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Modélisation et régulation de la glycémie dans la maladie du diabète

Résumé : Aujourd’hui, les technologies de mesure CGM (Continuous Glucose Mo-
nitoring) et d’insulinothérapie par pompe à insuline révolutionnent le traitement du
diabète. Les capteurs sont toutefois limités à la mesure de glucose et les algorithmes
d’insulinothérapie sont ainsi limités. L’action menée par le consortium de recherche
constitué de l’IMS (Laboratoire de l’Intégration du Matériau au Système), du CBMN
(laboratoire de Chimie et Biologie des Membranes et Nano-objets) et du CHU (Centre
Hospitalier Universitaire) de Bordeaux, rassemble des diabétologues et des spécialistes
de la biologie des îlots pancréatiques, de la micro-électronique et de l’automatique, pour
développer un nouveau dispositif de mesure et de contrôle de glycémie qui inclut la prise
en compte de différentes hormones dans la mesure. Les travaux de cette thèse s’inscrivent
dans ce contexte. Le travail de thèse consiste à utiliser les outils de la commande robuste
pour établir de nouveaux algorithmes d’insulinothérapie (contrôle de pompe à insuline)
permettant de s’adapter aux grandes variabilités des patients (âge, poids...) et des condi-
tions de vie (sport, sommeil, repas de famille, etc.). La démonstration « in silico » des
solutions développées est effectuée à l’aide du simulateur UVA/PADOVA, simulateur
Matlab/Simulink certifié par la FDA (Food and Drug Administration) pour les essais
pré-cliniques.
Mots-clés : Automatique, Modélisation, Commande robuste, Commande H∞.

Glycemia modelisation and regulation in type-1 diabetes

Abstract: Recent advancements in CGM sensors (Continuous Glucose Monitoring) and
insulin pumps considerably improved the treatment of diabetes. However, CGM sen-
sors can only measure the blood glucose level, limiting the insulin therapy algorithms.
The IMS laboratory (Integration: from Material to Systems), the CBMN laboratory
(Chemistry, Biology of Membranes and Nano-objects) and the CHU (University Hospi-
tal Center) gather specialists in diabetes, pancreatic islet biology, microelectronics and
automatic control in order to develop new solutions for glycemic measurement and reg-
ulation for patients with diabetes. The work of this thesis falls within this context.
The goal is to use the tools of the robust control theory in order to develop new in-
sulinotherapy algorithms that can adapt to the physiological variability of the patient
(age, weight...). These algorithms will be evaluated in the UVA/Padova simulator, cur-
rently the only simulator approved by the FDA (Food and Drug Administration) for “in
silico” pre-clinical tests.
Keywords: Control theory, Modelisation, Robust control, H∞ control.

Laboratoire IMS
UMR 5218 Université de Bordeaux, France.
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Introduction générale

La fédération internationale du diabète rapporte qu’en 2019, 1 adulte sur 11 est ac-
tuellement diabétique. Cela représente environ 463 millions de personnes dans le monde
entier et ce chiffre est estimé à 700 millions en 2045 [43]. Si aujourd’hui plusieurs types
de traitement existent, le diabète reste une maladie aux conséquences parfois graves
et relativement difficile à prendre en charge à cause des spécificités du traitement. Les
personnes affectées doivent surveiller leur taux de glucose dans le plasma sanguin (gly-
cémie) plusieurs fois par jour et l’ajuster, si besoin, au moyen d’injections d’insuline
pluriquotidiennes.

Le développement des technologies des dernières décennies a permis d’améliorer la
prise en charge et le traitement des personnes diabétiques, notamment avec l’émergence
du pancréas artificiel qui représente un ensemble de technologies permettant de faciliter et
d’automatiser le traitement du diabète [29]. Parmi les divers éléments qui le composent,
on retrouve un capteur pour mesurer la glycémie, une pompe à insuline et un algorithme
de contrôle, faisant le lien entre le capteur et la pompe. Le rôle de l’algorithme étant
de calculer la dose correcte d’insuline à injecter en fonction des données du capteur de
glycémie.

Cette thèse s’inscrit dans le développement de solutions pour le traitement des pa-
tients diabétiques de type 1, dont les cellules β sont détruites par l’organisme, à l’aide
d’un pancréas artificiel. Les contributions proposées sont restreintes au développement
d’algorithmes de régulation de la glycémie. Ces algorithmes, ou correcteurs dans le do-
maine scientifique relevant de l’automatique, permettent de calculer la dose d’insuline
à injecter au patient, en fonction d’une mesure de la glycémie sous-cutanée. L’objectif
est d’utiliser les outils de l’automatique moderne, notamment de la commande robuste,
pour développer des régulateurs plus performants en termes de régulation de glycémie.
L’objectif étant d’améliorer et de simplifier la prise en charge du diabète par les patients
et les professionnels de santé.

En effet, la commande robuste a pour but de synthétiser un correcteur en prenant
en compte les variabilités physiologiques inhérentes de différentes cohortes de patients
(enfants, adolescents, adultes). L’intérêt de la synthèse d’une loi de commande unique
pour assurer un niveau de performance donnée sur la glycémie sanguine pour chacune de
ces cohortes de patients contribuerait à faciliter la prise en charge par les professionnels
de santé.

La thèse s’organise en 3 axes principaux. Le premier axe définit le contexte et l’envi-
ronnement de la thèse et est décrit dans les chapitres 1 et 2. Dans ce premier chapitre,
les éléments constituants la maladie du diabète, et plus spécifiquement le diabète de type
1 seront présentés. Les conséquences sur l’organisme des patients affectés ainsi que les
différents traitements seront abordés, avant d’introduire le concept de pancréas artificiel.
Puis, les différentes lois de commande développées dans la littérature seront listées avant
de spécifier plus spécifiquement le contexte, les enjeux et les contributions de cette thèse.
Afin de faciliter la compréhension du lecteur, le chapitre 2 rappelle l’ensemble des no-
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tions essentielles de la théorie permettant la synthèse d’une loi de commande H∞ dans
le traitement du diabète, qui sera investiguée au cours de cette thèse. Dans un premier
temps, le problème H∞ standard est abordé avant de présenter l’approche sensibilité
mixte. Deux méthodes de résolution, par équations de Riccati et par LMI sont ensuite
données. Enfin, la modélisation des incertitudes via le formalisme LFT est détaillée avant
de finir par la présentation de l’analyse de la stabilité et des performances robustes.

Le deuxième axe se compose du chapitre 3 qui aborde la modélisation d’une cohorte
de patients diabétiques. L’objectif est de déterminer un modèle incertain intégrant la
variabilité physiologique inhérente des différentes cohortes de patients (enfants, adoles-
cents et adultes). Pour ce faire, notre réflexion s’initie à partir d’un modèle non linéaire
proposé dans la littérature [66] qui a été validé pour la FDA (Food Drug Administration)
comme étant un modèle suffisamment précis pour être utilisé dans le cadre de tests pré-
cliniques. Des jeux de paramètres différents permettent de modéliser différents patients
diabétiques dans le cadre de scénarios pré-définis (nombre et taille des repas, type de
capteurs de glycémie, type de pompes à insuline etc.) Le simulateur UVA/Padova [33]
intègre les modèles de ces différents patients. Il sera utilisé comme simulateur de modèle
de référence tout au long de la thèse. La contribution de ce chapitre consiste à construire
une famille de modèles linéaires décrivant au mieux la variabilité physiologique par type
de cohortes étudiées et de la valider en simulation. Pour cela, la famille de modèles ob-
tenue sera décrite dans le cadre du formalisme LFT (Linear Fractional Transform).

Enfin, le troisième axe propose plusieurs contributions de thèse sur la synthèse de
différents types de lois de commande et sur leur comparaison en termes de performance
obtenue, au sein de deux chapitres 4 et 5. Ces deux chapitres possèdent la même struc-
ture et présentent respectivement un correcteur PID robuste et un correcteur H∞. La
structure de chaque chapitre se décompose en la description de la synthèse du correc-
teur considéré, à partir de la famille de modèles construite au chapitre 3. Puis, une
post-analyse de synthèse de correcteur est réalisée afin de vérifier si les performances at-
tendues, en termes de cahier des charges, sont atteintes en boucle fermée. Enfin, les deux
correcteurs sont implantés dans le simulateur haute fidélité d’UVA/Padova [33] avant
d’êtres simulés sur divers scénarios pour un type de cohorte de patients donné. Les ré-
sultats sont ensuite présentés et leur analyse de performance repose sur une distribution
de temps maximum de différents taux de glycémie atteints au cours du temps, appelés
“temps dans les cibles” [11]. L’objectif de la synthèse de ces deux lois de commande
spécifiques est de montrer qu’il est possible de simplifier la prise en charge des patients
par les cliniciens, en utilisant des correcteurs robustes, qui ne nécessitent pas de réglage
individuels de la part du patient ou de son diabétologue.
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Chapitre 1

Le diabète de type 1, spécificités,
traitements et solutions actuelles

Sommaire
1.1 Introduction à la maladie du diabète . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Le pancréas artificiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1 Capteurs CGM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.2 Actionneurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.3 Algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Formulation du problème de régulation avec pancréas artificiel 13
1.3.1 Architecture de régulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.2 Signal de bolus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.3 Modèles du patient diabétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.4 État de l’art des différents correcteurs pour réguler la glycémie 20

1.4 Positionnement et objectifs de la thèse . . . . . . . . . . . . 32
1.4.1 Limitations et contexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.4.2 Objectifs et contributions de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . 35

Ce premier chapitre présente dans un premier temps la maladie du diabète, ses consé-
quences sur l’organisme du patient et les différents types de traitement aujourd’hui dispo-
nibles. La deuxième section introduit le pancréas artificiel, qui est la principale solution
proposée aujourd’hui pour la gestion de la régulation embarquée de la glycémie d’un
patient diabétique. Les principaux éléments qui le composent y sont présentés. Ensuite,
une section est consacrée à l’introduction des différents types de lois de commande im-
plémentés actuellement. Enfin, la dernière partie aborde le contexte, le positionnement
et les contributions de la thèse.
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1.1 Introduction à la maladie du diabète

Le diabète de type 1 (DT1) est une maladie auto-immune qui affecte les cellules
présentes dans les îlots de Langerhans (figure 1.1). Ces îlots sont des amas de cellules
endocrines (qui produisent des hormones) situées dans le pancréas. Ils se composent de
cellules β en charge de la sécrétion d’insuline et de cellules α en charge de la sécrétion de
glucagon. L’insuline est une hormone qui permet de contrôler la glycémie sanguine (taux
de glucose dans le sang), en faisant pénétrer le glucose sanguin au sein des cellules pour
y être absorbé et ainsi faire diminuer la glycémie. À l’inverse, les cellules α sécrètent du
glucagon qui libèrent le glucose présent dans les cellules et ainsi fait monter la glycémie.
L’équilibre dans la sécrétion de l’insuline et du glucagon permet au pancréas de réguler
le taux de glucose dans le sang et assurer un équilibre permanent de la glycémie durant
la journée et la nuit.

D’autres organes comme le foie, les reins ou le tissu adipeux rentrent aussi en jeu
dans les mécanismes de régulation de la glycémie. Sous l’action de l’insuline, le foie va
permettre de stocker le glucose sous forme de glycogène dans les cellules hépatiques.
Si le foie est saturé, il transforme alors le glucose en lipides qui sont stockés au niveau
des cellules hépatiques et adipeuses. Cela constitue des réserves de glucose pouvant être
alors libérées si besoin dans l’organisme, sous l’action du glucagon. Le rein permet la
production de glucose via néoglucogenèse, un procédé de synthèse du glucose. Il permet
aussi de filtrer le glucose dans le sang et d’en réabsorber une partie jusqu’à un certain
seuil, l’excèdent de glucose étant alors éliminé dans l’urine.

Figure 1.1 : Cellules β du pancréas. Le glucose est absorbé dans la cellule via les
protéines GLUT2, ce qui va entraîner une réaction en chaîne conduisant à la libération
d’insuline [65].

Dans le cadre du DT1, les cellules β des patients affectés sont détruites par l’orga-
nisme, résultant en une impossibilité pour le pancréas de produire suffisamment d’insu-
line et ainsi correctement contrôler la glycémie. En cas d’impossibilité de régulation de
la glycémie, si cette dernière demeure trop élevée dans le temps (hyperglycémie) et n’est
pas dépistée, alors le diabète peut entraîner des maladies au niveau du coeur, des reins,
des yeux, des vaisseaux sanguins et du système nerveux. Dans le cas où une glycémie
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atteint un niveau trop bas (hypoglycémie), cela risque d’endommager le cerveau, voire
se révéler fatal si l’hypoglycémie est prolongée ou trop sévère. La glycémie est majori-
tairement affectée par l’apport de glucides provenant des repas et le rôle des cellules β
du pancréas revient essentiellement à maintenir une glycémie stable en gérant cet afflux
soudain qui fait augmenter la glycémie. Cet exercice de régulation, effectué en temps
normal par le pancréas des personnes non-diabétiques, est complexe et peut être affecté
par différents facteurs externes, comme le stress ou l’activité physique, qui peuvent par
exemple modifier la sensibilité des cellules à l’insuline.

Avant la découverte de l’insuline en 1922 [10], le diabète se traitait généralement
avec un jeûne sévère mais se révélait toujours mortel au bout de quelques semaines ou
mois (voir année dans de très rares cas). La première injection d’insuline sur un patient
remonte à 1922 [113], ce qui marque le début d’un traitement fiable et efficace du diabète.
Ce traitement consiste aujourd’hui donc en de multiples injections quotidiennes d’insuline
couplées avec une observation quasi-constante de la glycémie.

Les injections se font souvent sur un schéma basal/bolus. Le basal correspond à
l’injection d’une insuline à diffusion lente qui va agir sur toute la journée dans le but
de maintenir une glycémie constante. Cette injection s’accompagne d’insuline “bolus”,
une insuline à diffusion rapide, au moment des repas, afin de compenser l’ingestion de
glucides et le pic de glycémie en résultant. Ces injections peuvent se faire au moyen de
stylo ou de pompes à insuline, voir figure 1.2.

L’avantage de la pompe à insuline est qu’elle permet d’assurer un débit d’insuline
constant sur la journée (débit basal) accompagné d’injections ponctuelles au moment des
repas. Elle permet aux patients une charge mentale moins élevée, en réduisant le stress et
la difficulté d’administration de l’insuline par rapport à un style à insuline classique. La
pompe permet généralement d’améliorer grandement le confort et la qualité de vie du pa-
tient. Ce dernier n’a pas à réaliser plusieurs injections lui même, elles sont effectuées par
la pompe au moyen d’une interface compacte sur la pompe ou sur le téléphone du patient.

Figure 1.2 : A : Stylo à insuline. B : Pompe à insuline.

Concernant la mesure de la glycémie, deux options sont aujourd’hui possibles et lar-
gement répandues. La première consiste en une mesure de la glycémie capillaire : le
patient se pique le bout du doigt avec une lancette avant de déposer une goûte de sang
sur un lecteur de glycémie (figure 1.3, A) qui renverra la valeur de la glycémie du patient.

La seconde option consiste à utiliser un capteur de glucose continu (CGM pour Glu-
cose Continuous Measurement) voir figure 1.3, B qui est un petit appareil fixé sur la
peau et qui mesure automatiquement et régulièrement la concentration en glucose dans
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le liquide interstitiel. Les CGM permettent un plus grand confort et une meilleure au-
tonomie au patient mais présentent tout de même quelques désavantages. Le principal
provenant du retard de diffusion entre le sang et le liquide interstitiel, ce qui signifie que
le résultat des mesures va différer, avec un retard, de la mesure de glycémie capillaire.
Ce décalage varie en fonction des patients mais est généralement de l’ordre de la dizaine
de minutes [101].

Le deuxième désavantage est que certains de ces systèmes ont besoin d’étalonnages
ponctuels afin d’être suffisamment précis pour être utiles. C’est pourquoi les CGM sont
généralement autorisés sur les adultes qui ont montré une bonne capacité à gérer eux
même leur glycémie et plusieurs études [71, 109] rapportent que l’utilisation de CGM
dans le cadre d’une thérapie permet de réduire les complications à long terme du diabète.

Figure 1.3 : A : Lecteur de glycémie. B : Capteur continu de glycémie (CGM).

1.2 Le pancréas artificiel

Le développement des CGM et des pompes à insuline permettent de voir l’émergence
du Pancréas Artificiel (PA) dans les années 60 [62]. Le PA est un dispositif technologique
en boucle fermée qui vise à contrôler la glycémie d’un patient de façon quasi-autonome
pour améliorer son confort de vie et diminuer son anxiété dans la gestion de cette maladie.
L’objectif est de rendre la régulation de la glycémie la plus autonome possible, c’est-à-dire
en automatisant la mesure de glycémie (via un CGM), l’injection de la dose d’insuline
(via une pompe à insuline) et le calcul de la dose via un algorithme. Il se compose donc
d’un ensemble d’éléments mis en boucle fermée qui permet d’injecter l’insuline nécessaire
à la situation physiologique du patient.

Le PA permet alors l’introduction de la boucle fermée dans les thérapies de traitement
du diabète, en rajoutant un algorithme de contrôle, faisant le lien entre le capteur et la
pompe à insuline. Le terme pancréas artificiel est utilisé pour désigner un ensemble
d’éléments technologiques minimums embarqués, nécessaires à la régulation en boucle
fermée des patients diabétiques de type 1 :

- un capteur continu de glycémie (un CGM dans la plupart des cas),
- un contrôleur embarquant une loi de commande fournissant le taux d’insuline à

injecter,
- une pompe à insuline, chargée de délivrer l’insuline calculée par le contrôleur.

En 2016, un premier système intégrant ces trois composants apparaît et reçoit l’auto-
risation de mise sur le marché américain par la Food and Drug Administration (FDA)
[19]. Il s’agit du système Minimed 670 de Medtronic [78]. Il contient un CGM Guardian
3, une pompe à insuline Minimed 670G et un algorithme PID (Proportionnel Intégral
Dérivée). Le système est capable d’ajuster le débit basal toutes les 5 minutes afin de
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maintenir la glycémie constante durant la journée et la nuit. L’autonomie est cepen-
dant limitée par le fait qu’il est nécessaire d’annoncer les repas (ainsi que leur quantité
de glucose équivalent ingérée) au système et d’étalonner le CGM toutes les 12 h avec
une mesure de glycémie capillaire. L’étalonnage permet l’estimation d’un modèle ma-
thématique qui convertit le courant électrique renvoyé par l’électrode du capteur en une
mesure de glycémie [4]. Parmi les éléments additionnels qui constituent un PA, on peut
retrouver différentes différents algorithmes, qui seront détaillés et listés à la section 1.2.3.

Le pancréas artificiel étant en constant développement, la JDRF (Juvenile Diabetes
Research Foundation) a établi une classification du niveau d’automatisation du pancréas
artificiel, représenté sur la figure 1.4. Cette classification se décompose en 3 générations.

La première génération se compose de pancréas artificiels possédant un faible niveau
d’automatisation : l’injection d’insuline s’interrompt lorsqu’un risque d’hypoglycémie est
détecté.

La seconde génération, qui comprend l’étape n°4 qui correspondant aux dispositifs
médicaux actuellement sur le marché, se compose de boucles fermées hybrides. Pour
l’étape n°4, la boucle fermée comporte une régulation de la glycémie automatique avec
une pompe à insuline. En revanche, l’injection du bolus au moment du repas reste ma-
nuelle et requiert une action de l’utilisateur, d’où le terme “hybride” indiquant que l’uti-
lisateur reste impliqué au même titre que l’algorithme dans la régulation. L’étape n°5
vient supprimer le besoin d’intervention de l’utilisateur au niveau du bolus en venant
automatiser ce dernier.

Enfin, le pancréas artificiel de l’étape n°6 comporte une pompe à glucagon en plus de
la pompe à insuline, permettant alors à l’algorithme en boucle fermée de faire remonter
la glycémie, offrant ainsi un degré d’action supplémentaire.

1 2 3 4 5 6
Première génération Deuxième génération Troisième génération

Interruption de la 

pompe si la 

glycémie est 

trop basse

La pompe s'éteint 
lorsque 
l'utilisateur ne 
répond pas à une 
alarme signalant 
un niveau de 
glycémie trop bas

Minimisation des 

hypoglycémies

La prédiction d'une 
hypoglycémie 
déclenche une 
alarme suivie d'une 
réduction ou d'un 
arrêt de l'injection 
d'insuline par la 
pompe 

Minimisation des 

hypoglycémies/

hyperglycémies

Pareil que #2 
mais inclut aussi 
l'injection 
d'insuline lorsque 
la glycémie 
dépasse un 
certain seuil 
(200 mg/dl par 
exemple)

Basal automatisé / 

boucle fermée 

hybride

Boucle fermée avec 
injection manuelle 
de bolus au 
moment des repas

Boucle fermée 

automatisée 

utilisant de 

l'insuline

Injection manuelle 
du bolus éliminée / 
bolus automatisé

Boucle fermée 

multi-hormone 

automatisée

Figure 1.4 : Les 6 étapes du développement du pancréas artificiel [110].

1.2.1 Capteurs CGM

L’élément principal d’un capteur CGM est une petite électrode injectée sous la peau et
dont le support est maintenu en place avec un adhésif sur la peau du patient. L’électrode
et son support pourront ensuite renvoyer via une technologie bluetooth ou NFC (Near
Field Communication) la mesure de glycémie à intervalle régulier.

Il est important de noter que l’électrode mesure le taux de glucose dans le liquide
interstitiel et non pas directement dans le sang. La glycémie dans le liquide interstitiel
présente un retard de quelques minutes par rapport à la glycémie sanguine, qui varie
selon la physiologie du patient et la technologie employée [63, 101]. Le premier CGM
approuvé par la FDA et commercialisé est le Minimed Guardian RT [17] qui permettait
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mesurer la glycémie sous-cutanée pendant 3 jours (avant de devoir changer l’électrode
du CGM) avec une mesure toutes les 5 minutes.

Dans le cadre de la régulation de la glycémie, la précision du capteur CGM est essen-
tielle. Par exemple, une erreur de mesure qui viendrait surestimer la glycémie conduirait
alors à l’injection d’un surplus d’insuline de la part de la pompe à insuline, ce qui pour-
rait entraîner une hypoglycémie. L’indicateur utilisé pour mesurer la précision et les
performances d’un CGM est le Mean Absolute Relative Difference (MARD) [93].

MARD =
1

Nref

Nref∑
n=1

|GCGM(tn)−Gref(tn)|
Gref(tn)

.100%, (1.1)

où Nref représente le nombre total d’échantillons mesurés, tn désigne le n-ième échan-
tillon, Gref est la mesure de glycémie de référence et GCGM est la mesure de glycémie du
capteur CGM. Cet indicateur est obtenu lors d’essais cliniques puisqu’il nécessite d’avoir
accès à la glycémie, sanguine afin de pouvoir mesurer la différence relative entre la me-
sure du capteur et la glycémie sanguine qui sert de référence. Il s’agit d’un indicateur
simple (sous la forme d’un pourcentage) et universel qui permet de facilement comparer
la précision de différents capteurs, vis à vis de la glycémie sanguine. Au fil des années,
de nouvelles générations de capteurs CGM ont vu le jour, voir tableau 1.1, ce qui per-
met d’arriver à des capteurs CGM ayant le même MARD que des lecteurs de glycémie
sanguine (qui sont généralement évalués entre 5 % et 10 %).

Les CGM présentent donc plusieurs avantages : mesures en continu, interfaces élec-
troniques, configuration d’alarmes d’hypoglycémie ou encore mesures moins pénibles que
les lecteurs de glycémies sanguines. En revanche, quelques inconvénients subsistent : le
retard de la mesure observée par rapport à la glycémie sanguine, l’inconfort que peut
entraîner le CGM porté 24 h sur 24 h et le besoin d’étalonner le CGM une à deux
fois par jour. Ce besoin est nécessaire à cause de la nature même du CGM ce dernier
s’appuyant sur la mesure du courant électrique d’une réaction électrochimique dans les
tissus sous-cutanés [3, 77]. Concernant le besoin de calibration, il commence cependant
à apparaître des CGM qui ne requièrent pas d’étalonnage de la part du patient, c’est le
cas du Freestyle Libre ou du Dexcom G6 par exemple, sorti en 2018.
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Référence CGM MARD Année Calibrations Durée de vie du cap-
teur

Medtronic Enlite 13.6 % 2011 toutes les 12 h 6 jours

Freestyle Navigator
II

14.5 % 2011 2, 10 24 et 72 h après
insertion

5 jours

G4 Platinium 13 % 2012 toutes les 12 h 7 jours

G4 Platinium avec
algorithme 505

9 % 2014 toutes les 12 h 7 jours

Freestyle Libre 11.4 2016 / 14 jours

Medtronic Guardian
3

9.1 % 2016 toutes les 12 h 7 jours

Dexcom G6 10 % 2018 / 10 jours

Table 1.1 : Évolution de la précision des capteurs CGM au fil des années (données
issues de [26]).

1.2.2 Actionneurs

Une pompe à insuline se compose d’un boîtier, d’un réservoir à insuline et d’un dispo-
sitif d’injection sous-cutané, comme un cathéter par exemple. Il s’agit d’une alternative
aux stylos ou seringues à insuline et permet un traitement basal/bolus. Le basal est
l’injection en continu d’insuline, afin de maintenir un taux de glycémie constant sur 24h.
Ce taux de glycémie est propre à chaque patient et la pompe peut être réglée sur ce
taux. Les bolus, qui sont des injections d’insuline au moment des repas, sont calculés
principalement en fonction de la quantité de glucides ingérée pendant le repas.

La première pompe à insuline est créée en 1960 par Arnold Kadish et contient une
large pompe à insuline, couplée avec un système de mesure de glucose et un mécanisme
on/off pour activer/désactiver la pompe suivant la valeur renvoyée par la mesure de
glycémie.

En 1974 est développé le Biostator, qui est la première pompe à insuline contrôlée
par ordinateur, qui contient une pompe, un système de mesure et un ordinateur pour
calculer les doses à injecter. Par la suite, les pompes deviennent plus petites et atteignent
des tailles raisonnables afin d’être commercialisées, voir figure 1.5. Aujourd’hui elles per-
mettent d’intégrer de multiples fonctionnalités, telles que l’ajustement du basal, le calcul
automatique du bolus suivant l’estimation de la quantité de glucose équivalent ingérée
par le patient ou encore une estimation de la quantité d’insuline encore active dans le
corps. Aujourd’hui, par exemple, la pompe Paradigm 522/722 de Medtronic (figure 1.5,
D) est capable d’injecter de l’insuline toutes les 10 min, possède un incrément de 0.05 u
sur le basal, a une durée de vie (batterie) de 3 semaines et calcule le bolus à partir de
l’estimation de la quantité de glucose ingérée équivalent, renseigné sur l’interface [6].
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Figure 1.5 : A : La première pompe à insuline de Kadish en 1960 [6]. B : Biostator
(1974) [6]. C : La Big Blue Brick (1978), une des premières pompes commercialisées [6].
D : Minimed Paradigm 522/722 (2006).

Les pompes à insuline permettent donc de rendre les injections d’insuline moins
pénibles, automatisent le basal et facilitent l’injection du bolus au moment des repas.
Quelques inconvénients sont aussi à noter, comme le fait de devoir porter une pompe en
permanence, ce qui peut ne pas être toujours adapté à l’activité physique du patient ou
encore l’inconfort et les possibles irritations dues au cathéter.

Il existe aussi un type de pompe alternatif, appelés dispositifs bi-hormonaux. Ces
pompes font usage du glucagon en plus de l’insuline afin d’améliorer le contrôle de la
glycémie. En effet de cette manière, la loi de commande peut agir de manière hyperglycé-
miante (injection de glucagon) et hypoglycémiante (injection d’insuline), ce qui permet
par exemple d’avoir un contrôle plus “agressif” au moment des repas et pouvoir éviter le
phénomène d’hypoglycémie post-prandial (qui peut être du à un surdosage d’insuline au
moment du repas). Une étude [41] rapporte que l’utilisation d’un dispositif bi-hormonal
apporte de meilleures performances par rapport à une thérapie basée sur l’insuline seule.

En revanche, le glucagon est une hormone moins stable en solution à température
ambiante ce qui implique des pompes plus encombrantes et nécessite par exemple de
changer la cartouche de glucagon au quotidien. Malgré cet inconvénient, il est possible
d’utiliser le glucagon en boucle fermée [117], sous condition de disposer du glucagon sous
forme suffisamment stable [116].

1.2.3 Algorithmes

Le schéma basal/bolus, expliqué précédemment, s’intègre dans un PA au niveau de
l’algorithme de contrôle suivant le schéma de la figure 1.6. Le bolus est calculé par le
patient ou par la pompe et sera déclenché au moment de l’annonce du repas. Il peut être
injecté via la pompe ou alors directement dans l’espace sous-cutané (au moyen d’un stylo
injecteur par exemple), selon le modèle de la pompe ou les préférences du patient. Le
basal d’insuline correspond à une quantité d’insuline injectée en continu et dont la valeur
est calculée par l’algorithme de contrôle, en fonction de la lecture du niveau de glycémie
via un CGM. L’insuline injectée à tout moment correspond à la somme du basal et du
bolus.
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Figure 1.6 : Schéma basal/bolus.

Un des éléments clés du pancréas artificiel est le dispositif de régulation de la gly-
cémie en boucle fermée. L’objectif pour cet algorithme est de maintenir la glycémie du
patient dans la zone dite de normoglycémie, comprise entre 70 mg/dl et 180 mg/dl afin
d’éviter les hypoglycémies (glycémie inférieure à 70 mg/dl) et réduire le temps passé en
hyperglycémie (glycémie supérieure à 180 mg dl).

Concernant l’évaluation des performances d’une boucle fermée dans le cadre PA,
outre les critères classiques de l’automatique sur la précision, la rapidité ou l’amortisse-
ment, plusieurs outils d’évaluation cliniques ont été développés dans le but de disposer
d’indicateurs universels, facilement comparables et plus accessibles aux professionnels de
santé et aux patients. Deux ensembles d’indicateurs seront utilisés dans le cadre de ce
travail et sont détaillés ci-après.

Le premier ensemble d’indicateurs est établi dans [11] et se compose des différents
durées de la glycémie du patient dans les cinq cibles de référence (voir tableau 1.2). Par
exemple, un TIR de 80 % signifie que la glycémie du patient se situe entre 70 et 180
mg/dl durant 80 % de la journée.

Indicateur Signification Recommandation

TAR250 G > 250 (mg/dl) < 5%

TAR180 G > 180 (mg/dl) < 25%

TIR 70 ≤ G ≤ 180 (mg/dl) > 70%

TBR70 G < 70 (mg/dl) < 4%

TBR54 G < 54 (mg/dl) < 1%

Table 1.2 : Indicateurs de performances pour la régulation glycémique en boucle fermée
[11].

TAR : Time Above Range, TIR : Time In Range, TBR : Time Below Range.

On note que de par la manière dont les différentes zones du tableau 1.2 sont énon-
cées, la zone TAR250 est inclue dans la zone TAR180 et la zone TBR54 est inclue dans la
zone TBR70. Cela signifie que par exemple, un TAR180 de 30 % n’est pas nécessairement
un mauvais résultat si le TAR250 est nul, puisqu’il est préférable que le patient passe 5
% supplémentaire de son temps dans la zone 180 − 250 mg/dl plutôt que dans la zone
au-dessus de 250 mg/dl.
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Le second indicateur est le BGI (Blood Glucose Index ) qui permet de prendre en
compte la non symétrie des zones d’hypoglycémie et hyperglycémie [67]. Plus la valeur
du BGI est grand, plus le risque du patient est élevé. Il est calculé en fonction de la mesure
de glycémie G(n) (mg/dl) du patient (où n représente le temps de manière discrète) :

BGI(G(n)) = 10× [f(G(n))]2 (1.2)

avec
f(G(n)) = 1.509

(
ln(G(n))1.084 − 5.381

)
(1.3)

Ainsi par exemple, un écart de 30 mg/dl par rapport à une référence fictive de 110
mg/dl produit un BGI(80) = 4.01 et BGI(140) = 1.67. On observe bien ici l’asymé-
trie du risque en hypoglycémie et hyperglycémie, due au fait que la zone d’hypogly-
cémie est beaucoup plus réduite que celle d’hyperglycémie. Le risque étant minimal,
BGI(G(n)) = 0, lorsque G(n) = 116 mg/dl.

IL est aussi possible de calculer les indicateurs LBGI(G(n)) (Low BGI ) et HBGI(G(n))
(High BGI ) qui sont les moyennes des valeurs du BGI calculées lorsque G < 116 (LBGI)
et G > 116 (HBGI). Les relations pour calculer le LBGI et le HBGI sont données ci-
dessous :

LBGI =
1

k

k∑
n=1

fl(G(n)) (1.4)

HBGI =
1

k

k∑
n=1

fh(G(n)) (1.5)

(1.6)

avec

fl(G) = BGI(G(n)) si f(G(n)) < 0 (1.7)
fh(G) = BGI(G(n)) si f(G(n)) > 0 (1.8)

Ces deux indicateurs sont un moyen d’estimer les risques dans les zones d’hypoglycémie
et d’hyperglycémie du patient. La documentation du T1DMS (voir annexe 6.7) propose
différentes valeurs pour classer le LBGI et HBGI, rappelées dans le tableau 1.3.

Indicateur Risque Valeurs

LBGI

Minimal LBGI < 1.1

Faible 1.1 < LBGI < 2.5

Modéré 2.5 < LBGI < 5

Grand 5 < LBGI

HBGI

Minimal HBGI < 5

Faible 5 < HBGI < 10

Modéré 10 < HBGI < 15

Grand 15 < HBGI

Table 1.3 : Indicateurs basés sur le BGI et recommandations pour la boucle fermée [67]
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Une chose importante à noter pour ce problème de contrôle est la nature particulière
de la commande qui est strictement positive : la pompe peut uniquement injecter de
l’insuline pour faire baisser la glycémie mais ne peut pas agir dans l’autre sens et tenter
de faire remonter la glycémie avec une injection d’insuline “négative”, ce qui reviendrait à
injecter du glucagon afin de libérer le glucose présent dans les cellules pour faire remonter
la glycémie.

L’algorithme central présent dans un PA est donc la loi de commande (ou contrôleur),
qui sera détaillée dans la section 1.3. À cet algorithme de contrôle, il est possible d’ajouter
d’autres éléments, par exemple :

- l’insulin feedback (IFB) qui permet de tenir compte de l’insuline déjà injectée,
grâce à un modèle de la diffusion de l’insuline dans les zones sous-cutanées, plas-
matiques et inertielles pour ainsi réduire les hyperglycémies dues à un surdosage
d’insuline [95],

- des algorithmes de détection de pannes au niveau de la pompe ou du capteur [14],
- un algorithme de calcul de la taille du bolus d’insuline en fonction de l’estimation

de la taille du repas, au moyen d’une interface sur la pompe ou un téléphone [6].
- la possibilité d’annoncer une activité physique à la pompe, ce qui augmentera ou

diminuera l’apport de basal d’insuline en fonction du réglage des patients [45],
- un algorithme de prédiction des hypoglycémies nocturnes [23], qui interrompra la

diffusion d’insuline de manière automatique lorsqu’une hypoglycémie est prédite,
- un algorithme de prédiction des hypoglycémies post-prandiales, qui est un phé-

nomène commun d’hypoglycémie survenant à la suite d’un repas [103, 81].

Le premier algorithme de contrôle présent dans un pancréas artificiel remonte à 1960
avec Kadish [92] dont le système possédait un réservoir à insuline et un autre à glucagon.
La pompe injectait alors du glucagon si la glycémie était inférieure à 50 mg/dl et de
l’insuline si la glycémie était supérieure à 150 mg/dl. Ce premier dispositif était lourd
et encombrant, à cause des limites techniques et de la présence du glucagon, beaucoup
plus difficile à stabiliser et à stocker que l’insuline. Par la suite, le besoin d’adopter
une approche mathématique basée sur les outils de l’automatique moderne devient alors
évident.

1.3 Formulation du problème de régulation avec pancréas
artificiel

L’objectif d’une loi de commande utilisée dans le cadre du pancréas artificiel est de
réguler la glycémie tout au long de la journée, de rejeter les perturbations liées au repas
et de manière générale, améliorer le traitement du diabète vis à vis du confort du patient.
Dans le cadre de l’insulinothérapie, la mesure se fait donc naturellement en sous-cutanée
via un CGM et l’injection d’insuline via une pompe à insuline.

1.3.1 Architecture de régulation

La structure générale d’une loi de commande pour le traitement du diabète est repré-
sentée sur la figure 1.7. Le bolus d’insuline, calculé et injecté au moment du repas joue
le rôle de feedforward et représente une partie majeure de la régulation [55]. Sa présence
améliore grandement la régulation de la glycémie en boucle fermée, puisque qu’il permet,
si correctement dosé, de compenser l’afflux de glucose apporté par les repas. Le rôle du
correcteur revient donc essentiellement à stabiliser la glycémie autour de la référence
durant la journée. En pratique, les erreurs dans l’estimation du glucose équivalent ingéré
pendant le repas ou l’absence de bolus injecté par le patient font que le correcteur doit
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jouer une part plus active dans la régulation de la glycémie.

Figure 1.7 : Schéma bloc de régulation en boucle fermée de la glycémie chez l’humain.

L’objectif de la thèse est d’adresser le problème de régulation et se focalise unique-
ment sur la loi de commande qui permet de commander la pompe à insuline. Le but est
de se servir des outils de l’automatique moderne afin de proposer de nouvelles solution
vis à vis du contrôle de la glycémie en boucle fermée. La principale solution proposée
sera un correcteur H∞ robuste aux variations physiologiques d’une cohorte de patients
donnée. La plupart des solutions développées se basent aujourd’hui sur les commandes
Proportionnelle Intégrale Dérivée (PID) ou Model Predictive Control (MPC) [110].

1.3.2 Signal de bolus

Concernant le choix du signal de feedforward ubolus, c’est-à-dire le bolus d’insuline
injecté (ou déclenché sur la pompe) par le patient juste avant de manger, plusieurs
options sont possibles.

La première et la plus répandue consiste à faire calculer au patient la dose de bolus
ubolus (U) grâce à une relation mathématique simple entre la quantité de glucose ingérée
et la sensibilité à l’insuline du patient. La formule suivante, issue de [80], donne un
exemple de ce type de relation :

ubolus =
gestim

CR
+

Gref −G

E
. (1.9)

Dans le premier terme, gestim (g) est l’estimation de la quantité de glucose équivalent
ingéré dans le repas et CR (g/U) est le ratio grammes/insuline, propre à chaque patient
et qui permet de compenser l’effet du repas. Dans le second terme, Gref est la référence
en glucose (mg/dl), G (mg/dl) est la mesure de la glycémie relevée par le patient au
début du repas et E (mg/dl/U) est la sensibilité à l’insuline du patient, c’est-à-dire de
quelle quantité sa glycémie diminuera pour une unité d’insuline injectée.

À noter qu’il est possible d’adapter le signal de bolus afin de prendre en compte
l’insuline encore active dans le corps afin de ne pas délivrer un surplus d’insuline qui
entraînera une hypoglycémie. Par exemple, la pompe Medtronic 780 [80] propose la
relation suivante :

ubolus =
gestim

CR
+

Gref −G

E
− Iact (1.10)
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où Iact est la quantité d’insuline encore active dans le corps du patient, estimée par un
algorithme embarqué dans la pompe (on parle alors d’Insulin On Board (IOB) dans la
littérature). La notice de la pompe précise cependant que si le retrait de l’insuline active
conduit à un nombre négatif pour la quantité de bolus, cette dernière est seulement cal-
culée en fonction de gestim et CR.

Cette première approche de calcul de la quantité de bolus fonctionnera d’autant
mieux si le patient est correctement formé à l’estimation de la quantité de glucose dans
ses repas. En revanche, la pratique montre que même parmi les patients adultes, les repas
sont souvent sous-estimés d’environ 20% [21].

Une seconde approche qui permettrait de palier une possible erreur d’estimation de
la part du patient et de faciliter son traitement en supprimant la nécessité de l’estimation
des repas serait d’utiliser une valeur fixe, relativement faible, pour ubolus. Cela permet
d’obtenir une solution qui ne dépend pas du patient et permet même d’être automatisée
si le patient porte une pompe à insuline. Ce bolus fixe peut par exemple être choisi d’être
déclenché uniquement pour les repas normaux, par oppositions aux petites collations dont
la valeur est faible en glucose, ces dernières étants facilement identifiables au premier coup
d’oeil par le patient.

1.3.3 Modèles du patient diabétique

Il existe dans la littérature de nombreux modèles dynamiques destinés à la modéli-
sation d’un patient diabétique de type 1. Dans cette section, 4 modèles sont présentés.
Ces modèles diffèrent par leur complexité en terme de description des phénomènes phy-
siologiques considérés et également en dimension de l’espace d’état associé.

A) Modèle de Bergman

L’un des premiers modèles présentés pour la modélisation d’un patient diabétique
est le modèle de Bergman [15]. Ce modèle, augmenté et modifié dans [48], permet de
modéliser la dynamique de la glycémie sanguine par rapport à des diffusions d’insuline
et de glucose exogènes. Les équations du modèle sont données ci-dessous :

ẋ1(t) = (P1 − x2(t))x1(t)− P1G0 + FG(t)/VG (1.11)
ẋ2(t) = P2X(t) + P3(x3(t)− I0) (1.12)
ẋ3(t) = Fi(t)/VI − nx3(t)− ẋ4(t)− ẋ5(t) (1.13)
ẋ4(t) = ka1x3(t)(CT1 − x4(t))− kd1x4(t) (1.14)
ẋ5(t) = ka2x3(t)(CT2 − x5(t))− kd2x5(t) (1.15)

x1(t) est la glycémie sanguine, x2(t) permet de modéliser l’effet de la diffusion d’insuline
sur la glycémie sanguine et x3(t) représente la dynamique de la diffusion d’insuline.
x4(t) et x5(t) représentent la dynamique de l’insuline vis à vis des anticorps [16]. FG(t)
et Fi(t) sont respectivement les apports externes de glucose et d’insuline. Les valeurs
des paramètres des modèles sont donnés dans l’annexe 6.6.1 et des détails additionnels
concernant le modèle peuvent se trouver dans [48].

B) Modèle d’Hovorka

Un deuxième modèle rencontré fréquemment dans la littérature est le modèle d’Ho-
vorka [59]. Ce modèle est plus complexe (10 états) et permet de modéliser de nombreux
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phénomènes physiologiques chez un patient diabétique de type 1. Les équations et pa-
ramètres du modèle peuvent être trouvés dans [59, 91]. Il peut être décomposé en 2
sous-parties :

- La première partie concerne la dynamique du glucose et permet de modéliser :
l’absorption de glucose par voie orale, la production endogène de glucose et la
dynamique générale du glucose via un modèle à deux compartiments (deux états).

- La seconde partie consiste d’un modèle à deux compartiments qui prend en compte
la dynamique d’absorption de l’insuline par voie sous-cutanée et d’un modèle à 3
états qui décrit la dynamique de l’action de l’insuline sur la glycémie.

Le modèle permet avec 10 états de modéliser l’absorption de glucose par voie orale,
l’injection d’insuline par voie sous-cutanée et la dynamique sous-cutanée de la glycémie.
Les équations du modèle sont données ci-dessous :

Sous-système insuline :

ẋ1(t) = −ka1x1(t) + kb1x4(t)

ẋ2(t) = −ka2x2(t) + kb2x4(t)

ẋ3(t) = −ka3x3(t) + kb3x4(t)

ẋ4(t) = −kex4(t) +
U1(t)

VI

(1.16)

x1(t), x2(t) et x3(t) modélisent les effets de l’insuline sur la dynamique du glucose
(distribution/transport et production endogène). x4(t) est la concentration d’insuline
dans le sang.

Sous-système glycémie :



ẋ5(t) =

(
F c
01

VGG(t)
+ x1(t)

)
x5(t) + k12x6(t)− FR + UG(t) + EGP0 (1− x3(t))

ẋ6(t) = x1(t)x5(t)− (k12 + x6(t))

G(t) = x5(t)/VG

F c
01(t) =

{
F01 si G(t) > 4.5

G(t)F01/4.5 sinon.

FR(t) =

{
0.003(G(t)− 9)/VG si G(t) > 9

0 sinon.
(1.17)

x5(t) et x6(t) représentent la quantité de glucose dans les compartiments accessibles
et non accessibles. G(t) est la glycémie sous-cutanée.

Sous-système diffusion de l’insuline :

ẋ7(t) = − x7(t)

tmax,I
+ u(t)

ẋ8(t) =
x7(t)

tmax,I
− x8(t)

tmax,I

U1(t) =
x8(t)

tmax,I

(1.18)

x7(t) et x8(t) représentent une chaîne de deux compartiments modélisant l’absorp-
tion de l’insuline dans l’espace sous-cutané. U1(t) est le taux d’absorption de l’insuline
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et u(t) représente l’injection d’insuline, via une pompe à insuline par exemple.

Sous-système diffusion du glucose :

ẋ9(t) = − x9(t)

tmax,G
+ ug(t)

ẋ10(t) =
x9(t)

tmax,G
− x10(t)

tmax,I

UG(t) = DGAG
x10(t)

tmax,G

(1.19)

x9(t) et x10(t) représentent une chaîne de deux compartiments modélisant l’absorp-
tion du glucose lors d’un repas. ug(t) est la quantité de glucose absorbée et UG(t) est
le taux d’absorption correspondant par l’intestin. Les valeurs des paramètres du modèle
peuvent être trouvés dans l’annexe 6.6.2.

C) Modèle de Sorensen

Enfin, il existe aussi des modèles plus complets qui se démarquent par une grande
variété dans les phénomènes physiologiques modélisés. Cela se traduit par un nombre
d’états plus élevé. On distingue le modèle de Sorensen [104] d’ordre 19 et le modèle du
simulateur UVA/Padova [33] d’ordre 18.

Le modèle de Sorensen divise le corps en 6 compartiments : le cerveau, le coeur et
les poumons, l’intestin, le foie, les reins et l’espace sous-cutané. Ensuite, pour chacun de
ces compartiments, les interactions et échanges du glucose, de l’insuline et du glucagon
y sont modélisés, dans le but d’obtenir un modèle global du corps humain au niveau des
différents organes évoqués précédemment. Les équations du modèle pour ces 6 compar-
timents sont données si dessous :

Cerveau : 

ẋ1(t) = (x4(t)− x1(t))
qB

vCB
− (x1(t)− x2(t))

vTB
TBvCB

ẋ2(t) = (x1(t)− x2(t))
1

TB
− ΓBU

V T
B

ẋ3(t) = (x5(t)− x3(t))
QB

V C
B

(1.20)

x1(t) et x2(t) représentent les concentrations en glucose dans l’espace intersticiel et
le sang, au niveau du cerveau. x3(t) est la concentration d’insuline dans le cerveau.

Coeur et poumons :ẋ4(t) = (x1(t)qB + x8(t)qL + x10(t)qK + x12(t)qP − x4(t)qH − ΓRBCU )
1
vCH

ẋ5(t) = (x3(t)QB + x9(t)QL + x11(t)QK + x14(t)QP − x5(t)QH + ΓIV I(t))
1

V C
H

(1.21)
x4(t) et x5(t) sont les concentrations en glucose et insuline au niveau du coeur et

des poumons. ΓIV I(t) est la concentration d’insuline résultant d’une injection externe
d’insuline.
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Intestins : 
ẋ6(t) = (x4(t)− x6(t))

qS

vCS
+

Γmeal(t)

vCS
− ΓSU

vCS

ẋ7(t) = (x5(t)− x7(t))
QS

V C
S

(1.22)

x6(t) et x7(t) sont les concentration en glucose et insuline respectivement au niveau
de l’intestin et Γmeal(t) correspond à l’absorption de glucose lors d’un repas.

Foie :
ẋ8(t) = (x4(t)qA + x6(t)qS − x8(t)qL)

1

vCL
+

ΓHGP (t)

vCL
− ΓHGU (t)

vCL

ẋ9(t) = (x5(t)QA + x7(t)QS − x9(t)QL)
1

V C
L

+
ΓPIR

V C
L

− ΓLC(t)

V C
L

(1.23)

x8(t) et x9(t) représentent les concentrations respectives de glucose et d’insuline au
niveau du foie.

Reins : 
ẋ10(t) = (x4(t)− x10(t))

qK

vCK
− ΓKE(t)

vCK

ẋ11(t) = (x5(t)− x11(t))
QK

V C
K

− ΓKC(t)

V C
K

(1.24)

x10(t) et x11(t) représentent les concentrations respectives de glucose et d’insuline au
niveau des reins.

Système sous-cutané :

ẋ12(t) = (x4(t)− x12(t))
qP

vCP
+ (x13(t)− x12(t))

vTP
TG
P vCP

ẋ13(t) = (x12(t)− x13(t))
1

TG
P

− ΓPGU (t)

vTP

ẋ14(t) = (x5(t)− x14(t))
QP

V C
P

− (x14(t)− x15(t))
V T
P

T I
PV

C
P

ẋ15(t) = (x14(t)− x15(t))
1

T I
P

− ΓSIA(t)

V T
P

− ΓPC(t)

V T
P

(1.25)

x12(t) et x13(t) sont les concentrations en glucose dans l’espace intersticiel et le sang.
x14(t) et x15(t) sont les concentrations en insuline dans l’espace intersticiel et le sang.

États additionnels :

ẋ16(t) = (ΓPNR(t)− x16(t))
FPNC

VN

ẋ17(t) =
1

25

(
1.2088− 1.138 tanh

(
1.669

x9(t)

21.43
− 0.8885

)
− x17(t)

)
ẋ18(t) =

1

65

(
2.7 tanh (0.388x16(t))− 1

2
− x18(t)

)
ẋ19(t) =

1

25

(
2 tanh

(
0.549

x9(t)

21.43

)
− x19(t)

)
(1.26)
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x16(t) représente la concentration de glucagon. x17(t) et x18(t) sont respectivement
l’effet de l’insuline et l’effet du glucagon sur la production hépatique de glucose. x19(t)
représente l’effet de l’insuline sur l’absorption hépatique de glucose.

Enfin, les équations des différents paramètres ΓBU , ΓRBCU , ΓSU , ΓHGP , ΓHGU , ΓKE ,
ΓPGU , ΓLC , ΓPIR, ΓKC , ΓPC , ΓPNR exprimés dans les équations (1.20) à (1.26) peuvent
être trouvés dans [68]. Les valeurs des paramètres du modèle sont données dans l’annexe
6.6.3.

Le modèle de Sorensen est au départ un modèle métabolique général de la dynamique
du glucose et de l’insuline dans l’organisme. Cette physiologie “normale” a été ensuite
adaptée par son auteur pour représenter la physiologie d’un patient diabétique de type
1. Il permet donc de simuler au besoin la réponse physiologique d’un patient sain à une
combinaison de concentrations de glucose, d’insuline et de glucagon.

D) Modèle d’UVA/Padova

Le modèle du simulateur UVA/Padova est aussi un modèle complet qui permet de
modéliser les interactions du glucose, de l’insuline et du glucagon dans le corps entier.
Le modèle décompose le corps humain en 7 sous-systèmes qui modélisent différentes
dynamiques. La liste de ces dynamiques est donnée ci-dessous :

- glucose (plasma, tissus insulino-dépendants/indépendants, foie),
- insuline (plasma, foie),
- absorption du glucose par voie orale (intestin, estomac),
- injection d’insuline (voie sous-cutanée ou intraveineuse),
- glucose sous-cutané,
- sécrétion endogène du glucagon (cellules α),
- injection de glucagon.

Le modèle de UVA/Padova sera présenté en détails au chapitre 3, le lecteur peut se
référer à ce chapitre pour plus de détails.

E) Comparaison des modèles

Les deux premiers modèles présentés, de Bergman et d’Hovorka, sont deux modèles
qui différent essentiellement des modèles de Sorensen et d’UVA/Padova par leur com-
plexité et par le nombre de phénomènes physiologiques modélisés.

Le modèle de Bergman a l’avantage de posséder peu de paramètres ce qui rend son
utilisation plus facile que d’autres modèles plus complexes. En revanche, de par sa sim-
plicité, le modèle ne peut pas prendre en compte toute la complexité de modélisation
des phénomènes physiologiques d’un patient diabétique. Le modèle d’Hovorka représente
quand à lui un bon compromis entre la complexité d’un modèle et le nombre de phéno-
mènes physiologiques modélisés. En revanche, dans le cadre des travaux de cette thèse,
le choix se portera sur des modèles plus complexes et plus capables de reproduire toutes
les dynamiques d’un patient diabétique.

Les modèles de Sorensen et d’UVA/Padova sont tous les deux très complets et per-
mettent d’obtenir une description très globale des différents phénomènes qui rentrent en
jeu dans le corps humain pour la régulation de la glycémie. Quelques différences majeures
sont tout de même à souligner :

1) Le modèle de Sorensen ne prend pas en compte les conséquences physiologiques
liées au diabète de type 1. En effet, il s’agit d’un modèle de patient sain sur lequel
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la sécrétion d’insuline endogène par le pancréas a été supprimée afin de simuler
l’apparition d’un diabète de type 1.

2) Le modèle de Sorensen ne modélise pas la dynamique d’absorption du glucose par
voie orale ni la dynamique de l’insuline dans le système sous-cutané.

3) Le modèle d’UVA/Padova ne modélise pas la sécrétion d’insuline par le pancréas
puisqu’il s’agit de la modélisation d’un patient diabétique de type 1.

4) Les valeurs de certains paramètres du modèle d’UVA/Padova ne sont pas dispo-
nibles dans la littérature [91].

5) Le modèle d’UVA/Padova a conduit au développement d’un simulateur du même
nom, approuvé par la FDA pour les tests pré-cliniques, ce qui atteste de la grande
fidélité du modèle.

Concernant le point 2), il aurait été possible cependant d’étendre le modèle de Soren-
sen afin de modéliser par exemple la dynamique d’absorption du glucose [87]. Le point
3) ne représente pas un obstacle dans le cadre des travaux de la thèse puisque l’objectif
est la régulation de la glycémie pour les patients atteints d’un diabète de type 1 et donc
qui ne présente de toute manière aucune sécrétion d’insuline par le pancréas. Le point
4) sera abordé dans la section 3.2 et le point 5) représente ici un avantage qui permet de
faire en sorte que le modèle employé soit aussi fidèle que possible au simulateur utilisé
pour la validation des résultats.

Le choix futur d’utiliser le simulateur d’UVA/Padova ainsi que la comparaison pré-
cédente des deux modèles conduit à la décision d’utiliser le modèle d’UVA/Padova dans
le cadre des travaux de cette thèse. Le modèle sera détaillé au chapitre 3 et une brève
présentation du simulateur UVA/Padova sera donnée en annexe.

Les prochaines sections présentent à présent les principaux algorithmes de régulation
rencontrés dans la littérature avec un exemple détaillé pour chaque algorithme. Les
notations utilisées seront spécifiques à chaque solution développée et seront issues des
travaux des auteurs cités.

1.3.4 État de l’art des différents correcteurs pour réguler la glycémie

La commande PID

La commande PID, largement répandue dans le monde, est relativement facile à ré-
gler en raison du nombre réduit de ses paramètres. Le correcteur produira une commande
qui sera proportionnelle à l’erreur entre la mesure de la glycémie et la référence donnée
(action proportionnelle). Il réagira aussi à la vitesse de variation de l’erreur (action Dé-
rivée). Enfin, l’action Intégrale aura pour but d’annuler l’erreur statique. Il est possible
d’individualiser les paramètres du régulateur PID, c’est-à-dire exprimer les coefficients
des 3 actions vis à vis de certains paramètres physiologiques du patient, comme son poids
ou son besoin d’insuline quotidien [72]. Il est aussi possible de régler les paramètres du
régulateur PID avec un algorithme génétique [82] ou encore à l’aide de différents critères
cliniques [69, 61].

[95] propose un régulateur PID qui a l’avantage d’être augmenté d’un algorithme IFB
(insulin feedback) qui permet de réduire le risque d’hypoglycémie post-prandiale due au
délai entre l’injection d’insuline et la réponse du glucose sanguin. En plus de l’IFB, le
correcteur PID a l’avantage d’être facile à régler puisque seul le coefficient proportionnel
est à calculer, en fonction du poids et du besoin total d’insuline du patient. Cette solution
est à présent détaillée à titre d’exemple ci-après. La commande en insuline U(n) pour
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l’échantillon n est déterminée par l’équation récurrente suivante :

U(n) = (1 + γ)(P (n) + I(n) +D(n))− IFB(n) (1.27)

où P (n), I(n) et D(n) représentent respectivement les parties proportionnelles, intégrales
et dérivées et IFB(n) la partie insulin feedback. KP , TI et TD servent à régler les actions
proportionnelles, intégrales, dérivées. SG(n) est la mesure de glycémie et les coefficients
γ = γ1 + γ2 + γ3 sont donnés dans le tableau 1.4. Gref est la consigne de référence pour
la glycémie. La période d’échantillonnage est d’une minute.

P (n) = KP (SG(n)−Gref), (1.28)

I(n) = I(n− 1) +
KP

TI
(SG(n)−Gref), (1.29)

D(n) = KPTD
∂SG(n)

∂t
. (1.30)

Le calcul de IFB(n) dépend de l’insuline sous-cutanée ISC(n), de l’insuline plasmatique
IP (n), de l’insuline interstitielle IEFF(n) et de l’insuline délivrée U(n) par la pompe :

IFB(n) = γ1ISC(n− 1) + γ2IP (n− 1) + γ3IEFF(n− 1). (1.31)

Ces quantités sont estimées en temps réel grâce aux relations suivantes :

ISC(n) = α11ISC(n− 1) + β1U(n− 1), (1.32)
IP (n) = α21ISC(n− 1) + α22IP (n− 1) + β2U(n− 1), (1.33)

IEFF(n) = α31ISC(n− 1) + α32Ip(n− 1) + α33IEFF(n− 1) + β3U(n− 1). (1.34)

Les valeurs des constantes αij , βi, γi, KP , TI et TD sont données dans [95] et rappelées
dans le tableau 1.4. Le seul paramètre individuel de réglage est KP , qui dépend du poids
du patient et de son besoin quotidien en insuline (IDIR). Ces deux paramètres peuvent
être estimés par un diabétologue et permettent de régler un régulateur PID pour chaque
patient. Cela permet d’atteindre des performances satisfaisantes lors des essais cliniques.
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Paramètre Unité Valeur

KP U/h/mgdl IDIR/2250

IDIR U/kg/day Varie selon les sujets*

TI min 150

TD min 75 (40 la nuit)

α11 sans unité 0.9802

α21 0.014043

α22 0.98582

α31 0.000127

α32 0.017889

α33 0.98198

β1 1.1881

β2 0.0084741

β3 0.00005

γ1 0.64935

γ2 0.34128

γ3 0.0093667

Table 1.4 : Constantes et paramètres pour le correcteur PID de Medtronic [95].

Dans [95] le régulateur PID est alors testé sur un essai clinique de 4 patients pour
une durée de 24h. À titre de comparaison, une seconde expérience est réalisée sur les
mêmes patients équipés du régulateur PID et de l’algorithme IFB. Aucun repas n’est
annoncé et aucun bolus n’est injecté au moment du repas. Les patients sont équipés d’un
capteur CGM Guardian et la période d’échantillonnage est de 1min pour le capteur et
la commande. Le MARD du capteur CGM est estimé à 13.3%. Le scénario consistait
en 3 repas et la moyenne de glucose absorbée est de 254 mg. Une partie des résultats
rapportés par [95] est donnée dans le tableau 1.5, représentant les valeurs moyennes de
la glycémie pour les 4 patients.

PID PID + IFB

BG moyen (mg/dl) 133 153

BG < 70mg/dl 9 % 2 %

70 < BG < 180mg/dl 73 % 70 %

BG > 180mg/dl 18 % 28 %

Table 1.5 : Résultats de la campagne d’essais avec le correcteur PID de Metronic [95].

La commande PID est donc une commande très répandue et facile à régler grâce à son
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faible nombre de paramètres. En revanche, cette dernière nécessite d’être individualisée
afin d’obtenir les meilleures performances possibles. Cette individualisation pouvant être
source de difficultés additionnelles lors de la prise en charge du diabète par un médecin
diabétologue, compte tenu de la variabilité physiologique de chaque patient.

La commande PID2

Dans [1], il est proposé une commande sous forme de PID2, basée sur un modèle
d’ordre 3, dont les paramètres sont identifiés à l’aide du simulateur UVA/Padova [33].
Le modèle non linéaire obtenu est donné ci-dessous :

Ġ(t) = −P1 exp(S1X2(t))G(t) +D(t) + kg0,

Ẋ1(t) = −ωi(X1(t)− Ui(t)),

Ẋ2(t) = −ωi(X2(t)−X1(t)).

(1.35)

où la sortie G(t) (mg/dl) représente la glycémie du patient, D(t) (mg/min) l’apport de
glucose équivalent par les repas et Ui(t) (pmol/min) l’insuline délivrée par la pompe.
X1(t) et X2(t) modélisent la diffusion de l’insuline. ωi (min−1) représente l’inverse de la
constante de temps de la diffusion de l’insuline dans l’organisme. P1 (min−1) et S1 (pmol/min)
sont des gains de l’action de l’insuline sur le glucose et kg0 (mgmin dl−1) représente la
production de glucose endogène par le corps humain.

Le modèle en (1.35) est alors linéarisé autour du point d’équilibre (G0, X10, X20, Ui0)
suivant :

X10 = X20 = Ui0, (1.36)

G0 =
kg0

P1 exp(S1Ui0)
. (1.37)

On note alors g = G−G0 la variation de la glycémie autour du point d’équilibre et d’une
manière similaire x1 = X1 − Ui0 et x2 = X2 − Ui0 et u = Ui − Ui0. On obtient alors le
modèle linéaire suivant : {

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1.38)

avec

A =


kg0
G0

−S1kg0 0

0 −ωi ωi

0 0 −ωi

 , B =


0

0

ωi

 , C =
(
1 0 0

)

x =


g

x1

x2

 .

La fonction de transfert entre u et g est alors donnée par :

H(s) =
−S1G0

(1 + T1s)(1 + T2s)2
. (1.39)

Le correcteur PID2 a la forme suivante :

K(s) = Kc

(
1 +

1

Tis

)(
1 + Tds

1 + αTds

)2

. (1.40)
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Kc, Ti et Td correspondent respectivement aux actions proportionnelle, dérivée et inté-
grale avec α = 0.1. Les paramètres du correcteur PID donnés dans [1] sont les suivants :

Kc =
T1ωc

−S1G0
,

Ti = T1,

Td = T2,

où ωc est une pulsation déterminée telle que [1] :

ωc =
tan

(
90◦−ϕc

2

)
αT2

. (1.41)

Les auteurs proposent de choisir la valeur du paramètre ϕc entre 85◦ et 87.5◦, ce choix
étant déterminé en fonction de la sensibilité à l’insuline du patient.

Ce correcteur PID2, décrit dans [1] a été testé sur le simulateur UVA/Padova, déve-
loppé dans l’environnement de simulation MATLAB/Simulink. La version considérée du
simulateur dispose de 11 patients virtuels. Le scénario consiste en 6 repas non annoncés,
sur une durée de 36 h. Les repas durent 15 minutes et le glucose équivalent ingéré à
chaque repas est réparti comme suit : 50 g à 9 h, 70 g à 13 h, 90 g à 17h30, 25 g à
20 h, 50 g à 9h et 70 g à 13 h. Chaque scénario est répété 25 fois et le patient n°9 est
exclu pour le calcul des valeurs moyennes. En effet, les auteurs de [25] ont étudié ce
patient et montré qu’il n’était pas représentatif d’un patient diabétique adulte et que
même avec une correction bolus optimale, il était tout de même sujet à des épisodes
hypoglycémiques. Les résultats sont donnés dans le tableau 1.6.

Patient
BG moyen

(±σ)
BG < 50(N)∗

(%)
BG 50-70

(%)
BG 70-180

(%)
BG > 250

(%)

Adulte 1 131 (±6) 0.8(4) 11.8 72 0

Adulte 2 131 (±4) 0(1) 3.5 89 0

Adulte 3 148 (±4) 0.3(1) 3.1 70 0

Adulte 4 133 (±5) 0.3(1) 3 78 2.4

Adulte 5 125 (±5) 1.8(5) 10.7 77 0

Adulte 6 135 (±6) 0.8(2) 6.5 73 0.1

Adulte 7 141 (±4) 0(0) 0.6 82 0

Adulte 8 120 (±6) 1.3(9) 2.7 95 0

Adulte 9 128 (±16) 21.3(25) 3 55 0

Adulte 10 147 (±4) 0.6(3) 12.2 57 0

Valeurs moyennes 135 (±5) 0.8 6 77 0.3
∗ N représente le nombre de cas parmi les 25 simulations où le BG est inférieur à 50mg/dl.

σ : écart type.

Table 1.6 : Résultats du PID2 rapportés dans [1].
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La commande MPC

A la différence d’une commande PID dont les coefficients peuvent être réglés par
rapport aux données physiologiques du patient, la commande MPC dépend fortement
du modèle dynamique utilisé pour la synthèse et ses performances peuvent dépendre
directement de la capacité du modèle à prédire correctement l’évolution de la glycémie
du patient. Une des premières lois de commande de ce type est proposée en 1999 [88],
basée sur le modèle de Sorensen qui reproduit la dynamique d’un patient diabétique [104].

Par la suite plusieurs contributions voient le jour et diffèrent essentiellement par la
structure du problème d’optimisation résolu. [52] identifie quatre formulations différentes
du problème d’optimisation dans le cadre du PA. L’équation du problème d’optimisation
est détaillée seulement pour la première formulation et des informations supplémentaires
concernant les notations utilisées se trouvent dans [52].

- La formulation standard se présente sous la forme suivante :

min
u,x

Hp−1∑
n=0

||x(n)− xref||2Q +

Hc−1∑
n=0

||u(n)− uref||2R + ||x(Hp)− xref||2P (1.42)

sous contraintes :

x(0) = x̂(k) (1.43)
x(n+ 1) = Ax(n) +Buu(n) +Brr(n) + E (1.44)
u(n) ∈ U , x(n) ∈ X . (1.45)

Le problème est initialisé à chaque étape k avec une estimation initiale de l’état
x̂(k) et l’objectif est de réduire la déviation entre l’état et la commande (x, u) et
une référence donnée (xref, uref). L’écart est pénalisé sur un horizon de prédiction
ZHp−1
0 = {0, 1, ..., Hp−1} et un horizon de commande ZHc−1

0 , sous les ensembles
de contraintes U et X .

- La seconde formulation, proposée dans [56] par exemple, qui remplace le point de
référence xref, uref par une zone telle que quand l’état prédit se trouve dans cette
zone, la fonction coût associée au problème d’optimisation est de 0.

- La troisième formulation, proposée par [94], introduit de nouvelles variables dans
la fonction coût du problème d’optimisation et permet par exemple de maintenir
le système dans un état d’équilibre qui conduit à ce que la glycémie reste dans la
zone de normoglycémie [54].

- Enfin, la quatrième manière de formuler le problème d’optimisation décrit dans
[115, 114], propose de considérer les incertitudes et erreurs de modélisation, en
les ramenant à une perturbation pour le système. Cette perturbation modélisant
les différences entre le système réel et le modèle agissant dans la fonction coût.

Ces quatre stratégies de commande MPC sont analysées et testées en simulation dans
[52]. Les résultats montrent des performances similaires et acceptables pour les deux
premières stratégies, quel que soit le système physique utilisé pour résoudre le problème
d’optimisation. Concernant les deux dernières stratégies, plus complexes à mettre en
œuvre de par la formulation du problème d’optimisation, les résultats présentent de
meilleures performances que les deux premières, au prix d’un temps d’itération plus long
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tout en considérant un horizon de temps pourtant plus réduit. Ces deux dernières stra-
tégies bien que plus complexes dans leur mise en œuvre peuvent être implémentées en
pratique, car le temps de résolution du problème d’optimisation reste très inférieur à la
période d’échantillonnage de 5 minutes relative à la régulation de glycémie considérée.

Enfin, on se propose de détailler la commande MPC présentée dans [53], qui présente
une pénalisation dans la fonction coût et une pondération sur la vitesse de variation du
glucose sanguin. Cette approche fournissant des résultats intéressants en pratique sur
des tests cliniques est à présent décrite plus en détails. Concernant le modèle utilisé, des
détails supplémentaires peuvent être trouvés dans [111]. Le modèle présenté est linéarisé
afin d’obtenir le modèle discret (période d’échantillonnage T = 5min) LTI suivant :

x(n+ 1) = Ax(n) +Bu(n),

y(n) = Cyx(n),

v(n) = Cvx(n),

(1.46)

avec A ∈ R3×3, B ∈ R3, Cy ∈ R1×3 et Cv ∈ R1×3. Le signal de commande u ∈ R
(unité d’insuline) est la variation d’insuline à injecter par rapport au basal du patient,
y ∈ R (mg/dl) est la variation du glucose sanguin par rapport à une référence ys et
v ∈ R (mg/dl/min) représente la vitesse de variation de y. La loi de commande pénalise
l’éloignement du glucose sanguin par rapport à une zone cible, déterminée par [ζ, ζ]. La
fonction de pénalité est définie par :

Z(n) = argmin
α∈R

{α2|y(n) + ys − α ∈ [ζ(n), ζ(n)]}, (1.47)

où ys représente la référence pour glycémie. Une contrainte sur la loi de commande est
également imposée :

u(n) ∈ Un = [ξ(n), ξ(n)]. (1.48)

Il est à noter que les paramètres ζ, ζ, ξ et ξ peuvent varier en fonction du temps pour
s’adapter au besoin physiologique de variation de glycémie du patient suivant son niveau
d’activité. Pour cela, la borne inférieure ξ est égale au basal d’insuline du patient et ξ
est ajustée au regard de la quantité d’insuline déjà injectée.

Le problème d’optimisation de la commande MPC se pose alors de la manière sui-
vante. ũ, x̃, ỹ et ṽ représentent respectivement les estimés de la commande, l’état, la sortie
et la vitesse de variation de la sortie. Si on note Zb

a la suite d’entiers {a, ..., b}, on peut
alors écrire Ny ∈ N la longueur de l’horizon de prédiction et Nu ∈ ZNy

1 la longueur de l’ho-
rizon de contrôle. L’objectif est alors de trouver l’ensemble {ũ∗(0), ũ∗(1), ..., ũ∗ (Nu − 1)}
qui représente la commande optimale prédite à chaque instant k sur l’horizon de contrôle
Nu. La commande en boucle fermée sera alors effectuée en appliquant ũ(0)∗, le premier
élément de l’ensemble {ũ∗(0), ũ∗(1), ..., ũ∗ (Nu − 1)} à chaque instant n.

{ũ∗(0), ũ∗(1), ..., ũ∗ (Nu − 1)} = arg min
{ũ(0), ũ(1), ..., ũ(Nu−1)}

J (x(n), {ũ(0), ũ(1), ..., ũ (Nu − 1)})

(1.49)
où J(.) est la fonction de coût suivante :

J(.) =

Ny∑
k=1

[
z(k)2 +Q(ṽ(k))z(k)2 +D ṽ(k)2

]
+

Nu−1∑
k=0

[
R ũ(k)2 +R ũ(k)2

]
(1.50)
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avec

x̃(0) = x(n) (1.51)

x̃(k + 1) = Ax̃(k) +Bũ(k) ∀k ∈ ZNy−1
0 (1.52)

ỹ(k) = Cyx̃(k) ∀k ∈ ZNy

0 (1.53)

ṽ(k) = Cvx̃(k) ∀k ∈ ZNy

0 (1.54)

ũ(k) ∈ Un+k ∀k ∈ ZNu−1
0 (1.55)

ũ(k) = 0 ∀k ∈ ZNy−1
Nu

(1.56)

ũ(k) = max{ũ(k), 0} ∀k ∈ ZNu−1
0 (1.57)

ũ(k) = min{ũ(k), 0} ∀k ∈ ZNu−1
0 (1.58)

z(k) = Z(ỹ(k), n+ k) ∀k ∈ ZNy

0 (1.59)

z(k) = max{z(k), 0} ∀k ∈ ZNy

0 (1.60)

z(k) = min{z(k), 0} ∀k ∈ ZNy

0 (1.61)

ṽ(k) = max{ṽ(k), 0} ∀k ∈ ZNy

0 (1.62)

D =

{
D si y(n) + ys ∈ D,

0 sinon.
(1.63)

Les valeurs et réglages suivants sont proposés dans [53] : Ny = 9, Nu = 5, R = 6500,
R = 100, D = 1000, D = [140, 180], ϵ = 10−6 et Q (ṽ(k)) :

Q(ṽ(k)) =


1 si ṽ(k) ≥ 0,

ϵ si ṽ(k) ≤ −1,
1
2 [cos(ṽ(k)π)(1− ϵ) + (1 + ϵ)] sinon.

(1.64)

La première contribution réside dans la pondération Q(ṽ) sur la vitesse de variation de
la concentration en glucose sanguin. Lorsque −1 ≤ ṽ ≤ 0, (c’est-à-dire lorsque le glucose
chute lentement après une hyperglycémie) la pondération permet de réduire l’insuline
injectée et éviter une potentielle hypoglycémie. Lorsque le ṽ ≤ −1, la vitesse de variation
de glucose sanguin est considérée comme trop importante et la contribution de Q(ṽ) dans
(1.50) devient alors presque nulle.

La seconde contribution est apportée par D dont l’objectif est de pénaliser ṽ dans
(1.50) lorsque le glucose sanguin est dans la zone [140, 180]mg/dl ce qui représente un
état proche de l’hyperglycémie. L’objectif visé étant une injection d’insuline plus agres-
sive uniquement au début de l’hyperglycémie.

Les auteurs testent ensuite cette commande MPC dans le simulateur UVA/Padova
afin d’évaluer ses performances en boucle fermée. Le scénario consiste en 3 repas de 90 g
chacun à 18h30, 7 h et 13 h. Ce scénario est simulé 11 fois sur chacun des 111 patients
virtuels disponibles sur cette version du simulateur. Une première campagne de simula-
tion est effectuée avec annonce de repas, permettant la mise en place d’un feedforward,
détaillé dans [53] et une seconde campagne évalue les performances de la commande
MPC sans annonce de repas. Une partie de ces résultats est rapportée dans le tableau
1.7, qui donne les moyennes des répartitions en pourcentage dans les différentes zones de
glycémie, pour la simulation avec et sans feedforward.
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Le feedforward implémenté ici dépend de la taille du repas M (en gramme de glu-
cose équivalent), de CR et CF , respectivement le ratio glucose/insuline du patient et
son facteur de correction. Le ratio glucose/insuline se détermine grâce à un médecin
diabétologue et permet d’ajuster de manière simple la quantité d’insuline à s’injecter
en fonction de la quantité de glucides ingérée au cours du repas. Le facteur de correc-
tion permet quant à lui de déterminer une quantité d’insuline à s’injecter en fonction
d’une glycémie trop élevée afin de ramener cette dernière dans la zone de normoglycémie.

La valeur de l’insuline injectée (c’est-à-dire la taille du bolus en unité d’insuline) au
début du repas Uff est donnée par les relations suivantes :

Uff = Um +min (Uc, 2) (1.65)

Um =

{
M/CR si S ≥ 120

(0.8M)/CR sinon
(1.66)

Uc =

{
(BG− 150)/CF si (S ≥ 150) et (∆ > 120)

0 sinon
(1.67)

Avec ∆, le temps en minute passé depuis UC > 0. Cela permet de s’assurer qu’aucune
correction UC n’est ajoutée au bolus plus d’une seule fois dans un délai de 120 minutes.

Zone BG Sans annonce de repas Avec annonce de repas

< 50mg/dl 0.12% 0%

< 70mg/dl 0.51% 0.07%

70− 180mg/dl 61.86% 80.78%

> 180mg/dl 37.62% 19.15%

> 250mg/dl 16.09% 1.80%

Table 1.7 : Résultats de simulation du MPC de [53]

La commande MPC est une commande largement répandue et qui permet d’obtenir
des performances satisfaisantes lors de la régulation de la glycémie en boucle fermée. Elle
nécessite de s’appuyer sur un modèle représentant la dynamique de la glycémie et dépend
donc fortement de la précision du modèle utilisé. Le critère de la fonction de coût joue
aussi un rôle clé dans les performances en boucle fermée et ce dernier devient de plus
en plus complexe dans le but d’augmenter les performances de la boucle fermée. Cette
complexité et le temps de calcul associé n’est cependant pas un problème [52] devant la
période d’échantillonnage employée qui est souvent de l’ordre de la minute.

La commande à modes glissants

D’autres types de lois de commande basées sur les modes glissants sont aussi dévelop-
pés, comme [2], basés sur le modèle de [32] ou encore [5] basés sur la méthode de super
twisting des modes glissants associée au modèle de Bergman. La commande proposée
dans [79] tient compte de la positivité de la contrainte de positivité de la commande.
Cette famille de type de loi de commande trouve aussi des applications dans le milieu
clinique [46, 47] où une mesure intraveineuse est fréquemment employée lorsque le pa-
tient est alité par exemple.
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Dans [50], les auteurs proposent une commande basée sur le modèle de Hovorka
[60, 59], couplée d’un feedforward qui s’appuie sur le prédicteur construit dans [24] dont
le rôle est de calculer la dose de bolus optimale qui n’induira pas d’hypoglycémie dans
le pire cas possible. Le modèle de Hovorka est un modèle relativement plus simple que
les modèles de Sorensen ou du simulateur UVA/Padova [91].

Pour la synthèse du contrôleur, le modèle est approximé par un modèle du second
ordre, représentant la dynamique entre la variation du glucose sanguin G(t) et la variation
de l’insuline injectée I(t) autour d’un point d’équilibre (G0, I0) :

α
d2G(t)

dt2
+ β

dG(t)

dt
+G(t) + Ω(t,DG) = KI(t) (1.68)

avec α, β et K les paramètres du modèle et Ω(t,DG) qui représente la perturbation sur
la glycémie de l’ingestion de glucose DG.

Dans le domaine médical, la théorie de la commande par modes glissants la plus
répandue est la commande de première génération [119]. Dans cette approche, on défi-
nit une surface de glissement S(t) sur laquelle la trajectoire d’état du système pourra
“glisser”, afin d’atteindre la valeur désirée :

S(t) =

(
d

dt
+ λ

)N ∫ t

0
e(τ) dτ (1.69)

avec N l’ordre du système, e(t) l’erreur entre la référence et la sortie du système et λ un
paramètre de réglage. L’objectif est de faire en sorte que la sortie atteigne la référence,
c’est-à-dire que e(t) et ses dérivées doivent être égales à 0. Cette condition est atteinte
lorsque (1.70) est vérifiée.

dS(t)

dt
= 0 (1.70)

Le signal de commande U(t) est constituée de deux parties : UC(t), la partie continue et
UD(t) la partie discontinue.

U(t) = UC(t) + UD(t). (1.71)

La partie discontinue UD(t) est donnée par :

UD(t) = KD
S(t)

|S(t)|+ δ
δ > 0 (1.72)

avec KD et δ deux paramètres de réglages.

La partie continue UC(t) se construit de la manière suivante. D’après (1.68), N = 2.
(1.69) devient alors :

S(t) =
de(t)

dt
+ λ1e(t) + λ0

∫ t

0
e(τ) dτ (1.73)

avec e(t) = R(t) − G(t), l’erreur entre la référence et le glycémie mesurée par le CGM,
λ1 = 2λ et λ0 = λ2. En appliquant (1.70) à (1.73) et en isolant d2G(t)

dt on obtient :

d2G(t)

dt2
=

d2R(t)

dt2
+ λ1

de(t)

dt
+ λ0e(t). (1.74)

Enfin, il faut substituer (1.74) dans (1.68) et isoler I(t) en l’absence de perturbations,
ce qui donne la partie continue de la commande :

Uc(t) =
1

K

(
α
d2R(t)

dt2
+ αλ1

de(t)

dt
+ αλ0e(t) + β

dG(t)

dt
+G(t)

)
. (1.75)
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En posant λ1 = β
α , δ = 0.6 et en ajoutant un terme KV à la partie discontinue du

correcteur, (1.71) devient alors :

U(t) =
α

K

(
λ0e(t) +

G(t)

α

)
+KV KD

S(t)

S(t) + γ
avec

{
KV = 1 si G(t) > 88mg/dl

KV = K∗
V sinon

(1.76)
Le tableau 1.8 résume les valeurs des paramètres de la loi de commande implémentée.

Paramètre Valeur numérique

λ0 3.2× 10−4

λ1 13.7

KD -4.9

δ 0.6

K∗
V 0.5

K -2.1

α 6889

β 166

Table 1.8 : Paramètres de la loi de commande issue de [50].

Le contrôleur est ensuite testé sur le scénario suivant en simulation : 55.1 g à 8 h,
87.9 g à 13 h, 69 g à 18 h, 45.3 g à 22 h et 55.1 g à 8 h le lendemain. Le capteur CGM
est présenté comme ayant un retard de 10 min avec un bruit blanc de moyenne m = 0 et
d’écart type σ = 2 mg/dl. La simulation montre que pour le patient nominal du modèle
de Hovorka, la glycémie redescend sous la barre de 140 mg/dl dans les 2h qui suivent les
repas et aucun épisode d’hypoglycémie n’est observé.

La commande par modes glissants trouve surtout son application dans le cas ou le
système ne présente pas de retard sur la mesure, c’est-à-dire dans le cadre du diabète où
la mesure de la glycémie est effectuée par voie intraveineuse. Cette limitation fait qu’il
est difficile d’implémenter une telle loi de commande pour une utilisation quotidienne
d’un PA, une mesure intraveineuse n’étant évidement pas possible.

La commande H∞

La synthèse H∞ est une méthode qui permet de synthétiser une commande robuste
au erreurs de modélisation, garantissant un certain niveau de performance. Ce niveau de
performance se mesure par exemple sur la stabilité robuste de la boucle fermée vis à vis
des perturbations potentielles. L’objectif est de mettre en forme le problème de contrôle
sous forme d’un problème d’optimisation puis de résoudre ce problème, qui produira le
contrôleur optimal. Les détails de cette technique seront abordés dans le chapitre 2 et
un correcteur H∞ sera synthétisé et simulé dans le chapitre 5.

La première utilisation de ce type de loi commande pour l’application au diabète
remonte à 1993 avec [64] dont l’objectif est d’adresser l’incertitude sur le modèle dy-
namique d’un patient diabétique. [96] propose quant à lui une courbe d’évolution de la
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glycémie d’un patient sain comme modèle nominal pour la synthèse. Plusieurs autres
contributions pour une boucle fermée utilisant une mesure intraveineuse sont à noter
dans [42, 44, 76].

On propose à présent de détailler la solution proposée dans [89] à titre d’illustration
de la commande H∞. Un contrôleur est proposé en s’appuyant sur le modèle non linéaire
de Sorensen [104], qui est linéarisé et réduit à l’ordre 3 sous la forme suivante :{

ẋ(t) = Ax(t) +Bru(t) +Bmmd(t),

y(t) = Crx(t).
(1.77)

x ∈ R3 est l’état réduit, u = u/33.125 est la commande normalisée en insuline, avec u
qui représente la variation par rapport au basal d’insuline (23mU/min). De la même
manière, md = md/360 représente la perturbation liée au repas, normalisée, avec md la
variation de la perturbation par rapport à sa valeur nominale (0mg/min) et y = y/20
la sortie normalisée avec y la déviation de la glycémie par rapport à la normale, fixée à
81.1mg/dl.

En utilisant le principe de superposition, il est alors possible de décomposer le modèle
de (1.77) en deux modèles SISO (Single Input Single Output) : H(s) qui représente le
transfert entre la glycémie et l’injection d’insuline et Hm(s) qui modélise l’effet de la per-
turbation md(s), liée au repas. Les auteurs de [89] proposent ainsi de poser le problème
de synthèse du régulateur K(s) qui commande la pompe à insuline, comme illustré sur
la figure 1.8.
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+ + +

Figure 1.8 : Boucle fermée proposé dans [89].

Ce problème revient donc à déterminer un correcteur K(s) tel que la norme H∞ du
transfert Td→e(s), avec e(s) = [e1(s) e2(s)]

T et d(s) = [d1(s) d2(s)]
T , soit proche de “1”

par valeur inférieure : ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

WpHMWm

1+HK
WpHKWn

1+HK

−WuKHmWm
1+HK

WuKWm
1+HK

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ < 1 (1.78)

Les concepts théoriques sur la conception d’un régulateur H∞ ainsi que les outils ma-
thématiques associés sont explicités en détails dans le chapitre 2. On peut noter que les
termes de couplage liés aux transferts

WpHKWn

1 +HK
, −WuKHmWm

1 +HK
(1.79)
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induisent une formulation conservatrice du problème, puisqu’ils ne représentent pas de
réelles contraintes à satisfaire. En effet, l’objectif visé concerne les termes diagonaux de
la matrice de transfert apparaissant dans (1.78) car ils représentent la fonction de sensi-
bilité (pondérée) et la fonction de sensibilité de la commande (pondérée).

Cette limitation de la technique H∞ proposée dans [89] est l’une des motivation de
nos travaux de recherche, puisque, comme nous le verrons, la formulation que nous pro-
posons pallie ce problème.

L’élément clé dans (1.78) est le choix des pondérations Wu, Wp, Wm et Wn. Dans
[89], le choix suivant est proposé. Wu est choisie telle que Wu = 1. Wp(s) est donnée sous
la forme d’un filtre du premier ordre.

Wp(s) =
s
M + ω∗

b

s+ ω∗
bA

(1.80)

avec M = 1.2, A = 0.01 et ω∗
b = 0.25. Enfin, les pondérations Wm(s) sur l’entrée

correspondant au glucose équivalent du repas et Wn sur le bruit de mesure sont données
par :

Wm(s) =
1

6s+ 1
(1.81)

Wn =
1

10000
(1.82)

Les différentes pondérations ayant été choisie, la synthèse est effectuée en utilisant l’ap-
proche visant à résoudre simultanément deux équations de Riccati algébriques, initiale-
ment proposée par [39]. Cette approche est rappelée dans le chapitre 2.

Le correcteur est ensuite testé sur 3 modèles de patients : le modèle linéaire d’ordre
3 de (1.77), le modèle non linéaire de Sorensen et un modèle linéarisé à 19 états basé sur
celui de Sorensen. Le scénario consiste en la prise d’un unique repas de 50 g de glucose.
La référence est fixée à 81mg/dl le bruit de mesure possède une variance de 2 mg2/dl2.
Dans le cas du modèle non linéaire, 577 modèles de patients sont constitués en faisant va-
rier les paramètres du modèle non linéaire afin d’obtenir une cohorte représentative. Les
résultats de l’ensemble des simulations montrent que 72 patients sur 577 (12%) entrent
en hypoglycémie.

La commande H∞ est une commande robuste, permettant de prendre en compte la
variabilité des paramètres physiologiques des patients. Comme la commande MPC, elle
s’appuie aussi fortement sur le modèle employé et ses performances seront affectées par
la précision du modèle considéré.

1.4 Positionnement et objectifs de la thèse

1.4.1 Limitations et contexte

Les solutions abordées dans les sections précédentes possèdent toutes certains avan-
tages mais présentent aussi des limitations. Par exemple, la commande PID est relati-
vement facile à régler du fait de son faible nombre de paramètres mais nécessite d’être
ajustée de manière individuelle afin d’obtenir des résultats satisfaisants. La commande
par mode glissant quant à elle ne peut être utilisée que dans le cadre d’une mesure de la
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glycémie en intraveineuse, à cause du délai biologique lié à la mesure sous-cutanée qui va
impliquer une diminution significative des performances de la boucle fermée. Certaines
lois de commande, comme la commande MPC par exemple sont plus complexes et s’ap-
puient sur un modèle du patient. L’efficacité de ces lois de commande dépend alors de
la fidélité des modèles étudiés. Or certains modèles, par exemple, présentent des points
d’équilibre non représentatifs des phénomènes cliniques [73], ce qui peut atténuer l’effica-
cité des lois de commande dépendant fortement de la fidélité du modèle, ce qui pousse au
développement de nouveaux modèles plus pertinents [74, 73]. Le tableau 1.9 récapitule
les avantages et inconvénients des différentes lois de commande évoquées précédemment.

Loi de commande Avantages Limites

PID
- Peu de paramètres à régler. - Faible degré de liberté.

- Individualisation nécessaire
pour avoir des performances
plus élevées.

Modes glissants - Faible sensibilité de la com-
mande aux variations du mo-
dèle et aux perturbations.

- Mesure de glycémie en intra-
veineuse.

MPC
- Intégration de contraintes :
positivité de la commande, li-
mitation du total de l’insuline
injectée...,

- Nécessité d’avoir un modèle
suffisamment précis et donc
complexe.

- Flexibilité : introduction
d’une zone pour la référence
en glycémie, asymétrie dans la
fonction coût pour l’hypoglycé-
mie et l’hyperglycémie...

H∞ - Prise en compte des incer-
titudes de modélisation et des
perturbations dans la synthèse
de la commande.

- Nécessité d’avoir un modèle
suffisamment précis et donc
complexe.

Table 1.9 : Comparaison et synthèse des lois de commande appliquées au pancréas
artificiel.

Le tableau 1.10 regroupe les quatre modèles de patients diabétiques que l’on retrouve
dans la littérature et présentés à la section 1.3.3. Ces modèles sont fréquemment utilisés
dans le cadre de la synthèse de lois de commande et diffèrent par leur complexité et les
différents phénomènes physiologiques modélisés. Le modèle minimal de Bergman [15] est
le plus simple, il possède l’avantage d’avoir peu de paramètres, ce qui rend son utilisation
et son identification plus facile par rapport à un modèle plus complexe. Le modèle d’Ho-
vorka [59] est un modèle plus complet que celui de Bergman et qui modélise davantage
de phénomènes physiologiques. Enfin, les modèles de Sorensen [104] et d’UVA/Padova
[33] font aujourd’hui partie des modèles les plus complets, ce qui se traduit par une
augmentation de leur complexité, par rapport aux modèles de Bergman ou d’Hovorka.
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Modèles Nbr d’états Remarques

Sorensen [104] 19
- Modélise la sécrétion d’insuline endogène (permet
de simuler aussi des patients sains / diabétiques de
type 2).

- Ne modélise pas la dynamique d’absorption du
glucose par voie orale (corrigé dans [87]).

UVA/Padova [33]
18

- Approuvé par la FDA pour les tests pré-cliniques.

- Certains paramètres ne sont pas donnés explicite-
ment dans la littérature [91].

- Ne modélise pas la dynamique de sécrétion de l’in-
suline endogène.

Hovorka [59] 10 - Ne modélise pas la dynamique de sécrétion de l’in-
suline endogène.

Bergman [15] 3 - Pas de modélisation pour la dynamique de l’insu-
line sous-cutanée, l’absorption du glucose par voie
orale ou la dynamique du glucose sous-cutané.

Table 1.10 : Comparaison et synthèse de quatre modèles appliqués au pancréas artificiel.

Le choix et les performances du capteur jouent aussi un rôle prépondérant dans
les performances d’une boucle fermée. Les lois de commande reposant sur une mesure
en intraveineux, s’affranchissant du délai de mesure des capteurs CGM, obtiennent de
meilleurs résultats mais ne sont pas réalistes d’un point de vue de leur implantation
pratique, une mesure en intraveineux étant impossible à mettre en place pour le trai-
tement du diabète dans la vie quotidienne. La prise en compte du bruit de mesure du
capteur CGM est aussi une étape essentielle dans l’élaboration d’une loi de commande,
le délai et la forte amplitude du bruit de mesure (à nuancer avec le fait que la précision
des capteurs CGM augmente avec les années) impactant négativement les performances
d’une régulation en boucle fermée.

Certaines solutions s’appuient sur le feedforward afin d’améliorer les performances
en boucle fermée. S’il est vrai qu’une annonce des repas améliore grandement les per-
formances, cela n’en demeure pas moins pénible pour les patients obligés d’estimer la
quantité de glucose équivalent dans leurs repas et de s’injecter manuellement un bolus
d’insuline. De plus, il est montré dans [21] que chez les patients adultes, l’estimation
de la quantité de glucose équivalent ingérée est souvent sous-estimée par les patients
de l’ordre d’environ 20%, introduisant l’injection d’un niveau de bolus sous-estimé pour
compenser l’apport lié au repas.

Une individualisation des paramètres de la loi de commande permet d’améliorer les
résultats en boucle fermée, au prix du besoin d’une certaine expertise de la part du pa-
tient et de son médecin diabétologue dans le cadre de la mise en place d’une régulation
de glycémie avec ce dernier. Cette personnalisation de la loi de commande peut prendre
différentes formes, comme le réglage des paramètres de la loi de commande en fonction
des paramètres physiologiques du patient. Le patient peut aussi calculer son bolus en
fonction de son propre facteur de sensibilité à l’insuline, ce dernier pouvant être établi
avec l’aide d’un diabétologue [100].
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Cette individualisation permet de prendre en compte la variabilité physiologique des
différents patients dans une certaine mesure mais se limite par le choix des paramètres
réglables. S’il est relativement facile d’individualiser les paramètres d’un régulateur PID
en fonction du poids du patient, de son besoin d’insuline ou de son débit basal, [105, 95,
72] cela reste plus délicat dans le cadre d’une commande MPC ou H∞. De surcroît, le
faible degré de liberté offert par les trois paramètres d’un régulateur PID ne permet pas
en général de prendre en compte toute la variabilité physiologique complexe d’un patient
diabétique de type 1.

1.4.2 Objectifs et contributions de la thèse

L’objectif de la thèse est d’adresser le problème de régulation et se focalise unique-
ment sur l’algorithme de contrôle qui permet de commander la pompe à insuline en
boucle fermée avec un capteur CGM. Le but est d’exploiter les outils de l’automatique
moderne afin de proposer de nouvelles solutions vis à vis du contrôle de la glycémie
en boucle fermée. La plupart des solutions développées se basant aujourd’hui sur les
commandes PID/MPC (13 systèmes sur 18 en 2016 proposent une solution basée sur le
correcteur PID ou le MPC [110]). La thèse se place dans le contexte de la commande
robuste H∞ et a pour objectif de proposer une alternative aux solutions actuellement
proposées.

À noter que dans le cadre de cette thèse, nous nous limitons à la régulation de la
glycémie chez les patients adultes uniquement. En effet, un consensus d’experts français
sur le diabète [45] recommande l’utilisation de la boucle fermée sur les patients adultes,
formés à estimer les glucides ingérés lors des repas et possédant une maîtrise des dis-
positifs de pompes à insuline et de capteur de glycémie. Ils n’excluent pas cependant
l’utilisation de la boucle fermée sur des patients plus jeunes. Ils rappellent en revanche
que par exemple la variabilité des besoins en insuline chez les enfants est plus élevée que
chez les adultes [35], rendant complexe la régulation en boucle fermée chez les jeunes pa-
tients. Ceci couplé aux spécificités relatives au traitement du diabète chez les populations
jeunes (assiduité au traitement, comptage des glucides, régimes spécifiques...) conduit au
choix de limiter le cadre de ce travail aux patients adultes.

Le but est de s’appuyer sur le simulateur haute fidélité UVA/Padova [33], qui est
actuellement le seul simulateur approuvé par la FDA pour les tests pré-cliniques pour
le traitement du diabète, afin de développer une commande robuste répondant aux li-
mitations explicitées dans la section 1.4.1. Cette commande robuste devra permettre
de mettre en place une boucle fermée reposant sur un capteur CGM et une pompe à
insuline. La boucle fermée devra satisfaire différents critères classiques en automatique
(marges de stabilités, temps de réponse, analyses pire cas de robustesse...) ainsi que les
critères cliniques usuellement utilisés dans le monde médical [45].

Dans un premier temps, il s’agira de construire un modèle incertain qui permettra
de modéliser une cohorte de patients possédant des paramètres physiologiques différents
(âge, poids, besoin quotidien en inuline, durée du diabète, sensibilité à l’insuline etc.).
Ce modèle doit permettre de prendre en compte cette variabilité physiologique et servira
de base pour la synthèse d’une commande robuste dans une deuxième temps.

Afin de trouver ce modèle incertain qui sera sous forme Linear Fractional Transform
(LFT), le modèle de Dalla Man [32] sera linéarisé autour d’une série de points de fonc-
tionnement permettant ainsi de construire une famille de modèles linéaires. Cette famille
de modèles linéaires a pour but de capturer les variabilités des patients afin de l’intégrer
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dans un modèle incertain. Cette famille de modèles sera enfin testée dans le simulateur
afin de s’assurer de sa fidélité.

Ensuite, la contribution principale de la thèse sera la synthèse d’une loi de commande
robuste et unique qui conviendra à la cohorte entière de patients étudiés. Comme expliqué
précédemment les recommandations médicales poussent à l’individualisation des boucles
fermées des patients, en raison de meilleures performances observées. Un des objectifs
de la thèse est, en s’appuyant sur les outils de la commande robuste H∞, de montrer
qu’il est possible de synthétiser une loi de commande unique, qui prend en compte la
variabilité des patients au sein d’une cohorte et qui démontre des résultats acceptables
en simulation. La loi de commande devra donc être capable de garantir un certain niveau
de performance même dans le pire cas possible, c’est-à-dire un patient présentant une
forte variabilité par rapport à un patient “moyen” fictif.

Une telle loi de commande serait alors robuste aux variabilités physiologiques des
patients, au bruit de mesure et ne nécessiterait pas d’individualisation ni d’annonce des
repas. Ces différents avantages combinés devraient donc permettre simplifier la prise en
charge du diabète de type 1 par les patients ou les professionnels de santé et représentent
donc la contribution principale de la thèse.
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Chapitre 2

Éléments de théorie pour la
synthèse d’une commande robuste
H∞ et l’analyse de performance par
µ–analyse
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Ce chapitre présente plusieurs outils et concepts nécessaires à la synthèse d’une com-
mande H∞. Dans un premier temps quelques notions d’automatique sont présentés. Elle
seront utiles pour la compréhension du problème H∞ qui sera énoncé dans un second
temps. Deux méthodes de résolutions de ce problème, s’appuyant respectivement sur
la résolution d’équations de Riccati et d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMI) seront
ensuite abordés. Par la suite, l’approche dite de sensibilité mixte sera présentée. Une
section traitera ensuite de la prise en compte des incertitudes de modélisation dans le
cas des incertitudes structurées et non structurées. Enfin, une dernière section traitera
de la mise en forme du problème pour la µ–analyse avant de présenter cette dernière.
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2.1 Outils et notions pour la commande robuste H∞

Cette section présente les outils mathématiques utilisés dans le cadre de la synthèse
d’une commande robuste H∞.

2.1.1 Notations

Considérons un système linéaire H sous forme de représentation d’état tel que{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(2.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rq est le vecteur des entrées et y(t) ∈ Rm est
le vecteur des sorties. A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×q, C ∈ Rm×n et D ∈ Rm×q. La matrice de
transfert H(s) du système est définie telle que

y(s) = H(s)u(s) (2.2)

avec y(s) et u(s) les transformées de Laplace de y(t) et u(t) à conditions initiales nulles
(s est la variable de Laplace). H(s) s’obtient par la relation :

H(s) = D + C(sI −A)−1B. (2.3)

Par la suite, on utilisera la notation suivante pour faire référence à la représentation
d’état 2.1 :

H :

 A B

C D

 . (2.4)

2.1.2 Valeurs singulières d’une matrice complexe constante

Soit une matrice M ∈ Cm×n avec m ≥ n 1, sa décomposition en valeurs singulières
(SVD) est donnée par :

M = UΣV ∗, Σ =

 Σ1

0k×n

 (2.5)

U ∈ Cm×m et V ∈ Cn×n des matrices de vecteurs de base orthonormés dits respective-
ment vecteurs singuliers à gauche et à droite. 0k×n est une matrice de zéros, de dimensions
k× n telle que Σ ∈ Rm×n et k = m− n. Dans le cas où m = n, cette matrice d’éléments
nuls n’apparaît pas. La matrice Σ1 ∈ Cn×n est une matrice diagonale qui contient les n
valeurs singulières σi, i = 1, ..., n de la matrice M :

Σ1 = diag(σ1, ..., σn), (2.6)

avec
σi(M) =

√
λi(M∗M), (2.7)

λi désigne la ième valeur propre de la matrice associée. Par convention, les valeurs singu-
lières sont rangées par ordre décroissant dans la matrice Σ1. On a donc σ1(M) = σ(M)
et σn(M) = σ(M) où σ(M) et σ(M) correspondent respectivement à la plus grande et
la plus petite valeur singulière de M .

Quelques propriétés des valeurs singulières, pour toutes matrices A, B ∈ C (l’espace
vectoriel complexe), de dimensions compatibles :

1. Le cas n>m se déduit facilement de ce qui suit par l’opération de transposition de matrice.
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- σ(A) = 0 ⇔ A = 0,
- ∀α ∈ C, σi(αA) = |α|σi(A),
- σ(A+B) ≤ σ(A) + σ(B),
- σ(AB) ≤ σ(A)σ(B),
- σ(AB) ≥ σ(A)σ(B),
- σ (A1A2 ... An) ≤

√
nmax(σ(A1), ..., σ(An)).

2.1.3 Normes k de vecteurs et de matrices

Pour un vecteur x ∈ Cn, on peut écrire sa norme-k telle que :

||x||k =

(
n∑

i=1

|xi|k
)1/k

. (2.8)

De la même manière, pour une matrice M ∈ Cm×n, on peut définir la norme-k matricielle
induite par la norme-k de vecteurs telle que :

||M ||k = max
x̸=0

||Mx||k
||x||k

. (2.9)

Lorsque k = 2, on parle alors de la norme L2 et similairement, lorsque k = ∞, c’est la
norme L∞.

2.1.4 Norme H∞ d’une matrice de transfert

La notion de valeur singulière d’une matrice de transfert, est l’extension au cas multi-
variable de la notion de gain d’un système, à une pulsation ω notée usuellement |H(jω)|.
Dans le cas multivariable, cette notion de gain se traduit alors par les valeurs singulières
σi(H(jω)). Soit un système, supposé stable, défini tel que :{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t).
(2.10)

La matrice de transfert correspondante est donc H(s) = C(sI − A)−1B + D. L’espace
d’appartenance de H(s) est noté classiquement RH∞. Alors, pour toute matrice H(s) ∈
RH∞, la norme H∞ de H est définie telle que :

||H||∞ = sup
ω

σ(H(jω)). (2.11)

On interprète cette relation mathématiquement sans ambiguïté, comme la valeur la plus
élevée du gain du système sur l’ensemble des pulsations ω. De la relation y(s) = H(s)u(s)
et en utilisant (2.9), il vient :

||H||∞ = sup
||u||2 ̸=0, u∈H2

||y||2
||u||2

. (2.12)

Le système étant supposé stable, il vient que pour tout u(t) ∈ L2 (ou plutôt H2),
y(t) ∈ H2. Ainsi, y(t) est l’image de u(t) par l’opérateur H défini sur H2. Le terme de
droite de l’équation 2.12 définit donc le gain L2 de l’opérateur H, qui est en fait le plus
grand gain en énergie associé à l’opérateur H. Il vient que la norme H∞ d’une matrice
de transfert H(s) correspond au taux d’amplification énergétique maximum sur l’espace
des pulsations ω ∈ [0,+∞[.
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Calculer ||H||∞ revient donc à chercher le maximum de σ(H(jω)). Il est possible
d’estimer une telle valeur en balayant les fréquences ω et en évaluant à chaque pas
σ(H(jω)). En revanche, suivant le pas choisi pour un tel balayage, il y a un risque
de sous-estimer la norme H∞ du système. Il est cependant possible de trouver γ, un
majorant de la norme H∞, grâce à la propriété suivante :

Propriété 1. [40] soit un système H :

 A B

C D

 et γ ∈ R+ tel que γ > σ(D). Alors

||H||∞ < γ si et seulement si la matrice hamiltonienne :

Hγ =

A−BR−1DTC −γBR−1BT

γCTS−1C −AT + CTDR−1BT

 avec
R = DTD − γ2I

S = DDT − γ2I
, (2.13)

n’a pas de valeurs propres sur l’axe imaginaire. Sinon, γ = σ(D).

2.2 Le problème H∞ en commande

Le problème de commande H∞ sous sa forme standard consiste à déterminer un
correcteur K qui assure la stabilité intrinsèque asymptotique du système bouclé, tel
que la norme H∞ d’un transfert multivariable entre un vecteur d’entrée notée d ci-
après, et un vecteur de sortie noté z ci-après (appelé “vecteur des objectifs de contrôle”),
soit minimal. Cette section du manuscrit est dédiée à ce problème et présente deux
manières de résoudre ce problème, la première est basée sur la résolution simultanée
de deux équations algébriques de Riccati [51], et la deuxième sur la résolution d’un
problème d’optimisation dit “Semi Definite Programming” qui consiste en un problème
d’optimisation sous contraintes LMI (Linear Matrix Inequalities) [49].

2.2.1 Problème H∞ standard

Soit une matrice de transfert P (s) qui modélise les relations entre les entrées d, u
et les sorties z et y telles que représentées sur la figure 2.1. d représente les entrées
extérieures, perturbations, bruits..., u est le signal de commande, z est le signal des
objectifs de contrôle et y est la sortie mesurable du système.

 

 

Figure 2.1 : Problème H∞ standard.

La Transformée Linéaire Fractionnaire (LFT) permet alors d’exprimer la connexion
entre les deux systèmes P (s) et K(s) dans le cadre de la figure 2.1. En effet, d’après la
figure 2.1, on a :z(s)

y(s)

 = P (s)

d(s)

u(s)

 =

Pzd(s) Pzu(s)

Pyd(s) Pyu(s)

d(s)

u(s)

 . (2.14)
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La fonction de transfert entre l’entrée d(s) et la sortie z(s) s’écrit alors comme la LFT
basse suivante, la notation Fl est utilisée pour souligner le caractère bas (lower) de la
LFT :

z(s) = Fl(P,K)d(s)

Fl(P,K) = Pzd + PzuK(I − PyuK)−1Pyd.
(2.15)

L’objectif de la synthèse H∞ revient à minimiser le critère

sup
||d||2 ̸=0, d∈H2

||z||2
||d||2

(2.16)

qui se formule ainsi (problème connu sous la forme du problème H∞ standard) :

Problème H∞ standard : pour P (s) une matrice de transfert à coefficients réels
et un espace K qui contient l’ensemble des correcteurs K(s), le calcul d’un correcteur
optimal K(s)∗ ∈ K revient à résoudre le problème d’optimisation suivant :

minimiser γ tel que :
K(s) stabilise P (s) intrinsèquement,
K(s) ∈ K, ||Fl(P,K)||∞ < γ.

(2.17)

Le correcteur assurant γ = γopt le plus petit possible est alors le correcteur “optimal”.

Il est aussi possible de poser le problème H∞ de manière dite “sous-optimale”, de la
manière suivante : pour un γ > 0, trouver K(s) qui stabilise le système de la figure 2.1
et assure ||Fl(P,K)||∞ < γ. Comme le montre (2.17), le choix de l’espace admissible de
solutions K joue un rôle important dans la recherche du correcteur optimal. La solution
dite “d’ordre plein” appartient à l’espace K défini tel que l’ordre du correcteur K est
celui du modèle P .

Toute composante des matrices d’état Ac, Bc, Cc, Dc du correcteur K, sont ainsi
des variables libres et on a n2 + n(ny + nu) + nynu degrés de libertés. De plus, K est le
plus grand espace des solutions des correcteurs recherchés, qui est convexe. Trouver une
solution dans K peut donc se faire en utilisant des algorithmes d’optimisation.

Par la suite, on s’intéresse aux solutions appartenant à K. La représentation d’état
de P (s) s’écrit :

P :


A Bd Bu

Cz Dzd Dzu

Cy Dyd Dyu

 (2.18)

telle que 
ẋ(t)

z(t)

y(t)

 = P


x(t)

d(t)

u(t)

 (2.19)

avec x ∈ Rn, d ∈ Rnd , u ∈ Rnu , z ∈ Rnz et y ∈ Rny .

2.2.2 Résolution par équations de Riccati algébriques

Avant de présenter brièvement les points clés de la méthode de résolution, il convient
de rappeler ce qu’est une équation de Riccati algébrique. Soient P = P T , Q = QT
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et A trois matrices de dimensions compatibles telle que P, Q, A ∈ Rn×n. On note X,
la solution de l’équation de Riccati algébrique telle que Re [λ (A− PX)] < 0, Re[λ(.)]
désignant la partie réelle des valeurs propres. L’équation de Riccati algébrique corres-
pondante s’écrit :

XA+ATX −XPX +Q = 0. (2.20)

Par soucis de simplification, la matrice X pourra aussi être notée comme :

X = Ric

 A −P

−Q −AT

 . (2.21)

où Ric(.) désigne l’opérateur de Riccati, permettant d’obtenir la matrice X, solution de
(2.20).

Supposons les hypothèses suivantes vérifiées [40] :
H1) (A, Bu) est stabilisable et (Cy, A) est détectable.
H2) rang(Dzu) = nu et rang(Dyd) = ny.

H3) rang

A− jωIn Bu

Cz Dzu

 = n+ nu ∀ω ∈ R avec In la matrice identité de taille

n.

H4) rang

A− jωIn Bd

Cy Dyd

 = n+ ny ∀ω ∈ R.

En outre, par une série de transformations sur (2.18) [121, 97], il est possible de faire en
sorte que les 4 hypothèses suivantes soient vérifiées :

H5) Dzu = 0nz×nu .
H6) Dyu = 0ny×nu .
H7) DT

zu(Cz Dzu) = (0 Iny) qui représente une matrice de 0 de taille adéquate
complétée de Iny , la matrice identité de taille ny.

H8) (Bd Dyd)
TDT

yd = (0 Iny)
T .

Considérons à présent les matrices Hamiltoniennes suivantes :

L∞ :

 A γ−2BdB
T
d −BuB

T
u

−CT
z Cz −AT

 , (2.22)

J∞ :

 AT γ−2CT
z Cz − CT

y Cy

−BdB
T
d −A

 , (2.23)

si les hypothèses H1)−H8) sont vérifiées, [39] donne alors le théorème suivant :

Théorème 1. [39] Sous les hypothèses H1) à H8), le problème de commande H∞ admet
une solution si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) L∞ n’a pas de valeurs propres sur l’axe des imaginaires.
ii) J∞ n’a pas de valeurs propres sur l’axe des imaginaires.
iii) Il existe une matrice X∞ = Ric(L∞) ≥ 0.
iv) Il existe une matrice Y∞ = Ric(J∞) ≥ 0.
v) ρ(X∞Y∞) < γ2 où ρ(.) est le module de la plus grande valeur propre.
Dans ce cas, un contrôleur, appelé contrôleur central 2 (on rappelle qu’on travaille

dans l’espace K), solution du problème de commande H∞, qui vérifie ||Fl(P,K)||∞ < γ

2. Ce correcteur correspond à choisir le paramètre de Youla égal à zéro, voir [51, 39] pour de plus
amples détails sur la paramétrisation de Youla et de l’ensemble des correcteurs H∞ solutions du pro-
blème.
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est donné par :

K :

 Ac Bc

Cc Dc

 (2.24)

Avec

Ac = A+ γ−2 +BdB
T
d X∞ −BuB

T
uX∞ − Z∞Y∞CT

y Cy,∈ Rn×n (2.25)

Bc = Z∞Y∞CT
y , (2.26)

Cc = −BT
uX∞, (2.27)

Dc = 0 (2.28)

Z∞ =
(
In − γ−2Y∞X∞

)−1
. (2.29)

A noter que Dc représente ici une matrice d’éléments nuls de taille compatible. D’un
point de vue pratique, la mise en place d’une telle résolution par équations de Ricatti,
consiste à approcher dans un premier temps la valeur de γ voulue par dichotomie en
vérifiant à chaque étape les conditions i) − v) du théorème 1. Cette procédure, appelée
γ-itération permet de s’approcher suffisamment du gain optimal γopt qui permet ensuite
grâce à (2.24) de trouver le correcteur central satisfaisant les contraintes du problème
H∞ standard.

2.2.3 Résolution par problème d’optimisation sous contraintes

Les auteurs dans [49], proposent de formuler le problème de commande H∞ comme
un problème d’optimisation sous contraintes LMI (Linear Matrix Inequalities). Cette
solution plus récente et plus générale permet aussi de relaxer les hypothèses H2)−H8).

La méthode proposée dans [49] s’appuie sur deux lemmes. Le premier, appelé lemme
borné réel est donné ci-dessous et sa démonstration peut être trouvée dans [99].

Lemme 1. [99] soit la représentation d’état

Fl(P,K) :

 Acl Bcl

Ccl Dcl


avec Acl ∈ Rq×q, Bcl ∈ Rq×qu , Ccl ∈ Rqy×q et Dcl ∈ Rqy×qu . alors ||Fl(P,K)||∞ < γ si et
seulement si il existe X, une matrice symétrique strictement définie positive telle que :

AT
clX +XAcl XBcl CT

cl

BT
clX −γIqy DT

cl

Ccl Dcl −γIqy

 < 0. (2.30)

où Iqu et Iqy sont des matrices identités de tailles qu et qy.

Le second lemme, appelé lemme de projection dont la preuve peut être trouvée dans
[49] est donné sous la forme suivante :

Lemme 2. [49] soient les matrices Ψ ∈ Rm×m, P ∈ Ra×m et Q ∈ Rb×m et la matrice Θ
telle que l’équation (2.30) puisse s’écrire :

Ψ+QTΘTP + P TΘQ < 0. (2.31)

où :
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- les matrices P et Q dépendent seulement des données du problème, c’est à dire
A, Bd, Bu, Cz, Cy, Dzd, Dzu, Dyd, Dyu,

- Θ contient les matrices Ak, Bk, Ck, Dk du correcteur K tel que K :

 Ak Bk

Ck Dk

.

Alors, pour WP et WQ des matrices qui représentent une base des noyaux de P et Q
respectivement, il existe une solution à (2.31) si et seulement si :{

W T
P ΨWP < 0

W T
QΨWQ < 0.

(2.32)

En s’appuyant sur ces deux lemmes, [49] démontre le théorème suivant :

Théorème 2. Sous l’hypothèse H1), le problème H∞ admet une solution si et seulement
si il existe deux matrices symétriques S et R satisfaisant le système de LMIs :

 NR 0

0 Ind

T


AR+RAT RCT

z

CzR −γInz

Bd

Dzd

BT
d DT

zd
−γInd


 NR 0

0 Ind

 < 0 (2.33)

 NS 0

0 Inz

T


ATS + SA SBd

BT
d S −γInd

CT
z

DT
zd

Cz Dzd −γInz


 NS 0

0 Inz

 < 0 (2.34)

R In

In S

 ≥ 0 (2.35)

où NR et NR sont les bases des noyaux respectifs de
(
BT

u DT
zu

)
et (Cy Cyd).

Les auteurs de [49] précisent que la solution aux équations (2.33), (2.34) et (2.35) ne
dépend pas du choix de NR et NR mais que ces dernières doivent être choisies comme
orthonormales pour des raisons de stabilité numériques. De plus, il existe des correcteurs
d’ordre réduit r < n (on travaille alors dans un sous-espace de K) si et seulement si les
matrices R et S, vérifient en plus la condition suivante :

rang(I −RS) ≤ r. (2.36)

Pour former le correcteur K(s) = Ck(sI −Ak)
−1Bk +Dk, on procède de la manière

suivante [49].
1) On résout le système de LMIs précèdent, grâce à des algorithmes d’optimisation

convexes (numériques) tels que la méthode du point intérieur ou l’algorithme el-
lipsoïdal [20]. On détermine ainsi R et S.

2) On détermine M et N , par décomposition en valeurs singulières, en résolvant
l’équation

RS +MNT = I. (2.37)
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3) On détermine X, solution de

X

 R I

MT 0

 =

I S

0 NT

 . (2.38)

4) On injecte cette solution dans l’équation

Ψ+QTΘTP + P TΘQ < 0. (2.39)

Cette inégalité est alors une LMI en Θ, ce qui permet de déterminer la solution

Θ =

Ak Bk

Ck Dk

 . (2.40)

Remarque : On peut calculer Θ soit en utilisant un algorithme d’optimisation convexe,
comme précédemment, soit par des méthodes “classiques” d’algèbre matricielle.

2.3 Approche sensibilité mixte

Cette section présente l’approche sensibilité mixte de la commande robuste H∞ et sa
mise sous forme standard vue à la section 2.2. L’objectif est d’introduire des fonctions
de pondérations qui permettent de définir des gabarits fréquentiels sur les fonctions de
sensibilité de la boucle fermée. Ces fonctions de pondération permettent d’imposer des
critères de performances à la boucle fermée tels que la bande passante, l’erreur statique,
la marge de module ou encore la sensibilité de la commande au bruit de mesure.

2.3.1 Position du problème

Soit le schéma d’asservissement classique de la figure 2.2 où pe et ps sont les éven-
tuelles perturbations externes du système.

  
+

-
+

+

+

+

Figure 2.2 : Schéma classique de la boucle fermée.

Cette boucle fermée peut être caractérisée par les transferts :
- S(s) = (I +H(s)K(s))−1, la fonction de sensibilité, c’est-à-dire le transfert entre
yref et e ou encore le transfert entre ps et y,

- R(s) = S(s)K(s), la fonction de sensibilité de la commande, c’est-à-dire la ma-
nière dont yref affecte le signal de commande u,

- S(s)H(s), le transfert entre la sortie y et la perturbation pe du signal de commande
u,
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- T (s) = H(s)K(s)S(s) = I − S(s), la fonction de sensibilité complémentaire, le
transfert entre yref et y.

Remarque : dans le cadre multivariable, il existe 4 autres transferts permettant de ca-
ractériser la boucle fermée :

- S′ = (I +KG)−1,
- R′ = KS′,
- HS′,
- T ′ = I − S′.

Par la suite, on se situera dans le cas monovariable et on se focalisera sur les 3 transferts
S, R et T . Il est alors possible de contraindre le comportement de ces trois fonctions de
sensibilité en introduisant des fonctions de pondérations W1(s), W2(s) et W3(s) comme
sur la figure 2.3.

  
+

-
+

+

+

+

 

 

 

Figure 2.3 : Problème de sensibilité mixte.

L’objectif de l’approche sensibilité mixte est de déterminer le régulateur K(s) tel que
les contraintes suivantes soient vérifiées : :

||W1S||∞ < 1, (2.41)
||W2R||∞ < 1, (2.42)
||W3T ||∞ < 1, (2.43)

Déterminer K(s) satisfaisant (2.41), (2.42) et (2.43) peut se faire à l’aide de la technique
H∞ non lisse [8] qui n’est pas abordée dans le cadre de ce travail. On préfère utiliser la
technique qui vise à rassembler (2.41), (2.42) et (2.43) en une condition unique (condition
suffisante seulement) :

||Tzd||∞ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W1S

W2R

W3T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

≤ 1. (2.44)

où Tzd désigne le transfert entre d et z. On a alors, en vertu des propriété sur les valeurs
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singulières max, (vues à la section 2.1.2) :

||Tzd||∞ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W1S

W2R

W3T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

≤
√
3max(||W1S||∞, ||W2R||∞, ||W3T ||∞) (2.45)

Le problème de sensibilité mixte se définit alors comme un cas particulier du problème
H∞ sous optimal où le critère ||Fl(P,K)||∞ devient ||Tzd||∞. Cette version du problème
H∞ sous-optimal peut alors être résolue par l’approche basée sur les équations de Riccati
ou par l’approche basée sur la résolution LMI détaillée précédemment. Si la solution γ∗

est strictement inférieure à 1 alors (2.41), (2.42) et (2.43) sont vérifiées. À noter qu’à
cause de (2.45), une solution 1 < γ∗ <

√
3 peut aussi être viable et répondre au problème,

il convient alors de tester (2.41), (2.42) et (2.43) séparement a posteriori pour vérifier si
les contraintes d’inégalités sont satisfaites.

2.3.2 Choix des fonctions de pondérations

L’élément clé de l’approche sensibilité mixte de la commande H∞, est donc le choix
des pondérations W1,W2 et W3 qui permettent de fixer les objectifs de contrôle. Dans
les paragraphes qui suivent, nous donnons des éléments permettant de choisir celles-ci
de façon générique et ce quelque soit le système à commander.

Pondération W1(s) sur S(s)

La fonction de pondération W1(s) permet de fixer la bande passante de la boucle
fermée ainsi que les objectifs de précision de la loi de commande. Typiquement, W1(s)
est construite comme suit :

W−1
1 (s) =

(
s+ ωl

s/M + ωc1

)n

. (2.46)

La valeur de 1/M limite en haute fréquence le gain de la réponse fréquentielle de S(jω)
et correspond à la marge de module minimale souhaitée. ωl << ωc1 est introduite afin
de rendre W1(s) inversible et peut être choisie de manière arbitraire. Plus ωl est basse,
plus le gain de W1(s)

−1 (et donc de S(jω)) est bas en basse fréquences ce qui permet
de garantir des précisions de plus en plus importantes sur la loi de commande. n ≥ 1
est l’ordre de l’action intégrale que l’on souhaite donner au correcteur. Enfin, ωc1 fixe la
bande passante.

Pondération W2(s) sur R(s)

Le choix de la fonction de pondération W2(s) permet de faire en sorte que le signal de
commande u soit contraint en énergie et permet ainsi de maîtriser les problèmes de satu-
ration d’actionneurs ainsi que son agitation (phénomène haute fréquences). Typiquement
W2(s) est choisie telle que :

W−1
2 (s) =

(
s/ωh + ωc2

s+ ωc2/Mu

)m

(2.47)

où Mu permet de contraindre la valeur du gain de la commande en basse fréquence, ωh

est introduit pour rendre W2(s) inversible, ωc2 est choisi le plus petit possible, ce qui
donne un caractère passe-bas au correcteur K (où m ≥ 1 agit sur l’ordre du filtre ainsi
réalisé), permettant ainsi de limiter l’agitation du signal de commande u.
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Pondération W3(s) sur T (s)

La fonction de pondération W3 qui agit sur T peut se construire de la même manière
que W2 :

W−1
3 (s) =

(
s/ωh3 + ωc3

s+ ωc3/MT

)k

(2.48)

avec ωh3 introduite pour rendre W3 inversible, ωc3 choisie la plus petite possible, k l’ordre
du filtre et MT qui limite la valeur maximale de T . A noter qu’à cause de la contrainte
I = S + T , qui implique un couplage sur les σ de W1 et W3, les paramètres de W3 ne
doivent pas être choisis de façon contradictoire à ceux de W1.

2.4 Prise en compte des incertitudes

Dans la pratique, un modèle n’est jamais certain. Les incertitudes peuvent venir de
plusieurs sources, telles que des dynamiques ou non-linéarités négligées ou encore des
approximations ou variations dans les paramètres du modèle. On distingue alors deux
types d’incertitudes :

- les incertitudes non structurées qui sont représentées par des variations du
modèle nominal dans le domaine fréquentiel.

- les incertitudes structurées qui représentent les variations sur les valeurs des
paramètres du modèle, les incertitudes structurées sont donc des incertitudes pa-
ramétriques.

2.4.1 Cas des incertitudes non structurées

Incertitudes additives

Dans le cadre des incertitudes additives, la relation entre le modèle réel H(s), un
modèle nominal H0(s) et une incertitude ∆a(s) s’écrit :

H(s) = H0(s) +Wa(s)∆a(s) tq ||∆a||∞ ≤ 1. (2.49)

Wa(s) est une fonction de pondération dont le gabarit fréquentiel en gain permet de
quantifier l’écart entre H et H0, fréquence par fréquence.

 

 

 

 

 

++

Figure 2.4 : Illustration de l’incertitude additive.

L’utilisation de la LFT supérieure permet de séparer et exprimer ce qui est inconnu
(ici l’incertitude additive ∆a(s)) de ce qui est connu (le modèle nominal et la fonction
de pondération Wa(s)). La figure 2.4 représente le schéma de l’incertitude de nature
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additive ainsi que la représentation LFT correspondante. On a les relations suivantes :
w(s) = Pa11v(s) + Pa12u(s),

y(s) = Pa21v(s) + Pa22u(s),

v(s) = ∆a(s)w(s).

(2.50)

Or, le schéma de gauche de la figure 2.4 permet d’écrire
w(s) = u(s),

y(s) = Wa(s)v(s) +H0(s)u(s),

v(s) = ∆a(s)w(s).

(2.51)

Par identification, on trouve la matrice Pa(s) telle que :w(s)

y(s)

 = Pa(s)

v(s)

u(s)

 =

 0 I

Wa(s) H0(s)

v(s)

u(s)

 . (2.52)

On retrouve bien :
H(s) = Fu(Pa(s), ∆a(s)). (2.53)

Incertitudes multiplicatives

On distingue deux cas, celui des incertitudes multiplicatives en entrée et celui des
incertitudes multiplicatives en sortie. Ces deux cas sont équivalents dans le cas monova-
riable.

Incertitudes multiplicatives en sortie :

H(s) = (I +Ws(s)∆s(s))H0(s) tq ||∆s||∞ ≤ 1. (2.54)

Le gabarit fréquentiel en gain de Ws(s) permet de quantifier l’erreur définie par H(jω)H−1
0 (jω)− I,

fréquence par fréquence. De la même manière qu’avec l’incertitude additive, il est possible
d’écrire le modèle H(s) en utilisant la LFT supérieure, tel que :

H(s) = Fu(Ps(s), ∆s(s)) (2.55)

avec

Ps(s) =

 0 H0(s)

Ws(s) H0(s)

 (2.56)

 

 

 

++  

 

Figure 2.5 : Illustration de l’incertitude multiplicative en sortie.
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Incertitudes multiplicatives en entrée :

H(s) = H0(s) (I +We(s)∆e(s)) tq ||∆e||∞ ≤ 1. (2.57)

Le gabarit fréquentiel en gain de We(s) permet de quantifier l’erreur définie par H−1
0 (jω)H(jω)− I,

fréquence par fréquence. Comme précédemment, le schéma équivalent est donné en figure
2.6 et on a :

H(s) = Fu(Pe(s), ∆e(s)) (2.58)

avec

Pe(s) =

 0 I

H0(s)We(s) H0(s)

 (2.59)

 

 

 

++  

 

Figure 2.6 : Illustration de l’incertitude multiplicative en entrée.

Détermination des pondérations sur les incertitudes

Pour trouver les fonctions de pondérations Wa(s), Ws(s) ou We(s), il convient d’abord
de disposer d’une famille de modèle qui peut être issue de résultats expérimentaux ou de
variations des paramètres d’un modèle nominal H0(s). Prenons par exemple le cas des
incertitudes multiplicatives en entrée :

H(s) = H0(s)(I +We(s)∆e(s)) tq ||∆e||∞ ≤ 1, (2.60)

dans le cas monovariable, on peut écrire :

H(s)

H0(s)
− 1 = We(s)∆e(s). (2.61)

Il est alors évident que We(s) représente un majorant de l’incertitude que l’on cherche à
prendre en compte, telle que : ∣∣∣∣ H(jω)

H0(jω)
− 1

∣∣∣∣ < |We(jω)| (2.62)

où H(jω) représente la famille de modèles.

2.4.2 Cas des incertitudes structurées

Les cas des incertitudes structurées intervient lorsque les incertitudes agissent sur les
matrices A, B, C et D de la représentation d’état :{

ẋ(t) = A(θ)x(t) +B(θ)u(t)

y(t) = C(θ)x(t) +D(θ)u(t)
(2.63)
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tel que θ = (θ0, θ1, ..., θn)
T et pour 0 ≤ i ≤ n avec n le nombre d’incertitudes. Dans le

contexte H∞, les incertitudes sont considérées bornées, soit :

θi = θi0 + w̄iδi avec − 1 ≤ δi ≤ 1, (2.64)

θi0 représente la moyenne du paramètre incertain θi et w̄i est l’écart de la moyenne aux
extremums de la plage de variation. Le théorème suivant permet de construire la matrice
P (s) permettant de mettre le problème sous la forme LFT de la figure 2.7.

 

 

Figure 2.7 : Modélisation de l’incertitude sous forme LFT supérieure.

Théorème 3. [106] soient

P (s) :


A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22

 et ∆ = diag(δiIni). (2.65)

La famille de modèles H(s, θ) peut alors s’écrire comme H(s, θ) = Fu(P (s),∆) si et
seulement si il existe une matrice S∆ :

S∆ =


D11 C1 D12

B1 0 0

D21 0 0

 (2.66)

telle que Fu(S∆,∆) = S(θ)−S(θ0) où θ0 est la valeur moyenne du vecteur de paramètres
incertains et S(θ) s’écrit

S(θ) =

A(θ) B(θ)

C(θ) D(θ)

 . (2.67)

Ce théorème fournit une condition nécessaire et suffisante de l’existence de la LFT
associée aux incertitudes paramétriques, mais ne fournit malheureusement pas le moyen
d’obtenir celle-ci de façon pratique, du moins dans un cas général. Il est cependant tout
à fait utilisable si la dépendance des paramètre incertains est affine. De nombreux au-
teurs se sont intéressés à cette problématique, voir par exemple [13, 30, 12, 58, 112]. Ces
méthodes permettent de considérer des dépendances non linéaires entre les paramètres
θi de type polynomiales rationnelles. Malheureusement, les approches proposées ne per-
mettent pas de garantir une LFT minimale (c’est à dire, celle conduisant à la plus petite
dimension du bloc ∆). Ce problème reste à l’heure actuelle un problème ouvert.
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2.5 Analyse de la stabilité et de la performance robuste

Cette section est dédié au rappel des conditions de stabilité robuste et de performance
robuste, dans un contexte H∞. On introduit ainsi la fonction matricielle µ∆(M) d’une
matrice complexe constante sur un opérateur ∆, ainsi que les théorèmes de stabilité et
de performance robustes dans un contexte µ.

2.5.1 Mise en forme du problème

Considérons à présent que le modèle H(s) illustré sur la figure 2.3 est incertain et qu’il
admet une représentation LFT H = Fu(P,∆) qui couvre simultanément les incertitudes
non structurées et structurées tel que :

∆(s) = diag (∆1(s), ..., ∆q(s), δ1In1, ..., δrInr) (2.68)

avec
||∆i||∞ ≤ 1, δk ∈ [−1, 1] ⇄ ||∆||∞ ≤ 1, (2.69)

pour
1 ≤ i ≤ q et 1 ≤ k ≤ r.

Les conditions de synthèse (2.41)-(2.43) peuvent alors être représentées par le diagramme
illustré sur la figure 2.8. La condition (2.44) s’identifie alors aisément puisque ce schéma
a pour entrée d et pour sortie z = (z1, z2, z3)

T .

 
+

-

 

 

 

 

 

Figure 2.8 : Schéma complet de la boucle fermée pour le problème H∞.

L’équivalent du schéma de la figure 2.8 sous forme LFT est donné sur la figure 2.9.
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Figure 2.9 : Boucle fermée pour le problème H∞, forme LFT.

Ce schéma permet d’établir les relations suivantes :
w(s)

z(s)

e(s)

 =


P̃11(s) P̃12(s) P̃13(s)

P̃21(s) P̃22(s) P̃23(s)

P̃31(s) P̃32(s) P̃33(s)



v(s)

d(s)

u(s)

 , (2.70)

qui permettent de définir la LFT suivante :

M(s) = Fl(P̃ ,K) =

M11 M12

M21 M22

 . (2.71)

Sa représentation sous forme LFT est donnée sur la figure 2.10.A où M(s) est la matrice
de transfert qui inclut le bouclage avec le régulateur K(s).

 

 

 

 

A. B.

Figure 2.10 : Schéma d’analyse de robustesse à l’incertitude.

Si par hypothèse, M(s) et ∆(s) sont stables, alors la seule source d’instabilité restante
est le bouclage de M(s) par ∆(s), en fonction de la valeur de ∆(s). Ainsi, il est donc
équivalent d’étudier la stabilité du système bouclé de la figure 2.10.B.
Deux approches sont possibles :

- Soit on ignore la structure de l’incertitude ∆(s) et on cherche alors quelle est la
valeur maximum admissible pour sa norme H∞.

- Soit on considère la structure particulière décrite par (2.68). On utilisera alors un
outil appelé la valeur singulière structurée qui sera présenté dans la section 2.5.3.
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2.5.2 Analyse non structurée

Dans la première approche, le théorème du petit gain [108] donne une condition
suffisante pour la valeur maximale de la norme H∞ de l’incertitude ∆(s).

Théorème 4. (Stabilité robuste) si M11(s) et ∆(s) sont stables, alors le système de la
figure 2.10.B est stable pour toute incertitude ∆(s) telle que ||∆||∞ ≤ α si et seulement
si ||M11||∞ < 1/α.

Même à des fins d’analyses, comme le théorème du petit gain ne prend pas en compte
la structure particulière de ∆(s), il peut se révéler trop conservateur. S’il représente une
première approche afin d’apprécier la robustesse de la stabilité à l’incertitude, l’utilisation
de la valeur singulière (encore appelée fonction µ) se révèle plus pertinente.

2.5.3 Analyse structurée : la µ–analyse

Considérons à présent ∆(s), possédant la même structure que définie précédemment
en (2.68) et (2.69), ainsi que ∆ l’ensemble des matrices possédant la même structure.
La Valeur Singulière Structurée (VSS), notée µ∆(M11), c’est-à-dire la VSS de la matrice
M11, vis à vis de l’ensemble des matrices ∆ ∈ ∆ est définie par :

µ∆(M11) =

(
min
∆∈∆

(σ(∆) : det(I −M11∆) = 0)

)−1

µ∆(M11) = 0 s’il n’existe pas de ∆ tel que det(I −M11∆) = 0.

(2.72)

µ∆(M11) est donc l’inverse de la valeur minimale de la norme de ∆ qui rend la matrice
(I −M11∆) singulière.

L’utilité pratique de cette fonction matricielle du corps des complexes C, réside dans
le principe du diagramme fréquentiel de gain qui est évalué sur un espace de fréquences
a priori choisi. Ainsi, la VSS est calculée sur une série de fréquence ωi ∈ R+ et on définit
dans ce cas la marge de robustesse en stabilité kmax comme :

kmax =

(
max
ωi

µ∆(M11(jωi))

)−1

. (2.73)

Cette marge de robustesse kmax est définie comme étant la plus grande valeur de k
telle que la boucle fermée reste stable en présence d’incertitudes ∆(s) vérifiant que
||k∆||∞ ≤ 1.

La VSS possède plusieurs propriétés, citées ci-dessous et dont les démonstrations
peuvent se trouver dans [40, 120].

P1) µ∆(αP ) = |α|µ∆(P ) avec ∀∆, ∀α ∈ C, ∀P ∈ Ck×k,
P2) si ∆ = δI pour δ ∈ C alors µ∆(P ) = ρ(P ),
P3) si ∆ ∈ Ck×k alors µ∆(P ) = σ(P ).

ρ(P ) désigne le rayon spectral de la matrice P et est défini comme étant le maximum
du module des valeurs propres λi de P :

ρ(P ) = max
1≤i≤n

|λi|. (2.74)

En pratique, on ne calcule pas la valeur exacte de la VSS, on cherche plutôt à détermi-
ner une borne supérieure et une borne inférieure les moins conservatrices possibles. Les
propriétés P2) et P3) permettent de donner un encadrement de la VSS, sachant que {λI
pour λ ∈ C} ⊂ ∆ ⊂ Ck×k :

ρ(P ) ≤ µ∆(P ) ≤ σ(P ). (2.75)
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- La borne supérieure peut être réduite en introduisant une matrice D(s) vérifiant
D−1∆(s)D(s) = ∆(s) et appartenant à l’ensemble des matrices D définit par :

D =

{
D = diag

(
d1Ik1 , ..., dqIkq , D1, ..., Dr

)
,

Di ∈ Cri×ri , Di = D∗
i > 0.

}
(2.76)

La nouvelle borne supérieure s’écrit alors :

µ∆(P ) ≤ min
D∈D

σ(DPD−1). (2.77)

Il faut ensuite réduire cette nouvelle borne en choisissant la matrice D de manière
optimale. Ce problème est un problème d’optimisation convexe, non différentiable
et sa résolution est présentée dans [36, 118, 98, 85].

- Pour la borne inférieure, on introduit U , l’ensemble des matrices suivantes :

U = {U ∈ ∆ : UU∗ = In} . (2.78)

Alors, grâce aux propriétés des valeurs singulières et de la VSS, on peut écrire :

max
U∈U

ρ(UP ) ≤ µ∆(P ) (2.79)

Malheureusement, ρ(UP ) présente des maximums locaux et la recherche de son
maximum ne peut conduire qu’à une borne inférieure de µ∆(P ) et un algorithme
de résolution du problème est présenté dans [86, 38].

Enfin, [37, 121] donnent le théorème suivant, fondement de la µ–analyse et qui per-
met d’évaluer les performances robustes d’une boucle fermée vis à vis d’une incertitude
générale ∆(s) :

Théorème 5. Le système de la figure 2.10.B est stable pour toute incertitude ∆(s) ∈ ∆̃,
telle que ||∆(s)||∞ < α si et seulement si ∀ω, µ∆̃ (M(jω)) ≤ α−1. ∆̃ = diag(∆, ∆p) où
∆p ∈ C est un bloc fictif lié aux performances robustes.

Remarque : notons que la formulation des matrices de D-scaling donnée par (2.76)
doit être adaptée pour tenir compte de la nouvelle structure de ∆̃.

2.5.4 Analyse pire cas

En utilisant les résultats de la section 2.5.3, il est alors possible de conduire une post-
analyse qui permet d’étudier la stabilité d’un système en boucle fermée vis à vis d’une
source d’incertitude ∆(s) dont la structure est définie en (2.68) et (2.69). Les calculs
concernant les post-analyses pourront être effectués à l’aide de Matlab et de la toolbox
robust control [57]. En considérant la matrice M(s) définie dans la section 2.5.1, plusieurs
notions ou indicateurs sont à considérer :

- La marge de robustesse kmax

kmax =

(
max
ωi

µ∆ (M11(jωi))

)−1

, (2.80)

qui indique par exemple que la stabilité est assurée si kmax > 1. Cela permet
d’obtenir une valeur pire cas pour l’incertitude puisque par exemple, kmax = 1.2
indique que l’incertitude peut augmenter de 20% par rapport à sa valeur actuelle
sans rendre la boucle fermée instable.
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- Les marges disques de gain et de phase, qui représentent le maximum des varia-
tions conjointes sur le gain et la phase d’un système qui ne rendent pas la boucle
fermée instable, pour tout ∆ tel que ||∆||∞ ≤ 1. La définition de telles marges de
gain et de phase peut se trouver dans [102].

- Les plus grandes valeurs du gain des fonctions de sensibilités. Par exemple,

mS
∞ = max

ω
||Fu(M,∆)||∞ tq ||∆||∞ ≤ 1, (2.81)

représente le gain maximum dans l’espace de fréquence de S(s,∆) et permet alors
de caractériser la “pire marge de module” admissible pour ||∆||∞ ≤ 1.

2.6 Conclusions

Ce chapitre a donc permis dans un premier temps d’énoncer les outils et notions né-
cessaires à la commande robuste H∞. La définition des valeurs singulières d’une matrice
complexe constante et la norme H∞ d’une matrice de transfert ont permis ensuite d’ex-
primer le problème H∞ en commande. Deux méthodes de résolutions de ce problème,
appelé problème H∞ standard, ont été présentées : la résolution par équations de Riccati
algébriques et la résolution par problème d’optimisation sous contrainte, via l’utilisation
de LMIs.

Par la suite, en s’appuyant sur la définition du problème H∞ standard, l’approche
de sensibilité mixte est formulée. Cette approche vise à poser des gabarits fréquentiels
sur les fonctions de sensibilité dans l’objectif d’imposer des critères de performances à
la boucle fermée. Plusieurs manières de prendre en compte les incertitudes de modélisa-
tion, dans le cadre des incertitudes structurées et non structurées ont été présentés afin
de pouvoir plus tard introduire les concepts d’analyse de la stabilité robuste et de la
performance robuste.

Enfin, l’introduction de la fonction µ∆(M) conduit à plusieurs théorème de stabilité
et de performances robustes. Cela permet d’introduire ensuite plusieurs résultats comme
la VSS, la marge de robustesse en stabilité kmax et l’analyse pire cas.

Tous les concepts énoncés précédemment seront utilisés dans les chapitres suivants.
Le chapitre 3 reprendra le concept d’incertitudes de modélisation dans le cadre d’un
modèle métabolique du corps humain. Le chapitre 4 mettra à profit la µ–analyse dans
la post-analyse du correcteur PID calculé et le chapitre 5 abordera la synthèse d’un
correcteur H∞ via l’approche de sensibilité mixte avant de conclure par la post-analyse
du correcteur via la µ–analyse et l’analyse pire cas.
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Chapitre 3

Modélisation d’une cohorte de
patients diabétiques
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Ce chapitre est dédié à la présentation de différents modèles de patients diabétiques
(adultes, adolescents, enfants), ainsi qu’aux méthodologies utilisées pour établir des fa-
milles de modèles linéaires associés. Les outils d’analyse et de synthèse de la commande
robuste seront appliqués sur ces derniers. Dans un premier temps, un modèle issu de
la littérature, sera détaillé. Ce premier modèle a été implémenté dans un simulateur
commercial qui sera brièvement abordé. Les sections suivantes présenteront ensuite com-
ment ce modèle peut être réduit puis linéarisé avant de construire un modèle incertain,
en utilisant le formalisme LFT présenté dans le chapitre 2.
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3.1 Modèle métabolique du corps humain

Parmi les différents modèles [104, 33, 59, 15] présentés dans la section 1.3.3, le modèle
retenu pour les travaux de cette thèse est le modèle du simulateur UVA/Padova [33]. Il
repose sur un ensemble de 10 fonctions métaboliques du corps humain et qui ont une in-
fluence dynamique sur la glycémie. La dimension de la représentation d’état de ce modèle
se caractérise par un ordre 18. Cette représentation d’état, non linéaire, a été implanté
dans le seul simulateur numérique approuvé par l’organisme américain FDA (Food and
Drug Administration) pour tester et évaluer les stratégies de contrôle/commande, en
remplacement d’essais pré-cliniques (voir annexe 6.7 pour une présentation du simula-
teur). Dans ce chapitre, ce modèle est désigné comme le modèle “complet”, par opposition
aux modèles “réduits” et linéaires qui seront développés par la suite. Les descriptions phy-
siques et l’unité de chaque états, entrées et sorties sont données dans la table 3.1. De la
même manière, la description et l’unité des paramètres du modèle sont donnés dans la
table 3.2. Des informations supplémentaires concernant ce modèle sont disponibles dans
[32, 34, 33].

3.1.1 Équations du modèle complet

Cette section présente la description du modèle complet, développé dans les publica-
tions [32, 34, 33]. Le schéma de la figure 3.1 résume les interactions entre les différents
sous-systèmes métaboliques du corps humain.

Absorption
glucose 

Dynamique glucose Dynamique glucose
sous-cutané 

Dynamique insuline Dynamique insuline
sous-cutané 

Dynamique glucagon Dynamique
sécrétion glucagon 

Figure 3.1 : Schéma d’interaction des différents sous-systèmes du modèle complet.

Les paragraphes suivant donnent les équations d’état relatives à chacun des blocs
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illustrés sur la figure 3.1.
Il est important de souligner que le temps t est exprimé en minutes et non en secondes.

Ainsi, les pulsations des diagrammes fréquentiels qui seront issus des versions linéarisées
de ces équations, seront données en rad/min et non rad/s.

États Description Unité

x1 Glucose solide dans l’estomac mg

x2 Glucose liquide dans l’estomac mg

x3 Glucose dans l’intestin mg

x4 Glucose dans le plasma et les tissus insulino-indépendants mg/kg

x5 Glucose dans les tissus insulino-dépendants mg/kg

x6 Insuline dans le plasma sanguin pmol/kg

x7 Action de l’insuline pmol/l

x8 Délai de l’action de l’insuline sur la production de glucose pmol/l

x9 Action de l’insuline sur la production de glucose pmol/l

x10 Insuline dans le foie pmol/kg

x11 Premier compartiment d’insuline sous-cutanée pmol/kg

x12 Second compartiment d’insuline sous-cutanée pmol/kg

x13 Glucose sous-cutané mg/kg

x14 Glucagon dans le plasma sanguin ng/dl

x15 Action du glucagon ng/dl

x16 Sécrétion statique retardée de glucagon ng/dl/min

x17 Premier compartiment de glucagon sous-cutané ng/dl

x18 Second compartiment de glucagon sous-cutané ng/dl

Entrées Description Unité

d Glucose équivalent ingéré mg/min

i Injection d’insuline sous-cutanée pmol/kg/min

Gluc Injection de glucagon sous-cutané ng/dl/min

Sorties Description Unité

giv Concentration de glucose dans le plasma mg/dl

gsc Concentration de glucose sous-cutané mg/dl

Table 3.1 : Description et unités des états du modèle

Sous système de la dynamique du glucose

Les équations dynamiques du sous système glucose sont donnés par la représentation
d’état suivante :
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ẋ4(t) = EGP (t) +Ra(t)− Uii − E(t)− k1x4(t) + k2x5(t)

ẋ5(t) = −Uid(t) + k1x4(t)− k2x5(t)

x4(0) = Gpb

x5(0) = Gtb

giv(t) =
x4(t)

VG

(3.1)

giv(t) est la concentration de glucose dans le plasma sanguin (mg/dl). k1, k2 et VG sont
définis dans le tableau 3.2. Gpb et Gtb sont les conditions initiales de x4 et x5. EGP (t)
représente la production endogène de glucose par le foie (mg/kg/min) qui est donnée par

EGP (t) = max (0, kp1 − kp2x4(t)− kp3x9(t) + ξx15(t)) (3.2)

avec : 

ẋ8(t) = −kix8(t) + ki
x6(t)

VI

ẋ9(t) = −kix9(t) + kix8(t)

ẋ15(t) = −kHx15(t) + kH max((x14(t)−Hb) , 0)

x8(0) = Ib

x9(0) = Ib

x15(0) = 0

(3.3)

kp1, kp2, kp3, ξ, ki, VI , et kH sont décrits dans le tableau 3.2. Hb et Ib sont les conditions
initiales de x14, x8 et x9.

Ra(t) est le taux d’apparition du glucose (mg/kg/min) et sera décrit dans le bloc
d’absorption du glucose dans la partie 3.1.1. Uii et Uid(t) sont respectivement les utili-
sations du glucose indépendantes et dépendantes à l’insuline (mg/kg/min). Uii et Uid(t)
sont donnés par :

Uii = Fcns (3.4)

Uid(t) =
[Vm0 + Vmxx7(t)(1 + r1risk)]x5(t)

Km0 + x5(t)
(3.5)

avec ẋ7(t) = −p2Ux7(t) + p2U

(
x6(t)

VI
− Ib

)
x7(0) = 0

(3.6)

risk =


0 si giv(t) ≥ Gbasal

10[f(giv(t)]
2 si Gth ≤ giv(t) < Gbasal

10[f(gth]
2 si giv(t) < Gth

(3.7)

f(G) = log

(
giv(t)

Gbasal

)r2

. (3.8)

Fcns, Vm0, Vmx, r1, Km0, p2U , VI et r2 sont décrits dans le tableau 3.2. Gbasal est le niveau
basal de glucose Gth est le seuil d’hypoglycémie. La fonction risk permet de modéliser
l’augmentation de l’effet de l’insuline lorsque le glucose descend sous un certain seuil
[33]. Enfin, E(t) est l’excrétion rénale (mg/kg/min), décrite par :

E(t) =

{
ke1[x4(t)− ke2] si x4(t) > ke2

0 si x4(t) ≤ ke2.
(3.9)

ke1 et ke2 sont des constantes décrites dans le tableau 3.2.
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Sous système de la dynamique de l’insuline

Les équations du sous système de la dynamique de l’insuline sont données par la
représentation d’état suivante :

ẋ6(t) = −(m2 +m4)x6(t) +m1x10(t) +Rai(t)

ẋ10(t) = −(m1 +m3)x10(t) +m2x6(t)

x6(0) = Ipb

x10(0) = Ilb

(3.10)

m1, m2 et m4 sont décrits dans le tableau 3.2, Ipb et Ilb sont les valeurs initiales de x6 et
x10. Rai(t) est le taux d’apparence de l’insuline dans le plasma (pmol/kg) et sera abordé
dans la partie 3.1.1. m3(t) est un paramètre variant dans le temps décrivant le taux de
dégradation du glucose par le foie. Des détails concernant son expression peuvent être
trouvés dans [75].

Sous système absorption du glucose

Les équations du sous système absorption du glucose sont données par la représen-
tation d’état suivante :

ẋ1(t) = −kgrix1(t) + d(t)

ẋ2(t) = kgrix1(t)− kempt(x1(t) + x2(t))x2(t)

ẋ3(t) = −kabsx3(t) + kempt(x1(t) + x2(t))x2(t)

x1(0) = 0

x2(0) = 0

x3(0) = 0

(3.11)

kgri et kabs sont définis dans le tableau 3.2. d(t) est l’une des trois entrées du modèle
et représente les glucides ingérés (mg/min) lors de la prise des repas. On définit Ra(t)
(mg/kg/min), le taux d’apparence du glucose tel que

Ra(t) =
f kabsx3(t)

BW
(3.12)

Ra(0) = 0 (3.13)

f et BW sont deux constantes décrites dans le tableau 3.2. kempt(t) (min−1) représente
la vitesse à laquelle l’estomac se vide, suite à une ingestion de glucides et dépend de x1,
x2, les quantités de glucides déjà présentes dans le système digestif et D la quantité de
glucides ingérés lors du repas :

kempt(t) =kmin +
kmax − kmin

2
(tanh

[
α(x1(t) + x2(t)− bD)

]
(3.14)

− tanh
[
β(x1(t) + x2(t)− cD)

]
+ 2). (3.15)

D =

∫ dmeal

0
(Ddx) + qstoin. (3.16)

avec
α =

5

2D(1− b)
et β =

5

2Dc
. (3.17)

Les constantes kmin, kmax, α, b, β et c sont définies dans le tableau 3.2. D représente
la somme entre l’intégrale du glucose équivalent ingéré D sur la durée du repas dmeal
et qstoin, les restes de glucose présents dans l’estomac au moment du repas, issus par
exemple d’un repas précèdent qui n’est pas encore totalement digéré.
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Sous système de la dynamique de l’insuline sous-cutanée

Les équations dynamiques du sous système de l’insuline sous-cutanée sont données
par la représentation d’état :

ẋ11(t) = −(kd − ka1)x11(t) + i(t)

ẋ12(t) = kdx11(t)− ka2x12(t)

x11(0) = Isc1ss

x12(0) = Isc2ss

(3.18)

où i(t) est la seconde entrée du système et représente l’insuline qui sera délivrée par
la pompe à insuline. (pmol/kg/min). Le taux d’apparence de l’insuline dans le plasma
Rai(t) (pmol/kg) est donné par :

Rai(t) = ka1x11(t) + ka2x12(t). (3.19)

ka1, ka2 et kd sont des constantes du modèles et leur description se trouve dans le
tableau 3.2. Isc1ss et Isc2ss sont les deux valeurs initiales des états x11 et x12.

Sous système de la dynamique du glucose sous-cutané

Les équations dynamiques du glucose sous-cutané sont données par la représentation
d’état ci-dessous : 

ẋ13(t) = −krscx13(t) + krscx4(t)

x13(0) = 0

gsc(t) =
x13(t)

VG

(3.20)

VG et krsc sont décris dans le tableau 3.2, krsc = 1/Trsc représente l’inverse de la constante
de temps liée à l’injection d’insuline Trsc. Ce paramètre présente une variabilité en fonc-
tion des patients et sa valeur moyenne est de l’ordre de la dizaine de minutes pour un
patient adulte. Ce phénomène physiologique non négligeable est un des éléments clés à
prendre en compte lors de la régulation comme nous le verrons plus tard. gsc(t) représente
la concentration en glucose sous-cutané (mg/dl).

Sous système sécrétion glucagon

La sécrétion du glucagon est modélisée par la représentation d’état{
ẋ14(t) = −nx14(t) + SRH(t) +Rah(t)

x14(0) = Hb

(3.21)

n et Hb sont respectivement une constante du modèle (tableau 3.2) et la condition initiale
de x14. Rah(t) représente l’apport de glucagon (ng/dl/min) suite à une injection exogène
(typiquement une injection par seringue si jamais la glycémie était trop basse) et sera
discuté dans la partie 3.1.1. SRH(t) représente la sécrétion de glucagon (ng/dl/min) par
l’organisme et est donnée par l’équation :

SRH(t) = x16(t) + SRd
H(t) (3.22)

avec

ẋ16(t) =

−ρ
[
x16(t)−max

(
σ2(Gth − giv(t)) + SRb

H , 0
)]

si giv(t) ≥ Gbasal

−ρ

[
x16(t)−max

(
σ

(
Gth − giv(t)

x6(t)/VI + 1

)
+ SRb

H , 0

)]
si giv(t) < Gbasal

(3.23)
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et
SRd

H(t) = δmax

(
dgiv(t)

dt
, 0

)
(3.24)

Les paramètres ρ, σ, σ2, SRb
H , VI et δ sont des constantes, voir tableau 3.2 et Gth

est le seuil d’hypoglycémie.

Sous système de la dynamique du glucagon

Les équation dynamique du glucagon sont données par la représentation d’état sui-
vante : 

ẋ17(t) = −(kh1 + kh2)x17(t) + Gluc(t)
ẋ18(t) = kh1x17(t)− kh3x18(t)

x17(0) = Hsc1b

x18(0) = Hsc2b

(3.25)

où kh1, kh2, kh3 sont des constantes (3.2). Gluc(t) est la troisième entrée du système et
représente l’injection externe de glucagon (ng/dl/min). Hsc1b et Hsc2b sont les conditions
initiales de x17 et x18 Enfin, Rah(t) est donné par :

Rah(t) = kh3x18(t) (3.26)
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Paramètre Description Unité

BW Masse du patient kg

VI Volume distribué de l’insuline l/kg

VG Volume distribué du glucose dl/kg

Gbasal Valeur basale de la glycémie mg/dl

Ib Valeur basale de l’insuline pmol/kg

Hb Valeur basale du glucagon ng/dl

kempt Coefficient de vidage de l’estomac min−1

kp1 Valeur extrapolée de EGP (t) en absence de glu-
cose et d’insuline

mg/kg/min

kp3 Action de l’insuline sur le foie mg/kg/min par pmol/l

ξ Action de l’insuline de la veine porte sur le foie mg/kg/min par ng/dl

Fcsn Consommation du glucose par le cerveau mg/kg/min

Vm0 Taux de transport mg/kg/min

Km0 Constante de stockage du glucose mg/kg

Vmx Taux de transport maximum mg/kg/min par pmol/l

r1 Paramètre du modèle Sans unité

r2 Paramètre du modèle Sans unité

ke2 Seuil d’excrétion du rein mg/kg

f Fraction d’absorption de l’intestin Sans unité

kmin Valeur minimale pour kempt(t) min−1

kmax Valeur maximale pour kempt(t) min−1

b Pourcentage de déclin de kempt %

c Pourcentage de hausse de kempt %

D Quantité de glucose ingérée lors d’un repas mg

σ Sensibilité des cellules α au concentration du
glucagon

mg/dl/min

δ Sensibilité des cellules α au changement de
concentration du glucagon

Sans unité

SRb
H Valeur initiale de sécrétion du glucagon ng/L/min

k1, k2, kp2, ki, kH , p2U , ke1, m1, m2, m4, kgri, kabs, α, β, kd,
ka1, ka2, ksc, n, ρ, σ2, kh1, kh2, kh3 min−1

Table 3.2 : Paramètres et unité du modèle.
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3.2 Modèle réduit non linéaire

3.2.1 Hypothèses simplificatrices

Dans nos travaux, nous considérons les hypothèses suivantes :

- Hypothèse 1 : les patients ne reçoivent pas d’injection de glucagon. Dans le cadre
du contexte de la thèse, seule une injection d’insuline est considérée pour la régula-
tion de la glycémie. Cela permet de simplifier la prise en charge par le diabétologue
et permet d’éviter les complications liées à la nature de stockage du glucagon [18].
En effet, les développements actuels en pharmacologie ne permettent pas de stabi-
liser une solution de glucagon et il est donc actuellement impossible d’en disposer
dans un système embarqué, contrairement à l’insuline. Il est donc possible d’ex-
clure les états x17(t) et x18(t) dans l’équation (3.25). Cela signifie que Rah(t), qui
intervient dans le calcul de x14(t), voir l’équation (3.21), est toujours nul.

- Hypothèse 2 : la contribution des états x14(t), x15(t) et x16(t) à la dynamique
du modèle est négligeable. Une observation du sous-système de la dynamique de
sécrétion interne du glucagon, représentée par les états x14(t), x15(t) et x16(t)
montre que ce système ne contribue au reste du modèle que par l’intermédiaire
de EGP (t) dans l’équation (3.2), via x15(t). On peut donc négliger x15(t) dans
EGP (t) d’où :

EGP (t) = max (0, kp1 − kp2x4(t)− kp3x9(t)) (3.27)

Ces deux hypothèses permettent en outre de s’affranchir des paramètres dont les va-
leurs ne sont pas disponibles dans la littérature [91] puisque ces paramètres interviennent
dans les états qui sont désormais exclus.

Cette simplification se traduit en revanche par une baisse de précision du modèle,
qui sera étudiée dans la section 3.2.3. Ceci dit, notre démarche de conception de loi de
commande de régulation de la glycémie repose sur une approche couramment utilisée en
automatique : on utilise le modèle réduit pour la synthèse de correcteurs et on emploie
le modèle complet (inclus dans le simulateur UVA/Padova) pour la validation et l’éva-
luation des performances. Bien entendu, les hypothèses simplificatrices se doivent d’être
raisonnables de telle sorte que le modèle réduit capture toute la dynamique incertaine
du système. Comme nous le verrons, c’est le cas dans nos travaux et l’hypothèse 2 est
donc raisonnable.
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3.2.2 Modèle réduit

En considérant les deux hypothèses précédentes, les équations (3.1) à (3.20) conduisent
à un modèle à 13 états dont les équations sont données ci-dessous :

ẋ1(t) = −kgrix1(t) + d(t)

ẋ2(t) = kgrix1(t)− kempt (x1(t) + x2(t))x2(t)

ẋ3(t) = −kabsx3(t) + kempt (x1(t) + x2(t))x2(t)

ẋ4(t) = EGP (t) +Ra(t)− Uii(t)− E(t)− k1x4(t) + k2x5(t)

ẋ5(t) = −Uid(t) + k1x4(t)− k2x5(t)

ẋ6(t) = −(m2 +m4)x6 +m1x10(t) + ka1x11(t) + ka2x12(t)

ẋ7(t) = −p2ux7 + p2u

(
x6(t)

VI
− Ib

)
ẋ8(t) = −kix8(t) + ki

x9(t)

VI

ẋ9(t) = −kix9(t) + kix8(t)

ẋ10(t) = −(m1 +m3(t))x10(t) +m2x6(t)

ẋ11(t) = −(kd + ka1x11(t) +
i(t)

BW
ẋ12(t) = kdx11(t)− ka2x13(t)

ẋ13(t) = −kscx13(t) + kscx4(t)

(3.28)

Deux états vont nous intéresser particulièrement dans la suite de nos travaux. Ce
sont les états x4(t) et x13(t) qui représentent, à un gain 1/VG près, la glycémie sanguine
(mesurée typiquement par un système SMBG) et la glycémie sous-cutanée (mesurée un
par un capteur CGM). On définit ainsi l’équation de mesure telle que :

y =

[
x4(t)

VG
,
x13(t)

VG

]T
. (3.29)

On rappelle que les entrées sont i(t) l’injection d’insuline (pmol/min) qui sera délivrée
par la pompe à insuline et d(t) la quantité de glucides contenu dans le repas (mg/min).
Les deux sorties sont giv(t) = x4(t)/VG (mg/dl) et gsc(t) = x13(t)/VG (mg/dl).

3.2.3 Validation du modèle réduit

Afin de vérifier la validité de nos hypothèses, une comparaison des états sur un
scénario de simulation servira de validation. Cette validation sera effectuée sur les trois
populations de patients (enfants, adolescents et adultes) disponibles dans le T1DMS. Il
s’agira d’un seul repas de 40g (50g pour les adultes), traité en thérapie basal/bolus et
ingéré à t = 360 min. Le basal sera le basal d’insuline spécifique au patient et le bolus
sera une injection de 1U (2U pour les adultes) au moment du repas.

Il est formulé ici l’hypothèse qu’un scénario avec des repas additionnels n’apporterait
pas d’information supplémentaire puisqu’il s’agit d’une répétition du même phénomène
de repas, qui produirait alors (sous réserve que les repas soit suffisamment espacés) les
mêmes trajectoires d’états que le premier repas. En effet, d’un point de vue automatique,
il s’agit simplement d’étudier la réponse à un échelon de perturbation, la commande étant
alors une simple constante choisie judicieusement.

A ces fins, le modèle réduit est implémenté dans le simulateur UVA/Padova, en
parallèle du modèle complet, afin d’évaluer les deux modèles dans le même contexte
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de simulation. On rappelle que le simulateur UVA/Padova dispose de 33 patients (11
enfants, 11 ados et 11 adultes dont les caractéristiques varient (poids, âge, durée du
diabète...). Par la suite, xr(t) désigne les 13 états du modèle réduit et xc(t) désigne les
13 premiers états du modèle complet. A titre d’illustration, les figures 3.2 à 3.8 présentent
la valeur absolue de l’erreur relative εi(t) entre chaque état i des deux modèles pour le
patient adulte n°1 :

εi =

∣∣∣∣xri(t)− xci(t)

xci(t)

∣∣∣∣ .100% (3.30)
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Figure 3.2 : Erreur relative du modèle réduit pour l’état x1(t) et x2(t).
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Figure 3.3 : Erreur relative du modèle réduit pour l’état x3(t) et x4(t).
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Figure 3.4 : Erreur relative du modèle réduit pour l’état x5(t) et x6(t).
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Figure 3.5 : Erreur relative du modèle réduit pour l’état x7(t) et x8(t).
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Figure 3.6 : Erreur relative du modèle réduit pour l’état x9(t) et x10(t).
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Figure 3.7 : Erreur relative du modèle réduit pour l’état x11(t) et x12(t).
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Figure 3.8 : Erreur relative du modèle réduit pour l’état x13(t).

Enfin, la figure 3.9 présente les trajectoires et la valeur absolue de l’erreur relative
du signal EGP (t), décrit par (3.27) et (3.2) respectivement pour les modèles réduit et
complet.
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Figure 3.9 : Comparaison et erreur relative du signal EGP (t) entre les modèles réduit
et complet.

Cette comparaison entre les états xr(t) et xc(t) est effectuée pour tous les patients de
toutes les cohortes disponibles. Les maximum des erreurs relatives sont résumées dans le
tableau 3.3. Au vu de ces résultats, le modèle réduit est jugé comme suffisamment fidèle
pour la synthèse de lois de commande de la pompe à insuline.
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État max
(i,t)

Ei(t), enfants max
(i,t)

Ei(t) adolescents max
(i,t)

Ei(t) adultes

1 0.10 0.15 0.15

2 0.31 0.50 0.50

3 0.63 1.14 1.33

4 3.23 1.01 2.27

5 3.34 1.06 2.86

6 2.13× 10−4 6.07× 10−4 1.73× 10−4

7 0.11 2.5 0.01

8 7.56× 10−6 1.34× 10−5 3.40× 10−6

9 2.19× 10−7 2.80× 10−7 8.80× 10−8

10 1.2× 10−3 4.36× 10−4 6.26× 10−4

11 5.35× 10−10 2.37× 10−10 2.62× 10−10

12 4.90× 10−9 3.22× 10−9 2.88× 10−9

13 3.23 1.01 2.72

Table 3.3 : Maximum des erreurs relatives du modèle réduit, par état et cohorte de
patients sur un unique scénario.

3.3 Vers une famille de modèles linéaire sous forme LFT

3.3.1 Linéarisation autour d’un point de fonctionnement

L’objectif est à présent d’obtenir une représentation linéaire du modèle réduit, ex-
primé en (3.28). Cette représentation linéaire prendra la forme d’une famille de modèles
linéaires, capable de modéliser le comportement dynamique de la fonction glycémique
au sein d’une cohorte de patients donnée. Cette famille de modèle permettra d’établir
une enveloppe “pire cas” qui sera utilisée pour la synthèse de correcteurs robustes. Les
variations au sein de la cohorte peuvent provenir des paramètres θ(t) variants dans le
temps que sont kempt, EGP , E, Uid et m3, soit :

θ(t) =



kemp(t)

EGP (t)

E(t)

Uid(t)

m3(t)


(3.31)

Une seconde source de variation paramétrique provient de la diversité des patients au
sein d’une cohorte (poids, âge...). Ainsi, le modèle réduit (3.28) peut se mettre sous la
forme générale suivante : {

ẋr(t) = f(xr(t), d(t), i(t), θ(t))

y(t) = Crxr(t)
. (3.32)
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Rappelons le, xr ∈ R13 est l’état du système, d et i sont les entrées de perturbation et de
commande respectivement, θ ∈ R5 est le vecteur de paramètres variant dans le temps,
y ∈ R2 est la sortie avec y = [giv, gsc]

T et la matrice Cr s’écrit :

Cr =

Cr1

Cr2

 (3.33)

avec Cr1 = (01×3, V
−1
G , 01×9) et Cr2 = (01×12, V

−1
G ). Pour la suite, on définit ur =

(d(t), i(t))T . Les paramètres θ(t) peuvent être exprimés directement en fonction xr(t)
et ur(t) mais il n’est pas toujours possible d’obtenir directement l’expression de leur
dérivée, par exemple à cause de l’opération max(.) dans EGP (t). Une solution est alors
de fixer un point de fonctionnement (x∗r , u∗r) et d’évaluer la valeur θ∗ des paramètres θ(t)
pour xr(t) = x∗r et ur(t) = u∗r . Il suffit ensuite d’obtenir la jacobienne de f évaluée en
(x∗r , u

∗
r) pour obtenir un modèle linéaire valable autour du point (x∗r , u

∗
r). Un tel modèle

linéaire s’exprime alors :{
δẋr(t) = A(x∗r , u

∗
r)δxr(t) +B(x∗r , u

∗
r)δur(t)

δy(t) = Crδxr(t)
(3.34)

avec δx(t) = xr(t) − x∗r , δu(t) = ur(t) − u∗r . δy est alors la variation de la sortie par
rapport à la glycémie basale si u∗r est choisi tel que l’injection d’insuline correspond au
basal du patient, ce qui est le cas dans le cadre de ce travail.

Un choix judicieux de points de linéarisation permettra alors d’obtenir une famille
de modèles linéaires capables de capturer les variabilités du modèle non linéaire. Afin
d’obtenir ces points, on propose de simuler le modèle réduit sur un scénario basique dans
les conditions suivantes :

- un seul repas de 50 g sur 15 minutes (d(t) = 3333mg/min),
- pas de bolus d’insuline au moment du repas,
- l’injection d’insuline correspond au basal du patient considéré (i(t) = Ib).

Cela permet alors d’obtenir une trajectoire d’état xr(t) et de commande ur(t) qu’il est
possible d’échantillonner pour obtenir une série de points (x∗r , u∗r). De manière concrète,
cela revient a discrétiser l’horizon de simulation T en sous intervalles :

0 = t0 < t1 < t2 < ...tk < tn = T. (3.35)

On définit alors l’ensemble λ = (λ0, λ1, ..., λk, λn) tel que λk appartient l’intervalle de
temps centré sur tk : 

λ0 ∈ [t0,
t1
2 ],

λk ∈ [
tk+tk−1

2 ,
tk+1+tk

2 ] for 1 ≤ k < n,

λn ∈ [ tn+tn−1

2 , tn].

(3.36)

Sur chaque intervalle, t ∈ λk for k ∈ {0, ..., n} et pour chaque patient i = {1, ..., 11}, les
familles de modèles linéaires s’expriment alors :{

δẋir(t) = A(k, i)δxir(t) +B(k, i)δuir(t)

δyi(t) = Ci
rδx

i
r(t)

. (3.37)

À noter que Ci
r ne dépend pas du point de linéarisation k car la matrice reste constante

et dépend uniquement de la valeur VG, propre à chaque patient i. À titre d’exemple,
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l’échantillonnage des points pour l’état xr13(t) pour le patient adulte n°1 est donné sur
la figure 3.10.
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Figure 3.10 : Répartition des points de fonctionnement sur l’état x13 pour le patient
n°1.

Ce processus est alors mis en œuvre pour toute la cohorte d’adultes. On obtient alors,
en fonction de la discrétisation choisie en (3.35), n+1 = 222 modèles par patient adulte.
A partir de (3.37), il est alors possible de construire la famille de modèles linéaires qui
reproduit la variabilité dans la cohorte adulte.

Propriété : l’analyse de commandabilité du modèle (3.37) monte que ce dernier pos-
sède 3 modes non commandables mais que ces 3 modes sont stables. On retiendra donc
la réalisation d’état minimale associée à (3.37) dans la suite de ce travail. L’analyse de la
propriété d’observabilité montre que le système (3.37) est observable. Il est donc possible
d’écrire :

- la fonction de transfert entre l’injection d’insuline i(s) et la concentration en
glucose dans le sang giv(s) pour le patient i et le point de fonctionnement k qui
s’exprime :

H
(k, i)
b (s) =

giv(s)

i(s)
= Ci

r1

(
sI −A(k, i)

)−1
B

(k, i)
2 (3.38)

où B
(k, i)
2 est la portion de la matrice B(k, i) qui correspond à l’injection d’insuline,

telle que B(k, i) =
[
B

(k, i)
1 B

(k, i)
2

]
et I est la matrice identité de la même taille que

A(k,i).

- la fonction de transfert entre l’injection d’insuline i(t) et la mesure de concentra-
tion du glucose sous-cutané gsc(t) :

H(k, i)
sc (s) =

gsc(s)

i(s)
= Ci

r2

(
sI −A(k, i)

)−1
B

(k, i)
2 (3.39)

La famille de modèles linéaires H
(k, i)
sc (s) et l’information portée par le diagramme de

Bode qui y est associé seront suffisants pour la synthèse d’un correcteur PID robuste
qui sera abordé dans le prochain chapitre. En effet, ce régulateur PID se basera sur les
enveloppes dessinées par les faisceaux de modèles dans le diagramme de Bode de la figure
3.11.
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Figure 3.11 : Diagrammes de Bode pour la famille de modèle de la cohorte adulte.

Dans l’idée d’utiliser les outils H∞/µ présentés au chapitre 2, intéressons nous à pré-
sent à construire les modèles LFT associés aux familles de modèles H(k, i)

sc (s) et H(k, i)
b (s).

Nous cherchons ainsi :
- une représentation du transfert insuline - glycémie sous-cutanée,
- une représentation du transfert insuline - glycémie dans le sang,
- une représentation du transfert glycémie dans le sang - glycémie sous-cutanée

La première représentation sera employée pour la synthèse d’un correcteur PID robuste
qui sera présentée au chapitre 4 tandis que les deux autres représentations seront utilisées
pour la synthèse du correcteur H∞. Cette solution sera explicitée dans le chapitre 5 de
ce mémoire.

3.3.2 Représentation LFT du transfert insuline - glycémie sous-cutanée

L’introduction du formalisme LFT permet de séparer l’incertitude de modélisation
(dans notre cas, on parle ici d’incertitudes non structurées), de ce qui est connu dans le
modèle (dans notre cas, on a un modèle nominal et une fonction de pondération permet-
tant de normaliser l’incertitude).

Dans le cadre monovariable, le cas des incertitudes multiplicatives en entrée est équi-
valent à celui des incertitudes en sortie (voir chapitre 2). L’objectif est alors d’écrire la
famille de modèles linéaires H

(k, i)
sc (s) sous forme LFT :

H(k, i)
sc (s) = Fu(Psc(s),∆sc(s)) = Hsc0(s) (1 +Wsc(s)∆sc(s)) (3.40)

où Hsc0(s) est le modèle nominal, ∆sc(s) est l’incertitude de modélisation et Wsc(s) est
un majorant de l’incertitude que l’on cherche à modéliser et qui vérifie que ||∆sc||∞ ≤ 1.
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Dans ce cas, Wsc(jω) vérifie alors :

|Wsc(jω)| ≥
∣∣∣H(k, i)

sc (jω)/Hsc0(jω)− 1
∣∣∣ ∀i, k, ω. (3.41)

où |.| représente la valeur absolue. Pour un Hsc0 quelconque, il est possible de calculer
les différentes valeurs de l’incertitude∣∣∣H(k, i)

sc (jω)/Hsc0(jω)(jω)− 1
∣∣∣ , ∀ i, k, ω (3.42)

et donc d’en déduire un majorant Wsc(jω). Dans le cadre de ce travail, la paire (Hsc0, Wsc)
est choisie telle que :

Hsc0(jω) ∈ {H(k, i)
sc (jω), ∀ i, k} et min (||Wsc||∞) . (3.43)

Pour choisir Wsc(jω), deux approches sont possibles. Dans le premier cas, W ∗
sc(jω) dé-

signe la valeur optimale de Wsc(jω) telle que :

|W ∗
sc(jω)| = max

ω

∣∣∣H(k, i)
sc (jω)/Hsc0(jω)− 1

∣∣∣ . (3.44)

D’un point de vue pratique, on peut ensuite par exemple obtenir W ∗
sc(jω) avec une

opération d’ajustement de courbe (fit) sur :

max
ω

∣∣∣H(k, i)
sc (jω)/Hsc0(jω)− 1

∣∣∣ (3.45)

La seconde approche est identique à la première mais se contente ensuite de ne retenir
que la valeur maximale de W ∗

sc(jω) appelée alors W
∗
sc :

W
∗
sc = max

ω
|W ∗

sc(jω)|. (3.46)

Ces deux approches sont appliquées et donnent le résultat présenté sur la figure 3.12. La
procédure d’optimisation de (3.43) conduit à un Hsc0 = H

(k0, i0)
sc avec i0 = 7 et k0 = 56

avec une pondération W ∗
sc(s) d’ordre égal à 12. La LFT obtenue est donc d’ordre 22,

ce qui reste une LFT d’ordre assez élevée. Au contraire et comme le montre la figure
3.12, si l’on retient une pondération constante (c’est le cas de W ∗

sc), nous obtenons une
LFT certes un peu conservatrice, mais d’ordre beaucoup plus faible puisque égale à
10. Le degré de conservatisme reste néanmoins faible puisqu’il est d’environ 1.5 dB, ce
maximum de degré de conservatisme se produisant autour de 3× 10−2 rad/min.
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Figure 3.12 : Réponse fréquentielle des incertitudes modélisation pour Hsc(s).

Le modèle LFT exprimé en (3.40) s’écrit alors finalement :

H(k, i)
sc (s) = Fu(Psc(s),∆sc(s)) = Hsc0(s) (1 +Wsc(s)∆sc(s)) (3.47)

avec Wsc(s) = W
∗
sc = 0.9034, ||∆sc||∞ ≤ 1 et Psc(s) la matrice de transfert telle que :

Psc(s) =

 0 1

Wsc(s)Hsc0(s) Hsc0(s)

 (3.48)

dont la représentation associée est donnée sur la figure 3.13 où v2(s) = ∆sc(s)v1(s).

 

 

Figure 3.13 : Représentation LFT de (3.47).

L’analyse du tracé des valeurs singulières de H
(k, i)
sc (jω), ∀ k, ∀ i et de la LFT, permet

de mesurer le caractère conservateur de la LFT ainsi obtenue, voir Fig. 3.14. Clairement,
les résultats montrent un degré de conservatisme raisonnable. Ce modèle sera utilisé pour
la post-analyse (µ–analyse) du correcteur PID robuste calculé dans le chapitre 4.
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Figure 3.14 : Valeurs singulières de H
(k, i)
sc (jω).

3.3.3 Représentation LFT du transfert insuline - glycémie dans le sang

En reprenant exactement la même méthodologie que celle présentée dans la section
précédente, la représentation LFT du transfert insuline - glycémie dans le sang s’écrit :

H
(k, i)
b (s) = Fu(Pb(s),∆b(s)) = Hb0(s) (1 +Wb(s)∆b(s)) (3.49)

avec Wb(s) = 0.9204, Hb0(s) = H
(56, 7)
b (s), ||∆b||∞ ≤ 1 et Pb(s) la matrice de transfert

telle que :

Pb(s) =

 0 1

Wb(s)Hb0(s) Hb0(s)

 (3.50)

Cette représentation LFT, couplée à la représentation LFT transfert glycémie sanguine -
glycémie sous-cutanée développée dans la section suivante, sera utilisée pour la synthèse
et la µ–analyse d’un correcteur H∞, voir chapitre 5.

3.3.4 Représentation LFT du transfert glycémie dans le sang - glycé-
mie sous-cutanée

La dynamique entre la glycémie dans le sang et la glycémie dans l’espace sous-cutané
est modélisée par le système du premier ordre suivant [33] :

ẋ(t) = −krscx(t) + krscu(t)

y(t) = x(t)

x(0) = 0

(3.51)

où y(t) = gsc(t), u(t) = giv(t) et krsc = 1/Trsc avec Trsc une constante de temps (ex-
primée en minutes) qui dépend des caractéristiques physiologiques du patient (poids,
masse graisseuse...). Typiquement, pour les patients adultes considérés dans nos travaux,
6.8 ≤ Tsc ≤ 10.8.

Cette représentation est donc une représentation d’état incertaine (i.e. paramétrée
par Tsc) et il semble évident que la technique de modélisation LFT présentée dans le
chapitre 2, permet d’exprimer (3.51) sous forme LFT, voir le cas des incertitudes réelles
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(appelées incertitudes structurées). Une différence notable reste néanmoins que le para-
mètre Tsc est réel. La LFT obtenue va donc consister en un bloc ∆ ∈ R.

On pose alors ∆rsc = δrsc telle que −1 ≤ δrsc ≤ 1. Pour toute la cohorte de patients
adultes, on pose ensuite krsc0 la moyenne de la plage de variation de krsc et Wrsc l’écart
de krsc0 aux extremums de la plage de variation. Ainsi, l’expression

krsc = krsc0 +Wrscδrsc (3.52)

permet de couvrir l’ensemble des variations de krsc sur la cohorte de patients considérés.
On trouve alors ksc0 = 0.1193 et Wsc = 0.027. Comme expliqué au chapitre 2, on
construit dans un premier temps la matrice S(krsc)

S(krsc) =

A(krsc) B(krsc)

C(krsc) D(krsc)

 =

−krsc krsc

1 0

 , (3.53)

ce qui permet d’écrire S(krsc)− S(krsc0) :

S(krsc)− S(krsc0) =

−Wrscδrsc Wrscδrsc

0 0

 . (3.54)

Ensuite, on construit le schéma correspondant à y = [S(krsc)− S(krsc0)]u qui permet
ensuite d’identifier S∆ tel que S(krsc)−S(krsc0) = Fu(S∆, δrsc). Le schéma est représenté
sur la figure 3.15 avec y = (y1, y2)

T et u = (u1, u2)
T .

  
-

+

Figure 3.15 : Schéma associé à y = [S(krsc)− S(krsc0)]u.

On identifie alors facilement S∆(s) :
z∆rsc

y1

y2

 =


0 −Wrsc Wrsc

1 0 0

0 0 0



v∆rsc)

u1

u2

 (3.55)

Ce qui permet ensuite de reconstruire Prsc(s) :

Prsc(s) :


−krsc0 1 krsc0

−Wrsc 0 Wrsc

1 0 0

 (3.56)

Enfin, la matrice de transfert Prsc(s) peut se calculer et s’écrit comme suit :

Prsc(s) = CP (sI −Ap)
−1BP +DP (3.57)

Prsc(s) =

 −Wrsc

s+ krsc0
Wrsc −

Wrsckrsc0
s+ krsc0

1

s+ krsc0

krsc0
s+ krsc0

 . (3.58)
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On peut alors vérifier que le transfert gsc(s) = Fu(Prsc(s), δrsc)giv(s) correspond bien à
la fonction de transfert équivalente à (3.51). Pour ce faire, on exprime d’abord la fonction
de transfert équivalente à (3.51), en remplaçant krsc par (krsc0 +Wrscδrsc) :

gsc(s)

giv(s)
=

krsc0 +Wrscδrsc
s+ krsc0 +Wrscδrsc

(3.59)

Ensuite, en utilisant (3.58) et en calculant la LFT, on retrouve bien la fonction de
transfert calculée en (3.59) :

Fu(Prsc, δrsc) = Prsc22 + Prsc21δrsc (I − Prsc11δrsc)
−1 Prsc12 (3.60)

=
krsc0

s+ krsc0
+

1

s+ krsc0
δrsc

(
I − −Wrsc

s+ krsc0
δrsc

)−1

Wrsc −
Wrsckrsc0
s+ krsc0

(3.61)

=
krsc0 +Wrscδrsc

s+ krsc0 +Wrscδrsc
. (3.62)

3.4 Conclusions

Ce chapitre a permis dans un premier temps d’introduire le modèle non linéaire com-
plet du métabolisme humain, implanté dans le simulateur UVA/Padova approuvé par
la FDA. Ce modèle d’ordre 18, non linéaire, permet de représenter les interactions du
glucose, de l’insuline et du glucagon dans le corps entier à l’aide de 7 sous-systèmes re-
présentant le métabolisme humain. Deux hypothèses ont été formulées : les patients ne
reçoivent pas d’injection de glucagon et la contribution des états x14 à x18 est considérée
comme négligeable. Ces deux hypothèses conduisent à une réduction du modèle original
non linéaire. L’impact de cette réduction de modèle a été quantifiée sur un scénario de
référence, conduisant à la validation de ce premier modèle réduit et des deux hypothèses
posées.

Dans un second temps, la linéarisation du modèle a été abordée. Cette linéarisation
permet de construire une famille de modèle linéaires pour la cohorte de patients adultes
dont la diversité est représentative de la variabilité intra-patients et inter-patients.

Enfin, cette famille de modèles linéaires conduisent ensuite au calcul de trois repré-
sentations LFT :

- le transfert insuline - glycémie sous cutanée,
- le transfert insuline - glycémie dans le sang,
- le transfert glycémie dans le sang - glycémie sous cutanée.

La première représentation LFT sera utilisée dans le chapitre 4 lors de la synthèse du
PID robuste et les deux suivantes seront reprises dans le chapitre 5 lors de la synthèse
du correcteur H∞.
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Chapitre 4

Synthèse, analyse et validation d’un
correcteur PID robuste

Sommaire
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Ce chapitre présente une contribution de la thèse : la synthèse, l’analyse et la va-
lidation d’un correcteur Proportionnel Intégral Dérivé (PID) robuste sur la cohorte de
patients adultes. L’objectif poursuivi vise à réduire le recours à une individualisation
complexe des algorithmes de commande limitant ainsi les interventions des praticiens,
comme cela est le cas actuellement dans les dispositifs de régulation commercialisés, voir
chapitre 1. L’accent est mis sur la synthèse d’un correcteur robuste unique pour l’en-
semble de la population adulte. La synthèse et l’analyse du correcteur PID robuste se
base sur le modèle LFT du transfert entre l’insuline et la glycémie sous-cutanée calculé
au chapitre 3. Le correcteur devra assurer des performances correctes en boucle fermée
pour l’ensemble de la cohorte. Dans le but d’obtenir des résultats aussi fidèles que pos-
sible, le contrôleur sera implémenté dans le T1DMS afin d’évaluer ses performances sur
divers scénarios.
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4.1 Synthèse d’un correcteur PID robuste

L’objectif de ce chapitre est d’expliciter comment une solution de commande de type
PID robuste, peut être mise en place pour réguler la glycémie chez le malade diabétique
de type 1. L’objectif poursuivi est le développement d’un correcteur unique, valide pour
toute la cohorte de patients, ce qui permettra de réduire le recours à une individualisa-
tion complexe des algorithmes de commande.

Aussi, considérons le modèle LFT H
(k, i)
sc :

H(k, i)
sc (s) = Fu(Psc(s),∆sc(s)) = Hsc0(s) (1 +Wsc(s)∆sc(s)) (4.1)

avec Wsc(s) = 0.9034, ||∆sc||∞ ≤ 1 et Psc(s) la matrice de transfert telle que :

Psc(s) :

 0 1

Wsc(s)Hsc0(s) Hsc0(s)

 . (4.2)

Le problème de synthèse peut se formuler comme suit :

Problème 1. Soit la famille de modèles linéaires mis sous la forme LFT (4.1), le pro-
blème vise à synthétiser le correcteur K(s) sous la forme suivante :

K(s) = C0
1 + s/ωi

s/ωi

1 + s/ωb

1 + s/ωh
(4.3)

où ωi, ωb, ωh représentent les pulsations en rad/min des parties intégrale, dérivée et filtre
passe bas. C0 est le gain de la partie proportionnelle.

La structure de la loi de commande que l’on propose s’écrit :

u = ubolus +K(s)(gref − gsc) (4.4)

avec gref la consigne de concentration de glycémie, ubolus le signal de feedforward et
gsc la mesure de glycémie sous-cutanée.

Les objectifs pour la synthèse sont les suivants :
- le correcteur PID sera unique pour l’ensemble des patients dans la cohorte d’adultes,
- l’avance de phase maximale apportée par la partie dérivateur du correcteur est

de 85◦,
- la marge de gain MG doit être au minimum de 10 dB pour toute la cohorte de

patients,
- la marge de phase Mϕ sera au minimum de 50◦ pour l’ensemble de la cohorte,
- ubolus est constant pour toute la cohorte (pas d’individualisation basée sur une

estimation calculée par le patient, contrairement aux dispositifs commerciaux ac-
tuels).

La boucle fermée considérée pour la synthèse du correcteur PID est donnée sur la
figure 4.1. Le signal de feedforward et la dynamique de la pompe (jugée négligeable)
ne sont pas représentés. La dynamique du capteur, qui est une fonction de transfert du
premier ordre, est inclue dans Fu(Psc,∆sc). L’objectif étant d’implanter notre correcteur
PID sous forme numérique, on considère la présence du bloqueur d’ordre zéro Gzoh,
utilisé pour modéliser le convertisseur numérique analogique présent dans la pompe. Ce
dernier est modélisé par une approximation de Padé du premier ordre, i.e. le modèle du
bloqueur d’ordre zéro est donné par

e−Rs =
1− Rs

2

1 + Rs
2

. (4.5)
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où R = Te/2, Te faisant référence à la période d’échantillonnage à laquelle le capteur
CGM et la pompe insuline sont commandés.

  
ɛ+

-

 

 

Figure 4.1 : Boucle fermée considérée pour le calcul du correcteur PID robuste.

Remarque 1. On note que : ∀ i, k, tous les coefficients du polynôme au numérateur de
H

(k, i)
sc (s) sont négatifs. Cela signifie que la synthèse du correcteur sera réalisée ici sur

−H
(k, i)
sc (s). Par conséquent, l’implémentation sera adaptée en considérant −K(s).

4.1.1 Méthodologie pour la synthèse d’un correcteur PID robuste

Dans la théorie de la commande des systèmes linéaires mono-variables, garantir des
marges de robustesse vise principalement à imposer une marge de phase et une marge de
gain suffisantes. Deux paramètres permettent d’appréhender ce problème. Ce sont C0, le
gain de la partie proportionnelle et ω0, la pulsation à laquelle le correcteur apporte son
maximum d’avance de phase ϕc :

ϕc = ϕd + ϕi (4.6)

ϕd et ϕi sont respectivement l’avance et le retard de phase apportés par les parties dérivée
et intégrale du correcteur à ω0. La méthodologie de synthèse proposée dans ce chapitre
s’appuie sur la proposition suivante.

Proposition 1.
Afin de pouvoir assurer une marge de phase suffisante et sachant que la partie de contri-
bution d’avance de phase du correcteur PID est du premier ordre, on fixe ϕc = 80◦ à la
pulsation au gain unité ω0. Le retard de phase lié à la partie intégrale est également fixé
à ϕi = −1◦, ce qui conduit à trouver ϕd = 81◦, selon (4.6).

Ensuite, par une procédure d’itération, déterminer alors les paramètres C0 et ω0 qui
assurent les objectifs de marges de robustesse définis dans le problème 1 :

1. Choisir le couple de paramètres (C0, ω0),
2. Calculer ωi tel que

ωi =
ω0

tan
(
ϕi +

π
2

) . (4.7)

3. Calculer ωb et ωh grâce à (4.11) pour l’action proportionnelle,
4. Vérifier dans le diagramme de Black-Nichols de la boucle ouverte si les marges de

robustesse requises sont atteintes.

La section suivante détaille la méthodologie de calcul pour ωb et ωh en fonction du
choix de ϕd et ω0.
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Méthodologie de calcul pour ωb et ωh

L’action dérivée du contrôleur PID permet d’apporter une avance de phase donnée à
la pulsation ω0 afin d’obtenir une marge de phase spécifiée. En contrepartie, cette action
présente un gain élevé en haute fréquence qui peut se traduire par une agitation du signal
de commande trop élevée, d’où la spécification donnée dans le problème 1 qui vise à limi-
ter ϕd à 85◦ max. Sachant que l’on a fixé ϕd à 81◦, cette dernière spécification est vérifiée.

Il vient alors :

ϕd(jω) = arg(Cd(jω)) = arg

(
1 + (jω)/ωb

1 + (jω)/ωh

)
. (4.8)

Le calcul de ωb et ωh s’effectue ainsi de la manière suivante. On part du principe que le
maximum d’avance de phase est apporté lorsque ω = ω0. Cela se traduit alors par le fait
que l’équivalence suivante est vérifiée :

dϕd(jω0)

dω0
=

ωb

ω2
0 + ω2

b

− ωh

ω2
0 + ω2

h

= 0. (4.9)

La résolution de (4.9) donne alors

ω0 =
√
ωbωh. (4.10)

En posant a =
√

ωh/ωb, on obtient les relations entre la pulsation au gain unité ω0 et
les deux pulsations ωb et ωh :

ωb = ω0/a

ωh = aω0
(4.11)

Enfin, la relation entre a et ϕd peut être exprimée en utilisant (4.8) et (4.11) :

ϕd = arctan(a)− arctan

(
1

a

)
(4.12)

ϕd − 2 arctan a = −π

2
(4.13)

a = tan

( π
2 + ϕd

2

)
(4.14)

Choix des paramètres du correcteur PID

Les deux paramètres C0 et ω0 sont alors obtenus de concert par la procédure itérative
de la proposition 1, selon les objectifs de synthèse du problème 1 de la section 4.1. Les
paramètres du régulateur PID sont résumés dans le tableau 4.1. La valeur de C0 est
négative pour les raisons expliquées dans la remarque 1. Le diagramme de Black-Nichols
de la boucle fermée H

(k, i)
sc (s)K(s), résultant des choix et paramètres du tableau 1.4 est

donné sur la figure 4.2.
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ϕi −1◦

ϕd 81◦

C0 −0.2512 pmol/min

ω0 0.156 rad/min

ωi 0.003 rad/min

ωb 0.014 rad/min

ωh 1.783 rad/min

Table 4.1 : Paramètres pour la synthèse du correcteur PID robuste.

Figure 4.2 : Diagramme de Black-Nichols de la boucle ouverte H
(k, i)
sc (s)K(s) pour la

famille de modèles.

4.1.2 Choix d’un signal de feedforward ubolus

L’objectif étant d’obtenir un correcteur unique pour l’ensemble de la cohorte de
patients, il est ici fait le choix de se passer d’un signal de feedforward personnalisé. La
quantité d’insuline ubolus sera de 2 U pour chaque repas, pour l’ensemble de la population
de patients. Ces 2 U sont injectées par le patient lorsque celui-ci s’apprête à prendre son
repas.

Ainsi, si la solution proposée est bien non individualisée, elle obéit néanmoins à
la classification des approches de régulation par insulinothérapie dites “avec annonce de
repas”. Elle n’est donc pas complètement autonome puisqu’elle nécessite une intervention
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du patient. De plus, elle permet de réduire la charge cognitive du patient, ce dernier
n’ayant pas besoin d’estimer la quantité de glucides dans son repas.

Cette proposition, couplée au choix du contrôleur PID robuste calculé précédem-
ment, permet d’obtenir un algorithme de contrôle dont les paramètres de réglages sont
indépendants des paramètres physiologiques de la cohorte de patients considérée.

4.2 Post-analyse du correcteur PID robuste

4.2.1 Description des indicateurs utilisés

Cette section détaille à présent les résultats obtenus pour la post-analyse de la ro-
bustesse de la boucle fermée. L’objectif est de vérifier que les marges de stabilités sont
garanties pour l’ensemble des variabilités au sein de la population modélisée dans la sec-
tion 3.3. Il s’agit de vérifier qu’aucune variabilité d’aucun patient présent dans la cohorte
étudiée ne rend la boucle fermée instable.

Pour cela, la théorie de la µ–analyse présentée au chapitre 2 est considérée. Dans un
premier temps, le schéma de la boucle ouverte sera mis sous la forme du schéma d’analyse
classique d’analyse de robustesse avec incertitude. Ensuite, les indicateurs suivants seront
calculés afin de caractériser les performances et la stabilité de la boucle fermée :

- la marge de robustesse kmax, c’est-à-dire la valeur max de k telle que la boucle
fermée du système reste stable pour toute perturbation ∆sc telle que ||k∆sc||∞ ≤
1,

- mg et mϕ les plus grandes valeurs du gain et de la phase pouvant être ajoutées
au système et qui ne rendent pas la boucle fermée instable pour ||∆sc||∞ ≤ 1.
ωm et ∆m sont les valeurs de la pulsation et de l’incertitude à partir desquels le
système devient instable.

- m
(S)
∞ , est la pire valeur de performance au sens H∞ de la fonction de sensibilité

S(s,∆sc) avec ω
(S)
∞ et ∆

(S)
∞ les valeurs de la pulsation et de l’incertitude corres-

pondantes,
- de manière analogue, m(R)

∞ , ω(R)
∞ et ∆

(R)
∞ sont les indicateurs correspondants à la

fonction de sensibilité de la commande R(s,∆sc).
Dans ce cas d’étude, il est proposé d’effectuer cette analyse uniquement sur la fonction de
sensibilité S(s,∆sc) et la fonction de sensibilité de la commande R(s,∆sc) leur analyse
permettant de caractériser entièrement le niveau de performance de la boucle fermée.

4.2.2 Mise en forme du problème pour la µ–analyse

En partant du schéma de la figure 4.1, l’objectif est dans un premier temps de
construire la fonction de sensibilité S(s,∆sc) telle que S(s,∆sc) = Fu(M(s),∆sc) :
ε(s) = S(s,∆sc)gref(s), où M(s) est la matrice de transfert de la figure 4.3.

 

 

ɛ

Figure 4.3 : Schéma d’analyse de la robustesse.
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Par de simples relations algébriques et en se servant du schéma de la figure 4.1, le
calcul de M(s) donne alors :v1(s)

ε(s)

 =

M11(s) M12(s)

M21(s) M22(s)

 v2(s)

gref(s)

 (4.15)

avec

M11(s) =
−Wsc(s)Hsc0(s)K(s)

1 +Hsc0(s)K(s)
M12(s) =

K(s)

1 +Hsc0(s)K(s)
(4.16)

M12(s) =
−Wsc(s)Hsc0(s)

1 +Hsc0(s)K(s)
M22(s) =

1

1 +Hsc0(s)K(s)
. (4.17)

Dans ce cas, la fonction de sensibilité S(s,∆sc) est alors calculée comme étant :

S(s,∆sc) = Fu(M(s),∆sc) = [1 + Fu(Psc(s),∆scK(s)]−1. (4.18)

Le même raisonnement conduit à construire la fonction de sensibilité de la commande
R(s,∆sc) :

R(s,∆sc) = K(s)S(s,∆sc). (4.19)

Enfin, la µ–analyse pour le calcul de la marge de robustesse kmax est réalisée sur la
matrice M11(s) et se calcule pour rappel de la manière suivante :

kmax =

(
max
ω ∈R+

µ∆sc
(M11(jω))

)−1

. (4.20)

4.2.3 Stabilité et performance robuste de la loi de commande

L’utilisation de la toolbox “robust-control” de Matlab dans laquelle sont implantés
les outils de µ–analyse conduit aux résultats suivant :

- kmax = 1.117 > 1, ce qui signifie que la stabilité de la boucle fermée est garantie
vis à vis des incertitudes de modélisations liées à la diversité des patients.

- mg = 2.84 (9 dB), mϕ = 51◦ pour ωm = 0.012 rad/min et ∆m = 1, ce qui
indique des marges de gain et de phase dans le pire cas qui sont acceptables. On
observe en outre que la fréquence ωm correspond à la bande de fréquences où
les incertitudes ont été surestimées (voir la figure 3.12), ce qui signifie que les
marges sont même légèrement supérieures. Après vérification, on peut identifier
que ∆m = 1 correspond au patient n°8 de la cohorte, ce qui laisse suggérer des
performances moins bonnes en boucle fermée pour ce patient lors de l’évaluation
des critères cliniques.

- m
(S)
∞ = 1.45 (3 dB), ce qui permet d’identifier une marge de module 1/m

(S)
∞ rela-

tivement faible avec ω
(S)
∞ = 0.014 rad/min et ∆

(S)
∞ = 1.

- Enfin, l’analyse de performance robuste sur R(s,∆sc) conduit à m
(R)
∞ = 32 dB

pour ω
(R)
∞ = inf et ∆

(R)
∞ = 1.

Les tracés correspondent aux analyses de pires cas de S(jω,∆sc) et R(jω,∆sc) sont
donnés sur la figure 4.4.
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Figure 4.4 : Réponses fréquentielles de S(jω,∆sc) et R(jω,∆sc) pour la µ–analyse du
correcteur PID robuste.

4.3 Campagnes de simulations

4.3.1 Paramètres de simulation

La loi de commande calculée précédemment dont l’expression est donnée par l’équa-
tion (4.4), est alors discrétisée en utilisant l’approximation de Tustin, puis testée dans
le simulateur UVA/Padova. D’un point de vue pratique, l’approximation de Tustin est
utilisée et permet d’approximer la variable de Laplace s par la relation suivante :

s =
2

Te

z − 1

z + 1
(4.21)

où Te = 1 min est la période d’échantillonnage du capteur CGM et de la pompe à insuline.
Les conditions de simulation sont données dans le tableau 4.2. Le premier scénario a
pour but de vérifier les performances en boucle fermée alors que le patient a un apport
en glucides élevé (235 g par jour), répartis en 5 repas entre 6 h du matin et 23 h, tandis
que le second est considéré comme plus réaliste et contient 150 g répartis sur 3 repas, à
7 h, 13 h et 19 h (voir les détails donnés dans le tableau 4.2). Enfin le dernier scénario
envisage de se passer du signal de feedforward en ignorant le bolus d’insuline injecté au
début du repas mais avec un capteur CGM dont l’erreur de mesure est inférieure à celle
du CGM implanté dans UVA/Padova.
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Scénario n°1 Scénario n°2 Scénario n°3

PACF du capteur 0.7 0.7 0.25

Nombre de répétitions (par patient) 25 25 25

Durée 24 h 24 h 24 h

ubolus 2 U 2 U /

gref 120 mg/dl 120 mg/dl 120 mg/dl

Repas

6 h 45 g 7 h 40 g 7 h 40 g

12 h 70 g 13 h 60 g 13 h 60 g

16 h 20 g

18 h 80 g 19 h 50 g 19 h 50 g

23 h 20 g

Table 4.2 : Paramètres de la campagne de simulation avec le correcteur PID robuste.

On précise que les erreurs de mesure du capteur CGM sont modélisées dans le T1DMS
par un bruit additif ε sur l’état x13/VG (voir (3.29)) tel que :{

e1 = v1

en = PACF (en−1 + vn)
(4.22)

ε = ζ + λ sinh

(
en − γ

δ

)
(4.23)

où vn est un bruit blanc de moyenne m = 0 et d’écart type σ = 1 et ζ, λ, γ et δ sont
les paramètres de la transformation de Johnson [107]. Le PACF (partial autocorrelation
function) du capteur correspond au premier coefficient de la fonction d’autocorrélation
partielle de son erreur de mesure [22]. La documentation du T1DMS précise que plus
le PACF diminue, plus la précision du capteur augmente. À titre de comparaison, le
capteur CGM FreeStyle Navigator, étudié dans [22] est modélisé avec un PACF de 0.7. Il
est aussi rapporté dans [9] comme ayant un MARD (Mean Absolute Relative Difference)
d’environ 11.4 %.

Les indicateurs cliniques qui seront utilisés pour évaluer les performances de la loi de
commande dans le simulateur seront les différents temps dans les cibles et le BGI, voir
1.2.3 pour un rappel de la définition de ces critères.

4.3.2 Scénario n°1, cinq repas avec bolus d’insuline

Les résultats de la simulation sont présentés dans le tableau 4.3. Ce tableau récapitule
les moyennes (écarts types entre parenthèses), sur 25 simulations, des différents temps
dans les cibles de référence pour les 11 patients.
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N°
patient

Temps dans les cibles (écart type) (%)

TAR250 TAR180 TIR TBR70 TBR54 LBGI HBGI BGI

1 0 (0) 8 (0.9) 92 (0.9) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (0) 2 (0)

2 0 (0) 3.2 (0.3) 96.8 (0.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.2 (0) 1.2 (0)

3 0 (0) 16.9 (1.2) 83.1 (1.2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.5 (0) 3.5 (0)

4 0 (0) 5.3 (1.8) 94.7 (1.8) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (0) 2 (0)

5 0 (0) 25.8 (0.9) 74.2 (0.9) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.3 (0) 5.3 (0)

6 0 (0.3) 26.8 (0.7) 73.2 (0.7) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.1 (0) 5.1 (0)

7 0 (0.6) 24.3 (1.8) 75.7 (1.8) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 4.3 (0) 4.5 (0)

8 5.8 (2.3) 43.7 (1.7) 56.3 (1.7) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 8 (0) 8 (0)

9 0 (0) 11.7 (0.8) 88.3 (0.8) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 2.2 (0) 2.3 (0)

10 0 (0) 6.1 (1.5) 93.9 (1.5) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.1 (0) 2.1 (0)

11 0 (0) 17.8 (1) 82.2 (1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.3 (0) 3.3 (0)

Table 4.3 : Résultats de simulations pour le scénario n°1.
Les valeurs indiquées en rouge sont celles qui indiquent un risque élevé lié au

LBGI/HBGI ou alors qui ne vérifient pas les objectifs fixés pour les différents temps
dans les cibles.

La figure 4.5 montre l’évolution de la glycémie pour tous les patients sur les 24 h du
scénario en affichant la glycémie moyenne pour tous les patients et toutes les simulations
ainsi que les enveloppes min/max et leurs écarts types associés. À noter que les enveloppes
ne représentent pas un patient réel mais les valeurs minimales et maximale de la glycémie
sur les 275 simulations, qui incluent 11 patients différents.
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Figure 4.5 : Évolution de la glycémie moyenne sur 24h pour le scénario n°1
(275 simulations, 25 par patient).
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Figure 4.6 : Évolution de l’injection d’insuline moyenne sur 24 h pour le scénario n°1
(275 simulations, 25 par patient).

La figure 4.6 présente l’évolution de l’injection d’insuline. Les 5 pics atteints suite à
une injection correspondent aux 2 U (12 000 pmol) d’insuline injectées lors du bolus au
moment du repas.

Ces premiers résultats montrent que si les indicateurs de 3 patients (n°5, n°6 et n°8)
ne respectent pas les temps dans les différentes zones, les résultats sont tout de même
satisfaisants puisque 2 de ces 3 patients obtiennent un TAR180 supérieur de seulement 0.8
et 1.8 par rapport à la valeur recommandée. Seul le patient n°8, qui peut être considéré
comme le patient pire cas ici, obtient des performances significativement moins bonnes
que les autres patients, comme prédit lors de la post-analyse de la section 4.2. Aucune hy-
poglycémie, considérée de manière générale comme plus dangereuse que l’hyperglycémie
n’est observée quel que soit le patient considéré. Aucun indicateur sur le BGI n’indique
un risque en hypoglycémie ou hyperglycémie.

4.3.3 Scénario n°2, trois repas avec bolus d’insuline

De manière analogue, les résultats du scénario n°2, plus léger en glucide ingéré sont
présentés sur le tableau 4.4 et les figures 4.7 et 4.8.
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N°
patient

Temps dans les cibles (écart type) (%)

TAR250 TAR180 TIR TBR70 TBR54 LBGI HBGI BGI

1 0 (0) 1 (0.9) 99 (0.9) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.2 (0) 1.2 (0)

2 0 (0) 0 (0.5) 100 (0.5) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0.8 (0) 0.8 (0)

3 0 (0) 0 (1) 100 (1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (0) 2 (0)

4 0 (0) 0 (0) 100 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.1 (0) 1.1 (0)

5 0 (0) 10.5 (0.5) 89.5 (0.5) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3 (0) 3 (0)

6 0 (0) 17.3 (1.2) 82.7 (1.2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.1 (0) 3.1 (0)

7 0 (0) 9.5 (1.6) 90.5 (1.6) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 2.4 (0) 2.5 (0)

8 0 (0) 31.4 (1.2) 68.6 (1.2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.1 (0) 5.1 (0)

9 0 (0) 4 (0.7) 96 (0.7) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 1.3 (0) 1.4 (0)

10 0 (0) 0 (0) 100 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.1 (0) 1.1 (0)

11 0 (0) 6 (0.7) 94 (0.7) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (0) 2 (0)

Table 4.4 : Résultats de simulations pour le scénario n°2.
Les valeurs indiquées en rouge sont celles qui ne vérifient pas les objectifs fixés pour les

indicateurs de validation cliniques.
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Figure 4.7 : Évolution de la glycémie moyenne sur 24h pour le scénario n°2
275 simulations, 25 par patient).
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Figure 4.8 : Évolution de l’injection d’insuline moyenne sur 24 h pour le scénario n°2
(275 simulations, 25 par patient).

Sur ce scénario, moins stressant pour la boucle fermée du fait de la quantité de glu-
cose équivalent ingérée est inférieure à celle du scénario n°1, on observe que seulement le
patient n°8 possède des indicateurs cliniques qui ne sont pas dans les objectifs recomman-
dés (TIR et TAR180). On note en revanche que ce patient n’est plus sujet à des épisodes
d’hyperglycémie sévère. Ceci peut s’expliquer entre autre par la taille réduite des repas.
Aucun indicateur sur le BGI indique un risque en hypoglycémie ou hyperglycémie.

4.3.4 Scénario n°3, trois repas sans bolus d’insuline

Enfin, les résultats du dernier scénario, identique au scénario n°2 mais sans annonce
de repas et avec un capteur plus précis, sont présentés sur le tableau 4.5 et les figures
4.9 et 4.10.
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N°
patient

Temps dans les cibles (écart type) (%)

TAR250 TAR180 TIR TBR70 TBR54 LBGI HBGI BGI

1 0 (0) 23.9 (0.4) 76.1 (0.4) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 4.1 (0) 4.1 (0)

2 0 (0) 11.6 (1.1) 88.4 (1.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.9 (0) 2.9 (0)

3 0 (0) 32.3 (0.4) 67.7 (0.4) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.2 (0) 5.2 (0)

4 0 (0) 23.5 (0.5) 76.5 (0.5) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 4.3 (0) 4.3 (0)

5 5.6 (0.1) 42.9 (0.2) 57.1 (0.2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 7.4 (0) 7.4 (0)

6 0 (0) 33.5 (0.1) 66.5 (0.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.5 (0) 5.5 (0)

7 12.3 (0.4) 38.4 (0.1) 61.6 (0.1) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 7.8 (0) 7.9 (0)

8 7.2 (0.1) 46.7 (0.1) 53.3 (0.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 8.6 (0) 8.6 (0)

9 0 (0) 27.5 (0.2) 72.5 (0.2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 4.4 (0) 4.4 (0)

10 0 (0) 12.1 (0.1) 87.9 (0.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.4 (0) 3.4 (0)

11 0 (0) 33.4 (0.2) 66.6 (0.2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.1 (0) 5.1 (0)

Table 4.5 : Résultats de simulations pour le scénario n°3.
Les valeurs indiquées en rouge sont celles qui ne vérifient pas les objectifs fixés pour les

indicateurs de validation cliniques.
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Figure 4.9 : Évolution de la glycémie moyenne sur 24h pour le scénario n°3
(275 simulations, 25 par patient).
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Figure 4.10 : Évolution de l’injection d’insuline moyenne sur 24 h pour le scénario n°3
(275 simulations, 25 par patient).

Ces résultats montrent dans un premier temps un résultat bien connu qui est l’im-
portance du feedforward dans la régulation du diabète en boucle fermée. En effet les
indicateurs montrent que le correcteur PID sera moins performant à scénario égal sans
l’annonce des repas. L’ajout d’un bolus permet une action plus rapide de compensation
de l’augmentation de la glycémie. D’un point de vue automatique, cela s’explique tout
simplement par le fait que l’on anticipe l’arrivée d’une perturbation, supposée d’ampli-
tude connue.

Les performances obtenues sont beaucoup moins satisfaisantes que lors des deux pre-
miers scénarios. Si les patients passent en moyenne au minimum 53.3 % dans la zone de
normoglycémie, seuls 5 d’entre eux y passent plus de 70 %. Comme les scénarios pré-
cédents, aucune hypoglycémie n’est enregistrée, en revanche 3 patients (n°5, n°8 et n°9)
subissent en moyenne un épisode d’hyperglycémie sévère. De nouveau, aucun indicateur
sur le BGI indique un risque en hypoglycémie ou hyperglycémie.

4.4 Comparaisons et conclusions

Un dernier scénario a été rajouté à titre de comparaison. Ses paramètres sont iden-
tiques à ceux du scénario n°1 mais le correcteur implanté est le régulateur PID indivi-
dualisé commercialisé par Medtronic dans [105] et dont les équations sont données en
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(4.24).

P (n) = KP (gsc(n)− gref),

I(n) = I(n− 1) +
KP

TI
(gsc(n)− gref),

D(n) = KPTD
∂gsc(n)

∂t
,

(4.24)

où gsc est la glycémie sous-cutanée, gref est la consigne en glycémie pour la boucle fermée
et Kp, TI et TD sont les gains des parties proportionnelles, intégrales et dérivées du
régulateur PID. Le signal de commande s’écrit alors :

u(n) = P (n) + I(n) +D(n) + ubolus. (4.25)

avec ubolus = 2 U.

Ce régulateur PID est réglé de manière individualisée, le gain de la partie proportion-
nelle étant calculé en fonction du poids BW (kg) et du besoin d’insuline TDI (U/jour)
du patient selon la règle suivante :

Kp = (TDI/BW )/135. (4.26)

Le tableau 4.6 rassemble les données de comparaison. Comme les indicateurs basés sur le
BGI ne prédisaient aucun risque en hypoglycémie ou hyperglycémie lors des simulations
précédemment effectuées, ces derniers ne sont pas inclus dans le tableau 4.6 dans un
souci de clarté.
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Scénario n°1 Scénario n°2 Scénario n°3 Scénario comparaison

Nbr de repas 5 3 3 5

Type de PID robuste robuste robuste individualisé

Bolus 2 U 2 U 0 U 2 U

Moyennes

TAR250 0.5 % 0 % 2.3 % 0 %

TAR180 17.2 % 7.3 % 30 % 13.6 %

TIR 82.8 % 92.7 % 70.4 % 86.1 %

TBR74 0 % 0 % 0 % 0.4 %

TBR54 0 % 0 % 0 % 0 %

Pires cas

TAR250 5.8 % 0 % 12.3 % 0 %

TAR180 43.7 % 31.4 % 46.7 % 37.3 %

TIR 56.3 % 68.6 % 53.3 % 62.7 %

TBR74 0 % 0 % 0 % 3.9 %

TBR54 0 % 0 % 0 % 0 %

Table 4.6 : Tableau récapitulatif des performances des scénarios proposés et comparai-
son avec le correcteur PID individualisé de Metronic [105].

Les scénarios n°1 et n°4 permettent d’établir une comparaison identique entre un
correcteur PID robuste unique et le correcteur PID individualisé de Medtronic. On précise
que tous deux sont des correcteurs "avec annonce de repas" dû à la présence du terme
ubolus.

D’après les résultats, on constate que, les performances du correcteur PID robuste
sont légèrement en dessous de celle du correcteur individualisé (82.8 % contre 86.1 %
pour le TIR moyen). En revanche ce dernier permet d’éviter l’hypoglycémie observée
dans le pire cas pour le correcteur PID individualisé (0 % contre 3.9 % pour le TBR74

pire cas).
Ces premiers résultats, présentés dans [27], permettent de démontrer la viabilité d’un

régulateur unique, mais les résultats semblent montrer qu’un correcteur du 2nd ordre à
structure figée, ne permet pas de solutionner complètement le problème. Ceci motive nos
travaux sur la commande H∞ qui vont être abordés dans le chapitre suivant.

4.5 Conclusions

Ce chapitre présente une contribution de la thèse : la synthèse, l’analyse et la vali-
dation d’un correcteur Proportionnel Intégral Dérivé (PID) robuste sur une cohorte de
patients adultes. L’objectif était de de réduire le recours à l’individualisation de la loi de
commande, dans le but de simplifier la prise en charge du diabète par les patients et les
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praticiens.

Dans un premier temps, une méthodologie de synthèse d’un correcteur PID robuste a
été présentée. Cette dernière s’accompagne de la formulation du problème de commande
qui inclut les objectifs pour la synthèse. Le choix du signal de feedforward est également
discuté, dans une optique de réduire l’individualisation de la loi de commande.

L’analyse du correcteur PID calculé est ensuite abordée, via l’utilisation de la théorie
µ, introduite au chapitre 2. Les résultats montrent que le correcteur calculé remplit les
objectifs définis précédemment.

Ensuite, le cadre de la campagne de simulation est présenté. Cette campagne s’ef-
fectue au sein du simulateur UVA/Padova et permet de tester le contrôleur PID calculé
précédemment. La campagne comprend 4 scénarios dont les paramètres sont résumés
dans le tableau 4.2. L’objectif est d’obtenir une série d’indicateurs cliniques (temps dans
les cibles et BGI)) afin d’étudier les performances du correcteur PID. Les résultats per-
mettent de démontrer la viabilité d’un régulateur unique, mais soulignent aussi que le
correcteur proposé ne permet pas de solutionner complètement le problème. Ces premiers
résultats indiquent la nécessité d’une commande robuste plus élaborée (qui possède plus
de degrés de liberté) et qui sera présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Synthèse, analyse et validation d’un
correcteur robuste H∞

Sommaire
5.1 Synthèse du correcteur H∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

5.1.1 Schéma de régulation et synthèse du correcteur . . . . . . . . . 101
5.1.2 Fonctions de sensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.1.3 Fonctions de pondération . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.1.4 Mise en forme du problème H∞ standard . . . . . . . . . . . . 103
5.1.5 Expression de la loi de commande complète . . . . . . . . . . . 104

5.2 Post-analyse du correcteur H∞ robuste . . . . . . . . . . . . 105
5.2.1 Indicateurs utilisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.2.2 Stabilité et performance robuste de la loi de commande . . . . 105

5.3 Campagnes de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.3.1 Paramètres de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.3.2 Scénario n°1, cinq repas avec bolus d’insuline . . . . . . . . . . 107
5.3.3 Scénario n°2, trois repas avec bolus d’insuline . . . . . . . . . . 109
5.3.4 Scénario n°3, trois repas sans bolus d’insuline . . . . . . . . . . 112

5.4 Comparaison correcteur PID robuste et correcteur H∞ . . 114
5.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

Nous abordons dans ce chapitre la synthèse, l’analyse et la validation d’un correcteur
H∞ robuste prenant en compte la variabilité des patients au sein de la cohorte d’adultes.
L’approche de sensibilité mixte, présentée au chapitre 2 est ici retenue. Dans un premier
temps, la synthèse du correcteur sera présentée avec le schéma de régulation considéré et
la mise en forme du problème H∞ standard. La démarche de post-analyse sera introduite
avec l’analyse de la stabilité robuste et de la performance robuste. Enfin de manière
similaire au correcteur PID robuste du chapitre précédent, des résultats de simulation
dans le TD1MS sont présentés et analysés.
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5.1 Synthèse du correcteur H∞

Cette première section aborde la synthèse d’un correcteur H∞, robuste sur la cohorte
de patients adultes. Le correcteur devra assurer des performances suffisantes lors de la
régulation en boucle fermée et ses paramètres ne doivent pas dépendre d’une quelconque
donnée physiologique spécifique à un patient. La synthèse sera effectuée selon l’approche
sensibilité mixte, qui permet d’imposer le comportement des fonctions de sensibilité de la
boucle fermée, via des fonctions de pondérations judicieusement choisies. Nous invitons
le lecteur à se référer au chapitre 2 de ce mémoire, pour les concepts théoriques utilisés
ici.

5.1.1 Schéma de régulation et synthèse du correcteur

Le schéma de synthèse H∞ que nous proposons est donné sur la figure 5.1. Le signal
de feedforward ubolus et la dynamique de la pompe (jugée comme négligeable) ne sont
pas représentés par soucis de clarté. Le convertisseur numérique analogique présent dans
la pompe est modélisé en utilisant l’approximation de Padé :

Gzoh(s) =
1− Rs

2

1 + Rs
2

. (5.1)

où R = Te/2, Te faisant référence à la période d’échantillonnage à laquelle le capteur
CGM et la pompe insuline sont commandés.

  
ɛ+
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-
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ɛ

 

Figure 5.1 : Schéma de la boucle fermée pour la régulation par correcteur H∞.

La structure particulière de la boucle fermée diffère des approches trouvées dans la
littérature et s’explique par le fait que l’objectif est de réguler la glycémie dans le sang giv
en mesurant uniquement la glycémie sous-cutanée gsc par le biais d’un dispositif CGM.
d et z représentent respectivement, des signaux permettant de formuler le problème de
synthèse H∞, z représentant les signaux liés aux objectifs de synthèse.

Fu (Pb(s),∆b(s)), défini dans (3.50) est le modèle LFT du transfert insuline - glucose
dans le sang et Fu(Prsc,∆rsc), défini dans (3.48) est le modèle LFT du transfert glycémie
dans le sang - glycémie sous-cutanée. Ces deux modèles ont été établis aux sections 3.3.3
et 3.3.4. Les fonctions de pondérations W1(s) et W2(s) seront discutées dans la section
5.1.3.
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5.1.2 Fonctions de sensibilité

L’objectif est de construire la fonction de sensibilité S(s,∆), telle que S(s,∆) =
Fu(M(s),∆) : εiv(s) = S(s,∆)gref(s). A partir du schéma de la figure 5.1, S(s∆) s’écrit
alors :

S(s,∆) = [1 +K(s)Gzoh(s)Fu(Pb(s),∆b) (Fu(Prsc(s),∆rsc)− 1)]

[1 +Gzoh(s)Fu(Pb(s),∆b)Fu(Prsc(s),∆rsc)K(s)]−1
(5.2)

D’une manière similaire, sur le schéma de la figure 5.1, la fonction de sensibilité de la
commande R(s,∆) s’écrit :

R(s,∆) = K(s) [1 + Fu(Pb(s),∆b)Fu(Prsc(s),∆rsc)Gzoh(s)K(s)]−1 (5.3)

La matrice M(s) telle que Fu(M(s),∆) = S(s,∆) s’écrit :z∆(s)

εiv(s)

 =

M11(s) M12(s)

M21(s) M22(s)

v∆(s)

d(s)

 (5.4)

avec z∆ = (z∆b
, z∆sc)

T et v∆ = (v∆b
, v∆sc)

T .

5.1.3 Fonctions de pondération

Pondération sur S(s,∆)

La fonction de pondération W−1
1 (s) permet de formuler la spécification σ (S(jω,∆)) ≤

|W1(jω)
−1|, ce qui permet d’imposer un gabarit sur la réponse fréquentielle de S(s,∆).

Cela permet de fixer la bande passante minimale de la boucle fermée et sa précision.
W−1

1 (s) est ici choisi comme :

W−1
1 (s) =

s+ ωl

s/M + ωc1
. (5.5)

1/M permet de fixer la marge de module minimale souhaitée, ωcl est la bande passante
minimale requise et ωl est introduite afin de rendre W1(s) inversible. Plus ωl << ωcl est
choisie faible, plus le gain de S(jω,∆) sera faible en basse fréquence, ce qui produira une
erreur de précision faible. 1/M permet de fixer le gain de S(jω,∆) en haute fréquence et
donc la marge de module. Dans le cadre de ce travail, les valeurs suivantes sont proposées :
M = 15 dB, ωcl = 0.006 rad/min et ωl = 10−7 rad/min.

Pondération sur R(s,∆)

D’une manière similaire, W−1
2 (s) permet de vérifier la spécification σ (R(jω,∆)) ≤

|W2(jω)
−1|. W−1

2 (s) est calculé de la manière suivante :

W−1
2 (s) =

s/ωh + ωc2

s+ ωc2/Mu
. (5.6)

Pour la synthèse, les paramètres suivants sont appliqués : ωc2 = 2.7 rad/min, ωh = 1.2
rad/min et Mu = 25 dB.
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5.1.4 Mise en forme du problème H∞ standard

Cette section présente la mise en forme du problème H∞ standard, dans le but
d’appliquer ensuite une méthode de résolution par LMI via Matlab, présentée au chapitre
2. L’objectif est de mettre le schéma de la figure 5.1 sous la forme du schéma de la figure
5.2.

 

ɛ

Figure 5.2 : Représentation LFT de l’approche sensibilité mixte avec incertitudes de
modélisation.

La matrice de transfert P (s) définie comme :

z∆b
(s)

z∆rsc(s)

z1(s)

z2(s)

εsc(s)


= P (s)


v∆b

(s)

v∆sc(s)

d(s)

u(s)

 (5.7)

s’écrit alors :

P (s) :



Pb11(s) 0 0 Pb12(s)Gzoh(s)

Prsc12(s)Pb21(s) Prsc11(s) 0 Prsc12(s)Pb22(s)Gzoh(s)

−W1(s)Pb21(s) 0 W1(s) −W1(s)Pb22(s)Gzoh(s)

0 0 0 W2(s)

−Prsc22(s)Pb21(s) Prsc21(s) 1 −Prsc22(s)Pb22(s)Gzoh(s)


(5.8)

L’objectif du problème H∞ est à présent formulé de la manière suivante : trouver le
contrôleur K(s) tel que :

∥Fu (Fl(P (s),K(s)),∆)∥∞ < 1,∆ ∈ R2 : ∥∆∥∞ ≤ 1, (5.9)

avec ∆ = diag(∆b,∆rsc).

A présent, deux options sont possibles pour synthétiser le correcteur. La première
consiste à s’appuyer sur le théorème du petit gain [108], le problème de synthèse peut
alors se ramener à celui de la figure 5.3. Le correcteur K(s) synthétisé par cette approche
sera connu pour être conservateur puisque cette approche ne prend pas en compte la
structure de l’incertitude ∆.
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Figure 5.3 : Application du théorème du petit gain au schéma du problème H∞ stan-
dard.

Une seconde approche consiste à effectuer la synthèse sur un modèle unique de la
famille de modèle, c’est à dire à ∆ fixé a priori.Il semble alors évident que si ce ∆ cor-
respond au pire cas, alors le correcteur H∞ ainsi synthétisé aura des chances d’assurer
les performances de contrôle pour toute incertitude ∆. Malheureusement, trouver ce ∆
pire cas n’est pas toujours aisé.

Ainsi, nous proposons de retenir le modèle nominal pour la synthèse : c’est-à-dire à
poser ∆ = 0. Cette approche rend l’analyse de la stabilité robuste et de la performance
robuste impérative. Il faut s’assurer que les spécifications posées sur S(s) et R(s) sont
bien respectées quelque soit la valeur de l’incertitude ∆. Le correcteur K(s) peut alors
se calculer en utilisant l’approche LMI de [49], présentée au chapitre 2.

Dans le cadre de ce travail, la seconde approche est retenue. La synthèse est alors
effectuée avec les pondérations objectives W1 et W2 définies précédemment. La synthèse
conduit à un γ = 0.48, ce qui indique que le correcteur respecte les contraintes posées
par W1(s) et W2(s), pour le modèle nominal du moins. Le correcteur obtenu est un
correcteur d’ordre 13 dont le gabarit fréquentiel est donné sur la figure 5.4.

Figure 5.4 : Réponse fréquentielle du correcteur H∞ K(s).

5.1.5 Expression de la loi de commande complète

De la même manière qu’au chapitre 4 et pour les mêmes raisons, le signal de feedfor-
ward ubolus ne sera pas individualisé et sera implémenté sous la forme d’une impulsion
d’insuline de 2 U au début du repas.
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Le signal de commande u est donc de la forme suivante :

u = ubolus +K(s)(gref − gsc) (5.10)

où K(s) est le correcteur H∞ robuste et ubolus = 2 U au moment du repas est le signal de
feedforward. gref est la référence, fixée à 130 mg/dl et gsc est la mesure issue du dispositif
CGM. Cette loi de commande obéit donc à la classe des lois de commande dites “non
individualisée” mais “avec annonce de repas”.

5.2 Post-analyse du correcteur H∞ robuste

5.2.1 Indicateurs utilisés

Une analyse pire cas est de nouveau réalisée selon la même approche que l’analyse
effectuée pour le correcteur PID robuste au chapitre 4. Les indicateurs calculés et leurs
significations sont rappelés ci-après.

— kmax est la marge de robustesse, c’est-à-dire la valeur max k telle que la boucle
fermée reste stable pour toute perturbation ∆ telle que ||k∆||∞ ≤ 1,

— mg et mϕ sont les plus grandes valeurs du gain et de la phase pouvant être ajoutées
au système et qui ne rendent pas la boucle fermée instable. ωm et ∆m sont les
valeurs de la pulsation et de l’incertitude pour les valeurs maximales mg et mϕ,

— m
(S)
∞ , est la pire valeur de performance au sens H∞ de la fonction de sensibilité

S(s,∆) avec ω
(S)
∞ et ∆(S)

∞ les valeurs de la pulsation et de l’incertitude correspon-
dante,

— de manière analogue, m(R)
∞ , ω(R)

∞ et ∆
(R)
∞ sont les indicateurs correspondants à la

fonction de sensibilité de la commande R(s,∆).

5.2.2 Stabilité et performance robuste de la loi de commande

La µ–analyse produit alors les valeurs suivantes pour les indicateurs :
— kmax = 1.1 > 1, qui montre que la stabilité de la boucle fermée est garantie quelle

que soit la valeur admise pour l’incertitude de modélisation ∆ vis à vis de la
cohorte entière de patients.

— mg = 1.42 (3 dB), mϕ = 20◦ pour ωm = 0.003 rad/min, ce qui souligne des
marges de gain et de phase relativement faibles. On peut aussi identifier que
∆m = diag(1,−1), ce qui correspond aux incertitudes ∆b = 1 et ∆rsc = −1.
Comme pour le correcteur PID robuste, ∆b = 1 correspond au patient n°8 et
après vérification, ∆rsc = −1 correspond au patient n°7.

— m
(S)
∞ = 3.37 (10 dB), ce qui permet d’identifier une marge de module 1/m

(S)
∞

relativement faible avec ω
(S)
∞ = 0.03 rad/min et ∆(S)

∞ = diag(1,−1). La marge de
module est en réalité légèrement supérieure car ω(S)

∞ = 0.03 correspond à la bande
de fréquences où les incertitudes de modélisation on été surestimées d’environ 1.5
dB.

— Enfin, l’analyse de performance robuste sur R(s,∆sc) conduit à m
(R)
∞ = 20 dB

pour ω
(R)
∞ = 0.03 et ∆

(R)
∞ = diag(1, 1). ∆rsc = 1 correspond au patient n°10.

Les réponses fréquentielles de R(jω,∆) et R(jω,∆) sont données sur la figure 5.5.
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Figure 5.5 : Réponses fréquentielles de S(jω,∆sc) et R(jω,∆sc) pour la µ–analyse du
correcteur H∞.

5.3 Campagnes de simulation

5.3.1 Paramètres de simulation

Le contrôleur H∞ est à présent implémenté dans le T1DMS. Cette nouvelle loi de
commande est finalement testée sur les mêmes scénarios que le correcteur PID robuste
et les conditions de simulation sont rappelées et résumées dans le tableau 5.1.
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Scénario n°1 Scénario n°2 Scénario n°3

PACF du capteur 0.7 0.7 0.25

Nombre de répétions (par patient) 25 25 25

Durée 24 h 24 h 24 h

ubolus 2 U 2 U /

gref 130 mg/dl 130 mg/dl 130 mg/dl

Repas

6 h 45 g 7 h 40 g 7 h 40 g

12 h 70 g 13 h 60 g 13 h 60 g

16 h 20 g

18 h 80 g 19 h 50 g 19 h 50 g

23 h 20 g

Table 5.1 : Paramètres de la campagne de simulation avec le correcteur H∞.

5.3.2 Scénario n°1, cinq repas avec bolus d’insuline

Le premier scénario a but pour de “stresser” la loi de commande : les patients mangent
souvent et en grande quantité (235 g répartis sur 5 repas de 6h à 23h). Les résultats sont
donnés sur le tableau 5.2.

N°
patient

Temps dans les cibles (écart type) (%)

TAR250 TAR180 TIR TBR70 TBR54 LBGI HBGI BGI

1 0 (0) 8.7 (1.1) 91.3 (1.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (0) 2 (0)

2 0 (0) 3.9 (1.1) 96.1 (1.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.4 (0) 1.4 (0)

3 0 (0) 12 (2) 88 (2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.9 (0) 2.9 (0)

4 0 (0) 5.6 (1.9) 94.4 (1.9) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 2 (0) 2.1 (0)

5 0 (0) 20.9 (2.3) 79.1 (2.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.8 (0) 3.8 (0)

6 0 (0) 23.1 (0.6) 76.9 (0.6) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 4.3 (0) 4.3 (0)

7 2.1 (1.3) 18.8 (1.2) 81.2 (1.9) 0 (1.4) 0 (0.4) 0.3 (0) 3.5 (0) 3.8 (0)

8 0 (0) 31.9 (2.1) 68.1 (2.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.6 (0) 5.6 (0)

9 0 (0) 11.4 (1.4) 88.6 (1.4) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 2.2 (0) 2.4 (0)

10 0 (0) 7.1 (1) 92.9 (1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (0) 2 (0)

11 0 (0) 15.8 (2) 84.2 (2) 0 (0.6) 0 (0) 0.1 (0) 2.9 (0) 3 (0)

Table 5.2 : Résultats de simulations pour le scénario n°1.
Les valeurs indiquées en rouge sont celles qui indiquent un risque élevé lié au

LBGI/HBGI ou alors qui ne vérifient pas les objectifs fixés pour les différents temps
dans les cibles.
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L’évolution de la glycémie moyenne avec les enveloppes et l’écart type sont représentés
sur la figure 5.6. La figure 5.7 représente l’évolution de l’injection d’insuline par la pompe,
les pics représentant les bolus au moment des repas.

Figure 5.6 : Évolution de la glycémie moyenne sur 24h pour le scénario n°1
(275 simulations, 25 par patient).
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Figure 5.7 : Évolution de l’injection d’insuline moyenne sur 24 h pour le scénario n°1
(275 simulations, 25 par patient).

On observe sur ce premier scénario que seule la glycémie du patient n°8 ne respecte
pas les recommandations données pour les temps dans les cibles, de seulement presque 2
% pour le TIR et 7 % pour le TBR180. Les performances sont jugées acceptables pour
tous les autres patients et aucun épisode d’hypoglycémie sévère est enregistré. On peut
cependant observer sur la figure 5.6 un bref moment d’hypoglycémie pour l’enveloppe
minimale juste avant le cinquième repas. Une vérification plus précise montre que cela
concerne seulement une simulation sur les 550 menées et que la subite variation est due à
une erreur de mesure qui conduit à une surestimation de la glycémie entraînant un léger
surdosage d’insuline. Les indicateurs de BGI ne révèlent aucun risque pour le patient.
Ces premiers résultats sont encourageants et démontrent la capacité du correcteur H∞ à
réguler la glycémie (à l’aide d’un bolus d’insuline) sur un scénario relativement sollicitant
pour la boucle fermée.

5.3.3 Scénario n°2, trois repas avec bolus d’insuline

Les indicateurs cliniques calculés pour le scénario n°2 sont donnés sur le tableau 5.3.
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N°
patient

Temps dans les cibles (écart type) (%)

TAR250 TAR180 TIR TBR70 TBR54 LBGI HBGI BGI

1 0 (0) 3.3 (0.9) 96.7 (0.9) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.4 (0) 1.4 (0)

2 0 (0) 2 (1.3) 98 (1.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.1 (0) 1.1 (0)

3 0 (0) 2.1 (1.6) 97.9 (1.6) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.8 (0) 1.8 (0)

4 0 (0) 2.3 (1.8) 97.7 (1.8) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.5 (0) 1.5 (0)

5 0 (0) 8.2 (1.1) 91.8 (1.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.4 (0) 2.4 (0)

6 0 (0) 16.7 (1.4) 83.3 (1.4) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.9 (0) 2.9 (0)

7 0 (0) 11.3 (1.7) 88.7 (1.8) 0 (0.5) 0 (0) 0.1 (0) 2.4 (0) 2.5 (0)

8 0 (0) 22.8 (2.5) 77.2 (2.5) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.8 (0) 3.8 (0)

9 0 (0) 6.2 (1.7) 93.8 (1.8) 0 (0.5) 0 (0) 0.1 (0) 1.7 (0) 1.8 (0)

10 0 (0) 0 (0.9) 100 (0.9) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 1.4 (0) 1.4 (0)

11 0 (0) 5.9 (1.9) 94.1 (1.9) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.1 (0) 2.1 (0)

Table 5.3 : Résultats de simulations pour le scénario n°2.

L’évolution de la moyenne, de l’écart type et des enveloppes min/max de la glycémie
sont tracées sur la figure 5.8 et l’évolution de l’injection d’insuline est représentée sur la
figure 5.9.
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Figure 5.8 : Évolution de la glycémie moyenne sur 24h pour le scénario n°2.
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Figure 5.9 : Évolution de l’injection d’insuline moyenne sur 24 h pour le scénario n°2.
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Sur ce deuxième scénario, plus léger en termes de glucides ingérés lors des repas,
les performances observées vis à vis des indicateurs cliniques sont meilleures que sur le
premier scénario. Tous les patients passent en moyenne au minimum 77 % de leur temps
dans la zone de normoglycémie et 5 patients atteignent même au minimum 95 % de
temps passé dans la zone de normoglycémie. Aucune hypoglycémie n’est indiquée par
les indicateurs et le “pire patient” est le patient n°8 qui obtient un TAR180 de 22.8 %.

5.3.4 Scénario n°3, trois repas sans bolus d’insuline

Le troisième et dernier scénario est identique au deuxième scénario si ce n’est un
capteur CGM plus précis (PACF = 0.25 au lieu de 0.7) et une absence de bolus au
moment du repas. Cela permet d’évaluer l’effet d’une absence d’intervention du patient
au moment. Le tableau 5.4 donne les résultats des indicateurs cliniques et les figures 5.10
et 5.11 montrent les tracés de la glycémie moyenne (avec écart type et enveloppes) et de
l’insuline injectée.

N°
patient

Temps dans les cibles (écart type) (%)

TAR250 TAR180 TIR TBR70 TBR54 LBGI HBGI BGI

1 0 (0) 17.2 (0.3) 82.8 (0.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.2 (0) 3.2 (0)

2 0 (0) 13.5 (0.3) 86.5 (0.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.5 (0) 2.5 (0)

3 0 (0) 18 (0.3) 82 (0.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.7 (0) 3.7 (0)

4 0 (0) 16.5 (0.3) 83.5 (0.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.2 (0) 3.2 (0)

5 0 (0) 28.2 (0.3) 71.8 (0.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 4.6 (0) 4.6 (0)

6 0 (0) 26.6 (0.1) 73.4 (0.1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 4.6 (0) 4.6 (0)

7 4.9 (0.1) 26.5 (0.1) 73.2 (0.5) 0.3 (0.4) 0 (0) 0.5 (0) 5.4 (0) 5.9 (0)

8 0 (0) 33.7 (0.2) 66.3 (0.2) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5.7 (0) 5.7 (0)

9 0 (0) 22.1 (0.2) 77.9 (0.2) 0 (0) 0 (0) 0.1 (0) 3.6 (0) 3.6 (0)

10 0 (0) 10.8 (0.4) 89.2 (0.4) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2.9 (0) 2.9 (0)

11 0 (0) 24.6 (0.3) 75.4 (0.3) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3.9 (0) 3.9 (0)

Table 5.4 : Résultats de simulations pour le scénario n°3.
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Figure 5.10 : Évolution de la glycémie moyenne sur 24h pour le scénario n°3.
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Figure 5.11 : Évolution de l’injection d’insuline moyenne sur 24 h pour le scénario n°3.
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On observe que seuls les indicateurs cliniques du patient n°7 et du patient n°8 ne
respectent pas les recommandations. On rappelle que la zone TAR250 est inclue dans
la zone TAR180, ce qui explique pourquoi la somme des différents temps dans les cibles
du patient n°7 est supérieure à 100 %. Les deux patients présentent une tendance à
l’hyperglycémie mais en revanche seul le patient n°8 passe moins de 70 % de son temps
en dehors de la zone de normoglycémie. De nouveau, aucune hypoglycémie sévère n’est
enregistrée et les indicateurs de BGI ne révèlent aucun risque pour chacun des patients.
Ces résultats sont encourageant dans le fait qu’il montre qu’il est possible, sur ce scénario
de ne pas intégrer de signal de feedforward au sein du schéma de régulation. En d’autres
termes, la loi de commande est complètement autonome puisqu’elle est non individualisée
et sans annonce de repas.

5.4 Comparaison correcteur PID robuste et correcteur H∞

Cette section récapitule et compare les résultats des deux correcteurs synthétisés et
proposés dans le cadre de ce travail. Le tableau 5.5 présente les temps moyens dans les
différentes cibles pour tous les scénarios et pour les deux correcteurs PID robuste et H∞.
Pour rappel, le scénario de comparaison est identique au scénario n°1 et le correcteur
PID qui y est implémenté est le correcteur à réglage individualisé proposé dans [105].

Scénarios n°1 n°2 n°3 Comparaison

Correcteur PID
robuste H∞

PID
robuste H∞

PID
robuste H∞

PID
individualisé [105]

Moyennes

TAR250 0.5 % 0.2 % 0 % 0 % 2.3 % 0.4 % 0 %

TAR180 17.2 % 14.5 % 7.3 % 7.4 % 30 % 21.6 % 13.6 %

TIR 82.8 % 85.5 % 92.7 % 92.6 % 70.3 % 78.3 % 86.1 %

TBR74 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0.4 %

TBR54 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0 %

Pires cas

TAR250 5.8 % 2.1 % 0 % 0 % 12.3 % 4.9 % 0 %

TAR180 43.7 % 31.9 % 31.4 % 22.8 % 46.7 % 33.7 % 37.3 %

TIR 56.3 % 68.1 % 68.6 % 77.2 % 53.3 % 66.3 % 62.7 %

TBR74 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0.3 % 3.9 %

TBR54 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 0 %

Table 5.5 : Tableau récapitulatif des performances des correcteurs PID et H∞.

On observe d’abord que sur les scénarios n°1 et n°2, le correcteur PID et le correcteur
H∞ obtiennent des performances très similaires sur les temps moyens dans les différentes
zones. La différence se situe essentiellement sur les pires cas (voir tableau 5.5), où le cor-
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recteur H∞ l’emporte. Pour le scénario 1, le TIR augmente de presque 12 % et pour le
scénario n°2, il augmente d’environ 9 %.

Pour le scénario n°3, le correcteur H∞ obtient de meilleures performances de manière
générale, à la fois sur les moyennes dans les différentes zones mais aussi dans le cadre
d’un patient pire cas. Le correcteur H∞ présenté ici a fait l’objet d’une publication dans
[28].

A titre d’illustration, la figure 5.12 reprend les résultats du tableau 5.5 cette fois sous
forme d’histogrammes et groupés par scénarios similaires. Si désigne le scénario n°i.

<1 %

<4 %

82.8 85.5
92.7 92.6

70.3

78.3 >75 %

17.2
14.5

7.3 7.4

30

21.6

<25 %

0.5 0.2 2.3 0.4

<5 %

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

80%

90%

100%

T
e

m
p

s
 d

a
n

s
 l
e

s
 c

ib
le

s
 (

%
)

Figure 5.12 : Comparaison des performances des correcteur PID et H∞.
Les indicateurs sont calculés sur la moyenne des différents temps dans les cibles pour

tout les patients.

5.5 Conclusions

Ce chapitre a permit de présenter la dernière contribution de la thèse qui est la syn-
thèse et l’analyse d’un correcteur robuste H∞ sur une cohorte de patients. L’objectif
étant de réduire le recours à l’individualisation de la loi de commande dans le but de
simplifier la prise en charge du diabète.

En se servant des outils de la commande robuste introduits au chapitre n°2 et en
s’appuyant sur les modèles LFT déterminés aux chapitre n°3, la méthodologie de cal-
cul d’un correcteur H∞ est dans un premier temps présentée. La synthèse s’appuie sur
l’approche de sensibilité mixte, qui permet d’imposer le comportement des fonctions de
sensibilité de la boucle fermée via le choix judicieux de fonctions de pondérations. Ce cor-
recteur est ensuite calculé et analysé dans le cadre de la théorie µ introduite au chapitre 2.

D’une manière similaire au correcteur PID robuste du chapitre 4, le correcteur H∞
est implanté dans le simulateur UVA/Padova afin d’évaluer ses performances grâce aux
indicateurs cliniques introduits au chapitre 1. Les divers scénarios rapportent de bonnes
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performance en simulation, vis à vis des différents temps dans les cibles. Un résultat
à noter est qu’il est possible, sur un scénario proche du scénario n°3 de se passer d’un
signal de feedforward (bolus au moment du repas) tout en assurant des performances
acceptables (vis à vis des temps dans les cibles) pour l’ensemble de la cohorte.
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Conclusions générales et
perspectives

Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit de thèse, traitent du problème
de la régulation de la glycémie pour les patients diabétiques de type 1. La modélisation
d’une cohorte de patients adultes est abordée à l’aide du formalisme LFT. L’objectif visé
est de déterminer un modèle sous forme compacte, capable de traduire le comportement
glycémique dynamique chez les adultes. Ce modèle prend en compte les variabilités intra-
patients et inter-patients au sein de la cohorte étudiée. Le modèle obtenu est utilisé pour
la synthèse d’un correcteur PID robuste puis d’un correcteur H∞. Les performances des
deux correcteurs sont analysées dans le cadre de la µ–analyse et sont ensuite évaluées
dans l’environnement de simulation UVA/Padova, environnement de simulation non li-
néaire validé par la Food Drug Administration (FDA), pour les tests pré-cliniques.

A ces fins, le manuscrit est présenté selon la structuration suivante : le premier
chapitre s’intéresse à expliciter les différentes spécificités de la maladie du diabète et
son traitement. On présente alors les différentes lois de commande existantes à l’heure
actuelle. Ce chapitre a permis de mettre en lumière les limites des approches existantes,
qui peuvent se résumer à :

- des solutions individualisées, c’est à dire qui nécessitent un réglage spécifique au
patient, ce dernier étant réalisé par un praticien hospitalier,

- des solutions avec annonce de repas, c’est à dire avec délivrance d’un bolus d’in-
suline dont la quantité est estimée par le patient en fonction de la quantité de
glucides contenus dans le repas. Là encore, le praticien hospitalier intervient en
expliquant des règles simples d’estimation (règles de type proportionnelles).

Ces deux limitations sont à l’origine des travaux de cette thèse, qui, dans le contexte
de l’automatique, se formulent comme la synthèse d’une loi de commande robuste aux
variations des paramètres physiologiques des patients. L’objectif final est de simplifier la
prise en charge du diabète par les patients et les professionnels de santé.

Le deuxième chapitre présente les outils de la théorie H∞, incluant la modélisation
des incertitudes par formalisme LFT, la résolution du problème standard et la µ–analyse.

Le troisième chapitre est dédié au problème de modélisation. On présente comment
le formalisme LFT permet d’aborder le problème. La LFT ainsi définie permet de modé-
liser une famille de patients adultes, ayant des caractéristiques physiologiques variées :
poids, âge, etc.

Le quatrième et le cinquième chapitres abordent respectivement la synthèse d’un
correcteur PID robuste et d’un correcteur H∞. Après une analyse de stabilité et des
performances robustes, les deux correcteurs sont ensuite implantés sur UVA/Padova afin
d’évaluer leur performances vis à vis d’indicateurs cliniques. Les performances montrent
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que le correcteur H∞ est capable de se passer du bolus sur les scénarios où la quantité
totale de glucides ingérée reste moyenne (environ 150 g par jour).

Le résultat le plus intéressant de nos travaux reste probablement que la solution H∞
proposée qui permet de concevoir un dispositif de régulation de la glycémie non indi-
vidualisé, voir sans annonce de repas si la précision du capteur CGM peut être améliorée.

Parmi les perspectives de recherche, nous pouvons citer :
- A propos de la synthèse des correcteurs présentés dans les chapitre 4 et 5, plusieurs

axes d’amélioration sont envisageables. Dans un premier temps, une attention
particulière est à porter à la famille de modèles utilisée pour la synthèse des cor-
recteurs. Plus cette famille de modèles est conservatrice (dans la prise en compte
de la variabilité inter-patients par exemple), plus il sera difficile aux correcteurs
d’assurer des performances correctes en régulation en boucle fermée. Il convient
alors de trouver un juste milieu permettant de prendre en compte la grande di-
versité physiologique des patients et d’assurer tout de même des performances
acceptables lors de la régulation. La cohorte considérée ne comprenant que 11 pa-
tients adultes virtuels, un axe d’amélioration pourrait être la construction d’une
cohorte d’adultes plus grandes statistiquement, basée peut être sur des données
cliniques réelles par exemple. Un autre axe de développement serait la prise en
compte de facteurs physiologiques qui ne sont pas présents dans le T1DM, comme
la variabilité de la sensibilité à l’insuline. Un modèle LPV incluant cette varia-
bilité intra-patients de la sensibilité à l’insuline est proposé par exemple dans [31].

- Une analyse plus précise des résultats de simulation montre que la loi de com-
mande à tendance à surestimer la quantité d’insuline à injecter, ce qui présente
un risque d’hypoglycémie pour le patient. Cela met en évidence une des limites
du modèle employé dans le cadre des travaux de cette thèse. Une manière d’éviter
ce type d’hypoglycémies est d’estimer en continu la quantité d’insuline encore
active dans le corps du patient (Insulin on board ou IOB) afin de soustraire cette
quantité à la quantité d’insuline à celle calculée par la loi de commande. Une
perspective de recherche serait alors d’augmenter le modèle employé avec un es-
timateur de l’IOB [70].

- La méthodologie présentée dans ce mémoire de thèse pourrait être aussi appliquée
aux cohortes de patients d’enfants et d’adolescents. Cela permettrait de synthé-
tiser un unique correcteur robuste par catégorie de cohorte (enfants, adolescents
et adultes). En revanche, les patients plus jeunes, présentent par exemple une
très grande variabilité dans le besoin d’insuline [35]. Cela implique donc la prise
en compte d’une grande variabilité dans le modèle qui peut se traduire par une
baisse des performances lors de la régulation en boucle fermée. Le dilemme varia-
bilité / performances serait donc à étudier plus en détails pour les enfants et les
adolescents.

- Dans le contexte de l’ANR DIABLO (Decoding Islet Algorithms in Biosensors for
open and closed-Loop glycemia control) [7], un nouveau type de capteur de glycé-
mie, appelé biocapteur est développé [90, 83]. En se basant sur les caractéristiques
naturelles des îlots de Langerhans ce biocapteur permet d’obtenir une mesure de
glycémie qui prend en compte les multiples signaux hormonaux jouant un rôle sur
le besoin d’insuline du patient (stress, activité physique, cycle menstruel, etc.).
Une perspective pour des travaux ultérieurs serait la synthèse et l’évaluation d’un
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correcteur robuste qui prendrait en compte les spécificités du biocapteur afin de
tirer au mieux profit de ce capteur novateur.
Un premier travail dans cette direction a été réalisé dans [84] où le biocapteur est
évalué dans un contexte de boucle fermée. L’objectif étant d’obtenir une preuve
de concept de ce capteur intégrant de multiples signaux physiologiques (via la
mesure électrique de l’activité des îlots à l’intérieur du capteur), dans le contexte
de la boucle fermée pour la régulation de la glycémie.
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Annexes

6.6 Détails des modèles de patients diabétiques

6.6.1 Modèle de Bergman

Les valeurs des paramètres du modèle de Bergman sont rapportés dans le tableau
6.6, d’après [48].

Paramètre Description Valeur rapportée (unité)

P1 Facteur d’efficacité du glucose −2.8× 10−2 (min−1)

P2 Délai dans l’action de l’insuline −2.5× 10−2 (min−1)

P3 P3/P2 représente l’index de sensibilité à l’in-
suline

13× 10−6 (mU−1L)

G0 Valeur basale pour le glucose 4.5 (mmol.L−1)

I0 Valeur basale pour l’insuline 15 (mU.L−1)

VG Volume distribué du glucose Non rapportée

VI Volume distribué de l’insuline 12 (L)

n Taux de perte irréversible de l’insuline 0.09 (min−1)

ka1 Constante d’association de l’insuline (affi-
nité forte)

36× 106 (min−1 mU−1L)

ka2 Constante d’association de l’insuline (affi-
nité faible)

5.8× 106 (min−1 mU−1L)

kd1 Constante de dissociation de l’insuline (affi-
nité forte)

4.1× 103 (min−1)

kd2 Constante de dissociation de l’insuline (affi-
nité faible)

17× 103 (min−1)

CT1 Capacité totale d’association (affinité forte) 1.8 (mU.L−1)

CT2 Capacité totale d’association (affinité
faible)

22 (mU.L−1)

Table 6.6 : Description et valeurs des paramètres du modèle modifié de Bergman [48].

6.6.2 Modèle d’Hovorka

Le tableau 6.7 donne les valeurs des paramètres du modèle d’Hovorka, rapportées
dans [59].
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Paramètre Description Valeur rapportée (unité)

ka1 Taux de désactivation 0.006 (min−1)

ka2 Taux de désactivation 0.06 (min−1)

ka3 Taux de désactivation 0.03 (min−1)

kb1 Taux de désactivation Non rapportée

kb2 Taux de désactivation Non rapportée

kb3 Taux de désactivation Non rapportée

ke Taux d’élimination de l’insuline 0.138 (min−1)

VI Volume distribué de l’insuline 0.12 (L kg−1)

VG Volume distribué du glucose 0.16 (L kg−1)

F01 Flux de glucose indépendant de l’insuline 0.0097 (mmol kg−1min−1)

k12 Taux de transfert 0.066 (min−1)

EGP0 Production de glucose endogène (lorsque la
concentration d’insuline vaut 0)

0.0161 mmol kg−1 min−1

tmax,G Temps d’apparence maximal du glucose
après repas

40 (min)

tmax,I Temps d’apparence maximal de l’insuline
après injection

55 (min)

Table 6.7 : Description et valeurs des paramètres du modèle d’Hovorka [59].

6.6.3 Modèle de Sorensen

Le tableau 6.8 donnes les valeurs des différents paramètres du modèle de Sorensen,
d’après [68].
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Paramètre Valeur rapportée (unité) Paramètre Valeur rapportée (unité)

vCB 3.5 (dL) qS 10.1 (dL/min)

vTB 4.5 (dL) qL 12.6 (dL/min)

vCH 13.8 (dL) qA 2.5 (dL/min)

vCS 11.2 (dL) qK 10.1 (dL/min)

vCL 25.1 (dL) qP 15.5 (dL/min)

vCK 6.6 (dL) QB 0.45 (L/min)

vCP 10.4 (dL) QH 3.12 (L/min)

vTP 67.4 (dL) QS 0.72 (L/min)

V C
B 0.265 (L) QL 0.9 (L/min)

V C
H 0.985 (L) QA 0.18 (L/min)

V C
S 0.945 (L) QK 0.72 (L/min)

V C
L 1.14 (L) QP 1.05 (L/min)

V C
K 0.505 (L) FPNC 0.91 (L/min)

V C
P 0.735 (L) FLC 0.4 (L/min)

V T
P 6.3 (L) FKC 0.3 (L/min)

VN 9.93 (L) FPC 0.15 (L/min)

qB 5.9 (dL/min) TB 2.1 (min)

qH 43.7 (dL/min) TG
P 5 (min)

T I
P 20 (min)

Table 6.8 : Valeur des paramètres du modèle de Sorensen [68].

Pour chaque paramètre du tableau 6.8, les indices et exposants font référence à dif-
férentes parties du modèle, selon la correspondance suivante :

- A : artère hépatique,
- B : cerveau,
- C : espace capillaire,
- G : glucose,
- H : coeur et poumons,
- K : reins
- L : foie,
- P : périphérie (muscles, tissus adipeux),
- S : intestin,
- T : espace tissus,
- N : glucagon,
- PNC : élimination du glucagon par le pancréas,
- LC : élimination du foie,
- KC : élimination par les reins,
- PC : élimination par la périphérie (muscles, tissus adipeux).
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6.7 Simulateur UVA/Padova

Le simulateur UVA/padova, appelé aussi T1DMS (Type 1 Diabetes Metabolic Simu-
lator) a été développé par les efforts conjoints des Universités de Padoue et de Virginie.
Il est actuellement distribué par TEG (The Epsilon Group) qui est une entreprise pro-
posant des services de modélisation, d’analyse et de simulation au monde académique.
Leur simulateur a été approuvé en 2008 par la FDA comme outil de substitution aux
essais sur animaux dans les tests pré-cliniques pour l’évaluation des thérapies en boucle
fermée. TEG propose un service de simulation, permettant de tester un contrôleur en
boucle fermée sur deux populations de 300 patients virtuels : la première contenant 100
enfants (2-12 ans), 100 adolescents (13-18 ans) et 100 adultes et la seconde population,
servant de gold standard pour la validation et la soumission à la FDA pour acceptation.
TEG propose en outre une version distribuée du simulateur, contenant les mêmes carac-
téristiques avec une population limitées de 33 patients (11 enfants, 11 adolescents et 11
adultes). Cette version distribuée se base sur la version S2013 du simulateur [33], qui est
la dernière version en date approuvée par FDA et qui sera utilisée tout au long de la thèse.

Le simulateur permet de reproduire l’évolution de la glycémie d’un ou plusieurs pa-
tients sous différentes conditions. Il est possible de choisir la durée de la simulation, de
simuler l’ingestion d’un ou plusieurs repas en contrôlant la quantité, durée et l’heure
de chaque repas. Plusieurs capteurs et pompes à insulines sont implémentées dans le
simulateur. Ces pompes et capteurs possédant différentes caractéristiques de bruit de
mesure ou d’erreur d’injection, dans le but d’obtenir une simulation aussi réaliste que
possible. Enfin, le simulateur propose différentes méthodes d’analyse afin d’évaluer la
performance d’un contrôleur ou d’un traitement en boucle fermée. Les principaux avan-
tages de ce simulateur sont sa haute fidélité et le fait qu’il soit actuellement le seul
simulateur au monde approuvé pour les tests pré-cliniques. Le simulateur étant protégé,
certaines valeurs numériques du modèle métabolique publiées dans [32, 34, 33] restent
inconnues.

6.7.1 Boucle fermée du simulateur

Figure 6.13 : Boucle fermée du T1DMS.

Dans la version commerciale, la boucle fermée inclue dans le simulateur se présente
sous la forme de la figure 6.13. qstoin(t) représente la quantité de glucose déjà présente
dans l’estomac (résultant d’un repas précédent par exemple), i(t) est le signal de com-
mande, issu de la pompe à insuline et prend en compte le signal issu du feedback par le
contrôleur et du feedforward par l’annonce des repas. gsc(t) et giv(t) sont respectivement
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la glycémie sous-cutanée et la glycémie dans le sang (mg/dl). U1(t) représente les autres
entrées externes du modèle et comprend les signaux suivants :

- l’ingestion des repas d(t) (mg/minute),
- l’insuline intraveineuse (pmol/min), non utilisée dans le cadre de ce travail,
- l’injection de glucose/dextrose (mg/kg/min), non utilisée dans le cadre de ce

travail,
- l’injection de Pramlintide (ug/min), une hormone pouvant être utilisée en com-

plément de l’insuline mais n’est cependant pas prise en compte dans le modèle,
- l’injection de glucagon Gluc(t) (mg/kg/min), non utilisée aussi.

Tous ces signaux, ainsi que l’état augmenté xa(t) du modèle sont disponibles après chaque
simulation pour analyse. L’état augmenté xa(t) correspond aux 18 états du modèle ainsi
qu’à 9 paramètres physiologiques d’intérêt :

xa(t) =



giv(t)

gsc(t)

x3(t)/VI

EGP (t)

Gutil(t)

Iapp(t)

Gluapp(t)

x(t)

qsto(t) = x1(t) + x2(t)

(6.11)

Avec Gutil(t) le taux d’utilisation du glucose dans tous les tissus (mg/min), Iapp(t) le
taux d’apparition de l’insuline (pmol/l/min), Gluapp(t) le taux d’apparition du glucagon
(ng/l/min) et x(t) ∈ R18 l’état du système, défini dans le tableau 3.1.

L’utilisateur possède un contrôle total sur les blocs en vert sur la figure 6.13 pour
y implémenter la loi de commande et le calcul du bolus de son choix. Le simulateur
dispose d’une liste de capteurs CGM et de pompes à insuline (blocs en jaune sur le
schéma) parmi lesquels l’utilisateur peut faire son choix. Enfin, le modèle métabolique
(cadre rouge sur le schéma) est verrouillé, ce qui signifie qu’il est impossible de changer
les paramètres du modèle. Le modèle métabolique implémenté est celui donné par les
équations de la section 3.1.1.

6.7.2 Exemple de simulation

Un exemple de simulation est à présent détaillé brièvement, afin de présenter les
différentes options de thérapies pouvant être simulées dans le T1DMS. Il s’agira de
simuler l’évolution de la glycémie d’un patient adulte sur 30h, avec 3 repas de 15 minutes,
tous annoncés à la pompe (provoquant donc un bolus d’insuline au moment du repas).
Les quantités et les horaires des repas sont les suivants : 40g à 7h, 80g à 13h et 70g
à 20h. Le patient suivra une thérapie basal/bolus en boucle ouverte, c’est-à-dire que
la pompe injectera en continu la quantité fixe d’insuline basale propre au patient et
injectera ensuite 3U d’insuline au moment des repas, le signal du bolus possédant alors
la forme d’une impulsion d’une durée d’une minute.

La mesure de la glycémie se fera via un CGM Dexcom. La glycémie sanguine ainsi
que l’injection d’insuline, relevées par le simulateur sur toute la durée du scénario, sont
montrées sur la figure 6.14. On observe sur le signal de commande les pics sur la glycémie,
correspondant aux repas. En parallèle, on observe sur le signal de commande les pics
d’injection d’insuline correspondants aux injections bolus lors des repas.
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Figure 6.14 : Évolution de la glycémie du patient adulte n°1 pour une thérapie simple
basal/bolus.
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