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Introduction

La notion d'information auxiliaire regroupe toute information extérieure a l'expérience sta-
tistique observée. Cette notion d'information auxiliaire tire son origine en théorie des sondages
guelques siecles plus tét. Plus précisément vers 1740, le magistrat Jean-Baptiste Francois de La
Michodiere voulut estimer la taille de la population francaise en supposant que le nombre des
naissances, des mariages et des morts est proportionnel a la population entiére. Cette hypothése
est donc une des premiéeres traces d'une information auxiliaire dans l'histoire de la statistique.
Elle permit de donner une approximation de la taille de la population francaise en multipliant
le nombre de naissances par un facteur qui pouvait varier selon la personne et le lieu d'intérét
(par exemple la localité). Cette méthode, appelée estimateur par le ratio, a été validée par Laplace
dans son mémoire Sur les naissances, les mariages et les mort§24] et f(t trés utilisée au sein de
l'administration frangaise de I'époque. On pourra consulter a ce sujet l'article de Bernard Bru [ ].

Dans les siécles suivants, plusieurs auteurs en statistique se sont intéressés a développer des
méthodes d'injection d'une information auxiliaire. Nous pouvons citer par exemple les références
récentes [31], [37], [5], [4],[1]. Dans [5], la méthode du Raking-Ratio est utilisée a n d'incorporer
une information auxiliaire donnée par les probabilités d'une ou plusieurs partitions selon un prin-
cipe qui remonte a S.Kullback et C.T.Ireland [ 22]. Cette méthode est une procédure séquentielle
permettant d'injecter une information auxiliaire I'une aprés l'autre. Dans | ], Owen a développé la
méthode de la vraisemblance empirique qui peut étre utilisée pour injecter une information auxi-
liaire donnée par des espérances. Cette méthode est devenue une méthode standard en statistique
mathématique mais plus rarement utilisée sous I'angle d'une information auxiliaire. Dans [ ], une
méthode a été développée par Tarima et Pavlov a n d'injecter une information auxiliaire générale.
Cette derniére consiste a minimiser la variance sur une classe d'estimateurs sans biais. La thése de
Mickael Albertus [4] utilise cette approche pour injecter une information auxiliaire apportée par des
espérances, comme extension naturelle de probabilités d'ensembles comme [5].

Cependant il n'existe pas a proprement parler de théorie générale de l'information auxiliaire
permettant de relier ces méthodes. Ainsi il est dif cile de choisir parmi ces approches laquelle



serait optimale pour incorporer une information extérieure a une expérience statistique donnée.
De ce fait, nous proposons de rechercher une mesure de probabilité discréte ayant pour support
I'échantillon véri ant I'information auxiliaire et qui soit la plus proche de la mesure empirique
au sens de la géométrie des mesures de probabilité. Ainsi la motivation principale de cette thése
est de développer une méthode d'injection optimale d'une information auxiliaire au sens de la
géométrie de l'information. Cela nous a amené, dans un premier temps, a clari er la notion vague
d'information auxiliaire en la classi ant en deux catégories :

1. Une information auxiliaire forte est une information auxiliaire donnée par la connaissance
d'une ou plusieurs espérances et plus généralement par des fonctionnelles de laloi P qui
génere les données. Entre dans ce cadre, par exemple, la connaissance d'un moment de
la loi P, un quantile, la probabilité d'un évenement, la connaissance de la variance ou
bien l'injection de variables auxiliaires dans le cadre d'un sondage, certaines formes de
calibration.

2. Une information auxiliaire faible est une information auxiliaire amoindrie par rapport aux
informations auxiliaires fortes de la premiére catégorie. Par exemple, I'information auxiliaire
peut étre donnée par une estimation issue de sources indépendantes ou bien par une mesure
des préférences d'un ou plusieurs experts sur un ensemble de choix restreints. Cette seconde
catégorie sera étudiée dans le chapitre 4.

Pour une information auxiliaire donnée, nous souhaitons donc modi er de maniére optimale
les poids uniforme de la mesure empirique P, a n d'incorporer cette information exacte. Dans
un premier temps, Nous commengons par préciser dans quel sens l'optimalité doit étre comprise.
Puisque nous cherchons la mesure informée la plus proche de la mesure empirique, il a semblé
naturel de considérer que la voie géométrique est le cadre privilégié pour répondre a cette question.
La proximité des mesures de probabilités est comprise au sens de la géométrie de I'information.
Pour cela, nous considérons la mesure empirique P, comme un point d'une certaine variété et nous
souhaitons dé nir une notion de projection orthogonale de Py sur la sous-variété dite informée.
Ainsi nous avons appliqué les théorémes principaux de la géométrie de l'information a n d'en
déduire une méthode d'injection de l'information auxiliaire forte (théoréme 1.3.1). Cette approche
fait I'objet du chapitre 1.

A l'issue du chapitre 1, nous disposons d'une méthode d'injection de l'information auxiliaire
forte. Cette derniére établit qu'en fonction de l'autoparallélisme de la sous variété informée la
projection orthogonale de P, est solution d'un des deux problémes de minimisation mentionnés
dans le théoréeme 1.3.1. Dans le chapitre 2, nous étudions ces deux problémes d'optimisation en
établissant I'existence et I'unicité des solutions sous certaines hypothéses. Ainsi nous obtenons
deux mesures empiriques distinctes données par les égalités (2.10) et (2.11) dont les poids ne sont
malheureusement pas explicites. C'est pourquoi nous prouvons qu'il existe une approximation
commune explicite de ces deux familles de poids véri ant I'information auxiliaire forte. Par la suite,
nous dé nissons la mesure empirique informée notée P!, & l'aide de ces poids approximés. Nous
montrons que cette derniere admet les mémes propriétés asymptotiques que les deux mesures em-
piriques précédentes et que la répartition des poids est quasi similaire & ces deux derniéres. Ala n
du chapitre 2, nous généralisons la dé nition de la mesure empirique informée a des informations
auxiliaires fortes données par des fonctionnelles de laloi P et nous étudions la répartition des poids



de la mesure empirique informée P'n .

Dans le chapitre 3, nous étudions les propriétés asymptotiques de la mesure empirique informée
dans le cadre d'une information auxiliaire forte. Plus précisément, nous établissons des résultats
du type P-Glivenko-Cantelliet P-Donsker pour la mesure PL. De plus ces résultats sont énoncés
sous des hypothéses minimales. Dans un premier temps, nous prouvons ces résultats dans le cas
d'une information auxiliaire forte apportée par la connaissance d'une ou plusieurs espérances puis
dans un second temps nous généralisons cela pour une information auxiliaire forte donnée par
une fonctionnelle de laloi P. Comme nous remarquons une diminution uniforme de la variance
asymptotique du processus limite, la méthode d'injection d'une information auxiliaire via PL est
ainsi bien justi ée.

Dans le chapitre 4, nous souhaitons injecter une information auxiliaire faible. Dans un premier
temps, nous étudions les informations auxiliaires faibles issues de sources indépendantes. Par
exemple l'information auxiliaire peut étre donnée par des données auxiliaires indépendantes ou
par une estimation d'une espérance en utilisant une base de données indépendantes. Dans un
second temps, nous étudions les informations auxiliaires données par une mesure de préférence
d'un expert. Dans les deux sections, nous généralisons la dé nition de la mesure empirique infor-
mée a une information auxiliaire faible puis nous établissons des résultats asymptotiques du type
P-Glivenko-Cantelliet P-Donsker. Ceci met de nouveau en évidence une diminution uniforme de
la variance asymptotique du processus limite.

Dans le chapitre 5, Inous éthgdions la concentrationa n xé. Nous montrons que le processus
empirique informé "~ n PL i P estplus concentré que le processus empirique standard ~ n (P, P)
pour une information auxiliaire générale. Ainsi la mesure empirique informée est plus proche de
P que ne l'est la mesure empirique P, a partir d'un certain n. Cela montre que l'injection d'une
information auxiliaire est béné que dans un cadre non asymptotique. De plus, dans le cas d'une
information auxiliaire forte apportée par des espérances, nous établissons une borne de concentra-
tion plus ne pour la mesure empirique informée que la borne usuelle donnée par l'inégalité de
Bernstein.

Dans le chapitre 6, nous nous intéressons a l'impact de l'utilisation d'une information auxiliaire
fausse et a des problématiques d'adaptativité. Plus précisément, nous souhaitons mesurer l'impact
négatif d'une information auxiliaire fausse, détecter les informations auxiliaires fausses et sélection-
ner les informations auxiliaires réellement informatives pour un objectif donné comme par exemple
I'estimation d'un paramétre d'intérét. Notre démarche est structurée de la maniére suivante. Dans
un premier temps, on s'intéresse a l'impact de I'utilisation d'une information auxiliaire forte fausse
et nous présentons un test statistique a n de détecter les informations fausses parmi un ensemble
d'informations auxiliaires fortes. Dans un second temps, nous proposons une méthode pour sélec-
tionner les informations auxiliaires réellement informatives au temps ~ n a n d'estimer au mieux un
paramétre d'intérét. Dans un troisieme temps, nous nous plagons dans un contexte d'apprentissage
statistique et classons les informations auxiliaires en utilisant une approche par validation croisée.

Dans le chapitre 7, nous montrons comment utiliser la mesure empirique informée dans



guelques problémes classiques en statistique, et en particulier comment reconnaitre l'information
auxiliaire en pivot de nouvelles méthodes. L'objectif de ce chapitre est de prouver que l'injection
d'une information auxiliaire peut étre pertinente dans des situations pratiques variées. Nous pro-
posons des applications a des méthodes génériques en vigueur en simulation stochastique et en
statistique. Dans la premiéere section, nous proposons dans un premier temps une amélioration
signi cative de la méthode de Monte-Carlo. Puis par la suite nous nous intéressons a I'utilisation
de variables auxiliaires et au probléme de données manquantes massives dans un contexte d'ap-
prentissage statistique. En particulier nous montrons que |'utilisation des données partielles vues
comme une information auxiliaire peut étre béné que pour I'estimation statistique. Dans la se-
conde section, nous revisitons les principales méthodes d'estimation en statistique parameétrique et
non paramétrique en injectant de l'information auxiliaire, pour tirer partie de la moindre variance
asymptotique de P'n. Dans la troisieme section, nous étudions l'estimateur des moindres carrés
avec informations auxiliaires dans le cadre du modeéle linéaire. Nous montrons que l'information
impactante doit porter sur la variable expliquée elle-méme. En n dans la quatrieme section, nous
donnons des pistes méthodologiques pour incorporer une information auxiliaire & des problémes
d'apprentissage statistique couvrant un large spectre.

De plus, nous avons joint deux annexes. La premiére annexe porte sur des rudiments de géo-
métrie différentielle et riemannienne nécessaires a la compréhension du chapitre 1. La seconde
annexe porte sur un article que nous avons prépublié [8].

A travers ces chapitres, nous avons pu dé nir une mesure empirique informée PL ayant de
meilleures propriétés asymptotiques que P, et dont les poids ont une forme close. Elle est ainsi trés
facilement calculable d'un point de vue algorithmique. Cette mesure empirique informée possede
les mémes propriétés asymptotiques que les deux mesures empiriques optimales au sens de la
géométrie de l'information données par les égalités (2.10) et (2.11). De plus, nous avons montré que
['utilisation d'une information auxiliaire est béné que pour améliorer les méthodes d'estimation en
statistique et en simulation stochastique. Des méthodes nouvelles peuvent émerger en reconnais-
sant des éléments d'un probléme complexe pouvant jouer le réle pivot d'une information auxiliaire.
Cela est d'autant plus intéressant du fait que notre dé nition de l'information auxiliaire permet de
couvrir un panel assez large de ce qu'on pourrait encore imaginer comme information auxiliaire.
Cela ouvre la voie a l'utilisation d'une information auxiliaire par la mesure empirique informée a
I'ensemble des méthodes d'apprentissage statistique (réseaux de neurones, bagging etc). Des pistes
méthodologiques ont été proposées en n de chapitre 7 mais qui n'ont pas encore été développées.



Approche géométrique de la notion d'information auxiliaire

Ce chapitre a pour objectif de poser le cadre géométrique permettant de projeter la mesure empi-
rique sur I'ensemble des mesures de probabilités discrétes a support dans I'échantillon noté P ' an
d'en déduire une méthode d'injection de l'information auxiliaire. De plus, nous étudions la structure
géométrique P ' dans le cas d'une information auxiliaire forte apportée par des espérances.

1.1 Motivations du chapitre 1

Dans ce chapitre, on s'intéresse a la question suivante :
Comment injecter une information auxiliaire de maniére optimale ?

La notion d'optimalité peut faire débat mais I'approche géométrique semble étre une réponse
cohérente et intéressante pour l'injection d'information auxiliaire. Le cadre de ce chapitre est le
suivant. Soit ( Xp)n2n= Une suite de variables aléatoires indépendantes et identiguement distribuées
(i.i.d.) avaleursdans Y deloi P inconnue. Soit n 2 N". On note P, la mesure empirique dé nie par

ou +x, désigne la mesure (aléatoire) de Dirac en X; pourtout i 2,1,nf. PosonsX A{X1,¢¢8X,}
I'ensemble aléatoire des observations et P (X ) I'ensemble des mesures de probabilité sur X a poids

strictement positifs. On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire notée | etonnote Q » |
si Q satisfait I'information auxiliaire. Par exemple, si l'information auxiliaire | estdonnée par Pg
alors

Q»1() QgAPg.
Lensemble des mesures de probabilité Q 2 P (X ) véri ant I'information auxiliaire | est noté

a

P'/E©Q2P(X) Q»l

10
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L'objectif de ce chapitre est de poser un cadre géométrique permettant de projeter la mesure em-
pirique P, 2 P (X ) sur P! et d'en déduire une méthode optimale d'injection de I'information
auxiliaire.

Dans la premiére section, on souhaite dé nir  au sens de lagéomeétrie de l'information  la notion
de projection sur une sous variété. On supposera connues les bases de la géométrie différentielle et
riemannienne. On pourra consulter a ce sujet I'annexe A.

L'objectif de la seconde section est d'en déduire une méthode d'injection de l'information
auxiliaire .

Remarque 1.1.1. A n d'obtenir rapidement une réponse a cette introduction, on pourra directement
consulter la section 1.3 pour une premiére lecture.

1.2 Préliminaires techniques : cadre géométrique

Cette section a pour seul objectif de poser le cadre géométrique nécessaire a la dé nition de la pro-
jection. Les lecteurs non familiers avec les outils de la géométrie riemannienne pourront directement
consulter I'annexe A pour des rappels ou bien admettre le cadre géométrique et passer a la section 1.3
permettant d'obtenir la méthode optimale d'injection de l'information auxiliaire. Les résultats de
cette section sont tirés du livre Methods of Information Geometry de Amari et Nagaoka [ 6]. On pourra
aussi consulter les démonstrations des énoncés de cette section dans cet ouvrage.

Concernant les notations, on omettra a certains moments de cette section de préciser la carte dans
laquelle on se place (sous entendup 2 £) et les indices (sous-entendusi, j ,k 2, lpm f par_exemple).
De plus, on utilisera souvent la convention de sommation d'Einstein a savoir 'y /E i”ﬁEL cix' seranoté
y Acix'.

1.2.1 Meétrigue de Fisher, sous variété autoparalléle et projection de connexion

Soit P une famille de mesures de probabilités sur un espace topologique X . Alors P hérite de
la structure topologique de X par la topologie faible des mesures [ 25]. On suppose que P peut étre
paramétrisée au moins localement par des homéomorphismes

A:U! £1wBRT

ou U estunouvertde P et£ unouvertde R™. On peutalors munir P d'une structure de variété
différentielle pourvu que les paramétrisations locales soient compatibles . Plagons nous pour un
temps dans une carte munie d'une certaine paramétrisation. En se plagant dans une carte, on peut
alors décrire P au moins localement comme {P,,u 2 £}. On supposera que le modeéle statistique
associé est dominé par une mesure ' et on notera p, la densité de Radon-Nikodym de P, par
rapport alamesure * pourtout u2£. De plus, on supposeraque -pp X, u7! p,(x) estC! . Sous
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ces conditions, on peut équiper P d'une structure de variété riemannienne. Notons pourtout u2£,
I, Alog(py,) la fonction score et dé nissons la  métrique de Fisher pourtout i,j2,1,mf

9i.j (W) A9, (@, @) AEL(@1,)(@1}))

i ¢
ou @/E@@u. En notant 1 (u) /£E|gi’j W ; i2.1mf l'information de Fisher, la métrique de Fisher peut
S'écrire
gu(u,v) AuT (v
ouu,v2R™,

Soit r une connexion sur la variété différentielle P et soit M une sous variété de P . On rappelle
qu'on note TM le bré tangent de la sous variété M, T, M l'espace tangent de M au point p et
C! (TM)I'ensemble des sections du bré tangent c'est & dire des champs de vecteurs. Onditque M
estautoparalléle sipourtout X,Y 2Ct (TM)

rxY 2ct (Tm).

Notons [ ¢ q le crochet de Lie. Dans le cas ou la sous variété n'est pas autoparalléle, il est possible
de dé nir une projectionde r sur M. Supposons qu'on dispose pour tout p 2 M d'une application
linéaire ¥4 : T,P ! T, M telle que pourtout D 2T,M, ¥4 (D) ZD. De plus, supposons aussi que
p 7! Yy estCl . Ondé nit, pourtout  X,Y 2C* (TM), r Ay 2C* (TM) par

(r V) A ((r xY)p)-
Si g est une métrique riemannienne, on peut prendre la projection orthogonale véri ant

9p (¥ (D),DY &gy (D,DY

pourtout D2 T,P etD%2 T, M. Dans ce cas, on appelle r 3 la projection de r sur M par rapport a
la métrique riemannienne g. De plus, un fait remarquable est que si r est sans torsion alors r (3 est
aussi sans torsion.

Un théoréme utile reliant autoparallélisme et planéité est le suivant :

Théoréme 1.2.1. Soient S une variété et M une sous variété. SiS est plate, alors une condition
nécessaire et suf sante pour que M soit autoparalléle est que M soit exprimée en tant que sous espace
af ne (ou ouvert d'un sous espace af ne) de S par rapport a un systeme de coordonnées af nes. De
plus si M est autoparalléle alors M est aussi plate.

1.2.2 ®-connexion

Dans cette sous-section, nous souhaitons dé nirlanotionde  ®-connexion avec ® 2 R. Pour cela,
dé nissons tout d'abord pour tout  i,j,k 2,1, m fles fonctions j i(?)k de la maniére suivante dans une

carte
1i T >

H
®
ii(j®,)k(u)/EEH @@luAT@|u@|u Qly
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ol ®2 R. On dé nitalors la connexion r (® par
3

915@@ &)

oul g estla métrique de Fisher. On appelle r ® la ®-connexion . De plus la connexion est symétrique
c'est a dire sans torsion car i ( ) /E. ( ) et donc puisque le crochet de Lie [ @, @] A0, on a que

r g)@ E r(g)@. La™ -connexion (avec 2 R) et la ®-connexion sont reliées de la maniére suivante

O g @ -
iijk I(J)kA—T”k (1.1)

ou Tjjk estun tenseur symétrique de type (3,0) dé ni par
Tijk (W) ZAEL(@ Q1. @l ).

En utilisant (1.1), on montre que

; (®>;Eli®r W A 112®r (i)

En utilisant que g;jj (1) AEL (@I, @), on a

0
Quij A (k,)J Aj (kj),

C'est la traduction dans une carte de la dé nition d'une connexion métrique. D'ou la 0-connexion
est métrique, sans torsion qui est donc la connexion de Levi-Civita par rapport a la métrique de
Fisher. En général pour ® 6/, r (®) n'est pas métrique.

Exemple 1.2.1. Nous présentons deux modeles statistiques et nous étudions leur planéité par
rapport a la 1-connexion et la ( j 1)-connexion.
2 Concernantle modéle exponentiel , les densités associées a ce modele sont données pour
tout x 2Z par

A !

X y
pu(x) Aexp C(X)A  U'F ()i AW
i A

ou W' estla coordonnée en F; (fonction de p). Puisque pu estune densité, on en déduit que

A, A ! !
_ X
AW Aog exp C(X)A  WF(x)d(x) .
i AL

L'application p7! P, estinjective si et seulementsi {1,F,¢¢gF,} est une famille libre. Dans
lecas d'uneloi N (*,%#),ona

12

2
E .
H i =5 292

1
C(x) A0, F1(x) AX, Fa(x) Ax?, pt /Es/g 2" A £— A|og( 2Y43).
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En se placant dans la carte A(u) A£(ut,¢¢ ") ot p' AA; () et en notant @/Eé‘%, ona
@y AFi (X) i @A(W),
@@, £ i @QA ().

D'ou j i(jl)’k(u) £ @@A(u)Eu(@l u)- En supposant certaines conditions de régularité (inter-

version intégrale et dérivée), on a j i(jl)k(u) /0. On obtient que le modéle exponentiel est
1-plat c'est a dire plat pour la 1-connexion. On dit aussi que A A[u'] est un 1-systéme de
coordonnées af nes c'est a dire que pour tout i A&1,....,n, @ /Eé‘% est parallele a P . On
appelle r @ |a connexion exponentielle notée r ). Ainsi P est dit e-plat.
2 Maintenant supposons que le modéle statistique soitun  famille de mélange c'est a dire pour
tout x2Z
A !
A R
Pu) & Wpi(x)A 1i Y po(x)
i /L i AL
R
Apo()A W (pi(x)i Po(x))-
i AL
) ité i (= I:)m i
ou {po,¢¢m} sontdes densités sur Z etpourtout i 2,1,mf,u EO, ;| C1.0n peut
alors écrire p, de la maniere suivante

x
Pu(x) EC(x)A  'Fi(x).
i/

Ainsi dans la carte [ p'] otl on note @ﬁEé‘%, ona

Fi (x)
pu(x),

Fi(X)Fj(x)
@@'u(x)ﬁElw-

@, (x) &£

@@, A@,@!, Ao.

Ainsi j |(; i) AOQ. Ainsi P est (j 1)-platet [ ui ] est un (-1)-systéme de coordonnées af nes. On

appelle r (i V) Ja connexion mélange notée r (M), Ainsi P est dit m-plat.

Remarque 1.2.2. Faisons une remarque essentielle, pourX A{xy,¢ ¢y}, 'ensemble des mesures de
probabilités sur X a poids strictement positifs noté P (X ) est un modele de mélange. En effet, soit
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P .
QA g Pity 2P (X )etprenons?® lamesure de comptage surX . Alors il suf t de poser

C(x) Ay, (x)
mAEnij 1

Fi (x) Al (X) i Lix,y(x), 812,1,nj 1f
ui AEpi, 8i2,1,nj 1f.

1.2.3 Structure duale d'une variété

A n de mieux comprendre la structure géométrique du modéle statistique, nous avons besoin
de la notion de connexions duales . Soit (M, g) une variété riemannienne. Deux connexions r etr °
sont dites duales sipourtout X,Y,Z 2C (TM),

Z(g(X,Y) Ag(r zX,Y)Ag(X,r3Y). (1.2)

Remarquons la similitude entre la notion de connexion métrique et celle de connexions duales.
Ainsi une connexion est dite métrique si elle est auto-duale c'estadire r ® &r.On appelle (g,r ,r °)
une structure duale sur M. En se placant dans une carte (systéme de coordonnées et repére local)
etennotant jij i et i“j X les symboles pour les connexions r etr ” respectivement, on a

@aij A ki,inEj’i- (1.3)

Etant données une métrique g et une connexion r , il existe une unique connexionduale r °der .
De plus, on voit rapidement que ( r *)® & r. On peut aussi remarquer que ’ArT est une connexion
métrique. Réciproquement, si r %ala méme torsion que r ° etsi rA’T est métrique alors r O/ r®,
Pour revenir aux modéles statistiques, on a le résultat suivant :

Théoreme 1.2.3. Soit ® 2 R. Pour tout modéle statistique, la ®-connexion et la (j ®)-connexion sont
duales par rapport a la métrique de Fisher.

Démonstration.

Fixons ® 2 R et calculons
® (i ® g 1i ® !
i ki j WA Kj i (W) AEEy (@@lpAT@lp@lp)@lp A
H 1A® 1

= (@@luAT@|u@|u)@|u

AE(@1,@,@1)AE(@Q@)GIAE(@QG!)@ )
AQQij (W)-
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Remarque 1.2.4. En patrticulier, on a la dualité entre la e-connexion et la m-connexion.

De plus la structure duale peut s'étendre a une sous variété de la maniéere suivante. Supposons
dorénavant qu'on a une structure duale sur la variété riemannienne (M, g,r ,r *). Soit N une sous
variété de M. Onnote r \ etr Kn les projections orthogonales par rapporta g sur N der etr”
respectivement. Ainsi cela induit une structure duale sur la sous variété N qui est (N,gn,T n,r )

En n mentionnons un résultat important pour la courbure. Il est possible de relier la courbure
pour r etla courbure pour r © de la maniére suivante. Pourtout X,Y,Z,W 2C! (TM),ona

9(R(X,Y)Z,W) £ ig(R*(X,Y)W,Z) (1.4)
ou R (resp. R?) est la courbure pour la connexion r (resp.r “). D'ol
R0, R" /. (1.5)

On en déduit alors que la planéité de r est équivalente a celle de r °.

1.2.4 Construction d'une structure riemannienne duale a partir d'une divergence

Dans cette sous-section, nous montrons qu'il est possible de dé nir une structure riemannienne
duale a partir d'une divergence D. Soit P une variété différentielle. Soit D :P £P ! Rune fonction
lisse satisfaisant pour tout p,q2P,

D(pjija). O, et D(pjjq) A0, p Aq. (1.6)

Soit (p,q) 2 P 2. Notons [ »'] (resp [»?]) un systéme de coordonnées pour p (resp q). On dé nit pour
X1,...,Xr €tYq,...,Y); des champs de vecteurs

D[X1.. X [j¥1...Y1](p) A(X1)p-.(Xr)p (Y1)q---(Y1)g D (PJi A)jp . (1.7)
D [X1.. X jidl(p) A(X1)p--(Xr )p D (PJj A)jp - (1.8)

Notation 1.2.1. Pouri 2, 1,r f,on note ( Xj), I'élément X;(p)2T,P car X; :P ! TP .On pourra
consulter la dé nition de champ de vecteurs dans la section A.6.

Puisque q 7! D(pjjg) et p 7! D(pjjq) admettent un minimum globalen p Aq, en notant @/Eé‘%
(on peut aussi varier les systémes de coordonnées et on obtient le méme résultat) on a

D[@ji§] AD[¢jj@] AQ. (1.9)
De plus

D[@@iji AD[¢j@@] £ iD[@] Q). (1.10)
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On dé nit gi':j’ £ iD[@jj @]. On obtient une matrice  G(P) /E(gi? ) symétrique semi dé nie positive
car l'application ' :p 7! D(pjjq) admet un minimum globalen p Aq. Lorsque la matrice est dé nie
positive alors on dit que D est une divergence ou un contraste . On dé nit alors

g®(X,Y) £ iD[XjjY] (1.11)

ol X,Y sont des champs de vecteurs. De plus on a D(pjiq) £ (p) £ +» Y(»(p)) £ (»(p)) ou
T/ +» Let»estun systétme de coordonnées. Ainsi on peut faire un développement limité dans la
carte »

D(pija) & ((p))
AT AGP) i ()
1
AS((p) i ()T GPN(@)(>(p)i @) Ao(ku(p) i »(a)k’)
g (a)es! 61 Ao(ke k)

ol ¢» /A (p)j » (q). De laméme maniére, on peut dé nir la connexion  r (®) par les coef cients
i I(?L / iD[@@]j @] et plus généralement pour tout  X,Y,Z (des champs de vecteurs)
9@ ©v,z) £iD[XYjz]. (1.12)

On peut remarquer que la connexion r (P) est sans torsion puisque j ij k ZEi ji k- D€ nissons main-
tenant la divergence duale D® d'une divergence D par D”(pjjq) Z£D(qjjp). Puisque D[@jj@] A&

D[@jj@].ona
g®") g™, (1.13)
i ©) £iD°[@Qii@] £iDI@j@G). (1.14)

Par cela, on peut dé nir laconnexion r (°7) et on peut montrer que les connexions r ®) etr (°7) sont
duales:

Théoreme 1.2.5. r ® etr (°°) sont duales par rapporta g ©.

Ainsi une divergence engendre une structure riemannienne duale sans torsion (M ,g®),r ®) r (%)),
Et réciproquement & partir d'une structure duale sanstorsion (M, g,r ,r °) (sans torsion pour chaque
connexion) alors on peut dé nir globalement une divergence D (K.Matsumoto [28]).

1.2.5 Structure duale plate (DFS) et systeme dual de coordonnées

Dé nissons a présent la notion de  structure duale plate (Dually at spaces) qu'on notera sous
I'acronyme DFS. Soit (g,r ,r °) une structure duale sur une variété différentielle  S. Sir etr ° sont
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sans torsion, alors la planéité de r équivautacelle r ® (par larelation entre R et R”). Ainsi pour les
®-divergence avec ® 2 R, on a I'équivalence S est ®-plate si et seulementsi Sest (j ®)-plate [43].
Ainsi le modele exponentiel et la famille mélangée sont ( A1)-plats.

On dit que ( S,g,r ,r ) est une DFS si S est a la fois r -plate et r "-plate. La structure DFS se
transmet aux sous variétés autoparallélesa S

Théoréme 1.2.6. Soient(S,g,r ,r °) une DFS etM une sous variété autoparalléle par rapporta r ou
r . Alors(M,gm.r m.r ;) estune DFS.

Ainsi par exemple, les sous variétés m-autoparalléles (resp. e-autoparalléles) d'une famille
exponentielle (resp. d'une famille mélangée) sont Al-plates.

Nous souhaitons dé nir deux fonctions potentielles associées a une structure duale plate.
Considérons (S,g,r ,r °) une DFS et [p'] un systéme de coordonnées af nes par rapporta r . On
note @/E@%. On dé nit les champs de vecteurs @ par

9(@, @) At /L

pour tout i A1,..,m. Au passage remarquons que cela détermine bien les champs de vecteurs @
pour tout j 2,1,mf. Fixonsun j 2,1,mf. En écrivant @ & k®:(@ et en notant g A(9(@, Q)i k)
@) /E@®, ) , €j le j-iéme vecteur de la base canonique de R™, on obtient

g®") /Ee;.

Ainsi cela dé nit bien le champ de vecteur @. De plus pour tout champ de vecteurs X vu comme
une dérivation on a par la structure duale

0/AEXg(@ @) A9(r x@ @)Ag(@.r 5 @).

Puisque [J'] est un systéme de coordonnées af nes alors les champs de vecteurs @ sont paralléles.
Par conséquent, on a

9(@,r 5 @) AO.

Montrons que les @ sont paralléles par rapport & r ° i.e pour tout k,j,onar Ec;b@ /0. Ecrivons
r ‘é@ £ i E; @. En utilisant la métrique g, on a pour tout i,

o 4 X ol
0AEY(@r @) £ i},9(@@)
|
£ TI'(
AEO.
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Ainsi @ sont paralleles par rapporta r Fpn peut trouver un systéme depcoordonnees afnes[ "]
tel que g ﬁE@ En effet en écrivant @ £  ®& @, il suftde poser "1 /£ , ® p~. Onappelle [W'] et

["1]un systeme dual de coordonnées . Notons maintenant

gij A9(@, @),
'l Fg(@,@).
En utilisant les formules de changement de variables @ £A@u @et @ £@ '@, ona
gij A9(@. @)
A@ “9(d, @)
EQ
@1
@H

De méme g'l AE% De plus, on a gij g’ /E+;, en utilisant la convention d'Einstein. En effet
+j /9(@,@) A@ “)(@W)y(d, @
A@ *)@u)
AEgik g
Intéressons nous maintenant a cette équation pour tout i,
@A E .

Une solution & cette équation existe si et seulementsi @ ' £@ '. Dans notre cas, @ ' &£g;; £@"
donc une solution existe. On a alors

@@A /Egij .
Donc A est strictement convexe. De méme, on résout pour tout i,
@ Al

En utilisant une solution A de I'‘équation @A & ', onpose’' Ap " 'i Aol A :p7! A(u) (avec la
convention d'Enstein). On remarque que

@ mlAaw ' @ '@A &),
De plus, on a aussi
@@ Ag'.
D'ou ' estune fonction strictement convexe aussi. De plus, on a que :

VAR AR
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Remarquons qu'on écrira souvent A(p) ZA (u(p)). Ainsi ' (p) AA(p) &u' (p) ' (p). Elle véri e l'in-
€galité de Young, ainsi

(@) Amax{i' (p) (@) AP} (1.15)
A(p) Amax{i' (@) ()i " (@} (1.16)
Qu'on peut réécrire différemment
( )ﬁEmgx{ui" i A},
A Amax{u'""i " ()}

Ces deux fonctions ' et A sont appelés des potentiels et permettent de relier les deux systémes de
coordonnées. De plus puisque gjj /E@@A etr @@ A0 (donc j jj x A0), ona

i iuj K AEY(r u@@!@) /CE@@@A
De méme pour les mémes raisons ( @ paralléles par rapporta r °), onaque j “'1 K /0 et
i AEg(r 0@, @) £OG Q"

1.2.6 Divergence canonigque construite a partir d'une DFS et relation triangulaire

Soit (S,g,r ,r ®) une DFS de coordonnées {[u'],[ ']} et de fonctions potentielles {A,' }. Pour
p,q 2 S, ondé nit

D(piia) FA(P)A" (@)i K (p) ' (q).

En utilisant (1.15)et (1.16),ona D(pjjq), OetD(pjjq) A0, p Ag. Ainsi D est une divergence. De
plus,

D(@@)piia) AZ(@@)pD (pjia)
A(@Q@)pA(p)
Agij (p)-

De méme,
D (pii(@@)q) £g" (q).

Ainsi la métrique induite par D estg. Puisque j ij x /i ®1** £0,onar ®) £retr ®) &£r". On
appelle D la divergence canonique de(S,g,r ,r ®)oula(g,r )-divergence sur S. De méme en échan-
geantlerolede r etr °, on peut trouver une ( g,r °)- divergence D quivérie D"(pjiq) Z£D (qjip).
De plus, pour M une sous variété autoparalléle par rapporta r our ®, on peut considérer la DFS
(M,gm,r m.r ‘,:,I)etilest possible de montrerquela( gm,r m)-divergenceest Dy ZADjyvgm . Le méme
argument s'applique pour Dy, .
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Exemple 1.2.2. Soitr une connexion métrique (donc autoduale r/Zr 7). Puisque r est plate, alors
9(@, @) est constante pour un systeme de coordonnées af ne donné. De plus, I'ensemble des
systemes de coordonnées af nes sont reliés par une transformation af ne. Donc il existe un systéme

de coordonnées euclidien (noté [ p']) c'est a dire qui vérie que g(@, @) Aij (ou @ estun autre
systéme de coordonnées que le précédent). Puisque la connexiogest métrique, alors A . Etant
donné que gij £9(@, @) £@Q@A et @A Ay’ onaque A £ AL (1')% Ainsipour p,q2U ((U,p)
étant la carte),

D(piia) AA(p)A" (@)i 1 (p)M'(q)
1X° W2 R g g2 i i
s WEDTAW @) 20 (P)K (a)

/El d &
5d(p.a))

q
oud(p,q) &£ " (W (p)i H(q))2. Ainsi dans le cas métrique (de la connexion), la divergence cano-

nique est égale a facteur 1/2 de la distance euclidienne au carré.

Donnons maintenant une condition nécessaire et suf sante pour gu'une divergence D surune
DFS soit une divergence canonique.

Théoréeme 1.2.7. Soit{[p',” '} un systéme dual de coordonnées af nes d'une DFS(S,g,r ,r %). Soit D
une divergence surS. Alors une condition nécessaire et suf sante pour que D soitune (g,r )-divergence
est que pour tout p,q,r 2 S, la relation triangulaire soit véri ée

D(piia)AD(ajir)i D(pjir) AWM (p)i K (@) '(r)i “'(a)). (1.17)

De méme pour que D soit une (g,r *)-divergence est que pour tout p,q,r 2 S, la relation triangulaire
soit véri ée

D (pjia)AD(ajir)i D°(piir) AW ()i 1 @) '(P)i (@) (1.18)

1.2.7 Théoreme de Pythagore généralisé et théoréme de projection

Nous pouvons dorénavant énoncer le théoréme de Pythagore pour une DFS (S,g,r ,r °).

Théoreme 1.2.8. Soientp,q,r 2 S, ° 1 uner -géodésique reliant p et et° , une r ®-géodésique reliant
g etr. Si al'intersection q, les courbes® 1 et ° , sont orthogonales (pour la métrique g), alors nous
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obtenons la relation de Pythagore

D (pjir) Z£D (pjia) AD(qjjr) (1.19)

On a aussi la relation de Pythagore pour la divergence duale D si°; une r °-géodésique reliant p
etq et®, uner -géodésique reliant g etr et a l'intersection q, les courbes® ; et °» sont orthogonales
(pour la métrique g) alors on a

D (pjir) £D" (pjja) A D" (ajir).
Un théoréme de projection découle directement comme corollaire du théoréme précédent.

Théoréme 1.2.9. Soientp 2 SetM une sous variété deS qui est r “-autoparalléle. Alors une condition
nécessaire et suf sante pour qu'un pointq 2 M vérie:

D(pjjq)ﬁEgnzig D(pjir). (1.20)

est que lar -géodésique reliant p et q soit orthogonale a M en q. Le point g est appelé lar -projection
de psur M.

De méme siM estr -autoparalléle. Alors une condition nécessaire et suf sante pour qu'un point
g2M vérie

D"(pjiq)ﬁEggi{/} D*(pijir) (1.21)

est que lar °-géodésique reliant p et q soit orthogonale a M en g. Le point g est appelé lar °-
projectionde psur M.

Il est possible de relacher I'hypothése de sous variété autoparalléle

Théoreme 1.2.10. Soientp 2 S et M une sous variété deS. Une condition nécessaire et suf sante

pour qu'un point g soit un point stationnaire de la fonction D(pjj¢):r 7! D(pjjr) restreinte a M (i.e
les dérivées partielles par rapport a un systéme de coordonnées de la fonction sont toutes nulles) est
que la r -géodésique reliant p et q soit orthogonale a M en q.

De méme une condition nécessaire et suf sante pour qu'un point g soit un point stationnaire de la
fonction D" (pjj®):r 7! D" (pjjr) restreinte a M (i.e les dérivées partielles par rapport a un systéme de
coordonnées de la fonction sont toutes nulles) est que lar “-géodésique reliant p et g soit orthogonale
aMenq.
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Enoncgons maintenant un corollaire intéressant a ce théoréme :

Corollaire 1.2.11. Soientp 2 Setc 2 Rz. On suppose que laD-sphereM A{q 2 S,D(pjjq) Zc} soit
une hypersurface deS. Alors toute r -géodésique passant par le centrep intersecte orthogonalement la
D-sphére M.

Démonstration.

On remarque que la fonction q 7! D(pjjq) est constante sur laD-sphere M. Ainsi tout point q2 M
est un point stationnaire de la fonction q 7! D(pjjq) restreinte & M. Par le théoréme 1.2.10, lar -
géodésique reliant p et q est orthogonale a la D-sphére M . Puisque g est quelconque, on en déduit
gue toute géodésique passant par le centre p intersecte orthogonalement la D-sphére M. &

1.2.8 ®-variété et ®-famille

Dans cette sous-section, nous souhaitons dé nir la notion de  ®-variété et de ®-famille . On
considére S un modéle statistique régulier dominé par une mesure 1 (sur X ). On note P (X )
I'ensemble des mesures de probabilité sur X dominées par 1. On note aussi

e Z Ya
PX)E p:X! RpEOCE | pp), . pd: C1

C'est une extension de P (X ) ou on relache I'hypothése de normalisation. De par la régularité du
modele, S A{P,}, (dans une carte) est une variété rlemannle_nne de métrique de sher g etonnote
r ® Ja ®-connexion. Posons pour ®2 R L®)(u) /E—u "2 et LM(u) Alogu pourtout u2RE.On
dé nit

|20 2L (py(x)).

On notera ISD -/l l(1®) etl :/A W Ondénitla ®représentationde X 2 T,Spar
x®(x)/EX|f?(x).
En calculant, on a
® 1i®
@~ Ap 2@,
Le H 1
@Q@!I°&Ap: @G| A—@| Q!

En utilisant ces égalités, on obtient
Z

gij (WA @ @l %d",
4

i WA @QITQl)| "d.
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Onditque Sestune ®-variété s'il existe un systéme de coordonnées [ '] tel que
®
@@Iu /0.

Dans ce cas [u'] est un ®-systéme de coordonnées af nes et donc S est ®-plat. Une condition
équivalente a la condition précédente est qu'il existe n A 1 fonctions {C,F4,...,Fn} ol n Z£dim (S)
telles que

|f?(x)A;C(x)/3\>o W' Fi (%) (1.22)
=

Ainsi il est clair qu'une famille de mélange estune ( j 1)-variété. Cependant, une famille exponentielle
n'est pas une 1-variété. En effet |1 /&l et par 1.2 @O, A @@A(u). Donc une famille exponentielle
n'est pas en général une 1-variété.

Pour X A{x1,¢ ¢} ni, on peut montrer que P (X ) est une ®-variété pour tout ®2 R. En
effet, en posant ui AL®(p(x;)) etendé nissant F; :X ! Rpar F; (xj) A pourtout i,j2,1,rf, on
obtient le résultat voulu.

Maintenant, nous allons dénormaliser lavariété Sde telle maniére ala voir comme une sous
variété et la version dénormalisée sera une ®-variété. Dé nissons la version dénormalisée
SA{puH2E,E O}

Dans ce cas, on voit S comme une sous variété de S avecdim (S) Z&dim SA 1. Ainsi, on a un nouveau
systéme de coordonnées [, ¢] &L, ....u", ¢] et la base naturelle devient @ £@ et @) /Egc, Par la
dénormalisation de la variété différentielle S, il est possible de montrer que :

Théoréme 1.2.12. Sest(j 1)-autoparalléle dans S.
De méme, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.13. Soit M une sous variété deS et notons M sa dénormalisation. Alors pour tout
®2 R, on a équivalence entre :

1. M est®-autoparallele dans S.

2. M est®-autoparalléle dans S.

On dit qu'un modéle statistique régulier S est une ®-famille si S est une ®-variété.

Ainsipour X ni, P (X ) estune ®-famille pourtout ®2 Rcar P (X ) est une ®-variété. On a
vu que la famille exponentielle n'est pas forcément une 1-variété. Intéressons nous a sa version
dénormalisée. Pour ® /1, ona L' Alog etgotons pour tout x 2 RP E)our un certain p 2 N”®

X _
pu(x) Eexp C(x)A PR (x)i Aw) .
i AL
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Ainsi
d S B
log(¢py) Alog cAlogp, AC(x)Alog A WFi(x)i A(w).
im
En posant Fo /1 et p° Alog¢i A(u), ona
e s
log(¢py) AC(X)A  WFi.
i AD

En conclusion, le modeéle exponentiel est une 1-famille car S est une 1-variété et une famille de
mélange est une (j 1)-variété.

1.2.9 Structure duale du modéle exponentiel et de mélange et divergence canonique
associée a chaque modele

Etudions maintenant la structure duale du modéle exponentiel. Tout d'abord par ce qui précéde,
cette structure est une DFS. Trouvons le systeme dual de coordonnées. On note les densités de ce
modéle exponentiel S, 3

pu(x) Aexp CO)ANFi(x)i A(y) .

On note [ i'] les paramétres naturels du modéle. Nous avons vu que ce systéme de coordonnées
forme un 1-systéeme de coordonnées af nes. Dé nissons
z

(W) EEL(F) £ Fipydt. (1.23)

Un simple calcul nous montre que “' A£@A. De plus, on remarque aussi que @@A Agjj . Ces
équations caractérisent le systéme de coordonnées dual & [ p']. Puisque [p'] est un 1-systéme de
coordonnées af nes alors [ “ '] est (j 1)-systéme de coordonnées af nes. Au passage précisons que A
est la fonction potentielle pour le systéme de coordonnnées[ u']. Cherchons la fonction potentielle
du systéme de coordonnées [ ']. Onavaitdé ni ' de la maniére suivante

C)E ) AW A
AEE(logpyi C)
AiH(pwi ELC.

ou H estl'entropie dé nie par 7
H(p)A£i plogpd*.
Calculons la divergence canonique associée a cette paire de fonctions potentielles. Ennotant  p Ap,
etq Apyo,ona
D (PyiiPu) FA(P)A" (@)i ' (p) ' (a)

£ @i W) @i Ap)

AEE,o(log poi C)i 'Eyslogpyi C)

AEEo(log pyoi logpy)

AKL(PuijPy)

AK L“(Pujj Ppo).
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Ainsi la divergence canonique (la ( g,r ())-divergence) est la divergence duale de Kullback-Leibler.
Par conséquent, la (g,r (i V)-divergence est la divergence duale de la divergence canonique, autre-
ment dit c'est la divergence de Kullback-Leibler.

Intéressons nous maintenant a la structure duale du modéle de mélange dont les densités sont
données par

|
X o "
p-(x) & ai () A 1 do(x)
i A i A
x i
A 7N (x)i gox)Ado(x)

i AL
A (i (¥)i 90(x)) Ago(x)
en utilisant la convention d'Einstein. On rappelle que les  g; pour i 2,1,m f sont des densités de
probabilité dé nies sur X parrapporta ! .On rappelle aussi que le systeme de coordonnées|[ " '] est

un (j 1)-systéme de coordonnées af nes. On pose @ﬁEé@T et
Z

()& p-logp-d:
X
ou p- estune densité de probabilité. Puisque le modéle est régulier, on peut montrer que
@@ Ay Ag(@,@)

ou g est la métrique de Fisher. En effet
3

gl ()AE @logp- @logp-
Z (a1 90)(@ii 9o)
E dji o CI||CI0d1.
X P

et

z Z  @p

@ ()& (gji qo)logp-dt A p- d?
Z

A y (9j i do)logp-dt A X(jS go)d? .

Puisque q; et go sont des densités de probabilité, on a
z

@ ()& (@i do)logp-d*.

Ainsi
Z .
o @p-
@@ ()& (aji do)——d:
X p
(@i 90,

A (gji 90)
X3

/EE  @logp- @log p-
Ay ().
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Ondé nitle[ p']systéme de coordonnées de la maniére suivante

|Ji [E%”

. (g i do)logp-d*.

Ces équations caractérisent la structure duale, ainsi[ p'] est donc un 1-systéme de coordonnées
af nes. Déterminons la fonction potentielle  A. Puisque A(")A' () &EW' (') ' ,ona

A Y [E (I
) %( ) i) ~
A “'(dii go)logp-dtj  p-logp-dt.
X X
Orp- &£ '(gi i 90)Aqo, on en déduit

z
AC)E|  dologp-d*.

Nous pouvons maintenant déterminer la divergence canonique associée au modele de mélange.
Rappelons que "' (7):&£ '(p~) £ et ' (") :&£U' (p- ). La divergence canonique est alors

D(p-iipo) AB()A (9i ('%g(’) z
/E p-ologp-edl i qgologpd? j X('%'(qii qo)log p- d?

7X ZX 3

/E  pologpodt i ((Y(aii go)Ago logp-dt
Zx Vi

A p-ologp-ed | p-ologp-d*
yia pog X

0

/£ p-olog P d:
X p-
AKL(p-djp-).

Ainsi on retrouve la méme divergence canonique que pour le modéle exponentiel.

1.3 Injection optimale d'une information auxiliaire

1.3.1 Projection de la mesure empiriquesur P!

On rappelle les notations énoncées dans la section 1.1. Fixons n 2 N®. Soit X A{X1,¢¢8X,}
I'ensemble des observations et notons P (X ) I'ensemble des mesures de probabilités a poids
strictement positifs sur X c'estadire

(s | s )
P(X)A gixx,, 8i2,1,nfgi EO, q; A1
i A i AL
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Notons | l'information auxiliaire qu'on dispose etonnote  Q » | si Q véri e l'information auxiliaire.
Par exemple, sil'information auxiliaire | estdonnée par Pg alors

Q»1() QgAPg.

On note
© a
P'EQ2P(X), Q»I
I'ensemble des mesures de probabilité sur X véri ant l'information auxiliaire  |. En n notons
1 X
Pn ILE_ ixl
Nim

la mesure empirique des observations.

Par ce qui précéde dans la section 1.2, P (X ) est un modele de mélange et admet une structure
duale plate (P (X ),g,r O, r (i D). La divergence canonique associée & P (X ) estla divergence duale
de Kullback-Leibler .

Par application du théoreme de projection 1.2.9, il est possible d'injecter de l'information
auxiliaire en prenant le projeté QL de la mesure empirique :

Théoréme 1.3.1. On suppose queP ' est unesous variété deP (X ). Alors
2 SiP ! estune sous variétér (i V-autoparalléle alors Q, estlar (Y-projection de Py, sur P ' c'est
adire

Q! 2arg min KL®(P,jjQ) Zarg min KL (QjjPn).
Q2P ! Q2P !
2 SiP ! est une sous variétér D-autoparalléle alors Q) estlar (i Y-projection de Py, surP '
Q) 2arg min KL(PhjiQ).
Q2P !

2 Dans le cas ouP ' n'est autoparalléle & aucune des ces deux connexions alors QL est un point
stationnaire d'une de ces deux applications ci-dessous

Q7i KL(PnjiQ),
Q7# KL*(PnjiQ)-

Remarque 1.3.2. Notons que ce théoréme ne permet pas de dé nir la mesure empirique informée
puisque nous ne savons pas si la sous variétéP ! est autoparalléle.
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1.3.2 Structure géométrique de P ' dans le cas d'une information auxiliaire forte ap-
portée par des espérances

A n de pouvoir appliquer le théoréme précédent, on souhaite dorénavant montrer que P! est
une sous variété dans le cas ou l'information auxiliaire forte estdonnée par P g ou g est une fonction
intégrable par rapporta P.

Proposition 1.3.3. Soit X A{X4,¢ ¢;$>i(n} Eensemble des observations. On suppose que :
2 llexistei 64telque g (Xi) 64 X; . © a
2 Pg appartient a I'enveloppe convexe de g(Xi),¢¢®(X,) .

Alors P ! estunesous variété deP (X ) de dimensionn j 2.

Démonstration.
Tout d'abord rappelons que 10, 1[" est une sous variété deR" puisque c'est un ouvert de R". Posons
( v )
S £ q2]0,1[", q &1
!

le simplexe. Montrons dans un premier temps que S est une sous variété de dimensionnj 1de]0,1[".
Dé nissons la fonction u:0,1["! R

X
Ha) &£ g
i /Bl

Remarquons que S Zpi 1({1}). Il nous suf t donc de montrer que p est une submersion. En effet,u est
différentiable et pour tout q 2]0, 1["

8h 2R", Du(q)(h) Au(h).

Ainsi Dp(q) est surjective. D'ou p est une submersion et on en déduit que S est une sous variété de
dimensionn j 1dans]0,1[". Onmunit S de la carte globale (S ,%) avec

YpS 1 UwR?t
q7'(q1,¢¢M,n; 1)
a

© _ . P
etU & (q1, ¢ Mn; 1) 2R ', giE08i2,1,nj 1f, "i'q GC1.De méme on munit P (X ) dela
carte globale P (X ), avec

P (X)! UnRM?
Q 7! (Q1:¢¢-qqni 1)-
On s'intéresse dorénavant a la fonction bijective
A:P(X)I S
Q7'q.
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Remarquons que A /Y 1+ . Puisque %et' sont des difféomorphismes etdim P (X ) EdimS /nj 1,
on en déduit que A est un difféomorphisme. Ainsi Ai ! est aussi un difféomorphisme et donc un
plongement. Notons que
P! EATL(E)
© P a ) )
OQUEA q2S, i"ﬂqi a(X) ﬁ@Dg . Remarquopgs que cet ensemble est non vide puisqueP g appar-
tient a I'ensemble convexe de g(X1),¢¢dy(Xn) . Ainsiil nous suf t de montrer que E est une sous
variété de S de dimensionn j 2.
Dé nissons la fonction

f:S1 R
X

a7t gig(X).
i /2L

Montrons que f est une submersion. Posons® :/Ef x¥7 1:U | R. Ainsi
A I
X1

X1
() A qig(X)A 1 di 9(Xn).
i/ i/

Ainsi ° est différentiable et pour toutq 2U
i ¢
|
D°(q) £ g(X1)i 9(Xn), ¢ (Xn;1)i 9(Xn) -

Puisqu'il existe i 64 tel que Xj 64X, on en déduit que D° (q) est surjective. Ainsi f est une submersion
et E est une sous variété de dimensionn j 2 par le lemme A.2.3. On en déduitque P ' £Ai 1(E) est
une sous variété de dimension n j 2 car Ai ! estun plongement en utilisant le lemme A.2.2. &

Ce résultat peut se généraliser pour g £(g1,¢¢dm)" avecm 2,1,ni 1f. Par simplicité d'écriture,
on supposera que Pg A0 quitte aposer h A£gi Pg.
Posons
8j2,1,mf, Nj(X) A(Qj(X1)i 9j(Xn),¢¢a;(Xn; 1)i 9j(Xn)T,
8j2,1,mf, gj(X) A(g) (X1), ¢ ¢agj (Xn))".
Remarquons que
o ¢ ¢
dim Vect(g(X1)i 9(Xn),¢¢m(Xn;1)i 9(Xn)) Adim Vect((Nj(X))1. j. m) . (1.24)
En effet dé nissons la matrice A et donnons sa transposée
0 1
91(X1)i 91(Xn) €¢¢ g1(Xn; 1)i 91(Xn)
AR : ¢cee : X,
Ogm(xl)i Im(Xn) €C¢Cgm(Xn; 1)i 9k(Xn) 1
01(X1)i 91(Xn) €¢C¢ gm(X1)i Im(Xn)
AT E® : ¢ee :
91(Xnj1)i 91(Xn) ¢¢Cgm(Xn;1)i Im(Xn)
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Puisque rg(A) £rg(AT), on obtient le résultat voulu. Nous pouvons & présent énoncer le théoréme
suivant.

Proposition 1.3.4. Soient X A{X1,...,Xn} I'ensemble des observations ety /EI 01,¢¢om ¢avecm 2
,1,nj 1f. On suppose que © a

2 (0 appartient a I'enveloppe convexe de g(X1),...,g(Xn) .

2 |'égalité des dimensions est véri ée,

| /dim 'V ect(gy(X), € ¢ fm (X)) AEdim 'Vect(@(X)i 9(Xn). ¢ ¢8I (Xny 1)1 9(Xn)) - m

Alors P ! est unesous variété de P (X )dedimensionn j 1j I.

Démonstration (de la proposition ).

On repre@d la derBonstranon du thgoreme précédent avec les mémes notations. Il nous reste a montrer
queE/A£ q2S, |/EL g; g(Xj) A0 estune sous variété de dimensionn j 1j |.Pour cela, nous avons
besoin d'un lemme technique d'algébre linéaire.

Lemme 1.3.5. Soientx?,...,.xK2R" avecn2N® etk 2,1,nj 1f. Dé nissons
s ,

8j2,1kf, & Exli x),cend pioxg o 2RME

Alors
3 e 3

dim Vect(®%,¢¢&") - dim Vect(x! ¢ex") .

De plus si
3 . 3

| /Edim Vect(X*, ¢¢&s) Adim Vect(xt, ¢exk)

alors il existe une partie J ¥2,1,k f de cardinal | telle que
3 3 7 3 3 7

dim Vect (%))j25 Adim Vect (x))2;

Demonstratlon (du lemme
Sik Adim Vect(x L ¢ e axk) alors il n'y a rien & démontrer. On suppose que dim Vect(x ¢ ¢ K ) C
k. Ainsiil existe j 2,1,k ftel que
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ou, 1,¢¢¢ ¢ 2R. Ainsipourtoutr 2,1,nf

[ [
X; /E i Xp .

i 6/}E>
D'ou

J J X i X i X i i
Xpi Xp&E L iXpi ,an'CE_ Li(Xp i Xp)-

i 64E i 64E i 64E
Autrement dit
X
NE X
i 64E
On peut donc conclure que
3 4 3

dim Vect(x% ¢¢&") - dim Vect(x!, ¢exX) .

On suppose maintenant que
3 4 3

| /Edim Vect(X*,¢¢&X) Adim Vect(x!, ¢exk)

Ainsi il existe une partie J 2,1,k f de taille | telle que
3 3

| Edim Vect (%))j23

- . . ¢¢
Supposons par I'absurde que dim IVectl(xJ )i2a Cl. Ainsiilexister 2 J tel que
X :
x" E ix'

5

123,164
ou, 1,¢¢¢ ¢ 2 R. Par ce qui précéde, on en déduit

X" i X'

B

12,164

Cela contredit le fait que
3 3

| /Edim Vect ()2

On peut donc appliquer le lemme technique a g 1(X), ¢ ¢ %gm (X). Rappelons que (voir (1.24))
o ¢ i ¢
dim Vect(g(X1)i 9(Xn),¢¢8(Xn; 1)i 9(Xn)) Adim Vect((Nj(X))1. j. m)
ou

8j2,1,mf, Nj(X)/‘Eigj(Xl)i gj (Xn),¢Cayj (Xn; 1) i gj(Xn)¢r-
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Puisque I'égalité des dimensions est véri ée (hypothése de la proposition), on a
i ¢ ¢
| :/Adim Vect(gi(X),¢¢®m (X)) Adim Vect(g(X1)i g(Xn),¢¢M(Xn; 1)i 9(Xn)) .

Ainsi par le lemme technique, il existe une partie J %,1,m f de taille | telle que

o L RN ¢e
| AAdim Vect gi(X),¢¢Mgm(X) Adim Vect (gj(X))j23
AEdim 'Vect' (N; (X))j23 ¢
AEdim 'Vect(g(Xa) i g(Xn), EEMY(Xn; 1)i 9(Xn)) -

Notons @ /(g;); 21 et remarquons que

a a

©Q2P(X ), Qg A0 ﬁE©Q2P(X ), Qe AO0 .

Ainsi on peut retenir seulement les contraintes g. Par simplicité d'écriture, on notera toujours g A&
(9j)j23- De nissons la fonction

f:s1 R
X

a7l qig(Xp).
i /Bl

Montrons que f est une submersion. Posons® :Af ::1/4' L:u1 R.Ainsi

A !
Y 1

1
(@&  agigX)A 1 di 9(Xn).
i AL i A
Ainsi ° est différentiable et pourtoutq 2U
D°(q) A(9(X1)i 9(Xn),¢C®(Xn;1)i 9(Xn)).
Puisque
i ¢ i ¢
rg D°(q) Adim Vect(g(X1)i 9(Xn),¢¢®m(Xn; 1)i 9(Xn)) A

on en déduit que D° (q) estsurjective. Ainsi f est une submersion etE est une sous variété de dimension
ni 1i | parlelemme A.2.3. On peut donc conclure que P ' /EAi 1 (E) est une sous variété de dimension
ni 1i | dufaitque Ailestun plongementen utilisantle lemme A.2.2. &

En n énoncgons une proposition donnant une condition suf sante pour véri er I'égalité des
dimensions de la proposition 1.3.4.

Proposition 1.3.6. Notons pour tout k 2,1,m f, M (X) ZAgk (X) /Elgk(Xl), ¢¢ngk(Xn)¢r. Supposons
que

_ i . ¢
dim Vect (1,¢6¢6)",M1(X),6¢ M (X) AmAL

Alors on véri e I'égalité des dimensions de la proposition 1.3.4.
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Démonstration.
Puisque
dim Vecti(1,¢¢,d:L)T,Ml(X),¢¢,GMm(X)¢/Em A1
on en déduit que
dim Vect(M1(X),¢¢ M, (X)) £m.
Ainsi il suf t de montrer que
dim 'Vect(@(Xa) i gXn),6ER(Xn; 1)1 9(Xn) M.
Par la remarque B.1, cela est équivalent a montrer que
dim (Vect(N1(X), ¢ ¢ INm (X)) £m
oupourtoutj 2,1,mf:
N (X) A9} (X1) i 9j (Xn), ¢ €95 (Xn; 1)1 9j (Xn))"
Remarquons que pourtoutj 2,1,mf
M (X)i gj(Xn)(L,6€01)" A(gj(X1)i gj(Xn),E€0; (Xn; )i Gj(Xn),0)".

Ainsi

dim (Vect(N1(X), ¢ ¢ MNm (X)) £dim iVecti(Mj(X)i 9i (Xn)(L,¢¢01) 7)1, . m¢¢

i ¢
Puisque dim Vect'(1,¢¢,t11)T,Ml(X),¢¢,<Il\/Im(X) /m A1, on en déduit que

. . ¢¢
dim 'Vect' (M (X)i gj (X)L ¢¢@) )y |. m Am.

34



Mesure empirique informée par une information auxiliaire forte

Ce chapitre a pour objectif de dé nir la mesure empirique informée en exploitant le théoreme
1.3.1. Ce dernier nous conduit a nous intéresser a deux problémes d'optimisation distincts. La mesure
empirique informée s'obtient comme une approximation commune de la solution de chacun de ces
deux probléemes de minimisation donnés. Par la suite, nous nous sommes intéressés a la répartition
des poids de la mesure empirique informée. En n nous proposons une généralisation de la mesure
empirique informée pour le cas d'une information auxiliaire forte donnée par une fonctionnelle de la
mesure P.

2.1 Motivations du chapitre 2

Au chapitre 1, nous avons injecté de l'information auxiliaire en projetant la mesure empirique sur
la sous variété informée. Cela nous a conduit a nous intéresser a la minimisation de la divergence
de Kullback-Leibler et de sa version duale. Puisque la divergence de Kullback-Leibler n'est pas
symétrique, nous avons affaire a deux problémes d'optimisation distincts. Le ~ premier probleme
d'optimisation est le suivant

arg min KL(PnjjQ)
Q2P

ou P ! est'ensemble des mesures de probabilités & coef cients strictement positifs véri ant l'infor-
mation auxiliaire 1. Calculons
" x 1 Ml
KL(PhjiQ) &£ —log —
i/ ngi

1 X
Ajlog(n)i — logdq;.
Nim

35
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Ainsi le probléme de minimisation se transforme en un probléme de maximisation,

X
arg min KL(P,jjQ) £arg max  logq;
Q2P Q2P 'im

Y
Aarg max ;.
Q2P 'im
Dans le cas ou l'information auxiliaire | est donnée par la connaissance d'une espérance d'un
vecteur de fonctions P g, on retrouve la notion de vraisemblance empirique développée par Owen

[31]1[32].

Le second probleme d'optimisation  est le suivant

arg min KL(QjjPp).
Q2P

Calculons
e m
KL(QjjiPn) £ qilog(ng;)
i /L
X
AognA  q;logq;.

=

D'ou

X
arg min KL(QjjPn) Aarg min gi logq;.
Q2P! Q2P 'im
Dans ce chapitre, on s'intéressera a I'étude de ces deux problémes d'optimisation dans le cas ou
l'information auxiliaire forte est donnée par un vecteur d'espérance. Une généralisation sera donnée
en nde chapitre.

Notation 2.1.1. Soient (Xp)n2ne 1 RK aveck . let(Yn)none 2R deux suites de variables aléatoires.
On note : 3 o

2 Xn A0p(Yn) si Ig suite % e tend en probabilité vers 0 lorsque n tend vers Al .
2 Xn AOp(Yn) si ‘;)égjk o est une suite tendue.

2.2 Etude des deux problémes d'optimisation

2.2.1 Premier probléme d'optimisation

Soit X1, ¢ ¢ X, un échantillon de taille n 2 N”i.i.d. de variables aléatoires a valeurs dans X etde
loi inconnue P. On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire forte | donnée par Pgou
g /A(g1,¢¢om)T : X | RM estune fonction intégrable et m 2 N°. Ainsi

a

P'ﬁE©Q2P (X ), Qg APg .
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Le premier probléeme d'optimisation peut s'écrire de la maniére suivante

|/E_q|

8i2,1,nf,q EO,

P
n 5ai(g(Xi)i Pg)AQ.

8
% maxq |/E|09(Qi)
.

Remarque 2.2.1. La condition n i”/EL g; (g(Xi)i Pg) A0 est donnée sous cette forme a n de faciliter

I'expression de la solution donnée dans le théoreme 2.2.2.

Ce probléme d'optimisation est connu sous le nom de  vraisemblance empirique étudiée par
Owen [31] [32]. On notera C,, I'ensemble des contraintes

( “ N )
Cn /& q2[0,1]", ai &L n q(g(Xi)i Pg)A0
i AL i AL
Notons
8k 2,1,mf, My (X) A(gk (X1), ¢ ¢ @ (Xn)) ",

x
8q2]0,1[", f(q) £ logaq;.
i A

Enoncons le théoréme suivant :

© a
Théoréme 2.2.2. Supposons que P g appartienne a I'enveloppe convexe de g(Xi),¢ ¢y (X,) et

i ¢
dim Vect' (1,6 ¢4)T,M1(X), ¢ ¢ My (X) Em AL, 2.1)

Alors le premier probléme d'optimisation admet une unigue solution g° ﬁE(qi’ ,¢¢dy)2Ch. De plus
pourtouti 2,1,nf

q; EO,

o el 1

4 n1Ah 2, g(Xi)i Pgi
a

2R™, 1Ah ,g(Xi)i Pgi, .

n

T
. s U
pourununique , "2 o |
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Remarque 2.2.3. L'hypothése (2.1) n'est pas restrictive puisque si elle n'est pas véri ée cela signi e
que certaines contraintes sont inutiles. De plus, ces deux hypothéses sont des conditions suf santes
pour s'assurer que P ' est une sous-variété (proposition 1.3.4).

Démonstration.

© a
Existence : Puisque P g appartient a I'enveloppe convexe de g(Xi1),¢¢%(Xn) , I'ensemble des

contraintes C, est non vide. Remarquons que C,, est fermé et borné. AinsiC, est compact. On en
déduit par continuité de f quiil existeq " 2 C,, tel que

X
logq” Amax  logg;.
im 9 9im
N P
Notons qu%pourtout i2,1,nf, qi" E O (dans le cas contraire, ,0n aurait que i”Aﬂ log qi" A il ). Ainsi
9°2C, £9q2]0,1", gai £Ln mai(g(Xi)i Pg)AO .

Unicité : Par I'hypothése (2.1) et que g” est un maximum global de f sur &,, on peut donc
appliquer le théoréme des extrema liés. Ainsiil existe (, ,1) 2 R™ £ Rtel que

o] T X ni ¢T
Df(q”) A& (1,¢¢01) An . 9i(X1)i Pgj,¢em;(Xn)i Pg;
jA

On en déduit que pour touti 2,1,nf,

qiu/El Anh ®,g(Xi)i Pgi.

. Pn &
Puisque ;5 0q; A1, onaque

1 /En,
o el 1
G TAR 9% Pai

Remarquons que
H n
8i2,1,nf, q72]0,110 1Ah ",g(Xi)i Pgi, =
o X i . ¢
f(@*)£i log 1Ah ",g(Xi)i Pgi i nlogn.
=
Posons
w % ] L
CAE ,2R", 1An °,g(X)i Pgi, = ,
i A n
x i ¢
8, 2C, L(,):&i log 1Ah ,g(Xi)i Pgi .
=3
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Notons que C est un ensemble convexe, fermé et non vide. Par dualité convexe, cela revient a minimiser
L sur C. Il nous suft de démontrer que |, ° est l'uniqgue minimum global de L. Puisque L est une
fonction différentiable et convexe, on a

B

rL(,)A0() , 2arg m(i:n L.

En remarquant que

g(Xj)i Pg

L(, )40
"HL) A0 im 1Ah g(X)i Pgi

H o] P o . . o] ..
onendéduitque r L(, ©) AO car [‘Eqi (9(Xi)i Pg) AO0. Ainsi , © estun minimum globalde L surC.
Pour montrer l'unicité, il nous suf t de prouver que L est une fonction strictement convexe. La matrice

hessienne de L est

) Y T
HesﬂEN (g(IX.)I P)(g(Xi)i P¢3) _
i/ 1Ah ,g(X)i Pgi

Par I'nypothése 2.1, on a
dim Vect M1(X)i Pgi(1,¢¢@)",¢¢Mm(X)i Pgm (1,¢¢ﬂ:1)T¢ﬁEm.
En posant la matrice A 2M  m (R)
Ogl(xl) i Pop ¢¢egm(X1)i POm !
AED cee
91(Xn)i Pg1 ¢¢egm(Xn)i Pom
et puisque m Zrg(A) Arg(AT), on en déduit que
dim Vectig(Xl)i Pg,¢Cay(Xn)i |:>g¢/Em.
Ainsila matrice Hess| est dé nie positive. On peut donc conclure que L est strictement convexe et

® Fargmin L(,).
. g,zc )

A n de déterminer | ® numériguement, introduisons la fonction suivante dé nie pour tout

B

z2R, 8
<log(z) sizE
log,(2) £, "
“log(1/n)i 3/2A2nzi (nz)%/2 si z-

S

Remarquons que le polyndme atteint son maximumen z ﬁE% E nl On pose alors pour tout
,2RT

X
La(,)A&i logs(LAh ,(g(Xi)i P)i). (2.2)
i /L

Enongons maintenant la proposition suivante montrant qu'il suf t de minimiser Lo surR™ :
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a

©
Proposition 2.2.4. Supposons que P g appartienne a I'enveloppe convexe de g(X1),¢¢dg(X,) et
i ¢
dim Vect'(l,¢¢,t11)T,Ml(X),¢¢m\/|m(X) AEmAL (2.3)
Alors
° fEa in Lo
. rg min ()

avec Ly donnée par (2.2).

Démonstration.
Par ce qui précéde, il existe une unique solution q ° telle que

1 1
8i2,1,nf, q° £= .
! nfa n1Ah ®,g9(X)i Pgi

. T . a . : -
pour un unique , %2 . | 2R™, 1Ah ,g(X;)i Pgi, % . Puisque L, est une fonction différen-
tiable et convexe, il suft de montrer que L, est strictement convexe etr Lq(, ) Z£0. Tout d'abord

calculons le gradient de L , pour tout , 2 R™
X
rla()A& ()
i A
ou pourtouti 2,1,nf

. (XD)i P . _ .
i T Pgn S LAN9(X)i POIE &
- 2nAn?(1Ah ,g(X))i Pgi)(g(Xi)i Pg) silAh ,g(Xi)i Pgi- %

n

li(,) A&

. oI, © .40 .
Puisque, ®2 . , 2R™, 1Ah, ,g(X;)i Pgi, 3 ,onendéduitque
r Lo, ®) ZO.

Montrons que la fonction L  est strictement convexe surR™. La matrice hessienne de L, est
X
8, 2R™, Hess, ()& hi(,)
i A

ou pourtouti 2,1,nf

8
< (@X)i PO@EX)i POT . Y = 1
h( )& G e Panr - SILAR (EX)T POES

" n2(g(Xi)i Pa)a(X)i Po)T silAh (g(X)i Pg)- &

Par I'hypothése 2.3, on en déduit que la matrice hessienne de L, est dé nie positive. Ainsi L est
strictement convexe. &
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Dorénavant on supposera que P g /40 quitte a poser h /g Pg. Notons :n /., ° et énongons un
théoréme limite portant sur |  :

Théoréme 2.2.5. On suppose queEkg(X)k? CA1 et§ estdé nie positive. On suppose aussi que les
hypothéses du théoréme 2.2.2 sont satisfaites. Poson§ £Pgg' et§, £P,gg'.Alorsona:

1. maxi i njC . ng(Xi)EjAE0p(2).

2. n A8LPhg Aoy (sh).

3. PA7) N 5.

Remarque 2.2.6. On peut remplacer §,, par la variance empirique de g. En effet :
H 1 1
§n AV arn(9)A (Png) Png AVarn(g)Aop p— .

Démonstration (duthéoréme ). 3

Tout d'abord montrons que k, nk £Op p% .On écrit |, n A% Un oU Y4, , 0, kunk Z£1. On pose pour
tout , 2R™

1X g(X)

AL o TR gO

Par dé nitonde ., onaA( ) A0. Ainsi
O /£ WA, n)K A2 WA(¥n b K ZEj I, A(Ya b )i -

Remarquons que
u T
O Ajtun A(Ynin)ij £ = jhitn, 1 i

J i A(Y b )i E —  hbtn m 1AV, g(X)i

R hun, g(Xi)ig(Xi) ihu x g(Xi)ij
- N I

i m LAY, g(X))i y::|

Vo o X gX)gX)"

a ik Phgk

njuniﬁELlAl/ihmnvg(Xi)i“nJl "9

g(Xiij

1
A1 ¥a i,

car kpp k 1. Ainsi
X g(Xi)g(Xi)T
im ] LAYahun, g(Xi)ij

Y
kPngk, _HI n-
n
Posons Z, /Emaxi. i. n kg(Xj)k. Puisque
i LAYt g(X0)ij- 1A% max jhun, g(Xi)i]

- 1A%, Z,
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ona

4 X Ya

kPhgk, ———— Ta(X; 0D LTI A L—T) .
ngkK, n(lAl/%Zn)i;ELung( i)9(Xi) Hn 1A1/312nu 8nHn

De plus Wl §n iy , inf Kuk AL U’ §n 1 A¥s ol ¥, est la valeur propre minimale de §,,. Ainsi

1/?] /
.

KPngk, ———3
n9K. TRz,

De plus, nous avons le résultat suivant concernant ¥%.

Lemme 2.2.7. Notons %(resp. ¥4 ) la valeur propre minimale de § (resp.8y). Alors :

Vi !pA'ls' %E 0.

Démonstration (dulemme ).
Posons® n (k) /& Bnp,pi etA :CO(R™) ! R dénie par A(f) A&infym f (). Montrons que A est
continue. En effet

iA(f)i A(f2)jA&j inf f1(u)i inf fa(w)j
JA(f1)i A(f2)] kaﬁ 1(“)'@?@ 2(1) j
-kfli fzkl.

Ainsi A est1-lipschitzienne donc continue. De plus, puisque k& i §ki§] IpA'ls' 0 et par continuité du

produit scalaire, on a
o ih(ﬂ:li ps
N T

En utilisant la continuité de A, on a que

ACoE . AC).

Donc os
%hi!inAl 7
5
Ona
Ve Pogk . “1_ Z kPrgk ' kP, gk
1A Zn ¥ Ty Yy

s -
Il nous suf t de montrer que  Z,kPp gk tend en probabilité vers 0 pour en déduire que pp £Op pl—ﬁ .
Pour cela, nous allons utiliser le lemme d'Owen (1990) [31].
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Lemme 2.2.8. Soit (Yn)n2ne UNe suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Ra et Z, A&
maxi.i.nYi.Si EY2CA1 alors

Zn ,CEop(IO n),

1 X _
= Yi3,£Eop(p n).
Nim

Puisque Ekg(X)k? C Al , on en déduit par le lemme que Z , ,CEop(p n). D'ou

Zn P — . P
Zn kPngklcEﬁ: nkpngki!’]ll 0.
n H
3
Puisque ¥4 /E K nk, on obtient que k, nk O, L . Ainsi
max jhn,g(Xi)ij-k , nk max kg(Xi)k
1 0-n 1i-n
K nkZn
1 p_—
FEop (1).
Nous avons donc prouvé la premiere assertion du théoréme a savoir que
max jhn,g(Xi )i} 0p(1)
Concernant la seconde assertion, écrivons

0 /A ) a9

N i AAR 0, 9(X)i ,
.
A2 1inlg0xiA L8O

nim 4 1ﬁ!\hfn,g(xi)i

a(Xi)

1% ~ . 1X h,,g(X)i?
APhgi = g(Xg(Xi)" JnA= Mg(xi)-
Nim Nim1Ah 4, 9(X)i
D'ou P X
A 1 ,g(X;)i
S0 n APagA~ 80 gy
n i/E.lAh, n,g(xi)|
En utilisant le fait que
1 1 1

1Amaxy. i njh n,g(X)ij  1AR 1, g(Xi)i  1i maxsi.njh n,g(Xi)i]
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onaque maxy. j. n m A1A0p(1) et
c1X g0 e L 0N kg
~ . 1/o s N . ~ ..
Nim1Ah 4, g(X)i n /] 1AR 0, g(Xi)ij
. 1 '
- (LAop(D)k, nk? = kg(Xi)k®
nNim
Hlﬂ o_ Hy il
" k2 il¢ ' lpn 13 P— pinci raii
cark, nk= O, = etparlelemme d'Owen ([31]) 5 gz kg(Xi)k® Aop (" n). Ainsi puisque

. H 1 1
. N A:—§;11Pnngp ﬁﬁ
on obtient que

P370) N (08D,

2.2.2 Second probleme d'optimisation

Dans cette sous-section, on conserve le méme cadre que dans la sous-section précédente. On
s'intéresse au second probleme d'optimisation suivant

% min g ;ELQi log(ai)

|A'—_’|_q|

§8|2 1,nf, qi EO,

p
n "zai(g(Xi)i Pg)AQ.

Posons

X
8q2]0,1["," ()& dgilogg;.
i L

Rappelons les notations suivantes
( o y )
=l :zl
8k 2, 1,mf, Mk (X) A(gk(X1), ¢ ¢k (Xn))T -

Le théoreme suivant énonce l'existence et I'unicité de la solution du  second probléme d'optimisa-
tion
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© a
Théoreme 2.2.9. Supposons que P g appartienne a I'enveloppe convexe de g(X1),¢¢d(X,) et

dim Vecti(1,¢¢,t11)T,Ml(X),¢¢ﬂMm(X)¢/EmAl. (2.4)

Alors le second probléme d'optimisation admet une unique solution q° A(q;,¢¢ %) 2 Cy. De plus
pourtouti 2,1,nf
i ¢
. & .
_exp h 7,g(Xi)i Pgi
i | g T A
L Tmexph %g(X))i Pgi

ol

pour un unigue , °2R™.

Démonstration.

Existence : Puisque C,, est compact (démontration du théoréme 2.2.2) et ' est continue, il existe
g° 2Chp telque
X o X
qg; logqg; £min g; logq;.
i 42Cn i m
Unicité : Par I'hypothése 2.4 et que g” est un maximum global de ' sur Cp, on peut donc
appliquer le théoréme des extrema liés. Ainsi il existe (, ®,1) 2 R™ £ Rtel que

' o] T X] ui ¢T
D' (@°) A& (L,eed) A T gj(X)i Pgj,¢¢m;(Xn)i Pg; .
j AL

Ainsipourtouti 2,1,nf
logg” A1/ Ah ®,g(Xi)i Pgi.
P
Du fait que inﬁELqin /E1, on en déduit que
A !
x i q ¢
t AL log exp h ~,9(Xi)i Pgi ,
Ry ¢
I, & .
o o €XP N 7,9(Xi)i Pgi
i L T Lo
' Jmexp h 70(X))i Pgi

En injectant cette expression, on a
A !
og " exp'h ".g(x)i Pgi’
& i log exp 9(Xi)i Pal
naexp h®.g(X))i P Y |
P i
h® Pe@Xi)i Pg)exp h ®,g(X)i Pgii A ¢
R TR R ilog  exph®.g(X)i Pgi .
tmexp h®.g(X))i Pgi i /L

Pn ol . H I o . ¢
Q") E ah 90 Patexp b %,9(¢)i Py

£
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P i ¢
Puisque [ qi“lg(Xi)j Pg AO,ona

i A
P i q ¢
L (9(Xi)i Pglexp h ®.g(Xi)j Pgi 0
N exp h®.g(X))i P

Ainsi

A !

. X i g ¢
(@)A&ijlog exph ",g(Xj)j Pgi .
i AL

Posons la fonction F : R™ ! R dé nie par
!

X ¢
8. 2R™ F()/Eilog exp'h.g(X)i Pgi .
i Al

Par dualité convexe, cela revient & maximiser la fonction F sur R™. Cette fonction est différentiable et
concave. Ainsir F(, ) A0 est équivalenta, 2 arg maxyzrm F(x). Dans notre cas

P i ¢
rm(@(Xi)i Pg)exp h ,g(Xi)i Pgi
e exp hLg(X))i Pgi '

rF(,),CEi

D'ou r F(, ®) AO. Il reste & montrer que F est strictement concave. Pourtout j ,k 2,1,nf

i ¢
@F i Da(@(X)i P9)@X)i Padexp'h .g(X)i Pg

@0 haexph LX) Pgé; _ .
1 . | .
A Lm0 (X)i Pgjexp h ,g(Xi)i Pgi  [g(9u(Xi)i Pgdexp h ,g(Xi)i Pai
aexp h,g(X))i Pgi "aexp h,g(X))i Pgi '

En notant pour tout , 2R"™
i ¢
exp h ,g(Xj)i Pgi

8i2,1,nf, qi(,) &P i <,
| e exp h,g(X))i Pgi

X
Qn(.)A  di(, )xx;.
ia

Notons que pour tout , 2 R™, Q,(, ) est une mesure de probabilité. La matrice hessienne de F est

Hess AiVarg,)(@i Pg)&iVarg,)(9)CO.

En utilisant I'nypothése 2.4, on peut en déduire que la matrice hessienne de F est dé nie négative.
Ainsi F est strictement concave. On peut conclure a l'unicité de la solution. a

De cette démonstration, on en déduit qu'il suf t de maximiser sur R™ la fonction suivante

. m
Fn : R™ 1 P iR ¢¢
7" i log  [gexp h,g(X)i Pgi

5

o]

andetrouver
Notons |, , :/, °. On supposera aussi dorénavant que P g /0 quitte & poser h g Pg. Ainsiil
est possible d'obtenir un théoréme limite pour | j :
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Théoréme 2.2.10. On suppose queEkg (X )k’ C Al et§ est dé nie positive. On suppose aussi que les
hypothéses du théoréme 2.2.9 sont satisfaites. Poson§ £APgg' et§, AP, gg'.Alorsona:

1. maxy. i njG, n,g(Xi)EjAE0p(1).
2. nEi8*PhgAop P
3. PR’ N (081

Remarque 2.2.11. De méme on peut remplacer §, par la variance empirique de g.

Démonstration (duthéoréme ). 3
Tout d'abord montrons que k, nk £Op p% .Onécrit |, n A% MUy oU Y4, ., 0, kunk Z£1. On pose pour
tout , 2R™M

X
(A& ai()9Xi)
i AL

ou

i ¢
exp h ,g(X))i
N exp hLg(X)i

ai(, ) P

Par dé nition de :n, ona' (:n) /0. Ainsi
O /E WA(, n)k A K (¥ b )k Ej i, (Vb )ij -

P [ ¢
EnnotantS,(, ) & ?/ﬂexp h ,g(X;)i EO,ona
T X i ¢
Y, i
T exp Yaly g(Xi) g(Xi) AQ.
Sn(, n) i AL
En utilisant la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 on aque pourtout i 2,1,nf, il existe rj compris
entre O et g(X;) tel que

T ¢ T
exp Yl 9(Xi) LAY, g(Xi)exp(Yari).
Notons S™i ! |a sphére unité dans R™. Ainsi

i ¢ ny’ ns, 1X
exp ¥aka 9(Xi) 9(Xi) E—=—PngA ——=" (1 9(Xi))*exp(¥ari)
Sn(,n) Sn(,n)niﬁEL
T
Ny, n%n 1X T 2
s PngA ———— (1 9(X) Lrgx,
Sn(, n) Ssn)Nim " I Ha 00, 0

T ! CoAxX o 2
inf — (L g(Xi)) Lurgx). 0

N

Sn(:n i AL

Nyp nYn
s ~ n = )
Sn(. n) Sn(, n)H2sSMiN g
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carr; , Olorsque p! g(X;), 0.D'ou

1 y X
Ny, ns ) 1 T )

~—Png = inf — (W g(Xi)Lrgx) o O
Sn(.n) Sn( n)H2S" N m Mg (X)),

En multipliant par w et en remarquant que kp,k A1, on obtient que

Ya inf X M g(Xi))?1, -k Pngk
uzsmil n im I K g(Xi), 0 n .

. P —_
Ilnous suf tde montrer que inf ogmi1 % {‘E(uT a(Xi ))ZfluTg(xi)’ o tend en probabilité vers une constante

strictement positive a n d'en déduire que %3, £O, plﬁ . Pour cela, nous avons besoin du lemme tech-
nigue suivant.

Lemme 2.2.12. Ona:

X

uz'anmEiﬂ(“ 94D Lrgx), oy P P Q) Tyrg 0 EO.

Démonstration (dulemme ).
Posons pour tout u2 S™i t

o 11X T 2
n() A= (1 9(Xi)Lyrgex), o-
Nim

Montrons dans un premier temps que ° , est continue. On munit S™i 1 de la topologie induite de R™.
Dé nissons pourtouti 2,1,nf
hy : smil | R
w7 pTg(X).

Posonsl : R! Rdé nie par 1(x) /Elex, o avecx 2 R. Remarquons que pour tout i 2, 1,n fles fonctions
h; etl sont continues et

1 X
“n(W) - Thi(p).
Nim
Ainsi pour toutn 2 N®, °, est continue sur S™i 1,
PosonsA :CO(S™i 1) ! Rdé nie par A(f) Ainfuwm f (1). Montrons que A est continue. En effet

JA(f1)i A(f2)j AEjinf f1i inf f2]
-k fli f2k1.

Ainsi A est 1-lipschitzienne donc continue. En remarquant que

ACn) £ inf L X M g(Xi))%1
n stmi in i /A u g I “Tg(xi), 0
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il suf t de montrer que °,, converge p.s. uniformément vers ° ot pour tout p2 S™i !
° (W) AP 9)* Ly, o
Pour cela remarquons que pour tout pu2 SMit
@i WiEiPni PYH 9) Ly o)l
On pose la classe de fonctions
F ;E@%u X7 g(X)* Ly gx) 00 M2 S™ 13.
Puisque la sphére S"i 1 est compacte, pour tout x 2 X |'application p 7! hu(x) est continue et

sup jhyj-k gk?2LY(P),
UZSmil

on en déduit que la classe F est P-Glivenko-Cantelli. D'ol

<] k¢K » P-S. o
n i

En utilisant la continuité de A, on a que

0 4 PSS &

ACn)i,, AC).
On peut conclure que

; 1X 1 2 pS. ; T )2
pzlgii 1Hi/E|_(u a(Xi)) 1uTg(Xi), OIE!Al pzlgii 1P(H 9) 1uTg, 0-

En n démontrons que
. T 2 S
HZ|rS1L1P(u 9)°Lg oEO.
Par le théoréme de continuité sous I'intégrale, puisque Pkgk? G A1 , l'application 7! P(u"g)?1,rg o
est continue. Par compacité de la sphére, il existe ps 2 S™i * tel que

At P 9) Lirg, 0 AP 0) Lzg, o

Raisonnons par l'absurde et supposons que P (p} g)zlulg’ o0 70. Ainsi P-p.s. X, Ue g(x) - 0. Autrement
dit

it oo €
P uyg(X)EO AOQ.
Remarquons que
0 A1 Pg AP g AP (s 9)11g. o

Ainsi P-p.s. x, i g(x) Z0. En notant que § est une matrice dé nie positive, on obtient une contradic-
tion

0P 9)2 AWl Pgg’ Mo Al S E 0.
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Puisque ¥3, A I{ nk, on en déduit par le lemme que
H 1 1
K, n\kAOp, p— ,
n

max jh, n,g(Xi)ij-k . nk max kg(X;)k.
1-i-n 1-i-n

Il nous suf t de démontrer que maxjy. j. n kg(Xj)k ,éEop(p n). Pour cela, nous allons utiliser le lemme
d'Owen (1990)

Lemme 2.2.13. Soit (Yn)n2ne UNe suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Ra et Z, /A&
maxi.i.nYi. SIEY?2CA1 alors

Zn /Eop(p n),

1 X _
= Yi3,£Eop(p n).
Nim

Puisque Ekg(X)k2 C A1 , on en déduit par le lemme d'Owen que maxi. i. n kg(X;)k ,CEop(p n).
D'ou la premiére assertion

max jh, n,g(Xi)ijA0p(1).

Concernant la seconde assertion, appliquons la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2. Plus précisé-
ment pourtouti 2, 1,nf, il existe s; compris entre 0 et pﬁ g(Xj) tel que

[ ¢ i & ¢
exp Yaly (X)) ALAYaut g(X)AYS 1y g(Xi)  exp Yas
- - G i ¢
ALA] Tg(Xi)A [ Ta(Xi) “exp Yasi

Ainsi
X .
0—" exp' Ta0x) o)
S’I(,n)i/EI. A I
X X - X . G ¢
i X )A —— X)gXi) T Tn A —= TO(X) Cexp Yas g(Xi).
Sn(,n)iﬁELg( ) Sn(,n) iﬁELg( )g( ) Sn(,n)iltl'—_'L g( ) P 9( )

En multipliant deux deux cotés par w on obtient
~ 1R & ¢
0APygASn. A~ " 1g(X) exp ¥Yas g(x)
i A

- 1X . 7y i ¢
0i 8o nAPngA= . ng(Xi) “exp ¥as g(Xi).
i /Bl
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Pour conclure il suf t de montrer que

N S T VR L
o .n9(Xi) exp ¥as g(Xi); Aop p= .
i AL n
Par le lemme d'Owen et par la premiére assertion, on a

H 1

i ¢ it ¢ - _
eXp YaS - eXp Vajkp 9(Xi)j - exp max . ng(Xi)i ALAop(1) (2.5)
1 X 3 p_
= kg(X;)k3 &Eop( n) (2.6)
nNim
) T
k, nk? /O, = 2.7)
Ainsi
S . 0 u T
o1l X j. () i ¢ ° - A 1 X
S= T Ng(Xi) Texp Yas g(Xi)2 - exp maxj fg(Xi)i k nk®= kg(Xi)k®
n i /A 1-i-n n i B
ul‘ﬂ o oy il
D'oul (VIS |

A ) 1
.nEi8'PngAo, =

On peut alors en déduire que D
n.n) N (08

2.3 Approximation commune de la solution de ces deux problemes d'op-
timisation et dé nition de la mesure empirique informée

Soit X1, ¢ ¢ X, un échantillon de taille n 2 N i.i.d. de loi P inconnue. On suppose qu'on dispose
d'une information auxiliaire forte |1 donnée par une collection nie d'espérance  Pgoug:X ! R™
est une fonction mesurable. Quitte & poser h &g Pg, on supposera que Pg ZA0. Onnote P ' la
sous variété des mesures de probabilités (a poids strictement positifs) a support dans I'échantillon
véri ant l'information auxiliaire | . Dans la section précédente, nous avons étudié séparément les
deux problémes d'optimisation

arg min KL(P,jiQ), (2.8)
Q2P !

arg min KL(QjjPn). (2.9)
Q2P
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On suppose que les conditions d'existence et d'unicité de la solution sont satisfaites. Ainsi par le
théoréme 2.2.2, la solution du premier probléme d'optimisation est donnée par

8i2,1 OF = -
i12,1,nf, q Em

Par le théoreme 2.2.9, la solution du second probléme d'optimisation  est
3 .

exp h &,g(X)i

8i2,1,nf, g £

SHES I
. X i . ¢
SICOE exp'n @, g(X)i .
k A
On notera
X
PO & qMzy, (2.10)
i /A
@ £ @
P@ & qPzx. (2.11)
i Bl

On remarque que la solution de chacun de ces deux problémes respectifs n'admet pas de forme
explicite puisque :511) et : 512) s'obtiennent par optimisation. De plus il est dif cile de privilégier une
solution par rapport & une autre puisqu'on ne sait passi P ' est autoparalléle (voir le théoréme
1.3.1). Il est donc nécessaire d'obtenir une approximation commune de ces poids.

Proposition 2.3.1. Supposons que8 AV arpg est inversible. Notons §, la variance empirique de g.
Alors pourtout j 2,1,2fetpourtouti 2,1,nf

a)) Epi A" ).
avec
VB |
maxj".(j)jﬁEo 1
Toj-n> 1N Pp
li Tail Teilp ¢
Pi /EH 1i a(Xi) 8, PngA(Png) 8,7Png .
De plus
X
pi A1,
i AL
x
pi g(X;) AO.

i AL
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Démonstration.
Traitons tout d'abord le cas j A1. Pourtouti 2,1,nf

W g1 1
4 TAT D x|
N 1Ah §7,9(X)i

Par le théoréme 2.2.5, on a

max jh, {1, 9(X)ij £ 0p (1),
v ol
R E-ll)/@hlpngAOp ﬁﬁ .

Ainsi

1i ~ ) ¢

o &= 1ih [, g(x)iA 0p (1)
Lm T 1
e 1ih8L*Png,g(Xi)iih op = J9(X)iA 0p(1) .

Puisque maxi. k. n kg(Xk)k ,CEop(p n), on en déduit que

1ij ; i ¢

o £-1ih 8}, "Png,g(Xi)iA 0p(1)
1ij ¢ ulﬂ

G 1ih84*Prg.g(Xi)i Aoy 0

- 1 Tgil iy ¢
De plus puisque =(Png)’ 8,"Png A0 3 alors

Hlﬂ
qi(l) £pi Ao -

Traitons le cas j /2. Pourtouti 2,1,nf
3

" (2) i
@ P T 900)
|

q =
Sn(. D)

- X i~ ¢
avec S E exp h @,g(Xy)i .
kA

Par le théoréme 2.2.10, on a
max jh, {2, 9(Xu)ij £ 0p (1),

A L
(9 &8, 'PygA0p P
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Ainsi

1 n i~ ¢

@ @ ()i

0" AB———=-exp h 17, 9(Xi)i

Cons ()
1 n i A . ¢
=y LA D g(X)iA 0p(D)
NS n)) wo 0
1 n . : 1 ,
n s @ LN Pig.00X)iARoy P g(X)iA op()

n\. n

1 n

10 Hihgitp (X-)iAo(1)¢
ns (@) o SR

Montrons que ﬁ 1A 0p(1). En utilisant I'inégalité e * 1A x pourtoutx 2R,ona
vl 1

2 )
S060) e max i@, g(X)i
n 1- k- n

1Ah @ p.gi-

Puisque les deux termes d'encadrement tendent en probabilité vers 1, on en déduit que ﬁ A
1A0p(2). D'ou ’

. ¢
a®? /Enl(lep(l))'lih §),"Png,g(X0)iA 0p(1)

1i . ¢
ﬁEE|lih§}11Png,g(Xi)iA 0p(1) -

A : 1 Tgil i
De méme puisque 7(Png)" 8,,"Png A0p 7 alors

Hlﬂ
qi(z) £pi Ao -

En n remarquons que

X Tail Tail
pi Z£1j (Phg) 8 PhngA(Png) 8§, Png A1
i AL

X . .
Pig(Xi) APngi Pngg' 81 PrgAP,g(Phg) 81 Prg £Pngi Png A0
i Al

car 8y /EPnggT i Png(Png)T- a

On peut & présent dé nir la mesure empirique informée.

De nition 2.3.1.  La mesure empirique informée  est dé nie par

| X
Pn /e piiXi
i AL

oupourtout i 2,1,nf,

1i , , ¢
pi A= 1i (X)) 8 "PngA(Png) 8} 'Png -
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Remarquons que pour toute fonction mesurable f :X ! R
PLf AP, f i covn(g,f) 8L Png. (2.12)

On retrouve alors I'estimateur adaptatif de la mesure avec information auxiliaire étudiée par Mickael
Albertus [4]. Cette derniére est un cas particulier des travaux de Tarima et Pavlov [37].

Remarque 2.3.2. La mesure avec information auxiliaire étudiée par Mickael Albertus [ 4] est obtenue
en cherchant P!, f de la forme

PLf EP,f Ax]Png
ol Xg 2 R™ est le minimiseur de I'application
i ¢
x2RM 71 Var Py f AxTPhg .

La solution a ce probléme de minimisation est donnée par x, 4 jcovp(g,f)" 'Varpg¢i ! Du fait
que P n'est pas connue, x” @est pas calculable. Ainsi on utilise I'estimateur empirique de x® qui est
X /Ejcovn(g,f)T Var,g ' . On en déduit I'estimateur adaptatif de la mesure avec information
auxn|a|re donné par

PLf AP, f AxIP g £Pnf i covy(g,f) 8. Phg.

Exemple 2.3.1. lllustrons graphiquement la répartition des poids sur I'échantillon entre ces quatre
mesures Pﬁl), sz), P! et P,. Pour cela, on génére n /500 variables i.i.d. de loi P £N (0,1) et on
injecte l'information auxiliaire | donnée par le moment d'ordre 1 et le moment d'ordre 2. On trace

la courbe associée a la répartition des poids de PL, PS]”, sz) et P, respectivement. Nous réalisons
cette expérience deux fois (graphique de gauche et de droite de la Figure 2.1). On remarque que la
répartition des poids est similaire entre ces trois mesures P(l) P(Z) P' De plus, on observe que la
répartition des poids est aléatoire. Une étude sur cette répartition est faite a la sous-section 2.4.2.

La proposition suivante établit que la mesure empirique informée PL est une mesure de proba-
bilité presque sdrement a partir d'un certain rang.

Proposition 2.3.3.  Supposons quiil existe " E 0 tel que Pkgk*"" C A1 . Alors presque strement a
partir d'un certain rang

, X
P, £ pi tx
i /L
est une mesure de probabilité.
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FIGURE 2.1 — Comparaison entre PL (en bleue), Pﬁl) (en verte), Pﬁz) (enrouge) et P, (en noire). Nous
réalisons cette expérience deux fois (graphique de gauche et de droite)

Démonstration (de la proposition ).
Par la proposition 2.3.1, il suf t de montrer que presque sdrement a partir d'un certainrang  min1.i. n pi E
0. Pour cela nous devons généraliser le lemme d'Owen [31] :

Lemme 2.3.4. Soit (Yn)n2ne UNe suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Ra et Z, &
maxi. i.n Yi. SIEY CAl avec sk Oalors

Zn AEop s.(n 1/S)=

X
Nim

Démonstration (dulemme ).
Puisque EYSCA1 ,ona: X
P(YSEN)GAL .

n, 1

De plus P(Y S E n) £P(YS E n) car la suite esti.i.d. et P(Y,$ E n) £P(Yn E nV/S) carlesY; sont positives,

on obtient
X > 1/

P(Y, EnYS)CA1 .

n,1

Par le lemme de Borel-Cantelli i ¢

P limsup{ Y, EnYS} 4O.

Ainsip.s. Yn E nYS est véri é que pour un nombre nide n (ce nombre dépend de! 2- ). Ainsip.s.
Zn E nYs est véri é que pour un nombre nide n.Le méme argument s'applique pour Z, E AnYs

pour un A E 0 quelconque. D'ou
limsu Zn A
n!Asl P Ts P-S--
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Cette inégalité est véri ée p.s. pour tout A appartenant a un ensemble dénombrable. Prenons A, /E%
pourm 2N, Onaalors p.s.

- i |nf limsu Zn 1
I'TA nlA1 P ns m’

Enfaisantm 'Al , on obtient

nlgn 1/5 |nf —/Hm\slup n1/5 /0.

D'ou Z, A0p s.(N sy Concernant la seconde assertion, il suf t de remarquer que

1 X Z. X
0- — YiSA1- Ll Yis/EOp.s.(nlls)
Nim N im

par la loi forte des grands nombres. &
Puisque Pkgk*" CA1 pour un certain " E 0, on a par le lemme précédent

maxy. j. nkg(X )k lips

nW %A1

0.

Remarquons que
lm|n np; A1Llj max a(X ) §' lPngA(Png) §‘ ang,
1
jmax g(X)"§}'Pngj- max jg(Xi)'§}'Pngi
1-i-n 1-i-n

max kg (X )kk&! *kkP, gk.
1 n
Il suf t de montrer que

anPngk.ﬁm 0.

Pour cela, nous avons besoin d'un théoréme de Wellner et Van der Vaart [38] :

Lemme 2.3.5 (WetVdV). SoitF une classeP-mesurable ayant une fonction enveloppe mesurable F.
Alorspourp , 1

Kk®, K2 kpp . I(1,F )kFKp2 p

ou Zlq

4
JLE)E  sup 1AlogN '2kFkg 2, F ,L2(Q) d2.
Qprobabilité discrete 0

Linégalité est vraie a une constance multiplicative pres qui dépend seulement de p.
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Appliquons ce théoréme dans un cadre plus général que sous I'hypothéseH . Plus précisément on
l'applique a F j A{gj}pourj 2,1,mf. On souhaite démontrer que pour s E4

nskPngk|l1IAl 0.

Remarquons que J(1,F ;) A1. Fixons ® E 25 > eton suppose quePkgk® C A1 . Notons ®, /E n(Pni P).
De plus, remarquons que

1/s ~ x 1/s; e
P(n~""kP,gkE 2) - P(n~"jPngj JE 2)
j A
X0 P
A P(®(9))E 1,s)

]A':'L

£ P(@n(9))i"E (75 o))
A
X E(®n(g))]®)

' g NCW2i U920

1®
X kg;j kP,2_®
| n®%20
Puisque ®§i—2 E 1, cette quantité est sommable enn. On peut donc utiliser le lemme de Borel-Cantelli
pour conclure que n 1’skPngk Ii 0.
Dans notre cadre s F4A ™. Posons la fonction dé nie pour toutx 2]2,A1 [ par

2X
E—.
(X) X i 2

Par une étude de fonction, il est possible de montrer que pourtout x E4,' (x) Cx et' (4) /4. Puisque
sE 4, on a le résultat souhaité

nTkPngkﬂi|A1 0.

De plus, les poids ( pi)i2, 1,nf SONt trés proches de % comme le montre la proposition suivante.

3 ,
Proposition 2.3.6. Soit ® 2]0, 1] et supposons queE kg(X)kﬁ@ CA1 . Alors
®ll 1‘ﬂ

n max Pij —
1-i-npII n IE'Al
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Démonstration.
Tout d'abord remarquons que
M 1 M 1
® 1 ® 1
n~ max pji — £maxn- pjj — .
1.i-n n 1-i-n n

Puisque pourtouti 2,1,nf,
1i . Tgil Tgil ¢
pi £ 1i g(Xi) 8, "PngA(Png) 8, Png

alors

T

— 1 1 - : : -
1 pii — A (Pn0) 81 Pngi 9(Xi) 8} Png .
Observons que(P,g)" §£1an g i!i1 'pA.ls. 0 et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

jg(Xi) 8P gj-k §i 1kkP,gkkg(X;)k -k §§11kkPngk1m_ax kg (Xi k.
. |. n
. ,

Puisque E kg(X)kﬁ@ CA1 alors par le lemme 2.3.4 on obtient que
i 4ot
max kg (Xi )k £0p s hlie

Ainsi on en déduit que
H 111

i : 1 ; . . maxi. . n kg(Xj)k . p.s.
max in® pii = j —5 ] (Png)" 8} Py jAKS) iy gk— . 9(Xik

nli ® %A1

0.

2.4 Généralisation a une information auxiliaire forte donnée par une
fonctionnelle de la mesure P et étude de la répartition des poids sur
I'échantillon

2.4.1 Généralisation a une information auxiliaire forte donnée par une fonctionnelle
de lamesure P

La généralisation a une information auxiliaire forte donnée par une fonctionnelle de la mesure
P a été étudiée par Mickael Albertus dans [4]. Dans cette section, nous en donnons une présentation
avec quelgues modi cations en mettant en lumiére la structure de mesure. Soit X3, ¢ ¢ 8X,, un échan-
tillon de taille n 2 N” i.i.d. avaleurs dans X etde loi P inconnue. Dans cette section l'information
auxiliaire est représentée par la connaissance g;(P),¢ ¢ %m (P)avecm 2 N°. Posonsg A(g1,¢ ¢ ©m
A n de prendre en compte ce nouveau type d'information auxiliaire, il est nécessaire de supposer
quelques conditions de régularité pour l'information auxiliaire ag(P).

)"
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Hypothéses 2.4.1. Soit F une classe de fonctions de carré intégrable.

1. Notons H A{g1,¢ ¢y} une classe de fonctions dé nies sur 11 (F ) & valeurs réelles.
Soit to E 0. Pourtout h 2H ,h(P)estdénietpourtout Q21 (F)vériant kQke Cto,

h(PAQ) £h(P)AQ+" h(P)ARn(Q)

ou' 1Y (F)! Vect(F,) et F, estun ensemble ni de fonctions dé nies sur X eta
valeurs réelles. Puisque H est nie et quitte a agrandir F , on peut supposer que pour
tout h2H , F %F . En munissant Vect(F ) de la topologie de la convergence simple et
It (F ) muni de sanorme k¢k , l'application g estcontinue. Enn Ry 11 (F)! Restune
application véri ant sur une boule centrée B en l'origine, jR,(9j k¢ kg pour un certain
qE1.

2. Pourtout h2H ,Var( ,(P)) existe et est inversible.

gemarque 2.4.1. Toute condition faite sugla classe de fonctions F doit aussi étre véri ée sur
h2n F nh. Notons que puisque H est nie, on F h estune classe Glivenko-Cantelli et Donsker dés
quelle est incluse respectivement dans L}(P) et L2(P).

La classe de fonctions H contient donc l'information auxiliaire

Exemple 2.4.1. Donnons quelques exemples :
2 Espérance : Sig(P) AP f pour une certaine fonction f alors

Fq At}
© o (P) &Ef .

2 Variance :Sig(P) &V arpf pourune certaine fonction f alors

F o A, ),
' o(P) Ef2| 2fPf.

2 Covariance :Sig(P) Acovp(f1, f2) pour deux fonctions intégrables f1,f>: X ! Ralors

F g A{f1, 2, f1f2},
' g(P) Efyfyi f1Pfai foP .
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2 |nverse de l'espérance :Sig(P)/E% pour une certaine fonction f alors

Fg Af}

. i f
g(P)ﬁE(Pf)z.

2 Espérance conditionnelle :Sig(P)ﬁE% pour une certaine fonction f etpour A%X alors

F g A{la, f 1a},
(fi P(fjA))1a

P E

On peut dé nir la mesure empirique informée en généralisant (2.12) de la maniére suivante
Ph(f) APnt Aan(f)®g(Pn)i 9(P))
ou f : X ! Restune fonction intégrable et
on(f) Eicovn( g(Pn) ) Vara( g(Pn)) -

Posons 81 (f) Zcovn (' g(Pn),f)T et 825 AVarn( ¢(Pn)). Remarquons que P}, est toujours une
mesure. En effet

PL(f) AEPnf i covn(’ g(Pn),f)T85%(g(Pn)i 9(P))
AP i Po(f' g(Pn)) 855 (9(Pn)i 9(P)APL( g(Pn)) 855(g(Pn)i g(P))Pn(f)

R , _ ¢
£ 1 g POTEEA O T 9PDAPYC o(Pa)T 85PN 9(PY) TO).

i AL

Ainsi on peut en déduire la dé nition de la mesure empirique informée par g(P).

De nition 2.4.1.  Soit | une information auxiliaire donnée par g(P). On appelle mesure empirique
informée par | la mesure dé nie par

| X
Pn S Pi £x;
i AL

ol pourtout i 2,1,nf

li ; _ ¢
Pi =11 " g(Pn)(Xi)T 855(@(Pn)i G(PDAPA( o(Pn))"855(a(Pn)i G(P)) -
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Remarque 2.4.2. 2 Remarquons que dans le cas ou l'information auxiliaire | est donnée par
des espérances, la mesure empirique informée coincide avec la mesure empirique donnée dans
la dé nition 2.3.1.
2 Cette mesure est une mesure de probabilité presque siirement a partir d'un certain rang.
2 A n d'exploiter au mieux l'information auxiliaire, nous pourrons utiliser le processus (qui est
presque une mesure) dé ni comme suit,

h(Py®) 2N (P})1h¥ig:.066m3 A N (P)1n2(g, cagn}-

ou h est une fonction dé niesurl * (F).

2.4.2 Etude de la répartition des poids sur I'échantillon

On observe un échantillon X1,¢ ¢ X, de taille n 2 N” i.i.d. de loi P inconnue. On suppose qu'on
dispose d'une information auxiliaire forte | donnée par la fonctionnelle g(P). Les poids (pi)i2, 1,nf
sont données pourtout i 2,1,nf,

li , _ ¢
Pi A= 11 " g(Pn)(X0)" 8510l i GIPDAPA( g(Pn) 851 (0IPnli GlP) -
On pose

An(y) £y, yiA By,
"n(x) £y, g(Pn)(X)iA Bn EAn t' g(Pn)(x)

ou
1_.,
An i —8n7(9[Pnli glP),
li . ¢
Bn FEE 1Ah§h1pn' g(Pn),9[Pnli g[P]i .
Par conséquent, on remarque que pourtout i 2,1,nf,
pi A n(Xi) FAp £’ g (Pn)(Xi).

Ainsi les poids sont modi és par une transformation af ne composée par la fonction " g(Pn).
Dans le cas ou g(P) AP h pour une certaine fonction h intégrable alors ' ¢(P) Zh. Dans ce cas

leit
An/EiH§h (Pnhi Ph),

1i . ¢
Bn/EEllAh§}11Pnh,Pnhi Phi
"a(X) EAL£h(X), x2 X .
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Ainsilorsque h est a valeurs réelles, on peut remarquer que si h est monotone alors les poids
associés a l'échantillon ordonné sont aussi ordonnés. La courbe associée est la courbe représentative
de la fonction ' . De plus, on peut aussi remarquer que p.s. pour n assez grandB,, E 0 pour une
information de type Ph. Ainsi si h(x) Ax alors la courbe représentative est une fonction af ne.

Exemple 2.4.2. Faisons quelques simulations a n d'illustrer cela. On génére  n /500 variables
aléatoires i.i.d. de loi P £N (0,1). On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire forte

| . Aprées avoir ordonné I'échantillon dans l'ordre croissant, on trace la courbe représentative ‘-
On réalise I'expérience deux fois pour chaque h. Dans la Figure 2.2, la fonction est h(x) /x et on
observe que la répartition des poids est linéaire mais le sens de variation est aléatoire. Dans la Figure
2.3, la fonction est h(x) £x? et on remarque la répartition des poids est répartie selon une parabole
qui est tournée aléatoirement vers le haut ou vers le bas. En n dans la Figure 2.4, la fonction est
h(x) A£(x,x?) et on observe que la répartion des poids est donnée selon une portion d'une parabole
(transformation af ne de h).

FIGURE 2.2 — On injecte l'information auxiliaire donnée par Ph avech(x) /x pourtout x 2R

FIGURE 2.3 — On injecte l'information auxiliaire donnée par  Ph avech(x) £x? pour tout x 2 R
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FIGURE 2.4 — On injecte l'information auxiliaire donnée par

64

Ph avech(x) A(x,x?) pour tout x 2R



Résultats asymptotiques pour l'injection d'information auxiliaire forte

Dans ce chapitre, nous établissons des résultats asymptotiques du type Glivenko-Cantelli et
Donsker pour la mesure empirique informée dans le cas d'une information auxiliaire forte. De plus,
nous quanti ons le gain apporté par l'information auxiliaire en s'intéressant a la diminution de la
variance asymptotique.

3.1 Reésultats du type Glivenko-Cantelli et Donsker sous des hypothéses
minimales dans le cas d'information auxiliaire donnée par des espé-
rances

Soit (Xp)n2ne Une suite i.i.d. avaleurs dans X etde loi P inconnue. On suppose qu'on dispose
d'une information auxiliaire donnée par Pg avecg /E(gl,¢¢,ﬂgﬁ1) :iX ! Rg‘ mesurable. Pour tout
n 2 N”, on note P:] la mesure empirique informée (2.3.1) et ®L A n PL i P le processus empirique
informé. Dans cette section, on souhaite obtenir des résultats de type Glivenko-Cantelli (GC) et
Donsker sous des hypothéses minimales.

Notons que pour une classe de fonctions F ,kPL i PKe Asup;s,r jPnf i Pfjnestpasforcément
mesurable. Ainsi on peut prendre le majorant mesurable minimal kPﬁ1 i Pk‘F‘ . On pourra consulter a
ce propos le chapitre 1 de I'ouvrage [38].

Le résultat suivant énonce un résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique
informée .

Théoréme 3.1.1. Soit F une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F 2 L?(P). On dispose
d'une information auxiliaire donnée par le vecteur Pg. Alors

o p.s.
kPp i Pk2 i, O

avecP), dé nie comme dans la dé nition 2.3.1,

65
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Démonstration.
Remarquons que pourtout f 2 F ,

ka o (f)k £ lcovn (g, )81k
q

_ . p—
P Varnfk§'nlklm_ax Var,g;
sl-m
pﬁkaLz(pn)k%lklmax var,g;.
ci-m
D'ou

kP, i PKZ -k Py i Pk2 AkP,gksupka ,(f)ki "> 0.

foF nlA1
Nous avons aussi un résultat de type Donsker .

Théoréme 3.1.2. Soit F une classeP-Donsker. On suppose qu'il existe une enveloppe F 2 L2(P). Alors
®,) G, dans It (F)

ou G, (f)AG(f)i cov(g,f)"8 'G(g)avec f 2F ,§ AVarpg etG estun P-pont brownien stlandard¢
ayant presque slirement des trajectoires continues pour la semi-distance ¥#(f1, f2) AVarp f1i fa
pour tous f 1, f2 2 L2(P).

Démonstration.
Tout d'abord remarquons que

®h(f) A®n (f)i cov(g,f) 8" '®(g)Aop(2).
En effet
. _ ¢ i ¢
'covn(g, )" 8411 cov(g,f)T§ ! ®,(g) & covn (g, f)T | cov(g, 1)’ 8, (0)
Acov(g, )" '8i%i 81 T @ ().

Le second terme se traite de la maniére suivante
q — . .
jcove(@,F)T(8LLi § H@n(@)i- " m Varpf max ® Vareg k§ii § k@, (g)k

1-i
: IOﬁlmax P VarpgikFkzp)k8iti §' kk®q(g)k Aop (1).
ci-m

Le premier terme de la maniére suivante

j(covn(g,f)" i covp(g,f)")8, @ (9)i-k Pafgi Pfgi PnfPngkkg)kk®n(g)k
IDHlm_ax Py, i Pk,‘ijk§§]1kk®n(g)k
. J m

RjPnFikP, gkk§! 1kk®, (g)k
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oupourtout j2,1,mf, F; A{gjf,f 2F }. Montrons que pour tout j 2,1,mf, F; estP-Glivenko-
Cantelli. Fixons j 2,1,m f quelconque. Puisque g est intégrable sousP alors {g;} estP-Glivenko-
Cantelli. De plus par les hypothéses faites surF , on en déduit que F estP-Donsker et donc P-Glivenko-
Cantelli. Posons A(x,y) Z£xy avecx,y 2 R. Remarquons que A est continue et F j £A({g;},F ). On
conserve donc le caractere P-GC pourF j. D'ou puisque | est quelconque,

lrnja>r<n KPn i Pk,‘ij AE0p 5 (1).

Ainsi A I

o

supj(covn(g,f)T811i cov(g,f)T8 H®n(g)i Aop(2).
f2F

Posons pourtout f 2 F
W (f) E®, (f)i cov(g,f)T§ 1@ (g)

et montrons qu'il converge en loi vers le processus souhaité. Tout d'abord par le théoreme central
limite, on a

1 1
ar2r @1 'E(r)
" ®n(g) © G(9)
En posant I'application continue A+ (a,b) &A(a,cov(f,g)" & b),ona
H 1 H l
8f2F ,Yn(f)AE ®n (M) )y Y(f)&E (1)

cov(g, f)"§' '®n(g) cov(g, f)" 8 'G(g)

En fait pour tout k 2 N° on a la convergence multivariée pour f A&(f1,...,fx) 2 F ¥ en posant I'appli-
cation continue

i~ - ¢
A+ (as,....aka1) £ A, (a1,akA1), - At (k. akA1)

et en utilisant le théoréme central limite multivarié pour  (fy,...,fx,g). Finalement on peut en déduire
que

i i ) ) ¢
'wn<f1),¢¢wvn<fk>¢r) 'G(f1)i covp(g, f1)T 81 1G(g), ¢¢MB(f)i covp(g, fi)T8 1G(g) .

Montrons que W, ) G dans|?! (F ). Pour cela, on va appliquer le lemme technique suivant.

Lemme 3.1.3. Soit Xy :- n! |1 (T) une suite d'applications. Alors ces deux assertions sont équiva-
lentes :

e Ona

1. Pourtout (t1,...,tx) 2 TK, (Xn(t1), ..., Xn (tx)) converges en loi vers un vecteur aléatoire dans
R pour toutk 2 N°.
2. ll existe une semi-distance Ytelle que (T,%) est précompact et pour tout 2 E 0,
A !

lim limsup P®  sup jXn(S)i Xn(t)jE2 AEO.
# 0 n 1{s,t)C+
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« llexiste X :- ! |1 (T)un processus stochastique mesurable et tendu tel que

Xn) X dans!? (T).

Tout d'abord véri ons que p.s. W , 211 (F),
A !

KWnke - 2max k® ke ,supj(Pfg)T &' *®,(9)j
f2F
H D b 1
- 2max k® kg, m max VarpgikFki zp)k8' 'kk®,(g)k GAL .

1.i-m

Par ce qui précéde, le point 1. est véri é (convergence ni-dimensionnelles). I’ nous rganque a vérier
le point 2. Pour cela, prenons la semi-distance de L2(P), 1/§(f1, fo) AV arp f1i fo pourtout fq,fr2
L2(P). Puisque F est P-Donsker, (F ,%) est précompact. Calculons maintenant

A !

limsup P®  sup jWn(f1)i Wn(f2)]E 22
n Vﬁquz)Ci |

. o i . ) ¢
- limsup P®  sup max j®(f1)i ®(f2)ji(covp(f1i f2)g)" &' '®(9))j E2
n K/ifl,fz)gi |

- limsup P®  sup j®(f1)i ®,(f2)jE 2
n FATLRC: !

5 — P . .
Alimsup P sup P m max Varpg; ¥{f1,f2)k8' lkk®n(g)kE2
n FAfface b |

- limsup P®  sup j®,(f1)j ®n(f2)jE 2
n YA(f1,f2)Cx

1
Alimsup P® L m max P Varpgik§' 'kk®, (g)kE?2 .
n

1-i-m
Concernant le premier terme, puisque F est P-Donsker alors

lim limsup P?( sup j®n(f1)i ®n(f2)jE 2) AO.
0 Y{f1,2)Cx

Concernant le second terme, en utilisant le fait que

k®(9)k) k G(g)k

on a par le théoréme du portemanteau

Moy o 1
limsup P° # m max Varpgikg' tkk®, (g) E 2
" H oy 0 T
. limsup P® + m max Varpg k&' kk®,(g), 2
ﬂ 1-i-m q

Pt A max P Varpgi kg kkG(g)k, 2 .

1-i-m
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Puisque ip mmaxi. i. m P Varpg;k§i 1kkkG(g)k/Eop(1), on en déduit que
A !

lim limsup P®  sup jWn(f1)i Wn(f2)]E 22 AO.
#0 n YA, fo)Ct

AinsiW,) G, dansl! (F).a

En n énongons une proposition montrant que la variance du processus limite G, est plus
petite que celle de G.

Proposition 3.1.4. Soit F une classeP-Donsker. Alors pour tout f 2 F , la variance du processus
limite est

Var(G(f)) AVarpf j covp(g,f) 8 tcovp(g,f)

etVar (G (f))- Var(G(f)).De plus,Var(G,(f)) CVar (G(f)) dés que cow(g, )64

Démonstration.
Calculons lavariance de G| (f) pour f 2F ,

Var(Gi(f)) £var(G(f)i cove(g,f)" 8 'G(g))
AVar (G(f))Avar icovP(g,f)T§i 1G(g) i ZcoviG(f),covP(g,f)T§I 1G(g)¢
AVarpf Acovp(g,f)"8 Varpgsi tcovp(g,f)i 2covp(g,f) &' lcovp(g, f)
AVarpf i covp(g,f) & tcovp(g, f).

Puisque §i 1 E 0, on en déduit que covp (g, f)T§i lcovp(g,f), O.Ainsi

Var (G, (f))- Var(G(f)).

Lorsqu'on injecte plusieurs informations auxiliaires décorrélées 1, la variance limite du proces-
sus limite informé par | peut s'écrire en fonction des variances limites des processus informés par
chacune de ces informations auxiliaires. Plus précisément, supposons que nous observons n 2 N®
réalisations de X A&(Z1,¢¢0Zy) avecm 2 N” et pour tout k 2, 1,mf, Z, est une variable aléatoire.
Pourtout k 2, 1,nf, les variables Z, sonta valeurs dans Z , ¥2R™« avecm 2 N”. Notons P Z£P* la loi
de X et P /P laloide Z, pourtout k 2,1,nf.De plus, on dispose d'une information auxiliaire sur
chacune de ces m variables notée | pour tout k 2, 1,nf. On note | l'information auxiliaire donnée
par I1,¢¢d . Pour chaque k 2, 1,nf, l'information auxiliaire |y est donnée par Py @ EE(g« (Zk))-
On suppose que §1(Z1),¢ ¢ %m (Zm) sont décorrélées deux a deux. Posons pour tout k 2,1,mf,
gk (X) e (Xk) avec X A£(x1,¢¢&m)2Z1£¢¢CEZ ,, et g £(gr,¢¢lgm). Fixons f 2 L2(P). Par le
théoréme 3.1.2, la variance du pont brownien informé par | est

i ¢ i ¢
Var |G|(f) AAEVarpf j covP(f,g)IVarpg llcov.:(g,f).
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Puisque @1(Z1),¢ ¢ %8 (Z1m) sont décorrélées deux a deux, la matrice de covariance est

0 1
Varpgy ¢¢¢ 0
Varpg /EE@ : : 2
0 ¢ece¢Varpgm

Ainsi la matrice inverse de la covariance est

0 ¢ 1

'Varpg; 't ¢ee 0
Varpg A : : §

i ¢i1
0 ¢¢C Varpgm

Ainsi on en déduit que
i ¢ x i ¢,
Var G (f) AVarpfj covp(f,gk) Varpgx ' ~covp(gy,f)
kAL
X i ¢
£  Varp G (f) i (mj 1)Varpf.

k AL

3.2 Extension des résultats asymptotiques a des fonctionnelles

Dans cette section, on généralise les résultats asymptotiques de la section précédente a des fonc-
tionnelles de la mesure P de type g1(P),¢ ¢ fym (P) avecm 2 N°. On souhaite obtenir des résultats
asymptotiques sous des hypothéses minimales. Les démonstrations de ces résultats sont similaires
a ceux de la section précédente. Rappelons les notations principales de la section 2.4,

PL(f) &P f A (F)Xg(Pn)i 9(P)),
®(1) A A(Paf i PHAT(F)E T(G(P)i 9(P))
o, (f)AEi§1n(f)8hn Aicovn( g(Pn).f) Vara( g[Pa])'!

ou f estun fonction de carré intégrable. Enongons un lemme technique portantsur @,

Lemme 3.2.1. SoitF une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F 2 L?(P). Ona

. p.s., ke¢ke ,

) Siniil ,,  S1:f 70 cove( g(P).f)T.

.. . p.s. . , .

i) 8L, 8hTAVar( g(P)i .

p.s., k¢k .

i) =i 0 AEi81(985N
Démonstration.

Tout d'abord puisque F estune classeP-Glivenko-Cantelli, alors ' g(Pn)iﬁ],pAf " g(P). Par dé nition
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de l'application ' 4,ona

X
"g(PYAE | ifi,
i /e

X
"g(P)AE L infi,
i
. = ps- .
s 1,n IE\!Al s 1t
Commencons par i). Soit f 2 F , alors

k81n(f)i 8a(f)k
X X
ko, incovp(fi,f)i ,icov(fi,f)k
;= i A
X X
k (ini.i)eova(fi,f)kAk | i(cova(fi, )i cov(fi,f)k
;= |
X . .
- kkFkp2py max kK, ini , ikA Kk, ik maxjcovn(fi,f)i cov(f;,f)j.
1-i- k i /A 10k
Par ce qui précéde, le premier terme tend p.s. vers 0. Concernant le second terme, il se traite de la
maniére suivante
lm_aﬁ(J'(COVn(fi F)i cov(fi,f)j- 1m_axijnf fii Pffii Pnf(Pnfii Pfij
e sl

max kP i Pke, AjPnFj max jPnfii Pfij
1-i- k 10k

ouF; A{fif,f 2F }aveci 2, 1,kf. Montrons que pourtout j 2,1,kf, Fj estP-Glivenko-Cantelli.
Fixons j 2, 1,kf. Puisque f; est intégrable sousP alors {f;} estP-GC. De plus F estP-Glivenko-
Cantelli. Posons A(x,y) £xy avecx,y 2 R. Remarquons que |'application A est continue et F i A
A({gj },F ). On conserve donc le caractere P-Glivenko-Cantelli pour F j. D'ou

max kPn i PKg AE0p.s (1).

Il est clair que le second terme tend p.s. vers0. Ainsi

A 'a
sup max j(covn (fi,f)j cov(fi,f)j Ao0ps(1).
foF 11Kk
D'ou A 'y
supk81n(f)i 81(f)k A0ps(L).
f2F

Concernant la seconde assertion

kvarn(' g(Pn))i Var( ¢(P)kA ICO)\(/n(' g(Pn)." g(Pn))i cov( %gP),' g(P)k
EK sins Tocova(fi,f)i , iy | cov(fi, i)k,

,n, j,n
1-0,j- k 1-0,j- k
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En faisant le méme découpage que précédemment et en utilisant le faitque Kk, i n, i, n. i, J .ﬁ
on obtient

lAl 0,

KVara(' g(Pn))i Var( o(P)Kif ™ 0.

Ennen utilisantle faitque Var (' g(P)) estinversible et que I'application déterminant est continue,
on en déduit que p.s. a partir d'un certainrang Varn (' g(Pn)) estinversible. Puisque I'application
A7! Al lestcontinue dans GLp, (R), alors on obtient le résultat souhaité & savoir que

§hn AVar( g(P))if,, b AVar( g(P)' "
Concernant la troisieme assertion, elle se déduit des deux précédentes par découpage. En effet

supkan(f)i a(f)k- supk§1n(f)| §1(f )kk8 51k AKS )Y |§'1ksupk§1(f)k
f2F f2

|ﬁ |A1 0.

Enoncons un résultat du type Glivenko-Cantelli .

Théoréme 3.2.2. Soit F une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F 2 L?(P). On dispose
d'une information auxiliaire donnée parg (P). Alors

kPhi PKZ i ;> O

avecP/, dé nie comme dans la dé nition 2.4.1.

Démonstration.
Remarquons que pourtout f 2 F |

ke n(f)kElcovn( g(Pn), F)T 85Tk
_q ) q —
P m Varnfk§'2}1klm_ax Varp' ¢ (Pn)
! s1-m
kaFkLz(pn)ké}‘z}]k max Vargp' g (Pn).
1 m
De plus, observons que
kPLi PkZ -k Pni Pk2 Akg(Pn)i g(P)ksupksa n(f)k.
f2F
Par le lemme technique 3.2.1, on a

q— , q___
k§2}]k max - Vary' g (Pn) k§'lk1max Varp' g (P)).

|ﬁ IA1
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Ainsi il suf t de montrer que g (Pn)lp's' g(P). En effet pour touti 2,1,mf
gi (Pn) Z£gi (PAPq i P) A£G (P)A(Pni P)£" g (P)ARg (Pni P).

Puisque' ¢ (P) 2 L1(P), on en déduit que (P, i P)+' g (P) tend p.s. versO0 lorsque n A1 .Deplusil
existe g E 1 tel que

Rgi(Pni P)- (kPnij Pk ) 'ﬁ'Al 0.
Le théoréme suivant est un résultat du type Donsker .

Théoréme 3.2.3. Soit F une classeP-Donsker. On suppose qu'il existe une enveloppe F 2 L2(P). Alors
®,) G, dans It (F)

ou G (f)A&G(f)i cov(' 4(P), f)T§' G( g(P)) etG est un P-pont browmenstanda&d ayant presque
s(rement des trajectoires continues pour la semi-distance ¥2(fq,f,) AVarp f1i fo pourtous fq,f,2
L2(P).

Démonstration.
Fixons f 2 F . Tout d'abord remarquons que par le lemme technique

®,(F) Ay (F)An () N(g(Pn)i a(P))Aop(L).
De plus, puisque

P AP 9(P) Een( (PYA" RGP P)

p

nkRg(Pni P)ki - IOnkpn. Pkd .nlAl 0

ona
®L(F) A®n (f)A e ()@ (' g(P))Aop(2).
De la méme maniére que dans la démonstration du théoreme 3.1.2, on a
®h (f) E®n (f)Ar ()@ (" ¢(P))Aop (D).
Posons pourtout f 2 F
Wi () E®, (f)i cov(’ ¢(P), f)T85®,( 4(P))

et montrons qu'il converge en loi vers le processus souhaité. Par le théoréme central limite multivarié
et en utilisant la stabilité de la convergence en loi par une application continue, on a de maniere
similaire que dans la démonstration du théoréme 3.1.2

\Wa (), 660V (1)) Gy (f2), e (1) T
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pourtoutk 2N°, f1,¢¢efy 2F etpourtoutj 2,1,kf:
G () A£G (f})i covp(' g(P).fj) 8" 'G( ¢(P))

Montrons que W,,) G, dans |t (F ). Pour cela, on va appliquer le lemme technique suivant.

Lemme 3.2.4. Soit X, :- n! |1 (T) une suite d'applications. Alors ces deux assertions sont équiva-
lentes

e Ona

1. Pourtout (t,...,tx) 2 TK, (Xn(t1), ..., Xn (tx)) converges en loi vers un vecteur aléatoire dans
RX pour toutk 2 N°.

2. ll existe une semi-distance Ytelle que (T,%) is précompact et pour tout 2 E 0

lim limsup P?( sup jXn(s)i Xn(t)jE 2) AO.
+ 0 n Y{st)Ct

* llexiste X :- ! |1 (T)un processus stochastique mesurable et tendu tel que :

Xn) X dans!? (T).

Tout d'abord véri ons que p.s. Yn 211 (F)
A !
p.s. kY ok Emax k®nke ,supjcovp( g(P),f) §51@n (" ¢(P))j
f2F

H q__ 1
- max k®,kg ,pﬁkaLz(p)lmaX Varp' g (P)k§121kk®n(' g(P)k
Siem

CA1 .

Par ce qui précéde, le point 1. est véri € (convergence ni-dimensionnellels). I nogis manque avérier
le point 2. Pour cela, prenons la distance de L2(P), Y{f,,fo) AVarp f1j fo forall fi,f22 L2(P).
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Puisque F est P-Donsker,(F ,%) est précompact. Calculons maintenant
A !

limsup P*  sup jWn(f1)i Wn(f2)jE?2

n A Y{f1,2)C |

" i - , . , ¢,
AP®  sup max j®(f1)i ®n(f2)j,icovp( g(P) f1i f2)"8L1®n( 4(P))j E?2

Viflyfz)QAt |

- limsup P®  sup j®,(f1)j ®n(f2)]E 2

n Al/f(fbfz)(;i |

_ ¢ — .
Alimsup P sup pml/z(fl,fz)lmax Varp' g (P)kk8,kk®, (' 4(P)KE 2
ci-m

n Al/i(fbfz)Ci |

- limsup P®  sup j®n(f1)i ®n(f2)jE 2
n 1/(f1,f2)(;i

_ 9 —— . 1
Alimsup P° pmtlmax Varp' g (P)kk&hkk®n (' g(P)KE? .
n -1-m

Concernant le premier terme, puisque F est P-Donsker
A !
lim limsup P®  sup j®,(f1)i ®n(f2)jE 2 AQ.
#0 n Y1, f2)Ct

Concernant le second terme, en utilisant le fait que
k@& (' g(P)k)k G( g(P)k

ona
U-p q__ il
limsup P° m+ max Varp' g (P)k8,Kkk®, (' 4(P)KE?2
" P-p q__ 1
: Iimﬁup p° m+ max - Varp' g (P)K85Tkk®, ( g(P))kK, 2
1
- P pﬁi max | Varp' g (P)k8L1KkG(' 4(P))k, 2

1.i-m

par le lemme de porte-manteau. Puisque
q

pﬁi max mkk§i21kkG(' «(P)) iﬁ)roba 0.
tm £ 0
on en déduit que
A !
lim limsup P®  sup  jWn(f1)i Wn(f2)iE2 AO.
#0 n Y11t

AinsiW,) G, dansl! (F).a



Injection d'information auxiliaire faible et résultats asymptotiques

Dans ce chapitre, nous souhaitons injecter une information auxiliaire plus affaiblie et de diffé-
rentes natures. Ces derniéres peuvent étre des estimations d'un paramétre issues de sources indépen-
dantes, des ajouts de données indépendantes, un choix entre plusieurs valeurs avec une mesure de
préférence associée. Nous étudions chacune de ces informations auxiliaires et nous établissons des
résultats asymptotiques pour ces mesures empiriques informeées.

4.1 Information auxiliaire faible issue de sources indépendantes a I'échan-
tillon initial

4.1.1 Information auxiliaire faible donnée par des estimations issues de sources indé-
pendantes

On observe un échantillon X3, ¢¢@8X, i.i.d. detaille n 2 N® etde loi P. On suppose qu'on a acces a
des estimations auxiliaires de certains parametres basées sur des échantillon indépendants de taille
différentes. Cependant nous n'avons pas acces aux bases de données indépendantes mais seulement
a des estimations issues de ces bases de données. Plus formellement, on a K | 1 échantillons
indépendants Yy 1,¢¢ 0 m, oU my 2 N* estlataille du k-ieme échantillon et ( Yy i)1. i. m, sonti.i.d.
de loi P. Notons que pour tout k 2, 1,K f, my est une fonctionde n. Pourtout k 2,1,Kf, on aacces
aux estimations suivantes g 1(Pm,), ¢ ¢®x r (Pm,) avecry 2 N® , on notera gx ZA(9k,1,¢¢ Wk r,) :
Q 7! gk(Q). On pose

g 'CE(gk)IZ’ 1Kf
I'ensemble des informations auxiliaires de taille m /EP I|<</EL M.

Remarque 4.1.1. Dans le cas ou l'information auxiliaire est donnée par des espérancesP g;, ¢ ¢ P gk
alors il est possible de relacher I'hypothése de la loi des données auxiliaires en supposant queQ :/£EPY
vérie Qg x /AP gy pourtoutk 2,1,Kf.

76
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P
Ainsiily a rk informations auxiliaires. Et notons
' iI ¢

a(P)E" g.(P) 42 1x¢

les différentielles de chaque information auxiliaire. En n on fera I'hypothése suivante

K
k AL

n
8k2,1L,Kf, —i

- in!Al Ck 2 RA.

On utilise les mémes hypothéses que dans la section 2.4.

Hypotheses 4.1.1. De plus, on suppose que ces informations auxiliaires véri ent les conditions de
régularité suivantes pour une classe de fonctions F :

1. Notons H A{g1,¢ ¢ gy} une classe de fonctions dé nies sur 11 (F ) & valeurs réelles.
Soittg E 0. Pourtout h 2H ,h(P)estdénietpourtout Q21 (F )vériant kQke Cto,

h(PAQ) £h(P)AQ+" h(P)ARn(Q)

ou' 1Y (F)! Vect(F,)et F, estun ensemble ni de fonctions dé nies sur X eta
valeurs réelles. Puisque H est nie et quitte a agrandir F , on peut supposer que pour
tout h2H , F %F . En munissant Vect(F ) de la topologie de la convergence simple et
I (F ) muni de sanorme k¢l , l'application ° g estcontinue. Enn R; 11 (F)! Restune
application véri ant sur une boule centrée B en l'origine, jR,(9j k¢ kg pour un certain
qE1.

2. Pourtout h2H ,Var( ,(P)) existe et est inversible.

Posons
0 1
gl(Pml)
e A®
gK(PmK)
On cherche une mesure empirique informée de la forme
PLf AP, f Aal(f Pn)i |
n n n(F)Xg(Pn)i lkn)-
avec f : X ! R une fonction mesurable. Cela permettra de généraliser la relation (2.12) a une
information auxiliaire faible. Notons
0 , 1
Pm1 gl(P)
rn’K ICE :
PmKI gk (P)

En suivant la méme approche que dans la remarque 2.3.2, on s'intéresse a un certain probléeme de
minimisation permettant d'obtenir aterme = ] (f).
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Proposition 4.1.2. Posons

0 1
Varp' 4,(P)
—a— 0 0
Cy /E% 0 0
0 0 VarF;T'hfK (P)

et supposons queV arp' g(P)A nCq estinversible. Alors le paramétre & " (f ) qui minimise pour toute
fonction intégrable f :X ! R/l'application suivante

i . ¢
x2R™ 71 Var 'Pyf AXT 6Py’ (P)i Tkn)

est
n T . ' l ' ¢|1
a"(f) Ejcovp(f,' g(P)) Varp' ¢(P)AnCq ' ".
De plus
0 :
ciVarp' ¢, (P) O 0
0 0 cxVarp' g4.(P)

Remarque 4.1.3. Dans le contexte de la remarque 4.1.1 et en notant Q /EPY ona

1
OV%?QI 0
CoE@ 0 . 0 §
0 o Yok
ciVargg:s O 0 1
Cq A 0 0 g
0 0 ckVarggk

Démonstration.
Fixons f : X ! Rune fonction intégrable et soit x 2 R™. Alors

: ¢
Var Pyt AxT &Py’ 4(P)i Tk.n)

i ¢
/E%IVarpfoT(Varp' g(P)xA2cov(f," g(P)x AxTCqyx

1i i ¢ ¢
/EHIVarpfoTIVarp' g(P)YAnCqy xA2cov(f," g(P)x .
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On pose pour tout x 2 R™
A(x)EVarpf AxT iVarp' g(P),fl\an¢xA2cov(f,' g (P)x.
La différentielle de A en x est alors
DA(x)AzziVarp' g(P)Anc:g¢XA2<:ov(f,' a(PHT.
Puisque Varp' g(P)Aan estinversible alors
X /E iVarp‘ g(P)Aanq:i Leov(f, PHT.
Ainsi

a"(f) Ejcov(f, g(P))iVafP' g(P)A”Cg¢i g

Puisque nous ne connaissons pas P, a" n'est pas calculable pour une fonction intégrable
f :X ! Rdonnée. Ainsi onremplace a" par une estimation empirique  donnée par

i ¢
an(f)Eicovy(f, g(Pn)) Varp’ g(Pn)Aan,n i

ou
0Var " g1(Pn) 1
—m? 0 0
Cyn /E% 0 0 §,
0 0 Varnr'niK (Pn)
Cgn ANCy .
On pose

81n(f) Acovn(f," ¢(Pn)),
§2'n ICE\/arnl g(Pn)Aanyn.

Ainsi o [ (f) £ 810 (f)855.

De nition4.1.1. La mesure empirique informée PL associée a l'information auxiliaire faible don-
née par des estimations issues de sources indépendantes est dé nie par

| X
P, A Qi
i A

ou pourtout i 2,1,nf,

1i , . ¢
Gi &= 11 " g(Pr)X) 853 (AP) i Tkn)APA( g(Pn))"855(a(Pn)i Tkn) -
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Enoncons a présent un lemme technique utile portantsur ~ al.

Lemme 4.1.4. Soit F une classeP-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F 2 L2(P). On suppose
queVar(' 4(P))ACq estinversible. Ona:

. p.s., k¢l ,
) 81n il 5 0 §1:f 7! covp(' g(P),f)".
) i ¢

ag i1 4 PS i1 | . 1
i) 8hni ., 8L AEVar( gPHAC ' .
.S., kel .

jiiy ol iﬁn!Al o /Ei81(985

Démonstration.

L'assertion i) a déja été prouvée dans le lemme 3.2.1. Il nous reste a démontrer l'assertionii ). Tout
' : . ' . PSS '

d'abord puisque pour tout k 2, 1,Kf, mlk i, C etVary(' g, (Pn)) i 5 Var(' g(P)),onen

déduit que

Vary' g(Pn)ACgn i~ Var( ¢(P)ACq.

En n en utilisant le fait que Var/( g(P))A Cg estinversible et que I'application déterminant est
continue, on en déduit que p.s. a partir d'un certainrang  Varp(' g(Pn))ACg,n estinversible. Puisque
l'application A 7! Ai ! est continue dans GLn, (R), alors on a le résultat souhaité

i p.s.

i, ShiAVar( g(P)AC.

8hr AVary' ¢(Pn)ACqn
Pour iii ). Ce dernier se déduit des deux précédents par découpage, en effet
supkan(f)j o (f)k- supk8in(f)i 81(f)kk85rkAKSLY i 85 ksupk§a(f)k
f2F f2F f2F
p.s.
il

niAl 0.

On en déduit un résultat du type  Glivenko-Cantelli  pour la mesure empirique informée.

Théoréme 4.1.5. SoitF une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F 2 L?(P). On dispose
d'une information auxiliaire faible donnée par des estimations issues de sources indépendantes. Alors

o p.s.
kPp i Pk2 i, O

avecP), dé nie comme dans la dé nition 4.1.1,
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Démonstrati
Notons m A& EAEL rx le nombre de fonctions auxiliaires et on réindexe ces derniéres de 1 a m. Remar-

quons que pour tout f 2 F |

kan (f )k ZE kcovn ( g(Pn), )T 851k
q

q__
Varnfk§‘2}1klm_ax Vary' g (Pn)
N iom
p— il q '
mkf kLZ(Pn)k§|2nklm.aX Vary' g (Pn)
M m
p— il q '
mkaLz(pn)k§'2nklmaX Varn' g (Pn).
M iom
D'ou

kP! | Pkp -k Pni Pki Akg(Pn)i Ik nksupka, (f)km 0
f2F

par le lemme technique précédent 4.1.4 et que g(Pn)i Ik n mn")l's' 0.4

On souhaite maintenant obtenir un résultat du type Donsker. Tout d'abord remarquons que par
le lemme technique 4.1.4, il suf t d'étudier la convergence en loi du processus

p—
®n(f)A=(f)¢ n(@(Pn)i Ikn)-
Par les conditions de régularité portant sur les informations auxiliaires, on a

Ok(Pn)i 9k(Pm,) A(Pni P)(' g (P)ARg (Pni P)
i Pmei P)C g(P))i Rg(Pm,i P)
/E®n('pgn£(P)) ®mk( gk(P))

ARgk(F)nl P)I ng(Pmkl P)

en remarguant que le reste tend p.s. vers 0 pour une classe P-Glivenko-Cantelli. Ainsi il suft
d'étudier la convergence en loi du processus sur une classe de fonctions F |

0 Og gl(P»

®L(f)ﬁE®n(f)An<f)¢pﬁ%®—”(@i % gﬁ\opu)

® ( gk P)

ou f 2 F . Enoncons a présent un théoréme du type Donsker pour la mesure empirique informée.

Théoréme 4.1.6. SiF estune classe P-Donsker alors

®,) G, dans It (F)
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ou
0 0P &G 4Py M

Gy (f) EG(f)An (f)EEB( 4(P))i ©
PEGK (g (P))

etG,Gy, ¢ ¢ &Gk sont des P-ponts browniens indépendants deux a deux.

Remarque 4.1.7. Dans le contexte de la remarque 4.1.1, G1,¢ ¢ Gk sont desQ-ponts browniens
indépendants deux & deux ot Q /AP .

Démonstration.
Par ce qui précéde, il suf t d'étudier la convergence en loi du processus suivant

0 Oan (et

Zn(f)fE®n(f)Au(f)¢pﬁ%)®—n(;9ﬂi % :
n Gy (0, (P))

0gq 1
@, ,(P))
A®, (f)Ar (f)e®n( ¢(P)i = (f)
T @ u(P)

AXn (F)AYn(F).
En utilisant la méme démonstration que dans le théoreme 3.2.3, on a
Xn (9 £® (9An (9B, ( 4(P)) GAn(9G( ¢(P)) dans I (F).

Puisque Y, estindépendant de X, et
0qg — 1

; ®my( gu(P)) 0P 6, a.(P)) !

Yo Ao (9 E). JC : dans I* (F),

— p___
e @i 6.(P) Sk Gk (g (P))
on obtient que

Zn) G, dans 11 (F).

De plus nous avons une décroissance de la variance du processus limite
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Proposition 4.1.8. Soit F une classeP-Donsker. Alors la variance du processus limite G, est donnée
pourtout f 2F par

. : i ; 1 . T
Var (G (f)) AVarpf j cov(f," ¢(P)) Var( g(P))ACg cov(f," g(P)) .
De plus

Var(G(f)) - Varpf.

Remarque 4.1.9. Dans le contexte de la remarque 4.1.1, la variance du processus limite pour f 2 F
est

. i ¢ T
Var (G, (f))Evarpf j cov(f,qg) Var(g)ACg cov(f,qg)

ou Cg4 est donnée dans la remarque 4.1.3.

Démonstration.
Calculons la variance du processus limite. Soit f 2 F . Remarquons que

0 00 p 1

— 11
. A CiG1(' 4,(P))
Var (G (f)) Evar 'G(f)Ar (f)G( 4(P)) AVar @ (f) i
P &Gk ( g (P))
En développant la variance, le premier terme s'écrit
i ¢
Var IG(f)l\n(f)(I:G(' g(P)) Avarpf Aa(f)Varp' g(P)n(f)TAZCOVP(f,' g(P))n(f)T.
Puisque Gy, ¢ ¢ §Gk sontindépendants alors le second terme est
o0p_—_ , 11
€1Ga(" ¢, (P))
Var % : %/ECQ.
PEGK( g (P))
Ainsi
i ¢
Var (G, (f)) Avarpf An(f)' Varp' g(PYACy v (f)T A2covp(f," g(P)a(f)".
i ¢
Rappelons quex= (f) £ jcovp(f,' g(P))'Var(' g(P))ACgj i1 On obtient alors
i ¢
Var (G (f)) EVarpf i cov(f, g(P))'Var(‘ g(PHAC,y L eov(f, PN - Varpf

carVar (' g(P)) A Cg est une matrice symétrique dé nie positive comme somme de deux matrices
symétriques de nies positives et Cy est une matrice diagonale par blocs ou les blocs sont des matrices
symétriques positives.a
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Exemple 4.1.1. Dans cet exemple, nous nous intéressons au cas ou hous avons qu'une estimation
issue d'une source indépendante c'est a dire K A1. Notons c :/c; et ¢, ﬁEmll. Alors

Var (' ¢(P))ACy AVar( g(P)AcVar( 4(P))
AQLAc)Var( 4(P))

et

Varp(' g(Pn))ACg,n AVarg (' g(Pn))Acvarn(' g(Pn))
A(LAch)Varn (' g(Pn)).

On en déduit que

Var (G, (f)) A/arpf j cov(f,’ g(P))iVar(‘ g(P))¢i 1cov(f,' g(P))T.

1
1Ac
Ainsi pour tout0 - ¢ C A1 , on améliore I'estimation. Le cas ¢ 4O correspond au cas totalement
informé . De plus, remarquons que le fait d'injecter des estimations basées sur un échantillon de
taille % améliore I'estimation puisque c¢ /A4. Enn dans le cas ou g(P) £Pg, on remarque que
Pl,g 6,9 lorsque c, 6/ car

1
Png APngi 7aVar( gPa)Vara( g(Pn)! (Prgi Pm,0)

——PngA——P
1A n g A mlg
Ainsi P'n g est une combinaison convexe entre ces deux points. Ainsi plus ¢, est proche de 0 (autre-
ment dit plus la taille de la source auxiliaire est grande par rapporta n), plus P'n g sera proche de

Pm,0.

4.1.2 Ajoutde données auxiliaires a I'échantillon initial

On se place dans le méme contexte que précédemment a la seule différence que cette fois-ci,
nous avons acces a l'ensemble des K-bases de données indépendantes avecK 2 N°. Par indépen-
dance des K -échantillons et puisque EJutes les variables aléatoires sont i.i.d. de loi P, on dispose
d'un nouvel échantillon de taille n A I/,ELm sous la forme

a © a

©
Zli¢¢gzMKn £ Xll¢¢v¢>(n1Y1,11¢¢1W1,mlv¢¢1¢YK,l!¢¢!¢{k,mK

P
ou Mg n AnA" Komi.
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De nition4.1.2. Lamesure empirique informée associée a l'information auxiliaire faible apportée
par cet ajout de données auxiliaires est dé nie par

1 M

Mkn im

Pl AP, , £ +7..

Nous pouvons alors obtenir un résultat de type Donsker pour le processus empirique informé.

Théoréme 4.1.10. Notons ¢, AElim i1 mlk Soient F une classeP-Donsker et PL donnée dans la
dé nition 4.1.2. On obtient que :
2 Sipourtoutk 2,1,Kf, cx EOalors

pﬁ(PL; P)) q:S:dansH(F)
1A K L

k AL Ck

ou G est P-pont brownien.
2 S'ilexiste k 2, 1,K f tel que ¢, A0 alors

PakPl i Pkl O,

o<

i ¢ 1
m; P,i P ) G dans |I” (F)
i AL

ou G estP-pont brownien. La vitesse de convergence est alors améliorée grace a l'information
auxiliaire donnée.

Démonstration.
La preuve se déduit rapidement en remarquant que
s
p— p —
n(Phi P)AE Micn(Pumc, i P),
K,n
p —
Mkn(Pmc,i P)) G dans I* (F),
S s
n n ni1 1
A P i q:;,
K )
Mk n nA" “om; 1A L(,CELé
v ¥ s
b X n
nA m; £ mi P A1l
i/ i/ e Mi
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Remarque 4.1.11. On remarque alors que I'ajout de données auxiliaires permet au moins de réduire
la variance et au mieux d'améliorer la vitesse de convergence.

Nous pouvons a présent comparer la diminution de variance entre le fait d'injecter une esti-
mation d'une fonctionnelle basée sur une source indépendante de I'échantillon initial et le fait
d'utiliser une base de données indépendantes.

Exemple 4.1.2. Supposons que I'on dispose d'un échantillon indépendant de taille ~ m (autrement
dit K /1) et on note ¢ Alim A1 % E 0. Par la sous-section précédente 4.1.1, nous avons vu
gue lorsqu'on injecte une estimation de  g(P) basée sur I'échantillon indépendant, la variance du
processus limite est pour toute fonction mesurable  f

. : i : G 1 : T
Var G (f)EVarpf i cov(f," ¢g(P)) Var( g(P))ACg cov(f," g(P)) .

Dans le cas ou nous injectons des données auxiliaires, la variance du processus limite est donnée

par 0 1
G(f
Var %HLX/ELVarpf.
1'&1 1Ac
c

Ainsi la différence des variances asymptotiques est
0 1

Var(G(f))j Var &Lf_)lg
1A ¢

3 .
1 i ¢
ﬁEm Varpf j cov(f," 4(P)) Var(' ¢(P))" 1cov(f ! g(P))T , 0.
Par conséquent, on peut conclure par cet exemple qu'utiliser des données auxiliaires apportent plus
d'information que de donner seulement une estimation basée sur ces données auxiliaires.

4.1.3 Un mélange des deux informations auxiliaires faibles précédentes

Dans cette sous-section, nous souhaitons incorporer simultanément les deux types d'informa-
tion auxiliaire faible étudiés dans les sous-sections 4.1.1 et 4.1.2. Plus précisément, nous supposons
gue nous n‘avons pas acces a I'ensemble des bases de données mais seulement a certaines . Concer-
nant les bases de données restantes, nous avons seulement acces a des statistiques issues de ces
bases de données. Dans cette sous-section, nous conservons les mémes notations que dans les sous-
sections 4.1.1 et 4.1.2. Notons K 2 N” le nombre de sources indépendantes. Quitte a réordonner, on
suppose qu'on aaccesaux J2,1,K i 1f premiéres bases de données et seulement a des statistiques
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pour les bases de données restantes , JA 1,K f. En notant my la taille de la kl-géme base de donnée
pour k 2 é K f, nous avgns a notre disposition n A M j données avec M ; :/E fﬂ m; . L'échantillon
seranoté Z1,6¢0Z,Am, etlamesure empirique de I'échantillon est dé nie de la maniére suivante

1 MM
P E—— +5 .
nAM; nAMJ . Zi

De plus, nous notons Py, la mesure empirique associée ala |-eme base de données avecl 2, JALK f
et g A(gJA1,-..,gk ) les fonctionnelles associées aux statistiques issues des bases de données restantes.
De maniére similaire a la sous-section 4.1.1, la mesure empirique informée peut s'écrire pour toute
fonction mesurable de carré intégrable de la maniére suivante

0 0 11
. _ 93A1(Pm js1)
M | .
PLf /EPnAMJf An:AMj(f)@ PnAMJ i %
gK(PmK)
ou
AM . [ - %1
uzAMj(f);EO;covnAMJ(f, o(Pnam,) Varnam, g(PnAl\:/II-J)A(nAMj)Cg,nAMJI ;
VarnAMJ'rT?IJAl(PnAMJ) 0 0
1
Cg’nAMJICE% O O
0 0 VarnAMJr'niK(PnAMJ)
Notons

81nam,(f) Zcovham,(f," g(Pnam,))
8onAmM, EVarpim,' g(PnAMJ)A(n Am i )Cg,nAMJ-

On peut alors en déduire la dé nition de la mesure empirique informée.

De nition 4.1.3.  La mesure empirique informée PL associée aux mélanges de ces deux types
d'informations auxiliaire faible est dé nie par

nkM‘]
P'n A gitz

i AL

ol pourtout i2,1,nAM;f,

0 0 1 0 11
1 . ¢ gJAl(PmJAl) . ¢ gJAl(PmJAl)
i . i .
i ﬁEnAM‘]%‘i ' o Pnim; (Zi)§'2,rl1AMJ%D gAPnAMJ' g Pnim, §|2,%1AMJ% :

gk (Pmy) 9k (Pmy)
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Comme nous avons pu le faire dans les sous-slections¢0récédentes 4.1.1et4.1.2, on peut décom-
poser le processus empirique informé ®L A n PL i P pourtoute fonction f mesurable de carré
intégrable de la maniére suivante

0 0 0q 111
R .
s - - @i, (g (P))
n B £
®(f) £ iy nAMj(f)AD(f)nAMj(' g(P)i %} %
NAM; € - nAM
e ®mi (g (P))
Aop(1)
ou
. [ : 1
a(f)Eicovp(f,” ¢(P)) Varp' g(P)ACy ' 7,
WJA1Varp' QJAl(P) 0 0
Cq Aim (n AM 5)Cq,nAm, D 0 0 X
0 0 wgVarp' gK(P)
3 P ’
et w, Alim, ”ﬁ\q'\l“ /e 1A ;]/EI.% pour | 2, JALKT.

On en déduit le résultat du type Donsker dont la démonstration est similaire & celle du théoréme
4.1.6.

Théoréme 4.1.12. Soit F est une classeP-Donsker. On suppose que pour tout k 2, 1,K f, cx 2 RR.
Posons :

A !
M X1
w, Alim /e 1A = 12, JALK],
o I i m Ci
S
/E lim d ¢ 1
s J nit nAMJ W
kAL ck
Alors
® ) G, dans I1 (F)
ou 0 0 1

0P GrriG i g Y
Gi(f) /&, 2@B(f)Aa (f)EEB( 4(P))i @
PWRGK( g (P))

et G,Gj41,¢ ¢ Gk sont des P-ponts brownien indépendants deux a deux.
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Remarque 4.1.13. Puisque, j- 1, nous pouvons facilement remarquer que nous avons une diminu-
tion de variance asymptotique

0 o  oop____ 1111
_ ¢ WIA1GIA1(" g5a.(P))
Var G (f) £ 2@var 'G(f)Ar () 6G( 4(P)) AVar @ (f)dem :
P WG g (P)

_ . 0% F3A1GAL( gy (P))
- Var 'G(f)Ar (f)6G( 4(P)) AVar @ (f) e :

0

P #GK( ¢ (P)
- Varpf.

4.2 Information auxiliaire donnée par une mesure des préférences d'un
expert

4.2.1 Choix entre un nombre nide valeurs et généralisation au cas in ni

Le contexte est le suivant. Un expert nous informe que g(P) 2 {®y,...,®\ } etaccorde une certaine
préférence a chaque ®; pour i 2,1,M f. Notons | cette information auxiliaire. On note g le casou
on n'a aucune information et pour tout k 2,1,Mf, I : g(P) Z£®y dans le cas ol on suppose que
g(P) A&®. Ainsi il existe un unique k" 2,1,M ftel que g(P) /&®y=. Cependant cet indice est inconnu
dans le cadre de notre probléme de choix.

On modélise Ig preférence de kgxpert en faisant une combinaison convexe des mesures empi-
rigues informées P:{’, P:ﬁ, t|:¢,tIP,'1M . Plus précisément, on dé nitla mesure empirique informée  de

la maniére suivante
| X —
P, A
k AD

Ik
k,nPn

_ Py —
ou P'nO /P, et pourtout ( k,n)2,1,MfEN", ", 2[0,1] et QAAD k,n AE1. De plus rappelons que

pourtout k2,1,Mf, PH‘ est la mesure empirique informée par |, dé nie dans la dé nition 2.4.1.

Exemple 4.2.1. Donnons quelques exemples de choix des .

2 0On suppose qu'il existe une variable aléatoire Z, ( généralement un estimateur empirique
de la variance limite) telle que

P i gP) i @
Tee p E——" Z”' “ Y N (0,0).
n
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Alors en notant z3; g2 le quantile d'ordre 1 %

pourtout k2,1,Mf

delaloi jN (0,1)j avec®2]0, 1[, on peut poser

— k
k,n ’CEC_ 1ka,nj' 23 @21
n

—, ¥

on A 1ka,njE21i @21

Cn k AL

ol ( k)k2,0,mf représente les préférences de l'expert et Cy, est la constante de normalisation
c'estadire

_ W X _
Ch £ o 1ka.njE21; @2 A klek,nj' PATNC
k AR kA

2 Choix aléatoire : Soit Y, une variable aléatoire a support dans {eg,...,em } (la base canonique
de RMAL) telle que pour tout k 2,0,M f:

P(Yn Aex) AFag n

P . . s
avec i’l"/m ax n /1. Ainsi la mesure informée s'écrit

| X I
P 1y Py
k AD

Le thlgoréme suivant établit la convergence en loi du processus empirique informé P ﬁ(PL i P)

ot P E M Tin P

Théoréme 4.2.1. Supposons que
a P— P
2 Pourtoutk 64~, n %!Al 0,

- P
2 e 1.
S '&!Al
Alors pour toute classe de DonskerF , on a

pﬁ(PLi P)) Gi. dansl® (F)

ou Gy, estle P-pont brownien informé par | y=.

Démonstration.
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On peut écrire que

p_ X p_
n(PLi P)E “kn n(PEi P).

kAD

Remarquons que pour k 64" et pour tout f 2 L2(P),

I p-s. . i, UEY ¢
Pofi PR, icove(f,” g (P)Vare ' q(P) "~ g(P)i ® .
En utilisant le fait que pour k 64€”, P n kn iﬁ]‘; 0 et par le lemme technique 3.2.1, on en déduit
que '
X - P- Ik .
kn N(Pn'i P)Aop(l).
kD k6
Ainsi par le théoreme 3.2.3, on a pour toute classe de DonskerF
pﬁ(PL, i P)Az‘ku,npﬁ(P'nk“ i P)Aop(1)) Gj. dansl® (F).
5

On peut généraliser ce procédé a un ensemble de choix in ni. Plus précisément on suppose

gu'on dispose d'une information auxiliaire faible concernant la fonctionnelle g(P) donnée par un
espacef %RX pour k | 1etpourtout n 2N une fonction de poids positifs ( Wn)n2ne telle que
z
. Wi (W)d* () A1 (4.1)

ou ' estune mesure ¥ nie. Posons

x H 1

Py E ai (W)W (Wd® () *x,
im £

ol pour tout p2 £ (i (K))i2, 1,nf Sont les poids de la mesure empirique informée par  g(P) Au. Ainsi

| X
PYE (1),

i AL
Fixons f 2 L?(P) et remarquons que
z
PhTAE Pt wo(ud® (W),
| P —i | ¢ . ¢ p—3 I . ’
®,(f)£ n P,fi Pf A n PHfi P wp(u)d? (p).
£

R
Notons Ey, (M) £ ¢ Uwn(M)d?® (1) et observons
z

p_— p_i ¢
n £(ui Ho)wn (W)d* (W) £ n Bw, (Wi Ho -

Le théoréme suivant porte sur la convergence en loi de ®L .
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Théoreme 4.2.2. Soit F une classe de fonctionsP-Donsker. On suppose qu'il existe yg 2 £ tel que
g(P) Ao et pour toutm 2N, f A(f1,¢¢Hm)T 2F X
o) B, (it ) e
ol V est une variable aléatoire & valeurs dans l'espace £ ¥2RK. Alors
®,) G dansl® (F)

oupourtoutf 2F ,G () A£Gy, (f)i covp(f, g(P))8! v . La variance asymptotique est alors

Var @ (f) AVar G, (f)Acove(f,' ¢(P)§ *VarV § *covp(f,' 4(P))’
i 2cov(G(f),V)8 tcovp(f," ¢(P)".

Remarque 4.2.3. SiV est presque slirement constante alors pour tout f 2 F , G, (f) a la méme
variance que G, mais a un biais persistant si V n‘est pas nulle presque srement.

Démonstration.

Posons pour toutn 2 N7, V,, ﬁEp

i ¢
n lEWn(u)i Ho . Tout d'abord observons que

@ () el ()1 cova(f,' o(Pa))SHY Mi Ho).
Ainsi
Z

@ (1) BB ()i covn(f,' g(Pa)SHY T (i Hown(Wd* (.
De la méme maniére que dans la démonstration du théoréme 3.1.2 et 3.2.3,0n a
®h(f) A®n(f)i covp( g(P),f) 8 '@ (" g(P)i cove( g(P),f) 8" VnAop(1).
Posons pourtout f 2 F
Wi (f) E®n(f)i covp(' ¢(P),f) &8 @ (" 4(P))i covp(' ¢(P),f) & V.

De maniére similaire que dans la démonstration du théoréeme 3.1.2 et 3.2.3, on peut montrer que pour
tout f AE(f;,¢¢0f, )T 2F aveck, 1

q;]_

iWn(fl),(t¢,(1Wn(fk) ) iGI (f1), ¢¢ a8 (fk)‘f’r

oupourtout j 2,1,kf, G (f;)AG (f)i covp(f, g(P))§! v . En appliquant la méme démonstration
que dans le théoréme 3.2.3 et en utilisant le lemme technique suivant
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Lemme 4.2.4. Soit X, :- n! |1 (T) une suite d'applications. Alors ces deux assertions sont équiva-
lentes :

e Ona

1. Pourtout (ty,...,tx) 2 TK, (Xn(t1), ..., Xn (tx)) converges en loi vers un vecteur aléatoire dans
RX pour toutk 2 N°.

2. ll existe une semi-distance Ytelle que (T,%) est précompact et pour tout 2 E O

lim limsup P°( sup jXn(s)i Xn(t)jE 2) AO.
+! 0 n {s,t)Ct

« llexiste X :- ! |1 (T)un processus stochastique mesurable et tendu tel que

Xn) X dans!? (T).

on obtient la convergence en loi souhaitée a savoir que

® ) & dansl! (F).

4.2.2 Information auxiliaire donnée par une densité de probabilité

Soitr 2 N”. Dans cette sous section, on suppose que les conseils de I'expert sont modélisés par
une densité pour chaque Pgj oui 2,1,rfetg A(g1,¢ ¢, ). On note h A(hy,¢¢th,) les densités
respectives et pour tout n 2N etpourtout i 2,1,rf

2 s s___ 3

Varp, gj Varp,gig

Jn E4Pngii zy ®nl2 PnoiAzi 0,0

ol on choisit ® telle que z1; @,/2 AClogn ou z3; @,/2 ACloglog n pour une certaine constante C E1l
déterminée par la loi du logarithme itéré. La loi du logarithme itéré nous permet d'af rmer que p.s.
apartird'un certainrang Pgj 2 J , pourtout i 2, 1,r f. Pour tout n 2 N”, on injecte l'information
auxiliaire suivante

In:Pg2(arg )'(TZ]%X hi (X))i2, 1rf-

Plus précisément, on injecte un des maximiseurs (qui est souvent unique pour  n assez grand). Pour
cela, dé nissons pour tout i 2,1,r fl'ensemble H ; des maxima locaux de h;. Dans le cas ou h; est
suf samment réguliére cela correspond a I'ensemble

H i A{x2X,r hj(x) A0 D?h;(x)E 0}

PosonsK , A{i 2,1,rf, Jn\ H; 62}
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De nition 4.2.1. La mesure empirique informée  est dé nie de la maniére suivante :

1. SiK 6/, alors on sélectionne seulement les contraintes suivantes g A(gi )i 2k , eton injecte
cela. La mesure informée est
P}, /Py

2. Sinon on injecte aucune de ces contraintes g; et la mesure informée est donc la mesure
empirique Pj.

PosonsK ° &{i 2,1,rf, {Pg}\ H £{Pg }}. Remarqguons qu'on ne peut pas calculer cet en-
semble car on n'a pas acces aux P g. Pour cette mesure empirique informée, on a un résultat du type
Donsker .

Théoréme 4.2.5. SiK ° 6/ alors
pﬁ(PLi P)) G- dans I* (F)

ou | ® estdonnée par(Pg;)i2k =. Si 1 £? (i.e K ° &£?)alors G, estle P-Pont-Brownien standard.

Démonstration (du théoréme ).

Puisque p.s. a partir d'un certain rang pourtout i 2,1,rf,Pgi 2 JnetJ n lp's' {Pgi}alors p.s. il existe
N E Otel que pourtout n, N etpourtout i 2,1,rfonaH ;\ J,&H i\ {Pg}. Eneffet, celavient du
fait que I'ensemble des maxima locaux stricts H ; est au plus dénombrable pour une fonction réelle :

Lemme 4.2.6. Soit f :R! Rune fonction réelle. Alors I'ensemble des maxima locaux stricts H est
au plus dénombrable.

Démonstration (dulemme ).
PosonsB: AA{X 2 R, 8y 2R jxj yjC ) f(y)C f(x)}. Montrons que B. estau plussdénombrable.
Puisqu'ily aau plus un élémentdans B\ [k+/2,(kA1)+/2] par dé nitionde B.etque yoz[k+/2,(kA
1)£/2] ,CE% alors

B. £ 27Bs:\ [k+/2,(k A1)+/2] est au plus dénog1brable comme réunion dénombrable d'en-
sembles au plus dénombrables. En notant que H 4 ,on° B1i/n, On en déduit que H est au plus
dénombrable. &

D'oti pour tout n, N, K, £K ° et donc P}, ﬁEPLu. Par le théoréme 3, on a la convergence
souhaitée. &



Concentration de la mesure empirique informée

Dans ce chapitre, on s'intéresse a la concentration de la mesure empirique informée P}, autour P.
Nous montrons que le processus empirique informé est plus concentré autour de 0 que le processus
empirique classique pour une information auxiliaire générale. De plus, nous donnons une borne de
concentration plus ne que la borne usuelle donnée par l'inégalité de Bernstein dans le cas d'une
information auxiliaire forte donnée par des espérances.

5.1 Concentration du processus empirique informé et application

L'objectif de cette section est de montrer que le processus empirique informé se concentre
mieux que celui du processus empirique non informé pour  n assez grand. De plus, nous montrons
aussi que le supremum du processus limite informé est plus concentré que son analogue non
informé. Tout d'abord précisons le cadre. Soit  X1,¢ ¢ 8X,, un échantillon de taille n 2 N"i.i.d. de loi
P inconnue. On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire | générale et d'une classe de
fonctions F %L?(P). On note ®, et G (resp. ® | et G)) le processus empirique non informé et son
processus limite indexés par F (resp. le processus empirique informé et son processus limite). Par
dé nition du processus limite informé, on a l'inégalité suivante véri ée pour tout f 2F %L2(P)

i ¢ i ¢
Varp G (f) - Varp G(f) .

Le résultat suivant énonce que pour n suf samment grand, ®L (f) est plus concentré autour de O
gue ne l'est ®,(f) pour f xée.

Théoréme5.1.1. SoitF %L2(P) une classe de fonctions mesurables et de carré intégrable par rapport
aP.Alorspourtoutf 2F et, EO,

i A . ¢
PG (f)jE, - PG(f)iE,

95
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i ¢ i ¢
De pIussiVarp|G|(f) (;VarplG(f) alors
i o ¢ i ¢
PiGI(f)IE, CPIG(f)E,
etil existe unrang N E Otel que pourtoutn , N,

i O S . ¢
Pi®n i (fIE, CP j®(f)E,

Démonstration.
Soient, 2R3 etf 2F une fonction mesurable de carré intégrable par rapporta P. Alors par conver-
gence enloi,ona
i L ¢ i . ¢
Pi®n, (F)E. i, PIG(IE, ,
. ¢ nlAl .

i . i . ¢
Pi®n(f)iE, i P jG(f)JE,

niA1
Notons ¥4 :AEIO VarpG (f)(;p VarpG(f) £ ¥. Remarquons que
i e M L ) i ¢
PGI(f)iE, AP JN O1E - CP N O LE — APJG(f)E,
?/41 3/42

Ainsi il existe unrang N E 0 & partir duquel pour toutn | N,

i, o ¢ i, . ¢
P i®ni(FIE, CPi®(FE,

Le théoréme suivant établit que le supremum du processus limite informé pour une classe de
fonctions est plus concentré que son analogue non informé.

Théoréme 5.1.2. Soit F %L2(P) une classeP-Donsker. On suppose queF est séparable point par
point. Alors pour tout , EO

A ! A !
P supjGi(f)iE, - P supjG(f)iE,
f 2F f2F
De plus, s'il existe , E 0tel que
A A !

P supjGi(f)iE, CP supjG(f)iE,
f2F f2F

alors il existe unrang N E Otel que pourtoutn , N,

A A !

P supj®n,(f)iE, CP supj®(f)iE,
f2F f2F

5



5.1. CONCENTRATION 97

Démonstration.
A n de démontrer le théoréme, nous avons besoin du résultat suivant di a Slepian, Fernique, Marcus,
Shepp (on peut le retrouver dans [38] & la page 441) :

Lemme 5.1.3. Soient X etY deux processus gaussiens centrés et séparables indexés par un ensemble
T. On suppose que

E(Xsi Xt)?>+ E(Ysi Yi)? pourtouts,t2T.

Alors pourtout , EO

u T u 1

PsSupXtE, - P supY{E,
t2T t2T

Posonsf /F [ (i F)laclasse symétrisée dé= et remarquons que

i ¢
supjG (f)j AEsupmax Gy (f),i G (f)
f2F f2F

; ¢
/Esupmax G (f),Gi (i f)
f2F

AEsup G (f).
f2F

De mémesup; ¢ JG(f)j AEsup;,¢ G(f). Véri ons maintenant la condition. Soient f ,h 2 £,
i ¢ i )
EGi(f)i Gi(h) "AE G (fi h))
AVar G (f | h)
. Var 'G(fi h)
/EE'G(f) i G(h))%.

Par le lemme technique précédent 5.1.3, on obtient que

! A !
P supjGi(f)jE, AP supG(f)E,
f2F f2F
A !
- P supG(f)E,
~f2F
A !

/P supjG(f)jE,
f2F
Ainsi s'il existe , E 0tel que

A ! A !

P supG,(f)E, CP supG(f)E,
f2f f2f
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et en utilisant le fait que l'application X 7!k Xkg AEsup;,g jX(f)j (pour X 21 L (F)) est continue et
par convergence en loi, alors il existe un rang N E 0 & partir duquel pour tout n N,

A ! A !
¢ R N R
AP supj®,,(f)JE, CP supj@n(f)iE, APK®kr E,).
f2F f2F

5

P'k®y ke E

5

On peut en déduire un corollaire portant sur les fonctions quantiles des suprema.

Corollaire 5.1.4. Soit F %L2(P) une classeP-Donsker. On suppose queF est séparable point par
point. Notons F; (respectivement F») la fonction de répartition de sup;,g jG(f)j (respectivement
Sups o jGi (f)j). Alors les fonctions quantiles sont aussi ordonnées

8®2[0,1[, F;'(®) - Fi®)

oupouri 2,1,2f, Fi 1(®) A&inf {t 2Ra, Fi(t), ®}.

Démonstration.
Remarquons que par le théoréme 7, on a pour toutt 2 Rg,
A A !

P supjGi(f)jEt - P supjG(f)jEt
f2F f2F
o Li Fa(t)- 1i Fa(t)
 Fa(t) - Fa(t).
Soit®2 [0, 1]. Alors
i ¢ i ¢
F Fil®@) , F1 Fil@) .
Puisque la fonction de répartition est continue a droite, on a
i, C
F1 Fi°(®) , ®.
Ainsi

F5 (@) F{1(®).

Ce corollaire a des applications intéressantes dont I'amélioration du test de Kolmogorov-Smirnov.
On pourra consulter a ce sujet lathese de M. Albertus [4] a la page 34 pour le cas particulier d'une
information auxiliaire donnée par la connaissance des probabilités d'une partition.
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5.2 Borne de concentration pour le processus empirique informé

Dans cette section, on souhaite établir une borne de concentration pour le processus empirique
informé (dans le cas d'une information auxiliaire donnée par des espérances) qui soit meilleure
asymptotiquement que la borne usuelle de type Bernstein. Le cadre est le suivant. Soit  Xj,¢ ¢ 8X,
un échantillon i.i.d. detaille n 2 N” etde loi P avaleurs dans X . On slﬂrppose qu'on dispose d'une
information auxiliaire | donnée par des espérancesPg P g1,¢¢Pgn ol g A(g1,¢¢Mm)" estun
vecteur de fonctions intégrables et m 2 N”. Cette information auxiliaire | est donc une information
auxiliaire forte. Sans perte de généralité, on supposera que P g A0. Notons pour tout n 2 N%, ®y et
®p, le processus empirique informé et non informé respectivement. Pour le processus empirique
non informé, l'inégalité de Bernstein nous donne une borne de concentration exponentielle pour le
processus empirique non informé :

Lemme 5.2.1. Pour tout x E 0 et pour toute fonction f mesurable bornée sur le support de la variable
aléatoire X notée supp(X), on a

Plip fi PHEX - 2ex PR ﬂ-/E' (x)
Pt Pl Pt 2Axkiky, - "V
0 1
2 wo o

X

i . ¢ 1
Pi®(f)JEx - 2exp@ = —————
apr2p Xl

X
A/E‘npﬁ

oU kf ky ZESUP psupp(s)if (X)) -

Pour une fonction f mesurable bornée sur le supportde X, on souhaite obtenir une borne de
concentration pour t EO

i ¢
PP fi PHIEL - ' i)

telle que pour tout , EO
s -
n,l p‘ﬁ
iﬁnAl
n PR

c’C1.

Cela permettrait d'en déduire que pour n suf samment grand
pooT oo
' n,l IS’_ Cl n ﬁ_>_ .
n n
Ainsi la borne de concentration ' | serait meilleure que la borne usuelle ' . Parle théoréme 5.1.1
et 7, nous avons montré que le processus empirique informé se concentre asymptotiquement plus
vite que le processus empirique non informé. Notons pour toute fonction f mesurable bornée sur
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le supportde X,

an(f) Ejcova(g,f)T (Varn(g))'
a(f)Ejcovp(g,f) (Varp(g))' t,
PLf AP, f Ar (f)tPyg.

La proposition suivante nous donne une borne de concentration pour le processus empirique
informé.

Proposition 5.2.2.

Soit f 2 L?(P) une fonction mesurable bornée sur le support de X. On suppose
que

2 g estbornée c'est a dire quekgk £Emaxs. . m jgij est bornée sur le support de X.
2 cov(f,g)6A

o £
Alors pour tout " 210, 1] et pour tout + 2 0,% ,onapourtoutt 2R}

A ! 0 !
1 nt2(1| ")2 X 1 "tnli =
i) E2exp i > A2 exp@ 5— =0
" AP(fAs(Ne?A ki An(mgke a4 MPmpgzAP K
A ! 0 :
. ' P
X 1 n" 2 X 1
A2 exp i — > A2 expl o &=
7 16P(fgj)?A skfgjks j A 8ng2A e
0 q - 2 1 0 " 1
1 3znajj Pfj X 1 n’
AZexp% = g E - - XA4 exp% — e X
4Pf2A SNaij Pfj kfkg = 8m Pg?A  sokgjk
X 1 n 2 .
A2 exp | > 2
1-0-j-m 16m P(gi gj) Aﬁkgigjkl
ou
A !
) ) 1 ani
JE (1) Amin

2k(Varp(g))i 1k’ 2P mk(Varp(g))i 1kilAk(Varp(g))i 1kjcov(g,f)j¢ '

etk ¢ kest la norme subordonnée associée a la norme in nie j¢jde R™.

Rergarqge 5.2.3. Remarquons que la borne de concentration ' | dépend des parametres” 2]0,1[ et
+2 0,1
12

Démonstration (de la proposition ).
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r . .
P(f An (f)®)?
— iz

etj¢p lanorme in nie et euclidienne respectivement dans un espace vectoriel de dimension nie.
Remarquons que

B a £
Fixons " 2 0,1j ,£2 O,% ett 2 Ri. Rappelons quem est xé. On notera j¢]

| 1 ¢
Pofi PfAEp= ®(f)Ao,(f)®(9)
n

1 i ¢ ¢

/‘Eﬁﬁ ® fAa(f)eg A, (f)i a(f)) ®®n(g)
1 i ¢ 1

/Eﬁﬁ®n f Ao(f)g Aﬁﬁ(nn(f)i @ (f)) ®®n(9).

Ainsi en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le faitque j¢p - P mjc¢jona
i R N T ¢ . Pt i ¢ .o p_t¢
PjP,fi PfiIEmt - Pj®, fAo(f)eg JEmt(1i ") n¢APJ an(f)j a(f) ¢®,(9)jE mt¢ n
i i . p— i, . e P =
- Pj® fAo(f)eg JEmt(Li ") n AP jon(f)i a(f)iien(g)iE"t n .

Le premier terme se traite directement en utilisant la proposition 5.2.1. Concernant le second terme
3 - 3 -

i .. FEES. p—¢ . .~p"—i . .\p"— l]i
Pian(f)i a(f)ii®(@JE"t n - P jo,(f)j a(f)JE "tn® AP j®,(9)jE "tn:z

3 3

_ x P 1,
"t AT P jen(g)iE " T diE
j AL

- P jan(f)i a(f)E

Ainsi
PijPLfi Pijmt¢- WARAQ).

Lel troisieme terme slg traite@ussi par la proposition 5.2.1. Il nous reste a traire le second terme a savoir
Pijan(f)i a(f)JE  "tn* .Pour cela, nous avons besoin d'un second lemme technique.

Lemme5.2.4. Soit(y,B)2R™£ S rﬁA(R) ouS rf}A(R) est I'ensemble des matrices symétriques dé nies
positives. On note j ¢ june norme sur R™ etk ¢ ksa norme d'opérateur associée. Posons pour tout, E 0
H 1 1

g /E i [} : J
M okB1 Ik’ 2kBT Ik(LAKBI Ikjyj)

alorsona

- . T
8(x,A)2R" £ SM(R), 'k, A)i (v.B)ks -~ A xTAL yTBIT .

Démonstration (dulemme ).
Soit (x,A)2RKE S kAA(R). Tout d'abord remarquons que

-k Al Xkjxi yjAjyjkAil; Bi k.
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Or

KAl Bilk E1B1 (B A)A 1k
-k Bi 'kkAl 'kkA| Bk.

Il nous suf t donc de borner kAi k. Pour tout z 2 R,

iziZEB! 'Bzj-k Bi kjBz.

Ainsi
4|
B .
P4 ek
Puisque
1
kAj Bk =+ ———,
2kBi 1k
on en déduit que
i(Ai BYZi- A
2kBi 1k

On peut alors minorer jAzj de la maniére suivante

L o o . jZ] jzj
jAZj EBzA(Ai B)Zj,| BZij (A B)zj, —o; 32

izj

kBilk ' 2kBi 1k
En remplacant z /EAi u pouru 2 R¥, on obtient
jA tuj. 2kBI tKjuj.
Puisque z étant quelconque, u est aussi quelconque. On en déduit que
kA k. 2kBi k.
Pour conclure, il nous suf t de remarquer que
:xTAi i yTBi l:-k Al Ykixi yiAjyjkAiti B 1k
. 2kBi kjx i yjA 2kB' 'k?jyjkAi Bk

2kBi 1k’

o e
- 2k(x,A)i (v,B)k; kBi k' 1AKBI Lkjyj

. 2 kBi k' 1AKB Kjyj

102
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Ainsi la contraposée de I'implication du lemme précédent nous donne
i— 1 P .. ¢
8(x,A)2R"£SMR), "XxTAIL; yTBITE, Mk (x,A)i (y,B)ki E’

On peut donc appliquer le lemme 5.2.4 en posant

. /Eani,

y Acov(g, f),
B AEVarpg.

Ainsi

A N !
1 _ Pt

2k(Varp(g))i tk' 2k(Varp(g))i Tk 1AK(Varp(g))i *kicov(g, f )J'Lt

En notant | £ T * ona

/E o (t) Emin

i . ¢
Plian(f)i o (f)E, AP @SZOVn(f 9)(Varn (@) *i COV;(f©9)(VarP(9))'
- P dCOVn(f ,9)i covp(f,Q)iE” of kvar(9)i varp(g)kE'
. p' jcovn(f,g9)i covp(f,Q)jE”~ AP kvar,(g)i varp(g)kE’

Il nous reste a étudier ces deux termes

a,

a

i© LA e 1
P jcovn(f,g)i covp(f,g)JE~ AP _ﬁ:(®n(f9)i Pnf®n(g))

[ ]
=a

E,
.p—¢
3— p 3— — p
P ®n(fgj) E n— /-\P Py f ®n(g) E n-—
A "2

Le premier terme avec la somme de se traite directement en utilisant la proposition 5.2.1 et le second
terme de la maniére suivante
= = po o AT o T
P P,f ®(g) E ns - P P,f Eni > AP ®,(g) En? >
M= - Horo— Al v H - r
- —P—- 1 . . - - 1
- P @ (f)E nni —jjPfj A P ®(g;) Ens = .
2 - 2
j AL

Le second terme de I'inégalité précédente avec la somme se traite de méme en utilisant la proposition
5. qu Concernant le premier terme, il est nécessaire de s'assurer que poum suf samment grand
ni 5] P fjE 0. En effet, cela est le cas puisque

_

-

o<

n

U
» P i n s ¢
2 4k(Varp(9))i tk 1Ak(Va re(9))i kicov(g, f)j

1

tg1 "2
EAé

ak(Varp(g))i Tk 1Ak(Varp(g))i tkicov(g, f)l

S
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On traite de la méme maniére le cas de la variance

i© . i T T, P=¢
P* kvarn(g)i varp(9)kE™ /P k®n(gg')i Png(®n(9)), KE " n
P |<®n(ggT)kE'°ﬁ5 Ap kPng(®n(g))TkEpﬁ§ .
Puisque
k®n(gg k- m max j®(g;g;)]
l. i- J m
kPhg(®n(9))Tk - mjPngji®n(9)i,
ona . ,
i© LA X ’ I « B o I < P
P kvarn(g)i varp(g)kgE” - P i®n(gigj)iE n-— AP jPhgji®(9)iE n— .
Li-j-m 2m 2m
Le second terme se traite de la maniére suivante
3— S o e o B e L
P Pnhaji®n(9)j E no— - P Png E > AP @®n(g) E n >m
u: — p r—1 IJ: — p r—1
IJ: — p r—1
2P ® E'nh —
n(9) N o
X W= _ p r—
-2 P @®n(g) E n —
A 2
D'ou
i© e X P
P kvarn(g)i varp(g)kE"™ - P j®n(gigj)iE n_—
1T j-m 2m
u: — p r—1
A2 P @\ (gj) E'n — .
i 2m

On en déduit alors
- ¢ g ¢ . ¢ x @ p_
PP fi PHEmML - P'j® fAa(f)eg jEmt@i ")°n A P j®n(gj)jEp"tn
) jm
3

p

i*

Nl

AP jan(f)i (f)iE" "tn*,

et

3 -, X] 3— — 7 'J— : u r e ﬂﬂ

p Ep

NI

. RN p_ + y T
Pijo,(f)j a(f)JE "tn™ - P ®n(fgj) E
j L

ﬁé AP ®,(f) E' n n

V. — r v X 3

—ij Pfj
2|J J

— — 1 . -‘p_’ ’
AP @®(g)) Ens - A P j®n(0igj)iE n——

jm Ti-j-m 2m
22 b ):Ep—r !
i m 2m
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En utilisant la proposition 5.2.1, on obtient

u 1 0 !
t 2 1 " 2 X 1 "t 1j 2+
" ha(mt) AE2exp i = ngm ) (_ L ) A2 exp@ __?)ﬁ
4P(f Ao (f)eg)2At(1i ")kf Aa(f)dgky A 4pg2A t%
~ 0 1 J
A ! p
X 1 2 X 1 n’
A2 expi— 2n A2 exp% ——qn,_i
v 16P(fgj)?Azkfgiki  jm SpgzA ;0
0 q o1 0 n 1
1 n 5N jj Pfj X 1 n’
AZexp% 2 sy E - - XA4 exp% & — x
PfZAA sn4ij Pfj kfky j/EL' m Pg?A  smkgike
X 1 n’?2 '
A2 exp j 5 >
L0 j-m 16m< P(g;i gj)? A 5—kgi gj ki
En faisant le changement de variable E/E%, on en déduit le résultat. &
Enoncons a présent le résultat principal de cette section stipulant que pour |, E 0 la borne de

congcen,tration informée ' P= pour n suf samment grand est meilleure que celle non informé

lnp?:

Théoréme 5.2.5. Soit f 2 L?(P) une fonction mesurable bornée sur le support de X. On suppose que :
2 g estbornée c'est a dire quekgk /Emaxs. i. m jgij est bornée sur le support de X.
2 cov(f,qg)6A

Notons ' | la borne de concentration informée dé nie dans la proposition 5.2.2 et r n laborne de

R . -
concentration non informée dé nie dans le lemme 5.2.1. Alors pour tout "2 0,1 w

o £ N R
pour tout +2 0,%1 etpourtout , EO, il existe unrang N E Otel que pourtoutn , N,
T VO |
n,l ﬁﬁ C'n ﬁﬁ :
Démonstration (du théoreme ). r )
. Pyr————
Tout d'abord énongons un premier lemme technique montrant que l'intervalle 0,1j w

n'est pas vide :

Lemme5.2.6. Sicov(f,g)6Aalors

P(f Aa(f)eg)’CPf2.
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Ainsi
# S

o1, PUA=(Dw)

pf2 o

Démonstration (dulemme ).
Rappelons quea (f) £ jcov(g, )" (Varpg) 1. Alors

P(f Ao (f)eg)? EPf?An(f)Pgg'a(f)T A2a(f)Pfg.
Puisque Pg A0, ona

Pgg' AVarpg,
Pfg Acov(g,f).

Ainsi

P(f An(f)¢g)? AP f2Acov(g,f)" (Varpg)i tcov(g,f)i 2cov(g, )T (Varpg) cov(g,f)
AP 2 cov(g,f)T (Varpg) tcov(g,f).

En remarquant que V ar pg est une matrice symétrique dé nie positive, on en déduit que

P(f Aa(f)eg)’CPf2
D'ou
Y P A ()
. P(fAa(f)dtg)e .
i ——F5 —FEO
4

Il nous reste & démontrer que pour tout , E Oil existe unrang N E 0 tel que pour tout pour tout
n, N,

Fixons dorénavant , E 0 et posons t, Ap=. Remarquons alors
0 1

1 2 M 1 2 ﬂ
' n(tn) A2exp@ = 2exp i —=— .

—————Ajj
4Pf2Ap=kfky NAL 4Pf2
n
3 ’ 3

« 2
nl P= converge vers unelimite| 2 Ra tellequel C2exp j %ﬁﬁ .

B

Il nous suf t donc de démontrer que
Notons pourt 2 R4,

"o (t) AEan(t)Abn(t)
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ou -
A !

an(t) A2ex } Nt ")
" P 4P(fAu(f)¢g)2A!%lkf A (1) tgks

Q@ "tn1i 2t
bn(t)/EZ exp p_
j/EI_ p— ZA kgrikl
A ! 0 p 1
x 1 n? x 1 n
A2 expi— > A2 exp% ——q,_—g
i A 16P(fgj) AEkfgjkl i /L 8ng2A Ekgjll(l
0 3q _ b1 0 n 1
1 n n4.j Pf] X 1 n’
AZeXp% 7 Bg— 2 XA4 exp%) B T %
PfZAA Enzij Pfj kfky j/ELI ngZA s=kgjki
X 1 n 2 .
A2 exp i 5 >
Ti-j-m 16m< P(g; gj)? A 5-kgi gjki
3 - 3 - 3
2
Il suf t donc de m?ntrerque an P= i%!}l\l | C2exp j %W eth, p= iﬁnAl 0. Remarquons que
’ A A I
an P= 1 nt2(1j ")? ntg
- AEeXp i t( 1 ) i 2 -
. 4 P(f An(f)eg)2Alilkf An(f)egk, PT?Atnkik,
Hat gy 2T
e PG B AaMw? PI2

Dé nissons pour " 2]0,1[,

AD(")'/CE 2(11 )2 . 2
' P(fAu(f)¢g)2' pre’
r—

Et montrons que pourtout "2 0,1j w ,A%(") E 0. En effet
X0y . P(f Ao (f)0g)?
A"(MEO, (1 ")°E —mu—L

) (i )S 512
P(f Ar(f)cg)?
oL — Pz
Pf
s
P(fAn(f)eg)? .,
’ l —E
JE
5 r—.
o 2
Ainsipourtout "2 0,1j PUAP# ,
.
an P= M 1|J 21 2 > 11
—2 g e i Gl i3 o1
niAL 4 P(fAu(f)¢g) ¥

'
n Fn
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Concernant la suite (bn(th))n, 1, rappelons que
A p__ !

1 T .
2k(Varp(g))i 1k’ 2" mk(Varp(g))i 1k 1Ak(Varp(g))i kicov(g,f)j

ENT

" n(th) £min

Puisque0C+C ;11, pour n suf samment grand on a

P— .
"t

2P mk(Varp(g))i 1k ! 1Ak(Varp(g))i tkjicov(g, f )j¢'

ENT

“n(tn) £

Pour simpli er I'écriture, notons
pP—

/E — - i 2 —— ¢E0
2" mk(Varp(g))i tk 1Ak(Varp(g))i kjicov(g, f)j

Il nous reste a démontrer que :

? tan® ZiiFnAl AL
1j 2% 12t
tnn ANy AL
carO(;iQ%.
200 ()i, Al
Phentienity AL
niAl
2 n ; )
I end '!inAl AL
n n 1 1; +. 1
— /s Ep—nltizis A1
P'(tn)n‘ll ; 11 pE i 5
Cn™' ans

tR1ALIR1L 1
Dol

bn(tn)i!i]!Al 0.

On peut donc conclure que pour tout , E Oil existe unrang N E 0 tel que pour tout pour tout n
pooT T
nl P= C'n =

108



Information auxiliaire fausse et adaptativité de la mesure informée

Ce chapitre a pour objectif de montrer I'impact négatif d'une information auxiliaire fausse, de
détecter les informations auxiliaires fausses et de sélectionner la meilleure information auxiliaire  1°
engendrée par des informations auxiliaires vraies et signi catives en un certain sens.

6.1 Impact et détection d'une information auxiliaire forte fausse

Dans cette section, nous souhaitons étudier I'impact d'une information auxiliaire forte fausse
dans l'estimation d'un parametre d'intérét. On observe un échantillon X1,¢¢ X, i.i.d. de taille
n 2 N® et de loi P. On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire fausse notée  IF. Plus
précisément l'information auxiliaire fausse est donnée par une approximation “2R™dePgavec
m, letg:X ! R™ une fonction intégrable. La mesure empirique informée par |17 est donnée
pour toute fonction f mesurable de carré intégrable par

IF i _¢
P, f APpf Ao (f)¢Pgi
ou
an(f)Ejcovn(f,g)(Varng) h

Notons = (f) /& jcovp(f,g)(Varpg)i?! la limite presque sire de = ,(f). La proposition suivante
montre l'impact négatif d'une information auxiliaire fausse sur l'estimation statistique.

Proposition 6.1.1.  Soit f 2 L?(P). On suppose quehe (f)T,Pgj ~i64. Alors
Phfib" PfAR()T Pgi i,
o] ®_ |F i :_ p.s.
8®2Ry, NP, i PITj Al .

o _ £
De plus pourtoutx 2 0, he (f)T,Pgi i ,

3 -

—IFs. Dy
P —Pn fi P EX IE!Al 1.

109



6.1. INFORMATION AUXILIAIRE FAUSSE 110

Démonstration.
Soit f 2 L?(P). La premiére assertion est obtenue par simple application de la loi forte des grands
nombres

PLFfigﬂpAf' PfAh(f)T,Pgi Ti.

Montrons la seconde assertion

- ®—lF e . —. ps
8®2Rz, n- P, fi Pf '!im!,&l Al .

Puisque

—F —_.ps - .
Prfi P T ()T Pgi i 64

on en déduit que

a ®O—lF . . —. ps
8®2Rz, n° P, fiPf il A1l .
o — £
En n concernant la troisiéme assertion. Pourx 2 0, he (f)T,Pgi ~i ,ona

3

— _‘ : _:‘ ¢
PPN fi PIEX i, P e (f)T,Pg; i Ex AL

Remarque 6.1.2. Remarquons que pour m 41, la condition he (f)",Pgi ~i6/B est équivalente &
covp(f,g)6Aet” 6/g.

De plus si~ est tres proche deP g, la mesure empirique informée par ~ est relativement proche de la
mesure empirique informée par Pg. En effet pour f 2 L?(P),

i ¢
PLfi PyF ﬁEcovn(f,g)'Varng tpgi ).

lllustrons cela par quelques simulations.

Exemple 6.1.1. On génere n A100 variables aléatoires i.i.d. deloi P N (0,1). Notons l'information

auxiliaire | donnée par P g avec g(x) A&(x,x?), @2 R et on suppose qu'on dispose d'une information
auxiliaire fausse 17 donnée par (p,1) ot p 2 %,ﬁ) . On trace sur un méme graphique F,; (en

verte), F, |r (en magenta), F, (en rouge) et F la fonction de répartition de laloi P (en bleue) pour 20
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réalisations (Figure 6.1). On remarque que lorsque U AE%, le faisceau en magenta s'écarte fortement
de la fonction de répartition F. Cependant lorsque p se rapproche de O (ici p /E%), le faisceau
en magenta est relativement proche de F. De ce fait, injecter une information auxiliaire fausse et
proche de la vérité peut étre béné que pour les petits échantillons.

FIGURE 6.1 — Comparaison entre F, | (verte), F, (magenta), F, (rouge) et F (bleue).

On souhaite a présent détecter une information auxiliaire fausse. Nous avons a notre disposition
une information auxiliaire donnée par ~ 2 R™ qui serait la valeur de Pgavecg:X ! R™ une
fonction intégrable et m 2 N°. Ainsi il se peut qu'il existe k 2,1,mftel que ~ 6/ gx. Pour éviter
cela, nous allons effectuer m tests statistiques pour les hypothéses suivantes

Hg . Pgk &£ | contre H‘l‘ . Poy 64

aveck 2, 1,m f. Nous avons donc affaire un probléme de tests multiples. Pour chaque k2,1,mf,on
pose

P NiPnOki ki

Zi o fE
" Varngk

Tk,n /Elzkyn EZ]_I ®

ou z3; @ est le quantile d'ordre ®2[0,1] de jYjou Y suit une loi normale centrée réduite. On obtient
alors m tests statistiques asymptotiques de niveau ® 2 [0, 1]. Ainsi pour chaque test statistique, on

peut calculer sa p-valeur notée py pour k2,1,mf. Onposep A(p1,¢¢my) et
a

©
R(p)’[E k2,1,mf, Pk - S(p)

ou s(p) est un seuil pouvant dépendre de p. R(p) représente I'ensemble des hypothéses nulles a
rejeter. Pour la procédure de Bonferroni, la fonction seuil est constante et égalea  s(9 /E%. D'autres
procédures adaptatives existent comme par exemple la procédure de Holm. On pourra consulter a
ce sujet [10],[11], [35] et [26].
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6.2 Adaptativité de la mesure informée par une information auxiliaire
forte pour I'estimationde P f

Soit X1, ¢ ¢ 8X,, un échantillon de taille n 2 N” i.i.d. de loi P inconnue. On dispose d'une infor-
mation auxiliaire | portant sur Pg ou g ZA(g1,¢ ¢y, ) est une fonction donnée avec r , 1. Cette
information auxiliaire | est engendrée par r informations auxiliaires 11,¢¢dl, portant respecti-
vement sur Pg;,¢¢ 4P g,. On suppose que ces informations auxiliaires 11,¢¢d, sont vraies. On
souhaite estimer au mieux un parametre du type

z
PfA& fdP
X
pour une fonction f :X ! Rintégrable donnée. L'objectif est de sélectionner l'information auxi-
liaire 1° engendrée par les informations auxiliaires informatives c'est a dire celles qui améliorent
l'estimationde Pf.

Sans perte de généralité, on peut supposer que P g A0 et on supposera aussi que 8§ AV arpg est
dé nie positive. On note  I'ensemble des informations engendrées par une partie des r informa-
tions auxiliaires

a

©
i £ 1Al Iv2,1rf .

Remarquons que ? ¥.{1,¢ ¢ K}, {I}ko. A? et Pﬁ /APy . On notera gy A(gk)k2g pourtout J¥%2,1,rf.

Nous avons alors a notre disposition les estimateurs ( P'n f)i2; eton souhaite choisir celui qui
approche le mieux P f.Pourtout 132 avecJ¥%,1,r ftelles que Varpg; E 0, on a par le théoréme
3.1.2,

PRERTI PH) Gi(T)
ou Gy, estun P-pont brownien informé par | de matrice de covariance
Var G,,(f) AVarpf i Covp(gy,f)T (Varpgs) *Covp(gy, ).
De plus par la proposition 3.1.4, on a

Var G, (f)- Var G(f) EVarpf.

De nition 6.2.1.  Linformation auxiliaire 132 j avec J% ,1,r f est dite informative pour f si
VarpgjEOet
Var G,(f) CVar G(f).

On note j ° I'ensemble des informations auxiliaires informatives.
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Observons que pour tout 132 avecJ¥%,1,rf,

Var Gi,(f)GVar G(f), Covp(gy,f)"Varpgi'Covp(gy,f)EO
, covp(gy,f)6A

car§;:/EVarpg;.EO0. Puisqu& PgyAOetcovp(f,gy) AP fgyi PfPgyalors covp(f,gy) £H,gi zp
ou hf,ggi2ppy A hf,gkiL2p) | »5- Ainsi une information auxiliaire 1,2 avec J%,1,r f estinforma-
tive pour f siVarpg;EOetf estorthogonalea g dans L?(P).

Dans un premier temps, nous voulons tester si l'information auxiliaire totale LarfAE{l,CC0,}
estinformative pour f. Cela nous amene a poser le probleme de test suivant

H o:hf,gi 2py A0 contre H 1:hf,gi 2p) 64

La proposition suivante établit la statistique de test permettant d'aboutir & une régle de décision.

Proposition 6.2.1. On note pour tout n 2 N%, §,¢4 4 (covp,(fgi,fgj))ij2 1,7 €t 8t g A&
(covp(fgi,fgj))ij2 1rf Onsuppose que§; 4 estinversible. On pose pour toutn 2 N*

WhtgEn(Pnfg) 8i% Pafg.

n,f,g
Alors
SousH o, Wnrg) AZ
. Ps
SousH 1, Wn.t gl Al .
Remarque 6.2.2. 2 Enposant pourtout n 2 N° et®2]0,1[, T, AElw, ; 4Eqy o OU J1; @ EStle quan-
tile d'ordre 1j ®de laloidu A? ayant r degrés de liberté, on obtient donc un test asymptotique
de niveau ®.

2 DésqueVarpg;E Oet 8¢ g, estinversible pour J%,1,r f, on peut remplacer g par gj pour
résoudre le probleme de test suivant

H o:hf,gsi 2y A0 contre H 1 :hf,gji 2p) 64

Démonstration.

Puisque § ¢ g estinversible, alors p.s. a partir d'un certainrang 8y ¢ g est aussi inversible. Puisque ces
matrices sont symeétriques et dé nies positives, on peut dé nir la racine carrée de la matrice inverse de
8,1 g etde§¢ . Posons pour toutn 2 N?,

R
znAﬁhﬁ’?g nP,fg.
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Remarquons que W, 1 g £ Kn k? et sousH o,

Zy) N(0,1d).
On en déduit alors que sous H o, Wyt g ) Arz. Puisque P, fg iﬁ”pA'ls' P f g alors on en déduit aussi
que sousH 1, W1 g i !Z'ls' Al .&

Pour des raisons computationnelles, on souhaite éliminer les coordonnées du vecteur g qui sont
orthogonales a f dans L?(P). Pour des raisons algorithmiques, on se donne un seuil de tolérance
" E 0 et on s'intéresse aux problémes de tests suivants donnés pourtout i 2,1,rf,

H o : jhf,gii2p)iC" contre H 1 : jhf,giizp)E".
Posons pour chaque i 2, 1,r fet pourtout n 2 N7,

P—

n((Pnfgi)?i 2?)
- P
2iPhfgij Varyfg;
L| N /CE:LV, n EZli ®

Viyn/CE

ou z1; @ estle quantile d'ordre 1 | ® d'une loi normale centrée réduite N (0,1). Dé nissons aussi
lensemble K  A{i 2,1,rf, Lj n AL}

De nition 6.2.2. L'estimateur adaptatif informé de Pf notée PL" f est dé ni en suivant pour tout
n 2 N la procédure suivante :
2 SiK , 6/ alors on retient les coordonnées §n A(9i )i 2k ,, et on injecte linformation auxiliaire
Ik . Dans ce cas, Py f JEPFN f
2 Sinon P\ f (AP, .

La proposition suivante nous donne un théoréme limite pour I'estimateur adaptatif informé
[
Pyf.

a

.© R
Proposition 6.2.3. Soit"Y Pfg;,¢¢@Pfg, etposonsK - A 2,1,rf, jhf,gii zp) E "} Alors

pﬁ(P:{'f i Pf)) G,.f.

Remarque 6.2.4. D'un point de vue méthod%ogique, nous puvons choisir " en utilisant les estima-
tions P, fgj pourtouti 2,1,rfanque "Y Pfgs,¢¢@Pfg, .



6.2. ADAPTATIVITE 115

Démonstration.
Tout d'abord remarquons que pour touti 2,1,rf,ona

p.s.
SousH 0,i » I—i,n | 0,

SousH 1, Lin 71
.© a
car"Y Pfgi,¢¢@Pfg, . De plus puisque pour tout i 2,1,rf, Lj o estune indicatrice, alors p.s. &
partir d'un certain rang cette indicatrice est constante. Ainsi p.s. a partir d'un certain rang on a
K Z£K «. On en déduit que
PRElti Pf)) G T

Exemple 6.2.1. Nous générons a l'aide d'une simulation n A150 donnéesi.i.d. deloi P :/N (0,1).
L'observateur dispose uniquement de l'information auxiliaire forte donnée par Pgou

9(x) 1A(g1(x), 92(x), g3(x)) X3, x2,x7)

avecx 2 R. Pourtout k 2, 1,3f, on note | I'information auxiliaire apportée par P gk . Lobservateur
souhaite estimer Pf avec f (x) :/Ex, x 2 R. Il applique le test statistique de la dé nition 6.2.2 en
calculant K n, pourles m 2 {10, 20,30, ¢ ¢ #1150} premieéres données. Nous prenons ®/E%) et" /10 3.
Notons que plus " est grand, plus le risque est important de rejeter des informations auxiliaires
réellement informatives. On observe qu'aucune des informations auxiliaires 14,15, |3 est informative
pour m petit (généralement m - 40) et a partir d'un certain rang ( m 450 en général) |1 est la seule
information auxiliaire informative. Cela est conforme au fait que  covp(f,g2) £covp(f,gs) A0 et

covp(f,gy) A3.

6.3 Adaptativité de lamesure informée autemps  n par une information
auxiliaire générale en apprentissage

On observe un échantillon d'apprentissage Dp, A{(X1,Y1),¢¢HX,Yn)}i.i.d. de taille n 2 N” et
de loi P inconnue. Plagons nous dans le cadre ou nous disposons de K informations auxiliaires
l1,...,Ik pour lesquelles nous ne connaissons pas forcément leur véracité. On note  I'ensemble des
informations engendrées par une partie des K informations auxiliaires

a

©
i B3y, J%{1,C0K) .

Remarquons que ? %{1,....K}, [ k27 |k £? et Pz AP,

Dans cette sous-section, on souhaite classer les informations combinées pertinentes pour une
fonction statistique d'intérét et rejeter les informations qui font moins bien que la mesure empirique
au temps n. Les fausses informations se trouveront dans cette derniére catégorie. Ce classement se
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fera par validation croisée . Plus précisément, nous supposons gue nous avons a notre disposition
une collection de régles d'apprentissage plus ou moins informées ( f);2; .

Exemple 6.3.1. 2 Dans le cas de larégression ~|, &£ P! xxT¢' P! yx basé sur I'échantillon D.
On pose f (x;D) £ &, i (cfsection 7.3).
2 Dans le cas de laclassi cation , on peut prendre par exemple I'estimateur des  k-plus proches
voisins avec informations auxiliaires (cf section 7.4.5).

Un sous ensemble propre E %2{1,¢ ¢} est appelé découpage car il partitionne I'échantillon
en deux sous échantillons indépendants appelés respectivement d'entrainement et de validation
DE /& (X;)i2e et DE° /E(X;)izgc. Ainsi D, £DE[ DE°. On appelle risque empirique sur le sous
échantillon DE

£ 1 X ¢
Rn2f7!— c f(Xj)Yi
card(E) ,e

ou c est une fonction de co(t adaptée au probléeme. L'estimateur par validation simple du risque de
f| pour I'échantillon D, etle découpage E

R e (fi;Dn;E) AR § (fi (¢DE))
1

S cif(x-'DE)Y-¢
Card(EC)IZEc | [} n/: ' -

Lestimateur par validation croisée pour I'échantillon Dy, et la suite de découpages (Ej)1. j. v est
dé ni par

- 1 X ~
Ru°(fi;Dn; (E. - v)ﬁEvﬂRxa'(ﬁ;Dn;Ej).
J

Posons pour tout | 2
1 In AR xc(ﬂ ;Dn;(Ej)l- g V)'

On peut donc ordonner ces ! |, ce qui donne un classement de la pertinence des informations
auxiliaires au temps n pour une fonction d'intérét. Linformation la plus pertinente au temps n est

|5 AEarg rlnzln Lin.
i

On en déduit la dé nition suivante.

De nition 6.3.1. La régle d'apprentissage optimale au temps n 2 N° (au sens de la validation
croisée) parmi une collection de regles d'apprentissage ( f;),2; estdonnée par fe.
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Remarque 6.3.1. Notons que pour | /A? , fA| est I'estimateur empirique. Posons
a

©
OhAEI12i,%n, t2n .

5

Cet ensemble représente lesnauvaises informations au temps n.



Applications

L'objectif de ce chapitre est de montrer que la notion d'information auxiliaire peut étre utilisée
dans des contextes divers et variés. Ainsi nous proposons d'incorporer une information auxiliaire
a disposition a n d'améliorer les méthodes génériques en vigueur en statistique et en simulation
stochastique (Méthode de Monte-Carlo, estimation paramétrique etc). Ce chapitre est donc un recueil
d'applications plus ou moins détaillées. En particulier la derniére section de chapitre donne des pistes
méthodologiques d'utilisation d'une information auxiliaire en apprentissage statistique.

Tout au long de ce chapitre PL représente la mesure empirique informée par une information
auxiliaire générale 1. Soit (X, )n2ne Une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi P. Alors on écrira la
mesure empirique informée de la maniére suivante

| X
Pho & ity .
i AL
p

o , —i ¢
et on notera le processus empirique informé¢ ®, & n Pl P .

Remarque 7.0.1. Néanmoins notons que tous les résultats de ce chapitre sont valables pour une infor-
mation auxiliaire générale (ajout de données auxiliaires, mélange de plusieurs types d'informations
auxiliaires etc) du fait que nous avons un résultat de type Donsker pour chaque processus empirique
informé et que la mesure empirique informée est presque slrement a partir d'un certain rang une
mesure de probabilité discréte a support ni.

Sous certaines conditions, le processus empirique informé converge en loi (théoréme 3.1.2,
3.2.3,4.1.6 par exemple) et on notera G, le processus limite appelé le P-pont brownien informé par
l'information auxiliaire 1. Par exemple :

2 Dans le cas ou l'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle g(P) (ou par des
estimations issues de sources indépendantes), la variance asymptotique s'exprime pour une

118
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fonction f de carré intégrable par
Var (G (f)) Evarpf i cov(f," 4(P)8 tcov(f," ¢(P)"

ou 8 difféere en fonction de l'information auxiliaire l.

2 Dans le cas d'ajout de données auxiliaires G, £, Gou0- , - 1etG estun P-pont brownien.

B

7.1 Méthode de Monte-Carlo, variables auxiliaires et données manquantes
massives

7.1.1 Amélioration de la méthode de Monte-Carlo al'aide d'une information auxiliaire

Les méthodes de Monte-Carlo sont un ensemble de procédures permettant d'estimer des
quantités d'intérét en utilisant des procédés aléatoires. Plus précisément, supposons que nous

souhaitons estimer un parameétre pouvant s'écrire sous la forme d'une espérance
Z

PfA f(x)dP
X

ou f estune fonction intégrable par rapportalaloi  P. La solution a ce probléme consiste a générer
un échantillon i.i.d. {X1,¢¢¢X,}de taille n 2 N etde loi P puis a estimer l'intégrale par la moyenne
empirique

1 X
P, f £—  f(X).

Nim
Nous proposons dans cette sous-section de rechercher une information auxiliaire pertinente a n
d'améliorer cette estimation. Plus précisément nous cherchons une fonction g de carré intégrable
(ou un ensemble de fonctions) calculable au sens ol nous connaissons de maniére exacte Pg. De
ce fait, les fonctions calculables vont dépendre de laloi P choisie dans notre contexte. Par la suite,
nous injectons cette information auxiliaire forte a n d'obtenir la mesure empirique informée. La
proposition 3.1.4 nous indique qu'il y a diminution stricte de la variance du processus limite dés
que covp(g, f) 6. Ainsi une information auxiliaire pertinente consiste a trouver une fonction g
(ou un ensemble de fonctions) corrélée a f sousP. Cela consiste donc a s'intéresser aux fonctions
g calculables qui maximisent la quantité jcovp(g,f)j. D'un point de vue méthodologique, nous
pouvons rechercher les fonctions calculables pour P puis tester si l'information auxiliaire est perti-
nente. La section 6.2 propose des tests statistiques permettant de véri er si l'information auxiliaire
est pertinente avec ou sans seuil de tolérance.

Supposons dorénavant que nous disposons d'un vecteur de fonctions g pertinent. En utili-

sant cette information auxiliaire, nous obtenons la mesure empirique informée P!, donnée par la
dé nition 2.3.1. Par le théoreme 3.1.1,

i p.s.

niAL Pf.

PLi
De plus, par le théoréme 3.1.2, nous avons

i ¢ i ¢
PalpltiPi) N 0%
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ou ¥x estdonnée par
Y AVarpf | covp(g,f)'8 tcovp(g,f).

Remarquons que par la proposition 3.1.4, nous avons que ¥ CVarpf. Ainsi nous obtenons une
réduction de la variance en injectant une information auxiliaire et donc une amélioration signi-
cative de la méthode de Monte-Carlo standard. De plus notons que toute méthode utilisant la
méthode de Monte-Carlo standard est améliorée du fait que I'estimation est plus précise. On peut
citer par exemple I'échantillonnage préférentiel.

Exemple 7.1.1. Nous souhaitons estimer la valeur de l'intégrale suivante
Z
3 .
sint
—dt
1t

Posonsw (t) ,£E25'+t avect 2 R". De plus, nous remarquons que

Z, .
sint
—dt EE(w (X))

1t

ou X suit une loi uniforme sur l'intervalle [L , 3]. Nous injectons l'information auxiliaire forte donnée

par E(X?) /E%3. En utilisant une procédure de test, nous remarquons que l'information auxiliaire est

pertinente. Par la suite nous générons n A500 données et nous calculons Pyw et P! w pour tout

k 2,2,500f. Dans la Figure 7.1, nous observons que PLW est beaucoup plus proche de f’Sitﬂdt que

ne l'est Pyw.

FIGURE 7.1 — Pour tout k 2, 2,500f, nous comparons PI'(f (enrouge) et P f (en bleu).
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Remarque 7.1.1. Nous remarquons que l'utilisation de la mesure empirique informée dans ce
contexte est similaire a la méthode de la variable de contrble permettant de réduire la variance
de la méthode de Monte-Carlo. On pourra consulter a ce sujet le livre [29].

7.1.2 Utilisation de variables auxiliaires

En statistique, il n'est pas rare d'avoir a notre disposition des variables auxiliaires. Dans cette
sous-section, on souhaite utiliser des variables auxiliaires a n d'améliorer l'estimation d'un para-
meétre. Nous montrons que l'injection de variables auxiliaires est un cas particulier d'information
auxiliaire forte.

Tout d'abord posons le cadre mathématique. On observe un échantillon  Xq,¢¢gX, de taille
n 2 N” i.i.d. de loi P, a valeurs dans X . On dispose aussi de variables auxiliaires Az, ¢ ¢gA, i.i.d.
de loi P, & valeurs dans A % RX pour un certain k 2 N°. De plus, on suppose que les variables
auxiliaires sont indépendantes aux données. On note pour tout i 2,1,nf, Z; £(X;,A;) et P, la
mesure empirique associée a I'échantillon Zq,¢¢¢Z,. Observons que I'échantillon Z;,¢¢¢Z,, esti.i.d
eton note Q laloi du couple. On suppose de plus gu'on dispose d'une information auxiliaire de la
forme g(Q). Cela est assez courant en théorie des sondages de disposer d'une variable auxiliaire sur
I'ensemble de la population (recensement etc). Dans ce cas, le statisticien dispose d'une information
du type P,g etil pose pourtout ( x,a)2X £ A, §(x,a) Z£g(a), on a P,g A£Q§.

La mesure empirique informée est dé nie pour toute fonction f:X £A ! Rdecarréintégrable
par

PL(f) EPnf Ao (f)8g[Pali 9[Q])

ou
un(f)/Ei§1,n(f)§i2}1/EiCOVn(' g(Pn)af)Tvarn(' g[Pn])i L

Remarquons qu'on pourrait s'intéresser seulement aux fonctions  f dé niessur X . Dans ce cas, il
faudrait seulement poser f (x,a) &f (x) pour tout ( x,a)2 X £ A . Pour une classe de fonctions F de
Donsker, on a par le théoreme 3.2.3

®h) G AG(9i covol ¢(Q),9"Varg( ¢(Q) 'G( ¢(Q)) dans I* (F)

ou G estQ-pont brownien. Généralement, g dépend seulement des variables auxiliaires et donc de
P, et f dépend seulementde X. Cela est le cas dans le cadre d'un sondage. Ainsi dans ce cadre la
variance du processus limite est donnée pour toute fonction f :X £ A ! Rde carré intégrable par

Var G (f) EVarp,(f)i covg(' ¢(P2),f) Varp,(' 4(P2) *cova(' ¢(P2),f)
AVarp, (f)i cov(' g(P2)(A), T (X)) Varp,( g(P2))! 'cov( ¢(P2)(A), f (X))

On observe alors que plus les variables auxiliaires sont corrélées a X, plus la variance diminue.
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Exemple 7.1.2. lllustrons cela par un exemple sur des données simulées. Soit %2 Rx. On génere
500 réalisations de (Z,Y) avecY A¥Z A" ol Z et" sont deux variables aléatoires indépendantes
de loi P71 /EIN (0,1).¢On peut remarquer que Y et Z sont deux variables corrélées et Y suit la
loi P, AN 0,1A %2 . Dans cet exemple, Y joue le réle de variable auxiliaire pour laquelle on
connait son moment d'ordre 2 a savoir 1 A ¥%2. De plus, on rappelle que I'observateur de I'expérience
statistique observe seulement les données ( Z1, Y1), ¢ ¢ {(Z500, Ys00) €t connait le moment d'ordre 2
de Y. On souhaite estimer le moment d'ordre 2 de  Z égal a 1 en utilisant l'information auxiliaire &
notre disposition. On pose pour tout ( y,z) 2 R?, f (z,y) &£z? et g(z,y) A£y?. La variance du processus
limite est alors

- . ¢
Icov'Z'z,Y2 E
Var Y2
VY
2YAR 42 A2
4¥2 A2
i S —
yARA2v2 A1

VarG|(f)/EVarZZi

Ainsi le parametre ¥%joue un role important dans I'estimzlation de E| 22¢car plus ¥est grand, plus
la variance diminue. Observons aussi que puisque cov Z?2,Y? A2¥%7 alors la variable auxiliaire Y
est d'autant plus corrélée & Z que ¥%est grand. Les graphiques suivants (Figure 7.2) illustrent que
P'nf est plus proche de P f que ne l'est P, f lorsque ¥ devient de plus en plus grand. De plus, on
remarque que lorsque %, 5 l'estimation PL f estextrémement proche de P;f A1.

7.1.3 Données manquantes massives et information auxiliaire

Lors d'un recueil de données pour une expérience statistique, il est courant d'avoir des don-
nées manquantes. Dans cette sous-section, on suppose qu'on a affaire a des données manquantes
massives. De plus on s'intéresse a un certain type de données manquantes a savoir des réalisa-
tions d'un couple de variables aléatoires ( X,Y) avaleurs dans X £Y pour lesquelles parfois on
n'observe pas la variable Y. Formellement, on observe n 2 N réalisations du couple ( X,Y) notées
(X1,Y1),¢¢&Xn,Yn) et m 2 N” réalisations de la variable X notées X, 41, ¢ ¢ 8, Am . Ainsi les variables
Yni1,¢ ¢ 0 Am Ne sont pas observées. Plusieurs méthodes existent pour traiter les données man-
guantes. Certaines méthodes suppriment des données, d'autres utilisent un modéle de régression
ou des méthodes de classi cation pour attribuer une valeura  Ypa1,¢¢%nAm. On pourra consulter a
ce sujet [15] [17].

Nous proposons d'utiliser les variables X,A1,¢¢$X,Am comme une information auxiliaire a
notre disposition. En effet, ces dernieres nous donnent une information auxiliaire sur la loi de X.
Puisqu'on se place dans un cadre de données manquantes massives, on supposera que m , n.
Notons Q EPX:Y) et P /EPX. Soit F une classe de fonctions Q-Donsker. Puisque les données
auxiliaires XpA1,¢ ¢ 8X,Am Ne sont pas des couples, on ne peut pas ajouter ces données comme ce
qui a été fait dans la sous-section 4.1.2. L'idée est alors d'injecter une estimationde P g pour une
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FIGURE 7.2 —Pourn 2, 50,500f, on compare P:] f (enrouge) et P, f (en noir) pour différentes valeurs
de %2 On observe que I'estimation PL est de plus en plus précise au fur a mesure que la quantité
cov(Z?,Y?) AE2¥%¢ est grande.

fonction auxiliaire choisie g en utilisant les données auxiliaires XpA1,¢ ¢ 8X,Am . Posons

1 X
Qn ’CEH i(Xi Yi)s

Remarquons que Q(g %) /P g ou Ysest la projection canonique par rapport a la premiére variable.
Notons @ /g +vadé niesur X £Y . Puisque Qg /AP g, l'injection de l'estimation P, g estun cas
particulier de la sous-section 4.1.1. Ainsi la mesure empirique informée est donnée pour tout f2F
par
Qnf AQnf | ]_A—nCOVQn(fa@) Varp, g Qn@i Pmg .
m
i ¢
On note ¢ Alim 141 % et ®'n /Ep n IQL i Q le processus empirique associé a la mesure empirique
informée. Par le théoréme 4.1.6, on a

®,) G, dans It (F)
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i ¢ i _ ¢
ou pour tout f 2 F , G (f) £G1(f)i ﬂl\—ccon(f ,g)'Varpg ' 1IGl(g)i P c Gy(g) avec G; et Gy
respectivement un Q-pont bronwien etun P-pont brownien indépendants. Par le lemme 4.1.8, la
variance est

i ¢
Var G (f)AVargf chcon(f,@)'Varpg '1con(g,f) (7.1)

avecf 2F .

Exemple 7.1.3. lllustrons cela par une simulation sur des données simulées. Soit %2 R}il} . Suppo-
sons que nous observons n /500 réalisations du couple ( X,Y) avecY A£¥X A" et X," sont deux
variables indépendantes de loi N (0,1). Précisons que I'observateur ne connait pas la relation qui lie

Y a X. De plus, nous avons aussi m /99500 données partielles pour lesquelles nous observons seule-
ment des réalisations de X. Nous souhaitons estimer E(X i Y)? et nous posons f (x,y) &(x y)?
avecx,y 2 R. Notons que Ef (X,Y) A&(%j 1)?A 1. Nous choisissons la fonction €(x,y) 1&g (x) A£x>
avecx,y 2 Rcar

covp(g, f) A2(%i 1)°EO0.

Ainsi nous injectons I'estimation P, g ou

Dans la gure 7.3, on prend 3%4/E5 et nous comparons QLf en rouge et Qf en bleu pour tout
k 2, 2,500f. Nous remarquons que l'estimation de Ef (X,Y) est beaucoup plus précise en utilisant
les données partielles que sil'on se restreignait aux données complétes. En effet, déesque n, 50la
courbe en rouge est quasiment collée a la droite noire y /17 (sur [50,A1 ). Ainsi l'utilisation des
données partielles vues comme une information auxiliaire est béné que pour I'estimation d'une
qguantité d'intérét.

On souhaite & présent trouver g 2 L?(P) a valeurs réelles qui minimise la variance donnée par
I'égalité (7.1). La proposition suivante nous donne la fonction auxiliaire optimale.

Proposition 7.1.2. Soit f 2 F . On pose pour toutx 2 X ,
gs () :Ag(x) :/EEif (X,Y)jX ﬁEx¢.
Alors on a
icon g Y f *e

sup : AEV arpgs
' 2L2(P) Varp

etle sup estatteinten g. De plus Varpgs - Vargf.
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FIGURE 7.3 — Pour %45 et pour tout k 2, 2,500f, nous comparons QI'(f (enrouge) et Qx f (en bleu) .

Démonstration.
Tout d'abord observons que

- ¢ i ¢ ¢
covo(g+¥4 ) AE g(X)f (X,Y) i E'g(X) E f(X,Y) .
Puisque

| E(g(X)%:ﬁEEff(x,Y)‘t,
E'gO)f(X,Y) &E'g(X)2

on en déduit que covg(g ¥ f) AVarpg. Ainsi

|con |gil/4f
Varpg

AV arpg.

Fixons' 2 L?(P). Alors

i, ¢ i ¢ i ¢ j ¢
covg " 4T AE " ()F(X,Y) i E* (X) ET(X.Y)

AE" 0909 i E" (X) E'g(X)
/Ecov.:" g

i ¢ ¢ ¢ ¢
carE'f(X,Y) ﬁEE'g(X) etEI' (X)f (X,Y) /EE" (X)g(X) par dé nition de I'espérance condition-

nelle. Ainsi par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

covPI ,g¢2- Varp' Varpg,
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on en déduit que

i i
covg ' *Y%f

- Varpg.
Varp' PY

EnnmontronsqueVar pg- Vargf. Puisque E(g(X)) A£E(f (X,Y)) et
i ¢j ¢e
E f(X,Y)i g(X) 9(X)i Eg(X)) 4O,

ona
3

Vargf AE If(X,Y)i g(X)(T’2 Avarpg, Varpg.

Cependant cette fonction g n'‘est pas accessible du fait que I'espérance conditionnelle ne peut
pas étre déterminée de maniére exacte. Ainsi on devra avoir recours a une estimationde g qu'on
notera g, avecn 2 N, Linformation auxiliaire apportée par g, pour tout n 2 N” sera notée |,. On
pose pourtout ( X,y)2X £Y , @ (X,Y) Z£gn(X) et @; (X,Y) gt (X).

Proposition 7.1.3. Soit f 2 F . Supposons que
p.s.
1. keni @rkizyif,, O
p_i .
2.7 N Qn(8i )i Pm(Oni 9¢) i ;, O

Alors
3

e ()£ n Qrfi Qf ) Gi(f).

Démonstration.
Posons g:/Ag; et g /@ . La mesure empirique informée est

In o1 i G ai . ¢
n fAQnT i Txmcovo,(f.en) Varg,an = Qn@ni PmOn -
m

Tout d'abord, observons que

jcovg, (f,@n)i covg(f,@)jj covg,(f,en)i covg,(f.@)jAjcovg,(f.8)i covo(f @)
-k fkiz0,)ken i gkLz(Qn)Aj covg,(f,@)i covo(f.@)].

En utilisant le lemme 3.2.1 et puisque kgn i gk 2(q,) i!i] IpA'ls' 0, on en déduit que

p.s.
conn(f,@n)i!i“Al covg(f,@).
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On traite de maniére similaire la variance

jVarg, @i Varg®j+j Varg,@ni VarQn jAJ%VarQngl Varggj
j Qn(62i 8)iAj 'Quen *i 'Que “jAjVarg @i Varogi

Par le lemme 3.2.1, on en déduit que jVarg, @i Vangeji!i1 lz'ls' 0. Concernant les deux premiers
termes, remarquons que '

. o ¢ ¢ . ; .
iQn(827 89 iAj Qn8n "I Qn€ “j-k 8 i 8k2(o,)ken A€k 20,)Ai Qn(Bni €)ji Qn(enAe)]
- 2k@n i @k 2, ken A gk >,

Ainsi puisque k@n i gki2(q,) iﬁ P 0,0nen déduitque Varg, & 5!51&'15' Varqg@. En nobservons que

P i ¢
n Qn@nl Pmn Epn Qn@nl Q% nll:)ngnl ng . ¢ p
i _
Epn Qngi Qg A ann(@nl @i N Pmgi P%i NPm(gni 9)
£ n Qngi Pmg A N Qn(8 i i Pm(gni 9)

: —i ¢
car Qg APg. Puisque” 1 Qu(@n i €)i Pm(ani 0r) i ,. O.ona
P—i ¢ p_i ¢
N Qn8ri Pmdn £ N Qn@i Pmg AOp(]-)-
Ainsi par ce qui précéde, on conclut en remarquant que

® (f) £®, (f)Aop (D).

7.2 Applications en statistique paramétrique et non parameétrique

7.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance informé et matrice d'information de
Fisher informée

SoitP A{P,, u2£ %R} aveck 2 N®. On observe un échantillon X1, ¢ ¢ ¢X, i.i.d. &valeurs dans
X detaille n 2 N” et de loi P, avecpg 2 £. Puisque

MAarg min KL(P,,.,P,) £Zarg maxE,_lo ,
Ho guzﬁ (Pyos Py gu2£ w109 Py

on dé nitle maximum de vraisemblance (EMV) de la maniére suivante

1, /Earg max Py lo .
Hn gu2£ nl0gpPy

Ainsi on peut dé nir le maximum de vraisemblance informé de maniére analogue.
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De nition 7.2.1.  Le maximum de vraisemblance informé ﬁl, est dé ni par

~ I
:AEarg max P, lo .
Hn g e n gPu

Placons nous dans le cadre d'un modéle régulier au sens de la dé nition donnée dans le livre de
Benoit Cadre [13] :

De nition 7.2.2. Un modele statitique paramétrique P avec pour espace de paramétre £ 15 RK
pour k , Oestrégulier sipourchaque p2£ :

1. Soninformation de Fisher 1, en p existe et est inversible,
2. Eyr logpy A0 et 1, £ iEyr 2logpy,.

Le théoreme suivant porte sur la normalité asymptotique de l'estimateur du maximum de
vraisemblance informé.

Théoréme 7.2.1. Supposons que le modeéleP est régulier et que pour chaque p 2 £, il existe un
voisinage V %£ de u pour lequel supgyy kr 2logp,k? 2 L1(P,). Si TEMV informé p, est consistant
alors

N i~ .C
PR@i W) N 0, " sous R,
ou . .
ril | il ¢ il | ¢ il
Iu AEVarp Iu G (r logpy) /Elu Varp G(r logpy) I“ .

De plus I1i11- I:llpourtout H2E.

Démonstration.
La preuve de ce théoréme s'inspire de la démonstration faite par Benoit Cadre et Celine Vial sur la
normalité asymptotique du maximum de vraisemblance [13].

Soit (Xn)n2ne Une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi P ;. On pose pour tout ®2 £

Un (®) AP}, log pe(Xi)).

Par régularité de p 7! log(p,), Un est de classec?. Ainsi r U (1)) 40 car ), maximise Uy . Un deve-
loppement de Taylor avec reste intégral nous donne
W i L
0AUNWA 1 Un(At(uy i w)dt (iyi W
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i Ry 2 N
EnposantU, (W) £ o1 “Un(uAt(py, i p)dt,ona
_p_- p_
Un n(ni WA nUn(W.

Puisque Var(r logp,) &l etE(r logpy) A0 par régularité du modele, on a par un résultat de type
Donsker pour la mesure empirique informée (par exemple les théorémes 3.1.2 et 3.2.3),

p_ p_
NUn (W) £ nPyrlogpy) Gi(r logpy)

sous R, ou G, est le P-pont brownien informe.
Montrons que

sous R,. On pose pour tout (x,r)2 X £ Ra

?/(x,r)/Ek®suE kr 2logpe(x)ir 2logpy(x)k.
i pke T

Puisque 7! log(p)(x) est de classeC? pourtout x 2 X et¥{¢r)2 Ll(Pp) pour r suf samment petit,
on a par théoréme de convergence dominée

2
82EO0,9r EO, E(%(X,r))(;é

car %(x,r)i” 0 0. Soit2 E 0 xé. Remarquons que
B Wz 1
Un(W APy 1 2100Pac gy (9 dt -

Notons j ¢ june norme quelconque. Ainsi

- W 13 , -
P P 0 rZInguAt(ﬁ'ni wXi)ir Zlogpy(Xi) dt —, 5

3—

T

— — 2
AP PLr2logpu(Xi)Al, | >

LE HZ13 ! 2 R l
P Pr 1 PI0gR gy g (DIT Zlogpy(Xi) dt = S ki i kG
W e

i

~ — — 2
AP(kp) i pk, r)AP PLr2logpu(Xi)Al, | >
3 z 3— ,

2

2 ) - -
- P PLYAX T, > APyl i pk, r)AP Perlogpu(Xi)Alu S5

Par un résultat du type Glivenko-Cantelli (théoréme 3.1.1, 3.2.2 et 4.1.5) pour la mesure empirique
informée, on a

P yxin)® E(3/4X,r))(?%-
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Donc le premier terme tend vers 0. Le second terme tend vers0 par consistance de ﬂr', . Pour le troisiéme
terme, on utilise a nouveau le résultat du type Glivenko-Cantelli (théoréme 3.1.1, 3.2.2 et 4.1.5) pour
la mesureempirique informée
p.s.
Phr 2logpu(X)Ti Iy

Ainsi on en déduit que

Remarquons que si on suppose qu'on a la consistance forte alors la convergence a lieu p.s.. On conclut
par le lemme de Slutsky

P— o~ T i ¢e i1
N(y i 1) Iu N O, Varp Gi(r logp,) AN O,Iu

sousP, et en remarquant que rli,l Ll l'l varp IG. (r log pu)¢l 111 1 En n concernant la derniére asser-
tion, il suf t de remarquer que pour deux matrices symétriques  A,B 2M ,(R) avecp 2 N” telles que
A- B,onaque pourtoutC 2M p(R)

c'Ac- c'BC.

En effet soit x 2 RP

xTCTACXACX)TA(CX) - (Cx)"B(Cx)&x'CTBCx.

Remarque 7.2.2. Nous pouvons aussi énoncer un théoréme de consistance pour l'estimateur ﬁr',
en adaptant la démonstration du théoreme 4.4.1 du livre de Benoit Cadre et Celine Vial [ 13]. Plus
précisément en reprenant les notations de la démonstration dans [13], il suf t de remplacerU | par

Uh(W) & P} logpy p2£

et les résultats du type Glivenko-Cantelli (théoréme 3.1.1, 3.2.2 et 4.1.5) pour la mesure empirique
informée permettent de conserver la méme démonstration.

On appelle r;l 1 |a matrice d'information de Fisher informée inverse . En n énoncgons un résul-
tat montrant que le modele paramétriqgue muni d'une information auxiliaire est plus informé que
le modéle paramétrique.

Théoréme 7.2.3. Dans le cas ou Ililol est inversible, la matrice d'information de Fisher informée véri e
I'inégalité suivante
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Démonstration (du théoréme ).
A n de montrer le résultat voulu, démontrons le lemme suivant :

Lemme 7.2.4. Soient A,B 2 M ,(R) deux matrices réelles symétriques dé nies positives. SiA - B alors
Bil. Al

Démonstration (dulemme ).
Démontrons ce lemme. Tout d'abord rappelons que pourC 2M ,(R), ona

i) A- B) CTAC- C'BC.
De plus remarquons aussi que
i)I1d - B) Bitl. Id.

En effet, puisque B est symétrique, on peut la diagonaliser dans une base orthonormée de vecteurs
propres. Ainsi il existe une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale telles que

B APDPT.
Puisque D E 0 car B est symétrique dé nie positive, on peutdé nirB " :/EPD"PT pourr 2 R. Ainsi
Bil/EBi21dBi - B BB 2 &ld.
Il nous suf t d'appliquer i) et ii) pour démontrer le lemme
.1 .1 .1 .1
A- B) Al2AA 2. Al2BAI 2
) Id - AlZBAI 2
) AZBilAZ. Id.

D'ou

Bi L EAI 3 AZBI LAZAI 2. Al ZIdAI 3 EAI L

Revenons ala démonstration du théoreme. Puisque |, et ruo sont des matrices symétriques dé nies

positives (car inversibles) et flilol . I:lgl’ on en déduit par le lemme précédent 7.2.4 que

Iy T

Donnons quelques exemples :
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Exemple 7.2.1. 1. On observe Xi,¢¢@X,, i.i.d. de loi Ber(p). On suppose qu'on dispose de n
données auxiliaires Y1,¢ ¢ gY,, issues d'expériences similaires indépendantes ( information
auxiliaire faible ). Ainsile P-pont brownieninformé est G, /Epl—iG avecG un P-pont brownien
et

| 1 X X
Hy A—( XA Y,
N g i L

. 2
fE—S Bl A—.
R TE T R T

On remarque que l'information apportée par une observation dans le cadre du modele
paramétrigue muni d'une information auxiliaire est deux fois plus importante que celle dans
le cadre du modéle paramétrique sans information auxiliaire.

2. De maniere plus générale, on observe I'échantillon  X1,¢¢8X, i.i.d. de loi P, (modéle sta-
tistique paramétrique général) et on dispose de r £ n données auxiliaires Yq,¢ ¢ g, (avec
r 2 RR) issues d'expériences similaires indépendantes ( information auxiliaire faible ). Alors
le P-pont brownien informé est G, /Ea%TG avec G un P-pont brownien et

W ALANILE L.

7.2.2 Méthode des moments avec informations auxiliaires

Soient X1,¢¢8X,, un échantillon i.i.d. de taille n 2N deloi P, ot o2 £ %RK aveck 2 N°.

De nition 7.2.3.  Soit up 2 £ %R et soit f A(f1,¢¢0f,) un vecteur de fonctions intégrables avec
m, 1.Soit° :£! R™déniepar °(u) AP, f.Onappelle estimateur des moments avec informations
auxiliaires (MMI) une solution ul, du systeme d'équations suivant

Pn A (o).

Le résultat principal de cette section montre que la méthode des moments avec informations
auxiliaires (MMI) est meilleure que celle sans information auxiliaire :

Théoréme 7.2.5. Supposons que® estC! au voisinage de g et telle que D° (o) est inversible. On
suppose de plus queP, kf k? C Al . Alors I'estimateur MMI existe p.s. & partir d'un certain rang et
Véri e

3

pﬁ(flrhi Ho)) N 0,D°(up) 1Varpu0 GI(f)(D°(mo)' BT .
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Démonstration.
Rappelons que° (1) P, f . Par le résultat de Donsker pour la mesure empirique informé, on a
3 ,

PRPLT T (o)) N OVare, Gi(f) .

Les hypothéses faites nous permettent d'appliquer le théoréme d'inversion locale : Il existe un ouvert U
de pp et un ouvert V de® (uo) tels que® :U |V estun C? difféomorphisme. Puisque p.s. & partir d'un
certainrang P! f 2V (par un résultat de type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informé),
I'estimateur MMI u}, /i l(P!1 f) existe p.s. a partir d'un certain rang. Ainsi il suf t d'appliquer la
méthode Deltaa ° i 1 pour obtenir le résultat souhaité. &

Exemple 7.2.2. On note | une information auxiliaire portantsur ~ Py,.

i ¢ . . . .
1. Supposons que Py, AN 1 0,%3 . Alors I'estimateur des moments avec informations auxi-

liaires est
3

W, A& PLX, Varp x .
2. Supposons que Py, Aj (U1, H2). Dans ce cas la densité est

X”li :I-ei J?
flug o (X) AE e 1rs(X), X 2R.

M5t (M1)

Alors l'estimateur des moments avec informations auxiliaires est

7 0!

|P:,x Pl x? IP:\x

Pl x2j IPLXU’Z, Ph X

b A

7.2.3 Estimateur a noyau informé

Soit X1,¢ ¢ 8X, un échantillon i.i.d. de taille n 2 N® etde loi P sur RY possédant une densité fg
par rapport a la mesure de L(T:pesgue , - On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire |
portant sur P. On note PL yis inAqui *x, la mesure empirique informée.

R
De nition 7.2.4.  Soient K : R4 I R une fonction paire telle que rt K(y)dy1l et h, une fenétre
pouvant dépendre de n.La mesure empirique informée lisse  est dé nie par

H il

Xi X

[ 1 X
Pn“Khn(dX)"Eh—d giK . (dx).

n i/ hn
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L'estimateur a noyau informé  est alors dé ni par

8x 2 RY, f}:(x);Eid)0 giK
hn i A hn

Remarque 7.2.6. 2 Pour toute fonction intégrable f, on note
Z
PraKny (f) & ) f (x) dPp, 2 K (X).
R

2 |'estimateur a noyau non informé est noté f,, etestdé nien prenant les poids q; ,CEnl pour
touti 2,1,nf.

A n de quanti er I'apport de l'information auxiliaire, on s'intéresse a la convergence du proces-
sus

p_i ¢
n PLoakKpy i P
indexé par une classe de fonctions F . Dans cette sous-section, nous souhaitons montrer que

la mesure em;lairique lisse feit aussi mieux que la mesure empirique informée P:] au sens ou le
processus’ n Pl oKy i P) Gjdansl? (F).

Théoréme 7.2.7. Soit F une classe P-Donsker. On suppose que

:Z _ H 1 f
supsup— (f(xAhyu)j f(x))K(u) du—Eo0 p— .
f2F x2rd R n
Alors
i ¢
pn'PLnKhni P) G dans It (F).
Démonstration.
Soit f 2 F . Calculons
Z
PLaKny (f)£ f(x)dP,aKy (x)
Rd
Z 1
“Xi Xi dx

1 X .
AEH S (X)K

i | R n
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En faisant le changement de variable u /EX;]—X' ona
n

1 X z uxi Xiﬂ x 4
— g f(xK dx £ qi (X Ahyu)K(u) du.
hyim R n im R
Posons pour tout x 2 RY,
Z

inf(X)&E f(xAh,u)K(u)du.
Rd

Ainsi
i ¢ i ¢ p_
PPl akn ()i PT A NP ingi ) APRPLET PH).
Puisque
_ _ = -
P _i ¢ p_ - -
n Pllq(in’fi f) - nsup— (f(xAhpu)i f(xX)K () du-—
x2Rd  RI_

P supsup=  (f(xAhnu)ij f (x))K (u) du
f2F x2rd RY

on obtient par hypothése que

P— A & p_ -
nsup Pp(infi f) - nsupsup— (f (xAhyu)i f(x))K (u) du—Fo(1).
f2F f2F x2rd RY

L

Par conséquent, puisque F est une classeP-Donsker et par le résultat de type Donsker pour la mesure
empirique informée (théoreme 3.1.2,3.2.3et4.1.6) ,0n a

®) Azpﬁ(P:,i P)) G, dans I (F).

On en déduit que

i ¢
panLnKhni P ) G, dans Il(F ).

Exemple 7.2.3. Supposons que P nh,! 0.AlorslaclasseF des fonctions lipschitziennes dont la
constante de lipschitz est bornée par un certainréel M E 0 véri e les hypothéses du théoréme 7.2.7.

Dans [20], les auteurs proposent d'autres conditions a véri er a n d'assurer la convergence
en loi pour la mesure empirique lisse. Dans le théoréme suivant, on supposera que l'information
auxiliaire | est forte et est donnée par une fonctionnelle g(P).
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Théoreme 7.2.8. Soit F une classe de fonctionsP-Dlgnsker et invariante par translation. Posons la
mesure suivante * »(dy) /E%K ~ . On suppose que « K(y)dy /L et que pour tout n, F %LY(jt nj)

hn -
et ga kf (¢iy)kizpydjt nj(y) CA1 . On suppose de plus que les conditions suivantes sont satisfaites
o -2 -
nsupE (f(XAy)i f(X)d*n(y)d,, O, (7.2)
foF R NIAL
174 T2
supE  (F(XAy)i f(X)d*n(y) i, O (7.3)
f2F Rd n'Al
Alors
p

—i ¢ 1
nP,at,j P ) G dans |~ (F).

Remarque 7.2.9. Faisons quelques remarques utiles pour la démonstration de ce théoréme

Z Z
Preta(AE - f(xAy)dP,()d!n(y)

% L

£ q fXAy)—K = dy
i | Rd hn hn
x £ ¢

A g fXAhy)Kyd
im R

APt

en reprenant les notations de la démonstration du théoréme 7.2.7. Posons pour tout borélien A deRY,
Th(A) AL 1 (i A). Ainsi, on a pour une mesure de probabilité Q,
zZ Z

Qrtni Q)f /EZRd Rd(f(XAhnY)i f(x))K(y)dydQ(x)

A (Taefi f)(x)dQ(x)

Rd
AQ(hafij f)
ou
Z
Thaf(x)&E  fxi y)dTn(y) (7.4)
1 Myt

/E df(xi y)h—K . dy (7.5)

ZR n n

£ f(xAh,y)K(y)dy. (7.6)
Rd
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Démonstration.
On reprend la démonstration faite dans [20] et on la modi e [égérement. Puisque

i ¢ p_j ¢ p_i ¢
Palplar,ip A nPlat, pLAPRPL P

il suf t d'étudier
Phatni Py AP i P)atyi (Phi P)YAPal, i P

Observons que
Z

(Patqi P)(f)AE Rd(f(XA)’)i f(X))d*n(y).

Alors par (7.2),ona
H 1 1
kPal,i Pkrp A0 p— .
n

Par la remarque précédente, on obtient
i ¢ _
(Phi P)atni (Phi P) f A(PLi P)(Taafif).

S _ _
Parlelemme 2de[20], GAE p{tnefi f, f 2F }estune classe&-Donsker. Par (7.3), sup;,r P({ h =

fi f)2! 0. On en déduit comme dans [20],
(VRS |
. _ . 1
supj(Pni P)(Tnefi f)ifop, p—= .
f2F n

De plus, remarquons que
(Phi P)(Enafi f)AEP,i P)Enafi f)icova(Tnafi f, g(Pn))(Vary' ¢(Pn)) 1Zn

L bs
il

ou Z, £g(Pn)i g(P). En utilisant le fait que pﬁZn converge en loi et (Vary' g(Pn))’ 1 fi 5,

(Varp' 4(P))! 1 onremarque qu'il suf t de montrer que

- . ' L bs
fSlzjkaovn( nefif, g(P”))k'?nm 0.

Observons que

g qg ——
keovn(tnafi f." g(Pn)k-  Varn(fnefi f)max Varn' g (Pn)

K Tpofi fkizp,) max -~ Varn' g (Pn)
etque

Po(fhafi f)2&Py P)(Tnafi f2AP(Taf f)?

K Pnij PkgzAsupP(Epofj )2
f2F
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Pour le second terme, par (7.3), supsog P(T e f | )21 0. Pour le premier terme, puisque G est
P-Donsker, elle est donc P-Glivenko-Cantelli. Puisque G admet une fonction enveloppe de carré
intégrable et par stabilité du caractére Glivenko-Cantelli par une application continue, G2 estP-
Glivenko-Cantelli. Ainsi

. L bs
kPni Pkgzif 0.

- . p.s.
D'ol supsor Pn(tnef f)zi!"wAl Oet

p.s.
f

niA1 0.

supkcovp(Tnafi f," g(Pn)Ki
foF

En n par ce qui précéde, on en déduit que
H 1 1
supj(Ppi P)(Tnu fi f)j/op p= .
f2F n

En conclusion, on obtient

—i ¢
pn'PLnlni P) G dansll(F).

Exemple 7.2.4. Nous souhaitons comparer fo,fn et fAnI a l'aide d'une simulation. Pour cela, nous
générons p A20 échantillons i.i.d. de taille n £100 de loi P £N (5,16). Nous prenons comme
fenétre h, A(1,06)¥n' s avec ¥:/E4. Nous supposons gu'on dispose d'une information auxiliaire

| donnée par le moment d'ordre 1 et 2 de P. Pour chaque échantillon, nous tracons les courbes
représentatives de fn et ﬂ{ (Figure 7.4 se trouvant a la page suivante). Nous observons qu'il est
dif cile de juger de la pertinence d'injecter une information auxiliaire (par cette méthode) dans
I'estimation point par point de la densité  fy. Cependant I'estimation d'espérance de loi donnée par
la densité fgo est améliorée.
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FIGURE 7.4 — Comparaison des estimateurs a noyau.

7.2.4 Quantiles empiriques informés

Dans cette sous-section, nous souhaitons estimer de maniere plus précise le quantile d'une loi
réelle en exploitant une information auxiliaire a notre disposition. Pour cela, nous allons dé nir
le quantile empirique informé en utilisant la mesure empirique informée P'n. Des travaux ont
été menés autour des quantiles empiriques informés par Zhang dans [42] en utilisant la mesure
empirique informée obtenue par vraisemblance empirique Pgl) dé nie dans (2.10). Nous montrons
que le processus limite obtenu dans [42] est le méme pour la mesure P'n.

Soient (Xp)n2ne Une suite i.i.d. deloi P sur Ret | une information auxiliaire. Notons  F la fonction
de répartition, F, lafonction de répartition empirique et FL la fonction de répartition empirique
informée dé nie pourtout t 2 Rpar

X
Foi(t) APL1e.t £ qilx,. t.
i Bl

Exemple 7.2.5. Comparons la fonction de répartition empirique informée avec la fonction de
répartition empirique non informée. Pour cela, on génere  n A100 variables aléatoires i.i.d. de loj
P AN (0,1). On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire | donnée par IE(X),E(XZ) .
La Figure 7.5 est composée de deux graphiques. Dans le graphique de gauche, nous réalisons une
seule fois I'expérience tandis que dans le graphique de droite nous réalisons 20 fois I'expérience

et nous tragons sur le méme graphique F! et F,. Dans les deux graphiques, nous observons que la
fonction de répartition informée  F, | est plus proche de F que l'est F,. Dans le graphique de droite,
nous remarquons que le faisceau vert est beaucoup plus resserré autour de la courbe bleue que ne
I'est le faisceau rouge. Cela illustre les propriétés asymptotiques du processus empirique informé
démontrées dans les chapitres précédents (Figure 7.5).
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FIGURE 7.5 — Comparaison entre F, | (verte), F, (rouge) et F (bleue). Le nombre de réalisations dans
le graphe de droite est de 20 et de 1 pour celui de gauche.

Dé nissons la notion de quantile empirique informé.

De nition 7.2.5.  Le quantile empirique informé  d'ordre ®2]0,1[ est dé ni de la maniére suivante
a

. ©
h @ ZF 1 (®) Anf t2R, Fyy(t), ® .

Remarque 7.2.10. L'in mum est bien dé ni puisque pourtout  t2]j1 ,minq. . n X[, Fn,(t) AOet
pourtoutt 2[maxy.i.n Xi,AL [, Fn(t) &L

A n d'obtenir des résultats asymptotiques a propos du quantile empirique informé, nous avons
besoin du lemme technique suivant.

Lemme 7.2.11. SoitS AD(R)\ 1! (R) I'ensemble des fonctions cadlag bornées dé nies surR muni
de la norme uniforme. Soit ®2]0,1[etAg:De%S | Rdé niepar Ag(F) £Fi 1(®) pourtout F2Dg
ou D contient I'ensemble des fonctions de répartition dé nies sur RetF, ; pourtout n 2 N”. Soit F
une fonction de répartition.

1. On suppose que F est strictement croissante en F (®). Alors Ag est continue en F.

2. On suppose queF est différentiable en Fi 1(®) et F{Fi 1(®)) £f (Fi 1(®)) E 0. Alors Ag est
Hadamard-différentiable en F tangentiellement a

Do/&h 2S , hcontinue en F i }(®)}
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de dérivée
- h(Ae(F)) h(Fi }(®))
AQ(h) /£ i .
®( ) [ F(A')(F) 1 f(Fi l(®))

Remarque 7.2.12. Remarquons que nous pouvons prendre

n (0]
D/ F2S, lim F(t)A0, m F(t) /AL

Démonstration.
La démonstration de la seconde assertion peut étre trouvée dans [38] par exemple.

141

Démontrons la premiére assertion. Fixons " E 0. Puisque F est strictement croissante enFi }(®)

alors

FFIH(®i ") COCF(F (®)A").
Soit (Fn)nane ¥2De telle que kF, j Fky ! 0. Alorsil existe N E Otelle que 8n, N

Fo(F' 1(®)i ") COCF (F {(®)A").

D'ou par dé nition de la fonction quantile, cela implique que

Fil@)"- Fi'®)- FIi@A"
Ainsi

FiN@i FI@)j- .

On conclut que Ag est continue en F. &

On en déduit le résultat suivant :

Théoreme 7.2.13. Soient F une fonction de répartition et gg le quantile d'ordre ® 2]0,1[ deF. On

note qr']’® le quantile empirique informée (Dé nition 7.2.5). Alors :

1. SiF est strictement croissante en F 1(®) alors :

| P.S.
qn,® I J®-
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2. SiF estdifférentiable en Fi 1(®) et F{Fi }(®)) £f (Fi }(®)) E 0 alors
A !
p_ VarpG (Fi }(®))
n(@hoi de)) N O — ¢
f(Fi {(®)

ou pourtout s2R,G(s):AG (1)1 g)- Dans le cas ou l'information auxiliaire est donnée par
une fonctionnelle g(P) (ou par des estimations issues de sources indépendantes), la variance
s'exprime de la maniére suivante
A 1
P Aol d8) N 0l iy
f(Fi 1(®)

avecf/EcovP(' g(P)vl]il ,Fil(®)])T§i 1COVP(' g(P)al]il YFi1(®)]), 0.

Démonstration.
Posons la classe= A{fs /1,1 g, S2 R}. Cette derniere est une classe P-Donsker. Alors

KFni i Fko i O,
'Oﬁ(lrn,I i F)) G, dans!! (R)

ou G (s) :AG, (fs) dépend ens de seulementG(s) etcovp (' ¢(P), 1,1 ,g) - Observons queG, 21 L (R).
Par le point 1dulemme 7.2.11,0n a

. p.s.
Ae(Fn)if 5,  Ae(F).

D'ou la premiere assertion. Concernant la seconde assertion, montrons que G, est cadlag surR
et continue en Fi }(®). Pour cela il suf t de montrer que les applications suivantes sont cadlag et
continues en Fi }(®)

A1:s7! G(s),
As:s7! covp(' g(P). 11 ) &P g(P)Lji1 gi P g(P)F(s).

Concernant A1, rappelons que G @dmet presque slrement des trajectoires continues¢oour la semi-
distance ¥2(f1, fo) EVarp Iflj f, pourtout fy,f,2L2(P). Posons' :(R,j¢)! IF ,% dé nie pour
tout S2 Rpar ' (s) &£fs et observons queA 1 A£G +' . Il suf tde montrer que ' est cadlag et continue
en Fi }(®). En effet soient 5 s°2 R,

0 ——t p
Wfs f) £ Varp fsi fo -k fsi fokiop £ F(AF(sY| 2F (min(s,s9)

On peut donc en déduire que A; est cadlag et continue en Fi 1(®). Concernant A, il suf t de montrer
ques7! P' g(P)1j1 ¢ estcadlag et continue enFi L(®). Soit (sn)n2ne UNe suite décroissante qui tend
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versslorsquen A1 . Alors puisque' g(P)2 L1(P), on peut en déduire par théoréme de convergence
dominée

P g(P)ljin s1di,, P o(P)ln -
De méme par théoreme de convergence dominée, on peut montrer que

P g(P)1ji1 59 ﬁsq g P g(P)Lji1 -

En n notons que puisque F est continue en Fi 1(®), G, est continue en Fi 1(®). Il suf t maintenant
d'appliquer la méthode Delta fonctionnelle et de conclure

Gi(F 1(®))

"Rahoi a0) & A(As(Fr)i AslFa)) ABG) i e

enremarquantque Var p(1;1 riiey) AR(Li ®)car F(F Y{(®) £®. 4.

Exemple 7.2.6. Dans cetexemple, on suppose que l'information auxiliaire est donnée par le quantile
d'ordre ~— 2]0,1[ de laloi P. On souhaite calculer explicitement Eet la variance du processus limite
donneées dans le théoreme 7.2.13. Ainsi dans notre cas g(x) Al;; i1y (X) avecx 2 R. La quantité
Festalors

i S P
ECOVP(9,11i1 Fii@)) s min(®, )i ®

Varpg (i )

Ainsi
M 1
_1i ® ®
®(lj ®i FAEMax (®;j )1'_—_,(_i ®)= .
|

On en déduit que
3

max (@j )2, i ®)°

P—
i N @,
N(dpei de)) 'f(Fi1(®)“2

Exemple 7.2.7. lllustrons cela par une simulation. On génere n A210 variables aléatoires i.i.d.
deloi P £N (0,1). On souhaite estimer la médiane de P qui est dans ce cas 0. On suppose que
I'information auxiliaire disponible est donnée par le moment d'ordre 1 et le moment d'ordre 2. On
calcule alors pour chaque n 2, 2,210f, la médiane empirique informée et la médiane empirique
classique. On observe qu'a partir d'un certain rang (ici a partirde  n A70), la médiane empirique
informée converge plus rapidement vers 0 que la médiane empirique classique.
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FIGURE 7.6 — Comparaison entre la médiane empirique informée et la médiane empirique classique.

7.3 Estimateur des moindres carrés avec informations auxiliaires et mo-
dele linéaire informé

7.3.1 Estimateur des moindres carrés avec informations auxiliaires

Nous souhaitons injecter une information auxiliaire dans le cadre de la régression. Linformation
auxiliaire | portera sur la loi du couple ( X,Y). Rappelons le cadre de la régression linéaire. On
souhaite estimer

Ho arg min E(Y jh X,pi)?
U2£ YARK

aveck 2 N°. Notons P ZAP*-Y) |a loi du couple et h(p) £E(Y jh X,ui)? pour tout p2 £ . Alors
rh(u) £ j2E(Y jh X,ui)X.
Ainsi

rh(uw) A0, E(XY)AEEXhX,ui
. E(XY)EE XXT

3 [ ¢ :
Sous réserve queE X X' soitinversible, on a

P ¢
to Z£E X XT T E(XY)
APxx") Y(Pxy).
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Puisque P estinconnu, I'estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO) est dé ni de la maniére
suivante,

ﬁn Aarg min P,(Y ih X,pi)2
H2E

ou P, est la mesure empirique associée a I'échantillon i.i.d. (X1,Y1),¢¢&Xn,Yn) de taille n 2 N”. De
maniére analogue, on peut en déduire la dé nition de I'estimateur informé des moindres carrés
ordinaires.

De nition 7.3.1. Soit | une information auxiliaire. Lestimateur informé des moindres carrés
ordinaires (IMCO) est dé ni par

~ X
nl Eargmin PL(Y jh X,ui)? Fargmin  q;(Y; ih X, i)
H2£ W2 |

Sous réserve d'inversibilité,

Remarque 7.3.1. PosonsA (x,y) £xx ' pourtout (x,y)2 R¥£ R. Observons que
P
WAEP AP xy

ou xy représente I'application (x,y) 7! xy. On peut écrire ﬁ}] sous forme matricielle en posant Q A&
Diag (q1,¢ ¢ y,) la matrice des poids et X7 A(X1,¢ ¢ g8X,,). On a alors

o ¢
iEXTOX T IXTQY.

Remarquons qu'en posant Q AE%I d, on retrouve l'estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO).

7.3.2 Propriétés asymptotiques de l'estimateur des moindres carrés informé

A n de quanti er le gain d'information qu'on obtient en injectant de l'information auxiliaire,
nous devons faire quelques hypothéses. Supposons que

E(YiX) £X, ol
pour un certain ~ g2 R avecp 2 N”. Ainsi on peut écrire Y comme

Y EIX, giA"
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<

ou" /Y j E(YjX) estle terme d'erreur. On remarque que I'hypothése d'exogénéité est automati-
gquement satisfaite puisque
E("1X) AE(Y[X)i E(Y]X) A0

Ainsi E(" X) AO. En fait par dé nition de I'espérance conditionnelle comme projection orthogoinale ¢
dans L2, on a E("° (X)) A0 pour toute fonction mesurable °. Sous reserve dinversibilitt E X X' , le
modele est identi able puisque

i T¢| 1
Ho ZE X X E(XY)
i (I ¢ i ¢
AE'XXT T TE'XXT T AE'XXT TR X)
£ ).
Soit ((Xn,Yn))n2ne UNne suite i.i.d. de loi P. L'estimateur informé des moindres carrés ordinaires
(IMCOQO) est

A Iy

D IV

Ho £ Gi Xi X qi Yi Xi.
i AL i AL

Le résultat suivant porte sur la consistance forte de .

Théoréme 7.3.2. Supposons queE(X X ) est inversible. Alors

o p.s. —
Mn il ) e
Démonstration.
En effet
A, hy,
i E g XX Qi Yi Xi
Ny =1 N
A, I A LA Hy,
£ giXiX gXiX! ToA XX/ qi (i ih Xi, 7o)X
A i A i A i A
A, '
A oA aXiX' ai (Yi ih Xi, oi)X;.
i A i/

Par résultat de type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoréeme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5), le second terme tend p.s. ver® car E(" X) A0. &

De plus, nous avons aussi un résulat de normalité asymptotique :
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Théoréme 7.3.3. Supposons que E(X XT) est inversible. Posonsf- (x,y) £(yihx, o)x etU &
E(XXT)i L Alors

- [ ¢
NUni o)) N OUVare G (f-)u " .

De plus, on a l'inégalité suivante
UVarp G (f-,)UT - UVarp G (f-)u'.

Dans le cas ou l'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle  g(P) (ou par des estimations
issues de sources indépendantes), la variance s'exprime de la maniére suivante,

Varp G, (f-,) AVarp f-,i covp(' ¢(P),f-,) & *covp(' ¢(P),f,)
AVarp f- i EC' X" g(P)(X,Y)N)8 TEC" X" 4(P)(X,Y)).

Remarque 7.3.4. Dans le cas ou l'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle  g(P)
(ou par des estimations issues de sources indépendantes), on peut remarquer que si l'information
auxiliaire ne dépend que de X alors cela n'améliore pas l'estimation car

E(" g(P)(X)T) AEE(E("|X)" g(P)(X)") AEO.

Démonstration.
Remarquons que

A I

i1
P— -~ - X L . -
nMhi o0& aiXiX n o qi(Yiih X, ol)X.
i AL i AL

Par un résultat du type Donsker pour la mesure empirique informée (théoréme 3.1.2, 3.2.3 et 4.1.6) et
en observant que E(" X) A0ou " &Y jh X, pi,ona

p_X ey — P—_
n o di(YiihXi, o)Xi £ nPyf- ) Gi(f-).
i A
Par résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoréme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5) et par continuité de l'inverse, on a
A I
il

p.s.
i Xj XiT il

i T ¢|1
E(XX") AU.
i m ntA1

Par le lemme de Slutsky, on obtient nalement que

P~ i o
N i ")) UG (f-)AN 0UVarpG (U .
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Exemple 7.3.1. On se place dans le cadre d'une régression linéaire simple. Un organisme d'étude
dispose de N /530 données portant sur des appartements. Plus précisément, ces données sont de
la forme (x,y) ol x représente la surface en m?2 et y le loyer de cet appartement. Cependant, nous
n'avons acces qu'aux n /250 premiéres données de cette base de données. De plus, nous disposons
aussi d'une information auxiliaire | concernant le loyer moyen de I'ensemble des N appartements.
A partir de ces données, on peut calculer I'estimateur non informé ﬁn et I'estimateur informé ﬁ,'1 .
Ainsi on peut tracer la droite de régression associée a chacun de ces deux estimateurs (Figure 7.7).
On observe que la droite de régression informée a tendance a passer par les valeurs extrémes.

FIGURE 7.7 — La droite de régression pour I'estimateur informé (resp. non informeé) est tracée en
bleu (resp. en noir).

7.3.3 Interprétation géométrique et qualité d'ajustement dans le cadre d'un modéle
linéaire avec informations auxiliaires

On souhaite interpréter géométriquement Y /Exﬁﬂ] comme le projeté orthogonale de Y sur
Vect(X?!,¢¢eXP) pour un certain produit scalaire avec  p 2 N®. Notons X &£ X1, ¢¢gXP avec X! :/E
1:/E1,¢¢0)" et (Xj )i2,2,pf SONt les variables du modele. Pour cela, posons la forme bilineaire
symeétrique suivante

h,yiq £x'Qy, X,y 2R". (7.7)

Par la proposition 2.3.3, la matrice Q est dé nie positive presque sirement a partir d'un certain rang.
Ainsi cette forme bilinéaire est un produit scalaire presque srement a partir d'un certain rang.
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Proposition 7.3.5.  Presque s(irement & partir d'un certain rang, le vecteur Y /EX;]}] 2 R" est le projeté
orthogonale de Y surVect(X?,¢¢@XP) pour le produit scalaire h¢cip.

Démonstration.
En posant H /X XTQX ' XTQ on a que Y /EHY . Montrons que H est la matrice de projection
orthogonale sur Vect(X?,¢¢@XP) pour le produit scalaire h¢¢ip. Tout d'abord, observons

i ¢ i ¢
H2&EX'xTox ' xTox'xTox ' 'xTQ
i ¢
AX'XTox ' 'XTQ
AEH.
Donc H est une matrice de projection. H est une projection orthogonale si pour tout x 2 RP
hHX,xi Hxig £0, x'HTQHx Ax"QHx.
Autrement dit montrons que H TQH AQH. En effet,
i ¢ i ¢
HTOH £0X 'XTox " 'xTox'xTox " 'xTQ
I Ty B LT
AQX XTox ' "X'Q
AQH.
Ainsi Y estle projeté orthogonal de Y surVeci{X?!,¢¢@XP) pour le produit scalaire h¢tip. &

Dans le cadre d'un modéle linéaire informé, on peut de la méme maniére mesurer la qualité
d'ajustement par le coef cient R?,

ou SSE est la variance expllguee SST la variance totale et SSR la variance résiduelle sous P' Plus
précisément, notons Y , A&( imdiYi)let

R IVARY. VAR
SSTA ai(Yii Y,) AR | Y, kg,
i

X REVARY: REVARY.
SSEA aqi(Yii Y ) ER | Y, kG,
i /AL

R (V. s V)2 . VL2
i L

Puisque Y j Vln 2Vect(X?, .., XP) (car X! /1) et

Yi Y ?oVect(X},...,XP)



7.3. ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES INFORME 150

alors par le théoréme de Pythagore, on a
VAR o L2 T
KY i Ynkg R | YnkQAle Y kG-

Autrement dit
SSTASSEASSR

Ainsi ce coef cient R? estentre 0 et 1 etil estinterprétable.

7.3.4 Variables instrumentales et informations auxiliaires

En économétrie et en statistique de maniére générale, il arrive que les erreurs du modéle soient
endogeénes. Plus précisément X estendogéne si E("jX) 64 ou plus faiblement cov(", X) 6A4. Cela
peutvenir du fait qu'ily a des erreurs dans les mesuresde X etY ou suite a des équations simultanées
par exemple. Ainsi le modeéle n'est pas adapté aux données. De plus, I'estimateur n'est pas consistant
car cov(X,") 6. A n de contourner ce probléme, on introduit la notion d' instrument Z.

De nition 7.3.2.  Uninstrument Z est une variable aléatoire dans RP telle que

E("jZ) A0 et cov(X,Z)6A.

Enposant" &Y | X poona
EZ(Yi X" o) &0, EZY)AEHZX") .
Sous réserve dinversibilité de E(ZXT),ona
ToAEZ XTI EZY).

S0it (Xn, Yn, Zn)n2ne Une suite i.i.d. de loi P £PX:Y-2). On dispose d'une information auxiliaire |
portant sur au moins une des variables X,Y,Z. Lestimateur a variables instrumentales informé est
donné par

o ¢
WEZTox " tZzTQy

ou Z /E(Z*1,¢¢gZP). La proposition suivante porte sur la consistance forte de cet estimateur.

Théoréme 7.3.6. Supposons queE(Z X ") est inversible. Alors

2 p.s. —
Hn lFﬂAl o
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Démonstration.
Observons que
A, IE
i aiZiX' qi Yi Zi
i i /B ~
A, I A LA IE
£ qziX GzZiX| oA aiziX ai (Yi ih Xi, oi)Z;
= i EL i AL i AL
A, I
A oA qziX ai(Yiih X, 0i)Z;.
i EL i L

Par résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoreme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5), le second terme tend p.s. ver® puisque E(" Z) AO. &

De plus, nous avons aussi un résulat de normalité asymptotique pour I'estimateur  p,.

Théoréme 7.3.7. Supposons queE(ZX ") est inversible. Posonsf- (x,y,z) Z(y ihx, oi)z etU A&
E(XZT) L Alorsona

P~y — i ¢
n(kyi o)) N OUVarp G (f-)U" .

De plus, on obtient l'inégalité suivante
UVarp G (f-,)UT - UVarp G (f-,)u .

Dans le cas ou l'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle  g(P) (ou par des estima-
tions issues de sources indépendantes), la variance s'exprime de la maniére suivante

Varp G| (f-,) AVarp f-,i covp(' ¢(P),f-,)"& covp( 4(P),f-,)
AVarp i E("Z' ¢(P)(X,Y,Z))8 B 4(P)(X,Y,Z2)ZT).

Remarque 7.3.8. Toute information auxiliaire portantsur ~ Z n'améliore pas l'estimation. En effet cela
vient du fait que E("jZ) A0. Cependant cette fois-ci une information portant sur X peut améliorer
I'estimation puisque cette variable est endogéne.

Démonstration.
Remarquons que

A I

P_~ _ X p_X _
Nhni o0&  aizZiX/ n o qi(YiihXi, oi)z.
i/ i /e
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Par un résulat du type Donsker pour la mesure empirique informée (théoréme 3.1.2, 3.2.3 et 4.1.6) et
en utilisant le faitque E("Z)AOou" &Y jh X, ¢i,ona

p_R ey — P
n  qi(YiihXi, ol)Zi £ nPyf-) Gi(f-).
i L
Par résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoreme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5) et par continuité de l'inverse, on a
A I
i1

p.s.
GZiX'

i T ¢|l
EzX") AEU.
i E niA1l

Par le lemme de Slutsky, on obtient nalement que

P—~ i ¢
N(kyi o)) UG (f-)AN OUVarpG (f-Ju' .

i

7.3.5 Tests statistiqgues asymptotiques sur le modéle informé (avec ou sans instrument)

Dans cette sous-section, nous proposons des tests statistiques asymptotiques a n de tester la
signi cativité globale du modele. De plus, nous ne faisons pas d'hypothése sur la gaussianité des
erreurs. Par le théoréme 7.3.3 et 7.3.7, la matrice de covariance limite est

V AUVarp G| (f-)U'

ou U A(EXXT))i Lou (EZXT))itet f- (x,y) A(yihx, oi)x ou f- (x,y,z) A£(y ihx, i)z dansle
cas d'un modéle linéaire avec ou sans variable instrumentale. On note  V, l'estimateur empirique de
V enremplagant P par Py. Ainsi remarquons que V, estune matrice symétrique. Posons ~ |, /) .

Test de signi cativité d'un paramétre
On s'intéresse au probléme de test suivant
Ho: j 40 contre Hy: 64

pour j 2,1,pf. Parle théoreme 7.3.3et7.3.7,0na

PRCL T N oY)

ou Vj; est j-eme coordonnée sur la diagonale de V. On suppose V;; 64 et on pose
1

L, AV 257!

n.jj nj-
Observons que sous H ¢ par le lemme de Slutsky L,) N (0,1) etsousH 1,jLnj i!i} .Zf A1 . Fixons
®2]0,1]. Alors le test dé ni par '
Th ElenjEzli @

ouU z1; @2 estle quantile d'ordre 1 j ®2dune N (0,1) estun test asymptotique de niveau ®.
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Test de signi cativité de plusieurs parametres

Quitte & réindicer, on suppose que les paramétres a tester commencent a partirde  poA 1 pour
un po2,1,pi 1f xé.On s'intéresse donc au probleme de test suivant

Ho: poa1 .. /£ p AO contre H1:9j 2{poA1,....p}, ~j 6/

Par le théoreme 7.3.3 et 7.3.7 et la méthode delta pour la fonction  h(xy,...,Xp) A(XpyA1, ...,xp)T avec
(X1,....Xp) 2RP,ona

Ioﬁ(h(_AL)i h(7))) N (0,Dh()VDh(M)T)
avecDh () A(Op; po,poildpi po)- Ainsi
Dh(C)vDh()" £¢

OUR AV i2.poALpf On note ¥, I'estimateur empirique de la matrice carrée ¥. Supposons que

par V estinversible. Alors puisque &, convergence p.s. vers 2 alors p.s. pour n suf samment grand
¢, est aussiinversible. On pose

L, R 2P mh CORR A C)HTVIth ().
Alors sous H ¢
La) A%(pi po),
etsousH ;
SIS
Ainsi pour ®2]0,1] le test dé ni par
Tn L By o

ou Cy; @ estle quantile d'ordre 1 | ®d'une A2(pi po)estun test asymptotique de niveau ®.

Remarque 7.3.9. Dans le cadre d'un modéle linéaire gaussien, il est dif cile de déterminer la loi de
M
i ¢
W EXToX  IXTQY
i ¢
AR 'xTox T ixTQ"

du fait que les poids (q;)i2, 10 SONt aléatoires et dependent de X etY . Ainsi il est dif cile d'obtenir des
tests non asymptotiques dans le cadre gaussien pour l'estimateur des moindres carrés informés.



7.4. PISTES METHODOLOGIQUES : ANALYSE DES DONNEES ET APPRENTISSAGE STATISTIQUE AVEC INFORM/

7.4 Pistes méthodologiques : Analyse des données et apprentissage sta-
tistigue avec informations auxiliaires

Dans cette section, nous proposons des pistes méthodologiques pour injecter de l'information
auxiliaire en analyse des données et en apprentissage statistique.

7.4.1 Probléme de bandits avec information auxiliaire

Nous souhaitons injecter une information auxiliaire dans le contexte d'un bandit stochastique.
Tout d'abord, énoncons le cadre. On se donne un ensemble de bras A . Lechoixdubras a2 A a
linstant t 2 N” nous permet d'observer la variable Xa » P4 ol P, est un loi de probabilité sur X
inconnue et nous accorde larécompense A(Xat)ou A :X ! Rune fonction intégrable. On suppose
que les variables aléatoires (X5 t)t2ne Sont indépendantes. L'objectif est de choisir le bras optimal
a® 2 A cestadire celuitel que

a” /Farg maxP,A
a2A
a n de maximiser la récompense cumulée .
A !
X
ES, AE AXat) -
tAa
Cela revient a minimiser le regret
Rn AT maxP,A i ES,.
a2A

Dans le cas ol X AR, généralement A /Id . Dans la suite, on considérera le cas réel.
Nous devons nous doter d'une stratégie optimale concernant le choix du bras a I'étape t en
utilisant l'information disponible avant I'étape t. C'est a dire une politique A /E(At)t, 1 telle que

o
At AL Xa1,CC8XA, 1t 1

Cependant ici on n'exploite pas l'information auxiliaire mais seulement l'information séquentielle
des données. L'idée maintenant est d'incorporer de l'information auxiliaire en plus de l'information
des données a n d'avoir une poI|t|que beaucoup plus optimale c'est a d|re

Ay A XA111¢¢;¢XA(Ilt| 1,B,CCeR; 1, ﬁ

ou K est l'information auxiliaire donnée autemps s2, 1,tf.

Remarque 7.4.1. Plusieurs travaux ont été menés a n d'incorporer de I'information auxiliaire dans
le probleme du bandit stochastique par exemple [ 14],[36]. Néanmoins, l'information auxiliaire est
différente que celle traitée dans cette thése. Par exemple :

1. Onpose un ensemble contexteC et on suppose queX, ¢ S'écrit comme une fonction du contexte
et du bras a. A cela on rajoute généralement un bruit. Ainsi on traite différents types de
fonctions (linéaire, logistique etc).

2. lls supposent que périodiquement ou aléatoirement, I'agent peut connaitre la récompense
d'au moins 2 bras.
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Dans notre cadre on considérera les informations auxiliaires suivantes :
2 On dispose d'une information auxiliaire forte ou faible portant sur un certain nombre de lois
P.,a2A.
2 0On suppose gue cette méme expérience a été effectuée par d'autres entités (joueurs etc) et
on a acces a leurs données (récompenses) et leurs stratégies employées.

Premier cas : Fixonst 2, 1,T f. Al'étape t, nous disposons d'une information auxiliaire ~ Bportant
sur Pa,, ...,Pa, pour r 2 N®. Ainsi linformation auxiliaire | peut étre décomposée en r informations
auxiliaires 11,...,I, portant respectivementsur P,,,¢¢ 4P, . Al'étape t, nous avons exploré Ty, (ti 1)
fois le bras ax pour k 2, 1,r f. Pour chaque k 2, 1,r f, on dispose de l'information | et on observe les
récompenses notées Xk,lv---a;(k,Tak (ti 1) qui forment un échantillon i.i.d. de loi P, . Les stratégies¥s
utilisent comme estimationde ! 5 AP, X,

1 Tak)@i 1) .
= .. AN xk,i
Tak (t | 1) i AL

a n de pouvoir décider quel bras choisir al'étape  t. A nd'améliorer I'ef cacité de ces stratégies ¥
on propose de remplacer cette estimation par

Ik

Ta, (ti DX

Second cas : Il faut construire une stratégie ¥4 en fonction des stratégies auxiliaires a n d'ex-
ploiter cette information auxiliaire. Par exemple, plagons nous dans le modéle a 2 bras. Supposons
gu'on ait acces a une stratégie %d'un autre joueur qui a exploré majoritairement le bras 1 et peu le
bras 2. Dans ce cas, la stratégie informée explorera dans un premier temps le bras 2 et prendra plus
rapidement la décision de conserver le bras gagnant.

7.4.2 Analyse en composantes principales avec informations auxiliaires

L' Analyse en Composantes Principales (ACP) consiste a projeter les variables sur un espace de
dimension plus petit tout en déformant le moins possible la réalité. Il s'agit donc d'obtenir le résumé
le plus pertinent possible des données initiales. Le cadre est le suivant. Soit  X4,...,X, un échantillon
i.i.d de taille n 2 N" avaleurs dans RP ol p 2 N” est le nombre de variables. On note P laloide X.

Remarque 7.4.2. En statistique descriptive, on a Bccés al'ensemble de la population nie - £ 1,Nf
avec N2 N™ et X; (/X (i) pouri 2- .AinsiP A&z 1o +xi).

Nous souhaitons trouver une droite af ne dans  RP sur laquelle le projeté de X estle plus dispersé.
Plus précisément on cherche v° 2 RP tel que

v® 2 arg max Varp (hv, Xi) /arg max vigv.
kv kAL kv kAL
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On peut montrer que la solution est un vecteur propre unitaire associé a la plus grande valeur propre
, 7 de la matrice de covariance §. Puis on itere ce procédé en cherchant w tels que kwk &1 et w
linéairement indépendant de v. Sil'on souhaite projeter sur un espace de dimension q Cp, il suft
de prendre une base orthonormée de chaque espace propre classé par ordre décroissant jusqu'a
obtenir q vecteurs.

En statistique descriptive, on a acces a la matrice de covariance § et donc toute notion d'infor-
mation auxiliaire perd son sens. Cependant en statistique inférentielle, on a rarement accés a la
matrice de covariance 8. De ce fait, on remplace § par sa version empirique §p puis on cherche

o - T
VvV, 2arg maxVar hv, Xi) Earg max v V.
n 9 g v ares ( ) 9 R 8n

Dans le cas ou on dispose d'une information auxiliaire |, nous proposons de remplacer § par
§L (matrice de covariance sous PL) alaplace de §, et de chercher

v2 2arg max Varg (hv,Xi) &Zar max v'§!v.
n, gkvk/EL P'n( ) gkvk/EL 8h

7.4.3 Réseaux de neurones

On souhaite injecter une information auxiliaire dans le cadre des réseaux de neurones. Notre
échantillon d'entrainement de taille  n 2 N, noté (X1,Y1),...,(Xn,Yn), est a valeurs dans le produit
cartésien de deux ensembles mesurables X £Y . Un réseau de neurones prend en entrée des
données X; et sort en sortie un vecteur Y qui est une variable réponse. Ce réseau est composé de
couches cachées qui sont reliées par des fonctions. Ces derniéres dépendent de divers parametres
(matrice de poids, biais et fonction d'activation). En général, la fonction d'activation est xée a
l'avance. Ainsi la fonction résultante de ce réseau de neurones dépend d'une matrice de poids W et
de biais b. On la notera fy p. Les poids et le biais des couches cachées sont obtenus par étude d'un
probléme d'optimation. Plus précisément pour une fonction de codt c:X ! Y donnée, le réseau
de neurones est entrainé idéalement en minimisant la fonction

(W,b) 7! Eic(Y,nyb(X))q:.

Cependant nous n'avons pas accés a laloi P £PX:Y). Ainsi les réseaux de neurones sont entrainés
en résolvant le probléme d'optimisation suivant

arg min Py Ic(y, fw p(X)
W,b
ou P, estla mesure empirique associée a l'échantillon d'entrainement. On pourra consulter a ce
sujet [7].
Dans le cas ou on dispose d'une information auxiliaire | concernantlaloi P, nous proposons de
s'intéresser au probléme d'optimisation suivant

i ¢
in P! f
arg min Pr ey, fw (X))

ou P!, estla mesure empirique informée.



7.4. PISTES METHODOLOGIQUES 157

7.4.4 Bagging informé

D'un point de vue méthodologique, nous pouvons utiliser la mesure empirique informée a n de
tirer des échantillons bootstrap informés. Le bagging (bootstrap aggregating) est un méta-algorithme
qui a pour objectif d'améliorer la stabilité et la précision des algorithmes d'apprentissage. Nous
souhaitons modi er ce méta-algorithme a n d'incorporer une information auxiliaire l.

On dispose d'un échantillon S, A&{(X1,Y1),¢ ¢ X Xm,Ym)} de taille n 2 N” avaleursdans X £Y
et de régles d'apprentissage A : S, 7! h, ol h, : X | Y estune régle de décision. On suppose que
PL, est une mesure de probabilité (proposition 2.3.3). Les étapes de ce méta-algorithme sont les
suivantes :

1. Tirer M échantillons bootstrap S%,¢ ¢SV selon P},.
2. Pourchaque1- i - M, calculerle classi eur h! /A, (S)).
3. Agréger ces classi eurs a n d'obtenir un meilleur classi eur. Cela se fait de la maniére

suivante :
2 Pour la classi cation, cela se fait par vote majoritaire

h,(x) Fargmax  1g; .
n() Eargmex Lo

2 Pour larégression
. 1 X
hn(x) £—  hp(x).
Mim
Ce méta-algorithme s'applique a tous les modeles d'apprentissage (réseaux de neurones, foréts
d'arbres décisionnels etc).

7.4.5 Algorithme des k-plus proches voisins avec informations auxiliaires

Soit (X1,Y1),...,(Xn,Yn) un échantillon i.i.d. de taille n 2 N de loi P a valeurs dans l'espace
X £Y .Fixons k 2 N” etrappelons laregle des k plus proches voisins. Pourtout x 2 X , on trouve ses
k plus proches voisins pour une distance d. On note ces k plus proches voisins X(1)x, ..., X(k),x Ol

d (X(l),XlX) ¢c¢c- d (X(k)'x,x)

Ennnotons Y(j)x le "label" associé Xj)x. On peut alors calculer la statistique suivante en fonction
du contexte :
2 Dans un contexte de classi cation, la statistique est

o 1 X%
frn(X) ££arg max — 1y, , X2X .
n( ) g Y2y kJAﬂ Y(j)x A

2 Dans un contexte de régression, la statistique est

- 1%
fn(X) E— Y(j),x: X2X.
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P
On suppose désormais qu'on dispose d'une information auxiliaire | sur P. On note PL £ i”/EL Qi £(x;,Y:)
la mesure empirique informée. On pose pour j 2,1,kf
Wiy ag)x
1 A)x

ou q(j),x estle poids associé a (X(jyx, Y(j)x)- Ainsi larégle des k plus proches voisins avec informa-
tions auxiliaires est dé nie comme :
2 Dans un contexte de classi cation, la statistique est

ol
f, (x) Aarg ryngﬂwj,xly(m@, x2X .

2 Dans un contexte de régression, la statistique est
Al X
fn(X)/E Wj‘XY(j)’X,XZX .
jm

On remarque que si pour tout i 2,1,nf, q; Aq A2 alors w; A&L.

Remarque 7.4.3. Dans le cas d'ajout de données auxiliaires, c'est le classement desc plus proches
voisins qui differe.

7.4.6 Apprentissage non supervisé : k-moyennes avec informations auxiliaires

Cette sous-section est inspirée d'un article d'Aurélie Fischer [ ]intitulé Deux méthodes d'ap-
prentissage non supervisé : synthése sur la méthode des centres mobiles et présentation des courbes
principales.

Enongons le principe de la quanti cation . Fixons d 2 N®. On se donne un vecteur aléatoire X
de RY de loi P tel que EkXk?C Al . Soitk 2 N® un entier. Un k-quanti cateur est une application
borélienne q:RY! C ou C A{cy,¢¢ak }avecl 2,1,k festun sous ensemble de RY appelé table de
codage. Lidée de la quanti cation consiste a limiter I'erreur commise en remplacant X par q(X).
Cette erreur est évaluée par la distorsion

W(q)/EEikX i q(X)k2¢.

Remarque 7.4.4. Cela se généralise a une divergence de type Bergman par exemple. A ce sujet, on
pourra consulter la these d'Aurélie Fischer [18].
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Chercher le meilleur k-quanti cateur revient & minimiser cette distorsion c'est a dire
W*® &£ inf W(q)
q2Qk

ou Qi estl'ensemble de tous les k-quanti cateurs. Un  k-quanti cateur q° tel que W (q”) W ° est
dit optimal.

Dans le contexte statistique, la loi P est inconnue. De ce fait, on remplace P par la mesure
empirique

Wh (q) APnkx i q(x)k?
et on recherche
W, /Eq|2nékwn(q).

Remarquons que chaque k-quanti cateur est déterminé par sa table de codage C et une partition
de RY en cellules Sj A{x 2 RY, q(x) #c;}. De ce fait, il suft de donner sa table de codage et sa
partition. Un type de partition importantestla  partiton de Voronoi  dé nie comme suit

SlﬁE{XZRd,kxi cik-k xj cpkp £ .L1f}

etpour j £2,If

jil
mAL

n (0]
Sj £ x2RY, kxi cjk-k xi cokp /&Ll \[IZ s,

Autrement dit x est affecté a la cellule S; si, et seulement si, cet élément est plus proche de c; que de
tous les autres centres, et en cas d'égalité, la cellule de plus petit indice est choisie. Un quanti cateur
associé a la partition de Voronoi est appelé quanti cateur des plus proches voisins.  Ce dernier
minimise la distorsion sur I'ensemble des k-quanti cateurs ayant méme table de code comme
I'énonce le lemme suivant.

Lemme 7.4.5. Soit q un k-quanti catueur de table de codage C oul - k etq®le quanti cateur des
plus proches voisins ayant méme table de codage. Alors, on a

W(q%- W(q).

S'il existe un k-quanti cateur optimal, c'est donc nécessairement un quanti cateur des plus
proches voisins. Pour construire un bon quanti cateur, il suf t par conséquent de considérer cette
classe particuliére de quanti cateurs. Ainsi, trouver un quanti cateur optimal, c'est trouver la table
de codage optimale minimisant la distorsion réécrite en fonctionde  C

M 1
W(C)AE min kXj cjk .
j ALK

D'autre part, on sait décrire la meilleure table de codage pour un quanti cateur de partition donnée :
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.....

tout j. Siqest un quanti cateur de méme partition dont la table de codage {cf, ¢ ¢,dl:|°} est dé nie par
¢ AE(XjX 2'S))

alors
W (@9 W(a).

Ce lemme nous donne une méthode algorithmique pour mettre a jour les centres. L'existence
de quanti cateurs optimaux a été démontrée par Pollard [33] :

Théoréme 7.4.7. |l existe une table de codage optimale C*° telle que W (C ") /W °, et donc un
quanti cateur des plus proches voisins g° tel que W (q”) /W ". En particulier il existe C/; tel que
Wh (C:) ﬁE\N:

En n on a aussi un résultat de consistance

wepgl W
En pratique, trouver un minimiseur exact de la distorsion est un probléme que I'on ne peut résoudre
en temps polynomial, mais les lemmes précédents montrent que la solution peut étre approchée a
I'aide d'un algorithme itératif, reposant sur deux étapes, au cours desquelles la table de codage et
la partition sont actualisées successivement. Puisque laloi P estinconnue, on la remplace par la
mesure empirique P, etl'algorithme est:

2 Choisir k centres cgl),d:d:,dtl((l).

2 Répéter jusqu'a ce qu'il y ait convergence (centres inchangés) :

1. Affecter chaque observation a la partition la plus proche

{X1,¢¢ X0\ s}‘)

ol (Sﬁt))j 2,1k Teprésente la partition de Voronoi associée aux centres  c{V, ¢ ¢ &(®).
2. Mettre a jour les centres
P, Xlsgt) 1

X
CJ(tAl) /EW 'LEW Xi,j2,1,kf.
Pn(S77) 1S T 280

Linjection d'information auxiliaire se fera en remplacant la mesure empirique par la mesure empi-
rique informée. Ainsi l'algorithme des k-moyennes avec informations auxiliaires  estle suivant :
2 Choisir k centres cgl),d:d:,dtl((l).
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2 Répéter jusqu'a ce qu'ily ait convergence (centres inchangés) :

1. Affecter chaque observation a la partition la plus proche

Xz eemxah s
ol (Sgt))j 2,1k Teprésente la partition de Voronoi associée aux centres  c{V, ¢ ¢ &),

Remarque 7.4.8. Dans le cas d'ajout de données auxiliaires, il faut affecter les données
auxiliaires a la cellule correspondante.

2. Mettre a jour les centres

P! x1 ®
A s

j2,1kf.
PP
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Annexe A : Rudiments de géométrie différentielle et riemannienne

Lobjectif de cette annexe est d'introduire les objets classiques de la géométrie différentielle des
variétés a n de pouvoir les utiliser librement en géométrie de l'information. Cette annexe est un
résumeé du polycopié [21].

A.1 \Variétés topologiques et différentielles

Tout d'abord dé nissons la notion de  variété topologique .

De nition A.1.1. Soit (M, T ) un espace topologique séparé ayant une base dénombrable d'ouverts.
M est une variété topologique <s'il existe un entier m 2 N tel que pour tout p 2 M, il existe un voisi-
nage ouvert U de p homéormorphe a un ouvertde R™. Autrement dit, il existe un homéomorphisme
A:U! AU)%R™,

On appelle (U,A) une carte locale ou coordonnées locales ou systéme de coordonnées locales .
Lindice m est appelé la dimension de M. Elle est bien dé nie par le théoréme de Brouwer. (  R" est
homéomorphe a R™ si et seulement si n £m, le cas difféomorphe est beaucoup plus facile a traiter).
On note M" une variété de dimension n.

Remarquons qu'on peut dé nir la variété topologique sans topologie de départ. La topologie
sera construite a l'aide de cartes et elle rendra homéomorphe les applications de carte. Une variété
topologique a quelques propriétés intéressantes. Elle est séparable, métrisable, localement compact
et connexe par arcs. Néanmoins, on a besoin d'une structure différentielle sur cette variété a n de
pouvoir mesurer des longueurs par exemple. Cette structure se dé nit a l'aide de cartes.

Un C' -atlas est une collection ( Ug, X@) de cartes locales qui recouvrent la variété topologique M
de dimension m et pour tout ®,

Xgtxil

sont C". On les appelle les changements de cartes ou fonctions de transition  ou encore change-
ment de coordonnées . Une carte locale (U ,x) est dite compatible avecun C'-atlas A siA [ (U,x)

163
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est un C'-atlas. Un atlas est dit maximal s'il contient toutes les cartes locales compatibles avec
lui. Pour tout atlas, il existe un atlas maximal qui le contient. Il suf t de prendre la réunion. Un C'
atlas maximal sur M est appelée une C'-structure differentielle sur M. Donc une variété différen-
tiable de classe C" (M,A ) est une variété topologigue de dimension m avecA est une structure
différentielle de classe C'.

Exemple A.1.1. Donnons quelques exemples.

2 Soit U unouvertde RN.On prend alors la carte (U, 1d) qui recouvre bien. Cela dé nit une
structure différentielle sur RN. Prenons maintenant la sphere SN dans RNAL, On munit la
sphére de la topologie induite de  RNAL On note N (1,0) 2 RE RN le pdle nord et notons
S/A(j 1,0) le pble sud. On dé nit les applications suivantes

Xp U RY

1
7 — ,CQ ,
p 1 p1(p2 fon)

xs:Ug! RN
7! L( ¢Cin)
p . 1Ap1 p21 b N

ol Uy A(SV)'N et de méme pour Us. Les changements de cartes sont donnés par

xn £xEL xg£xi i x 71 Lz
IX]
pour tout x 2 RNAL Donc Iatlas {(Un,xn ), (Us, xs)} estC! et dé nitune structure C! surla
sphere.

2 Un autre exemple important est celui de I'espace projectif ~ P"(R) qui est une variété C! de
dimension n.Remarquons qu'il existe une unique structure différentielle sur ~ R" et S. De
plus le produit cartésien de deux variétés est une variété dont la dimension est la somme des
deux dimensions. Ainsi le tore T2 £S' £ S est une variété de dimension deux.

2 L'espace des parametres £ d'une famille ( P,),o¢ est généralement une variété. Par exemple
pour les lois normales £ ARE R}, loi exponentielle Rj etc. Lidée de la géométrie de l'infor-
mation va consister a utiliser une distance intrinséque a la géométrie du probléme.

A.2 Différentiabilité, sous variétés et plongements

La différentiabilité d'une fonction entre variétés différentielles s'établit par les cartes. On entend
par différentiable au moins C*. Soit f :M™ ! N" une application. Ondiraque f est différentiable
au point p 2 M™ s'il existe une carte (U, A) au voisinage de p et une carte (V,A) au voisinage de f (p)
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telles que f (U) %V et

A+f+ATL:AU)! AV)
est différentiable. Une application f estun difféomorphisme si f est différentiable, bijective et sa
réciproque est différentiable. Notons que la carte locale A est une difféomorphisme, en effet A+Ai !
est différentiable du fait de la structure différentielle sur la variété. Remarquons que cette dé nition
est indépendante du choix de cartes. En effet on peut le voir en écrivant

AN R, +f +AL Y AR AT LeA +f £ATL2A£ALL

et en utilisant que les changements de cartes sont réguliers. En n mentionnons que si M Al un
intervalle ouvert, on obtient la notion de  courbe tracée sur N. On peut dé nir la notion de rang
d'une application différentiable  f parle rangde A +f +Ai ! (qui ne dépend pas du choix de cartes en
utilisant la régularité des changements de cartes et du théoréme de différentiabilité des fonctions
composées! ). Faisons une remarque évidente, une appliation différentiable est continue. Pour

le voir il suf t d'écrire dans des cartes (ou une si A £A) f £Ai L(AfAi 1)A. Dé nissons la notion
dimmersion etde submersion . Onditque f estune immersion sielle est différentiable et rg(f) &
dim (M), autrement dit f différentiable et Df AA(x) est injective pour tout x. De méme f estune
submersion si f différentiableet Df AA(x) est surjective pour tout x.Dans ce casdim N - dim M.
Notons qu'une immersion n'est pas forcément injective. En effet posons  f (t) /&(cos(2%4), sin(2¥4)).
Cela nous améne a dé nir lanotion de plongement . Une application f estun plongement sif est
une immersion et un homéomorphisme sur sonimage f (M) pour la topologie induite. Remarquons
gu'une immersion injective est déja une bijection sur son image, pour qu'elle soit un plongement il
suftde montrer que f i estcontinue. Par exemple t 2R 7! f (t) A(cost,sint,t) est un plongement.
En n énoncgons un lemme utile concernant la caractérisation des diffeomorphismes par le rang :

Lemme A.2.1. Une application f :M ! N différentiable est un difffomorphisme si et seulement si f
est bijective et de rang n &dim M Adim N.

Démonstration.

Onnote fA* EA+f +Ai 1 . Supposons quef est un difféomorphisme alors f estbijective par dé nition.

De plus pour toutp 2 M, D (fA2)(A(p)):R™! R" est un isomorphisme. Donc n Am Arg(fA2).
~Maintenant supposons que f est bijective, différentiable et véri ant la condition de rang. Alors

f A% est bijective et différentiable (au moins C*). De plus par la condition de rang, pour tout p (on

choisit les cartes pour chaque p), D (f A%)(A(p)) est un isomorphisme. Par le théoreme d'inversion

globale, f A est un difféomorphisme. Donc f i ! est différentiable car Axfit+Ai 1 E(fA%)i L 4

Parlons maintenantde sousvariété d'une variété M. Une partie N d'une variété M de dimension
n est une sous variété de dimension k - n si pour tout g 2 N, il existe une carte (U,A) de M
contenant q telle que
AU\ N)EAU)\ Rk

ot Rk ERK\ {O}"i X (notation). Remarquons qu'une sous variété est une variété de dimension  k en
posant l'atlas {(U\ N,YaAy\ )} ol % REE R K1 RK est la projection. Enoncons deux lemmes
utiles pour générer des sous variétés :
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Lemme A.2.2. SoientM,N deux variétés de dimension respectivesm,n. SoitF:N ! M un plonge-
ment. Alors W ZF(N) est une sous variété de M de dimension n.

Lemme A.2.3. SoientM,N deux variétés de dimension respectivesm,n. SoitF:M ! N une submer-
sion et soity 2 F(M). Alors W AFi 1(y) est une sous variété de M de dimension mj n.

On peut donner plusieurs applications de ces lemmes : sphére, groupe orthogonale, groupe
spécial linéaire etc. Dans le cas des sous variétés de R", la sous variété N est plongée. En effet
soiti :N ! R" dénie par i(x) &£x, x 2 N. Montrons que i est un plongement. Tout d'abord elle
est bijective sur son image. Et sa réciproque est aussi l'identité. Montrons que i est différentiable.
Notons A /Ay, n onai +Ai 1 Ai 1, En utilisant que les cartes sont différentiables, on obtient que
i estdifférentiable et comme A est un difféomorphisme, i estune immersion injective. 'homéo
dei sursonimage est évident (A +i +Ai 1 A +Ai 1). D'oli une sous variété de R" est plongé. Plus
généralement toute sous variété N de M est plongée dans M par les méme arguments ( A +Ai ! est
un difffomorphisme). On peut alors se poser la question suivante : Est ce que toute variété peut
étre plongée dans RN pour un certain N ? Soitf :M ! RN unplongement. Alors f (M) est une sous
variété de RN . Ainsi M et f (M) sont difféomorphes par le lemme A.2.2. La réciproque est véri ée
par le théoréme suivant :

Théoreme A.2.4. (Plongement de Whitney) Toute variété de dimension n admet un plongement sur
une sous variété fermée deR2"AL,

A.3 Espaces tangents : courbes et dérivations

Dé nissons maintenant la notion de  vecteur tangent . Soit p 2 M. Un vecteur tangenta M au
point p estune classe d'équivalence [c], de courbes lisses tracées sur M et passant par le point p
pour la relation d'équivalence suivante : Deux courbes lisses ¢ :]i ® ,A®[! N aveci /1,2 telles
que ¢; (0) £p sont dites équivalentes si pour une carte locale ( U,A)on a

d . d .
—(A+cq)(0) £E—(A+cy)(0) 2R™.
o (A£e0)(0) £ (Axcy)(0)
En utilisant le théoréme de différentiation des fonctions composées et en écrivant
A+c AR +A LA+,

on s'apercoit que cette relation d'équivalence est indépendante du choix de cartes. Onnote ~ TpM
I'ensemble des vecteurs tangents a M au pointp . Dans R", deux courbes sont tangentes en un
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point x quelconque ( c(0) Ax) dés que C?(O) /Ecg(O). Il'y adonc un isomorphisme canonique entre
TpR" et R" etl'ensemble des direction cq0). Cetisomorphisme ne dépend pas de x ce qui est propre
aR" car la structure différentielle est ( R",id ). Concernant la structure d'espace vectoriel de I'espace
tangent, on peut I'obtenir en montrant que I'application °cp! (?—t(Aicl)(O) est une bijection
entre To,M et R™ " T4(p)R™. Cette bijection permet de dé nir une structure d'espace vectoriel de la
maniére suivante

[clp Ald]p & H(v)Aei tw) &1 H(v Aw)
L [elp 2211 V)

qui transforme ° en unisomorphisme. Sauf que l'isomorphisme quand M ZR" est canonique (il ne
dépend pas de x, du choix de carte, car il y a une seule carte et une seule structure différentielle sur
R"). De ce fait, on peutidentier R" aT,R" de maniere canonique.

Cependant le maniement de ces classes d'équivalence n'est pas aisé. Donnons une autre dé -
nition équivalente de I'espace tangent par la notionde  dérivation . Notons C* (p) I'ensemble des
fonctions & valeurs réelles de classe C* surunouvertde M contenant p dans lequel on identi e les
fonctions qui sont égales sur un voisinage de p (on obtient la notion de germe). Cet ensemble est
une algébre c'est a dire un espace vectoriel muni d'une opération interne qui est la multiplication.

Une dérivationen p est une application linéaire Dp :C! (p)! Raquivérielarégle de Leibniz
c'estadire

Dp(®f A™g) @D (f) A7 Dy (9)
Dp(fg) Z£g(p)Dp(f)Af(p)Dp(9)

pour tout f,g 2 C! (p). On remarque que Dp(cste) £0 car Dp(1) £Dp(1£ 1) £0. On note D(p)
I'ensemble des dérivations en p. Onremarque que D (p) est clairement un espace vectoriel. Nous
allons montrer que TpM slidentiea D(p). Pour cela, énongons un lemme utile :

Lemme A.3.1. (Hadamard) Soit (U,A) une carte locale centrée enp (c'est a dire A(p) Z0). Pour toute
fonctiong 2C* (p), il existe Ay, ¢ ¢ 8A, 2 C* (p) tels que

X
gAg(p)A  x'A
i /Bl

ou A A£(xt, ¢¢ex™).

En utilisant ce lemme, on peut caractériser les éléments de D (p). Fixons une carte (U, A) centrée
en p. Une dérivation s'écrit alors

X . : ~
Dp(9) ADp(g(P))A  (A(P)Dp(x')AX' (p)Dp(A)
i AL

X .
£ A(p)Dp(x').
i A
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D'ou D est entieérement déterminée par les réels Dp(xi) pour i A1,¢¢ . Ainsinous avons
dim D (p) A£n Adim M.
Remarquons que dans R", toute dérivation est une dérivation directionnelle. En effet posons

v7 @

ol v 2R" et @g £Dg(x)(v). Lensemble des dérivées directionnelles en x, notée DYx) est un
sous espace vectoriel de D (x). Montrons cette application est un isomorphisme entre ~ R" et DYx).
Prouvons la partie injective. Soient v 64w . Alors il existe u tel que hu,vi 6/ wi (sinon on pose
u Av i w eton obtient une contradiction). On pose f(x) A, xi.Alors @f Al,vieAhwiEQ),f.
D'ou l'injectivité, la partie surjective est triviale par corestriction de I'espace d'arrivée. De plus,
remarquons que les dérivées partielles en x forment une base de DYx). Ainsi DYx) est un sous
espace vectoriel de dimension n. On en déduit alors que D°/ED. On obtient alors un isomorphisme
entre R" et D (x). En n notons que les dérivées partielles en  x forment une base de D (x).

Faisons maintenant le lien entre les vecteurs tangents et les dérivations :

Proposition A.3.2. Soitg 2C* (p) et Xp un vecteur tangent en p. Alors la dérivée dd—t(g +c)(0) est la
méme pour toutc 2 X, (classe d'équivalence).

Démonstration. ) ) o
Choisissons des coordonnées localed et posons ¢ FAc et g £gAi . Alors gc £g”c” et

d o d .
(%00 D (A H(g(P)) (- (A£)(0).

Puisque Cj‘—t(g +¢)(0) ne dépend que de classe d'équivalence, on obtient le résultat voulu. &

On note Xp ¢g £Xp(9) ﬁE(;j—t(g +¢)(0) On s'apercoit que g 7! Xp(g) est une dérivation. Pour le
voir il suf t d'écrire

d P i
Xp(9) A (9" £¢*)(0).

La dérivation X, (g) est souvent appelée dérivée directionnelle de g dans la direction X,. Par cette
dérivation, on débouche au théoréme suivant :

Théoreme A.3.3. L'ensemble des vecteurs tangentd, M s'identi e a I'espace vectoriel D (p) de dimen-
sion n des dérivations en p.

Par ce théoréme on peut aussi munir TpM d'une structure vectorielle. De plus un vecteur
tangent peut étre vu soit comme une classe d'équivalence de courbes, soit comme une dérivation.
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A.4 Différentielle, théoréeme d'inversion locale et théoréme des fonctions
implicites

On peut maintenant dé nir la notion de  différentielle . Soient F : M ! N une application
différentiableet g:N ! R.Ondé nit l'image réciproque de g par F comme suit :

F*:c! (F(p))! C' (p)
g7!'gzxF

Ladifférentielle de F enp estdéniepar DFp :To,M ! Tgp)N
DFp(Xp) 69 Xp(F™g) A£Xp(g £F).

On remarque que DF, est linéaire grace a la structure d'espace vectoriel de I'ensemble des déri-
vations en p. On notera la différentielle soit D, soit d. On appelle aussi DF, I'application linéaire
tangente en p. Soient A:M1! MoetA:M,! Mg, calculons la différentiellede A+Aenp.Ona

(DA AE) £DAL)(Xp)(f) DA ) (DA (Xp))(f)
ADA, (Xp)(f £A)
Xy (fAA)
AED (A £A)p (Xp)().

Ainsi si A est un difféomorphisme et A /A . Alors DA, : TpM ! TN est un isomorphisme et
DA A@p) A(DAp) L.

Soit M une variété différentielle de dimension m. On note (ey)k2, 1,mf la base canonique de R™.
Choisissons un systeme de coordonnées localesen p 2 M : (U,x). Alorslacarte x :U ! x(U) estun
difféomorphisme, par ce qui precéde xi 1 estun difféomorphisme et d(x' Y)xp) : TxR™ ! TpM
estun isomorphisme. Puisque @,, k2,1,mf estune base de Ty()R™, alors (d (x 1)X(p)(@k))k est
une basede T,M.On a

d(x' Hxp)(@)(F) £@, (f £x 1)(x(p)1?
@ e

FE—(p) £ — (f).
@k @ p
Yz - Y
Lensemble @% ,k2,1,mf estunebasedeT,M.Onremarque que
p
@
@k (p) ik
car
@i :
@T:(AE@k(% +x£xi 1)

@, (1)
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ou % : (a1, ¢¢gam) 7! a;. Ainsi pour tout a2 R™, @, (¥4)(a) A#; k. Le calcul s'opere de la maniere
suivante pour A:M! N,g2C?! (A(p)) et Xp 2TpM

DA(p)(Xp) ¢y fEDA(p)( Vi (p)( )p)¢g
i A

X p
/E vi(p)DA(p)(—_)p)q:g
i /B !

% ,
£ v, (p)(#@)p(A" +q)

iAﬂ
= l(p)@g £A)
i /A

(92

De plus, on a une généralisation des théorémes classiques en calcul différentiel :

Théoréme A.4.1. (Théoréme d'inversion locale) Soit A:M ! N une application différentiable avec
dim M ZAdim N. Sip estun pointde M tel que dAp est un isomorphisme. Alors A est un difféomor-
phisme local (existence d'un ouvert autour de p et un autre autour de A(p) tel que A restreint est un
difféomorphisme).

Théoréme A.4.2. (Théoréme des fonctions implicites) Soit A: M ! N une application différentiable
tgm, n.Siq2A(M) estune valeur réguliére (i.e pour tout p 2 Ai }(q), dA, est surjective (de rang
max)), alors Ai 1(q) est une sous variété deM de dimension m j n. De plus I'espace tangentTpAi (q)
deAi(q)enp estle noyaude dAp i.e:

TpAl 1(q) A{X 2 TyM,d A, (X) A0}

Par exemple, si A est une submersion (pour tout p, dA est surjective), le théoréme est véri é
pour tout g2 A(M).

A.5 Fibré vectoriel et bré tangent

Introduisons maintenant la notionde  bré vectoriel . Soient E et M deux variétés topologiques
et¥::E! M une application continue et surjective . Le triplet ( E,M,%) est un bré vectoriel au
dessus de M de dimension n si:

1. Pourtout p2M,la bre Ep &Y 1({p}) est un espace vectoriel de dimension n.

2. Pourtout p 2 M, il existe une carte locale brée (¥i 1(U),A) ot U estun voisinage ouvert
depetA:¥(U)! UER"unhoméomorphisme tel que pourtout q2U,Aq AAg, :Eq!
{9} £ R" est un isomorphisme d'espace vectoriel.
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On remarque que {q}£ R" hérite de la structure d'espace vectoriel grace a la bijection canonique

entre {q}£ R" et R". Un atlas bré estune collection
a

© L.
B A& (V4 "(Ue).Ae).®21

S - S I
de cartes locales bréestellesque M £ gUg etpourtout ®, 21, il existe une application Ag-:
U\ U-! GLx(R)telle que:

A-+ALt:(Ue\ UD)ER"! (Ug\ U-)ER"
(P.V) 7 (P, Ae—(P)V).

© _ a
Les elémentsde Ap-,®, 21 sontappelés des applications de transitions de l'atlas bre B .

Une section du bré vectoriel ( E,M,%) est une application continue v:M ! E telle que pour
tout p 2 M ,%tv(p) Z£p. En nun bré vectoriel topologique (  E,M,%) est dit trivial s'il existe une
carte globale bré A:E! M£R".

Exemple A.5.1. Donnons quelques exemples. Soit M /S! le cercle unité de R? et soit E £S'£ R
le cylindre. On note ¥a: (z,t) 7! z la projection canonique sur le cercle. %sest clairement continue
et surjective. Alors on peut voir facilement que ( E,M,%) est une droite brée triviale puisque
lapplicationidentité A :DE£R! S'£Restunecarte brée globale. Plus généralement( M£R",M,%)
estun bré vectoriel trivial ( M est une variété de dimension n). Mais il existe des brés non triviaux.
Par exemple le cercle plongé dans R* et le ruban de Mébius dans R*.

Dorénavant, on travaillera qu'avec des brés vectoriels lisses c'est a dire qu'on suppose E et
M sont des variétés différentielles, Yest une application différentiable et qu'il existe un atlas bré
maximal différentiable (autrement dit que les applications de transitions sont différentiables (lisses)
et maximal (notion dé nie au début)). Ici on entend par application différentiable une application
C! . Notons C! (E) I'ensemble de toutes les sections lisses du bré vectoriel ( E,M,%). On peut
dé nir une structure de module sur I'anneau  C! (M) et d'espace vectoriel sur le corps R de la
maniére suivante :

1. (vAw)p AvpAwny,

2. (f ev)p A£f(p)ovp
pour tout p2M,v,w 2C?* (E),f 2C! (M). SiU estun ouvertde M alors I'ensemble {v?,...v"}de
sections lisses est un repére local pour E sipourtout p 2U, I'ensemble {vé,...,vg} est une base de
Ep &Yi *({p}) (par la dé nition de section, v}, 2 Ep).

On peut maintenant dé nir la notion de bré tangent . Soit M une variété différentielle de

dimension m. Dé nissons I'ensemble
a

©
TM A& (p,v),p2M,v2T,M

etsoit ¥a: TM ! M lapplication projection quia (p,v) 7! p. La bre estalors ¥i *({p}) est{p}£
ToM ' TpM (ou labijection est canonique). De ce fait {p}£ T, M ala méme structure d'espace vec-
torielque TyM. Le triplet (TM,M,%) est appelé le bretangent .On peutl'équiper d'une structure
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différentielle de bré. Pour cela, on peut dé nir, pour toute carte locale de M,x:U! R™, unecarte
locale sur le bré tangent

x":vitu)r RMERM

x @
(P, Vk(p)(@T)p) 71 (x(p), (Va(p), -, Vm (P))).
kA k

Puisque @@k ) pour tout k forme une base de Ty M, l'application est bien dé nie (bijective dans

x(U)£ R™). Remarquons que

x @
(vi(p). ¢ ¢ vm(p)) £ Vk(p)(a)p(x)
k /L k

x @
ICE - i ,Amf-
(k/ELVk(p)(@k)(p)) 2,1mf
D'ou

. X @ X
x“(p, vk(p)(—@ )p) A(X(p),
k k

k AL

@
Vk(P)(@Tk)p(X))-

Al

On note A la structure différentielle de M. La collection
{(x®) (W), (U,x)2A ,W ¥%x(U)£ R™ouvert}

dé nit une base d'ouvert. La topologie engendrée par cette base est la plus petite topologie qui rend
continue x°. Ainsi (¥ 1(U),x") est une carte locale de TM. Donc TM est une variété topologique
de dimension m Am A2m. Pour obtenir la régularité de la variété, nous avons besoin de regarder
de plus preés les changements de cartes. Tout d'abord donnons la réciproque de  x”

o, X @
(x*) Ha,b) ExIH@), bi(==)xi1@):
kL @k
Ainsi - @
y*+(x") Ha,b) Ay xxit@),  vk(p)——(x' *(a)))
K /&L @k
ou y &(y1,¢ ¢ty ). Sil'on suppose que y +xi ! est différentiable alors y® +(x°)i ! est aussi différen-
tiable. Alors

© . a
A" E (VitU),x%),U,x)2A
estune structure différentielle surlavariété T M (quitte & prendre I'atlas maximal). En n remarquons
que larestrictionde x° ala bre Ep Ap}£ TpM est clairement un isomorphisme pour la structure
d'espace vectoriel associée a {p}£ TpM. D'ou le bre tangent est un bre vectoriel. Par ce qui
précede, on remarque que les cartes locales sont des cartes locales brées et donc I'ensemble est
un atlag brée.-De plus les applications de transitions sont réguliéres car I'application A:pT7!
A(p) £ %(p) —— fest bien dé nie et est réguliére (car y+xi ! est un difféomorphisme). On

1,]2,1m

peut conclure que le bré vectoriel a une structure de bré vectoriel lisse.
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A.6 Champ de vecteurs et crochet de Lie

Introduisons maintenantla notionde champ de vecteurs . Soit M une variété différentielle. Alors
une section X :M ! TM du bré tangent est appelée un champ de vecteurs . Pour un champ de
vecteur X, on peut dé nir l'application ~ X(f):p 7! Xp(f) £Xp ¢f pourtout f 2 C! (M). L'ensemble
des champs de vecteurs lisses est noté C! (TM). De plus, chaque champ de vecteurs lisse s'écrit
dans une carte (U, x)

x
X £ X'—@
- ! n 0
P o .
car pourtout p 2 M, X(p) &(p,Xp)' Xp &£ [ X (p)(&)p 2 TyM.Remarquonsque 2,i 2,1,mf

est un repeére local sur la carte ( U, x). Introduisons une opération importante sur les champs de
vecteurs : le crochet de Lie . Pour deux champs de vecteurs X,Y 2C! (T M), le crochet de Lie en p
est dé ni par

X, Y1p(F) AXp (Y (F))i Yp(X(f))

et[X,Y]p :Cl (M)! Ret[X,Y]EX+Yi Y+X:p7! [X,Y]p. En utilisant la dé nition de dérivation,
on remarque que
X, YIp (. f AL ) & [X,Y]p(F)AT[X,Y]p(9),
[X,Y1p(fg) AX,YIp(f)a(P)Af (P)X,Y]p(9).
D'ou [ X,Y], est une dérivation. Ainsi [ X,Y]:p 7! (p,[X,Y]p)" [X,Y]p estune section du bré

tangent. Il est possible de montrer que cette section est lisse. Pour montrer gu'une section est lisse
sur une variété lisse, on utilise les équivalences suivantes :

1. Lasection X estlisse.
2. Si(U,x) estune carte locale alors les fonctions as,...,am données par :

X
Xu £ g Q
=N i
sont lisses.

3. Sif:V! RouV estunouvertde M et f estlisse alors lafonction X(f):V ! Rdé nie par
X(f)(p) AXp(f)estlisse.

On peut faire agir C* (M) sur C! (T M) de la maniére suivante
fay p7! f(p)eyp:g 7 f(p)Yp(9)
Aprés calcul, on obtient des égalités suivantes
[X,feY]AEX(f)ey Af ¢X,Y],
[f eX,Y]Af ¢dX,Y]i Y(f)eX

pour tout X,Y 2Ct (TM), f 2Ct (M).

Un concept fondamental en géométrie différentielle est celui  d'algébre de Lie . Un espace vecto-
riel (V,A,§ munid'une opération[ ,]:V £V ! V estune algébre de lie siles rélations suivantes sont
Véri ées :
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1. [, XArY,Z] £, [X,21A[Y,Z].
2. [X,Y]1EilY,X].
3. XY, ZDA[Z, X, YTTALY,[Z,X]] A0.

La derniére égalité est appelée lidentité de Jacobi . Un exemple d'algébre de lie est R® muni de
I'application bilinéaire  produit vectoriel dé nie par

XNY EZ,
Z"N X AEY,
YN Z AEX.

Un autre exemple important est le suivant. Soit M une variété lisse. L'espace vectoriel C* (TM) (sur
R) muni du crochet de Lie [,]: C! (TM)£C! (TM)! C! (TM) estune algébre de Lie.

Intéressons nous maintenant & la notion de  différentielle d'une fonction en un champ de vecteur .
SoitA:M ! N une application différentiable et surjective entre deux variétés différentielles. Alors
deux champs de vecteurs X 2C! (TM)etY 2C* (TN) sont dits A-reliés si dAp(Xp) £YA(p) pour
tout p 2 M. On note

dA(X) EY

Faisons une remarque intéressante permettant de montrer que  dA(X) est un champ de vec-
teur sur la variété d'arrivée. Soit A: M ! N une application différentiable entre deux variétés
différentielles. Alors pourtout p 2 M, dA, (Xp)(f) X, (f £A) et

dAX)(F)(A(p)) AX(f £A)(p).

En réecrivant
dA(X)(f)+A EX(f £A),

on peut montrer que si A est surjective et différentiable alors
dA([X,Y]) AdAX),dA(Y)].

Si de plus, A est un difféomorphisme alors dA(X) est un champ de vecteur sur N (car A bijective
donc dA(X) estune section (g 2N 7! dA 1) (X} 1(q)))). De plus dA:C! (TM)! C! (TN)estun
morphisme d'algébre de lie car

dA(IX,Y]) AdAX),dAY)].

Onditque X,Y 2C! (TM)commutent si[X,Y] 0. On peut montrer qu'un repére local du bré
tangent commute :

Proposition A.6.1. Soit M une varité différentielle. Soit (U ,X) une carte locale sur M et notons

1/z@ Ya
—,k2,1,mf
@
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le repére local induit par la carte pour le bré tangent T M. Alors on a

pourtoutk ,1 2,1,mf.

Démonstration.
Fixons k,l 2,1,mf. Par ce qui précéde (au début) x :U ! x(U) est un difféomorphisme. Puisque
dxp((é%)p) A(@, )x(p) pourtoutp 2U,ona

dx(—@) A@, 2Ct (Tx)).
@
D'ou é‘% et @, sont x-reliés. Comme x est un difféomorphisme,

@ @
dx([—.=—] A@ . @l
X([@k @u]) [@.@]
Par le théoréme de Schwarz,

[@.@I(f) A& (@)(f)i @ (@)(f)A0

pour tout f 2 C?(x(U)). Puisque x est un difféomorphisme, dxp estune application linéaire bijective

pour toutp 2U donc
@ @

= = i1
[@k & lp A(dxp)" ([@,, @ 1x(p)) AO.

Ainsi

[ ] 4.

@ @
@ @

A.7 Variété riemannienne, longueurs et bré normal

Introduisons maintenant la notion de  variété riemannienne . Soit M une variété lisse. Notons
c! (M) l'anneau des fonctions lisses sur M et C! (T M) I'ensemble des champs de vecteurs lisses
qui forme un module sur 'anneau C* (M). On pose :

Cs (TM) £Ct (M)

et
cl omymct Mm)- .- ct (™)

le produit tensoriel r 2 N fois. Une propriété remarquable du produit tensoriel est que si  E,F sont
des espaces vectoriels de dimension nie alors dim (E- F) A&dim (E)dim (F). Une généralisation est
possible avec la notion de longueur de module .
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Soit M une variété différentielle. Un (champ de) tenseur lisse A de type (r, s) est une application
A:ct (M)t ctam

qui est multilinéaire sur l'anneau C! (M). On note A(X1,...,X;) &la place de A(X1- ....- X;).Un
résultat fondamental est le suivant. Sil'on prend  Xjy,...,X; et Y1,...,Y; des champs de vecteurs tels
que
(Xk)p /E(Yk)p
alorsona
A(X1,¢¢0X, )(p) AA(Y1, ¢ C LY )(p)

Ainsi cela dépend seulement de la valeur des champs de vecteur en p. Pour untenseur A, on note
A larestriction du tenseur aux espaces tangents

Ap  (XD)prer (Xr)p) 71 A(X1, oo Xs )(D)-

Une métrique riemannienne ~ estun tenseur g :C3 (TM)! CZ} (TM) AC! (M) tel que pour tout
p 2 M, larestriction g, au produit T,M £ T, M (a valeurs dans R) est un produit scalaire réel sur
I'espace tangent T, M. La paire (M, g) est appelée une variété riemannienne

Exemple A.7.1. Donnons quelques exemples :
2 e produit scalaire euclidien: E" &£R",hi).
2 SurR", on peut poser la métrique suivante

On note §" A£(R", Q).

Lalongueur d'une courbe en géométrie riemannienne est dé nie pour une courbe  °: 1! MC?
de la maniere suivante Zq

L(")/‘EI g-)(° (1), (1)) dt.

Exemple A.7.2. Prenons la courbe ° (t) &(t,0,...,0)2 R" pour t 2 Rs. Dans l'espace 8",
O OS]
1Aj°j?
Lol
2 . Wdt
A2[arctan(t)]y AEYa

L(°) /2

Dans l'espace E", L(°) £A1.
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On peut munir une variété riemannienne d'une structure d'espace métrique de maniére natu-
relle. Soit (M, g) une variété riemannienne connexe par arcs. Notons Cpq I'ensemble des courbes
°:[0,1]! M C1telles que ° (0) £p et ° (1) £q. Dé nissons la distance

d(p,q) Anf{L(°),° 2Cpq},p,q2 M.

La topologie induite sur M par la distance d est la méme que la topologie de M comme variété
topologique.

De plus, nous pouvons dé nir une structure de variété riemannienne pour une sous variété
d'une variété riemannienne de la maniére suivante. Soient (N ,h) une variété riemannienne et M
une sous variété de N. On dé nitle tenseur g:C3 (TM)! C* (M) par

g(xX,Y):p 7' hp(X,Y).

Mentionnons un résultat important :

Théoreme A.7.1. Toute variété différentielle peut étre équipée d'une structure de variété riemannienne
(autrement dit il existe une métrique riemannienne sur cette variété).

Introduisons maintenant la notionde  bré normal . Soit (N,h) une variété riemannienne et M
une sous variéte. Pour tout point p 2 M, on dé nit 'espace normal NpM en p par

a

©
NpM & X 2 TpN,hp(X,Y) &0 8Y 2T, M

Pour tout p 2 M, on ala décomposition suivante ToN ET,M ©NpM.Ondé nitle brénormal par

a

©
NM & (p,X),p2M,X2NpM

Le bré normal est un bré vectoriel au dessusde M de dimension nj m.

Exemple A.7.3. Soit S la sphere dans RMAL équipée de la structure euclidienne C,E. Sip 2 S™,
alors I'espace tangenten p est

© .
T,S™ £ X 2R™1 Cp, X EAO

et I'espace normal en p est la droite engendrée

a

©
NpS™ £ . p,, 2R .

Le bré normal est alors a

©
NS™ £ (p,, p),p2S",, 2R .
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A.8 Connexions et symboles de Christoffel

Introduisons maintenant un objet central en géométrie différentielle : la connexion .

De nition A.8.1.  Soit M une variété différentielle, et soit ( E,M ,%3) un bré vectoriel lisse au dessus
de M. Alors une connexion r sur (E,M ,%) est un opérateur

r:ct(Tm)ect (E)! ct(E)

tel que pourtout ,,* 2R, f,g2Ct (M), X,Y 2C?* (T M) et pour toutes sections lisses v,w 2 C* (E)

nous avons .
1. rx(, VAL ¢w)E, ¢rxvAL ¢ryw,
2.1 x(fov) EX(f)eVAT ¢ryv,
3. 1 (fexAger)V ZEf ¢rxvAgeryv.

5

Une section v 2 C! (E) du bré vectoriel ( E,M ) est dite paralléle par rapport a la connexion
r si et seulement si pour tout champ de vecteurs X 2C! (TM)

r xv AO.

Pour M A£R" ouunouvert,onaque TpR"' R" de maniére canonique, un exemple de connexion
dans ce cas est

Y (xAtX(x))i Y (x)
t :

Soit M une variété lisse et soit r une connexion sur le brétangent( TM,M,%). On peut dé nir
la torsion de la connexion r

Y (x) Ali
rxY(x) t|!m0

T:ctam)ect am)! ct(am)
X, Y)7r xYir vXi [X,Y]

ou [,] estle crochet de lie sur C (TM).
Une connexion r est dite sans torsion si T &0, autrement dit pour tout X,Y 2C* (TM)

rxYir vX /CE[X,Y].

Lorsque M est une variété riemannienne de métrique g alors nous pouvons dé nir la notion de
connexion compatible avec la métrique g ou de connexion métrique . Une connexion surle bré
tangent est dite métrique sipourtout X,Y,Z 2C* (TM)

X(9(Y,2)) Ag(r xY,Z)Ag(Y,r x2).
Faisops une petite remarque. Soit ( U, x) une carte locale de la variété riemannienne M. Soitp 2U.

Alors (éf?)p 2 1mf estune base de T,M. Sur Ty M, on a un produit scalaire réel gp. Ainsi a partir
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de cette base par Gram-Schmidt, on peut construire une base orthonormée pour le produit scalaire
dp- Notons {(E1)p,¢ ¢ HEm)p} cette b.o.n. On a alors dé nit un repére local orthonormé  {E;,¢¢Em}
tel que

Puisquer xY 2C* (TM),ona
X
rxY A ®E.
i

Montrons que ®; Z£g(r xY,E;). Puisque g est un tenseur alors
X
ag(r xY,E) A& ®g(Ej,E).
ja
En utilisant que g(E;,Ej) A j, on ale résultat voulu. Ainsi

X
rxY £ g(rxY,E)E.
i

De nition A.8.2.  Soit (M, g) une variété riemannienne. La connexion de Levi-Civita estl'opérateur
r:ctamect am)r ct(am)

dé nipourtout X,Y,Z2C! (TM) par

a(r xY,Z)/E%[X(Q(Y,Z))AY(Q(X,Z))i Z(9(X.Y))
Ag((Z,X1,Y)Ag((Z, Y], X)Ag(Z,[X, Y]]

Si I'on prend une connexion métrique sans torsion alors elle véri e cette relation (appelée
relation de Koszul). De plus I'écriture dans un repére local orthonormé de la connexion rxY
montre qu'il y a au plus une connexion métrique sans torsion sur le bré tangent ( TM,M,Y). La
connexion de Levi-Civita est un objet intrinséque de la variété riemannienne. De plus c'est funique
connexion métrique sans torsion sur la variété riemannienne (M, Q).

En n mentionnons une autre notion importante : la dérivée covariante du premierordre . La
dérivée covariante (du premier ordre) dans la directionde X

ry:ctamr ctam)

est donnée par
rx:Y7'r xY.

Introduisons maintenantles symboles de Christoffel . Soit (M, g) une variété riemannienne de
dimension m 2 N équipée de la connexion de Levi-Civita r . Prenons une carte locale (U,x) de M,
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sur celle ci on peut dé nirunrepére localde TM :{X1,¢¢8Xn}ou X; ,CE@(@i 2Cl (TU).Ondé nitles
symboles de Christoffel j ikj :U! Rdelaconnexion r parrapporta ( U,x) de la maniere suivante,

x k
I’xinﬁE ii,jxk'
kAL

Surl'ouvert x(U)de R™, ondé nitlamétrique riemannienne  §(e;,ej) Agi j £9(Xi,Xj)ou(ei)i2, 1,mf
est la base canonique. Notons que puisque x est un difffomorphisme alors

dx:ct (Tm)! cl(am)

est bijective. Remarquons aussi que pourtout i 2,1,mf,p2U onadx(X;)Z&Z@ car (Xj)p(g*x) £
@(g +x £xi HY(x(p)) £@(g)(x(p)) et dx (X )(p) £(Xi )p- Par la propriété portant sur les crochets de
Lie,ona

dx ([Xi, Xj]) Aldx(Xi),dx(X;)] A@, Q] A0

aveci,j 2,1,mf. En utilisant la bijectivité de dx, on en déduit que [ X;, X;] AQO.
Par la dé nition des symboles de Christoffel et la relation de Koszul et par le fait[  X;, X;] A0 pour
touti,j 2,1,mf,onaquepourtout | 2,1,mf,

x . ow .
Otiig £ 9Kk X)i;
k AL kAL

A

Ag( ii’jxkuxl)
¥::1

Ag(r x, Xj, X))

a

1©
FEE Xi (X, XA X (@(Xi, X)) i Xi(9(Xi, X;))
}/Z@Jj,l A@"i @i /4_

A
2 @ @jl@l

Et celapourtout | 2,1,m f. Ainsi pour chaque paire (i,j)2,1,m f% on aun systéme linéaire de m
équations pour m variables j :‘J . Lamétrique g est entierement déterminée par le repére local donc
g A(9i j)i.j2, 1.ms Puisque g est dé nie positive, on peut trouver une solution a ce systeme. Notons
g“! &(gi Y)x | pourtout k,I 2,1,mf.On obtient alors

1x g @, A D @i
2\m @ @ ' @

(A.1)

Pour une sous varieté M d'une variéte riemanienne N, il existe des notions d' extension locale
ou globale d'un champ de vecteur. On peut décomposer Z 2C* (TN)comme Z A£z7 AZC0u 27
estune section du bré normalde M et ZPest une section du bré tangentde M.



A.9. GEODESIQUES ET CHAMP PARALLELE LE LONG D'UNE COURBE 181

A.9 Geéodésiqgues et champ parallele le long d'une courbe

Parlons maintenant de géodésique. Soit (TM,M,%) le bré tangent d'une variété lisse M. Un
champdevecteurslelongdunecourbe °:I! M estuneapplication X:I! TM telleque ¥&X A£°.
On note C? (T M) I'ensemble des champs de vecteurs le long de la courbe ° lisses. On dé nit les
opérations suivantes :

1. (XAY)(t) EX()AY (1),

2. (FX)(t) &£f (1)X(t)
pour t 21, f 2Ct (1)et X,Y 2CZ (TM). Ainsi C¢ a une structure de module sur C? (1) et une
structure d'espace vectoriel sur R.

Pour une courbe ° de classeC?, on appelle champ tangent le long de ° le champ de vecteur

X(t) A£(°(t),° (1)) pourtout t 2 1. De plus, on peut dé nir un opérateur différentiel le long d'une
courbe qui est relié a la connexion :

Proposition A.9.1. Soit (M, g) une variété riemannienne lisse et soit ° :1! M une courbe dans M.
Alors il existe un unique opérateur différentiel

D
a:c‘,l (TM)! ci (T™m)

tel que pourtout , ,* 2Retf 2Ct (M)

1. D(, XArY)/dt &£ XA B,
df

DX
2. D(fX)/dt A XAf S,

3. Pourtout tg2 1, il existe unintervalle J%I tel quetg2 JetsiX 2Ct (TM) tel que X- ) ZEY (t)
pourtoutt 2 J alors

DY
W(tO) AE(r o X)e (to)-

Démonstration.

Prouvons I'unicité. Soit tp 2 I, on choisit une carte locale (U, x) et un sous intervalle Jtel que ° (J) %2U.
Pourtout i 2,1,m f, on note X; ﬁEg. Soit Y un champ de vecteur le long de la restriction de ° a J. On
peut écrire Y de la maniére suivante

X
Y()E  ®(t)(X))e ()
jA

ou®; 2 c! (J)etj2,1,mf. Les conditions 1) et 2) impliquent

i
)° ()

DX
d

x x
DY/dt() £ @)X 0A @),
jm

k AL
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ouY 2C# (TM). Pour une carte (U,x), on note

X
x££ () AC (1), ..o m) £ Ci(t)ei.
i AL
Puisque x est un difffomorphisme, dx :C! (TU)! C! (TR™) est unisomorphisme (en particulier
linéaire) telquei 2,1,mf
dx(Xj) Ae;
Puisque (?—t(x £°)(t) AdXe ) (° (1)) :AdX(°)(t), ona
° AEdx! Ydx(°))
oo d
AEdxtH(—(xz°
xS (x£))

X
Adx' (0 Cie)
iAa
X
i (Xi)e.
5 i A
Donc ° (t) £ [ °i(t) (Xi)-(t). Par 3),ona
Hpx; T X
TS A e X))y £ i) (1 x X))o (1)
() =t
En utilisant I'expression de (r x; Xj)-() avec les symboles de christoffel et I'expression déﬂ%, puis en
simpli ant (réarrangement des sommes), on obtient
po, T

dy R R o K ro i
r A &OA  ®) )i (1) Xk (A.2)
t kAL i A
Ainsi I'opérateur différentiel (;j_t est entierement déterminé de maniére unique par ° et les symboles de

christoffel (j ¥ ik, imp 8

La formule (A.2) est trés importante pour le calculde r - X. Donnons quelques dé nitions :

De nition A.9.1.  Soit (M, g) une variété riemannienne etsoit °:1! M une courbe C?.

1. Unchamp de vecteur X lelong de ° estdit paralléle si
r - X AQ.

En géométrie de l'information, X est dit paralléle & M si il est paralléle & toute courbe C* de
M.

2. On suppose que ° est une courbe de classe C?. Alors ° est une géodésique si son champ de
tangent est paralléle le long de ° autrement dit

r-° AO.
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Le résultat suivant nous montre qu'on peut trouver un unique champ de vecteur le long de °
paralléle passant par un point donné :

Théoréme A.9.2. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit | AHa,b[ un intervalle ouvertde R.De
plus, soient® : 1! M une courbe de classeCt, tg2 | etv 2 To (toyM . Alors il existe un unique champ
de vecteur le long de® parallele tel que Y (tg) A£v.

La preuve est assez similaire a la preuve de la proposition précédente. Par ce théoreme, on
peut dé nir la notion de  transport parallele . On note | -(v) £Y (1) 2 Tey)M si° :[0,1]! M et
v 2T-g)(M). C'est une application qui relie les espaces tangents.

Pour les champs de vecteurs paralléles, un autre résultat important est le suivant :

Proposition A.9.3. Soient (M ,g) une variété riemannienne, ° :1 ! M une courbe C et X,Y deux
champs de vecteurs paralléles le long de® . Alors la fonction g (X,Y): 1! Rdonnée par

t 7! ge (1) (Xe ), Yo(t))

estconstante . En particulier, si ° est une géodésique alors ¢°,°) est constante le long de° .

Démonstration.
En utilisant le fait que la connexion de Levi-Civita est métrique, on a
d
E(g(X,Y)) Ag(r-X,Y)Ag(X,r-Y)

AEO.

D'oui g (X,Y) est constante le long de®. &

Un corollaire trés utile de cette proposition :

Corollaire A.9.4. Soient(M,g) une variété riemannienne, p 2 M et{vy,¢ ¢ ®,}une base orthonormée

deTpM. Etsoient® :1 ! M une courbe C! telle que ° (0) £p et X1,¢ ¢ X, des champs de vecteurs
paralléles le long de ° tels que X (0) £vi pour k 2, 1,m f. Alors, pour tout t 2 |, {X1(t),¢ ¢ 8Xm (t)} est
une base orthonormée de T- (1)M.

Démonstration.
Cela est une conséquence directe de la proposition précédente. En effet, soient, j 2, 1,m f, g(X;, Xj )(t) &
g(Xi, Xj)(0) A j.a
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De plus, il existe un résultat d'existence et d'unicité des géodésiques dans une variété rieman-
nienne :

Théoreme A.9.5. Soit (M,g) une variété riemannienne. Si p 2 M etv 2 T,M alors il existe un

intervalle ouvert ]j ","[ avec" 2]0,1] et une unique géodésique® : 1! M telle que ° (0) et° (0) AEv.
Démonstration.
Donnons les grandes idées de la preuve. Soi : 1! M une courbe de classeC? telle que ° (0) Z&p et

°(0) Av. Soient (U,x) une carte locale contenant p et J%I tels que® (J) ¥2U . On note X; /Eé? pour
touti 2,1,mf. On peut alors écrire

x
(A i) (Xi)er)-
i A
En utilisant (A.2),on a
A !
x X K
(r=2)A&  “k®A )i M) X))

k/EL i/

Ainsi ° géodésique si et seulement st - °© /0 autrement dit pour toutk 2,1,mf,

X
“KOA )i f ¢ (1) AO. (A3)
ijAa
On reconnait une équation différentielle et on peut utiliser le théoréme de Cauchy-Lispchitz an

de trouver une unique solution locale (°1,...,°m). Ennil suft seulement de dé nir  ° al'aide de
(0 1, ¢ ¢1¢) m) a

Exemple A.9.1. On peut alors calculer les géodésiques de certaines variétés. Par exemple si( M ,g) /£
(R™,hi). Pour la carte globale (R™,1d), gi j A+ j. Ainsi par (A.1), i :‘J A0 pourtout i,j,k2,1,mf.
Ainsi par (A.3), ° £0. On peut dé nir  °, v)(t) £p Atv. Elle véri e bien les conditions initiales et
I'équation ° AQ. Par unicité des géodésiques véri ant ces conditions initiales, les géodésiques sont
alors les lignes droites.

A.10 Courbure ettorsion

Parlons maintenant de lanotionde courbure etde torsion . Soit (M, g) une variété riemannienne
muni de la connexion de Levi-Civita. On dé nitla  dérivée covariante du premier ordre  pour un
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champ de vecteur X 2C* (TM) par

ry:ctamr ct(m)
Z7r xZ.

On généralise cela pour les tenseurs de type (r,0) et (r,1). Soit A: C,l (TM)! C! (M)untenseurdu
type (r,0). Ondé nitla dérivée covariante

rA:Cli,(TM)! Ci (TM)ACt (M)
(X, X1, X ) 7H(r x A)(X1, ECEX, )

par
X
(r x A)(X1,EC0K ) EX(AXLEEE )i AX1, EE8; 1,7 x Xir oo Xr ).
kAL

Un tenseur du type ( r,0) est dit paralléle sir A AO.
Proposition A.10.1. La métrique g est un tenseur paralléle de type (2,0).

Pour chaque Z 2C* (TM), on peutdé nirun tenseur naturel ¢, £¢ :C1 (TM)! C! (TM)de
la maniére suivante
¢(X) EryZ.

En utilisant que la connexion est multilinéaire, on a
C(fFXAgY)Ef¢(X)Age(Y).

Ainsi ¢ est untenseur du type (1 ,1). De la méme maniére, on peut dé nir la dérivée covariante pour
les tenseurs du type (r,1). Soit B:C! (TM)! Ci (TM)AC! (TM),ondénitla dérivée covariante
de B

rB:Clay(TM)! Ci (TM)

est

X
(r xB)(X1,¢¢0X;) £rx(B(X1,6¢08X,))i B(X1,6C8Xy; 1,1 x Xk, CCOX; ). (A.4)
k AEL

Un tenseur du type ( r,1) est paralléle si r B £0. En n dé nissons maintenantla  dérivée covariante
du second ordre . Soient X,Y 2C! (T M). La dérivée covariante du second ordre est dé nie par

r&y :Ct(am)r ct(Tm)
Z7(rx¢z)(Y)
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ou ¢ z estle tenseur naturel de Z. On remarque que par (A.4), ona

v Z Erx(€z(Y)i ¢z(r xY) (A.5)
ErxrvyZijr rxyZ. (A.G)

On peut maintenant dé nir  l'opérateur de courbure  (riemannien) par
RX.Y)Z EriyZir §4Z

avecX,Y,Z2CY (TM)etR:C! (TM)EC! (TM)EC! (TM)! C! (TM).Uneremarque importante
est que l'opérateur de courbure est un tenseur de type (3,1) :

Théoréme A.10.2. Soit (M, Q) une variété riemannienne muni de la connexion de Levi-Civita. L'opé-
rateur de courbure
R:C3 (TM)! ct(Tm)

satisfait pour tout X ,Y,Z 2C! (TM)
R(X,Y)Z FErxryZir yrxZir xyvjZ

et l'opérateur est un tenseur du type (3, 1).

Citons quelques propriétés de cet opérateur de courbure. Soient W, X,Y,Z2C! (TM):
1. R(X,Y)Z £iR(Y,X)Z,

2. g(R(X,Y)Z,W) £ ig(R(X,Y)W,Z),

3. Identitié de Bianchi: R(X,Y)Z AR(Z,X)Y AR(Y,Z)X A0,

4. g(R(X,Y)Z,W) Eg(R(Z,W)X,Y).

Avant de dé nir la notionde courbure sectionnelle , on a besoin de dé nir la notion de section.

De nition A.10.1. Soient (M, g) une variété riemannienne et p 2 M. Une section V en p estun sous
espace vectoriel de dimension 2de Ty, M. On note

G2(TpM) A{V, V sectionde TpM}.

Cet ensemble est appelé la grassmannienne des 2-plans.

Enoncons un lemme utile.
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Lemme A.10.3. Soient X,Y,Z,W 2T, M tels que Vect(X,Y) AVect(Z,W). Alors

g(R(X,Y)Y,X) g(R(Z,W)W,Z)
IXiZYizi g(X,Y)? TiZj3wizi g(z,w)*

On peut maintenant dé nir  la courbure sectionnelle
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De nition A.10.2.  Soient (M,g) une variété riemannienne et p 2 M. Alors la fonction Kp :

G2(TpM)! Rde nie par
g(R(X,Y)Y,X)

Vect(X,Y)! ——
(X.Y) iXi%iYj2i g(X,Y)?

est appelée la courbure sectionnelle en p. On note K(X,Y) alaplace de K(Vect(X,Y)).

Dé nissons maintenant deux fonctions utiles

A:p7!' min Ky(V),
P V2G,(ToM) p(V)

A:p7l max Ky(V).
P V2G,(T,M) p(V)

Alors la variété riemannienne ( M, g) est dite :
1. acourbure positive siA(p), Opourtout p2M,
acourbure strictement positive  si A(p) E 0 pour tout p2 M,
acourbure négative siA(p)- 0 pourtout p2M,
acourbure strictement négative  siA(p) C0 pourtout p2 M,

ok wD

acourbure constante  si A /A est constant,
6. plat si A /EA AQ.
On peut exprimer les coef cients de la courbure par les symboles de Christoffel. Soit (
carte locale de M. Notons comme d'habitude X; /Eé@i. Pourtout i,j,k,12,1,mf:
gi.j A9(Xi, X)), Rij G(R(Xi, Xj) Xk, X))
On peut montrer que : .
X A@J's'k. is,k X].r.s..r.s |
Rijki /Esﬂgg a | a r/EL(|j,k|i,r| ki)

Pour cela, on utilise le fait [ X;, X;] A0 pourtout i,j 2,1,mfet

R(Xi, X)) Xk A1, 1 x; Xk il x;T x; Xk
x 2 ’
A xS X ir x (i Xs) -
SAEL

U,Xx) une

(A7)
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En développant et en utilisant la dé nition de connexion et des symboles de Christoffel, on obtient

wa 3 Soox !

ik ik

R(Xi, X)Xk £ =~ ——ij —=A
v s/ @i @j r /A

.r .s . .r .s
(lj,kli,rl li,klj,r) XS-

Exemple A.10.1. Soit (M,g) £(R™,G,E). Lensemble {@@;};, 1,mf €st un repere global du bré
tangent TR™. On a que g;,j A0 donc | !‘j AQ pourtout i,j,k2,1,mf.Par(A.7),Rijx 4O pour tout
i,j,k,12,1,mf. Onendéduit que I'espace est plat.

En n notons au passage que les coef cients  j jj k Ag(r x; Xj,Xg)aveci,j,k 2,1,mfdétermine
la connexion métrique r . En effet montrons que

QUi EikijAiki
Puisque la connexion r est métrique et Xy £Q aveck 2,1,mf

X (@(Xi, X)) £g(r x, Xi, X)) Ag(r x, Xj, Xi)
AikijAi-

Les coef cients jj x caractérisent la connexion. En effet pourtout k 2,1,mf

iij ok A x Xj,Xk)

X] S
A i Osk-
SAL
D'ou
P 9 e

s -
oujijEik :

P10 k2, 1m _ _ _

En n énoncgons un théoréme fondamental permettant de relier la planéité et la nullité des
symboles de Christoffel est le suivant :

Théoréme A.10.4. Une variété riemannienne (M, g).est plate si et seulement si pres de chaque point il
existe un systéme de coordonnées locales tel qug &£ [ (dx' )2. Ainsi pour ce systéme de coordonnées

locales, les symboles de Christoffel sont nuls.

De maniére générale, il est possible de démontrer cela pour une connexion r générale dés que
sa torsion et sa courbure sont nulles. C'est une condition nécessaire et suf sante.



Annexe B : Optimal use of auxiliary information : information geometry
and empirical process

Le chapitre 1, 2 et les sections 3.1, 5.1 ont fait I'objet d'un article prépublié [  8]. Je joins dans cet
annexe l'article.

B.1 Introduction

We call auxiliary information —or side information— any information external to an observed
statistical experiment that concerns the underlying distribution. For instance, in order to improve
the quality of a survey analysis, it is customary to incorporate any reliable auxiliary information
available at the time of the survey such as the knowledge of one or more parameters of this popula-
tion determined exactly by an exhaustive census. This principle nds its origin several centuries
ago, according to [ 12]. Indeed, around 1740 the magistrate Jean-Baptiste Franc¢ois de La Michodiére
wanted to estimate the size of the French population by assuming that the number of marriages,
births and deaths is proportional to the size of the population. He then introduced the ratio estima-
tor which was validated by Laplace [ 24]. This method is for instance detailed in [ ]. We note that it
turns out to be a special case of [ 37]. More recently, several authors in survey analysis and statistics
have worked on the incorporation of auxiliary information after or before sampling — see [ 1, [27].

In this article, we focus on the auxiliary information which concerns the underlying distribution
of the data. More precisely, we assume that the auxiliary information is given by a nite collection
of expectations. In the above mentioned case of a survey the side information can be given by the
expectation of a random variable on the population. Rather few systematic analysis have been
carried out on how to use at best such an auxiliary information in a general setting, despite the
fact that in many case studies such a methodology is used. In[ 5], the raking-ratio method allows to
incorporate the auxiliary information of the probabilities of one or many partitions of a set. This
is not a perfect projection of the empirical measure on the set of constraints since it is a sequen-
tial procedure, incorporating each information after the other, not simultaneously. However the
variance of large classes of estimators simultaneously decreases as the sample size tends to in nity
faster than the number of successive partitions. The case of an independent empirical information,

189
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as for distributed data, is investigated in[ 2]. In [ 37], a general method is proposed to incorporate
a general auxiliary information. This approach consists in minimizing the variance over a class of
unbiased estimators, that is equivalent to nd the smallest dispersion ellipsoid. In [ ] this method
is applied to an auxiliary information brought by a nite collection of expectations. In particular,

it is shown that this method is better than the raking-ratio [ ] with respect to variance reduction.
Moreover, in [ 32] a different method based on empirical likelihood is developed to also incorporate

an auxiliary information given by a nite collection of expectations. The latter two methods will

be compared and connected through our de nition of an informed empirical measure. In [ ]
the Glivenko-Cantelli and Donsker theorems are esta@lished for the,empirical likelihood method
—in the special case of the class of functions F A& 1j;; }, t 2R . For more general classes, the
Glivenko-Cantelli and Donsker theorems are established in[ 4] under stronger assumptions by using
the strong approximation results of [ 9]. In addition, some works have also been done on U-statistics
in the presence of auxiliary information [ ] and, more recently, on informed statistical tests [ 1], [3].

Our contribution is to de ne and study an informed empirical measure supported by the sample
that is optimal in the sense of information geometry. We thus intend to incorporate the auxiliary
information given by expectations into the empirical measure itself by de ning properly the geo-
metrical setting in which the latter can be projected. This leads to de ne two projection measures,
the rst of which satis es the same optimization problem as that of the empirical likelihood [ ]
Next we prove that it is possible to approximate these two projection measures by a common
measure we call the informed empirical measure. This informed empirical measure is far easier
to compute numerically than the true projections and turns out to coincide with the adaptive
estimator of the measure with auxiliary information de ned in [ ]. Furthermore we show that
these three measures are so close that they share the same asymptotic properties in the sense of
empirical process theory — in particular the same limiting Gaussian process. This allows to unify
several methods aiming to incorporate a side information, among which those mentioned above.
We establish under minimal assumptions the limit theorems for the informed empirical measure
indexed by a general class of functions. As a by product this extends the asymptotic result of [ ]
Moreover we derive a concentration result which shows that the informed empirical process is
always more concentrated than the classical empirical process when the sample size is large enough.

The paper is structured as follows. In Section B.3, we introduce the geometrical framework
and prove that the set of constraints associated to the auxiliary information has a submanifold
structure. Then we show that an optimal method is to minimize the Kullback-Leibler divergence
and its dual version on the set of constraints. The readers less familiar with geometrical notions can
nd reminders on information geometry in the book [ ] — or could refer directly to Corollary 1. In
Section B.4, we study these two optimization problems. More precisely, we discuss the existence
and uniqueness of their solution and we give an asymptotic theorem for the Lagrange multipliers.
In Section B.5, we prove that there exists a common approximation of these solutions which allows
to de ne the informed empirical measure — see De nition 1. Then we study the informed empirical
measure's weights. In Section B.6 we establish the Glivenko-Cantelli and Donsker theorems for a
general class of functions F about the informed empirical process under minimal assumptions.
We also quantify the asymptotic uniform variance reduction, which justi es the use of auxiliary
information. In Section B.6.2 we derive a concentration result about the informed empirical process.
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Finally in Section B.7, as an illustration of the variance reduction, we apply these results to the
informed empirical quantile and prove that the informed estimator is asymptotically more ef cient
than the classical empirical quantile. As a special case, we nd the same asymptotic result asin [ ].

B.2 Framework

Let (Xn)n2ne be a sequence of independent and identically distributed random variables ( i.i.d.)
de ned on a probability space (- ,B,P) and taking values in a measurable space (X ,A). The
distribution of X1 is denoted P :ZEP*1. Moreover, we assume that an auxiliary information | about
P is available. In this article, we focus on the following particular case. We suppose that 1 is the
information brought by a r‘hi’tre collection of expectations with respect to P. More precisely, let

m 2N” and g ﬁE'gl,¢¢,(Igm :X ' R™ be an integrable function with respectto  P. We assume that

| is given by 7 \z 7 g
-
Pg:/ £ gdP:.AE g1dP,¢¢¢ gndP
X X X

We shall assume at times that P g A0 — otherwise seth Agi Pg.
We denote , n, p f the set of integers between n and p where n C p are two integers. For each
n 2 N°, the random data set is denoted Z , A{X1,¢ ¢ X, }and P, the empirical measure de ned by

P, A£— Ty, .
Nim
If n 2 N" is xed then we denote Z AZ, and P (Z ) the set of probability measures on Z with
positive weights. Moreover the informed empirical measure is denoted PL and will be de ned at
Section B.5 in De nition 1.

Our notation for stochastic convergences are as follows. Let ( Yn)n2ne @ Sequence of random
variables with values in R™ with m 2 N® and let (an)n2ne ¥2R” be areal valued sequence. We write
Yn ZE0p (an) (resp. 0a.s.(an)) if (Yn/an)n2n= tends to 0 in probability (resp. almost surely) as  n A1
We write Y, £Op(an) if (Yn/an)n2one is tight. The fact that ( Yn)n2ne converges in distribution to a
random variable Y asn!A1 isdenotedby Y,) Y.

B.3 A geometrical approach of auxiliary information

We intend to incorporate optimally an auxiliary information into the empirical measure. The
notion of optimality may be debated but the information geometry approach seems to be a coherent
and interesting answer to the problem of incorporating an auxiliary information.

Assume that an auxiliary information | about P is available. For Q 2P (Z ), we denote Q » | the
fact that Q satis es the auxiliary information |. The set of probability measures on Z which satisfy |
is de ned by

a

P'(Z)/E©Q2P(Z) Q» |

As mentioned in Section B.2, the weights of Q are positive and | is given by a nite collection of
expectations P g. However Section B.3.2 remains valid for more general de nitions of auxiliary
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information |.We have

a

= '(Z)/E©Q2P(Z), Qg &Py .

Assuming that the basic notions of information geometry are known — such as connection, geodesic
etc — we only recall the notion of autoparallel submanifold. Let S be a manifold, M be a submanifold
of Sand r aconnectionon S.We say that M is r -autoparallel if for every vector elds X,Y on M,
r xY is also avector eld on M. In this context, since P (Z)is a nite mixture model itis also a
differential manifold endowed with the dually atstructure (P (Z ),gg,r @,r (i D) where g is the
Fisher metric, r @ is the 1-connection and r (i Vs the (j 1)-connection. Moreover, the canonical
divergence associated to P (Z ) is the Kullback—Leibler divergence KL —see [30].

In order to use the auxiliary information | let project P, 2P (Z)on P ' (Z ) in the sense of
information geometry. To de ne properly this projection we rst show that P ! (Z )is a submanifold,
then we recall the projection theorem in information geometry and formulate our existence result.

B.3.1 Submanifold structureof P '(Z)

The following result states that P ' (Z )isa(nj 2)-dimensional submanifold inthe case m 1.

i ¢
Propos@'on 1. Assume that there existsi 64 such that g (Xi)6/§lxj and P g belongs to the convex
hullof g(X1),¢¢%(X,) .Then P ' (Z)isa(n 2)-dimensional submanifold of P (Z ).

Proof. Remind that ]0,1[" is a submanifold of R" asitis an open set of R". Set
( % )
S £ q2]0,1[", q &1
i A
We rstshowthat S isa(nj 1)-dimensional submanifold of ]0,1[". De ne the function 1:]0,1["! R

by u(a) £ g ai-
ObservethatS /pi 1({1}). Soitis enough to prove that pis a submersion. Indeed, p is differentiable
and forall q 2]0,1[",

Du(a)(h) Zu(h), h2R".

SoDu(q) is surjective and p is a submersion, henceS isa(nj 1)-dimensional submanifold of ]0,1[".
Letendow S with the following global chart (S ,%)

Y:S 1 UwRML
q7! (Q1y¢¢ﬂthn11)

© . R P, a
whereU A& (q1,¢¢,c1qmi1)2 R 1¢qi EO,i2,1,nj 1f, P;'F_}Qi C1 . Similarlyendow P (Z )withthe
following global chart P (Z),’
"P(Z)! U®RRM?
Q7! (a1, ¢¢Mn; 1).



B.3. AGEOMETRICAL APPROACH OF AUXILIARY INFORMATION 193

Next consider the following one to one mapping

A:P(Z)' s
Q7 q.

Notice that A £vi 1+' . SinceVsand ' are diffeomorphims and dim P (Z ) £dim S Z&nj 1, we
deduce that A is a diffeomorphim.éo Ailis also a diffeomorghism and thus an embedding. Observe
that P ' (Z ) AAT 1 (E)whereE A q2S, [ aig(X)APg isnotempty becauseP g belongs to the
convex hull of {g(X1),...,g(Xn)}. Soitis enough to prove that E isa (nj 2)-dimensional submanifold
of S . For this, it is suf cient to verify that

f:S1 R
X

a7t qig(X)
i AL

is a submersion. Let® :/&f +¥i1:U | Rbedened, forallq 2U, by

) 1 X 1 !
()£ gig(Xi)A 1j di 9(Xn).
i/ i /L

So° is differentiable and forallq 2U

D°(q) AQ(X1)i 9(Xn), ¢C¢®m(Xn; 1)i 9(Xn)).

Since there existsi 64 such that X; 64X, we deduce that D°(q) is surjective. Therefore f is a sub-
mersionand E isa(nj 2)-dimensional submanifold. We concludethat P '(Z )EAi Y(E)isa(nj 2)-
dimensional submanifold, as Ai ! is an embedding. &

Proposition 1 can be generalised for a vector of functions g Z&(g1,¢¢8gm)" with m2,1,ni 1f.
Assume that P g ZA0. Set

8 2[j1,mj], Nj(X) &(gj (X1)i 9j(Xn),¢¢8j(Xn; 1)i 9j(Xn))',
8 2[j1,mjl, gj (X) A&(gj (X1), ¢ ¢ agj (Xn))" .

Observe that
i ¢ i ¢
dim 'Vect(g(X1)i g(Xn).6¢®(Xn; 1)i 9(Xn)) Adim Vect(Nj(X)1.j.m) . (B.1)

We are ready to state the main result of Section B.3.
a

©
Proposition 2.  Assume that 0 belongs to the convex hull of g(X31),...,0(X,) and the following
equality of dimensions,

i ¢ i ¢
| :/Edim 'Vect(gy(X), ...gm(X)) Adim 'Vect(g(X0)i g(Xn),¢¢M(Xn; 1)i 9(Xn)) - m.

Then P '(Z)isa(nj 1j |)-dimensional submanifold of P (Z ).
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Remark 1. A suf cient condition to satisfy the equality of dimensions in Proposition 2 is

. i - ¢
dimVect (1,¢¢01) ,M1(X),¢¢tM,(X) AmA1 (B.2)

with forallk 2 [jZ,mjl, Mk(X)ﬁEgk(X)ﬁEigk(Xl),¢¢ﬂgk(Xn)¢T.

© P a
Proof. We keep the same notations as in the previous prooof. Itremainsto provethat EA q2S , i”A;L aig(Xj) A0

isa(nj 1j I)-dimensional submanifold. For that, we need a technical lemma.

Lemmal. Letx!,..x¥2R"withk 2,1,nj 1fandn 2N°.Dene, forj 2,1,kf,
5 .

xJ/Ex1| xn,¢¢qx' Ji xp 2RME

Then
3 4 3

dim Vect(x}, ¢¢& ) - dim Vect(x} ¢emxk) .

- . 1 g0\ i | 1 Ky
Moreover if| :/Adim Vect(X*,¢¢&K") Adim Vect(x,¢¢x"®)
then there exists a subset J2,1,k f of size | such that
3 3 7 3 3 7

dim Vect (%))j25 Adim Vect (x))2;

Proof. If k A&dim Vect(x e eaxk) thentBere |snoth|ngtoprove Assume that dim Vect(x L ¢ ¢ axk ) C
k. Sothere exists j2, 1,k fsuchthatx) /£ jgg, ix' with | 1,...,, k 2R. Soforallr 2,1,nf

Iy i i X [
Xpi Xn A LiXpi LiXn B L i(Xri Xp).
i64E i 64E i64E
oi i
In others words X! /£ g4, i X'. We can conclude that
3 ’ 3

dim Vect(x:,¢¢ak) - dim Vect(x!,¢cuxX) .

i ¢ i ¢
Now, assume that | ZEdim 'Vect(XL, ¢ ¢&*) /Edim 'Vect(x,¢¢x¥) . So there exists a subset] ¥
, 1,k f of size | such that
3 3

| dim Vect (%))j2

¢e P
But if dim Vect (xJ)JZJ Ccl the$there eX|stsr 2 Jsuchthat X" £ 23 i6m ix'with | 1,...,. k 2R
By the above, we deduce thatX" £ i, i i X'. That contradicts the fact that
3 3 ’

| dim Vect (/)23
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We can apply Lemma 1 to g1(X), ¢ ¢ fgm, (X). Recall that, by (B.1),
o ¢ ¢
dim Vect(g(X1)i g(Xn),¢¢®@(Xn;1)i 9(Xn)) Adim Vect((N;(X))1. j. m)
where, forj 2,1,mf,
Nj (X) A(gj (X1) i gj (Xn), E€0gj (Xn; 1)i 9 (Xa))T-
By the assumption of equality of dimensions we have
i ¢ i ¢
| :Adim Vect(gi(X),¢¢®m (X)) Adim Vect(g(X1)i g(Xn),¢¢Q(Xn; 1)i 9(Xn)) -
Hence by Lemma 1 there exists a subset 32,1, m f of size | such that
i i ¢ [ e i ¢e
| AAdim Vect g1(X),....gm(X) A&dim Vect (gj(X))j23 Adim Vect (N;j(X))j23
Denote @ /£(gj)j 23 and notice that
© a © a
Q2P (Z2), QA0 £Q2P (Z2), Qg A0 .

So, we can select only the constraintsg. For simplicity, in what follows we denote g A(gj)j2s. De ne
the function

f:s1 R
X

a7l qig(Xp).
i Bl

Let prove that f is a submersion. Set° :/&f +¥/i1:U ! R denedforallq 2U

!
1

L e X
(A&  gigX)A 1 di 9(Xn).
i A i
So° is differentiable and forallqg 2U
D°(q) A(9(X1)i 9(Xn),¢C®(Xn;1)i 9(Xn)).
Since

i ¢ i ¢
tk'D°(q) Adim 'Vect(g(Xa)i g(Xn),¢Em(Xn; 1)i 9(Xn)) A.

We deduce thatD° (q) is surjective. Thus f is a submersionand Eisa(nj 1j |)-dimensional subma-
nifold. We can conclude that P ' (Z ) £A1 1(E)is(ni 1i |)-dimensional submanifold because Ailis
an embedding. &
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B.3.2 Existence of a projection

Recall the projection theorem in information geometry.

Theorem 1. Consider a dually at manifold Sand denote D the canonical divergence of S. Letp 2 S
and M be a submanifold of Swhichis r "-autoparallel. Then a necessary and suf cient condition for
apointq 2 M to satisfy

D(pija) Amin D(pjjr) (B.3)
r2m

is that the r -geodesic connectingp to q is orthogonal to M in g. The point q is called r -projection of
pon M. Likewise if M is r -autoparallel then a necessary and suf cient condition fora point g2 M to
satisfy

D" (pjja) Amin D°(pjjr) (8.4)
is that the r "-geodesic connectingp to q is orthogonal to M in g and the point ¢ is called the
r " -projection of p on M.

Moreover, it is possible to relax the autoparallel submanifold assumption.

Proposition 3. Assume that S a dually at manifold and denote D the canonical divergence of S.
Letp 2 Sand M be a submanifold of S. A necessary and suf cient condition for a point ¢ to be a
stationary point of the function D (pjj®):r 7! D(pjjr) restraintto M (resp.D"(pjj®):r 7! D°(pjjr))is
that the r -geodesic (respr "-geodesic) connecting p to g is orthogonal to M in g.

We next apply Theorem 1 and Proposition 3 to de ne a projection QL of P,onP '(Z).

Corollary 1. AssumethatP ' (Z ) is a submanifold of P (Z ). Then
2 If P! (Z )isasubmanifold r (i Y-autoparallelthen Q! isther -projectionof P,onP ' (Z)
that is

Q) 2arg min KL°(P,jjQ)&arg min KL(QjjiPy).
Q2P 1(2) Q2P 1(2)
2 If P! (Z )is asubmanifold r M-autoparallel then Q}, isther (i Y-projectionof P,onP ' (Z)
Q,2arg min  KL(P,jiQ).
Q2P 1(Z)
2 |n the case whereP ' (Z ) is autoparallel to neither of these two connections then QL is a
stationary point of one of these two maps

Q7it KL(PniiQ),
Q7# KL (PnjiQ).

Remark 2. Corollary 1 does not determine a unique informed empirical measure by projection and
moreover it is generally not easy to check if the submanifold P '(Z ) is autoparallel.
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B.4 Two measure projections

© a
Assume that P g belongs to the convex hull of g(X3),¢¢%(X,) and the assumption (B.2) is
veri ed then by Proposition 2 P ' (Z ) is a submanifold. By Theorem 1 we were able to de ne a
projection of P, on P !(Z ). The next step is to study these two optimization problems

arg min  KL(PqjjQ), (B.5)
Q2P ()
arg m|n KL(ijPn). (B.6)
Q2P '(z
Remark that
KL(P "Q),CE>|0 1Io g ﬂﬁE'Io (n)i LX log q;
nl N g na; i10g | N m adi,
B X X
KL(QjiPn) £ qilog(nqi) AlognA  gjloga;.
i A i A
Therefore
X Y
arg min KL(PnjjQ) ££Zarg max logq; Aarg max di,
Q2P| Q2P '(Z)im QP'Z)im

X
arg min KL(QjjPy)Zarg min gi logq;.
Q2P 1(Z) Q2P 1(2)

i A
B.4.1 First optimization problem

The rst optimization problem (B.5) is called empirical likelihood and has been studied by
A.B. Owen —refer to [31], [32], [34] and [ 40]. More precisely, the rst optimisation problem is the
following

|A'—_'Lq'

8i2,1,nf,qi EO,

P
n g ai(g(Xi)i Pg)AO.

8

%maxq .ﬂlog(q.)
P

:

Denote C,, the constraints set

( )

X X
Cn /& q2[0,1]", qi &L n qi(9(X)i Pg)AO
i Bl i Bl

Moreover denote also

Mi(X) ZE(gk (X1), ¢ ¢ 8 (Xn)) T, k 2, 1,m

X
f(a)& logqi, q2]0,1[".
i L

The following theorem ensures that there is a unique solution to this problem.
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a

©
Theorem 2. Assume that P g belongs to the convex hull of g(X1),¢¢8(X,) and
i ¢
dim Vect' (1,6 ¢4)T,M1(X), ¢ M (X) AEm AL (B.7)

Then the rst optimization problem has a unique solution " /E(qf,¢¢,dqﬁ) 2 Cp. Moreover for all
i2,1,nf

qi EO,
L1 1

.
G n1Ah 2,g(Xi)i Pgi

a

2R™ 1Ah ,g(Xi)i Pgi, *.

. S
foraunique |, ° 2 =

|/EI.=

Remark 3. The assumption (B.7) is not restrictive since if it is not veri ed that means that some
constraints are redundant.

Assume that P g /A0 and write A n A, ° to state an asymptotic result.

Theorem 3. Assume that Ekg(X)k? CA1 and § £Pgg’ is positive de nite. Moreover, we suppose
that the assumptions of the theorem 2 are satis ed. Set §, £P,gg'. Then we have
2 max. i njC. n g6Xi)EjEop(l).
2 :n @hlpnngp =
: PR70) N @81,
Remark 4. We can replace§,, by the empirical variance Var ,(g) of g since

o, T
1
§n AV arn(9)A (Png) Png AVarn(g)Aop p— .

The last two theorems can be proved by using a similar approach that in [32].

B.4.2 Second optimization problem

Let consider the second optimization problem (B.6)

% min q ;ELQi log(a;)

|ﬁELq'
§8| 2,1,nf,q EO,
P
n g ai(@(Xi)i Pg)Ao.
Set
)(] n
‘()& qgilogagi, q2]0,1[".
i AL

The following result ensures that there is a unique solution to the second optimization problem.
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a

©
Theorem 4. Assume that P g belongs to the convex hull of g(X31),¢¢®(X,) and
i ¢
dim Vect' (1,667, M1(X), 6¢ M (X) AEm AL (B.8)

Then the second optimization problem has a unique solution g A(q;,¢¢ &) 2 Cy,. Moreover for all
i 2[j1.nj]
o

i 4 ¢
_exph ",g(Xi)i Pgi
8 ED : ¢
I ?/Elexp hnlg(xj)i Pai

for aunique , " 2R™.
Proof. Existence. SinceC,, is compactand ' is continuous, there exists q° 2 C,, such that

X u X
qg; logqg; £min gi logq;.
i /L a2Cn i m

Uniqueness. By the assumption (B.8) and q” is a global maximum of ' on C,, we can apply the
Lagrange multiplier theorem. So there exists (, °,2) 2 R™ £ R such that

' o T X gl ) _ ¢
D' (@°) A& (Leed) A 7 gj(X)i Pgj,¢em;(Xn)i Pg;
j A

Soforalli 2,1,nf
logg; A1/ Ah ®,g(Xi)i Pgi.

P
Since [z a7 AL, we deduce that
A !
x i o ¢

' Aljlog exph ",g9(X)i Pgi

im ¢

i g .
o pp OPN0(X)i Py
5 EP ; .

' Jmexp h 9(X))i Pgi

By injecting this expression, we get

P, i ¢ A !
o tah ,9(X)i Pgiexp h ®,g(Xj)i Pgi X i o ¢
NCRY S A il ilog  exph®g(X)i Pgi
imexp h ".g(X))i Pgi ¢ re |
Ph i ¢ !
2o Xi)i Pg)ex 2 9(X)i Pgi i X i ¢
£t ie9Xi)i Pajexp h 7,9(X)i Pg og - exp'h % g(x)i Pai® .

nmexp h®g(X))i Pgi e
P, i ¢
Since [z 0 9(Xi)i Pg A0, we have
P, i q ¢
ia(9(Xi)i Pglexp h 7,g(Xi)| Pagi
Lg 1 N
Tmexp h ®,9(X))i Pgi
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So
!

. A A ¢
(@) A&ilog exph  ,g(Xi)i Pgi .
ia
Set the following function F :R™ ! Rde ned by
A !
X i ¢
8, 2R™, F(,)&ilog exp h,g(X|)i Pgi .
;|

By convex duality, this is equivalent to maximize the function F on R™. This function is differentiable
and concave. Sor F(, ) A0 is equivalentto , 2 arg maxyorm F(X). In our case

P i ¢
"a(9(X))i Pg)exp h ,g(Xi)i Pgi

i
rE( ) A P— i : ¢
imexp h.g(X;)i Pgi

Thusr F(, ®) &O. It remains to prove that F is strictly concave. Forall j ,k2,1,mf

P i ¢
@F i [m@(X)i PG)G(X)i Pg)exp i g(X)i Py

@@k . r?/EI_eXPIh, L9(X))i Pgé; _ .
A a9 Pg)exp h g(Xi)i Pai e (@(Xi)i Pg)exp'h g(Xi)i Pg
?Aﬂexp'h, ,9(Xj)i Pai ?Aﬂexp'h, ,9(Xj)i Pgi '

Denote forall , 2R™ andi 2,1,nf,

i ¢
exp h ,g(Xi)i Pgi

q(’)/EP T Ag]
| "pexp h,g(X)i Pgi

X
QA ai)Ex;-
i AL

Observe that forall , 2R™, Q,(, ) is a probability measure. The Hessian matrix of F is

Hess A iVarg, )(9i Pg)AEiVarg,)(9)CO.

By using assumption (B.8), we deduce that the hessian matrix of F is negative de nite. So F is strictly
concave.a

Assume that P g /20 and denote again :n :/E, 7 to derive the following asymptotic result.

Theorem 5. Assume that Ekg(X)k? CAl1 and § APgg' is positive de nite. We suppose that the
assumptions of Theorem 4 are satis ed. Set §, Z/2P,,gg' . Then we have

2 maxy. i njG. n 9% )Ej&Eop(L).
2 n A8 'PagAoy B .
2 PR7) N (081

Remark 5. Likewise we can replace 8, by the empirical variance of g.
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3

Proof. Firstly, let us prove that k:nk,CEOp pl—ﬁ . Denote:n AV Uy with ¥4, . 0, kppk AE1. Set for all

. 2RM

i ¢
exp h ,g(X))i
N exp hLg(X)i

ai(, ) P

X
CGO)AE S ai()9X).
y::!

By de nition of _ , we have' (| ) AO. So
0 /£ KA( n)K £ K (Y n)K Ej iy, (Yarkn)i] -

P i ¢,
By denoting S, (, ) £ ?Eexplh, ,9(Xj)i EO,we have

ToXx - ¢
Hn I T
= exp Yal, 9(Xi) g(Xi) AQ.
Sh(Cn)im e e

By using the Taylor's theorem with Lagrange remainder ( rst order) we have thatforall i 2[j1,nj],
there exists r; between0 and uﬁ g(Xj) such that

T ¢ T
exp Yaln 9(Xi) ALAVau, g(Xi)exp(Yari).

Denote S™i ! the unit sphere of R™. So

T . T
Hn iy, T ¢ Ny Nt 1X )
L exp Yok, 9(Xi) 9(Xi) E—=—PngA ——= (1, 9(X)) exp(¥ari)
Sn(,n)i/EL N l l Sn(,n) Sn(,n)ni,tEL N | I
T
Ny, nY, 1X . 2
. ——PngA——= (M 9(Xi)) Lrgx) 0
SiCn) | SN Hr 904,

" Y X

NHy nvs; ) 1 T 5

s —P 9/5\ = mf_ — (“ g(x)) 1T %), 0-
SaCn) o Sa( ) HeSitN g 1)) LT g(x)),

sinceforalli 2,1,nfif u g(X;), Othenr;, 0.Thus

T
n”n n]/h . 1)0 T 2

= inf — (W 9(Xi) Lyrgx). 0" O
Sn(n) e

PngA —=
TS (Cn)u2smiing g

By multiplying by %na—”l and since kpp k Z£1, we have

Yo inf 1 (T 9(Xi) 1y gex,). 0k Pngk.
W2SM N | g K g(Xi),

1P

Itis enough to prove that inf ogmi1 5 P/EL(MT g(Xé))zluTg(xiL o converges in probability to a strictly

positive constant in order to deduce that %%, AOy p% . For that, we need a technical lemma.
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Lemma?2. We have
X

. 1 T W2 a.s. . T 2 =
uz'Qn':uﬁiﬂ(“ 9(Xi) Lyrgx), o, uzIgntilP(u 9)"1,7g 0EO.

Proof. Setforall p2Smi?t

1 X
“n) A= W g(Xi) Ly gox,), o-
Nim

Firstly, let us prove that °,, is continuous. Endow S™i 1 with the subspace topology of R™. De ne for
alli 2,1,nf
hi @ smit | R
w7 utg(X).
Setthe following function | :R! Rde neqbby I(x)/Elex’ o- Remark thatforall i 2, 1,n fthe functions

h; and | are continuous and °, (1) AE% a1 £hi (). Soforall n 2 N%, °, is continuous on S™i 1

Dene A :COSMi1) I RbyA(f) AEinfyum f (). Let us prove that A is continuous. Indeed for all
f1,f2CO(SMi L)

jA(f1)i A(f2)jAjinf f1j inf foj-k f1j faoky .

SoA is 1-Lipschitz. Notice that

ACn) A inf X 1" g(Xi)?1
n p2smiln i A Hg ! MTg(X), 0-

Prove that °, converge uniformly almost surely to ° where forall p2 S™i 1 ° (p) /EP(uTg)ZluTg’ o- For
that, remark thatforall p2S™i?t

i WIELP T PYU 9)Lirg, ol
De ne the following class of functions
© T 2 i1
F Ahux7 i g(x) g 0, M28M .
Since the sphere $'i 1 is compact, forall x 2 X the map p 7! hyu(x) is continuous and

sup jhyj-k gk?2L(P).
uzsmil

We deduce that the classF is P-Glivenko-Cantelli. So

° iii.kl ,as. o
n
n'1

By continuity of A, we haveA(°n)§ > A(°). We conclude that

; ix T 2 . .S ; T )2
uz'Qn':uEiﬂ(“ 9(Xi)) " Lurg(x), o, HZ'QIilp(“ 9)1yg. 0
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Finally we show that inf ,pgmi 1 P(T )14 o E 0. SincePkgk? C A1 , the map pu7! P(uTg)%1ry ois
continuous. By compactness of the sphere, there existgta 2 S™i 1 such that

pzlgn]: 1P(u 9)*1g. 0 AP (U3 9)° 11

i . ¢
If P (43 9)%1,14 o4&Othen P-a.sx, i g(x)- O.Inothers words P "W g(X)E O /0. Remark that

0 A, Pg APU: g AP (s 9)114. o
So P-a.s x,u g(x) A£0. Since§ is a matrix de nite positive, we obtain a contradiction

0£PW 9)%2 A Pgg” Mo Al S E 0.

SinceYs, £ l{ nk, we deduce by Lemma 2
. H 1 1
k’ nk/cEOp ‘p: )
n

max jhn,g(Xi)ij-k  nk max kg(X; k.
1-i-n 1-i-n
Prove that maxi. j. n kg(X;)k ,CEop(p n). For that, we will use Owen's lemma (1990, [31]).

Lemma 3. Let(Yn)n2one be a sequence i.i.d. of positive random variables and Z, £maxi. . Y. If
EY2CA1 then

Zn /Eop(Io n),

1 X p_
— Yi3ﬁEop( n).
ia

SinceEkg(X)k? C Al , we deduce that by Owen's lemma that max1. ;. n kg(Xi )k ,CEop(p n). Sowe
getthe rstassertion

max jh, n,g(Xi)ijA0p (1).

About the second assertion, apply the Taylor's theorem with Lagrange remainder (second order). More
precisely foralli 2, 1,nf, there exists § between0 and ug (X- ) such that

exp Vaung(x) ﬁElAl/aqung(X )Al/2n ung(X) exp 1/:;1&
¢
LA Tg(X)A' ,ng(X) exp' Vas,

Thus

L™ o T k)
Sn(:n) i /A o n I A I I

1 X i~ ) i ¢
Xi ~ . n9(Xi Yas 9(Xi).
Sn( n)Ipﬂg( i)A ) |/EI.( )g(Xi)T S Coim g(Xi) exp ¥as 9(Xi)

0/
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By multiplying by M we obtain

n
OAEPngA§nfnA%;‘,”Ig<xi>¢"'exp‘1/m¢g(xi).
This is equivalent to
i §n. 1 /EPngA%;iflg(xi)%expil/asi *30).

Finally we prove that

o

S1X iy 4 e o Mg
o~ . n9(Xi) exp ¥as g(Xi); Aop P=
i AL

By Owen's lemma and the rst assertion, we have foralli 2,1,nf

e g e w1
exp ¥as - exp Yaju, 9(Xi)j - exp max |, ng(X)j A1A0y(D), (B.9)
1 X _
=7 kg (XK A0p (" ), (B.10)
nNim
A ul'n
k, nk? /EO,, = (B.11)
Hence
S . 0 u T
o1l X j. ) i ¢ ° - . 1 X
S= L hg(Xi) Texp ¥as g(Xi) - exp maxj, 1g(Xi)j k, nk*=  kg(X)k®
n i/A 1-i-n n =
ul‘ﬂ oy 1
Therefore u q

“ ) 1
. nZEi8i'PhgAo, =

We conclude thatpﬁ:n) N (0,8 1). 4

B.5 Towards a de nition of the informed empirical measure

B.5.1 Equivalence of projections and the informed empirical measure

Assume that P g ZAO. In the previous section, we have studied these two optimization problems

arg min KL(P,jjQ), (B.12)
Q2P '(Z)

arg min  KL(QjjPn). (B.13)
Q2P (2)
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In this section, we assume that the conditions of existence and uniqueness of the solution of (B.12)
and (B.13) are satis ed — see Theorem 3 and 5. So by Theorem 2, the solution of the rst optimization
problem is given by

1 1
q® fE——) i2,1nf.
n1Ah 57, g(X)i

By Theorem 4, the solution of the second optimization problem is given by
3 ,
exp h P.9(X)i
sn( )

“ ¢
Sn(. SP)/E exp @, g(X)i
k /AL

q® & i2,1,nf,

Denote these two probability measures, respectively,

X
PO & qMxy, (B.14)
i A
@ £ L@
Py’ A 7. (B.15)
i AL
Since these weights g and q® are not explicit and we dont know if the submanifold P '(Z )is
autoparallel — see Theorem 1 —itis necessary to nd an explicit approximation of these solutions.

Proposition 4. Assume that 0 belongs to the convex hull of {g(X1), ¢ ¢ & (X,)} and that assumption

(B.2) is satis ed. Moreover, suppose that 8 £V arpg is invertible. Denote §,, the empirical variance of
g.Thenforalli 2,1,nf

(l) v (1)

FEpi A in’

(2) fEp; A" 2

i,n’

with " E]l) and " §]2) independent of i and such that

po T
maxj".(j)jﬁEo 1 j2,1,2f
Li-n° 1N Pop 2ol

1i , , ¢
pi 17 g(%) 8, "PngA(Pr0) 8, 'Png i 2, 1inf.

Moreover it holds

X
pi A1,
i A

X
pPi g(Xi) AQ.
i/
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Proof. Firstassumethatj A1. Thenforalli 2,1,nf
1 1
@
G TR D gy
n1Ah 57, 9(X)i
and, by Theorem 3 we have

max jh; £, 9(Xi)ij £ 0p (1),
s ol
R &1)/E§|Iqlpnngp ﬁﬁ .

Thus

Lo ¢ M o f 1
o £ 1ih [, 9(x0)iA 0p(1) - 1ih8)'Pag,g(X)iih 0p p= .g(X1)iA 0p(1) -

Sincemax. . n kg (Xy)k £0p (p n) —see Owen's lemma in [31] — we deduce that

wLli _ ¢ 1i ¢ My
o7 A~ 1ih 8, Png,g(Xi)iA 0p(1) A~ 1ih8,"Png,g(X)i Aop — .

; 1 Tgil [ l¢
Moreover since = (Png)" 8,7 Png A0p 7 we get

Rl
qi(l) Api Aoy =

Now assume that j 2. Thenforalli 2[j1,n]j],
3

exp b &,g(X)i

@ r;
Sn(. D)

gi

. X i ¢
with Sn(C@) & exp'n’ @, g(X)i .
k AEL
Hence Theorem 5 implies
max jh (2, 9(Xi)ij £ 0p (1),
A' ! H 1 T
A8 PagAoy P

and

. ¢
¢ X " AR @, g(x)iA op(1)
NS §)
0y VIS T

Er N 1ihsitP,g.g(X)iAhos P .g(Xi)iA 0o (1
Em ih8,7Png,g(Xi)iAhop ﬁ% ,g(Xi)iA op(1) .

i ¢
We deduce that g E%&(Q(Z)) '1ih §,1Png.9(Xi)iA 0p(1) .

206
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Let us prove that ﬁ A1A0p(1). Since &, 1Ax forallx 2 Rwe have

u 1

S D) - )
=R exp max jh @, g(X)i
n 1- k- n

1Ah @ P, gi-

It ensues that ﬁ A1A0p(1) and

i . ¢ i . ¢
0 /= (1A0p(1)) 11 8} 'Png, (XA 0p(1) /- '1in 8, P, gX0)iA 0p(D)

. i ¢ i, ¢
Likewise since 2 (Png)" 8}, 1Png Aoy ! L%itholds g @ p; Aoy ' 1
Finally remark that

R Teil Teil
pi £1j (Phg) 8] "PngA(Pnhg) 8§} Png AL,
i AL

x ) )
Pig(Xi) APngi Pngg' 81 Png AP g(Ph0) 81 'Phg APngi Png 4D,
i /Al

by using §, £Pngg" i Phg(Phg)'. 4
Proposition 4 allows to de ne the informed empirical measure as follows.
De nition 1. Assume that§ AV arpg is invertible. The informed empirical measure is de ned to be

| X
Pn i Pitx
i L

where, foralli 2,1,nf
1ij ) . ¢
pi A= 1i (X)) 8} "PngA(Png) 8} Png .

Remark 6. P:1 is always de ned as soon as 8§, /EV ar, g is invertible.

Observe that for any measurable function f :X ! Ritholds
P, f £P,f i covy(g,f) 8 *Phg.

It turns out that this measure coincides with the adaptive estimator of the measure with auxiliary
information studied by M. Albertus [ 4] which is a particular case of the general principle of S. Tarima
and D. Pavlov [37].

B.5.2 Weights of the informed empirical measure

Let illustrate the difference of these four measures Pﬁ]l), sz), PL and P, by comparing the
distribution of weights between them — see Figure 1. To this aim we simulate  n A500i.i.d. random
variables with distribution P AN (0,1) and we incorporate the auxiliary information | given by
Pgwithforall x 2R, g(x) Z(x,x?)". Observe that the distribution of weights between these three
measures Pﬁ,l), Pﬁ]z), P! are very similar.

The following proposition states that under a moment condition, with probability one Pl isa
probability measure for n suf ciently large.
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FIGURE B.1 — Comparison between P}] (blue), Pﬁ,l) (green), Pﬁ,z) (red) and P, (black).

Proposition 5. Assume that there exists" E 0 such that Pkgk*" C A1 . Then almost surely for n
suf ciently large

, X
Pn s Pi iXi
i A
is a probability measure.

Proof. By Proposition 4, it is enough to prove that almost surely for all n suf ciently large it holds
min 1. i. n pi E 0. For that, we need the following technical lemma that extends Owen's lemma 3.

Lemma4. Let(Yn)n2ne bei.id. positive random variables and  Z,, £maxy. ;. Yi.lf EYSCAL1 with
sE Othen

1
Zn AE0as.(ns),
1 X 1
- YISAl /CEOas(n S).
=
Proof. SinceEYSCA1L , we have
X . X .
P(YnEn“S) & P(YEn)GAlL
n,1 n, 1
and, by Borel-Cantelli lemma
Y, En s isa.s. satis ed for a nite setin N®. Therefore, forall AEO, Z, E An's s isa.s. satis ed fora
nite setin N”.
SinceN® is countable, we then a.s. have, for allm 2 N7,

Zn Zn 1
0- I|m|nf — - limsup — - —
n s n ns m
hence Z, /0,3 s.(n %),
Concerning the second assertion, observe that
1X Z. X
0- — YiSAl = Yis AE0a.s.(N é)
Nim nim

by the strong law of large numbers. &
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Since Pkgk*A" CA1 by assumption, the previous lemma yields

a.s.
i

maxy. i n Kg(Xj)k
n 2k ni1

Remark that
min npi A£Li max g(Xi)' 8, PngA(Png)" 8} Png,
i max g(Xi)"8,'Pngj- max jg(Xi)' &} Pngj
© max kg (X )kk§! *kkP, gk.
It suf ces to prove that
n ?}FkPngki‘,n?l's' 0.

For that, we need the following Theorem of Wellner and Van der Vaart in chapter 2.5 [38].

Lemmab. LetF be aP-measurable class with envelope function F. Thenforall p, 1,there exists
¢cp E Osuch that,

kk®nkg kip(py - CpI(1,F )KFK 2 p(p)

where Z.q

JLF)AEsup  1AlogN ‘2kFkizq) F ,L2Q) d2.
Q 0

i ¢
and N IZkaLz(Q),F ,L%(Q) is the minimal numbers of balls of radius 2kFKkg,2 needed to coverF in
L2(Q). Here the supremum is taken over all nitely discrete probability measureon (X ,A ).

Setforallj 2,1,mf, F; A{gj}and denote s A£4A". Remark that J (1,F j) A£1. Then
1 N X] 1 . )(1 u . “pﬁ ﬂsﬂ
P(nskPhgkE?)-  P(nsjPngjjE2)AE P j®(9;)]’)E —2

ja jA ns

So

X E({®n(9))]°) X kgj ks

®1/2; 1/s)2s S
mn (1/2 )2 !

P(n skPhgkE 2) - L*B)
jAa nSx2s

Since sE 4, we get 3%;2 E 1 and, by Borel-Cantelli's lemma, n %kPn gk iln?ls 0. We conclude that

1 a.s.
2R
na kPngki‘,n!l 0.
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The weights (pi)1.i. n aregivenforall i 2,1,nf
1i . _ ¢
pi A= 1i (X)) 81 PngA(Png) 8} Png -

) i ) ¢
SetA, £i+8/'Phg and B, ﬁEﬁllAh§'anng,Pngi .Deneforall( x,y)2X £R™
An(y) £, yiA By,
" h(X) E W, g(X)iA B, FAL £g(X).

Observe thatforall i 2,1,nf, pi £ n(X;)and ' , is an af ne transformation of g. Suppose that
m A1 and g is monotone. The weights associated to the ordered sample are also ordered. Illustrate
this by a simulation. We generate n A£500 random variables i.i.d. with distribution P AN (0,1). In
the left hand (resp. right hand) graph, we plot ' ,, with | given by g(x) Z&x (resp. g(x) &£x?) for all
X2R.

FIGURE B.2 — The sign of A, changes randomly.

B.6 Asymptotic results and concentration

B.6.1 P-Glivenko-Cantelliand P-Donsker properties under minimal assumptions

Remind that P}, is the informed empirical measure of De nition 1 and write ~ ®), Yo npliP

the informed empirical process. In this section we derive asymptotic results for P:1 under minimal
assumptions.

Given a class of functions F ,if kP), i Pkg ZEsup;,e jP)f i Pfjisnot measurable, its minimal
measurable majorant kP}, i Pk,‘i is used — as well as the outer probability P°, see Chapter 1.2 in [ 38].
Denote k ¢ kthe euclidean norm on R™. Let A2 M 1, (R) be a matrix, we denote kAk the operator
norm with respect to the euclidean norm.

The following theorem states thata P-Glivenko Cantelli class for Py, is also a P-Glivenko Cantelli
for P), as soon as the envelope function F 2 L?(P).

Theorem 6. Assume that8 AV arpg isinvertible. Let F be aP-Glivenko-Cantelli class with measu-
rable envelope function F 2 L?(P). Then we have

kP! i PkZ mn?l's' 0.
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Proof. Letf 2 F . Remark that

. _d . P p_ . p—
kcovn (g, )T 81 k- P Varnfk§'nlk1max Var,g - P mkaLz(pn)k§'nlklm_ax Var,g.
-i-m l-m
Hence

kP! i PKZ -k Py PkZ AkPngksupkcovn(g,f)T§ﬁ11kiﬁ1‘S' 0.
f2F :

We have a similar result for the P-Donsker classes.

Theorem 7. Assume that § £V arpg is invertible. Let F be a P-Donsker class with measurable
envelope function F 2 L?(P). Then
® ) G inlt(F)

where G is a P-Brownian bridge having almost surely continuous sample paths with respect to the
semimetric ¥2(h1,hy) AVarp (h1j hy)forhq,h, 2 L%(P) and, forall f 2F

Gi(f)A&G(f)i covp(g,f) 8 'G(g) (B.16)

with G (g) A(G(91), ¢ ¢0G(gm))" -
Moreover forall f 2F ,Var(G,(f)) AVarpf i covp(g,f)"& covp(g,f)and

Var (G (f))- Var(G(f)).

Remark 7. Observe thatG, is a mean-zero Gaussian process such thatforall f 2F ,Var (G, (f))C
Var (G(f)) provided that covp(g, f) 6A In other words, any function linearly correlated to g bene ts
of the information 1.

Proof. First remark that
®}, (f) @, (f)i covp(g,f) 8 '@n(g)Aop(D).
Indeed

(covn(g,f)T81 i cov(g, )8 hY®,(g) A(covn(g,f)" i covp(g,f)T)8, ®n(g)
Acovp(g,f)" (811 & HY®n(g).

The second term tends to0 in probability,

. . _4a P .
jcovp(g,f)T (811 § 1Y@, (9)j- P Varpf max Varpgi kit §' Tkk®,(g)k
P max P VarpgikFkzp)k8)ti §' kk®n(g)k Aop (1).

1.i-m
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For the rstterm observe that

j(covn(g,f)T i covp(g,f)T)8}*®n(0)i-k Pnfgi Pfgi PnfPngkksi kk®(g)k
pﬁ max kPp i Pkﬁjk§§11kk®n(g)k

1-j-m
RjPnFikPngkks | 'kk®, (g)k
© a
whereforall j 2,1,mf,F; £ g;f,f 2F
Sinceg is integrable with respectto P thenforall j 2,1,mf,{g;}is P-Glivenko-Cantelli. Moreover
F is P-Glivenko-Cantelli since F is P-Donsker. Set for all (x,y) 2 R?, A(x,y) £xy. Remark that
Fj £A({g;},F ). SinceA is continuous, we deduce that j 2,1,mf, F j is a P-Glivenko-Cantelli Class.
So

max kPn i Pki A0as(1).
1. ] m ]

Thus

fsupi(covn<g,f)T§‘nli covp(g, f)T 8 H)®(9)j £op ().
2F

Denoteforall f 2F
Wi (f) £®n(f)i covp(g,f) & '@ (q).

It remains to prove that W, converges in distribution. Remark that by the central limit theorem (CLT)

uG(f )ﬂ
G(g) ’

where G is a P-Brownian bridge. De ne, for (f,a,b)2F £ R? A;(a,b) £(a,covp(g, f)"§i 1b). Since
the map A is continuous on R?, by the continuous mapping theorem we have

H 1 M 1
®s(f) ) R(f) A G(f)

cove(g, f)" 81 '®n(g) cove(g,f)"81G(g) ’

Hon(f))

f2F
®n(9)

)

e (f) £ f2F.

i ¢ i ¢
Likewise forall f A&(f1,¢¢ef)2F X, '?n(fl),d:(l:,‘l?n(fk) converges in distribution to |‘z?(fl),tl:(t,(li?(fk) .
Indeed it suf ces to apply the CLT and to consider the following continuous map

i~ - ¢
At (a1,...aka1) £ Ay (a1, akp1), - At (ak, kA1) » (@1, 8KAL) 2 RAL,

Applying once again the continuous mapping theorem we deduce
Wh(f1),¢¢MVn(fk) ) G(f1)i cove(g,f1) 8' "G(g),¢¢d5(fk)i covp(g,fk) 8' "G(g) .

Let us prove that W, ) G, in It (F ) with G, de ned at (B.16). To this aim, we need the following
theorem — see chapter 1.5 in [38].
Lemma6. LetX,:- ,! I (T)asequence of maps. Then these two assertions are equivalents

* We have

1. Forall (tq,...,tx) 2 TK, (Xn(t1), ..., Xn (tk)) converges weakly to aR¥ valued random vector,
forallk 2N",
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2. There exists a semimetric¥such that (T,%) is totally bounded and for all 2 E 0
A !

lim limsup P®  sup jXn(S)i Xn(t)jE2 /AEO.
0 Ys,t)Gx

 There exists X:- ! |1 (T)ameasurable and tight process such that
Xn) X inll(T).

First verify thata.sW  21% (F)
A !
KWnke - 2max k® ke ,supj(Pfg)T &' *®,(9)j
f2F
H D b 1
- 2max k® kg,  m max  Varpg;kFkizp)k§! kk®, (g)k CAL .

1.i-m
In iorderto heck the second point letintroduce the usual semimetricin  L?(P) de ned by ¥2(f1, f2) £
Varp fij fo forall 1,52 L2(P). SinceF is P-Donsker then (F ,% is totally bounded. For " E 0 and
+E 0, we have

A !
limsup P®  sup jWn(f1)i Wn(f2)]E 22
n Vﬁlva)Ci |

. o i, . . ¢
- limsup P®  sup max j®(f1)i ®(f2)j,j(P(f1i f2)g)" &' '@y (g)) E?2

n Al/Z(flyfz)Ci |

- limsup P®  sup j®,(f1)i ®n(f2)jE 2
n Al/(fl,fz)gi |

Alimsup P®  sup Pe max P Varpg; ¥4f1,f2)k§! tkk®, (g)k E 2
n m

FATT2)CE 1 |

- limsup P?  sup ®n(f1)i ®q(f2)jE 2
n Vifl,fz)gi ﬂ

1.i-m

Alimsup P® J_rpﬁ max P Varpgik§' 'kk®, (g)kE 2 .
n
SinceF is P-Donsker, we have
A !
lim limsup P  sup j®,(f1)i ®,(f2)jE2 AO.
$0 n Y(f1,2)Cx

By using the fact that

k®n(9)k) k G(g)k,
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we have by the porte-manteau lemma
. HSeo  op 1
I|m§up P- x mlrni:';\)r(n Varpgik8' "kk®,(g) E2
. gy P—— f
: I|m§up P+ mlr_nie_lﬁ1 Varpgik8' "kk®,(g), 2
DH p_ P 1
- P £ m max Varpgik8' "kkG(g)k, 2 .

1-i-m

Sinceip mmaxy.i. m P Varpgi k&1 TkkkG(g)k AEop (1), we get
A !

lim limsup P®  sup jWn(f1)i Wn(f2)]E 22 AO.
$0 n Y(f1.f2)Gt

This establishes thatW, ) G, inl! (F ). Thus
®,) G inlt(F).
Finally we compute the variance of G | (f) for f 2F ,
i ¢ i Teilam®
Var G|(f) Avar G(f)j covp(g,f) &' “G(g)
i i ) i ) ¢
AV ar IG(f) Avar IcovP(g,f)T§' 1G(g) i Zcov'G(f),covP(g,f)T§' 16(g)
i ¢ .
Avarpf Acove(g,f)T8 1'Varpg 8§ tcovp(g, )i 2cove(g, )& tcovp(g, f)
AVarpf i covp(g,f) & lcovp(g, f).
Since§i 1 E 0, we deduce that covp(g, f)T & covp(g,f), 0. Thus

Var (G, (f))- Var(G(f)).

B.6.2 Concentration of the informed empirical process

Next we show that the informed empirical process is more concentrated than the classical
empirical process for all n suf ciently large. Moreover, we prove that the supremum of limit process
G, of Theorem 7 on a P-Donsker class is more concentrated than the supremum of  G. By Theorem
7, we have for all f 2 L2(P)

i ¢ i ¢
Var G|(f) - Var G(f) .

A rst consequence is that for all f 2 L?(P), the informed empirical process ®L(f) is more
concentrated than ®, (f).

Proposition 6. Assume that§ AV arpg is invertible and let f 2 L2(P). Thenforany , EO

i N . ¢
PG (f)iE, - PJG(f)iE, ,
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and, if moreover covp(g, f) 6Athen
Plicinie, “crlismie,
In addition there exists N E O suchthatforalln , N it holds
Pliemie, ‘et *
Proof. Let, E 0.By Theorem 7 and Central Limit Theorem (CLT) we have
Plieyie, 4, PleitiE,
Plien(hie, §,, PISNIE, "

Denote ¥y :,CEp VarG|(f)Q:p VarG(f) £ ¥». Observe that
PiGI(f)iE. AP jN (0,1)E =~ CP jN (0,1)E - AP G(f)iE,
Y Yo

So there exists NE O such thatforalln | N

5

i ene &0 ¢
Pi®y(f)iE, CP j®(f)E,

The next step is to extend thisresultto a P-Donsker class F . Recall that F is a pointwise sepa-
rable class — see [38] for more details — if there exists a countable subset G %F such that for each
n 2 N° thereis a P"-null set N, %X " such that for all ( x1,¢¢8n) YN, and f 2 F , there exists a se-
guence (hy)kone ¥2G such that hy nLll f in L2(P) and (hy(x1), ¢ ¢ ghy (Xn)) ﬂi('l (f (x1), € Cof (xn)).

Proposition 7. Assume that§ /V arpg is invertible and let F be aP-Donsker class. Suppose thatF
is pointwise separable. Then for all | EO

A ! A !
P supjGi(f)iE, - P supjG(f)iE,
f2F f2F
3 4 3

Moreover if there exists ; E 0 such that P sup;,r jG|(f)JE, CP sups,e jG(f)JE, then there
exists N E Osuch thatforalln | N

A 1A !
P supj®,(f)JE, CP supj®(f)iE,
f2F f2F

Proof. To prove this proposition, we need the following result.

Lemma7. (Slepian, Fernique, Marcus, Shepp)
Let X and Y be separable, mean-zero Gaussian processes indexed by a common index sef such
that

E(Xsi Xi)2+ E(Ysj Y;)? foralls,t2T.

Thenforall , EO
H T l

PsupXtE, - P supY{E,
t2T t2T
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Notice that G and G, are two mean-zero Gaussian processes and we can take a separable version
of these processes. sdt &F [ (i F)andobserve that

i ¢ i ¢
suij|(f)j/EsupmaXlG|(f),i Gi(f) /Esupmax|G|(f),G|(i f) AEsupG(f).
f2F f2F f2F fof

Similarly supy ¢ jG(f)j Asup; ¢ G(f). Remark thatforall f ,h 2 2

i ¢ ¢ [ ¢ i ¢ i )
EG (f)i Gi(h) “AE G (fih) °AVar G(fih) - Var G(fj h) £E G(f)i G(h)) ~.
By Lemma 7
A ! A ! A ! A !
P supjG(f)JE, /P supG|(f)E, - P supG(f)E, AP supjG(f)jE,
f2F f2F f2F f2F

Assume that there exists, E 0 such that

A ! A !
P supG(f)E, CP supG(f)E,
f2F f2F

Observe that the map X 7! k Xkg Asup;,g jX(f)j for every X 2 I (F ) is continuous. Since F is
pointwise separable, there is no problem with measurability. By Theorem 7, we deduce that there
exists NE Osuchthatforalln | N

A LA !
. . ¢ R R .
P'k®n ke E. AP supj®n (F)iE. CP supj®n(f)iE. AP K®nke E. ).

f2F f2F

As a corollary we immediately get that the quantiles of  sup;,g jG(f)j and sup;s,g jG; (f)j are
also ordered. Denote Fi (resp. F2) the cumulative distribution function of  sups,g jG(f)j (resp.

sups . jGi(f)j)and, for i 2, 1,2f, Fii L(®) Ainf {t 2R, Fi(t), ®}

Corollary 2. Assumethat8 AV arpg isinvertible and let F be aP-Donsker class. Suppose thatF is
pointwise separable. Then, for all ®2[0,1[itholds F  }(®) - Fi(®).

This corollary has many interesting applications. For instance, it can be used in order to improve
Kolmogorov-Smirnov test — see [ 4] at the page 34 for an auxiliary information given by a partition of
X.

B.7 Informed empirical quantiles

As an illustration let consider the informed estimator of a single quantile built from P} inthe
caseP is areal probability measure. Standard empirical process methods could be applied to extend
this estimation uniformly on compact sets of |0 ,1[—and on ]0, 1] under additional assumptions on
the regularity and rate of decay of the density in tails. We would obtain similar results and same
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limiting process as in [ 42] where the quantile process based on the probability measure Pgl) of (B.14)
is shown to converge in the appropriated topology. Proposition 4 suggests that similar results are
also valid for the quantiles derived from the unusual Pﬁz).

Denote F the cumulative distribution function of P and F, the empirical distribution function.
Assume that P g £0. We can de ne for all t 2 Rthe following function

X
Fo, (1) APple £ pilx,.t-

i A
This function is called the informed empirical distribution function since P:] is a probability measure
almost surely for n suf ciently large — see Proposition 5.

Letus rstcompare Fy,, Fy and F through a simulation. For that, we generate n A100 random

variables i.i.d. with distribution P /AN (0,1) and we incorporate the auxiliary information | given by
the function g(x) Z&(x,x?) de ned forall x 2 R. We remark that Fn 1 is closer of F than F,.

FIGURE B.3 — Comparison between F, | (green), F, (red) and F (blue). The number of experiments
is 1 in the left hand graph and 20 in the right hand graph.

Given ®2]0, 1[, we estimate the ®-quantile gqe A£Fi 1(®) Anf {t 2R, F(t), ®} of P by
a

. ©
p @ &F, 1 (®) Anf t2R, Foy(t), ® .

Clearly q,'L® iswellde nedsinceforall t2]j1 ,mini. .y X[, Fn(t) AO0andforall t 2[maxi. . n X; AL, Fni(t) £
1. The estimator qr']’® is called the informed empirical ®-quantile.
In order to asymptotically control qr', @ letapply the classical delta method.

Lemma8. LetS AD(R)\ I! (R) be the set of bounded cadlag function de ned on R equipped with
the uniform norm. Let ®2]0,1[and Ap:De %S ! Rbe the map de ned by Ag(F) Z£F }(®) for all
F 2 D with Dga domain of Ag which contains the set of all cumulative distribution function on R
and Fp foralln 2N, all (Xp(! ))nane and all ! 2 - . Let F be a cumulative distribution function.
2 IfF is strictly increasing at F | 1(®) then Ag is continuous at F.
2 AssumethatF is differentiable at Fi 1(®)and F{Fi 1(®)) £f (Fi 1(®)) E 0. Then Ag is Hadamard-
differentiable in F tangentially to

Do/&h2S , hcontinueen F i }(®)}.
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Moreover

h(Ae(F)) _ h(F (@)
FAAF) T (Fi1@)

AR(h) £ i
Remark 8. Remark thatwe cantake D @ AF 2S , limt;;1 F(t) &0, limuar  F(t) A1}

Proof. The prooof of the second assertion can be found in [38] for instance. About the rst assertion,
let" E 0. Since F is strictly increasing at F | 1(®) we have

FFIY(®) ") COCFF @®)A").

Let (Fn)n2n ¥2De such that ki, | Fkj iin'l 0. Then there exists NE Osuch thatforalln | N

Fa(FIY®)i ") COCF (F Y(@®)A)
which implies that

FIl@i " Fi(@® FIi@A"
Thus jF} Y®)i Fi1(®)j- " and Agis continuous atF. &

The following results shows that q,'L® has an asymptotic variance strictly less than the uninfor-
med empirical quantile whenever the vector  covp(d, 11 Friye)) 64

Theorem 8. Let F be the cumulative distribution function generating the sample and  ge the ®-
guantile of F, ®2]0, 1[.
2 IfF is strictly increasing at F I 1(®) then

_a.s.
|

|
e in!1

Je-

2 |fF is differentiable at F I 1(®) and F {Fi 1(®)) &£f (F| 1(®)) E 0then
A 1
p_ ®1i ®)j |
N(dhei 9e)) N 0 ———
f(Fi }(®)
WhererﬁEcovP(g,llil ’|:i1(®)])T§ilCOVp(g,1]i1 ‘Fi1(®)]), 0.

Proof. Remind that the class of function F A{fs £1j;1 g, s2 R}is P-Donsker and so P-Glivenko-
Cantelli. By Theorem 6 and 7, we have

KFn i Fka i O,
P— L
n(Foii F)) Giinl* (R),

where forall s2 R, G| (s) &G, (fs) £G(fs)i covp(g,fs)' § 1G(g). Observe thatG, 211 (R). To get the
rst assertion, apply Lemma 8 to obtain

Ao(Fn)i . As(F).



B.7. INFORMED EMPIRICAL QUANTILES 219

To derive the second assertion, let prove that G, is cadlag on R and continuous at Fi 1(®). For that
it is enough to prove that these following real-valued maps are cadlagon R and continuous at Fi 1(®)

Aq:s7! G(fs),
Ay:s7! covp(g, Y1 5) APgln g0 POF(s).

Concerning A1, recall that G is a P-Brownian bridge having almost surely continuous sample paths
with respect to theisemi@etric 1/22(h 1,ho) AVarp (hyj hy)forall hy,hy2 L2(P) —see Theorem 7. The
map ' :(Rj¢)! F ,% denedby ' (s)/&fsforall s2Ris cadlag and continuous at Fi 1(®). Asa
matter of fact, F is continuous at F i %(®) and for all s ,s°

0 ——t p
Yfs f) £ Varp fsi fo -k fsi fokizp £ F(AF(sY| 2F (min(s,s9)

henceA 1 is cadlag on Rand continuous at Fi 1(®). Concerning A», let show that s7! P’ gP)hi1 5
is cadlag. Let (sn)n2ne ¥R be a decreasing sequence tending taswhen n A1 . Sinceg 2 L1(P), we
deduce by dominated convergence theorem,

Polin siif,  Poln g

Likewise, by dominated convergence theorem,
Pgl; Pgli1 -
91)1 9 '[l,lh 6, s'Cs 911 9

SinceF is continuous at Fi 1(®), we deduce that A, is cadlag and continuous at Fi 1(®). Finally the
functional delta method and Lemma 8 readily imply

P | P_ . . <0 Gi(F (®)
n i £ n(As(Fn)i Ae(F AgG) E i ————.
(Ahei do) (Ae(Fn1)i Ae(F))) Ae(Gl) AEi fFi®)
Since F(Fi }(®)) £®, we have Varp (1,1 riyey) A®(Li ®).4
To conclude, besides the asymptotics of Theorem 8 let show that the information | impacts
also small samples. Let use n /A£210i.i.d. random variables with distribution P /AN (0, 1) to estimate
sequentially the median of P —thatis 0. It is assumed that the auxiliary information | is given by

Pgwith g(x) &£(x,x?) forall x 2 R. We draw at gure 4 qn @ the sequences q,'1'® for ®AE% for every
n 2, 2,210f — with the same sample.
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FIGURE B.4 — Medians
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