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Introduction

La notion d’information auxiliaire regroupe toute information extérieure a I’expérience sta-
tistique observée. Cette notion d’information auxiliaire tire son origine en théorie des sondages
quelques siécles plus tot. Plus précisément vers 1740, le magistrat Jean-Baptiste Francois de La
Michodiere voulut estimer la taille de la population francaise en supposant que le nombre des
naissances, des mariages et des morts est proportionnel a la population entiere. Cette hypothése
est donc une des premiéres traces d'une information auxiliaire dans I'histoire de la statistique.
Elle permit de donner une approximation de la taille de la population francaise en multipliant
le nombre de naissances par un facteur qui pouvait varier selon la personne et le lieu d’intérét
(par exemple la localité). Cette méthode, appelée estimateur par le ratio, a été validée par Laplace
dans son mémoire Sur les naissances, les mariages et les morts [24] et fat trés utilisée au sein de
I'administration francaise de I’époque. On pourra consulter a ce sujet I'article de Bernard Bru [12].

Dans les siecles suivants, plusieurs auteurs en statistique se sont intéressés a développer des
meéthodes d’injection d'une information auxiliaire. Nous pouvons citer par exemple les références
récentes [31], [37], [5], [4],[1]. Dans [5], la méthode du Raking-Ratio est utilisée afin d’incorporer
une information auxiliaire donnée par les probabilités d'une ou plusieurs partitions selon un prin-
cipe qui remonte a S.Kullback et C.T.Ireland [22]. Cette méthode est une procédure séquentielle
permettant d’injecter une information auxiliaire I'une apres I'autre. Dans [31], Owen a développé la
méthode de la vraisemblance empirique qui peut étre utilisée pour injecter une information auxi-
liaire donnée par des espérances. Cette méthode est devenue une méthode standard en statistique
mathématique mais plus rarement utilisée sous ’angle d’'une information auxiliaire. Dans [37], une
méthode a été développée par Tarima et Pavlov afin d’injecter une information auxiliaire générale.
Cette derniere consiste a minimiser la variance sur une classe d’estimateurs sans biais. La thése de
Mickael Albertus [4] utilise cette approche pour injecter une information auxiliaire apportée par des
espérances, comme extension naturelle de probabilités d’ensembles comme [5].

Cependant il n’existe pas a proprement parler de théorie générale de I'information auxiliaire
permettant de relier ces méthodes. Ainsi il est difficile de choisir parmi ces approches laquelle



serait optimale pour incorporer une information extérieure a une expérience statistique donnée.
De ce fait, nous proposons de rechercher une mesure de probabilité discréte ayant pour support
I’échantillon vérifiant I'information auxiliaire et qui soit la plus proche de la mesure empirique
au sens de la géométrie des mesures de probabilité. Ainsi la motivation principale de cette thése
est de développer une méthode d’'injection optimale d'une information auxiliaire au sens de la
géométrie de I'information. Cela nous a amené, dans un premier temps, a clarifier la notion vague
d’information auxiliaire en la classifiant en deux catégories :

1. Une information auxiliaire forte est une information auxiliaire donnée par la connaissance
d’une ou plusieurs espérances et plus généralement par des fonctionnelles de la loi P qui
génere les données. Entre dans ce cadre, par exemple, la connaissance d'un moment de
la loi P, un quantile, la probabilité d'un évenement, la connaissance de la variance ou
bien l'injection de variables auxiliaires dans le cadre d'un sondage, certaines formes de
calibration.

2. Une information auxiliaire faible est une information auxiliaire amoindrie par rapport aux
informations auxiliaires fortes de la premiere catégorie. Par exemple, I'information auxiliaire
peut étre donnée par une estimation issue de sources indépendantes ou bien par une mesure
des préférences d’'un ou plusieurs experts sur un ensemble de choix restreints. Cette seconde
catégorie sera étudiée dans le chapitre 4.

Pour une information auxiliaire donnée, nous souhaitons donc modifier de maniere optimale
les poids uniforme de la mesure empirique P, afin d’incorporer cette information exacte. Dans
un premier temps, nous commencons par préciser dans quel sens I'optimalité doit étre comprise.
Puisque nous cherchons la mesure informée la plus proche de la mesure empirique, il a semblé
naturel de considérer que la voie géométrique est le cadre privilégié pour répondre a cette question.
La proximité des mesures de probabilités est comprise au sens de la géométrie de I'information.
Pour cela, nous considérons la mesure empirique [°,, comme un point d’'une certaine variété et nous
souhaitons définir une notion de projection orthogonale de P, sur la sous-variété dite informée.
Ainsi nous avons appliqué les théorémes principaux de la géométrie de I'information afin d’en
déduire une méthode d’injection de I'information auxiliaire forte (théoréeme 1.3.1). Cette approche
fait 'objet du chapitre 1.

Alissue du chapitre 1, nous disposons d'une méthode d’injection de I'information auxiliaire
forte. Cette derniere établit qu’en fonction de I'autoparallélisme de la sous variété informée la
projection orthogonale de ;, est solution d'un des deux problémes de minimisation mentionnés
dans le théoreme 1.3.1. Dans le chapitre 2, nous étudions ces deux problémes d’optimisation en
établissant I'existence et 'unicité des solutions sous certaines hypothéses. Ainsi nous obtenons
deux mesures empiriques distinctes données par les égalités (2.10) et (2.11) dont les poids ne sont
malheureusement pas explicites. C’est pourquoi nous prouvons qu’il existe une approximation
commune explicite de ces deux familles de poids vérifiant I'information auxiliaire forte. Par la suite,
nous définissons la mesure empirique informée notée P/, a I'aide de ces poids approximés. Nous
montrons que cette derniere admet les mémes propriétés asymptotiques que les deux mesures em-
piriques précédentes et que la répartition des poids est quasi similaire a ces deux dernieres. A la fin
du chapitre 2, nous généralisons la définition de la mesure empirique informée a des informations
auxiliaires fortes données par des fonctionnelles de la loi P et nous étudions la répartition des poids



de la mesure empirique informée P,

Dans le chapitre 3, nous étudions les propriétés asymptotiques de la mesure empirique informée
dans le cadre d'une information auxiliaire forte. Plus précisément, nous établissons des résultats
du type P-Glivenko-Cantelli et P-Donsker pour la mesure P! . De plus ces résultats sont énoncés
sous des hypothéses minimales. Dans un premier temps, nous prouvons ces résultats dans le cas
d'une information auxiliaire forte apportée par la connaissance d'une ou plusieurs espérances puis
dans un second temps nous généralisons cela pour une information auxiliaire forte donnée par
une fonctionnelle de laloi P. Comme nous remarquons une diminution uniforme de la variance
asymptotique du processus limite, la méthode d’injection d’une information auxiliaire via P/, est
ainsi bien justifiée.

Dans le chapitre 4, nous souhaitons injecter une information auxiliaire faible. Dans un premier
temps, nous étudions les informations auxiliaires faibles issues de sources indépendantes. Par
exemple I'information auxiliaire peut étre donnée par des données auxiliaires indépendantes ou
par une estimation d'une espérance en utilisant une base de données indépendantes. Dans un
second temps, nous étudions les informations auxiliaires données par une mesure de préférence
d'un expert. Dans les deux sections, nous généralisons la définition de la mesure empirique infor-
mée a une information auxiliaire faible puis nous établissons des résultats asymptotiques du type
P-Glivenko-Cantelli et P-Donsker. Ceci met de nouveau en évidence une diminution uniforme de
la variance asymptotique du processus limite.

Dans le chapitre 5, nous étudions la concentration a n fixé. Nous montrons que le processus
empirique informé /n ([P’fl — P) est plus concentré que le processus empirique standard v/7 (P, — P)
pour une information auxiliaire générale. Ainsi la mesure empirique informée est plus proche de
P que ne l'est la mesure empirique P, a partir d'un certain n. Cela montre que l'injection d'une
information auxiliaire est bénéfique dans un cadre non asymptotique. De plus, dans le cas d'une
information auxiliaire forte apportée par des espérances, nous établissons une borne de concentra-
tion plus fine pour la mesure empirique informée que la borne usuelle donnée par I'inégalité de
Bernstein.

Dans le chapitre 6, nous nous intéressons a I'impact de I'utilisation d'une information auxiliaire
fausse et a des problématiques d’adaptativité. Plus précisément, nous souhaitons mesurer I'impact
négatif d'une information auxiliaire fausse, détecter les informations auxiliaires fausses et sélection-
ner les informations auxiliaires réellement informatives pour un objectif donné comme par exemple
I'estimation d'un parametre d’'intérét. Notre démarche est structurée de la maniere suivante. Dans
un premier temps, on s’intéresse a I'impact de I'utilisation d’'une information auxiliaire forte fausse
et nous présentons un test statistique afin de détecter les informations fausses parmi un ensemble
d’informations auxiliaires fortes. Dans un second temps, nous proposons une méthode pour sélec-
tionner les informations auxiliaires réellement informatives au temps n afin d’estimer au mieux un
parameétre d’intérét. Dans un troisieme temps, nous nous placons dans un contexte d’apprentissage
statistique et classons les informations auxiliaires en utilisant une approche par validation croisée.

Dans le chapitre 7, nous montrons comment utiliser la mesure empirique informée dans



quelques problemes classiques en statistique, et en particulier comment reconnaitre I'information
auxiliaire en pivot de nouvelles méthodes. Lobjectif de ce chapitre est de prouver que l'injection
d’une information auxiliaire peut étre pertinente dans des situations pratiques variées. Nous pro-
posons des applications a des méthodes génériques en vigueur en simulation stochastique et en
statistique. Dans la premiére section, nous proposons dans un premier temps une amélioration
significative de la méthode de Monte-Carlo. Puis par la suite nous nous intéressons a l'utilisation
de variables auxiliaires et au probleme de données manquantes massives dans un contexte d’ap-
prentissage statistique. En particulier nous montrons que 'utilisation des données partielles vues
comme une information auxiliaire peut étre bénéfique pour I'estimation statistique. Dans la se-
conde section, nous revisitons les principales méthodes d’estimation en statistique paramétrique et
non paramétrique en injectant de I'information auxiliaire, pour tirer partie de la moindre variance
asymptotique de P. Dans la troisieme section, nous étudions I'estimateur des moindres carrés
avec informations auxiliaires dans le cadre du modele linéaire. Nous montrons que I'information
impactante doit porter sur la variable expliquée elle-méme. Enfin dans la quatriéme section, nous
donnons des pistes méthodologiques pour incorporer une information auxiliaire a des problémes
d’apprentissage statistique couvrant un large spectre.

De plus, nous avons joint deux annexes. La premiere annexe porte sur des rudiments de géo-
métrie différentielle et riemannienne nécessaires a la compréhension du chapitre 1. La seconde
annexe porte sur un article que nous avons prépublié [8].

A travers ces chapitres, nous avons pu définir une mesure empirique informée P! ayant de
meilleures propriétés asymptotiques que P, et dont les poids ont une forme close. Elle est ainsi tres
facilement calculable d'un point de vue algorithmique. Cette mesure empirique informée possede
les mémes propriétés asymptotiques que les deux mesures empiriques optimales au sens de la
géométrie de 'information données par les égalités (2.10) et (2.11). De plus, nous avons montré que
l'utilisation d'une information auxiliaire est bénéfique pour améliorer les méthodes d’estimation en
statistique et en simulation stochastique. Des méthodes nouvelles peuvent émerger en reconnais-
sant des éléments d'un probleme complexe pouvant jouer le role pivot d'une information auxiliaire.
Cela est d’autant plus intéressant du fait que notre définition de 'information auxiliaire permet de
couvrir un panel assez large de ce qu’'on pourrait encore imaginer comme information auxiliaire.
Cela ouvre la voie a I'utilisation d'une information auxiliaire par la mesure empirique informée a
I'ensemble des méthodes d’apprentissage statistique (réseaux de neurones, bagging etc). Des pistes
méthodologiques ont été proposées en fin de chapitre 7 mais qui n’'ont pas encore été développées.



Approche géométrique de la notion d’information auxiliaire

Ce chapitre a pour objectif de poser le cadre géométrique permettant de projeter la mesure empi-
rique sur I'ensemble des mesures de probabilités discretes a support dans 'échantillon noté ' afin
d’en déduire une méthode d'injection de l'information auxiliaire. De plus, nous étudions la structure
géométrique ' dans le cas d’une information auxiliaire forte apportée par des espérances.

1.1 Motivations du chapitre 1

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la question suivante :
Comment injecter une information auxiliaire de maniére optimale ?

La notion d’optimalité peut faire débat mais I’approche géométrique semble étre une réponse
cohérente et intéressante pour I'injection d’'information auxiliaire. Le cadre de ce chapitre est le
suivant. Soit (X;) ,en+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.) avaleurs dans % de loi P inconnue. Soit n € N*. On note P,, la mesure empirique définie par

1.2
[FDn:: _Zéxi'
nis

ol §x, désigne la mesure (aléatoire) de Dirac en X; pour tout i € [1, n]. Posons & = {Xj,---, X,}
I’ensemble aléatoire des observations et 22 (%Z’) 'ensemble des mesures de probabilité sur & a poids
strictement positifs. On suppose qu’on dispose d'une information auxiliaire notée I et on note Q ~ I
si Q satisfait I'information auxiliaire. Par exemple, si I'information auxiliaire I est donnée par Pg
alors

Q~I<Qg="rg.
Lensemble des mesures de probabilité Q € 22 (¥) vérifiant 'information auxiliaire I est noté

?'={Qe2x), Q~1}.

10
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Lobjectif de ce chapitre est de poser un cadre géométrique permettant de projeter la mesure em-
pirique P, € 2(Z) sur 2! et d’en déduire une méthode optimale d’injection de I'information
auxiliaire.

Dans la premiére section, on souhaite définir au sens de la géométrie de I'information la notion
de projection sur une sous variété. On supposera connues les bases de la géométrie différentielle et
riemannienne. On pourra consulter a ce sujet I’annexe A.

Lobjectif de la seconde section est d’en déduire une méthode d’injection de I'information
auxiliaire.

Remarque 1.1.1. Afin d’obtenir rapidement une réponse a cette introduction, on pourra directement
consulter la section 1.3 pour une premiere lecture.

1.2 Préliminaires techniques : cadre géométrique

Cette section a pour seul objectif de poser le cadre géométrique nécessaire a la définition de la pro-
jection. Les lecteurs non familiers avec les outils de la géométrie riemannienne pourront directement
consulter 'annexe A pour des rappels ou bien admettre le cadre géométrique et passer a la section 1.3
permettant d'obtenir la méthode optimale d’injection de l'information auxiliaire. Les résultats de
cette section sont tirés du livre Methods of Information Geometry de Amari et Nagaoka [6]. On pourra
aussi consulter les démonstrations des énoncés de cette section dans cet ouvrage.

Concernant les notations, on omettra a certains moments de cette section de préciser la carte dans
laquelle on se place (sous entendu 6 € ©) et les indices (sous-entendus i, j, k € [1, m] par exemple).
De plus, on utilisera souvent la convention de sommation d’Einstein a savoir y = }.1" | cix' sera noté
y=cix.

1.2.1 Meétrique de Fisher, sous variété autoparallele et projection de connexion

Soit &2 une famille de mesures de probabilités sur un espace topologique &'. Alors 22 hérite de
la structure topologique de & par la topologie faible des mesures [25]. On suppose que & peut étre
paramétrisée au moins localement par des homéomorphismes

v:U—0OcR"

olt U est un ouvert de &2 et ® un ouvert de R"”. On peut alors munir €2 d’une structure de variété
différentielle pourvu que les paramétrisations locales soient compatibles. Placons nous pour un
temps dans une carte munie d'une certaine paramétrisation. En se placant dans une carte, on peut
alors décrire 22 au moins localement comme {Py, 8 € ©}. On supposera que le modele statistique
associé est dominé par une mesure p et on notera py la densité de Radon-Nikodym de Pg par
rapport a la mesure u pour tout 6 € 0. De plus, on supposera que u-pp x, 8 — pg(x) est C®. Sous
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ces conditions, on peut équiper €2 d’une structure de variété riemannienne. Notons pour tout § € ©,
lop =log(pp) la fonction score et définissons la métrique de Fisher pour tout 7, j € [1, m]

8i,j(0) = gp,(0;,0;) = Eg((0;19)(0lp))

ouod; = 6%1-' En notant 1(0) = (g;, j @) I'information de Fisher, la métrique de Fisher peut

s’écrire

i,jell,m]

g, v) =ul IO)v

ou u,veR™.

Soit V une connexion sur la variété différentielle 22 et soit M une sous variété de 2. On rappelle
qu'on note TM le fibré tangent de la sous variété M, T, M I'espace tangent de M au point p et
C*°(T M) I'ensemble des sections du fibré tangent c’est a dire des champs de vecteurs. On dit que M
est autoparallele si pour tout X, Y € C*°(T M)

VxY € C®°(TM).

Notons [, ] le crochet de Lie. Dans le cas ou1 la sous variété n’est pas autoparalléle, il est possible
de définir une projection de V sur M. Supposons qu’on dispose pour tout p € M d'une application
linéaire 7, : T,%? — T, M telle que pour tout D € T, M, n4(D) = D. De plus, supposons aussi que
p— 7p est C*°. On définit, pour tout X, Y € C*(TM), Vg’(’) Y € C®(T M) par

VPV, =m,(VxY)p).
Si g est une métrique riemannienne, on peut prendre la projection orthogonale vérifiant
gp(p(D),D') = g,(D,D)

pour tout D € T,2? et D' € T, M. Dans ce cas, on appelle V™ la projection de V sur M par rapport a
la métrique riemannienne g. De plus, un fait remarquable est que si V est sans torsion alors V7 est
aussi sans torsion.

Un théoreme utile reliant autoparallélisme et planéité est le suivant :

Théoréme 1.2.1. Soient S une variété et M une sous variété. Si S est plate, alors une condition
nécessaire et suffisante pour que M soit autoparallele est que M soit exprimée en tant que sous espace
affine (ou ouvert d’'un sous espace affine) de S par rapport a un systeme de coordonnées affines. De
plus si M est autoparalléle alors M est aussi plate.

1.2.2 a-connexion

Dans cette sous-section, nous souhaitons définir la notion de @-connexion avec a € R. Pour cela,
définissons tout d’abord pour tout i, j, k € [1, m] les fonctions ngf)k de la maniere suivante dans une
carte

1-a
FE.(;?k(H) =Ep [(0,‘0]‘ lg+ Tailgaj lg) lee]
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oll a € R. On définit alors la connexion V® par

& (7 21.04) =T

oi1 g estlamétrique de Fisher. On appelle V(% la a-connexion. De plus la connexion est symétrique

c’est a dire sans torsion car FE.‘;)k = F;‘?k et donc puisque le crochet de Lie [0;,0;] = 0, on a que

Vé‘f‘)a = vgf)ai. La B-connexion (avec f € R) et la a-connexion sont reliées de la maniére suivante
i J

B _ @ a-p
L =Tt

Tijk (1.1)
ou T; jk estun tenseur symétrique de type (3,0) défini par
T;j(0) = Eg(0;190 10k 1p).

En utilisant (1.1), on montre que

v 1t%on 1-¢00n
2 2
En utilisant que g;;(0) = Eg(0;190;1g), on a
(V)] (0)
akgl] = Fki,j + rkj,i'

C’est la traduction dans une carte de la définition d’'une connexion métrique. D’ol1 la 0-connexion
est métrique, sans torsion qui est donc la connexion de Levi-Civita par rapport a la métrique de
Fisher. En général pour a # 0, V¥ n’est pas métrique.

Exemple 1.2.1. Nous présentons deux modeles statistiques et nous étudions leur planéité par
rapport a la 1-connexion et la (—1)-connexion.
» Concernant le modele exponentiel, les densités associées a ce modele sont données pour
tout x € Z par

po(x) = exp (C(x) + Z HiFi(x) = 1//(9))

i=1

ol1 0 est la coordonnée en F; (fonction de 0). Puisque py est une densité, on en déduit que

w(0) =log (f exp (C(x) + Z 0'F;(x) du(x)) o

i=1

Lapplication 8 — Py est injective si et seulement si {1, Fy, - - -, Fy;} est une famille libre. Dans
le cas d'une loi A (u,0?), on a

U

1 2
C=0, A =x F() =, 0'= 5, 62 =—— y(0) = 2% +log(V270).
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En se placant dans la carte ¢p(0) = (0',---,0™) ot1 0’ = ¢;(0) et en notant 9; = %, ona

0ilg = Fi(x) - 0;w(0),
aiajlg = —aiaﬂ//(e).

D’olu 1"5.}) (0) =—0;0;y(0)Eg(0klp). En supposant certaines conditions de régularité (inter-
version intégrale et dérivée), on a T’ S) (@) = 0. On obtient que le modele exponentiel est

1-plat c’est a dire plat pour la 1-connexion. On dit aussi que ¢ = [0°] est un 1-systéme de
coordonnées affines c’est a dire que pour tout i = 1,...,n, 0; = % est parallele a 2. On
appelle V) 1a connexion exponentielle notée V(©. Ainsi 22 est dit e-plat.

» Maintenant supposons que le modele statistique soit un famille de mélange c’est a dire pour

tout x € Z
po(x) = 0"p;(x)+ (1 - Zﬁi) Po(x)
i=1 i=1
m .
=po(x)+Y_ 0" (pi(x) — po(x)).
i=1

ol {po, -+, pm} sont des densités sur Z et pour tout i € [1,m], 8 >0, D 6% < 1. On peut
alors écrire pg de la maniére suivante

m

po(x) = C(x) + Y 0'F; (x).
i=1

Ainsi dans la carte [#7] oi1 on note 9; = %, ona

0ilg(x) = F,-(x),
Po(x)
_ Fi)F;(x)
6lajl9(X) = —W

aiajlg +6ilgajlg =0.

Ainsi Fg;lk) =0. Ainsi £ est (—1)-plat et [0 ] est un (-1)-systeme de coordonnées affines. On

appelle V&V la connexion mélange notée V" Ainsi 2 est dit m-plat.

Remarque 1.2.2. Faisons une remarque essentielle, pour & = {xy,---, x}, l'ensemble des mesures de
probabilités sur & a poids strictement positifs noté 2 (X') est un modele de mélange. En effet, soit
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Q=X",pi0x, € P(X) et prenons i la mesure de comptage sur % . Alors il suffit de poser

Cx) =1y,(x)
m=n-1

Fi(x) =133(x) =151 (%), Yie[l,n-1]
0'=p;, Viell,n-1].

1.2.3 Structure duale d’une variété

Afin de mieux comprendre la structure géométrique du modele statistique, nous avons besoin
de la notion de connexions duales. Soit (M, g) une variété riemannienne. Deux connexions V et V*
sont dites duales si pour tout X, Y, Z € C*°(T M),

Z(g(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,V,Y). (1.2)

Remarquons la similitude entre la notion de connexion métrique et celle de connexions duales.
Ainsi une connexion est dite métrique si elle est auto-duale c’est a dire V* = V. On appelle (g,V, V™)
une structure duale sur M. En se placant dans une carte (systéeme de coordonnées et repere local)
eten notant I'; i et I“;.“].) .. les symboles pour les connexions V et V* respectivement, on a

0k8ij=Trij+ Ty (1.3)

Etant données une métrique g et une connexion V, il existe une unique connexion duale V* de V.

De plus, on voit rapidement que (V*)* = V. On peut aussi remarquer que V+2V est une connexion

métrique. Réciproquement, si V' a la méme torsion que V* et si % est métrique alors V' = V*,

Pour revenir aux modeles statistiques, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.3. Soit @ € R. Pour tout modele statistique, la a-connexion et la (—a)-connexion sont
duales par rapport a la métrique de Fisher.

Démonstration.
Fixons a € R et calculons
I 0 +T) 70 =Ep ((aka,-lg + PT“aklga,-lg)aj lg) +
Ep ((akaj lo+ “T“aklgaj lg)ailg)

= Eg(0klp0ilg0jlp) + Eg((0r0ilp)0;lg) + Eg((0k0;1p)0ilp)
=01gij(0).
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Remarque 1.2.4. En particulier, on a la dualité entre la e-connexion et la m-connexion.

De plus la structure duale peut s’étendre a une sous variété de la maniére suivante. Supposons
dorénavant qu’on a une structure duale sur la variété riemannienne (M, g,V, V™). Soit N une sous
variété de M. On note Vy et V), les projections orthogonales par rapport a g sur N de V et V*
respectivement. Ainsi cela induit une structure duale sur la sous variété N qui est (N, gn, Vp, V).

Enfin mentionnons un résultat important pour la courbure. Il est possible de relier la courbure
pour V et la courbure pour V* de la maniére suivante. Pour tout X, Y, Z, W € C*°(TM), on a

gRX,V)Z,W)=-gR* (X, Y)W, 2) (1.4)
ol R (resp. R*) est la courbure pour la connexion V (resp. V*). D’olt
R=0e R*=0. (1.5)

On en déduit alors que la planéité de V est équivalente a celle de V*.

1.2.4 Construction d’'une structure riemannienne duale a partir d'une divergence

Dans cette sous-section, nous montrons qu'il est possible de définir une structure riemannienne
duale a partir d'une divergence D. Soit &2 une variété différentielle. Soit D : 22 x 22 — R une fonction
lisse satisfaisant pour tout p, g € 22,

D(pllg) =0, et D(pllg) =0 p=q. (1.6)

Soit (p,q) € 9% Notons [¢ ] (resp [ i) un systeme de coordonnées pour p (resp g). On définit pour
X1,..., Xy et Y1,..., Y; des champs de vecteurs

D[Xl---Xr”Yl---Yl](p) = (Xl)p-u(Xr)p(Yl)q---(Yl)qD(p||Q)\p:q» 1.7)

DIXy.. X I'1(p) = (XD p...(X3) p D (Pl @) 1p=g- (1.8)

Notation 1.2.1. Pour i € [1,r], on note (X;), I'élément X;(p) € T, car X; : & — TZ. On pourra
consulter la définition de champ de vecteurs dans la section A.6.

Puisque g — D(pl|q) et p— D(pl|q) admettent un minimum global en p = ¢, en notant 9; = a%‘
(on peut aussi varier les systemes de coordonnées et on obtient le méme résultat) on a
DIo;|l-] = D[-||10;] = 0. (1.9

De plus

D[0;0;II] = DI110;0;1 = —D[9;110;]. (1.10)
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On définit gl.l; = —DI[0;]|0;]. On obtient une matrice G'?’ = (gg) symétrique semi définie positive
car 'application ¢ : p — D(pl||q) admet un minimum global en p = gq. Lorsque la matrice est définie
positive alors on dit que D est une divergence ou un contraste. On définit alors

gP(X,Y)=-DI[X]||Y] (1.11)

ol1 X,Y sont des champs de vecteurs. De plus on a D(p||q) = ¢(p) = o & L& (p)) = pE(p)) ol
@ = @o&~! et & est un systéme de coordonnées. Ainsi on peut faire un développement limité dans la
carte ¢

D(pllg) = (& (p))
=@p(g)+ (& (p)—<¢(q))

1

=5 Cp- E@TGCPN (@) (E(p) = E(q@)) + oIE(P) = E(@I1?)
1 ] .

=581 @A AL +o(IAg]?)

ou Aé i = ¢ i (p)—¢ i (). De la méme maniere, on peut définir la connexion v par les coefficients
Fi.?y )k = —DI0;0,|0¢] et plus généralement pour tout X, Y, Z ( des champs de vecteurs)
gy, 2)=-DIXY|Z]. (1.12)

On peut remarquer que la connexion V) est sans torsion puisque I'; jk =Tji k. Définissons main-
tenant la divergence duale D* d’une divergence D par D*(pllq) = D(ql|p). Puisque D[9;|10;] =
D[0;]19;], ona

g0 = g®) (1.13)
T = =D"10:0;110x) = ~DI0x110;0;1, (1.14)

Par cela, on peut définir la connexion VP”) et on peut montrer que les connexions VP et VIP") sont
duales :

Théoreme 1.2.5. VP et VP sont duales par rapport a g°.

Ainsi une divergence engendre une structure riemannienne duale sans torsion (M, g(D), v , vP *)).
Et réciproquement a partir d'une structure duale sans torsion (M, g,V, V*) (sans torsion pour chaque
connexion) alors on peut définir globalement une divergence D (K. Matsumoto [28]).

1.2.5 Structure duale plate (DFS) et systeme dual de coordonnées

Définissons a présent la notion de structure duale plate (Dually flat spaces) qu’on notera sous
I'acronyme DFS. Soit (g,V, V*) une structure duale sur une variété différentielle S. Si V et V* sont
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sans torsion, alors la planéité de V équivaut a celle V* (par la relation entre R et R*). Ainsi pour les
a-divergence avec a € R, on a 'équivalence S est a-plate si et seulement si S est (—a)-plate [43].
Ainsi le modeéle exponentiel et la famille mélangée sont (+1)-plats.

On dit que (S, g,V,V*) est une DFS si S est a la fois V-plate et V*-plate. La structure DFS se
transmet aux sous variétés autoparalleles a S

Théoreme 1.2.6. Soient (S, g,V,V*) une DFS et M une sous variété autoparalléle par rapport aV ou
V*. Alors (M, gm,Vm, Vy,) est une DFS.

Ainsi par exemple, les sous variétés m-autoparalléles (resp. e-autoparalléles) d'une famille
exponentielle (resp. d'une famille mélangée) sont +1-plates.

Nous souhaitons définir deux fonctions potentielles associées a une structure duale plate.
Considérons (S, g,V,V*) une DFS et [?] un systeme de coordonnées affines par rapport a V. On
note 0; = a%i' On définit les champs de vecteurs 8/ par

g00;,0)=08;j=1;=j

pour tout i = 1,.., m. Au passage remarquons que cela détermine bien les champs de vecteurs 9/
pour tout j € [1,m]. Fixons un j € [1, m]. En écrivant 8/ = Y. a{cak et en notant g = (g(0;,01),r)

al) = (a{c)k , ej le j-iéme vecteur de la base canonique de R™ on obtient
ga(j) =e;j.

Ainsi cela définit bien le champ de vecteur /. De plus pour tout champ de vecteurs X vu comme
une dérivation on a par la structure duale

0=Xg(0;,0') = g(Vx0;,0) + g(0;,Vd).

Puisque [6’] est un systéme de coordonnées affines alors les champs de vecteurs d; sont paralléles.
Par conséquent, on a

g(0;,V30) =0.

Montrons que les 8/ sont paralléles par rapport 2 V* i.e pour tout k, j, on a v;kaf = 0. Ecrivons
i 1Al o1s P .
V;kaf =Y r;;ja . En utilisant la métrique g, on a pour tout i,

0= g(a,-,v;kaf) = ZFZ§-g(0i,al)
]

— *i
_ij

=0.
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Ainsi 8/ sont paralléles par rapport 2 V*. On peut trouver un systéme de coordonnées affines [1)/]
tel que % = 0J. En effet en écrivant 8/ = ;. a0y, il suffit de poser n/ = ¥ 0% On appelle [0] et

(/] un systéme dual de coordonnées. Notons maintenant
gij = 8(0;,0;),
g =g@',0).
En utilisant les formules de changement de variables 0/ =8/0'0; etd; = amj 4/,ona
gij=g(0;,0;)
=0,n*g(6",0))
=0’

_onJ
C a0t

ij — 00

o7 De plus, ona g;; gl k = &, en utilisant la convention d’Einstein. En effet

De méme g
= o900 = (6: 7%V (670! k
6ij=g(0;,0")=(0;n")(0'0")g(d",0))
= 0im")(076")
= gikg"’.
Intéressons nous maintenant a cette équation pour tout i,
oy =n'".

Une solution a cette équation existe si et seulement si 9 jni = 0;n/. Dans notre cas, 0 jni =gij= o;n/
donc une solution existe. On a alors

0i0y = gij-
Donc v est strictement convexe. De méme, on résout pour tout i,
dlp=0'

En utilisant une solution v de 'équation 8;y = 1, on pose ¢ = 0'n’ —y ot1 y : 0 — yw(0) (avec la
convention d’Enstein). On remarque que

d'p=0"+0'¢'n'-d'n/o;y =6",
De plus, on a aussi
0’0/ p=g".
D’ot1 ¢ est une fonction strictement convexe aussi. De plus, on a que :

om+y(0) =0ini.
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Remarquons qu’on écrira souvent w(p) = w(0(p)). Ainsi ¢(p) +w(p) = 0 (p)n‘ (p). Elle vérifie I'in-
égalité de Young, ainsi

o(q) = r;lgsic{Gi(p)ni(q) —y(p)}, (1.15)
v (p) zlzlgx{ei(q)ni(p) —p(q)}. (1.16)

Qu’on peut réécrire différemment
@) =max(0'n’ —y(©O)),
w(O) = m7?x{0ini —pm}.
Ces deux fonctions ¢ et ¢ sont appelés des potentiels et permettent de relier les deux systémes de
coordonnées. De plus puisque g;; =0;0;y et V45,0 = 0 (donc ['ijx=0),ona
F;‘j'k = g(vgiaj,ak) =0;0;0xy.
De méme pour les mémes raisons (8’ paralléles par rapport a V*), on a que ['*//k =0 et

ik = g(v,07,0%) = 8’/ ok .

1.2.6 Divergence canonique construite a partir d'une DFS et relation triangulaire

Soit (S, g,V,V*) une DFS de coordonnées {[0], ']} et de fonctions potentielles {, ¢}. Pour
p, q € S, on définit

D(pllg) =w(p)+ (@) -0 (p)n' (q).

En utilisant (1.15) et (1.16), on a D(pllg) = 0 et D(pllq) =0 < p = q. Ainsi D est une divergence. De
plus,

D((0;0)pllg) = (0;0;)p D(pllq)
=(0i0;)py(p)
=gij(p).

De méme,
D(pl13:0))¢) = g ().

Ainsi la métrique induite par D est g. Puisque I';; ;. = r*ik =0,onav® =vet vI?) = v*. On
appelle D la divergence canonique de (S, g,V,V*) oula (g, V)-divergence sur S. De méme en échan-
geant le role de V et V*, on peut trouver une (g, V*)- divergence D* qui vérifie D* (pllq) = D(ql|p).
De plus, pour M une sous variété autoparalléle par rapport a V ou V*, on peut considérer la DFS
(M, gm, Vi, V;‘V[) et il est possible de montrer que la (g, V) -divergence est Dy = Dy« pr- Le méme
argument s’applique pour Dj,.
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Exemple 1.2.2. Soit V une connexion métrique (donc autoduale V = V*). Puisque V est plate, alors
g(0;,0;) est constante pour un systeme de coordonnées affine donné. De plus, 'ensemble des
systemes de coordonnées affines sont reliés par une transformation affine. Donc il existe un systeme
de coordonnées euclidien (noté [07]) c’est a dire qui vérifie que g(9;,0 i) =0;; (o 0; est un autre
systeme de coordonnées que le précédent). Puisque la connexion est métrique, alors 8 = 7. Etant
donné que g;; = g(0;,0;) =0;0;y etd;y = 6, onaquey == %Zi(ei)z.Ainsi pour p,q e U ((U,0)
étant la carte),

D(pllg) =y (p)+¢(@) -0' (06’ (4)
1 . . , .
=52 (O (p0* + O (@) - 26" ()0 ()]
1

_1 2
= Z(d(P,q))

oud(p,q) = \/ Y0 (p)—0i(g))2. Ainsi dans le cas métrique (de la connexion), la divergence cano-
nique est égale a facteur 1/2 de la distance euclidienne au carré.

Donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour qu'une divergence D sur une
DFS soit une divergence canonique.

Théoreme 1.2.7. Soit {[Gi,ni} un systeme dual de coordonnées affines d'une DFS (S, g,V,V™). Soit D
une divergence sur S. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que D soit une (g, V)-divergence
est que pour tout p, q,r € S, la relation triangulaire soit vérifiée

D(pllq)+ D(qlIr) - D(pllr) = O (p) — 0 () (' (r) =" (). (1.17)

De méme pour que D* soit une (g, V*)-divergence est que pour tout p, q, 7 € S, la relation triangulaire
soit vérifiée

D*(pllg) + D*(qllr) — D* (pllr) = O (r) = 0 (q)) ' (p) = 1" (q)). (1.18)

1.2.7 Théoreme de Pythagore généralisé et théoreme de projection

Nous pouvons dorénavant énoncer le théoréme de Pythagore pour une DFS (S, g,V, V™).

Théoreme 1.2.8. Soientp, q,r € S,y uneV-géodésique reliant p et q ety, uneV* -géodésique reliant
q et r. Si a l'intersection q, les courbes vy, ety, sont orthogonales (pour la métrique g), alors nous
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obtenons la relation de Pythagore
D(plir) = D(pllg) + D(qlIr) (1.19)

On a aussi la relation de Pythagore pour la divergence duale D* si‘y, une V*-géodésique reliant p
et q ety» uneV-géodésique reliant q et r et a l'intersection q, les courbes y; ety, sont orthogonales
(pour la métrique g) alors on a

D*(pllr) = D* (pllq) + D*(qll1).

Un théoreme de projection découle directement comme corollaire du théoréme précédent.

Théoreme 1.2.9. Soient p € S et M une sous variété de S qui est V* -autoparallele. Alors une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un point q € M vérifie :

D(pllg) =minD(pl|r). (1.20)
reM

est que la V -géodésique reliant p et q soit orthogonale a M en q. Le point q est appelé laV -projection
dep sur M.

De méme si M estV -autoparalléle. Alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point
g € M vérifie

D*(pllg) =minD* (plIr) (1.21)
reM

est que la V* -géodésique reliant p et q soit orthogonale a M en q. Le point q est appelé la V* -
projection de p sur M.

Il est possible de relacher 'hypothése de sous variété autoparalléle :

Théoréme 1.2.10. Soient p € S et M une sous variété de S. Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un point q soit un point stationnaire de la fonction D(pl|-) : r — D(p||r) restreinte a M (i.e
les dérivées partielles par rapport a un systeme de coordonnées de la fonction sont toutes nulles) est
que la V -géodésique reliant p et q soit orthogonale a M en q.

De méme une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point q soit un point stationnaire de la
fonction D* (pl|-) : r — D*(pl|r) restreinte a M (i.e les dérivées partielles par rapport a un systeme de
coordonnées de la fonction sont toutes nulles) est que la V* -géodésique reliant p et q soit orthogonale
aMengq.
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Enoncons maintenant un corollaire intéressant a ce théoreme :

Corollaire 1.2.11. Soient p € S et c € R;. On suppose que la D-sphere M = {q € S, D(pl|q) = c} soit
une hypersurface de S. Alors toute V -géodésique passant par le centre p intersecte orthogonalement la
D-sphere M.

Démonstration.

On remarque que la fonction q — D(pl|q) est constante sur la D-sphere M. Ainsi tout point g € M
est un point stationnaire de la fonction q — D(pl|q) restreinte a M. Par le théoréme 1.2.10, la V-
géodésique reliant p et q est orthogonale a la D-sphere M. Puisque q est quelconque, on en déduit
que toute géodésique passant par le centre p intersecte orthogonalement la D-sphere M. O

1.2.8 a-variété et a-famille

Dans cette sous-section, nous souhaitons définir la notion de a-variété et de a-famille. On
considere S un modele statistique régulier dominé par une mesure p (sur &). On note (%)
I'ensemble des mesures de probabilité sur & dominées par u. On note aussi

@(%)z{p:%—»ﬂ%, p>0(u—pp), f%pd,u<oo}.

C’est une extension de (%) ou on relache 'hypothése de normalisation. De par la régularité du

modele, S = {Py}p (dans une carte) est une variété riemannienne de métrique de fisher g et on note

V@ la @-connexion. Posons pour a € IR\{”, L@ (u) = IL ul_Ta et LY (1) =logu pour tout u € IRi. On

-
définit
I (x) = L' (pg (x)).
On notera [Z := I\ et I := IV, On définit la a-représentation de X € TS par
X% () = XI¥(x).
En calculant, on a
ail“ =p 2 il
=p

l1-a
6,-6]-1"‘ aiajl+76,~lajl .

En utilisant ces égalités, on obtient
gij ) =f6ilgajlg_“dﬂ,

F?j,k(e) = fa,-ajlgaklg‘“du.
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On dit que S est une a-variété s'il existe un systeme de coordonnées [6'] tel que
0;0;l5 =0.

Dans ce cas [0'] est un a-systeme de coordonnées affines et donc S est a-plat. Une condition
équivalente a la condition précédente est qu’il existe n + 1 fonctions {C, F, ..., F;} ou n = dim(S)
telles que

n
I§(x)=Cx)+ Y 0"F;(x). (1.22)
i=1
Ainsiil est clair qu'une famille de mélange est une (—1)-variété. Cependant, une famille exponentielle
n'est pas une 1-variété. En effet /' = [ et par 1.2 0;0jlp = —0;0y(0). Donc une famille exponentielle
n'est pas en général une 1-variété.
Pour & = {x1,---, x,} fini, on peut montrer que 2 () est une a-variété pour tout « € R. En
effet, en posant ol = L%(p(x;)) et en définissant F; : & — R par F; (xj) = 6,-j pour tout i, j € [1,r], on
obtient le résultat voulu.

Maintenant, nous allons dénormaliser la variété S de telle maniere a la voir comme une sous
variété et la version dénormalisée sera une a-variété. Définissons la version dénormalisée

S={rpg,0€0O,7>0}.

Dans ce cas, on voit S comme une sous variété de S avec dim(S) = dim S + 1. Ainsi, on a un nouveau
systeme de coordonnées [0,7] = [01,...,0" 1] et la base naturelle devient 9; = 9; et 0; = %. Par la
dénormalisation de la variété différentielle S, il est possible de montrer que :

Théoreme 1.2.12. S est (—1)-autoparalléle dans S.
De méme, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.13. Soit M une sous variété de S et notons M sa dénormalisation. Alors pour tout
a € R, on a équivalence entre :

1. M est a-autoparallele dans S.

2. M est a-autoparallele dans S.

On dit qu'un modéle statistique régulier S est une a-famille si S est une a-variété.

Ainsi pour & fini, (%) est une a-famille pour tout a € R car P (X) est une a-variété. On a
vu que la famille exponentielle n’est pas forcément une 1-variété. Intéressons nous a sa version
dénormalisée. Pour @ = 1, on a L! = log et notons pour tout x € R” pour un certain p € N*

pe(x) =exp|C(x)+ Y 0'Fi(x)—w(0)|.
i=1
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Ainsi
dim S

log(tpg) =logt +logpg = C(x) +logr + ) 0'F;(x) —w(0).
i=1

En posant Fy = 1 et0° =log7r —y(0), ona

dimS
log(tpe) =Cx) + Y O'F;.
i=0

En conclusion, le modele exponentiel est une 1-famille car S est une 1-variété et une famille de
mélange est une (—1)-variété.

1.2.9 Structure duale du modéle exponentiel et de mélange et divergence canonique
associée a chaque modele

Etudions maintenant la structure duale du modele exponentiel. Tout d’abord par ce qui précede,
cette structure est une DFS. Trouvons le systeme dual de coordonnées. On note les densités de ce
modele exponentiel S,

po(x) = exp (C(x) +OFi(x) - w(e)).

On note [#'] les parametres naturels du modele. Nous avons vu que ce systeme de coordonnées
forme un 1-systeme de coordonnées affines. Définissons

n'(0) = Eg(F;) = fFipg dp. (1.23)

Un simple calcul nous montre que n° = d;y. De plus, on remarque aussi que 9;0 v = gij. Ces
équations caractérisent le systeme de coordonnées dual a [0’]. Puisque [0’] est un 1-systéme de
coordonnées affines alors [ni] est (—1)-systeme de coordonnées affines. Au passage précisons que ¥
est la fonction potentielle pour le systeme de coordonnnées [07]. Cherchons la fonction potentielle
¢ du systeme de coordonnées [1']. On avait défini ¢ de la maniére suivante
P(0) = p1n©) =0"n"©0) -y ()

= Eg(logpp — C)

= —H(pg) - EQC.
ol H est I’entropie définie par

H(p) = —fplogpd,u.

Calculons la divergence canonique associée a cette paire de fonctions potentielles. En notant p = pg
etq=pg,ona
D(Py|IPg) = (p) +9(q) 0" (P’ ()

=p(q) - O (P)n' (@) -y (p))

= Eg (log pg — C) - (Eg (log pg - C))

= Ep (log pe' —10g pp)

= KL(Pg'||Pp)

= KL"(Pgl|Py)).
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Ainsi la divergence canonique (la (g, V")-divergence) est la divergence duale de Kullback-Leibler.
Par conséquent, la (g, V™)-divergence est la divergence duale de la divergence canonique, autre-
ment dit c’est la divergence de Kullback-Leibler.

Intéressons nous maintenant a la structure duale du modeéle de mélange dont les densités sont
données par

i=1 i=1

p(x) = Zn gi(x) + (1— Y )Clo(x)

= Z 1" (g () = go(x)) + Go(x)
i=1

=1'(q: (%) = go(x)) + go(x)

en utilisant la convention d’Einstein. On rappelle que les g; pour i € [1, m] sont des densités de

probabilité définies sur & par rapport a u. On rappelle aussi que le systeme de coordonnées [n'] est

un (—1)-systéme de coordonnées affines. On pose ol = i et

pn) = f% pylogppdp
ou p, est une densité de probabilité. Puisque le modele est régulier, on peut montrer que
d'olp=g" =g, o)
ol g estla métrique de Fisher. En effet
g'lm= Ey (ailog pnaj log pn)

_f (qj_qO)(Qi_qO)d
x Pn

et

j
jSp(n)=f (qj—cm)logpndwf pnaﬁdu
X x Pn

= f (qj — qo)log pydp + f (gj = qo)dp.
X x

Puisque q; et go sont des densités de probabilité, on a
ol = f%(qj — qo)log pyd.
Ainsi

0’07 () = f(qj qo)—du

)
f(q,— go) -1 —90) q"

=, (6 log ppd’ log p,,)
=g m.
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On définit le [07] systéme de coordonnées de la maniére suivante
Bi — al(p
= f (gi — qo) log ppd p.
x

Ces équations caractérisent la structure duale, ainsi [0%] est donc un 1-systéeme de coordonnées
affines. Déterminons la fonction potentielle w. Puisque v () + ¢(n) =0 (n)n* ,ona

wm) =0 mn’ — o)

=f ni(qi—qo)Ingndu—f pnlog ppdu.
X x

Or py =10 (qi — go) + go, on en déduit

y(n) = —f qolog pydp.
X

Nous pouvons maintenant déterminer la divergence canonique associée au modéle de mélange.
Rappelons que n' (/) :=n'(pj) = 7' et 0'(n) := 0" (py). La divergence canonique est alors

D(pyllpy) =wm +m)-0)'6'm
:/ pn/logpnrdu—f qologpndu—f () (q: = qo)log pydp
x x x

= f% Py logpydp— f% ((n’)’(qi ~qo) + qo) log pydp
= /l() rd —f flO d
fg{pn gpyap %pn gpnpap
Py
= Pflog(—)du
f% 1 Pn
= KL(py I pp).

Ainsi on retrouve la méme divergence canonique que pour le modele exponentiel.

1.3 Injection optimale d’une information auxiliaire

1.3.1 Projection de la mesure empirique sur 2/

On rappelle les notations énoncées dans la section 1.1. Fixons n € N*. Soit & = {Xy,---, X}
I’ensemble des observations et notons Z2?(¥’) 'ensemble des mesures de probabilités a poids
strictement positifs sur & c’est a dire

n n
@(%):{Zqﬁxﬂ Vie[l,n] g;>0, Zqizl}_
i=1 i=1
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Notons I I'information auxiliaire qu'on dispose et on note Q ~ I si Q vérifie 'information auxiliaire.
Par exemple, si 'information auxiliaire I est donnée par Pg alors

Q~1<=Qg=Pg.
On note
@' ={Qe2@), Q~1}

I'ensemble des mesures de probabilité sur & vérifiant I'information auxiliaire I. Enfin notons

n
ZéXi
i=1

P,=

la mesure empirique des observations.

Par ce qui précede dans la section 1.2, 22(%’) est un modéle de mélange et admet une structure
duale plate (P (%), g, v vEDy La divergence canonique associée a 22 (%) est la divergence duale
de Kullback-Leibler.

Par application du théoreme de projection 1.2.9, il est possible d’injecter de 'information
auxiliaire en prenant le projeté Q. de la mesure empirique :

Théoreéme 1.3.1. On suppose que 2! est une sous variété de ?(X). Alors
o Si P! est une sous variété V=V -autoparallele alors Q1 est la V'V -projection de P, sur 2! clest
adire

@fl €arg min KL* (P,]|Q) = arg min KL(Q||P,).
Qe! Qe!
o Si 2! est une sous variété VIV -autoparalilele alors Q! est laV'=V -projection deP,, sur !
Q! e arg min KL(P,||Q).
Qep!
e Dans le cas oit 2! n'est autoparallele a aucune des ces deux connexions alors Q, est un point

stationnaire d'une de ces deux applications ci-dessous

Q— KL(P,llQ),
Q— KL*(PxllQ).

Remarque 1.3.2. Notons que ce théoreme ne permet pas de définir la mesure empirique informée
puisque nous ne savons pas si la sous variété 2! est autoparaliele.
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1.3.2 Structure géométrique de 22 dans le cas d’'une information auxiliaire forte ap-
portée par des espérances

Afin de pouvoir appliquer le théoréme précédent, on souhaite dorénavant montrer que 2! est
une sous variété dans le cas ou I'information auxiliaire forte est donnée par Pg ou g est une fonction
intégrable par rapport a P.

Proposition 1.3.3. Soit ¥ =1{Xy,---, Xy} 'ensemble des observations. On suppose que :
o Ilexistei # j tel que g (X;) # g (X;).
* Pg appartient a I'enveloppe convexe de {g(X1),--, §(Xn)}.

Alors 2! est une sous variété de 2 (%) de dimension n—2.

Démonstration.
Tout d’abord rappelons que0,1[" est une sous variété deR" puisque c’est un ouvert de R". Posons

n
S = {q(—:]o,l[”, Y qi= 1}.
i=1
le simplexe. Montrons dans un premier temps que . est une sous variété de dimension n—1 de0, 1[".
Définissons la fonction 6 :]0,1["— R
n
0@ =) qi
i=1
Remarquons que ¥ =0 “L1). I nous suffit donc de montrer que 0 est une submersion. En effet, 0 est
différentiable et pour tout q €]0,1["
VheR", DO(q)(h) =6(h).

Ainsi DO(q) est surjective. D'ot1 8 est une submersion et on en déduit que . est une sous variété de
dimension n—1 dans|0,1[". On munit.% de la carte globale (¥, 1) avec

7:F > UcR"!
CI'—’(CII;"‘,CIn—l)

etU={(q1,,qn-1) €R"L, g;>0Vie[l,n-1], Z;?:‘II qi <1}. De méme on munit 2(X) de la
carte globale (P (X), ¢) avec

0:PX)—UcR"!
Q— (g1, qn-1).
On s’intéresse dorénavant a la fonction bijective
v PX)—~S
Q—gq.
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Remarquons quey = ™~ o@. Puisque et ¢ sont des difféomorphismes et dim@P (%) = dim¥ = n—1,
on en déduit que v est un difféomorphisme. Ainsi y™" est aussi un difféomorphisme et donc un
plongement. Notons que

ou&={qe, Yr,qi8(X) = Pg}. Remarquons que cet ensemble est non vide puisque Pg appar-

tient a l'ensemble convexe de {g(X1),--,8(Xy)}. Ainsi il nous suffit de montrer que & est une sous
variété de & de dimension n — 2.

Définissons la fonction

[ —R

n
qa— > qi8(X;).
i=1

Montrons que f est une submersion. Posonsy := fon~': U — R. Ainsi
n-1 n-1
Y@ =) qigXi)+ (1 - qi)g(Xn).
i=1 i=1
Ainsiy est différentiable et pour tout g € U
Dy(q) = (g(X1) - g(Xp), -+, 8(Xn-1) — g(Xp)).

Puisqu'il existe i # j tel que X; # X, on en déduit que Dy(q) est surjective. Ainsi f est une submersion
et & est une sous variété de dimension n—2 par le lemme A.2.3. On en déduit que 2’ = ¢y~1(&) est
une sous variété de dimension n—2 cary~" est un plongement en utilisant le lemme A.2.2. O

Ce résultat peut se généraliser pour g = (g1,-+-,&m) " avec m € [1,n—1] . Par simplicité d’écriture,
on supposera que Pg =0 quitte a poser h = g — Pg.
Posons

Vjell,ml, Nj(X)=(g;(X1) - gj(Xn),, & (Xn-1)— & (Xn)) T,
Viell,ml, gj(X) =(gjX), g X"

Remarquons que
dim (Vect(g(X1) — 8(Xn), -+, §(Xn-1) — §(Xp))) = dim (Vect(N; (X)) 1<j<m)) - (1.24)

En effet définissons la matrice A et donnons sa transposée

siX)-g1(Xn) - g1 Xp-1) - 81(Xp)
A= : : :
8m(X1) = 8m(Xn) -+ gm(Xn-1) — 8k(Xn)
siX))-g1(Xn) o gm(X1) — gm(Xn)
AT = : :
81 Xn-1) -1 Xn) - gm(Xn-1) — &m(Xn)
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Puisque rg(A) = rg(AT), on obtient le résultat voulu. Nous pouvons a présent énoncer le théoréme
suivant.

Proposition 1.3.4. Soient & = {X1,..., X;;} 'ensemble des observations et g = (gl, ‘e ,gm) avec m €
[1,n—1]. On suppose que

« 0 appartient a I'enveloppe convexe de {g(X1), ..., §(Xn)}.

o L'égalité des dimensions est vérifiée,

l:=dim(Vect(g1(X), -+, gm(X))) = dim (Vect(g(X1) — §(Xn), -+, 8(Xn-1) — §(Xn))) < m.

Alors 2! est une sous variété de (%) de dimensionn—1- 1.

Démonstration (de la proposition).

On reprend la démonstration du théoréme précédent avec les mémes notations. Il nous reste a montrer
que&={qe &, Y. qig(X) = 0} est une sous variété de dimension n— 1 — 1. Pour cela, nous avons
besoin d’'un lemme technique d’'algébre linéaire.

Lemme 1.3.5. Soientx!,..,x*e R" avecne N* etke[1,n—1]. Définissons

VjelLkl, ¥ =(x] - xh 2] —xf)Teu;e”‘l.
Alors
dim(Vect(fcl,--- ,fck)) < dim(Vect(xl,--- ,xk)).
De plus si
= dim(Vect(J"cl,m ,J"ck)) = dim(Vect(xl, e ,xk))

alors il existe une partie J < [1, k] de cardinal | telle que

dim (Vect ((Xj)jej)) =dim (Vect ((xj)jej)) .

Démonstration (du lemme).
Si k=dim(Vecr(x!,- ,xk)) alors il 'y a rien a démontrer. On suppose que dim (Vect(x!,--- ,xk)) <
k. Ainsi il existe j € [1, k] tel que

xj = Z )Ll-xi
i#j
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ot Ay, , Ar € R. Ainsi pour tout r € [1,n]

xl =) Aixl.
i#]
D'out
X —xh =Y Aixb =Y Aixh =Y Ai(xk - x).
i#] i#] i#]
Autrement dit

=Y Ax
i#]
On peut donc conclure que
dim(Vect(fcl,--- ,fck)) < dim(Vect(xl,--- ,xk)).
On suppose maintenant que
l:= dim(Vect(fcl,--- ,)”ck)) = dim(Vect(xl, e ,xk))
Ainsi il existe une partie J c [1, k] de taille | telle que
1=dim (Vect () je/ ).
Supposons par labsurde que dim (Vect ((x/) je;)) < 1. Ainsi il existe r € J tel que

=Y A

i€], i#r
ot Ay,---, Ak € R. Par ce qui précede, on en déduit
=Y nE.
i€], i#r

Cela contredit le fait que

1=dim Vet () je/)).

On peut donc appliquer le lemme technique a g,(X),---, gm(X). Rappelons que (voir (1.24))
dim (VeCl‘(g(Xl) -8(Xyn), -+, 8(Xu-1) - g(Xn))) =dim (VeCt((Nj (X))lstm))
oll

Vjell,m], N;(X)= (gj(Xl)—gj(Xn),"',gj(Xn—l)—gj(Xn))T-
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Puisque l'égalité des dimensions est vérifiée (hypothese de la proposition), on a
I:=dim(Vect(g1(X), -, gm(X))) = dim (Vect(g(X1) — g(Xn), -+, 8(Xn-1) — 8(Xn))).
Ainsi par le lemme technique, il existe une partie J < [1, m] de taille | telle que
I=dim(Vect(g1(X), -, gm(X))) = dim (Vect ((g;(X)) jej))
=dim (Vect ((N;(X)) jes))
=dim (Vect(g(X1) - §(Xn), -+, §(Xn-1) — §(Xn))).

Notons g = (g}) jej et remarquons que
{Qe2(X), Qg=0}={QePX), Qg=0}.

Ainsi on peut retenir seulement les contraintes g. Par simplicité d’écriture, on notera toujours g =
(8j) jej- Définissons la fonction

f:5”—»|Rl

n
q— 2 qi8(Xy).

i=1

Montrons que f est une submersion. Posonsy := fon™!: U — R!. Ainsi

n-1 n-1

Y@ =) q.8Xi)+ (1— > qi)g(xn).

i=1 i=1

Ainsiy est différentiable et pour tout g € U
Dy(q) = (8(X1) — g(Xn), -+, §(Xn-1) — §(Xn)).
Puisque
1g(Dy(q)) = dim (Vect(g(X1) — g(Xp), -+, §(Xn-1) — g(Xp))) =1

on en déduit que Dy(q) est surjective. Ainsi f est une submersion et& est une sous variété de dimension
n—1-1 par le lemme A.2.3. On peut donc conclure que 2! = =1 (&) est une sous variété de dimension
n—1-1du fait quey™" est un plongement en utilisant le lemme A.2.2. 0

Enfin énoncons une proposition donnant une condition suffisante pour vérifier I'égalité des
dimensions de la proposition 1.3.4.

Proposition 1.3.6. Notons pour tout k € [1, m], My (X) = gr(X) = (gk(Xl), e ,gk(Xn))T. Supposons
que

dim Vect ((1,---, 1), M1(X),-++, My (X)) = m +1.

Alors on vérifie I'égalité des dimensions de la proposition 1.3.4.
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Démonstration.
Puisque
dim Vect ((1,---, DT, My (X),-++, Mp (X)) = m+1
on en déduit que
dim Vect (My(X),-++, My, (X)) = m.
Ainsi il suffit de montrer que
dim (Vect(g(X1) — g(Xpn), -+, 8(Xn-1) — g(Xn))) = m.
Par la remarque B.1, cela est équivalent a montrer que
dim (Vect(N1(X), -, Nyp(X)=m
ot pour tout je[1,m] :
Nj(X) = (gj(X1) — &i(Xn), ++, & (Xn-1) — & (Xu)) T
Remarquons que pour tout j € [1, m]
M;(X) - g (X1, , DT = (gj(X1) — gj(Xn),+, & (Xn-1) — & (Xn),0) .
Ainsi
dim (Vect(Ny(X),++, Niu(X))) = dim (Vect (M;(X) — g (X)) (L, D) 1<jem)) -
Puisquedim Vect ((1,---, DT, My (X), -+, M} (X)) = m+ 1, on en déduit que

dim (Vecr ((M;(X) - g;(Xn)(A,-+, 1) Ni<jzm)) = m.



Mesure empirique informée par une information auxiliaire forte

Ce chapitre a pour objectif de définir la mesure empirique informée en exploitant le théoreme
1.3.1. Ce dernier nous conduit a nous intéresser a deux problemes d’optimisation distincts. La mesure
empirique informée s'obtient comme une approximation commune de la solution de chacun de ces
deux problemes de minimisation donnés. Par la suite, nous nous sommes intéressés a la répartition
des poids de la mesure empirique informée. Enfin nous proposons une généralisation de la mesure
empirique informée pour le cas d'une information auxiliaire forte donnée par une fonctionnelle de la
mesure P.

2.1 Motivations du chapitre 2

Au chapitre 1, nous avons injecté de I'information auxiliaire en projetant la mesure empirique sur
la sous variété informée. Cela nous a conduit a nous intéresser a la minimisation de la divergence
de Kullback-Leibler et de sa version duale. Puisque la divergence de Kullback-Leibler n’est pas
symétrique, nous avons affaire a deux problémes d’optimisation distincts. Le premier probléeme
d’optimisation est le suivant

arg min KL(P,|1Q)
Qeo!

oi1 ! est'ensemble des mesures de probabilités i coefficients strictement positifs vérifiant 1'infor-
mation auxiliaire I. Calculons

n

1 1
KLP,IQ) =) ;log(—)

i=1 nqgi

1 n
= —log(n) — - Y logg;.

i=1

35
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Ainsi le probleme de minimisation se transforme en un probléme de maximisation,
n
arg min KL(P,||Q) = arg max ) loggq;
g min KLPx/lQ g@g@,; 84

n
=argmax [] ¢;.
QE@I i=1
Dans le cas ol I'information auxiliaire I est donnée par la connaissance d’'une espérance d'un
vecteur de fonctions Pg, on retrouve la notion de vraisemblance empirique développée par Owen

(31] [32].

Le second probléeme d’optimisation est le suivant

arg min KL(Q||P,).
Qep!
Calculons

n
KLQIIPy) =) gilog(ng;)
i=1

=logn+)_ gilogqi.
i=1

n
arg min KL(Q||P,,) = arg min logg;.
g min KL(QIIP, ngy,i:Zqu gqi
Dans ce chapitre, on s’'intéressera a I’étude de ces deux probléemes d’optimisation dans le cas ol

I'information auxiliaire forte est donnée par un vecteur d’espérance. Une généralisation sera donnée
en fin de chapitre.

Notation 2.1.1. Soient (X},)en* © RF avec k> 1 et (Y) nen* < R deux suites de variables aléatoires.
On note :

e Xp=o0p(Yy) silasuite (%) N tend en probabilité vers 0 lorsque n tend vers +oo.
n neN*
e X, = Op(Yn) si (%) est une suite tendue.
nl ) neN*

2.2 Ftude des deux problémes d’optimisation

2.2.1 Premier probleme d’optimisation

Soit Xi,---, X; un échantillon de taille n € N* i.i.d. de variables aléatoires a valeurs dans & et de
loi inconnue P. On suppose qu’on dispose d'une information auxiliaire forte I donnée par Pg ou
g=1(g1,-,8m)" : & — R™ est une fonction intégrable et m € N*. Ainsi

2 ={Qe2 @), Qg=Pg}.
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Le premier probléme d’optimisation peut s’écrire de la maniere suivante
maxq Y7, log(q;)
Z?:l qi= 1»
Vie[l,nl, g; >0,
ny!  qi(g(X;)-Pg)=0.

Remarque 2.2.1. La condition n}._, q;(g(X;) — Pg) = 0 est donnée sous cette forme afin de faciliter

Uexpression de la solution donnée dans le théoreme 2.2.2.

Ce probléeme d’optimisation est connu sous le nom de vraisemblance empirique étudiée par
Owen [31] [32]. On notera 6, 1'’ensemble des contraintes

<€n={qe[o,u”, Y qi=1,n) qi(gX)-Pg) =0 }

i=1 i=1

Notons
Vke[1,m], Mp(X) = (gx(X1), -, gx(Xa)) T,

Yq€lo, 1", f(g) =) _logg;.

i=1

Enoncons le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2. Supposons que Pg appartienne a l'enveloppe convexe de {g(X1), -+, 8(X,)} et

dimVect ((1,---, 1), M1(X),-++, M (X)) = m +1. 2.1
Alors le premier probleme d’optimisation admet une unique solution q* = (q; -+, qy) € 6y. De plus
pour tout i € [1, n]
q; >0,
.1 1
d;

"1+, g(Xn)-Pg)

pour un unique A* € N7, {AeR™, 1+(A, 8(Xi) - Pg) = %}
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Remarque 2.2.3. L'hypothese (2.1) n'est pas restrictive puisque si elle n'est pas vérifiée cela signifie
que certaines contraintes sont inutiles. De plus, ces deux hypothéses sont des conditions suffisantes
pour sassurer que 2! est une sous-variété (proposition 1.3.4).

Démonstration.

Existence : Puisque Pg appartient a l'enveloppe convexe de {g(Xy), - ,8(X,)}, l'ensemble des
contraintes €, est non vide. Remarquons que €y, est fermé et borné. Ainsi €, est compact. On en
déduit par continuité de f qu'il existe q* € €y, tel que

n n
logg; =max)_logg;.
=1 1 i3

1

Notons que pour tout i € [1,n], q; >0 (dans le cas contraire, on aurait que }.!"_logq} = —oo). Ainsi
67* € cgn = {q E]O, l[n) Z?:l qi = 1! nz;lzl ql(g(Xl) _Pg) =0 }

Unicité : Par I'hypothese (2.1) et que q* est un maximum global de f sur €,, on peut donc
appliquer le théoreme des extrema liés. Ainsi il existe (A*, u) € R x R tel que

m
% * T
Df(q )=u(1»”w1)T+”jZ_17Lj (g/(X1) —Pgj,---,8;(Xn) — Pg;) .
On en déduit que pour tout i € [1, n],

1
? =u+n{d*, g(X;) - Pg).

i

Puisque Y.’ q7 =1, on a que
p=n,
.1 1
=TT, gX) - Pg)
Remarquons que
1
Viell, n], (‘71* €]0,1] <= 1+ (1", g(X;) — Pg) = E)’
n
flg=-) log(1+(1* g(X;)— Pg)) — nlogn.
i=1
Posons

i=1

C= ﬂ{/lelRm, 1+()L*,g(X,-)—Pg)2%},

VAeC, L) :=-) log(1+(A,g(X;)—Pg)).

i=1
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Notons que C est un ensemble convexe, fermé et non vide. Par dualité convexe, cela revient a minimiser
L sur C. Il nous suffit de démontrer que A* est 'unique minimum global de L. Puisque L est une
fonction différentiable et convexe, on a

VLA =0 1€ argmcinL.
En remarquant que

L g(X;) - Pg
VL /1 :O@ =
W 1:Zi 1+(A, g(X;)-Pg)

on en déduit que VL(A*) =0 car Z;‘zl ql’.k (g(X;)—Pg) =0. Ainsi A* est un minimum global de L sur C.

Pour montrer l'unicité, il nous suffit de prouver que L est une fonction strictement convexe. La matrice
hessienne de L est
" (g(X;)-Pg)gX)-PgT
Hess =Y (8(X;) — Pg)(g(Xi) 2g) '
=1 (1+,8(X)—-Pg)

Par I'hypothese 2.1, on a
dimVect(M;(X)-Pgi(1,--+, DT, M (X) = Pgm(1, -+, 1)T) =m.
En posant la matrice A € My, m([R)

g1 X1)-Pgr - gm(X1)—Pgm
A= : :

gl(Xn) _Pgl gm(Xn) _Pgm
et puisque m = rg(A) = rg(AT), on en déduit que
dimVecr(g(X) - Pg,-+-,8(Xn) — Pg) = m.
Ainsi la matrice Hessy, est définie positive. On peut donc conclure que L est strictement convexe et
A* = argminL(A).
AeC
a

Afin de déterminer A* numériquement, introduisons la fonction suivante définie pour tout

zeR,
1

log(z) siz>

log, (2) = )
log(1/n)—3/2+2nz—(nz)*/2 siz< ~
Remarquons que le polyndéme atteint son maximum en z = % > % On pose alors pour tout
AeR™
n
L.(A) = -} log, (1 + (A, (g(X:) — Pg))). 2.2)

i=1

Enongons maintenant la proposition suivante montrant qu'il suffit de minimiser L, sur R :
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Proposition 2.2.4. Supposons que Pg appartienne a 'enveloppe convexe de {g(X1), -+, 8(Xn)} et
dim Vect ((1,---, 1), M1(X),-++, My (X)) = m +1. (2.3)
Alors
Af = arg;rlrelui%rlln L.(A)

avec L, donnée par (2.2).

Démonstration.
Par ce qui précede, il existe une unique solution q* telle que

1 1
Vie[l,n], g =—
retlml, q; nl+{1*,g(X;))-Pg

pour un unique 1* € (!, {AeR™, 1+(A, 8(Xi) - Pg) = %} Puisque L. est une fonction différen-
tiable et convexe, il suffit de montrer que L, est strictement convexe et VL. (1*) = 0. Tout d’abord
calculons le gradient de L. pour tout A € R™

VL. =) Lid)
i=1

ol pour touti € [1,n]

_ §(Xi)-Pg
1+(A, X;)-P
li (A) = A, (g(X;)—Pg)))

2n+n?(l+ A, gXi)-Pg)(gX;)—Pg) sil+{A,g(X;)—Pg) < %

sil+(A,g(X;)-Pgy>1

Puisque A* € (-, {AeR™, 1+(A, g(X;) - Pg) = %}, on en déduit que
VL.(1*)=0.

Montrons que la fonction L, est strictement convexe sur R™. La matrice hessienne de L, est
n
YAeR™, Hessy, (M) =) h;i(A)
i=1

ot pour touti € [1,n]

(1+(A,(g(X;)—PgN)?

;)= )— T
. (gX)-PREX)-PYT 1 . ) (g(Xi)—Pg)>%
i) =
n?(g(X;) - Pg)(g(Xy)—Pg)T si1+(A,(g(X;)—Pg) <+

Par I'hypothese 2.3, on en déduit que la matrice hessienne de L, est définie positive. Ainsi L, est
strictement convexe. O
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Dorénavant on supposera que Pg = 0 quitte a poser h = g — Pg. Notons Ap=A*et énoncons un
théoreme limite portant sur A, :

Théoréme 2.2.5. On suppose queE| g(X)|? < +oo et X est définie positive. On suppose aussi que les
hypotheses du théoreme 2.2.2 sont satisfaites. Posons~ = Pgg’ etX, =P,gg’. Alorsona:

L maxl<z-<n | < in,g(Xi) > = o0p(1).
3. ﬁ;t,, = N (0,2” 1).

Remarque 2.2.6. On peut remplacer Z,;, par la variance empirique de g. En effet :

1
2, =Var,(g + (P,y8) ' Png=Var,(g) +op (ﬁ)

Démonstration (du théoréeme).
Tout d’abord montrons que | A, = O, (\/Lﬁ) Onécrit Ap = ppbp 0ttpp =20, 0,1l = 1. On pose pour

tout A e R™
1 & g(X;)

A o -
pA= lzil+</1 gXi)’

Par définition de /1”, ona 4)(1,1) =0. Ainsi
0= ||¢(7Atn)|| =1p(pn0)l =1 0n, P(prOn)) |
Remarquons que

1 LG Pn{0n, g(Xi))
0= 9}’1» nel’l = — 8}’1» 1-
| On plonOn)) 1= —1¢ l:zl 1+ 0,(0n, 8(X1))

g(Xi)) |

1 " (0, 8X))g(X)) 1

= — nenr _Hn; Xi

—lont i_lepnwn,g(Xi» ( i:zlg( |
X)gxnT

=11 Z 8XIEXD) 4\ ip gl

1 +Pn<9ny g(X;))

car |0, = 1. Ainsi

Pn g1 gXg(Xi)"
P
IPagl = Z T+ pnOm g XD | "

Posons Z,, = maxj<i<, |8(X;)|l. Puisque
|14+ 0r0n, g(Xi)) <1 +pn max | {On, (X)) |

<1l+pnZn
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ona

On
P 0l o(X x)Te,=—-"2
[ ng” Z g( l)g( i) 0p= 1+ann

07=,.0,.
n(+pnZy) nzo i

De plus 9,{2,10” = infyg)=1 073,60 =0, oito, estla valeur propre minimale de Z,,. Ainsi

Pn

P =
P8l T o0z,

Op.

De plus, nous avons le résultat suivant concernant g ,,.

Lemme 2.2.7. Notonso (resp. o) la valeur propre minimale de X (resp. X ,). Alors :

p.s.

n—-+oo

o>0.

On

Démonstration (du lemme).
Posons y,(0) = (£,,0,0) et w : COR™) — R définie par y(f) = infjg|=1 f(0). Montrons que vy est
continue. En effet

ly(f) -y = lellf f1(9)—”51|1_f f20) ]

<|fi— f2llco-

Ainsiy est 1-lipschitzienne donc continue. De plus, puisque |Z, — X - p+
—1+00

0 et par continuité du

produit scalaire, on a

I-loo, p-s.
n >
n—-+oo

En utilisant la continuité de v, on a que

wirn) —F—y ).

Donc
p.s.

n—-+oo

Ona

Pn__ _ IPLgl <=>pn(1— ZnIIIPngII) - IIPngII‘
1+pnZn On On On

Il nous suffit de montrer que Z,|P, g|l tend en probabilité vers 0 pour en déduire que p, = Op (\/iﬁ)
Pour cela, nous allons utiliser le lemme d’'Owen (1990) [31].
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Lemme 2.2.8. Soit (Y;))nen+ Une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Ry et Z,, =
maxj<j<, Y. Si EY? < +00 alors

Zn = Op(\/ﬁ);
1 n
=Y =0,/
niz1

PuisqueE| g(X)|? < +oo, on en déduit par le lemme que Z,, = op(v/n). Dot

Zn P
ZulP,gll = ﬁ\/ﬁllﬂ)ngll — 0.

Puisque p;, = ||/1 I, on obtient que ||/1 | = OP(\F) Ainsi

max | (A,, (X)) | < IA,]l max |g(X;)ll
1<i<n 1<i<n

= AnllZn
1
= 0p(1).
Nous avons donc prouvé la premiere assertion du théoreme a savoir que

max | (An, (X)) 1= 0, (D).

Concernant la seconde assertion, écrivons

0= ¢(in) - l &
niS 1+ Ay, g(X)
1 . (An, g(X))? )
— Y [1- A g(X)y + —220 | o(X;)
n ;( 1+ (An, g(X))
+=) (Xi).

)A 1 & (A, g(X)?
niS 1+ (A, g(X)

1 n
=P,g- (Z Y g(xngxn”
i=1

Doty )
A 1 & (A, g(X))
ZpAn =P _an—l (Xi).
niZi14+(Ag, g(Xi))
En utilisant le fait que
1 1 1

1+ maxi<i<, | (An, g(X)) | 1+ mn,g(x,» 1-maxj<i<p | (An, §(X1)) |
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onaquemaxi<j<n m =1+op(1) et

n lg(XnII3

< —IM ”y

(A, (X))
>
i=1| 1+</1n;g(Xz)> |

Ly L8l vy
n;;51+ <An; g(Xi))

< (1+0,A) 1,12 ( Z ||g(Xl)||3)

i=1

1
<(1+op(1))op( )op(\/‘)—op(\/_)

car II)L 1|2 —Op( )etparle lemme d’'Owen ([31]) £ Z” 1||g(X,)||3’—op(\/_) Ainsi puisque

A

An=2,'Png+o0p

)
\/ﬁ
on Obtient que

Vi, = N (0,z7.
O

2.2.2 Second probléeme d’optimisation

Dans cette sous-section, on conserve le méme cadre que dans la sous-section précédente. On
s'intéresse au second probléeme d’optimisation suivant

ming Y. | g;log(q;)
Yriai=1,
Viell,nl, g; >0,
ny!  qi(gX;)-Pg) =

Posons
n
Vg e€lo, 11", o(q) =) qgiloggq,.
i=1

Rappelons les notations suivantes

{qewl Zq,—l Zq,(g(X)—Pg) }

i=1 i=1
Vkel,ml, Mp(X) = (gr(X1),++, ge(Xu) .

Le théoreme suivant énonce I’existence et 'unicité de la solution du second probleme d’optimisa-
tion
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Théoréme 2.2.9. Supposons que Pg appartienne a l'enveloppe convexe de {g(X1), -+, 8(X,)} et
dim Vect ((1,---, 1), M1(X),-++, My (X)) = m +1. (2.4)

Alors le second probleme d’optimisation admet une unique solution q* = (qy,-+-, q,) € €y. De plus
pour touti € [1,n]
gt = exp ((1*, g(X;) — Pg))
FX exp((A,8(X)) - Pg))

pour un unique 1* € R™.

Démonstration.

Existence : Puisque 6,, est compact (démontration du théoreme 2.2.2) et ¢ est continue, il existe
q* €6, tel que

n n
*1 * —mi -1 .
i:ZIq, 0g4; gg}gi;ql 084

Unicité : Par I'hypothése 2.4 et que q* est un maximum global de ¢ sur 6€,, on peut donc
appliquer le théoreme des extrema liés. Ainsi il existe (1%, u) € R™ x R tel que

m
Dp(q") =p(,-+, D"+ Y A% (g;(X) - Pgj,-+-, 8 (Xa) - Pg;) .
j=1
Ainsi pour tout i € [1, nJ
logg; +1=p+ (A", g(X;) - Pg).
Du faitquey.! | q; =1, on en déduit que

p=1-log| > exp((1*, g(X;) - Pg))) )

i=1
g = exp ((A*, g(X;) — Pg))
! " _,exp((A*, g(X;) - Pg))’

En injectant cette expression, on a

YA, g(X) - Pg)exp ((A*,g(X;) - Pg)) n
Zn * . —IOg Z (
o exp((A*, g(X)) - Pg)) =
-tog{ 3 exn

o(g") = (A", 8(X)) —Pg>))

A EL (8(Xi) - Pg)exp ((A*, g(X)) - Pg)))
X exp ((A*,8(X;) - Pg))

(A", X)) —Pg))|.
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Puisque Y | q* (g(X;)-Pg)=0,0na

Y (g(X) - Pg)exp ((A*, g(X;) - Pg))

;’zlexp(m*,g(Xj) -Pg))

Ainsi

n
i=

p(q*) = —log( exp ((A*, g(X;) —Pg))).

1
Posons la fonction F : R — R définie par
n
YAeR™ F(A) = —log(z exp ((A, g(X;) — Pg))) :
i=1

Par dualité convexe, cela revient a maximiser la fonction F sur R"™. Cette fonction est différentiable et
concave. Ainsi VF(A) = 0 est équivalent a A € ar g maxyegm F(x). Dans notre cas

-7 (g(X;) - Pg)exp ({4, g(X;) - Pg))
X7 exp((A,g(X)) - Pg)) '

VFA) =

Dot VF(A*) = 0. Il reste a montrer que F est strictement concave. Pour tout j, k € [1, n]

0°F X, (8;(X))— Pg)(gk(Xy) - Pgi)exp (A, 8(X)) - Pg))
0o, o exp((A,g(X)) - Pg))
. Y (gj(Xi) - Pgjexp((A,8(X)) — Pg)) X1, (gx(Xi) — Pgr) exp (¢4, 8(X;) — Pg))
Y7 exp((A, g(X)) - Pg)) X7 exp((1,8(X)) - Pg)) '

En notant pour tout A e R™

exp ({1, §(Xi) — Pg))

i exp((L,g(X)) - Pg))’

qi(A)bx,.
1

Viell,nl, qgi(A) =

Qn (/1) =

n

l
Notons que pour tout A € R™, Q, (1) est une mesure de probabilité. La matrice hessienne de F est
Hessp=—-Varg,)(g—Pg) =-Varg,x (g <0.

En utilisant 'hypothese 2.4, on peut en déduire que la matrice hessienne de F est définie négative.
Ainsi F est strictement concave. On peut conclure a l'unicité de la solution. O

De cette démonstration, on en déduit qu'il suffit de maximiser sur R la fonction suivante

F, : R™ — R
A — —log(Xl exp (A, g(X)-Pg)))
afin de trouver 1*.
Notons A, := A*. On supposera aussi dorénavant que Pg = 0 quitte a poser h = g— Pg. Ainsi il
est possible d’obtenir un théoreme limite pour 1, :
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Théoréme 2.2.10. On suppose queE| g(X)||> < +oo et T est définie positive. On suppose aussi que les
hypothéses du théoréme 2.2.9 sont satisfaites. Posons X = Pgg’ etX, =P,gg’. Alorsona:

1. maXi<i<n| < Ap, g(Xi) > 1= 0,(1).

2 Ap=-3;P,g+o0, (\/Lﬁ)

3. Vnd,=> N (0,27)).

Remarque 2.2.11. De méme on peut remplacer X, par la variance empirique de g.

Démonstration (du théoréeme).
Tout d’abord montrons que | A, = O, (\/Lﬁ) On écrit A, = pp0y, ot p, 20, 10,1 = 1. On pose pour
tout A € R™

PN =) qi(MgX;)

i=1
oll
exp (1, g(X)))
i exp (A, g(X;))

qi(A) =

Par définition de /1”, ona (p(/in) =0. Ainsi

0=lpAN = 1p(nBn) |l =1 On, (0O .
Ennotant S,,(A) = "_1 exp ((1,8(X;))) >0, 0na
HT

exp ,On@ g(X;))g(X;) =0.
Snmn)lzl (nfn 81X0)

En utilisant la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 on a que pour tout i € [1, nl, il existe r; compris
entre0 et01 g(X;) tel que

exp (pnf, §(Xi) =1+ pnb, g(X;) exp(ppry).

Notons "1 la sphére unité dans R™. Ainsi

T n QT
O, 0T (X)) g(Xi) = ——1 P ,g ~ Y 07 (X)) exp(pnry)
500 ; xp (pnf, 8(Xi) & R Snmn) Z 28 p(p
no’ npy
> —Y Ol g(xi)*1,r
S " S A T Z & bng(Xp=
HT
> 0 p, gy 00 —Z(BTg(X,)) L7 g(xy=0

Sn(An) Sn(An) pesi-



2.2. ETUDE DES DEUX PROBLEMES D’OPTIMISATION 48

carr; =0 lorsque@ g(X;)=0.Dou

T

n9n npn -
A T — Y (0" g(x)*1 0 <0.
Sn(An) "8 Sp(An) pesn-1 nZ LA 1oTg(x)=0

S,,(/l )

En multipliant par === et en remarquant que 0,1 = 1, on obtient que

pnglg}rf —Z(BTg(X,)) lgrgixp=o0 < IPngll.

Il nous suffit de montrer queinfyc gn1 - DR 07 g(X))? g7 g(x,)=0 tend en probabilité vers une constante

strictement positive afin d'en déduire que p,, = Op ( Pour cela, nous avons besoin du lemme tech-

mque suivant.

i)

Lemme 2.2.12. Ona:

inf —Z(HTg(Xl)) Lo7g(x)20 = inf P67 g)*1p7 420> 0.

feSm-1 —+00 geS§m-1

Démonstration (du lemme).
Posons pour toutf € S™!

1 n
¥ =—3 07 gX)1grgx20

i=1
Montrons dans un premier temps quey , est continue. On munit S™! de la topologie induite de R™.
Définissons pour touti € [1,n]

h; : sl R
6 — 0TgX).

Posons 1 : R — R définie par 1(x) = x*1 = avec x € R. Remarquons que pour tout i € [1, n] les fonctions
h; et l sont continues et

1 n
Yn®0) =—=>_loh;(0).
niz

Ainsi pour tout n € N*, y,, est continue sur S™ 1.
Posonsy : C°(S™ 1) — R définie pary (f) = infjg|=1 f(0). Montrons que est continue. En effet

[w(fi)—w(fo) | =linf fi —inff> |
=1fi- f2lloo-

Ainsiy est 1-lipschitzienne donc continue. En remarquant que

1
wlyn) = Inf — ;(QTg(Xi))zlng(Xi)zo
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il suffit de montrer quey, converge p.s. uniformément versy oil pour tout € S™!
y(0)=PO"g?* Lgrg=0
Pour cela remarquons que pour tout € S™!
[y n(0) =6 = P~ P)O 8)° 197 g=0)-
On pose la classe de fonctions
F={hg:x— HTg()C))Zlng(x)zo ,0e8m 1.
Puisque la sphére S™ 1 est compacte, pour tout x € & l'application 0 — hg(x) est continue et

sup |hgl<llgl*eL'(P),
feSm-1

on en déduit que la classe & est P-Glivenko-Cantelli. D'oti

Illoos p-S.
—_—

Yﬂ n—-+oo

En utilisant la continuité de v, on a que

p.s.
v(Yn) e w(y).
On peut conclure que

inf P(0"g)*1p7450.

—+00 HES”FI

1 n
inf =Y ©07g(x))%1 N
BeSm—ln;( g( 2 07g(X)=0 n

Enfin démontrons que
. T 42
gelgniz:—lp(e 8) 1grg=0>0.

Par le théoréeme de continuité sous l'intégrale, puisque P| g||*> < +oo, l'application 0 — P07 g)? lgrg=0
est continue. Par compacité de la sphere, il existe 0, € S™ ! tel que

: T 2 _ T 2
pdnf PO &) lgrg=0 = PO, 8)"1g1 g=o-

Raisonnons par l'absurde et supposons que P(0. §)*1g7 45 = 0. Ainsi P-p.s. x, 0. g(x) < 0. Autrement
dit
POl gx)>0)=0.
Remarquons que
0=60/Pg="P0g=PO!1pre<

Ainsi P-p.s. x, 01 g(x) = 0. En notant que X est une matrice définie positive, on obtient une contradic-
tion

0=P0lg)?=0"Pgg’0.=0"30, >0.
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Puisque pp, = | Anll, on en déduit par le lemme que

R 1
IAnll = Op (ﬁ) ’
max | (A, (X)) | < 1A, max | g(X)ll.
1<i<n 1<i<n

Il nous suffit de démontrer que maxi<;<n | g§(X;)| = op (v/n). Pour cela, nous allons utiliser le lemme
d’Owen (1990)

Lemme 2.2.13. Soit (Y;,)nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R, et Z, =
max<j<, Y;. SIEY? < +oo alors

Zp = Op(\/ﬁ);
12

=2 ¥ =0,(Vn).
iz

Puisque [EIIg(X)II2 < 400, on en déduit par le lemme d’Owen que maxy<;<, 1g(X;)|l = op(\/ﬁ).
D’oit la premiére assertion

1111;2(1| An, (X)) = op(1).

Concernant la seconde assertion, appliquons la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2. Plus précisé-
ment pour tout i € [1,nl, il existe s; compris entre0 et 0! g(X;) tel que
2
exp (00, §(X0) = 1+ pnb, 8(X1) + p% (0, §(X)” exp (0nsi)
A A 2
=1+ A g(Xp) + (AL g(X)) exp(onsi).

Ainsi
ex (X (X3)
SM" IZ p(Ang(XD) g(X;
=— Z — ) g(X)gXy) Z( e (X)) exp (pnsi) g(X0).
(/1 i=1 Sn(/ln) i=1 i=1
En multipliant deux deux c6tés par == S”M") , on obtient
1 & ar 2
0=Pug+Zpdn+ 3 (Ang(X0) exp(pnsi) g(Xi)

—

1=

~ 12 .
— I A, =P,g+ - > ()ng(Xi))zexp (pnsi) 8(Xp).
i=1
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Pour conclure il suffit de montrer que

1 & 1
Z; g(Xz eXp(ani)g(Xi) Op (ﬁ)
Par le lemme d’Owen et par la premiere assertion, on a
exp (onsi) < exp (pn|0£g(Xi)|) <exp (glﬂ);li,{g(Xi)l) =1+0,(1) (2.5)
1 n
ZZ lg(X)I® = 0,(vV1) (2.6)
s g 1
”An” :Op - |- 2.7)
n
Ainsi
1§ AT s o2l ¢ 3
;Z( 78(X0)" exp (pnsi) g(X) sexp(lrgig Mng(XiN) 1Anll ;_an(x,-)n
1
<(1+0,(1))O ( )0 (Wn)=o ( )
p P p P\Vn
D'ou

A _ 1
An = —anl]:"ng+ Op (ﬁ) .

On peut alors en déduire que
Vi, = ¥/ 0,z7.

O

2.3 Approximation commune de la solution de ces deux problemes d’op-
timisation et définition de la mesure empirique informée

Soit X;,---, X;; un échantillon de taille n € N* i.i.d. de loi P inconnue. On suppose qu’on dispose
d’une information auxiliaire forte I donnée par une collection finie d’espérance Pg ot g: & — R
est une fonction mesurable. Quitte 4 poser = g — Pg, on supposera que Pg = 0. On note 2/ la
sous variété des mesures de probabilités (a poids strictement positifs) a support dans I'échantillon
vérifiant I'information auxiliaire I. Dans la section précédente, nous avons étudié séparément les
deux problémes d’optimisation

arg min KL(P,11Q), (2.8)
Qep!

arg min KL(Q||P,). 2.9)
Qep!
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On suppose que les conditions d’existence et d'unicité de la solution sont satisfaites. Ainsi par le
théoreme 2.2.2, la solution du premier probléme d’optimisation est donnée par

1
. w_-_
Vie[l,n], ql‘ - n 1+<//i(rll),g(Xl)>

Par le théoréme 2.2.9, la solution du second probleme d’optimisation est

I (e ol

Viel[l,n], g~ = p
’ Sn(AP)
n
SnA) = 3 exp (A, g(Xp))).
k=1
On notera
L 1
PY =Y qVoy, (2.10)
i=1
& 2
PP =3 gPoy,. 2.11)
i=1

On remarque que la solution de chacun de ces deux problémes respectifs n'admet pas de forme
explicite puisque A et 1%?) g’obtiennent par optimisation. De plus il est difficile de privilégier une
solution par rapport 4 une autre puisqu’on ne sait pas si 2! est autoparalléle (voir le théoréme
1.3.1). Il est donc nécessaire d’obtenir une approximation commune de ces poids.

Proposition 2.3.1. Supposons que X = Varpg est inversible. Notons X, la variance empirique de g.
Alors pour tout j € [1,2] et pour touti € [1,n]
() ()
qi] =Ppi +£i{n'

avec

() 1
max |e’ |=0,|—
lsisnl ””| p(n),

1 _ _
pi=—(1-gXD"Z;'Prg + Png) 2, 'Prg).

De plus
n
Y.pi=1,
i=1

n
Y pigX;)=0.
i=1
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Démonstration.
Traitons tout d’'abord le cas j = 1. Pour touti € [1, n]

q. " =——F .
Yo+ AD, g(x))

Par le théoreme 2.2.5, on a

max [(AY, g(Xp))| = 0,(1),
1<k=n

A _ 1
AV —31p g o) ﬁ)
Ainsi

1 A

q;" =~ (1= (A, g (X)) + 0, ()
1 _ 1
= 1-¢2,'Png g(Xi) - (0p (ﬁ) ,8(Xi)) + Op(l)).

Puisque max) <<, | g(Xi) |l = 0, (v/1), on en déduit que

g\ == (1-(Z,'Png (X)) +0p(1))

SI—3|=

1
(1—(2;1uﬂ>ng,g(X,-)>)+op( )

n
De plus puisque + (P,8)"2,'P g = 0, () alors

1
#nef)
Traitons le cas j = 2. Pour touti € [1, n]
exp ((ig),g(Xm)

@ _
Sp(A?)

q;

n
avec S,(AP) = exp (1, g(Xy))).
k=1

Par le théoreme 2.2.10, on a

max [(A?, g(X;))| = 0, (1),
1<k=<n

A 1
2 -1
A2 = 3 1p, g+ Op(\/ﬁ)'
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Ainsi
1 N
@ _ 1 @) ,
i nsn(ig)) exXp (<An ’g(Xl»)
Ll 14 (A2, g(x) + 0, ()
- A ) 1
n $,(AD) " b
— 1-(Z,'Prg, g(Xi)) +¢ ( ! ) g(Xi)) + (1))
=——F>|1- n& §(X)) +{op|—=|,8(X)) +0p
ns,(A%) " vn
1 n
=————(1-(;'Png, 8(X)) + 0,(1)).
nS,(AY) "
Montrons que sn(L/lEf)) =1+ 0,(1). En utilisant l'inégalité e* = 1+ x pour tout x€R, ona

S,(A?)

1+A2 p,g) < Sexp(mkax I<;1§f),g(Xk)>I)-
<n

1=

Puisque les deux termes d’encadrement tendent en probabilité vers 1, on en déduit que —o- =

$,(A?)
1+o0p(1). Do

1
g®? = —(1+0,(1) (1-(=;'P,rg (X)) + 0, (1)

1
1 -1
= — (1= (2, 'Png, 8(X) + 0p(1).
De méme puisque ~(P,8)"2,'P,g = 0, (%) alors

1
@ =prvan(l)

n
Enfin remarquons que

n
Y pi=1-(Pug) 2, Pug+Prg) 'z, 'Prg=1
i=1

n
Y pigX)=Prg-P,gg ' Prg +Pg@rg) 2, Prg =Prg-Pug=0
i=1

car,=P,gg’ -P,gP,g)’.0O

On peut a présent définir la mesure empirique informée.

Definition 2.3.1. La mesure empirique informée est définie par
I n
[FDn = Z p iaXi
i=1
ou pour tout i € [1, n],

1 _ _
pi=- (1-gXn"z,'Prg+ Prg) 2, 'Pug).



2.3. APPROXIMATION COMMUNE DE LA SOLUTION 55

Remarquons que pour toute fonction mesurable f: & — R
Prf =Pnf —covn(g, ) Z,'Prg. 2.12)

On retrouve alors 'estimateur adaptatif de la mesure avec information auxiliaire étudiée par Mickael
Albertus [4]. Cette derniere est un cas particulier des travaux de Tarima et Pavlov [37].

Remarque 2.3.2. La mesure avec information auxiliaire étudiée par Mickael Albertus [4] est obtenue
en cherchant P! f de la forme

I T
P.f=P.f+x.Png
ol x, € R™ est le minimiseur de l'application

x€R™— Var (Ppf+x'Prg).

G £ 5 L ; -1 .
La solution a ce probléme de minimisation est donnée par x! = —covp(g, )T (Varpg)™" . Du fait
que P n'est pas connue, x* n'est pas calculable. Ainsi on utilise l'estimateur empirique de x* qui est

xl'=—cov,(g, AT (Varng)_l. On en déduit l'estimateur adaptatif de la mesure avec information

auxiliaire donné par

[P’if = IPnf+x,fang =P,f - covn(g,f)TZ#IPng.

Exemple 2.3.1. Illustrons graphiquement la répartition des poids sur I’échantillon entre ces quatre
mesures IP%D, IP(nz), IP,Q et P,. Pour cela, on génere n = 500 variables i.i.d. de loi P = .A4'(0,1) et on
injecte I'information auxiliaire I donnée par le moment d’ordre 1 et le moment d’ordre 2. On trace
la courbe associée a la répartition des poids de P!, P(nn, IP(nz) et P, respectivement. Nous réalisons
cette expérience deux fois (graphique de gauche et de droite de la Figure 2.1). On remarque que la
répartition des poids est similaire entre ces trois mesures PS), IP(nZ), PL. De plus, on observe que la
répartition des poids est aléatoire. Une étude sur cette répartition est faite a la sous-section 2.4.2.

La proposition suivante établit que la mesure empirique informée P/, est une mesure de proba-
bilité presque stirement a partir d'un certain rang.

Proposition 2.3.3. Supposons qu'il existe € > 0 tel que P| g||*"¢ < +oo. Alors presque sitrement i
partir d'un certain rang

n
PL=) pibx,
=

est une mesure de probabilité.
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0.00200 0.0022
0.00175

0.00150 0.0020

0.00200 0.0022

0.00175

0.0020
0.00150

0.00200 0.0022

0.00175

0.:0020

0.00150

-3 -2 -1 o 1 2 3 -3 -2 -1 o 1 2

FIGURE 2.1 - Comparaison entre [Pﬁl (en bleue), P&}’ (en verte), IP%Z) (en rouge) et P, (en noire). Nous
réalisons cette expérience deux fois (graphique de gauche et de droite)

Démonstration (de la proposition).
Par la proposition 2.3.1, il suffit de montrer que presque stirement a partir d'un certain rangmin; <<, p; >
0. Pour cela nous devons généraliser le lemme d’'Owen [31] :

Lemme 2.3.4. Soit (Y,))nen+ uUne suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R, et Z,, =
max<j<p Y. SIEY} < +oo avec s > 0 alors

1/
Zp=0ps.(n %),

YiS+1 - Ops(nl/s).
1

n
i=

S|

Démonstration (du lemme).
PuisqueEY® < +o0,0na:
Y P(Y{ > n) < +oo.
n=1
De plusP(Y}® > n) =P(Y,; > n) car lasuite esti.i.d. etP(Y, > n) =P(Y, > n''s) carles Y; sont positives,
on obtient
Y P(Y, > n''S) < +oo.
n=1
Par le lemme de Borel-Cantelli
P (limsup {Y;, > nl/s}) =0.

Ainsi p.s. Yy, > n''S est vérifié que pour un nombre fini de n (ce nombre dépend de w € Q). Ainsi p.s.

Zy > n''* est vérifié que pour un nombre fini de n. Le méme argument s'applique pour Z, > An''$
pour un A > 0 quelconque. Dol

: Zn
limsup——<A p.s..
1/s

n—+oo N
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Cette inégalité est vérifiée p.s. pour tout A appartenant a un ensemble dénombrable. Prenons Ay, = %
pour me N*. On a alors p.s.

1
< —.
1/s m

ol
0 <liminf —— <limsup
n—+too 'S poteo N

En faisant m — +o0, on obtient

0.

V4
lim =% :=liminf = =limsup

n
n—+oo pl/s = n—too pl/s 100 NL/S -

D'ott 7y, = 0y s, (n''$). Concernant la seconde assertion, il suffit de remarquer que

1 ¢ 1_Zny 1/
S+ S _ N
0<—) V7" =—=) YV =0ps(n'")
i=1 i=1
par la loi forte des grands nombres. O
Puisque P| g||**¢ < +oo pour un certain € > 0, on a par le lemme précédent

maxj<i<n I§(X)Il  p.s.

n—-+oo
Remarquons que

min np; =1- max g(Xi)TZQI[P’ng+ ([Png)TZ;llP’ng,
1<i<n l<is<n
| max g(X;)"2;'P,gl < max |g(X))"2;'P,gl
l<i<n l<is<n
< max IIg(Xi)IIIIZQIII 1P, gll.
l<i<n

Il suffit de montrer que

p.s.
n—+oo

1
n+e P, gl 0.

Pour cela, nous avons besoin d’'un théoreme de Wellner et Van der Vaart [38] :

Lemme 2.3.5 (W et VdV). Soit % une classe P-mesurable ayant une fonction enveloppe mesurable F.
Alors pourp =1

MenlZlpp S TAP)NElp2vp

1
J(1,%) = sup fo \/1 +logN (el Fllgz2, F,L*(Q)) de.

Qprobabilité discrete

Linégalité est vraie a une constance multiplicative pres qui dépend seulement de p.
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Appliquons ce théoreme dans un cadre plus général que sous Uhypothése A . Plus précisément on
lapplique a % ; = {g;} pour j € [1, m]. On souhaite démontrer que pour s > 4

0.

1 p.s
ns||P
IPagll —

(e o]

Remarquons que J(1, %) = 1. Fixons a > =5 et on suppose que P g||“ < +oo. Notons a, = Vn(P,—P).
De plus, remarquons que

m
P(n'S|Pugll>€) < Y P(n'* |P,gj1>€)

j=1
= Z Pl an(g)) 1> %e)

Ji

1/s

Il

-~
1l
—

P an(g) %> (=%

E(l an(g)) 1%)
noc(l/Z lls)ea

IA
lagt

i ”g] ”PZva

2s fad
Puisque a*5= 2 > 1, cette quantité est sommable en n. On peut donc utiliser le lemme de Borel-Cantelli
P2 0.
—+00

Dans notre cadre s = 4 + €. Posons la fonction définie pour tout x €]2,+oo[ par

pour conclure que n*’S|P, gl

()—z_x
L) =——.

Par une étude de fonction, il est possible de montrer que pour tout x > 4, p(x) < x et ¢(4) = 4. Puisque
§>4, on a le résultat souhaité

0.

e p.s
a+e ||

nie||P,gl e

De plus, les poids (p;) ieq1,,) sont tres proches de % comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.3.6. Soit a €]0, 1[ et supposons queE (Il g Xl ﬁ) < +o00. Alors

1 p.S.
n% ( max p; — — | —— 0.
l<isn nj) n—+oo
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Démonstration.
Tout d’abord remarquons que

1 1
n“(maxpi——)= maxn“(pi——).

1<i<n n l<isn n

Puisque pour tout i € [1,n],

1 _ —
pi=—(1-g(X0"%,'Pug+ Pug) 2, Pug)

alors
1 1 _ -
n“ (pi - ;) = |Prg) 2, 'Prg—g(X)" 2, 'Prgl.
Observons que (P,g)'2,'P,g - p'j 0 et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
—+00

18X 2, Pag 1= 12, P g g (Xl < 12, P gl 1Illlg?g;||g(Xi)||-
PuisquelE (IIg(X) I ﬁ) < +oo alors par le lemme 2.3.4 on obtient que
max [|g(X)ll = 0p.s. (n7%).
1<i=n

Ainsi on en déduit que

maxi<i<u I§(X)I  p.s

nl-a n—-+0o

1 1 _ _
max | n® (pl- - 5) < — | Pr2) 2 Pug | +1IZ, NP2

1<i=n “ pl-a

2.4 Généralisation a une information auxiliaire forte donnée par une
fonctionnelle de la mesure P et étude de la répartition des poids sur
I'échantillon

2.4.1 Généralisation a une information auxiliaire forte donnée par une fonctionnelle
de la mesure P

La généralisation a une information auxiliaire forte donnée par une fonctionnelle de la mesure
P a été étudiée par Mickael Albertus dans [4]. Dans cette section, nous en donnons une présentation

avec quelques modifications en mettant en lumiere la structure de mesure. Soit Xj, -+, X;, un échan-
tillon de taille n € N* i.i.d. a valeurs dans & et de loi P inconnue. Dans cette section I'information
auxiliaire est représentée par la connaissance g1 (P),---, gn(P) avec m € N*. Posons g = (g1, , &m) T,

Afin de prendre en compte ce nouveau type d’'information auxiliaire, il est nécessaire de supposer
quelques conditions de régularité pour I'information auxiliaire g(P).
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Hypotheses 2.4.1. Soit & une classe de fonctions de carré intégrable.

1. Notons # =1{g1,- -, gm} une classe de fonctions définies sur [°°(%) a valeurs réelles.
Soit #p > 0. Pour tout h € A, h(P) est défini et pour tout Q € [*°(F) vérifiant || Q| g < fo,

h(P+Q) = h(P) + Qo ¢p(P) + Rp(Q)

ou @y, : I®°(F) — Vect(Fy) et Fj, est un ensemble fini de fonctions définies sur & et a
valeurs réelles. Puisque # est finie et quitte a agrandir &, on peut supposer que pour
tout h € A, ¥ < . En munissant Vect(%},) de la topologie de la convergence simple et
[°°(%) muni de sa norme | - || #, 'application ¢ est continue. Enfin R, : [*°(%) — R est une
application vérifiant sur une boule centrée 8 en |'origine, |R, ()| < || - II; pour un certain
q>1.

2. Pour tout h € A, Var(pp(P)) existe et est inversible.

Remarque 2.4.1. Toute condition faite sur la classe de fonctions & doit aussi étre vérifiée sur
Unese Fn- Notons que puisque F est finie, Upe 72 F1, est une classe Glivenko-Cantelli et Donsker dés
qu’elle est incluse respectivement dans LY(P) et L2(P).

La classe de fonctions /£ contient donc I'information auxiliaire.

Exemple 2.4.1. Donnons quelques exemples :
» Espérance : Si g(P) = Pf pour une certaine fonction f alors

0g(P) = f.

 Variance : Si g(P) = Varp f pour une certaine fonction f alors
Fe=Af, [,
0g(P)=f*-2fPf.

e Covariance : Si g(P) = covp(f1, f>) pour deux fonctions intégrables fi, f>: & — R alors

Fe =11, f2 i f2}
pg(P)= fifa— fiPf2— f2Pfi.



2.4. GENERALISATION ET REPARTITION 61

 Inverse deI'espérance: Si g(P) = po pour une certaine fonction f alors

_ —f
2s)= e

o Espérance conditionnelle :Si g(P) = % pour une certaine fonction f et pour A c % alors

gg = {1A)f1A}’
(f —P(f1A)14

On peut définir la mesure empirique informée en généralisant (2.12) de la maniére suivante
PL() =Puf + An(f)- (8(P,) - g(P))
ol f: % — Restune fonction intégrable et
An(f) = —covu(pg®y), AT Varn(pg @) "

Posons Z ,(f) = covn(qog([P’n),f)T ety = Varn(cpg(an)). Remarquons que [P’fl est toujours une
mesure. En effet

PL(f) =Puf —covn(@g®n), /) 50 (g(Py) — g(P))
=Pnf —Pu(fog®n) 253,(8Pn) = 8(P)) +Pulpg(Pp)) 251, (8Pn) — §(PYP,(S)

n1
=Y~ (1-0g®n (XD 25, (8Pw) ~ (P +Pulgg (Pu) 25, (8(Fr) ~ 8(P) [ (X0).
i=1

Ainsi on peut en déduire la définition de la mesure empirique informée par g(P).

Definition 2.4.1. Soit I une information auxiliaire donnée par g(P). On appelle mesure empirique
informée par I la mesure définie par

n
PL=Y pidx,
i=1
ou pour tout i € [1, n]

1
pi=—(1 —pgPn) (X)) 25, (8Pr) — §(P) +Prl@g(Pn) 253, (8(Py) — 8(P))).
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Remarque 2.4.2. e Remarquons que dans le cas ot 'information auxiliaire I est donnée par
des espérances, la mesure empirique informée coincide avec la mesure empirique donnée dans
la définition 2.3.1.
o Cette mesure est une mesure de probabilité presque siirement a partir d’'un certain rang.
o Afin d'exploiter au mieux l'information auxiliaire, nous pourrons utiliser le processus (qui est
presque une mesure) défini comme suit,

h(P5*) = hPD Lheig,, gt + BP) Lnetgr - gnl-

ol h est une fonction définie sur [°°(F).

2.4.2 Ftude de la répartition des poids sur 'échantillon

On observe un échantillon X, ---, X;, de taille n € N* i.i.d. de loi P inconnue. On suppose qu'on
dispose d'une information auxiliaire forte I donnée par la fonctionnelle g(P). Les poids (p;)ic[1,n)
sont données pour tout i € [1, n],

1 Te-1 Ts-1
pi:E(l_(ﬂg(Pn)(Xi) 2,0 (8IPR] = gIPD +Prlpg(Pr) Zgyn(g[lpn]_g[P]))-
On pose

Yn(y) =(Ap, y) + By,
@n(x) =(A,, (Pg([pn)(x» +By=yy O(Pg([FDn)(x)

1
Ay = —;zgl(g[[@n] —gl[PD),

1
Bu=— (1+(Z;'Pugy(P), g1P ] ~ gIPD).

Par conséquent, on remarque que pour tout i € [1, n],
Pi=@n(Xi) = Yo pgPr)(Xy).

Ainsi les poids sont modifiés par une transformation affine composée par la fonction ¢4 (P;).
Dans le cas ou g(P) = Ph pour une certaine fonction & intégrable alors ¢¢(P) = h. Dans ce cas

1
Ap=—=2'P®,h-Ph),
n
1
Byp=—(1+(,'P,h,P,h— Phy),
n

Pn(X)=wpoh(x), xeX.
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Ainsi lorsque h est a valeurs réelles, on peut remarquer que si & est monotone alors les poids
associés a I’échantillon ordonné sont aussi ordonnés. La courbe associée est la courbe représentative
de la fonction ¢,,. De plus, on peut aussi remarquer que p.s. pour 7 assez grand B, > 0 pour une
information de type Ph. Ainsi si k(x) = x alors la courbe représentative est une fonction affine.

Exemple 2.4.2. Faisons quelques simulations afin d’illustrer cela. On génere n = 500 variables
aléatoires i.i.d. de loi P = 4(0,1). On suppose qu’on dispose d'une information auxiliaire forte
I. Apres avoir ordonné I’échantillon dans I'ordre croissant, on trace la courbe représentative ¢,,.
On réalise I'expérience deux fois pour chaque h. Dans la Figure 2.2, la fonction est k(x) = x et on
observe que la répartition des poids est linéaire mais le sens de variation est aléatoire. Dans la Figure
2.3, la fonction est h(x) = x* et on remarque la répartition des poids est répartie selon une parabole
qui est tournée aléatoirement vers le haut ou vers le bas. Enfin dans la Figure 2.4, la fonction est
h(x) = (x,x?) et on observe que la répartion des poids est donnée selon une portion d'une parabole
(transformation affine de h).

0.00205
0.00200
0.00195
0.0021
0.0020
0.0019

-3 -2 -1 o 1 2

FIGURE 2.2 — On injecte I'information auxiliaire donnée par Ph avec k(x) = x pour tout x € R

00023
0.0022
00021
0.0020
00020
00018
00016

FIGURE 2.3 — On injecte 'information auxiliaire donnée par Ph avec h(x) = x2 pour tout x € R
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0.0026 1

00024 1

0.0022 1

00020 4

0.00225

0.00200 4

0.00175

0.00150 1

FIGURE 2.4 — On injecte I'information auxiliaire donnée par Ph avec h(x) = (x, x%) pour tout x € R



Résultats asymptotiques pour I'injection d’information auxiliaire forte

Dans ce chapitre, nous établissons des résultats asymptotiques du type Glivenko-Cantelli et
Donsker pour la mesure empirique informée dans le cas d’'une information auxiliaire forte. De plus,
nous quantifions le gain apporté par l'information auxiliaire en s'intéressant a la diminution de la
variance asymptotique.

3.1 Résultats du type Glivenko-Cantelli et Donsker sous des hypotheses
minimales dans le cas d’'information auxiliaire donnée par des espé-
rances

Soit (X;,) nen une suite i.i.d. a valeurs dans & et de loi P inconnue. On suppose qu’on dispose
d’une information auxiliaire donnée par Pg avec g = (g1, , &m) : & — R mesurable. Pour tout
n € N*, on note P/, la mesure empirique informée (2.3.1) et al, = /n (PL, - P) le processus empirique
informé. Dans cette section, on souhaite obtenir des résultats de type Glivenko-Cantelli (GC) et
Donsker sous des hypothéses minimales.

Notons que pour une classe de fonctions &, |P], - P| & = sup reg [Pnf — P fln'est pas forcément
mesurable. Ainsi on peut prendre le majorant mesurable minimal || Pfl - PII;,. On pourra consulter a
ce propos le chapitre 1 de 'ouvrage [38].

Le résultat suivant énonce un résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique
informée.

Théoréme 3.1.1. Soit F une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F € L*(P). On dispose
d’'une information auxiliaire donnée par le vecteur Pg. Alors

p.s.
n—+0o

0

I *
P - PJI%,

avec P! définie comme dans la définition 2.3.1.

65
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Démonstration.
Remarquons que pour tout f € F,

1A (DI = llcova(g, HTZ
< Vm\/Var,fIZ,;'| max \/Var,g:
<Vl Fllpe, 12, | max /Var,g;.
D'ont

* * p.s.
1P} = Pl < 1Py — Pl + IPugll sup | An ()l —— 0.
feF n—-+oo

Nous avons aussi un résultat de type Donsker.

Théoréme 3.1.2. SoitF une classe P-Donsker. On suppose qu'il existe une enveloppe F € L?(P). Alors
al = G; dans I1®°(%)

ot G1(f) = G(f) —cov(g, /)T 1G(g) avec f € F,X = Varpg et G est un P-pont brownien standard
ayant presque stirement des trajectoires continues pour la semi-distance p*(f1, f») = Varp (fi - f2)
pour tous fi, f> € L>(P).

Démonstration.
Tout d’'abord remarquons que

aﬁt(f) =an(f)— cov(g,f)TZ_lan(g) +0p(1).
En effet

(covn(g, N1, —cov(g, ITZ ) an(g) = (covn(g, /)T —covig, HT) T, an(g)
+cov(g, N1 (2, -Z7 N an(g).

Le second terme se traite de la maniere suivante
lcovp(g, N1 (Z,' = Han(@)l < Vmy/Varpf max \/VarpgilZ,' =X llan (@)l
< Vm max \/VarpgillFllpp) 12, =27 lan(@)l = 0p(1).
Le premier terme de la maniére suivante

l(covn(g, /)T —covp(g, NZ, an(@ <P fg—Pfg—PufPnglliZ,; lla,(gll
<vm max [P, —Pll IZ, lan(g)l
lsjsm 1

+IP,FlIP,gIIZ, Han (@]
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out pour tout j € [1,m], F; = {g; f, f € F}. Montrons que pour tout j € [1,m], &; est P-Glivenko-
Cantelli. Fixons j € [1,m] quelconque. Puisque g est intégrable sous P alors {g;} est P-Glivenko-
Cantelli. De plus par les hypotheses faites sur &, on en déduit que & est P-Donsker et donc P -Glivenko-
Cantelli. Posons ¢(x,y) = xy avec x,y € R. Remarquons que ¢ est continue et F; = ¢({g;},F). On
conserve donc le caractére P-GC pour & ;. D'ou puisque | est quelconque,

12}2’5,1 1P = Pllg, = 0p.s.(1).

Ainsi

sup [(covn(g, NHTZ,; - covl(g, f)TZ‘l)an(gn) = 0p(1).
feF

Posons pour tout f € &,
Wa(f) = an(f) = cov(g, )T an(g)

et montrons qu'il converge en loi vers le processus souhaité. Tout d’abord par le théoréme central
limite, on a

o an(f)) (G(f))
VfEJ’((xn(g) = Ga))’

En posant l'application continuey ¢(a, b) = (a, cov(f, 2)'z7'b),ona

an(f)
cov(g, NTZla,(g)

G(f)

VieZF ,Yu(f) = ( coy(g,f)TZ_lG(g)

):w?(f)=(

En fait pour tout k € N* on a la convergence multivariée pour f = (fi,..., fi) € F* en posant l'appli-
cation continue

Vr(ay,...ax) = (g (@, ger), oo ¥ g (ak, age1))

et en utilisant le théoréme central limite multivarié pour (fi, ..., fi, 8. Finalement on peut en déduire
que

(Walfi) e, Wa(fi0) " = (G — covp(g, f)T=71G(g), -+, Gfi) — covp(g, f) '271G(g)) .

Montrons que W,, = Gy dans I°°(¥). Pour cela, on va appliquer le lemme technique suivant.

Lemme 3.1.3. Soit X, : Q; — [°°(T) une suite d'applications. Alors ces deux assertions sont équiva-
lentes :

e Ona

1. Pour tout (ty, ..., ty) € T, (Xn(t1),..., Xn(tx)) converges en loi vers un vecteur aléatoire dans
R* pour tout k € N*.

2. Il existe une semi-distance p telle que (T, p) est précompact et pour toute >0,

limlimsupP* [ sup |X,(s)—X,(f)|>€¢]|=0.
6—0 n p(s,)<d



3.1. RESULTATS ASYMPTOTIQUES 68

e [lexiste X : Q) — I°°(T) un processus stochastique mesurable et tendu tel que

X, = X dans[°°(T).

Tout d’abord vérifions que p.s. W, € [*°(F),

Wil < 2max(||an||g, sup|(Pf@) = a,(g)l
fe&F

sZmaX(llanllg,\/ﬁlgl,ax VVarpgillFll i IZ7 Hllan (@1 < +oo.
<Is=m

Par ce qui précede, le point 1. est vérifié (convergence fini-dimensionnelles). Il nous manque a vérifier
le point 2. Pour cela, prenons la semi-distance de L*(P), p*(f1, f2) = Varp (fi — f2) pour tout fi, f> €
L2(P). Puisque & est P-Donsker, (%, p) est précompact. Calculons maintenant

limsup P* ( sup | Wi(fi) = Wi(f2) I> 26)
n pf1,f2)<é

<limsup IP*( sup maX(Ian(fl)—an(fz)l.l(covp(ﬁ—fz)g)TZ‘lan(g))l)>e)
n pf1,f2)<6

<limsup P* ( sup lan(f1) —an(f2)l >€)
n p(fi,f2)<b

+limsup p* ( sup m max \/ng’p(fl’fz)”Z_lllllan(g)” >€)
n p(fi,f)<6 I<ism

<limsup P* ( sup |an(f1) —an(f2)l >€)
n p(f1.f2)<b

+limsup P* (5\/ﬁlmax VVarpgilZ Hllan (@l > 6) )
n <is=m
Concernant le premier terme, puisque & est P-Donsker alors

limlimsupP*( sup |a,(fi)—an(f2)|>¢€)=0.
6=0 n p(fi,f2)<8

Concernant le second terme, en utilisant le fait que
lan (@l =1G@I

on a par le théoreme du portemanteau
limsup P* (6\/ﬁlm_ax VVarpgilZ Han(g) > e)
n <i=m
<limsup P* (6\/ﬁlmax VVarpgi 12 Hllan(g) = 6)
n <is=m

<P* (6\/%112251 VVarpgilE IG(@)1 = 6).
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Puisque §v/mmaxi<i<m \/VarpgilZ I G(@)l = 0p(1), on en déduit que

limlimsup P*[ sup | W,(fi)—W,(f2)|>2¢|=0.
0=0 n p(fi,f)<0

AinsiW,, = Gy dans [*°(%).0

Enfin énonc¢ons une proposition montrant que la variance du processus limite G; est plus
petite que celle de G.

Proposition 3.1.4. Soit & une classe P-Donsker. Alors pour tout f € &, la variance du processus
limite est

Var(Gi(f)) =Varpf—covp(g, f)TZ_lcovp(g, b

et Var(Gy(f)) < Var(G(f)). De plus, Var(G;(f)) < Var(G(f)) des que covp(g, ) #0.

Démonstration.
Calculons la variance de G (f) pour f € &,

Var(G(f)) = Var(G(f) - covp(g, /)27 G(g))
= Var(G(f)) + Var (covp(g, )T27'G(g)) - 2cov (G(f),covp(g, /)71 G(®)
=Varpf +covp(g, )T WWarpgzcovp(g, f) —2covp(g, /)TZ  covp(g, f)
= Varpf - covp(g, ) 27 covp(g, f).

Puisque >~ 1> 0, on en déduit que covp(g, f)TZ_lcovP (g, f) =0. Ainsi

Var(Gi(f)) < Var(G(f)).

Lorsqu’on injecte plusieurs informations auxiliaires décorrélées I, la variance limite du proces-
sus limite informé par I peut s’écrire en fonction des variances limites des processus informés par
chacune de ces informations auxiliaires. Plus précisément, supposons que nous observons 7 € N*
réalisations de X = (Z1,--, Z,;;) avec m € N* et pour tout k € [1, m], Z;. est une variable aléatoire.
Pour tout k € [1, n], les variables Z; sont a valeurs dans Z;. < R”* avec my € N*. Notons P = PX laloi
de X et P = PZk laloi de Zi pour tout k € [1, n]. De plus, on dispose d'une information auxiliaire sur
chacune de ces m variables notée I} pour tout k € [1, n]. On note I I'information auxiliaire donnée
par I,---, ;. Pour chaque k € [1, n], 'information auxiliaire I} est donnée par Pi gy = E(gx(Zy)).
On suppose que g1 (Z1), -+, 8m(Z,) sont décorrélées deux a deux. Posons pour tout k € [1,m],
gr(x) = r(xp) avec x = (x1,++,Xp) € Fy x - x Zy et g = (g1,++,&m). Fixons f € L?(P). Par le
théoréme 3.1.2, la variance du pont brownien informé par I est

Var(Gi(f)) =Varpf —covp(f,8) (Varpg)_1 covp(g, f).
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, 8m(Zm) sont décorrélées deux a deux, la matrice de covariance est

Puisque g1(21), -
Varpgy - 0

Varpg = : . :
0 --- Varpgm

Ainsi la matrice inverse de la covariance est
-1
(Varpg)

Varpg = :
(Varpgm)_1

Ainsi on en déduit que
U 1
Var (Gi(f))=Varpf-)_ covp(f,gk) (Varpgk)~ covp(g f)
k=1

=Y Varp(Gr(f))-(m-1)Varpf.
k=1

3.2 Extension des résultats asymptotiques a des fonctionnelles

Dans cette section, on généralise les résultats asymptotiques de la section précédente a des fonc-
,8m(P) avec m € N*. On souhaite obtenir des résultats

tionnelles de la mesure P de type g, (P),-
asymptotiques sous des hypotheses minimales. Les démonstrations de ces résultats sont similaires

a ceux de la section précédente. Rappelons les notations principales de la section 2.4,

PL() =Puf + An(H) - (€P,) - g(P)),
ah(f) =Va@Pnf —Pf)+An(f) - VR(gPy) - g(P))
An(f) = =Z1,0()Z55, = —cova@gPn), /) Vary(pgP,) ™"

ol f est un fonction de carré intégrable. Enongons un lemme technique portant sur A,,.

Lemme 3.2.1. Soit % une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F € L*>(P). On a

. p-s. -l
D) Zin n—»+<: X1 f— covP((pg(P),f)T.
.. -1 ps -1 _ -1
i 2, R 2, =Var(pg(P))".
5 4 p-s, Il A=—Zl(')22_1.
n—-+oo

> @g(P). Par définition

p
n—-+oo

Démonstration.
Tout d’abord puisque & est une classe P-Glivenko-Cantelli, alors ¢ ¢ (P )
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de l'application ¢4, on a
k
0g(P)=) Aifi,
i=1

k
(Pg(”:bn) = Z }Li,nfi,
i=1

p.s.
//{/i'n > /11.
n—+oo

Commencgons pari). Soit f € F, alors

1Z1,,(f) =Z1 ()l

k k
<) Aincovn(fi, /)= Aicov(fi,
i=1 i=1

k k
<1)_Ain—Adcova(fi, P+ Y Ailcova(fi, ) —cov(fi, M

i=1 i=1
k
< klFll2py max Id; = Aill+ Y IA; I max |cov(f;, f) — cov(fi, .
1<i<k i-1 1<i<k

Par ce qui précede, le premier terme tend p.s. vers 0. Concernant le second terme, il se traite de la
maniere suivante

1rgiel<)§€I(covn(f,-,f) —cov(fi, )l = lrgigclﬂ%fﬁ —Pffi—PunfPnfi—Pfil

< max [Py - Pllg, + P, F| fBﬁ’ilP"ﬁ - Pfil

1<i<k

ouZ;=1{fif,f € F}aveci € [1, k]. Montrons que pour tout j € [1,k], &; est P-Glivenko-Cantelli.
Fixons j € [1,k]. Puisque f; est intégrable sous P alors {f;} est P-GC. De plus & est P-Glivenko-
Cantelli. Posons ¢(x,y) = xy avec x,y € R. Remarquons que l'application ¢ est continue et F; =
¢(igj}, F). On conserve donc le caracteére P-Glivenko-Cantelli pour . D'oll

max |P,-Pl%: =0, (1).
lsjsm” n ”gj p.s.(1)

1l est clair que le second terme tend p.s. vers 0. Ainsi
(SUp max |(cov,(fi, f) - cov(fi,f)l) = 0p.s.(1).
feg1sis
Doty

(Sup ”ZI,n(f) -21(f) ”) = Op.s.(l)-

feF

Concernant la seconde assertion

IVarn(pg(®n)) —Var(pg(P) = llcovn(pg(Pr), pg(Pr)) — cov(pg(P), pg (P
=1 Y AinA]cova(fi, f)— Y. Aidjcou(f, .

1<i,j<k 1<i,j<k
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. A 2 2 2 T . .S.
En faisant le méme découpage que précédemment et en utilisant le fait que || A;, n/ljr " —/lixljr I ;pT—» 0,
’ — 400
on obtient

p.s.
n—+00

0.

IVarn(pg(Pr)) = Var(pg(P)

Enfin en utilisant le fait que Var (g (P)) est inversible et que l'application déterminant est continue,
on en déduit que p.s. a partir d'un certain rang Var,(pg(Py)) est inversible. Puisque l'application
Aw— A7V est continue dans GL,,(R), alors on obtient le résultat souhaité a savoir que

p.s.

n—-+oo

o0 =Vary(pgPy) 3l =Var(pg(P) ™.

Concernant la troisieme assertion, elle se déduit des deux précédentes par découpage. En effet

sup [An(f) = A < sup 21,2 (f) = Z1(NIIZZ5 1+ 1255, — 25 I sup 121 ()]
feF feF

feF
p.s.

—_—
n—-+oo

Enoncons un résultat du type Glivenko-Cantelli.

Théoréme 3.2.2. Soit.F une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F € L?(P). On dispose
d'une information auxiliaire donnée par g(P). Alors

p.s.
n—+o00

P} - Pl 0

avec P!, définie comme dans la définition 2.4.1.

Démonstration.
Remarquons que pour tout f € F,

IAR () = llcovn(pg®n), HTZ50

<vm Varnfllzg’},lll lrgg)fn,/Varn(pgi(Pn)
<Vm|Fll2p)IZ5| max \/Var,pg, ).

De plus, observons que

IP), =Pl <Py - Pl +1g(Ps) - g(P)| ;ug AR (DI
€

Par le lemme technique 3.2.1, on a

-1 p.s. -1
”zz,n” IISI}%)r(nV Vﬂrn(Pgi (Px) oo 1= IISI}ESU,(”\/ Vd"P(Pgi (P)).
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Ainsi il suffit de montrer que g(Py,) 22, g(P). En effet pour touti € [1,m]
8iPp) =gi(P+Py—P)=gi(P)+([Pp—P)owg (P)+ Ry, (Py— P).

Puisque @, (P) € LY(P), on en déduit que (P, — P) o @g,(P) tend p.s. vers 0 lorsque n — +oo. De plus il
existe q > 1 tel que

Ry, (P = P) < (IPy - Pl 5)7 —=——0.

+00

Le théoréme suivant est un résultat du type Donsker .

Théoréme 3.2.3. Soit.F une classe P-Donsker. On suppose qu'il existe une enveloppe F € L?(P). Alors
al = G; dans I1®°(%)

ot Gi(f) = G(f) — cov(pg(P), f)nglG((pg(P)) et G est un P-pont brownien standard ayant presque
stirement des trajectoires continues pour la semi-distance p*(fi, f2) = Varp (fi — f2) pour tous fi, f> €
L*(P).

Démonstration.
Fixons f € &. Tout d’abord remarquons que par le lemme technique

ah () =an(f)+ Au(f)VREP,) - g(P)) +0p(1).
De plus, puisque
Vn(gPy) - g(P)) = an(@g(P) + VnRg (P, — P)
Vil Rg Py = P)lloo < VAP, = Pl ——0
ona
ah(f) = an(f) +An(Han(@g(P) +0p(1).
De la méme maniere que dans la démonstration du théoreme 3.1.2, on a
al(f) =an(f) +A(fHan(pg(P)) +0p(1).
Posons pour tout f € F
Wi (f) = an(f) - COV((Pg(P),f)Tzz_lan((Pg(P))

et montrons qu'il converge en loi vers le processus souhaité. Par le théoreme central limite multivarié
et en utilisant la stabilité de la convergence en loi par une application continue, on a de maniére
similaire que dans la démonstration du théoreme 3.1.2

(Wo(f), -, Wa ()" = (G1(f)), -+, G1(f)) " .
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pour toutk e N*, fi,---, fr € & et pour tout j € [1,k] :
Gi(fj) =Gr(fj) - COVP((Pg(P);fj)Tz_lG((Pg(P))-

Montrons que W,, = Gy dans I°°(&). Pour cela, on va appliquer le lemme technique suivant.

Lemme 3.2.4. Soit X, : Q;, — [°°(T) une suite d'applications. Alors ces deux assertions sont équiva-
lentes

e Ona

1. Pour tout (ty,..., ty) € Tk, (X,(81), s X (tx)) converges en loi vers un vecteur aléatoire dans
R* pour tout k e N*.

2. Il existe une semi-distance p telle que (T, p) is précompact et pour toute >0 :

limlimsupP*( sup |X,(s)— X, ()| >¢€) =0.
6—0 n p(s,)<d

e Jlexiste X : QO — [°°(T) un processus stochastique mesurable et tendu tel que :

X, = X dans [°°(T).

Tout d’abord vérifions que p.s. Y, € 1°(F)

p.s 1Yl =maX(IIanllgmsupIcovP(qog(P),f)TZZ‘Ian(q)g(P))I)
feZF
smax(nanng,\/ﬁnFan(p) max \/Varpgg (PIZ;'| ||an(<pg(P))||)
< +00.

Par ce qui précede, le point 1. est vérifié (convergence fini-dimensionnelles). Il nous manque a vérifier
le point 2. Pour cela, prenons la distance de L*(P), p(fi, f2) = Varp (fi — f2) for all fi, f> € L*(P).
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Puisque & est P-Donsker, (¥, p) est précompact. Calculons maintenant

limsupP* ( sup |Wy(f1) — Wr(f2)I >€)
n p(fi,f2)<6

ZP*( sup rnaX(Ian(ﬁ)—an(fz)l,lcovP(wg(P),fl—fz)TZZ‘Ian(wg(P))I)>€)
p(f1,f2)<6

slimsupl]:"( sup |an(fi) —an(f2)l>€
p(f1,/2)<6

+lim sup P*

sup Vmp(fi, )max\/Var PN ey (@g (P> e
flfzpqS mp(f1, f2 PPg; 2 n(@g )

<llmsup[P’ sup lau(fi)—ax(fo)l>¢€

p(f1,f2)<6

(
[

+limsupP* (\/_5 max Varp(pgl(P)Illlz2 ||||an((pg(P))||>€)
n

Concernant le premier terme, puisque & est P-Donsker

limlimsupIP*( sup Ian(fl)—an(f2)|>e):0.
0=0 n p(fif2)<0

Concernant le second terme, en utilisant le fait que

lan(@g (PN = I1Gl@g(P)I

ona

lim:uplP (\/_612314 V/ Varpg, (PIZ; la,(pq (P >e)
slimnsup[P’* (m612as)r§1\/ Varpg,(P)IZ5 [l an(@g (P 26)
<P* (\/ﬁé)“lrsr}as)’(n,/Varptpgi (PIZ IGpg (Pl = 6‘)

par le lemme de porte-manteau. Puisque

vm md max \/ Varppg (P)I1Z;" ||||G(<pg(P)))—»0

on en déduit que

limlimsup[P’*( sup |W,(fi)—W,(f2)l>€|=0.
6=0 n p(fi, o)<

Ainsi W, = Gy dans [°°(&).0



Injection d’information auxiliaire faible et résultats asymptotiques

Dans ce chapitre, nous souhaitons injecter une information auxiliaire plus affaiblie et de diffé-
rentes natures. Ces derniéres peuvent étre des estimations d'un parametre issues de sources indépen-
dantes, des ajouts de données indépendantes, un choix entre plusieurs valeurs avec une mesure de
préférence associée. Nous étudions chacune de ces informations auxiliaires et nous établissons des
résultats asymptotiques pour ces mesures empiriques informées.

4.1 Information auxiliaire faible issue de sources indépendantes al’échan-
tillon initial

4.1.1 Information auxiliaire faible donnée par des estimations issues de sources indé-
pendantes

On observe un échantillon Xj,---, X}, i.i.d. de taille n € N* et de loi P. On suppose qu’on a acces a
des estimations auxiliaires de certains parameétres basées sur des échantillon indépendants de taille
différentes. Cependant nous n’avons pas acceés aux bases de données indépendantes mais seulement
a des estimations issues de ces bases de données. Plus formellement, on a K = 1 échantillons
indépendants Yj 1, -+, Yi ;n, ol my € N* est la taille du k-ieme échantillon et (Y} ;)1<i<m, sont i.i.d.
de loi P. Notons que pour tout k € [1, K], m;. est une fonction de n. Pour tout k € [1, K], on a acces
aux estimations suivantes gy 1 (Pp,), , 8k,r, Pm,) avec ry € N* , on notera gy = (k15" > 8kri) -
Q— g1(Q). On pose

&= (gk)lzem,K]]

I'ensemble des informations auxiliaires de taille m = ZIk(:l Tk

Remarque 4.1.1. Dans le cas oui l'information auxiliaire est donnée par des espérances Pg,--- ,Pgx
alors il est possible de reldcher I'hypothese de la loi des données auxiliaires en supposant que Q := PY
vérifie Qg = Pgi pour tout k € [1,K].

76
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Ainsiilya ZIk(:l ri informations auxiliaires. Et notons

Pg(P) = (g, (P) jcpy ks

les différentielles de chaque information auxiliaire. Enfin on fera I'hypotheése suivante

cr€R;.

n—+oo

n
Vke[l,K] , —
mi

On utilise les mémes hypotheses que dans la section 2.4.

Hypotheéses 4.1.1. De plus, on suppose que ces informations auxiliaires vérifient les conditions de
régularité suivantes pour une classe de fonctions & :

1. Notons ./ = {g1,:,gm} une classe de fonctions définies sur [*°(%) a valeurs réelles.
Soit 7y > 0. Pour tout h € A, h(P) est défini et pour tout Q € [*°(&) vérifiant ||Q|l g < fo,

h(P + Q) = h(P) + Qo (P) + Rn(Q)

ou @y : I®°(F) — Vect(Fy) et Fj, est un ensemble fini de fonctions définies sur & et a
valeurs réelles. Puisque ./ est finie et quitte a agrandir %, on peut supposer que pour
tout h € A, ¥, < . En munissant Vect(%},) de la topologie de la convergence simple et
[*°(&%) muni de sa norme | - || &z, I'application @ est continue. Enfin Ry, : [°(ZF) — R est une
application vérifiant sur une boule centrée 2 en 'origine, |R, ()| < || - IIZZ pour un certain
q>1.

2. Pour tout h € A, Var(pp(P)) existe et est inversible.

Posons

81 (Pml)
IK,n =
gK([FDmK)

On cherche une mesure empirique informée de la forme
Prf =Puf + ML) (§Pn) ~ Ikn):

avec f : & — R une fonction mesurable. Cela permettra de généraliser la relation (2.12) a une
information auxiliaire faible. Notons

[FDml(Pgl (P)
jn,K =
Py g (P)

En suivant la méme approche que dans la remarque 2.3.2, on s’intéresse a un certain probléme de
minimisation permettant d’obtenir a terme A (f).
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Proposition 4.1.2. Posons

Varppg, (P)
w0 0
Ceg= 0 0
0 0 Varp,:lpik (P)

et supposons que Varpgg(P) + nCq est inversible. Alors le parameétre A" (f) qui minimise pour toute
fonction intégrable f : X — R U'application suivante

x€R™ — Var (Ppf +x" - Pnpg(P) - Ix,n)

est
NY(N)T = —covp(f, pg(P)) (Varppg(P) +nCq) .
De plus
aVarppg (P) 0 0
Ce= lim nCy= 0 0
0 0 cxVarppg,(P)

Remarque 4.1.3. Dans le contexte de la remarque 4.1.1 et en notant Q := PY,ona

Varog
- 0 0
Cyg = 0 0 )
0 0 o
caVarggr 0 0
G = 0 0
0 0 cxVarggk

Démonstration.
Fixons f : & — R une fonction intégrable et soit x e R™. Alors

Var (Puf +x" - Prpg(P) - Ix,n))

1
== (Varpf +x" (Varppg(P))x +2cov(f, pg(P)x) + x Cox

(Varpf +x" (Varppg(P) + nCg) x +2cov(f,pg(P))x).

S|=



4.1. SOURCES INDEPENDANTES 79

On pose pour tout x € R™
y(x) =Varpf +x" (Varppg(P) + nCq) x +2cov(f,pg(P))x.
La différentielle de v en x est alors
Dy (x) =2(Varpg(P) + nCq) x+2cov(f,pg(P)".
Puisque Varpgg(P) + nCyg est inversible alors
x=—(Varppg(P) + nCq) ™" cov(f,pg(P)).
Ainsi
A(f) = —cov(f,pg(P) (Varppg(P)+ nCq) ™.
g

Puisque nous ne connaissons pas P, A" n'est pas calculable pour une fonction intégrable
f: % — R donnée. Ainsi on remplace A” par une estimation empirique donnée par

A (f) = —cov(f, @) (Varypg(Pn) + nCe )~

ou
Varnrfzfl (Pr) 0 0
Cg,n = 0 .. 0 )
0 0 Varn,(iiK ()]
Cgn=nCgp.
On pose

Z1,n(f) = covp(f,gPn)),
z“2,1’1 = Varn(Pg(I]:Dn) + an’n.

Ainsi AZL(f) = —Zl,n(f)zz_}r

Definition 4.1.1. La mesure empirique informée P/, associée a I'information auxiliaire faible don-
née par des estimations issues de sources indépendantes est définie par

n
Pi = Z Qi6Xi
i=1
ou pour tout i € [1, n],

1 Ts-1 Ts-1
qi = ; (1 — Qg (P)(X3) Zg_n(g(Pn) —Igpn) + Pn((pg(lpn)) zzyn(g([l:bn) - IK,n)) .
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Enongons a présent un lemme technique utile portant sur A”.

Lemme 4.1.4. SoitF une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F € L?(P). On suppose
que Var(gg(P)) + Cg est inversible. On a :

Il
D) Z1p 2225 f s covp(@g(P), O
i) 5%, n”j_ ;1= (Var(pg(P) + Co) ™"
i) A7 w» A=-3,()Z3"
Démonstration.

Lassertion i) a déja été prouvée dans le lemme 3.2.1. Il nous reste a démontrer l'assertion ii). Tout
p.s
ci et Varn((pgk([P’n)) P Var((pg(P)) , On en

d'abord puisque pour tout k € [1,K], - —
—+00
déduit que

Varppg(Py) + Cq n — Var((pg(P)) + Cq.

Enfin en utilisant le fait que Var(@g(P)) + Cg est inversible et que l'application déterminant est
continue, on en déduit que p.s. a partir d'un certain rang Var, (g (Py)) + Cg ,, est inversible. Puisque
lapplication A — A~ est continue dans GL,,(R), alors on a le résultat souhaité

Z =Varypg(Py) + Cg, — 22 =Var(pg(P))+ Cg
Pouriii). Ce dernier se déduit des deux précédents par découpage, en effet
sup [An(f) = A < sup 21,2 (f) = Z1(DIIZZ 51+ 1255, — 25 T sup 121 ()]
feF feF

feF
p.s.

—_—
n—-+oo

On en déduit un résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée.

Théoréme 4.1.5. Soit F une classe P-Glivenko-Cantelli ayant une enveloppe F € L?(P). On dispose
d'une information auxiliaire faible donnée par des estimations issues de sources indépendantes. Alors

0

I P
1P, — Pl —

—+00

avec P! définie comme dans la définition 4.1.1.
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Démonstration.
Notons m = Zlk(:l 1 le nombre de fonctions auxiliaires et on réindexe ces derniéres de1 a m. Remar-
quons que pour tout f € &,

IAR () = llcovn(pg®n), HTZ5 LI

<\/Var,fIIZ5}, lrsniasyrcn\/Varncpgi P,)
< Vil flize,) 12,0 max \/Varypg @)
<VmlFl e, 125l max \/Varypg, r).

" ¥ ..
||[P>,I1 =Pl <IPp—Pllg +118Pn) — Ik,nll sup [An () 220
feF n—oo

par le lemme technique précédent 4.1.4 et que g([Py) — I 0.0

n—oo

On souhaite maintenant obtenir un résultat du type Donsker. Tout d’abord remarquons que par
le lemme technique 4.1.4, il suffit d’étudier la convergence en loi du processus

an(f)+Af)-Vn(gPn) - Ix,n)-
Par les conditions de régularité portant sur les informations auxiliaires, on a

8k Pn) — gk(Pm) = Py — P)(@g, (P)) + Rg, (P, — P)
= (P, — P)(@g, (P)) = Rg,(Ppy, — P)
_an(pg(P)) A (@g,(P)
vn U

en remarquant que le reste tend p.s. vers 0 pour une classe P-Glivenko-Cantelli. Ainsi il suffit
d’étudier la convergence en loi du processus sur une classe de fonctions %,

+Rg, Py, — P) — Rg, Py, — P)

my (Pg, (P))
T
an(pg(P))
al(f) = an(H+AD -V | L o)
v A (Pg, (P))
TV

ol1 f € #.Enoncons a présent un théoréme du type Donsker pour la mesure empirique informée.

Théoreme 4.1.6. Si % est une classe P-Donsker alors

afl = Gy dans I*° (%)
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ou
Ve Gi(pg, (P)
G1(f) =G(f)+ A(f) - | Glpg(P) — :
VCek Gk (g (P))
et G,Gy, -+, Gk sont des P-ponts browniens indépendants deux a deux.

Remarque 4.1.7. Dans le contexte de la remarque 4.1.1, Gy,---, Gk sont des Q-ponts browniens
indépendants deux a deux oit Q := PY .

Démonstration.
Par ce qui précede, il suffit d’étudier la convergence en loi du processus suivant

Ay ((Pgl (P)
N
ap(@g(P))
Zn(f) = an(f)+ AP - v | ZPeY :
v Yy Pe (P))
NS

Vi, (g, (P)
\/mIKam;(((pgl (P))

En utilisant la méme démonstration que dans le théoreme 3.2.3, on a

= an(f)+A(f) - anlpg(P)) — A(f)

=Xn () +Yn(f).

Xn() = an() + AC) - anlpg(P)) = G+ AC)-Gl@g(P) dans I°(F).

Puisque Y, est indépendant de X,, et

\/ 7y @ (9, (P) Ve1G1(@g, (P))
Y,=-A() : = —A() : dans 1°(&F),
\ 7 Wi (Pg, (P)) VK Gr (@g (P))

on obtient que

Z, = G dans [°(%).

De plus nous avons une décroissance de la variance du processus limite .
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Proposition 4.1.8. Soit & une classe P-Donsker. Alors la variance du processus limite Gy est donnée
pour tout f € & par

Var(G(f)) = Varpf —cov(f,pg(P)) (Var(pg(P)) + Cg)‘1 cov(f,pg(P)'.
De plus

Var(Gi(f)) < Varpf.

Remarque 4.1.9. Dans le contexte de la remarque 4.1.1, la variance du processus limite pour f € &
est

Var(Gi(f) = Varpf - cov(f,g) (Var(g) + Cg)_1 cov(f,g)t

oit Cg est donnée dans la remarque 4.1.3.

Démonstration.
Calculons la variance du processus limite. Soit f € & . Remarquons que

V1Gi (g, (P))
Var(Gi(f) = Var (G(f) + A(f) - Glgg(P)) + Var [ A(f) -
V ek Gi(@g (P))
En développant la variance, le premier terme s'écrit
Var (G(f) + A(f) - Glpg(P) = Varpf + A(f)Varppg(PYA(F)T +2covp(f, g (PYA(S)T.
Puisque Gy, -+, Gk sont indépendants alors le second terme est
Ve Gipg (P))
Var : = Cq.
V ek Gk (@g (P))
Ainsi
Var(Gi(f)) = Varpf + A(f) (Varppg(P) + Cg) A(N)T +2covp(f,pg(PYANT.
Rappelons que A(f) = —covp(f,pg(P)) (Var(pg(P)) + Cg)_l. On obtient alors

Var(Gi(f) = Varpf —cov(f,pg(P)) (Var(pg(P)) + Cg)‘1 cov(f,pg(P)T < Varpf

car Var(@g(P)) + Cg est une matrice symétrique définie positive comme somme de deux matrices
symétriques definies positives et Cg est une matrice diagonale par blocs ol les blocs sont des matrices
symétriques positives. O
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Exemple 4.1.1. Dans cet exemple, nous nous intéressons au cas ol nous avons qu’une estimation
issue d’'une source indépendante c’est a dire K = 1. Notons c:=c; et ¢, = mil Alors

Var(pg(P))+Cgq = Var(pg(P)) +cVar(pg(P))
=(1+c¢) Var((pg(P))

et

Varn((Pg(Pn)) + Cg,n = Varn((Pg([FDn)) + Cvarn((/)g(lpn))
= +cp)Vary(pg(Pr)).

On en déduit que

1 _
Var(Gi(f)) = Varpf - mcov(f,(pg(P)) (Var(pg(P) ™" cov(f,pg(P)).

Ainsi pour tout 0 < ¢ < +00, on améliore I'’estimation. Le cas ¢ = 0 correspond au cas totalement
informé. De plus, remarquons que le fait d’injecter des estimations basées sur un échantillon de
taille 7 améliore I'estimation puisque ¢ = 4. Enfin dans le cas ou1 g(P) = Pg, on remarque que
PLg #P,, g lorsque ¢, # 0 car

Plg=P,g- Vary(@g®))Var,(@gPn) " Prg—Pm, g)

1+c¢y,
Cn
1+c,

1
P,ge+—P .
n§ 1+c, m&

Ainsi P! g est une combinaison convexe entre ces deux points. Ainsi plus ¢, est proche de 0 (autre-
ment dit plus la taille de la source auxiliaire est grande par rapport a n), plus P! g sera proche de

Pm, 8.

4.1.2 Ajout de données auxiliaires a '’échantillon initial

On se place dans le méme contexte que précédemment a la seule différence que cette fois-ci,
nous avons acces a 'ensemble des K-bases de données indépendantes avec K € N*. Par indépen-
dance des K-échantillons et puisque toutes les variables aléatoires sont i.i.d. de loi P, on dispose
d’un nouvel échantillon de taille n + Zf: , m; sous la forme

{ZI;"'IZMK”} = {Xlr"'anrYI,lr"',Yl,mly"'vYK,lr"'JYk,mK}

ol Mg, = n+Zf:1m,~.
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Definition 4.1.2. La mesure empirique informée associée a l'information auxiliaire faible apportée
par cet ajout de données auxiliaires est définie par

Nous pouvons alors obtenir un résultat de type Donsker pour le processus empirique informé.

Théoreme 4.1.10. Notons c; = lim,,— mik Soient & une classe P-Donsker et [P{, donnée dans la
définition 4.1.2. On obtient que :
e Sipourtoutke [1,K], cx >0 alors

VPl -p)= L dans I®°(ZF)

\/ 1+Zk lck

out G est P-pont brownien.
o Silexistek € [1,K] tel que c. = 0 alors

P
VallP! - Pllz =0,

K
Y m; (PL-P)= G dans (%)

out G est P-pont brownien. La vitesse de convergence est alors améliorée grdce a l'information
auxiliaire donnée.

Démonstration.
La preuve se déduit rapidement en remarquant que

Va®h-P)=| M'; VM P, —P),

VM, n®Puyy,,—P)= G dans I°(ZF),
n_ n n—oo 1
Mk n n+Zf:1mi /—1"'25:10%’

K
n+Zm,— Z +1.
i=1 Z
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Remarque 4.1.11. On remarque alors que l'ajout de données auxiliaires permet au moins de réduire
la variance et au mieux d'améliorer la vitesse de convergence.

Nous pouvons a présent comparer la diminution de variance entre le fait d’injecter une esti-
mation d'une fonctionnelle basée sur une source indépendante de I’échantillon initial et le fait
d’utiliser une base de données indépendantes.

Exemple 4.1.2. Supposons que I'’on dispose d'un échantillon indépendant de taille m (autrement
dit K = 1) et on note ¢ = lim;,_. ;o % > 0. Par la sous-section précédente 4.1.1, nous avons vu
que lorsqu’on injecte une estimation de g(P) basée sur I'’échantillon indépendant, la variance du
processus limite est pour toute fonction mesurable f

Var Gi(f) = Varpf —cov(f,pg(P)) (Var(pg(P)) +Cg)_1 cov(f,pg(P)T.

Dans le cas ou1 nous injectons des données auxiliaires, la variance du processus limite est donnée
par

G/ = LVarpf.

/ 1 1+c¢
1+E

Ainsi la différence des variances asymptotiques est

Var

G(f)
Al

1 _
= (Varpf— cov(f,pg(P) (Var(@g(P)) ™" cou(f,qog(P))T) >0.

Var(Gi(f)) —Var

Par conséquent, on peut conclure par cet exemple qu'utiliser des données auxiliaires apportent plus
d’information que de donner seulement une estimation basée sur ces données auxiliaires.

4.1.3 Un mélange des deux informations auxiliaires faibles précédentes

Dans cette sous-section, nous souhaitons incorporer simultanément les deux types d’informa-
tion auxiliaire faible étudiés dans les sous-sections 4.1.1 et 4.1.2. Plus précisément, nous supposons
que nous n'avons pas acces a I'ensemble des bases de données mais seulement a certaines. Concer-
nant les bases de données restantes, nous avons seulement acces a des statistiques issues de ces
bases de données. Dans cette sous-section, nous conservons les mémes notations que dans les sous-
sections 4.1.1 et 4.1.2. Notons K € N* le nombre de sources indépendantes. Quitte a réordonner, on
suppose qu'on a acces aux J € [1, K — 1] premiéres bases de données et seulement a des statistiques
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pour les bases de données restantes [J + 1, K]. En notant mi la taille de la k-ieme base de donnée
pour k € [1, K], nous avons a notre disposition n + Mj données avec M := Z{:  Mi. Léchantillon
sera noté {Zl, o T M]} et la mesure empirique de ’échantillon est définie de la maniere suivante

Pn+M/ = m Z 521"

De plus, nous notons P;,;, la mesure empirique associée a la /-eme base de données avec [ € [J+1,K]
et g = (gy+1,--» 8x) les fonctionnelles associées aux statistiques issues des bases de données restantes.
De maniere similaire a la sous-section 4.1.1, la mesure empirique informée peut s’écrire pour toute
fonction mesurable de carré intégrable de la maniére suivante

g]+l (PMJ_H)

+M,
I]J’ilf =Pn+m, [+ AZ+Mj N g(Pn+M,) - :
ol
M -1
Anind (D) = =covnint, (F, @gPreng))) (Varnss, 9 Proar) + (n+ Mj)Cgnany)
Varpim; @gr, Primy)
L mfll 1 0 0
Cgn+m; = 0 0
VﬂrmM](PgK(PmM])
0 0 e
Notons

21+, (f) = covpin, (f, g (Pring)),
Zon+m; = Varpi g Pring) + (n+ Mj)Cq i -

On peut alors en déduire la définition de la mesure empirique informée.

Definition 4.1.3. La mesure empirique informée P/, associée aux mélanges de ces deux types
d’informations auxiliaire faible est définie par

n+M]
PLi= ). 4idz
i=1
ou pour tout i € [1, n+ M/],
) 8j+1(Pm,,,) 8/+1(Pm,,,)
-1 . -1 .
G = n+M; 1-¢q (Pn+M1) (Zi)zz,mM, : +Pnim; g (Pn+M])ZZ,n+M]

gK([FDmK) gK([FDmK)
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Comme nous avons pu le faire dans les sous-sections précédentes 4.1.1 et 4.1.2, on peut décom-
poser le processus empirique informé a, = v/n ([P’fl — P) pour toute fonction f mesurable de carré
intégrable de la maniere suivante

Vi am, (g, (P)
n
(=] — 37 | @ ()4 AU | @ (0 (P) -
" e (g, (P))
+0,(1)
ou
A(f) = —covp(f,pg(P)) (Varppg(P)+Cg) ™",

wrpVarpgpg, (P) 0 0

Cg=li,I1n(I’l+M])ngn+M]= 0 0
0 0 wxVarppg,(P)

M/_

et w; =lim, 2 Cl(1+zl 1C)pourlel[]+1]<]]
Onen dedult le résultat du type Donsker dont la démonstration est similaire a celle du théoreme
4.1.6.

Théoréme 4.1.12. Soit & est une classe P-Donsker. On suppose que pour tout k € [1,K], c; € R}.
Posons :

I’l+M]

w; = lim
n

J
( Z ) lelJ+1,K],

Ay = lim

n—oo \/ n+M] /1+Z£ lck

Alors
a,ﬂ = G; dans I°(F)

ol
VWi+1Gy1(@g,,, (P)
Gi(f)=A7| G(f )+ A(f) | Gleg(P)) - :
VWi Gk (@gy (P))

etG,Gj41,: -+, Gk sont des P-ponts brownien indépendants deux a deux.
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Remarque 4.1.13. Puisque A; < 1, nous pouvons facilement remarquer que nous avons une diminu-
tion de variance asymptotique

VWG (gg,,, (P)
Var Gi(f) = A7 | Var (G(f) + A(f) - Glpg (P) + Var [ A(f)- :
VWK Gk (g, (P))
VWi1Gr(eg,,, (P)
< Var (G(f) + A(f) - Glpg(P)) + Var | A(f)- :
VWK Gk (@g, (P))
<Varpf.

4.2 Information auxiliaire donnée par une mesure des préférences d’'un
expert

4.2.1 Choix entre un nombre fini de valeurs et généralisation au cas infini

Le contexte est le suivant. Un expert nous informe que g(P) € {a;, ..., aps} et accorde une certaine
préférence a chaque a; pour i € [1, M]. Notons I cette information auxiliaire. On note I le cas out
on n’a aucune information et pour tout k € [1, M], I; : g(P) = a} dans le cas ot on suppose que
g(P) = a. Ainsi il existe un unique k* € [1, M] tel que g(P) = a~. Cependant cet indice est inconnu
dans le cadre de notre probleme de choix.

On modélise la préférence de I'expert en faisant une combinaison convexe des mesures empi-
riques informées {[P’ﬁ’, [F"f;, e ,PﬁlM } Plus précisément, on définit la mesure empirique informée de
la maniére suivante

1 M 1
|]j)n = Z ﬁk,n[pnk
k=0

ol Pf{’ =P, et pour tout (k,n) € [1,M] xN*, B, €[0,1] et 224:0 Bk n = 1. De plus rappelons que
pour tout k € [1, M], I]J’fl’“ est la mesure empirique informée par I} définie dans la définition 2.4.1.

Exemple 4.2.1. Donnons quelques exemples de choix des Sk .

» On suppose qu'il existe une variable aléatoire Z,, ( généralement un estimateur empirique
de la variance limite) telle que

Vn(gPn) —ay+)

=>A4(0,1).
Zn

Tk*,n =
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Alors en notant z;_4/2 le quantile d’ordre 1 - % delaloi [.4°(0,1)| avec « €]0, 1[, on peut poser
pour tout k € [1, M]

B
,Bk,n = C_ 1|Tk,n|521—a/2’
n

P ¥
Bon= C. | RIS
n k=1

ol (Br) kepo, My Teprésente les préférences de I'expert et C, est la constante de normalisation

c’est a dire

M M
Cn=Bo [ Vteu>z1an + 2 BeliTenl<z an-
k=1 k=1

» Choix aléatoire : Soit Y}, une variable aléatoire a support dans {ey, ..., eps} (la base canonique
de RM*1) telle que pour tout k € [0, M] :

P(Y, = ek) = Af,n
avec ZII:’I: o @k,n = 1. Ainsi la mesure informée s’écrit

M
I _ Iy
P =) ly,-¢Px.
k=0

Le théoréme suivant établit la convergence en loi du processus empirique informé /n (P! — P)
< ml M I
ouP, =", BrnPr-

Théoreme 4.2.1. Supposons que
e Pourtoutk # k*, v/nPi.n LN 0,

n—+oo

P
o * —_— 1
'Bk ol n—+oo

Alors pour toute classe de Donsker &, on a
VnPL - P)= Gj. dansI®(F)

ot Gy,. est le P-pont brownien informé par I~.

Démonstration.
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On peut écrire que
d I
VAP, =P)= Y BrnVn®f - P).
k=0

Remarquons que pour k # k* et pour tout f € L>(P),

Pyt f-Pf

—covp(f, g, (P)Varp (pg,(P) ™' (g(P) - ay).

p.s

n—-+oo

En utilisant le fait que pour k # k*, /nP,n %» 0 et par le lemme technique 3.2.1, on en déduit
—+00

que

M
Y BrnVn(Pr—P)=0,(1).
k=0,k#k*

Ainsi par le théoreme 3.2.3, on a pour toute classe de Donsker &
VAP, = P) = B o /n®E —P)+0p(1) > Gy dansI®(F).
O

On peut généraliser ce procédé a un ensemble de choix infini. Plus précisément on suppose
qu’on dispose d'une information auxiliaire faible concernant la fonctionnelle g(P) donnée par un
espace © c R¥ pour k = 1 et pour tout 7 € N* une fonction de poids positifs (w,) ,en- telle que

f wn(@)dp®) =1 (4.1)
)

ol u est une mesure o -finie. Posons

P2:=Z( f@ q: ) w,(0)du(®) |8,
i=1

ol pour tout 8 € © (q;(0)) e, n) sont les poids de la mesure empirique informée par g(P) = 6. Ainsi

n
PII;} = Z qi (9)6Xi'
i=1

Fixons f € L?(P) et remarquons que
PLf = [ Bl waO)due)
ah(P) = VALr~Pf) = [ VA(PLS-Pf) wa©)du).
Notons Ey, (0) = fgewn (6)du(0) et observons
vn f@ 6 —00) wy,(0)du(®) = v'n (Ey, () —6o).

Le théoréme suivant porte sur la convergence en loi de a,.
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Théoreme 4.2.2. Soit & une classe de fonctions P-Donsker. On suppose qu'il existe 0 € © tel que
g(P) =0y et pour toutmeN*, f=(f1,---, fn) ' € F¥

(@n (N, V7 (Ew, ® —00)) = (G(), V)
ot V est une variable aléatoire i valeurs dans Uespace ® c R¥. Alors
al = G; dans ™ (%)
ot pour tout f € &, éI(f) = G190 (f) —covp(f, (,og(P))Z_1 V. La variance asymptotique est alors

Var Gi(f) = Var G, (f)+covp(f,@g(PNZ ™ VarV ™ covp(f,pg(P))"
—2cov(G(f), VIZ " covp(f, g (PN

Remarque 4.2.3. Si V est presque siirement constante alors pour tout f € %, G;(f) a la méme
variance que G, mais a un biais persistant si V n'est pas nulle presque stirement.

Démonstration.
Posons pour tout n € N*, Vi, = /n(Ey, (0) — 0y). Tout d’abord observons que

al ()= a (f) - covn(f, PgP)Z, V(O —0p).
Ainsi
& (F) = ™ () = covn(fr o P Z; V0 f@ (60— 00) w, (0)d1(0).
De la méme maniere que dans la démonstration du théoreme 3.1.2 et 3.2.3, 0ona
al(f) = an(f) — covp(@g(P), )T Z  an(pg(P)) — covp(pg(P), ITZ71V, + 0, (D).
Posons pour tout f € F
W (f) = an(f) = covplg(P), /)2 anlpg(P) — covp(pg(P), /) E71 V.

De maniere similaire que dans la démonstration du théoréme 3.1.2 et 3.2.3, on peut montrer que pour
tout f = (fi,-, fi)" € F aveck =1

(Wa(f1),-- yWn(fk))T = (G1(f1), »él(fk))T

ot pour tout j € [1, k], é;(fj) = Gleo (f)—covp(f, (,og(P))Z_1 V. En appliquant la méme démonstration
que dans le théoreme 3.2.3 et en utilisant le lemme technique suivant
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Lemme 4.2.4. Soit X, : Q; — [°°(T) une suite d'applications. Alors ces deux assertions sont équiva-
lentes :

e Ona

1. Pour tout (ty, ..., ty) € T, (Xn(t1), ..., Xn(tx)) converges en loi vers un vecteur aléatoire dans
R* pour tout k e N*.

2. Il existe une semi-distance p telle que (T, p) est précompact et pour toute >0

limlimsupP*( sup |X,(s)— X, ()| >¢€) =0.
6—0 n p(s,)<d

e Jlexiste X : Q — [°°(T) un processus stochastique mesurable et tendu tel que

X, = X dans [°°(T).

on obtient la convergence en loi souhaitée a savoir que
afl = G dans [®°(F).

d

4.2.2 Information auxiliaire donnée par une densité de probabilité

Soit r € N*. Dans cette sous section, on suppose que les conseils de I’expert sont modélisés par
une densité pour chaque Pg; oui€[l,r] etg=1(g1,-:-,8). Onnote h = (hy,---, h;) les densités
respectives et pour tout n € N* et pour tout i € [1,7]

Varp gi Varp gi
Jin= Pngi_zl—anlz\/T"rlpngi"‘zl—an/z T"

ot on choisit a, telle que z; 4,2 = Clogn ou z1_4, 2 = Cloglog n pour une certaine constante C > 1
déterminée par la loi du logarithme itéré. La loi du logarithme itéré nous permet d’affirmer que p.s.
a partir d'un certain rang Pg; € J; , pour tout i € [1, r]. Pour tout n € N*, on injecte 'information
auxiliaire suivante

I,:Pge(arg )rcrgljax hi(xX))ieq,r-

Plus précisément, on injecte un des maximiseurs (qui est souvent unique pour z assez grand). Pour
cela, définissons pour tout i € [1, r] 'ensemble #; des maxima locaux de &;. Dans le cas ou h; est
suffisamment réguliére cela correspond a I'’ensemble

H;={x€X, Vhi(x)=0 D*h;(x)> 0}.

Posons &, = {i € [1,r], Ji n N F; # D).
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Definition 4.2.1. La mesure empirique informée est définie de la maniere suivante :

1. Si %}, # @, alors on sélectionne seulement les contraintes suivantes g = (g;) ;e %, et on injecte
cela. La mesure informée est
Pl =pl,

2. Sinon on injecte aucune de ces contraintes g; et la mesure informée est donc la mesure
empirique P,.

Posons £ * ={i € [1,r], {Pgi} n #; = {Pg;}}. Remarquons qu’on ne peut pas calculer cet en-
semble car on n’a pas acces aux Pg. Pour cette mesure empirique informée, on a un résultat du type
Donsker.

Théoréme 4.2.5. Si £ * # & alors
VaPl - P)= G dans I1°(%F)

ot I'* est donnée par (Pg;)iex~.SiI[* =3 (i.e X * = @) alors Gy est le P-Pont-Brownien standard.

Démonstration (du théoréme).

Puisque p.s. a partir d’'un certain rang pour touti € [1,r], Pg; € J; et Jin LN {Pg;} alors p.s. il existe
N >0 tel que pour tout n = N et pour touti € [1,r] ona ;N J; , = A N{Pg;}. En effet, cela vient du
fait que I'ensemble des maxima locaux stricts J¢; est au plus dénombrable pour une fonction réelle :

Lemme 4.2.6. Soit f : R — R une fonction réelle. Alors l'ensemble des maxima locaux stricts A est
au plus dénombrable.

Démonstration (du lemme).
Posons Bs ={xeR, VyeR |x—y|l<d = f(y) < f(x)}. Montrons que Bs est au plus dénombrable.
Puisqu’ily a au plus un élément dans Bsn[kd /12, (k+1)8/2] par définition de Bs et que Uyez [k /2, (k+
1)6/2] =R, alors

Bs =UkezBs N [k6/2,(k+1)6/2] est au plus dénombrable comme réunion dénombrable d’en-
sembles au plus dénombrables. En notant que # = Upen+ Bi/n, 0n en déduit que 4 est au plus
dénombrable. O

D’oit pour tout n = N, &, = X et donc [P{l = IP,I;. Par le théoreme 3, on a la convergence
souhaitée. O



Concentration de la mesure empirique informée

Dans ce chapitre, on s'intéresse i la concentration de la mesure empirique informée P, autour P.
Nous montrons que le processus empirique informé est plus concentré autour de 0 que le processus
empirique classique pour une information auxiliaire générale. De plus, nous donnons une borne de
concentration plus fine que la borne usuelle donnée par l'inégalité de Bernstein dans le cas d'une
information auxiliaire forte donnée par des espérances.

5.1 Concentration du processus empirique informé et application

Lobjectif de cette section est de montrer que le processus empirique informé se concentre
mieux que celui du processus empirique non informé pour 7z assez grand. De plus, nous montrons
aussi que le supremum du processus limite informé est plus concentré que son analogue non
informé. Tout d’abord précisons le cadre. Soit X, ---, X, un échantillon de taille n € N* i.i.d. de loi
P inconnue. On suppose qu’on dispose d'une information auxiliaire I générale et d'une classe de
fonctions &% c L?(P). On note a,, et G (resp. a n,1 €t G1) le processus empirique non informé et son
processus limite indexés par & (resp. le processus empirique informé et son processus limite). Par
définition du processus limite informé, on a I'inégalité suivante vérifiée pour tout f € & < L?(P)

Varp (Gi(f)) < Varp (G(f)).

Le résultat suivant énonce que pour 7z suffisamment grand, afl( f) est plus concentré autour de 0
que ne l'est a,(f) pour f fixée.

Théoréme 5.1.1. Soit.F < L?(P) une classe de fonctions mesurables et de carré intégrable par rapport
a P. Alors pour tout f € & et 1 >0,

P(IGI(H)I>A) <P(IG(f)>A).

95
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De plus si Varp (Gi(f)) < Varp (G(f)) alors
P(IGI(NI>A)<P(IG(H)]>A)
etil existe un rang N > 0 tel que pour toutn = N,

P(lan1(H)I>A) <P(lan(f)I>A).

Démonstration.
Soient A e R et f € & une fonction mesurable de carré intégrable par rapport a P. Alors par conver-
genceen loi, ona

P(lan ()l > A)
P(lan(HI>A)

P(IG1(H)1 > A),
P(IG(HI>A).

n—-+oo

n—-+oo

Notons o, :=+/VarpG(f) < /VarpG(f) =: 02. Remarquons que

A A
P(IG/()>A) :IP(l,/V(O,l)l > 0—1) <P(|JV(0,1)| > 0—2) =P(IG()>A).

Ainsi il existe un rang N > 0 a partir duquel pour toutn = N,
P(lan(Hl>A) <P(lax(f)l>A).
(]

Le théoreme suivant établit que le supremum du processus limite informé pour une classe de
fonctions est plus concentré que son analogue non informé.

Théoreéme 5.1.2. Soit % c L?(P) une classe P-Donsker. On suppose que F est séparable point par
point. Alors pour tout A > 0

P(sup IG1(f)| > /1) <P
feF

suplG(f)|>/1).
feF

De plus, s'il existe A > 0 tel que

[P’(suplGI(f)l >/1) <P|sup|G(f)| > /1)
feF fezF

alors il existe un rang N > 0 tel que pour tout n = N,

P (sup lan,1(f)]> /1) <P (sup lan(f)] > )L).
feF feZF
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Démonstration.
Afin de démontrer le théoréme, nous avons besoin du résultat suivant dii a Slepian, Fernique, Marcus,

Shepp (on peut le retrouver dans [38] a la page 441) :

Lemme 5.1.3. Soient X etY deux processus gaussiens centrés et séparables indexés par un ensemble
T. On suppose que

E(Xs— X;)*> <E(Y;— Y)? pourtouts,teT.

Alors pour tout A >0

IP(supXt > )L) < [P(squ[ > /1).
teT teT

Posons F = F U (—F) la classe symétrisée de & et remarquons que

sup |G;(f)| = sup max (G;(f), -Gr(f))
feF feF

= sup max (G;(f), G(~ )
fe&F

= suEGI(f).
feZF

De mémesup ez |G(f)| = SUp fe 5 G(f). Vérifions maintenant la condition. Soient f,h € Z,
E(G1(f) - Gi(h)* =E(G(f - h)?
=Var (Gi(f-h)
< Var (G(f - h))
=E(G(f) - G(h))°.

Par le lemme technique précédent 5.1.3, on obtient que

P(sup|Gr(f)] > /1) =P suEGl(f) > )L)

feF feF

<P|sup G(f) > )L)
fe§

=P|sup|G(f)l >/1).
feF

Ainsi s'il existe A > 0 tel que

IP(sup Gi(f) > /1) < IP(sup G(f) > )L)
feF feF
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et en utilisant le fait que l'application X — | X\ g = sup ez | X ()| (pour X € I°°(F)) est continue et
par convergence en loi, alors il existe un rang N > 0 a partir duquel pour toutn = N,

P(lanllg>A)=P (sup lan () > /1) <P (sup lan ()l > /1) =P(laple>A).
feF feF

On peut en déduire un corollaire portant sur les fonctions quantiles des suprema.

Corollaire 5.1.4. Soit.% c L?(P) une classe P-Donsker. On suppose que & est séparable point par
point. Notons Fy (respectivement F,) la fonction de répartition de sup s & |G(f)| (respectivement
sup reg |Gr(f)1). Alors les fonctions quantiles sont aussi ordonnées

Vael0,1], Fl (@) <Fl(a)

oitpouri € [1,2], F*(a) =inf{r € Ry, F;(1) = a}.

Démonstration.
Remarquons que par le théoreme 7, on a pour tout t € Ry,

slP(supIG(f)l > t)

I]J’(supIGI(f)l >t
feF

feF
S 1-F(()<1-F(
< Fi(t) < B (1).

Soita € [0, 1]. Alors
E(Fil' (@)= F (F ).
Puisque la fonction de répartition est continue a droite, on a
F(Fil(@) = a.
Ainsi

E e < FiH ().

Ce corollaire a des applications intéressantes dont I'amélioration du test de Kolmogorov-Smirnov.
On pourra consulter a ce sujet la these de M. Albertus [4] a la page 34 pour le cas particulier d'une
information auxiliaire donnée par la connaissance des probabilités d'une partition.
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5.2 Borne de concentration pour le processus empirique informé

Dans cette section, on souhaite établir une borne de concentration pour le processus empirique
informé (dans le cas d'une information auxiliaire donnée par des espérances) qui soit meilleure
asymptotiquement que la borne usuelle de type Bernstein. Le cadre est le suivant. Soit Xj,---, X},
un échantillon i.i.d. de taille n € N* et de loi P a valeurs dans &'. On suppose qu’on dispose d'une
information auxiliaire I donnée par des espérances Pg = (Pg1, -+, Pgm) "ot g=(g1, - ,gm) " estun
vecteur de fonctions intégrables et m € N*. Cette information auxiliaire I est donc une information
auxiliaire forte. Sans perte de généralité, on supposera que Pg = 0. Notons pour tout n € N*, a,, 1 et
ay, le processus empirique informé et non informé respectivement. Pour le processus empirique
non informé, ['inégalité de Bernstein nous donne une borne de concentration exponentielle pour le
processus empirique non informé :

Lemme 5.2.1. Pour tout x > 0 et pour toute fonction f mesurable bornée sur le support de la variable
aléatoire X notée supp(X), on a

P (1B~ Pf1> ) <2050 h o )= o)
nJ — = XPp|l—f——————F | = ¢n ,
PlTaPZxifie) = ¢
1 x2 X
P(lan(f)>x)<2exp|—-——— :(pn(_)
4 XN flloo
Pf2+7 \/ﬁ

ou ||f||oo = Supxesupp(X) |f(x)| :

Pour une fonction f mesurable bornée sur le support de X, on souhaite obtenir une borne de
concentration pour ¢ >0

P(IPLf—Pf1>1t) < @ni(t)

telle que pour tout 1 >0

On, A
(pnnl((%‘/ﬁ)) — c* <1.
n

Cela permettrait d’en déduire que pour 7 suffisamment grand

o) <o)

Ainsi la borne de concentration ¢, ; serait meilleure que la borne usuelle ¢,,. Par le théoréme 5.1.1
et 7, nous avons montré que le processus empirique informé se concentre asymptotiquement plus
vite que le processus empirique non informé. Notons pour toute fonction f mesurable bornée sur
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le support de X,

An(f) =—covp(g, AT (Var, (@)™,
A(f) = —covp(g, /)T (Varp(g) ™!,
PLf=Puf+An(f)-Pug.

La proposition suivante nous donne une borne de concentration pour le processus empirique
informé.

Proposition 5.2.2. Soit f € L?(P) une fonction mesurable bornée sur le support de X. On suppose
que

o g estbornée c'est a dire que ||g|l = maxj<j<m |g;i| est bornée sur le support de X.

e cov(f,g) #0.
Alors pour tout € €10, 1] et pour foutd € ]0, i [, on a pour tout t € R}

201 _ 2 m
1 nt-(1-e) )+22exp(

AP(f+AN) -2+ 2| f+A() gloo)  j=1

1 etnl—20

AWM /mpg+ Ver e

@n,1(t) =2exp

m
+2 Z exp
j=1

- nnz +2§ex _l&
16 P(fgj)?+21rg;l P T il
2 Jloeo Jj=1 Pg]+ =

n4

n(\/gni—mﬂ]z = )

+2exp|—= +4) exp|-—

1)
Yprze(\/Int-1Pf)Ifleo) S| BT P2+ /L lgileo
1 2
+2 Z exp( il )

l<isj<m 16m? P(gigj)z"'%”gigj”oo

ol

1 :=1n,(t) = min

1 Vern®
2[(Varp(@) M 2y/mll(Varp(@)~ I (1 +I(Varp(g)~llcov(g, HI) )

et | - || est la norme subordonnée associée a la norme infinie |- | deR™.

Remarque 5.2.3. Remarquons que la borne de concentration ¢, 1 dépend des parametres € €]0,1] et
5el0, 5.

Démonstration (de la proposition).
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P(f+A(f)-8)*
Pf?
et|- | la norme infinie et euclidienne respectivement dans un espace vectoriel de dimension finie.

Remarquons que

Fixons € € ]0, 1- , 6 €]0,1] et t € R%. Rappelons que m est fixé. On notera | - |

PLf-Pf= (an(f)+An(f)an(g))

(an(f+AN)8)+An(f) =AY - an(®)

~§|||~ﬂ|

1
=—a,(f+A — A (H=A) - an(g).
N (f+ (f)g)+\/ﬁ( ()= A - an(g)

Ainsi en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que|-1, < vm|-|, ona

P(IPLf—PfI>mt)<P(lay(f+A() g)l>mtA—e)vVn)+P (| (An(f) = AP) - an(g)l > emt/n)
<P(lan(f+AH)-g)I>mtA-e)Vn) +P (IAn(f) = APllan (@] > etvn).

Le premier terme se traite directement en utilisant la proposition 5.2.1. Concernant le second terme

P(1An()) = A(Pllan(@] > etv/n) <P (IA(f) = ADI> Vein® | +P(lan(g) > Veini™0)

m

<P (1A - ADI> Vein® |+ Lr (lantg))l > Vetni=).

Ainsi
P(IPLf-Pfl>mt)<1)+(2) +3).

Le troisieme terme se traite aussi par la proposition 5.2.1. Il nous reste a traire le second terme a savoir
P(IAn(f) = AP > Vetn®). Pour cela, nous avons besoin d'un second lemme technique.

Lemme 5.2.4. Soit (y,B) e R™ x S (R) oit &, (R) est 'ensemble des matrices symétriques définies
positives. On note | - | une norme surR™ et || - | sa norme d’'opérateur associée. Posons pour tout A >0

1 A
2B 21B=HI(+ 1B~ HIyh )’

71 = min
alorson a

V(x, A) €R” x L), (16,4~ @ B)lleo=n = |xTA™ =yTB!|<2).

Démonstration (du lemme).
Soit (x, A) € RF x L (R). Tout d'abord remarquons que

<A x=yl+Iy1A~ =B
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Or

AT =B =B ' (B-A)A
<IB ' IIA YA~ BI.

Il nous suffit donc de borner || A~Y. Pour tout z € R¥,

|zl = B! Bz| < || B”||Bzl.

Ainsi
z
|Bz| = |_|1.
1B~
Puisque
[A-Bll=n< !
="=2 T
on en déduit que
(A-Byzl < —2
2B

On peut alors minorer | Az| de la maniere suivante

z z
|Az| =|Bz+(A-B)z| = |Bz|-|(A-B)z| = L =]

|z]

En remplacant z= A~ u pour u € R, on obtient
|A™ ul <21 B7Hul.
Puisque z étant quelconque, u est aussi quelconque. On en déduit que
lA~ <21 B7H.
Pour conclure, il nous suffit de remarquer que

|xTAT = yT B = 1A x =yl +IyllA™ = B7H|

<2|B7 llx—yl+2IB Iyl A- Bl
<2[1(x, A~ (3 B)lool B (1 + 1B l1y1)

<2nIB~ I (1+ 1B~ yl)
<.

IB-Y|  21B-Y| ~ 2IB7 Y|

102
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Ainsi la contraposée de U'implication du lemme précédent nous donne
VX, AR x R, (xTA -y "B >4 = 1I(x,A - (3,B)lleo >1).

On peut donc appliquer le lemme 5.2.4 en posant

A= \/En‘s,
y=cov(g, f),
B=Varpg.
Ainsi
1 etn’®
n:=n,() =mi Vet

n , .
21(Varp(@) ' 21(Varp(@) I (1+ I (Varp(g)~ticov(g, M)
En notant A = Vetn®, ona

P(IAx(f) = A > A) =P (|covn(f,8) (Varn(g) ™' — covp(f,8)(Varp()!| > A)
<P ({lcovn(f, g — covp(f, 8 >ntu{llvar,(g) — varp(g)ll >n})
<P ({lcovu(f, & —covp(f, @) >n}) +P({llvar,(g) - varp(g)l > n}).

>n)
P(|an(f8) —Pufan(g)]|> V)
[P’(|an(fg)| > \/ﬁg) +[P>(|IPnf| |an(e)]> \/ﬁg)

Il nous reste a étudier ces deux termes

1
P ({lcovn(f, g — covp(f,8)>n}) =P (’ﬁ(an(fg) —Pnfan(g)

IA

< ]i P(jan(fgp] > Vi) +B([Puf Jante)| > VD).

Le premier terme avec la somme de se traite directement en utilisant la proposition 5.2.1 et le second

terme de la maniere suivante
1
s>

P(|Puf||an()] > \/ﬁg) sP(|Pnf| > ni\/g)ﬂp
)+jZZ[P>(|an(gj)| >ni\/g).

1/n
< [P’(|an(f)| > \/ﬁ(m \/;— |Pf]
Le second terme de l'inégalité précédente avec la somme se traite de méme en utilisant la proposition
5.2.1. Concernant le premier terme, il est nécessaire de s'assurer que pour n suffisamment grand
1
ni \/g— |P f| > 0. En effet, cela est le cas puisque

N N (\/Lﬁ) o VeEnd i
2 4| (Varp(@) U (1 + I(Varp(g)~licov(g, )
it e ,

VAlVare(@)~t1 (1+ I (Varp(g)licov(g, f)I)
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On traite de la méme maniere le cas de la variance
P ({llvar,(g) - varp(@l>n}) =P (lan(gg’) ~Pnglan(g)’ll > vnn)
=P(lan(gg > Vi) +P(IPaglan@) > va).

Puisque
lan(ggll=m max |an(gig)l
1<i<jsm
IPrgan(@)’ |l < mIPngllan(g)l,
ona
P({lvary@-varp@l>n}) < Y P(langig)l > Vi) +P(IPagllan@] > viis-).
] 2m 2m

I<isjsm

Le second terme se traite de la maniere suivante

n n n
P(IPngnan(g)H > \/ﬁ%) < P(Iﬂ%gl > \/%) +P(|an(g)| > \/ﬁ\/ﬁ)

n n
< P(Ian(g)l > \/ﬁ\/%) +P|an(g)] > \/ﬁ\/ﬁ)
=2P(|an(g)|>\/ﬁ\/%)

e n
Zj;P(|an(gj)|>\/ﬁ,/%).

P({lvarn(@) - varp(@l>n})s 3 (Ian(gzg])l > \/_ )

1=<i

i (Ian<g,)|>f\/7)

P(P.f = Pfl>mt) <P(lan(f+A(H-g)|> mil-eVn) + P (lan(gp)l > Vern:~)
j=1

I\

D'ont

On en déduit alors

P(IAn(H) = A > Vern®),

et

P(|An(f)—A(f)|>\/En5)sfﬂm(|an(fg])|> )+P(|an(f)|>\/‘( i\@—mﬂ))

Jj=1

m % n - i
+_ZP(|an(g,~)|>n\£)+ Y Pllangign> Vg )

1 l<isj=sm

]:

L [ n
+2 P(a g)l>vn )

jz‘:l | " ]| 2m



5.2. INEGALITE DE CONCENTRATION 105

En utilisant la proposition 5.2.1, on obtient

n(mt)?(1 -¢)? ) 1 etni=20

1
ZP(f-’rA(f).g)Z_i_t(1_£)||f+A(f)g”OO Zexp ——

@ yf(mt):Zexp(— _
" = Pg +\/—||gj||w

+22e xp |-

2 m
1

zmln )+22exp Lo vm
16 P(fg,) 511 f&jlloo | Pg?+ 7 18l
n

n(\/gn%—uﬂﬂ)z m

+2exp|—-— +4Zexp -

Lprze(\Ini-1Pf)Iflee | 5 8’"ng \/>||g]||oo

2

+2 Z exp( il )
|<i<j<m 16m? P(g;g/)? + 5= 1gigjlloo )

En faisant le changement de variable T = %, on en déduit le résultat. O

Enoncons a présent le résultat principal de cette section stipulant que pour A > 0 la borne de

concentration informée ¢, ; 7

()

) pour n suffisamment grand est meilleure que celle non informé

Théoreéme 5.2.5. Soit f € L (P) une fonction mesurable bornée sur le support de X. On suppose que :
o g estbornée c'est a dire que ||g|| = maxi<j<;, |g;i| est bornée sur le support de X.
e cov(f,g) #0.

Notons ¢y, 1 la borne de concentration informée définie dans la proposition 5.2.2 et ¢, la borne de

P(f+A(f)-8)?
01—/ =%z |,

pour tout § € |0, i [ et pour tout A > 0, il existe un rang N > 0 tel que pour tout n = N,

concentration non informée définie dans le lemme 5.2.1. Alors pour tout € €

el el

Démonstration (du théoréme).

1_ . [PU+A(D-g?
Pf?

Tout d’abord énongons un premier lemme technique montrant que lintervalle |0

n'est pas vide :

Lemme 5.2.6. Sicov(f,g) #0 alors

P(f+A(f)-g%<Pf>2
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Ainsi

B [P(f+A(f)-g)?
0,1 —P f2 Z Q.
Démonstration (du lemme).

Rappelons que A(f) = —cov(g, )T (Varpg)~'. Alors
P(f+A(f) -8 =P+ A(H)Pgg"A(HT +2A(f)Pfg.
Puisque Pg=0,0na
ngT =Varpg,
Pfg=cov(g ).
Ainsi
P(f+A(f)-g)2 = Pf2 +cov(g, f)T(Varpg)_lcou(g,f) —Zcov(g,f)T(Varpg)_lcov(g,f)
= sz - cov(g,f)T(Varpg)_lcov(g,f).

En remarquant que Varpg est une matrice symétrique définie positive, on en déduit que

P(f+A(f) -9 <Pf2

D'out

P(f+A(f)-g)?

- [EU+AD -8
Pf?
(]
Il nous reste a démontrer que pour tout A > 0 il existe un rang N > 0 tel que pour tout pour tout

n=N,

(7)< (7

Pn,1 \/ﬁ Pn \/ﬁ .

Fixons dorénavant A > 0 et posons t;, = \/iﬁ Remarquons alors

(t;) =2ex —1 A 2ex (—1 12)
e N T e

Il nous suffit donc de démontrer que g, 1 (\/Lﬁ) converge vers une limitel € Ry tellequel < 2exp (— i pL;) .
Notons pour t € Ry,

On,1(t) = anp(t) + b, (1)
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ol

a (t)—ZeXp(—1 n’(l-e)” )
AP(f+A() 2+ | f+ A(f) - glloo

m 1 8tnl—25
bn(t)ZZZexp - .
=\ AV ympg? 4 er e
2

1 m 1 nn
5 m o ( 27’”]1] ) 2 § exp __L
j; 16 P(fgp*+31f8jlleo) =1 8ng2' \/g_“gjﬂ
n4

n(\/3ni - |Pf|)2 m

+2exp|—— +4 exp 1 nn
Yppa(\Ini-1Pf)ifle ] | B P2+ /2L e
1 nn?
+2 exp|— .
1siszjsm ( 16m2P(gigj)2+%|lgigjlloo)
1l suffit donc de montrer que ay, (\/iﬁ) — l<2exp(—ipl—;2) etby (\/Lﬁ) — 0. Remarquons que
—+00 —+00
A
“ﬂ(Tﬁ) B nt3(1-eg)? nt? ))
- 4 tu(l—¢) T pf2
on (L) \P(F+A) g2+ DI LA -glloo PP+ tnll flloo

A2(1 —¢)? ~ A2 ))
P(f+Af)-g% Pf2))

( 1

n—-+oo 4

Définissons pour € €10, 1],

") o .
VTR A g2 PR

[ P(f+A(f)-8)?
0,1- P—fz

yrEe)>0e (1-¢6)?%>

Et montrons que pour tout € € , w*(€) > 0. En effet

P(f+A(f)-g)?
Pf2

|P(f+A(f)-g)?
<l-€e> P—f_z
.02
o1- W>E.
V Pf2

)

[ P(f+A(f)-8)?
0, 1 - P—f‘z

ar(J5) exp( 1( o )) )
A | n—+oo _Z P(f+A(f) 2)? - P2 :
ey f+Af) g2 Pf

Ainsi pour tout € €
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Concernant la suite (by, (t,)) n=1, rappelons que

N 1 \/J,ﬁ—%
2[(Varp(@) " 2y/mll(Varp(@)~ I (1 +I(Varp(g)llcov(g, HI) )

Nn(ty) =mi

Puisque0 < & < i, pour n suffisamment grand on a

VeAnd-i
2vml(Varp(@)~ I (1+ 1(Varp(g)~tlicov(g, )

Nn(ty) =

Pour simplifier l'écriture, notons

co Ved
2yml(Varp(@) M (1+I(Varp(g)~tllcov(g, f)l

)>0.

Il nous reste a démontrer que :
1-26

o [yn +00 !
n—+oo
_ 1_
tyn! ™20 = An2720 +00
n—-+oo
car0< o6 < i.
o V/nn(ty) 400 :
n—+oo
_ 1
vncn®~i=cnit® +00
n—+oo
° Ll —_— 400
Vn(ty)nd n—+o0
n n 1 ;6.1
= =—n 278 +00

On peut donc conclure que pour tout A > 0 il existe un rang N > 0 tel que pour tout pour toutn= N,

ool oo )



Information auxiliaire fausse et adaptativité de la mesure informée

Ce chapitre a pour objectif de montrer l'impact négatif d'une information auxiliaire fausse, de
détecter les informations auxiliaires fausses et de sélectionner la meilleure information auxiliaire I*
engendrée par des informations auxiliaires vraies et significatives en un certain sens.

6.1 Impact et détection d’'une information auxiliaire forte fausse

Dans cette section, nous souhaitons étudier I'impact d'une information auxiliaire forte fausse
dans l'estimation d’'un parametre d’intérét. On observe un échantillon Xi,---, X, i.i.d. de taille
n € N* et de loi P. On suppose qu’on dispose d’une information auxiliaire fausse notée I*. Plus
précisément I'information auxiliaire fausse est donnée par une approximation € R™ de Pg avec
m =1 et g:% — R™ une fonction intégrable. La mesure empirique informée par I'' est donnée
pour toute fonction f mesurable de carré intégrable par

PL f=Puf +An(H)- (Prg - B)

An(f) = —covy(f,g) (Var,g)™".

Notons A(f) = —covp(f,g)(Varpg)~! la limite presque stire de A,(f). La proposition suivante
montre 'impact négatif d'une information auxiliaire fausse sur |'estimation statistique.

Proposition 6.1.1. Soit f € L?>(P). On suppose que (A(f)T,Pg— B) #0. Alors

Py f == Pf+ (AN, Pg~p),

n—
VaeR}, n® [P f-Pf| - +oo.
—+00
De plus pour tout x € |0, |{A(N)T, Pg - B)|[,
F
P(|Ph f-Pf|>x) —=1.

109
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Démonstration.
Soit f € L?>(P). La premiére assertion est obtenue par simple application de la loi forte des grands
nombres

Plef%Pf+(A(f)T,Pg—ﬁ).

Montrons la seconde assertion

p.s.

n—-+oo

VaeR;, n®

+00.

Py f - Pf]

Puisque

Py f-Pf| L AN Pg - B)] #0,
on en déduit que

p.s.
— +00.
n—+oo

VaeR:, n®|PL f-pf

Enfin concernant la troisieme assertion. Pour x € ]0, |(A(f) r Pg-p) | [, ona

P

P((ANT, Pg—p)]>x)=1

Pﬁff—Pf|>x)

n—-+oo

Remarque 6.1.2. Remarquons que pour m = 1, la condition (A(f)T,Pg — B) # 0 est équivalente a
covp(f,g) #0 et B # Pg.

De plus si 3 est tres proche de Pg, la mesure empirique informée par B est relativement proche de la
mesure empirique informée par Pg. En effet pour f € L>(P),

PLf —Py = covu(f,8) (Varag)' (Pg- ).

[lustrons cela par quelques simulations.

Exemple 6.1.1. On génere n = 100 variables aléatoires i.i.d. de loi P = .4/(0,1). Notons I'information
auxiliaire I donnée par Pg avec g(x) = (x, x?), x € R et on suppose qu’on dispose d'une information
auxiliaire fausse I donnée par (6,1) ot1 6 € {}, 3;}. On trace sur un méme graphique F,; (en
verte), [, ;» (en magenta), [, (en rouge) et F la fonction de répartition de la loi P (en bleue) pour 20
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réalisations (Figure 6.1). On remarque que lorsque 8 = %, le faisceau en magenta s’écarte fortement
de la fonction de répartition F. Cependant lorsque 8 se rapproche de 0 (ici 8 = %), le faisceau
en magenta est relativement proche de F. De ce fait, injecter une information auxiliaire fausse et
proche de la vérité peut étre bénéfique pour les petits échantillons.

Espérance = 0.50 Espérance = 0.02

10

0a

06

FIGURE 6.1 — Comparaison entre [, ; (verte), F, (magenta), F, (rouge) et F (bleue).

On souhaite a présent détecter une information auxiliaire fausse. Nous avons a notre disposition
une information auxiliaire donnée par € R™ qui serait la valeur de Pg avec g : & — R™ une
fonction intégrable et m € N*. Ainsi il se peut qu'il existe k € [1, m] tel que By # Pgy. Pour éviter
cela, nous allons effectuer m tests statistiques pour les hypothéses suivantes

Hé“ : Pgy = By contre Hlk : Pgy # Pk

avec k € [1, m]. Nous avons donc affaire un probleme de tests multiples. Pour chaque k € [1, m], on
pose

\/E|Pngk_.5k|
vVar, gk

Tk,n = IZk,n>z1_a

k,n =

oll 214 est le quantile d’ordre a € [0,1] de | Y| ol Y suit une loi normale centrée réduite. On obtient
alors m tests statistiques asymptotiques de niveau « € [0, 1]. Ainsi pour chaque test statistique, on
peut calculer sa p-valeur notée py pour k € [1, m]. On pose p = (p1,-++, Pm) €t

R(p)={kell,ml, pr<s(p)}

ol s(p) est un seuil pouvant dépendre de p. R(p) représente I'ensemble des hypotheses nulles a
rejeter. Pour la procédure de Bonferroni, la fonction seuil est constante et égale a s(-) = % D’autres
procédures adaptatives existent comme par exemple la procédure de Holm. On pourra consulter a
ce sujet [10],[11], [35] et [26].



6.2. ADAPTATIVITE DE LA MESURE INFORMEE PAR UNE INFORMATION AUXILIAIRE FORTE POUR L'ESTIMATION

6.2 Adaptativité de la mesure informée par une information auxiliaire
forte pour 'estimation de P f

Soit Xj,---, X; un échantillon de taille n € N* i.i.d. de loi P inconnue. On dispose d'une infor-

mation auxiliaire I portant sur Pg ou g = (g1,*--, gr) est une fonction donnée avec r = 1. Cette
information auxiliaire I est engendrée par r informations auxiliaires I3, , I, portant respecti-
vement sur Pgy,---,Pg,. On suppose que ces informations auxiliaires I,---, I, sont vraies. On

souhaite estimer au mieux un parametre du type

Pf:f%fdP

pour une fonction f: & — R intégrable donnée. L'objectif est de sélectionner I'information auxi-
liaire I* engendrée par les informations auxiliaires informatives c’est a dire celles qui améliorent
l'estimation de Pf.

Sans perte de généralité, on peut supposer que Pg =0 et on supposera aussi que ~ = Varpg est
définie positive. On note I' 'ensemble des informations engendrées par une partie des r informa-
tions auxiliaires

F={I]={Ik}k€] , ]C[[Lr]]}-

Remarquons que & < {l1,---, K}, {Ix}yep = D €t Pf =P,. On notera gy = (gi) key pour tout J c [1,r].

Nous avons alors a notre disposition les estimateurs ([F’ﬁ, f)1er et on souhaite choisir celui qui
approche le mieux P f. Pour tout Iy € I" avec J c [1, 7] telles que Varpg; >0, on a par le théoreme
3.1.2,

Va®) f-Pf) =G, (f)
ou Gy, est un P-pont brownien informé par I de matrice de covariance
Var Gy,(f) = Varpf—Couvp(gy, )T (Varpgy) ™ Covp(g), ).
De plus par la proposition 3.1.4, on a

Var Glj(f) <Var G(f)=Varpf.

Definition 6.2.1. Linformation auxiliaire I; € T avec J c [1,r] est dite informative pour f si
Varpgy>0 et
Var G, (f) < Var G(f).

On note I'* I’ensemble des informations auxiliaires informatives.
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Observons que pour tout I; € I'* avec J < [1, 7],

Var Gi,(f) < Var G(f) & Covp(gy, /) Varpg;' Covpl(gy, f) >0
& covp(gy, ) #0

car Z;:=Varpg; > 0. Puisque Pg; =0et covp(f,gy) = Pfg;— PfPg;alors covp(f,gy) ={f, & r2p)
ou(f,gnrzp = ((f, gk>L2(p))k€]. Ainsi une information auxiliaire I; € T avec J c [1, r] est informa-

tive pour f si Varpgy >0 et f est orthogonale a g dans L?(P).

Dans un premier temps, nous voulons tester si 'information auxiliaire totale Iy ,j = {I1,--, I;}
est informative pour f. Cela nous amene a poser le probleme de test suivant

%O : <frg>L2(P) =0 contre Qifl : (f’g>L2(P) ;é 0.

La proposition suivante établit la statistique de test permettant d’aboutir a une régle de décision.

Proposition 6.2.1. On note pour tout n € N, Znfg = (covp,(fgi, fg)ijen,r et Xrg =
(covp(fgi, fgj)i jern,rn- On suppose que Xy ¢ est inversible. On pose pour tout n € N*

Warg=nPnfg) 2, Pufg.

Alors
Sous o, Wh, ¢ = s
p.S.
Sous A, Wi, rg — +00.
Remarque 6.2.2. o Enposant pour toutn € N* eta €10, 1[, T, = W, e>q1 o OUG1-a €St le quan-
tile d'ordre 1 — a de la loi du y> ayant r degrés de liberté, on obtient donc un test asymptotique

de niveau a.
o DésqueVarpgy >0 etZsgq estinversible pour] < [1,rl, on peut remplacer g par gy pour
résoudre le probléme de test suivant

tjf() . <f’g]>L2(P) =0 contre Lifl . <f, g]>L2(P) ;é 0.

Démonstration.

Puisque X ¢, est inversible, alors p.s. a partir d'un certain rang X, ¢,¢ est aussi inversible. Puisque ces
matrices sont symétriques et définies positives, on peut définir la racine carrée de la matrice inverse de
2y f,g etdeZ g q. Posons pour tout n € N*,

nf.g
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Remarquons que Wy, ¢,. = | Zp |2 et sous A,

Zy = N0, 1d).

On en déduit alors que sous 7y, Wy, ¢, = x2. PuisqueP, fg

.S.

p.s. g .
" P fg alors on en déduit aussi
n—+oo

+o00.

que sous S, Wit

n—-+oo

Pour des raisons computationnelles, on souhaite éliminer les coordonnées du vecteur g qui sont
orthogonales a f dans L?(P). Pour des raisons algorithmiques, on se donne un seuil de tolérance
€ >0 et on s’intéresse aux problemes de tests suivants donnés pour tout i € [1, r],

H0,i - IKf,8id12p)| <€ contre JA ;1 ([, &) 12p)| > €.
Posons pour chaque i € [1, r] et pour tout n € N*,

v = V(@afg)®—e)
2P fgily/Varafgi

Li,n = lvi,n>zl—a

ol z1_4 est le quantile d’ordre 1 — a d’'une loi normale centrée réduite .4 (0, 1). Définissons aussi
I'ensemble %, ={i€[1,r], L;, =1}.

Definition 6.2.2. Lestimateur adaptatif informé de P f notée Pf{' [ est défini en suivant pour tout
n € N* la procédure suivante :
o Si %), # @ alors on retient les coordonnées g, = (g;);e.7, €t on injecte I'information auxiliaire

Ly, . Dans ce cas, P f := Py f.
e Sinon Py f:=P,f.

La proposition suivante nous donne un théoreme limite pour I'estimateur adaptatif informé
I
P f.

Proposition 6.2.3. Soite ¢ {Pfg1, --,Pfgr} et posons %, ={i € [1, 7], |{f, 8 r2(p)| > €}. Alors

Va®y f-Pf)= G, f.

Remarque 6.2.4. D’'un point de vue méthodologique, nous pouvons choisir € en utilisant les estima-
tionsP, fg; pour touti € [1,7] afin quee ¢ {Pfg:, -+, Pfgr}.
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Démonstration.
Tout d’abord remarquons que pour touti€ [1,r], ona

.S.
Sous #,i, Lin LR 0,

.S.
Sous #A,i, Lin Ly |

care ¢ {Pfg,---,Pfg.}. De plus puisque pour tout i € [1,r], L; , est une indicatrice, alors p.s. a
partir d’'un certain rang cette indicatrice est constante. Ainsi p.s. a partir d’'un certain rang on a
Ky = K. On en déduit que

Vi@ f-Pf)=Gu,, [

O

Exemple 6.2.1. Nous générons a I'aide d'une simulation n = 150 données i.i.d. de loi P := A4°(0,1).
Lobservateur dispose uniquement de I'information auxiliaire forte donnée par Pg ou

g(x) == (g1(%), g2(x), g3(%)) := (x°, x%, x*)

avec x € R. Pour tout k € [1, 3], on note I I'information auxiliaire apportée par Pg. Lobservateur
souhaite estimer P f avec f(x) := x, x € R. Il applique le test statistique de la définition 6.2.2 en
calculant £, pour les m € {10, 20, 30, - - - , 150} premieres données. Nous prenons a = % ete=1075.
Notons que plus ¢ est grand, plus le risque est important de rejeter des informations auxiliaires
réellement informatives. On observe qu’aucune des informations auxiliaires I, I», I3 est informative
pour m petit (généralement m < 40) et a partir d'un certain rang (m = 50 en général) I; est la seule
information auxiliaire informative. Cela est conforme au fait que covp(f, g2) = covp(f,g3) =0 et

covp(f,g1) =3.

6.3 Adaptativité dela mesure informée au temps 7 par une information
auxiliaire générale en apprentissage

On observe un échantillon d’apprentissage D, = {(X1, Y1), -+, (X, Y)} i.i.d. de taille n € N* et
de loi P inconnue. Placons nous dans le cadre ol1 nous disposons de K informations auxiliaires
Ly, ..., Ix pour lesquelles nous ne connaissons pas forcément leur véracité. On note I' 'ensemble des
informations engendrées par une partie des K informations auxiliaires

F:{I]:{Ik}kej ) ]C{l,"',K}}.

Remarquons que & c {1,...,K}, Ugeg I = D et IP% =P,.

Dans cette sous-section, on souhaite classer les informations combinées pertinentes pour une
fonction statistique d’intérét et rejeter les informations qui font moins bien que la mesure empirique
au temps n. Les fausses informations se trouveront dans cette derniere catégorie. Ce classement se
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fera par validation croisée. Plus précisément, nous supposons que nous avons a notre disposition
une collection de regles d’apprentissage plus ou moins informées (f) rer-

Exemple 6.3.1. « Dans le cas de la régression f = (P.xx7) "' P! yx basé sur I'échantillon D.
On pose fI(x; D) = (x,ﬁ,li) (cf section 7.3).
» Dans le cas de la classification, on peut prendre par exemple I'estimateur des k-plus proches
voisins avec informations auxiliaires (cf section 7.4.5).

Un sous ensemble propre E c {1,---, n} est appelé découpage car il partitionne I’échantillon
en deux sous échantillons indépendants appelés respectivement d’entrainement et de validation
DE = (Xp)iep et D],fzc = (X;)iepe. Ainsi D, = DE U Df;c. On appelle risque empirique sur le sous
échantillon DE

E.p ,_ - . .
A f card(E) ;Ec(f(X,), vi)

ol c est une fonction de cofit adaptée au probléme. L'estimateur par validation simple du risque de
f1 pour I'échantillon D,, etle découpage E

R (fr; Dy; E) = ZE (f1(, DEY)

= £ oyv..nEy v.
- Card(EC) l;cC(fI(Xl,Dn), Yl)

Lestimateur par validation croisée pour I'échantillon D, et la suite de découpages (E;)<j<v est
défini par
. 1 L 15
R (f1: D (Eihisjev) = & _21922“ (f; D3 Ej).
]:
Posons pour tout I €T’
i =R5 (fi; Dp; (Ej)i=jsv).

On peut donc ordonner ces i, ce qui donne un classement de la pertinence des informations
auxiliaires au temps 7 pour une fonction d’intérét. Linformation la plus pertinente au temps n est

% .
I, =argminuy ;.
Iel

On en déduit la définition suivante.

Definition 6.3.1. La regle d’apprentissage optimale au temps n € N* (au sens de la validation
croisée) parmi une collection de regles d’apprentissage (f7) jer est donnée par f7:.
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Remarque 6.3.1. Notons que pour I = &, f; est l'estimateur empirique. Posons

On= {I €L, upn= /J@,n} .

Cet ensemble représente les mauvaises informations au temps n.



Applications

Lobjectif de ce chapitre est de montrer que la notion d’'information auxiliaire peut étre utilisée
dans des contextes divers et variés. Ainsi nous proposons d'incorporer une information auxiliaire
a disposition afin d’améliorer les méthodes génériques en vigueur en statistique et en simulation
stochastique (Méthode de Monte-Carlo, estimation paramétrique etc). Ce chapitre est donc un recueil
d'applications plus ou moins détaillées. En particulier la derniere section de chapitre donne des pistes
méthodologiques d’utilisation d’'une information auxiliaire en apprentissage statistique.

Tout au long de ce chapitre P/, représente la mesure empirique informée par une information
auxiliaire générale I. Soit (X,) ,en+ Une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi P. Alors on écrira la
mesure empirique informée de la maniére suivante

n
Ipiz = Z qi5Xi'
i=1

et on notera le processus empirique informé o/, = \/n (P}, - P).

Remarque 7.0.1. Néanmoins notons que tous les résultats de ce chapitre sont valables pour une infor-
mation auxiliaire générale (ajout de données auxiliaires, mélange de plusieurs types d’'informations
auxiliaires etc) du fait que nous avons un résultat de type Donsker pour chaque processus empirique
informé et que la mesure empirique informée est presque stirement a partir d’'un certain rang une
mesure de probabilité discréte a support fini.

Sous certaines conditions, le processus empirique informé converge en loi (théoréme 3.1.2,
3.2.3,4.1.6 par exemple) et on notera Gy le processus limite appelé le P-pont brownien informé par
I'information auxiliaire I. Par exemple :

e Dans le cas ot 'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle g(P) (ou par des
estimations issues de sources indépendantes), la variance asymptotique s’exprime pour une

118
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fonction f de carré intégrable par

Var(G(f)) = Varpf —cov(f,pg (P cov(f,pg(P)"

ou X differe en fonction de I'information auxiliaire I.
» Dans le cas d’ajout de données auxiliaires G; = AG o1 0 = A < 1 et G est un P-pont brownien.

7.1 Méthode de Monte-Carlo, variables auxiliaires et données manquantes
massives

7.1.1 Amélioration de la méthode de Monte-Carlo al’'aide d’une information auxiliaire

Les méthodes de Monte-Carlo sont un ensemble de procédures permettant d’estimer des
quantités d’'intérét en utilisant des procédés aléatoires. Plus précisément, supposons que nous
souhaitons estimer un parameétre pouvant s’écrire sous la forme d'une espérance

Pf= f% f(x)dP

ol f est une fonction intégrable par rapport a la loi P. La solution a ce probléme consiste a générer
un échantillon i.i.d. {Xj,---, X,} de taille n € N* et de loi P puis a estimer I'intégrale par la moyenne
empirique

1 n
Pof==> f(Xp.
ni;3

Nous proposons dans cette sous-section de rechercher une information auxiliaire pertinente afin
d’améliorer cette estimation. Plus précisément nous cherchons une fonction g de carré intégrable
(ou un ensemble de fonctions) calculable au sens o1 nous connaissons de maniére exacte Pg. De
ce fait, les fonctions calculables vont dépendre de la loi P choisie dans notre contexte. Par la suite,
nous injectons cette information auxiliaire forte afin d’obtenir la mesure empirique informée. La
proposition 3.1.4 nous indique qu’il y a diminution stricte de la variance du processus limite des
que covp(g, f) # 0. Ainsi une information auxiliaire pertinente consiste a trouver une fonction g
(ou un ensemble de fonctions) corrélée a f sous P. Cela consiste donc a s’intéresser aux fonctions
g calculables qui maximisent la quantité | covp(g, f) |. D'un point de vue méthodologique, nous
pouvons rechercher les fonctions calculables pour P puis tester si I'information auxiliaire est perti-
nente. La section 6.2 propose des tests statistiques permettant de vérifier si I'information auxiliaire
est pertinente avec ou sans seuil de tolérance.

Supposons dorénavant que nous disposons d'un vecteur de fonctions g pertinent. En utili-
sant cette information auxiliaire, nous obtenons la mesure empirique informée P/, donnée par la
définition 2.3.1. Par le théoréme 3.1.1,

p.s.

n—-+oo

I
Puf
De plus, par le théoréeme 3.1.2, nous avons

Vi (Pyf-Pf)= A (0,0)

Pf.
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ou o0y est donnée par

op=Varpf-covp(g, /)" = " covp(g, f).

Remarquons que par la proposition 3.1.4, nous avons que 0 ¢ < Varp f. Ainsi nous obtenons une
réduction de la variance en injectant une information auxiliaire et donc une amélioration signi-
ficative de la méthode de Monte-Carlo standard. De plus notons que toute méthode utilisant la
méthode de Monte-Carlo standard est améliorée du fait que I’estimation est plus précise. On peut
citer par exemple I'échantillonnage préférentiel.

Exemple 7.1.1. Nous souhaitons estimer la valeur de 'intégrale suivante

3sint

1 t

Posons w(t) = ZL‘;‘ avec t € R*. De plus, nous remarquons que

3sint
f Tdt: E(w(X))
1

ol X suit une loi uniforme sur l'intervalle [1, 3]. Nous injectons I'information auxiliaire forte donnée
par E(X?) = % En utilisant une procédure de test, nous remarquons que I'information auxiliaire est
pertinente. Par la suite nous générons n = 500 données et nous calculons Py w et IPi w pour tout
k € [2,500]. Dans la Figure 7.1, nous observons que IPi w est beaucoup plus proche de f13 Si—rt”d r que
ne l'est Py w.

= Standard
—— |nforme
= Intégrale

100 1

095

0:90 1

085 1

0.80 -

0 100 200 300 400 500

FIGURE 7.1 — Pour tout k € [2,500], nous comparons Pif (enrouge) et Py f (en bleu).
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Remarque 7.1.1. Nous remarquons que l'utilisation de la mesure empirique informée dans ce
contexte est similaire a la méthode de la variable de controle permettant de réduire la variance
de la méthode de Monte-Carlo. On pourra consulter a ce sujet le livre [29].

7.1.2 Utilisation de variables auxiliaires

En statistique, il n’est pas rare d’avoir a notre disposition des variables auxiliaires. Dans cette
sous-section, on souhaite utiliser des variables auxiliaires afin d’améliorer I'estimation d'un para-
metre. Nous montrons que l'injection de variables auxiliaires est un cas particulier d'information
auxiliaire forte.

Tout d’abord posons le cadre mathématique. On observe un échantillon Xj,---, X}, de taille
neN* i.id. de loi P, a valeurs dans &'. On dispose aussi de variables auxiliaires Ay,---, A, i.i.d.
de loi P, a valeurs dans o c R¥ pour un certain k € N*. De plus, on suppose que les variables
auxiliaires sont indépendantes aux données. On note pour tout i € [1,n], Z; = (X;, A;) et P, la
mesure empirique associée aI’échantillon 7, ---, Z,. Observons que I'échantillon 73, -- -, Z, esti.i.d
et on note Q laloi du couple. On suppose de plus qu'on dispose d’'une information auxiliaire de la
forme g(Q). Cela est assez courant en théorie des sondages de disposer d’'une variable auxiliaire sur
I’ensemble de la population (recensement etc). Dans ce cas, le statisticien dispose d'une information
du type P> g etil pose pour tout (x,a) e X x of, g(x,a) = gla),ona P,g =Qg.

La mesure empirique informée est définie pour toute fonction f : & x o/ — R de carré intégrable
par

PLf) =Puf +Au(f) - (g[Pa] - g1Q)

An(f) = =Z10())Z50 = —covn(@gPn), /) Vary(pgPa) .

Remarquons qu’on pourrait s'intéresser seulement aux fonctions f définies sur &'. Dans ce cas, il
faudrait seulement poser f(x, a) = f(x) pour tout (x, a) € X x <. Pour une classe de fonctions & de
Donsker, on a par le théoréeme 3.2.3

af = Gr=G() — covg(pg(Q),) Varg(pg(Q) ' Glpg(Q) dans I°(F)

ol G est Q-pont brownien. Généralement, g dépend seulement des variables auxiliaires et donc de
P, et f dépend seulement de X. Cela est le cas dans le cadre d’'un sondage. Ainsi dans ce cadre la
variance du processus limite est donnée pour toute fonction f: & x &/ — R de carré intégrable par

Var Gi(f)=Varp (f) - coz/Q(qog(Pz),f)TVarp2 ((pg(PZ))_ICOUQ((pg(PZ),f)
= Varp,(f) — cov(pg(P2)(A), (X)) Varp, (@g(P2) ™" cov(pg(P2)(A), f(X)).

On observe alors que plus les variables auxiliaires sont corrélées a X, plus la variance diminue.



7.1. METHODE MONTE-CARLO, VARIABLES AUXILIAIRES, DONNEES MANQUANTES 122

Exemple 7.1.2. Illustrons cela par un exemple sur des données simulées. Soit o € R;. On génere
500 réalisations de (Z,Y) avec Y =0 Z + € ou Z et € sont deux variables aléatoires indépendantes
de loi P; = A4 (0,1). On peut remarquer que Y et Z sont deux variables corrélées et Y suit la
loi P, = A4 (0,1+ 02). Dans cet exemple, Y joue le role de variable auxiliaire pour laquelle on
connait son moment d’ordre 2 a savoir 1 + 2. De plus, on rappelle que I'observateur de 1'expérience
statistique observe seulement les données (73, Y1), , (Z500, Y500) €t connait le moment d’ordre 2
de Y. On souhaite estimer le moment d’ordre 2 de Z égal a 1 en utilisant I'information auxiliaire a
notre disposition. On pose pour tout (y, z) € R?, f(z,y) = z° et g(z, y) = y*. La variance du processus
limite est alors

Var Gi(f)=VarZz*- (cov (2, Y))" 5l
Var(Y?)
gt
204 +40%+2
40 +2
ot +202+1°

Ainsi le paramétre o joue un role important dans I'estimation de E (Z2) car plus o est grand, plus
la variance diminue. Observons aussi que puisque cov (ZZ, Yz) =207 alors la variable auxiliaire Y
est d’autant plus corrélée a Z que o est grand. Les graphiques suivants (Figure 7.2) illustrent que
PL f est plus proche de Pf que ne I'est P,, f lorsque o devient de plus en plus grand. De plus, on
remarque que lorsque o = 5 I'estimation P/, f est extrémement proche de P; f = 1.

7.1.3 Données manquantes massives et information auxiliaire

Lors d’'un recueil de données pour une expérience statistique, il est courant d’avoir des don-
nées manquantes. Dans cette sous-section, on suppose qu’'on a affaire a des données manquantes
massives. De plus on s’intéresse a un certain type de données manquantes a savoir des réalisa-
tions d'un couple de variables aléatoires (X, Y) a valeurs dans & x % pour lesquelles parfois on
n’observe pas la variable Y. Formellement, on observe n € N* réalisations du couple (X, Y) notées
(X1, Y1),---, (X, Yy,) et m e N* réalisations de la variable X notées X,,41, -, X+ m. Ainsi les variables
Y41, Ynem De sont pas observées. Plusieurs méthodes existent pour traiter les données man-
quantes. Certaines méthodes suppriment des données, d’autres utilisent un modele de régression
ou des méthodes de classification pour attribuer une valeur a Y;,41,---, Y+ m,. On pourra consulter a
ce sujet [15] [17].

Nous proposons d'utiliser les variables X;41,---, X+, comme une information auxiliaire a
notre disposition. En effet, ces derniéres nous donnent une information auxiliaire sur la loi de X.
Puisqu’on se place dans un cadre de données manquantes massives, on supposera que m = n.
Notons Q = P&V et p = PX, Soit & une classe de fonctions Q-Donsker. Puisque les données
auxiliaires X, +1,- -+, Xn+m ne sont pas des couples, on ne peut pas ajouter ces données comme ce
qui a été fait dans la sous-section 4.1.2. L'idée est alors d’injecter une estimation de Pg pour une
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FIGURE 7.2 - Pour n € [50,500], on compare P’ f (en rouge) et P,, f (en noir) pour différentes valeurs
de 0. On observe que I'estimation P/, est de plus en plus précise au fur 2 mesure que la quantité
cov(Z?,Y?) = 20? est grande.

fonction auxiliaire choisie g en utilisant les données auxiliaires X;,+1,- -, X+ m. Posons

8 (x;,Y))»

s|~ 21—

Remarquons que Q(gom) = Pg ou 7 est la projection canonique par rapport a la premiere variable.
Notons g = gon définie sur & x %. Puisque Qg = Pg, I'injection de I'estimation P, g est un cas
particulier de la sous-section 4.1.1. Ainsi la mesure empirique informée est donnée pour tout f € &
par

7 COVq, (f, 8 (Vaerg)_l (@ng—ng)-

m

QLf=Quf- -

On note ¢ =1im; . 1 7 €t al =yn (@ﬁl - Q) le processus empirique associé a la mesure empirique
informée. Par le théoreme 4.1.6, on a

al = G; dans I®(%)
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ol pour tout f € F, G;(f) = Gi(f) — T=cov(f,§) (Varpg) ™' (G1(8) - V© G2(g)) avec G et G,
respectivement un Q-pont bronwien et un P-pont brownien indépendants. Par le lemme 4.1.8, la
variance est

1 ~ _ ~
Var Gi(f)=Varof - mcon(f,g) (Varpg) 1con(g,f) (7.1)

avec fe .

Exemple 7.1.3. Illustrons cela par une simulation sur des données simulées. Soit o € [R{l{l}. Suppo-
sons que nous observons n = 500 réalisations du couple (X, Y) avec Y = 0 X + ¢ et X, € sont deux
variables indépendantes de loi ./ (0, 1). Précisons que |'observateur ne connait pas la relation qui lie
Y a X. De plus, nous avons aussi m = 99500 données partielles pour lesquelles nous observons seule-
ment des réalisations de X. Nous souhaitons estimer E (X — Y)? et nous posons f(x,y) = (x — y)?
avec x, y € R. Notons que Ef(X,Y) = (o - 1)2 + 1. Nous choisissons la fonction gx,y):=gx) = x2
avec x,y € R car

covp(g, f) =2(c -1)*>>0.

Ainsi nous injectons I’estimation P, g ou

Dans la figure 7.3, on prend o = 5 et nous comparons Qi f en rouge et Qf f en bleu pour tout
k € [2,500]. Nous remarquons que l'estimation de E f (X, Y) est beaucoup plus précise en utilisant
les données partielles que si I'on se restreignait aux données completes. En effet, dés que n = 50 la
courbe en rouge est quasiment collée a la droite noire y = 17 (sur [50, +ool). Ainsi I'utilisation des
données partielles vues comme une information auxiliaire est bénéfique pour |'estimation d'une
quantité d’intérét.

On souhaite a présent trouver g € L?(P) a valeurs réelles qui minimise la variance donnée par
I’égalité (7.1). La proposition suivante nous donne la fonction auxiliaire optimale.

Proposition 7.1.2. Soit f € &. On pose pour tout x € &,
gr(x) =g =E(f(X,V)|X =x).

Alorson a

wp (cov0(0om )

=Varpg
(pELZ(P) Varp(p f

et le sup est atteinten g. De plus Varpgr < Varqf.
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FIGURE 7.3 — Pour o =5 et pour tout k € [2,500], nous comparons @if (enrouge) et Qf f (en bleu) .

Démonstration.
Tout d’'abord observons que

covg(gon, f) =E(g(X)f(X,Y)) -E(g(X)E(f(X, V).
Puisque

E(g(X)) = [E(f(X, Y)),
E(gX)f(X,Y)) =E(g(X)?)

on en déduit que covqg(gom, f) = Varpg. Ainsi

(covg(gom. f))*
Varpg

=Varpg.

Fixons @ € L2(P). Alors

covg (pom, f) =E(p(X) f(X, V) ~E(p(X)E(f(X,Y))
=E(p(X)g(X)) —E(p(X))E(g(X))
=covp (@, 8)

carE(f(X,Y)) =E(g(X)) etE(p(X) f(X,Y)) =E(p(X)g(X)) par définition de l'espérance condition-
nelle. Ainsi par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

covp (¢, g)2 <VarppVarpg,
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on en déduit que

(covg(¢om, £))*
Varpp

<=Varpg.

Enfin montrons que Varpg < Varq f. PuisqueE(g(X)) =E(f(X,Y)) et
E((f(X, V) - g(X) (g0 —E(g(X))) =0,
ona

Varqf = [E((f(X, Y)- g(X))z) +Varpg = Varpg.

Cependant cette fonction g n’est pas accessible du fait que I'espérance conditionnelle ne peut
pas étre déterminée de maniere exacte. Ainsi on devra avoir recours a une estimation de gy qu’'on
notera g, avec n € N*. Linformation auxiliaire apportée par g, pour tout n € N* sera notée I,,. On
pose pour tout (x,y) € X x ¥, g,(x,y) = gn(x) et gf(x, y) = gf(x).

Proposition 7.1.3. Soit f € &. Supposons que
p.s.

118 =8&flzn 72O
2. VA (@n(Bn =B~ Pmlgn—8p) ——r 0.
Alors
o= V{0l 01) = Gut
Démonstration.

Posons g := gy et § := g. La mesure empirique informée est

1

n
1+ﬁ

£znf=@nf_ COV@n(f;gn) (Var@ngn)_l (Qngn_lpmgn)-

Tout d’'abord, observons que

| covg, (f,&n) — covg(f,8) | <l covg,(f,8n) — covg,(f,8) | + | covg, (f,8) — covq(f,8) |
<Iflznlgn—&liz@,+ | covg,(f,8) —covq(f,8) .

En utilisant le lemme 3.2.1 et puisque || g, — gl 12(q,) np%» 0, on en déduit que
—1+00

p.s.

n—+oo

covg, (f, &n) covg(f, 8).
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On traite de maniére similaire la variance

|Varg,8n— Vargg|<|Varg,§n—Varg,81+|Varg,g§—Vargg|
<IQu(&2 -89 1+1(Qn&n)’ — (0n8)* 1+ Varg,§ - Vargg |

Par le lemme 3.2.1, on en déduit que | Varg, g — Vargg | 0. Concernant les deux premiers

termes, remarquons que

p.s.
n—+00

|Qn (@2~ 81 +1(Qn&n)” — (@n8)’ 1 <180 — &l 20 180 + &l 20+ | Qn(En— ) | Qu(En+8) |
<2lgn— §||L2(G;D,,) gn + §||L2(@n)

j 0, on en déduit que Varg,&n Vargg. Enfin observons que
(o.0]

Ainsi puisque |8, - gl 12(g,)

n— n—-+oo

Vi (Qngn —Pmgn) = V1 (Qngn— Q8) — V1 (Pugn - Pg)
= \/ﬁ(@ng_ Qg) + \/ﬁ@n(gn _g) - \/E(ng_Pg) - \/ﬁﬂ”m(gn _g)
= \/E(Qng_”:bmg) + \/ﬁ(@n(gn -8 —Pum(gn _g))

P

n—-+oo

car Qg = Pg. Puisque /1 (Qn(gy -gf) —Pm(gn—gf)) 0,ona

\/ﬁ(@ngn - ngn) = \/ﬁ(@ng_ ng) + Op(l)-
Ainsi par ce qui précede, on conclut en remarquant que
ay(f) = al(f)+o,0).

O

7.2 Applications en statistique paramétrique et non paramétrique

7.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance informé et matrice d’information de
Fisher informée

Soit 2 ={Py, 00O Cc R*} avec k € N*. On observe un échantillon Xq,---, Xy i.i.d. avaleurs dans
% de taille n € N* et de loi Py, avec 6, € ©. Puisque

0o = argmin KL(Py,, Pg) = argmaxEg logpg ,
0e® 0e®

on définit le maximum de vraisemblance (EMV) de la maniére suivante
6, = argmax P, lo .
n 8 hax Tn SPo

Ainsi on peut définir le maximum de vraisemblance informé de maniére analogue.
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Definition 7.2.1. Le maximum de vraisemblance informé éfl est défini par

A

Hfl = argmax [P’,ﬂlogpg.
0e6

Placons nous dans le cadre d’'un modele régulier au sens de la définition donnée dans le livre de
Benoit Cadre [13] :

Definition 7.2.2. Un modeéle statitique paramétrique 2 avec pour espace de parameétre © c R¥
pour k = 0 est régulier si pour chaque 0 € O :

1. Son information de Fisher Iy en 6 existe et est inversible,

2. EgVlogpg =0 et Iy = —EgV?log pg.

Le théoreme suivant porte sur la normalité asymptotique de I'’estimateur du maximum de
vraisemblance informé.

Théoreme 7.2.1. Supposons que le modele & est régulier et que pour chaque 0 € 9, il existe un
voisinage V < © de 0 pour lequel sup .. [|V?log pgll? € L' (Py). Si 'EMV informé 0!, est consistant
alors

Vi@l -0)= 4 (0,I;') sousPy

Iy =Varp(I,'Gi(Vlogpe)) = Iy Varp (G(Vlogpe)) I .

De plus I;' < I' pour tout 6 € ©.

Démonstration.
La preuve de ce théoreme s’inspire de la démonstration faite par Benoit Cadre et Celine Vial sur la
normalité asymptotique du maximum de vraisemblance [13].

Soit (Xp,) nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi Pg. On pose pour tout a € ©

Upn(@) = Pl logpy (X))).

Par régularité de 8 — log(pg), Uy, est de classe C?. Ainsi VU, (01) = 0 car 8], maximise U,,. Un deve-
loppement de Taylor avec reste intégral nous donne

1
0=U,) + (f V2UL (0 + 10! —0)) dt| (0] -0).
0
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En posant U ,(0) = fol V2U, 0+ t@L-0)) dt,ona
Unvn(6;,-0) = —vnUy, ).

Puisque Varg(Vlog pg) = Iy et E(V1og pg) = 0 par régularité du modele, on a par un résultat de type
Donsker pour la mesure empirique informée (par exemple les théoremes 3.1.2 et 3.2.3),

ViU, (0) = vnPLViog pg = G;(Vlog pg)

sous Py ot Gy est le P-pont brownien informé.
Montrons que

Up 2 —1p.

sous Pg. On pose pour tout (x,r) € X xRy

o(x,r)= sup IIV2 logpg(x)— v? log pg (x)Il.

la—0|<r

Puisque 0 — log(pg) (x) est de classe C? pour tout x € & eto(-,r) € L' (Py) pour r suffisamment petit,
on a par théoreme de convergence dominée

€
Ve>0,3r>0, E(c(X,r)) < 5
caro(x,r) =9 0. Soite >0 fixé. Remarquons que

_ 1
Un0) =P, ( f V21ogpy., o1 () d t) :
0 n
Notons |- | une norme quelconque. Ainsi
P(UL0) + I = €)
1" (o2 2
< [FD( pl UO (v 108 Py, 11 g (Xi) — V1og pg (Xi)) dt)

+P

[\
N o
~———

—_—

[P}V 1og pg(Xi) + Ip| = g)

1
< [FD( P! (fo (Vzlogpeﬂ(%_e) (X1 —Vzlogpg(Xi)) dt) >

N €
+P(I0L -0 = 1) +uﬂ>(|u»£lv210gp9(x,-) +Io| = E)

161 -6 < r)

N ™

<P (PLoxi,n = g) +P(10} - 01 = 1) +P [PV log po (X)) + Iy | = g)

Par un résultat du type Glivenko-Cantelli (théoreme 3.1.1, 3.2.2 et 4.1.5) pour la mesure empirique
informée, on a

.S. €
PLo (X, 1) * E@(X, 1) < 5.
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Donc le premier terme tend vers 0. Le second terme tend vers 0 par consistance de 0 L. Pour le troisieme
terme, on utilise a nouveau le résultat du type Glivenko-Cantelli (théoréeme 3.1.1, 3.2.2 et 4.1.5) pour
la mesureempirique informée

p.s.
P! V2log pg(X;) —> —Ig.
Ainsi on en déduit que
U, 2 1.

Remarquons que si on suppose qu'on a la consistance forte alors la convergence a lieu p.s.. On conclut
par le lemme de Slutsky

V@l -0)=1," (0, Varp (Gr(Vlogpg))) = A (0,1, )

sous Pg et en remarquant que fg_l = IH_1 Varp (Gr(Vlogpp)) Ig_l. Enfin concernant la derniere asser-
tion, il suffit de remarquer que pour deux matrices symétriques A, B € ., (R) avec p € N* telles que
A< B, ona que pour tout C € 4, (R)

ctac=c'Bc.

En effet soit x € R?

x'cTAcx=cx)TA(Cx) < (Cx)TB(Cx) =x"CTBCx.

Remarque 7.2.2. Nous pouvons aussi énoncer un théoreme de consistance pour l'estimateur éfl
en adaptant la démonstration du théoréme 4.4.1 du livre de Benoit Cadre et Celine Vial [13]. Plus
précisément en reprenant les notations de la démonstration dans [ 13], il suffit de remplacer U,, par

UL®)=-Pllogpg b e®

et les résultats du type Glivenko-Cantelli (théoréme 3.1.1, 3.2.2 et 4.1.5) pour la mesure empirique
informée permettent de conserver la méme démonstration.

On appelle je_ ! ]a matrice d’information de Fisher informée inverse. Enfin énoncons un résul-
tat montrant que le modéle paramétrique muni d’'une information auxiliaire est plus informé que
le modéle paramétrique.

Théoréme 7.2.3. Dans le cas ot ie_c,l est inversible, la matrice d’'information de Fisher informée vérifie
l'inégalité suivante
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Démonstration (du théoréme).
Afin de montrer le résultat voulu, démontrons le lemme suivant :

Lemme 7.2.4. Soient A, B € 4, (R) deux matrices réelles symétriques définies positives. Si A < B alors
B l<Al

Démonstration (du lemme).
Démontrons ce lemme. Tout d’abord rappelons que pour C € 4, (R), on a

i) A<B=>clTAac=<c’Bc.
De plus remarquons aussi que
ii) IJd<B=B '<Id.

En effet, puisque B est symétrique, on peut la diagonaliser dans une base orthonormée de vecteurs
propres. Ainsi il existe une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale telles que

B=PDPT.
Puisque D > 0 car B est symétrique définie positive, on peut définir B" := PD" PT pour r € R. Ainsi
B'=B :IdB :<B :BB? =Id.
Il nous suffit d'appliquer i) et ii) pour démontrer le lemme
A<B=>AZAA 2 <A BA:
> Id<AZBA:
= A2B7'AZ < Id.

Dou
BloA3AB AT A <A TdA 3 = A7V,
O

Revenons a la démonstration du théoréme. Puisque Iy, et Iy, sont des matrices symétriques définies
positives (car inversibles) et iﬁ_o 1< 19_01, on en déduit par le lemme précédent 7.2.4 que

Ip < igo.

Donnons quelques exemples :
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Exemple 7.2.1. 1. On observe X3, -+, X, i.i.d. de loi Ber(f). On suppose qu’on dispose de n

données auxiliaires Y3, --,Y), issues d’expériences similaires indépendantes (information
auxiliaire faible). Ainsi le P-pont brownien informé est G; = \/%G avec G un P-pont brownien
et

AT 1 n n

On=5-(3 Xi+} Yi),

2n i3 i=1
Iy= 2 >Ip= L
" oa-0" % au-0

On remarque que 'information apportée par une observation dans le cadre du modele
paramétrique muni d'une information auxiliaire est deux fois plus importante que celle dans
le cadre du modele paramétrique sans information auxiliaire.

2. De maniére plus générale, on observe I'échantillon Xj,---, X;, i.i.d. de loi Py, (modele sta-
tistique paramétrique général) et on dispose de r x n données auxiliaires Y;,---, Y, (avec
r € R}) issues d’expériences similaires indépendantes (information auxiliaire faible). Alors
le P-pont brownien informé est Gy = ﬁG avec G un P-pont brownien et

Ip=01+n)Ip> Iy.

7.2.2 Méthode des moments avec informations auxiliaires

Soient Xi,---, X, un échantillon i.i.d. de taille n € N* de loi Py, o1 0y € © < R¥ avec k € N*.

Definition 7.2.3. Soit 0y € ® c R et soit f=(f1,-+, fm) un vecteur de fonctions intégrables avec
m = 1. Soit y : © — R définie par y(6) = Py f. On appelle estimateur des moments avec informations
auxiliaires (MMI) une solution #! du systeme d’équations suivant

PLf =700

Le résultat principal de cette section montre que la méthode des moments avec informations
auxiliaires (MMI) est meilleure que celle sans information auxiliaire :

Théoréme 7.2.5. Supposons quey est C' au voisinage de 0y et telle que Dy(0y) est inversible. On
suppose de plus que Py, || f|1? < +oo. Alors l'estimateur MMI existe p.s. a partir d’un certain rang et
vérifie

V0]~ 00) = A (0,Dy(00) " Vare, Gi(f) (DY@ ™).
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Démonstration.
Rappelons quey(0) = Py f. Par le résultat de Donsker pour la mesure empirique informé, on a

VaPLf—y(00) = N (O, Varp,, Gl(f))-

Les hypotheses faites nous permettent d'appliquer le théoreme d’inversion locale : Il existe un ouvert U
de 0y et un ouvert V dey(0y) tels quey : U — V estun C' difféomorphisme. Puisque p.s. & partir d'un
certain rang P! f € V (par un résultat de type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informé),
estimateur MMI 0%, = y~L(P! f) existe p.s. a partir d’'un certain rang. Ainsi il suffit d'appliquer la
méthode Delta ay~! pour obtenir le résultat souhaité. O

Exemple 7.2.2. On note I une information auxiliaire portant sur Py, .

1. Supposons que Py, = A (Lo, ag). Alors I'estimateur des moments avec informations auxi-
liaires est

éfl = (IPflx, Varpﬁx).
2. Supposons que Py, =I'(61,0,). Dans ce cas la densité est

X
01—1 7@

fo,,6,(%) = Ig, (x), x€R.

05'T61)
Alors I'estimateur des moments avec informations auxiliaires est

2 2
o[ (i) Bl (Phy)

\PL2-(PLx)?  Phx

7.2.3 Estimateur a noyau informé

Soit Xj,-+-, X, un échantillon i.i.d. de taille n € N* et de loi P sur R? possédant une densité f;
par rapport a la mesure de Lebesgue 1. On suppose qu’on dispose d'une information auxiliaire /
portant sur P. On note IPfl = Z?:l q:0 x; la mesure empirique informée.

Definition 7.2.4. Soient K : R — R une fonction paire telle que Jra k()dyl et hj, une fenétre

pouvant dépendre de n. La mesure empirique informée lisse est définie par

x— X i
hy

n
Pé*Khn(dX) = %quK( )A(dX)
hn i=1
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Lestimateur a noyau informé est alors défini par

A 1 & x—X;
VxeR?, fix)=— 3 qu(—’).
hn i=1 hn
Remarque 7.2.6. o Pour toute fonction intégrable f, on note

P!« Ky, (f) = fd f ) dPl « Ky, (x).
R

o Lestimateur a noyau non informé est noté fn et est défini en prenant les poids q; = % pour
toutie[1,n].

Afin de quantifier I'apport de I'information auxiliaire, on s’intéresse a la convergence du proces-
sus

V(P % Ky, = P)

indexé par une classe de fonctions %. Dans cette sous-section, nous souhaitons montrer que
la mesure empirique lisse fait aussi mieux que la mesure empirique informée P/, au sens ot1 le
processus /7 (P x Kj, — P) = G dans [® (Z).

Théoréme 7.2.7. Soit F une classe P-Donsker. On suppose que

1
sup sup f (fx+huuw) — f(x)K(u) du| = 0(—).
feZF xerd |JR? \/ﬁ
Alors
vn(PLx Ky, — P)= Gy dans I®(%).
Démonstration.

Soit f € &. Calculons

Pl « Ky, (f) = f f dp! x K, (x)
R

1 2 x—X,'
_h_gi;qifwf(x)K( I )dx.
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En faisant le changement de variable u = x;—)(i, ona
n

—Ya [, rox

x—X;
hd = n

) dx = Z qifdf(Xi + hnu)K(u) du.
i=1 JR
Posons pour tout x € R4,
l“n,f(x):f fx+h,wK (u) du.
R4
Ainsi
V(P * Ky, () = Pf) = Vi(PyTp— ) +Vn®,f - Pf).
Puisque

VA (PLT,,f— )| < Vsup

xeR4

fRd(f(x+ hpu) — f(x)K (w) du

< v/nsup sup
feF xeR4

‘[Rd(f(x+hnu)—f(x))1((u) du

on obtient par hypothese que

ﬁ?gg|(P£(Fn,f - )| = Vnsup sup =o(1).

feF xeRd

fw(f(x+ hpu)— f(x)K (u) du

Par conséquent, puisque & est une classe P-Donsker et par le résultat de type Donsker pour la mesure
empirique informée (théoréeme 3.1.2, 3.2.3 et 4.1.6) ,0ona

al = vnPL - P)= G; dans I1®°(%).
On en déduit que

Vi (P« Ky, — P)= Gy dans I®(%).

Exemple 7.2.3. Supposons que /nh, — 0. Alors la classe & des fonctions lipschitziennes dont la
constante de lipschitz est bornée par un certain réel M > 0 vérifie les hypotheses du théoreme 7.2.7.

Dans [20], les auteurs proposent d’autres conditions a vérifier afin d’assurer la convergence
en loi pour la mesure empirique lisse. Dans le théoréme suivant, on supposera que I'information
auxiliaire I est forte et est donnée par une fonctionnelle g(P).
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Théoreme 7.2.8. Soit & une classe de fonctions P-Donsker et invariante par translation. Posons la
mesure suivante i, (dy) = thK(h—J;) On suppose que [pa K(y) dy =1 et que pour tout n, F L(unl)
et [pa Il f(- =M 2pydlpnl(y) < +oo. On suppose de plus que les conditions suivantes sont satisfaites

\/ﬁsup [E[ (f(X+y)—f(X))dun(y)‘————>0, (7.2)
f€9 Rd n—+oo
2
supE(f (fX+y) —f(X))dpn(y)) — 0. (7.3)
feg Rd n—+oo

Alors

vn(PL* p,— P)= G; dans I1°°(%).

Remarque 7.2.9. Faisons quelques remarques utiles pour la démonstration de ce théoreme
P * Hn(f) = f f flx+y)dP (0 dpn(y)
Re JRd
= ; Xi+y)—K (—) d
i:zi qi [I;d fXi+y fin e y
n
=2 chf fXi+hny)K (y)d
=1 JR?

1
=P,y

en reprenant les notations de la démonstration du théoréme 7.2.7. Posons pour tout borélien A deR?,
n(A) := uy(=A). Ainsi, on a pour une mesure de probabilité Q,

(Q*un—Q)f=fRd fRd(f(” hny) = fF(X)K () dydQ(x)

_ f e F— AEAAOE
Rd

=Qin*f-f)
oul
ﬁn*f(x)szdf(x—y)dﬂn(y) (7.4)
_ N e
—fRdf(x y)hnK(hn)dy (7.5)

= |, fee+hapk iy, 7.6



7.2. APPLICATIONS EN STATISTIQUE PARAMETRIQUE ET NON PARAMETRIQUE 137

Démonstration.
On reprend la démonstration faite dans [20] et on la modifie légérement. Puisque

V(P # tn = P) = Vi By * pn = Py) + v (P, = P),
il suffit d’étudier
Pl py—PL =@, - P+ uy— PL-P)+ Pxp,—P

Observons que

(P ptu =PI =E [ (FOXC+ )= FOO)pn ).

Alors par (7.2), ona

1
Pxu,—-Plg=0l—].
IP* pin = Pl (\/ﬁ)

Par la remarque précédente, on obtient
(Pf = P) #ptn = @}, = P)) f = Py, = P)(fin * f = ).

Par lelemme?2 de [20], 9 =Upifin * f — f, f € &} est une classe P-Donsker. Par (7.3), SUp fe g7 P, *
f—f)? — 0. On en déduit comme dans [20],

1
(P —P) (@ -Nl= (—)
?E;l n Bnxf—=l=o0p 7

De plus, remarquons que

PL=P)n*f~f)=@n=P)f@in*f—f)—covn(fin* f— f,0g®p)(Var,pe®n) ' Z,

p.s.

n—+oo

o Z,, = g(P,) — g(P). En utilisant le fait que \/nZ, converge en loi et (Varn(,og(IP’,,))‘1

(Varp(pg(P))_1 , on remarque qu'il suffit de montrer que

sup llcovy(fin * f = f, g Pl p'i’oo 0.

feF n=

Observons que

lcovn(fin* f = f,pg )l < \/Varn(ﬂn * f—f) 123)51\/Varn(,0gi P,
<lgn=f-flre, [ax Varppg, (Pr)

et que

Pu(tn * f = )*=@n—P)(fin * f— P>+ P(in * f — )
< I[Py, — Pllgz + sup P(fin * f — f)?.
feF
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Pour le second terme, par (7.3), suprcg P(fin * f — £)? — 0. Pour le premier terme, puisque 4 est
P-Donsker, elle est donc P-Glivenko-Cantelli. Puisque ¢ admet une fonction enveloppe de carré
intégrable et par stabilité du caractére Glivenko-Cantelli par une application continue, 9° est P-
Glivenko-Cantelli. Ainsi

p.s.

IP,— Pllgz —~—0.
FPREN - _ 2 p.S.
Dotrsup peg Pn(fin * f— f) — 0 et
_ _ P p.s. 0
?Eg ”Covn(ﬂn*f f,(Pg( )l oo

Enfin par ce qui précede, on en déduit que

1
sup |(PL = P) (@i, * f— f)l =0 (—)

En conclusion, on obtient

Vn(PL* g, — P)= Gy dans I°°(%).

Exemple 7.2.4. Nous souhaitons comparer fy, f,, et f,{ al’aide d’'une simulation. Pour cela, nous
générons p = 20 échanltillons i.i.d. de taille n = 100 de loi P = .4 (5,16). Nous prenons comme
fenétre h;, = (1,06)0n" 5 avec o = 4. Nous supposons qu’'on dispose d'une information auxiliaire
I donnée par le moment d’ordre 1 et 2 de P. Pour chaque échantillon, nous tragons les courbes
représentatives de fn et f,,f (Figure 7.4 se trouvant a la page suivante). Nous observons qu'il est
difficile de juger de la pertinence d’injecter une information auxiliaire (par cette méthode) dans
I'estimation point par point de la densité fy. Cependant I'’estimation d’espérance de loi donnée par
la densité f est améliorée.



7.2. APPLICATIONS EN STATISTIQUE PARAMETRIQUE ET NON PARAMETRIQUE 139

012 1

010 A

008

L0G 1

004 1

002 1

0.0

=20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20

FIGURE 7.4 — Comparaison des estimateurs a noyau.

7.2.4 Quantiles empiriques informés

Dans cette sous-section, nous souhaitons estimer de maniére plus précise le quantile d'une loi
réelle en exploitant une information auxiliaire a notre disposition. Pour cela, nous allons définir
le quantile empirique informé en utilisant la mesure empirique informée P/. Des travaux ont

été menés autour des quantiles empiriques informés par Zhang dans [42] en utilisant la mesure
empirique informée obtenue par vraisemblance empirique P\’ définie dans (2.10). Nous montrons
que le processus limite obtenu dans [42] est le méme pour la mesure P.

Soient (X},) nen+ une suite i.i.d. de loi P sur R et I une information auxiliaire. Notons F la fonction
de répartition, F,, la fonction de répartition empirique et F/, la fonction de répartition empirique
informée définie pour tout ¢ € R par

n
Fri)=Pil<, =Y qilx<:
i=1

Exemple 7.2.5. Comparons la fonction de répartition empirique informée avec la fonction de
répartition empirique non informée. Pour cela, on génere n = 100 variables aléatoires i.i.d. de loi
P =_#(0,1). On suppose qu'on dispose d'une information auxiliaire I donnée par ([E(X),[E(Xz)).
La Figure 7.5 est composée de deux graphiques. Dans le graphique de gauche, nous réalisons une
seule fois I'expérience tandis que dans le graphique de droite nous réalisons 20 fois I'expérience
et nous tragons sur le méme graphique F/, et .. Dans les deux graphiques, nous observons que la
fonction de répartition informée [, ; est plus proche de F que I'est F,,. Dans le graphique de droite,
nous remarquons que le faisceau vert est beaucoup plus resserré autour de la courbe bleue que ne
'est le faisceau rouge. Cela illustre les propriétés asymptotiques du processus empirique informé
démontrées dans les chapitres précédents (Figure 7.5).
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FIGURE 7.5 - Comparaison entre [, ; (verte), [, (rouge) et F (bleue). Le nombre de réalisations dans
le graphe de droite est de 20 et de 1 pour celui de gauche.

Définissons la notion de quantile empirique informé.

Definition 7.2.5. Le quantile empirique informé d’ordre « €]0, 1[ est défini de la manieére suivante

Gna=Fpp(@ =inf{t€R, Fy (1) 2 a}.

Remarque 7.2.10. Linfimum est bien défini puisque pour tout t €] —oo,min)<;<, X;[, Fp 1(£) =0 et
pour tout t € [maxj<;<p, X;, +ool, Fp () =1.

Afin d’obtenir des résultats asymptotiques a propos du quantile empirique informé, nous avons
besoin du lemme technique suivant.

Lemme 7.2.11. Soit.¥ = D(R) N [*°(R) I'ensemble des fonctions cadlag bornées définies sur R muni
de la norme uniforme. Soit a €]0,1[ et by : Dy < & — R définie par ¢, (F) = F () pour tout F € Dy
oit Dy, contient l'ensemble des fonctions de répartition définies surR etF, ; pour tout n € N*. Soit F
une fonction de répartition.

1. On suppose que F est strictement croissante en F~! (). Alors ¢, est continue en F.

2. On suppose que F est différentiable en Fl(a) et FF(F () = f(F_l(a)) > 0. Alors ¢ est
Hadamard-différentiable en F tangentiellement a

Do ={he &, h continue en F~! (a)}
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de dérivéee
, h(po(F)  h(F Ha)
(pa(h) == / == — .
Fjp) f(FYa)

Remarque 7.2.12. Remarquons que nous pouvons prendre

Da:{Fey, lim F(f)=0, lim F(f)=1 }
[——00 —+o0

Démonstration.
La démonstration de la seconde assertion peut étre trouvée dans [38] par exemple.

Démontrons la premiére assertion. Fixons € > 0. Puisque F est strictement croissante en F~1(a)
alors

FF Y a)-e)<a<FF (a)+e).
Soit (Fy) nen: € Dy telle que || F, — Flloo — 0. Alors il existe N > 0 tellequeVYn = N
Fp(FHa)—€) <a < Fp(F ' (a) +e).
D’oit par définition de la fonction quantile, cela implique que
Fllay-e<F; (@) < F Ya)+e.
Ainsi
|E, Y (@) - F )| <e.
On conclut que ¢4 est continueen F.O

On en déduit le résultat suivant :

Théoreme 7.2.13. Soient F une fonction de répartition et q, le quantile d’ordre @ €]0,1[ de F. On
note q,Il,a le quantile empirique informée (Définition 7.2.5). Alors :

1. SiF est strictement croissante en F~(a) alors :

I p.S.
Qn,a’ da-
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2. SiF estdifférentiable en F~! () et F'(F~'(a)) = f(F~'(a)) > 0 alors

Vi(q) o — qq) = N |0,

VarpGi(F~(a)) )
(fFL(@)?
ot pour tout s € R, G1(8) := Gr(1)-o,5])- Dans le cas ot U'information auxiliaire est donnée par

une fonctionnelle g(P) (ou par des estimations issues de sources indépendantes), la variance
s'exprime de la maniere suivante

V(q) o — Ga) = N |0,

a(l - a) —i)
(fF (@)

avec I =covp(@g(P),1)_oo p-1(ay) 7 covp(@g(P), 1) o0 p-1(ay) = 0.

Démonstration.
Posons la classe F = {fs = 1)_,5), S € R}. Cette derniere est une classe P-Donsker. Alors

p.s.
IFnr—Fllo
n—+0o

Vn(F 1~ F) = Gr dans I (R)

0,

out Gy(s) := Gy(f) dépend en s de seulement G(s) et covp(@g(P),1)-co,s)) . Observons que Gy € I°(R).
Par le point1 du lemme 7.2.11, on a

p.s.

n—+oo

(/)a (I]:n,l)

$a(F).

Dot la premiere assertion. Concernant la seconde assertion, montrons que Gy est cadlag sur R

et continue en F~' (). Pour cela il suffit de montrer que les applications suivantes sont cadlag et
continues en F~'(a)

Y1:5— G($),
Y2 :8— covp(@Pg(P),lj-co,s]) = PPg(P)lj—co,5) = Pg(P)F(s).

Concernant v, rappelons que G admet presque stirement des trajectoires continues pour la semi-
distance p*(f1, f2) = Varp (fi — f2) pour tout fi, f» € L*(P). Posons ¢ : R,|-|) — (&, p) définie pour
tout S € R par ¢(s) = fs et observons quey = Go . Il suffit de montrer que @ est cadlag et continue
en F~1(a). En effet soient s,s' € R,

p(fs, fs) =1/ Varp (fs— fv) < I fs= follizpy = VE(s) + F(s') — 2F (min(s, s'))

On peut donc en déduire que v est cadlag et continue en F~ (). Concernant v, il suffit de montrer
que s — P@g(P)1)_ g est cadlag et continue en F~Y(a). Soit (s,) nen+ une suite décroissante qui tend



7.2. ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES INFORME 143

vers s lorsque n — +oo. Alors puisque @¢(P) € LY(P), on peut en déduire par théoréme de convergence
dominée

P, (P)1;,- —— Py (P)1]_co,q]-
(Pg( ) ]—00,5,] oo (pg( ) ]—o00,s]
De méme par théoreme de convergence dominée, on peut montrer que

Ppg(P)l)-co,5]

—— Pg(P)]j—co,s-
=S
Enfin notons que puisque F est continue en F~Ya), Gy est continue en F~' (). Il suffit maintenant
d’appliquer la méthode Delta fonctionnelle et de conclure

Gi(F Y(a))

I _ — _ I 2 =
VG o = Ga) = Ve 1) = o (Fa)) = o (Gp) FET@)

en remarquant que Varp(l)_o r-1(q))) = (1 — ) car F(FY(a)) = a. 0.

Exemple 7.2.6. Dans cet exemple, on suppose que |'information auxiliaire est donnée par le quantile
d’ordre  €]0,1[ de laloi P. On souhaite calculer explicitement I et la variance du processus limite
données dans le théoreme 7.2.13. Ainsi dans notre cas g(x) = 1j_o, -1(p) (x) avec x € R. La quantité
T est alors

T: (COVP(g» 1]—oo,F’1((x)]))2 _ (min(a’ ﬁ) - aﬁ)z
Varpg Bl-p)

Ainsi

~ l-a a
a(l—a)—]=max((a— ) ——, ( —(x)—).
Pip P9

On en déduit que
maX((a—ﬁ)}:—%‘, - a)%)
(FF @)’

\/ﬁ(ql{l,a - CIa) >N 0)

Exemple 7.2.7. Illustrons cela par une simulation. On géneére n = 210 variables aléatoires i.i.d.
de loi P = A4(0,1). On souhaite estimer la médiane de P qui est dans ce cas 0. On suppose que
I'information auxiliaire disponible est donnée par le moment d’ordre 1 et le moment d’ordre 2. On
calcule alors pour chaque 7 € [2,210], la médiane empirique informée et la médiane empirique
classique. On observe qu’a partir d'un certain rang (ici a partir de n = 70), la médiane empirique
informée converge plus rapidement vers 0 que la médiane empirique classique.
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FIGURE 7.6 — Comparaison entre la médiane empirique informée et la médiane empirique classique.

7.3 Estimateur des moindres carrés avec informations auxiliaires et mo-
dele linéaire informé

7.3.1 Estimateur des moindres carrés avec informations auxiliaires

Nous souhaitons injecter une information auxiliaire dans le cadre de la régression. Linformation
auxiliaire I portera sur la loi du couple (X, Y). Rappelons le cadre de la régression linéaire. On
souhaite estimer

0o =arg min E(Y —(X,60))*
0eOcRk

avec k € N*. Notons P = P®Y) Jaloi du couple et h(6) = E(Y — (X, 0))? pour tout 6 € ©. Alors
Vh(0) = -2E(Y —(X,0))X.
Ainsi

Vh(0) =0+ E(XY) =EX(X,0)
SEXY)=E(xx7)6.

Sous réserve que E (X XT) soit inversible, on a

0o =E(XXT) " E(XY)
= (Pxx) 1 (Pxy).
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Puisque P est inconnu, I'estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO) est défini de la maniere
suivante,

0, = argminP, (Y —(X,0))?
0e®

ol P, est la mesure empirique associée a I'échantillon i.i.d. (X1, Y1), -+, (Xy, Yy) de taille n e N*. De
manieére analogue, on peut en déduire la définition de I’estimateur informé des moindres carrés
ordinaires.

Definition 7.3.1. Soit I une information auxiliaire. Lestimateur informé des moindres carrés
ordinaires (IMCO) est défini par

n
0! = argrgrggu»;(y —(X,0)* = “rg%é%‘; qi(Y; — (X;,0))°.

Sous réserve d’inversibilité,

i=1

n -1 n
0, = (Z c/in-X,.T) Y qiviX;.
i=1

Remarque 7.3.1. Posonsy(x,y) = xxT pour tout (x,y) € R¥ x R. Observons que
A -1
0, =Pny) Phxy

ou xy représente l'application (x, y) — xy. On peut écrire éfl sous forme matricielle en posant Q =
Diag(qy, -+, qn) la matrice des poids et xT = (X1,:--,X5). On a alors

0L = (xTQx) ' xTQv.

Remarquons qu'en posant Q = %I d, on retrouve l'estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO).

7.3.2 Propriétés asymptotiques de I'estimateur des moindres carrés informé

Afin de quantifier le gain d’information qu’on obtient en injectant de I'information auxiliaire,
nous devons faire quelques hypothéses. Supposons que

E(Y1X) =<X, Bo)
pour un certain fy € R” avec p € N*. Ainsi on peut écrire Y comme

Y=(X,Bo)+¢€
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oue =Y —-E(Y|X) estle terme d’erreur. On remarque que I’hypothése d’exogénéité est automati-
quement satisfaite puisque
E(e|X) =E(Y|X)-E(Y|X)=0

Ainsi E(e X) = 0. En fait par définition de 'espérance conditionnelle comme projection orthogonale
dans 2, ona E(ey(X)) = 0 pour toute fonction mesurable y. Sous reserve d’inversibilité E (X X T), le
modele est identifiable puisque

00 =E(XXT) " E(XY)
=E(xXT) " E(XXT) o +E(XXT) " E(eX)
= ‘60‘

Soit ((X;, Yn)) nen+ une suite i.i.d. de loi P. L'estimateur informé des moindres carrés ordinaires
(IMCO) est

NI & T - &
0, =Y aXxix!'| Y qiviX;.
i=1 i=1

Le résultat suivant porte sur la consistance forte de 67

Théoréme 7.3.2. Supposons queE(XXT) est inversible. Alors

Al p.S.
0,, —— Po.
" n—too Po

Démonstration.
En effet
i = (
i

=(,~ n

. -1
=,30+(Z CliXiX,-T) Y qi(Yi —(Xi, Bo)) X;.
i=1

i=1

M=

1
n
qﬂmﬂ Y qiViX;
i=1

1

M=

n -1 n
,30+(Z q,-X,-Xl.T) Y qi(Yi —(Xi, Bon) Xi
i=1

i=1

-1
n
m&ﬁ)(q%ﬁ
1 i=1

Par résultat de type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoreme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5), le second terme tend p.s. vers 0 carE(e X) = 0.0

De plus, nous avons aussi un résulat de normalité asymptotique :
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Théoréme 7.3.3. Supposons que E(XXT) est inversible. Posons (6, y) = (y = (x, Bo))x et U =
ExXxT)~L. Alors

Vn(@;,- o) = A (0,UVarp G (fg,)U").
De plus, on a l'inégalité suivante
UVarp G (f,)U" <UVarp G (fg,)U".

Dans le cas ot l'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle g(P) (ou par des estimations
issues de sources indépendantes), la variance s'exprime de la maniére suivante,

Varp Gy (fg,) = Varp fg, — covp(pg(P), f5,) " =~ covp(pg(P), f5,)
= Varp fp,—EE€X¢pg(P)(X, Y))Z ' E(eX@g(P)(X, Y)).

Remarque 7.3.4. Dans le cas oit l'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle g(P)
(ou par des estimations issues de sources indépendantes), on peut remarquer que si l'information
auxiliaire ne dépend que de X alors cela waméliore pas lUestimation car

E(epg(P)(X)") =EEElX)pg(P)(X)T) =0.

Démonstration.
Remarquons que

n -1 n
vn@!l - Bo) = (Z iniXiT) Vn) | qi(Y;i—(X;, Bo)) Xi.
i=1 i=1

Par un résultat du type Donsker pour la mesure empirique informée (théoreme 3.1.2, 3.2.3 et 4.1.6) et
en observant quet(eX)=0ote =Y — (X, By}, ona

VY qi(Yi—(Xi, fo) Xi = V1P, f, = Gi(f5,).
i=1

Par résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoreme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5) et par continuité de l'inverse, on a

-1
n —
(Z iniXiT) L (Exx) = U
i=1

Par le lemme de Slutsky, on obtient finalement que

V@), - o) = UG(fp,) =N (0,UVarp G (fp)U").
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Exemple 7.3.1. On se place dans le cadre d'une régression linéaire simple. Un organisme d’étude
dispose de N =530 données portant sur des appartements. Plus précisément, ces données sont de
la forme (x, y) o1 x représente la surface en m? et y le loyer de cet appartement. Cependant, nous
n’'avons acces qu'aux n = 250 premieres données de cette base de données. De plus, nous disposons
aussi d'une information auxiliaire I concernant le loyer moyen de I'’ensemble des N appartements.
A partir de ces données, on peut calculer I'estimateur non informé 6, et I'estimateur informé éfl.
Ainsi on peut tracer la droite de régression associée a chacun de ces deux estimateurs (Figure 7.7).
On observe que la droite de régression informée a tendance a passer par les valeurs extrémes.
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FIGURE 7.7 — La droite de régression pour I'estimateur informé (resp. non informé) est tracée en
bleu (resp. en noir).

7.3.3 Interprétation géométrique et qualité d’ajustement dans le cadre d’'un modele
linéaire avec informations auxiliaires

On souhaite interpréter géométriquement ¥ = Xé,ﬂ comme le projeté orthogonale de Y sur
Vect(X1,---, XP) pour un certain produit scalaire avec p € N*. Notons X = (X!,---, X?) avec X' :=
1:=(1,---, )7 et (X) jel2,p1 sont les variables du modele. Pour cela, posons la forme bilinéaire
symétrique suivante

(xx,o=x"Qy, x,yeR". 7.7)

Par la proposition 2.3.3, 1a matrice Q est définie positive presque stirement a partir d'un certain rang.
Ainsi cette forme bilinéaire est un produit scalaire presque sirement a partir d'un certain rang.
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Proposition 7.3.5. Presque stirement  partir d’un certain rang, le vecteur ¥ = X@,’1 € R" est le projeté
orthogonalede Y sur Vect(X',---,XP) pour le produit scalaire (-, 20-

Démonstration.
En posant H = X (XTQX)_1 XTQ, on a queY = HY. Montrons que H est la matrice de projection
orthogonale sur Vec (X, XP) pour le produit scalaire (-, -) o. Tout d’abord, observons

H2 =X (XTQX) T XTQx (XTQx) ' xTQ
=x(x"Qx)"'xTQ
= H.
Donc H est une matrice de projection. H est une projection orthogonale si pour tout x € R”
(Hx,x—Hx)g=0< xTHTQHx = xTQHx.
Autrement dit montrons que H' QH = QH. En effet,
HTQH = Qx (X7 Qx) " xTox (X" Qx) ' xTQ
= QX (XTQx) ' xTQ
=QH.
Ainsi Y est le projeté orthogonal de Y sur Vect(X',---, XP) pour le produit scalaire (-, 0.0

Dans le cadre d'un modéele linéaire informé, on peut de la méme maniere mesurer la qualité
d’ajustement par le coefficient R?,

R = SSE
"~ SST

o1 SSE est la variance expliquée, SST la variance totale et SSR la variance résiduelle sous P’ . Plus
. —=I
précisément, notons Y, = (Z?Zl qgiYi)let

1 —I —I
SST=) qi(Yi=Y)> =Y =Y,lI3,
i=1

& R R
SSE=) qi(Y; =Y ,)> =Y =Y 13,
i=1

n
SSR= . qiYi~ Y2 =1y -G,
1=

. =I
Puisque Y - Y, € Vect(X?,..., XP) (car X' =1) et

Y-V Lo Vect(X',..., XP)
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alors par le théoreme de Pythagore, on a
v o w2 o2
1Y =Y, lo=1Y =Y,l5+1Y=Yl.

Autrement dit
SST = SSE + SSR.

Ainsi ce coefficient R? est entre 0 et 1 et il est interprétable.

7.3.4 Variables instrumentales et informations auxiliaires

En économétrie et en statistique de maniére générale, il arrive que les erreurs du modéle soient
endogenes. Plus précisément X est endogene si E(e| X) # 0 ou plus faiblement cov(e, X) # 0. Cela
peut venir du fait qu’il y a des erreurs dans les mesures de X et Y ou suite a des équations simultanées
par exemple. Ainsi le modele n’est pas adapté aux données. De plus, I’estimateur n’est pas consistant
car cov(X,€) #0. Afin de contourner ce probléme, on introduit la notion d’'instrument Z.

Definition 7.3.2. Un instrument Z est une variable aléatoire dans R” telle que

E(elZ) =0 et cov(X, Z) #0.

Enposante=Y - X760y on a
E(Z(Y - XTBo) =0 o E(ZY) =E(ZXT)o.
Sous réserve d’inversibilité de E(ZXT), on a
Bo=EZXD)'E(ZY).

Soit (Xp, Yn, Zn) nen+ une suite i.i.d. de loi P = PXY4 On dispose d'une information auxiliaire /
portant sur au moins une des variables X, Y, Z. Lestimateur a variables instrumentales informé est
donné par

0l =(z"Qx) "' zTQy

ol Z=(Z',---,ZP). La proposition suivante porte sur la consistance forte de cet estimateur.

Théoréme 7.3.6. Supposons queE(ZX") est inversible. Alors

A p.s.
6L —— By.
" p—+oo Po
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Démonstration.
Observons que
n -1,
0y = (Z aiZiX;'| Y aiviz
i=1 i=1
n -1y n -1,
= ( qiZiX;} (Z qi Zi X[ | Po+ (Z qi ZiX; qi(Y; = (Xi, Po)) Zi
i=1 i=1 i=1 i=1
n -1y,
=[30+(Z aiZi X! | Y qi(Yi—(Xi, Bo)) Zi.
i=1 i=1

Par résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoréeme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5), le second terme tend p.s. vers 0 puisqueE(eZ) = 0.0

De plus, nous avons aussi un résulat de normalité asymptotique pour I'estimateur §?.

Théoréme 7.3.7. Supposons que E(ZX Ty est inversible. Posons fﬁo (x,9,2) = (y—(x,B))z et U =
ExzT™L. Alorson a

V@ - Bo) = N (0,UVarp Gy (f,)U").
De plus, on obtient l'inégalité suivante
UVarp G (f,)U" <UVarp G (fg,)U".

Dans le cas ou l'information auxiliaire est donnée par une fonctionnelle g(P) (ou par des estima-
tions issues de sources indépendantes), la variance s'exprime de la maniére suivante

Varp G (fg,) = Varp fp,— covp(pg(P), fs,) =  covp(pg(P), f,)
=Varp fp,—E€Zpg(P)(X,Y,2) ) ' E(epg(P)(X, Y, 2) Z").

Remarque 7.3.8. Toute information auxiliaire portant sur Z naméliore pas Uestimation. En effet cela
vient du fait queE (€| Z) = 0. Cependant cette fois-ci une information portant sur X peut améliorer
U'estimation puisque cette variable est endogene.

Démonstration.
Remarquons que

-1

V@l - o) = (Z qiZiX]| VY qi(Yi— (X, Bo)) Zi.
i=1 i=1
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Par un résulat du type Donsker pour la mesure empirique informée (théoreme 3.1.2, 3.2.3 et 4.1.6) et
en utilisant le fait queE(eZ) =0 otte = Y — (X, Bo), on a

Vi Y qi(Y; = (X, Bo)) Zi = VPl f5, = Gi(fp,)-
i=1

Par résultat du type Glivenko-Cantelli pour la mesure empirique informée (théoreme 3.1.1, 3.2.2 et
4.1.5) et par continuité de l'inverse, on a
-1

n
(Z qiZi X!

i=1

P (BzxD) =
n—+oo

Par le lemme de Slutsky, on obtient finalement que
V), - o) = UG/ (fp,) =N (0,UVarp Gy (f)U").
([

7.3.5 Tests statistiques asymptotiques sur le modele informé (avec ou sans instrument)

Dans cette sous-section, nous proposons des tests statistiques asymptotiques afin de tester la
significativité globale du modele. De plus, nous ne faisons pas d’hypotheése sur la gaussianité des
erreurs. Par le théoreme 7.3.3 et 7.3.7, la matrice de covariance limite est

V=UVarp Gy (f,)U"
o U = EXXT) ™ ou ®ZXT) et fp,(x,y) = (y— (x, Bo)) x ou fp,(x,¥,2) = (y — (x, Bo)) z dans le
cas d'un modele linéaire avec ou sans variable instrumentale. On note V;, I'estimateur empirique de
V en remplacant P par P,,. Ainsi remarquons que V;, est une matrice symétrique. Posons f’, := 91,
Test de significativité d’'un parametre
On s’intéresse au probleme de test suivant
HAp: ;=0 contre Hy:f;#0
pour j € [1, p]. Par le théoréme 7.3.3 et 7.3.7,0n a
VB, - B =N, V)

ou Vj; est j-éme coordonnée sur la diagonale de V. On suppose V;; # 0 et on pose
1
_y 2 Al
L=V, Vnp, ;.
p.s.
n—-+oo

+00. Fixons

Observons que sous % par le lemme de Slutsky L, = A7(0,1) et sous A, | Lyl
a €]0,1[. Alors le test défini par

Tn = 1 |Ln|>zlfa/2

ol z1_q/2 estle quantile d’ordre 1 — a/2 d'une .4(0,1) est un test asymptotique de niveau a.
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Test de significativité de plusieurs parametres

Quitte a réindicer, on suppose que les parameétres a tester commencent a partir de pg + 1 pour
un po € [1, p— 1] fixé. On s’'intéresse donc au probléeme de test suivant

Ho: Ppy+1=...=Pp =0 contre Hy:3je{po+1,..,p}, B;j#0.

Par le théoreme 7.3.3 et 7.3.7 et la méthode delta pour la fonction h(x1, ..., Xp) = (Xpy+1,.... Xp) | avec
(x1,..,Xp) ERP,0ona

vn(h(BL) - h(B)) = A4 ©0,Dh(B)VDh(B)T)
avec Dh(B) = (0 p,,p, | 1dp-p,). Ainsi
Dh(B)VDh(B)T =V

ouV=(V; j)l.,]. elpo+1,pl’ On note V}, 'estimateur empirique de la matrice carrée V. Supposons que

par V est inversible. Alors puisque V,, convergence p.s. vers V alors p.s. pour 7 suffisamment grand
V,, est aussi inversible. On pose

1 ~ ~ ~ ~
=1V, 2Vnh(BDI* = nh(B) TV, Y h(BL).
Alors sous /4,
Ly = x*(p—po),

et sous /4

Ainsi pour «a €]0,1[ le test défini par

T, = an>cl,a

oll ¢;_q estle quantile d’ordre 1 — a d'une y%(p — po) est un test asymptotique de niveau a.

Remarque 7.3.9. Dans le cadre d'un modeéle linéaire gaussien, il est difficile de déterminer la loi de
05
N -1
6L = (xTQx)” x'Qy
=0+ (XTQX) "' x"Qe

du fait que les poids (q;)ic1,n) Sont aléatoires et dépendent de X et Y. Ainsi il est difficile d’obtenir des
tests non asymptotiques dans le cadre gaussien pour l'estimateur des moindres carrés informés.
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7.4 Pistes méthodologiques : Analyse des données et apprentissage sta-
tistique avec informations auxiliaires

Dapns cette section, nous proposons des pistes méthodologiques pour injecter de l'information
auxiliaire en analyse des données et en apprentissage statistique.

7.4.1 Probleme de bandits avec information auxiliaire

Nous souhaitons injecter une information auxiliaire dans le contexte d’'un bandit stochastique.
Tout d’abord, énoncons le cadre. On se donne un ensemble de bras «/. Le choixdu bras a € « a
I'instant € N* nous permet d’observer la variable X, ; ~ P, ou P, est un loi de probabilité sur &
inconnue et nous accorde la récompense (X, ;) ou ¢ : Z — R une fonction intégrable. On suppose
que les variables aléatoires (X, ;) ;en+ sont indépendantes. L'objectif est de choisir le bras optimal
a* € of c’est a dire celui tel que

a* = argmax P,y
acd

afin de maximiser la récompense cumulée

T
ES, = E(Z w(XA,,t)).

=1

Cela revient a minimiser le regret
R, = Tmax P,y —ES;,.
acsd

Dans le cas ot & =R, généralement 1y = Id. Dans la suite, on considérera le cas réel.
Nous devons nous doter d'une stratégie optimale concernant le choix du bras a I'étape ¢ en
utilisant I'information disponible avant I'étape t. C’est a dire une politique ¢ = (¢;) ;> telle que

At = (Pt(XA],l;"‘ )XA,_],t—l) .

Cependant ici on n’exploite pas I'information auxiliaire mais seulement 'information séquentielle
des données. Lidée maintenant est d’incorporer de I'information auxiliaire en plus de 'information
des données afin d’avoir une politique beaucoup plus optimale c’est a dire

Ar=¢(Xay1, ,XAH,t—ljl,“‘ ,Tt—ljt)

ol TS est 'information auxiliaire donnée au temps s € [1, £].

Remarque 7.4.1. Plusieurs travaux ont été menés afin d’'incorporer de l'information auxiliaire dans
le probleme du bandit stochastique par exemple [14],[36]. Néanmoins, U'information auxiliaire est
différente que celle traitée dans cette theése. Par exemple :

1. On pose un ensemble contexte € et on suppose que X, ; s'‘écrit comme une fonction du contexte
et du bras a. A cela on rajoute généralement un bruit. Ainsi on traite différents types de
fonctions (linéaire, logistique etc).

2. Ils supposent que périodiquement ou aléatoirement, l'agent peut connaitre la récompense
d’au moins 2 bras.
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Dans notre cadre on considérera les informations auxiliaires suivantes :
» On dispose d'une information auxiliaire forte ou faible portant sur un certain nombre de lois
P, aed.
» On suppose que cette méme expérience a été effectuée par d’autres entités (joueurs etc) et
on a acces a leurs données (récompenses) et leurs stratégies employées.

Premier cas : Fixons ¢ € [1, T]. Al'étape ¢, nous disposons d’une information auxiliaire I portant
sur Py, ..., P4, pour r € N*. Ainsi I'information auxiliaire I peut étre décomposée en r informations
auxiliaires Iy, ..., I; portant respectivement sur Py, ,---, Py, . Al'étape t, nous avons exploré Ty (£-1)
fois le bras ay pour k € [1, r]. Pour chaque k € [1, r], on dispose de I'information I} et on observe les
récompenses notées Xx 1, ..., Xk,Tak(t—l) qui forment un échantillon i.i.d. de loi P,, . Les stratégies &
utilisent comme estimation de 4, = Py, x,

1 Tak(t_l)

- R
Ta (t—1) ,zzl !
afin de pouvoir décider quel bras choisir a I'étape ¢. Afin d’améliorer I'efficacité de ces stratégies ,
on propose de remplacer cette estimation par
I
[FDTak (-1
Second cas : Il faut construire une stratégie 7* en fonction des stratégies auxiliaires afin d’ex-
ploiter cette information auxiliaire. Par exemple, placons nous dans le modéle a 2 bras. Supposons
qu’on ait acces a une stratégie m d'un autre joueur qui a exploré majoritairement le bras 1 et peu le
bras 2. Dans ce cas, la stratégie informée explorera dans un premier temps le bras 2 et prendra plus
rapidement la décision de conserver le bras gagnant.

7.4.2 Analyse en composantes principales avec informations auxiliaires

L'Analyse en Composantes Principales (ACP) consiste a projeter les variables sur un espace de
dimension plus petit tout en déformant le moins possible la réalité. Il s’agit donc d’obtenir le résumé
le plus pertinent possible des données initiales. Le cadre est le suivant. Soit Xj, ..., X;; un échantillon
i.i.d de taille n € N* a valeurs dans R” ol1 p € N* est le nombre de variables. On note P laloi de X.

Remarque 7.4.2. En statistique descriptive, on a acces a l'ensemble de la population finie Q = [1, N]
avec N € N* et X; := X(i) pouri € Q. AinsiP =¥ &x.

Nous souhaitons trouver une droite affine dans R” sur laquelle le projeté de X estle plus dispersé.
Plus précisément on cherche v* € R” tel que

v*e arg”m”aui Varp (v, X)) =arg ||m|fa)i vz,
V= v|=
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On peut montrer que la solution est un vecteur propre unitaire associé a la plus grande valeur propre
A* de la matrice de covariance X. Puis on itere ce procédé en cherchant w tels que |w| =1 et w
linéairement indépendant de v. Sil'on souhaite projeter sur un espace de dimension g < p, il suffit
de prendre une base orthonormée de chaque espace propre classé par ordre décroissant jusqu’a
obtenir g vecteurs.

En statistique descriptive, on a acces a la matrice de covariance X et donc toute notion d’infor-
mation auxiliaire perd son sens. Cependant en statistique inférentielle, on a rarement acces a la
matrice de covariance X. De ce fait, on remplace X par sa version empirique X, puis on cherche

* T
v, € arglll}/llf—a)i Varp, (v, X)) = arglll}}lf—a)i v Z,u.

Dans le cas ou on dispose d'une information auxiliaire I, nous proposons de remplacer X par
>! (matrice de covariance sous P) ala place de X, et de chercher

v, €arg ||r£1|f:a)i Varp: (v, X)) = arglll}/llf:a)i UTZQ v.

7.4.3 Réseaux de neurones

On souhaite injecter une information auxiliaire dans le cadre des réseaux de neurones. Notre
échantillon d’entrainement de taille n € N*, noté (X1, Y1), ..., (X5, Y5), est a valeurs dans le produit
cartésien de deux ensembles mesurables & x %. Un réseau de neurones prend en entrée des
données X; et sort en sortie un vecteur Y qui est une variable réponse. Ce réseau est composé de
couches cachées qui sont reliées par des fonctions. Ces dernieres dépendent de divers parametres
(matrice de poids, biais et fonction d’activation). En général, la fonction d’activation est fixée a
I'avance. Ainsi la fonction résultante de ce réseau de neurones dépend d’'une matrice de poids W et
de biais b. On la notera fy ;. Les poids et le biais des couches cachées sont obtenus par étude d'un
probléme d’optimation. Plus précisément pour une fonction de cofit ¢ : & — % donnée, le réseau
de neurones est entrainé idéalement en minimisant la fonction

(W, b) —E(c(Y, fw,p(X))).

Cependant nous n’avons pas acces a laloi P = P®Y), Ainsi les réseaux de neurones sont entrainés
en résolvant le probleme d’optimisation suivant

argminP, (c(y, fw,p(x))
W,b
ou P, est la mesure empirique associée a I'échantillon d’entrainement. On pourra consulter a ce
sujet [7].
Dans le cas ou on dispose d'une information auxiliaire I concernant la loi P, nous proposons de

s’intéresser au probléeme d’optimisation suivant

ol
argminp, (c(y, fw,p(x)

o1 P, est la mesure empirique informée.
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7.4.4 Bagginginformé

D’un point de vue méthodologique, nous pouvons utiliser la mesure empirique informée afin de
tirer des échantillons bootstrap informés. Le bagging (bootstrap aggregating) est un méta-algorithme
qui a pour objectif d’améliorer la stabilité et la précision des algorithmes d’apprentissage. Nous
souhaitons modifier ce méta-algorithme afin d’incorporer une information auxiliaire I.

On dispose d'un échantillon Sy, = {(X1, Y1), -+, (Xm, Yn)} de taille n e N* a valeurs dans & x &
et de regles d’apprentissage ¢, : S, — hy, ou hy, : X — % est une regle de décision. On suppose que
P! est une mesure de probabilité (proposition 2.3.3). Les étapes de ce méta-algorithme sont les
suivantes :

1. Tirer M échantillons bootstrap S.,---, 5 selon PL.
2. Pour chaque 1 < i < M, calculer le classifieur I:lfi = ([)n(Sﬁl).

3. Agréger ces classifieurs afin d’obtenir un meilleur classifieur. Cela se fait de la maniére
suivante :
 Pour la classification, cela se fait par vote majoritaire

M
fln(x)zargmax 17i oy .
ye¥ zzzl hn 0=y

 Pour la régression
R 1 % 5
hn(x) ==Y ki (x).
M5
Ce méta-algorithme s’applique a tous les modeles d’apprentissage (réseaux de neurones, foréts
d’arbres décisionnels etc).
7.4.5 Algorithme des k-plus proches voisins avec informations auxiliaires

Soit (X1, Y1), ..., (X, Y) un échantillon i.i.d. de taille n € N* de loi P a valeurs dans I’espace
X x % . Fixons k € N* et rappelons la regle des k plus proches voisins. Pour tout x € &, on trouve ses
k plus proches voisins pour une distance d. On note ces k plus proches voisins X(1) x, ..., X(k),x Ol

d(X(l),x, xX)<---< d(X(k),x,x).
Enfin notons Y(;) x le "label" associé X, x. On peut alors calculer la statistique suivante en fonction

du contexte :
» Dans un contexte de classification, la statistique est

R 1 &
x)=argmax— ) ly, -y, XeX.
fn( ) gye??/ k]gl Y(]),x J/
» Dans un contexte de régression, la statistique est

R 1 &
fn(x) = 2 Z Yij)o X€X.
=1
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On suppose désormais qu’on dispose d’'une information auxiliaire I sur P. On note P! = Y1 qi6x.,v)
la mesure empirique informée. On pose pour j € [1, k]

qi,x
%
21 qd,x

wjyx:

ol g(j,x estle poids associé a (X(,x, Y{),x). Ainsi la regle des k plus proches voisins avec informa-
tions auxiliaires est définie comme :
» Dans un contexte de classification, la statistique est

k
Al .
fr(x) = argmaxz w],xly(j]yxzy, xXeXx.
ye¥ j=1

» Dans un contexte de régression, la statistique est
/\I k
[n@) =) wj Yo xeX.
j=1

On remarque que sipour touti€[1,n], q;=qg= % alors w; = %

Remarque 7.4.3. Dans le cas d’ajout de données auxiliaires, c'est le classement des k plus proches
voisins qui differe.

7.4.6 Apprentissage non supervisé : k-moyennes avec informations auxiliaires

Cette sous-section est inspirée d’un article d’Aurélie Fischer [19] intitulé Deux méthodes d’ap-
prentissage non supervisé : synthése sur la méthode des centres mobiles et présentation des courbes
principales.

Enoncons le principe de la quantification. Fixons d € N*. On se donne un vecteur aléatoire X
de R? de loi P tel que E[|X||? < +o0. Soit k € N* un entier. Un k-quantificateur est une application
borélienne g : R — € ol1 € = {c1,--, ¢;} avec | € [1, k] est un sous ensemble de R? appelé table de
codage. L'idée de la quantification consiste a limiter I’erreur commise en remplacant X par g(X).
Cette erreur est évaluée par la distorsion

W@ =E(IX-gX)I?).

Remarque 7.4.4. Cela se généralise i une divergence de type Bergman par exemple. A ce sujet, on
pourra consulter la these d’Aurélie Fischer [18].
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Chercher le meilleur k-quantificateur revient a minimiser cette distorsion c’est a dire

W* = inf W(q)
qeQk

ol Qi est 'ensemble de tous les k-quantificateurs. Un k-quantificateur g* tel que W(g*) = W™ est
dit optimal.

Dans le contexte statistique, la loi P est inconnue. De ce fait, on remplace P par la mesure
empirique

Wi (q) = Pullx - (01>
et on recherche
W, = inf W,(q).
" geQe ntd
Remarquons que chaque k-quantificateur est déterminé par sa table de codage €6 et une partition

de R en cellules S j=1{xe RY, gq(x) = cj}. De ce fait, il suffit de donner sa table de codage et sa
partition. Un type de partition important est la partiton de Voronoi définie comme suit

Si={xeR, |x-cl = lx—cpll p=1I1,11}
etpour j=[2,]]
o d . _ j=1
Sj={xeR?, Ix-cjl <lx=cpl p=1,... 0\ UL, S

Autrement dit x est affecté a la cellule S; si, et seulement si, cet élément est plus proche de c¢; que de
tous les autres centres, et en cas d’égalité, la cellule de plus petit indice est choisie. Un quantificateur
associé a la partition de Voronoi est appelé quantificateur des plus proches voisins. Ce dernier
minimise la distorsion sur 'ensemble des k-quantificateurs ayant méme table de code comme
I’énonce le lemme suivant.

Lemme 7.4.5. Soit q un k-quantificatueur de table de codage € oLl < k et q' le quantificateur des
plus proches voisins ayant méme table de codage. Alors, on a

W(g) < W(g).

S’il existe un k-quantificateur optimal, c’est donc nécessairement un quantificateur des plus
proches voisins. Pour construire un bon quantificateur, il suffit par conséquent de considérer cette
classe particuliere de quantificateurs. Ainsi, trouver un quantificateur optimal, c’est trouver la table
de codage optimale minimisant la distorsion réécrite en fonction de €

W(€) = [E( min || X -c; II).
j=1,k

D’autre part, on sait décrire la meilleure table de codage pour un quantificateur de partition donnée :
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Lemme 7.4.6. Soit q un quantificateur de partition associée {S;} j=1,..1 ot l < k avec P(S;) > 0 pour
tout j. Si q' est un quantificateur de méme partition dont la table de codage {c},- -, c;} est définie par

¢;=E(X|X€S))

alors
W(q')<wW(q).

Ce lemme nous donne une méthode algorithmique pour mettre a jour les centres. L'existence
de quantificateurs optimaux a été démontrée par Pollard [33] :

Théoreme 7.4.7. Il existe une table de codage optimale €™ telle que W(€*) = W*, et donc un
quantificateur des plus proches voisins q* tel que W(q*) = W*. En particulier il existe €, tel que
Wy(€)) = W,

Enfin on a aussi un résultat de consistance
p.s.
W(€)) —— W*
n—+oo

En pratique, trouver un minimiseur exact de la distorsion est un probleme que I’on ne peut résoudre
en temps polynomial, mais les lemmes précédents montrent que la solution peut étre approchée a
I'aide d’un algorithme itératif, reposant sur deux étapes, au cours desquelles la table de codage et
la partition sont actualisées successivement. Puisque la loi P est inconnue, on la remplace par la
mesure empirique P, et I'algorithme est :

e Choisir k centres cil), .- ,c,(cl).
o Répéter jusqu’a ce qu’il y ait convergence (centres inchangés) :

1. Affecter chaque observation a la partition la plus proche
X1, Xad 0 S

ol (S}”) jel1,k) représente la partition de Voronoi associée aux centres cit), e, c](f).

2. Mettre a jour les centres

(D) [P)n)ClS(.t) 1
t+ J .

o - Y X, jellkl.
] Pn(sgt)) |S§t)| Xiesy)

Linjection d’'information auxiliaire se fera en remplacant la mesure empirique par la mesure empi-
rique informée. Ainsi 'algorithme des k-moyennes avec informations auxiliaires est le suivant :
e Choisir k centres cgl), .. ,CI(CD.



7.4. PISTES METHODOLOGIQUES 161

o Répéter jusqu’a ce qu’il y ait convergence (centres inchangés) :

1. Affecter chaque observation a la partition la plus proche
X, Xy n S

ol (S;t)) jel1,k) représente la partition de Voronoi associée aux centres CY), T c](f).

Remarque 7.4.8. Dans le cas d’ajout de données auxiliaires, il faut affecter les données
auxiliaires a la cellule correspondante.

2. Mettre a jour les centres

[F’ﬁlxl (1)

S
cﬁ”” = I—(t; j el kl.

PL(sY)
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Annexe A : Rudiments de géométrie différentielle et riemannienne

Lobjectif de cette annexe est d’introduire les objets classiques de la géométrie différentielle des
variétés afin de pouvoir les utiliser librement en géométrie de I'information. Cette annexe est un
résumé du polycopié [21].

A.1 Variétés topologiques et différentielles

Tout d’abord définissons la notion de variété topologique.

Definition A.1.1. Soit (M, 9") un espace topologique séparé ayant une base dénombrable d’ouverts.
M est une variété topologique s’il existe un entier m € N tel que pour tout p € M, il existe un voisi-
nage ouvert U de p homéormorphe a un ouvert de R”. Autrement dit, il existe un homéomorphisme
¢:U— p(U) cR™.

On appelle (U, ¢p) une carte locale ou coordonnées locales ou systeme de coordonnées locales.
Lindice m est appelé la dimension de M. Elle est bien définie par le théoreme de Brouwer. (R" est
homéomorphe a R si et seulement si n = m, le cas difféomorphe est beaucoup plus facile a traiter).
On note M" une variété de dimension 7.

Remarquons qu’on peut définir la variété topologique sans topologie de départ. La topologie
sera construite a ’aide de cartes et elle rendra homéomorphe les applications de carte. Une variété
topologique a quelques propriétés intéressantes. Elle est séparable, métrisable, localement compact
et connexe par arcs. Néanmoins, on a besoin d'une structure différentielle sur cette variété afin de
pouvoir mesurer des longueurs par exemple. Cette structure se définit a I'aide de cartes.

Un C"-atlas est une collection (Uy, x4) de cartes locales qui recouvrent la variété topologique M
de dimension m et pour tout «,

xaoxgl

sont C". On les appelle les changements de cartes ou fonctions de transition ou encore change-
ment de coordonnées. Une carte locale (U, x) est dite compatible avec un C"-atlas of si </ U (U, x)
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est un C"-atlas. Un atlas est dit maximal s'il contient toutes les cartes locales compatibles avec
lui. Pour tout atlas, il existe un atlas maximal qui le contient. Il suffit de prendre la réunion. Un C”
atlas maximal sur M est appelée une C’ -structure differentielle sur M. Donc une variété différen-
tiable de classe C" (M, /) est une variété topologique de dimension m avec <f est une structure
différentielle de classe C”.

Exemple A.1.1. Donnons quelques exemples.

e Soit U un ouvert de RY. On prend alors la carte (U, Id) qui recouvre bien. Cela définit une
structure différentielle sur RY. Prenons maintenant la sphére S¥ dans RV*!. On munit la
sphere de la topologie induite de RV*!. On note N = (1,0) € R x R" le pdle nord et notons
S =(—1,0) le pble sud. On définit les applications suivantes

JCNZUN nd RN

1
'_’—( P ))
p 1-n p2 PN

xs:Ug — RN

p— (p2,---, PN)

1+p1

ol Uy = (SM)'N et de méme pour Us. Les changements de cartes sont donnés par

X

=1l -1
XNOXg ,XSOXp 1 X— W

pour tout x € [Ri\’”. Donc I'atlas {(Uy;, xn), (Us, x5)} est C* et définit une structure C*° sur la
sphere.

» Un autre exemple important est celui de 'espace projectif P"(R) qui est une variété C*™ de
dimension n. Remarquons qu'il existe une unique structure différentielle sur R” et S'. De
plus le produit cartésien de deux variétés est une variété dont la dimension est la somme des
deux dimensions. Ainsi le tore T? = S! x S! est une variété de dimension deux.

o Lespace des parametres © d'une famille (Pg)ge est généralement une variété. Par exemple
pour les lois normales ® = R x R}, loi exponentielle R} etc. Lidée de la géométrie de I'infor-
mation va consister a utiliser une distance intrinseque a la géométrie du probleme.

A.2 Différentiabilité, sous variétés et plongements

La différentiabilité d'une fonction entre variétés différentielles s’établit par les cartes. On entend
par différentiable au moins C!. Soit f : M — N" une application. On dira que f est différentiable
au point p € M ¢'il existe une carte (U, ¢») au voisinage de p et une carte (V, 1) au voisinage de f(p)
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telles que f(U) c Vet

yofop™ 1 pU) =y (V)
est différentiable. Une application f est un difféomorphisme si f est différentiable, bijective et sa
réciproque est différentiable. Notons que la carte locale v est une diffSomorphisme, en effet o ¢!
est différentiable du fait de la structure différentielle sur la variété. Remarquons que cette définition
est indépendante du choix de cartes. En effet on peut le voir en écrivant

P =yrofopit =yroyTloyofop T opogr!

et en utilisant que les changements de cartes sont réguliers. Enfin mentionnons que si M = I un
intervalle ouvert, on obtient la notion de courbe tracée sur N. On peut définir la notion de rang
d’une application différentiable f parle rang de wo fo¢ ™! (qui ne dépend pas du choix de cartes en
utilisant la régularité des changements de cartes et du théoreme de différentiabilité des fonctions
composées! ). Faisons une remarque évidente, une appliation différentiable est continue. Pour
le voir il suffit d’écrire dans des cartes (ou une si ¢ = y) f =y ' (i f¢p~1)¢p. Définissons la notion
d’'immersion et de submersion. On dit que f est une immersion si elle est différentiable et rg(f) =
dim(M), autrement dit f différentiable et D f®¥ (x) est injective pour tout x. De méme f est une
submersion si f différentiable et D f%¥ (x) est surjective pour tout x. Dans ce cas dim N < dim M.
Notons qu'une immersion n’est pas forcément injective. En effet posons f(t) = (cos(27t),sin(27t)).
Cela nous amene a définir la notion de plongement. Une application f est un plongementsi f est
une immersion et un homéomorphisme sur son image f (M) pour la topologie induite. Remarquons
qu’'une immersion injective est déja une bijection sur son image, pour qu’elle soit un plongement il
suffit de montrer que f~! est continue. Par exemple ¢ € R — f(f) = (cost,sint, t) est un plongement.
Enfin énongons un lemme utile concernant la caractérisation des difféomorphismes par le rang :

Lemme A.2.1. Une application f : M — N différentiable est un difféomorphisme si et seulement si f
est bijective et de rang n = dim M = dim N.

Démonstration.

On note fP¥ = yo fop~'. Supposons que f est un difféomorphisme alors f est bijective par définition.

De plus pour tout p € M, D(f¥)(¢p(p)) : R — R" est un isomorphisme. Donc n=m = rg(f%¥).
Maintenant supposons que [ est bijective, différentiable et vérifiant la condition de rang. Alors

PV est bijective et différentiable (au moins C'). De plus par la condition de rang, pour tout p (on

choisit les cartes pour chaque p), D(f?¥)(¢(p)) est un isomorphisme. Par le théoréme d'inversion

globale, f*V est un difféomorphisme. Donc f~! est différentiable car po f 1oy ™1 = (f*¥)71.0

Parlons maintenant de sous variété d'une variété M. Une partie N d'une variété M de dimension
n est une sous variété de dimension k < n si pour tout g € N, il existe une carte (U,¢) de M
contenant q telle que

$(U N N) = p(U) NRF

o1 Rk = R¥ 0 {01 % (notation). Remarquons qu'une sous variété est une variété de dimension k en
posant I'atlas {(U N N, 7o ¢ynn)} ot 7 : RF x R*~F — RF est la projection. Enongons deux lemmes
utiles pour générer des sous variétés :
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Lemme A.2.2. Soient M, N deux variétés de dimension respectives m, n. Soit F : N — M un plonge-
ment. Alors W = F(N) est une sous variété de M de dimension n.

Lemme A.2.3. Soient M, N deux variétés de dimension respectives m, n. Soit F : M — N une submer-
sion et soit y € F(M). Alors W = F1 (y) est une sous variété de M de dimension m — n.

On peut donner plusieurs applications de ces lemmes : sphere, groupe orthogonale, groupe
spécial linéaire etc. Dans le cas des sous variétés de R", la sous variété N est plongée. En effet
soit i : N — R" définie par i(x) = x, x € N. Montrons que i est un plongement. Tout d’abord elle
est bijective sur son image. Et sa réciproque est aussi I'identité. Montrons que i est différentiable.
Notons ¢ = pyny onaiop~ =¢~L. En utilisant que les cartes sont différentiables, on obtient que
i est différentiable et comme ¢ est un difféomorphisme, i est une immersion injective. Choméo
de i sur son image est évident (oio¢p~! =wo¢p~!). D’oi1 une sous variété de R” est plongé. Plus
généralement toute sous variété N de M est plongée dans M par les méme arguments (o ¢! est
un difféomorphisme). On peut alors se poser la question suivante : Est ce que toute variété peut
étre plongée dans RY pour un certain N2 Soit f : M — RY un plongement. Alors f(M) est une sous
variété de RV. Ainsi M et f(M) sont difféomorphes par le lemme A.2.2. La réciproque est vérifiée
par le théoreme suivant :

Théoreme A.2.4. (Plongement de Whitney) Toute variété de dimension n admet un plongement sur
une sous variété fermée de R*"+1.

A.3 Espaces tangents : courbes et dérivations

Définissons maintenant la notion de vecteur tangent. Soit p € M. Un vecteur tangent a M au
point p est une classe d’équivalence [c], de courbes lisses tracées sur M et passant par le point p
pour la relation d’équivalence suivante : Deux courbes lisses c; :] — @, +a;[— N avec i = 1,2 telles
que c;(0) = p sont dites équivalentes si pour une carte locale (U, ¢) on a

d(</> 1)(0) d(¢ ) (0) e R™

—_— o = — o .

de ! dr = °

En utilisant le théoréme de différentiation des fonctions composées et en écrivant
Yoc= 1//0(/)_1 o¢poc,

on s’apercoit que cette relation d’équivalence est indépendante du choix de cartes. On note T, M
Pensemble des vecteurs tangents a M au point p. Dans R”, deux courbes sont tangentes en un
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point x quelconque (c(0) = x) deés que ¢} (0) = ¢;(0). Il y a donc un isomorphisme canonique entre
T,R" et R” et'ensemble des direction ¢’(0). Cet isomorphisme ne dépend pas de x ce qui est propre
aR” car la structure différentielle est (R", id). Concernant la structure d’espace vectoriel de 'espace
tangent, on peut 'obtenir en montrant que I'application y : [c], — % (¢po 1) (0) est une bijection
entre T, M et R™ = Ty, R™. Cette bijection permet de définir une structure d’espace vectoriel de la
maniere suivante

lclp+dl=y W +y ' w) =y v+ w)
Alel, =y~ (Av)

qui transforme y en un isomorphisme. Sauf que I'isomorphisme quand M = R" est canonique (il ne
dépend pas de x, du choix de carte, car il y a une seule carte et une seule structure différentielle sur
R™). De ce fait, on peut identifier R"” a T,R" de maniére canonique.

Cependant le maniement de ces classes d’équivalence n’est pas aisé. Donnons une autre défi-
nition équivalente de I'’espace tangent par la notion de dérivation. Notons C*°(p) I'ensemble des
fonctions a valeurs réelles de classe C* sur un ouvert de M contenant p dans lequel on identifie les
fonctions qui sont égales sur un voisinage de p (on obtient la notion de germe). Cet ensemble est
une algebre c’est a dire un espace vectoriel muni d'une opération interne qui est la multiplication.

Une dérivation en p est une application linéaire D), : C*°(p) — R qui vérifie la regle de Leibniz
c’est a dire

Dy(af+pg) =aDy(f)+pDy(g)
Dy(fg) =g(p)Dp(f)+ f(p)Dp(g)

pour tout f, g € C*(p). On remarque que D (cste) = 0 car Dy(1) = Dp(1 x 1) = 0. On note 2(p)
I'ensemble des dérivations en p. On remarque que Z(p) est clairement un espace vectoriel. Nous
allons montrer que T, M s’identifie a 2(p). Pour cela, énongons un lemme utile :

Lemme A.3.1. (Hadamard) Soit (U, ¢) une carte locale centrée en p (c'est a dire p(p) = 0). Pour toute
fonction g € C*™(p), il existe x1,---, xn € C®(p) tels que

n .
g=g(p)+) x'yi
i=1

oitp=(x',---,x™).

En utilisant ce lemme, on peut caractériser les éléments de 2 (p). Fixons une carte (U, ¢) centrée
en p. Une dérivation s’écrit alors

Dy(8) =Dp(g(p) + Y. (xi(p)Dp(x") + X' (p)Dp(x1))
i=1

=Y xi(P)Dp(x").
i=1
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D’ou D), est entierement déterminée par les réels Dp(xi) pour i =1,---, n. Ainsi nous avons
dim2(p) = n=dim M.
Remarquons que dans R, toute dérivation est une dérivation directionnelle. En effet posons
v— 0,

ou v € R" et 4,8 = Dg(x)(v). Lensemble des dérivées directionnelles en x, notée 2'(x) est un
sous espace vectoriel de 2(x). Montrons cette application est un isomorphisme entre R” et 2’ (x).
Prouvons la partie injective. Soient v # w. Alors il existe u tel que (u, v) # (u, w) (sinon on pose
u = v — w et on obtient une contradiction). On pose f(x) = (u,x). Alors 0, f = (u, v) #{u, w) =0, f.
D’oli I'injectivité, la partie surjective est triviale par corestriction de I'espace d’arrivée. De plus,
remarquons que les dérivées partielles en x forment une base de 2'(x). Ainsi 2'(x) est un sous
espace vectoriel de dimension 7. On en déduit alors que 2’ = 2. On obtient alors un isomorphisme
entre R" et 2(x). Enfin notons que les dérivées partielles en x forment une base de 2(x).
Faisons maintenant le lien entre les vecteurs tangents et les dérivations :

Proposition A.3.2. Soit g € C*(p) et X}, un vecteur tangent en p. Alors la dérivée % (goc)(0) estla
meéme pour tout ¢ € X, (classe d’équivalence).

Démonstration.
Choisissons des coordonnées locales ¢ et posons c? = ¢pc et g? = g¢p=1. Alors gc = gc? et

d o d
—(800)(0) =D(gp" (PN (- (o) 0)).

Puisque % (goc)(0) ne dépend que de classe d’équivalence, on obtient le résultat voulu. O

Onnote X, - g = X,(g) = %(go ¢)(0) On s’apercoit que g — X (g) est une dérivation. Pour le
voir il suffit d’écrire

d
X,(g) = E(g‘/’ 0 c?)(0).

La dérivation X, (g) est souvent appelée dérivée directionnelle de g dans la direction X,. Par cette
dérivation, on débouche au théoréeme suivant :

Théoreme A.3.3. Lensemble des vecteurs tangents Ty, M s'identifie a l'espace vectoriel 2 (p) de dimen-
sion n des dérivations en p.

Par ce théoréme on peut aussi munir T, M d’une structure vectorielle. De plus un vecteur
tangent peut étre vu soit comme une classe d’équivalence de courbes, soit comme une dérivation.
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A.4 Différentielle, théoréeme d’inversion locale et théoréeme des fonctions
implicites

On peut maintenant définir la notion de différentielle. Soient F : M — N une application
différentiable et g: N — R. On définit image réciproque de g par F comme suit :

F*:C™(F(p) — C™(p)
g—8goF
La différentielle de F en p est définie par DF), : TyM — Tg;) N
DF,(Xp)-8=X,(F*g)=X,(goF).

On remarque que DF), est linéaire grace a la structure d’espace vectoriel de I'ensemble des déri-
vations en p. On notera la différentielle soit D, soit d. On appelle aussi DF,, l'application linéaire
tangente en p. Soient ¢ : M} — M, ety : M, — M3, calculons la différentielle de wo¢ en p. Ona

(DY) © Debp) (X) () = Dy (Depp (X)) (f)
=Dp(Xp)(fow)
=Xp(fy)
= Dy o) p(X,)(f).

Ainsi si ¢ est un difféomorphisme et ¢ = ¢~1. Alors D¢y, : TyM — Ty(p) N est un isomorphisme et
Dy = (Dgp) ™.

Soit M une variété différentielle de dimension m. On note (ex) ke[1,m) la base canonique de R™.
Choisissons un systéme de coordonnées locales en p € M : (U, x). Alors la carte x: U — x(U) est un
difféomorphisme, par ce qui précéde x~! est un difféomorphisme et d(x!) x(p) : Tx(pR™ — TyM
est un isomorphisme. Puisque {Oek, kell, m]]} est une base de T, R™, alors (d(x‘l)x(p) (0e)) i €5t
une base de T, M. On a

A(x ™ () @) (f) = e (f 0 x ) (x(p))
_9f (9
o (3xk (P) T (axk)p (f)

L'ensemble {(%) Lk ell, m] } est une base de T, M. On remarque que
14

axi
=5,
axk (p) ik
car
0x; _
ax; =0 (mioxox™ ")

= aek (nl)
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ourn;:(ay, - ,am) — a;.Ainsi pour tout a € R™, d,, (;)(a) = §; k. Le calcul s'opeére de la maniére
suivante pour ¢: M — N, g€ C*(¢p(p)) et X, € T, M,

L 0
Do(p)(Xp) -8 = D<P(P)(Z Ui(p)(T)p)-g

I}
[V]s

p)D¢(p)(—)p) 8

Il
—

I}
Ms

(p)(—) (@ og)

d(go </>)
0x;

vi(p)

(p).

Il

Il
—

De plus, on a une généralisation des théorémes classiques en calcul différentiel :

Théoréme A.4.1. (Théoréme d’inversion locale) Soit ¢ : M — N une application différentiable avec
dim M = dim N. Si p est un point de M tel que d¢,, est un isomorphisme. Alors ¢ est un difféomor-
phisme local (existence d'un ouvert autour de p et un autre autour de ¢(p) tel que ¢ restreint est un
difféomorphisme).

Théoreme A.4.2. (Théoréeme des fonctions implicites) Soit ¢ : M — N une application différentiable
tqgm = n. Si g € (M) est une valeur réguliere (i.e pour tout p € =1 (q), d¢y, est surjective (de rang
max)), alors ¢~ (q) est une sous variété de M de dimension m — n. De plus l'espace tangent T,g(p‘1 (q)
de p~1(q) en p est le noyau de dpyie:

Tpp~'(q) = {X € T,M,dpp(X) = 0}

Par exemple, si ¢ est une submersion (pour tout p, d¢,, est surjective), le théoreme est vérifié
pour tout g € ¢p(M).

A.5 Fibré vectoriel et fibré tangent

Introduisons maintenant la notion de fibré vectoriel. Soient E et M deux variétés topologiques
et 7 : E — M une application continue et surjective. Le triplet (E, M, ) est un fibré vectoriel au
dessus de M de dimension 7 si:

1. Pour tout p € M, la fibre E), = 7~ ({p}) est un espace vectoriel de dimension 7.

2. Pour tout p € M, il existe une carte locale fibrée m YU ),¥) ou U est un voisinage ouvert
de pety: 771 (U) — U x R” un homéomorphisme tel que pour tout g € U, Yqg=vEg, Eq—
{g} x R" est un isomorphisme d’espace vectoriel.
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On remarque que {g} x R" hérite de la structure d’espace vectoriel grace a la bijection canonique
entre {g} x R" et R". Un atlas fibré est une collection

B={(n" U, vy, ael}

de cartes locales fibrées telles que M = Uy U, et pour tout a, § € 1, il existe une application Aq g :
UaNUp— GLy(R) telle que :

wpowy': (UanUp) xR" — (Uy N Up) x R"
(p,v) = (p, Aq,p(P)V).

Les éléments de {Ag, pra,PeET } sont appelés des applications de transitions de 'atlas fibré %.

Une section du fibré vectoriel (E, M, ) est une application continue v: M — E telle que pour
tout p € M, o v(p) = p. Enfin un fibré vectoriel topologique (E, M, ) est dit trivial s’il existe une
carte globale fibré w: E — M x R".

Exemple A.5.1. Donnons quelques exemples. Soit M = S! le cercle unité de R? et soit E = S' x R
le cylindre. On note 7 : (2, t) — z la projection canonique sur le cercle.  est clairement continue
et surjective. Alors on peut voir facilement que (E, M, ) est une droite fibrée triviale puisque
I'application identité y : D! xR — S! xR est une carte fibrée globale. Plus généralement (M xR", M, 1)
est un fibré vectoriel trivial (M est une variété de dimension n). Mais il existe des fibrés non triviaux.
Par exemple le cercle plongé dans R* et le ruban de Mobius dans R?.

Dorénavant, on travaillera qu’avec des fibrés vectoriels lisses c’est a dire qu’'on suppose E et
M sont des variétés différentielles, 7 est une application différentiable et qu’il existe un atlas fibré
maximal différentiable (autrement dit que les applications de transitions sont différentiables (lisses)
et maximal (notion définie au début)). Ici on entend par application différentiable une application
C™. Notons C*°(E) 'ensemble de toutes les sections lisses du fibré vectoriel (E, M, ). On peut
définir une structure de module sur I'anneau C*°(M) et d’espace vectoriel sur le corps R de la
maniere suivante :

L (v+w)p=vy+wp,

2. (f1)p=F(P)- v
pour tout p € M, v, w € C®(E), f € C*®(M). Si U est un ouvert de M alors 'ensemble {v!, ..., v"*} de
sections lisses est un repére local pour E si pour tout p € U, I'ensemble {v},, .., Up} estune base de
Ep =7 ({p}) (par la définition de section, v}, € Ep).

On peut maintenant définir la notion de fibré tangent. Soit M une variété différentielle de
dimension m. Définissons I'ensemble

TM={(p,v),pe M,ve T,M}

et soit 7 : TM — M l’application projection qui a (p, v) — p. La fibre est alors a1( p}) est {p} x
Ty M = T, M (ou la bijection est canonique). De ce fait {p} x T, M a la méme structure d’espace vec-
toriel que T, M. Le triplet (T M, M, ) est appelé le fibré tangent. On peut I'équiper d'une structure
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différentielle de fibré. Pour cela, on peut définir, pour toute carte locale de M, x : U — R™, une carte
locale sur le fibré tangent

x* Y U) - R™ x R™
m 0
(1 Y. vi(P) (=) p) = (X(P), W1(P), e Um(P))).
=1 axk

Puisque (&) pour tout k forme une base de T, M, I'application est bien définie (bijective dans
p

x(U) x R™). Remarquons que
m d
Wi(p), -+, vm(p) = Y, vi(p) (=) p(x)
k=1 0x
m axi
= (k; Vk(P)(a)(P))ie[{l,m]]-
D’ou
x*(p f v (p)(i) ) = (x(p) f v (p)(i) (x))
e TR gk P e TR g P

On note «f la structure différentielle de M. La collection
(X)L (W), (U, x) € o, W  x(U) x R™ouvert}

définit une base d’ouvert. La topologie engendrée par cette base est la plus petite topologie qui rend
continue x*. Ainsi (771 (U), x*) est une carte locale de TM. Donc T M est une variété topologique
de dimension m + m = 2m. Pour obtenir la régularité de la variété, nous avons besoin de regarder
de plus pres les changements de cartes. Tout d’abord donnons la réciproque de x*

m 0
*) Ha,b) =), Y br(5 )i @)-
k=1 k

Ainsi
* xy—1 -1 dL 6y -1
yiox) N a,b)=(yox (@), ) vk(p)=— (" (@)
k=1 Oxk
oll y=(y1,"**,¥m). Sil’on suppose que yo x~! est différentiable alors y* o (x*)~! est aussi différen-

tiable. Alors
A = {0 U),x"), (U, x) e ot}

est une structure différentielle sur la variété T M (quitte a prendre ’atlas maximal). Enfin remarquons
que la restriction de x* ala fibre E), = {p} x T, M est clairement un isomorphisme pour la structure
d’espace vectoriel associée a {p} x T, M. D’ou le fibré tangent est un fibré vectoriel. Par ce qui
précéde, on remarque que les cartes locales sont des cartes locales fibrées et donc I'ensemble est
un atlas fibrée. De plus les applications de transitions sont réguliéres car I'application A: p —

A(p) = (%(p)), ) est bien définie et est réguliere (car yo x~! est un difféomorphisme). On
Xj i,jell,ml

peut conclure que le fibré vectoriel a une structure de fibré vectoriel lisse.
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A.6 Champ de vecteurs et crochet de Lie

Introduisons maintenant la notion de champ de vecteurs. Soit M une variété différentielle. Alors
une section X : M — TM du fibré tangent est appelée un champ de vecteurs. Pour un champ de
vecteur X, on peut définir 'application X(f) : p— X,(f) = X, - f pour tout f € C*°(M). Lensemble
des champs de vecteurs lisses est noté C*° (T M). De plus, chaque champ de vecteurs lisse s’écrit
dans une carte (U, x)

m ; 0
x=Y x'—
l-:Zi ax,-

car pourtout p € M, X(p) = (p, Xp) = X), = ;’il Xi(p)(aixi)r? € Tp M. Remarquons que {aix,-’ iell, m]]}
est un repere local sur la carte (U, x). Introduisons une opération importante sur les champs de
vecteurs : le crochet de Lie. Pour deux champs de vecteurs X, Y € C*°(T M), le crochet de Lieen p
est défini par

(X, Y],(f) = Xp(Y () - Yp(X(f))
et[X,Y],:C®(M) —Ret[X,Y]=XoY—-YoX:p— [X,Y],. Enutilisant la définition de dérivation,

on remarque que
(X, Y]pAf +ug) = ALX, YIp(f) +ulX, Y],(8),
(X, Y1,(f8) =X, Y1p()gp) + f(P)IX, Y]p(8).
D’oul [X, Y], est une dérivation. Ainsi [X, Y] : p— (p,[X,Y],) = [X, Y], est une section du fibré

tangent. Il est possible de montrer que cette section est lisse. Pour montrer qu’'une section est lisse
sur une variété lisse, on utilise les équivalences suivantes :

1. Lasection X est lisse.
2. Si (U, x) est une carte locale alors les fonctions ay, ..., a,, données par :

mo g
X — ai —
v l:zl $0x;

sont lisses.

3. Sif:V—RouV estunouvertde M et f estlisse alors la fonction X(f): V — R définie par
X(f)(p) = Xp(f) estlisse.
On peut faire agir C*°(M) sur C*°(T M) de la maniére suivante

[ Yip—f(p)Yy:g— f(pYy(g)
Apres calcul, on obtient des égalités suivantes
(X, f-YI=X()-Y+f [X7Y]
f-X,Y]I=f1XY]-Y()-X

pour tout X,Y € C*°(TM), f € C®(M).

Un concept fondamental en géométrie différentielle est celui d’algebre de Lie. Un espace vecto-
riel (V,+,-) muni d'une opération [,]: V x V — V est une algebre de lie si les rélations suivantes sont
vérifiées :
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1. [AX+puY, Z1=AlX, Z]1+ ulY, Z].
2. [X,Y]=-[Y,X].
3. IX, [V, Z]]+[Z,[X, Y]] +[Y,[Z,X]] =0.

La derniere égalité est appelée l'identité de Jacobi. Un exemple d’algebre de lie est R®> muni de
I'application bilinéaire produit vectoriel définie par

XNY =72,
ZNX=Y,
YANZ=X.

Un autre exemple important est le suivant. Soit M une variété lisse. Lespace vectoriel C*°(T M) (sur
R) muni du crochet de Lie [,] : C*°(T M) x C*°(T M) — C*°(T M) est une algebre de Lie.

Intéressons nous maintenant a la notion de différentielle d’'une fonction en un champ de vecteur.
Soit ¢ : M — N une application différentiable et surjective entre deux variétés différentielles. Alors
deux champs de vecteurs X € C*°(TM) et Y € C*°(TN) sont dits ¢-reliés si d¢, (X)) = Yy(p) pour
tout p € M. On note

dp(X)=Y

Faisons une remarque intéressante permettant de montrer que d¢(X) est un champ de vec-
teur sur la variété d’arrivée. Soit ¢ : M — N une application différentiable entre deux variétés
différentielles. Alors pour tout p € M, d¢,(Xp)(f) = Xp(fo ) et

dpX) (N (p(p)) = X(f o P)(p).

En réecrivant

dpX)(flop=X(fod),

on peut montrer que si ¢ est surjective et différentiable alors
dp([X,Y]) = [dp(X),dp(Y)].

Si de plus, ¢ est un difféomorphisme alors d¢(X) est un champ de vecteur sur N (car ¢ bijective
donc d¢(X) est une section (q € N — ddy-1(4) (X(;l(q)))). De plus d¢p: C*°(TM) — C*°(TN) estun
morphisme d’algebre de lie car

dp(X,Y]) = [dp(X),dp(Y)].

On dit que X, Y € C*°(T M) commutent si [X, Y] = 0. On peut montrer qu'un repere local du fibré
tangent commute :

Proposition A.6.1. Soit M une varité différentielle. Soit (U, x) une carte locale sur M et notons

0
{6—xk,k€[[1,1’n]]}
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le repere local induit par la carte pour le fibré tangent T M. Alors on a

0o o0
axk' axl

pour tout k,l € [1, m].

Démonstration.
Fixons k,l € [1,m]. Par ce qui précede (au début) x : U — x(U) est un difféomorphisme. Puisque
dxp((&)p) = (0e)x(p) pourtoutpe U, ona

0
dx(=—) =0, € C™®(Tx(U)).
axk
D'ou & et e, sont x-reliés. Comme x est un difféomorphisme,

0 0
dx([=—,=1) =1[0¢,,00,1.
x([axk 0%, 1) =[0¢;,0¢,]

Par le théoreme de Schwarz,
[aek»ael](f) = aek(ael)(f) _6e1 (aek)(f) =0

pour tout f € C*(x(U)). Puisque x est un difféomorphisme, dx, est une application linéaire bijective
pour tout p € U donc

6%, aixl]p = (dxp) " ([0e;,0e, ] () = 0.
Ainsi
2,2z,
6xk Oxl
O

A.7 Variété riemannienne, longueurs et fibré normal

Introduisons maintenant la notion de variété riemannienne. Soit M une variété lisse. Notons
C*° (M) I'anneau des fonctions lisses sur M et C*°(T M) I’ensemble des champs de vecteurs lisses
qui forme un module sur I'anneau C*°(M). On pose :

CP(TM) = C®(M)
et
C®(TM) = C®(TM) ®...® C*(TM)

le produit tensoriel r € N* fois. Une propriété remarquable du produit tensoriel est que si E, F sont
des espaces vectoriels de dimension finie alors dim(E ® F) = dim(E) dim(F). Une généralisation est
possible avec la notion de longueur de module.
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Soit M une variété différentielle. Un (champ de) tenseur lisse A de type (7, s) est une application
A:C®(TM) — C(T M)

qui est multilinéaire sur I'anneau C*°(M). On note A(Xj, ..., X;) a la place de A(X; ® ....® X;). Un
résultat fondamental est le suivant. Sil'on prend X;, ..., X; et Y1,..., Y, des champs de vecteurs tels
que

XK)p=Yi)p

alorson a
A(Xy,---, Xp)(p) = A(Yy, -+, Yr) (p)

Ainsi cela dépend seulement de la valeur des champs de vecteur en p. Pour un tenseur A, on note
Ap larestriction du tenseur aux espaces tangents

Ap: (X1) oy (X)) = AKX, o0, Xp) ().

Une métrique riemannienne est un tenseur g : C3°(TM) — C(‘)X’(TM) = C*°(M) tel que pour tout
p € M, la restriction g;, au produit T, M x T, M (a valeurs dans R) est un produit scalaire réel sur
I'espace tangent T), M. La paire (M, g) est appelée une variété riemannienne.

Exemple A.7.1. Donnons quelques exemples :
e Le produit scalaire euclidien : E” = (R", (,}).
o Sur R”, on peut poser la métrique suivante

4
g (X, Y)= WQ(, Y).

On note X" = (R", g).

La longueur d’une courbe en géométrie riemannienne est définie pour une courbe y : I — M C!
de la maniere suivante
L(y) = [1 \/ &y (¥ (1), y() dt.

Exemple A.7.2. Prenons la courbe y(f) = (¢,0,...,0) € R” pour ¢ € R;. Dans 'espace X",

f \/<y(t) y(t

1+| |2

= dt
fo 1+ 12

= 2[arctan(8)]y° = 7.

Dans 'espace E”, L(y) = +oo
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On peut munir une variété riemannienne d'une structure d’espace métrique de maniere natu-
relle. Soit (M, g) une variété riemannienne connexe par arcs. Notons Cp, I'ensemble des courbes
v:[0,1] - M C! telles que y(0) = p et y(1) = g. Définissons la distance

d(p,q) =inf{L(y),y € Cpq} , p,q € M.
La topologie induite sur M par la distance d est la méme que la topologie de M comme variété
topologique.
De plus, nous pouvons définir une structure de variété riemannienne pour une sous variété

d’une variété riemannienne de la maniere suivante. Soient (N, i) une variété riemannienne et M
une sous variété de N. On définit le tenseur g : C3°(T M) — C*°(M) par

gX,Y):p— hy(X,Y).

Mentionnons un résultat important :

Théoreme A.7.1. Toute variété différentielle peut étre équipée d'une structure de variété riemannienne
(autrement dit il existe une métrique riemannienne sur cette variété).

Introduisons maintenant la notion de fibré normal. Soit (N, i) une variété riemannienne et M
une sous variété. Pour tout point p € M, on définit I'espace normal N, M en p par

N,M={X€T,N,h,(X,Y)=0 VY € T,M}.
Pour tout p € M, on ala décomposition suivante T, N = T, M & N, M. On définit le fibré normal par
NM={(p,X),pe M,X € N,M}.

Le fibré normal est un fibré vectoriel au dessus de M de dimension n — m.

Exemple A.7.3. Soit S la sphére dans R™*! équipée de la structure euclidienne <,>. Si p € S,
alors I'espace tangent en p est

T,S" ={XeR™! < p,X>=0}
et 'espace normal en p est la droite engendrée
N,S"™ ={Ap,AeR}.

Le fibré normal est alors
NS™ ={(p,Ap),pe S", LeR}.
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A.8 Connexions et symboles de Christoffel

Introduisons maintenant un objet central en géométrie différentielle : la connexion.

Definition A.8.1. Soit M une variété différentielle, et soit (E, M, 7r) un fibré vectoriel lisse au dessus
de M. Alors une connexion V sur (E, M, ) est un opérateur

V:C®(TM) x C*(E) — C*(E)

tel que pour tout A, u e R, f,g e C®(M), X,Y € C*°(TM) et pour toutes sections lisses v, w € C*°(E)
nous avons :

1. Vx(A-v+pu-w)=A-Vxv+u-Vxw,

2. Vx(f-v)=X(f)-v+f Vxu,

3. Vir.x+grV=f-Vxv+g-Vyv.

Une section v € C*°(E) du fibré vectoriel (E, M, i) est dite parallele par rapport a la connexion
V si et seulement si pour tout champ de vecteurs X € C®(T M)

Vxl/=0.

Pour M = R" ou un ouvert, on a que T,R" =~ R" de maniere canonique, un exemple de connexion
dans ce cas est

Y(x+tX(x)-Y(x)
; .

Soit M une variété lisse et soit V une connexion sur le fibré tangent (T M, M, ). On peut définir
la torsion de la connexion V

VxY(x) =lim
=0

T:C®(TM) x C®°(TM) — C®°(TM)
(X,Y)— VxY -VyX—[X,Y]

ol [,] est le crochet de lie sur C*°(T M).
Une connexion V est dite sans torsion si T = 0, autrement dit pour tout X, Y € C*°(TM)

VXY—VyX= [X, Y]-

Lorsque M est une variété riemannienne de métrique g alors nous pouvons définir la notion de
connexion compatible avec la métrique g ou de connexion métrique. Une connexion sur le fibré
tangent est dite métrique si pour tout X, Y, Z € C*°(TM)

X(gY,2))=g(VxY,Z)+g(Y,Vx Z).

Faisons une petite remarque. Soit (U, x) une carte locale de la variété riemannienne M. Soit p € U.

Alors {(aixi) p} est une base de T, M. Sur T, M, on a un produit scalaire réel g,. Ainsi a partir

iel,m]
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de cette base par Gram-Schmidt, on peut construire une base orthonormée pour le produit scalaire
8p- Notons {(E1)p, -, (En)p} cette b.o.n. On a alors définit un repere local orthonormé {E1, -, Ej;}
tel que

Puisque Vx Y € C*°(TM),on a

m
VxY = Z a;E;.
i=1

Montrons que a; = g(VxY, E;). Puisque g est un tenseur alors
m
gVxY,E) =) a;g(E},Ep.
j=1
En utilisant que g(Ej, E;) = §; j, on a le résultat voulu. Ainsi
m

VxY =) g(VxY,E)E;.
i=1

Definition A.8.2. Soit (M, g) une variété riemannienne. La connexion de Levi-Civita est 'opérateur
V:C*®(TM) x C®°(TM) — C®°(TM)

défini pour tout X, Y, Z € C*°(T M) par

1
g8(VxY,Z) = E[X(g(Y, 2)+Y(gX,2)-Z(gX,Y))
+8(Z,X],Y)+g(£,Y], X)+g(Z,[X, Y]]

Si 'on prend une connexion métrique sans torsion alors elle vérifie cette relation (appelée
relation de Koszul). De plus I'écriture dans un repere local orthonormé de la connexion VxY
montre qu’il y a au plus une connexion métrique sans torsion sur le fibré tangent (TM, M, ). La
connexion de Levi-Civita est un objet intrinseque de la variété riemannienne. De plus c’est P'unique
connexion métrique sans torsion sur la variété riemannienne (M, g).

Enfin mentionnons une autre notion importante : la dérivée covariante du premier ordre. La
dérivée covariante (du premier ordre) dans la direction de X

Vy:C®(TM) — C®°(TM)

est donnée par
VX Y — VX Y.

Introduisons maintenant les symboles de Christoffel. Soit (M, g) une variété riemannienne de
dimension m € N* équipée de la connexion de Levi-Civita V. Prenons une carte locale (U, x) de M,
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sur celle ci on peut définir un repére localde TM : {X3,---, X;} ot X; = ix,— € C*°(TU). On définit les
symboles de Christoffel I‘f.‘j :U — R dela connexion V par rapport a (U, x) de la maniere suivante,

m
_ k
Vx, Xj = k} lri’ij'

Surl'ouvert x(U) de R™, on définitla métrique riemannienne g(e;, e;) = g;,j = g(X;, Xj) ot (e;)ie1,m)
est la base canonique. Notons que puisque x est un difféomorphisme alors

dx:C®(TM)— C*(TM)

est bijective. Remarquons aussi que pour tout i € [1,m], p € U ona dx(X;) = 0; car (X;)p(gox) =
0i(goxo x 1 (x(p)) =0;(g)(x(p)) et dx(X;)(p) = (X;)p. Par la propriété portant sur les crochets de
Lie, on a

dx([X;, X;]) = [dx(X;),dx(X;)] = 104,01 =0

avec i, j € [1, m]. En utilisant la bijectivité de dx, on en déduit que [X;, X;] =0.
Par la définition des symboles de Christoffel et la relation de Koszul et par le fait [X;, X;] = 0 pour
tout i, j € [1,m], on a que pour tout [ € [1, m],

L k L k
> 86T ;= ) 8K, XpT;
k=1 k=1

m
=g(Y I} X, X))
k=1
=g(Vx, Xj, X))
1
= 5 1Xi(g(X;, X)) + X;(g (X, X)) - Xi(g(X;, X}
1 {ag,-,z , 98, agu}

axi axj 6xl

Et cela pour tout ] € [1, m]. Ainsi pour chaque paire (i, j) € [1, m]? on a un systéme linéaire de m

equatlons pour m variables Fk i La métrique g est entierement déterminée par le repeére local donc

=(gi,j)i ]e[u m]- Puisque g est définie positive, on peut trouver une solution a ce systéme. Notons
k'l =(g” )k,l pour tout k, [ € [1, m]. On obtient alors

(A.1)

_li 1(98i1 , 981 98i
Lij 215 dx; Ox; Ox; )

Pour une sous variété M d’'une variété riemanienne N, il existe des notions d’extension locale
ou globale d'un champ de vecteur. On peut décomposer Z € C*®°(TN) comme Z = Z+ + ZT ou1 Z+
est une section du fibré normal de M et Z7 est une section du fibré tangent de M.
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A.9 Géodésiques et champ parallele le long d'une courbe

Parlons maintenant de géodésique. Soit (T M, M, ) le fibré tangent d'une variété lisse M. Un
champ de vecteurs lelong d’'une courbe y : I — M est une application X : [ — T M telleque ro X =.
On note Cy°(TM) I'ensemble des champs de vecteurs le long de la courbe  lisses. On définit les
opérations suivantes :

1. X+Y))=X()+Y(D),

2. (fX)(0)=f)X(1)
pour €, f e C®() et X,Y € CJ°(TM). Ainsi Cy° a une structure de module sur C*(I) et une
structure d’espace vectoriel sur R.

Pour une courbe y de classe C!, on appelle champ tangent le long de y le champ de vecteur

X(t) = (y(1),y(1)) pour tout ¢ € I. De plus, on peut définir un opérateur différentiel le long d’'une
courbe qui est relié a la connexion :

Proposition A.9.1. Soit (M, g) une variété riemannienne lisse et soity : I — M une courbe dans M.
Alors il existe un unique opérateur différentiel

D o o0 [o0]
T C}, (TM) — CY (TM)
tel que pour tout A, e R et f € C*° (M)
1. DAX +pY)/dt=A2% + X,
_af DX
2. D(fX)/dt=%x+fBX,
3. Pour tout ty € I, il existe un intervalle ] < I tel que to € J et si X € C*°(T M) tel que Xy ) = Y (1)
pour tout t € J alors

DY
E(IO) = (Vi Xyt

Démonstration.
Prouvons l'unicité. Soit ty € I, on choisit une carte locale (U, x) et un sous intervalle J tel quey(J) c U.
Pour tout i € [1, m], on note X; = aixi. Soit Y un champ de vecteur le long de la restriction dey a J. On
peut écrire Y de la maniére suivante
m
Y(0) =) ai(®Xjye
j=1

ottaje C®(J) et j€[1,m]. Les conditions 1) et 2) impliquent
DX

DY/dt(t) = Z a;k(t)(Xk)y(t) + Z (Xj(t)(d_tj)y(t)
k=1 j=1
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oY € C}°(TM). Pour une carte (U, x), on note
m
xoy (1) = (y1(0),.. ym(D) = Y_vi(De;.
i=1
Puisque x est un difféomorphisme, dx : C*°(TU) — C*®°(TR™) est un isomorphisme (en particulier

linéaire) tel quei € [1, m]
dx(X;) = e;

Puisque d%(xoy)(t) = dxy([) (y(@):=dx(y)(t),ona
7 =dx™(dx(y)

d
= dx‘l(E(xoy))

_dx—l(i oo,
= Yiei)
i=1

=Y ¥i Xy
i=1

Doncy () =YX vi(t) (Xi)yw. Par 3), ona
DXj m.
(7)7(0 = (Vy X))y = 2 Vi) (Vx, X))y

i=1

En utilisant l'expression de (V x, Xj)y(y) avec les symboles de christoffel et l'expression de %, puis en
simplifiant (réarrangement des sommes), on obtient

dY m m
(—)(t)= > (a‘k(t)+ Y. a7 () | Xidyo- A.2)
dt k=1 ij=1

Ainsi l'opérateur différentiel % est entierement déterminé de maniere unique pary et les symboles de
christoffel (Ffj)i,j,kgﬂlym]]. O

La formule (A.2) est trés importante pour le calcul de Vy X. Donnons quelques définitions :

Definition A.9.1. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit y : I — M une courbe C'.
1. Un champ de vecteur X le long de y est dit parallele si
Vy X =0.

En géométrie de I'information, X est dit parallele a M si il est paralléle a toute courbe C! de
M.

2. On suppose que y est une courbe de classe C2. Alors y est une géodésique si son champ de
tangent est parallele le long de y autrement dit

V7 =0.
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Le résultat suivant nous montre qu’on peut trouver un unique champ de vecteur le long de y
parallele passant par un point donné :

Théoreme A.9.2. Soit (M, g) une variété riemannienne et soit I =]a, b| un intervalle ouvert deR. De
plus, soienty : I — M une courbe de classe C', tye I et v e T, Y(to) M. Alors il existe un unique champ
de vecteur le long dey paralleéle tel que Y (tp) = v.

La preuve est assez similaire a la preuve de la proposition précédente. Par ce théoréme, on
peut définir la notion de transport parallele. On note I1,(v) = Y(1) € Ty(yM si y: [0,1] — M et
v € Ty ) (M). C’est une application qui relie les espaces tangents.

Pour les champs de vecteurs paralleles, un autre résultat important est le suivant :

Proposition A.9.3. Soient (M, g) une variété riemannienne, y : I — M une courbe C' et X,Y deux
champs de vecteurs paralléles le long dey. Alors la fonction g(X,Y) : I — R donnée par

t— gy ( Xy, Yyn)

est constante. En particulier, siy est une géodésique alors g(y,y) est constante le long dey.

Démonstration.
En utilisant le fait que la connexion de Levi-Civita est métrique, on a

d
E(g(X, Y)=8VyX,Y)+g(X,VyY)
=0.
Dot g(X,Y) est constante le long dey.O

Un corollaire tres utile de cette proposition :

Corollaire A.9.4. Soient (M, g) une variété riemannienne, p € M et{vi,---, vy} une base orthonormée
de Ty M. Et soienty : I — M une courbe C! telle quey(0) = p et X1,--+, X, des champs de vecteurs
paralleles le long dey tels que Xi(0) = vy pour k € [1, m]. Alors, pour tout t € I, {X;(¢),:--, X;n(2)} est
une base orthonormée de Ty ;) M.

Démonstration.
Cela est une conséquence directe de la proposition précédente. En effet, soient i, j € [1, m], g(X;, X;)(t) =
g(X;, X;j)(0)=6;;.0
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De plus, il existe un résultat d’'existence et d'unicité des géodésiques dans une variété rieman-
nienne :

Théoréme A.9.5. Soit (M, g) une variété riemannienne. Si p € M et v € T,M alors il existe un
intervalle ouvert] — ¢, e[ avec € €]0, 1 et une unique géodésiquey : I — M telle quey(0) et y(0) = v.

Démonstration.

Donnons les grandes idées de la preuve. Soity : I — M une courbe de classe C? telle quey(0) = p et
Y(0) = v. Soient (U, x) une carte locale contenant p et ] c I tels quey(J) c U. On note X; = a%_ pour
touti € [1, m]. On peut alors écrire
m
Y@ =3 7i(t) Xddyaw-
i=1

1=

En utilisant (A.2), ona

VPO =Y |0+ X @7 (0TF;r(0) | Ky
k=1 i,j=1

Ainsiy géodésique si et seulement si Vyy = 0 autrement dit pour tout k € [1, m],

m
e+ Y 77T (r(0) =0, (A.3)
i,j=1

On reconnait une équation différentielle et on peut utiliser le théoreme de Cauchy-Lispchitz afin
de trouver une unique solution locale (y1,...,Ym). Enfin il suffit seulement de définir y a l'aide de
(Ylv'“ »Ym) D

Exemple A.9.1. On peut alors calculer les géodésiques de certaines variétés. Par exemple si (M, g) =
(R™,¢,)). Pour la carte globale (R, Id), gi,j = 0; . Ainsi par (A.1), Ffj = 0 pour tout i, j, k € [1, m].
Ainsi par (A.3), ¥ = 0. On peut définir y,, ) () = p + tv. Elle vérifie bien les conditions initiales et
I'équation ¥ = 0. Par unicité des géodésiques vérifiant ces conditions initiales, les géodésiques sont
alors les lignes droites.

A.10 Courbure et torsion

Parlons maintenant de la notion de courbure et de torsion. Soit (M, g) une variété riemannienne
muni de la connexion de Levi-Civita. On définit la dérivée covariante du premier ordre pour un
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champ de vecteur X € C*°(T M) par

Vx:C®(TM) — C*®(TM)
Z—VxZ.

On généralise cela pour les tenseurs de type (r,0) et (,1). Soit A: C3°(T M) — C*°(M) un tenseur du
type (r,0). On définit la dérivée covariante

VA:C®,(TM) — C(TM) = C®°(M)
(X;XIy---;Xr) — (VXA)(XI;'” ;Xr)

par

r
(VxA) (X1, X)) = X(AXy, -, X)) = ) AKXy, Xiem1, Ve X o X0).
k=1

Un tenseur du type (r,0) est dit paralleéle si VA =0.
Proposition A.10.1. La métrique g est un tenseur parallele de type (2,0).

Pour chaque Z € C*°(T M), on peut définir un tenseur naturel Ay = A : C®°(TM) — C*°(TM) de
la maniere suivante
AX)=VxZ.

En utilisant que la connexion est multilinéaire, on a
A(fX+gY)=fAX)+gA(Y).

Ainsi A est un tenseur du type (1, 1). De la méme maniere, on peut définir la dérivée covariante pour
les tenseurs du type (r, 1). Soit B : C2°(T M) — C{°(T M) = C*°(T M), on définit la dérivée covariante
de B

VB:C,(TM) — C°(TM)

r+1

est

;
(VxB)(X1,--+, X)) =Vx(B(X1,--+, X)) = ) B(X1,-++, X1, Vx X, -+ Xp). (A4)
k=1
Un tenseur du type (1, 1) est paralléle si VB = 0. Enfin définissons maintenant la dérivée covariante
du second ordre. Soient X,Y € C*°(T M). La dérivée covariante du second ordre est définie par
Vi.y 1 C®(TM) — C®(TM)
Z— (VxAz)(Y)
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ol Az est le tenseur naturel de Z. On remarque que par (A.4), ona

ViyZ=Vx(Az(Y)-Az(VxY) (A.5)
=VxVyZ-Vy,yZ. (A.6)

On peut maintenant définir 'opérateur de courbure (riemannien) par
RX,V)Z=V5%yZ-V5 2

avec X,Y,Ze C®°(TM)etR: C®(TM)xC®(TM)xC>®(TM) — C®°(TM). Une remarque importante
est que 'opérateur de courbure est un tenseur de type (3,1) :

Théoréme A.10.2. Soit (M, g) une variété riemannienne muni de la connexion de Levi-Civita. Lopé-
rateur de courbure
R:C5°(TM) — C*(TM)

satisfait pour tout X, Y, Z € C®°(T M)
R(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ-VixyZ

et l'opérateur est un tenseur du type (3,1).

Citons quelques propriétés de cet opérateur de courbure. Soient W, X, Y, Z € C*®°(TM) :
1. RIX,Y)Z=-R(Y,X)Z,

2. gRX, N Z,W)=-g(R(X, Y)W, 2),

3. Identitié de Bianchi: R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z2)X =0,

4. g(RX, ) Z,W)=gR(Z,W)X,Y).

Avant de définir la notion de courbure sectionnelle, on a besoin de définir la notion de section.

Definition A.10.1. Soient (M, g) une variété riemannienne et p € M. Une section V en p est un sous
espace vectoriel de dimension 2 de T, M. On note

G2(TyM) = {V, Vsection de T, M}.

Cet ensemble est appelé la grassmannienne des 2-plans.

Enoncons un lemme utile.
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Lemme A.10.3. Soient X,Y,Z,W € T, M tels que Vect(X,Y) = Vect(Z,W). Alors

gRX, V)Y, X) _ gRZWW,Z)
IX12IY12-g(X,Y)2 |ZRIWI2—g(Z, W)?

On peut maintenant définir la courbure sectionnelle.

Definition A.10.2. Soient (M, g) une variété riemannienne et p € M. Alors la fonction K, :
G2(Tp M) — R définie par
g§R(X, Y)Y, X)

IXI?|Y)? - g(X,Y)?
est appelée la courbure sectionnelle en p. On note K(X, Y) ala place de K(Vect(X,Y)).

Vect(X,Y) —

Définissons maintenant deux fonctions utiles

Tp— i K, (V),
¢:p Ve(r;rzl(l%lM) pV)

p— K,V
vip vEgzl(aTXM) p(V)-

Alors la variété riemannienne (M, g) est dite :

1. a courbure positive si ¢p(p) = 0 pour tout p € M,

2. a courbure strictement positive si ¢(p) > 0 pour tout p € M,

3. a courbure négative si ¥ (p) < 0 pour tout p € M,

4. acourbure strictement négative si 1/ (p) < 0 pour tout p € M,

5. a courbure constante si ¢ =y est constant,

6. platsi¢p=v =0.
On peut exprimer les coefficients de la courbure par les symboles de Christoffel. Soit (U, x) une
carte locale de M. Notons comme d’habitude X; = a .Pourtouti,j, k,le[l,m]:

8i,j = 8(Xi, X;), Rijki=8gR(X;, Xj) Xy, Xp).

On peut montrer que :

m arj K OI‘S m
r N r N
Rijki = Z 85!\ T ax] rg (T T3, =T7T5 ) |- (A7)

Pour cela, on utilise le fait [X;, X;] = 0 pour tout i, j € [1,m] et

R(Xi, X)) Xk = Vx,Vx, Xk = Vx,; Vx, Xk

m
=y (in(rj.k Xg) -V, (T3, XS)).
s=1
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En développant et en utilisant la définition de connexion et des symboles de Christoffel, on obtient

m ar;k arik m
R(X;, X)) Xy = — -+ rr.ri —-ri.rs Xs.
(Xi, X)) X Zl o5 ox, r;( (TSRS ] b e

Exemple A.10.1. Soit (M, g) = (R™,<,>). Lensemble {0/0x;};c[1,, est un repeére global du fibré
tangent TR. On a que 8i,j=0 donc Ff .=0pourtouti,j,ke[l,m].Par (A7), Rijkl =0 pour tout
i,j,k,l€[1,m]. On en déduit que I'espace est plat.

Enfin notons au passage que les coefficients I'; k= g(@ x; Xj, Xx) avec i, j, k € [1, m] détermine
la connexion métrique V. En effet montrons que

0k&ij = Tkij+Tkji-
Puisque la connexion V est métrique et X = 0y avec k € [1, m]

Xi(8(Xi, X)) = 8(Vx, Xi, Xj) + §(Vx, X, Xi)
= Fki,j +Fk]-,i.

Les coefficients I'; j,k caractérisent la connexion. En effet pour tout k € [1, m]
Tijr=8VxXj, Xy)

m
s
= 2 LG 8 k-
0]
s=1

ri']‘ = g‘ll“,-]-,.

oul; ;= (I“’.C ) .
" i, ) ke, ml
Enfin énoncons un théoreme fondamental permettant de relier la planéité et la nullité des
symboles de Christoffel est le suivant :

Théoréeme A.10.4. Une variété riemannienne (M, g) est plate si et seulement si pres de chaque point il
existe un systeme de coordonnées locales tel que g =Y. | (dx")?. Ainsi pour ce systéme de coordonnées
locales, les symboles de Christoffel sont nuls.

De maniere générale, il est possible de démontrer cela pour une connexion V générale des que
sa torsion et sa courbure sont nulles. C’est une condition nécessaire et suffisante.



Annexe B : Optimal use of auxiliary information : information geometry
and empirical process

Le chapitre 1, 2 et les sections 3.1, 5.1 ont fait 'objet d'un article prépublié [3]. Je joins dans cet
annexe |'article.

B.1 Introduction

We call auxiliary information —or side information- any information external to an observed
statistical experiment that concerns the underlying distribution. For instance, in order to improve
the quality of a survey analysis, it is customary to incorporate any reliable auxiliary information
available at the time of the survey such as the knowledge of one or more parameters of this popula-
tion determined exactly by an exhaustive census. This principle finds its origin several centuries
ago, according to [12]. Indeed, around 1740 the magistrate Jean-Baptiste Francois de La Michodiere
wanted to estimate the size of the French population by assuming that the number of marriages,
births and deaths is proportional to the size of the population. He then introduced the ratio estima-
tor which was validated by Laplace [24]. This method is for instance detailed in [23]. We note that it
turns out to be a special case of [37]. More recently, several authors in survey analysis and statistics
have worked on the incorporation of auxiliary information after or before sampling — see [16], [27].

In this article, we focus on the auxiliary information which concerns the underlying distribution
of the data. More precisely, we assume that the auxiliary information is given by a finite collection
of expectations. In the above mentioned case of a survey the side information can be given by the
expectation of a random variable on the population. Rather few systematic analysis have been
carried out on how to use at best such an auxiliary information in a general setting, despite the
fact that in many case studies such a methodology is used. In [5], the raking-ratio method allows to
incorporate the auxiliary information of the probabilities of one or many partitions of a set. This
is not a perfect projection of the empirical measure on the set of constraints since it is a sequen-
tial procedure, incorporating each information after the other, not simultaneously. However the
variance of large classes of estimators simultaneously decreases as the sample size tends to infinity
faster than the number of successive partitions. The case of an independent empirical information,

189
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as for distributed data, is investigated in [2]. In [37], a general method is proposed to incorporate
a general auxiliary information. This approach consists in minimizing the variance over a class of
unbiased estimators, that is equivalent to find the smallest dispersion ellipsoid. In [4] this method
is applied to an auxiliary information brought by a finite collection of expectations. In particular,
it is shown that this method is better than the raking-ratio [5] with respect to variance reduction.
Moreover, in [32] a different method based on empirical likelihood is developed to also incorporate
an auxiliary information given by a finite collection of expectations. The latter two methods will
be compared and connected through our definition of an informed empirical measure. In [41]
the Glivenko-Cantelli and Donsker theorems are established for the empirical likelihood method
— in the special case of the class of functions F = {1)_o s, ¢ € R}. For more general classes, the
Glivenko-Cantelli and Donsker theorems are established in [4] under stronger assumptions by using
the strong approximation results of [9]. In addition, some works have also been done on U-statistics
in the presence of auxiliary information [39] and, more recently, on informed statistical tests [1], [3].

Our contribution is to define and study an informed empirical measure supported by the sample
that is optimal in the sense of information geometry. We thus intend to incorporate the auxiliary
information given by expectations into the empirical measure itself by defining properly the geo-
metrical setting in which the latter can be projected. This leads to define two projection measures,
the first of which satisfies the same optimization problem as that of the empirical likelihood [31].
Next we prove that it is possible to approximate these two projection measures by a common
measure we call the informed empirical measure. This informed empirical measure is far easier
to compute numerically than the true projections and turns out to coincide with the adaptive
estimator of the measure with auxiliary information defined in [4]. Furthermore we show that
these three measures are so close that they share the same asymptotic properties in the sense of
empirical process theory — in particular the same limiting Gaussian process. This allows to unify
several methods aiming to incorporate a side information, among which those mentioned above.
We establish under minimal assumptions the limit theorems for the informed empirical measure
indexed by a general class of functions. As a by product this extends the asymptotic result of [41].
Moreover we derive a concentration result which shows that the informed empirical process is
always more concentrated than the classical empirical process when the sample size is large enough.

The paper is structured as follows. In Section B.3, we introduce the geometrical framework
and prove that the set of constraints associated to the auxiliary information has a submanifold
structure. Then we show that an optimal method is to minimize the Kullback-Leibler divergence
and its dual version on the set of constraints. The readers less familiar with geometrical notions can
find reminders on information geometry in the book [6] — or could refer directly to Corollary 1. In
Section B.4, we study these two optimization problems. More precisely, we discuss the existence
and uniqueness of their solution and we give an asymptotic theorem for the Lagrange multipliers.
In Section B.5, we prove that there exists a common approximation of these solutions which allows
to define the informed empirical measure - see Definition 1. Then we study the informed empirical
measure’s weights. In Section B.6 we establish the Glivenko-Cantelli and Donsker theorems for a
general class of functions & about the informed empirical process under minimal assumptions.
We also quantify the asymptotic uniform variance reduction, which justifies the use of auxiliary
information. In Section B.6.2 we derive a concentration result about the informed empirical process.
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Finally in Section B.7, as an illustration of the variance reduction, we apply these results to the
informed empirical quantile and prove that the informed estimator is asymptotically more efficient
than the classical empirical quantile. As a special case, we find the same asymptotic result as in [42].

B.2 Framework

Let (X5) nen+ be a sequence of independent and identically distributed random variables (i.i.d.)
defined on a probability space (Q,%,P) and taking values in a measurable space (Z,</). The
distribution of X; is denoted P := PX1, Moreover, we assume that an auxiliary information I about
P is available. In this article, we focus on the following particular case. We suppose that [ is the
information brought by a finite collection of expectations with respect to P. More precisely, let
meN*and g= (g1, 8m) T. 2% —R™bean integrable function with respect to P. We assume that

I is given by
T
szzf gszz(f gldP,m,f gmdP) .
x x x

We shall assume at times that Pg = 0 — otherwise set h = g — Pg.
We denote [n, p] the set of integers between n and p where n < p are two integers. For each
n € N*, the random data set is denoted Z,, = {Xj,---, X;;} and P,, the empirical measure defined by

1 n
Pp=—) 6x,.
niz

If n € N* is fixed then we denote Z = Z,, and & (Z) the set of probability measures on Z with
positive weights. Moreover the informed empirical measure is denoted P/, and will be defined at
Section B.5 in Definition 1.

Our notation for stochastic convergences are as follows. Let (Y;) ,en+ @ sequence of random
variables with values in R™ with m € N* and let (a;,) ,en+ € R* be a real valued sequence. We write
Yy = op(ay) (resp. 0q.5.(ap)) if (Yy,/ ay) pen+ tends to 0 in probability (resp. almost surely) as n — +oo.
We write Yy, = Op(ay) if (Yy,/ an) yen- is tight. The fact that (Y3,)4en+ converges in distribution to a
random variable Y as n — +ocois denoted by Y, = Y.

B.3 A geometrical approach of auxiliary information

We intend to incorporate optimally an auxiliary information into the empirical measure. The
notion of optimality may be debated but the information geometry approach seems to be a coherent
and interesting answer to the problem of incorporating an auxiliary information.

Assume that an auxiliary information I about P is available. For Q € 22 (Z), we denote Q ~ I the
fact that Q satisfies the auxiliary information I. The set of probability measures on Z which satisfy I
is defined by

21 (Z)={Qe2(Z), Q~1}.

As mentioned in Section B.2, the weights of Q are positive and I is given by a finite collection of
expectations Pg. However Section B.3.2 remains valid for more general definitions of auxiliary
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information I. We have
2! (Z)={Qe 2(Z), Qg=Pg}.

Assuming that the basic notions of information geometry are known — such as connection, geodesic
etc — we only recall the notion of autoparallel submanifold. Let S be a manifold, M be a submanifold
of Sand V a connection on S. We say that M is V-autoparallel if for every vector fields X, Y on M,
VxY is also a vector field on M. In this context, since &2 (Z) is a finite mixture model it is also a
differential manifold endowed with the dually flat structure (2(Z), gr, VY, VD) where gr is the
Fisher metric, VW is the 1-connection and V™V is the (—1)-connection. Moreover, the canonical
divergence associated to 22 (Z) is the Kullback-Leibler divergence KL — see [30].

In order to use the auxiliary information I let project P,, € 22 (Z) on 2#! (Z) in the sense of
information geometry. To define properly this projection we first show that 22! (Z) is a submanifold,
then we recall the projection theorem in information geometry and formulate our existence result.

B.3.1 Submanifold structure of 2! (Z)

The following result states that 2! (Z)is a (n-2)-dimensional submanifold in the case m = 1.

Proposition 1. Assume that there exists i # j such that g (X;) # g (X;) and Pg belongs to the convex
hull of {g(X1),"-+,8(Xpn)}. Then P! (Z) is a (n - 2)-dimensional submanifold of 2 (Z).

Proof. Remind that]0,1[" is a submanifold of R" as it is an open set of R". Set
n
S = {qe]O,l[”, Y g :1}.
i=1

We first show that & is a (n — 1) -dimensional submanifold of 10, 1["*. Define the function 0 :]0,1["— R
byb(q) =%, qi.

Observe that % = 0~'({1}). So it is enough to prove that0 is a submersion. Indeed, 0 is differentiable
and for all g €]0,1[",

DO(q)(h) =6(h), heR".

So DO(q) is surjective and 6 is a submersion, hence & is a (n — 1)-dimensional submanifold of10,1[".
Let endow # with the following global chart (&, )

7:F —>UcR"!
q— (g1, qn-1)

whereU ={(q1,"+,qn-1) €R"7Y, q; >0, i€ [1,n—11, X q; <1}. Similarly endow 2 (Z) with the
following global chart (2 (Z), ¢)

Q:PZ)—UcR"!
Q'—> (Cll»"' ,Cln—l)-
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Next consider the following one to one mapping
v P(E) S
Q—q.

Notice that w = n~ ' o . Since & and ¢ are diffeomorphims and dim 2(Z) = dim & = n—1, we
deduce that v is a diffeomorphim. Sow™! is also a diffeomorphism and thus an embedding. Observe
that 21 (Z) =y~ 1 (&) where& ={q e &, Yr,qi8(Xi) = Pg} is not empty because Pg belongs to the
convex hull of {g(Xy), ..., g(Xyp)}. So it is enough to prove that & is a (n — 2)-dimensional submanifold
of & . For this, it is sufficient to verify that

f:¥—R

n
qg— ) qi8(Xy)
i=1

is a submersion. Lety := fon ™' : U — R be defined, for all g € U, by
n-1 n-1
Y@ =) qigX)+ (1 - Lh')g(Xn).
i=1 i=1
Sovy is differentiable and for all g € U
Dy(q) = (8(X1) — g(Xn), -+, 8(Xn-1) — 8(Xy)).

Since there exists i # j such that X; # X, we deduce that Dy(q) is surjective. Therefore f is a sub-
mersion and & is a (n — 2) -dimensional submanifold. We conclude that 2" (Z) =y~ (&) isa (n—2)-
dimensional submanifold, asw™! is an embedding. O

Proposition 1 can be generalised for a vector of functions g = (g1,-+, gm) "’ with m e [1,n—-1].
Assume that Pg = 0. Set

Vielll, mll, Nj(X)=(g;j(X1) - g (Xn), -, 8§ (Xn-1) — g (Xn)T,
Vielll,mll, gj(X) = (gj(X1), -, &X'

Observe that
dim (Vect(g(X1) — g(Xn), -+, §(Xp-1) — §(Xn))) = dim (Vect((N;(X)1=j=m)) - (B.1)
We are ready to state the main result of Section B.3.

Proposition 2. Assume that 0 belongs to the convex hull of {g(X1),...,§(Xn)} and the following
equality of dimensions,

l:=dim(Vect(g1(X),..., gm(X))) = dim (Vect(g(X1) — §(Xn), -, §(Xn-1) — §(X»))) < m.

Then 2! (Z) isa(n—1-1)-dimensional submanifold of 2 (ZF).
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Remark 1. A sufficient condition to satisfy the equality of dimensions in Proposition 2 is
dimVect ((1,---, )7, My(X),--+, My (X)) = m+1 (B.2)

with for all k € [|1, mll, M(X) = gi(X) = (g (X1, g (Xm) .-

Proof. We keep the same notations as in the previous prooof. It remains to prove that& = {q € &, Y qig(X;) = 0}
is a (n—1-1)-dimensional submanifold. For that, we need a technical lemma.

Lemmal. Letx!,.. x* e R" withke[1,n—1] and n e N*. Define, for j € [1, kI,

) . . AT
Iy S O B | J J -1
x/ —(xl—x,,,---,xn_l—x ) eR™ .
Then
dim(Vect(J”cl,--- ,J”ck)) < dim(Vect(xl,--- ,xk)).

Moreover if 1 := dim (Vect(&,---, %)) = dim (Vect(x!, -+, x))
then there exists a subset J < [1, k] of size | such that

dim (Vect (()Ej)jg])) =dim (Vect ((xj)jgj)) .

Proof. Ifk = dim (Vect(x', -, x¥)) then there is nothing to prove. Assume thatdim (Vect(x', -, x5)) <
k. So there exists j € [1, k] such that xJ = Z#j /lixi with A1,..,Ax €R. So forallr € [1,n]

xl—xh =Y Axl =) Aixh =Y Al - xh).
i#] i#] i#]

In others words ¥/ =Y. i#] A; %t We can conclude that
dim (Vect(jél, .- ,J’ék)) <dim (Vect(xl, .- ,xk)) .

Now, assume that | := dim (Vect(x!,--- ,J?k)) = dim (Vect(x!,-- ,xk)). So there exists a subset ]
[1, k] of size I such that

1=dim (Vect () je, ).

But ifdim (Vect ((x/) jej)) < I then there exists r € J such that x" = ¥ jej, iz Aix' with A1,..., Ak € R.
By the above, we deduce that X" =Y ;c; iz, AiX'. That contradicts the fact that

1=dim (Vect () je/ ).
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We can apply Lemma 1 to g1(X), -+, gm(X). Recall that, by (B.1),
dim (Vect(g(X1) — g(Xn), -+, 8(Xn-1) — g(Xn))) = dim (Vect((N;(X))1=j=m))
where, for j € [1,m],
Nj(X) = (g;(X1) - §(Xn), -+, 8 (Xn-1) — gj (Xn) .

By the assumption of equality of dimensions we have

I:=dim (Vect(g1(X), -+, gm(X))) = dim (Vect(g(X1) — g(Xpn), -, &(Xn-1) — g(Xn))).
Hence by Lemma 1 there exists a subset ] < [1, m] of size | such that

I =dim(Vect(g1(X), ... gm(X))) = dim (Vect ((g; (X)) jes)) = dim (Vect ((N;(X)) jes))
Denote g = (g}) jej and notice that

{Qe2(Z), Qg=0}={Qe2(Z), Qg=0}.

So, we can select only the constraints g. For simplicity, in what follows we denote g = (g;) je;. Define
the function

f:5”—»|Rl

n
q— 2 qi8(Xy).

i=1

Let prove that f is a submersion. Sety := forn ™' : U — R! defined forall g e U

i=1 i=1

y(q) = nil qi8(X;) + (1 - ’S Lh') 8(Xn).
Soy is differentiable and for all g € U
Dy(q) = (g(X1) — 8(Xpn), -, §(Xn-1) — §(Xpn)).
Since
rk(Dy(q)) = dim (Vect(g(X1) — g(Xp), -+, §(Xn-1) — g(Xn))) = L.

We deduce that Dy (q) is surjective. Thus f is a submersion and & is a (n —1 — l)-dimensional subma-
nifold. We can conclude that ' (Z) = w~ (&) is (n - 1 - I)-dimensional submanifold because ™' is
an embedding. O
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B.3.2 Existence of a projection

Recall the projection theorem in information geometry.

Theorem 1. Consider a dually flat manifold S and denote D the canonical divergence of S. Letp e S
and M be a submanifold of S which is V* -autoparallel. Then a necessary and sufficient condition for
a point q € M to satisfy

D(pllg) =minD(pl|r) (B.3)
reM

is that the V-geodesic connecting p to q is orthogonal to M in q. The point q is called V -projection of
p on M. Likewise if M is V-autoparallel then a necessary and sufficient condition for a point q € M to
satisfy

D*(pllg) = minD*(pl|r) (B.4)
reM

is that the V* -geodesic connecting p to q is orthogonal to M in q and the point q is called the
V* -projection of p on M.

Moreover, it is possible to relax the autoparallel submanifold assumption.

Proposition 3. Assume that S a dually flat manifold and denote D the canonical divergence of S.
Let p € S and M be a submanifold of S. A necessary and sufficient condition for a point q to be a
stationary point of the function D(pl|-) : r — D(p||r) restraint to M (resp. D* (p||-) : r — D*(pl|r)) is
that the V-geodesic (resp. V* -geodesic) connecting p to q is orthogonal to M in q.

We next apply Theorem 1 and Proposition 3 to define a projection @/, of P,, on 22! (Z).

Corollary 1. Assume that ' (Z) is a submanifold of 2(Z). Then
o If?!(Z) is a submanifold V=V -autoparallel then Q! is the V') -projection of P,, on 21 (Z)
that is

@flearg min KL*([P’,ZIIQ):arg min KL(Q||Py,).
Qe (Z) QeP!(Z)

o If?!(Z) is a submanifold V'V -autoparallel then Q! is the V=V -projection of P,, on 21 (Z)

@2 €arg min KL(P,llQ).
Qe2!(Z)

o In the case where 2! (Z) is autoparallel to neither of these two connections then Q! isa
stationary point of one of these two maps

Q— KLPxllQ),
Q— KL* (P,11Q).

Remark 2. Corollary I does not determine a unique informed empirical measure by projection and
moreover it is generally not easy to check if the submanifold 2'(Z) is autoparallel.
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B.4 Two measure projections

Assume that Pg belongs to the convex hull of {g(X), -+, g(X,)} and the assumption (B.2) is
verified then by Proposition 2 2! (Z) is a submanifold. By Theorem 1 we were able to define a
projection of P,, on 22/ (Z). The next step is to study these two optimization problems

arg min KL([P,l||Q), (B.5)
Qe2!(Z)
arg min KL(QI|IP,). (B.6)
Qe2!(Z)
Remark that
KL(P IIQ)—i 110 ( ! )——lo (n) - 1zn:lo qi
! i=1 & ngi 8 niz s
n n
KLQIIPy) = )_ gilog(ng;) =logn+ ) _ giloggq;.
i=1 i=1
Therefore

n n
arg min KL(P ) =arg max logg; = arg max i
ng@’ n”Q gQ(—:gﬂ(Z)i:Zl 84 ngQ’I(Z)i:l_[lql

n
arg min KL(Q||P,)=arg min ilogg;.
gQgQ”(Z) QlIPy, nggl(z);ql 84i

B.4.1 First optimization problem

The first optimization problem (B.5) is called empirical likelihood and has been studied by
A.B. Owen - refer to [31], [32], [34] and [40]. More precisely, the first optimisation problem is the
following

maxgY.;, log(q:)
Yriai=1,
Viell,nl, g; >0,
ny! qi(gX;)-Pg)=0.
Denote ¥, the constraints set
n n
Cn = {LIE [0,11", izzléh' =1, nizzlql'(g(Xi)—Pg) =0 }

Moreover denote also

Mi(X) = (8e(X1), -+, 8 (Xu)) T, k€ [1,ml,

f(g) =) logqi, q€lo,1[".

i=1

The following theorem ensures that there is a unique solution to this problem.
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Theorem 2. Assume that Pg belongs to the convex hull of {g(X1), -+, 8(X,)} and

dimVect ((1,---, 1), M1(X),-++, My (X)) = m +1. (B.7)
Then the first optimization problem has a unique solution q* = (q;,-+-, qy) € €. Moreover for all
i€[l,n]
q; >0,
.1 1
4d;

T n1+ (A", g(X) - Pg)
forauniqueA* e {AeR™, 1+(A,g(X;)—Pg) =1}

Remark 3. The assumption (B.7) is not restrictive since if it is not verified that means that some
constraints are redundant.

Assume that Pg = 0 and write A, = A* to state an asymptotic result.

Theorem 3. Assume thatE|g(X)|? < +oo and X = Pgg! is positive definite. Moreover, we suppose
that the assumptions of the theorem 2 are satisfied. Set Z,, = P,,gg" . Then we have
* maXi<i<pl| <An, (X)) >1=0p,(1).

. in = Z;lﬂj’ng+ Op (\/Lﬁ)
o Viid,= N (0,27D).

Remark 4. We can replace ¥, by the empirical variance Var,(g) of g since

1
2, =Vary(g+P,8) ' Png=Var,(g) +op (ﬁ)

The last two theorems can be proved by using a similar approach that in [32].

B.4.2 Second optimization problem

Let consider the second optimization problem (B.6)

ming X" ; g;log(q;)
Yiiqi=1,
Viell,nl, g; >0,
nY?"  qi(gX;)-Pg) =0.
Set
n
p(q) = 1:21 gilogqi, q €]0,1[".

The following result ensures that there is a unique solution to the second optimization problem.
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Theorem 4. Assume that Pg belongs to the convex hull of {g(X1), -+, 8(X,)} and
dimVect ((1,---, 1), M1(X),++, M (X)) = m +1. (B.8)

Then the second optimization problem has a unique solution q* = (q; -, q;) € 6€;,. Moreover for all
i€(1,nl]
.= exp ((1*,8(X;) - Pg))
! " exp((A*,8(X)) - Pg))

for a unique 1* e R™.

Proof. Existence. Since 6, is compact and ¢ is continuous, there exists q* € €, such that

n n
*logg! = mi log g;.
i:ZIq, 0g4q; 2232,;"’ 0g4i

Uniqueness. By the assumption (B.8) and q* is a global maximum of ¢ on 6€,, we can apply the
Lagrange multiplier theorem. So there exists (A*, u) € R™ x R such that

m
D(p(q*) :,u(l,--- ,1)T+ Z /1;‘ (gj(Xl)_ng"" rgj(Xn) _ng)T'
j=1
Soforalli e [1,n]
logg; +1=p+ (A%, g(X;) - Pg).
SinceY.!" | q; =1, we deduce that

n
u=1-log Z exp ((A*, g(X;) — Pg))
i=1

gt = exp ((1*,8(X;) — Pg))
©OXexp((A,8(X)) - Pg))

By injecting this expression, we get

. X (AN 8(X) - Pgrexp ((AF,g(X) - Pg)) n
wlg)= —log

(A", g(X)) - Pg)
n eXp((/,L*,g(X])—Pg» Z exp 8 g)

~ </1*,Z§’:1(g(Xl) —Pg)exp((1*,g(X;) - Pg)))
i_exp((1*,g(X;) - Pg))

Z p((1*,g(X;) - Pg))|.

SinceY.!" | q* (g(Xl)—Pg) 0, we have

Y7 (g(Xi) - Pg)exp((1*,g(Xi) - Pg))
Y exp((1*,g(X)) - Pg))
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So

¢(g*) =-log (Z exp (()L*,g(X,-) - Pg))

i=1

Set the following function F : R™ — R defined by

YAeR™ F(A) = —log(z exp (A, g(X;) - Pg))) :

i=1

By convex duality, this is equivalent to maximize the function F on R™. This function is differentiable
and concave. So VF(A) =0 is equivalent to A € ar gmaxyecpm F(x). In our case

— X111 (8(X) - Pg)exp (¢4, g(Xi) - Pg))

i exp (L, g(X)) - Pg))

VFA) =

Thus VF(A*) = 0. It remains to prove that F is strictly concave. For all j, k € [1, m]

0°F  —Xi,(g;(X))— Pgy(gk(Xy) — Pgi)exp (A, 8(X;) — Pg))

oNjoAL X exp((,g(X)) - Pg)
N Y (gi(Xi)—Pgiexp (A, g(X)-Pg)) X (gx(Xi) — Pgi)exp ({4, g(Xi) — Pg))
o1exp ((, 8(X)) - Pg)) i exp((4,8(X;) - Pg)) '

Denote forallA € R™ andi € [1, n],

exp ((1,8(X;) - Pg))

i(A) = ,
9 i exp (4, g(X)) - Pg))

Q) =} qi(D)dx;.

i=1

Observe that for all A € R™, Q,(A) is a probability measure. The Hessian matrix of F is
Hessg = —VarQn(M (g—-Pg) = —VarQn(M (g) <.

By using assumption (B.8), we deduce that the hessian matrix of F is negative definite. So F is strictly
concave.

Assume that Pg = 0 and denote again 1, := A* to derive the following asymptotic result.

Theorem 5. Assume that E||g(X)||? < +oo and X = Pgg”’ is positive definite. We suppose that the
assumptions of Theorem 4 are satisfied. Set X, = P,gg" . Then we have

* MaXisicn| < Ap g(Xi) > 1= 0p(1).

. an = —Z;lﬂj’ng+ Op (\/Lﬁ)

o ViIA,= N (0,Z7D).

Remark 5. Likewise we can replace Z,, by the empirical variance of g.
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Proof. Firstly, let us prove that ||/1,,|| = (%) Denote )Ln =pnln withp, =0, 10,1l =1. Set for all
AeR™

exp ((A, g(Xi)))
T exp((Lg(X)))’

qi(A) =

P) =) qi(Dg(Xy).

i=1
By definition of A,,, we have ¢(A,) = 0. So
0=llpAn)ll = 1(PnOn) | =1 (On, (0O} |-
By denoting Sy (1) = " _,exp ({4, 8(X))) >0, we have

HT

20 g(Xn)g(Xy) =
Sn(/ln)lzexP(p g(X))gX;) =

By using the Taylor’s theorem with Lagrange remainder (first order) we have that for all i € [|1, n|],
there exists r; between 0 and 9,{ g(X;) such that

exp (pn, §(Xi)) =1+ pnb,, g(X;) exp(ppry).

Denote S™ ! the unit sphere of R™. So

" nol
eXp puln8(Xi) g(Xi) = —2Pug = (eng(xl)) exp(pnri)

nHT non

= P — Y O g(Xi) 191 gx)
Sn(An) " Sp(A) n 2: §LA1)) Lo g(xi)20
nol non .

= ~ I]:Dn . (0 (Xl)) 1 r .
Sn(An) g Sn(An) 968'"1 Z § 07g(X;)=0-

since forallie€[1,n] if@,{g(Xi) >0thenr;=0. Thus

nol npn T
—P,g+ 1nf— 0T g(X))*1gr g(x,)20 < 0.
Sul) "8 Su(h) 0057 Z LA 0T gxp=0
By multiplying by =+~ S (’1") and since |0, = 1, we have

pnelglf —Z(HTg(Xl)) 191 X)>0—”Png”

It is enough to prove that infyc gm-1 + 1 X Ch (X,-))Zlng(X )=0 converges in probability to a strictly

positive constant in order to deduce that p, = Op ( \F) For that, we need a technical lemma.
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Lemma 2. We have

T S.
661?51—2(9 g(Xl)) 19Tg(X)>0—00>61§1r£1P(9 g) 19Tg>0>0.

Proof. Setforall® e S™!
1 n
¥n0) = —3 0" gX) 1grgxp=0-

i=1

Firstly, let us prove thaty, is continuous. Endow S™~' with the subspace topology of R™. Define for
allie[l,n]
h; sm-1 R
0 ~ 0TgXxp.

Set the following function ] : R — R defined by 1(x) = x*1x=o. Remark that for alli € [1, n] the functions
h; and | are continuous and y,(0) = %Zl’f:l Lo h;i(08). So for all n e N*, y,, is continuous on §m-1,
Definey : C°(S™™ 1) — R by w(f) = infyg=1 f (). Let us prove that v is continuous. Indeed for all
fi, peC®(s™h

ly () —w(f) | =linf fi —inf fo [< || fi = follo-

Soy is 1-Lipschitz. Notice that

1
yw) = inf —Z(eT (X)) 1g7 g (xp)0-

Prove that y,, converge uniformly almost surely toy where for all® € S™ ! y(0) = P(HTg)zlngzo. For
that, remark that for all§ € S

[Yn(6) = YO = |y — P)(O" 8)*1gr g
Define the following class of functions
F ={hg:x—0"g(x)*1grg(x)=0, 0 €S" '}
Since the sphere S™1 is compact, for all x € & the map 0 — hy(x) is continuous and

sup |hgl < ligl®€L'(P).
fesm-1

We deduce that the class & is P-Glivenko-Cantelli. So

oo, @.s.
—_—

Yn

n—oo

By continuity of v, we have vy (y,) 25 v (y). We conclude that

T
,dnf — —Z(H gXD) grgix=0 o , i, PO ) 1grg=0.
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Finally we show that infge gm-1 PO g)*1g7450 > 0. Since Pl g||* < +oo, the map 6 — PO g)*1g7 > is
continuous. By compactness of the sphere, there exists 0. € S™! such that

. ) T A2
gelglnfqp(g g) 10Tg20 —P(H* g) lﬁngO'
IfP(B*Tg)Zlg*rg20 =0 then P-a.s x, 01 g(x) < 0. In others words P (0! g(X) > 0) = 0. Remark that

0=0.Pg=P0,g=P0,g)1yr .

So P-a.s x, 6*T g(x) = 0. Since X is a matrix definite positive, we obtain a contradiction

0=P0Olg)?=0"Pgg’0.=0"30, >0.

Since py, = IIJALn I, we deduce by Lemma 2

~ 1
[Anll = Op (ﬁ) ’
max | (A, (X)) | < IA,]l max [|g(X;)|l.
1<i<n 1<i<n

Prove thatmaxi<i<, |g(X)) |l = op(\/ﬁ). For that, we will use Owen’s lemma (1990, [31]).

Lemma 3. Let (V) en+ be a sequence i.i.d. of positive random variables and Z,, = maxi<j<, Y;. If
EY? < +oo then

Zp = Op(\/ﬁ),
ﬁl:Zin :Op(\/ﬁ)-

Sincelt] g(X) % < +o0, we deduce that by Owen'’s lemma that max; <<, | g(X;)| = op(\/ﬁ). So we
get the first assertion

max | (An, g(X1) |= 0, (1).

About the second assertion, apply the Taylor’s theorem with Lagrange remainder (second order). More
precisely for all i € [1, nl, there exists s; between 0 and BT g(X;) such that
2
exp (00, §(X0) = 1+ pnb, 8(X1) + p% (0, §(X)” exp (0nsi)
=1+ AT g(Xn) + (AL g(Xn)" exp (pusi).

Thus

=00 Zexp (Arg(X1) g(X)
n\Anli=1

1 L o
Zg(xi)+ - (Zg(xi)g(x,-)T)An

Sn(/ln) =1 Sn(/ln) i=1

n (X3) nSi) 8(X;).
ST ;( g(X0)" exp (pnsi) g



B.5. TOWARDS A DEFINITION OF THE INFORMED EMPIRICAL MEASURE 204

By multiplying by S”(T’i”), we obtain
A 1& ~r 2
0=Pug +Zpdn+— 3 (Ang(X0) exp(pnsi) §(Xi).
i=1

This is equivalent to

i 1
~ZpAn ;Z (Arg(X0)” exp (pusi) g(Xo).
Finally we prove that
li( AL g(x) exp (pusi) §0XD)| = 00 =
n& Vi

By Owen’s lemma and the first assertion, we have for alli € [1, n]

exp (0nsi) < exp (pnl6, g(X))I) < exp (lma<x |i£gtx,-)|) =1+0,(1), (B.9)

1 n

~2 lgXI® = 0,(vVn), (B.10)

i=1

A o 1

[Anll”=0p|=]- (B.11)

n
Hence
¢ AT TR 3
;Z( 78(X))" exp (pnsi) g(X) SeXp(lrgiegl Mng(XiN) 1Anll —Z||g(Xi)||
1
=(1+0,(1)0 ( )0 (Vn)=o ( )
P p p P\Vn

Therefore

A _ 1
Ap= —anﬂ:"ng+ Op (ﬁ) .

We conclude that Vi, = A (0,271).0

B.5 Towards a definition of the informed empirical measure

B.5.1 Equivalence of projections and the informed empirical measure

Assume that Pg = 0. In the previous section, we have studied these two optimization problems

arg min KL([P,||Q), (B.12)
Qe2!(Z)

arg min KL(QI|IP,). (B.13)
Qe2!(Z)
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In this section, we assume that the conditions of existence and uniqueness of the solution of (B.12)
and (B.13) are satisfied — see Theorem 3 and 5. So by Theorem 2, the solution of the first optimization
problem is given by

Ve ——— e,
1+ (A, 8(Xi)

By Theorem 4, the solution of the second optimization problem is given by

exp (A, g(x),

) ;
q, = — , lLE Hl, n]],
l Sn(A)
n
Sn(A)) = ) exp (A7, g(Xi)).
k=1
Denote these two probability measures, respectively,
- a
PY =Y gV, (B.14)
i=1
S
PP =3 q?oy, (B.15)
i=1

Since these weights g/’ and ¢'? are not explicit and we don’t know if the submanifold 2! (Z) is
autoparallel — see Theorem 1 — it is necessary to find an explicit approximation of these solutions.

Proposition 4. Assume that 0 belongs to the convex hull of {g(X1),- -, 8(X,)} and that assumption
(B.2) is satisfied. Moreover, suppose thatZ = Varpg is invertible. Denote X,, the empirical variance of
g. Then foralli e [1,n]
1 1
)= preel
2 2
P = pieel

with E(nl) and 6512) independent of i and such that

maxls(j)l—o l j€[1,2]
l<isp bn' 7P n,J T

1 _ _ .
pi=— (1-gXn'z,'Prg+ P '2,'Pug), i€ll, nl.

Moreover it holds
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Proof. Firstassumethat j=1. Then forallie€[1,n]
w1 1
b1+ AR, g(X))
and, by Theorem 3 we have

max KAD, g(Xi)] = 0,(D),
v
=)

1 1 1
g = ( — (AP g(X1)) +0,(1) = (1 (Z,'Prg,g(X)) — (op(\/_)

Sincemaxi <<y, |8 Xl = op(\/ﬁ) —see Owen'’s lemma in [31] — we deduce that

AV =5"P,g+o,

Thus

1 1 1
q" = — (1= (Z;'Pug, g (X)) + 0p(D) = — (1= (Z;'Pug, g (X)) + 0y (Z) .

Moreover since ~ (P, 8)"2,,'P,g = 0, (+) we get

1
q(l)_pt+op( )

Now assume that j =2. Then foralli € [|1, n]],

o eXp(@Ef),g(Xi)))

q; >
l Sn(A)
A n A
with S,(A%?) = Y exp (A2, g(Xp))).
k=1

Hence Theorem 5 implies

max KAL), g(Xi))| = 0,(1),

1
A(Z X 1|]3>ng+op(\/ﬁ)

and
1
2) _ 2) .
q; n—s M(Z))(1+<A ,8(X)) +0p,(1))
1 n

1
—(Z, Png,g(Xz)>+<0p(

) sn()l(,?)) \/_)

We deduce that ng2) = %ﬁ (1- (Z'PLg g(X)) + Op(l))-

gx)) +o,,(1))

gX)) + opu)).

206
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Let us prove that ﬁ =1+0p(1). Since e* =1+ x for all x € R we have
A S (1@ A
1+ (A9 P,g) < Snin) _ exp | max KAZ, g(Xi)1].
n l<ks<n
It ensues that#w)) =1+o0,(1) and

@ 1 -1 1 -1
q; =Z(1+op(1))(1—<zn Prg 8(Xi)+0p(1) = ;(1—<Zn Prg, (X)) +0p(1)).

Likewise since 1 (P,g) "2 'P, g = 0y (L) it holds ¢ = p;i + 0, (1).
Finally remark that

n
Y pi=1-Pu®) Z,'Prg+ Png) 2, 'Prg =1,
i=1

L Ts-1 Ts-1

Y PigX)=Prg-Pngg Z, Png +PngPsg) =, Prg =Prg—Prg=0,

i=1

by usingX, =P,gg’ -P,gP,g)’.0
Proposition 4 allows to define the informed empirical measure as follows.

Definition 1. Assume thatX = Varpg is invertible. The informed empirical measure is defined to be
I n
Pn = Z pi6Xi
i=1
where, for alli € [1, n]
1 _ -
pi=- (1-gX)'2,'Prg+ Prg)'2,'Prg).

Remark 6. P! is always defined as soon as %, = Var,g is invertible.

Observe that for any measurable function f: Z — R it holds
PLf=Puf - covn(g, /) ;' Pyg.

It turns out that this measure coincides with the adaptive estimator of the measure with auxiliary
information studied by M. Albertus [4] which is a particular case of the general principle of S. Tarima
and D. Pavlov [37].

B.5.2 Weights of the informed empirical measure

Let illustrate the difference of these four measures IPEZD, IP;Z), P! and P, by comparing the
distribution of weights between them - see Figure 1. To this aim we simulate n = 500 i.i.d. random
variables with distribution P = .4(0,1) and we incorporate the auxiliary information I given by
Pg with for all x € R, g(x) = (x,x?)T. Observe that the distribution of weights between these three
measures IP(nD, [Pslz), lF’,I1 are very similar.

The following proposition states that under a moment condition, with probability one P/ is a
probability measure for n sufficiently large.
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FIGURE B.1 - Comparison between P (blue), P;ZD (green), Pg) (red) and P, (black).

Proposition 5. Assume that there exists € > 0 such that P|| g||4+£ < 4o00. Then almost surely for n
sufficiently large

n
PL=) pidx,
izl

is a probability measure.

Proof. By Proposition 4, it is enough to prove that almost surely for all n sufficiently large it holds
min; <j<, p;i > 0. For that, we need the following technical lemma that extends Owen's lemma 3.

Lemma 4. Let (Yy)nen+ bei.i.d. positive random variables and Z,, = maX)<j<y Y;. If EY® < +o0 with
s> 0 then

1
Zy =045 (n5),
12 1
- Z Yl'Hl = 0q.5.(1%).
i=1

Proof. SinceEY® < +oo, we have

Y P(Y,>n'"S =Y P(Y>n) < +oo

n=1 n=1

and, by Borel-Cantelli lemma
1 1
Yy > ns is a.s. satisfied for a finite set in N*. Therefore, for all A> 0, Z, > Ans is a.s. satisfied for a

finite set in N*.
SinceN* is countable, we then a.s. have, for all m e N*,
Z Z 1
0 <liminf =% <limsup =% < —
mpns noons

1
hence Z, =045 (n5).
Concerning the second assertion, observe that

1 & stl_ Znxs s 1
OS_ZYi S_ZI/Z':Oa.s.(ns)
iz noio

by the strong law of large numbers. O
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Since P|| g||**¢ < +oo by assumption, the previous lemma yields

maxi<;<n I§(X)I as.

T 0.
Remark that
min np; =1- max g(X;) Iy Ip,g+P,9) 2, 'P,g,
| max g(X;)"Z,'Ppgl < max |g(Xp) Z,'Pygl
=< 1I;ll;glIIg(Xi)IIIIZn HPrgIl.
It suffices to prove that

L_ a.s.
nie|Prgll — 0.
For that, we need the following Theorem of Wellner and Van der Vaart in chapter 2.5 [38].

Lemmab5. Let% be a P-measurable class with envelope function F. Then for all p = 1, there exists
cp > 0 such that,

Manl %y < cpJ A, FNE N 2vrp)

where

1
](1,9):supf0 \/1+logN(e||F||L2(Q),9,L2(Q)) de
Q

and N (€||F||L2(Q),9, LZ(Q)) is the minimal numbers of balls of radius €||F| g2 needed to cover & in
L?(Q). Here the supremum is taken over all finitely discrete probability measure on (%, ).

Set forall j € [1,m], & = {g;} and denote s = 4 + €. Remark that J(1,%;) = 1. Then

1 m 1 m n S
Pt Igl > )< Y Pt 1yg 1> = )P 1 aa(g)) 1> (fe) )
j=1 j=1 ns
So
E(l an(gi!®) m o gillis
|]J’(nfllllz"n(gfll>e) Zﬁs Z L(P .
_1 € '21 ZA es

Since s > 4, we get s% > 1 and, by Borel-Cantelli’s lemma, ns Pzl na—s> 0. We conclude that
—00

1 a.s.
n#e||P,g| —— 0.
n—oo
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The weights (p;)1<i<, are given for all i € [1, n]
pi= % (1-8X) "2, Prg+Png) 2, Prg).
Set Ay =—+%,'P,g and B, = - (1+(;,'P,g,P,g)). Define for all (x,y) € Z x R™
Yn(y) =(An, ¥} + By,

On(x)=(An,gXx))+ By =v,0g(x).

Observe that for all i € [1, n], p; = ¢,(X;) and ¢, is an affine transformation of g. Suppose that
m =1 and g is monotone. The weights associated to the ordered sample are also ordered. Illustrate
this by a simulation. We generate n = 500 random variables i.i.d. with distribution P = .47(0,1). In
the left hand (resp. right hand) graph, we plot ¢,, with I given by g(x) = x (resp. g(x) = x?) for all
xeR.
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FIGURE B.2 — The sign of A, changes randomly.

B.6 Asymptotic results and concentration

B.6.1 P-Glivenko-Cantelli and P-Donsker properties under minimal assumptions

Remind that P/, is the informed empirical measure of Definition 1 and write a/, = /1 (P, - P)
the informed empirical process. In this section we derive asymptotic results for P2 under minimal
assumptions.

Given a class of functions %, if IIIP’ﬁ —P|lz =sup feF IIP’,I1 f — Pflis not measurable, its minimal
measurable majorant [|[P] — P|% is used - as well as the outer probability P*, see Chapter 1.2 in [38].
Denote | - || the euclidean norm on R™. Let A € .4, (R) be a matrix, we denote || A| the operator
norm with respect to the euclidean norm.

The following theorem states that a P-Glivenko Cantelli class for PP, is also a P-Glivenko Cantelli
for P!, as soon as the envelope function F € L(P).

Theorem 6. Assume thatX = Varpg is invertible. Let & be a P-Glivenko-Cantelli class with measu-
rable envelope function F € L?(P). Then we have

I * a.s.
P, —-Pl; ——0.
IP]— Pl
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Proof. Let f € &. Remark that

lcovn(g, HTZ, I = Vmy/Var, fIIZ; max \/Var,g; < VmlFllpee, 2, | max \/Var,g;.

Hence

IPL =Pl < IPy— Pl + 1P, gl sup lcovu(g, HTZH ——= 0.
feF n—oo

We have a similar result for the P-Donsker classes.

Theorem 7. Assume that X = Varpg is invertible. Let & be a P-Donsker class with measurable
envelope function F € L[%(P). Then
al = Gy in I°(F)

where G is a P-Brownian bridge having almost surely continuous sample paths with respect to the
semimetric pz(hl, hy) = Varp (hy — hy) for hy, hy € L[%(P) and, forall feZF

Gi(f) = G(f) - covp(g, /)27 G(g) (B.16)

with G(g) = (G(g1), -+, G(gm)) "
Moreover for all f € F, Var(G(f)) = Varpf — covp(g, f)T = covp(g, f) and

Var(Gi(f)) < Var(G(f)).

Remark 7. Observe that Gy is a mean-zero Gaussian process such that for all f € &, Var(G((f)) <
Var(G(f)) provided that covp(g, f) # 0. In other words, any function linearly correlated to g benefits
of the information I.

Proof. First remark that
al(f)=an(f)—covp(g, HTZ an(g) + 0, (D).
Indeed

(covn(g, NTZ, = cov(g, HTZ Han(g) = (covy(g, /)T —covplg, HDZ, an(g)
+covp(g, N1, -2 Hau(g).

The second term tends to 0 in probability,

lcovp(g, T (E,' -2 Hau(g)l<vVm Varpf max VVarpgillZ, - lan (@)l
<vm max VVarpgill Fllzp 12, == Hllan(g)ll = 0p(1).
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For the first term observe that

l(covn(g, /)T —covpg, NZ an (@I <P, fe—Pfg—PufPuglliZ, I, (gl
<vm max [P, - Pl 12, lan(g)l
1<j<m J

+IPLFIIP,gIIZ, Han (@)l

where forall j € [1,m], F; ={g; f, f € F}.
Since g is integrable with respect to P then for all j € [1,m], {g;} is P-Glivenko-Cantelli. Moreover
Z is P-Glivenko-Cantelli since & is P-Donsker. Set for all (x,y) € R?, ¢(x,y) = xy. Remark that
Fi=¢g;h F). Since ¢ is continuous, we deduce that j € [1, m], F; is a P-Glivenko-Cantelli Class.
So
max [|P, Pl = 045(1).
1=sj=m J

Thus

sup|(covn(g, NHTE," = covp(g, NTZ Han(g)l = 0, (D).
feZF

Denote forall f € &
Wy (f) = an(f) —covp(g, /) = an(g).

It remains to prove that W,, converges in distribution. Remark that by the central limit theorem (CLT)

(an(f)):'(G(f)

an(g) G(g))' fes

where G is a P-Brownian bridge. Define, for (f,a,b) € & x R2, Y r(a,b) = (a,covp(g, f)TZ_lb). Since
the map vy ¢ is continuous on R?, by the continuous mapping theorem we have

. an(f) . G(f)
Yalf) = (covP(g, f)Tz—lan(g)) == (COVP(g, niz-le) F€7

Likewise forall f = (fi,---, fv) € F¥, (Y(n(fl), b ,Y(n(fk)) converges in distribution to (Y((fl), ‘e ,Y((fk)).
Indeed it suffices to apply the CLT and to consider the following continuous map

Vrar,...ar) = (W (@, age1), oW g (ak, k1)), (@1, ..., Qi) € RE*L,

Applying once again the continuous mapping theorem we deduce

(Walfi), -+, Wa(fi0) T = (G — covp(g, f)T=71G(g), -+, Gfi) — covp(g, f) T271G(g)) .

Let us prove that Wy, = Gy in [*°(&) with G defined at (B.16). To this aim, we need the following
theorem — see chapter 1.5 in [38].
Lemma6. Let X, :Q, — [*°(T) a sequence of maps. Then these two assertions are equivalents

e We have

1. Forall(t,..., ;) € Tk, (X, (1), oo X (tr)) converges weakly to aR¥ valued random vector,
forall ke N*,
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2. There exists a semimetric p such that (T, p) is totally bounded and for alle > 0

limlimsup P*| sup |X,(s)— X,(£)|>€|=0.
6—0 n po(s,1)<d

e There exists X : Q — I°°(T) a measurable and tight process such that

X, = X inl®().

First verify that a.s Wy, € [°°(&)

Wyl < 2max(||an||gc, sup|(Pf) = a,(g)l
feF

SZmaX(IIanIIy,\/ﬁlrggifn VVarpgill Fllzp IZ  lan (@l < +oo.

In order to check the second point let introduce the usual semimetric in L*(P) defined by p2 (f1, f2) =
Varp (fi— f2) forall fi, f» € L*(P). Since & is P-Donsker then (F, p) is totally bounded. For € > 0 and
6 >0, we have

limsup P* ( sup | W,(f1) - Wi(f2) I> 26)
n p(f1,f2)<6

<limsup IP’*( sup maX(Ian(fl)—an(fz)I,I(P(ﬁ—fz)g)TZ_lan(g))I)>€)
n p(fi,f2)<6

<limsup P* ( sup lan(fi) —an(f2)l >€)
n o(f1,f2)<6

+limsup [P’*( sup vm max \/Varpgi p(fi, )IZ 7 lan (@)l >6)

" p(fi,f2)<6 1<i=m

<limsup P* ( sup lan(fi) —an(f2)l >€)
n p(fi,f2)<6

+limsup P* (&/ﬁlmax VVarpgillZ an (@)l >e).
n <is=m

Since & is P-Donsker, we have

lim limsup P* ( sup |an(fi) —an(fo)l >e) =0.
6—0 n o(fi,fr)<6

By using the fact that

lan (@I = I1G&I,
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we have by the porte-manteau lemma
limsup P* (am max /Varpgil 2" llan(g) > e)
< limsup P* (6\/ﬁ1r22>’§1 VVarpgilZ llan(g) 26)
<P* (6\/% max VVarpgilZ Gl ze).

Since 5v/mmaxi<i<m/VarpgllZ  I11G(g)1l = 0,(1), we get

=0 n p(fi, f)<8

This establishes that W, = Gy in [*°(%). Thus

limlimsup P* ( sup | W, (f1) = Wy(fo) |> 26‘) =0.

a{l = Gy in [®(Z%).
Finally we compute the variance of G;(f) for f € &,
Var (Gi(f)) = Var (G(f) - covp(g, )HT27'G(g))
= Var (G(f)) + Var (covp(g, HTZ71G(g)) - 2cov (G(f), covp(g, /)27 G(g))

= Varpf +covp(g, ) 27" (Varpg) 2™ covp(g, f) —2covp(g, ) =™ covp(g, f)
=Varpf —covp(g, )T  covp(g, f).

Since X! > 0, we deduce that covp(g, f)T= covp(g, f) = 0. Thus
Var(Gi(f)) < Var(G(f)).

d

B.6.2 Concentration of the informed empirical process

Next we show that the informed empirical process is more concentrated than the classical
empirical process for all # sufficiently large. Moreover, we prove that the supremum of limit process
G of Theorem 7 on a P-Donsker class is more concentrated than the supremum of G. By Theorem
7, we have for all f € L?(P)

Var (Gi(f)) < Var (G(f)).

A first consequence is that for all f € L%(P), the informed empirical process afl( f) is more
concentrated than a,(f).

Proposition 6. Assume thatX = Varpg is invertible and let f € L?>(P). Then for any A >0

P(IGI(HI>A) <P(IGNHI>A),
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and, if moreover covp(g, f) #0 then
P(IGI(NI>A) <P (IG(NHI>A).
In addition there exists N > 0 such that for all n = N it holds
P(lal (N> 1) <P(lan(H)]>A).
Proof. Let A > 0. By Theorem 7 and Central Limit Theorem (CLT) we have
P(lap(NI>A) ——P(IG1(f)I > 1),
P(lan(f)l>A) P P(IG(HI>A).

Denote o :=+/VarG(f) < \/VarG(f) =: 0. Observe that

A A
P(IG/()>A) :IP(L/V(O,I)l > U—) <IP(|JV(0,1)| > a—) =P(IG(H>A).
1 2

So there exists N > 0 such that for alln = N
P(lal(H)l> A1) <P(lan(f)>A).
(]
The next step is to extend this result to a P-Donsker class &. Recall that & is a pointwise sepa-
rable class — see [38] for more details — if there exists a countable subset ¢ < % such that for each

n € N* there is a P"-null set N,, ¢ " such that for all (x1,---, x,) ¢ N, and f € &, there exists a se-
quence (h) gen €9 such that hy fin L%(P) and (he(x1),--+, hi(xn) (f(x1),--, f(xn).

k—o0 k—o0

Proposition 7. Assume thatX = Varpg is invertible and let & be a P-Donsker class. Suppose that &
is pointwise separable. Then for all A > 0

sup |G(f)|> A

P(sup |G () > /1) <P
feF

feZF

Moreover if there exists A > 0 such that P (suprg; IGr()| > )L) <P (supfeg IG(f)] > /1) then there
exists N >0 such that foralln= N

P (sup [a&n ()] > /1) <P (sup la, () > A).
feF feF
Proof. To prove this proposition, we need the following result.

Lemma 7. (Slepian, Fernique, Marcus, Shepp)
Let X and Y be separable, mean-zero Gaussian processes indexed by a common index set T such
that

E(Xs— X)?<E(Y;—Y)? foralls, teT.
Then forallA >0

[P’(supXt > /1) < [P’(sup Y: > /1).
teT teT
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Notice that G and Gy are two mean-zero Gaussian processes and we can take a separable version
of these processes. Set & = & U (—%) and observe that

sup |G ()| = sup max (G;(f), —Gi(f)) = sup max (G;(f), G;(— f)) = sup Gy (f).
feF feF feF feF

Similarly sup e & |G(f)| = supfegG(f). Remark that forall f,h € T

E(G(f) - G;(h))* =E(G1(f — h))* = Var (G;(f - b)) < Var (G(f — b)) = E(G(f) - G(h)))°.

By Lemma 7
P(sup|Gr(f)] >A) =P|sup G;(f) >)L) SP(squ(f) >/1) =P|sup|G(f)I >)L).
feF feF feF fez
Assume that there exists A > 0 such that
P squI(f)>/1)<[P> squ(f)>/l).
feF feF

Observe that the map X — | Xz = Sup e | X(f)] for every X € I°(&) is continuous. Since & is
pointwise separable, there is no problem with measurability. By Theorem 7, we deduce that there
exists N >0 such that foralln= N

P(lanllg>A)=P (sup lan, ()] > /1) <P (sup lan(f)l> A) =P(lanllez > A).
feF feF

As a corollary we immediately get that the quantiles of sup e & |G(f)| and sup re & |G (f)] are
also ordered. Denote F, (resp. F>) the cumulative distribution function of sup s 5 |G(f)| (resp.
SUp fez IGr(f)]) and, for i € [1,2], Fl._l(a) =inf{teR,, F;(t) = a}.

Corollary 2. Assume thatX = Varpg is invertible and let & be a P-Donsker class. Suppose that & is
pointwise separable. Then, for all « € [0,1[ it holds Fz_l(a) < Fl_l(a).

This corollary has many interesting applications. For instance, it can be used in order to improve
Kolmogorov-Smirnov test — see [4] at the page 34 for an auxiliary information given by a partition of
.

B.7 Informed empirical quantiles

As an illustration let consider the informed estimator of a single quantile built from P! in the
case P is areal probability measure. Standard empirical process methods could be applied to extend
this estimation uniformly on compact sets of |0, 1[ — and on ]0, 1[ under additional assumptions on
the regularity and rate of decay of the density in tails. We would obtain similar results and same
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limiting process as in [42] where the quantile process based on the probability measure IP(nD of (B.14)
is shown to converge in the appropriated topology. Proposition 4 suggests that similar results are
also valid for the quantiles derived from the unusual [P’E,Z).

Denote F the cumulative distribution function of P and [, the empirical distribution function.
Assume that Pg = 0. We can define for all 7 € R the following function

n
Fri(0)=Ppl<; =Y pilx,=t.
i=1

This function is called the informed empirical distribution function since P/, is a probability measure
almost surely for 7 sufficiently large — see Proposition 5.

Let us first compare [, 1, [, and F through a simulation. For that, we generate n = 100 random
variables i.i.d. with distribution P = .47(0, 1) and we incorporate the auxiliary information I given by
the function g(x) = (x, x2) defined for all x € R. We remark that Fp 1 is closer of F than [F,.

10 10
0.8 08
06 06
04 04
0.2 02
0o i i oo

-2 -1 o 1 2 —4 =3 -2 -1 o 1 2 3

FIGURE B.3 - Comparison between [, ; (green), F, (red) and F (blue). The number of experiments
is 1 in the left hand graph and 20 in the right hand graph.

Given a €]0,1[, we estimate the a-quantile g, = F~'(a) = inf{r € R, F(1) 2 a} of P by
qu,a = [F;}I(a) =inf{reR, Fp () = a}.

Clearly q,lm is well defined since for all ¢ € ]—co,min; <j<, X;[, Fp,1(t) = 0and forall £ € [max;<j<, X;, +ool, Fp () =
1. The estimator q,Iw is called the informed empirical a-quantile.
In order to asymptotically control qf,y « let apply the classical delta method.

Lemma8. Let.# = D(R) N I*°(R) be the set of bounded cadlag function defined on R equipped with
the uniform norm. Let a €]0,1[ and ¢ : Dy <. — R be the map defined by ¢o(F) = F~! () for all
F € Dy with Dy a domain of ¢, which contains the set of all cumulative distribution function on R
andF, 1 foralln e N*, all (X,,(w)) nen: and allw € Q. Let F be a cumulative distribution function.
o IfF is strictly increasing at F~' (a) then ¢, is continuous at F.
o Assume that F is differentiable at F~ (a) and F'(F~'(a)) = f(F~(@)) > 0. Then ¢, is Hadamard-
differentiable in F tangentially to

Dy ={he ., hcontinueen F_l(a)}.
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Moreover

_h@a(F) __ h(F (@)
Fp#)  fFE )

Remark 8. Remark that we can take Dy = {F € &, lim;_._oo F(t) =0, lim;_., o, F(t) = 1}.

P (h) =

Proof. The prooof of the second assertion can be found in [38] for instance. About the first assertion,
lete > 0. Since F is strictly increasing at F (@) we have

F(F (@) -¢)<a<FF Ya)+e).

Let (Fp) nen € Dy, such that | F, — Flloo — 0. Then there exists N > 0 such that foralln= N
—00

Ep(F Y @) —e)<a<Fy(F'(a)+e)
which implies that
Fll-e<F; (@) < F Ya)+e.
Thus |F,'(a) - F"1(@)| < € and ¢y, is continuous at F. O

The following results shows that q,Im has an asymptotic variance strictly less than the uninfor-
med empirical quantile whenever the vector covp(g,1i_o0 F-1(a))) # 0.

Theorem 8. Let F be the cumulative distribution function generating the sample and q, the a-
quantile of F, a €]0, 1].

o IfF is strictly increasing at F~ (a) then

a.s.

I
dna 5, da-

o IfF is differentiable at F~'(a) and F'(F~'(a)) = f(F~'(a)) > 0 then

V(Ghe—Ga) = N (0, al-a)-1 I)

2
(fF (@)
where I = covp(g, ll_oovp-l(a)])TZ’lcovp(g, L)oo, F1(a)]) = 0.

Proof. Remind that the class of function & = {fs = 1)—x0,s], S € R} is P-Donsker and so P-Glivenko-
Cantelli. By Theorem 6 and 7, we have

IF 7~ Flloo — 0,
n—oo
Vi, —F) =G inI®®),

where for all s € R, G1(s) := G1(f;) = G(fs) — covp(g, fs) ' Z71G(g). Observe that Gy € I°(R). To get the
first assertion, apply Lemma 8 to obtain

PaEnr) ——— Pa(F).
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To derive the second assertion, let prove that Gy is cadlag on R and continuous at F~ (). For that
it is enough to prove that these following real-valued maps are cadlag on R and continuous at F~*(a)

v1:s— G(fy),
Yo:$— COllp(g, 1]—oo,s]) = Pgl]—oo,s] —PgF(S).

Concerning vy, recall that G is a P-Brownian bridge having almost surely continuous sample paths
with respect to the semimetric pz(hl, hy) = Varp (hy — hy) forall hy, hy € L2(P) — see Theorem 7. The
map ¢ : R,|-]) — (Ff,p) defined by ¢(s) = fs for all s € R is cadlag and continuous at Fl(a).Asa
matter of fact, F is continuous at F~ (a) and for all s, s'

o(fs, fo) =7/ Varp (fs— fv) < I fs = follizpy = VF(s) + F(s") — 2F (min(s, s'))

hencey is cadlag on R and continuous at F (). Concerning vy, let show that s — P@g(P)1)_ g
is cadlag. Let (s,) nen+ < R be a decreasing sequence tending to s when n — +oo. Since g € L' (P), we
deduce by dominated convergence theorem,

Pgli-co,s,) 7= P8&l1-co,sl-

Likewise, by dominated convergence theorem,

Pgli-co,s) Pgli—co,sl-

s'—s, s'<s
Since F is continuous at F~!(a), we deduce that v, is cadlag and continuous at F~*(a). Finally the
functional delta method and Lemma 8 readily imply

G(F (@)

VIGh o = Ga) = VipaFu) — pa(F) = ¢ (Gp) = T E @)

Since F(F~1(@)) = a, we have Varp(1)_qo p-1(qy) = a(l—- @) . O

To conclude, besides the asymptotics of Theorem 8 let show that the information I impacts
also small samples. Let use n = 210 i.i.d. random variables with distribution P = A4'(0, 1) to estimate
sequentially the median of P — that is 0. It is assumed that the auxiliary information I is given by
Pg with g(x) = (x, x) for all x € R. We draw at figure 4 g, o the sequences qfw fora = % for every
n € [2,210] — with the same sample.
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FIGURE B.4 — Medians
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