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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ❏✉❧✐❡♥✱ ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t
❞é❝♦✉✈r✐r ❛✈❡❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❛ss✐♦♥ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣✉✐s ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡
❞❡✈❡♥✐r ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ❙❛♥s ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥✱ ✈♦s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✱ ❥❡ ♥❡ ♠❡ s❡r❛✐s
♣❛s ❧❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉❡ ✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ ❛♣♣r✐s✱ ♣♦✉r t♦✉s ✈♦s
❝♦♥s❡✐❧s ✭♣♦✉r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❡①♣♦sés ❡t❝✮ ❡t ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs été ♣rés❡♥t ❡t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ▲✉❝✐❛ ❡t ❏❛❝q✉❡s✲❆rt❤✉r
q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠❛ t❤ès❡ ❛✈❡❝ t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧✱ ❥❡ ✈♦✉s ❡♥ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ❈❤❛r❧♦tt❡✱ ❇♦r✐s ❡t ❏✐❛♥❣ ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ❡①❛♠✐♥❛tr✐❝❡ ❡t ❡①❛♠✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❏❡ ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ ✈♦✉s êtr❡
r❡♥❞✉✳❡✳s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❡t ❞❡ ❧✬✐♥térêt q✉❡ ✈♦✉s ♣♦rt❡③ à ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧✳

❏✬❛✐ ❛♣♣r✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤♦s❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡
♣❡rs♦♥♥❡❧✳ ❈❡❧❛ ❛ été ✉♥❡ s✉♣❡r ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❣râ❝❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ q✉✐
rè❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❡t❝✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❝r✐s❡ s❛♥✐t❛✐r❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s ❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬♦❝❝❛s✐♦♥s ❞❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr❡r ❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❡t sé♠✐♥❛✐r❡s ♠❛✐s
❥❡ t❡♥❛✐s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉✳t❡✳s ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ❝❤❡r❝❤❡✉s❡s ❞✬❛✈♦✐r ♣❛rt❛❣é ✈♦tr❡ s❛✈♦✐r✱
✈♦tr❡ ♣❛ss✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❝❡s r❡♥❝♦♥tr❡s ❞❛♥s ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡✱ ❝❡❧❛ ❡st ♣ré❝✐❡✉① ❡t
❝✬❡st ❣râ❝❡ à ✈♦✉s t♦✉t❡s ❡t t♦✉s q✉❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ s❡♥t✐r ❜✐❡♥✳

▲❡s é❝❤❛♥❣❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡✳ ▼❡r❝✐ à ❚❤♦✲
♠❛s ❉r❡②❢✉s ♣♦✉r ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡t ❧✬✐♥térêt q✉❡ t✉ ♣♦rt❡s à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ t✐❡♥s à
r❡♠❡r❝✐❡r ❏❛❝q✉❡s ❙❛✉❧♦② ❞✬❛✈♦✐r ré♣♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ♣❛t✐❡♥❝❡ à t♦✉t❡s ♠❡s q✉❡st✐♦♥s ✭❡t ❡❧❧❡s
ét❛✐❡♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✦✮ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ❞✬❛✈♦✐r ❧✉✱ r❡❧✉ ❡t r❡✲r❡❧✉ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
q✉✐ ❡st ❞é❞✐é❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❡t t♦✉t❡s ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s
q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡❧❛ ♣❧✉s ❝❧❛✐r s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ♠❛ têt❡✳ ❉✉r❛♥t
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❈♦❧✐♥ ❋❛✈❡r❥♦♥✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬♦❝❝❛s✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ♣rés❡♥t✐❡❧ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❡st ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✐t ❞✉r❛♥t ❧❡s ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ts ♠❛✐s ♠❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ♥♦tr❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ r❡st❡r❛ ❣r❛✈é❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♠♦♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳
❏✬❛✐ ❞é❝♦✉✈❡rt ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ éq✉✐♣❡✱ ♥♦s é❝❤❛♥❣❡s ♦♥t été très ❝♦♥str✉❝t✐❢s✱
❥✬❛✐ ❛♣♣ré❝✐é t♦✉t❡s ❝❡s ❤❡✉r❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r ♥♦tr❡ ♣r♦❥❡t ❡t ❝❡❧❛ t♦✉❥♦✉rs
❞❛♥s ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ t❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳
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❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ♣❛rt❛❣é ❧❡ ❜✉r❡❛✉ ✶✵✵ ❛✈❡❝ ♠♦✐ ♣♦✉r t♦✉s
❝❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❞❛♥s ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ♣r♦♣✐❝❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à
❧❛ ❞ét❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❢♦✉s r✐r❡s✱ ❧❡s é♥✐❣♠❡s ❡t❝✳ ❈✬❡st ✉♥ ❜✉r❡❛✉ ♣❧❡✐♥ ❞❡ ✈✐❡ ❡t
❞❡ ❣❛✐❡té✳ ▼❡r❝✐ ❱✐♥❝❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s♦rt✐❡s ❧②♦♥♥❛✐s❡s✱ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧✬❯❧t✐♠❛t❡ ❀ ♠❡r❝✐
❘é♠② ♣♦✉r t❡s ♣♦✐♥t❡s ❞✬❤✉♠♦✉r q✉✐ ♦♥t é❣❛②é ❝❡ ❜✉r❡❛✉ ❀ ❙❛♠ ♣♦✉r t❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r
❡t ❞✬êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ❧à ♦ù ♦♥ ♥❡ t✬❛tt❡♥❞ ♣❛s ❀ ♠❡r❝✐ ▼é❧❛♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉s t❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ t❛ ❞✐s✲
♣♦♥✐❜✐❧✐té ❀ ♠❡r❝✐ ▲♦❧❛ ♣♦✉r t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ t♦♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ❀ ♠❡r❝✐ P❛♥✱ ❏♦ã♦ ♣♦✉r t♦✉t❡s
♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ❡t ❧❛ ❝✉❧t✉r❡✱ ✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ ❢❛✐t ✈♦②❛❣❡r ❀ ♠❡r❝✐
❏♦r❣❡ ❞✬êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t ❡t s♦✉r✐❛♥t q✉❛♥❞ ❥✬❛rr✐✈❡ ❧❡ ♠❛t✐♥✳ ▼❡r❝✐ ❆♥t♦♥✐♦ ❡t ▲✉❝❛
♣♦✉r ♥♦s q✉❡❧q✉❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥ ✐t❛❧✐❡♥✱ ❈❤❡✐❦❤ ❞✬❛✈♦✐r r❡❥♦✐♥t ♥♦tr❡ ❜✉r❡❛✉✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ t♦✉✳t❡✳s ❧❡s ❛✉tr❡s ❞♦❝t♦r❛♥t✳❡✳s ❞❡ ❧✬■❈❏ ✦ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦✲
♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❧♦✐rs ❡t ❜✉r❡❛✉① ❞❡ ❧✬■❈❏ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡s s❛❧❧❡s
❞✬❡s❝❛❧❛❞❡✱ ❧♦rs ❞❡s s♦rt✐❡s ✈é❧♦✱ r❛♥❞♦✱ r❡st♦ ❡t❝✳ ▼❡r❝✐ ❛✉① ❞♦❝t♦r❛♥t✳❡✳s ❞❡ ♠♦♥ éq✉✐♣❡ ✿
●✇❧❛❞②s ♣♦✉r t♦✉t❡s ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✭▼❛❤❧❡r✐❡♥♥❡s ♦✉ ♥♦♥✮✱ t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ t♦♥ ❡♥❣❛❣❡✲
♠❡♥t ❡t ❞✬êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t❡ ♠❛❧❣ré ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ❀ ❉❛♥✐❡❧ ♣♦✉r t♦♥ r✐r❡ ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡ ❀
◗✉❡♥t✐♥ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❢♦✉s r✐r❡s✳ ❏✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ s✉♣❡r ♠♦♠❡♥ts ❛✈❡❝ ✈♦✉s à ❧✬■❈❏ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❢s ✐♥♦✉❜❧✐❛❜❧❡s ✦ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à P❛♥ ❡t ❉❛✈✐❞✳ ▲❡s ❛♥❝✐❡♥✳♥❡✳s ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡
❛✈❡❝ t❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ✿ ♠❡r❝✐ ❙✐♠♦♥ ❩✳✱ ❈❛t❡r✐♥❛✱ ❙❛♠ ♣♦✉r ❧✬❡s❝❛❧❛❞❡✱
❧❡s ❜♦♥s r❡♣❛s ❀ ♠❡r❝✐ ▼✐❝❦❛ ♣♦✉r t♦♥ r✐s♦tt♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s r❛♥❞♦s ❡t t❛ ❢❛ç♦♥
s✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡ ❜♦♥s s♣♦ts✱ ❧❡s s♦✐ré❡s ❥❡✉① ❡t ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❛✉t❛♥t ❜♦♥♥❡
❜❧❛❣✉❡ ✦ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ ♣♦✉r t❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❢r❛♥ç❛✐s ♣❛r✐s✐❡♥✱ ❥❡ tâ❝❤❡r❛✐ ❞❡ r❡st❡r ❝❛❧♠❡ ♠ê♠❡
s✐ ❛✈❡❝ t♦✐✱ ♦♥ ♣❛rt r❛r❡♠❡♥t ❧❡ ❥♦✉r ♦ù ♦♥ ❡♠❜❛st❡✳ ▼❡r❝✐ ❚❤é♦ ❡t ❍✉❣♦ ♣♦✉r ❧❡s r❛♥❞♦s ❡t
❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t❡s à ●r❡♥♦❜❧❡ ❀ ♠❡r❝✐ ❈❤r✐st✐❛♥ ♣♦✉r t♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧ à ●✉ét❤❛r② ❀
♠❡r❝✐ ❚✐♥❣①✐❛♥✱ ❏✐❛♦✱ ❖❧❣❛✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❈♦❧✐♥❡✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❈✳✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❉✳✱ ❚❛♥❡ss✐✱ ❆r✐❛♥❡✱
✳✳✳ ▼❡r❝✐ à ❝❡✉① ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t ♣❛rt❛❣é ❝❡s ✸ ❛♥♥é❡s ❛✈❡❝ ♠♦✐ ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡t ♥♦✉✲
✈❡❛✉① ✿ ❑②r✐❛❦✐✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t❛ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✱ t♦♥ s♦✉r✐r❡ ❀ ❙̂✐♠♦♥ ❡t ●❛✉t❤✐❡r ♣♦✉r ✈♦s
❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts✱ ❧❡s r❡♣❛s ❛✉ s♦❧❡✐❧ ❀ ♠❡r❝✐ ❆♥❛t♦❧❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛ss✉ré❡ ❡t ♠♦♥tré ❧❡s ❡♥❝❤❛î♥❡✲
♠❡♥ts ❛✜♥ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ✈♦✐❡s ✭❡t ♣❛s q✉❡ à ❧✬❡s❝❛❧❛❞❡✮ ❀ ♠❡r❝✐ ●❛rr②✱ ▼❡t❡✱
❙❤♠✉❡❧✱ ❱❛❧❡♥t✐♥✱ ▼♦✉❦s✐t✱ ▼❛r✐❛♥♥❡✱ ❯r❛♥✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ●❛❜r✐❡❧❡✱ ●♦❞❢r❡❞✱ ❚❤✐❜❛✉❧t✱ ❏✉❧❡s✱
❆❧✐❛❦s❛♥❞r✱ ❊❧✐❛s✱ ✳✳✳ ▲❛ ❧✐st❡ s❡r❛✐t tr♦♣ ❧♦♥❣✉❡ ♠❛✐s ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ✈♦✉s s❛✈❡③ t♦✉t❡s ❡t t♦✉s
à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❥✬❛✐ ❛♣♣ré❝✐é ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❱♦✉s ❛✈❡③ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ❜♦♥♥❡
❛♠❜✐❛♥❝❡ q✉✐ rè❣♥❡ ❛✉ ❧❛❜♦ ❞❡ ❧✬■❈❏ ✦ ❯♥ ♠❡r❝✐ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❈♦❧✐♥ q✉✐ ❡st ♣r❡sq✉❡
❞❡✈❡♥✉ ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❡t q✉✐ ❛ ❧❛♥❝é ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♥❝♦♥tr❡ ♠❛st❡r✴❞♦❝t♦r❛♥t✳❡✳s✳ ▼❡r❝✐
à t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♥❝♦♥tr❡✱ ❥✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣ré❝✐é ❞✬❡♥ ❛✈♦✐r ❢❛✐t
♣❛rt✐❡ ❛✈❡❝ ✈♦✉s✳ ▼❡r❝✐ à ❖❝t❛✈❡✱ ❈❛t❡r✐♥❛✱ ❉✐♠✐tr✐ ❡t ❙é❜❛st✐❡♥ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡
❞✬êtr❡ ❛✉ ❇✉r❡❛✉ ❉❡s ❉♦❝t♦r❛♥t✳❡✳s ❛✐♥s✐ q✉✬à ▲♦❧❛✱ ❍✉❣♦✱ ❈❧é♠❡♥t ♣♦✉r ✈♦tr❡ ❡♥❣❛❣❡✲
♠❡♥t ❛✉♣rès ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡✳ ❱♦✉s êt❡s ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❛tt❡♥t✐✈❡s ❡t
s♦✉❝✐❡✉s❡s ❞✉ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥t✳❡✳s✱ ❥❡ ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ✦

▼❡r❝✐ à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬■❈❏✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❧✬❛✐❞❡ ❛♣♣♦rté❡✱ ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥ ❡♥❞r♦✐t ♦ù ✐❧ ❢❛✐t ❜♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡t ✈♦✉s ② êt❡s
♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✦



✈

❏✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ ❜❡❧❧❡s ❛♥♥é❡s à ▲②♦♥ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❝r✐s❡ s❛♥✐t❛✐r❡✳ ❉❡s ❛♠✐t✐és très ❢♦rt❡s
s❡ s♦♥t t✐ssé❡s ❛✉ ✜❧ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❡t ❝❡❧❛ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❧❡s ❛♠✐✳❡✳s ❞❡s
❛♠✐✳❡✳s q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡✈❡♥✉✳❡✳s ❞❡s ❛♠✐✳❡✳s ✦ ▼❡r❝✐ ●❛❜r✐❡❧❧❡ ♣♦✉r t❛ s♣♦♥t❛♥é✐té✱ t♦♥
❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ ❡t ❧❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s q✉❡ t✉ tr♦✉✈❡s ♣♦✉r ♥♦✉s ré✉♥✐r ❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝❤❛t ❛✉ss✐
❛❞♦r❛❜❧❡ ✦ ❯♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❱❛❧❡♥t✐♥❡ ❡t s❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ❈é❧✐❛ ❡t ❚❤✐❜❛✉❧t✱ ❈é❧✐❛✱
▼❛r✐❡ ❡t P❛tt❡♦✱ ▲♦r❡❡♥❛✱ ❏♦ë❧❧❡✱ ❈❤❛r❧♦tt❡ ❡t ❇❡♥♦ît✱ ❡t t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✳

❈❡tt❡ ❛♥♥é❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ❋♦✉r✐❡r ❡♥ t❛♥t q✉✬❆❚❊❘✳ ❏❡
r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡✉r très ❜♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧✳ ▼❡r❝✐ ❚❛♥❣✉② ❞✬❛✈♦✐r été
♣rés❡♥t ❞ès ♠♦♥ r❡t♦✉r ❛✉ ❧❛❜♦✱ ❞❡ t♦♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ♠❡s tr❛✈❛✉①✱ t❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t t♦✉s ♥♦s
♠♦♠❡♥ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ▼❡r❝✐ à t♦✉✳t❡✳s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥t✳❡✳s ♣♦✉r ❧❡s r✐❣♦❧❛❞❡s ❞✉ ♠✐❞✐ ❛✉t♦✉r
❞❡ s✉❥❡ts r✐❝❤❡s ❡t ✈❛r✐és✳ ❈❡❧❛ ♠✬❛ ❢❛✐t très ♣❧❛✐s✐r ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❙é✈❡r✐♥✱ ●❛❜r✐❡❧✱ ❆♥t♦✐♥❡
❡t ▼❛♥❡❧✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡♣✉✐s ❞é❥à ♣❛s ♠❛❧ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❞❡
✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ❛♠✐t✐é✳ ❏✬❡♥ ♣r♦✜t❡ ♣♦✉r r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉✳t❡✳s ♠❡s ❛♠✐✳❡✳s ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ✭❡t
♠ê♠❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r❢♦✐s✮ ❣r❡♥♦❜❧♦✐s✳❡s ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ très ❜❡❧❧❡s ❛♥♥é❡s à ❧❛ ❢❛❝✱ ❥❡
♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ▲✐♥❛✱ ❧❡s ❚❤♦♠❛s✱ ▼❛♥✉✱ ❊✈❛✱ ▼❛ë❧❧❡✱ ❏✉❧✐❛✳

❏❡ t❡♥❛✐s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉✳t❡✳s ♠❡s ♣r♦❢❡ss❡✉r✳❡✳s✱ ✉♥ ♠❡r❝✐ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ▼r ▼❛❛✱
▼r ❏♦❧②✱ ▼r ❆✉❞✐❜❡rt q✉✐ ♠✬♦♥t tr❛♥s♠✐s ❛✈❡❝ t♦✉t❡ ❧❡✉r ♣❛ss✐♦♥ ❧❛ ❜❡❛✉té ❡t ❧❡s ❜❛s❡s
❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉❡ ❥❡ r❡♣r❡♥❞r❛✐ ❧❡ ✢❛♠❜❡❛✉ ❛✈❡❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❜r✐♦ q✉❡ ✈♦✉s ✦
▲❛ s✉✐t❡ ❡st ❧♦❣✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ♠❡s ét✉❞✐❛♥t✳❡✳s✱ ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ✈♦✉s ❛✈❡③ ❡✉
❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❧❛✐s✐r à ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ❥✬❡♥ ❛✐ ❡✉ à ❡♥s❡✐❣♥❡r ♣♦✉r ✈♦✉s✳

❏❡ t❡♥❛✐s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉✳t❡✳s ♠❡s ❛♠✐✳❡✳s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❡✳ ▼❡r❝✐ ❉♦r✐❛♥ ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ❢♦✉s r✐r❡s✱ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs r❡st❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❜♦✉t❡✲❡♥✲tr❛✐♥ ✦ ▼❡r❝✐ ❙❛♥t❛ ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs été
♣rés❡♥t❡ ❞❡♣✉✐s t♦✉t❡s ❝❡s ❛♥♥é❡s ✭◆✐♥❛✲❘✐t❝❤② ♥✬❡st ♣❛s ♣rêt ❞❡ s✬❛rrêt❡r✮✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à
➱✈❛✱ ❙❡❜✱ ▲é♦✱ ❉❡❧♣❤✱ ◆❛t❤❛♥✱ ❈♦❧✐♥❡✱ ✳✳✳ ♠❛✐s ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ♥❡ s✉✣r❛✐❡♥t ❛❜s♦❧✉✲
♠❡♥t ♣❛s ♣♦✉r t♦✉✳t❡✳s ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡r ❡t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ t♦✉s ❝❡s ♠❡r✈❡✐❧❧❡✉① ♠♦♠❡♥ts
♣❛ssés ❡♥s❡♠❜❧❡ ✦ ❙✐♠♦♥✱ t✉ ❡s ♠♦♥ r❛②♦♥ ❞❡ s♦❧❡✐❧✱ ❛✈❡❝ t♦✐ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❡t✐t ❝♦✐♥
❞❡ ❝✐❡❧ ❜❧❡✉ ❡t t✉ s❛✐s à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❝❡❧❛ ♠✬❡st ♣ré❝✐❡✉① ✦

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♠❡r❝✐ à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❏✬❛✐ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❡t
❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ✈♦✉s✳ ▼❡r❝✐ ❚♦♥t♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ ❝✬❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞❡
♣❛ss❡r ❞✉ t❡♠♣s ❡t ♣❛r❧❡r ❛✈❡❝ t♦✐✳ ▼❡r❝✐ à ♠❛ s÷✉r ❡t à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs
s♦✉t❡♥✉❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ♠❡s ♣r♦❥❡ts ❧❡s ♣❧✉s ❢♦✉s✳ P❛♣❛✱ ▼❛♠❛♥✱ ♠❡r❝✐ ❞❡ ✈♦tr❡ ❛♠♦✉r✱ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs q✉❡ ✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ tr❛♥s♠✐s❡s✱ ❥✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ✈♦✉s ❛✈♦✐r ❡t ❞❡ t♦✉❥♦✉rs
♣♦✉✈♦✐r ♠❡ r❡ss♦✉r❝❡r ❝❤❡③ ✈♦✉s✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❜❡❧❧❡s ♠♦♥t❛❣♥❡s ❞❡s ❆❧♣❡s ❞✉ ❙✉❞ ✦ ▲❡s
♠♦ts ♠❡ ♠❛♥q✉❡♥t ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡✳
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✵✳✸✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
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✵✳✸✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r
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✵✳✸✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r
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✵✳✸✳✹ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ✻
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✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ✶✶
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✶✳✶✳✶ ▲❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
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✶✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
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✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r ✷✺
✷✳✶ ❘❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ C⋆ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
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✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 0✱ 1✱ ∞ ✳ ✳ ✸✷
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✺✳✷ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ f ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❆ ❈❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥♥❡s ✶✹✶
❆✳✶ ❈❛té❣♦r✐❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

❆✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
❆✳✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

❆✳✷ ❈❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
❆✳✷✳✶ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
❆✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
❆✳✷✳✸ ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs t❡♥s♦r✐❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

❆✳✸ ❈❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✼
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳

✵✳✶ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ ❞é❜✉té ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞❛♥s ❬▼❛❤✷✾✱
▼❛❤✸✵❛✱ ▼❛❤✸✵❜❪✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❛✉① ♣♦✐♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❣râ❝❡ à ❝❡❧❛ q✉❡ s✐ α ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡
♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt✱ p ∈ N≥2✱

fp(z) :=
+∞∑

n=0

zp
n

❡t gp(z) :=
+∞∏

n=0

(
1− zp

n)
✭✶✮

❛❧♦rs fp(α) ❡t gp(α) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ▼❛❤❧❡r ✉t✐❧✐s❡
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ fp ❡t gp s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡

Y (zp) =

(
1 0
−z 1

)
Y (z) ❛✈❡❝ Y (z) =

(
1

fp(z)

)
✭✷✮

❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
(1− z)gp (z

p)− gp(z) = 0 ,

❝❡ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞♦♥t ✈♦✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✶✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞✬♦r❞r❡ n ∈ N⋆ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

an(z)f
(
zp

n)
+ an−1(z)f

(
zp

n−1
)
+ ...+ a1(z)f (z

p) + a0(z)f(z) = 0 ✭✸✮

♦ù a0(z), ..., an(z) ∈ C(z)✱ a0(z)an(z) ̸= 0 ❡t p ∈ N≥2✳
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞✬♦r❞r❡ n ∈ N⋆ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Y (zp) = A(z)Y (z) ✭✹✮

❛✈❡❝ p ∈ N≥2✱ A ∈ GLn(C(z))✳

✶



✷ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ ❡♥s✉✐t❡ été r❡♣r✐s❡ ❡t ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ❡t ✽✵✱ ✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑✉❜✼✼✱ ▲✈❞P✼✼✱ ▼❛s✽✷✱ ◆✐s✽✷✱ ▲♦①✽✹❪✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❝❡tt❡
t❤é♦r✐❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ré❢ér❡♥❝❡ à ❬◆✐s✾✻❪✳

❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ❡t ✾✵✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ r❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt
♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à s❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ✿ s✐ f(z) =

∑
k≥0

fkz
k ❡st

✉♥❡ sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ p✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ (fk)k≥0 ∈ Q
N
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N⋆ t❡❧ q✉❡(

f(z), f (zp) , · · · , f
(
zp

n−1
))⊤

❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞✬♦r❞r❡ n✱ ✈♦✐r ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❬❈❑▼❋❘✽✵✱ ❆❙✾✷✱ ❇❡❝✾✹❪✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡st r❡sté ♠é❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳♥❡✳s
s✬✐♥tér❡sss❛♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❥✉sq✉✬❡♥ ✶✾✽✵ ❡t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ♣❛r ▼❡♥❞ès
❋r❛♥❝❡ ❬▼❋✽✵❪ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈♦❜✻✽❪ ❞❡ ❈♦❜❤❛♠✳ ■❧ ❛ été ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ très ét✉❞✐é ❡t ✐❧ ❡st à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❬❘❛♥✾✷✱ ❉✉♠✾✸✱
❆❇✶✼✱ ❆❋✶✼❪✳

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❡✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱
✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❈❩✶✺✱ ❆❋✶✽✱ ❈❉❉▼✶✽✱ ❋❡r✶✾✱ P❡❧✷✵✱ ❘♦q✷✵❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ P❤✐❧✐♣✲
♣♦♥ ❞❛♥s ❬P❤✐✶✺❪ ♣✉✐s ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❡t ❋❛✈❡r❥♦♥ ❞❛♥s ❬❆❋✶✼❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♣é❝✐❛❧❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳

✵✳✷ ▲❡s ❛s♣❡❝ts ❣❛❧♦✐s✐❡♥s

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t r❡✢été❡s ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ●r♦ss♦ ♠♦❞♦✱ ♣❧✉s ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❣r♦s✱ ♠♦✐♥s ✐❧ ② ❛ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♦✉ ❞✬❤②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬P❤✐✶✺✱ ❉❍❘✶✽✱ ❘♦q✶✽✱ ❆❉❍✷✶❪✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥❡ ❛✐r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ très ❛❝t✐✈❡✳ ❉❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬✈❞P❙✾✼❪✳

✵✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❧✐❡♥s
❡♥tr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ➚ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ▼❛❤❧❡r Y (zp) = A(z)Y (z) ♦ù

A =




0 1 0 · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

0 · · · · · · 0 1

−a0
an

· · · · · · −an−2
an

−an−1
an



.
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❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝②❝❧✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶ ♦✉✱ ♣♦✉r
✉♥ é♥♦♥❝é ❣é♥ér❛❧✱ ✈♦✐r ❬❍❙✾✾✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇❪✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r à
t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳

❙♦✐❡♥t
Y (zp) = A(z)Y (z) ✭✺✮

✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t i ∈ {0, 1,∞}✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r z 7→ zp✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✺✮ t❡❧s q✉❡ ✿

• A ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ i ❡t A(i) = In✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t
ré❣✉❧✐❡r ❡♥ i✳

• A ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ i ❡t A(i) ∈ GLn (C)✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
❞✐t ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ i✳

• ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ i t❡❧ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ▼❛❤❧❡r Y (zp) = B(z)Y (z) ❛✈❡❝ B(z) := T (zp)−1A(z)T (z) s♦✐t ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t
❡♥ i✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✐t ♠ér♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ i ❛✉ s②stè♠❡ ✭✺✮ ❡t
T ❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✺✮ ❡st ❞✐t s✐♥❣✉❧✐❡r
ré❣✉❧✐❡r ❡♥ i✳

✵✳✸✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r

▲❡s ❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✬✐♥tér❡ss❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ❛✉① ❛s♣❡❝ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳ ▲❡s ❛s♣❡❝ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡
été très ét✉❞✐és ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ❡st ❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té q✉✐ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r
❡t s❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❛♥s C(z) ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ été ét❡♥❞✉
❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C(z) q✉✐ s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 0 ❡t ∞ ♣❛r
P❛✈❡❧ ■✳ ❊t✐♥❣♦❢ ❞❛♥s ❬❊t✐✾✺❪ ♣✉✐s à ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 0 ❡t ∞ ♣❛r
❏❛❝q✉❡s ❙❛✉❧♦② ✭❬❙❛✉✵✸❪✮ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✱ ❡t
♣❛r ▼❛r✐✉s ✈❛♥ ❞❡r P✉t ❡t ▼✐❝❤❛❡❧ ❋✳ ❙✐♥❣❡r ✭❬✈❞P❙✾✼❪✮ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✳

▲❛ ❝❧é ❞❡ ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s
❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇✐r❦❤♦✛ q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ●r♦ss♦ ♠♦❞♦✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t 0 ❡t ∞ ✿ ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ 0 ❡t ✉♥❡ ❡♥ ∞ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞♦♥♥é❡✱
❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C⋆ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
s✉r C⋆✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ à t♦✉t❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0 ❡t ∞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r
❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛tt❛❝❤é❡ à 0✱ ❧✬❛✉tr❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▼❛✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r❣✐t ✿
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❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ 0 ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té
♦✉✈❡rt t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ∞ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r
❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ❢❡r♠é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛♥❞é ✭❬❘❛♥✾✷✱
❚❤é♦rè♠❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸❪✱ ❬❇❈❘✶✸❪✮✱ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❡st ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
❈❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❧❡s ✓ ❝♦♥♥❡❝t❡r ✔✱ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❝❧é ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❥♦✉❡r ✉♥
rô❧❡ ❛✉ ♣♦✐♥t 1 q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ 0 ❡t ∞✱ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▼❛❤❧❡r ϕp : z 7→ zp✱
p ∈ N≥2✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❡♥ 0 ❡t ❡♥ ∞✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ 1✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❙❛✉✵✵❪✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r
♣❡✉t✲êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
z = exp(u)✳ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r r❡t♦✉r♥❡r à ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ln ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡

l̃n : C̃⋆ → C

q✉✐ ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ C̃⋆ ❞❡ C⋆✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ tr♦✐s ❜❛s❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡♥ 0✱ 1 ❡t∞✱ ❡t ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡

éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭s✐♥❣✉❧✐èr❡✮ ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✱ ✉♥❡
q✉✐ ❝♦♥♥❡❝t❡ 0 à 1 ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ q✉✐ ❝♦♥♥❡❝t❡ 1 à ∞✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭s✐♥❣✉❧✐èr❡✮ ré❣✉✲
❧✐èr❡ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉✬✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

✵✳✸✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐èr❡s

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r
ré❣✉❧✐èr❡s✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✱ ♥♦té❡s r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t Ỹ (0)✱ Ỹ (1) ❡t Ỹ (∞)✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✿

• C̃(0) ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ Σ0 ❞❡ C̃⋆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt ❡t é♣♦✐♥té ❡♥ 0 ❞❡ C⋆ ❀

• C̃(∞) ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ Σ∞ ❞❡ C̃⋆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s C ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ❢❡r♠é✳

❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ♥♦té❡s L0✱ L1 ❡t
L∞ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ k ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Ỹ (0)✱
Ỹ (1) ❡t Ỹ (∞) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s G ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❙♦✐t i ∈ {0,∞}✳
❙✐ ũ ∈ Σi ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ C̃(i)✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s

τ
(i)
ũ : Li → L1

q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ Ỹ (i) ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ Ỹ (1)C̃(i)(ũ) ✭✈♦✐r
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵✮✳ ●râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷ ✿



✵✳✸✳ P❘■◆❈■P❆❯❳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉❊ ❈❊❚❚❊ ❚❍➮❙❊ ✺

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐t Γ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

τ
(0)
ṽ τ

(0)
ũ

−1
❡t τ

(∞)
ỹ τ

(∞)
x̃

−1

♦ù ũ, ṽ ∈ Σ0 ❡t x̃, ỹ ∈ Σ∞ s♦♥t t❡❧s q✉❡ C̃(0) (ũ)✱ C̃(0) (ṽ)✱ C̃(∞) (x̃) ❡t C̃(∞) (ỹ) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ✿

G = Γ.

✵✳✸✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ét❡♥❞ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷ ❛✉ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s
ré❣✉❧✐èr❡s✳ ■❧ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬P♦✉✷✶❪✳ P♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥✲
s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✱ ✈♦✐r ❬✈❞P❙✾✼✱ ❈❤❛♣t❡r
✶✷❪ ❀

• ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✱ ✈♦✐r
❬❙❛✉✵✸❪✳

❆✜♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s ✭❞♦♥t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❡s r❛♣♣❡❧s ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❆✮ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✷✳✸✳✶✷✳ ❈❡❧❛ ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✉r
C(z) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❡t ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❡t ❧❛ ❞✉❛❧✐té
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢✉❝❤s✐❡♥s str✐❝ts✮ ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✱ ♥♦té❡ Esr ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Efs✮ ❡st ✉♥❡
s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ E ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✻✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s
q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡
❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❛❧♦rs q✉❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✐❧ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♠ér♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ 0✱ 1
❡t ∞ à ❞❡s s②stè♠❡s ❢✉❝❤s✐❡♥s str✐❝ts ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥

Efs → Esr
❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ Csr ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ Esr ❡t Csr s♦♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛✲
❦✐❡♥♥❡s ♥❡✉tr❡s s✉r C q✉✐ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳✷✵ ✿

❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛✉① G0, G1, G∞ ❡t ❧❡s Γ0,z̃0 ,Γ∞,z̃∞ ♣♦✉r t♦✉t
(z̃0, z̃∞) ∈ Σ0 \ Ẽ0 ×Σ∞ \ Ẽ∞ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ q✉✐ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡
❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ CE0,E∞

✳
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❉❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s G0, G1, G∞ s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❝❛té✲
❣♦r✐❡s ❧♦❝❛❧❡s E (i)

sr ❛✈❡❝ i ∈ {0, 1,∞}✳ ❈❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
Esr ❛✉ ♣♦✐♥t i ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ i
✭❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r Esr ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C(z)✮✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❞❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛✉① G0✱ G∞ ❡t G1 ❞❛♥s
❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✶✱ ✸✳✹✳✷ ❡t ✸✳✹✳✸✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r✱ ❝❡s tr♦✐s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts Γ0,z̃0 ✱ Γ∞,z̃∞ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r✳ ●r♦ss♦
♠♦❞♦✱ ♣♦✉r i ∈ {0,∞}✱ Γi,z̃i ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❧♦❝❛✉① Gi ❡t G1✳ P❧✉s ♣ré✲

❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s Crs ❡t s✐ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
(
M̃0, M̃∞

)

❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ♦❜❥❡t ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r i ∈ {0,∞}✱ Γi,z̃i ❛s✲
s♦❝✐❡ M̃i(z̃i) à X ♣♦✉r t♦✉t z̃i q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ẽi ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ M̃i✳ ❆✜♥
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡
CE0,E∞

❞❡ Csr q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés s♦♥t
❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Ẽ0 ❡t Ẽ∞ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✵✳✸✳✹ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs
ré❣✉❧✐❡rs

▲❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ r❡q✉✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❡t s❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s
❡st ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ré❣✉❧✐èr❡s✳ ▲❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ❛✉① q✲
❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦✉ τ ✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦♥t été très ét✉❞✐é❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❝❡s
s✐♥❣✉❧❛r✐tés s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡s ♦♥t été ❞♦♥♥és✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇✐r✶✸✱ ▼♦s✺✾✱ ❍✐❧✽✼✱ ❇❛r✾✺❪
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡t ❬Pr❛✽✸✱ ❇❛r✽✾✱ ❇P✾✻❪ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❛✉① q ♦✉ τ ✲
❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❬❇❇P✵✽❪✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ré❣✉✲
❧✐èr❡s ❡st ❞♦♥♥é✳ ■❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧❡s tr♦✐s ❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▼❛✐s
✐❧ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❡♥ 0 ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▼❛❤❧❡r ϕp : z 7→ zp ♥❡ ♣rés❡r✈❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 0✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♣❧✉tôt q✉✬❛✉① s②stè♠❡s✱ ❞❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐s❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡s ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉
❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ♣♦❧②❣ô♥❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ éq✉❛✲
t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ét❛♥t ❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
ϕp : z 7→ zp✱ ✉♥ ♣♦❧②❣ô♥❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❧✐é à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
▼❛❤❧❡r✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r r❡❝♦♥♥❛îtr❡
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐té q✉✐ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❬❘♦q✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✹❪ ✿ s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r ❡st ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 0 ❛❧♦rs ✐❧ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳ ▼❛✐s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s②stè♠❡s
s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ 0 q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢✉❝❤s✐❡♥s str✐❝ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ y (zp) = z1−py(z)✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞♦♥♥é ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥
0✳ ●râ❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡✛❡❝t✐❢ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 1 ét❛✐t ❞é❥à ❝♦♥♥✉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z 7→ 1/z✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡♥ 0 ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥
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❝r✐tèr❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ ∞✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❞♦♥❝
✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡✛❡❝t✐❢ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♦❜t❡♥✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✐✳❡✳ s❛✈♦✐r s✐ ✐❧ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r
ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ 0 ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦✉ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s
❛✉ss✐ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s
♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
✉t✐❧✐sé❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ✿ ❞❡s r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s d ∈ N⋆ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ s♦♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉t♦r✐sé❡s✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t d = 1 ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st
s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ ❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❈♦❧✐♥ ❋❛✈❡r❥♦♥✳ ■❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❡ ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬❋P✷✶❪ ❡t ✐❧ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ P②t❤♦♥ ✸✳ ❉♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙♦✐t

K :=
⋃

d∈N⋆

Q
((
z1/d

))

❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ P✉✐s❡✉①✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

ϕp(Y ) = AY, A ∈ GLm
(
Q(z)

)

❡st K✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Λ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❥❛✉❣❡ Ψ ∈ GLm(K) ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

ϕp(Ψ)Λ = AΨ.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Λ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ψ1, . . . ,ψm

❞❡ Ψ s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

λiϕp(ψi) + ϵiϕp(ψi−1) = Aψi ✭✻✮

♦ù ϵi ∈ {0, 1}✱ λi ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Λ ❡t ψ0 := 0✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡✉rs ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡♥ 0 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s r❛♠✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ P✉✐s❡✉① ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦✉s r❛♠❡♥❡r
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✸ ✿

❚❤é♦rè♠❡✳ ❙♦✐❡♥t A ∈ GLm
(
Q(z)

)
❡t p ≥ 2✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡

s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ϕp(Y ) = AY ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳ ❈❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ❣râ❝❡
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ Q✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ Λ ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
❏♦r❞❛♥✮ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à A ❡t ✉♥❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✈♦✉❧✉ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡
P✉✐s❡✉① ❞✬✉♥❡ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ Ψ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❝♦♥st❛♥t
ϕp(Y ) = ΛY ✳
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❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❉❉▼✶✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r
s✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s K✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r K✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬❈❉❉▼✶✽❪ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
▼❛❤❧❡r ❡st K✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ss♦❝✐é à ❧❛
sér✐❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❘✉❞✐♥✲❙❤❛♣✐r♦ ♥✬❡st ♣❛s s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳

✵✳✸✳✺ ❍②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉①
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ ◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❣râ❝❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ❬❉❍❘✶✽✱
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷❪✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ 1 ❞❡ ❬❇❈❩✶✺❪✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡❧❧✱ ❈♦♦♥s ❡t ❩✉❞✐❧✐♥✱
s✐ f(z) ∈ Q((z)) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

z4f
(
z16
)
− (1 + z + z2)f(z4) + f(z) = 0 ✭✼✮

❛❧♦rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(z), f (z4) , f ′(z), f ′ (z4) s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶ ✿

❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f(z), f(z4) ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳

P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❬❉❍❘✶✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷❪✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st
❢❛❝✐❧✐té ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡
GL2

(
Q
)
✳
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✵✳✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s✲
❝r✐t✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡
❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❡t ❧❡s s②stè♠❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❞✬❡♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✱ 1
❡t ∞✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥
0✱ 1 ❡t ∞✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳ ●râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t à ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥♥✉s✱ ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞♦♥♥é❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡
❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐❧❧✉str❡r ✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❤②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❬❇❈❩✶✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪✳

▲✬❆♥♥❡①❡ ❆ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s ✉t✐❧✐sés ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡
✸ ② s♦♥t r❛♣♣❡❧és✳



✶✵ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✵✳✺ ◆♦t❛t✐♦♥s

❖♥ ♥♦t❡ Q ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ Q ❞❛♥s C ❡t Q
⋆
= Q \ {0}✳ ❙✐ K = N ♦✉ K = Z

❡t k ∈ R ❛❧♦rs K≥k := {x ∈ K | x ≥ k}✳
❖♥ ♥♦t❡ C{z} ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t C[[z]]✮ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s à ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ z✱ à

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡s✮✳ ❖♥
♥♦t❡ C((z)) ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ C[[z]]✱ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t
✭❢♦r♠❡❧❧❡s✮ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ C({z}) ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ C{z}✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ C

[[
1
z

]]
❡st ❧✬❛♥✲

♥❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡♥ 1/z✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t C
((

1
z

))
❡st s♦♥ ❝♦r♣s ❞❡s

❢r❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡s sér✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❡♥ 1/z s♦♥t ♥♦té❡s C
{

1
z

}
❡t C

({
1
z

})
❡st s♦♥ ❝♦r♣s ❞❡s

❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❆✉ss✐✱ C{z − 1} ❡st ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s sér✐❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1
❡t C ({z − 1}) ❡st s♦♥ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s✳

❙♦✐t D(0, r) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D(0, r))✮ ❧❡ ❞✐sq✉❡ ♦✉✈❡rt ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❢❡r♠é✮ ❝❡♥tré
❡♥ 0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r✳ ❙✐ r = 1 ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡

D := D(0, 1) ❡t D := D(0, 1).

▲❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❡st ♥♦té C (0, 1)✳

❙✐ E ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ M (E) ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦✲
♠♦r♣❤❡s s✉r E✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ C⋆✱ ♥♦té C̃⋆✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t 1̃ := (1, 0)
❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ❖♥ ♥♦t❡

Σ0 :=
{(
reib, b

)
| 0 < r < 1, b ∈ R

}
⊂ C̃⋆,

Σ∞ :=
{(
reib, b

)
| r > 1, b ∈ R

}
⊂ C̃⋆ .

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r p ∈ N≥2✳ ❖♥ ♥♦t❡ ϕp ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ϕp : z 7→ zp✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g̃ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡
P1 (C) ❡t ❞❡ C̃⋆ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❛✉ss✐ ϕp ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕp : f(z) 7→ f (zp) ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕp : g̃ (z̃) 7→ g̃ (z̃p)✳

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❱❡❝tf (C) ❞és✐❣♥❡ ❧❡s C✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❖♥ ♥♦t❡
In ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × n✳ ❖♥ ♥♦t❡ ||.|| ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉r Mn (C) q✉✐ ❡st
s♦✉s✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❙✐M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ r❣(M) ❡st s♦♥ r❛♥❣ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t ❑❡r(M) ❡st s♦♥ ♥♦②❛✉ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ❙✐ f ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ Pô❧❡s(f) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❩ér♦s(f)✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ô❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡s ③ér♦s✮ ❞❡ f ✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ Pô❧❡s(M) ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ♣ô❧❡s ❞❡ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❖❜❥ (C) ❡t ❍♦♠ (C) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❙✐ A ∈ ❖❜❥ (C) ❡t B ∈ ❖❜❥ (C)✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❍♦♠C (A,B) ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A ❞❛♥s B ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ C✳ ❙✐ u ∈ ❍♦♠C (A,B)✱ ♦♥ é❝r✐t u : A → B✳
❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❡t α, β ∈ ❖❜❥ (G) ❛❧♦rs G (α, β) ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G q✉✐
✈♦♥t ❞❡ α ❞❛♥s β✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✶✳✶✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❧❡s ✐❞é❡s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♠❡♥t
❡❧❧❡s ♦♥t été tr❛♥s♣♦sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ré❝❡♥t❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r✐♥✲
❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❈❤❛✲
♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ét❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ s✉r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡t ❧❡s
❛♥❛❧♦❣✉❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t ❞é❥à ❝♦♥♥✉s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❡t s❡s
❛♥❛❧♦❣✉❡s ❡st q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ré❣✉❧✐èr❡s✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✶✳✸✳

✶✳✶ ❚❤é♦r✐❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s

✶✳✶✳✶ ▲❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡

❙♦✐t x ✉♥❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ⩾ 1 ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡

P (x) = 0 ♦ù P (x) =
n∑

k=0

akx
k ∈ Q[x] ❛✈❡❝ an ̸= 0. ✭✶✳✶✮

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬❛✉ ❞❡❣ré ✹ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ①✈✐❡ s✐è❝❧❡✳ ▲❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐❝✐❡♥ ❆❧✲❑❤✇❛r✐③♠✐ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛✈♦✐r r❛ss❡♠❜❧é ❡t ❡①♣♦sé ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré ❞❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡ ✐♥t✐t✉❧é ❆❜ré❣é
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✐①

❡ s✐è❝❧❡✳ ❊♥ ✶✺✹✺✱ ●✐r♦❧❛♠♦
❈❛r❞❛♥♦ ♣✉❜❧✐❡ ❧❡ ❧✐✈r❡ ❆rt✐s ♠❛❣♥❛❡ s✐✈❡ ❞❡ r❡❣✉❧✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝✐s♥✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❆rs ▼❛❣♥❛✱
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✱ ❞❡❧ ❋❡rr♦✱ ❚❛rt❛❣❧✐❛ ❡t ❋❡rr❛r✐✳
●râ❝❡ à ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ s✐ n = 2 ❡t ∆ :=

√
a21 − 4a0a2✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❛

❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s✐ ∆ ̸= 0 ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ P s✐ ∆ = 0✳ ❊❧❧❡s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• s✐ ∆ > 0✱ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t −a1±
√
∆

2a2
❀

✶✶
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• s✐ ∆ = 0✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st −a1
2a2

❀

• s✐ ∆ < 0✱ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t
−a1±i

√
|∆|

2a2
✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛s n = 3✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮ ❛ ❛✉ ♣❧✉s 3 s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s +✱ −✱ ×✱ ÷✱ √.✱ 3

√
. s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 1, a0, . . . , an✳ ▲❡ ♠ê♠❡ t②♣❡

❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❧♦rsq✉❡ n = 4✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s
✭❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮ ♥✬❛✈❛✐❡♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 5✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ ❙✐ n ≥ 5✱ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s +,−,×,÷,√., 2

√
., . . . , n

√
. s✉r ❧❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ✭✐✳❡✳ ❡st✲❝❡ q✉❡ ✭✶✳✶✮ ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ♣❛r r❛❞✐❝❛✉① ✮ ❄
❉❡✉① s✐è❝❧❡s ♦♥t été ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ❞❡❣ré 4 ❡t ré♣♦♥❞r❡ ♥♦♥ à ❝❡tt❡

q✉❡st✐♦♥✳ ❘✉✣♥✐ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣❛r r❛❞✐❝❛✉① ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 5✱ ❞❛♥s ❬❘✉❢✾✾❪
❡♥ ✶✼✾✾✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ✈❡rs ✶✼✼✵ ❞❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❱❛♥❞❡r✲
♠♦♥❞❡✱ ❲❛r✐♥❣ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✭✈♦✐r ❬▲❛❣✼✵✱ ❲❛r✼✵✱ ❱❛♥✼✶❪✮✳ ▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r
❘✉✣♥✐ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ❞é❜✉ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▼❛✐s✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✉✣♥✐
r❡st❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❝✬❡st ❆❜❡❧ q✉✐ ♣✉❜❧✐❡r❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ 25 ❛♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t q✉✐
❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❆❜❡❧✲❘✉✣♥✐ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✭❞✬❆❜❡❧✲❘✉✣♥✐✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ♣❛r r❛❞✐❝❛✉① ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❣é✲
♥ér❛❧❡s ❞❡s ❞❡❣rés s✉♣ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ❝✐♥q✉✐è♠❡✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ rés♦❧✉❜✐❧✐té✳ ❈❡t
❛♣♣♦rt s❡r❛ ❢❛✐t ♣❛r ●❛❧♦✐s ❡t s❡r❛ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❡st ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱ ♥♦té❡s α1, . . . , αn✱ q✉✐
♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Q ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σ
❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P t❡❧❧❡s q✉❡

∀Q ∈ Q[X1, ..., Xn], Q(α1, ..., αn) = 0 ⇒ Q(σ (α1) , ..., σ (αn)) = 0.

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡st ♥♦té G′gal✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭●❛❧♦✐s✮✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ P (x) = 0✱ ❛✈❡❝ P ∈ Q[x]✱ ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ♣❛r r❛❞✐❝❛✉① s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ G′gal ❡st rés♦❧✉❜❧❡✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à
t♦✉t ♣♦❧②♥ô♠❡ P à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ✭❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t
K = Q✮✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs é❝r✐ts ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ♣rés❡♥tés à ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❡♥ ✶✽✷✾✱ s♦♥t
t♦♠❜és ❞❛♥s ❧✬♦✉❜❧✐✳ ❈✬❡st ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ✉♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ●❛❧♦✐s ❛ é❝r✐t ❡♥
✶✽✸✶✱ ✐♥t✐t✉❧é ▼é♠♦✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ rés♦❧✉❜✐❧✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r r❛❞✐❝❛✉①✱ ❡t q✉✐
❛ ❡♥s✉✐t❡ été ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✶✽✹✻✳ ❙✉✐t❡ à ❝❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s✱ ❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r s❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s ❝❡ s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G′gal
❛tt❛❝❤é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❞❡ ❝♦r♣s ét❛✐❡♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡s
❥✉sq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ ①✐①

❡ s✐è❝❧❡ ❡t ❝❡❧❛ ❛ été ❝❧❛r✐✜é ❣râ❝❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❞❡s
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tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ ❈❛②❧❡② ❡t ❏♦r❞❛♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛ été
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❊♠✐❧ ❆rt✐♥ ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♠❛✐s
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ L := Q(α1, ..., αn) ⊂ C ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ P s✉r Q✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❆rt✐♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st

Ggal := ❆✉t (L/Q) ,

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s f : L → L q✉✐ s♦♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r Q ✐✳❡✳ t❡❧s
q✉❡ f|Q = ✐❞Q. ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Ggal ❡t G′gal s♦♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s ✈✐❛ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

φ : Ggal → G′gal
f 7→ f|{α1,...,αn}✳

✶✳✶✳✷ ❱❡rs ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① r❛❝✐♥❡s
❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❞❡ ❞❡❣ré n ≥ 1 ❡t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ♣❛r r❛❞✐❝❛✉①✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉❛♥t
à ❡❧❧❡ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡ n ∈ N⋆ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

y(n)(z) + an−1(z)y
(n−1)(z) + ...+ a0(z)y(z) = 0 ♦ù ai ∈ C(z). ✭✶✳✷✮

◗✉❡st✐♦♥ ✿ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✷✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❝♦♥st❛♥t❡s✱ ✐❞❡♥t✐té✱ n

√
.✱ exp✱ ln✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✮ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛✲

t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ✭✶✳✷✮ ❡st
rés♦❧✉❜❧❡ ♣❛r q✉❛❞r❛t✉r❡s✮ ❄

▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P✐❝❛r❞ ❡t ❱❡ss✐♦t à ❧❛ ✜♥
❞✉ ①✐①

❡ s✐è❝❧❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✳ ▲✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉❜✐❧✐té ♣❛r q✉❛❞r❛t✉r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ P✐❝❛r❞
❡t ❞❡ ❱❡ss✐♦t✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉❜✐❧✐té ♣❛r q✉❛❞r❛t✉r❡s✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❡t ❝✬❡st ❑♦❧❝❤✐♥ ❡♥ ✶✾✹✽ ❞❛♥s ❬❑♦❧✹✽❪ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✶✳✷✮ ❡st ❞✐t❡
rés♦❧✉❜❧❡ ♣❛r q✉❛❞r❛t✉r❡s s✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦tK ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡
❞❡ K0 := C(z) ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t♦✉r ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s

K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn := K

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n}✱ Ki = Ki−1(ti) ♦ù ti ✈ér✐✜❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿

• t′i ∈ Ki−1 ✐✳❡✳ ti ❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Ki−1 ❀

• ti ̸= 0✱ t′i/ti ∈ Ki−1 ✐✳❡✳ ti ❡st ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Ki−1 ❀

• ti ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r Ki−1✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✭P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✮✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ♣❛r q✉❛❞r❛t✉r❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st rés♦✲
❧✉❜❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛é✲
r❡♥t✐❡❧ ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿

Y ′(z) = A(z)Y (z), A(z) ∈ Mn (C(z)) ✭✶✳✸✮

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✱ s✐ z0 ∈ C ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ A(z) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ Y(z) ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s sér✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ z0
❡t t❡❧❧❡ q✉❡ Y ′(z) = A(z)Y(z)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✲❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❙♦✐t K = C(z) (Y(z)) ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s C(z) ❡♥❣❡♥✲
❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝♦r♣sK ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
d

dz
s✉r C(z)✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ ❛✉ss✐

d

dz
✳

• ▲❡ ❝♦r♣s K ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
d

dz
❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ♣♦✉r ✭✶✳✸✮

s✉r C(z)✳

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭✶✳✸✮ s✉r C(z) ❡st

●❛❧
d
dz (K/C(z)) :=

{
σ ∈ ❆✉t (K/C(z))

∣∣∣∣σ ◦ d

dz
=

d

dz
◦ σ
}
.

• ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ s✉r C(z) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✸✮ ♦ù
A ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✮✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡s ❛♥❛❧♦❣✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳

❈❧❛ss✐q✉❡ ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
P (X) = 0✱ P ∈ Q[X] ❞❡ ❞❡❣ré n ≥ 1 Y ′(z) = A(z)Y (z)✱ A(z) ∈ Mn (C(z))

r❛❝✐♥❡s ❞❡ P ✿ α1, · · · , αn ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✿ Y
❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t
L := Q (α1, ..., αn) K := C(z) (Y(z))
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

❆✉t (L/Q) ●❛❧
d
dz (K/C(z))

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧❛✐ss❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
st❛❜❧❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ s✐ σ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡t Y ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✸✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

σ◦ d
dz

=
d

dz
◦σ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ σ (Y) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❊♥ ❡✛❡t✱
(σY)′ = σ (Y ′) = σ (AY) = Aσ (Y) .
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❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥✜♥✐ ♠❛✐s
✐❧ ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭✈♦✐r ❬✈❞P❙✵✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✶❪
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

P♦✉r t♦✉t σ ∈ ●❛❧
d
dz (K/C(z))✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ C(σ) ∈ GLn (C) t❡❧❧❡ q✉❡

σ (Y) = YC(σ)✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ●❛❧
d
dz (K/C(z))

ρ❣❛❧ : ●❛❧
d
dz (K/C(z)) → GLn (C)

σ 7→ C(σ)

❡st ✜❞è❧❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ G❣❛❧ s♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G❣❛❧ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ GLn (C)✳

❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭✐✳❡✳ ✉♥ ❝♦r♣s ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✮ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡st ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❞❡s
t❤é♦rè♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉✐ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❝♦r♣s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡
❡st r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❬✈❞P❙✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✹❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✮✳ ❙♦✐❡♥t

(
L,

d

dz

)
❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ♣♦✉r

✭✶✳✸✮ s✉r C(z) ❡t G s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡
C(z) ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s L ❡t st❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s s♦✉s✲❝♦r♣s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
❞❡ L ❝♦♥t❡♥❛♥t C(z)✮ ❡st ♥♦té L ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és ❞❡ G ❡st ♥♦té S✳
P♦✉r t♦✉t M ∈ L ❡t t♦✉t H ∈ S✱ ♦♥ ♥♦t❡

G(L/M) := {σ ∈ G | σ|M = ✐❞},
LH := {f ∈ L | ∀σ ∈ H, σ(f) = f}.

❆❧♦rs✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ H 7→ LH ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ S ❞❛♥s L ❞♦♥t ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r M 7→ G(L/M)✳

❯♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ G ❞❡ ✭✶✳✷✮ ❡st q✉✬✐❧ ♠❡s✉r❡
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s y1, ..., yn ❞❡ ✭✶✳✷✮ ❡t ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ♣❧✉s G ❡st ✓ ❣r♦s ✔✱ ♠♦✐♥s ✐❧ ② ❛ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

• G = GLn (C) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

y1, ..., yn, y
′
1, ..., y

′
n, ..., y

(n−1)
1 , ..., y(n−1)n

s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r C(z)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ dim (G) = n2✳

• G ❡st ✜♥✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s y1, ..., yn s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r C(z)✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ dim (G) = 0✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t K s✉r C(z) ❞❡ ✭✶✳✷✮
❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✭✶✳✷✮ ✿

dim (G) = deg tr (K/C(z)) .
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✶✳✶✳✸ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✿ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t❝✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ t❤é♦r✐❡
❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ♥♦✉s ❡♥ ❢❛✐s♦♥s ❞❡s r❛♣♣❡❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ré❢ér❡♥❝❡
à ❬✈❞P❙✾✼✱ ❈❤❛♣t❡r ✶❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❈♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (R, ϕ) ♦ù R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡t ϕ : R → R ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✳ ❙✐ R ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧♦rs (R, ϕ) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳✷✳ • ❈❛s ♠❛❤❧ér✐❡♥✳ ❙♦✐❡♥t p ∈ N≥2✱

K = Kp∞ :=
⋃

n≥0
Kpn ♦ù Kpn = C

(
z1/p

n)

❡t
ϕp : K → K

f(z) 7→ f (zp) .

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (K,ϕp) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡st C✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t s✐ K =

⋃
n≥0 C

((
z1/p

n))
♦✉ K =

⋃
n≥1 C

(
z1/n

)
♦✉ K

❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ K = C(z)
♦✉ K ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0 ❛❧♦rs (K,ϕp) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝♦r♣s
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣✉✐sq✉❡ ϕp : K → K ♥✬❡st ♣❛s s✉r❥❡❝t✐❢✳

• ❈❛s ❞❡s q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❙♦✐t K ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s C(z)✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡
(K, σq) ♦ù q ∈ C ❛ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1 ❡t

σq : K → K
f(z) 7→ f (qz)

✭✶✳✹✮

❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡st C✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡
rés✉❧t❛t s✐ K ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

• ❈❛s ❞❡s τ ✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❙♦✐❡♥t τ ∈ C⋆ ❡t K = C(z)✳ ▲❡ ❝♦r♣s K ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ f(z) ∈ K 7→ f(z + τ) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❡st C✳

❉❡✉① ❛♥♥❡❛✉① ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R1, ϕ1) ❡t (R2, ϕ2) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① φ : R1 → R2 t❡❧ q✉❡ φϕ1 = ϕ2φ✳

❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R2, ϕ2) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥
❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R1, ϕ1) s✐ R2 ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ R1 ❡t ϕ2|R1

= ϕ1✳
❉❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R1, ϕ1) ❡t (R2, ϕ2) ❞❡ (R, ϕ) s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s

s✉r (R, ϕ) s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① φ : R1 → R2 t❡❧ q✉❡ φ|R = ✐❞R ❡t
φϕ1 = ϕ2φ✳

❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R1, ϕ1) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R2, ϕ2) s✐ (R2, ϕ2) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ (R1, ϕ1)✳
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❆♥♥❡❛✉ ✭t♦t❛❧✮ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t

❙♦✐t (R, ϕ) ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛ s♦✉✈❡♥t R✳
❯♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ R q✉✐ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ϕ ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ (R, ϕ)✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s Rϕ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R, ϕ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Rϕ := {f ∈ R | ϕ(f) = f}.
❙✐ R ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ Rϕ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛♣♣❡❧é ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

❙♦✐t (k, ϕ) ✉♥ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ s♦♥ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s

C := kϕ

❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❡t q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ k ❡st 0✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

ϕ (Y ) = AY ❛✈❡❝ A ∈ GLn (k) . ✭✶✳✺✮

❉✬❛♣rès ❬✈❞P❙✾✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s R ❞❡ (k, ϕ)
t❡❧❧❡ q✉❡

✶✳ ✐❧ ❡①✐st❡ U ∈ GLn (R) t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ (U) = AU ✭✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ U ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✺✮✮ ❀

✷✳ R ❡st ❡♥❣❡♥❞ré✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ k✲❛❧❣è❜r❡✱ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ U ❡t det (U)−1 ❀

✸✳ ❧❡s s❡✉❧s ✐❞é❛✉① ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ R s♦♥t {0} ❡t R✳

❯♥ t❡❧ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s R ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡ ✭✶✳✺✮ s✉r
(k, ϕ)✳ ■❧ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❞✬❛♥♥❡❛✉① ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✉r (k, ϕ)✮ ♣rès✳

❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ③ér♦ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❉✬❛♣rès
❬✈❞P❙✾✼✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✻❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r R ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞✬❛♥♥❡❛✉①

R = ⊕x∈XRx ❛✈❡❝ Rx = Rex

♦ù

• X = Z/tZ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r t ≥ 1 ❀

• ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ex ❡st ✉♥ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❞❡ R ❀

• ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ Rx ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ③ér♦ ❀

• ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ϕ (ex) = ex+1X ✱ ❛✐♥s✐ ϕ (Rx) = Rx+1X ✳

◆♦t♦♥s K ❧✬❛♥♥❡❛✉ t♦t❛❧ ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ R ✿

K := ⊕x∈XKx

♦ù Kx ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ Rx✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ϕ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❞❡ K✳ ❆✐♥s✐✱ K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉①
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ R✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛♥♥❡❛✉ t♦t❛❧ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡ ✭✶✳✺✮ s✉r (k, ϕ)✳ ❖♥ ❛
Kϕ = C✳

❙✐ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t R ❡st s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ③ér♦✱ ❧❡ ❝♦r♣s K s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❝♦r♣s
❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✳
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●r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

❖♥ ♥♦t❡

❆✉t (K/k) =
{
σ : K → K | σ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t σ|k = ✐❞

}
.

▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s G s✉r (k, ϕ) ❞❡ ✭✶✳✺✮ ❡st

G := {σ ∈ ❆✉t (K/k) | ϕ ◦ σ = σ ◦ ϕ} .
P♦✉r t♦✉t σ ∈ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ C (σ) ∈ GLn (C) t❡❧ q✉❡ σ (U) = UC (σ)

✭✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♠é❞✐❛t ❞♦♥♥❡ q✉❡ U−1σ (U) ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C✮✳ ❉✬❛♣rès ❬✈❞P❙✾✼✱
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✸❪✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✜❞è❧❡

σ ∈ G 7→ C (σ) ∈ GLn (C)

♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r G ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ GLn (C)✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡
♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡✳

➚ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

anϕ
n(y) + an−1ϕ

n−1(y) + ...+ a0y = 0 ✭✶✳✻✮

♦ù a0, ..., an ∈ k ❡t a0an ̸= 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

ϕ (Y ) = AY ❛✈❡❝ A(z) =




0 1 0 · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

0 · · · · · · 0 1

−a0
an

· · · · · · −an−2
an

−an−1
an




∈ GLn (k) . ✭✶✳✼✮

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✼✮✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s

❉✬❛♣rès ❬✈❞P❙✾✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷✾❪✱ ✐❧ ② ❛ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳✸✳ ❙♦✐t F ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉① ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s F ❞❡ K t❡❧s q✉❡
k ⊂ F ❡t t❡❧s q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ③ér♦ ❞❡ F ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❛♥s
F ✳ ❙♦✐t G ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ G✳ ❆❧♦rs✱

• ♣♦✉r t♦✉t F ∈ F ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G (K/F ) ❞❡s é❧é♠❡♥ts σ ❞❡ G t❡❧s q✉❡ σ|F = ✐❞ ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ G ❀

• ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ H ❞❡ G✱

KH := {x ∈ K | ∀σ ∈ H, σ(x) = x}
❛♣♣❛rt✐❡♥t à F ❀

• ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s F → G✱ F 7→ G (K/F ) ❡t G → F ✱ H 7→ KH s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡
❧✬❛✉tr❡✳
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✶✳✶✳✹ ❆✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❡✉ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❉❛♥s ❬❈❙✵✼❪✱
❈❛ss✐❞② ❡t ❙✐♥❣❡r ♦♥t ♣♦sé ❧❡s ❜❛s❡s ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∂Y

∂x
= A(x, t1, . . . , tn)Y ✭✶✳✽✮

♦ù A(x, t1, . . . , tn) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s t1, . . . , tn✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♠❛✐s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
t1, . . . tn q✉✐ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ❞✐t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣❛r❛♠étré✱ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✳✽✮ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ♠❡s✉r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s t1, . . . tn✱ ❡♥tr❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛✲
❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣❛r❛♠étré ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡t ✐❧ ❡st ♠ê♠❡
❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✭❬❍❙✵✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✶❪✮✳

❉❡♣✉✐s✱ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ✭❬✈❞P❙✵✸❪✮✱ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✭❬✈❞P❙✾✼❪✮
❡t ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♣❛r❛♠étré❡s ✭❬❈❙✵✼❪✮ ♦♥t été ❡♥❣❧♦❜é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s
❬❍❙✵✽❪✳ ❈❡s t❤é♦r✐❡s s♦♥t très ♣✉✐ss❛♥t❡s ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡ ♦✉ ❞✬❤②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✴❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❬❍❙✵✽❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❆❉❍✷✶❪ q✉❡
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s f ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦✉ ❛✉① τ ✲❞✐✛ér❡♥❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ✭❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✮ s♦♥t
❤②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ f ❡t s❡s
❞ér✐✈é❡s✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡✳

❉❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✉①
❞✐✛ér❡♥❝❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❛✉ss✐
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ▲❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ✐♥tér❡ssé❡s ♣❛r ❝❡s t❤é♦r✐❡s ♣♦✉rr♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✉❧t❡r
❬❆❖❚✶✹✱ ❉❱❍❲✶✹✱ ❖❲✶✺❪ ❡t tr♦✉✈❡r♦♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❬❉❱❍❲✶✹❪ ✉♥ rés✉♠é
❞❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳

✶✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r

▲✬✐♥térêt ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s
❞♦♥❝ à ♠✐❡✉① ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✳ ▲❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ✈❛ s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❛ss✉r❡ q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❉♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s
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♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧

Y ′(z) = A(z)Y (z), A(z) ∈ Mn (C(z)) ✭✶✳✾✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❯♥ ♣♦✐♥t z0 ∈ C ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ✭✶✳✾✮ s✐ ❝✬❡st ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡
A(z)✳

❖♥ ♣♦s❡ t = 1/z ❡t Ỹ (t) := Y (z)✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ∞ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ✭✶✳✾✮ s✐ t = 0
❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡

Ỹ ′(t) = − 1

t2
A

(
1

t

)
Ỹ (t).

❖♥ ♥♦t❡ S ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞❡ ✭✶✳✾✮✳ ❙♦✐❡♥t z0 ∈ P1 (C) \ S✱ γ : [0, 1] → P1 (C) \ S
✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥t✐♥✉ t❡❧ q✉❡ γ(0) = z0 = γ(1) ❡t Y ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ✭✶✳✾✮✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Y ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣és ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ γ ❡t ♥♦✉s
♥♦t♦♥s γY ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉✐t❡ à ❝❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ γY ❡st
❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✾✮ ❞♦♥❝

Y(z)−1γY(z) :=M(γ)

❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✐✳❡✳ M(γ) ∈ GLn (C) ❡t ❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤♦✲
♠♦t♦♣✐❡ [γ] ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ γ✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ π1 (P1 (C) \ S, z0)

ρ♠♦♥♦ : π1 (P1 (C) \ S, z0) → GLn (C)
[γ] 7→ M ([γ]) :=M(γ)

❡st ❛♣♣❡❧é❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡✱ ♥♦té G♠♦♥♦✱ ❡st
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙✐ GGal ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ✭✶✳✾✮ s✉r
C(z) ❛❧♦rs

G♠♦♥♦ ⊂ GGal.

❈❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ str✐❝t❡✳ ▼❛✐s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞✐r❡ ♣❧✉s ✿ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡✱
s♦✉s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ G♠♦♥♦ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s GGal✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✾✮ ❡st ❞✐t s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 s✐ ♣♦✉r t♦✉s α, β ∈ R
✈ér✐✜❛♥t |α− β| < 2π✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ϵ > 0 ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s Y t❡❧s q✉❡
s✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r

Sα,β,ϵ := {z ∈ C⋆ | arg(z) ∈]α, β[, |z| < ϵ}
❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Y ❡st ♠♦❞éré❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✉r ❝❡ s❡❝t❡✉r✱ ♣♦✉r t♦✉t
❝♦❡✣❝✐❡♥t g ❞❡ Y ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ N ∈ Z ❡t ✉♥ ré❡❧ c > 0 t❡❧ q✉❡ |g(z)| < c|z|N ✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ s ∈ P1 (C)✳ ▲❡ s②stè♠❡
✭✶✳✾✮ ❡st ❞✐t s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r s✐ ✐❧ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ s ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ✭✶✳✾✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✭❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r✮✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✾✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✐✳❡✳

G♠♦♥♦

❩❛r
= G●❛❧
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◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
✭✈♦✐r ❬✈❞P❙✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳

❉❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♦♥t été ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s
♣❛r ❊t✐♥❣♦❢ ♣✉✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❉✉✈❛❧✱ ❘❛♠✐s✱ ❙❛✉❧♦②✱ ❙✐♥❣❡r✱ ✈❛♥ ❞❡r P✉t ✭✈♦✐r ❬✈❞P❙✾✼✱
❙❛✉✵✸❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❛ ❛✉ss✐ été ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐t❡s ✐rré❣✉❧✐èr❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ s❡✉❧❡ ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡
❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ❞❡s t♦r❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ t❡❧ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✱ ❝✬❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❞❡♥s✐té ❞❡ ❘❛♠✐s✱ ✈♦✐r ❬✈❞P❙✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✵❪✳ ❉❛♥s ❬❉r❡✶✹❛❪✱ ❉r❡②❢✉s ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛♠✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛r❛♠étré✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❞❡
❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✐♥✈❡rs❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ♦✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑♦✈✼✶✱ ❚❚✼✾✱ ▼❙✾✻❪ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❞❡s r❛♣♣❡❧s ❤✐st♦r✐q✉❡s s✉r ❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❬▼❙✾✻❪✮ ❡t ❬❊t✐✾✺✱ ✈❞P❙✾✼❪ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❛✉①
q ❡t τ ✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r❛♠étré❡✱ ✉♥❡
ré♣♦♥s❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❉r❡✶✹❛❪✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝❡r♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s t❛♥♥❛❦✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❛✉① q ❡t τ ✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳
❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑♦✈✽✻✱ ❍❡♥✾✽✱
❆❍▼❘❲✶✶✱ ❉r❡✶✹❜✱ ❇❈❲❉❱✶✻✱ ❆rr✶✼✱ ❍▼❖✶✼✱ ❋❡♥✶✽✱ ❘♦q✶✽✱ ❉❲✶✾❪✳ ❈❡rt❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♦✉ ❞❡
❘❛♠✐s✱ ✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬❇❍✽✾✱ ❉▼✽✾✱ ▼✐t✾✻✱ ✈❞❍✵✼✱ ❘♦q✵✽❪✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té✳

✶✳✸ ❙②stè♠❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s s②stè♠❡s s✐♥✲
❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs✳

▲❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❡st q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré
❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r✳ ■❧ ❛ été ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❛ ✉♥ ❝♦ût ✿
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠♦♥♦❞r♦♠✐❡ ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❧✉s à ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡
❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❛ ✉♥
❛✉tr❡ ✐♥térêt ✿ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s
✐rré❣✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭✶✳✾✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 s✐ ❧❛
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✳✾✮ ❡st ♠♦❞éré❡
❡♥ 0 ✭✈♦✐r ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t k := C({z}) ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❛✉
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✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✱ δ := z
d

dz
❡t A,B ∈ GLn (k)✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

δY = AY ❡t δY = BY

s♦♥t ❞✐t k✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ P ∈ GLn (k) t❡❧ q✉❡

B = δ(P ).P−1 + PAP−1.

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s s♦♥t éq✉✐✲
✈❛❧❡♥ts ❡t q✉❡ Y ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ δY = AY ❛❧♦rs PY ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ δY = BY ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡

δY = AY, A ∈ GLn (C({z})) . ✭✶✳✶✵✮

▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✵✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳

✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✵✮ ❡st C({z})✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ δY = BY ♦ù B
❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0✳

✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✵✮ ❡st C({z})✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ δY = CY ♦ù
C ∈ GLn (C)✳

◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡

δn(y) + an−1δ
n−1(y) + · · ·+ a0y = 0 ✭✶✳✶✶✮

♦ù ai ∈ C({z})✱ 0 ≤ i ≤ n−1✱ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0 s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é
✭✐✳❡✳ ❝❡❧✉✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❞❡ ✭✶✳✶✶✮✮ ❧✬❡st✳

❉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❋✉❝❤s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s
ai s♦♥t ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✹✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ s ∈ P1 (C) ✭✈♦✐r ❬✈❞P❙✵✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶❪ ♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts 0 ❡t∞✱ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
σq : z 7→ qz✱ q✉✐ ✈♦♥t ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ❢♦♥t
é❝❤♦ à ❝❡✉① ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s r❛♣♣❡❧♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t 0✱ ❝❡✉①
❡♥ ∞ s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z 7→ 1/z✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t k := (C({z}) ❡t A ∈ GLn (k)✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s

σqY = AY. ✭✶✳✶✷✮

❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 s✐ ✐❧ ❡st k✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ σqY = CY ♦ù
C ∈ GLn (C) ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ P ∈ GLn (k) t❡❧ q✉❡

C = σq(P )
−1AP.



✶✳✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❙■◆●❯▲■❊❘❙ ❘➱●❯▲■❊❘❙ ✷✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸✳✻✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✿ ✐❧
s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r σq ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▼❛❤❧❡r ϕp✳

❉✬❛♣rès ❬❍❙❙✶✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✼✱ ♣✶✷✼❪✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✷✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s Y t❡❧❧❡ q✉❡ Y ❡t Y−1 ♦♥t ✉♥❡
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♠♦❞éré❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s q✲s♣✐r❛❧❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞❡♠✐✲s♣✐r❛❧❡ cq−N

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts f ❞❡ Y ❡t Y−1 s♦♥t ❞é✜♥✐s✱ ✐❧s ✈ér✐✜❡♥t f(z) = O (|z|m)
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ cq−N ♣♦✉r ✉♥ m ∈ Z✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❣râ❝❡ à ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷❪✳

◆♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ❛✉① q✲
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ✐rré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 ♥♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥str✉✐r❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s sér✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡t ❞❡s ❜r✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡
✭♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ z✱ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡t❝✮✱ ✐❧ ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ exp (P (1/z))✱
P ∈ C[X]✳ ❙✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 ❛❧♦rs s❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❧❛✐ss❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t éq✉✐❧✐❜ré ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s Θq ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ♦ù

Θq(z) :=
∑

n∈Z
(−1)nq−n(n−1)/2zn.

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t

ℓq(z) := z
Θ′q(z)

Θq

❡t eq,c(z) :=
Θq(z)

Θq (c−1z)
,

❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t σq (ℓ) = ℓ + 1 ✭✐❧ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡✮ ❡t σq (eq,c) = ceq,c✱
c ∈ C ✭✐❧ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ z✮✱ ✈♦✐r ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✵✳✶❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
✐rré❣✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❝❡t éq✉✐❧✐❜r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Θq ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ❡st s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ σq(y) = −qzy✱ q✉✐ ❡st ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳ P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ ✐❧ ② ❛
❛✉ss✐ ✉♥ ♠❛rq✉❡✉r ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs
ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ 0 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r
❝♦♥st❛♥ts ❡t ❞❡s sér✐❡s ❞❡ P✉✐s❡✉① t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs✱ ❞✬❛♣rès ❬❘♦q✷✵❪✱ ✐❧ ❢❛✉t
❛❥♦✉t❡r à ❝❡❧❛ ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❍❛❤♥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s sér✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∑
n∈N anz

n✱
❛✈❡❝ an ∈ C ❡t N ⊂ Q✱ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt {n ∈ N | an ̸= 0} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥é✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

ré❣✉❧✐❡r

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✱ ❡♥ 1 ❡t ❡♥ ∞ ✿ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❈❡ q✉✐ s✉✐t s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ C⋆ ❡t s✉r ❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠❡ l̃n ❞é✜♥✐ s✉r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✳ ◆♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐èr❡s ❡t✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✱ ♥♦✉s
❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐èr❡✳ P✉✐s✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷✮✳

✷✳✶ ❘❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ C⋆ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s

✷✳✶✳✶ ❘❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ C⋆

❖♥ ♥♦t❡
C̃⋆ :=

{(
reib, b

)
| r > 0, b ∈ R

}
⊂ C⋆ × R,

❝✬❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳
❙♦✐t

π : C̃⋆ → C⋆(
reib, b

)
7→ reib.

▲✬❡s♣❛❝❡ C̃⋆ ♠✉♥✐ ❞❡ π ❡st ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ C⋆✳

❖♥ ♥♦t❡ M
(
C̃⋆
)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C̃⋆✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ C̃⋆ ❞❛♥s P1 (C)✳

✷✺
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❖♥ ♥♦t❡
Σ0 :=

{(
reib, b

)
| 0 < r < 1, b ∈ R

}
⊂ C̃⋆,

Σ∞ :=
{(
reib, b

)
| r > 1, b ∈ R

}
⊂ C̃⋆

❡t
1̃ := (1, 0) ∈ C̃⋆.

✷✳✶✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r C̃⋆

❙♦✐t p ∈ N≥2✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ϕp : C̃⋆ → C̃⋆(
reib, b

)
7→

(
reib, b

)p
:=
(
rpeipb, pb

)

❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡t ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ϕp
(
1̃
)
= 1̃✱ ❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

ϕp : C̃⋆ \ {1̃} → C̃⋆ \ {1̃}.

▲✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ϕp ❡st

ϕ−1p : C̃⋆ → C̃⋆

(
reib, b

)
7→

(
reib, b

)1/p
:=
(
r1/pe

ib
p , b

p

)
.

✷✳✶✳✸ ▲♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞é✜♥✐ s✉r C̃⋆

❖♥ ❞é✜♥✐t
l̃n : C̃⋆ → C(

reib, b
)

7→ ln (r) + ib ,

❡❧❧❡ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡t s❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

π = exp ◦l̃n.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐ q✉❡ l̃n
(
1̃
)
= 0 ❡t l̃n ◦ ϕp = pl̃n ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

∀z̃ ∈ C̃⋆, l̃n (z̃p) = pl̃n (z̃) .

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✶✳ ❙✐ ln ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧✬é❣❛❧✐té ln (zp) = p ln(z) ❡st
❢❛✉ss❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❊❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① z ∈ C \ R− t❡❧s q✉❡ |arg(z)| < π

p
✳

P♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧♦❝❛✉①✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ln✳ ▼❛✐s✱ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ l̃n ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ♠♦t✐✈❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ l̃n ♣❧✉tôt q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
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✷✳✶✳✹ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C̃⋆

❙✐ g̃ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r C̃⋆ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

g̃ ◦ ϕp : C̃⋆ → C̃⋆,

❡❧❧❡ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡✳
❙✐ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r C⋆ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

g ◦ l̃n : C̃⋆ \ {1} → P1 (C) ,

❡❧❧❡ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡✳
❙✐ g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r C ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

g ◦ l̃n : C̃⋆ → P1 (C) ,

❡❧❧❡ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡✳
❖♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C⋆ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s

s✉r C̃⋆ ✿
i : M (C⋆) →֒ M

(
C̃⋆
)

f 7→ f ◦ π.
❖♥ ♥♦t❡r❛

π⋆M (C⋆) = {f ◦ π | f ∈ M (C⋆)}
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s g̃ ∈ M

(
C̃⋆
)
q✉✐ s♦♥t 2π✲✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡♥ b✳ ❈❡tt❡ ✐❞❡♥✲

t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ M (C⋆) ❡t π⋆M (C⋆) ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ z 7→ zp✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ ϕp✱
✐✳❡✳ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

M (C⋆)
f(z) 7→f(zp) //

� _

i
��

M (C⋆)
� _

i
��

M
(
C̃⋆
)

g̃(z̃) 7→g̃(z̃p)
// M

(
C̃⋆
)
.

✭✷✳✶✮

❆✐♥s✐✱
ϕp ◦ π = π ◦ ϕp.

▲❡ ❝♦r♣s M
(
C̃⋆
)
♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ g̃ (z̃) 7→ g̃ (z̃p)✱

(
M
(
C̃⋆
)
, g̃ (z̃) 7→ g̃ (z̃p)

)
,

❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭✷✳✶✮✱

(M (C⋆) , f(z) 7→ f (zp))

❡st ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡
(
M
(
C̃⋆
)
, g̃ (z̃) 7→ g̃ (z̃p)

)
✳

❙♦✐t E ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ P1 (C)✱ ♦♥ ♥♦t❡

π⋆M (E) := {f ◦ π | f ∈ M (E)}.
❖♥ ♥♦t❡ D := D(0, 1) ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ♦✉✈❡rt ❡t D := D(0, 1) ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✉♥✐té ❢❡r♠é✳
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▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✳ ❙♦✐t E = D ♦✉ E = P1 (C) \D✳ ❙✐ h ∈ π⋆M (E) ❛❧♦rs h ◦ϕp ∈ π⋆M (E)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ h ∈ π⋆M (E) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ g ∈ M (E) t❡❧ q✉❡ h = g ◦ π✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

h ◦ ϕp = g ◦ π ◦ ϕp = g ◦ ϕp ◦ π

♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✭✷✳✶✮✳ ❖r✱ g ◦ ϕp ∈ M (E) ❛✐♥s✐ h ◦ ϕp ∈ π⋆M (E)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✳ ❖♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés

M
(
C̃⋆
)
∩ π⋆M (D) = π⋆M (C) , ✭✷✳✷✮

M
(
C̃⋆
)
∩ π⋆M

(
P1 (C) \D

)
= π⋆M

(
P1 (C) \ {0}

)
✭✷✳✸✮

❡t
M
(
C̃⋆
)
∩ π⋆M (D) ∩ π⋆M

(
P1 (C) \D

)
= π⋆M

(
P1 (C)

)
= π⋆C(z). ✭✷✳✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✮✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s π⋆M (C) ⊂ π⋆M (D) ❡t

π⋆M (C) ⊂ M
(
C̃⋆
)
❛❧♦rs

π⋆M (C) ⊂ M
(
C̃⋆
)
∩ π⋆M (D) .

❙♦✐t f ∈ M
(
C̃⋆
)
∩ π⋆M (D)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ g ∈ M (D) t❡❧ q✉❡ f = π⋆g = g ◦ π✳ P✉✐sq✉❡

f = g ◦ π = g ◦ exp ◦l̃n ∈ M
(
C̃⋆
)

❡t l̃n : C̃⋆ → C ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ ❛❧♦rs

g ◦ exp ∈ M (C)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ exp : C → C⋆ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡✱
♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ g ∈ M (C⋆)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ q✉❡ f = g ◦ π ❛✈❡❝

g ∈ M (D) ∩M (C⋆) = M (C) ,

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✮✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✸✮✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✹✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✸✮

❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
M
(
P1 (C)

)
= C(z).

✷✳✷ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ p ∈ N≥2✳ ❙♦✐❡♥t f ❡t g̃ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡

P1 (C) ❡t ❞❡ C̃⋆ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ϕp ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕp : f(z) 7→ f (zp) ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕp : g̃ (z̃) 7→ g̃ (z̃p)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕp (Y ) = AY ✭✷✳✺✮

❛✈❡❝ A ∈ GLn(C(z))✳ ▲✬❡♥t✐❡r n ∈ N⋆ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✺✮✳



✷✳✷✳ ➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉❊ ▼❆❍▲❊❘ ❘➱●❯▲■➮❘❊❙ ❊◆ 0✱ 1 ❊❚ ∞ ✷✾

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐t z0 ∈ {0, 1,∞}✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✺✮ ❡st ❞✐t ré❣✉❧✐❡r ❡♥ z0 s✐ A ❛ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ z0 ❡t A (z0) = In✳

❙♦✐t A ∈ GLn(C(z))✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞

ϕp (Y ) = AY ♦ù A(0) = A(1) = A(∞) = In. ✭✷✳✻✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts z = 0✱ z = 1 ❡t z = ∞✳
P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ π⋆✭✷✳✻✮ ❧❡ s②stè♠❡

ϕp

(
Ỹ
)
= (π⋆A) Ỹ .

✷✳✷✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ 0 ❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Y (0)(z) =
+∞∏
j=0

A
(
zp

j
)−1

❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0

❡t Y (∞)(z) =
+∞∏
j=0

A
(
zp

j
)−1

❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✲

✈❛♥t❡✱ Y (0) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Y (∞)✮ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✮ ❞❡ ✭✷✳✻✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Y (0) ❡t Y (∞) s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✮✳ ❖♥ ❛ ✿

Y (0)(z) =
+∞∏

j=0

A(zp
j

)−1 ∈ GLn (M (D)) ,

Y (∞)(z) =
+∞∏

j=0

A(zp
j

)−1 ∈ GLn
(
M
(
P1 (C) \D

))
.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Y (0) ❡t Y (∞) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ✐❧s ♦♥t ❧❡ ❝❡r❝❧❡
✉♥✐té ❝♦♠♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ Y (0) s❛t✐s❢❛✐t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ z 7→ 1/z✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r Y (∞) s✬❡♥ ❞é❞✉✐t✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝②❝❧✐q✉❡
✭✈♦✐r ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✳✶✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ P ∈ GLn (C(z)) t❡❧ q✉❡ ϕp (P )AP−1 := A❝♦♠♣ ❡st ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❛♥❞é ✭✈♦✐r ✭❬❘❛♥✾✷✱ ❚❤é♦rè♠❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸❪
♦✉ ❬❇❈❘✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷❪✮✮✱ ❝♦♠♠❡ PY (0) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉
s②stè♠❡ ϕp(Y ) = A❝♦♠♣Y ✱ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠ér♦♠♦r♣❤❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❝♦♠♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✹✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱

Ỹ (0) := Y (0) ◦ π = π⋆Y (0) ∈ GLn (π
⋆M (D))

❡t
Ỹ (∞) := Y (∞) ◦ π = π⋆Y (∞) ∈ GLn

(
π⋆M

(
P1 (C) \D

))

s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✻✮✳
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✷✳✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ 1

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z = exp(u) ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s

X(pu) = B(u)X(u)

♦ù X(u) = Y (exp(u)) ❡t B(u) = A(exp(u))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ A(1) = In ❡st éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡ à B(0) = In✳ P♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✈❞P❙✾✼✱ ▲❡♠♠❛ ✶✷✳✹❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ G(u) =
∏
k≥1

B(p−ku) ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s

X(pu) = B(u)X(u) ✭✷✳✼✮

♦ù B(u) = A(exp(u))✱ A ét❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✮✱ ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s
❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✻✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Ỹ (1) (z̃) := G
(
l̃n (z̃)

)
=
∏
k≥1

π⋆A
(
z̃ p

−k
)

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞✉ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✻✮ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C̃⋆✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ G ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤♦❧♦✲
♠♦r♣❤❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✱ ❝❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C✳ ❆✐♥s✐✱ Ỹ (1) ❛
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C̃⋆✳

✷✳✷✳✸ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥t

Ỹ (0) ∈ GLn (π
⋆M (D)) , Ỹ (1) ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

, Ỹ (∞) ∈ GLn
(
π⋆M

(
P1 (C) \D

))

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✻✮ ❝♦♥str✉✐t❡s ❛✉① ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✷✳✷✳✹ ❡t ✷✳✷✳✻✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ❡st

C̃(0) := Ỹ (1)−1Ỹ (0) ∈ GLn (M (Σ0)) .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❡♥tr❡ ∞ ❡t 1 ❡st

C̃(∞) = Ỹ (1)−1Ỹ (∞) ∈ GLn (M (Σ∞)) .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ C̃(0) ❡t C̃(∞) ✈ér✐✜❡♥t

ϕp

(
C̃(i)

)
= C̃(i) s✉r Σi

♣♦✉r i ∈ {0,∞}✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t i ∈ {0,∞}✳ ❈♦♠♠❡ Ỹ (i) ❡t Ỹ (1) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✻✮✱

ϕp

(
C̃(i)

)
= ϕp

(
Ỹ (1)

)−1
ϕp

(
Ỹ (i)

)
= Ỹ (1)−1 (π⋆A)−1 (π⋆A) Ỹ (i) = C̃(i).
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✷✳✷✳✹ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞ ✿

ϕp (Y ) = AY, A ∈ GLn (C(z)) ✭✷✳✽✮

❡t
ϕp (Y ) = BY, B ∈ GLn (C(z)) . ✭✷✳✾✮

❙♦✐❡♥t

Ỹ
(0)
A ∈ GLn (π

⋆M (D)) , Ỹ
(1)
A ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

, Ỹ
(∞)
A ∈ GLn

(
π⋆M

(
P1 (C) \D

))

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✽✮ ❝♦♥str✉✐t❡s ❛✉① ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✷✳✷✳✹ ❡t ✷✳✷✳✻✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❞✉ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✽✮ ✿

C̃
(0)
A := Ỹ

(1)
A
−1Ỹ (0)

A ∈ GLn (M (Σ0)) ,

C̃
(∞)
A = Ỹ

(1)
A
−1Ỹ (∞)

A ∈ GLn (M (Σ∞)) .

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ C̃(0)
B ❡t C̃(∞)

B ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✾✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ◗✉❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s C̃(0)

A ❡t C̃(∞)
A ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t✲❡❧❧❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✽✮ ❄

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ✭✷✳✽✮ ❡t ✭✷✳✾✮ s♦♥t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts
s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ R ∈ GLn (C(z)) t❡❧ q✉❡ ϕp (R) = BRA−1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❙✐ C̃(0)
A = C̃

(0)
B ❡t C̃(∞)

A = C̃
(∞)
B ❛❧♦rs ❧❡s s②stè♠❡s ✭✷✳✽✮ ❡t ✭✷✳✾✮

s♦♥t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t
R̃ := Ỹ

(1)
B Ỹ

(1)
A
−1. ✭✷✳✶✵✮

▲❡s é❣❛❧✐tés
C̃

(0)
A = C̃

(0)
B ❡t C̃

(∞)
A = C̃

(∞)
B

✐♠♣❧✐q✉❡♥t
R̃ = Ỹ

(0)
B Ỹ

(0)
A
−1 s✉r Σ0, ✭✷✳✶✶✮

R̃ = Ỹ
(∞)
B Ỹ

(∞)
A

−1 s✉r Σ∞. ✭✷✳✶✷✮

▲❡s é❣❛❧✐tés ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✶✶✮✱ ✭✷✳✶✷✮ ♠♦♥tr❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡

R̃ ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

✱ R̃ ∈ GLn (π
⋆M (D)) ❡t R̃ ∈ GLn

(
π⋆M

(
P1 (C) \D

))
✳

▲❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ R̃ = π⋆R ♦ù R ∈ GLn (C(z))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

ϕp

(
R̃
)
= ϕp

(
Ỹ

(1)
B

)
ϕp

(
Ỹ

(1)
A

)−1
= (π⋆B) Ỹ

(1)
B Ỹ

(1)
A
−1 (π⋆A)−1 = (π⋆B) R̃ (π⋆A)−1 .

❆✐♥s✐✱
ϕp (R) = BRA−1.
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✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r
ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 0✱ 1✱ ∞

✷✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t

❙♦✐❡♥t

Ỹ (0) ∈ GLn (π
⋆M (D)) , Ỹ (1) ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

, Ỹ (∞) ∈ GLn
(
π⋆M

(
P1 (C) \D

))

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ π⋆✭✷✳✻✮ ❝♦♥str✉✐t❡s ❛✉① ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✷✳✷✳✹ ❡t ✷✳✷✳✻✳
❙♦✐t

k := ∪d≥1kd ❛✈❡❝ kd = π⋆C
(
z1/d

)
.

❙♦✐t p ∈ N≥2✳ ❖♥ ♠✉♥✐t ❧❡ ❝♦r♣s k ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

ϕp : k → k
f (z̃) 7→ f (z̃p) .

▲❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✉ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (k, ϕp) ❡st

kϕp = C,

✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ k ❡st 0✳
❙♦✐t

L0 = k
(
Ỹ (0)

)

❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ k ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ỹ (0)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥
♥♦t❡

L1 = k
(
Ỹ (1)

)
❡t L∞ = k

(
Ỹ (∞)

)
.

❖♥ ♠✉♥✐t ❛✉ss✐ ❝❡s tr♦✐s ❝♦r♣s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕp : f (z̃) 7→ f (z̃p)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ 0✳ ❙✐ ϕp(f) = f ❛❧♦rs f ∈ C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ f ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ 0✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

f(z) =
∑
k≥k0

akz
k ❛✈❡❝ k0 ∈ Z ❡t ak ∈ C✳

▲✬é❣❛❧✐té ϕp(f) = f s❡ réé❝r✐t
∑

k≥k0
akz

pk =
∑

k≥k0
akz

k. ✭✷✳✶✸✮

▲✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧✉s ❜❛s ❞❡❣rés ❞❡ ✭✷✳✶✸✮ ❞♦♥♥❡ pk0 = k0 ❞♦♥❝ k0 = 0✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té
✭✷✳✶✸✮✱ s✐ p ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s k ❛❧♦rs ak = 0 ❡t s✐ p ❞✐✈✐s❡ k ❛❧♦rs ak/p = ak✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ pn ❡st ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ p ❞✐✈✐s❛♥t k✱

ak = ak/p = ... = ak/pn = 0.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ f = a0 ∈ C✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❙♦✐t R0 ❧❛ k✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Ỹ (0) ❡t ❞❡

det
(
Ỹ (0)

)−1
✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R0, ϕp) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡ π⋆✭✷✳✻✮

s✉r (k, ϕp)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (L0, ϕp) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡
π⋆✭✷✳✻✮ s✉r (k, ϕp)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ R0 ❡st s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ③ér♦ ❡t q✉❡ L0 ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
❞❡ R0✱ s✐ R0 ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡ π⋆✭✷✳✻✮ s✉r (k, ϕp) ❛❧♦rs (L0, ϕp) ❡st ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡ π⋆✭✷✳✻✮ s✉r (k, ϕp)✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ R0 ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡
P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡ π⋆✭✷✳✻✮ s✉r (k, ϕp)✱ ❞✬❛♣rès ❬✈❞P❙✾✼✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✷✹❪✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

• R0 ♥✬❛ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❀

• ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ L0✱ ♥♦té L
ϕp
0 ✱ ❡st kϕp ✭✐✳❡✳ C✮ ❀

• ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ π⋆✭✷✳✻✮ ❞❛♥s GLn (R0) ❀

• R0 ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés✳

❙❡✉❧❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ Lϕp0 ⊂ C ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ♠♦♥tr♦♥s✲❧❛✳ ❙♦✐t

f ∈ L
ϕp
0 = {h ∈ L0 | ϕp(h) = h}.

P✉✐sq✉❡ f ∈ L0✱ f ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ g ◦ π ♦ù

g =
n∑
i=0

αigi ❛✈❡❝ αi ∈ ∪d≥1C
(
z1/d

)
❡t gi ∈ M (D)✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ d ∈ N≥1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, ..., n}✱ αi ∈ C
(
z1/d

)
✳ ❆✐♥s✐✱ ϕd (αi) ∈ C(z)

❡t ♣✉✐sq✉❡ ϕd (gi) ∈ M (D) ❛❧♦rs

ϕd (g) ∈ M (D) .

P✉✐sq✉❡ f = g ◦ π✱ ❧✬é❣❛❧✐té ϕp (f) = f ❞♦♥♥❡ ϕp(g) = g✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

ϕp (ϕd(g)) = ϕd(g).

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ϕd(g) ∈ C ❞♦♥❝ g ∈ C ❡t f = g ◦ π ∈ C✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❙✐ R∞ ❡st ❧❛ k✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Ỹ (∞) ❡t

❞❡ det
(
Ỹ (∞)

)−1
✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R∞, ϕp) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡

π⋆✭✷✳✻✮ s✉r (k, ϕp)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (L∞, ϕp) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t
❞❡ π⋆✭✷✳✻✮ s✉r (k, ϕp)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✹✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ 0✳ ❙✐ f(pz) = f(z) ❛❧♦rs f ∈ C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

f(z) =
+∞∑
k=k0

akz
k ❛✈❡❝ ak ∈ C✳
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❙✐ f(pz) = f(z) ❛❧♦rs
+∞∑

k=k0

akp
kzk =

+∞∑

k=k0

akz
k

❡t ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ pkak = ak✳ ❆✐♥s✐✱ ak = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ̸= 0 ❞✬♦ù f = a0 ∈ C✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❙♦✐t R1 ❧❛ k✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Ỹ (1) ❡t ❞❡

det
(
Ỹ (1)

)−1
✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (R1, ϕp) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡ π⋆✭✷✳✻✮

s✉r (k, ϕp)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (L1, ϕp) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❞❡
π⋆✭✷✳✻✮ s✉r (k, ϕp)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ♥♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t
❡st ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

L
ϕp
1 ⊂ C,

♠♦♥tr♦♥s✲❧❛✳ P✉✐sq✉❡ L1 ⊂ M
(
C̃⋆
)
✱ s✐ f ∈ L

ϕp
1 ❛❧♦rs f = g◦ l̃n ❛✈❡❝ g := f ◦ l̃n−1 ∈ M (C)

❡t g(pz) = g(z) ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ g ∈ C ❞✬♦ù f ∈ C✳

❖♥ ♥♦t❡
G := Gal (L1/k) = {σ ∈ ❆✉t (L1/k) | σϕp = ϕpσ}

❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✮✳

✷✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✻✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té
n∑

j=1

gjfj = 0

♦ù ❧❡s fj s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C̃⋆ ❡t ❧❡s gj ❧❡ s♦♥t s✉r Σ0 ❛✈❡❝ ϕp (gj) = gj
❛❧♦rs

n∑

j=1

gj (ũ) fj = 0

♣♦✉r t♦✉t ũ ∈ Σ0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s gj✱ j ∈ {1, ..., n}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ũ ∈ Σ0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s gj✳ ❖♥ ♥♦t❡ hũ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦✲
♠♦r♣❤❡ s✉r C̃⋆ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

hũ =
n∑

j=1

gj (ũ) fj.

❈♦♠♠❡ ũ1/p
n −→
n→+∞

1̃ ❡t q✉❡ ❧❡s fj s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1̃ ∈ C̃⋆ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

n0 ∈ N⋆ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0✱ ❧❡s ũ1/p
n
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♣ô❧❡s ❞❡s fj✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱

gj (ũ) = gj (ũ
p) ❞♦♥❝ gj (ũ) = gj

(
ũ1/p

n)
❡t

∀n ≥ n0, hũ
(
ũ1/p

n)
= hũ1/pn

(
ũ1/p

n)
= 0.
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❆✐♥s✐
0 = hũ

(
ũ

1
pn0

)
= hũ

(
ũ

1

pn0+1

)
= ... = hũ

(
ũ

1

pn0+n

)
= ...

❈♦♠♠❡ hũ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r C̃⋆ ❡t ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ③ér♦s q✉✐ s✬❛❝❝✉♠✉❧❡♥t ❡♥ 1̃✱ ❡❧❧❡
❡st ♥✉❧❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✼✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té
n∑

j=1

gjfj = 0

♦ù fj ∈ π⋆M (D) ❡t gj ∈ M (Σ0) ❛✈❡❝ ϕp (gj) = gj ❛❧♦rs

n∑

j=1

gj (ũ) fj = 0

♣♦✉r t♦✉t ũ ∈ Σ0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s gj✱ j ∈ {1, ..., n}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ũ ∈ Σ0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s gj✳ ❖♥ ♥♦t❡

hũ :=
n∑

j=1

gj (ũ) fj.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ hũ ∈ π⋆M (D)✳ ❈♦♠♠❡ π
(
ũp

n) −→
n→+∞

0 ❡t q✉❡ fj ∈ π⋆M (D)✱ ✐❧ ❡①✐st❡

n0 ∈ N⋆ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0✱ ❧❡s ũp
n
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♣ô❧❡s ❞❡s fj✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱

gj (ũ) = gj (ũ
p) ❞♦♥❝ gj (ũ) = gj

(
ũp

n)
❡t

∀n ≥ n0, hũ
(
ũp

n)
= hũpn

(
ũp

n)
= 0.

❈♦♠♠❡ hũ ∈ π⋆M (D)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ kũ ∈ M (D) t❡❧ q✉❡ hũ = kũ ◦ π ❞♦♥❝

0 = kũ
(
π
(
ũp

n0
))

= kũ

(
π
(
ũp

n0+1
))

= ... = kũ

(
π
(
ũp

n0+n
))

= ...

❆✐♥s✐✱ kũ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r D ❡t ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ③ér♦s q✉✐ ♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥ 0✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥✉❧❧❡ ❞✬♦ù hũ ❡st ♥✉❧❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✽✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té
n∑

j=1

gjhjfj = 0

♦ù hj ∈ k := ∪d≥1π⋆C
(
z1/d

)
✱ fj ∈ π⋆M (D) ❡t gj ∈ M (Σ0) ❛✈❡❝ ϕp (gj) = gj ❛❧♦rs

n∑

j=1

gj (ũ)hjfj = 0

♣♦✉r t♦✉t ũ ∈ Σ0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s gj✱ j ∈ {1, ..., n}✳



✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❉❊◆❙■❚➱ ❉❆◆❙ ▲❊ ❈❆❙ ❘➱●❯▲■❊❘

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡

ϕd : f (z̃) 7→ f
(
z̃d
)
.

■❧ ❡①✐st❡ d ∈ N≥1 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, ..., n}✱ ϕd (hj) ∈ π⋆C(z)✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛
❞♦♥❝ q✉❡

n∑

j=1

ϕd (gjhjfj) = 0

❛✈❡❝ ϕd (hj) ∈ π⋆C(z) ⊂ π⋆M (D)✱ ϕd (fj) ∈ π⋆M (D) ✭♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷✮ ❡t ❛✈❡❝
ϕd (gj) ∈ M (Σ0) ✈ér✐✜❛♥t ϕp (ϕd (gj)) = ϕd (gj)✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

n∑

j=1

gj
(
ũd
)
ϕd (hjfj) = 0 ✭✷✳✶✹✮

♣♦✉r t♦✉t ũ ∈ Σ0 t❡❧ q✉❡ ṽ := ũd ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s gj✳ ❊♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✹✮
♣❛r ϕ−1d ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

n∑

j=1

gj (ṽ)hjfj = 0

♣♦✉r t♦✉t ṽ ∈ Σ0 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡s gj✱ j ∈ {1, ..., n}✳

✷✳✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ k := ∪d≥1π⋆C
(
z1/d

)
✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✸✳✾✳ ❙♦✐t ℓ ∈ {0, 1,∞}✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Iℓ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s P ❞❡ n2

✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r k t❡❧s q✉❡ P
(
Ỹ (ℓ)

)
:= P

(
ỹ
(ℓ)
1,1, ..., ỹ

(ℓ)
1,n, ..., ỹ

(ℓ)
n,1, ..., ỹ

(ℓ)
n,n

)
= 0 ♦ù ❧❡s ỹ(ℓ)i,j s♦♥t

❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Ỹ (ℓ) ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✹ ♣♦✉r ℓ ∈ {0,∞} ❡t ❛✉
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✻ ♣♦✉r ℓ = 1✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✻✮ ✿

• C̃(0) = Ỹ (1)−1Ỹ (0)✱ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r Σ0✳

• C̃(∞) = Ỹ (1)−1Ỹ (∞)✱ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r Σ∞✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t

ϕp

(
C̃(0)

)
= C̃(0) ❡t ϕp

(
C̃(∞)

)
= C̃(∞) .

❏✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ♦♥ ✜①❡ i ∈ {0,∞}✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐t ũ ∈ Σi q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ C̃(i)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ k✱

τ
(i)
ũ : Li → L1
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q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ Ỹ (i) ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ Ỹ (1)C̃(i)(ũ)✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱

τ
(i)
ũ : Li → L1

Ỹ (i) 7→ Ỹ (1)C̃(i)(ũ) .

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ C̃(i)(ũ) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛❧♦rs τ (i)ũ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❡st ❝❧❛✐r❡✱ ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✳ ❙♦✐❡♥t X = {xj,l}j,l∈[|1,n|] ❞❡s
✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r k ❡t

φi : k[X] → k[Ỹ (i)]

❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s t❡❧ q✉❡ φi(X) = Ỹ (i)✳ P✉✐sq✉❡ Ii = ker(φi)✱ φi ✐♥❞✉✐t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s ✿

φi : k [X] /Ii → k[Ỹ (i)].

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

φ1 : k [X] /I1 → k[Ỹ (1)].

▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s

ψ : k [X] /Ii → k [X] /I1

P (X) 7→ P
(
XC̃(i) (ũ)

)

❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❝❛r s✐ P (X) ∈ Ii ❛❧♦rs 0 = P
(
Ỹ (i)

)
= P

(
Ỹ (1)C̃(i)

)
✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té

♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Ỹ (i) = Ỹ (1)C̃(i)✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ Ỹ (1) ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s

s✉r C̃⋆✱ C̃(i) ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r Σi ❡t ϕp
(
C̃(i)

)
= C̃(i)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

k ⊂ M
(
C̃⋆
)
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ P

(
Ỹ (1)C̃(i) (ũ)

)
= 0 s♦✐t P

(
XC̃(i) (ũ)

)
∈ I1 ♣❛r ❧❡

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✻ ✭❛♣♣❧✐q✉é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s i = 0 ❡t ❛♣♣❧✐q✉é s✉✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ z̃ 7→ 1/z̃ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s i = ∞✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ C̃(i)(ũ) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ψ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❡st s♦♥ ✐♥✈❡rs❡

k [X] /I1 → k [X] /Ii

P (X) 7→ P
(
XC̃(i) (ũ)−1

)
.

P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✽✱ ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿

k[X]/Ii
ψ //

��φi

k[X]/I1

�� φ1

k[Ỹ (i)]
φ1ψφi

−1
// k[Ỹ (1)] .

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ τ (i)ũ = φ1ψφi
−1 ét❡♥❞✉ ❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ k

(
Ỹ (i)

)
❞❛♥s k

(
Ỹ (1)

)
♣♦ssè❞❡

t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡q✉✐s❡s✳
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✶✶✳ ❙♦✐❡♥t ũ, ṽ ∈ Σi t❡❧s q✉❡ C̃(i) (ũ) ❡t C̃(i) (ṽ) s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❡t
✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

τ
(i)
ṽ τ

(i)
ũ

−1
: L1 → L1

Ỹ (1) 7→ Ỹ (1)C̃(i) (ṽ) C̃(i) (ũ)−1 .

❆❧♦rs τ (i)ṽ τ
(i)
ũ

−1 ∈ G✳

✷✳✸✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐t Γ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s τ (0)ṽ τ
(0)
ũ

−1
❡t

τ
(∞)
ỹ τ

(∞)
x̃

−1
♦ù ũ, ṽ ∈ Σ0 ❡t x̃, ỹ ∈ Σ∞ s♦♥t t❡❧s q✉❡ C̃(0) (ũ)✱ C̃(0) (ṽ)✱ C̃(∞) (x̃) ❡t C̃(∞) (ỹ)

s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ✿

G = Γ.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ LΓ
1 = k✳ ❙❡✉❧❡

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ LΓ
1 ⊂ k ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t h ∈ LΓ

1 ✳ ❈♦♠♠❡ h ∈ L1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ P à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s k t❡❧❧❡ q✉❡

h = P
(
Ỹ (1)

)
. ✭✷✳✶✺✮

P✉✐sq✉❡ h ❡st ✜①é❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Γ✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✜①é❡ ♣❛r ❧❡s τ (0)ṽ τ
(0)
ũ

−1
✳

❆✐♥s✐✱ h (z̃) = P
(
Ỹ (1) (z̃) C̃(0) (ṽ) C̃(0) (ũ)−1

)
. P♦✉r ṽ = z̃✱ ❝♦♠♠❡ Ỹ (1)C̃(0) = Ỹ (0)✱

h (z̃) = P
(
Ỹ (0) (z̃) C̃(0) (ũ)−1

)
. ✭✷✳✶✻✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❤ ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧❡s τ (∞)
ỹ τ

(∞)
x̃

−1
✱ h (z̃) = P

(
Ỹ (1) (z̃) C̃(∞) (ỹ) C̃(∞) (x̃)−1

)

❡t ♣♦✉r ỹ = z̃✱

h (z̃) = P
(
Ỹ (∞) (z̃) C̃(∞) (x̃)−1

)
. ✭✷✳✶✼✮

■❧ ❡①✐st❡ d ∈ N≥1 t❡❧ q✉❡ ϕd(P ) ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s π⋆C(z)✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✺✮✱ h ❡st
♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r C̃⋆ ❞♦♥❝ ϕd(h) ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✻✮✱ ϕd(h) s❡
♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r π⋆M (D)✳ ❊t✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✷ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té
✭✷✳✶✼✮✱ h s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r π⋆M

(
P1 (C) \D

)
✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡

✷✳✶✳✸✱ ϕd(h) ∈ π⋆C(z) ❞♦♥❝ h ∈ k✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ G ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ GLn (C)✱ ❝♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✱ ❡t ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ Γ ❛✉ ❣r♦✉♣❡
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
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C̃(0) (ṽ) C̃(0) (ũ)−1 ❡t C̃(∞) (ỹ) C̃(∞) (x̃)−1

♦ù ũ, ṽ ∈ Σ0 ❡t x̃, ỹ ∈ Σ∞ s♦♥t t❡❧s q✉❡ C̃(0) (ũ)✱ C̃(0) (ṽ)✱ C̃(∞) (x̃) ❡t C̃(∞) (ỹ) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳ P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷✱ Γ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ✿

G = Γ.

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✸✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t

E0 := {ũ ∈ Σ0 | C̃(0) (ũ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡}

❡t
E∞ := {x̃ ∈ Σ∞ | C̃(∞) (x̃) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡}.

❖♥ ♥♦t❡ Γ(0) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Γ(∞)✮ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s C̃(0) (ṽ) C̃(0) (ũ)−1

♣♦✉r t♦✉t (ũ, ṽ) ∈ E2
0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t C̃(∞) (ỹ) C̃(∞) (x̃)−1 ♣♦✉r t♦✉t (x̃, ỹ) ∈ E2

∞✮✳ ❈❡
s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ GLn (C)✳ ❖♥ ♥♦t❡

C̃(0) (ũ, ṽ) := C̃(0) (ṽ) C̃(0) (ũ)−1 ❡t C̃(∞) (x̃, ỹ) := C̃(∞) (ỹ) C̃(∞) (x̃)−1

♣♦✉r t♦✉s ũ, ṽ ∈ E0✱ x̃, ỹ ∈ E∞✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ Γ(0) ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ M1 ∈ Γ(0)

❡t M2 ∈ Γ(0) ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

M1 =

n1∏

k=1

C̃(0) (ũk, ṽk) ❡t M2 =

n2∏

k=1

C̃(0) (ũ′k, ṽ
′
k)

♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ũk, ũ′k, ṽk, ṽ
′
k ∈ E0 ❡t n1, n2 ∈ N. ❖♥ ❛ C̃(0) (ũk, ũk) = In✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝

s✉♣♣♦s❡r q✉❡ n1 = n2✳ P♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . , n1}✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ γk ❞❛♥s E2
0

q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts (ũk, ṽk) ❡t (ũ′k, ṽ
′
k) ♣✉✐sq✉❡ E0 ❡st é❣❛❧ à Γ(0) ♣r✐✈é ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡

C̃(0)✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Γ(0) q✉✐ r❡❧✐❡ C̃(0) (ũk, ṽk) à
C̃(0) (ũ′k, ṽ

′
k)✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t M1 ❡t M2 ❞❛♥s Γ(0)✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ Γ(∞) ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ st❛♥❞❛r❞✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ Γ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Γ(0) ❡t Γ(∞)✳ P✉✐sq✉❡ In ∈ Γ(0)∩Γ(∞)✱
❧❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉r ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ st❛♥❞❛r❞✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳✶✹✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷✱

G = Γ.

❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✸✱ Γ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❞♦♥❝ G ❧✬❡st ❛✉ss✐✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❚❤é♦rè♠❡
✷✳✸✳✶✷✱ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞♦♥❝
✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✷✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢r❛♥ç❛✐s❡
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬P♦✉✷✶❪ ❡t ✐❧ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts 0✱ 1 ❡t ∞✳ ❉❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❡t ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♣rér❡q✉✐s s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
❡t ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r
s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✳ ▲❡s ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹ ❡t ✸✳✺ s♦♥t ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥
0✱ 1 ❡t ∞✳

✸✳✶ ❙②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❞✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ x ∈ C s✐ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ x ❡t A(x) ∈ GLn (C)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❞✐t❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ ∞ s✐ A(1/z) ❡st
ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳

✸✳✶✳✶ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

ϕp(Y ) = AY ✭✸✳✶✮

❛✈❡❝ A ∈ GLn (C({z}))✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ❞✐t ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 0 s✐ A ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳

✹✶
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ 0
❛✉ s②stè♠❡

ϕp(Y ) = BY

❛✈❡❝ B ∈ GLn (C({z})) s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ T ∈ GLn (C({z}))✱ ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡✱
t❡❧ q✉❡

B = ϕp(T )
−1AT.

▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t Z ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡t T ∈ GLn (C({z})) ❛❧♦rs

ϕp
(
T−1Z

)
= ϕp(T )

−1AT︸ ︷︷ ︸
:=B

T−1Z.

❆✐♥s✐✱ T−1Z ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = BY ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ❞✐t s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 s✐ ✐❧ ❡st ♠ér♦♠♦r✲
♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ 0 à ✉♥ s②stè♠❡ ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 0 ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
T ∈ GLn (C({z})) t❡❧ q✉❡ ϕp(T )−1AT s♦✐t ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ ✜①❡ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ||.|| s✉r Mn (C) q✉✐ ❡st s♦✉s✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✉♥✐q✉❡ F ∈ GLn (C[[z]]) t❡❧ q✉❡ F (0) = In ❡t

ϕp(F )
−1AF = A(0). ✭✸✳✷✮

❖♥ ❛ F ∈ GLn (C{z})✳
❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ A ∈ GLn (M (D)) ❛❧♦rs F ∈ GLn (M (D))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ✐❝✐ ❞❡ tr❛✐t❡r
❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ A(0)✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ❡♥ ❬❘♦q✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✹❪✱ ❡t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❡♥s✉✐t❡
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ F ∈ Mn (C[[z]]) t❡❧ q✉❡

{
AF = ϕp(F )A(0)
F (0) = In .

✭✸✳✸✮

❖♥ ♥♦t❡

F (z) = In +
+∞∑

k=1

Fkz
k =

+∞∑

k=0

Fkz
k

❛✈❡❝ F0 = In ❡t

A(z) =
+∞∑

k=0

Akz
k.
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❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ A(z)F (z) = F (zp)A(0),

+∞∑

k=0

(
k∑

j=0

AjFk−j

)
zk =

+∞∑

k=0

FkA0z
pk.

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡




∀k ∈ N, (p ∤ k) ⇒
(

k∑
j=0

AjFk−j = 0

)

∀k ∈ N, (p | k) ⇒
(

k∑
j=0

AjFk−j = Fk/pA0

)
.

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ F ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r





F0 = In

∀k ∈ N, (p ∤ k) ⇒ Fk = −A−10

(
k∑
j=1

AjFk−j

)

∀i ∈ N⋆, Fpi = A−10 FiA0 − A−10

(
pi∑
j=1

AjFpi−j

)
.

▼♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ F ✳ ❙♦✐❡♥t fk := ||Fk||✱ ak := ||Ak||✱ b := ||A−10 ||✳ ❖♥
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ s✉✐t❡

(
fn
)
n≥0 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r





f0 = f0

∀n ∈ N⋆, fn = b
n−1∑
i=0

(an−i + a0) fi
.

❯♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ 0 ≤ fk ≤ fk✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡

❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ F ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
+∞∑
k=0

fkz
k ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❖r✱ ♦♥ ❛

S(z) :=
+∞∑

j=0

fjz
j = f0 + b

+∞∑

j=1

j−1∑

i=0

(aj−i + a0) fiz
j = f0 + b

+∞∑

i=0

+∞∑

j=i+1

(aj−i + a0) fiz
j.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

S(z) = f0 + bS(z)

(
+∞∑

j=1

ajz
j + a0

+∞∑

j=1

zj

)
.

❆✐♥s✐✱ S(z) =
f0

1− b

(
+∞∑
j=1

ajzj + a0
+∞∑
j=1

zj

) ❡t S ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❡♥t✐èr❡ à

❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✱ ❡❧❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳
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■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ A ∈ GLn (M (D)) ❛❧♦rs F ∈ GLn (M (D))✳ ◆♦t♦♥s ρ ❧❡ r❛②♦♥
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ F ❡t ♣r❡♥♦♥s z ∈ D(0, ρ)✳ P❛r ✭✸✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

F (z) = A−1(z)...A−1
(
zp

k
)
F
(
zp

k+1
)
Ak+1

0 .

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ z ∈ D ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ N t❡❧ q✉❡ zp
k+1 ∈ D(0, ρ)✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡

é❣❛❧✐té q✉❡ F ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é ♠ér♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t à D✳ ❈❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞ ❛
♣r✐♦r✐ ❞❡ k ♠❛✐s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r F ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✼✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0 ❡t A ∈ GLn (C(z)) ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ F0 ∈ GLn (M (D)) ❡t A0 ∈ GLn (C) t❡❧s q✉❡

ϕp (F0)
−1AF0 = A0.

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✽✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1

ϕp(y) = ay ❛✈❡❝ a(z) = 1
z

❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f0(z) =
∑
n≥0

zp
n
✈ér✐✜❡

ϕp(f0)
−1af0 = 1,

❡❧❧❡ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r D ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠ér♦✲
♠♦r♣❤❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té C (0, 1) ❡st ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❉✬❛♣rès ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❇❡r♥❛r❞ ❘❛♥❞é ✭❬❘❛♥✾✷✱ ❚❤é♦rè♠❡s ✹✳✷✱ ✹✳✸❪✱ ❬❇❈❘✶✸❪✮✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✸✮ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❡❧❧❡ ❛ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❝♦♠♠❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳✾✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❛♠❡♥❡r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Z ❡st ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ϕp(Y ) = A0Y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F0Z ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ϕp(Y ) = AY ♣✉✐sq✉❡

ϕp (F0Z) = ϕp (F0)A0Z = A(F0Z).

❊①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✱

ϕp (Y ) = CY, C ∈ GLn (C) . ✭✸✳✹✮

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r ❬❘♦q✶✽✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ℓ✱ ec✱ c ∈ C⋆

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
ϕp (ℓ) = ℓ+ 1 ❡t ϕp (ec) = cec.

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r ℓ(z) = log log(z)/ log(p) ❡t ec(z) = log(z)log(c)/ log(p)✳ ❙♦✐t
C = CuCs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✉♥❢♦r❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡ C✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ Cu ✭r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Cs✮ ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✮ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Cu✱ Cs ❝♦♠✲
♠✉t❡♥t✳ ❙♦✐t P ∈ GLn (C) t❡❧ q✉❡ P−1CsP := D = ❞✐❛❣ (d1, . . . , dn) ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♦ù ♦♥
♥♦t❡ d1, . . . , dn s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳ ❖♥ é❝r✐t

eCu = Cℓ
u := exp (ℓ log(Cu)) ❡t eCs = P❞✐❛❣ (ed1 , . . . , edn)P

−1,
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✐❧s s❛t✐s❢♦♥t ϕp (eCu) = CueCu ❡t ϕp (eCs) = CseCs ✳ ❖♥ ♣♦s❡ eC := eCueCs ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✱ ♦♥ ❛

ϕp (eC) = CeC .

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ eC ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✹✮✳

✸✳✶✳✷ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

ϕp(Y ) = AY ✭✸✳✺✮

❛✈❡❝ A ∈ GLn
(
C
({

1
z

}))
✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✵✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✺✮ ❡st ❞✐t ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ s✐ A ❡st ré❣✉❧✐èr❡
❡♥ ∞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✺✮ ❡st ❞✐t s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ s✐ ✐❧ ❡st ♠ér♦♠♦r✲
♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ✐✳❡✳ ✈✐❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ T ∈ GLn

(
C
({

1
z

}))
✱

à ✉♥ s②stè♠❡ ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z → 1/z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s
à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✱ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✼ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✶✷✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✺✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐ ❡t A ∈ GLn (C(z))
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ F∞ ∈ GLn

(
M
(
P1 (C) \D

))
❡t A∞ ∈ GLn (C) t❡❧s q✉❡

ϕp (F∞)
−1AF∞ = A∞.

✸✳✶✳✸ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1

➱t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐èr❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 1✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

ϕp(Y ) = AY ✭✸✳✻✮

❛✈❡❝ A ∈ GLn (C({z − 1}))✳
❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ 0 ❡t ❡♥ ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❢✉❝❤s✐❡♥

str✐❝t ❡♥ 1 ❡t ❞❡ s②stè♠❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ ❡st ❞✐t ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 1 s✐ A ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✹✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ ❡st ❞✐t s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 1 s✐ ✐❧ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤✐✲
q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ 1✱ ✐✳❡✳ ✈✐❛ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ T ∈ GLn (C ({z − 1}))✱ à
✉♥ s②stè♠❡ ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 1✳
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❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮✱ ♦♥ ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥
♣♦s❛♥t z = exp(u) ✿

X (pu) = B(u)X(u) ✭✸✳✼✮

❛✈❡❝ B(u) = A (exp(u))✳ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡ s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✸✳✻✮✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ln ❝❛r ✐❧ ❡st ❜✐❤♦✲
❧♦♠♦r♣❤❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 1 ❡t ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ▼❛✐s✱ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛
♣❧✉s ✉t✐❧✐s❡r ln✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ l̃n ❞é✜♥✐ s✉r C̃⋆✱ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧
❞❡ C⋆ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✺✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡

C̃⋆ :=
{(
reib, b

)
| r > 0, b ∈ R

}

❡t q✉❡
l̃n : C̃⋆ → C(

reib, b
)

7→ ln(r) + ib

❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ ❡t ❜✐❥❡❝t✐❢✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ q✉❡ π := exp ◦l̃n ❡t q✉❡ s✐ W ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦✲

♠♦r♣❤❡s s✉r C⋆✱ ♦♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r z̃ ∈ C̃⋆✱

π⋆W (z̃) = W ((π (z̃))) .

❉✬❛♣rès ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶❪✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✶✻✳ ❙♦✐t B ∈ GLn (M (C)) ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ G ∈ GLn (M (C)) ❡t
C0 ∈ GLn (C) t❡❧s q✉❡

G(pu)−1B(u)G(u) = C0.

■❧❧✉str♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✼✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s

X(pz) = B(z)X(z) ❛✈❡❝ B(z) =

(
p exp (2z)
0 exp(z)

)
. ✭✸✳✽✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳ ❉✬❛♣rès ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶❪✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
G ∈ GLn (M (C)) ❡t C0 ∈ GLn (C) t❡❧❧❡s q✉❡ G(pz)−1B(z)G(z) = C0✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ét❛♣❡s
q✉✐ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ✿

• ❖♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✽✮ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ rés♦♥♥❛♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡

Y (pz) = C(z)Y (z),

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ C ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0 ❡t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✐st✐♥❝t❡s

λ ❡t µ ❞❡ C(0) s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡
λ

µ
♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ pZ✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t
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❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts Qj ❡t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
✏s❤❡❛r✐♥❣✑ Sk q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Sk =

(
zIl 0
0 Im

)
.

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱X ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡X = Q1S1...QrSr︸ ︷︷ ︸
:=M

Y ❡t C(z) =M(pz)−1B(z)M(z)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C(0) ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉❡ B(0)
♠♦❞✉❧♦ pZ✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ B(0) s♦♥t 1 ❡t p✱ ❧❡ s②stè♠❡
✭✸✳✽✮ ❡st ❞♦♥❝ rés♦♥♥❛♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶❪✱ ♦♥ ♣♦s❡

Q :=

(
1 1/(1− p)
0 1

)
❡t S =

(
z 0
0 1

)
.

■❧s s❛t✐s❢♦♥t Q−1B(0)Q = ❞✐❛❣ (p, 1) ❡t s✐ M := QS✱

C(z) := (M(pz))−1B(z)M(z) =

(
1 g(z)
0 exp(z)

)

♦ù g(z) = exp(z)−p+(p−1) exp(2z)
p(p−1)z ❡st ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡ s✉r C✳ ▲❡ s②stè♠❡ Y (pz) = C(z)Y (z)

❡st ♥♦♥ rés♦♥♥❛♥t à ❧✬♦r✐❣♥❡✳

• ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ H ∈ GLn (M (C)) t❡❧❧❡ q✉❡ H(0) = In ❡t

H(pz)−1C(z)H(z) = C(0).

▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ H s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s G :=MH ❡t C0 := C(0) s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✽✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✸✳✻✮ ❡st ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 1

❡t A ∈ GLn (C(z))✳ ■❧ ❡①✐st❡ F̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

❡t C0 ∈ GLn (C) t❡❧s q✉❡✱

ϕp

(
F̃1

)−1
(π⋆A) F̃1 = C0.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ ❡♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ✭✸✳✼✮✱
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ F̃1 := G ◦ l̃n ❝♦♥✈✐❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✾✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

ϕp(Y ) = AY ❛✈❡❝ A(z) =

(
p z2

0 z

)
, ✭✸✳✾✮

✐❧ ❡st ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 1✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶✼✱ ♣✉✐sq✉❡ π⋆A = B ◦ l̃n✱
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ F̃1 := G ◦ l̃n s❛t✐s❢❛✐t ϕp

(
F̃1

)−1
(π⋆A) F̃1 = C0✳
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❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✷✵✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✻✮ ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 1 ❡t A ∈ GLn (C(z)) ❛❧♦rs

✐❧ ❡①✐st❡ A1 ∈ GLn (C) ❡t F̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

t❡❧s q✉❡

ϕp

(
F̃1

)−1
(π⋆A) F̃1 = A1.

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r ♦✉ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱
❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ❡t ❧❛ ❞✉❛❧✐té t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡
✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✈❞P❙✾✼✱ ❙❛✉✵✸❪✮✳ ❉❛♥s ❬✈❞P❙✾✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦✉✈é
q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ω✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❆✉t⊗ (ω)✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s t❛♥♥❛❦✐❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ❞é✜♥✐s
s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞♦♥❝ ❝❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡✳

✸✳✷ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s✳ ✶

❙♦✐t k ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳

✸✳✷✳✶ ●r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡

❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k✳ ❚♦✉s ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ω ❝♦♥s✐❞érés
❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t s✉♣♣♦sés à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k✱

ω : C → ❱❡❝tf (k) .

●r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ C ❡st ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡ts ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s✱ ❡t ♣♦✉r ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s✳

❙♦✐t X ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C ❡t ⟨X ⟩ ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥♥❡ ❞❡ C ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r X ✭✐✳❡✳
❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ C ❝♦♥t❡♥❛♥t X ❡t ✉♥ ♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐té✱ q✉✐ ❡st st❛❜❧❡
♣❛r ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s✱ s♦♠♠❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡s ❛✉ ❞✉❛❧✱ ❛✉① s♦✉s✲♦❜❥❡ts ❡t ❛✉①
q✉♦t✐❡♥ts✮✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ X ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡ts ❧❡s ω|⟨X ⟩ ♦ù ω
❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ♣♦✉r C ✭✐✳❡✳ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ω à ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ⟨X ⟩✮✱
❡t ♣♦✉r ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ω|⟨X ⟩✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦t❡
●❛❧ (X )✳

✶✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❏❛❝q✉❡s ❙❛✉❧♦② q✉✐ ❛ ré♣♦♥❞✉ à ♠❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡

●❛❧♦✐s ❡t ❞♦♥t ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
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❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ ❡st ✉♥❡
♣❡t✐t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❝❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✿ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❑♦✈✼✸❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥♦r✲
♠❛✉① ❞❡ G✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t H ∈ S✱ G/H ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r k✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ (G,S) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐ ✐❧ ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ s✐ H,H ′ ∈ S ❛❧♦rs H ∩H ′ ∈ S ❀

✷✳ s✐ H ∈ S ❛❧♦rs ❧❡s H ′ ∈ S t❡❧s q✉❡ H ⊂ H ′ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥✈❡rs❡s
♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ϕ : G→ G/H ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦r♠❛✉① ❞❡
G/H ❀

✸✳ s✐ H,H ′ ∈ S ❡t s✐ H ⊂ H ′✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ G/H → G/H ′ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❀

✹✳ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ G→ lim
←−

G/H ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡

❞❡s ❣r♦✉♣❡s G/H,H ∈ S✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ G✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s G ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (G,S)✳

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬❙❡r✻✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶❪✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣r✐♠❡♥t
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❛t❧❛s ❞✐t ❝♦♠♣❧❡t
♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été✮✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (1) ❡t (2) ♣❛r ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥

(1− 2)′✳ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜❧tr❛♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ♣♦✉r ❧❡
r❡♥❞r❡ ✏❝♦♠♣❧❡t✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✸✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ G s✉r k ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r k ❞❡ G q✉✐ s♦♥t
♥♦r♠❛✉①✳

❖♥ ❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❬❑♦✈✼✸✱ ❈❤❛♣t❡r ■✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷❪ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❬❑♦✈✼✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷❪✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t (G,S) ❡t (G′, S ′) ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ϕ : G → G′

✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ϕ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐ ✐❧
s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

• ♣♦✉r t♦✉t H ′ ∈ S ′✱ ϕ−1(H ′) ∈ S ❀

• ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s G/ϕ−1(H ′) → G′/H ′ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ϕ s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳



✺✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❉❊◆❙■❚➱✱ ▲❊ ❈❆❙ ❙■◆●❯▲■❊❘ ❘➱●❯▲■❊❘

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t V ✉♥ k✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ρ : G→ GL(V ) ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G s✐ ρ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

P♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ✈♦✐r ❬❑♦✈✼✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✳ ❙♦✐t (G,S) ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ G′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❢❡r♠é ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G s✐ ♣♦✉r t♦✉t H ∈ S ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❢❡r♠é G′H ❞❡ G/H t❡❧ q✉❡ ✿

• s✐ H ⊂ H ′ ❛✈❡❝ H,H ′ ∈ S ❛❧♦rs ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ G′H ❞❛♥s G/H ′ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à G′H′ ❀

• G′ = lim
←−

G′H ✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ✈♦✐r ❬❑♦✈✼✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✼✳ ❙♦✐t (G,S) ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é G′ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥

S ′ = {G′ ∩H | H ∈ S}.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✽✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ s✉r k s✐ ❝✬❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ s✉r k✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s✑ ❡t ❞❡ ✏s❝❤é♠❛s ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣✲
♥❡s✑ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s k ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡s s❝❤é♠❛s
❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r k s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r k✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ G s✉r k
❞é✜♥✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s Gi

✭✈♦✐r ❬✈❞P❙✵✸✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ❇✳✶✼❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k
❞✉ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ G ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞❡s
Gi ✭❝❛r ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t✱ r❛♣♣❡❧é ❡♥ ❬❇❍❍❲✷✶✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶❪✮✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ k ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞❡s Gi s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à Gi✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ G ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❝❡tt❡ ❞♦♥♥é❡ s✉✣t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡♥
❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✾✳ ❯♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r t♦✉s
x, y, z ∈ ❖❜❥ (C) ✿

• t♦✉s ❧❡s ❍♦♠C (x, y) ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❛✣♥❡s s✉r k ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡
s❝❤é♠❛s ❛✣♥❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r k✮ ❀

• ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❍♦♠C (x, y)× ❍♦♠C (y, z) → ❍♦♠C (x, z)

s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❛✣♥❡s ❀
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• ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐❞❡♥t✐té Idx ∈ ❍♦♠C (x, x) ❡st ❧✬✉♥✐té ❙♣❡❝(k) → ❍♦♠C (x, x) ❞✉
s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ ❍♦♠C (x, x) ❀

• ❧❡s ✐♥✈❡rs❡s ❍♦♠C (x, y) → ❍♦♠C (y, x) s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❛✣♥❡s✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✵✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❖❜❥✳
❙✐ a, b ∈ ❖❜❥✱ ♦♥ ♥♦t❡ G(a, b) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G ❞❡ a ❞❛♥s b✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❖❜❥✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ G ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r R : G → ❱❡❝tf (k) q✉✐ ❛ss♦❝✐❡
à a ∈ ❖❜❥ ✉♥ k✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ Va✱ ❡t q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à x ∈ G(a, b) ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Va ❞❛♥s Vb✳

❙✐G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡
G ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s G(a, b) → ❍♦♠ (Va, Vb)
s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❛✣♥❡s s✉r k✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐❡♥t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡✱ ω ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ❞❡ C
❡t ⟨X ⟩ ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥ ♦❜❥❡t X ❞❡ C✳ ❖♥ ♥♦t❡ g (X ) := ηX
s✐ g = (ηY)Y∈❖❜❥(⟨X⟩) ∈ ❆✉t⊗

(
ω|⟨X ⟩

)
✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❆✉t⊗
(
ω|⟨X ⟩

)
→ ❆✉t (ω (X ))

g 7→ g (X )

❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ■❧ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❆✉t⊗
(
ω|⟨X ⟩

)
à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♥♦té G (X )✱ ❞✉

❣r♦✉♣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❆✉t (ω (X )) ≃ GLn (k)✱ n ét❛♥t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ X ✐✳❡✳ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ k✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ω (X )✳

P♦✉r t♦✉t❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ R✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡♥s♦r✐❡❧ ❝❛♥♦♥✐q✉❡

ϕR : ❱❡❝tf (k) → ▼♦❞R, V ⇝ V ⊗k R.

❙✐ ω1, ω2 : C → ❱❡❝tf (k) s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs t❡♥s♦r✐❡❧s ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ ❍♦♠⊗ (ω1, ω2) ❧❡
❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s t❡❧ q✉❡

❍♦♠⊗ (ω1, ω2) (R) = ❍♦♠⊗ (ϕR ◦ ω1, ϕR ◦ ω2) .

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ■s♦⊗ (ω1, ω2) ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s t❡❧ q✉❡

■s♦⊗ (ω1, ω2) (R) = ■s♦⊗ (ϕR ◦ ω1, ϕR ◦ ω2)

❡t
❆✉t⊗ (ω) = ■s♦⊗ (ω, ω) .

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶✸✳ ❉✬❛♣rès ❬❉▼✽✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✸❪✱ ♣✉✐sq✉❡ (C,⊗) ❡st r✐❣✐❞❡✱ ♦♥ ❛ q✉❡

❍♦♠⊗ (ω1, ω2) = ■s♦⊗ (ω1, ω2) .
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❉✬❛♣rès ❬❉▼✽✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶❪✱ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✹✳ ❙♦✐❡♥t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k ❡t ω : C → ❱❡❝tf (k)
✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s ❆✉t⊗ (ω) ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥
❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ s✉r k✱ ♥♦té G′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

C → Repk(G′){
X ∈ ❖❜❥ (C) ⇝ ρ : g ∈ G′ 7→ g (X ) ∈ ❆✉t (ω (X ))

f ∈ ❍♦♠ (C) ⇝ ω(f)

❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✶✺✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G = ❆✉t⊗ (ω) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞✉ s❝❤é♠❛ ❡♥
❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ G′ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s G (X ) ✐✳❡✳

G = lim
←−

G (X ) , X ∈ ❖❜❥ (C) .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t A ❧❛ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ G′✱ G′ = s♣❡❝(A)✱

❆✉t⊗ (ω) (k) = ❍♦♠❦✲❛❧❣(A, k) = G′(k).

P✉✐sq✉❡ ❆✉t⊗ (ω) (k) = ❆✉t⊗(ω) = G ❛❧♦rs G ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞❡ G′✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❆✉t⊗

(
ω|⟨X ⟩

)
✱

X ∈ ❖❜❥ (C)✱ ♦r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜és ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s G (X )
♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✷ ✭✈♦✐r ❬❉▼✽✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✮✳

❉♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞❡ G✳ ❙✐ g = (ηY)Y∈❖❜❥(C) ∈ G ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ g|⟨X ⟩ := (ηY)Y∈❖❜❥(⟨X⟩)✳ P♦✉r t♦✉t X ∈ ❖❜❥ (C)✱
❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s

rX : G → ❆✉t⊗
(
ω|⟨X ⟩

)

g 7→ g|⟨X ⟩

s♦♥t s✉r❥❡❝t✐❢s ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❬❉▼✽✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽❪ ✿ ❡♥ ♥♦t❛♥t GX (k) := rX (G)✱ ✐❧
❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❆✉t⊗

(
ω|⟨X ⟩

)
= GX (k)✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ♥♦②❛✉① KX ❞❡ ❝❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ P❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✷✱ G/KX ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ G (X )✳

❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ G ❡t G′✳ ❉✬❛♣rès ❬❉▼✽✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷❪✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❝❡
t❤é♦rè♠❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✻✳ ❙♦✐❡♥t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k ❡t ω1, ω2 ❞❡✉① ❢♦♥❝✲
t❡✉rs ✜❜r❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k✱ ω1, ω2 : C → ❱❡❝tf (k) ✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s ■s♦⊗ (ω1, ω2)
❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ H✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✶✼✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ■s♦⊗ (ω1, ω2) ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡ ω1 ❞❛♥s ω2

❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞✉ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ H✳

P❛r ❧❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ✸✳✷✳✶✺ ❡t ✸✳✷✳✶✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✽✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ C ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✾✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ X ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t X ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C ❡t ω✱ η ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡

■s♦⊗
(
ω|⟨X ⟩, η|⟨X ⟩

)

❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r k ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r k ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ■s♦⊗ (ω, η) ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r H = s♣❡❝(W ) ❛✈❡❝ W ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ✭✈♦✐r
❬❉▼✽✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✭❛✮❪✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❬❉▼✽✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✭❛✮❪✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s W = η (P∨X ) ♦ù PX ∈ ❖❜❥ (⟨X ⟩) ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡
t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ C ❞é✜♥✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡ s✉r W ✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ tr❛♥s✐t✐❢ ✿ ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✵✳ ❯♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❡st ❞✐t tr❛♥s✐t✐❢ s✐ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ s❡s ♦❜❥❡ts ♥✬❡st ✈✐❞❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✶✳ ❙♦✐t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
G ❞❡ C ❡st tr❛♥s✐t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ G s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ω : C → ❱❡❝tf (k) ❡t
❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s
✭✈♦✐r ❬❉❡❧✾✵✱ ✶✳✶✵❪ ♦✉ ❬❉▼✽✷✱ ♣✳ ✶✹✽✲✶✹✾❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✷✳ ❙✐ ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ G ❡st tr❛♥s✐t✐❢ ❛❧♦rs G ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à s❡s s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s ♣❧❡✐♥❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t G′ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ G ❡t F : G′ → G ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ P❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡G✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❆✐♥s✐✱ F ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✸✳ ❙♦✐❡♥t G ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ C ❡t ω ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ s✉r C
❛❧♦rs G ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛②❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♦❜❥❡t ω ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡

❍♦♠G (ω, ω) = ❆✉t⊗ (ω) .

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❆✉t⊗ (ω)✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ●❛❧ (X )✱ ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱ ❛✉ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ G (X )✳

✸✳✷✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❤❡✈❛❧❧❡② ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❤❡✈❛❧❧❡② ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷✹ ✭❞❡ ❈❤❡✈❛❧❧❡②✮✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛✣♥❡ s✉r k ❡t H ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞❡ G✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ρ : G→ GL(E)✱ E
ét❛♥t ✉♥ k✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ❡t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ D ⊂ E t❡❧❧❡s q✉❡

H = {g ∈ G | ρ(g)D = D}.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬❇♦r✾✶✱ ♣✳✽✾❪✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ t❡r♠❡ ✏r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✑ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✏r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✑✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✺✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρ ❞❡ G✱ ❧❡s ❞r♦✐t❡s D q✉✐ s♦♥t
st❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é H ✭✐✳❡✳ s✐ ♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✱ ρ(h)D = D✮ ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛r
G✱ ❛❧♦rs H = G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

H = {g ∈ G | ρ(g)D = D} = G,

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ✈❡♥❛♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ D ❡st ❛✉ss✐ st❛❜✐❧✐sé❡ ♣❛r ρ(g) ♣♦✉r
t♦✉t g ∈ G✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✺ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣r♦❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✻✳ ❙♦✐t G′ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G✳ ❙✐ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G✱ ❧❡s ❞r♦✐t❡s D q✉✐ s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r
G′ ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛r G✱ ❛❧♦rs G′ = G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ (G,S)✱ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✱ ♦♥ ❛

G′ = lim
←−

G′H =
⋂

H∈S
r−1H (G′H) ❛✈❡❝ G′H ⊂ G/H.

❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ g0 ∈ G\G′✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝H ∈ S t❡❧ q✉❡ g0 ̸∈ r−1H (G′H)✳
P❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρH ❞❡ G/H ❡t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ D t❡❧❧❡s q✉❡

G′H = {g ∈ G/H | ρH(g)D = D}.

❙♦✐t ρ := ρHrH ✱ ❝✬❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ρ✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ D ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r G′✳ ▼❛✐s✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡ ♣❛r G ♣✉✐sq✉❡

ρ(g0)D = ρH (rH(g0))︸ ︷︷ ︸
̸∈G′

H

D

♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à D✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✺ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s
tr❛♥s✐t✐❢s✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡s tr❛♥s✐t✐❢s✳
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❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡s tr❛♥s✐t✐❢s

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✼✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s R ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡
♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ tr❛♥s✐t✐❢ G ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ρ : G(x, x) → GL(Vx) ❞❡ ❧✬✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❞❡ s❡s ❣r♦✉♣❡s G(x, x)✱ x ∈ ❖❜❥(G)✳ ❈❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G ❡st ❞♦♥♥é❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ρ ❞❡ G(x, x)✳

❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G(x, x) ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G✳
❙✐ G ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♦❜❥❡t✱ q✉✐ ❡st x✱ ❝❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts✳ ❖♥
♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ρ ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿

• ♣♦✉r t♦✉t xi ∈ ❖❜❥(G)✱ ♦♥ ♣♦s❡ R(xi) = Vx ∈ ❱❡❝tf (k) ❀

• ♣♦✉r t♦✉t h ∈ G(x, x)✱ ♦♥ ♣♦s❡ R(h) = ρ(h) ❀

• ♣♦✉r t♦✉t xi ∈ ❖❜❥(G)\{x}✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ hi ∈ G(xi, x) ✭✉♥ t❡❧ hi ❡①✐st❡
❝❛r G ❡st tr❛♥s✐t✐❢✮ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t R(hi) ∈ GL (Vx)✳ ❙✐ xi = x ❛❧♦rs ♦♥ ❝❤♦✐s✐t
hi = id ✭❞♦♥❝ R(hi) = Id ∈ GL (Vx)✮✳

❙♦✐❡♥t xi, xj ∈ ❖❜❥(G)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

∀g ∈ G(xi, xj), R(g) := R(hj)
−1ρ

(
hjgh

−1
i

)
R(hi).

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❝❤♦✐①
❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✷✽✳ P♦✉r ét❡♥❞r❡ ρ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G✱ ♦♥ ❛ ♣♦sé R(xi) = Vx✳
❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ V ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Vx✮ ♠❛✐s V ❡t Vx ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❞❡s k✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G s♦♥t ❞❡s
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ❢❛✐t ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✐♥t
♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ét❡♥❞ ρ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ R′ ❞❡ G q✉✐ ❡st ❝♦♥❥✉❣✉é❡ à R✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
♦♥ ❝❤♦✐s✐t ki ∈ G(xi, x) ❡t R ′(ki) ∈ GL (Vx)✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ hi ∈ G(xi, x) ❡t R(hi) ∈ GL (Vx)✱
♦♥ ❛

∀g ∈ G(xi, xj), R
′(g) := R

′(kj)
−1ρ

(
kjgk

−1
i

)
R
′(ki) = ΨjR(g)Ψ−1i

❛✈❡❝ Ψi := R′ (ki)−1 R (ki) = R′ (hi)−1 R (hi) ∈ GL (Vx)✳

❖♥ ♣❡✉t tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✼ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✾✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✏r❡str✐❝t✐♦♥✑ G : Rep(G) → Rep(Gx) ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ tr❛♥s✐t✐❢
G ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ Gx ❛②❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♦❜❥❡t x ∈ ❖❜❥(G) ❡t
❛②❛♥t ♣♦✉r ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G(x, x)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r G ❡st ✜❞è❧❡ ❡t ♣❧❡✐♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐t ρ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ Gx ❛❧♦rs ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
R ❝♦♥str✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✼ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ G (R) = ρ✳
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❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✸✵✳ ❙♦✐❡♥t G ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡
s✉r k✱ ♥♦té❡ C✱ ❡t ω ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ♣♦✉r C à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✼ ❡t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ G ❡st tr❛♥s✐t✐❢ ✭❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✳✷✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐✜❡r Rep(G) ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❆✉t⊗ (ω)✱ ♦ù ω ∈ ❖❜❥ (G)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès
❬❉▼✽✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶❪✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡ ❆✉t⊗ (ω)✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Rep(G)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ G′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣♦ï❞❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❞❡ G ❛❧♦rs C ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Rep(G′)✳

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s tr❛♥s✐t✐❢s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡
❞❡ G ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡✮✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭r❡s♣✳ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡✮ H ❞❡ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s
x, y ∈ ❖❜❥ (H)✱ H(x, y) ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ s✉r k ✭r❡s♣✳ ❞❡ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ ❞❡
t②♣❡ ✜♥✐ s✉r k✮ ❡t ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✐♥✈❡rs❡s s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❛✣♥❡s✳

❙♦✐t H s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡ G✳ ▲❡ ❣r♦✉✲
♣♦ï❞❡ H ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ G✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✷✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

R : G→ ❱❡❝tf (k), x ∈ ❖❜❥ (G)⇝ Vx ∈ ❖❜❥
(
❱❡❝tf (k)

)
,

❞✬✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ G ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s (Dxi)xi∈❖❜❥(G) ❛✈❡❝ Dxi ⊂ Vxi ✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❞r♦✐t❡s ❡st ❞✐t❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r G s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r R s✐ ♣♦✉r t♦✉s
xi, xj ∈ ❖❜❥(G) ❡t t♦✉t g ∈ G(xi, xj)✱ ♦♥ ❛

R (g)Dxi = Dxj .

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✸✸✳ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡
♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❞❡ G t❡❧s q✉❡ ❖❜❥(H) = ❖❜❥(G)✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
R ❞❡ G✱ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞r♦✐t❡s (Dxi)xi∈❖❜❥(G) q✉✐ s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ♣❛r H s♦♥t
❛✉ss✐ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ♣❛r G✱ ❛❧♦rs H = G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts x1, x2 ❞❡ G t❡❧s q✉❡
g ∈ G (x1, x2) \H (x1, x2)✳ P✉✐sq✉❡ H ❡st tr❛♥s✐t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ H (x1, x2)✳ ❆✐♥s✐✱

hg ∈ G (x1, x1) \H (x1, x1) .

P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ : G (x1, x1) → GL (V ) ❞✉ ❣r♦✉♣❡
♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G (x1, x1) ❡t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ D t❡❧❧❡s q✉❡ D ❡st ❧❛✐ssé❡ st❛❜❧❡ ♣❛r H (x1, x1) ♠❛✐s
♣❛s ♣❛r G (x1, x1)✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✼✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ ❡♥
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ R ❞❡ G✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ ❝❤♦✐s✐r t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s (Dxi)xi∈❖❜❥(G)

❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r H ♠❛✐s ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r G ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝❤♦✐s✐r R t❡❧❧❡ q✉❡

• R(xi) = V ♣♦✉r t♦✉t xi ∈ ❖❜❥ (G) ❀
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• s✐ g ∈ G (x1, x1)✱ R(g) := ρ(g) ❀

• ♣♦✉r t♦✉t xi ∈ ❖❜❥ (G) \ {x1}✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ hi ∈ H (xi, x1) ❡t ♦♥ ♣♦s❡

R (hi) := Id ∈ GL (V ) .

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛✐ss❛♥t D ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r H ♠❛✐s ♥❡ ❧❛✐ss❛♥t
♣❛s D ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r G ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳✸ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❞❡♥s✐té

❙♦✐❡♥t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k ❡t ω ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ♣♦✉r C à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s k✳

P♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✹✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ G ❡st ❩❛r✐s❦✐✲
❞❡♥s❡ ❞❛♥s G s✐ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞❡ G q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t H ❡st é❣❛❧ à G✳

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✷✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✺✳ ❙♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G = ❆✉t⊗(ω)✳ ❖♥ ♥♦t❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t X
❞❡ C✱ H (X ) ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ H ❞❛♥s G (X )✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t Y ❞❡ C✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ ω (Y)✱ s✐ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✈❡❝tk(y) ❡st
st❛❜❧❡ ♣❛r H (Y) ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐ ♣❛r G (Y)✳

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

• ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱ H (X ) ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s G (X ) ❀

• H ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✺ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k ❞♦♥❝
❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s✉r k ❞❡ G ✭❝❢ ❬❉▼✽✷✱ ❚❤❡♦r❡♠
✷✳✶✶❪✮✳ ❖♥ ♥♦t❡

F : C → Repk(G)

❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✱ F ❛ss♦❝✐❡ à X ∈ ❖❜❥ (C)✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ : g 7→ g (X )✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✺✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
H (X ) ❡st é❣❛❧ à G (X )✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ H = lim

←−
H (X ) ✭✈♦✐r ❬❑♦✈✼✸✱ ♣✳✺✵✾❪✮ ❡t q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t

H (X ) = G (X )✱ ♦♥ ❛

H = lim
←−

G (X ) = G,

❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✶✺✳
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P♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✻✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ H ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡ G
❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s G s✐ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ✭♣r♦✮❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ G q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t H ❡st
é❣❛❧ à G✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✼✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ C
q✉✐ ❡st tr❛♥s✐t✐❢ ❡t s♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ ❖❜❥(H) = ❖❜❥(G)✳ ❖♥
♥♦t❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱ H (X ) ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ H ❞❛♥s G (X ) := ●❛❧ (X )✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t Y ❞❡ C✱ ♣♦✉r t♦✉t ωi ∈ ❖❜❥ (G)✱ ♣♦✉r t♦✉t yi ∈ ωi (Y)✱
s✐ ❧❡s ❞r♦✐t❡s ✈❡❝tk(yi) s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡s ♣❛r H (Y) ❛❧♦rs ❡❧❧❡s ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛r
G (Y)✳

❆❧♦rs✱

• ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C✱ H (X ) ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s G (X ) ❀

• H ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✳✷✾✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ tr❛♥s✐t✐❢ G ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡ ❆✉t⊗ (ω)✱ ω ∈ ❖❜❥ (G)✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡
♥❡✉tr❡ C✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✺✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡
✸✳✷✳✸✸✳

✸✳✸ ❙②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

✸✳✸✳✶ ❈❛té❣♦r✐❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✈❞P❙✾✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹❪✳
❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0 ❡t ϕ : K → K ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s✳ ❖♥

ét❡♥❞ ϕ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ϕ à ❝❤❛q✉❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (K,ϕ) ❡st ✉♥
K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡

ΦM :M →M

q✉✐ ❡st ϕ✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐✳❡✳

∀λ ∈ K, ∀x, y ∈M,ΦM(x+ λy) = ΦM(x) + ϕ (λ) ΦM (y) .

❖♥ ❧❡ ♥♦t❡ (M,ΦM)✳

▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

(M,ΦM) .
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❙✐ (M,ΦM) ❡t (N,ΦN) s♦♥t ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s Ψ ❞❡ (M,ΦM)
❞❛♥s (N,ΦN) s♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s K✲❧✐♥é❛✐r❡s Ψ :M → N t❡❧❧❡s q✉❡ ΦN ◦Ψ = Ψ ◦ ΦM ✿

M
ΦM //

Ψ
��

M

Ψ
��

N
ΦN

// N .

❙♦✐t
CK = Kϕ = {x ∈ K | ϕ(x) = x}

❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❉✬❛♣rès ❬✈❞P❙✾✼❪✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ r✐❣✐❞❡ CK✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐✱ q✉✐ ♦✉❜❧✐❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❱❡❝tf (K)
❞❡s K✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡

{
(M,ΦM)⇝M

f ⇝ f

❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r CK ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✷✳ ❙✐ CK ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✱ ❞✬❛♣rès ❬✈❞P❙✾✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹❪✱ ❧❛ ❝❛✲
té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r CK ✳ P❛r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✱ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡✳

P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡
t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❙♦✐❡♥t (M,ΦM) ❡t (N,ΦN) ❞❡✉①
♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ▲❡✉r ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡st (M ⊗K N,ΦM⊗KN) ♦ù ΦM⊗KN ❡st
❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡

ΦM⊗KN : M ⊗K N → M ⊗K N
m⊗ n 7→ ΦM(m)⊗ ΦN(n).

▲❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♥♦té 1 = Ke✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ✲❧✐♥é❛✐r❡
Φ1 : e→ e ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡

CK
∼→ ❍♦♠ (1,1) .

▲❡ ❍♦♠ ✐♥t❡r♥❡ ❡st

❍♦♠ ((M,ΦM) , (N,ΦN)) =
(
❍♦♠K (M,N) ,Φ❍♦♠K(M,N)

)

♦ù ❍♦♠K (M,N) ❡st ❧❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s K✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ M ❞❛♥s N ❡t
Φ❍♦♠K(M,N) ❡st ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ✲❧✐♥é❛✐r❡

Φ❍♦♠K(M,N) : ❍♦♠K (M,N) → ❍♦♠K (M,N)
σ 7→ ΦN ◦ σ ◦ Φ−1M .
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▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t (M,ΦM) ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❍♦♠ ((M,ΦM) , (1,Φ1)) ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t

(
❍♦♠K (M,K) , σ ∈ ❍♦♠K (M,K) 7→ σ ◦ Φ−1M ∈ ❍♦♠K (M,K)

)
.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡♥ t❛♥t
q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✱ à s❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s K✲❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s Kn✱ n ∈ N✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❉✐✛ (K,ϕ) ❝❡tt❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
Ψ ∈ ❍♦♠❉✐✛(K,ϕ)

((Km,ΦKm) , (Kn,ΦKn)) ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ Mn,m(K)✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t
❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ❜❛s❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡Kn1 ❡tKn2 ✱ n1, n2 ∈ N⋆ ✿

{1, ..., n1} × {1, ..., n2} → {1, ..., n1n2}
(i1, i2) 7→ i2 + n2(i1 − 1) .

❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s

Kn1 ⊗K K
n2 → Kn1n2 ❡t Mn1,m1(K)⊗K Mn2,m2(K) → Mn1n2,m1m2(K).

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ A = (ai,j) ∈ Mp1,n1 (K) ❡t B = (bi,j) ∈ Mp2,n2 (K) ❛❧♦rs

A⊗ B =



a1,1B ... a1,n1B

✳✳✳
✳✳✳

ap1,1B · · · ap1,n1B


 ∈ Mp1p2,n1n2 (K)

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥tr❡ A ⊗ B ∈ Mp1,n1(K) ⊗K Mp2,n2(K) ❡t ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Mp1p2,n1n2(K)✳ ❈❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ♣r♦❞✉✐t ❞❡
❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s
❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❉✐✛ (K,ϕ)✳ ❆✐♥s✐✱ ❉✐✛ (K,ϕ)
❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r CK ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s K✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s

▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s

(Kn, A)

♦ù n ∈ N ❡t A ∈ GLn (K)✳ ▲✬❡♥t✐❡r n ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
❧✬♦❜❥❡t (Kn1 , A) ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡t (Kn2 , B) s♦♥t ❧❡s R ∈ Mn2,n1(K) t❡❧s q✉❡

ϕ(R)A = BR.

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ s♦✉✈❡♥t A ❧✬♦❜❥❡t (Kn, A)✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ❡st ✐❞❡♥t✐✜é
❛✉ s②stè♠❡ ϕ(Y ) = AY ✳
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▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉①
❞✐✛ér❡♥❝❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❉✐✛ (K,ϕ)✱ ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ t✐tr❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❉✐✛ (K,ϕ)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❉✐✛ (K,ϕ) ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r F q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t (Kn, A) ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s (Kn,ΦKn) ∈ ❖❜❥ (❉✐✛ (K,ϕ)) ♦ù ΦKn

❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ✲❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡

ΦKn : Y ∈ Kn 7→ A−1ϕ(Y ) ∈ Kn.

▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r F ❛ss♦❝✐❡ ❛✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R : (Kn1 , A) → (Kn2 , B) ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

Ψ : Y ∈ Kn1 7→ RY ∈ Kn2

❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❉✐✛ (K,ϕ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝❛r ΦKn ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té
ϕ(R)A = BR éq✉✐✈❛✉t à ΦKn2 ◦Ψ = Ψ ◦ ΦKn1 ✿

ϕ(R)A = BR ⇔ B−1ϕ(R) = RA−1 ⇔ ΦKn2 ◦Ψ = Ψ ◦ ΦKn1 .

▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❝❛r ❝✬❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

• ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t (Kn,ΦKn) ∈ ❖❜❥ (❉✐✛ (K,ϕ))✳ ❙♦✐t (bi)i∈[|1,n|]
❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡Kn ❡t ♦♥ ♥♦t❡A′ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡s ΦKn(bi) ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (bi)i∈[|1,n|]✳ ❈♦♠♠❡ ΦKn ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ré❞✉✐t à
{0} ❞♦♥❝ A′ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❙♦✐t A := A′−1 ❛❧♦rs F (A) = (Kn,ΦKn)✳

• ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ ❙♦✐t Ψ ∈ ❍♦♠ ((Kn1 ,ΦKn1 ) , (Kn2 ,ΦKn2 ))✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ R ∈ ❍♦♠ ((Kn1 , A) , (Kn2 , B)) t❡❧ q✉❡ F (R) = Ψ ♣✉✐sq✉❡ R ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ K✲❧✐♥é❛✐r❡ Ψ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❜❛s❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡ Kn1 ❡t Kn2 ✳

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ✭✈♦✐r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
❆✳✶✳✾ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡✮✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s
t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠✉♥✐r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧
s✉✐✈❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✿ s✐ (Kn1 , A) ❡t (Kn2 , B) s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
❛❧♦rs

(Kn1 , A)⊗ (Kn2 , B) = (Kn1n2 , A⊗ B)

❡t s✐ R1 ❡t R2 s♦♥t ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡st R1⊗R2✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✉♥❡
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éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✻ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡✱ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ r✐❣✐❞❡ CK✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r
CK ♠✉♥✐❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐ (Kn, A)⇝ Kn✱ R⇝ R✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡✳

❉♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❤ér✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ ❛✉
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✳ ▲✬♦❜❥❡t (K, 1) ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐té✳ ❙♦✐❡♥t (Kn1 , A) ❡t (Kn2 , B)
❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❧❡ ❍♦♠ ✐♥t❡r♥❡ ❡st

❍♦♠ ((Kn1 , A) , (Kn2 , B)) = (Kn1n2 , DA,B)

♦ù DA,B ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ CK✲❧✐♥é❛✐r❡

Y ∈ Mn2,n1 (K) 7→ B−1ϕ(Y )A

❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ Mn2,n1 (K)✳ ▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t (Kn1 , A) ❡st

❍♦♠ ((Kn1 , A) , (K, 1)) =
(
Kn1 ,

(
tA
)−1)

.

✸✳✸✳✷ ❙②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s
♥♦♥ s✉r❥❡❝t✐❢

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ q✉❡ ϕ : K → K ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭♦♥ ❡♥❧è✈❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ E✐♥❥ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❧♦rsq✉❡ ϕ : K → K ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ E✐♥❥ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r CK ♠✉♥✐❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐ (Kn, A) ⇝ Kn✱ R ⇝ R✳ ❆✈❛♥t
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥✈❡rs✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱
♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❈♦❤✻✺✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❡t ϕ : K → K ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s✳ ❙♦✐t
K ′ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s K ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ′ : K ′ → K ′ t❡❧ q✉❡ ϕ′|K = ϕ✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ K ′ ❡st ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥✈❡rs✐✈❡ ❞❡ K s✐ ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ′ : K ′ → K ′ ❡st ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❡t s✐ K ′/K ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦r♣s ✈ér✐✜❛♥t ❝❡❧❛✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ϕ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ′✳

❉✬❛♣rès ❬❈♦❤✻✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ■■✱ ♣✳✻✻❪✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✺✳ ❚♦✉t ❝♦r♣s K ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥✈❡r✲
s✐✈❡ q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝❧ôt✉r❡ ✐♥✈❡rs✐✈❡ ❞❡ K q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ K̂ ♠✉♥✐❡ ❞❡
❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : K̂ → K̂✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❈♦❤✻✺❪ ❞❡ ❧❛
❝❧ôt✉r❡ ✐♥✈❡rs✐✈❡✱ ✐❧ ❡st r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❬◆P◗✶✷✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✻❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✻✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ K̂ ✐❧ ❡①✐st❡ r = r(x) ∈ N⋆ t❡❧ q✉❡ ϕr(x) ∈ K✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✼✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E✐♥❥ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r CK✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Es✉r❥ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦r♣s ❞❡
❜❛s❡ K̂ ❡t ♣♦✉r ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : K̂ → K̂✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r CK ✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E✐♥❥ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❡ Es✉r❥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐té✱ ❧❡s ❍♦♠ ✐♥t❡r♥❡s
❡t ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❛ ✉♥ ❞✉❛❧ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✮✳ P♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ❞❡ Es✉r❥✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ♥♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t q✉✬✐❧
♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡t ❞❡s ❝♦♥♦②❛✉① ❞❛♥s E✐♥❥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡
t♦✉s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❛♥s E✐♥❥ ♦♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❛♥s E✐♥❥✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥♦②❛✉① s✬❡♥ ❞é❞✉✐t
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❡t ❧❡s ❝♦♥♦②❛✉①✳ ❙♦✐❡♥t A,B ∈ ❖❜❥ (E✐♥❥)✱ ❞❡ r❛♥❣
r❡s♣❡❝t✐❢ n1 ❡t n2✱ ❡t R ∈ ❍♦♠E✐♥❥ (A,B)✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R ❛ ✉♥ ♥♦②❛✉ (C,R❦❡r : C → A)
❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ Es✉r❥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r ∈ N t❡❧ q✉❡
ϕr (C) , ϕr (R❦❡r) ♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳ ❙♦✐t

FA =

(
r∏

i=1

ϕr−i (A)

)−1
∈ GLn1 (K) .

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

A R // B

ϕr (A)
ϕr(R) //

FA

OO

ϕr (B)

FB

OO

ϕr (C)

ϕr(R❦❡r)

OO

0

<<

❞♦♥❝ (ϕr (C) , FAϕ
r (R❦❡r) : ϕ

r (C) → A) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ R ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E✐♥❥✳

P❛r ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✷✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ E✐♥❥ → Es✉r❥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✽✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s CK ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E✐♥❥

❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r CK✳

✸✳✸✳✸ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦r♣s
❞❡ ❜❛s❡

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E (Kp∞)

❙♦✐t
Kp∞ :=

⋃

n≥0
Kpn ♦ù Kpn = C

(
z1/p

n)
.
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▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮ ♦ù K = Kp∞

❡t ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K ❡st ϕ = ϕp ❞é✜♥✐ ♣❛r

ϕp : K → K
f(z) 7→ f (zp)

❡st ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡Kp∞ ✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ E (Kp∞)✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡st CK = Kϕp = C✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ❝✬❡st
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✾✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝♦r♣s C ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ ❡st K = C(z)

♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕp ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮✳ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s
❝♦✉♣❧❡s (C(z)n, A) ♦ù n ∈ N ❡t A ∈ GLn (C(z)) ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ (C(z)n1 , A) ❞❛♥s
(C(z)n2 , B) s♦♥t ❧❡s R ∈ Mn2,n1(C(z)) t❡❧s q✉❡ ϕp(R)A = BR✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ E ✳ ❈✬❡st ✉♥❡
s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ E (Kp∞)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✽✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✵✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E (0)✱ E (1) ❡t E (∞)

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s
❞❡ ❜❛s❡ ❡st K = C ({z}) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t K = C ({z − 1}) ❡t K = C

({
1
z

})
✮ ♠✉♥✐❡

❞❡ ϕp✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡r❛ E (0) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t E (1) ❡t E (∞)✮✳ ❈❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥✲
♥❛❦✐❡♥♥❡s ♥❡✉tr❡s s✉r C✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E (0) ❡t E (∞) s♦♥t t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s ❞✬❛♣rès
❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✽✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E (1) ❡st t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♣✉✐sq✉❡
ϕp : z ∈ C ({z − 1}) 7→ zp ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ C ({z − 1})✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳✶✶✳ ❉❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E (0) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t E (1) ❡t E (∞)✮ s♦♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✲
✈❛❧❡♥ts ❡♥ 0 ✭r❡s♣✳ 1 ❡t ∞✮✳

✸✳✸✳✹ ❈❛té❣♦r✐❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡t
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❢✉❝❤s✐❡♥s str✐❝ts ❡♥ 0, 1,∞

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞
❖♥ ♥♦t❡ Esr ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡♥ 0, 1 ❡t ∞✳ ❈✬❡st

❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ E ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s

(C(z)n, A)
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♦ù A ∈ GLn(C(z)) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ϕp (Y ) = AY ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ 1 ❡t
∞✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦♠❡ttr❛ C(z)n ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ Esr✳

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Efs ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❢✉❝❤s✐❡♥s str✐❝ts ❡♥ 0, 1 ❡t ∞
❖♥ ♥♦t❡ Efs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❢✉❝❤s✐❡♥s str✐❝ts ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✳ ❈✬❡st

❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ E ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s

(C(z)n, A)

♦ù A ∈ GLn(C(z)) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0, 1 ❡t ∞✳
▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Efs ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ Esr✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Esr ❡t Efs s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ Di,u ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞♦♥t ♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛r u✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡
Ti,l ♦ù l = (l1, ..., ln) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞♦♥t ♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛r l ✿

Di,u =




1
✳ ✳ ✳

1
u

1
✳ ✳ ✳

1




❡t Ti,l =




1
✳ ✳ ✳

1
l1 l2 · · · li · · · ln−1 ln

1
✳ ✳ ✳

1




✳

▲✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✸✳ ❚♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ M0 ∈ GLn (C ({z})) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

M0 = C(0)R(0)

❛✈❡❝

• C(0) ∈ GLn (C(z)) q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

C(0) = u−kTi1,l1Di1,v1 · · ·Tir,lrDir,vr

♦ù u, v1, ..., vr ∈ C (z) ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 0 q✉✐ ✈❛✉t 1 ✭✐✳❡✳ 0 ❡st ③ér♦ s✐♠♣❧❡✮✱
k ∈ N ❡t l1, ..., lr ∈ Cn \ {0} ❀

• R(0) ∈ GLn (C ({z})) ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶❪ ♣♦✉r
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s M0 ∈ GLn (M (C))✳
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▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✹✳ ❚♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ M1 ∈ GLn (C ({z − 1})) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

M1 = C(1)R(1)

❛✈❡❝

• C(1) ∈ GLn (C(z)) ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0 ❡t ∞ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

C(1) = u−kTi1,l1Di1,u · · ·Tir,lrDir,u

♦ù k ∈ N✱ l1, ..., lr ∈ Cn \ {0} ❡t u = z−1
z+1

✭u ❛ ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 1 q✉✐ ✈❛✉t 1✮✳

• R(1) ∈ GLn (C ({z − 1})) ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶❪✳ ❙♦✐t k ∈ N
t❡❧ q✉❡ ukM1 :=M ′

1 ❛✐t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ 1✳ ❙♦✐t v1 (det (M ′
1)) ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥

1 ❞❡ det (M ′
1)✳ ❙✐ v1 (det (M

′
1)) = 0 ❛❧♦rs M ′

1 ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 1✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs R(1) = M ′
1

❡t C(1) = u−kIn✳ ❙✐ v1 (det (M ′
1)) > 0✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r v1 (det (M ′

1)) ✿ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ N ′1 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ 1 t❡❧❧❡ q✉❡ M ′

1 = Ti1,l1Di1,uN
′
1

❛✈❡❝
v1 (det (N

′
1)) < v1 (det (M

′
1)) .

❙✐ v1 (det (M ′
1)) > 0 ❛❧♦rs M ′

1(1) ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ l = (l1, ..., ln) ∈ Cn \ {0}
t❡❧ q✉❡

lM ′
1(1) = 0 ∈ Cn. ✭✸✳✶✵✮

❙♦✐t i ∈ [|1, n|] t❡❧ q✉❡ li ̸= 0 ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ Ti,lM ′
1 s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ 1 ❡t✱ ♣❛r

❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✵✮✱ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 1 q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
♦✉ é❣❛❧❡ à 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

N ′1 := D−1i,uTi,lM
′
1 = Di,u−1Ti,lM

′
1

s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡♥ 1 ❡t v1 (det (N ′1)) = v1 (det (M
′
1))− 1 ❝❛r det(N ′1) =

li
u
det(M ′

1)✳

❉✬❛♣rès ❬❙❛✉✵✵✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷❪✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✺✳ ❙♦✐❡♥t C(0), C(∞) ∈ GLn (C(z))✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs U ∈ GLn (C(z)) t❡❧ q✉❡
UC(0) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0 ❡t UC(∞) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ ∞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✻✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = AY ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0, 1 ❡t ∞ ❛❧♦rs
✐❧ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 0, 1 ❡t ∞ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ R ∈ GLn (C(z)) t❡❧ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡

ϕp(Y ) = BY ❛✈❡❝ B := ϕp(R)
−1AR

❡st ❢✉❝❤s✐❡♥ str✐❝t ❡♥ 0, 1 ❡t ∞✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡s ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✸✳✶✳✼✱ ✸✳✶✳✶✷ ❡t ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✷✵ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✐❝✐ ❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ l̃n✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ F0 ∈ GLn (C ({z})) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t F1 ∈ GLn (C ({z − 1}))✱ F∞ ∈ GLn

(
C
({

1
z

}))
✮ ❡t A0 ∈ GLn (C) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

A1, A∞ ∈ GLn (C)✮ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r i = 0, 1,∞✱

ϕp (Fi)
−1AFi = Ai.

❙✐ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ R ∈ GLn (C(z)) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r i = 0, 1,∞✱ Ki := R−1Fi ❡st
ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ i ❛❧♦rs

B = ϕp(R)
−1AR = ϕp (Ki)AiK

−1
i

s❡r❛ ❜✐❡♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0, 1 ❡t ∞✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✸✱ F0 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
C(0)R(0) ♦ù C(0) ∈ GLn (C(z)) ❡t R(0) ∈ GLn (C ({z})) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣❛r ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z 7→ 1/z✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ F∞ = C(∞)R(∞) ♦ù C(∞) ∈ GLn (C(z)) ❡t
R(∞) ∈ GLn

(
C
({

1
z

}))
❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ ∞✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ U ∈ GLn (C(z))

t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s UC(0) ❡t UC(∞) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s ❡♥ 0 ❡t ∞✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
UF1 ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 1✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✹✱ UF1 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ C(1)R(1)

♦ù C(1) ∈ GLn (C(z)) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0,∞ ❡t R(1) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 1✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡

R := U−1C(1)

❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ K1 = R−1F1 = R(1) ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 1 ❡t Ki = C(1)−1UC(i)R(i) ❡st
ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ i ♣♦✉r i = 0,∞✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✼✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Esr ❡t Efs s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ Efs ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ Esr✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ E : Efs → Esr
❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ R ∈ GLn (C(z)) t❡❧ q✉❡

B := ϕp(R)
−1AR ∈ ❖❜❥ (Efs) .

❆✐♥s✐✱ A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à B = E (B) ❡t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r E ❡st ❛✉ss✐ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳

✸✳✹ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❧♦❝❛✉①

✸✳✹✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ s②stè♠❡s ❝♦♥st❛♥ts

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥t A0 ∈ GLn1 (C) ❡t B0 ∈ GLn2 (C)✳ ❙✐ T ∈ Mn2,n1 (C ((z))) ✈ér✐✜❡
ϕp(T )A0 = B0T ❛❧♦rs T ∈ Mn2,n1 (C)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ é❝r✐t T (z) =
∑
k≥N

Tkz
k ♦ù Tk ∈ Mn2,n1 (C)✱ N = min{k ∈ Z | Tk ̸= 0}✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ∑

k≥N
TkA0z

pk =
∑

k≥N
B0Tkz

k. ✭✸✳✶✶✮
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▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣❧✉s ❜❛s ❞❡❣rés ❞♦♥♥❡ pN = N s♦✐t N = 0 ✭❝❛r p ̸= 0✮✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té
✭✸✳✶✶✮✱ t♦✉s ❧❡s Tk t❡❧s q✉❡ p ∤ k s♦♥t ♥✉❧s✳ ❆✉ss✐✱ s✐ k ∈ N⋆ ❡st t❡❧ q✉❡ p | k✱ ✐❧ ❡①✐st❡
j ∈ N t❡❧ q✉❡

k

pj
∈ N ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p✳ ❈♦♠♠❡ B0Tk = Tk/pA0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

Tk = B−j0 Tk/pjA
j
0 = 0 ❞✬♦ù T (z) = T0 ∈ Mn2,n1 (C)✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✳ ❙♦✐❡♥t A∞ ∈ GLn1 (C) ❡t B∞ ∈ GLn2 (C)✳ ❙✐ T ∈ Mn2,n1

(
C
((

1
z

)))
❡st

t❡❧ q✉❡ ϕp(T )A∞ = B∞T ❛❧♦rs T ∈ Mn2,n1 (C)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✳ ❙♦✐❡♥t A1 ∈ GLn1 (C)✱ B1 ∈ GLn2 (C) ❡t S̃1 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n2 × n1

❛②❛♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 1̃ ∈ C̃⋆✳ ❙✐ ϕp
(
S̃1

)
A1 = B1S̃1 ❛❧♦rs S̃1 ❛ ♣♦✉r

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t S1 := S̃1 ◦ l̃n
−1

❛❧♦rs

∀z ∈ C, S1(pz)A1 = B1S1(z).

❈♦♠♠❡ S1 ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0✱ ❞✬❛♣rès ❬❙❛✉✵✸✱ ➓✷✳✶✳✸✳✷❪✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ S1 s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ S̃1 = S1 ◦ l̃n s♦♥t ❞❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ ❖♥ ♥♦t❡ C
[
l̃n, l̃n

−1]
❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n✳

▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ Z ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❙❛✉✾✾✱ ❆♥♥❡①❡ ❆❪✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Z r❡✈✐❡♥t à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(Cn, A) ♦ù A ∈ GLn (C) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ 1 ∈ Z ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t

R := RepC (Z)

❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ Z ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❞♦♥❝
❧❡s ♣❛✐r❡s (Cn, A) ♦ù A ∈ GLn (C)✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s F ∈ ❍♦♠R ((Cn, A) , (Cp, B)) s♦♥t ❧❡s
F ∈ Mp,n (C) t❡❧s q✉❡ FA = BF ✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C ❛②❛♥t
♣♦✉r ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐

ω : R → ❱❡❝tf (C)
(Cn, A) ⇝ Cn

F ⇝ F .

❙♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡

Zalg := ❆✉t⊗ (ω) .

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳ ❙♦✐❡♥t A ∈ GLn (C) ❡t A = AsAu s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✉♥❢♦r❞ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❙♦✐t (γ, λ) ∈ ❍♦♠gr (C∗,C∗) × C✳ ❖♥ ♥♦t❡ A(γ,λ) := γ (As)A

λ
u = Aλuγ (As)

♦ù
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• γ ❛❣✐t s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ As ✿ s✐ As = Q.❞✐❛❣(c1, ..., cn).Q−1 ❛❧♦rs

γ (As) := Q.❞✐❛❣ (γ(c1), ..., γ(cn)) .Q
−1 ;

• Aλu =
∑
k⩾0

(
λ
k

)
(Au − In)

k✳

❈♦♠♠❡ A(γ,λ) ∈ GLn (C)✱ ❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Cn = ω ((Cn, A))✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s

❍♦♠gr (C⋆,C⋆)× C
≃−→ Zalg

(γ, λ) 7−→
(
(Cn, A) 7→ A(γ,λ)

)
.

✸✳✹✳✷ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ 0 ❡t ❡♥ ∞
▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E (0)

sr ❡t E (∞)
sr

❖♥ ♥♦t❡ E (0)
sr ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t E (∞)

sr ✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ Esr ♠❛✐s
❞♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A ❞❡ r❛♥❣ n1 ❞❛♥s B ❞❡ r❛♥❣ n2 s♦♥t ❧❡s R ∈ Mn2,n1 (C ({z}))✱ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t R ∈ Mn2,n1

(
C
({

1
z

}))
✱ t❡❧s q✉❡ ϕp(R)A = BR✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥

✈ér✐✜é❡ ♣❛r R q✉❡

R ∈ Mn2,n1 (M (D)) , r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t R ∈ Mn2,n1

(
M
(
P 1 (C) \D

))
.

❏✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ i ∈ {0,∞}✳
❖♥ ♥♦t❡ P (i) ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ E (i)

sr ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s C ∈ GLn (C)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✼✳ ❙✐ R ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (i) ❞❡ Ai ∈ ❖❜❥
(
P (i)

)
✱ ❞❡ r❛♥❣

n1✱ ❞❛♥s Bi ∈ ❖❜❥
(
P (i)

)
✱ ❞❡ r❛♥❣ n2✱ ❛❧♦rs R ∈ Mn2,n1 (C)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ R ∈ ❍♦♠P(i) (Ai, Bi) ❛❧♦rs R ∈ Mn2,n1 (C ({z})) ✈ér✐✜❡

ϕp(R)Ai = BiR.

❉✬❛♣rès ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✸✳✹✳✶ ❡t ✸✳✹✳✷✱ R ∈ Mn2,n1 (C)✳

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s R ❡t P (i) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✾✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (i) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C ❡t ❧❡
❢♦♥❝t❡✉r

ωl,i : P (i) → ❱❡❝tf (C){
Ai ⇝ Cn ♦ù n ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Ai
R⇝ R

❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ♣♦✉r P (i)✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✵✳ ▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥

F : P (i) → E (i)
sr

❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❝❛r ✐❧ ❡st ✿

• ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ P❛r ❧❡s ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✸✳✶✳✼ ❡t ✸✳✶✳✶✷✱ t♦✉t ♦❜❥❡t A ❞❡ E (i)
sr ❡st

✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ P (i)✳

• ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✶✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E (i)
sr ❡t P (i) s♦♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s ♥❡✉tr❡s

s✉r C✳

●r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ 0 ❡t ∞

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✷✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ i✱ ♥♦té Gi✱ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❛②❛♥t
✉♥ ♦❜❥❡t✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ωl,i : P (i) → ❱❡❝tf (C)✱ ❡t s❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ωl,i ❞❛♥s ωl,i s♦♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡

Gi (ωl,i, ωl,i) := ❆✉t⊗ (ωl,i) .

▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ i ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ P (i) ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Gi (ωl,i, ωl,i)✳ ❖♥
❧❡ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ Gi✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E (i)
sr ✱ P (i) ❡t R s♦♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s

t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s ♥❡✉tr❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✸✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E (i)
sr ✱ P (i) ❡t R ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ❝✬❡st

❧❡ ❣r♦✉♣❡ Zalg✳

▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ i ❡st ❞♦♥❝

Gi = ❆✉t⊗ (ωl,i) = Zalg

❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ i s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Zalg.

✸✳✹✳✸ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ 1

▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E (1)
sr

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✹✳ ❖♥ ♥♦t❡

π1 : C \ R− × ]−π, π[ → C \ R−
(reit, t) 7→ reit .
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❖♥ ♥♦t❡ E (1)
sr ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ Esr ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡A✱

❞❡ r❛♥❣ n1✱ ❞❛♥s B✱ ❞❡ r❛♥❣ n2✱ s♦♥t ❧❡s R ∈ Mn2,n1 (C ({z − 1})) t❡❧s q✉❡ ϕp(R)A = BR✳
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r R q✉❡ R ◦ exp ∈ Mn2,n1 (M (C))✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ R ◦ exp s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0 ❡t ♦♥ ❛

(R ◦ exp) (pz) = B(exp(z)) (R ◦ exp) (z)A−1(exp(z))

♦ù A ◦ exp ❡t B ◦ exp ♦♥t ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s s✉r C✳
❖♥ ♥♦t❡ P (1) ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s A1 ∈ GLn (C) ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡

A1 ∈ ❖❜❥
(
P (1)

)
❞❡ r❛♥❣ n1 ❞❛♥s B1 ∈ ❖❜❥

(
P (1)

)
❞❡ r❛♥❣ n2 s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R̃ ❞❡ t❛✐❧❧❡

n2 × n1 à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 1̃ ∈ C̃⋆ t❡❧❧❡s q✉❡

ϕp

(
R̃
)
A1 = B1R̃.

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✺✳ ❙✐ R̃ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (1) ❞❡ A1 ∈ ❖❜❥
(
P (1)

)
❞❡ r❛♥❣

n1 ❞❛♥s B1 ∈ ❖❜❥
(
P (1)

)
❞❡ r❛♥❣ n2 ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ R̃ s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡

▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ R̃ ∈ ❍♦♠P(1) (A1, B1) ❛❧♦rs ϕp
(
R̃
)
A1 = B1R̃ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❣râ❝❡

❛✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✻✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E (1)
sr ❡t P (1) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

G : P (1) → E (1)
sr

q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t A1 ❞❡ P (1) ❧✬♦❜❥❡t A1 ❞❡ E (1)
sr ❡t q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❛✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R̃ ❞❡ P (1)

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R̃ ◦ π−11 ❞❡ E (1)
sr ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r G ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❝❛r ✐❧ ❡st ✿

• ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ P❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳✷✵✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t A ❞❡ E (1)
sr

❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ P (1)✳

• ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✼✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ F : R → P (1) ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
t❡♥s♦r✐❡❧ ✿ ♣♦✉r (Cn, A1) , (Cn2 , B1) ∈ ❖❜❥ (R)✱

F ((Cn, A1)⊗ (Cn2 , B1)) = (Cn, A1)⊗ (Cn2 , B1) = F ((Cn, A1))⊗ F ((Cn2 , B1) ,

❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ■❧ ❡st ❡①❛❝t✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t ✜❞è❧❡✳ ▼❛✐s✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♣❧❡✐♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r ❝❛r R ❡t P (1) ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts ♠❛✐s R ♥✬❛ q✉❡ ❧❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♥st❛♥ts ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ P (1) q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥st❛♥ts✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ l̃n : (C, 1) → (C, p)✳



✼✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❉❊◆❙■❚➱✱ ▲❊ ❈❆❙ ❙■◆●❯▲■❊❘ ❘➱●❯▲■❊❘

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✶✽✳ ❯♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ P (1) ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P(0) ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ❡♥ ❬❙❛✉✵✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷❪ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣❛r l̃n ✿

P(0) → P(1){
A1 ⇝ A1

H ⇝ H ◦ l̃n.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✾✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (1) ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C t❡❧❧❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t c̃ ∈ C̃⋆ \ {1̃}✱

ω
(c̃)
l,1 : P (1) → ❱❡❝tf (C){

A1 ⇝ Cn ♦ù n ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ A1

R̃⇝ R̃ (c̃)

❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉✐t❡ à ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✶✽✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❬❙❛✉✵✸✱ ➓✷✳✶✳✸✳✸❪✳
▼♦♥tr♦♥s✲❧❛ ❛✉ss✐ ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ✜❞é❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞♦♥❝

q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs s♦♥t ✜❞è❧❡s✳ ❙✐ R̃ (c̃) = 0✱ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té R̃ (z̃p)A1 = B1R̃ (z̃) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ R̃
(
c̃p

k
)
= 0✳ P✉✐sq✉❡ R̃ ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t

❡♥ l̃n ❛②❛♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ③ér♦s✱ ✐❧ ❡st ♥✉❧✳

●r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ 1

❙✉✐t❡ à ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✶✽✱ ❞✬❛♣rès ❬❙❛✉✵✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✵✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ 1✱ ♥♦té G1✱ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ t❡❧ q✉❡
s❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s

ω
(c̃)
l,1 , c̃ ∈ C̃⋆ \ {1̃}

❡t s❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡

G1

(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(d̃)
l,1

)
= ■s♦⊗

(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(d̃)
l,1

)
.

❚♦✉t ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ω(c̃)
l,1 ❞é✜♥✐ ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✾ s❡ r❡str❡✐♥t ❡♥ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ♦✉❜❧✐ ω

s✉r R✳ ❆✐♥s✐✱ ❆✉t⊗
(
ω
(c̃)
l,1

)
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✭❡t ■s♦⊗

(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(d̃)
l,1

)
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❞❡

❆✉t⊗ (ω) = Zalg✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✶✳ ❆✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ Zalg ❡t ❍♦♠gr (C⋆,C⋆)×C ❞♦♥♥é❡ ❡♥ Pr♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✱ ♣♦✉r t♦✉s c̃, d̃ ∈ C̃⋆ \ {1̃}✱

■s♦⊗
(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(d̃)
l,1

)
=
{
(γ, λ) ∈ Zalg | γ(p)l̃n (c̃) = l̃n

(
d̃
)}

.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳✶✽✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P(0) ❡st
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C ❛②❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ♥♦tés ω(0)

z0 ✱ z0 ∈ C⋆

✭✈♦✐r ❬❙❛✉✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✸❪✮✳ P✉✐sq✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ω(c̃)
l,1

(
H ◦ l̃n

)
= ω

(0)

l̃n(c̃)
(H)✱

❝❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❬❙❛✉✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✳✶❪✳

▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ 1 ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ tr❛♥s✐t✐❢ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♦❜❥❡ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧

❡♥ 1 ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G1

(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(c̃)
l,1

)
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ c̃ ∈ C̃⋆ \ {1̃}✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✷✷✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r c̃ ∈ C̃⋆ \ {1̃}✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s
❧♦❝❛❧ ❡♥ 1 ❡st

G1 := G1

(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(c̃)
l,1

)
=
{
(γ, λ) ∈ Zalg | γ(p) = 1

}
.

❆✐♥s✐✱

G1

(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(c̃)
l,1

)
≃ ❍♦♠gr

(
C⋆/pZ,C⋆

)
× C := G1,s ×G1,u.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ G1 ♦❜t❡♥✉ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣❛r ❙❛✉❧♦② ❞❛♥s ❬❙❛✉✵✸✱ ➓✷✳✷✳✷✳✷❪✳ ❉✬❛♣rès ❬❙❛✉✵✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸❪✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞♦♥❝ ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❡ G1 q✉❡ ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✸ ✭é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ G1,u✮✳ ❙♦✐t A1 ∈ ❖❜❥
(
P (1)

)
✳ ❖♥

♥♦t❡ A1 = A1,uA1,s s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✉♥❢♦r❞ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ ❡t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳

▲✬é❧é♠❡♥t 1 ∈ C q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à A1 ⇝ A1,u ∈ ❆✉t⊗
(
ω
(c̃)
l,1

)
❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡

❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t❡ G1,u✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✹✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ p ∈ N≥2✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t z ∈ C⋆ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ z = upx ♦ù u ∈ C (0, 1) ❡t x ∈ R✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs

γ1 : C⋆ → C⋆

upx 7→ u
❡t

γ2 : C⋆ → C⋆

upx 7→ e2iπx ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✺ ✭é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ G1,s✮✳ ❖♥ ♥♦t❡

γ1, γ2 ∈ ❍♦♠gr

(
C⋆/pZ,C⋆

)

❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥❞✉✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r γ1 ❡t γ2✳ ■❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❩❛r✐s❦✐✲
❞❡♥s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ G1,s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✻✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❍♦♠gr

(
C⋆/pZ,C⋆

)
× C ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✉♥✐✲

♣♦t❡♥t❡ ❡st Z ⊂ C ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r γ1 ❡t γ2 ❡st
❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ ❡♥ 1✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♠♦♥tr❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✶✳ ❆✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✱ s♦✐t

(γ, λ) ∈ ❍♦♠gr (C⋆,C⋆) × C ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ■s♦⊗
(
ω
(c̃)
l,1 , ω

(d̃)
l,1

)
✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❞❡ P (1)✱
l̃n : 1 ∈ ❖❜❥

(
P (1)

)
→ p ∈ ❖❜❥

(
P (1)

)
.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r (γ, λ) ❞✬êtr❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ l̃n
(
d̃
)
γ(1) = γ(p)l̃n (c̃)

s♦✐t
l̃n
(
d̃
)
= γ(p)l̃n (c̃) .

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (γ, λ) ∈ ❩alg ❡st t❡❧ q✉❡ d = γ(p)c ♦ù ❧✬♦♥ ♣♦s❡ c = l̃n (c̃)

❡t d = l̃n
(
d̃
)
✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ (γ, λ) ∈ ❩alg ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s

R̃ ∈ ❍♦♠P(1) (A1, B1) ❛✈❡❝ A1 ❡t B1 ❞❡ r❛♥❣ n1 ❡t n2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱

ϕp

(
R̃
)
A1 = B1R̃ ✭✸✳✶✷✮

❡t R̃ ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

é❝r✐r❡ R̃ =
+∞∑
k=k0

Rk l̃n
k
♦ù Rk ∈ Mn2,n1 (C) ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✷✮ ❞♦♥♥❡

∀k ≥ k0, Rkp
kA1 = B1Rk

❞♦♥❝ Rk : p
kA1 → B1 ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉✲

r❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝
Rk

(
pkA1

)(γ,λ)
= B

(γ,λ)
1 Rk.

❈♦♠♠❡
(
pkA1

)(γ,λ)
= γ(p)kA

(γ,λ)
1 ✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Rk (γ(p)c)

k A
(γ,λ)
1 = B

(γ,λ)
1 Rkc

k✳ ❆✐♥s✐✱
❡♥ s♦♠♠❛♥t s✉r k✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

R̃
(
d̃
)
A

(γ,λ)
1 = B

(γ,λ)
1 R̃ (c̃) .

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ⊗✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣✉✐sq✉❡ s✐ A1 ∈ ❖❜❥
(
P (1)

)
= ❖❜❥ (R) ❛❧♦rs

ω (A1) = ω
(z̃)
l,1 (A1) ♣♦✉r t♦✉t z̃ ∈ C̃⋆ ❡t (γ, λ) ∈ ❩alg = ❆✉t⊗ (w)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✸✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✸✳✷✳✸✺✳ ❙♦✐t D ⊂ ω

(c̃)
l,1 (A1,u) = Cn ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ st❛❜❧❡ ♣❛r A1,u✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st

st❛❜❧❡ ♣❛r Aλ1,u ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ C✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱

Aλ1,u =
∑

k⩾0

(
λ

k

)
(A1,u − In)

k = In +
∑

k⩾1

(
λ

k

)
(A1,u − In)

k .

❖r (A1,u − In)D = 0 ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t k ≥ 1✱ (A1,u − In)
kD = 0 ❡t ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

Aλ1,uD = D.
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✺✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✺✳ ❙♦✐t D ⊂ ω

(c̃)
l,1 (A1,s) = Cn ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ st❛❜❧❡ ♣❛r γ1 (A1,s) ❡t γ2 (A1,s)✳

■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r γ (A1,s) ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ ❍♦♠gr

(
C⋆/pZ,C⋆

)
✳ ❙♦✐t

x = t (x1, ..., xn) ∈ Cn t❡❧ q✉❡ ❱❡❝tC(x) = D✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A1,s = ❞✐❛❣ (c1, ..., cn)✳
P♦✉r i = 1, 2✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡

∃αi ∈ C⋆, ❞✐❛❣ (γi (c1) , ..., γi (cn))
t (x1, ..., xn) = αi

t (x1, ..., xn) . ✭✸✳✶✸✮

❙✐ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❞❡s xi q✉✐ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❛❧♦rs D ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✜①é❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s
γ (A1,s)✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ r❡st❡ ✈r❛✐ s✐ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ x ♥♦♥ ♥✉❧s✳
P♦✉r t♦✉s ❧❡s k, l ∈ {1, ..., n} t❡❧s q✉❡ xkxl ̸= 0✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✸✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

γi (ck) = αi = γi (cl)

♣♦✉r i = 1, 2✳ ❆✐♥s✐✱
ck
cl

∈ ❑❡r (γ1) ∩ ❑❡r (γ2) = {1} s♦✐t ck = cl ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ♣✉✐sq✉❡

♣♦✉r t♦✉t γ ∈ ❍♦♠gr

(
C⋆/pZ,C⋆

)
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ γ (ck) = γ (cl)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✻✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✺✳ ❙♦✐t D ⊂ ω

(c̃)
l,1 (A1) = Cn ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ st❛❜❧❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s♦✉s✲

❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ st❛❜❧❡ ♣❛r A1 ⇝ A
(γ,λ)
1

♣♦✉r t♦✉t (γ, λ) ∈ ❍♦♠gr

(
C⋆/pZ,C⋆

)
×C✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r (γ1, 0) ❡t (γ2, 0)✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡

✸✳✹✳✷✺ ❞♦♥♥❡ q✉❡ γ (A1,s)D = D ♣♦✉r t♦✉t γ ∈ ❍♦♠gr

(
C⋆/pZ,C⋆

)
✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✸✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡ Aλ1,uD = D ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ C ❛✐♥s✐ A(γ,λ)
1 D = D✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t✳

✸✳✺ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❣❧♦❜❛❧❡s

✸✳✺✳✶ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ❡st
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳ ❆✐♥s✐✱
♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶✼ q✉❡ Efs ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✺✳✶✳ ❚♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr ❛ ✉♥ ♥♦②❛✉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s E ✱ E (0) ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮
❡t E (0)

sr ✭✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮ s♦♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

Esr �
� //

� _

��

E� _

��

E (0)
sr

� � // E (0) .

❙♦✐t R ∈ Mn2,n1 (C(z)) ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr ❞❡ A ∈ GLn1 (C(z)) ❞❛♥s
B ∈ GLn2 (C(z))✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R ❛ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ E ✱ ♦♥ ❧❡
♥♦t❡

(C,K : C → A) . ✭✸✳✶✹✮
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❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ R ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = CY ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ 1 ❡t ∞✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R
❛ ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ E (0)

sr ✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡

(C0, K0 : C0 → A) ✭✸✳✶✺✮

▲❡ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = C0Y ❡st ❞♦♥❝ s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳ ▲❡s ♥♦②❛✉① ✭✸✳✶✹✮ ❡t ✭✸✳✶✺✮
s♦♥t ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E (0)✱ ✐❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ u1 : C0 → C ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ E (0) t❡❧ q✉❡
Ku1 = K✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ u1 ∈ ❍♦♠E(0) (C0, C)✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ u1 s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0 ❡t u1 s❛t✐s❢❛✐t

ϕp (u1)C0 = Cu1.

❆✐♥s✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = CY ❡st ❛✉ss✐ s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = CY ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 1 ❡t ❡♥ ∞ ❞♦♥❝ C ∈ ❖❜❥ (Esr) ❡t
(C,K : C → A) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ R ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ E ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳
▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❡ E ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛✐ssé❡
st❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐té✱ 1 = 1 ∈ C⋆✱ ❧❡s ❍♦♠
✐♥t❡r♥❡s ❡t ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❛ ✉♥ ❞✉❛❧✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡
❞❡ E ✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡t ❞❡s ❝♦♥♦②❛✉① ❞❛♥s Esr✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✺✳✶
❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❡t ❧❡s ❝♦♥♦②❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ❡t ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ssr ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ Csr ❡t Esr s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ssr ❥♦✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥
✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Csr ❡t Esr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✈✐❛ ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❞❡ Ssr ❞❛♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Csr ❡t Esr✳ ●râ❝❡ à Ssr✱ ♦♥ ❛ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❜✐❡♥
❞é✜♥✐s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ✭❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✮✳

✸✳✺✳✷ ❈❛té❣♦r✐❡ Csr ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✿

Σ0 :=
{(
reib, b

)
| 0 < r < 1, b ∈ R

}
⊂ C̃⋆

❡t
Σ∞ :=

{(
reib, b

)
| r > 1, b ∈ R

}
⊂ C̃⋆.

❖♥ ♥♦t❡ Csr ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s

(A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞) ∈ GLn(C)
3 ×GLn (M (Σ0))×GLn (M (Σ∞))
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t❡❧s q✉❡ 



ϕp

(
M̃0

)
= A1M̃0A

−1
0

ϕp

(
M̃∞

)
= A1M̃∞A−1∞

❡t t❡❧s q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡

W̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

✱ W0 ∈ GLn (M (D))✱ W∞ ∈ GLn
(
M
(
P1 (C) \D

))

t❡❧s q✉❡ {
W̃1M̃0 = π⋆W0

W̃1M̃∞ = π⋆W∞ .

▲✬❡♥t✐❡r n ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳
▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ (A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞) ❞❛♥s (B0, B1, B∞, Ñ0, Ñ∞) ❞❡ r❛♥❣ r❡s♣❡❝t✐❢

n1 ❡t n2 s♦♥t ❧❡s tr✐♣❧❡ts
(
S0, S̃1, S∞

)
∈ Mn2,n1(C)×Mn2,n1

(
C
[
l̃n, l̃n

−1])×Mn2,n1(C)

t❡❧s q✉❡ 



S0A0 = B0S0

ϕp

(
S̃1

)
A1 = B1S̃1

S∞A∞ = B∞S∞
S̃1M̃0 = Ñ0S0

S̃1M̃∞ = Ñ∞S∞ .

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳✸✳ P❛r ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✸✳✹✳✶✱ ✸✳✹✳✷ ❡t ✸✳✹✳✸✱ ✉♥ tr✐♣❧❡t
(
S0, S̃1, S∞

)
❡st ✉♥

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t q✉❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ S0✱ S̃1 ❡t S∞ s♦♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 0✱ 1̃ ❡t ∞ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✸✳✺✳✸ ❈❛té❣♦r✐❡ Ssr ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❖♥ ♥♦t❡ Ssr ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s (A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞) t❡❧s
q✉❡

A0, A1, A∞ ∈ GLn(C),

F0 ∈ GLn (M (D)) ,

F̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

,

F∞ ∈ GLn
(
M
(
P1 (C) \D

))

❡t t❡❧s q✉❡ s✐ ♦♥ ♣♦s❡

A :=

{
ϕp(F0)A0F

−1
0 s✉r D

ϕp(F∞)A∞F−1∞ s✉r P1 (C) \D
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❡t Ã := ϕp(F̃1)A1F̃1

−1
s✉r C̃⋆ ❛❧♦rs

π⋆A = Ã.

▲✬❡♥t✐❡r n ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳
▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ (A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞) ❞❛♥s (B0, B1, B∞, G0, G̃1, G∞)✱ ❞❡✉① ♦❜✲

❥❡ts ❞❡ Ssr ❞❡ r❛♥❣ r❡s♣❡❝t✐❢ n1 ❡t n2✱ s♦♥t ❧❡s

(R, S0, S̃1, S∞) ∈ Mn2,n1(C(z))×Mn2,n1(C)×Mn2,n1

(
C
[
l̃n, l̃n

−1])×Mn2,n1(C)

t❡❧s q✉❡ 



S0A0 = B0S0

ϕp

(
S̃1

)
A1 = B1S̃1

S∞A∞ = B∞S∞
RFi = GiSi ♣♦✉r i = 0,∞
R̃F̃1 = G̃1S̃1

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té R̃ = π⋆R✳

✸✳✺✳✹ ▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s

◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ Csr ❡t Esr✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Esr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✹✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Esr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

F : Ssr → Esr{
(A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞)⇝ A ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ssr ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸)(
R, S0, S̃1, S∞

)
⇝ R.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts✳

P❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés A = ϕp (F0)A0F
−1
0 ✱ A = ϕp (F∞)A∞F−1∞ ❡t π⋆A = ϕp

(
F̃1

)
A1F̃1

−1
✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ π⋆A ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à π⋆M (D)✱ π⋆M
(
P1 (C) \D

)
❡t

M
(
C̃⋆
)
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✱ π⋆A ∈ GLn (π

⋆C(z)) ❞♦♥❝

A ∈ GLn (C(z)) .

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = AY ❡st s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0, 1,∞ ❞♦♥❝ A ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ R ∈ Mn2,n1(C(z)) ❡t ✈ér✐✜❡

ϕp(R)A = ϕp(R)ϕp(F0)︸ ︷︷ ︸
=ϕp(G0)S0

A0F
−1
0 = ϕp(G0)B0 S0F

−1
0︸ ︷︷ ︸

=G−1
0 R

= BR,

❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té S0A0 = B0S0✳ ❆✐♥s✐✱ R ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ Esr ❞❡ A ❞❛♥s B✳

▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r F ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❝❛r ✐❧ ❡st ✿
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• ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❚♦✉t ♦❜❥❡t A ❞❡ Esr ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
F (A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞)✳ ■❝✐ ♦♥ ❛ ♠ê♠❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t X ❞❡ Ssr t❡❧ q✉❡
F (X ) = A ♣❛r ❧❡s ❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✸✳✶✳✼✱ ✸✳✶✳✶✷ ❡t ✸✳✶✳✷✵✳

• ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ ❙♦✐t R ∈ ❍♦♠E(A,B)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ (R, S0, S̃1, S∞)

❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ssr t❡❧ q✉❡ F (R, S0, S̃1, S∞) = R. ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥✲
tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸✱ ♦♥ ♣♦s❡ ♣♦✉r i = 0,∞✱ Si = G−1i RFi ✭✉♥✐q✉❡♠❡♥t

❞ét❡r♠✐♥é✮ ❡t S̃1 = G̃1

−1
R̃F̃1✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (S0, S̃1, S∞) ✈ér✐✜❡ ✿

• P♦✉r i = 0,∞✱

ϕp (Si)Ai = ϕp (Gi)
−1 ϕp (R)ϕp (Fi)Ai = BiG

−1
i B−1ϕp (R)A︸ ︷︷ ︸

=R

Fi = BiSi

♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé q✉❡ ϕp (Gi) = BGiB
−1
i ❡t ϕp (Fi) = AFiA

−1
i ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡

é❣❛❧✐té✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✱ Si ❡st ❞♦♥❝ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳

• ❉❡ ♠ê♠❡✱ ϕp
(
S̃1

)
A1 = B1S̃1. ❆✉ss✐✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✸✱ S̃1 ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Csr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Csr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

G : Ssr → Csr



(
A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞

)
⇝

(
A0, A1, A∞, F̃1

−1
π⋆F0, F̃1

−1
π⋆F∞

)
(
R, S0, S̃1, S∞

)
⇝

(
S0, S̃1, S∞

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ F̃i = π⋆Fi ♣♦✉r i = 0,∞ ❡t R̃ = π⋆R✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r G ❡st ❜✐❡♥
❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣✉✐sq✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t W̃1 := F̃1✱ W0 := F0✱ W∞ := F∞ ✭♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ W̃1 ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
r❡q✉✐s❡s✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❙♦✐t (R, S0, S̃1, S∞) ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ Ssr ❞❡ (A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞) ❞❛♥s (B0, B1, B∞, G0, G̃1, G∞)✳ P♦✉r i = 0,∞✱

❡♥ ♥♦t❛♥t M̃i = F̃1

−1
F̃i ❡t Ñi = G̃1

−1
G̃i✱

S̃1M̃i = S̃1F̃1

−1
︸ ︷︷ ︸
=G̃1

−1
R̃

F̃i = ÑiSi

❞♦♥❝ (S0, S̃1, S∞) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Csr✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r G ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
❝❛té❣♦r✐❡s ❝❛r ✐❧ ❡st ✿

• ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❚♦✉t ♦❜❥❡t (A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞) ❞❡ Csr ❡st ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
G (A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✈❡❝ F̃1 := W̃1✱ F0 := W0 ❡t F∞ := W∞✱ ♦♥
♣♦s❡

A :=

{
ϕp(F0)A0F

−1
0 s✉r D

ϕp(F∞)A∞F−1∞ s✉r P1 (C) \D
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❡t Ã := ϕp(F̃1)A1F̃1

−1
s✉r C̃⋆✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés

ϕp

(
M̃0

)
A0M̃0

−1
= A1 ❡t ϕp

(
M̃∞

)
A∞M̃∞

−1
= A1

s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à

ϕp (π
⋆F0)A0π

⋆F0 = Ã ❡t ϕp (π⋆F∞)A∞π⋆F∞ = Ã.

❆✐♥s✐✱ π⋆A = Ã✳

• ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ ❙♦✐t

(S0, S̃1, S∞) ∈ ❍♦♠Csr
(
(A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞), (B0, B1, B∞, Ñ0, Ñ∞)

)
,

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ X := (R, S0, S̃1, S∞) ∈ ❍♦♠ (Ssr) t❡❧ q✉❡ G (X ) = (S0, S̃1, S∞).

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r i = 0,∞✱ ♦♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés G̃1S̃1F̃1

−1
= G̃iSiF̃i

−1
♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ éq✉✐✈❛✉t

à S̃1M̃i = ÑiSi✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣♦s❡r R := GiSiF
−1
i ♣♦✉r i = 0,∞ ❡t

π⋆R = G̃iSiF̃i
−1

= G̃1S̃1F̃1

−1
.

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ π⋆R ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à

M
(
C̃⋆
)
∩ π⋆M (D) ∩ π⋆M

(
P1 (C) \D

)
.

P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✱ π⋆R ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s π⋆C(z) s♦✐t R ❛ ♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

P❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✺✳✻✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Csr ❡t Esr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✸✳✺✳✺ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❣❧♦❜❛❧❡s s♦♥t t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s

❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r
C✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Csr ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t ❛❜é❧✐❡♥♥❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✼✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Csr s♦♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Esr✱ Ssr ❡t Csr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✺✳✹✮ ❡t Esr ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✾✱ Ssr ❡t Csr s♦♥t
❛✉ss✐ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳
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▲❡s str✉❝t✉r❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ✉s✉❡❧ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❈❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ s✉r ❝❤❛✲
❝✉♥❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠✉♥✐t ❧❛ ❝❛té✲
❣♦r✐❡ Csr ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ (A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞) ❡t
(B0, B1, B∞, Ñ0, Ñ∞) s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ Csr✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

(A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞)⊗ (B0, B1, B∞, Ñ0, Ñ∞)

= (A0 ⊗ B0, A1 ⊗ B1, A∞ ⊗ B∞, M̃0 ⊗ Ñ0, M̃∞ ⊗ Ñ∞)

❡t s✐ (S0, S̃1, S∞) ❡t (T0, T̃1, T∞) s♦♥t ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ Csr✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

(S0, S̃1, S∞)⊗ (T0, T̃1, T∞) = (S0 ⊗ T0, S̃1 ⊗ T̃1, S∞ ⊗ T∞).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♠✉♥✐t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ssr ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐
(A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞) ❡t (B0, B1, B∞, G0, G̃1, G∞) s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ Ssr✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

(A0, A1, A∞, F0, F̃1, F∞)⊗ (B0, B1, B∞, G0, G̃1, G∞)

= (A0 ⊗ B0, A1 ⊗ B1, A∞ ⊗ B∞, F0 ⊗G0, F̃1 ⊗ G̃1, F∞ ⊗G∞)

❡t s✐ (R, S0, S̃1, S∞) ❡t (U, T0, T̃1, T∞) s♦♥t ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ Ssr✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

(R, S0, S̃1, S∞)⊗ (U, T0, T̃1, T∞) = (R⊗ U, S0 ⊗ T0, S̃1 ⊗ T̃1, S∞ ⊗ T∞).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✽✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Csr s♦♥t ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Ssr ❡t Csr s♦♥t t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞é✜♥✐
❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Esr✱ Ssr ❡t Csr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹✮ ❡t Esr ❡st
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✻✱ Ssr ❡t Csr s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s
❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s♦♥t t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✾✳ P♦✉r t♦✉t ã ∈ C̃⋆ \ {1̃}✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs

ω0, ω∞, ω
(ã)
1 : Csr → ❱❡❝tf (C)

❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• s✐ X ∈ ❖❜❥ (Csr) ❡st ❞❡ r❛♥❣ n ❛❧♦rs ♣♦✉r i = 0,∞✱

ωi (X ) = Cn ❡t ω
(ã)
1 (X ) = Cn,
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• s✐
(
S0, S̃1, S∞

)
∈ ❍♦♠ (Csr) ❛❧♦rs ♣♦✉r i = 0,∞✱

ωi

(
S0, S̃1, S∞

)
= Si ❡t ω

(ã)
1

(
S0, S̃1, S∞

)
= S̃1 (ã) .

❈❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s Csr ♠✉♥✐❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s
ω0, ω∞, ω

(ã)
1 ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ r✐❣✐❞❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✺✳✼ ❡t ✸✳✺✳✽✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬♦❜❥❡t 1 := (1, 1, 1, 1, 1) ❞❡ Csr ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐té
❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❍♦♠ (1,1) = {(s, s, s), s ∈ C} ❞♦♥❝ C

∼→ ❍♦♠ (1,1)✳ ■❧ r❡st❡ à
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s
✐✳❡✳ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs t❡♥s♦r✐❡❧s Csr → ❱❡❝tf (C) q✉✐ s♦♥t C✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✜❞è❧❡s ❡t
❡①❛❝ts✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t ✿ ❧❛ ✜❞é❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ω(ã)

1 ✱
ã ∈ C̃⋆ \ {1̃}✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ S̃1 (ã) = 0 ❡t ♦♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r q✉❡ S̃1 = 0✳ ❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té

ϕp

(
S̃1

)
= B1S̃1A

−1
1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ S̃1

(
ãp

k
)
= 0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Z✳ P✉✐sq✉❡ ã ∈ C̃⋆ \ {1̃}✱

❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ S̃1 ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ r❛❝✐♥❡s ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡
▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n✱ ✐❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ♥✉❧s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ ♣❛r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s F : Ssr → Esr q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Ssr
❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✱ ♠✉♥✐❡ ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ω ◦ F ♦ù ω ❡st ✉♥
❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ Esr✳

✸✳✻ ❆♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r
♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r

✸✳✻✳✶ ●r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ Csr
❙♦✐t G ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✏❝♦♠♣❧❡t✑ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ C ✭❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐

❡♥ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮ ❡t G′ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❞❡ G✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ G ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Rep(G′) ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ G′ ✭✈♦✐r
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✸✵✮✳ P✉✐sq✉❡ Rep(G′)✱ Rep(G) ❡t C s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r
G′ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ G ❡t ❞✐r❡ q✉❡ G′ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ C✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s Csr✱ ♥♦té G✱ ❡st
t❡❧ q✉❡

• ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s ω0, ω∞, ω
(ã)
1 : Csr → ❱❡❝tf (C) ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✾✱

• ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ω, ω′ ∈ {ω0} ∪ {ω∞} ∪
{
ω
(ã)
1 | ã ∈ C̃⋆ \ {1̃}

}
s♦♥t ❧❡s ✐s♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s ω → ω′ ✿

G (ω, ω′) = ■s♦⊗ (ω, ω′) .

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❡♥tr❡ t♦✉s s❡s ♦❜❥❡ts✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ tr❛♥s✐t✐❢✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✳ ▲❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛❧ G0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t G1 ❡t G∞✮ s✬✐❞❡♥t✐✜❡
à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✓ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✔

P : Csr → P (0)(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (Csr) ⇝ A0(

S0, S̃1, S∞
)

⇝ S0 .

❈❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❝❛r ❧✬é❣❛❧✐té S0A0 = B0S0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ S0 : A0 → B0 ❡st ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ P (0)✳ ■❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢ ❝❛r

P ((A0, A0, A0, In, In)) = A0 ❡t (A0, A0, A0, In, In) ∈ ❖❜❥ (Csr)

❡t ✐❧ ❡st ♣❧❡✐♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

ω0 = ωl,0P

❞♦♥❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❆✉t⊗ (ωl,0) à Csr ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
♣r♦❛❧❣é❜r✐q✉❡s

P
⋆ : ❆✉t⊗ (ωl,0) → ❆✉t⊗ (ω0) .

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❢❡r♠é❡✳ ❉✬❛♣rès ❬❉▼✽✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✶❪✱
❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Rep

(
❆✉t⊗ (ωl,0)

)
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à

✉♥ s♦✉s✲q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t P⋆ (X ) ♦ù X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ Rep
(
❆✉t⊗ (ω0)

)
✳ P❛r ❞✉❛❧✐té

t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡✱ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Rep
(
❆✉t⊗ (ωl,0)

)
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à P (0) ❡t Rep

(
❆✉t⊗ (ω0)

)

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Csr✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (0) ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t P (X ) ♦ù X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ Csr✳ P✉✐sq✉❡ P

❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❝❡❝✐ ❡st ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é✳ ❆✐♥s✐✱ G0 s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡
❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ G1 ❡t G∞
s✬✐❞❡♥t✐✜❡♥t à ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ G0, G1, G∞ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G q✉✐ s♦♥t ✐❞❡♥✲
t✐✜és à✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ G0, G1, G∞ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡s

❞♦♥♥❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts φ0 ∈ G (ω0, ω0)✱ φ∞ ∈ G (ω∞, ω∞) ❡t φ
(c̃,d̃)
1 ∈ G

(
ω
(c̃)
1 , ω

(d̃)
1

)
♣♦✉r

t♦✉s c̃, d̃ ∈ C̃⋆ \ {1̃}✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s é❧é♠❡♥ts Γ0,ã ∈ G
(
ω0, ω

(ã)
1

)

❡t Γ∞,̃b ∈ G

(
ω∞, ω

(b̃)
1

)
♣♦✉r t♦✉s ã ∈ Σ0✱ b̃ ∈ Σ∞✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥s✳

■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G r❡❧✐❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t

ω0 ❛✉ ♣♦✐♥t ω(ã)
1 ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ω∞ ❛✉ ♣♦✐♥t ω

(b̃)
1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣♦ï❞❡

tr❛♥s✐t✐❢✳ ❖♥ é❝r✐t z̃0 ∈ Σ0✱ z̃∞ ∈ Σ∞ ❡t z̃1, z̃′1 ∈ C̃⋆ \
(
Σ0 ∪ Σ∞ ∪ {1̃}

)
✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡

s✉✐✈❛♥t ✭q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ tr❛♥s✐t✐❢ G✳
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ω
(ã)
1

φ
(ã,z̃0)
1

��

✳✳✳

ω
(z̃0)
1

φ
(z̃0,z̃1)
1

ww

ω
(z̃1)
1

φ
(z̃1,z̃

′
1)

1

��

ω0φ0
55

Γ0,ã

33

Γ0,z̃0

11

✳✳✳ ω∞ φ∞

yy

Γ∞,z̃∞

tt

Γ
∞,b̃

rr

ω
(z̃′1)
1

φ
(z̃′1,b̃)
1

&&

ω
(b̃)
1

φ
(b̃,z̃∞)
1

��

✳✳✳

ω
(z̃∞)
1

✸✳✻✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s

❙♦✐t
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (Csr)✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s Γ0,ã ❡t Γ∞,̃b ❞✉

❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
M̃0 ❡t M̃∞✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✹✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st

S(M) := Pô❧❡s(M) ∪ Pô❧❡s
(
M−1) = Pô❧❡s(M) ∪ ❩ér♦s (detM) .

❈❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞

◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✻✳✺✳ ❙♦✐t E0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t E∞✮ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ D \ {0} ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t C \D✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ E0 ❡t E∞ s❡r♦♥t t❡❧s q✉❡

E0 = S(A) ∩ (D \ {0}) ❡t E∞ = S(A) ∩
(
C \D

)

♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ∈ GLn (C(z)) . P♦✉r i = 0,∞✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t EpZ

i :=
⋃
k∈Z

Epk

i ♦ù

Epk

i = {z ∈ C | zp−k ∈ Ei} ♣♦✉r k ∈ Z<0, Epk

i = {zpk | z ∈ Ei} ♣♦✉r k ∈ Z≥0

❡t ♦♥ ♣♦s❡

Ẽi :=
{
(z, arg(z) + 2πl)

∣∣∣z ∈ EpZ

i , l ∈ Z
}

♦ù ♣♦✉r z ∈ C⋆✱ arg(z) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ z✳
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❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞
q✉✐ ❡st ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ Csr ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts

s♦♥t ❧❡s
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (Csr) t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r i = 0,∞✱

S
(
M̃i

)
⊂ Ẽi.

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✻✳ ❚♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞
❛ ✉♥ ♥♦②❛✉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t
(
S0, S̃1, S∞

)
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞

❞❡ X ❞❡ r❛♥❣ n1

❞❛♥s Y ❞❡ r❛♥❣ n2 ❛✈❡❝ X :=
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
❡t Y :=

(
B0, B1, B∞, Ñ0, Ñ∞

)
✳ ❊♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
(
S0, S̃1, S∞

)
❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr✳ P❛r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡

❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ Esr ❡t Csr ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✺✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡

X ′ :=
(
A′0, A

′
1, A

′
∞, M̃0

′
, M̃∞

′) ∈ ❖❜❥ (Csr)

❞❡ r❛♥❣ n1− r ♦ù r = r❣(S0) = r❣(S̃1) = r❣(S∞) ✭♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s S0, S̃1, S∞
♦♥t ♠ê♠❡ r❛♥❣✮ ❡t (

K0, K̃1, K∞
)
∈ ❍♦♠ (Csr)

t❡❧s q✉❡ (
X ′,
(
K0, K̃1, K∞

)
: X ′ → X

)
✭✸✳✶✻✮

❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡
(
S0, S̃1, S∞

)
❞❛♥s Csr✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉ss✐ q✉❡

r❣(K0) = r❣
(
K̃1

)
= r❣(K∞) = n1 − r.

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ X ′ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CE0,E∞
✳ ❆✐♥s✐✱ ✭✸✳✶✻✮ s❡r❛ ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡(

S0, S̃1, S∞
)
❞❛♥s CE0,E∞

✳ ➱t✉❞✐♦♥s ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ M̃0

′
✳ ❖♥ ❛ K̃1M̃0

′
= M̃0K0 ♣✉✐sq✉❡(

K0, K̃1, K∞
)
∈ ❍♦♠Csr (X ′,X )✱ ❞♦♥❝

K0M̃0

′−1
= M̃0

−1
K̃1. ✭✸✳✶✼✮

❈♦♠♠❡ r❣(K0) = n1 − r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ T ∈ GLn1 (C) t❡❧❧❡ q✉❡

TK0 =

(
L1

L2

)
❛✈❡❝ L1 ∈ GLn1−r (C) ❡t L2 ∈ Mr,n1−r (C) .

P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✼✮✱

(
L−11 0

)
TK0M̃0

′−1

︸ ︷︷ ︸
=M̃0

′−1

=
(
L−11 0

)
TM̃0

−1
K̃1
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❛✐♥s✐
Pô❧❡s

(
M̃0

′−1) ⊂ Pô❧❡s
(
L−11

)
︸ ︷︷ ︸

=∅

∪Pô❧❡s (T )︸ ︷︷ ︸
=∅

∪Pô❧❡s
(
M̃0

−1)

︸ ︷︷ ︸
⊂Ẽ0

∪Pô❧❡s
(
K̃1

)

︸ ︷︷ ︸
⊂{1̃}

❞✬♦ù
Pô❧❡s

(
M̃0

′−1) ⊂ Ẽ0. ✭✸✳✶✽✮

▼♦♥tr♦♥s q✉❡

❩ér♦s
(
det
(
M̃0

′−1)) ⊂ Ẽ0. ✭✸✳✶✾✮

❈♦♠♠❡ K̃1 ∈ Mn1,n1−r
(
C
[
l̃n, l̃n

−1])
❡st ❞❡ r❛♥❣ n1 − r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉✲

t❛t✐♦♥ U ∈ GLn1 (C) t❡❧❧❡ q✉❡

UK̃1 =

(
L̃1

L̃2

)
❛✈❡❝ L̃1 ∈ GLn1−r

(
C
[
l̃n, l̃n

−1])
❡t L̃2 ∈ Mr,n1−r

(
C
[
l̃n, l̃n

−1])
.

P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

ã ∈ ❩ér♦s
(
det
(
M̃0

′−1)) ∩
(
Σ0 \ Ẽ0

)
.

❆❧♦rs✱ ã ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ô❧❡ ❞❡ M̃0

′−1
❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✽✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r M̃0

′−1
(ã) ❡t

✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ Cn1−r ♥♦♥ ♥✉❧ t❡❧ q✉❡

M̃0

′−1
(ã) v = 0 ∈ Cn1−r.

P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✼✮✱

0 = K0M̃0

′−1
(ã) v = M̃0

−1
(ã)U−1

(
L̃1 (ã)

L̃2 (ã)

)
v.

❖r M̃0

−1
(ã)U−1 ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❝❛r ã ̸∈ Ẽ0 ❡t S

(
M̃0

)
⊂ Ẽ0✳ ❆✐♥s✐✱

(
L̃1 (ã)

L̃2 (ã)

)
v = 0

❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ L̃1 (ã) v = 0 ❞♦♥❝ ã ∈ ❩ér♦s
(
det
(
L̃1

))
✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✈ér✐✜é❡ ♣❛r K̃1✱

ϕp

(
K̃1

)
A′1 = A1K̃1,

❞♦♥♥❡ UK̃1 (ã
p)A′1v = 0 s♦✐t (

L̃1 (ã
p)

L̃2 (ã
p)

)
A′1v = 0
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❛✈❡❝ A′1v ̸= 0 ❞♦♥❝ ãp ∈ ❩ér♦s
(
det
(
L̃1

))
✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N✱

ãp
k ∈ ❩ér♦s

(
det
(
L̃1

))
.

❖r✱ ã ̸= 1̃ ❞♦♥❝ det
(
L̃1

)
❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ r❛❝✐♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t

❡♥ l̃n✱ ✐❧ ❡st ♥✉❧ ❡t ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ L̃1 ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r
✭✸✳✶✽✮ ❡t ✭✸✳✶✾✮✱

S
(
M̃0

′) ⊂ Ẽ0.

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡

S
(
M̃∞

′) ⊂ Ẽ∞,

❞✬♦ù (
A′0, A

′
1, A

′
∞, M̃0

′
, M̃∞

′) ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞
) ,

❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳✼✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞
❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞
❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞❡ Csr✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ✉♥✐té 1 = (1, 1, 1, 1, 1) ❡t ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
t❡♥s♦r✐❡❧ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ st❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ❡t ❝❤❛q✉❡
♦❜❥❡t ❛ ✉♥ ❞✉❛❧✳

▲❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ♥♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✽ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ CE0,E∞
❡st ✉♥❡

s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ Csr ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡t ❞❡s ❝♦♥♦②❛✉①✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s
♥♦②❛✉① ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥♦②❛✉① ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉
❞✉❛❧ ❝❛r ❧❛ ❞✉❛❧✐té é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♦②❛✉①✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ Csr s❡ r❡str❡✐♥t ❡♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ♣♦✉r CE0,E∞

❛✐♥s✐ CE0,E∞
❡st ✉♥❡ s♦✉s✲

❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C ❞❡ Csr✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s à CE0,E∞
❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs

✜❜r❡s ω0, ω∞, ω
(ã)
1 , ã ∈ C̃⋆ \

(
Ẽ0 ∪ Ẽ∞ ∪ {1̃}

)
❞é✜♥✐s ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✾✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✽✳ ❙✐ X =
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr ❛❧♦rs ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s E0 ❡t E∞ ❞❡ D \ {0} ❡t C \ D r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t t❡❧s q✉❡
X ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

E0 = S(A) ∩ (D \ {0}) ❡t E∞ = S(A) ∩
(
C \D

)

♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ∈ GLn (C(z))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✺✳✷✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

A :=

{
ϕp(W0)A0W

−1
0 s✉r D

ϕp(W∞)A∞W−1
∞ s✉r P1 (C) \D ✭✸✳✷✵✮



✽✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❉❊◆❙■❚➱✱ ▲❊ ❈❆❙ ❙■◆●❯▲■❊❘ ❘➱●❯▲■❊❘

s❛t✐s❢❛✐t
π⋆A = ϕp

(
W̃1

)
A1W̃1

−1
. ✭✸✳✷✶✮

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✱ A ∈ GLn (C(z))✳ ❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té M̃0 = W̃1

−1
π⋆W0✱ ♦♥ ❛

S
(
M̃0

)
⊂
(
S
(
W̃1

)
∪ S (π⋆W0)

)
∩ Σ0.

▲✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✶✮ ❞♦♥♥❡

W̃1 = ϕ−1p (π⋆A) · · ·ϕ−mp (π⋆A)ϕ−mp

(
W̃1

)
A−m1 ❛✈❡❝ m ∈ N⋆.

P♦✉r ✉♥ m ∈ N ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ W̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

S
(
W̃1

)
∩ Σ0 ⊂ Ẽ0 ❛✈❡❝ E0 := S(A) ∩ (D \ {0}) ,

✈♦✐r ◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✻✳✺✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❣râ❝❡ à ✭✸✳✷✵✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

S (π⋆W0) ⊂ Ẽ0.

❆✐♥s✐✱

S
(
M̃0

)
⊂ Ẽ0

❡t E0 ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ D \ {0}✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r M̃∞ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ C \ D

♥♦té E∞ t❡❧ q✉❡

S
(
M̃∞

)
⊂ Ẽ∞.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ X ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞
)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✽✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ Csr ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
✜♥✐s E0 ⊂ D \ {0} ❡t E∞ ⊂ C \ D t❡❧s q✉❡ X ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CE0,E∞

✳ ➚
♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞❡ D \ {0} ❡t C \D✱ ♥♦tés
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t E0 ❡t E∞✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡ ω0 ❞❛♥s ω
(ã)
1 ✱ ã ∈ Σ0 \ Ẽ0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✾✳ ❙♦✐t ã ∈ Σ0 \ Ẽ0✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡

Γ0,ã :
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃0(ã)

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ω0 ❞❛♥s ω(ã)
1 ✭♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ s❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t r❡♠✲
♣❧✐❡s ✿
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• ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs✳ P♦✉r t♦✉s

X :=
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
,Y :=

(
B0, B1, B∞, Ñ0, Ñ∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)

❡t t♦✉t
(
S0, S̃1, S∞

)
∈ ❍♦♠CE0,E∞

(X ,Y)✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝❛r

Ñ0S0 = S̃1M̃0 ✿

ω0 (X )
S0 //

M̃0(ã)
��

ω0 (Y)

Ñ0(ã)
��

ω
(ã)
1 (X )

S̃1(ã)

// ω
(ã)
1 (Y) .

❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Γ0,ã ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝✬❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❝❛r ❧❡s M̃0 (ã) s♦♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ M̃0 (ã) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮✳

• ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ⊗✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳ P♦✉r t♦✉s X ,Y ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞
)✱

Γ0,ã (X )⊗ Γ0,ã (Y) = M̃0 (ã)⊗ Ñ0 (ã) =
(
M̃0 ⊗ Ñ0

)
(ã) = Γ0,ã (X ⊗ Y) .

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡ ω∞ ❞❛♥s ω
(̃b)
1 ✱ b̃ ∈ Σ∞ \ Ẽ∞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✵✳ ❙♦✐t b̃ ∈ Σ∞ \ Ẽ∞✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡

Γ∞,̃b :
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃∞
(
b̃
)

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ω∞ ❞❛♥s ω(̃b)
1 ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr❡✉✈❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✾✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡ ω0 ❡t ω∞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✶✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ A0

❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❆✉t⊗ (ω0)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té S0A0 = B0S0 ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✷✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ A∞

❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❆✉t⊗ (ω∞)✳
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❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡ ω
(ã)
1 ❞❛♥s ω

(b̃)
1

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✸✳ ❙♦✐t ã ∈ C̃⋆ \
(
Ẽ0 ∪ Ẽ∞ ∪ {1̃}

)
✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡

(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ A1

❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ■s♦⊗
(
ω
(ã)
1 , ω

(ãp)
1

)
✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✻✳✶✹✳ ❙♦✐❡♥t ã, ã1, ã2 ∈ Σ0 \ Ẽ0 ❡t b̃, b̃1, b̃2 ∈ Σ∞ \ Ẽ∞✳ ❖♥ ♥♦t❡

X :=
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)

❛❧♦rs [
X ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃0 (ã1) M̃0 (ã2)
−1
]
∈ ■s♦⊗

(
ω
(ã2)
1 , ω

(ã1)
1

)
,

[
X ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃∞
(
b̃1

)
M̃∞

(
b̃2

)−1]
∈ ■s♦⊗

(
ω
(b̃2)
1 , ω

(b̃1)
1

)
,

[
X ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃0 (ã)A0M̃0 (ã)
−1
]
∈ ❆✉t⊗

(
ω
(ã)
1

)
,

[
X ∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃∞
(
b̃
)
A∞M̃∞

(
b̃
)−1]

∈ ❆✉t⊗
(
ω
(b̃)
1

)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✻✳✾✱ ✸✳✻✳✶✵✱ ✸✳✻✳✶✶ ❡t ✸✳✻✳✶✷✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ G ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ G ❛✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ CE0,E∞
✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✻✳✶✺✳ ▲❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛✉① G0, G1, G∞✱ ❧❡s Γ0,ã✱ ã ∈ Σ0 \ Ẽ0

✭✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✾✮ ❡t ❧❡s Γ∞,̃b✱ b̃ ∈ Σ∞ \ Ẽ∞ ✭✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✻✳✶✵✮ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
❝❡s é❧é♠❡♥ts ❡st tr❛♥s✐t✐❢✳

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s G✳ P♦✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ P✐❝❛r❞✲❱❡ss✐♦t✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r✱
♦✉ s❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s✱ ❡st ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ P♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛✲
❦✐❡♥♥❡s✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✼✳

✸✳✻✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r

❈❛té❣♦r✐❡s Er ❡t Cr
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✻✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ A ∈ ❖❜❥ (Esr) ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Esr s✐ ❧❡
s②stè♠❡ ϕp(Y ) = AY ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ 0✱ ❡♥ 1 ❡t ❡♥ ∞ à ✉♥ s②stè♠❡
ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ ❡♥ 1 ❡t ❡♥ ∞ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❖♥ ❞✐t q✉❡
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (Csr) ❞❡ r❛♥❣ n ∈ N⋆ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ré❣✉❧✐❡r ❞❡

❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Csr s✐ A0 = A1 = A∞ = In✳
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❖♥ ♥♦t❡ Er ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ Esr ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ré❣✉❧✐❡rs ❞❡
Esr✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ❞❡ Esr✳

❖♥ ♥♦t❡ Cr ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ Csr ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ré❣✉❧✐❡rs ❞❡
Csr✳

▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Er ❡t Cr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✼✳ ▲❡s ❝❛té❣♦r✐❡s Er ❡t Cr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r H : Cr → Er q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t
(
In, In, In, M̃0, M̃∞

)
❞❡ Cr✱ ❧✬♦❜❥❡t

A := ϕp (W0)W
−1
0 ✭✸✳✷✷✮

❞❡ Er ✭♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮ ❡t ❛✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡(
S0, S̃1, S∞

)
∈ ❍♦♠Cr

((
In, In, In, M̃0, M̃∞

)
,
(
In, In, In, Ñ0, Ñ∞

))
❞❡ Cr ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡

R := X0S0W
−1
0

❞❡ Er ♦ù

X̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

✱ X0 ∈ GLn (M (D))✱ X∞ ∈ GLn
(
M
(
P1 (C) \D

))

s♦♥t t❡❧s q✉❡ {
X̃1Ñ0 = π⋆X0

X̃1Ñ∞ = π⋆X∞ .

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés ϕp
(
M̃0

)
= M̃0

❡t ϕp
(
M̃∞

)
= M̃∞ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡

π⋆A = ϕp

(
W̃1

)
W̃1

−1
= ϕp (π

⋆W∞) (π
⋆W∞)

−1 . ✭✸✳✷✸✮

P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ π⋆A ∈ GLn (π
⋆C(z)) ❞✬♦ù A ∈ GLn (C(z))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés ✭✸✳✷✷✮ ❡t ✭✸✳✷✸✮✱ A ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ré❣✉❧✐❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
H ❡st ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r H ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❝❛r ✐❧ ❡st ✿

• ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❙♦✐t A ∈ ❖❜❥ (Er)✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ϕp(Y ) = AY ❡st
♠ér♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ 0 à ✉♥ s②stè♠❡ ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
B ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0 ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T0 ∈ GLn (C({z})) t❡❧❧❡s q✉❡ B = ϕp (T0)

−1AT0✳
❈♦♠♠❡ B ❡st ré❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 0✱ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Y (0) ∈ GLn (M (D))

t❡❧ q✉❡ B = ϕp
(
Y (0)

)
Y (0)−1✳ ❆✐♥s✐✱

A = ϕp (W0) (W0)
−1 ✭✸✳✷✹✮

❛✈❡❝ W0 := T0Y
(0) ∈ GLn (C({z}))✳ ❈♦♠♠❡ A ∈ GLn (C(z))✱ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✹✮ ♦♥

♦❜t✐❡♥t W0 ∈ GLn (M (D))✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ♠ê♠❡ W∞ ∈ GLn
(
M
(
P1 (C) \D

))

t❡❧ q✉❡
A = ϕp (W∞) (W∞)

−1 .
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❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T1 ∈ GLn (C({z − 1})) t❡❧ q✉❡ C = ϕp (T1)
−1AT1 ❛✈❡❝ C ré✲

❣✉❧✐èr❡ ❡♥ 1✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✻✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Ỹ (1) ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

t❡❧ q✉❡

ϕp

(
Ỹ (1)

)
= π⋆C.Ỹ (1) ❡t

π⋆A = ϕp

(
W̃1

)(
W̃1

)−1
✭✸✳✷✺✮

❛✈❡❝ W̃1 := π⋆T1.Ỹ
(1) à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 1̃✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

q✉❡ W̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

✳ ❖♥ ❛

X :=
(
In, In, In, W̃1

−1
π⋆W0, W̃1

−1
π⋆W∞

)
∈ ❖❜❥ (Cr)

❡t
H (X ) = A.

• ♣❧❡✐♥ ❡t ✜❞è❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té

▲❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t r❡♥❞ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳✶✽✳ ❙✐
(
S0, S̃1, S∞

)
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Csr ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ré❣✉❧✐❡rs ❛❧♦rs

S̃1 ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r t♦✉t z̃ ∈ C̃⋆✱ S̃1 (z̃
p) = S̃1(z̃)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ S1 := S̃1◦ l̃n

−1

❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C✱ S1(pz) = S1(z)✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
S1(z) =

∑
k≥N

Tkz
k ♦ù ❧❡s Tk s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝

q✉❡ Tk = pkTk s♦✐t ♣♦✉r k ̸= 0✱ Tk ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t✳

❖♥ ♥♦t❡ Cr,E0,E∞
❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞

❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s
♦❜❥❡ts ré❣✉❧✐❡rs✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r C ♠✉♥✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ✜❜r❡s

ω0, ω∞, ω1 : Cr,E0,E∞
→ ❱❡❝tf (C)

❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• s✐ X ∈ ❖❜❥ (Cr,E0,E∞
) ❡st ❞❡ r❛♥❣ n ❛❧♦rs ♣♦✉r i = 0, 1,∞✱

ωi (X ) = Cn,

• s✐
(
S0, S̃1, S∞

)
∈ ❍♦♠ (Cr,E0,E∞

) ❛❧♦rs S̃1 ❛ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❞✬❛♣rès ❧❡

❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r i = 0,∞✱

ωi

(
S0, S̃1, S∞

)
= Si ❡t ω1

(
S0, S̃1, S∞

)
= S̃1.
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❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳✶✾✳ ❖♥ ♥♦t❡ X =
(
In, In, In, M̃0, M̃∞

)
✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Cr,E0,E∞

✳

▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞❡ G = ❆✉t⊗ (ω1) ❢♦r♠é ❞❡s

X ⇝ M̃0 (ã1) M̃0 (ã2)
−1 ❀

X ⇝ M̃∞
(
b̃1

)
M̃∞

(
b̃2

)−1

♦ù ã1, ã2 ∈ Σ0 \ Ẽ0 ❡t b̃1, b̃2 ∈ Σ∞ \ Ẽ∞ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡ ❞❛♥s G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✸✺✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
D1 ⊂ ω1 (X ) = Cn ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ st❛❜❧❡ ♣❛rH (X )✳ ■❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛rG (X )✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ã1, ã2 ∈ Σ0 \ Ẽ0✱ ♦♥ ❛

M̃0 (ã1) M̃0 (ã2)
−1D1 = D1

❡t ❞♦♥❝
M̃0 (ã1)

−1D1 = M̃0 (ã2)
−1D1.

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ M̃0 (ã)
−1D1 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ã ∈ Σ0 \ Ẽ0✱ ♦♥ ❧❛ ♥♦t❡ D0✱

D0 := M̃0 (ã)
−1D1 ⊂ Cn.

❙♦✐❡♥t d̃1 ∈ Cn✱ d0 ∈ Cn t❡❧s q✉❡ ❱❡❝tC(d̃1) = D1 ❡t ❱❡❝tC(d0) = D0✳ P♦✉r t♦✉t ã ∈ Σ0\Ẽ0✱
✐❧ ❡①✐st❡ m̃0 (ã) ∈ C t❡❧ q✉❡ M̃0 (ã) d0 = m̃0 (ã) d̃1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ m̃0 : Σ0 → C
t❡❧❧❡ q✉❡

M̃0d0 = m̃0d̃1. ✭✸✳✷✻✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ d∞ ∈ Cn t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b̃ ∈ Σ∞ \ Ẽ∞✱ ❱❡❝tC(d∞) = M̃∞
(
b̃
)−1

D1

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ m̃∞ : Σ∞ → C t❡❧❧❡ q✉❡

M̃∞d∞ = m̃∞d̃1. ✭✸✳✷✼✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

• X ′ := (1, 1, 1, m̃0, m̃∞) ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ Cr,E0,E∞
✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✻✮ ✐♠♣❧✐q✉❡

q✉❡ m̃0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ M̃0 ❞♦♥❝
m̃0 ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r Σ0✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ϕp (m̃0) = m̃0✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✻✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐
q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ m̃0 ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡
M̃0✳ P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ m̃∞ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r Σ∞ ❡t ✈ér✐✜❡ ϕp (m̃∞) = m̃∞✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ m̃∞ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés

❞❡ M̃∞✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w̃1 ∈ M
(
C̃⋆
)

♥♦♥ ♥✉❧✱ w0 ∈ M (D) ❡t

w∞ ∈ M
(
P1 (C) \D

)
t❡❧s q✉❡

{
w̃1m̃0 = π⋆w0

w̃1m̃∞ = π⋆w∞

P✉✐sq✉❡ X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Cr,E0,E∞
✱ ✐❧ ❡①✐st❡
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W̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

✱ W0 ∈ GLn (M (D))✱ W∞ ∈ GLn
(
M
(
P1 (C) \D

))

t❡❧s q✉❡ W̃1M̃0 = π⋆W0 ❡t W̃1M̃∞ = π⋆W∞✳ ❆✐♥s✐✱
{
π⋆W0d0 = W̃1M̃0d0 = m̃0W̃1d̃1 s✉r Σ0;

π⋆W∞d∞ = W̃1M̃∞d∞ = m̃∞W̃1d̃1 s✉r Σ∞.

❯♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦❧♦♥♥❡ W̃1d̃1 s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s

♣♦✉r êtr❡ w̃1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ w̃1 ∈ M
(
C̃⋆
)

❡t ❧✬é❣❛❧✐té π⋆W0d0 = m̃0W̃1d̃1

♠♦♥tr❡ q✉❡ w0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
W0 ❞♦♥❝ w0 ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r D✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r w∞✳

• m =
(
d0, d̃1, d∞

)
: X ′ ⇝ X ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Cr,E0,E∞

✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r ❝❛r

d0, d̃1, d∞ ∈ Cn ✈ér✐✜❡♥t {
d̃1m̃0 = M̃0d0
d̃1m̃∞ = M̃∞d∞ .

P♦✉r t♦✉t g ∈ ❆✉t⊗
(
ω1|⟨X ⟩

)
✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

ω1 (X ′)
g(X ′) //

ω1(m)=d̃1
��

ω1 (X ′)
ω1(m)=d̃1
��

ω1 (X )
g(X )

// ω1 (X )

❛✐♥s✐✱ g (X ) d̃1 = d̃1g (X ′) = g (X ′) d̃1✳ ❈♦♠♠❡ g (X ′) ∈ C⋆✱ ♦♥ ❛ g (X )D1 = D1 ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✸✳✻✳✹ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ré❣✉❧✐❡r ❡♥ 0, 1 ❡t ∞ s✉✐✈❛♥t ✿

ϕp(Y ) = AY

❛✈❡❝ A(z) ∈ GLn (C(z))✳
❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ CE0,E∞

❞❡ Csr✳ P❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✻✳✶✺✱ ❧❡s
❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛✉① G0, G1, G∞✱ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❣❛❧♦✐s✐❡♥s

Γ0,z̃0 :
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃0 (z̃0)

♣♦✉r t♦✉t z̃0 ∈ Σ0 \ Ẽ0 ❡t ❧❡s

Γ∞,z̃∞ :
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
∈ ❖❜❥ (CE0,E∞

)⇝ M̃∞ (z̃∞)

♣♦✉r t♦✉t z̃∞ ∈ Σ∞ \ Ẽ∞ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡
CE0,E∞

✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳✷✵✳ ▲❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛✉① G0, G1, G∞ ❡t ❧❡s Γ0,z̃0 ,Γ∞,z̃∞ ♣♦✉r
t♦✉s z̃0 ∈ Σ0 \ Ẽ0✱ z̃∞ ∈ Σ∞ \ Ẽ∞ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ H q✉✐ ❡st ❩❛r✐s❦✐✲❞❡♥s❡
❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞❡ CE0,E∞

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦✲

rè♠❡ ✸✳✷✳✸✼✳ ❙♦✐t X =
(
A0, A1, A∞, M̃0, M̃∞

)
✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CE0,E∞

✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t

ω0, ω
(c̃)
1 , ω∞✱ c̃ ∈ C̃⋆ \

(
Ẽ0 ∪ Ẽ∞ ∪ {1̃}

)
❞✉ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ G ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡

Di ⊂ ωi (X ) = Cn ♣♦✉r i = 0,∞ ❡t D̃1

(c̃) ⊂ ω
(c̃)
1 (X ) = Cn.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r H (X )✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s ❡st ❛✉ss✐ ❧❛✐ssé❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ♣❛r G (X )✳

◆♦t♦♥s ρ : G → GL (ω (X )) ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à X ♣❛r ❞✉❛❧✐té
t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡✳

▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ρ|G1 : G1 → GL (ω (X )) ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à A1 ♣❛r

❞✉❛❧✐té t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (1)✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ❞r♦✐t❡s D̃1

(c̃)
s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡✲

♠❡♥t st❛❜❧❡s s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G1 ❞♦♥❝ ❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
1 ❞❡ ρ|G1 ✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❞✉❛❧✐té t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ à ✉♥ s♦✉s✲♦❜❥❡t ❞❡ r❛♥❣ 1 ❞❡ A1 ❞❛♥s
P (1)✳ ❈❡ s♦✉s✲♦❜❥❡t ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ a1 ∈ ❖❜❥

(
P (1)

)
❞❡ r❛♥❣ 1 ❡t ❞✬✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡

d̃1 : a1 → A1✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t a1 ∈ C⋆ ❡t d̃1 ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n t❡❧❧❡ q✉❡

ϕp

(
d̃1

)
a1 = A1d̃1 ✭✸✳✷✽✮

❡t
ω
(c̃)
1

(
d̃1

)
C = d̃1 (c̃)C = D̃1

(c̃)
.

▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ρ|G0 : G0 → GL (ω (X )) ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à A0 ♣❛r
❞✉❛❧✐té t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (0)✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ D0 ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G0 ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞❡ ρ|G0 ✳ ❊❧❧❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❞✉❛❧✐té t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ à ✉♥ s♦✉s✲♦❜❥❡t ❞❡ r❛♥❣ 1 ❞❡ A0 ❞❛♥s P (0)✳ ❈❡ s♦✉s✲♦❜❥❡t
❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ a0 ∈ ❖❜❥

(
P (0)

)
❞❡ r❛♥❣ 1 ❡t ❞✬✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ d0 : a0 → A0✳ ❆✐♥s✐✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t a0 ∈ C⋆ ❡t d0 ∈ Cn t❡❧s q✉❡

d0a0 = A0d0 ✭✸✳✷✾✮

❡t
Cd0 = D0.

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ P (∞) ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ G∞✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

d∞a∞ = A∞d∞ ✭✸✳✸✵✮

❛✈❡❝ a∞ ∈ C⋆✱ d∞ ∈ Cn ❡t
Cd∞ = D∞.
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P♦✉r t♦✉t ã ∈ Σ0 \ Ẽ0✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té s♦✉s Γ0,ã ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

Γ0,ã (X ) : ω0 (X ) → ω
(ã)
1 (X ) q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t Γ0,ã (X )D0 = D̃1

(ã)
✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

M̃0 (ã)D0 = D̃1

(ã)
.

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ã ∈ Σ0 \ Ẽ0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ m̃0 (ã) ∈ C t❡❧ q✉❡ M̃0 (ã) d0 = m̃0 (ã) d̃1 (ã)✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ m̃0 : Σ0 → C t❡❧❧❡ q✉❡

M̃0d0 = m̃0d̃1. ✭✸✳✸✶✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t b̃ ∈ Σ∞ \ Ẽ∞✱ D∞ = M̃∞
(
b̃
)−1

D
(b̃)
1 ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

m̃∞ : Σ∞ → C t❡❧❧❡ q✉❡
M̃∞d∞ = m̃∞d̃1. ✭✸✳✸✷✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

• X ′ := (a0, a1, a∞, m̃0, m̃∞) ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CE0,E∞
✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✶✮ ✐♠♣❧✐q✉❡

q✉❡ m̃0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥
l̃n✱ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ M̃0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ m̃0 ❡st ❞♦♥❝ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r Σ0✳ ❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té

ϕp

(
M̃0

)
= A1M̃0A

−1
0 ✱ ♦♥ ❛

ϕp

(
M̃0

)
d0 = A1M̃0A

−1
0 d0.

▲❡s é❣❛❧✐tés ✭✸✳✷✽✮✱ ✭✸✳✷✾✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞♦♥❝

ϕp (m̃0) = a1m̃0a
−1
0 .

▲❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ m̃∞ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r Σ∞ ❡t ✈ér✐✜❡

ϕp (m̃∞) = a1m̃∞a
−1
∞ .

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ S (m̃i) ⊂ Ẽi✱ i = 0,∞ ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s
✈♦✐r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ s✉✐t✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ X ′ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ CE0,E∞

✱ ✐❧ r❡st❡ à

♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w̃1 ∈ M
(
C̃⋆
)
✱ w0 ∈ M (D) ❡t w∞ ∈ M

(
P1 (C) \D

)
♥♦♥ ♥✉❧s

t❡❧s q✉❡ {
w̃1m̃0 = π⋆w0

w̃1m̃∞ = π⋆w∞ .

P✉✐sq✉❡ X ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ CE0,E∞
✱ ✐❧ ❡①✐st❡

W̃1 ∈ GLn

(
M
(
C̃⋆
))

✱ W0 ∈ GLn (M (D))✱ W∞ ∈ GLn
(
M
(
P1 (C) \D

))

t❡❧s q✉❡ W̃1M̃0 = π⋆W0 ❡t W̃1M̃∞ = π⋆W∞✳ ❆✐♥s✐✱
{
π⋆W0d0 = W̃1M̃0d0 = m̃0W̃1d̃1 s✉r Σ0

π⋆W∞d∞ = W̃1M̃∞d∞ = m̃∞W̃1d̃1 s✉r Σ∞.
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❯♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦❧♦♥♥❡ W̃1d̃1 s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s

♣♦✉r êtr❡ w̃1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ w̃1 ∈ M
(
C̃⋆
)

❡t ❧✬é❣❛❧✐té π⋆W0d0 = m̃0W̃1d̃1

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ w0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ W0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ w0 ❡st ❞♦♥❝ ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r D✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦♥♥❡ q✉❡
w∞ ❡st ♠ér♦♠♦r♣❤❡ s✉r P1 (C) \D✳

• m =
(
d0, d̃1, d∞

)
: X ′ ⇝ X ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ CE0,E∞

♣✉✐sq✉❡ d0, d∞ ∈ Cn✱ d̃1 ❛

♣♦✉r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❡♥ l̃n ❡t
{
d̃1m̃0 = M̃0d0
d̃1m̃∞ = M̃∞d∞ .

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡s✱ ✜①é❡ ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣♦ï❞❡ H✱ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r
❧❡ ❣r♦✉♣♦ï❞❡ G ♣✉✐sq✉❡ ✿

• ♣♦✉r t♦✉t gi ∈ ❆✉t⊗
(
ωi|⟨X ⟩

)
✱ i = 0,∞✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

ωi (X ′)
gi(X ′) //

ωi(m)=di
��

ωi (X ′)
ωi(m)=di
��

ωi (X )
gi(X )

// ωi (X )

❛✐♥s✐ gi (X ) di = digi (X ′) = gi (X ′) di✳ P✉✐sq✉❡ gi (X ′) ∈ C⋆✱ ♦♥ ❛ gi (X )Di = Di✳

• ♣♦✉r t♦✉t g1 ∈ ■s♦⊗
(
ω
(c̃1)
1 |⟨X ⟩, ω

(c̃2)
1 |⟨X ⟩

)
✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

ω
(c̃1)
1 (X ′) g1(X

′)//

ω
(c̃1)
1 (m)=d̃1(c̃1)

��

ω
(c̃2)
1 (X ′)

ω
(c̃2)
1 (m)=d̃1(c̃2)

��

ω
(c̃1)
1 (X )

g1(X )
// ω

(c̃2)
1 (X )

❛✐♥s✐✱ g1 (X ) D̃1

(c̃1)
= D̃1

(c̃2)
✳

• ♣♦✉r t♦✉t h0 ∈ ■s♦⊗
(
ω0|⟨X ⟩, ω

(ã)
1 |⟨X ⟩

)
❡t t♦✉t h∞ ∈ ■s♦⊗

(
ω∞|⟨X⟩, ω

(b̃)
1 |⟨X ⟩

)
✱ ♦♥

♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ h0 (X )D0 = D̃1

(ã)
❡t h∞ (X )D∞ = D̃1

(b̃)
✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✳✷✶✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ m̃0✳ P❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✶✮✱

m̃0
−1d0 = M̃0

−1
d̃1,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

Pô❧❡s
(
m̃0
−1) ⊂

(
Pô❧❡s

(
M̃0

−1) ∪ Pô❧❡s
(
d̃1

))
∩ Σ0 ⊂ Ẽ0
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❝❛r Pô❧❡s
(
d̃1

)
⊂ {1̃}✳ ❆✉ss✐✱ ❩ér♦s

(
m̃0
−1) ⊂ Ẽ0 ❝❛r s✐ α̃ ∈ ❩ér♦s

(
m̃0
−1) ∩

(
Σ0 \ Ẽ0

)

❛❧♦rs M̃0 (α̃)
−1 ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛✐s 0 = M̃0 (α̃)

−1 d̃1 (α̃) ♦r d̃1 (α̃) ̸= 0 ✭❝❛r

α̃ ∈ C̃⋆ \
(
Ẽ0 ∪ Ẽ∞ ∪ {1̃}

)
❡t ❱❡❝tCd̃1 (α̃) = D

(α̃)
1 ̸= 0✮ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❆✐♥s✐✱

S (m̃0) ⊂ Ẽ0.

▲❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡
S (m̃∞) ⊂ Ẽ∞.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✳✷✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A(0) = A(1) = A(∞) = In✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à
♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳✶✾✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❧❡s ❣r♦✉♣♦ï❞❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❧♦❝❛✉① G0, G1, G∞ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s

s②stè♠❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ t❤❛t ✐s✱ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❣✐✈❡s
❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤❧❡s✐♥❣❡r✬s
❞❡♥s✐t② t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻✳✷✵✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢
r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s✱ t❤❡② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ q✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳

❋r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❈♦❧✐♥ ❋❛✈❡r❥♦♥✱ s❡❡ ❬❋P✷✶❪✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✷✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡✐r
✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ s♦♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡
❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♦✉r ♠❛✐♥
t❤❡♦r❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶✮✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✹✳✶ ❖♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s

✹✳✶✳✶ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 0

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠

ϕp(Y ) = AY ✭✹✳✶✮

✇✐t❤ A ∈ GLn (C({z}))✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❆ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✶✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐sts T ∈ GLm (C((z))) s✉❝❤ t❤❛t ϕp(T )−1AT ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳

✾✾
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Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ ✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✶✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t
0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts Tc ∈ GLm (C({z})) s✉❝❤ t❤❛t ϕp(Tc)−1ATc ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t
♠❛tr✐①✳ ▲❡t T ∈ GLm (C((z))) ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ϕp(T )−1AT ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
C ∈ GLm (C)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ T ❛r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② B t❤❡
♠❛tr✐① A−1 ❛♥❞ ❜② τ0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② β0✮ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t 0 ♦❢ T ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ B✮✳ ❚❤✉s✱

T = Bϕp(T )C ✭✹✳✷✮

❛♥❞ ✐❢
T (z) :=

∑

l≥τ0
Tlz

l, B(z) :=
∑

l≥β0
Blz

l ✇✐t❤ Tl, Bl ∈ Mm (C)

t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ τ0✱

Tn =


 ∑

(k,l): k+pl=n

BkTl


C.

▲❡t µ := ⌈−β0/(p − 1)⌉✳ ■❢ n > µ✱ t❤❡♥ t❤❡ Tl ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ l < n✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r n > µ✱
✇❡ ❤❛✈❡

Tn =

(
n−1∑

l=τ0

Bn−plTl

)
C ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ Bk := 0 ✐❢ k < β0✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t τ0 = 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ U := z−τ0T ❛♥❞

D := z(p−1)τ0B t❤❡♥✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱

U = Dϕp(U)C ,

✇✐t❤ U ∈ GLm (C((z))) s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t 0 ✐s 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ϕp(Y ) = BY
✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ϕp(Y ) = DY ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ β0 ≤ (1 − p)τ0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ τ0 = 0✱ β0 ≤ 0✳ ▲❡t tn := ||Tn||✱
bn := ||Bn|| ❛♥❞ c := ||C||✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

∑
n≥0

bnz
n ✐s ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❛t 0 s♦ t❤❡r❡ ❡①✐st

K ∈ R+ ❛♥❞ ρ ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ∈ N✱ bn = |bn| ≤ Kρn✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ❡①✐sts M ∈ R+✱
M ≥ K✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n ≥ β0✱

bn = |bn| ≤Mρn .

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(
tn
)
n≥0 ❞❡✜♥❡❞ ❜②





t0 := t0, . . . , tµ := tµ

∀n > µ, tn = cM
n−1∑
l=0

ρn−ltl .

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ρn−pl ≤ ρn−l ✐❢ l ≥ 0✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t 0 ≤ tn ≤ tn ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡
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❡♥tr✐❡s ♦❢ T ❛r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t s(z) :=
∑
n≥0

tnz
n ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❲❡

❤❛✈❡

s(z) =
µ∑
n=0

tnz
n + cM

+∞∑
n=µ+1

n−1∑
l=0

ρn−ltlzn

=
µ∑
n=0

tnz
n + cM

µ∑
l=0

+∞∑
n=µ+1

ρn−ltlzn + cM
+∞∑
l=µ+1

+∞∑
n=l+1

ρn−ltlzn

=
µ∑
n=0

tnz
n + cM

µ∑
l=0

(tlz
l

+∞∑

n=µ−l+1

ρnzn

︸ ︷︷ ︸
=

+∞∑
n=1

ρnzn−
µ−l∑
n=1

ρnzn

) + cM

(
+∞∑
l=µ+1

tlz
l

)(
+∞∑
n=1

ρnzn
)

= f(z) + cMg(z)s(z)

✇❤❡r❡ f(z) =
µ∑
n=0

tnz
n−cM

µ∑
l=0

µ−l∑
n=1

tlρ
nzn+l ❛♥❞ g(z) :=

+∞∑
n=1

ρnzn ❛r❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❛t 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

s(z) =
f(z)

1− cMg(z)

❛♥❞ s(z) ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛ s❡r✐❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r z = 0 ♦❢ t❤✐s ❤♦❧♦♠♦r♣❤✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱
+∞∑
n=0

tnz
n ❤❛s ❛ ♥♦♥③❡r♦ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✳✷✳ ❆ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✸✳✶✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts
T ∈ GLm (C((z))) s✉❝❤ t❤❛t ϕp(T )−1AT ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳

✹✳✶✳✷ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✸✳✶✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts T ∈ GLm (C((z))) s✉❝❤ t❤❛t ϕp(T )−1AT ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ▲❡t K ❜❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ P✉✐s❡✉① s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐✳❡✳ t❤❡
✜❡❧❞

K :=
⋃

d∈N⋆

C
((
z1/d

))
.

❆ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✸✳✶✮ ✐s P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts Ψ ∈ GLm (K) s✉❝❤
t❤❛t ϕp(Ψ)−1AΨ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
s②st❡♠s ❛t 0 ✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s Ψ ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ K ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ C((z))✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐s ❛❧s♦ P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❢❛❧s❡✳

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✶✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① A✱ ✐s P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts d ∈ N s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛tr✐① A

(
zd
)
✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳
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❋r♦♠ ❬❘♦q✷✵❪✱ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 0 ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s✳ ▲❡t H ❞❡♥♦t❡ t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ ❍❛❤♥ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ϕp ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t♦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ H✳ ■♥
❬❘♦q✷✵❪✱ ❘♦q✉❡s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛tr✐①Ψ ∈ GLm(H)
s✉❝❤ t❤❛t ϕp(Ψ)−1AΨ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ΨΘ✱ ✇❤❡r❡ Ψ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ H ❛♥❞ Θ ✐s ❛
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠s ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛tr✐① Ψ ❜❡❧♦♥❣s t♦ GLm(K)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✳ ❆ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✐s P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t
❤❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ΨΘ ✇❤❡r❡ Ψ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s
✐♥ K ❛♥❞ Θ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠✳

❋♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ϕp(Y ) = CY ✱ C ∈ GLm (C)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

ℓ(z) := log log(z)/ log(p) ❛♥❞ ec(z) := log(z)log(c)/ log(p)

✇✐t❤ c ∈ C⋆ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ C ✭s❡❡ ❬❘♦q✶✽❪✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ log ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭✐✳❡✳ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ C \ R−✮ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ϕp (ℓ) = ℓ + 1 ❛♥❞
ϕp (ec) = cec ♦♥ t❤❡ s❡❝t♦r

{z ∈ C⋆ | arg(z) ∈]0, π/p[}.
❲❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t 0 ♦❢ ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s P✉✐s❡✉①

r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳
❋♦r ❛❧❧ ϵ > 0 ❛♥❞ α, β ∈ R s✉❝❤ t❤❛t |α− β| < 2π✱ ✇❡ ✇r✐t❡

Sα,β,ϵ := {z ∈ C⋆ | arg(z) ∈]α, β[, |z| < ϵ}.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✻✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ S := Sα,β,ϵ ✐s
♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦♥ S ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st N ∈ Z ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r c s✉❝❤ t❤❛t
|f(z)| ≤ c|z|N ♦♥ S✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠

ϕp(Y ) = AY ✇✐t❤ A ∈ GLm (C{z}) . ✭✹✳✹✮

❤❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❛t 0 ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ α, β ∈ R s❛t✐s❢②✐♥❣ |α−β| < 2π✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
ϵ > 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✹✮ ❤❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❤❛✈❡
♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ♦♥ Sα,β,ϵ✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✳✼✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❤❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❛t 0✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳✽✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠

ϕp(Y ) = AY ✇✐t❤ A ∈ GLm (C{z}) . ✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✶✳ ❚❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✺✮ ✐s P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳
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✷✳ ❚❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✺✮ ❤❛s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❛t 0✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✳✷ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✺✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦
r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✺✮ ✐s P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ΨΘ ✇❤❡r❡ Θ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐st N ∈ N s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ Ψ

(
zN
)
❛r❡ ✐♥ C ({z})✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❛r❡ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❛t 0✳ ■❢ t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✺✮ ✐s ♥♦t P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
❛t 0✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❍❛❤♥ s❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t P✉✐s❡✉① s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❛t
0✳

✹✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❈♦❧✐♥ ❋❛✈❡r❥♦♥✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✐s P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❙♦✱ ❢r♦♠ ♥♦✇
♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ t❡♠✐♥♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✏r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✑ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✏P✉✐s❡✉① r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✑✳

❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✜❡❧❞ Q✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ C✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❛♥❞ t♦ st✉❞② t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ K ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ P✉✐s❡✉① s❡r✐❡s
✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐✳❡✳ t❤❡ ✜❡❧❞

K :=
⋃

d∈N⋆

Q
((
z1/d

))
.

❋♦r ❛♥ ✐♥t❡❣❡r p ≥ 2✱ ✇❡ ✇r✐t❡

ϕp : K → K

f(z) 7→ f (zp)

❛♥❞ t❤✐s ♠❛♣ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t♦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥K✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ϕp (Y ) = AY, A ∈ GLm
(
Q (z)

)
. ✭✹✳✻✮

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❆ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ ♦r ❢♦r s❤♦rt r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts Ψ ∈ GLm (K) s✉❝❤ t❤❛t ϕp(Ψ)−1AΨ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ▲❡t p ≥ 2 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❧❡t A,B ∈ GLm
(
Q(z)

)
✳ ▲❡t k ❜❡ ❛

s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ H✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❍❛❤♥ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠s

ϕp(Y ) = AY ❛♥❞ ϕp(Y ) = BY

❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ k✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛tr✐① Ψ ∈ GLm(k) s✉❝❤ t❤❛t

ϕp(Ψ)B = AΨ .

■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① Ψ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ Y ✐s s✉❝❤ t❤❛t
ϕp(Y) = AY t❤❡♥ ϕp (Ψ

−1Y) = B (Ψ−1Y)✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
s②st❡♠s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❛r❡ K✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠s✳

❆ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✐s str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0 ✐❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ A ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛t 0 ❛♥❞ A(0) ∈ GLm

(
Q
)
✳ ❚♦ s❛② ✐t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛ s②st❡♠ ✐s str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0 ✐❢ 0 ✐s

♥♦t ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❬❘♦q✶✽✱ Pr♦♣✳ ✸✹❪ t❤❛t s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0 ❛r❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
s♦♠❡ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ t❤❡ p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① zνA ❢♦r s♦♠❡ ν ∈ Z
❛r❡ K✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❜✉t ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧②
❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s ❛r❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ s②st❡♠

ϕ2(Y ) =
1

2

(
1 1
1
z
−1
z

)
Y

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘✉❞✐♥✲❙❤❛♣✐r♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
❛t 0 ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✸✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳ ▲❡t A ∈ GLm
(
Q(z)

)
❛♥❞ p ≥ 2✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡
❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t Q✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥✲
❣✉❧❛r ❛t 0 t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐① t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❛♥❞ ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ ❬❈❉❉▼✶✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❜✉✐❧t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❛s✐s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ K✳ ■❢ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❛♥❞ K✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳
❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❬❈❉❉▼✶✽❪✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥ ✸ ✶✳ ❇♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✹✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛ q✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❇❇P✵✽❪✱ ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ t❡st ✐❢ t❤❡
▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ 1 ❛♥❞∞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
z = eu ♦♥❡ ❝❛♥ t❡st t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 1 ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ q✲❞✐✛❡r❡♥❝❡ s②st❡♠s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t∞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ t♦ t❤❡ s②st❡♠ A(1/z)✳

❲❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t ♦✉r str❛t❡❣② ♦❢ ♣r♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✐s K✲
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠ ϕp(Y ) = ΛY ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
Ψ ∈ GLm(K)✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Λ ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
ϕp(Ψ)Λ = AΨ✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ψ1, . . . ,ψm ♦❢ Ψ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

λiϕp(ψi) + ϵiϕp(ψi−1) = Aψi ✭✹✳✼✮

✶✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❯❘▲ ❛❞❞r❡ss ✿

❤tt♣s✿✴✴❤❛❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴❤❛❧✲✵✸✶✹✼✸✻✺✴❢✐❧❡✴❆❧❣♦❘❡❣✉❧❛r❙✐♥❣✉❧❛r▼❛❤❧❡r❙②st✳♣②✳

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03147365/file/AlgoRegularSingularMahlerSyst.py
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✇❤❡r❡ ϵi ∈ {0, 1}✱ λi ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Λ ❛♥❞ ψ0 := 0✳ ❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t s♦♠❡ ▼❛❤❧❡r
s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✼✮✳ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s
❢♦r t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ s♦♠❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t
s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♦✉r
♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶✮ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② m✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻
✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦♣❡♥
♣r♦❜❧❡♠s✳

◆♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❧❡t v0 : Q[[z]] 7→ Z ∩ {∞} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t z = 0 ✿ ❢♦r f ∈ Q[[z]]✱
v0(f) ✐s t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs v ∈ N s✉❝❤ t❤❛t f ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ zvQ[[z]]✳ ■t
❡①t❡♥❞s ✉♥✐q✉❡❧② ❛s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ K t♦ Q✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s
✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ K ✇❤❡r❡ v0(U) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t 0 ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s
♦❢ ❛ ♠❛tr✐① U ✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❲❡ ❧❡t deg(f) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ f ✳ ■❢ M ✐s ❛
♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ Q(z)✱ ❛♥❞ f ✐s t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢
t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ M ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ M̃ := fM ❛♥❞

deg(M) := max
(
deg(f), deg

(
M̃
))

.

❖✉r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❛r✐t❤♠❡t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ Q✳ ●✐✈❡♥ f, g : N 7→ R≥0 ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❛♥❞❛✉ ♥♦t❛t✐♦♥
f(n) = O(g(n)) ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r κ s✉❝❤ t❤❛t f(n) ≤ κg(n) ❢♦r ❡✈❡r②
✐♥t❡❣❡r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ●✐✈❡♥ ❛ n > 0✱ ✇❡ ❧❡t M(n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st n✱ ❛♥❞ MM(n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n r♦✇s ❛♥❞ n ❝♦❧✉♠♥s✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❘♦♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs A,B,C, . . . ♠❛tr✐❝❡s
✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❜② ●r❡❡❦ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs Ψ,Θ,Λ, . . . t❤❡ ♦t❤❡r
♠❛tr✐❝❡s✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs Ψ,Θ, U, . . .✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡s❡
♠❛tr✐❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜♦❧❞ ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs ψ, t,u, . . .✳

✹✳✸ ■♥❞❡① ♦❢ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t 0 ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ✐sK✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠ ϕp(Y ) = ΛY ✇✐t❤ ❛♥ ❛s♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ψ✳ ❲❡ ❝❛♥
❛ss✉♠❡ t❤❛t Λ ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ψi ♦❢ Ψ s❛t✐s❢② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ P✉✐s❡✉① s❡r✐❡s g ∈ K

m ❛♥❞ s♦♠❡ ♥♦♥③❡r♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r λ ∈ Q
⋆
✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s f ∈ K
m ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

λϕp(f) + ϕp(g) = Af . ✭✹✳✽✮
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❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ✐♥t❡❣❡r d s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Q
((
z1/d

))m
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t g ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Q

((
z1/d

))m
✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✐♥t❡❣❡r d ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t

❛♥ ✐♥t❡❣❡r νd s✉❝❤ t❤❛t v0(f)✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
f ✱ ✐s ❛t ❧❡❛st νd/d ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t v0(g) ≥ νd/d✳

✹✳✸✳✶ ❚❤❡ ❝②❝❧✐❝ ✈❡❝t♦r ❧❡♠♠❛

■♥ ❬❈❉❉▼✶✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t
✐s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

q0y + q1ϕp(y) + q2ϕ
2
p(y) + · · ·+ qm−1ϕ

m−1
p (y)− ϕmp (y) = 0 ,

✇✐t❤ q0, . . . , qm−1 ∈ Q(z)✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✽✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡s✉❧t ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ✈❡❝t♦r ❧❡♠♠❛✳ ❋♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤❡r❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✭❝②❝❧✐❝ ✈❡❝t♦r ❧❡♠♠❛✮✳ ❆♥② ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s Q(z)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛
❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐① s②st❡♠ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐st P ∈ GLm

(
Q(z)

)
❛♥❞ q0, . . . , qm−1 ∈ Q(z) s✉❝❤

t❤❛t ϕp(P )AP−1 = Acomp ✇❤❡r❡

Acomp =




0 1 0 · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

0 · · · · · · 0 1
q0 · · · · · · · · · qm−1



. ✭✹✳✾✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❇✐r❦❤♦✛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇✐r✸✵✱ ➓✶❪ ❛♥❞ ♦❢ ❙❛✉❧♦② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❙❛✉✵✵✱
❆♥♥❡①❡ ❇✳✷❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❝❤ ❛ ♠❛tr✐① P ✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ✐ts r♦✇s r1, . . . , rm✳ ❚❤❡s❡ r♦✇s
♠✉st ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♠✉st s❛t✐s❢②

ϕp (ri)A = ri+1 ❢♦r 1 ≤ i ≤ m− 1. ✭✹✳✶✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ✈❡❝t♦r r ∈ C(z)m s✉❝❤ t❤❛t r1 := r✱ ri+1 := ϕp (ri)A✱
1 ≤ i ≤ m− 1 ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ C(z)m✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ z0 ∈ C⋆ ♥♦t ❛ r♦♦t ♦❢

✉♥✐t② s✉❝❤ t❤❛t A (z0) , . . . , A
(
zp

m−2

0

)
∈ GLm (C) ✭s✉❝❤ ❛ z0 ❡①✐sts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A

❤❛s ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✮✳ ◆♦✇✱ ❜② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ z0, z
p
0 , . . . , z

pm−1

0

❛r❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ r ∈ C(z)m s✉❝❤ t❤❛t




r(z0) = e1
r(zp0) = e2A(z0)

−1

✳✳✳

r(zp
m−1

0 ) = emA(z0)
−1 . . . A

(
zp

m−2

0

)−1
✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ e1, . . . , em ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ C(z)m✳ ❲r✐t❡ r1 := r ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧②

ri+1 := ϕp (ri)A, 1 ≤ i ≤ m− 1.
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❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
ri(z0) = ei .

❚❤❡ ♠❛tr✐① P ✱ ✇❤♦s❡ r♦✇s ❛r❡ r1, . . . , rm✱ s❛t✐s✜❡s P (z0) = Im✳ ❚❤✉s✱ P ∈ GLm (C(z)) .
❲r✐t❡

(q0, . . . , qm−1) := ϕp(rm)AP
−1 .

❚❤❡♥ Acomp = ϕp(P )AP
−1 ✐s ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✾✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r z0✱ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐s e1, . . . , em ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐① P ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s q0, . . . , qm−1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r
t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛r❡ Q(z)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛♥② ❝♦♠♣❛♥✐♦♥
♠❛tr✐① s②st❡♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✹✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
P ∈ GLm(Q(z)) ✐s s✉❝❤ t❤❛t ϕp(P )AP−1 ✐s ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ▲❡t z0 ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t P ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ❛t z0✳ ❲❡ ♥♦✇ ❧❡t e1, . . . , em ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r♦✇s ♦❢ P (z0)✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❜❛s✐s✳ ▲❡t r ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ P ✳ ❙✐♥❝❡ ϕp(P )AP−1 ✐s ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ r s❛t✐s✜❡s
✭✹✳✶✶✮✳ ❚❤❡♥✱ ❧❡t r1, . . . , rm ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ r ❛♥❞ A ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✳ ❖♥❡
❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t r1, . . . , rm ❛r❡ t❤❡ r♦✇s ♦❢ P ✳

✹✳✸✳✷ ❘❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ✈❡❝t♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s

❲❡ ❧❡t
D = {d ∈ N | 1 ≤ d ≤ pm − 1 , gcd(d, p) = 1} ⊂ N. ✭✹✳✶✷✮

❍❡r❡❜❡❧♦✇✱ ✐t ✐s ❛ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✉t t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
✭✹✳✽✮✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳ ▲❡t A ∈ GLm
(
Q(z)

)
✳

✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② λ ∈ Q
⋆
❛♥❞ f ∈ K

m s❛t✐s❢②✐♥❣

λϕp(f) = Af ✭✹✳✶✸✮

✇❡ ❤❛✈❡ f ∈ Q
((
z1/d

))m
✳

✷✳ ▲❡t d ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐♥ ✶✳ ■❢ g ∈ Q((z1/d))m✱ λ ∈ Q
⋆
❛♥❞ f ∈ K

m

s❛t✐s❢②
ϕp(f)λ+ ϕp(g) = Af ✭✹✳✶✹✮

t❤❡♥ f ∈ Q((z1/d))m✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts P ∈ GLm(Q(z)) s✉❝❤ t❤❛t Acomp = ϕp(P )AP
−1 ✐s

❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❛t ✐s✱

Acomp =




0 1 0 · · · 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

0 · · · · · · 0 1
q0 · · · · · · · · · qm−1




✇❤❡r❡ q0, . . . , qm−1 ∈ Q(z) . ✭✹✳✶✺✮



✶✵✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ✿ ❘❊❈❖●◆■❩❊ ❘❊●❯▲❆❘ ❙■◆●❯▲❆❘■❚■❊❙

❲❡ ❧❡t f , g, λ ❜❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡

λϕp(Pf) = AcompPf ❛♥❞ ϕp(Pf)λ+ ϕp(P )g = AcompPf

s♦✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ Pf ✇✐t❤ f ❛♥❞ ϕp(P )g ✇✐t❤ g✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
♠♦❞✐❢② t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t A = Acomp✳ ▲❡t f1, . . . , fm ∈ K ❛♥❞
g1, . . . , gm ∈ Q

((
z1/d

))
❜❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ f ❛♥❞ g r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ A ✐s ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥

♠❛tr✐①✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛❧✐t✐❡s ✭✹✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✮ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ {1, . . . ,m−1}✱

fi+1 = λϕp(fi) = · · · = λiϕip (f1) ✭✹✳✶✻✮

❛♥❞

fi+1 = ϕp(gi) + λϕp(fi) = · · · = λiϕip (f1) +
i∑

j=1

λj−1ϕjp(gi−j+1). ✭✹✳✶✼✮

❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✶✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✶✻✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t f ∈ Q
((
z1/d

))m
✱

✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t f1 ∈ Q((z1/d))✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✭✹✳✶✸✮ t❤❛t f1 ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥

q0y + λq1ϕp(y) + · · ·+ λm−1qm−1ϕ
m−1
p (y)− λmϕmp (y) = 0. ✭✹✳✶✽✮

▲❡t H ∈ R2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (pi, v0(λ
iqi))✱ 0 ≤ i ≤ m✱ ✇✐t❤

qm := 1✳ ▲❡t d ∈ N⋆ ❜❡ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢
H ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ ✇✐t❤ p✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❝❤ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ✇❡ ✇r✐t❡ d := 1✳ ❙✐♥❝❡
v0(λ

iqi) = v0(qi)✱ t❤✐s ✐♥t❡❣❡r d ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✳ ❋r♦♠ ❬❈❉❉▼✶✽✱ Pr♦♣✳ ✷✳✶✾❪✱ d ∈ D
❛♥❞ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ y ∈ K ♦❢ ✭✹✳✶✽✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Q

((
z1/d

))
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ f1 ∈ Q((z1/d))✳

◆♦✇✱ ✇❡ ✜① s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r d ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✷✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✶✼✮✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
♣r♦✈❡ t❤❛t f1 ∈ Q((z1/d))✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✶✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✶✹✮
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

q0f1 + λq1ϕp(f1) + · · ·+ λm−1qm−1ϕ
m−1
p (f1)− λmϕmp (f1) = g0, ✭✹✳✶✾✮

✇❤❡r❡ g0 ∈ Q
((
z1/d

))
✐s ❛ Q(z)✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ϕjp(gi) ❢♦r i ∈ {1, . . . ,m} ❛♥❞

j ∈ {0, . . . ,m− 1}✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t f1 ∈ Kd,p ✇❤❡r❡

Kd,p :=
⋃

ℓ∈N
Q
((
z1/(dp

ℓ)
))

⊂ K.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f1 ∈ K ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

f1 = h0 + h1

✇❤❡r❡ h0 ∈ Kd,p ❛♥❞ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ h1 ❜❡❧♦♥❣s t♦
Kd,p✳ ❚❤❡♥✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ϕjp(h1)✱ j ∈ {0, . . . ,m}✱
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ Kd,p✳ ❍❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡

g0 ∈ Q
((
z1/d

))
⊂ Kd,p,
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✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✶✾✮ t❤❛t h1 ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✶✽✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✶✱
h1 ∈ Q

((
z1/d

))
✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ h1 = 0 ❛♥❞ f1 = h0 ∈ Kd,p✳ ▲❡t ℓ0 ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r

s✉❝❤ t❤❛t f1 ∈ Q
((
z1/(dp

ℓ0 )
))

✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ℓ0 > 0✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✶✾✮✱ f1

✐s ❛ Q(z)✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ g0 ❛♥❞ t❤❡ ϕjp(f1) ❢♦r j ∈ {1, . . . ,m}✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

Q
((
z1/(dp

ℓ0−1)
))

✱ t❤✉s f1 ∈ Q
((
z1/(dp

ℓ0−1)
))

✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ℓ0 = 0

❛♥❞ f1 ∈ Q
((
z1/d

))
❛s ✇❛♥t❡❞✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ❲❡ ❧❡t D0 ⊂ D ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs d ∈ D s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✶
♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✺✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

(1) ❚❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

(2) ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s Q((z1/d))✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠ ❢♦r s♦♠❡ d ∈ D0✳

(3) ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s Q((z1/d))✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠ ❢♦r ❡✈❡r② d ∈ D0✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✶✮ ✐♠♣❧✐❡s ✭✸✮✳ ■❢ t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ ✇❡ ❧❡t

Λ := ϕp(Ψ)−1AΨ ∈ GLm(Q) ✭✹✳✷✵✮

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s K✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ A✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
Ψ✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Λ ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❛t ✐s✱

Λ =




Js1(λ1)
Js2(λ2)

✳ ✳ ✳
Jsr(λr)




✇❤❡r❡ λ1, . . . , λr ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ Jsi(λi) ✐s t❤❡ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ s✐③❡ si ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λi✳ ▲❡t

ψ1,1, . . . ,ψ1,s1 ,ψ2,1, . . . ,ψ2,s2 , . . . ,ψr,1, . . . ,ψr,sr

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Ψ ✐♥❞❡①❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❏♦r❞❛♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ Λ✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✷✵✮✱
❢♦r ❛♥② i, j ∈ N s✉❝❤ t❤❛t 1 ≤ i ≤ r✱ 2 ≤ j ≤ si ♦♥❡ ❤❛s

λiϕp(ψi,1) = Aψi,1, ❛♥❞ λiϕp(ψi,j) + ϕp(ψi,j−1) = Aψi,j. ✭✹✳✷✶✮

▲❡t d ∈ D0✳ ❲❡ ✜① ❛♥ ✐♥t❡❣❡r i ∈ {1, . . . , r} ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ j ∈ {1, . . . , si}
t❤❛t ψi,j ∈ Q

((
z1/d

))m
❢♦r ❡✈❡r② j ∈ {1, . . . , si}✳ ❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✱

ψi,1 ∈ Q
((
z1/d

))m
✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ψi,j−1 ∈ Q

((
z1/d

))m
✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸

❛❧s♦ ❣✐✈❡ t❤❛t ψi,j ∈ Q
((
z1/d

))m
✱ ❛s ❞❡s✐r❡❞✳
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✹✳✸✳✸ ❱❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❝t♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜① ❛♥ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0 ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

νd := ⌈dv0(A)/(p− 1)⌉. ✭✹✳✷✷✮

❲❡ st✉❞② t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t 0 ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✽✮✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻✳ ▲❡t λ ∈ Q
⋆
❛♥❞ ❧❡t g ∈ Q((z1/d))m ❜❡ ❛ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥

✐s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ νd/d✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t 0 ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ f ∈ Q((z1/d))m ♦❢

λϕp(f) + ϕp(g) = Af , ✭✹✳✷✸✮

✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ νd/d✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✷✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡

pv0(f) ≥ min (v0(A) + v0(f), pv0(g)) := n0.

❚✇♦ ❝❛s❡s ♦❝❝✉r ✿

• ■❢ n0 = v0(A) + v0(f)✱ t❤❡♥ pv0(f) ≥ v0(A) + v0(f) ❛♥❞

v0(f) ≥
v0(A)

p− 1
.

❙✐♥❝❡ dv0(f) ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ dv0(f) ≥ νd✱ ❛s ✇❛♥t❡❞✳

• ■❢ n0 = pv0(g) t❤❡♥ v0(f) ≥ v0(g)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✼✳ ▲❡t d ∈ D0✳ ■❢ t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

Ψ(z) =
∑

n≥νd
Ψnz

n/d ∈ GLn
(
Q
((
z1/d

)))

✇❤❡r❡ Ψn ∈ Mm (C)✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Ψνd ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ③❡r♦ ♠❛tr✐①✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✺✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻✳

✹✳✹ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✇❡ ✜① ❛♥ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0✳
❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✺✱ t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
❡①✐st Ψ ∈ GLm

(
Q
((
z1/d

)))
✱ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ Λ ∈ GLm

(
Q
)
s✉❝❤

t❤❛t
ΨΛ−1 = A−1ϕp(Ψ). ✭✹✳✷✹✮
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ψ ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ Q
((
z1/d

))
✱ ✇❡

✉s❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ϕd : z 7→ zd ❛♥❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ Q((z)) ♦❢ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s✳ ▲❡t

Θd := ϕd (Ψ) ❛♥❞ Bd := ϕd(A
−1). ✭✹✳✷✺✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ϕd t♦ ✭✹✳✷✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

ΘdΛ
−1 = Bdϕp (Θd) . ✭✹✳✷✻✮

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ d ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❲❡
❧❡t

B(z) =
∑

n≥dv0(A−1)

Bnz
n

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ B✳

✹✳✹✳✶ Pr♦♣❡rt✐❡s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❛♥❞✱
✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① Λ−1 ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐①✱

Λ−1 :=




Js1(γ1)
Js2(γ2)

✳ ✳ ✳
Jsr(γr)




✇❤❡r❡ γ1, γ2, . . . , γr ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ Jsi(γi) ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ s✐③❡ si ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ γi✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ✜①❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0✳ ▲❡t

θ1,1, . . . ,θ1,s1 ,θ2,1, . . . ,θ2,s2 , . . . ,θr,1, . . . ,θr,sr ∈ Q((z))m

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Θd ∈ GLm
(
Q ((z))

)
✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❏♦r❞❛♥ ♥♦r♠❛❧

❢♦r♠ ♦❢ Λ−1✳ ❲❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ ✭✹✳✷✻✮ t❤❛t ❢♦r i ∈ {1, . . . , r}✱ θi,j s❛t✐s❢②

γiθi,1 = Bdϕp(θi,1)
γiθi,j + θi,j−1 = Bdϕp(θi,j) ✐❢ j ≥ 2.

✭✹✳✷✼✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① B := Bd ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥✱ γi ̸= 0✳ ▲❡t f ∈ Q((z))m

❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

γf = Bϕp(f) ,

❢♦r s♦♠❡ γ ∈ Q
⋆
✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ f ✐s ❛t ❧❡❛st νd✳ ❲r✐t❡

f =
∑

n≥νd fnz
n✱ fn ∈ Q

m
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ fn := 0 ✐❢ n < νd✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ Z✱ ✇❡ ❤❛✈❡

γfn =
∑

(k,ℓ) : k+pℓ=n

Bkf ℓ .
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❲r✐t❡
µd := ⌈−dv0

(
A−1

)
/(p− 1)⌉ . ✭✹✳✷✽✮

❙✐♥❝❡ AA−1 = Im✱ ✇❡ ❤❛✈❡ v0(A) + v0(A
−1) ≤ 0 s♦ νd ≤ µd✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs f ℓ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞❡① ℓ ≤ n−dv0(A−1)
p

✳

❚❤❡♥✱ ✐❢ n > µd✱ ✇❡ ❤❛✈❡ n−dv0(A−1)
p

< n✳ ❚❤✉s✱ fn ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs
f ℓ✱ ℓ < n✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs f ℓ✱ νd ≤ ℓ ≤ µd✱ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ γ ❛♥❞ B✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ f ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❛♣ ✿

πd : Q((z))m → Q
m(µd−νd+1)

∑

n∈Z
gnz

n 7→



gνd
✳✳✳
gµd


 .

■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✶✳ ■❢ f =
∑

n≥νd fnz
n✱ ✇✐t❤ fn ∈ Q

m
✱ s❛t✐s❢② ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ Z

fn = α


hn +

∑

(k,ℓ) : k+pℓ=n

Bkf ℓ




✇❤❡r❡ hn ∈ Q
m
✱ α ∈ Q ❛♥❞ fn = 0 ✐❢ n < νd✱ t❤❡♥ f ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② πd (f)

❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rr❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r n > µd ✿

fn = α

(
hn +

n−1∑

ℓ=νd

Bn−pℓf ℓ

)
.

❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s

Md := (Bi−pj)νd≤i,j≤µd ,

Nd :=

{
(Bi−pj)dv0(A−1)+pνd≤i≤νd−1, νd≤j≤µd ✐❢ νd < µd

0 ∈ M1,m(µd−νd+1)

(
Q
)

✐❢ νd = µd .

❙✐♥❝❡ νd ≤ µd✱ πd ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① Md ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ▲❡t ✉s ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
Nd ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❙✐♥❝❡ νd ∈ Z✱ ✇❡ ❤❛✈❡ νd < µd ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ νd < −dv0 (A−1) /(p− 1)✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ dv0(A−1) + pνd ≤ νd − 1 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① Nd ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✷✼✮ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ s♦❧✈❡ s♦♠❡ ✭✐♥✮❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s✳
❲❡ ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡ ❜② M ❛♥❞ N t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Md ❛♥❞ Nd ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■❢ γ ∈ Q

⋆
✱ ❢♦r ❛❧❧

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r j✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ Q✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡

Vγ,j := ❑❡r
(
(Md − γI)j

)
∩
(
j−1⋂

k=0

❑❡r
(
Nd(Md − γI)k

)
)
.

❲❡ ❞❡✜♥❡ Vγ,0 := {0}✳
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▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✳ ▲❡t γ ∈ Q
⋆
❛♥❞ j ∈ N✳ ▲❡t h ∈ Q((z))m ❜❡ ❛ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ✇❤♦s❡

✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❛t ❧❡❛st νd ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t πd(h) ∈ Vγ,j✳ ❚❤❡ ♠❛♣ πd ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s f ∈ Q((z))m ♦❢

γf + h = Bdϕpf , ✭✹✳✷✾✮

❛♥❞ t❤❡ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s y ∈ Vγ,j+1 ♦❢

(Md − γI)y = πd(h) . ✭✹✳✸✵✮

Pr♦♦❢✳ ❲r✐t❡
h =

∑

n≥νd
hnz

n, hn ∈ Q
m
,

❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ f ♦❢ ✭✹✳✷✾✮ ✐s ❛t ❧❡❛st νd✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✾✮✱ ✇❡
❤❛✈❡ ϕp (f) = ϕd(A) (γf + h) s♦ pv0 (f) ≥ dv0 (A)+min (v0 (f) , v0 (h))✳ ■❢ v0 (f) ≤ v0 (h)
t❤❡♥ (p− 1)v0 (f) ≥ dv0 (A) t❤✉s v0 (f) ≥ νd✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ v0 (f) ≥ v0 (h) ≥ νd✳ ▲❡t

f =
∑

n≥νd
fnz

n ∈ Q((z))m, fn ∈ Q
m
.

■❢ n < νd✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ fn := 0 ❛♥❞ hn := 0✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s f ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✾✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ Z✱

γfn + hn =
∑

(k,l) : k+pℓ=n

Bkf ℓ . ✭✹✳✸✶✮

❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦




Nπd (f) = 0 (❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡s n < νd)

Mπd (f) = γπd (f) + πd (h) (❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡s νd ≤ n ≤ µd)

∀n ≥ µd + 1, fn = 1
γ

(
−hn +

n−1∑
ℓ=νd

Bn−pℓf ℓ

)
.

✭✹✳✸✷✮

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■❢ n < νd✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶✮
✐s 0✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∀n < νd,
∑

(k,l) : k+pℓ=n

Bkf ℓ = 0 .

■❢ n = k + pℓ ❛♥❞ n < dv0(A
−1) + pνd t❤❡♥ ℓ < νd ♦r k < v0(B) = dv0(A

−1)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ µd✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✽✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (1− p)µd ≤ dv0(A

−1) s♦ ✐❢ ℓ > µd t❤❡♥
νd − 1− pℓ < v0(B)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

∀n ∈ {dv0(A−1) + pνd, . . . , νd − 1},
µd∑

ℓ=νd

Bn−pℓf ℓ = 0 ,

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
Nπd (f) = 0 .
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❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶✮ ❢♦r ❛❧❧ n s✉❝❤ t❤❛t νd ≤ n ≤ µd ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

γπd (f) + πd (h) =Mπd (f) .

❚❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✶✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ✭✹✳✸✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (M − γI)πd(f) = πd (h) ∈ Vγ,j ❛♥❞ t❤❡

✜rst ❡q✉❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t πd(f) ∈ ❑❡r(N) = ❑❡r(N(M − γI)0)✳ ❚❤✉s✱ πd(f) ∈ Vγ,j+1

❛♥❞ ✐t s❛t✐s✜❡s ✭✹✳✸✵✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ y ∈ Vγ,j+1 ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮✱ t❤❡♥
t❤❡r❡ ❡①✐sts f s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✾✮ s✉❝❤ t❤❛t πd (f) = y✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ny = 0 ❛♥❞
My = γy + πd (h)✳ ❲❡ ✇r✐t❡ (fνd , . . . , fµd)

⊤ := y ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡q✉❡♥❝❡
(fn)n≥νd ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✸✷✮✳ ❚❤❡♥✱ y = πd (f) ✇✐t❤ f =

∑
n≥νd fnz

n

❛♥❞ f ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✸✷✮✱ t❤❛t ✐s✱ f ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✾✮✳
■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t②✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✾✮

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✸✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② πd(f) ✐♥ ✭✹✳✸✷✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥♦ ♥♦♥③❡r♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

γf = Bdϕpf ,

❡✈❡♥ ✇❤❡♥ γ ✐s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Md✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢r♦♠ t❤✐s ❧❡♠♠❛✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ♥♦♥③❡r♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ γ ✐s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
♦❢ Md ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s dim (Vγ,1) ≥ 1✳ ▲❡t Γ := {γ1, . . . , γt} ❜❡ t❤✐s s❡t✳

✹✳✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛tr✐① U ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ Q((z)) ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛s
♠❛♥② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❧✉♠♥s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①
C s✉❝❤ t❤❛t

UC = Bϕp(U).

❖✉r ♠❛tr✐① U ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡
s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ s❡tt✐♥❣ Ψ := ϕ1/d(U) ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
ϕp (Ψ)−1AΨ = C−1 ∈ GLm(Q)✱ ❛s ✇❛♥t❡❞✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t Vγ,0 := {0} ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r j✱

Vγ,j := ❑❡r
(
(Md − γI)j

)
∩
(
j−1⋂

k=0

❑❡r
(
Nd(Md − γI)k

)
)
.

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹✳ ▲❡t γ ∈ Q
⋆
✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Vγ,j)j∈N ♦❢ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ Q

m(µd−νd+1)
✐s ♥♦♥✲

❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ▲❡t
a(γ) := min{n ∈ N⋆ | Vγ,n = Vγ,n+1}.

❚❤❡♥✱ Vγ,j = Vγ,a(γ) ❢♦r ❛❧❧ j ≥ a(γ)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r i ∈ {1, . . . , a(γ)}✱ ✐❢

kγ,j := dim(Vγ,j)− dim(Vγ,j−1)

t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (kγ,j)j∈N⋆ ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳
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Pr♦♦❢✳ ▲❡t j ∈ N✳ ■❢ v ∈ Vγ,j t❤❡♥ (M − γI)jv = 0 s♦ v ∈ ❑❡r(N(M − γI)j) ❛♥❞
(M − γI)j+1v = 0✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t✱ ✜① ❛♥ ✐♥t❡❣❡r j ∈ {1, . . . , a(γ)− 1} ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣

ψj : Vγ,j+1 → Vγ,j/Vγ,j−1
x 7→ (M − γI)x .

■ts ❦❡r♥❡❧ ✐s Vγ,j s♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛♣ ψj : Vγ,j+1/Vγ,j → Vγ,j/Vγ,j−1 ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∀j ∈ {1, . . . , a(γ)− 1}, kγ,j+1 ≤ kγ,j.

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t Γ := {γ1, . . . , γt} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s γ ♦❢ M ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢②
dim (Vγ,1) ≥ 1✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✺✳ ▲❡t γi ∈ Γ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r U ∈ Mm,n

(
Q((z))

)
✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡

❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q s✉❝❤ t❤❛t

UCi = Bϕp(U)

✇❤❡r❡ Ci ∈ GLn
(
Q
)
✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ γi✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ♠❛tr✐①

Ui s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛s n = dim
(
Vγi,a(γi)

)
❝♦❧✉♠♥s✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✹ s❡tt✐♥❣ Vj := Vγi,j✱ a := a(γi)✱ kj := kγi,j
❛♥❞ Mγ := M − γiI✳ ❆ ❝♦❧✉♠♥ u ♦❢ U s❛t✐s✜❡s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✹✳✷✾✮ s♦ ✐t
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷ t❤❛t πd(u) ∈ Va ❛♥❞ n ≤ dim (Va)✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛tr✐① U s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧②
n = dim (Va) ❝♦❧✉♠♥s✳

❋✐rst✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {2, . . . , a}✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ Wj ♦❢ Vj s✉❝❤ t❤❛t

Vj = Vj−1 ⊕Wj.

❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❏♦r❞❛♥✬s t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♥✐❧♣♦t❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ✉s✐♥❣
❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❑❡r (Mγ) ∩ Vj ⊂ Vj−1✱ t❤✉s t❤❡ ♠❛♣

Wj → Wj−1
x 7→ Mγx

✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇r✐t❡ W1 := V1✳ ❲❡ ✜rst ❝❤♦♦s❡ ❛ ❜❛s✐s v(a)1 , . . . ,v
(a)
ka

♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
s♣❛❝❡ Wa✳ ▲❡t 0 ≤ ℓ ≤ a− 1✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❜❛s✐s

v
(a−ℓ)
1 , . . . ,v

(a−ℓ)
ka−ℓ

♦❢ Wa−ℓ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

v
(a−ℓ−1)
1 :=Mγv

(a−ℓ)
1 , . . . ,v

(a−ℓ−1)
ka−ℓ

:=Mγv
(a−ℓ)
ka−ℓ

,
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❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐t ✇✐t❤ ✈❡❝t♦rs v(a−ℓ−1)ka−ℓ+1 , . . . ,v
(a−ℓ−1)
ka−ℓ−1

t♦ ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡
Wa−ℓ−1✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❨♦✉♥❣ t❛❜❧❡❛✉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ jt❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❛ ❜❛s✐s
♦❢ Wj✳

v
(1)
1 :=Ma−1

γ v
(a)
1 · · · v

(a−1)
1 :=Mγv

(a)
1 v

(a)
1

✳✳✳ · · · ✳✳✳
✳✳✳

v
(1)
ka

:=Ma−1
γ v

(a)
ka

· · · v
(a−1)
ka

:=Mγv
(a)
ka

v
(a)
ka

v
(1)
ka+1 :=Ma−2

γ v
(a−1)
ka+1 · · · v

(a−1)
ka+1

✳✳✳ · · · ✳✳✳
v
(1)
ka−1

:=Ma−2
γ v

(a−1)
ka−1

· · · v
(a−1)
ka−1

✳✳✳
✳✳✳

v
(1)
k2+1
✳✳✳
v
(1)
k1

❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡

Va =
a⊕

j=1

Wj

❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ j ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛s✐s
(
v
(j)
1 , . . . ,v

(j)
kj

)
♦❢ Wj ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✉s✱

{v(j)ℓ : 1 ≤ j ≤ a, 1 ≤ ℓ ≤ kj}

✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Va✳ ❋♦r ❡✈❡r② ℓ ∈ {1, . . . , k1} ✇❡ ❧❡t u(1)
ℓ ∈ Q((z))mνd ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢
γf = Bϕp (f)

s✉❝❤ t❤❛t πd
(
u

(1)
ℓ

)
= v

(1)
ℓ ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥ j ∈ {2 . . . , a} t❤❡ ✈❡❝t♦rs

u
(j)
ℓ ∈ Q((z))mνd ✱ ❢♦r ❡✈❡r② ℓ ∈ {1, . . . , kj}✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢

γf + u
(j−1)
ℓ = Bϕp (f)

❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t πd
(
u

(j)
ℓ

)
= v

(j)
ℓ ✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ s✉❝❤ ✈❡❝t♦rs ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✳ ■♥ ✜♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈❡❝t♦rs

u
(1)
1 , . . . ,u

(1)
k1
,u

(2)
1 , . . . ,u

(2)
k2
, . . . ,u

(a)
1 , . . . ,u

(a)
ka
, ✭✹✳✸✸✮

s✉❝❤ t❤❛t πd(u
(j)
ℓ ) = v

(j)
ℓ ❢♦r ❡✈❡r② (j, ℓ) ∈ {1, . . . , a} × {1, . . . , kj}✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

❢❛♠✐❧② ✭✹✳✸✸✮ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q✳ ▲❡t U ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ✭✹✳✸✸✮ r❡✲♦r❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ t❤❛t ✐s ✿

u
(1)
1 ,u

(2)
1 , . . . ,u

(1)
2 ,u

(2)
2 , . . . ,u

(1)
k1
, . . .
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▲❡t C ❜❡ ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦s ❛r❡

Jγ(s1), · · · , Jγ(sk1)

✇❤❡r❡ ✇❡ ❧❡t sℓ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u
(.)
ℓ ✭t❤❛t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ t❤❡ ℓt❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❛❜❧❡✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s1 = a✳ ❚❤❡♥✱

UC = Bϕp (U) .

❚❤✐s ♠❛tr✐① U ❤❛s n = dim (Va) ❝♦❧✉♠♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

❲❡ ✇r✐t❡
Vd :=

⊕

γ∈Γ
Vγ,a(γ). ✭✹✳✸✹✮

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ d ♦❢ Vd✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❧❡t V := Vd✳ ❚❤❡
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s Vγ,a(γ)✱ γ ∈ Γ✱ ❛r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t s✉♠ s♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Q✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V ✐s

dim (V) =
t∑

i=1

dim
(
Vγi,a(γi)

)
.

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹✳✻✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r U ∈ Mm,n

(
Q((z))

)
✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q s✉❝❤ t❤❛t
UC = Bdϕp(U)

✇❤❡r❡ C ∈ GLn
(
Q
)
✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ♠❛tr✐① U s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❤❛s n = dim (Vd) ❝♦❧✉♠♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ dim (Vd) ≤ m✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✳✸✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ C ✐s Γ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛
✹✳✹✳✷✱ n ≤ dim (V)✳ ▲❡t Ui ❛♥❞ Ci ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳ ❲❡
❧❡t U := (U1 | . . . | Ut) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ Ui ❛♥❞
✇❡ ❧❡t C ❞❡♥♦t❡ ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ C1, . . . , Ct t❤❛t ✐s

C :=



C1

✳ ✳ ✳
Ct


 .

❚❤❡ ♠❛tr✐① U ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ❜✉t ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t

UC = Bϕp(U).

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s Vγ1,a(γ1), . . . , Vγt,a(γt) ❛r❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t s✉♠✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s

♦❢ U ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q✳ ❚❤✉s U ❤❛s
t∑
i=1

dim
(
Vγi,a(γi)

)
= dim (V) ❝♦❧✉♠♥s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ U ∈ Mm,n

(
Q((z))

)
❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡♥ n ≤ m✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ U ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q((z))✳
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▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✼✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ Q((z)) ❛♥❞ D ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t

TD = Bdϕp(T ) . ✭✹✳✸✺✮

■❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ T ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q((z)) t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦✈❡r Q✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① PDP−1 ✐s ✉♣♣❡r
tr✐❛♥❣✉❧❛r✳ ❚❤❡♥✱ (TP−1)(PDP−1) = Bϕp(TP

−1)✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡
r❡♣❧❛❝❡ T ✇✐t❤ TP−1 ❛♥❞ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t D ✐s ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ T ✐s ♥♦♥③❡r♦✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡✳ ▲❡t a ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✜rst a ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① T ❛r❡
❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q((z))✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ a ≥ 2✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r
g := (g1, . . . , ga−1, 1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ Q((z))m✱ m ∈ N✱ s✉❝❤ t❤❛t

Tg = 0 . ✭✹✳✸✻✮

▼✉t❧✐♣❧②✐♥❣ ✭✹✳✸✺✮ ❜② ϕp(g) ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

TDϕp(g) = Bϕp(T )ϕp(g) = Bϕp (Tg) = 0. ✭✹✳✸✼✮

❙✐♥❝❡ D ✐s ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r✱ ♦♥❧② t❤❡ a ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ Dϕp(g) ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥③❡r♦ ❛♥❞ ✐ts
at❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s s♦♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ η ∈ Q

⋆
♦❢ D✳ ❇② ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ a✱ ✇❡ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ ✭✹✳✸✻✮

❛♥❞ ✭✹✳✸✼✮ t❤❛t
Dϕp(g) = ηg .

❋r♦♠ ❬◆✐s✾✻✱ ❚❤♠✳ ✸✳✶❪✱ g ∈ Q
m

❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✻✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r Q
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ T ✱ ❛s ✇❛♥t❡❞✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✽✳ ▲❡t d ∈ D0 ❛♥❞ m0 := dim (Vd)✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ m0 ≥ m✳ ■❢ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r m0 = m✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t d ∈ D0✳ ❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r✐❡s ✹✳✸✳✺ ❛♥❞ ✹✳✸✳✼✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s Q

((
z1/d

))
✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❏♦r❞❛♥ ♥♦r♠❛❧

❢♦r♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ψ s✉❝❤ t❤❛t v0 (Ψ) ≥ νd/d✳ ❚❤❡
❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ψ ∈ GLm

(
Q
((
z1/d

)))
❛r❡ Q✲❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦

❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✼✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✷✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✉♥❞❡r πd ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ϕd (Ψ) ❛r❡
Q✲❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ V✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✐s ❛t ❧❡❛st m ❛s ✇❛♥t❡❞✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t m0 ≥ m ❛♥❞ ❧❡t B := ϕd (A
−1)✳ ❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✹✳✻ ❛♥❞

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✼✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛tr✐① U ∈ Mm,m0

(
Q((z))

)
✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q((z)) s✉❝❤ t❤❛t

UC = Bϕp(U) ✭✹✳✸✽✮
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✇❤❡r❡ C ∈ GLm0

(
Q
)
❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ m0 ≤ m✳ ❚❤✉s✱ m = m0✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✹✳✸✽✮✱ s❡tt✐♥❣ Ψ := ϕ1/d(U) ∈ GLm
(
Q
((
z1/d

)))
✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ϕp(Ψ)−1AΨ = C−1 ∈ GLm
(
Q
)
. ✭✹✳✸✾✮

❚❤✉s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s Q
((
z1/d

))
✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s r❡❣✉❧❛r

s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✽ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ s②st❡♠
✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡
✭✐♥✮❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢
M ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 0

■❢Md ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡Mn
d ❑❡r(Nd) = ❑❡r(NdM

−n
d ) ❢♦r n ∈ Z<0✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱

✇❡ ❞❡✜♥❡
Mn

d ❑❡r(Nd) := ❑❡r(NdM
−n
d )

❢♦r n ∈ Z<0 ❡✈❡♥ ✐❢ Md ✐s ♥♦t ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ▲❡t

Xd :=
⋂

n∈Z
Mn

d❑❡r(Nd) .

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦❢t❡♥ ✇r✐t❡ X := Xd✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✾✳ ▲❡t d ∈ D0✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ Xd ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❑❡r(Nd) ♦♥
✇❤✐❝❤ Md ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ Xd ⊂ ❑❡r(Nd) ❛♥❞ Xd ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ Md✳ ❙✐♥❝❡
Xd ✐s ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t Md ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ Xd ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❑❡r(Md) ∩ Xd = {0}✳ ▲❡t x ∈ ❑❡r(Md) ∩ Xd✱ ❛♥❞ ❧❡t s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
Md✳ ❚❤❡♥ ❑❡r(M s

d) = ❑❡r(M s+1
d )✳ ❙✐♥❝❡ x ∈ Xd ⊂M s

d❑❡r(Nd)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts y ∈ ❑❡r(Nd)
s✉❝❤ t❤❛t x = M s

dy✳ ❚❤❡♥✱ M
s+1
d y = Mdx = 0✳ ❚❤✉s✱ y ∈ ❑❡r(M s+1

d ) = ❑❡r(M s
d) ❛♥❞

x =M s
dy = 0✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❑❡r(Md) ∩ Xd = {0}✳

◆♦✇✱ ❧❡t I ⊂ ❑❡r(Nd) ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ Md ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤❡♥✱
♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ Mn

d I = I ⊂ ❑❡r(Nd) ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✳ ❚❤✉s✱ I ⊂ ❑❡r(NdM
n
d ) ❢♦r

❡✈❡r② n ∈ N✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ I = Mn
d I ⊂ Mn

d❑❡r(Nd) ❢♦r ❡✈❡r② n ∈ N✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
I ⊂ Xd✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✶✵✳ ❚❤❡ Q✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s Vd ❛♥❞ Xd ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t

Vγ,k := ❑❡r
(
(M − γI)k

)
∩
(
k−1⋂

j=0

❑❡r
(
N (M − γI)j

))
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❛♥❞ V :=
⊕
γ∈Γ

Vγ,a(γ) ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✹✮✮✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ V ✐s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❑❡r(N)✳ ▼♦r❡♦✲

✈❡r✱ M ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ V s✐♥❝❡ V ⊂ ⊕
γ∈Γ

❑❡r
(
(M − γI)a(γ)

)
✇✐t❤ Γ ⊂ Q

⋆
✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t X ⊂ V. ▲❡t e1, . . . , en ❞❡♥♦t❡ ❛
❜❛s✐s ♦❢ X ❛♥❞ ❧❡t E ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ m(µd − νd + 1) × n ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ t❤❡
e1, . . . , en✳ ❙✐♥❝❡ X ✐s M ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts R ∈ Mn

(
Q
)
s✉❝❤ t❤❛t

ME = ER. ✭✹✳✹✵✮

❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ❑❡r(M) ∩ X = {0}✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛tr✐① R ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❛s✐s e1, . . . , en ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t R ✐s ❛ ❏♦r❞❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s✱ ✭✹✳✹✵✮ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ R ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ M ✳ ▲❡t Jγ (s) ❜❡
t❤❡ ✜rst ❏♦r❞❛♥ ❜❧♦❝❦ ♦❢ R✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ E ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❑❡r(N)✱
♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ j ∈ {1, . . . , s} t❤❛t ej ∈ Vγ,j✳ ❉♦✐♥❣ t❤✐s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❏♦r❞❛♥
❜❧♦❝❦s ♦❢ J ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ E ❜❡❧♦♥❣ t♦ V✱ ❛s ✇❛♥t❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r st❛t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✿

✶✳ ❚❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱

✷✳ dimXd ≥ m ❢♦r s♦♠❡ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0✱

✸✳ dimXd = m ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0✳

■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s Q((z1/d))✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠ ❢♦r ❡✈❡r② d ∈ D0✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✽ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✶✵✳

❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t s♦♠❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦
✜♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0 ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ dimXd ≥ m✳

✹✳✺ ❆ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s
t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 0 ♦❢ ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t
0✱ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t t❡❧❧ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛tr✐① Ψ s✉❝❤ t❤❛t ϕp(Ψ)−1AΨ ∈ GLm

(
Q
)
✳

❙✉❝❤ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① U ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ ❜✉t t❤❡
✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ✜♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Md✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Ψ
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ✜♥❡✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡
P✉✐s❡✉① s❡r✐❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① Ψ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳
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✹✳✺✳✶ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Xd ✐s ❡q✉❛❧ t♦ m✳ ▲❡t e1, . . . , em
❜❡ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Xd ❛♥❞ ❧❡t E ❜❡ t❤❡ m(µd−νd+1)×m ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ e1, . . . , em✳
❆s ✐♥ ✭✹✳✹✵✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

MdE = ER

❢♦r s♦♠❡ ♠❛tr✐① R ∈ GLm
(
Q
)
✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❛ ❜❧♦❝❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ E ✐♥t♦ µd − νd + 1

♠❛tr✐❝❡s Eνd , . . . , Eµd ∈ Mm

(
Q
)
✿

E =




Eνd
✳✳✳

Eµd


 .

❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ n > µd ❛ ♠❛tr✐① En ∈ Mm

(
Q
)
s❡tt✐♥❣

En =


 ∑

(k,l) : k+pℓ=n

BkEℓ


R−1 ✭✹✳✹✶✮

✇❤❡r❡ B =
∑

n∈ZBnz
n = ϕd(A)

−1✳ ❆s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✶✱ ✇❤❡♥ n > µd✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Eℓ
❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ℓ < n✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡
♠❛tr✐❝❡s En ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ n < νd✱ ✇❡ ✇r✐t❡ En = 0✳ ❲❡ str❡ss t❤❛t ✭✹✳✹✶✮ ❤♦❧❞s ❢♦r
❛♥② n ∈ Z ✿

• ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ n > µd ❀

• ✇❤❡♥ νd ≤ n ≤ µd✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ER =MdE ❀

• ✇❤❡♥ n < νd✱ s✐♥❝❡ X ⊂ ❑❡r(Nd)✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② NdE = 0✳

❲❡ ✇r✐t❡ U :=
∑

n≥νd Enz
n✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✹✶✮ t❤❛t

UR = Bϕp(U) . ✭✹✳✹✷✮

❙✐♥❝❡ e1, . . . , em ✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Xd✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ U ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡r Q✳ ■t
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳✼ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✈❡rQ((z))✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛tr✐①
U ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Ψ := ϕ1/d(U)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✹✷✮ t❤❛t

ϕp(Ψ)−1AΨ = R−1 ∈ GLm
(
Q
)
. ✭✹✳✹✸✮

❚❤✉s✱ Ψ ✐s ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ Ψ✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺✳✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✭✹✳✻✮✳ ▲❡t k ⊂ Q ❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞
s✉❝❤ t❤❛t A ∈ GLm(k(z))✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s
k̂(z)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♠❛tr✐① ✐♥ GLm(k)✱ ✇❤❡r❡

k̂(z) :=
⋃

d∈N
k
((
z1/d

))
,

✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ P✉✐s❡✉① s❡r✐❡s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ k✳
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Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Q✲✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ Xd ❡q✉❛❧s m✳ ❙✐♥❝❡ Md

❛♥❞ Nd ❤❛✈❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ k✱ Xd ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r k✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❛s✐s e1, . . . , em ♦❢ Xd ❝❛♥ ❜❡
❝❤♦s❡♥ ✐♥ k

m(µd−νd+1)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① R ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s En✱ n ≥ νd✱ ❤❛✈❡
t❤❡✐r ❡♥tr✐❡s ✐♥ k✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐①

Ψ(z) =
∑

n≥νd
Enz

n/d

❜❡❧♦♥❣s t♦ GLm
(
k
((
z1/d

)))
✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r s♦♠❡ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ k ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
❛t ✵ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥ k✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶ ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ✜❡❧❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ A ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳
■t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ Q✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛✲
r❛❝t❡r✐st✐❝✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s
t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 0 ♦❢ ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶ ✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✸✳ ■♥ ♦✉r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✐♥ Q✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ k ⊂ Q ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✉❝❤ t❤❛t A ∈ GLm(k(z))✱ ♦✉r
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ k✳ ❚♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡
r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✇❡ ❣✐✈❡ ❜② O(M([k : Q]))✱ ✇❤❡r❡
[k : Q] ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ k ♦✈❡r Q✳

✹✳✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①

❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶✱ ✇❡ ✜rst ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t d ✐♥ t❤❡ s❡t D0✳
❚❤✐s ✐♥t❡❣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t 0 ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐① Acomp✱
Q(z)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ A✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ✈❡❝t♦r ❧❡♠♠❛ ✭❚❤❡♦r❡♠
✹✳✸✳✶✮✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✬s t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❬▼❛r✻✻✱ ❚❤✳ ✷✼✱✷❪✮✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❛♥②
r♦♦t ♦❢ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

f := f0 + f1z + f2z
2 + · · ·+ fhz

h ✇✐t❤ f0, . . . , fh−1 ∈ C, fh ∈ C⋆

✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1 ♣❧✉s t❤❡ ♠❛① ♦❢ |fk||fh| ✱ 0 ≤ k ≤ h − 1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛♣ x 7→ |x|✳ ❚♦ st❛② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡ ✜❡❧❞✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳ ▲❡t k ❞❡♥♦t❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ✜❡❧❞ s✉❝❤ t❤❛tA ∈ GLm(k(z))✳
❲❡ ✜① ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ k →֒ C✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ V (ξ) ∈ Q ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥② ξ ∈ k✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r f = f0 + f1z + · · ·+ fhz

h✱ fi ∈ k✱ fh ̸= 0✱ ✇❡ ✇r✐t❡

∥f∥ := 1 + max

{
V

(
fk
fh

)
, 0 ≤ k ≤ h− 1

}
≥ 1 + max

{∣∣∣∣
fk
fh

∣∣∣∣ , 0 ≤ k ≤ h− 1

}
,
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✐❢ h ≥ 1 ❛♥❞ ∥f∥ = 1 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ∥f∥ ∈ Q ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡✈❡r②
r♦♦t ♦❢ f ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐①
Acomp s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ A ❛♥❞ Acomp ❛r❡ Q(z)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s
t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐①✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❋✐♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ Acomp

■♥♣✉t✿ A ∈ GLm
(
Q(z)

)
✱ p ∈ N≥2✳

❖✉t♣✉t✿ ❚❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐① Q(z)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ A✳

❈♦♠♣✉t❡ f ✱ t❤❡ ❧❝♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ A✳
❲r✐t❡ Ã = fA ∈ GLm

(
Q[z]

)
✳

❈♦♥s✐❞❡r z0 := max
(
2, ∥f∥, ∥ det(Ã)∥

)
✳

❈♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ r ∈ Q[z]m ♦❢ ✭✹✳✶✶✮ ❜② ◆❡✇t♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❜❡❝❛✉s❡ z0, . . . , z

pm−1

0 ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✮✳
▲❡t P ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ r♦✇s ❛r❡ r1 := r✱ ri+1 := ϕp(ri)A✱ 1 ≤ i ≤ m− 1✳
r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ϕp(rm)AP−1✳

■t ✐s ❝❧❡❛r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ϕp(P )AP−1 ✐s ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥
♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❛t ✐ts ❧❛st r♦✇ ✐s ϕp(rm)AP−1✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ D0✱ ❛s ✐t ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✸✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❋✐♥❞ s♦♠❡ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0

■♥♣✉t✿ A ∈ GLm
(
Q(z)

)
✱ p ∈ N≥2✳

❖✉t♣✉t✿ ❆♥ ✐♥t❡❣❡r d ∈ D0

❈♦♠♣✉t❡ (v0, . . . , vm−1) t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♠❛tr✐①
Q(z)✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ A✱ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳
❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤✉❧❧ H ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (pi, vi)✱ 0 ≤ i ≤ m✱ ✇✐t❤ vm := 0✳
❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t S ♦❢ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡s ♦❢ H ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♣r✐♠❡ ✇✐t❤ p✳
r❡t✉r♥ lcm(S)✳

❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧
s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r n✱ ✇❡ ❧❡t M(n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st n✱ ❛♥❞ MM(n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n r♦✇s ❛♥❞ n ❝♦❧✉♠♥s✳ ▲❡t C ∈ Mm

(
Q[z]

)

✇✐t❤ det(C) ̸= 0 ❛♥❞ ❧❡t δ := deg(C)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

• t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st δ ❛♥❞ s✐③❡ m ❤❛s ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② O (MM(m)δ +m2M(δ))✱ s❡❡ ❬❇❙✵✺✱ ❚❤✳ ✹❪ ❀

• t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ C ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O
(
MM(m)M(δ) (log(m))2

)
✱ s❡❡ ❬❙t♦✵✸❪ ❀

• t❤❡ ♣r♦❞✉❝t vC−1✱ ✇❤❡r❡ v ∈ Q[z]m ❤❛s ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st δ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O (MM(m)M(δ) log(m) log(δ)) ,

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ C ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ s❡❡ ❬❙t♦✵✸✱ ❈♦r✳ ✶✻❪ ❀
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• t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ C ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O (m2M(mδ) log(mδ))✱ s❡❡ ❬❩▲❙✶✺❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O (MM(m) log(m)M (u) log(u)) ✇✐t❤ u := (m+ deg(A))pm.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❆ss✉♠❡
✜rst t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① A ❤❛s ✐ts ❡♥tr✐❡s ✐♥ Q[z] ❛♥❞ ❧❡t δ := deg(A)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
det(A) ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O
(
MM(m)M(δ) (log(m))2

)
.

❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ f = 1 ❤❡r❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ det(A) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st mδ✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ z0 ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ O(mδ) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ r ♦❢ ✭✹✳✶✶✮✱
✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s

(
A
(
zp

k

0

)
. . . A

(
zp

2

0

)
A (zp0)A (z0)

)−1
, 1 ≤ k ≤ m− 2 . ✭✹✳✹✹✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ pt❤ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(log(p))✱ t❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
z0, z

p
0 , . . . , z

pm−2

0 ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s O(m log(p)) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ ℓ ❛t n ♣♦✐♥ts ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s O (nℓ) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ A(z) ✐s ♠❛❞❡ ♦❢
m2 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❞❡❣r❡❡ δ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A(z0), A(z

p
0), . . . , A(z

pm−2

0 )
❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②O (m3δ) ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡m ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥t
♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✹✹✮ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O
(
m log(p) +m3δ +mMM(m)

)
.

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ m ❡♥tr✐❡s ♦❢ r ❜② ❞♦✐♥❣ ❛ ◆❡✇t♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛t m ♣♦✐♥ts✳
■t ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O(mM(m) log(m))

✭s❡❡ ❬❇❙✵✺❪✮✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ r♦✇s ♦❢ P s❛t✐s❢② r = r1 ❛♥❞ rk+1 = ϕp(rk)A ❢♦r ❡✈❡r② k✱
1 ≤ k ≤ m− 1✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

deg(rk) ≤ (m+ δ)pk−1 .

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ϕp(rk)A ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s m2 s✉♠s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ❞❡❣r❡❡
❛t ♠♦st (m+ δ)pk✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❝❡ rk ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ rk+1 ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O
(
m2M

(
(m+ δ)pk

))
.

❖♥❝❡ r ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛tr✐① P ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O
(
m2

m−1∑

k=1

M
(
(m+ δ)pk

)
)

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ϕp (rm)A ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O
(
m2M(u)

)
,
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✇❤❡r❡ u := (m+ δ)pm✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ϕp (rm)AP−1 ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O (MM(m) log(m)M (u) log(u)) . ✭✹✳✹✺✮

❙✐♥❝❡ ✭✹✳✹✺✮ ✐s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s ✭✹✳✹✺✮✱ ✇❤❡♥ A ✐s ❛ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s
✐♥ Q[z]✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ A ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲r✐t❡ Ã = fA✱ ✇✐t❤
f ∈ Q[z] t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ A✳ ❚❤❡♥✱
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ deg(Ã) ≤ deg(A)✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ A = 1/fÃ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ Ã ❛♥❞ f ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ Ã
✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭✹✳✹✺✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s ✭✹✳✹✺✮ ❢♦r ❛♥②
♠❛tr✐① A✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤✉❧❧ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭✹✳✹✺✮✳ ❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✹✳✺✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✱ ✐t t❡sts ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ▼❛❤❧❡r
s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ❚❡st ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 0 ♦❢ ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠

■♥♣✉t✿ A ∈ GLm
(
Q(z)

)
✱ p ∈ N≥2 ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r n ≥ 0 ♦❢ tr✉♥❝❛t✐♦♥✳

❖✉t♣✉t✿ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
♠❛tr✐① Λ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛t ♦r❞❡r n ♦❢ t❤❡
s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ψ✳

❈♦♠♣✉t❡ d ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳
❈♦♠♣✉t❡ νd, µd,Md, Nd✳
▲❡t X := ❑❡rNd ❛♥❞ N := Nd✳
❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ m(µd − νd + 1) ❞♦

X := X ∩M i
dX✳

❢♦r i ❢r♦♠ 0 t♦ m(µd − νd + 1) ❞♦
N := NMd ❀
X := X ∩❑❡r(N)✳

✐❢ dimX = m t❤❡♥
❋r♦♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ X✱ ❝♦♠♣✉t❡ R ❛♥❞ Eνd , . . . , Eµd ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳
❢♦r j ❢r♦♠ µd + 1 t♦ max{µd + 1; dn} ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ Ej ❢r♦♠ ✭✹✳✹✶✮✳

▲❡t Λ := R−1✳
r❡t✉r♥ ✏❚r✉❡✑✱ Λ ❛♥❞

∑dn
j=νd

Ejz
j/d✳

❡❧s❡
r❡t✉r♥ ✏❋❛❧s❡✑✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ X ✐s
❡①❛❝t❧② t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ Xd✳
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▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✺✳ ▲❡t cd := m (µd − νd + 1)✳ ❲❡ ❤❛✈❡

Xd =
⋂

−cd≤n≤cd
Mn

d❑❡r(Nd) .

Pr♦♦❢✳ ■❢ n ∈ Z<0✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛tMn
d❑❡r(Nd) := ❑❡r (NdM

n
d )✳ ▲❡t X

−
d :=

⋂+∞
n=0❑❡r(NdM

n
d )✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t X
−
d :=

⋂cd
n=0❑❡r(NdM

n
d )✳ ▲❡t Mn := ∩nk=0❑❡r

(
NdM

k
d

)
✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r

t❤❛t ✐❢ Mn = Mn+1 t❤❡♥ Mℓ = Mn ❢♦r ❛❧❧ ℓ ≥ n✳ ❚❤✉s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Mn)n∈N ✐s ❞❡✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ st❛t✐♦♥❛r②✳ ❙✐♥❝❡✱ dimM0 ≤ cd✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ Mcd = Mcd+1 ❛♥❞
X
−
d = limn→∞Mn = Mcd ✳
❲r✐t❡ Nn :=

(⋂n
k=0M

k
d❑❡r(Nd)

)⋂
X
−
d ✳ ❲❡ ❤❛✈❡

MdNn ⊂ Nn+1 ⊂ Nn . ✭✹✳✹✻✮

■t ✐s ♥♦t tr✉❡ t❤❛t ✐❢ Nn0+1 = Nn0 ❢♦r s♦♠❡ n0✱ t❤❡♥ Nn = Nn0 ❢♦r ❡✈❡r② n ≥ n0✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ t❤❛t Nn = Ncd ❢♦r ❡✈❡r② n ≥ cd✳ ▲❡t n ≥ cd✱ ✇❡ ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
Nn ∩❑❡r (Mn

d ) = {0}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ x ∈ Nn ∩❑❡r (Mn
d ) t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts y ∈ ❑❡r (Nd) s✉❝❤

t❤❛t x = Mn
d y ❛♥❞ M2n

d y = Mn
d x = 0✳ ❙✐♥❝❡ n ≥ cd✱ ❑❡r(M2n

d ) = ❑❡r(Mn
d )✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱

y ∈ ❑❡r (Mn
d ) ❛♥❞ x = Mn

d y = 0✳ ❆ ❢♦rt✐♦r✐✱ Nn ∩ ❑❡r (Md) = {0} ❛♥❞ Md ❛❝ts ❛s
❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ Nn✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✹✳✹✻✮ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✱ Nn+1 = Nn ❛♥❞
Xd = limn→∞Nn = Ncd ✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ r❡t✉r♥s ✏❚r✉❡✑ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t R−1 ✐s Q((z1/d))✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ A ❛♥❞ t❤❛t

∑dn
j=νd

Ejz
j/d ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛ss♦✲

❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✺✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡
Xd✳ ■❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ r❡t✉r♥s ✏❚r✉❡✑✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ d ∈ D0 s✉❝❤ t❤❛t dimXd = m✳
❍❡♥❝❡✱ ✭✷✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶ ❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❚❤❡♥✱ ❛r❣✉✐♥❣
❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t R−1 ✐s
Q((z1/d))✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ A ❛♥❞ t❤❛t

∑dn
j=νd

Ejz
j/d ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ P✉✐s❡✉①

❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❛♥❞ ❧❡t d ∈ D0 ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✹✳✶✶ t❤❛t dimXd = m ❢♦r ❡✈❡r② d ∈ D0✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ r❡t✉r♥s ✏❚r✉❡✑✳

❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ K✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❘♦q✉❡s ❬❘♦q✶✽✱ ➓✺✳✷❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠s✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r c ∈ Q

⋆
✇❡ ❧❡t ec ❛♥❞ ℓ ❞❡♥♦t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤

t❤❛t ϕp (ec) = cec ❛♥❞ ϕp(ℓ) = ℓ + 1✳ ❆♥② ❝♦♥st❛♥t s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥
Q
[
(ec)c∈Q⋆ , ℓ

]
✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✺✳✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ✭✹✳✻✮ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❋r♦♠ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✸✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✹✳✻✮ ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✐♥
K
[
(ec)c∈Q⋆ , ℓ

]
✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❢♦r ec ❛♥❞ ℓ✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s log(z)log(c)/ log(p) ❛♥❞ log (log(z))✳
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✹✳✺✳✹ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✼✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Ψ✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✐s

O
(
MM(m) log(m)M(u) log(u) +mp2m−1vMM(mv)

)
,

✇❤❡r❡ v := −(v0(A) + v0(A
−1) + 1 ≥ 1 ❛♥❞ u := (m+ deg(A))pm✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡sMd ❛♥❞Nd✳ ◆❛✐✈❡❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞
♥❡❝❡ss✐t❛t❡ MM(n) ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ n ✐s ❛t ❧❡❛st t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Md ❛♥❞ Nd✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ Md ❛♥❞ Nd✱ ✇❡
✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡r❡❞ t♦ dMM(n/d)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✽✳ ▲❡t D = (Di,j)1≤i≤r,1≤j≤s ❜❡ ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ Di,j ∈ Mm

(
Q
)
✳

❲❡ s❛② t❤❛t D ✐s ❛ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐① ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ (i0, j0) ∈ {1, . . . , r} × {1, . . . , s} s✉❝❤ t❤❛t
Di0,j0 ✐s ♥♦♥③❡r♦✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Di0,j✱ Di,j0 ✇✐t❤ i ̸≡ i0 ♠♦❞ d ❛♥❞ j ̸≡ j0 ♠♦❞ d ❛r❡ ③❡r♦
♠❛tr✐❝❡s✳ ▲❡t σ ❜❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t {1, . . . , d}✳ ❲❡ s❛② t❤❛t σ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐① D ✐❢ Di,j = 0 ❢♦r ❡✈❡r② i, j ∈ {1, . . . , d} ✇✐t❤ j ̸= σ(i)✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✾✳ ▲❡t D = (Di,j)1≤i≤r,1≤j≤s ❛♥❞ E = (Ei,j)1≤i≤s,1≤j≤t ❜❡ t✇♦ d✲❣r✐❞❞❡❞
♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ Di,j, Ei,j ∈ Mm

(
Q
)
❛♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ σD ❛♥❞ σE t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡r♠✉✲

t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇r✐t❡ u := max (r, s, t)✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t DE ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡①✐t②

O(dMM(mu/d)).

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ DE ✐s ❛ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σE ◦ σD✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② n ∈ {1, . . . , d} ✇❡ ❧❡t Dn ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② En✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲♠❛tr✐❝❡s
(Dn+kd,σD(n)+ℓd)k,ℓ ✭r❡s♣✳ (En+kd,σE(n)+ℓd)k,ℓ✮✳ ▲❡t n0 ∈ {1, . . . , d}✱ ✇r✐t❡ Fn0 := Dn0EσD(n0)

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r Fn0 := (Fn0,k,ℓ)k,ℓ✱ ✇✐t❤ Fn0,k,ℓ ∈ Mm

(
Q
)
✱ ✐ts ❜❧♦❝❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥②

i ∈ {1, . . . , r}✱ ✇r✐t❡ i = n0 + kd ✇✐t❤ n0 ∈ {1, . . . , d}✱ k ∈ N ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② j ∈ {1, . . . , t}✱
❧❡t

Gi,j :=

{
Fn0,k,ℓ ✐❢ j = σE ◦ σD(n0) + ℓd ❢♦r s♦♠❡ ℓ ∈ N ,

0 ♦t❤❡r✇✐s❡ .

❚❤❡♥ DE = (Gi,j)i,j ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s σE ◦σD✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ {1, . . . , d} ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(d)✳
❖♥❝❡ σE◦σD ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① Fn ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②O(MM(mu/d))✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ DE ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O(d+ dMM(mu/d)) = O(dMM(mu/d)) .
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❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✶✵✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✭r✐❣❤t✲✮❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❛ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐① ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡
❝❛♥ ❛❞❞ s♦♠❡ ③❡r♦ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤✐s ✇❛②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❛ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ r❛♥❣❡ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s✮ ✐s t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t✇♦ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐❝❡s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✶✶✳ ▲❡t d ∈ D0✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Md ❛♥❞ Nd ❛r❡ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐❝❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Md := (Bi−pj(d))νd≤i,j≤µd ❛♥❞

Nd :=

{
(Bi−pj(d))v0(B(d))+pνd≤i≤νd−1

νd≤j≤µd
✐❢ νd < µd

0 ∈ M1,m(µd−νd+1)

(
Q
)

✐❢ νd = µd

✇❤❡r❡ ϕd(A−1) :=
∑

nBnz
n✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ d ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ i−pj t❤❡♥ Bi−pj = 0✳ ❚❤✉s

✐❢ Bi0−pj0 ̸= 0 t❤❡♥ Bi−pj0 = 0 ❢♦r ❛❧❧ i s✉❝❤ t❤❛t i ̸≡ i0♠♦❞ d✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ p ❛♥❞ d
❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣r✐♠❡✱ ✐❢ Bi0−pj0 ̸= 0 t❤❡♥ Bi0−pj = 0 ❢♦r ❛❧❧ j s✉❝❤ t❤❛t j ̸≡ j0 ♠♦❞ d✳ ❚❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s σM ❛♥❞ σN s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r
❡✈❡r② k ∈ {1, . . . , d}✱

pσM(k) ≡ (p− 1)(1− νd) + k ♠♦❞ d

pσN(k) ≡ v0 (B(d)) + p− 1 + k ♠♦❞ d .

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✼✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❝r✐♣t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ▲❡t δ = deg(A)✳ ❋r♦♠
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳✹✱ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r d ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✇✐t❤

O (MM(m) log(m)M (u) log(u)) ✇❤❡r❡ u := (m+ δ)pm ✭✹✳✹✼✮

♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ Md ❛♥❞ Nd✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ A−1 ❜❡t✇❡❡♥ v0 (A−1) ❛♥❞ (µd − pνd)/d✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O(m2M(mδ) log(mδ)) . ✭✹✳✹✽✮

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ n ✜rst t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st n ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(M(n))✳ ❖♥❡ ❝❤❡❝❦s t❤❛t
deg (A−1) ≤ mδ✳ ▲❡t v := −(v0(A) + v0(A

−1)) + 1 ≥ 1✳ ❖♥❡ ❤❛s

n0 :=
µd − pνd

d
− v0

(
A−1

)
= O (v)

❛♥❞ v ≤ mδ✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst n0 t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
m2 ❡♥tr✐❡s ♦❢ A−1 ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O (m2M(mδ))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭✹✳✹✽✮✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Md ❛♥❞ Nd ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭✹✳✹✽✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ❝♦♠♣✉t❡

Xd =

cd⋂

n=−cd
Mn

d❑❡r(Nd) ,
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❚❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ O(cd) ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❦❡r♥❡❧s ♦❢ d✲❣r✐❞❞❡❞ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Nd ❛♥❞ Md ❜❡✐♥❣ O(mdv)✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✾
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ X ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(cddMM(mv))✳ ❙✐♥❝❡ cd = O(mdv/p) ❛♥❞
d ≤ pm✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ X ✐s

O
(
mp2m−1vMM(mv)

)
. ✭✹✳✹✾✮

◆♦✇✱ ✭✹✳✹✽✮ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✭✹✳✹✼✮✳ ❚❤✉s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ r❡t✉r♥s ✐❢ ❛ s②st❡♠ ✐s
r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ♦r ♥♦t ✇✐t❤

O
(
MM(m) log(m)M(u) log(u) +mp2m−1vMM(mv)

)
,

♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❖♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ M(n) log(n) = O(n2) ❛♥❞ MM(n) log(n) = O(n3)✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✭r❛t❤❡r ❧❛r❣❡✮
❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✐s

O
(
deg(A)2m5p2mv4

)
. ✭✹✳✺✵✮

❘❡♠❛r❦ ✹✳✺✳✶✷✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✜rst t❤❡ ✐♥t❡❣❡r d t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
❝②❝❧✐❝ ✈❡❝t♦r ❧❡♠♠❛✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡
Xd ✇✐t❤ t❤✐s d✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛s❦ ✐❢ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡✈❡r② d ∈ D ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢❛st❡r✳
■t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A ♦♥❝❡
❛♥❞ s✐♥❝❡ D ❤❛s O(pm) ❡❧❡♠❡♥ts✱ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡✈❡r② d ∈ D✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡

O(m2M(m deg(A)) log(m deg(A)) +mp3m−1vMM(mv))

♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ deg(A) ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❛ ❢❛❝t♦r p3m ✐♥st❡❛❞ ♦❢ p2m✳

✹✳✻ ❊①❛♠♣❧❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②st❡♠s✳

✹✳✻✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r 1

❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1

❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1 ✐s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ϕp(y) = ay ✭✹✳✺✶✮

✇❤❡r❡ a ∈ Q(z)✱ a ̸= 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳✶✳ ❆♥② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1 ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✶✮✳ ▲❡t ν ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t 0 ♦❢ a ❛♥❞ ❧❡t
ψ = zν/(p−1)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ϕp(y) = by ✇✐t❤ b := ϕp (ψ)

−1 aψ ✐s str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✶✮ ✐s Q

((
zν/(p−1)

))
✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥

❡q✉❛t✐♦♥ ❛t 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✭✹✳✺✶✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✭s❡❡ ❬❘♦q✶✽✱ Pr♦♣✳ ✸✹❪✮✳
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■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r 1

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 1

q−1 + q0y + q1ϕp(y) = 0 ✭✹✳✺✷✮

✇✐t❤ q−1, q0, q1 ∈ Q[z]✱ q0q1 ̸= 0✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠ ✐s

ϕp(Y ) = AY ✇✐t❤ A :=

(− q0
q1

− q−1

q1

0 1

)
. ✭✹✳✺✸✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳✷✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✺✸✮ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ✐❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✷✮ ❤❛s
❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ K✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✭✹✳✺✷✮ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ f ∈ K✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐st
g ∈ K ❛♥❞ γ ∈ Q

⋆
s✉❝❤ t❤❛t ϕp(g)γ = − q0

q1
g✳ ❚❤❡♥

ϕp

(
f g
1 0

)(
1 0
0 γ

)
= A

(
f g
1 0

)
,

❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❦❡ q−1 = q0 = −1 ❛♥❞ q1 = 1✳

✹✳✻✳✷ ❆♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 2

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ 3✲▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

z3(1− z3 + z6)(1− z7 − z10)ϕ2
3(y)− (1− z28 − z31 − z37 − z40)ϕ3(y)

+ z6(1 + z)(1− z21 − z30)y = 0 .

❚❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ 3✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

A(z) :=

(
0 1

− z3(1+z)(1−z21−z30)
(1−z3+z6)(1−z7−z10)

1−z28−z31−z37−z40
z3(1−z3+z6)(1−z7−z10)

)
.

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ 3✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s
r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤✐s s②st❡♠✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s
s②st❡♠ r❡t✉r♥s d := 2✳ ❲❡ ♥♦✇ r✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✇✐t❤ d = 2✳ ❲❡ ❤❛✈❡ v0(A) = −3✱



✹✳✻✳ ❊❳❆▼P▲❊❙ ✶✸✶

v0(A
−1) = −6 ❛♥❞ t❤✉s ν2 = −3 ❛♥❞ µ2 = 6✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ M ❛♥❞ N ✿

M :=




−1 −3 1 2 −1 −1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 2 −1 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 4 −1 −2 1 1 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −3 1 2 −1 −1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

−1 −4 1 2 −1 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 4 −1 −2 1 1 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 4 −1 −3 1 2 −1 −1 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

−1 −4 1 2 −1 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −4 1 4 −1 −2 1 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 4 −1 −3 1 2 −1 −1 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0




N :=




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 −1 −1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −2 1 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 −1 −1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 −1 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 −2 1 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❧❡❢t ❡♠♣t② ❜❧♦❝❦s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ 2✲❣r✐❞❞❡❞
❜❧♦❝❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ M ❛♥❞ N ✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ X2 ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡
tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❝t♦rs

(0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 0, 1,−1, 0, 0,−1, 0, 0, 0)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,−1, 0)

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ X2 ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❛♥❞✱ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳✶✶✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
❛t 0✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①M ❢♦r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
1✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛tr✐① R ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ 2✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣❛✉❣❡
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tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ψ ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
s❛t✐s✜❡s

ϕ3 (Ψ)−1AΨ = I2.

❋r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦❢ t❤❡ P✉✐s❡✉① ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ Ψ

Ψ =

(
f1 f2
f3 0

)
+O(z17/2)

✇✐t❤

f1(z) = z−1/2 − z1/2 + z3/2 − z5/2 + z7/2 − z9/2 + z11/2 − z13/2 + z15/2 ,

f2(z) = −z3 + z4 − z5 + 2z6 − 2z7 + 2z8 ,

f3(z) = z−3/2 − z3/2 + z9/2 − z15/2 .

❘❡♠❛r❦ ✹✳✻✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❛♣❡r
❬❈❉❉▼✶✽❪✳

✹✳✻✳✸ ❙②st❡♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✜♥✐t❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✉t♦♠❛t❛

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❛
t❤❡♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❬❆❙✵✸❪ ❢♦r ❛ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥✮ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❢❛♠♦✉s ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r 1✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❚❤✉❡✲▼♦rs❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♣❛♣❡r✲❢♦❧❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣♦✇❡rs ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr✐❛❞✐❝ ❈❛♥t♦r ✐♥t❡❣❡rs ✕ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ❜❛s❡✲3
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ 1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1✱ ❛ ❢❛♠♦✉s ♦♥❡ ✐s
t❤❡ ❇❛✉♠✲❙✇❡❡t s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ✇❤♦s❡ ❜✐♥❛r② ❡①♣❛♥s✐♦♥
❤❛✈❡ ♥♦ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ 0 ♦❢ ♦❞❞ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡
✐s str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0 ❛♥❞ t❤✉s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❆♥ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡ ✐s t❤❡
❘✉❞✐♥✲❙❤❛♣✐r♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠ ✐s





an = 1 ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ 1
✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ n ✐s ❡✈❡♥

an = −1 ♦t❤❡r✇✐s❡.

■ts ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❡r✐❡s f :=
∑

n∈N anz
n s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

ϕ2

(
f(z)
f(−z)

)
=

1

2

(
1 1
1
z
−1
z

)(
f(z)
f(−z)

)

❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ♥♦t r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ r❡t✉r♥s ✏ ❋❛❧s❡ ✑✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ r❡t✉r♥s d = 3 ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ dimX3 = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r d ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

D = {d ∈ N | 1 ≤ d ≤ 3, gcd(d, p) = 1} = {1, 3} ,
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t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ r✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✇✐t❤ d = 3✳

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✏♥♦r♠❛❧✑ ❢♦r ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s s✐♥❝❡ ❛
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
s❡r✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ s❛t✐s✜❡s ❛ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ s❤❛♣❡ ✿
A−1(0) ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❤❛s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♥♦♥③❡r♦ ❡♥tr② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡
s②st❡♠s✱ t❤❡ str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♠♦r❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧✳

✹✳✼ ❖♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❤❡r❡ s♦♠❡ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t 0 ♦❢ ❛ ▼❛❤❧❡r
s②st❡♠✳

✹✳✼✳✶ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① s②st❡♠

▲❡t A ∈ GLm(z) ❛♥❞ p ≥ 2 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ■❢ t❤❡ p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠❛tr✐① A ✐s
str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0✱ t❤❡♥ t❤❡ p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠❛tr✐① A−1 ✐s ❛❧s♦ str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥
❛t 0 ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✮✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t ❡①t❡♥❞ t♦ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r
s②st❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ A ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✹✳✻✳✷✱ t❤❡ 3✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ A−1 ✐s ♥♦t r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✳ ❲❡ ❛s❦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✳

■s t❤❡r❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s A s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❜♦t❤ A ❛♥❞ A−1 ❛r❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❄

✹✳✼✳✷ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ▼❛❤❧❡r ♦♣❡r❛t♦r

❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛ s②st❡♠ ✐s str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0✳ ■❢ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r p t❤❡♥ t❤❡
s②st❡♠ r❡♠❛✐♥s str✐❝t❧② ❋✉❝❤s✐❛♥ ❛t 0 ✭❤❡♥❝❡ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✮✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t
❡①t❡♥❞ t♦ r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ 3✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✷ ✐s r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ 2✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ p✲
▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ✇❤❡♥ p ∈ {4, . . . , 30}
✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡②♦♥❞✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ p✲▼❛❤❧❡r
❡q✉❛t✐♦♥

(z11 + z13)ϕ2
p(y) + (−1/z − z − z6 + z10)ϕp(y) + (1− z)y = 0,

✐s r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❢♦r p = 2 ❛♥❞ p = 4 ❜✉t ♥♦t ❢♦r p ∈ {3, 5, 6, . . . , 100} ✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧②
❜❡②♦♥❞✮✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① A ∈ GLm

(
Q(z)

)
t❤❡ p✲▼❛❤❧❡r s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ A ✐s ❡✐t❤❡r r❡❣✉❧❛r s✐♥❣✉❧❛r ❛t 0 ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r ♦r ❢♦r ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥❡✮
✐♥t❡❣❡rs p ≥ 2✳

■s t❤❛t tr✉❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡s❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ♠❛② ♦❝❝✉r ❄
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬❇❈❩✶✺❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

z4f
(
z16
)
− (1 + z + z2)f(z4) + f(z) = 0. ✭✺✳✶✮

❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❬❇❈❩✶✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪✱ é♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❬❇❈❩✶✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸❪ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
▼❛❤❧❡r ❡st ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✳

✺✳✶ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ f

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❬❇❈❩✶✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸❪✱ ❡❧❧❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❇❈✶✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s f(z) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ❧♦rsq✉❡ z → 1− ❡t ♥♦✉s ❧❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❞✬♦r❞r❡ n ∈ N⋆ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

an(z)f
(
zp

n)
+ an−1(z)f

(
zp

n−1
)
+ ...+ a1(z)f (z

p) + a0(z)f(z) = 0 ✭✺✳✷✮

♦ù a0(z), ..., an(z) ∈ C[z] ❡t p ∈ N≥2✳ ◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

P (X) = α0X
n + α1X

n−1 + · · ·+ αn−1X + αn, ✭✺✳✸✮

❛♣♣❡❧é ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ♦ù αi := ai(1)✳
❙♦✐t f(z) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✺✳✷✮ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

❛ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞✐st✐♥❝ts✳ ❉✬❛♣rès ❬❇❈✶✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
λ ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ z → 1−✱

f(z) =
C(z)

(1− z)logp(λ)
(1 + o(1))

✶✸✺
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♦ù logp ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ p ❡t C(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♥♦♥
♥✉❧❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ C(z) = C (zp)✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
▼❛❤❧❡r ✭✺✳✶✮ ❡t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ λ := 3+

√
5

2
❡t µ := 3−

√
5

2
s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✺✳✶✮✱ ❇❡❧❧ ❡t ❈♦♦♥s r❡tr♦✉✈❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱
❬❇❈❩✶✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸❪ ✿

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ f ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✭✺✳✶✮ t❡❧❧❡ q✉❡

f(z) =
z→1−

C(z)

(1− z)❧❣(ρ)
(1 +O(1− z))

♦ù ❧❣ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ 2 ❡t ρ := 1+
√
5

2
❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r✳

✺✳✷ ■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ f ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❬❇❈❩✶✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✳ ❙♦✐t f(z) ∈ Q((z)) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✭✺✳✶✮✳ ❆❧♦rs✱ f(z), f(z4)
❡t t♦✉t❡s ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r Q(z)✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ é♥♦♥❝é ❡♥ ❬❉❍❘✶✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷✳ ❙♦✐t K := ∪j≥1C
(
z1/j
)
✉♥ ❝♦r♣s ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s

ϕp : f(z) 7→ f (zp)✱ p ∈ N≥2✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡
❝♦r♣s K ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r

an(z)y
(
zp

n)
+ an−1(z)y

(
zp

n−1
)
+ ...+ a0(z)y(z) = 0 ✭✺✳✹✮

♦ù ai(z) ∈ C(z), a0an ̸= 0 ❝♦♥t✐❡♥t SLn (C) ❡t q✉❡
an(z)
a0(z)

❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡✳ ❙✐ f(z) ∈ C((z))

❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✭✺✳✹✮ ❛❧♦rs ❧❡s sér✐❡s f(z), f (zp) , ..., f
(
zp

n−1
)
❡t t♦✉t❡s ❧❡✉rs

❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r C(z)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ f(z) ❡st
❤②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r C(z)✳

▲❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ C ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ❝♦r♣s Q ❞❛♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ❖♥ ♥♦t❡
K := ∪j≥1Q

(
z1/j
)
❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ4 : f(z) ∈ K 7→ f (z4) ∈ K.

❙♦✐t G ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ s✉r K ❡t H ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ s✉r K4∞ := ∪d≥0Q
(
z1/4

d
)
✳

❖♥ é❝r✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ2
4(f(z)) + a(z)ϕ4(f(z)) + b(z)f(z) = 0 ♦ù a(z) = −1 + z + z2

z4
, b(z) =

1

z4
. ✭✺✳✺✮

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✸✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s H ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ❡♥ ❬❘♦q✶✽✱ ▲❡♠♠❛ ✹✵❪✱ H ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ u (ϕ4(u) + a) = −b ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s K4∞ ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ∈ K4∞ ✳ ❈♦♠♠❡ u = − b(z)

ϕ4(u)+a(z)
∈ Q (z, ϕ4(u)) ❛❧♦rs

u ∈ Q(z)✳ ❖♥ é❝r✐t u = s
t
♦ù s, t ∈ Q[z] s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐

s✬é❝r✐t
s(z)

t(z)

(1 + z + z2)t (z4)− z4s (z4)

t (z4)
= 1. ✭✺✳✻✮

P✉✐sq✉❡ s ❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ t✱ ♦♥ ❛
(1+z+z2)t(z4)−z4s(z4)

t(z)
∈ Q[z]✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s ✿

• ❈❛s ♦ù t(0) ̸= 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t (z4) ❡t z4 s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❆✐♥s✐✱ t (z4)
❡t z4s (z4) s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❊t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮ ❞♦♥♥❡ s(z)

t(z4)
∈ Q[z]✳ ❖♥ ❛

❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮✱ s(z)
t(z4)

= c ❡t
(1+z+z2)t(z4)−z4s(z4)

t(z)
= c′ ♦ù c, c′ ∈ Q

⋆
✳ ❊♥

r❡♠♣❧❛ç❛♥t s(z) ♣❛r ct(z4) ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛

(1 + z + z2)t
(
z4
)
− z4ct

(
z16
)
= c′t(z). ✭✺✳✼✮

❙♦✐t k := deg(t) ∈ N✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✺✳✼✮ ❡st 16k + 4 ✭♣✉✐sq✉❡
deg (z4ct (z16)) = 16k + 4 > deg ((1 + z + z2)t (z4)) = 4k + 2✮ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
❛ ♣♦✉r ❞❡❣ré k✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

• ❈❛s ♦ù t(z) = znv(z) ❛✈❡❝ n ≥ 1✱ v(z) ∈ Q[z] ❡t v(0) ̸= 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✮ s✬é❝r✐t

s(z)
(
(1 + z + z2)z4(n−1)v

(
z4
)
− s

(
z4
))

= zn+4(n−1)v(z)v
(
z4
)
. ✭✺✳✽✮

✖ s✐ n > 1✱ ❝♦♠♠❡ s ❡t t s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ z4(n−1) ❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ s✳ ❈❡❧❛
✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ z4(n−1) ❞✐✈✐s❡ s (z4) ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✖ s✐ n = 1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ s✬é❝r✐t s(z) ((1 + z + z2)v (z4)− s (z4)) = t(z)v (z4)✳

❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
(1+z+z2)v(z4)−s(z4)

t(z)
, s(z)
v(z4)

∈ Q[z]✳ ▲❡✉r ♣r♦❞✉✐t ✈❛✉t 1 ❞♦♥❝
(1+z+z2)v(z4)−s(z4)

t(z)
:= c✱ s(z)

v(z4)
:= c′ ♦ù c, c′ ∈ Q

⋆
✳ ❆✐♥s✐✱

(1 + z + z2)v
(
z4
)
− c′v

(
z16
)
= czv(z).

❙♦✐t k := deg(v)✳ ❙✐ k = 0✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st 2 ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st 1✳ ❙✐ k ∈ N⋆✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st 16k ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st é❣❛❧ à k+1✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉
✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s K4∞ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❝❝❛t✐ u (ϕ4(u) + a) = −b✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✐♠♣r✐♠✐t✐❢ s✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥❥✉❣✉é à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
{(

α 0
0 β

)
| α, β ∈ Q

⋆
}
∪
{(

0 γ
δ 0

)
| γ, δ ∈ Q

⋆
}
.

▲❡♠♠❡ ✺✳✷✳✹✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s H ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣r✐♠✐t✐❢✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ ✭✺✳✺✮✳
❉✬❛♣rès ❬❘♦q✶✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✷❪✱ H ❡st ✐♠♣r✐♠✐t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

(
ϕ2
4 (u) + ϕ2

4

(
b

a

)
− ϕ4(a) + ϕ4(b)/a

)
u = −ϕ4(b)b

a2
✭✺✳✾✮

❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s K4∞ ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
u ∈ K4∞ ✳ P✉✐sq✉❡ u ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✳✾✮✱ ♦♥ ❛ u ∈ Q (z, ϕ2

4(u)) ❞♦♥❝ u ∈ Q(z)✳ ❙♦✐t
c(z) := 1 + z + z2✳ ❖♥ ♥♦t❡ u = r/s ♦ù r, s ∈ Q[z] s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
✭✺✳✾✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

(
ϕ16

(r
s

)
− 1

ϕ16(c)
+
ϕ4(c)

z16
− 1

z12c

)
r

s
= − 1

z12c2
✭✺✳✶✵✮

s♦✐t

rc
(
z16cϕ16(rc)− z16cϕ16(s) + cϕ4(c)ϕ16(sc)− z4ϕ16(sc)

)
= −z4sϕ16(sc) ✭✺✳✶✶✮

❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à

rc2z16ϕ16(rc) = ϕ16(s)
(
rc2z16 − rc2ϕ4(c)ϕ16(c) + z4rcϕ16(c)︸ ︷︷ ︸

❛ ♣♦✉r ❞❡❣ré 44+dr

−z4sϕ16(c)
)

︸ ︷︷ ︸
❛ ♣♦✉r ❞❡❣ré 36+ds

. ✭✺✳✶✷✮

❙♦✐❡♥t dr := deg(r) ❡t ds := deg(s)✳ ▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛ ♣♦✉r ❞❡❣ré 17dr + 52✳ ❊♥
♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

• ❙✐ 36 + ds < 44 + dr ❛❧♦rs 17dr + 52 = 16ds + 44 + dr ❞♦♥❝ ds − dr = 1/2 ❝❡ q✉✐ ❡st
✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

• ❙✐ 44 + dr < 36 + ds ❛❧♦rs ds − dr = 16/17✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

• ❙✐ dr+44 = 36+ds ❛❧♦rs ds = dr+8✳ ❉✬❛♣rès ✭✺✳✶✷✮✱ ϕ16(s) ❞✐✈✐s❡ rc2z16ϕ16(c)ϕ16(r)✳
P✉✐sq✉❡ r ❡t s s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ϕ16(s) ❞✐✈✐s❡ rc2z16ϕ16(c)✳
❆✐♥s✐✱ 16ds ≤ dr + 52 = ds + 44 s♦✐t ds ≤ 44/15 ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ds ∈ N✱ ds ≤ 2✳ ▼❛✐s
❛❧♦rs✱ dr = ds − 8 < 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s K4∞ ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛✲
❧♦✐s H ❞❡ ✭✺✳✶✮ s✉r K4∞ ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣r✐♠✐t✐❢✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ SL2

(
Q
)

✭✈♦✐r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ GLn
(
Q
)
❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❬❘♦q✶✽✱ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✻❪✮✳ P❛r ❬❘♦q✶✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼❪✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞❡ ✭✺✳✶✮ s✉r K ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝
SL2

(
Q
)
✳ ❈♦♠♠❡ 1/b(z) = z4 ❡st ✉♥ ♠♦♥ô♠❡✱ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t

✈♦✉❧✉✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✺✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ s✉r K ❡st SL2

(
Q
)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ SL2

(
Q
)
⊆ G✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès ❞❡s

s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❬❘♦q✶✽✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻❪✱

G =
{
M ∈ GL2

(
Q
)
| det(M) ∈ G′

}
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♦ù G′ = det(G) ⊆ Q
⋆
❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡

ϕ4y = det(A)y = z−4y

❛✈❡❝ A ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ✐✳❡✳ A(z) =

(
0 1

− 1
z4

1+z+z2

z4

)
.

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ y(z) = z−4/3 ❞❛♥s K✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G′ ❡st
❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ G = SL2

(
Q
)
✳
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❆♥♥❡①❡ ❆

❈❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥♥❡s

❆✳✶ ❈❛té❣♦r✐❡s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❙❝❤✼✷❪✳

❆✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✶✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡t I ❡st ❞✐t ✐♥✐t✐❛❧ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ I → X✳ ❯♥ ♦❜❥❡t F ❡st ❞✐t ✜♥❛❧ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t Y ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Y → F ✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ♥✉❧ ✭♦✉ ♦❜❥❡t 0✮ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ❡st à ❧❛
❢♦✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧✳

❙✐ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♥✉❧s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ♦♥ ❡♥ ✜①❡ ✉♥ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✷✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡st ❞✐t❡ ♣ré❛❞❞✐t✐✈❡ s✐

• ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts X, Y ❞❡ C✱ ❍♦♠C (X, Y ) ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥✳

• ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts X, Y, Z ❞❡ C✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❍♦♠C (Y, Z)× ❍♦♠C (X, Y ) → ❍♦♠C (X,Z)

❡st ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ✐✳❡✳

(g1 + g2)f = g1f + g2f ❡t g(f1 + f2) = gf1 + gf2✳

P♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s O ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥❡✉tr❡s ❞❡s ❍♦♠C (X, Y )✱
❧❡s OX,Y : X → Y ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✸✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣ré❛❞❞✐t✐✈❡ ❡st ❞✐t❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t 0 ❡t s✐
❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ✜♥✐s ❡①✐st❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥tX, Y ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ❡t f : X → Y ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ C✳ ❯♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ f ✱ ♥♦té ❑❡r(f)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t K ❞❡ C ❡t ❞✬✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ k : K → X t❡❧s q✉❡

✶✹✶
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✶✳ f ◦ k = 0 ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t K ′ ❞❡ C ❡t t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ k′ : K ′ → X✱ s✐ f ◦ k′ = 0 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ u : K ′ → K t❡❧ q✉❡ k′ = k ◦ u✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿ X

f

��
K

k

OO

0 // Y

u

>>

K ′

k′

FF

0

77

.

❯♥ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ f ✱ ♥♦té ❈♦❦❡r(f)✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t Q ❞❡ C ❡t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
q : Y → Q t❡❧s q✉❡

✶✳ q ◦ f = 0 ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t Q′ ❞❡ C ❡t t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ q′ : Y → Q′✱ s✐ q′ ◦ f = 0 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ v : Q → Q′ t❡❧ q✉❡ q′ = v ◦ q✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿ Y

q

��
q′

��

X 0 //

0

''

f

??

Q

v

��
Q′

.

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✺✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿

A0 ❊❧❧❡ ❛ ✉♥ ♦❜❥❡t ♥✉❧✳
A1 ❊❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ✜♥✐s✳
A0

1 ❊❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♣r♦❞✉✐ts ✜♥✐s✳
A2 ❚♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛ ✉♥ ♥♦②❛✉✳
A0

2 ❚♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛ ✉♥ ❝♦♥♦②❛✉✳
A3 ❚♦✉t ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉✳
A0

3 ❚♦✉t é♣✐♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥♦②❛✉✳

❆✳✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✻ ✭❬❙❝❤✼✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✺✳✶❪✮✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s
A0✱ A2✱ A0

2✱ A3✱ A0
3 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ A1 ✭♦✉ A0

1✮ ❛❧♦rs C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✳
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❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣r✐♠❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ A0
1 ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ A0✱ A2 ❡t A0
2✳ ❙♦✐t f

✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ C✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ✱ ♥♦té❡ ■♠(f)✱ ❡st

■♠(f) := ❑❡r (❈♦❦❡r(f)) .

▲❛ ❝♦✐♠❛❣❡ ❞❡ f ✱ ♥♦té❡ ❈♦✐♠(f)✱ ❡st

❈♦✐♠(f) := ❈♦❦❡r (❑❡r(f)) .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✽✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿

• ❝✬❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❀

• ✭A2 ❡t A0
2✮ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡t ✉♥ ❝♦♥♦②❛✉ ❀

• t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A→ B ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f = ■♠(f)f❈♦✐♠(f)

♦ù f ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿

A
f // B′

■♠(f)
��

A
f //

❈♦✐♠(f)

OO

B

❈♦❦❡r(f)
��

K

❑❡r(f)

OO

Q

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭❬❙❝❤✼✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✶✷✳✺✳✶❪✮ ❡t t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ f ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f = ■♠(f)f❈♦✐♠(f)

♦ù f ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❬❙❝❤✼✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✹✳✾❪✮✳
▼♦♥tr♦♥s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ▲❡s ❛①✐♦♠❡s A3 ❡t A0

3 s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✺✮ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜és✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ A3 ❡st ✈ér✐✜é ✐✳❡✳ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ f ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❧♦rs f ❡st ✉♥
♥♦②❛✉✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ f : A→ B ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

f = ■♠(f)f❈♦✐♠(f).

❙✐ f ❡st ✉♥ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❧♦rs ❑❡r(f) = 0 ❛✐♥s✐ 1A✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐❞❡♥t✐té ❛ss♦❝✐é
à ❧✬♦❜❥❡t A✱ ❡st ✉♥ ❝♦♥♦②❛✉ ❞❡ ❑❡r(f) ✐✳❡✳ 1A = ❈♦✐♠(f) ❞✬♦ù f = ■♠(f)f ✳ P✉✐sq✉❡
■♠(f) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❈♦❦❡r(f) ❡t q✉❡ f ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❧♦rs f ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♥♦②❛✉
❞❡ ❈♦❦❡r(f)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛①✐♦♠❡ A3 ❡st ✈ér✐✜é✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ A0

3 ❡st
✈ér✐✜é✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳✾ ✭❬❙❝❤✼✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳✷✳✹ ✭❞✮❪✮✳ ❙♦✐t F : C1 → C2 ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❙✐ C1 ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❛❧♦rs C2 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✳
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❆✳✷ ❈❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s✳

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s r❛♣♣❡❧s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✈♦✐r ❬❉▼✽✷❪✳

❆✳✷✳✶ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t ⊗ : C×C → C✱ (X, Y )⇝ X⊗Y ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r✳
❯♥❡ ♣❛✐r❡ (1, u) ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♦❜❥❡t 1 ❞❡ C ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ u : 1 → 1 ⊗ 1 ❡st ✉♥
♦❜❥❡t ✐❞❡♥t✐té ❞❡ (C,⊗) s✐ C → C✱ X ⇝ 1⊗X ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✷✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❬❉▼✽✷✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶❪✱ ❡st r✐❣✐❞❡
s✐ ✿

• ❧❡s ❍♦♠ ✐♥t❡r♥❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s X, Y ∈ ❖❜❥ (C)✱ ✐❧s s♦♥t ♥♦tés ❍♦♠ (X, Y )✱

• ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s

❍♦♠ (X1, Y1)⊗ ❍♦♠ (X2, Y2) → ❍♦♠ (X1 ⊗X2, Y1 ⊗ Y2)

s♦♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s X1, X2, Y1, Y2 ∈ ❖❜❥ (C)✱
• t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ C s♦♥t ré✢❡①✐❢s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✸ ✭❬❉❡❧✾✵✱ ➓✷✳✺❪✮✳ ❙♦✐t (C,⊗) ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts X ❞❡ C ♦♥t ✉♥ ❞✉❛❧ X∨

❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ev : X∨⊗X → 1 ❡t ϵ : 1 → X ⊗X∨ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

X ≃ 1⊗X
ϵ⊗id−→ (X ⊗X∨)⊗X = X ⊗ (X∨ ⊗X)

id⊗ev−→ X

❡t
X∨ ≃ X∨ ⊗ 1

id⊗ϵ−→ X∨ ⊗ (X ⊗X∨) = (X∨ ⊗X)⊗X∨
ev⊗id−→ X∨

s♦✐❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té✳

❆✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s r✐❣✐❞❡s

❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡♥s♦r✐❡❧ (C1,⊗1) → (C2,⊗2) ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (F, c) q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r
F : C1 → C2 ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧

cX ,Y : F (X )⊗2 F (Y) → F (X ⊗1 Y)

✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s ❡♥ ❬❉▼✽✷✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✹ ✭❬❉▼✽✷✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✵❪✮✳ ❙♦✐❡♥t (C1,⊗1) ❡t (C2,⊗2) ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s
t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✳ ❯♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡♥s♦r✐❡❧ (F, c) : (C1,⊗1) → (C2,⊗2) ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s s✐

F : C1 → C2
❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✺ ✭❬❉▼✽✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✶❪✮✳ ❙♦✐t (F, c) : (C1,⊗1) → (C2,⊗2) ✉♥❡
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡♥s♦r✐❡❧

(F ′, c′) : (C2,⊗2) → (C1,⊗1)

❡t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs F ′ ◦ F → idC1 ❡t F ◦ F ′ → idC2 ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡
♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✻✳ ❙♦✐❡♥t C1 ❡t C2 ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡
(F, c) : (C1,⊗1) → (C2,⊗2) ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✳ ❙✐ C1 ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡ ❛❧♦rs C2 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ (F, c) ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❡t ❞❡
❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✸✳

❆✳✷✳✸ ▼♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t❡✉rs t❡♥s♦r✐❡❧s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷✳✼ ✭❬❉▼✽✷✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✷❪✮✳ ❙♦✐❡♥t (F, c) ❡t (G, d) ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs t❡♥✲
s♦r✐❡❧s ❞❡ C ❞❛♥s C ′✳ ❯♥ ⊗✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭♦✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧✮ η ❞❡ F ❞❛♥s G ❡st ❧❛
❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t X ❞❡ C ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ηX : F (X ) → G(X ) ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❞❡ D
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

• ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✮ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ C✱ ♥♦té
f : X1 → X2✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢

F (X1)
F (f) //

ηX1

��

F (X2)

ηX2

��
G (X1)

G(f)
// G (X2)

• ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ⊗✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✮ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts X1,X2 ❞❡ C✱ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s

F (X1)⊗ F (X2)
c //

ηX1
⊗ηX2

��

F (X1 ⊗X2)

ηX1⊗X2

��
G (X1)⊗G (X2) d

// G (X1 ⊗X2)

1
′ ≃ // F (1)

η1
��

1
′

≃
// G (1)

♦ù 1
′✱ F (1) ❡t G(1) s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐❞❡♥t✐tés ❞❡ D ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s

s♦♥t ❧❡s ✉♥✐q✉❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬♦❜❥❡ts ✐❞❡♥t✐tés ❞❡
C ′✳

❖♥ ❧❡s ♥♦t❡ ❍♦♠⊗ (F,G)✳



✶✹✻ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❈❆❚➱●❖❘■❊❙ ❚❆◆◆❆❑■❊◆◆◆❊❙

❆✳✸ ❈❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s

❉✬❛♣rès ❬❉▼✽✷✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✺❪ ❡t ❬❉▼✽✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✻❪✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✶✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ r✐❣✐❞❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡
r✐❣✐❞❡ (C,⊗) t❡❧❧❡ q✉❡ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✷ ✭❬❉▼✽✷✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ❡t ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼❪✮✳ ❙♦✐t K/k ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❝♦r♣s✳ ❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ r✐❣✐❞❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ k

∼→ ❍♦♠ (1,1) ❡st ✉♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r k s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r t❡♥s♦r✐❡❧

ω : C → ❱❡❝tf (K)

q✉✐ ❡st k✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ✜❞è❧❡ ❡t ❡①❛❝t✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ω ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ ♣♦✉r C à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
K✳

❯♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ s✉r k ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k s✐ ❡❧❧❡
❛❞♠❡t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s k✱

ω : C → ❱❡❝tf (k) .

❊①❡♠♣❧❡ ❆✳✸✳✸✳ ❙♦✐t G ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ s✉r k✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Repk (G) ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ G s✉r k ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k✳

❙♦✐❡♥t (C,⊗) ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡✱ R ✉♥❡ k✲❛❧❣è❜r❡ ❡t ▼♦❞R ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s R✲
♠♦❞✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r t❡♥s♦r✐❡❧ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ΦR : ❱❡❝tf (k) → ▼♦❞R✱
V ∈ ❖❜❥

(
❱❡❝tf (k)

)
⇝ V ⊗k R✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥t F,G : C → ❱❡❝tf (k) ❞❡✉① ❢♦♥❝t❡✉rs t❡♥s♦r✐❡❧s✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r
■s♦⊗ (F,G) ❡st ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞❡ k✲❛❧❣è❜r❡s t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s k✲❛❧❣è❜r❡s R✱

■s♦⊗ (F,G) (R) := ■s♦⊗ (ΦR ◦ F,ΦR ◦G) .

❖♥ é❝r✐t
❆✉t⊗ (F ) := ■s♦⊗ (F, F ) .

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r
❬❉▼✽✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✶❪✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ❆✳✸✳✺✳ ❙♦✐❡♥t C ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡ ♥❡✉tr❡ s✉r k ❡t ω : C → ❱❡❝tf (k)
✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❜r❡✳ ❆❧♦rs ✿

• ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❆✉t⊗ (ω) ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❛✣♥❡ G ❀

• ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r

C → ❘❡♣k(G){
X ∈ ❖❜❥ (C) ⇝ ρ : g ∈ G 7→ g (X ) ∈ ❆✉t (ω (X ))

f ∈ ❍♦♠ (C) ⇝ ω(f)

❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳
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❬❆❇✶✼❪ ❇♦r✐s ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❏❛s♦♥ P✳ ❇❡❧❧✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜♦✉t ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❆♥♥✳ ❙❝✳ ◆♦r♠✳ ❙✉♣❡r✳ P✐s❛ ❈❧✳ ❙❝✐✳✱ ✶✼ ✿✶✸✵✶✕✶✸✺✺✱ ✷✵✶✼✳

❬❆❉❍✷✶❪ ❇♦r✐s ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐✱ ❚❤♦♠❛s ❉r❡②❢✉s✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❧♦tt❡ ❍❛r❞♦✉✐♥✳ ❍②♣❡rtr❛♥s✲
❝❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✸✹ ✿✹✼✺✕✺✵✸✱
✷✵✷✶✳

❬❆❋✶✼❪ ❇♦r✐s ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❈♦❧✐♥ ❋❛✈❡r❥♦♥✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r ✿ r❡❧❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s✱ tr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ Pr♦❝✳
▲♦♥❞✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✶✶✺ ✿✺✺✕✾✵✱ ✷✵✶✼✳

❬❆❋✶✽❪ ❇♦r✐s ❆❞❛♠❝③❡✇s❦✐ ❛♥❞ ❈♦❧✐♥ ❋❛✈❡r❥♦♥✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼❛❤❧❡r✱ tr❛♥s❝❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❛s♣❡❝ts ❡✛❡❝t✐❢s✳ ❏✳ ❚❤é♦r✳ ◆♦♠❜r❡s ❇♦r❞❡❛✉①✱
✸✵ ✿✺✺✼✕✺✼✸✱ ✷✵✶✽✳

❬❆❍▼❘❲✶✶❪ Pr✐♠✐t✐✈♦ ❇✳ ❆❝♦st❛✲❍✉♠á♥❡③✱ ❏✉❛♥ ❏✳ ▼♦r❛❧❡s✲❘✉✐③✱ ❛♥❞ ❏❛❝q✉❡s✲❆rt❤✉r
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❬❇❛r✽✾❪ ▼♦✉❧❛② ❆✳ ❇❛r❦❛t♦✉✳ ❖♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✲❙■●❙❆▼ ✶✾✽✾ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠
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❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✺ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ■❙❙❆❈ ✬✾✺✱ ♣❛❣❡s ✷✾✼✕✸✵✷✱ ✶✾✾✺✳

❬❇❇P✵✽❪ ▼♦✉❧❛② ❆✳ ❇❛r❦❛t♦✉✱ ●❛r② ❇r♦✉❣❤t♦♥✱ ❛♥❞ ❊❝❦❤❛r❞ P✢ü❣❡❧✳ ❘❡❣✉❧❛r s②s✲
t❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡

✶✹✼
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❚✇❡♥t②✲❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❈♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✱ ■❙❙❆❈ ✬✵✽✱ ♣❛❣❡s ✶✺✕✷✷✱ ✷✵✵✽✳

❬❇❈✶✼❪ ❏❛s♦♥ P✳ ❇❡❧❧ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❈♦♦♥s✳ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ t❡sts ❢♦r ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✶✹✺✭✸✮ ✿✶✵✻✶✕✶✵✼✵✱ ✷✵✶✼✳

❬❇❈❘✶✸❪ ❏❛s♦♥ P✳ ❇❡❧❧✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❈♦♦♥s✱ ❛♥❞ ❊r✐❝ ❘♦✇❧❛♥❞✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✲
tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ❞✐❝❤♦t♦♠② ♦❢ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❏✳ ■♥t❡❣❡r ❙❡q✳✱ ✶✻✭✷✮ ✿❆rt✐❝❧❡
✶✸✳✷✳✶✵✱ ✶✶✱ ✷✵✶✸✳

❬❇❈❲❉❱✶✻❪ ▼♦✉❧❛② ❇❛r❦❛t♦✉✱ ❚❤♦♠❛s ❈❧✉③❡❛✉✱ ❏❛❝q✉❡s✲❆rt❤✉r ❲❡✐❧✱ ❛♥❞ ▲✉❝✐❛ ❉✐ ❱✐✲
③✐♦✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✻ ❆❈▼ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦✲
s✐✉♠ ♦♥ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✻✸✕✼✵✱ ✷✵✶✻✳

❬❇❈❩✶✺❪ ❘✐❝❤❛r❞ P✳ ❇r❡♥t✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❈♦♦♥s✱ ❛♥❞ ❲❛❞✐♠ ❩✉❞✐❧✐♥✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ r❛❞✐❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝s✳ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳
■▼❘◆✱ ✷✵✶✻✭✷✮ ✿✺✼✶✕✻✵✸✱ ✷✵✶✺✳

❬❇❡❝✾✹❪ P❛✉❧✲●❡♦r❣ ❇❡❝❦❡r✳ k✲r❡❣✉❧❛r ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❛♥❞ ▼❛❤❧❡r✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❏✳ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✱ ✹✾✭✸✮ ✿✷✻✾✕✷✽✻✱ ✶✾✾✹✳

❬❇❍✽✾❪ ❋r✐ts ❇❡✉❦❡rs ❛♥❞ ●❡rt ❍❡❝❦♠❛♥✳ ▼♦♥♦❞r♦♠② ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♥❢♥✲✶✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱ ✾✺✭✷✮ ✿✸✷✺✕✸✺✹✱ ✶✾✽✾✳

❬❇❍❍❲✷✶❪ ❆♥♥❡tt❡ ❇❛❝❤♠❛②r✱ ❉❛✈✐❞ ❍❛r❜❛t❡r✱ ❏✉❧✐❛ ❍❛rt♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❲✐❜♠❡r✳
❋r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✸✼✹✭✻✮ ✿✹✷✾✸✕✹✸✵✽✱
✷✵✷✶✳

❬❇✐r✶✸❪ ●❡♦r❣❡ ❉✳ ❇✐r❦❤♦✛✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✼✹ ✿✶✸✹✕✶✸✾✱ ✶✾✶✸✳

❬❇✐r✸✵❪ ●❡♦r❣❡ ❉✳ ❇✐r❦❤♦✛✳ ❋♦r♠❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❆❝t❛ ▼❛t❤✳✱ ✺✹ ✿✷✵✺ ✕ ✷✹✻✱ ✶✾✸✵✳

❬❇♦r✾✶❪ ❆r♠❛♥❞ ❇♦r❡❧✳ ▲✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✷✻ ♦❢ ●r❛❞✉❛t❡ ❚❡①ts ✐♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✶✳

❬❇P✾✻❪ ▼❛♥✉❡❧ ❇r♦♥st❡✐♥ ❛♥❞ ▼❛r❦♦ P❡t❦♦✈➨❡❦✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♣s❡✉❞♦✲❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛✳ ❚❤❡♦r❡t✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✶✺✼✭✶✮ ✿✸✕✸✸✱ ✶✾✾✻✳

❬❇❙✵✺❪ ❆❧✐♥ ❇♦st❛♥ ❛♥❞ ➱r✐❝ ❙❝❤♦st✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♥
s♣❡❝✐❛❧ s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❏✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✷✶✭✹✮ ✿✹✷✵✕✹✹✻✱ ✷✵✵✺✳

❬❈❉❉▼✶✽❪ ❋ré❞ér✐❝ ❈❤②③❛❦✱ ❚❤♦♠❛s ❉r❡②❢✉s✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❉✉♠❛s✱ ❛♥❞ ▼❛r❝ ▼❡③③❛r♦❜❜❛✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✽✼ ✿✷✾✼✼✕
✸✵✷✶✱ ✷✵✶✽✳

❬❈❑▼❋❘✽✵❪ ●✐❧❧❡s ❈❤r✐st♦❧✱ ❚❡t✉r♦ ❑❛♠❛❡✱ ▼✐❝❤❡❧ ▼❡♥❞ès ❋r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ●ér❛r❞ ❘❛✉③②✳
❙✉✐t❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❛✉t♦♠❛t❡s ❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❇✉❧❧✳ ❙♦❝✳ ▼❛t❤✳ ❋r❛♥❝❡✱
✶✵✽ ✿✹✵✶✕✹✶✾✱ ✶✾✽✵✳

❬❈♦❜✻✽❪ ❆❧❛♥ ❈♦❜❤❛♠✳ ❖♥ t❤❡ ❍❛rt♠❛♥✐s✲❙t❡❛r♥s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❛❣ ♠❛✲
❝❤✐♥❡s✳ ■♥ ✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t❛ ❚❤❡♦r② ✭s✇❛t
✶✾✻✽✮✱ ♣❛❣❡s ✺✶✕✻✵✱ ✶✾✻✽✳
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❬❈♦❤✻✺❪ ❘✐❝❤❛r❞ ▼✳ ❈♦❤♥✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❆❧❣❡❜r❛✳ ■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡ tr❛❝ts ✐♥ ♣✉r❡ ❛♥❞ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✶✾✻✺✳

❬❈❙✵✼❪ P❤②❧❧✐s ❏✳ ❈❛ss✐❞② ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋✳ ❙✐♥❣❡r✳ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r② ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❣r♦✉♣s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾ ♦❢ ■❘▼❆ ▲❡❝t✳ ▼❛t❤✳ ❚❤❡♦r✳ P❤②s✳✱
♣❛❣❡s ✶✶✸✕✶✺✺✳ ❊✉r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ❩ür✐❝❤✱ ✷✵✵✼✳

❬❉❡❧✾✵❪ P✐❡rr❡ ❉❡❧✐❣♥❡✳ ❈❛té❣♦r✐❡s t❛♥♥❛❦✐❡♥♥❡s✳ ■♥ ❚❤❡ ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❋❡sts❝❤r✐❢t✱
❱♦❧✳ ■■✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✼ ♦❢ Pr♦❣r✳ ▼❛t❤✳✱ ♣❛❣❡s ✶✶✶✕✶✾✺✳ ❇✐r❦❤ä✉s❡r ❇♦st♦♥✱ ❇♦s✲
t♦♥✱ ▼❆✱ ✶✾✾✵✳

❬❉❍❘✶✽❪ ❚❤♦♠❛s ❉r❡②❢✉s✱ ❈❤❛r❧♦tt❡ ❍❛r❞♦✉✐♥✱ ❛♥❞ ❏✉❧✐❡♥ ❘♦q✉❡s✳ ❍②♣❡rtr❛♥s❝❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❏✳ ❊✉r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✷✵✭✾✮ ✿✷✷✵✾✕
✷✷✸✽✱ ✷✵✶✽✳

❬❉▼✽✷❪ P✐❡rr❡ ❉❡❧✐❣♥❡ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❙✳ ▼✐❧♥❡✳ ❚❛♥♥❛❦✐❛♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ■♥ ❍♦❞❣❡ ❈②❝❧❡s✱
▼♦t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ❙❤✐♠✉r❛ ❱❛r✐❡t✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✵✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳✱
♣❛❣❡s ✶✵✶✕✷✷✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✽✷✳
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❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❤②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✸✻✽✭✶✲✷✮ ✿✺✽✼✕✻✸✷✱ ✷✵✶✼✳

❬❍❙✾✾❪ P❡t❡r ❆✳ ❍❡♥❞r✐❦s ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋✳ ❙✐♥❣❡r✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥
✜♥✐t❡ t❡r♠s✳ ❏✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✼✭✸✮ ✿✷✸✾✕✷✺✾✱ ✶✾✾✾✳

❬❍❙✵✽❪ ❈❤❛r❧♦tt❡ ❍❛r❞♦✉✐♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋✳ ❙✐♥❣❡r✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r② ♦❢
❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✸✹✷✭✷✮ ✿✸✸✸✕✸✼✼✱ ✷✵✵✽✳

❬❍❙❙✶✻❪ ❈❤❛r❧♦tt❡ ❍❛r❞♦✉✐♥✱ ❏❛❝q✉❡s ❙❛✉❧♦②✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋✳ ❙✐♥❣❡r✳ ●❛❧♦✐s t❤❡♦r✐❡s
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✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇✉❧❧✳ ❆✉st✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✷✾✭✶✮ ✿✶✷✼✕✶✸✻✱ ✶✾✽✹✳

❬▲✈❞P✼✼❪ ❏♦❤♥ ❍✳ ▲♦①t♦♥ ❛♥❞ ❆❧❢r❡❞ ❏✳ ✈❛♥ ❞❡r P♦♦rt❡♥✳ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜② ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ▼❛❤❧❡r✳ ■♥ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡ t❤❡♦r② ✿ ❛❞✈❛♥❝❡s
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭Pr♦❝✳ ❈♦♥❢✳✱ ❯♥✐✈✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ✶✾✼✻✮✱ ♣❛❣❡s
✷✶✶✕✷✷✻✱ ✶✾✼✼✳

❬▼❛❤✷✾❪ ❑✉rt ▼❛❤❧❡r✳ ❆r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ▲ös✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss❡ ✈♦♥
❋✉♥❦t✐♦♥❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✶✵✶✭✶✮ ✿✸✹✷✕✸✻✻✱ ✶✾✷✾✳

❬▼❛❤✸✵❛❪ ❑✉rt ▼❛❤❧❡r✳ ❆r✐t❤♠❡t✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss❡ tr❛♥s③❡♥❞❡♥t❛❧✲
tr❛♥s③❡♥❞❡♥t❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ▼❛t❤✳ ❩✳✱ ✸✷✭✶✮ ✿✺✹✺✕✺✽✺✱ ✶✾✸✵✳
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❬▼❛❤✸✵❜❪ ❑✉rt ▼❛❤❧❡r✳ Ü❜❡r ❞❛s ❱❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ✈♦♥ P♦t❡♥③r❡✐❤❡♥ ♠❡❤r❡r❡r ❱❡rä♥✲
❞❡r❧✐❝❤❡♥ ✐♥ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ P✉♥❦t❢♦❧❣❡♥✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✶✵✸✭✶✮ ✿✺✼✸✕✺✽✼✱ ✶✾✸✵✳

❬▼❛r✻✻❪ ▼♦rr✐s ▼❛r❞❡♥✳ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙✉r✈❡②s✱ ◆♦✳ ✸✳
❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘✳■✳✱ s❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✻✻✳

❬▼❛s✽✷❪ ❉❛✈✐❞ ❲✳ ▼❛ss❡r✳ ❆ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♣♦✇❡r s❡r✐❡s✳ ■♥✈❡♥t✳ ▼❛t❤✳✱
✻✼ ✿✷✼✺✕✷✾✻✱ ✶✾✽✷✳

❬▼❋✽✵❪ ▼✐❝❤❡❧ ▼❡♥❞ès ❋r❛♥❝❡✳ ◆♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✳ ❊♥✲
s❡✐❣♥✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✻ ✿✶✾✸✕✶✾✾✱ ✶✾✽✵✳

❬▼✐t✾✻❪ ❈❧❛✉❞❡ ▼✐ts❝❤✐✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦♥✢✉❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②♣❡r✲
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❙t♦❦❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ P❛❝✐✜❝ ❏✳
▼❛t❤✳✱ ✶✼✻✭✷✮ ✿✸✻✺✕✹✵✺✱ ✶✾✾✻✳

❬▼♦s✺✾❪ ❏ür❣❡♥ ▼♦s❡r✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ ❋✉❝❤s✬ t❤❡♦r②✳ ▼❛t❤✳ ❩✳✱
✼✷ ✿✸✼✾✕✸✾✽✱ ✶✾✺✾✳

❬▼❙✾✻❪ ❈❧❛✉❞❡ ▼✐ts❝❤✐ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❋✳ ❙✐♥❣❡r✳ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✉♣s ❛s ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛❧ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s✳ ❏✳ ❆❧❣❡❜r❛✱ ✶✽✹✭✶✮ ✿✸✸✸✕✸✻✶✱ ✶✾✾✻✳

❬◆✐s✽✷❪ ❑✉♠✐❦♦ ◆✐s❤✐♦❦❛✳ ❖♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ▼❛❤❧❡r ❢♦r tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥
✈❛❧✉❡s✳ ❏✳ ❆✉st✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✭❙❡r✐❡s ❆✮✱ ✸✸✭✸✮ ✿✸✽✻✕✸✾✸✱ ✶✾✽✷✳

❬◆✐s✾✻❪ ❑✉♠✐❦♦ ◆✐s❤✐♦❦❛✳ ▼❛❤❧❡r ❋✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✻✸✶ ♦❢
▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✾✻✳

❬◆P◗✶✷❪ P✐❡rr❡ ◆❣✉②❡♥ P❤✉ ◗✉✐✳ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t ❤②♣❡rtr❛♥s❝❡♥❞❛♥❝❡✳ P❤❉
t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❏✉ss✐❡✉✱ ✷✵✶✷✳

❬❖❲✶✺❪ ❆❧❡①❡② ❖✈❝❤✐♥♥✐❦♦✈ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❲✐❜♠❡r✳ σ✲●❛❧♦✐s t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡✲
r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳ ■▼❘◆✱ ✷✵✶✺✭✶✷✮ ✿✸✾✻✷✕✹✵✶✽✱ ✷✵✶✺✳

❬P❡❧✷✵❪ ❋❡❞❡r✐❝♦ P❡❧❧❛r✐♥✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛❤❧❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ❢♦r tr❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡
❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ t✲▼♦t✐✈❡s ✿ ❍♦❞❣❡ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ❚r❛♥s❝❡♥❞❡♥❝❡
❛♥❞ ❖t❤❡r ▼♦t✐✈✐❝ ❆s♣❡❝ts✱ ♣❛❣❡s ✷✾✼✕✸✹✾✳ ❊▼❙ ❙❡r✳ ❈♦♥❣r✳ ❘❡♣✳✱ ✷✵✷✵✳

❬P❤✐✶✺❪ P❛tr✐❝❡ P❤✐❧✐♣♣♦♥✳ ●r♦✉♣❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡t ♥♦♠❜r❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❏✳ ▲♦♥❞✳
▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✭✷✮✱ ✾✷✭✸✮ ✿✺✾✻✕✻✶✹✱ ✷✵✶✺✳

❬P♦✉✷✶❪ ▼❛r✐♥❛ P♦✉❧❡t✳ ❆ ❞❡♥s✐t② t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s ♦❢ r❡❣✉❧❛r
s✐♥❣✉❧❛r ▼❛❤❧❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳ ■▼❘◆✱ ✷✵✷✶✳

❬Pr❛✽✸❪ ❈♦r♥❡❧✐s Pr❛❛❣♠❛♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳
■♥❞❛❣✳ ▼❛t❤✳✱ ✽✻✭✷✮ ✿✷✹✾✕✷✻✶✱ ✶✾✽✸✳

❬❘❛♥✾✷❪ ❇❡r♥❛r❞ ❘❛♥❞é✳ ➱q✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ▼❛❤❧❡r ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉①
s✉✐t❡s ♣✲ré❣✉❧✐èr❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ✶✱ ✶✾✾✷✳

❬❘♦q✵✽❪ ❏✉❧✐❡♥ ❘♦q✉❡s✳ ●❛❧♦✐s ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ P❛❝✐✜❝
❏✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✸✺✭✷✮ ✿✸✵✸ ✕ ✸✷✷✱ ✷✵✵✽✳

❬❘♦q✶✽❪ ❏✉❧✐❡♥ ❘♦q✉❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛❤❧❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚r❛♥s✳
❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✸✼✵✭✶✮ ✿✸✷✶✕✸✺✺✱ ✷✵✶✽✳

❬❘♦q✷✵❪ ❏✉❧✐❡♥ ❘♦q✉❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▼❛❤❧❡r s②st❡♠s✳ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳
◆♦t✳ ■▼❘◆✱ ✷✵✷✶✭✶✸✮ ✿✾✾✸✼✕✾✾✺✼✱ ✷✵✷✵✳
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❬❘✉❢✾✾❪ P❛♦❧♦ ❘✉✣♥✐✳ ❚❡♦r✐❛ ●❡♥❡r❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ❊q✉❛③✐♦♥✐✱ ✐♥ ❝✉✐ s✐ ❞✐♠♦str❛ ✐♠♣♦s✲
s✐❜✐❧❡ ❧❛ s♦❧✉③✐♦♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❣❡♥❡r❛❧✐ ❞✐ ❣r❛❞♦ s✉♣❡r✐♦r❡ ❛❧
q✉❛rt♦✳ ❙t❛♠♣❡r✐❛ ❞✐ ❙✳ ❚♦♠♠❛s♦ ❞✬❆q✉✐♥♦✱ ❇♦❧♦❣♥❛✱ ✶✼✾✾✳

❬❙❛✉✾✾❪ ❏❛❝q✉❡s ❙❛✉❧♦②✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s ❢✉❝❤✲
s✐❡♥♥❡s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧ ❙❛❜❛t✐❡r✱ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ✶✾✾✾✳

❬❙❛✉✵✵❪ ❏❛❝q✉❡s ❙❛✉❧♦②✳ ❙②stè♠❡s ❛✉① q✲❞✐✛ér❡♥❝❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ré❣✉❧✐❡rs ✿ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
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Équations de Mahler : groupes de Galois et singularités régulières

Résumé : Cette thèse est consacrée à l’étude des équations de Mahler et des solutions de ces

équations, appelées fonctions de Mahler. Des exemples classiques de fonctions de Mahler sont

les séries génératrices des suites automatiques.

La première partie de cette thèse porte sur les aspects galoisiens des équations de Mahler. Notre

résultat principal est un analogue pour ces équations du théorème de densité de Schlesinger

selon lequel la monodromie d’une équation différentielle à points singuliers réguliers est Zariski-

dense dans son groupe de Galois différentiel. Pour cela, nous commençons par attacher une

paire de matrices de connexion à chaque équation de Mahler singulière régulière. Ces matrices

nous permettent de construire un sous-groupe du groupe de Galois de l’équation de Mahler et

nous montrons que ce sous-groupe est Zariski-dense dans le groupe de Galois.

La seule hypothèse de ce théorème de densité est le caractère singulier régulier de l’équation

de Mahler considérée. La deuxième partie de cette thèse est consacrée à la construction d’un

algorithme qui permet de reconnâıtre si une équation de Mahler est singulière régulière.

Mots clés : Équations de Mahler, théorie de Galois, théorème de densité, singularités
régulières.

Mahler equations : Galois groups and regular singularities

Abstract : This thesis is devoted to the study of Mahler equations and the solutions of these

equations, called Mahler functions. Classic examples of Mahler functions are the generating

series of automatic sequences.

The first part of this thesis deals with the Galoisian aspects of Mahler equations. Our main

result is an analog for Mahler equations of the Schlesinger’s density theorem according to which

the monodromy of a regular singular differential equation is Zariski-dense in its differential

Galois group. To this end, we start by attaching a pair of connection matrices to each regular

singular Mahler equation. These matrices enable us to construct a subgroup of the Galois

group of the Mahler equation and we prove that this subgroup is Zariski-dense in the Galois

group.

The only assumption of this density theorem is the regular singular condition on the considered

Mahler equation. The second part of this thesis is devoted to the construction of an algorithm

which recognizes whether or not a Mahler equation is regular singular.

Keywords : Mahler equations, Galois theory, density theorem, regular singularities.

Image en couverture : Photographie prise aux Prats des Thuiles (04) par l’auteure de la thèse.
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