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Nomenclature

x j j′ Variable binaire, = 1 si la tâche j est placée avant la tâche j′

αi jp Variable entière, la quantité de traitement de la tâche j sur la machine i
pendant l’intervalle de prix p

βi jp Variable binaire, = 1 si la tâche j est traitée sur la machine i pendant
l’intervalle de prix p, et = 0 sinon

γ jp Variable binaire, = 1 si la tâche j commence sur la machine 2 pendant
l’intervalle de prix p, et = 0 sinon

ω
p
j j′ Variable binaire, = 1 si la tâche j et la tâche j′ sont commencent leurs

traitement sur la machine 2 pendant le même intrevalle de prix p, et = 0
sinon

Et Le niveau souhaité de la consommation énergétique du système pendant la
période t

π Une séquence de tâches, où π j indique la tâche à la jeme position dans π

∑C j La somme des dates d’achèvement

∑CTj Le coût total lié au retard

∑NPEi La consommation énergétique des opérations hors usinage

∑PEi La consommation énergétique totale

∑Tj Le retard total

∑w jC j La somme pondérée des dates d’achèvement

∑w jTj La somme pondérée des retards

∑Q j La qualité totale des tâches

θp Le groupe de tâches qui est associé à “ground job” gp

bi La quantité d’énergie consommée par unité de temps lorsque la machine i
est en marche

C∗max La date d’achèvement maximale de la règle de Johnson

Ci j La date d’achèvement de tâche j sur la machine i

C j La date de fin d’exécution de la tâche j sur la dernière machine

Cmax La date d’achèvement maximale
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ct Le prix d’électricité de la période de temps t

CE L’émission de carbone

CPP La tarification d’électricité de type “Critical Peak Pricing”

di La quantité d’énergie consommée par unité de temps lorsque la machine i
est en idle

d j La date d’échéance de la tâche j

dp La durée de l’intervalle de prix p

DR La réponse à la demande

DSM “Demand Side Management”

Eit La consommation énergétique de la machine i pendant la période t

E j L’avance par rapport au délai souhaité de la tâche j

ep La date de fin de l’intervalle de prix p

EC La conservation de l’énergie

EE L’éfficacité énergétique

Fi La date d’arrêt de la machine i

Fj Le temps de présence de la tâche j dans l’atelier

f cp Le prix d’électricité de l’intervalle de prix p

git Variable binaire, = 1 si la machine i est en marche pendant la période t, et
= 0 sinon

gp La tâche dite “ground job” de la séquence

J L’ensemble des tâches

J1
z L’ensemble des tâches qui précèdent Jz

J2
z L’ensemble des tâches qui succèdent Jz

Jz La tâche dite “crossover job” de la séquence

K Le nombre d’intervalles de prix de l’horizon de travail

L j L’écart par rapport au délai souhaité de la tâche j

LC Le coût de main d’oeuvre

M L’ensemble des machines
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m Le nombre total de machines

n Le nombre total de tâches

pi j Le temps de traitement de tâche j sur la machine i

Pui j La puissance énergétique requise pour traiter la tâche j sur la machine i

Pumax La puissance consommée maximale

r j La date disponible de la tâche j

RT P La tarification d’électricité de type “Real Time Pricing”

Si j La date de début de la tâche j sur la machine i

SPO L’ordre partiel total

Stp La date de début de l’intervalle de prix p

T Le nombre de période de temps de l’horizon de travail

Tj Le retard par rapport au délai souhaité de la tâche j

TAS La disponibilité totale du système

TC Le coût de production total

T EC Le coût d’électricité total

ToU La tarification d’électricité de type “Time of Use”

TWj La fenêtre des dates de début posibles de la tâche j

w j Le poids d’importance de la tâche j

WLi La charge de travail sur la machine i

zi jt Variable binaire, = 1 si la tâche j est traitée sur la machine i pendant la
période t
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1 Introduction

1.1 Contexte général

A la fin du XV IIIeme siècle, l’apparition de la machine à vapeur contribue largement
à la première révolution industrielle. Cela marque l’aube de l’industrialisation qui
deviendra ensuite la clé de meilleures conditions de travail, d’un meilleur niveau
de vie, de l’augmentation des richesses, etc. Mais toute médaille a son revers,
les industries consomment rapidement les énergies fossiles et augmentent consid-
érablement les quantités de dioxyde de carbone et d’autres gaz à effet de serre dans
l’atmosphère. C’est à partir de la fin de XIXeme, à l’avènement de l’ère industrielle,
que l’on voit apparaître le réchauffement climatique.

De 1850 à 2018, la consommation énergétique mondiale et l’émission mondi-
ale de dioxyde de carbone n’ont cessé d’augmenter. La consommation énergétique
mondiale a été multipliée par 20 en moins de 170 ans (Fig.(1a)). Elle a progressé
de 7791 TWh en 1850 (soit 669 MTep) à 157603 TWh en 2018 (soit 13551 MTep)
[Ritchie and Roser (2020b)]. En outre, l’émission de dioxyde de carbone a consid-
érablement augmenté (Fig.(1b)). En 2018, elle est estimée à 37 milliard de tonnes,
une multiplication par 188 depuis 1850 [Ritchie and Roser (2020a)], avec comme
conséquence une augmentation de la température moyenne de 0.7°C par rapport à
la référence sur la période 1961−1990 (29 ans). Avant cela, de 1850−1960 (110
ans) on ne constate qu’une augmentation de 0.4°C. Alors, globalement, on relève
une augmentation moyenne de la température de 1.1 °C depuis 1850 (Fig.(1c)).

L’augmentation de la température moyenne du globe devrait bouleverser le cli-
mat et provoquer de graves conséquences sociales et écologiques. Depuis la con-
férence de l’Oganisation des Nations Unies sur l’environnement à Stockholm en
1972, plusieurs conférences scientifiques et le protocole de Kyoto ont été mise en
place pour affronter cette préoccupation. Et pour la première fois, 195 pays ont
conclut le premier universel, légalement contraignant accord climatique mondial
lors de la conférence de Paris sur le climat (COP21) en 2015. L’accord de Paris
vise à réduire les émissions de gaz à effet de serre et à maintenir l’augmentation
de la température moyenne mondiale en dessous de 2°C par rapport aux niveaux
préindustriels [COP21 (2016)]. Ce défi est considérable et nécessite un change-
ment social et technologique profond, surtout dans la réduction de la consomma-
tion énergétique et de l’émission de dioxyde de carbone.

Le secteur industriel est l’un les plus grands consommateurs d’énergie mon-
diale et de source de l’émission de CO2. La Fig.(2a) représente la consomma-
tion énergétique par secteurs et sa prévision jusqu’à 2040 en unité de “toe” (tonne
d’équivalent pétrole en anglais). Nous trouvons que le secteur industriel, y com-
pris les industries sans combustion de carburant, représente plus de la moitié de la
consommation d’énergie mondiale. La Fig.(2b) montre l’émission de CO2 selon
secteurs en 2017. Nous appercevons que le secteur industriel est responsable
de 24% des émissions de dioxyde de carbone (CO2). En outre, la production
d’électricité constitue la plus grande source d’émission, représentant 42% du to-
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(a) La consommation d’énergie mondiale de 1850 à 2018 (Ritchie and Roser (2020b))

 

(b) L’émission mondiale de dioxyde de carbone de 1850 à 2018 (Ritchie and Roser
(2020a))

 

(c) Anomalie de la température moyenne mondiale par rapport à la température moyenne
de période1961-1990 (° C) de 1850 à 2018 (Ritchie and Roser (2020a))

Figure 1 – L’évolution mondiale de la consommation énergétique, de l’émission de
dioxyde de carbone et de la température de 1850 à 2018
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tal mondial. Sachant que le secteur industriel utilise presque 42% de l’électricité
générée en 2017 [IEA (2019)], l’optimisation de la consommation d’électricité
dans le secteur industriel joue un rôle indiscutable dans les mécanismes de réduc-
tion des émissions de CO2.

 

Transport 

Industrie* 

Sans combustion 

Logement 

Milliard toe 

(a) La consommation énergétique selon secteur (Outlook (2019))

 

(b) L’émission mondiale de CO2 par secteur en 2017 (IEA
(2019))

Figure 2 – La répartition par secteur de la consommation énergétique mondiale et
de l’émission de carbone.

Pendant ces dernières années, l’optimisation d’énergie dans le secteur indus-
triel, notamment dans le secteur manufacturier, a attiré de plus en plus d’attention.
Ces études peuvent être classées en trois grandes perspectives : au niveau des pro-
duits, au niveau de la machine et au niveau du système de fabrication [Dai et al.
(2013)]. Au niveau du produit, l’approche est fondée sur la reconception du pro-
duit pour la réduction de l’énergie intrinsèque qui est la quantité d’énergie requise
au cours de son cycle de vie. Cette approche nécessite un logiciel de simulation
performant pour l’analyse et l’évaluation de l’énergie intrinsèque du produit. Il en
résulte un investissement en capital important qui n’est pas facilement applicable
dans la plupart des entreprises manufacturières, en particulier dans les petites et
moyennes entreprises.

De plus, le développement ou la conception d’une machine plus économe en
énergie est une approche importante au niveau de la machine. De nombreuses
études ont montré que la plupart de l’énergie est consommée par l’équipement
et les fonctions auxiliaires de la machine telles que : système de refroidissement,
pompe hydraulique, système de contrôle, etc. Les auteurs de [Gutowski et al. 2005]
ont montré que 85.2 % d’énergie est consommée par les opérations hors usinage
dans le cas de Toyota Motor. En étudiant la consommation d’énergie de la machine
et de ses accessoires, [Drake et al. 2006] ont souligné que l’énergie requise pour
l’opération de coupe ne prend que 19 % de la consommation totale d’énergie d’une
fraiseuse CNC.

Au niveau du système de fabrication, la planification et l’ordonnancement sont
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des voies très prometteuses pour les entreprises afin d’optimiser la consommation
d’énergie. Cette approche ne nécessite pas d’investissements importants dans la
reconception de la machine ni du produit, mais elle a un impact significatif sur
les performances et l’optimisation énergétique du système de production. Avec
régulation de la consommation d’électricité via le programme de réponse à la de-
mande (DR), cette approche peut apporter des améliorations non négligeables sans
investissements importants pour les entreprises manufacturières.

De plus, avec l’émergence du Smart Grid, la maîtrise de la demande en énergie
(“Demand Side Management” (DSM) en anglais) est essentielle pour améliorer
l’efficacité énergétique et optimiser la répartition de la puissance. La DSM com-
prend trois concepts : la réponse à la demande (DR), l’efficacité énergétique (EE) et
la conservation de l’énergie (EC) [Dabur et al. (2012)]. Du point de vue industriel,
l’efficacité énergétique (EE) et la réponse à la demande (DR) se traduiraient par
une amélioration significative de l’utilisation de l’électricité dans la plupart des en-
treprises manufacturières. L’EE cherche à réduire la consommation d’énergie sans
diminuer la productivité. Entre temps, la DR fait référence à l’évolution des modes
de consommation des clients en réponse à la fluctuation des prix de l’électricité au
fil du temps [Gong et al. (2016)].

La DR peut réduire les coûts et également les émissions de carbone associés
à la consommation d’électricité pour les consommateurs industriels [Summerbell
et al. (2017)]. Avec la présence de plus en plus importante des énergies renou-
velables (éolienne, solaire, etc), l’impact carbone de la génération d’électricité
varie significamment entre différents modes de production. Par exemple, pour
générer un kilowatt-heure (kWh) d’électricité, une centrale à charbon émet 950
g de CO2 contre entre 60 et 150 g de CO2 des panneaux photovoltaïques [RTE
(2019)]. L’intensité carbone de l’électricité produite varie également au fil du
temps (Fig.(3)). Si la DR est bien appliquée, on déplacera une partie de la con-
sommation d’énergie vers des heures ou des jours où la consommation globale est
plus faible. Pendant ces périodes de faible consommation, les centrales électriques
utilisent les modes de production dont l’intensité de carbone est plus faible (éoli-
enne, solaire, etc).

En outre, depuis le début du millénaire, dans les pays industriels, les prix de
l’électricité ne cessent d’augmenter. Ceci est le résultat des taxes et des impôts
pour soutenir l’intégration des énergies renouvelables et l’abandon de l’électricité
à faible coût produite par l’énergie nucléaire. Par conséquent, cela entraîne une
baisse de la compétitivité par rapport aux pays où les prix de l’électricité aug-
mentent moins rapidement. Il est alors indispensable d’étudier comment améliorer
l’efficacité d’un système de production en termes de consommation d’électricité
afin de réduire les coûts de production et l’impact environnemental.

Dans ce contexte, nous menons une étude de l’optimisation énergétique de
l’ordonnancement dans un système de fabrication sous DR. A notre connaissance,
l’une des tarification d’électricité les plus courantes de la DR est le tarif “ Time
of use ” [Sharma et al. 2015]. Ce tarif prévoit des prix variables pour l’électricité
d’une période à l’autre. C’est pourquoi il encourage les utilisateurs à gérer leur
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Figure 3 – Émissions de CO2 en grammes par kilowatt-heure générées par la pro-
duction d’électricité en France le 23/10/2019.

consommation d’énergie pour réduire au maximum le coût de l’électricité. Comme
l’ordonnancement d’atelier de type flow shop est un des problèmes les plus connus
dans le domaine de l’ordonnancement, nos études se focalisent sur l’optimisation
de coût d’électricité dans le problème d’ordonnancement de flow shop à deux ma-
chines.

1.2 Les notions préliminaires

Cette partie consiste à rappeler quelques notions de bases qui seront utiles lors
de notre étude. D’abord nous rappelons quelques éléments relatifs aux prob-
lèmes d’ordonnancement. Nous commençons par la définition d’un problème
d’ordonnancement. Ensuite nous rappelons des éléments fondamentaux d’un prob-
lème d’ordonnancement et les approches de résolutions. Enfin, nous rappelons
également quelques concepts sur la “Demand Side Management” avec les tarifica-
tions d’électricité.

1.2.1 Introduction générale aux problèmes d’ordonnancement

1.2.1.1 Définition
Dans une entreprise, nous avons trois types de décisions à prendre régulière-

ment pour assurer son bon fonctionnement. Les décisions au niveau stratégique
agissent sur le long terme et gèrent l’organisation, les produits, les services et
les gestions globales de l’entreprise. Au niveau tactique, les décisions agissent
sur le moyen terme et s’appuient sur la prévision des demandes et la planification
de la production. A court terme, nous trouvons les décisions opérationnelles qui
sont prises de façon continue. Les décisions opérationnelles mettent l’accent sur
l’organisation de la production à court terme.

L’ordonnancement des ordres de fabrication fait partie des activités principales
à court terme dans l’industrie. Cette activité consiste à programmer l’exécution
d’une réalisation en attribuant des ressources aux tâches et en fixant leurs dates
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d’exécution [Chretienne et al. (1997)]. Le terme réalisation varie selon le champs
d’application de l’ordonnancement considéré. En production, la réalisation con-
cerne les opérations à effectuer sur des machines. Nous avons quatres notions fon-
damentales dans un problème d’ordonnancement de production : les tâches (jobs),
les ressources, les contraintes et les objectifs :

• Une tâche est constituée d’une ou plusieurs opérations qui doivent être exé-
cutées. Chaque tâche est localisée temporellement par une date de début et
une date de fin.

• Une ressource est une machine ou un humain qui intervient dans l’exécution
d’une tâche.

• Les contraintes sont les limites temporelles, technologiques ou de ressources
à respecter lors de l’exécution des tâches.

• Les objectifs correspondent à des exigences qualitatives et quantitatives à
optimiser en termes de temps, de ressources, de coûts permettant d’évaluer
la qualité de l’ordonnancement établi.

Alors, un problème d’ordonnancement consiste à choisir pour chaque opération
une date de début en respectant les contraintes du problème pour optimiser un ou
plusieurs objectifs donnés. Une solution, encore appelé ordonnancement, est dite
admissible ou faisable si toutes les contraintes du problème soint respectées.

1.2.1.2 Les éléments fondamentaux et leurs notations
Comme nous avons précisé auparavant, un problème d’ordonnancement est

défini par quatres éléments : l’ensemble des tâches à réaliser, l’ensemble des ma-
chines disponibles pour les traiter, les contraintes à respecter relatives aux opéra-
tions et aux machines et ainsi que les fonctions objectifs à optimiser. Normale-
ment, nous considérons un ensemble J = {J1,J2, . . . ,Jn} de n tâches à traiter sur
m machines {m1,m2, . . . ,mm} pour un problème d’ordonnancement. Nous util-
isons principalement l’indice j pour désigner la tâche et l’indice i pour désigner la
machine. Les notations suivantes sont fréquemment utilisées dans la majorité des
problèmes.

Pour chaque tâche, nous avons souvent les données qui la caractérisent comme
ci-dessous :

• Le temps d’exécution de la tâche j sur la machine i : pi j (le “processing
time” en anglais).

• La date de disponibilité de la tâche j : r j (le “release date” en anglais).
C’est la date d’arrivée de la tâche j dans le système, on peut également la
considerer comme sa date de début au plus tôt.

• La date d’échéance de la tâche j : d j (“due date” en anglais). C’est la date
de fin préférentielle de la tâche j.
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• Le poids d’importance relative de la tâche j : w j (“weigth” en anglais). Cela
représente le facteur de priorité de la tâche j par rapport aux autres.

En fontion du nombre d’opérations nécessaires à l’exécution des tâches, nous
pouvons distinguer les problèmes d’ordonnancement en deux catégories :

• Les problèmes où chaque tâche nécessite une seule opération : les problèmes
d’ordonnancement de machine unique, de machines dédiées ou machines
parallèles.

• Les problèmes où chaque tâche se compose de plusieurs opérations. Nous
les appelons les problèmes d’atelier. Nous avons trois types d’atelier courant,
“Open Shop”, “Flow shop” et “ Job Shop”.

Pour identifier les différents problèmes d’ordonnancement, [Graham et al.
(1979)] ont proposé une notation à trois champs distincts : α|β|γ.

• Le champ α désigne les caractéristiques de la ressource ou, autrement dit,
l’environnement machine.

• Le champ β renseigne sur les contraintes liées aux opérations.

• Le champ γ indique le ou les critères à optimiser.

Généralement, l’environnement machine se compose de deux informations : la
nature de l’environnement machine (Open Shop, Flow shop, etc) et le nombre de
machines (pool de ressources). Le champ α dans la notation de [Graham et al.
(1979)] est composé alors de deux sous champs α1 et α2. α1 renseigne sur la nature
de l’environnement machine, tandis que α2 renseigne sur le nombre de machines.

Nous avons les différents environnements machine ci-dessous :

• Machine unique : le cas de base des problèmes d’ordonnancement dans
lequel une seule machine traite les tâches. Dans la réalité, il existe très peu
de systèmes de production à une seule machine. En revanche, leur étude per-
met de trouver des idées pour la résolution des problèmes plus compliqués.
Dans l’étude de machine unique, le champ α1 = /0 ou absent.

• Machines parallèles : il existe m machines en parallèles. Dans ce type
d’environnement, chaque tâche est composée d’une opération et peut être
exécutée sur une des machines. En fonction de la relation générale en-
tre les performances des machines, nous pouvons distinguer trois types de
machines parallèles. Premièrement, si le temps de traitement d’une tâche
est la même sur toutes les machines, les machines sont donc identiques,
α1 = P. Deuxièmement, si les performances des machines sont proportion-
nelles, alors les machines sont uniformes, α1 = Q. Troisièmement, s’il n’y
a pas de relation générale entre les performances des machines, alors les
machines sont non reliées, α1 = R.
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• Les ateliers à cheminement unique ou "flow shop" : un processus de fabri-
cation en ligne formé par m machines en série. Les tâches à traiter visitent
l’ensemble des machines dans le même ordre. Les temps de traitement sur
chaque machine pour différentes tâches peuvent différer. Dans l’étude de
flow shop, α1 = F .

• Les ateliers à cheminement multiples ou “job-shop”: il dispose de m ma-
chines et que les ordres de visite des machines de chaque tâche sont dif-
férents. Dans l’étude de “job shop”, α1 = J.

• Les ateliers à cheminement libre ou “open shop” : il dispose m machines,
l’ordre de passage sur les machines est libre pour toutes les tâches. Il n’y a
aucune relation de précédence entre les opérations d’une même tâche. Dans
l’étude de “open shop”, α1 = O.

Le second champ β renseigne les contraintes liées aux opérations qui spécifient
les caractéristiques des tâches. Il existe plusieurs types de contraintes dans les
problème d’ordonnancement. Nous ne citons que les plus courantes :

• Dates de disponibilité de tâche j : r j. Ces contraintes signifient que les dates
de disponibilité des tâches sont distinctes.

• La préemption est autorisée : pmtn. Si la préemption est autorisée, une ma-
chine peut interrompre à tout moment le traitement d’une opération pour en
exécuter une autre. L’opération interrompue peut être reprise à tout moment.

• La précédence entre des tâches à respecter : prec. La précédence entre deux
tâches j1 et j2 signifie que la tâche j2 ne peut commencer son exécution
avant la fin d’exécution de la tâche j1.

• “No-wait” contraintes : nwt. Les contraintes “No-wait” signifient que les
opérations doivent s’enchaîner sans attente devant la machine.

• Les temps de traitement égaux : p j = p. Si le champ β a la valeur p j = p,
toutes les opérations ont le même temps de traitement.

Le dernier champ γ renseigne sur les critères d’optimisation. Les critères
d’optimisation permettent de qualifier des solutions. Il existe plusieurs critères
pour évaluer la qualité des solutions. Les critères les plus courants sont la date de
fin d’exécution d’une tâche, le temps de présence dans le système, l’écart par rap-
port au délai souhaité, le retard ou encore l’avance. Les notations pour ces critères
sont données ci-dessous :

• La date de fin d’exécution de la tâche j sur la dernière machine : C j.

• Le temps de présence de la tâche j dans l’atelier (“Flow time”) : Fj =C j−r j.

• L’écart par rapport au délai souhaité (“Lateness”) : L j =C j−d j.
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• Le retard (“Tardiness”) mesure le retard positif d’une tâche : Tj =
max{0,L j}= max{0,C j−d j}.

• L’avance (“Earliness”) est calculée si une tâche se termine avant le délai d j,
sinon elle est nulle : E j = max{0,−L j}.

Un critère peut être régulier ou irrégulier : un critère est dit régulier si quand
au moins un C j varie, alors le critère varie également. Par exemple, les critères
présentés auparavant sont tous réguliers.

1.2.1.3 Quelques notions sur la complexité des problèmes et des algorithmes

Les problèmes d’ordonnancement sont soit des problèmes de décisons, soit des
problèmes d’optimisation. Les problèmes de décision ont comme solution "oui"
ou "non". Un problème d’optimisation consiste en une étude monocritère dans
laquelle on chercher à optimiser un critère, ou bien une étude multi-objectif dans
laquelle on cherche le meilleur compromis entre différents critères. En fait, il est
possible d’associer à tout problème d’optimisation un problème de décision. Par
exemple, pour le problème d’optimisation F2||Cmax, on peut l’associer au problème
de décision : existe-t-il un ordonnancement tel que Cmax ≤ b ? La valeur b étant
connue.

L’étude de la complexité a pour but d’apporter des informations sur la diffi-
culté théorique à résoudre un problème. Cette étude permet de classer les prob-
lèmes selon leur difficulté théorique. Généralement, la complexité d’un problème
consiste à évaluer la complexité algorithmique du meilleur algorithme résolvant le
problème de façon optimale [Yalaoui et al. (2012)].

La complexité algorithmique est évaluée sur deux facteurs : le temps de calcul
et la taille de la mémoire. Pour une instance de taille n, le temps de calcul d’un
algorithme est évalué par le nombre d’opérations élémentaires T (n) nécessaires à
l’exécution de l’algorithme. La taille de la mémoire d’un algorithme est la taille
nécessaire pour stocker les différentes structures de données. La complexité algo-
rithmique permet de mesurer les performances d’un algorithme et de le comparer
avec d’autres algorithmes qui réalisent les mêmes fonctionnalités.

La complexité algorithmique peut avoir une des caractéristiques ci-dessous :

• Algorithme polynomial : s’il existe un polynôme Q(n) qui majore T (n)
(T (n) ≤ Q(n)), alors on dit que l’algorithme est de complexité polynomi-
ale O(Q(n)). De plus, si Q(n) est borné supérieurement par un polynôme
d’ordre k , on dira alors que l’algorithme est polynomial d’ordre k, (T (n) =
O(nk)).

• Algorithme pseudo-polynomial : s’il n’est pas polynomial mais s’il existe un
polynôme Q(n,P) qui dépendent non seulement de n mais aussi d’une autre
grandeur P caractéristique et que Q(n,P) majore T (n) (T (n)≤ Q(n,P)).
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• Algorithme exponentiel : s’il n’est ni polynomial, ni pseudo-polynomial, par
example T (n) = 2n.

En se fondant sur la complexité algorithmique, nous pouvons classer les prob-
lèmes en deux catégories principales : les problèmes polynomiaux (la classe P)
et les problèmes NP-difficiles (la classe NP). Un problème est dit polynomial s’il
existe un algorithme polynomial qui peut le résoudre de manière exacte. Les prob-
lèmes de décision que l’on ne peut pas résoudre optimalement par un algorithme
polynomial sont dit NP-complets. Le problème d’optimisation dont le problème
de décison est NP-complet sera alors qualifié de NP-difficile.

1.2.1.4 Approches de résolution
Après avoir classé les problèmes d’ordonnancement selon leur classe de com-

plexité, nous nous intéressons aux méthodes de résolution. Dans la littérature,
il existe plusieurs méthodes de résolution correspondant aux classes de complex-
ité. Pour des problèmes de classe polynomiale, nous trouvons des algorithmes
polynomiaux pour les résoudres de manière optimale. Par contre, pour des prob-
lèmes NP-dificiles, le temps de calcul augemente de manière considérable avec la
taille du problème (exponentiellement). Nous avons deux alternatives possibles
pour résoudre des problèmes NP-difficiles. Les méthodes exactes qui permettent
de garantir l’optimalité de la solution du problème, mais ne peuvent traiter que
des instances de tailles réduites en un temps de calcul raisonnable. Les méthodes
approchées qui permettent de donner des solutions pour des instances de tailles
beaucoup plus larges mais l’optimalité de la solution n’est pas garantie.

Les méthodes exactes les plus courantes pour résoudre les études des prob-
lèmes d’optimisation sont présentées ci-dessous :

• La programmation mathématique est une des premières étapes à réaliser
avant de développer ou d’appliquer une méthode d’optimisation. Il s’agit
de modéliser mathématiquement le problème sous forme d’une fonction de
variables soumises à un ensemble de contraintes. Ces dernières sont sous
formes d’équations ou d’inéquations qui délimitent l’espace des solution à
explorer. Dans le cas ou les variables sont entières et les fonctions sont
linéaires, nous avons une programmation linéaire en nombre entiers (PLNE).
Si les variables sont à la fois entières et réelles, le modèle devient une pro-
grammation linéaire mixte en nombres entiers (PLNE mixte). Pour les PLNE,
l’algorithme du simplexe est très efficace pour les résoudre dans la plupart
de temps [Dantzig (1998)]. Généralement, il existe différents solveurs per-
mettant d’obtenir la solution optimale du PLNE et du PLNE mixte comme
CPLEX, XPRESS, GAMS, etc.

• La programmation dynamique a été introduite la première fois par Bellman
en 1957 [Bellman (1966)]. Cette méthode est appelée également optimisa-
tion récursive, son principe général est applicable à de nombreux problèmes
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d’optimisation qui possèdent une certaine propriété dite de décomposabil-
ité. Cela signifie qu’un problème de dimension n peut être décomposé en
n sous-problèmes de dimension 1 à résoudre de façon séquentielle. A par-
tir du problème initial de dimension n, la méthode génère n sous-problèmes
(n étape de décision). L’utilisation de cette méthode nécessite une équation
récursive qui permet d’estimer la valeur optimale du critère à une étape en
fonction de sa valeur à l’étape précédente. Par récurence, on peut déter-
miner la trajectoire optimale par le processus de décision consécutif. Selon
le problème, ces méthodes peuvent avoir une complexité polynomiale ou
exponentielle.

• La procédure par séparation et évaluation (PSE) est fondée sur une recherche
arborescente qui énumère des sous-ensembles de solutions sous forme de
noeuds. Comme l’énumération complète de toutes les solutions réalisables
pour un problème d’optimisation n’est pas possible, alors la PSE n’explore
que certains sous-ensembles de solutions dans lesquels la solution optimale
peut se trouver. La PSE nécessite des propriétés de dominance, des bornes
inférieures et supérieures pour pouvoir éliminer des sous-ensembles de mau-
vaises solutions. Pour évaluer chaque sous-ensemble, il faut calculer une
borne inférieure et une borne supérieure du critère. L’application de la borne
inférieure et de la borne supérieure permet d’avoir une idée des solutions qui
se trouvent dans un sous-ensemble. Par exemple, on cherche à minimiser un
critère donné, si la borne inférieure d’un noeud est supérieure à la meilleure
borne supérieure trouvée jusqu’ici, alors il est certain qu’il n’existe pas de
solutions meilleures dans ce sous-ensemble. Le branchement au niveau de
ce noeud est coupé.

• La génération de colonnes repose sur la méthode de décomposition de
Dantzig et Wolf [Dantzig and Wolfe (1960)]. En effet, les problèmes
d’optimisation possèdent souvent un grand nombre de variables (colonnes).
Mais dans la solution optimale, la plupart des variables sont très souvent
nulles, ça veut dire qu’on prend un petit sous-ensemble de variables pour
résoudre le problème. L’idée principale de cette méthode consiste à dé-
composer le modèle d’origine en plusieurs sous-problèmes plus faciles à ré-
soudre. L’algorithme résout en premier temps le problème original (P) avec
un sous-ensemble de colonnes (variables) de taille réduite. Puis, l’algorithme
ajoute itérativement les nouvelles colonnes susceptibles d’améliorer la solu-
tion courante, jusqu’à atteindre l’optimalité.

• La décomposition de Benders utilise une stratégie de résolution de prob-
lèmes qui peut traiter des modèles de programmation comprenant plusieurs
entiers à grande échelle [Benders (1962)]. Elle partitionne les variables d’un
problème en deux vecteurs x et y. Premièrement, elle fixe les valeurs y en
résolvant à l’optimalité un problème maître (MP) qui est un modèle linéaire
mixtes en nombre entiers. Le MP est une relaxation du modèle global. En-
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suite, les valeurs de y sont ensuite utilisées pour définir un sous-problème
(SP) qui ne contient que x. La solution de SP peut révéler que les valeurs de
y est infaisable, alors, dans ce cas, la solution sera utilisée pour générer une
coupe Benders. La coupe Benders éliminera les valeurs inacceptables de y
de l’ensemble de solutions. Puis, nous obtenons autre ensemble de valeurs
de y en résolvant à nouveau le MP contenant ainsi toutes les coupes Benders
générées. Nous résolvons de manière itérative le MP à l’optimalité et en util-
isant la solution pour générer les sous-problèmes jusqu’à ce que le MP et le
SP convergent.

Par rapport aux méthodes exactes qui se trouvent limitées lorque la taille du
problème augmente, des méthodes approchées sont capables de donner des solu-
tions de qualité acceptable mais sans garantir de performance avec des temps de
calcul beaucoup moins importants. En milieu industriel où le facteur temps est
important, la rapidité de résolution des méthodes approchées les rend très utiles.
Cependant ces méthodes approchées nécessitent d’être évaluées par rapport à la
qualité de solution fournie. Deux facteurs importants sont à évaluer afin d’évaluer
la qualité de ces méthodes : la déviation moyenne du critère par rapport à sa valeur
optimale avec une base de plusieurs jeux d’instances et le temps de calcul en fonc-
tion de la taille du problème.

Les méthodes approchées sont également appelées les heuristiques. En se fon-
dant sur le mécanisme de construction de la solution, nous pouvons distinguer des
heuristiqes en trois types. Premièrement, nous avons les heuristiques de construc-
tion qui génèrent une solution au problème sans remise en cause des décisions.
Deuxièmement, nous avons les heuristiques de voisinage qui tentent d’améliorer
des solutions initiales dans leur voisinage par des techniques de recherche locale
Troisièmement, nous avons les heuristiques à base de population de solutions qui
explorent un espace de recherche de solutions très vaste.

Les métaheuristiques sont des cadres généraux des heuristiques. Les mécan-
ismes de métaheuristiques sont génériques, elles ne nécessitent pas de connais-
sances particulières sur le problème optimisé pour fonctionner. Nous présentons
ensuite les métaheuristiques les plus étudiées dans la littérature :

• Les méthodes de recherche locale ou métaheuristiques à base de voisinage
qui commencent par une solution de départ. Pour améliorer le critère, elles
passent d’une solution à une autre voisine par déplacements successifs. Dans
le mécanisme de passage d’une solution à une autre, nous avons des méth-
odes de descente. Dans ces méthodes, une solution voisine doit améliorer
le critère et s’il n’existe plus de meilleure solution dans le voisinage, elles
s’arrêtent. Cependant, afin de pouvoir s’échapper des minima locaux, nous
avons autres approches qui autorisent la dégradation du critère dans le but
de pouvoir obtenir un optimum global tel que la méthode du recuit simulé
[Kirkpatrick et al. (1983)], la méthode de recherche taboue [Glover (1989)]
et [Glover (1990)], etc.
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• Les métaheuristiques à base de populations qui sont connues également sous
l’appellation d’algorithmes évolutionnistes. Ces méthodes recherchent dans
une population de solutions plutôt que sur une solution unique. Les méth-
odes les plus connues sont les algorithmes génétiques (AG) développés à la
fin des années 1950s par Holland [Dréo et al. (2003)]. Les AG sont inspirés
par l’évolution biologique des espèces. Dans ces algorithmes, une popula-
tion d’individus ou de solutions “parents” passent une séquence de recom-
binaison (opérateurs de croisement et mutation) pour former de nouveaux
individus “enfants” ayant une empreinte génétique nouvelle héritée des par-
ents. Ensuite, un schéma de sélection est mis en œuvre par une fonction
d’évaluation “fitness”. La fonction “fitness” mesure la force d’adaptation de
chaque individu de la population pour que la prochaine génération ne conti-
enne que les “meilleurs” individus. Après un certain nombre de générations,
les programmes convergent vers le meilleur individu, ce qui représente la
solution proposée par l’AG.

A part les heuristiques et métaheuristiques qui sont citées ci-dessus, il existe toute-
fois d’autres méthodes dans la litérature telles que SPT, EDD [Yalaoui et al. (2012)],
la recherche à voisinage variable, la méthode “iterated local search” [Sevaux (2004)],
l’algorithme de colonies de fourmis [Dorigo (1992)].

1.2.2 “Demand Side Management” et les tarifications d’électricité

1.2.2.1 “Demand Side Management”
Depuis son apparition dans les années 1970s, la “Demand Side Management”

(DSM) joue un rôle crucial dans la réalisation d’une énergie durable qui vise à
optimiser l’utilisation de l’énergie et à réduire les émissions. La DSM améliore la
flexibilité dans le fonctionnement du système électrique et facilite la transition à
faible émission de carbone dans la production d’électricité.

Si nous remontons le fil du temps jusqu’aux années 1970s, le choc pétrolier
à l’époque a provoqué des changements profonds dans l’industrie de l’électricité
[Gellings (1996)]. Face à la croissance de la demande en électricité, il existe deux
stratégies différentes dans le fonctionnement du système électrique pour répondre
à la demande de charge totale prévue : l’expansion de la production d’électricité
et l’utilisation des mesures de gestion. La première vise à fournir une quantité
d’énergie supplémentaire pour répondre à la demande de charge croissante par la
modernisation ou le développement physique du système. La deuxième stratégie
vise à maintenir le niveau de demande de charge d’électricité au fil du temps à
travers la mise en oeuvre de mesures managériales appropriées. Le concept de
“Demand Side Management” (DSM) est né en se fondant sur le principe de la
deuxième stratégie. En 1980, le terme “Demand Side Management” a été inventé
par Clark W. Gellings [Meyabadi and Deihimi (2017)] :

La “Demand Side Management” est la planification et la mise en œuvre
des activités de compagnie d’électricité conçues pour influencer l’utilisation de
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l’électricité par les clients de manière à produire les changements souhaités dans
la production d’électricité, c’est-à-dire dans le schéma temporel et l’ampleur de
la charge d’électricité. Les acitivités de compagnie d’électricité dans la DSM
comprennent la gestion de la charge, les nouvelles utilisations, la conservation
stratégique, l’électrification, la génération de clients et les ajustements des parts
de marché.

Les objectifs de la DSM sont principalement [Summerbell et al. (2017)] :

• Réduire la demande aux heures de pointe pour diminuer le besoin d’unités
de production utilisées uniquement pour satisfaire la pointe.

• Encourager les consommateurs à utiliser plus d’électricité aux heures creuses
au lieu d’autres sources d’énergie.

• Equilibrer la charge entre les heures de pointes et les heures creuses en dé-
plaçant la demande de pointe hors des heures de pointe.

Pour atteindre ces objectifs, nous avons trois différentes stratégies de la DSM
qui comprennent [Palensky and Dietrich (2011)] :

• L’efficacité énergétique (EE) qui réduit la demande d’électricité en rendant
l’utilisation énergétique plus efficace. L’EE vise à minimiser la consomma-
tion en énergie pour un service rendu identique.

• La réponse à la demande (DR) fait varier le prix d’électricité afin d’inciter
les consommateurs à basculer la consommation hors des heures de pointe.

• La réserve de l’inertie des machines tournantes de l’électricité hydraulique
et thermique (“Spinning reserve”) est la capacité d’augmentation du couple
appliqué au rotor de la turbine des générateurs qui permet de fournir de la
puissance supplémentaire en cas de besoin immédiate.

Dans la stratégie de la réponse à la demande, nous pouvons distinguer deux
types de programmes : le pilotage par le prix (“price driven”) et le pilotage par
l’évènement (“event driven”) [Goldman (2010)]. Dans la stratégie de pilotage par
le prix, le coût de l’électricité varie en fonction du temps qui incite les industriels à
planifier et organiser leurs activités de manière à minimiser le coût de l’électricité.
Quant à la stratégie de pilotage par l’évènement, il existe des événements qui im-
pactent la génération d’électricité, on les nomme des événements déclencheurs :
des changements climatiques, adaptation à des perturbations économiques, dégra-
dation de la fiabilité des équipements, ect. Si les industriels arrivent à réduire leurs
consommations énergétique pour répondre à ces événements déclencheurs, des ré-
compenses seront accordées.

Dans notre étude, nous mettons en avant deux stratégies de DSM : l’efficacité
énergétique et la réponse à la demande. Nous présentons les tarifications les plus
courantes de la réponse à la demande dans la section qui suit. Les tarifications les
plus courantes de DR sont : le “Time-of-Use” (ToU), le “Critical Peak Pricing”
(CPP) et le “Real Time Pricing” (RTP).
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1.2.2.2 Les tarifications d’électricité :
Nous présentons ici les principales notions de tarifications : le “Time-of-Use”

(ToU), le “Critical Peak Pricing” (CPP) et le “Real Time Pricing” (RTP) ci-dessous
: [Newsham and Bowker (2010)].

• “Time of Use” (ToU) : Dans cette tarification, la journée est divisée en
plusieurs blocs de temps (heures). Le prix de l’électricité par unité de con-
sommation varient selon les différents blocs de temps, mais pas à l’intérieur
des blocs. Généralement, le ToU a trois types de blocs de temps : “peak”,
“semi-peak” et “off-peak”. Le prix d’électricité est le plus élevé pour le
bloc en période “peak”. Le prix d’électricité est le moins élevé pour le bloc
en période “off-peak”. La différence offre aux utilisateurs la possibilité de
minimiser le coût de l’électricité en attribuant des charges d’électricité à des
périodes moins chères et disponibles. La Fig.(4a) représente un exemple de
ToU de la “Pacific Gas & Electric Company”.

• “Critical Peak Pricing” (CPP) : Les réseaux d’électricité parfois peuvent se
trouver dans un instable état car ils nécessitent plus de puissance que sa ca-
pacité. Nous appelons ces périodes des “critical peak”. Le concept de CPP
est similaire à celui de ToU, sauf qu’il n’est appliqué que sur un nombre rel-
ativement restreint de jours “d’événement” où des périodes “critical peak”
pourraient apparaître. Ces journées sont généralement annoncées par la com-
pagnie d’électricité à l’avance, sur la base de leur prévision d’une demande
particulièrement élevée. Le rapport entre le prix de “peak" et le prix de “off-
peak” est plus élevé pendant les jours “d’événement” du CPP que dans un
programme ToU. La Fig.(4b) représente un exemple de tarif CPP de “Pacific
Gas & Electric Company”.

• “Real Time Pricing” (RTP) : La tarification RTP permet d’adapter à la situ-
ation actuelle du réseau en considérant l’interaction dynamique entre l’offre
et la demande. En plus, le tarif RTP facilite l’intégration des ressources
d’énergies renouvelables dans le réseau. Avec l’apparition des “Smart Grid”,
la communication entre le fournisseur et les utilisateurs est renforcée par
“Smart Meters”. L’information de prix et de puissance consommée sont
communiqués en temps réel. Le prix d’électricité qui varie toutes les heures
ou toutes les unités de temps peut être communiqué aux clients un jour à
l’avance ou une heure à l’avance. La Fig.(4c) représente un exemple de tarif
RTP de “ComEd power company” à Chicago le 15/09/2019.
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(c) Le tarif RTP de “ComEd power company” à Chicago,
Etats-Unis le 15/09/2019 (ComED (2019))

Figure 4 – Les tarifications d’électricité de la réponse à la demande.

27



1.3 Problématique de cette étude

Dans cette partie, nous présentons la problématique de notre étude. Nous étudions
le problème d’ordonnancement d’atelier de type flow shop à deux machines sous
la tarification d’électricité de type ToU. Nous présentons tout d’abord la configura-
tion de système de flow shop à deux machines. Ensuite, nous y intégrons l’aspect
énergétique pour former la problématique étudiée.

Tout d’abord, l’atelier de type flow shop à deux machines est composé d’un
ensemble M = 1,2 de machines disponibles qui traitent un ensemble de tâches
J = {1,2, . . .n}. Chaque tâche J j ∈ J a un temps de traitement pi j sur la machine
i ∈ M. Les tâches doivent être traitées de manière non préemptive d’abord sur la
machine 1, puis sur la machine 2. À tout moment, chaque machine ne peut traiter
qu’une seule tâche à la fois, et chaque tâche ne peut être traitée que sur une seule
machine au maximum.

L’ordre de passage des tâches sur la machine 1 et la machine 2 sont similaires.
Cet ordre est représenté par la relation de précédence entre les tâches (≺). Pour
deux tâches quelconque J j,J j′ ∈ J, on dit “J j ≺ J j′” si Ci j ≤ Si j′ , i ∈ M, avec Si j

soit la date de début de tâche J j sur la machine i et Ci j soit la date d’achèvement de
tâche J j sur la machine i.

La Fig.(5) présente un exemple de l’atelier de type flow shop à deux machines.
Nous avons quatre tâches J3 ≺ J1 ≺ J4 ≺ J2 à traiter sur la machine 1 et la ma-
chine 2. L’ordre de passage des tâches sur la machine 1 et sur la machine 2 sont
similaires.

 

Figure 5 – Exemple de l’atelier de type flow shop à deux machines.

Dans cette thèse, l’atelier de type flow shop fonctionne sous le contexte de
tarification d’electricité de ToU. Nos travaux portent sur la minimisation du coût
d’électricité total de fonctionnement de ce système de flow shop à deux machines
(F2|ToU |T EC). Le coût d’électricité total est la mutiplication entre le prix unitaire
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d’électricité et la consommation d’électricité. Comme dans ToU, le prix unitaire
d’électricté fluctue beaucoup d’une période à l’autre. C’est pourquoi nous nous
intéressons à l’évolution de la consommation d’électricité du système au long de
l’horizon de travail. La consommation d’électricité du système dépend de la car-
actéristique énérgétique des tâches à traiter et de l’état de fonctionnement des ma-
chines. Nous cherchons donc à séquencer les tâches à traiter, nous déterminons
également leurs dates de début et ainsi l’état de fonctionnement des machines pour
que le système consomme moins d’énergie pendant les périodes de prix chers et
inversement. La Fig.(6) donne un exemple de l’évolution de la consommation én-
ergétique du système de flow shop à deux machines sous la tarification d’électricité
ToU.
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Figure 6 – L’évolution de la consommation d’électrcité du système sous la tarifica-
tion ToU.

L’étude de [Fang et al. (2016)] a démontré que le problème 1|ToU |T EC est
NP-difficile. Comme 1|ToU |T EC est une version particulière de F2|ToU |T EC
quand le temps de traitement de tous les tâches sur la machine 2 sont égaux à
zéro, alors F2|ToU |T EC est NP-difficile. Nous traitons deux sous problèmes de
F2|ToU |T EC. Le premier problème minimise le coût d’électricité total de la
solution optimale de F2||Cmax dont la consommation énergétique dépend de la
caractéristique énergétique des tâches. Le deuxième problème minimise le coût
d’électricité total de flow shop à deux machines avec la prise en compte de plusieurs
états de fontionnement de machines dont la consommation énergétique dépend de
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l’état de fonctionnement de machine.
Ce manuscrit est constitué de cinq chapitres. Le premier chapitre présente le

contexte, la tendance indiscutable de l’optimisation de la consommation énerge-
tique dans l’industrie. Ce chapitre présente également les notions préliminaires
du problème d’ordonnacement et les tarifications d’electricité nécessaires pour la
compréhension de notre étude.

Le second chapitre est consacré à l’analyse de l’existant et une synthèse bibli-
ographique sur les différentes techniques d’optimisation d’énergie dans l’industrie
et de l’ordonnancement des systèmes de fabrications. Nous présentons les études
de deux principaux axes de “Demand Side Management” : l’efficacité énergétique
et la réponse à la demande.

Dans le troisième chapitre, nous étudions le problème de minimisation du
coût d’électricité total de la solution optimale de problème d’ordonnancement de
flow shop à deux machines sous ToU. Cette étude repose sur la théorie des so-
lutions équivalentes de F2||Cmax qui sera appliquée pour la première fois dans
l’optimisation de coût d’électricité. Des expérimentations numériques permettant
d’évaluer les résultats de ces méthodes heuristiques sont présentées et des conclu-
sions clôturent ce chapitre.

Puis, le quatrième chapitre est consacré au problème de minimisation de coût
d’électricité de flow shop à deux machines avec la prise en compte de plusieurs
états de fonctionnement des machines. Tout d’abord, nous présentons les cas op-
timaux pour certaines structures spécifiques de prix ToU . Deuxièmement, nous
développons une proposition fondée sur la règle de Johnson pour déterminer la
séquence optimale pour les structures de prix générales de ToU . Troisièmement,
nous proposons une nouvelle programmation linéaire en nombres entiers mixtes
intégrant la proposition. Ensuite, nous concevons une méthode exacte fondée
sur la «décomposition de Benders» pour résoudre le problème. Enfin, les tests
numériques montrent que l’approche proposée améliore d’une manière significa-
tive la qualité des résultats existants dans la littérature.

Nous clôturons ce manuscrit par une conclusion générale qui présente le bilan
des travaux réalisés au cours de cette thèse. Des perspectives liées à nos travaux de
recherche sont également mises en évidence.
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2 L’état de l’art

Dans ce chapitre, nous présentons des études existantes dans la litérature sur les
différentes techniques d’optimisation d’énergie dans l’ordonnancement des sys-
tèmes de fabrications. L’une des premières études en ordonnancement qui prend en
compte la consommation énergétique dans la fabrication est l’étude de [Subai et al.
(2006)]. Dans ce travail, les auteurs ont étudié un problème d’ordonnancement
des mouvements du robot dans une ligne de traitement de surface. Ils ont con-
sidéré le coût de la consommation d’énergie, les critères environnementaux avec
autres critères d’ordonnancement pour caractériser une fonction de coût global non
linéaire.

Depuis [Subai et al. (2006)], les chercheurs ont développé plusieurs méthodes
d’optimisation énergétique dans le système de production. La “Demand Side Man-
agment” (DSM) a été développée en réponse à cette tendance. Dans cette sec-
tion, nous présentons des études relatives à deux axes principaux de DSM pour
l’optimisation énergétique dans un problème d’ordonnancement : l’efficacité én-
ergétique et la réponse à la demande.

2.1 L’efficacité énergétique (“Energy Efficiency”)

L’efficacité énergétique (EE) regroupe des études qui mettent en avant la trans-
parence de l’utilisation d’énergie des machines. Ensuite, l’EE cherche des cadres
pour réduire la consommation d’énergie sans diminuer les performances de pro-
duction [Gong et al. (2016)]. Dans cette partie, nous parlons des méthodes et des
techniques dans la litérature concernant l’EE.

2.1.1 La consommation énergétique liée à l’état de fonctionenemnt de ma-
chine

L’étude de [Mouzon et al. (2007)] distingue la consommation énergétique d’une
machine en deux types. Le premier type est la consommation énergétique liée au
traitement des tâches (PE). Le deuxième type est la consommation énergétique non
liée au traitement des tâches (NPE), par exemple, une machine peut consommer
une quantité significative d’énergie quand elle est en idle. Dans plusieurs ateliers,
les machines restent en idle environ 16% du temps d’ouverture. Etablir un plan
d’ordonnancement efficace qui réduit le temps de non activité des machines peut
réduire considérablement la consommation énergétique de type NPE.

[Liu et al. (2014b)] se sont concentrés sur l’environnement de job shop qui
est largement utilisé dans l’industrie manufacturière. Ils ont proposé un modèle
pour le problème d’ordonnancement bi-objectif qui minimise la consommation én-
ergétique totale et le retard pondéré total. La consommation énergétique totale est
minimisée en réduisant la consommation énergétique des machines en idle qui est
liée fortement au plan d’ordonnancement établi. Ils ont développé un algorithme
génétique multi-objectif pour obtenir le front de Pareto.
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2.1.2 La stratégie “Turn off/ Turn on” de la machine

En étudiant le comportement énergétique de la machine, la stratégie “Turn off
/Turn on” de la machine est apparue pour réduire la consommation d’énergie dans
l’ordonnancement de la production. Les auteurs [Mouzon et al. (2007)] ont trouvé
qu’on pourrait économiser une quantité importante d’énergie de type NPE en ar-
rêtant la machine si elle restait en idle pendant une longue période. Mais il faut
prendre conscience que chaque fois qu’une machine est démarrée, elle consomme
également une quantité importante d’énergie [Drake et al. (2006)]. Le principe
de cette technique est que si une machine reste en idle pendant une période assez
longue, jusqu’à ce que la consommation énergétique en idle devienne supérieure à
celle de son redémarrage, l’arrêt et le redémarrage de cette machine est plus avan-
taguese pour minimiser la consommation énergétique.

Dans de nombreux ateliers, les machines non-goulet restent souvent en idle.
Cette technique permet de déterminer si nous laissons ces machines tourner à vide,
ou bien si nous les arrêtons pendant un certain temps pour minimiser la consom-
mation énergétique. Les auteurs [Mouzon et al. (2007)] ont proposé plusieurs rè-
gles d’ordonnancement pour établir un plan efficace de “Turn off/ Turn on” de la
machine fondé sur la prédiction des arrivées des tâches afin de réduire la consom-
mation énergétique. Les auteurs [Yildirim and Mouzon (2011)] ont présenté un
modèle mathématique pour minimiser à la fois le makespan et la consommation
énergétique totale. Cette dernière peut être réduite en arrêtant la machine plutôt
que de la laisser en idle. Il a proposé un algorithme génétique multi-objectif avec
les règles de dominance.

Les auteurs [Dai et al. (2013)] ont étudié la stratégie de “Turn off/ Turn on”
de la machine dans le problème d’ordonnancement d’atelier de type flow shop. Ils
ont utilisé l’algorithme de recuit simulé en conjonction avec l’algorithme génétique
pour minimiser le makespan et la consommation d’énergie du système. Les auteurs
[Liu et al. (2016)] ont étudié la même stratégie dans le problème d’ordonnancement
d’un atelier de type job shop dans le but de minimiser à la fois la consommation
totale d’énergie et le retard total pondéré. Les auteurs [May et al. (2015)] ont
examiné l’interaction entre le makespan et le coût total de l’électricité dans un
problème d’ordonnancement d’atelier de type job shop. Ils ont proposé un nouvel
algorithme génétique qui a été construit en fusionnant et en améliorant deux des
algorithmes génétiques les plus connus dans la littérature, NSGA-II et SPEA-II.

2.1.3 Le choix de vitesse de traitement

Dans certains ateliers, les machines et les appareils ne peuvent pas être éteints
pendant le processus de fabrication, mais ils peuvent traiter des tâches à différents
niveaux de vitesse. Chaque niveau de vitesse consomme une quantité d’énergie dif-
férente. De manière générale, plus la vitesse de traitement est rapide, plus la con-
sommation énergétique de la machine est grande. Alors le changement de vitesse
de traitement de tâches devient une technique pour minimiser la consommation
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énergétique.
Le travail [Fang et al. (2013)] est l’une des premières études sur le choix de la

vitesse de traitement dans le problème d’ordonnancement de système de fabrica-
tion. Ils ont étudié le problème de l’ordonnancement des ateliers de type flow shop
de permutation avec une restriction de la consommation électrique maximale. Ils
ont considéré les cas où les vitesses sont discrètes et les cas où les vitesses sont
continues. Dans les cas de vitesses continues, la consommation d’énergie est une
fonction exponentielle des vitesses. Ils ont montré que ces problèmes sont équiv-
alents à des cas particuliers du problème de voyageur de commerce asymétriques.
Les auteurs [Fang and Lin (2013)] ont étudié un problème d’ordonnancement des
machines parallèles où les vitesses de la machine peuvent être ajustées. Ils ont min-
imisé une somme pondérée de la pénalité totale des retards de tâche et du coût total
de l’énergie. Ils ont proposé une méta-heuristique de l’optimisation par essaim de
particules et deux heuristiques fondées sur la règle EDD (earliest due date) et la
règle WSPT (Weighted Shortest Processing Time).

Les auteurs [Mansouri et al. (2016)] ont considéré un problème
d’ordonnancement d’un atelier de type flow shop de permutation à deux
machines avec des temps de réglages dépendants de la séquence et où les machines
ont une vitesse variable. Ils ont proposé un modèle mathématique intégrant le
choix de vitesse des machines pour étudier le compromis entre le makespan et la
consommation énergétique sous le contexte de temps de traitement variable en
fonction de la vitesse. Ils ont également développé une heuristique constructive
pour résoudre les problèmes de grandes tailles dans un délai acceptable. Les
auteurs [Zhang and Chiong (2016)] ont étudié le problème d’ordonnancement des
ateliers de type job shop en minimisant deux objectifs : le retard pondéré total et
la consommation énergétique totale. Dans leur étude, la vitesse de traitement de
chaque machine peut être sélectionnée à partir d’un ensemble fini et discret. Deux
stratégies d’amélioration spécifiques au problème sont proposées. La première
améliore le retard pondéré total sous des vitesses de machine fixes. La seconde
minimise la consommation totale d’énergie selon un plan d’ordonnancement fixé.
Ils ont proposé un algorithme génétique intégrant ces stratégies de recherche
locales pour atteindre un meilleur équilibre entre exploitation et exploration.

Les auteurs [Zhang et al. (2019)] ont résolu un problème d’ordonnancement
écologique d’un atelier de type flow shop hybride dont des vitesses de traitement
de machine sont variables. Ils ont minimisé le makespan et la consommation én-
ergétique totale par un algorithme de colonie d’abeilles artificielles discrètes et
multi-objectifs. Dans cette étude, la consommation totale d’énergie comprend
la consommation d’énergie lorsque la machine est à l’état de traitement, à l’état
de règlage et en idle. Les auteurs [Liu et al. (2017)] ont considéré un problème
d’ordonnancement d’atelier de type flow shop. Le système compose d’une série
d’étapes de traitement et d’une étape finale de contrôle de la qualité. À chaque
étape de traitement, la vitesse de traitement de la machine est choisie à partir d’un
ensemble discret. Une vitesse plus élevée entraîne un temps de traitement plus
court mais un risque plus élevé de dégradation de la qualité du produit. A l’étape
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du contrôle de la qualité, les produits de mauvaise qualité seront réintégrés dans
le système pour le retraitement. Dans cette étude, la consommation énergétique
est associée à la qualité du produit, à la vitesse de machine et à l’état de fonction-
nement de machine. Ils ont proposé une approche de résolution en trois étapes pour
résoudre le problème d’ordonnancement éco-énergétique proposé avec la minimi-
sation de la consommation énergétique totale.

En plus du choix de vitesse de traitement de la machine, nous avons également
dans la littérature des études sur le choix de vitesse de tapis de transport dans
l’atelier. La logique est similaire à celle de vitesse de traitement de la machine.
Plus la vitesse de tapis est élevée, plus la consommation énergétique est grande.

Les auteurs [Jiang and Wang (2019)] ont pris en compte le temps de réglage
et de transport dans un problème d’ordonnancement bi-objectif écoénergétique de
l’atelier de type flow shop. Dans cette étude, le temps de réglage dépend de la
séquence et le temps de transport est contrôlable en augmentant ou en diminuant
la vitesse du tapis roulant. Ils ont proposé un algorithme évolutif multi-objectif
amélioré fondé sur une stratégie de décomposition. L’approche a décomposé le
problème en plusieurs sous-problèmes afin de minimiser le makespan et la con-
sommation énergétique totale.

Les auteurs [Lu et al. (2017)] ont étudié un problème d’ordonnancement de
l’atelier de type flow shop. Ils ont considéré un exemple réel d’une entreprise
de fabrication, dans lequel ils ont considéré le temps de réglage dépendant de la
séquence et un temps de transport contrôlable. Ils ont proposé un nouveau modèle
mathématique multi-objectif prenant en compte à la fois le makespan et la consom-
mation énergétique totale.

2.1.4 Le choix de machine de traitement

L’autre technique pour minimiser la consommation énergétique est le choix de
machine de traitement alternative (“Process Route Selection”). Cette technique ne
fonctionne que dans les ateliers ayant des machines alternatives avec des caractéris-
tiques énergétiques différentes pour le traitement d’une même tâche, par exemple
les ateliers de machines en parallèles, les flow shop hybrides [Liu et al. (2014b)].

Les auteurs [Ji et al. (2013)] ont étudié un problème d’ordonnancement sur des
machines parallèles uniformes où l’objectif est de minimiser la consommation de
ressources de telle sorte que le makespan ne dépasse pas un certain niveau. Ils ont
démontré que le problème est NP-difficile. Ensuite, ils ont proposé une heuris-
tique et une optimisation par essaim de particules pour résoudre le problème. Les
auteurs [Jiang et al. (2014)] ont considéré un problème d’ordonnancement multi-
objectif dans un job shop flexible dans lequel ils ont optimisé simultanément le
makespan, le coût de production, la consommation énergétique, et la qualité de
produits. Ils ont amélioré un NSGA-II pour éviter une convergence prématurée
vers une solution optimale locale en déterminant le taux de mutation en fonction
de ressemblance entre chromosomes.

Les auteurs [Jia et al. (2019)] ont étudié un problème d’ordonnancement multi-
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objectif des machines de traitement par lots en parallèle. Ils ont proposé un algo-
rithme d’optimisation des colonies de fourmis pour minimiser le makespan et la
consommation énérgétique totale. Les auteurs [Liang et al. (2019)] ont considéré
un problème de planification et d’ordonnancement de la production à capacité finie
avec le temps de réglage dépendant de la séquence pour une ligne de production
continue. Ils ont minimisé les coûts totaux qui comprennent les coûts de stockage,
les coûts de règlage et les coûts énergétiques de la production. Ils ont développé
un modèle de programmation linéaire en nombres mixtes et une heuristique pour
résoudre le problème.

2.1.5 L’émission de CO2

Dans ces études, nous minimisons l’émission de dioxyde de carbone ou l’empreinte
carbone liée à la consommation énergétique dans le système de production. La
quantité de dioxyde de carbone transmise est convertie à partir de la consomma-
tion énergétique par un facteur d’émission (en équivalent kg en CO2 pour le kWh
électrique).

Les auteurs [Fang et al. (2011)] ont présenté un nouveau modèle mathématique
du problème d’ordonnancement de l’atelier de type flow shop qui prend en compte
la puissance consommée maximale, la consommation d’énergie et l’empreinte car-
bone. Dans leur étude, la vitesse de machine est une variable qui peut varier pour
réduire la puissance consommée maximale à un instant et la consommation énergé-
tique totale. Les auteurs [Liu and Huang (2014)] ont étudié l’empreinte carbone
dans le problème d’ordonnancement dans un processus de traitement par lot. Ils ont
considéré deux problèmes multi-objectif. Le premier est l’ordonnancement sur une
machine de traitement par lot qui minimise simultanément le retard total pondéré et
l’empreinte carbone. Le second est l’ordonnancement d’un système de flow shop
hybride composé d’une machine de traitement par lot et ensuite deux machines en
parallèle. La vitesse de traitement de deux machines en parallèle peut varier pour
économiser la consommation énergétique. Le problème vise à minimiser simul-
tanément le retard total pondéré, l’empreinte carbone et la puissance consommée
maximale. Ils ont proposé un algorithme génétique multi-objectif adaptatif et un
NSGA-II pour construire le front de Pareto de ces deux problèmes.

Les auteurs [Liu et al. (2014a)] ont consideré le problème d’ordonnancement
sur une seule machine avec la minimisation simultanément du temps d’achèvement
total et de l’émission de dioxyde de carbone liée à la consommation énergétique.
Dans leur étude, la date de disponibilité des tâches est donnée, ils ont appliqué
également la stratégie “Turn off/Turn on” machine pour réduire l’émission de CO2
liée à la consommation énergétique des machines en idle. Ils ont proposé un al-
gorithme génétique multi-objectif (NSGA-II) pour la résolution. Les auteurs [Liu
(2014)] ont développé un “ε-archived genetic algorithm” pour examiner deux prob-
lèmes d’ordonnancement de machine de traitement par lot avec l’objectif de min-
imiser simultanément le retard pondéré total et l’émission de CO2 liée à la consom-
mation énergétique.
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Les auteurs [Li et al. (2015)] ont étudié le compromis entre le makespan, la con-
sommation énergétique maximale et l’empreinte carbone associée à l’utilisation
énergétique dans le problème d’ordonnancement de l’atelier de type flow shop. Les
auteurs [Lei and Guo (2015)] ont étudié un problème d’ordonnancement d’atelier
de type job shop avec la prise en compte de contraintes de ressources. Les ressources
considérées sont la main d’œuvre hétérogène. Le temps de traitement d’une tâche
est variable entre les opérateurs et est représentée par un intervalle. Une méthode
d’optimisation lexicographique est appliquée pour minimiser d’abord le makespan
et ensuite l’empreinte carbone.

2.1.6 La consommation énergétique liée à la fiabilité du système

Dans certains ateliers, les opérations de maintenance sont également une source
de consommation énergétique. Dans la littérature, ils existent des études qui re-
lient l’aspect de la consommation énergétique avec la fiabilité du système dans les
problèmes d’ordonnancement.

Les auteurs [Mokhtari and Hasani (2017)] ont étudié un problème
d’ordonnancement dans un altelier de job shop flexible avec trois fonctions ob-
jectifs : minimiser le temps d’achèvement total, maximiser la fiabilité totale du
système et minimiser le coût énergétique total. Le coût énergétique total comprend
les coûts énergétiques pour des opérations de production et ceux des opérations de
maintenance. Dans leur étude, il existe un ensemble d’opérations de maintenance
préventive. Chaque opération a un taux de réparation et un coût énergétique spéci-
fique. Ils ont proposé un algorithme génétique combiné à un algorithme de recuit
simulé pour résoudre le problème.

Les auteurs [Chen et al. (2019)] ont étudié un problème d’ordonnancement
sur une seule machine avec des contraintes de fiabilité de la machine. Dans leur
étude, ils ont proposé un modèle de programmation mathématique qui montrait
la relation entre la fiabilité et la consommation d’énergie de la machine. Ils ont
ensuite présenté un algorithme d’optimisation des colonies de fourmis hybridés
avec des règles d’Emmons modifiées pour minimiser les coûts de retard et les coûts
énergétiques.

2.1.7 La consommation énergétique différente entre des tâches

Dans ces études, la consommation énergétique dépend des caractéristiques des
tâches. Sur la même machine, la consommation énergétique de traitement d’une
tâche est différente de celle de traitement d’une autre.

Les auteurs [Tang et al. (2016)] ont étudié le problème d’ordonnancement
multi-objectif de l’atelier de type flow shop flexible qui minimise simultanément
la consommation énergétique totale et le makespan. Dans leur étude, chaque tâche
exige une vitesse de traitement spécifique qui entraîne une différence dans la con-
sommation énergétique de la machine entre les tâches. Ils ont considéré le cas de
l’ordonnancement dynamique dans lequel des nouvelles tâches peuvent arriver à
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n’importe quel moment. Ils ont proposé l’optimisation multi-objectifs par essaims
particulaires pour établir un front de Pareto.

Les auteurs [Rager et al. (2015)] ont présenté un problème d’ordonnancement
dans un atelier de machines parallèles avec minimisation de la somme des écarts
au carré de la consommation énergétique actuelle avec un niveau souhaité. Dans
leur étude, le traitement de chaque opération nécessite une quantité énergétique
différente. Ils ont dévéloppé un algorithme génétique et deux algorithmes mémé-
tiques pour résoudre le problème.

2.1.8 Les contraintes énergétiques

Dans la littérature, il y a des travaux qui s’intéressent aux contraintes énergétiques
dans des problèmes d’ordonnancement. Dans ces études, les auteurs ont consid-
éré une contrainte de capacité totale de l’électricité consommée par la machine à
chaque période ou sur l’horizon.

Les auteurs [Bruzzone et al. (2012)] ont étudié un problème d’ordonnancement
d’atelier de type flow shop flexible qui prend en compte la minimisation de la
somme pondérée entre le retard et le makespan sans violation de la puissance én-
ergétique maximale à chaque période. Les auteurs [Rozycki and Weglarz (2012)]
ont considéré un problème d’ordonnancement préemptif de l’atelier des machines
parallèles où le makespan est borné. Chaque tâche est décrite par une fonction con-
tinue et strictement concave qui relie le taux de vitesse de traitement à la puissance
énergétique allouée à chaque instant. Dans leur étude, il faut respecter la limite
de la puissance énergétique à chaque instant et respecter également la limite de la
consommation énergétique totale de l’horizon de travail.

Les auteurs [Dupty et al. (2016)] ont examiné divers problèmes
d’ordonnancement d’atelier à machines parallèle soumis à des contraintes de
ressources qui imposent la restriction selon laquelle toutes les machines ne
peuvent pas être fonctionnées en même temps. Il peut s’agir de contraintes de la
puissance d’énergie maximale. Dans le contexte où il y a une contrainte de puis-
sance, ils ont montré que le problème de la minimisation de makespan dans lequel
les tâches peuvent être divisées en plusieurs parties est NP-difficile. Le même
problème mais avec la minimisation de la consommation énergétique avec des
contraintes de puissance maximale est également NP-difficile. L’ordonnancement
avec des contraintes portant sur la limte de la consommation énergétique totale
avec des tâches qui peuvent être divisées en plusieurs parties peut être trouvé
en temps polynomial, et les problèmes avec les tâches qui ne peuvent pas être
divisées en plusieurs parties sont NP-difficiles.

2.2 La réponse à la demande (“Demand Response”)

L’évolution rapide des technologies de comptage, de communication et de con-
trôle motive de plus en plus de fournisseurs d’électricité à mettre en application
une tarification d’électricité variable. Cette tendance permet d’équilibrer l’offre
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et la demande d’électricité afin d’améliorer la fiabilité et l’efficacité des réseaux
électriques [Braithwait et al. (2007)]. Nous présentons ici la variation de prix
d’électricité en fonction du temps dans le cadre de la production industrielle. La
dernière provoque des impacts significatifs dans le coût de production total de
n’importe quel système de fabrication.

La réponse à la demande pour l’optimisation énergétique tient compte du prix
volatile de l’électricité. Il encourage le client à faire passer sa consommation
d’électricité de la période de pointe à la période creuse pour bénéficier d’un prix
inférieur. Par conséquent, les industriels planifient et organisent leurs activités de
manière à minimiser le coût de l’électricité. “Time of Use”, “Critical Peak Pric-
ing” et “Real Time Pricing” sont les exemples les plus courants pour ce type de
programme. Après avoir examiné certaines des études dont les objectifs sont la
réduction de la consommation d’énergie auparavant, nous considérons dans cette
partie les études de l’ordonnancement de système de fabrication vis-à-vis la vara-
tion de prix de l’électricité .

2.2.1 “Time of Use”

Les auteurs [Fang et al. (2016)] ont examiné le problème d’ordonnancement sur
une seule machine afin de minimiser le coût total de l’électricité en considérant la
tarification ToU. Ils ont pris en compte deux cas : le premier cas avec la machine
à vitesse uniforme et le deuxième cas avec la machine à une vitesse variable. Ils
ont montré que, dans les deux cas, le problème est NP-difficile, mais la version
autorisant la préemption est polynomiale. D’autre part, pour le problème à vitesse
uniforme, si toutes les tâches ont le même temps de traitement et que les prix de
l’électricité sont de structure pyramidale, le problème peut être résolu en temps
polynomial.

Les auteurs [Aghelinejad et al. (2018b)] ont étudié les problèmes
d’ordonnancement sur une seule machine où la machine a plusieurs états de fonc-
tionnement et chaque état consomme une quantité d’énergie différente. Ils ont
prouvé que lorsque la séquence des tâches est predéterminée, le cas de vitesse uni-
forme est polynomial et le cas de vitesse variable est pseudo-polynomial. Les au-
teurs [Aghelinejad et al. (2018a)] ont proposé deux modèles mathématiques pour le
problème d’ordonnancement non préemptif sur une seule machine avec l’objectif
de minimisation des coûts énergétiques totaux. Le premier modèle traite un prob-
lème d’ordonnancement au niveau de la machine où la séquence des tâches est
prédéterminée. Le deuxième modèle se concentre sur la généralisation du précé-
dent où l’hypothèse de séquence fixe prédéterminée initiale est levée. Ils ont pro-
posé une heuristique et un algorithme génétique pour fournir de bonnes solutions
dans un temps de calcul raisonnable.

Les auteurs [Chen et al. (2018)] ont minimisé la somme pondérée des temps
d’achèvement et du coût de l’électricité pour un problème d’ordonnancement
préemptif sur une seule machine sous le tarif d’électricité ToU. Ils ont résolu la
version non pondérée à l’optimalité par des algorithmes polynomiaux. La version
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pondérée est NP-difficile et ils ont proposé un schéma d’approximation du temps
polynomial pour la version pondérée. Ils ont également démontré que le problème
de minimisation de la somme entre le makespan et le coût total de l’électricité sur
des machines parallèles non liées peut être résolu en temps polynomial. Les au-
teurs [Chen and Zhang (2019)] ont étudié les problèmes d’ordonnancement sur une
seule machine sous différents tarifs ToU. Ils ont minimisé le coût énergétique total
tout en garantissant un niveau minimal de performances de production. Dans leur
étude, un ordonnancement réalisable doit satisfaire à l’un des critères de produc-
tion réguliers tels que : la date limite, le retard borné, le temps de présence borné
et le temps d’achèvement total borné. Ils ont établi la traçabilité informatique du
problème. Dans la structure générale des coûts des de type ToU, le problème est
NP-difficile. Cependant, il existe des structures spéciales de coûts de ToU pour
lesquelles des algorithmes efficaces existent pour rendre le problème polynomial.

Concernant l’ordonnancement dans les ateliers, les études sous la tarification
d’électricité ToU sont plutôt clairsemées. Les auteurs [Ding et al. (2015)] ont con-
sidéré un problème d’ordonnancement des machines parallèles non liées. Ils ont
minimisé le coût total de l’électricité sous différentes structures de ToU. Pour ré-
soudre ce problème, ils ont proposé une nouvelle programmation linéaire en nom-
bres mixtes fondée sur des intervalles de temps. Ensuite, ils ont utilisé la décompo-
sition de Dantzig-Wolfe pour réduire le problème et ils ont présenté une approche
de résolution fondée sur la génération de colonnes. Ils ont également analysé le
compromis entre le makespan et le coût total de l’électricité via les frontières de
Pareto obtenues.

Les auteurs [Wang et al. (2018)] ont minimisé le coût total de l’électricité pour
un problème d’ordonnancement de l’atelier de type flow shop de permutation à
deux machines sous ToU. Premièrement, ils ont modélisé le problème par une pro-
grammation linéaire en nombres entiers mixtes. Deuxièmement, ils ont développé
une programmation dynamique pour trouver un ordonnancement optimal en temps
polynomial lorsque la séquence de tâches est predéterminée. Ils ont présenté deux
algorithmes heuristiques fondés sur la règle de Johnson et la programmation dy-
namique. Ils ont ensuite proposé une méthode de recherche locale itérative pour
résoudre le problème. Les auteurs [Zheng et al. (2019)] ont étudié un problème
d’ordonnancement d’atelier de type flow shop de permutation avec blocage sous
le tarif ToU et les machines à vitesse variable. Ils ont proposé un algorithme de
colonie de fourmis hybride multi-objectifs afin de trouver un compromis entre les
coûts énergétiques totaux et le makespan.

2.2.2 “Critical Peak Pricing”

Les auteurs [Modos et al. (2017)] ont étudié un problème d’ordonnancement sur
une seule machine avec la minimisation du retard total. Dans leur étude, la consom-
mation énergétique totale est limitée dans les intervalles de temps spécifiés. Si le
fabricant ne peut pas respecter les limites de consommation énergétique totale pen-
dant ces intervalles de temps spécifiés, il reçoit une pénalité. Ils ont estimé que les
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incertitudes survenant lors de l’exécution d’ordonnancement pouvaient entraîner
des retards inattendus et des violations des limites de consommation d’énergie. Ils
ont proposé deux algorithmes exacts, un algorithme par séparation et évaluation
avec une décomposition de Benders, et une heuristique de recherche taboue pour
concevoir des ordonnancements robustes de production qui satisfont aux limites de
consommation d’énergie vis-à-vis de scénarios inattendus.

Les auteurs [Bego et al. (2014)] ont présenté une méthodologie pour
l’application du programme “Critical Peak Pricing” dans un système de fabrica-
tion qui se compose de plusieurs machines et de stocks intermédiaires en série.
Ils ont développé une formulation non linéaire en variables mixtes pour établir
le modèle mathématique pour l’objectif la minimisation du coût total d’électricité
ainsi que le coût potentiel des pénalités en raison de la non-réalisation de la cible
de production. Le modèle non linéaire développé est ensuite résolu par le solveur
commercial LINGO.

2.2.3 “Real Time Pricing”

Les auteurs [Shrouf et al. (2014)] ont considéré un problème d’ordonnancement
sur une seule machine avec la minimisation des coûts de consommation d’énergie
sous des prix d’énergie variables pendant une journée. Dans leur étude, ils ont
supposé que la séquence des tâches était prédéterminée. Ils visaient à déterminer
les dates de début pour le traitement des tâches, le temps d’inactivité, les états de
fonctionnement de la machine, etc. Ils ont proposé un algorithme génétique pour
résoudre le problème. Ils ont également développé analytiquement des solutions
optimales pour évaluer la performance de l’algorithme génétique proposé.

Les auteurs [Gong et al. (2017)] ont examiné un problème d’ordonnancement
sur une seule machine qui prend en compte le coût d’électrictié et le coût de main-
d’œuvre sous le tarif d’électricité RTP. Généralement, le prix de main-d’œuvre est
plus élevé pendant les périodes où le prix de l’électricité baisse. Ils ont examiné
une étude de cas pour un processus de moulage par soufflage pour un fabricant de
bouteilles en plastique. Bien que le coût de l’énergie augmente de 9% lorsqu’ils
optimisent conjointement le coût de l’énergie et de la main-d’œuvre, ils pourraient
réduire considérablement de 12% le coût total.

Les auteurs [Gong et al. (2019)] ont étudié un problème d’ordonnancement
multi-objectif de l’atelier de type job shop flexible, qui minimise cinq objectifs
: makespan, coût total de l’énergie, coût total de main-d’œuvre, charge de tra-
vail maximale et charge de travail totale. Dans la configuration de l’atelier, ils
ont pris en compte la recirculation des tâches et le temps de réglage de la ma-
chine dépendant de la séquence. Ils ont adapté l’algorithme NSGA-III pour exam-
iner les relations entre ces cinq objectifs sous RTP et ToU. Ils ont démontré que
NSGA-III est plus efficace et efficient que NSGA-II pour résoudre un problème
d’ordonnancement multi-objectifs de l’atelier de type job shop flexible avec prise
en compte de l’énergie et du coût de la main-d’œuvre.

Pour comparer la différence entre les études dans la littérature, les tableaux
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(1), (2) et (3) marquent les aspects énergétiques considérés dans chaque article.
Dans chaque tableau (1), (2) et (3), nous trouvons les références dont l’objectif à
minimiser, l’environnement machine et l’aspect énergétique sont résumés. Nous
retrouvons les aspects énergétiques de l’efficacité énergétique (EE) et la réponse à
la demande (DR).

• “Turn off/Turn on” représente la stratégie “Turn off/Turn on” de la machine.

• “Vitesse” signifie le choix de vitesse de traitement.

• “Machine” signifie le choix de machine de traitement.

• “CO2” représente l’emission de dioxyde de carbone.

• “Fiabilité” représente la consommation énergétique liée à la fiabilité du sys-
tème.

• “Jobs” représente que la consommation énergétique est différente entre des
tâches.

• “Etat machine” signifie la consommation énergétique liée aux état de fonc-
tionnement de machine.

• “Contraintes” représente les contraintes énergétiques.

2.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un état de l’art non exhaustif de la prise en
compte de l’aspect énergétique dans les différentes études de l’ordonnancement
des systèmes de fabrication industriel. Une classification des stratégies employées
pour l’optimisation énergétique des problèmes d’ordonnancement a été fondée sur
deux axes principaux : l’efficacité énergétique et la réponse à la demande. Cette
classification permet de situer nos travaux par rapport à l’existant dans la littéra-
ture. Parmi ces études, à notre connaissance, il existe très peu de publications qui
considèrent la tarification d’électricité dans l’ordonnancement d’atelier.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude d’optimisation énergétique
des problèmes ordonnancement d’atelier de type flow shop sous la tarification
d’électricité. Nous proposons des méthodes exactes et approchées pour enrichir
et améliorer des résultats existants dans la littérature. Nous proposons une ap-
proche qui applique pour la première fois la théorie de “group sequence” des so-
lutions équivalentes de l’ordonnancement de flow shop aux études avec l’aspect
énergétique. Nous présentons également une approche exacte de la décomposition
de Benders qui est rarement utilisée dans les études de l’ordonnancement éco-
énergétique de l’atelier.
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Tableau 1 – Les aspects énergétiques dans les études d’ordonnancement sur une
seule machine.
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Tableau 2 – Les aspects énergétiques dans les études d’ordonnancement d’atelier
de type flow shop.
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Tableau 3 – Les aspects énergétiques dans les études d’ordonnancement d’atelier
de machines parallèles et job shop.
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3 La minimisation de coût d’électricité de la solution op-
timale de flow shop à deux machines sous ToU.

Dans ce chapitre, nous présentons l’optimisation conjointe du makespan et du coût
de l’électricité dans le problème d’ordonnancement de flow shop à deux machines
sous la tarification d’électricité. Nous améliorons l’aspect financier de la solution
optimale de (F2|perm|Cmax) en minimisant le coût de l’électricité sans augmenter
le makespan. Après la description du problème, nous présentons dans un pre-
mier temps, la théorie de solutions optimales équivalentes. Cette théorie permet
de générer un ensemble de plusieurs solutions optimales de (F2|perm|Cmax). Nous
exploitons cet ensemble pour construire un plan de production de coût d’électricité
minimal avec le makespan optimal. Les tests numériques montrent que notre ap-
proche proposée améliore considérablement le coût de l’électricité sans augmenter
le makespan qui peut contribuer au développement durable de l’industrie de fabri-
cation.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la première section, nous
décrivons le problème. Ensuite, nous formulons le modèle mathématique. Nous
proposons des approches de résolutions dans la section 3. La performance des
approches de résolution est montrée par les tests numériques dans la section 4.
Enfin, la section 5 dresse la conclusion sur la contribution de cette étude.

3.1 La description du problème

Cette étude aborde le problème d’ordonnancement d’un atelier de type flow shop à
deux machines sous ToU avec une optimisation conjointe du makespan et du coût
de l’électricité, notée (F2,ToU |perm,C∗max|T EC). Dans cette étude, nous consid-
érons la valeur optimale du makespan obtenue par la règle de Johnson comme la
date limite. Toute solution faisable de ce problème doit respecter le makespan
optimal C∗max. La consommation énergétique dans cette étude dépend de la car-
actéristique des tâches. Sur une même machine, la consommation énergétique de
traitement d’une tâche est différente de celle de traitement d’une autre. Déplacer
les tâches qui consomment plus d’énergie vers des périodes de prix bas peut min-
imiser le coût total de l’énergie, et inversement. Le coût de l’électricité est donc
minimisé en deux étapes. Lors de la première étape, nous générons un ensemble E
de permutations π dont le makespan est optimal, (∀π ∈ E/Cπ

max ≤C∗max). Ensuite,
dans la deuxième étape, nous déterminons la date de début optimale de traitement
des tâches dans chaque permutation π.

Le problème d’ordonnancement de flow shop à deux machines pour minimiser
le makespan est d’abord étudié par [Johnson 1954]. Il a proposé un algorithme
polynomial pour résoudre le problème de manière optimale. Cependant, afin de
construire la séquence, il a considéré uniquement le temps de traitement des tâches,
qui n’est pas toujours corrélé avec la puissance requise pour chaque tâche. De
plus, l’algorithme de Johnson produit une solution unique parmi un grand ensem-
ble de solutions optimales. En considérant le cas où la relation entre le temps de
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traitement et la demande d’énergie est arbitraire, la consommation énergétique sur
l’horizon de travail de chaque solution peut être différente malgré des makespans
équivalents. Dans le cadre du tarif ToU, le prix de l’électricité varie d’une péri-
ode à l’autre. En conséquence, les solutions optimales équivalentes ont des coûts
d’électricité différents malgré le même makespan. C’est la raison pour laquelle
le manager peut mieux adapter son plan de production à la variation du prix de
l’électricité avec un large ensemble de solutions équivalentes.

Le tableau (5) montre les avantages offerts par l’ensemble de solutions opti-
males équivalentes en termes de makespan. La première solution est trouvée par
l’algorithme de Johnson. Toutes les solutions ont le même makespan égal à 460.
Le temps de traitement de chaque tâche dans l’exemple est donné dans le tableau
(4a).

La consommation d’énergie sur l’horizon de travail sera différente entre les
solutions car la demande d’énergie de chaque tâche est différente et sans rapport
avec son temps de traitement. Dans le cadre de ToU, la différence de coût de
l’électricité entre les différentes solutions peut être donc importante. Par exemple,
la demande d’énergie de chaque tâche est représentée dans le tableau (4b) et le tarif
de l’électricité basé sur [Sharma et al. 2015] est illustré dans la Fig.(7a).

Tableau 4 – Le temps de traitement et la puissance requise pour chaque tâche

(a) Le temps de traitement de chaque tâche

Tâche 1 Tâche 2 Tâche 3 Tâche 4 Tâche 5 Tâche 6 Tâche 7 Tâche 8 Tâche 9
Machine 1 37 36 1 4 64 74 32 67 73
Machine 2 59 16 90 3 76 74 22 30 89

(b) La puissance requise pour le traitement de chaque tâche

Tâche 1 Tâche 2 Tâche 3 Tâche 4 Tâche 5 Tâche 6 Tâche 7 Tâche 8 Tâche 9
Machine 1 2.2 1.8 1.6 2.5 1.3 2.4 2.6 1.7 2.7
Machine 2 1.2 1.7 2.4 2.7 1.5 2.6 2.8 2.7 2.6

En comparant la première solution avec la seconde, nous pouvons trouver une
différence de 12,36 % en termes de coût d’électricité par rapport à la seconde solu-
tion bien qu’ils aient le même makespan. La comparaison peut être trouvée dans le
tableau (5), où T EC est le coût total de l’électricité. L’écart de 12,36 % est calculé
comme suit : Gapi =

T ECi−T EC2
T EC2

. Le coût de l’électricité de chaque solution est
calculé par :

T EC = ∑
t∈T

Enert × ct

Dont :

• Enert : consommation d’énergie du système pendant la période t, t = 1 . . .T .

• ct : prix de l’électricité à la période t.
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Tableau 5 – La comparaison des solutions optimales équivalentes F2|perm|Cmax

N° Sequence Makespan TEC Gap
1 3≺1≺5≺9≺6≺8≺7≺2≺4 460 156.616 12.36%
2 3≺9≺6≺1≺5≺7≺8≺2≺4 460 139.391 0.00%
3 3≺6≺9≺1≺5≺8≺7≺2≺4 460 139.501 0.08%
4 3≺9≺5≺1≺6≺8≺7≺2≺4 460 145.582 4.44%
5 3≺6≺1≺9≺5≺8≺7≺2≺4 460 145.725 4.54%
6 3≺9≺5≺1≺6≺7≺8≺2≺4 460 146.042 4.77%

. . . . . . . . . . . . . . .

La Fig.(7b) représente la consommation d’énergie de la première et de la deux-
ième solution sur l’horizon de travail. Ce dernier est divisé en trois périodes de
prix : les périodes “off-peak” où le prix de l’électricité est le plus bas, les périodes
“peak” où le prix de l’électricité est le plus élevé et les périodes “semi-peak” où
le prix de l’électricité est moyen. Il est facile de constater que dans la solution
1, une quantité importante d’énergie est utilisée dans les périodes “peak” tandis
que dans la solution 2, l’énergie est utilisée principalement dans les périodes “off-
peak”. Dans la deuxième solution, les tâches dont la puissance requise est élévée
sont traités en périodes “off-peak” où l’électricité est moins chère que les autres
périodes.
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Figure 7 – La comparaison entre la solution 1 et la solution 2
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3.2 La modélisation mathématique

Le problème d’ordonnancement (F2,ToU |perm,C∗max|T EC), peut être modélisé
comme suit. Nous avons un ensemble de tâches J = {1,2, . . . ,n} à traiter sur
M = {1,2} machines à partir de l’instant zéro. Les tâches doivent être traitées
de manière non préemptive d’abord sur la machine 1, puis sur la machine 2. Le
temps de traitement de tâche j ∈ J sur la machine i ∈M est pi j. À tout moment,
chaque machine ne peut traiter qu’une seule tâche au maximum, et chaque tâche
ne peut être traitée que sur une seule machine à la fois. Le traitement de tâche j ∈ J
sur la machine i ∈M consomme une puissance énergétique Pui j par unité de temps
qui entraîne des coûts énergétiques correspondants.

Le prix d’électricité varie au fil de l’horizon de travail selon le schéma de tarifi-
cation de type ToU. L’horizon de travail est composé de T périodes de temps. Ces
périodes peuvent être classées en K intervalles de prix, chaque intervalle de prix
p ∈ K est caractérisée par la date de début Stp, la durée dp et le prix d’électricité
f cp. Les périodes t ∈ T qui se trouvent dans un intervalle de prix p ont le prix
d’électricité ct = f cp,∀Stp ≤ t ≤ Stp +dp. En une journée, nous avons trois types
de périodes : “off-peak”, “peak” et “semi-peak”. Pour une période donnée, les
coûts d’électricité correspondent à la consommation d’énergie multipliée par les
prix d’électricité au cours de cette période.

Nous rappelons que le problème (F2|perm|Cmax) peut être résolu de manière
optimale par la règle de Johnson [Johnson 1954]. Cette étude a pour l’objectif
d’améliorer l’aspect financier des solutions optimales de (F2|perm|Cmax) en as-
surant le même niveau de productivité ou autrement dit, le même makespan. Par
conséquent, la valeur C∗max de la solution de Johnson sera considérée comme une
contrainte et l’objectif est la minimisation du coût de l’électricité.

Nous représentons un modèle mathématique linéaire mixte en nombre entiers
pour le problème (F2,ToU |perm,C∗max|T EC). Le modèle est fondé sur le modèle
de Manne pour le problème d’ordonnancement d’atelier de flow shop [Gupta and
Stafford Jr 2006]. Nous intégrons les variables qui déterminent l’état de fonction-
nement de chaque machine à chaque période. Ces variables nous permettent de
tracer la consommation d’énergie au cours de chaque période. La définition des
notation du problème, des variables est donnée comme suit dans le tableau (6) et le
tableau (7).
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Tableau 6 – Notations et paramètres

Notations
M l’ensemble de machines.
i l’indice de machine, i = 1,2.
J l’ensemble de tâches.
j, j′ l’indice de tâches, j, j′ = 1, . . . , n.
T l’horizon de travail.
t,h l’indice de périodes de temps, t,h = 1, . . . , T .
pi j le temps de traitement de tâche j sur la machine i.
Pui j la puissance requise pour traiter la tâche j sur la machine i.
ct le prix d’électricité à période t.
V,L très grande valeur.

Tableau 7 – Variables

Variables
x j j′ variable binaire, 1 si la tâche j est placée avant la tâche j′, 0 si non
Ci j la date d’achèvement de tâche j sur la machine i.
zi jt variable binaire, 1 si la tâche j est traitée sur la machine i pendant la période t,

t = 1 . . .T , 0 si non.
Eit la consommation énergétique de la machine i pendant la période t, t = 1 . . .T .
Enert la consommation énergétique du système pendant la période t, t = 1 . . .T .
Cmax la date d’achèvement maximale, le makespan.
T EC le coût d’électricité total.

Le modèle mathématique:

Min T EC = ∑
t∈T

Enert × ct (1)

Cmax ≥Ci j ∀i ∈M,∀ j ∈ J (2)

C1 j ≥ p1 j ∀ j ∈ J (3)

C(i+1) j−Ci j ≥ p(i+1) j ∀ j ∈ J,1≤ i≤M−1 (4)

Ci j−Ci j′+V × x j j′ ≥ pi j ∀i ∈M,1≤ j < j′ ≤ J (5)

Ci j′−Ci j +V × (1− x j j′)≥ pi j′ ∀i ∈M,1≤ j < j′ ≤ J (6)

Cmax ≤C∗max (7)

zi jt × t ≤Ci j ∀i ∈M,∀ j ∈ J,∀t = 1 . . .T (8)

Ci j− pi j ≤ (1− zi jt)×L+ t−1 ∀i ∈M,∀ j ∈ J,∀t = 1 . . .T (9)

∑
t=1...T

zi jt = pi j ∀i ∈M,∀ j ∈ J (10)
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Enert = ∑
i∈M

∑
j∈J

zi jt ×Pui j ∀t ∈ T (11)

x j j′ ∈ {0,1} ∀ j, j′ ∈ J (12)

zi jt ∈ {0,1} ∀t ∈ T,∀ j ∈ J,∀i ∈M (13)

Ci j,Cmax ≥ 0 ∀ j ∈ J,∀i ∈M (14)

Enert ≥ 0 ∀t ∈ T (15)

L’objectif (1) est de minimiser le coût total de l’électricité. Les contraintes
(2) définissent le makespan qui est la date d’achèvement maximale de toutes les
tâches sur toutes les machines. Les contraintes (3) garantissent que la date de
fin de chaque tâche sur la première machine n’est pas plus tôt que son temps de
traitement sur la première machine. Les contraintes (4) garantissent que la date de
fin de chaque tâche sur la deuxième machine n’est pas antérieure à sa date de fin
sur la première machine ajouté à son temps de traitement sur la première machine.
Les contraintes (5) et (6) assurent que la tâche j soit précède, soit succède la tâche
j′. Les contraintes (7) assurent que la date d’achèvement maximale de la solution
équivaut au makespan optimal. Les contraintes (8), (9) et (10) déterminent l’état
de fonctionnement de la machine. Si la machine i traite la tâche j pendant la
période t, elle doit être limitée par la date de fin (8), la date de début (9) et doit
satisfaire le temps de traitement de tâche j (10). Les contraintes (11) calculent
la consommation énergétique du système à la période t en fonction de l’état de
fonctionnement de la machine et la puissance requise. Les contraintes (12), (13),
(14) et (15) sont la définition des variables.

3.3 L’approche de résolution

Nous présentons dans cette section l’approche de résolution pour le problème
(F2,ToU |perm,C∗max|T EC). L’approche de résolution se compose de deux étapes
principales. En première étape, nous établissons l’ensemble des solutions opti-
males de problème (F2|perm|Cmax) car il fait partie de l’enveloppe de solution de
notre problème. La recherche de l’ensemble des solutions optimales est fondée sur
la théorie des solutions optimales équivalentes de [Hadda et al. 2018]. Ensuite,
nous donnons les propositions pour étendre l’ensemble des solutions optimales.
En deuxième étape, pour chaque solution trouvée en étape précédente, nous y ap-
pliquons une procédure qui détermine la date de début optimale de traitement des
tâches pour construire un plan de production de coût d’électricité minimal du prob-
lème (F2,ToU |perm,C∗max|T EC).

3.3.1 L’ensemble des solutions de F2|perm|Cmax

3.3.1.1 La règle de Johnson
Il est évident que la solution optimale de (F2|perm|Cmax) est une solution fais-

able de (F2,ToU |perm,C∗max|T EC). La règle de Johnson [Johnson 1954] permet de
résoudre le problème (F2|perm|Cmax) de manière optimale et polynomiale. Alors,
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avant d’étudier l’approche de résolution de (F2,ToU |perm,C∗max|T EC), nous rap-
pelons la règle de Johnson ci-dessous.

Pour toutes instances de (F2|perm|Cmax), prenant en compte uniquement le
temps de traitement, nous pouvons séparer les tâches en deux ensembles J = {J j ∈
J|p1 j < p2 j} et J = {J j ∈ J|p2 j < p1 j}. Les tâches dont p1 j = p2 j peuvent être
placées arbitrairement soit dans J soit dans J. L’algorithme de Johnson permet de
trouver la solution optimale de (F2|perm|Cmax) en O(n logn) étapes.

1. Trier J dans l’ordre non-décroissant de temps de traitement sur la machine 1

2. Trier J dans l’ordre non-croissant de temps de traitement sur la machine 2.

3. La séquence optimale est constituée de J suivi de J triés.

Nous prenons un exemple de quatre tâches (tableau (8)) pour illustrer
l’algorithme de Johnson. Dans un premier temps, nous trions les tâches pour
obtenir deux ensembles J = {J1,J3} et J = {J2,J4}. Ensuite nous trions J dans
l’ordre non-décroissant de temps de traitement sur la machine 1, nous obtenons
J3 ≺ J1. Nous trions J dans l’ordre non-croissant de temps de traitement sur la
machine 2, nous obtenons J4 ≺ J2. Alors, la solution optimale de (F2|perm|Cmax)
est constituée de J suivi de J, et nous obtenons J3 ≺ J1 ≺ J4 ≺ J2.

Tableau 8 – Le temps de traitement de l’exemple 1

Tâche 1 Tâche 2 Tâche 3 Tâche 4
Machine 1 8 7 4 6
Machine 2 9 2 8 5

3.3.1.2 L’ensemble des solutions optimales équivalentes
La solution de Johnson n’est pas la seule solution optimale pour le prob-

lème (F2|perm|Cmax). L’auteur [Kamburowski (1997)] a montré qu’il peut y avoir
d’autres solutions optimales en plus de celle trouvée par la règle de Johnson. Les
auteurs Billaut et Lopez [Billaut and Lopez (1998)] ont proposé une approche
fondée sur l’énumération pour construire l’ensemble des solutions optimales à par-
tir de séquence de Johnson. Cette approche ne peut être utilisée que pour les in-
stances de petites tailles (moins d’une douzaine de tâches) en raison de la complex-
ité élevée de l’algorithme proposé.

Au lieu d’utiliser une énumération, les auteurs de [Briand et al. 2006] ont pro-
posé deux structures d’intervalle spéciales, une pour J et l’autre pour J. Chaque
tâche est associée à un intervalle fondée sur l’ordre relatif des temps de traitement.
Ils ont ensuite utilisé l’algèbre d’Allen pour analyser les relations entre les inter-
valles afin de fournir un ordre partiel des tâches. L’ordre partiel donne la possibilité
de positionner un certain nombre de tâches sans augmenter la valeur du makespan.

Les auteurs de [Hadda et al. 2018] ont proposé une approche pour construire
un “group sequence” pour trouver un large ensemble des solutions optimales. Un
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“group sequence” est une séquence de groupes de tâches permutables où toute per-
mutation des tâches à l’intérieur du groupe n’augmente pas la date d’achèvement
initiale. En fonction des temps de traitement, l’approche recherche la permutation
qui compose des “group sequence” et la relation de précédence entre eux. L’ordre
des tâches dans chaque “group sequence” est arbitraire, ce qui conduit à un grand
nombre de solutions équivalentes. Ils ont montré également que leur approche
dominait celle donnée dans [Briand et al. 2006] concernant le nombre de solutions
équivalentes.

Dans les sections qui suivent, nous présentons l’algorithme proposé par [Hadda
et al. 2018] car cela joue un rôle important dans notre approche de résolution. En-
suite, nous améliorons cette approche initiale par de nouvelles propositions ainsi la
recherche locale qui permettent d’élargir l’ensemble des solutions optimales équiv-
alentes trouvées.

3.3.1.3 L’algorithme de [Hadda et al. 2018]
L’algorithme proposé par [Hadda et al. 2018] consiste à repartir des tâches en

“group sequence” et ensuite à déterminer l’ordre partiel total entre eux. [Cheng
et al. (2002)] ont défini un ordre partiel P par une paire P = (X ,≺p), X étant un
ensemble d’éléments et la relation ≺p sur X ×X est réflexive, antisymétrique et
transitive. Un ordre partiel total est fondé sur un ordre partiel P = (X ,≺p) dans
lequel, pour tout couple (u,v) ∈ X ×X , la relation u ≺p v ou v ≺p u est vérifiée.
Dans le contexte de notre étude, l’ensemble X correspond à l’ensemble de tâche J
et la relation≺p est la relation de précédence entre deux tâches ou deux ensembles.
Pour deux ensembles de tâches G et H, nous disons que G≺ H (G∩H = /0) si les
tâches de H ne peuvent commencer qu’après avoir terminé toutes les tâches de G.

Le “group sequence” se compose des “ground job” et des groupes de tâches as-
sociés et succédés à chaque “ground job”. L’ordre dans chaque groupe de tâches est
arbitraire. La permutation entre deux tâches quelconques dans un groupe n’impacte
pas la valeur de date d’achèvement du groupe. Nous prenons un exemple dans la
Fig.(8). Nous avons un ordre partiel total de trois “ground job” J1,J4,J7, le groupe
de tâches {J2,J3} associé à J1 et le groupe {J5,J6} associé à J4. L’ordre partiel
total est représenté comme J1 ≺ {J2,J3} ≺ J4 ≺ {J5,J6} ≺ J7. La permutation des
tâches à l’intérieur de chaque groupe nous donne trois autres solutions équivalentes
en terme de makespan.

• N°1 : J1 ≺ J3 ≺ J2 ≺ J4 ≺ J5 ≺ J6 ≺ J7

• N°2 : J1 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J4 ≺ J5 ≺ J6 ≺ J7

• N°3 : J1 ≺ J3 ≺ J2 ≺ J4 ≺ J6 ≺ J5 ≺ J7

Avant d’entrer dans les détails de l’algorithme de [Hadda et al. 2018], nous
rappelons que pour n’importe quelle instance de (F2|perm|Cmax), les tâches peu-
vent être classées soit dans l’ensemble J soit dans l’ensemble J selon le temps de
traitement. En plus, le problème (F2|perm|Cmax) est réversible. Ça signifie que
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Figure 8 – Les solutions équivalentes de l’ordre partiel total J1 ≺ {J2,J3} ≺ J4 ≺
{J5,J6} ≺ J7

le problème ne change pas si nous inversons le rôle des machines et inversons le
chemin de passage des tâches en même temps (la machine 1 devient la machine
2 et inversement). La réversibilité du problème donne un résultat très intéressant.
Les propositions que nous développons pour l’ensemble J restent valables pour
l’ensemble J en inversant la configuration.

Pour une séquence π quelconque, nous supposons que toutes les tâches de π

commencent au plus tôt. Nous avons les définitions et les notations nécessaires
ci-dessous.

• π =< π1,π2, . . . ,πn > : une séquence de tâches, où π j indique la tâche à la
jeme position dans π.

• Si j(π) et Ci j(π) : la date de début et la date de fin de la tâche π j sur la machine
i, J ∈ 1, . . . ,n, i ∈ {1,2} de la séquence π. Pour simplifier la notation, nous
enlevons π quand il n’y a pas de risque de confusion.

• Cmax(π) : le makespan de la séquence π.

• π∗ : la séquence optimale

• C∗max : la valeur optimale du makespan.

• Pour un ensemble de tâches G⊆ J, a(G) et b(G) sont définies comme fonc-
tions : a(G) = ∑J j∈G p1 j et b(G) = ∑J j∈G p2 j (si G = /0 alors a(G) = b(G) =
0)

Pour une séquence π, nous avons le makespan de π ci-dessous :
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Cmax(π) = max
1≤u≤n

{
u

∑
i=1

p1πi +
n

∑
i=u

p2πi}

Dans n’importe quelle séquence donnée, nous pouvons toujours déterminer une
tâche qui s’appelle “crossover job”. Une tâche est appelée “crossover job” Jz = πx

si elle satisfait la condition : Cmax(π) = ∑
x
i=1 p1πi +∑

n
i=x p2πi . Cela signifie que le

traitement de cette tâche sur la machine 2 commence tout de suite après la fin de
son traitement sur la machine 1 (S2z =C1z) et que la machine 2 n’a plus de temps
libre après S2z. Autrement dit, le “crossover job” est precédé par le dernier temps
d’inactivité sur la machine 2.

Soit π une sous-séquence des tâches de l’ensemble J, une tâche πw est appelée
“ground job” si elle est précédée par le temps d’inactivité sur la machine 2, ce qui
signifie qu’elle satisfait S2πw = C1πw et C2πw−1 6= S2πw (avec C2π0 = 0). Soit l le
nombre de “ground job” de π, nous notons les “ground job” par gp, p ∈ {1, . . . , l}.
Nous notons également pg

1p et pg
2p le temps de traitement de “ground job” gp sur la

machine 1 et la machine 2 respectivement.
Nous notons θp, p∈ {1, . . . , l−1} le groupe de tâches qui est associé à “ground

job” gp. Ces tâches seront séquencées entre gp et gp+1. Elles succèdent au “ground
job” gp et précèdent le gp+1. Le groupe de tâche θp peut être vide pour certains
p ∈ {1, . . . , l}. En utilisant ces notations définies, la sous-séquence π de J peut
être sous la forme π = g1 ≺ θ1 ≺ g2 ≺ θ2 · · · ≺ gl ≺ θl . Nous associons à chaque
“ground job” gp = πw, p ∈ {1, . . . , l} la quantité δp = S2πw−C2πw−1 . δp correspond
à la dernière période de temps d’activité sur la machine 2 qui précède le traitement
de gp sur cette machine.

Comme le problème (F2|perm|Cmax) est réversible, nous pouvons également
définir les l′ “ground job” g′p, leurs groupes de tâches associés θ′p et les temps
d’inactivité δ′p pour la sous-séquence π de J. Ces éléments de la sous-séquence π

sont définis en inversant la configuration du problème : la machine 1 est considérée
comme la machine 2 et inversement, les tâches de π commencent au plus tard
possible.

Alors, après avoir déterminé les éléments de π et de π, n’importe quelle séquence
π peut se décomposer de cette façon (Fig.(9)) :

π = g1 ≺ θ1 ≺ ·· · ≺ gl ≺ θl ≺ θ
′
l′ ≺ g′l′ ≺ ·· · ≺ θ

′
1 ≺ g′1

Machine 1

Machine 2

g1 θ1

g1 θ1

g2

g2

θ2 ≺ . . .θl ≺ θ′l′ · · · ≺ θ′2

θ2 ≺ . . .θl ≺ θ′l′ · · · ≺ θ′2

g2

g2

g′2

g′2

θ′1

θ′1

g′1

g′1

δ1 δ2

δ′2 δ′1

π π

Figure 9 – Les “ground job”, les groupes de tâches et les temps d’inactivité.
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Nous établissons séparément des sous-séquences pour l’ensemble de tâches de
J et J. La séquence complète est constituée de J suivi de J. Nous présentons
les résultats pour l’ensemble de J. Ces résultats sont toujours valables pour J en
inversant la configuration du problème.

Lemma 1. Pour une instance de (F2|perm|Cmax) dont J = /0 et les dates disponibles
des machines 1 et 2 sont s1 et s2 respectivement, si p1 j ≤ s2− s1,∀J j ∈ J, alors
toutes les solutions ont les même dates d’achèvement qui valent (s1 +a(J)) sur la
machine 1 et (s2 +b(J)) sur la machine 2. [Hadda et al. 2018]

En se fondant sur le lemma (1), [Hadda et al. 2018] ont proposé l’algorithme
OG qui permet de repartir des tâches en “ground job” et de construire un ordre
partiel total nommé OOG de la solution optimale de (F2|perm|Cmax). Si np est
le nombre de groupes de tâches associés à “ground job” gp, l’algorithme spécifie
la composition et l’ordre dans lequel le groupe de tâches θ

q
p(p ∈ {1, . . . , l},q ∈

{1, . . . ,np}) devrait apparaître. La séquence des tâches dans chaque groupe θ
q
p est

arbitraire, ce qui offre une flexibilité sur le positionnement des tâches sans risquer
d’augmenter la valeur du makespan.

Pour un ensemble de J, l’algorithme OG commence en choisissant la première
tâche de “ground job” g1. Ce “ground job” est la tâche dont le temps de traitement
sur la machine 1 est le plus petit parmi celles de J. Ce choix permet de minimiser
le temps d’inactivité sur la machine 2. Comme nous traitons les tâches à partir de
l’instant 0, la date de disponibilité des machines après avoir traité g1 est s1 =C1g1

et s2 =C1g1 + pg
21. Ensuite, l’algorithme (1) construit un ensemble I des tâches J j

qui satisfont la condition du lemme (1) (p1 j ≤ s2− s1 =C1g1 + pg
21−C1g1 = pg

21).
Comme des tâches de I satisfont la propriété du lemme (1), alors elles peuvent être
placées arbitrairement après g1 sans entraîner de temps d’inactivité sur les deux
machines. Nous prenons le groupe de tâches θ1

1 des tâches de I associé à “ground
job” g1 (g1 ≺ θ1

1). Soit R, l’ensemble des tâches qui succèdent le “ground job”,
nous construisons à nouveau un ensemble I′ des tâches qui satisfont la condition
p1 j ≤ pg

2+b(R)−a(R). Nous prenons ensuite le groupe de tâches θ2
1 des tâches de

I′. (g1 ≺ θ1
1 ≺ θ2

1).
Le processus continue itérativement jusqu’à ce que l’ensemble I soit vide,

ce qui signifie qu’il n’y a plus de tâche qui satisfait la condition du lemme (1).
L’algorithme OG choisit une tâche dont le temps de traitement sur la machine 1
est le plus petit comme le “ground job” suivant et recommence le processus pour
déterminer les groupes de tâches associé à ce nouveau “ground job”. L’algorithme
OG arrête quand toutes les tâches de J sont placées. Alors, l’algorithme OG
détermine la composition et l’ordre de “ground job” gp et leurs groupes de tâches
θ

q
p(p ∈ {1, . . . , l},q ∈ {1, . . . ,np}, l’ordre de tâches dans chaque groupe θ

q
p est ar-

bitraire. Les détails de l’algorithme OG sont donnés dans l’algorithme (1).
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Algorithme 1 : L’algorithme OG proposé par (Hadda et al. (2018))

Choisir Jz ∈ J avec p1z = minJ j∈J p1 j;
p← 1,q← 0,g1← Jz,S← J \g1,Q← /0,R← /0,OOG← g1;
while S 6= /0 do

Soit I← J j ∈ S|p1 j ≤ p2z +b(R)−a(R);
if I 6= /0 then

q← q+1;
Soit θ

q
p un sous-ensemble arbitraire non vide de I;

R← R≺ θ
q
p;

OOG← OOG ≺ θ
q
p;

S← S\θ
q
p;

end
else

Q← Q≺ Jz ≺ R;
np← q;
p← p+1;
q← 0;
Choisir Jz ∈ S avec p1z = minJ j∈S p1 j;
gp← Jz;
R← /0;
OOG← OOG ≺ gp; S← S\gp ;

end
end
l← p;
nl ← q;

Pour l’ensemble de J, l’algorithme OG génère un ordre partiel total sous la
forme :

OOG = g1 ≺ θ
1
1 ≺ θ

2
1 · · · ≺ θ

n1
1 ≺ g2 ≺ θ

1
2 · · · ≺ θ

n2
2 · · · ≺ gl ≺ θ

1
l · · · ≺ θ

nl
l

Le nombre de solutions équivalentes générées à partir de OOG peut être calculé
par la formule : ∏

l
p=1 ∏

np
q=1 |θ

q
p|!, où |θq

p| est la cardinalité de groupe θ
q
p. Pour une

sous-séquence π qui suit le OOG, nous avons : Cmax(π) = a(Q)+ p1z + p2z +b(R),
avec Q et R sont des ensembles de tâches qui précèdent et succèdent respectivement
le “crossover job” de π (dans π le “crossover job” est le dernier “ground job”).

Pour l’ensemble de J, l’algorithme OG permet également de générer un or-
dre partiel total de OOG′ en inversant la configuration des machines, la machine 1
devient la machine 2 et inversement. Alors pour une instance de (F2|perm|Cmax)
avec deux ensembles J et J, nous pouvons toujours obtenir OOG pour π et OOG′

pour π avec l’algorithme OG.

Théorème 1. Pour toutes les solutions π = π ≺ π qui suivent l’ordre paritel total
SPO : OOG ≺ OOG′ sont les solutions optimale de F2|perm|Cmax. [Hadda et al.
(2018)].
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Selon le théorème (1), l’ordre partiel total pour la solution optimale du prob-
lème de (F2|perm|Cmax) est SPO : OOG ≺ OOG′ . Une séquence π = π≺ π qui suit
SPO a un makespan optimal de :

Cmax(π)= a(Q)+ p1z+max{p2z+b(R)+b(R′),a(R)+a(R′)+ p1z′}+ p2z′+b(Q′)

Notons Jz′ ,Q′,R′ sont respectivement le “crossover job”, l’ensemble des tâches qui
précèdent Jz′ , l’ensemble des tâches qui succèdent Jz′ de OOG′ .

Nous avons également le temps d’inactivité qui apparaît soit sur la machine 1
soit sur la machine 2 quand nous enchaînons π et π :

∆ = |p2z +b(R)+b(R′)− (a(R)+a(R′)+ p1z′)|

3.3.1.4 Extension de l’ensemble des solutions optimales équivalentes
Comme nous avons présenté dans les sections précédentes, l’algorithme OG

permet de construire un ensemble très large des solutions optimales équivalentes
pour le problème (F2|perm|Cmax). Cependant, l’ordre partiel total (SPO) généré
par l’algorithme OG présentent deux caractéristiques qui limitent l’espace de so-
lutions. Premièrement, le premier et le dernier “‘ground job” de SPO sont fixés.
Deuxièmement, le SPO de OG a une forme unique SPO = π≺ π. Nous présentons
des propositions pour étendre l’ensemble de solutions optimales équivalentes en se
fondant sur ces deux caractéristiques.

Tout d’abord, nous présentons quelques notations et définitions qui sont néces-
saires pour nos propositions. Ensuite, nous présentons deux approches pour éten-
dre l’ensemble de solutions de OG : le changement de premier “ground job” et le
changement des tâches entre J et J.

Pour un SPO généré par l’algorithme OG, on note Jz est le “crossover job”, J1
z

l’ensemble des tâches qui précèdent Jz, J2
z l’ensemble des tâches qui succèdent Jz.

Alors, en se fondant sur le positionnement de Jz, SPO peut être exprimé sous la
forme : SPO = J1

z ≺ Jz ≺ J2
z . Nous présentons les études pour l’ensemble J1

z , les
résultats restent valable pour l’ensemble J2

z en inversant la configuration grâce à la
réversibilité du problème F2|perm|Cmax.

Pour l’ensemble J1
z , soit τu le temps d’inactivité total sur la machine 2 entre le

“ground job” gu ∈ J1
z et le “crossover job” Jz :

τu =

{
∑

x
p=u+1 δp,si Jz ∈ J.

∆+∑
l
p=u+1 δp,sinon

Avec, Jz = gx : le “crossover job” est le xeme “ground job” de SPO.

Changement du premier “ground job” :
L’algorithme OG ne permute que l’ordre des tâches à l’intérieur de chaque

groupe. Il ne change ni la date de début ni la date de fin de chaque “ground job”
gp ni le temps d’inactivité δp qui précède gp sur la machine 2. Le “crossover job”
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est un “ground job” particulier, sa date de début sur la machine 2 ne dépend donc
que de sa date de fin sur la machine 1. Si nous changeons l’ordre des tâches qui
précèdent le “crossover job” à conditions que le changement n’impacte pas la date
de début sur machine 2 du “crossover job”, alors sa date de fin et celles des tâches
qui le succèdent restent inchangées. Par conséquent, le makespan n’est pas affecté.
L’idée est d’effectuer les permutations de tâches qui modifient la quantité δp sans
affecter le “crossover job”.

Théorème 2. Pour une séquence donnée par l’algorithme OG, Jz = gx est un
“crossover job”. Soit Jw ∈ J une tâche qui précède Jz, gv est son “ground job”
associé. S’il existe gs(s ≤ v) un “ground job” avec (p1w− pg

1s ≤ τs). Alors toutes
les solutions de l’algorithme OG en insérant Jw:

• Juste avant un “ground job” quelconque gu,u ∈ {s, . . . ,v}.

• Ou dans n’import quel groupe θ
q
u,u ∈ {s, . . . ,v},q ∈ {l, . . . ,nu}

sont optimales. [Hadda et al. (2018)].

Pour construire une sous-séquence π, l’algorithme OG choisit toujours pour
le premier “ground job” la tâche dont le temps de traitement sur la machine 1 est
le plus petit. Ce choix permet de réduire le temps d’inactivité de la machine 2.
Le théorème (2) nous fourni une condition pour modifier cette caractéristique de
SPO généré par OG afin de pouvoir étendre l’ensemble des solutions optimales
équivalentes.

A partir d’un SPO, nous pouvons calculer la quantité τ j de la tâche J j ∈ J1
z . Si

la tâche J j ∈ J1
z ∩ J, alors nous calculons la différence entre son temps de traite-

ment sur la machine 1 avec celui de premier “ground job” g1 : (p1 j − pg
11). Si

(p1 j− pg
11 ≤ τ1), alors nous ajoutons cette tâche dans un ensemble U . L’ensemble

U contient des tâches qui peuvent être positionnées précédemment à g1 pour for-
mer une nouvelle sous-séquence π′ sans augmenter la valeur du makespan. Ensuite,
nous appliquons l’algorithme ESG pour obtenir de nouveaux SPO dont le premier
“ground job” appartient à l’ensemble U .

58



Algorithme 2 : L’algorithme ESG proposé par (Hadda et al. (2018))

Identifier à partir de sous-séquence π
′ les “ground job” gp et les groupes

de tâches θp, p ∈ {1, . . . , l} associés;
for p = 1 to l do

q← 1, S← θp, Q← /0;
while S 6= /0 do

Soit I←{J j ∈ S|p1 j ≤ pg
2p +b(Q)−a(Q)};

Soit θ
q
p un sous-ensemble non vide de I;

Q← Q≺ θ
q
p;

S← S\θ
q
p;

q← q+1;
end
np← q;

end
nl ← q;

L’algorithme ESG permet de décomposer une sous-séquence π′ donnée en
“ground job” et groupe de tâches associées. Ensuite, l’algorithme construit un
SPO qui donne un ensemble de solutions ayant le même makespan de Cmax(π′) .
Comme le premier job de π′ est une tâche J j ∈U , alors le premier “ground job” de
SPO généré par ESG est une tâche de U qui fait la différence avec SPO généré par
l’algorithme OG.

Nous formalisons l’extension de l’ensemble des solutions optimales équiva-
lentes par changement de premier “ground job” de SPO par un algorithme nommé
“Change” ci-dessous. L’algorithme “Change” traite tout d’abord la sous-séquence
π. Pour traiter la sous-séquence π, nous appliquons également l’algorithme
“Change” en inversant la configuration. L’application de l’algorithme “Change”
sur π permet de changer le dernier “ground job” de SPO.

Algorithme 3 : L’algorithme de changement de premier “ground job”

Data : L’ordre partiel total SPO, π,“crossover job” Jz = gx.
Result : Nouveaux SPO′, nouvelles π′.
U ← /0 ;

Calculer la quantité τ1 de “ground job” g1 : τ1 =

{
∑

x
p=2 δp,si Jz ∈ J.

∆+∑
l
p=2 δp,sinon

Pour chaque tâche J j ∈ J1
z ∩ J :

if p1 j− pg
11 ≤ τ1 then

U ← J j

end
Pour chaque tâche J j ∈U :
Positionner J j avant g1 de SPO pour obtenir nouvelle séquence π′ ;
Appliquer l’algorithme ESG à π′ pour obtenir nouveau SPO′, nouvelle π′;
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Nous prenons un exemple de 12 tâches (tableau (9)) pour illustrer l’algorithme
ESG et l’extension de l’ensemble des solutions optimales équivalentes. Nous avons
deux ensembles J = {J1,J2,J3,J4,J5,J6,J7,J8,J9,J10} et J = {J11,J12}. En ap-
pliquant l’algorithme OG sur J, nons obtenons π = J1 ≺ {J2,J3} ≺ {J4,J5} ≺
J6 ≺ {J7,J8} ≺ {J9,J10}. En appliquant l’algorithme OG′ sur J, nons obtenons
J = J11 ≺ J12. Alors l’ordre partiel total est SPO = π ≺ π = J1 ≺ {J2,J3} ≺
{J4,J5} ≺ J6 ≺ {J7,J8} ≺ {J9,J10} ≺ J11 ≺ J12, ce qui donne 16 solutions opti-
males équivalentes.

La Fig.(10) représente l’ordre partiel total SPO avec δ1 = 2,δ2 = 2 et ∆ = 9 et
J11 est le “crossover job”. Pour la tâche J7, nous avons p17− pg

11 = p17− p11 = 10.
La valeur τ1 associée à “ground job” g1 : τ1 = δ1 +∆ = 11. Comme p17− pg

11 ≤
τ1 cela satisfait le théorème (2), alors nous pouvons positionner J7 avant J1 sans
augmenter la valeur du makespan. Nous obtenons une nouvelle sous-séquence
π′ = J7 ≺ J1 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J4 ≺ J5 ≺ J6 ≺ J8 ≺ J9 ≺ J10. En appliquant ESG sur π′,
nous obtenons un nouvel ordre partiel J7 ≺ {J1,J2,J3,J4,J5,J6,J8} ≺ {J9,J10} qui
donne 7!×2! = 10080 solutions optimales équivalentes.

Tableau 9 – Le temps de traitement de l’exemple 2

Tâche 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Machine 1 1 2 2 4 5 10 11 11 15 15 27 3
Machine 2 2 3 4 6 6 12 12 13 16 17 4 2

M1

M2

J1

J1

J2

J2

J3

J3

J4

J4

J5

J5

J6

J6

J7

J7

J8

J8

J9

J9

J10

J10

J11

J11

J12

J12

δ1 δ2 ∆

Figure 10 – L’ordre partiel total SPO de l’exemple 2 (M1, M2 sont les machines 1
et 2 respectivement).

Le changement des tâches entre J et J :
La solution de Johnson [Johnson (1954)] et les solutions optimales équivalentes

trouvées par [Hadda et al. 2018] pour le problème (F2|perm|Cmax) sont sous la
forme π= π≺ π. Cela signifie que dans les solutions optimales trouvées, les tâches
de l’ensemble J précèdent toujours les tâches de l’ensemble J. Alors, une quantité
considérable de solutions optimales ne seront pas étudiées dans leurs algorithmes.

Par exemple dans Fig.(11), nous avons un ensemble J = {J1,J2,J3}. Les temps
de traitement de ces tâches sont donnés dans le tableau (10). Nous classons ces
tâches en deux sous-ensembles J = {J1} et J = {J2,J3} Nous comparons ici deux
séquences équivalentes π1 et π2. La séquence π1 est illustrée dans Fig.(11a), la
séquence π2 est décrite dans Fig.(11b). La séquence π1 est de la forme π ≺ π =
J1 ≺ J3 ≺ J2 et a un makespan de 328. Pendant que dans π2, la tâche J3 ∈ J précède
la tâche J1 ∈ J, π2 a le même makespan de celui de la séquence π1.
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Tableau 10 – Le temps de traitement de l’exemple 3

Tâche 1 2 3
Machine 1 108 166 30
Machine 2 158 24 26

Machine 1 J1 J3 J2

0 108 138 304 328

Machine 2 J1 J3 J2

(a) La séquence π1

Machine 1 J3 J1 J2

0 30 138 304 328

Machine 2 J3 J1 J2

(b) La séquence π2

Figure 11 – Les séquences π1 et π2 de l’exemple 3

Pour un ordre partiel total SPO généré par l’algorithme OG, SPO = J1
z ≺ Jz ≺

J2
z . Pour rappel, Jz est le “crossover job”, J1

z et J2
z contiennent des tâches qui

précèdent Jz et succèdent Jz respectivement. Si J1
z ne contient que des tâches venant

soit de J soit de J, alors nous examinons le changement de premier “ground job”
précisé auparavant. Si J1

z contient des tâches venant de J et de J, nous divisons
J1

z en deux sous-ensembles J1
z et J1

z , (∀J j ∈ J1
z ,J j ∈ J) et (∀J j ∈ J1

z ,J j ∈ J). Dans
ce cas, nous avons une condition qui permet de transformer des tâches de J1

z et de

placer ces tâches transformées en J1
z sans impacter le makespan. Cela permet de

trouver d’autres solutions optimales qui ne suivent pas la forme π = π≺ π.
Soit π1

z une séquence de J1
z dont J1

z 6= /0 et J1
z 6= /0 , nπ1

z
est le nombre de tâches

dans π1
z et π1

z ( j) signifie la tâche à la jeme position dans π1
z . Supposons que toutes

les tâches de π1
z commencent le plus tôt possible. Nous pouvons calculer le temps

d’inactivité sur la machine 2 (δ1
j) qui se situe entre deux tâches π1

z ( j) et π1
z ( j+1) :

δ
1
j = S2π1

z ( j+1)−C2π1
z ( j),∀ j 6= nπ1

z

Pour la dernière tâche de π1
z , δ1

n
π1z
= S2z−C2π1

z (nπ1z
), avec S2z la date de début sur la

machine 2 de “crossover job” Jz.
Nous définissons la marge (µ j) de tâche π1

z ( j). La marge (µ j) d’une tâche est
la quantité de temps maximum dont nous pouvons retarder le traitement sur la
machine 2 sans impacter le makespan. Nous avons :

µ j =

δ1
n

π1z
,si j = nπ1

z
.

∑
n

π1z
j δ1

j ,sinon
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Proposition 1.
Soit π1

z , une séquence de J1
z dont J1

z 6= /0 et J1
z 6= /0. Pour une tâche J j ∈ J1

z ,
si (p1 j− p2 j ≤ µ j), alors nous pouvons remplacer J j par une tâche Jk dont p1k =
p2k = p1 j sans augmenter Cmax(π

1
z ).

Démonstration. Comme p1π1
z (1) équivaut à temps d’inactivité de la machine 2 avant

de traiter la permière tâche, donc (p1π1
z (1)+∑

n
π1z

j=1 δ j) équivaut à temps d’inactivité
total de la machine 2. Alors, la valeur de makespan de π1

z peut être exprimée par :

Cmax(π
1
z ) = p1π1

z (1)+

n
π1z

∑
j=1

p2 j +

n
π1z

∑
j=1

δ j (16)

Pour une tâche J j ∈ J1
z , nous pouvons réécrire l’équation (16) par :

Cmax(π
1
z ) = p1π1

z (1)+
j−1

∑
q=1

p2q + p2 j +

n
π1z

∑
q= j+1

p2q +
j−1

∑
q=1

δq +µ j. (17)

Nous avons (p1 j− p2 j ≤ µ j), alors µ j = p1 j− p2 j +a,avec a≥ 0. L’équation (17)
devient :

Cmax(π
1
z ) = p1π1

z (1)+
j−1

∑
q=1

p2q + p2 j +

n
π1z

∑
q= j+1

p2q +
j−1

∑
q=1

δq + p1 j− p2 j +a.

= p1π1
z (1)+

j−1

∑
q=1

p2q +

n
π1z

∑
q= j+1

p2q +
j−1

∑
q=1

δq + p1 j +a.

= p1π1
z (1)+

j−1

∑
q=1

p2q +

n
π1z

∑
q= j+1

p2q +
j−1

∑
q=1

δq + p2k +a.

Alors, si (p1 j− p2 j ≤ µ j), alors nous pouvons remplacer J j par une tâche Jk dont
p1k = p2k = p1 j sans augmenter Cmax(π

1
z ).

Selon la proposition (1), si une tâche J j ∈ J1
z et (p1 j− p2 j ≤ µ j), alors nous pou-

vons la remplacer par une tâche Jk dont p1k = p2k = p1 j sans augmenter Cmax(π
1
z ).

Comme p1k = p2k alors Jk peut être classée arbitrairement soit dans J soit dans
J. Nous classons Jk à J dans le but de faire la différence avec J j qui était dans J.
Alors nous ajoutons Jk à J qui formera l’ensemble J′ et nous enlevons J j de J pour
former l’ensemble J′.

Nous appliquons l’algorithme OG à J′ et l’algorithme OG′ à J′. Nous obtenons
un nouvel ordre partiel total SPO∗ qui a la même valeur de makespan de Cmax(π

1
z ).

A la fin, pour chaque solution obtenue par SPO∗, nous remplaçons Jk par la tâche
J j. Le remplacement de Jk par J j n’augmente pas la valeur de makespan car (p2 j ≤
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p1 j = p2k). Alors, la tâche J j qui était dans J1
z appartient à J1

z dans la nouvelle
séquence.

Nous proposons l’algorithme “Change2” qui exploite la proposition (1) pour
étendre l’ensemble des solutions optimales équivalentes. L’algorithme “Change2”
traite l’ensemble J1

z dont J1
z 6= /0 et J1

z 6= /0, nous notons n2
π1

z
le nombre de tâches

dans J1
z . Pour l’ensemble J2

z dont J2
z 6= /0 et J2

z 6= /0, nous appliquons l’algorithme
“Change2” en inversant la configuration du problème.

Algorithme 4 : L’algorithme de changement des tâches entre J et J

Data : J1
z , J1

z 6= /0, J1
z 6= /0, π1

z , nπ1
z
, n2

π1
z

Result : SPO∗

U ← 0 ; U ← 0 ;
Obtenir S2 j,C2 j quand les tâches J j de J1

z commence au plus tôt possible ;
for j = 1 to nπ1

z
do

Calculer le temps d’inactivité δ1
j :

δ
1
j =

{
S2π1

z ( j+1)−C2π1
z ( j),∀ j 6= nπ1

z
.

S2z−C2π1
z (nπ1z

),si j = nπ1
z
.

end
for j = 1 to nπ1

z
do

Calculer la marge µ j :

µ j =

δ1
n

π1z
,si j = nπ1

z
.

∑
n

π1z
j δ1

j ,sinon

end
for j = nπ1

z
to nπ1

z
−n2

π1
z

do
if (p1 j− p2 j ≤ µ j) then

Créer une tâche Jk dont p1k = p2k = p1 j ;
U ← Jk ; U ← J j;
for q = j to nπ1

z
−n2

π1
z

do
µq = µq− (p1 j− p2 j) ;

end
end

end
J′←U ;
J′ \U ;
Appliquer l’algorithme OG sur J′ et l’algorithme OG′ sur J′;
Pour SPO∗ obtenu, remplacer les tâches Jk de U par la tâche J j associée ;

L’algorithme (4) détermine tout d’abord la date de début et la date de fin des
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tâches de la séquence π1
z quand ces tâches commencent au plus tôt. Les deux

ensembles U et U servent à contenir des tâches que nous ajoutons à J1
z ou enlevons

de J1
z . Ensuite, l’algorithme calcule le temps d’inactivité δ1

j de tâche J j ∈ π1
z . Le

temps d’inactivité δ1
j est utilisé pour calculer la marge µ j. En commençant par la

dernière tâche Jn
π1z

de π1
z , nous examinons par récurrence chaque tâche J j ∈ J1

z .
Si la tâche J j satisfait la condition de la proposition (1), alors nous ajoutons une
tâche Jk dont p1k = p2k = p1 j à l’ensemble U et nous incluons J j à l’ensemble
U . Puis, nous mettons à jour la marge des tâches Jq ∈ J1

z qui précèdent J j, µq =

µq−(p1 j− p2 j). Nous recommençons la procédure jusqu’à ce que toutes les tâches
de J1

z soit examinées. Nous appliquons l’algorithme OG à J′ et l’algorithme OG′

à J′ Nous obtenons un nouvel ordre partiel total SPO∗ qui a la même valeur de
makespan de Cmax(π

1
z ). A la fin, pour chaque solution obtenue par SPO∗, nous

remplaçons Jk par la tâche J j correspondante.
Nous prenons l’exemple 4 (tableau (11)) pour illustrer l’algorithme “Change2”.

A partir des données de temps de traitement dans le tableau (11), nous avons
un ordre partiel total SPO = J1 ≺ J2 ≺ {J3} ≺ J4 ≺ {J5,J6,J7} ≺ J8. Avec une
séquence π = J1 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J4 ≺ J5 ≺ J6 ≺ J7 ≺ J8 (Fig.(12a)), nous avons le
“crossover job” J8. Les tâches J1,J2,J4 sont les “ground job”. La sous-séquence
π1

z = J1 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J4 ≺ J5 ≺ J6 ≺ J7 dont J1
z = {J1,J2,J3,J4}, J1

z = {J5,J6,J7}.
Les temps d’inactivité δ1

j associés à chaque tâche sont : δ1
1 = 1, δ1

3 = 2, δ1
5 = 2,

δ1
6 = 5 et δ1

7 = 5.
A partir des temps d’inactivité δ1

j , nous calculons la marge associée à chaque
tâche. Nous nous intéressons aux tâches J5,J6 et J7 qui appartiennent à J1

z : µ7 =

δ1
7 = 5, µ6 = δ1

6 + δ1
7 = 10 et µ5 = δ1

5 + δ1
6 + δ1

7 = 12. Nous examinons par récur-
rence chaque tâche de J1

z à partir de la dernière tâche de π1
z : J7. Nous avons

: p17 − p27 = 7 ≥ µ7 = 5, donc la condition de proposition (1) n’est pas sat-
isfaite. Ensuite, pour la tâche J6, nous avons : p16 − p26 = 4 ≤ µ6 = 10. La
condition de proposition (1) est satisfaite, alors nous remplaçons J6 par J′6 dont
le temps de traitement sur les deux machines sont égaux. Nous mettons à jour
la marge des tâches qui précèdent J6 : µ5 = 12− (p16− p26) = 8. Nous avons
p15− p25 = 5 ≤ µ5 = 8, alors nous remplaçons J5 par J′5. Les remplacements des
tâches sont illustrés dans la Fig.(12b).

Après avoir remplacé les tâches, nous obtenons deux nouveaux ensembles J′ =
J1

z ∪ {J′6,J′5} et J′ = J1
z \ {J6,J5}. En appliquant l’algorithme OG sur ces deux

ensembles, nous obtenons un nouvel ordre partiel total SPO∗ (Fig.(12c)). A la
fin, nous remplaçons les tâches J′6,J

′
5 par J6 et J5 respectivement pour obtenir la

solution finale. Dans la Fig.(12d), nous avons la solution π′ = J1 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J6 ≺
J5 ≺ J4 ≺ J7 ≺ J8. Les tâches J6 et J5 qui appartiennent a J1

z précèdent la tâche

J4 ∈ J1
z et n’impacte pas le makespan.

La recherche locale
Nous proposons une recherche locale qui nous permet de trouver autres so-
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Tableau 11 – Le temps de traitement de l’exemple 4

Tâche 1 2 3 4 5 6 7 8
Machine 1 4 6 7 11 10 9 10 8
Machine 2 5 7 9 12 5 5 3 2

M1

M2

J1

J1

J2

J2

J3

J3

J4

J4

J5

J5

J6

J6

J7

J7

J8

J8

δ1
1 δ1

3 δ1
5 δ1

6 δ1
7

(a) La séquence π1
z avec le “crossover job” J8

M1

M2

J1

J1

J2

J2

J3

J3

J4

J4

J′5

J′5
J′6

J′6
J7

J7

J8

J8

(b) La transformation des tâches de J1
z

M1

M2

J1

J1

J2

J2

J3

J3

J′6

J′6
J′5

J′5
J4

J4

J7

J7

J8

J8

(c) Le nouveau ordre partiel total SPO∗ avec J′ etJ′

M1

M2

J1

J1

J2

J2

J3

J3

J6

J6

J5

J5

J4

J4

J7

J7

J8

J8

(d) La nouvelle séquence obtenue avec l’algorithme “Change2”

Figure 12 – L’exemple de l’algorithme “Change2”
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lutions optimales équivalentes à partir d’une solution optimale donnée. Pour une
séquence π =< π1 ≺ π2 ≺ ·· · ≺ πn >, π j signifie la tâche à la jeme position dans
π. Pour chaque tâche de la position π1 à πn, nous permutons cette tâche avec une
autre tâche qui la succède. Si la nouvelle solution obtenue a la même valeur de
makespan, alors nous l’ajoutons dans l’ensemble des solutions optimales équiva-
lentes.

La recherche locale est donnée dans l’algorithme (5). Nous pouvons appliquer
cette recherche locale soit sur la solution de Johnson soit sur les solutions don-
nées par l’algorithme OG de [Hadda et al. (2018)]. Elle permet de trouver autres
solutions optimales qui ne respectent pas la forme π = π≺ π en O(n(n−1)

2 ) étapes.
Algorithme 5 : La recherche locale pour des solutions optimales équivalentes

Pour une sequence π =< π1 ≺ π2 ≺ ·· · ≺ πn > de règle de Johnson ou de
l’algorithme de Hadda;

for i = 1 to i = n do
for j = i to j = n do

Permuter la position entre πi et π j pour obtenir la nouvelle solution
π′;

Evaluer la valeur de makespan de π′;
if Cmax(π

′) est optimal then
Ajouter π′ dans l’ensemble des solutions optimales
équivalentes;

end
end

end

3.3.2 Le problème F2,ToU |sequence,Pui j|T EC.

Après avoir obtenu l’ensemble des solutions optimales équivalentes à l’étape
précédente, pour chaque solution obtenue, nous avons besoins de déterminer la
date de début optimale de ses tâches. Par conséquent, nous étudions le prob-
lème d’ordonnancement écoénergétique de flow shop à deux machines avec une
séquence fixée et une consommation énergétique différente entre les tâches. Ce
problème peut être noté par (F2,ToU |sequence,Pui j|T EC), dont Pui j représente
la puissance requise pour traiter la tâche j sur la machine i. Nous montrons dans
les sections suivantes que ce problème peut être résolu de manière optimale en
temps polynomial.

Théorème 3. Le problème (F2,ToU |sequence,Pui j|T EC) peut être décom-
posé en deux problèmes d’ordonnancement sur une seule machine avec une
séquence fixe, une fenêtre de temps donnée (TW ) pour la minimisation du
coût total de l’électricité (T EC) sous la tarification d’électricité ToU, notée
1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC, un sur la machine 1 et un sur la machine 2, et
il peuvent être résolu de manière optimale en temps polynomial (O(T 3)).
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Démonstration.
Pour une séquence donnée π, nous pouvons toujours déterminer le “crossover

job” Jz, l’ensemble J1
z des tâches qui précèdent Jz et l’ensemble J2

z des tâches qui
succèdent Jz. Selon la définition de “crossover job”, nous avons :

Jz = πx|Cmax(π) =
x

∑
i=1

p1πi +
n

∑
i=x

p2πi

Nous pouvons montrer facilement que : ∑
x−1
i=1 p2πi ≤ ∑

x
i=2 p1πi et ∑

n
i=x+1 p1πi ≤

∑
n−1
i=x p2πi . Alors, chaque tâche J j ∈ J1

z a une fenêtre de temps pour sa date de
début sur la machine 2. La fenêtre de temps de chaque tâche J j = π j ∈ J1

z est
déterminée par sa date de début au plus tôt (EST2 j) sur la machine 2 : EST2 j =
max(C1π j ,C2π j−1) et par sa date de début au plus tard (LST2 j) sur la machine 2 :
LST2 j = S2πx −∑

x−1
i= j+1 p2 j. Respectivement, chaque tâche J j ∈ J2

z a une fenêtre de
temps pour sa date de début sur la machine 1. La fenêtre de temps de chaque tâche
J j = π j ∈ J2

z est déterminée par sa date de début au plus tôt (EST1 j) sur la machine
1 : EST1 j = C1π j−1 et par sa date de début au plus tard (LST1 j) sur la machine 1 :
LST1 j =C1πn−∑

n
i= j+1 p1i. Les fenêtres de temps des tâches d’un même ensemble

peuvent se chevaucher. Par récurrence, en déterminant la date de début de la tâche
π j, la fenêtre de temps de tâche π j+1 peut être modifiée pour garantir la faisabilité
du planning.

Le choix de date de début des tâches d’un ensemble n’affecte pas la fenêtre
de temps des tâches de l’autre ensemble. Par conséquent, nous étudions deux
problèmes d’ordonnancement sur une seule machine avec une séquence fixe, une
fenêtre de temps (TW ) pour la minimisation totale des coûts d’électricité (T EC)
sous le tarif ToU.

Nous prenons l’exemple d’une séquence de 6 tâches J1≺ J2≺ J3≺ J6≺ J5≺ J4
dans dans la Fig.(13a). La tâche J6 est le “crossover job”. Les dates de début
possibles pour chaque tâche sont représentées par la fenêtre de temps TW (TW
en rouge représente les dates de début possibles sur la machine 2, TW en bleu
représente les dates de début possibles sur la machine 1). Alors, nous étudions
le problème (1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC) sur la machine 2 pour déterminer
la date de début optimale des tâches J1

z = {J1,J2,J3} (Fig.(13b). Sur la machine
1, nous étudions le problème 1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC pour déterminer la
date de début optimale des tâches J2

z = {J5,J4} (Fig.(13c).
Le problème similaire a été étudié par [Aghelinejad et al. 2018b]. Dans leur

étude, ils ont étudié les problèmes d’ordonnancement sur une seule machine, où
la machine a plusieurs états de fonctionnement : en marche, en idle ou en arrêt.
Chaque état de fonctionnement consomme une quantité d’énergie différente. En
outre, la puissance nécessaire pour le traitement d’une tâche est différente de celle
d’une autre. La séquence des tâches est fixée, et la tarification d’électricité est
ToU . Ils ont considéré des cas où la vitesse de la machine est uniforme et des cas
où la vitesse de la machine varie. Ces problèmes sont résolus par une approche de
programmation dynamique. Ils ont montré que le problème de vitesse uniforme est
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Machine 1 J1 J2 J3 J6 J5 J4

0 3 9 18 30 36 41 52

Machine 2 J1 J2 J3 J6 J5 J4

TW1 TW2 TW3

TW4
TW5

(a) Les tâches et les fenêtres de temps de leurs dates de début

0 3 9 18 30 52

Machine 2 J1 J2 J3 J6 J5 J4

TW1 TW2 TW3

(b) Le problème 1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC sur la machine 2

Machine 1 J1 J2 J3 J6 J5 J4

0 3 9 18 30 36 41 52
TW4

TW5

(c) Le problème 1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC sur la machine 1

Figure 13 – La décomposition de (F2,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC) en deux
problèmes (1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC)

polynomial de degré 3 (O(T 3)) et que le problème de vitesse variable est pseudo-
polynomial.

Sur la base de leur étude sur le cas de vitesse uniforme, notre problème est
similaire à leur problème où la machine n’a que deux états de fonctionnement
: marche ou arrêt. Une approche de programmation dynamique qui est prouvée
polynomiale, est développée pour résoudre notre problème

Alors, le problème F2,ToU |sequence,Pui j|T EC peut être décomposé en deux
problèmes d’ordonnancement sur une seule machine avec une séquence fixe, une
fenêtre de temps donné (TW ) pour la minimisation du coût total de l’électricité
(T EC) sous la tarification d’électricité ToU, noté 1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC,
un sur la machine 1 et un sur la machine 2, et peut être résolu de manière optimale
en temps polynomial (O(T 3)).

Selon le théorème (3), le problème F2,ToU |sequence,Pui j|T EC peut être dé-
composé en deux problèmes d’ordonnancement, 1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC,
sur la machine 1 et sur la machine 2, respectivement. Le problème est réversible,
alors nous présentons l’approche de résolution de (1,ToU |sequence,TW,Pui j|T EC)
sur la machine 2. La même approche peut être appliquée sur la machine 1 en in-
versant la configuration.

Dans notre approche, le problème avec T périodes et n tâches est modélisé par
un graphe de V nœuds, E arcs et T + 1 niveaux de décisions. Chaque niveau de
décision t correspond à une période de temps (de période 1 à période T ). Chaque
niveau t est associé à un ensemble de nœuds (Nt) de date de début possible de la
dernière tâche qui a été traitée jusqu’à la période t. Chaque nœud v∈V est identifié
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par la tâche J j et sa date de début t : (J j, t). Par exemple, le nœud v1 = {J1,8}
représente le traitement de la tâche J1 qui commence à la période t = 8.

Avec une séquence donnée, nous avons donc un nombre fini de tâches et leurs
fenêtres de temps associées sont donc connues. Alors le nombre total des nœuds
pour n tâches est prédéterminé. Nous avons besoins de deux nœuds supplémen-
taires, un nœud I qui représente l’état initial où aucune tâche n’a été traitée, un
noeud F pour représenter l’état final où toutes les tâches sont traitées. Au final, le
nombre total de nœuds est : |V | = ∑

n
j=1 |TWj|+ 2 dont |TWj| : est le nombre de

période t dans la fenêtre de temps TWj.
L’arc e ∈ E: e(J j,t)−(Jk,t ′) avec J j,Jk ∈ J et t, t ′ ∈ T représente la transition entre

la tâche J j commençant à période t et la tâche Jk commençant à période t ′. La
valeur de chaque arc e(J j,t)−(Jk,t ′) représente le coût d’électricité de traitement de
tâche J j si elle commence à période t.

T EC(J j,t)−(Jk,t ′) =
t+p2 j

∑
t

Pu2 j× ct

Où :
p2 j : le temps de traitement de tâche j sur la machine 2.
Pu2 j : la puissance requise pour le traitement de tâche j sur la machine 2.
ct : le prix d’électricité à la période t.
Tout d’abord, nous avons |TWπ1 | arcs qui relie l’état initial avec le traitement

de la première tâche (π1) de la séquence. Ensuite, nous avons |TWπn | qui relie
le traitement de la dernière tâche (πn) de la séquence avec l’état final. Nous avons
également la relation de précédence entre des nœuds qui est définie par la séquence.
Pour une tâche Jk qui succède la tâche J j dans la séquence π, (Jk, t ′) est précédé par
tous les nœuds (J j, t) dont (t ≤ t ′− p2 j). Alors, entre (J j, t) et (Jk, t ′), le nombre
d’arcs est : min((t ′− p2J j− t+1), |TWj|). Le nombre d’arcs entre des noeuds dans

le graphe est : ∑
n
j=2 ∑

LSTj
t=ESTj

∑
t
t ′=ESTj−1

min((t− p2 j−t ′), |TWj|). En comptant l’état
initial et l’état final, nous avons le nombre total des arcs dans le graphe :

|E|=
n

∑
j=2

LSTj

∑
t=ESTj

t

∑
t ′=ESTj−1

min((t− p2 j− t ′), |TWj|)+ |TWπ1 |+ |TWπn |

Dans notre graphe, une solution réalisable du problème est représentée par un
chemin qui part du nœud I au niveau 1 jusqu’au nœud F au niveau T . Le chemin
le plus court qui commence au nœud I et se termine au nœud F représente la
solution optimale du problème qui vise à minimiser le coût total d’électricité. Il
est bien connu que lorsque toutes les valeurs des arcs du graphe sont positives,
l’algorithme de Dijkstra est l’un des algorithmes les plus efficaces pour trouver le
chemin le plus court d’un graphe comme la solution optimale. Nous considérons
que le coût C(J j, t) associé au nœud (J j, t) indique le coût minimum pour la date
de début de la tâche J j à la période t. La relation de récurrence utilisée pour évaluer
le coût de chaque nœud est la suivante :

C(I,0) = 0
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C(J j, t) = min
(J′,t ′)∈A(J j ,t)

[
C(J′, t ′)+T EC(J j,t)−(Jk,t ′)

]
Dont :

AJ j,t : l’ensemble des noeuds reliés à (J j, t).
Nous prenons un exemple pour illustrer notre modélisation, Fig.(14). Nous

avons une séquence de 6 tâches π = J1 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J6 ≺ J5 ≺ J4. Dans cet exem-
ple, nous déterminons la date de début optimale sur la machine 2 pour les tâches
J1,J2,J3.

• J1 a EST1 = 3 et LST1 = 7 donc TW1 = [3;7].

• J2 a EST2 = 7 et LST2 = 10 donc TW2 = [7;10].

• J3 a EST3 = 12 et LST3 = 14 donc TW3 = [12;14].

Les fenêtres de temps pour les tâches J1,J2,J3 sont représentées dans la Fig.(14a).
La modélisation en graphe est représentée dans la Fig.(14b).

Machine 1 J1 J2 J3 J6 J5 J4

0 3 7 12 25 31 36 46

Machine 2 J1 J2 J3 J6 J5 J4

TW1
TW2 TW3

(a) Les fenêtres de temps pour les tâches J1,J2 et J3

(b) La modélisation par graphe pour la détermination de la date de début optimale de J1,J2,J3

Figure 14 – L’exemple de détermination de date de début optimale des tâches J1,
J2 et J3

3.3.3 Le problème F2,ToU |perm,C∗max|T EC.

Nous avons présenté dans les sections précédentes la recherche des solutions opti-
males équivalentes de problème F2|perm|Cmax et l’approche de résolution pour
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le problème F2,ToU |sequence,Pui j|T EC. Nous présentons dans cette section
l’approche de résolution pour le problème F2,ToU |perm,C∗max|T EC qui reprend
l’ensemble des éléments présentés auparavant.

L’approche de résolution se compose de deux phases. La première phase est la
recherche des solutions optimales équivalentes. Dans cette phase, nous appliquons
les méthodes présentées dans la partie (3.3.1) pour construire un ensemble des so-
lutions équivalentes. Ensuite, la deuxième phase consiste à déterminer la date de
début optimale des tâches dans chaque solution trouvée lors de la première phase.
Dans cette phase, nous appliquons l’approche présentée dans la partie (3.3.2) pour
construire le l’ordonnancement. A la fin, nous prenons l’ordonnancement dont le
coût d’électricité est minimum pour notre solution. Nous présentons notre heuris-
tique HFF dans l’algorithme (6).

Algorithme 6 : Heuristique HFF

Data : J, pi j, Pui j, ct

Result : π∗, T ECπ∗

1. Classer les tâches dans les deux sous-ensembles J et J. ;

2. Appliquer l’algorithme “OG” de [Hadda et al. (2018)] pour obtenir l’ordre
partiel total SPO;

3. Déterminer le “crossover” Jz et J1
z ≺ Jz ≺ J2

z pour SPO;

4. Générer l’ensemble E des solutions optimales équivalentes à partir de SPO;

5. Appliquer l’algorithme (4) sur J1
z et J1

z pour le changement des tâches entre
J et J et obtenir nouveau SPO∗;

6. Ajouter des solutions générées par SPO∗ à l’ensemble E;

7. Appliquer l’algoritme (3) sur SPO pour obtenir les nouveaux SPO′ en
changement le premier et le dernier “ground job”.

8. Ajouter des solutions générées par SPO′ à l’ensemble E;

9. Pour chaque SPO′ obtenu à l’étape 7, reprendre les étape 3,4,5 et 6;

10. Pour chaque solution de E, appliquer la recherche locale (5) qui étend
l’ensemble de solution E;

11. Pour chaque solution optimale équivalente de E, appliquer la
programmation dynamique présentée dans la partie (3.3.2) pour construire
le plan de production.

12. Prendre la solution π∗ ∈ E dont T ECπ∗ est minimum pour la solution finale.
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A part de l’heuristique HFF , nous proposons 6 autres heuristiques qui sont
fondées sur les résulats de Johnson [Johnson (1954)] et de Hadda [Hadda et al.
(2018)] :

• Heuristique JohnsonLS : l’application de la recherche locale (5) sur la solu-
tion de Johnson.

• Heuristique JohnsonST : l’application de la programmation dynamique de
la partie (3.3.2) sur la solution de Johnson pour déterminer la date de début
optimale des tâches.

• Heuristique JohnsonLS+ST : l’application de la recherche locale (5) sur la
solution de Johnson et ensuite la détermination de la date de début optimale
des tâches par la programmation dynamique.

• Heuristique HaddaLS : l’application de la recherche local (5) sur l’ensemble
des solutions générées par l’algorithme “OG” de [Hadda et al. (2018)].

• Heuristique HaddaST : l’application de la programmation dynamique de la
partie (3.3.2) sur les solutions de l’algorithme “OG” de [Hadda et al. (2018)]
pour déterminer la date de début optimale des tâches..

• Heuristique HaddaLS+ST : l’application de la recherche locale (5) sur les
solutions de l’algorithme “OG” de [Hadda et al. (2018)] et ensuite la déter-
mination de la date de début optimale des tâches par la programmation dy-
namique.

3.3.4 La borne inférieure

Dans cette section, nous proposons une borne inférieure pour estimer la qualité des
solutions fournies par nos heuristiques. La borne inférieure est obtenue en relaxant
certaines contraintes du problème.

Premièrement, nous prenons la machine 1 et la machine 2 pour deux machines
parallèles non reliées. La charge de travail de chaque machine ne change pas.
Elle est définie par le temps de traitement des tâches sur cette machine (WLi =

∑ j∈J pi j,∀i ∈M).
Deuxièmement, la préemption est autorisée. Le traitement d’une tâche peut

être interrompu à tout moment et peut se poursuivre ultérieurement sans frais sup-
plémentaires.

Le problème relaxé est similaire au problème (R|pmtn|Cmax +T EC), qui peut
être résolu en temps polynomial selon l’étude de [Chen et al. (2018)].

Soit Z = max(WL1,WL2) dont WLi est la charge de travail de la machine i.
Si C∗max est connu, alors la solution optimale de (R|pmtn|C∗max + T EC) utilise Z
périodes qui se trouvent avant C∗max dont les prix d’électricité sont les moins chers.
Cette proposition est démontrée dans l’étude de [Chen et al. (2018)]. Alors la borne
inférieure de notre problème (F2,ToU |perm,C∗max|T EC) est calculée de la façon
suivante :
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1. De période 1 à C∗max, trier les périodes de temps dans l’ordre non-décroissante
de leurs prix d’électricité. Nous obtenons un horizon de travail T ′ dont les
prix d’électricité sont non-décroissants pendant une fenêtre de temps allant
de la première période à C∗max.

2. Pour chaque machine i, trier les tâches dans l’ordre non-croissant de la puis-
sance requise. En traitant les tâches selon l’ordre trié dans l’horizon de tra-
vail T ′, nous obtenons le coût d’électricité total T EC′i pour chaque machine
i.

3. La borne inférieure est alors : LB = ∑i∈M T EC′i .

3.4 Les tests numériques

Dans cette section, nous menons des tests numériques. Nous comparons nos heuris-
tiques avec une approche de résolution dans la littérature : “Iterated local search
dynamic programming” (ILSDP) de [Wang et al. (2018)]. ILSDP emploie une
recherche locale itérative pour résoudre un problème d’ordonnancement de flow
shop à deux machines de permutation avec la minimisation de coût d’électricité
pendant un horizon de travail T . Ensuite, ils appliquent la programmation dy-
namique à la solution finale de la recherche locale itérative. En assurant que ILSDP
donne une solution π réalisable pour (F2,ToU |perm,C∗max|T EC) (Cmax(π)=C∗max),
l’horizon de travail est alors limité T =C∗max.

Les heuristiques et ILSDP sont implémentées sur “Microsoft Visual Studio
Community 2017-Visual C++ 2017 version 15.5.2”. Le modèle mathématique est
implémenté sur “Microsoft Visual Studio Community 2017-Visual C++ 2017 ver-
sion 15.5.2” couplé avec “Cplex Studio IDE 12.7.1”. La solution de Johnson étant
évidemment une solution réalisable de notre problème, alors elle est prise comme
solution initiale pour le solveur Cplex. Les tests numériques sont menés sur un
ordinateur “Intel Core i5-7200U CPU @2.5 GHz 2.5 GHz” de 6 GB de mémoire
et un système d’exploitation de Windows 7.

3.4.1 La génération des données

Une instance de (F2,ToU |perm,C∗max|T EC) se compose de deux types de don-
nées. Le premier type contient des données de tâches : le temps de traitement et
la puissance requise pour chaque tâche sur chaque machine. La configuration de
chaque instance est déterminée par le nombre de tâche à traiter n. Nous générons
des instances pour n = 5,10,15,20 tâches. Les temps de traitement sont générés
en se fondant sur des instances de Taillard pour l’ordonnancement de flow shop
[Taillard 1993]. Si n≤ 20, les temps de traitement sont pris aléatoirement à partir
de l’ensemble d’une instance de 20 tâches et 5 machines de [Taillard 1993]. Si
n = 20, les temps de traitement sont pris de deux premières machines dans chaque
instance de 20 tâches de [Taillard 1993]. La puissance requise pour le traitement
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de chaque tâche est générée aléatoirement entre [1;3] à la manière de l’étude de
[Pilerood et al. 2018].

Le deuxième type de données est la tarification d’électricité. Nous étudions
le tarif de type “Time of Use” (ToU). Tout d’abord, nous définissons l’horizon
de travail : T = 0.8×∑i∈M ∑ j∈J pi j. Ensuite, l’horizon T est divisé en trois types
de période de prix : “off-peak”, “peak” et “semi-peak”. Le prix d’électricité de
chaque type de période est de 0.04 euro/kWh, 0.13 euro/kWh et 0.08 euro/kWh
respectivement, basé sur l’étude de [Sharma et al. 2015]. La durée pour chaque
type de périodes de prix est donnée comme ci-dessous :

ct =


0.04, 1≤ t ≤ dT/4e
0.13, dT/4e+1≤ t ≤ dT/2e
0.04, dT/2e+1≤ t ≤ d3T/4e
0.08, d3T/4e+1≤ t ≤ T

3.4.2 Les résultats numériques

Nous comparons nos heuristiques proposées avec ILSDP en termes d’écart en-
tre leur T EC avec la “ meilleure solution trouvée” et également avec la borne
inférieure. Nous avons deux types d’écart. Le premier type d’écart est entre le
T EC de chaque approche de solution avec la “meilleure solution trouvée” (BKS).
T ECBKS représente la meilleure solution trouvée parmi toutes les approches pro-
posées. Le Gapi représente l’écart entre la solution de l’approche i avec la meilleure
solution : Gapi =

T ECi−T ECBKS

T ECBKS . Le deuxième type d’écart est la comparaison avec
la borne inférieure. Le “GapLB

i ” représente l’écart entre la solution de l’approche
i avec la borne inférieure LB : GapLB

i = T ECi−LB
LB . Le tableau (12) donne: la

moyenne, la valeur maximale, la valeur minimale et l’écart-type (σ) des deux
types d’écart pour toutes les instances, le tableau (12a) pour la comparaison avec la
“meilleure solution trouvée” et le tableau (12b) pour la comparaison avec la borne
inférieure.

Les résultats et les comparaisons entre ces heuristiques avec la “ meilleure
solution trouvée ” sont présentés dans les tableaux (13), (14) et (15) pour les in-
stances de 5,10 et 15 tâches. Les tableaux (16), (17) et (18) représentent les ré-
sultats pour les instances de 20 tâches. Dans chaque tableau, nous retrouvons le
coût d’électricité total de la solution trouvée, le temps d’exécution en secondes
de chaque approche. La résolution de Cplex est limitée par un temps d’exécution
maximum de 3600 secondes.

Les résultats et les comparaisons entre ces heuristiques avec la borne inférieure
sont présentés dans le tableau (19) pour les instances de 10 et 15 tâches. Le tableau
(20) représente les résultats pour les instances de 20 tâches. Pour les instances
de 5 tâches, Cplex donne la solution optimale, alors nous ne comparons pas ces
instances avec la borne inférieure.

D’après les tableaux (12a), (13), (14), (15), (16), (17) et (18), nous avons des
observations ci-dessous :
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• Partant d’une solution de Johnson, nous avons réduit considérablement son
coût total d’électricité en mettant en œuvre la recherche locale et la détermi-
nation de la date de début optimale. L’écart moyen par rapport à la “meilleure
solution trouvée” est diminué de 13.5% (la solution de Johnson) à 3.8%
(JohnsonLS+ST ) (tableau (12a)). Bien qu’une amélioration ait été observée,
nous trouvons toujours un écart maximal de 12.3% de (JohnsonLS+ST ) par
rapport à la “meilleure solution trouvée” pour certaines instances. Par con-
séquent, pour les tarifs ToU , la solution de Johnson n’est pas prometteuse
pour un gain financier.

• L’heuristique HFF donne la meilleure solution parmi toutes les approches
proposées et dans toutes les instances. Les solutions de HFF sont donc
prises pour les “meilleures solutions trouvées” (tableau (15) et tableau (18)).

• ILSDP donne les solutions de bonne qualité pour les instances de petite taille.
En ce qui concerne les instances de 5 tâches, l’écart entre HFF et ILSDP
n’est pas significatif (0.01%). Cependant, les performances de ILSDP se
détériorent au fur et à mesure que le nombre de tâche augmente (tableau
(15) et tableau (18)). Pour les instances de 10,15 et 20 tâches, les solutions
de ILSDP ont un écart respectivement de 5.59%, 7.64% et 8.84% par rapport
à celle de HFF .

• L’heuristique HaddaLS+ST donne également des solutions de bonne qual-
ité qui ont en moyenne un écart de 0.6% par rapport à la “meilleure solu-
tion trouvée” pour toutes les instances (tableau (12a)). Bien que pour cer-
taines instances, l’écart maximal entre HaddaLS+ST et HFF soit à 3.8%,
HaddaLS+ST est aussi très recommandé grâce à son temps d’exécution :
145.13 secondes en moyenne pour les instances de 20 tâches (tableau (17)).

D’après les tableaux (12b), (19) et (20), nous observons :

• HFF donne de bonnes performances dans toutes les instances. L’écart entre
ses solutions et la borne inférieure est en moyenne de 5.2%. D’autre part,
plus la taille des instances augmente, plus l’écart entre la solution de HFF
avec la borne inférieure diminue (6.7% pour 10 tâches, 5.5% pour 15 tâches
et 4.7% pour 20 tâches). Ainsi, lorsque l’exigence de la qualité de solution
est élevée, HFF est une approche très recommandée.

• En plus de HFF , nous avons également l’heuristique HaddaLS+ST dont
l’écart avec la borne inférieure est en moyenne de 6%. (7.6% pour 10 tâches,
6.0% pour 15 tâches et 5.5% pour 20 tâches). HaddaLS+ST est aussi une très
bonne approche en terme de qualité de solution.

• Nous avons dans le tableau (12b) trois autres heuristiques JohnsonLS+ST ,
HaddaLS et HaddaST dont la performance est meilleure que celle de ILSDP
pour le problème F2,ToU |perm,C∗max|T EC. De plus, ces heuristiques ont
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un grand avantage sur le temps d’exécution. Lorsque la limitation de temps
d’exécution est importante, elles peuvent être utilisés pour trouver des solu-
tions réalisables de bonne qualité pour les instances de grandes tailles.

Tableau 12 – La moyenne, max, min et l’écart-type des résultats des heuristiques
pour toutes les instances

(a) Ecart avec la meilleure solution trouvée “BKS”

Gap (%) Johnson JohnsonLS JohnsonST JohnsonLS+ST Hadda HaddaLS HaddaST HaddaLS+ST HFF Cplex ILSDP

Moyenne 13.5% 8.4% 7.9% 3.8% 8.6% 4.7% 3.0% 0.6% 0.0% 7.6% 6.6%
Max 35.5% 25.5% 20.3% 12.3% 27.8% 16.1% 9.0% 3.8% 0.0% 20.3% 21.0%
Min 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%

σ 7.9% 5.8% 4.5% 2.8% 6.7% 4.1% 2.4% 0.9% 0.0% 5.0% 5.3%

(b) Ecart avec la borne inférieure

Gap (%) Johnson JohnsonLS JohnsonST JohnsonLS+ST Hadda HaddaLS HaddaST HaddaLS+ST HFF Cplex ILSDP

Moyenne 21.8% 15.7% 14.8% 9.9% 15.8% 11.0% 8.9% 6.0% 5.2% 14.9% 13.6%
Max 44.0% 29.8% 29.4% 20.8% 35.8% 21.9% 20.4% 13.1% 10.4% 29.4% 23.2%
Min 9.9% 7.4% 2.4% 2.4% 6.3% 5.1% 2.3% 1.8% 1.8% 2.4% 4.7%

σ 6.8% 5.1% 4.6% 3.1% 6.6% 4.2% 3.2% 2.1% 1.8% 4.8% 4.7%

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes concentrés sur le problème d’ordonnancement
d’un atelier de flow shop à deux machines sous ToU avec une optimisation con-
jointe du makespan et du coût de l’électricité, notée (F2,ToU |perm,C∗max|T EC).
Nous avons exploité et étendu l’ensemble des solutions optimales équivalentes de
[Hadda et al. 2018] avec des nouvelles propositions et la recherche locale. Nous
avons démontré que sous le makespan optimal et la séquence prédéterminée, le
problème d’ordonnancement écoénergétique de flow shop à deux machines peut
être résolu optimalement dans O(T 3) étapes qui est meilleure que O(T 4) étapes
de la programmation dynamique de [Wang et al. (2018)]. Nous avons proposé
trois heuristiques reprenant la règle de Johnson, trois heuristiques reposant sur
l’algorithme OG de [Hadda et al. 2018] et une heuristique HFF . Nous avons mené
des tests numériques pour évaluer la performance de nos heuristiques. Nous avons
comparé nos heuristiques avec l’approche ILSDP de [Wang et al. (2018)] et avec
une borne inférieure.

Notre étude sur l’extension de l’ensemble des solutions équivalentes offre plus
de solutions au manager non seulement dans la minimisation de coût d’électricité
mais aussi dans l’approche d’ordonnancement robuste. En cas de perturbation,
une solution peut être remplacée par une autre sans impact significatif car elles ont
toutes la même valeur de makespan. Cinq parmi les sept heuristiques proposées
ont amélioré la solution de Johnson et ILSDP en termes de coût d’électricité to-
tal. Le manager peut utiliser n’importe lequel de ces heuristiques JohnsonLS+ST ,
HaddaLS, HaddaST , HaddaLS+ST et HFF pour diminuer le coût total d’électricité
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Tableau 13 – La comparaison entre les heuristiques basées sur Johnson avec la
meilleure solution trouvée “BKS” pour les instances de 5,10 et 15 tâches
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Tableau 14 – La comparaison entre les heuristiques basées sur Hadda avec la
meilleure solution trouvée “BKS” pour les instances de 5,10 et 15 tâches
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Tableau 15 – La comparaison entre HFF , Cplex et ILSDP avec la meilleure solu-
tion trouvée “BKS” pour les instances de 5,10 et 15 tâches
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Tableau 16 – La comparaison entre les heuristiques basées sur Johnson avec la
meilleure solution trouvée “BKS” pour les instances de 20 tâches
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Tableau 17 – La comparaison entre les heuristiques basées sur Hadda avec la
meilleure solution trouvée “BKS” pour les instances de 20 tâches.
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Tableau 18 – La comparaison entre HFF , Cplex et ILSDP avec la meilleure solu-
tion trouvée “BKS” pour les instances de 20 tâches.
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Tableau 19 – La comparaison entre les heuristiques, Cplex et ILSDP [Wang et al.
(2018)] avec la borne inférieure pour les instances de 10 et 15 tâches.
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Tableau 20 – La comparaison entre les heuristiques, Cplex et ILSDP [Wang et al.
(2018)] avec la borne inférieure pour les instances de 20 tâches.
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d’un ordonnancement sans augmenter le makespan. En particulier, HaddaLS+ST

et HFF fournissent des solutions de très bonne qualité dans un temps d’exécution
réduit.

Concernant l’approche de résolution, nos heuristiques peuvent être appliquées
à tout type de politique de prix de l’électricité telle que Critical-Peak-Pricing, Real-
Time-Pricing sans aucune difficulté en raison de la linéarité de la fonction objectif.
Il existe également des politiques de tarification de l’électricité dont les fonctions
de coût ne sont pas linéaires. Dans ces cas, le coût de l’électricité peut être estimé
par une fonction par morceaux [Haouassi et al. 2016], une fonction exponentielle
de la consommation d’énergie [Zhang et al. 2017] qui est utilisée pour éviter effi-
cacement le pic de consommation. Nous pouvons étendre notre étude en linéarisant
les fonctions objectives non linéaires mais cette approche peut prendre beaucoup
de temps pour la résolution. Des travaux supplémentaires sont nécessaires pour
trouver des approches efficaces pour ces politiques de tarification.

Après avoir étudié le problème écoénergétique de flow shop à deux machines
avec la consommation énergétique dépendant de la caractérisitque des tâches. Nous
nous intéressons, dans le chapitre suivant, à l’étude d’ordonnancement écoénergé-
tique de flow shop à deux machines dont la consommation énergétique est liée à
l’état de fonctionnement des machines.
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4 Optimisation du coût d’électricité d’un flow shop sous
ToU liée aux états de fonctionnement des machines

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié l’optimisation du coût d’électricité
de la solution optimale de flow shop à deux machines sous ToU . La consommation
énergétique dans l’étude précédente dépend de caractéristiques des tâches. Dans
ce chapitre, nous considérons la minimisation du coût d’électricité de flow shop à
deux machines sous ToU dont la consommation énergétique est liée aux états de
fonctionnement des machines : en marche et en idle.

Tout d’abord, nous donnons les cas optimaux pour certaines structures spéci-
fiques de prix d’électricité de ToU qui ne comprennent que deux intervalles de
prix. Le cas où le prix de l’électricité diminue, la règle de Johnson et la program-
mation dynamique donnent une solution optimale. Le cas où le prix de l’électricité
augmente, nous fournissons une condition d’optimalité pour la règle de John-
son. Deuxièmement, nous développons une propriété fondée sur la règle de John-
son qui détermine la séquence optimale pour les structures de prix générales de
ToU . Troisièmement, nous proposons un nouveau modèle mathématique linéaire
en nombres entiers mixtes intégrant cette propriété. Ensuite, nous concevons une
méthode exacte fondée sur la décomposition de Benders pour résoudre le prob-
lème. Enfin, les tests numériques montrent que notre approche proposée améliore
significativement la qualité des résultats existants dans la littérature.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Dans la première section, nous
présentons la problématique du problème. Puis, nous rappelons la règle de Johnson
et la programmation dynamique proposée par [Wang et al. (2018)] dans la section
2. Dans la section 3, nous proposons les propriétés fondées sur la règle de Johnson
qui renforcent l’approche de résolution. Nous présentons le modèle mathématique
dans la section 4, y compris le modèle de la littérature et notre modèle proposé.
Ensuite, nous proposons la méthode de résolution exacte fondée sur la décompo-
sition de Benders dans la section 5. Dans la section 6, nous menons des tests
numériques pour évaluer la performance de nos approches de résolutions. Enfin,
nous concluons ce chapitre par les contributions de notre étude.

4.1 La problématique

Dans cette étude, nous étudions un problème d’ordonnancement de flow shop de
permutation à deux machines avec la prise en compte de coût d’électricité. [Wang
et al. (2018)] ont étudié ce problème et l’ont nommé TMPFSEC. En utilisant la
notation de Graham [Graham et al. (1979)], nous pouvons référencer le problème
comme F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC, dont Pui j représente la puissance req-
uise pour le traitement de la tâche j sur la machine i, Puidle représente la puissance
consommée quand la machine est en idle.

Nous prenons un exemple de six tâches pour mieux illustrer notre étude
(tableau(21)). Le temps de traitement de chaque tâche est donné dans le tableau
(21a). Le tableau (21b) donne la puissance consommée quand les machines sont
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en marche et en idle. Nous comparons le coût d’électricité entre deux plans de
production π1 = J5 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J1 ≺ J4 ≺ J6 et π2 = J5 ≺ J3 ≺ J2 ≺ J1 ≺ J4 ≺ J6.
La tarification d’électricité ToU est donnée dans la Fig.(15a). L’évolution de la
consommation énergétique de π1 et π2 sont données dans les Fig.(15b) et Fig.(15c)
respectivement. Le tableau (22) compare le coût d’électricité total entre deux plans
de production. L’écart entre deux solution est calculé comme suit :

Gapi =
T ECi−T EC1

T EC1

Nous trouvons un écart significatif de 29.21% entre la solution π1 et π2. Alors, il
existe une grande possibilité de gain financier pour le problème d’ordonnancement
de flow shop à deux machines sous ToU avec la consommation énergétique liée
aux états de fonctionnement des machines : en marche et en idle.

Tableau 21 – Le temps de traitement et la puissance consommée liée aux fonction-
nements des machines.

(a) Le temps de traitement de chaque tâche

Tâche 1 Tâche 2 Tâche 3 Tâche 4 Tâche 5 Tâche 6
Machine 1 8 6 2 6 1 10
Machine 2 9 10 8 5 7 5

(b) La puissance consommée liée aux fonction-
nement des machines

En marche En idle
Machine 1 3 1
Machine 2 6 1

Tableau 22 – La comparaison du coût d’électricité total entre π1 et π2.

N° Séquence Coût d’électricité (TEC) Gap
1 J5 ≺ J2 ≺ J3 ≺ J1 ≺ J4 ≺ J6 25.6 0.00%
2 J5 ≺ J3 ≺ J2 ≺ J1 ≺ J4 ≺ J6 33.08 29.21%

Une instance de F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC, Pui j consiste à traiter un
ensemble de J = {1,2, . . . ,n} de n tâches sur un ensemble M = {1,2} machines.
Les machines sont disponibles à partir de l’instant zéro. Chaque tâche j ∈ J a
une quantité de temps de traitement pi j sur la machine M. Les tâches doivent
être traitées de manière non préemptive tout d’abord sur la machine 1, puis sur la
machine 2. À tout moment, chaque machine ne peut traiter qu’une seule tâche au
maximum, et chaque tâche ne peut être traitée que sur une seule machine à la fois.

Les machines qui démarrent à l’instant zéro signifie qu’elles sont soient en
marche soient en idle à partir de l’instant initial. Nous ne pouvons qu’arrêter
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sous la tarification ToU.
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une machine si et seulement si toutes les tâches sur cette machine ont été traitées.
De plus, la machine i consomme bi comme quantité d’énergie par unité de temps
lorsqu’elle traite les tâches, elle consomme di comme quantité d’énergie par unité
de temps lorsqu’elle est en idle.

La tarification d’électricité dans cette étude est de tarif ToU . Nous rappelons
ici le mécanisme de tarif ToU . L’horizon de travail est composé de T périodes de
temps qui est réparties en K intervalles de prix, chaque intervalle de prix p ∈ K
est caractérisé par la date de début Stp, la durée dp et le prix d’électricité f cp.
Généralement, le prix d’électricité dans un intervalle correspond à un des trois
niveaux de prix : “off-peak”, “peak” et “semi-peak”. Les périodes t ∈ T qui se
trouvent dans un intervalle de prix p ont le prix d’électricité ct = f cp,∀Stp ≤ t ≤
Stp +dp.

Nous rappelons la notation des données et des variables qui ont étés présentées
dans le chapitre précédent, nous présentons également la notation des nouvelles
données et nouvelles variables comme ci-dessous :

Les données :

• M : l’ensemble de machines, parcouru par l’indice i = 1,2

• J : l’ensemble de tâches, parcouru par l’indice j, j′ = 1, . . . ,n.

• T : l’horizon de travail, parcouru par l’indice t = 1, . . . ,T .

• K : l’ensemble d’intervalle de prix, parcouru par l’indice p

• bi : la quantité d’énergie consommée par unité de temps lorsque la machine
i traite les tâches.

• di : la quantité d’énergie consommée par unité de temps lorsque la machine
i est en idle.

• ct : le prix d’électricité de la période t.

• f ck : le prix d’électricité de l’intervalle de prix k.

• pi j : le temps de traitement de tâche j sur la machine i.

• Stk : la date de début de l’intervalle de prix k.

• ek : la date de fin de l’intervalle de prix k.

• V : une très grande valeur.

Les variables:

• Si j : la date de début de traitement de tâche j sur la machine i.

• Ci j : la date d’achèvement de traitement de tâche j sur la machine i.
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• Fi : la date d’arrêt de la machine i.

• git = 1 si la machine i est en marche pendant la période t, et = 0 sinon.

• zi jt = 1 si la machine i traite la tâche j pendant la période de temps t, et = 0
sinon.

• αi jp : la quantité de traitement de la tâche j sur la machine i pendant l’intervalle
de prix p.

• βi jp = 1 si la tâche j est traitée sur la machine i pendant l’intervalle de prix
p, et = 0 sinon.

• x j j′ = 1 si la tâche j précède la tâche j′, et = 0 sinon.

• γ jp = 1 si la tâche j a commencé à être traitée sur la machine 2 pendant
l’intervalle de prix p, et = 0 sinon.

• ω
p
j j′ = 1 si la tâche j et la tâche j′ ont commencé leurs traitement sur la

machine 2 pendant le même intervalle de prix p, et = 0 sinon.

• T EC : le coût d’électricité total.

4.2 La règle de Johnson et la programmation dynamique

Avant d’aborder le problème, nous rappelons brièvement deux résultats de la lit-
térature qui conviennent à notre approche de résolution. Premièrement, la règle
de Johnson [Johnson (1954)] peut trouver la solution optimale en O(n logn) étapes
pour le problème F2|perm|Cmax. Deuxièmement, la programmation dynamique
(DP) proposée par [Wang et al. (2018)] résout de manière optimale F2|Pui j =
Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC lorsque la séquence des tâches est prédéterminée.

4.2.1 La règle de Johnson

Pour toutes les instances de (F2|perm|Cmax), en fonction du temps de traitement,
nous distinguons les tâches en deux ensembles J = {J j ∈ J|p1 j < p2 j} et J = {J j ∈
J|p2 j < p1 j}. Les tâches dont p1 j = p2 j peuvent être placées arbitrairement soit
dans J soit dans J. Pour obtenir la séquence de Johnson, nous appliquons le pro-
cessus ci-dessous :

1. Trier J dans l’ordre non-décroissant des temps de traitement sur la machine
1.

2. Trier J dans l’ordre non-croissant des temps de traitement sur la machine 2.

3. La séquence optimale est constituée de J suivi de J après avoir les triés.
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4.2.2 La programmation dynamique [Wang et al. (2018)]

Nous rappelons brièvement la programmation dynamique proposée par [Wang et al.
(2018)]. Soit π une séquence de tâches donnée, la DP recherche la date de début
optimale de chaque tâche pour F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC. Soit Ci, j and Ci, j

respectivement les bornes inférieure et supérieure pour la date de fin de la tâche à la
jeme position dans π (π( j)) sur la machine i. L’horizon de travail T et la séquence
π étant donnés, nous pouvons calculer Ci, j et Ci, j pour toutes les tâches π( j) ∈ J
par les équations ci-dessous :

C1, j =
j

∑
l=1

p1,l,∀ j ∈ J; (18)

C2,1 =
2

∑
i=1

pi,1; (19)

C2, j = max{C2, j−1,C1, j}+ p2, j;∀ j ∈ J \{1}; (20)

C2, j = T −
n

∑
l= j+1

p2,l;∀ j ∈ J; (21)

C1, j = min{C1, j+1− p1, j+1,C2, j}− p2, j;∀ j ∈ J \{n}; (22)

C1,n = T − p2,n;∀ j ∈ J \{n}; (23)

Une date de fin réalisable de la tâche π( j) doit satisfaire deux conditions :

1. C1, j ≤C1, j ≤C1, j.

2. max{C1, j + p2, j,C2, j} ≤C2, j ≤C2, j.

La DP énumère l’ensemble des dates de fin réalisables pour les tâches sur deux
machines en O(T 2) étapes. Puis, la DP détermine la date d’achèvement optimale
de la tâche π( j) à partir de l’ensemble des dates d’achèvement réalisables, ce qui
a le coût total d’électricité minimal. La DP procède de manière récurrente de la
première position à la dernière position de la séquence π en O(nT 4) étapes pour
obtenir le coût d’électricité total minimum. Le détail de DP et la relation de récur-
rence sont donnés ci-dessous :

Nous définissons tout d’abord :

• Bit = bi ∑
t
k=1 ck : le coût d’électricité de la machine i lorsqu’elle est en

marche de la période k = 1 à la période t.

• Dit = di ∑
t
k=1 ck : le coût d’électricité de la machine i lorsqu’elle est en idle

de la période k = 1 à la période t.
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Alors, nous avons Bit ′ −Bit le coût d’électricité de la machine i lorsqu’elle est
en marche dans un intervalle de temps [t, t ′]. Nous avons le même résultat pour le
coût d’électricité lorsque la machine est en idle.

Soit Ω( j,φ,ψ) l’ensemble de date d’achèvement réalisable de la tâche à la
( j−1)eme position sur deux machines lorsque la tâche à la jeme position a C1, j = φ

et C2, j = ψ. Alors, nous avons :

Ω( j,φ,ψ) = {(φ′,ψ′)|C1, j−1 ≤ φ
′ ≤min{C1, j−1,φ− p1, j},

max{φ′+ p2, j−1,C2, j−1} ≤ ψ
′ ≤min{C2, j−1,ψ− p2, j}}.

Soit T EC( j,φ,ψ) le coût d’électricité minimum de Ω( j,φ,ψ). Si Ω( j,φ,ψ) =
/0, nous avons T EC( j,φ,ψ) = +∞. Nous pouvons calculer T EC( j,φ,ψ) grâce à la
relation de récurrence suivante :

1.
T EC(0,0,0) = 0.

2.

T EC( j,φ,ψ) = min
φ′,ψ′
{B1φ−B1,φ−p1, j +B2,ψ−p2, j +D1,φ−p1, j −D1,φ′

+D2,ψ−p2, j −D2,ψ′+T EC( j−1,φ′,ψ′)|(φ′,ψ′) ∈Ω( j,φ,ψ)}

Alors, le coût d’électricité total optimal d’une séquence π donnée est obtenu
par l’équation ci-dessous :

T EC(π)=min
φ′,ψ′
{T EC(n,φ,ψ)|C1, j≤C1, j≤C1, j,max{C1, j+ p2, j,C2, j}≤C2, j≤C2, j}

4.3 Les propositions fondées sur la règle de Johnson

Dans cette section, nous développons certaines propriétés fondées sur la règle de
Johnson pour améliorer l’approche de résolution. Tout d’abord, nous présentons
des configurations spécifiques de tarification ToU à deux intervalles de prix. Nous
montrons que dans ces configurations, la règle de Johnson [Johnson (1954)] avec
la DP donne la solution optimale. Ensuite, nous développons une propriété fondée
sur la règle de Johnson pour la configuration générale de ToU .

4.3.1 Deux intervalles de prix

Nous supposons que l’horizon de travail se compose de deux intervalles de prix p
et (p+ 1) dont les prix de l’électricité associés sont respectivement f cp et f cp+1.
p précède p+1.

Soit πJohnson la séquence de Johnson, δ1 le temps d’inactivité positif le plus petit
sur la machine 2 lorsque toutes les tâches de πJohnson commencent au plus tôt possi-
ble. Pour chaque instance donnée, nous pouvons calculer : A j =

p1 j−p2 j
min(δ1,p2 j)

,∀ j ∈ J.
Nous rappelons que b2 et d2 sont les puissances énergétiques consommées par unité
de temps lorsque la machine 2 est en marche et en idle respectivement.
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Propriété 1. Lorsque le problème F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC n’a que deux
intervalles de prix, l’application de DP sur la séquence de Johnson donne la solu-
tion optimale dans les cas suivants :

1. f cp ≥ f cp+1.

2. f cp < f cp+1 et b2×( f cp+1− f cp)
d2× f cp

≤ A j,∀ j ∈ J.

Démonstration.
Le prix d’électricité est décroissant ( f cp > f cp+1) :
Dans cette section, l’horizon de travail se compose de deux intervalles de prix p

et (p+1). L’intervalle p correspond à la période “peak” avec le prix de l’électricité
associé f cp, l’intervalle (p+1) correspond à la période “off-peak” avec le prix de
l’électricité associé f cp+1, f cp+1 < f cp.

Soit π une solution optimale qui ne suit pas la règle de Johnson. Soit C2π et
C1π la date d’achèvement sur la machine 2 et sur la machine 1 respectivement de
la séquence π. Soit C2Johnson et C1Johnson la date d’achèvement sur la machine 2
et sur la machine 1 respectivement de la séquence de Johnson πJohnson. Comme
nous le savons, C1Johnson ≤C1π et C2Johnson ≤C2π pour n’importe quelle séquence
π. Nous pouvons donc toujours retarder certaines tâches de la séquence de Johnson
pour obtenir C∗2Johnson =C2π et C∗1Johnson =C1π. (C∗2Johnson et C∗1Johnson sont les dates
d’achèvement sur la machine 2 et sur la machine 1 respectivement de la séquence
de Johnson après avoir été retardée).

Soit ∆1 et ∆2 le temps idle sur la machine 1 et sur la machine 2 respectivement.
Nous avons ∆1 =C1π−∑ j∈J p1 j et ∆2 =C2π−∑ j∈J p2 j. Toutes les séquences ayant
les mêmes C2π et C1π, on obtient les mêmes ∆1 et ∆2. Si f cp = f cp+1, alors nous
avons T ECJohnson = T ECπ = (∑ j∈J p1 j× b1 +∑ j∈J p2 j× b2)× f cp +(∆1× d1×
+∆2×d2)× f cp. Si f cp 6= f cp+1, la différence se pose sur la charge de traitement
de tâches dans chaque intervalle de prix. Entre deux solutions, une solution dont
la charge de traitement de tâches dans la période p est supérieure à celle de l’autre
solution ont également une quantité de temps idle dans la période (p+ 1) plus
importante. Alors, la différence en terme de coût total d’électricité entre π et la
séquence de Johnson πJohnson peut être estimée comme suit :

T ECJohnson−T ECπ = γ1×b2× ( f cp− f cp+1)− γ2×d2× ( f cp− f cp+1)

Dont :

• γ1 est la différence en termes de charge de traitement de tâches dans les
périodes “off-peak” entre la séquence π et la solution de Johnson πJohnson.

• γ2 est la difference en termes de temps idle dans les périodes“off-peak” entre
la solution de Johnson πJohnson et la séquence π.

La séquence de Johnson nous permet de retarder certaines tâches pour obtenir γ1 =
0. Cela signifie que la charge de traitement de tâches en période “peak” et en
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période “off-peak” sont les mêmes entre la séquence de Johnson et la séquence
π. Puisque les prix de l’électricité sont décroissants, cela conduit à T ECJohnson−
T ECπ =−γ2×d2× ( f cp− f cp+1)≤ 0.

Comme T ECJohnson−T ECπ ≤ 0, alors la règle de Johnson avec la DP donne
la solution optimale en termes de coût d’électricité total.

Le prix d’électricité est croissant ( f cp < f cp+1) :
Dans cette section, l’horizon de travail se compose de deux intervalles de prix

p et (p+ 1). L’intervalle p correspond à la période “off-peak” avec le prix de
l’électricité associé f cp, l’intervalle (p+1) correspond à la période “peak” avec le
prix de l’électricité associé f cp+1, f cp < f cp+1.

Nous comparons le coût d’électricité total entre la séquence de Johnson et une
séquence π (T ECJohnson et T ECπ respectivement). La séquence π est obtenue en
échangeant deux tâches Jk et J j dans la séquence Johnson. Nous considérons deux
cas possibles comme suit :

• 1er cas : Jk,J j ∈ J ou Jk,J j ∈ J. Nous avons T ECJohnson ≤ T ECπ. La règle de
Johnson donne la séquence optimale car tout échange entre Jk et J j conduit à
plus de temps idle ou à exploiter moins les périodes dont le prix d’électricité
est moins cher.

• 2eme cas, Jk ∈ J et J j ∈ J.

– Si p1J j > p1Jk , alors la solution de Johnson donne le meilleur résultat
car une permutation quelconque entre Jk et J j entraîne plus de temps
idle dans les périodes “off-peak”.

– Si p1J j ≤ p1Jk , nous trouvons dans les Fig.(16a) et Fig.(16b) un exemple
de permutation entre Jk et J j de la séquence π. Nous notons que la
période d’inactivité immédiatement avant Jk sur la machine 1 et sur la
machine 2 sont respectivement ∆1 et ∆2. Soit δ1 le “temps d’inactivité”
sur la machine 2 de la séquence de Johnson et δ2 le “temps d’inactivité”
sur la machine 2 de la séquence π.
Nous avons :

δ1 = ∆1 + p1Jk −∆2

Pour estimer δ2, soit Ji la tâche qui succèdait directement la tâche Jk
dans la séquence de Johnson. Nous considérons deux configurations.
Si Ji ∈ J, selon la règle de Johnson, nous avons : p1Ji ≥ p1Jk . Dans ce
cas, nous avons :

δ2 = ∆1 + p1J j + p1Ji− (∆2 + p2J j)

≥ ∆1 + p1J j + p1Jk − (∆2 + p2J j)

Si Ji ∈ J, Ji précède J j, alors p2Jk ≥ p2J j qui est conforme à la règle de
Johnson. Dans ce cas, si p1Ji ≤ p1Jk alors la permutation entre Ji et Jk
conduit à moins de “ temps d’inactivité ” que la permutation entre Jk
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et J j. Alors, il vaut mieux étudier la permutation entre Ji et Jk. Nous
échangeons Ji avec Jk. Avec un changement d’indice de i à j, nous
avons :

δ2 = ∆1 + p1J j + p1Jk − (∆2 + p2J j)

Alors dans tous les cas, nous avons toujours :

δ2 ≥ ∆1 + p1J j + p1Jk − (∆2 + p2J j)

Nous avons :

δ2−δ1 ≥ ∆1 + p1J j + p1Jk − (∆2 + p2J j)− (∆1 + p1Jk −∆2)

≥ p1J j − p2J j

Soit T ECπ et T ECJohnson le coût total d’électricité de la séquence π et
de la séquence de Johnson respectivement. Soit G le meilleur gain en
permutant J j et Jk:

G = min(δ1, p2J j)×b2× ( f cp+1− f cp)

Dont b2 est la puissance consommée par unité de temps de la machine
2 lorsqu’elle est en marche.
La valeur G représente le gain en coût d’électricité en traitant une quan-
tité de charge de tâche égale à min(δ1, p2J j) pendant les périodes “off-
peak” au lieu de les traiter pendant les périodes “peak”.
Soit P la perte minimale, c’est-à-dire l’augmentation minimale du coût
de l’électricité par rapport à la séquence de Johnson :

P≥ (δ2−δ1)×d2× f cp

≥ (p1J j − p2J j)×d2× f cp

Dont d2 est la puissance consommée par unité de temps de la machine
2 lorsqu’elle est en idle.
La valeur P représente l’augmentation du coût de l’électricité. Cette
augmentation est en fonction de la quantité de temps idle différente
en permutant J j et Jk. De plus, nous supposons que ces temps idle
augmentés sont situés sur un intervalle de période “off-peak”.
Nous avons :

T ECJohnson−T ECπ ≤ G−P

≤ min(δ1, p2J j)×b2× ( f cp+1− f cp)

−(p1J j − p2J j)×d2× f cp
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Soit A = G−P. Si A ≤ 0, alors la solution de Johnson domine autres
séquences en termes de coût d’électricité total.

min(δ1, p2J j)×b2× ( f cp+1− f cp)− (p1J j − p2J j)×d2× f cp ≤ 0

↔min(δ1, p2J j)×b2× ( f cp+1− f cp)≤ (p1J j − p2J j)×d2× f cp

↔
b2× ( f cp+1− f cp)

d2× f cp
≤

p1J j − p2J j

min(δ1, p2J j)

Nous notons la tâche J j par j pour simplifier la notation. Alors, dans le
cas de deux intervalles de prix et les prix de l’électricité augmentent, la
règle de Johnson donne la solution optimale si :

b2× ( f cp+1− f cp)

d2× f cp
≤

p1 j− p2 j

min(δ1, p2 j)
,∀ j ∈ J

Machine 1 Jk J j

Machine 2 Jk J j

Off-peak Peak
δ1

∆1

∆2

(a) La séquence de Johnson

Machine 1 J j Jk

Machine 2 J j Jk

Off-peak Peak
δ1 δ2∆2

∆1

(b) La séquence π

Figure 16 – La permutation entre Jk et J j

4.3.2 Plusieurs intervalles de prix

Pour les cas plus généraux, où la propriété (1) n’est pas valide, nous présentons une
propriété qui sera prise en compte dans notre approche. Dans le tarif de l’électricité
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ToU , nous supposons que chaque intervalle de prix est relativement long pour exé-
cuter plusieurs tâches. Pour chaque intervalle de prix p avec sa date de début Stp et
sa date de fin ep, nous pouvons déterminer un ensemble de tâches dont les dates de
début sur la machine 2 sont exécutées pendant cet intervalle de prix. Nous prou-
vons qu’en ordonnant ces tâches selon la règle de Johnson, nous pourrions obtenir
une solution aussi efficace que n’importe quelle autre séquence en terme de coût
d’électricité.

Propriété 2. Soit Ep ⊂ J un ensemble des tâches dont les dates de début sur la ma-
chine 2 sont exécutées pendant l’intervalle de prix p (∀ j∈Ep,Stp≤ S2 j ≤ ep). Pour
tout séquence de tâches appartenant à Ep, réorganiser ces tâches en suivant la rè-
gle de Johnson ne détériore pas la solution de F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC.

Démonstration.
Deux intervalles de prix p et p+1
Nous étudions dans cette partie une séquence π∗ de l’ensemble des tâches Ep ⊂

J et Ep+1 ⊂ J dont la date de début sur la machine 2 se trouve dans une même
période de prix soit dans p soit dans p+1 respectivement.

Nous montrons que pour une séquence π∗ quelconque, le réarrangement des
tâches de Ep et des tâches de Ep+1 selon la règle de Johnson n’augmente pas le
coût d’électricité de la séquence π∗.

L’ensemble Ep

Nous avons :

• Ep : l’ensemble des tâches de la séquence π dont la date de début sur la
machine 2 se trouve dans l’intervalle de prix p.

• Siπ : la date de début sur la machine i de la séquence π.

• Ciπ : la date de fin sur la machine i de la séquence π.

• Dp
iπ : le temps d’idle total dans l’intervalle de prix p de la machine i de

séquence π.

• Pp
iπ : la charge totale de traitement des tâches sur la machine i dans l’intervalle

de prix p de la séquence π.

Supposons qu’il existe une séquence π∗ optimale pour l’ensemble de tâches
Ep.

Comme toutes les tâches J j de Ep commencent sur la machine 2 pendant
l’intervalle de prix p, nous avons :

D(p+1)
1π∗ = 0. (24)

Pp
1π∗ = ∑

j∈Ep

p1 j. (25)
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Dp
1π∗+Pp

1π∗ =C1π∗ . (26)

P(p+1)
1π∗ = 0. (27)

D(p+1)
2π∗ = 0. (28)

P(p+1)
2π∗ = max(0,C2π∗− ep). (29)

Pp
2π∗+P(p+1)

2π∗ = ∑
j∈Ep

p2 j. (30)

Stp +Dp
2π∗+Pp

2π∗+P(p+1)
2π∗ =C2π∗ . (31)

Toutes les tâches J j de Ep commencent leurs traitements sur la machine 2 pen-
dant l’intervalle de prix p, cela signifie que tous les traitements sur la machine 1
doivent être terminés avant la date de fin de l’intervalle de prix p. Les équations
(24), (25) et (27) représentent ce résultat.

La dernière tâche de la séquence π∗ commence sur la machine 2 à l’intervalle de
prix p alors cette tâche peut être terminée soit dans l’intervalle de prix p (P(p+1)

2π∗ =

0) soit dans l’intervalle de prix p+1 (P(p+1)
2π∗ =C2π∗− ep). Dans tous les cas, nous

avons toujours : D(p+1)
2π∗ = 0. Les équations (28) et (29) représentent ce résultat.

Nous avons le coût d’électricité total de la séquence π∗:

T ECπ∗ = ∑
i∈M

Dp
iπ∗×di× f cp + ∑

i∈M
Pp

iπ∗×bi× f cp

+ ∑
i∈M

D(p+1)
iπ∗ ×di× f cp+1 + ∑

i∈M
P(p+1)

iπ∗ ×bi× f cp+1

Nous considérons maintenant la séquence π de Ep dont l’ordre des tâches suiv-
ent la règle de Johnson.

Les équations (24)-(31) sont toujours valables pour la séquence π. En plus,
comme π suivent la règle de Johnson, nous avons :

C1π ≤C1π∗ . (32)

C2π ≤C2π∗ . (33)

A partir de l’équation (33), en retardant le traitement des tâches sur la machine
2, nous pouvons toujours obtenir : C2π = C2π∗ . Alors, à partir de l’équation (29),
nous avons : P(p+1)

2π
= P(p+1)

2π∗ = max(0,C2π∗−ep). Avec les équations (30) et (31),
nous obtenons également : Dp

2π
= Dp

2π∗ et Pp
2π

= Pp
2π∗ .

Les équations (25), (26) et (32), entraînent que : Pp
1π∗ = Pp

1π
= ∑ j∈Ep p1 j et

Dp
1π
≤ Dp

1π∗ .
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Alors avec n’importe quelle séquence π qui suivent la règle de Johnson, nous
pouvons obtenir :

T ECπ = ∑
i∈M

Dp
iπ×di× f cp + ∑

i∈M
Pp

iπ×bi× f cp

+ ∑
i∈M

D(p+1)
iπ ×di× f cp+1 + ∑

i∈M
P(p+1)

iπ ×bi× f cp+1.

≤ T ECπ∗ .

Nous considèrons un exemple illustré dans la Fig.(17). Nous constatons que le
temps d’attente et le temps de traitement de jobs répartis dans chaque période de
prix p et p+1 ne changent pas entre π∗ et π, donc T ECπ = T ECπ∗ .

Machine 1 J1 J2 J3

Machine 2 J1 J2 J3

p p+1

C2π∗

C1π∗S1π∗

(a) La séquence π∗

Machine 1 J1 J3 J2

Machine 2 J1 J3 J2

p p+1

C2π

C1πS1π

(b) La séquence π qui suit la règle de Johnson et retarde la date de début des tâches

Figure 17 – La comparaison entre la séquence π∗ et la séquence de π

L’ensemble Ep+1
Soit π∗ la séquence optimale pour l’ensemble Ep+1. Comme toutes les tâches

Ep+1 commencent sur la machine 2 pendant l’intervalle de prix p+1, nous avons :

Dp
2π∗ = 0. (34)

Pp
2π∗ = 0. (35)

P(p+1)
2π∗ = ∑

j∈Ep+1

p2 j. (36)

Pp
1π∗ = max(0,ep−S1π∗−Dp

1π∗). (37)
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Pp
1π∗+P(p+1)

1π∗ = ∑
j∈Ep+1

p1 j. (38)

S1π∗+Dp
1π∗+D(p+1)

1π∗ +Pp
1π∗+P(p+1)

1π∗ =C1π∗ . (39)

Toutes les tâches de Ep+1 commencent sur la machine 2 pendant l’intervalle de
prix p+ 1, alors la machine 2 ne traite aucune tâche de Ep+1 pendant l’intervalle
de prix p. Ces résultats sont représentés par les équations (34), (35) et (36).

Toutes les tâches de Ep+1 commencent sur la machine 2 pendant l’intervalle de
prix p+ 1, alors sur la machine 1, nous avons: soit toutes les tâches commencent
dans l’intervalle de prix p+1 (Pp

1π∗ = 0) soit au moins une tâche commence dans
l’intervalle de prix p (Pp

1π∗ = ep−S1π∗−Dp
1π∗).

Les équations (38) et (39) assurent la charge de traitement de tâches sur la
machine 1.

Dans l’équation (37), si Dp
1π∗ 6= 0, alors au moins une tâche a commencé et ter-

mine dans l’intervalle de prix p. Retarder ces tâches pour que Dp
1π∗ = 0 n’impacte

pas ni C1π∗ ni C2π∗ . Nous posons S∗1π∗ = S1π∗+Dp
π∗1.

Alors, nous avons :

Dp
2π∗ = 0. (40)

Pp
2π∗ = 0. (41)

P(p+1)
2π∗ = ∑

j∈Ep+1

p2 j. (42)

Pp
1π∗ = max(0,ep−S∗1π∗). (43)

Dp
1π∗ = A. (44)

Où A est une constante.

Pp
1π∗+P(p+1)

1π∗ = ∑
j∈Ep+1

p1 j. (45)

S∗1π∗+D(p+1)
1π∗ +Pp

1π∗+P(p+1)
1π∗ =C1π∗ . (46)

Soit π la séquence dont l’ordre des tâches suit la règle de Johnson et nous
prenons S∗1π∗ la date de début sur la machine 1 de cette séquence.

Les équations (40)-(46) sont toujours valables pour cette séquence π. Comme
π suit la règle de Johnson, nous avons en plus :

C1π ≤C1π∗ . (47)
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C2π ≤C2π∗ . (48)

A partir de l’équation (47), en retardant le traitement des tâches sur la machine
1, nous pouvons toujours obtenir C1π =C1π∗ et S∗1π

= S∗1π∗ .
Alors, nous avons :

Dp
2π

= Dp
2π∗ = 0. (49)

Pp
2π

= Pp
2π∗ = 0. (50)

P(p+1)
2π

= P(p+1)
2π∗ = ∑

j∈Ep+1

p2 j. (51)

D(p+1)
2π

≤ D(p+1)
2π∗ . (52)

Pp
1π

= Pp
1π∗ = max(0,ep−S∗1π∗). (53)

Dp
1π

= Dp
1π∗ = A. (54)

Où A est une constante.

Pp
1π∗+P(p+1)

1π∗ = ∑
j∈Ep+1

p1 j. (55)

S∗1π∗+D(p+1)
1π∗ +Pp

1π∗+P(p+1)
1π∗ =C1π∗ . (56)

Donc avec la séquence de π qui suit la règle de Johnson, nous pouvons obtenir
:

T ECπ = ∑
i∈M

Dp
iπ×di× f cp + ∑

i∈M
Pp

iπ×bi× f cp

+ ∑
i∈M

D(p+1)
iπ ×di× f cp+1 + ∑

i∈M
P(p+1)

iπ ×bi× f cp+1.

≤ T ECπ∗ .

Nous considèrons un exemple illustré dans la Fig.(18). Nous constatons que le
temps d’attente et le temps de traitement de jobs répartis dans chaque période de
prix p et p+1 ne changent pas entre π∗ et π, donc T ECπ = T ECπ∗

Trois intervalle de prix (p−1), p et (p+1)
Nous étudions dans cette partie une séquence π∗ d’un ensemble Ep ⊂ J des

tâches dont la date de début sur la machine 2 se trouve dans un même intervalle de
prix p.
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Machine 1 J2 J4 J5 J6

Machine 2 J2 J4 J5 J6

p p+1

C2π∗

C1π∗S1π∗

S2π∗

(a) La séquence π∗

Machine 1 J2 J4 J5 J6

Machine 2 J2 J4 J5 J6

p p+1

C2π∗

C1π∗S∗1π∗

S2π∗

(b) La séquence π∗ avec le retardement de traitement des tâches

Machine 1 J4 J5 J2 J6

Machine 2 J4 J5 J2 J6

p p+1

C2π

C1πS∗1π

S2π

(c) La séquence π qui suit la règle de Johnson et retarde la date de début des tâches

Figure 18 – Comparaison entre la séquence π∗ et la séquence de π
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La première tâche de π∗ commence sur la machine 1 à l’intervalle de prix
(p−1) et la dernière tâche de π∗ termine à l’intervalle de prix (p+1)

Nous montrons que pour une séquence π∗ quelconque, la réorganisation des
tâches selon la règle de Johnson n’augmente pas le coût d’électricité de la séquence
π∗.

En se fondant sur l’étude de deux intervalles de prix p et p + 1 dévéloppé
auparavant, nous avons la répartition de temps de traitement et le temps d’idle dans
chaque période de prix ci-dessous.

D(p−1)
2π∗ = 0. (57)

D(p+1)
2π∗ = 0. (58)

P(p−1)
2π∗ = 0. (59)

P(p+1)
2π∗ = max(0,C2π∗− ep). (60)

Pp
2π∗+P(p+1)

2π∗ = ∑
j∈Ep

p2 j. (61)

Stp +Dp
2π∗+Pp

2π∗+P(p+1)
2π∗ =C2π∗ . (62)

D(p+1)
1π∗ = 0. (63)

D(p−1)
1π∗ = A. (64)

Où A est une constante.

P(p+1)
1π∗ = 0. (65)

P(p−1)
1π∗ = max(0,ep−1−S∗1π∗). (66)

P(p−1)
1π∗ +Pp

1π∗ = ∑
j∈Ep

p1 j. (67)

S1π∗+D(p−1)
1π∗ +Dp

1π∗+P(p−1)
1π∗ +Pp

1π∗ =C1π∗ . (68)
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Nous avons le coût d’électricité total pour la séquence π∗ :

T ECπ∗ = ∑
i∈M

D(p−1)
iπ∗ ×di× f c(p−1)+ ∑

i∈M
P(p−1)

iπ∗ ×bi× f c(p−1)

+ ∑
i∈M

Dp
iπ∗×di× f cp + ∑

i∈M
Pp

iπ∗×bi× f cp.

+ ∑
i∈M

D(p+1)
iπ∗ ×di× f c(p+1)+ ∑

i∈M
P(p+1)

iπ∗ ×bi× f c(p+1).

Soit π une séquence de Ep dont les tâches suivent la règle de Johnson. Nous
prenons S∗1π∗ pour la date de début sur la machine 1 de la séquence π.

Les équations (57)-(68) sont toujours valables pour cette séquence π. Comme
π suit la règle de Johnson, nous avons également :

C1π ≤C1π∗ . (69)

C2π ≤C2π∗ . (70)

D’après les équations (69) and (70), suivant π, nous constatons qu’avec la
séquence de π, nous pouvons retarder les tâches pour que C1π = C1π∗ and C2π =
C2π∗ . Dans ce cas, nous obtenons :

D(p−1)
2π

= D(p−1)
2π∗ = 0. (71)

D(p+1)
2π

= D(p+1)
2π∗ = 0. (72)

P(p−1)
2π

= P(p−1)
2π∗ = 0. (73)

P(p+1)
2π

= P(p+1)
2π∗ = max(0,C2π∗− ep). (74)

Pp
2π

= Pp
2π∗ = ∑

j∈S
p2 j−max(0,C2π∗− ep). (75)

Dp
2π

= Dp
2π∗ =C2π∗−P(p+1)

2π∗ −Pp
2π∗−Stp. (76)

D(p+1)
1π

= D(p+1)
1π∗ = 0. (77)

D(p−1)
1π

= D(p−1)
1π∗ = A. (78)

Où A est une constante.

P(p+1)
1π

= P(p+1)
1π∗ = 0. (79)
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P(p−1)
1π

= P(p−1)
1π∗ = max(0,ep−S∗1π∗). (80)

Pp
1π

= Pp
1π∗ = ∑

j∈J
p1 j−max(0,ep−S∗1π∗). (81)

Dp
1π

= Dp
1π∗ =C1π∗−S∗1π∗−D(p−1)

1π∗ −P(p−1)
1π∗ −Pp

1π∗ . (82)

Avec les équations (71)-(82), nous obtenons alors : T ECπ = T ECπ∗ .
Alors, pour toutes les séquences π∗ dont la date de début des tâches sur la ma-

chine 2 se trouvent dans le même intervalle de prix, il existe tujours une séquence
π respectant la règle de Johnson et possédant le même coût d’électricité total.

Nous considérons un exemple illustré dans la Fig.(19). Nous constatons que le
temps d’attente et le temps de traitement de jobs répartis dans chaque période de
prix p−1, p et p+1 ne changent pas entre π∗ and π, donc T ECπ = T ECπ∗

Machine 1 J3 J2 J6 J5 J4

Machine 2 J3 J2 J6 J5 J4

p−1 p p+1

(a) La séquence π∗

Machine 1 J3 J2 J6 J5 J4

Machine 2 J3 J2 J6 J5 J4

p−1 p p+1

C2π∗

C1π∗S∗1π∗

S2π∗

(b) La séquence π∗ qui retarde la date de début des tâches

Machine 1 J4 J5 J3 J2 J6

Machine 2 J4 J5 J3 J2 J6

p−1 p p+1

C2π∗

C1π∗S∗1π∗

S2π∗

(c) La séquence π qui respecte la règle de Johnson et retarde la date de début des tâches

Figure 19 – La comparaison entre π∗ et la séquence de π

105



La propriété (2) est illustrée par un exemple dans la Fig.(20). Nous avons ici
trois intervalles de prix (p− 1), p et (p+ 1). Nous avons un ensemble de tâches
Ep = {J1,J2,J3,J4} dont la date de début sur la machine 2 est affectée à l’intervalle
de prix p. Nous avons une séquence π = J1 ≺ J2 ≺ J4 ≺ J3. Après avoir réorganisé
π selon la règle de Johnson, nous obtenons alors : π′ = J3 ≺ J4 ≺ J1 ≺ J2. Comme
indiqué par la propriété (2), nous avons : T ECπ′ ≤ T ECπ.

Machine 1 J1 J2 J4 J3

Machine 2 J1 J2 J4 J3

p−1 p p+1

(a) La séquence π

Machine 1 J3 J4 J1 J2

Machine 2 J3 J4 J1 J2

p−1 p p+1

(b) Réorganisation de la séquence π selon la règle de Johnson

Figure 20 – La séquence π et la réorganisation π selon la règle de Johnson

La propriété (2) détermine la séquence des tâches dans chaque intervalle de
prix. Cela signifie que l’objectif de notre problème étudié revient à définir l’ensemble
des tâches affectées à chaque intervalle de prix, puis l’ordre des tâches à l’intérieur
de chaque ensemble suit la règle de Johnson qui est indiquée par la propriété (2).
Dans les sections qui suivent, nous présentons un nouveau modèle mathématique
et des approches de résolution qui exploitent la propriété (2) pour améliorer la per-
formance.

4.4 Modélisation mathématique

4.4.1 Modèle mathématique de [Wang et al. (2018)]

Nous présentons le modèle mathématique proposé par [Wang et al. (2018)]. En-
suite, nous introduisons la fonction objectif et les contraintes qui sont nécessaires
pour formuler notre nouveau modèle mathématique.

Le modèle mathématique de [Wang et al. (2018)] est présenté ci-dessous :
La fonction objectif :

minT EC = ∑
i∈M

∑
j∈J

∑
t∈T

ct ×bi× zi jt + ∑
i∈M

∑
t∈T

ct ×di× yit . (83)
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Sous contraintes :
∑
j∈J

zi jt ≤ 1,∀i ∈M, t ∈ T. (84)

∑
j∈J

zi jt + yit = git ,∀i ∈M, t ∈ T. (85)

∑
t∈T

zi jt = pi j,∀i ∈M, j ∈ J. (86)

Si j ≤ t +V × (1− zi jt),∀i ∈M, j ∈ J, t ∈ T. (87)

Ci j ≥ t +1−V × (1− zi jt),∀i ∈M, j ∈ J, t ∈ T. (88)

Ci j = Si j + pi j,∀i ∈M, j ∈ J. (89)

Ci j ≤ Si j′+V × (1− x j j′),∀i ∈M,∀ j, j′ ∈ J : j 6= j′. (90)

Ci j′ ≤ Si j +V × x j j′ ,∀i ∈M,∀ j, j′ ∈ J : j 6= j′. (91)

x j j′+ x j′ j = 1,∀ j, j′ ∈ J, j 6= j′. (92)

C1 j ≤ S2 j,∀ j ∈ J. (93)

Fi ≥Ci j,∀i ∈M, j ∈ J. (94)

Fi ≤ t +V ×git ,∀i ∈M, t ∈ T. (95)

Fi ≥ t +1−V × (1−git),∀i ∈M, t ∈ T. (96)

Fi ≤ T,∀i ∈M. (97)

git ,yit ,zi jt ,x j j′ ∈ {0,1},∀i ∈M, j,k ∈ J, t ∈ T. (98)

La fonction objectif (83) minimise le coût d’électricité total qui comprend deux
types de coût énergétique :

• Lorsque la machine est en marche : ∑i∈M ∑ j∈J ∑t∈T ct ×bi× zi jt

• Lorsque la machine est en idle : ∑i∈M ∑t∈T ct ×di× yit .

Les contraintes (84) assurent que chaque machine ne peut traiter qu’une tâche
à la fois.

Les contraintes (85) définissent l’état de fonctionnement de la machine i après
avoir été démarrée, soit elle est en marche soit elle est en idle.

Les contraintes (86) garantissent que chaque tâche sera entièrement traitée.
Les contraintes (87), (88) et (89) assurent que toutes les tâches seront traitées

de manière non préemptive.
Les contraintes (90), (91) et (92) déterminent la relation de précédence entre

deux tâches j et j′, c’est à dire qu’elles assurent que j précèdent j′ ou inversement.
Les contraintes (93) assurent que toutes les tâches j ∈ J doivent être traitées

tout d’abord sur la machine 1 et ensuite sur la machine 2.
Les contraintes (94), (95), (96) et (97) déterminent la date d’arrêt des machines.
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Les contraintes (98) donnent la définition des variables.
[Aghelinejad et al. (2019)] ont démontré que le problème d’ordonnancement

sur une seule machine sous la tarification de ToU dont la consommation énergé-
tique est liée aux états de fonctionnement des machines est NP-difficile. Comme
un problème d’ordonnancement sur une seule machine est un cas particulier du
problème d’ordonnancement de flow shop, alors notre problème est également NP-
difficile.

Nous avons proposé la propriété (2) fondée sur la règle de Johnson pour déter-
miner la séquence des tâches lorsque la durée de chaque intervalle de prix est rel-
ativement longue. Nous proposons ensuite un nouveau modèle mathématique qui
intègre la propriété développée pour améliorer l’approche de résolution.

4.4.2 La transformation de la fonction objectif

Comme proposé par [Wang et al. (2018)], la fonction objectif (83) est exprimée en
fonction des variables zi jt et yit . Nous pouvons trouver la relation entre zi jt et yit

dans les équations (85).
Nous avons :

∑
j∈J

zi jt + yit = git ,∀i ∈M, t ∈ T.

↔ yit = git −∑
j∈J

zi jt ,∀i ∈M, t ∈ T.

Alors, nous pouvons réércire la fonction objectif comme ci-dessous :

T EC = ∑
i∈M

∑
j∈J

∑
t∈T

ct ×bi× zi jt + ∑
i∈M

∑
t∈T

ct ×di× (git −∑
j∈J

zi jt).

= ∑
i∈M

∑
j∈J

∑
t∈T

ct × (bi−di)× zi jt + ∑
i∈M

∑
t∈T

ct ×di×git .

Nous proposons de nouvelles variables αi jp qui sont la charge de temps de
traitement de la tâche J j sur la machine i pendant l’intervalle de prix p (Fig.(21).
Les paramètres f cp sont le prix de l’électricité de l’intervalle de prix p.

 

Figure 21 – La présentation de variable αi jp pour la tâche J1 sur la machine 1

Nous avons :
ct = f cp,∀Stp ≤ t ≤ ep
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αi jp = ∑
Stp≤t≤ep

zi jt ,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K.

Alors, la fonction objectif de [Wang et al. (2018)] peut être modifiée de la manière
suivante :

T EC = ∑
i∈M

∑
j∈J

∑
p∈K

f cp× (bi−di)×αi jp + ∑
i∈M

∑
t∈T

ct ×di×git . (99)

A partir de l’équation (99), nous pouvons calculer le coût d’électricité total d’une
séquence en fonction de l’affectation de charge de traitement des tâches à chaque
intervalle de prix p (αi jp) et de la date d’arrêt de deux machines (git). Lorsque
deux solutions ont les mêmes dates d’arrêt de deux machines, elles ont le même
sous-ensemble de valeur de git . Leurs deuxièmes termes de la fonction de T EC
obtiennent la même valeur. Alors la différence se situe dans l’affectation de charge
de traitement des tâches à chaque intervalle de prix (αi jp).

4.4.3 Nouveau modèle mathématique (M1)

Nous proposons un nouveau modèle mathématique (M1) qui prend en compte de
nouvelles variables et de nouvelles formulations de fonction objectif.

La fonction objectif :

minT EC = ∑
i∈M

∑
j∈J

∑
p∈K

f cp× (bi−di)×αi jp + ∑
i∈M

∑
t∈T

ct ×di×git . (100)

Sous contraintes :

βi jp ≤ 1−
(Si j− ep)

V
,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (101)

βi jp ≤ 1+
(Ci j +1−Stp)

V
,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (102)

∑
p∈K

αi jp = pi j,∀i ∈M, j ∈ J. (103)

αi jp ≤ (ep−Si j)+V × (1−βi jp),∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (104)

αi jp ≤ (Ci j−Stp)+V × (1−βi jp),∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (105)

αi jp ≤ (ep−Stp)×βi jp,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (106)

Ci j = Si j + pi j,∀i ∈M, j ∈ J. (107)

C1 j ≤ S2 j,∀ j ∈ J. (108)

Fi ≥Ci j,∀i ∈M, j ∈ J. (109)

Fi ≤ t +V ×git ,∀i ∈M, t ∈ T. (110)

Fi ≥ t +1−V × (1−git),∀i ∈M, t ∈ T. (111)

Fi ≤ T,∀i ∈M. (112)
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x j j′+ x j′ j ≤ 1,∀ j, j′ ∈ J : j 6= j′. (113)

Ci j ≤ Si j′+V × (1− x j j′),∀i ∈M,∀ j, j′ ∈ J : j 6= j′. (114)

Ci j′ ≤ Si j +V × x j j′ ,∀i ∈M,∀ j, j′ ∈ J : j 6= j′. (115)

Ci j,Si j,αi jp ≥ 0,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (116)

βi jp,gi j,x j j′ ∈ {0,1},∀i ∈M, j, j′ ∈ J, p ∈ K. (117)

La fonction objectif (100) minimise le coût d’électricité total.
Les contraintes (101) assurent que dans les intervalles de prix p qui précèdent

la date de début de la tâche j sur la machine i, aucune partie de la tâche j n’a été
traitée.

Les contraintes (102) assurent que dans les intervalles de prix p qui succèdent
la date de fin de traitement de tâche j sur la machine i, aucune partie de la tâche j
n’a été traitée.

Les contraintes (103), (104), (105) et (106) assignent les charges de traitement
de la tâche j sur la machine i à chaque intervaille de prix p ∈ K selon la date de fin
et la date de début de traitement de la tâche j.

Les contraintes (107) assurent que toutes les tâches sont traitées de manière
non-préemptive.

Les contraintes (108) assurent que toutes les tâches j doivent être traitées tout
d’abord sur la machine 1 et puis sur la machine 2.

Les contraintes (109), (110), (111) et (112) définissent la date d’arrêt des ma-
chines.

Les contraintes (113), (114) et (115) déterminent la séquence.
Les contraintes (116) et (117) donnent la définition des variables.

4.4.4 L’amélioration de modèle mathématique par la règle de Johnson

Pour pouvoir intégrer la propriété (2) dans le modèle mathématique M1, nous intro-
duisons de nouvelles variables et de nouvelles contraintes. Les nouvelles variables
visent à déterminer si les dates de début sur la machine 2 de deux tâches j et j′ sont
dans le même intervalle de prix. Si leurs dates de début sur la machine 2 sont dans
le même intervalle de prix, l’ordre entre eux suivra la règle de Johnson comme
indiqué dans la propriété (2).

Dans les contraintes données ci-dessous, entre deux tâches j et j′, la relation
( j < j′) signifie que la tâche j précède la tâche j′ dans la séquence de Johnson. Des
nouvelles variables et de nouvelles contraintes sont données comme suit :

Variables:

• γ jp = 1 si la tâche j a commencée le traitement sur la machine 2 pendant
l’intervalle de prix p, et = 0 sinon.

• ω
p
j j′ = 1 si la tâche j et la tâche j′ ont commencée leurs traitement sur la

machine 2 pendant le même intrevalle de prix p, et = 0 sinon.
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Sous contraintes :

S2 j +V × (1− γ jp)≥ Stp,∀t ∈ T, p ∈ K, j ∈ J. (118)

S2 j−V × (1− γ jp)≤ ep,∀t ∈ T, p ∈ K, j ∈ J. (119)

∑
p∈K

γ jp = 1,∀ j ∈ J. (120)

ω
p
j j′ ≥ (γ jp + γ j′p)−1,∀p ∈ K,∀ j, j′ ∈ J : j 6= j′. (121)

ω
p
j j′ ≤

γ jp + γ j′p

2
,∀p ∈ K,∀ j, j′ ∈ J : j 6= j′. (122)

δ j j′ ≥ ∑
p∈K

ω
p
j j′ ,∀ j, j′ ∈ J : j < j′. (123)

δ j j′ ≥
∑p∈K γ j′p× p−∑p∈K γ jp× p

P
,∀ j ∈ J, j′ ∈ J : j 6= j′. (124)

γ jp,ω
p
j j′ ∈ {0,1},∀ j, j′ ∈ J, p ∈ K. (125)

Les contraintes (118) assurent que, si la date de début de la tâche j sur la
machine 2 est dans l’intervalle de prix p, alors sa valeur est supérieure à la date de
début de l’intervalle de prix p.

Les contraitnes (119) assurent que, si la date de début de la tâche j sur la
machine 2 est dans l’intervalle de prix p, alors sa valeur est inférieure à la date de
début de l’intervalle de prix p.

Les contraintes (120) assurent que la date de début sur la machine 2 d’une tâche
j se trouve au plus dans un intervalle de prix.

Les contraintes (121) et (122) déterminent si la date de début sur la machine 2
de tâche j et de tâche j′ sont dans un même intervalle de prix p.

Les contraintes (123) assurent que, si la date de début sur la machine 2 de deux
tâches j et j′ sont dans un même intervalle de prix, alors l’ordre entre deux tâches
suit la règle de Johnson.

Les contraintes (124) déterminent la séquence des tâches selon l’ordre temporel
des intervalles de prix.

Les contraintes (125) donnent la définition des variables.
Nous proposons un nouveau modèle mathématique (M2) qui intégre la pro-

priété (2) en ajoutant les contraintes (118), (119), (120), (121), (122), (123), (124)
et (125) au modèle mathématique (M1).

4.5 La “Logic-Based Benders Decomposition”

Cette section présente l’approche de résolution par la “Logic-Based Benders De-
composition”. Nous présentons le schéma de décomposition de notre problème
fondé sur la “Logic-Based Benders Decomposition” ainsi que des éléments prin-
cipaux de l’approche : le problème maître (MP), le problème esclave (SP) et la
coupe de Benders.
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4.5.1 Introduction

La décomposition de Benders utilise une stratégie de résolution de problèmes qui
peut traiter des modèles de programmation linéaires mixtes à grande échelle possé-
dant à la fois des variables entières et continues [Benders (1962)]. La stratégie de
résolution fondée sur le partitionnement du problème en deux vecteurs de variables
: x et y. En générale, nous pouvons modéliser le problème sous la forme :

Min f (x,y).

Sous contraintes : (x,y) ∈ S,

x ∈ Dx,y ∈ Dy.

Dont :

• f (x,y) : la fonction objectif.

• S : l’ensemble des solutions faisables (défini par l’ensemble des contraintes).

• Dx,Dy : les domaines de valeur de x et y respectivement.

Premièrement, un problème maître (MP) est utilisé pour traiter un sous-ensemble
de variables y. Le MP est une relaxation du modèle global. Ensuite, les valeurs
des variables y obtenues sont ensuite utilisées pour définir un problème esclave
(SP) qui ne continent que x comme variables. La solution du SP peut révéler que
les valeurs de y sont irréalisables, alors la solution sera utilisée pour générer une
coupe de Benders. La coupe de Benders sert à éliminer les valeurs irréalisables
de y de l’ensemble de solutions. Ensuite, nous obtenons le prochain ensemble de
valeurs d’essai de y en résolvant le MP contenant toutes les coupes de Benders
générées jusqu’à présent. Nous résolvons de manière itérative le MP à l’optimalité
et utilisons la solution de MP pour générer des problèmes esclaves (SP) jusqu’à ce
que le MP et le SP convergent vers la solution optimale du modèle global.

Le problème F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC nécessite deux décisions dif-
férentes : la séquence optimale des tâches et la détermination des dates de début
des tâches dans la séquence. Alors, une approche de décomposition peut être bien
adaptée. Cependant, la décomposition classique de Benders nécessite que le MP
soit un modèle de variables entières mixtes et que les SP soient des problèmes de
programmation linéaire ou non linéaire. Nous utilisons la “Logic-Based Benders
Decomposition” (LBBD) [Hooker and Ottosson (2003)] qui exclut cette nécessité
de la modélisation de MP et des SP.

Dans cette étude, le modèle de MP en nombres entiers mixtes affecte des tâches
à des intervalles de prix, puis en s’appuyant sur la propriété (2), nous pouvons
obtenir une séquence globale des tâches. Ensuite, le SP utilise la programmation
dynamique [Wang et al. (2018)] pour déterminer les dates de début optimales des
tâches de la séquence donnée par le MP. Nous présentons des détails du problème
MP et SP, ainsi la coupe de Benders dans les sections suivantes.
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4.5.2 Le problème maître d’affectation des tâches aux intervalles de prix

Comme nous l’avons présenté dans la section précédente, nous pouvons calculer
le coût d’électricité total en fonction de la date d’arrêt de chaque machine et de la
charge de traitement des tâches affectée à chaque intervalle de prix. Le MP déter-
mine la charge de traitement des tâches à chaque intervalle de prix en affectant la
date de début sur la machine 2 des tâches aux intervalles de prix. Selon l’affectation
des tâches, MP peut estimer les charges de traitement dans chaque intervalle de prix
et les dates d’arrêt approximatives de chaque machine. Avant de formuler le MP en
tant que modèle de programmation en nombres entiers mixtes, nous représentons
des résultats intéressants qui peuvent améliorer les performances du modèle.

Chaque intervalle de prix a une certaine durée et peut contenir au plus une
certaine charge de traitement des tâches. Soit Capi

p le nombre maximal de tâches
pouvant être traitées sur la machine i pendant l’intervalle de prix p. Sur chaque
machine i, nous ordonnons les tâches selon la règle de temps de traitement le plus
court (SPT). Pour chaque tâche selon l’ordre de SPT, Capi

p est incrémenté d’une
unité lorsque la charge de traitement total sur la machine i n’est pas supérieure à
la durée de l’intervalle de prix p. En considérant séparément la machine 1 et la
machine 2, nous pouvons obtenir le nombre maximal de tâches affectées à chaque
intervalle de prix sur chaque machine.

La règle de Johnson donne une solution optimale pour F2||Cmax en temps poly-
nomial. Soit π la séquence de F2||Cmax, pour n’importe quelle séquence, leur dates
d’achèvement sur la machine 1 et sur la machine 2 sont supérieures à celles de π.
Pour formuler le MP, nous avons besoin de nouvelles variables et paramètres :

Les paramètres :

• Capi
p : le nombre maximal de tâches pouvant être traitées sur la machine i

pendant l’intervalle de prix p selon SPT.

• Fi : la date d’arrêt de la machine i selon la solution de Johnson pour le
problème F2||Cmax.

Les variables :

• γi
jp = 1 si la tâche j a commencé sur la machine i pendant l’intervalle de prix

p, et 0 sinon.

• T ECh
1 le coût d’électricité total de la solution de MP à heme itération.

Le modèle mathématique de MP est présenté ci-dessous :
La fonction objectif :

minT ECh
1 = ∑

i∈M
∑
j∈J

∑
p∈K

f cp× (bi−di)×αi jp + ∑
i∈M

∑
t∈T

ct ×di×git . (126)

Sous contraintes :
∑
p∈K

γ
i
jp = 1,∀i ∈M,∀ j ∈ J. (127)
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∑
j∈J

∑
p∈K

γ
i
jp ≤Capi

p,∀i ∈M. (128)

βi jp ≤ 1−
∑p′∈K γi

jp′× p′− p

K
,∀i ∈M,∀ j ∈ J,∀p ∈ K. (129)

βi jp ≤ 1+
∑p′∈K γi

jp′× ep′+ pi j−Stp

T
,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (130)

β1 jp× p≤ ∑
p′∈K

γ
2
jp′× p′,∀ j ∈ J, p ∈ K. (131)

∑
p∈K

αi jp = pi j,∀i ∈M, j ∈ J. (132)

∑
j∈J

αi jp ≤ ep−Stp,∀i ∈M, p ∈ K. (133)

αi jp ≤ (ep−Stp)×βi jp,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (134)

γ
i
jp ≤ αi jp,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (135)

Fi ≥ βi jp×Stp + ∑
j′∈J

αi j′p,∀i ∈M, j ∈ J, p ∈ K. (136)

Fi ≤ t +T ×git ,∀i ∈M, t ∈ T. (137)

Fi ≥ t +1−T × (1−git),∀i ∈M, t ∈ T. (138)

Fi ≤ T,∀i ∈M. (139)

F1 ≤ F2. (140)

Fi ≥ Fi,∀i ∈M. (141)

MIP cuts. (142)

La fonction objectif (126) minimise le coût d’électricité total.
Les contraintes (127) assurent que la date de début de la tâche j sur la machine

i se trouve au plus dans un intervalle de prix p.
Les contraintes (128) assurent que le nombre de tâche j dont la date de début

sur la machine i, dans l’intervalle de prix p respecte la capacité de cet intervalle.
Les contraintes (129) assurent que pour n’importe quelle tâche j, si sa date

de début sur la machine i se trouve dans l’intervalle de prix p′ alors cette tâche ne
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peut pas être traitée pendant n’importe quel intervalle p qui se situe temporellement
avant p′, βi jp = 0 .

Les contraintes (130) déterminent pour n’importe quelle tâche j, des intervalles
de prix dans lesquel elle est traitée en fonction de sa date de début et de son temps
de traitement.

Les contraintes (131) assurent que pour n’importe quelle tâche j, sa date de
début sur la machine 2 se situe temporellement après sa date de début sur la ma-
chine 1.

Les contraintes (132) assurent ques toutes les tâches sont traitées de manière
non préemptive.

Les contraintes (133) assurent que la charge totale de traitement des tâches
dans chaque intervalle de prix respecte la durée de cet intervalle.

Les contraintes (134) assurent que pour toutes les tâches, elles ne peuvent être
traitées que dans les intervalles de prix où elles sont affectées.

Les contraintes (135) assurent que pour n’importe quelle tâche j, si sa date de
début est assignée à l’intervalle de prix p, alors dans cet intervalle de prix, au moins
une partie de cette tâche doit être traitée.

Les contraintes (136) assurent que la date d’arrêt de la machine i doit être
supérieure à toutes les valeurs de date de début de l’intervalle de prix utilisé addi-
tionné de la durée total de traitement de tâches y étant affectées.

Les contraintes (137), (138) déterminent l’état de fonctionement de la machine
selon la date d’arrêt de la machine.

Les contraintes (139) assurent que toutes les tâches doivent être traitées pendant
l’horizon de travail.

Les contraintes (140) assurent que la machine 1 sera arrêtée avant la machine
2.

Les contraintes (141) assurent que la date d’arrêt de chaque machine doit être
égale ou supérieure à celle de la solution de F2||Cmax.

Les contraintes (142) sont les coupes de Benders.

4.5.3 Le problème esclave de date de début optimale et la coupe de Benders

La solution de MP donne un ensemble de tâches dont les dates de début sur la ma-
chine 2 sont affectées à chaque intervalle de prix. Soit W h l’ensemble des solutions
à l’itération h du MP, γ2

jp = 1,∀ j ∈W h. Grâce à la propriété (2), en connaissant
l’affectation des tâches, nous pouvons obtenir une séquence globale.

Le SP détermine la date de début optimale des tâches dans la séquence donnée
par MP. Le travail [Wang et al. (2018)] propose une programmation dynamique qui,
lorsque la séquence des tâches est predéterminée, peut déterminer la date de début
optimale de chaque tâche sur chaque machine en O(nT 4) étapes. Nous utilisons
donc la DP proposée par [Wang et al. (2018)] pour résoudre les SP afin d’obtenir
des solutions avec un coût total d’électricité T ECh

2 . La solution obtenue de SP à
chaque itération h permet de générer des coupes de Benders, qui seront ensuite
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ajoutées au MP en prochaine itération. A une itération donnée, une coupe de Ben-
ders est dite valable si elle permet d’exclure l’affectation irréalisable des tâches
obtenue par MP sans éliminer la solution optimale de l’espace de solution. Nous
proposons une coupe de Benders comme suit :

T EC ≥ T ECh
2− ∑

γ2
jp∈W h

(1− γ
2
jp)×V (143)

Dont : W h est l’ensemble de γ2
jp = 1 : l’affectation de date de début sur la machine

2 de tâche j à l’intervalle de prix p.
La procédure de notre approche de solution fondée sur “Logic-Based Benders

Decomposition” est illustrée dans la Fig.(22).

La problème maître d’affection des tâches

T ECh
1 L’ensemble de solution W h: γ2

jp = 1

Programmation dynamique sur W h

T ECh
2

Si T ECh
2 ≤ T ECh

1

La solution optimale

Ajouter la coupe de Benders au MP
T EC ≥ T ECh

2−∑γ2
jp∈W h(1− γ2

jp)×V

Oui

Non

Figure 22 – La “Logic-based Benders Decomposition” pour le problème étudié
F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC.
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4.6 Les tests numériques

Dans cette section, nous menons des tests numériques pour évaluer la performance
de nos approches de résolution . Nous comparons la performance de nos modèles
MILP proposés M1, M2, la “Logic-Based Benders Decomposition” (LBBD) avec
le modèle MILP (MC) proposé par [Wang et al. (2018)].

Les modèles mathématiques M1, M2, MC et LBBD sont implémentés sur g++
(Ubuntu 7.4.0-lubuntu 18.04.1) 7.4.0 couplé avec Cplex Studio IDE 12.9.0. Nous
menons des tests numériques sur un ordinateur “ IntelCore i7-6820HQ @ 2,7 GHz
2,7 GHz” avec 8 GB de mémoire et le système d’exploitation Ubuntu 18.04.2 LTS.

4.6.1 La génération des données

Nous évaluons la performance des approches de résolution proposées par un en-
semble d’instances de tests numériques. Les instances sont générées de manière
aléatoire dont les paramètres reposent sur l’étude de [Wang et al. (2018)]. Tout
d’abord, nous générons aléatoirement le temps de traitement des tâches pi j à partir
de la distribution uniforme sur {1,2, . . . ,10}. Ensuite, pour compléter l’ensemble
d’instances, nous générons les autres paramètres suivants :

• L’horizon de travail est calculé par : T =
⌈
0.8×∑

2
i=1 ∑ j∈J pi j

⌉
.

• Pour représenter la fluctuation de prix d’électricité sous ToU , nous divisons
l’horizon de travail en 6 intervalles de prix : “off-peak”, “peak”, “semi-
peak”, “peak”, “off-peak” et “semi-peak”. La durée de chaque intervalle de
prix est approximativement égale à T/6. Pour représenter les marchés de
l’électricité stables et instables, le niveau max{ct}/min{ct}= 3 et le niveau
max{ct}/min{ct}= 6 sont employés respectivement.

• Pour les taux de consommation d’énergie, nous considérons trois scénarios
de taux de consommation d’énergie des machines :

– R1 : b1 = 2,d1 = 1,b2 = 2,d2 = 1, deux machines sont identiques;

– R2 : b1 = 2,d1 = 1,b2 = 6,d2 = 2, la machine 2 a une puissance én-
ergétique plus élevée;

– R3 : b1 = 6,d1 = 2,b2 = 2,d2 = 1, la machine 1 a une puissance én-
ergétique plus élevée;

Nous générons 30 instances pour chaque scénario R1,R2 et R3.

Nous testons d’abord sur des instances de petites tailles, n = 6,8 tâches, puis
sur des instances de grandes tailles n = 20,30 tâches. Le temps de calcul pour
chaque instance est limité à 1800 secondes.
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4.6.2 Les résultats numériques

Afin de tester les performances de nos approches de résolution, nous comparons
notre MILP (M1 et M2), LBBD avec le modèle mathématique de [Wang et al.
(2018)] (MC). Les résultats sont donnés dans les tableaux (23), (24), (25) et (26).
Pour les instances de petites tailles (n = 6,8 tâches), toutes les approches four-
nissent le même T EC dans la limite de temps de calcul. Donc, pour ces instances,
nous ne nous intéressons qu’à la comparaison du temps de calcul. En revanche,
pour les instances de grandes tailles (n = 20,30 tâches), toutes les approches ne
peuvent pas fournir la solution optimale dans la limite de temps de calcul. Par con-
séquent, nous présentons uniquement la comparaison entre toutes les approches de
résolutions avec la “meilleure solution trouvée” (BKS). Le Gapi représente l’écart
entre la solution de l’approche de résolution i avec la “meilleure solution trouvée”:
Gapi =

T ECi−T ECBKS

T ECBKS .
Les tableaux (23) - (25) résument les résultats des tests numériques. Dans

chaque tableau, “Max”, “Moyenne” et “Min” représentent respectivement la valeur
maximale, la valeur moyenne et la valeur minimale de l’ensemble des solutions.
Le tableau (23) représente les résultats de l’ensemble des instances pour chaque
configuration n = 6,8,20,30 tâches. Cela donne un bilan des performances des ap-
proches de résolution pour tous les scénarios. Ensuite, le tableau (24) et le tableau
(25) donnent plus de détails sur les tests numériques pour chaque scénario. Ces
deux tableaux fournissent le comportement d’approches de résolution lié à la sta-
bilité ou l’instabilité du marché de l’électricité ou aux différentes intensités én-
ergétiques des machines. Dans chaque tableau, “Max”, “Moyenne”, “Min” et “σ”
représentent respectivement la valeur maximale, la valeur moyenne, la valeur min-
imale et l’écart type de l’ensemble de la solution.

Tout d’abord, nous nous concentrons sur les instances de petite taille, n = 6,8
tâches, pour évaluer les performances de nos MILP M1, M2 et LBBD. A partir de
tableau (23a) et tableau (24), nous obtenons les observations suivantes :

• Le tableau (23a) montre que le temps de calcul moyen de M1, M2 et LBBD
sont approximativement égaux à MC. MC semble être légèrement plus rapide
que M1 et M2 pour n = 8 tâches mais la différence n’est pas significative.

• Dans le tableau (24), MC fonctionne relativement mieux dans le scénario R1
où des machines sont identiques. De l’autre côté, M1 et M2 fonctionnent
mieux sur le scénario R3 où la puissance énergétique de la machine 2 est
plus élevée.

Ensuite, pour les instances de grandes tailles, nous fournissons dans le tableau (26)
l’écart à l’optimalité de LBBD donné par CPLEX. A partir des tableaux (23b), (25)
et (26) nous avons les observations suivantes :

• LBBD surpasse toutes les autres approches de résolution en termes de T EC.
LBBD fournit la meilleure solution pour toutes les instances. De plus, dans
le tableau (26), nous pouvons voir que l’écart d’optimalité maximal donné
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par CPLEX pour LBBD est inférieur à 6.2% pour n = 20 tâches et inférieur
à 3.3% pour n = 30 tâches dans la limite de temps de calcul. Son écart à
l’optimalité moyen est inférieur à 3% .

• Les performances de MC se dégradent rapidement lorsque n augmente. Dans
certains cas, MC obtient un écart avec la “meilleure solution trouvée” jusqu’à
15.8% pour n = 20 tâches et 60.76% pour n = 30 tâches. Pour n = 20 tâches,
les performances de M1 et M2 sont approximativement égales. Cependant,
la performance de M1 se détériore plus rapidement lorsque n = 30 tâches.
M1 obtient un écart maximum avec la “meilleure solution trouvée” jusqu’à
18.02%, tandis que M2 n’obtient qu’un écart de 12.79%.

Tableau 23 – Le bilan des tests numériques

(a) Le temps de calcul moyen (secondes) pour les instances de petite taille

Nombre
de tâches LBBD M1 M2 MC

6

Max 188.0 33.0 37.0 52.0
Moyenne 14.3 3.8 4.6 7.1

Min 0.0 1.0 1.0 1.0

8

Max 1800.0 1800.0 1800.0 1800.0
Moyenne 167.2 342.2 362.1 163.8

Min 0.0 13.0 15.0 4.0

(b) L’écart moyen (%) avec la “meilleure solution trouvée“ pour les instances de
grande taille

Nombre
de tâches LBBD M1 M2 MC

20

Max 0.00% 3.66% 4.68% 15.80%
Moyenne 0.00% 0.26% 0.55% 4.26%

Min 0.00% 0.00% 0.00% 0.00%

30

Max 0.00% 18.02% 12.79% 60.76%
Moyenne 0.00% 0.87% 1.07% 23.53%

Min 0.00% 0.00% 0.00% 0.22%

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le problème d’ordonnancement de flow shop
à deux machines sous ToU avec la minimisation de coût d’électricité total dont
la consommation énergétique est liée aux états de fonctionnement des machines
(F2|Pui j = Pui j′ ,Puidle,ToU |T EC). Premièrement, pour améliorer l’approche de
résolution, nous avons proposé une propriété fondée sur la règle de Johnson. La
propriété détermine la séquence optimale pour chaque affectation de tâches aux
intervalles de prix donnée. Deuxièmement, nous avons développé un nouveau
modèle linéaire en nombres entiers mixtes qui intègre la propriété développée.
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Tableau 24 – La comparison en terme de temps de calcul entre les approches de
résolution pour les instances de 6,8 tâches.

N
om

br
e

de
tâ

ch
es

6
tâ

ch
es

8
tâ

ch
es

N
iv

ea
u

de
pr

ix
Sc

én
ar

io
L

B
B

D
M

1
M

2
M

C
N

iv
ea

u
de

pr
ix

Sc
én

ar
io

L
B

B
D

M
1

M
2

M
C

3

1

M
ax

16
8.

0
33

.0
37

.0
9.

0

3

1

M
ax

18
00

.0
18

00
.0

18
00

.0
17

5.
0

M
oy

en
ne

13
.5

6.
3

7.
0

3.
3

M
oy

en
ne

12
8.

9
56

8.
4

60
0.

0
25

.0
M

in
1.

0
1.

0
1.

0
1.

0
M

in
0.

0
32

.0
22

.0
4.

0
σ

36
.5

7.
6

8.
9

2.
0

σ
34

8.
1

68
6.

2
69

0.
1

39
.6

2

M
ax

18
5.

0
9.

0
10

.0
14

.0

2

M
ax

18
00

.0
18

00
.0

17
35

.0
30

9.
0

M
oy

en
ne

14
.2

3.
3

3.
6

5.
3

M
oy

en
ne

93
.9

30
8.

5
31

7.
8

46
.0

M
in

1.
0

1.
0

1.
0

1.
0

M
in

1.
0

41
.0

43
.0

7.
0

σ
38

.3
1.

8
2.

1
3.

6
σ

32
8.

7
31

9.
2

31
8.

8
70

.5

3

M
ax

56
.0

13
.0

17
.0

27
.0

3

M
ax

84
7.

0
18

00
.0

18
00

.0
18

00
.0

M
oy

en
ne

7.
0

4.
8

5.
6

8.
2

M
oy

en
ne

10
1.

8
40

7.
3

44
3.

9
21

7.
8

M
in

0.
0

1.
0

2.
0

1.
0

M
in

1.
0

58
.0

81
.0

6.
0

σ
11

.8
3.

0
4.

1
6.

8
σ

17
4.

5
44

2.
2

42
4.

6
36

1.
0

6

1

M
ax

18
8.

0
10

.0
12

.0
50

.0

6

1

M
ax

18
00

.0
18

00
.0

18
00

.0
94

0.
0

M
oy

en
ne

25
.3

3.
8

5.
2

7.
9

M
oy

en
ne

24
8.

4
40

5.
7

42
5.

4
19

7.
1

M
in

1.
0

1.
0

1.
0

1.
0

M
in

1.
0

40
.0

44
.0

5.
0

σ
46

.4
2.

7
3.

4
9.

8
σ

40
5.

2
43

2.
2

41
1.

3
29

5.
1

2

M
ax

14
4.

0
5.

0
6.

0
19

.0

2

M
ax

18
00

.0
88

4.
0

10
72

.0
10

94
.0

M
oy

en
ne

19
.5

2.
4

3.
0

6.
8

M
oy

en
ne

30
5.

4
19

3.
3

22
1.

7
15

3.
0

M
in

1.
0

1.
0

1.
0

1.
0

M
in

2.
0

21
.0

31
.0

6.
0

σ
36

.5
1.

0
1.

2
4.

4
σ

57
4.

3
17

2.
6

19
9.

6
22

9.
4

3

M
ax

36
.0

7.
0

9.
0

52
.0

3

M
ax

18
00

.0
10

58
.0

63
9.

0
18

00
.0

M
oy

en
ne

6.
3

2.
5

3.
3

10
.9

M
oy

en
ne

12
4.

4
17

0.
1

16
4.

0
33

3.
9

M
in

1.
0

1.
0

1.
0

1.
0

M
in

5.
0

13
.0

15
.0

9.
0

σ
8.

3
1.

5
2.

0
9.

8
σ

33
8.

0
21

7.
8

18
3.

9
38

3.
8

120



Tableau 25 – La comparison en terme de l’écart avec la “meilleure solution trou-
vée” entre les approches de résolution pour les instances de 20,30 tâches.
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Tableau 26 – L’écart d’optimalité donné par CPLEX de LBBD pour les instances
de 20,30 tâches

Niveau de prix Scénario

20 tâches 30 tâches
L’écart d’optimalité L’écart d’optimalité

Max Moyenne Min Max Moyenne Min

3

1 6.20% 2.80% 0.10% 2.70% 0.70% 0.10%
2 4.40% 2.40% 0.30% 3.30% 1.50% 0.10%
3 3.40% 1.30% 0.10% 2.10% 0.70% 0.10%

6

1 4.00% 1.80% 0.00% 2.20% 0.90% 0.10%
2 4.10% 2.20% 0.20% 2.20% 0.90% 0.10%
3 3.20% 1.30% 0.10% 2.10% 0.40% 0.10%

Troisièmement, nous avons proposé une méthode exacte fondée sur “Logic-Based
Benders Decomposition” pour résoudre le problème. Enfin, nous avons mené des
tests numériques pour comparer les performances de nos approches de résolution
proposées avec le modèle mathématique de [Wang et al. (2018)].

Nos nouveaux modèles linéaires en nombres entiers mixtes M1 et M2 donnent
la meilleure performance que le modèle mathématique de [Wang et al. (2018)] pour
les instances de grande taille. Les nouveaux modèles M1 et M2 fonctionnent mieux
pour le marché de l’électricité instable et lorsque la puissance énergétique de la
machine 2 est plus élevée. De plus, nous avons proposé une méthode exacte fondée
sur “Logic-Based Benders Decomposition” pour résoudre le problème. Dans la
limite de temps de 1800 secondes, LBBD fournit la meilleure solution par rapport
aux approches de résolution dans la littérature pour presque toutes les instances
données. Pour les instances de grandes tailles, LBBD donne des solutions avec un
écart moyen à la borne inférieure sous 2,8%.

Nous avons également constaté qu’en modifiant les variables et en reformulant
la fonction objectif, nous avons considérablement amélioré les performances des
modèles linéaires en nombres entiers mixtes. Pour les instances de grande taille,
nous avons réduit l’écart maximal avec la “meilleure solution trouvée” (BKS) de
60,76% de MC à 18,02% de M1. De plus, en intégrant la propriété (2) dans M1,
nous avons encore réduit l’écart avec “ BKS” de 18,02% à 12,79%. Les managers
peuvent utiliser nos approches proposées LBBD ou le modèle mathématique M2
pour améliorer la qualité de la solution.

Pour les travaux à venir, il pourrait être intéressant de concevoir et d’analyser
une borne inférieure plus performante afin d’évaluer ou d’améliorer les approches
de résolution. Pour mieux exploiter la propriété développée, il est intéressant de
construire une heuristique ou une méta-heuristique intégrant la propriété pour ré-
duire le temps de calcul. On peut aussi considérer le cas de plusieurs états de ma-
chine, plusieurs vitesses de fonctionnement qui consomment différentes quantités
d’énergie pour étendre notre modèle mathématique. Un problème d’optimisation
multi-objectif permettrait de trouver le compromis entre la productivité et le coût
de l’électricité.
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5 Conclusion et perspectives

Au terme de cette étude, nous avons vu que l’augmentation prévue de la consom-
mation énergétique et le réchauffement climatique incitent à ajuster notre com-
portement énergétique. Le secteur manufacturier joue un rôle important car il
représente l’une des parts les plus importantes de la consommation totale d’énergie
et de source d’émissions de CO2. Avec l’émergence du Smart Grid et la maîtrise de
la demande en énergie pendant ces dernières années, l’amélioration de l’efficacité
énergétique et la réduction de coût énergétique devient une tendance incontourn-
able pour des entreprises de fabrication de nos jours.

L’objectif de cette thèse est la modélisation et la résolution des problèmes
d’ordonnancement de flow shop à deux machines prenant en compte les aspects én-
ergétiques dans le but de minimiser les coûts de consommation d’énergie. L’atelier
de flow shop est mis sous la tarification d’électricité de type “Time of Use”. Le
prix d’électricité dans ce tarif varie d’une période à une autre, cela apportera des
gains financiers significatifs si le plan de production est bien adapté.

Le chapitre 2 est consacré à l’état de l’art qui aborde les différentes techniques
d’optimisation énergétique dans le problème d’ordonnancement de systèmes de
production. Ces techniques sont fondées sur deux axes principaux : l’efficacité
énergétique et la réponse à la demande. L’efficacité énergétique vise à minimiser
la consommation énergétique totale du système en se reposant sur ses caractéris-
tiques énergétiques. La réponse à la demande vise à minimiser le coût énergétique
du système en adaptant le plan de production à la fluctuation de prix du marché.
Ce chapitre nous informe que les études d’ordonnancement de flow shop sous la
tarification d’électricité de type “Time of Use” de la réponse à la demande sont
plutôt clairsemées dans la littérature. Notre thèse permet d’enrichir la littérature et
de fournir des outils d’aide à la décision qui s’adaptent mieux le plan de production
du marché.

Le chapitre 3 porte sur l’optimisation conjointe du makespan et du coût de
l’électricité dans le problème d’ordonnancement de flow shop à deux machines
sous la tarification d’électricité “Time of Use”. La consommation énergétique
dépend des caractéristiques des tâches, en d’autres termes, sur une machine, la
puissance énergétique consommée pour traiter une tâche est différente d’une tâche
à autre. Dans cette étude, nous prenons la valeur optimale de makespan du prob-
lème (F2|perm|Cmax) pour une contrainte à respecter. Toutes les solutions fais-
ables doivent avoir un makespan minimum. L’approche de résolution se compose
de deux phases. La première phase est la recherche des solutions optimales équiv-
alentes. Ensuite, la deuxième phase consiste à déterminer la date de début opti-
male des tâches dans chaque solution trouvée lors de première phase. Enfin, nous
prenons le plan de production dont le coût d’électricité est minimum pour notre
solution.

Premièrement, nous étudions la théorie de solutions optimales équivalentes qui
permet de générer un ensemble de plusieurs solutions optimales de (F2|perm|Cmax).
Nous développons des propositions pour étendre l’ensemble des solutions opti-
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males de la littérature. Cette étude sur l’extension de l’ensemble des solutions
équivalente permet non seulement de résoudre notre problématique mais égale-
ment d’enrichir l’approche d’ordonnancement robuste. Ça permet au manager de
basculer d’une solution à l’autre dans le cas de perturbations car toutes les solutions
ont la même valeur de makespan. Deuxièmement, nous avons prouvé que sous le
makespan optimal et la séquence prédéterminée, le problème d’ordonnancement
écoénergétique de flow shop à deux machines peut être résolu optimalement dans
O(T 3) étapes. Finalement, nous avons proposé 7 heuristiques dont 5 heuristiques
ont amélioré les résultats de la littérature en termes de qualité de solutions. Dans la
pratique, un manager de production peut appliquer nos 5 heuristiques pour réduire
le coût d’électricité sans risques d’augmentation de makespan.

Nous avons appliqué notre approche pour résoudre le problème sous la tar-
ification ToU . Cependant, l’approche proposée peut être utilisée pour d’autres
tarifications CPP, RTP. Deuxièmement, les fonctions de coût d’électricité dans nos
études sont linéaires. Dans la littérature, des fonctions non-linéaire se trouvent dans
les études de [Haouassi et al. (2016)], [Zhang et al. (2017)]. Ces fonctions sont
favorables pour optimiser le pic dans la consommation d’électricité. Nous pou-
vons étendre notre étude en linéarisant les fonctions objectif non-linéaires. Mais le
temps d’exécution devient considérable, cela demande des études supplémentaires
pour pouvoir obtenir une approche plus efficace. De l’autre côté, il est connu que
l’ensemble des solutions optimales de F2|perm|Cmax n’est pas pleinement exploité
et d’autres propositions pour étendre l’ensemble de solutions doivent être étudiées.
Les études approfondies seront très favorables pour l’approche d’ordonnancement
robuste.

Le chapitre 4 traite le problème la minimisation du coût d’électricité de flow
shop à deux machines sous ToU dont la consommation énergétique est liée aux
états de fonctionnement des machines : en marche et idle. Nous étudions des
méthodes exactes pour résoudre ce problème : la programmation mathématique
et la décomposition de Benders. Premièrement, nous étudions des structures spé-
cifiques de prix d’électricité de ToU qui ne comprennent que deux intervalles de
prix. Pour deux intervalles de prix, si le prix de l’électricité diminue, nous pouvons
obtenir la solution optimale en appliquant la règle de Johnson et la programmation
dynamique. Si le prix de l’électricité augmente, nous fournissons une condition
d’optimalité pour la règle de Johnson. Deuxièmement, pour les structures de prix
générales de ToU , en adaptant la règle de Johnson, nous développons une pro-
priété qui permet de déterminer la séquence optimale à partir de l’ensemble des
tâches dans chaque intervalle. L’ensemble des tâches dans un intervalle continent
des tâches dont la date de début sur la machine 2 se trouve dans cet intervalle.
Troisièmement, pour intégrer la propriété développée, nous proposons un nouveau
modèle mathématique linéaire en nombres entiers mixtes. Ce dernier repose sur le
modèle mathématique de [Wang et al. (2018)]. Nous remplaçons des variables bi-
naires qui déterminent l’état de fonctionnement des machines par des variables en-
tières. Ensuite, nous concevons une méthode exacte utilisant la décomposition de
Benders pour résoudre le problème. Le modèle mathématique de problème maître

124



est relaxé dans le modèle que nous développons. Le problème esclave se base sur
la propriété développée et la programmation dynamique. Enfin, nous menons des
tests numériques pour évaluer la performance de nos approches de résolution. Les
résultats numériques affirment qu’une amélioration significative est apportée par
nos approches de résolution par rapport aux résultats existants dans la littérature en
termes de coût d’électricité total.

Plusieurs pistes de recherche seraient pertinentes pour poursuivre cette étude:
nous pouvons nous concentrer sur l’étude d’une borne inférieure plus performante
afin d’évaluer ou d’améliorer les approches de résolution. Nous pouvons égale-
ment construire une heuristique ou une méta-heuristique qui intégre notre pro-
priété développée pour réduire le temps de calcul. Pour pouvoir développer notre
étude, nous pourrions intégrer les techniques de réduction de la consommation
énergétique de l’approche d’efficacité énergétique dans notre étude tel que : la
stratégie “Turn off/Turn on” machine, le choix de plusieurs vitesses de fonction-
nement qui consomment différentes quantités d’énergie. Nous envisageons égale-
ment l’atelier de flow shop à plusieurs machines pour étendre notre modèle math-
ématique. En plus, nous pouvons examiner un problème d’optimisation multi-
objectif pour étudier le compromis entre la productivité et le coût de l’électricité.
L’étude de multi objectif est intéressante pour offrir aux managers plus de pos-
sibilités selon le front de Pareto. Enfin, comme une des plus importantes moti-
vations de recherche, nous voulons considérer l’application de nos approches de
résolutions dans le cas pratique avec des instances de la vie réelle ou industrielle.
L’ordonnancement avec l’aspect énergétique est un sujet de plus en plus d’actualité
et proche de l’industrie, une application industrielle de notre étude serait très in-
téressante.
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L'optimisation énergétique de l'ordon-
nancement des systèmes de production 
 
 
Avec l’émergence du Smart Grid et des outils de 
communication entre clients et compagnies 
d’électricité, la réponse à la demande attire de plus 
en plus attentions avec des tarification d’électricité 
tels que « Time-of-Use » (ToU), « Critical-Peak-
Pricing ». Dans ce contexte, nous menons une étude 
sur l’optimisation de coût d’électricité (TEC) dans le 
problème d’ordonnancement de flow shop à deux 
machines sous la tarification d’électricité ToU. Nous 
traitons deux sous problèmes. Le premier minimise 
le TEC de la solution optimale de (F2||Cmax). Nous 
construisons un plan de production de coût 
d’électricité minimal avec le makespan optimal. 
L’approche de résolution repose sur la théorie des 
solutions équivalentes de (F2||Cmax) qui sera appli-
quée pour la première fois dans l’optimisation de 
coût d’électricité. Le deuxième minimise le TEC de 
flow shop à deux machines avec la prise en compte 
de plusieurs états de fonctionnement de machines. 
Nous développons une proposition fondée sur la 
règle de Johnson pour déterminer la séquence opti-
male pour les structures générales de ToU. Nous 
concevons une nouvelle programmation linéaire et 
une méthode exacte fondée sur la décomposition de 
Benders pour résoudre le problème. Les tests numé-
riques montrent que l’approche proposée améliore 
d’une manière significative la qualité des résultats 
existants dans la littérature. La thèse permet de 
construire un outil d’aide de décision au manager de 
réduire le coût d’électricité de production, d’ouvrir 
de nouvelles perspectives pour l’optimisation éner-
gétique dans l’industrie. 
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study a two-machine flow shop scheduling problem 
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TEC in a two-machine flow shop scheduling problem 
under ToU. We optimize TEC without increasing the 
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electricity costs. The second problem minimizes the 
TEC of a two machines flow shop scheduling prob-
lem with the consideration of several machine oper-
ating states under ToU. We develop a property based 
on Johnson’s rule to determine the optimal se-
quence for general ToU pricing structures. We de-
sign a new linear programming and an exact method 
based on the Benders decomposition to solve the 
problem. The numerical tests show that our pro-
posed approach significantly improves the quality of 
existing results in the literature. The thesis builds a 
decision support tool for managers to reduce the 
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perspectives for energy optimization in industry. 
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