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Saint-Cloud. Cette direction livre la forme de I'avion a partir de spécifications. DTTAE
utilise la simulation numérique corroborée avec des essais en soufflerie pour trouver la
forme la plus adaptée. Le département MMO ou je travaille développe des outils pour les
ingénieurs en simulation numérique et notamment des outils dédiés au maillage. Mon but
est d’automatiser une partie de la boucle d’optimisation de formes.

L’équipe de recherche GAMMAZS quant a elle, est implantée a 1’Université de Technologie
de Troyes (UTT) et est rattachée 'Ecole Doctorale Sciences pour 1'Ingénieur (ED 361 SPI).
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construire les supports utilisés par les méthodes d’éléments ou de volumes finis, les aspects
de modélisation géométrique, de post-traitement et de visualisation des résultats de calculs.
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Nomenclature

Général

Q Domaine d’étude

r Frontiere du domaine

Rozy,~ Repere globale

BN, uw Repere orthonormé locale surfacique passant par le noeud ¢
P Plan tangent

d; Distance de projection du nceud j a un plan
d Dimension

Za Matrice identité

n Vecteur normal

ty Transposée du vecteur v

A Opérateur Laplacien

\Y% Opérateur gradient

div Opérateur divergence

(.,.) Produit scalaire euclidien
.| Norme euclidienne
|.] Valeur absolue

Géométrie

P Point de coordonnées z, y et z

S Surface de parametre u et v

Su Dérivée premiere de la surface en u
I Premieére forme fondamentale

I7 Deuxieme forme fondamentale

w Matrice de Weingarten

V Volume

R Rayon de courbure

K Courbure

d Direction principale

B (u) Polynoéme de Bernstein

P Points de controle

Ch Continuité d’un polynome d’ordre n
N (u) Fonction de base du point de contrdle P;
Wi Poids associé au point de controle
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Mécanique des Fluides

Surface

Petit élément de la surface

Volume

Masse volumique

Vecteur vitesse a 1’élément de surface
Normale a la surface

Ensemble des forces appliquées a un systeme
Ensemble des forces a distance

Vecteur de tension pour les forces de contact
Temps

Masse

Vecteur accélération

Pression statique

SIS RS T R RS SR Y

Tenseur des contraintes

0ij Tenseur unité

Tij Tenseur symétrique des contraintes visqueuses
Er Energie totale

er Energie totale spécifique

w Travail

Q Chaleur

q Flux de chaleur

hr Enthalpie spécifique

U Vecteur des variables conservatives
FF Flux d’Euler

FP Flux diffusifs

Kij Matrice de diffusivité

s Entropie

H(U) Fonction d’entropie généralisée

T Température



Maillage

S
<

<<

> QD=

:
3

>
3
S
8

N;:NV;
N;EV;
nnuv
nev

ns

ny;
ng;

NN, EV;
QN,EV;

Métrique

Matrice de taille

Matrice des vecteurs propres

Matrice des valeurs propres

Matrice des directions principales géométriques
Longueur dans la métrique

Produit scalaire dans la métrique

Norme dans la métrique

Ecart angulaire entre le plan tangent et la facette

Rapport de taille minimale et maximale autour d’un nceud

Taille

Taille minimale autorisée

Taille maximale autorisée

Angle diedre, angle entre les normales de 2 plans
Angle diedre autorisé

Pas de relaxation

Maillage a 'itération ¢

Noeud ¢

Aréte 1

Elément i

Nombre de nceuds

Nombre d’arétes

Nombre d’éléments

Neeud voisin j du neeud ¢

Elément voisin j du neeud i

Nombre de nceuds voisins d’un noeud
Nombre de d’éléments voisins d’un neceud
Nombre de sommets de I’élément

Normale au nocud ¢
Normale a I'élément 7

Normale a 1’élément j voisin du neeud

Angle au sommet de 1’élément voisin j du neeud 7
Jacobien

Qualité en forme de I’élément
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Les simulations d’écoulements sur des configurations réelles en mécanique des fluides
restent un défi malgré 'accroissement constant des calculateurs. En effet, les besoins in-
dustriels augmentent plus vite que les puissances de calculs a disposition. La finesse des
discrétisations actuelles pour résoudre les équations de Navier-Stokes sur des configura-
tions complexes en trois dimensions est de 'ordre de dizaines voire de centaines de millions
d’éléments.

Incontestablement le temps de retour est un enjeu industriel. Afin de lever les risques d’un
programme avion, conjointement aux calculs, des essais en soufflerie doivent étre réalisés.
Ces essais sont longs et coliteux. Par conséquent, les premieres phases de conception se font
par calcul. Cela induit une réduction notable du temps de cycle. De plus, vu le nombre de
calculs a réaliser en phase de conception préliminaire, I’optimisation du maillage en termes
de nombre de nceuds et de qualité du résultat apporte un gain évident. C’est pour cette
raison que Dassault Aviation utilise des maillages non structurés et fortement anisotropes.

Les contraintes sur la forme des avions ont augmenté a cause des préoccupations environ-
nementales visées par ACARE ! tels que le bruit et les émissions. Au niveau des études, ces
contraintes ont engendré une identification plus précise des phénomenes physiques et une
augmentation de la taille des maillages supports et par conséquent du temps de simulation.

Le dessin des formes externes a évolué ces dernieres années. En plus de la conception ma-
nuelle, une aide a la conception a pu étre mise a disposition des équipes par l'intermédiaire
d’'une chaine d’optimisation de formes multi-criteres. Elle permet de décharger le concep-
teur des phases manuelles de définition de forme, de génération de maillage surfacique et
volumique au cours des dessins de variantes.

Aidée du savoir-faire métier, cette chaine, bien qu’efficace, doit progresser dans la gé-
nération des formes dérivées. En effet, la phase de déformation de maillage s’effectue a
iso-topologie. Par conséquent, la qualité en forme des éléments se dégrade pour de fortes dé-

1. Advisory Council for Aeronautics Research in Europe. Ce conseil consultatif pour la recherche
aéronautique en Europe vise & améliorer la compétitivité et la durabilité de I’'UE dans ’aéronautique.
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8 INTRODUCTION

formations dans des cas complexes tel que le braquage de gouvernes. C’est dans ce contexte
que se situe cette these. Le but est de faciliter les modifications différentielles de formes en
développant des méthodes efficaces de remaillage surfacique pour les variantes de grande
amplitude. Ce processus d’aide a la conception enchaine un certain nombre de modules de

calcul, voir la boucle simplifiée en figure 1.

Création de la géométrie ‘

!

[ Degrés de liberté et contraintes ]

!

[ Objectifs aérodynamiques

maillage non conforme X ———

2
’ Génération de maillage surfacique ‘

|

’ Génération de maillage volumique ‘

Evaluation maillage maillage conforme v ———

Y

T ’ Calcul de Navier Stokes parallele ‘

’ Déformation de maillage ‘

f

’ Déformation de la géométrie ‘ v

L géométrie non optimale X Optimiseur

géométrie optimale v/

Figure 1 Boucle d’optimisation de formes existante simplifiée.

Le point de départ est la définition géométrique de la partie de I'avion concernée, défini-
tion qui se fait par I'assemblage de surfaces paramétrées. Ensuite des degrés de liberté et des
contraintes sont mis en place. Puis les objectifs aérodynamiques sont précisés. Il s’agit alors
de compléter les données d’entrée par la fourniture d’une discrétisation initiale : maillage
surfacique et volumique, et le point de calcul visé. Enfin la chaine d’optimisation réalise
alors un premier calcul Navier-Stokes parallele puis, par évaluation d'une fonction cofit,
déduit une évolution possible de la géométrie pour s’approcher de 'objectif a atteindre.
Cela donne une déformée géométrique qui se traduit par un champ de déplacements des
noeuds peau servant de condition de Dirichlet pour les limites du maillage 3d multi-blocs.
Apres une derniere étape de déformation du maillage, la chaine peut étre rebouclée.



La méthode des éléments finis est utilisée pour résoudre des équations aux dérivées
partielles de ce modele théorique. Cette résolution est obtenue a travers une discrétisation,
qui pour une précision de plus en plus accrue sur des modeles complexes, requiert des
ressources informatiques conséquentes. Mais 'utilisation d’un maillage uniforme pour la
simulation de modeles complexes sur des configurations réelles donne des temps longs de
calcul et d’analyses.

Depuis de nombreuses années, Dassault Aviation a la capacité de modéliser les formes
via des maillages non structurés et structurés dans son processus de conception. Le meilleur
compromis est recherché entre précision, souplesse de mise en ceuvre et temps de calcul
pour la représentativité des géométries les plus complexes. Autrement dit, la complexité des
simulations est réduite tout en conservant un maximum de précision. En effet, la réduction
de la complexité entraine une diminution des temps de calcul et d’analyses des résultats.

Les maillages 2d plans sont composés d’un maillage structuré pour la couche limite qui
engraisse le profil puis d’'un maillage non structuré jusqu’a l'infini, voir le tri-corps sur
la figure 2. Cette couche est due a la viscosité de 'air adhérant a la paroi de l'avion et
témoigne de fortes variations aérodynamiques. Le maillage structuré par couche permet de
bien représenter les phénomenes physiques de la couche limite de I'avion. L’épaisseur de
cette couche est typiquement de quelques microns car la hauteur de couche dépend des
conditions de vol.

Les maillages 3d surfaciques sont composés de maillage non-structuré et structuré. Le
maillage structuré anisotrope permet notamment pour les voilures d’économiser en nombre
de neeuds tout en étant tres bien représentatif de la géométrie, voir le Generic Business Jet
sur la figure 2.

Figure 2 Maillages — Maillage 2d plan du tri-corps combinant montée de couche structurée et
insertion de neceuds avec une méthode Delaunay non structuré ¢ gauche. Maillage 3d surfacique
du Generic Business Jet combinant mailleur BLSURF non-structuré pour le fuselage et les racords,
et mailleur CITRON structuré pour les voilures au milieu et a droite.
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La résolution des équations de Navier-Stokes est réalisée avec le code de calculs AeTher
développé par Dassault Aviation. La figure 3 présente les étapes d’un calcul type en 3d.
Le maillage surfacique est généré a partir de la surface, le plan de symétrie et la demi-
sphere a l'infini. Ce maillage volumique est généré par une montée frontale de plusieurs
couches d’éléments a partir du maillage surfacique puis d’une insertion de nceuds avec une
méthode Delaunay jusqu’a linfini. Le calcul est alors lancé sur ce modele surfacique et
volumique. Enfin des étapes de post-traitement permettent d’extraire et de visualiser les
éléments nécessaires aux comparaisons avec les résultats expérimentaux.

Cp en fonction de X/C

Figure 3 FEtapes pour un calcul de Navier-Stokes sur un profil ONERA M6 — Maillage sur-
facique, volumique et vues en coupe en haut et au milieu. Calcul & Mach = 0.84, incidence =
3.0°, nombre de Reynolds = 18.14¢5 et modéle de turbulence K-Epsilon-Bicouche. Visualisation
du CPLO, MUT et comparaison avec l’essai du Cp en fonction de X/C en bas.

Il est tres important de noter que dans ce processus la précision de la résolution est tres
dépendante de la proximité du maillage surfacique avec la géométrie évolutive ainsi que de
la discrétisation adéquate des couches limites. Bien que le maillage volumique soit décrit
de fagon non structurée, la discrétisation tétraédrique dans la couche limite est, suivant les
directions normales a la surface, la plus structurée possible. Si on compare la discrétisation
micrométrique des premieres couches de tétraedres suivant la normale a la surface avec la
discrétisation dans les autres directions, on constate que le maillage possede une tres forte
anisotropie.

Mais la principale limitation a laquelle nous sommes confrontés est que le maillage surfa-
cique déformé tout en restant conforme et a iso-topologie est généralement non représentatif
des zones fortement déformées. La figure 4 témoigne de la chute de la qualité des éléments
apres une grande déformation de la voilure. C’est cette limitation que nous souhaitons lever
en considérant des maillages adaptatifs.
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Figure 4 Maillages 3d surfacique du Generic Business Jet avant et aprés étirement d iso-
topologie et iso-nombre de neuds — Visualisation de la qualité en forme isotrope des éléments.

L’adaptation de maillage permet de transformer la discrétisation initiale en suivant I’évo-
lution de la forme ou du probleme a traiter. De surcroit cette adaptation de maillage conforte
les décisions & prendre sur la forme. La boucle d’optimisation en place est notamment limi-
tée dans son espace de recherche par la contrainte de 1’iso-topologie au niveau du maillage.
L’introduction de I'adaptation de maillage au sein de la boucle devrait permettre a la fois
une exploration plus large du domaine de recherche mais également une précision accrue des
résultats de calcul ainsi que des gains en temps. D’autant plus qu’on se dirige vers d’autres
essais en soufflerie dont on n’a pas encore la maitrise numérique. Le gain de temps pour le
concepteur lui permettra notamment d’explorer de nouvelles solutions.

Cette boucle d’optimisation peut conduire a des champs de déformation impossibles a
satisfaire si ce n’est par modification du maillage et en particulier de sa topologie. Par
conséquent, 'ajout ou la suppression de noeuds et la redéfinition des liaisons topologiques
sont obligatoires pour que le maillage reste conforme. Le but de la these sera d’explorer
des solutions susceptibles de lever ces verrous scientifiques et de permettre I'introduction
de solutions non iso-topologiques. A titre de validation des solutions retenues, les cas appli-
catifs représentatifs feront référence a des problemes rencontrés quotidiennement dans nos
taches de conception telles que, par exemple, les variations importantes de formes locales,
I'implantation d’antennes ou la définition des cinématiques de becs ou de volets sur voilure.
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Au vu de ces enjeux, 'objectif de cette these consiste a améliorer la boucle d’optimisation
de formes grace a un module d’adaptation de maillage apres déformation pour les cas 2d
plan et 3d surfacique.

Problématique

Avec I'approche classique, on remarque immédiatement que ’on peut générer un nou-
veau maillage sur la nouvelle géométrie déformée mais les temps humains et de calcul sont
longs. En l'état la génération du maillage 3d volumique est automatique mais c’est son
temps d’exécution en séquentiel par rapport au temps de calcul du solveur ou de la défor-
mation géométrique qui pose probleme. De plus les maillages sont a la fois structurés et
non structurés ainsi ils demandent beaucoup de réglages et de temps pour les générer.

Pour améliorer la qualité en forme des éléments et optimiser la densité locale
de nceuds d’un maillage déformé, il est nécessaire de I’adapter en modifiant
sa topologie et en repositionnant ses nceuds. L’adaptation de maillage consiste a
controler les tailles de mailles pour qu’elles respectent un champ de taille donné tout en
améliorant la qualité en forme des éléments. Ce champ de taille est déduit d’'une métrique.
Le probléme est donc triple puisqu’il faut () déterminer cette métrique et (i) développer
les outils pour modifier ou adapter le maillage selon (iii) des critéres d’optimisation.

Pour les maillages 2d plans, une métrique doit étre mise au point en fonction de la
taille des arétes a la peau et du déplacement entre les corps. Ce déplacement est réalisé
avec une fonction a base radiale pour la définition des cinématiques de becs ou de volets
sur voilure. L’adaptation de maillage ne peut se faire qu’en dehors du profil engraissé par le
maillage de la couche limite car les outils d’adaptation vont altérer cette structure. En effet
le maillage requis pour un calcul de Navier Stokes proche de la peau est une succession de
couches structurées anisotropes normales a la peau. Ce maillage de la couche limite n’est
pas a adapter au risque de détruire son coté structuré.

Pour les maillages 3d surfaciques, une métrique doit étre établie a partir de la géomé-
trie déformée. Le champ de taille du maillage déformé doit étre calculé a partir des données
de cette géométrie déformée. En outre, on est confronté au probleme de la projection sur
la géométrie des lors que 1'on veut ajouter un noeud en cassant une aréte. Par conséquent
I'opérateur de projection utilisé doit étre rapide et doit s’appliquer aux courbes et aux sur-
faces de la géométrie. La modification éventuelle du maillage doit étre locale, c¢’est-a-dire
que tout le maillage ne doit pas étre adapté. Cela implique que le maillage initial avant
déformation respecte la métrique ou que des zones de maillages ne sont pas a adapter.

Un algorithme d’adaptation de maillage générique et automatique doit étre
mis en place pour des maillages isotropes et anisotropes. Il doit supporter les
géométries complexes bidimensionnelles et tridimensionnelles représentant des domaines
de calculs réalistes. Cet algorithme doit faire respecter la métrique sur tout le maillage a
adapter grace a des outils de modification locale de maillage a mettre au point. Des longueurs
seuils ainsi que des criteres d’optimisation déclenchent les modifications de maillage. Cet
algorithme doit conserver la conformité des mailles, maximiser la qualité en forme des
éléments et en particulier pour les cas 3d surfaciques, il doit minimiser ’angle diedre pour
que le maillage soit au plus proche de la géométrie.
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Cette étude nous a amenés a chercher un nouveau critére de qualité en forme
anisotrope des éléments basé sur ’alignement des deux c6tés du triangle suivant
les directions principales pour retrouver un maillage pseudo-structuré pour les couches
limites en 2d plan et les voilures en 3d surfacique.

Dans ce travail, nous avons choisi délibérément d’effectuer des adaptations 2d plans et 3d
surfaciques basées sur des modeles réalistes. En effet les adaptations 2d plan et 3d surfacique
utilisent les mémes outils de modification locale de maillage alors que 'adaptation 3d volu-
mique requiert des outils différents de modification locale. Par conséquent, ’adaptation 3d
volumique ne sera pas traitée dans cette these. Nous avons considéré des problémes repré-
sentatifs pour les cas industriels 2d plan du tri-corps et 3d surfacique du Generic Business
Jet.

Etat de Dart

La robustesse des outils industriels de Dassault Aviation et des processus de réalisa-
tion de calculs CFD permet d’envisager un niveau d’automatisation pour mettre en place
une boucle d’optimisation de formes. L’article de Laurent Daumas, Quang Dinh, Steven
Kleinveld et Gilbert Rogé présente cette boucle utilisée par Dassault Aviation dans un
contexte d’optimisation automatique de formes a 'aide de la CAO paramétrique appliquée
a la réduction de la fleche sonique [24]. La CAO paramétrique différenciée est utilisée dans
le cadre de cette optimisation automatique de formes aérodynamiques par Kleinveld [50].
L’article d’Alauzet [1] met en avant U'intérét de 'adaptation de maillage dans cette boucle
d’optimisation pour la réduction du bang sonique.

La triangulation a toujours été utilisée pour traduire une géométrie continue en éléments
finis pour le solveur. L’idée est de lier une métrique a cette triangulation, sorte de pondéra-
tion en chaque noeud, qui permet de créer le maillage optimal pour le calcul. Les méthodes
pour obtenir ce maillage optimal ont évolué vers des processus adaptatifs. Borouchaki donne
les étapes nécessaires pour remailler une structure mécanique lors de grandes déformations
élasto-plastiques avec endommagement [12]. Il en résulte que 'adaptation de maillage avec
de telles métriques respectera les criteres géométriques et physiques.

La tendance est d’aller vers un processus global d’adaptation de maillage, qui permet-
tra une convergence plus rapide du calcul, une meilleure représentation de la physique, un
nombre de nceuds optimal pour la gestion mémoire et une tres bonne automatisation. Plus
tard Loseille [62, 61] met au point des opérateurs essentiels de modification locale géné-
rique de maillage pour une adaptation de maillage efficace. Enfin Michal [68, 69] présente
des comparaisons entre l'adaptation de maillage avec de tels opérateurs et les méthodes
classiques de génération de maillage avec raffinement a priori. Les résultats montrent une
diminution drastique du nombre de nceuds et une meilleure précision sur des cas industriels.

Tous ces auteurs suggerent ['utilisation de plus en plus intensive de 'adaptation de
maillage de par 'augmentation de la complexité des maillages & atteindre pour capturer les
phénomeénes physiques de petites échelles.

Pour le cas 2d plan, les déplacements relatifs entre les corps permettent de simuler
plusieurs configurations de vols chez Dassault Aviation. Les déplacements sont effectués
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avec des opérateurs de type Laplacien ou avec une fonction a base radiale issu de 'article
de Buhmann [16]. Les maillages sont donc déformés tant qu’ils restent conformes.

Pour le cas 3d surfacique, il existe des métriques géométriques introduites par Borouchaki
et George [11]. Le but est d’approcher le maillage le plus possible de la surface, c¢’est-a-dire
que l'angle diedre est minimisé tout en contrdlant la taille des arétes localement. Cette
approche s’effectue depuis de nombreuses années par un mailleur frontal surfacique BLSURF
chez Dassault Aviation. Ce mailleur surfacique a été développé par Borouchaki et Laug
[54]. L’objectif est de retrouver les mémes résultats que BLSURF mais avec un processus de
remaillage adaptatif. De plus la méthode d’Hamann [41] de récupération des courbures et
des directions principales géométriques a partir d’'un maillage surfacique sera a I’étude dans
cette these pour calculer la carte de taille géométrique.

Un autre mailleur 3d surfacique CITRON a été développé chez Dassault Aviation générant
des maillages par tranches pour les voilures. Il permet de minimiser le nombre de noeuds
tout en étant tres proche de la géométrie. Cependant ce mailleur n’est pas piloté par une
métrique. Pour l'adaptation de tel maillage, une nouvelle méthode de remaillage sera ba-
sée sur la métrique géométrique et un nouveau critere de qualité en forme anisotrope des
éléments avec alignement pour conserver le plus possible cette structure.

La géométrie est un point essentiel dans notre étude, c’est en effet le support des éléments
finis. En 1992, Farin décrit dans son livre [30] les courbes et les surfaces. En partant de
lalgorithme de De Casteljau pour approximer efficacement les polynomes écrits dans la
base de Bernstein, Farin caractérise les courbes de Bézier. Il travaille sur la continuité des
splines et des surfaces C? en position, C'! en tangentes et notamment C? en courbures. II
introduit les courbes de Bézier rationnelle qui permettent d’ajouter des poids sur les points
de controle pour décrire plus fidelement les courbes. Il regarde aussi des méthodes de lissage
de surface qui sont utilisées encore aujourd’hui chez Dassault Aviation dans le but de lisser
les surfaces dans sa recherche de voilure plus performante.

En 2012, Piegl et Tiller décrivent dans leur livre [75] les courbes et surfaces dans une
description mathématique faite a base de NURBS. Cet ouvrage récent met a jour le livre
de Farin appliqué a I'informatique moderne avec en plus 'ajout d’algorithme géométrique
fondamental. La surface NURBS est disponible et elle sera le support géométrique de départ
de 'adaptation de maillage. En outre un opérateur de projection par itération de Newton
[15] est aussi disponible et il permettra de faire la projection des nceuds insérés sur la
géométrie.

Dans ce contexte, les méthodes de maillage d’espace continu en espace discret concernant
les calculs éléments finis par George et Borouchaki [36] ou encore par Frey et George [33]
sont trés bien décrites dans leurs livres que ce soit pour la génération ou la modification de
maillage. Un ouvrage plus récent en deux volumes de Borouchaki et George [9, 38] met a jour
ce dernier et nous donne le détail de différentes métriques ainsi que des algorithmes associés
tels que la recherche de voisinages, la gradation de métrique, I'optimisation de maillages,
I’adaptation de maillage avec les opérateurs de modification locale, le parallélisme et la
renumérotation des nceuds. Ces méthodes d’adaptation avec opérateurs de modification lo-
cale de maillage permettent a faible colit de transformer un maillage existant pour qu’il
respecte une métrique donnée. Il est donc intéressant d’utiliser ces opérateurs dans un pro-
cessus d’optimisation de formes pour que le maillage suive correctement les transformations.
Au cours de la these, nous avons suivi les méthodes présentées dans cet ouvrage.
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Démarches proposées

Dans notre approche, 'adaptation de maillage non structuré est basée sur le calcul des
longueurs d’aréte dans une métrique discrete, c’est-a-dire qu’elle est définie aux sommets
du maillage. Cette métrique isotrope ou anisotrope est construite en utilisant les données
géométriques discretes basées sur une le hessien approché ou exact de la solution a savoir les
courbures géométriques. Le but est d’équi-répartir I’erreur d’interpolation sur le maillage
en modifiant la longueur des arétes du maillage par bascule topologique, subdivision ou
condensation d’aréte et repositionnement des nceuds.

Dans un processus automatique d’optimisation de formes, il est essentiel de détecter
quand le maillage déformé n’est plus fidele a la géométrie. Le but est donc d’adapter le
maillage déformé par remaillage local pour conserver une précision constante tout au long
du processus d’optimisation de formes. En théorie I'adaptation améliorera la convergence
et la précision des résultats, et elle diminuera le temps de calcul.

Cette nouvelle approche se base sur les algorithmes existants d’adaptation de maillage. La
solution étant connue, il faut alors adapter le maillage dans les régions ot les déformations
évoluent afin de préserver sa précision. Pour cela un nouveau critére de qualité en forme
anisotrope des éléments avec alignement suivant les directions principales sera introduit
pour adapter dans les zones de maillage structuré.

Description de la these

L’objectif principal de la these est de réaliser la partie adaptation de maillage surfacique
apres la déformation de la géométrie pour automatiser cette partie de la boucle d’optimi-
sation en figure 5.

La premiere étape consiste a initialiser ’adaptation de maillage en classifiant les noeuds,
les arétes et les éléments. Cela permet notamment de déclencher correctement les opérations
de modification locale ou de conserver des zones de maillage telles que les zones ot le maillage
est structuré.

La deuxieme étape est de calculer la carte de taille sur tout le maillage. Pour le cas
2d plan, deux métriques sont mises au point. Une métrique isotrope est basée sur la taille
d’aréte a la peau. Une autre métrique anisotrope est basée sur la taille tangentielle d’aréte
a la peau et la norme du déplacement normal a la peau. Cette norme est récupérée grace
a la fonction a base radiale utilisée pour le déplacement. Pour le cas 3d surfacique, deux
métriques géométriques isotrope et anisotrope sont calculées a partir des courbures et des
directions principales approchées et exactes de la surface. Un algorithme de correction sera
appliqué sur la métrique pour controler la variation de taille locale.

La troisieme étape est la mise en place des opérateurs de modification locale d'un maillage
surfacique dans le but de faire respecter la métrique. Par conséquent la bascule d’aréte, la
réduction d’aréte, l'insertion d’aréte et le repositionnement de sommets sont implémen-
tés pour modifier la topologie localement et mettre a jour la métrique localement avec
correction locale. De plus des criteres d’optimisation seront appliqués pour déclencher les
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Création de la géométrie ‘

[ Degrés de liberté et contraintes ]

[ Objectifs aérodynamiques ]

’ Génération de maillage surfacique ‘

’ Génération de maillage volumique ‘

(— maillage optimal v/ —————

I Adaptation de maillage I v
0 Calcul de Navier Stokes paralléle
’ Déformation de maillage ‘

f

’ Déformation de la géométrie ‘

Y

L géométrie non optimale X Optimiseur

géométrie optimale v/

Fin

Figure 5 Nouvelle boucle d’optimisation de formes avec un module d’adaptation de maillage
fournissant un maillage conforme et optimal pour le calcul.

modifications. Le Jacobien de I'élément permet de conserver un maillage conforme. L’angle
diedre permet de s’approcher de la géométrie. La qualité en forme des éléments isotrope ou
anisotrope permet de maximiser la qualité des éléments du maillage. En outre un nouveau
critere de qualité en forme anisotrope des éléments avec alignement des cotés de 1’élément
suivant les directions principales est introduit permettant de retrouver un maillage pseudo-
structuré.

La derniere étape est la mise au point d’un algorithme d’adaptation de maillage auto-
matique permettant de combiner les étapes précédentes. Le principe de cet algorithme est
de converger vers un état fixe pour le couple formé par le maillage et la carte de taille.
L’algorithme générique d’adaptation de maillage utilisé est représenté sur la figure 6. Les
longueurs dans la métrique sont calculées et comparées & Lagmin €t L atmaz pour atteindre
I’objectif du maillage de longueur unité L, = 1. Plusieurs stratégies sont élaborées en fonc-
tion du type de 'adaptation isotrope ou anisotrope pour obtenir une méthode de remaillage
efficace.
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Entrées : Maillage, Géométrie
Sorties : Maillage adapté

Initialisation;

Carte de taille;

tant que Modification faire

tant que L < Lagmin faire
Enlever I'aréte™;

Basculer les arétes locales™;

fin

tant que Lo > Lagmas faire
Casser l'aréte™;

Basculer les arétes locales™;

fin
Bouger les noeuds™;
Basculer les arétes locales™;

Figure 6 Algorithme d’adaptation générique d’un maillage surfacique a gauche. (*) représente
la mise a jour locale de la métrique aprés chaque modification topologique. Adaptation isotrope
du tri-corps sur géométrie fize avec conservation du maillage de la couche limite au milieu.
Adaptation anisotrope du GBJ sur géométrie fixe a droite.

Cette théorie novatrice doit étre validée a travers une intégration de ces nouvelles mé-
thodes au sein des logiciels et des chaines de calculs de Dassault Aviation. A Dissue de
cette these, nous pourrons élargir considérablement 1’espace des solutions possibles lors des
phases d’optimisation, notamment en levant le verrou de I'iso-topologie. Nous resterons dans
un cadre différentiable, de maniere a continuer d’utiliser des algorithmes de type gradient,
ce qui est incontournable pour les temps de retour du processus de conception de forme.
Nous automatiserons I'adaptation de maillage surfacique de maniere a maitriser l'erreur de
discrétisation spatiale. L’adaptation de maillage se concentrera sur la partie surfacique.

Plan de la these

La these comporte quatre chapitres qui reprennent les principaux points énoncés précé-
demment. Le premier chapitre, plus indépendant, décrit la boucle d’optimisation existante.
Le deuxieme chapitre développe la théorie de la métrique. Le troisieme chapitre traite de
la méthode utilisée pour 'adaptation de maillage. Le dernier chapitre présente des appli-
cations de I'adaptation de maillage pour les cas industriels dans le contexte de géométrie
déformable.

Le chapitre 1 décrit la boucle d’optimisation de formes chez Dassault Aviation, notam-
ment le modeleur géométrique GANIMEDE, le solveur AeTher et l'optimiseur. D’abord le
support géométrique de type NURBS est rappelé. Ce support permet de lisser et de piloter
la surface a volonté grace aux multiplets de sa surface modifiable en position, en tangentes
et en courbures. Ensuite les équations de Navier-Stokes sont introduites avec une formu-
lation entropique pour former le systeme a résoudre par le code de calcul. Enfin la boucle
d’optimisation est détaillée a travers ses modules. Plus spécifiquement, les opérateurs de
déformation de nuage de points de type Laplacien et ceux avec une fonction a base radiale
sont présentés.
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Le chapitre 2 se concentre sur le calcul de la longueur dans la métrique. D’abord la
théorie de la métrique est rappelée avec la définition d'un produit scalaire généralisé dans un
espace riemannien. Puis la récupération des informations géométriques est étudiée a partir
du maillage seul ou de la géométrie pour créer la métrique géométrique. Ensuite la métrique
géométrique est définie sur les points de la surface. Enfin le calcul de la longueur dans la
métrique est approché par une formule de quadrature ou par des fonctions d’interpolation
linéaire ou géométrique.

Le chapitre 3 concerne 'adaptation de maillage surfacique et ses algorithmes dédiés.
D’abord la préparation de 'adaptation de maillage est élaborée grace a une classification
des composants du maillage, a la structure de données utilisée et a la création de la carte
de taille. Puis les critéeres d’optimisation sont étudiés tels que le Jacobien de 1’élément,
I’angle diedre et la qualité en forme des éléments. Ensuite les opérateurs de modification
locale sont mis au point : la bascule d’aréte, la subdivision d'une aréte, la condensation
d’une aréte, I'insertion d’un nceud sur une aréte et le repositionnement de nceuds. Enfin
plusieurs algorithmes d’adaptation globale sont proposés pour le cas isotrope, anisotrope et
anisotrope avec alignement suivant les directions principales.

Le chapitre 4 regroupe les applications notamment pour le tri-corps 2d plan et le GBJ
3d surfacique. D’abord les courbures géométriques sont étudiées pour le calcul approché et
exact. Puis la gradation de la métrique géométrique est analysée en isotrope et en anisotrope.
Ensuite ’adaptation 2d plan est examinée sous diverses applications, plus particulierement
avec des zones conservées de maillages structurés et avec un déplacement par fonction a base
radiale. Enfin une adaptation de maillage géométrique isotrope et anisotrope sur géométrie
fixe mono-carreau permettra de valider les opérateurs de modification locale mis en place
ainsi que la convergence entre le couple formé par le maillage et la solution géométrique.
De plus une adaptation de maillage géométrique isotrope et anisotrope sera appliquée et
validée sur géométrie multi-carreaux fixe et déformable dans le but d’insérer ce nouveau
module d’adaptation dans la boucle d’optimisation de formes.

Des conclusions et des perspectives sont tirées de ce travail. D’abord les conclusions
rappellent la problématique, les résultats obtenus d’adaptation de maillage surfacique, les
contributions apportées sur les algorithmes d’adaptation développés et le nouveau critere
de qualité d’alignement. Enfin les perspectives s’ouvrent sur une extension de 'adaptation
de maillages 3d volumiques, I'intersection de métriques géométriques et physiques pour de
I’adaptation de maillages surfaciques et volumiques, ainsi que le développement de nouveaux
algorithmes d’adaptation de maillages surfaciques pour faire respecter le nouveau critere de
qualité d’alignement des éléments.

Trois annexes sont ajoutées pour montrer 'efficacité des algorithmes d’adaptation déve-
loppés. D’abord les adaptations de maillages sur surfaces fermées sont présentées a travers
un tore, un joint et un entrelacement. Ensuite les adaptations de maillages sur surfaces
ouvertes sont exposées pour un cylindre, une bosse, une montagne, un drapé, un serpentin
et un ressort. Enfin les adaptations de maillages sur surfaces complexes sont proposées pour
une hélice, des intersections cylindriques et une théiere.
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L’optimisation de formes aérodynamiques est un ensemble de méthodes permettant de
trouver la meilleure forme a donner a une piece pour qu’elle remplisse ses fonctions. Cette
optimisation regroupe des modules de géométrie, de maillage et de code de calcul. Un
modeleur géométrique permet de décrire en détail la forme complexe du modele. Le maillage
permet de discrétiser ce modele continu en éléments simples discrets. Le code de calcul
permet de résoudre les équations d’états aérodynamiques sur ces éléments discrets. De plus
cette optimisation de formes, manuelle par le passé, est devenue en partie automatique de

19
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nos jours. En effet le processus d’optimisation de formes a été automatisé a travers la mise
en place d'une boucle d’optimisation constituant une aide a la conception.

D’abord nous décrivons le modeleur géométrique développé par Dassault Aviation par
une introduction des concepts géométriques qui lui ont donné naissance. Ensuite nous pré-
sentons le code de calcul avec la formulation du probleme aérodynamique. Enfin nous dé-
taillons la boucle d’optimisation automatique de formes aérodynamiques et notamment les
opérateurs de déformation de maillage de type Laplacien et avec une fonction a base radiale.

1.1 Modeleur géométrique

Les modeleurs 3d sont utilisés dans l'industrie en Conception Assistée par Ordinateur
(CAO). Ces modeleurs sont également le support de projection pour la génération ou ’adap-
tation de maillage surfacique. Il est donc essentiel de bien comprendre le support géomé-
trique utilisé par Dassault Aviation.

Le modeleur CAO GANIMEDE (Geometry ANd Inherent MEsh DEformation) gere les
variables de conception. Ce modeleur géométrique permet de créer des formes complexes en
trois dimensions a partir de la définition de multiplets décrivant la position, les tangentes
et les courbures d’une surface de type NURBS correspondant a une généralisation des B-
splines.

Historiquement dans la construction navale, les splines ou lattes sont des bandes de bois,
de plastique ou métalliques longues, fines et flexibles. Elles étaient maintenues en place avec
des poids en plomb servant de points de contrdle pour la courbe.

Les lattes furent généralisées dans les années 60 par Pierre Bézier chez Renault, Paul
de Casteljau chez Citroén et de Boor chez General Motors. A I'époque, les besoins sont
de dessiner des courbes et des surfaces gauches lisses, continues C! en tangence et C?
en courbure. L’utilisateur peut donc facilement définir des points de contrdle pilotant une
courbe. Ces points de controle permettent de modifier la courbe localement et directement.

Le livre de Farin [30] est la référence pour les courbes et les surfaces polynomiales définies
par morceaux avec des points de controle. Le nombre de points de controle est alors lié au
degré du polynéme. Les applications sont le dessin vectoriel, les polices de caractere et
notamment les courbes et les surfaces pour la CAO.

D’abord nous rappelons la définition d’une courbe paramétrique et plus particulierement
les polynémes de Bernstein. Puis nous étudions la courbe de Bézier et 1’algorithme de
Casteljau. Ensuite nous généralisons cette forme a la B-spline. Enfin nous abordons une
généralisation de la B-spline a la courbe NURBS et a la surface NURBS. Les courbes et
les surfaces NURBS seront le support géométrique du maillage dans cette these avec entre
autre la définition des courbures géométriques pour la métrique géométrique que 1’on verra
plus loin pour les problématiques d’adaptation de maillages surfaciques.
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1.1.1 Courbe paramétrique

Une courbe paramétrique C(u) polynomiale de degré n est définie par :

> aut
x(u) i=0
Clu)=| y(u) | =| X b (1.1)
z(u) w2
> ocut
i=0

Cette courbe est facile & calculer et infiniment différentiable sur tout le domaine.

Courbe a poles

La courbe a pdles s’appuie sur la notion de barycentre d’un ensemble de points. Soit le
barycentre C' de (n + 1) points P affectés de masses :

(i %’) C= zn:SOiPi (1.2)

=0

Si toutes les masses sont positives ou nulles, C' est dans ’enveloppe convexe des points
P. Si les masses varient en fonction d’'un parametre ¢, on a alors :

(Zi: SDi(t)) C(t) = i@i(t)Pi (1.3)

Courbe a pdles continues

La partition de 'unité implique que :

ﬁ:%’ =1 (1.4)

La courbe paramétrique C'(t) est donc définie par :

Ct) = S @ilt)P (15)
1=0

Ces courbes sont invariantes par transformation affine. Si tous les points sont alignés, la
courbe est un segment de droite.
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Polynémes de Bernstein

L’idée est de partir du développement binomial :

1:(1+(1—u))n:§:<?)ui(l—u)”_i (1.6)

1=0

Ainsi, on obtient la somme de n + 1 polynomes de degré n que 'on appelle polyndémes
de Bernstein :

B (u) = ( TZL ) u' (1l —u)"" = muz(l —u)" "aveci=0,..,n (1.7)

Une importante relation, la formule de Pascal, lie les ccefficients binomiaux : pour tout
couple (n,7) d’entiers naturels :

()= (n)- () .

Les graphes de Bernstein de la figure 1.1 montre que les polynémes sont linéairement
indépendants.

1 ‘ 1 ‘
— B(w — B3(w
0.8 D 1 0.8 B :
— Bz(“)
0.6 | 8 0.6 | :
0.4 . 0.4 1
0.2} 8 0.2} :
0 | | | | 0 | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
1 ‘ 1 ‘
—— Bj(u) —— Bj(w)
— B} (w) — B (w)
0.8 | RO 8 0.8 | e 1
2 2
—— B3(w) —— Bj(u)
0.6 . 0.6 i /A
0.4 . 041 i |
0.2} . 0.2} / :
0 | | 0 e
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Figure 1.1 Graphes de Bernstein ordre n =1, 2, 3, 4.
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Les polynémes de Bernstein sont symétriques (1.9), forment une partition de 1'unité
(1.10) et sont positifs pour u dans l'intervalle [0, 1] (1.11).

B"u) = B (1 — u) (1.9)
iBf@) =1 (1.10)
. B!"(u) >0 (1.11)

Ces polyndémes satisfont la formule de récurrence suivante :

B (u) = uBl (u) + (1 — u)B}"(u) avec B"; = Bl',; =0et By =1 (1.12)

1.1.2 Courbe de Bézier

La courbe de Bézier est définie par :

Yu € [0,1], p(u) = Zn:BZ"(u)PZ (1.13)

P; représente les points de controle. La ligne polygonale Py P;... P, est appelée polygone
caractéristique de la courbe ou polygone de contrdle. La courbe est d’ordre n+1 et de degré
n. Les polynomes de Bernstein définissent les fonctions de base ou de mélange de la courbe.
Le nombre de points de controle est égal au degré n + 1.

/TN
G =T

Figure 1.2 Courbes de Bézier de degré n = 3 et polygones de controle associés.

La courbe de Bézier forme une invariance affine puisque c’est une combinaison bary-
centrique. Les points de controle forment une enveloppe convexe dont les bases sont po-
sitives. La courbe de Bézier passe par le premier et le dernier point de contrdle puisque
By =1 et B =1 donc p(0) = Fy et p(1) = P,. Les polynémes ont une symétrie car
B(u) = B'_;(1 — u). De plus la courbe de Bézier est tangente au premier et au dernier
segment du polygone de contréle.
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Dérivée d’une courbe de Bézier

La dérivée d'un polynome donne :

dB!(u)

= =n (B (w) — B (u) (1.14)

La dérivée d’une courbe de Bézier donne donc :

—nZB” Yu)(Pyy — P) (1.15)

Algorithme de Casteljau

L’algorithme de Casteljau permet de construire la courbe de Bézier de fagon récursive
pour approximer efficacement les polyndmes écrits dans la base de Bernstein. Cet algorithme
s’appuie sur la formule de récurrence suivante :

n n—1 0
=>"BMu)P) =Y B =Y B)(u)P" =P} (1.16)
1=0 =0 1=0
avec PM = (1 — u)PF lej—l
P
Py Py
P}
7
Py
Py Py

Figure 1.3 Construction d’un point d’une courbe de Bézier de degré n = 3 pour u = 0.25 avec
lalgorihtme de De Casteljau.

Elévation de degré

L’élévation de degré permet d’avoir plus de contrdle sur la courbe. Une courbe de Bézier
de degré n peut donc toujours s’exprimer sous la forme d’une courbe de Bézier de degré
n + 1. En augmentant le degré, le polygone de controle se rapproche de la courbe.

; ;
= — P l——\p, 117
@ n+1 “L( n+1> (1.17)
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P, @ P,
Q1 Qs
P() = QO P3 = Q3

Figure 1.4 Elévation de degré d’une courbe de Bézier de degré n =3 d n = 4.

Raccordement de courbes de Bézier

Soit deux courbes de Bézier p(u) et q(v). p(u) est de degré n, u € [0,1], de points de
controle P;. q(v) est de degré m, v € [0, 1], de points de contrdle @;. La condition sur le
polygone de controle pour que les courbes soient raccordées en u = 1 et v = 0 pour une
continuité :

- CO si Pn = Qo X .

- Glsi P, =Qg et Pn_lP,/L et Qp@Q1 sont colinéaires

- Cl SiPn:QO et Pn_Pn—lel_QO

- C?si Py =Qo et Py —2P,_1 + Poo = Q2 —2Q1 + Qo

Bilan

Le contrdle des courbes de Bézier est intuitif grace au lissage. La courbe est incluse
dans le polygone convexe. La mise en ceuvre est simple. La courbe de Bézier permet de
représenter tout polynome a ceefficients vectoriels avec peu de parametres. Par contre le
degré est lié au nombre de points de controle. La complexité augmente avec le nombre de
points. Le controle est global. Cette courbe n’est pas adaptée pour I'interpolation directe
d’un nuage de points.

1.1.3 Courbe B-spline

Les courbes de Bézier sont des B-splines de degré n avec n 4+ 1 points de controle. Les
B-splines (Basis splines) sont des fonctions définies par morceaux qui peuvent avoir un
nombre arbitraire de points de contréle et qui permettent de spécifier le degré du polynéme
qui va les interpoler.

La B-spline est définie a partir de n+ 1 fonctions de controle. Le degré de la courbe est k.
Les P; représentent les n+ 1 points de contrdle. Les ¢; représentent les vecteurs nodaux. Il y
a donc n intervalles pour n + 1 points de controle. 1 < k < n est le degré de la courbe donc
k 4+ 1 est le nombre de points de controle qui influence un seul intervalle. Par conséquent il
yak+n-+2ncuds avec t; < ;1.
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L’équation d’une B-spline est définie par :
p(u) = Z Nk (u) P avec Umin < U < Umag (1.18)
i=0
N (u) est la fonction de base du point de contrdle P;. De plus N j(u) est définie ré-

cursivement par l'algorithme de Boor-Cox. Il s’agit d’une généralisation de ’algorithme de
Casteljau.

, )L w Su<uiq
Nz,O(u) - { 07 sinon (119)
U — U; U; —Uu
Nig() = ———Nijp1(u) + — Ny 41 (w) (1.20)
Uitk — U4 Ui k+1 — Ui41

Dérivée d’une B-spline

La dérivée d’une fonction de base de degré k est :

dN; k(u) k L
v Nijp—1(1) = ——————— Ny 5 1.21
du e~ (v Wirker — gy " () (1.21)

Ce qui nous donne la formule suivante pour la dérivée d’une courbe B-spline :

p(u) = k"i Dipmaln)

P — P 1.22
i=0 Witk+1 — Ui—l—l( ! ) ( )

Fonctions de base

On se propose de définir les fonctions de base pour un vecteur nodal ¢t = {0,1,2,3}. Pour
k = 0, on applique la formule (1.19) :

Noo(u) =1pour 0 <u <1
Nip(u) =1pour 1 <u<?2
Noo(u) =1 pour 2 <u <3

Pour les autres fonctions avec k = 1, 2, on applique la formule (1.20) :

upour 0 <u <1

2—upourl<u<?2
u—1pourl <u<?2
3—upour2<u<3

N071 (U) =
N171 (u) =

(u/2)u pour 0 < u < 1
Noa(u) =3 (u/2)(2—u)+((3—u)/2)(u—1) pour 1 <u <2
(3—u)/2)(3—wu) pour 2 <u<3

Les fonctions sont linéairement indépendantes et symétriques. Elles forment une partition
de 'unité et elles sont définies positives. Le support de base des fonctions est compact
puisque I'influence est locale. De plus le degré de la courbe est indépendant du nombre de
points de controle.
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3 w 3 w 3 ‘
No,o(u) No,1(u) No,2(u)
N1,0(w) No,1(u) No,2(u)
N2,0(u) Ni,1(u) No,2(u)
20 N 21 Ni,1(u) | 20 |
1 10 B 1+ —
0 \ \ 0 0 \ \
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Figure 1.5 Graphes des fonctions de base pour un vecteur nodal t = {0,1,2,3} pour k =0, 1, 2.

Vecteur nodal

Le vecteur nodal ou vecteur de nceud est uniforme puisque wu; 11 — u; = Ujrs — Ujy1-
Par conséquent la variation de la taille d’un intervalle change la distribution de 'espace
paramétrique des poids associés aux fonctions de contrdle. La répétition d’une valeur de
neeud réduit de 1 la continuité de la courbe dans la zone affectée. Si on répete k + 1 fois un
neeud, la fonction de controle ne sera influencée que par ce noeud. La courbe passe donc par
ce point avec une continuité CY. Un vecteur nodal qui répéte son premier et dernier noeud
k + 1 fois est dit fermé, autrement il est dit ouvert.

Bilan

La courbe de Bézier est un cas particulier des B-Splines. La B-Spline est le modele
opérationnel le plus courant. Ce modele est plus souple que les courbes de Bézier puisque le
controdle est local et le degré de la courbe est indépendant du nombre de points de controle.
Le vecteur nodal permet de bien contrdler le modele. Les inconvénients de ce modele sont
la complexité algorithmique et la difficile maitrise du vecteur nodal. En outre les coniques
ne peuvent pas étre représentées par des polynémes définis par morceaux.

1.1.4 Courbe NURBS

Les B-splines rationnelles non uniformes, plus communément désignées par leur acronyme
anglais NURBS pour Non-Uniform Rational Basis Splines, correspondent a une générali-
sation des B-splines. Les NURBS permettent de représenter fidélement des coniques. En
effet différents poids associés aux points de controle modifient le facteur d’attraction. On
multiplie les coordonnées de P; avec un poids w dans I’équation de la B-spline (1.18).

L’équation d’'une NURBS est donc définie par :

n
P (u) = Z Nik(w) PP avec tUmin < U < Unmag (1.23)
i=0

Le passage en coordonnées cartésiennes se fait en divisant p¥(u) avec la quatriéme coor-
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donnée :
W;T;
w - WY
P (u) = 3 N (u) w.g (1.24)
i=0 v
Wi
€T
n Ni7k(u)w,- i
plu) =3 = | ¥ (1.25)
=0 Z NjJ{(u)wj t
3=0 1
- N; ;
p(u) = X:Rzk(u)PZ avec R; p(u) = ,Zk& (1.26)
1=0 Z() Njyk(u)wj
]:

Si tous les poids sont égaux a 1, la courbe NURBS est réduite a une courbe B-spline. De
plus les NURBS sont rationnelles. En effet R; ;(u) est une fonction rationnelle de degré k en
u. Les fonctions sont définies positives. Le support est local puisque la fonction rationnelle
R; 1:(u) est une fonction composite de fonctions rationnelles de degré k. Sur chaque intervalle
de u au plus k£ + 1 fonctions de base de degré k sont non-nulles. La somme des fonctions
de degré k sur chaque intervalle est égale a 1, ce qui prouve la partition de I'unité. Si le
nombre de noeuds est m + 1, le degré est k et le nombre de fonctions de base de degré k est
n + 1 alors m = n + k + 1. Si la multiplicité d'un nceud est p, la fonction de base R; 1(u)
est de continuité C*~P. Si w; = ¢, ¢ étant une constante non nulle, alors R; x(u) = N x(u).

La courbe NURBS p(u) est une courbe définie par morceaux dont chaque morceau est
une courbe rationnelle de degré k. L’égalité m = n + k + 1 doit étre satisfaite. Une courbe
dont le vecteur nodal est fermé passe par les points de controle Py et P,. Le polygone de
controle est 'enveloppe convexe de la courbe. p(u) est de continuité C*~P & un nceud de
multiplicité p.

Plus le poids est grand et plus la courbe se rapproche du point de controle. Plus le poids
est faible et plus la courbe s’éloigne du point de controle.

Bilan

La modification de la courbe NURBS peut se faire simplement par les poids attachés
aux neceuds. L’algorithme de Casteljau se généralise et il s’applique a la courbe NURBS.
On divise par la valeur finale de la coordonnée du poids pour retrouver les coordonnées
cartésiennes.

1.1.5 Surface NURBS

La courbe NURBS de parameétre u est étendue a la surface NURBS de parametres u et
v. Une approche par le contrdle de multiplets sur la surface NURBS permet de créer des
surfaces complexes chez Dassault Aviation.
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Surface NURBS mono-carreau

La figure 1.6 illustre un carreau surfacique quintique. Ce carreau est symétrique puisque
les fonctions de base sont les mémes pour u et v.

Figure 1.6 Surface NURBS mono-carreau — Carreau de degré 5 avec 9 multiplets. Visualisation
des vecteurs tangents S, et Sy du carreau. Vecteurs nodauz et fonctions de base en u et en v.

Surface NURBS multi-carreaux

La figure 1.7 illustre la surface multi-carreaux du Generic Business Jet qui est I'objet de
notre étude par la suite.

Figure 1.7 Surface NURBS multi-carreauxr — Generic Business Jet composé de carreauz de
degré 5. Visualisation des vecteurs tangents S, et S, des multiplets des carreaux fuselage et
voilure externe. Vecteurs nodauz et fonctions de base en u et en v.
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1.1.6 Bilan

Cette construction géométrique est le support de l'adaptation de maillage surfacique
géométrique basée sur la courbure qui est développée dans les chapitres suivants. Deux
approches d’évaluation de la courbure seront explorées dans le chapitre 2. Une approche se
base sur ce support car les dérivées secondes de la surface sont disponibles mais ce calcul est
cotiteux. Une autre approche basée sur le maillage uniquement permet d’évaluer rapidement
la courbure mais celle-ci est approchée.

1.2 Code de calcul

Le code AeTher (AeroThermodynamique) est utilisé pour résoudre les équations de
Navier-Stokes pour un fluide compressible exprimé en variables entropiques a l'aide de
la méthode des éléments finis stabilisés par SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin).

La formulation éléments finis permet 1'utilisation de maillages non-structurés tres adaptés
a des configurations complexes [18]. L’utilisation des variables entropiques symétrise les
équations de Navier-Stokes et elle permet d’obtenir des propriétés thermodynamiques [47],
[63]. Cette formulation facilite I'ajout d’équations de chimie pour traiter les espéces réactives
apparaissant dans des écoulements hypersoniques [19].

De nombreux modeles de turbulence (k — e, Spalart-Allmaras, etc ...) sont disponibles
pour les calculs stationnaires utilisant les équations RANS (Reynolds Averaged Navier-
Stokes). Les calculs temporels en DES/LES (Detached Eddy Simulation/Large Eddy Simu-
lation) sont possibles grace a la méthode classique ZDES (Zonal Detached Eddy Simulation)
[25], et également grace & une approche originale utilisant la méthode VMS (Variational
MultiScale) [56], [83].

Des fonctions de forme d’ordre élevé sont utilisables pour améliorer la convergence spa-
tiale du schéma [70]. Ce code de calcul peut fonctionner en paralléle en découpant le domaine
en plusieurs sous domaines [48].

D’abord nous introduisons les équations de Navier Stokes qui régissent le comportement
des fluides. Puis nous écrivons ce systeme sous forme matricielle. Enfin nous symétrisons le
probleme grace a une formulation entropique.

1.2.1 Equations de Navier-Stokes

En mécanique des fluides, les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées
partielles non linéaires qui décrivent le mouvement des fluides newtoniens. Deux scienti-
fiques sont a l'origine de ces équations. En 1821 Henri Navier définit les lois de 1’équilibre
et du mouvement des corps solides élastiques. Il introduit la notion de viscosité dans les
équations d’Euler. Plus tard, Sir Georges Gabriel Stokes reprend ces lois et il les formalise
mathématiquement. Il est possible de trouver ’application de ces équations dans le livre de
Délery et Reynald pour des cas industriels [26].
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Ces équations générales de conservation sont une équation scalaire de continuité pour
la conservation de la masse, trois équations scalaires de conservation de la quantité de
mouvement et une équation scalaire de conservation de ’énergie.

Equation de continuité

On considere la masse fluide contenue dans le volume V' fixe et délimité par la surface
S, figure 1.8. Le volume V ne contient aucun obstacle. Le vecteur 7 représente la normale
unitaire. p représente la masse volumique. Le vecteur v est le vecteur vitesse.

il

Figure 1.8 Equation de continuité — Volume de contréle pour Uapplication du principe de
conservation de la masse.

La variation de la masse volumique contenue dans le volume V fixe est égale au flux de
masse a travers la surface S limitant V' :

aat U//v pdv} - _//s pil - iidS (1.27)
///‘/(ZdV+//qpﬁ-ﬁdS_0 (1.28)

On applique le théoreme de la divergence et on trouve I’équation de la continuité générale
avec les équations (1.27) et (1.28) :

Il [gf 4 div(pﬁ)} Qv =0 (1.29)

Cette équation est vérifiée quel que soit le volume V fixe. L’équation locale est :

0
9P 1 div(pv) =0 (1.30)
ot
ce qui donne en notations tensorielles et en systeme de coordonnées orthonormé :
dp = Opuy)
— =0 1.31
(915 +]§ 8£Ej ( )

On utilise la convention de sommation d’Einstein. L’indice est répété pour indiquer la
sommation.

Op | Olpuj)

ot o =" (1.32)
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Equations de conservation de la quantité de mouvement

La loi de Newton impose : .
F=ma (1.33)

Pour un systeme a masse variable, nous avons :

d

F= 7 (m?) (1.34)

Le terme de quantité de mouvement est développé :

L)~ 5 () flommsss

Le bilan des forces appliquées au systeme donne des actions a distance ou forces massiques
telles que la pesanteur et les forces électromagnétiques

///V pfdv (1.36)

et des forces de contact s’exercant sur la frontiere S ou P représente le vecteur de tension
exprimant les actions de contact au sein d’un fluide, figure 1.9

- / Pds (1.37)
S
7
P
22 (o7 - )7
S
Figure 1.9 Equation de conservation de la quantité de mouwvement — Volume de controle pour

Uapplication de l’équation fondamentale de la mécanique.

On introduit dans le bilan des forces : les équations de quantité de mouvement (1.35)
et les forces appliquées au systeme (1.36) et (1.37). On trouve I’équation générale de la
conservation de quantité de mouvement :

& ()= ffoweas— [ff o~ L] o

Le vecteur tension P s’exprime pour un fluide Newtonien sous la forme :

P=-T-7 (1.39)
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Le vecteur P est le produit contracté du tenseur des contraintes T par le vecteur unitaire
normal a I’élément de surface dS. Le théoreme de la divergence avec la notation indicielle
tensorielle donne 1’équation locale :

d(pu;)  O(puju;)  OT;

= — 9 4 pf; 1.4
875 8$j axj +ﬂf ( 0)

Le calcul de P ou de T nécessite une loi de comportement pour le fluide considéré. On
peut exprimer ce tenseur des contraintes en variables tensorielles :

Tij = —pdsj + Tij (1.41)

—pd;; représente le tenseur sphérique avec la pression —p et le tenseur unité d;;. 7
représente le tenseur symétrique des contraintes visqueuses. L’action de contact PdS se
décompose en une force normale de pression a dS et une force tangentielle de frottement a
dS. L’équation locale de la conservation de la quantité de mouvement est :

Ou)  dlpusy) o _ oy

= ; 1.42
ot 856]' 81'1 8mj * pfz ( )

Equation de ’énergie

L’équation de la variation de I’énergie totale de la masse contenue dans le volume V est :

ET:///V/)<€+U22> av (1.43)

ou ey est ’énergie totale spécifique par unité de masse :

2

er =e-+ % (1.44)
La variation de E7 pendant le temps dt est :
OFEr
O0Ep = —dt 1.45
T o (1.45)

La variation de Ep résulte de processus thermodynamique interne et de variations de
vitesse ainsi que du flux d’énergie a travers la surface S délimitant V. Par conséquent la
variation d’énergie totale du systeme 0 Ep se décompose en un terme de volume 6(E7); et
un terme de flux 6(Erp)s.

SEr = 6(Br)1 + 6(Er)s (1.46)

5ET:{///V;[p(e—kf)]dV+//S,0<e+U22>17-ﬁdS}5t (1.47)
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D’apres le premier principe de la thermodynamique, le bilan de 1’énergie est la somme
du travail §W et de la chaleur dQ) regus par le systeme pendant le temps dt :

§Ep = 6W +6Q (1.48)

L’évaluation du travail regu donne le travail des forces de contact sur la surface S

SWy = — <//S]3 - z7dS> 5t (1.49)

et le travail des forces de masse dans le volume V
SWy = (/// of - mv) 5t (1.50)
1%

L’évaluation de la chaleur regue est obtenue par la loi de Fourier :

50 = — (//Sg ﬁdS) 5t (1.51)

avec ¢ le flux de chaleur représentant I’énergie regue par unité de temps et de surface.

L’équation générale de la conservation de I’énergie s’écrit :

///Vjt(p€T>dV+//S'OeTﬁ'ﬁdSZ_//Sﬁ'ﬁds‘i‘///vpf'27dV—//gcf-ﬁdS

(1.52)

L’équation locale de la conservation de I’énergie avec le théoreme de la divergence et la
notation tensorielle s’écrit :

0 0 0
5% (per) + 9z, (pujer) = pfiuj + %(UiTi‘ —qj) (1.53)

en exprimant le tenseur 7;; avec I'équation (1.41)

e Olpuy) | O(wimy)  Ogs
B pfluy a$j + 8xj 8.Ij (154)

Olper) | Olperu;)
Gt &Ej

L’enthalpie totale spécifique hr est donnée par :
2

P v
hy = 24— 1.55
T e+p+2 (1.55)

On peut donc réécrire I'équation de 1'énergie locale (1.54) avec I’entropie totale :

d(phr)  O(phruj) . Op  Ouy) Ig;
o T o, P T o T T on, T o (1.56)
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1.2.2 Ecriture matricielle du systéme

Les équations locales (1.32), (1.42), (1.54) forment un systeme de 5 inconnues et de 5
équations. On néglige les forces a distance.

dp | A(puj)
0t + 8mj B 0
dpui) | Opuiu;) ~ Op _ O

ot 8$j 8£CZ a{Ej

d(per) n d(peru;) n O(pus) _ O(wimij)  9g;

8t 6’90]- 8mj 8xj 815]'

pour i =1,2,3 (1.57)

I1 est possible de décliner ce systeme d’équations sous une forme matricielle conservative.
On définit le vecteur des variables conservatives U. Les vecteurs flux d’Euler FF et flux
diffusifs F s’identifient depuis le systeme d’équation (1.57) :

1 pU; 0
Uul PU ;UL + p51j T1j
U= 1% (75 FZE = PU;U2 +p(52j FZ-D =p T2j (158)
us pPU;U3 + p(53j T35
er pujer + pu; TijU; — G

Les équations de Navier-Stokes compressibles se mettent sous la forme vectorielle :

oU , OFF _oFP
ot 8xz N 81:1

(1.59)

que l'on note par la suite :
Us+ Ff=Ff (1.60)

Si 'on note A; la matrice jacobienne du flux d’Euler FZE alors Fl]f; = A;U ;. De méme,
on définit les matrices K;; de diffusivité tel que FlDz = K;;U ;. On obtient une écriture
matricielle des équations de Navier-Stokes compressibles :

U,t—FAZ’U’i = KijUJ' (161)

Les matrices A; et K;; dépendent de U, donc I'équation (1.61) est non linéaire.

1.2.3 Symétrisation et formulation entropique

Il est nécessaire d’avoir des propriétés symétriques définies positives pour les matrices
du systeme. Un changement de variables dit entropiques est utilisé. Il se place dans le cadre
théorique proposé par Harten [42] et Tadmor [81]. Soit la fonction d’entropie généralisée
H(U) tels que définie par Hughes, Franca et Mallet [47] et Mallet [63] :

H(U) = ps (1.62)
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ou s est 'entropie. On définit les variables V entropiques par :

V= (?U{)T (1.63)

On exprime plus simplement le vecteur V' des variables entropiques en utilisant les hy-
potheses d'un gaz parfait divariant avec h I’enthalpie massique :

u
L
1 h S 5
Ui
V= . (1.64)
us3
—1
AV, + AV, = (Kijv,j) A (1.65)

Les matrices Ay et A; sont symétriques définies positives et la matrice K est symé-
trique définie semi-positive. De plus, la formulation entropique permet d’imposer 'inégalité
thermodynamique de Clausius-Duhem. Ainsi, I'utilisation des variables entropiques permet
facilement d’intégrer au systeme des équations de chimie.

1.2.4 Bilan

La formulation du probléme aérodynamique permet maintenant de mieux comprendre le
systeme que résout le code de calcul AeTher. Pour plus de détails sur la matrice de stabili-
sation des éléments finis, la linéarisation des équations de Navier-Stokes et la différenciation
automatique, on peut consulter les travaux de mes prédécesseurs, Yser et Bissuel, sur la
simulation numérique [83] et la résolution des équations [7] avec ce code de calcul. Les tra-
vaux de cette these sont destinés principalement a fournir des maillages surfaciques adaptés
géométriquement pour ce code de calcul pour augmenter la précision des résultats. Mais
nous allons voir dans la section suivante que ce code s’integre dans une chaine plus vaste :
la boucle d’optimisation de formes.

1.3 Boucle d’optimisation automatique de formes

Au cours des dernieres années, l'optimisation automatique de formes aérodynamiques
s'est avérée tres utile dans le processus de conception définissant la forme détaillée de
I’avion. En effet ce processus d’optimisation aide I'ingénieur aérodynamicien a concevoir les
formes de ’avion. De plus cette boucle d’optimisation a permis de réduire considérablement
le cotit de développement et la durée du cycle de conception en tenant compte des aspects
multi-objectifs et multi-contraintes du probléme.

L’optimisation automatique de formes aérodynamiques permet de minimiser une fonc-
tion cotlit sous contraintes, en jouant sur des variables aérodynamiques ou issues d’autres
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disciplines qui paramétrisent la forme. La fonction cofit est la quantité que 1'on cherche
a minimiser. Elle est issue de données aérodynamiques telle que la trainée de 'avion ou
un écart a une répartition de pression objectif, mais elle peut également inclure dans sa
formulation des données issues d’autres disciplines telle que la structure. Les contraintes
peuvent étre d’ordre aérodynamique pour respecter une portance minimale ou bien d’ordre
géométriques pour respecter une envergure maximale de I’aile, une épaisseur ou un volume
minimal. Enfin 'optimisation automatique de formes nécessite une méthode de déformation
de la surface. Cela implique que la surface soit facilement modifiable de maniere a respecter
des parametres métiers.

D’abord nous décrivons la boucle d’optimisation et ses acteurs. Les articles de Daumas,
Dinh, Kleinveld et Rogé présentent cette boucle dans un contexte d’optimisation automa-
tique de formes a 'aide de la CAO paramétrique appliquée a la réduction du bang sonique
du SSBJ (Super Sonic Business Jet) [24] et sur le GBJ (Generic Business jet) dans des
conditions de croisiére transsonique. La CAO paramétrique différenciée est utilisée dans le
cadre de cette optimisation automatique de formes aérodynamiques. Rogé et Martin pré-
sentent une adaptation de maillage anisotrope orientée objectif dans le cadre de cette boucle
d’optimisation [77], [64]. Ils reprennent la formulation de Venditti et Darmofal [82] d’une
méthode d’adaptation anisotrope pour estimer et réduire I’erreur commise sur les fonctions
d’intérét issues d’équations aux dérivées partielles. La procédure est basée sur une formu-
lation adjointe grace a laquelle 'erreur estimée sur la fonction est directement reliée aux
résidus locaux des solutions primale et duale. Ils proposent une extension de cette méthode
au cas anisotrope.

D’autres boucles d’optimisation de formes existent. On peut citer comme précurseurs
Reuters, Jameson, Alonso, Rimlinger et Saunders et leur méthode d’optimisation de formes
pour des problemes de conception aérodynamique impliquant des configurations d’aéronefs
complexes et de multiples points de conception soumis a des contraintes géométriques [76].
Les performances aérodynamiques sont évaluées a I'aide d’un ensemble d’équations gouver-
nantes de haute fidélitée discrétisées sur la conformité des maillages multiblocs. Le processus
de conception est considérablement accéléré grace a 'utilisation d’une méthode adjointe et
de la parallélisation.

Plus récemment Botasso utilise un algorithme Gauss-Seidel pour optimiser une grille non
structurée tridimensionnelle par adaptation afin de se conformer & une métrique donnée
[13]. La fonction objectif du processus d’optimisation est basée sur la valeur maximale d’un
résidu élémentaire mesurant la distance de n’importe quel simplexe du réseau a la métrique
cible locale. Cela conduit a une équation matricielle, dont le résidu est utilisé pour piloter
I'optimisation par la définition de la fonction objectif. On peut encore citer Kim [49], Seo
[79], Gauci [34], Skinner [80] et Belme [5].

Un résultat encourageant dans la motivation cette these, Kouhi travaille sur 'optimi-
sation de formes aérodynamiques a 'aide d’un remaillage adaptatif [52]. Ce travail de re-
cherche montre les résultats obtenus avec un schéma de remaillage adaptatif couplé a un
algorithme génétique et un outil d’analyse CFD (Computational fluid dynamics) pour ré-
soudre deux problemes pratiques d’optimisation de la conception des profils aérodynamiques
transsoniques. L’optimisation couplée a la technique de remaillage adaptatif converge 95%
plus rapidement avec une amélioration de la précision des résultats de 38% par rapport a
I'optimisation utilisant un maillage uniforme.
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En résumé le processus d’optimisation global comprend un modeleur CAO paramétrique
différencié et un solveur CFD en combinaison avec une approche adjointe discrete. Le but est
de calculer le gradient du modele CAO a partir du gradient exact fourni par le solveur et une
différenciation du modeleur CAO. Ce gradient donne le cofit et les contraintes a ’optimiseur
qui aura un impact sur les variables de conception et les variables aérodynamiques.

D’abord nous présentons la boucle d’optimisation, puis nous nous intéressons a la dé-
formation de type Laplacien utilisée. Enfin nous étudions la fonction a base radiale comme
opérateur de déformation.

1.3.1 Optimiseur

La flexibilité opérationnelle étant un facteur clé dans le monde des avions d’affaires, les
exigences de conception aérodynamique doivent inclure des signatures sonores particulieres
permettant une croisiere subsonique, sonique ou supersonique au-dessus des terres en plus
d’assurer une finesse maximale. Le processus d’optimisation automatique de formes est
présenté sur la figure 1.10.

g
Point de départ > Optimiseur '— Variables aérodynamiques —

Variables de conception

(Géométrie de référence ———> Modeleur CAO|

Maillage surfacique et gradient modifiés

i Maillage
[Maillage de référence]—»’ Déformation maillage volumique }— volumique —» Solveu@
| déformé

Déplacement de maillage volumique

Y
’ Maillage volumique avec adjoint ‘4—{ Solveur adjoint CFD ‘

’ Observations aérodynamiques }: /

[Objectifs et contraintes]—»{ Cotit du gradient I< /

—— Coiits, contraintes et gradient J

Figure 1.10 Boucle d’optimisation automatique de formes aérodynamiques.

L’optimiseur pilote I’ensemble du processus. Il utilise des évaluations de gradients obte-
nues par une formulation adjointe basée sur les articles de Lions [57] et Dinh [28]. L’opti-
miseur utilisé pour les cas contraints est 1'algorithme de point intérieur décrit dans 'article
de Herskovits [44]. La recherche unidimensionnelle est effectuée par la méthode Wolfe. En
optimisation, les criteres de Wolfe sont un ensemble d’inégalités permettant d’optimiser la
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méthode de recherche linéaire. Plus précisément, cela permet de sélectionner un pas adéquat
pour la recherche linéaire.

Une particularité est I'inclusion d’un modeleur basé sur la CAO dans la boucle qui permet
également de gérer les contraintes géométriques. Une partie des contraintes du probléme
d’optimisation en question peut donc étre traitée au niveau du module plutét qu’au niveau
de la boucle, contribuant ainsi & une nouvelle réduction des cofts.

1.3.2 Modeleur géométrique

Le modeleur géométrique GANIMEDE gere les variables locales et globales de conception.
Les modifications au niveau du point de controle sont les valeurs de position, de tangentes et
de courbures qui sont des variables locales de conception. Les variables globales de concep-
tion redéfinissent plusieurs points de controle permettant de modifier les caractéristiques
tels que I’épaisseur, la torsion et le calage des sections d’ailes.

Lorsque la géométrie est déformée pendant le processus d’optimisation, son nouveau
maillage surfacique est déformé a iso-topologie. Le maillage volumique initial est ensuite
déformé par déformation des nceuds du maillage volumique avec un opérateur de type
laplacien a 'aide du nouveau maillage surfacique.

1.3.3 Solveur CFD

L’écoulement aérodynamique est fournie par le solveur AeTher sur des maillages. Les
cotlits et les contraintes associés par rapport aux objectifs fixés sont évalués par un outil de
fonction cotit distinct. Ainsi les gradients fournis a 'optimiseur sont évalués a ’aide d’une
formulation adjointe. La méthode adjointe rend indépendant du nombre de variables, le
calcul des sensibilités du cotit par rapport aux variables de conception. En résumé la boucle
d’optimisation utilise d’abord un adjoint discret pour les équations d’états aérodynamiques
et ensuite un adjoint discret pour la déformation de maillage.

1.3.4 Gradient

La minimisation de la fonction coftit se fait a ’aide d’'une méthode utilisant un gradient.
Cela demande le calcul des dérivées partielles des observations aérodynamiques par rap-
port aux variables géométriques. Il faut donc connaitre les dérivées partielles du champ
aérodynamique par rapport aux variables géométriques.

Le schéma numérique de résolution des équations de Navier Stokes non-linéaires est
linéarisé par différenciation automatique pour obtenir le gradient discret. L utilisation de
ce gradient permet toujours de diminuer la fonction cotit sur le maillage choisi.

Dans les problemes pratiques de conception, il est nécessaire de prendre en compte les
contraintes géométriques qui peuvent apparaitre. Pour des raisons de fabrication, on peut
vouloir fixer la position de certaines entités géométriques les unes par rapport aux autres.
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Pour de nombreux avions, y compris les tres grands concepts de transports commerciaux,
une contrainte de portance doit étre incluse d’'un point de vue opérationnel dans le processus
de conception. L’inclusion de contraintes géométriques dans le processus de conception
permet d’évaluer ce qui est réalisable étant donné un espace de conception limité lorsqu’un
couplage fort avec une autre discipline n’est pas disponible.

Un autre cas d’intérét pour I'imposition de contraintes existe lors de la modernisation
d’'un avion. Ainsi les contraintes géométriques seront directement gérées par le modeleur
CAO. Ceci contribue a une réduction des cotits par rapport au fait d’avoir ’optimiseur pour
faire face aux contraintes nécessitant un calcul de gradient via I’évaluation du multiplicateur
de Lagrange. En éliminant les contraintes au niveau de la CAQ, le processus d’optimisation
se déroule dans un espace variable réduit, en les intégrant directement dans la génération
de la nouvelle forme. Nous allons maintenant nous intéresser plus particulierement aux
opérateurs de déformation.

1.3.5 Déformation Laplacien

Dans le cadre d'une optimisation de formes utilisant les gradients directs, les variables
de définition de la forme caractérisent un champ de déplacement des noeuds de la peau. La
propagation de ce déplacement dans le domaine est effectuée par un opérateur linéarisé de
déformation de maillage qui utilise un opérateur de type Laplacien.

Concernant les travaux antérieurs sur la déformation de maillage, on peut consulter les
grandes déformations en forgeage grace a Coupez [21], Papplication de la méthodologie de
corps mobiles adaptatifs non structurés a la simulation de la séparation du réservoir de
carburant d’'un F-16 par Baum [3] et également les maillages mobiles en simulation avec
Olivier [71] et Barral [2].

Le Laplacien est l'opérateur différentiel défini par I'application de I'opérateur gradient
suivie de l'application de I'opérateur divergence. Intuitivement, il combine la description
statique d’un champ décrit par son gradient, aux effets dynamiques de la divergence de ce
champ dans 'espace. Le Laplacien permet ainsi de modéliser un probleme de diffusion.

Soit €2 un domaine de frontiere I' et  un champ de déplacement connu sur I'. L’équation
de Poisson Au = 0 permet de modéliser la diffusion de u dans le domaine €2 & partir de sa
frontiere I', ce qui est équivalent a un probleme de minimisation :

min||Vul| 2 (1.66)

avec Vu le gradient du champ déplacement u. On peut encore écrire ce probléeme avec une
formulation faible sous la forme :

o~ / 'V uVu dS) (1.67)
ueL2(Q) JQ

représentant une minimisation d’énergie dont la solution est harmonique.

La figure 1.11 montre le maillage déformé par un opérateur de déformation de type
Laplacien pour le déplacement d’un volet vers ’arriére par rapport au corps principal.
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Figure 1.11 Maillage 2d plan déformé par Laplacien — le volet est déplacé vers l’arriere.
1.3.6 Déformation avec une fonction a base radiale

Un déplacement peut étre effectué par une fonction a base radiale (RBF). Buhmann
présente la théorie et 'implémentation des RBF [16]. Une RBF est une fonction a valeur
réelle ¢ dont la valeur dépend uniquement de la distance entre 1'entrée et des points fixes.
Soit l'origine, de sorte que ¢(x) = ¢(||z]|), ou un autre point fixe ¢, appelé centre, de sorte
que p(x) = ¢(|]|z — ¢||). Toute fonction ¢ qui satisfait la propriété p(x) = ¢(||z||) est une
fonction radiale. La distance est généralement la distance euclidienne, bien que d’autres
mesures soient parfois utilisées. Elles sont souvent utilisées comme un ensemble ¢ qui
forme la base d'une fonction espace d’intérét.

Les fonctions a base radiale sont utilisées pour établir une fonction de déplacement w
a partir des noeuds déplacés de la frontiere d'un corps. La fonction de déplacement est
représentée comme une somme de n fonctions a base radiale, chacune associée a un point
fixe P; de la frontiere I'. Elle est pondérée par un ceefficient approprié w;. Les poids sont
estimés en utilisant les méthodes matricielles des moindres carrés linéaires, car la fonction
d’approximation est linéaire dans les poids.

u(P) =3 wielllP ~ Pl (1.65)

Le probléme est découplé sur deux coordonnées pour le cas 2d et trois coordonnées pour
le cas 3d.

Plusieurs types de RBF existent et notamment les types de RBF infiniment lisses. Ces
RBF sont C'*° sur R définies positives strictement ce qui nécessite le réglage d'un parametre
de forme . Les RBF les plus utilisées sont :

o(r) = e(=")* Gaussienne (1.69)
o(r) = (1 —r)*4r +1) (1.70)
o(r) = (1 —r)? (1.71)

en posant r = ||z —z;|| pour la premiére coordonnées de P. La figure 1.12 montre les graphes
des différentes fonctions a base radiale. On s’apercoit que le parametre € de la gaussienne
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permet de piloter le rayon d’influence du déplacement des noeuds fixes sur les nocuds a
déplacer. Plus € est petit et plus le rayon d’influence est grand et inversement.

1 \ T T 1
— =P
0.8 s 0.8 —— (1 -n*r+1) ||
—  a-n?
0.6 |- 1 0.6 [
S =
S- S
04— S 0.4
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— e=2.0
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Figure 1.12 Types de fonction d base radiale infiniment lisses — A gauche variation de € pour
la fonction gaussienne et d droite les trois fonctions a base radiale avec € = 1.0.

La figure 1.13 montre le champ de déplacement d’un volet vers I'arriere par rapport au
corps principal avec une fonction a base radiale gaussienne.

Figure 1.13 Maillage 2d plan déformé par une fonction a base radiale gaussienne — le volet
est déplacé vers l'arriére, visualisation du champ de déplacement.

1.3.7 Bilan

L’application de cet outil automatique de conception impliquant des contraintes s’avere
tres utile pour atteindre un équilibre entre des objectifs concurrents. Il permet de mieux
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comprendre les phénomenes physiques et, grace a une analyse de sensibilité, d’évaluer I'im-
portance relative des différentes variables de conception jouant un réle dans I’amélioration
d’une configuration donnée. De ce fait une fois le probleme bien posé, les gains peuvent étre
substantiels.

Mais la déformation de maillage a iso-topologie et iso-nombre de noeuds implique une
limitation du domaine de recherche dans le cas de grandes déformations. En effet lorsque la
déformation est trop importante par rapport a la géométrie de référence, la répartition des
mailles devient mauvaise pour la bonne représentation de la géométrie ou de la physique. I1
est donc impératif d’adapter le maillage pour avoir une bonne discrétisation pour le solveur,
des meilleurs résultats et des temps de calcul réduits.

1.4 Conclusions

Ce chapitre a permis de mieux cerner le concept d’optimisation de formes aérodyna-
miques chez Dassault Aviation a travers le modeleur géométrique GANIMEDE, le code de
calcul AeTher et la boucle d’optimisation de formes. Le modeleur géométrique permet de
piloter la géométrie via des multiplets en position, en tangentes et en courbures. Le code
de calcul permet de résoudre les équations de Navier Stokes pour un fluide compressible
exprimé en variables entropiques a l'aide de la méthode des éléments finis stabilisés par
SUPG. La boucle d’optimisation de formes permet de trouver des formes optimales dans
un contexte multi-objectifs et multi-contraintes.

Cependant des déformations trop importantes entrainent une chute dans la qualité des
éléments qui ne sont plus fideles a la géométrie ou pire les éléments deviennent non conformes
par retournement. Une adaptation de maillage surfacique est requise pour palier a ce pro-
bleme. L’adaptation isotrope et anisotrope de maillage 3d surfacique sera le principal enjeu
dans les chapitres suivants. Deux évaluations des courbures géométrique seront mises en
concurrence pour permettre d’adapter le maillage surfacique. Dans une moindre mesure,
I’adaptation isotrope et anisotrope de maillage 2d plan sera étudiée afin de trouver des so-
lutions d’adaptation de maillage apres déformation de celui-ci, tout en préservant des zones
de maillages structurés.
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Une triangulation surfacique représente la discrétisation par des triangles d'un espace
continu surfacique. Cette triangulation est composée de triangles F; chacun défini par trois

45
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neeuds N; et trois arétes e;. Les noeuds et les arétes sont numérotés dans le sens trigono-
métrique. La normale de 1’élément @ est la normale du plan de 1’élément. Elle pointe vers
I'extérieur de la surface. La normale au nceud W est la normale du plan tangent &7 de
la surface passant par le nceud ;.

NO Nl €9

Figure 2.1 Convention, notation, numérotation d’un élément, des neceuds et des arétes.

Les informations minimales de stockage d’un maillage sont les coordonnées des nceuds
x 1y z avec le nombre total de noeuds nn et les triangles composés des 3 indices de noeuds
i1 2 13 avec le nombre total de triangles ne voir Peucker et Beall [74, 4]. Le type d’élément
doit étre précisé ainsi que la dimension de l’espace, et la version. Le format .mesh de
I'INRIA est utilisé pour la visualisation sous MEDIT !. Les arétes, les normales et les solutions
peuvent aussi étre stockées et visualisées. Il est possible de stocker ou de retrouver des
informations supplémentaires sur la topologie de la triangulation surfacique. Cette topologie
étendue définit différentes liaisons. Le voisinage d'un élément se définit par les éléments
ayant une aréte en commun avec cet élément. La boule d’un nocud représente tous les
éléments incidents a ce noeud. La coque d'une aréte est 'ensemble des éléments ayant cet
aréte en commun.

A

Figure 2.2 Voisinage de I’élément, boule du neceud et coque de l'aréte.

D’abord la théorie de la métrique est rappelée pour susciter son intérét pour 'adaptation
de triangulations surfaciques. Ensuite des méthodes de calcul des courbures et des directions
principales géométriques sont étudiées pour définir quelle méthode est la plus adaptée pour
le remaillage. Puis la métrique est définie et plus particulierement la métrique géométrique
qui utilise les courbures et les directions principales pour pondérer ’espace local en chaque
neeud de la triangulation surfacique. Enfin des calculs de longueur dans cette métrique sont
présentés.

1. Ce programme a été développé a 'INRIA pour permettre la visualisation interactive de maillages
plans, surfaciques ou volumiques, spécifiquement dans le contexte d’applications numériques.
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2.1 Théorie de la métrique

La triangulation est un ensemble d’éléments discrétisant un objet continu. Un maillage
est une triangulation gouvernée par une métrique, c’est une triangulation « unité » dans la
métrique. Autrement dit une triangulation unité est telles que toutes les longueurs d’aréte
soient égales a 1. Il est donc indispensable de rappeler ce qu’est une métrique puisque la
métrique va étre omniprésente par la suite. Cette métrique contrdle la taille, la forme et
la direction de chaque élément. La métrique controle donc le maillage de facon globale en
traitant localement chacune des tailles et des directions d’aréte.

Figure 2.3 Cas 3d surfacique. Vue 3d d’un triangle et de ses trois métriques dans chacun de
ses plans tangents. Vue de face d’un triangle isotrope et d’un triangle anisotrope.

Pour le cas 2d plan, la métrique est définie en chaque noeud et dans ce méme plan. Pour le
cas 3d surfacique, la métrique est définie dans le plan tangent de chaque nceud. La métrique
spécifie les tailles optimales hq et hy des arétes suivant les directions principales autour de
chaque nceud. Le maillage tenant compte de ces deux tailles est dit anisotrope. Il possede
des propriétés dans des directions privilégiées. Le maillage tenant compte uniquement de
la taille hy est dit isotrope. Une taille locale est spécifiée pour toutes les arétes du maillage
indépendamment des directions.

Une métrique représente la mesure de I'unité dans toutes les directions. Elle est donc liée
a la notion de distance. La distance est définie a partir de la donnée d’un produit scalaire.
Par conséquent le produit scalaire est rappelé pour introduire la théorie de la métrique.

2.1.1 Produit scalaire usuel

Définition 1. Soient @ et ¥ deux vecteurs de R? ou R3, le produit scalaire de @ et U désigné
par de (u,v) est une forme bilinéaire vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) Symétrie : (u,v) = (v,u)



48CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LE MAILLAGE SURFACIQUE

(ii) Définie : (u,u) = 0 si et seulement si i =0
(iii) Positivité : (u,u) > 0 pour tout i@ # 0

La propriété (i) se démontre en utilisant la commutativité.

(u,v) = ugvy + ugVy = viug + vous = (v, u)

La propriété (ii) se vérifie si u; = 0 et ug = 0 donc si et seulement si 4 = 0.

(u,u) = uguy +ugue =0x04+0x0

Pour la propriété (7ii), il suffit de montrer que le produit scalaire (u,u) est égal a la
norme au carré ||a||%.
(u, u) = upug + ugug = ||i]|* > 0

Définition 2. La boule unité représente la mesure de l'unité dans toutes les directions par
@] =1 avec u = @, centrée en O fize et P variant.

Définition 3. Soient u et v deur vecteurs de R? ou R3, le produit scalaire (u,v) peut
s’exprimer sous la forme (u,v) = ||@||||7|| cos @ avec § Uangle formé par les deuzx vecteurs i
et vU.

Calculons le produit scalaire (u,v) dans la base orthogonale (O, i, W), voir figure 2.4.

Y

g

Figure 2.4 Produit scalaire usuel.

-l . [ [|U][cos®
“‘( o ) U= )alsing

On a donc pour le produit scalaire

(u, v) = uvy + UgVe
= ||a]|||7|| cos @ + 0 x ||U]| sin &

= ||l[]|v]] cos 0
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Le produit scalaire usuel s’écrit dans le repére canonique :
n
(U, 0) = 'uwo = u;
i

avec u; et v; les coordonnées de u et v dans ce repere. La somme ne fait intervenir que les
produits des coordonnées de méme indice. En effet les produits croisés ne sont pas pris en
compte donc les coordonnées d’indices différents sont décorrélées. Si le vecteur est tourné
dans sa boule unité, un cercle dans R? et une sphére dans R3, ce vecteur aura la méme
norme. Les longueurs sont donc isotropes. Ce produit scalaire peut donc s’écrire sous la
forme :

n

(w,v)z, = ULy = wiizjv; (2.1)

ij
olt Z; est la matrice identité de I'espace R%. 7, est symétrique définie positive pour vérifier
le produit scalaire. Dans ’espace euclidien, en tout point, la matrice identité représente la
métrique. La longueur d’un vecteur s’exprime donc par ||i||z, = v uZqu.

2.1.2 Produit scalaire généralisé

En prenant en compte les produits des coordonnées croisées, le produit scalaire usuel se
généralise sous la forme bilinéaire définie par

n
<U, ’U>M = tUM'U = Zuimijvj (22)

(]
qui doit vérifier les trois propriétés du produit scalaire, c’est-a-dire symétrique définie po-
sitive. La longueur d’un vecteur s’exprime comme la norme ||d||pv = ViuMu. La boule

unité ||uljp = 1 avec u = OP. Elle est centrée en O fixe et P varie telle que la boule
soit une ellipse dans R? ou une ellipsoide dans R3. La matrice M est symétrique réelle par
conséquent elle est diagonalisable et ses vecteurs propres sont orthogonaux.

2.1.3 Meétrique et transformation

Soit R la matrice orthogonale dont les colonnes sont composées des vecteurs propres
normalisés de M et A la matrice diagonale composée des valeurs propres de M.

MR =RA
M=RAR™!
OrR1=1"R
M =RAR

fuMu = 'uRAYRu

On pose v = "Ru tel que
fuMu = twAv
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Dans R? la boule unité ||@]|, = 1 s’écrit dans la nouvelle base définie par les colonnes
de R comme ||7]|, = 1. De plus M est définie positive donc les ceefficients \; de la matrice
A sont strictement positifs.

[0]a =1

Vv lwAv =1

(o (30 (2)) -

1

()\1?)% + )\2@%)5 =1
)\11}% + )\21)% =1

1
On pose \; = 72 tel que

' U1 2 V2 2
— =) =1
() + ()

-1
Cette équation est celle d'une ellipse dont les demi-grands axes sont h; = (\//\i) dans

R?, voir figure 2.5. L’équation est celle d'une ellipsoide dans R3. Dans I’espace euclidien
muni du produit scalaire usuel, la métrique M est égale a l'identité Z avec h; = 1. Dans
I’espace euclidien muni du produit scalaire généralisé, la métrique peut étre isotrope avec
h1 = ho ou anisotrope avec hy # ho.

La forme quadratique associée a M permet de définir la boule unité dans I'espace eucli-
dien usuel

tuMu = 'WRA '"Ru
= WRVAVA "Ru

On pose w = VA "Ru, on a donc

tuMu = tww

On retrouve la forme quadratique usuelle associée a Z par un changement de variable.
On en déduit qu’'un espace euclidien muni d’'une métrique M est équivalent a un espace
euclidien muni de la métrique usuelle identité Z déformé par I'application linéaire ¢ telle
que

drm = VAR avec ‘dpdm = M (2.3)

Cette application permet de défaire la métrique M pour obtenir la métrique identité Z.
Elle se compose du changement de base 'R suivi de '’homothétie v/A.

L’équation de déformation d’espace (2.3) permet d’étendre les notions définies dans 1’es-
pace euclidien usuel muni d’'une métrique quelconque. Plus particulierement dans les pro-
blématiques de maillages, on s’intéresse a ’angle formé par deux vecteurs, au déterminant
d’une matrice représentant l'aire ou le volume suivant la dimension et a la longueur d'un
segment courbe.
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|
|
|
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|
|

[ola =1

Figure 2.5 Fllipse de l’espace euclidien usuel a gauche et la boule unité associée a la métrique
M = RA'R a droite avec la transformation pour passer de 'un a l’autre.

2.1.4 Calcul d’angle dans la métrique

Définition 4. Soient @ et T deux vecteurs de lespace euclidien R? ou R3 munis de la
métrique M, l'angle O formé par ces deux vecteurs est défini comme l'angle formé par les

vecteurs o pu et v qui sont définis dans 'espace usuel. Cet angle est défini par

cosOr = M (2.4)
[l |7l

L’équation (2.4) se démontre en utilisant I’équation de transformation (2.3)

<¢MU,¢/\ﬂ>M
[P rull][@rrv]]
-~ u p P mu
VWM VP v
_ tuMou
V uMuy oMo
_ <U,U>M
(1] m |51

2.1.5 Calcul d’aire ou de volume dans la métrique

Définition 5. Soient i et U deux vecteurs de lespace euclidien R? ou R® munis de la
métrique M, on considére la matrice d’ordre 2 ou 3 dont les colonnes sont ces vecteurs.
Le déterminant de cette matrice dans cet espace est défini par le déterminant de la matrice

— >
formé par les deux vecteurs ppu et dpv de R? ou les 3 vecteurs ¢ppu, oppmv et ppw de
R3 munis de la métrique usuelle. Ce déterminant est défini par

‘u U‘M:m‘u U‘danst (2.5)

u ovow = /IM||u v w| dans R? (2.6)
| = VMl |
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L’équation (2.5) se démontre en utilisant I’équation de transformation (2.3)

‘u ’U‘M: dMU  PMU ’M
= oMl | u v
:\/X‘ tRHu v’
:\/K‘ u v car'”%’zl
=/IAl|u v
o

Dans R?, le déterminant représente 'aire du parallélogramme de base u et v. Dans R3,
le déterminant représente le volume du parallélépipéde de base u, v et w.

2.1.6 Calcul de segment dans la métrique

Définition 6. Soit I' un segment courbe défini par l'application continue v d’un intervalle
I = [a,b] € R vers 'espace R? ou R® muni de la métrique M

vl =la,b] =T :t—~(t)

alors la longueur de I' en considérant ’espace déformé est définie par

Ean() = [ I @llanc 2.1

L’équation (2.7) se démontre en utilisant ’équation (2.3)

Eaa() = [ owr/ @)

Dans le cas particulier ou I' est un segment droit, on a y(t) = a + t% défini dans
I'intervalle I = [0, 1] donc +/(t) = ab. La longueur du segment droit est donc définie par la
norme du vecteur H%H dans la métrique M.

Laa() = [ bl 25)
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2.1.7 Meétrique et espace riemannien

Un espace muni d’une métrique constante M est appelé espace euclidien. Dans un espace
riemannien, en tout point, la métrique M est différente, voir figure 2.6. Autrement dit les
propriétés de I'espace changent en fonction du point de ’espace ou 1’on se trouve.

© o o o o o o o o o cCcoocococooc oo oo /ﬂy&OOOO

o 0o 0o o o o o o o o coocococoococo oo /&&&OOOO

coeseseses  coccocoooe  OO00000000 —=20000000
6 00060 0 o 0 o cococcoocoo 0000000000 —200000000O
6 0 00 0 00 0 oo cocccccocooo 0000000000 — 200000000
cococococococoo 0000000000 = 20000Q000COD
©o o o o o o o o o o cCooc oo ocoo oo O O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0 = o 0 00 QAT
© 0o o o o o o o o o coococococ oo oo 0O 0 0 0O OO0 OO0 O0O0 = 20 0 0 Q0 Q>
o o o o o o o o o o o o OO oD D D © o o o o o o o o o e 0 0 Q9 0V N [ >
© o o o o o o o o o cCoocococ oo o oo ° ° o o o o o o o N NN NS =S—

Figure 2.6 Métriques isotrope et anisotrope dans un espace euclidien. Métriques isotrope et
anisotrope dans un espace riemannien.

Le produit scalaire défini par la forme bilinéaire associé a M change d’un point a un
autre. Chaque vecteur doit étre considéré avec la métrique en son origine donc le produit
scalaire n’a de sens que si les deux vecteurs ont la méme origine et la méme métrique. Les
calculs d’angle et de déterminant s’appliquent si les vecteurs ont la méme origine et ont
la méme métrique. Le calcul de la longueur d'un segment dans la métrique d’un espace
riemannien est plus complexe. En effet la métrique varie d’'un point & un autre donc la
norme varie aussi d’'un point a un autre. On a donc pour les segments courbes (2.7)

b
Lty () = [ 170 aagr 0t (29)

et pour les segments droits (2.8)

1 —
LM(a—i—t%)(F) :/0 ||ab||M(a+ta_g)dt (210)

Remarque 1. La longueur ci-dessus ne représente pas la longueur du vecteur % dans la
métrique M(a).

Avant d’expliquer plus précisément la longueur dans la métrique dans espace riemannien,
il est nécessaire de définir la métrique géométrique et donc de calculer les données géomé-
triques de la surface continue. En effet pour limiter le nombre de noeuds d’'un maillage et
représenter la géométrie, il est nécessaire d’utiliser un critere géométrique d’optimisation.
Ce critere permet de limiter le nombre de nceuds et de diminuer 1’écart entre la triangula-
tion surfacique et la géométrie. La courbure géométrique est un bon critere pour représenter
fidelement la géométrie. En effet le bord d’attaque d’une voilure est une zone a forte cour-
bure qui nécessite une densité de nceuds importante alors que le centre de la voilure a une
courbure faible et nécessite une densité de noeuds faible.
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2.2 Courbures et directions principales

La courbure d’une courbe donnée en un point particulier est la courbure du cercle oscu-
lateur en ce point. La courbure dépend du rayon. Plus le rayon est petit, plus la courbure
est grande et plus le rayon est grand, plus la courbure est petite. Un tres grand cercle oscu-
lateur signifie que la courbe est presque une ligne droite en ce point. Le rayon de courbure
R est simplement l'inverse de la courbure k.

Définition 7. La courbure est inversement proportionnelle au rayon de courbure.

1
K= —

R

Soient P et P; deux points d’une courbe relativement proche. As est la longueur de I’arc
PP;. Af est 'angle entre les 2 tangentes en P et P; de la courbe. La courbure de 'arc PP,
est :

A
 As

K

Figure 2.7 Analyse de la courbure de la fonction y = sin(x).

La courbure du point P est donnée par :
I A6 do
= lim — = —
T NS0 As  ds
Ce rapport se décompose grace aux regles de dérivation d'une fonction composée :
de dod
w_Lrer (2.11)
ds dxds

Ces deux termes sont a identifier et de plus on sait que :

tan(f) = jy
x

dy
0 = arctan  —=
arctan (dx)
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dé

On remplace 6 dans —
x

o _d <d3/)
dz dx arctan dz

La différenciation des fonctions transcendantales nous apprend que la dérivée de

Yy = arctanu avec u = f(x)

est
du
dy _ _ds
der 1+ u?

do
Le terme — s’écrit donc
dz

dr —  dyy?
1 <
* (d:r;)
&y
0 da? (2.12)

dz dy\?
1 =
* (dx>

dz .
Le second terme — peut s’écrire sous la forme
S

dx_l
& ®
dx

D’aprés Pythagore ds? = da? + dy? ce qui donne pour le second terme :
d 1
B (2.13)
ds dy\ 2
1+ ()
dx
Les termes (2.12) et (2.13) sont rassemblés dans ’équation (2.11) de la courbure
d?y
da?

()]

Le rayon de courbure R est l'inverse de « et il est positif strictement

K =

275
l1 + (dy) ]
dx
e (2.14)
dz?

R =
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Figure 2.8 Rayon de courbure de la fonction y = sin(z) au point x =5, R = 1.171.

Sur une surface, la notion de courbure se décrit par deux courbures k1 et k2 et deux
directions principales d} et d_é. Il faut imaginer la normale de la surface en un point. Cette
normale définie le plan tangent %1 & la surface. Un autre plan peut tourner autour de cet
axe, voir figure 2.9.

Figure 2.9 Plan tangent, rayons de courbure, directions principales.

Ce plan intersecte la surface considérée par une courbe. Il y a donc une infinité de rayons
de courbure R;. Mais il existe deux plans particuliers ot la courbure est minimale et maxi-
male en introduisant le rapport du déterminant de la seconde forme fondamentale I sur le
déterminant de la premiere forme fondamentale I que 1’'on rappellera plus loin. Ces cour-
bures représentent les courbures locales minimales et maximales en un point de la surface.
Elles sont respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres d’'un endomorphisme
symétrique du plan tangent. Ce dernier, 'endomorphisme de Weingarten que 1’on verra plus
loin, s’obtient a partir de la différentielle de I'application de Gauss.
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Supposons que la surface réguliere S(z,y, z) soit donnée par une équation z = f(z,y),
ou f est une fonction de classe C2. On a donc

x
S(x,y,2) = y
flz,y)
ey
Une base peut étre donnée par les deux vecteurs tangents S, (z,y,2) = 85(273/72) et
x
o405z, 2)
Sy(x,y,2) = ————.
- 1 . 0
Se(z,y,2) = 0 Sy(x,y,2) = 1
fz(x7y) fy(:L',y)
— > ;
La normale n(z,y) est colinéaire a S, (z,y,2) A Sy(z,y, 2).
n(z,y) = 0 A fy(z,y)

1 = _
fulz,y) £, (2, y) I+ 2@, y) + f2(x,y) )

S E— >
L’endomorphisme de Weingarten envoie S, (z, y, 2) sur —ng(x,y) et Sy(x,y, 2) sur —ny(z, y).
En simplifiant 'écriture de (x,y) pour plus de lisibilité, on a donc

_—) _ 1 9 _ — 9 _ —
n, O{g{m§QM¢@nxﬁmﬁg&+o@+@@,ﬁﬁﬁa%)
- " f; s ((few S ow = Fuefs) 5o (o + P2 = Fedufn) 5, )
Dans la base (5; , g;), la matrice de Weingarten vaut

1 fxx+fy2fxz_fxfyfxy fxy+fy2fxy_fyfxfyy
(14 24 12)7\ oy P2Foy = Folubon Fun+ P2y — fufufoy

W =

Les valeurs propres de cette matrice sont les courbures principales géométriques k1, ko
et les vecteurs propres sont les directions principales dy et ds.

Deux méthodes de calcul des courbures surfaciques sont explorées. Une premiere méthode
permet de calculer les courbures approchées a partir du maillage. Une seconde méthode
permet de calculer les courbures exactes a partir de la géométrie avec I’endomorphisme de
Weingarten et les formes fondamentales.
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2.2.1 Approximation de la courbure a partir d’un maillage

La méthode de Hamann [41] d’approximation de courbures a partir d’'un maillage sur-
facique permet d’obtenir un résultat approché des courbures principales en tout nceud du
maillage. Charton [20] reprend plus en détail les travaux de Hamann pour les arétes vives
et la notion de normales multiples. Une approximation des courbures principales est donc
calculée pour chaque noeud. Cette méthode se découpe en huit étapes avec en entrée le
maillage .#; et en sortie les courbures principales k; et k9 en chaque nceud ainsi que les
directions principales d_i et d_é.

La figure 2.10 représente en bleu la projection des nceuds voisins NV}, notés N; par
simplification, sur le plan de normale ﬁ . La quadrique de sommet N; passant par les
neeuds voisins est représentée en rouge.

Figure 2.10 Construction d’une quadrique d partir des neeuds voisins.

Récupération des noeuds voisins d’un noeud

Les nceuds voisins d’un nceud d’un maillage surfacique d’éléments triangles P1 sont
récupérés avec I'algorithme 2.1. Il est nécessaire de boucler sur les nceuds, puis on tourne
sur les éléments de la boule du noeud et enfin on parcourt les sommets a, b et ¢ de I’élément
pour récupérer les noeuds voisins d'un noeud. Les topologies des éléments voisins de nceud et
des neeuds voisins de nceud sont au préalable nécessaires. En effet une structure de données
topologique adéquate, que I’on abordera dans le chapitre suivant, voir Peucker et Chrisman
[74] pour la structure de données, et Beall et Shepard pour la topologie [4], permet de
récupérer facilement ces informations.
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Algorithme 2.1 : Carte de courbure d’un maillage surfacique.

Entrées : Maillage
Sorties : K1, K2, dl, dg

1 pour i =0 a nn faire

2 Déterminer les noeuds voisins IVj;

3 Calculer le plan tangent &; de N;;

4 Définir un repére #y; ., orthonormé dans Hr;

5 Calculer les distances de projection d; entres N; NV, et Pp;

6 Projeter N; NV, sur &p;

7 Représenter les N;, dans By, y.v;

8 Interpréter les V;, comme des abscisses et les d; comme ordonnées;
9 Construire f(u,v) = d approximant ces ordonnées;

10 Calculer k1, ko, d, et dy de f(u,v) au noeud N;;
11 fin

Calcul de la normale au nceud et équation du plan tangent

La normale au noeud ny’, est calculée a partir de la géométrie ou approximée a partir du
maillage.

Proposition 1. La normale au neeud ny; est la moyenne des normales aux éléments voisins
nn,gv; pondérées par l'angle au sommet a,py; .

nev

nN, = > nnEv.anEv, (2.15)
=0

La figure 2.11 représente en bleu les angles au sommet des éléments voisins an,gv,_, .,
J=2,...,
notés ay, les normales des éléments voisins ny, gy,_, ; ,notées nj;, et en rouge la normale
au noeud ny7.

La normale d'un élément s’obtient par le produit vectoriel de deux arétes.
T
5 = N1 Ny A N1 N3

Définition 8. La norme euclidienne d’un vecteur est égale a la racine carré de la somme
des carrés de ses coordonnées.

7= q 1@l = \fa2 + a2 + a2

[’angle au sommet s’obtient par le produit scalaire de ses deux arétes.

NNy - NyN3 = ||N1N2||||N1Né

cos (NINQ, NlN;':,)

|| N1 N2 ||| N V|
Nmme)

—_— —— NiN3 - NiN.
COS(NlNQ,NlNg) 12 LR

vy = arccos | —————=
(HN1N2H||N1N3H
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Remarque 2. Il faut souligner limportance de la connaissance de [’angle au sommet.
L’algorithme ordonne les sommets des éléments voisins pour que le sommet a corresponde
a l’angle au sommet.

Figure 2.11 Moyenne des normales auzx éléments voisins pondérées par l'angle au sommet.

L’équation du plan tangent &7 passant par IV; se calcule avec la normale m normalisée
telle que :

—
ny;
[

La normale 77 et le point N; donnent naturellement I’équation implicite du plan Hr
passant par N;.

ﬁ = Ty Nz = Niy
Ny Nz’z

Pr: (ng — Nig)x + (ny — Niy) y + (ny — Nyiz) 2 =0

Pr i ngx + nyy +nyz — (ngNig + ny Ny +n,N;,) =0

L’équation du plan s’exprime aussi sous la forme :

A=n,
B=n
Pr:Ar+ By+ Cz+ D =0 avec C—ny (2.16)

D = — (ngNig + nyNiy + n,N;;)
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Repere orthonormé local

. - . .. .
Le premier vecteur by de la base est & choisir parmi :

1

il (— (ny + nz) , N, nm)T

Ny

1 - a

a = — (ny, — (g +nz) ,ny)T avec b; = “ Z || et ng, ny,n, # 0 (2.17)

y

1 T

- (n27 Ny, — (TLI + ny))

Ny

Proposition 2. Le choiz du max (ng,ny,n,) donne plus de stabilité numérique pour le
calcul.

%
Le second vecteur by de la base s’obtient en faisant le produit vectoriel des deux autres
vecteurs.

Ny blx nyblz - blynz

— —

b2 = ﬁ A 1 = Ny N bly = nzblm - blznm (218)
Ny blz nxbly - bl:cny

Calcul des distances de projection

Les distances de projections des nceuds voisins sur le plan &p découlent directement des
coordonnées des nceuds voisins et de 1'équation (2.16).

_ Aij + BNjy + CNjZ +D

d.;
’ VAT BT 7

avec j =0 a nnv

Or comme la normale 7/ est normalisée VA2 + B2 + C2 = 1
dj = ANj, + BNj, + CNj, + D avec j = 0 a nnv (2.19)
Projection des noeuds voisins

Les équations (2.16) et (2.19) permettent d’exprimer les noeuds projetés dans le repere

ﬁo,x,y,b

N, — Ad;
N/ =| Nj, — Bd;
N;, — Cd;

Puis les équations (2.17) et (2.18) permettent d’exprimer les noeuds projetés dans le
repere local By, .-

NZ — ( ijmblx + ijybly + ijzblz ) (2.20)

92\ Njpgbog + Njpybay + Njp.bos
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Interpréter les projections en abscisses et les distances en ordonnées

Proposition 3. Les coordonnées locales de (2.20) sont interprétées comme des abscisses u
et v qui donnent par une fonction f les ordonnées d de l’équation (2.19).

S ug,v5) = d;
Construction de la quadrique f(u,v)=4d
La quadrique s’écrit sous la forme :

1
f(Uj, Uj) = 5 (Cg’oug + 261,1u]'1}j + 00721}?) = dj

Les coefficients ¢z, c1,1 et cp2 sont les inconnues a déterminer. Cette équation peut
s’écrire sous la forme matricielle suivante :

2 2
uy 2uqv; vy 2d;
: : C2.0 :
2 . 2 _ ,
u; 2uv; v; c | = 2d;
. . . 6072 .
2 2
Upny  2UnnoVnnv Uppy 2dn0

Le systeme est surdéterminé car il y a plus d’équations que d’inconnues.

Remarque 3. Pour un maillage d’éléments P1 avec 2 neeuds voisins, le probléeme est plan
et la courbure est nulle.

Ce systeme matriciel est donc de la forme :
Uc=d

Proposition 4. La méthode des moindres carrés [58] permet de résoudre un systéme sur-
déterminé en multipliant le systéme par la matrice transposée.

'UUc= 'Ud
Le systeme se développe

nnv 4 nnv 9 nnv 9 9 nnv 9
St 2 > uiv; ST utvs €20 23 dus
2 2o W5t 2 5l ; D

J=0 J=0 J=0 J=0

nnv 9 9 nnv 9 nnv
4 Z ujug 2 Z U3 cq | = 4 Z dju;v;
T nnv 4 nnv 9
Symétrique ]EO v; Co2 2 j;o djv3
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et peut s’écrire par simplification sous la forme :

a11 a2 ais €20 dq

21 @A22 Q23 C1,1 = ds

a31 asz2 ass €o,2 ds
Ac=d

Ce systeme se résout par décomposition LU.

Résolution du polynéme

Théoréme 1. Les courbures principales k1 et ko du graphe (u,v, f(u,v)) C R3 u,v € R
du polynome a deux variables

1
fluj,vj) = 3 (02,0u2 + 2¢1 1uv + 00721)2)

au point (0,0, £(0,0)) sont données par les deuz racines réelles de l’équation quadratique

2 2
K — (6270 + 00’2) K 4 C2,0C0,2 — 1= 0

2.2.2 Etude d’une sphére

La précision de la courbure dépend de la précision de la normale calculée au nceud. Cette
normale définit ensuite le plan tangent au noeud. Pour un faible écart dans les ccefficients
de la normale au nceud, le plan tangent est mal orienté et entraine une erreur avant les
moindres carrés. Il faut tester cette méthode avec différents calculs de normale au noeud et
aussi déterminer a partir de quel raffinement de maillage surfacique les courbures calculées
sont proches des courbures géométriques.

Une étude paramétrique du maillage surfacique d’une sphere avec cette méthode permet
de comparer le rayon de courbure calculé en chacun des nceuds par rapport au rayon supposé
connu de la sphere. En effet I'inverse de la courbure est le rayon de courbure qui est égal au
rayon de la sphere. Autrement dit en tout nceud du maillage, les courbures calculées sont
identiques et leurs inverses donnent le rayon de la sphere. Une sphere de rayon R = 1 000 mm
est discrétisée avec BLSURF ? pour différentes tailles d’aréte. De plus la normale au noeud de
I'équation(2.15) est comparée avec la normale au nceud calculée par les codes de Dassault
Aviation dans la méthode Hamann. La précision de la normale définit la précision du plan
tangent a partir duquel les courbures sont calculées. La figure 2.12 montre 1’évolution du
raffinement d’une sphere en fonction du rayon de la spheére Rgpnere sur la taille d’aréte
minimale de la boule du nceud min(hpouze)-

D’apres le tableau 2.1, plus la taille d’aréte est faible et plus 'approximation du rayon

de courbure est exacte. La figure 2.13 démontre qu’a partir de % =15.0iy a 0.3%

2. Le logiciel BLSURF, codéveloppé par IU'INRIA (équipe-projet GAMMA) et 'UTT (équipe
ICD/GAMMA3), est un générateur de maillages de qualité des surfaces composées de carreaux para-
métrés. Il génere des maillages triangulaires ou quadrilatéraux de taille imposée par l'utilisateur et/ou
dépendant des courbures géométriques.
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d’erreur entre le rayon de courbure exact et le rayon de courbure approximé. De plus le
calcul des normales aux facettes approchées par le produit vectoriel des arétes de ’élément
converge moins vite vers la méme valeur par rapport aux normales aux facettes corrigées.

1.32 1.63 2.53 3.53

14.82 32.48 66.93 169.78

Y
1.00
7.57

Figure 2.12 Evolution du raffinement d’une sphére en fonction de Rephire

min(hboule) ’

7111:73‘“9 1.00 1.32 1.63 2.53 3.53 7.57 14.82 32.48 66.93 169.78
boule)

nn

ﬁzﬁlr 452.57  690.01  805.57 878.98  954.19  988.93  997.53  999.55  999.97 1 000.08
i=0

nn

ﬁzé 902.22  838.46  882.12 91849  967.24  992.05  998.06  999.64  999.99 1 000.09
i=0

nn
L3 208.21  676.03  773.54  869.75  950.93  988.25  997.28  999.38  999.85 999.98
i=o K1iCR

nn
L5 403.08  833.20 917.24  912.86  964.46  991.18  997.73  999.39  999.85 999.98
nn K2iCR

i=0

Table 2.1 Evolution de l'approzimation de la moyenne des rayons de courbure avec les normales
approchées et corrigées en fonction du raffinement du maillage.

T T T T 1 171 ‘ T T 1 171 ‘
Rayon de la sphere
1,000 |- YR CERE o
Z d 1,000
% 800 | 7 999
2
~ /
= /
8 998
g 600 [
g 997 : :
% ‘ 101.5 102
o 400“ —o— Average Ry —&— Average Ry |
—2— Average Ricr —— Average Rocr
! L] ! ! L]
100 10! 102

Rayon de la spheére/Rayon de courbure minimal moyen

Figure 2.13 Rayon de courbure moyen en fonction du rayon de la sphére sur le rayon de
courbure minimal moyen.
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2.2.3 Bilan

La méthode Hamann d’approximation de la courbure a partir d’un maillage surfacique a
I’avantage d’étre robuste. Elle est indépendante du type d’élément utilisé. Elle ne requiert
pas la géométrie et elle est rapide. La précision de 1’évaluation de la courbure dépend de
la qualité du voisinage et de la précision de la normale au plan tangent. Le traitement
de plusieurs surfaces intersectées, par exemple entre une voilure et un fuselage, est plus
complexe. Il faut séparer le maillage du fuselage et le maillage de la voilure. Autrement dit
pour évaluer la courbure d’un nceud du fuselage appartenant a la fois au fuselage et a la
voilure, il faut prendre uniquement le voisinage du fuselage qui est souvent dégénéré car
les connexions topologiques sont quasi-symétriques. L’article relativement récent de Kotani
[51] sur la théorie de surface discréte semble pallié ce probléeme en construisant un réseau
avec de bonnes connexions topologiques pour évaluer la courbure correctement. D’autre
méthode existe pour récupérer la courbure telle que la méthode de Frey et Borouchaki [32].
Ils construisent un support géométrique, G1 continu, associé a la triangulation de surface
initiale, qui représente une approximation adéquate de la géométrie de surface sous-jacente.
Cette géométrie approchée permet de récupérer I'information de la courbure. Nous allons
aller plus loin en considérant directement la surface géométrique utilisée dans la conception
de formes.

2.2.4 Calcul de la courbure a partir de la géométrie

Une méthode permet de récupérer les courbures et les directions principales d’un noeud
projeté sur une surface paramétrique. Le type de projection utilisé et les termes essen-
tiels de la géométrie différentielle sont rappelés pour déterminer les courbures et directions
principales en tout point de cette surface.

Projection du nceud sur la géométrie

Le résultat de la projection est calculé par la méthode de Newton [15]. Cette méthode est
un algorithme pour trouver numériquement une approximation précise d'une racine d’une
fonction réelle d’une variable réelle. Une bonne approximation d’un zéro de la fonction d’une
variable réelle f(x) est construite en considérant son développement de Taylor au premier
ordre. Un point z; est choisi proche du zéro a trouver. La fonction est approchée au premier
ordre en la considérant asymptotiquement égale a sa tangente en ce point.

f@) = f(zi) + fl(ai) (@ = ;)

Pour trouver un zéro de cette fonction d’approximation, il suffit de calculer 'intersection
de la tangente avec I'axe des abscisses, voir figure 2.14.

flz)+ f(@i)(xz —x;) =0

On trouve un point ;1 plus proche du zéro que z;. La méthode est itérée pour trouver
le point le plus proche du zéro. Généralement le critere d’arrét est défini par un € tres petit
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lorsque :
[Tp1 — xl] <e

30 T T

—— Fonction
—— Tangentes

Figure 2.14 Méthode Newton.

La projection d’un point dans I’espace requiert trois dimensions. L’idée est d’avoir une
surface paramétrée composée de trois fonctions dérivables. Le point projeté est approché
par itération de Newton suivant la premiere coordonnée z, la deuxieme coordonnée y et la
derniére coordonnée z.

Surface paramétrique réguliere

En géométrie différentielle classique voir le livre de Farin pour la théorie [30], Boissonnat
pour l'algorithmique [8], et Piegl et Tiller pour les B-spline dite NURBS [75], une surface
est définie comme une cartographie de R? dans R?. La surface est en réalité un quadrillage
de type u et v.

Définition 9. Une surface bidimensionnelle paramétrique réguliére S(u,v) de classe C™
avec m >= 1 est ’ensemble des points P de l’espace tridimensionnel réel R? défini par un
ensemble ouvert U C R? de R3 de telles sortes que toutes les dérivées partielles de x, y et
z d’ordre m ou moins sont continues dans U, et Sy A Sy # 0 pour tous (u,v) € U.

x(u,v)
S(u,v) = | y(u,v) (2.21)
z(u,v)
Premieéres dérivées partielles
e
Su(u,v) = aS(ZZU) Sy (u,v) = 85(822,1)) (2.22)
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Deuxiemes dérivées partielles

025 (u,v)
ou?

%S (u,v)
Ov?

925 (u,v)

S
w (¥, 0) = oudv

— —
Suu(u,v) = Spw(u,v) = (2.23)

Plan tangent et vecteur normal

Soit. P(ug,vp) un point d’une surface paramétrique S(u,v). Il existe deux vecteurs tan-
gents di et dy suivant u et v a la surface S(u,v). Ces deux vecteurs définissent le plan
tangent de normale 77

Définition 10. Le plan tangent en un point P(ug,vo) sur une surface bidimensionnelle
paramétrique réquliére S(u,v) dans un espace tridimensionnel est défini comme ’ensemble
de tous les points y dans R? satisfaisant I’équation

y = S(up,vo) + aSy(ug, vo) + bSy(ug,vo) avec a,b € R (2.24)

Définition 11. Le vecteur normal N(ug,vo) est défini par le produit vectoriel des vecteurs

S (g, voj et S, (up,vo) tangents a la surface S(u,v) en P(ug,vy)

N (ug, vo) = (2.25)

— (uOﬂJOS U(U‘O7U0;
JAS )

||S (UO>UO v(u():UO H

Premiére forme fondamentale

Définition 12. Le polynome du second degré I(du, dv) ot du, dv € R, est appelé la premiére
forme fondamentale d’une surface paramétrique réguliére S(u,v). Les cefficients FE(u,v),
F(u,v) et G(u,v) sont appelés les premiers ceefficients fondamentauz.

\

I(du, dv) = Sy (u,v) - Sy(u, vjdu2 + 25, (u, vS - Sy(u, v)dudv + S, (u, vS - Sy (u, v)dv?

I(du,dv) = E(u,v)du?® + 2F (u, v)dudv + G(u, v)dv* (2.26)

Seconde forme fondamentale

Définition 13. En supposant que la surface paramétrique réguliére S(u,v) est au moins
d’ordre 2, le polynome du second degré II(du,dv) ou du, dv € R, est appelé la deuziéme
forme fondamentale de S(u,v). Les ceefficients L(u,v), M(u,v) et N(u,v) sont appelés les
deuxiemes ceefficients fondamentauz.

\

I (du,dv) = Syu(u, 2}3 - N(u,v)du? + 28y, (u,v) - N(u,v)dudv + Sy (u,v) - N(u,v)dv?

I1(du,dv) = L(u,v)du® + 2M (u, v)dudv + N (u, v)dv? (2.27)
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Courbures surfaciques

Définition 14. Les deux valeurs propres réelles Ky et ko de la matrice de Weingarten W
d’une surface réguliére S(u,v) de classe d’au moins 2 en un point P(xg,vo) sont appelées
courbures principales de la surface paramétrique réguliere en P.

o wnn wiz \ _ [ L(u,v) M(u,v) E(u,v) F(u,v) -
W = ( Wa  Wao > N ( M(u,v) N(u,v) ) < F(u,v) G(u,v) ) (2.28)

M (u,v)F(u,v) — L(u,v)G(u, v) L(u,v)F(u,v) — M(u,v)E(u,v)

o= E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) = E(u,v)G(u,v) — F?(u,v)

N(u,v)F(u,v) — M(u,v)G(u,v) gy — M (u,v)F(u,v) — N(u,v)E(u,v)

= E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) E(u,v)G(u,v) — F%(u,v)

Les vecteurs propres associés déterminent les directions des courbures principales. Par
conséquent, les courbures principales sont les racines réelles du polynéme caractéristique
quadratique de W.

K2 4 (w1 + wa2)k + wiwag — wigws =0 (2.29)

2.2.5 Etude d’un tore

Soit S(u,v) la surface paramétrée représentant le tore d’axe de révolution z de cercle de
rayon 7 et de distance entre le centre du tube et le centre du tore R.

(R + rcosu) cosv
S(u,v) = | (R+rcosu)sinv avec 4 WUE [0, 2]
; O0<r<R
rsin(u)

Calculons les dérivées partielles premieres (2.22) et secondes (2.23) en u et v ainsi que
la normale.

—rsin u cosv —Rsinv — rcosusinwv
Syu(u,v) = | —rsinusinv Sy(u,v) = Rcosv+rcosucosv
7 COSU 0
—7 COS U COS U —Rcosv — 1 cosucosv
Suu(u,v) = | —rcosusinv Spp(u,v) = | —Rsinv — rcosusinv
—rsinu 0
. . AN
rsinusiny S, ) A Sy, 0) — CO8UCOS
Suv(u,v) = [ —rsinucosv N(u,v) = : = | —cosusinv
0 [ Su(u, v) A Sy(u,v)|| —sinu

Calculons les termes de la premiere forme fondamentale (2.26).
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Calculons les termes de la seconde forme fondamentale (2.27).

=

£
e
I

(R+rcosu)cosu

Calculons les ceefficients de la matrice de Weingarten (2.28).

M (u,v)F(u,v) — L(u,v)G(u,v) 1

o E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) r
Wi — L(u,v)F(u,v) = M(u,v)E(u,v) _0
E(u,v)G(u,v) — F?(u,v)
oy — N(u,v)F(u,v) — M(u,v)G(u,v) _0
2 E(u,v)G(u,v) — F2%(u,v)
gy — M (u,v)F(u,v) — N(u,v)E(u,v) _ cosu
E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) R+ rcosu

Résolvons le polynome (2.29) :

2
K° + (w11 + weg)k + wigweg — wigwey = 0

9 <R+2Tcosu> ( cos u )
K—————k+|=————) =0
Rr +r2cosu Rr +r2cosu

Le déterminant de cette équation vaut

2
A= (R)
Rr +1r2cosu

Les racines réelles correspondantes aux courbures ;1 et k9 sont

1 COS U
r

K1 = Rg = ——
R+ rcosu

Les rayons de courbures R; et Ro sont

R+ rcosu
Ry=r Ry = ————
! 2 | cos u|

On voit que selon les u, le rayon de courbure est constant et est égal a r.

3
Ry =10 er

Soit un tore d’axe de révolution z avec r = 1 et R = 3, voir figure 2.15. Le point P(3,0,1)

correspond au couple (g, 0) de la surface. On a Ry =1 et Ry = +00.
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Figure 2.15 Surface paramétrique S(u,v) d’un tore r =1, R = 3 au point P(3,0,1), Ry =1
et Ry = +oo.

Ce point représente une discontinuité dans le rayon de courbure suivant v. Le rayon de
courbure passe brutalement a l'infini. Le graphe sur la figure 2.16 représente le rayon de
courbure Ry pour les couples (u,v) avec u € [0,27] et v = 0. Deux discontinuités avec
Ry = +o00 apparaissent et correspondent & u = m/2 et u = 37 /2. Deux rayons de courbures
locaux sont minimaux : Ry =4 pour u =0 et Ry =2 pouru=m

30 I

20 -

10

R,

3+ cosu

Figure 2.16 Evolution du rayon de courbure Ry = d’un tore pour u € [0,2w] et v = 0.

| cos u|

2.2.6 Bilan

La méthode de calcul de la courbure a partir d'une géométrie de type surface paramétrée
réguliére semble étre une bonne voie pour récupérer des valeurs précises. Il ne faut pas
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oublier que l'on veut mettre en place un processus d’adaptation de maillage qui respecte
la forme géométrique. Notre support géométrique est la NURBS détaillé dans le chapitre
1. La surface NURBS est composée de fonctions de degré n > 2 pilotée par des points
de controle. Cette surface est donc facilement dérivable a l'ordre 2. Par conséquent il est
aisé d’utiliser cette méthode de calcul de la courbure exacte a partir de cette surface apres
projection. Pour ce qui est des surfaces intersectées, le calcul de la courbure ne semble pas
poser probleme puisque le nceud est projeté sur la géométrie qui est soit un point, soit une
courbe ou soit une surface. Dés la projection, la géométrie est donc identifiée pour le calcul
de la courbure.

Les discontinuités dans les courbures sont des problemes a traiter dans un cadre d’espace
local ou riemannien avec une métrique spécifique pour créer des triangulations surfaciques
représentatives de la géométrie.

2.3 Calcul de longueur dans la métrique

En introduisant une métrique adéquate, la longueur d’aréte peut se comparer avec une
longueur d’aréte théorique optimale. La métrique permet d’ajouter des informations géo-
métriques et/ou physiques dans l’espace local autour d’'un nceud. En effet ces deux criteres
sont indispensables car rien ne présuppose que la physique soit conforme a la géométrie. Le
but est de calculer une longueur unité entre deux nceuds pour contréler le maillage dans sa
globalité. Le calcul de la longueur d’aréte dépend donc de 'espace local.

2.3.1 Meétrique géométrique

La métrique géométrique transforme les données géométriques en une prescription de
taille locale pour les arétes. La métrique géométrique dans R3 présentée dans les livres de
Frey et George [33] et de George et Borouchaki [38] est de la forme M3(a) = "D(a)H3(a)D(a)
au point a tel que

1
5 0 0
a?R?(a)
Ms(a) = "D(a) 0 1 D(a) (2.30)
B2R3(a)
0 0 A

Les colonnes de D(a) sont les directions unitaires principales et la normale unitaire
au point a. Rq(a) est le plus petit rayon de courbure. Rs(a) est le plus grand rayon de
courbure. « et 3 sont des ceoefficients pour piloter I'écart angulaire entre le plan tangent
et la discrétisation. A\ est un scalaire quelconque. Ces coefficients permettent de controler
I’anisotropie.

La surface S(u,v) ou repose a est considérée réguliere et dérivable au moins a 'ordre 2
localement. Avec la premiere forme fondamentale (2.26), la deuxieme forme fondamentale
(2.27) et la matrice de Weingarten (2.28), on retrouve une approximation correspondant
a une quadrique (2.29). C’est cette approximation de la surface que nous allons controéler
dans la métrique géométrique via x1(a) = 1/Ri(a) et ko(a) = 1/Ra(a).
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Figure 2.17 Surface paramétrique S(u,v) d’un tore, métrique géométrique Msz(a) et métrique
géométrique induite Ma(a).

2.3.2 Meétrique géométrique induite

La métrique que I'on souhaite cherche a controler un maillage sur une variété. Il est donc
naturel de s’affranchir de la dimension 3 et de se placer dans le plan tangent, voir figure
2.17. Ainsi la métrique géométrique induite est définie dans le plan tangent. La métrique
ne dépend donc plus que des courbures principales. La métrique induite en a est définie par
Ma(a) = *D(a)Hz2(a)D(a) ot D(a) représente la matrice des directions principales unitaires
dans le plan tangent Zr, pour plus de détails, voir I’article de Laug et Borouchaki [54] et
la these de Laug [53]. Cette métrique est induite et elle représente la trace de la métrique
M3(a) sur le plan tangent 2 dans R2.

|
0

Ms(@) = D@ | M@ | | D@ (2.31)
h3(a)

La prescription de taille hq(a) et ho(a) est en fonction des rayons osculateurs Ry(a), Ry(a)
et de I'angle 6. 0 représente I'écart angulaire entre le plan tangent %1 et laréte. J est la
différence absolue entre discrétisation et la géométrie approchée par le cercle osculateur,
voir figure 2.18.

Pr a
= 0
hi(a)
Ri(a) ? 8
! (@)
2

Figure 2.18 Ecart & entre Uaréte et le premier cercle osculateur de a.
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L’écart maximal d entre une aréte et le cercle osculateur peut s’écrire :

d = Ri(a) (1 —cos(h))

Fixons le parametre € qui représente une distance relative :

=1—cos(f) (2.32)

D’apres le théoreme de Pythagore, en remplagant et en utilisant ’équation (2.32) :

mu = (M52) 4 (10 cost0)

m? = (") + (i - o

hi(a)? = 4¢(2 — )Ry (a)?

hi(a) =2y/e(2 — )Ry (a)
Nous trouvons la prescription de taille pour la premiere direction en posant « :

hi(a) = aRy(a) avec o =21/¢(2 —¢)

Pour le second cercle osculateur reprenons ’équation (2.32) :

Nous trouvons la prescription de taille pour la seconde direction en posant [ :

B R gRl(a) _SRl(a>
ha(a) = BRa(a) p % Ry(a) (2 Rz(@))

La forme générale de la métrique géométrique s’écrit donc :

e=1—-cosf
t onRlz(a) 0 a=2/e(2—¢)
Ms(a) = "D(a) 01 1 D(a) avec
B2R3(a) _ o | _fula) R (a)
8= 2J5R2(a) <2_51~22(a)>
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2.3.3 Intersection de métriques

Il est possible qu’en un point de la surface ou du volume plusieurs métriques d’origines
variées soient données, par exemple, une métrique géométrique et une métrique solution
aérodynamique, voir Hecht et Mohammadi [43]. Le but est de représenter 1’ensemble ou
une partie des propriétés de celles-ci sous la forme d’une métrique unique, voir les livres de
George et Borouchaki [36] et [38].

Supposons deux métriques M; et M centrées en O. Le processus de réduction simulta-
née est appliqué pour trouver la métrique intersection Mpterction = M1 MMy, La métrique
intersection M pterction représente ellipse de surface maximale en 2d (ou lellipsoide de
volume maximal en 3d) incluse dans I'intersection au sens géométrique des ellipses (ou des

ellipsoides) M et Ma.

Pour une variété, I'idée est de trouver une base Z(0, €1, €3), pas forcément orthogonale,
telles que M7 et My soient diagonales dans cette base, puis on en déduit la métrique
intersectée. Pour cela, on introduit la matrice A définie par :

N = M7 M, (2.34)

N est symétrique dans la métrique M; donc N est diagonalisable dans R?. La base %
est donnée par les vecteurs propres normalisés €1 et €5 de . On trouve les valeurs propres
de M et My dans la base B(0, €1, €3) grace au quotient de Rayleigh :

N = ‘gMq€ et p; = fegMaé; avec i =1,2 (2.35)

On pose P = (€1€3) la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs propres é;
avec i = 1,2 de V. De plus P est inversible car (€1¢€3) est une base de R?. On a donc :

A0 0
_ tp-1 1 -1 _ tp—1( H1 -1
M= "P (0 )\2>77 et My= "P (0 M2)P (2.36)
La métrique intersection est donnée par
. I 1 [ maz(Ay, ) 0 1
Mmterctzon - Ml N MQ = P < 0 max()\g, ,UQ) P (237)

Les intersections de la figure 2.19 montrent que la base formée par P n’est pas forcé-
ment orthogonale. L’intersection de deux métriques anisotropes peut donner une métrique
isotrope.

Figure 2.19 Intersection de métriques a gauche et intersection de métriques antagonistes a
droite annulant l’anisotropie.
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2.3.4 Interpolation de métriques et longueur d’aréte

D’apres ’équation du segment droit dans un espace riemannien (2.10), on cherche une
métrique M(t) définie sur le segment paramétré v(t) = ab pour tout t € [0, 1] interpolée
entre M(a) et M(b). Le but est que la variation entre la métrique M(a) et M(b) soit
monotone sur le segment [ab].

Une variation linéaire sur les longueurs h est équivalent a une variation linéaire des
M~12_0n en déduit un schéma d’interpolation linéaire, la métrique anisotrope au point
d’abscisse t est donnée par

1 1\ —2
M(t) = ((1 M T +tM22> avee 0< ¢ < 1 (2.38)

Il faut exprimer les deux métriques M; et My dans la méme base. La matrice N (2.34)
permet de trouver ses vecteurs propres normalisés €1 et €1. Les valeurs propres de My et
M sont déduites grace a I’équation (2.35). La matrice P est formée par les vecteurs €] et
€1. La métrique interpolée de facon linéaire est donc égale a

1 0<t<1
20 0 1=1,2
M(t) — tp—l 1 (t> 1 ’]D_l avec hl,i = 1/\/)\_7, (239)

Zar hoi =1/ B
H2 t 2,
2(1) Hi(t) = (1 = t)hy; + thy,

On peut aussi utiliser une variation géométrique qui favorise aussi les petites tailles avec
Hi(t) = hi

i hb;aveci=1,2 tel que

M) = MPTIME avec 0<t <1 (2.40)

L’interpolation géométrique favorise les petites tailles par rapport a l'interpolation li-
néaire, voir figure 2.20.

Figure 2.20 Interpolations linéaires et géométriques de métriques.
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Dans un espace riemannien, la métrique est différente en fonction de chaque point de
I’espace. Il existe donc une infinité de métriques le long d’un segment. Par conséquent la lon-
gueur d’'un segment LM(QH%(F) de I’équation (2.10) pour ¢t = 1 notée LM(@) par la suite

se calcule en fonction de ces métriques M(a) et M(b) avec des fonctions d’interpolation.
1 —
L) = /0 b oy

Soit M(t) la métrique au point de parametre t € [0, 1] parcourant le segment [ab]. La

formule générale s’écrit donc :
1
— —
Ls(ar) = /\/tab/\/l(t)abdt
0

Le calcul de la norme L, , (ab) est approché soit par une formule de quadrature (Lg) soit

par une fonction d’interpolation en h(t) linéaire (L) ou géométrique (Ls).

1.~
Lo —/“abH dt (2.41)
M(ab)‘O h(t) '

2.3.5 Norme L isotrope

La norme L, (ab) s’obtient par une formule de quadrature.

L a1 2.42)
oM(ab) = 2 \ hy(a) | (D) '

2.3.6 Norme L, anisotrope

La figure 2.21 montre les métriques associées aux noeuds a et b, les plans tangents de
chaque neeud ainsi que les projections de noeuds sur les plans tangents. Calculons le terme

|ab|| pm(a) et supposons que b = by, (q) tel que :
% %
HabHM(a) ~ Hab%(a)HM(a)

Exprimons ce vecteur dans la base %(a, d;(a ), dy (a)) en posant u et v :

u=abgp,(a) " di(a)
—_—
v= abng(a) ) d2(a)

D’apres 1’équation de la métrique induite (2.31), nous avons :

e — —
|ab s, (a) | Ma) = \ tab gy (@) M(a)abs,(a)
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b (a)
a’.@T(b) A

.| d2(b)

Y

Figure 2.21 Calcul de la longueur anisotrope.

1
—— 0
- h? u
labse(@llm@ = |(u v) 1(()@) 1 ; )
h3(a)

Finalement on obtient ’approximation suivante :

||£||M(a) ~ \l <h11(6a)>2 + (h;éa)>2

%
Le calcul de [[ab||p(p) dans le plan tangent &7 (b) est identique. La longueur dans la
métrique anisotrope est approchée par la moyenne des longueurs dans la métrique projetées
dans chacun des plans tangents.

- —
bl + llabllaiy

LOM (ab) ~ 9

(2.43)

Remarque 4. Les normes anisotropes ne peuvent pas étre calculer autrement que par la
formule de quadrature car on ne peut pas utiliser une fonction d’interpolation entre a et b
sur une variété car il y a une infinité de plans tangents entre a et b.

2.3.7 Norme L; isotrope

La norme L, M(ab) s’obtient par une interpolation linéaire de la fonction h(t) entre a et

b.
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La fonction h(t) est remplacée dans I’équation (2.41) :

L1M(E) =

En résolvant 'intégrale, on obtient :

L1M(ab) = || bH [WL

En remplacant a et 3, on a :

log(h(b)) — log(h(a))
L M(ab) - H b“ h(b) h( )

(2.44)

2.3.8 Norme L, isotrope

La norme L, , (ab) s’obtient par une interpolation géométrique de la fonction h(t) entre
a et b.

h(t) = h(a)* =D h(b)t

h(t) = h(a) (ZEZ;)

h(t) = h(a)exp (t log (ZEZ%))
h(t) = aexp(ft)

La fonction h(t) est remplacée dans I’équation (2.41) :

— ! 1
Lo — = |lab /70175
2M (ab) la Ho aexp(ft)

En résolvant 'intégrale, on obtient :

Loy = b [e}‘p(a/mo

En remplacant a et 3, on a :

R
Lo pq(ap)y = lladl] (2.45)
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Pour le cas isotrope, on peut tracer I'évolution de la norme L, avec l|ab|| = 1 pour
h(a) =1 et h(b) variant. Pour la formule de quadrature, L,z tend vers 0.5. Pour les
fonctions d’interpolation linéaire et géométrique, L1,2 M(ab) tendent vers 0. Elles favorisent
donc les petites tailles. Cependant L, M (ab) décroit moins rapidement vers 0 que L, M(ab)*

100 ~ T L T L \7
B I .
3
3
107t .
| LOM(E) |
i LlM(E) |
I Lopmar) )
! T R R T
10° 10! 102
h(b)
Figure 2.22 Fuvolution des normes LiM(E) avec ||a_2)|| = 1 pour des métriques isotropes telle que
B ) _h(b)+1 _ log (h(b)) ~_ h(b) -1
h(a) =1et h(b) variant. LOM(E) = T(b), LlM(E) = W et LZM(E) = m

Remarque 5. Les normes Ly et Ly ne sont définies que si h(a) # h(b). Dans ce cas il faut
utiliser la norme Ly.

2.4 Conclusions

La théorie de la métrique est rappelée, les méthodes de calcul de courbures sont étudiées
et le calcul de longueur dans la métrique est décrit. La métrique est définie dans un espace
riemannien avec un produit scalaire généralisé. Les calculs d’angle, de déterminant et de
longueur sont définis avec ce produit scalaire généralisé dans un espace riemannien.

Le critere pour optimiser le maillage au sens géométrique est la courbure. Deux méthodes
de calcul de la courbure radicalement différentes sont présentées. La premiere méthode
s’affranchit de la géométrie. En effet une estimation de la courbure au nceud est créée a partir
de sa boule. L’idée est de calculer une quadrique dont les deux racines réelles de son équation
correspondent a une estimation des courbures k; et k9. Malheureusement, la précision de
Iestimation dépend fortement de la qualité de la boule du nceud et de la précision de la
normale au noeud. En ce sens il faudrait que le maillage approche tres bien la géométrie
pour qu’il représente fidelement les courbures avec cette méthode d’approximation. L’étude
d’une sphere a montrer qu’a partir de R/min(hpouie) > 15 Papproximation de la courbure
est correcte a 99.7% avec R pour le rayon de la spheére et mm(hboule) la taille minimale de
I’aréte incidente au noeud.
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L’autre méthode consiste a calculer les courbures exactes d’une surface paramétrique
S(u,v) réguliere et dérivable a l'ordre 2. La premiere forme fondamentale et la deuxieme
forme fondamentale sont utilisées pour calculer la matrice de Weingarten dont les valeurs
propres réelles sont les courbures k1 et ko. Les valeurs obtenues sont exactes puisqu’on utilise
directement le support géométrique. De plus les surfaces NURBS utilisées sont régulieres
et dérivables au minimum a l'ordre 2. En outre l'opérateur de projection permet dans un
processus de remaillage de récupérer directement le point sur la surface et donc de calculer
les courbures et les directions principales exactes.

La métrique géométrique basée sur les courbures et les directions principales est donc
utilisée par la suite. Elle est définie dans le plan tangent & donc il est primordial de
comprendre que tous les calculs de longueur se font dans ce plan tangent. Les opérations
telles que l'intersection et 'interpolation de métriques sont rappelées.

Quatre calculs de longueur dans un espace riemannien muni d’une métrique sont pro-
posés. La norme Ly est définie par une formule de quadrature pour le cas isotrope (2.42) et
anisotrope (2.43). Les normes Ly (2.44) et Ly (2.45) correspondent da des calculs de longueur
dans le cas isotrope avec une fonction d’interpolation linéaire et géométrique respectivement.
1l faut tester les trois normes pour le cas isotrope.

Par la suite, il est nécessaire d’adapter le maillage et plus particulierement les arétes de ce
maillage. Nous allons voir dans le chapitre suivant comment faire pour obtenir un maillage
unité, c’est-a-dire respectant la métrique au mieux en tout nceud du maillage. D’autres
problémes s’ajoutent a cela tels que le lissage de la métrique sur tout le champ discret, les
criteres d’optimisation choisis et les opérateurs de modification locale mis en place.
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Le processus d’adaptation de maillage surfacique utilise les critéres géométriques du
chapitre précédent. Le maillage initial .# est adapté de facon itérative en se basant sur la
métrique pour obtenir un maillage unité .#qqpt. Ce processus integre le calcul de la longueur
d’aréte dans un espace local, la découpe d’aréte par insertion de nceud, la condensation
d’aréte en un nceud, la bascule d’aréte et la projection sur la géométrie des nouveaux noeuds
générés. Le maillage surfacique .#,4qp+ minimise 1'angle diedre et maximise un critere de
qualité en forme des éléments.

Les méthodes de maillage d’espace continu en espace discret pour les calculs éléments
finis par George et Borouchaki [36] ainsi que Frey et George [33] sont treés bien décrites

81
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dans leur livre que ce soit pour la génération ou la modification de maillage. Un ouvrage
en deux volumes plus récent de Borouchaki et George [9, 38] met & jour ce dernier et donne
les fonctions de formes pour divers éléments, définie la métrique et ses opérations ainsi
que différents algorithmes de recherche ou de modification de maillage. Gou, Yuan, et Su
montrent en 2018 I'intérét des technologies de remaillage local par rapport aux techniques
de remaillage global [39]. C’est a partir de toutes ces connaissances sur le maillage, la
métrique et de ces analyses sur 'adaptation de maillage qu’il devient nécessaire de créer un
algorithme de modification locale de maillage industriel pour étre plus compétitif et plus
efficace.

Les travaux antérieurs montrent la nécessité de développer des algorithmes d’adaptation
de maillage dans le but d’améliorer la précision de la solution, la convergence des résultats et
les temps de calcul Lohner [59], George [35], Castro et Hecht [17], Coupez [23], Borouchaki
[12], Bibb [6], Loseille [60], Sahni [78], Borouchaki [10], huang [46], Olivier [72], Dobrzynski
[29], Menier [67], [66], Park [73], Frazza [31] ainsi que Digonnet et Coupez [27]. Concernant
les opérateurs de modification locale, on peut consulter Coupez [22], Michal et Krakos et
leur bibliotheque modulaire pour ’adaptation de maillage anisotrope [68] ainsi que Loseille
[62], [61].

D’abord le maillage . est préparé avant I’adaptation avec un algorithme d’initialisation
a travers la classification des composants du maillage, les structures de données utilisées et
la gradation de champ de métrique. Ensuite des criteres d’optimisation sont étudiés pour
définir ce qui est valide, possible et déclenchable en terme d’opérateur de modification locale
de maillage. Puis ces opérateurs de modification locale de maillage sont mis en place tels
que la bascule d’aréte, le casser et ’enlever d’aréte avec insertion de point ainsi que le
bouger de neeuds. A ce titre, un nouveau bouger de nceuds permettant d’avoir un maillage
anisotrope avec des éléments rectangle alignés sur les directions principales de la métrique
est présenté. Enfin les algorithmes d’adaptation globale sont détaillés pour les cas isotrope,
anisotrope et anisotrope avec alignement.

3.1 Préparation du maillage pour ’adaptation

L’adaptation de maillage surfacique a besoin de classifier chaque composant du maillage,
de structures de données adéquates et d’une carte de taille géométrique corrigée. Tout
d’abord le maillage doit étre identifié, c’est-a-dire les types d’élément, de nceuds et d’arétes
doivent étre mis en place. Ces types servent de références pour le déclenchement de modifi-
cation particuliere ou pour traiter une partie bien précise du maillage. Ensuite la structure
de données utilisée doit étre souple dynamiquement. Enfin la carte de taille est calculée a
partir des courbures et des directions principales. Cette carte de taille est bornée puis elle
est corrigée par un algorithme afin de lisser le champ de taille.

3.1.1 Classifications des composants du maillage

Le maillage initial .#, est généré avec BLSURF a partir d'une géométrie &%, composée
de carreaux surfaciques de type NURBS, voir figure 3.1. Pour modifier ce maillage, il faut
faire attention a certains noeuds, arétes géométriques et groupe d’éléments. Ce probléme



3.1. PREPARATION DU MAILLAGE POUR L’ADAPTATION 83

de localisation doit étre résolu pour effectuer des opérations de modification locale. Les
éléments, les nceuds et les arétes sont donc classifiés.

Figure 3.1 Géométrie 4y et maillage My du Generic Business Jet (GBJ).

Classification des éléments

Chaque élément appartient a une surface réguliere continue, voir figure 3.2. Un ensemble
d’éléments correspond a un carreau surfacique. Il est essentiel de savoir sur quelle géomé-
trie repose I’élément. Cela permet de projeter rapidement et le cas échéant de paralléliser
facilement I'adaptation par carreau surfacique. En effet la projection sur la géométrie est
Popération la plus cotiteuse en temps CPU.

Stabilisateur

Dérive

Mat

Demi-nacelle gauche

Fuselage
Demi-nacelle droite

Nez

Voilure interne Voilure interne Winglet

Figure 3.2 Groupes d’éléments du maillage #y du GBJ représentant les carreauz surfaciques.



84 CHAPITRE 3. ADAPTATION DE MAILLAGES SURFACIQUES

Classification des noeuds

Les nceuds sont distingués en six catégories, voir tab. 3.1. Les nceuds peuvent étre vo-
lontairement conservés. Il peut étre utile de ne pas vouloir adapter une partie du maillage
pour conserver sa structure par exemple. Les noeuds sur les courbes frontieres d’un seul
carreau surfacique sont de type frontiere. Les nceuds sur un carreau surfacique sont de type
interne. Les nceuds sur des courbes internes a la surface ou entre deux carreaux sont de
type frontiere-interne. Les noeuds peuvent étre I'intersection de trois surfaces ou les coins
de chaque carreau ou carreau surfacique, c¢’est ce que 'on appelle un nceud géométrique.

Index Type de nceud Description
0 Fixe Neeud conservé par 'utilisateur
1 Frontiere Neeud sur la courbe frontiere d’un carreau surfacique
3 Interne Neeud sur la surface d’un carreau surfacique
4 Interne-frontiere Noeeud sur la courbe frontiere de deux carreaux surfaciques
5 Géométrique Neeud sur le coin d’'un ou plusieurs carreaux surfaciques

Table 3.1 Type de neeud.

La figure 3.3 représente les types de nceud sur le maillage .#5 du GBJ. Les types de
neeud frontiere, interne, frontiere-interne et géométrique sont représentés avec la colormap.

Frontiere Interne Frontiere-interne ~ Géométrique

Figure 3.3 Type de neud du maillage #y du GBJ.
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Classification des arétes

Les arétes sont distinguées en six grandes catégories, voir tab. 3.2. Une aréte est diffé-
renciée par le type de ses deux nceuds extrémités, par le nombre d’éléments de la coque de
I’aréte et par le ou les carreaux surfaciques adjacents. La difficulté réside dans 'identifica-
tion des arétes mixtes, c’est-a dire avec des types de nceuds extrémités différents. La figure
3.4 montre les types d’aréte sur le maillage .#Zy du GBJ. Les types d’aréte frontiere, mixte,
interne et frontiere interne sont représentés.

Index Type d’aréte ab Type a Type b Eléments Carreaux adjacents
0 Fixe 0 0 1ou?2 = ou #
1 Frontiére 1 1 1 0
1 1 2 =
3 Interne 3 3 2 =
4 4 2 =
4 Frontiére-interne 4 4 2 #+
5 Géométrique 5 5 1ou?2 0 ou = ou #
0 1 1ou?2 0 ou = ou #
0 3 2 = ou #
0 4 2 = ou #
0 5 1ou?2 0 ou = ou #
. 1 3 2 =ou #
2 Mixte 1 4 9 = ou #
1 5 1ou?2 0 ou = ou #
3 4 2 = ou #
3 5 2 = ou #
4 5 2 = ou #

Table 3.2 Type d’aréte.

— Frontiére

— Mixte

—— Interne

— Frontiere-interne

Figure 3.4 Type d’aréte du maillage #y du GBJ.
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3.1.2 Structures de données utilisées

Le choix de la structure de données est important pour la rapidité de ’adaptation, voir
l'article de Peucker [74]. Le but est d’obtenir un maillage unité en effectuant un test sur les
longueurs d’aréte pour les modifier. Par conséquent il devient intéressant de considérer une
structure d’aréte, voir I'article de Beall [4].

Structure d’aréte e

Le nombre d’aréte augmente et/ou diminue lors d’une adaptation. De plus I'adaptation
de maillage s’effectue de facon locale. Autrement dit dés qu’une modification topologique
est effectuée, il faut mettre a jour la topologie. Il faut donc une grande souplesse dans cette
structure. Les arétes appartiennent toujours a deux nceuds et & un ou deux éléments pour
un maillage surfacique. Pour le stockage des arétes, la construction d’'un tableaul[i][j] avec
comme premier indice, I'indice ¢ du nceud N; et comme deuxieme indice, I'indice j du nceud
Nj est envisageable. Or le tableau a une taille nn x nn donc toutes les combinaisons de
neeuds possibles sont dans ce tableau ce qui prend énormément de place mémoire, de plus
le tableau est tres creux. Si cette structure d’arétes est utilisée alors la modification d'une
aréte entraine une boucle sur tout ce tableau. L’idée est d’utiliser une structure dynamique
telle une liste doublement chainée sur les arétes pour effectuer des opérations locales. En
effet les opérateurs de modification locale que 'on verra dans les sections suivantes tel que
casser ou enlever une aréte ne modifient que certaines arétes. Dans cette liste doublement
chainée, une aréte renseigne les indices des noeuds extrémités a et b, les indices des éléments
de la coque de l'aréte E; et FEs, le type de I'aréte Type, 'adresse de la géométrie pour
la projection Geom, la longueur euclidienne L, la longueur dans la métrique L et les
pointeurs sur 'aréte précédente Prec et I'aréte suivante Swuiv, voir figure 3.5. Pour ajouter
une aréte, il suffit d’allouer une aréte et de 'insérer grace aux pointeurs Prec et Suiv. Pour
enlever une aréte, il suffit de la retirer de la liste en brisant la chaine et en la raccordant
avec les pointeurs Prec et Suiv. Ensuite on peut libérer la mémoire de I'aréte enlevée pour
la détruire. Cette structure permet facilement de retrouver la boule d’un nceud en tournant
sur les éléments voisins E7 et Fj.

>
=
@D
&
@
A

Lpm
Prec /

Figure 3.5 Structure d’aréte e en liste doublement chainée.
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Structure d’élément E

La structure d’élément E est plus classique, c’est un tableau de pointeur de pointeur.
Chaque élément pointe vers les trois arétes de la structure d’aréte e, voir figure 3.6. Cette
structure permet notamment de tourner autour d’un noeud et de retrouver rapidement les
éléments de la boule et les arétes incidentes au noeud.

’ Element ‘
—ﬁ Arete
a
b
Ey
Es
Type
Geom
L
L

Prec
Suiv

Figure 3.6 Structure d’élément E.

Structure de noeud N

La structure N est utilisée uniquement pour le bouger de noeud que 1'on verra dans les
sections suivantes qui se fait a iso nombre de nceud. Cette structure permet de stocker
I'indice du neeud indice, la boule du nceud Boule[], le voisinage du nceud Noeud(], le type
de la boule T'ype, le nombre de l'itération du bouger Flag et I'adresse de la géométrie
Geom, voir figure 3.7. La boule peut étre soit de type ouvert, par exemple noeud frontiere
ou soit de type fermé, noeud interne. Une fois que cette structure est allouée, elle ne sera pas
altérée, c’est-a-dire qu’il n’y aura ni de libération de la mémoire et ni d’allocation mémoire
dynamique pendant le bouger de noeud. La mise a jour ne se fera que pour les valeurs des
indices dans la boule du nceud, le voisinage du nceud et le nombre d’itération du bouger.

’ Noeud ‘
indice
Boule][]
N<tud|]
Type
Flag

Geom

Figure 3.7 Structure de noeud N.
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Remarque 6. Pour le calcul de la boule fermée, une aréte incidente au neud est sélection-
née et en tournant dans le méme sens grace aux €léments voisins de [’aréte, [’ensemble de
la boule est parcouru. Pour le calcul de la boule ouverte, une aréte incidente au neeud est
sélectionnée et en tournant dans les deux sens, l'ensemble de la boule est récupéré.

3.1.3 Gradations d’un champ de métrique

Le but est de corriger la carte de taille H obtenue grace a la formule de la métrique induite
(2.33) pour avoir une faible variation de taille entre les nceuds voisins. Pour obtenir la carte
de taille géométrique H, il faut spécifié I’écart angulaire 6 par rapport au plan tangent.
Néanmoins avant de faire la gradation, il est nécessaire de borner la carte de taille par
une borne minimale h,,;, et une borne maximale h,,,, pour éviter les problemes d’epsilon
machine. Par exemple la courbure x d’un plan donne un rayon de courbure R infini donc
la taille prescrite h est infiniment grande. On a donc :

homin < hi < hpmaz pour @ =1,2 (3.1)

Les tailles A €t hpae sont définies par 1'utilisateur. Elles représentent les tailles eucli-
diennes minimale et maximale que I'on souhaite dans le maillage adapté. Les algorithmes
3.1 et 3.2 sont issus du livre de référence du maillage de George et Borouchaki [38]. Des
applications ont été étudiées dans les articles de Borouchaki et Hecht [11], de Huang [45] et
de Laug [55]. La gradation G permet de contrdler la variation de taille entre deux noeuds

voisins telle que :
1 <G <400 (3.2)

Plus la gradation est proche de 1 et plus la variation de taille est progressive entre deux
noeuds. Plus la gradation est grande et plus la variation de taille est grande entre deux
neeuds. Les gradations pour le cas isotrope et le cas anisotrope sont présentées.

Gradation H-choc isotrope

Cette correction est appliquée grace a l'algorithme de correction H-choc de la carte de
taille isotrope en parcourant toutes les arétes du maillage tant qu’il y a des corrections de
taille.

Supposons h(b) > h(a) et L la longueur dans la métrique isotrope calculée avec la formule
d’interpolation géométrique soit la norme L, ,, (ab) (2.45) telle que :

L = lab|— ") = h“;j(b) (33)
h(b)h(a)log (h(a))

Définissons la gradation g entre a et b telle que :
1

_ (B L
- (i) 34
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On veut que g < G autrement dit on cherche h(b) de fagon a ce que ¢ = G ou ¢ est la
nouvelle valeur de g obtenue avec la nouvelle valeur de h(b) notée h'(b).

h'(b)h(a)log <hl(j)>

%
lab|| (b) — h(a) h(a)
2
h(a) rlog”r ClogG =
labl "1

La résolution de cette équation est trop complexe. Une solution approchée est donc
proposée. Le but est de réduire la grande taille par un facteur. On sait que :

B(b) < h(b)

| —O= D s > by —D =M
R (b)h(a)log (h(a)) h(b)h(a)log (a))
L'>L

Pour avoir ¢’ < G il suffit que :

ntg <G

Par conséquent pour respecter la gradation G, h(b) se réduit par le facteur n tel que :

n= <G>L (3.5)
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Algorithme 3.1 : Correction H-choc isotrope.
Entrées : Carte de taille isotrope H;so
Sorties : Carte de taille isotrope H;s, corrigée

1 pour i =0 a na faire

2 si h(b) > h(a) alors

— _
3 L = flab—"®) h(“h)(b) :
h(a)h(b)log —=
(@)h(8)log 7
_(h®)\ L
’ = (h<a>> ’
5 si g > G alors
o\
-6
g

7 h(b) = nh(b);

8 fin

9 fin

10 sinon
— _
" = b =20
h(a)h(b)log —=
(@)h(B) o 35
1
_ (Ma)\ L
B - <h(b>> /
13 si g > G alors
(5)
14 n=\—):
g
15 h(a) = nh(a);
16 fin
17 fin
18 fin
19 Si une taille a été modifiée aller en 1;

Gradation H-choc anisotrope

La correction H-choc anisotrope est bornée par la correction H-choc isotrope. Les tailles
sont modifiées mais les directions principales restent inchangées. La forme géométrique
des boules unités est préservée jusqu’a un certain seuil, puis la forme peut se dégénérer le
long de ses axes principaux jusqu’a la plus petite taille de la boule isotrope.

Le calcul de L est approchée avec la formule d’interpolation géométrique et par une
approximation de la spécification de taille suivant une seule direction, celle de I’aréte. Les
hypothéeses de gradation du cas isotrope peuvent donc s’appliquer au cas anisotrope via
une approximation. Cette approximation consiste a considérer que la taille hy(a) en a est
celle de la taille le long de I'aréte ab, voir figure 3.8 telle que :

_>
hap(a) = ||aa,|| avec a; = [ab] N M(a) (3.6)

ou M(a) représente la boule unité dans la métrique M(a) centrée en a.

—
Les longueurs hgy(a) et hyy(b) de la ligne 3 de Palgorithme sont représentées par ||aa ||
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b (a)
@2 (b) _
I
] b [N

I d1(b)

Figure 3.8 Représentation de hqp(a) et hap(b).

—)
et ||bby|| sur la figure 3.8. Calculons a; qui est U'intersection entre la droite (abng(a)) et
I’ellipse de centre a.

—_—
Exprimons abg,.,) dans la base %, ,,, et calculons le ccefficient directeur ¢ de la droite

(abn@T(a)>

abp(ayu = abp,(a) - di(a)

abp,(ay = abapy(a) - d2(a)

c— abWT(a)v
ab,@T(a)u

Le systeme peut se résoudre

hi(a) x hy(a)
Ve x hi(a) + h(a)

V=CcXU

La longueur hgy,(a) vaut

—
llaai|| = Vu? + v?



92 CHAPITRE 3. ADAPTATION DE MAILLAGES SURFACIQUES

Algorithme 3.2 : Correction H-choc anisotrope.
Entrées : Cartes de taille isotrope H;s, et anisotrope Hgniso €t directions principales dz, d;
Sorties : Cartes de taille isotrope H;s, et anisotrope Hgpniso cOrrigées

1 Correction H-choc isotrope h;so;

2 pour i =0 a na faire .

3 Calculer hgp(a), hay(b) et ||ab]|;

si hap(a) > hgp(b) alors
— h — hap(b
5 L = [labl| — (@)~ harl?) Ok
R (@) hap () log =22
b(a)ha(b) log T (5)
ha I
I RS
hab(b)
7 si g > G alors
o\~
AT
g
9 pour i =1 a 2 faire
10 | hila) = maz (nh(a), hiso(a));
11 fin
12 fin
13 fin
14 sinon
— hap (D) — hg
15 L = ||ab|| o(b) b(;;) 0 ;
Rap (@) hap(b) log =2
b(a)ha(b) log hon ()
1
hab(b) > Z
16 = ;
g (hab(a)
17 si g > G alors
o\~
. - (6)"
g
19 pour i =1 a 2 faire
20 ‘ hi(b) = max (nhi(b), hiso(b));
21 fin
22 fin
23 fin
24 fin
25 Si une taille a été modifiée aller en 2;

3.1.4 Algorithme d’initialisation pour I’adaptation

L’algorithme 3.3 permet de préparer 'adaptation du maillage. D’abord les nceuds sont
projetés sur la géométrie ce qui permet de calculer les courbures et les directions prin-
cipales, de récupérer 'adresse de la géométrie pour chaque élément et de récupérer les
neeuds de type géométrique. Ensuite les groupes d’éléments sont identifiés ainsi que les
type de noeud. Les courbures permettent d’évaluer la carte de taille H (2.33). Cette carte
est bornée (3.1) puis elle est corrigée avec le H-choc (3.2). Une table de hachage est néces-
saire pour identifier les éléments voisins d’une aréte. C’est une structure de données qui
permet une association clé-valeur pour récupérer les éléments voisins d’une aréte via une
fonction de hachage. La structure d’aréte e peut donc étre remplie ainsi que la structure
d’élément E. L’identification des types d’aréte se déduit des groupes d’éléments et des
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types de noeud grace aux structures e et E. Il ne reste plus qu’a compléter la structure
d’aréte e avec les types d’aréte.

Algorithme 3.3 : Initialisation de 'adaptation.

Entrées : Maillage .#(, géométrie 4,
Sorties : Structure d’aréte e, structure d’élément E, groupes d’éléments, type de noeud et type
d’aréte
pour i = 0 a nn faire
Projeter les nceuds du maillage . sur la géométrie ¥;
Calculer les courbures géométriques k1 et ko;

Calculer les directions principales dy et d};
Récupérer les adresses de la géométrie pour chaque élément;
Récupérer les adresses de la géométrie pour les nceuds géométriques;
fin
Identifier les groupes d’éléments;
Identifier les types de nceud;
Calculer la carte de taille H;
Borner la carte de taille H;
Corriger la carte de taille H avec la gradation H-choc;
Hacher les arétes;
Remplir la structure d’aréte e (a, b, Ey, Es, type, geom, L, L, prec, suiv);
Remplir la structure d’élément E (e, €1 ,e2);
Identifier les types d’aréte 0, 1, 3, 4, 5;
Identifier le type d’aréte 2;
Remplir le type d’aréte dans la structure d’aréte e;

© 00 N oo A WN -
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3.2 Criteres d’optimisation

Les critéres d’optimisation permettent de valider, rendre possible et déclencher les
opérations de modification de maillage. D’abord il faut trouver un critére qui permet de
connaitre la validité d’un élément, le jacobien. Ensuite nous devons chercher un critere en
rapport avec la géométrie de type variété, 'angle diedre. Enfin il faut savoir optimiser la
qualité des triangles au sens de la forme avec des critéres isotropes et anisotropes.

3.2.1 Jacobien de I’élément

Le jacobien de I’élément est défini a partir des fonctions de formes de 1’élément dans
I'espace virtuel de référence, voir le livre de Borouchaki et George [9].

Soit le triangle E défini par ses trois sommets Ay, A; et Ay dans le sens direct dans R2.
Ce triangle peut se représenter dans ’espace virtuel de référence O, .,  tel que le triangle
de référence £ défini par les sommets de références AO, A, et Ay dans le sens direct, voir
figure 3.9. Soit 'application F'(Z, ) qui envoie le triangle de référence de l'espace virtuel
de référence sur I’élément physique dans ’espace physique. Cette fonction est définie par
la somme de fonctions linéaires par morceaux @; définies dans un repere barycentrique
telle que :

F(2,9) =Y Aigi(#,9) (3.7)

n
=0



94 CHAPITRE 3. ADAPTATION DE MAILLAGES SURFACIQUES

ou p;(&,7) représentent les fonctions de forme associées au triangle de référence de som-
mets A; telles que :

F(0,0) = Aq
F(1,0) = A,
F(0,1) = Ay

Figure 3.9 Elément représenté dans Uespace physique et dans 'espace virtuel de référence.

o représente la droite de coordonnées barycentrique 1 par rapport a Ay. Y1 repré-
sente la droite de coordonnées barycentrique 1 par rapport a Ay 9 représente la droite
de coordonnées barycentrique 1 par rapport a A,. On a donc les fonctions de formes
suivantes :

951(‘%7;0) =1
(75\2(‘%’@) = g

3.7) égale a :
Ag+ 24, + g4, (3.8)

On a donc l'application F(Z,¢) de 1’équation

~—

F(#,9)=>0-2-9
Définition 15. Le jacobien J(F(Z,7)) de la fonction F(%,7) est défini par

_ | OF(2,9) OF(Z,9)
B O o0

J(F(Z,9)) (3.9)

Calculons les dérivées partielles de F'(Z,7).

= —Ay+ A
0% 0+
A - A,

-

= ApAy
OF (2,9 R
E9) _ 444,

0

:AQ—AO

—
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Calculons le jacobien J(F(Z,7)).
A A ~ ~ ~ ~ - Fad
J(F(z,9) = | AjA, A A, | & Aire(E) >0 (3.10)

Proposition 5. Pour que l’élément soit valide, il faut que son aire soit positive stricte-
ment autrement dit il faut que le jacobien J de F(%,7) du triangle E soit positif stricte-
ment.

J(F(2,9)) > 0 (3.11)

Par conséquent, I’élément est valide si il tourne dans le sens direct et si ces trois sommets
ne sont pas alignés. Quand on envisage une modification locale de maillage, il est donc
impératif de calculer le jacobien des nouveaux triangles. Cela permet de rejeter tout de
suite les modifications qui vont rendre le maillage invalide et non conforme.

3.2.2 Angle diédre entre deux éléments

Le critere de I'angle diedre ne concerne que les maillages 3d surfaciques.

Définition 16. L’angle diédre ® représente l'angle entre les 2 normales auz facettes TE:
et n—E; Le cosinus de l’angle diédre s’obtient par le produit scalaire des mormales aux
facettes normées, figure 3.10.

(nEl ’ nE2>
cos(P) = ——=- (3.12)
Iz [z |

Dans un maillage, 'angle diedre n’a de sens qu’a I'intérieur d’'un méme carreau géomé-
trique. Le but est de savoir si la bascule d’aréte est possible, c’est-a-dire si elle ne dégrade
pas trop l'angle diedre localement pour approcher au mieux la géométrie. Au maximum
il y a cinq angles diedres pour la coque d’une aréte. L’idée est de calculer ces cinq angles
dans la configuration simulée ®;simulé et de les comparer a un angle seuil ®g.,;;.

Proposition 6. La bascule d’aréte est possible si le critére de l’angle diédre est vérifié tel
que

cos(®;)simulé > cos(Pgeyy) pour i=1,...,5 (3.13)

g o

Figure 3.10 Angle diédre entre deuz éléments, configuration initiale et configuration simulée
avec les angles diédres a calculer.
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3.2.3 Qualités en forme de I’élément

La qualité en forme de I'élément permet de juger si I’élément respecte la métrique.
L’élément est dégénéré si sa qualité vaut 0 et 1’élément est parfait si sa qualité vaut 1.
La qualité d’un simplexe isotrope et anisotrope est démontrée dans l'article de Laug et
Borouchaki [37]. Les qualités en forme isotrope et anisotrope sont rappelées. Un nouveau
critere de qualité anisotrope est introduit avec un alignement des cotés de 1’élément suivant
les directions principales.

Qualité en forme isotrope
La qualité en forme isotrope d'un triangle est évaluée dans ses boules unités a savoir
des cercles. Par conséquent, les calculs se font dans 1’espace euclidien usuel.

Définition 17. La qualité en forme isotrope du triangle E est le rapport de son aire sur
la somme de ses longueurs au carré multiplié par un cefficient de normalisation.

R
| NoN1 A NoNo|

Giso(E) = 43 2 (3.14)
> L7
=0
Ny
Lo Ly
Ny Io Ny

Figure 3.11 Visualisation du triangle équilatéral de qualité en forme qiso(F) = 1.

On considere le triangle E et on cherche a tel que la qualité du triangle équilatéral soit
égale a 1.

1
— X base X hauteur
L3+ L2+ L3

1 V3
- x1x—
1= 2 2

SRS

a:4\/§

Qiso(E) =«

Qualité en forme anisotrope

Le calcul de la qualité en forme isotrope peut se transposer dans la métrique anisotrope
comme vu au chapitre précédent. Les longueurs (2.43) et les aires (2.5) sont calculées dans
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la métrique. La qualité en forme anisotrope d’un triangle est donc évaluée dans ses boules
unités a savoir des ellipses. Par conséquent, les calculs se font dans ’espace riemannien.

Définition 18. La qualité en forme anisotrope du triangle E dans un plan tangent
Pr(N;) est le rapport de son aire multiplié par la racine du déterminant de M(N;) sur
la somme de ses longueurs dans la métriqgue au carré multipliée par un cefficient de nor-
malisation. Le triangle est projeté dans chacun des 3 plans tangents. La qualité en forme
anisotrope globale du triangle F est le minimum des trois qualités calculées dans chacun
des plans tangents.

NoNi7550) A NoNaorg
“ 0iV12,(Ng) N No QFT(NO)“ det(M(Nﬂ))
=43 2

qgm‘so(NO) ) (315)
%gﬂ L?\/I(Ng)z‘
Ganiso (E) = min (chm'so (ND) 3 QGniso(Nl ) ] QGniso(NQ) ) (3 16)

N, £

Figure 3.12 Visualisation des trois projections du triangle E dans chacun des plans tangents.

Qualité en forme anisotrope avec alignement

La qualité en forme anisotrope avec alignement d’un triangle est évaluée suivant I’écart
angulaire entre ses cotés et les directions privilégiées de Pellipse. Cela permet de quantifier
P’alignement du triangle par rapport aux directions principales de I'ellipse, voir figure 3.13.
Le triangle recherché est rectangle. Il a deux cotés égaux a 1 alignés suivant les directions
. i

d1,2,30u4 €t un coté égal a V2 aligné suivant les directions ds ¢,7ous.

de do ds

L
L
L

=1
=
=

&

Figure 3.13 Directions principales privilégiées pour l'alignement du triangle.
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D’apres la formule du produit scalaire on a :

(ur,d1) = [l | di cosa

De plus si les vecteurs u} et d; sont normalisés, on a ||ui]| = ||d1|| = 1 donc

cosa = (uy,d;) avec uj et d; normalisés

Les cosinus des angles entre les vecteurs uj et cf; et 1, et cf; respectivement peuvent
étre évalués. On sait que le cosinus d’un angle vaut 1 quand ’angle est nul entre les deux
vecteurs de méme origine et c’est justement ce que l'on cherche. On va donc regarder
les deux cosinus maximaux pour les vecteurs u; et u5 par rapport aux directions d;. Le
maximum des deux angles, respectivement le minimum des deux cosinus, est retenu pour
la qualité anisotrope calculé au nceud. Le minimum des trois qualités au nceud définit donc
la qualité globale du triangle comme pour la qualité anisotrope sans alignement. La figure
3.14 illustre les angles a et f minimaux entre ) et d; et respectivement u; et dy. La qualité
en forme anisotrope avec alignement au noeud Ny vaut donc min(cos a, cos ) = cos (.

Figure 3.14 Visualisation de la projection du triangle E dans le plan tangent 22r(Ny) et des
angles a et B les plus faibles entre u et d; respectivement u3 et d; pouri=1,...,8.

Définition 19. La qualité en forme anisotrope qaniso atign(Ni) avec alignement selon les
directions principales de la métrique du triangle E dans un plan tangent évalue les deux
plus grands cosinus cos o et cos 3 correspondants aux produits scalaires (uy,d;) et (us,d;)
entre les deux cotés du triangle uy, us normalisés avec pour origine le centre de la boule
unité et les huit directions normalisées liées aux directions principales cf; avec j =1,...,8.

cosa = maz((u1,d;)) avec j=1,...,8 (3.17)
cos f = max({uz,d;)) avec j=1,...,8 (3.18)

La qualité en forme anisotrope avec alignement au neeud est égale au minimum des
deuz cosinus.
Ganisoatign(IN:) = min(cos a, cos f3) (3.19)
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La qualité en forme anisotrope avec alignement globale est égale au minimum des trois
qualités calculées dans chacun des plans tangents.

Qanisoalign(E) = min(qanisoalign(Ni)) avec i = 17 ) 2 (320)

Remarque 7. Quand le premier plus grand cosinus est trouvé avec l'équation (3.17), il
faut éliminé un ensemble de directions pour le calcul du second cosinus. Le triangle ne
peut pas avoir deuzr cotés alignés sur la méme direction donc la direction utilisée pour
le premier cosinus est éliminée. Ensuite on cherche un triangle rectangle donc il ne peut
pas étre plat, aigu ou obtus. Le tableau 3.3 recense toutes les listes d’indices possibles en
fonction de l'indice de la premiére direction choisie.

Indice de direction choisi Indices de directions restants Schémas
da ds
1 2,4,5,8 <§ d;
da dg
dg da ds
2 1,3,5,6 ds @ d1
dg do
3 2,4, 6,7 ds @
dr da
4 1,3,7,8 ds @ di
dr da ds
da ds
5 1,2 @ di
ds da

dr dy
da ds

Table 3.3 Liste des indices des directions restantes en fonction du premier indice de direction
choisi.
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L’algorithme 3.4 présente la méthode de calcul de la qualité anisotrope d’alignement.
Les lignes 18 et 24 font référence au tableau 3.3 pour définir la liste des directions a
utiliser pour le calcul du second cosinus en fonction de la premiere direction choisie pour
le premier cosinus.

Algorithme 3.4 : Qualité en forme anisotrope avec alignement.

Entrées : Triangle E et directions principales d_i, d_é
Sorties : Qualité en forme anisotrope avec alignement ¢uy;so align(E)

pour : =0 a 2 faire

1
2 Projeter le triangle E dans le plan tangent &p(NV;);
3 Calculer u7, us, d_;;,, dz, d;, d?;, d_% et d_é avec IN; pour origine;
4 | Normaliser 4}, i3, dy, da, d3, dy, ds, dg, dv et dg;
5 cosa = cos 3 = cosa’ = cos B/ = —1;
6 ndicecos o = INdicecospeta = 0;
7 pour j =1 a 8 faire
8 cos o = max((u1,dj));
9 si cos o« = max((u1,d;)) alors
10 ‘ indicecosa = J;
11 fin
12 cos f = max((uz,d;));
13 si cos 3 = max((ug,d;)) alors
14 ‘ indicecos g = J;
15 fin
16 fin
17 si cosa > cos 8 alors
18 pour les j restants de la Liste(indicecosq) faire
19 ‘ cos B = max((uz, d;));
20 fin
21 anisoalign(INi) = min(cos c, cos ');
22 fin
23 sinon
24 pour les j restants de la Liste(indiceqos ) faire
25 ‘ cos o = max((u1,d;));
26 fin
27 Qanisoalign(INi) = min(cos ¢/, cos f3);
28 fin
29 fin

30 Ganisoalign (E) = min(%miso align (NO) » Qanisoalign (Nl ) » Qaniso align (NZ ) ) ;

3.3 Opérateurs de modification locale de maillage

L’objectif principal est d’avoir une longueur d’aréte égale a la longueur unité pour
toutes les arétes du maillage tout en maximisant la qualité en forme des éléments et
en minimisant 'angle diedre. L’adaptation d’aréte se définit par la bascule d’une aréte
entre 2 éléments, par le découpage d’une aréte en insérant un nouveau noeud ou par la
condensation d’une aréte en un seul nceud. L’optimisation du maillage se définit a iso
nombre de nceud par le bouger de noeuds couplé a des bascules d’arétes locales.
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D’abord Coupez initie les travaux d’adaptation et d’optimisation de maillage [22].
Ensuite Michal introduit les opérateurs élémentaires de modification de maillage, casser
et enlever les arétes dans son article [68]. Puis Loseille publie un article sur un couplage
modification de maillage casser et enlever les arétes avec la bascule d’aréte en 2013 [62].
Enfin Loseille écrit un article sur le fractionnement du maillage pour un calcul parallele
[61]. Nous souhaitons avant de passer au calcul parallele pousser encore plus loin le concept
de modification de maillage pour étre plus efficace en introduisant la bascule d’aréte, le
casser-basculer d’aréte, le enlever-basculer d’aréte et le bouger-basculer de noeuds.

Les algorithmes basculer les arétes 3.5, casser les arétes 3.6 et enlever les arétes 3.7 sont
présentés de fagon générique. Les opérations de modification different selon le type d’aréte.
L’insertion de point se fait via le milieu dans la métrique. Le milieu dans la métrique
isotrope est calculé directement et décliné pour les trois normes isotropes a partir des
équations de quadrature Ly (2.42), linéaire L (2.44) et géoémtrique Ly (2.45). Le milieu
dans la métrique anisotrope est déterminé par itération via la formule de quadrature
anisotrope Lg (2.43). Le bouger de noeuds avec bascule d’aréte classique en adaptation
de maillage est présenté pour les qualités en forme isotrope et anisotrope. Un nouveau
bouger de nceuds avec bascule d’aréte est introduit pour la qualité en forme anisotrope
avec alignement.

3.3.1 Basculer les arétes

La bascule d’aréte est le pilier de I'adaptation elle permet rapidement apres chaque
modification locale de maillage (casser, enlever une aréte et bouger un neeud) d’améliorer
la qualité en forme des éléments. Une adaptation de maillage avec la bascule d’aréte
autorise de grandes modifications locales de maillage tout en conservant le plus possible
un maillage conforme et de bonne qualité. La bascule d’aréte permet de minimiser 1’écart
entre la géométrie et le maillage 3d surfacique tout en respectant la qualité en forme des
éléments. Elle se fait en 3 temps. D’abord il faut s’assurer que la bascule soit valide avec
le critére du Jacobien (3.11). Ensuite il faut vérifier qu’elle soit possible avec le critére
de 'angle diedre (3.13). Enfin il faut définir si la bascule améliore la qualité en forme
des éléments selon le critere choisi : isotrope (3.14), anisotrope (3.16) ou anisotrope avec
alignement (3.20).

Proposition 7. Si le minimum des qualités en forme des deux éléments de la coque de
l'aréte dans la configuration simulée est supérieure au minimum de la qualité en forme
des deux éléments de la coque de l’aréte de la configuration initiale alors la bascule d’aréte
est déclenchée.

min(qso, gs1) > min(qio, gi1) (3.21)

Figure 3.15 Bascule d’aréte et critere de qualité en forme.
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L’algorithme 3.5 traite les arétes mixtes (type 2) dont la coque a deux éléments de
méme groupe et les arétes internes (type 3). L’étape de localisation des noeuds, des arétes
et des éléments, ligne 3 et la mise a jour des nocuds, arétes et éléments suite a une bascule
d’aréte, ligne 10 de ’algorithme, se font selon le schéma générique donné en figure 3.16.
De plus si la bascule est appelée aprés un bouger de nceud, il faut mettre a jour les boules

des neeuds (0), @), @ et @) de la structure de nceud N.

Algorithme 3.5 : Basculer les arétes.

Entrées : Maillage .#(, géométrie &), Nombre d’aréte, Liste d’aréte, carte de taille H,
directions principales d_i et d_é, structures e, E (et N si appelé par
bouger-basculer), Nombre de nceuds, Liste de noeuds

Sorties : Maillage adapté .#,qqp¢, Nombre d’aréte, Liste d’aréte, carte de taille H,

structures e, E (et N si appelé par bouger-basculer), Nombre de nceuds, Liste
de nceuds

1 tant que Nombre d’arétes # 0 faire

2 si Aréte interne et Liste d’aréte[Nombre d’aréte — 1] # 0 alors
3 Localiser les noeuds, les arétes, les éléments;

4 Vérifier le critere de validité;

5 si Bascule valide alors
6

7

8

9

Vérifier le critere de 'angle diédre;
si Bascule possible alors
Vérifier le critere de qualité;
si Bascule déclenchée alors
10 Mettre a jour les noeuds, arétes et éléments;
11 Corriger la carte taille H par la gradation H-choc en local;
12 Mettre a jour les longueurs euclidiennes et dans la métrique en local;
13 Ajouter les arétes en cascade dans la liste d’aréte;
14 Ajouter les deux nceuds dans la liste de noeuds pour bouger ultérieur;
15 fin
16 fin
17 fin
18 Liste d’aréte [Nombre d’aréte — 1] = 0;
19 Nombre d’arétes = Nombre d’arétes — 1;
20 fin
21 fin

Apres la mise a jour topologique, il est nécessaire de mettre a jour la métrique avec
I’algorithme de correction H-choc isotrope ou anisotrope en local. Les arétes incidentes
aux deux nceuds extrémités de la nouvelle aréte sont envoyées pour correction. Bien siir
si une taille est modifiée, les arétes incidentes au ncoeud ou la taille a été modifiée sont
ajoutés a la liste d’aréte pour correction.

Une fois la mise a jour de la métrique par I'algorithme de correction effectuée, les
longueurs euclidiennes et les longueurs dans la métrique sont mises a jour localement.
Enfin les arétes incidentes aux deux nceuds extrémités de la nouvelle aréte sont ajoutées
dans le tas d’aréte. Cet algorithme se termine quand le tas d’aréte est vide. De plus les
indices des nceuds ajoutés de la nouvelle aréte sont stockés dans une liste de nceud pour
un bouger de nceuds ultérieur.
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’ — aréte a basculer — aréte a mettre a jour ‘

Figure 3.16 Schéma de localisation et de mises a jour de la bascule d’aréte avec la configuration
initiale a gauche et la configuration finale a droite, pour les arétes de type 2 avec une coque de
deux éléments de méme groupe et de type 3.

3.3.2 Casser-basculer les arétes

L’aréte est cassée si sa longueur dans la métrique L est supérieure a un seuil telle

que :
Ly > Latmas (322)

Algorithme 3.6 : Casser-basculer les arétes.

Entrées : Maillage .#(, géométrie 4, carte de taille H, directions principales d_i et dg,
structures e et E, Nombre de noeuds, Liste de nceuds

Sorties : Maillage adapté .#,qqp¢, carte de taille H, directions principales d_i et d;,
structures e et E, Nombre de noeuds, Liste de nceuds

1 tant que Ly > Lafmas faire

2 Localiser les nceuds, les arétes et les éléments;
3 Calculer le milieu dans la métrique;

4 Projeter ce point sur la géométrie;

5 Vérifier le critere de validité;

6 si Point valide alors

7

8

9

Mettre & jour les noeuds, arétes et éléments;
Calculer les courbures k1 et ko du nceud projeté;
Calculer les directions principales d_i et d} du nceud projeté;
10 Calculer la carte de taille H du noeud projeté;
11 Borner la carte de taille H du nceud projeté;
12 Corriger la carte taille H par la gradation H-choc en local;
13 Mettre a jour les longueurs euclidiennes et dans la métrique en local;
14 Ajouter le noeud dans la liste de nceuds pour un bouger de nceuds ultérieur;
15 Basculer les arétes locales;
16 fin
17 fin

L’algorithme 3.6 est générique et ne tient pas compte des types d’aréte. Les étapes de
localisation des nceuds, des arétes et des éléments, ligne 2 et de mises a jour, ligne 7 de
I’algorithme se font selon les schémas de la figure 3.17. Selon le type d’aréte 'opération
de découpage de 'aréte n’est pas la méme. Trois schémas génériques de découpage d’aréte
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sont proposés pour les arétes frontieres (type 1), les arétes frontieres-internes (type 4), les
arétes mixtes (type 2) et les arétes internes (type 3). L'ordre dans le traitement des types
d’aréte est important pour la stabilité du maillage. L’ordre préconisé des types d’aréte est
le suivant : 1, 4, 2 et 3. L’aréte est cassée au milieu dans la métrique. Ce milieu est détaillé
dans les sections suivantes. Ce point milieu est projeté sur la géométrie. Si le critere de
validité est vérifié alors la découpe d’aréte est effective.

Apres les mises a jour topologiques, les courbures k1, ko et les directions principales d:,
d; sont calculées au noeud projeté. La carte de taille H est calculée, bornée et corrigée a
partir du nceud projeté. La correction se fait comme pour la bascule par cascade d’aréte.
Puis les longueurs euclidiennes et dans la métrique sont mises a jour.

Enfin I'indice du nceud ajouté est stocké dans une liste de noeud pour un bouger de
neeud ultérieur. Finalement les arétes des éléments incidents au nceud inséré sont envoyées
dans le tas d’aréte pour la bascule d’aréte. L’algorithme s’arréte quand toutes les arétes
A traiter sont de longueur dans la métrique L < /2.

© ©

— aréte & casser — aréte a mettre a jour — aréte a ajouter ‘

Figure 3.17 Schémas de localisation et de mises a jour de casser une aréte avec la configuration
initiale a gauche et la configuration finale a droite. En haut pour les arétes de type 2 avec deux
éléments pour la coque de 'aréte, de type 4 et de type 3. Au milieu et en bas pour les arétes de
type 1 et aréte de type 2 avec un élément pour la coque de 'aréte.
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3.3.3 Enlever-basculer les arétes

L’aréte est enlevée si sa longueur dans la métrique Ly, est inférieure a un seuil telle
que :

Algorithme 3.7 : Enlever-basculer les arétes.

Entrées : Maillage %), géométrie 4, carte de taille H, directions principales d_i et d_é,
structures e et E, Nombre de noeuds, Liste de nceuds

Sorties : Maillage adapté .#,4qp¢, carte de taille H, directions principales dy et d_é,
structures e et E, Nombre de noeuds, Liste de nceuds

1 LMminpas =05
2 pour ¢ =0 a 10 faire

3 Lm minpas = L minpas 0.1 X L M min;

4 tant que L < LA minpas faire

5 Localiser les nceuds, arétes, éléments et les deux boules des deux nceuds

extrémités;

6 Calculer le milieu dans la métrique;

7 Projeter ce point sur la géométrie;

8 Vérifier le critere de validité;

9 si Point valide alors

10 Mettre a jour les noeuds, arétes, éléments et les deux boules;

11 Calculer les courbures k1 et ko du nceud projeté;

12 Calculer les directions principales dq et dy du neeud projeté;

13 Calculer la carte de taille H du nceud projeté;

14 Borner la carte de taille H du nceud projeté;

15 Corriger la carte taille H par la gradation H-choc en local;

16 Mettre a jour les longueurs euclidiennes et dans la métrique en local;
17 Ajouter le noeud dans la liste de nceuds pour un bouger de nceuds ultérieur;
18 Basculer les arétes locales;

19 fin

20 fin
21 fin
22 Tassage des éléments, des noeuds, des arétes et de la liste de noeuds;

L’algorithme 3.7 est générique et ne tient pas compte des types d’aréte. Il est préférable
de traiter les arétes les plus petites puis les plus grandes d’ou un découpage en 10 de
L pmin avec Lagminpas- Les étapes de localisation des nceuds, des arétes, des éléments
et des deux boules des deux noeuds extrémités de 'aréte, ligne 5 et de mises a jour,
ligne 10 de I'algorithme se font selon les schémas de la figure 3.18. Selon le type d’aréte
I'opération d’enlever I’aréte n’est pas la méme. Trois schémas génériques d’enlever d’aréte
sont proposés pour les arétes frontieres (type 1), les arétes frontieres-internes (type 4), les
arétes mixtes (type 2) et les arétes internes (type 3). L’ordre dans le traitement des types
d’arétes est important pour la stabilité du maillage. L’ordre préconisé des types d’aréte
est le suivant : 1, 4, 2 et 3. L’aréte se condense au milieu dans la métrique pour les arétes
de type 1, 3, 4 ou se condense sur le point de type 1, 4 ou 5 pour les arétes de type 2.
Pour la mise a jour, le nceud (2) prend l'indice du nceud (). Le point milieu est projeté
sur la géométrie. Si le critere de validité est vérifié alors 'enlever d’aréte est effectif.
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Pendant les mises a jour, ligne 10, des arétes sont a détruire dans la structure d’aréte
e. Il est important de s’assurer que l’'on ne va pas détruire ’aréte pointée par le pointeur
suivant de I’aréte en cours dans la liste doublement chainée sinon la chaine est corrompue.
Apres les mises a jour topologiques, les courbures k1, ko et les directions principales d:, d;
sont calculées pour le nceud projeté. La carte de taille H est calculée, bornée et corrigée a
partir du noeud condensé. La correction se fait comme pour la bascule par cascade d’aréte.
Puis les longueurs euclidiennes et les longueurs dans la métrique sont mises a jour. Enfin
I'indice de ce noeud est stocké dans une liste de nceud pour un bouger de nceud ultérieur.
Finalement les arétes des éléments incidents au nceud condensé sont envoyées dans le
tas d’aréte pour la bascule d’aréte. Le traitement des arétes s’arréte quand toutes les
arétes & traiter sont de longueur dans la métrique Ly, > 1/4/2. Le tassage des éléments,
des noeuds, des arétes et de la liste de nceud pour bouger ultérieur permet de supprimer
tous les éléments plats générés par les condensations d’aréte et de tout renuméroter en
une seule fois. Ce tassage global permet d’économiser beaucoup de temps de calcul par
rapport a un tassage local. Il consiste en la suppression des éléments avec plus de deux
indices de noeuds égaux. Ce tassage supprime les indices de noeuds doubles. Il renumérote
et redimensionne les tableaux de nceuds et d’éléments.

@ @

— aréte & enlever — aréte a mettre a jour — aréte a détruire ‘

Figure 3.18 Schémas de localisation et de mises a jour d’enlever une aréte avec la configuration
initiale a gauche et la configuration finale a droite. En haut pour les arétes de type 4 et de type
3. Au milieu pour les arétes de type 1. En bas pour les arétes de type 2 avec deux éléments.
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3.3.4 Insérer un point

Il est nécessaire d’insérer un point sur l'aréte quand celle-ci est cassée ou enlevée.
L’insertion de points consiste a positionner un point au milieu de ’aréte tout en respectant
la métrique. Nous allons chercher a calculer ce milieu suivant les trois normes Lg, L; et
Ly pour le cas isotrope et la formule de quadrature pour le cas anisotrope. Il existe donc
un point ¢ de parametre ¢ telle que l'aréte [ab] soit coupée au milieu dans la métrique.

c=a(l—t)+bt (3.24)
L (ab) L (ab)
a 2 c 2 b
t=0 t f=1

Figure 3.19 Milieu dans la métrique.

Milieu norme L, isotrope

Pour la norme Ly, la formule de quadrature impose le choix de ¢t = 0.5 dans 1’équation
(3.24) pour trouver le point ¢. Par conséquent le milieu pour la norme Lg isotrope de
l'aréte [ab] se situe au point ¢ tel que :

a+b
2

CcC =

(3.25)

Milieu norme L, isotrope

D’apres la formule du calcul de segment droit dans un espace riemannien du chapitre
précédent (2.10), il suffit de trouver s tel que :

Flabll . L
0/ o 4= 2(“) (3.26)

L’interpolation linéaire impose h(t) = h(a) 4+ t(h(b) — h(a)). La fonction h(t) est rem-
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placée dans 1’équation (3.26) :

; llab|| L@
/h TR0 —ha) T T2
1 L)
/h +t h(b) h ))dt_ QHJ)”
[log\hu Hh(b) — hla)[)" _ PG
h(b) = hie) 0 2fab|
1 e — toal(a L@
= 108 (@ + s((®) = ()]~ loglh(a)]) = -
Ly paan) (A(B) = h(a))
log [(a) + s(h(b) — h(a))| = — 2T T log [h(a)]

2||ab]

Pour la norme L, le milieu dans la métrique se situe au point ¢ (3.24) de parametre :

- Lypq(ap) (h(b) = h(a))
t= expla) — hia) avec o = 1M(at) + log |h(a)| (3.27)
h(b) — ha) 2l ab)|
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Milieu norme L, isotrope

109

t
L’interpolation géométrique impose h(t) = h(a) <h> . La fonction h(t) est rempla-

cée dans I'équation (3.26) :

/5 b L Lo pa(ap)
Doy (RO) ! 2
o (o)
seX o w _LQM(%>h(a)
o
h)\1
o <_“°gm>> _ Lav@@hl@)
tog 1 2]
L[ hB)Y  Lop(a)hla)
_logh<b>[ p( 1gh(a)) 11_ 2l ab)
h(a)
h(b) LQM(E)h(CO log Z((Z))
exp (—slog ) =1- =
ha) 2] ab|
o log(a) )
h(b)
logm

Pour la norme Ly, le milieu dans la métrique se situe au point ¢ (3.24) de parameétre :

log(a) LQM(E)h(a) log Z((Zi
t:—l 10 avec v =1 — 2”&;”
% hia)

(3.28)

Le graphique 3.20 présente la variation du parametre ¢ en fonction de h(b) avec h(a) = 1
et Ha?aH = 1 pour les trois milieux dans les normes Ly, Ly et Ly. Pour Ly, le parameétre est
constant et est égal a 0.5. Pour les deux autres normes, le parametre ¢ décroit vers 0. Le
parametre ¢t décroit plus rapidement pour I'interpolation linéaire que pour l'interpolation

géométrique.

Remarque 8. Les milieux pour les normes Ly et Ly ne sont définies que si h(a) # h(b).

Dans ce cas il faut utiliser le milieu dans la norme Lyg.
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0.6

iM(ab)

20 40 60 80 100

Figure 3.20 Evolution du paramétre t pour les normes LZ.M(%) avec Hcﬁ)” = 1 pour des métriques
1—+/h(b)

= 05, tLlM(E) == 71 — h(b) e tLQM(E) =

isotropes telle que h(a) =1 et h(b) variant. tr,
1+ h(b)
— (S )
log h(b)

M (ab)

Milieu norme L, anisotrope

En anisotrope, le milieu dans la métrique est trouvé par itération. Soit p le milieu
euclidien de I'aréte [ab] et p,.,; sa projection sur la surface 4. Si les longueurs dans la
métrique Loamapya;) €t Ly M(Frag) sont égales autrement dit si ||apyrojlam = ||0Pprojl|m
alors pp,; est le milieu dans la métrique. Sinon le point p est décalé vers a ou b et on itere
pour trouver le milieu, voir figure 3.21 et algorithme 3.8. L’ Ecart représente la différence

— 2

relative entre ||appro;llat €t [[0pprojl|m. La précision Precisionmie, représente a partir de
quel pourcentage on accepte le milieu. Cette précision est réglée a seuil de 10%. Le nombre
d’itération maximum Iteration, e, est fixé a 5.

7

Pproj Pproj
\ \ go
\

Figure 3.21 Calcul itératif du miliew anisotrope.
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Algorithme 3.8 : Milieu métrique anisotrope.

Entrées : Aréte [ab], géométrie 4, carte de taille H 50, directions principales dz, dy
Sorties : Milieu ppro; de [ab] dans la métrique

Calculer le milieu euclidien p de [ab];

Calculer ppo; projection de p sur la surface %;
Calculer les courbures k1 et k2 en pyroj;

Calculer les directions principales d_i et d; en Pproj;
Calculer la carte de taille haniso €0 Pproj;

R W N R

[

Calculer la longueur dans la métrique de ||appro;||a;

7 Calculer la longueur dans la métrique de ||bppro; || A
8 iteration = 1;

e —
9 si [lapprojllm > prgrojHM alors

llapprojl| m — 1bPprojll m
10 FEcart = ;
100
11 tant que Ecart > Precisionmgijie, €t iteration < Iteration,je, faire
12 iteration = ++;
I | [[bpproj |
aPproj || M + [|0Pproj || M
13 p= (pproj o b) ( 'proj proj ) + b,
16Ppro| M
14 Itérer 2, 3, 4, 5, 6, 7, (9, 10, 11) ou (17, 18, 19);
15 fin
16 fin
17 sinon
[bpprojlli — |l I
Pproj | M — [|GPproj || M
18 Ecart = ;
100
19 tant que Ecart > Precisiongjie, €t iteration < Iteration;jie, faire
20 iteration = ++;
I I [[bPproj |
aPproj || M + ||0Pproj || M
21 P = (Dproj — a) ( — - ) +a;
lapprojllm
22 Itérer 2, 3, 4, 5, 6, 7, (9, 10, 11) ou (17, 18, 19);
23 fin
24 fin

3.3.5 Bouger-basculer de noeuds

Les arétes peuvent respecter la métrique mais la qualité en forme des éléments peut étre
fortement dégradée. L’idée est de bouger les noeuds tels que leurs éléments incidents ont
une qualité en forme optimale. Pour optimiser le temps de calcul du bouger, des le début de
I’adaptation on peut créer une liste de noeuds impactés par la bascule, le casser-basculer,
et le enlever-basculer d’arétes. Cette liste de noeuds est a traiter par le bouger-basculer. Le
but est donc de traiter uniquement les noeuds impactés par les modifications de maillage
ainsi que leurs nceuds incidents puisqu’on optimise les éléments de la boule de ce noeud
en le repositionnant. En ce qui concerne les nceuds voisins de nceud, il est préférable de
les localiser des le début et de les mettre a jour pendant le bouger-basculer puisque qu’il
n’y aura pas de réaffectations de la mémoire. La structure de nceud N est donc employée.
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D’abord le bouger de noeuds avec bascule d’arétes locales est décrit pour optimiser la
qualité en forme isotrope ou anisotrope. Ensuite un bouger de nceuds avec bascule d’arétes
locales est présenté pour optimiser la qualité en forme anisotrope avec alignement des
éléments sur les directions principales.

Bouger-basculer de noeuds isotrope ou anisotrope

Le bouger-basculer de nceuds permet de maximiser la qualité en forme des éléments
via le critere de qualité en forme isotrope (3.14) ou anisotrope (3.16).

Proposition 8. Si le minimum de la qualité en forme des éléments de la boule du neud
idéal est meilleure que le minimum de la qualité en forme des éléments de la boule du
neeud initial alors le neud est bougé sinon le neud n’est pas bouger.

min(qinitial) < min(onssible) (329)

D’abord le point idéal de chaque élément de la boule du neeud est calculé dans le plan
du triangle initial pour que leur qualité en forme soit parfaite, c’est-a-dire ¢ = 1. On
cherche donc un point P4 telle que la qualité en forme du triangle abP,g.q; soit égale a
1 dans le plan du triangle abc. 11 faut une base % centrée en a avec ab comme premier
vecteur et un autre vecteur ad tel que :

T
n =ab A ac
e
ad= n A ab
- =
ad = ||abllad

Cette base H(a, an7, (;d) permet de calculer le point P4 tel que le triangle abe soit
régulier donc le point Pz, a pour coordonnées dans R? :
V3

1
Pideal:): =a; + iabx + Tde

1 3
P’Ldealy - ay + CLb + 5 \/_ dy

2 2

1 \/§

Pzdealz = da; + 2Clb + — 2

Ensuite I’ensemble de ces points idéals est moyenné en un seul.

1 n
Pigear moyenné — Z Pigeari
" i=o
La figure 3.22 synthétise le calcul du point idéal moyenné pour deux boules différentes.

Ce point idéal moyenné est projeté sur la surface ¥,. Le jacobien de chaque élément
de la nouvelle boule est calculé. Si un jacobien est nul ou négatif alors le nceud n’est
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Figure 3.22 Calcul de la position idéale du neeud en jaune pour deux boules pour un critére de
qualité en forme isotrope en haut et en bas. A gauche, configuration initiale. Au milieu, calcul du
point idéal de chaque élément de la boule dans chaque plan de triangle. A droite, configuration
finale avec le point idéal moyenné. En vert les éléments de jacobien positif J(E) > 0 et en rouge
les éléments de jacobien négatif J(E) < 0.

pas bougé. L’algorithme 3.9 décrit ’ensemble du processus du bouger-basculer de noeuds.
Une vérification relative sur le gain potentiel du bouger est mise en place. Ce gain est
le produit de la longueur minimale dans la métrique de la boule du neeud min(Lapoute)
et d'un facteur de précision Precisionpouger égale a 10% par défaut. Si le déplacement
entre la position du neeud initial et le nceud idéal projeté est inférieur a ce gain alors le
neeud n’est pas bougé. Sinon le minimum des qualités possibles de la boule min(gpossitie)
est calculé. Si min(ginitiar) > MiN(gpossinie) ou si la configuration est invalide J(E) < 0
alors une formule de relaxation est mise en place pour trouver une meilleure configuration,
voir figure 3.23. En effet la projection du point idéal moyenné peut dégrader la qualité
en forme des éléments ou pour des configurations non convexe le maillage peut devenir
invalide, il faut donc chercher un autre point entre le point idéal projeté et le point initial
via une formule de relaxation. Le pas choisi est de 20% par défaut.

PS proj go P2 proj
P4 proj : : Pl proj
| | | |
Pﬁnitia! I‘:; }:, }:, }:, 1 Rdéa! moyenné proj
4 3 2 1

Figure 3.23 Formule de relazation entre Piitial €t Pidgal moyenné proj avec un pas de 20%.

Chaque point relaxé est projeté puis le min(gpossisie) est calculé. Si finalement le mini-
mum des qualités de la boule initiale est inférieur au minimum de la qualité de la boule
possible min(ginitiat) < min(gpossivie) alors le noeud est bougé. Les coordonnées du neeud
sont donc mises a jour. Les courbures k,, ko et les directions principales d_i, d_; sont calcu-
lées. La carte de taille H est évaluée et bornée en ce point. Puis cette carte de taille H est
corrigée par adjacence. Les longueurs euclidiennes et les longueurs dans la métrique sont
mises a jour. Enfin la bascule d’aréte est appelée pour les arétes de la boule du noeud.
Elle met a jour N si besoin. Le nceud est ajouté a la liste de noeud pour potentiellement
le bouger a l'itération de bouger suivante. Les nceuds sont repositionnés tant qu’il y a des
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modifications.

Algorithme 3.9 : Bouger-basculer de noeuds.

Entrées : Maillage .#(, géométrie ¥, carte de taille H, directions principales d_i et d;,
structures e et E, Nombre de noeuds, Liste de nceuds

Sorties : Maillage adapté .#,4qp, carte de taille H, directions principales d_i et dg,
structures e et E, Nombre de noeuds, Liste de nceuds

1 Créer la structure de noeud N;

2 Localiser la boule et les noeuds incidents de la liste;
3 Ajouter les noeuds incidents aux neceuds de la liste;
4 tant que Nombre de neeuds # 0 faire

5 si Liste de neuds|[Nombre de neuds — 1] # 0 alors
6 Calculer le minimum des qualités initiales de la boule min(g;);
7 Calculer les coordonnées du point idéal P;geq;
8 Projeter le point idéal sur la géométrie;
9 Vérifier le critere de validité;
10 si Point valide alors
11 Distance = Hp'mitial]:)idéal projeté”;
12 L M min boule = min(LMboule);
13 gain = L pminboute X PreCiSionbougeH
14 si Distance > gain alors
15 Calculer le minimum des qualités possibles de la boule min(g,);
16 Relaxation = 1.0;
17 1 =0;
18 tant que min(gy) < min(g;) et Relaxation > 0 faire
19 Relaxation = Relaxation — Pas;
20 Calculer le point idéal relaxé;
21 Itérer 8, 9, 10, 11, 14, 15;
22 1+ +;
23 fin
24 si min(gp) > min(q;) alors
25 Mettre a jour le noeud;
26 Calculer les courbures k1 et ko du nceud projeté;
27 Calculer les directions principales dy et dy du nceud projeté;
28 Calculer la carte de taille H du noeud projeté;
29 Borner la carte de taille H du nceud projeté;
30 Corriger la carte taille H par la gradation H-choc en local;
31 Mettre & jour les longueurs euclidiennes et dans la métrique en local;
32 Basculer les arétes locales;
33 Ajouter le noeud dans la liste de neeuds;
34 fin
35 fin
36 fin
37 fin
38 Liste de nceuds [Nombre de noeuds — 1] = 0;
39 Nombre de noeuds = Nombre de noeuds — 1;
40 fin

41 Si la nouvelle liste n’est pas vide aller en 2;
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Bouger-basculer de noeuds anisotrope avec alignement

Le bouger de nceuds anisotrope avec alignement est basé sur le méme critére que le
bouger de neeuds classique (3.29). Le point idéal moyenné de la boule d’un nceud est calculé
et le minimum des qualités de chaque boule est comparé. Si la qualité est meilleure dans
la nouvelle configuration alors le nceud est bougé.

Le calcul du point idéal repose sur l'identification des aréte incidentes aux nceuds. En
effet il faut identifié si I'aréte est alignée suivant les directions d;, ds, ds ou d4 auquel cas
la longueur d’aréte doit étre égale a 1. Sinon I'aréte doit etre alignée suivant les directions
d5, dﬁ, d»,- ou dg auquel cas la longueur d’aréte doit étre égale & /2. Soit 'aréte N;N P (Ny)
ayant pour origine /V; le nceud 7 de la boule de N et Ng,(n,) le nceud N projeté dans
le plan tangent de ;. Le maximum des produits scalaires entre cette aréte et les huit
directions de 'ellipse centrée en N; donne la direction la plus proche de laréte.

maz({(NiNg,(n,),d;)) avec j=1,...,8 (3.30)

Sur la figure 3.24, toutes les arétes sont identifiées dans le plan tangent de chaque
neeud. Le calcul de la longueur d’aréte optimale 1 ou v/2 est donc du point idéal se fait
aussi dans le plan tangent de chaque nceud incident au noeud a optimiser. On voit que
dans la configuration optimale, c’est-a-dire six nceuds voisins d’un nceud, il y a quatre
arétes égales a 1 et deux arétes égales & /2. Clest cette structure que 1’on souhaite faire
apparaitre dans un maillage de bord d’attaque de voilure par exemple car la métrique est
trés anisotrope et dans le méme sens sur tout le long de ce bord d’attaque.

Figure 3.24 Calcul de la position idéale du neud en jaune pour un critére de qualité en forme
anisotrope avec alignement. A gauche, configuration initiale. Au milieu, calcul du point idéal de
chaque aréte incidente au neeud dans chacun des plans tangents. A droite, configuration finale
avec le point idéal moyenné. En vert les éléments de jacobien positif J(E) > 0 et en rouge les
éléments de jacobien négatif J(E) < 0.

L’algorithme précédent 3.9 s’applique pour le bouger de noeuds anisotrope avec ali-
gnement en prenant le critere de qualité en forme anisotrope avec alignement 3.20 et le
calcul du point idéal avec choix de la direction 3.30. La stratégie est donc d’obtenir des
longueurs d’aréte Ly = 1 et Ly, = +/2 de telle maniére que les triangles soient rectangles
et alignés sur les directions principales. Cependant cette nouvelle stratégie reste a tester
car la recherche du maillage unité, c’est-a-dire Ly, = 1, était I'objectif jusqu’a présent
que ce soit pour le casser et 'enlever d’aréte.
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3.4 Algorithmes d’adaptation globale

Trois algorithmes d’adaptation de maillage surfacique sont proposés pour les cas iso-
trope, anisotrope et anisotrope avec alignement. Le tableau 3.4 rassemble tous les pa-
rametres disponibles pour l'adaptation de maillage surfacique ainsi que les valeurs par
défaut. Le calcul des courbures peut étre approché ou exact. La norme utilisée est soit
une formule de quadrature, soit une interpolation linéaire ou géométrique. Le maillage
unité, Ly = 1, que 'on cherche doit respecter un intervalle de longueur dans la mé-
trique telle que Latmin < L < Lagmaz- La valeur Lagmee = V2 semble appropriée
car 1/v2 = v/2/2 = Lyjmin est alors le seuil pour décider qu'une aréte est trop courte,
assurant ainsi la consistance dans le critere de décision. L’écart angulaire par rapport
au plan tangent 6 doit étre assez petit pour que le maillage soit proche de la géométrie.
La gradation G doit étre proche de 1 si on veut que la variation de taille entre les élé-
ments voisins soit faible. Les tailles h,,in €t hpmee sont les bornes minimale et maximale
de la carte de taille H. Elles représentent les tailles d’arétes euclidiennes minimales et
maximales que l'on trouvera dans le maillage adapté. Le cosinus de 'angle diedre seuil
co8(Peyir) doit étre assez faible, c’est-a-dire que 1'on tolére la bascule d’aréte si les angles
diedres sont assez grands. La précision du bouger de noeuds Precisionpoyger représente la
limite a partir de laquelle le bouger est inutile. Cette précision est en fonction du minimum
de la longueur dans la métrique de la boule du noeud Lagminpoue- L€ pas de relaxation
représente le pourcentage de réduction que 'on autorise entre le point initial a bouger et
le point optimal projeté pour trouver une meilleure qualité en forme des éléments de la
boule du nceud. La précision et le nombre maximal d’itération du milieu ne concerne que
le cas anisotrope. [terationy.,q. représente le nombre maximal d’itération de la boucle
principale de 'algorithme d’adaptation. C’est une sécurité pour ne pas tomber dans des
boucles infinies car il arrive que certaines arétes soient a la limite d’étre cassée L ~ /2
puis enlevée Ly ~ 1/v/2.

Description Symbole Valeur
Adaptation A Iso, aniso ou aniso avec alignement
Calcul des courbures K Approchées ou exactes
Norme L Quadrature, linéaire ou géométrique
Longueur minimale métrique Latmin [0;1][— 1/v/2
Longueur maximale métrique Lt maz ]1; +o0[— V2
Ecart angulaire par rapport au plan tangent 0 10.0;45.0] — 4.0°
Gradation G ]1.0; +00[— 1.2
Taille minimale Romin ] — 00; +00[— 10.0
Taille maximale hmaz ] — 005 +00[— 300.0
Cosinus angle diedre seuil cos(Pseuit) [0.0;1.0] — 0.140
Précision du bouger de noeuds Precisionyouger [0.0;1.0] — 10.0%
Pas de relaxation du bouger de noeuds Pas [0.0;1.0] — 0.2
Précision du milieu anisotrope Precisionmilien [0.0;1.0] — 10.0%
Nombre maximal d’itération milieu aniso Tterationitien [0; +o0[— b
Nombre maximal d’itération boucle Tterationpoucie [0; +o0[— 50

Table 3.4 Paramétres disponibles pour l’adaptation de maillage surfacique et valeurs par défaut.
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3.4.1 Algorithme d’adaptation isotrope

Le but de 'adaptation isotrope est d’obtenir un maillage unité telle que L; = 1 avec
une métrique isotrope. Une bascule d’aréte sur tout le maillage est recommandée avant
de débuter la boucle principale. Cela permet d’améliorer la qualité en forme isotrope des
éléments tres rapidement.

Algorithme 3.10 : Adaptation isotrope d'un maillage.

Entrées : Maillage initial .#(, géométrie ¢
Sorties : Maillage adapté isotrope .#Zgqapt

1 Initialisation 3.3;
2 Amélioration

3 Basculer les arétes 3.5;
4 fin
5 Boucle principale
6 tant que Modification faire
7 Enlever-basculer les arétes 3.7;
8 Casser-basculer les arétes 3.6;
9 Bouger-basculer de noeuds 3.9;
10 fin
11 fin

3.4.2 Algorithme d’adaptation anisotrope

Le but de I'adaptation anisotrope est d’obtenir un maillage unité telle que Ly = 1
avec une métrique anisotrope. Une étape de saturation par casser-basculer est nécessaire
en début d’adaptation afin de conserver un maillage valide en anisotrope car le enlever-
basculer avec la projection rend le maillage invalide si le maillage est loin de la surface.

Algorithme 3.11 : Adaptation anisotrope d’un maillage.
Entrées : Maillage initial .#(, géométrie 4
Sorties : Maillage adapté anisotrope .#,qqp:

1 Initialisation 3.3;
2 Saturation

3 tant que Modification faire

4 Casser-basculer les arétes 3.6;
5 fin

6 fin

7 Boucle principale

8 tant que Modification faire

9 Enlever-basculer les arétes 3.7;
10 Casser-basculer les arétes 3.6;
11 Bouger-basculer de noeuds 3.9;
12 fin

13 fin
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3.4.3 Algorithme d’adaptation anisotrope avec alignement

Le but de 'adaptation anisotrope avec alignement est d’obtenir un maillage rectangle
avec une métrique anisotrope. L’alignement par bouger-basculer de nceuds se fait en fin
d’algorithme quand le maillage est proche de la surface.

Algorithme 3.12 : Adaptation anisotrope avec alignement d’un maillage.
Entrées : Maillage initial .#,, géométrie ¢
Sorties : Maillage adapté anisotrope avec alignement .#qqpt
1 Initialisation 3.3;
2 Saturation
3 tant que Modification faire
4 Casser-basculer les arétes 3.6;
5 fin
6 fin
7 Boucle principale
8 tant que Modification faire
9 Enlever-basculer les arétes 3.7;
10 Casser-basculer les arétes 3.6;
11 Bouger-basculer de nceuds 3.9;
12 fin
13 fin
14 Alignement
15 ‘ Bouger-basculer de nceuds avec alignement 3.9;
16 fin

Dans T'utilisation de ces algorithmes, on se rend compte que le bouger-basculer est
couteux en temps. Cependant on peut diminuer son temps de calcul en prenant une
précision du bouger de nceuds grossiere pour la premiere itération de la boucle principale
puis une précision du bouger de plus en plus fine jusqu’a la convergence de la boucle
principale. Pour 'avenir, une précision du bouger de nceuds évolutive en fonction des
itérations est a envisager.

3.5 Conclusions

Des outils de modification locale de maillage surfacique ont été développés dans le
cadre d'une adaptation de maillage a non iso-topologie et a non iso-nombre de nceud. Le
maillage initial .#, généré initialement a partir de la géométrie surfacique %, est adapté
suivant des criteres géométriques : les courbures k1, ko et les directions principales dﬁl et
dy.

Le maillage est piloté par la longueur dans la métrique L. L’objectif est de trouver
un maillage unité telle que L = 1 avec un écart angulaire par rapport au plan tangent
défini et une variation de taille choisie G entre les arétes voisines. Des itérations successives
d’un enchainement d’opérations génériques de modification locale de maillage permettent
d’atteindre cet objectif.



3.5. CONCLUSIONS 119

D’abord la bascule d’aréte est basée sur le jacobien de 'élément (3.9), 'angle diedre
(3.12) et la qualité en forme des éléments (3.21). Puis le casser d’aréte et 'enlever d’aréte
sont basés sur la comparaison de la longueur dans la métrique a une valeur seuil (3.22)
et (3.23) respectivement. L’insertion de points au milieu dans la métrique de l'aréte peut
se faire avec la formule de quadrature Ly (3.25) ou les interpolations linéaire L; (3.27)
et géométrique Ly (3.28) pour le cas isotrope. Pour le cas anisotrope, le milieu dans la
métrique est déterminé de facon itérative via I’algorithme 3.8. Enfin le bouger de nceuds
est basé sur des critéeres de qualité en forme des éléments isotrope (3.11), anisotrope
(3.12) et notamment un nouveau critere d’alignement des éléments suivant les directions
principales (3.20). Une évolution de la précision du bouger en fonction des itérations de
la boucle principale est une perspective a explorer afin d’accélérer la convergence des
algorithmes 3.10, 3.11 et 3.12.

Les contributions sont l'intégration des algorithmes de correction H-choc isotrope 3.1
et anisotrope 3.2 dans un processus d’adaptation de maillage surfacique. Les algorithmes
basculer les arétes 3.5, casser-basculer les arétes 3.6 et enlever-basculer les arétes 3.7 sont
développés avec succes. L’algorithme du calcul itératif du milieu dans la métriqgue aniso-
trope 3.8 est une contribution remarquable ainsi que la création d’un nouveau critére de
qualité en forme anisotrope des éléments avec alignement suivant les directions principales
de la métrique (3.20).

Les résultats attendus sur le maillage adapté .#, 44, sont une maximisation de la qualité
en forme des éléments, c’est-a-dire ¢ proche de 1, et une minimisation de I'angle diedre
tel que ® proche de 0°, pour les cas isotrope, anisotrope et anisotrope avec alignement.
Des applications 2d plan et 3d surfacique vont permettre de valider ces algorithmes et ces
criteres d’optimisation a travers un ensemble de cas industriels.
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Dans ce chapitre, nous allons traiter les calculs de champs sur le maillage surfacique,
les adaptations 2d plans et les adaptations 3d surfaciques.

Dans la premiere partie, on s’intéresse aux méthodes de calculs des courbures prin-
7
cipales d’'une surface, a I'algorithme de correction H-choc et aux discontinuités géomé-

triques.

D’abord les courbures calculées a partir du maillage surfacique sont étudiées et

comparées aux calculs des courbures exactes sur un tore. Ensuite ’algorithme de correc-
tion H-choc anisotrope est appliqué sur un maillage d’une surface multi-carreaux. Une
comparaison des cartes de taille hy et hy est effectuée avant et apres I’algorithme de correc-
tion sur le maillage surfacique du Generic Business Jet. Enfin une adaptation de maillages
surfaciques de géométries continue et discontinue en courbures permet de montrer que la

121
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métrique capte les fortes discontinuités. Les géométries continues et discontinues en cour-
bures d’une selle sont utilisées dans le cadre d'une adaptation anisotrope tres fine pour
capter les fortes variations dans les champs de taille hy et ho.

Dans la deuxieme partie, 'adaptation de maillage 2d plan est a l’étude via quatre
stratégies de construction de la métrique. Ces maillages représentent 'air environnant
autour des coupes de profils de voilure. D’abord une métrique isotrope est construite a
partir des tailles d’arétes a la peau. Cela permet de remailler un maillage déformé par
exemple en conservant la discrétisation de la frontiere du profil. De plus une stratégie
annexe est mise en ceuvre pour remailler des zones de taille imposée. Les cas du mono-
corps arétes internes, du bi-corps déformé arétes internes et du bi-corps fixe arétes internes
et frontieres seront traités. Ensuite une stratégie consiste a calculer les distances entre les
neeuds et les nceuds de la peau du profil pour préserver un potentiel maillage de couche
limite. Cela permet de conserver le maillage couche limite grace a la distance a la peau
et de remailler en isotrope le reste du domaine grace a la taille a la peau de la derniere
couche. Le cas du tri-corps sera traité. Enfin une derniere stratégie consiste en la création
d’une carte de taille anisotrope basée sur la taille a la peau, la distance a la peau et
aux vecteurs d’une fonction a base radiale utilisée pour le déplacement relatif entre deux
corps.

Dans la derniere partie, 'adaptation de maillage 3d surfacique est effectuée sur des
maillages représentant des surfaces mono-carreau et muli-carreaux. D’abord le cas mono-
carreau est adapté en isotrope, en anisotrope et en anisotrope avec alignement. Les ré-
sultats sont analysés ainsi que la convergence de l'algorithme d’adaptation. De plus des
analyses de qualité en forme des éléments et d’angle diedre sont réalisées sur une large
plage de variation de la gradation anisotrope. En outre une analyse concernant l'ali-
gnement des arétes du maillage est exécutée sur une plage de variation de la gradation
anisotrope. Enfin le cas multi-carreaux est adapté en isotrope, anisotrope et anisotrope sur
géométrie déformable. Les résultats sont analysés ainsi que la convergence de ’algorithme
d’adaptation. De plus une analyse sur le choix de la norme d’interpolation est effectuée
pour le cas isotrope. En outre une analyse concernant la forte anisotropie est réalisée sur
des adaptations de plus en plus anisotropes.

4.1 Calculs de champs

Dans cette partie, nous allons comparer deux calculs de courbures géométriques, analy-
ser I'influence de I'algorithme de correction H-choc anisotrope et capter les discontinuités
géométriques dans la métrique.

La comparaison des deux méthodes de calculs de la courbure permet de choisir quelle
méthode utilisée dans le processus d’adaptation de maillage surfacique. La méthode de
Hamann est rapide a priori, moins précise et s’affranchit de la géométrie. La méthode
exacte est plus cotiteuse et utilise la véritable géométrie. La comparaison sera réalisée sur
deux maillages isotrope et anisotrope d’un tore de section ellipsoide.

L’algorithme de correction anisotrope doit influer sur les cartes de taille h; et hy en
réduisant les grandes tailles. Cet algorithme doit s’affranchir des frontieres de carreaux.
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En effet il doit lisser le champ de taille en passant au travers de ces frontieres. De plus il
doit nécessairement converger. L’étude portera sur un maillage du Generic Business Jet.

Le processus d’adaptation de maillage surfacique doit capter les fortes discontinuités
géométriques. Il faut vérifier que I'algorithme de correction ne dilue pas ces discontinuités
dans ce processus. L’étude se concentrera sur une selle continue en courbures et une autre
selle discontinue en courbures.

4.1.1 Courbures approchées et exactes

Dans le cadre de 'adaptation de maillage, on aimerait utiliser la méthode de Hamann
[41] pour évaluer les courbures géométriques d'une surface a partir du maillage pour
réduire le temps de calcul. Une comparaison entre les courbures approchées et exactes
est analysée afin de déterminer si la méthode approchée est retenue dans les processus
d’adaptation de maillage.

Pour les maillages isotropes, les courbures sont bien évaluées. Mais la courbure évaluée
devient fausse quand le nombre de nceuds voisins d’un nceud est inférieur ou égal a 4.
Les erreurs relatives maximum sont de I'ordre de 13% pour k; et de 4 000% pour k,. Les
erreurs relatives moyennes sont de 1.30% pour x; et 16.01% pour ks.
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1.34E-003 2.72E-003 4.10E-003 5.49E-003 6.86E-003 9.29E-007 3.67E-004 7.33E-004 1.09E-003 1.47E-003

1.34E-003 2.72E-003 4.10E-003 5.49E-003 6.86E-003 9.29E-007 3.67E-004 7.33E-004 1.09E-003 1.47E-003

5.69E-008 7.21E-005 1.44E-004 2.16E-004 2.88E-004 6.89E-009 6.27E-005 1.25E-004 1.88E-004 2.51E-004

Figure 4.1 Maillage géométrique isotrope d’un tore de section ellipsoide — Courbures appro-
chées de la méthode de Hamann ki, €t Kog en haut. Courbures eractes kie et Koo au milieu.
Comparaison entre les courbures approchées et exactes |K1q — Kie| €t |K1a — K1e| en bas.

Pour les maillages anisotropes, les courbures sont trés mal évaluées dans les endroits
ou le maillage est anisotrope. De plus la courbure évaluée est fausse quand le nombre de
neeuds voisins d’un noeud est inférieur ou égal a 4. Les erreurs relatives maximum sont de
Pordre de 754% pour k1 et de 63 180% pour k. Les erreurs relatives moyennes sont de
5.15% pour k1 et 38.90% pour ko. De plus la précision des directions principales est aussi
dégradée puisque les valeurs des courbures sont fausses.
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1.34E-003 2.72E-003 4.10E-003 5.49E-003 6.87E-003 2.69E-008 3.71E-004 7.42E-004 1.11E-003 1.48E-003

1.34E-003 2.72E-003 4.10E-003 5.49E-003 6.87E-003 2.69E-008 3.71E-004 7.42E-004 1.11E-003 1.48E-003

2.52E-009 2.91E-003 5.82E-003 8.73E-003 1.16E-002 7.44E-009 2.88E-003 5.77E-003 8.65E-003 1.15E-002

Figure 4.2 Maillage géométrique anisotrope d’un tore de section ellipsoide — Courbures ap-
prochées de la méthode de Hamann k1, et kog en haut. Courbures exactes Kie et Ko au milieu.
Comparaison entre les courbures approchées et exactes |k1q — Kie| €t |k1a — Kie| en bas.

Au vu de ces résultats, une comparaison d’adaptation entre les courbures approchées
et exactes a été étudiée. Il ressort de l'algorithme d’adaptation que le nombre d’itéra-
tions augmente avec 1'utilisation des courbures approchées. L’algorithme d’adaptation ne
converge pas pour de grandes modifications ou si le maillage de départ est trop grossier.
En effet a chaque nouveau noeud inséré, une nouvelle évaluation de la courbure approchée
est effectuée. Par conséquent, une erreur est introduite. De ce fait il y a plus de projections
et le temps de l'adaptation devient plus long avec le calcul des courbures approchées que
le temps de 'adaptation avec le calcul des courbures exactes.
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Dans les processus d’adaptation itératifs, I'utilisation de la méthode de Hamann n’est
pas recommandée, car elle introduit trop d’erreurs. De plus les résultats semblent plus
mauvais quand le voisinage du nceud est trop pauvre et que le maillage est anisotrope.

4.1.2 Cartes de taille et correction H-choc

Dans le cadre de ’adaptation de maillage, nous allons voir comment a partir des cour-
bures géométriques créer une carte de taille optimale avec ’algorithme de correction H-
choc anisotrope issu du livre [38].

1.00E-013 1.00E-003 5.00E-003 1.00E-002 5.00E-002 1.00E-015 1.00E-006 1.00E-005 1.00E-004 1.00E-003

5.00E+000 7.88E+001 1.53E+002 2.26E+002 3.00E+002 5.00E+000 7.88E+001 1.53E+002 2.26E+002 3.00E+002

5.00E+000 7.88E+001 1.53E+002 2.26E+002 3.00E+002 5.00E+000 7.88E+001 1.53E+002 2.26E+002 3.00E+002

Figure 4.3 Maillage géométrique isotrope grossier du Generic Business Jet — Courbures exactes
k1 et ko en haut. Cartes de taille h1 et hy bornées avec hpim = 5.0 et hypar = 300.0 au milieu.
Cartes de taille hy et ho avec correction H-choc et G = 1.2 en bas.

D’abord la création de la carte de taille sur le Generic Buiness Jet s’effectue a partir
des courbures, voir figure 4.3. Les cartes de taille h; et hy sont donc calculées avec les
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courbures k1, ko et ’écart angulaire 6 défini par 'utilisateur. Ensuite ces cartes de tailles
sont bornées par h,,;, €t hpq.. Enfin I'algorithme de correction H-choc est appliqué avec
le parametre de gradation G choisi pour la carte isotrope puis la carte anisotrope. On
remarque que 'effet de la gradation permet de s’affranchir des frontieres entre le fuselage
et la voilure. Tout le champ de taille est correctement lissé.

Pour ce maillage, ’algorithme de correction isotrope converge en 36 itérations et 1’al-
gorithme de correction anisotrope converge en 108 itérations. Les premieres itérations
concentrent la majeure partie des corrections des cartes de taille.

104
1.2 T T T I
—— H-choc isotrope

1 —&— H-choc anisotrope ||

0.6

0.4

Nombre de correction

0.2}

90 40 120
Itération de l’algorithme de correction H-choc

Figure 4.4 Maillage géométrique isotrope grossier du Generic Business Jet — Historiques de
convergence des itérations des algorithmes de correction H-choc isotrope et anisotrope.

En résumé, ’algorithme de gradation H-choc est appliqué avec succes de fagon globale
sur les cartes de tailles puisqu’il lisse les champs de taille. De plus les corrections H-choc
isotrope et anisotrope convergent. Dans la suite de ce chapitre, nous verrons 'application
de cette correction en local dans le processus d’adaptation de maillage.

4.1.3 Continuité et discontinuité géométrique

La discontinuité géométrique est au coeur des modeles réalistes complexes. L’analyse
des résultats d’adaptation de maillages sur deux géométries, I'une continue en courbures et
I’autre discontinue en courbures, va permettre de définir le comportement de ’algorithme
d’adaptation par rapport a ces discontinuités.

Deux maillages de selles sont obtenus par adaptation a iso-parametres d’un maillage
isotrope grossier a partir des géométries de selle continue et discontinue en courbures, voir
figure 4.5. Les parametres d’adaptation sont un écart angulaire # = 0.1°, une gradation
G = 1.2, une taille minimale h,,;, = 1.0 et une taille maximale h,,,, = 1 000.0. On
remarque immédiatement que le maillage adapté capte des discontinuités. De plus il semble
qu’il faut plus de nceuds pour capter les discontinuités dans un modele.
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Figure 4.5 Adaptations de maillage géométrique anisotrope d’une selle. Maillage initial (1 099
neuds) & gauche. Maillage adapté sur géométrie continue en courbures (405 961 neeuds) au
milieu. Maillage adapté sur géométrie discontinue en courbures (457 287 neeuds) a droite.

La figure 4.6 présente les résultats de la qualité en forme anisotrope des éléments, des
courbures k1, ko, et des cartes de taille hy, hy de ces deux maillages de selles. Le maillage
adapté capte les discontinuités des deux courbures. La qualité en forme des éléments
est tres bonne. On s’apercoit que la qualité des éléments diminue quand le champ de
taille varie brusquement. La gradation appliquée est respectée. En conclusion, I'algorithme
d’adaptation capte avec succes les discontinuités dans les champs de courbures.

; p SA9E001 | 6626001 7756001  BE7E001  LOOEs000

3916005 6656003 133002 199002 2656002 SAGE009 662003 1326002 199002  265E002 SI0E005 5406003 1076002 1616002  2.14E002 5126010 4646003 0276003 139002  185E-002

LO0EA000 29864000  496E4000  6.95E4000  B.93E4000 LO0EA000  468E4000 7.14E4000 10264001 1334001 LO0EN000 26164000 A423E4000  5.B4EN000  7.46E4000 LO0EW000  335€4000  5.70E4000  BOSEX000  104E4001

Figure 4.6 Maillages géométriques anisotropes d’une selle avec continuité en courbures a gauche
(405 961 neeuds) et discontinuité en courbures a droite (457 287 neuds) — Maillage de la selle,
qualité en forme anisotrope des éléments, courbures eractes K1, ko et cartes de taille hy, ho de
gauche a droite.
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Figure 4.7 Adaptations de maillage géométrique anisotrope d’une selle. Maillage initial en haut.
Maillage adapté sur géométrie continue en courbures au milieu. Maillage adapté sur géométrie

discontinue en courbures en bas.
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La figure 4.7 expose les résultats d’adaptation des deux maillages de selles. Le champ
de taille est continue pour le maillage de selle continue en courbures. A I'inverse le champ
de taille témoigne de fortes discontinuités que 'on retrouve dans le maillage de selle
discontinue en courbures.

En résumé la méthode de Hamman n’est pas recommandée pour l'adaptation de
maillage anisotrope surfacique. Les algorithmes de correction H-choc isotrope et ani-
sotrope convergent avec succes. L’algorithme d’adaptation de maillage surfacique permet
de capter les fortes discontinuités dans les champs de courbures et permet ’adaptation
de maillage dense.

4.2 Maillages 2d plans

Dans le cadre de I'adaptation de maillage 2d plan, des coupes de profils de voilure sont
simulées. Le maillage 2d plan représente l'air environnant de la surface extérieure du corps
jusqu’a l'infini. Cela permet de capturer tous les phénomenes aérodynamiques autour de
la voilure, cone de Mach, pied de choc, laminarité ou turbulence de la couche limite. Trois
stratégies sont étudiées concernant la construction de la carte de taille.

Une premiere stratégie consiste en la diffusion a l'infini des tailles d’aréte a la peau.
D’abord les tailles des arétes de la frontiere du corps sont récupérées sur les nceuds fron-
tieres. Puis une taille maximale est donnée sur tous les autres noeuds. Ensuite 1'algorithme
de correction H-choc isotrope est utilisé pour réduire les grandes tailles. En outre la carte
de taille isotrope obtenue permet de remailler un domaine déformé apres le mouvement
d’un corps. Une stratégie annexe permet de créer des zones de taille imposée dans le
domaine. La construction de la carte de taille est identique a la précédente avec en plus
des zones délimitées ot la taille est imposée. Cela est utile pour les calculs en acoustique
quand la longueur des arétes doit étre proportionnelle a la fréquence étudiée.

Une deuxieme stratégie s’intéresse a l'adaptation de maillage avec couches limites.
L’idée est de préserver la couche limite tout en remaillant le reste du domaine. D’abord
le calcul de distance a la peau permet de sauvegarder une épaisseur de maillage structuré
de la couche limite. Ensuite les tailles des arétes de la derniere couche servent d’initiali-
sation a la carte de taille. Puis une taille maximale est donnée pour le reste du domaine.
Enfin I'algorithme de correction H-choc isotrope est utilisé pour réduire les tailles. Par
conséquent, la carte de taille isotrope obtenue permet d’obtenir un remaillage des arétes
internes sans modifier les arétes frontieres de la derniere couche du maillage structuré de
la couche limite.

Une derniere stratégie concerne I’adaptation anisotrope avec déplacement de corps. La
carte de taille anisotrope est construite a partir de deux scalaires et de deux vecteurs
unitaires de R2. D’abord le premier scalaire représente la taille tangentielle & la peau.
Ensuite le second scalaire représente la distance normale a la peau. Puis les vecteurs
unitaires tangentiels et les vecteurs unitaires normaux sont donnés par la fonction a base
radiale utilisée lors du déplacement relatif entre les corps. Enfin I’algorithme de correction
‘H-choc anisotrope est utilisé pour lisser les tailles. Cela permet de faire du remaillage
anisotrope de profil en mouvement relatif tout en préservant des zones de maillage.
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4.2.1 Adaptation isotrope mono-corps profil NACA0012 avec
taille a la peau

Une premiere adaptation mono-corps permet de valider I’ensemble des opérateurs de
modification locale et algorithmes mis en place sur les arétes internes. Cela permet aussi
de vérifier que le processus de d’adaptation de maillage converge vers un état fixe.

Pour le profil NACAQ0012, la carte de taille isotrope est construite a partir de la taille
des arétes de la frontiere du profil. En chaque noeud du profil, la taille vaut la moyenne
des deux tailles des arétes du profil incidentes au nceud. Une taille A, est fixée pour tous
les autres nceuds du maillage. L’algorithme de correction H-choc isotrope va permettre de
créer le champ de taille en réduisant les grandes tailles voir la figure 4.8. Cependant cette
approche impose que la discrétisation du profil soit déja adaptée. De plus 'adaptation ne
s’effectue que sur les arétes internes.

5.01E-003 4.50E-001 8.95E-001 1.34E+000 1.79E+000 5.01E-003 1.67€-001 3.30E-001 4.93e-001 6.56E-001 5.00E-003 2.88E-002 5.25E-002 7.63E-002 1.00E-001

Figure 4.8 Adaptations de maillage isotrope d’un profil de maquette NACA0012 a partir de
la taille a la peau — Maillage initial (3 114 neuds) a gauche. Maillage adapté avec gradation
G = 1.6 (4 106 neuds) au milieu. Maillage adapté avec gradation G = 1.2 (14 345 neuds) d
droite. Carte de taille hy du maillage adapté G = 1.6 et G = 1.2 avec visualisation des iso-ligne
du champ en bas.
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4.2.2 Adaptation isotrope bi-corps aprés mouvement de corps

Sur le cas d'un bi-corps, on souhaite remailler dans le volume apres le mouvement du
volet vers ’arriere du corps principal. Le but est de rehausser la qualité en forme isotrope
des éléments du volume en préservant le maillage frontiere du profil. La construction de
la carte de taille se base sur la taille a la peau.
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Figure 4.9 Adaptation de maillage isotrope d’un bi-corps aprés mouvement du volet — Maillage
initial (2 280 neeuds) en haut a droite. Différentes étapes d’adaptation de maillage (bascule
d’aréte globale, enlever-basculer d’aréte, casser-basculer d’aréte, bouger de neeud-basculer d’aréte
et état final fize) avec gradation G = 1.2 de gauche a droite et de haut en bas. Carte de taille
h1 sur maillage initial et adapté avec gradation G = 1.6 adéquate avec la discrétisation du profil
en bas.

Sur la figure 4.9, la qualité en forme isotrope est médiocre entre les deux corps apres
la déformation. Les grandes étapes de 'adaptation sont illustrées. D’abord une bascule
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d’aréte sur tout le maillage permet d’augmenter la qualité de maniere significative. En-
suite un enchainement d’enlever-basculer, de casser-basculer et de bouger-basculer permet
d’atteindre le maillage unité objectif de fagon itérative. Ces opérateurs de modifications
locales sont inspirés des travaux de Michal, Krakos, Loseille et Lohner.

En 2012, Michal et Krakos publient un article sur I’adaptation de maillage anisotrope
avec des opérations élémentaires sur les arétes [68]. Ils développent une bibliotheque mo-
dulaire pour I'adaptation de maillage anisotrope 3d non structuré. La méthode adaptative
repose sur 'application répétée de simples opérations de rupture et de réduction d’arétes
pour modifier un maillage de telle sorte que les longueurs de bord individuelles corres-
pondent a un champ de tenseur métrique anisotrope donné. La procédure maintient une
distribution métrique continue grace a une interpolation cohérente du champ de métrique
initial.

Loseille et Lohner présentent en 2013 un nouvel opérateur de modification de maillage
[62]. 11 s’utilise a chaque étape de la génération d'un maillage adapté : lors du remaillage
de surface, de la génération de maillage structuré de la couche limite, de I'adaptation de
maillage volumique et de l'optimisation de maillage. Cet opérateur généralise les opéra-
teurs traditionnels basés sur les arétes, rupture et réduction, et les opérateurs d’optimi-
sation, bascule d’arétes et/ou de faces, en modifiant automatiquement la cavité afin de
permettre a la modification en cours d’étre effectuée efficacement. Des contraintes sup-
plémentaires sur I'approximation de la surface, la qualité ou la hauteur minimale des
tétraedres sont également mises en ceuvre afin de controler la qualité globale du maillage.

On peut noter que 'adaptation de maillage avec les outils de modification locale mis en
place, bascule d’aréte, enlever une aréte-basculer les arétes, casser une aréte-basculer les
arétes, et bouger de noeuds-basculer les arétes est un succes puisqu’on voit une meilleure
qualité en forme des éléments sur le maillage adapté.

4.2.3 Adaptation isotrope bi-corps profil RA16 avec taille a la
peau

Pour le profil RA16, la carte de taille isotrope est construite a partir de la taille des
arétes des peaux du corps principal et du volet. Le maillage est adapté sur les arétes
internes et les arétes frontieres des profils. Les arétes frontieres a l'infini ne sont pas
traitées. Cela implique d’ajouter la projection de noeud sur la géométrie linéique du profil
quand un nouveau nceud est inséré.

Sur la figure 4.10, la zone trés mal discrétisée est adaptée avec succes. La qualité en
forme des éléments est grandement améliorée. De plus, on a 'information de la proximité
des corps avec cette métrique puisque les tailles au niveau du bord de fuite de la voilure
sont répercutées sur le bord d’attaque du volet et inversement. La correction de la carte
de taille fonctionne pour une large plage de gradation allant de 1.01 a 100.0. La projection
fonctionne correctement puisque le profil est tres bien discrétisé apres adaptation.
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Figure 4.10 Adaptations de maillage isotrope d’un profil RA16 a partir de la taille d la peau —
Maillage initial (2 410 neeuds) en haut. Maillage adapté avec gradation G = 1.2 (5 654 neuds)
en dessous. Qualité en forme isotrope des éléments du maillage initial et du maillage adapté
a droite. Carte de taille hy du maillage adapté en dessous. Maillages adaptés avec gradation
G =1.01;1.8;100.0 et respectivement 458 873 ;612 ;152 nceuds, en bas.
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4.2.4 Adaptation isotrope bi-corps profil RA16 avec zone de
taille imposée

On peut vouloir des zones de taille imposée dans le domaine. Il suffit de délimiter
une ou plusieurs zones et d’imposer une taille hq .. Pendant le processus de remaillage,
il faut vérifier si les noeuds insérés tombent dans une boite auquel cas la valeur de la
taille prescrite au noeud est imposée. La construction de la carte de taille se fait comme
précédemment avec la distance a la peau. En particulier la correction de la carte de taille
n’intervient pas dans ces zones.
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Figure 4.11 Adaptations de maillage isotrope d’un profil RA16 avec zones de taille imposée —
Maillage adapté avec gradation G = 10.0 (5 917 neeuds) en haut. Maillage adapté avec gradation
G =1.2 (8 335 neeuds) au milieu. Maillage adapté avec gradation G = 1.05 (19 989 neeuds) en
bas. Carte de taille hy des maillages adaptés sur la droite.

La figure 4.11 illustre cette méthode sur le maillage initial du profil RA16 avec quatre
zones de taille imposée avec hippe = Dmm. Cette méthode est efficace et rapide pour
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améliorer la précision de la solution dans certaines zones sans utiliser de processus com-
plexes d’adaptation de maillage. De plus trois valeurs de gradations G = 1.05;1.2;10.0
sont testées avec succes. On remarque que plus la gradation est grande et plus le maillage
prend du temps pour converger vers un état fixe. A Pinverse, plus la gradation est proche
de 1.0 et plus la convergence est rapide. Cependant le temps de calcul augmente, car il y
a plus de nceuds.

4.2.5 Adaptation isotrope tri-corps avec conservation du maillage
couches limites

Pour un calcul de Navier-Stokes, un maillage par montée de couches structurées tres
fines normales a la peau est imposé pour une bonne représentation de la physique. L’adap-
tation de maillage est non-structurée. Il est donc nécessaire d’exclure la zone de couche
limite pour laquelle on souhaite préserver un maillage structuré. Par la suite, on appellera
profil engraissé, le profil avec le maillage couche limite. En combinant 1'utilisation de la
carte de taille avec la taille a la peau et I'utilisation des types de nceuds, on peut adapter
le maillage en dehors du profil engraissé. En effet, il suffit de mettre le type de noeuds a
0 pour tous les nceuds de la couche limite que I'on veut conserver. Ce tri s’effectue grace
au calcul de la distance a la peau via une épaisseur de couche limite que 1’on souhaite
conservée.

En particulier pour un nceud interne, la distance a la peau correspond a la distance
minimale entre ce noeud et tous les noeuds frontieres des corps. La figure 4.12 illustre ce
champ sur un bi-corps.

0.00E+000 1.23E+003 2.46E+003 3.70E+003 4.93E+003 0.00E+000 2.50E+002 5.00E+002 7.5E+002 1.00E+003 0.00E+000 2.50E+001 5.00E+001 7.5E4+001 1.00E+002

Figure 4.12 Champ de distance a la peau sur bi-corps avec trois échelles de zoom.

Dans le projet européen UHURA !, le tri-corps déploie son bec par un systéme de type
Kriiger, voir figure 4.13. Ce bec Kriiger tourne autour d'un point d’articulation fixe en
décrivant un mouvement circulaire pendant son déploiement.

1. Le projet UHURA étudie le comportement instationnaire de 1’écoulement autour de systémes d’hy-
persustentation dans le but de fournir, pour la premiere fois, une compréhension avancée des caracté-
ristiques aérodynamiques critiques pendant les phases de décollage et d’atterrissage avec déploiement et
rétraction du bec de la voilure ( Unsteady High-Lift Aerodynamics - Unsteady RANS Validation).
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perpendicular

retracted
< to flow

Figure 4.13 Systéme Kriger. Cinématique du bec de la rétractation au déploiement com-
plet pour un systéme d’hypersustentation de haut en bas et de gauche d droite. Source
https://ec.europa.eu/inea/en/horizon-2020/projects /h2020-transport/aviation/uhura.

Dans le cadre de la simulation numérique, plusieurs configurations de bec sont étudiées
pour comprendre les phénomeénes instationnaires. Le maillage 2d plan n’est pas généré
de fagon automatique, voir figure 4.14. Les maillages de couche limite et les maillages
de sillages sont faits a la main puis le maillage non-structuré est généré jusqu’a l'infini
par une méthode d’insertion de noeud type Delaunay. Il est donc impératif de créer un
processus rapide de remaillage sur le maillage déformé apres le mouvement du bec.
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Figure 4.14 Maillage initial du tri-corps (314 320 neeuds) — Profil a gauche et zoom sur le
matllage de la couche limite a droite.

La figure 4.15 montre 'adaptation de maillage isotrope du tri-coprs pour différentes
valeurs de gradation. On remarque immédiatement que le maillage initial est tres dense. En
plus de la couche limite, les sillages sont aussi maillés a la main. Nous nous affranchirons
volontairement de ces sillages pour 'adaptation et nous conserverons uniquement le profil
engraissé selon une épaisseur choisie.

On peut voir que l'adaptation de maillage isotrope est un succes en préservant le
maillage de la couche limite. Deux adaptations sont réalisées pour des valeurs de gra-
dation de G = 1.2 et G = 1.8. Les outils de modification locale ont permis de détruire
complétement la forte densité de nceuds dans les sillages et de rendre le maillage isotrope.
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Figure 4.15 Adaptations de maillage isotrope d’un tri-corps avec conservation du profil en-
graissé — Maillage initial (314 320 neeuds) en haut. Maillage adapté avec gradation G = 1.2
(117 724 neeuds) au milieu. Maillage adapté avec gradation G = 1.8 (89 850 neeuds) en dessous.
Carte de taille hy des maillages adaptés pour G = 1.2 et G = 1.8 en bas.

On s’apergoit que la transition est brutale entre la derniére couche de maillage aniso-
trope et le maillage adapté isotrope. Il est donc nécessaire de faire une adaptation aniso-
trope pour avoir une transition progressive entre le maillage couche limite et le maillage
adapté. Nous allons voir par la suite une nouvelle métrique anisotrope pour ’adaptation
de tels maillages dans le cadre de mouvement relatif entre les corps.
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4.2.6 Construction d’une métrique anisotrope basée sur une
fonction a base radiale

On aimerait adapter un maillage anisotrope créé par un déplacement relatif entre deux
corps. Ce déplacement est effectué par une fonction a base radiale.

Sur la figure 4.16, le champ de déplacement est visualisé ainsi que les champs vectoriels
tangentiel et normal a la peau. On peut donc construire une métrique anisotrope a partir
de ces deux champs vectoriels unitaires et de deux scalaires. Ces deux scalaires sont
calculés aux noeuds de la peau du profil. Le premier scalaire est la taille a la peau pour la
direction tangentielle et le deuxiéme scalaire est 1'épaisseur de la couche que 'on souhaite.
Une taille maximale pour chaque scalaire est donnée pour tous les autres noeuds du
domaine. L’algorithme de correction anisotrope vient ensuite corriger la carte de taille en
réduisant les grandes tailles.

Le maillage résultant devrait donner un maillage anisotrope non structuré qui déve-
loppe chaque corps. De plus grace a l'algorithme de gradation, les raccords entre les
développements des deux corps devraient se faire correctement.

Figure 4.16 Construction d’une métrique anisotrope basée sur une RBF — Champ de dépla-
cement & droite, champ vectoriel de la RBF tangent au profil représenté par un déplacement en
y, champ vectoriel de la RBF normal au profil représenté par un déplacement en x.

La métrique anisotrope peut se définir au point a comme :

1
0
2
Mo(a) = *D(a) longueur d;couch@ (a) ) D) (4.1)

épaisseur de couche?(a)

ot D(a) représente la matrice des directions principales unitaires composée des vecteurs
tangentiel et normal a la peau issus de la RBF.

Cette nouvelle métrique anisotrope est a tester dans le cadre de I’adaptation de maillage
2d plan multi-corps avec conservation de maillage structuré de la couche limite. Il faut
mettre au point les outils locaux de calcul de vecteurs unitaires en interrogeant le champ
de la RBF quand un nouveau nceud est inséré dans le champ. Cette approche est encore
en développement en raison de la priorité a 'adaptation 3d surfacique visé lors de cette
these.
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4.3 Maillages 3d surfaciques

Les algorithmes du précédent chapitre 3.10, 3.11 et 3.12 sont appliqués sur une aile de
profil ONERA M6 avec un seul carreau surfacique et le Generic Business Jet avec plusieurs
carreaux surfaciques. D’abord I'adaptation de I'aile M6 permet de valider la théorie sur une
surface géométrique fixe pour les cas isotrope, anisotrope et anisotrope avec alignement.
Ensuite le cas industriel, le GBJ, permet de valider I'adaptation sur plusieurs surfaces
géométriques fixes pour les cas isotrope et anisotrope. Enfin une adaptation de maillage
sur ce méme GBJ déformable est présentée pour les cas isotrope et anisotrope.

La premiere partie concerne 'adaptation mono-carreau isotrope. D’abord la prépa-
ration de l'adaptation est vérifiée via les types de nceud, les types d’aréte et les zones
d’élément. Ensuite les parametres de 'adaptation sont spécifiés. Une comparaison est vi-
sualisée entre le maillage initial et le maillage adapté via les champs de taille, de qualité
en forme isotrope des éléments et de I'angle diedre. Une analyse et un bilan sont réalisés
sur la convergence de l'algorithme d’adaptation isotrope.

La deuxieme partie concerne l'adaptation mono-carreau anisotrope. Les mémes points
que la premiere partie sont passés en revue. En outre une analyse est effectuée sur une
large plage de variation de la gradation anisotrope.

La troisieme partie concerne ’adaptation mono-carreau anisotrope avec alignement.
Les méme points que la premiere partie sont passés en revue. De plus une analyse de
I’alignement est réalisée en fonction de la gradation.

La quatrieme partie concerne 'adaptation multi-carreaux isotrope. Les mémes points
que la premiere partie sont passés en revue. De surcroit, une comparaison est exécutée
entre les trois normes d’interpolation Lg, L; et Lo.

La cinquieme partie concerne 'adaptation multi-carreaux anisotrope. Les mémes points
que la premiere partie sont passés en revue. De plus I’algorithme d’adaptation est poussé
a ses limites pour créer un maillage de plusieurs millions de noeuds avec une tres forte
anisotropie.

La derniere partie concerne 'adaptation multi-carreaux sur géométrie déformable. Les
cas isotropes et anisotropes sont étudiés pour des déformations de voilure respectivement
par étirement et par torsion-flexion combinées.

D’autres applications sur des surfaces fermées, ouvertes et complexes sont présentées
en annexes A, B et C.

4.3.1 Adaptation isotrope profil ONERA M6

Le profil ONERA M6 est adapté a partir d’'un maillage .#, généré avec BLSURF et d’'une
géométrie 4, de type NURBS mono-carreau. L’objectif est d’adapter ce maillage .#, avec
des parametres isotropes plus fins pour que le maillage s’approche plus de la géométrie
grace a l'algorithme 3.10.
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Préparation de ’adaptation mono-carreau

Le maillage .# est initialisé avec les types de noeud, d’aréte et zone d’élément.

Frontiére Interne Frontiére-interne Géométrique

— Frontiere — Mixte —— Interne — Frontiere-interne

- ——
e N <
DA AN = Sy
e vv“b <= <\ =
A A VA P AT T TN R
— AR AR AL AT LS T o5k —
Ahuﬁﬁm%ﬁ“‘ v VAV‘EE S %E %yéiﬁshAA"&is =/
VA Vi Vg SPAVAVAVAVA N ooy S AT AV Vg 5 Sy YDAV Sl g S AV e Bl B Y b S A AN AW A, 4 Py s
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Figure 4.17 MG isotrope — Initialisation .y, type de neud, type d’aréte, groupe d’élément.

Parametres de ’adaptation isotrope mono-carreau

La courbure exacte et la norme géométrique sont choisies pour un écart angulaire de
4° avec une gradation de 1.2 et une taille d’aréte entre 1 et 1 000. Les autres parametres
sont fixés sur la valeur par défaut, voir tableau 4.1.
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Description Symbole Valeur
Adaptation A Isotrope
Calcul des courbures K Exactes
Norme L Géomeétrique
Longueur minimale métrique L rtmin 1/v2
Longueur maximale métrique Lt mas V2
Ecart angulaire par rapport au plan tangent 0 4.0°
Gradation G 1.2
Taille minimale Romin 1.0
Taille maximale hmaz 1 000.0
Cosinus angle diedre seuil cos(Pseuir) 0.140
Précision du bouger de nceuds Precisionyouger 10.0%
Pas de relaxation du bouger de noeuds Pas 0.2
Nombre maximal d’itération boucle Tterationpoycle 50

Table 4.1 M6 isotrope — Parameétres d’entrée pour une adaptation isotrope.

Résultats de ’adaptation isotrope mono-carreau

Le maillage .#, est adapté dans le cas isotrope pour donner le maillage .#,q4q,. Le
maillage .#,qqp: capte mieux le bord d’attaque de la voilure avec une densité de nceuds
beaucoup plus élevée que le maillage .#, voir fig. 4.18.

T A AT Ay AT AN a0 S AV A A T 0 T b S i v 0w, e A aTA AV sV a0

PR OO

Figure 4.18 M6 isotrope — Maillages .4y et Madapt-

La carte de taille du maillage .#,q4q,1 est bornée entre 1.0 et 102.0 ce qui est en ac-
cord avec Ry = 1.0 et Dy = 1 000.0 > 102.0. De plus la gradation de taille semble
progressive, voir fig. 4.19.
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1.00E+000 2.62E+001 5.14E+001 7.66E+001 1.02E+002

Figure 4.19 M6 isotrope — Carte de taille hy de Maqapt-

La qualité en forme isotrope des éléments des maillages .# et .#y4qp €st bonne puis-
qu’elle est a premiere vue supérieure a 0.75 sur ’ensemble du domaine, voir fig. 4.20.
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Figure 4.20 M6 isotrope — Qualité en forme isotrope des éléments de Mo et Madqapt-

L’angle diedre du maillage .#; est de 20° au niveau du bord d’attaque de la voilure
alors que l'angle diedre du maillage #,qqp €st réduit & moins de 5° au niveau du bord
d’attaque de la voilure, voir fig. 4.21.
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Figure 4.21 M6 isotrope — Angle diédre de .4y et Madapt-

Analyse des résultats isotropes mono-carreau

L’adaptation converge au bout de 12 itérations, c’est-a-dire que les longueurs des arétes
dans la métrique Ly, sont comprises entre 1/ V2 et v/2. Le nombre de nceuds augmente
de 1 200 a 19 071. L’adaptation commence comme une impulsion pour les trois premieres
itérations avec un nombre de nceuds croissant. Puis le nombre d’opérations de modification

locale de maillage diminue ainsi que le nombre de nocuds jusqu’a se stabiliser, voir tableau
4.2.

Itérations Mo My Mo M3 -//llzzadapt
Nombre de noeuds 1 200 6 135 15 081 20 246 19 071
Nombre d’éléments 2 322 12 140 29 999 40 312 37 961
Nombre de casser 0 4935 9 236 6 486 0
Nombre d’enlever 0 0 290 1321 0
Nombre de bouger 0 21 412 48 888 53 914 0

Table 4.2 M6 isotrope — Evolution du maillage en fonction du nombre d’itérations.

La figure 4.22 présente deux graphiques décrivant 'adaptation de maillage ainsi que
quatre histogrammes montrant les différences entre les maillages .# et .#,q4qp:- Le premier
graphique d’itération de la boucle principale retrace 1’évolution du nombre de nceuds
et d’opérations de modification lors de 'adaptation. Le nombre de nceuds optimal est
quasiment atteint des la troisieme itération. Le nombre de casser d’arétes augmente puis
diminue au moment ou le nombre d’enlever d’arétes croit. Les nombres de casser d’arétes,
d’enlever d’arétes et de bouger de nceuds tendent vers 0 quand le maillage unité est atteint.
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Figure 4.22 M6 isotrope — Historiques de convergence des opérateurs de modification locale de
maillage et du bouger de neuds par boucle. Histogrammes de longueur d’aréte dans la métrique,
de gradation d’aréte dans la métrique, de qualité en forme isotrope des éléments et de ’angle
diédre.
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Le second graphique sur les itérations de bouger de nceuds par itération de la boucle
principale présente 1’évolution du nombre de bouger de nceuds. A chaque itération de la
boucle principale, le nombre de bouger de noeuds converge toujours vers 0.

Le premier histogramme montre une distribution gaussienne de longueur d’aréte dans
la métrique entre 1/ V2 et /2 pour le maillage Madape €11 accord avec les objectifs fixés
en parametre d’entrée Lagmin €t Latmaz-

Le deuxieme histogramme sur la gradation d’aréte dans la métrique est mesuré par
le rapport entre le minimum de la longueur d’aréte dans la métrique min(Lapoue) €t le
maximum de la longueur d’aréte dans la métrique max (L appoure) incidente au nceud tel
que :

1 min(LMboule)

—= 4.2
G ma‘r(LMboule) ( )

L’inverse de la gradation est autour de 0.8 d’apres ’histogramme donc la gradation
vaut G = 1/0.8 ~ 1.2 ce qui est en accord avec 'objectif fixé en parametre d’entrée G.

Le troisieéme histogramme évalue la qualité en forme isotrope des éléments. La qualité
est maximisée pour le maillage .#, 44, par rapport au maillage .#(, puisque ¢ > 0.8
et ¢z > 0.5.

///adapt

Le dernier histogramme représente 1'angle diedre pour toutes les coques d’aréte avec
deux éléments. L’angle diedre est minimisé pour le maillage .4, 44, par rapport au maillage
Mo puisque © 4, < 10° et D 4 < 80°.

Bilan de ’adaptation isotrope mono-carreau

Le processus de remaillage isotrope mono-carreau a convergé sur un profil ONERA
M6. Les objectifs sur la longueur unité, la gradation et les bornes sur la carte de taille
sont atteints. Les résultats sont une maximisation de la qualité en forme des éléments et
une minimisation de ’angle diedre. Ce processus valide I'algorithme d’adaptation isotrope
d’un maillage surfacique mono-carreau 3.10.

4.3.2 Adaptation anisotrope profil ONERA M6

L’objectif est d’adapter le maillage précédent .#, avec des parametres anisotropes
équivalents aux parametres isotropes pour que le maillage s’approche plus de la géométrie
avec une minimisation du nombre de nceuds grace a ’algorithme 3.11.

Parameétres de ’adaptation anisotrope mono-carreau

Il faut étre a iso-parametres pour comparer avec le cas isotrope précédent. La préci-
sion du milieu anisotrope et le nombre maximal d’itérations pour déterminer le milieu
anisotrope sont deux parametres supplémentaires. Ils sont fixés sur les valeurs par défaut.
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Description Symbole Valeur
Adaptation A Anisotrope
Calcul des courbures K Exactes
Norme L Géomeétrique
Longueur minimale métrique L rtmin 1/v2
Longueur maximale métrique L pt mas V2
Ecart angulaire par rapport au plan tangent 0 4.0°
Gradation G 1.2
Taille minimale Rmin 1.0
Taille maximale Rmaz 1 000.0
Cosinus angle diedre seuil cos(Pseuir) 0.140
Précision du bouger de nceuds Precisionpouger 10.0%
Pas de relaxation du bouger de nceuds Pas 0.2
Précision du milieu anisotrope Precistonmiticu 10.0%
Nombre maximal d’itération milieu anisotrope Iterationirieu 5
Nombre maximal d’itération boucle Tterationpoycle 50

Table 4.3 M6 anisotrope — Parameétres d’entrée pour une adaptation anisotrope.

Résultats de adaptation anisotrope mono-carreau

Le maillage .#, est adapté dans le cas anisotrope pour donner le maillage .#qqp. Le

maillage 4,44t capte mieux le bord d’attaque de la voilure avec une densité de nceuds
beaucoup moins élevée que le maillage .#, voir fig. 4.23.

e A AT O Ay A s 5 A0 S T A A 5 T S o e AW o e YAV AVAS YA AT A, 0 04

Figure 4.23 M6 anisotrope — Maillages Ao et M yqapt-

La carte de taille hy du maillage 4. est bornée entre 1.0 et 121.0 ce qui est en
accord avec hp,in = 1.0 et hpee = 1 000.0 > 102.0. I en est de méme pour hy compris

entre 7.61 et 146.0. De plus la gradation de taille semble progressive, voir fig. 4.24.
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Figure 4.24 M6 anisotrope — Cartes de taille hy et hy de Madapt-

La qualité en forme anisotrope des éléments du maillage .#( est trés mauvaise surtout
sur le bord d’attaque de la voilure alors que la qualité de .#,q4q, est bonne puisqu’elle est
a premiere vue supérieure a 0.75 sur tout le maillage, voir fig. 4.25.
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Figure 4.25 M6 anisotrope — Qualité en forme anisotrope des éléments de My et Myqapt-

L’angle diedre du maillage .#; est de 20° au niveau du bord d’attaque de la voilure
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alors que l'angle diedre du maillage #4qp¢ est réduit a moins de 5° au niveau du bord
d’attaque de la voilure, voir fig. 4.26.
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Figure 4.26 M6 anisotrope — Angle diédre de My et Madqapt-

Analyse des résultats anisotropes mono-carreau

L’adaptation converge au bout de 10 itérations. Le nombre de nceuds optimal est atteint
vers la troisieme itération et les nombres de casser et d’enlever d’arétes se compensent
a la dixieme itérations. Cependant il reste quelques arétes trop grandes ou trop courtes
dans la métrique en dehors de I'intervalle 1/4/2 et v/2 ce qui entraine une boucle infinie.
L’approximation de la longueur d’aréte dans la métrique par la formule de quadrature
Lg, la précision du bouger de noeud et le milieu dans la métrique anisotrope itératif ne
permettent pas de borner toutes les arétes convenablement. Notre critere d’arrét est la
compensation du nombre de casser et d’enlever d’arétes quand le nombre de nocuds se
stabilise. Le nombre de noeuds augmente de 1 200 a 3 270 ce qui est faible par rapport
au cas isotrope précédent de 19 071 noeuds a iso-parametres. La réduction du nombre de
noeuds est d’un facteur 6. L’adaptation commence comme une impulsion pour la premiere
itération avec un nombre de nceuds croissant a cause de ’étape de saturation par casser-
basculer d’aréte. Puis le nombre d’opérations de modification locale de maillage diminue
ainsi que le nombre de nceuds jusqu’a se stabiliser, voir tableau 4.4.
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Itérations ./ﬂo .//tl .//12 .//13 .os ﬂso:adapt
Nombre de noeuds 1200 3 636 3297 3242 3270
Nombre d’éléments 2 322 7121 6 444 6 334 6 390
Nombre de casser 0 3 604 341 302 191
Nombre d’enlever 0 1168 680 357 183
Nombre de bouger 0 15 765 12 619 9 934 6 705

Table 4.4 M6 anisotrope — Evolution du maillage en fonction du nombre d’itérations.

La figure 4.27 présente deux graphiques décrivant ’adaptation ainsi que quatre histo-
grammes montrant les différences entre les maillages .4 et A qqap:-

Le premier graphique d’itération de la boucle principale retrace 1’évolution du nombre
de nceuds et d’opérations de modification locale lors de l'adaptation de maillage. Le
nombre de nceuds optimal est quasiment atteint a la troisieme itération. Le nombre de
casser d’arétes augmente puis diminue en méme temps que le nombre d’enlever d’arétes.
Les nombres de casser d’arétes et d’enlever d’arétes oscillent entre 125 et 250 soit une
moyenne de 187.5 opérations par itération. Il y a donc autant d’arétes a enlever que
d’arétes a casser. On peut donc en déduire que le maillage unité est atteint. Cela signifie
que 'on peut sortir de la boucle infinie.

Le second graphique sur les itérations de bouger de nceuds par itération de la boucle
principale présente 1’évolution du nombre de bouger de nceuds. A chaque itération de la
boucle principale, le nombre de bouger de nceuds converge toujours vers 0.

Le premier histogramme montre une distribution gaussienne de longueur d’aréte dans
la métrique entre 0.4 et 1.7 pour le maillage #4q,r. Cependant 95% des arétes sont entre
1/ V2 et /2 en accord avec les objectifs fixés en parametre d’entrée La(min €t Lafmaz-

Le deuxieme histogramme sur la gradation d’aréte dans la métrique montre que la
gradation vaut G = 1/0.8 &= 1.2 ce qui est en accord avec I'objectif fixé en parametre
d’entrée G.

Le troisiéme histogramme évalue la qualité en forme anisotrope des éléments. La qualité
est maximisée pour le maillage .#, 44, par rapport au maillage .#( puisque ¢ > 0.6
dont 90% des éléments avec q.z,,,,, > 0.8 et ¢4 > 0.0.

///adapt

Le dernier histogramme représente 1'angle diedre pour toutes les coques d’aréte avec
deux éléments. L’angle diedre est minimisé pour le maillage .4, 44, par rapport au maillage
Mo puisque @ 4, < 10% et 4 < 80°. A titre de comparaison, I’angle di¢dre du maillage
de I’adaptation anisotrope est plus minimisé que I'angle diedre du maillage de ’adaptation
isotrope, 93% d’arétes avec ® 4, < 5° pour le cas anisotrope contre 80% d’arétes avec
.z,

dapt

o .
dape < D° pour le cas isotrope.
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Figure 4.27 M6 anisotrope — Historiques de convergence des opérateurs de modification locale
de maillage et du bouger de neeuds par boucle. Histogrammes de longueur d’aréte dans la mé-
trique, de gradation d’aréte dans la métrique, de qualité en forme anisotrope des éléments et de
l’angle diédre.
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Variation de la gradation et anisotropie mono-carreau

On étudie I'adaptation anisotrope en faisant varier le parametre de la gradation G. Tous
les autres parametres sont fixés. La figure 4.28 montre le nombre de nceuds, le nombre de
bouger de nceuds, le nombre de casser d’arétes, le nombre d’enlever d’arétes, la qualité en
forme anisotrope des éléments et ’angle diedre pour la derniére itération de I’algorithme
en fonction des valeurs de gradation. On peut noter que plus la gradation est proche de
1.0 et plus le nombre de noeuds est élevé. On remarque une augmentation du nombre de
neeuds pour une gradation G = 100.0 par rapport a G = 10.0. De plus il semble que pour
les valeurs de gradation intermédiaire 1.3 < G < 1.8, l'algorithme a plus de difficultés
pour converger vers un état fixe. D’apres les histogrammes, plus la gradation est proche
de 1.0 et plus la qualité en forme est maximisée. L’angle diedre est minimisé quand la
gradation est proche de 1.0 sauf quand la gradation est tres grande. En effet on remarque
que 'angle diedre est tres bien minimisé pour une gradation de 100.0.
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Figure 4.28 M6 anisotrope — Historiques de convergence de [’algorithme. Histogrammes de

qualité en forme anisotrope des éléments et de l’angle diedre pour 0 = 1.0° avec des gradations
G =1.01, 1.05, 1.1, 1.15, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 2.5, 5.0, 10.0, 100.0.
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Sur la figure 4.29, on remarque que plus la gradation est élevée et moins il y a de noeuds.
Plus la gradation est faible et plus la qualité en forme globale décroit. Plus la gradation est
faible et plus I'angle diedre est minimisé sauf pour une gradation tres grande G = 100.0.
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Figure 4.29 M6 anisotrope — Maillages anisotropes pour 6 = 1.0° avec des gradations G =
1.01, 1.05, 1.1, 1.15, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 2.5, 5.0, 10.0, 100.0 de gauche a droite et de
haut en bas. Qualité en forme anisotrope des éléments et angle diédre.
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Bilan de ’adaptation anisotrope mono-carreau

Le processus de remaillage anisotrope mono-carreau a convergé sur un profil ONERA
M6. Les objectifs sur la longueur unité, la gradation et les bornes sur les cartes de taille
sont atteints. Les résultats sont une maximisation de la qualité en forme des éléments et
une minimisation de I’angle diédre. Le nombre de nceuds et I'angle diedre sont plus faibles
par rapport au méme cas isotrope a iso-parametres. Ce processus valide ’algorithme
d’adaptation anisotrope d'un maillage surfacique mono-carreau 3.11.

4.3.3 Adaptation anisotrope avec alignement profil ONERA M6

L’objectif est d’adapter le maillage précédent .#, avec des parametres anisotropes avec
alignement pour retrouver un maillage pseuso-structuré grace a l'algorithme 3.12. D’abord
le critere d’alignement sera vérifié sur un maillage structuré selon les courbures. Ensuite
une adaptation de maillage sera étudiée avec ce critere. Enfin nous regarderons 'influence
de la gradation sur ce critere d’alignement.

Vérification du critere d’alignement

Sur la figure 4.30, on visualise 'alignement des arétes par rapport aux directions prin-
cipales de l'ellipse sur un maillage généré avec CITRON. On voit que toutes les arétes
alignées sur la grande courbure sont en rouge, les arétes alignées sur la petite courbure
sont en bleu et les arétes alignées sur la diagonale sont en vertes. Par conséquent, le critere
d’alignement est validé.

— d et dy — dy et dy —— ds, dg, d7 et dg

Figure 4.30 Vérification du critére d’alignement a partir d’un maillage structuré selon les
courbures — Visualisation de l’alignement des arétes du maillage M généré avec CITRON suivant
les directions d; pouri=1,...,8.
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Parameétres de ’adaptation anisotrope avec alignement mono-carreau

Dans un premier temps, nous testerons avec une gradation proche de 1.0 pour essayer
de retrouver un maillage pseudo-structuré.

Description Symbole Valeur
Adaptation A Anisotrope avec alignement
Calcul des courbures K Exactes
Norme L Géométrique
Longueur minimale métrique Lrtmin 1/V2
Longueur maximale métrique Lt maz V2
Ecart angulaire par rapport au plan tangent 0 1.0°
Gradation G 1.05
Taille minimale Ronin 10.0
Taille maximale hmaz 1 000.0
Cosinus angle diedre seuil cos(Psenit) 0.140
Précision du bouger de noeuds Precisionpouger 10.0% puis 1.0% (align)
Pas de relaxation du bouger de noeuds Pas 0.2
Précision du milieu anisotrope Precisionmiliew 10.0%
Nombre maximal d’itération milieu anisotrope Iterationmiiicw 5
Nombre maximal d’itération boucle Tterationpoycle 50

Table 4.5 M6 anisotrope avec alignement — Parameétres d’entrée pour une adaptation anisotrope
avec alignement.

Résultats de ’adaptation anisotrope avec alignement mono-carreau

On remarque 'alignement du maillage .#,qapt atign. suivant les directions principales sur
la figure 4.31.

— d; et dy — dy et dy — ds, dg, d7 et dg
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Figure 4.31 M6 anisotrope avec alignement — Visualisation de [’alignement des arétes des
maillages Mo et Madapt align swivant les directions d; pour i =1, ..., 8.
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La carte de taille hy du maillage .#adapt aiign €st bornée entre 10.0 et 15.5 ce qui est en
accord avec hp,;, = 10.0 et hye = 1 000.0 > 15.5. Il en est de méme pour hy compris
entre 16.7 et 40.8. De plus la gradation de taille semble tres progressive, voir fig. 4.32.

1.00E+001 1.14E+001 1.28E+001 1.41E+001 1.55E+001

1.67E+001 2.28E+001 2.88E+001 3.48E+001 4.08E+001

Figure 4.32 M6 anisotrope avec alignement — Cartes de taille hy et hy de Madapt align-

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

Figure 4.33 M6 anisotrope avec alignement — Qualité en forme anisotrope des éléments avec
alignement My et Madapt atign -

La qualité en forme anisotrope des éléments avec alignement .#, est tres mauvaise
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surtout sur le bord d’attaque de la voilure alors que la qualité de .#,qapt arign €st meilleure
> 0.5, voir fig. 4.33.

L’angle diedre du maillage .#; est de 20° au niveau du bord d’attaque de la voilure
alors que l'angle diedre du maillage #adapt atign €St un peu plus minimisé au niveau du
bord d’attaque de la voilure, voir fig. 4.34. Ce résultat peut étre amélioré en réduisant la
taille minimale h,,;,,.

0.00E+000 5.00E+000 1.00E+001 1.50E+001 2.00E+001

brdid a v s ot usnlod?, .

0.00E+000 5.00E+000 1.00E+001 1.50E+001 2.00E+001

Figure 4.34 M6 anisotrope avec alignement — Angle diédre de My et Madapt atign -

Analyse des résultats anisotropes avec alignement mono-carreau

L’adaptation de maillage converge au bout de 8 itérations. Le nombre de noeuds optimal
est atteint vers la troisieme itération et les nombres de casser et d’enlever d’arétes se
compensent a la huitieme itération. L’adaptation commence comme une impulsion pour
la premiere itération avec un nombre de nceuds croissant a cause de 1’étape de saturation
par casser-basculer d’aréte puis le nombre d’opérations de modification locale de maillage
diminue ainsi que le nombre de noeuds jusqu’a se stabiliser. Une fois I’état fixe atteint, les
noeuds sont bougés dans le but d’améliorer le critere de qualité d’alignement. De plus la
précision de ce bouger est de 1.0% ce qui explique le nombre élevé de bouger de noeuds,
voir tableau 4.4.
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Itérations -//10 -//ll %2 -//13 oee %Szadapt -//ladapt align
Nombre de nceuds 1200 5732 5 339 5218 5 197 5197
Nombre d’éléments 2 322 11 163 10 377 10 135 10 093 10 093
Nombre de casser 0 5 942 201 57 0 0
Nombre d’enlever 0 1410 594 178 0 0
Nombre de bouger 0 14 985 8 651 4 216 0 104 376
Table 4.6 M6 anisotrope avec alignement — Evolution du maillage en fonction du nombre

d’itérations.

La figure 4.35 présente deux graphiques décrivant ’adaptation de maillage ainsi que
quatre histogrammes montrant les différences entre les maillages .# et M qqapt €6 M adapt atign-

Le premier graphique d’itération de la boucle principale retrace I’évolution du nombre
de nceuds et d’opérations de modification locale lors de l'adaptation de maillage. Le
nombre de noeuds optimal est quasiment atteint a la troisieme itération. Le nombre de
casser d’arétes augmente puis diminue vers 0 en méme temps que le nombre d’enlever
d’arétes. On peut donc en déduire que le maillage unité est atteint. Le bouger de nceuds
avec alignement est alors déclenché avec une précision de 1.0% ce qui explique le nombre
élevé de bouger pour la derniere itération.

Le second graphique sur les itérations de bouger de nceuds par itération de la boucle
principale présente 1’évolution du nombre de bouger de nceuds. A chaque itération de la
boucle principale, le nombre de bouger de nceuds converge toujours vers 0. On remarque

que la convergence vers 0 est plus lente pour le bouger de noeuds avec alignement.

Le premier histogramme montre une distribution gaussienne de longueur d’aréte dans
la métrique entre 0.7 et 1.4 pour le maillage Ay gqp:. 100% des arétes sont entre 1/ V2 et
V2 en accord avec les objectifs fixés en parametre d’entrée L vqmin €t Lrtmas. Cependant
apres le bouger de nceuds avec alignement la courbe se décale vers la droite pour le maillage
Madapt align- En effet la répartition de longueur dans la métrique que 'on cherche pour un
alignement est de 66% d’arétes de longueur dans la métrique L, = 1.0 et 33% d’arétes
de longueur dans la métrique L, = /2.

Le deuxieéme histogramme sur la gradation d’aréte dans la métrique pour le maillage
M agapr montre que la gradation vaut G = 1/0.8 ~ 1.2 ce qui est en accord avec I'objectif
fixé en parametre d’entrée G. Pour le maillage .#,qapt align, 12 gradation se décale vers la
gauche, elle est donc moins respectée apres le bouger de nceuds avec alignement.

Le troisieme histogramme évalue la qualité en forme anisotrope des éléments avec
alignement. La qualité est maximisée pour le maillage .#,qapt align Par rapport au maillage
Mo puisque q 4, > 0.6 dont 90% des éléments avec ¢4, > 0.8 et ¢4 > 0.1.

dapt align dapt align

Le dernier histogramme représente ’angle diedre pour toutes les coques d’aréte avec
deux éléments. L’angle diédre est minimisé pour le maillage #udqpt atign Par rapport au
maillage .# puisque ® 4, < 30° et @ 4, < 80°.

dapt align
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Figure 4.35 M6 anisotrope avec alignement — Historiques de convergence des opérateurs de
modification locale de maillage et du bouger de neeuds par boucle. Histogrammes de longueur
d’aréte dans la métrique, de gradation d’aréte dans la métrique, de qualité en forme anisotrope
des €éléments avec alignement et de ’angle diédre.
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Variation de la gradation et alignement mono-carreau

Sur la figure 4.36, on remarque que plus la gradation est élevée et moins il y a d’arétes
alignées sur la grande courbure. Une grande gradation favorise donc les arétes alignées
sur la petite courbure et la diagonale. A 'inverse une gradation tres proche de 1.0 favorise
une structure proche du maillage CITRON.

Figure 4.36 M6 anisotrope avec alignement — Maillages anisotropes avec alignement avec des
gradations G = 1.01, 1.15, 1.2, 2.5, 5.0, 10.0 de haut en bas.

Bilan de ’adaptation anisotrope avec alignement mono-carreau

Le processus de remaillage anisotrope avec alignement mono-carreau a convergé sur un
profil ONERA MS6. Le critere d’alignement est validé. Cependant 1’algorithme d’adapta-
tion anisotrope avec alignement 3.12 cherche dans un premier temps la longueur unité puis
il optimise le positionnement des nceuds pour un alignement. Or cet alignement détruit
I’objectif de la longueur unité, car les longueurs résultantes sont soit 1 soit v/2.
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4.3.4 Adaptation isotrope GBJ multi-carreaux

Le GBJ est adapté a partir d’'un maillage .#, généré avec BLSURF et d’une géométrie
%, de type NURBS multi-carreaux. L’objectif est d’adapter ce maillage .#, avec des
parametres isotropes plus fins pour que le maillage s’approche plus de la géométrie grace
a ’algorithme 3.10.

L’aspect multi-carreaux est ici traité en séquentielle, mais on peut tout a fait le faire en
parallele. Loseille publie un article dans ce sens en 2017 [61]. Sa stratégie est basée sur un
algorithme de fractionnement de domaine typique ou le maillage initial est divisé en parties
qui sont ensuite maillées en parallele tandis que les frontieres fictives entre les parties
restent inchangées. Ensuite, il itere la procédure pour s’adapter aux précédentes parties
non modifiées du domaine, c’est-a-dire le maillage d’interface. Les maillages surfaciques
et volumiques sont adaptés simultanément. L’efficacité de la méthode est indépendante
de la complexité de la géométrie. L'originalité de la méthode repose sur un équilibrage
de charge statique basé sur des mesures, des techniques de partitionnement de maillage
hiérarchique pour diviser les mailles d’interfaces et un noyau de modification de maillage
basé sur une cavité séquentielle rapide, robuste et générique. Le stockage des maillages
terminés est utilisé pour réduire 'empreinte mémoire afin de générer des maillages de
grande taille. Il montre qu’il est capable de générer des maillages uniformes, isotropes et
anisotropes qui génerent plus de 1 milliard de tétraedres en moins de 20 minutes sur 120
coeurs.

Parametres de ’adaptation isotrope multi-carreaux

La courbure exacte et la norme géométrique sont choisies pour un écart angulaire de
4° avec une gradation de 1.2 et une taille d’aréte entre 1 et 1 000. Les autres parametres
sont fixés sur la valeur par défaut, voir tableau 4.7.

Description Symbole Valeur
Adaptation A Isotrope
Calcul des courbures K Exactes
Norme L Géométrique
Longueur minimale métrique Lt min 1/V2
Longueur maximale métrique L it maz V2
Ecart angulaire par rapport au plan tangent 0 4.0°
Gradation G 1.2
Taille minimale Romin 10.0
Taille maximale hmaz 300.0
Cosinus angle diedre seuil cos(Psewuir) 0.140
Précision du bouger de nceuds Precisionpouger 10.0%
Pas de relaxation du bouger de noeuds Pas 0.2
Nombre maximal d’itération boucle Tterationpoycle 50

Table 4.7 GBJ isotrope — Paramétres d’entrée pour une adaptation isotrope.
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Résultats de adaptation isotrope multi-carreaux

Figure 4.37 GBJ isotrope — Maillages My et Myqapt-

Le maillage .# est adapté dans le cas isotrope pour donner le maillage #,4qp:. Le
maillage .#,4q,x capte mieux les bords d’attaque de voilure avec une densité de nceuds
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beaucoup plus élevée que le maillage ., voir fig. 4.37.

La carte de taille du maillage .#,qqp: €st bornée entre 10.0 et 300.0 ce qui est en accord
avec hyin = 10.0 et hyee = 300.0. De plus la gradation de taille semble progressive, voir

fig. 4.38.

1.00E+001 8.25E+001 1.55E+002 2.27E+002 3.00E+002

Figure 4.38 GBJ isotrope — Carte de taille h1 de Modapt-

La qualité en forme isotrope des éléments des maillages #, et g4y €st bonne puis-
qu’elle est & premiere vue supérieure a 0.75 sur tout le maillage, voir fig. 4.39.
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0.00E+000 2.5E-001 5.0E-001 7.5E-001 1.0E+000

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

Figure 4.39 GBJ isotrope — Qualité en forme isotrope des éléments de Mo et Madapt-

L’angle diedre du maillage .#; est de 20° au niveau du bord d’attaque de la voilure
alors que l'angle diedre du maillage #,qqp est réduit & moins de 5° au niveau du bord
d’attaque de la voilure, voir fig. 4.40.
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0.00E+000 5.0E+000 1.0E+001 1.5E+001 2.0E+001

0.00E+000 5.0E+000 1.0E+001 1.5E+001 2.0E+001

Figure 4.40 GBJ isotrope — Angle diédre de .y et Myqapt-

Analyse des résultats isotropes multi-carreaux

L’adaptation converge au bout de 12 itérations, c¢’est-a-dire que les longueurs d’arétes
dans la métrique Lj; sont comprises entre 1/ V2 et /2. Le nombre de noeuds augmente de
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12 951 a 59 742. L’adaptation commence comme une impulsion pour les deux premieres
itérations avec un nombre de nceuds croissant puis le nombre d’opérations de modification
locale de maillage diminue ainsi que le nombre de nocuds jusqu’a se stabiliser, voir tableau
4.8.

Itérations .//lo .//ll ./ﬂQ .//l3 eee %l2=adapt
Nombre de nceuds 12 951 53 290 63 751 61 002 59 742
Nombre d’éléments 25 307 105 717 126 384 120 891 118 378
Nombre de casser 0 41 234 14 790 2 655 0
Nombre d’enlever 0 895 4 329 5 404 1
Nombre de bouger 0 174 646 467 099 100 851 20

Table 4.8 GBJ isotrope — Evolution du maillage en fonction du nombre d’itérations.

La figure 4.41 présente deux graphiques décrivant I'adaptation de maillage ainsi que
quatre histogrammes montrant les différences entre les maillages .# et Auqqpt-

Le premier graphique d’itération de la boucle principale retrace I’évolution du nombre
de noeuds et d’opérations de modification locale lors de l'adaptation de maillage. Le
nombre de nceuds optimal est quasiment atteint des la troisieme itération. Le nombre
de casser d’arétes augmente puis diminue au moment ou le nombre d’enlever d’arétes
croit. Les nombres de casser d’arétes, d’enlever d’arétes et de bouger de nceuds tendent
vers 0 quand le maillage unité est atteint.

Le second graphique sur les itérations de bouger de nceuds par itération de la boucle
principale présente 1’évolution du nombre de bouger de nceuds. A chaque itération de la
boucle principale, le nombre de bouger de noeuds converge toujours vers 0.

Le premier histogramme montre une distribution gaussienne de longueur d’aréte dans
la métrique entre 1/ V2 et /2 pour le maillage Madapt €11 accord avec les objectifs fixés
en parametre d’entrée Lagmin €t Latmaz-

Le deuxiéme histogramme montre une gradation d’aréte dans la métrique G = 1/0.8 ~
1.2 ce qui est en accord avec 'objectif fixé en parametre d’entrée G.

Le troisieme histogramme évalue la qualité en forme isotrope des éléments. La qualité
est maximisée pour le maillage .#,q4p: par rapport au maillage ., puisque q.4,,,,, > 0.8
et ¢z > 0.5.

Remarque 9. Les éléments appartenant aux bords de fuite ne sont pas pris en compte,
car ils sont tres anisotropes. Cette zone n’est pas adaptée par rapport da la courbure, car la
surface est parfaitement plane. Il n’y a ni de casser d’arétes, ni d’enlever d’arétes, ni de
bouger de neeuds dans ces zones. Des bascules d’aréte basées sur la qualité isotrope sont
effectuées dans ces zones.

Le dernier histogramme représente 1’angle diedre pour toutes les coques d’aréte avec
deux éléments. L’angle diedre est minimisé pour le maillage .4, 44, par rapport au maillage
My puisque © 4 < 10° et O 4 < 80°.

dapt
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Figure 4.41 GBJ isotrope — Historiques de convergence des opérateurs de modification locale de
maillage et du bouger de neuds par boucle. Histogrammes de longueur d’aréte dans la métrique,
de gradation d’aréte dans la métrique, de qualité en forme isotrope des éléments et de ’angle
diédre.
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Choix de la norme d’interpolation multi-carreaux

Nous allons regarder 'influence dans le choix de la norme d’interpolation sur I’obtention
du maillage .#,4qp,r du GBJ. La norme isotrope est soit une formule de quadrature Ly soit
une interpolation linéaire L; soit une interpolation géométrique L.

La figure 4.42 présente les maillages du GBJ .# 44 pour les normes Ly, L; et Ly. En
résumé il n’y a pas de changements significatifs entre les maillages pour les différentes
normes. Les temps de calcul sont équivalents. Le calcul de la norme avec la formule
de quadrature est rapide, mais elle impose plus d’opérations de modification locale pour
atteindre le maillage unité. A 'inverse, les formules d’interpolation linéaire et géométrique
sont plus coliteuses en temps de calcul mais elles diminuent le nombre de modifications
locales. Par conséquent 1'algorithme converge plus rapidement vers le maillage unité.

Figure 4.42 GBJ isotrope — Madapt pour les normes Lo, Ly et Lo.
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Bilan de ’adaptation isotrope multi-carreaux

Le processus de remaillage isotrope multi-carreaux a convergé sur le Generic Business
Jet. Les objectifs sur la longueur unité, la gradation et les bornes sur la carte de taille
sont atteints. Les résultats sont une maximisation de la qualité en forme des éléments
et une minimisation de I'angle diedre. Ce processus valide I’algorithme d’adaptation iso-
trope d’un maillage surfacique multi-carreaux 3.10. De plus les différentes normes ont été
étudiées et ne présentent pas de changements significatifs dans les résultats. On préferera
la norme d’interpolation géométrique puisqu’elle permet a ’algorithme de converger plus
rapidement pour le cas isotrope.

4.3.5 Adaptation anisotrope GBJ multi-carreaux

L’objectif est d’adapter le maillage précédent .#, avec des parametres anisotropes
équivalents a ceux isotropes pour que le maillage s’approche plus de la géométrie avec
une minimisation du nombre de nceuds grace a ’algorithme 3.11.

Parametres de ’adaptation anisotrope multi-carreaux

Il faut étre a iso-parametres pour comparer avec le cas isotrope précédent. La préci-
sion du milieu anisotrope et le nombre maximal d’itérations pour déterminer le milieu
anisotrope sont deux parametres supplémentaires. Ils sont fixés sur les valeurs par défaut.

Description Symbole Valeur
Adaptation A Anisotrope
Calcul des courbures K Exactes
Norme L Géométrique
Longueur minimale métrique L pmtmin 1/v2
Longueur maximale métrique L atmas V2
Ecart angulaire par rapport au plan tangent 0 4.0°
Gradation G 1.2
Taille minimale Ronin 10.0
Taille maximale Romaz 300.0
Cosinus angle diedre seuil cos(Pgeuir) 0.140
Précision du bouger de nceuds Precisionyouger 10.0%
Pas de relaxation du bouger de nceuds Pas 0.2
Précision du milieu anisotrope Precisionmiticu 10.0%
Nombre maximal d’itération milieu anisotrope Iterationilicu )
Nombre maximal d’itération boucle Tterationpoycle 50

Table 4.9 GBJ anisotrope — Paramétres d’entrée pour une adaptation anisotrope.

Résultats de ’adaptation anisotrope multi-carreaux

Le maillage .# est adapté dans le cas anisotrope pour donner le maillage .#,g4q,. Le
maillage .#,4q,x capte mieux les bords d’attaque de voilure avec une densité de nceuds
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beaucoup moins élevée que le maillage ., voir fig. 4.43.

: 744 : ] >

Figure 4.43 GBJ anisotrope — Maillages Mo et Madapt-

La carte de taille hy du maillage .#,4., est bornée entre 10.0 et 300.0 ce qui est en
accord avec h,,;, = 10.0 et Ay = 300.0. 11 en est de méme pour hy compris entre 10.0
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et 300.0. De plus la gradation de taille semble progressive, voir fig. 4.44.

1.00E+001 8.25E+001 1.55E+002 2.27E+002 3.00E+002

1.00E+001 8.25E+001 1.55E+002 2.27E+002 3.00E+002

Figure 4.44 GBJ anisotrope — Cartes de taille hy et ha de M yqap:-

La qualité en forme anisotrope des éléments du maillage .#, est tres mauvaise surtout
sur les bords d’attaque de voilure alors que la qualité de .#,4q,1 €st bonne puisqu’elle est
a premiere vue supérieure a 0.75 sur tout le maillage, voir fig. 4.45.
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0.00E+000 2.5E-001 5.0E-001 7.5E-001 1.0E+000

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

Figure 4.45 GBJ anisotrope — Qualité en forme anisotrope des éléments de Mo et Myqap:-

L’angle diedre du maillage .#; est de 20° au niveau du bord d’attaque de la voilure
alors que l'angle diedre du maillage #,q4p est réduit & moins de 5° au niveau du bord
d’attaque de la voilure, voir fig. 4.46.
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0.00E+000 5.0E+000 1.0E+001 1.5E+001 2.0E+001

0.00E+000 5.0E+000 1.0E+001 1.5E+001 2.0E+001

Figure 4.46 GBJ anisotrope — Angle diédre de My et Myqap:-

Analyse des résultats anisotropes multi-carreaux

L’adaptation converge au bout de 10 itérations. Le nombre de nocuds optimal est atteint
vers la troisieme itération et les nombres de casser et d’enlever d’arétes se compensent
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a la dixieme itération. Cependant il reste quelques arétes trop grandes ou trop courtes
dans la métrique en dehors de l'intervalle 1/4/2 et v/2, ce qui entraine une boucle infinie.
L’approximation de la longueur d’aréte dans la métrique par la formule de quadrature
Lo, la précision du bouger de noeud et le milieu dans la métrique anisotrope itératif ne
permettent pas de borner toutes les arétes convenablement. Notre critere d’arrét est la
compensation du nombre de casser et d’enlever d’arétes quand le nombre de nceuds se
stabilise. Le nombre de nocuds augmente de 12 951 a 27 326 ce qui est faible comparer
au cas isotrope précédent de 59 742 nceuds a iso-parametres. La réduction du nombre de
nceuds est d’un facteur 2. L’adaptation commence comme une impulsion pour la premiere
itération avec un nombre de nceuds croissant a cause de I'étape de saturation par casser-
basculer d’aréte puis le nombre d’opérations de modification locale de maillage diminue
ainsi que le nombre de nceuds jusqu’a se stabiliser, voir tableau 4.10.

Itérations Mo My Mo M3 J/lso:adapt
Nombre de nceuds 12 951 31 627 29 095 28 115 27 326
Nombre d’éléments 25 307 62 874 57 808 55 848 54 267
Nombre de casser 0 30 455 2 058 1107 341
Nombre d’enlever 0 11 779 4 590 2 087 375
Nombre de bouger 0 115 447 87 517 57 993 15 254

Table 4.10 GBJ anisotrope — Evolution du maillage en fonction du nombre d’itérations.

La figure 4.47 présente deux graphiques décrivant ’adaptation de maillage ainsi que
quatre histogrammes montrant les différences entre les maillages #y et A udap:-

Le premier graphique d’itération de la boucle principale retrace I’évolution du nombre
de noeuds et d’opérations de modification locale lors de 'adaptation. Le nombre de nceuds
optimal est quasiment atteint a la troisieme itération. Le nombre de casser d’arétes aug-
mente puis diminue en méme temps que le nombre d’enlever d’arétes. Les nombres de
casser d’arétes et d’enlever d’arétes oscillent entre 325 et 375 soit une moyenne de 350
opérations par itération. Il y a donc autant d’arétes a enlever que d’arétes a casser. On
peut donc en déduire que le maillage unité est atteint. Cela signifie que 'on peut sortir
de la boucle infinie.

Le second graphique sur les itérations de bouger de nceuds par itération de la boucle

principale présente ’évolution du nombre de bouger de nceuds. A chaque itération de la
boucle principale, le nombre de bouger de noeuds converge toujours vers 0.

Le premier histogramme montre une distribution gaussienne de longueur d’aréte dans
la métrique entre 0.4 et 1.7 pour le maillage .#,4qpt. Cependant 95% des arétes sont entre
1/ V2 et /2 en accord avec les objectifs fixés en parametre d’entrée L agmin €t Ltmas-

Le deuxieme histogramme sur la gradation d’aréte dans la métrique montre que la
gradation vaut G = 1/0.8 &~ 1.2 ce qui est en accord avec I'objectif fixé en parameétre
d’entrée G.

Le troisieme histogramme évalue la qualité en forme anisotrope des éléments. La qualité
est maximisée pour le maillage .#,q4., Par rapport au maillage .#( puisque ¢ 4,,,, > 0.6
dont 90% des éléments avec ¢ 4,,. ., > 0.8 et g4 > 0.0.

dapt

dapt
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Figure 4.47 GBJ anisotrope — Historiques de convergence des opérateurs de modification

locale de maillage et du bouger de neuds par boucle. Histogrammes de longueur d’aréte dans la
métrique, de gradation d’aréte dans la métrique, de qualité en forme anisotrope des éléments et
de langle diédre.
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Le dernier histogramme représente ’angle diedre pour toutes les coques d’aréte avec
deux éléments. L’angle diedre est minimisé pour le maillage .4, 44, par rapport au maillage
Mo puisque @ 4, < 10% et 4, < 80°. A titre de comparaison, I'angle diédre du maillage
de ’adaptation anisotrope est plus minimisé que ’angle diedre du maillage de 'adaptation
isotrope. 93% d’arétes avec ® 4, ,. . < 5° pour le cas anisotrope contre 80% d’arétes avec
P rgape < D° poUr le cas isotrope.

Forte anisotropie multi-carreaux

L’anisotropie est recherchée de fagon plus intensive sur le GBJ. D’une part I'idée est de
montrer que I'on peut adapter un maillage en utilisant plusieurs fois le méme algorithme
d’adaptation avec des parametres de plus en plus fins. D’autre part cela permet de vérifier
que la structure de données utilisée supporte les grands maillages de plusieurs millions de
noeuds.

En 1997, Beall et Shepard représentent un maillage basé sur la hiérarchie topologique
des sommets, arétes, faces et régions [4]. Cette hiérarchie topologique prévoit le maintien
de la relation du maillage avec le modele géométrique a partir duquel il a été créé, ce qui
est essentiel pour les procédures de génération et d’enrichissement du maillage telles que
celles envisagées sur le maillage du GBJ.

Trois adaptations de maillages ., aapt fin G=1.6, Madapt fin G=1.2 €6 Madapt uitra fin SONL ef-
fectuées pour des tailles h,,;, = 1.0 et Ay = 300.0 pour différentes valeurs d’écart angu-
laire et de gradation. Le tableau 4.11 représente les caractéristiques des maillages adaptés
et les parametres d’entrées utilisées. Les maillages Zqaapt finG=1.6 €t M adapt fin G=1.2 sont
obtenus par adaptation du précédent maillage .#, 4., avec succes. Il en est de méme pour
le maillage #,q4apt uitra rin Obtenu a partir du maillage Aqaapt fin G=1.2-

On remarque qu’il est plus aisé d’adapter un maillage anisotrope pour le rendre encore
plus anisotrope. En effet les temps de convergence sont plus rapides que si 'on démar-
rait du maillage initial .Z,. On voit qu'un nombre de noeuds de 4.5 millions est atteint
avec l'adaptation. Par conséquent la structure d’aréte a supporté avec succes 27 millions
d’arétes pour le maillage le plus fin avec un écart angulaire # = 0.1°. La gradation G est
testée pour des valeurs de 1.2 et 1.6. On remarque que 'augmentation de la gradation
diminue le nombre de nceuds. Tous les autres parametres sont identiques au cas Agdqpt-

Maillage adapté Nombre de nosuds Nombre d’arétes Maillage initial 0 G
M adapt 27 326 162 801 My 4.0° 1.2
Madapt fin G=1.6 99 392 593 790 Medapt 1.0° 1.6
Madapt fin G=1.2 157 199 938 376 Madapt 1.0° 1.2
Madapt ultra fin 4 491 488 26 937 270 Madapt fin G=1.2 0.1° 1.2

Table 4.11 GBJ anisotrope fin — Maillages géométriques anisotropes fins du GBJ Maqapt,
Madapt fin G=1.2, Madapt finG=1.6 €t Madaptultra fin- Caractéristiques des maillages et parameétres
d’entrées.

La figure 4.48 présente 1’évolution du nombre de nceuds et d’arétes ainsi que les histo-
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grammes de qualité en forme anisotrope des éléments et de ’angle diedre. Une augmen-
tation de la gradation induit une perte en qualité.

Plus 'écart angulaire diminue et plus la qualité en forme anisotrope des éléments
est meilleure. Pour le maillage . qapt uitra fin, la qualité atteint les 96% pour l'intervalle
[0.9 — 1.0]. Deux histogrammes permettent de mesurer et de comparer 'angle diedre sur
les maillages adaptés. On remarque que les maillages avec un écart angulaire de § = 1.0°
se situent a un angle diedre ® 4, ... < 4°. Le maillage avec un écart angulaire de
¢ = 0.1° se situe a un angle diedre @ 4 .. . 0 < 2° ce qui est excellent pour un
maillage géométrique multi-carreaux. De plus la répartition de I’angle diedre est autour

de D 4. 1umtwitra yin = 0-1°. Une augmentation de la gradation induit une perte sur l'angle
diedre.
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Figure 4.48 GBJ anisotrope fin — Nombre d’entités dans le maillage. Histogrammes de qualité
en forme anisotrope des éléments et de l’angle diedre pour les maillages Modapt, Madapt fin G=1.6
%adapt finG=1.2 et %adapt ultra fin-
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La figure 4.49 montre les maillages anisotropes fins du GBJ Audapt fin=1.2 €t
Madapt fin=1.6- On s’apercoit de l'effet de la gradation, plus la gradation est élevée et
moins il y a de neeuds.

Figure 4.49 GBJ anisotrope — Maillages géométriques anisotropes fins du GBJ Madapt fin G=1.2
et Madapt finc=1.6, 0 = 1.0°, G = 1.2 a gauche et G = 1.6 a droite, hpin = 1.0, hpae = 300.0 a@
partir du maillage M qqapt-

La figure 4.50 montre les résultats des maillages anisotropes fins du GBJ .4, qapt fin c=1.2
et Madapt fin=1.6. On s’apercoit de l'effet de la gradation sur les cartes de tailles. Une
augmentation de la gradation diminue la qualité en forme des éléments dans les zones de
forte variation de courbures. Une augmentation de la gradation augmente I'angle diedre
dans les zones de forte variation de courbures.
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Figure 4.50 GBJ anisotrope fin — Maillages géométriques anisotropes fins du GBJ
Madapt finG=1.2 €t Madapt finG=1.6- Carte de taille hy, ho. Qualité en forme anisotrope des élé-
ments et angle diedre.

Les figures 4.51, 4.52, 4.53 et 4.54 montrent le maillage anisotrope ultra fin du GBJ
Madapt ultra finG=1.2. La densité de nceuds est extréme dans les zones a forte variation de
courbures. Au contraire dans les zones a faible variation, la densité de noeuds diminue. La
gradation des mailles entre le plan horizontal et la dérive est progressive en tailles et en
directions.
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Figure 4.51 GBJ anisotrope fin — Maillage géométrique anisotrope ultra fin du GBJ
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Bilan de ’adaptation anisotrope multi-carreaux

Le processus de remaillage anisotrope multi-carreaux a convergé sur le Generic Business
Jet. Les objectifs sur la longueur unité, la gradation et les bornes sur les cartes de taille
sont atteints. Les résultats sont une maximisation de la qualité en forme des éléments
et une minimisation de ’angle diedre. Le nombre de nceuds et ’angle diedre sont plus
faibles par rapport au méme cas isotrope a iso-parametres. Ce processus valide I’algorithme
d’adaptation anisotrope d’un maillage surfacique multi-carreaux 3.11. De plus la structure
de données utilisée est éprouvée puisqu’un cas a 4.5 millions de noeuds a été généré par
adaptation de maillage.

4.3.6 Adaptation GBJ déformable

Le résultat d’un calcul aérodynamique peut conduire a modifier ou changer la géométrie
initiale via la boucle d’optimisation. Le maillage est déformé a iso-topologie et iso-nombre
de noeuds. Or les grandes déformations peuvent cisailler le maillage ou pire le rendre non
conforme. Pour améliorer ce maillage déformé, il est nécessaire de mettre en place un
processus de remaillage automatique apres déformation de la géométrie et du maillage.
L’idée est donc d’adapter le maillage quand la qualité en forme des éléments est trop
dégradée.

Deux déformations de la géométrie du GBJ sont envisagées au niveau de la voilure.
Dans un premier cas, on étire la voilure principale. Dans 'autre cas, on combine une
torsion et une flexion sur la voilure. Le but est de maximiser la qualité en forme des
éléments du maillage suite a une déformation dans le cas isotrope et anisotrope.

Figure 4.55 GBJ déformable — Géométries GBJ initiale 4, avec voilure déformée par étire-
ment Getire, avec voilure déformée par torsion et flexion combinées Giorsion flexion-
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Sur la figure 4.57, on voit que la qualité en forme isotrope des éléments se dégrade
apres la déformation a iso-topologie. Apres 'adaptation, la qualité en forme est améliorée
et elle est équivalente a la qualité avant déformation.

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

Figure 4.57 GBJ isotrope déformable — Qualité en forme isotrope des éléments My, Myey et
%def adapt +

Sur la figure 4.58, on voit que le processus d’adaptation de maillage converge. Les
objectifs de maillage unité et de gradation sont retrouvés.
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Sur la figure 4.60, on voit que la qualité en forme anisotrope des éléments se dégrade
apres la déformation a iso-topologie sur le bord d’attaque de la voilure. Apres 'adaptation
de maillage, la qualité en forme est améliorée et équivalente a la qualité avant déformation.

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

0.00E+000 2.50E-001 5.00E-001 7.50E-001 1.00E+000

Figure 4.60 GBJ anisotrope déformable — Qualité en forme anisotrope des éléments My, M ey

et %def adapt +

Sur la figure 4.61, on voit que le processus d’adaptation converge vers un état fixe. Les
objectifs de maillage unité et de gradation sont retrouvés.
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Cet algorithme itératif donne raison a Mavriplis. En effet des 1998, il travaille sur les
techniques d’accélération de convergence pour les maillages non structurés [65]. Il met
en avant les avancés possibles en algorithmique et en matériel informatique de la future
décennie pour I'accélération de la convergence : le parallélisme, la tolérance de latence de
la mémoire et notamment la naissance d’une myriade d’algorithmes d’adaptation direct
ou indirect par itération.

Bilan de ’adaptation avec géométrie déformable

Les adaptations isotrope et anisotrope sur géométrie multi-carreaux déformable sont
un succes. Le processus de remaillage est rapide, car le nombre de nocuds optimal est déja
quasiment atteint avant 'adaptation. En outre le remaillage se concentre uniquement sur
les zones déformées.

4.4 Conclusions

L’ensemble de ces applications a permis de confirmer la théorie du chapitre 2, de valider
les algorithmes du chapitre 3 et d’interfacer ses nouveaux outils dans les chaines de calcul
existantes présentées dans le chapitre 1. La théorie de la métrique fonctionne parfaite-
ment pour l'adaptation de maillage. Les outils d’adaptation de maillage développés sont
génériques et permettent de remailler n'importe quel maillage 2d plan ou 3d surfacique a
partir d’'une métrique.

La méthode de Hamann n’est pas recommandée pour un processus d’adaptation au
risque de ne pas faire converger l'algorithme d’adaptation rapidement voir pas du tout
pour le cas anisotrope. De plus sa mise en ouvre est complexe dans le cas du muli-carreaux
car il faut récupérer le voisinage du bon carreau pour évaluer la courbure correspondante.
L’algorithme de correction H-choc est validé pour les cas isotrope et anisotrope. De plus
il est intégré avec succes dans le processus d’adaptation. Il permet notamment de lisser
les champs de taille pour les cas multi-carreaux. L’adaptation de maillage a montré avec
succes sa précision pour capter les champs a forte variation.

Trois constructions de métrique sont proposées pour le cas 2d plans. Deux métriques
sont isotropes. Elles sont basées sur la taille a la peau et une combinaison de la taille a
la peau et la distance a la peau pour préserver un potentiel maillage structuré de couche
limites. Des applications sont effectuées avec succes sur des profils mono-corps, bi-corps et
tri-corps. On peut adapter les arétes internes en préservant les arétes frontieres ou adapter
I’ensemble des arétes. Une derniére construction de métrique est proposée dans le cadre
de I'adaptation anisotrope apres un déplacement relatif entre les corps. La métrique est
basée sur la taille a la peau, la distance a la peau, le vecteur tangentiel a la peau et le
vecteur normal a la peau. Cependant I'introduction de cette méthode reste a tester.

Dans le cadre de 'adaptation 3d surfacique, le processus d’adaptation converge plus
facilement pour le cas isotrope que pour le cas anisotrope. En effet le cas anisotrope
converge plutét vers un état fixe ou il reste un ensemble d’arétes de longueurs limites
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a casser ou a enlever a chaque itération. Pour le cas isotrope, les trois normes d’inter-
polation donnent les mémes résultats a colit équivalent. Le changement de parametres
de l'adaptation donne des résultats différents. Une diminution de 1’écart angulaire par
rapport au plan tangent # entraine une maximisation de la qualité en forme des éléments
et une diminution de l'angle diedre. Une gradation G proche de 1 augmente le nombre
de nceuds mais maximise la qualité et minimise I’angle diedre. Une gradation G entre
1.2 et 2.5 donne des difficultés a l'algorithme d’adaptation pour converger sur le profil
ONERA M6. La qualité anisotrope et ’angle diedre se dégradent avec 'augmentation de
la gradation jusqu’a une gradation tres grande G' = 100.0 ou la qualité et 'angle diedre
s’améliorent.

Le nouveau critere d’alignement permet d’aligner les éléments selon les directions
principales a condition que la gradation G soit proche de 1.0. Cependant les longueurs
créées par le bouger de neeuds avec alignement sont Lyg = 1.0 et Ly = /2 ce qui est en
désaccord avec le maillage unité objectif L = 1.0.

Une adaptation de maillage anisotrope ultra fine avec 6 = 0.1°, G = 1.2, hpin = 1.0
et hppar = 300.0 sur le GBJ est un succeés. Le maillage adapté est composé de 4.5 millions
de neeuds et de 27 millions d’arétes ce qui conforte l'idée du bon choizx de la structure de
données. La qualité en forme anisotrope des éléments est excellente. L’angle diedre est
inférieur a 2° sur tout le domaine avec une répartition moyenne autour de 0.1°. De plus
ladaptation peut se faire de facon progressive en itérant [’algorithme d’adaptation avec
des parametres intermédiaires.

Pour conclure, cette étude a montré que la plate-forme automatique d’adaptation de
maillage est compléetement maitrisée et que les résultats obtenus avec elle sont satisfai-
sants. Par conséquent, il ne reste plus qu’a coupler I’adaptation de maillage dans la boucle
d’optimisation pour mettre en place un processus completement automatique d’optimisa-
tion de formes.



Conclusions et perspectives

Conclusions

Dans cette these, nous avons présenté un travail sur I'adaptation de maillage 2d plan
et 3d surfacique pour les cas isotrope et anisotrope apres déformation de maillage dans
une boucle d’optimisation de formes aérodynamiques. L’adaptation est au centre des
préoccupations des mondes industriel et académique a cause de 'augmentation constante
de la complexité des problemes a modéliser numériquement. L’adaptation de maillage s’est
développée grace aux travaux antérieurs [59], [22] et [10]. Plus récemment des adaptations
remarquables de maillage sur avion complet [69] ont montré I'intérét des industriels dans
le développement d’algorithme d’adaptation de maillage global.

Cependant, le traitement des problemes de maillage déformé dans les boucles d’opti-
misation de formes aérodynamiques restent encore problématique en raison du verrou de
Iiso-topologie et de l'iso-nombre de nceuds. Relativement peu de travaux ont étudié ce
probléme et aucune approche n’a été proposée pour ’adaptation de maillage dans le cadre
de méthodes de remaillage local. Trouver une réponse a ce probléeme est nécessaire, car
les futures boucles d’optimisation automatique de formes aérodynamiques doivent élargir
considérablement leur champ de recherche pour répondre aux contraintes économiques et
environnementales.

Pour répondre a ces attentes, notre contribution a été de concevoir un nouvel algorithme
d’adaptation de maillage automatique générique d’application 2d plan et 3d surfacique
apres déformation de maillage dans la boucle d’optimisation en définissant une métrique
adéquate isotrope ou anisotrope. Le point central de cette approche a été de développer les
outils de remaillage local pour transformer le maillage initial en maillage unité respectant
la métrique. Cette approche a 'avantage d’étre automatique et d’application générale. De
plus, l'algorithme cherche a construire des maillages optimaux en termes de tailles et de
directions. L’ensemble des applications a permis de confirmer la théorie de la métrique, de
valider les algorithmes d’adaptation automatique mis en place et d’interfacer ses nouveaux
outils génériques dans les chaines de calcul existantes. Les exemples présentés ont montré
que 'algorithme permet de remailler n'importe quel maillage 2d plan ou 3d surfacique a
partir d’'une métrique dans des temps de calcul raisonnables.

Par ailleurs, nous avons introduit un nouveau critére de qualité en forme anisotrope
avec alignement suivants les directions principales dans le but d’adapter et de conserver
dans une moindre mesure les maillages structurés. Notre apport sur ce point a été de
construire ce critéere de qualité par rapport aux directions principales d’'une métrique et

193
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de notamment mesurer ’écart angulaire entre les cotés d’un élément et ces directions.

En outre, les résultats d’adaptation de maillage obtenus a partir d'un maillage déformé
tendent a montrer que l'adaptation automatique de maillage est un sujet prometteur
pour l'industrie. Cependant il est étonnant de constater qu’actuellement ’adaptation de
maillage automatique n’est pas utilisée de fagon intensive dans ce milieu.

Toutefois, tous les problemes ne sont pas encore résolus et les perspectives de recherches
sont nombreuses. Ce travail a mis en évidence de futurs axes de recherches :

- 'adaptation de maillage 3d volumique et notamment le développement des opéra-
teurs de modification locale associés [40] [14] [62]

- 'adaptation de maillage parallele pour accélérer le temps de calcul grace a la classi-
fication des zones aussi bien dans le maillage surfacique que le maillage volumique
[61]

- l'adaptation de maillage avec intersection de métriques pour adapter un maillage
selon la géométrie et la physique [43] [38§]

- 'adaptation de maillage structuré pour les problemes de couche limite avec la mise
en place de nouveaux algorithmes d’adaptation de maillage structuré pour obte-
nir un maillage dont les éléments sont rectangles et alignés suivant les directions
principales

Perspectives

De ce travail découle un large éventail de perspectives pour 'adaptation de maillage
avec des métriques d’origine géométrique et physique. Nous allons indiquer quelques axes
de recherches futurs dans la continuité de ce travail et présenter des ouvertures vers de
nouveaux problémes d’adaptation de maillage structuré.

L’algorithme d’adaptation de maillage présenté dans cette these est d’application géné-
rale. Son utilisation peut étre étendue a de nouvelles problématiques incluant le couplage
de la géométrie et de la physique grace a l'intersection de métrique et a son extension
dans le cas 3d volumique. En effet les écoulements modélisés par les équations de Navier
Stokes peuvent étre capturés dans le maillage par la définition d’une métrique physique
adéquate. Cependant des métriques sont encore a découvrir pour 'adaptation de maillage
structuré type couche limite. De plus le parallélisme pourra étre utilisé pour accélérer le
temps de calcul de 'adaptation de maillage volumique.

L’introduction d'un nouveau critere de qualité anisotrope avec alignement a mis en lu-
miere deux points fondamentaux. D’ une part ce critere fonctionne et optimise le maillage
pour aligner les éléments selon les directions principales de la métrique en créant des
arétes de longueur dans la métrique égale & Ly = 1 et Ly = /2. D’autre part I'al-
gorithme d’adaptation utilisé recherche le maillage unité telle que Ly, = 1, ce qui n’est
pas en adéquation avec Ly, = /2. I devient impératif pour I’avenir de développer des
algorithmes d’adaptation de maillage structuré avec la recherche d’un maillage unité dont
en théorie 60% des arétes sont de longueur dans la métrique Ly, = 1 et 30% des arétes
sont de longueur dans la métrique L = v/2.



Annexe A

Adaptations de maillages sur
surfaces fermées

Cette annexe rassemble ’ensemble des adaptations anisotropes de maillages a partir de
maillages isotropes de surfaces fermées. D’abord le tore est étudié a travers la variation de
la gradation. Ensuite un maillage d'une géométrie de type joint est adapté pour s’assurer
que les courbures négatives sont bien traitées. Enfin l'algorithme d’adaptation est testé
sur un entrelacement.

A.1 Tore

Le maillage isotrope d'un tore est adapté avec la métrique géométrique anisotrope
pour deux valeurs de gradations G = 1.2 et G = 1.8, figure A.1. On s’apercoit qu’'en
augmentant la valeur de la gradation, 1’anisotropie se concentre de plus en plus sur la
zone ot la courbure dans la deuxiéme direction est nulle, figure A.2. En outre on n’observe
aucun changement pour hj;.

Figure A.1 Adaptation d’un tore de section ellipsoide — Maillage initial a gauche. Maillage
adapté avec gradation G = 1.2 au milieu. Maillage adapté avec gradation G = 1.8 a droite.
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Figure A.2 Adaptation d’un tore de section ellipsoide — Maillage et cartes de courbure hy et
hy des maillages adaptés avec G = 1.2 en haut et G = 1.8 en bas pour un écart angulaire § = 2°,
une taille minimale hpn = 1.0 et une taille mazimale hoyqe = 100.0.

A.2 Joint

La figure A.3 montre 'adaptation anisotrope du maillage d’un joint axi-symétrique.
On voit que la courbure négative est bien gérée comme la courbure positive. Les cartes
de tailles sont conformes et en accord avec les cartes de courbures.

A.3 Entrelacement

La figure A.4 présente 'adaptation anisotrope du maillage d’une forme fermée non
axi-symétrique. On voit que la qualité en forme anisotrope des éléments est bonne. Les
cartes de tailles sont conformes et en accord avec les cartes de courbures.
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Figure A.3 Adaptation d’un joint — Maillage initial avec vue en coupe en haut. Maillage
adapté avec vue en coupe avec un écart angulaire 0 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille
minimale hyin = 5.0 et une taille mazximale hp,q, = 100.0 au miliew haut. Cartes de courbure
k1 et ke du maillage adapté au milieu bas. Cartes de taille hy et ho du maillage adapté en bas.
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Figure A.4 Adaptation d’un entrelacement — Maillage initial en haut d droite. Maillage adapté
en haut & gauche. Cartes de courbures k1 et ko du maillage adapté au milieu haut. Cartes de
taille hy et ho du maillage adapté au milieu bas. Qualité en forme anisotrope des éléments en
bas.



Annexe B

Adaptations de maillages sur
surfaces ouvertes

Cette annexe rassemble I'ensemble des adaptations anisotropes de maillages a par-
tir de maillages isotropes de surfaces ouvertes. D’abord la forme cylindrique est étudiée
pour montrer les capacités de I'algorithme pour déraffiner /raffiner un maillage. En outre
I’alignement des mailles est étudié suivants les directions principales. Ensuite le maillage
obtenu avec le mailleur BLSURF est comparé au maillage adapté d'une géométrie en forme
de bosse a iso-parametres. Puis 'algorithme est testé sur une forme répétitive pour voir les
différences de mailles dans les iso-zones. Enfin d’autres formes sont testées pour montrer
lefficacité de I'algorithme d’adaptation sur des formes diverses.

B.1 Cylindre

D’abord nous étudions l'influence de ’écart angulaire par rapport au plan tangent
dans l'adaptation en prenant une taille maximale h,,,, plus grande que la longueur du
cylindre. Ensuite nous analysons une adaptation en prenant une taille maximale inférieure
a la longueur du cylindre. Enfin nous intégrons le critere de qualité avec alignement pour
aligner les éléments suivant les directions principales.

vorsro9@

Figure B.1 Adaptation d’un cylindre — Maillage initial & gauche. Maillages adaptés avec un
écart angulaire 8 = 45°,15°,4°,0.1°, une gradation G = 1.2, une taille minimale hp;, = 10.0 et
une taille mazrimale hpae = 4 000.0 de gauche a droite.

On s’apercoit sur la figure B.1 que I'algorithme d’adaptation fonctionne pour déraffiner
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le maillage h01s ant un écart angulaire grand ainsi que pour raffiner le maillage en
ChOlSlssant art angulaire pe tt

la figure B.2 présente une adaptation de maillage avec une taille maximale inférieure a
la longueur du cylindre. On voit une section circulaire se dessiner au milieu du cylindre
mais la section circulaire n’est pas parfaite. L’introduction d’un critére d’optimisation est

écessaire pour aligner ses éléments. En outre on retrouve des cartes de taille constantes
pour les deux directions.

Fgu B2Adptt d’u yl ndre — Maillage initial en haut a gauche. Maillage adapté

ave art angulaire 6 = 2 e gradation G = 12 e taille minimale hy,i, = 10.0 et une

ta ll e ma ml hmm—10000 h ut droite. Q alité f rme anisotrope du maillage adapté
u milieu. Cartes de taille hy et hy constante en bas.
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Le critere d’alignement est introduit pour essayer de corriger les mauvais alignements
par un bouger-basculer en fin d’adaptation. La figure B.3 montre les résultats en prenant
une taille maximale encore plus petite. L’amélioration se voit mais n’est pas parfaite. Une
nouvelle stratégie d’adaptation est nécessaire pour obtenir ce type de maillage.

2L
K
Z

Figure B.3 Adaptation d’un cylindre — Maillage adapté avec un écart angulaire 0 = 4°, une
gradation G = 1.2, une taille minimale b, = 10.0 et une taille mazrimale hpyqe = 300.0 en haut
a gauche. Maillage adapté avec un bouger-basculer de neeuds avec le critére d’alignement en haut
a droite. Alignement des arétes des maillages adaptés au milieu. Qualité en forme anisotrope
avec alignement des maillages adaptés en bas.
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B.2 Bosse

Une comparaison est effectuée entre le mailleur BLSURF et l'algorithme d’adaptation
de maillage a iso-parametres sur la figure B.4. On peut voir la méthode frontale de
BLSURF dans les mailles en partant des frontieres vers 'intérieur. L’adaptation montre
un maillage non-structuré. Le nombre de noeuds est 1égerement plus faible pour 'adapta-
tion de maillage par rapport a BLSURF. Cette tendance s’explique par ’absence de fusion
de fronts dans la méthode adaptative. La présence de la configuration, nombre de nceuds
voisins d’un nceud égal a 4, est beaucoup plus élevée dans la méthode adaptative que
pour BLSURF. Ce phénomene s’explique par le casser d’aréte qui crée cette configuration
a quatre voisins dans la méthode adaptative.

Figure B.4 Adaptation d’une bosse — Maillage généré avec BLSURF wvue de dessus en haut.
Maillage adapté da iso-paramétres vue de dessus en bas.

La figure B.5 montre 'adaptation de maillage anisotrope de la bosse a partir d'un
maillage isotrope. On s’apercoit que les champs de courbure sont captés correctement



B.2. BOSSE 203

par les champs de taille. De plus la qualité en forme anisotrope des éléments est tres
bonne. Cependant 1’écart angulaire et la taille minimale ne sont pas assez fins pour capter
correctement le champ k.
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Figure B.5 Adaptation d’une bosse — Maillage isotrope initial en haut a gauche. Maillage
anisotrope adapté avec un écart angulaire 8 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale
hmin = 1.0 et une taille maximale by = 1 000.0 en haut o droite. Cartes de courbure k1 et Kko.
Cartes de taille hy et ha. Qualité en forme anisotrope des éléments avec vue de dessus en bas.

La figure B.6 compare le champ de courbure k5 entre une adaptation avec § = 2°
hmin = 1.0 et une adaptation avec # = 0.1°, h,,;,, = 0.1. Le champ est mieux capté avec
un # faible et un h,,;, faible mais le nombre de nceuds est beaucoup plus élevé.
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Figure B.6 Adaptation d’une bosse — Comparaison de la carte de courbure ko obtenue par
adaptation anisotrope avec un écart angulaire 0 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale
himin = 1.0 et une taille mazximale hpqe = 1 000.0 @ gauche et avec un écart angulaire 6 = 0.1°,
une gradation G = 1.2, une taille minimale hp = 0.1 et une taille mazrimale hpyqe = 1 000.0
a droite.

B.3 Montagne

L’adaptation de maillage de la montagne montre la capacité de 'algorithme a adapter
le maillage en créant des zones isotropes et anisotropes quand cela est nécessaire.

Figure B.7 Adaptation d’une montagne — Maillage initial en haut d gauche. Maillage adapté
en haut a droite. Carte de taille hy et ho du maillage adapté en bas.
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B.4 Drapé

Les adaptations de maillages du drapé montrent une forte anisotropie avec des tran-
sitions brusques entre isotropie et anisotropie. Plus la valeur de la gradation augmente
et plus la qualité en forme anisotrope des éléments se dégrade. Cependant les champs de
courbure sont bien captés méme si la valeur de la gradation est grande.

Figure B.8 Adaptations d’un drapé — En haut de gauche da droite, maillage initial, maillage
anisotrope adapté avec un écart angulaire 8 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale
hmin = 5.0 et une taille maximale hpe, = 100.0, maillage anisotrope adapté avec un écart
angulaire 8 = 2°, une gradation G = 1.8, une taille minimale by = 5.0 et une taille mazimale
hmaz = 100.0. Cartes de courbure k1 et ko, cartes de taille hi et hy et qualité en forme anisotrope
des éléments du maillage adapté avec G = 1.2 au milieu et G = 1.8 en bas.
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B.5 Serpentin

Les adaptations de maillages du serpentin présentent une évolution constante de ’ani-
sotropie avec des transitions douces entre isotropie et anisotropie. L’augmentation de la
valeur de gradation ne semble affecter que la taille hy. En outre la qualité en forme ani-
sotrope des éléments se dégrade avec cette augmentation. Comme le tore, la qualité en
forme anisotrope des éléments est de plus mauvaise qualité quand il y a des discontinuités
dans les courbures, a savoir la courbure k9 qui s’annule.

Figure B.9 Adaptations d’un serpentin — En haut de gauche a droite, maillage initial, maillage
anisotrope adapté avec un écart angulaire 0 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale
hmin = 5.0 et une taille mazimale hyq, = 100.0, maillage anisotrope adapté avec un écart
angulaire 0 = 2°, une gradation G = 1.8, une taille minimale hyin = 5.0 et une taille mazimale
hmaz = 100.0. Cartes de courbure k1 et Ko, cartes de taille hy et ho et qualité en forme anisotrope
des éléments du maillage adapté avec G = 1.2 au miliev et G = 1.8 en bas.
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B.6 Ressort

207

L’adaptation de maillage du ressort

a section évolutive étaye les capacités de 1’algo-
rithme a adapter des formes diverses.
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Figure B.10 Adaptation d’un ressort — En haut de gauche d droite, maillage initial, maillage
anisotrope adapté avec un écart angulaire 6 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale
hmin = 5.0 et une taille maximale hpqe = 100.0, zoom et qualité en forme anisotrope des
éléments du maillage adapté. En bas cartes de courbure k1 et ko, cartes de taille hy et hs.
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Annexe C

Adaptations de maillages sur
surfaces complexes

Cette annexe rassemble ’ensemble des adaptations anisotropes de maillages a partir
de maillages isotropes de surfaces complexes avec notamment des raccords de surfaces
Cy. D’abord le maillage d'une hélice a huit pales est adapté pour vérifier la diffusion des
tailles par la correction H-choc entre les surfaces de raccord Cj. Ensuite une forme plus
complexe composée principalement d’intersections cylindriques est testée pour vérifier la
bonne diffusion des tailles lorsque 1'anisotropie est forte ainsi que la bonne mise a jour
des types d’aréte lors de 'adaptation. Enfin le maillage d’'une théiere, faisant référence a
la théiere de I’'Utah de Martin Newell, est adapté pour montrer 'efficacité de 'adaptation
de maillage sur des géométries complexes.
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C.1 Hélice

L’adaptation de maillage de I’hélice montre la dilution des petites tailles des pales vers
des grandes tailles sur le moyeu central pour les cartes de tailles hy et ho.
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Figure C.1 Adaptation d’une hélice — Maillage initial et maillage anisotrope adapté avec un
écart angulaire 0 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale hp,;, = 1.0 et une taille

maximale Rpae = 1 000.0 avec zooms en haut. Cartes de courbure k1 et ko en dessous. Cartes
de taille hq et hy en bas.
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C.2 Intersections cylindriques

L’adaptation de maillage d’intersections cylindriques présente un remaillage sur 52
carreaux surfaciques. L’opérateur de projection a fonctionné correctement. Il n’y a pas eu
d’erreurs dans la mise a jour des types d’aréte. L’adaptation est un succes.

Figure C.2 Adaptation d’intersections cylindrigues — Maillage adapté. Cartes de courbure ki
et ko en haut. Cartes de taille hy et hy en bas.
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Figure C.3 Adaptation d’intersections cylindriques — Maillage initial et maillage anisotrope
adapté avec un écart angulaire = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale h,,;, = 10.0
et une taille mazximale hpyq, = 1 000.0 avec zooms.
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C.3 Théiere

Figure C.4 Adaptations d’une théiere — Maillage initial en haut. Maillage adapté avec un
écart angulaire 0 = 2°, une gradation G = 1.2, une taille minimale hp;n = 1.0 et une taille
mazimale hmqr = 1 000.0 au milieu. Maillage adapté avec un écart angulaire 8 = 2°, une
gradation G = 1.8, une taille minimale hpyin = 1.0 et une taille mazimale hpq, = 1 000.0 en

Figure C.5 Adaptations d’une théiere — Cartes de courbure k1 et ks, cartes de taille hi et hs
avec G = 1.2 en haut et G = 1.8 en dessous. Qualité en forme anisotrope des éléments en bas
avec G = 1.2 d droite et G = 1.8 a gauche.
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Adaptation de maillages  pour
Poptimisation de formes aérodyna-
miques

Dans le contexte de boucle d'optimisation automa-
tique de formes aérodynamiques, la précision des
solutions dépend étroitement de la qualité des mail-
lages. L'adaptation de maillage permet, de maniére
automatique, de contrdler cette précision en modi-
fiant la discrétisation du domaine de calcul. Ce tra-
vail présente I'adaptation de maillage isotrope et
anisotrope ainsi que son application dans cette
boucle d'optimisation aprés déformation de mail-
lage. Le maillage est adapté en utilisant des opéra-
teurs de modifications locales tels que la bascule, la
condensation, la subdivision d'arétes et le reposi-
tionnement des nceuds pour atteindre le maillage
unité dans la métrique prescrite. Dans le cas 2d
plan, la construction de la métrique anisotrope est
basée sur la taille tangentielle des arétes de la peau
du corps ou du profil engraissé et la norme du dé-
placement issue de la fonction a base radiale utilisé
lors du déplacement d'un corps. Dans le cas 3d
surfacique, la construction des cartes de tailles de la
meétrique géométrique anisotrope est effectuée a
partir des courbures de la surface déformée. Dans le
cas d'adaptation de maillage structuré, un nouveau
critere de qualité en forme anisotrope des éléments
est proposé pour aligner les éléments suivants les
directions principales.

Plusieurs exemples bidimensionnels et tridimen-
sionnels sur des géométries complexes viennent
illustrer la pertinence de I'approche proposée. En
particulier, elle est appliquée a des problémes d'op-
timisation 2d plan d'un tri-corps et 3d surfacique du
Generic Business Jet.

Mots clés : calcul adaptatif — anisotropie — grilles
(analyse numérique) — topologie de I'espace mé-
trique — Navier-Stokes, équations de.

Mesh Adaptation for the Optimization of
Aerodynamic Shapes

In the context of an automatic optimization loop for
aerodynamic shapes, the accuracy of a solution
depends closely on the mesh quality. Mesh adapta-
tion allows this accuracy to be automatically con-
trolled by modifying the computational domain dis-
cretization. This work presents isotropic and aniso-
tropic mesh adaptation and its application in this
optimization loop after mesh deformation. The mesh
is adapted by using local modification operators
such as swapping, condensation, subdivision of
edges and relocating nodes to reach a unit mesh in
the prescribed metric. In the 2d plane case, the
construction of the anisotropic metric is based on
the tangential size of the edges of the body skin or
the fattened airfoil and the norm of the displacement
resulting from the radial basis function used during
the displacement of a body. In the 3d surface case,
the construction of the size maps of the anisotropic
geometric metric is carried out from the curvatures
of the deformed surface. In the case of adaptation of
structured mesh, a new anisotropic quality criterion
of the elements is proposed to align the elements
following the main directions.

Several two-dimensional and three-dimensional
examples on complex geometries are provided so as
to emphasize the relevance of the proposed ap-
proach. In particular, it is applied to 2d plan optimi-
zation problems of a tri-body and applied to 3d sur-
face of the Generic Business Jet.

Keywords: adaptive computing — anisotropy — nu-
merical grid generation (numerical analysis) — dis-
tance geometry — Navier-Stokes equations.
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