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Résumé

Nous étudions la valeur de l'information dans des problémes d’ordonnancement
semi-online sur machine unitaire. Nous proposons des algorithmes semi-online pour ré-
soudre ces problémes et nous évaluons leurs performances. Contrairement aux problémes
d’ordonnancement classiques offline ot le décideur connait toutes les caractéristiques de
I'instance & ordonnancer, dans les problémes d’ordonnancement online ou semi-online
la prise de décision est effectuée sans aucune information ou uniquement avec des infor-
mations partielles sur I'instance. Notre travail consiste & distinguer les informations qui
peuvent améliorer la prise de décision dans un contexte d’ordonnancement semi-online
des informations qui, méme disponibles, n’apportent aucune amélioration. Nous traitons
principalement les problémes semi-online dont la fonction objective est la minimisation
de la somme des dates de fin des taches sur machine unitaire. Nous commencgons par
étudier plusieurs modeéles semi-online avec des informations partielles sur les temps de
traitement des taches. Ensuite, nous considérons le probléme avec une information sur
les dates d’arrivée et finalement la combinaison de l'information sur les temps de trai-
tements et les dates d’arrivée des taches. Pour chaque probléme étudié ou 'information
partielle est identifiée comme utile, nous proposons un algorithme semi-online intégrant
I'information dans la prise de décision. Ensuite, nous évaluons sa performance a ’aide
d’une analyse de compétitivité ou par étude expérimentale comparative.



Abstract

We study the value of information in semi-online single machine scheduling pro-
blems. We propose semi-online algorithms to solve these problems and evaluate their
performances. Unlike the classical offline scheduling problems where the decision maker
knows all characteristics of the instance to be scheduled, in online scheduling problems
the decision making is performed without previous information or only with partial
information about the instance. Our work consists in distinguishing information that
can improve the decision making in a semi-online scheduling context from information
that, even if available, does not bring any improvement. We mainly deal with semi-
online problems for minimising the total completion time on a single machine. We start
by studying several semi-online models with partial information on processing times of
jobs. Then, we consider the problem with information on jobs release dates and finally
the combination of information on processing times and jobs release dates. For each stu-
died problem where partial information is identified as useful, we propose a semi-online
algorithm integrating the information into the decision making. We then evaluate its
performance using a competitive analysis or a comparative experimental study.
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Introduction générale

Contexte générale

Au fil du temps et grace au développement des technologies, trois révolutions sont
apparues dans le monde industriel. La premiére révolution industrielle a utilisé I’énergie
hydraulique et la vapeur pour mécaniser la production. La deuxiéme a utilisé I'énergie
électrique pour créer une production de masse. La troisiéme a utilisé 1’électronique et
les technologies de l'information pour automatiser la production.

Aujourd’hui, la révolution numérique qui se produit depuis le milieu de la derniére dé-
cennie donne naissance a ce que 'on appelle « I'industrie 4.0 ». Elle se caractérise par
une fusion des technologies qui fait disparaitre les frontiéres entre les sphéres physique,
numérique et biologique. Selon une étude menée par Asadollahi-Yazdi et al. [§8], le terme
« Industrie 4.0 » qui est consacré a la quatriéme révolution arrive sans le recul tem-
porel suffisant pour la proclamer. Ainsi, cette révolution n’est qu’une évolution qui se
dessine a travers le développement de plusieurs technologies et le besoin d’adaptation
de plusieurs industries afin de continuer a exister dans ce monde industriel compétitif.

Du coté de l'offre, de nombreux secteurs voient I'introduction de nouvelles tech-
nologies qui créent des moyens nouveaux afin de répondre aux besoins existants et
perturbent considérablement les chaines de valeur industrielles existantes. Du coté de
la demande, la transparence croissante, I’engagement des consommateurs et les nou-
veaux modéles de comportement des consommateurs (qui reposent de plus en plus sur
l'accés a l'internet et aux données) obligent les entreprises & adapter la maniére dont
elles congoivent, commercialisent et fournissent leurs produits et services. Pour une vi-
sion plus claire et compléte sur les défis auxquels sont confrontées les industries dans
la quatriéeme révolution industrielle, nous référons le lecteur vers un article récent de
Panetto et al. [67].
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La hiérarchie traditionnelle dans la gestion de la production qui a depuis longtemps
été reconnue et acceptée dans la pratique est celle constituée de trois niveaux de déci-
sion (stratégique, tactique et opérationnelle) a laquelle le niveau de décision en temps
réel vient s’ajouter. Les décisions prises dans un niveau deviennent des contraintes a
satisfaire dans les niveaux inférieurs et chaque niveau de décision posséde ses propres
modéles de décision et approches de résolution. Dans la Planification Hiérarchique de la
Production (HPP), 'approche hiérarchique courante est celle qui se compose de deux
niveaux : la planification et 'ordonnancement. Le niveau de planification (ou de lot si-
zing) détermine les flux de produits, tandis que le niveau d’ordonnancement détermine
les séquences de taches sur les machines [24].

L’ordonnancement est un processus de prise de décision qui est utilisé réguliérement
dans de nombreuses industries de fabrication et de services. Dans le contexte actuel,
un systéme d’ordonnancement et de séquencement efficace est devenu une nécessité
pour continuer a exister dans le marché concurrentiel actuel. Les entreprises doivent
répondre avec efficacité et réactivité aux besoins du marché, de sorte que les délais
d’expédition soient respectés tout en assurant la qualité des prestations fournies. De
méme, les entreprises doivent ordonnancer les taches tout en optimisant 1'utilisation des
ressources disponibles.

L’ordonnancement consiste a organiser dans le temps la réalisation des téaches,
compte tenu des contraintes temporelles et des contraintes de disponibilité des res-
sources requises. Son but est d’optimiser un ou plusieurs objectifs afin de maximiser
I'efficacité de 'opération et réduire les cofits.

Les ressources et les taches peuvent prendre plusieurs formes dans une organisation.
Les ressources peuvent étre les employés dans un site de construction, les machines
dans un atelier, les serveurs de bases de données dans un réseau, les pistes dans un
aéroport, CPU dans un ordinateur, etc. Les taches peuvent étre les étapes dans un
projet de construction, les opérations dans un processus de production, les données
dans un réseau, les décollages et les atterrissages dans un aéroport, les exécutions des
programmes informatiques, etc. Les taches peuvent avoir un ou plusieurs parameétres,
comme le temps de traitement requis, la date d’arrivée, la date d’échéance souhaitée,
un certain niveau de priorité, etc. Les fonctions objectifs peuvent également prendre
plusieurs formes. Pour les problémes de minimisation par exemple, nous identifions la
date de fin moyenne des taches, la date de fin de la derniére tache ordonnancée, appelée
makespan, le retard total ou moyen, etc.

Contrairement aux problémes d’ordonnancement classiques « offfine », ot I’on connait
toutes les informations relatives & une instance donnée, dans les problémes d’ordonnan-
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cement « online » nous n’avons aucune information sur le nombre de taches qui vont
arriver et quand elles vont arriver. De méme, toutes les caractéristiques des taches a
ordonnancer comme les temps de traitement et les dates d’échéance sont indisponibles
au décideur. Les premiers algorithmes online se trouvent dans la thése de doctorat [45]
et dans l'article du journal [46] de Johnson. Johnson suggére que l'origine des mots «
offline » et « online » se trouve dans les systémes de cryptographie, dans lesquels le
décryptage était effectué dans le cadre du systéme de communication (communication
en ligne) ou aprés le fait en utilisant d’autres moyens (communication hors ligne) [29].

Entre ces deux modéles d’ordonnancement online et offline, nous y trouvons 1’or-
donnancement semi-online qui permet une relaxation de la contrainte online ou au-
cune information sur la séquence des taches n’est connue & l'avance. Un algorithme
semi-online ressemble plus & un algorithme online du fait que les décisions concernant
les taches disponibles doivent étre immédiates et irrévocables. Cependant, 1’algorithme
semi-online a l'avantage de connaitre une ou plusieurs informations partielles sur la
séquence des taches a ordonnancer. En effet, dans la plupart des scénarios pratiques
actuels, toutes les données ne sont pas disponibles dés le départ. De plus, les données ne
se présentent pas forcément en online, mais peuvent apparaitre avec des informations
supplémentaires. Par exemple, dans le monde réel, le scénario semi-online suivant peut
se produire dans la gestion des données distribuées [10] : les systémes distribués et pa-
ralleles sont souvent confrontés au stockage de fichiers de taille variable sur des serveurs
a capacité limitée. Il est évident que les fichiers sont transmis de maniére aléatoire a
partir d’une source connue et que chaque fichier re¢u doit étre attribué immeédiatement
a I'un des serveurs. L’ordonnanceur central du systéme est limité par les transmissions
successives avant de procéder a une affectation irrévocable. Cependant, on sait par
exemple que la source de transmission a stocké les fichiers dans k serveurs de capacité
unitaire, ce qui donne une idée de la taille totale des fichiers a recevoir. Le défi consiste
a stocker les fichiers sur les serveurs avec une exigence de mémoire minimale.

Plusieurs informations partielles ont été considérées dans la littérature, comme la
somme des temps de traitement des taches énoncée dans I'exemple précédent, le temps
de traitement maximal ou minimal ou méme la combinaison de plusieurs informations.
Plus des informations sont combinées, plus on s’approche du modéle offline classique.
Dans ce contexte, le défi consiste a identifier les informations partielles qui peuvent
apporter un avantage en améliorant la prise de décision.

La majorité des recherches en ordonnancement semi-online ont considéré les pro-
blémes dont la fonction objective est la minimisation du makespan, en particulier sur
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I’environnement a machines paralléles, tandis que la recherche relative a des fonctions
objectives comme la somme des dates de fin des taches n’est rien qu’a ses prémices.

C’est dans cette perspective que nous nous intéressons, dans cette thése, a ’étude
des probléemes d’ordonnancement semi-online de minimisation de la somme des dates
de fin des taches sur machine unitaire. L’environnement & machine unitaire constitue
un cas particulier de tous les autres environnements et les résultats obtenus constituent
une base pour aborder des environnements plus complexes.

Dans cette thése, nous traitons plusieurs problémes d’ordonnancement semi-online
en étudiant l'influence de plusieurs informations partielles sur la prise de décision. En-
suite, nous développons des algorithmes semi-online qui vont exploiter 1'information
ajoutée et nous analysons leurs performances. En raison de 1’absence de I'information
globale sur I'instance, lorsque 1’on cherche & résoudre un probléme d’ordonnancement
online ou semi-online, on ne peut pas évaluer les performances d’un algorithme par
rapport a ses capacités d’obtention de la solution optimale. La qualité d'un algorithme
online/semi-online est généralement évaluée soit par la performance moyenne, soit par
la performance dans le pire des cas. Dans les deux cas, ’évaluation est faite en com-
parant la solution obtenue avec la solution optimale en offline. Pour analyser la per-
formance dans les pires des cas, la méthode qui a connue le plus de popularité est la
méthode d’analyse de compétitivité. En identifiant la pire instance que peut rencontrer
un algorithme online ou semi-online, 'analyse de compétitivité apporte une garantie
de performance quelque soit la séquence des taches & ordonnancer.

En ce qui concerne 'analyse de performance moyenne, nous avons opté pour 1’étude
expérimentale qui permet d’évaluer la performance d’un algorithme semi-online dans
la pratique en le comparant a d’autres algorithmes existants. En particulier, cette com-
paraison est effectuée par rapport a I’algorithme online existant qui n’intégre aucune
information partielle dans sa prise de décision.

Une question importante dans ce domaine est la suivante : quel est l'intérét de
connaitre I'avenir 7 Nous pouvons répondre a cette question en donnant des bornes in-
férieures générales sur le ratio de compétitivité. Une borne inférieure sur le ratio de
compétitivité d’'un probléme implique qu’aucun algorithme online ou semi-online ne
peut avoir un ratio de compétitivité inférieur a cette borne, et donne donc une indica-
tion de ce que I'on gagnera en ayant une information partielle & ’avance. Nous utilisons
ensuite le principe de information value introduit par Tan et Zhang [85] qui consiste
a comparer la borne inférieure générale sur le ratio de compétitivité du modéle semi-
online & la borne inférieure du modele online. Si 'ajout d’une information contribue
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a diminuer la borne inférieure du modéle online, alors I'information est dite valuable.
Sinon, elle est dite valueless.

Structure de la thése

Dans le premier chapitre, nous commengons par présenter des notions de base néces-
saires a la description du sujet d’étude de cette thése ainsi qu’a la compréhension de la
contribution scientifique des travaux réalisés. Ensuite, nous fournissons une description
des méthodes d’évaluation de la performance des algorithmes online et semi-online.
Finalement, nous présentons un état de ’art des problémes online et semi-online iden-
tifiés dans la littérature en insistant sur les problémes d’ordonnancement sur machine
unitaire.

Dans le chapitre 2, nous étudions plusieurs informations sur les temps de traitement
des taches et leur influence sur la performance d’un algorithme online. Le probléme
étudié est la minimisation de la somme des dates de fin des taches sur machine uni-
taire. Les taches sont de type over-time. Nous étudions alors les bornes inférieures pour
plusieurs problémes semi-online, en présentant pour chaque cas I’exemple pour lequel
aucun algorithme semi-online ne peut garantir une meilleure performance. Nous nous
focalisons dans ce chapitre sur I'information sur les temps de traitement des taches et
nous présentons une classification des problémes semi-online selon la notion de infor-
mation value telle que définie par Tan et Zhang [85].

Dans le chapitre 3, nous étudions le probléme semi-online de minimisation de la
somme des dates de fin des taches sur machine unitaire avec des taches qui arrivent
en ordre décroissant des temps de traitement. Nous présentons un nouvel algorithme,
nommé ¢D-SPT, qui prend en compte cette information et qui assure une meilleure
performance que I'algorithme classique online. Nous analysons le ratio de compétitivité
de cet algorithme en utilisant la méthode de transformation d’instance introduite par

.....

semi-online, ce qui veut dire que ¢pD-SPT est le meilleur algorithme pour le probléme.

Dans le chapitre 4, nous étudions dans un premier temps le modéle semi-online
du probléme de minimisation de la somme des dates de fin des taches sur machine
unitaire. Dans cette étude, nous considérons le cas ou les dates d’arrivée des téches
sont connues au départ, alors que les temps de traitement demeurent inconnus. Nous



LISTE DES TABLEAUX 12

développons d’abord un algorithme semi-online, nommé VD-SPT (Variable Delayed
Shortest Processing Time) qui obtient de trés bons résultats sur des instances de petite
taille selon notre étude expérimentale. Ensuite, nous présentons un algorithme nommé
CSPTn pour le probléme qui, en le comparant aux algorithmes online et semi-online
existants, obtient de trés bons résultats sur des instances de grande taille et plus pré-
cisément sur des instances présentant une grande variabilité en termes de temps de
traitement. Finalement, nous présentons la borne inférieure sur le ratio de compétiti-
vité qui permet de vérifier I'utilité de I'information partielle pour le probléme étudié.
Dans un second temps, nous étudions le probléme de minimisation de la somme des
dates de fin pondérées des taches sur machine unitaire. Nous démontrons d’abord que
I'information sur les dates d’arrivée des taches n’apporte aucune amélioration. Ensuite,
nous étudions la combinaison de I'information sur les dates d’arrivée potentielles et une
borne sur le plus petit temps de traitement. Pour ce probléme, nous développons un
algorithme semi-online, nommé MCSWPT, et nous évaluons sa performance par une
étude expérimentale comparative.

Enfin, une conclusion générale cloture ce manuscrit en résumant les différents tra-
vaux réalisés ainsi que des perspectives pour des travaux futurs.



Chapitre 1

Etat de l’art

Résumé :

Dans ce chapitre, nous présentons une revue de la littérature des problémes d’ordon-
nancement qui peuvent étre distingués en trois catégories : offline classique, online et
semi-online. Dans les modéles d’ordonnancement offline, les caractéristiques des taches
sont supposées connues a ’avance lors de ’établissement de I'ordonnancement. Cepen-
dant, dans les problémes d’ordonnancement online, ces caractéristiques ne sont pas dis-
ponibles et des algorithmes spécifiques qui prennent les décisions en temps réel doivent
étre développés. Entre ces deux catégories, le modéle semi-online offre une relaxation de
la contrainte online en rendant connue une information partielle sur les caractéristiques
des taches a ordonnancer. Tout d’abord, nous présentons dans ce chapitre des notions
de base nécessaires a la description du sujet d’étude de cette thése ainsi qu’a la compré-
hension de la contribution scientifique des travaux réalisés. Ensuite, nous fournissons
une description des méthodes d’évaluation de la performance des algorithmes online et
semi-online et des approches de résolutions adaptées a ces différents problémes. Fina-
lement, nous présentons un état de I'art des problémes online et semi-online identifiés
dans la littérature en insistant sur les problémes d’ordonnancement sur machine uni-
taire.

13
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1.1 Problémes d’ordonnancement

Au cours des soixante derniéres années, un effort de recherche considérable a été
consacré a 'ordonnancement déterministe. Le nombre et la variété des modéles envi-
sagés est important. Les modéles dans le domaine de 'ordonnancement sur machines
sont devenus trés standardisés et une notation s’est développée permettant de décrire
la structure de beaucoup de modéles déterministes qui ont été considérés dans la litté-
rature.

1.1.1 Notations

Afin d’introduire les différents problémes, considérons un systéme composé de m
machines dans lequel nous souhaitons ordonnancer n taches. L’indice j désigne une
tache tandis que l'indice ¢ désigne une machine, ainsi J; désigne une tache et m; une
machine. Si une tache nécessite un certain nombre d’opérations, I’étape de traitement
ou l'opération de la tache J; sur la machine m; est désignée par J;,. A chaque tache J;
sont associées les données suivantes.

Release date (r;) : désigne la date d’arrivée de la tache dans le systéme et corres-
pond a l'instant ot la tache J; devient disponible pour le traitement. En d’autres mots,
aucune tache J; ne peut commencer 'ordonnancement avant sa date d’arrivée r;.

Processing time (p; ;) : représente le temps de traitement de la tache J; sur la
machine m;. L’indice i est supprimé si le temps de traitement de la tache J; ne dépend
pas de la machine ou si la tache J; ne sera traitée que sur une seule machine. Le temps
de traitement de la tache J; est alors noté p;.

Weight (w;) : désigne le poids de la tache J;. Ce poids refléte 'importance d'une
tache par rapport aux autres taches de I'instance. A titre d’exemple, Il peut étre traduit
comme le colit de maintien ou d’inventaire de la tache dans le systéme.

Due date (d;) : désigne la date d’échéance de la téche J; et représente la date
a laquelle la tache est promise au client. La tache peut étre accomplie aprés la date
d’échéance définie, mais un cotit est encouru dans ce cas. Cependant, s’il n’y a pas de
tolérance de dépassement de la date d’échéance, on parle alors de date limite.

Il convient de noter ici que les données mentionnées ci-dessus peuvent étre soit de
nature déterministe soit de nature stochastique.
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1.1.2 Environnements machine

Un probléme d’ordonnancement est décrit selon la notation a|S5|y [35]. Le champ «
désigne les ressources ou I'environnement machine. g désigne les caractéristiques et les
contraintes liées aux taches. v désigne le critére a optimiser.

Certains environnements de machines possibles spécifiés dans le champ « sont les
suivants :

Machine unitaire (1) : 'environnement de la machine unitaire est trés simple et
constitue un cas particulier de tous les autres environnements. En outre, les résultats
qui peuvent étre obtenus pour les modeéles de machine unitaire peuvent servir de base
a des heuristiques applicables & des environnements de machines plus complexes. En
effet, ceux-ci sont souvent décomposés en des sous-problémes portant sur des machines
unitaires.

Machines paralléles identiques (P,,) : il y a m machines identiques en paralléle.
La tache J; nécessite une seule opération et peut étre traitée sur n’importe laquelle des
m machines. En effet, toutes les machines peuvent faire toutes les taches et on dispose
de plusieurs machines simplement pour étre plus efficace.

Machines paralléles uniformes (Q,,) : il y a m machines paralléles avec des vi-
tesses différentes. La vitesse de la machine m; est généralement notée par v;. Le temps
pi; que la tache J; passe sur la machine m; est égale a Z—Z Pour des vitesses identiques,
I’environnement devient identique au précédent.

Machines paralléles non-reliées (R,,) : cet environnement est une généralisa-
tion supplémentaire du précédent. Les machines sont également en paralléle et chaque
machine m; peut traiter une tache J; a une vitesse v;;. Le temps p;; que la tache J;

P

passe sur la machine m; est égale a ~. Si les vitesses des machines sont indépendantes

ij
de la tache, I'environnement devient identique au précédent.

Flow shop (F,,) : il y a m machines en série. Chaque tache doit étre traitée sur
chacune des m machines. Toutes les taches doivent suivre le méme chemin, c¢’est-a-dire
qu’elles doivent étre traitées d’abord sur la machine mq, puis sur la machine ms, et
ainsi de suite. Une fois le traitement sur une machine terminé, une tache rejoint la file
d’attente de la machine suivante.
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Job shop (J,,) : contrairement a l’environnement précédent, dans un job shop a
m machines, chaque tache a sa propre route prédéterminée a suivre.

Open shop (O,,) : il y a m machines. Chaque tache doit étre traitée & nouveau
sur chacune des m machines. Cependant, certains de ces temps de traitement peuvent
étre nuls. Il n’existe aucune restriction quant au cheminement de chaque tache dans
I’environnement des machines. Le planificateur est autorisé a déterminer une route
pour chaque tache.

1.1.3 Contraintes de traitement

Les contraintes et restrictions de traitement spécifiées dans le champ 3 peuvent in-
clure des entrées multiples. Nous citons les entrées possibles dans le champ £ les plus
utilisées :

Dates d’arrivée (r;) : si ce symbole apparait dans le champ /£, alors la tache J;
ne peut pas commencer son traitement avant sa date d’arrivée r;. En revanche, si ce
symbole n’apparait pas dans le champ 3, cette tache peut commencer son traitement a
tout moment, sans restriction.

Dates d’échéances (d;) : ce symbole signifie qu'une tache J; devrait se terminer
avant une date limite d;, appelée également due date. Le due date peut étre dépassé
mais son apparition dans le champ [ signifie que tout dépassement sera traduit par un
colit supplémentaire dans la fonction objective.

Préemptions (prmp) : ce symbole signifie que le planificateur est autorisé a in-
terrompre le traitement d’une tache & tout moment afin de planifier une autre téache.
Dans le cas ou la tache est préemptée, la partie traitée de la tache n’est pas perdue,
mais lorsqu’elle est traitée ultérieurement, la tache préemptée reprend la ou elle s’était
arrétée.

Restarts (res) : ce symbole signifie que la tache peut étre interrompue a tout
moment afin de planifier une autre tache. Cependant, contrairement & la contrainte
précédente, quand la tache est planifiée aprés avoir été interrompue, elle doit recom-
mencer son traitement a zéro.

Contraintes de précédence (prec) : les contraintes de précédence peuvent ap-
paraitre sur une seule machine ou dans un environnement & machines en paralléles,
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exigeant qu'une ou plusieurs taches soient terminées avant qu’'une autre tache soit au-
torisée & commencer son traitement.

Traitement par lots (batch(b)) : une machine peut étre capable de traiter un
certain nombre de taches, disons b, simultanément ; c’est-a-dire qu’elle peut traiter un
lot d’au plus b taches en méme temps. Les taches en cours peuvent avoir des temps
de traitement différents et un lot n’est terminé que lorsque la derniére tache du lot est
terminée.

Setup time (sj;) : s;; représente le temps de préparation dépendant de la séquence
entre le traitement des taches J; et J;.

Online (online) : cette contrainte signifie que la décision doit étre prise sans
connaitre les informations sur les taches (ou avec des informations partielles sur les
taches, dans ce cas la contrainte devient "semi-online"). Lorsque le symbole des dates
d’arrivée r; est également présent dans le champ 3, alors les taches arrivent en over-
time. Alors que dans le cas contraire, les taches arrivent une par une sous forme d’une
liste. Nous fournissons plus de détails sur les contraintes online et semi-online dans les
sections 1.2 et 1.3.

1.1.4 Critéres a optimiser

L’objectif & minimiser est toujours une fonction des dates de fin des téaches, qui
dépendent bien str du séquencemment. La date de fin (completion time) de la tache J;
sur la machine m; est noté C;;. La date de fin de la tache J; dans le systéme est noté Cj.

L’objectif peut également étre une fonction des dates d’échéance. Le retard algé-
brique (lateness) de la tache J; est noté :

Cette valeur peut étre positive ou négative. Lorsque L; est une valeur positive, alors la
tache J; est terminée en retard, tandis que dans le cas ou L; < 0 la tache est en avance.
Le retard (tardiness) de la tache J; est défini comme suit :

T; = max(L;,0) (1.2)

Contrairement au retard algébrique, la valeur de 7} n’est jamais négative. L’indicatrice
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de retard de la tache J; est définie comme suit :

1siC;>d;
Uj:{ St (1.3)

0 sinon
Des exemples de fonctions objectives possibles & minimiser sont :

Makespan (Cinaqe) : signifie la durée totale de I'ordonnancement et est définie
comme Cpq, = max{Ci,...,C,}. Elle représente la date de fin de la derniére tache
ayant quitté le systéme. Un makespan minimum implique généralement une bonne uti-
lisation de la machine (maximisation de la productivité).

Lateness maximum (L,,q,) : signifie le plus grand retard algébrique et est défini
comme L, = max{Ly, ..., L,}. Il mesure la pire infraction du due date.

La somme des dates de fin des taches () Cj) : cette fonction objectif donne
une indication du cotit total de possession ou d’inventaire engendré par ’ordonnance-
ment. Une autre variante est la somme des dates de fin pondérées des taches ) w;C;
quand les taches ont des poids différents.

Retard total (3 T}) : la minimisation de cette fonction objective permet la mini-
misation des encours. Quand les taches ont des poids différents, nous parlons alors du
retard total pondéré ) w;T;.

Nombre de taches en retard ()] Uj) : le nombre de taches en retard n’est pas
seulement une mesure d’intérét académique, c’est souvent un objectif dans la pratique
car c’est une mesure qui peut étre enregistrée trés facilement. Quand les taches ont
des poids différents, nous parlons alors du nombre pondéré total des taches en retard

> w;Uj.

Toutes les fonctions objectives ci-dessus sont des mesures de performance dites ré-
guliéres, ce qui signifie qu’elles sont non décroissantes en fonction de C', ..., C,. La liste
des environnements machines, des contraintes et des critéres que nous avons évoquer
n’est pas exhaustive. Pour plus de détails nous référons le lecteur aux ouvrages [70, 16].

1.1.5 Théorie de la complexité

De nombreux problémes d’ordonnancement sont de nature combinatoire : il s’agit de
problémes ot I’'on recherche 'optimum a partir d’un nombre trés important mais fini de
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solutions. Parfois, ces problémes peuvent étre résolus rapidement et efficacement, mais
souvent les meilleures approches de résolution disponibles sont lentes et fastidieuses. Il
devient donc important d’évaluer la performance d’une approche proposée.

La théorie de la complexité a été développée afin d’étudier la difficulté des problémes
et s’est avéré trés utile pour l'optimisation combinatoire [47]. L’efficacité d’un algo-
rithme pour un probléme d’optimisation est mesurée par le nombre maximum d’étapes
de calcul nécessaires pour obtenir une solution optimale en fonction de la taille de
I'instance. En ordonnancement, la taille d’une instance est généralement désignée par
le nombre de taches dans l'instance. De plus, une étape de calcul peut étre définie
comme une comparaison, une multiplication ou toute autre étape de manipulation de
données concernant une tache. L’efficacité d’un algorithme est alors mesurée par le
nombre maximum d’étapes de calcul nécessaires pour obtenir une solution optimale. Le
nombre d’étapes de calcul peut souvent correspondre au nombre maximal d’itérations
que l'algorithme doit effectuer. Ce nombre d’itérations est généralement approximeé.
Par exemple, un algorithme de O(n?) est généralement appelé un algorithme en temps
polynomial : le nombre d’itérations est polynomial & la taille (n) du probléme.

La classe de tous les problémes qui peuvent étre résolus en temps polynomial est
appelée classe P. Une autre classe de problémes d’optimisation est connue sous le nom
de problémes NP-hard, pour de tels problémes, aucun algorithme en temps polynomial
n’est connu et on pense généralement que ces problémes ne peuvent étre résolus en
temps polynomial. La régle suivante est largement acceptée : si un probléme est NP-
hard, il est peu probable qu’il admette un algorithme en temps polynomial, et doit étre
traité par d’autres méthodes [70, 47].

Une fois que nous constatons qu'un probléme est NP-hard, nous devons déterminer
si nous voulons sa solution exacte ou si nous pouvons nous contenter d'une solution
approximative. Une solution exacte peut étre trouvée par diverses méthodes d’énumé-
ration réduite, généralement par un algorithme de branch & bound, des méthodes de
programmation dynamique ou programmation linéaire [23] qui ont des limites en ma-
tiere de taille du probléme a cause du temps de calcul. Dans tous les cas, pour les
problémes d’intérét pratique, seules les instances de petite taille peuvent étre traitées
par des méthodes exactes.

Afin de trouver une «bonne» solution dans un temps acceptable, nous pouvons utiliser
des méthodes approchées comme les heuristiques qui utilisent des propriétés d’optima-
lité ou de dominance pour définir des régles de priorité.
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1.2 Ordonnancement online

Dans la section précédente, les hypothéses de base reposaient sur le fait que toutes
les données du probléme (temps de traitement, dates d’arrivée, nombre de taches, due-
dates, poids, etc.) sont connues a 'avance. Le décideur peut déterminer a l'instant zéro
I’ensemble de I'ordonnancement en disposant de toutes les informations. Ce paradigme
le plus courant est généralement appelé "ordonnancement offline".

En pratique, souvent nous ne connaissons pas toutes les taches a ’avance et une
décision doit étre prise en ne se basant que sur les informations disponibles & I'instant
présent. Ce genre de probléme est appelé un probléme d’ordonnancement online. Le
monde de la recherche s’intéresse de plus en plus aux modeles d’ordonnancement on-
line. Ces modeles sont distingués selon la maniére dont les informations sont révélées
au décideur. Nous présentons dans la suite les deux principaux modéles : 'arrivée des
taches en over-list et en over-time.

L’arrivée des taches en owver-list : Dans ce modéle, les taches arrivent une
par une selon une liste. Dés qu'une tache J; est révélée, toutes ses caractéristiques
deviennent disponibles. Par ailleurs, un algorithme online doit prendre une décision
immédiate et irrévocable concernant cette tache avant de voir la prochaine tache dans
la liste. Une décision consiste & affecter cette tache & une machine disponible pendant
un intervalle de temps tout en respectant les contraintes liées a la tache, comme le due
date. Ce modéle représente le modéle online standard pour les séquences des requétes. Il
est utilisé pour des problémes online ou la notion du temps n’est pas employée, comme
le bin packing, coloration de graphes, load balancing et paging (gestion des ressources
dans les systémes d’exploitation) [2].

L’arrivée des taches en over-time : Dans ce modéle, les taches arrivent sépa-
rément dans le temps. En effet, a chaque tache J; est assignée une date d’arrivée r;
a laquelle elle devient disponible pour exécution. Contrairement au modéle précédent,
une tache ne doit pas nécessairement étre ordonnancée pour voir la prochaine tache.
L’algorithme peut prendre la décision d’exécuter immédiatement une tache disponible
comme il peut faire attendre la tache pour vérifier si d’autres taches vont étre révélées
dans le futur. Si I’algorithme online est non-clairvoyant, alors méme quand une tache
devient disponible, le temps de traitement ne devient connu que lorsque la tache a fini
I’exécution. Cependant, pour un algorithme online clairvoyant, dés qu'une tache de-
vient disponible, son temps de traitement devient connu.
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Les modéles offline et online peuvent étre considérés comme les deux cas extrémes
des cas que nous pouvons rencontré dans la réalité, c’est-a-dire le modéle ot nous
connaissons tout sur le futur et le modéle oli nous ne connaissons absolument rien
sur le futur. Cependant, souvent une ou plusieurs informations sur les taches & venir
est disponible au préalable, et le décideur souhaiterait probablement savoir si cette
information peut l'aider a prendre de meilleurs décisions. Le type de problémes que
I’on rencontre dans ce contexte est dit semi-online. Ainsi, les algorithmes semi-online
sont des algorithmes qui fonctionnent en online tout en exploitant une information
supplémentaire afin d’améliorer la prise de décision [4].

1.3 Ordonnancement semai-online

Le modeéle semi-online est un cadre intermédiaire pour aborder la praticabilité et
les limites des deux modéles offline et online. Plusieurs recherches ont étudié les scé-
narios ol la contrainte online est « détendue » ou relaxée, c’est-a-dire que 'algorithme
online est fourni avec quelques informations sur la séquence de travail : I'algorithme
semi-online connait par exemple la somme des temps d’exécution des taches, la valeur
optimale en offline, des informations sur les dates d’arrivée des taches ou encore une
stratégie online qui peut réorganiser les taches. Le défi consiste donc dans ce cas a
démontrer quelle information est utile pour quel probléme. Voici un exemple de trois
applications ou le modéle semi-online est présent :

— Les commandes clients peuvent étre imprévues. Ainsi, les décisions concernant les
commandes de chaque client doivent étre prises immédiatement en affectant les
taches aux ressources disponibles sans connaitre les commandes futures. Cepen-
dant, pour une usine qui fabrique un certain nombre de types de produits connus,
les temps de traitement maximal et minimal sont logiquement des informations
disponibles a 'avance.

— Les processus de commande et de planification périodiques qui sont largement
utilisés dans l'industrie. Les commandes sont acceptées, par exemple, chaque se-
maine. Entre deux commandes, aucune nouvelle tache n’est disponible. Jusqu’a ce
qu'une commande arrive, les détails de la commande, comme la durée de traite-
ment, ne sont pas connus. En attendant, il est nécessaire de prendre des décisions
de planification concernant les taches actuellement disponibles, en tenant compte
de la possibilité que de nouvelles commandes arrivent au début des semaines sui-
vantes.
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— Dans un systéme de serveurs paralléles, il existe généralement des estimations
assez précises de la charge de travail qui arrive sur un horizon de temps donné.
Dans un atelier, un planificateur accepte généralement les commandes (taches)
d’un volume déterminé pour une période de temps donnée, par exemple un jour ou
une semaine. Ceci explique la motivation derriére la connaissance de 'information
sur la somme des temps de traitement des taches a ordonnancer.

Les algorithmes semi-online ont un fonctionnement similaire aux algorithmes online,
c’est-a-dire que les décisions sont prises en se basant uniquement sur les informations
disponibles a I'instant de décision. En effet, 'information partielle fait partie de ces
informations disponibles pour I'algorithme semi-online. Logiquement, dans la construc-
tion d’un algorithme semi-online, nous devons exploiter I'information partielle de ma-
niére a améliorer la prise de décision. A défaut, ’algorithme serait online en principe.
De plus, la maniére dont cette information est utilisée ne devrait pas étre aléatoire.
La majorité des algorithmes semi-online existants ont exploité I'information partielle
de maniére a minimiser I'impacte de la pire instance dans I’environnement semi-online

considéré (89, 42, 6.

1.4 Mesures de performance des algorithmes online
et semzi-online

Plusieurs méthodes d’évaluation de la performance des algorithmes online et semi-
online peuvent étre identifiées dans la littérature. Dans cette section, nous présentons
une description des deux méthodes que nous avons utilisées et qui sont : ’étude de com-

.....

dans la littérature sont : ’'augmentation des ressources et la compétitivité locale amortie.

1.4.1 Etude de la compétitivité

Un algorithme online ne peut généralement pas obtenir la solution optimale en
raison de 'absence des informations sur les taches. Les décisions prises par ce type
d’algorithmes ne dépendent que des informations disponibles & 'instant de décision. De
ce fait, nous cherchons des algorithmes online qui garantissent des solutions proches de
I'optimal. La qualité d’un algorithme online est souvent évaluée en utilisant le ratio de
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compétitivité. L’'idée de la compétitivité est de comparer le résultat d’un algorithme
online au résultat produit par un algorithme offline optimal. Un algorithme offline
optimal connait toutes les informations relatives a une instance en avance.

Modéle de ’adversaire

La mesure de la performance d’un algorithme online s’effectue en considérant que
I’algorithme online joue contre un adversaire. L’adversaire construit une séquence de
taches qui doivent étre ordonnancées par ’algorithme online. 11 se charge de son coté
d’ordonnancer ces taches de maniére optimale en exploitant toutes les informations
relatives a cette instance (offline). L’adversaire tente donc de proposer une instance
mettant en difficulté I'algorithme online en augmentant ses coiits (valeur de la fonction
objectif) par rapport a ses propres coiits.

Différents types d’adversaires peuvent étre identifiés [14]. Les différences concernent
les informations sur ’algorithme online dont dispose l'adversaire et la maniére dont
il traite ses requétes. Le premier type est généralement utilisé pour évaluer la perfor-
mance des algorithmes déterministes, tandis que le deuxiéme et le troisiéme type sont
spécifiques a des algorithmes online randomisés qui utilisent ’aléatoire dans leur prise
de décision.

Adversaire oblivious : celui qui doit construire la séquence des taches a I'avance,
ainsi que la solution optimale correspondante, en se basant uniquement sur la descrip-
tion de l'algorithme online (c’est-a-dire, une fois la séquence des tache est définie au
départ, 'adversaire ne peut plus changer sa décision en fonction des mouvements de
Ialgorithme online).

Adversaire adaptatif online : un adversaire qui lance la prochaine requéte en se
basant sur les réponses de 1’algorithme aux précédentes, mais qui la traite immédiate-
ment.

Il est évident que pour les algorithmes déterministes, cet adversaire est équivalent
a l'adversaire oblivious, puisque les réponses de l'algorithme sont complétement prévi-
sibles. Pour comprendre & quel point la randomisation est utile contre lui, nous intro-
duisons un adversaire encore plus fort (voir aussi Raghavan et Snir |73]).

Adversaire adaptatif offfine : celui qui fait la prochaine séquence des taches en
fonction des réponses de ’algorithme online aux précédentes, mais les sert de maniére
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optimale & la fin. Comme on peut le supposer, cet adversaire est si fort que la rando-
misation n’apporte aucun avantage a l'algorithme online. Ceci est di au fait que cet
adversaire ne connait pas seulement la description de l'algorithme en question, mais il
connait également son mouvement exacte et est donc capable de répondre avec une sé-
quence des taches qui va augmenter les cotits de cet algorithme. De plus, contrairement
a 'adversaire adaptatif online, cet adversaire construit I’ordonnancement optimal a la
fin, ce qui lui donne un grand avantage en testant plusieurs combinaison afin de trouver
la meilleure.

,,,,,

Le ratio de compétitivité d’un algorithme online est défini comme suit. Notons par
ALG(I) la solution obtenue par I’algorithme online A pour une instance donnée /. De
plus, la solution obtenue par un algorithme offline optimal pour I'instance I est notée

OPT(I).

Définition 1. Un algorithme online A est dit p-compétitif si

ALG(I)
opr) =" (14)

En d’autres termes, si, pour chaque instance, la valeur objective (attendue) de 1'or-
donnancement produit par I'algorithme online est au plus égale a p fois la valeur de
I'ordonnancement optimal, cet algorithme déterministe a un coefficient de compétitivité
p (également appelé borne supérieure), ce qui correspond au coefficient de compétitivité
avec un adversaire oblivious.

Borne inférieure sur le ratio de compétitivité

Pour un algorithme spécifique, nous pouvons donner une instance spéciale pour que
I'algorithme ait la pire performance possible (c’est-a-dire le pire-cas). Ainsi, nous ob-

.....

.....

En outre, Il ne faut pas commettre 'erreur de confondre la borne inférieure sur
le ratio de compétitivité d'un algorithme online ou semi-online avec la borne infé-
rieure générale du probléme d’ordonnancement online ou semi-online considéré. Pour
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un probléme de minimisation, une borne inférieure générale sur le ratio de compétitivité
a cette borne. Par conséquent, la borne inférieure générale du ratio de compétitivité
doit étre vérifiée par rapport au meilleur algorithme online possible du probléme.

Définition 2. En notant I; la pire instance que peut rencontrer un algorithme online.
b est une borne inférieure sur le ratio de compétitivité si :

ALG(IY)

a6, VALG, ———1
L VALG, OPT(I,)

> b (1.5)

Cette borne inférieure indique que n’importe quel algorithme online (donc méme

.....

Ainsi, si b est égal a p pour un algorithme A, 'algorithme est dit optimal.

La difficulté dans la démonstration du ratio de compétitivité réside dans deux as-
pects : le premier est dans la recherche de l'instance qui représente le pire cas dans
I'espace des instances. Le deuxiéme est qu’une borne supérieure sur la valeur objective
optimale doit étre construite afin de calculer le ratio de compétitivité. Ces deux difficul-
tés rendent la plupart des méthodes d’analyse de compétitivité dépendante du probléme.

Nous avons choisi ’analyse de compétitivité comme 'une des méthodes d’analyse des
nous ne faisons aucune déclaration sur sa praticabilité ultime, que ce soit en elle-méme
ou par rapport aux méthodes d’analyse du cas moyen comme 1’étude numérique. Nous
pensons que ’analyse de compétitivité est un cadre intéressant pour l’analyse mathé-
matique des algorithmes. Plus important encore, I’analyse de compétitivité conduit a
la dérivation et a I’étude d’algorithmes particuliers qui ne seraient pas naturellement
envisagés en utilisant un modeéle conceptuellement différent. La question est de savoir
point de départ pour des algorithmes dont les performances sont réellement compé-
titives ou supérieures aux algorithmes basés sur d’autres approches. En outre, dans
certaines applications telles que la planification financiére, il peut y avoir des situations
dans lesquelles des garanties de performance dans le pire des cas sont nécessaires ; dans

.....

inconvénients et des avantages. L’analyse de compétitivité a 'inconvénient d’étre trop
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pessimiste, en supposant un adversaire malveillant qui choisit la pire instance pour éva-
luer la performance d'un algorithme, ce qui constitue la faiblesse de toute analyse du
pire cas.

1.4.2 Etude expérimentale

L’analyse de compétitivité a été le recours de plusieurs études qui ont visé a évaluer
la performance d’un algorithme online [26]. Cependant, puisque I’analyse de compéti-
tivité ne peut capturer que le comportement le plus mauvais d’un algorithme online,
une question intéressante est de savoir si un algorithme online est uniquement orientée
vers le pire cas pathologique ou si il conduit également a de meilleurs résultats dans la

pratique ? C’est le but de I’étude expérimentale qui a connue un grand intérét parmi
les chercheurs [5, 90, 15].

Hall et Posner [38| discutent plusieurs schémas de génération de données largement
utilisés, et démontrent que ces schémas ne sont souvent pas représentatifs de la fagon
dont les données sont générées dans des situations pratiques. Les auteurs remédient a
ces déficiences en décrivant plusieurs principes de génération de données et plusieurs
propriétés souhaitables dans un schéma de génération, ce qui leur permet de fournir des
propositions spécifiques pour la génération des données pour une variété de problémes
d’ordonnancement. Hall et Posner 38| ont présenté des principes et des propriétés pour
la génération des instances pour différents problémes d’ordonnancement de maniére a
satisfaire certains critéres qui assurent le cohérence des instances générées. Un principe
de génération de données est un axiome ou une perspective a partir duquel on peut
aborder la conception d'un schéma de génération. Les principes que nous décrivons
sont généraux en ce sens qu’ils ne dépendent pas des objectifs ou des caractéristiques
d’une expérience particuliére. Voici quelques principes a prendre en compte lors de la
génération des instances [38] :

1. Objectif : générer des données pour satisfaire les objectifs de ’expérience.
2. Comparabilité : rendre les tests informatiques comparables.
3. Impartialité : éviter d’introduire des biais involontaires dans les données.

4. Reproductibilité : rendre le schéma de génération reproductible.
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De plus, les propriétés qui sont importantes pour I’évaluation numérique d’un algo-
rithme incluent [38] :

1. Variété : crée un large échantillon d’instances du probléme.

8.

. Pertinence pratique : génére des données qui modélisent des scénarios du

monde réel.

Invariance d’échelle : lorsque 1’échelle des données d’entrée change, les autres
caractéristiques ne changent pas.

Invariance de la taille : lorsque la taille des données d’entrée change, les autres
caractéristiques ne changent pas.

5. Régularité : des types d’entrée identiques sont traités de maniére similaire.
6.
7

. Efficacité : facile et efficace & mettre en ceuvre, a utiliser et & reproduire.

Descriptibilité : facile a décrire.

Parcimonie : on ne fait varier que les paramétres qui peuvent affecter ’analyse.

Le tableau (1.1) montre quels principes conduisent généralement a quelles propriétés. Un
X indique qu’un principe spécifique induit une propriété spécifique si les caractéristiques
du probléme et de I'expérience le rendent applicable.

TABLE 1.1 — Les relations entre les principes et les propriétés [38]

Principes
Propriétés Objectif Comparabilité Impartialité Reproductibilité
Variété X X
Pertinence pratique X
Invariance d’échelle X X
Inyarlance de la X X
taille
Régularité X
Descriptibilité X
Efficacité X
Parcimonie X

Albers et Schréder [5] ont mené une étude expérimentale pour comparer des algo-
rithmes online pour le probléme de minimisation du Makespan sur machines paralléles
avec des taches qui arrivent en over-list. Ils ont analysé les algorithmes existants sur
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différentes séquences de taches générées selon des lois de probabilités ainsi que des
instances réelles. Ils concluent que la performance des algorithmes d’ordonnancement
dépend des caractéristiques de l'instance. Pour les instances & faible variabilité, I'algo-
rithme simple de Graham [35] a la meilleure performance. Cependant, pour les instances
réelles & haute variabilité, les nouveaux algorithmes sont souvent plus performants que
I’algorithme de Graham. Ces résultats montrent également 1'importance de choisir les
bonnes instances lors de I'évaluation expérimentale des algorithmes d’ordonnancement.

1.4.3 Autres méthodes d’évaluation de performance

Deux autres méthodes d’évaluation de performance des algorithmes online et semi-
online rencontrées dans la littérature sont :

L’augmentation des ressources [69] : dans ce modéle, un algorithme online est
augmenté de ressources supplémentaires sous la forme de processeurs plus rapides ou
de processeurs supplémentaires. Soit A un algorithme online qui fonctionne avec des
processeurs de vitesse s ott s > 1. Nous appelons un algorithme online A, un algo-
rithme p-compétitif & vitesse s, avec p le ratio de compétitivité, si f(As, I) < pf(O1,1)
pour toutes les instances d’entrée I, avec O; l'algorithme offline optimal & vitesse 1.
En effet, les résultats qui décrivent les performances d’un algorithme sur des machines
plus rapides fournissent une indication au concepteur d’un systéme de combien les pro-
cesseurs doivent étre plus rapides pour garantir le niveau de performance souhaité.

;;;;;

tions potentielles pour analyser les algorithmes d’ordonnancement online. Ces fonctions
potentielles sont utilisées pour montrer qu'un algorithme online donné est localement
compétitif dans un sens amorti. Les analyses d’algorithmes utilisant des fonctions poten-
tielles sont parfois critiquées comme semblant relever de la magie noire, car les preuves
formelles ne contiennent aucune discussion sur 'intuition qui est derriére la conception
de la fonction potentielle. Cela peut s’expliquer par le fait que les auteurs trouvent
généralement la fonction potentielle par des essais sans qu'une intuition ne guide le
développement. Pour un tutoriel complet sur cette méthode, nous référons les lecteurs
a un article de Im et al. [43| présentant une fonction potentielle "standard" qui semble
étre applicable & un large éventail de problémes.
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1.5 Etat de I’art des problémes d’ordonnancement semsi-
online

Dans la pratique, la plupart des problémes ne sont ni purement offline ni online,
mais se situent quelque part entre les deux. Cette observation fait de I'ordonnancement
semi-online un domaine de recherche actif. Le semi-online peut étre considéré comme
une relaxation du online ou un état intermédiaire entre le offline et le online [49]. Le
principal intérét de ’étude des problémes I'ordonnancement semi-online réside dans le
fait que, dans la vie réelle, un décideur peut disposer d’un certain type d’informations
sur les taches a venir. Cependant, dans les problémes d’ordonnancement, certaines in-
formations ne permettent pas de prendre de meilleures décisions. Par conséquent, la
question la plus importante a laquelle I’étude de I'ordonnancement semi-online répond
est la suivante : Quelle information est utile pour quel probléme ? Tan et Zhang [85] ont
fourni une définition des informations utiles et non-utiles. La valeur d’'un modele semi-
online, désigné par Vj, est évaluée en comparant sa borne supérieure (ou inférieure)
a celle d'un modéle online correspondant fonctionnant dans le méme environnement
machine et avec la méme fonction objective, représenté par V,. Le modéle semi-online
est dit utile s’il existe un algorithme semzi-online pour Vi dont le ratio de compétitivité
est plus petit que la borne optimale (ou la borne inférieure) pour V,. Par contre, si la
borne inférieure de V est supérieure au ratio de compétitivité d’un algorithme pour V,,
il est dit non-utile.

La majorité des études en semi-online se sont focalisées sur des problémes de mi-
nimisation du makespan avec des taches qui arrivent en over-list. Les quatre types
d’informations partielles suivantes sont les plus utilisées :

sum : La somme des temps de traitement des taches Z?Zl p; dans I'instance est connue
au début de la prise de décision.

opt : Le makespan optimal offline de I'instance est connu avant I'arrivée de la premiére
tache.

mazx : Le temps de traitement maximal de toutes les taches py,q, = max;—;__, p; est
connu avant 'arrivée de la premiére tache.

En effet, la connaissance de l'information sur la somme des temps de traitement
"sum" ainsi que sur le temps de traitement maximal "p,,.." est réaliste. Si nous consi-
dérons a titre d’exemple un usine qui fabrique un certain nombre de types de produits,
le temps de traitement maximal qu’une tache peut prendre est une information généra-
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lement connue a ’avance. De plus, le planificateur accepte généralement les commandes
avec un volume déterminé pour une période de temps donnée.

La motivation de sum et maz est évidente, alors qu’il peut sembler étrange & premiére
vue que le makespan optimal offline puisse étre connu a ’avance. En fait, cela peut étre
interprété a partir du fait que les problémes online ot le makespan est connu a ’avance
ont déja été étudiés avant que le semi-online ne commence a attirer I’attention, puisque

.....

Lemme 1. [9] Pour un probléme d’ordonnancement du modéle online over-list dont
I'objectif est de minimiser le makespan, s’il existe un algorithme pour la variante opt
avec un ratio de compétitivité p, alors il existe un algorithme pour le modéle online pur
avec un ratio de compétitivité au plus égal a 4p.

D’autre informations moins courantes qui peuvent étre identifiées dans la littérature
sont :

man : Le temps de traitement minimal de toutes les taches py,;, = min;—; _,p; est
connu avant 'arrivée de la premiére tache.

num : Le nombre totale des taches n est connu avant 'arrivée de la premiére tache.
UB : La borne supérieure sur les temps de traitement des téaches dans l'instance
(pup > pj pour j ={1,...,n}) est connue avant l'arrivée de la premiére tache.

LB : La borne inférieure sur les temps de traitement des taches dans 'instance (prp <
p; pour j = {1,...,n}) est connue avant l'arrivée de la premiére tache.

incr : Les taches arrivent dans 'ordre croissant de leurs temps de traitement.

decr : Les taches arrivent dans l'ordre décroissant de leurs temps de traitement.
lookahead : Lors de I'affectation de la tache en cours, les informations relatives aux k
taches suivantes sont connues. £ étant un nombre constant.

buffer : il existe un buffer de taille K qui peut stocker au maximum K taches. La
tache qui arrive peut soit étre planifiée immédiatement, soit étre stockée dans le buffer,
ce qui lui permet d’étre planifiée plus tard.

reassignement : Il est permis de réaffecter certaines des taches pendant ou aprés le
traitement.

T}, : Les taches ne peuvent arriver qu’a des instants connus dans le temps notés Ty,
avec k = {1,...,m} et m le nombre des dates d’arrivée potentielles.

deter : Les temps de traitement des taches se détériorent dans le temps et sont expri-
més en fonction d’un taux de détérioration et de la date de début de traitement des
taches

~ : Le ratio du plus grand temps de traitement sur le plus petit temps de traitement
est borné par une valeur connue
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La majorité des informations citées ci-dessus ont été considérées pour les problémes
de minimisation du makespan. Nous présentons dans le suite un état de I'art des pro-
blémes semi-online existants catégorisés selon les fonctions objectives les plus étudiées.
Afin d’identifier les travaux les plus pertinents, nous avons effectué une premiére sélec-
tion en se basent sur les mots-clés, ensuite nous avons analysé les titres puis les résumés
des articles sélectionnés. Des exemples d’articles utilisant des techniques de sélection
des travaux pertinents sont [23, 25, 82].

Minimisation du makespan :
La majorité des travaux dans le modele semi-online se sont focalisés sur la minimisa-
tion du makespan. Considérons d’abord le probléme P,,|sum|Ci,q.. Kellerer et al. [49]
ont étudié le probléme & deux machines, Py|sum|Ci,q,. Ils ont présenté un algorithme
ont également prouvé qu’aucun algorithme semi-online ne peut garantir une meilleure
performance pour ce probléme. Pour m = 3, Lee et Lim [55] ont présenté un algorithme
semi-online 1.4-compétitive, tandis que la borne inférieure est égale a 1.393 tel que
prouvé par Angelellie et al. [7].
Pour une valeur de m arbitraire, la borne inférieure sur le ratio de compétitivité passe a
1.585 alors que la meilleure borne supérieure est de I’ordre de 1.6. En ce qui concerne le
probléme P,,|max|C,,q., la variante & deux machines a été résolue par He et Zhang en
1999 [41] qui ont présenté un algorithme semi-online avec un ratio optimal égal a 1.333.
Il convient de noter que pour la variante maz, non seulement les temps de traitement
de toutes les taches ne dépassent pas p,,.., mais également au moins une tache dont le
temps de traitement est est égale & p,,q. arrivera tot ou tard.
Pour m = 3, Cai 78] a prouvé que la borne inférieure sur le ratio de compétitivité
devient égale a 1.414. Wu et al. [95] ont présenté ensuite un algorithme semi-online de
compétitivité égale a 1.5. En outre, pour un nombre de machines arbitraire la borne
inférieure devient égale a 1.457. L’écart de cette borne par rapport a la borne supé-
rieure reste considérable, avec 1.920 le ratio de compétitivité du meilleur algorithme
semi-online présenté a ce jour |1, 78, 32|. Le probléme avec information sur la valeur
optimale opt a également fait 'objet d’une enquéte approfondie, le meilleur algorithme
semi-online garantit une performance de 1.6 [11, 21, 55]. Cette borne diminue pour
les problémes avec moins de machines. Cependant, la borne inférieure sur le ratio de
compétitivité demeure toujours égale a 1.333 tel que prouvé par Kellerer et al. en 1997
[49]. Le tableau 1.2 présente les travaux dans des problémes semi-online pour machine
paralléeles identiques qui ont considéré les trois types d’informations les plus populaires :
sum, max et opt.
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Minimisation de la somme des dates de fin des taches et la somme des
dates de fin pondérées :
Pour le probléme de minimisation de la somme des dates de fin des taches, trés peu
de travaux peuvent étre identifiés dans la littérature. Ceci est également le cas pour le
probléme de minimisation de la somme des dates de fin pondérées, ou chaque tache a
un poids différent. En effet, la recherche dans ce contexte en est encore a ses débuts. Les
quelques contributions sont limitées a I’environnement de machine unitaire que nous
détaillons dans la section suivante. Nous présentons dans le Tableau 1.3 une vue d’en-
semble des travaux qui ont considéré les informations partielles pour la minimisation du
makespan et la somme des dates de fin pondérées. Nous pouvons clairement remarquer
I’énorme nombre de contributions pour la premiére fonction objectif par rapport a la
deuxiéme.

1.6 Ordonnancement sur machine unitaire

Les modéles d’ordonnancement sur machine unitaire sont importants pour diverses

raisons. L’environnement a machine unique est simple et constitue un cas particulier
de tous les autres environnements. Les modéles & machine unique ont souvent des pro-
priétés que n’ont ni les machines en paralléle ni les machines en série. Les résultats qui
peuvent étre obtenus pour les modéles & une seule machine ne fournissent pas unique-
ment un apercu de I’environnement a une seule machine, ils fournissent également une
base pour les heuristiques qui sont applicables & des environnements de machines plus
complexes. En pratique, les problémes d’ordonnancement dans des environnements de
machines plus complexes sont souvent décomposés en sous-problémes qui traitent des
machines uniques.
Nous présentons dans cette section un bref état de I'art des principaux résultats, dans
le contexte offline classique, classifiés selon deux types de critére d’optimisation : la
minimisation du cott total qui est exprimé sous forme d’une somme comme ) Cj,
> w;C; et > Tj, et la minimisation du cotit maximal qui représente une valeur maxi-
male comme Clq0, Tinaz €6 Linae. Ensuite, nous nous focalisons sur les contextes online
et semi-online pour lesquelles nous présentons un état de ’art plus exhaustif.

1.6.1 Le contexte offiine

Minimisation du cout total :
Le probleme 1|| Y w;C; peut étre résolu en O(n log(n))) de temps en utilisant la régle

de Smith : Ordonnancer une tache selon ’ordre décroissant de % [81]. Si les poids sont
J
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égaux, la régle SPT (Shortest Processing Time) est utilisée, celle-ci consiste & ordon-
nancer la tache en ordre croissant de leurs temps de traitement. Cependant, ’ajout des
contraintes de précédence résulte en NP-difficulté, méme pour des temps de traitement
et des poids unitaires [51, 56]. En outre, si les dates d’arrivée sont introduites, 1|r;| > C;
devient NP-difficile selon [56]. Cependant, dans le cas ot les préemptions sont autorisées,
le probléme peut étre facilement résolu en utilisant la régle SRPT (Shortest Remaining
Processing Time) qui consiste & ordonnancer les taches en ordre croissant des temps
de traitement restants. En ce qui concerne le probléme 1|pmtn,r;| > w;C;, Labetoulle
et al. [50] ont prouvé que le probléme est NP-difficile. De plus, une borne inférieure
sur la solution optimale pour ce probléme peut étre obtenue en utilisant une relaxation
simple de fractionnement des taches, également appelée mean busy date relaxation, dé-
veloppée par Posner [71] et Belouadah et al. [13], et généralisée par Goemans [33] et
Uma et al. [92]. La relaxation consiste a découper une tache en plusieurs morceaux et a
attribuer a chaque morceau de la tache un poids égale a p; = Z—; fois son temps de traite-
ment. Ainsi, un coiit est enregistré a la fin de traitement de chaque morceau de la tache.

D’autre part, le probléme 1| w;T; est NP-difficile [53, 56]. Plusieurs méthodes
de résolution ont été proposées pour ce probléme. De plus, des bornes inférieures ont
été développées pour le probléme comprennant une relaxation d’assignation linéaire
utilisant une sous-estimation du cott d’affectation de la tache Ji a la position k [74]
et une relaxation de l'exigence selon laquelle la machine ne peut traiter qu'une seule

tache a la fois [31]. Cependant, quand les dates d’arrivée sont introduites, 1|r;| > T est
NP-difficile [37].

En ce qui concerne le probléme 1| U;, un algorithme introduit par Moore [62]
permet de trouver une solution dans O(n log(n)) de temps : les taches sont affectées a
I’ordonnancement dans un ordre décroissant de leurs dates d’échéance et si I'affectation
de J; résulte que cette tache est terminée aprés d;, la tache planifiée avec le plus long
temps de traitement est marquée et celle-ci est retirée. Le probléme 1| Y w;U; est NP-
difficile selon Karp [48], mais peut étre résolu en utilisant la programmation dynamique
en O(nY_ p;) de temps [54]. Evidemment, 1|r;| > U; est également NP-difficile ainsi
que la version avec pondération des taches 1|r;| Y w;U;. Afin de résoudre ce probléme,
la premiére métaheuristique a été proposée par Sevaux et Dauzére-Pérés |77]. Enfin,
des procédures de branch & bound ont été développées pour résoudre le cas ou toutes
les dates d’arrivée sont égales [72] (1] > w;C}).
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Minimisation du cotit maximal :
Lawler [52] a présenté un algorithme de complexité O(n?) pour résoudre le probléme
L|prec| fmae pour des fonctions de coit arbitraires non décroissantes. Son algorithme
consiste a définir & chaque étape un ensemble S d’indices des taches disponibles, p(S) =
> jesDj et S" € S qui indique les taches dont les successeurs ont été planifiés. L’algo-
rithme choisit une taches Jj & mettre a la derniére position parmi les taches {J;|j € S}
tout en exigeant que f(p(S)) < f;(p(S)) pour tout j € S
Pour le probléme 1|7;|Ciyaq, il suffit d’ordonnancer chaque tache dés son arrivée sans
insérer un temps d’inactivité dans n’importe quel ordre pour trouver la solution opti-
male. Cependant, quand des environnements machine plus complexes sont considérés
comme par exemple le flow time, le probléme devient NP-difficile. Afin de résoudre ce
probléme, plusieurs heuristiques et métaheuristiques ont été proposés comme [44, 91].
Le probléme 1|r;| L., est NP-difficile selon Lenstra [56] alors que la version sans les
dates d’arrivée r; peut étre résolue en utilisant la régle de Jackson (EDD) : ordonnancer
les taches en fonction de dates d’échéance non décroissantes.
Les deux problémes 1|prec, 7;, p; = 1| Lyas €t 1lpmin, prec, rj| Lyq, peuvent étre résolus
en temps polynomial en mettant a jour les dates d’arrivée ainsi que les dates d’échéance
des taches afin qu’elles reflétent bien les contraintes de précédence et ensuite appliquer
la régle de Jackson sur les taches disponibles [51].

1.6.2 Le contexte online

Dans le modéle online, les problémes de minimisation de la somme des dates de
fin des taches sur une seule machine sont largement étudiés, notés 1|online,r;| > C;.
nancement préemptif optimal, celui-ci est obtenu en utilisant la régle SRPT (Shortest
Remaining Processing Time) [79]. Hoogeveen et Vestjens [42] ont présenté un autre
algorithme pour le probléme, nommé D-SPT (Delayed Shortest Processing Time).

L’algorithme D-SPT

A chaque instant ¢ quand la machine est inactive et des taches sont disponibles, choisir
la tache avec le plus petit temps de traitement, noté J;. Si plusieurs taches avec le
meéme temps de traitement existent, choisir celle arrivée en premier. Si p; < ¢, alors
planifier la tache J; ; Sinon, attendre jusqu’a ce que la condition soit vérifiée ou jusqu’a
ce qu'une nouvelle tache arrive, selon I’événement arrivant en premier.

Pour le probléme 1|online,r;| Y C;, Stougie (cité dans [94]) a repris I'idée de D-
SPT qui consiste a décaler les dates d’arrivée des taches dans le temps avant de les
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ordonnancer. Lu et al. [59] ont ensuite généralisé 1'idée et ont proposé un ensemble
d’algorithmes avec le méme ratio de compétitivité de 2.

Les algorithmes cités ci-dessus sont les meilleurs possibles puisque Hoogeveen et
Vestjens [42] ont montré qu’aucun algorithme online ne peut avoir un ratio de com-
pétitivité meilleur que 2. Pour le probléme 1|online,r;,restart |> C; ot I'on peut
interrompre une tache et la redémarrer ultérieurement, Vestjens [94] a prouvé que la
borne inférieure sur le ratio de compétitivité est 1.112. Epstein et Van Stee [28] ont
ensuite amélioré cette borne vers 1.2108. Ensuite, Stee et Poutré [93] ont présenté un

algorithme online intégrant le redémarrage des taches avec un ratio de compétitivité
de 3.
2

En ce qui concerne le probléeme 1|online,r;| > w;C;, Anderson et Potts [6] ont dé-
montré qu’aucun algorithme online ne peut garantir un ratio de compétitivité meilleur
que 2. Ainsi, ils ont présenté un algorithme, nommé D-SWPT (Delayed Shortest Weigh-
ted Processing Time), une extension directe de I’algorithme D-SPT. En utilisant une
nouvelle technique de démonstration, ils ont prouvé que D-SWPT est 2-compétitif. Ce-
pendant, quand le redémarrage des taches est autorisé, la borne inférieure du probléme
passe a 1.2232 [28], tandis que la borne supérieure est toujours égale a 2 [6].
Contrairement a la version non-pondérée, méme en autorisant les préemptions Vest-
jens [94] a montré que la borne inférieure du probléme 1|online,r;, pmin| ) w;C; est
1.0333. Epstein et Van Stee [28] ont amélioré ensuite cette borne & 1.0730. Il a été ensuite
prouvé que de nombreux algorithmes sont 2-compétitif, a savoir D-SWPT, P-SWPT
et SWRPT [61]. L’algorithme online nommé P-SWPT (Preemptive SWPT) consiste
a ordonnancer a chaque instant la tache avec le plus grand ratio % alors que l'algo-

rithme SWRPT (Shortest Weighted Remaining Processing Time) orcionnance a chaque
instant la tache avec le plus petit ratio du poids sur le temps de traitement restant. Une
instance présentée par Xiong et Chung [96] a montré que le ratio de compétitivité de
SWRPT ne peut pas étre plus petit que 1.215. Bien qu’il y ait un grand écart entre les
bornes inférieure et supérieure, le développement d’un algorithme online avec un ratio
de compétitivité meilleur que 2 n’est pas une tache triviale. Plus tard, Sitters [80] a
présenté un algorithme online pour le probléme, nommé ONLINE(c), avec un ratio de
compétitivité égale & C' > 1), ol ¢ = 1.57 est la racine réelle de 213 — 4¢)? +2p —1 = 0.
Par conséquent, il existe un algorithme -compétitif pour le probléme avec préemp-
tions. L’algorithme ONLINE(c) utilise le paramétre ¢ > 1 et applique la régle P-SWPT
avec la restriction qu'une tache ne peut étre interrompue a un instant ¢ si elle peut finir
avant ct.
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Vue la compétitivité relativement élevée de plusieurs algorithmes online, des re-
cherches récentes ont étudié des scénarios dans lesquels la contrainte online est relaxée.
Nous présentons dans ce qui suit les développements sur les probléemes d’ordonnance-
ment semi-online.

1.6.3 Le contexte semzi-online

Pendant prés de 20 ans, seuls les algorithmes purement online et offline ont été
analysés, et aucune attention n’a été accordée aux algorithmes se situant entre ces deux
classes. Dans un cadre plus général, nous pouvons envisager de fournir a l'algorithme
plus d’informations sur la liste et /ou plus de liberté par rapport au modeéle online pur.
Dans cette section, nous présentons les quelques études traitants le modéle d’ordonnan-
cement semi-online sur machine unitaire.

Tan et Zhang [83] ont présenté un état de 'art des études existantes, tout en pré-
cisant les bornes inférieures et supérieures obtenues pour chaque probléme. Tao et al.
[87] ont étudié le probléeme 1lonline,r;, B2t < 4|37 C; ol le rapport entre le temps de

traitement le plus long p,.q. et le plus court Pmin N'est pas supérieur a une valeur . Ils
ont présenté un algorithme semi-online, nommé aD-SPT, avec un ratio de compétiti-
vité égale a 1+ é, ol @ = Y16l W L’algorithme aD-SPT est décrit comme suit.

aD-SPT : a chaque fois que la machine est inactive et que certaines taches sont
disponibles, choisir une tache avec le temps de traitement le plus court parmi toutes les
taches arrivées et non ordonnancées, disons J;. Si p; < o, planifier J; ; sinon, attendre
que l'inégalité ci-dessus soit satisfaite ou qu’'une nouvelle tache arrive.

Liu et al. [58] ont ensuite étudié le probléme de détérioration des taches 1|online,r; >
to,p; = a;t| > C;, avec a; > 0 et ¢ sont le taux de détérioration et la date de dé-
but de traitement des taches, respectivement. Ils ont proposé un algorithme appelé
avec Gmaz = Maxye{a;}.

De méme, pour le probléme 1|online, ;| Y w;C;, peu de variantes semi-online ont été
étudiées. Ma et al. [60] ont étudié le probléme de la détérioration linéaire des taches avec
p; = aj(A+ BS;), ou A et B sont des valeurs non-négatives, A+ B > 0 et o; > 0 est le
taux de détérioration de la tache J;. Ils ont proposé le meilleur algorithme semi-online
possible pour le probléme, avec un ratio de compétitivité égale a 1 + A(A) + s B,
OU Qpgy = MaXi<j<n & €t A(A) = 0 ou A(A) = 1 en fonction de si A =0 ou A > 0.
En outre, Tao et al. [89] ont présenté un algorithme semi-online nommé SD-SWPT
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(B8 Delayed Shortest Weighted Processing Time), o 3 = —VM;AH, avec un ratio de

compétitivité égale a 1+ %, pour le probléme semi-online ou le rapport entre le temps
de traitement le plus long et le plus court n’est pas supérieur & une valeur +.

Tous les travaux cités ci-dessus portaient sur les informations relatives aux temps
de traitement des taches. Hall et al. [39] ont travaillé sur l'information sur les dates
d’arrivée des taches en considérant le probléme d’ordonnancement online avec périodes
de planification. L’environnement de planification modélise les processus périodiques de
commande et d’ordonnancement. Les commandes sont acceptées, par exemple, chaque
semaine. Entre deux commandes, aucune nouvelle tache n’est disponible. Jusqu’a ce
qu’une commande arrive, les détails de la commande, par exemple, la quantité de trai-
tement qu’elle nécessite et sa valeur, ne sont pas connus. Entre-temps, il est nécessaire
de prendre des décisions d’ordonnancement concernant les taches actuellement dispo-
nibles, en tenant compte de la possibilité que de nouvelles taches arrivent au début des
semaines suivantes. Notons par T}, une date d’arrivée potentielle, avec k € {1,...,m}
et m désigne le nombre total des dates d’arrivée potentielles. Hall et al. [39] ont pré-
senté un algorithme semi-online pour le probléme, nommé CSWPT (Critical Shortest

Weighted Processing Time), avec un ratio de compétitivité égal a HT\/—(E)) < R*< 2. De
plus, ils ont prouvé que la borne inférieure sur le ratio de compétitivité du probléme
est R*, ce qui signifie que CSWPT est le meilleur algorithme possible pour le probléme
considéré (voir le tableau 1.4).

Les travaux cités ci-dessus ont pu fournir des algorithmes plus compétitifs en utili-
sant une information partielle sur 'instance & ordonnancer (tableau 1.4). Cependant,
le modéle semi-online du probléme de minimisation de la somme des dates de fin des
taches ou la somme des dates de fin pondérées sur machine unitaire n’a pas été suffisam-
ment étudié dans la littérature. C’est pourquoi, dans cette thése, nous avons choisis de
nous focaliser sur ce probléme en identifiant les informations partielles qui contribuent
a I'amélioration de la prise de décision d’ordonnancement.
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1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit quelques définitions relatives & ’ordonnan-
cement offline classique, online et semi-online. Ces définitions sont nécessaires pour
permettre au lecteur de bien comprendre les particularités de chaque modéle et leurs
différences, notamment en termes de méthodes d’évaluation de performance. Ensuite,
nous avons présenté un état de l'art des algorithmes online et semi-online rencontrés
dans la littérature.

Cette revue de la littéraire nous a permis d’apercevoir le grand manque des travaux
sur les problémes de minimisation de la somme des dates de fin des taches par rapport
aux autres fonctions objectives. Etant donné que le probléme & machine unitaire est
d’un intérét fondamental avant qu’il soit d’intérét pratique, nous avons choisit de nous
focaliser sur cet environnement qui est un cas particulier de tous les autres environne-
ments. Ainsi, les résultats obtenus pour les modéles de machine unitaire pourront servir
de base & des heuristiques applicables & des environnements plus complexes.

Dans le chapitre suivant, nous étudions plusieurs variantes semi-online ol nous
considérons des informations partielles relatives aux temps de traitement des taches
pour la minimisation de la somme des dates de fin des taches sur machine unitaire.
L’étude permettra une classification des informations selon une analyse de valeur.
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Chapitre 2

Utilité des informations sur les temps
de traitement pour le probléme
l{semi — online,r;| »_ C;

Résumé :

Dans ce chapitre, nous étudions plusieurs informations sur les temps de traitement
des taches et leur influence sur la performance d’un algorithme online. Le probléme
étudié est la minimisation de la somme des dates de fin des taches sur machine uni-
taire. Les taches arrivent en over-time. Nous étudions alors les bornes inférieures pour
plusieurs problémes semi-online, en présentant pour chaque cas I’exemple pour lequel
aucun algorithme semi-online ne peut garantir une meilleure performance. Nous nous
focalisons dans ce chapitre sur I'information sur les temps de traitement des téaches et
leur influence sur la compétitivité d’un algorithme online. A la fin de cette étude, nous
présentons une classification des problémes semi-online selon la notion de valuableness
analysis telle que définie par Tan et Zhang [85].

43
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2.1 Introduction

L’ordonnancement online a été intrinséquement et largement utilisé dans les contextes

vée des algorithmes online, plusieurs études ont été réalisées ot la contrainte online est
relachée partiellement. En effet, dans le monde réel, plusieurs informations sur I'instance
a ordonnancer peuvent étre disponibles au préalable. C’est pourquoi, un décideur doit
savoir si les informations disponibles sont utiles ou si elles n’apportent rien en termes
d’amélioration de la prise de décision.
La valeur d’un modéle semi-online telle qu'introduite par Tan et Zhang [85] est définie
en comparant la borne inférieure sur le ratio de compétitivité du modeéle semi-online
a celle du modeéle online. Si 'ajout d’une information contribue a diminuer la limite
inférieure du modéle online, alors 'information est considérée comme valuable, sinon,
elle est valueless.

Dans le contexte semi-online, la majorité des études se sont focalisées sur 'objectif
de minimisation du makespan. Nous citons quelques travaux qui ont étudié 'intérét de
la connaissance de I'information sur les temps de traitement des taches :

— [49] Kellerer et al. ont étudié le probléme P,|online, max|C,q,. Ils ont présenté
une heuristique, nommée H 3, pour une arrivée des taches over-list. Ils ont prouvé
que le ratio de compétitivité de H3 est %, qui s’avére étre le meilleur ratio possible.

.....

égale a %. Ce résultat bat la meilleure borne connue de % en online |35].

— [22]| Cheng et al. ont considéré le probléme P, |online, decr|Ciy,q, pour un nombre
de machines m arbitraire. La version online de ce probléme a été étudiée par
Gormley et al. [34], qui ont prouvé une borne inférieure du probléme égale a 1.853.
Cependant, en ajoutant I'information que les temps de traitement des tache ar-
rivent en ordre décroissant, Cheng et al. [22] ont pu améliorer cette borne en
présentant un algorithme 1.25-compétitif pour m > 3 et un algorithme qui est le
meilleur possible pour m = 3.

En ce qui concerne I'objectif de minimisation de la somme des dates de fin des taches,
peu de travaux étudiants la variante semi-online peuvent étre identifiés dans la litté-
ratures. Nous citons les deux travaux qui ont étudié une information sur les temps de
traitement des taches :
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— [87] Tao et al. ont étudié le cas ou le rapport du temps de traitement le plus long
sur le plus court n’est pas supérieur a une valeur v > 0. Ils ont pu améliorer la
compétitivité online en introduisant un algorithme semi-online appelé aD-SPT,
une version modifiée de 'algorithme D-SPT présenté par Hoogeveen et Vestjens
[42]. L’idée de aD-SPT est que moins de temps d’attente est nécessaire puisque
les temps de traitement des taches ne peuvent varier que dans un intervalle limité.

14+4/14+v(y-1)
v—1

connue de 2 [42] puisque 1+ é < 2. Il est a noter que le ratio de compétitivité de
aD-SPT converge vers 2 lorsque v tends vers 'infini.

aD-SPT est 1+ % -compétitive, avec o = . Ce résultat bat la borne

— [58] Liu et al. ont étudié le probléme de la détérioration des temps de traitement
des taches, le probleme est noté 1|online,r;,p; = a;t| > C;, ot a; > 0 et ¢ sont
respectivement le taux de détérioration et la date de décision. Ils présentent un
algorithme appelé D-SGR (Delayed Smallest Growth Rate) avec un ratio compé-
titivité de 1 4 a4z, OU Apar = Mmax Jjel{aj}. Encore une fois, ce résultat étant
meilleur que la borne connue de 2, les auteurs ont ainsi prouvé ’avantage de
I'information partielle qu’ils ont considérée.

Dans les deux algorithmes semi-online aD-SPT et D-SGR et méme dans 1’algo-
rithme online D-SPT, quand plusieurs taches sont disponibles a un instant ¢, la tache
avec le plus petit temps de traitement est choisie dans un premier temps. Ensuite, cha-
cun de ces algorithmes applique une régle différente pour déterminer si cette tache doit
étre ordonnancée immédiatement. Ceci vient du fait que pour le probléme 1|3 C},
ou les dates d’arrivée des taches sont égales, un ordonnancement optimal peut étre
construit en utilisant la régle SPT. Celle-ci consiste & ordonnancer les taches en ordre
croissant de leurs temps de traitement. Nous rappelons également que pour le probléme
offtine 1|r;, pmtn| ) C;, ot les préemptions sont autorisées, la régle SRPT, qui consiste
a ordonnancer les taches en ordre croissant des temps de traitement restants, est opti-
male.

Comme indiqué dans le tableau 2.1 ci-dessous, aucune étude (NW) n’a été faite pour
les problémes d’ordonnancement semi-online sur machine unitaire avec minimisation de
la somme des dates de fin des téches, ot 'ordre des temps de traitement (décroissant ou
croissant), le plus long temps de traitement en dernier, le temps de traitement maximal
ou la somme des temps de traitement, est connu a ’avance.

Dans ce chapitre, nous étudions chacun de ces problémes et nous présentons une analyse
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dans laquelle nous distinguons les informations dites valuable et valueless en fonction de
la borne inférieure sur le ratio de compétitivité, notée BI. Nous montrons que certains
des problémes étudiés ont la méme borne inférieure sur le ratio de compétitivité que
le probléme online et donc des algorithmes online existants avec une borne supérieure

.....

TABLE 2.1 — Récapitulatif des travaux sur le probléme 1|semi —online, r;| > C; avec une information

sur les temps de traitement des téaches

Information Notation Référence BI BS
Temps de traitement , 1 1
Pmaz < 14+ = 14+ =
bornés Prmin =V [87] T4 T4
Détérioration des
C— . 1 1
tachos p; = ajt [58] + Umaz + Uz
Pit+1
L. pj = f pour NW
Ordre décroissant 0<p<1
p;—jl < B pour
0 < B < 1et NW
Dj = PL
Bel > our
Ordre croissant pj fp NW
B>1
ISy
. b 2 Ppowr Gy
Ordre arbitraire 0<p<l1
Pirl < 3 pour
P
BJZ ] NW
le plus long temps. de I NW
traitement en dernier
Temps de traitement max NW
maximal
Sorpme des temps de I NW
traltement

2.2 Modéle de ’adversaire

Vu que le comportement d’un algorithme online ou semi-online dépend de I'instance
des taches considérées, il est nécessaire d’avoir un modéle de ce qui produit ces instances,
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afin de pouvoir analyser I'algorithme. Normalement, nous considérons les entrées comme
dérivant d’un agent (une personne ou un programme, ou une personne exécutant un
programme) appelé un adversaire. Le mot adversaire suggére que 'agent travaille contre
I’algorithme online qui essaie de bien fonctionner dans toutes les situations y compris la
pire situation possible. Dans le chapitre précédent, nous avons introduit plusieurs types
d’adversaires qui peuvent étre utilisés afin de construire la pire instance. Dans notre
étude, nous avons choisi I’adversaire le plus fort qui est «l’adversaire adaptatif offline»
afin de prendre en compte tous les types de prise de décision possibles (aléatoires et
déterministes). Nous rappelons ci-dessous la définition de la borne inférieure générale
sur le ratio de compétitivité .

Définition 3. b est une borne inférieure sur le ratio de compétitivité si :

ALG(L) b (2.1)

A VALG,  Zors e

Avec I la pire instance que peut rencontrer un algorithme online.

2.3 Les modéles semi-online

Nous étudions dans cette section le probléme semi-online o les temps de traite-
ment des taches consécutives doivent respecter une certaine contrainte ou écart. Nous
concluons alors sur I'utilité de 'information ajoutée sur la compétitivité d’un algorithme
online.

Le premier probléme considéré dans cette section est 1|online,r;, - gl > B0,
nombre de taches, noté n, tend vers l'infini.
Ensuite, pour le méme probléme avec § > 1, nous montrons que la régle SPT (Shortest
Processing Time) assure la méme performance qu’un algorithme offline optimal. En
d’autres termes, la borne inférieure est la borne supérieure sur le ratio de compétitivité
sont égales a 1 (Tableau 2.2).
En plus, pour le probléme 1|online,r;, p;:jfl

< B|>°Cj, ot B est une valeur positive,
nous prouvons qu’aucun algorithme semi-online ne peut avoir un ratio de compétitivité
meilleur que 2.

Nous ajoutons ensuite une information sur le temps de traitement de la derniére tache,
noté py,, au dernier probléme étudié avec 0 < 3 < 1. Ainsi, en considérant I'information
sur le temps de traitement de la premiére tache, noté pr, nous montrons que la borne
inférieure devient égale a 1 + ﬁ, ol ¢ > 1.
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TABLE 2.2 — Résumé des travaux existants et apportés pour le probléme 1|semi — online,r;| > C;

Information Notation Référence  BI BS
Temps de traitement 1 1
max < — =
bornés e <y [87] 1+ = 1+ =
Détérioration des
tachos p; = ajt [58] 1+ aman 1+ tmas
p;—jl < B pour Théoréme 9 5
Ordre décroissants 0<p<1 3.
Pit1
pj f pour Théoréme 1
0 < B < 1et 1 1+ r
Pj = DL
JZESEISS AOTE
Ordre croissants pj T B pour  Théoréme 1 1
5>1 2.
p';—’;l > [ pour Théoréme 5 .
Ordre arbitraire 0<pB<1 1.
o < [ pour Théoréme 9 5
5>1 3.
Le plus long temps de Théoréme
. : LL 2 2
traitement en dernier 6.
Temps de traitement MAX Théoréme 9 9
maximal 5.
SOI.nme des temps de SUM Théoreme 9 9
traitement 5.

2.3.1 Ordre arbitraire des temps de traitement

Théoréme 1. Pour le probléme 1\0nline,rj,p;+_1 > B|1>.Cjou0 < f <1, aucun
J
algorithme semi-online ne peut garantir un ratio de compétitivité meilleur que 2.

Démonstration. Nous montrons ce résultat en décrivant un ensemble d’instances pour
lesquelles aucun algorithme semi-online ne peut garantir un ratio de compétitivité stric-
tement inférieur a 2.

Soit ALG (I) la valeur objective de lalgorithme semi-online, et soit OPT (I) la
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valeur objective optimale de ’algorithme offline pour une instance I. Considérons la
situation suivante :

Une premiere tache J; arrive a vy = 0 avec un temps de traitement p; = p. L’algo-
rithme semi-online décide d’ordonnancer J; a un instant S. En effet, en fonction des
données du probléme, un algorithme semi-online doit forcément ordonnancer la tache
a un certain moment que nous désignons ici par S. Selon la valeur de S, I'adversaire a
deux choix pour vaincre I'algorithme semzi-online :

— Soit il ne lance plus aucune tache et donc 'algorithme semi-online aurait attendu
pour rien (cas de 'instance I).

— Soit il lance (n — 1) taches a l'instant S + € avec p; = f7p pour j = {2,...,n} ou
¢ est un nombre positif infiniment petit. Ainsi, 'algorithme semi-online n’aurait
pas attendu suffisamment (cas de l'instance I5).

Instance [, : L’algorithme semi-online ordonnance J; a I'instant S alors que 'algo-
rithme offline 'ordonnance immédiatement a son arrivée (Figure 2.1),

ALG(I;)  S+p
OPT (I,) p

(2.2)

Instance [, : L’'ordonnancement optimal ne serait pas pire que celui qui ordonnance
d’abord les (n — 1) petites taches suivies de la taches J;, (Figure 2.1)

ALG (L) _ n(S+p)+pdic L Jp

OPT (Iy) — n(S+e)+pd i jp" (2.3)

En combinant les deux équations (2.2) et (2.3), nous obtenons le résultat suivant :

{S+p n(S+p)+pY) i }
p = max

p n(5+e)+pzj:1]5J ! (2.4)

Le choix de S : Le meilleur algorithme semi-online choisira S de telle sorte a
minimiser la valeur de 'expression (2.4). L’expression a gauche est croissante en fonction
de S, alors que 'expression a droite est décroissante en fonction de S. Par conséquent, la
valeur de S est obtenue en étudiant I’égalité. Ainsi, quand € tend vers 0, nous obtenons
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Instance Iy Instance I,
éa) i C) B 'p Bp
L'algorithme A | AR |
semi-online s S+p S
' b) - d) B e L
Lalgorithme [ | B
Offline | 0 p S+e

FIGURE 2.1 — Ordonnancements par 1’algorithme offline optimal et I’algorithme semi-online (Théo-
réme 1)

J(Smiem) —an (S 90— n) - 5, g
2n
En remplacent l'expression de S dans (2.2), nous avons

S:

D (2.5)

\/(Z?=1jﬁj1>2 _4n (Z;:g Bi— n) AR
2n

Afin de calculer la limite de I'expression & droite de I'inégalité (2.6) quand n tend vers
Iinfinie, nous simplifions ’expression ci-dessus en utilisant 1’égalité suivante,

EJMFV—MZ_1—5n1_1+”_1 (2.7)
j=1

p>1+ (2.6)

-1 (B-1? B-1

Nous obtenons alors I’expression suivante,

R L e S L B S L R e R
\/( B—1 n(8—1)? + 6—1> 4 (n(ﬁ—l) 1) p-1 + n(g-1)>  B-1

> 1+ 5 (2.8)
Quand n tend vers l'infini, la borne inférieure sur le ratio de compétitivité tend vers
2. m

Avec Palgorithme D-SPT proposé par Hoogeveen et Vestjens [42], nous annongons
I’observation ci-dessous.
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Pj+
pj

Observation 1. L’algorithme D-SPT est optimale pour le probléme 1|online, rj, == >

2.3.2 Ordre croissant des temps de traitement

Théoréme 2. Pour le probléme 1|online,;, pgl > 31>.C;ou B > 1, SPT est opti-
male.

Démonstration. Pour le probléme 1|online, r;, pgl > [, Cjoup > 1, laregle SRPT
J

est optimale quand la préemption est autorisée. En effet, SRPT est optimale pour le

probléme online avec préemptions alors elle est également optimale pour le probléme

semi-online.

De plus, puisque les taches arrivent en ordre croissant des temps de traitement,
SRPT n’aurait pas besoin de préempter des taches puisque le temps de traitement
restant de chaque tache en cours de traitement sera forcément plus petit que le temps
de traitement d’une tache arrivant dans le futur. Ainsi, SRPT devient équivalent a SPT
pour ce type d’instances. Ceci implique que la régle SPT est optimale pour le probléme
Llonline, r;, p;;’l > B> Cjoup>1. ]

J

2.3.3 Ordre décroissant des temps de traitement

Pj+1
by

Théoréme 3. Pour le probléme 1|online, r;, < B|>_C;, ou  une valeur positive,

.....

2.

Démonstration. Nous pouvons utiliser les mémes instances que celles employées par
Hoogeveen et Vestjens [42] afin de prouver la borne inférieure sur le ratio de compétiti-
vité de ce probléme. Nous rappelons ainsi ces instances et leur application dans ce cas :
Considérons la situation suivante. La premiére tache arrive a 'instant 0 avec un temps
de traitement p. L’algorithme online décide d’ordonnancer cette tache a un instant S.
Selon cette valeur de S, soit plus aucune téche n’arrive, soit (n — 1) taches avec un
temps de traitement 0 arrivent & S + 1. Dans le premier cas, le ratio serait %, alors
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n(S+p) -
AT Cecl résulte en une borne

inférieure sur le ratio de compétitivité égale a 2 — % — %. Quand n — oo et p — 00,
nous retrouvons la borne de 2.

Ainsi, dans le cas étudié ou les temps de traitement des taches vérifient 7% < j3, avec

que dans le second cas le ratio n’est pas pire que

J
[ une valeur positive. L’adversaire peut directement lancer une infinité des taches avec
des temps de traitement 0 et donc de retrouver avec la borne inférieure de 2. O

Théoréme 4. Pour le probléme 1|online, r;, p;f_l < B,p; > pr|>.Cj,ou0 < <1
J
et pr > 0, aucun algorithme semi-online ne peut garantir un ratio de compétitivité

meilleur que 1+ &, ot ¢ = _ _2n 7 ot & >
¢ 13 jﬁj’ﬁ-l-\/(l-w oo jﬁjfﬁ)2—4ﬁ(1—ﬁ+«/ >, 51—73)
1.

Démonstration. La construction de la pire instance est similaire & celle du théoréme 1.
La premiére tache J; arrive & r; = 0 avec un temps de traitement p; = pp. Dans le
premier cas, I’adversaire ne libére plus aucune tache (Instance I7). De plus, puisque les
taches vérifient 22 < B et p, > pr, alors les plus petits temps de traitement possibles
peuvent étre déduits en prenant la borne inférieure pour chaque temps de traitement &
partir de celui de la derniére tache. Par conséquent, les temps de traitement des (n—1)

petites taches de l'instance I, sont égales & p; = zt5 pour j = {2,...,n}. De plus, le
nombre total des taches n est borné par n = Uzggg + 1J, ou vy = g—i, selon l'inégalité
suivante,
Pj+1 < Bp] pour .] S {17 7n} (29)
In
<— n< ﬂ +1
In (B)

Instance [; : L’algorithme offline ordonnance la tache J; a l'instant 0 (Figure 2.2).

ALG ([1) S
— =14+ — 2.10
OPT ([1) Pr ( )

Instance [, : L’algorithme offline optimal n’aura pas une performance pire que
celle ot les (n — 1) petites taches sont ordonnancées en premier, suivies de J; (Figure
2.2). Donc,
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ALG () _ n(S+pr) +prdj (-1
OPT (I5) = n(S+e¢€)+pr+pL 2?22 jpI—n
—1- noogi-n
4 V22 (2.11)

S+e n oY e
n% +1+ 72j:2]ﬁj

Instance I; Instance I,
| 1 P " gn-2
Lalgorithme | A [, [V ]
semi-online S S+pr S
P pL/ﬁ"*z

Lalgorithme J1

offline 0 Pr S+e

FIGURE 2.2 — Ordonnancements par I'algorithme offline optimale et 1’algorithme semi-online (Théo-
réme 4)

En combinant les deux équations (2.10) et (2.11), nous obtenons

pzmaw{sw n<5+pF>+pLz;?2<j—1>w}

(2.12)

Y

P nS +pr+pr Yo jBIT"

L’algorithme semi-online peut choisir S de maniére & minimiser les deux expressions
de I'inégalité (2.12). Cela peut étre obtenu en étudiant I’égalité. Par conséquent, quand
e — 0, nous avons

g_ T S, 387 (14 Z?:;igjfn)2_4n(1—n+v >i-2 5j*")pF (2.13)

Cela implique,

5> 14 DTy (1+vz;;;iﬁf“>2—4n(1—n+vi?:2 pr) (2.14)

Quand n tend vers sa valeur maximale n = { () T 1J , nous obtenons la borne inférieure
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.....

. 71772?:2j5j7ﬁ+\/(1+vZ?:;;L‘,gj—ﬁ)am(lfwrvZ?:z Bi—") (2.15)

1
P21+ (2.16)

Ofl(b/: - 72& _ et¢/>1.
172 Jﬂj’ﬁﬂ/(lﬂ S0, 3p) —dn(1-nty YE_, Bi7)

Remarque. Le probléme 1|online,rj,pg1 < B,pj > pld>.Ci,ou0 < B <1 et

v = i—? = 0 ou v — oo, devient équivalent au probléme énoncé par le théoréme 3.

2.3.4 Information sur maz, sum et LL

Avec le méme raisonnement que dans les sections précédentes nous trouvons que les
informations sur le temps de traitement maximal, la somme des temps de traitement
ou lorsque le temps de traitement de la derniére tache est le plus long, ne permettent
pas d’améliorer la performance d’un algorithme online. Nous énoncgons cela par les deux
théorémes suivantes.

Théoréme 5. Pour les problémes 1|online, r;, max| ) C; et 1|online,r;, sum | C},

.....

2.

Démonstration. L’instance utilisée par Hoogeveen et Vestjens [42] que nous avons dé-
crite dans la démonstration du théoréme 3 reste valide méme si 'une des informations
suivantes est connue : le temps de traitement maximal ou la somme des temps de trai-
tement. Malgré cette connaissance préalable, l'algorithme semi-online est incapable de
changer ses décisions car des taches ayant des temps de traitements égaux a 0 peuvent
étre libérées au moment ou l’algorithme semi-online choisit d’ordonnancer une longue
tache. Ainsi, 'adversaire garde le méme avantage sur I’algorithme semi-online. O
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Théoréme 6. Pour le probléme 1|online,r;, LL| Y C;, aucun algorithme semi-online
ne peut garantir un ratio de compétitivité meilleur que 2.

Démonstration. Considérons les situations suivantes : une premiére tache J; arrive a
r1 = 0 avec un temps de traitement p; = 1 — €. L’algorithme semi-online ordonnance
cette tache a un instant S. Si plus aucune tache n’arrive dans le futur, le ratio sera
égal a SH=¢ (Figure 2.3). Considérons maintenant le cas o (n — 2) taches arrivent
a S + € avec des temps de traitement égaux a 0 et ou une derniére tache J, arrive a
S + 2e avec un temps de traitement égal a 1. L’algorithme offline optimal ordonnance

les (n — 2) petites taches en premier suivies des autres taches en ordre croissant des

n(s+1—e)+1 De

temps de traitement (Figure 2.3). Par conséquent, le ratio sera alors PYHE. e sy

plus,

S+1—¢ n(s—i—l—e)—l—l} (2.17)

>
p_ma:c{ l—e 'nS+3+e(n—2)

____________________________________________________________________________________________________________________________________

Lalgorithme | ] A AR

semi-online | S S+p, S

Lalgorithme Ji Ih L |

offline 0 Py S+e

FIGURE 2.3 — Ordonnancements par I’algorithme offline optimale et 1’algorithme semi-online (Théo-
réme 6)

Quand € tend vers 0, nous obtenons

(2.18)

nS + 3

En étudiant 1'égalité des deux expressions ci-dessus nous trouvons la valeur de S qui

minimise la borne.
—-3+v9-38 4n?
g 37 nten (2.19)
2n

Quand n tend vers 'infini, S tend vers 1 et la borne inférieure tend vers 2. n
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2.4 Analyse de valeur

La valeur d’un modeéle semi-online tel qu’introduite par Tan et Zhang [85] est dé-
finie en comparant la borne inférieure du modéle semi-online & la borne inférieure du
modeéle online. Si I’ajout d’une information contribue a diminuer la borne inférieure du
modele online, alors 'information est dite valuable. Sinon, elle est dite valueless.

Aprés avoir analysé différents sous-problémes semi-online du probléme 1|online, r;
| >~ C; et en essayant de trouver des informations qui pourraient aider a améliorer la
borne inférieure, nous pouvons observer que le seul moyen prometteur est de pouvoir
limiter le nombre de taches libérées ou d’avoir une information sur le temps de trai-
tement de la plus petite tache. Dans le tableau 2.3, nous présentons une classification
de certains modeles semi-online trouvés dans la littérature que nous étendons avec des
modéles que nous avons étudiés.

L’instance présentée par Hoogeveen et Vestjens [42] ne peut pas étre appliquée dans
I’avant-dernier cas du tableau 2.3 car nous avons des informations sur la diminution des
temps de traitement des taches et sur le temps de traitement de la derniére tache. Ces
deux informations permettent de prédire le nombre maximum des taches. En consé-
quence, 'adversaire devient limité dans la valeur du plus petit temps de traitement et
dans le nombre de taches a libérer, qui sont deux techniques fortes et percutantes utili-
sées pour diminuer les performances d’un algorithme online jusqu'a 2. Par conséquent,
un algorithme semi-online pour ce probléme ne doit pas étre aussi prudent dans sa
stratégie d’attente qu'un algorithme online.

Les résultats numériques de la figure 2.4 et de la figure 2.5 ci-dessous permettent
d’illustrer la variation des bornes inférieures (BI). La figure 2.4 illustre la variation de la
borne inférieure par rapport au nombre de taches n pour le probléme 1|online, r;, 2 ; jl >

B> C; ou 0 < B < 1. Pour une petite valeur de 3, la borne inférieure converge vers
la valeur connue de 2, méme pour peu de taches. Cette augmentation est due au fait
que les prochaines taches peuvent étre aussi petites que [ fois le temps de traitement
de la tache en cours. Par conséquent, en augmentant le nombre de taches, les temps de
traitement des taches suivantes peuvent diminuer jusqu’a ce qu’ils atteignent la valeur
0. Cependant, pour une grande valeur de 3, nous remarquons une petite diminution de
la borne inférieure pour un petit nombre de taches, alors qu’elle finit par converger vers
2.

La figure 2.5 illustre la variation de la borne inférieure par rapport a v = ;Z;TLm pour
Pj+1

le probléme 1|online,r;, < B,pj > pr|>_.Cj, ou 0 < B < 1. Nous remarquons que
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TABLE 2.3 — Résumé des informations dites valuable et valueless pour le probléme 1|online,r;| > C;

Ordre des temps de

traitement Informations connues Valuable Valueless
Arbitraire [87] Poaz < X
Décroissant [58] pj = a;t X
Arbitraire ’% >Bpour0< B <1 X
J
Croissant I% > B pour B> 1 X
J
Arbitraire ’% < B pour f>1 X
J
Décroissant p;—jl <Bpour0<pB<1 X
JES)
Décroissant P; <fpour0<f<1et X
Pj = PL
Arbitraire max, sum or LL X

la borne inférieure est plus petite pour une petite valeur de 3, car moins de taches

sont susceptibles d’étre libérées selon le nombre maximum de taches n = Uzggg + 1J.

Cependant, pour une valeur élevée de 3, plus de taches peuvent étre libérées a I'avenir,
c’est pourquoi la borne inférieure est plus importante.

Pour conclure, les deux paramétres v et § influencent le ratio de compétitivité de la
pire instance en agissant sur le nombre maximum des taches libérés. Par conséquent, les
performances d'un algorithme semi-online peuvent varier en fonction de ces parameétres.

2.5 Conclusion

Nous avons étudié, dans ce chapitre, plusieurs sous-problémes semzi-online du pro-
bléme de minimisation de la somme des dates de fin des taches sur machine unitaire avec
des taches qui arrivent over-time. En dérivant des bornes inférieures sur le ratio de com-
pétitivité de chaque probléme étudié, nous avons présenté une classification de ceux-ci
selon une analyse de valeur qui permet de distinguer les informations utiles de celles
non utiles. Ainsi, pour les problémes d’ordonnancement semi-online ot 'information
partielle est non-utile, le ratio de compétitivité ne peut pas s’améliorer et donc des algo-
rithmes online existants peuvent étre appliqués. En ce qui concerne les problémes semi-
online ou I'information est utile comme pour le probléme 1|online,r;, p;—jl > B> C;

ou 8 > 1, nous avons démontré que SPT est optimal.
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FIGURE 2.4 — Variation de la borne inférieure sur le ratio de compétitivité en fonction de n pour
B=0,9et §=0,1| Probléme 1|online,r;, I% > 6|13 Cion0< <1
J

En outre, pour le probléme 1|online,r;, 2222 < 8,p; > pr| > C;, ou 0 < § < 1, nous

.....

.....

présentons un nouvel algorithme semi-online pour ce probléme permettant d’atteindre
une meilleure compétitivité.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait I’objet des publications suivantes :

— Hajar Nouinou, Taha Arbaoui, Alice Yalaoui. Semi-online Scheduling For Mini-
mizing The Total Completion Time : Information Value. International Conference
on Optimization and Learning, Spain, 2020. |64]

— Hajar Nouinou, Taha Arbaoui, Alice Yalaoui. Minimising The Total Completion
Time for a Class of Semi-online Single Machine Scheduling Problems. Theoretical
Computer Science, 2021, en révision. [65]
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FIGURE 2.5 — Variation de la borne inférieure sur le ratio de compétitivité en fonction de vy pour
B =0,9et 8=0,01| probléeme 1|online,r;, p;;fl <B,p; >pr|>.Cjou0<p<1.
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Chapitre 3

Algorithme semszi-online avec
informations sur les temps de
traitement pour

. Dit1
1\0715@%6,7“j,é—j < B,pj > pL|> C;

Résumé :

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme semi-online de minimisation de la somme
des dates de fin des taches sur machine unitaire avec des taches qui arrivent en ordre
décroissant des temps de traitement. Nous présentons un nouvel algorithme, nommé ¢D-
SPT, qui prend en compte cette information et qui assure une meilleure performance

.....

.....

online obtenue au chapitre précédent, ce qui veut dire que ¢D-SPT est le meilleur
algorithme pour le probléeme.

61
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3.1 Introduction

Comme évoqué au chapitre 1, a la section 1.4, 'ordonnancement online ou semi-
online est un domaine important dans la théorie de I'ordonnancement et fait 1’objet
d’une attention particuliére. En raison de I’absence d’information globale sur I'instance,
un ordonnancement online ne peut étre optimal dans la plupart des cas. La qualité d’'un
algorithme online est souvent évaluée en fonction de ses performances compétitives. Un
algorithme est appelé p-compétitif si, pour une instance donnée, la valeur de la fonction
objective de I'ordonnancement obtenu par cet algorithme n’est pas pire que p fois celui
de l'ordonnancement offfine optimal [30].

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme semi-online de minimisation de la
somme des dates de fin des taches, ou le décideur a ’avantage d’avoir une information
sur les temps de traitement des taches : 'ordre d’arrivée des taches est décroissant par
rapport aux temps de traitement et ceux-ci sont bornés.

Nous citons quelques travaux qui ont étudié le probleme semi-online avec des taches
qui arrivent en ordre décroissant des temps de traitement :

— Seiden et al. [76] ont étudié le probléme d’ordonnancement semi-online pour la mi-
nimisation du makespan sur machines paralléles identiques ot les taches arrivent
dans un ordre décroissant des temps de traitement. Ils ont présenté des bornes

.....

chines m. Ces bornes tendent vers %ﬁ quand le nombre de machines tend vers

I'infini. En ce qui concerne la variante non-préemptive du probléme semi-online
avec des temps de traitement des taches décroissants, I’algorithme de Graham [36]
1

est % — 3,--compétitif. Pour 2 machines, Seiden et al. ont prouvé que cet algo-

rithme est le meilleur possible, avec un ratio de compétitivité de %. Finalement,

ils ont démontré que pour m = 3, la borne inférieure est HT V37,

— Epstein et Favrholdt [27] ont considéré le probléme d’ordonnancement semi-online
non-préemptif ou les taches arrivent en over-list dans un ordre décroissant des
temps de traitement des taches. L’environnement d’ordonnancement est composé
de deux machines uniformes avec comme fonction objectif la minimisation du
compétitivité en fonction du rapport de vitesse (¢ > 1) entre les deux machines.
IIs ont montré que l'algorithme LPT (Longest Processing Time) a un ratio de
compétitivité optimal de 1,28 en général, mais pas pour toutes les valeurs de gq.

Ainsi, ils congoivent différents algorithmes avec les meilleures compétitivités pour
les intervalles ot LPT n’est pas le meilleur algorithme.
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— Cheng et al. [22] ont considéré le probléme d’ordonnancement multiprocesseur
semi-online pour minimiser le makespan, ou les taches arrivent dans un ordre
décroissant des temps de traitement. Ils ont construit un algorithme semi-online

.....

1+v37
6

rithme optimal pour m = 3, c’est-a-dire, un algorithme -compétitif.

— Cao et Wan [19] se sont intéressés au probléme d’ordonnancement semi-online
avec information combinée sur deux machines paralléles identiques pour minimi-
ser le makespan, ou les taches ont des temps de traitement dans l'intervalle [1,¢],
avec t > 1, et elles arrivent dans un ordre décroissant de leurs temps de traite-
ment. Pour ¢t > 1, ils ont construit un algorithme LS optimal avec un ratio de
compétitivité qui correspond a la borne inférieure du probléme.

Nous pouvons conclure de ce bref état de I'art que l'information sur les temps de
traitement des taches décroissants a permis d’améliorer la prise de décision pour plu-
sieurs problémes d’ordonnancement. Les chercheurs se sont particuliérement intéressés
aux problémes de minimisation du makespan. Cependant, en ce qui concerne le pro-
bléme de minimisation de la somme des dates de fin des taches, aucune étude ne peut
étre identifiée dans la littérature considérant I'arrivée des taches en ordre décroissant
des temps de traitement. Dans ce chapitre nous présentons un nouvel algorithme pour
le probléme 1|online, r;, pgl < B,p; > pr|>.Cjpour 0 < 5 < 1etp, >0 suivi d'une
analyse de compétitivité.

3.2 Notations et définition du probléme

Nous considérons le probléme semi-online avec une information combinée pour la
minimisation de la somme des dates de fin des taches sur machine unitaire avec des
taches qui arrivent en over-time. Les taches ont des temps de traitement dans 'intervalle
[pr, pL], avec pp > pr > 0, et elles arrivent dans un ordre décroissant de leurs temps
de traitement selon le critére p;; < fp;, avec 0 < 8 < 1 et p; le temps de traitement
de la tache J; pour j = {1,...,n — 1} et n le nombre de taches dans une instance.

En ce qui suit, nous allons utiliser les notations suivants :

— r; : Date d’arrivée d’une tache J;.
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— () : La date de fin de la tache J; dans I'ordonnancement o construit par I’algo-
rithme semi-online.

— (75 : La date de fin de la tache J; dans I'ordonnancement o* construit par Ialgo-
rithme offline optimale.

— (7" : La date de fin de la tache J; dans 'ordonnancement o** construit par ’al-
gorithme offline optimale SRPT (Shortest Remaining Processing Time) ou les
préemptions sont autorisées.

— ALG(I) = Y C;(I) : La fonction objectif obtenue de 'ordonnancement o pour
une instance /.

— OPT(I) = > C3(I) : La fonction objectif obtenue de I'ordonnancement ¢* pour
une instance /.

— LB(I) = > C;*(I) : La fonction objectif obtenue de I'ordonnancement ** pour
une instance I.

— = g—; < 1 : Le ratio de la borne inférieure du plus petit temps de traitement sur
la borne supérieure du plus grand temps de traitement.

Considérons une instance pour le probleme le probléme semi-online étudié 1|online, r;,
pi+1 < Bp;,p; > pr| Y. C;j. Nous pouvons trouver une borne supérieure sur le nombre
de taches dans cette instance en utilisant les deux informations connues. En effet, nous
avons

p2 < Bpr (3.1)

p3 < Bp2 (3.2)

Pr S ﬁpnfl (33)

Ce qui implique,

pr < 5" pr (3.4)

— [l >y (3.5)

[
— <)y (3.6)

In (B)
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En conséquence, le nombre maximale n de taches dans une instance I est noté

n= {% + 1J (3.7)

3.3 L’algorithme ¢D-SPT

L’algorithme semi-online proposé, nommé ¢D-SPT (¢-Delayed Shortest Processing
Time), est inspiré de l'algorithme online D-SPT introduit par Hoogeveen et Vestjens
[42] ot une tache J; avec un temps de traitement p; ne peut étre ordonnancée que si
elle vérifie la condition p; < ¢ avec t le temps de décision actuel. Dans le cas ou cette
condition n’est pas vérifiée, la tache est retardée jusqu’a ce qu’elle vérifie la condition
ou jusqu’a l'arrivée d’une autre tache. Le nouvel algorithme ¢D-SPT permet d’insérer
moins de temps d’attente par rapport a D-SPT, cela peut étre justifié par la quantité
d’informations connues sur I'instance a ordonnancer. En effet, 'algorithme semi-online
n’a pas besoin d’étre aussi prudent que ’algorithme online qui se trouve face & une
incertitude totale. Les informations sur I'ordre d’arrivée des taches et la valeur maxi-
mum et minimum des temps de traitement dans l'instance sont utilisées pour trouver
I’expression idéale de ¢, ce dernier est un parameétre de notre probléme qui sera défini
par la suite.

L’algorithme ¢D-SPT s’énonce comme suit :
Lorsque la machine est inactive et que certaines taches sont disponibles, choisir la tache
J; avec le plus petit temps de traitement p; parmi les taches disponibles. Ensuite, si

Alors ordonnancer J;; sinon, attendre que l'inégalité soit vérifiée ou qu'une nouvelle
tache arrive.

3.4 Analyse de compétitivité de ¢D-SPT

Afin de prouver le ratio de compétitivité de ¢D-SPT, il est important de fournir la
preuve de certaines propriétés dans la section suivante.

3.4.1 Réduction des temps de traitement

Lemme 2. Lorsqu'une tache débute son traitement a un instant S selon ¢D-SPT suivi
par (n—1) taches libérées a S+¢, alors la diminution des temps de traitement des (n—1)
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taches ne peut qu’augmenter le rapport de la valeur objective obtenue par ¢D-SPT sur
la valeur objective obtenue par ’algorithme offline optimal.

Démonstration. Considérons une instance I avec une tache J; ayant un temps de trai-
tement p; et une date d’arrivée ry dont le traitement commence a un instant .S, selon
¢D-SPT, suivi de (n — 1) taches, arrivées & S + € avec des temps de traitement p; < p;
avec j € {2,...,n} (Figure 3.1).

La valeur objective de 'ordonnancement obtenue par ¢D-SPT est :

Instance [ Instance I’
: P2 Pn P2’ Pn’
Algorithme & | j, [TE 7
online S S
) ; a) P2 Pn ic) 2% Pn’
Algorithme IR [ 7, ] [ ] A
offline optimal | St e e
b) b2 Pn %d) pZ’ pn’
A ! | A i
T n

F1GURE 3.1 — Les ordonnancements par I’algorithme semi-online et I'algorithme offline optimal

ALG(I)=(S+p1)+(S+p1+p2)+ ...+ (S+p1+p2+...+pn) (3.9)

=nS+np+ (n—1)pa+ ... + p (3.10)
n—1

=nS+npi + Y _(n—j)pjs (3.11)
7=1

Nous avons Z;‘:—ll(n — J)Pir1 = Do+ 2= j)p; — T, pj. Ainsi,

ALG(I )—nS+np1+Z (n+2—j)p Zp] (3.12)

j=2
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La valeur objective de I'ordonnancement offline optimal peut étre soit OPT,(I) soit
OPT,(I), o OPT,(I) représente le cas ou 'algorithme offline optimal décide de dé-
marrer les (n — 1) taches en premier suivi de J; (Figure 3.1 cas a), tandis que OPTy(I)
représente le cas ou il décide de programmer d’abord J; a 7 puis les (n — 1) téches
(Figure 3.1 cas b). D’on,

OPT,(I)=(S+e+ps)+ ... +(S+e+pr+...+pn)

+(S+etprt .t pat+p) (3.13)
=n(S+¢€)+p+nps+ ...+ 2p, (3.14)
:n(S+e)~|—p1+Z(n+2—j)pj (3.15)

j=2
EXt,
OPT,(I)=(r1+p1)+...+(ri+p1+ ... +pn) (3.16)
=nri+npr+ (n—Dpe + ... + pn (3.17)
n—1
=nri+npr+ Y (n—j)pin (3.18)
=1
:nr1+np1—|—2(n—|—2—j)pj —ij (3.19)
=2 j=2

Ainsi, le ratio peut étre soit p, soit p,. Quand € — 0, nous avons

ALG(I)  nSHnpi+ (42— )p = 2T, p;

I a— o n ; 3.20
0" OPT,(I) nS+pi+ 2 5 o(n+2—j)p; (3.20)
Et,
ALG(I nS4+np 5" (n+2—p. =S .
pb G( ) — p]- Z]_Q( ])p] an/_Qp] (321)

COPT(I)  nri+npr+ 7 ,(n+2—7)p; — X0, p;

Dans la suite, les temps de traitement p; pour j = {2,...,n} sont réduits pour étre
ramenés a p; de sorte que p; < p; pour j = {2,...,n}. La nouvelle instance est désignée
par I’ (Figure 3.1) et les ratios résultants sont désignés par p. et py. Les ordonnance-
ments offline optimaux sont représentés dans la figure 3.1 cas c et d.
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Il convient de noter qu’en diminuant les temps de traitement p; pour j = {2,...,n},
la solution optimale peut rester la méme ou changer pour une autre solution avec une
valeur objective plus petite. La condition pour laquelle OPT,(I) < OPT,(I) peut étre
obtenue comme suit :

OPT,(I) < OPTy(I) (3.22)

=n(S+e+p+ > (n+2-j)p
=2
<nr1—|—np1+2(n+2—j)pj —ij (3.23)
=2 =2

= n(S+e) +p <nri+np — ij (3.24)
j=2

= m-Up—n(S+e—r)>> p (3.25)
=2

Ainsi, OPT,(I) est meilleur que OPTy(I) lorsque Y 37, pj < (n—1)p1—n(S+e—r1), ce
qui signifie que dans le cas ou OPT,(I) est la valeur objective de la solution optimale,
la réduction des temps de traitement des (n — 1) taches ne changera pas la solution
optimale. Cependant, dans le cas ot OPT,(I) est la valeur objective de la solution op-
timale, c’est-a-dire > 7, p; > (n — 1)py — n(S + € — 1), alors la réduction des temps
de traitement pourrait changer la solution optimale.

En conséquence, nous devons comparer p, a p. et p, a pg pour lesquels 'ordre d’or-
donnancement par I’algorithme offline optimal ne change pas de 'instance I a I'instance
I'. De plus, lorsque la solution optimale est O PT,, alors la solution optimale peut chan-
ger lorsque ) 7, pi < (n—1)p1 —n(S+e—ry). Par conséquent, nous devons également

.....

Signe de p, — p. :

S ap Y2 =) = Y
Pa=Pe = nS +p1+ 2y o(n+2—5)p;
nS+npr+ 30, (n+2—j)p — i, 1
B nS+p1+ Y1, (n+2— j)p

(3.26)
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(1S + np1) (Sg_an +2 = ) = Syan+2 = ), )
+ (15 + ) (Sjaln +2 = f)ps — Sjaln+2 - )1}
+ (8 +p1) (o) — Xiaps)
_ L - (3.27)
<n5 +pit+ Y +2- j)pj>

<n5 o1+ +2 - j)p})

n

Désignons par C' une valeur positive, C'= > " ,(n +2 — j)p; — > _,(n+ 2 — j)pj
puisque p; > p); pour j = {2,...,n}. D’ot,

—C' (nS+np1)+C(nS+p)
+ (05 +p1) (S — Ko
Pa = Pc = (328)
<nS i+ 2 - j)pj>
(nS+p1+ X a(n+2—j)p)
=)+ 08+ ) (St — X pi) 0

(nS Pt Y, (n 2 - j)pj)
<nS Fp Y (2 - j)p;)
Puisque Z?:z P — Z?:z p; < 0 et n> 2 nous avons le résultat souhaité suivant,

Pa — Pec <0<+ Pa < Pc (330)

Signe de p, — pq :

nS +npr+ 35 (42— J)p; — 35 oD

nry +npy + Z;‘L:Q(n +2—J)pj — Z;‘L:Q Pj
nS +npr+ 30 ,(n+2 = j)p; — 3,1
o+ npy + Z?:z(n +2 - j)p;- - Z?:z 2

Pb— Pd =

(3.31)
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[ (nS +npy) (E}Lg(n +2- ) = >0, p;)
— (8 +np) (Z)a(n+2 = ps = o)
+(nry + np1) (Z}Lz(" +2-5)p — X pj)

— (nr1 + npy) (Z?;g(n +2—j)p; — Z?:Q pQ)
_ L = (3.32)
(m”l +np1 + Zj:?(n +2—j)p; — Zj:Q pj)

(nrs -+ 1+ o0+ 2= 5 — T, 9))

Désignons par C' = Z?:z(n +2—J)p; — Z?:Q p; — (Z;‘:Q(n +2—5)p; — Z?:z pg)
avec C' une valeur positive, puisque p; > p; pour j = {2, ...,n}. D’ot,

—C'"(nS + npy) + C'(nry + npy)

Py — Pd = T - . - = (3.33)
(nh +npr+ 30 o(n+2—j)p; — ijzpj)
(nrl +npr+ D5 (2= )P =70, P;)
_ C'n(r — 5) (3.34)
(nm +npr+ 35 (n+2=5)p; — X, Pj)
(nrs + 1 + 3o (n+ 2= 5 = 7 9))
Puisque S > rq, nous avons le résultat souhaité suivant,
o < pa (3.35)

Signe de p, — p. :

ALG(I) ALG(I")
» OPT,(I) = OPTL(I)
que pj < pj et j € {2,...,n}. De plus, quand la solution optimale pour I'instance I” est

OPT.(I'), nous avons :

Nous avons prouvé que p, < pg. Ainsi pour tout p; et p}, tel

ALG(I') _ ALG(I'

!/ < ! .
OPT(I') £ OPTUI') = G oo < o (3.36)
De (3.35) et (3.36), nous pouvons conclure que
ALG(I ALG(I'
G < G > pp < pe (3.37)

OPTy(I) = OPT.(I')
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De (3.30), (3.35) et (3.37), nous pouvons conclure qu’en diminuant les temps de traite-
ment p; pour j = {2,...,n}, le rapport de la valeur objective obtenue par I’algorithme
online sur celle obtenue par I'algorithme offline optimal augmente.

O

3.4.2 La structure en blocs de ’ordonnancement par ¢D-SPT

L’ordonnancement de ¢D-SPT est composé de blocs [ pour | = {1,...,b} avec b le
nombre total de blocs (Figure 3.2). Dans chaque bloc, les taches sont ordonnancées
en continu, tandis que des temps d’inactivité séparent les blocs. Les temps d’inactivité
sont soit dus a la stratégie d’attente implémentée par ¢D-SPT, soit parce que toutes
les taches arrivées ont déja été terminées avant ’arrivée d’une nouvelle tache. De plus,
les taches planifiées avant une période d’inactivité n’influencent pas la prise de déci-
sion concernant les taches planifiées aprés une période d’inactivité, et vice versa. Par
conséquent, nous pouvons diviser 'instance I en plusieurs instances plus petites I; pour
[ ={1,...,b}. Chacune se compose de taches dans un bloc de o(I). Pour chacune de ces
petites instances, ¢D-SPT garde les mémes dates de début des téches que dans o([).
Par conséquent, pour 'une de ces petites instances, le ratio de compétitivité n’est pas
inférieur & celui de I [42].

p(I) < leﬂ?f‘.’fb}p(m (3.38)
En conséquence, dans le pire des cas, nous pouvons considérer uniquement une de ces
petites instances, noté Iy, pour laquelle 'ordonnancement par ¢D-SPT n’est composé
que d’un seul bloc.

Notons la premiére date d’arrivée dans I'instance Iy par o et notons par S la date de
début du bloc choisi par ¢D-SPT. Les taches peuvent étre davantage partitionnées en
des sous-blocs de maniére & avoir des taches ordonnancées par SPT (Shortest Processing
Times) dans chaque sous-bloc. Aussi, la derniére tache dans un sous-bloc a un temps de
traitement plus long que la premiére tache du sous-bloc suivant. Notons ces sous-blocs
par B;, pour i = {1,...,m} et m le nombre total des sous-blocs. De plus, la derniére
tache d'un sous-bloc 7 est notée Jp,, son temps de traitement est noté pp, et sa date de
départ dans o(/y) est notée Sp, (Figure 3.3).

Trois ensembles de taches de Iy peuvent étre définis selon leurs dates d’arrivées :

— Q% contient les taches arrivant entre ry et S. Ces taches ont manifestement des
temps de traitement qui vérifient p; > ¢S car sinon elles auraient été ordonnan-
cées avant S selon ¢D-SPT.
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Blocs

[ | [ \

Temps
d'inactivité O'(I)

FIGURE 3.2 — Structure en blocs de o(I) par ¢D-SPT pour une instance I

— QY% contient les taches arrivant a S avec des temps de traitement qui vérifient
p; < ¢S, puisque toutes les taches qui vérifient p; > ¢S sont inclues dans Q%g.

— @Y% contient le reste des taches qui arrivent apreés S.

Il est a noter qu’a l'instant S, quand une tache vérifie la condition de ¢D-SPT,
alors toutes les taches qui arrivent ensuite et qui sont inclues dans Q%g, vérifieront la
condition, puisque les taches arrivent en ordre décroissant des temps de traitement.

Qps = {Jjlro <r; <8, p; > ¢S}
I Qe={Jjlr;=5, p; <¢S} (3.39)
Qs = {J;lr; > S}

Selon les trois sous-ensembles définis dans 1'équation (3.39) et la structure de o (1)
représentée dans la Figure 3.3, il est & noter que la premiére tache ordonnancée par
#D-SPT appartient a I'un des deux sous-ensembles Q%4 ou Q2.

Dans le cas ot Q% = 0, notons cette instance par Iy ;. Les trois sous-ensembles seront
définis ainsi :

01 A0
Bs — WnBs
Iy, %’1 =0 (3.40)

0,1 _ 10
AS QAS



3.4. ANALYSE DE COMPETITIVITE DE ¢D-SPT 73

Pour cette instance, la premiére tache ordonnancée par ¢pD-SPT serait la derniére

. . . . 0,1
tache arrivant parmi les taches dans Q5.

Dans le cas ou Q% # (), notons cette instance par Iy. Les trois sous-ensembles
seront définis ainsi :

0,2
BS — QOBS

In2 ¢ Q2" = QY% (3.41)
0,2
AS — Q?axs

Pour cette instance [ 9, la premiére tache ordonnancée par pD-SPT serait la derniere
tache arrivant parmi les taches dans Q%Q, puisque les taches dans ce sous-ensemble ont
des temps de traitement plus petits que ceux dans Q%é.

B, B, Bp-1 By
A | \ \
[ | \ [ \f |
Jo, ||| |, Js, .
T S 531 SBz SBm—l t

o

FIGURE 3.3 — Ordonnancement o(ly) de I'instance Iy par 'algorithme ¢D — SPT

Tout au long de 'analyse, le ratio de compétitivité est calculé par rapport a 1’or-
donnancement préemptif optimal puisque sa valeur objective est une borne inférieure
sur la valeur objective pour I'ordonnancement non préemptif optimal. De plus, il peut
étre facilement obtenue par la régle SRPT (Shortest Remaining Processing Time). Pour
une instance I, 'ordonnancement obtenu par SRPT est noté par o**(I) et sa valeur
objective par LB(I). Nous avons :

ALG(I) ALG(I)
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3.4.3 La méthode de transformation d’instances

L’analyse de compétitivité d’un algorithme est une analyse qui dépend du probléme
considéré. Ainsi, aucun cadre général n’existe dans la plupart des cas. Puisque le ratio
de compétitivité est le ratio de compétitivité de la pire instance, pouvons-nous trouver
la pire instance dans ’espace d’instances d’une maniére appropriée ? Nous utilisons une
méthode basée sur 'idée de transformation d’instance introduite par Tao et al. [87].
Elle commence par une instance arbitraire I du probléme considéré, puis construit une
nouvelle instance I' en modifiant I tel que la nouvelle instance a non seulement une
structure plus particuliére par rapport & I, mais satisfait également la relation :

3

La transformation que nous allons opérer ici consiste a modifier les dates d’arrivée
des taches et les temps de traitement de telle sorte que le ratio de compétitivité ne
va qu’augmenter apreés la transformation. Aprés exécution de la transformation, étape
par étape, 'instance obtenue va avoir une structure plus simple, ce qui va permettre
d’analyser son ratio de compétitivité. De cette maniére, nous allons obtenir une borne
supérieure sur le ratio de compétitivité (CR). Les étapes de cette transformation sont
illustrées a la Figure 3.4.

ALG(I)

ALG(I')
LB =™

B0 (3.43)

o)

Avec F(¢) une fonction de ¢.

Supprimer Supprimer
Réduction Réduction les taches qui Réduction les taches qui
des dates des temps de suivent la durée des temps de suivent la durée
d'arrivée traitement d'inactivité traitement d'inactivité
I L’ I CR
La structure | {Définition Tempsde |  Tempsde |
 en blocs de ides sous- : : traitement | a"(l3) ! traitement ! a™"(I3)
i 'ordonnnac- | iblocs et dates: ! réduits ! sansdurée ! ! réduits : i sans durée |
| -ement par d'arrivée : ! d'inactivité | ! ! d'inactivité |
@D-SPT réduites | e B Sk L e

FIGURE 3.4 — Etapes de la transformation d’instance pour l'obtention du ratio de compétitivité de

I’algorithme ¢D-SPT

Lemme 3

Lemme 4
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Réduction des dates d’arrivée des taches (Iy — I)

Dans cette section, nous modifions les dates d’arrivée de quelques taches J;. Notons
I, 1a nouvelle instance et 7 les nouvelles dates d’arrivée pour j = {1,...,n}.

Premiére réduction : Pour les taches dans Q% de I, nous pouvons réduire leurs
dates d’arrivée a ry puisqu’elles ne commencent pas avant S selon ¢D-SPT, c’est-a-dire
que toutes ces taches vérifient p; > ¢S. En conséquent, cette réduction ne changera pas
I'ordre d’ordonnancement des taches dans (/).

Seconde réduction : Pour les taches dans Q% , nous pouvons réduire leurs dates
d’arrivée de maniére a ce que des taches dans un sous-bloc B; arrivent a Sp, , + € pour
i = {2,...,m} sans influencer l'ordre d’ordonnancement, ou € est une valeur positive
infiniment petite. Par conséquence, il ne reste que m — 1 dates d’arrivée aprés S. De
plus, nous désignons par A; 'ensemble des taches libérées a Sp, + €.

Finalement et suite aux deux étapes de réduction appliquées, nous pouvons définir
trois sous-ensembles de taches en terme de leurs dates d’arrivée.

e QL contient les taches qui arrivent a ry avec des temps de traitement qui vérifient
pj = ¢S.

e () contient les taches qui arrivent a S vérifiant p; < ¢S.

e Les taches qui arrivent aprés S a Sp, + € pour i = {1,...,m — 1} sont contenues
dans le sous-ensemble QY4 = UA; avec A; = {J} avec rj = Sp, + €}.
7

Il faut noter que méme aprés la procédure de réduction des dates d’arrivée des
taches, 'ordonnancement de [; présenté dans la figure 3.5 est le méme que 'ordonnan-
cement de Iy présenté dans la figure 3.3, ¢’est-a-dire o(I;) = o ().

Qps = {le avec 7’]1- =rglro < 1; <5, p; > ¢S}

L Qy=0% (3.44)
Qas ={J avec rj=Sp +ei={1,..,m—1}r;>S}
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D’apres les trois sous-ensembles de I’équation (3.44) et la structure de 'ordonnan-
cement de I; représentée sur la figure 3.5, nous remarquons que o([;) débute avec des
taches dans QY si ce dernier n’est pas vide, sinon il commence par la derniére tache
libérée dans Q. En outre, le premier sous-bloc contient certaines taches de QL et des
taches de Q. De plus, chaque sous-bloc B; pour i = {2,...,m — 1} contient également
des taches de QY4 libérées & Sp, | +€ suivies d’une ou plusieurs taches de Q4. Enfin, le
dernier sous-bloc B,, contient les taches de Q)4 libérées a Sp, | + € suivies des taches
restantes de QL.

Bl Bz Bmfl Bm
A A A |
[ [l | [ I |
I, IB, I8, .
Tro S TSBI+£ T.S‘Bz+£ TS,gm_1+£ ‘

FIGURE 3.5 — L’ordonnancement o(I;) de l'instance I; par lalgorithme ¢D — SPT

Par la suite, nous montrerons que l'instance I; peut étre modifiée étape par étape
pour former une nouvelle instance I, telle que I a une structure plus spéciale avec un
ratio de compétitivité supérieur ou égal au ratio de compétitivité pour I;.

Réduction des temps de traitement des taches dans QY (I} — I} — )

Lemme 3. Une nouvelle instance, dénommée I, peut étre construite en modifiant I,
de telle sorte que Q%4 de I ne contient que des taches dont le temps de traitement est
le plus court possible ou est vide. De plus,

MO 0, (AL, 1)

LB(I) IBL) ' o

(3.45)
Démonstration. Cette preuve est composée de deux étapes. La premiére étape est une
procédure de réduction des temps de traitement des taches ou l'instance obtenue dé-
nommée [; garantit un ratio de compétitivité plus élevé que celui de l'instance I.
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En outre, dans la deuxiéme étape, nous modifions l'instance I] en se basant sur des
caractéristiques de l'ordonnancement par SRPT, noté o**(I]). L’instance obtenue est
dénommeée I, et vérifie 'inégalité (3.45).

Etape 1 : Réduction des temps de traitement (I; — I7)

Nous appliquons d’abord la procédure de réduction des temps de traitement sur

les taches de l’ensemble A,, ; qui arrivent a Sp,_, + €. Supposons que le nombre de
taches dans ’ensemble A,, 1 est n,,_1. Nous désignons ces taches dans un ordre dé-
croissant de leurs temps de traitement par J,_1; et des temps de traitement p,,_1
avec k € {1,...,np_1}, de sorte que pp—11 > Pm—12 > ... > Pm—1n,, .- Notons que ces
taches sont ordonnées dans leur ordre décroissant en bloc B,, suivi des taches restants
de QL (figure 3.6).
Pour ces taches de A, libérées a Sp__, + €, nous pouvons réduire leurs temps de trai-
tement d'une valeur 6,1 sans modifier leur ordre de traitement et sans diminuer le
ratio de compétitivité. La procédure de réduction des temps de traitement est justifiée
par le lemme 1 de la section 4.

Le choix de 0,,_1 :
Selon le lemme 1, le rapport de compétitivité est a son maximum lorsque les temps de
traitement des taches dans A,,_; sont a leur minimum tout en respectant les inégalités
suivantes :

Pm-12 < BPpm-11 (3.46)

pmfl,nm_l S Bpmfl,nm_lfl (347)

Nous pouvons modifier les temps de traitement des taches dans A,,_; en retenant la
borne inférieure pour chaque temps de traitement & partir de celui de la derniére tache.

Par conséquent, pour appliquer cette transformation, nous ajoutons a chaque temps
de traitement p,,_x pour k = {1,...,n,,_1} la valeur suivante :

Pm—1npm—
Om—1k = W — Pm—1k (3.48)

Pour chaque tache le appartenant & I’ensemble A,, 1, le nouveau temps de traite-
Pm—1,n,,_ 1

Frmoi—F Avec k son rang dans l'ordre décroissant.

ment est p}/ =
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Les figures 3.6 et 3.7 montrent cette premiére transformation par réduction des
temps de traitement des taches dans A,, ;. Il convient de noter que ces taches pour-
raient étre suivies par un nombre de taches, noté n’, appartenant au sous-ensemble
Qs Ces taches étaient disponibles mais ne pouvaient pas étre programmées avant
dans I'ordonnancement o (Iy).

Bm—l Bm
| |
[ | .
n taches
r—*—\
]Bmfl pm—l,nm,l pm—l.nm_l
T I ‘ Y J t
1o S SBmfl +e
Am—l

FIGURE 3.6 — Ordonnancement o(I;) de linstance I; avant réduction des temps de traitement des
taches lancées & Sp,, |, +¢€

Bm—l Bm
A )\
( ) — )
n' taches
{_H
Pm—1np-,
ij—l Pm—1np—y | - W _
T A T " 1 J t
To S SByp_y TE
Am-1

FIGURE 3.7 — Ordonnancement o(I;) de I'instance I; suite & la réduction des temps de traitement
des taches lancées a S, , + €

Nous appliquons la méme transformation aux taches relevant des autres ensembles
A; pour i = {1,...,m—2} en diminuant les temps de traitement p; x, pour k = {1, ...,n;}
et 1 ={1,...,m — 2}, avec une valeur J; , = Bprfz—'fk — Dik-
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Les nouveaux sous-ensembles sont notés comme suit :
N |
BS = QBS
1 _ Al
S = QS
1/ 1 _ .1 1 _ Ping . __
v ) I avecr; =rjet p; = G b= {1,....,m—1},
AS — _ 1 _ 1 _
k={1,..,ni}|rj = Sp +€ pj=Dpik

I (3.49)

Avant de passer a ’étape 2, nous devons définir certaines propriétés de 1’ordonnan-
cement o** (1) générées par SRPT pour 'instance I7.

A) Les taches sont ordonnancées a partir de ry et 'ordonnancement commence avec
N . . N 1/
des taches qui appartiennent a @) 5.

B) Des périodes d’inactivité peuvent se produire et ne sont dues qu’au fait que toutes
les taches disponibles sont terminées avant que de nouvelles taches puissent arri-
ver.

C) Apreés 'instant .S, si une période d’inactivité existe, elle se terminera avec 'arrivée
~ / . 2 N
des taches de Q4. Celles-ci sont programmées dans le méme ordre que dans o(I}).

D) Désignons par Sg; la date de fin de la premiére période d’inactivité. Compte tenu
de la structure de I'instance, nous pouvons conclure que des périodes d’inactivité
se terminent a chaque Sp, + € pour k£ > ¢, avec 7 l'indice d’arrivée des taches a la
fin de la premiére période d’inactivité.

La derniére propriété peut étre démontrée par induction. Supposons que la machine
est inactive & Sp, + € pour k > ¢ dans o™ (7).
Notons par C} et C}* la date de fin de la derniére tache ordonnancée parmi les taches
libérées & Sp, + € en o(17) et en o**(17), respectivement (Figure 3.8). Nous avons :

Cy = Sg,,, (3.50)
Alinsi,
Cir=Cr—pp, +e (3.51)

En conséquent,
Cpr < Spy,, +€ (3.52)
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L’équation (3.52) implique qu’il y a également une période d’inactivité d’une durée
pp, — € précédant Sp,,, + €. Ainsi, par induction, la machine se trouve inactive a la
derniére date d’arrivée Sp,, , + €.

Ensuite dans ’étape 2, nous vérifierons si, aprés les transformations ci-dessus, 1’or-
donnancement ¢**(I7) contient une ou plusieurs périodes d’inactivité. Si tel est le cas,
nous considérons Sgy comme le moment ot la premiére période d’inactivité se termine.
De plus, nous appliquons I’étape suivante afin de supprimer les taches planifiées aprés
cette période d’inactivité. L’instance obtenue pour laquelle I'ordonnancement par SRPT
ne contient aucune période d’inactivité est alors notée Is.

Etape 2 : Si une période d’inactivité se termine a Sp; en o**(I}), nous supprimons
toutes les taches libérées a partir de cette période d’inactivité, c¢’est-a-dire des taches
arrivant & Sp, + € > Spr pour i = {1,....m — 1} (I] — 1)

Afin de supprimer toutes les taches libérées apreés la période d’inactivité, nous com-
mencons par la derniére date d’arrivée Sp__, + € qui est également précédée d'une
période d’inactivité selon la propriété D. La figure 3.9 illustre le cas ol une période
d’inactivité existe juste avant la derniére date d’arrivée. Les n’ taches représentées dans
la figure 3.9 sont toutes les taches restantes du sous-ensemble Q}B'S qui n’ont pas pu
étre ordonnancées avant.

a)
a(l,")
ka ka+1
T T T Cic t
TG S SB]( + & SBk+1 + &
b) J**(Ill)

]Bk ka+l

TS G t

SBk+£ SBk+l+£

FIGURE 3.8 — Ordonnancements o(I]) (a) et 0**(I]) (b) avec des périodes d’inactivité dans o**(I})

La tache Jp,, , dont le temps de traitement est pp, , ainsi que les n’ taches sont
toutes ordonnancées avant Sp, , + € dans 'ordonnancement o**(1}), ainsi les n,,_;
taches commenceront a étre ordonnancées a partir de leur date d’arrivée. De plus, les
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a - -
) Pm—tnp -y n' tiches

Pm—-1nm-1 J6‘7'!::1—:1—1

t
TT{] TS T'S‘Bm—l +z

Ny,_q tAches

T xR (Ilf)

T t
To

FIGURE 3.9 — Transformation de I] (a) vers Iz (b) quand o**(I]) contient une période d’inactivité
précédant la derniére date d’arrivée

n’ taches ont évidemment des temps de traitement plus longs que celle de Jp _, car,
sinon, elles auraient été choisies pour étre ordonnancées en premier. Il convient donc
de vérifier I'inégalité suivante

n'PB,_, + Py <S =70 (3.53)

Les taches de Q4 5 ont toutes un temps de traitement non inférieur & ¢S et doivent étre
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terminées avant Sp,_, + € dans 0**([y/), donc cela implique
SBy1 —To > @S (3.54)

Ensuite, nous supprimons ces n,,_; taches planifiées aprés la période d’inactivité
dans 0**([y/) et nous désignons I'instance intermédiaire par 5. En combinant (3.53) et
(3.54) avec quelques opérations algébriques de base, nous avons

ALG(I) + 11 (Spp_, + PByy)
ALG(I) |+ b+ O e (3.55)
LB(I}) LB(D) + 1S, + Yoy kltast '
, 1S T R ]
n Pm—1,n 1
AL _[ +nm 1me 1+nlzm1m—m
< maz { ALGL) e o T (360)
LB(I,) M58,y + Dkl G
/ nm 1 Pm—1mn._q ’
B ALG( 12 I +0' Y00 G (3.57)
- LB(Iy) nm—1SBm71 + > et k# .
ALG Ig Nm—1PB,—1 +n,nm 1PB,,—1 (3 58)
. LB(R) " 1S+ Sy W |
up {ALGU2) | PBy t1pm, (3.59)
= LB(I,) SBm
< mag JALCE) | S =y (3.60)
- LB Ig QSS + 79
ALG(I5) 1
< it VA W 3.61
_max{ LB(IQ) +<I5} ( )

Ou l'inégalité (3.58) est obtenue a partir de > ;™" % < Nyp_1ps,,_,- Dans le cas

ou il n’y a aucune période d’inactivité, la procédure ci-dessus n’est pas appliquée.

Apres cette modification, A,,_; devient vide et Sp,, , + € n’est plus une date d’arri-
vée. De plus, nous appliquons la méme modification & la nouvelle derniére date d’arrivée
Sg,,_, + €. Cette procédure est répétée jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de période d’inacti-
vités dans I'ordonnancement par SRPT.
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Enfin, et aprés ces étapes définies, Q%4 devient soit vide, soit ne contient que des
taches dont les temps de traitement sont les plus courts possibles, alors que I'inégalité
(3.45) demeure valable dans les deux cas. La derniére instance pour laquelle 'ordon-
nancement par SRPT ne présente pas des périodes d’inactivité est dénommeée I. La
figure 3.10 illustre la structure de o(I2) qui a la méme structure que o (1) sauf que o(1ls)
contient éventuellement moins de sous-blocs s’il existe une premiére période d’inactivité
qui se termine a Sp; dans 'ordonnancement par SRPT.

Q2BS = JIB/S
L Q% =Qj (3.62)
Qhs = Qs \ {J;/ € Qg avec 7"31'/ > Srr}

B,
(—)\—\ plml pm—l.nm_1
Pin, prm-t Pm-1n,_, pPm-171
a(l)
]Bl aae jBZ sauw ij*l
T T T T t
7o S Sp, +¢ Sp, + € Sg, e

FIGURE 3.10 — Ordonnancement o(I3) pour 'instance Iy

Réduction des temps de traitement des taches dans Q% (I, — I} — I3)

Lemme 4. Une nouvelle instance, dénommée I3, peut étre construite en modifiant I,
de telle sorte que Q% de I3 ne contient que des taches dont le temps de traitement est
le plus court possible ou est vide. De plus,

MO, AL, 1)

14 =
LB(0) < mazx , 1+

LB (L) 5 (3.63)
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Démonstration. La preuve est la méme que pour le lemme 3. Pour les ng taches li-
bérées a S, nous réduisons leurs temps de traitement pgj par une valeur dgy ; pour
k ={1,...,ns}, I'instance obtenue est dénommeée 1.

Le choix de dg, :

.....

traitement des ng taches libérées & S sont au minimum tout en respectant les inégalités
suivantes :

ps2 < Bpsa (3.64)

Psins < Bpsmng—1 (3.65)

Nous pouvons modifier les temps de traitement des ng taches en retenant la borne in-
férieure de chaque temps de traitement a partir de la derniére tache.

Par conséquence, nous ajoutons a chaque temps de traitement pgj pour k = {1, ..., ng}
la valeur suivante :

Osk = Brsk DS,k (3.66)
Pour chaque téche J7 appartenant a I'ensemble Q%, le nouveau temps de traitement
2/ _ PSng ; , .
est pj = Grg-k avec k son rang dans l'ordre décroissant.

Les nouveaux sous-ensembles relatifs & 1) sont désignés comme suit :

2 2
BS — QBS

2/ 2 _ .2 2 _ PSn
I %,: Jj avec 1§y =T1j p; = anfk, (3.67)
2 k:{l,...,nSH’f‘JZZS p?:pgk

2/ 2
as = Qag

Comme pour 'étape 2 du lemme 3, nous vérifions si certaines périodes d’inactivité
apparaissent dans 'ordonnancement par SRPT de l'instance I),. Si c’est le cas, nous
supprimons les taches de Qi’s libérées apres la premiére période d’inactivité qui se ter-
mine a une date d’arrivée dénommeée S%; dans o**(I3). L'instance obtenue pour laquelle
les taches sont planifiées en continu par SRPT est dénommeée I3. Les sous-ensembles de
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I sont les mémes que ceux de I}, sauf qu'il est possible de se retrouver avec a la fois Q%
et Q%4 vides 8’il y a une période d’inactivité qui se termine & S dans I'ordonnancement
par SRPT, ou moins de sous-blocs dans Q%4 s'il y a une période d’inactivité qui se
termine & S%; dans o**(1}). Nous avons

Q?és = %S
I3 Q% =Q¥ (3.68)
Qs = Qis \ {lel S Qix/s avec 7"?/ > Spr}

La figure 3.11 illustre la structure de o(I3). Elle débute avec des taches de Q% a
Iinstant S, si ce dernier n’est pas vide, puis alterne entre des taches de Q%4 et Q.
Dans 0**(I3), les taches sont exécutées en continu a partir de rg. En outre, les taches
de Q% conservent le méme ordre de traitement que dans o(13), tandis que certaines

d’entre elles peuvent étre préemptées par des taches de Q% et Q3.
]

Remarque. Dans les démonstrations précédentes, si certaines périodes d’inactivité
apparaissent dans I'ordonnancement par ¢D-SPT suite a la réduction des temps de
traitement, nous pouvons obtenir une instance plus petite avec un ratio de compétitivité
plus élevé. Par conséquent, nous supposons que les taches sont toujours programmées
en continu pendant les ajustements de 'ordonnancement par ¢D-SPT [85].

3.4.4 Le ratio de compétitivité de ¢D-SPT

Les deux ordonnancements o(I3) et 0**(I3) sont illustrés dans la figure 3.11. Le ratio
de compétitivité peut étre obtenu en comparant les dates de fin des taches dans les deux
ordonnancements.

Lemme 5. Pour l'instance I3,

ALG(I;) 1 a—1—y)Y 1, p"
) a1+ =1 4 =22 3.69
LE(L) { P SR T (369
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Psns Pin, P
m—1,1m—
pS.ns ,8“5_1 pl'nl Bnl_l Pm-1n,,_, ﬁﬂrrri—lj
Ji ] Ji 0'(13)
Bl e BZ e Bﬂlfl
! t
To
Psng Pin, Prm—Lnm-y
Psng grs1 Prn, g1 Pm-inm-; frm-1-1
&
0" (I3)

FIGURE 3.11 — Ordonnancement o(I3) de Pinstance I3 par l'algorithme ¢D — SPT

Démonstration. Désignons 'ensemble des taches de I3 par @3, et désignons un de
ses sous-ensembles par F. Pour chaque décomposition D de l’ensemble Q3 en sous-
ensembles disjonctifs [87], nous avons

ALG(13) < { ZJjeF Cj }

max Z C**
Jj cF Yy

LB(I3) ~— FcD
Selon I’équation 3.70, nous pouvons définir trois sous-ensembles de I’ensemble Q3 conte-
nant des taches de I5. L’ensemble Q? contient toutes les taches de l'instance I3, c’est-
a-dire @Q* = Q%4 U Q% U Q% 4. Toutefois, dans ce qui suit, nous définirons de nouveaux
sous-ensembles disjonctifs de Q3.

(3.70)

Nous allons désormais décomposer @Q® en plusieurs sous-ensembles disjonctifs et
comparer la somme des dates de fin des taches dans chaque sous-ensemble. Cette dé-
composition prend en considération toutes les possibilités d’ordonnancement pour I'ins-
tance I3 par SRPT. En d’autres termes, chaque structure de planification des taches
dans 0**(I3) peut étre identifiée dans I'un des trois sous-ensembles. Le premier sous-
ensemble, désigné par F’, contient Jp,, les ng taches restantes de Q% et les ny taches
de A;. Pour ce sous-ensemble, SRPT devrait produire 'une des possibilités suivantes :
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A)

Jp, nest pas préemptée par les ng taches de Q% (figure 3.12-A). Cela signifie que
le temps de traitement restant de Jp, a 'instant S est inférieur ou égal au temps
de traitement pg,, de la derniére tache libérée dans Q%.

Jp, n'est pas préemptée par les ng taches de Q% mais la derniére tache ordonnan-
cée de Q% est préemptée par les ny taches de A; (figure 3.12-B). La non-préemption
de Jp, signifie que son temps de traitement restant a .S, qui peut étre défini comme
pp, — S, est inférieur ou égal & pg,.. En outre, étant donné que les taches de Q%
sont retardées d'une période pp, — S dans 'ordonnancement par SRPT, alors au
maximum la premiére tache libérée de Q% pourrait étre préemptée par les taches
de A; puisque le temps de retard aprés Sp, + € est inférieur ou égal a pg ..

Jp, n'est pas préemptée par les ng taches de Q% mais la derniere tache de Q%
est préemptée par les ny — np taches de A; (figure 3.12-C). Cela signifie que les
np taches de A; ont un temps de traitement supérieur au temps de traitement
restant de la derniére tache de Q%.

Jp, est préemptée par les ng taches de Q% et donc elle est également préemptée
par les nq taches de A; puisque les taches arrivent dans un ordre décroissant des
temps de traitement (figure 3.13-D).

Jp, est préemptée et certaines np taches de Q% ont des temps de traitement su-
périeurs au temps de traitement restant de Jp,. Ainsi, ces np taches contenues
dans un ensemble, noté B, seront ordonnancées par SRPT apres avoir terminé
Jp, (figure 3.13-E). Cela représente le cas ou le temps de traitement restant de
Jp, est supérieur aux temps de traitement de certaines taches de Q% alors qu’il
est inférieur ou égal aux temps de traitement des np taches restantes de Q% qui
font partie de I'ensemble B.

Jp, est préemptée et certaines np taches de Q% ont un temps de traitement su-
périeur au temps de traitement restant de Jp,. Ainsi, ces np taches qui sont
contenues dans un ensemble, noté B, seront ordonnancées par SRPT aprés avoir
terminé Jp,, tandis que la derniéere tache parmi les taches de B est préemptée par
les taches de A; et est ordonnancée en dernier (figure 3.13-F). Cela représente le
méme cas que E, sauf que le temps de traitement restant de la derniére tache en
B alinstant Sp, + € est supérieur aux temps de traitement des taches en A;.
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G) Ce cas, noté G, représente la méme situation que le cas F, sauf que la derniére
tache de Q% qui est préemptée par les n; taches de A; est maintenant préemptée
seulement par n; — np taches de A; (figure 3.13-G).

Les scénarios décrits plus haut représentent tous les cas possibles de planification
des taches en I’ par SRPT. Les autres combinaisons ne sont pas prises en compte car
elles sont impossibles. Nous pouvons annoncer les combinaisons irréalisables suivantes :

— Cas B, C, F et G : Nous avons considéré dans ces cas qu'une seule tache de Q%,
qui est la derniére ordonnancée, est préemptée par des taches de A;. En effet,
lorsque Jp, n’est pas préemptée, les taches de Q% sont retardées d’au plus pg.,,
puisque le temps de traitement restant de Jp, a 'instant S est inférieur a celui de
la premiére tache ordonnancée parmi les taches de Q%. Ainsi, une seule tache peut
étre préemptée parmi les taches de Q%. En outre, lorsque Jp, est préemptée par
certaines taches de Q%, le temps de retard est inférieur au temps de traitement
de la derniére tache ordonnancée de Q%, ce qui signifie également que seule cette
tache peut étre préemptée par des taches de A;.

sz v e

— Cas D : nous avons considéré ici que lorsque Jp, est préemptée par toutes les
taches de Q% alors elle est également préemptée par toutes les taches de A;. En
fait, étant donné que les taches de A; ont des temps de traitement plus courts
que celles de Q%, si le temps de traitement restant de Jp, est supérieur aux
temps de traitement des taches de Q%, il est alors clairement supérieur aux temps
de traitement des taches de A;. Par conséquent, le cas ot Jp, finit I'exécution
immeédiatement apres les taches dans Q% n’est pas possible.

Si une tache Jp, du sous-bloc B; (& I'exclusion de Jp,) est préemptée par des taches
de A; dans 0™ (I3), nous construisons un sous-ensemble, noté F;, qui contient Jp, et
toutes les taches de A;. Pour toutes les taches restantes dans I3, nous les mettions dans
un sous-ensemble, noté F”. Cet ensemble contient alors les taches Jp, qui ne sont pas
préemptées et les taches de A; qui ne préemptent pas d’autres taches. Les figures 3.14-
A’ et 3.14-B’ illustrent les cas ou J, B, €t Ay sont inclus dans l'ensemble F5, tandis que
la figure 3.14-C’ illustre le cas ou J B, et Ay sont inclus dans I’ensemble F”.
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FIGURE 3.12 — Les ordonnancements o(I3) et o**(I3) avec trois possibilités d’ordonnancement (A),

(B) et (C) des taches de F’ par SRPT lorsque Jp, n’est pas préemptée
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FIGURE 3.13 — Les ordonnancements o (I3) et o**(I3) avec quatre possibilités d’ordonnancement (D),

(E), (F) et (G) des taches de F’ par SRPT lorsque Jp, est préemptée

Le sous-ensemble F/ = {Jp, } UQ3 U A,

A) Jp, n’est pas préemptée par les taches de Q¥ dans I'ordonnancement o**(I3)

(Figure 3.12-A).
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Nous avons

C* = pg, (3.71)
Cr=Cy + S+ Z gj;"sk (3.72)
C;=Cr+S—pp VJeQd (3.73)

C]:C;*+S VJjEAl

Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de F” lorsque Jp, n’est
pas préemptée.

CI* + 8+ 3305 5o

6”5 ano—k
> ser Cj B + ZJjng (Cy*+ S —pgs,) + > gsea (Cr+9) (3.75)
ZJjeF’ C;* i + ZJ-6Q3 Cﬂ'ﬁ* + ZJjeAl C;*
S+ Zk 1 ;’fsn 7+ s (S _pBl) + ZJjeAl S
=1+ — (3.76)
DB, + ZJng i + ZJjeAl ¢;
S+ s +ng (S — pp,) S
< 1+ max Lo L max (3.77)
pBr + X seq3 C; ied O
S+ Y05 s +ng (S —ps) S
<1+ max =1 prsTr PR (3.78)
P + nspp; + Z kﬁ”s sk DB,
S S S
< 1+max{¢,—} (3.79)
PB, +NsPB, DB
1
<1+2 (3.80)

Ou l'inégalité (3.78) est due au fait que les taches de A; ne commencent pas avant
pp, en o**(I3), et I'inégalité (3.79) est due a ngpp, > > .2, ;fs"sk, alors que l'inégalité

(3.80) est due a pg, > ¢S, d’ott la valeur maximale que S peut atteindre est *2L

5

B) Jp, n'est pas préemptée par les taches de %, mais la derniére tache de Q%,
dénommeée J,, est préemptée par les n; taches de A; (Figure 3.12-B).
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Nous avons
sk Psn
Cr=Cy+5+ Z GronE (3.81)
C;=C:* —(p, — S) VJ; € Q\J, (3.82)
Kok pl 11
C,=Cy" —(pp, — S) — Z i J, (3.83)
Cj = C]** + B, VJ] < A1 (384)

Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de F” lorsque Jp, n’est
pas préemptée mais que la derniére tache de Q¥ est préemptée par toutes les ny taches

de Al.

O + 5+ 3 cqn 5nas
+3eqn, (CFF = (pB, = 8)) + G}
—(pB, — 5) — ZJjeAl %
2nerCi | + 3 e, (CFF +11,) |
Yrer CF O+ Y e, OF G+ X ea, O

S+2eq % > seqing, (PBL —5)

- (pB1 - S) ZJjGAl ;ﬁﬁk +nipp,

Cl + ZJ]EQ%\JP Cj + Cp + ZJjefh Cj
S+ ngS +nipp, + ZJjng [S):é—n—slc
Pin
_ 1 i - nSpBl - ZJ'EAl ﬂnl_lk

PS,ng
pBl + nSpBl + ZJ-EQ?’\J kﬂ'fs k + ZJ GQ

P1,nq
+ ZJJGAI /3711 F nlSB1 + ZJ €A

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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(
Ps,n
mpB ZJjEQ?é' ﬂnSS_Sk p1
S — NspPB; — ZJ A n"'l_1k
<max{ 14+ — 1+ : e (3.88)
pBl Z k pS’n
J;EQ3N\Jp Vs — FnsF
PS,ng Pin
+ ZJJ'EQ?’ pnS— k + ZJJEAl ﬁTpllk
. + nlSBl + ZJ]'EAI k,@m =
4 )
pl n1 k— ni
1 ZJ ca, B
<max {1+, 14— Th — (3.89)
n n
¢ nlp 10B11 ZJ €A g ]
pl n —k
\ pB11 zJjeAl 5”1 /
1 =1,
§max{1—|——,1—|— _ 22 (3.90)

¢ Ay YL, iAT

Ou l'inégalité (3.89) est due au fait que ZJjng éf’s—”_sk —ngpp, < 0etpp, > @S, et
I'inégalité (3.90) est due a pp, > ¢Sp,.

C) Jp, n'est pas préemptée par les taches de Q%, mais la derniere tache de @3,
dénommée J,, est préemptée par les n; — np taches de A; (Figure 3.12-C).

Nous avons,

Hk Psn

C;=C"+ S+ Z s Sk
J;€Q¥

Cj =07 —(pp, —S) VJ; € Q3\J,

*k Piny
Cp:Cp _<pBl_S — Z ﬁ Jp

JjEAl—B’

Cj:C;*—FpBl \V/JjGAl—
Cj = C]** +PB, — (pBl — S) = CJ** +S VJJ cB

(3.94)
(3.95)

Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de F” lorsque Jp, n’est
pas préemptée mais que la derniére tache de Q% est préemptée par n; — np taches de

A;.
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ZJjeF' &

Cr + S+ con 5o + X yean, (CF = (b5, = 5))
+C" = (v, = S) = X jea-p ;ipk
+ ZJJE/th’ (Cj** +pB1) + ZJ]EB’ (CJ** + S)

ok =
ZJJ‘GF/ C]

<1+ max

=1+ max , max

max

Cr + ZJjng\Jp Cr+ Oy + ZJjeArB' Cr+ ZJjer cr (3.96)
S+ s eas mer — Lieqns, Po = 5)
— (P, —95) — ZJjeArB/ ;r}i—@k
+ (n1 —np) pp, + ZJjeB' S
CI" + 2 gequns, G+ G
+ 2 gen-p O+ 2 5em CFF

(3.97)

S+ngS+ ijng /gfsnfk — nspB, ]

- ZJjeAl—B’ % + (m — np)ps,

PSimg. " J,EB Cr
PB, + (nS - 1)1731 + ijeQ%\J kﬁrfs T+ SBl

P1in
+ea B 551——11@ +pp, — 9
P1,n
+ (n1 —np)Sp, + ZJj€A1—B’ kﬁil =

(3.98)

pS,nS
ijeQ% Brs—k — 1SPBy
P1,nq
- ZJjEAl—B’ B"l*k
S+ ngS + (711 - ’I”LB/)]?B1 S

, max
pBl +nSpBl’ ZJ]GQ%\JP k;:snk +SBl JEB/ C**

Pi,n
+ ZJjGAl—B/ ﬁ"l_lk
-9 -+ (n1 — nB’)SB1
P1in
+ 2 sen—p kgnTr
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(nl - nB’)pBl
5 =D JeA—B /fii"fk S
<1 — = — 3.100
= G mey max DB, (nl — np)Sk, 5B oy ( )
+ ZJ €A1 —-B’ kﬁp’ilnl’ﬂ
A—1- j=n
< 14 max < ma i _ 13550 : S (3.101)
P, "o +72j 2B Py
j—n
< 14 max { ma l ’an:] 2,6, - ,l (3.102)
¢ ol Vijzjﬁj_n ¢
n— 1 n B
Cmaxd1s L ”Zﬁf—? > (3.103)
¢ _+72j:2]5]_n
L’équation (3.100) est due au fait que ZJjng gf’s—"i < nspp, et Sp, > S. De plus,

I'équation (3.101) vient du fait que les dates de fin des taches de B’ sont au moins
¢égales a pp, tandis que (3.102) vient du fait que pp, > ¢S.

D) Jp, est préemptée par les ng taches de Q% puis elle est également préemptée par
les n; taches de A; (Figure 3.13-D).

Nous avons,
ni
*k p s
(h:01+5—§:@%§ (3.104)
k=1
C;=Cr VJeQi (3.105)
Cj = C]** +p31 VJJ < A1 (3106)

Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de F’ lorsque Jpg, est
préemptée.

ZJ]'EF’ OJ o C** + S Zk‘ 1 6])’11"1’“ + ZJjEQ% C;* + Z]jeAl (Oj** + pBl)

ijeF/ Cj o+ ZJjeQ% o+ zJjeAl &
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S =2l ;il 5+ nipp,

<1+ _ - _ (3.108)
PB, + Zk; 1 ;55 =+ Zk 1 ,gpil r +n1Sp, + Z kﬁpil L
p1 Plng
nip D
<maxdl4 214 2 E’“ O i — (3.100)
p31 n]_SBl + Zk. 1 Bnl lk + Z kﬂnl lk
( )
P1,ny ni k—nq
S ny — Zk: B
=max{ 1+ —, 1+ 5 ffl nl - (3.110)
PB, n1ﬁ + p’Tll Zklzl 6 o ]
P1,n n1 k—n
\ + pT; Zk:l kﬂ ' )
1 ny —7 221—1 5k_nl
<max{1+—,1+- =17 3.111)
{ o E T, B o kA (
1 a—l—yY
<maxq 1+, 1+ — 7%;9*?6, _ (3.112)
DD Y e

Ot l'inégalité (3.111) est due a pp, > ¢S, = oot >, et pp, < ¢Sp, vient de la regle
#D-SPT.

E) Jp, nest préemptée que par ng — np taches de Q% (figure 3.13-E).

Nous avons,
K% Psn
Cr=Cy+5+ > 5n5fk (3.113)
JjEB
C;=C VJ,€Qi—B (3.114)
Oj = OJ** — (p31 — S) \V/Jj eB (3115)
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Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de F’ lorsque Jpg, est
préemptée par ng — np taches de Q3.

ok PsS,n ok
Cl _'_S_'_ZJJEB ﬁns—sk +ZJJEQ% Cj

ZJJEF’ Cj _ + ZJjeAl (Ca** + S) - ZJjeB (pB, — 9) (3.117)
2 er O O+ Lreqs O + 2gen O |
. S—i_ZJjeBgfi‘—njc—i_ZJjeAlS_ZJjeB (P, —9) (3.118)
O +220,eqs O + 2 yea, O
i S—i_ZJjEng’f:?—ninjGAlS_ZJjEB (B, — 5) (3.119)
Po, + Lpeqy-p grse + (15 —n)S + 35 cqu_p ket
+ nppp, +np ijeQ%—B /% + 2 sen k% + nipp,
Tm ZJJEQ3S % - ZJJEAl k%
P <1+n1+nB)S+ZJjeB%_anB1 (3.120)
(L+m1 +np)pp, + (ns —1p) S+ 3, cos_p 5res
+ 2 eqi-n kﬁp’i—n‘s’“ B ei-B %
+ 2 e k’% T2 8 % + 2 ea kﬁ%
<14 % (3.121)
!
§1+% (3.122)

Ou I'inégalité (3.121) est due a 3=, . %—anBl < 0, alors que 'inégalité (3.122)
est parce que pg, > ¢S.
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F) Jp, n'est préemptée que par ng — np taches de Q% et J, est préemptée par les
taches de A; (figure 3.13-F).

Nous avons,

. Psn
Ci=Cy+S5+ > W—Sk (3.123)
JjGB
C;=C VJ;,€Qi—B (3.124)
C;=Cr — (pp, — S) V.J; € B\J, (3.125)
C, = C* — (pp, — b1 e (3.126)
J €A1
Cj = O]** + B, \V/JJ S Al (3127)

Nous comparons donc la somme des dates de fin des taches de F” lorsque Jp, est
préemptée par ng — np taches de Q¥ et que J, est préemptée par les taches de A;.

C**+S+ZJEB§:Snk+ZJ€Q3 C**

P1,nq *%k
ZJjGF/ Cj - ZJ]’EAI Bil Pt ZJ €A (O +p31) (3.128)
e O Ci+ e 5O + Gy

+ ZJ]'EB\JP C;* + ZJjEAl C;*

S+ en s + (ng — 1) (S — ps,)
—PB +S—ZJ]-€A1 % +n1p31

S+ nBS + E pf" — NBPB Z ea, i + naps
—14 Tene e (3130)

pBl + ZJjEQ3 —B Brs— k + (nS - nB) S
pSn PSn Pin
+2JJEQ3 klgns % —i—pBl-l-EJ €Q3 Frs—k +2J €A Bil—lk
Psn

+(n3—1)p31+<n3—1)zJ€Q3 W
+ ZJJEB\J k;:sn r +mSp, + ZJ €Ay kﬁpilnlk
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P1,nq

S +ngS mpp, — ijeAl ik
DB +1BPB, n1Sp, + ZJjEz‘h kgpii_njk

1 n—1—-~y3" "
<maxql+—,1+—= 7271%2'5‘ —
¢ 5 T Z]‘:Q jpIr

< max{l + } (3.131)

(3.132)

Ou l'inégalité (3.131) est due a ZJjeB g,fg—”fk < nppg,, tandis que I'inégalité (3.132) est
due a pp, > ¢S et pp, < ¢Sp,.

G) Jp, n'est préemptée que par ng —np taches de Q% et J, n’est préemptée que par
ny — np taches de Ay (figure 3.13-G).

Nous avons

*ok Psn

Cr=Cy+5+ > anjk (3.133)

JjGB

C;=C VJ;eQi—B (3.134)

Cj = C;* - (pB1 - S) \V/JJ S B\Jp (3135)
*ok Ping

Co=Cy —(pp,—S)— Y. Bil_k J, (3.136)

JjEAl—B’
Cj = C]** + B, VJ] cA — B (3137)

Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de F’ lorsque Jpg, est
préemptée par ng — np taches de Q% et J, est préemptée par ng — np: taches de A;.

CI"+S5+>ep % + 2 seqs-5C5
+ZJjeB\Jp (Cy —pp +8) +CF —pp, + 8
— Y gem-n g + X pea—p (CF +p5y)
>0er G L +3 5w (C7+5) ] (3.139)
ZJJ-GF’ oy Cr + ZJJ-EQ%—B Cim+ G+ ZJjeB\JP ¢y
T2 gea-p O+ 2 5em CFF
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S+ ZJJ-EB gfsn z ZJ €B\J, (pB, = S) —pp + 5

- ZJ]'EAl—B/ ﬁp’ilnjk + ZJjEAl—B’ pBl + ZJ]'EB’ S
Cr + ZJJ,GQ%B Crr+ Gy

+ ZJJ'EB\JP O;* + ZJjEAl—B/ C’;* + ZJJ'EB’ O;*
S+ ZJjeB gf,s_ni — (ng = 1)(pp, = S)

S — PB, — ijeAlfB' ;%n Pt ZJ €A,—B PBi
O+ 2 geqs-p O 6

+ 2 e, O+ 2 sen—p O

=1+

(3.140)

<1+ max\

S
141
§Torl Bl

S+ ZJ]EB gfénfk - (nB - 1)(p31 - S) — P, + S
P1,nq

- ZJjeArB/ ,gil P+ Z] eA,-B PB:
<14+ max{ —= . . —
PB+ 25 eqi-p sk T (s —np)S B,

+ ZJ]-EQ3 k,gfsn 4+ (ns, — 1)pp,
pPs,n PsSn

+ (np, — 1) ZJ]-ng—B 5fs§k + ZJ]eB\Jp kgfs—sk

+SB1 +ZJj€A1—B’ ﬁpilnk ‘I’pBl S

+(n1 = np)Sp, + 2 g ca,_p kg

(5.142)
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pS,nS
ZJ]'EB an—k - anB1

P1,nq
S +ngS - ZJ' A —p e + (M —np)ps S
< 1 + max { max < 1 B2 e o . ,—
bB nppB n PB
1 1 ZJjeQ?ng % + (ns —np)S '

T EJJEQ%*B k%
+ (s = 1) X eqin reF
+3senv, ké’,f‘s—"i + 95, — S
+ 2 pen—p s + (= np)Sp,
Piny

\ \ + ZJ]'GA1—B’ kﬁ"l_k’ 1/

pl,nl
ny —np )pp, — . _ Bl Bni—k
< 1+max{max{i s o~ Logenow gk } i} (3.143)

? P1,n ?
PB; (nl - nB’)SBl + ijeAl_B/ kﬁnl—lk PB;

1 n—1— no_gimn
<max{14 1 T P
¢ > T D e 3PN

(3.144)

L’équation (3.143) vient du fait que ZJJ,GB ;f;—"_sk < ngpp, et Sp, > S, alors que
I’équation (3.144) est obtenue en considérant que pg, > ¢S.

Le sous-ensemble F; = {Jp,}UA, lorsque Jp, est préemptée par les taches
de Az
Pour ce sous-ensemble, SRPT devrait produire I'une des deux possibilités A" ou B’
représentées dans la figure 3.14.
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0 t
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A, —B" B"
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0 t
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t

(B) et (C) des taches de F; et F” par SRPT

FIGURE 3.14 — Les ordonnancements o(I3) et 0**(I3) avec les possibilités d’ordonnancement (A ),
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A') La tache Jp, est préemptée par les taches de A; (figure 3.14-A").

Cp,=Cy+5-Y % (3.145)
k=1
Oj = C]** —|—p3i \V/J] S Az (3146)

La figure 3.14-A’ illustre le cas ot .J B, est préemptée par des taches de A,.

Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de F;.

ZJjeFi & C** +85 =205 ;;nlk + ZJ €4; (C** + D5 )

> ser C Ch+ 2 sea C;
S — Z L + NiPp;
pB + Zk 1 B ’Lk + n’LSBZ + Z kﬁnl—lk
Pin;
S NiPB; = Dy G
<max{l+— 1+ 1P — (3.149)
pBi nlSB + Zk 1 Bmi lk + Z kﬁnl y
1 n—1— P I
<max{l+ —, 1+ —— 7;—?6, _ (3.150)
¢ o + 72]’:2]5]7”

B') La tache Jp, est préemptée par quelques taches de A; (figure 3.14-B').

Désignons par B” I'ensemble des taches parmi les taches de A; planifiées aprés la date
de fin de Jp, dans 'ordonnancement par SRPT et nps le nombre de taches dans cet
ensemble.

*k p’i,ni
Co-Cis— Y b (3151
JjeA;—B"
Cj = C;* +sz VJJ € Al — B” (3152)
Cj :C;*—f—pBi —(pBi _SB,-) :C;*—f—SBl \V/JJ € B” (3153)

La figure 3.14-B’ illustre le cas ou J B, est préemptée par (ny — npgr) taches de A,.

Ainsi, nous comparons la somme des dates de fin des taches de Fj.
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*k Pi,n;
CBi +5 - ZJ]-eAi—B” Bgri—k

> ser C _ + 2 s en—Br (Cy* +pp,) + > J,en (Cy* + Sg,) (3.154)
ZJjEFi C]** Cgt + ZJjEAi—B” C** + ZJ'EB" C**
=1+ S - ZJjeAi—B” gpr;nk + (ni — npr) pp, + npr Sk,
pBi + ZJ]'EA@—B” /Bprt;”k + (nz nB”) SB
+ 2 sea—Br kﬁ; v+ nprSp, +npr Yy ca,_pr ;:;ni
+ npr (pBi SBz) + ZJ]-EB” k;i nlk
(3.155)
- X 1,MN
pB + nB”pB (nz - nB”) Sp, + ZJjeAi—B// kgpn ~%
(3.156)
1 n—1-— nopimn
<max{ 1+ —, 1+ — Vzﬁj‘?ﬁ. _ (3.157)
¢ % ""sz‘zzjﬁj_n

Alors que I'inégalité (3.156) est due a S < Sp,, tandis que I'inégalité (3.157) est due a
pp;, < ¢Sp,.

Le sous-ensemble F” = {Jp,} U A; lorsque Jp, n’est pas préemptée par
les taches de A;
F" contient toutes les taches de Q%4 qui ne sont pas préemptées dans o**(I3), et les
autres taches dans Q3¢ qui ne préemptent aucune tache dans ¢**(I3). Nous pouvons
conclure que chaque tache de F” débutera avec un retard de S dans o(I3) par rapport
a o**(I3). Do,

e C C+ S 1
—ZJJGF ) S max {]T} S 1 + i S 1 + — (3158)
ZJjGF,, C J;EF" C; DB, ¢

La figure 3.14-C’ illustre le cas ou Jp, n’est pas préemptée.

Puisque chaque tache dans Q3 est contenue dans un des sous-ensembles F’, F; ou
F" alors selon les équations (3.70), (3.80), (3.90), (3.103), (3.112), (3.122), (3.132),
(3.144), (3.150), (3.157), et (3.158), nous obtenons le résultat proposeé. O
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Théoréme 7. Pour le probléme 1|online, r],pjjl < B,p; > prl>.C; pour 0<pB<

1 et p, > 0, 'algorithme ¢D-SPT a un ratio de compétitivité de 1 + 1 4> avec ¢ =
2(n—1)

A 3B (Y0 ) (1) (1A T, B3)

Démonstration. A partir des Lemmes 3, 4 et 5, nous obtenons le ratio de compétitivité
p de ¢D-SPT comme suit :

ALG(I) ALG(IL)
S VA el el V4 _
p = max OPT(L,) max LB (3.159)
— 1= P BIiTn
< max 1+1,1+2_1 Vzﬁ%?ﬁ, . (3.160)
¢ R DI e

1 _ n—1— 'YZJ 2/8] n
Nous avons 1+¢ =1+ 5= S T

(n—1—725ﬂ'—ﬁ> ¢2—72j6j_ﬁ¢+1—ﬁ:0 (3.161)
i=2 i=2

alors,

_ (7 i;ﬂfﬁ) 41 (1 — yiﬁ”) (3.162)

Alinsi,

Y \/ (it ) —aa—1) (1-nty S, 57)
2(’7—1 Y e B ")
(7 Z?:ﬂﬁj—n)g _ (7 Z}lﬂﬁﬂ-v@) +4(n—1) (1 — A YT, 5j_ﬁ>
2 <ﬁ —1-930, Bj‘ﬁ)
(7 Y 3BT - \/(7 Z?ZQJ'BJ’”)Z —4(n—1) (1 — A+, mn))
(3.164)

¢ = (3.163)
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) sl 165
Y Y, I+ \/<7 Zf;zjﬂjfﬁ) —4(n—1) (1 Y, @;ﬁ)
Nous avons 1
psl+s (3.166)
¢
= Z?:z jﬂj_ﬁ
e 2(n—1) (3.167)
]

La figure 3.15 ci-dessous illustre I’évolution du ratio de compétitivité et la borne infé-

sypegs e

rieure par rapport & % = I;,—i. Le petit écart entre le ratio de compétitivité de ¢D-SPT

et la borne inférieure du probléme 1|online, r;, pgl < B,p; > pr|>.Cj0u0<f <1et
pr, > 0, est due a I'utilisation de 'ordonnancement préemptif dans l'analyse de compé-
titivité alors que 'ordonnancement non-préemptif est utilisé dans la preuve de la borne
inférieure.

3.5 ¢D-SPT et aD-SPT

Tao et al [87] ont étudié le probléme 1|online,r;, Pmaz < o[ 57 Cj, ils ont présenté

,,,,,,

1+4/147'(7'-1)

ol o = o

Dans notre probléme, nous avons l'information sur I'ordre décroissant des temps de
traitement avec un facteur de 3 et 'information que le temps de traitement de la derniére
tache est limité par une valeur py. En outre, étant donné que la premiére tache libérée
dans notre probléme a le temps de traitement maximum, tandis que la derniére tache li-
bérée a le temps de traitement minimum, I'information peut étre exprimée comme suit :

max 1
Pmaz 2 (3.168)
5

Pmin
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* Borne inférieure

1
ly
FIGURE 3.15 — Evolution de la borne inférieure et du ratio de compétitivité pour le probléme
1lonline,r;, p;f_l < B,pj > pr|>_Cj, avec 0 < B < 1, par rapport & %
J

Considérons maintenant le ratio de compétitivité de ¢D-SPT, noté C'Ry, et le ratio
de compétitivité de aD-SPT, noté C'R,,, nous avons :

noiBi—n nagion)2_ fi— 7 7?72 j—7
Ry =14 2 Eimad T (e 1) D (1n e v ) (3.169)
Pour n = 2, nous avons
—2 492 —4 (v -1
CRy(A=2) =1+ 7 v 72 = 1) (3.170)

(—27 + V4 —4(y - 1)) (27 + VA —4(y - 1))

(3.171)
2 (27~|— VA —4(y - 1))

=1+
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—4y + 4 —4(y - 1)

=1+ (3.172)
2 <27+ VAy: —4(y - 1))
1—
14 1-7) (3.173)
T+V1i+y(y—1)
Pour v = %
/
—1
CRy(i=2)=1+ Gt (3.174)
1++/1+9 (v —1)
Ainsi,
CRy(n =2)=CR, (3.175)
Selon I’équation suivante :
_n(y)
n= +1 3.176
i (9) 4T
Pour n = 2, nous avons v = 3.
v=p8=CRy=CR, (3.177)

Par conséquence, si nous considérons une instance avec au plus deux taches, le ratio
de compétitivité de pD-SPT devient équivalent a celui de aD-SPT. En effet, pour n = 2,
la pire instance pour les deux algorithmes aD-SPT et ¢D-SPT est la méme, c’est-a-dire
lancer une longue tache avec un temps de traitement p,,.. = pr suivit d’une petite
tache avec un temps de traitement p,,;, = pr.

3.6 Etude numérique

Dans ce qui suit, une analyse numérique est présentée en implémentant quatre algo-
rithmes différents : D-SPT, aD-SPT, ¢D-SPT et SRPT. La méthode SRPT est utilisée
comme borne inférieure de la valeur objective d’un algorithme offline optimal du pro-
bléeme, ce qui permet de calculer une borne supérieure du ratio de compétitivité pour
chaque algorithme. De plus, D-SPT est l'algorithme online proposé par Hoogeveen et
Vestjens [42]| ot aucune information sur les taches a venir n’est connue, tandis que aD-
SPT est I'algorithme semi-online présenté par Tao et al. [87], ou le ratio du plus grand
temps de traitement sur le plus petit est borné par une valeur noté ~'.

De nombreuses études expérimentales peuvent étre identifiées dans la littérature. Un
travail récent proposé par Albers [3] s’est concentré sur les algorithmes d’ordonnance-
ment online pour minimiser le makespan sur les machines paralléles. Elle a analysé des
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algorithmes sur diverses séquences de taches. Certaines d’entre-elles étaient générées
par des distributions de probabilités, tandis que d’autres étaient des données réelles.
Hall et al. [38] ont fourni des propositions spécifiques pour le schéma de génération
d’une variété de problémes d’ordonnancement, y compris les problémes avec des dates
d’arrivée r;.

D-SPT, aD-SPT, ¢D-SPT, et SRPT ont été testés sur des problémes avec % =
1000, 5000, 10000. Quand aux temps de traitement, nous générons pour chaque tache
un temps de traitement entier p; a partir de la distribution uniforme U[1, Bp;_;], pour
B = 0,8, afin de satisfaire la condition de notre probleme -~ < . En outre, comme
la variation des dates d’arrivée des téaches est susceptible dinfluencer Pefficacité des
algorithmes, nous les générons comme suit [38] :

(1 =0et Tj:Tj,1+Xj,j:2,...,n

Ou X est une variable aléatoire générée a partir d’une distribution uniforme U|0, 100].
Pour chaque valeur de ~, 1000 instances ont été générées.

Les algorithmes ont été codés en C++ sur Microsoft Visual Studio et fonctionnent
sur un processeur Intel i5-8350U & 1,7 GHz.

Afin de représenter au mieux la performance des algorithmes testés, nous avons choisi
de présenter trois indicateurs de performance en se basant sur les ratios de compétitivité
des 1000 instances générées pour les trois valeurs de v : le ratio moyen, le nombre de fois
ou un algorithme est meilleur et le nombre de fois ot un algorithme est en avance. Le
premier indicateur représente la valeur moyenne du ratio de compétitivité sur les 1000
instances testées, le deuxiéme indicateur représente le nombre de fois que ’algorithme en
question fournit la meilleure performance parmi les performances obtenues. Finalement,
le troisiéme indicateur indique le nombre de fois ot un algorithme a été en avance
de performance sur les autres algorithmes. Les figures 3.16, 3.17 et 3.18 illustrent les
performances des trois algorithmes testés. Nous pouvons constater a partir de la figure
3.17 que ¢D-SPT obtient les meilleurs résultats en moyenne par rapport & D-SPT et
aD-SPT. La figure 3.16 montre la grandeur de I'amélioration de ’algorithme proposé.
Finalement, nous pouvons conclure a partir de la figure 3.18 que dans la plupart du
temps ¢D-SPT est en avance sur les autres algorithmes testés.
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3.7 Conclusion

pour 0 < § < 1 et pr, > 0. Dans ce probléme, les taches arrivent en ordre décroissant
des temps de traitement et une borne sur le temps de traitement de la derniére tache
est connue a l’avance. Nous avons construit un nouvel algorithme pour le probléme,
nommé ¢D-SPT, avec ¢ un parameétre du probléme intégrant les informations partielles

.....

Dans ce chapitre, nous avons étudié le probléme 1|online, r;, p;fl < B,p; 2Ll C;
J

semi-online proposé en utilisant la méthode de la réduction des instances introduite
par Tao et al. [87]. Nous avons donc prouvé que ¢D-SPT est 1 + é—compétitive, avec
¢ > 1. Une trés légére différence par rapport a la borne inférieure du probléme est
due au fait que le ratio de compétitivité de ¢D-SPT est obtenue en utilisant I’ordon-
nancement avec préemptions comme ordonnancement offline optimal. Finalement, une
étude numérique permet également de montrer 'avantage de ’algorithme semi-online
proposé en pratique.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons au probléme 1|semi—online,r;, | > C;
avec des dates d’arrivée des taches connues a I’avance tandis qu’aucune information n’est
disponible sur les temps de traitement des taches.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait ’objet des publications suivantes :

— Hajar Nouinou, Taha Arbaoui, Alice Yalaoui. Semi-online Scheduling For Mini-
mizing The Total Completion Time : Information Value. International Conference
on Optimization and Learning, Spain, 2020. |64]

— Hajar Nouinou, Taha Arbaoui, Alice Yalaoui. Minimising The Total Completion
Time for a Class of Semi-online Single Machine Scheduling Problems. Theoretical
Computer Science, 2021, en révision. [65]
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Chapitre 4

Algorithmes semzi-online avec
intégration de I'information sur les
dates d’arrivée des taches

Résumé :

Nous étudions dans un premier temps le modéle semi-online du probléme de minimisa-
tion de la somme des dates de fin des taches sur machine unitaire. Dans cette étude, nous
considérons le cas ou les dates d’arrivée des taches sont connues au départ, alors que
les temps de traitement demeurent inconnus. Nous développons d’abord un algorithme
semi-online, nommé VD-SPT (Variable Delayed Shortest Processing Time) qui obtient
de trés bons résultats sur des instances de petite taille selon notre étude expérimentale.
Ensuite, nous présentons un algorithme nommé CSPTn pour le probléme qui, en le
comparant aux algorithmes online et semi-online existants, obtient de treés bons résul-
tats sur des instances de grande taille et plus précisément sur des instances présentant
une grande variabilité en termes de temps de traitement. Finalement, nous présen-
tons la borne inférieure sur le ratio de compétitivité qui permet de vérifier I'utilité de
I'information partielle pour le probléme étudié. Dans un second temps, nous étudions
le probléme de minimisation de la somme des dates de fin pondérées des taches sur
machine unitaire. Nous démontrons d’abord que I'information exacte sur les dates d’ar-
rivée des taches n’apporte aucune amélioration. Ensuite, nous étudions la combinaison
de I'information sur les dates d’arrivée potentielles et une borne sur le plus petit temps
de traitement. Pour ce probléme, nous développons un algorithme semzi-online, nommé
MCSWPT, et nous évaluons sa performance par une étude expérimentale comparative.

113
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4.1 Introduction

Dans les probléemes d’ordonnancement online ou semi-online, lorsque les modéles
d’ordonnancement prennent en compte la restriction de 'arrivée des taches dans le
temps, les taches ne doivent pas obligatoirement étre ordonnancées dés leurs arrivées.
En effet, 'algorithme online ou semi-online doit décider, a chaque fois que la machine
est inactive, soit de planifier une des taches disponibles, soit de garder la machine
inactive pour que, si une tache importante arrive dans le futur, elle puisse étre traitée
immédiatement. Nous avons étudié dans le chapitre précédent le modeéle semi-online
avec des informations sur les temps de traitement des taches. Dans ce chapitre, nous
étudions le probléme semi-online avec intégration de I'information sur les dates d’arrivée
des taches. Cependant, les temps de traitement des taches demeurent inconnus. En fait,
la variante semi-online avec une information sur les dates d’arrivée des taches n’a pas
été suffisamment étudiée dans la littérature. Nous citons les deux travaux qui ont étudié
le probléeme semi-online :

— Pour le probléme d’ordonnancement sur machine unitaire, qui consiste & minimi-
ser la somme des dates de fin des taches, Tao [88] montre que I'information sur la
prochaine date d’arrivée a l'instant de décision présent n’apporte aucune amélio-
ration. En effet, il a prouvé que la borne inférieure sur le ratio de compétitivité
de ce probléme est égale a la meilleure borne connue de 2 méme en ajoutant cette
information.

— Hall et al. [39] ont étudié le probléme ou les taches ne peuvent arriver qu’a des
instants connus dans le temps. Cet environnement se situe entre les environne-
ments classiques d’ordonnancement offline et online. L’objectif est de minimiser la
somme des dates de fin pondérées des taches. En considérant un environnement
non-préemptif & machine unitaire, ils montrent que la borne inférieure du pro-
bléme étudié est la solution d’un modéle mathématique, noté P(v). Cette borne
inférieure est égale a R* < 2. La valeur exacte dépend des dates d’arrivée po-
tentielles des taches. Ils présentent également un algorithme d’ordonnancement
semi-online, nommé CSWPT (Critical Shortest Weighted Processing Time), et
montrent que son ratio de compétitivité correspond a cette borne inférieure.

Dans la section suivante, nous étudions le probléme 1|online, known r;| Y C; pour
lequel nous présentons deux algorithmes semi-online utilisant I'information sur les dates
d’arrivée des taches. Une étude numérique est menée pour évaluer la performance de
chaque algorithme.
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4.2  Probléme 1|online, known r;| > C|

L’algorithme D-SPT prend des décisions en online, ce qui signifie qu’aucune informa-
tion concernant les taches a venir n’est disponible au départ. Ceci justifie la nécessité
de définir un temps d’attente fixe qui ne dépend que du temps de traitement d’une
tache disponible et de la valeur de l'instant de décision présent. Cependant, dans cette
section, nous étudions la variante semi-online du probléme ou les dates d’arrivée des
taches sont connues & I'avance. Le premier avantage de I’ajout de cette information est
que l'algorithme semi-online ne doit pas toujours attendre. Par exemple, si des taches
sont disponibles et que nous savons qu’aucune autre tache ne sera libérée dans le futur,
un algorithme semi-online n’insérera plus de période d’inactivité et les taches seront
planifiées par ordre SPT. La réponse a la question : est-ce que d’autres taches vont
étre libérées dans le futur ? devient cruciale dans ce cas. Un autre exemple montrant
I'importance d’avoir I'information sur les dates d’arrivée est celui ol certaines téaches
sont disponibles et que la prochaine date d’arrivée est supérieure a la somme des temps
de traitement des taches disponibles et de l'instant de décision présent. Dans ce cas,
les taches peuvent également étre planifiées en mode offline sans insérer des périodes
d’inactivité puisque nous savons que la prochaine date d’arrivée n’interférera pas avec
la planification des taches disponibles.

4.2.1 L’algorithme VD-SPT

La conception d’un algorithme semi-online ou online repose sur la méme logique que
la conception d’un algorithme offline. La principale différence réside dans la quantité
des informations utilisées dans I'exécution de l'algorithme. Un algorithme online ne
peut utiliser que les informations disponibles a l'instant présent de décision, tandis
qu'un algorithme offline dispose de toutes les informations nécessaires pour construire
un bon ordonnancement. Cependant, dans la conception de VD-SPT, nous utilisons
une information existante, a savoir les dates d’arrivée des taches, ce qui signifie que
nous connaissons également le nombre n de taches qui vont arriver.

Définition de ¢,,,;

Pour le probléme semi-online de la minimisation de la somme des dates de fin des
taches, un algorithme semi-online doit répondre aux questions suivantes : Si une tache
est disponible, est-il préférable d’attendre ou de la planifier immédiatement ? et s’il
choisit d’attendre, pour combien de temps? Puisque nous avons une information sur
les dates d’arrivée, nous utilisons cette information dans la construction de notre algo-
rithme.
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Hoogeveen et Vestjens [42] ont prouvé que D-SPT (Delayed Shortest Processing

Time) est le meilleur algorithme possible pour le probléme 1|r;, online| > C; en déri-
vant une borne inférieure sur le ratio de compétitivité de tout algorithme online. Cette
borne inférieure a été obtenue en considérant un ensemble d’instances qui représentent
les pires scénarios pour tout algorithme online et pour lesquelles aucun algorithme on-
line ne peut garantir un résultat strictement inférieur au double de I'optimum. Pour
trouver ces instances, la méthode de 'adversaire est utilisée. Dans cette méthode, le
pire cas est obtenu en jouant le role d'un adversaire qui essaie de rendre la performance
de algorithme online aussi mauvaise que possible par rapport a sa propre performance
lorsqu’il traite la méme instance en offline. Les instances peuvent étre décrites comme
suit : une premiére tache arrive avec un temps de traitement p. Le premier scénario
est celui ou 'algorithme online décide d’ordonnancer la premiére tache & un instant
S alors que 'adversaire ne libére aucune autre tache dans le futur. Le second scénario
est celui ot n — 1 taches avec des temps de traitement infiniment petits sont lancées
immédiatement aprés le début de traitement de la premiére tache.
Par intuition et en se basant sur la méme logique de construction de l'instance qui
représente le pire cas pour le modéle online, nous pouvons imaginer deux cas possibles
qui représentent les pires scénarios pour un algorithme semi-online qui a ’avantage
de connaitre les dates d’arrivée des taches. Tout d’abord, parmi les taches disponibles,
nous choisissons une tache ayant le plus petit temps de traitement, noté p. De plus,
deux pires cas possibles peuvent se produire. Le premier cas est celui ou 'adversaire
libére un grand nombre de taches avec de petits temps de traitement suite a la décision
de l'algorithme semi-online de programmer une longue tache. Le second cas est celui
ou l'algorithme décide d’attendre les prochaines taches et que celles-ci s’avérent avoir le
méme temps de traitement que la premiére. Ces deux cas sont étudiés afin de détermi-
ner la valeur de t,,,., qui représente le temps maximum qu’un algorithme semi-online
peut se permettre d’attendre afin de garantir un compromis entre les deux pires cas
décrits (Figures 4.1 et 4.2).

Nous tenons a noter que dans ces deux cas, nous nous concentrons uniquement sur
les taches arrivant dans U'intervalle de temps |¢,t + p[, avec t étant I'instant de décision
présent, puisque les taches arrivant aprés ¢t 4 p n’interférent pas avec I’'ordonnancement
de la tache actuelle. Nous désignons par ¢ la date d’arrivée de n’ taches, telles que
t€lt,t+plet 1 <n <n-—1oun désigne le nombre total de taches. L’étude des deux
pires cas suivants permet de déterminer la valeur de ¢,,4,. Dans la suite, C7 désigne la
date de fin de la tache J; dans I'ordonnancement offline.
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Cas 1 : L’algorithme semi-online décide d’ordonnancer immédiatement la tache
disponible avec un temps de traitement p a I'instant ¢, tandis que 'adversaire libére n’
taches avec des temps de traitement égaux a e a I'instant ¢/, avec € une valeur positive
infiniment petite (Figure 4.1). Par conséquent, quand ¢ — 0 la valeur objective obtenue
par l'algorithme semi-online est la suivante :

Y Ci=t+p+n(t+p) (4.1)

&> Cj=@+1)(t+p) (4.2)

Puisque nous étudions le pire cas, qui est une mauvaise décision prise par un algorithme

,',L/

semi-online par rapport & 'algorithme offfine, nous considérons que t' < — 7P+, qui
est l'instant & partir duquel l'algorithme offline décide d’attendre les petites taches
puisque son cotut sera meilleur que celui de l'algorithme semi-online (Figure 4.1), alors
que dans le cas contraire, l'adversaire prendra les mémes décisions que l'algorithme
semi-online. Par conséquent, les équations (4.1) et (4.2) ne sont valables que si ¢’ vérifie
cette inégalité.

S Cr=nt+t+p (4.3)
&> Cr=@+1)t+p (4.4)

Le rapport des deux valeurs de la fonction objectif est donc le suivant :

2.0 _(W+1)(t+p)

YCr o (W + 1)t +p

Cas 2 : Pour ce deuxiéme cas, ’algorithme semi-online décide d’attendre I'arrivée

des n’ taches a l'instant ¢, tandis que I'adversaire lance ces taches avec un temps de

traitement p égal au temps de traitement de la premiére tache (Figure 4.2). Par consé-

quent, la somme des dates de fin des taches obtenue par 'algorithme semi-online est la
suivante :

(4.5)

!/ !/ 1
ZCj—t/—i-p—l—wp—l—n/(t/—i—p) (4.6)

<:>Z(Jjz(n’+1)(1t’+p)+M

5 (4.7)
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n' taches

L'algorithme
semi-online P

t T , t+p

t
L'algorithme
offline p
r 3 r
t , t +p

t

FI1GURE 4.1 — Cas 1 : ordonnancements obtenus par I’algorithme semi-online et I'algorithme offline

L’algorithme offline optimal planifiera évidemment la premiére tache immédiate-
ment puisque tout attente serait une perte de temps (Figure 4.2).

. n' (n' +1
ch:t+p+¥p+n’(t+p) (4.8)
* W (0 + 1)
&> Cr=(n'+1) (t+p)+——F—p (4.9)
Le rapport des deux valeurs objectives est donc le suivant
ZCJ- _ 20+ (0" +2)p (4.10)

YCr o 2+ (0 +2)p

L’équation (4.5) est une fonction décroissante par rapport a ¢’ alors que 1’équation
(4.10) est une fonction croissante par rapport a t’. Afin de trouver le valeur de t,,,, qui
représente le compromis entre ces deux cas, nous devons étudier 1’égalité de ces deux
fonctions. Dans la suite, nous désignons par t,,., la valeur de ¢’ qui résulte de I'étude
de I'égalité.

(W +1)(p+t) 20+ +2)p
(' +1)¢+p  2t+(n'+2)p

(4.11)
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n' tiches
|
L'algorithme
semi-online P p |- P
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|
L'algorithme
offline p P | P
T,

FIGURE 4.2 — Cas 2 : ordonnancements obtenus par 'algorithme semi-online et I’algorithme offline

(4.11) est équivalente a :

2(n' + 1) 0, + (0 + 1) (0" +2) + 2) ptyas — (0% + 50" +4) tp
—@2n +2)2 =0/ (" +2)p* =0 (4.12)

Ce qui donne :

—24+ MM +1)n+2)p

2+ +1) (0 +2)°p? +8(n + 1) [(n? 450/ +4)tp
+ (20" +2) 2 + 0/ (0’ +2) p?|

tmaz = 4.1
T+ 1) (4.13)

Nous pouvons observer a partir de I’équation (4.13) que la valeur de t,,,, dépend de
trois paramétres : n’ qui est le nombre de taches libérées, ¢ qui correspond a l'instant
de décision actuel et p qui est le temps de traitement de la plus petite tache parmi les
taches disponibles. Dans ce qui suit, un algorithme semi-online est présenté en utilisant
I'expression de t,,4,-
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VD-SPT

Précédemment, nous avons supposé que n' taches pouvaient arriver a t'. Cependant,
dans la suite nous utilisons l'expression de t,,,, en considérant que n” taches sont li-
bérées dans U'intervalle |¢,¢ + p[. Par conséquent, dans la suite, I’équation (4.13) sera
utilisée en utilisant n” au lieu de n’ et pour ¢t = 0, alors que le temps maximum que
VD-SPT peut se permettre d’attendre est t+t,,4.(n”, p). De plus, t +t,,4, sera comparé
a la derniére date d’arrivée dans 'intervalle |¢,¢ + p[, noté r,», de maniére itérative, de
telle sorte que si la condition n’est pas vérifiée, la derniére tache est supprimée et est
remplacée par celle en amont si celle-ci existe.

Dans I’é¢tape 1 de l'algorithme VD-SPT, une tache disponible avec le plus petit
temps de traitement, noté p,,, est sélectionnée. Ensuite, & ’étape 2, I’ensemble A est
rempli avec les n” taches qui arrivent dans l'intervalle |t, ¢+ p,,[. Nous trions et désignons
les dates d’arrivée de ces taches par A = {Ry, ..., R,»}. Si aucune tache n’arrive dans
I'intervalle considéré, nous planifions immédiatement la tache sélectionnée et mettons
a jour la valeur de I'instant de décision actuel (t =t 4 p,,). A 1’étape 3, nous calculons
la valeur de t,,q.(n", pr). Si le temps que nous nous autorisons a attendre la derniére
tache dans I’ensemble A est supérieur ou égal a la date d’arrivée de cette derniére, nous
attendons, sinon nous mettons a jour ’ensemble A en supprimant la derniére tache.
La procédure ci-dessus est répétée jusqu’a ce que l’ensemble A devienne vide ou que la
décision d’attendre soit prise. Ainsi, la valeur de t est mise & jour.

Etape 0 : Fixer t & la premiére date d’arrivée, N les taches disponibles a l'instant t et
N’ les taches avec des dates d’arrivées supérieures strictement a t.

Etape 1 : Fixer A = (. A I'instant de décision t et parmi les taches dans N, sélection-
ner la tache, notée Jy, avec le plus petit temps de traitement, noté p,,.

Etape 2 : Si des taches arrivent dans I'intervalle |t, ¢ + p,,[, noter leurs dates d’arrivées
Rq,..., R, triées en ordre croissant. Remplir A avec ces dates d’arrivées et passer a
I’étape 3. Sinon, passer a ’étape 6.

Etape 3 : Calculer la valeur de t,,,, pour n” et p,, et passer a I'étape 4.

Etape 4 : Si R, < t +t,4s, alors ajouter les taches dans A a ’ensemble N, supprimer
les taches dans A de ’ensemble N’ et passer a I’étape 5. Sinon supprimer R,» de A et
réinitialiser I’ensemble avec la méme notation pour n” = n” — 1. si A = () alors passer
a l’étape 6, sinon revenir a 1’étape 3.

Etape 5 : Si la premiére tache dans A peut finir avant R, alors retirer cette tache
de I'ensemble N, sinon passer a la tache suivante et répéter la procédure jusqu’a la
derniére tache dans A. Finalement, mettre ¢t = R,,» et revenir a I'étape 1.

Etape 6 : Ordonnancer J); & I'instant ¢ et actualiser 'instant de décision en mettant
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TABLE 4.1 — Exemple d’instance

j 1 2 3 4
] 0 0 1 2
Dj 8 6 € 4

t=t+pn. SiN=0et N # () alors fixer t & la prochaine date d’arrivée et revenir a
I'étape 1. Si N # () alors revenir a I'étape 1. Si N = () et N’ = () alors stop.

Considérons I'instance du tableau 4.1 a titre d’exemple pour appliquer 'algorithme
VD-SPT. Les dates d’arrivée sont connues mais le temps de traitement d’une téche
ne devient connu que lorsque l'instant de décision actuel ¢t est supérieur ou égal a la
date d’arrivée de cette tache. A I’étape 0, nous mettons t = r; = 0, N = {J;, o}, et
N’ = {Js, Jy}. Ensuite, a I’étape 1, la plus petite tache Jo est choisie avec un temps
de traitement p, = p,, = 6. A I'étape 2, nous constatons que dans U'intervalle Jt,t +
pm|=]0,6] il y a n” = 2 taches libérées, nous désignons leurs dates de libération A =
{Ry, Ry} = {rs,ra} = {1,2}. Dans I'étape 3, nous obtenons la valeur de .., = 2.8
pour n” = 2 et p,, = 6. A 'étape 4, nous comparons R,» = 2 & t + tyee = 2.8, et
puisque le second est supérieur au premier, nous mettons a jour les ensembles avec
N = {Jy, Ja, J3, Js} et N’ = () et passons a 'étape 5. Puisque la premicre tache dans
A avec la date d’arrivée Ry = 1 peut finir avant R,~, nous la planifions et mettons a
jour I'ensemble N = {.J;, Jo, J4 }. De plus, nous mettons a jour I'instant de décision avec
t = R, et passons a l’étape 1. La méme procédure est répétée et comme résultat, la
tache J3 est programmeée en premier a ¢t = 1 suivie de Jy, Jy et J; & partir de ¢ = 2.

4.2.2 Etude expérimentale de VD-SPT

Dans cette section, une étude expérimentale comparative est présentée par la mise
en ceuvre de trois algorithmes différents D-SPT, VD-SPT et SRPT. Premiérement, une
étude de cas moyen est présentée ol nous testons des instances générées selon des lois
de probabilité. Deuxiémement, une analyse du pire cas est présentée en étudiant une
instance ou des longues taches arrivent suivies de petites taches.

Average case study

Dans un premier temps, VD-SPT, D-SPT et SRPT ont été testés sur des instances
de 10, 15 et 20 taches. Pour les temps de traitement, nous générons pour chaque tache,
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un temps de traitement entier p; a partir de la distribution uniforme U[1, 10]. De plus,
puisque la plage des dates d’arrivée est susceptible d’influencer l'efficacité des algo-
rithmes, les dates d’arrivée sont des entiers générés comme suit [38] :

ri=0etr;=r,_1+X,, pour j =2,...,n

ou X; est une variable aléatoire générée selon une loi uniforme de distribution U0, 10].
Pour chaque valeur de n, 1000 instances sont générées.

Puisque la configuration offline du probléme étudié est NP-difficile, la régle SRPT
(Shortest Remaining Processing Time) est utilisée pour avoir une borne inférieure. Celle-
ci est optimale lorsque les préemptions sont autorisées. La valeur de la fonction objectif
par SRPT est une borne inférieure de la valeur optimale de la fonction objectif en offline
et peut donc étre utilisée pour trouver le ratio de compétitivité d’un algorithme online
line ou semi-online sur les instances testées est le ratio de sa valeur objective obtenue
par celle obtenue par SRPT.

Les figures 4.3, 4.4 et 4.5 montrent les ratios de compétitivité résultants de 'exécu-
tion de 10 instances par les algorithmes D-SPT et VD-SPT. La figure 4.3 montre les
résultats pour les problémes a 10 taches tandis que les figures 4.4 et 4.5 montrent les
résultats pour les problémes a 15 et 20 taches, respectivement. Pour le probléme a 10
taches, nous constatons que l'algorithme semi-online VD-SPT garantit une meilleure
performance que 'algorithme online D-SPT, tandis que dans certains cas, comme 1'ins-
tance 9 (figure 4.3), les deux algorithmes ont approximativement les mémes perfor-
mances. Cependant, pour le probléme a 15 téches (figure 4.4), nous remarquons que
pour certaines instances, D-SPT garantit une performance légérement meilleure que
VD-SPT. La figure 4.5 montre que les performances des deux algorithmes se main-
tiennent relativement au méme niveau, tandis que pour certaines instances telles que
les instances 4 et 7, nous remarquons que VD-SPT garantit de meilleures performances
que D-SPT.

Globalement, d’aprés le tableau 4.2 qui représente la moyenne sur 1000 instances
testées, nous pouvons remarquer que VD-SPT offre une meilleure performance que D-
SPT pour les problémes de 10, 15 et 20 taches. De plus, pour des problémes de petite
taille la différence entre les performances de VD-SPT et D-SPT est plus remarquable
que lorsqu’ils sont testés sur des problémes de plus grande taille.
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FIGURE 4.3 — Les ratios de compétitivité pour le probléme & 10 taches
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FIGURE 4.4 — Les ratios de compétitivité pour le probléme a 15 taches
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Ratio de compétitivité
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TABLE 4.2 — Ratios de compétitivité moyens sur 1000 instances testées

10 taches 15 taches 20 taches

VD-SPT

1.034 1.033 1.037

D-SPT

1.082 1.050 1.039

10
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TABLE 4.3 — Caractéristiques de l'instance pire-cas

Nombre de taches  Dates d’arrivée Temps de traitement
1 22 22

11 23 €

1 45 45

7 46 €

1 91 91

9 92 €

Worst case study

Afin de révéler I'avantage de 'algorithme VD-SPT proposé, une instance spéciale
est testée pour laquelle I'algorithme VD-SPT présente un clair avantage. L’instance est
caractérisée par des taches nécessitant un traitement long, qui sont lancées et suivies
par des taches nécessitant un traitement réduit (tableau 4.3). Si nous considérons que
la condition de D-SPT est vérifiéce pour les taches longues, c’est-a-dire que p; < ¢,
lalgorithme online décide de planifier immédiatement la tache dés son arrivée. Cela
signifie que les petites taches devront attendre que la tache longue soit terminée puisque
la préemption n’est pas autorisée (figure 4.6). D’un autre coté, comme le montre la figure
4.6, VD-SPT choisira d’attendre 'arrivée des petites taches puisque la condition de ¢,,,4,
est vérifiée, ce qui lui donnera ’avantage sur son homologue online.

11 taches 7 taches 9 taches
VVD-SPT 22 45 91 t
J 23 45 46 91 92 183
11 taches 7 taches 9 taches
D-SPT 22 45 91 t
22 44 45 90 91 182

FIGURE 4.6 — Ordonnancement par VD-SPT et D-SPT pour I'instance pire-cas
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La figure 4.7 ci-dessous montre la variation des valeurs de la fonction objective
lorsque l'instance est testée sur les algorithmes online et semi-online et en considérant
que € — 0. Nous pouvons constater que D-SPT fournit une trés mauvaise performance
par rapport & VD-SPT. De plus, la figure 4.6 montre I’ordonnancement construit par
VD-SPT pour l'instance considérée, qui représente également ’'ordonnancement optimal
dans un environnement offline. Par conséquent, pour ce type d’instances, VD-SPT
présente une meilleure performance que D-SPT en construisant un ordonnancement
proche de I'ordonnancement optimal.

3500
3000
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1000

SOMME DES DATES DE FIN DES TACHES

500

0 5 10 15 20 25 30 35
NOMBRE DE TACHES

D-SPT VD-SPT

FIGURE 4.7 — La somme des dates de fin des taches pour I'instance pire-cas

4.2.3 L’algorithme CSPTn

Nous présentons un nouvel algorithme semi-online, appelé Critical Shortest Proces-
sing Time with known number of jobs n (CSPTn), inspiré de la construction de CSWPT
[39], pour le probléme de la minimisation de la somme des dates de fin pondérées sur
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machine unitaire avec des dates d’arrivée potentielles des taches connues. Dans notre
étude, nous considérons la version avec des poids égaux de CSWPT que nous appelons
CSPT (Critical Shortest Processing Time). Nous montrons que le nouvel algorithme
proposé surpasse VD-SPT sur des instances de grande taille et est plus performant que
CSPT pour certaines caractéristiques d’instances. Nous présentons quelques notations
qui seront utilisées par la suite :

— Les dates d’arrivée des taches sont notées {to, t1,....,t7}. Ou 0 =1ty < t; < ... < tr
et T est I'indice de la date d’arrivée finale, tel que T' < n, et n désigne le nombre
total de taches.

— A chaque date d’arrivée t;, un ensemble de ny, taches, noté Ny, sont libérées. tel
quen=>,_, rnget N= UF_ Ny est I'ensemble contenant les n taches.

— Chaque tache J; dans Ny a une date d’arrivée r; = ¢ et un temps de traitement p;.

— Soit 0 et ¢* les ordonnancements obtenus par CSPTn et ’algorithme optimal
offline, respectivement.

Au début du processus de décision, nous supposons que le décideur connait les dates
d’arrivée des taches r; pour j = {1,...,n}, ce qui signifie qu’il connait les dates d’arrivée
ty pour k = {0, ..., T} ainsi que le nombre de taches ny libérées. Cependant, les temps
de traitement des taches demeurent inconnus.

La différence entre ’algorithme CSPTn proposé et CSPT réside dans la quantité
d’informations auxquelles le décideur aura accés. A savoir, CSPTn sait exactement
combien de taches vont arriver a chaque date d’arrivée, ce qui signifie également que
le nombre total de taches n est connu. D’autre part, CSPT connait les dates d’arrivée
potentielles, ce qui signifie que les taches peuvent ou non arriver et que ’algorithme ne
sait pas combien de taches vont arriver.

La valeur de R**

Considérons le probléme suivant PY (v) qui caractérise une instance avec une tache
J; avec un temps de traitement p et 'arrivée de petites taches ou de longues taches.
La tache J; arrive a ty = 0. Les variables du probléme sont p et R, ou R représente le
ratio du pire-cas.
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Comme énoncé dans la section précédente, pour un ordonnanceur qui connait les dates
d’arrivée des taches a 'avance, il peut faire face & deux pires cas, le premier est d’at-
tendre les taches qui arrivent et il s’avére qu’elles ont le méme temps de traitement
que J;, tandis que le second cas est de prendre le risque d’ordonnancer J; et les taches
qui arrivent s’avérent avoir des temps de traitement trés petits. Le probléme peut étre
formulé comme suit :

PY(v)

Maximiser R

Sous contraintes
(ngy1 + 1) (ts +p)

>R, s=0,..,v—1 4.14
(TLS_H -+ 1) t5+1 +p - ( )
2t, v+ 2
2P g (4.15)
2tg + (ny +2) p
p.R>0 (4.16)

L’inégalité (4.14) représente le cas ot la tache J; commence a I'instant ¢, et se ter-
mine a l'instant t,+p > ¢, tandis que ns, 1 taches avec des petits temps de traitement
égaux a €, avec € une valeur positive infiniment petite, arrivent a 'instant ¢,,;. Nous
faisons tendre e vers 0 dans (4.14). Si la tache J; n’était pas en cours de traitement a
I'instant ¢4, 1, alors les petites taches pourraient se terminer a t,,; (Figure 4.8-cas 1).
L’inégalité (4.15) correspond au cas ot la tache J; commence a t, alors que n, taches
avec le méme temps de traitement p arrivent a ¢, (Figure 4.8-cas 2).

Soit RM(v) la valeur maximale de R pour le probleme PM(v) et p(v) la valeur
correspondante de p. La solution est notée (RM(v),p™(v)). En outre, soit R** =
maxi<y<T {RM (U)}

Lemme 6. Si (R,p) est une solution réalisable du probléme P (v) dans lequel soit
chaque contrainte de ’équation (4.14) est satisfaite en inégalité stricte, soit la contrainte
(4.15) est satisfaite en inégalité stricte, alors R < RM (v).

Démonstration. Considérons d’abord que chaque contrainte (4.14) est satisfaite en in-
égalité stricte pour la solution (R, p). Considérons une nouvelle solution :

' 2t € .
(R, p) = (R+ 2o =" ) (4.17)
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Cas 1l Cas 2
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Lalgorithme | 4 a’ p p o
semi-online t Ttsﬂ t.+p t,
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i | 0
offline | 0 Tts+1 lsy1 +P !

FIGURE 4.8 — Les deux cas du probléme PM (v)

Pour une valeur de € > 0 suffisamment petite. Les contraintes (4.14) restent satisfaites.
En outre,

2ty + (N +2)(P—€) 2 4 (nt2)p n Uye
(nv 4 2)(]7 . 6) - (nv+2)p (nv+2)p(p—e)
2t,
>R+ ‘ (4.18)

(1, +2)p(p —€)

Ou l'inégalité (4.18) est obtenue & partir de la faisabilité de (R, p) pour la contrainte
(4.15). Ainsi, la solution (R',p’) est faisable pour le probléme P (v).

Alternativement, supposons que la contrainte (4.15) soit satisfaite en inégalité stricte
pour la solution (R, p). Considérons une solution :

;oo (nst14+1)((ns+1+1)ts41—1s)€
(7 p) = (R T Gen D+ (e Dt 49 P T 6) (4.19)

Pour une valeur de e suffisamment petite, les contraintes (4.14) restent satisfaites
car :

(nsp1 + D(ts +p+¢)
(M1 + Dtsr1 +p+e

_ (nsr1 +1)(ts +p) (s14+ D) ((nsg1+D)tsq1—ts)e (4.21)
(o1 + Dtgpr +p  ((srrtDtsnitpte (s +)ts1+) '

(ns1 + 1) (nsg1 + D)tsrr —t5) €
(nst1 + Dtsyr +p+€) (no1 + Dtsys +p)

(4.20)

> R+ (4.22)
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Ou l'inégalité (4.22) découle de la faisabilité de (R, p) pour la contrainte (4.14). De
plus, puisque € est choisi suffisamment petit, la contrainte (4.15) reste satisfaite. Ainsi,
la solution (R, p') est réalisable pour le probléme P (v).

Dans tous les cas, nous avons construit une solution réalisable (R’ p’) au probléme
PM(v) dans lequel R > R. Ceci implique que (R, p) n’est pas une solution optimale.
Par conséquent, RM (v) > R. O

Corollaire 1. Dans une solution optimale au probléme P (v), la contrainte (4.15) et
au moins une des contraintes (4.14) sont satisfaites a égalité.

Démonstration. Le lemme 6 montre que si les conditions du corollaire ne sont pas
satisfaites, il existe une meilleure solution. O

Le corollaire 1 implique que dans une solution optimale de P (v), certaines contraintes
s de 'équation (4.14) et la contrainte (4.15) sont satisfaites a égalité.

En étudiant (etrtDstp) . pM (v) et 20+ (nu+2)p

_ pM :
iy = L st a2, = Bs (v), nous obtenons :

(st1 + 1) (ny + 2)(tsp1 + t5) — 2t,+
\/ (o1 + D)(ny +2)(tr1 — t) +2t,)
RM (v) = + 8ng 11 (neg1 + 1) (ny + 2)tte41
’ 2(ngs1 + 1) (ny + 2)tesn

(4.23)

Théoréme 8.
R™ = max {_min {RY (v)}} (4.24)

v=1,...,T 0,...,u—1

Démonstration. 1l suffit de démontrer que RM (v) = ming—q__,1 {Réw (U)}
Considérons deux solutions faisables (R (v), p} (v)) et (RM (v), p2!(v)) qui valident les
conditions du Corollaire 1 pour le probléme P (v). Pour ces deux solutions, nous avons :
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(ne1 + 1) (s + p2(v))

R (v) =
° (U) (nerl + 1) terl +pé\4(v>

(4.25)

Et

_ 2ty + (o +2) ' (v)
(no +2) ¥ (v)
Supposons que RY(v) < RM(v) pour s = s;. Ceci implique que pX(v) > pM(v).

Nous montrons que la solution (R (v), p)(v)) n'est pas faisable pour le probléme

PM(v).

RM(v) pour s = sy, Sg (4.26)

La faisabilitée de (R (v), p} (v)) implique que :

- (<n5+1 + 1)ts1+1 +pé\i[(v)) Rﬁf(”) - (ns+1 + 1)222{(”)

ts, = ot 1 (4.27)
Alors,

(n5+1+1)(t51+p§/2[('v))

(ns+1+1)t51+1+pé\g(v)

(e 4Dty 1492 (0) ) R () (e D (02 (0) —p2 (1)

= (n15+1+1)1;151+1+p%(v) 2 1 (4.28)

_ pM (pl5 (v)=pd (V) (ns1 +1-RE (v))

= I (v) + =2 (ns+11+1)tsl+1+p§§(v) ' 4.29)

< RY(v) < RM(v) (4.30)
Par conséquent, la solution (R (v), p2!(v)) est infaisable pour le probléme P (v) pour
s = s1, ce qui est une contradiction. ]
CSPTn

Tout d’abord, la valeur de R** est calculée selon le Théoréme 8. Ensuite, a un instant
t, lorsque la machine est inactive et que certaines taches sont disponibles, choisir la tache
J;, avec le plus petit temps de traitement p;, parmi toutes les taches disponibles. En
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cas d’égalité, choisir la tache avec le plus petit indice. De plus, notons par t; la date
d’arrivée suivante. Ensuite, si
t+p; < R™l (4.31)

ordonnancer J; a l'instant ¢. Sinon, attendre la date d’arrivée suivante et répéter la
procédure.

L’expression R**t;, représente ici la date de fin critique de la tache J;. Si, en or-
donnancant J;, la date de fin critique est dépassée, alors CSPTn attend la prochaine
arrivée. Toutefois, si J; peut étre accomplie avant la date de fin critique, elle est alors
ordonnancée immeédiatement.

4.2.4 Etude expérimentale de CSPTn

Dans cette section, la performance de CSPTn sur différentes types d’instances est
évaluée et une comparaison avec les meilleurs algorithmes online et semi-online exis-
tants est établie : D-SPT, CSPT, et VD-SPT.

Les instances sont générées en utilisant le schéma de génération proposé par Tao
et al. [86]. Les dates d’arrivée des taches sont générées selon un processus de Poisson
avec un paramétre A = {0.5,1,3}. Les temps de traitement des taches sont générés
selon une distribution uniforme. Cependant, afin de capturer au mieux les charges de
travail réelles et de mettre en évidence les avantages de chaque algorithme, des instances
présentant une forte variabilité en termes de temps de traitement sont générées. Trois
catégories sont considérées :

— Type 1 taches : Petites taches avec p; ~ U[1, 2.

'y

— Type 2 taches : Taches longues avec p; ~ Ulagn, asn].

— Type 3 taches : Taches uniformes avec p; ~ U[1, ayn).

Les valeurs «;; > 1, pour i = {1,2,3,4} et s < a3, sont des paramétres de simulation
a définir. Des instances de différentes tailles sont considérées avec n € {10, 30,50, 100}.
Pour chaque taille d’instance, 1000 instances sont générées aléatoirement et le ratio de
compétitivité moyen sur les instances testées est calculé.

Les algorithmes ont été codés en C++ sur Microsoft Visual Studio et exécutés sur
un processeur Intel i5-8350U a 1,7 GHz.
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Tout d’abord, les algorithmes sont testés sur des taches uniformes de type 3 avec

ay € {1,2} pour les trois catégories d’arrivée des téches. La figure 4.9 montre les résul-
tats expérimentaux pour ay = 1. Nous remarquons que pour le probléme a 10 taches,
VD-SPT montre de bonnes performances, alors que pour les instances de plus grande
taille, les performances se dégradent avec une différence significative par rapport aux
autres algorithmes. De plus, D-SPT, CSPT, et CSPTn montrent une performance rap-
prochée avec un avantage pour CSPTn sur le probléeme a 10 taches pour A = 3 alors que
CSPT prend 'avantage sur les autres catégories d’arrivée des taches. Il faut noter que
pour les problémes de plus grande taille, les performances des algorithmes deviennent
proche de 1. Les mémes conclusions peuvent étre faites pour Ay = 2.
Pour la deuxiéme configuration, l'idée était d’illustrer la variabilité de la charge de
travail en générant 70% de taches de type 1 avec 30% de taches de type 2. Cette
configuration permet de comparer au mieux les stratégies d’attente employées par les
différents algorithmes et montre ainsi I’avantage des nouveaux algorithmes semi-online
par rapport a D-SPT.

Les figures 4.10 et 4.11 montrent les résultats expérimentaux pour oy € {5,10},
as = 2, et a3 = 3. Nous pouvons clairement remarquer 'avantage de l’algorithme
CSTPn proposé par rapport aux algorithmes existants. De plus, D-SPT n’est pas trés
performant pour ce type de configuration. En outre, nous pouvons constater que pour
une valeur plus grande de «y, c’est-a-dire que les temps de traitement des taches de
type 1 sont plus petits, la performance de CSPTn s’améliore significativement par
rapport aux autres algorithmes, en particulier pour la catégorie d’arrivée des téaches
A = 3. Le tableau 4.4 présente les améliorations de CSPTn par rapport aux autres
algorithmes existants pour les instances présentant une grande variabilité en termes de
temps de traitement et pour la catégorie d’arrivée des taches A = 3. Les pourcentages
représentés dans le tableau montrent ’écart entre la solution de I'algorithme considéré
et la meilleure solution obtenue par les algorithmes simulés.

TABLE 4.4 — Ecart par rapport a la meilleure solution pour les instances a forte variabilité et pour
A=3

n CSPTn CSPT D-SPT VD-SPT
10 0.0% 15.9% 16.0% 11.7%
30 0.1% 7.3% 7.1% 5.0%

20 0.0% 6.4% 6.3% 8.9%
100 0.0% 0.1% 0.1% 5.7%
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FIGURE 4.9 — Ratios de compétitivité moyens pour différentes tailles d’instances, des taches de type
3 pour ay = 1, et trois catégories d’arrivée, A = 0.5 (a), A =1 (b), A =3 (c)
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FIGURE 4.10 — Ratios de compétitivité moyens pour différentes tailles d’instances, 70% de taches de
type 1 et 30% de taches de type 2 pour «; = 5, et trois catégories d’arrivée, A = 0.5 (a), A =1 (b),
A=3(c)
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FIGURE 4.11 — Ratios de compétitivité moyens pour différentes tailles d’instances, 70% de taches de
type 1 et 30% de taches de type 2 pour a; = 10, et A=10.5 (a), A=1 (b), A =3 (c)
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4.2.5 Borne inférieure pour le probléme 1|online, known r;j| > C;

Aprés deux résultats préliminaires, Nous démontrons la borne inférieure sur le ratio

.....

taches sont connues a ’avance.

Lemme 7. Il existe un ordonnancement optimal dans lequel chaque tache commence
soit & la date de fin d’une autre tache, soit a 'une des dates d’arrivée t, ..., t7 [39)].

Démonstration. Considérons une certaine tache qui commence son exécution a I'instant
t,outy <t <tgy pour 0 < k < T, et que la machine soit inactive immédiatement
avant I'instant ¢. Si cette tdche commence plus tot dans la période d’inactivité précé-
dant immédiatement ¢ mais pas avant t;, alors la somme des dates de fin des taches
n’augmente pas. De plus, toute planification des taches aprés l'instant ¢ dans I'ordon-
nancement original reste faisable lorsque la tache sélectionnée commence plus tot. [l

Lemme 8. RM(v) > 1 et pM(v) >ty —t,, pour 0 < s <wv—1

Démonstration. La valeur maximale de R est égale au minimum des parties gauches
des contraintes (4.14) et (4.15). Si p est choisi de telle sorte que p > t,.1 — t5 pour
0 < s <wv—1, alors chacune de ces parties gauches dépasse 1. Cependant, si p < t,,1—1
pour une certaine valeur de s o 0 < s < v — 1, alors R n’est pas maximisée. O

Théoréme 9. Pour le probléme 1|online, known r;| )  C; ou les dates d’arrivée des
taches sont connues a ’avance, aucun algorithme semi-online ne peut garantir un ratio
de compétitivité meilleur que R**.

Démonstration. Considérons une premiére tache J; qui arrive a 1, = to = 0 avec un
temps de traitement p; = p. Un algorithme semi-online doit impérativement commencer
I'ordonnancement & une date d’arrivée selon le lemme 7. Supposons que l'algorithme
semi-online ordonnance J; & une date d’arrivée ¢, avec 0 < s < T

Premiérement, supposons que s < v. Dans ce cas, I'adversaire lance ng,; taches a
I'instant t,4; avec des temps de traitement les plus petits possible p; = €, avec € une
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valeur positive infiniment petite. Selon le lemme 8, p > t,,1 — 5, ce qui implique que
la tache J; n’a pas encore fini quand les n ., taches arrivent.

Quand € — 0, les n,, 1 taches finissent le traitement a ¢, + p dans 'ordonnancement
par l'algorithme semi-online, alors que l'algorithme offiine optimal planifie les ngq
taches a tg,q suivis de J;. Ainsi,

Y0 _ (bt pnn D) | )

Z C]* (ns+1 + 1)t5+1 +p -

Ot la derniére inégalité est obtenue de la contrainte (4.14) du probléeme P (v).

Alternativement, considérons le cas ou s > v. L’adversaire lance n, taches avec des
temps de traitements égaux au temps de traitement de J; (p; = p). L’algorithme semi-
online commence 'ordonnancement a partir de t, > t,, alors que ’algorithme offline
optimal commence dans les meilleurs cas a ¢ty = 0. Nous aurons alors,

20 L (et p) e+ )+ 20y 9t 4 (0 +2)p . (.33
2207 T (to+p)(ny + 1) + 2ty (no+2)p  ~

De méme, la derniére inégalité est obtenue de la contrainte (4.15) du probléme P (v).
Ainsi, quel que soit le choix retenu par ’algorithme semi-online, % peut étre rendu
J

arbitrairement proche d’une valeur supérieure ou égale & R**. Ainsi, aucun algorithme
d’ordonnancement semi-online ne peut avoir un ratio de compétitivité inférieur a R**.
O

Nous pouvons ainsi conclure que 'information partielle sur les dates d’arrivée des
taches est une information qui peut étre utile pour le probléme de minimisation de la
somme des dates de fin des taches sur machine unitaire.

Dans les sections suivantes, nous étudions des variantes semzi-online du probléme de
minimisation de la somme des dates de fin pondérées des taches, ou chaque tache J; a
un poids w;. Ce poids reflete I'importance d’une tache par rapport aux autres taches
de linstance. A titre d’exemple, Il peut étre traduit comme le cotit de maintien ou
d’inventaire de la tache dans le systeme.
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4.3 Probléeme 1|online, known r;| > w;C|

Dans cette section nous étudions le probléme 1|online, known r;| Y w;C;. Nous vé-
rifions pour ce probléme si I'information sur les dates d’arrivée des taches reste toujours
utile si chaque tache a un poids différent.

Comme nous l'avons précisé dans I'introduction de ce chapitre. Hall et al. [39] ont
étudié le probléme 1|online, r;, x| > w;C; ot les dates d’arrivée potentielles des taches
sont connues a ’avance. Ils ont prouvé que la borne inférieure du probléme est égale a
R* ou R* < 2 est une valeur qui dépend des paramétres de I'information partielle du
probléme. Ainsi, la présente étude nous permet de vérifier 'utilité de I'information sur
les dates d’arrivée exactes des taches en formulant le probléme P’(v) qui reprend les
pires scénarios que peut rencontrer un algorithme semi-online pour le probléme.

Formulation du probléme P’(v)

Afin de formuler le probléme P’(v) pour v = {1, ..., T}, nous étudions des situations
avec des instances composées de deux dates d’arrivée, puis trois dates d’arrivée, pour
construire finalement une généralisation des scénarios qui représentent les pires-cas que
peut rencontrer un algorithme semi-online pour le probleme étudié. La construction des
instances se base sur la méthode de I'adversaire. Comme défini dans le chapitre 1, cette
méthode permet de maximiser le ratio de compétitivité d’un algorithme semi-online en
le confrontant & des instances pire-cas.

a) Instance avec deux dates d’arrivée ¢, et t;

Considérons une instance avec deux dates d’arrivée ty et 1. A ty = 0, une premiére
tache J; arrive avec (py,w;) = (p, W) et py = p = Y. A Vinstant ¢, < to+p, I'adversaire
doit faire un choix qui va permettre de diminuer la performance d’un algorithme semi-
online par rapport a sa performance en servant I'instance en mode offiine. Ce choix va
dépendre de la décision prise par 'algorithme semi-online quant a l'ordonnancement
de la tache J;. En ce qui suit, nous étudions deux instance I} et IJ qui représentent les
deux pires-cas possibles.

Instance I} : L’algorithme semi-online ordonnance la tache J; a I'instant
to (Figure 4.12)

Dans ce cas, 'adversaire lance n; < n— 1 taches a l'instant ¢, avec (p;, w;) = (e, W)
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Instance I} Instance I3
n, taches (e, W") ny taches (&, pg)
Lalgorithme = [ J, ] 7, 11
S ; | L
semi-online to Ttl | te 1t

L'algorithme Ih J1 |

offline oty 4 ty +p to Tf1

FIGURE 4.12 — Ordonnancements semi-online et offline pour les instances I} et I3

pour j € {2,....,n1}, W' >> W et € une valeur positive infiniment petite.
Pour € — 0, nous avons

Z w;C =Wp+mW'p (4.34)
> ch;(fll) = nlw’tl + (b +p)W (4.35)
Alinsi,
YwiCi(l) _ Wp+mWp (4.36)
Zw]C;([ll) nlW'tl + (tl —I—p)W )
Quand W' — oo,

Instance I} : I’algorithme semi-online attend jusqu’a instant ¢, (Figure
4.12)

Dans ce cas, I’adversaire lance n; taches a l'instant ¢; qui ont la méme importance
que la tache Ji, c’est-a-dire p; = p. Afin de maximiser le ratio de compétitivité, les
temps de traitement de ces n; taches sont choisis de maniére a ce qu’ils soient les plus
petits possibles (pj, w;) = (e, pe). Puisque il n’y a plus de dates d’arrivée, I’algorithme
semi-online ordonnance J; a t; suivie des n; taches, tandis qu’en offline la tache J; est
ordonnancée dés son arrivée suivie des n; taches.

(n1 + 1) 2

Z w;C = (t1 + p)W + ny1(t1 + p)pe + i pE (4.38)
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% ni(ng +1
S, C13) = pW + mppe + "1 o (4.30)

Ainsi,

SSw;CH(IY) (t + p)W 4yt + p)pe + ME 52

2/ (4.40)
> w;Cr (1) pW + nippe + Mp@
Quand € — 0, nous aurons
O (T
Tl b o
> ijj (13) p

b) Instance avec trois dates d’arrivée t, t; et t,

Quatre nouveaux cas peuvent étre dérivés des deux cas étudiés précédemment. Deux
de ces cas suivent le premier cas ou l'algorithme semi-online décide d’ordonnancer J;
a ty et ny taches avec (pj,w;) = (e, W') arrivent a t,. Ici 'adversaire peut libérer n,
taches a t, avec soit (pj,w;) = (e, W') soit (pj,w;) = (¢, €p). Quel que soit le cas, la
décision prise par 'algorithme optimal offline serait similaire a celle de 'algorithme
semi-online. Par conséquent, il est inutile d’étudier ces deux cas. Ainsi, nous n’étudions
que les deux cas qui peuvent étre dérivés du deuxieme cas ou 'algorithme semi-online
décide d’attendre jusqu’a l'instant ¢, ot n; téches avec (p;, w;) = (€, €p) arrivent. Nous
étudions alors les deux instances pire-cas I3, et I ,.

Instance I, : I’algorithme semi-online ordonnance la tache J; a I’instant
t; (Figure 4.13)

Les n; taches qui arrivent a l'instant ¢; sont ordonnancées dés leur arrivée puis-
qu’elles finissent le traitement a t; quand € — 0. Ainsi, dans le cas ou l'algorithme
semi-online décide d’ordonnancer la tache J; a tq, 'adversaire lance no < n —1 — ny
taches a ty avec (pj,w;) = (e, W) pour j € {ny +1,..,na}, W >> W et ¢ une valeur
positive infiniment petite. De plus, to est choisie de maniére & ce que sa valeur soit
supérieure a to+p (to > to+p), puisque dans le cas ou t; < to < to+ p les performances
de l'algorithme semi-online peuvent étre dégradées si 'adversaire considére t, = t; ce
qui revient a étudier 'instance I7.

L’algorithme offline optimal ordonnance la tache J; a t suivie des ny taches qui arrivent
& ty suivies des no taches a to.
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ny + 1 ’ Nol(Mno + 1 ’
Z w;Cj(Iy.1) = nat1pe + %PEQ +na(ty +nie+p)W + %WV (4.42)
1 / 1 /
Z ij;(IQIAl) = pW + nippe + %pg + notoa W + %EW (4.43)
Alinsi,
SwiC(1hy)  matipe + U pe? 4 nmy(ty + nye + p) W+ "2 ey (4.44)
> ij;(1211> pW + nippe + Mp@ + notoa W'+ WGW’ '
Quand W' — oo et € — 0, nous aurons
> w;C(1 )<t1—i—p (4.45)

2.1
Zw]C*( 21 ) lo

Instance I3, Instance I3,
n, (e, pe) nz (e, W) my (£, pe) nz (e W)
Lalgorithme | | )1 I:l i
semi-online to Ttl ?tz to Tt1 th

ny n, : ny n,

L'algorithme Ji ||_| J1 ||:|

offline ty t th () Ttl th

FIGURE 4.13 — Ordonnancements semi-online et offline pour les instances I3 | et I3 5

Instance I}, : I’algorithme semi-online attend jusqu’a ¢, (Figure 4.13)

Dans ce cas, 'adversaire lance ny taches a l'instant ¢y avec la méme importance
que J, mais avec (p;,w;) = (€, pe), pour j € {ny + 1,...,ny}. L’algorithme semi-online
ordonnance ainsi les n, taches a t; et la tache J; a ty suivie des no taches, tandis que
I’algorithme offline optimal ordonnance J; a son arrivée, ensuite les n; taches a t;, puis
les ny taches & to.

na(ng + 1)p62

; (4.46)

ny+1
> wiCj(lyy) = nltlp€+(1T)P62+(t2+P)W+n2(t2+p)pe+
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1 1
%pg + notope + %pg (4.47)

> wiCs(1y,) = pW + nappe +
Ainsi,

S w;Ci(1h,)  mutipe + " pe? 4 (ty + p)W + ng(ty + p)pe + "2 pe?

2.
: = (4.48)
> w;iCi (1) pW + nippe + (”1+1)p62 + natape + —2(n22+1),0€2
Quand € — 0, nous aurons
ij ( 22)
<1l+— 4.49
IR 449)

Généralisation du probléme P'(v) :
A partir des équations (4.37), (4.41), (4.45) et (4.49), nous présentons la généralisation
du probléme qui maximise le ratio de compétitivité R, noté P'(v) pour v = {1,...,T}.

P'(v)
Mazximiser R
Sous contraintes
ls
PSR for s={0,.0—1) (4.50)
ts+1
128
PSR (4.51)
p
p,R>0 (4.52)
La contrainte (4.50) représente le cas ou une tache J;, avec (p;,w;) = (p,W) et

pj = p = %, est ordonnancée a l'instant ¢, et se termine a t, + p > t,,1, puis des

taches avec (p;,w;) = (e, W') et W' >> W arrivent a t,,,. Puisque ces taches ont des
poids dominants, le résultat de la contrainte (4.50) est obtenu en considérant W' — oo.
La contrainte (4.52) correspond & une situation ou la tache J; est ordonnancée a t,
alors que des taches avec (p;, w;) = (€, €p) arrivent.

Nous pouvons conclure & ce niveau que l'information sur les dates d’arrivée exacte
des taches pour le probléeme semi-online de minimisation de la somme des dates de
fin pondérées sur machine unitaire n’apporte aucun avantage dans la prise de décision.
En effet, la borne inférieure sur le ratio de compétitivité du probléme 1|online, known r;
| >~ w;C; ne serait pas différente de R* obtenue par Hall et al. [39], puisque les contraintes

du probléme P’(v) sont les mémes que les contraintes du probléme P(v).



4.4. PROBLEME llonline,r;,ty, Pmin| Y w;C; 144

4.4 Probleme 1|online,r;, ty, Pmin| > w;C;

Dans cette section, nous étudions le probléme semi-online de minimisation de la
somme des dates de fin pondérées sur machine unitaire avec des dates d’arrivée po-
tentielles des taches connues a l’avance ainsi qu’'une borne inférieure p,,;, sur le plus
petit temps de traitement dans I'instance. Contrairement au probléme précédant ou le
décideur connait exactement combien de taches vont arriver a chaque instant ¢, pour
k = {0,...,T}, dans le probléme considéré dans cette section, les instants ¢, sont des
dates d’arrivée potentielles, c¢’est-a-dire que le nombre de taches qui vont arriver a ces
instants n’est pas connu et il est tout a fait possible qu’aucune tache n’arrive a un
instant ¢;. En ce qui suit, nous étudions 1'utilité de ces informations, a savoir les dates
d’arrivée potentielles et la borne p,;,, en formulant le probléme P”(v).

4.4.1 Formulation du probléme P"(v)

Nous étudions des situations avec deux dates d’arrivée, puis trois dates d’arrivée
pour construire finalement une formulation du probléme P”(v) qui représente une gé-
néralisation des pires scénarios que peut rencontrer un algorithme semi-online pour le
probléme.

a) Instance avec deux dates d’arrivée ty et t;

Considérons une instance avec deux dates d’arrivée tq et t1, ou a 'instant tg = 0
une premiére tache arrive avec (p1,w;) = (p, W) et p; = %. A Tinstant ¢, < to + p,
I’adversaire prend une décision selon le choix pris par I'algorithme semzi-online concer-
nant la tache J;.

Instance I? : L’algorithme semi-online ordonnance la tache J; a t, (Figure
4.14)

Dans ce cas, 'adversaire lance une seconde taches Jy a l'instant t; avec (po, wy) =
’ . ’ . . . o s A N
(Pmin, W), ou W' >> W. L’algorithme offline optimal ordonnance ainsi la tache J; a
. , . . A !
son arrivée suivie de la tache J; pour une valeur de W' suffisamment grande.

/

> " wCi(13) = (to + P)W + (to + D + Pruin) W (4.53)

Z w;C;(17) = (t1 + Pmin) W + (11 + Prmin + D)W (4.54)



4.4. PROBLEME llonline,r;,ty, Pmin| Y w;C; 145

Instance I7 Instance I3
L'algorithme I /i
semi-online | te Tt to |t
L'algorithme B Ii
offline I 2 t,+p I t,

FIGURE 4.14 — Ordonnancements semi-online et offline pour les instances I et I3

Alinsi,
ZU}]CJ(I%) _ (to —l—p)W—i-(to +p+pmm)W (4 55)
Quand W' — oo,
(T2 X
ZwJCJ<]1) < to + P+ Pmin (456)

Instance I3 : L’algorithme semi-online attend jusqu’a ¢, (Figure 4.14)

Dans ce cas, 'adversaire ne lance plus aucune tache. Ainsi, 'ordonnancement offfine
optimale serait d’ordonnancer .J; dés son arrivée.

> wiCi(13) = (b +p)W (4.57)
> wiCi(I3) = (to + p)W (4.58)
Ainsi,

YwCr(I3)  p
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b) Instance avec trois dates d’arrivée t, t; et t,

Nous n’avons besoin d’étudier que les deux cas qui peuvent étre dérivés du cas 2
lorsque I'algorithme semi-online décide d’attendre jusqu’a l'instant ¢; alors qu’aucune
autre tache n’arrive a t;.

Instance [, : L’algorithme semi-online ordonnance la tache J; a 'instant
t, (Figure 4.15)

Instance 12, Instance 2,
L'algorithme J1 [ i
. . H : A
semi-online . Ttl th | to Ttl t,
Lalgorithme I1 L
offline ty b th () Ttl th

FIGURE 4.15 — Ordonnancements semi-online et offline pour les instances I3! et I3

Dans ce cas, 'adversaire lance une tache Js avec (ps, ws) = (Pmin, W) & t. De plus,
la valeur de ¢, est choisie de maniére a ce qu’elle soit supérieure a to + p (t2 > to + p),
puisque dans le cas ou t; < ty < ty + p, les performances de ’algorithme semi-online
peuvent étre dégradées davantage si ’adversaire considére t, = t;. Ceci revient a étudier
le cas de l'instance I7. Ainsi, 'algorithme offfine optimal ordonnance la tache J; dés
son arrivée puis ordonnance la tache Jy a ts.

> w;C = (L +p)W + (1 + P+ poin) W' (4.60)
Z ch*;(f;_l) = pW + (ts + Pin) W' (4.61)
Ainsi,
ijc*( 22 ) pW + (tQ + pmm)W/
Quand W' — oo,
> w;Cy(131) < LA P Prin (4.63)

2.1
Zw]C*( 22 ) N z52 +pmzn
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Instance I3, : algorithme semi-online attend jusqu’a l’instant ¢, (Figure
4.15)
Dans ce cas, I'adversaire ne lance plus aucune tache.

> wC = (ty+p)W (4.64)

ijc;(];z) = (to +p)W (4.65)
Ainsi,
> w;Cy(13,) _tatp
> w;C5(13,) p

Généralisation du probléme P”(v) :

(4.66)

A partir des équations (4.56), (4.59), (4.63) et (4.66), nous présentons la géné-
ralisation du probléme qui maximise le ratio de compétitivité R, noté P”(v) pour

v=A{L1,...,T}.
P”(U)

Maximiser R

Sous contraintes

ts +p +pmin
———F >R for s={0,..,v—1 4.67
Z€s+1 + Pmin o f { } ( )
ty
tPop (4.68)
p
p,R>0 (4.69)

La contrainte (4.67) représente le cas ou la tache J;, avec (p;,w;) = (p,W), est
ordonnancée a l'instant ¢, et se termine a l'instant 5 + p > .11, tandis qu'une autre
tache arrive a t,,1, avec (pj,w;) = (Pmin, W') et W' >> W. Puisque cette derniére a
un poids dominant, le résultat de la contrainte (4.67) peut étre atteint en considérant
W = oo.

La contrainte (4.68) correspond a la situation o la tache J; est ordonnancée a un
instant ¢,, tandis que plus aucune tache n’arrive.
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4.4.2 Borne inférieure du probléme 1|online,r;, ty, Pmin| > w;C

Soit R"(v) la valeur maximale de R pour le probléme P”(v), et soit p”(v) la va-
leur correspondante de p. Nous appelons une telle solution (p”(v), R”(v)). De plus, soit

4
R* = maxj<,<r R"(v). Nous définissons deux lemmes avant de passer a 1’étude de la
borne inférieure sur le ratio de compétitivité du probléme considéré. Les démonstrations
sont similaires & celles des deux lemmes 7 et 8 de la sous-section 4.2.5.

Lemme 9. [39] Il existe un ordonnancement optimal dans lequel chaque tache com-
mence soit & la date de fin d’une autre tache, soit a I'une des dates d’arrivée to, ..., t7.

Lemme 10. R"(v) > 1 et p"(v) > ts41 —ts, pour 0 < s <wv—1

Nous présentons ainsi la borne inférieure sur le ratio de compétitivité du probléme
étudié.

Théoréme 10. Le ratio de compétitivité de n’importe quel algorlthme semi-online
pour le probléme 1|online, r;, ti, Pmin| > w;C; est au moins égale a R* .

Démonstration. Notons par v 'indice pour lequel R = R"(v) et p*" = p’(v). Consi-
dérons une instance avec une premiére tache qui arrive a tg = 0, avec (p1, w1) = (p, W).
Nous prouvons, sans pour autant perdre la généralité des choses, qu’aucun algorithme
semi-online ne peut garantir un ratio de compétitivité meilleur que R*N.

Compte tenu du lemme 9, nous considérons que ’algorithme semi-online décide d’or-
donnancer J; & un instant ¢, ou 0 < s <7

Premiérement, supposons que s < v. Dans ce cas, l'adversaire lance une seconde
tache J, a linstant t,,., avec (pg, ws) = (Pmin, W' ) ott W' >> W. Selon le lemme 10,
p > tsi1 — ts, ce qui implique que la tache J; n’a pas encore fini quand la tache J,
arrive. Ainsi, I'algorithme semi-online ordonnance la tache J; a t, suivie de J5, tandis
que l'algorithme offline optimal ordonnance J, en premier & l'instant t,,; pour une
valeur de W' suffisamment large. Ainsi,

Sw;Ci (L)W + (ts + P+ Poin) W
Z chj* (ts-‘rl + pmin)W, + <t5+1 + Pmin + p)W

(4.70)
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Quand W' — 0o et € — 0, la valeur de % ]Ci s’approche de % > R* . Cette

inégalité est obtenue de la contrainte (4.67) du probleme P"(v).

Alternativement, supposons que s > v. Dans ce cas, I’adversaire ne lance plus aucune
tache. Ainsi,

2 wC _thtp pt (4.71)

> w;Cs P

La derniére inégalité est obtenue de la contrainte (4.68) du probléme P”(v).

> w;C
72 C*

arbitrairement proche d’une valeur supérieure ou égale a R* . Par conséquence, aucun
1"

Ainsi, quel que soit le choix de l'algorithme semi-online . peut étre rendue

algorithme semi-online ne peut avoir un ratio de compétitivité inférieur & R* . O

Puisque les contraintes du probléme P”(v) sont différentes des contraintes du pro-

bléeme P(v) définit par Hall et al. [39], il est nécessaire de définir I'expression de R
avant de conclure sur 'utilité des informations partielles du probléme considéré. Ainsi,
nous définissons dans ce qui suit la valeur de R qui va donner lieu a la présenta-
tion d’un nouvel algorithme, nommé MCSWPT (Modified Critical Shortest Weighted
Processing Time).

4.4.3 L’algorithme MCSWPT

Aprés quelques résultats préliminaires, nous définissons la solution optimale du pro-
bléeme P”(v), notée R”(v). Le lemme suivant établit une condition sous laquelle il est
toujours possible d’améliorer une solution réalisable du probléme P”(v). Ceci conduit
a des conditions d’optimalité pour P”(v).

Lemme 11. Si (R,p) est une solution faisable du probléme P”(v) dans laquelle soit
chaque contrainte de I’équation (4.67) est satisfaite en inégalité stricte, soit la contrainte
(4.68) est satisfaite en inégalité stricte, alors R < R"(v).

Démonstration. Tout d’abord, considérons que chaque contrainte (4.67) est satisfaite
en inégalité stricte pour la solution (R, p). Considérons la nouvelle solution :

(R.p) = (fH%,p—e) (4.72)
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Pour une valeur de ¢ > 0 suffisamment petite. Les contraintes (4.67) restent satisfaites.
En outre,
tv+p—e:tv+p+ €ty SR €ty (4.73)
p—e p plp—¢ p(p —€)
La derniére inégalité est obtenue de la faisabilité de (R, p) pour la contrainte (4.68).
Ainsi, la solution (R',p’) est faisable pour le probléme P"(v).

Alternativement, supposons que la contrainte (4.68) soit satisfaite en inégalité stricte
pour la solution (R, p). Considérons la solution :

ro €
Rp)=R+—" p+ 474
( p> ( terl +pmzn P 6) ( )

Pour une valeur de e suffisamment petite, les contraintes (4.67) sont toujours satisfaites
car :

ts+p+€+pmin:ts+p+pmin+ € (475)
ts+1 + Pmin Zferl + Pmin Zferl + Pmin
>Ry — (4.76)
ts+1 + Pmin

Puisque la valeur de € est choisie suffisamment petite, la contrainte (4.68) est tou-
jours satisfaite. Ainsi, la solution (R',p’) est réalisable pour le probléme P”(v).

Dans tous les cas, nous avons construit une solution réalisable (R',p’) au probléme
P"(v) dans laquelle R" > R. Ceci implique que (R, p) n’est pas une solution optimale.
Par conséquent, R"(v) > R. O

Corollaire 2. Dans une solution optimale au probléme P”(v), la contrainte (4.68) et
au moins une des contraintes (4.67) sont satisfaites a égalité.

Démonstration. Le lemme 11 montre que si les conditions du corollaire ne sont pas
satisfaites, alors une meilleure solution existe. O
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Le corollaire 2 implique que dans une solution optimale de P”(v), certaines contraintes
s de l'inégalité (4.67) et la contrainte (4.68) sont satisfaites a égalité. Ainsi,

R'(v) = = 477
( ) ts+1 + Pmin p ( )
— tsp + (p)2 + PminP = tvts—i—l + t’upmzn + pts—l—l + PPmin (478)
<~ (p)2 - (terl - ts)p - Zfvterl - zfvpm'm = 0 (479)
donc,
ts-l—l - ts + \/(ts-‘,-l - ts)z + 4tvts+1 + 4tvpmzn
p= 5 (4.80)
En conséquence
/! tU
R'(v)=1+=2 (4.81)
p
14 b (4.82)
n ts+l_ts+\/(t5+1_ts)2+4tvts+1+4tvpmin )
2
2tv <t5+1 - ts - \/(ts+1 - ts)Q + 4tvts+1 + 4tvpmm>
=1+ (4.83)
_4tvts+1 - 4tvpmm
_ts—l-l + 2ts + \/(ts—l-l - ts)2 + 4751)ts—1—1 + 4t’upmm
— 14 (4.84)
2(ts+1 + pm'm)
ts—l—l + ts + 2pmzn + \/(ts—H - ts)Q + 4tv (ts—i—l + pmzn)
_ (4.85)

2(ts+1 + pmzn)

Ainsi,

ts—l—l + ts + 2pmm + \/(ts—i-l - ts>2 + 4tv (ts—l—l + pmm>

R!(v) =
S( ) 2(t5+1 +pmm)

pour s ={0,...,v—1}
(4.86)
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Théoréme 11.

" 2ferl + ts + 2pm'm + \/<t5+1 - ts>2 + 4tv (terl + pmzn)

v=1,..,T | s=0,...,v—1 2(t5+1 -+ pmzn)

(4.87)

Démonstration. 11 suffit de démontrer que R"(v) = min,—o -1 {R/(v)}. Considérons
deux solutions faisables qui vérifient les conditions du Corollaire 2 (R (v),p (v)) et

(R}, (v),ps,(v)) pour le probleme P”(v). Pour ces deux solutions, nous avons R (v) =

ts+PL (V) +Pmin /() — totpd(v) —
e et Ri(v) = =75~ pour s = {s1, 52}

Supposons que R} (v) < R (v), ceci implique que pf, (v) > p7,(v). Pour compléter la
preuve, nous montrons que la solution (RY (v),p (v)) est faisable pour le probléme
P"(v).

La faisabilité de (R} (v),py (v)) implique que,

tsl + p;; (U) + Dmin Rgl (U) (tsl—i-l + pmin) - pgl (U) — Pmin T p/s/2 (U> + Pmin

_ (4.88)
t51+1 + Pmin t51+1 + Pmin
" /i
— R (v) = Pl s (0) (4.89)
ts1+1 + Pmin
< R{ (v) < R}, (v) (4.90)

L’équation (4.90) est dii au fait que pf, (v) < pi (v).
Ainsi, la solution (R}, (v),p,(v)) ne satisfait pas la contrainte (4.67) pour s = s, ce
qui est une contradiction. O

1"
Nous comparons la valeur obtenue de R* avec R* afin de vérifier I'utilité des infor-
mations partielles considérées.

1"
Comparaison entre R* et R* :

Afin de comparer R* et R*N, il suffit de comparer R!(v) a Rs(v), avec Rs(v) la valeur
obtenue par Hall et al. [39] pour le probléme P(v) :

fut + t ) (s — 1P + Ayt
R,(v) = T (4.91)

Supposons que R?(v) > Ry(v) et trouvons une contradiction. Notons par f; =

\/(ts—l—l - t5)2 + 4tv<ts+1 +pmzn) et par f2 = \/(ts-‘,-l - ts)2 + 4tvts+1-
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R(0) > R0 (192
b1+t + 20min + 11t T+ fo >0 (4.93)
2(ts1 + Pmin) 2541

= g1 (tspr +ts) + 41 Dmin + 2toi1 fi

— 21 (tsr1 +ts) = 2Dmin(tss1 +ts) — 2(tsq1 + Prin) f2 > 0 (4.94)

= (Pmin(tsrt — ts) +tsr1£1)° = ((fse1 + Pruin) f2)° =0 (4.95)

= Phin(ters — 1) + 154 ((terr — to)? + 4ty (tors + Prmin))

+ 21 Pmin(tsp1 — ) 1 — (tsg1 + Pmin)® (o1 — to)? + Abyterr) >0 (4.96)
= (tss1 — ts) 1 = (ts1 — )7 + 2t (i1 + Pinin) (4.97)
= (tayr — t)” ((tap1 — 12)* + 4to(tass + Prmin))
> ((tss1 — t5)2 + 2t (tos1 + Pruin))’ (4.98)
= At (tey1 + Pmin)® <0 (4.99)

Cependant, par définition ¢, > 0, ;11 > 0 et p,i, > 0 ce qui implique que 'inégalité
(4.99) est une contradiction. Ainsi, R”(v) < Rs(v). De plus, selon Hall et al. [39] la valeur
de R* vérifie R* < 2. Ainsi,

1

R* <R'<2 (4.100)

Nous pouvons conclure que les informations partielles étudiées sont utiles puisque la

.....

est meilleure que celle du probléme 1|online,r;, t;| > w;C;. Nous presentons alors un
nouvel algorithme semi-online, nommé MCSWPT (Modified Critical Shortest Weighted
Processing Time), qui permet d’utiliser les informations partielles tx et ppin.

L’algorithme MCSWPT : Tout d’abord, la valeur de R* est calculée selon le
Théoreme 11. Ensuite, a un instant ¢, lorsque la machine est inactive et que certaines
taches sont disponibles, choisir la tache J;, avec la plus grande valeur de p—f parmi

toutes les taches disponibles. En cas d’égalité, choisir la tache arrivée en premier. De
plus, notons par t; la prochaine date d’arrivée. Ensuite, si

t+p< R t+ (R —1)pmin (4.101)

Ordonnancer J; a l'instant ¢. Sinon, attendre la date d’arrivée suivante et répéter la
procédure.
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L’expression R ty + (R*N — 1)pumin représente ici la date de fin critique de la tache
Jj, cest-a-dire la date qu’il ne faut pas dépasser si la tache J; est ordonnancée. Si,
en ordonnancant J;, la date de fin critique est dépassée, alors MCSWPT attend la
prochaine arrivée. Toutefois, si J; peut étre accomplie avant la date de fin critique, elle
est alors ordonnancée immeédiatement.

4.4.4 Etude expérimentale de MCSWPT

Nous présentons dans cette section une étude numérique comparative de trois al-
gorithmes : DSWPT, CSWPT et MCSWPT. Le premier algorithme DSWPT (Delayed
Shortest Weighted Processing Time) a été développé par Anderson et Potts [6] pour le
probléme online 1|online, r;| > w;C;. Ils ont prouvé que l'algorithme était 2-compétitif
et que cette borne est la meilleure possible. Nous rappelons le déroulement de 'algo-
rithme [6] :

DSWPT : A un instant ¢, lorsque la machine est inactive et que des taches sont
disponibles, choisir la tache J;, ayant la plus grande valeur de % En cas d’égaliteé,
J

choisir celle ayant le plus petit temps de traitement, sinon celle arrivée en premier. Si
pj <t (4.102)

Alors ordonnancer J;. Sinon, attendre que la condition soit vérifiée ou qu'une nouvelle
tache arrive.

En ce qui concerne la génération des instances. Nous utilisons le schéma proposé
par Hall et al. [38] avec des temps de traitement générés a partir d'une distribution
uniforme U [pyin, 100]. Nous présentons les résultats pour p,,;, = {30,50}. Concernant
les dates d’arrivée, nous les générons comme suit [38] :

™ =0et rj:rj_1+Xj,j:2,...,n

Ot X est une variable aléatoire générée a partir d’une distribution uniforme U|0, 100].
Pour chaque taille d’instance n € {10, 30, 50,100}, 1000 instances ont été générées. Pour
chaque instance, les trois algorithmes ont été testés et les fonctions objectives obtenues
ont été enregistrées.

Nous avons choisis trois indicateurs de performance. Le premier indicateur est le
RPD moyen (Relative Percent Difference), il défini en moyenne le pourcentage du gap
entre la solution de I'algorithme et la meilleure solution obtenue parmi les algorithmes
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considérés. Les deux autres indicateurs sont : le nombre de fois meilleur et le nombre de
fois en avance, qui indiquent en moyenne combien de fois la solution de ’algorithme a
été la meilleure parmi les solutions des algorithmes testés et le nombre de fois en avance
sur les autres solutions, respectivement.

Les figures 4.16, 4.17 et 4.18 illustrent les performances des algorithmes pour p,,;, = 30
selon les indicateurs RPD moyen, nombre de fois meilleur et nombre de fois en avance,
respectivement. Les figures 4.19, 4.20 et 4.21 présentent les performances des algo-
rithmes pour p,,;, = 50. Nous pouvons remarquer que ’algorithme proposé MCSWPT
garantit la meilleure performance en moyenne et il est en avance sur les autres algo-
rithmes CSWPT et DSWPT. Nous pouvons également constater qu’en augmentant la
valeur de p,,;, en considérant p,,;,, = 50, 'avantage de MCSWPT sur les autres algo-
rithmes devient de plus en plus pertinent, que ¢a soit pour des instances de petite taille
ou des instances de plus grande taille. De plus, pour p,.., = 50 les performances des
algorithmes existants DSWPT et CSWPT deviennent équivalentes.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié dans un premier temps le probléme 1|online,
known r;| > C; ou les dates d’arrivée des taches sont connues a l'avance, tandis que
les temps de traitement des taches demeurent inconnus. Nous avons construit deux
algorithmes semzi-online, VD-SPT et CSPTn, qui utilisent I'information partielle dans
la prise de décision. L’étude expérimentale nous a permis d’évaluer ces algorithmes
selon différents caractéristiques des instances. En général, VD-SPT est trés performant
face a des instances de petites tailles, alors que CSPTn montrent un avantage pour les
instances avec une grande variabilité en termes de temps de traitement. Finalement,
nous présentons une borne inférieure générale sur le ratio de compétitivité du probléme
Llonline, known r; | Y C; afin de prouver 'utilité de I'information partielle. Dans un
second temps, nous avons étudié le probléme 1|online, known r;| > w;C;. Nous avons
démontré que 'information sur les dates d’arrivée des taches exactes n’apporte aucune
amélioration quand les taches ont un poids différent. Ensuite, nous avons étudié le
probléme 1|online, r;, tg, Dmin| Y w;C;, ot une combinaison d’information sur les dates
d’arrivée potentielles et une borne inférieure sur le plus petit temps de traitement,
permet d’améliorer la prise de décision. Pour ce probléme, nous avons développé un
nouvel algorithme semi-online, nommé MCSWPT, dont la performance a été évaluée
par une étude expérimentale comparative.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait 'objet des publications suivantes :

— Hajar Nouinou, Taha Arbaoui, Alice Yalaoui. New Heuristic For Single Machine
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Semi-online Total Completion Time Minimization, In Proceedings of IFAC World
Congress, volume 1, 2020. [63]

— Hajar Nouinou, Taha Arbaoui, Alice Yalaoui. Semi-online Scheduling for Minimi-
zing the Total completion Time with Known Release Datee. 17th IFAC Sympo-
sium on Information Control Problems in Manufacturing, Hungary, 2021. [66]
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FIGURE 4.16 — RPD moyen pour DSWPT, CSWPT et MCSWPT (pynin = 30)
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Conclusion générale

L’objectif principal de cette thése a été d’étudier la valeur des informations partielles
dans un contexte d’ordonnancement semi-online sur machine unitaire. Nous avons uti-
lis¢ la méthode d’analyse de compétitivité ainsi que la méthode d’analyse expérimen-
tale pour mesurer la performance des algorithmes semi-online. En déterminant des
bornes inférieures sur le ratio de compétitivité, nous avons abordé la question : com-
bien perdons-nous face a 'incertitude 7 ou a quel point cela vaut-il la peine de connaitre
le futur? Nous avons fait le choix de nous intéresser aux problémes de minimisation
de la somme des dates de fin des taches et la somme des dates de fin pondérées sur
machine unitaire. Notre étude a permis I'identification des informations partielles utiles
de celles non-utiles. Pour les problémes d’ordonnancement semi-online ot 'information
partielle permet d’améliorer la prise de décision, nous avons proposé des algorithmes
semi-online permettant 1'utilisation de ces informations. Ensuite, nous avons analysé
les performances de ces algorithmes en utilisant I’analyse de compétitivité et/ou I'ana-
lyse expérimentale.

Dans ce travail, les problémes d’ordonnancement semi-online dont les algorithmes
proposés sont étudiés a l'aide d’une analyse de compétitivité, correspondent plus a des
cas généraux qu’a des cas particuliers des problémes d’ordonnancement online exis-
tants. En effet, que ce soit dans la prise de décision de ’algorithme proposé ou dans son
ratio de compétitivité, en éliminant 'information partielle nous retrouvons le modéle
online.

Un état de 'art sur les problémes d’ordonnancement semi-online existants nous a
permis d’apercevoir le grand manque des travaux considérants la minimisation de la
somme des dates de fin des taches (ou la somme des dates de fin pondérées). Nous nous
sommes alors intéressés a étudier plusieurs problémes semi-online sur un environne-
ment & machine unitaire. En effet, les résultats obtenus en considérant cet environne-
ment pourraient apporter une meilleure vision sur comment aborder des environnements
plus complexes.
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La premiére partie de ce travail consistait a étudier plusieurs variantes semi-online
ol nous avons considéré des informations partielles sur les temps de traitement des
taches. Pour chaque probléme semi-online considéré, nous avons déterminé la borne
inférieure sur le ratio de compétitivité. Ainsi, une classification des informations utiles
et des informations non-utiles a été présentée.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié le probléme ou les taches arrivent en ordre
décroissant des temps de traitement et une borne inférieure sur le temps de traitement
de la derniére tache est connue a I'avance. Nous avons présenté un nouvel algorithme
semi-online pour le probléeme, nommé ¢D-SPT, avec ¢ un paramétre du probléme ex-
primé en fonction des informations partielles considérées. Une étude de compétitivité
de cet algorithme a permis de prouver que le ratio de compétitivité est de 1 + %, avec
¢ > 1. La différence entre la borne inférieure et la borne supérieure sur le ratio de
compétitivité est tres légére et est justifiée par 1'utilisation d’une borne inférieure sur
la solution offline optimale dans notre étude de compétitivité. Finalement, une étude
numérique montre que l'algorithme garantit une meilleure performance que les autres
algorithmes online et semi-online existants.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié dans un premier temps le probléme 1|online,
known r;| > C; ot les dates d’arrivée des taches sont connues a ’avance, tandis que les
temps de traitement demeurent inconnus. Pour ce probléme, nous avons déterminé la
borne inférieure sur le ratio de compétitivité qui prouve 'utilité de cette information.
En ce qui concerne l'intégration de cette information dans la prise de décision, nous
avons présenté deux algorithmes semi-online, VD-SPT et CSPTn. Le premier a montré
une trés bonne performance sur des instances de petites tailles, tandis que le deuxiéme
montre un avantage pour des instances de plus grandes tailles présentant une grande
variabilité dans les temps de traitement. Dans un second temps, nous avons considéré
le probléme 1|online, known r;| Y w;C; ou chaque tache J; a un poids w;. Nous avons
ainsi prouvé que la connaissance des dates d’arrivée des taches exactes n’apporte aucun
avantage. Ensuite, nous avons étudié le probléme 1|online, r;, ty, pmin| >_ w;C; avec une
combinaison d’information sur les dates d’arrivée potentielles et une borne inférieure sur
le plus petit temps de traitement. Nous avons constaté que cette combinaison d’infor-
mation est utile et nous avons développé un algorithme semi-online, nommé MCSWPT,
intégrant la combinaison d’information dans sa prise de décision. Pour ’ensemble des
algorithmes semi-online développés dans ce chapitre, nous avons évalué leurs perfor-
mances par une étude expérimentale.
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Les différents travaux présentés dans cette these laissent envisager plusieurs possi-
bilités de recherches futures. Dans le court terme, nous envisageons d’étudier la compé-
titivité de l'algorithme MCSWPT présenté dans le chapitre 4. En effet, le fait d’ajouter
les poids des taches avec la considération de la minimisation de la somme des dates
de fin pondérées permet de faciliter I'identification de la pire instance du probléme.
Plus précisément, au lieu d’appliquer des modifications sur les temps de traitement des
taches afin d’obtenir la pire instance, nous pouvons modifier les poids, et cette modifi-
cation n’influence que l'ordre des taches dans 'instance. En ce qui concerne les autres
algorithmes proposés dans cette partie, une analyse de compétitivité semble dramatique-
ment difficile du fait que ces algorithmes sont plus complexes. Ainsi, la caractérisation
trés difficile voire méme impossible.

Nous pouvons envisager de rapprocher le modéle semi-online encore plus du modele
offline en étudiant la combinaison de I'information sur les dates d’arrivée exactes et la
borne inférieure sur le plus petit temps de traitement dans I'instance.

Une autre possibilité est de considérer des environnements machine plus complexes.
En effet, dans 'ordonnancement offline, les performances des algorithmes se détériorent
généralement lorsque la complexité de I’environnement machine augmente. En revanche,
dans 'ordonnancement online ou semi-online et en raison de l'indisponibilité d’infor-
mation sur les taches futures, un environnement machine plus complexe peut donner
plus d’opportunités pour corriger des erreurs commises dans le passé. Une preuve solide
de cette hypothése est présentée par Leonardi et Raz [57|, qui ont prouvé que pour mi-
nimiser le flow time total, la meilleure borne de performance possible pour les instances
avec un nombre fixe de taches est décroissante en fonction du nombre de machines.

Pour le probléme de minimisation de la somme des dates de fin pondérées des taches
sur machine unitaire, nous pouvons également envisager de combiner encore plus d’in-
formations en ajoutant des informations sur les poids des taches par exemple, jusqu’a
ce qu’une limite puisse étre identifiée entre le modeéle semi-online et le modéle offline,
c’est-a-dire identifier la combinaison d’information adéquate qui va permettre de déve-
lopper un algorithme semi-online 1-compétitif (voir Figure 4.22).

Finalement, il serait intéressant d’évaluer les performances des algorithmes proposés
avec les autres méthodes comme 'augmentation de ressources, la compétitivité locale
amortie, etc.
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Ordonnancement semi-online sur ma-
chine unitaire pour 'industrie du futur

Nous étudions la valeur de P'information dans des
problemes d’ordonnancement semi-online sur ma-
chine unitaire. Nous proposons ainsi des algo-
rithmes semi-online pour résoudre ces problémes et
nous évaluons leurs performances. Gontrairement
aux problémes d’ordonnancement classiques offline
ou le décideur connait toutes les caractéristiques de
Pinstance a ordonnancer, dans les problémes
d’ordonnancement online ou semi-online la prise de
décision est effectuée sans aucune information ou
uniquement avec des informations partielles sur
instance. Notre travail consiste a distinguer les
informations qui peuvent améliorer la prise de déci-
sion dans un contexte d’ordonnancement semi-
online des informations qui, méme disponibles,
n’apportent aucune amélioration. Nous traitons
principalement les probléemes semi-online dont la
fonction objective est la minimisation de la somme
des dates de fin des tadches sur machine unitaire.
Nous commencons par étudier plusieurs modéles
semi-online avec des informations partielles sur les
temps de traitement des taches. Ensuite, nous con-
sidérons le probleme avec une information sur les
dates d’arrivée et finalement la combinaison de
information sur les temps de traitements et les
dates d’arrivée des tiches. Pour chaque probléme
étudié ou Pinformation partielle est identifiée
comme utile, nous proposons un algorithme semi-
online intégrant I'information dans la prise de déci-
sion. Ensuite, nous évaluons sa performance a ’aide
d’une analyse de compétitivité ou par étude expéri-
mentale comparative.

Mots clés : ordonnancement (gestion) — algorithmes
en ligne — optimisation combinatoire — temps réel
(informatique).

Single Machine Semi-online Scheduling
for Smart Manufacturing

We study the value of information in semi-online
single machine scheduling problems. We propose
semi-online algorithms to solve these problems and
evaluate their performances. Unlike the classical
offline scheduling problems where the decision
maker knows all characteristics of the instance to
be scheduled, in online scheduling problems the
decision-making is performed without previous
information or only with partial information about
the instance. Our work consists in distinguishing
information that can improve the decision-making in
a semi-online scheduling context from information
that, even if available, does not bring any improve-
ment. We mainly deal with semi-online problems for
minimising the total completion time on a single
machine. We start by studying several semi-online
models with partial information on processing times
of jobs. Then, we consider the problem with infor-
mation on jobs release dates and finally the combi-
nation of information on processing times and jobs
release dates. For each studied problem where par-
tial information is identified as useful, we propose a
semi-online algorithm integrating the information
into the decision-making. We then evaluate its per-
formance using a competitive analysis or a compar-
ative experimental study.

Keywords: production scheduling — online algo-
rithms — combinatorial optimization - real-time data
processing.
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