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Dispersion dans les milieux hétérogénes : une étude des effets hydrodynamiques et de la
diffusion médiée par la surface.

Résumé : Cette thése a pour objet ’étude de la dispersion, c’est & dire la cinétique d’étalement de
particules traceurs dans des milieux hétérogénes, présentant une périodicité spatiale. Ce processus se quantifie
par un coefficient de diffusivité effective. Il est bien connu que la présence de parois ou d’obstacles diminue la
dispersion, tandis qu’'un écoulement hydrodynamique induit I'effet opposé. Cependant, la plupart des études
considérent des parois parfaitement réfléchissantes. Dans un premier chapitre, nous dérivons une expression
générale de la diffusivité effective pour un modéle de diffusion médiée par la surface qui inclut la possibilité
pour les particules d’adhérer et de diffuser sur les parois. En appliquant cette formule & deux systémes
(un réseau d’obstacles sphériques et un canal périodique), nous montrons que ce mécanisme d’adhésion
permet d’augmenter la dispersion par rapport au cas de parois réfléchissantes et ce, méme si la diffusion a la
surface est plus lente que dans le volume. Dans un deuxiéme temps, nous examinons les effets combinés d’un
écoulement visqueux et du confinement sur la dispersion dans un canal ondulé. Nous mettons en évidence, &
I’aide d’expressions analytiques, la compétition entre ces deux effets antagonistes dans la limite de faibles
ondulations des parois. Dans la limite opposée, les fortes ondulations des parois ont pour effet de piéger les
particules traceurs. Nous mettons en évidence, a I'aide de I'expression de la diffusivité, une équivalence avec un
probléme de dispersion de Taylor dans un canal uniforme dont les parois sont partiellement adsorbantes. Dans
un troisiéme temps, nous prenons en compte simultanément ’ondulation des parois, I’écoulement visqueux
ainsi que la possibilité d’adhésion aux surfaces. En dérivant un formalisme général, nous montrons que la
combinaison de ces trois parameétres induit des effets non-triviaux sur la dispersion. Dans un dernier chapitre,
nous nous intéressons a la dynamique d’une particule Brownienne confinée dans un canal plat. Nous dérivons
une expression généralisée de la diffusivité de Taylor en exprimant le deuxiéme cumulant. De méme, nous
quantifions la non-gaussianité de la distribution en position suivant ’axe du canal en étudiant analytiquement
les cumulants d’ordres supérieurs.

Mots-clés : processus stochastique, dispersion, milieux hétérogénes, confinement, écoulement visqueux,
diffusion médiée par la surface

Dispersion in heterogeneous media: a study of hydrodynamic effects and surface-mediated
diffusion.

Abstract: The aim of this thesis is to study the dispersion, i.e. the spreading kinetics of tracer particles
in heterogeneous media, presenting a spatial periodicity. This process is quantified by an effective diffusivity
coefficient. It is well known that the presence of walls or obstacles decreases dispersion, while a hydrodynamic
flow induces the opposite effect. However, most studies consider perfectly reflecting boundaries. In a first
chapter, we derive a general expression for the effective diffusivity for a surface-mediated diffusion model
that includes the possibility for particles to stick to and diffuse on walls. By applying this formula to two
different systems (an array made of spherical osbtacles and a periodic channel), we show that this adhesion
mechanism increases dispersion compared to the case of reflecting walls, even if the diffusion at the surface
is slower than in the volume. In a second step, we examine the combined effects of a viscous flow and
confinement on dispersion for a corrugated channel. We put forward through analytical expressions the
competition between these two antagonistic effects in the limit of small wall undulations. In the opposite
limit, the strong corrugations of the walls induce a trapping effect of the tracer particles. Thanks to the
expression of diffusivity, we show an equivalence with a Taylor dispersion problem in a uniform channel with
partially adsorbing walls. In a third step, we take into account simultaneously the corrugation of the walls,
the flow and the surface effects. By deriving a general formalism, we show that the combination of these
three parameters triggers non-trivial effects on dispersion. In a final chapter, we focus on the dynamics of a
Brownian particle confined in a flat channel. We derive a generalized expression for the Taylor diffusivity by
expressing the second cumulant. Similarly, we quantify the non-Gaussianity of the distribution of position
along the channel axis by analytically studying higher order cumulants.

Keywords: stochastic process, dispersion, heterogeneous media, confinement, viscous flow, surface-
mediated diffusion

Laboratoire Ondes et Matiére d’Aquitaine
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Chapitre 1

Introduction

I. Contexte de la these

A. Quelques rappels historiques

L’histoire du mouvement Brownien remonte en 1827 avec les observations expérimentales de
Robert Brown [1] portant sur le mouvement incessant et aléatoire de particules dans des grains
de pollens. Ce phénomene était connu bien avant ses études, mais son origine faisait I’objet
de plusieurs spéculations. Notamment, une hypothése mettait en avant une origine biologique
de ce mouvement incessant. Cependant, les observations de trajectoires irrégulieres pour des
particules inertes orienta les recherches vers une origine mécanique. Quelques années plus tard,
les travaux d’Albert Einstein [2], publiés en 1905, permirent deux choses : de relier le mouvement
Brownien a un processus de diffusion en obtenant une équation de Fourier sur la densité de
particules p ayant une position x a l'instant ¢ :

op 0*p
ot~ Pooar (-1

et de relier le coefficient de diffusion moléculaire Dy aux propriétés du milieu tel que le coefficient
de friction ~ et la température T sous la forme :

Dy = kB—T, (1.2)

v

kg étant la constante de Boltzmann. Cette expression connue sous le nom de relation de Stokes-
Einstein est similaire a celles obtenues par Sutherland un an plus tot ainsi que par Smoluchowski
en 1906. De méme, le lien entre un processus diffusif et ce que nous appelons aujourd’hui le
mouvement Brownien a été établi en 1900 par Bachelier dans sa these de doctorat intitulée
Théorie de la spéculation [3] portant sur I’évolution des cours financiers. La vérification expé-
rimentale de la relation (1.2) par Jean Perrin [4], qui détermina une valeur de la constante
d’Avogadro a partir de la mesure de la constante de diffusion, permit de démontrer rigoureu-
sement le caractere atomique de la matiere. Cette relation a été plus tard généralisée [6] et est
connue sous le nom de théoreme de fluctuation-dissipation, ou les fluctuations d’une observable
a I’équilibre sont reliées a la réponse de cette observable a un champ faible. Le mouvement
Brownien a été par la suite formalisé mathématiquement donnant ainsi un cadre a ce qu’on
appelle plus généralement les processus stochastiques qui englobe les processus Browniens mais
aussi d’autres processus comme par exemple celui d’Ornstein-Uhlenbeck qui correspond a un
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Figure 1.1 — Mouvements browniens, image extraite du livre de Jean Perrin intitulé
"les Atomes" [5].

mouvement Brownien dans un potentiel harmonique.

B. La dispersion dans les milieux hétérogenes

La physique de la matiere molle, terme popularisé par Pierre-Gilles de Gennes [7], est un
domaine de la physique a l'intersection de la physique des fluides et des milieux continus, de la
chimie, de la biologie, et s’intéresse de maniére particuliere aux états exotiques de la matiere
tels que les cristaux liquides, les polymeres, les structures colloidales, les fluides complexes,
les structures poreuses etc. Ces systemes physiques sont caractérisés principalement par leur
complexité, ou un grand nombre de degrés de liberté sont mis en jeu. C’est dans ce contexte que
I’étude de propriété de transport s’avere particulierement pertinente. Pour cela, nous pouvons
étudier la dispersion, c’est-a-dire la vitesse d’étalement d’une espece chimique, ou d’un nuage
de particules traceurs au cours du temps, qui se quantifie par la vitesse de dérive effective v, et
un coefficient de diffusion effective D,. L’étude de la dispersion est tres utile pour comprendre
des problémes divers comme la dynamique de bactéries [8,9], la diffusion anormale [10-13] ou
la diffusion Brownienne non-gaussienne [14,15] dans des systéemes biologiques, les probléemes de
mélange [16-18], de tri [19], de réactions chimiques [16], de diffusion dans les milieux fracturés
ou les zéolites [20] etc.

En notant x la direction suivant laquelle nous regardons le processus d’étalement du paquet
de particules, les expressions de v, de D, sont données par :

Ue:tginmw7 (1.3)
1 2
D.= tlgrnoo Z—t[x(t) —2(0) — vet]”, (1.4)

ol la barre du dessus représente la moyenne statistique sur toutes les trajectoires stochastiques.
Ce coefficient donne tout simplement Dy (cf. Eq. (1.2)) dans le cas d'un processus brownien dans
un milieu homogene. Cependant, le coefficient D, peut étre tres différent de Dy dans un milieu
hétérogene présentant des obstacles. Prenons comme exemple le cas d’une particule brownienne
diffusant dans un canal orienté suivant x, symétrique de hauteur notée h(x) périodique. Nous
supposons que le canal est suffisamment étroit ce qui permet a la particule d’atteindre tres
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rapidement 1’équilibre dans la direction y orthogonale & z. L’équation sur I’évolution de la
densité de probabilité de présence de la particule p(x,y;t) a la position (z,y) & I'instant t est
donnée par I’équation de Fokker-Planck :

Op Pp 0%
LoD, =£ 4+ L 1.5
ot =~ 0 la o (15)
La condition aux limites réfléchissante satisfaite par p au niveau des parois s’écrit :
Ip dp
Dy | =— — b (z) = =+h =0. 1.6
0|5 )32 ey = o) 16

En intégrant I’équation (1.5) suivant la direction y, et en utilisant la condition aux limites (1.6),
nous obtenons :

gf = Dy /h(x) dyg };(x y;t) + Doh'(z) [gz;(x,y = +h(z);t) + gi( Y= —h(x);t)] , (1.7)

avec la densité de probabilité marginale p(z;t) = f}(ﬁ:)c) dy p(z,y;t). En utilisant le fait que

= [ S e+ 1) | e = (a0 + Sl = (o)) .
@) oy = +h(a):0) + pla,y = —h(@) D)},
I’équation de Fokker-Planck se réécrit :
B D28 Dy ) oy = +h(o); ~ —h(e)
% _p27p, oy = +h(e)0) +ple.y = <A@} . (1)

Cette expression, qui est jusqu’a présent exacte, peut étre approximée en considérant que
la particule s’équilibre tres rapidement suivant la direction y du fait du confinement. Cette
approximation, valable si h(z) varie suffisamment lentement, se traduit par :

p(z,y = +h(z);t) = p(z,y = —h(z);t) = (1.10)
ce qui donne finalement :
o D[ o . W)
— =—|Dy=——D . 1.11
ot ox | 'ox *h(x) b (1.11)
Nous retrouvons I'équation de Fokker-Planck pour une particule brownienne dans un potentiel
effectif V' (z) avec :

V(z) = —kgT'log [h(z)], (1.12)

avec kgl étant 1’énergie thermique. Il est intéressant de constater que nous pouvons écrire
V(z) = =T'S(x), avec S(z) = kg log [h(z)] que I'on peut considérer comme une entropie effec-
tive. Nous pouvons donc voir ce potentiel effectif V' comme un potentiel d’origine entropique.
Ce type d’approximation se trouve dans la littérature sous le nom d’approximation de Fick-
Jacobs [22,23]. La démonstration que nous venons de détailler se trouve dans la référence [24].
Pour une particule brownienne diffusant dans un potentiel périodique V' (z), l'expression de
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@ experiment
| 4 simulation, Dy
0 simulation, Dpyq
——theory,Dy
L _t'heorY:Dhyd

@ experiment
[~ simulation, Dy

O simulation,Dy,q
- ——theory,Dy

—theory, Djyq

0 2 4 6 8 10 12

0 5 10 15
kilo counts in 1 pm? A.’,'C [,um]

Figure 1.2 — Dispersion dans un canal périodique. Images extraites de la référence [21] ou
lapproximation de Fick-Jacobs est testée expérimentalement. Figure A : image obtenue par
microscopie électronique a balayage d’un canal microfluidique. Figure B : Distribution spatiale
des positions de particules. Figures C et D : graphiques représentant la moyenne du temps de
premier passage (T'(£Az|0)) (temps moyen que met une particule Brownienne a atteindre la
distance +Ax en partant de la position initiale x = 0) en fonction de Ax. Les figures C et D
sont obtenues pour des canauzr dont les sections minimales sont 3 um et 1 um respectivement.
Ce temps moyen (T'(£Ax|0)), qui est proportionnel a 1/D., est calculé dans l'approximation
de Fick-Jacobs (traits pleins) et est comparé da des données expérimentales et de simulation (cf.
référence [21]).

Lifson-Jackson [25] permet d’expliciter simplement la diffusivité effective :

Dy

DT e ey

(1.13)

avec () qui correspond a la moyenne spatiale sur une période. Cette expression se réécrit en
incluant 'expression du potentiel V' donnée par I’équation (1.12) :

De=———n . (1.14)

Nous pouvons montrer, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que (h) (h™') > 1. Cela
implique que la diffusivité effective est toujours plus petite que le coefficient de diffusion local,

4
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Figure 1.3 — Dispersion dans un réseau d’obstacles circulaires, images extraites de la référence
[32]. A gauche : schéma du probléme étudié. A droite : données numériques de la diffusivité
effective D, en fonction de la fraction volumique des obstacles ¢ superposées da des résultats
théoriques [32]. La courbe en bleu clair correspond a l’équation (1.15).

et lui est seulement égal dans le cas d’un canal plat. L’approximation de Fick-Jacobs a été
largement étudiée dans la littérature. Notamment, plusieurs études ont amélioré les résultats
que nous venons de présenter [23,24,26-31]. Enfin, 'approximation de Fick-Jacobs a été vérifiée
expérimentalement [21] (cf. Figure 1.2).

Le ralentissement de la diffusivité effective dii au confinement n’est pas limité aux canaux
de hauteur lentement variable. Pour un systeme encombré tel qu’un réseau périodique d’obs-
tacles circulaire (en deux dimensions, cf. Figure 1.3), le calcul de la diffusivité effective permet
d’obtenir dans la limite de faibles fraction volumique ¢ des obstacles [32] :

D, 1 4
—=—+0 : 1.15
De méme que pour un canal ondulé, le confinement des particules traceurs, qui est ici di a la
présence des obstacles, diminue la diffusivité effective. Sur le graphique de la Figure 1.3, on
observe que le coefficient de diffusivité effective D, décroit en fonction de ¢, jusqu’a atteindre

la valeur 0 dans le cas ou les obstacles se touchent (ce qui correspond a une fraction volumique
p=m/4~0.79).

En outre, les fluctuations temporelles de ce piégeage entropique (par exemple si I'on consi-
dere des parois déformables) peuvent aussi impacter le processus de dispersion via des effets de
résonances ou d’anti-résonances stochastiques [33-36].

D’autres mécanismes peuvent modifier la dispersion. Par exemple, I’écoulement d’un fluide
peut augmenter significativement la diffusivité effective, contrairement aux effets entropiques
induits par des parois ou des obstacles. Les travaux fondateurs de Taylor et Aris dans les années
1950 [37-39] ont permis de montrer qu'un écoulement de cisaillement permet d’augmenter de
maniere conséquente la dispersion. Leurs travaux portent sur I’étalement d’espeéces chimiques
dans un tube dans lequel on applique un écoulement laminaire. Ils ont abouti au résultat
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Figure 1.4 — Image issue de la référence [41] dans laquelle est étudiée l'influence de la section
du canal microfluidique sur la dispersion. L’étude propose de comparer l’étalement de traceurs
dans un canal cylindrique (a gauche) par rapport a une canal rectangulaire (a droite) dans les-
quelles sont appliqués des écoulements laminaires. La Figure C montre des résultats numériques
donnant pour les deux sections de canal la distribution de particules traceurs a différents ins-
tants. Tandis que la section circulaire induit une asymétrie de la distribution des traceurs dont
la queue est étalée dans le sens de ’écoulement (soit un coefficient d’asymétrie positif (noté Sk
sur la Figure C)), la queue de distribution pour un canal de section rectangulaire est orientée
dans le sens opposé a l’écoulement (ce qui donne un coefficient d’asymétrie Sk négatif).

suivant :

2
D, = Dy (1 + 112) , (1.16)
avec le nombre de Péclet Pe = aV' /Dy qui est un grandeur hydrodynamique adimensionnée, a le
rayon du tube et V la vitesse du fluide moyennée sur une section du tube. Nous constatons alors
immédiatement que la présence d'un écoulement de cisaillement augmente systématiquement
la dispersion. Ce mécanisme de dispersion, portant le nom de dispersion de Taylor, a été étudié
dans de nombreuses expériences de microfluidique [38,40-44] mais aussi pour des systémes bio-
logiques comme des vaisseaux sanguins [45-47]. L’étalement induit par un écoulement visqueux
est fortement dépendant de la géométrie du systeme étudié [41], comme on peut l'observer sur
la Figure 1.4. On constate aussi clairement une asymétrie de la distribution suivant x qui est
induite par ’écoulement. Cela permet de caractériser la non-gaussianité de la distribution en
position suivant I’axe du canal.

La présence d’hétérogénéités, telle que dans des structures poreuses, modifie completement




CH. 1. INTRODUCTION

.
D, + 30,
HZ

Thermal dynamics

Active dynamics

L | L L 1 ! L L . )
16+ 10° 1072 107" 10° 10’ 10° 10° 10* 10° 10°

Fe
E—
Nanotube — E——
vibrations Small
intestine
[ ! Metal-organic
sl 2 frameworks
Juc ——
. Graphene ripples
-
(B
3 %,

Phonons on
carbon nanotubes
Slime mould
vascular network

Figure 1.5 — Image issue de la référence [51]. En haut : graphique donnant la diffusivité
effective D, en fonction du nombre de Péclet Pe (cf. Eq. (1.17)) pour une dynamique de la
paroi d’origine thermique (en bleu) et pour une dynamique d’origine active (en rouge). En bas :
quelques exemples de systemes passifs ou actifs avec leurs plages de nombre de Péclet associées.

le processus de dispersion induit par I’écoulement. En effet, contrairement au cas de canaux
réguliers, le coefficient de diffusivité D, n’a plus de comportement en Pe? mais évolue en Pe
comme le montrent les données expérimentales des références [48-50].

Enfin, les seules fluctuations du milieu peuvent modifier la dispersion a cause des écoule-
ments qu’elles induisent. Un formalisme tres général a été développé par Marbach et al. [51] qui
prend en compte les effets hydrodynamiques induits par les fluctuations temporelles des parois,
sous 'hypothese de faible amplitude. Ces fluctuations, qui peuvent étre d’origine thermique
ou active (par exemple par 'action d’un stimulus), ont pour effet d’augmenter la diffusivité a
travers le mécanisme de dispersion de Taylor. Cependant, les pieges entropiques, créés par les
ondulations des parois, réduisent la dispersion comme cela a été expliqué précédemment dans le
cadre de 'approximation de Fick-Jacobs. Le formalisme développé dans cette référence permet
d’identifier clairement deux régimes de la dispersion (cf. Figure 1.5) qui sont discriminés par
un nombre de Péclet effectif :

Pe = (*/Dyr, (1.17)

avec respectivement £ et 7 les longueurs et temps caractéristiques des fluctuations des parois.
Nous pouvons distinguer un premier régime ou Pe < 1 dans lequel les fluctuations réduisent la
dispersion qui s’écrit dans cette limite

N (6h?%)
D, ~ D, [1 - ] , (1.18)

avec H qui représente la hauteur moyenne de la paroi et dh qui correspond aux fluctuations
autour de cette valeur moyenne (le symbole (-) désigne la moyenne sur les fluctuations). Cette
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Figure 1.6 — Images extraites de la référence [52]. A gauche : graphique détaillant la forme du
potentiel au niveau des sphéres (Encart : représentation du systéme étudié). A droite : graphique
reliant le coefficient de diffusivité effective D, a la profondeur du potentiel pour différentes
fractions volumiques d’obstacles ¢.

équation est une réécriture de la diffusivité effective dans un canal ondulé dans I'approximation
de Fick-Jacobs (1.14). Dans le deuxiéme régime ou Pe > 1, les fluctuations ont pour effet
d’augmenter la diffusivité effective, ce qui donne :

(0n?)
D, ~ D, [1 +3 7 |- (1.19)
Ces deux régimes mettent clairement en évidence la compétition entre les effets entropiques
(induits par la variation spatiale des parois) qui réduisent la dispersion et les effets advectifs
(induits par les écoulements hydrodynamiques) qui I'augmentent.

Enfin, la surface des parois peut jouer un role non-négligeable sur la dispersion, et ce d’autant
plus que la taille caractéristique du systeme est petite. D’une part, la présence d'un potentiel
localisé a la surface, par exemple de type van der Waals ou électrostatique [53,54], peut modifier
drastiquement la dispersion en modifiant la dynamique de particules traceurs proches de la sur-
face. D’autre part, la dispersion peut aussi étre impactée par la variation spatiale du coefficient
de diffusion local proche de la paroi [55] qui est due aux effets d’interactions hydrodynamiques
entre la particule Brownienne et la paroi ainsi qu’a la condition de non-glissement du fluide
a l'interface. Des modeles pour décrire les échanges a l'interface ont été utilisés pour des pro-
blemes de dispersion aux interfaces solide-liquide [56-58] et ont été utilisés pour modéliser la
recherche de séquence de genes sur un brin d’ADN [59-61]. Dans la référence [52], Putzel et al.
étudient numériquement la dispersion de particules traceurs dans un milieu désordonné com-
posé d’obstacles sphériques. Pour prendre en compte la possibilité des traceurs de s’accrocher
et de diffuser sur les obstacles, on considere sur chaque sphére un potentiel attractif de courte
portée (cf. Figure 1.6). En simulant des trajectoires pour différentes profondeurs de potentiel,
on observe que le coefficient de diffusivité effective augmente jusqu’a atteindre un maximum
lorsque 'on augmente la profondeur du potentiel, puis diminue lorsque le piege devient trop
profond. Cette étude montre donc que des interactions aux parois peuvent augmenter le proces-
sus de dispersion, ce qui est non-trivial car on pourrait s’attendre a ce que ’adhésion aux parois
vienne ralentir la dispersion, du fait des multiples interactions entre la particule Brownienne
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et les obstacles. Cependant, cette étude considere le méme coefficient de diffusion locale pour
la surface que celui pour le volume. Or, on sait que la diffusion d’une particule Brownienne
diminue lorsqu’elle se situe pres d'une paroi. Il serait donc intéressant de regarder, ce qui se
passe dans le cas ou la diffusion a la surface est plus faible que dans le volume. D’autres études
ont considéré 'effet de la diffusion médiée par la surface dans la limite d’échanges rapides aux
parois [62—64] dans le cas de surface non-planes, mais aucune augmentation de la dispersion
due aux interactions aux parois n’a été reportée. De méme, plusieurs études ont revisité le pro-
bleme de la dispersion de Taylor [62,65-68] en incluant des interactions aux parois du tube dans
lequel s’écoule le fluide. Cependant, 1’adhésion aux parois pour ce probleme ne donne aucun
effet non-trivial sur la dispersion. En outre, la diffusion médiée par la surface a été étudiée dans
les problemes de recherche de cible [69-72], ou il a été montré que 'alternance de phases de
diffusion dans le volume et sur les parois permet de réduire les temps de premier passage de
maniere significative.

C. Plan de la these

Dans cette these, nous développerons une approche générale permettant d’exprimer la diffu-
sivité effective D, qui quantifie la dispersion. Nous nous intéressons principalement aux effets :
1) de la diffusion médiée par la surface, 2) d’un écoulement visqueux et 3) du confinement
créé par les variations spatiales des parois, sur la dispersion. Tout d’abord, nous étudierons
dans le chapitre 2 'effet de la diffusion médiée par la surface pour des parois de hauteur va-
riable. Pour cela, nous nous intéresserons a deux systémes : un réseau d’obstacles sphériques
et un canal de hauteur périodique. Nous utiliserons un modele simple permettant de décrire le
mécanisme de diffusion médiée par la surface. Nous donnerons une expression générale de la
diffusivité effective pour ce modele, en utilisant le théoreme de fluctuation-dissipation. Pour des
obstacles attractifs, nous calculerons cette quantité a ’aide d’'une méthode multi-échelle. Nous
nous intéresserons aussi a exprimer cette quantité pour des canaux attractifs, dans les limites
faiblement et fortement ondulées. Nous comparerons ces résultats avec des données numériques
et des données de la littérature. Ensuite, nous examinerons dans le chapitre 3 'effet combiné
de parois fluctuantes et d’un écoulement visqueux sur la dispersion dans un canal, dans les
limites faiblement et fortement ondulées. Nous utiliserons des résultats de 'analyse complexe
pour étudier le cas de fortes ondulations de la paroi. De méme que pour le chapitre précédent,
les résultats analytiques seront comparés avec des données numériques et des résultats de la
littérature. Nous ferons aussi le lien entre les expressions obtenues et des temps de premier
passage. Dans le chapitre 4, nous exprimerons la diffusivité effective pour un canal en prenant
en compte les trois parametres mentionnés : I’écoulement visqueux, les parois fluctuantes et la
diffusion médiée par la surface. Nous mettrons en évidence les effets non-triviaux induits par la
combinaison de ces parametres. Dans un dernier chapitre, nous étudierons la dispersion dans
un canal plat en présence d’écoulement. Nous prendrons en compte les effets hydrodynamiques
induits par la paroi en considérant la variation spatiale de la diffusion locale et en prenant des
coefficients différents pour la diffusion parallele et perpendiculaire a I’axe du canal. Apres avoir
mis en évidence une expression de la dispersion de Taylor généralisée, nous irons au dela du
déplacement quadratique moyen en étudiant les cumulants d’ordre supérieurs afin de mettre en
évidence le caractere non-gaussien du processus étudié.
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II. Résumé des résultats

Dans cette section, nous résumons les résultats principaux de ce manuscrit de these. La
dérivation et ’analyse des résultats obtenus seront détaillées dans les chapitres concernés.

A. Effet de la diffusion médiée par la surface sur la dispersion

Le chapitre 2 est consacré principalement a la description de I'effet de la diffusion médiée par
la surface sur la dispersion. Cette étude est motivée par le fait que la plupart des études de la
dispersion dans les milieux hétérogenes considérent des parois purement réfléchissantes [8,9,23,
26,27,29-32,73-86]. Or, les effets des parois peuvent devenir non-négligeables, notamment pour
des systemes de petite dimension tels que des micro-canaux. De plus, le mécanisme d’adhésion
au niveau d’interfaces a été observé expérimentalement dans plusieurs études [57,58, 87-89].
Un modele d’adsorption et de désorption est utilisé pour décrire ce processus. Les équations
de Fokker-Planck associées a la densité de particules dans le volume (bulk en anglais) et sur la
surface (notées respectivement py, et ps) s’écrivent [71] :

0

% =V [Dprb — ub(r)pb], (120)
Ips

20— V- [D.Veps = (0] — i b+ o, (1.21)

avec V le gradient associé a la surface, ainsi que les taux d’adsorption et de désorption notés
respectivement k, et kq. Nous avons aussi uy, et ug les dérives locales dans le volume et sur la
surface, ainsi que Dy, et Dy les coefficients de diffusion associés au volume et a la surface. La
condition aux limites au niveau de 'interface entre le volume et la surface s’écrit :

n - [DyVp, — up(r)py] = ka ps — ka Do, (1.22)

avec n le vecteur normal a la surface pointant vers l'extérieur du domaine. Nous considérons
dans cette étude un systeme présentant une périodicité spatiale. Le théoreme de fluctuation-
dissipation permet d’obtenir I'expression générale de la diffusivité effective au temps long :

D. = D, /V dr (Va) -V [B'e — fi] + D, /S dS (Vo) -V, [Pla — £],  (1.23)

avec V et S le volume et la surface d’une période du systeme, Bgt, P les probabilités station-
naires dans le volume et sur la surface associées a ce méme domaine restreint. Les fonctions
auxiliaires f}, et f; satisfont des équations aux dérivées partielles dont la résolution permet de
déterminer le coefficient D,. Nous appliquons cette formule a deux systémes.

Premiérement, nous considérons un réseau carré d’obstacles circulaires (en dimension 2) ou
sphériques (en dimension 3) de rayon R. Une analyse multi-échelle permet d’obtenir I’expression
de la diffusivité effective [90] (valable en dimension d = {2,3}) :

_ Dy, 1 —ayp 4
D = e o T ap/ld = 1) +ol¢), (1.24)
_ Dy + D&y —1)(d—1) Dy, ¢ = 0

T D A Defd—1 11 T kKRR °T R

avec @ la fraction volumique des obstacles. Cette expression est valable jusqu’a l'ordre 4 en
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¢. Le fait de considérer des parois semi-réfléchissantes (£ > 0) peut permettre d’augmenter le
coefficient D, par rapport au cas réfléchissant (£ = 0) si Dg > DZ avec :

D = Dy (1 - > . (1.25)
d

Cette expression s’obtient en résolvant 1’équation [0D,/0¢] ¢=o = 0. Nous pouvons de plus

montrer facilement que D} < Dy, ce qui signifie que la dispersion peut prendre une valeur plus

importante que dans le cas ou les obstacles sont purement réfléchissants, et cela méme si la

diffusion a la surface des obstacles est plus lente que dans le volume. Nous observons cependant

que cette augmentation est relativement faible.

Deuxiémement, nous nous intéressons a des canaux de hauteur périodique h(x) (symétrique
pour d = 2 ou axisymétrique pour d = 3) avec des parois semi-réfléchissantes. En définissant
respectivement a et L la hauteur minimale et la période du canal, il est utile de considérer
la quantité sans dimension € = a/L, qui permet de discriminer les canaux faiblement ondulés
(e < 1) de canaux présentant de fortes ondulations (e > 1). Dans la limite ¢ — 0, qui
correspond & de faibles ondulations du canal (aussi appelée approximation de Fick-Jacobs),
nous trouvons [90] :

1 2
(h=2[h+ (d — 1)d]) (=4 [Dyh + (d — 1) Dy0] ) +o(e),

e

(1.26)

avec la longueur caractéristique § = k,/kq, qui peut étre vue comme une longueur d’adsorption.
De la méme maniere que pour ’exemple précédent, il est possible de mettre en évidence une
expression de la diffusion critique a la surface :

hd_2 hl—d

En faisant varier le parameétre d’interaction o, 'augmentation de la dispersion est significative
pour ce systeme.

Dans la limite fortement ondulée (¢ — +00), 'adhésion a la surface ne donne pas d’effet
non-trivial et nous obtenons tout simplement :

 DyVe
¢ ertoo V4697

(1.28)

avec V et S le volume et la surface d'une période du canal, ainsi que V. le volume de la région
centrale du canal (V. = 2aL en dimension d = 2 et V. = ma*L pour d = 3).

B. Dispersion de Taylor dans des canaux périodiques

La dispersion induite par un écoulement de cisaillement est connue depuis les années 1950
avec les travaux de Taylor et Aris [37-39]. Ce mécanisme bien connu des hydrodynamiciens porte
le nom de dispersion de Taylor et est tres bien caractérisé pour des parois planes [66-68,91-93]
ou sinusoidales [94-96]. Cependant, les effets de I'ondulation des parois sur la dispersion de
Taylor sont mal compris dans la littérature. Notamment, la compétition entre les effets de
confinement, qui diminuent la diffusivité, et ’écoulement, qui induit I'effet inverse, n’a pas été
étudiée dans sa globalité. En s’appuyant sur les résultats de Guérin et Dean [97,98], nous avons

11
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pu exprimer la diffusivité effective pour un canal en présence d’écoulement visqueux (avec la
viscosité notée n et la différence de pression entre chaque période notée Ap) dans le cas de
parois faiblement et fortement ondulées. Dans le premier cas, apres avoir exprimé le champ
de vitesse dans le canal dans la limite ¢ — 0, nous trouvons pour I'expression de la diffusivité

gz: <P<’;331 elpe KCGPBA/ du (u)ePeAl >>

Ly Pe(c <<—€PeA/ duc(u PeA(u)>] L0,

avec h(z) = al(z/L),& = x/L, A(¥) = [ du¢~'(u) et le nombre de Péclet Pe = Apa?/(3Dy, ((3) ).
Nous retrouvons le résultat obtenu dans la référence [99]. Nous retrouvons le résultat de Fick-
Jacobs, en considérant le cas limite sans écoulement [22,23] :

effective :

(1.29)

Dy,

lm D, = ————. 1.30
A% P = 1 (130
Dans la limite opposée, la diffusivité effective atteint un plateau :
3
lim D,= Dy,—= (&) (1.31)
Pe—+o00 <g>

ou nous retrouvons un résultat de Smith [100]. En notant h = H + dh avec H la hauteur
moyenne de la paroi et dh une petite perturbation, il est intéressant de noter que les équations
(1.30) et (1.31) permettent de retrouver les expressions asymptotiques respectives (1.18) et
(1.19). Cependant, I’équation (1.29) ne donne pas de comportement oc Pe? qui est pourtant
la signature de la dispersion de Taylor. Pour résoudre cette ambiguité, nous recalculons la
diffusivité en considérant Ap/L ~ C** dans la limite L — +o00. Ainsi, nous obtenons :

De <C3> 2 2 2
B = (14 1oPe?) +0(@), (1.32)

avec Pe’ = ePe = Apa®/(3Dy, ((73)nL). Nous pouvons alors différencier trois régimes : un
premier ot Pe < 1 et ou les effets de confinement controlent le mécanisme de dispersion (cf.
Eq. (1.29)). Un deuxieme dans lequel Pe > 1 ou l'effet de I’écoulement est dominant et ou
la dispersion s’apparente a une dispersion de Taylor (cf. Eq. (1.32)). Enfin, un dernier cas
intermédiaire ou les effets de confinement et de I’écoulement se compensent, ou la diffusion
effective atteint un plateau dont 1’expression est donnée par I’équation (1.31). Nous examinons
ensuite 'effet de 'asymétrie des parois sur la dispersion dans les régimes sans écoulement (Eq.
(1.30)) et dans le régime intermédiaire (Eq. (1.31)).

Dans la limite de fortes ondulations des parois (¢ — +00), le probléme devient complétement
différent car les lobes résultant des fortes ondulations du canal induisent des pieges entropiques.
L’expression du champ de vitesse, noté u, est totalement différente et s’écrit pour la région
centrale (—a <y <a):

2 2
)+ ero(3) (@) v=%t
+(2y)=U |1 =5 |+=+0(5], ) =0(=), Uy=——, 1.33
U (7, ) ( a2> tot0 %) w(ey) = 0= oL (1.33)

avec un terme de glissement du fluide au niveau de l'interface (pour |y| = a) obtenu a I'ordre

12
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1/€ qui s’écrit [101] :
B = 0.1772 U. (1.34)

En utilisant les résultats de I'analyse complexe et en faisant une analogie avec un probleme
d’électrostatique, nous avons calculé Uexpression de la diffusivité a l'ordre 1 en 1/e, ce qui
donne :

D, 1 { Pe;

Dy, I+ U ar

(5 55 053 ([0 [ ) )
L[ e (g 2 ([0 [0 ) - )
wo(4))

avec ((z) =1+ n(Z), Pey = 2aU,y/(3Dy,), Pe; = af/Dy.
En utilisant comme nouvelles notations :

B ! LR ()
E=(m, 1= 2 K/o dy/O dj <n>g/> - 6] , (1.36)

I'équation (1.35), a 'ordre dominant en 1/¢, se réécrit :

(1.35)

R

D, _ 1 Pe) 2 6. 17T,
Dbe—>_+oo1+5[1+(1+€)2 <+355‘|‘35§ +€7)]- (1.37)

105
Nous retrouvons exactement une formule dérivée dans le cas de la dispersion de Taylor pour
un canal plat avec interactions aux parois. Or, dans le probleme étudié ici, les parois sont
parfaitement réfléchissantes. Ce sont donc les fortes ondulations des parois qui ont pour effet
d’induire un piégeage d’origine entropique. Grace a cette analogie, nous pouvons mettre en
évidence un temps caractéristique pour notre probleme correspondant au temps moyen de
piégeage d’une particule dans un lobe :

2

(L o) -] -

Ce temps caractéristique correspond a la moyenne statistique d’'un temps de premier passage.

Il s’agit plus précisément du temps moyen que met une particule traceur pour sortir d’'un lobe
et rejoindre la région centrale du canal.

C. Effet de la diffusion médiée par la surface sur la dispersion de
Taylor dans des canaux périodiques

Dans ce chapitre, nous reprenons le méme systeme que pour le chapitre précédent, en consi-
dérant cette fois-ci des parois semi-réfléchissantes en utilisant le modele de diffusion médiée
par la surface, décrit au chapitre 2. Tout d’abord, nous dérivons une expression générale de la
diffusivité effective qui prend en compte les interactions aux surfaces ainsi que les dérives lo-
cales. Cette expression est valide pour des géométries de parois quelconques, a condition que le

13
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domaine considéré présente une périodicité spatiale. Puis, nous utilisons ce résultat pour établir
une expression de la diffusivité effective, pour un canal dont les parois de hauteur lentement
variable (¢ — 0) sont partiellement réfléchissantes, dans lequel on considére un écoulement
visqueux. Cela donne :

gz G ie@?’ 1 —Pe}(cmg D) K(( +¢) PeA/ du[C(u) +¢] _PQA(“)>

Lo Pe(CH29) ™) <(C+§ PeA/ du [C(u) + €] e PeAC >} +O(€z>7

avec & = k,/kqa, A = D/ Dy, Pe = Apa?/(3Dy, ((73) n). Nous retrouvons le résultat dérivé au
premier chapitre dans la limite sans écoulement :

(1.39)

1
lim D, = . (1.40)

Pes0 " ((H+ &) (D¢ + D))

Nous obtenons une nouvelle expression de la diffusivité effective pour le plateau intermédiaire
dans le cas de parois semi-réfléchissantes :

_— _((€+* (D¢ + D))
Pesroo (€ +¢)° |

(1.41)

Ces résultats sont aussi détaillés dans le cas d’un canal axisymétrique. Nous pouvons dériver,
a partir de 1’équation (1.39), une expression du coefficient de diffusion a la surface critique
D?(Pe) pour de faibles interactions a la surface (¢ — 0) qui dépend cette fois-ci du nombre de
Péclet. Cette expression s’écrit dans les limites asymptotiques :

hd=2\ (p1-d
P}ég D} (Pe) = Db<<fﬂl>><<hd)> < Dy, (1.42)

(e )

<hd—1> <h3d—4>

lim DX (Pe) = Dy

Pe—+o00

avec d la dimension du canal. De plus, dans la limite de forte interactions a la surface (§ — +00),
la dispersion est augmentée si I'on a Dy < D! avec

hd 2> < h3 d>
o pd

DS = Dbm, V Pe, (144)
ou l'expression ne dépend pas dans ce cas du nombre de Péclet. En effet, nous nous placons
dans la limite ou & — oo, c’est-a-dire dans le cas ou la dispersion est controlée essentiellement
par les effets de surface, région dans laquelle la vitesse du fluide est nulle a cause de la condition
de non-glissement. Enfin, nous pouvons montrer que

D!(Pe — 0) < D! < Dy, < D?(Pe — +0). (1.45)

Dans la limite d’écoulements faibles, en faisant varier le coefficient &, nous observons un maxi-
mum local de la diffusivité si nous choisissons un coefficient de diffusion a la surface tel que
D:(Pe — 0) < Dy < D!. Dans ce cas, l'alternance de phases de diffusion dans le volume
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CH. 1. INTRODUCTION

et a la surface augmente la dispersion. Dans la limite ou la diffusivité atteint le plateau in-
termédiaire, nous observons cette fois-ci un minimum local de la diffusivité, lorsque l'on fait
varier le parametre d’interaction &£, si I'on choisit un coefficient de diffusion a la surface tel que
D! < Dy < D?(Pe — +00). Contrairement au cas précédent, I’alternance de phase de diffusion
dans le volume et a la surface diminue la dispersion.

En gardant maintenant le gradient de pression constant dans la limite € — 0, nous obtenons
directement le terme de Taylor :

De 1 2 2 3 2 17 2 2
Db:«Hff{«C+®(C+A®>+Pe(um<§>+ §<<>+$§<O+§7ﬂ (1.46)
+0(&),

qui est une extension des expressions de la dispersion obtenue pour des parois planes [62,67,68]
dans le cas de parois ondulées.

Dans la limite de fortes ondulations de la paroi (¢ — o0), en considérant des lobes symé-
triques de demi-largeur w(y) = Lw(y/a), nous trouvons :

Do _ 1 [ P
D, 1+¢ (14 ¢

avec Peq = 2al;y/3D), et les autres parameétres adimensionnés :

(1(2]5 + f + 5/2 1 £y /)] +0O(1/e), (1.47)

g—z/' J ve, (1.48)
s [uvm + 5] J7 st [ A [(i") + €]
2 { [ dg i) + €]}

(1.49)

avec £ = ky/kaL, Ay = Ds/Dy et Jmax tel que W(gmax) = 0. De méme que pour le cas sans
interactions a la surface, nous pouvons déterminer un temps caractéristique :

T,:aig, ,_ o P dg[o@) + N 5 Sl S Ay [@(5") + €]
Dy T Dy ff’m“dy[ (§) + €] ’

(1.50)

qui prend en compte cette fois-ci, non seulement les effets géométriques, mais aussi les interac-
tions a la surface.

D. Dispersion dans un canal invariant par translation

Dans ce dernier chapitre, nous nous intéressons a la dynamique d’une particule Brownienne
dans un canal plat bidimensionnel, orienté suivant x, dont les parois distantes de 2H, sont
parfaitement réfléchissantes. La particule de rayon a est soumise a 'effet d'un écoulement u(z)
suivant I’axe du canal et d'un potentiel V'(z), avec z la coordonnée indiquant la hauteur du
centre de la particule tel que z € [-H,+H] avec H = H,, —a. De plus, nous prenons en compte
I'effet des interactions hydrodynamiques, en considérant la dépendance spatiale des coefficients
de diffusion suivant x et z, notés respectivement Dj(2) et D, (z). Les équations de Langevin
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sur la position (X, Z;) de la particule au cours du temps ¢ s’écrivent donc :

S = u(Z) + \2D(Z) mate), (151)

ddZtt = —DL(Z)BV'(Z) + D'(Z) + /2D (Z) n.(t), (1.52)

Nous cherchons a exprimer les différents cumulants, dont la formule générale a 'ordre n est
donnée par :

(XM, = dijn {In [<eﬂXt>]}M:0, (1.53)

avec la notation (-) qui désigne la moyenne sur toutes les trajectoires stochastiques. Dans la

suite, les cumulants sont calculés en prenant comme distribution a l'instant initial pour Z;—g la
distribution d’équilibre :

-8V (2) +H ,
Peq(2) = eT, N = [H dz'e PV, (1.54)

La densité de probabilité de présence marginale p(z,t|z) a la position z au temps ¢, sachant la
position zp a U'instant initial, satisfait I’équation de Fokker-Planck :

op _ 9 o | gy __
% - oo | v} - (1.55)
ainsi que les conditions de bords :
Ip :
D(z) | ==+ 8V'(2)p =0. (1.56)
0z z=+H

Dans ce qui suit, nous exprimons les cumulants en terme des fonctions propres droite et gauche
Yr et Y\ de Popérateur de Fokker-Planck noté H tel que :

Hipra = AYRa, (1.57)
Hipy = Mpa, (1.58)
avec A la valeur propre associée a cet opérateur. Cela permet d’écrire la densité de probabilité
p comme :
p(z, t|Z0) = peq(z) + Z @DRA(Z)@Z)LA(ZO)e_M- (1.59)
A>0

Le cumulant d’ordre 2 donne directement le déplacement quadratique moyen. Pour le pro-
cessus Xy, cela permet de mettre en évidence la dispersion de Taylor généralisée [102] :

(xt), = (Xt) - (X0 (1.60)

—2(D o ["a: (" ar eS| L g N, (161

- < H>ot - /_H Z/_H Zu(z)u(z )peq(z)/g) SV Yra(2)Ya(2).  (1.61)
Cela donne dans la limite des temps longs :

(XP). 5. 2Diet = 2Ce (1.62)
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avec le terme D, correspondant a la diffusivité effective :

Dye = <D||>0 + <(L;)[3j)2>0-

Le terme de droite correspond au terme de Taylor dont la fonction J s’écrit :

2= [ dLe VO - (u)).

La correction de la diffusivité a pour expression :

Cile = (R*), = (R).

/d’ eﬁV)

avec

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

Nous pouvons étudier les propriétés de non-gaussianité du processus X; en étudiant les

cumulants d’ordres supérieurs a 2. Pour le cumulant d’ordre 3, qui quantifie 'asymétrie de la

distribution, nous trouvons aux temps longs :

(XP),

3! t—+o0 Agt - Bg,

avec les coefficients :

Ay = 2/H Dy(2) fo(z)dz + /H 2 ;:?0)] foz),

2)go(z H fo(2)fi(2)
3_2/H - d+2/H R

2,

qui dépendent des fonctions :

folz) = [ 42 G 2l peal) = peal) [{R)y — R

et

- /j; d2'G(z,2') Dy(2")peq(?),
- /_}; d2'G(z,2') [u(2') = (u)y] fo(2).

Celles-ci font intervenir la pseudo fonction de Green :

Yra(2) YA (2)

G(z,72) = Z 3 ,

A>0

telle que
HG(2,2') = 6(z — 2') — peg(2)-

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

Dans une probléme sans écoulement [u(z) = 0], le quatriéme cumulant, qui quantifie le degré
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d’aplatissement de la gaussienne, s’écrit :

fo!>c - /_ +HH dz /_ ;H =Dy (2) Dy (F)pea(=) 2 |5

A>0

[t ; ;1] ba(a().  (L75)

Nous pouvons faire le lien avec la dispersion de Taylor car nous retrouvons la méme forme de
solution que celle dérivée pour le deuxieme cumulant, en substituant D) a u dans I’équation
(1.61) dans la partie de Taylor. Le systéme considéré ici réalise le mécanisme de diffusion de
la diffusivité [103-105] proposé pour expliquer le phénomene de diffusion Brownienne non-
Gaussienne qui a été observé expérimentalement [14, 15]. Dans la limite de temps long, nous

obtenons : ( 4>
X
4’*! ¢ = Dit=0Cy (1.76)
avec )
(Ke™)
_ /2 2
D, - <D> C=(Q), — (@2 (1.77)
et les fonctions
z 3 y z K(Z’)eﬁv(zl)
K(z) = /_H de'e V) [DII(Z/) - <DII>0} , Qz) = /_H dZ/T(z’) (1.78)

Nous pouvons montrer qu’il s’agit d’une propriété générale pour tous les cumulants. Ces ré-
sultats ont fait 'objet d’une publication [106] (en collaboration avec 1’équipe EmetBrown du
laboratoire LOMA, Université de Bordeaux) dans laquelle est étudiée la dynamique stochas-
tique d'une particule colloidale diffusant proche d’une paroi rigide. Nous obtenons un bon ac-
cord entre les données expérimentales et numériques du quatrieme cumulant et nos expressions
analytiques.

De maniere générale, nous remarquons que les cumulants (X;), calculés ont tous un com-
portement linéaire en ¢ dans la limite des temps longs.
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Chapitre 2

Effet de la diffusion médiée par la
surface sur la dispersion

I. Contexte

Déterminer les propriétés de transport de milieux hétérogenes a de nombreuses applications
incluant différents domaines de recherche comme la mécanique des fluides, I'’hydrologie, la chi-
mie ou bien encore la matiére molle [41,51,53,62]. Le coefficient de diffusion effective D, est
une quantité importante a déterminer dans différentes situations comme par exemple des pro-
blemes de mélange [16-18], de tri [19], de transport de réactifs chimiques [41,107], de réactions
chimiques [16,62] etc. L’effet du milieu joue un réle important sur le processus de dispersion. En
effet, les fluctuations spatiales des parois induisent un piégeage des particules, qui est d’origine
entropique et qui réduit drastiquement la diffusivité. Dans la littérature concernant 'influence
de parois ou d’obstacles sur la dispersion, la plupart des études considerent principalement des
conditions aux limites réfléchissantes [8,9,23,26,27,29-32, 73-86].

Cependant, nous pouvons nous attendre a ce que le mouvement de particules proches d’une
surface soit plus compliqué qu’'une trajectoire Brownienne classique. En effet, la présence de
potentiel surfacique de type van der Waals ou électrostatique [54] vient modifier ces trajectoires
[108]. Pour cela, un modele de diffusion médiée par la surface [71] est une fagon simple de décrire
ce phénomene d’interaction aux parois. Dans ce modele, la particule traceur peut s’attacher ou
se détacher de la paroi via des taux de transitions et ainsi alterner des phases de diffusion dans le
volume ou sur la surface. Ce mécanisme, ou s’alternent adsorption et désorption, a été observé
expérimentalement [57, 58, 87-89]. Il a été utilisé pour décrire le phénomene de diffusion au
niveau d’interfaces liquide-liquide [56] et pour décrire un certain nombre de phénomeénes comme
la recherche de cibles [69,70,109], le transport de protons a travers des membranes biologiques
[110], ou l'optimisation du taux de transcription de ’ADN [59-61]. La possibilité d’alternance
entre deux modes de diffusion donne lieu a des effets non-triviaux, comme la diminution du
temps de premier passage pour les problémes de recherche aléatoire de cibles [69, 70]. Or, ce
genre d’optimisation n’est pas connu pour des problémes de transport.

Dans la référence [52], le processus de diffusion de particules traceurs, dans un milieu encom-
bré d’obstacles sphériques, est étudié numériquement. Ces obstacles sont dotés d'un potentiel
surfacique attractif de courte portée. De facon singuliere, la possibilité au particules de s’accro-
cher et de diffuser sur les spheres permet d’augmenter la diffusivité effective. Cependant, cette
étude néglige le fait que la diffusion a la surface est souvent plus faible que dans le volume. Cela
nous invite a nous poser la question si une telle optimisation de la dispersion peut étre observée
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II.. DERIVATION DU FORMALISME POUR LA DIFFUSIVITE EFFECTIVE

Figure 2.1 — FExemple de trajectoires stochastiques d’une particule diffusant dans le volume et
sur la surface des parois dans un réseau d’obstacles (a) et dans un canal de hauteur périodique

(b).

si la diffusion au niveau de la surface est plus faible. De plus, il n’existe pas de théorie prédisant
ce phénomene pour des géométries de parois quelconques. La plupart des approches prédisant
la dispersion considérent des canaux de hauteur constante [67,68], ou des systemes dans la
limite d’échanges rapides a la surface [62,63,111] ou cet effet d’optimisation de la diffusivité
effective n’est pas observé.

Dans ce chapitre, nous établissons tout d’abord 'expression générale de la diffusivité effec-
tive dans le cas d’'un modele de diffusion médiée par la surface (en absence d’écoulement dans
le milieu). Puis, nous nous intéressons a deux systémes : le premier constitué d’obstacles sphé-
riques périodiquement espacés, le deuxieme étant un canal symétrique de hauteur périodique
quelconque. Nous dérivons ensuite a l'aide de l'expression générale des résultats analytiques
dans la limite de faible densité pour les obstacles sphériques et pour le deuxieme systéme dans
les limites ou la hauteur des parois varie faiblement et fortement. Nous comparons ensuite ces
résultats avec des résultats numériques et des données de la littérature.

II. Dérivation du formalisme pour la diffusivité effective

A. Equations de Fokker-Planck

Nous proposons dans cette section de dériver I'expression générale de la diffusivité effective,
notée D,, de particules traceurs pour un milieu présentant une période spatiale notée L en
présence de parois partiellement réfléchissantes. Les traceurs peuvent diffuser soit dans le volume
(bulk en anglais) avec un coefficient de diffusion Dy, constant ou soit sur la surface avec un
coefficient Dy (voir Figure 2.1). Ce modele néglige les effets d’interactions hydrodynamiques qui
impliquent que la diffusion locale dépend de la distance par rapport aux parois. Méme si nous
nous intéressons dans ce chapitre a la dispersion en I’absence d’écoulement, nous supposons pour
I'instant 'existence de dérives locales dans le volume et sur la surface notées respectivement
uy, et ug. Aussi, les traceurs peuvent s’accrocher ou se décrocher des parois avec des taux
d’adsorption et de désorption notés respectivement k, et kq. Nous nous placons dans la limite
suramortie ou la masse de la particule traceur peut étre négligée. De plus, nous considérons
que la taille caractéristique des traceurs est nulle, et ce, sans perte de généralité puisque cela
équivaut a considérer des traceurs de taille finie dans un domaine ou la hauteur des parois est
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renormalisée.

Les densités de probabilités p,(r,t) et ps(r,t) pour quune particule soit a la position r a
I'instant ¢, respectivement dans le volume et a la surface, sont régies par les équations suivantes
(cf. référence [71]) :

)

% =V - [D,Vp, — up(r)py), (2.1)
Ops

a}; = V. - [DsVaps — ug(r)ps] — ka ps + ka Do, (2.2)

ou Vj est 'opérateur nabla a la surface. La condition aux limites se détermine en écrivant la
conservation de la probabilité :

/er o (r, 1) +/Edr po(r,t) =1, V1. (2.3)

avec () qui désigne le volume du domaine et ¥ sa surface. En différenciant cette équation par
rapport au temps et en utilisant les équations précédentes (2.1, 2.2), on obtient :

/Q dr V - [DyVpy — wy(t)ps] + /Z dr {V, - [DVeps — wy(r)ps] — ka po+ ka po} = 0. (2.4)

Apres intégration par parties, nous obtenons une équation qui est valide quelle que soit la
surface X. La condition aux limites s’écrit finalement :

n - [D,Vpy, — up(r)pp] = ka ps — ka Do, (2.5)

ol n est le vecteur normal a la surface, pointant vers I'extérieur du volume. Aussi, nous consi-
dérons que la géométrie du probleme ainsi que tous les champs up(r), us(r) présentent une
périodicité spatiale. Dans la limite ou ¢t tend vers +o0o, les propriétés de transport dans une
direction (par exemple la direction z) sont décrites principalement par la dérive effective v,
et la diffusivité effective D,. Ces quantités ont été mentionnées dans le chapitre introductif et
nous redonnons leurs expressions ici :

Vo = M’ D, = lim
t t—o0

[2(t) = x(0) — vel]?
2t ’

(2.6)

ou la barre du dessus signifie une moyenne sur toutes les trajectoires stochastiques. Cherchons
tout d’abord a exprimer v,.

B. Expression de la dérive effective v,

Nous calculons dans cette section la dérive effective définie par 'équation (2.6). Pour I'ins-
tant, nous considérons une position initiale fixe de la particule traceur notée rqy et un état initial
ip (qui vaut soit b ou s selon que la particule se trouve soit dans le volume ou a la surface). Le
déplacement dans la direction z apres un instant ¢ s’écrit :

2(t) — 2(0) = /er(:z: — 20)py(r, tro € o) + /E dS(t)(x — zo)ps(r, tlre € d0),  (2.7)

ol py, et ps sont les densités de probabilité stationnaires satisfaisant les équations (2.1, 2.2, 2.5),
et ou () et ¥ représentent respectivement le volume et la surface du milieu total. En prenant
la dérivée temporelle de cette équation et en utilisant les équations (2.1, 2.2, 2.5), cela donne
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apres une intégration par parties :

o, [m} = /er(Va:) - (up, = Dy V) pi(r, tfrg € o) 2.8)
+ /E dS(r)(Vsz) - (us — DsVy) ps(r, tro € o). |

Nous introduisons a présent les quantités P, (r,t) et Ps(r,t), qui sont respectivement les densités
de probabilités au temps t d’étre dans le volume et sur la surface, a la position r modulo une
période, i.e. :

Py( Zpb +L,t), Pyr Zps + L, t), (2.9)

ou L représente tous les vecteurs associés a chaque période du milieu (par exemple, dans le cas
des canaux périodiques orientés suivant x, L = nlLe, avec n entier). Dans ’équation (2.8), Vz,
Vsz, up, et ug sont périodiques par rapport a r. Ainsi, nous pouvons séparer les intégrales en
plusieurs intégrales, chacune recouvrant une période. Cela donne :

0, [#(t) = 2(0)] = /Vdr (V) - (up = DpV) Py(x, t]ro € io) (210
+ /S dS(I‘) (VSZE) . (us - sts) PS(I',t|I'0 < io), |

avec V et S le volume et la surface d’une période. Ce résultat est obtenu en considérant une
position initiale fixe. Nous pouvons étendre ce résultat en considérant que rq et ig sont tirés a
partir de la distribution stationnaire de la dynamique du probleme. Dans ce cas, il est utile de
noter que

P (r / droP;(x, t|ry € b) Pt (ro) + /S dS(ro) Pi(r, t|re € 8) P (rg) Vi, (i € {b,s}), (2.11)

ce qui donne, en moyennant I’'Eq. (2.10) sur les positions initiales et en intégrant par rapport
at:

ve = 8, [2(t) — 2(0)] = 2(t) = =(0) (2.12)

t
_ / dr (V) - (w, — DyV) P (r) + / dS(r ) (u, — D,V,) P (r), (2.13)

avec fonctions P(r) et P5*(r) correspondant aux densités de probabilités stationnaires res-
pectivement dans le volume V et sur la surface S modulo la période. Ces fonctions sont des
solutions stationnaires des équations (2.1) et (2.2) en choisissant des conditions aux limites
périodiques sur les bords de la période. Nous obtenons aussi cette expression (2.13), au temps
longs seulement, pour n’importe quel choix de distribution initiale. Il suffit pour cela de consi-
dérer I'Eq. (2.10) dans la limite ¢ — +o0.

C. Expression de la diffusivité effective

Pour déterminer D, en l'absence de dérive locale, nous pouvons utiliser le théoreme de
fluctuation-dissipation qui est une extension de la formule de Stokes-Einstein (1.2) :

d
D, = kgT x LZF ve(F)l : (2.14)

F=0
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ou F est une force agissant sur la particule, kg7 correspondant a l’énergie thermique. Dans
notre probleme, nous considérons que la force F' est appliquée dans la direction x ce qui donne
les dérives suivantes :

uy(r) = DL F(Vz), us(r) = D F(Vsz), (2.15)

ou f = 1/kgT. Dans la limite ou la force F' est nulle, on note Pgt’O,Pst’O les densités de

probabilités stationnaires. Dans notre cas, celles-ci sont uniformes et s’écrivent :

1
PO(r) = 6P, (2.16)

PbSt,O(r) = V + 58? S

ou 0 = k,/kq est une longueur caractéristique d’adsorption a la paroi. Nous introduisons a
présent deux fonctions f;, et f; qui quantifient la déviation des probabilités stationnaires par
rapport aux distributions uniformes dans la limite F' — 0 :

Pt = P30 4 BEfo(r) 4 o(F), P = P04 BFf(r) + o(F). (2.17)

En introduisant ces solutions dans les équations (2.13) et (2.14), nous obtenons I’expression
de la diffusivité effective :

D. = D, /V dr (V) -V [B — fy] + D, /S dS (V,z) -V, [P - 1] (2.18)

Les équations satisfaites par f, et fs sont obtenues en injectant les ansatz (2.17) dans les
équations (2.1, 2.2, 2.5). En identifiant les termes linéaires en F', il en découle :

V2f, =0, (2.19)
DV fs — Y] = kafs — kafo, (2.20)

ainsi que la condition aux limites :
Dy n -V, =kafs — kafo + Do (V) - n. (2.21)

Ces équations, avec les conditions aux limites périodiques, définissent f,, et fs a une constante
prés, qui n’est pas utile de déterminer ici. Nous pouvons retrouver ce genre de formulation
dans la littérature comme dans la théorie de macro-transport de Brenner [62], ou dans des
formulations de type Kubo [97,98]. Dans la limite d’échange rapide aux parois (i.e. kq, ky — 400
en gardant k,/kq constant), les équations reproduisent les résultats donnés dans [62,63, 111].
Notons que la courbure de la surface intervient dans I'équation (2.20) avec le terme VZ2x
qui n’est pas nul (contrairement dans le volume ot 'on a VZz = 0). Nous pouvons résoudre
numériquement les expressions, en utilisant des solveurs d’équations différentielles qui utilisent
des méthodes d’éléments finis. Nous nous concentrons a présent sur deux géométries de surface,
un réseau d’obstacles sphériques et un canal périodique de hauteur quelconque dans les limites
faiblement et fortement ondulées. Nous utilisons les équations que nous venons de dériver pour
déterminer des expressions analytiques de D,.

D. Analyse tensorielle

Pour compléter et rendre plus explicite le formalisme, nous rappelons dans cette partie
des résultats élémentaires de calcul tensoriel qui seront utiles pour expliciter correctement
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des quantités comme VZ2zr. Nous considérons une surface dans un espace en d dimensions,
paramétrée par les coordonnées y* (1 < i < d—1). Si ry représente le vecteur position sur cette
surface, alors la métrique s’écrit :

or,

— 2.22
- (222

Jij = €s,i * €s4, € =
ou l'indice s rappelle qu’il s’agit de la position sur la surface. Nous utilisons par ailleurs la
notation |g| = det(g;;) et g qui correspond & l'inverse du tenseur métrique (i.e. g g;x = 1., en
utilisant la convention d’Einstein). Dans notre formalisme, nous avons besoin des expressions
de I'élément différentiel de surface, des opérateurs gradient et Laplacien d’une fonction scalaire
¢. Ces quantités s’écrivent :

_ 09 1 0 . 0¢
dS = dy*dy?...dy" "\/lgl, V=g == e, Vip=-—=— < Kl ) 2.23
y dy®..dy™ /9] 0 =9" 5. % ¢ ol 9 Vielg” 5.5) - (223)

III. Dispersion pour un réseau d’obstacles circulaires et
sphériques

Nous cherchons dans cette section a exprimer la diffusivité effective pour un réseau d’obs-
tacles sphériques attractifs, dans la limite ou ces derniers sont de petite taille. Nous utilisons
pour cela le formalisme dérivé dans la section précédente. Nous dériverons explicitement 1’ex-
pression de la diffusivité effective pour un réseau a deux dimensions. La démonstration du
résultat en dimension 3 étant similaire, nous invitons le lecteur a se reporter a I’Annexe A, 1.
Nous étudierons ensuite 1'expression de la diffusivité en fonction des parametres du probleme.

A. Etude du réseau 2D

Le réseau périodique de spheres est un modele standard de milieu encombré que l'on re-
trouve souvent dans la littérature [52,62]. Ici, nous considérons un réseau carré bidimensionnel
d’obstacles circulaires de rayon R, espacés d'une distance L. On note ¢ la fraction volumique
qui vaut pour ce réseau 2D : ¢ = wR?/L? avec L que nous prendrons égal & 1 dans la suite
sans perte de généralité. Nous utilisons les coordonnées polaires (r, §) pour décrire ce probleme,
avec r la distance par rapport au centre de 'obstacle et 6, 'angle par rapport a la direction
x. La surface est paramétrée uniquement par la coordonnée 6. En utilisant les résultats de la
section IL.D., on obtient V2z = — cosf/R. Apres avoir effectué une intégration par parties de
I'équation (2.18), la diffusivité effective devient :

Do = Dy(1 = ¢) B + Dyp s PR
. R o (2.24)
+ DbR/ dé cos(0) fuo(r = R,0) — Ds/ d6 cos(0) f5(6),
0 0
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et les équations de Kubo (2.19, 2.20, 2.21) s’écrivent :

19 [ af,\ 10°f
o <ra:> + 55 =0 (r>R)  (2:25)
D 0*f; socost
2 age = Fafs = kafolr = R, 0) = DSPS“OT, (r = R) (2.26)
—Dbaaj;a(r = R,0) = kafs — kafo(r = R,0) — DyP2*" cos 6, (r = R) (2.27)

avec la longueur caractéristique & = k,/kq et les densités de probabilité stationnaires P50 =
1/(1+ (26/R — 1)) et P40 = 6P5°.

Nous introduisons a présent les quantités adimensionnées & = §/R et v = Dy, /(k,R). Dans la
limite ot ¢ — 0, nous pouvons utiliser la méthode des développements asymptotiques raccordés
[112] (aussi appelé méthode multi-échelle) en considérant deux échelles de longueur r ~ R et
r ~ L = 1 pour la fonction f,(r). Pour cela, nous introduisons une solution dite interne qui
est valide proche de 'obstacle, qui dépend de 7 = r/R et dont nous anticipons la forme des
solutions perturbatives dans la limite R — 0 :

Folr) = PR [£3(7,0) + R fy (7, 0) + RUF2(7,0) + ... |, (2.28)
fu(x) = POR? [£2(0) + R2£1(0) + R'£2(0) + ... | . (2.29)
Les solutions sont proportionnelles a Pﬁt’o comme nous 'observons dans les équations (2.25,

2.26, 2.27). Nous introduisons de méme une solution dite externe qui est valide loin de I'obstacle,
qui admet comme développement asymptotique dans la limite R — 0 :

folr) = YR [R)(r,0) + R*F)(r,0) + R'F(r,0) + ... |. (2.30)

D’apres 1'équation (2.25), nous obtenons que les fonctions f{(7,0) et F}(r,6) sont harmoniques
a tous les ordres 4. De plus, les fonctions F(r,0) satisfont les conditions périodiques sur les
bords du domaine carré. Les équations pour fi et f! sont déterminées en insérant les ansatz
(2.28, 2.29) dans les équations (2.26, 2.27), ce qui permet d’écrire a tous les ordres :

d*f!
062
(F=1,0) = fl — EfL — §;0&y cos ), (2.32)

Dyr§

ofy
or

= Dy, (fi = €4}) = 106> Dy cos, (2:31)

=&y

ou d; o est le symbole de Kronecker. Enfin, puisque ’on doit obtenir in fine la méme expression
de fi,(r) avec la solution interne ou externe, les solutions f{ et F} doivent coincider & chaque
ordre 7, de sorte que la limite de f{ quand 7 — oo coincide avec la limite de F{ quand 7 — 0.
A Tordre dominant en R, f{ doit s’exprimer comme une fonction harmonique de 7, qui doit
étre convergente dans la limite 7 — +00. Les solutions des équations (2.31, 2.32) sont, a 'ordre
1=0:

BE0 = Deos) . £0) = Foeos(0), (2.33)

————
doit coincider avec FS
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avec les constantes :

D&(y+1) =Dy Dy+D&(y—1)
Dy(y+1) + Dy’ Dy, + D&(y+1)

Ay=—a, fo=¢ (2.34)
Nous observons alors que fi,(r) = Agcos@R?/r dans la région R < r < 1. Cela implique que
la solution externe doit étre proportionnelle & R? et que FP(r — 0,0) = Agcos@/r. Puisque
FY doit étre une fonction harmonique et doit satisfaire des conditions aux limites périodiques,
nous pouvons 'exprimer comme :

F(r,0) = —21 4, e, - VG, (2.35)

ou G est la pseudo-fonction de Green pour le carré unité qui satisfait les conditions aux limites
périodiques et est solution de 1’équation :

~V2G =6(2)0(y) — 1, Gz £ 1,9) = G(a,y £ 1) = G(z,y). (2.36)
Cette fonction peut s’exprimer sous forme analytique [113]. Dans la limite » — 0, cette fonction
s’écrit : )
1 K
G(r,0) = —‘;iﬂr + TZ + 0= 2t eos(46) + O(®), (2.37)

avec Ky et C' des constantes qu’il ne sera pas nécessaire de déterminer dans ce calcul. L’expres-
sion (2.35) devient

A
F(r,0) = 70 cos(f) — mAgcos(0)r + Kycos(30)r® + O(r"), (2.38)
—_— —— —————
" o doit coincider avec fﬁ doit coincider avec fg

coincide avec f};

oll nous obtenons un terme en 1/r qui coincide correctement avec f2. Les autres termes doivent
coincider avec les f{ d’ordre supérieur. En particulier, fl(7,60) = —wAyF cosd pour 7 — +oc.
Puisque f;! est une fonction harmonique, nous avons

A
FLF0) = Zlcos(d) + Biicos(d) | B, = —mA,, (2.39)
doit coincider avec Fé b
£1(0) = £} cos(0). (2.40)

En résolvant les équations (2.31, 2.32) pour ¢ = 1, nous obtenons :

26Dy By

A, = aB F10 _ .
LT AR N VG ESES))

(2.41)
La solution externe & ordre suivant F s’écrit :

A
Fl(r,0) = —2nAe, - VG = 71 cos(0) —mAjcos(@)r + Kicos(30)r® +O(r7). (2.42)

R ; doit coincider avec fg doit coincider avec fs
coincide avec f
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A Dordre 2, nous continuons l'itération en calculant les expressions de fZ et f2 :

A Ji
fAF,0) = Zcos(0) + Bofcos(f) + ocos(30) 4 Ko cos(30), (2.43)
r ~—_—— r —_—
doit coincider avec F,f coincide avec F‘i doit coincider avec FS coincide avee Fg

£2(0) = 2 cos(0) + £2' cos(36), (2.44)

S
avec les constantes :

~ 26Dy By
By = —mA,, Ay = aB,, f* = . 2.45
2 T™A 2 = QD2 fs Dsf(’y—l-l)—i-Db ( )

Nous observons des récurrences apparaitre : A, = —anA,_1 et B, = —wA, _1. Les expressions
de Jy et de f2! ne sont pas utiles ici car les termes associés ne contribueront pas dans I'expression
de D,. Pour la solution externe, il vient :

F2(r,0) = —2nAse, - VG = écos(@) —mAycos(0)r + Kycos(30)r® + O(r"). (2.46)
T

. o doit coincider avec f,s doit coincider avec fé
coincide avec fp

A Tordre 3, la solution interne s’écrit :

A
270 )=  Zcos(@) + Bsicos(d) + {—; cos(30)  + K7 cos(30), (2.47)
T —_——— r —_———

———— —————
doit coincider avec Fg doit coincider avec F{)L

2(0) = 3% cos(0) + £3' cos(36), (2.48)

coincide avec Fg coincide avec Fg

avec
2{ Dy, Bs

Dsg(’y + 1) + Db .

Le calcul de la solution externe devient plus complexe ici car il faut faire correspondre un terme

Bg = —7TA2, Ag = OéBg, ']2;30 = (249)

dans f2. Calculons pour cela :

PR 24,

ox? r3

(ex- V) FY = cos(30) + 6 Kyr cos(0). (2.50)

Nous pouvons ainsi construire la solution externe :

Jo O*FY
FS(T, 8) = 27/(1)0 8be - 27TA3eX -VG (251)
J A 3KyJ,
= r—g cos(30) + 73 cos(f) + ( AO 0 7TA3> cos(0)r + Kscos(30)r® . (2.52)
0 —_——
coincide avec f  coincide avec f2 doit coincider avec f{ doit coincider avec fJ

A Tordre 4, nous obtenons pour la solution interne :

A
FAF0) =  cos(@) + Biicos(d) + {—g cos(30) 4+ Ky cos(36), (2.53)
- — I —

. L. coincide avec F3 . ..
doit coincider avec Fé b doit coincider avec Fs

FA0) = f99cos(0) + f* cos(36), (2.54)

S

coincide avec F| g

27
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avec
3KOJ0 z 2éhl)bBél
B = —7TA3 + —, A4 = OéB4, fs40 = . 2.55
Ao D&t + 1) + Dy (25
La récurrence, qui était observée jusqu’a présent pour l'expression B, = —7mA,_1, n’est plus

exacte a cause du terme supplémentaire dans B4. En s’arrétant donc a l'ordre 3, 'équation
(2.24) donne :

D PstO{Db(l_ )+D€¢+Db¢ [AO+ZR21 A +B ] SSOZRQZ]M} (256)

i=1

+o(R®).

Apres resommation, nous obtenons I'expression de la diffusivité effective pour un réseau d’obs-
tacles circulaires attractifs :

D, = D P*" (1 — 2000 + 20°%¢p? — 2033 + 20z4g04> + o(¢*)

Dy, 1 —ap 4
= + . 2.57
1+ (28 —1)p 14+ ap ol#’) ( )

B. Diffusion surfacique critique

A Tordre o*, la diffusivité effective pour un réseau d’obstacles circulaires (d = 2) ou sphé-
riques (d = 3) attractifs s’écrit de maniére générale [90] :

B Dy 1—ap o
P T gt g1 ) 2
 Dy+ Dy —1)(d—1) Dy 5

T Dy+D&y(d—1)+1] TT LR 5_*

Cette expression est exacte dans la limite de petite fraction volumique, jusqu’a l'ordre ¢* inclus.
Nous pouvons vérifier que 1'on retrouve I'expression calculée par Kalnin et al. [114] pour des
obstacles réfléchissants en prenant & = 0. Nous vérifions la cohérence de notre résultat avec des
données numériques obtenues par simulation numérique Monte Carlo (cf. Annexe A III.) et par
résolution numérique des équations différentielles (2.19, 2.20, 2.21) avec le logiciel Comsol©.
En tragant cette expression de D, en fonction de /R pour un réseau d’obstacles sphériques
(d = 3) (cf. Figure 2.2), nous constatons un trés bon accord avec les données numériques, et
ce méme pour des fractions volumiques importantes (pour indication, la fraction volumique
maximale pour un réseau en 3 dimensions est Q. = § = 0.52). De plus, nous observons une
augmentation de la dispersion pour des valeurs de /R faibles. En faisant varier cette fois-ci le
coefficient de diffusion a la surface pour une valeur de fraction volumique fixée, nous constatons
qu’il existe une valeur critique de diffusion a la surface, que l'on notera par la suite D} pour
laquelle [0D./06]; ., = 0 . En prenant une valeur de coefficient Dy supérieure a D7, nous
observons une augmentation de la diffusivité effective lorsque § augmente jusqu’a atteindre un
maximum, puis décroitre jusqu’a 0. Nous pouvons calculer facilement 1’expression du coefficient
de diffusion critique a la surface, ce qui donne :

D: =D, <1 - 1;) . (2.59)
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=  D,/D,=125
] D,/D\, =1.0
= D,/D,=0.77
= D/D,=05
[H’U 1 2 3 5 “.8.()1) 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
0/R 0/R

Figure 2.2 — Comparaison entre 'expression analytique de la diffusivité effective (équation
2.58) pour un réseau d’obstacles sphériques (d = 3) et les données issues de simulations sto-
chastiques et de l'intégration numérique des équations (2.19, 2.20, 2.21) pour ce méme réseau.
Gauche : diffusivité en fonction de §/R pour différentes valeurs de v, Dy = Dy, v = 0.1 et avec
pour pas de temps pour les simulations stochastiques dt = 107%L*/Dy,. Droite : diffusivité en
fonction de 6/ R pour différentes valeurs de D, ¢ = 0.3, v = 0.1.

Il est intéressant de noter que D} ne dépend pas de 7, mais uniquement de parametres géo-
métriques, comme la fraction volumique ¢ ou la dimension d. En outre, nous pouvons montrer
que D} est toujours inférieur a Dy, quelles que soient les valeurs de parametres choisies. Cela
signifie physiquement qu’il est possible d’augmenter la diffusivité effective en considérant des
interactions aux parois, méme pour un coefficient de diffusion pour la surface plus petit que
celui pour le volume. Néanmoins, cette augmentation de la diffusion est assez faible comme
nous pouvons le constater sur les figures 2.2.

C. Comparaison avec les résultats de la littérature
1. Simulation Monte Carlo de la référence [52]

Dans la référence [52], Putzel et al. ont réalisé une simulation Monte Carlo pour des parti-
cules traceurs dans un milieu encombré de spheres désordonnées faiblement attractives. Cette
attractivité des obstacles est modélisée pour chaque sphere par un potentiel exponentiellement
décroissant de courte portée U(D) avec D la distance du traceur par rapport au centre de la
sphere. Le coefficient de diffusion n’est ici pas modifié lorsque qu'un traceur est collé a la sphere,
nous avons donc : Dy = Dy,. La diffusivité effective est calculée a partir des trajectoires sto-
chastiques. Dans I’Annexe de [52], des valeurs de D, sont tracées en fonction de la profondeur
du potentiel attractif pour un réseau périodique de spheres. Nous souhaitons comparer notre
résultat analytique avec ces données numériques. Pour cela, nous devons trouver une relation
entre notre longueur effective 0 et le potentiel U(D). Considérons pour cela un probléme uni-
dimensionnel ot une particule diffuse entre les positions x = 0 et x = H et est soumise a un
potentiel U(x), que l'on considére de courte portée (on note A la longueur caractéristique de
ce potentiel, avec comme hypotheése A < H), localisé en = 0 et tel que U(oco) = 0. Dans ce
cas, la probabilité ps de trouver la particule entre les positions z = 0 et © = € (avec € tel que
AL e H) est:

JE e U@ dy Is [e‘ﬂU(z) - 1} dx + € B ' [e‘BU(:”) - 1} dx

T T e edr T e U@ —de+ H  Jgo [e 0@ —1]de + H’

Ds (2.60)
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—— Eq. (238) | —

. B
o Simulation Monte Carlo [52) " \_

§/R ~ 6/R

Figure 2.3 — Diffusivité effective (équation 2.58) en fonction de §/R pour un réseau d’obstacles
sphériques. Gauche : comparaison entre les données de diffusivité obtenues a partir des simu-
lations stochastiques de la référence [52] et le résultat (2.58) pour ¢ = 0.57, Dy = Dy, v = 0.
Droite : comparaison entre d’une part les données obtenues par simulation stochastique et par
intégration numérique des équations de Kubo (2.19, 2.20, 2.21) et d’autre part, les résultats
(2.64) et (2.58) pour ¢ = 0.2, Dy = Dy, v =0 (bleu) et v = 0.1 (orange) avec comme pas de
temps dt = 1079L2? /Dy, pour les simulations stochastiques.

avec § = 1/kgT et kgT 1’énergie thermique. Dans notre modele de réaction-diffusion, nous
avons tout simplement pour ce probléme unidimensionnel (en considérant que la particule peut
adsorber au mur en x = 0 et réfléchir en z = H) :

J

= —. 2.61
o+ H (2.61)

Ds
On peut ainsi établir, en identifiant ces deux dernieres équations, une expression effective de la
longueur caractéristique :

5= /0 e 1] ap. (2.62)

A présent, il suffit de tracer les données de diffusivité de [52] en fonction de ce nouveau parameétre
J et de les comparer avec notre expression analytique (2.58). Dans la référence [52], on se place
dans la limite d’échange rapide ce qui correspond a prendre k,, kg — 400 (tel que 0 est constant)
et v = 0. Enfin, on note respectivement le rayon des obstacles et des traceurs r. et rq (ces
derniers ont une taille finie) et ¢ la fraction volumique des obstacles. Cela donne une fraction

3
volumique effective ¢ = ¢ (1 + ’;—d) = (0.57. En superposant les données numériques ainsi que
I'expression (2.58), nous obtenons un bon accord (cf. Figure 2.3), ce qui est remarquable car

on se place dans le cas ot les spheres voisines se chevauchent (o = 0.57 > Ypax = §).

2. Résultat analytique de la référence [64]

Dans la référence [64], un calcul de la diffusivité effective est détaillé pour des obstacles
sphériques attractifs. Dans ce probleme, les traceurs peuvent diffuser entre les spheres, a la
surface ainsi qu’a 'intérieur des spheres. Pour cela, un modele de réaction-diffusion est utilisé.
Les conditions au limites a 1'état stationnaire s’écrivent : ps(rs) = k'pp(rs) et Pinside(rs) =
K'py(rs) ou pp, ps, Pinside désignent respectivement les densités de probabilités stationnaires
associées au volume, a la surface et a l'intérieur des obstacles. Les parametres &' et K’ désignent
les constantes de Henry. En principe, si nous choisissons K’ = 0, nous devrions retrouver en
principe le résultat (2.58) avec v = 0 car nous nous situons ici dans la limite d’échange rapide a
I'interface. L’expression de la diffusivité est donnée dans I’équation (4.23) dans la référence [64].
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En réécrivant cette équation avec nos notations, nous obtenons :

Db 380 4
D= ———|1- +oly), (2.63)
1+ (3¢=1)p 2+2%€+§0<1_2%§) ( )

avec K' = 0,9 =0, k'a’ = 3¢p (le symbole ' signifie qu’il s’agit des notations de la référence
[64]). En simplifiant cette équation, nous obtenons :

D, =

D 1— Dy — 2D,
b L (), a= 2" ¢ (2.64)

1+(3E—1pl+ 2 - D+ DS

Or, cette derniére équation n’est pas compatible avec (2.58) & cause du facteur v manquant
au numérateur. Sur la Figure 2.3, nous comparons les résultats (2.58, 2.64) avec les données
obtenues par simulation numérique et par intégration numérique des équations de Kubo (2.19,
2.20, 2.21) avec le logiciel Comsol©. Notre expression analytique (2.58) est en accord avec ces
données, contrairement & 1’expression obtenue dans [64] qui ne présente pas de non-monotonicité
de D, en fonction de §. Le bon accord entre les données numériques et notre résultat analytique
confirme la validité de notre formalisme.

IV. Dispersion dans des canaux périodiques

Nous cherchons dans cette section a quantifier la dispersion pour des canaux symétriques (en
deux dimensions ou asymétriques en dimension 3) sans écoulement. On note h(z) = a{(x/L)
la hauteur des parois qui varie périodiquement suivant x (on note L cette période spatiale).
Enfin, nous considérons dans cette section la limite de faible ondulation (a/L — 0) aussi appelée
approximation de Fick-Jacobs (cf. chapitre 1) ainsi que dans la limite opposée (a/L — 00). Ce
genre de géométrie est standard pour étudier la dispersion dans des milieux hétérogenes et 1’on
retrouve de nombreux exemples dans la littérature qui traitent ce genre de probleme. La grande
majorité de ces études se concentrent principalement sur les effets entropiques induits par la
variation de la hauteur des parois [23,26,27,29-31,73-86], et négligent les effets induits par les
interactions a la surface. Nous souhaitons dans cette section caractériser la dispersion pour des
parois partiellement réfléchissantes, ou les traceurs peuvent s’accrocher a celles-ci, diffuser le
long de la surface et se décrocher. Nous réutilisons le modele de diffusion médiée par la surface
et le formalisme dérivé précédemment (cf. Section II.) pour exprimer la diffusivité.

A. Diffusivité effective pour des parois totalement absorbantes

Dans la limite ou la particule traceur est constamment accrochée a la surface k,/kq — 400,
il est possible de déterminer analytiquement l'expression de la diffusivité, pour une valeur
quelconque de rapport a/L. A 1'aide du paragraphe II. D., nous pouvons exprimer 'opérateur
Laplacien VZ pour un canal de hauteur h(z) en dimension d (symétrique pour d = 2 ou
axisymétrique pour d = 3). Nous obtenons 1’équation de Fokker-Planck pour la densité de
probabilité ps(x,t) pour une particule diffusant sur la surface :

= st2ps = D 2
hd=2(z)/1 + h2(z) O

(2.65)

h*2(x)  Ops
1+ h2(z) 0%
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La condition de normalisation est :

/ dz eyf1 + h2(2)hd2(2)p,(z, 8) = 1, vt, (2.66)

avec ¢ = 2 pour un canal en dimension 2 (car il y a deux surfaces) et ¢ = 27 pour un canal
axisymétrique (en dimension 3).

Nous souhaitons déterminer I'équation de Langevin suivant x pour ce probleme. Pour cela,
en reprenant les formules du paragraphe II. D., nous calculons I’équation pour la nouvelle
variable g(z,t) telle que gs(x,t)dx = c\/1 + h2(2)h?2(x)ps(z, t)da est la probabilité de trouver
la particule dans l'intervalle de position [z, 4+ dx] & 'instant ¢. La nouvelle densité ¢ vérifie
la condition de normalisation :

/ dogy(z, 1) = 1, V. (2.67)
Nous obtenons alors :
S hd_2 S
%4 _p 0 (z) 9 q . (2.68)
ot Ox 1+ h2(x) 0T | hd=2(z),/1 + h2(x)
Enfin, nous réécrivons cette équation en la mettant sous la forme donnée par 'équation (A.40),
cela donne :
0gs oo
=~ { =D ] - ‘ 2.
ot O {ax [ 2(1’)%] u2<x)%} ) ( 69)
avec

__ D _ D W) _ W(x)h"(z)
Dy (z) = T 2@ us(z) = 5120 l(d —2) Mo 1+ h’2(x)] : (2.70)

Le processus stochastique selon z s’écrit donc (dans la version Ito) :

dzy = ug(ze)dt + \/2Dx(x)dW, (2.71)

avec dW; un bruit blanc gaussien tel que (dW;) = 0 et (dW2) = dt. Nous observons que le
coefficient de diffusion locale est plus petit a cause des ondulations de la surface et qu’une
dérive effective apparait résultant de la variation de la hauteur de la surface.

Nous souhaitons a présent utiliser la formule de Lifson-Jackson [25,115] (qui exprime la
diffusivité effective en fonction du coefficient de diffusion local et du potentiel) pour déterminer
I’expression de la diffusivité effective. Pour cela, nous devons mettre en évidence un potentiel
effectif Vs, que nous déduisons de I'expression de uy, par la relation [116] :

us(r) = —Dx(z)B8Ve(x) + Dg(z), (2.72)

avec D% (x) le spurious drift (en anglais), ce qui donne (& une constante pres) :

BVs(z) = —In {th(x)\/l I h’Q(x)] . (2.73)

En utilisant I’expression de Lifson-Jackson [25,115], nous établissons I'expression de la diffusivité
effective pour une particule traceur diffusant uniquement sur la surface d'un canal en dimension
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d: . b
D, = = > , (2.74)
(e=BVs) <D£1€,3V2> <hd72 T+ h2 h’2> <h27d T+ I~ h’2>
avec (-) = % fOL dx- la moyenne spatiale sur une période du canal. Cette expression est vérifiée

quelle que soit la paroi considérée et notamment le rapport a/L. En dimension 2, il est intéres-

sant de noter que la diffusivité s’écrit simplement D, = (L/S)? avec S = [ dz\/1 + h2(x) la

longueur d’une période de la paroi. Dans la limite de faible ondulation de la paroi (a/L — 0),

D

lim D=+ 2.75

a/t0 ¢ (Ri-2) (R2-d) (2.75)

nous retrouvons l'expression de la diffusivité de Fick-Jacobs [22,23](cf. Section I.), mais pour

une dimension inférieure puisque nous considérons ici que la particule diffuse uniquement sur
la surface. Dans la limite opposée, nous obtenons tout simplement :

/gnn D. =0, (2.76)
a/L—+00

puisque dans cette limite, la particule traceur diffuse principalement dans une direction or-
thogonale a la direction = et donne ainsi aucune contribution a la diffusion suivant 'axe du
canal.

B. Diffusivité effective pour des parois semi-réfléchissantes,
limite de Fick-Jacobs (¢ =a/L — 0)

1. Expression de la diffusivité effective

Nous souhaitons a présent calculer la diffusivité effective dans le cas ou les parois sont semi-
réfléchissantes dans la limite de faible ondulation de la paroi (¢ — 0). Pour cela, nous reprenons
les équations de Kubo (2.19, 2.20, 2.21), et nous utilisons les formules du paragraphe II. D.
pour calculer les différents opérateurs de la surface. Nous avons notamment :

hd—2(x)
1+M%@]. (2.77)

Vi = ! d
hi=2(z)\/1 + h2(z) Ao

En considérant les variables adimensionnées : & = z/L, § = y/a, les équations se réécrivent :

— \J/)W ;‘53 { fi)zdg/?@z [62?;8 - aep;w” — kafa — kafo [, h(x)] . (2.79)
. ¢1+Dﬁ (@) 5] )] = haf b o) - Dlif((; (2.80)

avec les densités de probabilités stationnaires :
PO = & 1+0(e)], Pt = gz 1+0(e)], (2.81)
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et les constantes de normalisation :
C =2(h)+ 26, (d=2), (2.82)
C =m(h?)+2r5(h), (d=3). (2.83)

Dans la limite ¢ — 0, nous pouvons résoudre les équations par une méthode perturbative en
considérant les ansatz suivants :

=2 (@ 9)e =D f@)e" (2.84)

n>0 n>0

Nous pouvons déterminer les ordres successifs en identifiant les termes de méme ordre en €” dans
les équations (2.78, 2.79, 2.80). A l'ordre dominant et au premier ordre en €, nous trouvons :

fo(@,9) = fo(@), f(2)=0f(@), [(7,9) = fp(2), (@) =0f(2) . (2.85)

A Tordre 2, il vient :

1 0 ( 420/ O°ff
gd—2aig <yd ? ag > + 072 - 0’ (286)
Dy 9 (. _4o|0ff 9 s
s (<02 | % = I =k - kR o), (287
Dy [0fF O] o iy 2 0 s e DoC(E)
R R Y s L
L’intégration de I’équation (2.86) donne 9;f2 = —% que 'on peut combiner avec les équa-

tions (2.87, 2.88) pour donner :

d (Lo, .. [DyaC* (%) o1 1 d [Dya¢ () o
dj{ b (7) [bd_l + Dy6¢? (a:)]} aerE [bd_l + D¢ (m)} . (2.89)

Apres intégration de I’équation différentielle, et en utilisant la propriété de périodicité de f,
nous obtenons :

oy L) 1
> =3 {1 a=2¢4=2(F) [Dyad (%) + (d — 1) Dyd] (h2~ [Dbh+<d—1>psa]—1>}’ (2:90)

En insérant cette expression dans celle de D,, nous déterminons l'expression de la diffusivité
effective a 'ordre dominant en e [90] :

1

" (W2 [k + (d— 1)3]) (B4 [Doh + (d — 1)D,0] ) +o(e). (2.91)

On peut s’assurer que dans la limite 6 — 0 (parois réfléchissantes), nous retrouvons la diffusivité

de Fick-Jacobs (cf. Section I.) :
Dy,
De =, oy (i (2.92)
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L0y 4 Dp/D,=1
D./D, =06
sl ¢ D/Di=03
s DD, =03
D./Dy, = 0.13
S 06
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Figure 2.4 — Gauche : récapitulatif des différentes expressions de coefficient de diffusion
Dy calculées. Droite : Diffusivité effective en fonction de 0/a pour différentes valeurs de
Dy/Dy pour un canal bidimensionnel dont la forme est donnée par l'équation h(x)/a =
16 + 15 arctan [cos(27x /L) /(sin(2rx /L) 4 3/2)] / arctan(2/v/5) avec L/a = 500 (forme donnée
dans Uencart), kqa/Dy = 1. Traits pleins : prédiction théorique donnée par l’équation (2.91).
Traits en pointillé : D.(§ = 0). Points : données obtenues par intégration numérique des équa-
tions de Kubo.

et dans la limite opposée & — 400 (parois totalement adsorbantes), nous retrouvons 1’équation
(2.75) :
Dy

D, = T (- (2.93)

2. Coefficients de diffusion critique a la surface

De la méme maniere que pour les spheres, il est possible de mettre en évidence une expression
de la diffusion a la surface notée D} tel que [0D,/06]5_,, = 0, ce qui donne :

hd72 hlfd

De méme que pour le cas précédent, ce coefficient ne dépend que de la géométrie du probleme.
En outre, nous pouvons mettre en évidence d’autres quantités notées D? telle que D.(6 = 0) =

Do(§ — +00) et D! telle que [0D, /4] = 0. Nous obtenons :

d——+o00
o _ p 4 ()
Dy = Dy (hd=1Y (R1=d) (2.95)
0
D, = DbW. (2.96)

Nous pouvons montrer (cf. Annexe A IV.) que :

D < D} < D! < D, (2.97)

Dans la Figure 2.91, on trace la diffusivité effective en fonction du parametre d’interaction
a la surface § pour différentes valeurs de D (avec notamment Dy = D (violet), Dy = D?

L il existe

(vert), Dy, = D! en bleu). Nous observons que pour des valeurs de Df < Dy < D
un optimum de la diffusivité pour une valeur particuliere de coefficient 9. Ce maximum de
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la dispersion existe malgré le fait que Dy < D). Nous pouvons expliquer ce résultat par le
fait que les effets entropiques, créés par la variation de la hauteur de la paroi, sont moindres
lorsque la particule est attachée a la surface du canal. Ainsi, la particule peut éviter les barrieres
entropiques (ou la hauteur du canal est minimal) en s’attachant a la paroi et en diffusant sur
celle-ci. Ce mécanisme reste néanmoins assez subtil, comme le montre la Figure 2.4 ou l'on
constate une augmentation de la dispersion, méme pour un coefficient de diffusion Dy < D?
(cf. tracé en rouge sur la Figure). Dans le cas ot Dy = D? (tracé en vert sur la Figure), il est
intéressant de noter que la diffusivité effective, induite par des phases de diffusion alternant le
volume et la surface, est toujours supérieure a la diffusivité résultant d'une diffusion pure dans
le volume ou sur la surface. Notons aussi que 'augmentation de la diffusivité est plus marquée
pour des micro-canaux que pour un réseau de spheres.

Cependant, nous observons malgré tout une différence entre les résultats numériques et la
prédiction théorique, particulierement dans la limite ot 6 > a. Cette différence sera discutée
dans la suite.

3. Etude de la diffusion médiée par la surface dans le cas de canaux présentant
de petites ouvertures

Nous notons a présent h(x) = a(1+vg(z/L)) et nous étudions le résultat (2.91) pour d = 3
et dans la limite ou v — 400, c’est a dire ou la taille du cou (ou ouverture minimale) du
canal est négligeable devant la hauteur maximum de la paroi. Pour un canal tridimensionnel,
la diffusivité s’écrit d’apres le résultat obtenu précédemment :

D, 1 1

D, (1+vg)?)+2 e o |
b ((1+vg)?) +2¢v (g) —1/2 THvg(@)][1+vg(Z)+2£A]

(2.98)

avec les notations & = x/L, { = d/a, Ay = Ds/Dy,. Dans cette limite, cette expression dépend de
I'existence de U'intégrale qui peut étre divergente lorsque v — +00 (c’est-a-~dire lorsque la taille
de 'ouverture minimale est négligeable devant la hauteur maximale des parois). Au voisinage
du col du canal (choisi en # = 0), nous pouvons écrire 'approximation : ¢(Z) = A|Z|¢ ou
A et ¢ sont deux parametres qui caractérisent la courbure de la paroi au niveau du col. Nous
pouvons montrer que dans les configurations ou ¢ > 1/2, I'intégrale est divergente dans la limite
v — 400. Dans ce cas, sans perte de généralité, cela donne en remplagant I'expression de g par
sa formule proche de l'origine et en faisant tendre les bornes de I'intégrale vers l'infini :

D, 1 (vA)V/e
D V—;:-oo 2 (g2 2 1 +oo dz : (299)
b v <g > + v (5 + ) <g> ffoo (111Z]°) (1+2€As1]Z]°)
Apres décomposition de la fraction dans I'intégrale en éléments simples, nous trouvons :
= 1 Ok, 20, (2.100)
Dy oo A () + 20 €+ 1) g) ' o 1— (1+ €A |
csin (T A)l/e 26N
Lo (E) (v4) 3 (2.101)

21 2 {gH) + 20 (E+1)(g) 1 — (1 +2LA)/e1

Dans les limites ou & — 0 et £ — 400, nous retrouvons les résultats obtenus par Mangeat
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1.0 A Ds/Dh =1
D./Dy =06
o D,/Dy=037

0.81
= Dy/D,=03
v DD, =013
< 0.61
Q
~~
3
Q
0.44

e e —————
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Figure 2.5 — Diffusivité effective en fonction de 6/a pour différentes valeurs de D/ D,
pour un canal bidimensionnel dont la forme est donnée par ['équation h(zx)/a = 16 +
15 arctan [cos(27x/L)/(sin(2wx/L) 4 3/2)] / arctan(2/+/5) avec L/a = 500 (cf encart),

koa/Dy = 1. Traits pleins : prédiction théorique donnée par l’équation (2.104). Traits en poin-
tillé : D.(6 = 0). Points : données obtenues par intégration numérique des équations de Kubo.

et al. [86] pour un canal réfléchissant en dimension d =3 et d =2 :

D, csin (%) Alepl/e=2 . D, csin (%) Al/ey1/e—1

— — o~ 2.102
Dy ¢=0 27 (9?) c—1" Dy e+ 2 (g9) ( )

Dans ces configurations particulieres, le processus de dispersion est entierement contrdlé par
la zone du canal ot la hauteur est minimale. La diffusivité effective décroit comme 1/p4-1=1/¢
dans la limite v — 4-o00.

En prenant par exemple un canal sinusoidal, on a ¢ = 2 et I'expression (2.101) se réécrit :

D 1V [ 2
= ~ - < = 2 A 21

avec les quantités V = wa?L (1* (¢*) + 2v (g)) et S = 2waLv (g) qui correspondent respective-
ment au volume et la surface d'une période du canal dans la limite v — oo. De plus, cette

expression fait intervenir le volume de la zone centrale V., = ma?L, le rayon de courbure adi-
mensionné R. = 1/2vA calculé au niveau du col ainsi que la fonction f(z) =14z + /1 + z.

4. Amélioration du résultat (2.91)

En reprenant les calculs de la diffusivité, cette fois-ci sans développer les termes en /1 + h/2
dans les équations (2.79) et (2.80), il est possible de dériver le résultat suivant (cf. Annexe A,
V.):

1 2
D, = — +0 (), (2.104)
(ht=2 [+ (d = 1oV T+ 7)) <h2d [Dyh 4 D00 >
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Ay

w(y)

0 T

>

Figure 2.6 — Schéma d’un canal ou est représenté la demi-largeur w (limite fortement ondulée).

dont nous retrouvons I'équation (2.91) en écrivant v/1 + /2 = 1 + O (¢?). De manicre remar-
quable, dans la limite 6 — +o00, nous retrouvons ’expression exacte de la diffusivité effective,
pour des parois totalement adsorbantes, dérivée en début de cette section (cf. Eq. (2.74)) :

D
lim D, =

Jim (W T (T ) (2.105)

En tracant cette nouvelle expression de D, en fonction de § pour la méme configuration de
canal que pour la Figure 2.4, un tres bon accord avec les données numériques est cette fois-ci
obtenu (cf. Figure 2.5). Ceci s’explique par le fait que I'on a une expression de la diffusivité
qui est exacte dans la limite 6 — 400. L’expression précédente (2.91) est vérifiée dans la limite
a/L — 0, or, pour le canal étudié ici, nous avons seulement a < L, d’ou la différence entre les
résultats théoriques et numériques de la Figure 2.4.

C. Dispersion dans des canaux périodiques fortement ondulés
(e=a/L — +00)

Dans cette derniere partie, nous souhaitons exprimer la diffusivité effective pour un canal
dans la limite fortement ondulée (a/L — +00) avec des parois semi-réfléchissantes. Nous notons
y la distance orthogonale a 'axe du canal et w(y) la demi-largeur des lobes des parois du canal
(voir Figure 2.5). Pour simplifier, nous considérons des canaux dont les parois sont symétriques
par rapport a l'axe z = 0 (comme sur la Figure 2.5). Cette hypothese peut étre relachée
en adaptant les calculs qui vont suivre, mais cela ne change pas le résultat final. En 2D, la
métrique (2.22) est simplement un scalaire et s’écrit g,, = 1+w(y) et en 3D, les composantes
du tenseur métrique s’écrivent g,, = 1 + w?(y), g0 = 0 et gog = y*. Pour étudier la limite
fortement ondulée, nous effectuons un développement perturbatif en 1/¢ et nous choisissons les
nouvelles variables & = z/L, § = y/a ainsi que w(y) = Lw(y/a). Les équations de Kubo (2.19,
2.20, 2.21) s’écrivent dans cette configuration :

02 f, 1 9 15 0f _0
072 egi2o5\”Y oy ’

(2.106)

Ds i {Zﬂ d |:fb - (5[/17}(@)} } — kdfs(@) - ka.fb [U?(g), g] ) (2107)

L2492, /1 + u?’;(ﬂ) dy 1+ w’;(y) dy

38



CH. 2. EFFET DE LA DIFFUSION MEDIEE PAR LA SURFACE SUR LA DISPERSION

Dy @O OR] e s o Dy
L\/ml 2 o5 or [@(7), 9] = kafs(F) — kafo [@(7), 7] + o) (2.108)

avec les notations fi, = fu /P et fo = fo/ P2, A ordre dominant en 1/e, nous trouvons :

92 £0 ~ R

a;fé’ =0, kafJ@) — kS [0(@), 7] =0, (2.109)
dfo N .

DoOI (5), ) = kaf2) — kB2 [0(3). 5] + Dy (2.110)

La résolution de ces équations donne :

AC(7) ,silgl <1,

(2.111)
AP(G) + 2L, sifg] > 1,

fol@,9) = {
avec A€ et A¥ des fonctions de §. La premiére solution correspond a la solution dans 1’espace
central du canal et satisfait les conditions aux limites périodiques du probleme. La deuxieme
solution correspond a la solution périphérique et satisfait la condition aux limites donnée en
(2.110). Cette derniére équation donne une contribution dans 'expression de la diffusivité ef-

fective, qui s’écrit :
vac

V +4S’

avec V. et V,, les volumes des zones centrales et périphériques respectivement et la densité de

D. =_ DyP (V=V,) =

€e—>+

(2.112)

probabilité stationnaire P2"° = (V + 58)_1. Le volume central a pour expression V. = 2aL en
2 dimensions et V, = ma®?L en dimension 3. Cette expression peut se déterminer a I’aide d'un
argument ergodique simple. Dans la région centrale, la particule traceur diffuse normalement.
Dans les régions périphériques, elle diffuse essentiellement dans une direction orthogonale a
I’axe du canal et donc ne contribue pas a la diffusivité globale. Le coefficient D, est donc
proportionnel au temps passé dans la région, ce qui donne ’équation (2.112). Dans cette limite,
introduire des interactions aux parois a pour seul effet de diminuer la diffusivité effective. Dans
la limite ou les parois sont fortement attractives, on obtient :

lim D, =0, (2.113)

d—~o00

et 'on retrouve le résultat donné dans ’équation (2.76).

V. Conclusion sur la diffusion médiée par la surface

Dans ce chapitre, nous avons étudié le processus de diffusion médiée par la surface pour des
milieux périodiques. Nous avons dérivé une expression formelle de la diffusivité effective (équa-
tion 2.18) que nous avons utilisé pour obtenir des expressions de D, pour deux géométries : des
réseaux périodiques de spheres ainsi que des canaux de hauteur périodique. Pour les obstacles
sphériques attractifs, nous avons pu résoudre les équations de Kubo (2.19, 2.20, 2.21) et expri-
mer la diffusivité effective a I’aide d’une approche multi-échelle. Nous avons montré ’existence
d’une valeur de diffusion a la surface notée D7 au dela de laquelle le fait d’ajouter de faibles in-
teractions a la surface augmente la dispersion. L’expression analytique de la diffusivité obtenue
a été comparée avec des données numériques. Nous 1’avons aussi comparée avec des résultats
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analytiques et numériques de la littérature [52,64]. Ensuite, nous nous sommes penchés sur le
cas de canaux de hauteur périodique dont les parois sont attractives. Nous avons de méme mis
en évidence une expression de D pour ce type de géométrie. L'effet de 'augmentation de la
diffusivité effective par la diffusion médiée par la surface est beaucoup plus important dans le
cas des canaux que dans celui des obstacles. Quelle que soit la géométrie considérée, nous avons
montré 'inégalité : D < Dy. Tant que 'on a Dy > Dy, il est donc possible d’observer une
augmentation de la dispersion lorsque les parois sont faiblement attractives méme pour une
faible diffusion a la surface Dy < Dy. A notre connaissance, il n’existait pas, jusqu’a présent, de
théorie générale décrivant quantitativement ce mécanisme. Le formalisme dérivé ici est général
et peut étre appliqué a n’importe quel type de géométrie pour un probléeme de diffusion médiée
par la surface.
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Chapitre 3

Dispersion de Taylor dans des canaux

périodiques

(b)

Figure 3.1 — Schéma illustrant des trajectoires stochastiques dans des canaux périodiques
faiblement (a) et fortement ondulés (b) dans lesquels on considére un écoulement laminaire.

I. Contexte

La dispersion de Taylor décrit est un probleme standard en hydrodynamique décrivant
I’augmentation de la vitesse d’étalement d’un nuage de particules traceurs dii a un gradient de
vitesse d'un fluide en écoulement. Ce gradient peut étre obtenu en considérant un écoulement
avec condition de non-glissement au niveau des parois du systeme. Ce mécanisme d’augmenta-
tion de la dispersion a d’abord été mis en évidence par Taylor et Aris [37-39] qui ont calculé la
diffusivité effective résultante d’un écoulement laminaire dans un tube, en résolvant 1’équation
de diffusion. Ils obtiennent une expression de la diffusivité effective :

D, Pe?
— =14 — (3.1)
Dy, 48
avec Pe = aV /Dy, V la vitesse moyenne dans le tube, a le rayon du tube et Dy, le coefficient
de diffusion local. Le nombre de Péclet Pe est une quantité adimensionnée qui représente le
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I.. CONTEXTE

rapport des effets advectifs dus a I’écoulement sur les effets diffusifs induits par le mouvement
Brownien. Ce mécanisme de dispersion peut étre expliqué a 'aide de modeles discrets (voir
les références [117,118]). La dispersion de Taylor a largement été observée expérimentalement
notamment en micro-fluidique [41, 43, 119]. Parmi les techniques pour calculer la diffusivité
effective induite par un écoulement visqueux, on peut citer la méthode des moments [39,92,93,
120,121], similaire & la théorie de macro-transport de Brenner [62,94,96], ou encore la méthode
de variétés invariantes [122-124]. Le coefficient de diffusivité obtenu dépend de la géométrie
des parois (comme par exemple la section des parois d’un canal micro-fluidique [41,93]) et
peut étre drastiquement modifié si 'on consideére par exemple un écoulement oscillant dans
le temps [51,66,67,93,125]. Pour des milieux poreux, la présence d’hétérogénéités spatiales
modifie completement la dispersion par rapport a un milieu présentant une périodicité spatiale
et donne un comportement pour la diffusivité D, oc Pe dans la limite Pe > 1 [48,49].

Dans le cas de milieux périodiques tels que des canaux avec écoulement, la plupart des
études considérent d’'une part des parois essentiellement planes [66-68,91-93], ou de hauteur
sinusoidale lentement variable [94-96]. D’autre part, la bibliographie concernant le phénomene
de dispersion de Taylor dans des canaux périodiques est assez dispersée, la plupart des études
se focalisant seulement sur des cas limites. Par exemple, pour des canaux avec écoulement de
Stokes dans la limite de faibles ondulations, Martens et al. ont développé une expression de la
diffusivité effective [99] qui est cohérente avec I'expression de Fick-Jacobs dans la limite Pe — 0
mais qui tend vers une constante dans la limite Pe — +o00, ne retrouvant pas le terme de Taylor
proportionnel a Pe?. Au contraire, Hoagland et al. [94] ont obtenu une expression modifiée de
celle de Taylor et Aris en considérant un tube de rayon sinusoidal dans la limite de Fick-Jacobs,
de méme pour Bolster et al. [95] qui ont considéré un canal sinusoidal bidimensionnel dans la
limite de faible ondulations. Or ces derniers ne retrouvent pas l’expression de Fick-Jacobs en
prenant la limite sans écoulement. De plus, Adrover et al. [96] ont montré I'existence d'un
plateau intermédiaire de D, lorsque ’on augmente Pe. Enfin, nous pouvons citer les travaux de
Smith [100] qui détermine une expression de la diffusivité cette fois-ci pour un canal de section
A périodique en présence d’écoulement. Il obtient I’expression suivante :

()

avec () la moyenne spatiale sur une période du canal. Cette expression ne comprend ni le terme
de Taylor en Pe?, obtenu pour un canal plat, ni ne contient la limite de Fick-Jacobs.

Dans ce chapitre, nous allons essayer de clarifier cette situation en dérivant des expressions
analytiques de la diffusivité effective, en utilisant une formulation de type Kubo [97,98]. Nous
nous concentrerons essentiellement sur des systemes tels que des canaux symétriques de hauteur
h quelconque de période L en présence d’écoulement laminaire. Nous examinerons dans le détail
les limites de faibles ondulations (limite de Fick-Jacobs) et la limite opposée ou les parois du
canal présentent de fortes ondulations. Pour chacun de ces cas, nous calculerons en premier
lieu le champ de vitesse. Puis, nous comparerons les expressions de la diffusivité obtenues avec
celles de la littérature.
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II. Dispersion de Taylor dans la limite de Fick-Jacobs
(a/L — 0)

A. Etude de I’écoulement
1. Equation de Stokes

Nous souhaitons dériver I’expression de 1’écoulement dans un canal bidimensionnel (d = 2)
symétrique de hauteur h(x) = a{(x/L), avec L la période du canal et a la hauteur minimale.
Nous nous plagons dans la limite de Fick-Jacobs (soit a/L — 0, cf. Figure 3.1(a)). De plus, on
considére un canal périodique tel que h(x + L) = h(x). Sur chaque période, nous considérons
une différence de pression constante notée Ap = p(z,y) — p(z + L,y). L’équation de Stokes
s’écrit :

nV*u = Vp, (3.3)

avec u(x) et p(x) les champs respectifs de vitesses et de pression et n la viscosité du fluide.
L’incompressibilité de 1’écoulement se traduit par I'équation :

V.-u=0. (3.4)
Enfin, nous imposons une condition de non-glissement a la paroi :
u [z, th(x)] =0, (3.5)

et une condition périodique :
u(z + L,y) = u(z,y). (3.6)
Une technique standard pour résoudre ce jeu d’équations consiste a introduire une fonction de

courant [126] ¥ (z,y) = ¢ (z,y)e, telle que

u=V x. (3.7)
Nous pouvons vérifier que cette expression est cohérente avec 1’équation (3.4) et que V -1 = 0.

0 0

Nous avons ainsi :

En prenant le rotationnel de I’équation (3.3) et en utilisant les propriétés des opérateurs V x
et V, nous obtenons 1’équation biharmonique suivante :

Vi =0, (3.9)
qui s’écrit en coordonnées cartésiennes :

84 4 4
Uy 0
ozt 0x20y? oyt

0. (3.10)
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2. Conservation de I’énergie

Dans le cas ou aucune force extérieure n’est appliquée au fluide, la conservation de I’énergie
en hydrodynamique s’écrit de fagon générale [127] :

2 2
gt ( V% v) — —/S%un dS—l—/S(5u) ndS—/\/(&V)u av, (3.11)
avec V le volume de contrdle, S la surface, n le vecteur normal a la surface pointant a ’extérieur
du domaine, p la densité du fluide, et o le tenseur de contraintes. Appliquons cette formule au
canal périodique en se placant dans le cas d’un écoulement stationnaire. En prenant comme
volume de contréle V une période du canal (pour 0 < x < L), nous obtenons, en utilisant les
propriétés (3.5, 3.6) :

/ (Gu)ndS = / (GV)u dV. (3.12)
S %
Exprimons dans un premier temps le membre de gauche. Le tenseur des contraintes s’écrit :
(B (G4 5
g = i Ay Y A, . (313)
n(8y+W) P+ 205y

A Taide de cette expression, nous obtenons :

/ (ou) - ndS = —ey / oudS + ey - / oudS
S S,z=0 S,x=L (314)

= —[-p(0)] Q + [-p(L)] Q = ApQ,

avec le débit volumique :

Q=ex- /SudS. (3.15)
Dans un deuxieme temps, examinons le membre de droite de I'équation (3.12) :
/V(JV)udV:n/vdV{Q <%l;‘c>2+<%z;y>2 +<%1;x+%l;y>2}. (3.16)
En utilisant la fonction de courant 1), et en égalisant les deux membres de I’équation (3.12), on
obtient : s P ,
A:;Q:/Vdv 4<ai§y> +<8y2_8:cz>]’ (3.17)

qui est une réécriture de la conservation de 1’énergie.

3. Résolution des équations hydrodynamiques

Nous résolvons les équations précédentes (3.10, 3.15, 3.17) dans la limite ot a/L — 0. Pour
cela, nous considérons & présent les nouvelles notations adimensionnées : & = x/L, § = y/a, € =
a/L. Ces équations se réécrivent :

10"

€ p
o0zt

o o
) O 0

2
T oo T o

0, (3.18)
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__/<@>dy V@] — ¥ [C(@)
(%) ay ’

¢(@) 2 \° (0%
3/ dx/g(z) [ <3fa@> +<3?]2

avec
- 2Apd®

3nL "’

(3.19)

02\
— ¢ an) ] ’ (320)

(3.21)

le débit pour un canal plat de hauteur a (cf. référence [128]). Nous résolvons ces équations

dans la limite € — 0, en considérant les ansatz suivants, et en identifiant les termes de méme

puissance en € :

Q = QO + EQI + O(€2>a ¢ = ¢0(£7g) + €¢1(f, g) + 0(62)' (322)

A T'ordre dominant, nous avons :

9"y
p— -2
5 =0 (3.23)
Qo = tho [C(Z)] — o [-C(T)], (3.24)
@ 9,
. 2
Q= [(az [ d ( ) (3.25)
D’une part, I'intégration de I’équation (3.23) donne :
(2, §) = Co(T) + C1(2)7 + Co(2)7° + C3(7)7°, (3.26)
soit :
Lo Oty . 2
Uz0(Z,9) = 95 (@,9) = C1(T) + 2C5(2)y + 3C3(2)y. (3.27)
La condition de non-glissement en § = ((Z) et § = —((Z) permet d’obtenir :
Cy(z) =0, (3.28)
C1 (%) + 3C3(3)¢*(%) = 0. 3.29)
D’autre part, la symétrie de 1’écoulement impose que :
Yo [C(Z)] = —vo [C(T)], (3.30)
ce qui implique, en utilisant 1’équation (3.24) :
Co(Z) =0, (3.31)
@) + (@) = L. (332
En combinant les équations (3.29, 3.32), nous trouvons :
oo Qo e o
Y(&9) = 155 3¢°(@) -] (3.33)
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En injectant cette solution dans 1’équation (3.25), nous obtenons :

QQu= Q3 (¢*), (3.34)

soit : B
Q
(€%
On remarque dans cette équation que @Qq est plus grand que Q. En effet, étant donné que
¢(z) > 1, Va, on a alors (73(z) < 1, Va. L’intégration conserve le sens de I'inégalité, ce qui
donne (¢3) < 1. Le fait que Qy > @ découle directement de la variation de la hauteur du canal.

Qo =

(3.35)

On peut maintenant donner I’expression de 1’écoulement de Poiseuille a I’ordre dominant en ¢ :

_ APG hz)* —y° €3

walw,9) = o0 [h(x)3 <h_3>] +0 (), (3.36)
_ Ap W)y [ h@)* —y? 3

o) = 5o ey O () 50

Nous retrouvons I'expression standard pour un flot de Poiseuille dans un canal plat en prenant
h(z) = a. La technique employée ici permet de calculer les ordres supérieurs en €, mais nous
pourrons nous contenter simplement de l’expression de l'ordre dominant pour la suite des
calculs. Pour un canal cylindrique de rayon h(x), un calcul similaire [129] donne :

- APE hQ(x) —r? 3

ug(z,7) = e [h4 O <h_4>] +0 (), (3.38)
B Apgh’(x)r h?(x) — r? e

up(x,r) = T h(o) [h4(x) (h—4>] +(’)( ), (3.39)

avec (x, 1) les coordonnées cylindriques.

B. Expression générale de la diffusivité

Dans les références [97,98], une expression générale de la diffusivité effective est dérivée pour
des systemes hors-équilibre. Dans le cas que nous étudions ici, cette quantité s’écrit :

Do =Dy — /V dx Vi(2) - (DyVx — u) fo(x), (3.40)

avec V le volume d’une période du canal. Cette expression fait intervenir une fonction f;, qui
satisfait 1’équation :

Vi [Do Vi fo(x) — u(x) fo(x)] = P (%) [V = V() - u(x)], (3.41)
ainsi que la condition aux limites :
n-V,fi(x) = P*x) Vi(z) n, (3.42)

et la propriété :

/V dx f,(x) = 0. (3.43)
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Aussi, la symétrie du probleme impose que :

O fv

a—y(x, y=10)=0. (3.44)

Nous avons aussi dans ces équations le champ de vitesse u satisfaisant 1’équation de Stokes
(3.3) ainsi que la vitesse moyenne :

V:Apﬂﬁgwmwu@y (3.45)
Enfin, la densité de probabilité stationnaire P est solution de I’équation de Fokker-Planck :
Vi [DyViB (%) — u(x) B (x)] =0, (3.46)
et satisfait la condition aux limites :
n-V,Px) =0. (3.47)

Dans le cas d’un écoulement incompressible, la densité de probabilité stationnaire, qui vérifie
les conditions aux limites périodiques, s’écrit tout simplement :

€

1_
Vo 2a2(C)

P(x) = . (3.48)

C. Diffusivité effective pour Ap ~ C5* dans la limite ¢ = a/L — 0

Nous souhaitons résoudre ces équations dans la limite a/L — 0. Pour cela, nous utilisons
dans la suite les variables adimensionnées Z, 7, € utilisées dans la section précédente. Nous
avons déterminé précédemment (cf. équations (3.36), (3.37)) 'expression du flot dans la limite
¢ — 0. En notant h(z) = a((z/L) la hauteur périodique du canal, 'ordre dominant s’écrit :

L~
-~ o~ -~ € -~
uz(2,79) = Uoeg(z,9) + O (63) , Uy (7, 7) = Upe® CC((:E'))yg(:E’ 7))+ O (64) , (3.49)
avec : . ,
Ap L@ -y
U, — § = 3.50
0 277@2 <h_3>7 g(SC, y) Cg(j) ) ( )
ce qui donne pour la vitesse moyenne :
20U,
V= e+ O(). 3.51
SO (351)
Nous utiliserons dans la suite le nombre de Péclet :
QGUO
Pe = ) 3.52
°= 3D, (3.52)
Avec les notations adimensionnées, les équations (3.46, 3.47) se réécrivent :
Ph  fr dfv dfv S
Dy, le2 957 + 07 |~ Q€U —— — Uy 9 APV — ug(z,y)], (3.53)
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- <<x>%f] 7.¢(8)] = —PY¢'(#)a (3.54)

dfv
9y

Nous allons résoudre ces équations en utilisant I'ansatz :

fol@,y) = fo(@.9) + efp(7,9) + € 5 (3,9) + (€)) (3.55)

A Tordre dominant et a I'ordre 1 en €, nous obtenons simplement :

f(@.9) = (@), fp(7.9) = fo(@) . (3.56)
A Tordre 2, les équations sont plus intéressantes car elles font intervenir les termes de 1’écoule-
ment :
o2f)  02fF 3Pe ,_ _ v C@yof]  Pe [1 3
g op 2 Y [(% @) ag] "2 (() lm_zg(”””]’ 0
off 0| e iy C(@)
- @ ot = -5 (3.58)
ce qui donne apres simplification :
D f2 A 1 3 3P dfL
ag;b = djj.} %2, <e<> [@ - 2g(f,g)] + TQQ(ZZ‘,Q) dJ;)’ (359)
ff 1 - dfy ¢'(%)
L @) = (DR - 5 (3.60)

Apres intégration et en utilisant la propriété de symétrie (3.44), nous obtenons une équation
différentielle que vérifie f :

L dfy Pe ¢(z) —
T r) — P = T) + —————— 3.61
La solution de cette équation est :
dfb 1 PeA1 (%) —P A
d eAiv) _ B 3.62
az = 2a<(>+2a U ud (u 0l (3.62)
avec -
T du
An(z) = —, 3.63
(@)= o) (3.63)
et By une constante d’intégration. En utilisant la propriété de périodicité de f;,, on détermine
la constante : < >
Ce_PeAl
Puis en intégrant une deuxieme fois, il vient :
1 o [T . x
05} — PeAl(x)/ d —PeA / d PeA1 CC)} + +B 3.65
z e uC(u)e u . (3.
1) = e e [ dugtw) ¢ i B (369
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La constante Bj est obtenue en utilisant la propriété (3.43), ce qui donne :

) X ) - 1 <C€PeA1> <C6-PeA1>
Bi= 0@ * (g o ) g e

1

S <<€PeA1 /Ox duc(u)e—PeAl(u)> .

(3.66)

En injectant la solution dans I’équation générale (3.40), nous obtenons finalement I’expres-
sion de la diffusivité effective a 'ordre dominant en € :

D, Pe 1 ped: [t _PeA
e _ eAs d e 1(u)>
Db <C>3 1 — efPe<<71> [<<6 /j UC(U)G p Apa2

. y €= oo -
+€—Pe<§_1> <<6P6A1 /Ox dug(u)e—PeAl(u)>} + 0(62) 3Dy, <§ 3> U

(3.67)

ol nous retrouvons le résultat dérivé par Martens et. al. [99]. On peut s’assurer que nous
retrouvons bien le résultat de Fick-Jacobs dans la limite sans écoulement :

Plégo D, = W Ty (3.68)
Dans la limite opposée, en utilisant le fait que
. T —u)
. Pe[An (Z)—An (u)] _
Pelinioo Pee u>x A;I(u) ’ (369)
cela donne :
: (n?)
lim D, = Dy—3, (3.70)
Pe—+o0 <h>

ol nous obtenons le résultat dérivé par Smith [100].

En notant h(z) = H + 0h(z) avec H la hauteur moyenne du canal et dh une faible pertur-
bation telle que (0h) = 0, les équations (3.68) et (3.70) se réécrivent respectivement :

Pe—0 2 Pe—oo 2

lim D, = D, {1 —~ <(le> +o[(on)] } , lim D, = Dy, {1 + 3<(Z’2> +o [(on?)] } . (371

Il est intéressant de constater que nous retrouvons exactement les expressions asymptotiques
dérivées dans la référence [51] dans laquelle Marbach et al. s’intéressent & identifier les méca-
nismes de dispersion induits par des surfaces fluctuantes.

En outre, nous pouvons montrer que D.(Pe — 0) < D,(Pe — 400) en utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwarz (cf. équation (A.47) en Annexe) suivante :

(©)F < () (). (3.72)

Dans le cas d'un canal plat [((Z) = 1], nous obtenons tout simplement : D, = Dy, V Pe. En
effet, le résultat devient trivial dans ce cas car il n’y a pas d’effet entropique. Dans le cas d’un
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canal cylindrique faiblement ondulé, nous obtenons (cf. Annexe C. L.) :

D, _ Pe 1 2, Peds o~ Peda(u
Dy ((2)1 —e Pl [< /duc > po_ _ Apd®

pePe(c? <<2 PeAg/ du¢?(u)ePedz >}+O( ) ’ e_m'

Il est cependant surprenant de constater que la diffusivité atteigne un plateau dans la limite
Pe — +00. En effet, nous devrions nous attendre & obtenir que la diffusivité D, < Pe? comme

(3.73)

c’est le cas pour un écoulement de Taylor. Il serait donc intéressant de poursuivre ’analyse
perturbative et de déterminer la correction en €? de la diffusivité effective. Dans la section
suivante, nous proposons une autre méthode pour déterminer le terme de Taylor proportionnel
s pa2
a Pe”.

D. Diffusivité effective pour Ap/L ~ C** dans la limite a/L — 0

Au lieu de poursuivre I'analyse perturbative de la section précédente et de déterminer les
ordres suivants, nous prenons cette fois-ci Ap/L ~ C' en prenant la limite ¢ — 0. Le champ
de vitesse se réécrit donc a 1’ordre dominant :

- ;o ")y .

(@) = Usa(d.9) + O), (@) = Uy Dgla.) + O, )

avec )

,  Apa , 20U
UO - 2 <C_3> nL: Pe’ = 3Db ’ (375)
et la vitesse moyenne :
- O(e?) (3.76)
3(C) ' '

Nous reprenons la méme analyse perturbative des équations précédentes (3.53, 3.54) avec la
nouvelle expression du champ de vitesse. A 'ordre dominant en €, on trouve :

fo(@,9) = [ (@). (3.77)
Au premier ordre, les équations s’écrivent :
*f, 3pe o [ofy ((@)gofg] P [ 1 3
e [ G [ en] o
%;g [Z,((%)] = 0. (3.79)
En combinant ces deux équations, nous en déduisons :
dfy ., 1 ¢(7)
i (z) = 2010 [1 — (C)] , (3.80)
1~ 3PEC(T) CQ(SE)372/2—374/12] Pe'y? —
fo(2,9) = 10(0)? [ &) + m + Pe'G(%). (3.81)
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Pour déterminer I'expression de D, a l’ordre dominant, il ne nous reste plus qu’a déterminer la
fonction G(). Pour cela, poursuivons l'itération a 'ordre 2 :

2f0 922 3P [ofl  ('(®)§of!
_ = .82
g2 T T 2 98D 5 Y ) ey T (3.82)
ofy  ((@)*0fy O] g (@)
oy Ty e (@R | EC@]= 5 (38
ce qui donne, apres regroupement des équations :
d2fb PN S O P 11 ¢(z)¢'(2)
Apres intégration, nous obtenons a ’aide de la condition (3.43) :
. @) <11_ 1 ) (¢?) (2 1)
@) = a(¢)> \560  2Pe” ey (¢)* \ 105 T pe?) (3:85)
Finalement, la diffusivité effective dans le cas ot Ap/L ~ C** g’écrit a 'ordre dominant en € :
D. (¢ ( 2 /2> 2y Do Apa®
—=—=(14+—P Pe=——~—— .
Dy~ o st +0(e%), Pe IR (3.86)

oll nous retrouvons le terme correspondant & la dispersion de Taylor en Pe? ainsi que le préfac-
teur 2/105 obtenu dans le cas d'un canal plat [130].

Comparons cette formule avec un résultat de la littérature [95]. Dans cette étude, Bolster et
al. considérent un canal sinusoidal symétrique de hauteur : h(z) = h[1 + 2asin(27rz/L)]. Leur
résultat s’écrit pour la partie de Taylor de la diffusivité (notée DT) avec nos notations :

DT 2 2a?
e _ e P /2 ]
D, <105 M ) (3.87)

Or, avec l'expression (3.86), nous obtenons :

DT 2 4a?
e _ Pe”. :
Dy, (105 35 ) (3.88)

Nous pouvons vérifier que notre expression (3.86) est correcte, et qu’elle est en accord avec les
simulations numériques (cf. Figure 3.2). Nous pouvons supposer que l'erreur dans le résultat
(3.87) vient de I'approximation faite a 1’équation (24) dans la référence [95], qui est appelée
approximation de Taylor.

Dans le cas d'un tube ondulé, un calcul similaire permet d’obtenir (cf. Annexe C. II.) :

D, 1 1, , Apa®
By~ () g (€)) + o) = gy 68

ou l'on retrouve 'expression de Taylor-Aris [37-39] dans le cas ot on considére un canal plat (i.e.
¢(z) =1). Dans le cas d’un canal sinusoidal, nous retrouvons I’expression dérivée par Hoagland
et Prud’Homme [94]. Ces formules générales (3.86, 3.89) sont cohérentes avec I'expression de la
diffusivité effective déterminée dans la référence [100] en prenant la limite Pe’ — 0.
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E. Comparaison avec les résultats numériques

Données simulation [99] Données solveur

10°
Données solveur

Dl‘/Dh
D./Dy

A
10! . 10

10" ________'___t__ﬁ 10" f

10-1 10" 10! 10% 10° 10° 10! 10% 10°
Pe Pe

Figure 3.2 — Diffusivité effective pour un canal sinusoidal : h(x)/a = [1 4+ 2 (1 — cos(2rx/L))].
Comparaison entre les résultats analytiques (eq. (3.67) en bleu et eq. (3.86) en jaune) et les
données numériques de la référence [99] en vert ainsi que des données issues de Comsol© en
noir. Gauche : € = 0.05; Droite : ¢ = 0.02.

Nous avons obtenu deux expressions de la diffusivité effective, 'une en prenant Ap ~ C® et
l'autre en prenant Ap/L ~ C**. La premiére équation (3.67) décrit la modification de I'expres-
sion de Lifson-Jackson (eq. 2.91) en présence d’écoulement visqueux mais pas la dispersion de
Taylor. Au contraire, nous obtenons un régime intermédiaire lorsque Pe — +oo, noté D™ :

v _ p ()
De - Dbm, (390)

avec d la dimension du canal. Il serait intéressant de poursuivre les calculs aux ordres suivants et
de déterminer la correction de la diffusivité a l'ordre €2, pour vérifier notamment si ’on obtient
bien le terme de Taylor en Pe®. Pour I'autre équation (3.86), nous trouvons linverse c’est a
dire que nous obtenons 'expression de Taylor mais pas le résultat de Lifson-Jackson. En effet,
nous retrouvons 'expression donnée par I’équation (3.90) en prenant la limite Pe’ — 0. Cela
vient du fait que 'on a choisi Ap/L ~ C**, ce qui vient écranter Ueffet du piégeage entropique
di a la variation de la hauteur des parois pour donner directement le régime intermédiaire
donné par 'équation (3.90) dans la limite d’écoulement faible. Dans ce régime, la diffusivité
est indépendante du nombre de Péclet. Nous notons aussi I'importance du choix de la mise
a l’échelle des grandeurs physiques. Nous observons un bon accord entre les données issues
de simulations numériques et les expressions analytiques asymptotiques de la diffusivité (cf.
Figure 3.2). De plus, ces graphiques montrent clairement une compétition entre deux régimes :
un régime dominé par les effets entropiques (Pe < 1) et un autre ou les effets advectifs sont
dominants (Pe > 1).

F. Impact de asymétrie du canal sur I’écoulement

Nous souhaitons étudier I'impact de 'asymétrie du canal sur la diffusivité. Pour cela, nous
considérons un canal bidimensionnel de hauteur :

COS(ZWTI>

h arctan Lm PETAN
M) g1y j)+ 1y, (3.91)

a arctan (ﬁ)
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1.3 hy”
1
T
1.2
Q
S NN NAVAYAY,
S

0.9 ¥

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Cc

Figure 3.3 — Expressions asymptotiques (3.68, 3.90) de la diffusivité en fonction du paramétre
d’asymétrie ¢ pour un canal dont la hauteur est donnée par l’équation 3.91.

qui a une forme intéressante puisque dans la limite ¢ — +o0,

hz) = 140 [cos (27;1:) + 1} , (3.92)

a c—+00

cela donne un canal sinusoidal symétrique. Dans la limite ¢ — 1 :

M = 1+b{23rctan {COS(%
a c—l T s1n(2’TTz)—|—1

+ 1} : (3.93)

nous obtenons un canal en forme de cliquet (ou ratchet en anglais) asymétrique (cf. encarts de la
Figure 3.3). Nous nous concentrons a présent sur les expressions asymptotiques de la diffusivité
obtenues précédemment dans le cas sans écoulement (Eq. (3.68)) et dans le régime intermédiaire
décrit précédemment (Eq. (3.70)) que nous tragons en fonction du parametre d’asymétrie du
canal ¢ (cf. Figure 3.3). Nous observons que les deux fonctions n’ont pas la méme monotonicité
lorsque 'on fait varier ce parametre. D une part, nous observons que la diffusivité donnée par
I'équation (3.68) diminue quand l’asymétrie du canal augmente. D’autre part, la diffusivité
donnée par I’équation (3.70) augmente lorsque ¢ augmente. Enfin, il est possible de vérifier que
le sens de 'asymétrie du canal (vers la gauche ou vers la droite) ne modifie pas la tendance de
ces courbes.

ITI. Dispersion dans la limite fortement ondulée (a/L — +00)

A. Ecoulement dans la limite € = a/L — 400
1. Equations du probléme

Nous étudions maintenant la limite opposée a celle de Fick-Jacobs. Nous considérons a
présent un canal dans la limite fortement ondulée (cf. Figure 3.1(b)). Tout d’abord, nous dé-
terminons dans cette section ’expression du flot dans un canal périodique dans la limite ou
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€ = a/L — +oo. Pour cela, nous reprenons 1'équation de Stokes (3.3) que nous réécrivons :
nV*u = Vp, (3.94)
ainsi que I’équation (3.4) qui traduit I'incompressibilité de I’écoulement :
V.-u=0. (3.95)
En combinant ces deux équations, nous pouvons en déduire une troisiéme :
Vp = 0. (3.96)

Nous devons résoudre ces équations (3.94, 3.95, 3.96) avec les conditions aux limites :

uz, h(z)] =0, (3.97)
u,(z,0) =0, 3.98
ainsi que les propriétés :
u(z + L,y) = u(z,y), (3.99)
aVp
p(z + Ly) = plz,y) — Ap = p(z,y) — ——, (3.100)
U’y(ma y) - —Uy(ﬂf, _y)v (3 102)

avec Vp = Ap/L qui est fixé comme constante du probléme.

En utilisant les notations adimensionnées, les équations (3.94, 3.95, 3.96) se réécrivent :

n (%2;”5 + ;ij;;) = Zgg, (3.103)
?7 (%Z;j + ;i;;;) = ;gg, (3.104)
%l;”” + 1%1;” =0, (3.105)
g;f; ;g;f; 0. (3.106)

Nous souhaitons déterminer ’expression du flot dans la région centrale du canal (—a <y < a)
que nous noterons u®. Dans la région dite périphérique (|y| > a), le champ de vitesse, noté uP,
est nul aux premiers ordres en 1/¢ & cause de la condition de non-glissement :

1

w(x) =0 (2) . (3.107)
€

Entre ces deux régions, nous avons une zone intermédiaire de taille proportionnelle a L dans

laquelle nous définissons le flot u!. Dans la limite € — oo, le calcul du flot dans cette zone est

équivalent a résoudre 1’équation de Stokes pour un systeme composé de plaques semi-infinies

paralleles les unes aux autres. L’expression du champ de vitesse dans cette configuration a été
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déterminée par Luchini [131] et Jeong [101]. Nous résolvons ces équations en identifiant les
termes de méme puissance en 1/e et en assumant 'existence des ansatz suivants :

> pz ‘% g ua,i z,y
=PI ey = 3 BT (), (3.108)

=0 =0

2. Résolution des équations dans la partie centrale

A Tordre dominant en 1/e, les équations s’écrivent :

9%us 0*us , ous O%ps
=0, M —o, =, S, (3.109)

En utilisant les conditions aux limites et les propriétés de I'écoulement détaillées plus haut,
nous obtenons :

U;,O(‘%ﬂ g) - ui,o@% u;,0<1~:7 ?j) = Uz,o(?j)a pg(ia g) - pg(g)v (3110)

avec p5(y) = 0 car le premier terme qui intervient dans l'expression du champ de pression est
Vp et ce terme intervient a 'ordre 1. A 'ordre suivant, nous avons :

822@,1 0 82u§’1 0 ous, | N ous o 0 0?ps
072 T032 ’ T 072

o 5 () = 0. (3.111)

En utilisant les conditions aux limites, nous en déduisons :

u;()(y) - 07 u;,l(ja g) = u;,l(y)v u;,l(j7g) - u;,l(g)u pi(:iv g) - _avpi‘ +p1(’l]) (3112)

Nous continuons l'itération a 'ordre 2

0%ug " a’Vp
i ) = -, 3.113
0?us
Wyf =0, (3.114)
a C
;;’2 + ) (§) = 0, (3.115)
0’
= 11
57 = 0. (3.116)

avec la notation ' qui désigne la dérivée par rapport a . En combinant les équations (3.113) et

(3.115), nous trouvons :

2
\Y
wo'(h) = ==+ (3.117)

La résolution de cette équation avec les conditions aux limites donne :

¢ o @Vp o
Ug o) = 2 1-3%) =Us(1 -3, |yl <1, (3.118)
uy 1 (2,9) = 0, ugo(Z,9) = ug »(9), uyo(T,9) = ug»(9), p5(Z,7) = ps(7). (3.119)
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A Tordre 3, nous obtenons

o*us
5552’3 +ug,"(5) =0, (3.120)
0%us a , .
87502;3 = Epll(y)’ (3.121)
ous
8;3 +uy(§) =0, (3.122)
o2 .
oy +Pi) =0, (3.123)

avec les équations (3.120) et (3.122), nous trouvons :

ug " (9) =0, (3.124)

soit :
ugz1(9) = Aj + B, (3.125)

avec (A, B) des constantes d’'intégration. A cause de la propriété de symétrie de ’écoulement
(3.101), nous devons prendre A = (. Finalement,

uz1(9) = B, (3.126)

dont nous déterminons la constante B a l'aide d’une analyse multi-échelle.

3. Solution interne

A Tordre dominant, nous avons obtenu le terme correspondant a un écoulement de Poiseuille
classique (cf. Eq. (3.118)). Cependant, cette solution donne une discontinuité de la contrainte
en y = +a. Nous devons donc considérer I'expression du flot dans la couche limite. Pour cela,
redimensionnons y avec L en introduisons une nouvelle variable Y = (y — a)/L. Dans la limite
y — a, le flot dans la région centrale s’écrit a ’ordre dominant :

-ty

Ce terme doit coincider avec ul ;. Les équations de Stokes dans la couche limite s’écrivent :

2U,Y 1
= Lo (62) . (3.127)

€

Ugo(y) = Uo

Pu,  O%u, a Op
1 ( oz 8}72> T eox (3-128)
O*u,  0*uy a dp
~ = ——= 12
( 0z2  9Y?2 ) €Y’ (3.129)
Ou, — Ouy
= = 0. 1
S S =0 (3.130)

Ces équations ont été résolues séparément par Luchini [131] et Jeong [101] pour un systeme
composé de plaques semi-infinies qui est équivalent a la configuration étudiée dans la couche
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limite. Pour Y < 0, cela donne :

ub (2,Y) = —aY + 8+ f(&,Y), (3.131)

avec f une fonction telle que f(Z,Y — —o0) = 0 et B = 0.1772 o/2 ( le facteur 2 vient du fait
qu'une période de canal de longueur égale a 2 est considérée dans la référence [101]). Pour que
cette expression coincide avec ug , dans la région centrale, nous devons choisir a = 20y, soit :

up (3,Y) = =200Y + B+ f(3,Y), (3.132)
avec la vitesse de glissement 5 = 0.1772 U, a linterface en § = 1. Ce dernier terme doit
correspondre a ug ; soit :

B =p. (3.133)

En conclusion, le flot dans la région centrale s’écrit :

2
c vy, 8 LY e 1
avec )
a®Ap
= ——, [ =0.1772 U. 1
Us L B =0.1772 U, (3.135)

B. Expression de la diffusivité dans la limite ¢ — +o0
1. Equations & résoudre

Nous souhaitons calculer la diffusivité effective pour des particules traceurs diffusant dans un
canal périodique dans la limite € = a/L — 400 avec écoulement incompressible dont le champ
de vitesse u = (uy,u,) a été calculé précédemment (cf. Eq. (3.134)). La diffusivité effective est
donnée par 'expression :

D. = Dy — \1//v Va(z) - (DyVy — 1) f, (3.136)

ou V représente le volume d’une période du canal et f = f,/ P = f,V avec la densité de pro-
babilité stationnaire qui est uniforme. Nous considérons toujours un probléme bidimensionnel.
Avec la nouvelle notation, I’équation de Kubo (3.41) s’écrit :

D\WVif —u-Vif =V —u,, (3.137)
avec
1 1 1
V= v /de Uz (X) = vo + cut @ <€2> , (3.138)
QCZUO ﬂ
Vo= ——, V3 = —. 3.139
=30 "0 (3.139)
La condition aux limites est :
n-Vyf =n-Vy(z). (3.140)
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Les différentes propriétés de f sont :

flx+ L,y) = f(z,y), (3.141)
af o

8—y(a:, y=20)=0, (3.142)

/de F(x) = 0. (3.143)

Nous séparons le domaine en trois zones : une région centrale (0 < y < a) une région péri-
phérique (y > a) et une couche limite ou région intermédiaire dont la taille est proportionnelle
a L. Dans chacune de ces zones, nous associons une expression de f dont les ansatz s’écrivent
(pour les zones centrales, périphériques et intermédiaires respectivement) :

FoCe) = Jo(8,0) + 3 9) + 5 S5 9) e (3.144)
FPwy) = FEE )+ S RE D) + 5 EED + (3.145)
flz,y) = f! (xY - - a) + 1f{ <a:Y - - “) . (3.146)

Nous résolvons 1’équation (3.137) dans chacun des domaines.

2. Région centrale

En utilisant les coordonnées adimensionnées (Z,7), ’équation (3.137) s’écrit dans la région

centrale : ) , ,
o°fc  10°f° a O0f° a Of° a

D - — 2y — s =—(V—-ud), 3.147

b < 0r? = € 0y? > ¢'T o e oy € V=) ( )

avec (ug,u;) les composantes du champs de vitesse dans la région centrale (cf. Eq. (3.134)). A

I'ordre dominant en 1/e, 'équation (3.147) devient :

0% fs
=0 3.148
83%2 ) ( )
ce qui signifie que f§ est de la forme :
fo (2, 9) = ag(9)T + b5(5)- (3.149)

La propriété de périodicité (3.141) impose que af = 0, soit & ce stade :

fo(@,9) = b3(7). (3.150)

De méme, a l'ordre suivant :
fi(@,7) = b5(9)- (3.151)

A Tordre 2, le calcul devient plus intéressant, car les termes correspondant a 1’écoulement
interviennent :

82 c
Dy, [8:13];2 + bg”(g)} = a® [vo — uS (7)) (3.152)
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Apres intégration, nous obtenons :
o by, @ 1| 7 . _
jﬂ%w—{—%@D+DbM—wh®ﬂ}2+@@ﬂ+@@) (315)
La périodicité de la solution impose a$(y) = 0 ainsi que :
b (§) = 7 [vo — uS,o ()] (3.154)
Nous remarquons ici que nous obtenons une solution pour f similaire a celle que nous obtien-

drions pour un canal plat. La seule différence vient du terme vy, qui est la vitesse moyenne
intégrée sur toute la hauteur du canal et pas seulement dans la zone centrale. La solution

2 ~2 3 ~2 ~4
b5 (7)) = al;:) [yz - ;Q <y2 = Z1/2> + Ogl , (3.155)

s’écrit :

avec C§ une constante a déterminer. Nous anticipons le fait que nous aurons besoin ultérieu-
rement de la dérivée de by au niveau de la séparation entre la région centrale et la région
périphérique :

afs . . a?vy

ago F=1)=0b5(1) =—=~-(1-(0). (3.156)

Nous poursuivons 'itération en exprimant I'équation (3.147) a ordre 1/€® :

an
D |58 40| = - 0], (3157

soit, apres intégration :

2 '%2

o= usa (]} 5 + 5007+ 500) (3.158)

@ = {8 + 1 :

Dy

Encore une fois, la périodicité impose que a§(y) = 0 et que

b"(9) = - (1= (). (3.159)

~2

@) = 5 [a- e o+t (3.160)

avec (] une constante que nous déterminerons ultérieurement.

3. Région périphérique

Dans la région périphérique, I’équation a résoudre est :

D, (82fp 182fp>_a LOff a OfF a?

02 teoap) oy aMoy T e

V—ub), (3.161)
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avec uP(x) = O (1/€%). Dans cette région, nous devons prendre en compte la condition aux
limites (3.140) :
ofp

Al N 5 . 7 — 7V = .162
@) 5 1= @)+ 550 7= C@) = == (3162)
A Tordre dominant, 1’équation (3.161) donne seulement :
O*f§
=0 3.163
a,’,’ij ) ( )
soit :
f5(2,9) = ag(9)Z + b6 (7). (3.164)
La condition aux limites (3.162) s’écrit
L Of5 N
@)% [y =c@) =0, (3.165)
z
soit afl () = 0, ce qui donne a ce stade :
fo(2,9) = b6(). (3.166)
Au premier ordre en 1/¢, nous avons :
i
= -1
552 0, (3.167)
ce qui donne apres intégration :
SP(Z,9) = ai (§)% + bY (7). (3.168)
La condition aux limites s’écrit a cette ordre :
L OfT s s
—¢'(7) ajl [§ = ¢(2)] = —al'(2), (3.169)
soit a(g) = a, et il vient ainsi :
JP(&,9) = a + bY (D). (3.170)
En continuant a ’ordre suivant, nous obtenons :
ané) p! CL2U0
=" (7)) + — 171
= -H(0) + (3171)
soit : ) .
o av, | T - -
) = |G- @) 5 + A+ 50 3.172)
La condition aux limites donne a cet ordre :
ofy off
1/ ~ 2 [~ ~ 0 r~ ~
_ = = = 1
(@) 5= 19 =¢(@)] + %5 [5=¢(@)] =0 (3.173)
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A G

)
¢ (@)

sy

Figure 3.4 — Schéma illustrant les fonctions (7' et (5.

permet d’obtenir 1’équation :

b [C(@)] + 2¢ ()b [¢(2)] = jK’(i)be +¢'(@)az [C(2)].- (3.174)
En intégrant cette équation, il vient :
Z by [¢(7)] = a;% /x u¢’(u)du + A5 [¢(2)] + Cy, (3.175)
b

avec Cy une constante. Posons Z; = %5 tel que (%) = ((Z2) = g et {'(Z1) # ('(Z2), on a ainsi :

P/~ (l21)0 %2 /

Considérons une période du canal, c’est-a-dire Zo — Z; = 1 et ((Z1) = ((Z2) = 1 , cela donne :
0b'(1) = —— (1= () = b5’ (D). (3.177)
Apres intégration de I’équation (3.176), nous trouvons :

a’vy

) =50 (5 - [0, +ct). (3178)

avec C} une constante d’intégration a déterminer et

s L (3179)
= —— u C(u), :
GO -G gt

avec (1 et ¢ ! les fonctions inverses de  associées aux deux branches du canal (cf. Figure 3.4).
Dans le cas particulier ot ¢ est symétrique par rapport &z = 0, on a (5 () = —¢; (7)) = (1))
et

)
5= 21 /4—1@) du ¢(w). (3-180)
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A Tordre 3, nous obtenons :

@ 1= )+ Ll = c@) -0,
nous trouvons :
O [C(@)] + 2 (2)BY" [¢(7)] = :EC/(:%)%: +((2)ag [C(2)]

De la méme maniere que pour l'ordre précédent, cela donne apres intégration :

CL2U1

o 5 [, .

avec C] une constante que nous déterminerons ultérieurement.

b1 (7) =

4. Raccordement des solutions

Jusqu’a présent, nous avons montré que :
c C(~ 1 C/~ 1
£2x) = 553) + - @) + 0 5)

R S .
£200) = (@) + o7 + @] + 0 ).

Ces fonctions s’écrivent au voisinage de g =1 :
@9 —1) =0(1) + 5/ (1)(F — 1) + ... +

(1) +
(1) + 2 [ + T ] + 0 (1> ,

fP(E,0— 1) =)+ ()G —1) + .. + 1 [az + 0V (1) +..] + ...

= (1) + i [blf(l) +HE(1)Y + a:z?] +0 (;) )

(3.181)

(3.182)

(3.183)

(3.184)

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

(3.190)

ot nous avons utilisé le fait que (1) = b3 (1) (cf. Eq. (3.177)). Nous en déduisons donc
que la fagon correcte de faire correspondre les solutions externes (dans les régions centrales et

périphériques) avec la solution interne (dans la zone intermédiaire) donne a l'ordre dominant :

Jo(#,Y — +00) = (1),
fo(#,Y — —o00) = b5(1),

(3.191)
(3.192)
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et & l'ordre 1 :
+ az, (3.193)
(3.194)

5. Solution interne

Intéressons-nous maintenant a la solution interne f' qui connecte les solutions externes f¢
et fP. L’équation (3.137), ainsi que la condition aux limites (3.162), s’écrivent dans la zone

intermédiaire :
82 fI anI a afl afl a2
D =) — = |, == | == —u, 3.195
b (aij + 8Y2 € ux 3.72 + uy aY 62 (U ux)? ( )
_OfY adff1 . - h(Z)—a al'(x)
- ——= Y =—F—|=— : 1
—e@9 2% ey = 1 : (3.196)
A T'ordre dominant, nous avons :
1 0]
2 = ). 1
0?2 JY? 0 (3.197)
Nous devons trouver une solution qui satisfait les conditions de branchement :
JUET > +o0) = (1), f1(ET — —o00) = B(1). (3.198)
De plus, si ((Z) est suffisamment lisse, la condition aux limites (3.196) devient :
ofs /. 1 - ofy 71 4
07 ('r 2 >0> 07 ('r 2 >O) 0 (3.199)

et nous devons de plus prendre en compte la périodicité de f§ pour Y < 0. 11 est possible de
fixer b5(1) = bh(1), dans ce cas il n’y a pas de discontinuité et fi = b5(1) = bf(1) est une
solution acceptable qui satisfait toutes les conditions. Ainsi, nous obtenons :

5
O =C5=2(0). (3.200)

Nous pouvons ensuite exprimer C§ grace a la propriété (3.143) :

e 52 (¢ 1] L
Ce=2(0 -z 6<C>+<C></1 alY/1 dY(g>Y,>. (3.201)

A Tordre suivant, nous avons
)

> P

=0 3.202
an 8Y2 ’ ( )
ainsi que les conditions de branchement :
N @Y = 400) =0(1) + Y () (1) + az, (3.203)
@Y = —00) = b5(1) + Y(85)'(1). (3.204)
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71 = iexp mZ) Zy = arcsin(Z;)

TN

f” 2

Xo

&z

Figure 3.5 — Schéma illustrant les transformations conformes (3.213) et (3.214).

Pour Y > 0, la condition aux limites (3.196) donne & cet ordre :

ofi (- 1¢ _8f%(~ 1. )_
57 (x— 2,Y>0>_&% 5 Y >0)=aq, (3.205)

tandis que pour Y < 0, nous avons la condition périodique :

£l <j: —;,Y/ < 0) - (50: ;,Y/ < 0), (3.206)
oft (. 1 ¢ Coft/. 1o
et (m——Q,Y<O> - (m—Z,Y<O). (3.207)

Nous résolvons ces équations a l'aide de résultats de I'analyse complexe et d’une analogie avec
un probléme d’électrostatique.

6. Analogie électrostatique

Dans la limite ot @ > L, nous pouvons résoudre le probléme dans la couche limite en
utilisant 'analyse complexe. Considérons la fonction ¢ = fI — a¥. Nous constatons que ¢ est
harmonique, et qu’elle satisfait les conditions de Neumann n - V¢ = 03¢ = 0 pour chaque
plaque semi-infinie (cf. Figure 3.5). La condition de périodicité se réécrit :

p(F+1,Y) =& Y)—a, Y <O. (3.208)

Les conditions de branchement se réécrivent :

Gz, Y — 400) = b0(1) + Y/ (1), (3.209)
P(F,Y — —o0) = b5(1) + Y5 (1) — ai. (3.210)
On peut voir ¢ comme un potentiel électrostatique lorsque 1'on applique une différence de po-

tentiel entre deux plaques semi-infinies. Nous pouvons regarder un probléme dual en définissant
la nouvelle fonction analytique :

F(Z=%+iY)=¢(&,Y) +i(z,Y), (3.211)

avec 1 une fonction harmonique. Les conditions de Cauchy-Riemann imposent que dy¢ = 0 et
donc que ¥ est constant le long de chaque plaque. Puisque v est tend vers une constante dans
la limite Y — 400, nous devons avoir que ¥ prend la méme valeur sur chaque plaque. Loin des
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plaques, nous devons avoir :
Y(Z,Y — —o0) = —3b/(1) = Y, (3.212)

car ¢ + 1) est une fonction analytique. Nous remarquons que le terme b§'(1) dii a 1’écoulement
crée une modification de 'orientation de ce champ appliqué par rapport au cas ou il est absent.
Aussi, nous pouvons utiliser le principe de superposition de solutions, de sorte que nous consi-
dérons la solution comme la somme de solutions ot le champ électrique appliqué est normal et
parallele aux plaques.

Considérons a présent les transformations conformes suivantes (cf. Figure 3.5) :

Zy =iexp(inZ) = Xy + Y1, (3.213)
Zg = arcsin(Zl) = X2 + ZYQ, (3214)
ce qui donne donc :
- 1 tan(Xg)

_ Lo 3.215
T —arctan [tanh(Yg)] : ( )

~ 1
Y = 5 log [COS2(XQ) sinh?(Y3) + cosh?(Y3) Sin2(X2)] . (3.216)

s

Ces transformations ne modifient pas 'opérateur Laplacien. On a donc :

0*’F  O*F
— 4+ —=0. 21
oX? + e 0 (3.217)
Les conditions aux limites sur F' sont :
oF T oF T
— ([ Xo=— Y | = — [ Xy =+—-.Y- 21
aXQ( 2Ty 2) 6X2< 2=ty 2>’ (3:218)
oF
— (X5, Y5 =0) =0. 3.219
T (Xe,Y =0 (3.219)

Les conditions de branchement et de périodicité sont :

X, (1
—i—&— 6 (1)

F(X5,Ys = 400) = b{(1) - - In [sinh(Y3)], (3.220)
F(Xa = 0,Y = 0) = 02(1) — &0 10 l1sin(X0)] (3.221)
F(X2 + W,}/Q) = F(XQ,}/Q) + a. (3222)

La solution de ce probleme est (voir la référence [132]) :

b (1 X
F(X5,Y,) = — 02( ) In {COSQ(XQ) sinh?(Y3) + cosh?(Y5) sin2(X2)] + 22 C, (3.223)
™ v
avec C' une constante a déterminer. Par conséquent,
6(2,Y) = Re[F] = < Re [W(,V)] + V(1) + C. (3.224)
T
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avec
W (z,Y) = arcsin {ie”(f”?)] =iln [ei”(“ﬁ) +V1+ 62”(““7)] (3.225)
—r(@+iY) +iln [1 Vit e‘%”(“"?)] . (3.226)
Finalement,
fiEY) = S Re[W(E, V)] + V05/(1) + ai + C. (3.227)
7r

La constante C' se détermine grace aux conditions de branchement (3.203, 3.204). En prenant
les limites Y — 400 de I’équation précédente, nous obtenons :

fl(#Y — +00) = C+ Y (1) + a, (3.228)
(&Y — —00) = C 4+ YE'(1), (3.229)

que 'on identifie avec les conditions (3.209, 3.210), pour trouver :

C = 0(1) = bP(1), (3.230)
soit :
CY=Cy — <<2> (3.231)

I ne nous reste plus qu’a déterminer I'expression de Cf en utilisant la condition (3.143) :

A R B (s ST U I
=30 s ([T [ara,), (3282

7. Calcul de la diffusivité effective

En réunissant, tous les termes calculés, nous obtenons ’expression de la diffusivité effective :

Do [F oMb

D, Db+ ol

1 % a . .
1+ h2(z)  (Qal /5 d””/o dy u(z, y) f(2,y), (3.233)

ce qui donne a l'ordre 1 :

0 >
(135+365< 35 < dy/ W > %< >>
e (30 (o))
(1)}

avec ((Z) = 14+n(z), Pey = %Cg;’, Pe; =

(3.234)

%i‘ Dans la limite sans écoulement, nous retrouvons
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) . Données solveur
106 ) ,
Eq. (3.234)
10°
~ 10*
Q
=
Q
102
10!
10°
1072 107! 109 10! 102 103
CLU 0 / Db

Figure 3.6 — Comparaison entre le résultat analytique (3.234) et les données numériques issues
de Comsol® pour un canal de hauteur h(z)/a =1+ 0.5[1 4 cos (2rxz/L)] avec a/L = 4.

le résultat de Matthieu Mangeat [86] :

gz - <é> [1 + mﬁf) +0 (;)] , (3.235)

avec le préfacteur universel In(2)/m qui est obtenu par l'intégration de la fonction f!. Dans la
limite ou le canal est plat (i.e. n = 0, ¢ — +00), nous retrouvons le résultat standard de la
dispersion de Taylor :

D, 2Pe;]

—° =1 .
D, 105

(3.236)

En tracant la diffusivité effective D, en fonction du nombre de Péclet (cf. Figure 3.6), nous
n’observons pas de régime correspondant au cas de Fick-Jacobs dans la limite Pe — 0 comme
c’est le cas pour des canaux faiblement ondulés. En effet, dans la limite L < a, il n’y a pas de
piégeage entropique.

Pour une géométrie axisymétrique, nous obtenons un résultat similaire :

De 1 Pej (11 1 g [
2= {1 (e - ) - e+ ([ [ 16, )

1
8
1
8

AR G @@ ([T @) o
o)

avec Peg = —ggz, Pe; = Z)—i.

C. Analogie avec un probleme de diffusion médiée par la surface

En choisissant comme notations :

e= = ([ [t ) - U2 (323
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I'équation (3.234) a 'ordre dominant en 1/e se réécrit :
D, 1 Pe; 2
-t - __ [1 4 i? (
D, 1+¢ (1+¢)

6 17 5 5 )

—&+ — : 3.239
105 T35 a5t TET (3.239)
Nous retrouvons exactement le méme résultat que celui obtenu pour la dispersion de Taylor

dans un canal plat avec des interactions aux parois et sans diffusion a la surface [62,67] :

_ ke _ Dy
" kqa’ 7= k.a’

§

D, = 0. (3.240)

Du fait de leurs ondulations importantes, les parois du canal agissent comme des pieges pour
les particules traceurs. Lorsque celles-ci se trouvent dans les lobes du canal, elles ne peuvent
plus diffuser suivant 'axe x du canal. Il s’agit de I'un des principaux résultats de cette these.

De la méme maniere que le temps caractéristique de détachement des particules traceurs
peut s’écrire dans un modele de diffusion médiée par la surface :

e = T (3.241)

nous pouvons en déduire un temps caractéristique pour notre probleme :

2 2

reper= g [ [ ) - 122 (3.242)

Ce parametre dépend essentiellement de la géométrie des parois. Nous allons voir dans ce

qui suit qu’il s’agit directement d’un temps de premier passage.

Pour un canal axisymétrique, nous retrouvons aussi un résultat semblable a la dispersion
de Taylor avec interactions a la surface [62,65-68] :

D, 1 Pe; 11, 11, ) aly
== S o242 Peg = ——0 3.243
D, 1+2§[ (1+2§>2<48+45+125 26| P oy B
avec les coefficients qui s’écrivent cette fois-ci :
2
=+ <772> (3.244)
1 n(Z) 0] 14+ n)2) 2 3 4
9 ((77> + @) 0 0 1+y 2 2 8

D. Temps de premier passage
1. Equations sur le temps de premier passage

Le but de cette section est de déterminer si 7 peut étre interprété comme un temps de premier
passage. Par simplicité, nous notons h(z) = an(z/L) la hauteur du canal bidimensionnel (cf.
Figure 3.7). Soit T'(z,y) le temps moyen écoulé pour qu'une particule brownienne piégée dans
un lobe du canal partant de la position (z,y) &t = 0 (avec y > 0) atteigne pour la premiere
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y=0

Figure 3.7 — Schéma représentant la situation considérée pour le probleme de temps de premier
passage.

fois le bord du canal (i.e. y = 0). L’équation sur le temps de premier passage s’écrit :

DyViT = —1. (3.246)

Nous nous situons dans la partie périphérique. L’écoulement dans cette région ne donne pas de
contribution aux premiers ordres en 1/e. Nous choisissons de négliger directement le terme di
a I’écoulement dans 1'équation (3.246), soit uP = 0. Les conditions aux limites sont :

(3.247)
(3.248)

Nous souhaitons résoudre ces équations dans la limite ¢ — +00. Pour cela, nous considérons
I’ansatz suivant :

1 1 1
T(z,y) = To(z,9) + “T(2,9) + 5To(%,9) + O (EJ) : (3.249)

avec (Z,7) les variables adimensionnées utilisées précédemment. Les équations (3.246, 3.247,
3.248) deviennent :

o*T  10°T a®
R et (3.250)
o0 10T _ .
T(z,5 =0) = 0. (3.252)

A Tordre dominant et au premier ordre en 1/e, la résolution de ces équations donne simple-
ment :

To(7,9) = To(9), T1(Z,9) = T1(9)- (3.253)
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Au second ordre, nous avons

82T2 62T0 . Cl2

= —— 3.254
o2 o Dy (3.254)
oT: 0T
(@) 5 @]+ 52 ()] = 0. (3.255)
La premiere équation donne :
- N L _
Iz, 9) = - Dy + Ty (9) 5T As(9)Z + Ba(9). (3.256)
En utilisant la deuxiéeme équation donnant la condition aux limites, nous trouvons I’équation
suivante )
NT ~ 1)~ ~ a~ _ ;. ~ ~
T [n(@)] &0 () + T [n(2)] + bewn’(b%’) =1 (Z) A2 [n(2)] - (3.257)

En intégrant cette équation et en prenant &, # Ty tel que 7(Z1) = n(Z2) = ¥, nous obtenons :

CL2

To(9) = D,

! / " (#)dF — g} . (3.258)

To — T1 /&

Apres une deuxieme intégration et en utilisant la condition (3.248), nous trouvons :
oat [ P
To(9) l /0 (g dy’ =5+ (3.259)

avec

1 5 (@)
I E— / n(#)d#, (3.260)
Voot (@) = (@) @)
ny ' et ny ' étant les deux fonctions inverses de 7 (similaire aux notations ¢; ' et (5 ', cf. Figure
3.6). Exprimons maintenant :

v dx Th(x)
(To)y =~ e (3.261)

ou V correspond au volume dun lobe. En utilisant I’expression de 7Tj, nous obtenons :

2

Ty = g ({00 [ ) - 122 (3.262)

Nous retrouvons 'expression du temps caractéristique 7 obtenu a ’équation (3.242) qui s’écrit

donc comme la moyenne statistique du temps de premier passage dans la limite ¢ — +o0.

2. Calcul du temps de premier passage avec ’approximation de Fick-Jacobs

Dans la limite ou ¢ — 400, il est possible de considérer que la particule piégée dans un
lobe du canal s’équilibre rapidement suivant z. Considérons un lobe symétrique par rapport a
r=0,de n'(§) = —n4§) = w(j). Dans 'approximation de Fick-Jacobs, la particule est
soumise a un potentiel effectif V' d’origine entropique :

V(§) = —ksT log [w(g)] . (3.263)

70
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Nous pouvons alors réécrire I’équation sur le temps de premier passage 7Tj :

. N . a
Ty() = BV @) To(@) = =5 (3.264)
T5 [w(@)] =0, (3.265)
To(g =0) = 0. (3.266)
Ce qui donne ’équation différentielle sur 7 :
N\~ 1 ~\l [~ a2w(g)
w(@)15(7) + w' () T5(7) = — D, (3.267)
La solution de cette équation qui respecte les conditions aux limites est :
a2 g dg/ Ymax
To(j) = —/ / d"w(i"), 3.268
0(7) Do h wiy Jy Y w(g") (3.268)

avec Umax tel que w(¥max) = 0. En utilisant le changement de variable : § = n(Z), nous pouvons
montrer que :

1 /gmax ~ ~ 1 w(g) - . - -
- dg'w(§') = —= / di'n(@) — 5= (n). — 9. 3.269
o [ et = s [ ) — i = G, (3.269)
Finalement,
~ a2 i ~ g2
To(y)—DbV0 dy’<n>g/—2]. (3.270)

Nous obtenons le méme résultat que celui donné par ’équation (3.259). Les deux approches de
calcul sont donc équivalentes.

IV. Conclusion sur la dispersion de Taylor

Dans ce chapitre, nous avons revisité le probleme de la dispersion de Taylor. Nous avons
considéré comme systeme un canal constitué de parois réfléchissantes dont la hauteur varie pé-
riodiquement dans 'espace, dans lequel nous appliquons un écoulement laminaire. En utilisant
un formalisme de type Kubo [97,98], nous avons pu établir des expressions de la diffusivité
effective D, dans les limites faiblement et fortement ondulées. Dans le premier cas, nous avons
mis en évidence une compétition entre deux régimes : un premier régime dominé par les effets
entropiques induits par la variation de la hauteur des parois et un deuxieéme dominé par I'ad-
vection. Nous avons mis en évidence un régime intermédiaire ou ces deux effets se compensent.
En exprimant la diffusivité dans les cas ou la différence de pression et le gradient de pression
sont considérés constants, nous avons pu ainsi clarifier les résultats existants dans la littérature.
Pour le canal fortement ondulé, nous avons exprimé la diffusivité effective a l'ordre 1 en 1/e,
étendant le résultat de Mangeat [86] pour le cas d'un écoulement laminaire. Avec ce résultat,
nous avons pu faire une analogie avec un probleme de dispersion de Taylor avec interactions
aux parois. Dans notre probléme ou les murs sont purement réfléchissants, ce sont les tres fortes
ondulations des parois qui induisent un effet de piégeage entropique des particules traceurs, les
empéchant de diffuser suivant ’axe du canal lorsque celles-ci explorent la région périphérique
du canal. En utilisant ’analogie avec le modele d’interactions aux parois, nous avons pu mettre
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en évidence un temps caractéristique qui s’exprime comme la moyenne statistique du temps
de premier passage. Cette grandeur caractérise le temps que met une particule traceur piégée
dans un lobe du canal pour quitter le piege et rejoindre la zone centrale.
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Chapitre 4

Effet de la diffusion médiée par la
surface sur la dispersion de Taylor dans
des canaux périodiques

(a)

Figure 4.1 — Schéma d’un canal avec écoulement visqueux et diffusion médiée par la surface
dans les limites (a) faiblement et (b) fortement ondulées.

I. Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié séparemment les effets hydrodynamiques
d’une part et les interactions des particules traceurs avec la surface d’autre part sur la disper-
sion. Cherchons a présent a comprendre comment ces deux mécanismes modifient la dispersion
lorsqu’ils sont combinés ensemble. Le probléme de la dispersion de Taylor en présence d’adsorp-
tions ou de réactions aux parois a fait 'objet de plusieurs études [65,124,133-137]. D’autres
études reprenant un modele de diffusion médiée par la surface [62,66-68,102] ont permis de
quantifier la diffusivité effective. Cependant, toutes ces études considerent des systeémes ou les
parois sont parfaitement planes. Or, on peut s’attendre, comme nous ’avons remarqué dans les
chapitres précédents, que des inhomogénéités spatiales (par exemple la présence d’obstacles)
viennent naturellement modifier la dispersion. Dans un premier temps, nous dériverons I’expres-
sion générale de la diffusivité effectivité qui prend en compte les effets hydrodynamiques ainsi
que 'adhésion a la surface. Le formalisme développé est une extension de celui détaillé dans
les références [86,97,98] pour des parois totalement réfléchissantes. Puis, nous appliquerons les
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formules obtenues au cas particulier d'un canal symétrique périodique, comme étudié dans les
chapitres précédents, dans les limites faiblement et fortement ondulées.

II. Démonstration générale de la diffusivité effective

A. Définition du tenseur de diffusivité effective

Dans cette section, nous dérivons une expression générale du tenseur de diffusion effective
pour le modele de diffusion médiée par la surface et avec écoulement arbitraire (pas forcément
incompressible). Le fait de considérer un écoulement nous place automatiquement dans un
régime hors-équilibre, nous ne pouvons pas utiliser le théoréeme de fluctuation dissipation (2.14)
dans ce cas. Nous utiliserons donc une méthode plus générale. Nous reprenons les notations
du chapitre 2 pour la diffusion médiée par la surface et nous notons dans la suite les dérives
locales up,(x) et ug(x) respectivement pour le volume et pour la surface. Le tenseur de diffusivité
effective s’écrit :

Dy — tim %50, (4.1)

t—oo 2t

avec

0ij(t) = ([@i(t) — 2i(0)] [ (t) — 25 (0)]) — ([wi(t) — 2 (0)])y ([ (£) — 2;(0)])

(4.2)
Wi () — () i (2),

ol la notation (-), désigne une moyenne statistique et ot

Le théoreme de fluctuation-dissipation (utilisé au chapitre 2) n’étant pas applicable ici a
cause des dérives locales uy,(x) et ug(x). Nous allons plutét utiliser une méthode détaillée dans
les références [97,98,138]. On peut déja établir (voir chapitre 2, section II. B.) I'expression de

pi(t) -
pi(t) = ([2:(t) — 2:(0)]) = Vit, (4.5)

avec

Vi = /\, dx V; - (w, — DyV) B (x) + /Sd5<x) Vsz; - (us — DiVi) P (x), (4.6)

avec V et S le volume et la surface d’'une période du probleme et Pgf(x), P (x) les densités de
probabilités stationnaires modulo la période du probléme. A présent, il ne nous reste plus qu’a
exprimer W,;(¢).

B. Expression de ¥;;(¢)
Calculons maintenant la quantité :

Wi(t) = ([ai(t) — z:(0)] [z;(t) — 2;(0)])
(4.7)

= [ dyP () @y t) + [ASEIETY) @4 0)
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avec

<I>°‘ /dxprQt|y€a)(xi—yi)(a:j—yj)

+/2de p(x € X, tly € a) (x; — vi) (z; — v;),

ou 2 et X représentent le volume et la surface du domaine tout entier. Les densités de proba-
bilités p satisfont les équations de Fokker-Planck (2.1, 2.2, 2.5).

(4.8)

La transformée de Laplace d’une fonction f(t) est définie par :

f(s) = / dtf(t)e . (4.9)
0
Les équations de Fokker-Planck s’écrivent dans le domaine de Laplace :
sp(x € Q,sly) —d(x —y) = Vx - [DpVih(x € Q,s]ly) —upp(x € Q, sly)], (4.10)
sp(x € B,sly) —0(x —y) = Vix - [DsVsxD(x € 2, sly) — usp(x € 3, s]y)] (4.11)

— kap(x € 3, sly) + kap(x € Q, 5]y).

En différenciant ’équation (4.8) par rapport a ¢, puis en prenant sa transformée de Laplace, on
obtient en utilisant les équations (2.1, 2.2) :

s(I)a /dS ) {Vsx  [DsVsxp(x € 3, sly € a) —ugp(x € 3, sy € a)]
—kap(x € X, sly € a) + kap(x € Q,sly € a)} x (x; —y;) (x; — y;) (4.12)
—|—/deVx- [DpVyp(x €, sly € a) —upp(x € Q, sy € )] (x; — i) (25 — y5) -

Apres une intégration par partie et en utilisant la condition aux limites donnée par I’équation
(2.5), nous trouvons :

3@%(y, s) = Q/de Dypéi;p(x € Q, sy € a)
+ Z/de DV (x;) - Vsx(z)p(x € X, sy € a)
— | V() (D= w) [px € Lusly € ) (25— 1)
= [ V() (D = ) (3¢ € Q. sly € ) (2 = )]
— [ S0 V() (DVex = w) [plx € X, sly € ) (2~ yy)]

—/ dS(x)Vsx() (DsVsx — us) [p(x € D, sly € @) (z; — 11)] -

(4.13)

Dans le chapitre 2 (cf. Eq. (2.11)), nous avons obtenu ’expression suivante :

Prx) = [ dyp(x € istly € DRy + [dSWIPx.ly €S)PMy) W (i€ (2,5)),
(4.14)

ce qui donne dans le domaine de Laplace :

Pst
= / dyp(x € i,sly € b) B (y) + / dS(y)p(x € i, sy € s) P (y). (4.15)
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Cela permet d’obtenir I’équation sur la transformée de Laplace de la fonction ¥;; :

st
S\I/ /d 2Db(5” P +/dS 2D sV x(mz) ) VS,X<xj) PZ (X>
S
B / dxVx(zi) - (DpVx — ub) Foj(x,5) + Vi(z;) - (Dy Vi — up) Foi(x, ) (4.16)

- / dS sx xz (sts,x - us) FE,j(Xy 3) + Vs,x(l‘j) : (sts,x - us) FE,i(Xa 8)7

avec la fonction

Fri(x,s) = | dyplx € avsly € b)R!Y) (2 — 32)

(4.17)
+/dS p(x € a,sly € 8)PM(y) (x — i) -

A présent, nous souhaitons simplifier cette expression. Pour cela, nous pouvons utiliser le
théoreme de Bayes qui s’énonce de la maniere suivante :

p(x € a,tly € B)P*(y € ) = q(y € B, t]x € o) P*'(x € o), (4.18)

avec ¢ la densité de probabilité par renversement du temps. Cette fonction satisfait les équations

de Fokker-Planck (cf. Annexe B. II.) :

dq

5, €b,tx) = Vy - [DyVyaly € b, t[x) —ui(y)g(y € b, t[x)], (4.19)
a( € 5,tx) = Vsy - [DsVsyq(y € s,t[x) —ul(y)q(y € s,t|x)]
8t y S,y S s,yq y Y S y q y Y (420)
— ka()q(y € s,t[x) + ki (y)a(y € b, t[x),
et la condition aux limites :
n - [DyVy —up(y)]q(y € b, tfx) = ki(y)a(y € s, t[x) — k;(y)q(y € b, t[x). (4.21)
Les nouveaux coefficients définis sous renversement du temps (cf. Annexe B. II.) :
. 2D,V P (x) . 2D,V P (x)
up(x) = TRk up(x) , ug(x) = Pt (x) — u(x), (4.22)
Pst Pst
ka b (X> _ kd s (X) (423)

MO o R e

En utilisant la formule de Bayes et en utilisant les équations de Fokker-Planck sur la densité g,
nous obtenons l’expression :

A

Fralx,s) = /dyv () - [DVy = i ()] [l € o sly € )P (y)]

(4.24)
b= [[AS(9) Vaylw) - 1D,y — ui(y)] [plx € s sly € ) ()]
A présent, en définissant la nouvelle densité de probabilité modulo une période :
P(x,tly) =) p(x+L,tly), (4.25)
L
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ou L représente tous les vecteurs associés a chaque période du domaine, on trouve :

2, ( / dx 2Dy8,, P (x) + / dS(x) 2D,V (1) - Ve (2;) P (x)
- / dx V(@) - (DyVx — up) Ky (%, 8) + Vi(2;) - (Dy Vs — up) Ky a(x, ) (4.26)

— [ 4960 Ven(@2) - (DT = ) Koy (5. 5) + Vern(@) - (DuVm = 1) Ko, 9),
Roil,s) = | dy Vy(u) - DoV = u}) [Plx € a,sly € DB (y)] .
+ / dS(y) Vey(9:) - (DVex —l) [P(x € a,sly € 5) P (y)] - e

Cette réduction du domaine d’intégration est possible puisque toutes les fonctions dans les
intégrales sont invariantes par translations, les termes en (z; — y;) ayant disparus suite aux
intégrations par parties.

C. Expression de D;;

Le coefficient de diffusion effective s’écrit :

Dy = tim, ) = iy T, (4.28)
avec
() = Wy s) — (4.29)
En écrivant :
P(xea,slyep) = /Ooo dt e [P(x €a,tly € p)— Posf(x)] + POS‘;(X), (4.30)

I’équation se simplifie et nous obtenons ainsi I'expression générale du tenseur de diffusion ef-
fective :

Dy / dx Dy, B (x / AS(X) DoVes(:) - Vax () P (x)
-2 / dx V(1) - (DyV — ) fo (%) + Vae(2;) - (D Vs — wp) firs(x) (4.31)
= 5 4800 V() (Dy¥s = 0 i) + Foe() - (D, Vo = ) (),
avec les fonctions auxiliaires :
fai0) = | dy Vy(w) - [DVy —ui(y)] [G(x € aly € DR (Y)] )
+ [ dS() Vay (1) - DV —wi(y)] [Glx € aly € )P ()]

et
G(x €aly € §) = /0°° dt [P(x € a,tly € B) — F'(x)]. (4.33)
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D. Equations vérifiées par f,;

Nous cherchons a établir les équations qui gouvernent f, ;. En choisissant une formulation

0= (1) ot = (e ), (131

fsi(x) G(x € aly €5)

vectorielle :

nous pouvons calculer :

~ [apd(x—y) — P (x € )
HxGa(X|Y) - (504736(7( _ y) o Pst(x c Oé) ) (435)
avec Hy 'opérateur de Fokker-Planck défini en Annexe B.1 et qui s’écrit :
—Vx - [DpVx — up(x)] 0
x = . 4.
H < _ka _vs,x [sts,x - HS(X)] + kd ( 36)

On observe que G, peut étre considérée comme la pseudo fonction de Green associée a Hy. En
utilisant I’équation (4.35), on obtient 1’équation vérifiée par f; :

B —P(x) [V + V() - uj (x)]

Hiki(x) = (—PSSt(X) [Vi + Vs,x(xi) ut(x) + stg,x(xi)}) . (4.37)

E. Condition aux limites sur f;

Pour déterminer la condition aux limites des fonctions f, ;, intéressons-nous maintenant a
la quantité suivante :

Mi(x) = (MG (x[y) [E(y)). — (Go(xly)|HyE(¥), - (4.38)

y
avec (-|) qui désigne le produit scalaire et I, qui est I'opérateur adjoint de Hy (cf. Annexe B

I.). Nous allons exprimer la fonction M; de deux manieres différentes.

1. Premiére expression de M;

En utilisant le résultat précédent (4.37) ainsi que

H} G (x]y) = (5(X __%f(sﬁt(x)> 7 (4.39)

qui est similaire a I’équation (4.35), on obtient :

Mi(x) = [ dy Dy V() - ¥y [Glx € bly € D) (y)]

(4.40)
+ [ ASD.Vsy - [V )Gl € Dly €5)P(y)]
que 'on obtient en utilisant les propriétés :
/deG(x €bly e )P (y) + /s dS(y)G(x € bly € s)P*(y) =0, (4.41)
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[ dvhuiy) + [[dS) fily) = 0, (4.42)

qui découlent de la conservation de la probabilité. Apres intégration par parties, il vient fina-
lement :

Mi(x) = [ dS(y) DyGlx € bly € DR (y) n- Vy (3. (4.43)

2. Seconde expression de M

Nous pouvons déterminer une autre expression de M; en utilisant cette fois-ci les expressions
de Hy et H (cf. Annexe (B 1.)). Aprés intégration par parties et en utilisant la condition aux
limites "Backward" (cf. Annexe (B 1.)) :

Dyn-V,G(x ebly €b) =k, [G(x €bly €s) —G(x € bly € b)]. (4.44)
On obtient une deuxieme expression de M; :

Mi(x) = /SdS(y) G(x € bly € b)x

(4.45)
{0 DLV foi(y) = i3] + Kafoaly) — a3 -
En égalisant les équations (4.43) et (4.45), nous obtenons :
/SdS(y) G(x € bly € b) { n - [DyVy foi(y) — unfoi(y)]
(4.46)

+hufoaly) — Rafusly) = DoPE () Vyl) =0,

Cette équation étant vérifiée quel que soit le domaine d’intégration, la condition aux limites
sur fq; s'écrit :

n - [DyVyfoi(x) — up fui(X)] = kafsi(x) = kafoi(x) + Du P (x) V() - n. (4.47)

F. Conclusion

En conclusion de cette section, nous avons dérivé une expression générale du tenseur de
diffusion effective qui s’écrit :

Dij - /de Db(sij Plst(x> + /S dS(X) sts,x<l’i) : vs,x<xj)PSSt(X>
_ ; /V dx Vo (2:) - (DyVix — ) fos (%) + Vi (2;) - (DyVix — up) fos(x) (4.48)
o ; /SdS(X> VS,X(mi) ) (sts,x - U—s) fs,j (X) + Vs7x(xj) . (DSV&X - us) fs,i(x)-

Ce tenseur dépend de fonctions auxiliaires f, ; qui satisfont les équations aux dérivées partielles :

Vi - [Dp Vi foi(x) = un(x) foi(x)] = BH(x) [Vi + V(i) - uji(x)] (4.49)
vs,x . [sts,xfs,i(x) - us(X)fs,i(X)] - kdfs,i(x) + kafb,i(x) (450)
= P(x) [V + Va(a:) - wl(x) + DV2 ()]
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avec
2D, Vo Pt (x) 2D,V P5t(x)
* _ o * — Xt s —u, 451
ub(X) Pﬁt(X) ub(X)7 Uy (X) PSSt(X) u (X>7 ( 5 )

et la dérive moyenne :
V, = / dx V(1) - (uy — DyVy) P(x) + /S dS(X) Vyx() - (U, — DVo) P(x).  (4.52)
%
Enfin, les fonctions f; satisfont la condition aux limites :

n- [Dbefb,i(x) — llbfbﬂ'(X)] = kdfs,i(x) — k’afhi(x) + DbPﬁt(x) VX(IZ) -1, (453)
ainsi que la propriété :
/ dx fi (x / dS(x) fo(x) = 0, (4.54)

qui découle de la conservation de la probabilité. Le formalisme dérivé ici est une extension des
formules de Kubo [97,98] dérivées dans le cas de parois parfaitement réfléchissantes. Dans la
limite sans écoulement, on retrouve les mémes équations que celles déterminées dans le chapitre
2.

III. Dispersion dans un canal périodique dans la limite
e — 0

A présent, nous allons nous intéresser a un écoulement incompressible, ce qui implique par
conséquent que u* = —u et que les densités de probabilités P5* et P sont uniformes.

A. Premiere expression de la diffusivité effective

Dans cette section, nous reprenons le modele de diffusion médiée par la surface développé
dans le chapitre 2. Nous cherchons a exprimer la diffusivité effective dans le cas d’'un écoulement
visqueux incompressible noté u, dans un canal dont la hauteur notée h(x) = a((z/L) est
lentement variable (¢ = a/L — 0). Ce coefficient s’écrit :

D, = / dx Dy Pt + / dS(x) Dy [Vex(x)? P

(4.55)
—/ dx Vo (2) - (DyVy — u) fo(x /dS ) DyVox(2) - Voxfo(X).
avec les fonctions fi, et f; qui satisfont les équations aux dérivées partielles :
Vi [Dp Vi fo(x) —u(x) fo(x)] = B [V — Vx(2) - u(x)] (4.56)
D.V2, fu(%) = kafa(x) + kafo(x) = P [V + D.V2, (2)], (4.57)
ainsi que la condition aux limites :
Dyn -V, fi,(x) = kafs(x) — ko fo(x) + Dy Pt Vi(2) - n. (4.58)

80
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Les densités de probabilités stationnaires sont uniformes et s’écrivent :

1
st — Pst — 5PSt. 4

Nous avons déterminé précédemment (cf. équations (3.36, 3.37)) l'expression du flot dans la
limite ¢ — 0 dont nous redonnons les expressions ici :

¢'(@)y

() = Uoeg(#,§) + O (), wy(&,7) = Upe® (@) fED+O (), (4.60)
avec P
Ap L 6(@) -y
— - 4.61
0 277@2 <h_3> ) g(x> y) <3 (57) ) ( )
et la vitesse moyenne :
o 4U,
% :/ dx P, (x) = = Le, O =2((¢) +d/a). (4.62)
\% 3C
Nous utiliserons dans la suite le nombre de Péclet :
2aU0
Pe = . 4.
e 3D, (4.63)
Ecrivons & présent les équations de Kubo avec les notations adimensionnées & = z/L,
y=vylaete=a/L :
Pf, | O*f of af s
Dy, lez anb + 0@;] — aeux(x,y)a—; — auy(z,y) agjb =a*P [V — uu(z,y)], (4.64)
DS€ 8 1 ( afs t) t
- €E—— — aP: =k fs — kaf + PSS V, (465)
a2\/1 + €2(7(z) oz 1+ €2(2(7) oz d b
Db l&fb 2t~ 8fb] Dbpﬁtcl(i‘)e
— — e ("(T)==| [z, h(x)] = kafs — kafp [z, h(2)] - ——=—=—=. (4.66)
ay/1 + 22 (7) Y 0z 1+ €2(2(%)

Nous allons résoudre ces équations en utilisant les mémes ansatz que ceux donnés a 1’équation
(2.84) dans le chapitre 2.

A Tordre dominant et a I'ordre 1, on obtient simplement :

fo(@.9) = (@), £2(2) =0f3(2), fo(2.9) = fu (@), [(2) =0/ (). (4.67)

A Tordre 2, on trouve :

OUf0 OPfE 3P [0ff ((@)§of] Pef2 3

oz T~ 3 9@ la@ @ ag] ~aC {0_29@“”)]’ (4.68)
D, 829 o 26D

D — haf? — a2 5. C(D) + Pe oy, (4.69)
D an C/z 5 8f0 L afo R ~ ~ ~ D C/ 7

Do |08 CR @ =t - mfic@) - P )
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En combinant les deux dernieres équations, on obtient :

o2 diz ' aC

92 £2 2 p P d
Iy _ o e {é _ gg(f,?])] n 3269(93 7) dib, (4.71)

oft dfd (&) DA f)  2Pes
7 7, (@) = () dz ac Dypa d7?2  a?C? (4.72)
Nous obtenons une équation différentielle que vérifie f? :
fy dfy . 2Pe ¢'(z) —Pe
22 (C(E) + A+ T2 C(@) — Pl =~ [C@) + 8+ SO (4T

avec £ = d/a et Ay = Dg/Dy,. La solution de cette équation est :

dfy L 2Pc ePeAl®) PeA(u)
At — 4.74
dz (%) = aC aC2 )+ A {/ dulc CO} ’ (4.74)

avec

z) :/0 (W) + AL (4.75)

et Cy une constante d’intégration. En utilisant la propriété de périodicité de f,, on détermine

(C+ge™)

la constante :

Cp = —. (4.76)
L= exp [~Pe((C+A:8)7")]
Puis en intégrant une deuxiéme fois, il vient :
-, 2 eA(z g —PeA(u eA(T T
fg(a:):w{ep“‘()/o du [¢(u) + €] e PeAW /du )+ & — PA()}+w+C1.

(4.77)

La constante C est obtenue en utilisant la propriété (4.54), ce qui donne :

Cr= 5o+ [ duld( ‘ )+€)

LT 000 Tace \y TN (4.78)

ey - L {(Cr e [ dulclu) + e

En injectant cette solution dans I’équation générale (4.55), nous obtenons finalement :

gzz (¢ ie@?’l_ —Pe<1(C+As£ >[<(C+ et / du [¢(u) +¢] ‘P‘”‘(“)>

e Pe((Crag” ><(<+§ PeA/ du [C() + €] e~ PeAw )> ‘

(4.79)

Nous retrouvons bien le résultat (2.91) dérivé dans le premier chapitre en absence de flot en
prenant la limite Pe — 0 :
. 1
lim D, = - (4.80)
Pes0 0 (C+6) ((Dy¢+ D))

ainsi que le résultat (3.67) pour des parois réfléchissantes en prenant £ = 0. Dans la limite ou
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Pe — +00, nous obtenons :

_((C+* (D + D))
Pe—+o00 << + £>3

: (4.81)

qui est une extension du résultat de Smith [100] dans le cas de parois semi-réfléchissantes. On
peut montrer que D¢(Pe — 0) < D,(Pe — +00) en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf.
équation (A.47)) suivante :

(C+6)° < {(C+&> (D¢ + D)) ((Do¢ + D) ™). (4.82)
Dans le cas trivial d'un canal plat [((Z) = 1], on obtient simplement :
Dy + Dy
= e VP (4.83)

La diffusivité effective s’exprime ici simplement comme la moyenne du coefficient de diffusion
dans le volume et a la surface.

Pour le canal axisymétrique (en 3 dimensions), la diffusivité effective s’exprime (cf. Annexe
C.L):

D. Pe 1 y
Dy (C(C+26)° 1 — e Pele 1 Gr20:97)
[<< (C+26)e™P / 1 duc (u) [¢(u) + 2€) ePeB<u>> (4.84)

e Pl 0307 (¢ (¢ 26) e [ duc(u) 6w + 28] O],

avec
du Apa?

B@ = || clict) Ton’ P 5D (e

(4.85)

B. Diffusion critique a la surface
1. Limite ¢ — 0

Examinons le résultat précédent dans la limite de faibles interactions a la surface (£ — 0) :

D, =D +¢DM +0(&). (4.86)

Pour que la diffusivité effective soit plus grande que dans le cas sans interactions aux parois, il
faut avoir :

DM >0, (4.87)
ce qui donne :

Dy > D, (4.88)
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(a) ?‘j“j (b) S~

1 * o D?(Pe — 00)
l DIS | DS (Il)e K OO) S0 — K
I | | I >D _Q L5 -== Di(Pe - 0)
D: (Pe — 0) Db s 100 = = = = = e e

102 10! 10° 10" 107 10°
Pe

Figure 4.2 — (a) Axe récapitulant les différentes valeurs caractéristiques du coefficient de
diffusion a la surface Dy, cf. Eqs. (4.93, 4.94, 4.98). (b) Diffusion critique d la surface en
fonction du paramétre Pe pour un canal de hauteur ((%) = 1+ 5/2 [cos(2nx) + 1]. Trait plein :
D* donné par Uéquation (4.89) (bleu). Trait pointillé : D! donné par l’équation (4.98) (vert),
asymptotes du coefficient de diffusion critique dans les limites Pe — 0 (rouge) (Eq. (4.93)) et
Pe — +oo (orange) (Eq. (4.94)).

avec le coefficient D} qui est donné par Iexpression suivante (cf. Figure 4.2) :

d—2
- e 1€, 1) = ana (€12, 6 — w1 ()
D} (Pe) = — — ,
Pe el"3<<§17‘d>>_1 (Cd1ePedanr) (Cd—Le=Pedar) 4wy (CO1, (1 Ay) — wyq (C41 Ag, CF1)
(4.89)
avec , i
wq(a,b) = <aePeAd/ be_PeAd> +e Pl <aeP6A‘i/ be_PeAd> : (4.90)
i 0
et q
Z du
Ag(2) = ) 4.91
@ = [ (1.91)
Dans la limite Pe — 0, nous avons :
wq(a,b) - (a) (b), (4.92)
et donc
d—2 1-d
lim D?(Pe) = D (r2) {p177) (4.93)
ety s Dy () '

Nous retrouvons bien l'expression (2.94) dérivée au premier chapitre pour un probléme de
diffusion médiée par la surface sans écoulement.

Dans la limite opposée, nous trouvons :

hd—2 h3d_3
Peli{-ri-loo D:(Pe) = Db |:3 <<hd—1§ §h3d_4>> - 2] . (494)
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107 (a) )
2.4
0.9
22
0.8
2.0
Q 0.7 Q L
~ LS
Qos QIU
051 — DDy =1 .
D./Dy, =0.65 141 —— Dy/D), =2.55
o D,/ D, =2.04
04 D./Dy, =0.55 O /Dy 0
—— D./D, =045 —— Dy/Dy, =15
03] — DDy =031 Lol — DD, =1

1079 107! 10! 10° 1072 1071 10 10°

Figure 4.3 — Diffusivité effective en fonction du paramétre £ = 0/a (a) dans la limite Pe — 0
(cf. Eq. (4.80)) et (b) dans la limite Pe — +o00 (cf. Eq. (4.81)) pour un méme canal de hauteur
() =1+5][1+ cos(27rT)].

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(154 () 2 (1) (150 95

il vient directement : Df(Pe — o0) > Dy,. Autrement dit, si Dy < D), dans le régime intermé-
diaire, les interactions aux parois vont obligatoirement faire diminuer la dispersion.

2. Limite £ — o0

Dans la limite de forte adsorption aux parois, nous trouvons :

DV 1
D.= DY + 5 +0 (52> : (4.96)

Dans cette limite, la dispersion est augmentée si D{Y > 0, c’est-a-dire

D, < D!, (4.97)

avec

hd—2 3—d

D! = DbW, V Pe, (4.98)

ol nous retrouvons la méme expression que celle donnée en (2.96) quelle que soit la valeur

du nombre de Péclet a cause de la condition de non-glissement qui impose une vitesse nulle

du fluide aux parois. Les différentes quantités calculées sont illustrées sur la Figure 4.2. En

reprenant les inégalités obtenues au premier chapitre, nous obtenons finalement (cf. Figure 4.2
(a) :

D?(Pe — 0) < D! < Dy, < D?(Pe — 0) (4.99)

3. Discussion des résultats obtenus

Examinons les figures 4.3 (a) et (b) dans lesquelles est tracée la diffusivité effective dans les
deux cas limites Pe — 0 donné par I’équation (4.80) (cf. Figure (a)) et Pe — +o00 donné par
I'équation (4.81) (Figure (b)) en fonction du parametre d’adsorption a la surface &.

Dans la Figure (a), en I'absence d’écoulement, nous remarquons un maximum local de la
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diffusivité, comme observé dans le chapitre 2. Dans la limite Pe — 0, nous avons l'inégalité
D: < D! (4.100)

Un maximum de diffusivité est observé si I'on considere un coefficient de diffusion a la surface
Dy tel que D < Dy < DL
Dans le cas ou 'on atteint le régime intermédiaire de la dispersion Taylor (Pe — 400), nous
observons sur la Figure (b) cette fois-ci un minimum local de la diffusivité effective lorsque 1'on
fait varier £ (cf. courbe en orange par exemple). En effet, dans la limite Pe — oo, I'inégalité est
inversée :
D! < Dr. (4.101)

Nous pouvons mettre en évidence un minimum de diffusivité en choisissant un coefficient de
diffusion & la surface tel que D! < D, < D*.

Ces graphiques mettent en évidence les effets non-triviaux induits par les interactions a
la surface sur la dispersion. Dans la limite d’écoulement faible, les effets entropiques dus a
la variation de la hauteur des parois dominent les effets advectifs. La diffusion a la surface
permet aux particules traceurs de contourner les barriéres entropiques, d’ou l'observation de
maxima locaux de la diffusivité effective (Figure (a)). Dans la limite ou les effets advectifs
sont dominants, les particules traceurs sont beaucoup moins susceptibles d’étre bloquées par
les barrieres entropiques. Dans ce cas, les interactions aux parois viennent simplement rallonger
le temps que passent les particules proche des parois, d’ou 1'observation de minima locaux de
la diffusivité lorsque l'on fait varier le parametre d’interaction a la surface £ (Figure (b)).

C. Deuxieme expression de la diffusivité effective

Nous reprenons le méme calcul qui a effectué précédemment dans le chapitre 3, ou 'on a
considéré Ap/L ~ C*, en incluant la diffusion médiée par la surface. Nous reprenons donc les
équations (4.64, 4.65, 4.66) en utilisant '’expression du flot donnée en (3.74). Nous reprenons
le méme développement perturbatif qui donne :

a0 1 2
Loy~ L {1-2lw+a), (1.102)
3Pe [df 1] [@)2/2 - §*/12] PP
9 =5 ld";’ (7) _aC] [C (x)ycé@) iz -+ PeH(E), (4.103)
e Pel — 2Uba ., Apa?® C_o 4104
¢ = 3D, YT A [(¢) +¢]. (4.104)
La fonction s’écrit :
30 €C(7) 11 (3 2
@)= 2D, m%ﬁx) ~ i K+ ) + -
2 34 '
[T () + 36 () + S0 + 280 + o (67 (C+ A9)]

avec les quantités adimensionnées :

C A = (4.106)
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Finalement, nous obtenons a l’ordre dominant en € :

D, 1 2 n( 2 3 6 2 17 2
Dy~ ((+¢) {<(C+£) (¢ +A%)) +Pe (105 () + 558 (0) + 5580+ Vﬂ (4.107)
—|—O(€2>-

Vérifions a présent les cas limites. Nous retrouvons I'équation (4.81) en prenant la limite Pe’ —
0:
LoD (€9 (C+A9)
im — = .
pe'—0 D, (C+¢)°

Dans le cas ou il n'y a pas d’interactions aux parois, nous retrouvons ’expression (3.86) :

D, {¢%) 2Pe”
%%Fb = <1+ ) (4.109)

(4.108)

105

Pour un canal plat [((Z) = 1] :
D 1 Pe’? 2 6 17
Ze = = |1+ A, < — 4 g2 2), 4.110
Dy 1+§[ FAS T e \tos Tast Tt TE (4.110)

nous retrouvons le résultat dérivé par Brenner [62] ainsi que par Lévesque et al. [67].

Pour un canal axisymétrique, nous trouvons (cf. Annexe C. II.) :

De . 1 3 2

b= <<<<+2§>>3{<< (426 (¢ +20,8))
4 Pe? (418 <C4> n 1115 <C3> n ggz <C2> 22y (C)” (4.111)
+(9(62>,

ol nous retrouvons ’expression :

D, 1

B Pe”? ( 1
Dy  1+4+2¢

STV + ig + 1;52 + 2527)] , (4.112)

[1 +2AE + 5

dérivée dans les références [62,65-68] dans le cas simplement cylindrique [((Z) = 1].

IV. Dispersion dans un canal fortement ondulé (e — oco)

A. Calcul de la diffusivité effective

Dans cette derniere partie, exprimons la diffusivité effective en présence d’écoulement et
d’interactions aux parois dans la limite ot le canal est fortement ondulé (¢ = a/L — +00). On
considere ici que le canal est symétrique par rapport a x = 0. Nous notons la demi-largeur d’un
lobe du canal (cf. Figure 2.6) :

w(y) = Lw(y/a). (4.113)
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Les équations s’écrivent avec cette notation :
Pf,  10%fy of L Ofy
D — — Luy, - —
b <8:7;2 e e 95 T € oy
D d 1 d
> — | fs — PLw(g)| } = kafs — ka PV, 4.115
A TE dy{ - P w(y)}} afs = kufo + P, (4.115)

et la condition aux limites :

=L*PV —u,], (4.114)

Dy, l w'(g)0f, O fb] P Dy Pg*
— 5 = - — + _kdfs( ) kafb [w(y)ay]_'_f (4116)
L«/1+# e 0y 07 /1+%

Les densités de probabilité stationnaires s’écrivent :

Pt = ! P =P = ¢ (4.117)
P el b eLC’ '
avec "

9 l149 / 7 (i } 4118
$=0D { + ) +¢] (4.118)

avec Jmax tel que W(Jmax) = 0. Le champ de vitesse u® dans la région centrale (|y| < a) s’écrit :
2

uz(x,y) = Uy (1 — z> +0 ( ) , uy(z,y) =0 <1> , (4.119)

le champ uP dans la région périphérique (|y| > a) étant nul a l'ordre dominant en 1/e. Cela
donne pour la vitesse moyenne :

o
V=S2+0 ( ) (4.120)

Afin de résoudre le probléme, nous notons f. la solution dans la région centrale qui satisfait la
condition de périodicité : f.(z+L,y) = f.(x,y). La solution dans la région périphérique f, et la
solution pour la surface notée f; satisfont la condition de bord (4.116). Comme précédemment,
nous résolvons les équations de maniere perturbative en considérant les ansatz suivants :

+oo £ 7.0
fa(x) = Z O‘(ei’y), a € {c,p,s}, (4.121)
i=0

et en identifiant dans les équations les termes de méme puissance en 1/e.

A Tordre dominant en 1/e, nous obtenons :

@ 9) = 2@, fo@g) = @), @) =f@). (4.122)

A Tordre suivant, nous trouvons :

9%f!  3Pe a9
55 —7(1 7)) = S5 =0, (4.123)
o211
7 =0, (4.124)
kafl — kafy = 0. (4.125)
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La condition aux limites s’écrit :

DyOfy . 1 1, Dy
=b - — 4.12
L ai, [U)(y),y] kdfs kafp + CLQ? ( 6)
avec Pe = 2Upa/3D),. Cela donne apres simplification :
fo(z.9) = f.(9), (4.127)
o N T
fo (@) = o1, [@(9), 9] - (4.129)
(4.130)
A Tordre 2, les équations dans le volume s’écrivent :
0%f2  0%°f0  3Pe N Off Pef2 3 )
c c _ 1—4 C = | = ——(1—7 4.131
072 T op 7 (1=7) 5; CL[C 5 ( y)} (4.131)
32f§ (92f§ 2Pe
= 4.132
0wz o C°L (4.152)
tandis qu’a la surface, nous avons :
D, 02 f0 9 5 26PeDy
Tz 52 = kafs — kaf, + 2z (4.133)

La condition aux limites s’écrit :

2o - TP .+ G2 ) = ks - g @130

La résolution de I’équation dans la partie centrale donne :

-~ Pe 2 3 ) 0/~ 572 C /N ~ C/~
. (T, 9) = {(JL [C ~5 (1 -y )} — /e (?J)} 5T as ()T + b5(7).- (4.135)
La condition de périodicité sur f. impose que :
Pe 12 3
0"~ -2
=—|=—=(1- : 4.1
1) CL[C 5 y)] (4.136)
En utilisant la propriété de symétrie :
Ofc, . -
=0)=0 4.137
Se(@5=0) =0, (4.137)
'intégration de I’équation (4.136) donne :
_ Pe gQ 3 g? g4
Oy — -~ |2 2L 4 Ce 4.138
o =or |5 -3 (5 - 5)+a (1.138)

avec C§ une constante qui sera déterminée plus tard.

Intéressons-nous maintenant a la solution périphérique f,. L’intégration de I’équation (4.132)
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donne : 55
Io . . 2Pe N 5
2 @.0) = | G5y — £ @)| F + (D). (4.139)
Un autre argument de symétrie :
Ofp o -
S =0 4.140
5z @ =0.9)=0, (4.140)
nous donne a5(g) = 0. En combinant la condition aux limites (4.134) avec (4.139), nous obte-
nons :
0/ =N\ [~ (~ ~1/~\ 0/ 2Pe .
o (@) [@09) + A&+ @' (@) f, (9) = 757 @) + £, (4.141)

avec Ay = Dg/Dy,. Nous intégrons cette équation, qui donne, en utilisant
(g g ax) - 07 (4142)
la solution suivante :

2Pe o 0 dy’ Joax
o) = Gor {O /1 w(y)+A£/y dg" [w(y )+£]}, (4.143)

avec Cf une constante du probléme. La continuité des fonctions centrales et périphériques :
fAz,g=1) = fg(f,ﬂ = 1) donne :

200 5 1
- (4.144)

=7 Tz ¢

Il ne reste plus qu’a déterminer les constantes en utilisant la propriété :

/chc‘i‘/vpfp—i-/sfs:(), (4.145)

ou V., V, et S représentent respectivement le volume central, le volume périphérique et la
surface d’une période du canal. On obtient les expressions suivantes :

4 Jmax max
cgzgcg—90+§+§2/y aglaG) +¢ [’ HM/Z’ 4" [@(§") + €], (4.146)
- ymdx e 7] dg, Ymax ~/! ~/
Co = @—g C/ [ 5]/1 M/ﬁ’ dy” [w(g") + ¢ (4.147)

Cela nous permet d’écrire la diffusivité effective a 'ordre dominant en 1/¢ :

D, 1 Pe?
P 1+ 2(
Dy, 1+4¢ (14 ¢)? \105

+ 3 5 +3 fa + &%y ’)] +0(1/e), (4.148)

5_2/ )+, (4.149)
JE 45 10(6) + €)1 e i 40 [067) + €
2 { fim g [io(§) + €]}

Encore une fois, nous retrouvons une expression de la diffusivité du méme type que pour un

/

N = (4.150)
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probleme de dispersion de Taylor dans un canal plat avec interactions aux surface [62,67].
Nous pouvons vérifier que nous retrouvons bien les expressions données a 1’équation (3.238)
en prenant & = 0. En utilisant I'analogie avec la dispersion de Taylor avec diffusion médiée
par la surface, nous pouvons construire un temps caractéristique qui dépend cette fois-ci de la
géométrie du domaine et des interactions a la surface :

a2 [ dg (@) + € P gaaz Jo 47" [@(7") + €]
D, JPm=dg [a(g) + €] ’

’—a—2§”— (4.151)
T—Db v = .

que nous pouvons relier de nouveau a un temps de premier passage.

B. Temps de premier passage

Nous voulons calculer le temps de premier passage pour une particule Brownienne diffusant
dans un lobe du canal (dans la limite € — 00) et pouvant interagir avec la surface. Nous notons
T, (x) et Ty(x) le temps moyen passé par la particule dans un lobe du canal avant de rejoindre la
zone centrale en y = a sachant qu’elle part de la position x. En utilisant I’expression matricielle
de Vopérateur Hl (cf. équation B.7 en Annexe), les équations de Fokker-Planck Backward
s’écrivent :

D\ViT, = —1, (4.152)
D V2, Ty — kqTy + kaT, = —1, (4.153)

avec la condition aux limites (voir équation B.8) :

Dyn - VT, =k, (T, — Th) . (4.154)

Réécrivons ces équations avec les notations adimensionnées utilisées précédemment :

82Tb 1 82Tb CL2
—= = — 4.155
012 + €2 0y Dye?’ ( )
557 a 1 aTs g’}/CLQ
< 4T, = - 4156
2,/1 + 22@ 0y w’2 ) Oy b Dy,e? ( )
i w' ( ) aTb 0Ty,
—T.—T,, 4.157
1+ 70 l e oy oF b (4.157)

avec & = ko/kqL, v = Dy/k.L, Ay = Ds/Dy. Nous résolvons ces équations dans la limite
€ — 00. Pour cela nous utilisons les ansatz suivants :

To(z,y) = T, )+1T1(~ ~)+1T2(~ ~)+o( ) ae st (4.158)

A Tordre dominant en 1/e, nous obtenons :

T(@,9) =Ty (), T.®) = T, ). (4.159)

S

De méme, a l'ordre suivant :

T,(2,9) =T, (9), T.(3) = T, (7). (4.160)
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A Tordre 2, les équations deviennent :

PTE T o

- 4.161
o7 | o Dy’ (4.161)
32 0 57@2
A, T -1 = —>— 4.162
6T0 T w™(y) 0Ty
— — 0(9), 9] =17 — T7. 4.1
Intégrons la premiere équation :
8T§ CL2 "
=— | —+TY (7)) &+ A7) 4.164
- )|+ ) (4164
8Tb =(Z =0,7) = 0, ce qui donne : Ay(7) = 0. Avec les deux
autres équations, nous obtenons :
8T§ PN " 5
Y ALTY > 4.165
S (), 31 = DTV (0) + AT () + 5 (1.165)
Ces deux équations permettent d’obtenir :
2
- - a- .. .
T () AL +a(@)] + @' T (7) = —p, (0@ +¢. (4.166)
L’intégration de l’équation donne :
~ o CLQ gmax ~ .
1) [+ )] = 5 [ g o) + e + B, (4.167)
]
Puisque

dTy?

; yb (Fmax) = 0, (4.168)
alors B = 0. En intégrant une deuxieme fois et en utilisant la condition 7},(Z,5 = 1) = 0, on
détermine : )

a g dgl Ymax
(i :—/ Hif dg” [w(y") + £]. 4.169
D=5 sy eael, @@+ (1169)

Calculons a présent :
- / PATO + / P, (4.170)
Vo s

avec V,, le volume de la zone périphérique. Nous obtenons finalement :

a2 [1m ag[@(§) + &) 7 geae Sy 47" [@(5") +¢]
Dy fly'“a"dy[ ( )+¢l '

Nous retrouvons exactement 'expression (4.151). Nous pouvons aussi nous assurer que nous

(To)o = (4.171)

retrouvons la méme expression que celle donnée en (3.242) dans le cas ou £ = 0.

Dans la limite ou & — 0, nous pouvons mettre en évidence un coefficient de diffusion critique
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Figure 4.4 — Temps de premier passage donné par ['équation (4.171) en fonction de & pour
différentes valeurs de A pour un canal sinusoidal dont la forme est donnée par ’équation :
w(y) = arccos [2(§ — 1) /Umaz — 1] /27. La courbe en vert correspond a Ag = A¥.

a la surface A, tel que

<8<To>o> (A, = AY) = 0. (4.172)
% )y
Cela donne

A* 2 ey g g @) + (o J P ) — g (0 7 sty Sy g0 @")) (4.173)

: (i J7 4 i dy"w<y”>>
avec
=gy | ) o
R A '

Cette quantité, qui dépend uniquement de la géométrie des lobes du canal, permet de distinguer
deux régimes : un premier régime ou Ay < A¥ dans lequel 'adhésion a la surface du lobe du
canal vient simplement augmenter le temps moyen que passe la particule dans le lobe et un
deuxieme régime ou Ay > Af dans lequel de faibles interactions viennent diminuer (7j). Ce
mécanisme est représenté sur la Figure 4.4 ou l'on trace la moyenne du temps de premier
passage (Tp) en fonction du parametre d’adhésion a la surface & pour différentes valeurs de Ag.

V. Conclusion

Nous avons traité dans ce chapitre le probleme de la dispersion de Taylor dans un canal
périodique dont les parois sont cette fois-ci adsorbantes. Dans un premier temps, nous avons
dérivé le formalisme général, puis nous avons appliqué ces formules dans le cas d’un canal
périodique dans les limites o les parois sont faiblement ou fortement ondulées. Dans la premiere
configuration, nous avons retrouvé des expressions similaires a celles obtenues dans le chapitre
précédent pour des parois parfaitement réfléchissantes. Dans la limite sans flot, nous avons
retrouvé 'expression de Fick-Jacobs modifiée par les interactions aux parois qui a été dérivée
dans le chapitre 2. Nous avons pu aussi obtenir une expression de la diffusivité effective dans le
régime intermédiaire ou les effets advectifs compensent les effets entropiques. Cette expression
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est une extension du résultat de Smith [100] pour des parois semi-réfléchissantes. Nous avons
remarqué que dans ce régime, les interactions aux parois viennent diminuer la diffusivité effective
par rapport au cas parfaitement réfléchissant, méme pour des valeurs de coefficient de diffusion
a la surface importantes. Cela montre le caractere non-trivial de I'impact de la diffusion médiée
par la surface sur la dispersion. Dans la limite fortement ondulée, ’expression de la diffusivité
obtenue a aussi pu étre mis en parallele avec un probleme de dispersion de Taylor pour des parois
semi-réfléchissantes. Cette fois-ci, les parois viennent piéger les particules du fait des fortes
ondulations, mais aussi a cause des interactions a la surface de celles-ci. Le temps caractéristique
construit a partir de ’analogie avec le canal plat prend non seulement en compte la géométrie
des parois mais aussi les parametres du modele de diffusion médiée par la surface. Cette quantité
peut étre considérée comme la moyenne statistique du temps moyen de premier passage. Nous
avons mis en évidence un parametre de diffusion a la surface critique au-dessus duquel de faibles
interactions a la surface des lobes du canal permettent de diminuer ce temps moyen.
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Chapitre 5

Dispersion et diffusion non-(zaussienne
dans un canal invariant par translation

Figure 5.1 — Schéma du systeme considéré dans ce chapitre.

I. Introduction

La dispersion dans des systémes invariants par translation tels que des canaux plats (cf.
Figure 5.1) a fait ’'objet de nombreuses études notamment pour mettre en évidence la dispersion
de Taylor [37,39] qui peut étre observée expérimentalement dans des systémes microfluidiques
[43,44], mais aussi pour étudier l'effet de parois adsorbantes [62,65-68,124,133-137,139], pour
mesurer des forces de surfaces [140, 141], etc. L’invariance par translation du systéme permet
de réduire drastiquement la complexité du probléeme pour ne traiter des équations dépendant
que d’une seule coordonnée (soit ici la coordonnée z, cf. Figure 5.1). Il est donc possible de
déterminer non seulement le déplacement quadratique moyen (MSD) mais aussi les expressions
des moments d’ordre supérieurs a 2 tels que le moment d’ordre 3 qui quantifie ’asymétrie de la
distribution en position [39,41,107,120,139,142], ou le moment d’ordre 4 qui est relié au degré
d’aplatissement aussi appelé kurtosis [103,140]. Ces deux derniéres quantités sont intéressantes
a étudier pour plusieurs raisons.

D’une part, le coefficient d’asymétrie est important pour caractériser ’étalement dune es-
péce chimique par exemple dans un systéme microfluidique. Aminian et al. ont montré que ce
coeflicient varie de maniere significative en fonction de la géométrie des parois [41,107]. No-
tamment, le signe de ce coefficient (et donc 'orientation de ’étalement d’une espéce chimique)
peut étre différent selon les géométries considérées. Cependant, la grande majorité des études
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sur 'asymétrie induite par un écoulement hydrodynamique considérent un coefficient de diffu-
sion local constant et se focalisent uniquement sur 'effet de ’écoulement sur ’asymétrie. Or,
la présence de parois ou d’obstacles modifie non seulement la vitesse d’écoulement d’un fluide
mais aussi induit une modification du tenseur de diffusion [55,143, 144] via des interactions
hydrodynamiques entre la paroi et la particule Brownienne.

D’autre part, le kurtosis est le premier coefficient qui, en I’absence d’écoulement, permet de
quantifier les déviations par rapport a la distribution gaussienne. Dans la plupart des systemes
diffusifs, le déplacement quadratique moyen augmente linéairement avec le temps et les densités
de probabilité de présence donnent des profils gaussiens. Cependant dans les milieux complexes,
ces deux propriétés ne sont généralement pas satisfaites. De nombreux exemples, notamment
dans les systémes biologiques, mettent en évidence un processus de diffusion anormale [12,
145-148]. 11 est intéressant de noter que, dans une grande catégorie de systémes complexes, la
dynamique peut étre décrite comme Fickienne (ou Brownienne) mais non-gaussienne [14,15,57,
149,150]. Cette terminologie est utilisée pour décrire les systemes ot le déplacement croit bien
linéairement en temps, mais ot la distribution de probabilité exhibe des queues non-gaussiennes.
Une explication de ce phénomene intrigant a été proposé dans la référence [103] en introduisant
le concept de diffusion de la diffusivité. Dans ce cas, la dynamique Brownienne non-gaussienne
est générée par une constante de diffusion qui fluctue au cours du temps. Les propriétés de ce
mécanisme ont été étudiées plus en détail dans les références [104, 105,151, 152]. Cependant,
dans la plupart des études, les fluctuations du coefficient de diffusion sont introduites de maniere
ad-hoc.

Nous chercherons, dans ce chapitre, a décrire la dynamique d’une particule Brownienne
confinée entre deux plaques (cf. Figure 5.1), en présence d’écoulement. Nous déterminerons
non seulement le déplacement quadratique moyen (revisitant et généralisant ainsi le probleme
de la dispersion de Taylor) mais aussi les expressions des moments et cumulants d’ordres su-
périeurs tels que le cumulant d’ordre 3 qui quantifie 'asymétrie de la distribution en posi-
tion [39,120,139,142] et le cumulant d’ordre 4 [103,140], qui est relié au kurtosis. Nous pren-
drons aussi en compte les effets d’interactions hydrodynamiques entre les parois et la particule
Brownienne en considérant un tenseur de diffusion dont les composantes dépendent de la posi-
tion. Nous analyserons les résultats obtenus, que nous comparerons a des données numériques
et expérimentales.

II. Situation considérée, équations du probleme

Dans ce qui suit, nous considérons une particule Brownienne de rayon a qui diffuse entre deux
plaques séparées par une distance 2H,. Nous notons H = Hj, —a la hauteur maximale que peut
atteindre le centre de la particule (cf. Figure 5.1). Les coefficients associés a la diffusion suivant
'axe du canal (direction ) et perpendiculaire a cet axe (direction z) sont notés respectivement
Dy(z) et Dy (z). De plus, la particule est soumise a un potentiel V' (2) (par exemple la gravité
ou un potentiel électrostatique) ainsi qu’a une dérive dans la direction = (due par exemple a
un écoulement visqueux) notée u(z). En notant (X;, Z;) la position de la particule traceur a
un instant ¢, les équations stochastiques associées a ces variables s’écrivent (dans la convention
Ito) :

dX; = w(Z,)dt + /2Dy (Z,) dB, (1), (5.1)
42, = —D(2,)BV'(Z)dt + D' (Z,)dt + /2D (Z,) dB.(t), (5.2)
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avec dB;(t) un bruit blanc gaussien tel que (dB;(t)) = 0, (dB;(t)dB,(t)) = d;;dt [(4, ) € {z, z}],
ainsi que 5 = 1/kgT, kg étant la constante de Boltzmann et T' la température. L’équation de
Fokker-Planck sur la densité de probabilité P(z, z, t|xg, z9) s’écrit donc :

8;; = 882 {DJ_(Z) [(g]: + ﬁV’(z)P] } + DH(z)g?xf — u(z)gij (5.3)

Ainsi, ’équation sur la densité de probabilité marginale p(z, t|z) obtenue en intégrant P suivant
x donne :

dp

= =- 5.4
avec 'opérateur de Fokker-Planck :
0 0
=——3D — ! 0 :
= {Due) |5+ v ) (55)
La condition aux limites aux niveaux des parois s’écrit :
Ip :
D, (z) 8—(2, t|zo) + BV (2)p(z, t|20) =0. (5.6)
z s=+H
A T’équilibre, la distribution est donnée par le poids de Boltzmann :
peal2) = -7
avec le coefficient de normalisation :
+H
N:/ dz e V), (5.8)
—H

Dans la suite, nous nous intéresserons aux cumulants des variables aléatoires X; et Z; qui sont
définis, a tout ordre n, par 'expression :

(0. = 1 ()], . (5.9)

avec () qui représente la moyenne sur toutes les trajectoires stochastiques.

III. Dispersion de Taylor généralisée

A. Expression de (X7),

Nous souhaitons exprimer, dans cette section, le cumulant d’ordre 2 (i.e. la variance) pour
X, qui s’écrit :
2 2 2
(X7) = (x7) — (X0)*. (5.10)
Cette quantité correspond simplement au déplacement quadratique moyen suivant la direction
x. D’une part, nous pouvons déja exprimer (X;) qui s’écrit simplement :

(X)) = [ (u(z.) ds. (5.11)
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En considérant que les valeurs prises par la variable aléatoire Z; sont tirées a l'instant ¢t = 0
dans la distribution a I'équilibre peq, nous obtenons le résultat trivial :

(Xi) = (u)ot, (5.12)

oll (-), signifie la moyenne statistique par rapport a la distribution d’équilibre peq(2). D’autre
part, nous avons :

(x?7) = z/ot ds (Dy(Z,)) +/Ot ds /Ot ds' (u(Z,)u(Zy)) (5.13)
_ 2<D||>Ot+2/0t s ["as' (Z)u(Z0)). (5.14)

ce qui donne :

(x2), =2(py), 2 [ ds [ [(Zu(Z0) - w(Z) (Z)) . (5.15)

En introduisant maintenant la densité de probabilité marginale p, on obtient :

<Xt2>c =2 <D||>O t+2 /Ot ds /OS ds’ /_P; dz /_Ij{ dz'u(2)u(2") [p(z,t]2") = peq(2)] Peq(2').  (5.16)

Nous pourrions nous arréter a ce stade du calcul. Moyennant de connaitre I’expression de
p a tout temps, nous pouvons remonter a l’expression du déplacement quadratique moyen. Or,
il n’existe pas de solution générale de 1'équation (5.4). Pour aller plus loin, nous utilisons les
valeurs propres de 'opérateur ‘H notées A associées aux fonctions propres a gauche et a droite
notées respectivement 1, et g, définies par les équations aux valeurs propres :

Hipry = My, (5.17)
Hirr = AMRra, (5.18)

ot H' représente 'opérateur adjoint de H (qui n’est pas auto-adjoint en général). Ces fonctions
propres sont orthogonales. Les fonctions 1r, obéissent a la condition de bords (5.6) et nous
pouvons montrer que les fonctions ¢, satisfont la condition de Neumann [153] :

dapry
dz

(2 ==+H)=0. (5.19)
De plus, les fonctions propres sont normalisées :
H
LH dzpa(2)Yra (2) = Oz v (5.20)

Les fonctions propres correspondant a A = 0 peuvent s’écrire :

77Z)RO(Z) = peq('Z)a ¢L0(2) =1, (5-21)

ce qui respecte la condition de normalisation (5.20). Finalement, la densité de probabilité mar-
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ginale peut se mettre sous la forme :
p(z,t|2") Z¢RA Jra(z)e . (5.22)

En utilisant cette expression dans I’équation (5.16), nous trouvons :

(X7) =2(Dy) ¢t
—|—2/ dz/ dz"u(2)u(2")peq(2) D [i — )\124— ]1/1&\( Ja(z').

A>0

(5.23)

En principe, cette expression peut étre calculée moyennant de connaitre toutes les fonctions
propres de H, ce qui est possible analytiquement dans certains cas particuliers uniquement.
Malgré tout, il est possible de reformuler cette expression dans les limites asymptotiques ¢ — 0
et t — oo a l'aide de fonctions de Green.

B. Limites asymptotiques

Dans la limite ou ¢t — 0, nous obtenons :

(32, 22Dy 4 [z [ A ) S ). (524

c t—0 30

En utilisant la relation de fermeture :
Z%DR,\ WA (2') = 0(z — 2'), (5.25)

nous trouvons directement :

(x2) = 2(py) o+ [(a2), - )] (5.26)

taO

Dans la limite opposée ou t — oo, il vient :

2 — —
(X?) = 2Djet — 20, (5.27)
avec ,
Dye = DH +/ dZ/ dzu peq( )Z w, (5.28)
A>0 A
UrA(2) V1A (2
Cle = / dz/ dz'u(2)u(2)peq(z') Y R)\QL(). (5.29)
A>0
Intéressons nous a la quantité :
/
G(z,2) =Y w’ (5.30)
A>0 A
qui peut étre vue comme une pseudo fonction de Green [132] puisque 1'on a la relation :
HG(2,2") = 6(z — 2') — peq(2), (5.31)
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qui est obtenue en utilisant I’équation (5.25). Par conséquent, nous pouvons définir une fonction
auxiliaire :

+H
folz) = / A G(z, 2 )u(2 )peq (2'), (5.32)
—H
qui permet de réécrire simplement :

Dy = <D||>0 + /_}; dzu(z) fo(2). (5.33)

De méme, nous pouvons ré-exprimer C)e en considérant

Galz, ) = 3 PrDrale) (5.34)

2
A>0 A
qui peut s’écrire comme :

+H
Gz, 2') = / d2"G(z, 2)G(2", ). (5.35)

—H

Comme il n’y a pas de courant suivant z, nous pouvons vérifier que

G(z,2")peq(2) = G(Z, 2)peq(2), (5.36)
ce qui donne
CHe = [H dzji?q((z)). (5.37)

Il ne nous reste plus qu’a exprimer fy. Pour cela, il faut résoudre 1’équation :

H [o(2) = peq(2) [u(z) = (U)o, (5.38)

avec la condition aux limites identique a celle donnée par 1'équation (5.6) et avec la condition :

+H
/ dzfo(z) = 0, (5.39)
—H
qui découle de la conservation de probabilité. Notons la similitude de ces équations avec les
équations de Kubo déterminées dans les chapitres précédents. Un calcul un peu fastidieux
permet d’obtenir :

fo(z) = peq(2) [(RR)y — R(2)], (5.40)
avec - ()
R(z) = [H S NEI (5.41)
et
J(z) = [ AV [u(!) = (u)). (5.42)

Alinsi, nous pouvons réécrire de maniére compacte :

JeP)’
Dy = <D||>0 + <( Di) >0, (5.43)
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Figure 5.2 — Schéma du potentiel surfacique pour les deuz configurations considérées : (a)
configuration symétrique o les valeurs du potentiel sont identiques pour chaque mur (b) confi-
guration asymétrique ou ces valeurs sont différentes pour chacune des surfaces.

Clle = (R*), — (R)g - (5.44)

Ces résultats ont fait 'objet d’une publication [102] dans laquelle les expressions dérivées sont
ensuite appliquées a différentes situations (présence de champ gravitationnel, écoulement de
Couette ou de Poiseuille, écoulement électro-osmotique). L’équation (5.43) est une généralisa-
tion de la dispersion de Taylor-Aris [37,39]. Pour un canal cylindrique, ’expression devient :

Dje = (Dy), + <<J€ﬁv)2>0 (5.45)

T2DL
- L\ 2
Ce = (B*), = (R), , (5.46)
ou r correspond a la coordonnée radiale et
eﬁv
/ dr'r'peq(r')-, R / ar L ,D / dr'r'e VO [u(r') — (u),]. (5.47)
1

Nous retrouvons a I’équation (5.45) le résultat dérivé par Brenner et Gaydos [91].

C. Potentiel localisé a la surface

Intéressons-nous a présent au cas ot le potentiel est localisé proche des parois. Physiquement,
cela correspond a des potentiels de type van der Waals. Pour simplifier, considérons un potentiel
carré localisé au niveau des parois (cf. Figure 5.2 (a)), paramétré par les hauteurs de potentiels
U, V et les longueurs caractéristiques l;, lo. Dans cette situation, nous considérons que les
coefficients de diffusion paralleles et transverses sont constants dans la zone —H + 11 + 1y < z <
H — 11—l et s’écrivent Dy,. A la surface (z > H—1; —ly et 2 < —H 411 + 13), les coefficients de
diffusion paralleles et transverses s’écrivent respectivement Dy et Ds,. De plus, nous prenons
en compte un écoulement de Poiseuille dont le champ de vitesse s’écrit :

u(z) = (1 - ;;) (5.48)

ou le cas Hy = H correspond a une condition de non-glissement du fluide a la surface et 'autre
cas Hy > H correspond a une condition de glissement. En prenant les limites a = [1/H — 0,
b=1ly/H — 0 tout en gardant les termes ¢ = ae’V et v = be®V (ce qui revient & considérer un
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0.225

10

Figure 5.3 — fpe((1,&R, V0, VR) (Eq. (5.55)) en fonction de & et &g en prenant v, = 0 et
YR = 0.

potentiel en Delta de Dirac a la surface), la diffusivité effective (5.43) s’écrit :

Doy 1+ A Pe? 2 6, 17, &
_ 2o = - > ! 5.49
Dy, 1+¢ (1+¢)? 105+35§+35€ +AL ’ ( )
avec les constantes sans dimension :
2U H? Dy Dg |
Pe = 227 = A = —=, 5.50
“T3mp, °' T D, Tt T Dy (5.50)

Nous retrouvons exactement le méme résultat que dans le cas de la dispersion de Taylor avec
diffusion médiée par la surface [62,67] ou les coefficients s’écrivent :

ka i Db

_ L= 51
keH A, kH’ (5:51)

§

avec k, et kq les taux d’adsorption et de désorption a la surface (cf. chapitre 2) que nous pouvons
exprimer pour le potentiel considéré dans cette section :

Dy Dy, _
kg = e Y| kg = ke AU, (5.52)

ly l1lo
ce qui correspond & des lois d’Arrhenius. Le mécanisme d’interactions a la paroi, utilisé dans
le probléeme de diffusion médiée par la surface (cf. chapitre 2), peut donc étre décrit par un

potentiel en Delta de Dirac localisé a la surface. Nous pouvons aussi exprimer la correction de
la diffusivité effective :

SRt At

15A,  5A, | A?

Pe*H? [ 1 4 8 , 62
<_+_§+7_5§+ﬁ£+

28y 48y 42
SRS + . (5.53)
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I1 est aussi possible d’étendre ces résultats au cas d’un potentiel de surface asymétrique (cf.
Figure 5.2 (b)). En prenant de méme la limite a =1, /H — 0 et b= ly/H — 0, tout en gardant
& = aePUi et v; = bePVi (i € {L,R}) constants, nous obtenons :

D, 14+ Aytér
Dil 1+ £HL+§R +Pe’ f (€L, €y T, TR, (5.54)

avec

L +ER
105 + 35 G+ &) + 52 (& +&R) — 35&uér + L5
3
(1 + 5L;fR>

fre(8L, &Ry 1L, TR) = : (5.55)

ou nous retrouvons le résultat (5.49) en choisissant Uy, = Ug et Vi, = V. Notons 'apparition du
terme croisé £,Eg dans I'expression du terme de Taylor fp,, soulignant les effets de corrélation
entre les deux parois. En tracant cette expression en fonction de &, et g pour v, = 0 et yg =0
(cf. Figure 5.3), nous observons que fp, tend vers 0 lorsque &, et g prennent ensemble des
valeurs importantes, a cause du terme au dénominateur qui devient dominant. Il est intéressant
d’observer que l'asymétrie du potentiel (£, < &g ou &, > &g) a pour effet d’augmenter la
dispersion de Taylor comme nous l'observons sur la Figure.

IV. Asymétrie de la distribution de X;

Pour quantifier les déviations par rapport a un processus gaussien, nous pouvons examiner
les cumulants d’ordres supérieurs a 2. En effet, la distribution gaussienne est la seule distribution
possédant un nombre fini de cumulants non-nuls [154]. Une variable aléatoire Y; ~ N (u, o)
possede la propriété suivante :

(V") =0, Vn > 2. (5.56)

Ainsi, le troisieme cumulant du processus X, qui vient quantifier I’asymétrique d’une distribu-
tion, est donné par l'expression :

(XF) = (XP)—3(x) (X7) +2(X))°, (5.57)

ol les termes (X;) et (X?) sont donnés respectivement en (5.12) et (5.23). Pour expliciter le
troisieme cumulant, il ne nous reste plus qu’a déterminer le moment d’ordre 3 :

(x7) —6</ D(Z ds/ (Zs)ds>+<</0tu(Zs)ds>3>. (5.58)

Cela nous donne donc :

(XP)e
3!

=9 /+H dzd2' Dy (2)u(2")peq(2') /Ot ds /OS ds' [p(z, s — §'2") — peq(2)]

b 4 oo o) (5.50)

/ds/ ds/ ds"p(z,s — §'|12")p(2/, s"[2"),
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v(z) = u(z) — /_;H dzou(20)Peq(20)- (5.60)

Le troisieme cumulant dépend donc essentiellement de la dérive locale u : son signe dépend
de Dorientation de I’écoulement et cette quantité s’annule si u(z) = C*€. Un calcul un peu
fastidieux permet d’obtenir d’une part dans la limite des temps courts :

<)§3>C 2 (D), = (Dy), (u)o] £ (5.61)

D’autre part, I'expression du troisieme cumulant dans la limite opposée se simplifie et s’écrit :

(X?P)e
TR Ast — B, (5.62)
avec les coefficients :
Ay =2 / " D) fol2)dz + / ") ;<‘<L>(;] f6(2) g, (5.63)
go " fo(2) f1(2)
By _2/H " foZ)oo(z) +2/H R (5.64)

L’expression de fy étant donnée a I’équation (5.40). Les autres fonctions sont données par :

- /_}; d2'G(z,2') D) (2')peq(2), (5.65)

= [ 4Gl ) ) — ()] ol (5.66)

Nous pouvons vérifier que I'expression de Aj est en accord avec le résultat de Biswas (cf.
équation (23) de la référence [139]) en prenant un coefficient de diffusion constant et un profil
de vitesse parabolique. Notre expression généralise les cas ot le coefficient de diffusion est non-
constant. Il est intéressant de noter que le troisiéme cumulant est linéaire en fonction du temps
de méme que pour les autres cumulants associés a X; calculés précédemment. Il est possible
de montrer que cette propriété est vérifiée quel que soit I'ordre n du cumulant. Pour cela,

exprimons :
F(z0,t) = <e“Xt> — <e“fot[“(zs>ds+\/2Dl (Zs)st]> (5.67)
Zi=0=%0 Zi—0=20
= <e“fot u(Zo)ds+i [ Dl(Zs)d5> , (5.68)
Zt=0=20

ou a la seconde ligne, nous utilisons le fait que dB, et Z, sont indépendants. L’équation de
Feynman-Kac [155] appliquée & F' donne alors :

OF
o =HF [1u(z0) + 42Dy (20)] F = LTF, (5.69)

avec H' l'opérateur adjoint de H (cf. équation (5.5)). Intéressons nous & la plus petite valeur
propre de I'opérateur £ notée \o(u) telle que

Ll = —Xo(1)tbo, (5.70)
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Figure 5.4 — Cumulants (X?), (en bleu) et (X?). (en jaune) en fonction du temps pour
Dy(z) = D1 (2) = Dof(2/H), u(z) = uof(z/H) et V(z) = 0 avec f(x) = 1—a>. Les trajectoires
stochastiques sont obtenues numériqguement en résolvant la version discrétisée des équations
(5.1) et (5.2) en utilisant un schéma d’Euler avec un pas de temps At = 1075s. Les cumulants
sont ensuite calculés a partir de 10® trajectoires. Les paramétres choisis sont tels que ugH /Dy =
7, upAt/H = T7-1072, H?/DyAt = 103. Les points correspondent auz données numériques et
sont superposés auz asymptotes (résultats analytiques) aux temps courts (en traits pointillés) et
aux temps longs (en traits pleins).

avec 1y la fonction propre associée, ce qui donne dans la limite t — oo :

F(z0,t) = _to(zo)e . (5.71)

Dans cette limite, le systeme perd completement mémoire de la condition initiale. Cela permet
d’écrire :

uXt _ /jJn <th>c ~
In (e >th0:20 = ; Tt~ ()t (5.72)
Pour obtenir I'expression de (X}')., il suffit de prendre la dérivée n-iéme par rapport a pu, ce
qui donne :
(XP)e =M (@ =0)t, ¥n > 1. (5.73)

Ainsi, les cumulants ont tous un comportement linéaire en ¢ dans la limite ou t — +oo.
Nous retrouvons un résultat dérivé pour un systeme hors-équilibre effectuant des transferts
d’énergie [156].

Nous pouvons simuler facilement le processus stochastique décrit par les équations (5.1,
5.2). A partir des trajectoires stochastiques, nous pouvons remonter aux valeurs des cumulants
a chaque instant t. En tracant les résultats numériques superposés aux résultats analytiques
asymptotiques (cf. Figure 5.4), nous constatons un bon accord entre ces données. Nous retrou-
vons le comportement linéaire pour les cumulants associés a X; dans limite ¢ — oo, ce qui est
en accord avec I’équation (5.73).
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V. Quatrieme cumulant, expression sans écoulement

Dans cette derniere partie, nous nous plagons dans une situation sans écoulement. Les
équations stochastiques s’écrivent alors (dans la version Ito) :

dX, = \/2D(Z) dB,(t), (5.74)

dZ, = =D, (Z,)BV'(Z)dt + D' (Z)dt + \/2D . (Z,) dB.(t). (5.75)

Comme nous étudions un probléme en absence de flot, le deuxiéme cumulant (ou déplacement
quadratique moyen) donne tout simplement :

(X7) =2(Dy) t (5.76)

Cette dépendance linéaire avec le temps est vérifiée quel que soit I'instant ¢ considéré. Le pro-
cessus étudié ici est donc purement diffusif. Nous cherchons a exprimer le quatriéme cumulant.
A Tabsence de flot, cette quantité est le premier cumulant permettant de quantifier les dévia-
tions par rapport a un processus gaussien. Comme il n’y a pas de dérive, les moments impairs
sont nuls : (X;) = (X?2) = 0. 1l reste donc seulement :

(x5 =(xf) -3 (xz)’ (5.77)
=24 /Ot ds /0 ds' (Dy(Z,)Dy(Zs)) = (Dy(Z.)) (Dy(Zs)) , (5.78)

ou nous avons utilisé le théoreme de Wick pour obtenir la derniere équation. Notons la similitude
entre cette expression et le terme associé a la dispersion de Taylor dans I’équation (5.15).
En suivant la méme méthode que pour le calcul du deuxiéme cumulant, nous obtenons (cf.
référence [106)) :

t e M—1

<Xt [)\ -+ )\2‘| ¢RA(2)¢L>\(2,)~ (579)

4'>C = /_—;H dz /_—;H dZ/DH(Z>DH(Z/)peq(z/> Z

A>0

Cela donne dans la limite t — 0 :

X;L c 1 2 2| o
e _ Lion), (o)) (5.80

Dans la limite ¢ — oo, nous trouvons :

Qf Je = Dit—Cy (5.81)
ou les constantes s’écrivent :
(Keﬁv)2 ) )
Dy = <m> Cy=(Q%), — (@, (5.82)
avec les fonctions :
K(z) = [ ZH dz/e @ [Dy() (D)) ] . Q) = [ ZH dz’[((;,i?j/)m. (5.83)
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Figure 5.5 — (a) Densité de probabilité a U'équilibre p.,(z) en fonction de la distance par
rapport da la paroi inférieure H + z. Points : mesures expérimentales ; trait plein : Ajustement
des données en utilisant ['expression du potentiel V' donnée a ['équation (5.84) avec comme
paramétres lg = 526 nm, [p = 88 nm et B = 5.0. (b) Composantes paralléles et perpendiculaires
du tenseur de diffusion en fonction de la distance H+z. Points : données expérimentales; traits
pleins : expressions théoriques définies grice aux équations (5.85, 5.86, 5.87).

Nous retrouvons comme attendu la méme structure des solutions que pour le deuxieme cumulant
(cf. référence [102]). Dans le cas de la dispersion de Taylor, une particule traceur échantillonne
différentes vitesses en diffusant suivant la direction perpendiculaire au canal z. Dans le probleme
étudié ici, la particule Brownienne vient échantillonner différentes valeurs de D) grace a la
diffusion suivant z. Le systeme considéré dans cette derniere partie réalise ainsi le mécanisme
de diffusion de la diffusivité ou de diffusivité fluctuante. Ce modele [103,105] permet d’expliquer
pourquoi dans certains systemes complexes, le déplacement quadratique moyen est linéaire en
temps mais la densité de probabilité est non-gaussienne. Ce phénomene physique porte le nom de
dynamique Brownienne non-gaussienne et a été observé expérimentalement dans des contextes
variés : particules colloidales dans des systémes complexes tels que des réseaux d’actines [14,15],
des tubes lipidiques [14] des gels actifs [157], de méme que des cellules biologiques [158] ou des
populations en mouvement [159]. Cependant, les fluctuations du coefficient de diffusion dans le
modele présenté dans la référence [103] sont introduites de maniere ad-hoc. Or, dans le systeme
présenté ici, ces fluctuations résultent directement du mouvement de la particule traceur suivant
la direction z.

Ce mécanisme de diffusion de la diffusivité a été mis en évidence expérimentalement dans le
cadre d'une collaboration avec I’équipe EmetBrown dirigée par Thomas Salez (LOMA, Univer-
sité de Bordeaux). Dans le montage expérimental, une bille de polystyréne de rayon a = 1.5 ym
immergée dans une solution aqueuse NaCl (sans écoulement) est confinée entre deux parois en
verre séparées par une distance 2H, = 80 pum . Sa trajectoire est mesurée en utilisant une mé-
thode d’holographie de Mie [141]. La particule est soumise a la gravité ainsi qu’a un potentiel
électrostatique induit par la différence de charge entre les parois et la particule. En utilisant
I’approximation de Debye-Hiickel, nous pouvons donner une expression simplifiée du potentiel
électrostatique. Le potentiel total s’écrit alors :

BV (2) = B [o"+a)/lo 4 o=(H=2)/1n] 4 li (5.84)
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Figure 5.6 — (a) Cumulant d’ordre 2 (déplacement quadratique moyen) en fonction du temps.
Le triangle indique une pente 1 : 1. Trait plein : expression théorique donnée par l’équation
(X}, =2 <D||>Ot; points : mesures expérimentales. (b) Cumulant d’ordre j en fonction du
temps. Trait plein : expression théorique donnée par l’équation (5.79); traits pointillés : ex-
pressions asymptotiques aux temps courts et longs données respectivement par les équations
(5.80) et (5.81). Points bleus : mesures expérimentales ; losanges verts : données numériques
obtenues en utilisant un schéma d’FEuler. Les triangles en gris a gauche et a droite indiquent
respectivement une pente 2 :1 et 1: 1.

avec [ la longueur de Boltzmann, lp la longueur de Debye, et B une constante sans dimension
qui dépend notamment de la valeur des charges des parois et de la bille. Dans la suite, nous
choisissons les valeurs suivantes : g = 526 nm, [p = 88 nm et B = 5.0. Nous pouvons ainsi
en déduire la distribution d’équilibre peq o exp (—8V) tracée en Figure 5.5 (a) ou 'on observe
clairement la compétition entre l'effet de la gravité qui favorise une position de la particule
proche de la surface et la contribution électrostatique qui a un effet répulsif lorsque la particule
est trop proche de la paroi. Nous avons utilisé ’approximation de superposition, valide dans la
limite ou Ip est négligeable devant la hauteur du canal. De plus, la condition de non-glissement
du fluide au niveau des parois réduit les mobilités du fait des interactions hydrodynamiques.
Les composantes du tenseurs de diffusion peuvent étre calculées pour une particule sphérique
proche d’une paroi rigide [143,144] :

kgT
Di(z) = ————, (i L), )
(2)= gy (i€ L) (585)
avec les viscosités effectives :
9 1 45 1 -1
(1 lps A0 1 5) _ i 86
) (2) 770( 6 T8 oS T 1S) €=/t Hy), (5.86)

6(z+ H)? 4 9a(z + H) + 2a®
6(z+H)>+2a(z+H)

n1(z) = no (5.87)

no étant la viscosité dans le volume. Dans la suite, pour prendre en compte les deux plaques,

nous utilisons dans 'expression du coefficient de diffusion (Eq. (5.85)) approximation de su-
perposition linéaire pour la viscosité :

i (2) = mi(z) + mi(—=2) —mo, (i €{]l,L}). (5.88)
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Cela donne un bon accord avec les mesures expérimentales (cf. Figure 5.5 (b)). Ainsi, nous
avons a présent tous les outils pour tracer les cumulants en fonction du temps. Dans la Figure
5.6, nous tracons les cumulants d’ordre 2 et 4 en fonction du temps. Notons tout d’abord le
bon accord des mesures expérimentales avec les expressions théoriques. Dans la Figure 5.6 (b),
les données numériques et théoriques sont en accord avec la formule du quatrieme cumulant
donnée par 1’équation (5.79) et nous retrouvons bien les asymptotes o< t? aux temps courts et
x t aux temps longs.

V1. Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes restreints a un probleme invariant par translation. Cela
nous a permis de réduire considérablement la difficulté de résolution des équations en consi-
dérant une équation de Fokker-Planck a une seule dimension (suivant z). Nous nous sommes
néanmoins placés dans un cas général ou les quantités u, V', D, et D dépendent de la coordon-
née z, ce qui permet d’étre plus proche de la réalité. Le deuxieme cumulant pour X; a permis
de mettre en évidence une expression généralisée de la diffusivité de Taylor [102]. De plus,
I’étude des cumulants d’ordre 3 et 4 ont permis de montrer les effets de non-gaussianité induits
par les variations spatiales du champ de vitesse et des coefficients de diffusion. Moyennant de
connaitre les fonctions et valeurs propres de 'opérateur H, nous avons montré qu’il est possible
de déterminer la valeur des cumulants a chaque instant. De plus, tous les cumulants ont un
comportement < t dans la limite ou ¢ — +o00. D’autre part, les expressions théoriques obtenues
sont cohérentes avec les simulations numériques. Enfin, I’étude du quatrieme cumulant a permis
de mettre en évidence le mécanisme de diffusion de la diffusivité [106]. L’expression théorique
du quatriéeme cumulant a pu étre comparée avec des données expérimentales et numériques.
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Chapitre 6

Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié certaines propriétés de la dispersion dans des milieux
hétérogenes. Nous avons analysé en particulier les effets de confinement, d’écoulements hydro-
dynamiques et d’interactions aux parois sur le processus de dispersion.

Dans le chapitre 2, nous avons examiné 'effet des interactions des particules traceurs avec
les parois sur la dispersion. Pour cela, nous avons utilisé un modele de diffusion médiée par
la surface et dérivé une expression de la diffusivité effective qui incorpore ce modele. Cette
expression est générale et est valide pour n’importe quel milieu présentant une périodicité
spatiale. Nous avons ensuite appliqué cette formule a deux systemes : un réseau d’obstacles
sphériques et un canal périodique. Dans ces deux problemes, nous considérons que les parois
sont partiellement adsorbantes. Nous avons mis en évidence, dans ces deux cas, des expressions
de coefficient de diffusion a la surface critique a partir des formules de la diffusivité effective
obtenues. Cette quantité, dite critique, sépare les cas ou de faibles interactions des particules
avec la surface diminuent la dispersion (pour des coefficients de diffusion a la surface plus petits
que la valeur critique) des cas ou les interactions augmentent la dispersion (lorsque la diffusion
a la surface est supérieure a cette valeur critique). Nous avons montré que ce coefficient critique
est dans tout les cas plus petit que le coefficient de diffusion dans le volume, ce qui implique
que la diffusion médiée par la surface peut augmenter la dispersion, méme si la diffusion a la
surface est plus lente.

Cette étude ne prend pas en compte les effets des interactions hydrodynamiques dus a
la présence des parois ou des obstacles, car nous avons considéré des coefficients de diffusion
dans le volume et a la surface constants. Or, il est bien connu que la présence de surfaces
rigides [143, 144,160, 161] modifie le processus de diffusion pour une particule traceur proche
de la paroi. Il serait donc intéressant d’étendre les formules obtenues pour des coefficients qui
dépendent de la position et de comprendre 'effet de ces interactions hydrodynamiques avec les
parois sur la diffusivité effective. Pour cela, il pourrait étre intéressant de calculer la mobilité
d’une particule Brownienne proche d’une paroi présentant de faibles ondulations. De méme, il
pourrait étre intéressant de comprendre comment est modifiée la relation de Stokes-Einstein
pour des parois molles telles que des membranes biologiques, des vaisseaux sanguins, etc.

Dans les chapitres 3 et 4, nous avons étudié I'impact d’un écoulement visqueux sur la
dispersion dans un canal présentant des ondulations périodiques revisitant le probléeme de la
dispersion induite par un écoulement de cisaillement formulé par Taylor et Aris. Le chapitre
3 est consacré a des parois totalement réfléchissantes. Grace a 'expression de la dispersion
que nous avons calculée & 'aide du formalisme détaillé dans les références [97,98], nous avons
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CH. 6. CONCLUSION

mis en évidence la compétition entre les effets entropiques créés par les faibles ondulation
des parois du canal qui diminuent la dispersion et les effets advectifs dus a 1’écoulement qui
I’augmente. De plus, nous avons mis en exergue un régime intermédiaire ou ces deux effets se
compensent. Dans la limite ou les ondulations des parois sont importantes, nous avons aussi
donné une expression de la diffusivité avec laquelle nous avons pu faire le lien avec un probleme
de dispersion de Taylor pour des parois planes partiellement réfléchissantes. Grace a cette
analogie, nous avons pu mettre en évidence un temps caractéristique que nous avons identifié
comme étant la moyenne statistique d’un temps de premier passage. Dans le chapitre 4, nous
avons étudié cette fois-ci des parois partiellement réfléchissantes. Nous avons tout d’abord dérivé
une expression générale de la diffusivité effective qui prend en compte tous les parametres du
probléme, c¢’est-a-dire I’écoulement, les interactions aux surfaces et la géométrie des parois. Nous
avons obtenu des expressions de la diffusivité pour des hauteurs de parois lentement et fortement
variables, venant ainsi étendre les résultats du chapitre précédent pour des parois adsorbantes.
Dans la limite lentement variable, nous avons notamment mis en évidence 'expression de la
diffusivité pour le régime intermédiaire ou les effets advectifs et entropiques se compensent,
prenant en compte les interactions aux parois. Nous avons calculé une nouvelle expression de
la diffusion a la surface critique qui est, pour ce régime particulier, toujours supérieure au
coefficient de diffusion dans le volume. Nous avons alors trouvé un régime ou les interactions
aux parois viennent diminuer la diffusivité effective, et ce méme si la diffusion a la surface est
plus importante que dans le volume.

Dans ces études, nous nous plagons dans le cas ot les effets de glissement du fluide au niveau
des parois sont négligés. Or, ces effets doivent étre pris en compte, notamment lorsque la taille
de canaux est de I'ordre du micrometre, voire du nanometre. Comprendre le mécanisme d’écou-
lement d’un fluide a des échelles nanométriques a fait 'objet de nombreuses études [162-167].
Des études portant sur les écoulements dans des nanotubes de carbone [168-171] ont notam-
ment permis de mettre en évidence des effets d’augmentation remarquables du débit. Il serait
tres intéressant d’étudier et de formaliser les propriétés de transport pour ces échelles ou les
effets de surface contrdlent principalement le mécanisme de dispersion. Le formalisme présenté
ici pourrait constituer une base dans cette perspective.

Dans un dernier chapitre, nous nous sommes intéressés a la dynamique d’une particule Brow-
nienne dans un canal plat bidimensionnel. Dans ce probléme, la particule traceur est soumise
a un écoulement ainsi qu’a un potentiel dont le gradient est orienté dans la direction ortho-
gonale a I'axe du canal. De plus, nous prenons en compte les interactions hydrodynamiques
induites par la présence des parois, en considérant un tenseur de diffusion dont les composantes
dépendent de la position. Le calcul des moments nous a permis d’obtenir des expressions gé-
nérales de différents cumulants. Nous avons notamment déterminé une expression généralisée
du coefficient de diffusivité effective associé a la dispersion de Taylor, en calculant le cumulant
d’ordre 2 associé a la position suivant ’axe du canal. Nous avons appliqué cette formule au
cas d'un potentiel localisé a la surface des parois. En faisant tendre la longueur caractéristique
de ce potentiel vers 0, nous avons retrouvé la méme expression de la diffusivité effective que
celle obtenue avec le modele de diffusion médiée par la surface utilisé au premier chapitre. Nous
avons aussi mis en évidence la non-gaussianité du processus en calculant le troisieme et qua-
trieme cumulant. En effet, le gradient de vitesse du fluide en écoulement dans le canal a non
seulement pour effet d’augmenter 1’étalement du paquet de particules traceurs, mais aussi, de
créer une asymétrie de la distribution suivant ’axe du canal qui est quantifiée par le troisieme
cumulant dont nous avons établi I'expression aux temps longs. En ’absence d’écoulement, c¢’est
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le quatrieme cumulant qui permet d’évaluer les déviations de la distribution en position le long
du canal par rapport a une distribution gaussienne. Le résultat obtenu a permis de faire un lien
avec la dispersion de Taylor et nous avons montré que le systeme considéré réalise le mécanisme
de la diffusion de la diffusivité. L’expression du quatrieme cumulant a été confirmée par des
données expérimentales et numériques.

Il pourrait étre aussi intéressant d’inclure dans ce probleme des interactions hydrodyna-
miques, cette fois-ci entre particules traceurs et de comprendre leur influence sur la dispersion.
Ces interactions de longue portée influencent la dynamique des particules, méme pour des sys-
témes dilués [172,173]. Les interactions hydrodynamiques ont été largement étudiées dans la
littérature [173—-181]. En particulier, la diffusivité effective en milieu homogene est bien quan-
tifiée [174-177]. Ces interactions peuvent donner lieu a des phénomenes non-triviaux, comme
par exemple, la formation de clusters de particules [178-180].
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Annexe A

Compléments pour la diffusion médiée
par la surface

I. Diffusivité dans un réseau d’obstacles sphériques
(d=3)

Nous exprimons la diffusivité effective suivant la direction z pour un réseau tridimensionnel
d’obstacles sphériques de rayon R. La distance entre plus proches voisins est L = 1. Ici, nous
utilisons les coordonnées sphériques (r, 0, ¢). Dans les calculs qui suivent, nous considérons un
obstacle centré en r = 0, ces plus proches voisins sont orientés suivant les directions (0§ =
/2,0 =nmw/2), et § =0 et § = 7. La diffusivité effective s’écrit :

T 2T
Do = P20 [Dy (1 — ) + 206D + / de / dosin(6) cos(9) (DyR*fy, — 2D,RE), (A1)
0 0
ol ¢ = 47R?/3 désigne la fraction volume de l'obstacle et ¢ = k,/kqR . Nous adaptons les

calculs développés pour le cas bidimensionnel (cf. section III. A.). La solution interne s’écrit
dans la limite R — 0 :

Folr) = PSR F3(7,0,6) + REN(F,0,6) + R2F2(7,0,6) + ... |,

st,0 152 1 2 £2 (A.2)
fo(r) = BOR[£2(0,6) + R0, 0) + R2f2(0,6) + ... |,
avec 7 = 1/R et P** = [1 4 (3¢ — 1)¢] . La solution externe s’écrit :
fo(x) = BMORS [FY(r,0,6) + REy(r,0,0) + R F(r,0,0) + ... | . (A.3)

Notons que nous avons inclus ici toutes les puissances de R dans les ansatz, bien que la plupart
donneront 0. Les solutions sont déterminés a chaque ordre successif en R en imposant aux
solutions internes et externes d’étre des fonctions harmoniques, que la solution externe satisfasse
les conditions périodiques, et que le comportement des solutions internes f{ dans la limite
7 — 400 coincide avec les solutions externes dans la limite » — 0. Enfin, les fonctions internes
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I.. DIFFUSIVITE DANS UN RESEAU D’OBSTACLES SPHERIQUES
(d=3)

satisfont les équations suivantes au niveau de la surface de la sphere (7 = 1) :

1 9. oft 1 0%*f . _ )
D —_— S S5 =Dy (fl—&f) — 20;06° Dy ,
7D {sm(e) a6 [Sm(e) a6 ]  Sin(0)? 9¢2 } b (= €13) = 2008 Dyy cos(?) (Ad)
of . i i '
~e o5 = 1,0) = - g~ b€ con(o),
avec v = Dy /k,R. A T'ordre dominant en R, la solution interne s’écrit :
0/ Ao 0 0
fo(r,0) = —gcos(0) , f(0) = f cos(0), (A.5)
———
doit coincider avec FS
AO _ _g’ o 2Ds£(7 B 1) + Db fo — 5[2Ds€(27 + 1) - Db] (A6)

2 YT DEy+ )+ Dy Tt T 2Dy + 1) + Dy

De méme qu’en dimension 2, nous introduisons la pseudo-fonction de Green G afin de déterminer
I’expression de la solution externe. Cette fonction G satisfait I’équation suivante ainsi que les
conditions aux limites périodiques :

—V2G =6(r) -1, Gla+1,y,2) =G(z,y+1,2) =Gz, y, 2 £ 1) = G(z,y, 2). (A.7)

Dans la suite, nous n’aurons pas besoin de ’expression complete de G, mais simplement de son
comportement asymptotique proche de 'origine, soit :

1 r? 4 8
G(T797¢> 0 @_‘_g +r A4('97¢) +r A8<87¢> + (AS)
avec A;(0, ¢) des fonctions contruites & partir de polynémes de Legendre P et qui respectent
les symétries du probléme. Par exemple, A4 s’écrit comme la combinaison linéaire : a Py (cos )+
bP}(cos ) cos(4¢) avec la contrainte que, pour ¢ = nm/2 (avec n entier), A, ne dépende pas de
cos(26). La seule solution pour Ay est

Ay(0, ¢) = Cy{20 cos(20) + 35 cos(46) + 9 — 5 cos(4¢)[4 cos(20) — cos(40) — 3]}, (A.9)

avec C une constante que nous n’aurons pas besoin de déterminer. Nous pouvons ainsi exprimer
la solution externe sous la forme FY(r,0) = —4mwAge, - VG. En effet, c’est une fonction har-
monique qui respecte les conditions aux limites périodiques. Son développement asymptotique
proche de l'origine est :

A 4
F(r,0) = —20 cos(0) —EWAO cos(0)r
r
coincide avec fg doit coincider avec fs ( A. 10)
+ Dg[3cos(0) + 5cos(30)|r* +  Eo(0,¢)r"  +o(r"),
doit coincider avec fé’ doit coincider avec fg
avec Dy = —1287Cy et Ey(0, ¢) une combinaison linéaire de polynémes de Legendre, dont nous

aurons essentiellement besoin de la propriété :

[lao [ 7 désin(9) cos(8) Ey(6, 6) = 0. (A11)
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CH. A. COMPLEMENTS POUR LA DIFFUSION MEDIEE PAR LA SURFACE

Au premier et second ordre en R, nous trouvons les solutions triviales : fi! = fl = F! = 0 et
f2 = f2= F? =0. A lordre suivant, la solution interne est déterminée en résolvant I’équation
(A.4) pour i = 3 en imposant la coincidence de la solution interne avec la solution externe Fy?.

Cela donne : A
INGOE f;COSG + Bsfcosf , f3(0) = cosOf3,
r ——
—_———

coincide avec F? (A 12)
3Dy, B3
2[Ds&(2y + 1) + Dy)’

L’expression de la solution externe proche de 'origine est

doit coincider avec Fg

4 Bg ~
By = ——Ay, A3 = —a, 2=
3 3 0, 413 204, fs

F3(r,0,¢) = —4rAse. - VG

= écos(@) —4;143005(0)7“ + Di[3cos(f) + 5cos(30)]r* + O@").  (A.13)

doir coincider avec fs

coincide avec f,s doit coincider avec fg

A Dordre 4, les expressions donnent simplement fi} = f2 = [} = 0. A Pordre suivant, la solution
interne s’écrit :

f2(7,0) = [3cos(f) + 5 cos(30)] ;if + Dyg[3cos(0) + 5 cos(30)] 7, (A.14)

coincide avec F, 8

doit coincider avec Fg

£2(0) = [3cos(h) + 5 cos(36)] f2. (A.15)

Les constantes As et f5 sont déterminées en résolvant le systéme (A.4) pour ¢ = 5 mais leurs
expressions ne sont pas nécessaires ici puisque

[fas | 7 46 cos(0) sin(0) [3 cos(6) + 5 cos(30)] = 0, (A.16)

et donc cet ordre ne contribue pas dans l'expression de D,. Pour la solution externe, nous
trouvons : F = 0. Nous continue l'itération & Pordre 6 :

f2(7,0) = {1—26 cos(0) + Bgicos(d) , f5(0) = cos(h) ;6, (A.17)
r —_———

. . coincide avec F3
doit coincider avec F} b

47 BG ~ 3§Db36
By = ——A3, Ag = =, f{ = , A18
6 3 3 6 9 « fs 2[Ds€(27+ 1) +Db] ( )
F(r,0,¢) = —4rAge, - VG (A.19)
= fzﬁ cos(0) —4;/16 cos(0)r + Ds[3cos(f) + 5cos(30)]r® + O(r").  (A.20)

— "
coincide avec f]S doit coincider avec ffj doit cofncider avec f,
Nous observons jusqu’a présent une récurrence apparaitre : Az, = —%’TaAg(n_l). A Tordre 7,
il n’y a pas de terme a faire coincider donc fi/ = f7 = 0. Cependant, pour la solution externe
F7 d fai d de f2. N ire Fy' ir d

1, nous devons faire correspondre un terme de f?. Nous pouvons construire F;/ a partir de
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I.. DIFFUSIVITE DANS UN RESEAU D’OBSTACLES SPHERIQUES
(d=3)

(e, - V)2F?, ce qui donne lexpression dans la limite r — 0 :

145
3Ap

6445D,
Ay

coincide avec f doit coincider avec fﬁo

F(r,0) = rcos(0) + O(r®). (A.21)

A
(e, V)’ F = r—j [3 cos(#) + 5cos(30)] +

Nous poursuivons l'itération a 'ordre 8, la solution interne s’écrit :

f2(7,0) = [3cos(8) + 5 cos(30)] j;lf + [3cos(#) + 5cos(36)] D17 | (A.22)

e coincide avec F3
doit coincider avec Féo b

75(0) = £33 cos(0) + 5cos(30)] . (A.23)

Comme pour l'ordre 5, ces termes ne contribuent pas dans ’expression de D,. Aussi, nous avons
F? = 0 puisqu’il n’y a pas de terme & faire correspondre & cet ordre. A I'ordre suivant, nous
obtenons :

A CoEy(6

f(7,0) = N—zg cos(0) 4+ ByFcos(d) + FEo(f, )i M , (A.24)

L’_/ coincide avec F coincide avec F9 4’_/

doit coincider avec Fg b b doit coincider avec F&S
£(0) = f cos(8) + f2Eo(0,9), (A.25)
e B 4 3¢D,B

Ag= 220, By= — " Ay, 7= b0 . A26
T2 ’ 5 Ao Js 2[Dy€(27 + 1) + Dy (4.26)

Les constantes Cy et ! peuvent étre déterminées en résolvant le systéme (A.4) mais ce n’est
pas utile ici puisque la fonction Ej satisfait I'équation (A.11), et donc les termes dans f{ et f2
proportionnels a Ey ne contribuent pas dans ’expression de D,. La solution externe s’écrit :

F)(r,0,¢) = —4rAge. - VG (A.27)

= j;?cos(ﬁ) —4;149(:03(9)7‘ + Ds[3cos(f) + 5cos(30)]r* + O(r7).  (A.28)

doit coincider avec f&‘l

coincide avec fg doit coincider avec féQ

A Tordre suivant, nous trouvons :

107 ) = 4;0 cos(d)  + ByFcos(), f1000) = 10 cos(6), (A.29)
T —_———

e coincide avec F7
doit coincider avec Fgo b

avec
BlO 64A5D(] 710 3£DbBIO
A= —a. Bip = = ) A.30
=" Bo=""5" 2[D£(2y + 1) + Dy (A.30)

La récurrence observée jusqu’a présent n’est plus vérifiée. Nous arrétons ici le développement

perturbatif. La diffusivité effective donnée par I’équation (A.1) s’écrit :

3
D, = Ps“O{Db(l — ) +2D&p+ ¢ Y R | Dy(Asy + Bsn) — 2D, f2"] } +o(R").  (A31)

n=0
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CH. A. COMPLEMENTS POUR LA DIFFUSION MEDIEE PAR LA SURFACE

En utilisant les expressions de As,,, Bs,, f2" déterminées pour n = {0, 1,2, 3}, cette expression
se resomme et peut s’écrire sous la forme d’une série géométrique :

: 3pa ap ap\? ap\?
Do=DyP0 J1 - 2P% | 2% ()—() 4
bTh { 2 [ 2 T3 2 +ole)
Dy, 1 —ap 4
= + . A.32
L+ (36 —1)p 14 % o) ( )

II. Equivalence Langevin - Fokker-Planck

Considérons le processus d’Ito x(t) suivant (avec la convention Einstein) :

da;(t) = w;(x(t))dt + /2D;; [x(t)|dW;(t), (A.33)
avec D;;(x) le tenseur de diffusion, u;(x) la vitesse de dérive locale et dW;(¢) un bruit blanc
gaussien tel que (dW;) = 0, (dW;dW;) = ¢;;dt (1 <i,j <n, avec n entier).

Considérons une fonction quelconque f(x). D'une part, en utilisant le lemme d’Ito, calcu-
lons :

o 0 = (5 — (o 24 e aaaf> (A31)
- / dz1dzs...dw,/|g| plar, T2, p, t [ +Dw( x) @gng’ (A.35)

avec la densité de probabilité p telle que
/dxlde...dxn\/m plas, o, tmyt) = 1,5 1, (A.36)

ainsi que 4/|g| le Jacobien (cf. Eq. (2.22), paragraphe II. D.). Apres intégration par parties, on
obtient :

d 0 82
e (f(x(1)) = /dxlde...daznf(x) [—agglu( )+ 97,00 DZ](X)] \/Ep(xl,@,...xn,t).
(A.37)
D’autre part, nous pouvons écrire I’équation (A.37) d’une autre maniere :
0
- / daydas...de /|| f(x)a—];. (A.38)

En identifiant les deux expressions (A.37, A.38), et puisque que cette identité est vérifiée
quelques soit le choix de la fonction f, on obtient I’équation de Fokker-Planck sur la densité de

probabilité p :
dp 0 [ 0O
Vil ¢ = on {a% [Diﬂ' (%) /lgl p| = s () /Il p}. (A.39)

En considérant la nouvelle variable ¢ telle que ¢ = 1/|g| p, nous obtenons une nouvelle équation
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ITI.. ALGORITHME POUR LES SIMULATIONS STOCHASTIQUES (OBSTACLES SPHERIQUES)

de Fokker-Planck plus compacte :

e 1Dy 4l — w04} (A40)

Les deux formulations (A.33) et (A.40) sont équivalentes. La nouvelle condition de normalisation
s’écrit :

/dxldIQ...dan(xl,xg, o, t) =1,V ¢. (A.41)

ITI. Algorithme pour les simulations stochastiques (obs-
tacles sphériques)

Nous avons utilisé I'algorithme suivant pour simuler le processus stochastique r(t) associé
aux équations de Fokker-Planck (2.1, 2.2, 2.5) pour un réseau d’obstacles sphériques (d = 3) :
— une particle dans le volume (détaché des obstacles) se déplace suivant I’équation dr; =
V2DndW; (avec (dW;) = 0 et (dW;dW;) = dtd;;) pendant le pas de temps d¢ pour
chaque direction i = {z,y, z}.

— A la fin de chaque pas, si la particule se situe a lintérieur d’un obstacle, elle peut
passer dans l'état attaché avec une probabilité P,y = ka\/mdt/Dy ou réfléchir dans
I'état détaché avec une probabilité 1 — P, (cf. Ref. [182]).

— Une particule attachée peut passer dans 1'état détaché avec une probabilité Py =
1 — e kadt = L, dt.

— Si une particule est attachée a la sphere, les équations stochastiques pour les variables
angulaires (6, ¢) s’écrivent (pour un processus d’Ito) :

D.dt 2D, 2D,
. SAW, - dey, = 4 ——5
R2tan 6, + Rz 2 R2sin? 6,
(dWy) =0, (dW,dW;) = dt dap, @, € 0,0).

d, AW, (A.42)

Ces termes sont déterminés a partir de 1’équivalence entre les équations de Fokker-
Planck et de Langevin (cf. Annexe A II.). En écrivant le Laplacien sphérique, on obtient
I'équation de Fokker-Planck sur la densité de probabilité p(6, ¢,¢) pour une particule
traceur diffusant sur la sphere :

op Dy 1 0% 1 o (. Op
m—meww%mwGMw ’ (A43)

avec fo% d¢ [ dOR?sin6 p(0,¢,t) = 1, Vt. Le Jacobien vaut ici R*sin6, il faut donc
considérer une nouvelle variable q(0,¢,t) = p(6,¢,t)R?sin@ qui satisfait la nouvelle

dq  0? Dy 0|0 (D D

o2 = g+ 2 (=) - o A.44

ot~ 0¢? [Rz sin2«9q] a0 lae (R2q> R tan@q] ’ (A44)
avec 02” do [y df q(6,¢,t) = 1. On peut a présent identifier dans cette équation les
différents termes de (A.42) :

équation :

—0, (A.45)




CH. A. COMPLEMENTS POUR LA DIFFUSION MEDIEE PAR LA SURFACE

Dy Dy

Do = =2 D =— = Dy.=D.,=0. A4
00 = T3> Dool0) Resn?() D0 = P 0 (A.46)

IV. Inégalités de Cauchy-Schwarz

ES

Nous souhaitons démontrer 'inégalité (2.97) avec les expressions D, DY, D! données par

les équations respectives (2.94, 2.95, 2.96). Pour cela, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz
qui établit que, pour toutes fonctions f, g intégrables :

(f9)* < (1*)(d*). (A.47)

Les choix de fonctions f = h'=%? et ¢ = h~%? nous permet d’écrire :

(W) < () (), (A.48)

ce qui donne D* < DY. D’autre part, en réutilisant I’équation (A.47) pour le couple de fonctions
f=h0"D/2 et g = hB=D/2 on obtient :

(W) < (=) (e, (A.49)

ce qui donne DY < D!. Enfin, montrons que D! < D,,. Pour d = 2, on a tout simplement
D! = Dy,. Pour d = 3, 'expression devient

(A.50)

En combinant les inégalités (h2) > (h)* et (k) (h=1) > 1, on obtient (h2) (h~1) > (h), ce qui
permet d’écrire D! < Dy,.

V. Amélioration du résultat (2.91)

A. Expression de la diffusivité effective

Nous reprenons les calculs de la section sans faire l'approximation (/14 A/(z)? = 1 +
O(e?). dans les équations de Kubo (2.78, 2.79, 2.80). Les densités de probabilités stationnaires
s’écrivent maintenant :

L o

cL ® CL’

C=2(h)+25 (VI+1?) (d=2), (A.52)

C=m(h?)+2rd (hWI+h2) (d=3). (A.53)

Notons qu’il s’agit maintenant des expressions exactes des densités stationnaires. Dans la limite

e — 0, on refait le calcul perturbatif avec les ansatz donnés a l'équation (2.84). A l'ordre
dominant et au premier ordre en € :

1
B = 00— (A.51)

fo(@,9) = (@), f@)=0R1), f(@.9)=f@), @) =0f) (A.54)
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V.. AMELIORATION DU RESULTAT (2.91)

A Tordre 2, on a :

2 2 £0
10 <gd23ﬁ>> L (A.55)

72 0 a7 072
Dy 0 C(:i)d_2 ar s - o
()2 1+ @2 0% |\ /1+ ¢ (p (8@ B c) = kaf2 = kafi [7,C(8)], (A56)
D O F2 o f0 (A~
T D@+ 0 @) = - kR ), (A57

L’intégration de 'Eq. (A.55) donne 9; f2 = —w que 'on peut combiner avec les Eqs. (A.56,
A.57) pour donner :

e [P0 psa) | - £ [pacor o pd@]. s
6(z) = K@ (A.59)

J1+eC()?
Apres résolution de I’équation différentielle, on obtient :
0/ ]. ]_

05 = = {1~ ; b (A60)
¢ [Dyagit=4(&) + (d - 1) D3 ()] <[Dba<d1 +(d—1)DJ] >

En insérant cette expression dans la formule de D,, nous obtenons le résultat donné a ’équation
(2.104).

B. Valeurs remarquables du coefficient de diffusion a la surface Dy

Nous établissons dans cette section les nouvelles expressions de D7, D? et D!. En partant

de I’équation (2.104), on peut montrer que :

o (VIR (h ) _
D’ ey <h_d/ m> [0D./d6)5_, =0, (A.61)
DY =D, v ;5{2 g;j; L hl2>, [De(5 = 0) = Do(6 — +00)], (A.62)
R (Vi h’2> <h3*d(1 + h'2)> B
D! = Dy = <hH m> : [0D./5); ... = 0. (A.63)

Nous pouvons aussi montrer que D < DY < D!. Pour cela, en utilisant 'inégalité de Cauchy-
Schwarz (A.47), et pour le couple de fonctions f = A=%2 (1 + W2)"* et g = h=¥2/ (1 + h2)/*
on a

(Y < (VT 1) (4T T 12, (A.64)
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CH. A. COMPLEMENTS POUR LA DIFFUSION MEDIEE PAR LA SURFACE

ce qui donne D} < DY. D’autre part, avec les autres fonctions f = h(1=D/2 et g = RB-D/2\/1 4 72,
on obtient :

(i1 + h’2>2 < (W) (B4 ), (A.65)

ce qui donne DY < D!
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Annexe B

Compléments pour la démonstration
du formalisme de la diffusivité effective

I. Equation de Fokker-Planck "Backward"

Nous souhaitons déterminer I'opérateur adjoint Hl de I'opérateur H, associé aux équations
de Fokker-Planck "Forward" (cf. équations 2.1, 2.2) :

(Vi [DyVyx — up(x)] 0
P = ( T Ve Dk — w0 + kd) ’ (B.1)
tel que
2 n - (51)

Nous définissons le produit scalaire (-|-)_, tel que pour tout vecteur f, g,

= (1) == (00) 3

on a

(flg), = [ dxfu(gm(x) + [ dS(x)f(x)(x) (B.4)
En utilisant la définition de 1’adjoint, on a
(fiHg), = (Hiflg)_
= —/ dx fo(X) Vi - [Dy Vi — up(x)] gp(x) (B.5)

- /SdS fs( ) {vs,x [sts,x - uS(X)] gs(x) - kdgs(x> + kagb<x)} .
En intégrant par parties et en utilisant la condition aux limites (2.5) associée & Hy :
(M) / dxg (%) [ Dy V2 fu (%) + up(x) - Vi ()]
— [ 48(0)9.(3) [DV2, ) + 0(3) - Ve () + kafu(x) — kafu(®)]  (B.6)

+ [ dS()90(0) [Dun - T fo%) + kafox) = kafu(x)].
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CH. B. COMPLEMENTS POUR LA DEMONSTRATION DU FORMALISME DE LA DIFFUSIVITE

EFFECTIVE
Alinsi, nous pouvons identifier les termes de <7—llf| g>, ce qui donne :
—DpVZ —uy(x) -V 0
t _ bV x b X B
Hx ( _kd _stg’x _ us(x) . vs,x + kd) ) ( .7)
ainsi que la condition aux limites :
Dyn - Vi fo(x) = ka [fs(x) — fo(x)] - (B.8)
II. Formule de Bayes
La formule de Bayes s’écrit :
p(x € a,tly € B)P*(y € B) = q(y € B, t}x € a)P*(x € @) (B.9)

avec ¢ la densité de probabilité par renversement du temps. Nous souhaitons déterminer I’équa-
tion de Fokker-Planck associée a cette quantité. En injectant la formule de Bayes dans I’'équation
de Fokker-Planck "forward’, nous obtenons I’équation "Backward" vérifiée par q :

g;](y, tlx € Q) = DyVia(y, tx € Q) + uj(x) - Vag(y, tx € Q), (B.10)
@(y tlx € ¥) = D,V2_q(y, t|x € ¥) + ul(x) - Vexq(y, t|x € X)
ot ™’ SXIMT s ’ ’ (B.11)
+ ka(x) la(y, t}x € Q) — q(y, t}x € X)],
Dyn - Viq(y, tlx € Q) = k3 (x) [a(y, t}x € X) — q(y, t]x € Q)] (B.12)
avec
ey 2DV P (x € Q) ern 2DV P*(x € X)
ub(x) - PSt(X c Q) ub(x) y Ug (X) - PSt(X c E) uS(X)7 (B]'S)
k. P*(x € Q) kqP¥(x € )
* _ * S C S el St B.14
kd(x) PSt<X c 2) ) ka(x) PSt<X c Q) ( )
En utilisant le résultat de I’Annexe (B I.), nous obtenons :
dq .
5,V € Qtlx) = Vy - [DyVya(y € Qs tfx) —ui(y)a(y € Q. tx)], (B.15)
@( € X, t|x) = Vay - [DsVsyq(y € X, t|x) — ul(y)q(y € X, t]x)]
at 9 - S,y S s,yq y I S y q y Y (B16)
— ka(y)a(y € X, t[x) + ki(y)a(y € . 1]x),
n - [DyVy —up(y)la(y € Q,tx) = ka(y)a(y € X, t[x) — ki (y)q(y € Q. t[x). (B.17)
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Annexe C

Démonstration de la diffusivité pour
un canal axisymétrique

Dans cette annexe, nous détaillons les démonstrations des expressions de la diffusivité (3.73,
3.89, 4.84, 4.111) dans des canaux axisymétriques de rayon h(z) = al(z/L) dans la limite
de faibles ondulations (¢ = a/L — 0). Pour ces canaux, nous considérons un écoulement
hydrodynamique et des interactions aux parois décrites par le modele de diffusion médiée par
la surface présentée dans le chapitre 2. La diffusivité effective est calculée a 'aide des équations
de Kubo dérivées dans le chapitre 4.

I. Expression dans le cas Ap ~ C5t, ¢ — 0

Tout d’abord, nous rappelons 'expression du champ de vitesse dans un canal axisymétrique
ondulé dans la limite € — 0 [129] :

2 ¢ (Z)7

5o . 3 =y e 4
u$(x,r)—erg(x,r)+O(e )7 UT(ZL’,T)—U()E C(j:) g(I7T)+O(6 )7 (Cl)
avec les variables adimensionnées & = x/L, § = y/a et
o (@)= Apa
7)==, Uy= : C.2
AN =G T (e )

Ap étant la différence de pression appliqué sur chaque période du canal et n la viscosité. La
vitesse moyenne s’écrit :

vzzlg’+0(63), C=(¢*)+2(), (C.3)

avec & = 0/a. Les équations de Kubo (4.56, 4.57) s’écrivent avec les variables adimensionnées :

0? 10 (.0 0 0
Dy, [62 aj;J;b + FPE (f’ a{f)] — Q€U 8{; — au, 8{3 = aQPbSt [V —u,, (C4)
D o @) ( OF _ Pst> — kafs — kafi [z, h(z)] + PV, (C.5
a2<(i’) 1—|—62C’2<§f) ai, 1—|—€2C/2(i’) Eaj al dfb afb [‘/Ea (:L‘)]_’_ s . ( . )
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CH. C. DEMONSTRATION DE LA DIFFUSIVITE POUR UN CANAL AXISYMETRIQUE

Les probabilités stationnaires qui s’écrivent :

€

Pst —
b ra3C

1+0(@)], Pt = [1+0()]. (C.6)

a3C
La condition aux limites (4.58) est :

ofs DL PC (7)e

Db [8fb 2 1~ ‘|
— — e ("(T)==| [z, h(x)] = kafs — kafo [, h(x)] — . (c)
ay/1+ e2¢?(z) L o7 0z 1+ €2¢(7)
Nous résolvons ces équations dans la limite € — 0, a I'aide de 'ansatz donné en (2.84).
A Tordre dominant et au premier ordre en €, nous trouvons simplement :
(@, 7) = {)(7), @) =0/(@), fo(@,7) = fo(2), fi(Z)=0fy(). (C.8)

A Tordre 2, les équations (C.4, C.5, C.7) s’écrivent dans l'ordre :

02 f0 + Lo ( afb>  Peg(i. ) [811) n C'(f)fafgl _ Pe [1 _ Qg(j,f)] : (C.9)

072 or oz C(z) or ma?C LC
D, 9 afY 5 \]_ PeD,6
o (€0 (B~ 5 )| = hasz -kt + T, (©10
Dy, [0f2 20 of Dy('(z
Do 0% CP — e |nc@n = w2 - m el - 258 e

avec Pe = Upa/2D),. En combinant ces équations, nous obtenons alors une équation différentielle

sur fP

i lC(;?)Z ) Asgdf)] @) [<< ) (@) + A8 = Pg]

_ 1 |Pe
- 2ra2C | C

avec les notations sans dimension Ay = Dg/Dy, et £ = d/a. La solution qui satisfait la condition

(C.12)
() (C(F) + 26) + 20(F) (C(F) + Af) - Pe] |

de périodicité est :

1 ePeB(x Pe -
0o =y —PeB(x) . 1
avec
+ 2 —PeB
Co = Pe <C (+2t)e - / (C.14)
C 1 _ o~Pe(¢1(¢+2A, 5) C(u )+ 2AS§]
Il ne nous reste maintenant plus qu’a intégrer la fonction :
1 ~ CO PeB
fo(@) = aZC{ Pe” '+ G
(C.15)
l PeB(Z) z —PeB(u :l
£ 5O [ ducu) (Gl +29) e / du( (u) (¢ (u) +2¢)
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IT.. EXPRESSION DANS LE CAS Ap/L ~ C%" ¢ — 0

La constante C est calculée a I'aide de la propriété sur les fonctions auxiliaires (4.54), soit :

=—7+ </ du(u +2§)> Cc;) (C(C+26) ™)

(C.16)
_ @ <C (C + 2§) @PeB/O duC(U) (C(U) + 25) e—PeB(u)> .

En insérant cette expression dans la formule de diffusivité effective (4.55), nous trouvons :

D. Pe 1 »
Dy (C(¢+28))°1 — e PelcH¢h2a07)
(clc+2eper® [ auctu) (G +2€) o) (©17)

+64%@”““m*>”<<o:+2@e%3[fduQqu<>+25>‘“ﬂ §],

qui est le résultat donné a I’équation (4.84). Dans la limite ou les parois sont totalement
réfléchissantes (£ — 0), nous retrouvons le résultat (3.73).

II. Expression dans le cas Ap/L ~ C5, ¢ — 0

Nous reprenons le méme calcul que précédemment en prenant cette fois-ci Ap/L ~ C**. A
I'ordre dominant en €, nous retrouvons :

fo(@,7) = fo(2), /(@) =0 (). (C.18)
A Tordre 1, nous obtenons :
O, ofy  C@rofg]  Pe 1 -
7“(97"( 8:>_2P 9, )[3~ * ¢(z) 87’]_ {_29@’”
0= Kaf! — kafi 5, C(2)] + o200 (C.19)

matC?’
Dyoft .
7]0 a; [x7C('T)] = kdfsl - kafé;

avec Pe’ = ¢Pe = Uya?/2Dy, L. La résolution de ces équations permet d’obtenir :

V(@) = e {1- 5 [C@) + 260(2)]) (.20

Pe'i? 2P’ [F((3)7 Yy ] A
ATa2C? ' CA(7) [ 4 - 161 { lg (7) — 71'(120} + Pe’A(z). (C.21)

fo@,7) =

La fonction A est déterminée en résolvant les équations de Kubo a l'ordre 2. Ces équations
s’écrivent a cet ordre :

_0f o Joft  ¢@)Fof Pe 1 o
r@r ( 3:) — 2Pe'g(z,7) [8%) + C((?)r 8;] = WaSC {C’ — 29(1:,7“)] , (C.22)
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CH. C. DEMONSTRATION DE LA DIFFUSIVITE POUR UN CANAL AXISYMETRIQUE

o |0 (% - si) | = 1af2 - B2 1. c@) (©23)
Do |9 SRR 0@ @ = has2 - st o) - S can

ce qui permet d’aboutir & I'équation différentielle suivante :
Y@ |58+ Ao + @ @) + o) .

avec Ay = Dg/ Dy, € = k,/kqa. L'intégration de cette équation donne :

1 ¢(@)? 7 7 1
A@) = 1675552‘2 Mﬁf{ﬁé@ g [C@) +260(@)] [C(@) + 20:60(@)] + o, (C:26)
avec
1 ! 3y 1162 (¢ 1
Cr= — 3 [<i8> + 5(2 ) | 51 2<< ) 4 9e2 () + S (CC+207 (C+ 2Ag)>] . (C.27)

et v = Dy /kya. Le calcul de la diffusivité effective donne finalement :

D, 1 3 2
e - 2 2A
By~ iz (€ 28) (29
+Pe? (L (¢ + 26 () + () + 280 (0)) ]
soit le résultat donné en (4.111). Dans la limite £ — 0, nous obtenons I'expression (3.89) :
D, 1 Pe’?
B~ @ [<<6> +(¢" " 1 : (C.29)
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