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Chapitre 1

Introduction

Le but de cette introduction est d’énoncer les résultats principaux de la these. Ces
résultats sont divisés en deux parties qui correspondent aux parties 1.4 et 1.7. Nous dédions
d’abord les parties 1.1, 1.2 et 1.3 a poser la problématique que nous allons étudier dans
la partie 1.4. Les sujets traités dans ces parties sont ’algébricité modulo p, les diagonales
de fractions rationnelles, les G-fonctions et la structure de Frobenius forte. Egalement,
dans la partie 1.5 nous énongons la conjecture de Bombieri-Dwork et montrons le lien
entre cette conjecture et 'algébricité modulo p de G-fonctions. Ensuite, dans la partie 1.6
nous donnons quelques applications combinatoires et arithmétiques de ’algébricité modulo
p. Les applications traitées portent sur les congruences < a la Lucas >, les ensembles
automatiques, la transcendance et 'indépendance algébrique de G-fonctions. Finalement,
la partie 1.7 est consacrée a énoncer les résultats que nous avons obtenus concernant les
congruences < a la Lucas > et I'indépendance algébrique de G-fonctions.

1.1 Algébricité modulo p

Nous commengons par rappeler les notions de série algébrique et de série holonome.
Soient K un corps quelconque et K [z] 'anneau de polynémes a coefficients dans K. Nous
notons par K (z) le corps de fractions rationnelles a coefficients dans K, c’est-a-dire K (z) =

{58 tels que P(z2),Q(z) € K[z]} et par K[[z]] 'anneau des séries formelles & coefficients
dans K, ou

Kl[z]] = {Z anz" tel que a, € K pour tout n € N} .
neN

Définition 1.1.1. On dit qu’un élément f(z) de K[[z]] est une série algébrique sur K(z)
s’il existe un polynoéme P(Y) non nul a coefficients dans K(z) tel que P(f(z)) = 0. On
dit que la série f(z) est transcendante sur K(z) si f(z) n’est pas algébrique. Si la série
f(2) € K][z]] est algébrique sur K(z), il existe un polynéme unitaire P(Y) a coefficients
dans K (z) tel que P(f(z)) =0 et si R(z) est un autre polynome & coefficients dans K (z)
tel que R(f(z)) =0 alors R(Y) = P(Y)T(Y). Le degré d’algébricité de f(z), noté deg(f),
est le degré du polynome P(Y'). Autrement dit, deg(f) est la dimension de I'extension de
corps K (z)(f) sur K(z).

Remarque 1.1.2. Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que nous utilisons deux
notions distinctes de degré : le degré d’algébricité d’une série formelle sur K(z) et la
notion usuelle de degré pour un élément de K|[z]. Ainsi, un élément P(z) € K|z| a un



degré d’algébricité égal & un en tant que série formelle car il annule le polynome Y — P(z),
tandis que son degré en tant que polynome de la variable z peut étre différent.

Les séries algébriques sur K(z) font partie d’une classe plus large de séries parti-
culierement étudiées : les séries holonomes. Avant de donner la définition d’une série
holonome, rappelons, qu’étant donnés un entier j > 1 et f(z) = > < a(n)z" € K[[z]], la
j-ieme dérivée formelle de f(z) est définie par N

F9(2) = Z”(n —1)---(n—j+1a(n)z".

n>j

Définition 1.1.3. Soit K un corps quelconque. On dit qu'un élément f(z) € K[[z]] est
une série holonome sur K(z) s'il existe des polynomes Py(z),. .., P,(z) € K[z], non tous
nuls, tels que

Po(2)f(2) + Pu(2)f'(2) + - + Pu(2) f™(2) = 0,

ot fU)(2) est la j-ieme dérivée formelle de f(z).

Nous notons Raty l’ensemble des séries formelles a coefficients dans K qui appar-
tiennent & K(z), Algy l'ensemble des séries formelles a coefficients dans K qui sont
algébriques sur K(z) et Holx l'ensemble des séries formelles a coefficients dans K qui
sont holonomes sur K(z). On obtient alors la classification suivante :

Ratyx C Algy C Holg.

Soient Z I’anneau des entiers relatifs, Q le corps des nombres rationnels et Q le corps des
nombres algébriques. Etant donné un nombre premier p, F, désigne le corps a p éléments
et Zy) la localisation de Z en I'idéal (p), c’est-a-dire que Z,) est 'ensemble des nombres
rationnels 7 tel que a, b sont premiers entre eux et p ne divise pas b. Ainsi, nous pouvons
réduire chaque élément de Z, modulo p. Etant donnés un nombre premier p et f(z) =
> nso@(n)2" € Zgy)[[2]], nous lui associons la série :

fip(z) =Y _(a(n) mod p)z" € Fy[[2]],

n>0
que nous appelons la réduction modulo p de f(z).

Définition 1.1.4. Soient p un nombre premier et f(z) € Q|[z]]. Nous disons que f(z) est
algébrique modulo p si f(z) appartient a Z,)[[2]] et fi,(2) est algébrique sur Fp(2).

Une observation simple mais importante est la suivante :

Remarque 1.1.5. Si f(z) € Q[[2]] est algébrique sur Q(z) et que f(z) € Z), alors f(2)
est algébrique modulo p. En particulier, une série algébrique f(z) € Q[[z]] est algébrique
modulo p pour presque tout nombre premier p, c¢’est-a-dire a I'exception d’un ensemble
fini de nombres premiers.

La contraposée de cette affirmation a pour conséquence le fait suivant : si f|p(z) est
transcendante sur Fp[[z]] pour un nombre premier p, alors la série f(z) est transcendante
sur Q(z). Grace au théoreme de Christol (théoreme D de la partie 1.6.1), on peut par
exemple montrer que les séries formelles - 27 et Y on>0 22" sont transcendantes sur
Q(z) car leurs réductions modulo 3 sont transcendantes sur Fs(z).

Néanmoins, I'affirmation faite dans la remarque 1.1.5 n’est pas une équivalence. En
effet, considérons la série f(z) = >, ~,nlz" € C[[z]]. Cette série n’est pas algébrique



sur Q(z) car son rayon de convergence est nul. Par contre, pour tout nombre premier p,
flp(2) = 142422+ -+ (p—1)!2P~1. Donc, f,(2) est un polynéme & coefficients dans
), de degré p — 1 et par conséquent f),(z) est une série algébrique sur F,(z) dont le degré
d’algébricité est égal a un.

Considérons maintenant un exemple d’une autre nature. Soit g(z) la série

o) =3 (2:>2z”.

n>0

Le théoreme de Lucas (théoreme F de la partie 1.6.1) garantit que, pour tout entier n,
pour tout nombre premier p et tout entier m € {1,...,p — 1},

Cors) =G Cr) s

Cela implique que, pour tout nombre premier p,

o = (pzl ((2:>2 mod p) z") gp(2"). (1.1)

n=0

Rappelons que pour toute série formelle f(z) a coefficients dans F,, on a 'égalité fonda-
mentale suivante :

f(2P) = f(2)". (1.2)
Comme gj,(2) est une série formelle a coefficients dans I, il découle des égalités (1.1) et

(1.2) que la série g‘p(z) est algébrique pour tout nombre premier p. Par contre, la série
g(z) est transcendante sur Q(z), comme l’a remarqué Stanley [68].

Comme on le verra plus tard, la série g(z) est une G-fonction tandis que ce n’est pas
le cas de f(z). Les G-fonctions ont été introduites par Siegel [66] dans son célebre article
de 1929. Elles forment une classe remarquable de séries holonomes & coefficients dans Q
et seront définies dans la partie 1.3. Cependant, ces deux séries formelles sont holonomes
car

22+ Bz =D (2) +§(2) =0 et z(1—162)g"(z) + (1 — 322)g'(z) — 4g(z) = 0.

Ainsi, nous avons deux séries a coefficients dans Z qui sont holonomes et telles que, pour
tout nombre premier p, leurs réductions modulo p sont algébrique sur Fj(z). Il existe de
nombreux résultats de ce type dans la littérature. En outre, un résultat de Furstenberg
[48] implique que si f(z) € Q[[z]] est la diagonale d’une fraction rationnelle de plusieurs
variables, alors la série f(z) est algébrique modulo p pour presque tout p. Les diagonales
des séries rationnelles et algébriques de plusieurs variables font I'objet de la partie 1.2
et, comme nous le verrons, ces dernieres sont toujours holonomes. Cette situation nous
conduit naturellement a nous poser la question suivante :

Question 1. Soient f(z) € Q[[2]] un série holonome et p un nombre premier tel que
f(2) € Z,)[[2]]. La série f(z) est-elle algébrique modulo p?

Rappelons que, pour tout nombre premier p, le degré d’algébricité de f|,(2) est égal 1
car fi,(z) est un polynome et il suit de I'égalité (1.1) et (1.2) que le degré d’algébricité de
g|p est inférieur ou égal a p — 1. D’autre part, Sharif et Woodcock [65] ont montré que ce



dernier ne peut étre majoré indépendamment de p. Etant donnée f(z) € Z][[z]], obtenue
comme diagonale d’une série algébrique, Deligne suggere dans [34] que le degré d’algébricité
de f,(z) sur Fy(2) est au plus polynomial en p, c’est-a-dire qu'il devrait exister un entier
¢, dépendant de f(z) mais pas de p, tel que, pour presque tout nombre premier p, le degré
d’algébricité de f|p(z) sur [F,(2) soit inférieur ou égal a p°. Nous chercherons a étendre
cette problématique au-dela du cas des diagonales de séries algébriques en nous posant la
question suivante :

Question 2. Soient f(z) € Q[[z]] une série holonome et S un ensemble infini de nombres
premiers tel que, pour tout p € S, f(2) € Z|[z]]. Supposons que la question 1 ait une
réponse affirmative pour la série f(z) et 'ensemble S. Le degré d’algébricité de f),, peut-il
étre majoré par une fonction polynomiale du parametre p?

Pour finir, nous rappelons une troisieme question importante. Remarquons d’abord
que si f(z) est algébrique de degré M sur Q(z) alors, pour presque tout nombre premier p,
la série f(z) est algébrique modulo p et deg(f,) = M. Par contre, cette affirmation n’est
pas une équivalence et la série f(z) nous fournit un contre-exemple. En effet, pour tout
nombre premier p, f,(z) est algébrique et deg(f),) = 1, alors que f(z) est transcendante
sur Q(z). Notre troisieme question concernant 1’algébricité modulo p est la suivante :

Question 3. Soit f(z) € Z[[z]] une série holonome de rayon de convergence non nul.
Supposons que pour presque tout nombre premier p, la série f(z) est algébrique modulo
p et qu'il existe un entier M > 0, indépendant de p tel que deg(f},) < M. La série f(z)
est-elle algébrique sur Q(z) ?

Notons qu’une conjecture de van der Poorten [71] (la conjecture 3 de cette these)
prédit que la réponse a question 3 devrait étre positive lorsque la série formelle f(z) est la
diagonale d’une fraction rationnelle.

Remarque 1.1.6. Soient K un corps de nombres et Jx 'anneau des entiers de K. Nous
pourrions formuler les questions 1, 2 et 3 dans le cas ou f(z) est une série holonome a
coefficients dans K. Etant un idéal premier p non nul de 9 et f(z) = Y onso a(n)z" €
Vi pl[2]], ot Uy est la localisation de ¥k en I'idéal p, nous pouvons considérer la réduction
modulo p de la série f(z) définie par

fp(z) =D (a(n) mod p)z" € (Irp/p)[[2]] -

n>0

Soit p le nombre premier tel que (p) = p N Z. Nous disons que la série f(z) € Vi p[[2]] est
algébrique modulo p si la série f,(z) est algébrique sur (Vg p/p)(2). Remarquons que le
corps Uk p/p est une extension finie de F).

Nous allons maintenant énoncer une conjecture attribuée a Grothendieck. Celle-ci est
liée a la question 3, mais au lieu de considérer seulement une solution d’une équation
différentielle, il s’agit d’en considérer une base. Avant d’énoncer cette conjecture nous
rappelons qu'un opérateur différentiel d’ordre n a coefficients dans K (z) est un élément
de K(z)[d/dz] de la forme

dn dn—l
L
+ a1(2) o1

= bt an ()L 4 an(2), (1.3)

dz

ou les a;(z) appartiennent & K(z). Remarquons que pour presque tout idéal premier p
non nul de Y5, nous pouvons, pour chaque i € {1,...,n}, réduire les coefficients de la



fraction rationnelle a;(z)modulo p. Nous notons L, € Uk p/p(z)[d/dz] I'opérateur obtenu
apres avoir effectué une telle réduction. Pour chaque idéal premier p non nul de 95, nous
notons ky le corps Ux /p.

Conjecture 1 (Conjecture de Grothendieck [51]). Soient K un corps de nombres et L un
opérateur différentiel d’ordre n a coefficients dans K (z). Si pour presque tout idéal premier
p de Ok, Uopérateur différentiel Ly a n solutions dans ky(2) linéairement indépendantes
sur ky(2P), alors lopérateur L a une base de solutions formée d’éléments algébriques sur

Cette conjecture peut également s’énoncer de la facon suivante : si pour presque tout
idéal premier p, Ly a une p-courbure nulle, alors L a une base solutions algébriques sur
K(z).!

La conjecture 1 a été démontrée pour les opérateurs d’ordre 1 (voir Honda [50, p.175]).
Considérons par exemple Popérateur différentiel L = (1 — z)d% — 1/2. Remarquons que
pour tout nombre premier p différent a 2, 'opérateur différentiel L, est bien défini. De

plus, 'opérateur L, a comme solution le polynome non nul

—1
1+ pz:((l/2)(1/2 +1)---(1/24n—1) mod p)z".
n=1

La conjecture 1 prédit donc que les solutions de L doivent étre algébrique sur Q(z) et, en
effet, 'opérateur L est annulé par la série

(1—2)2 =1+ "(1/2)1/2+1) - (1/2+n—1)2"

n>1

qui est bien algébrique sur Q(z).

La conjecture 1 a également été démontrée par Katz [51] pour les opérateurs diffé-
rentiels dits de Picard-Fuchs (A coefficients dans Q(z)). Le lecteur trouvera dans [10,
Chap. II] la définition d’équation de Picard—Fuchs. Celles-ci jouent un réle important
de part leur origine géométrique. Nous rappelons brievement comment elles sont obte-
nues. Soient K un corps et X la K(z)-variété associée aux zéros communs des polynomes
Py(2,Y),...,P.(2,Y), ou pour chaque i € {0,...,7}, P;(2,Y) est un polynéme en la va-
riable Y & coefficients dans K (z). Un résultat profond de Grothendieck montre que si X est
lisse et K un corps de caractéristique nulle, alors H f:) (X)), le i-ieme groupe de cohomologie
de De Rham algébrique de X, est un K (z)-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
dérivation D, en la variable z. Cette dérivation est appelée connexion de Gauss—Manin.
Ainsi si w est un élément de Hi (X)), il existe a1(z),...,an(2) € K(2), non toutes nulles,
telles que

D™(w) + a1 (2)DP N w) + - + an_1(2) D2 (w) + an(2)w = 0.

On dit alors que l'opérateur différentiel -4 + al(z)j;%ll ot an-1(2) L + an(z) €
K(z)[d/dz] est un opérateur de Picard—Fuchs a coefficients dans K (z). Toute équation
différentielle associée a un tel opérateur est appelée équation de Picard—Fuchs.

Dans cette these, nous n’arboderons pas la question 3, ni la conjecture de Grothendieck,
mais nous étudierons les questions 1 et 2. Nous verrons notamment qu’elles ont une réponse
positive pour de nombreuses séries holonomes appartenant a la classe des G-fonctions.

1. La p-courbure de L, est définie de la fagon suivante. Soit A la matrice compagnon de L, et définissons
la suite de matrices {A;};>0 comme suit : Ag = Id, la matrice identité, A; = A et A1 = %Ai + A;A,
alors la p-courbure de Ly est la matrice A,. Dire que la p-courbure de L, est nulle signifie donc que A, = 0.



1.2 Diagonales de séries rationnelles et algébriques

Etant donnés un corps K et un entier n strictement positif, on définit 'opérateur de
diagonalisation A, : K[[z1,...,2,]] = K][[2]] par

AN Z ali, ... in)2t - 2t :Za(j,j,...,j)zj.

(i1,--evin) ENP >0

Nous disons que f(z) € K][[z]] est la diagonale d'une fraction rationnelle s’il existe un entier
n strictement positif et g(z1,...,2n) € K[[21,...,245]] tels que f(2) = An(g(z1,...,2n))
et g = g, ou P et () appartiennent a K[z1,...,2,] et Q(0,...,0) # 0. On pose D,
I’ensemble des éléments de K[[z]] qui peuvent étre obtenus comme la diagonale d’une série
rationnelle de n variables. Finalement, on pose

Diag; = U DK n.

n>2

Une observation due & Furstenberg [48] et Deligne [34] montre que lorsque le corps de base
est le corps de nombres complexes C, le processus de diagonalisation correspond a une

intégration. Plus précisément, si f € D¢, et f = AH(H), alors
1 P dzl <o dz —1
f(Z) = An—1 2y 2 )
(271) cQ 21 zZp
ou C est le cycle donné par |z1| = -+ = |z, | = €, 21 - - 2, = A, ol € et |\| sont suffisamment

petits pour que Q) ne s’annule pas sur ce cycle. Ce cycle est dit cycle < évanescent >. Ainsi,
le processus de diagonalisation peut étre vu comme une < intégration formelle >.
La série g(z) appartient a Diagg. En effet, considérons la fraction rationnelle donnée

par R(z1, 22, 23,24) = (1_21_22)1(1_23_24). Il se trouve que

R(21,29,23,24) = Y <z1 - Z2> (Zg N M) 222180, (1.4)

11 1
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Donc,

AyR) =Y <2:>22” — o(2).

n>0

Un deuxiéme exemple est la série (1 —4z)71/2 =3 (27?) 2™ qui est la diagonale de la

fraction rationnelle ) ) .
<11 +22> i1 iz
by ()
1— (21 + 29) (i in)eN? 11

—1/2 —-1/2

Notons que la série (1 — 4z) est algébrique sur Q(z). Le fait que la série (1 — 4z)
soit algébrique et appartienne a g2 n’est pas une coincidence. En effet, il est montré
dans [19, corollaire 13] que si K est un corps parfait, alors toute série algébrique sur K(z)
appartient & D i o et dans [69, théoreme 6.3.3] il est monté que si f(z) € Dk 2 alors f(z)
est algébrique sur K(z). Ainsi, lorsque K est un corps de caractéristique zéro, D o est
précisément I'ensemble des séries algébriques sur K'(z). Par conséquent, Algy C Diagy,.
Par exemple, d’apres [48, Proposition 2], si K est un corps quelconque et f est une série
algébrique sur K (z) tel que P(z, f(2)) = 0 et (0P/022)(0,0) # 0 alors f est la diagonale
de la fraction rationnelle
0P
82’2 (

z% 2129, 22) [ P(z122, 22).



De plus, 1l suit de la proposition 5 de [28] que Diaggp C Holg. Ainsi, nous obtenons
la classification suivante :

Ratg C Algg C Diaggy C Holg,

qui affine celle de la partie précédente. Comme nous venons de le voir, Diagg contient
toutes les séries formelles a coefficients dans Q qui sont algébriques sur Q(z). Mais il
existe aussi des séries formelles transcendantes appartenant a Diagg, comme la série g(2).
Par contre, pour chaque nombre premier p, la série g),(z) est algébrique sur Fp(2) et
9)p(2) € Diagg  parce que g|,(z) est la diagonale de la fraction rationnelle

i1+ i3+ 1 o
Ryp(21, 22,23, 24) = E << b 2) ( i 4> mod p> 2zt 25 24t
. 11 13
(i1,i2,i3,i4) ENY
Cette situation est un cas particulier d’un résultat du a Furstenberg [48] :

Théoréeme A (Furstenberg [48]). Soit K wun corps de caractéristique mnon nulle. Tout
élément de Diagy est algébrique sur K(z).

Deligne a ensuite étendu le théoréeme A en montrant qu’il est encore valable pour les
diagonales de séries algébriques. On dit que f(z) est la diagonale d’une série algébrique s’il

existe un entier n strictement positif et une série g(z1, ..., 2,) € K[[z1, ..., 2,]] algébrique

sur K(z1,...,2) tels que f = A,(g). Notons @%f’n I'image par A,, des séries qui sont
o~y . al !

algébriques sur K(21,...,2,) et Diagy? =, 5 D%,

Théoréme B (Deligne [34]). Soit K un corps de caractéristique non nulle. Tout élément
de Diag%g est algébrique sur K(z).

Il est clair que, pour tout corps K, on a Diagz C Diag%g. D’apres Denef et Lipshitz
[35, Théoreme 6.2], si f(z) € K|[[z]] est la diagonale d’une série algébrique g(z1, ..., 2z,),
alors il existe une série rationnelle R de 2n variables telle que f s’obtient également comme
la diagonale de la fraction rationnelle R. Cela entraine que Diag%g C Diagy et ainsi

Diag%g = Diag;,. Les théoremes B et A sont donc équivalents.

Comme I’a remarqué Deligne, une conséquence remarquable de ces deux théoremes est
la suivante : si f € Z[[z]] est la diagonale d’une série algébrique a coefficients dans Z, alors,
pour tout nombre premier p, la série f(z) est algébrique modulo p. Cela découle du fait
que, pour tout entier n > 1, on a

A, o ( reduction mod p) = ( reduction mod p)o A,.

Notamment, le théoreme B permet de répondre positivement a la question 1 lorsque la
série f(z) € Q[[2]] est une diagonale de série algébrique.

Montrons maintenant que la question 2 a aussi une réponse affirmative lorsque la
série f(z) appartient a Diaggg. Soit f(z) = >_,5pa(n)z" € Q[[2]] une diagonale de série
algébrique a coefficients dans Q. Le théoreme B et la remarque précédente entrainent que,
pour presque tout nombre premier p, la série f(z) est algébrique modulo p. Deligne suggere
dans [34] qu'il existe un entier ¢ indépendant de p tel que deg(f},) < p°. De plus, il prouve

qu'une telle constante existe dans le cas ou f(z) appartient a CD“Z%. L’entier ¢ obtenu
par Deligne dépend de quantités géométriques associées a fz) (vofr (34, p. 140]). Plus
récemment, Adamczewski et Bell [1] ont montré le résultat suivant qui répond positivement
a la question de Deligne :



Théoréeme C (Adamczewski and Bell [1]). Soit g(z1,...,2n) € Z[|z1,. .., 2n]] une série
formelle algébrique de degré? inférieur ou égal a d et de hauteur® inférieure ou égale a h.
Alors, il existe un entier ¢ dépendant uniquement de d, n et h, tel que, pour tout nombre
premier p, le degré d’algébricité de Ay (g)), est inférieur ou égal a p°.

Autrement dit, si f(z) € Z[[z]] appartient & Diaggg alors il existe un entier ¢ tel que,
pour tout nombre premier p, deg( f|p) < p©. De plus, ces auteurs montrent également qu’on
ne peut, en général, espérer mieux qu'une majoration polynomiale en p. Grace au théoreme
C, la question 2 a donc une réponse positive lorsque la série f(z) est la diagonale d’une
série algébrique.

Nous finissons cette partie en énongant deux conjectures. Rappelons d’abord que si
f(2) € Q[[2]] appartient & Diagy, alors elle est globalement bornée, c’est-a-dire que le rayon

de convergence de f(z) est non nul dans C et qu’il existe a,b € Z tels que af(bz) € Z][[z]]
(voir proposition 5 de [28]).

Conjecture 2 (Christol [27, 28]). Si f(z) € Q[[z]] est holonome et globalement bornée
alors f(z) appartient a Diagg.

D’apres les théoremes A et C, cette conjecture impliquerait une réponse positive aux
questions 1 et 2 pour les séries holonomes qui sont globalement bornées.

Finalement, la conjecture suivante due a van der Poorten [71] prédit une réponse po-
sitive a la question 3 dans le cas des diagonales de séries rationnelles.

Conjecture 3 (van der Poorten [71]). Soit f(z) € Z[[z]] N Diagg. S’il existe un entier M
tel que, pour tout nombre premier p, deg(f),) < M, alors f(z) € Algy.

Notons que I’hypotheése que f(z) soit la diagonale d’une fraction rationnelle est impor-
tante. En effet, rappelons que pour tout nombre premier p, deg(f,(z)) = 1, alors que la
série f(z) est transcendante sur Q(z). La série f(z) est bien holonome, mais elle n’est pas
une diagonale de fraction rationnelle. Cela vient du fait, déja mentionné, que f n’est pas
une G-fonction, alors que les diagonales de fractions rationnelles sont des G-fonctions.

1.3 Les G-fonctions de Siegel

Les G-fonctions, introduites par Siegel [66] en 1929, forment une classe remarquable
de séries formelles convergentes a coefficients algébriques et globalement bornées.

Définition 1.3.1. Une série formelle f(z) = > <, a,z" € Q[[2]] est une G-fonction s’il
existe un nombre réel C' > 0 tel que :
1. la fonction f annule un opérateur différentiel L & coefficients dans Q(z) ;

2. la valeur absolue de chaque conjugué de Galois de a,, est inférieure & C"*! pour tout
n>0;

3. il existe une suite D,, d’entiers strictement positifs tels que D,,, < C™*! et D,,an
est un entier algébrique pour tout n < m.

2. Le degré d’une série algébrique est le degré du polynéme minimal de cette série.
3. La hauteur d’une série algébrique est définie comme la hauteur du polynéme minimal de cette série.
La hauteur d’un polynéme P(Y) € Q[z1,...,2x,][Y] est le degré total de P en les variables z1, ..., zn.



Les éléments de Diag%g sont des exemples de G-fonctions. En effet, d’apres le théoreme
6.2 de [35], Diag%g = Diagg et donc, grace au lemme de la partie 4.2 du chapitre I de [10],

les diagonales de séries algébriques & coefficients dans Q sont des G-fonctions. Notons par
G l'ensemble des G-fonctions qui sont a coefficients dans Q. Nous pouvons donc affiner
notre classification de la facon suivante :

Ratg C Algy C Diagg C G C Holg.

Ainsi, la série g(z) est une G-fonction car c’est une diagonale de fraction rationnelle.
Remarquons que la condition 2 de la définiton implique qu’une G-fonction a un rayon de
convergence non nul. Ainsi, f(z) n’est pas une G-fonction.

Si f(z) est une G-fonction alors la définiton précédente implique qu’il existe un corps
de nombres K tel que f(z) € K][[z]]. Dans la suite considérons un tel K. Soient g
Panneau des entiers de K et p un idéal premier de ¥ tel que les coefficients de f(z)
appartiennent a Uk, la localisation de ¥x en p. Notons k, le corps résiduel de Vg,
c’est-a-dire ky = Vi p/pVKp = Uk /p. On peut alors réduire f modulo p et poser

Fip(2) = D (an mod p)=" € ky[[2]].

n>0

Rappelons que Diagy = Diag%g . D’apres le lemme de la partie 4.2 du chapitre I de [10],
si f(z) € K|[[z]] appartient a Diag alors f(z) est globalement bornée, c’est-a-dire il existe
existe 3, v € K non nuls tels que vf(8z) € ¥k|[z]]. En particulier, pour presque tout
idéal premier p de U, la série f(z) est a coefficients dans ¥k, et alors, nous pouvons
considérer la série fi,(2). Donc, si f(z) € K[[2]] est la diagonale d'une série algébrique
et S est 'ensemble des idéaux premiers p de Vg tel que f(2) € Yk p[[2]], alors S est un
ensemble infini et nous avons les deux faits remarquables suivants :

(a) pour tout p € S, la série fi,(z) est algébrique sur ky(z);
(b) il existe ¢ > 0 tel que pour tout p € S, deg(f),) < p, ol p est la caractéristique du
corps ky.
Le point (a) découle du théoreme B et les résultats d’Adamczewski et Bell [1] entrainent le
point (b). Ainsi, les éléments de Diag‘ilg sont des G-fonctions pour lesquelles les questions
1 et 2 ont une réponse positive. En revanche, il existe des G-fonctions qui ne sont pas dans
Diag?? et qui vérifient les points (a) et (b) pour un ensemble infini d’idéaux premiers.
Ilustrons cela a 'aide d’un exemple. Considérons la série hypergéométrique
/27 .

fi(z) == 2F1(1/2,1/2;2/3,2) = ) 23 € Q[[]],
n>0 ne

oupour z € R, (z)g=1et (), =x(x+1) - (x+n—1). Lasérie fi(z) est une G-fonction
car elle annule "opérateur différentiel

2

z(1— z)% +(2/3 - 22)% —1/4

et, a la suite du lemme de la partie 4.4 du chapitre I de [10], f1(z) satisfait aux conditions
2 et 3 de la définition des G-fonctions. La proposition 1 de [27] entraine que la série f1(z)
n’est pas globalement bornée et par conséquent, elle n’appartient pas a Diag@ = Diag%g .

Rappelons que 'anneau Z,) désigne la localisation de Z en l'idéal (p). Si S est 'ensemble



des nombres premiers p congrus & 1 modulo 3 alors, la proposition 8.5 de [5] implique que,
pour tout p € S, la série f1(2) est & coefficients dans Z,y et fi,(2) = Ap(2) f1p(2)P, ot
A,(z) est un polynome a coefficients dans F,,. Ainsi, pour tout nombre premier p congru
a 1 modulo 3, la série fy),(2) est algébrique sur F,(2) et deg(fi,) <p—1 < p. Ainsi, f1(2)
satisfait aux points (a) et (b). Notons par ailleurs que, d’apres le théoréeme de Dirichlet,
I’ensemble des nombres premiers p congru a 1 modulo 3 est infini. La série f1(z) appartient
a une famille de G-fonctions qui a été étudiée par Adamczewski, Bell et Delaygue dans [5].
Leurs résultats montrent que toute série appartenant a cette famille vérifient les points (a)
et (b) pour un ensemble infini de nombre premiers. En effet, ils montrent plus précisément
que ces séries sont p-Lucas® pour une infinité de nombres premiers. Nous soulignons que
dans le contexte décrit précédemment I'importance de la classe des G-fonctions étudiée

par Adamczewski, Bell et Delaygue vient du fait qu’elle n’est pas contenue dans Diag‘ilg

et que ses éléments vérifient les points (a) et (b). Par conséquent, les points (a) et (b) sont
Ty - N ... alg ’
vérifiés pour toute série appartenant a Dlag@ et également pour de nombreux exemples

de G-fonctions n’appartenant pas a Diag%g . Cette situation a conduit Adamczewski et

Delaygue a formuler la conjecture suivante [4].

Conjecture 4 (Adamczewski-Delaygue [4]). Soient K un corps de nombres et f(z) €
K|[[z]] une G-fonction. Supposons que l’ensemble S des idéaux premiers p de Vg tel que
f € Uk pl[z]] soit infini. Alors, on a :
(i) fip est algébrique sur ky(z) pour presque tout p € S ;
(ii) il existe ¢ > O tel que, pour tout p vérifiant (i), deg(fj,) < p°, ou p désigne la
caractéristique du corps k.

Cette conjecture prédit donc une réponse positive aux questions 1 et 2 pour la classe des
G-fonctions. Les résultats de Deligne [34] et d’Adamczewski et Bell [1] mentionnés dans la
partie 1.2 montrent que cette conjecture est vérifiée pour toute série dans Diag%g et l'ar-

ticle [5] fournit également d’autres familles d’exemples parmi les séries hypergéométriques
généralisées ou certaines séries dont les coefficients sont des sommes multiples de produits
de coefficients binomiaux.

La méthode utilisée dans [1] est spécifique aux diagonales de séries formelles algébriques
tandis que les résultats de [5] se fondent sur une analyse minutieuse de la valuation p-adique
des coefficients et ne concernent pas toutes les séries hypergéométriques généralisées. Avant
de voir la méthode utilisée dans [1], nous rappelons la définition de certains opérateurs
que nous appelons opérateurs de Cartier®.

Définition 1.3.2. Soient n entier strictement positif et p un nombre premier. Etant
donné j = (ji1,...,Jn) € {0,1,...,p — 1}", Popérateur de Cartier A; : Fpy[[2z1,...,2,]] =
Fpllz1,...,2n]] est donné par

Aj Z b(il,...,in)z?--.z;’l = Z b(pi1 +J1,-- 5 Din +jn)zil'”zén'
(i1,...,in ) EN™ (i15e-in) ENT

La stratégie utilisée dans [1] pour montrer le théoreme C est la suivante : soit f € Z][[z]]
la diagonale de la série algébrique g € Z[[z1, ..., z,]]. Alors, tout nombre premier p, la série
gip € Fp[[21, ..., 2n]] est une série algébrique a coefficients dans [F,,. Les auteurs construisent
un [F,-espace vectoriel Vo tel que :

4. Le lecteur trouvera la définition de série p-Lucas dans la partie 1.6.1
5. Dans [7, Section 2] le lecteur trouvera le pourquoi de ces opérateurs sont nommés opérateurs de
Cartier.
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— la série g, appartient a Vo s
— le Fp-espace vectoriel Vg, est invariant par I’action des opérateurs de Cartier ;
— le Fp-espace vectoriel Vo, €st de dimension finie majorée par un entier c.

D’apres la proposition 5.1 de [1], ces trois conditions garantissent que f est algébrique mo-
dulo p et que le degré d’algébricité de f), est inférieur ou égal a p°. De plus, ils démontrent
que l'entier ¢ dépend uniquement des données suivantes : le degré d’algébricité de g, la
hauteur de g et 'entier n. Le fait que f soit la diagonale de la série algébrique g est utilisé
dans la construction de I'espace vectoriel Vg, .

Nous montrerons une version explicite de la conjecture 4 pour la plupart des séries hy-
pergéométriques généralisées a parametres rationnels. L’avantage de ce résultat (théoreme
1.4.12) est qu'il offre des exemples de G-fonctions qui ne sont ni dans Diag%g ni dans la

classe des G-fonctions étudiée dans [5], mais pour lesquelles la conjecture d’Adamczewski—
Delaygue est vraie. Notre outil principal pour démontrer ce résultat est la notion de struc-
ture de Frobenius forte associée aux équations différentielles linéaires p-adiques.

1.4 Résultats principaux, premiere partie

Dans cette partie, nous expliquons pourquoi la notion de structure de Frobenius forte
associée aux équations différentielles linéaires p-adiques est un outil pertinent pour ’étude
de I'algébricité modulo p. Avant de rappeler la définition de structure de Frobenius forte,
nous décrivons briévement notre approche. Comme nous I'avons mentionné, les questions
1 et 2 ont une réponse positive pour les éléments de Diag@ [1] et pour une grande famille
de G-fonctions étudiées dans [5]. Bien que les approches utilisées dans [1] et [5] soient
différentes, aucune n’utilise directment le fait que les séries considérées sont holonomes.
L’objectif de cette these est d’aborder cette problématique sous un angle différent, en
placant ’holonomie au cceur de notre étude.

Si f(z) € Q[[z]] est une G-fonction, alors f annule un opérateur différentiel L €
Q(2)[d/dz]. Pour tout nombre premier p, I'opérateur L peut également étre vu comme
un opérateur différentiel & coefficients dans Q,(z) puisque Q(z) C Qp(2). On peut donc
considérer < p-adiquement > 1’équation différentielle annulée par f(z) et utiliser les outils
de la théorie des équations différentielles p-adiques. C’est dans ce contexte qu’est définie la
notion de structure de Frobenius forte. Si 'opérateur L € Q,(z)[d/dz] admet une structure
de Frobenius forte, on montre que la série f(z) satisfait a une équation p-mahlérienne (ou
au Frobenius) a coefficients dans un certain corps E,, appelé corps des éléments analy-
tiques, c’est-a-dire qu’il existe ag(2),...,a,(z) € Ep, non tous nuls, tels que

ao(2)f(2) + ar(2) f(") + -+ ar(2) f(27") = 0.

La définition du corps F), est donnée dans la partie 1.4.2, mais on peut déja dire que les
éléments de F), sont obtenus ici comme limite de fractions rationnelles a coefficients dans
le corps C,, et qu’il est complet pour la norme de Gauss. Nous renvoyons le lecteur a [6],
ou il trouvera des résultats récents sur les équations mahlériennes et leur lien avec des
questions de transcendance.

D’apres le lemme 2.1.1, le corps résiduel de E,, est F,(2), ot F,, est la cloture algébrique
de ), . Apres certaines réductions nous pouvons supposer que 1 = {|ag(2)|g, ... |a,(2)|g}.
Ainsi, lorsque 'on peut réduire f(z) modulo p, il devient possible de réduire cette relation
modulo p afin d’obtenir une équation du type

ap(2) fip(2) + ai (2) fip(2)F + -+ + ap(2) fip(2)” =0,
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out al(z) € Fy(2). On en déduit donc que f(z) est algébrique modulo p et que son degré
d’algébricité est majoré par p”. Dans la suite, nous nous intéresserons particulierement
a des séries formelles holonomes qui annulent un opérateur différentiel L € Q(z)[d/dz]
admettant une structure de Frobenius forte pour presque tout nombre premier p.

1.4.1 Structure de Frobenius forte

Soit p un nombre premier. Le complété de Q pour la norme p-adique est noté Qp,
nous notons par Z, le sous-anneau de Q, formé des éléments dont la norme p-adique est
inférieure ou égale a 1 et C, le complété de la cloture algébrique de @Q,. Le corps Q, est
le corps des nombres p-adique et Z, est I'anneau des entiers p-adiques. Nous rappelons
que la valuation de Q, s’étend de maniere unique a C, et que C, est algébriquement clos.

;. 212 s p—1
Nous désignerons par m,, un élément de C, vérifiant m, ~ = —p.

1.4.2 Eléments analytiques

Soit K un corps de caractéristique nulle muni de la norme ultramétrique |-|, ¢’est-a-dire
pour tout z, y € K, |z| = 0 si et seulement si x = 0, |z +y| < max{|z|, |y|} et |zy| = |z||y|.
Nous notons Y les éléments de K qui ont norme inférieure ou égale a 1. Comme la norme
|| est ultramétrique alors ¥ est un anneau local dont I'idéal maximal mg est constitué par
les éléments de ¥ ayant norme strictement inférieure a 1. Par définition, le corps résiduel
de K est le corps k := ¥ /mg. Nous supposons dans la suite que la caractéristique de k
est p # 0.

Pour x € K tel que |z| < 1, nous notons z I'élément de k qui représente la classe
résiduelle de x. Nous supposons que K est complet pour la norme | - |. Nous dirons que
o : K — K est un automorphisme de Frobenius si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout z € K, |o(z)| = |z|;

2. pour tout x € K, |z| < 1, |o(z) — 2P| < 1. Autrement dit, & : £ — k donné par
o(T) = o(x) est 'endomorphisme de Frobenius. Remarquons que & est bien défini
par le point 1.

Remarque 1.4.1. La proposition 1.10.1 de [23] montre que le corps C, possede un auto-
morphisme de Frobenius, mais celui-ci n’est pas unique. Dans la suite, nous fixons un tel
automorphisme que nous notons Frob : C, — C, et que nous appellerons I’automorphisme
de Frobenius de C,.

Nous montrons a présent comment construire le corps des éléments analytiques. Nous
désignons par W 'anneau d’Amice qui est I’ensemble des séries formelles

flz) = Z anz"

telles que les a, sont des éléments de K dont la valeur absolue est bornée et tend vers
zéro lorsque n tend négativement vers l'infini. D’apres la proposition 1.1 de [26], 'anneau
W est un K-espace vectoriel complet pour la norme définie par |f| = sup{|an| : n € Z}.
L’anneau K[z| est contenu dans ’anneau WV et ainsi, 'anneau K [z]| est muni de la norme

de Gauss ‘
‘Z ajzj’g = sup|aj|.

De plus, d’apres la proposition 1.2 de [26], tout élément non nul de K[z] est inversible dans
W, ce qui implique que l'anneau des fractions rationnelles K (z) est contenu dans W. La
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norme de Y induit une norme sur K (z) qui s’exprime comme
-

> a;%

> biz!

Comme W est complet, le complété de K (z) pour la norme de Gauss est également contenu
dans W.

_ suplay|
o suplhi

Définition 1.4.2 (Eléments analytiques). Le corps des éléments analytiques Fx est le
complété du corps K (z) pour la norme de Gauss dans JV. Dans le cas ou K = C,, le corps
des ¢éléments analytiques est noté E, et ’analogue de W est noté W,.

Remarque 1.4.3. Pour tout f € K(z), on a

d

%(f) <|flg-

L

Ainsi, la dériviation dilz : K(z) — K(z) est une fonction continue pour la norme de Gauss
et elle s’étend naturellement au corps Ex des éléments analytiques. On note encore son
extension % :EFx — Ex.

Définition 1.4.4 (E,-équivalence). Soient A et B dans M, (E,). Nous disons que A et
B sont Ej,-équivalentes s'il existe H € GL,,(E),) telle que

iH = AH — HB.
dz

1.4.3 Structure de Frobenius forte

Nous définissons 'application Frob.» : C,(z) — E, par

>oaiz'\ Y Frob(a;)z"
S bizi ) > Frob(b;)zPi’
Cette application est une isométrie. Il s’agit donc d’une application continue qui s’étend

au corps des éléments analytiques E,. Nous la notons encore Frob.» : E, — E,. C’est a
nouveau une isométrie et, pour tout e € E,, on a

Frob.p (

j (Froby(e)) = pzPt <F7’0bzp(je)> ) (1.5)

z z

Soit A une matrice de taille n & coefficients dans E),, nous considérons la matrice F,»(A) :=
d%(zp JAFTobzr — ppp=1 AFTobp oy AFTOb:r st la matrice obtenue apres avoir appliqué

Frob,r a chaque entrée de A.
Etant donné un opérateur différentiel d’ordre n

T an_l(z)i +an(2) € Q[2][d/d2],  (1.6)

L= ao(z)i +ai(z) P

dzm dzn—1

on définit la matrice compagnon associée a L par

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : : : : : :
0 0 0 e 0 1
—an(z) —an—1(2) —an—2(2) —az(z) —ai(z)
ao(2) ao(2) ao(2) oao(z)  ao(z)
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Définition 1.4.5 (Structure de Frobenius forte). Soit L € Q(z)[d/dz] un opérateur
différentiel et soit A sa matrice compagnon. Nous disons que L a une structure de Frobenius
forte de période h pour un nombre premier p s’il existe un entier strictement positif A tel
que la matrice A et la matrice obtenue en appliquant h-fois F,» & A sont E,-équivalentes.
Comme A € M,,(Q(z)), cela revient a dire qu’il existe H € GL,(E),) telle que

d

—H = AH — ph2"""tHA"). (1.7)
z

Le plus petit entier h > 1 ayant cette propriété est appelé la période de la structure de

Frobenius associée au couple (L, p).

Par exemple, d’apres [54, Chap. 22, Theorem 22.2.1]% ou [10, Chap. V, p. 111 ], les
équations de Picard-Fuchs sont munies d'une structure de Frobenius forte pour presque
tout nombre premier p. Par exemple 'opérateur différentiel

d d 1
2z—1)—5+22—1)— + -
( ) dz? + ) dz * 4
est un opérateur de Picard—Fuchs parce qu’il est obtenu a partir de la famille de courbes
elliptiques de Legendre E, définie par y? = x(x — 1)(x — 2). Comme nous le verrons, cet
opérateur est muni d’une structure de Frobenius forte de période 1 pour tout nombre
premier différent de 2. La série

1 1 /2n\?
o(767) = T () -

n>0

est solution de cet opérateur.

1.4.4 Structure de Frobenius forte et algébricité modulo p

Le résultat que nous énoncons dans cette partie établit le lien entre I'existence d’une
structure de Frobenius forte pour le couple (L, p) et I’algébricité modulo p de ses solutions.
Voici le premier résultat de la these.

Théoréme 1.4.6. Soit L € Q(z)[d/dz] d’ordre n. Soit p un nombre premier pour le-
quel lopérateur différentiel L a une structure de Frobenius forte de période h et f(z) =
Y n>0a(n)2" € Zy,[[z]] une solution de L. Alors f(z) est algébrique modulo p et le degré

de fip(2) sur Fp(2) est majoré par ph

Ainsi, le théoréeme 1.4.6 établit un lien entre l’existence, pour un nombre premier p,
d’une structure de Frobenius forte de période h pour un opérateur différentiel d’ordre n
et le degré d’algébricité modulo p des solutions (séries formelles a coefficients dans Z,))
de cet opérateur en fonction de p, n et h. Nous faisons les remarques suivantes.

(i) Nous pourrions énoncer ce théoréme dans le cas d'un opérateur a coefficients dans
Qlz] et f € Uk p[[2]], la démonstration s’obtiendrait de facon similaire.

(ii) Le théoreme 1.4.6 nous dit que pour montrer le premier point de la conjecture 4 il
suffit de voir que f annule un opérateur différentiel a coefficients dans Q(z) muni
d’une structure de Frobenius forte.

6. Voir aussi la discussion p. 351 de [54] et les références associées.
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(iii) Le lien entre algébricité modulo p et structure de Frobenius forte a d’abord été
observé par Christol [20, 26]. Chez Christol, ce le lien est donné & travers la notion
de suite p-automatique”. En effet, soit f(z) = Y., sga(n)z" € Z[[z]]. Dans [20], il
est montré que la suite {a(n) mod p},>o est p-automatique si et seulement si la
série f,(2) est algébrique sur F,(z) et il suit de [26, Théoreéme 7.2 et Corollaire
8.3] que si f(2) € Z,[[2]] annule un opérateur différentiel a coefficients dans Q(z)
muni d’une structure de Frobenius forte pour p alors la suite {a(n) mod p},>0 est
p-automatique.

(iv) La preuve que nous présentons du théoreme 1.4.6 n’utilise pas de la notion de suite p-
automatique, mais la nouveauté du théoreme 1.4.6 vient avant tout de la majoration
explicite que nous obtenons du degré d’algébricité de la série f,(z).

A présent expliquons la stratégie employée dans la démonstration du théoreme 1.4.6.
Soient L € Q(z)[d/dz] un opérateur différentiel d’ordre n, f(z) € Q[[z]] solution de L, et
p un nombre premier pour lequel 'opérateur L possede une structure de Frobenius forte
de période h et f € Zy[[2]]. Nous construisons un FEj-espace vectoriel V; contenu dans
I'anneau d’Amice W, tel que :

— la série f € Vy;
— le E)-espace vectoriel V} est stable sous 'application z + 2?;
— le Ep-espace vectoriel V; a dimension au plus n2h.

Ainsi, nous obtenons qu’il existe ag(2),...,a,2,(2) € E, non nuls tels que

2
ao(2) f(2) + ar1(2) f(2) + -+ apzp(2) f(2P" ) = 0. (1.8)
Autrement dit, la série f(z) est solution d’une équation p-mahlérienne & coefficients dans
E, d’ordre inférieur ou égal a n?h. Le théoreme 1.4.6 découle en étudiant la réduction
de I’égalité (1.8) modulo I'idéal maximal de ¥g,. L’hypothese que f(z) est solution d'un
opérateur muni d’une structure de Frobenius forte est évidemment utilisée dan la construc-
tion du Ej-espace vectoriel V.

Une conséquence remarquable de cet argument est la suivante : soient S un ensemble
infini de nombres premiers et f(z) € Q[[z]] solution d’un opérateur différentiel L d’ordre
n a coefficients dans Q(z) et muni d’une structure de Frobenius forte pour tout p € S.
Alors, pour tout p € S, la série f(z) est solution d'une équation p-mahlérienne non nulle
a coefficients dans £, d’ordre inférieur ou égal a n?h, o h est la période qui correspond
au nombre premier p.

Remarquons qu'’il y a une similitude entre la stratégie utilisée dans [1] pour démontrer
le théoreme C (rappelons que cette stratégie a été décrite a la fin de la partie 1.3) et
celle employée pour démontrer le théoreme 1.4.6. Dans [1], I'hypotheése que f(z) est la
diagonale d'une série algébrique est utilisée pour construire un IF,-espace vectoriel de
dimension finie contenant f(z) et stable sous 'action des opérateurs de Cartier, tandis
que nous utilisons ’hypothese que f(z) est solution d’un opérateur différentiel muni d’une
structure de Frobenius forte pour construire un F,-espace vectoriel de dimension finie
contenant f(z) et stable sous I'action du morphisme de Frobenius z +— 2P.

1.4.5 Structure de Frobenius forte et rigidité

Commengons par observer comment le théoreme 1.4.6 peut étre utilisé pour apporter
une réponse positive aux questions 1 et 2 pour certaines séries formelles holonomes. En

7. Le lecteur trouvera la définition de suite p-automatique dans la partie 1.6.1
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effet, supposons que f(z) € Q[[z]] annule un opérateur différentiel L d’ordre n a coefficients
dans Q(z) muni d’une structure de Frobenius forte de période h pour presque tout nombre
premier p, ou h est indépendant de p. Alors, d’apres le théoreme 1.4.6, si p est tel que
f(2) € Zy)ll2]], 1a série fi,(2) est algébrique sur F,(z) de degré d’algébricité inférieur ou
égal a pnzh. Comme 'entier n?h est indépendant de p, les questions 1 et 2 ont une réponse
positive pour la série f(z).

Dans cette partie, nous allons voir que les opérateurs rigides, dont la définition est
donnée dans la partie 2.2, possedent, pour presque tout nombre premier p, une structure
de Frobenius forte de période h, ou h est majorée explicitement et indépendamment de
p. Avant d’énoncer ce résultat, nous rappelons quelques notions classiques concernant les
opérateurs différentiels.

Opérateur fuchsiens

Dans cette partie, K désigne un corps quelconque. Un opérateur différentiel a coeffi-
cients dans K (z) est un opérateur de la forme
n n—1
L:= 57+a1(2)7(jzn,1 +---+anf1(z)d%+an(2>, (1.9)
ou les a;(z) appartiennent a K(z). L’entier n est L’ordre de l'opérateur L. Un point o
dans la cloture algébrique de K est un point singulier de L s’il existe ¢ € {1,...,n} tel
que « est un pole pour a;(z). Nous disons que « est un point singulier régulier de L si
a est un point singulier de L et, pour tout i € {1,...,n}, a;(z) := (2 — a)’a;(z) n’a pas
de pole en «. Soit Lo 'opérateur différentiel obtenu apres avoir appliqué le changement
de variable z — 1/z & L. Nous disons que l'infini est un point singulier régulier de L si
zéro est un point singulier régulier de Lo,. Remarquons que si, pour chaque i € {1,...,n},

nous écrivons a;(z) = 2’28, ou b;1(z) et b;2(z) appartiennent & K[z] et sont premiers

entre eux, alors 'infini est un point singulier régulier de L si et seulement si, pour tout
ie{l,...,n}, deg(b;i1(z)) < deg(b;2(z)) —i.

Nous dirons que « est une singularité a distance finie de L si « est un point singulier
de L et a n’est pas l'infini.

Définition 1.4.7 (Opérateur fuchsien). Soient K un corps quelconque et L défini comme
en (1.9). L'opérateur L est fuchsien si I'infini est un point singulier régulier de L et si
toutes les singularités a distance finie de L sont des points singuliers réguliers de L. Soit
§ = z-L . Par abus de langage, si Ls € K (z)[d] est d’ordre n, nous dirons que Lg est fuchsien
si 'opérateur obtenu apres avoir réécrit I’opérateur Z%L(; en fonction de d/dz est fuchsien,
Définition 1.4.8 (Exposants). Soient L définit comme en (1.9) un opérateur fuchsien
et a une singularité a distance finie de L. Les exposants de L en « sont les racines du
polynome

X(X-1)(X—n+1D)+a(a)X(X—1) (X =n+2)+ -+ ap_1(0) X + an(a).

Si l'infini est un point singulier de L, les exposants de L en l'infini sont les exposants de
L, en zéro.

Rappelons maintenant la définition des matrices de monodromie locale d’un opérateur
a coefficients dans C(z). Soient L € C(z)[d/dz] un opérateur différentiel d’ordre n et z € C
un point non singulier de L, d’aprés la théorie classique de Cauchy,

Sol(L); = {f holomorphe au vosinage de x et L(f) = 0}
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est un C-espace vectoriel de dimension n. Soient F' = {fi,..., f,} une base de Sol(L),,
S={",...,7} € CU{oco} 'ensemble des points singuliers de L et v € S. Les fonctions
f1,-.., fn peuvent étre prolongées le long d’un lacet 7 tel que ([7]) = II;(C\ S, z). Ainsi,
on obtient un nouvel ensemble F qui sera encore une base de Sol(L)y. Alors la matrice
de monodromie locale, notée M(A,~) € GLy(C), est la matrice de changement de base
de F vers F. Le groupe de monodromie de L est le groupe engendré par les matrices
M(A,v1),..., M(A,~,) qui satisfont & la relation M(A,vy)--- M(A,~.) = Id.

Définition 1.4.9. (Rigidité) Soient L un opérateur fuchsien a coefficients dans C(z)
d’ordre n et My,..., M, € GL,(C) les matrices qui engendrent le groupe de monodro-
mie de L telles que M --- M, = Id. On dit que le groupe de monodromie de L est rigide
si pour tout Ni,..., N, € GL,(C) telles que Ny --- N, = Id et N; est conjuguée a M;, il
existe U € GL,(C) telle que, pour tout i € {1,...,7}, U 'M;U = N;.

Structure de Frobenius forte et rigidité

Soit L défini comme en (1.6) et supposons que les exposants aux points singuliers
réguliers sont des nombres rationnels. Soit s la valuation de ag(z), ¢’est-a-dire s est len-
tier positif tel que ag(z) appartient a I'idéal 2°Q[z] et ag(z) n’appartient pas a 2°T1Q[z].

Considérons les ensembles suivants : 211 est formé du terme constant du polynéme aoz(sz), du
coefficient dominant de ag(z) et du discriminant de ag(z), 22 est formé des dénominateurs
a;(z

?((2’)) } 1<i<n
commun multiple des dénominateurs des exposants de L en les points singuliers réguliers.
On pose h1 = ¢(d), ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler, hy la dimension du corps
de décomposition du polynéme ap(z) sur Q, et finalement h = hjhy. Voici un deuxieme

résultat obtenu dans cette these.

des exposants aux points singuliers réguliers de L et A3 = { . Soit d le plus petit

Théoréme 1.4.10. Soit L € Q[z][d/dz]| un opérateur différentiel défini comme en (1.6).
Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées.

1. Les points singuliers de L sont réguliers, c’est-a dire que L est fuchsien.
2. Les exposants aux points singuliers réquliers sont des nombres rationnels.
3. Le groupe de monodromie de L est rigide.

Soit S l’ensemble des nombres premiers tels que ao(z) € Zy[2], tout élément de Ay et Ap
ait une norme p-adique égale a 1 et tout élément de A3 ait une norme de Gauss inférieure
ou égale a 1. Alors pour tout p € S, Uopérateur différentiel a une structure de Frobenius
forte de période h.

Les exemples les plus célebres d’opérateurs satisfaisant aux trois conditions du théoreme
1.4.10 sont les opérateurs hypergéométrique de Gauss

2(z — 1)% + ((a+b)z — 0)% + ab,
ou a,b,c € Qn (0,1]. Dans [62], Salinier a montré que ces opérateurs possedent une
structure de Frobenius forte pour presque tout nombre premier p dont la période est
indépendante du nombre premier p. Notons qu’avant le travail de Salinier, Dwork avait déja
montré par une approche différente que, sous ces hypotheses, 'opérateur hypergéométrique
de Gauss est muni d’une structure de Frobenius forte pour presque tout p (voir [41,
Chap. 7, 7.2.2]). Le théoreme 1.4.10 montre de facon plus générale que les systémes
différentiels rigides sont munis d’une structure de Frobenius forte pour presque tout p
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dont la période peut étre majorée explicitement et indépendamment du nombre pre-
mier p. Notre démonstration de ce résultat généralise 'approche de Salinier au cas des
systemes différentiels rigides ou, de facon équivalente, au cas des équations différentielles
sans parametre accessoire (cf. [52]). Notons par ailleurs que Crew [32] a également ob-
tenu récemment un résultat similaire en suivant une approche différente fondée sur la
cohomologie p-adique. Nous précisons que nous n’avons pris connaissance de l'article [32]
qu’apres avoir démontré le théoreme 1.4.10. Crew montre que, sous les hypotheses 1, 2
et 3 du théoreme 1.4.10, si p est un nombre premier tel que L définit un isocristal sur-
convergent® et vérifiant certaines autres hypotheses (les conditions Cy et C3 dans [32]),
alors L a une structure de Frobenius forte pour p. Sa preuve repose sur des outils de co-
homologie p-adique et le fait que la surconvergence lui permet (Theorem 1 et Theorem 2
de [32]) de définir la rigidité p-adique en termes de cohomologie p-adique. Il montre aussi
que la période h obtenue ne dépend pas de p. L’intérét de notre approche est son aspect
plus élémentaire puisqu’elle repose sur les aspects classiques de la théorie des équations
différentielles (a la fois sur C(z) et C,(2)) et que nous donnons une description précise de
I’ensemble des nombres premiers p qui munissent L d’une structure de Frobenius forte.
Pour davantage de précisions, notamment sur le lien entre le théoreme 1.4.10 et les résultats
de Katz [52], Esnault et Groechenig [44] nous renvoyons le lecteur a la partie 2.2.1.

Comme nous l'avons déja mentionné, les opérateurs hypergéométriques de Gauss a
parametres rationnels sont des exemples d’opérateurs rigides. Considérons I'opérateur hy-
pergéométrique de Gauss

d d 1

Li=z2(z—1)— + (22— 1)— + -

2(z )dz2+(z >dz+4
qui est aussi un opérateur de Picard—Fuchs. L’opérateur L satisfait aux conditions du
théoreme 1.4.10. Notons que ’ensemble des exposants de L aux points singulier réguliers
est {0,1/2} et que ap(z) = z(1 — z). Donc, dans ce cas ; = {—1,1}, A = {2}, A3 =
féj), m} On en déduit que S est ’ensemble des nombres premiers différents de 2.
De plus, d =2, ¢(d) = 1, he = 1 et ainsi h = 1. D’apres le théoréme 1.4.10, 'opérateur L
est donc muni d’une structure de Frobenius forte de période 1 pour tout nombre premier

différent de 2.

1.4.6 Structure de Frobenius forte et équations hypergéométriques

L’application principale que nous obtenons des théoremes 1.4.6 et 1.4.10 est de montrer
que la conjecture 4 est vraie pour la plupart des séries hypergéométriques généralisées.
Rappelons que les séries hypergéométriques généralisées sont définies comme suit

. B (Oél)(an) j
P8 = 2 G Bt

ot @ = (ai,...,05) € (Q\ Z<o)", et B = (B1,...,Bn-1) € (Q\ Z<o)" ! et, pour z € R,
()p=xz(x+1)---(x+n—-1)et ()= 1.
La série hypergéométrique ,, F5,1(a; 3, 2) annule I'opérateur différentiel

H(a,p): —z(04+ar) - (0 +an)y+06(0+pB1—1)-- (6 + Bn1 — 1), (1.10)

8. Un opérateur L € Q(z)[d/dz] est surconvergent pour un nombre premier p, si le rayon de convergence
de L au point générique associé a p égal a 1. Dans la partie 1.5, le lecteur trouvera la définition de point
générique associé a p d’un opérateur différentiel.
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ol ) = zd Cet opérateur est appelé opérateur différentiel hypergéométrique. 1’observa-
tion clé est que sous certaines hypotheses cet opérateur satisfait aux trois conditions du
théoreme 1.4.10.

1. II est facile de voir que cet opérateur est fuchsien et que ses singularités sont 0,1 et
00.

2. Les exposants de H(a, ) en zéro sont 1—p1,...,1—F,_1,0, les exposants de H(c, )
enlsont0,1,...,n—2,—14+> (8 —ay) et les exposants de H(a, 8) en I'infini sont
Q1y .y Q. Pulsque a;, 3; € Q pour tout 4,5 € {1,...,n}, les exposants de H(a, 5)
aux points singuliers sont des nombres rationnels. N

3. Enfin, si o; — 3; ¢ Z pour tout i,j € {1,...,n}, alors 'opérateur H(a, ) est rigide.
Il s’agit d’un résultat du a Levelt (voir le Theorem 3.5 de [14]).

Donc, si a; — f; ¢ Z pour tout i,5 € {1,...,n}, le théoreme 1.4.10 implique que
I'opérateur H(a, 3) possede, pour presque tout p, une structure de Frobenius forte de
période h, ou h ne dépend pas de p. Plus précisément, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 1.4.11. Soient o, ...,0n, B1,-..,0n—1,0n =1 € Q\ Z<o tels que pour tout
i.j, a; — Bj ¢ Z et S’ l'ensemble des nombre premiers p tel que |a;lp, |Bjlp < 1 pour tout
i,j € {1,...,n}. Alors, pour tout p € S', lopérateur H(a, ) posséde une structure de
Frobenius forte pour p de période ¢(dy g), ot ¢ est Uindicatrice d’Euler et dop est le plus
petit commun multiple des dénominateurs des nombres rationnels o, ..., 0y, B1,. .., B;-

Finalement, avec les notations du théoreme 1.4.11, il est clair que S C &', ou S est
I'ensemble des nombres premiers p tels que p ne divise pas dq g et nF—1(a, 8, 2) € Zy,)[[2]]-
Ainsi, le théoréme suivant découle des théorémes 1.4.6 et 1.4.11.

Théoréme 1.4.12. Soient o, ...,0n, 51, 0n—1,6n =1 € Q\ Z<o tels que pour tout
i,j, a; — Bj & Z. Soit do g le plus petit commun multiple des dénominateurs des nombres
rationnels aq,...,0n, B1,...,0, et soit S l'ensemble des nombres premiers p tels que p
ne divise pas dog et nFn_1(a, B, 2) € Zy)[[2]. Alors, pour tout p € S, nFn_1(a, 3, 2) est

algébrique modulo p de degré majoré par p™ ‘b(davﬁ), ot ¢ désigne l'indicatrice d’Euler.

Rappelons que la conjecture 4 est vraie pour les G-fonctions qui sont dans Diaggg et

pour la classe de G-fonctions étudiées dans [5]. Les séries ,, Fy,—1(a, 8, 2) du théoreme 1.4.12

l
2“9 ou dans

sont également des G-fonctions, mais elles ne sont pas forcément dans Dlag
la classe de G-fonctions étudiées dans [5]. Le théoréeme 1.4.12 fournit ainsi de nouveaux
exemples de G-fonctions qui vérifient la conjecture 4. Illustrons cela a ’aide des exemples

suivants.

Exemple 1.4.13. Considérons les séries hypergéométriques

1451 115
S N (P | — o F
fQ(Z) 3 2<97979737 72) et f3() 2 1<3 2 12 )

La série fa(2) est globalement bornée car §2(27%2) € Z[[2]] par contre, a ce jour, nous
ne savons toujours pas si fo(z) est dans Dzag 9 D qutre part, d’aprés [5, Example 8.6],

la série f2(z) n'est pas dans la famille etudzee dans [5]. Puisque §2(27%2) € Z[[z]], on a
fo(2) € Zy)l[z]] pour tout p # 3. Notons que dans ce cas do g =9, avec o = (3.8.3) et
B = (%, 1). Le théoreme 1.4.12 garantit donc que, pour tout mombre premier p # 3, fa,

est algébrique sur Fy(z) de degré magjoré par p*
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Nous savons que la série §3(z) n’est pas dans Diagalg car elle n’est pas globalement
bornée (voir proposition 1 de [27]). D’autre part, d’aprés la section 8 de [5], elle n’appar-
tient pas a la classe de G-fonctions considérée dans [5]. Par contre, le théoréme 1.4.12
s’applique. En effet, soit S ’ensemble des nombres premiers tels que f3(z) € Z(p)[[z]]. Cet
ensemble est infini car si p est un nombre premier congruent a 1 modulo 12, alors p € S.
Dans ce cas, on vérifie que do g = 12, a = (%, %) el B = (%) D’apres le théoréeme 1.4.12,
sip > 3 appartient a S, alors fs), est algébrique sur F,(z) de degré majoré par p'.

1.5 Algébricité modulo p de G-fonctions et conjecture de
Bombieri-Dwork.

Le but de cette partie est d’énoncer la conjecture de Bombieri-Dwork et de montrer
qu’elle implique le premier point de la conjecture 4.

La notion de convergence au point générique est fondamentale dans 1’énoncé de la
conjecture de Bombieri-Dwork. Etant donnés un nombre premier p et G = (g;.;(2))1<ij<n €
M, (Ep), nous posons ||Gl|g, = max{|h; j(z)|g}. Soient L € Q[z][d/dz] et A la matrice
compagnon de L. Considérons la suite de matrices Ag définie par la formule suivante : Ay
la matrice identité, A1 = A et Ag1q1 = %Ag + A,A. Etant donné un nombre premier p, le
rayon de convergence de L au point générique associé a p est le nombre réel positif r,(L)
défini par
A, 1/s

= lim ||—
s!

rp(L) S—»00

Rt

g.p

11 suit de [10, chapter IV 2.5] que r,(L) > 0 pour tout nombre premier p. Nous disons
que Popérateur différentiel L est de type arithmétique (voir Bombieri [15]), si

Y Logt(1/ry(L)) < oo,

p premier

ot Log*(1/r,(L)) = max{0, Log(1/r,(L))}.

La conjecture de Bombieri-Dwork, donnée pour la premiére fois dans [40, p.2], provient
d’une question traitée par Dwork dans [39] : si f(z) = > 5 a(j)z € Q[[2]] alors, pour
chaque nombre premier p, on peut voir f(z) comme une série formelle a coefficients dans
I'anneau C, et ainsi calculer son rayon de convergence p-adique, 7,(f); la question est
de déterminer la valeur de 7,(f) et notamment de comprendre la variation de r,(f) en
fonction de p.

Supposons que f(z) est solution d’un opérateur différentiel L € Q(z)[d/dz] d’ordre
n tel que zéro est un point singulier régulier. D’apres le Theorem 3 de [29], r,(f) > 0.
Supposons de plus que les exposants de L en zéro appartiennent a Q N Z,, alors L admet
une basse de solution de la forme

(Fy,...,F,)exp(fLogz)

ou Fy,...,F, € Q[z]] et 6 est une matrice a coefficients dans Q. Dwork montre dans
[37, Theorem 6] que si L est une équation de Picard—Fuchs alors, pour tout i € {1,...,n},
rp(F;) > 1 pour presque tout nombre premier p; en particulier r,(f) > 1 pour presque tout
nombre premier p. D’autre part, Christol a montré dans [24, théoreme 2] le fait suivant :
pour tout i € {1,...,n}, rp(F;) > 1 si et seulement si r,(L) = 1. Par conséquent, si L est
une équation de Picard-Fuchs, alors r,(L) = 1 pour presque tout nombre premier p.
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On dit qu'un opérateur différentiel & coefficients dans Q(z) provient de la géométrie
s’il peut se factoriser sous la forme Lj o---0o Ly, ou les L; sont des facteurs d’équations de
Picard—Fuchs.

Comme nous ’avons vu, pour presque tout nombre premier p, le rayon de convergence
au point générique des équations de Picard—Fuchs est égal a 1 et, d’apres la proposition 1
de [10, IV 2.5], le rayon de convergence au point générique des équations qui proviennent
de la géométrie est égal a 1 pour presque tout nombre premier p. Ainsi, si L provient de la
géométrie, L est de type arithmétique. La conjecture de Bombieri-Dwork affirme que les
uniques opérateurs différentiels de type arithmétique sont les opérateurs qui proviennent
de la géométrie :

Conjecture 5 (Bombieri-Dwork). Soit L € Q(z)[d/dz]. Si L est de type arithmétique,
alors L provient de la géométrie.

Suivant la terminologie d’André [10, p.76], les opérateurs de type arithmétique sont
appelés G-opérateurs. Sous cette terminologie la conjecture de Bombieri-Dwork prédit que
tout G-opérateur provient de la géométrie.

Affirmation 1.5.1. Si la conjecture de Bombieri—-Dwork est vraie alors le point 1 de la
congjecture 4 [’est également.

Voici une esquisse de justification pour cette affirmation. Soient f(z) € K[[z]] une G-
fonction, ou K est une extension finie de et S un ensemble infini d’idéaux premiers p
de Vg tel que f € Uk p[[2]] pour tout p € S. Soit My € Q(z)[d/dz] Vopérateur d’ordre
minimal annulé par f. Il suit du théoreme de Chudnosvky (Theorem 1.5 de [42, Chap.
VIII]) et du théoreme de Bombieri-André (Theorem 2.1 de [42, Chap. VII]) que My
est de type arithmétique; d’apres la conjecture de Bombieri-Dwork, M provient de la
géométrie.

Soit M le module différentiel associé¢ a 'opérateur M. Comme M provient de la
géométrie, le module M peut étre obtenu au moyen des constructions algébriques ®, A,
@ et Ext des modules M;, ou M; est un module différentiel associé a une équation de
Picard—Fuchs. Ainsi, les modules M; sont munis d’une structure de Frobenius forte pour
presque tout p et puisque la structure de Frobenius forte est préservée par les foncteurs ®,
A, @ et Ext, on obtient que le module M est muni d’une structure de Frobenius forte pour
presque tout nombre premier p. Par conséquent, M possede une structure de Frobenius
forte pour presque tout nombre premier p.

Considérons maintenant ’ensemble S’ des idéaux premiers p de Jx qui sont dans S
et qui sont au-dessus des nombres premiers p pour lesquels M est muni d’une structure
de Frobenius forte. Donc, &’ est infini et S\ &’ est fini. Comme nous I’avons mentionné,
le théoreme 1.4.6 reste valide pour les opérateurs différentiels a coefficients dans Q(z) et
[ € Uk pl[2]]. Cela entraine que, pour tout p € S, fi,(2) est algébrique sur (Vxp/p)(2)
de degré majoré par p"zhp, ou n est I'ordre de M et h), est la période de la structure de
Frobenius forte qui correspond au nombre premier p. Par conséquent, nous aurions que la
conjecture de Bombieri-Dwork impliquerait le point 1 de la conjecture 4.

Notons qu’avec cette approche nous ne pouvons pas conclure que le point 2 de la
conjecture 4 est également vérifié. En effet, nous ne savons pas a priori comment varie la
période h,, en fonction de p. D’ott I'importance du théoreme 1.4.10. En effet, celui-ci nous
garantit que, pour les opérateurs rigides, il existe un entier ¢ telle que h, < ¢ pour tout
nombre premier p pour lequel 'opérateur possede une structure de Frobenius forte.
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1.6 Applications combinatoires et arithmétiques

Dans cette partie, nous passons en revue quelques applications combinatoires et arith-
métiques de I'algébricité modulo p.

1.6.1 Ensembles p-automatiques et congruences a la Lucas

Dans cette partie, nous rappelons un résultat de Christol [20] qui établit une équivalence
entre la notion de suite p-automatique et 'algébricité modulo p, ot p est un nombre
premier. Ce résultat montre qu’une suite dans un corps fini de caractéristique p est p-
automatique si et seulement si la série génératrice de cette suite est algébrique sur le corps
des fractions rationnelles a coefficients dans ce corps. Le théoréeme de Christol est a 'origine
d’une interaction tres riche entre la théorie d’automates, la combinatoire, 1'algebre et la
théorie de nombres.

La notion de suite k-automatique, ol k est un entier supérieur ou égal a 2, a été
introduite par Cobham en 1972 [31] :

Définition 1.6.1. Soient k un entier supérieur ou égal a 2 et Ay I'alphabet {0, 1,..., k—1}.
Un k-automate est un 6-uplet A = (Q, Ak, A, qo,Y, ¢), ot ) est un ensemble fini appelé
ensemble d’états, A : Q x A — @ est la fonction de transition, gg est I’état initial, Y est
un ensemble fini appelé alphabet de sorite et ¢ : Q — Y est la fonction de sortie. Etant
donné un état ¢ € Q et un mot w = wyws - - - w, de 'alphabet Ay, nous définissons A(q, w)
récursivement en posant A(q,w) = A(A(q, wiwa - wy—1),wy). Sin € Net n =37 wk!
est le développement de n en base k, on note (n)r = wyw,—_1 - - - wo.

On dit qu’une suite (a,)n>0 & valeurs dans 'ensemble Y est k-automatique s’il existe
un k-automate A tel que, pour tout n > 0, a, = ¢(A(qo, (n)x)).

Un exemple célebre de suite automatique est la suite de Thue-Morse (,)n>0. Cette
suite est définie de la fagon suivante : ¢, = 0 si la somme des chiffres binaires de n est paire
et t, = 1 dans le cas contraire. Cette suite est 2-automatique car elle est engendrée par le
2-automate A = ({0,1}, A2, A, 0,{0,1},¢), ou A((0,0)) = A((1,1)) =0, A((0,1),(1,0)) =1
et ¢(0) =0, ¢(1) = 1.

Montrons maintenant que la série génératrice de la suite de Thue-Morse est algébrique
sur Fo(2). Soit F(2) = Y, ~otn2™ € Fa[[2]], ol (tn)n>0 est la suite de Thue-Morse (vue
dans Fy). La définition de la suite de Thue-Morse implique que to, = t, et top 11 = 1+,
pour tout n > 0. On obtient alors

F(z)= Z tn 2" + Z tonp122m Tt

n>0 n>0
=32+ (1)

n>0 n>0

2 2 2
= Ztnz" +z Ztnz" + z Zz”
n>0 n>0 n>0
1

=(1 F(z)? 42— .

(14 2)F(z) +z(1+2)2

Ainsi, F(z) annule le polynéme (1 + 2)3Y?2 + (1 + 2)2Y + 2z et par conséquent, F(z) est
algébrique sur Fy(z), de degré 2. Le théoreme de Christol est le suivant :
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Théoréeme D (Christol [20]). Soient p un nombre premier et (a(n))n>0 une suite a
coefficients dans Fp. La suite (a(n)),>0 est p-automatique si et seulement si la série
Y onsoa(n)z™ est algébrique sur Fy(z).

Congruences automatiques. Commencons par rappeler la notion de k-noyau d’une
suite.

Définition 1.6.2. Etant donnée une suite a = (a(n)),>0, le k-noyau de a est Pensemble
N (a) défini par

N(a) := {(a(nk" + r))p>0 : h > 0,0 <7 < k" —1}.

Etant donné j € {0,1,...,k—1}, on définit 'opérateur A; (appelé a nouveau opérateur
de Cartier, ou encore opérateur de section) qui associe a une suite a = (a(n)),>0 la suite
Aj(a) = (a(nk + j))n>0. Soit  le semi-groupe engendré par l'identité et les A; pour la
loi de composition. On a alors

N(a)={A(a): A € Q}.
On obtient alors la caractérisation suivante d’une suite k-automatique.

Théoréme E (Eilenberg [43]). Une suite est k-automatique si et seulement si son k-noyau
est fini.

Il découle donc des théoremes B, D et E que si f(2) =, ~a(n) € Z[[2]] est la diago-
nale d’une série algébrique et p est un nombre premier alors la suite (a(n)),>o vérifie de
nombreuses congruences modulo p, appelées « congruences automatiques >. Par exemple,
sij€{0,...,p— 1}, alors il existe des entiers h,e,j’ telsque h >0,e>1,0< 5 <p°—1
et, pour tout entier n > 0,

a(np" +p" i+ +pj+j) =a(mp® + ) mod p.

Dans la plupart des exemples que nous allons traiter, nous retrouverons la congruence
suivante :
a(pn) = a(n) mod p

pour tout entier n > 0 et tout nombre premier p. Par exemple, nous avons déja vu que la
série g(z) =Y ,>0 (2”) 2™ est la diagonale d’une série algébrique et, d’apres 'égalité (1.1),

<2np) <2n>
= mod p
np n

pour tout entier n > 0 et tout nombre premier p.

on a

Les coefficients binomiaux et le théoréme de Lucas. Le coefficient binomial ( ) est

n
m
défini par
! .
<n>_ m&nzm
m 0 si n<m.

Rappelons que (:;) représente le nombre de choix d’un sous-ensemble a m éléments dans
un ensemble a n éléments. Considérons la série

FX,Y)= Y (;) xmyn

(n,m)eN?
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et remarquons que F(X,Y) = m est une fraction rationnelle de deux variables.
Ainsi, pour tout nombre premier p, la série F(X,Y) mod p appartient a F,(X,Y). D’autre
part, Salon [63, 64] a donné une généralisation du théoreme D pour les séries formelles
de plusieurs variables. On obtient donc que la suite {(lf,,) mod p}p m>0 est p-automatique
pour tout nombre premier p. Cela implique ’existence de congruences automatiques pour
les coefficients binomiaux. On peut en fait obtenir un résultat bien plus précis; il s’agit du
théoreme de Lucas :

Théoréme F (Théoreme de Lucas [55]). Soientn et m des entiers et p un nombre premier.
Notons n = Y7 qnip' etm =3 ; mip® les développements respectif de n et m en base

p. Alors, on a
(n) = H (nz> mod p.
m =0 my;

Le théoreme de Lucas se démontre tres simplement & ’aide du théoreme du binéme,
comme l’a noté Fine [45].

Démonstration. Soit p un nombre premier. Alors, pour tout i > 0, (1 + X)pi =1+
X7 mod p et d’apres le théoreme du binéme Y 1" (") X™ = (1 + z)™. Ainsi, sous les
hypotheses du théoreme de Lucas on a

> <:L>Xm = (4" =[[a+x)"" =]+ X")"™ mod p

m=0 i=0 i=0
i i n; .
= (Z ( Z>Xmipz> mod p
=0 \m=0 \""
n S n:
— (H( z>)Xm mod p.
. mg
m=0 \i=0
On conclut en comparant les coefficients en X™ dans cette congruence. OJ

Le théoreme de Lucas s’avere étre un outil pertinent pour obtenir ’algébricité modulo
p de certaines séries. C’est le cas dans 'exemple suivant :

Exemple 1.6.3. Montrons que la série
2n\"
wi) =3 () -
n>0

est algébrique modulo p pour tout nombre premier p et tout entier r > 1.
D’apres le théoréme de Lucas, pour tout couple d’entiers (n,k) et pour tous l,s €

{0,1,...,p—1}, on a
np +1 _(n [ mod
kp+s)  \k/)\s od b

Ainsi, pour tout r > 1, tout nombre premier p, tout entier n et tout m € {0,1,...,p— 1},
on a

2n\ 7T 2m\ T .
(2(np+m)>7"E (M) (") modpsime{0,1...,(p—1)/2}

+ T T
e G (™ P mod p sim € {(p+1)/2,...,p—1}.

n m
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Mais (2”:;]”) = 0 puisque 2m — p < m. On obtient donc

T () () )

m= —

(p 1) /2 %/ 9N\ T
(5 () )} (S(C) mon) )
_ (p— 1)/2<( ) . p) o) o).

Puisque gyp(2) € Fy[[2]], on a g,,(2P) = gp(2)P. Notamment, pour tout r > 1 et pour
tout nombre premier p, on a

Brp(2) = (Z)/(<2§) mod ) | 0y )7

m=0

?M

Ainsi, pour tout r > 1 et pour tout nombre premier p, la série g,
De plus, son degré d’algébricité est majoré par p — 1.

p est algébrique sur Fp(z).

La série g, est un exemple de ce qu’on appelle une série p-Lucas.

Congruences < a la Lucas ». De nombreuses suites, étudiées notamment en combina-
toire énumérative, ont la propriété de satisfaire des congruences de type < p-Lucas > pour
une infinité de nombres premiers p.

Définition 1.6.4. Soient (a(n)),>0 une suite a coefficients dans Q et p un nombre premier.
On dit que la suite est p-Lucas si :
1. a(0) =1;

2. pour tout n > 0, a(n) € Zy,), c’est-a-dire, pour tout entier n > 0, p ne divise pas le
dénominateur de a(n);

3. pour tout £ > 0 et tout r € {0,1,...,p — 1}, a(kp+r) = a(k)a(r) mod p.

Par abus de langage on dit que la série f(z) =) - a(n)z" € Q[[2]] est p-Lucas si la
suite (a(n)),>0 est p-Lucas. Une remarque tres simple mais fondamentale pour la suite est
la suivante :

Remarque 1.6.5. Soient f(z) =1+ > 5, a(n)z" € Q[[2]] et p un nombre premier tels
que f(z) € Z|[z]]. Alors, la série f est p-Lucas si et seulement si

p—1
fip(2) = (Z(a(n) mod p)z"> fip(2F). (1.11)

n=0

Comme f),(2) est a coefficients dans ), on a f,(2*) = f,(2)P. De plus, I'égalité (1.11)
entraine que, pour tout entier n > 0,

a(pn) = a(n) mod p.
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La remarque 1.6.5 implique que si f(z) € Q[[z]] est p-Lucas, alors f), est algébrique
sur F,(2) et le degré d’algébricité de Jip est au plus p — 1. Au vu des questions 1 et 2, il
est naturel de chercher a savoir quand une série est p-Lucas pour une infinité de nombres
premiers p. Dans [5] les auteurs ont montré qu'il y a une grande classe de G-fonctions
qui sont p-Lucas pour un infinité de nombres premiers p. Cette classe de G-fonctions
contient certaines séries hypergéométriques généralisées et de certaines séries obtenues
par spécialisation de séries de plusieurs variables dont les coefficients sont des quotients de
factorielles de plusieurs variables. L’approche utilisée dans [5] pour démontrer que ces séries
sont p-Lucas repose sur un étude détaillé de la valuation p-adique de leurs coefficients. A
présent nous allons décrire ces deux familles de séries formelles.

Séries hypergéométriques généralisées. Soient o = (ay,..., ) € Q" N (0,1]", B =
(Bi,--s Bn1) € Q"N (0,1]" ! et dy s le plus petit commun multiple des dénominateurs
des a; et les 3;. On pose A, g : R — Z défini par

n n—1
Agp(@) =) lz—ai] =Y [z~ B] — |z~ 1]
i=1 =1
et mgé = min{al, ey Oy 51, anl, 1}

Théoreme G (Proposition 8.5 de [5]). Si A, 5(x) > 1 pour tout v € [mqypg,1), alors la
série hypergéométrique , Fy_1(a, B) est p-Lucas pour tout nombre premier p tel que p = 1
mod d, 3.

I1 suit donc de ce théoreme que la série fi(z) = 2F1(1/2,1/2;2/3, z) est p-Lucas pour
tout nombre premier p congru a 1 modulo 6, tandis que ce critere ne s’applique pas
a la série f3(z) := oF) (%,%;15—2,2) car Aq1/3,1/2),5/12)(5/12) = 0 et 5/12 € [1/3,1) et
1/3 = m(1/3,1/2),(5/12,1)-

Quotients de factorielles et spécialisations. Soient e = (ey,...,e,) et f = (f1,...,f,)
deux vecteurs a coefficients dans N¢. Notons |e| = > | e; et |f| = > j—o fj. Etant donné

+ (e -m)!
Qe f(n) = H;;:ll(f]]a),

n € N?, on pose

et

Fey(x)= ) Qepm)x".

neNd
Considérons la fonction de Landau A, ¢ : R? — 7Z définie par

u v

Acp(x) =D [x-ei] = > [x-f].
i=1 =1
Considérons aussi ’ensemble

Doy =1{xe€[0,1)*:3d € {e1,...,eufi,...,f,} tel que x-d>1}.

Soit § I'ensemble constitué des séries F, y(x) telles que |e| = |f| et A. f(x) > 1 pour tout
x € D, y. On pose également

N..; = {n € N? tel que pour tout z € [0,1)? avec z-n > 1 on a A, ;(z) > 1}.
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Théoréeme H (Proposition 8.10 de [5]). Soit f(z) = F¢ r(b12",...,b42"), ot F¢ ()
appartient & §, (ni,...,nq) appartient a Ny s et (bi,...,ba) appartient a Q. Alors, la
série f(z) est p-Lucas pour tout nombre premier p tel que (bi,...,bq) € Z‘(ip).

Les auteurs de [5] observent que de nombreuses séries génératrices provenant de la
combinatoire et de la théorie de nombres peuvent s’obtenir par spécialisation de séries qui
appartiennent & §. Illustrons cette affirmation en montrant que la série génératrice des

nombre d’Apéry
"L\ (n+ k2 n
al(z)zz Z f i z
n>0 \k=0

peut étre obtenue par spécialisation d’un élément de 3.
2
Considérons la suite a(n) = Y }_, (2)2("zk) . Cette suite a été introduite par Apery
[12] dans sa démonstration de lirrationalité de ((3). Remarquons d’abord que la série
a1(z) est une G-fonction. En effet, a;(z) est la diagonale de la fraction rationnelle

1
[1— z1202324][(1 — 23) (1 — 24) — 20(1 + 21)(1 + 22)]

7( 1) et f = ((170)7(170)7(170)7(17 0), (0, )7( )) alors ’6’ - ’f‘
1

(0,1
,1]2: 221 +x2 > 1}. Par conséquent, A, ¢(z) > 1 pour tout z € D ¢

Considérons e = ((2, 1)
et 'D&f = {(xl, xg) (0
et ainsi la série

Z (27711—1-712)!2 ni .n2

F, t(x1,29) = Tt
E,f( ,T2) ny 1412 1 42

(n1,n2)€EN?

appartient a §. Finalement notons que a;(z) = F, ¢(2,2) et il suit du théoreme H que la
série a1 (z) est p-Lucas pour tout nombre premier p puisque (1,1) € N ;. Ce résultat a été
d’abord démontré en 1982 par Gessel [49] a I'aide du théoreme de Lucas. Par contre, la
stratégie utilisée dans [5] permet d’obtenir de nombreux autres exemples de G-fonctions
qui sont p-Lucas pour une infinité de nombres premiers p. Dans [5, Section 8.4], le lecteur
trouvera la mise en place de cette stratégie.

Voici un second exemple. Considérons la série

az() = 2;:3 (g (Zﬂn . k)) o

La suite a(n) = ZZ:O (2)2(”;“’“) a été aussi introduite par Apéry [12] pour redémontrer
lirrationalité de ((2). Posons e = ((2,1),(1,1)) et f = ((1,0),(1,0),(1,0),(0,1),(0,1)),
alors |e| = |f] et De s = {(21,22) € (0,1]? : 221 + 2 > 1 ou @1 + 2 > 1}. Par conséquent,
Ac r(x) > 1 pour tout x € D, y et ainsi la série

Z (2711 + 7”L2) (?21 + mg) 7 2

Fep(m,z) = 1113012 L

(n1,m2)€N?

appartient a §. Finalement, as(z) = F¢ (2, 2) et le théoréme H entraine a nouveau que la
série ag(z) est p-Lucas pour tout nombre premier p.

Diagonales, structure de Frobenius forte, G-fonctions et automates. Notons SF@
I’ensemble des séries formelles & coefficients dans Q qui annulent un opérateur différentiel
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a coefficients dans Q(z) muni d’une structure de Frobenius forte pour presque tout nombre
premier p. Soit Gg l'ensemble des G-fonctions. Nous avons alors la classification suivante :

En effet, si f(z) € Diag@, alors f(z) annule un opérateur différentiel de Picard-Fuchs (voir
25]) et donc f(z) € SFg. Ainsi Diagg C SFg. Maintenant montrons que SFg C Gg.
Soit f(z) € SFg, alors f(z) annule un opérateur différentiel L muni d’une structure de
Frobenius forte pour presque tout p. Comme L est muni d’une structure de Frobenius forte
pour p alors, d’apres les propositions 4.1.2, 4.6.4 et 4.7.2 de [23], on a r,(L) = 1. Ainsi,
rp(L) = 1 pour presque tout nombre premier p. D’apres la proposition 5.1 et le théoreme
6.1 de [42, Chap. III], on obtient que les singularités de L sont régulieres a exposants
rationnels. Enfin, en combinant cette propriété avec le théoreme 4.2 [42, Chap. VII] et la
proposition 1.1 de [42, Chap. VIII], on obtient que f(z) est une G-fonction.

Considérons Diagy; 'ensemble formé par les séries de Diag@ qui sont a coefficients
dans Z, et de la méme fagon SFyz et Gyz. Désignons par Auty l’ensemble formé des
séries ), <, a(n)z" € Z[[z]] telles que, pour presque tout nombre premier p, la suite (a(n)
mod p)nza est p-automatique. D’apres 'argument précédent, il est clair que

Diag; C SF7z C Gg.
Si le premier point de la conjecture 4 s’avérait vrai, alors le théoreme D impliquerait que
Diag; C SFz C Gy C Auty.

Remarquons d’autre part que 'on a SFz C Auty d’apres les théoremes 1.4.6 et D.

1.6.2 Transcendance de séries formelles

Dans cette partie, nous rappelons que le fait qu'une série f(z) soit p-Lucas pour une
infinité de nombres premiers p peut étre utilisé pour démontrer la transcendance de f(z)
sur Q(z).

Une source de motivation pour étudier la transcendance de séries formelles sur Q(z)
vient de ’étude des séries génératrices traitées par la combinatoire énumérative. En effet,
le fait qu'une série génératrice soit rationnelle ou algébrique reflete, dans une certaine
mesure, la structure sous-jacente des objets comptés par ses coefficients (voir [18]). Par
exemple, d’apres [18, Section 2.4], la structure associée aux coefficients d’une série ration-
nelle est généralement liée aux marches dans un digraphe ou aux langages réguliers. En
outre, savoir qu’une série est rationnelle, algébrique, ou holonome permet d’obtenir des
asymptotiques plus ou moins précis, ou des relations de récurrence plus ou moins simples,
pour les coefficients de la série en question.

A présent, nous listons quelques approches pour montrer la transcendance sur Q(z) de
séries formelles & coefficients rationnels.

a) Approche analytique. Une premiére remarque est qu'une série algébrique sur
Q(2) a un rayon de convergence non nul. On obtient ainsi la transcendance de la série
f(z) = > ,>0n!2". De plus, le rayon de convergence d'une série algébrique sur Q(z) est
fini, sauf s’il s’agit d’'un polynéme. On en déduit la transcendance de la série exp(z) =
> >0 %z”. Par contre, ces deux arguments ne s’appliquent jamais aux G-fonctions car
elles ont un rayon de convergence non nul et fini (sauf pour les polynémes). Etablir la
transcendance de G-fonctions nécessite donc des criteres plus fins. Dans [46], Flajolet
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énonce plusieurs résultats concernant I’asymptotique des coefficients de séries holonomes
a coefficients dans Q. Parmi eux, nous citons le résultat suivant qui est tres efficace pour
démontrer la transcendance de séries formelles :

Théoréme I (Flajolet [46]). Soit f(z) =3, sqa(n)2" € Q[[z]]. Si f(z) est algébrique sur
Q(z) alors, pour tout n > 0, on a

5”718 m .
a(n) = ——— Ciwlr+0(B"n"),
ot s € Q\ Zco, t < s, B est un nombre algébrique strictement positif et C; et w; sont des
nombres algébriques avec |w;| = 1.

En 1980, Stanley [68] a conjecturé que, pour tout 7 > 2, la série g,(2) = 3,5 (277;)7" n
est transcendante sur Q(z). Il a démontré que c’est bien le cas lorsque r est pair en utilisant
une asymptotique moins précise que celle du théoreme I. Cette conjecture a ensuite été
résolue indépendamment par Flajolet [46] en 1987 et par Sharif et Woodcock [65] en 1989.
La preuve de Flajolet repose sur le théoreme I. Elle utilise la formule de Stirling qui

implique que
an\" 9(2n+1/2)r
A P , (1.13)
n (2mn)r/2
pour tout r > 1, ainsi que la transcendance du nombre 7.

b) Approche galoisienne. La théorie de Galois différentielle permet d’associer & une
équation différentielle linéaire un groupe, appelé groupe de Galois de ’équation. Il s’agit
d’un groupe algébrique linéaire, c’est-a-dire qu’il peut étre représenté comme un groupe
de matrice a coefficients dans le corps des constantes associé a I’équation considérée (le
corps C dans le cas qui nous intéresse ici). Si ce groupe est fini, alors toutes les solutions
de I’équations sont algébriques; les solutions étant choisies dans un espace adapté, appelé
extension de Picard-Vessiot. Plus généralement, les relations algébriques entre les solutions
de I'équations sont encodées par son groupe de Galois. C’est pourquoi cette théorie est
tres utile pour démontrer des résultats de transcendance et d’indépendance algébrique de
séries holonomes. Nous revoyons le lecteur a [72] pour une introduction complete a cette
théorie.

Le théoreme suivant est un cas particulier d’'un théoreme du a Kolchin.

Théoréme J (Kolchin [53]). Soient a(z) € Q(2) et f(z) € Q[[z]] solution de l'opérateur
différentiel % —a(z). Si f(2) est algébrique sur Q(z) alors il existe un entier n, non nul,

tel que f(2)" € Q(z).

La démonstration donnée par Kolchin de ce théoreme repose sur la théorie de Ga-
lois différentielle, mais ce résultat peut aussi s’obtenir de facon élémentaire. Illustrons ce

théoréme avec la série 5
— (1 —42)" Y2 = ) o,
mie) = (1- a2 = 3 (71

n>0

Cette série est algébrique et solution de l'opérateur différentiel % — 1342. Le théoreme

J implique donc qu'il existe un entier n non nul tel que g1(2)" € Q(z). En effet, on a
1
01(2)% = — € Q(2).
Lorsque l'on veut étudier le groupe de Galois d’un opérateur différentiel fuchsien, le
groupe de monodromie joue un role central. En effet, ce groupe est alors dense (pour
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la topologie de Zariski) dans le groupe de Galois différentiel. En particulier, si la série
f(2) € Q[[#]] annule un opérateur différentiel fuchsien L & coefficients dans C(z) et que le
groupe de monodromie associé & L est fini, alors f(z) est algébrique sur Q(z). Dans [14],
Beukers et Heckman utilisent cette approche pour caractériser les séries hypergéométriques
généralisées qui sont algébriques. Avant d’énoncer leur résultat, nous rappelons la définition
d’ensembles entrelacés sur le cercle unité. Soient ay, ..., ay, 51, ..., B, des nombres ration-
nels. On dit que les ensembles

{exp(2mia1),...,exp(2micy,)} et {exp(2mifi),...,exp(2mif,)}

sont entrelacés sur le cercle unité si
ap<fPr<ar<fo<--<ap<pfp ou fi<a<fr<ar< <Py <ay.

Théoréme K (Beukers et Heckman [14]). Soient a = (a1,...,a5) € (Q\ Z<o)", B =
(Bi,- s Bn1) € (Q\ Z<o)" ! et dop le plus petit commun multiple des dénominateurs
des oy et (j. Supposons que pour tout i,j € {1,...,n}, oy — B; ¢ Z. Alors, la série
hypergéométrique généralisée ,F,_1(a,3,z) est algébrique sur Q(z) si et seulement si,
pour tout entier positif k premier d da g, les ensembles {exp(2mikay), . .., exp(2mikay)} et
{exp(27ikB1), ... ,exp(2mik(,)} sont entrelacés sur le cercle unité.

La conjecture de Stanley [68] peut étre aussi résolue en appliquant le théoreme K. En
effet, remarquons que, pour tout » > 1, on a

0 (2) = Foor((1/2,...,1/2):(1,...,1),472).

A Taide du théoreme K, on vérifie alors facilement que, pour tout r > 2, la série g, (z) est
transcendante, tandis que la série gi(z) est algébrique.

c) Approche utilisant ’algébricité modulo p. Dans cette partie nous allons illus-
trer comment utiliser I'algébricité modulo p pour déterminer la transcendance sur Q(z)
de certaines séries formelles. Nous rappelons la stratégie de preuve utilisée par Sharif et
Woodcock [65] pour démontrer la conjecture de Stanley [68]. Celle-ci repose sur le fait que
la série g, est p-Lucas pour tout nombre premier p.

Rappelons que si une série f(z) € Z[[z]] est algébrique modulo p pour un ensemble
infini de nombres premiers S et que la suite {deg(f},(2))}pes n’est pas bornée, alors f(2)
est transcendante. Soit r > 2. On sait que pour tout nombre premier p, la série g, est
p-Lucas. Par conséquent, pour tout nombre premier p,

Bp(2) = (Z () moas) > =) (1.14)

n=0

Cela montre que g est algébrique modulo p pour tout nombre premier p et que le degré
d’algébricité de g,, divise p — 1. Sharif et Woodcock montrent que si A est un entier
positif, il existe un ensemble S4 infini de nombres premiers tel que si p € S4 et [ divise
p—1,alorsl =1,2 oul > A. Ils parviennent a en déduire que pour tout nombre premier p
dans S tel que p > 3""" on a deg(g,,) > A. Ainsi, la suite (deg(g,|,))pep, olt P désigne
I’ensemble des nombres premiers, n’est pas bornée et par conséquent, g, est transcendante
pour r > 2.

Allouche, Gouyou-Beauchamps et Skordev ont généralisé cette approche dans [8].
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Théoréme L (Allouche, Gouyou-Beauchamps et Skordev [8]). Soit s un entier supérieur
ou égal a 2. On pose s' = s si s est pair et s' = 2s si s est impair. Soient f(z) € 1+ 2Q[[2]]
et S 'ensemble des nombres premiers p tels que p est congru a 1 modulo s'. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

(i) la série f(z) est algébrique et pour presque tout nombre premier p € S, la série f(z)
est p-Lucas ;

(i) il existe un polynome P(z) € Q[z] de degré inférieur ou égal a s', avec P(0) = 1, tel
que f(z) = P(z)"1/*.

Ce résultat implique que si f(z) est p-Lucas pour presque tout nombre premier p, alors
la série f(z) est algébrique si, et seulement si, il existe un polynéme de degré inférieur ou
égal & 2 tel que P(0) = 1 et f(2) = P(2)~%/2. 1l est par exemple montré dans [8], & I'aide
du théoreme L, que la série génératrice des nombre d’Apéry

=S (S0 (1Y)

Plus récemment, Adamczewski et Bell [1] ont montré comment utiliser les équations
(1.11) pour obtenir I'indépendance algébrique sur Q(z) de certaines séries p-Lucas. Cette
approche a ensuite été développée par Adamczewski, Bell et Delaygue dans [2]. Ces au-
teurs ont introduit de nouveaux ensembles de séries formelles, les ensembles £(S), qui
généralisent les ensembles de séries p-Lucas. Ils ont donné un critere d’indépendance
algébrique pour les éléments de £(S) qui permet par exemple de démontrer que les séries
gr(2), 7 > 2, et a1(z) sont algébriquement indépendantes sur Q(z). Ces résultats sont
décrits dans la partie suivante. Notons qu’ils ont également généralisé le théoreme L aux
cas de séries de plusieurs variables.

est transcendante .

1.6.3 Indépendance algébrique de G-fonctions
Nous nous intéressons a présent a I'indépendance algébrique de G-fonctions.

Définition 1.6.6. Soient K un corps et fi(z),... fr(z) des séries formelles & coefficients
dans K. Les séries fi(2),... fr(z) sont algébriqguement dépendantes sur K (z) s’il existe un
polynoéme non nul P(z,Y7,...,Y,) & coefficients dans K tel que P(z, f1(2),..., fr(z)) = 0.
Dans le cas contraire, on dit que les séries formelles fi(z),... fr(z) sont algébriquement
indépendantes sur K(z).

Pour chaque entier » > 1, considérons & nouveau la série
2n\"
n
a-(2) = z".
==>("
n>0

Puisque pour tout nombre premier p, la série g,(z) est p-Lucas, il existe un polynéome
Ap(z) a coefficients dans F), de degré strictement inférieur a p tel que

Grlp = Ap(z>gr(zp> (1.15)

Dans la partie 1.6.2, nous avons observé, en suivant les arguments de Sharif et Woocock
[65], que les relations (1.15) permettent d’obtenir la transcendance des séries g,(z) pour
tout r > 2. Adamczewski, Bell et Delaygue ont montré que ces relations, en prenant en
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compte que le degré de A,(z) est au plus p— 1, permettent en fait d’établir I'indépendance
algébrique de la famille {g,(z)},>2. Cette observation a conduit les auteurs de [5] & définir
les ensembles L(S).

Définition 1.6.7. Soit S un ensemble infini de nombres premiers. £(S) est ’ensemble des
séries formelles f(z) € 1 + z2Q[[z]] telles que pour tout p € S :

(a) f(2) € Zel[l];

il existe un entier [, strictement positif et une fraction rationnelle A,(z) dans F,(z)N
b) il exist ier [,, strictement positif et une fraction rationnelle 4,(z) dans F,,
F,[[2]] tels que

Fp(2) = Ap(2) fip (") (1.16)

(c) la hauteur® de A,(2) est inférieure ou égale & Cplr, ot C est une constante qui ne
dépend pas de p.

I est clair que si f(z) € Q][z]] est p-Lucas pour tout nombre premier p € S alors
f(z) € L(S). Voici le résultat principal de [5] :

Théoréme M (Adamczewski, Bell et Delaygue [5]). Soit S un ensemble infini de nombres
premiers. Des séries formelles f1(z),..., fr(z) € L(S) sont algébriquement dépendantes
sur Q(z) si et seulement si il existe my,...,m, € Z, non tous nuls, tels que

Hi(z)™ - fr ()™ € Q(2).

Ce résultat est a rapprocher d’'un théoréeme de Kolchin (et aussi du théoreme J qui en
est un cas particulier). Les auteurs de [5] ont montré que ce critére est tres efficace pour
démontrer I'indépendance algébrique de certaines familles de GG-fonctions. Nous illustrons
leur approche avec deux exemples.

Définition 1.6.8. L’ensemble 91 est ’ensemble des séries formelles f a coefficients dans
C dont le rayon de convergence p; est fini et non nul et telles qu’il existe zg € C, avec
|z0| = py, vérifiant que pour tout entier n > 0, la série f™ n’admet pas une prolongation
méromorphe au voisinage de zg.

Voici une conséquence remarquable du théoreme M : soient S un ensemble infini de
nombres premiers et fi,..., fn € L(S)NM. Si les nombres réels py,, ..., pg, sont distincts,
alors les séries fi, ..., fn sont algébriquement indépendantes sur Q(z).

Pour démontrer ce résultat a partir du théoreme M, nous raisonnons par ’absurde et
supposons que les séries sont algébriquement dépendantes sur Q(z). D’apres le théoreme
M, il existe des entiers myq,...,m, € Z, non tous nuls, et r(z) € Q(z) tels que

R ]
Sans perte de généralité, on peut supposer que py, < pf, < ... < py,. Soit j € {1,...,n}
le plus petit indice tel que m; # 0. Ainsi, f;nj = r(z)f;:;j <. fo ™. Puisque f; € M, f;nj
n’admet pas de prolongation méromorphe au voisinage de zy. D’autre part, il est clair que
r(z) f];:rfj -+ f;™ est méromorphe au voisinage de zp, ce qui fournit une contradiction.
On en déduit donc que les séries fi, ..., f, sont algébriquement indépendantes sur Q(z).

Donnons deux applications de ce résultat. La premiere est que la famille {g,(z)},>2 est
algébriquement indépendante sur Q(z). En effet, pour tout entier » > 2 et tout nombre

9. Sinous écrivons A,(z) = P(z)/Q(z), ot P(z),Q(z) sont des polynémes premiers entre eux, la hauteur
de Ap(z) est le maximum des degrés de P(z) et Q(z).
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premier p, la série g,(z) est p-Lucas. Ainsi, pour tout entier r > 2, la série g,(z) appartient

a L(P), ou P est 'ensemble des nombres premiers. D’autre part, en utilisant (1.13), on

peut montrer que pour tout r > 2, g,(2) € M et que pg, = 1/4". On obtient donc que,

pour tout r > 2, les séries ga(2), ..., g-(z) sont algébriquement indépendantes sur Q(z).
Voici un deuxieme exemple. Considérons les séries,

g2(2) = > <2:>2,z" ot ar(z) =Y. (f: <Z>2 <n Z k>2) N

n>0 n>0 \k=0

Les séries ga(z) et a;(z) sont p-Lucas pour tout nombre premier p et, a nouveau, on peut
utiliser 'asymptotique de leurs coefficients pour montrer que ces deux séries appartiennent
a M. De plus, pg, = 1/16 et py, = 17 —12+/2. Il suit donc que les séries ga(z) et a;(z) sont
algébriquement indépendantes sur Q(z).

Ces résultats d’indépendance algébrique conduisent naturellement a se poser la ques-
tion suivante :

Question 4. Soient f(z) € Q[[z]] holonome et S un ensemble infini de nombres premiers.
A quelles conditions la série f(z) appartient-elle & £(S)?

Rappelons que les résultats obtenus dans [5], et énoncés dans cette thése comme les
théorémes G et H, fournissent de nombreux exemples de G-fonctions qui sont dans des
ensembles de type L(S). L’approche utilisée dans [5] repose sur un étude détaillé de la
valuation p-adique des coefficients des séries hypergéométriques généralisées et de séries
obtenues par spécialisation a partir de séries de plusieurs variables dont les coefficients sont
des quotients de factorielles. Dans cette these, nous allons suivre une autre approche pour
aborder la question 4. Celle-ci met en avant les équations différentielles. Notre étude four-
nira une nouvelle méthode qui s’avere efficace pour montrer que certaines série holonomes
sont dans des ensembles de type L(S).

1.7 Résultats principaux, deuxieme partie

Le but de cette partie est d’étudier la question 4. En outre, nous obtenons I'indépen-
dance algébrique de certaines G-fonctions pour lesquelles le théoreme M ne s’applique
pas.

1.7.1 Structure de Frobenius forte et congruences < a la Lucas >

Une premiere observation est la suivante : parmi les exemples connus de séries appar-
tenant & des ensembles de type L£(S), un grand nombre sont des séries holonomes (plus
précisément des G-fonctions) qui sont solutions d’opérateurs différentiels a coefficients dans
Q(z) possédant une structure de Frobenius forte pour presque tout nombre premier p. Par
exemple, pour tout entier r > 1, la série g,(2) = >, ~¢ (2:)rz” appartient a £L(P), ou P
est I’ensemble de nombres premiers et la série g, (z) annule 'opérateur différentiel

L, =08" —4T(5+1/2)".

1l découle du théoreme 1.4.11 que, pour tout r» > 1, 'opérateur différentiel £, possede une
structure de Frobenius forte pour tout nombre premier différent de 2.
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Un autre exemple de cette situation est donné par la série a;(z). En effet, comme
nous avons dans la partie 1.6.1, la série a;(z) est p-Lucas pour tout nombre premier p.
De plus, a;(z) est la diagonale d’une fraction rationnelle. D’apres [25], cela implique que
a;(z) annule un opérateur différentiel & coefficients dans Q(z) muni d’une structure de
Frobenius forte pour presque tout p.

Cela n’est pas vraiment surprenant, car conjecturalement toutes les G-fonctions de-
vraient annuler des opérateurs différentiels dans Q(z) qui viennent de la géométrie et de
tels opérateurs sont munis de structure de Frobenius forte pour presque tout nombre pre-
mier p. Ainsi, si f(z) est une telle G-fonction et que f(z) € Zy)[[2]], on obtient que f(z) est
algébrique modulo p. L’existence de structure de Frobenius est donc un premier pas vers
Pappartenance & un ensemble de type £(S). Cette remarque motive la définition suivante :

Définition 1.7.1. Etant donné un ensemble infini & de nombres premiers, F(S) est 1'en-
semble des séries f(z) € 1 + 2Q[[2]] telles que :

— pour tout p € S, f(2) € Zy[[z]];

— f(z) annule un opérateur différentiel H € Q(z)[d/dz] muni d’une structure de Fro-
benius forte pour tout p € S.

Il découle donc du théoreme 1.4.6 que si f(z) € F(S) alors, pour tout p € S, la série
fip(2) est algébrique sur Fj,(z). Pour que f(z) appartienne a £(S), il reste a obtenir que,
pour tout nombre premier p € S, f(z) vérifie une relation algébrique de la forme

Fip(2) = Ap(2) fip(2)"

ou la hauteur de A, est en O(plp). Notons que cette relation est équivalente a 1’égalité
(1.16) car f‘p(zlp) = f|p(z)lp. Nous cherchons donc une condition supplémentaire a ajouter
aux éléments de F(S) afin de garantir leur appartenance a £(S). Dans cette direction, le
théoreme 1.7.6 établit que si f(z) € F(S) annule un opérateur différentiel D € Q(z)[d/dz]
MUM en zéro, alors la série f(z) vérifie une équation du type (1.16) pour presque tout
p € §. Avant d’énoncer ce théoreme, nous rappelons la définition d’opérateur MUM en
zéro et introduisons les ensemble £2(S), ainsi que les opérateurs A,,.

Définition 1.7.2. Soit D un opérateur différentiel & coefficients dans Q(z). Nous disons
que D est MUM en zéro si D est fuchsien, zéro est un point singulier régulier de D et la
matrice de monodromie locale de D en zéro est unipotente.

Remarque 1.7.3. Soient D un opérateur différentiel a coefficients dans Q(z), f(2) € Q|[z]]
solution de D et p un nombre premier tel que f(z) € Zy[[2]] et D, est bien défini.
Rappelons que D), est la réduction de D modulo p. Il est connu que si D est MUM en zéro
alors le Q-espace vectoriel formé des solutions de D qui sont dans Q[[z]] est de dimension
1. Une observation importante, démontrée dans le chapitre 3, est que ’hypothese de MUM
en zéro implique aussi que le Fp,((2?))-espace vectoriel formé des solutions de D, qui sont
dans F)((z)) est de dimension 1. Cette observation est cruciale pour démontrer le théoreme
1.7.6.

De plus, la notion d’opérateur MUM en zéro a une caractérisation algébrique qui est la
suivante : D est MUM en zéro si et seulement si D est fuchsien, zéro est un point singulier
régulier de D et les exposants en zéro de D sont tous égaux a zéro. En effet, d’apres la
proposition 3.12 de [72] et le théoreme 5.1 de [72], tous les exposants en zéro de D sont
égaux a zéro si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice de monodromie
locale de D en zéro sont égales a 1, c’est-a-dire que la matrice de monodromie locale de D
en zéro est unipotente.

34



Définition 1.7.4. Soit S un ensemble infini de nombres premiers. On définit £2(S) comme
I’ensemble des séries f(z) € 1+ 2Q[[z]] telles que pour tout p € S :

(@) f(2) € Zgll2]];
(b”) il existe un entier [, strictement positif et une fraction rationnelle A,(z) dans F,(z)N
[F,[[2]] tels que

Fip(2) = Ap(2) fip (277 5

(¢’) la hauteur de A,(z) est inférieure ou égale & Cp?», ot C est une constante qui ne
dépend pas de p

Remarquons que les conditions (a’) et (b’) de la définition 1.7.4 sont les mémes condi-
tions (a) et (b) de la définition 1.6.7. Par contre, a la différence de la condition (c) de la
définition 1.6.7, ou il est demandé que la hauteur de A, soit dans O(p'?), nous deman-
dons dans la condition (c’) que la hauteur de A, soit dans O(p?»). 1l est donc clair que

L(S) C L2(S).

Définition 1.7.5. Soient p un nombre premier, K un corps quelconque. Nous notons A,
Popérateur de K|[[z]] dans lui-méme défini par : Ap(D_, 5 a(n)z") =3, 5 a(np)2".

Par abus de langage, les opérateurs A, seront appelés opérateurs de Cartier dans la
suite 19, Notre résultat principal concernant la question 4 est le suivant :

Théoréme 1.7.6. Soient S un ensemble infini de nombres premiers et f(z) une série qui
appartient a F(S) et qui annule un opérateur différentiel D € Q(z)[d/dz] MUM en zéro.
Alors, on a :

1. f(2) € L2%(S"), ou S’ C S et S\ &' est fini.

2. Si de plus, pour tout p € S, il existe un entier | strictement positif tel que A;lu(f(z)‘p) =
fip(2) alors f(z) € L(S'), o0 S C S et S\ S est fini.

Malgré son apparente complexité, ce théoreme fournit un moyen tres efficace pour
montrer que des séries holonomes appartiennent a des ensembles de type £(S). On peut
par exemple 'utiliser pour montrer que les séries formelles g,(z), 7 > 1, et a;(z) sont
dans L(P \ J), ou P est I'ensemble des nombres premiers et J est un ensemble fini de
nombres premiers. De facon plus remarquable, ce résultat permet d’étudier les solutions
d’opérateurs de type Calabi-Yau. Dans [9], les auteurs dressent une liste de plus de 400
opérateurs de type Calabi-Yau. Ces opérateurs vérifient certaines conditions algébriques
dont : zéro est un point singulier régulier et les exposants en zéro sont tous égaux a zéro
et chaque opérateur admet une solution dans Z[[z]] dont le terme constant est égal a
1. Notamment, tous ces opérateur sont MUM en zéro. Comme nous le verrons dans la
partie 3.7, le théoreme 1.7.6 permet de montrer que 242 de ces séries appartiennent a
L(P\ J), ou J est un ensemble fini de nombres premiers.

Dans la partie 3.6 nous montrerons que, pour f(z) € F(S), le fait d’annuler un
opérateur différentiel MUM en zéro n’est pas une condition suffisante pour appartenir
a L(S). Plus précisément, nous montrerons que la série hypergéométrique

2(z) =3 2n_—1 1 (2:>2zn

n>0

10. Voir la discussion dans [7, Section 2] concernant cet abus de langage.
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n’appartient pas a aucun ensemble de type L£(S), alors que h2(z) annule un opérateur
différentiel MUM en zéro. On a toutefois que ha(z) € L2(P \ {2}) comme le garantit le
théoreme 1.7.6. Cela montre que le point 1 du théoréeme 1.7.6 est optimal.

Soit f(z) = > 50 a(n)z" € 1+ 2Q[[2]]. Dans le point 2 du théoréme 1.7.6, la condition
Aé(f(z)m) = fp(z) revient & dire que pour tout entier n > 0,

a(np!) = a(n) mod p.

Remarquons que si f(z) est p-Lucas alors, pour tout entier n > 0, a(np) = a(n) mod p.
Notons que dans beaucoup d’exemples il est plus facile de vérifier que a(np) = a(n) mod p
pour tout entier n > 0, que de vérifier que la série f(z) est p-Lucas.

Voici un exemple qui illustre cette situation. Considérons la série

he =3 ((2]]) (i(—n’f@jy)) 21+ 22

Nous allons voir qu’en utilisant le théoreme de Lucas, on obtient sans difficulté que
Ap(fa(2)1p) = fap(2), pour tout p € P\ {2}. Nous devons donc montrer que pour tout
p € P\ {2} et tout entier j on a

() (S ()= ) (S (2)) s

Soit k € {0,...,2jp}. Alors k =Ip+s,0u0<s<p—1et0<1[<2j. Dapres le théoréeme

de Lucas, on a que
20\"_ (20N 2 (2 () ed
k Ip+s)  \UI s ’

e o\ 4 . .4 4
Ainsi, si s > 0 alors (Qip) =0 mod p et si s =0 alors k = Ip et (2z]pp) = (QZJ) mod p.
Par conséquent,

:é(—l)k(Qip )4 = é(—nlﬁ(?f - g‘a(—nl (2;')4 mod p.

2j

j) mod p et il vient

car p # 2. Finalement, d’apres le théoreme de Lucas, (2]?5 ) = (

<2jp> (22115( 1)k <2jp)4> - <2j> <2ZJ( 1)k <2j>4> o s

TP 7 \iZo K 7/ \i=o F

pour tout nombre premier p # 2 et tout entier j. Ainsi, pour tout nombre premier p # 2,
Ap(fa(2)p) = Fap(2). Par contre, cette approche directe ne permet pas de montrer que
la série f4(z) appartient a £(S), o S est un ensemble infini de nombres premiers. Pour
montrer cela nous devons appliquer le théoreme 1.7.6. En effet, d’apres le théoreme 3.5 de
[17], la série f4(z) est une diagonale de fraction rationnelle et, d’apres [25], f4(z) annule
donc un opérateur différentiel H € Q(z)[d/dz] muni d’une structure de Frobenius forte
pour presque tout nombre premier p. D’autre part, f4(z) annule un opérateur différentiel
D € Q(z)[d/dz] qui est MUM en zéro car elle est la série 210 de la liste donnée dans [9]. Le
point 2 du théoreme 1.7.6 entraine finalement que f4(z) € L(P\ J), ou J est un ensemble
fini de nombres premiers.
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1.7.2 Application a indépendance algébrique de G-fonctions

Comme nous 'avons déja mentionné la série ha(z) n’appartient a aucun ensemble de
type L(S). Par contre, cette série annule un opérateur MUM en zéro ainsi qu’un opérateur
différentiel muni d’une structure de Frobenius forte pour presque tout nombre premier p.
D’apres le premier point du théoréme 1.7.6, cette série appartient donc & £2(S), ou S est
un ensemble infini de nombres premiers. Il est donc naturel d’essayer d’étendre le critere
d’indépendance algébrique d’Adamczewski, Bell et Delaygue aux éléments de £2(S). Bien
que nous ne donnions pas une réponse générale a ce probleme, nous établissons un premier
résultat dans cette direction.

Théoréme 1.7.7. Soient fi(z),..., fr(z) des éléments de F(S), ou S est un ensemble
infini de mombres premiers, annulant chacun un opérateur différentiel MUM en zéro a
coefficients dans Q(z). Supposons qu’il existe gi(z),...,g,(z) € 1+ zQ[[z]] telles que, pour
tout p € S et tout i € {1,...,7}, gi(2) € Zyl[2]] et il eviste une entier l;, > 1 tel que
Aﬁf”’(fi(z))m = gijp(2) = Azli”](fi)kp. Si g1(2),...,9-(z) sont algébriqguement indépendantes
sur Q(z), alors fi(z),..., fr(z) sont algébriquement indépendantes sur Q(z).

Nous faisons la remarque suivante : sous les hypotheses du théoréeme, nous montrons
dans le lemme 3.8.1 qu’il existe un ensemble &’ C &S infini tel que les séries g1,..., g,
appartiennent & £(S’). L’importance de cette observation vient du fait de que nous avons
déja décrit une méthode pour démontrer 'indépendance algébrique des séries qui appar-
tiennent a £(S8’). Le théoreme 1.7.7 dit que pour obtenir I'indépendance algébrique des
séries fi,..., fr il suffit de démontrer celles de séries qui sont dans £(S’), ce que nous
pouvons généralement faire grace au théoreme M.

Nous illustrons la pertinence de ce théoreme grace aux deux exemples suivants qui en
découlent.

Théoréme 1.7.8. Soit r un entier strictement positif et
-1 /2n\" ,
b (2) —Zm_n<n) 2"
n>0
Les séries hypergéométriques {h,(z)}r>2 sont algébriquement indépendantes sur Q(z).
Théoreme 1.7.9. Les séries

halz) = 30 <2:)22n o m(z)=Y (:0 (ZY <n : k>2> »

n>0 n>0

sont algébriquement indépendantes sur Q(z).

Il est important de souligner que ces deux résultats ne peuvent étre obtenus a l'aide
du théoreme M puisque, comme nous l'avons déja signalé, la série ha(z) n’appartient
a aucun ensemble de type L£(S). En revanche, ils découlent tous les deux du théoréeme
1.7.7. En effet, d’apres le théoreme de Lucas, pour tout nombre premier p et tout r > 1,
Ap(5:(2)p = 8rp(2) = A2(D,(2))}p- Bt comme nous avons déja vu, la famille {g,(2)},>1 est
algébriquement indépendante sur Q(z). D’apres le théoréeme 1.7.7, on obtient que la famille
{br(2)}r>1 est algébriquement indépendante sur Q(z). Finalement, d’apres le théoreme de
Lucas, on a pour tout nombre premier p que Ap(a1(2)), = ayp,(2) = A2(a1(2))},- De plus,
nous avons déja observé que les séries g1(z) et a;(z) sont algébriquement indépendantes
sur Q(z). A nouveau, on peut appliquer le théoreme 1.7.7 et en déduire que les séries ha(2)
et a;(z) sont algébriquement indépendantes sur Q(z).
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Chapitre 2

Algébricité modulo p, structure de
Frobenius forte et rigidité

Dans ce chapitre nous allons démontrer les théoremes 1.4.6, 1.4.10, 1.4.12 et 1.4.11. 11
est organisé de la fagon suivante. Le théoreme 1.4.6 est démontré dans la partie 2.1 Dans la
partie 2.2, nous rappelons la notion d’opérateur différentiel rigide et dans la partie 2.3 nous
démontrons le théoreme 1.4.10. Enfin, dans la section 2.4, nous prouvons les théoremes
1.4.12 et 1.4.11.

2.1 Démonstration du théoréme 1.4.6

Cette partie est consacrée a l’algebricité modulo p des solutions des équations p-
différentielles possédant une structure de Frobenius forte pour le nombre premier p. Nous
démontrons le théoreme 1.4.6.

Rappelons tout d’abord que I’ensemble W, est composé des séries de la forme

f(Z) = Zanznv

ne”

dont les coefficients appartiennent & C, et telles que la famille {|a,|}nez est bornée et tend
vers 0 lorsque n tend négativement vers I'infini. L’anneau W, est complet pour la norme

|f| = sup |an|.
neZ

Par construction, £, est un sous-corps de W, et on note ¥, les éléments de E), dont la
norme est inférieure ou égale a 1.
Nous commencons par montrer les deux lemmes suivants.

Lemme 2.1.1. Soit m [’idéal maximal de Vg,. Il existe un isomorphisme de corps
o : 19Ep/m — Eo(z).

Démonstration. Soient J¢, 'anneau des entiers de C,, et 9 son idéal maximal. Soit = €
Uc,, comme x est la limite d’éléments dans la cloture algébrique de @, il existe une
extension finie K de Q, et y € K tels que [z —y| < 1. Ainsi, |y| < 1 et dans Jc, /M, T = 7.
Comme le corps résiduel de K est une extension finie de F,, on a y € F,. On définit

w:ﬁcp%Fp
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par w(z) = y. Notons que w(x) ne dépend pas de y et est un homomorphisme d’annaux.
D’apres le lemme de Hensel, w est surjectif et si z € M, alors w(z) = 0. Ainsi,

W 19@17/9)2—>Fp

est un isomorphisme tel que w(T) = Z pour tout x € Z,. Soit ¥y, I'ensemble des éléments
de W, dont la norme est inférieure ou égale a 1. Comme la norme est ultramétrique, vy,
est un anneau et, si J désigne I’ensemble des éléments de WV, dont la norme est strictement
inférieure a 1, alors J est un idéal de vy, et le quotient de 1y, par J est isomorphe &
Fy((2)). En effet, soit f(z) = >, czan2™ € Yyy,. Alors, pour tout entier n, |a,| < 1 et
par définition de 'anneau W, il existe un nombre naturel N tel que, pour tout n < —N,
lan| < 1. Ainsi, on a
f) =) @z € (e, /M)((2)).
n>—N

Considérons I'application @ : Yy, /J — Fp((2)) définie par &(f) = >~y w(@y)z". Si
f € Zy[[2]], alors @(f) = f. Comme w est un isomorphisme il en est de méme pour @.
Construisons a présent l'isomorphisme ¢. Comme ¥, est un anneau local et un sous-
anneau de ¥y, si m désigne I'idéal maximal de Jg,, alors m C J. Ainsi, w peut se
restreindre a Jg, /m.

Par construction, si h € 9p,, h € (I¢,/M)(z), dout hs =t, ol s,t € (Jc,/M)|[2] sont
différents du polynome nul. Nous pouvons donc définir, ¢(h) = @(t)/@(s) € Fp(2). O

Le lemme suivant est démonstré dans [2, Proposition 6.2] dans le cas ou L = C. En
utilisant le méme argument, on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.1.2. Soit K un corps, L une extension de K et fi,..., f, € K[[z]]. S’il existe
des polynomes ay(z),- - ,an(z) € L[z], non tous nuls, tels que

ar(z)fi+ -+ an(2) fn =0,
alors il existe des polynomes ci(z),- - ,cn(2) € K|z], non tous nuls, tels que

ci(2)fi+ -+ en(2) fn = 0.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 1.4.6.

Démonstration du théoréme 1.4.6. Fixons un nombre premier p. Supposons que A est la
matrice compagnon de 'opérateur différentiel

d” dnt d
I e dan () E +an(2), 2.1
Far(D) o+ ana () + an(2) 2.1)

ou les a;(z) sont des fractions rationnelles & coefficients dans Q. Comme A a une structure
de Frobenius forte de période h, il existe H € GL,,(E,) telle que

d

dz

H=AH — H(p"z" "1 A(z"")).

Soit g € W), tel que Lg = 0, alors le vecteur § = (g,¢/, . .. , g NT est solution du systéme
d

—Y = AY. 2.2

P (2.2)
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Ainsi, le vecteur g’(zph) est solution du systeme

d h—
Y = phep
dz b=

1

A(z""YY.

Par conséquent, le vecteur H gj’(zph) est solution du systeme (2.2). Comme E, C W, on
trouve que H Q’(zph) est un vecteur a coefficients dans W, dont le premier coefficient est
une solution de 1’équation associéé & l'opérateur (2.1). Soit V := {(g,¢’,...,¢" 1) : g €
W, Lg = 0}. 1l s’agit d’un C,-espace vectoriel. Nous avons donc construit un endomor-
phisme

YV =V
g Hij(2"").

Comme dimc, V' = 7 < n, le théoréme de Cayley-Hamilton assure I'existence de co, . . ., ¢y 1
appartenant a C, tels que

V4" e 4o = 0. (2.3)
Comme par hypothese f(2) € Z,)[[2] et L est annulée par f(z), alors le vecteur w =
(ff o f (”*1)) est dans V. Considérons a présent V;, le I,-espace vectoriel engendré
par les éléments de I'ensemble {f@(zF") : j € {0,...,n — 1},i € N}. L'égalité (2.3)
montre que Vy a pour dimension au plus nr. Comme f(z2),...,f (meh) € Vy, il existe

Jj <nrethby,..., b; € E, tels que

bif(P") + by f( )+ bof(2) = 0.
Soit by tel que |b| = max{|bo(2)|,...,|bj(2)|} et soit ¢;(z) = b;(2)/bi(2). Alors, pour tout
1€ {0,...,j}, |CZ‘ <let

GFE") 4 o fETT 4+ aof(z) =0,

On pose d;(z) = ¢i(z), alors on a

di(2)(fip(7")) + dj—1 () (Fp()P7 ")+ do(2) fip(2) = 0. (2.4)

et do(z),...,d;j(2) ne sont toutes nulles car 1 = max|co(2)],...,|c;(2)].

Soient w I’homomorphisme construit dans le lemme 2.1.1 et ¢;(z) = @(d;(2)). Puisque
w est un isomorphisme alors to(z), . .., t;(2) ne sont pas toutes nulles. Comme w(f,) = f|,
car f € Z,)[[2]], alors (2.4) implique que

ti(2) (o)) + tim1 () (fp(P ")) + -+ to(2) fip(2) = 0.

Finalement, le lemme 2.1.2 assure 'existence des polynémes r¢(2),...,7;(z) € Fp(z), non
tous nuls, tels que

r (D7) + i@ () A o) fip(2) = 0.
Comme les coefficients de f,(2) sont dans F, la derniere expression devient
P+ @ (P 4 o) fip(z) = 0.

n2h

Et puisque j < nr < n?, nous obtenons que le degré de Jfip sur F,(z) est majoré par p" ",
comme souhaité. O

Remarque 2.1.3. La démonstration montre plus précisément que le degré d’algébricité
de f|p(z) est borné par p™", ou r désigne la dimension du C,p-espace vectoriel V.
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2.2 Structure de Frobenius forte et rigidité

Le théoreme 1.4.10 concerne les opérateurs différentiels a coefficients dans @Q[z] dont
le groupe de monodromie est rigide. Dans la partie 1.4.5 nous avons rappelé la notion de
point singulier, de point singulier régulier, d’exposant et de groupe de monodromie pour un
opérateur différentiel. Dans cette partie nous commencons par rappeler ces mémes notions
mais dans le cas d'un systeme différentiel. Etant donné le systeme différentiel

dizy = Ay, Ae M,(C(z)), (2.5)
nous disons que v € C est un point singulier du systeme différentiel (2.5) si v est un
pole de A. L’infini est un point singulier de (2.5) si zéro est un point singulier du systéme
différentiel obtenu apres avoir appliqué le changement de variable z — 1/z au systeme
(2.5). Nous disons que v € C est un point singulier régulier du systéme différentiel (2.5)
si v est un point singulier et s’il existe une matrice A, € M,,(C(z)) telle que la matrice
(z —7v)A, n’a pas de pole en v et qu’il existe une matrice P € GL,(C({z — v})) telle que
%P = AP—PA,, ou C({z—~}) est le corps des séries de Laurent convergentes au voisinage
de 7. L’infini est un point singulier régulier de (2.5) si zéro est un point singulier régulier
du systeme différentiel obtenu apres avoir appliqué le changement de variable z — 1/z au
systeme (2.5). Le systeme différentiel (2.5) est fuchsien si tous ses points singuliers sont
singuliers réguliers. Soit x un point non singulier du systeme différentiel (2.5), d’aprés la
théorie classique de Cauchy

d
Sol(A), ={y e C({z —z})" et Y= Ay}
est un C-espace vectoriel de dimension n. Soient F' = {y1,...,y,} une base de Sol(A4),, S
I’ensemble de points singuliers de (2.5) et v € S. Les coordonnées des vecteurs yi, ..., Yn

peuvent étre prolongées analytiquement le long du lacet 7, ou [7] € II;(C \ S, z) et 7 est
un lacet autour de v tel que le groupe engendré par [7] est Z. Ainsi, on obtient un nouvel
ensemble F' qui sera encore une base de Sol(A);. Alors la matrice de monodromie locale
en 7, notée M(A,~) € GL,(C), est la matrice de changement de base de F vers F. Le
théoréeme de monodromie complexe nous garanti que si [7] = [a], on obtient encore I'en-
semble F' en prolongeant les coordonnées des vecteurs y1, . . ., ¥, le long du lacet a. Ecrivons
S={7,...,7%} C CU{co}. Le groupe de monodromie de (2.5) est le groupe engendré par
les matrices M (A,v1), ..., M(A,~,) qui satisfont a la relation M(A,~1)--- M(A,~,) = Id.
D’apres la construction, le groupe de monodromie dépend de la base F'. Si nous prenons
une autre base Fy de Sol(A), alors ces deux groupes de monodromie sont conjugués. Ainsi
le groupe de monodromie est unique a conjugaison pres.

Soit

Dy—ay, A e M) (2.6
un systeme différentiel. Supposons que les systemes (2.5) et (2.6) sont fuchsiens et que
zéro est un point singulier régulier de (2.5) et de (2.6). On dit que A et A’ sont localement
équivalentes en zéro si les matrices de monodromie locale en zéro de (2.5) et (2.6) sont
conjuguées. D’apres le théoreme 5.1 de [72], cela revient a dire qu'il existe P une matrice
inversible a coefficients dans C({z}) telle que

iP = AP — PA/,
dz
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ou C({z}) est le corps des séries de Laurent qui convergent. Soit xy un point singulier
régulier de (2.5) et de (2.6) On dit que A et A’ sont localement équivalentes en xq si, apres
application du changement de variable z — z — z¢ & (2.5) et (2.6), les nouveaux systemes
sont localement équivalents en zéro. On dit que A et A’ sont localement équivalentes, si
elles sont localement équivalentes en tous points.

Définition 2.2.1 (Systeme rigide). Soient A € M, (C(z)) et Ly = Ay un systeme
différentiel fuchsien. Un tel systeme est dit rigide si, pour tout systeme %y = A’y fuchsien

tel que A et A’ sont localement équivalentes, il existe P € GL,,(C(z)) telle que

iP = AP — PA’.
dz

Autrement dit, les matrices A et A’ sont C(z)-équivalentes.
En général pour un corps quelconque K, nous disons que deux matrices A, A’ €
M, (K (2)) sont K (z)-équivalentes s'il existe P € GL,(K(z)) telle que L P = AP — PA’.

Définition 2.2.2 (Groupe rigide). Soient ¢i,...,g, € GL,(C) et G le groupe engendré
par ces matrices. Le r-uplet g1, ..., g, est dit irréductible si G agit de maniere irréductible
sur C™. Le groupe G est dit rigide si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. le r-uplet g1, ..., g, est irréductible;

2.onag g, =1d;

3. pour tout r-uplet gi,...,g, tel que g1---g, = Id, ou g; est conjugué a g;, il existe
une matrice U € GLy,(C) telle que §; = Ug;U ™! pour tout i € {1,...,7}.

Proposition 2.2.3. Soient A € M, (C(z)) et d%y = Ay fuchsien. Si le groupe de mono-
dromie de Ly = Ay est rigide alors le systéme Ly = Ay est rigide.
dz dz

En effet, cette proposition découle de la proposition suivante qui est un cas particulier
du théoreme 6.15 de [72].

Proposition 2.2.4. Soient A, A" € M, (C(2)). Si Ly = Ay et Ly = Ay sont deuz
systémes fuchsiens dont les groupes de monodromie sont conjugués, alors les matrices A

et A" sont C(z)-équivalentes.

Soient L € C(z)[d/dz] et A sa matrice compagnon. Si L est un opérateur fuchsien,
alors le systeme différentiel d%y = Ay est fuchsien (cf. remarque 2.3.4).

Définition 2.2.5 (Opérateur rigide). Soient L € C(z)[d/dz] fuchsien et A sa matrice
compagnon. L’opérateur L est rigide si le systeme différentiel d%y = Ay est dit rigide.

Le calcul de la matrice de monodromie locale n’est pas facile. Par contre, dans le cas
ou ~ est un point singulier régulier nous pouvons la calculer a conjugaison pres. Nous
ferons cela dans le lemme suivant. Avant, nous rappelons la notion d’exposants en . Soit
~ € C un point singulier régulier du systeme (2.5). Cela veut dire qu’il existe une matrice
A, € M,(C(2)) telle que les matrices A et A, sont localement équivalentes en 7 et
la matrice (2 —v)A, n’a pas de pole en . Les exposants en y sont les valeurs propres
de la matrice [(z — 7v)A,](7). Dans le cas que v = oo, 7 est un point singulier régulier
8’1l existe une matrice A € My (C(2)) telle que les matrices A et A sont localement
équivalentes en v et la matrice zA,, n’a pas de pole en ~. Les exposants en I'infini sont les
valeurs propres de la matrice [zA](7). Notons que cette définition dépend de la matrice
A,. Par contre, d’apres le lemme 2.4 de [42, Chap V], si A est telle que A et A sont
localement équivalentes en v et (z — 7)A’7 n’a pas de pole en 7, alors les valeurs propres
de [(z —v)A,](7) et les valeurs propres de [(z —7)A’](v) sont égales modulo Z.
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Lemme 2.2.6. Soient A € M, (C(z)) et v € CU{oo} un point singulier régulier du
systeme différentiel %y = Ay. Alors il existe une matrice C € M, (C) telle que exp(2miC)
est conjuguée a la matrice de monodromie locale de A en ~y et satisfaisant auzx deux pro-
priétés suivantes :

(a) si A, B sont deux valeurs propres différentes de C, alors A\ — 3 ¢ Z,

(b) l’ensemble des exposants de A en vy et l’ensemble des valeurs propres de C sont
égauzr modulo 7.

Démonstration. Sans perdre de généralité supposons que v = 0. Soit Ag(z) € M, (C(z))
telle que les matrices A(z) et LAg(2) sont localement équivalentes en zéro et Ay n’a pas
de pole en zéro. Comme Ay(z) € M, (C[[z]]), le lemme 8.2 et le corollaire 8.3 de [42,
chap. III] nous assure 'existence d’une matrice Wy(z) € M, (C[[2]]) telle que les matrices
%Ao(z) et %Wg(z) sont localement équivalentes en zéro et les valeurs propres de C :=
Wp(0) satisfont aux conditions (a) et (b) de I’énoncé. D’apres le théoréme 5.1 de [72],
on obtient que la matrice de monodromie locale du systéeme %y = %Wo(z)y en 0 est
conjuguée & exp(2miC). Puisque 2 Ag(2) et 1Wy(2) sont localement équivalentes en zéro,
alors toujours par le théoreme 5.1 de [72], la matrice de monodromie locale en zéro du
systeme d%y = 1A49(2)y est conjuguée a exp(2miC). Finalement, comme A(z) et 1 4y(z)
sont localement équivalentes en zéro alors, d’apres le théoreme 5.1 de [72], la matrice de
monodromie locale en zéro de d%y = A(z)y est conjuguée a exp(2miC) et comme nous
Pavons déja écrit, C' satisfait aux conditions (a) et (b). O

Remarque 2.2.7. Soit K un corps algébriquement clos. Il suit de la démonstration du
lemme 8.2 et du corollaire 8.3 de [42, Chap.III] que, si Ay € M, (K(z)), alors Wy €
M, (K (2)) et les matrices L Ag(z) et LWy (z) sont K (z)-équivalentes. De plus, la matrice
C := Wy(0) vérifie les conditions du lemme 2.2.6.

2.2.1 Opérateurs rigides et équations qui proviennent de la géométrie.

D’apres Katz [52, Theorem 9.4], si L est un opérateur rigide alors le module différentiel
défini par L est un sous-module différentiel d’un module différentiel associé a une équation
de Picard-Fuchs. Or les équations de Picard-Fuchs sont munies d’une structure de Fro-
benius forte pour presque tout p (voir par exemple [54, Theorem 22.2.1]). Ainsi, on peut
s’attendre a ce qu’'un opérateur rigide soit muni d’une structure de Frobenius forte pour
presque tout p. Le théoreme 1.4.10 montre que c’est bien le cas et que, de plus, la période
h des structures de Frobenius fortes peut étre majorée explicitement et indépendamment
du nombre premier p. Comme nous 'avons déja mentionné, ce dernier point est essentiel
au vu de la conjecture 4 et du théoreme 1.4.6. Il semble que l'on puisse obtenir I'exis-
tence d’une structure de Frobenius forte pour n’importe quel sous module N d’un module
différentiel M associé a une équation de Picard-Fuchs. En effet, d’apres le théoreme 4.2.6
[33], M est semi-simple et donc N est semi-simple et on peut le décomposer comme somme
directe finie de sous-modules simples N;. Rappelons que d’apres le Theorem 22.2.1 de [54],
M a une structure de Frobenius forte pour presque tout p. Soit p I'un de ces nombres
premiers et h la période de la structure de Frobenius forte correspondante. En notant
¢ le Frobenius, on a donc que ¢"(M) et M sont isomorphes. Donc, pour tout m > 1,
#™"(N;) est sous module simple de ¢"(M) et on obtient I'existence de deux entiers m
et m tels que ¢™"(N;)=¢™"(N;). Autrement dit, N; est muni d’'une structure de Fro-
benius forte pour p. On en déduit que N est muni d’une structure de Frobenius forte
pour p car 'application ¢ respecte les sommes directes. Malheureusement, cet argument
ne permet pas de majorer précisément la période h de cette structure de Frobenius forte,
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ni méme de la majorer indépendamment de p. L’intérét principal du théoreme 1.4.10
est qu’il permet justement de majorer la période des structures de Frobenius fortes des
opérateurs rigides indépendamment de p. Le théoreme 1.4.10 a également été obtenu sous
une forme légerement différente, mais essentiellement équivalente, par Crew [32]. Il nous
semble néanmoins utile de présenter la démonstration proposée ici qui est écrite dans
un langage différent et plus élémentaire, notamment exempt de toute considération co-
homologique. Notons qu’un cas particulier du théoreme 1.5 de [44] implique aussi qu’un
opérateur différentiel satisfaisant aux conditions du théoreme 1.4.10 a une structure de
Frobenius forte pour presque tout p. Mais ce dernier résultat ne donne pas explicitement
de renseignement sur la période des structures de Frobenius associées et ne permet donc
pas d’utiliser le théoreme 1.4.6 comme nous le faisons.

2.3 Démonstration du théoréeme 1.4.10

Nous rappelons que Frob : C, — C, est 'automorphisme de Frobenius de C,, choisi
dans la remarque 1.4.1. A présent, nous présentons les différentes étapes de la preuve du
théoreme 1.4.10. Celles-ci seront démontrées dans la partie 2.3.3.

Premier pas. Le premier pas est consacré au calcul des groupes de monodromie locale
de L a conjugaison pres. Plus précisément, soit A la matrice compagnon de L et soient
vy = 0,...,7 = oo les points singuliers réguliers de L. Pour tout j € {1,...,r}, soit
M(A,~;) la matrice de monodromie locale de A en ;. A l'aide du lemme 2.2.6 nous allons
montrer qu’elle est conjuguée a une matrice de la forme exp(27iC}), ou C; € M,(C)
satisfait aux conditions suivantes :

(a) Si A, 8 sont deux valeurs propres différentes de Cj, alors A — 3 ¢ Z.

(b) L’ensemble des exposants de L en +; et 'ensemble des valeurs propres de C; sont
égaux modulo Z.

Deuxiéme pas. Nous montrerons que pour p € S et tout j € {1,...,r}, les matrices
exp(2miC;) et exp(27mip"C;) sont conjuguées. Nous rappelons que I’ensemble de nombres
premiers S et 'entier h sont définis comme dans le théoreme 1.4.10.

Troisieme pas. Nous montrerons que pour tout p € S, la matrice B = pthhflA(zph)
est E,-équivalente a la matrice A. La matrice B est dans M,,(E,). La démonstration de
ce troisieme pas se décompose selon les 3 étapes suivantes :

(i) Soit m entier strictement positif tel que —m n’est pas une singularité de L. Nous
montrerons que B est E,-équivalente a
Yr—1 +m 1

F._,— ——F,,
G+m)z—71) " ztm T

. Y1+ m
(z +m)(z =m)
ou Fj € M,(C,) pour j € {1,...,r}.
Dans la démonstration de (ii) nous utiliserons un isomorphisme de corps  : C, — C.
L’isomorphisme x s’étend naturellement en un isomorphisme de corps entre C,(2) et C(z2),

que nous notons encore k : Cp(z) — C(z). La matrice M* € M, (C(z)) désigne la matrice
que I'on obtient en appliquant x & chaque entrée de M € M,,(C,(2)).

Fi+--+

(ii) Nous montrerons d'une part que la matrice de monodromie locale de G* en k(7;),
M (G*, k(v;)), est conjuguée a la matrice exp(2mip"C;). D’autre part, nous prouvons que
la matrice de monodromie locale en —m est 'identité.

D’aprés le deuxiéme pas, les matrices exp(2miC;) et exp(2mip"C;) sont conjuguées.
Ainsi, il découle du premier pas que pour j € {1,...,r}, la matrice M (A, ;) et la matrice
M (G", k(v;)) sont conjuguées.
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(iii) Comme la monodromie de d%y = Ay est rigide, les conjugaisons des matrices
M(A,~;) et M(G*,k(v;)) entrainent qu'il existe U € GL,(C) telle que M(A,v;) =
UM (G®, k(v;))U™ pour 1 < j < r. Il suit donc que les groupes de monodromie des
systemes Ay = d%y et Gy = d%y sont isomorphes. D’apres la correspondance de Riem-
man Hilbert, théoreme 6.15 de [72], on obtient qu’il existe H; € GL,(C(z)) telle que

d

—H, = AH, — HiG".
dz

On pose H = Hf ', ainsi H € GL,(Cp(2)) C GL,(E}) et
d

—H=A""H- HG.

dz
Remarquons que AF"" = A car A est une matrice a coefficients dans Q(z). Par conséquent,
A et G sont Ep-équivalentes. Or, d’apres (i), on sait que G est E,-équivalente a B. Par
transitivité on conclut que A et B sont E,-équivalentes.

2.3.1 Disque non singulier et singulier régulier

Dans cette partie nous énoncons et démontrons le théoreme 2.3.1 ci-dessous. Ce résultat
nous permettra dans la démonstration du théoreme 1.4.10 de passer de la théorie des
équations différentielles p-adiques a la théorie des équations différentielles classiques.

Pour tout v € C,, nous désignons par D, le disque ouvert de centre 7 et de rayon 1
et par Dy, 'ensemble des éléments de C,, dont la norme est strictement supérieure a 1 et
00 € Doo. Nous notons d¢, I'ensemble des éléments de C, dont la norme est inférieure ou
égale a 1 et si a,y € U, alors Do = D, si, et seulement si |a — | < 1. Et, Do N Dy =0
si, et seulement si & —y| = 1. Nous notons E(D,) le complété pour la norme de Gauss
des fractions rationnelles qui n’ont pas de pole dans la boule D,.

Pour énoncer le théoreme 2.3.1 nous aurons besoin de rappeler quelques notions de
la théorie des équations différentielles p-adiques. Pour cela nous reprenons ’exposition de
[21].

Soient A € M, (E,) et v € J¢,. Nous dirons que la matrice A est non singulicre dans
le disque D., respectivement a l'infini, s’il existe une matrice A,, respectivement A, F),-
équivalente & A et qui appartient & M,,(E(D.)), respectivement & 2>M,,(E(Ds)). Nous
dirons que la matrice A est singuliére réguliere dans le disque D, respectivement a I'infini,
s’il existe un point 3 de D, et une matrice A, respectivement A, Ej,-équivalente a A tels
que (z — B)A, appartient a M,,(E(D~)), respectivement zA., appartient a M,,(F(Dx)).

Théoréme 2.3.1. Soient B € My (E)p) et S ={",...,%w-1} C V¢, tel que pour tout i #
Js |vi—jlp = 1. Supposons que pour tout v € SU{oo}, la matrice B est singuliére réguliére
dans le disque D., et que pour tout v ¢ S U {oo} la matrice B est non singuliére dans le
disque D.. Soit m un entier strictement positif tel que —m ¢ S. Pour tout v € S, soient
By un point de D~ et B, une matrice Ey-équivalente a B tels que (z — [3y) By appartient
a My (E(D,)). Soit Bos une matrice Ep-équivalente a B, telle que zBo appartient a
M, (E(Dx)). Alors B est E,-équivalente a une matrice G de la forme

G = by £m Gi+-+ P Gr_l—#Gr, (2.7)

(z+m)(z = By,) (z+m)(z = By,_1) z+m

ou, pour j € {1,...,7—1}, G; est une matrice a coefficients dans C, semblable a la matrice
[((z — By)B4](By), G, est une matrice a coefficients dans C, semblable a [—zBx](c0) et
Z'yESU{oo} G~ est une matrice diagonale a coefficients dans Z.
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Le théoreme 2.3.1 est démontré dans [21, théoréme 4.2] dans le cas ou le disque Dy
est non singulier.

Démonstration. Considérons la matrice

obtenue en appliquant le changement de variables z — 1‘% au systeme By = d%y. Le

disque D, est non singulier pour la matrice V' car le disque D_,, est non singulier pour
la matrice B. Ainsi nous ramenons toutes les singularités a distance finie. Posons pour
jgedL,...,r =1}, 7; = 1/(8,, + m) et 7. = 0. Notons que pour j € {1,...,r — 1},
|ﬁ%. + m|, = 1 car D_,, est un disque non singulier pour la matrice B. Considérons
Iensemble S = {7,...,7-1,0}. Nous allons appliquer le théoreme 4.2 de [21] & la matrice
V et & ’ensemble S’. Nous allons donc montrer que V et S’ satisfont aux hypotheses du
théoreme 4.2 de [21]. D’apres le changement de variables choisi, il nous reste a vérifier
que :

1. | —7j| =1 pour i # j;
2. Soit n tel que |n| < 1let | —n| =1pourie {1,...,r}. Alors V est non singuliere
dans le disque D, ;

3. Les disques singuliers réguliers de V' sont exactement les disques D, 1 < j <r—1,
et Do.

Preuve du point 1. On a

1 1 B“fj — B’n

T Bptm By tm (B, +m)(Bry +m)

Ty — Tj

Par hypothese |y; — ;| = 1 alors |3,, — B,,] = 1 et on a déja vu que |(3,, +m)| = 1 pour
jed{l,...,r =1}, dou |(By, + m)(y; +m)| = 1. Ainsi |7; — 7| = 1.
Preuwve du point 2. Comme |7; —n| = 1 pour tout i € {1,...,r}, alors on a || =1 car

7 = 0. Supposons que V est singuliere dans le disque D,,, alors la matrice B est singuliere
dans le disque Di-ym . Donc, il existe i € {1,...,7 — 1} tel que

n
— 1—mm
- (5)
! 1
il suit que

()= ()

Ainsi, on a 7 = 7;. Autrement dit |7; — 1| < 1, ce qui est une contradiction.

et comme [; = I_Tﬂ
k3

Preuve du point 3. Par hypothese pour chaque j € {1,...,7 — 1}, la matrice B est
Ep-équivalentes a B, ot (z — 3,,) B, appartient a M,,(E(D»,)). Ainsi, B,, = Z%%Hw,
ot H,; appartient & M, (E(D,;)). Montrons que V' est Ej-équivalente a

1 1 1—2zm
[ A e <>
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En effet, on sait qu’il existe G; € GL,,(E),) telle que

d

On pose T} := G (17;7”) € GL,(E,), donc en appliquant la dérivée d’une composition on
obtient que

o) (52) -0 (2) (7)) ()
e () (52)

(2.8)

Mais B, = Z%%HW entraine que
1—2zm z 1—2zm
B, = H,.
2 (5 - (5)

d’ou

—1 1—2m

=)\ )T
et ainsi p

ZT =V =TV

Donc V' et V; sont Ej,-équivalentes.
Comme m + 3,, = 1/7; pour 1 <i < j — 1, il vient que

1
Vis— ol

i 1—2zm
. . . 2.9
Z Tj— 2 i ( z ) (2.9)

Enfin, comme B est E,-équivalente & By, olt Bo = %Hoo avec Hoo dans M, (E(Dxo))
alors V' est E,-équivalente a

Vo 1= —% 3 —1zmH°° ((1 _sz>) . (2.10)

Pour finir, montrons que, pour tout j € {1,...,r7 — 1}, la matrice (z — 7;)V} est non
singuliere dans le disque D;.. En effet, d’apres (2.9), (z — 7;)V; = %H%. (1_2””). Soit
1—ym l1—2zm

y € Dy, alors € D, et par conséquent, la matrice H,, ( > ) n’a pas de pole en
y car H,, appartient a M(E(D,,)). Donc la matrice (z — 7;)V; est non singuliere dans le
disque D7;. De manicre similaire, on montre que la matrice 2V, est non singuliere dans
le disque Dy.

Par conséquent, le théoreme 4.2 de [21] montre que V est E,-équivalente & la matrice

T
F =
i=1

1

Z*Tj

G, (2.11)

ou, pour tout j € {1,...,r—1}, G; est une matrice carrée a coeflicients dans C,, semblable
a [(z — 15)Vj)|(75), G, est semblable & (2V;)(0) et Y i ; G; est une matrice diagonale &
coefficients dans Z. De (2.9) et (2.10) il suit que

[(z = m)Vi)l(75) = Ho; (75) et (2Voo)(0) = —Hoo(o0). (2.12)
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En particulier, le théoreme 4.2 de [21] montre qu’il existe T' € GL,,(E),) telle que

iT =VT-TF.
dz

En posant Hy =T ( 1 ), on a Hy € GL,(E)) et

z+m

d%Hz: [V (zjm>T<z—im> _T<Zim>F<Zim>] <(Z‘:jn)2>
s ()] )
e (ke (-43)

Ainsi, B est E,-équivalente a G := —m (ﬁ) Comme 7; = 1/(B,, + m), I'égalité
(2.11) donne que
By, +m By,_1 +m 1
o Gitg— Gt~ ——G,.
(z+m)(z=F) ! crm)e—py) " atm

Finalement, d’apres (2.12), G est semblable a H,(y;) mais, H,,(v;) = [(z — B+;) B+;](5+;)
donc, G; est semblable & [(z— f3,,) B+,](3,,). Encore par (2.12), la matrice G, est semblable
a —Hoo(00), mais Hy(00) = [2Bso](00) alors —Hoo(00) est est semblable [zBy](00). O

Remarque 2.3.2. Il suit de la démonstration du théoreme 4.2 de [21] que, l'infini est une
singularité réguliere apparente de F'. Alors, —m est une singularité réguliere apparente de
G et par conséquente, G a une base de solutions a coefficients dans C,((z + m)).

2.3.2 Lemmes préparatoires.

Afin de démontrer les trois pas précédents, nous aurons besoin des lemmes préparatoires
suivants.

Le premier lemme est un résultat qui semble classique mais nous utiliserons les idées
de la preuve dans la démonstration du théoreme 1.4.10. On pose

_ il d d/d 2.14
= @ e L e e Q@ (1)

L

Lemme 2.3.3. Consiiérons Dopérateur différentiel (2.14) et soit A la matrice compagnon
associée a L. Siy € QU {oo} est un point singulier régulier de L, alors il existe A, €

My (Q(2)) telle que :
1. Les matrices A et ﬁAv sont Q(v)(z)-équivalentes. Et si v est linfini alors A et
=L Ay sont Q(z)-équivalentes.
2. A, n’a pas de péle en vy ;

3. Les valeurs propres de A(vy) sont les exposants de l’équation en ~y.

Remarque 2.3.4. Ce lemme est encore valide quand L € C(z)[d/dz]|, mais dans ce cas
nous pouvons seulement affirmer que A et ﬁAW sont C(z)-équivalentes et il en va de

méme pour linfini. En particulier si L est fuchsien alors le systeme différentiel %y = Ay
est fuchsien.
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"ﬂ—5(5—1)-o~(6+n—1),0u5—zd Ainsi, il existe

Démonstration. Notons que 2N =
aij,-..,aj; € Z tels que dzJ = %5—# o %5@ Soit
1 0 0 0 0 0
o 1 0 0 0 0
1 1
G,=10 —= = 0 0 0| € GLA(Z[1/2))
0 aln—1 a2,7.L71 a3,7"L71 an72',n71 1
n—1 n—1 n—1 e n—1 n—1

la matrice exprimant {1,..., ;p; 1} en fonction de {1,4,...,6" '}
Soit « un point singulier régulier de L. Nous commencons par considérer un nouvel

opérateur
n dn—l d
L, = P ai(z+ V)dzn—l + -t ap_1(z+ 'y)ay + an(z+7)
que 'on écrit sous la forme
8"+ qu(2)6" T+ 4 a-1(2)8 + gu(2), (2.15)
(2.16)

<o d
oud=zy et
ai(z+7),1)2"Gpy1.

(gn(2),...,q1(2),1) = (an(z +7),...,

On rappelle que les exposants de (2.14) en ~y sont les zéros du polynome
X qr(ON T 4 4 g1 (0)A + g (0),

,q1(2) sont définis dans (2.16).

ol qu(z),. ..
Notons que ¢;(z) € Q(v)(z) pour 1 < i < n. Soit
0 1 0 0
! 0 0 0 1
—a2(2) —q1(2)

_Qn(z) _Qn—l(z)

D’apres le théoreme de Fuchs, B, n’a pas de podle en zéro. Montrons que les valeurs
propres de B,(0) sont les exposants en 7. En effet, le polynéme caractéristique de B (0)

4 @n-1A + qn(0)). Posons
(2.17)

est (—=1)"(\" + q1 (0)A" 1 +.
Ay = By(z =) € Ma(Q(7)(2))-

Alors, Ay n’a pas de pole en «y et les valeurs propres de A, () sont les exposants en =y

Ainsi, elle appartient & M,,(Q{z—~}). Donc A, satisfait aux points 2 et 3 du lemme 2.3.3.

Montrons qu’elle satisfait aussi le point 1
Soit C5 la matrice compagnon associée a ’équation L~. Montrons que
d 1
—G, = -B,.
P G, =0,G, — G, pazp)
Soit f une solution quelconque de L.. On pose (df) = (f, f',..., ") et (6f) =
= Cy(df) et 6(6f) = By(df). D’apres la construction

(f,0f,...., 0=V f)t Alors, L(df) =
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de la matrice Gy, nous avons que (df) = G, (df). En appliquant d/dz & cette derniére
égalité, on a que

C,(af) = (6n ) (01)+ G (6) = (G ) (61) + Guo(6),
Mais (df) = Gn(0f) et 6(8f) = B,(df). Donc,
C.Go(5]) = (jzan> (6f)+ Gn%Bv(ch).

Finalement, comme f est une solution quelconque de L, et que ’espace des solutions de
L., est de dimension n sur C, on obtient que

d 1
C,Gp = —G,+G,—B,.
7 dz * 27
Notons que A = C,(z — ), alors en posant H, := G, (2 —v) € GL,(Q(7)(2)), il vient
d 1

—H,=AH,— H——A,.
o gl L

Pour l'infini, considérons 1’équation différentielle
dar dn1 d
g o)yt bea(2) oy ba(2)y = 0, (2.18)

ot (bu(2)y-+,b1(2), 1) = (an(1/2), ..., a1(1/2),1) LW, et

1 0 0 0 ... 0 0
0 —22 0 0 ... 0 0
w, =10 22 2 0 0 0
0 x * % * (=22)n
qui est la matrice qui exprime le vecteur (1, D, ..., D") en fonction de (1, %, e dz%), ol
D=—z24
dz

Comme l'infini est singulier régulier, alors zéro est un point singulier régulier de (2.18)
et par définition les exposants a l'infini de (2.14) sont les exposants en zéro de (2.18).
Notons A la matrice compagnon de (2.18). Il existe une matrice Ao qui n’a pas de pole
en zéro, les valeurs propres de A[)( ) sont les exposant en zéro de (2.18) et le et A sont

Q(z)-équivalentes. Alors il existe Hy € GL,(Q(2)) telle que

ng = *AoHQ — H()A
dz

Ainsi, si G = Hy(1/z) € Q(z) on a
d%G = —7A0(1/z)(; -G- ( A(1/z) )

Soit f un solution de L et soit g = f(1/2), on pose (df) = (f,f',...,f® V) (dg) =
(g,9s...,g D)t A Dlaide des égalités df = (W,dg)(1/z2), di( f) = Adf et d%(dg) =

ﬁdg, on obtient que

d 1 ~
SW, = — (5 A(1/2))W,, — W, A.
W= —(5A(1/2)
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Posons T, = W,(1/2) € GLp(Q(2)), il vient donc £Ts = A(2)To — Too (;—;ﬁ(l/z)) .
Maintenant, en posant Hao = GTZ! € GL,(Q(z)), il vient

d 1~
Par conséquent, les matrices A et —%go(l/z) sont Q(z)-équivalentes. On pose Ao, =

Ao(1/2), ainsi la matrice A satisfait aux conditions demandées. O

Notons que pour tout nombre premier p, v appartient a la cloture algébrique de Q,, car
il annule un polynoéme a coefficients dans Q C Q. La démonstration précédente montre
que Ay, H, € GL,(Q(7)(2)) et Ao, Ho € GL,(Q)(2), notamment A, H, € GL,(E),) et
ainsi les matrices A, ﬁAW sont Fj,-équivalentes. On obtient le corollaire suivant.
Corollaire 2.3.5. Soient L € Q(z)[d/dz], A, A, € M, (Q(z)), v € Q € {00} comme dans
le lemme 2.5.5.

1. Soit p un nombre premier tel que le disque D C C, ne contient pas d’autres points
singulier de L. Alors le disque D~ est non singulier pour A .

2. Soit p un nombre premier tel que tous les points singuliers de L a distance finie ont
norme p-adique égale a 1. Supposons que l'infini est un point singulier régulier de
L. Alors le disque Dy est non singulier pour la matrice Aso.

3. Soit p un nombre premier tel que ||All, < 1 et |y, = 1, alors ||A,[l,, < 1 et
15 4slg.p < 1.

Pour A = (aij) € Mn(Ep), ||Allgp = Maz(|aijlgp)-

Démonstration. Avec les notations de la preuve du lemme 2.3.3, ’équation (2.17) donne
que

0 1 0 0
i 0 0 1
—(z2=7) —ma(z=7) ... —@kz-7) —alz-7)
et de (2.16) on a que
(gn(z =) a1(z =), 1) = (an(2), - .-, a1(2),1)(2 =) " Gnya(z — 7). (2.19)

Notons que (z —7)"Gpt1(z — ) € GL,(Z[z — 7]).

1. Cela revient & montrer que A, € M, (E(D,)), c’est-a-dire que A, n’a pas de pole en
D,. En effet, soit o € Q une singularité de A,. D’apres le lemme 2.3.3, on a o # vy
car Ay n’a pas de pole en . L’équation (2.19) donne que « est une singularité de A
et d’apres I'hypothese, o ¢ D., ainsi A, € M,,(D,).

2. Rappelons que Ay, = Ag(1/z). Notons que les singularités de (2.18) sont 0 et 1/,
avec vy une singularité de L. De I'hypothese, |1/7|, = 1, ainsi Dy ne contient pas
d’autre point singulier de (2.18). Alors, du point 1 du corollaire, Ay est non singulier
dans le disque Dy et ainsi A, est non singulier dans le disque Dxo.
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3. D’apres I'hypothese, [[(an(2),...,a1(2),1)|lgp <1, ||[(z—7)|lgp =1 et notons que

1 0 0 0 ... 0 0
0 = 0 0 ... 0 0
1 1
Goiiz—7=|Y =7 &= 0 - 0 0
6 al‘,n a2‘,n ai;,n o an—'l,n
(=)™ =)™ =) T (=) (z=)m

Comme les a;; sont entiers, on a ||Gp41(z —7)||gp < 1 et équation (2.19) donne

H(qn(z _7)7"'7QI(z _7)71)Hg,p < 1.

Ainsi, ||A,||gp < 1. Finalement, comme Hﬁ] Gp =1, alors

1 1
A = ||— A <1
||z ~y 'y||9,p ||z ,YHQ,pH 'yHg,p—

0

Nous aurons besoin du lemme suivant pour la démonstration du deuxiéme pas du
théoreme 1.4.10.

Lemme 2.3.6. Soient ap(z) € Q[z], K le corps de décomposition de ao(z) sur Q, hg
la dimension de K comme Q-espace vectoriel et s la valuation de ag(z). Considérons
l’ensemble S' des nombres premiers tels que le coefficient dominant de ag(z) et le terme
constant du polynome ag(z)/2° aient une norme p-adique égale a 1 et que ag(2) € Zy)[z].
Alors pour tout p € S, tout entier m > 1 et toute racine v de ag(z), on a

mh ].
| P 2_'Y|p<];<|77p"

Remarque 2.3.7. Notons que I’ensemble P\ &’ est fini.

Démonstration. Si v = 0 il n’a rien a prouver. Supposons donc que v # 0. Soit p € &',
alors ag(z) € Zy[z] car Z,) C Zp. Soient K, le corps de décomposition de ag(z) sur Q, et
hs la dimension de K, comme Qp-espace vectoriel. Il suit du théoreme 6.1 de [42, Chap. I
que les racines non nulles de ap(z) ont une norme égale a 1. Soit P(z) = ap(z)/z°. Notons
que Py(z) € Zpy)[z]. Comme |P(0)[, = 1 et toutes les racines de P(z) ont norme égale a 1
alors P(z) est irréductible sur Q,,. Soit P(z) le polynome qui est obtenu apres avoir réduit
les coefficients de P(z) modulo I'idéal maximal de Z,). Comme P(z) est irréductible sur
Qp et P(z) est a coefficients dans Z,) alors le lemme de Hensel nous assure que P(z)
est irréductible sur IF,. Soient L = Qp(v) et k = Fp(y). Comme P(y) = 0 et P(z) est
irréductible sur Q, alors [L : Q] = deg(P(z)). De méme, comme P(¥) = 0 et P(z) est
irréductible sur F, alors [k : F,] = deg(P(z)). Mais, deg(P(z)) = deg(P(z)) et ainsi,
[L: Q] =deg(P(z)) = [k : Fp]. Alors, d’apres le petit théoreme de Fermat, AptaPE) =
mod p. Puisque L est un sous corps de K, alors deg(P(z)) divise hg et ainsi, AP =
mod p. Donc, pour tout entier n > 1, vpnh?’ = v mod p. Finalement, comme K est une
extension galoisienne de @@, on obtient que hs = hsr, ou r est un entier strictement positif.
Ainsi, pour tout entier m > 1, fypmhz = v mod p. Finalement, on obtient que pour tout

entier m > 1,
mho

1
=l < o <l
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L’importance du troisieme pas repose sur le fait que nous allons passer de la théorie
des équations différentielles p-adiques a la théorie des équations différentielles classiques,
et pour cela nous utiliserons le théoreme 2.3.1. Dans un premier temps, nous étudions

les disques singuliers réguliers de B. D’apres le lemme 2.3.3, on obtient que B est F,-

pzP!
2P —7y;
rantit que la matrice A, (2¥) est non singuliere dans le disque D.,. Ainsi, la matrice

(z — vj)(zp%w)Aj(zp) a comme singularités les racines p-ieme de v; qui sont dans D.,.

équivalente a Ay (2P). De plus, d’apres le choix de p, le corollaire 2.3.5 nous ga-

Pour surmonter cette difficulté, nous considererons la transformation z — (z 4+ ;)P — ;.

Dans I’étude de cette transformation nous devons reprendre la construction de F'rob,»
faite dans la partie 1.4.3. De maniere plus générale, pour w € E,, vérifiant

w— 2" < 1 (2.20)

pour un certain h, nous construisons Frob, : F, — FE, comme suit. Nous définissons
Frob, : Cp(z) = E, donné par

o - Frob(a;)w'
Frob, >\ _ > (a;) .
> b7 > Frob(bj)w?

ou (>, aizi)/(zj bjz7) € Cp(2). Remarquons que > Frob(bj)w’ # 0 car d’apres (2.20), w
est transcendent. Le Frobenius F'rob,, est continu car c¢’est une isométrie (voir lemme 2.3.9),
il s’étend donc au corps des éléments analytiques F,, noté encore Frob, : E, — E,. De
plus, c’est a nouveau une isométrie. Soit A une matrice de taille n a coefficients FE),, on
considere la matrice F,(A) := d% (w)AFrobe on AFTobe est 1a matrice obtenue en appliquant
Frob, a chaque entrée de A.

De la proposition 4.1.2 de [23] on sait que si A € M,,(E),) a norme inférieure ou égale a
1 alors le systeme Ay = d%y a une basse de solution dans I’anneau des séries a coefficients
dans E, qui convergent pour | z |<| m, |, donc en analogie avec la proposition 4.7.3 de
[23], nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 2.3.8. Soit w € E, tel que |w — 2| < |mp| et A € My (E,) de norme
inférieure ou égale a 1. Alors F,(A) et F n(A) sont Ep-équivalentes.

Nous allons utiliser la proposition 2.3.8 dans I’étape (i) du troisieme pas afin de montrer

que B est Ey-équivalente a Fw(z%%A%), avec w = (z + vj)ph — 7, ou Frob(vy) = ;.

Un des points importants de la démonstration de la proposition 4.7.3 de [23] est que
Frob_,» est une isométrie. Pour appliquer la proposition 2.3.8 nous devons montrer que
Frob,, est une isométrie. Nous démontrons cela dans le lemme suivant.

Lemme 2.3.9. Soit h un entier strictement positif et w € E,, tels que |w —zph\ < 1. Alors,
il existe un endomorphisme isométrique, Frob,, : E, — E, tel que Frob,(z) = w. De plus,
pour tout e dans Ey, on a

d d d
2(F — YD F 2o\
z( rob,(e)) P (w)Frob, (dze)
Démonstration. Soit Frob : C, — C, 'automorphisme de Frobenius choisi dans la re-

marque 1.4.1. On a @ = 7" et lw| = 1. Définissons F'rob,, : Cp(z) — E, de la maniere
suivante. Etant donnés P(z) = i a;2" et Q(z) = 27" b;j27 € Cplz], on pose

Frob, £ = Z;;o F'rob(ai)wu
> jeo F'rob(b;)w?

Q
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Notons que » 7" Frob(b; Jw? # 0 car w est transcendant sur K. Montrons que Frob,, est

une isométrie. Soient [ € {0,...,n} et k € {0,...,m} tels que |a;| = |P| et |bx| = |Q|.
S A : d

Alors P = alPl et Q = bpQ1 avec P =Y 1" ¢z’ ol ¢ = Z—;, Q1 = Z;'n:o djz’ et dj = .

On pose R = CT

Ainsi,on a |P|=1=|Q1], |R| =1et

TN DG C’pZ’ph [ X! g S P

On obtient que

1

[Frobu(R) = (R(" )P <1,
et comme ]R(zph_1)| =1, alors |Frob,(R)| =1 et |Frob,(P/Q)| = |P/Q)|.

Donc Frob, : Cy(z) — E, est continue et isométrique. Elle peut se prolonger de
maniére unique au corps £, en un endomorphisme isométrique. De la contruction de F'rob,,
et de la dérivation de la composée, il suit que pour toute fraction rationnelle P/Q € Cp(z),
on a

d d d
L Fron(P/Q) = fw)Frob. ( (P/Q))

Comme F'rob,, et d% sont continues, on obtient que, pour tout e € F,, on a

d d d
a(Frobw(e)) = a(w)Frobw (dze) .
Ol
2.3.3 Démonstration des pas
Nous sommes maintenant préts a démontrer le théoreme 1.4.10.
Démonstration du premier pas. Soient v1 = 0,...,7,—1,7 = o0 les points singuliers

de L et A sa matrice compagnon. D’apres le lemme 2.3.3, on a que 7; est un point singulier
régulier du systeme d%y = Ay. Ainsi, d’apres le lemme 2.2.6, il existe C; € M,,(C) telle
que M(A,~;) est conjuguée a exp(2miC}), ol, si A, B sont deux valeurs propres différentes
de Cj alors A — 3 ¢ Z et si ;; est un exposant de d%y = Ay en 5 alors il existe un entier
m € Z tel que o + m est une valeur propre de C. Mais, toujours d’apres le lemme 2.3.3,
les exposants de %y = Ay en 7, sont les exposants de L en ;. Ainsi, C; satisfait aux
conditions (a) et (b) du premier pas O

Remarque 2.3.10. D’apres le lemme 2.3.3, nous pouvons réécrire le point (b) comme
suit : 'ensemble des valeurs propres de A;(y;) et 'ensemble des valeurs propres de C; sont
égaux modulo Z.

Soit 2 'ensemble des nombres algébriques formé par les points s, . . ., Vr—1, les nombres
algébriques v; —;, % # j, et les dénominateurs des exposants des points v1,...,7,..Sip € S,
alors les éléments de 2l ont tous une norme p-adique égale a 1. En effet, comme p € S
et ya2,...,7vr—1 sont les racines non nulles de ag(z) alors, d’apres le théoreme 6.1 de [42,
Chap. 1], leurs normes p-adique sont égales & 1. Le discriminant de ag(z) est donnée par
[Tizj(vi — vj)%. Sip € S, on a donc que | [Tizj(vi — 74)? |,= 1. De plus, comme la norme
est ultramétrique, on obtient que | v; —7; [p< 1 pour ¢ # j. On en déduit donc que
| v — 7 |[p=1 pour i # j. Rappelons enfin que si p € S, alors ||A|g, < 1.
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Désignons par oy j,...,ap ; les exposants de L en ;. Notons d le plus petit commun
multiple des dénominateurs des ; j pour 1 < ¢ <net 1 < j <r. Rappelons que h1 = ¢(d).
On sait que sip € S, on a |d|, = 1. Donc, p et d sont premiers entre eux et p" =1 mod d.
Ainsi, pour tout p € S, on obtient que

=1 modd.
Finalement, pour tout ¢ € {1,...,n} et tout j € {1,...,r}, il vient
hy _
plag; = o ; mod Z.

D’apres le lemme 2.3.6, on a

h
|7§‘) = Yilp <[ 7 |, (2.22)
pour tout p € S et tout j € {1,...,r — 1}. Comme h = hjhs, on obtient que
plaij=a;; modZ, (2.23)
pour tout i € {1,...,n}, tout j € {1,...,r} et tout p € S.

Démonstration du deuxiéme pas. Soit p € S et montrons que les matrices exp(27iC})
et exp(27riphC’j) sont conjuguées. Soit M la forme de Jordan de C}, alors C; = UMUY,
ouU € GL,(C). Soient Ay j,..., A ; les valeurs propres de C;. Soit J;; un bloc de Jordan
de M qui correspond a la valeur propre A; ;. Ainsi, Jy, ; = /\iJI"Ai,j + Ny, ,;» ou Inxi,j est
la matrice identité de taille ny, ; et Ny, , est une matrice carrée nilpotente de taille n,, ..
D’apres le premier pas, A;j = o+ m, oll o est un exposant de L en «y; et m un entier.
Ainsi,

exp(2mily, ;) = exp(2mia) exp(2miNy, ). (2.24)

Les valeurs propres de pth sont ph>\1,j, e ,ph)\m. Puisque pth = U(p"M)U, alors
p" M est constituée des blocs de Jordan de M multipliés par p”. Ainsi, la matrice p"J Nij =
ph()‘i,jfmij + N, ;) est un bloc de la matrice p"M. Montrons que p"\;; = a mod Z.
Comme on l'a déja dit \;; = a + m, ot a est un exposant de L en 7; et m un entier.
Alors p"\; j = p"a +phm et il suit de (2.23) que p"a = a+m/, ott m’ est un entier. Donc,
p"Aij = a+m' + p'm. Comme m' + phm est un entier, on a p");; = a mod Z. Par
conséquent, on obtient que

exp(ph27riJ>\i7j) = exp(2mip"\i ;) exp(2mip" Ny,) (2.25)
= exp(2mia) exp(2miN)y, ;).

D’aprés (2.24) et (2.25), on a exp(2miJy, ;) = exp(p"2wiJy, ). 11 suit donc que les ma-
trices exp(2miM) et exp(2mp"M) sont conjuguées. Finalement, comme exp(2miC;) =
Uexp(2miM)U L et exp(2mip"C;) = U exp(2mip" M)U L, la matrice exp(2miC;) et la ma-
trice exp(27mip"C;) sont conjuguées. O]

Démonstration du troisiéme pas.— Soit p € S et soit B = pthh_lA(zph). Nous allons
montrer que A et B sont Ej,-équivalentes. Dans cette partie, nous verrons B comme une
matrice a coefficients dans E,,. Pour chaque point singulier v; =0,...,v.-1,7, = oo de L,
nous notons A; la matrice construite dans le lemme 2.3.3 et correspondant au point ;.
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Démonstration du point (i). Nous allons appliquer le théoreme 2.3.1. Pour cela nous com-
mencons par montrer que les seuls disques singuliers réguliers de B sont D.,,..., D, _, et
Do Par construction de I’ensemble 2, on a |y; — x|, = 1 pour j # k. Donc 75 # 7 pour
J# ket DyyND, = () pour j # k. Montrons dans un premier temps que si le disque D,

de centre « et de rayon 1 est singulier alors il existe j € {1,...,r — 1} tel que Dy = D.,,.
Comme D, est un disque singulier de B, il existe t € D, tel que ¢ est une singularité de
B, alors " est une singularité de A et il existe i € {1,...,7 — 1} tel que " = ~;. D’apres

I'inégalité (2.22), on a 7; = Wh. Ainsi, on obtient que

h h
=P —
t = ’)/Z'p .

Il suit que t =7;. Ainsi |t — ;| < 1 et comme la norme est ultramétrique, on obtient que
la =il =fa—t+t -7yl <1

et Do = D,,.

Montrons dans un deuxiéme temps que, pour chaque j € {1,...,r — 1}, il existe une
matrice Bj a coefficients dans E, telle que (z — 7;)B; est a coefficients dans E(D,,) et B
est Ep-équivalente a Bj. Cela impliquera que la matrice B est singulicre réguliere dans les
disques D.,;. D’apres la remarque qui suit la preuve du lemme 2.3.3, il existe H; € GL,(Ep)
telle que

d 1
—H, =AH; — H; A
dz J Iy
Posons Q; := Hj(zph) € GL,(Ep). On a
d d h
59 = g(Hj)(Zp )plta?
et ainsi ,
d pltzp' =1 h
Q= BQ; —Q; (ph) Aj("). (2.26)

h_
Alors la matrice B est E,-équivalente & (pz };ip_V;) Aj(zph).
Notons que Frob(y) = v; car Frob : C, — C, fixe Q et ainsi les singularités de

Frob(A) = A sont {Frob(yi),...,Frob(y,—1),00} = {m,...,%-1,00}. De plus, d’apres
(2.17), on a Frob(Ay) = Aj. Nous allons appliquer la proposition 2.3.8 & la matrice ﬁAk,

avec w = [(z — yj)ph + 7;]. Montrons d’abord que |w — zph|p < |mplp. Comme w = (z —
%" + 5, on a

ph—1 h
h h P h_
o= = (=) + X0 (R)
k=0

h
D’apres le théoreme de Lucas, on a (pk) =0 modp pour 0 < k < p' — 1 et ainsi

h
|(pk)|p < |P|p‘ Or ~; € 2, donc on a |ryj]p =1 et

ph—1 h
k(P ph—k_k
Z (-1) L7 V| < Iplp < Implp.

p

L’inégalité (2.22) donne alors que |7§7h —Yjlp < |mplp- 11 suit

w— 2"|, < |mpl, < 1. (2.27)
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Comme p € S, on a ||Af|lgp < 1 et |y, = 1 donc le corollaire 2.3.5 entraine que
HZ%W,Ang’p < 1. Comme Frob : C, — C, est un automorphisme isométrique, on a
J

1
1= Agllg, < 1.
Maintenant, la proposition 2.3.8 appliqué a ﬁAk implique que les matrices

d N 1 Frobzph d 1 Frob,,
Ry A t Bj=-— A
) (2’—% k) o b= (Z—’Yk k)

sont Ej-équivalentes. D’apres la construction de F'rob_,., on a

d 1 Frobz h h.ph—1
2 (2oa) T =BT
¥4 Z — Yk ZE =y

Notons que

d _
T (@) = p"(z = Frob(x;)"" ],
z
et donc
p" .
Bj = “Aj((z = 7)" + ) (2.28)
z ="

D’apres (2.26), il découle que la matrice B et B; sont E,-équivalentes. De plus, on a
(z —7j)B; =p"A;((z — 'yj)ph + ;). Maintenant, si y € D, alors (y — ’yj)ph +7; € Dy, et
comme Aj est non singuliere dans le disque D, on obtient que (2 —7;)B; € My (E(D-;)).

Finalement, montrons que D, est un disque singulier régulier de B. Pour cela, nous

posons
d

1 h
Bri= () () A () (2:29)
D’apres le lemme 2.3.3, il existe H, € GL,,(Q(z)) telle que
d

—H, = AH, — H, A
dz

Posons Q, := H,(z*"), alors on a

d
diQr = BQ’I’ - QTBT
z

Ainsi la matrice B est E,-équivalente a B,. D’apres le lemme 2.3.3, A, n’a pas de pole a
Iinfini et le corollaire 2.3.5 donne que A, n’a pas de singularité dans le disque Dy,. Ainsi
le disque D, est non-singulier pour zB,, autrement dit zB, € M, (E(Dy)). D’apres

le lemme 2.3.3, les matrices A et A sont Q(z)(v;)-équivalentes. Puisque Z%WAJ- €
M5, (Q(2)(74)), a la suit de la remarque 2 2.7, 1l ex1ste W; € My(Cp(2)) telle que W;
n’a pas de pole en v, C; = W;(v;) et A et ~ W sont C,(z)-équivalentes. D’ou,

Bj et Rj = - : W;((z — ’yj)ph + ;) sont Ep—equlvalentes. Montrons que W; n’a pas de
pole dans le disque D,,. En effet, soit P(z)/Q(z) € Cp(z) une entrée de Wj. Ecrivons
P(2) = SI_gai(z — ), Q(z) = Yoi_obi(z — v;)! € Cylz — 7). Soient a € {ap,...,a,}

tel que |a| = max{|aql,...,|ar|} et Pi(z) = 1P(z). Notons que |Pi(z)|g = 1. Soient b €
{bo,...,bs} tel que |b| = max{|bo|,...,|bs|} et Q1(2) = %Q(z) Notons que |Q1(z)|g = 1.
Alors ggzg = ‘5511 et |Pi1(2)/Q1(z)|g = 1. Notons que les fractions rationnelles % et

Py (2) - o - Pi(z) bPi(z) _
0 ont les mémes poles. Par conséquent, v; n’est pas un pole de o) Alors, 01 —
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> n>0Cn(z — )" Puisque [P1(2)/Q1(2)[g = 1 alors, pour tout n > 0, [c,| < 1. Ainsi,

la réduction de 511((’?) est égale a > -Gy (2 —7;)". D'olt, 75 n’est pas un pole de la

réduction de la fraction rationnelle o (( )) Par conséquent, la fraction rationnelle Ql ((Z)) n’a

pas de pole dans le disque D,; et ainsi, la fraction rationnelle (—ZZ)) n’a pas de pole dans
le disque D,,. Par conséquent, la matrice W; n’a pas de pole dans le disque D.,. Alors,
(z—vj)R; € /\/l (E(D5;)). Ainsi, d’apres le theoreme 2.3.1, la matrice B est £, equlvalente
a

Y1 +m Yr—1 +m 1
— F+...+ - ,
G+m)(z—m) Grm)z—y—1) " zm "

ou F; € My(C,) pour j € {1,...,r} telles que pour j € {1,...,r — 1}, F} est semblable
a [(z — vj)Rj](v4), Fr est semblable & [—zR,](c0) et ZF est une matrice diagonale a
coefficients dans Z. De plus, il suit que pour j € {1,...,r — 1}, [(z — )R, ](’yj) = phC;
et de (2.29) que [~zR,](c0) = —p"C,.. Raison pour laquelle F; est semblable a p"C; pour
je{l,...,r—1} et F, semblable & —p"C,..

0

Démonstration du point (ii). Rappelons que x : C, — C est un isomorphisme de corps.
En appliquant 'isomorphisme &, il vient

k() +m K(yr—1) +m 1
aGr = ... EF - EF
(z+m)(z—r(n)) " (z+m)(z—k(y—1) "' z4m
r—1 1
= F" —FF.
Cz4m Zl +jzlz_”(7j) J

Notons que la matrice G* est & coefficients dans C(z) et comme Ff € M,,(C), la matrice
G* est fuchsienne, avec v = —m, k(71),...,k(7r—1) et 'infini comme singularités.

Montrons que la matrice de monodromie de G* en 7y est 'identité. En effet, comme
> j—o Fj est une matrice diagonale & coefficients dans Z, la matrice [(z +m)G*](-m) =
- z;zl F f est également diagonale et a coefficients entiers, puisque tout homomorphisme
de corps de caractéristique zéro fixe Z. Ainsi, les exposants de G" en =y sont des entiers.
Donc, d’apres le lemme 2.2.6, il existe une matrice Cy € M,,(C) telle que la matrice de
monodromie locale de G en 7y est conjuguée a exp(2miCy) et telle que 'ensemble des
valeurs propres de C est réduit a un élément, {s}, ou s est entier. Ecrivons Cy = P(D +
N)P~! ot P € GL,(C), D est diagonale et N est nilpotente. Le théoréme 8.6 de [42, Chap.
I11] nous assure que TP(XPXN)P~! est une solution de G*, out T' € GL,,(C((z + m))).
Mais, d’apres la remarque 2.3.2, il suit que G a une basse de solutions a coefficients dans
C((z+m)). Donc, XV = Id,. Ainsi, Cy = PDP~!, D = sId, et exp(2miCy) est conjuguée
a Id,. Par conséquent, la matrice de monodromie locale de G" en g est conjuguée a Id,.
Cela montre que la matrice de monodromie locale de G en 7 est 'identité.

Notons que la matrice (2—x(7;))G" n’a pas de pole en £(7;) et que [(z—£(7;))G"](v;) =
F. Montrons que les valeurs propres de F* sont les valeurs propres de Cj multipliées par
p. En effet, comme remarqué précédemment, F; est semblable a pth. Ecrivons C; =
UMU™Y, ott M est la forme de Jordan de C; et U € GL,(C,). On note que M € M, (Q).
En effet, d’apres le lemme 2.3.3, les valeurs propres de A;(v;) sont les exposants de L en
7v; qui sont des nombres rationnels et donc la remarque 2.3.10 implique que les valeurs
propres de () sont des nombres rationnels. Ainsi, F; est semblable a p"M et, comme
p"M € M, (Q), on obtient que F i est semblable & p" M. Notre affirmation en découle.
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La remarque 2.3.10 entraine que les valeurs propres de pth sont de la forme p"B + s,
ou s est un entier et 5 une valeur propre de A;(7;). Montrons que deux valeurs propres
distinctes de p"C; ne different pas d'un entier. En effet, supposons que X' — ' € Z, ot X'
et 3 sont deux valeurs propres de p"Cj. Alors X' = p" X et 8/ = p"3, ot A et 3 sont deux
valeurs propres de C;. Alors, ph()\ — () € Z. D’apres le premier pas, il existe des entiers m
et mg, et A1 et 31 des exposants de L en ;, tels que A = A\; +my et § = 31 +mg. Alors
p"(A\1 — B1) € Z. Tl découle de (2.23) que p"A\; = Ay mod Z et p"B; = f; mod Z. Ainsi,
p"(A\1 — B1) = A1 — B mod Z. Mais comme p”(\; — 31) € Z, on obtient que \; — B € Z.
On en déduit que A — 8 = (A1 — B1) — (mg —my) € Z. Par conséquent, d’apres le premier
pas, A = 3 et ainsi N = 3’. Alors, on a :

(a’) deux valeurs propres de pth distinctes ne different pas d’un entier.

Ainsi, deux valeurs propres différentes de F}* ne different pas d’un entier. D’apres la
proposition 3.12, le lemme 3.42 et le théoreme 5.1 de [72], la matrice de monodromie locale
de G” en k(7;), M(G",£(v;)), est conjuguée & exp(2miF ). Comme FJ est semblable &
pth, on obtient que les matrices exp(27mi F’ 4 ) et exp(27rz'pth) sont conjuguées. Cela donne
que M(G*, k(v;)) est conjuguée & exp(27wip"C;). D’aprés le deuxieme pas, exp(2mip"C;)
et exp(2miC}) sont conjuguées et d’apres le premier pas, les matrices exp(27ripth) et
M (A,~;) sont conjuguées. Donc M (G", k(v;)) est conjuguée a M (A, ;).

Notons que {x(71),...,6(w-1)} = {71,...,7%—1}. Comme le groupe de monodromie
de A est rigide, les groupes de monodromie de A et G* sont conjugués. O

Démonstration du point (iii). D’apres ce qui précede, il existe U € GL,(C) telle que
M(A,v;) = UM(G*,k(v;))U! pour 1 < j < r. D’apres la proposition 2.2.4, il existe
Hy € GL,(C(2)) telle que

d

—H, = AH, — H,G".

dz
On pose H = Hffl, ainsi H € GL,(Cp(2)) C GL,(E)) et comme d% et k! commutent,
on a

d _
—H=A""H- HG.
dz
Remarquons que AR = A, puisque A est une matrice a coefficients dans Q(z). Par
conséquent, A et G sont E,-équivalentes. D’apres le point (ii), G est Ep-équivalentes a B,

alors par transitivité on obtient que A et B sont F,-équivalentes. O

Remarque 2.3.11. La preuve précédente montre en réalité que pour tout entier b’ > 1
tel que pour tout p € S les équations (2.22) et (2.23) sont vérifiées, alors L a une structure
de Frobenius forte de période h'.

2.4 Démonstration du théoréme 1.4.12 et 1.4.11

Dans cette partie, nous étudions les structures de Frobenius forte des opérateurs hy-
pergéométriques généralisés. Nous démontrons notamment le théoreme 1.4.12.
Considérons I'opérateur différentiel hypergéométrique défini par

H(a,B): —z(0+a1)--- (6 +an)y+(0+p1—1)--- (04 pn — 1), (2.30)
ol ai,...,0n,B1,..., 0, sont des nombres rationnels tels que o; — 5; ¢ Z pour tout
i,7 € {1,...,n}. Cet opérateur est fuchsienne et a 1, 0 et I'infini comme seules singularités.
Les exposants a l'infini sont a, ..., a,, les exposants en 0 sont 1 — Bq,...,1 — 8, et les
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exposants en 1 sont 0,1,...,n—2,—1+ > (8; — a;). Nous rappelons la définition suivante
(voir [14]).

Définition 2.4.1. Supposons que ai,...,a,,b1,...,b, € C* vérifient a; # b; pour tout
i,7 € {1,...,n}. Un groupe hypergéométrique associé aux parametres ai, ..., an,b1,...,by,

est un sous-groupe de GL,(C) engendré par des matrices hg, hi, heo € GL,(C) telles que
hy est une réflexion et

hoohiho = Id,
det(z — hoo) = H(z —a;),
det(z —hy') =[] (z = by).

D’apres un résultat de Levelt (voir le théoreme 3.5 de [14]), si a; # b; pour tout i,j €
{1,...,n} alors le groupe hypergéometrique associé aux parametres aq,...,an,b1,...,b,
est rigide. D’autre part, il est connu que le groupe de monodromie de l'opérateur hy-
pergéométrique H(a, 3) est un groupe hypergéométrique associé aux parametres a; =
exp(2mic;) et by = exp(2mif;) (voir [14]). Ainsi, le groupe de monodromie de (2.30) est
rigide. Donc, grace au théoreme 1.4.10, H(a, #) a une structure de Frobenius forte pour

presque tout nombre premier p. En appliquant le théoreme 1.4.10 on a le théoréeme suivant.

2.4.1 Démonstration du théoréme 1.4.11

Démonstration. En développant 1’équation (2.30), on obtient

(1—2)6" + [Sn,l(ﬁ -1) - ZSn,l(Q)]dnil +eee Sn,n(ﬂ —1) = 25n(0),

ou é —1= (ﬁl -1,... Bn - 1) et Sn,k: = Zl§i1<-~~<ik§n Xi-- sz
En écrivant cette équation en fonction de I'opérateur d%, il vient

d d
La,g = 00(2)%31 + a1(z)Wy + -+ an(z).

Soit A la matrice compagnon de ce nouvel opérateur. D’apres I’équation (2.16), on a

(Snn(B—1) = 28nn(@), ..., Spa(B—1) — 2Sn1(a),1 — 2) G, iy
= (an(2),...,a1(2),a0(2)).

Ainsi ap(z) = (1 — z)z" et le discriminant de ag(z) est 1. Dans ce cas, on obtient que
2, = {1}, alors que I'’ensemble 25 est donné par les dénominateurs des oy, des 1 — 3; et le

dénominateur de —1 + """ | (8; — a;). Finalement 23 = {ai(z) }1<'< . Comme p € S, on
<i<n

ao(2)
obtient que pour tout élément de 2y U Rls est de norme p-adique est égale a 1. A présent,

Z;(é)) . < 1. En effet, si p € S, alors

montrons que, pour tout p € S,

H(Snn(é— 1) = 2Snn(@), ..., Sni(B—1) = 2Sn1(a), 1 - Z)Hg,p < 1.

On vérifie aisément que, pour tout nombre premier p, HG;}A’ ¢p < 1. En particulier, il en
est de méme pour p € S. Ainsi, la norme de Gauss du vecteur (an(2),...,a1(2),a0(2)) est
inférieure ou égale a 1 pour tout p € S. D’autre part, pour tout p € S, |ap(z)|g = 1. On

obtient donc que

; <1, pour tout p € S.
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Finalement, comme |olp, |G, < 1 pour tout 4,5 € {1,...,n}, alors p ne divise pas
da, 3. Ainsi, pour tout 4,5 € {1,...,n}, on a

p#es) =1 mod dog

p#des) =1 mod do.g

et donc
p?des)o; = a; mod Z

p“"(daﬁ)ﬁj =f3; mod Z.

1l suit que p?epla; = o mod Z, p?ldes)(1 — Bj) =1—p; modZ et p#ldas) (—1 4
Yo (Bi—ag) =—1+>" (B —a;) mod Z. De plus, ici les zéros de ag(z) sont y1 =0

P(de,3) . N

et v =1, d’ott |77 ’ —7i| =0 < |mp| pour i € {1,2}. Donc, d’apres la remarque 2.3.11,
pour tout p € S 'opérateur différentiel L, g possede une structure de Frobenius forte de
période ¢(dy g). Ainsi, pour tout p € S, lopérateur différentiel H(q, ) a une structure de

Frobenius forte de période p(dq.g). O

2.4.2 Démonstration du théoréme 1.4.12

Démonstration. Soit p € S. Alors p ne divise pas d, g, de sorte que |y, |G, < 1 pour
i,7 €{1,...,n}. D’apres le théoréme 1.4.11, on obtient que

0t ar) (Gt an) (G —1) (64 By — 1)

possede une structure de Frobenius forte pour p de période h. Par hypothese, on a
également ,F,_1(q, 3,2) € Z)[[2]]. Le théoréeme 1.4.6 implique donc que la réduction

de ,F,_1(a, 8,2) modulo p est algébrique sur IF,(z) de degré majoré par p"°h. Enfin, la
démonstration du théoreme 1.4.11 montre que 'on peut prendre h = ¢(dy ). Ol
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Chapitre 3

Monodromie unipotente
maximale, congruences < a la
Lucas > et indépendance
algébrique

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la partie 3.1, nous décrivons la
stratégie que employée pour démontrer le théoreme 1.7.6. Dans la partie 3.2, nous rap-
pelons la définition d’opérateur différentiel fuchsien et la notion d’opérateur différentiel
MOM en zéro. Dans la partie 3.3, nous illustrons le deuxieme point théoreme 1.7.6 en
montrant que la série 210 de [9] appartient & £(S), ou S est un ensemble infini de nombres
premiers. La pertinence de cet exemple provient du fait que les méthodes combinatoires
et les techniques développées dans [2, section 8] ne parviennent pas encore & montrer
que cette série appartient a £(S). La preuve du théoréeme 1.7.6 repose sur le lemme 3.4.2.
Notre approche de la démonstration du lemme 3.4.2 est fondée sur la théorie des équations
différentielles p-adiques. Dans la partie 3.4, nous démontrons le théoreme 1.7.6, en admet-
tant le lemme 3.4.2. Celui-ci est prouvé ultérieurement dans la partie 3.5. La partie 3.6 est
consacrée A montrer que la série hypergéométrique hs(z) appartient & £2(S) \ £L(S), quel
que soit I’ensemble infini S de nombres premiers. Dans la partie 3.7, nous appliquons le
théoreme 1.7.6 a I’étude des solutions d’opérateurs différentiels de type Calabi-Yau. Enfin,
la partie 3.8 est dédiée a I’étude de 'indépendance algébrique de certaines séries de £2(S)
et nous démontrerons le théoreme 1.7.8.

3.1 Stratégie de la démonstration du théoreme 1.7.6

A présent, nous allons expliquer la stratégie que nous allons utiliser pour démontrer le
théoreme 1.7.6.

Nous esquissons d’abord comment obtenir les équations de la forme (1.16) sous les
hypotheses du théoréme 1.7.6. Les équations de la forme (1.16) sont dites équations < a
la Lucas .

Soient f(z) € F(S) et D un opérateur différentiel & coefficients dans Q(z) tel que D
est MUM en zéro et f(z) annule D. Soient p € S tel que 'on peut réduire D modulo
p et D, la réduction de D modulo p. L’hypotheése que D est MUM en zéro va entrainer
que le F),((2P))-espace vectoriel formé des solutions de D, qui appartiennet & F,((2)) est
de dimension 1. Remarquons que f|p(z) est une solution de D, non nulle appartenant
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a Fp((2)). Comme f|, est non nulle, la théorie des équations différentielles sur les corps
finis va garantir que D, a aussi une solution A,(z) non nulle appartenant a [F,[z]. Par
conséquent, il existe g(2”) € F,((2”)), non nulle, telle que

fip(2) = Ap(2)g(2") (3.1)

Puisque f(0) = 1 alors g(z) € Fp[[z]]. Rappelons que opérateur A, a la propriété suivante :
pour tout h(z), t(z) € Fp[[2]], on a

Ap(t(2)h(2F)) = Ap(t(2))h(2) - (3.2)
Les égalités (3.1) et (3.2) impliquent que Ay(f,(2)) = Ap(Ap(2))g(z). Ainsi

Ap(z
o) = M) o ) = (53)
St Ap(fip)(2F) = fip(2F), alors fi,(2) = Ai(2) fp(2F).

Remarquons que jusqu’ici nous n’avons pas utilisé I'hypothese que f(z) annule un
opérateur différentiel muni d’une structure de Frobenius forte pour p. Cette hypothese
est utilisée pour étudier le cas ou Ay(f,)(2") # fip(2F). En effet, 'hypothese que f(2)
annule un opérateur muni d’une structure de Frobenius forte pour p ainsi que I'opérateur
D, peut étre utilisée pour montrer que, pour tout entier k£ > 1, la série Alg( fip(2)) annule
un opérateur Dy, non nul a coeflicients dans [F,,(z) tel que le F,((2"))-espace vectoriel
formé des solutions de Dy, qui appartiennent a F,((2)) est de dimension 1.

En raisonnant comme précédemment, on obtient I'existence de g(2”) € F,((2?)), non
nulle, telle que A’;(f‘p(z)) = App(2)gr(2?). Comme A’;(f‘p(O)) =1, on a gx(z) € Fp[[2]]. 11
découle alors de 'égalité (3.2) que A’;+1(f|p(z)) = Ap(Akp(2))gr(2). Par conséquent, pour
tout entier £ > 1, on a

App(z
M = A DA o Al = G0 G4
Pour chaque k > 1, on pose By (z) = A1(z)A2(zP) - - -Ak(zpkfl). 11 découle donc des égalités
(3.3) et (3.4) que, pour tout entier k > 1,

fip(2) = Be(2)AB(fi,)(27). (3.5)

Si fip(2) = A’;(ﬁp(z)) pour un certain entier k > 1, alors f|,(z) = Bk(z)f]p(zpk).

Dans le cas ol f,(2) # A’;(f‘p)(z) pour tout entier £ > 1, nous utilisons a nouveau
I’hypothese que f(z) annule un opérateur muni d’une structure de Frobenius forte pour p
ainsi que lopérateur D pour montrer que, pour toute couple (k,m) € Z2>0, il existe une
fraction rationnelle By, ,(2) € Fp(2) telle que -

AP (£ip)(2) = Brom(2) AL (£,) (7).

Remarquons que lorsque m = 0 nous récupérons ’égalité (3.5). Comme f(z) annule un
opérateur muni d’une structure de Frobenius forte, le théoreme 1.4.6 implique que la série
fip(2) est algébrique sur Fy(2). Les théoremes D et E entrainent alors qu’il existe un entier
[ > 0 tel que, Aé(f|p)(z) = Agl(f]p)(z). En particulier, on a

! Al p
AL (fip)(2) = Buu()Ay(fp) (") et Bui(z) = JW.
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L'égalité (3.5) implique que fi,(2) = By(2)AL(f,) (%) et

1 ARG

By(z) fiw(2)

Remarquons que

By(z) AL(fip)(2)

Bl(z) f|p(z)

Ainsi,

fol2) = Bi2)AL(fi,) (")

Aé(flp)(zpl) zpl
flp(zpl) f\p( )

Bu(zpl) Zpl
Bl(Zpl) f|p( )

By(z)

= Bi(z2)

Finalement, nous montrons que, pour tout entier k£ > 1, la hauteur de By(z) est inférieure

k
Bio (2P e , . .
% est inférieure ou égale & Cp?*, ou C' < 2nr,
1 (z

n est I'ordre de D et r est le nombre de singularités de D dans Q.

we=S (S0 (1)

Comme nous l'avons déja mentionné, grice a [49], on a que a1(z) € L(P), ou P est
l’ensemble des nombres premiers. Maintenant nous allons montrer qu’en appliquant la
stratégie précédente nous obtenons aussi ce résultat. La série ai(z) annule 'opérateur
différentiel

ou égale & Cp” et que la hauteur By ()

Exemple 3.1.1. Soit

d
D:(1—34z+ 22)22% + (3 — 153z + 6z2)z% +(1— 1122 + 722)£ — 5+ 2.

Cet opérateur est MUM en zéro car ses exposants en zéro sont tous €gaur a zéro. Soit p
_ 2

un nombre premier, le polynome Ap(z) = Zi:%) <ZZ:0 (2)2(";—]‘3) mod p) 2" annule Dp.

Il découle donc de ’égalité (3.3) que, pour tout nombre premier p,

ayp(2) = Ap(2)Ap(ar)(2F).

Maintenant montrons que, pour tout nombre premier p, Ap(ay,(2)) = ay,(2), c’est-a-dire
il faut montrer que pour tout entier n > 0 et tout nombre premier p,

() (") =B () (1) e

Soit k € {0,1,...np}. Alorsk =1Ilp+s, ou s € {0,...,p—1} et 1 € {0,1,...,n}. Ainsi,
d’apres le théoréeme de Lucas

(7:) = () () o
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Par conséquent,

(?) mod p si s =0

(i? )
Ilp+s 0 modpsis>0

() = () () mas

k=0 =0

Alors,

Mais d’apres le théoréme de Lucas
np + lp 2 n+1\2
= mod p,
Ip [

2 () () = () (7))

Par conséquent, Ap(ay,(2)) = ay,(2). Ainsi, [’équation 3.3 entraine que
a1(z) = Ap(2)ar(2F).

L’intérét de cet exemple est donné par le fait qu’on n’utilise pas la structure de Fro-
benius forte. Par contre, dans ’exemple suivant nous aurons besoin d’utiliser la structure
de Frobenius forte.

Exemple 3.1.2. Pour chaque entier r > 1, soit h.(z) = >, < ﬁ_ll(%’fyz" La série b, (z)
annule lopérateur différentiel

L, =0 —4"2(6 —1/2)(6 +1/2) L.

Cet opérateur est MUM en zéro et pour tout nombre premier p différent de 2 nous pouvons
réduire L modulo p, nous notons par L, sa réduction modulo p. De plus, comme nous le
verrons dans le chapitre 3, la série b,(z) appartient a Z|[[z]]. Il suit du théoréme de Lucas
que, pour tout nombre premier p différent de 2 et tout entier k > 1,

-1 (2npF\" 2n\"
Al;(f)ﬂp) = Z <2np’“—1 < TZf; > mod p) 2" = Z << :) mod p> 2" #H(2)pp-
n>0 n>0

Par conséquent, pour montrer que b,|, vérifie une équation < a la Lucas >, il suffit de
montrer que b, annule un opérateur muni d’'une structure de Frobenius forte pour tout
nombre premier différent de 2. D’apres le théoréeme 1.4.11, c’est bien le cas.

3.2 Opérateurs différentiels

Dans cette partie nous allons rappeler quelques notions classiques des opérateurs
différentiels, la lettre K désigne un corps quelconque. Un opérateur différentiel a coef-
ficients dans K(z) est un objet de la forme

d" a1t d
L.=—+ a1(2>7dzn_1 +---+ an—1(2)£ + aTL<z)7 (36>
ou les a;(z) appartiennent & K(z). L’ordre de L est n. Un point a dans la cloture algébrique
de K est un point singulier de L s’il existe i € {1,...,n} tel que « est un pole pour a;(z).
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Nous disons que « est un point singulier régulier de L si a est un point singulier de L et,
pour tout i € {1,...,n}, @;(2) := (2 — @)’a;(z) n’a pas de pole en a. Soit L, 'opérateur
différentiel obtenu apres avoir appliqué le changement de variable z + 1/z & L. Nous disons

que 'infini est un point singulier régulier de L si zéro est un point singulier régulier de L.
b.
b:;gg’
bi2(z) appartiennent & K[z| et sont premiers entre eux alors, I'infini est un point singulier
régulier de L si et seulement si, pour tout i € {1,...,n}, deg(b; 1(2)) < deg(b; 2(z)) — 1.
Nous dirons que « est une singularité a distance finie de L si a est un point singulier de
L et a n’est pas I'infini. Soit § = Zd% l'opérateur d’Euler. Nous réécrivons 2" L en fonction

de § et obtenons

Remarquons que si, pour chaque i € {1,...,n}, nous écrivons a;(z) = ol b;1(2) et

Ls = 0" +b1(2)6" "+ + by1(2)8 + bu(2),

ou les b;(z) appartiennent & K (z). Comme nous le verrons dans la proposition suivante,
si zéro est un point singulier régulier de L alors pour tout i € {1,...,n}, bi(z) € K|[z]].
Ainsi, lorsque zéro est un point singulier régulier de L nous définissons les ezposants en
zéro de L comme les racines du polynome

2" 4+ b1 (0)2" "t 4 -+ by 1(0) + by, (0).

Ce polynome est connu comme le polynome indiciel en zéro de L. Si 'infini est un point
singulier régulier de L, nous définissons les exposants en I'infini de L comme les exposants
en zéro de Lqo.

Proposition 3.2.1. Soient K un corps quelconque et L défini comme en (3.6). Le point
zéro est un point singulier régulier de L si et seulement si, pour tout i € {1,...,n}, b;j(z)
appartient a K[[z]].

Nous montrerons cette proposition a la fin de cette partie. Lorsque K = C, ce résultat
est le critere de Fuchs dont on trouve une démonstration dans [72, corollaire 5.5]. Mainte-
nant rappelons la définition d’opérateur fuchsien.

Définition 3.2.2 (Opérateur fuchsien). Soient K un corps quelconque et L défini comme
en (3.6). L'opérateur L est fuchsien si U'infini est un point singulier régulier de L et si
toutes les singularités a distance finie de L sont des points singuliers réguliers de L. Par
abus de langage nous dirons que 'opérateur différentiel Ls est fuchsien si, lorsque nous
réécrivons I'opérateur Z%L(g en fonction de d/dz, il est fuchsien.

Dans la suite de I’article, nous utiliserons a plusieurs reprise la notion de MOM en zéro,
notion algébrique définie ci-dessous qui généralise la notion de monodromie unipotente
maximale lorsque K = C.

Définition 3.2.3 (Opérateur MOM en zéro). Soient K un corps quelconque et L défini
comme en (3.6). L’opérateur différentiel L est MOM ! en zéro si : L est fuchsien, zéro est
un point singulier régulier de L et tous les exposants en zéro de L sont égaux a zéro.

Lorsque K = C, a chaque point singulier a@ de L est associé une matrice qui s’appelle
la matrice de monodromie locale en «, cette matrice est unique a conjugaison pres et sa
construction dépend de la géométrie euclidienne de C. Le lecteur trouvera une construction
de cette matrice dans [72, Chap. 5]. Supposons que zéro est un point singulier régulier de
L. La matrice de monodromie locale en zéro est unipotente si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont égales a 1. Mais il découle de la proposition 3.12 et du théoreme 5.1 de

1. L’abréviation MOM en anglais signifie maximal order multiplicity.

67



[72] que toutes les valeurs propres de la matrice de monodromie locale en zéro sont égales
a 1 si et seulement si tous les exposants en zéro de L sont égaux a zéro. Ainsi, lorsque
K = C, l'opérateur L est MOM en zéro si L est fuchsien, zéro est un point singulier de L
et la matrice de monodromie locale en zéro est unipotente.

Démonstration de la proposition 3.2.1. Remarquons d’abord que pour tout entier j stric-
tement positif, ZJ% =d(6+1)--- (6+j—1). Ainsi, pour chaque entier j str‘ictement‘ positif,
il existe ¢1 5, ¢, ..., ¢j—1,; € K tels que % = Lo+ 252 4 s ﬁéj. Donc,
pour chaque entier j strictement positif, nous posons

1 0 0 0
o ! 0 0
: 1
G- |0 % 0| e aLy(KL/)
la matrice exprimant {1,..., j;%ll} en fonction de {1,6,...,671}. Rappelons que par

définition, 'opérateur différentiel Ls est obtenu apres avoir réécrit 'opérateur z™L en
fonction de §. Par conséquent, on a

(bn(2),...,01(2),1) = (an(2),...,a1(2),1)2"Gpi1. (3.7)
I découle de 'égalité (3.7) que pour tout i € {1,...,n},
bi(2) = 2'ai(2) + cn—im—it12" rai—1(2) + -+ cnmin—1201(2) + Cnin.- (3.8)

Supposons que zéro est un point singulier régulier de L. Donc, pour tout i € {1,...,n},
2'a;(z) € K(2) N K[[2]] et par conséquent, d’apres 1'égalité (3.8), pour tout i € {1,...,n},
bi(z) € K(z) N K[[z]].

Maintenant supposons que pour tout ¢ € {1,...,n}, b;j(z) € K(z)NK][[z]]. Montrons par
récurrence sur i que z'a;(z) € K[[z]]. A la suite de (3.8), on a que za1(z) = bi(2) — cn_1.n.
Puisque b1 (2) € K[[2]] alors za1(2) € K[[2]]. Supposons que zai(2),...,2 ta;_1 € K[[2]].
L’égalité (3.8) entraine que,

Zai(2) = bi(2) — cp—in—it12" rai—1(2) — - — enmim—12a1(2) — Cnin.

Puisque b;(z) € K[[2]] et par 'hypothese de récurrence, zay(2), ..., 2" 'a;_ 1 appartiennent
a K[[z]] alors z'a;(z) € K[[z]]. Ainsi, pour tout i € {1,...,n}, 2%a;(z) n’as pas de pole en
zéro et par conséquent, zéro est un point singulier régulier de L. ]

3.3 Un premier exemple

Dans la partie 1.7.1 nous avons montré que la série f4(z) appartient & L(P\J), ou J est
un ensemble infini de nombres premiers. L’importance de cet fait est donnée par le fait que
les méthodes combinatoires et les techniques développées dans [2, section 8] ne semblent
pas suffire & montrer que cette série appartient & £(S), ou S est un ensemble infini de
nombres premiers. Nous rappelons ici la stratégie que nous avons utilisée pour démontrer
que f4(z) € L(P \ J). Rappelons que la série en question est donnée par ’expression

suivante '
=% ((?j) (:ZJO<—1>’€<2,§)4>> S e 1422,
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Nous avons d’abord démontré, en utilisant le théoreme de Lucas, que pour tout nombre
premier différent de 2, A, (f4(2),) = §(2)4)p(2). Puis, le théoreme 3.5 de [17] nous assure que
la série f4(z) est la diagonale d’une fraction rationnelle, alors, d’apres [25], f4(z) annule un
opérateur différentiel H € Q(z)[d/dz] muni d’une structure de Frobenius forte pour presque
tout nombre premier p. Finalement la série f4(z) est la série 210 de de la liste donnée dans
[9] et par conséquent, elle annule un opérateur différentiel D € Q(z)[d/dz] qui est MUM
en zéro. Alors, on est en mesure d’appliquer le théoreme 1.7.6 et ainsi f4(z) € L(P\ J), ou
J est un ensemble fini de nombres premiers. Nous rappelons cette stratégie car on peut
lappliquer pour montrer que de nombreuses séries qui apparaissent dans [9] appartiennent
a L(S), ou P\ S est fini, voir par exemple la partie 3.7.

3.4 Démonstration du théoréme 1.7.6

La preuve du théoreme 1.7.6 repose sur le lemme 3.4.2. Nous énoncgons le lemme 3.4.2
et nous passons tout de suite a la démonstration du théoréeme 1.7.6. Rappelons que pour
f(2) =2 ,~pa(n)z" € Q[[2]] et p un nombre premier, A,(f(2)) = >_,~oa(np)z". Notons
que si f(z) € Zy)[[2]] alors Ap(f(2)), = Ap(fp(2)). Pour un entier k > 1, Ak = Ajo---0A,
k-fois et Ag = Id est lopérateur identité. Nous rappelons la définition de I’ensemble F(S).

Définition 3.4.1 (F(S)). Soit S un ensemble infini de nombres premiers. L’ensemble
F(S) est constitué des séries f(z) € 1 + 2QJ[z]] telles que :

— Pour tout p € S, la série f(z) € Zy[[2]];

— f(2) annule un opérateur différentiel H € Q(z)[6] muni d’une structure de Frobenius
forte pour tout p € S, ou 6 = zd/dz.

Lemme 3.4.2. Soit S un ensemble infini de nombres premier et supposons que f(z) €
F(S). Si f(z) annule un opérateur différentiel D € Q(z)[d/dz] MOM en zéro alors, il
existe 8" C S infini et une constante strictement positive C tels que : l'ensemble S\ S’ est
fini et, pour tout p € 8" et pour tout couple d’entiers i,m supérieurs ou égaux & zéro, il
existe une fraction rationnelle Ap;m(z) € Fp(2) NFy[[2]] de hauteur inférieure ou égale a

Cp™ telle que A;,(f‘p(z)) = Ap,i,m(z)(Agrm(ﬂp(z))pm'

Démonstration du théoréme 1.7.6. Par hypothese on a que f(z) € F(S) et f(z) annule un
opérateur différentiel D € Q(z)[d/dz] MOM en zéro. Donc, d’apres le lemme 3.4.2, il existe
un ensemble infini &’ C S et une constante strictement positive C' tels que : S\ S’ est fini
et pour tout p € &’ et tout couple d’entiers positifs 7, m, il existe une fraction rationnelle
Apim(2) € Fp(z) NFp[[z]] de hauteur inférieure ou égale a Cp™ telle que

Ap(fip(2) = Apim(2)AGT™ ()P (3.9)

1- Montrons que f(z) € £2(S’). Soit p € S', comme f(z) annule un opérateur différentiel
muni d’une structure de Frobenius forte pour p et f(z) € Z[[z]] alors, d’apres le
théoreme 2.1 de [73] ou Christol [26], la série f,(2) est algébrique sur Fj(2). Donc, il suit
du théoreme 1 de [20] que la suite définie par les coefficients de fj,(2) est p-automatique.
Donc, il découle de la proposition 3.3 de [43, p. 107] qu’il existe un entier a positif et un
entier b strictement positif tels que AZ(fj,(2)) = A%T(f,(2)). Soit ¢ un entier strictement
positif tel que cb > a et soit | = cb. En particulier, A%(f,(2)) = Ag“(f‘p(z)). Montrons
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que Agl(f]p(z)) = Aé(f|p(z)). En effet,

A (fip(2)) = Ay (£, (2)) =5 (AR (fp(2))
=0y, (A (f(2)))
=03 (fip(2))-

1l suit de (3.9) qu'il existe 4,;,(z) € Fy(2) NFp[[2]] de hauteur inférieur ou égale a Cp'
telle que

A5 ip(2)) = Apia(2) AT (Fp(2)))”
Comme Agl(f]p(z)) = Aé(f|,p(z)) alors,

Ay (fip(2)
AL (fip ()P

11 suit aussi de (3.9) qu’il existe A, 0,(z) € F,(2) NFy[[2]] de hauteur inférieure ou égale
a Cpl telle que

AL(fip(2)) = Apri(2) (AL (i ()7 et Appi(z) =

C1 AL
Tipl2) = Apor ()N (@) et -y = =2 0

”; ()Z ) Finalement, soit

4y(2) = Apoi(2) (jjjf()))

Notons que le terme constant de Apo,(2) est 1 car le terme constant des séries fi,(z) et
AL(fip(2)) est 1. Donc, T ( yEF p(2) NFp[[z]]. D'on, A,(2) € Fp(z) NFp[[z]]. De plus, la
hauteur de Ap(z) est 1nferleure ou égale & 20p? et

MUY -y
flp(z)pl f|p( ) _AP( )f|p( ) .

. A
Par conséquent, 2 éll (é))
p,Y,

Fin(2) = Ap0a(DAL(Fip ()P = Apoa(z)

Comme IF), est de caractéristique p alors f,(z) = Ap(z)f|p(zpl) . 11 suit donc que f(z) €
L£2(8").

2- Montrons que f(z) € L(S’). Soit p € &', par hypothese on sait qu’il existe un en-
tier [ strictement positif tel que Al (f|p(z)) = fip(2). D’apres (3.9), il existe une frac-

tion rationnelle A, ,(z) € Fp(2) NFp[[2]] de hauteur inférieure ou égale & Cp' telle que
fip(z z) = Apo(2z )(A]lg(f‘p( )))p Ainsi, f‘p(z Aoz )f‘p(zp ) car [}, est de caractéristique
p et AL (fjp(2)) = fip(2). Dot f(2) € L(S). [

3.5 Démonstration du lemme 3.4.2

La démonstration du lemme 3.4.2 repose sur les propositions 3.5.2 et 3.5.4 énoncées ci-
dessous. Avant de les énoncer nous allons introduire la définition d’un opérateur différentiel
p-unipotent. Pour chaque nombre premier p nous notons E, le corps des éléments analy-
tiques. Le lecteur trouvera par exemple dans [73, section 3] la définition de ce corps. Nous
soulignons que ce corps est muni de la norme ultramétrique de Gauss, nous notons Vg,
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I’anneau des éléments de F), tels que leurs normes sont inférieures ou égales a 1 et m,
son unique idéal maximal. Le corps résiduel de E), est par définition Jg,/m, et d’apres le
corollaire 1.3 de [26], ¥E,/m,, est contenu dans [F,,((2)), ot I}, est la cloture algébrique de
[F,. De plus, grace au lemme 4.1 de [73] il existe un isomorphisme ¢ : Vg, /m, — Fy(2). Il
suit, d’apres la définition de I'isomorphisme ¢, que tout élément de ¥, /m,, est une fraction
rationnelle a coefficients dans un corps fini de caractéristique p. Ainsi, le corps Vg, /m,
est contenu dans F,(z). Etant donné un opérateur différentiel D & coefficients dans VE,,
l'opérateur différentiel D), a coefficients dans F,,(z) est 'opérateur différentiel obtenu apres
avoir réduit chaque coefficient de D modulo I'idéal maximal m,. Remarquons qu’en fait
D, est a coefficients dans k(z), ot k est un corps fini de caractéristique p. Maintenant,
nous introduisons la notion d’opérateur p-unipotent.

Définition 3.5.1. [p-unipotent.] Soit D un opérateur différentiel a coefficients dans E,,.
On dit que D est p-unipotent si :

1. D est un opérateur différentiel a coefficients dans ¥, .

2. L’opérateur différentiel D), est non nul et MOM en zéro.

Proposition 3.5.2. Soient p un nombre premier et f(z) € Zy,[[2]]. Soient D un opérateur
p-unipotent d’ordre n et r le nombre de singularités a distance finie de D, dans F,. Si
f(z) est solution de D alors, il existe une fraction rationnelle Ap(z) € Fp(z) de hauteur
inférieure ou égale a nrp — 1 telle que fi,(2) = Ap(2)(Ap(fp(2))P-

Sous les hypotheses de la proposition 3.5.2, si f(0) = 1 alors Ap(z) € F,(2) NFp[[z]].

Définition 3.5.3. Etant donnée une série f(z) € Q[[2]] qui annule un opérateur différentiel
non nul a coefficients dans Q(z), nous notons My 'opérateur différentiel minimal de f(z)
a coefficients dans Q(z).

L’opérateur différentiel M jouit des propriétés suivantes : d’abord il n’est pas nul et,
deuxiemement un opérateur différentiel £ & coefficients dans Q(z) est annulé par f(z) si
et seulement si £ appartient a I'idéal Q(z)[d/dz]M .

Proposition 3.5.4. Soient S un ensemble infini de nombres premiers et f(z) € F(S).
Soient n l'ordre de My et r le nombre de singularité a distance finie de My dans Q. Si
f(2) annule un opérateur différentiel D € Q(z)[d/dz] MOM en zéro alors, il eriste un
ensemble 8’ C S infini tel que : l'ensemble S\ S’ est fini et, pour tout p € S et tout entier
positif k, la série A];(f(z)) annule un opérateur p-unipotent Ly, d’ordre n tel que le nombre

de singularités a distance finie de Ly, ), dans F, est inférieur ou égal a r.

Nous rappelons que I'opérateur différentiel Ly, ;, est 'opérateur obtenu apres avoir réduit
L}, modulo I'idéal maximal m,,.

3.5.1 Démonstration du lemme 3.4.2

Etant données les propositions 3.5.5 et 3.5.4 nous montrons le lemme 3.4.2.

Démonstration. Soient n 'ordre de My et r le nombre de singularités a distance finie
de My dans Q. Par hypothese la série f(z) appartient & F(S) et annule un opérateur
différentiel D € Q(z)[d/dz] MOM en zéro. Donc, on est en mesure d’appliquer la proposi-
tion 3.5.4 et ainsi, il existe un ensemble &’ C S infini tel que : 'ensemble S\ S’ est fini et
pour tout p € &’ et tout entier positif k, la série A’;( f(2)) annule un opérateur p-unipotent
Ly}, d’ordre n dont le nombre de singularités a distance finie de £y, , dans IETP est inférieur
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ou égal a r. Soient p € &’ et ¢ € N, nous allons montrer par récurrence sur m € N qu’il
existe Ap;m € Fp(2) NFp[[z]] de hauteur inférieure ou égale a 2nrp™ telle que

m

AL(fip(2) = Apim (2) (AL (f ()"

Il est clair que (3.10) est vrai pour m = 0. Maintenant supposons que 1’égalité (3.10) est
vraie pour m et montrons qu’elle 'est aussi pour m + 1. Donc, d’apres notre hypothese
de récurrence il existe Ap;m(2) € Fp(2) NFp[[z]] de hauteur inférieure ou égale a 2nrp™
telle que A;(f|p(z)) = Apviym(z)(A;J“m(f‘p(z)))pm. Comme p € &' alors, d’apres la propo-
sition 3.5.4, la série ALY™(f(2)) annule un opérateur p-unipotent L4, d’ordre n dont le
nombre de singularités a distance finie de L;,, , est inférieur ou égal a r. Ainsi, on est en
mesure d’appliquer la proposition 3.5.2 et par conséquent, il existe une fraction rationnelle
Ap(z) € Fp(2) NFp[[2]] de hauteur inférieure ou égale & nrp — 1 telle que Aé+m(f|p(z)) =
Ap(2)(AFHL(f,(20))P. Do, (AL(F())P" = Ap(=)P" (AF™L( ()", 11 suit
donc que,

(3.10)

AL(fip(2)) = Apim(2) Ap(2)P" (AT (£, (2))"

On pose Ay imi1(2) = Apim(2)Ap(2)P". Alors, Ay imi1(2) € Fy(2) NFp[[2]] car Apim(2)
et Ap(z) appartiennent a IF,(z) N Fp[[z]]. Montrons que la hauteur de Ap;mm41(2) est
inférieure ou égale a 2nrp™ 1. Comme la hauteur de A,(2) est inférieure ou égale & nrp—1
alors la hauteur de Ap(z)pm est inférieure ou égale & nrp™t! — p™ et ainsi, la hauteur de
Apim+1(2) est inférieure ou égale a 2nrp™ + nrp™ Tt — p™. Mais 2nrp™ + nrp™mtl — p™ =
nrp™tt 4+ pm(2nr — 1) et p™(2nr — 1) < nrp™ Tt car 2nr — 1 < nrp. Par conséquent, la
hauteur de A, ; m+1(2) est inférieure ou égale a 2nrp™t1. Finalement, on pose C' = 2nr.
Donc C est une constante strictement positive indépendante de p. Ainsi nous avons montré
que pour tout p € 8§’ et tout couple d’entiers positifs i, m, il existe une fraction rationnelle
Apim(z) € Fp(z) NFp[[2]] de hauteur inférieure ou égale a C'p™ telle que

A (Fp(2) = Apian (2) (A5 (£ (2"

3.5.2 Démonstration de la proposition 3.5.2

Notre but dans cette partie est de montrer la proposition 3.5.2. Pour se faire nous
aurons besoins de quelques résultats concernant la théorie des opérateurs différentiels a
coefficients dans un corps de caractéristique non nulle. Nos résultats de cette partie s’ap-
puient sur, Bostan, Schost [16], Cluzeau [30] et Honda [50]. Etant donné un opérateur
différentiel D a coefficients dans K (z), K un corps quelconque, les ensembles Ker(K(z), D)
et Ker(K((z)),D) désignent respectivement les solutions de D qui sont dans K(z) et
K((z)). Dans le cas ou K est un corps de caractéristique p, les deux ensembles sont res-
pectivement K (zP), K((zP))-espaces vectoriels.

Lemme 3.5.5. Soient D un opérateur différentiel p-unipotent et k un corps fini de ca-
ractéristique p tel que D), est un opérateur différentiel a coefficients dans k(z). Si le k(2P)-
espace vectoriel ker(k(z), Dp) est différent de zéro alors dimy.»yKer(k(2),Dy) = 1.

Démonstration. Par hypothese il existe une fraction rationnelle P(z) € k(z) non nulle telle
que D,(P(z)) = 0. Ecrivons

dm dn—l
Dy = ap(2)=— + a1(z)

d
dan +""+‘an—1(z)“'+'an(2%

dz

Zn—l
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ou les a;(z) appartiennent a k[z]. Considérons D, ,, I'opérateur différentiel

d” a1 d
Doo,p = b()(Z)@ + blm +---+ bn_l(Z)£ + bn(Z),

ott le vecteur (bo(2),...,bn(2))t € k[z]"T! est égal &
1 0 0 O 0 0
0 —22 0 0 ... 0

(=1)" L 0 223 2z 0 0... 0 0
on (a0(5)7a1(;)7-'-7an71(;))an(;)) . . . . :

0 = * k% .. % 0
0 * x x ... *x (="

Cette matrice exprime le vecteur (1, D, ..., D™) en fonction du vecteur (1, d%, . Z‘Tf—il),

ouD = —sz%. Comme D,, est singulier régulier en zéro et ses exposants en zéro sont tous

égaux, alors I'opérateur différentiel Dy ) est singulier régulier en l'infini et ses exposants
en I'infini sont tous égaux. De plus, Ker(k(z), Doop) # 0 car Dogp(P (1)) =0 et P(1) est
non nulle. Montrons que dimy,.»yKer(k(2), Doop) = 1. Pour ce faire on va démontrer que
si Pi(z), Po(z) € Ker(k(z),Dpo) sont non nulles alors il existe ¢(2?) € k(zP) non nulle
telle que Py(z) = ¢(2P)P1(2). Raisonnons par I’absurde et supposons que P;(z), P2(z) sont
linéairement indépendantes sur k(zP). Grace au lemme 1.1 de [42, Chap. III], on a que
(L Pi(2))Pa(2) — Pi(2) (L Py(2)) # 0. Puisque k est un corps de caractéristique p alors,
d’apres la remarque 3 de [30, section 1.1.4], il existe D1(z) et Da(z) dans k[z] non nuls
tels que Dy (z)PPi(z) et Da(z)PPa(z) appartiennent a k[z] N Ker(k(z), Dsop). Comme la
caractéristique du corps k est p alors,

(ZD1EPPEN ) DA P - DY P (D2 Pa(a)) ) =

D1(2)PDa(2)P [((Zpl(zo Py(z) — Pi(2) (jng(z)ﬂ £ 0.

Ainsi, d’apres le lemme 1.1 de [42, Chap III], les polynémes D (2)PPi(z) et Da(z)P Py(z)
sont linéairement indépendants sur k(zP). Soit 2 'ensemble constitué des entiers stricte-
ment positifs qui sont de la forme deg(R(2)) +deg(S(z)), ou R(z) et S(z) appartiennent a
k[z]N Ker(k(z), Dssp) et sont linéairement indépendants sur k(2”). Notons que 2 est non
vide car

deg(D1(2)"P1(2)) + deg(Da(2)" P2 (2))

appartient a 2. Par conséquent, il existe deux polynomes Q1(z) et Q2(z) linéairement
indépendants sur k(zP) tels que, Q1(z) et Q2(z) sont dans k[z] N Ker(k(z),Docyp) €t
deg(Q1(z)) + deg(Q2(2)) est I’élément le plus petit de 2. Démontrons maintenant en uti-
lisant les arguments donnés par Honda dans [50, proposition 5.1] que

deg(Q1(z)) # deg(Q2(z)) mod p. (3.11)

Raisonnons par l’absurde et supposons que deg(Q1(z) — deg(Q2(z)) = vp > 0. Donc,
il existe ¢ € k non nul tel que deg(Q1(z) — cz"PQ2(z)) < deg(Q1(z)). Soit Ri(z) =
Q1(z) — c2"PQ2(2). Les polynomes Ri(z) et QQ2(z) sont linéairement indépendants sur
k(2P) car Q1(z) et Q2(2) le sont aussi. Notons que R;(z) est solution de Dy, ) car k est
de caractéristique p. Alors, deg(R1(z)) + deg(Q2(z)) appartient & 2. Mais, deg(R1(z)) +
deg(Q2(z)) < deg(Q1(2))+deg(Q2(2)). Cela contredit le fait que deg(Q1(2)) + deg(Q2(2))
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est I’élément le plus petit de A. Donc, deg(Q1(z)) # deg(Q2(z)) mod p. Maintenant,
d’apres la proposition 2.2 de [50], on a que —deg(Q1(z)) mod p et —deg(Q2(z)) mod p
sont exposants en l'infini de D, . Mais, nous savons que les exposants en l'infini de D
sont tous égaux. Alors,

deg(Q1(z)) = deg(Q2(z)) mod p. (3.12)

Les égalités (3.11) et (3.12) se contredisent et par conséquent, P;(z) et P(z) sont po-
lynémes linéairement dépendantes sur k(zP). D’ou il existe ¢(zP) € k(zP) non nulle telle
que P(2) = c(2P)Pi(z). Ainsi, dimy.ryKer(k(z), Doop) = 1. Montrons que cette égalité
implique que,

dimy.pyKer(k(z),Dp) = 1.

En effet, soit B(z) € Ker(k(z),Dp) non nulle, alors B(1/z) € Ker(k(z), Doop), d’ott il
existe ¢(zP) € k(2P) non nulle telle que B(1/z) = ¢(2P)P(1/z). Par conséquent, B(z) =
c(1/2P)P(z) et ainsi dimy, .0y Ker(k(z), Dp) = 1. O

La proposition 3.5.6 & été démontrée par Bostan et Schost dans [16] lorsque k = IF,, (voir
proposition 1 de [16]). Nous omettons la preuve de la proposition 3.5.6 car nous remarquons
que les arguments donnés par Bostan et Schost dans leur preuve restent valides quel que
soit le corps fini de caractéristique p.

Proposition 3.5.6. Soient k un corps fini de caractéristique p et

dn dn— 1

o +--~+ln_1(z)%y+ln(z),

ou les 1;(z) appartiennent a k[z] et lo(z) est non nul. Soit d un entier strictement positif
tel que pour chaque i € {0,...,n}, le degré de l;(2) est majoré par d. Si Ker(k(z),L,) # 0
alors il existe Py(z),. .., Ps(z) qui appartiennent a k[z|NKer(k(z), Ly) tels que : 'ensemble
{Pi(2),...,Ps(2)} est une base de Ker(k(z),L,) sur k(zP) et pour chaque i € {1,...,s},
le degré de P;(z) est inférieur ou égal a pd — 1.

Nous allons appliquer la proposition 3.5.6 dans le cas d’un opérateur différentiel fuch-
sien.

Lemme 3.5.7. Soient k un corps fini de caractéristique p et

dr a1 d
D, := T + al(z)zni1 + -+ an_l(z)@y + an(z),
un opérateur différentiel fuchsien, ou les a;(z) appartiennent a k(z). Soient ~1,...,7%

les singularités a distance finie de D, dans F,. Si Ker(k(z),Dp) # 0 alors l'opérateur
différentiel D, est annulé par un polynéme P(z) € k[z] non nul de degré inférieur ou égal
apnr — 1.

Démonstration. On pose lo(2) = [[;_;(# — v;)". Pour chaque i € {1,...,n}, écrivons

a;i(z) = 2228, ol b;1(z) et b;2(2) appartiennent & k[z] et sont premiers entre eux. Comme

Y1, .., sont les points singuliers de D, dans F,, alors pour tout i € {1,...,n}, bi2(z) =
H§:1(2 — )™, ot mj; est un entier supérieur ou égal a zéro. Maintenant, puisque D,
est fuchsien alors pour chaque j € {1,...,r}, (2 —7;)'a;(2) n’a pas de pole en ~;, d’out
i > mj; pour chaque j € {1,...,r}. Comme l'infini est un point singulier régulier de
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D, alors, deg(b;1(2)) < deg(bi2(z)) — i. Par conséquent, le degré du polynéme Pj(z) :=
H;Zl(z—’yj)i*mfvibm(z) est inférieur ou égal & i(r—1). De plus, pour chaque i € {1,...,n},

[T (= — 7)™
H;:l(z =)

ai(z) = bi71(2) =

Posons L, := ly(z)D,. Alors,

dn dn— 1

d
Ep:lo(z)w—i-h(z) 1y+---+ln_1(z)£+ln(z),

AL

olt pour chaque i € {1,....n}, li(z) = [[;_;(z — v;)" " P;(z). Montrons que £, est a
coefficients dans k[z]. Pour cela il suffit de montrer que ly(2) € k[z] car par hypothese D, est
a coefficients dans k(z). Soit ¥ = k(71,...,7). Notons que k" est le corps de décomposition
des polynomes, by 2(2),...,bn2(2) € k[z] et ainsi, &’ est une extension normale de k.
De plus, k' est aussi une extension séparable de k car k est fini. Par conséquent, k' est
une extension galoisienne de k. Puisque lg(z) € k'[z] et k' est une extension galoisienne
de k alors, d’apres le théoreme fondamental de la théorie de Galois, pour montrer que
lo(2) € k[z] il suffit de montrer que pour tout automorphisme o : k' — k' qui laisse fixe k
on a que, [§(z) = lp(2), ou [§(2) est le polyndéme obtenu apres avoir appliqué o a chaque
coefficient de ly(z). En effet, notons que {o(71),...,0(%)} = {71,...,7} car o fixe k et

Y1, .., sont les racines des polynomes by 2(z), ..., by 2(2) € k[z]. Alors,
T T
o(z) = [[G=w)"=T]GE-ctm))" =§).
j=1 j=1
Maintenant, puisque pour tout i € {1,...,n}, le degré de P;(z) est inférieur ou égal a
i(r—1) alors le degré de [;(z) est inférieur ou égal & nr —i pour tout ¢ € {1,...,n} et ainsi,

d = max{deg(lp(2)),...,deg(l,(2))} = nr car deg(lo(z)) = nr. Par hypothese il existe
Q(z) € Ker(k(z),Dp) non nulle et comme, £, = lo(z)D, alors Q(z) € Ker(k(z),L,) et
ainsi, Ker(k(z), L) # 0. Donc, il découle de la proposition 3.5.6 qu’il existe un polynome
P(z) € k[z] non nul solution de l'opérateur £, de degré inférieur ou égal a pnr — 1.
Finalement, puisque £, = lo(2)D), et lp(z) est non nul alors P(z) € Ker(k(z), Dp).

L

Le lemme suivant se sert d’un résultat de Katz que nous utilisons sous la forme énoncée
dans le lemme 9 de [30, section 1.3.5]. Cette démonstration utilise la notion de p-courbure
d’un opérateur différentiel. Avant de donner la démonstration nous rappelons cette notion.

Définition 3.5.8 (p-Courbure). Soit K le corps k(z) ou k((z)), ou k est un corps de
caractéristique p. Soit D, € K[d/dz] un opérateur différentiel d’ordre n et soit A la matrice
compagnon de D). La p-courbure de D), est I'opérateur de K" dans K" défini par

d p
prK = <dz — A) .

Il suit du lemme 1 de [30, section 1.3] que 1, k est une application K-linéaire. Ainsi,
Yo (O mie) = > o rivpx(€i), ol les r; € K et les e; sont les vecteurs canoniques de
K". En particulier, si D, est un opérateur différentiel a coefficients dans k(z) il est aussi un
opérateur différentiel & coefficients dans k((2)) et par conséquent, 1, .(2) @r(2) 1d = ¥y ((2))
ou Id est l'identité sur k((z)). Remarquons que k((2))" = k(2)" Qg k((2))-
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Lemme 3.5.9. Soit D, un opérateur différentiel a coefficients dans k(z), k un corps de
caractéristique p. Alors, Ker(k(z),Dp) # 0 si et seulement si, Ker(k((z)),Dp) # 0 et,

dimy.pyKer(k(z),Dy) = dimy.ry) Ker(k((2)), Dp).

Démonstration. 11 est clair que si Ker(k(z),D,) # 0 alors Ker(k((z)),Dp) # 0. Mainte-
nant, montrons que si Ker(k(z),Dp) = 0 alors Ker(k((z)),Dp) = 0. D’apres le lemme 9
de [30, section 1.3.5], on a que

dimy.pyker (k(z), Dp) = dimy .y Ker (Y, k(2)) (3.13)
dimk((zp))ker(k((z)), Dp) = dimk((z))Ker(zpp’k((z))). (3.14)

Considérons la suite exacte
i Y k(2)
0= Ker(p () = k(2)" 255 Img(vyp(z) = 0,

ot i(x) = x pour tout x € Ker (i, (.)). Puisque k((2)) est un k(z)-espace vectoriel alors
la suite

0 = Ker(tpu(s)) @uce) B((2)) 3 B(2)" @ue) k((2)) = Img(ty k) @iy k() = 0

est exacte, ot ¢ =i ® Id, T = Y, () ® Id et Id est I'identité sur k((z)). Comme on a vu,
Upk(z) On(z) Ld = Vp p((2)) €t k(2)" @p(z) k((2)) = k((2))". Donc,

Ker(wp,k((z))) = Ker(wp,k(z)) ®k(z) k((Z)) (315)

Ainsi, si ker(k(z),Dp) = 0 alors (3.13) entraine que, Ker(v, j(-)) = 0. Par conséquent, de
(3.15) découle que Ker (i, x((z))) = 0. Ainsi de (3.14) on obtient que ker(k((2)), Dp) = 0.
Finalement montrons que

dimy.pyKer(k(z),Dy) = dimy.ry)Ker(k((2)), Dp).

En effet, soit | = dimy.»)Ker(k(z), D) alors il suit de (3.13) que | = dimy, ;) Ker (¥, k(2))-
Donc, il découle de (3.15) que Ker(i), i((»))) comme k((z)) espace vectoriel est isomorphe
a k((2))! et ainsi, on a 1’égalité suivante dimy.) Ker(¥p i((z))) = 1 et il suit de (3.14) que,
dimyzry) Ker(k((2), Dp)) = L. O

Démonstration de la proposition 3.5.2. Notons que si la série f|,(2) est nulle alors la pro-
position 3.5.2 découle tout de suite. Supposons que f},(z) est non nulle. Comme fi,(2) est
solution de Dy, et f|,(2) € k((2)) est non nulle donc ker(k((2)),Dp) # 0. Ainsi, d’apres
le lemme 3.5.9, ker(k(z),Dp) # 0. Comme D est p-unipotent il suit du lemme 3.5.5 que
dimy,zpyker(k(2), Dp) = 1. Alors, selon le lemme 3.5.9, dimy,(.»y)ker(k((2)),Dp) = 1. De
plus, on a que D), est fuchsien car D est p-unipotent. Puisque ker(k(z),Dp) # 0, alors
le lemme 3.5.7 nous garantie Iexistence d’un polynéme P(z) € Ker(k(z),D,) non nul
de degré inférieur ou égal a pnr — 1. Finalement, comme f|,(2), P(z) appartiennent &
ker(k((2)), Dp) et dimy.ryker(k((2)),Dp) = 1 alors il existe g(z) € k((2)) telle que
fip(2) = P(2)g(zP). Notons que A,(P(z)g(2F)) = Ap(P(2))g(2) et ainsi, Ay(fj,(2)) =

Ap(P(2))g(2) et comme f,(z) € Fplz] alors, % = g(2P). Par conséquent, f),(z) =

%Aﬂ(ﬂp(z))p. Finalement, comme deg(A,(P(27))) < deg(P(z)) < nrp — 1 alors la

P(z)
Ap(P(2P))

hauteur de est inférieur ou égale a nrp — 1. O
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3.5.3 Démonstration de la proposition 3.5.4

Le but de cette partie est de démontrer la proposition 3.5.4. La démonstration que nous
faisons de cette proposition repose sur la théorie des équations différentielles p-adiques.

Equations différentielles p-adiques

Dans cette partie nous travaillons a p fixé. Notre principal résultat dans cette partie
est le lemme 3.5.18. Avant de I’énoncer nous commencons avec la définition des ensembles
Eop, Ay, des disques singuliers réguliers et de la propriété (P), .. Nous rappelons que
C, est le complété de la cloture algébrique de Q,.

Définition 3.5.10. Ej ), est I’ensemble des éléments analytiques £, qui n’ont pas de pole
dans le disque ouvert D(0, 1).

En particulier, 'ensemble Ej, est un anneau contenu dans C,[[z]]. La définition sui-
vante a été introduite par Christol dans [24, Chap 4] dans un contexte plus large.

Définition 3.5.11. Soit p un nombre premier, nous notons .#), 'ensemble des matrices
carrées L a coefficients dans F), qui satisfont aux conditions suivantes :

i) L est une matrice dont les coefficients appartiennent a Ej .
ii) Les valeurs propres de la matrice L(0) sont toutes égales a zéro.
iii) Il existe une matrice inversible U, dont les coefficients sont analytiques dans le disque

générique ouvert D(z, 1), telle que §(U) = LU, ou 6 = zd%.

Définition 3.5.12 ([24]). Nous dirons que deux matrices F' et L de méme taille qui
appartiennent a .#), sont équivalentes s’il existe une matrice inversible H & coefficients
dans E, de méme taille que F' et L qui vérifie les conditions suivantes :
1. Il existe un entier n pour lequel les coefficients des matrices 2" H et 2" H ! sont dans
E07p.
2. OnadH =FH — HL.

Définition 3.5.13 (Structure de Frobenius forte). Soient H € Q(z)[d], A(z) la matrice
compagnon de H et p un nombre premier. On dit que l'opérateur différentiel H est muni
d’une structure de Frobenius forte pour p de période h s’il existe une matrice inversible
H(z) a coefficients dans E, de méme taille que A et un entier h > 0 tels que

SH(2) = A(2)H(z) — p"H(2)A(z"").

Remarque 3.5.14. Soit G(z) € .#, de taille n. Alors que le systeme 60X = G(2)X
a une base de solutions dans l'anneau C,[[z, Logz]], ou dLogz = 1. En effet, comme
les valeurs propres de la matrice G(0) sont toutes égales a zéro et G(z) est a coeffi-
cients dans C,|[[z]] alors, d’apres la proposition 8.5 de [42, Chap III|, une matrice fon-
damentale de solutions du systeme §X = G(z )X est donné par YgXG(O), ou Yy €
G1,(Cp[[2]]), Y (0) est la matrice identité et X () =>;50G(0 ) Logz) . Comme 0 Logz =
1 alors 6XGO0) = G(0)XEO). Ainsi, 6(Yg) + G(2)G(0) = G(2)Y: (z) car §(YoXC0) =
G(2)YX %0, Comme toutes les valeurs propres de G/(0) sont égales a zéro alors G(0)" = 0
et ainsi, X&) Z” ! G(0)7 Logz) . La matrice Yg est appelée la part uniforme de la
matrice G.

Le lemme suivant nous assure l’existence de la structure de Frobenius faible pour toute
matrice dans .Z,.
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Lemme 3.5.15. Si G(z) appartient a #, alors il existe F(z) dans 4, telle que les
matrices G et pF(zP) sont équivalentes. Plus précisément on a :

1. F(z) = [0(Ap(Yq)) + %AP(YG)G(O)](AP(Yg))_l, ot Yg est la part uniforme de la

matrice G et Ap(Yq) est la matrice obtenue aprés avoir appliqué Ay, & chaque entrée

de Yq.
2. Il existe une matrice H € Gl,(Ey,) telle que H(0) est la matrice identité et 6H =
pF(zP)H — HG.

La démonstration que nous présentons de ce lemme suit les arguments donnés par
Christol dans [24, lemme 5.1].

Démonstration. Soit G(z) dans ., de taille n. D’apres la remarque 3.5.14, une matrice
fondamentale de solutions du systeme dX = G(z)X est donnée par Y5 X GO ou Yg €
Gl (Cpl[2]]) et Y5(0) = I,, ou I, est la matrice identité de taille n. Maintenant considérons
la suite de matrices G définie comme suit : Go(2) = Id et Gj11(2) = 0G,(2)+G,(2)(G(2)—

I,). On pose H(z) =1 5 2er—1 20 Gi(2 )6]71) Comme G(z) vérifie la condition iii) de
la définition 3.5.11 alors il est montre dans [24, p. 164] que la matrice H appartient &
Gl,(Ey,). Ecrivons Yg = >-i>0 Y;29, olt pour tout j > 0, Y; est une matrice a coefficients
dans C,. Comme la matrice G(0) est nilpotente car G(0)" = 0 (voir remarque 3.5.14)
alors, il est montré dans [24, p. 165] que, HYg = ;1Y ip2IP. Ainsi, HYg = Ay (Ye)(2P),
ot Ap(Ye) désigne la matrice obtenue apres avoir appliqué A, a chaque entrée de Y. Par
conséquent, H(0) = I,,. Maintenant on pose

F(2) = 5(A(Ya) + ;Ap%)G(on(Ap(YG»l. (3.16)

Ainsi, pF(27) = [p(3(A,(Ye)))(2F) + HYGG(0)][Yg "H~"]. Notons que
(CH)Yg + H(0Ye) = 8(HYs) = 6(Ap(Ya)(2P)) = p(3(A,(Ye)) ().
D’apres la remarque 3.5.14, §Y; = GYg — YaG(0) alors,
P(6(Ap(Ye)))(F) = (6H)Y5 + H[GYG — YaG(O)]
Donc,

2¥)

[(0H)Ye + H[GYq — YeG(0)] + HYG(0)][Yg ' H ™'
(6H)Ye + HGYG[Yg ' H™Y
(CHYH '+ HGH .

Par conséquent, dH = pF(zP)H — HG. 1l est montré dans [24, p.165-166] que la matrice
F(z) vérifie les conditions i) et iii) de la définition 3.5.11. En particulier on peut évaluer la
matrice F' en zéro. Comme H (0) = I,, alors I’égalité 0H = pF(zP)H — HG entraine que,
pF(0) = G(0). Ainsi, toutes les valeurs propres de F'(0) son égales a zéro. Donc, la matrice
F vérifie la condition ii) de la définition 3.5.11. Ainsi, la matrice F'(z) appartient a .#), et
les matrices pF(2P) et G(z) sont équivalentes. O

Nous rappelons les notions de péle pour un élément de £, et de disque singulier régulier
pour une matrice & coefficients dans E,. Pour chaque « € F,, 'anneau E} est la ferme-
ture dans le cors E, de I'anneau des fractions rationnelles de Cp(z) dont tous les poles
appartiennent a Jc, et ont o pour image dans le corps I{Tp et qui sont nulles & l'infini.
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D’une maniére analogue I'anneau E,° est la fermeture dans le corps E, de I'ensembles des
fractions rationnelles de C,(z) qui n’ont pas de pole dans ¥c,. Donc, grace au théoreme
de Mittag-Leffler, voir par exemple théoreme 2.1.6 de [23], & tout élément a(z) € E, on
peut associer de maniére unique des éléments analytiques a,(z) € E7, pour « parcou-
rant Pensemble F, U {00}, tels que la famille {a,(2)} tende vers zéro selon le filtre des
complémentaires des parties finies de F, U {oo} et qui vérifient

a(z)= Y aal2), la(z)] = suplaa(z)].

a€FpU{co}

Soient v € U¢, U{oo} et a(z) € Ej. Le point v est un pole de a(z) si dans I’écriture donnée
par le théoreme de Mittag-Leffler ’élément qui correspond a I'anneau EZ est non nul.

Pour v € J¢,, nous notons D. le disque ouvert de centre v et de rayon 1 et Do
est I'ensemble des éléments de C, qui ont une norme supérieure a 1. Remarquons que
D, = Dg si et seulement si |y — 3|, < 1. Nous avons aussi que |y — ], = 1 si, et seulement
si DyNDg = (. Soit A € M, (E,). La matrice A est singuliére réguliére dans le disque D,
s’il existe une matrice A, telle que, les matrices A et A, sont Ej,-équivalentes 2 et il existe
By € D tel que la matrice (z — f3,)A, n’a pas de pole dans le disque D.. La matrice A
est singuliére réguliére dans le disque D, s’il existe une matrice Ay telle que les matrice
A et Ay sont Ej,-équivalentes et la matrice zA, n’a pas de pole dans le disque Dq.

Remarque 3.5.16. Soient A, B € M, (E,). Supposons que A et B sont E,-équivalentes.
La matrice A est singuliere réguliere dans le disque D, si et seulement si la matrice B est
singuliere réguliere dans le disque D.,. En effet, si A est singuliere réguliere dans le disque
D., alors il existe une matrice A, telle que A et A, sont E,-équivalentes et il existe 5, € D,
tel que (z — () Ay n’a pas de pole dans le disque D.. Comme A et B sont E,-équivalentes
alors par transitivité les matrice B et A, sont Fj,-équivalentes. Par conséquent, la matrice
B est singuliere réguliere dans le disque D,. Maintenant, si D, est un disque singulier
régulier de B alors, en appliquant le méme argument précédent on obtient que la matrice
A est singuliere réguliere dans le disque D-.

Nous rappelons que pour un opérateur unitaire £ € E,[d/dz] d’ordre n nous dénotons
par L5 € E,[d] Vopérateur obtenu apres avoir réécrit 2L en fonction de §. Nous notons
par L(z) la matrice compagnon de L et par Ls(z) la matrice compagnon de Ls.

Définition 3.5.17. Soit f(z) € 1+ 2C,[[2]]. Nous disons que f(z) satisfait la propriété
(P)p,rn s'il existe un opérateur différentiel unitaire £ € E,[d/dz]|, tel que :

L’opérateur £ est annulé par f(z).

L’ordre de L est n.

La matrice L;(z) appartient a .#,.

L’opérateur L est p-unipotent.

Tous les disques singuliers de la matrice L(z) sont singuliers réguliers.

ATl o A

La matrice L(z) a exactement r disques singuliers réguliers & distance finie.?

Lemme 3.5.18. Soit f(z) € 1+2C,][[z]]. Si f(z) vérifie la propriété (P)y,.pn alors Ap(f(2))
vérifie aussi la propriété (P)prn.

2. Deux matrices A, B € M, (E,) sont E,-équivalentes il existe H € Gl (E,) telle que L H = AH —
HB. La relation de E)p- équivalence est une relation d’équivalence.

3. Le disque ouvert de centre 7 € C, et de rayon 1 est a distance finie si la norme de 7y est inférieure
ou égale a 1.
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En particulier, si f(z) € 1+ 2C,[[2]] vérifie la propriété (P),,  alors, pour tout entier
k positif, la série A];(f(z)) vérifie la propriété (P)p . p.

Démonstration. Nous allons faire la démonstration en cing pas.
Premier pas. Il existe un opérateur différentiel L 5 € Eyp[d] d’ordre n qui est annulé

par Ay(f(2))
Ecrivons L5 := 0" + €1(2)0" 1 + - + en—1(2)8 + en(2), olt les e;(z) € C,[[2]] pour
i€{l,...,n} car les e;(z) € Ey,. Par définition,
0 1 0 ces 0 0
0 0 1 . 0 0
Ls(z) = : : : : : :
0 0 0 . 0 1
—en(2) —en—1(2) —en—s3(z) ... —ea(z) —ei(z)

Les valeurs propres de Ls(0) sont les racines du polynome X" + e(0)X" 1 + ... +
en—1(0)X + e,(0) mais, par hypothese, les valeurs propres de Ls(0) sont toutes égales
a zéro, donc ¢;(0) = 0. D’ou

01 0 0 0
0 0 1 0 0
Ls(0) = N
00 0 ... 01
000 ... 00

Soit 8f = (f(2),0f(2),...,6" VD f(2))t. Comme par hypothése Ls(f) = 0 alors §(df)) =
Ls(z)df. D’apres la remarque 3.5.14, une matrice fondamentale de solutions du systéme
X = Ls(z)X est donnée par

1 Logz (Lozg!Z)Q ... 7@(‘35){;;:
Logz)"~
0 1 Logz %
YLXLé(O) =YL | : : : : )
0 0 0 .. Logz
0 0 0 e 1

ou Yy, € Gl,,(C,[[2]]) est telle que Y7,(0) est la matrice identité. Alors, le systeme différentiel
§X = Ls(2)X aune unique solution dans C,[[2]]" & constante pres . Puisque § f € Cp|[[2]]"
est solution du systeme 06X = Ls(z)X et f(0) = 1 on obtient que la premiere colonne de
la matrice Y7, est le vecteur 6 f. Comme Ls(z) est dans .#),, d’apres le lemme 3.5.15, il
existe F'(z) dans .#, telle que les matrices Ls(z) et pF'(2P) sont équivalentes. De plus, il
suit encore du lemme 3.5.15 que

F(2) = [B(A (V1)) + ;AP<YL>L5<0>]<AP<YL>>—1, (3.17)

ou A,(Y7) désigne la matrice obtenue apres avoir appliqué A, a chaque entrée de Y7,. Soit
I, la matrice identité de taille n. Notons que A,(Y7)(0) = I, car Y7,(0) = I, donc, d’apres

4. Ici nous avons utilisé le fait que Logz est transcendant sur Cp((z)).
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(3.17), on a

0 4 0 0 0
1 00 4 ... 00
PO = L= i1 (3.18)
0 0 0 0 5
0 0 O 0 0
Considérons le produit
1 Logz 1 (Logz)? 1 (Logz)"*
P p2 2! opntt (n—l)!2
Logz)"~
0 1 ;Logz pnl,Z (Logz)" = ((;gf)z)!
AP(YL)XF(O):AP(YL)' : : : : : : (3.19)
0 0 0 %Logz
0 0 0 1

Comme 6 X0 = F(0)XF©) alors, il suit de (3.17) et (3.18) que
S(A, (VL) XF Oy = F(2)A, (V) X FO.
Par conséquent, la matrice A,(Y7)X F(0) est une matrice fondamentale de solutions du

systeme différentiel 60X = F(z)X. Comme la premiere colonne de Y7 est donnée par le
vecteur

8f = (F(2),6/(2),...,00 7V f(2))"
alors la premiere colonne de A,(Y7) est le vecteur
Ap(8F) = (Ap(f(2)), Ap(SF(2)), -+ Ap(87 7V f(2)))".

Ainsi, A,(df) est solution du systeme différentiel 67 = F(z)7. Ecrivons la matrice F(z) =
(@i ;(2))1<ij<n, Ol les a; j(2) appartiennent a Ey, car F(z) est dans .#,. Alors,

a11(2) a12(2) - a1a(2) Ap(f(2)) 5(Ap(f(2)))
az,1(2) a22(2) - aza(2) Ap(6(f(2))) 5(Ap(6(f(2))))

a1z anae) o ann=)) \E e\, ()
Par conséquent,
an1(2)Ap(f(2)) + an2(2)Ap(6f(2)) + -+ -+
+ ann—1(2)Ap(6" 2 f(2)) + ann(2)Ap(8" 7 f(2)) = 3(A(8" 1 f(2))). (3.20)
Mais A, (67 f(2)) = pP67 Ay (f(2)), alors Ay(f(2)) est solution de I'opérateur différentiel

-1 a 1(2) 2 an,2(2) an,1(2)
El,é =" - an,n(z)én (Z) - np 6" T ;n72 0 — ;nfl :
Notons que L; 5 est a coefficients dans o car an,(2),...,an,1(2) € Egp.

Deuxiéme pas. Soit Ly 5(z) la matrice compagnon de Ly 5. Alors L 5(z) est dans
M. Par définition la matrice compagnon de L 5 est

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
L1,5<Z)—

0 0 0 0 1

Tullp legid e O




Comme ay,1(2),...,ann(2) sont dans Ey, alors L 5(z) est une matrice a coefficients dans
Eyp. D’apres (3.18), an,1(0) = - -+ = a,,,(0) = 0 donc, toutes les valeurs propres de L; 5(0)
sont égales a zéro et ainsi la matrice Ly 5(z) satisfait la condition ii) de la définition 3.5.11.
Il nous reste a voir que Lj 5(z) vérifie la condition iii) de la définition 3.5.11. A la suite de la
remarque 3.5.14 on a qu’une matrice fondamentale de solutions du systeme 0.X = L 5(2)X
est donnée par

2 n—1
1 Logz 7@029!@ - 7@855)1)! )
Logz)™~
0 1 Logz ... %
YLlXLl’(S(O) =Y, : : : : )
0 0 0 e Logz
0 0 0 . 1

ot Yz, € Gl,(C,p[[2]]) est telle que Y, (0) est la matrice identité. Ecrivons la matrice Y, =
(94,j(2))1<i,j<n. Comme la matrice L; 5(2) est a coefficients dans Ey,, et toutes le valeurs
propres de L; 5(0) sont égales a zéro alors, d’apres le théoreme 2 de [24], pour montrer
que L; 5(z) vérifie la condition iii) de la définition 3.5.11, il suffit de voir que le rayon de
convergence des séries g; j(z) est supérieur ou égal a 1. Ecrivons Y}, = (fij(2))1<ij<n- On
a déja vu que fi1(z) = 81 f(2) pour i € {1,...,n}. Pour chaque i € {1,...,n}, soit

Ay(f1.1(2))(Logz)i =t Ay (f1,i(2))Logz
SN Al

Wy -

+ Ap(f1,:(2))-

Montrons que les w; sont solutions de 'opérateur différentiel £ s. Nous allons d’abord
montrer que pour tout j € {1,...,n — 1} et tout ¢ € {1,...,n}, fijr1; = fji—1 +0fj. En
effet, pour chaque i € {1,...,n}, considérons

(Logz)"* (Logz)"*

Fi=fi1 =) + fi,2 =

+ -+ fii—1Logz + fi,.

Remarquons que F; est 'entrée (1,4) de la matrice Y X150 Soit (R14y- -y hni)t le vecteur
qui représente la i-itme colonne de la matrice Yz, X9 Par conséquent,

S((h1gs -y hng)") = Ls(2)(hayiy - -, hni)

Ainsi, pour chaque k € {1,...,n}, hg; = 6*"thy; = 6* 1 F;. Donc,

0gz)? 0gz)" 1
1 Logz (ng' ) %
(Logz)"~2 o
0 1 Logz ... = S(F) ... 6(Fy)
Yoo |- : : : : - : : :
0 0 0 Logz o) ... HE,)
0 0 0 1

Soit j € {1,...,n—1} et i € {1,...,n} et montrons que fj+1; = fji—1 + 0fj;. 1l suit
de la derniere égalité matricielle que,

(Logz)'*

+ fj,QW + - fii-1Logz + fji

(Logz)"*

8 F = f
Jia (i—1)!
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et

: (Logz)"~! (Logz)'—>
i — f. 4 R S o
O F; = fj+1,1 (’L — 1)! + fj+1,2 (’L — 2)! + f]+1,zflL092 + fj+1,z-
Comme 87 F; = §(6' 1 F;) et Logz est transcendant sur Cp((2)) alors, fitv1,i = fji—1+0fj
Maintenant soit ¢ € {1,...,n} et montrons que par récurrence sur j € {1,...,n} on a
1 i Ap(fj1(2))(Logz)" ! Ap(fj,i-1(2))Logz
15i—1, . _ Dl p\Jj,i -
p7 67 Wi = pl_l(l—l)' +eet P +Ap(fjal(z))'
Si j = 1, alors ’égalité découle toute de suite de la définition de w;. Maintenant supposons

que I’égalité est vérifiée pour j — 1 > 0. Montrons qu’elle ’est aussi pour j. Par hypothese
de récurrence on a

1 Ap(fi1(2))(Log2)"! Ap(fji-1(2))Logz
15i—1,, _ BplJy, o p\Jj, B
P T W = p1(i—1)] +-- » + Ap(f5.(2))-
Soit k€ {1,...,i — 1}. Puisque Apod =pdo A, et fjr+0fjrt1 = fj+1,641 alors,

Ap(fik)(Log)™"  Ap(fikt1)(Logz)' ™"
6( Pk (i — k)! * )

pF1(i—k—1)!
Ap(fin)(Logz)—*
k(i —k— 1)

1 ‘ (Logz)i=*

= AL
1 (Logz)i—k—1 Ay (fjpsr)(Logz)i—=2

+ 5Ap(5fjvk+1)pi—k—l(i Sy + ppi_J:jlla —k—2)!

_ Au(0fu)(Log2) ™ | [Ap(frerin)] (Log2) "1 Ap(fyin)(Log2)™"—2

T T gk k) pik(i—k—1)! piR (i — k- 2)!

Par conséquent,
S(p e wy) =

Ap(fj;,_IQ(é))_(ng?fz)il T Ap(fj+1,ip;(2))L092 N Ap(fj+1,i(2))

Do,

p
P ow; =

Ap(fi+1,1(2))(Logz)" ™" Ap(fi+1i-1(2)) Logz
B T T  Aplfy414(2)).
Maintenant, si (7;:(2))1<j.i<n = Ap(Y2) X T alors de (3.19) on a que
o M (2) (Logz)! Ap(fji—1(2))Logz
7;,i(2) = p1(i —1)] 4ot

+ Ap(fii(2))-
p
D'ot, 75(2) = p? 167" tw; et ainsi,
w1 - Wi S Wn
pow1 e pow; ces Pown,
Ap(Yr) XFO = : : : :
pn725n72w1 o pn725n72wi pn725n72wn
pn—l(sn—lwl o pn—lén—lwi

pn—l(sn—lwn
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D’aprés le premier pas, on a §(A,(Y2)XF(©) = F(2)A,(Y2) X T, Rappelons que F(z) =

(@i j(2))1<ij<n. Alors, pour tout i € {1,...,n},
6(wi) a11(2) a12(2) -+ a1a(2) w;
0(pow;) _ az1(z) aga(z) -+ azn(2) pOw;
5(p"_1(:5”_1w¢) an,l‘(z) amg'(z) . am;(z) 10"_16:”_1wz
Ainsi,

n ) n 57, n,n— 6”2
an,1(2)w a,g(z)w_i_“'_*_a, 1(2)

0"w; =
v pn—l pn—2 P

‘4, n(z )(5"_1%

Par conséquent, les w; sont solutions de L 5.
Notons que la famille {w; }1<i<y, est linéairement indépendante sur C,. Pour cette raison
la matrice

w1 Wn,
Y O(wr) ... O(wn)
5 wy) . 6L (wy)

est une matrice fondamentale de solutions du systeme différentiel 6X = L 5(2)X. Par
hypothese Ls(z) est dans .#), alors, d’apres le théoreme 2 de [24], le rayon de convergence
des séries f; ;(z) est supérieur ou égal a 1 pour i,j € {1,...,n}. Comme la norme est
ultramétrique alors le rayon de convergence des séries A,(f;j(z)) est supérieur ou égal a
1. Finalement, comme Y7, X%16(0) et o sont deux matrices fondamentales de solutions du
systeme différentiel 0X = L; 5(2)X et Logz est transcendent sur Cp[[z]] alors, pour tout
i,j € {1,...,n} on peut écrire g; j(z) comme une combinaison linéaire des séries Ay, (f; ;(2))
sur C,. Raison pour laquelle le rayon de convergence des séries g; j(2) est supérieur ou égal
al.

Troisieme pas. L’opérateur différentiel £, € E,[d/dz] est p-unipotent. Nous rappelons
que L1 est 'opérateur différentiel obtenu apres avoir réécrit Z%L'L(; en termes de d/dz.
Comme la matrice Iy 5(2) vérifie la condition iii) de la définition 5.11 alors il existe une
matrice inversible U dont les coefﬁc1ents sont analytiques dans le disque générique ouvert
D(z,1), telle que 6U = L, (= )U. Pour chaque i € {1,...,n}, soit F; I'entrée (1,4) de U.
Donc, F; est solution de L1 et la i-ieme colonne de la matrice U est le vecteur oF;, =
(F;,6F;, ..., 6" 'F,)!. Maintenant soit dF; = (Fj, £ F;,..., 72 F,)". Donc, G,,6F; = dF;
ou G, est la matrice construite dans la proposition 3.2.1. Remarquons que F; est solution
de l'opérateur L£; car F; est solution de l'opérateur différentiel Lis et L1 est obtenu
apres avoir réécrit "Ly en fonction de . Par conséquent, (dF ) = Li(2)dF;. Ainsi,
= < (G,U) = L1(2)GnU. Posons U = G,U. Donc, U est 1nver81ble a coefficients analytiques
dans le disque générique ouvert D(z, 1) et d%U = L1(2)U. Gréace au théoreme de Frobenius—
Dwork (voir [22, Proposition 8.1]), on obtient que les normes des coefficients de 'opérateur
différentiel £ sont inférieures ou égales a 1. Autrement dit, £1 est a coefficients dans ¢ Ep-
Notons L1, 'opérateur obtenu apres avoir réduit chaque coefficient de £; modulo I'idéal
maximal m, de ¥g,. Le rayon de convergence de £; au point générique est égal a 1 car
%U = L1(2)U et U est une matrice inversible dont les coefficients sont analytiques dans
le disque générique ouvert D(z,1). Il suit alors de la proposition 5.1 de [42, Chap III] que
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L1, est nilpotent °. Donc, d’apres la proposition de [50, Appendix] et le théoreme 1 de [50,
p.177], Popérateur L;, est fuchsien. Finalement, montrons que les exposants en zéro de

an,n—l(z) 5’!7,—2 _

L1, sont tous égaux a zéro. Rappelons que £ 5 = §" — ann(2)0"1(2) — 5

. anyz(z)(s . an,1(z)
pn72 pnfl .

<—am1<2>

pnfl

D’apres I’équation (3.7),

sy —pn(2), 1> = (cn(2),cn—1(2),...,c1(2),1)2"Gp41,

ou Li(z) = dzi” + cl(z)dz%l +o 4 cn_l(z)d% + ¢n(2). On a montré que L£(z) est a coeffi-
cients dans ¥g,. Puisque C, est un corps de caractéristique zéro alors Gy, 11 € Gl,(Z[1/2]).

Ainsi, chaque coefficient de G,41 appartient a Jp,. D’on, —%,(f), —a;f,(';) yeees—apn(2)
appartiennent a 9g,. Notamment, pour chaque i € {1,...,n}, —Z;(E)Q appartient a Jc,.
Ainsi, les exposants de £, en zéro sont les racines du polynome indiciel
_ Qn,1 0
X" - (an,n(o) mod np)Xn P ;n(l) mod 1y,

ol ny, est I'idéal maximal de J¢,. Mais on a vu dans le deuxieme pas que a,,(0) = --- =
an,1(0) =0, d’ott le polynéme indiciel est égal a X"™. Par conséquent, les exposants en zéro
sont tous égaux a zéro. Ainsi, 'opérateur L;, est MOM en zéro. Il suit donc que £y est
p-unipotent.

Quatrieme pas. Les matrices Ls(z) et pLy s(2P) sont équivalentes. On veut montrer
qu’il existe une matrice T'(z) inversible & coefficients dans Fy, telle que T'(z)™! est &
coefficients dans Ey p et 0T'(z) = pLy 5(2P)T(2) =T (z)Ls(z). On a montré dans le deuxiéme
pas que la matrice w est une matrice fondamentale de solutions du systeme 60X = L; 5(2)X.

Pour i,5 € {1,...,n} nous rappelons la formule

151, _ Mp(fin(2))(Logz)' ™! Ap(fji-1(2))Logz
P = ;H(z'—l)! +oe )

Ainsi, w(z) = A(2) X750 oy
Ap(fl,l(zg) o Ap(fin(2))

+ Ap(f5(2))-

Ap(f2,1(2) o Me(fan(2))
p p
A(z) = : : :
Ap(fnfl,l(z)) Ap(fnfl,n(z))
N 4pn_2
Ap@n,l(z)) Ap(fnn(2))
pnfl e pnfl

D’apres la remarque 3.5.14, 5(X%L1’5(0)) = }DLL(;(O)X%LL&(O) et comme

S(A(2)X 7P = Ly 5(2) A(z) X 7110

alors 6(A(z)) + A(z)%LLg(O) = L1.5(2)A(2). Montrons que A(2P) X115 est solution du
systeme 60X = pLy 5(2P)X. En effet,

(AN XP10) =pl(S(A)() + AEP)y Ly sO)) X115

—pLs(P)A(P) X130,

5. Un opérateur différentiel D, & coeflicients dans k(z), k un cors fini de caractéristique p, est nilpotent
si la p-courbure de D,, est nilpotente.
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Donc, la matrice A(27) X 1.6(0) est une matrice fondamentale de solutions du systéme §X =
pLy 5(2P)X. D’autre part, la matrice Y7,.X Ls(0) et une matrice fondamentale de solutions
de 60X = Ls(2)X. Par conséquent, si lon pose T(z) = (A(zP) X L1560 (y; XLs(0))=1 alors
0T (2) = pL1,5(2P)T(2) — T'(2)Ls(z). En conséquence, il suffit de montrer que 7T'(z) est une
matrice inversible a coefficients dans Ep, telle que T(2)~! est a coefficients dans Ej .
Notons d’abord que T(z) = A(2P)Y; ' car Ly 4(0) = L;(0). Nous allons montrer que ce
dernier produit est a coefficients dans Ey,. Comme Ls(2) € 4, il suit du lemme 3.5.15
qu’il existe une matrice H(z) inversible telle que H(z) et H~1(2) sont & coefficients dans
Eyp, H(0) = I, et 0H(z) = pF'(2P)H(2) — H(2)Ls(z), on F(z) est la matrice définie dans
(3.17). On a montré dans le premier pas que A, (Yz) X7 est une matrice fondamentale de
solutions du systeme §X = F(z)X. Donc la matrice (A,(Yz))(27)XPF(©) est une matrice
fondamentale de solutions du systeme 06X = pF(zP)X. Il suit de (3.18) que pF(0) =
L1 5(0). Par conséquent, la matrice (A,(Y7))(2?)X (%) est une matrice fondamentale de
solutions de 6 X = pF(zP)X. Notons que la matrice (A,(Y7))(2?) X150 est égale &

AP o (Ap(fia))() (1 Loge Eogs . oo
M@)o B | [0 1 Leg . e
Bt o Wh)@) | o 6 0 e
Aplfu D) oo () ) g o o Y

Puisque Yz, X% est une matrice fondamentale de solutions du systeéme §X = Ljs(2)X
alors, Uexpression 0 H (z) = pF(2P)H(z) — H(z)Ls(z) entraine que, HY;, X1+ est une ma-
trice fondamentale de solutions du systéme 6X = pF(2?)X. Ainsi, les matrices HY7, X L+(0)

t (Ap(Y7))(2P) X5 sont deux matrices fondamentales de solutions du systeme §X =
pF(2P)X. D’ou il existe une matrice C' € Gi,,(C,) telle que

H(2)Y X150 = (A, (1)) (") X B O C.

Ainsi, (Ap((Y2))(2P) " H(2)Yr = XEOC(xLs©))=1 Comme Y7, A,(Y7) et H appar-
tiennent a Gl,,(C,|[[2]]) et H(0 ) Y7,(0) = (Ap(Y7))(0) = I, alors XL (X Ls(O))=1 = T, .
Ainsi H(z) = (A,((Yz))(2?)Y, ~. Donc,

(Ap(f1,))(2P) (Ap(f1,n))(2P)
(Ap(f2,1))(2P) (Ap(fo,n))(2F)

H(z) = : : : v,
(Ap(fnfl,l))(zp) s (Ap(fnfl,n))(zp)
(Ap(fra))(ZP) o (Ap((frn))(2P)

Alors,

1 0 0 0

0 1/p 0 0

SRS : H(z) = AR")Y, =T(2)

0 0 ... 1/p"2 0

0o 0 ... 0 1/pt

Comme la matrice H(z) € Gl,(Epp) alors T'(z) € Glp(Ep,p). Par conséquent, les matrices
pLy 5(2P) et Ls(z) sont équivalentes.

Cinquiéme pas. Les disques singuliers de L1(z) sont singuliers régquliers et L1(z) a
exactement r disques singuliers réguliers a distance finie. Nous rappelons que L1 (z) est la
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matrice compagnon de £ et que L1 est 'opérateur différentiel obtenu apres avoir réécerit
Z%L’l,g en termes de d/dz. Soit G, la matrice construite dans la proposition 3.2.1. Montrons
d’abord que les matrices £ Ly 5(2F) et pzP~1 L1 (2P) sont E,-équivalentes. Soit g une solution
quelconque de £1. On pose (dg) = (g, ¢/, ..., g™ Nt et (8g) = (g, 09, ...,6"Vg)t. Alors,
dilz(dg) = L1(z)(dg) et 6(dg) = L1,5(dg). D’apres la construction de la matrice Gy, nous
avons que (dg) = G,(dg). En appliquant d/dz a cette derniére égalité, on a que

Ly(=)(dg) = <ja) (80) + G 2 (89) = (ja) (80) + G -o(80).

Mais (dg) = G,(dg) et 6(dg) = L1(z)(dg). Donc,

L1216 (80) = (-Gu ) (60) + G L15(60)
Finalement, comme g est une solution quelconque de £; et I'espace de solutions de £; est
de dimension n sur C,, on obtient que L;(2)G, = d%Gn + Gn%Ll,d- Par conséquent,
d/dz(Gp(2P)) = pzP 1Li(2P)Gn(2P) — Gp(2P)ELy 5(2P). Ainsi, la matrice 2Ly 5(2P) et
E,-équivalente & la matrice p2P~1L;(2P). Le quatrieme pas entraine que %L(g(z) est E)-
équivalente & 2Ly 5(zP). Alors, par transitivité la matrice 2Ls(z) est Ep-équivalente &
pzP~1L1(2P). Rappelons que L(z) est la matrice compagnon de £. En appliquant le méme
argument précédent on a que, d/dzG,, = L(2)Gy(z)—GniLs(z). Donc, les matrices 1 Lg(2)
et L(z) sont E,-équivalentes. Ainsi par transitivité, les matrices pzP =1Ly (2P) et L(z) sont
E,-équivalentes. Par hypothese tous les disques singuliers de L(z) sont singuliers réguliers
et L(z) a exactement r disques singuliers réguliers a distance finie. Comme L(z) est E,
équivalente & pzP~1L1(2P) alors il suit de la remarque 3.5.16 que tous les disque singuliers
de la matrice pzP~1L;(2P) sont singuliers réguliers et que cette matrice a exactement r
disques singuliers a distance finie.

Comme on 'a déja montré dans le troisieme pas, il existe une matrice inversible U,
dont les coefficients sont analytiques dans le disque générique ouvert D(z,1), telle que
d%U = L1(2)U. Dong, il découle du corollaire 6.4.2 et de la propositions 6.4.6 de [23] que,
D., est un disque singulier régulier de Lq(z) si et seulement si D., est un disque singulier
régulier de pzP~!L1(2P). Comme on I’a vu tous les disques singuliers de pzP~!L(2P) sont
singuliers réguliers et cette matrice a exactement r disques singuliers a distance finie. Par
conséquent, les disques singuliers de la matrice L;(z) sont singuliers réguliers et Lq(z) a
exactement 7 disques singuliers a distance finie.

Pour finir la démonstration du lemme 3.5.18, montrons que 'opérateur £; obtenu apres
avoir réécrit 1/2"L; 5 en termes de d/dz vérifie les conditions 1-6 de la définition 3.5.17.
Il suit du premier pas que l'opérateur £ est d’ordre n et annulé par A,(f(z)). D’apres
le deuxieme pas, la matrice compagnon de £y s est dans .#),. Il découle du troisieme pas
que lopérateur L1 est p-unipotent et finalement du cinquiéme pas que, tous les disques
singuliers de Lj(z) sont singuliers réguliers et Lj(z) a exactement r disques singuliers
réguliers a distance finie. O

Lemme 3.5.19. Soient L € Vg, [d/dz] un opérateur différentiel unitaire et L(z) sa matrice
compagnon. Si L(z) a exactement r disques singuliers a distance finie alors le nombre de
singularités de l'opérateur L, dans IF), est inférieur ou égal a r.

Démonstration. Soient D.,, ..., D, les disques singuliers de L(z). Par hypothese ils sont
tous différents, d’ott pour i # j on a que |y; — ;| = 1, ce qui revient a dire que 7; #
7;- Montrons que les singularités de £, appartiennent & {77,...,7;}. Soit A;(z) un des
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coefficients de L alors les poles de A;(z) sont dans D+, U...UD.,, . Par conséquent, d’apres

le théoreme de Mitagg-Leffler, les poles de A;(z) appartiennent a {77,...,7,}. D’ou les
poles de L, sont dans {77,...,7}. Ol

Construction de ’ensemble &’

Soit & un ensemble infini de nombres premiers et soient f(z) € F(S), n 'ordre de M
et r le nombre de singularités a distance finie de M dans Q. Dans cette partie nous allons
construire un ensemble &’ C S tel que : Pensemble S\ &’ est fini et pour tout p € &', la
série f(z) vérifie la propriété (P),,,. Dans ce qui suit nous fixons I’ensemble S, la série
f(z) € F(S) et les entiers n et r. Soient v1,...,7, les singularités & distance finie de M
dans Q et écrivons My = (i—nn + a1(z)j;7_,l1 +- an_l(z)d% + an(z) € Q(z)[d/dz]. Soit
d = [[(v — ;). Alors d est un nombre algébrique différent de zéro. Nous posons Bgs

1
commﬁjl’ensemble des nombres premiers p contenu dans S tel que la norme p-adique de
~i pour tout ~y; # 0 est égale a 1, la norme de Gauss des a;(z) est inférieure ou égale a 1
et la norme p-adique de d est égale a 1. Notons que S\ Bgs est fini.

Lemme 3.5.20. Si f(z) annule un opérateur différentiel MOM en zéro a coefficient dans
Q(z) alors Uopérateur différentiel My est MOM en zéro.

Démonstration. Supposons que f(z) € Q][z]] annule 'opérateur différentiel D a coefficients
dans Q(z) qui est MOM en zéro. Comme M est 'opérateur minimal de f(z) alors D =
TMiy, ou T est un opérateur différentiel a coefficients dans Q(z). Pour montrer que M
est MOM en zéro nous devons montrer que My est fuchsien, zéro est un point singulier
et les exposants de My en zéro sont tous égaux a zéro. En effet, supposons que « est
une singularité de M. Sans perdre en généralité, supposons que a = 0. Comme D est
fuchsien alors, d’apres la proposition 1.4.2 de [67], D a une base de solutions dans ’anneau
C{{2}}[2®, Log(z) : B € C], oit C{{z}} est anneau des séries au voisinages de 0 qui sont
convergentes et z? désigne la solution de Popérateur différentiel § — 8. Par conséquent,
M a une base de solutions dans I'anneau C{{z}}[2”, Log(z) : B € C] car D = TM;y. 1l
découle donc de la proposition 1.4.2 de [67] que, le point 0 est un point singulier régulier
de M. Par conséquent, I'opérateur M est fuchsien. Maintenant, comme D est MOM en
zéro alors zéro est un point singulier régulier de D. En appliquant I’argument précédent on
obtient donc que M a une base de solutions dans I'anneau C{{z}}[z”, Log(z) : 8 € C].
Par conséquent, d’apres la proposition 1.4.2 de [67], le point 0 est un point singulier régulier
de My. Soit M s opérateur obtenu apres avoir réécrit 2" M en fonction de 4. Ecrivons

./\/lf’g =0+ bl(Z>5n71 + -+ nn_1(2)5 + bn(z),

ot les b;(z) appartiennent a C(z) NC[[2]] car zéro est un point singulier régulier de M et n
est 'ordre de M. Rappelons que les exposants de M ¢ en zéro sont les racines du polynome
X"+ b1(0) X"+ 4+ b,-1(0)X + b,(0). Donc, pour montrer que les exposants de M ¢
en zéro sont tous égaux & zéro il faut montrer que b;(0) = 0 pour tout i € {1,...,n}. Soit
{p1,-..,pn} Pensemble des exposants de My en zéro. Partitionnons I’ensemble {p1,..., pn}
avec des ensembles 1, ..., E, tels que les éléments de E; sont égaux modulo Z mais, pour
tous j # k,six € Ej ety € Ej, alors x # y mod Z. Notons e; I’élément le plus petit de E;.
Alors, il suit de I’équation (6.2) de [59] que, pour tout i € {1,...,7}, il existe h;(z) € C[[2]]
telle que 2%h;(z) est solution de My et en conséquence solution de D. Donc, e; est un
exposant de D en zéro. D’ou e; = 0 pour tout ¢ € {1,...,r} car tous les exposants de D
en zéro sont égaux a zéro. Ainsi, 'ensemble {p1, ..., p,} modulo Z est égal a {0}. Donc, il
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suit des égalités (6.2) et (6.3) de [59] qu’il existe f1,..., f, € C[[z]] telles que pour chaque
je{l,...,n},

0gz)i—1 0g2)’~?
G+ e Gy + o+ el ans + 5

= f1(2)
est solution de M. Par conséquent, pour chaque j € {1,...,m}, g; est solution de My ;.
Ecrivons fi(z) = 2™g(z), ot g(0) # 0. Comme fi(z) est solution de D alors m est un
exposant de D en zéro. Donc, m = 0 et ainsi, f1(0) # 0. Montrons par récurrence sur
j€{0,...,n—1} que b,_;(0) = 0. Notons que par définition e; € {p1,...,pn} et on a
montré que e; = 0. Donc, 0 est un exposant de M en zéro et par conséquent, b,(0) = 0.
Maintenant supposons que by, (0) = - -+ = by—;4+2(0) = 0. Montrons que by,—;+1(0) = 0. Soit
k € N. On note par (%g;)o(2) la série telle que 6%g; — (6%g;)0(2) € (Logz)C[[z, Logz]].
Montrons que pour tout j > 2, (67 1g;)o(2) — fi(z) € 2C[[2]] et que pour tout k >
3, (6%g;)0(0) = 0. Soit 4,7 € {1,...,n}. Montrons d’abord par récurrence sur k € N

que, §F(f; =292 (Logz)" ) =0 (5)(5k_sfi)% Il est clair qu'on a 1’égalité pour k = 0.

ol (r—s)!
Maintenant, supposons que I’égalité est vraie pour k > 0. Montrons qu’elle est aussi vraie

pour k + 1. D’apres ’hypothese de récurrence, on a

it (fi (Lig,z)r> =5 (Z (’:) (65 sz)(fogzl),s) .
| 2 |

Mais, il est clair que

s=0 S=
Ainsi, on a montré que pour tout i,7 € {1,...,n} et pour tout k € N,
k (Logz)" —~ (k hes ¢ (LOgz)"*
i = ) —_— . 3.21
(555 =2 () Ty (3.21)

Soit (5kfi%)g(z) la série telle que (5kfi(]:‘fr%)r)(z) = (5kfiM)o( ) appartient a

(Logz)C|[[z, Logz]]. Donc, il suit de I’égalité (3.21) que pour tout k > r, ((5ku Lof,z Jo =
(f)ék_’"fi. Ainsi, pour tout r > 2 et k > r — 1 on a que (6¥g,)o = i 1( )5"C rHif
Notamment, pour j > 2 et k > 4, (6%g;)0(0) = 0 et pour j > 2, (67 1g;)0 — f1 € 2C[[2]].

Soit 7 > 2. Maintenant, d’une part

8"gj(2) +b1(2)8" 1 gj(2) + -+ bu-1(2)095(2) + ba(2)g5(2) =
B (Logz)~! (Logz)—?
tjj-1(2)

Gy ) g e ) o ol

ofl les t;;(z) appartiennent & C[[z]] pour i € {0,...,5 — 1}. En particulier, ¢;0(z) =

bn(2)fj(2) + bn1(2)(8g5)0(2) + -+ + b1 (2)(6" ' gj)0(2) + (8"g;)o(2). Ainsi, on a tj0(0) =
bn—j+1(0) f1(0) car par hypothese de récurrence b,—1(0) = --- = by,—j42(0) = 0 et comme
on I’a montré, pour tout k > j, (6%g;)0(0) = 0 et (89 1g;)o(2) — fi(2) € 2C[[z]]. D’autre
part, comme g;(z) est solution de My s alors

"gj(z) + 61(2)5"’1%(2) + - 4+ bp—1(2)0gj(2) + bn(2)g;(2) = 0.

89



Ainsi, t;(z) est la série nulle pour tout 7 € {0,...,j — 1} car Logz est transcendante sur
C((#)). En particulier, t;(z) est la série nulle et ainsi b,—;(0)f1(0) = 0. D’ot1 b,,—;(0) =0
car fi1(0) # 0. Ainsi, le polynéme indiciel de My est égal a X™ et par conséquent, les
exposants en zéro de My sont tous égaux a zéro. O

Lemme 3.5.21. Soit S un ensemble infini de nombres premiers et f(z) € F(S). Si f(z)
annule D € Q(z)[d/dz] MOM en zéro alors pour tout p € Bs, la série f(z) vérifie la
propriété (P)prn.

Démonstration. On va montrer que pour tout p € Bg, 'opérateur M satisfait aux condi-
tions 1-6 de la définition 3.5.17. Soit p € Bgs. Il est clair que My est annulé par f et
que l'ordre de My est n. Soit My s l'opérateur différentiel obtenu apres avoir réécrit
2" My en fonction de J et soit Mys la matrice compagnon de My s. Ecrivons M 6=
6™+ b1(2)0" L + - + by_1(2)0 + by (2). Montrons que My s appartient a .#,. 1l suit du
lemme 3.5.20 que zéro est un point singulier régulier de M, alors, d’apres la proposi-
tion 3.2.1, b;(z) € Q[[z]]. Ainsi, les b;(z) sont dans Q(z) N Q[[z]]. Par conséquent, ils
appartiennent a Eq ;. Le lemme 3.5.20 entraine que les exposants en zéro de M sont tous
égaux a zéro. Donc les valeurs propres de My 5(0) sont toutes égales & zéro. Finalement,
montrons que Mjy s vérifie la condition iii) de la définition 3.5.11. Comme f(2) € F(S),
alors il existe H € Q(z)[d] muni d’une structure de Frobenius forte pour tout p € S tel que
H est annulé par f(z). Ainsi pour chaque p € S les propositions 4.1.2, 4.6.4 et 4.7.2 de [23]
montrent qu’il existe une matrice inversible W dont les coefficients sont analytiques dans le
disque générique ouvert D(z, 1) telle que 6W = AW, ou A est la matrice compagnon de H.
Finalement, & la suite de I’équation (5.2) de [42, chap III], il existe une matrice inversible U
dont les coefficients sont analytiques dans le disque générique telle que 6U = My sU. Mon-
trons que la matrice U est a coefficients dans le disque générique D(z, 1). En effet, comme
H = TM;js car My est 'opérateur minimal de f(z) et W est une matrice inversible &
coefficients dans le disque générique D(z,1) telle que 6W = AW alors les coefficients de
la matrice U sont analytiques dans le disque générique ouvert D(z,1). Par conséquent, la
matrice My s appartient a ./,

D’apres le lemme 3.5.20, 'opérateur My est MOM en zéro et par conséquent, sip € Bs
alors I'opérateur M est p-unipotent. Soit M; la matrice compagnon de M ;. Rappelons
que 71, ..., 7, sont les singularités & distance finie de M dans Q. Montrons que si p € Bs
alors la matrice My vue comme un élément de M,(C,[[z]]) a comme uniques disques
singuliers a distance finie les disques D.,,... D, . Soit D, un disque singulier a distance
finie de My alors le disque D, contient une singularité de M. Disons que v; € D, pour
un certain ¢ € {1,...,r}. Ainsi, D, N D,, # 0. Par conséquent, D, = D,,. Maintenant,
il suffit de montrer que D, N D, = () si i # j. En effet, comme p € Bg alors pour tout
vi # 0, |vilp = 1 et ainsi, pour tout 4,5 € {1,...,7}, |7 —7j|p < 1. Maintenant, comme
|dl, = 1 alors ]|y —vjlp = 1, dott |v; — 4], = 1 pour i # j. Ainsi, D, N Dy, = (.

(2
Finalement, d’a?)i“és le lemme 3.5.20, M est fuchsien. Donc, la proposition 6.1.3 de [23]
entraine que les disques singuliers de M sont singuliers réguliers. Raison pour laquelle,
pour tout p € Bg la série f(z) vérifie la propriété (P)p, ., car I'opérateur M satisfait aux
conditions 1-6 de la définition 3.5.17. Ol

Démonstration de la proposition 3.5.4

Démonstration. Soit 8’ = Bs. Alors &’ C S est infini et S\ & est fini. D’apres le
lemme 3.5.21, pour tout p € 8’ la série f(z) vérifie la propriété (P), . Ainsi, d’apres le
lemme 3.5.18, pour tout p € S’ et tout entier k positif la série A’;( f(2)) vérifie la propriété
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(P)p,rn- En particulier A];(f(z)) annule un opérateur p-unipotent Ly € Vg, [d/dz]. Si Li(z2)
est la matrice compagnon de L alors, d’apres le lemme 3.5.18, les disques singuliers de
L (z) sont singuliers réguliers et Li(z) a exactement r disques singuliers a distance finie.
Par conséquent, d’apres le lemme 3.5.19, le nombre de singularités a distance finie de £y,
dans F), est inférieur ou égal a 7. O

Remarque 3.5.22. Soient S un ensemble infini de nombres premiers et f(z) € F(S).
Supposons que f(z) annule un opérateur différentiel D € Q(z)[d/dz] MOM en zéro. D’apres
la premiére partie du théoréme 1.7.6, il existe S’ C S infini tel que f(z2) € L3(S') et S\ &’
est fini. Il suit des parties 3.5.3 et 3.5.3 que nous pouvons prendre S’ = Bgs.

3.6 La série hypergéométrique oF1(—1/2,1/2,1;162)

Nous allons montrer que la série

-1 20\ 2 n
ba(2) = 2F1(-1/2,1/2,1;162) = 7% 2n — 1 ( n) ’

appartient & £2(P) \ L(P), ot P est 'ensemble des nombres premiers. Remarquons que
la série ho(z) satisfait aux conditions du premier point du théoreme 1.7.6. La série ha(z2)
annule 'opérateur différentiel £ := z(1 — 162)(% + (1 — 162) L + 4. Cet opérateur est
fuchsien, zéro est un point singulier régulier et les exposants de £ en zéro sont égaux a
zéro. Donc, 'opérateur £ est MOM en zéro. Notons que ha(z) est le produit de Hadamard
des séries (1—42)Y/? = > >0 (277) 2" et (1—4z)" Y2 = > >0 —5i (277) 2". Par conséquent,
d’apres la proposition 6 de [28], b2 est la diagonale d’une fraction rationnelle. Donc, d’apres
[25], la série by annule un opérateur muni d’une structure de Frobenius forte pour presque

tout nombre premier.
Lemme 3.6.1. La série ha(z) appartient a 1 + 2Z[[2]] et, pour tout p € P, byp(z) =

(r-1)/2 | |
> (55 (%) modp)# si

2i—1\ 12

Po,p(z)Ap(hQ‘p(z))p, ot Poa(z) =1 sip =2 et Pyp(z) =
p>3.

=0

Démonstration. La série ha(z) est le produit de Hadamard des (1 —4z2)'/2 = Y n>0 (2:) z"

et (1 —42)71/2 = D >0~ L (2”)2”. Il est clair que la série (1 — 42)'/2 appartient &

2n—1\n
1 + 27Z][2]]. Montrons maintenant que la série (1 — 4z)~'/2 appartient & 1 + 2Z[[z]]. Cela
1

revient a montrer que pour tout entier n positif, %—_1(2: ) € Z. En effet, pour tout entier

n > 0, in_l (2:) = 2C,_1, ou C,, := 2n1+1 (2":1) est le nombre de Catalan de rang n. Il
suit du corollaire 6.2.3 de [69] que pour tout entier n > 0, C;, € N. Par conséquent, la série
(1—42)~'/2 appartient & 1+ 2Z[[z]]. Comme by est le produit de Hadamard de (1 —42)'/?
et (1 —4z)~Y/2 alors ha(z) € 1 + 2Z[[z]]. Ainsi, on peut réduire ha(z) pour tout nombre
premier. La série ho(2) annule 'opérateur différentiel £ := z(1 — 16z)d¥'zl2 +(1—162) 4L +4.
Cet opérateur est fuchsien avec une singularité en zéro dont les exposants en zéro sont
égaux a zéro. Donc, pour tout nombre premier p, 'opérateur différentiel £ est p-unipotent.
Alors, la proposition 3.5.2 implique que pour tout nombre premier p, il existe une fraction

rationnelle P ,(z) de hauteur inférieure ou égale a 4p — 1 telle que

happ(2) = FPo.p(2)Ap(hayp(2))”- (3.22)
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Nous montrerons que pour p = 2, Py2(2) =1 et pour p # 2,

D2/ 92
Pop(z) = Z (22‘—1(1’) modp)z

=0

Pour p = 2, il suit du théoreme de Lucas que si n est impaire alors (27;1) =0 mod 2 alors
Bop(z) = ano((;lZ) mod p)z*" = Ay(hy2(2))?. Maintenant soit p # 2. Ecrivons Bop(2) =

p—1 )
Z>:0 anz" et Qn(z) = Z:Oanpﬁzz. Alors bypp(2) = Z>:0 2", (z). Montrons que pour tout
n> 1= n

n >0, L,(Qn(z)) = 0. En effet, notons d’abord que deg(2(1—2)Q") < p, deg((1—2)Q",) <
alors deg(L,(Qn(z))) < p et comme 0 = Ly(hy,(2)) = > 2"Ly(Qn(2)), il suit que
n>0

L,(Qrn(2)) = 0 pour tout n > 0. Comme L est p-unipotent et Ker(F,(z),L,) # 0 car
Qo est non nul, donc, d’apres le lemme 3.5.5, dimg,.»)Ker(Fy(2),£,) = 1. On vient
de voir que Qo(z) et Q,(z) appartiennent a Ker(F,(z),L,) et puisque pour tout n > 0
deg(Qn(z)) < p et Qo(0) =1 alors Qn(2) = anpQo(2) et ainsi

app(2) = Qo(2) D_ anp=™ = Qo(2)Ap(h21p(2))"-
n>0
Dong, il découle de (3.22) que FPp,(z ) = Qo(z) et par conséquent L,(Fp,(z)) = 0.
Grace a la proposition 2.2 de [50], —deg(Py ) est congruent a —1/2 ou 1/2 modulo p
et comme deg(F,) < p alors deg(Po p) pT ou deg(Pyp) = %. Raisonnons par

I'absurde et supposons que deg(Pp,(z)) = p+ . Comme Py ,(z) = Qo(z) alors apt1 =
2

p(fill ) mod p. Par suite du théoreme de Lucas la valuation p-adique de (pill ) est

supérieure ou égale a 1, d’ou la valuation p-adique de 7(1;11) est supérieure ou égale a

1 et, ainsi ap+1 = 0, contradiction. Alors deg(Py,) = p% et par conséquent, Pp,(z) =
2

(p—1)/2 (

5 (~at ()7 modp) s 0

Considérons la série hypergéométrique go(z) = 2F1(1/2,1/2,1,162) = > (Qn)Qz".

Lemme 3.6.2. Pour tout k > 1 et tout nombre premier p, A];(b2|p) = go|p- En particulier,
pour tout k > 1 et tout nombre premier p > 3, A];;(UQ\p) # bajp-

Démonstration. Montrons d’abord que, pour tout nombre premier p, on a Ay(hap(2)) =

g2)p(2). En effet, d’apres le théoreme de Lucas, (21%’)2 = (27,7)2 mod p et, il est claire que

— -1 (2np\2 _ (2n)\2 y
2np — 1 = —1 mod p. Donc, 2np1—1($)) = (%")" mod p. Dot, Ap(h2p(2)) = g2pp(2)-
Finalement, comme g;(z) est p-Lucas pour tout nombre premier p, alors, pour tout entier
k strictement positif et tout nombre premier p, A’;(gg|p(z)) = go|p- Par suite, pour tout

entier k strictement positif et tout p > 3, A’;(hg‘p(z)) = gopp(2)- O

Grace au lemme 3.6.2, on ne peut pas appliquer le deuxieme point du théoreme 1.7.6
a la série ha(z). Pour p = 2, on pose Pj2(z) = 1 et pour p > 3 on pose P ,(z) =

(pgl:)/2 <(2;)2 mod p) i

i=
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Lemme 3.6.3. Pour tout nombre premier p, on a

Py (2)P »
r)2|p(Z) = <P0:(z(:)131> 52|p(2) .

Notamment, la série ha(z) appartient a L2(P).

Démonstration. Le lemme 3.6.2 et 1’équation (3.22) entrainent que, pour tout nombre
premier p, by, (2) = Pop(2)g2),(2”). Maintenant, comme gy est p-Lucas pour tout nombre

premier, alors, pour tout nombre premier p, on a gy,(2) = P p(2)go)y(2F). Donc, pour

92p _ Pip

tout nombre premier p, Bap, — Fo
p sP

et,

bap(2) = P22 () =) ($22 55 ) b7

=Py p(2) <?J,Ezp;> bopp(2)"-

Comme les degrés de Py(z) et Pi(z) sont 21 alors la hauteur de 522 (Z): est inférieure
2 Py Z)p
P
ou égale a pp—gl < p?. O

Nous allons montrer que pour tout nombre premier p > 3 les polynémes Py, (z) et
P ,(z) sont premier entre eux.

Lemme 3.6.4. Pour tout nombre premier p, nous avons Py ,(z) — 225 ,(2) = P1p(2)

Démonstration. Soit p un nombre premier différent de 2, on a

(b-1)/z 20\ 2 (p—1)/2 2%  /290\ 2 .
Pop(z) = 22P,(2) =1+ Y 1—21’(2’) d- ) 1—2¢<i> g
i=1 i=1
:Pl,p(z)-

Pour p = 2 nous avons que Pya(z) = 1 = P1a(2) d'ott Pya(2) — 22F)5(2) = Pia(2). O

Lemme 3.6.5. Pour tout nombre premier p, le polynéme Py p(2) est séparable sur F,. En
particulier, Py, et Fy, n’ont pas de racine en commun.

Démonstration. Pour p = 2, on a Py 2(2) = 1. Donc, le polynome P 2(2) est séparable sur
5. Soit p un nombre premier différent de 2 et soit £ := z(1 — 162)% +(1-162)4 +4. La
série ha(z) annule £. D’apres le lemme 3.6.1, by, (2) = Py p(2)Ap(h2(2))P. Par conséquent,
L,(Pyp(2)) = 0. Soit oy € F, une racine de Py,(z). Ecrivons Py ,(z) = bo(z — o)™ +
ot be(z — ai)%, ol bg # 0. On veux montrer que m; = 1. Le développement limité de
2(1 —16z) en z — ; nous donne 1’égalité suivante
2(1 —162) = (a; — 1602) + (1 — 3204) (2 — a;) — 16(2 — a;)?
et le développement limitée de 1 — 16z en z — a; nous donne 1’égalité suivante
1—-16z=1—16a; — 16(z — o).
Comme P p(z) annule 'opérateur différentiel £, alors
[(a — 1604%) + (1 —320)(z — o) — 16(z — ai)Q]Péfp(z)
+ [1 = 160;; — 16(2 — )] Py ,(2) + 4Py p(2) = 0. (3.23)

93



Mais,

1 _
P (z—ai)%_

P(;,p(z) = bom(z — ai)mi—l + -+ b,
et

Péfp(z) = bgm;(m; — 1)(z — ozi)mi_2 + bymi(m; +1)(z — ai)mi_l

1 p—1 =
+ --'+brpT(pT ~D(z—m) T 2
Dongc, il suit de (3.23) que,
Umy—2(2 — )™ 2+, 1(2 — @)™ 4 Fapa (2 — ai)p%l =0, (3.24)
2
ol
ami,Q = (Oéi — 160[22)170’I7LZ(’/TLZ — 1)
et

am;—1 = (o — 16a2)bymi(m; + 1) + (1 — 32a;)mi(m; — 1)bg + (1 — 160;)m;bo.
Il suit de (3.24) que am,—2 = 0 et a,,—1 = 0. Par conséquent,
(o — 16a2)my(m; — 1)bg = 0, (3.25)
(o — 16a2)bym;(m; + 1) + (1 — 320;)mi(m; — 1)bg + (1 — 160)m;bg = 0. (3.26)
Comme m; # 0, a; # 0 (zéro n’est pas une racine de Py ,(2)) et by # 0 alors il suit de

(3.25) que, (1 — 16c;)(m; — 1) = 0. Si «; # 1/16 alors m; = 1. Maintenant si a; = 1/16
alors 'égalité (3.26) entraine que —m;(m; — 1) = 0. Par conséquent, m; = 1. O

Lemme 3.6.6. Pour tout nombre premier p > 3 les polynomes Py ,(z) et Py p(z) sont
premier entre eut.

Démonstration. Soit p un nombre premier différent de 2. Montrons que Py ,(2) et Py p(%)
n’ont pas de racine en commun. Comme p est différent de 2, alors les polynomes P p(2)
et P p(z) sont différents. Raisonnons par l'absurde, si Py () = Py p(«) = 0, d’apres le
lemme 3.6.4, P (o) = 0. Ainsi o est une racine en commun de P ,(z) et Py ,(z) ce qui
contredit le lemme 3.6.5. Donc, Py, (z) et P;,(z) n'ont pas de racine en commun et par
conséquent, Py ,(z) et Pj,(z) sont premiers entre eux. O

Lemme 3.6.7. Soit S un ensemble infini de nombres premiers. Alors la série ha(z) n’ap-
partient pas a L(S).
PZD

Démonstration. Soit p un nombre premier différent de 2. Nous posons By, = % et
0,p
By, p = Bo(2)Bo(2?) - - - Bo(zpk). D’apres le lemme 3.6.3, il découle que
k+1
bop(2) = Br(2)bap (27 ).
prpPetphtl
On vérifie facilement que By = M;JCT Montrons que la hauteur de By est égale

0,p
a E(pFt! —1). Comme Pyp(2) et Pyp(z) sont premiers entre eux, alors la fraction By, est

réduite et sa hauteur est égale a pT_l(p +p? 4P = %p(l +p+ -+ pF) =

ol po(phtl 1) = E(pF*1 — 1). Donc, pour tout nombre premier p > 3, il existe une

2 p—1
fraction rationnelle A, € F,(z) réduite de hauteur & (p*—1) telle que ho(z) = Ap(2)ha(2P").
Par conséquent, ha(2) ¢ L(S). O
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3.7 Equations de Calabi-Yau

Dans [9] les auteurs donnent une liste de plus de 400 opérateurs de type Calabi-Yau.
Ces opérateurs vérifient certaines conditions algébriques dont : zéro est un point singulier
régulier et les exposants en zéro sont tous égaux a zéro et chaque opérateur admet une
solution dans Z[[z]] dont le terme constant est égal a 1. Notamment, tous ces opérateur sont
MOM en zéro. Dans la plupart des cas, la série solution de ces opérateurs est donnée dans
[9]. Grace a la deuxiéme partie du théoréme 1.7.6, nous avons montré dans la partie 3.3
que la série 210 de [9] appartient & £L(P \ J), ou J est un ensemble fini de nombres
premiers. Nous soulignons que la stratégie utilisée pour montrer que la série 210 est dans
L(P\ J) peut étre employée pour montrer que d’autres séries qui apparaissent dans [9]
appartiennent & £(S), ou S est un ensemble de nombres premiers tel que P \ S est fini.
[lustrons encore une fois cette stratégie avec la série 26 de [9]. Cette série est donnée par

f(z) = ; ((2]‘7> (kzjjo @)2(]?) (2]%>>> S e+ 2]

D’apres le théoreme 3.5 de [17], f(z) est une diagonale d’une fraction rationnelle a coeffi-
cients dans Q, alors de [25], la série f(z) annule un opérateur différentiel H € Q(z)[d/dz]
muni d’une structure de Frobenius forte pour presque tout p. De plus, comme on I'a
déja mentionné, l'opérateur annulé par f(z) décrit dans [9] est MOM en zéro. Mainte-
nant nous utilisons le théoreme de Lucas pour montrer que pour tout nombre premier p,

Ap(f)p(2) = fip(2). En effet, d’apres le théoréme de Lucas (2]];’) = (QJJ) mod p. Ecrivons

k=s+Ilpavec)0 <[l <jet0<s<p—1. Supposons s > 0, d’apres le théoreme de Lucas,

o\ (Grop+s) (Zpras\ _ (3Y (0 (i+0) s\ (22 .o
s+ip p+s PJ ! s l s Dj p=

car s > 0. Dans le cas s = 0, d’apres le theéreme de Lucas on obtient,

(B () CT9E) e

v () (B CIE) o)
DEL(8) () ()) )

JE@CENE) )

DEOCE) =)

Donc, la deuxiéme partie du théoréme 1.7.6 entraine que la série f(z) € L(P \ J), ou
J est un ensemble fini de nombres premiers. En appliquant la méme stratégie dont nous
nous sommes servis pour montrer que les séries 26 et 210 de [9] appartiennent a £(S), ou
S est un ensemble infini de nombres premiers tel que P\ S est fini, nous obtenons qu’entre

Ainsi,

95



les séries qui apparaissent dans [9], il y en a 242 qui appartiennent a £(S), ou P\ S est
fini. A savoir :

1-16, 18-25, 26-28, 29, 1-1], 30, 32, 33, 35-41, 42, }3-46, 48-55, 57-60, 62-70, 75-
82, 85-92, 94, 95, 99-108, 109, 110-115, 119-122, 123, 124-129, 131,132, 146-153, 154,
156-158, 160-165, 185, 186, 189, 190-192, 193-196, 197, 198, 202, 208, 209, 210, 212,
213-219, 222, 223, 226, 252, 234, 235, 258-240, 243, 251, 284, 286, 287, 292, 293,
297, 298, 300, 301, 303, 304, 306, 307, 308-316, 318, 320-322, 323, 328, 329, 331-
335, 336, 337, 338, 339, 341-345, 348, 349, 359, 367, 369-371, 373, 377, 378, 379,
380, 381, 385, 394-396, 398, 399-401.

Les cas en italique représentent les cas montrés dans [2] et les autres sont les nouveaux
cas.

3.8 Indépendance algébrique

Rappelons que fi(2),..., fr(z) € Q[[z]] sont algébriquement dépendantes sur Q(z) s’il
existe un polynéme non nul P(z1,...,z,) a coefficients dans Q(z) tel que P(f1,..., fr) =0.
Et, f1(2),..., fr(2) sont algébriquement indépendantes sur Q(z) si pour tout polynéme non
nul P(zq,...,z,) a coefficients dans Q(z), P(f1,..., fr) # 0. Notre but dans cette partie
est de démontrer les deux théoremes suivants.

n>0 2n—1\n
de § sont algébriquement indépendants sur Q(z).

Théoreme 1. Soit la famille § = {Z —1 (2")Tz” > 2}. Alors tous les éléments
Théoréme 2. Les séries

ha(z) =) 2n—_1 1 <2:)2z" et ar(z) =Y. < ; <2)2<nzk>2> n

n>0 n>0 \k=0

sont algébriqguement indépendantes sur Q(z).

Nous avons montré dans la partie 3.6 que la série ho(z) n’appartient pas a L(P).
Donc, le critere d’indépendance algébrique donné dans [2] ne peut pas étre appliqué aux
séries données dans les théoremes 1 et 1.7.9. La démonstration de ces deux théoremes
repose sur la proposition 1.7.7. De plus, celle-ci nous fournit une stratégie pour montrer
I'indépendance algébrique de certaines séries dans £2(S).

Sous les hypotheses du théoreme 1.7.7, le théoreme 1.7.6 entraine que pour chaque
i € {1,...,r}, il existe un ensemble S; C S infini tel que fi(z) € L%(S;) et S\ S; est
fini. Donc, si &' = &1 N...N S, alors ensemble S’ est infini, S\ S’ est fini et pour tout
i€ {l,...,7}, fi(z) € L%(S’). Une observation importante dans la proposition 1.7.7 est
que les séries g1(2),. .., gr(z) sont dans L(Sp), ou Sy C S’ est infini. Cette observation est
montré dans le lemme 3.8.1 ci-dessous. Donc, la proposition 1.7.7 nous fournit un critere
de transfert d’indépendance algébrique des séries qui appartiennent & £(Sy) aux séries qui
sont dans £2(Sp).

Lemme 3.8.1. Soit S un ensemble infini de nombres premiers et soient f(z) € F(S) et
g(z) € 1+ 2Q][[z]] tels que, pour tout p € S, g(z) € Zy,)l[2]]. Supposons que f(z) annule un
opérateur différentiel MOM en zéro a coefficients dans Q(z). Si, pour tout p € S, il existe
un entier strictement positif 1, tel que Agl”(ﬂp(z)) = gp(z) = Aé,”(f|p(z)) alors, il existe
un ensemble infini Sy C S tel que l'ensemble S\ Sy est fini et la série g(z) appartient a
L(So). De plus, pour tout p € Sy, il existe une fraction rationnelle By(z) € F,(z) NF,[[2]]
telle que fp(2) = Bp(2)g),(2)-
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Démonstration. Comme f(z) est dans F(S) et annule un opérateur différentiel MOM
en zéro a coefficients dans Q(z), d’aprés le lemme 3.4.2, il existe un ensemble infini
Sp C S tel que : 'ensemble S\ Sy est fini et pour tout p € Sy et tout couple d’en-
tiers positifs (i,m), il existe une fraction rationnelle A, ; (2) € Fp(z) N Fp[[2]] de hau-
teur inférieure ou égale & Cp™ telle que AL(f,(2)) = Ap,i,m(z)(A;*m(fm(z)))pm, ou C
ne dépend pas de p. En particulier, pour p € Sy et les entiers strictement positifs ¢ =
lp = m il existe une fraction rationnelle A,; 1 (2) € Fy(2) NFy[[z]] de hauteur inférieure

ou égale a Cplr telle que Ai,”(]ﬂp(z)) = Ap,lpjlp(z)(A?,l"(ﬂp(z))plp. Mais par hypothese,
21 l ! ,
Ap”(f|p(z)) = g|p(z) = Ap”(f|p(z)) donc, g|p(z) = Ap,lmlp(z)gm(zpp). Par conséquent,
la série g(z) appartient a L£(Sp). Maintenant, d’apres le lemme 3.4.2, pour p € Sy il
existe une fraction rationnelle 4,0, (2) € Fy(2) NFy[[z]] de hauteur inférieure ou égale a

Cplv telle que fi,(2) = Apoy, (2)(AF (f,(2)))7" . Mais par hypothese, AZ(fi,(2)) = gp,(2)
alors fi,(z) = Ap’oylp(z)gm(zplp). Donc, f,(2) = Mgm(z). Le terme constant de

p,lp,lp(z)
Apy,1,(2) est égal & 1 car le terme constant des séries AL(f},(2)), A;?;lp(j]p(z)) est 1. Donc,
Ap,0,1p(2)
T € Fal2) N[l .

Maintenant nous appliquerons le théoreme 1.7.7 pour montrer les théoremes 1.7.8 et
1.7.9.

Démonstration de 1.7.8. Pour chaque r > 2 on pose

~1 (2m\" m\"
b’“_zzn—l(:>z ot gr_Z(:)”

n>0 n>0

Soit P l’ensemble des nombres premiers. Remarquons d’abord que h,(z) et g,(z) appar-
tiennent a 1 + zZ[[z]]. D’apres le théoreme de Lucas, pour tout nombre premier p et tout
7> 2, Ap(r(2)))p = 8rp(2) = A%(br(z))h). Nous allons d’abord montrer que pour r > 2 la
série b, (z) est dans F(P \ {2}). La série h,(z) annule 'opérateur différentiel

L,=08" —4"2(6 —1/2) (6 +1/2)" ",

oud = zd%. Grace au théoréeme 6.1 de [73], 'opérateur £, est muni d’une structure de

Frobenius forte pour tout nombre premier p différent de 2. Ainsi, h,(z) € F(P \ {2}). De
plus, l'opérateur £, est MOM en zéro. Soit [ > 1 et montrons que hi(z),...,h;(z) sont
algébriquement indépendantes sur Q(z). Notons que h1(2),...,h(z) € F(P\{2}) et, pour
tout p € P\ {2} et tout r € {1,...,1}, on a que Ay(h:(2))), = Grp(2) = AZ(H,(2)))p-

Donc, d’apres la proposition 1.7.7, pour montrer que h1(2), ..., b;(z) sont algébriquement
indépendantes sur Q(z), il suffit de montrer que gi1(2),...,g/(z) sont algébriquement
indépendantes sur Q(z). En effet, a la suite du théoreme 2.1 de [2], les séries g1(2), ..., g1(2)
sont algébriquement indépendantes sur Q(z). Par conséquent, pour tout [ > 1 les séries
h1(z),...,0i(2) sont algébriquement indépendantes sur Q(z), d’out tous les éléments de §
sont algébriquement indépendants sur Q(z). O

Avant de faire la démonstration du théoreme 1.7.9 nous montrons que a1(z) est dans
F(S), ou S est un ensemble infini de nombres premiers et, annule un opérateur différentiel
MOM en zéro. D’apres le théoreme 3.5 de [17], la série a;(z) est la diagonale d’une fraction
rationnelle, alors de [25], la série a;(z) annule un opérateur H € Q(z)[d/dz] muni d’une
structure de Frobenius forte pour presque tout p. D’autre part, 'opérateur différentiel

d=

D:(1—34 2,2
( z+2%)z 7.3

d d
+ (3 —153z —1—622)2@ +(1—1122 + 722)£ —5+2
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est annulé par la série a;(z). Cet opérateur est MOM en zéro.

. PN <12 2
Démonstration du théoréme 1.7.9. Considérons ga(2) = >, <¢ (Qn") z". Donc pour tout

p € P A(02(2))y = 92,(2) = A2(b2(2))}y et Aylar(2))y = oa(z) = AZ(a(2) Alors
d’apres la proposition 1.7.7, il suffit de montrer que ga(z) et a;(z) sont algébriquement
indépendantes sur Q(z). Il découle du lemme 3.8.1 qu’il existe un ensemble infini §” de
nombres premiers tel que ga(z),a1(z) € £(S”). A la suite du théoreme 5.1 de [2], si ga(z)
et a1(z) sont algébriquement dépendantes sur Q(z) il existe des entiers a,b non tous nuls
et une fraction rationnelle 7(z) € Q(z2) tels que g2(2)%a1(2)’ = r(z). Alors,

a1(2)" = r(2)ga(2) " (3.27)

Comme a;(z) annule 'opérateur différentiel D alors le rayon de convergence de a;(z) est
égal & pg, = 17 — 12/2 et le rayon de convergence de gao(2) est égal & pg, = 1/16 car elle
annule 'opérateur z(1 — 162)% +(1- 322)(1% — 4. Comme pg, < pg, donc, d’apres (3.27),
la série a1 (2)? est méromorphe au voisinage de zp = 17— 12+/2. Mais, il est montré dans |2,
p. 555] que pour tout entier ¢ différent de zéro la série a;(z)¢ n’admet pas une continuation
méromorphe au voisinage de zy. Par conséquent, b = 0 et ainsi ga(z)® = r(z). Notamment,
comme a # 0 alors g2(z) est algébrique sur Q(z). Mais, d’apres I'article [65] de Sharif et
Woodcock, on sait que la série go(z) est transcendante sur Q(z). Ce qui nous ameéne & une
contradiction. Alors ga(z) et ai(z) sont algébriquement indépendantes sur Q(z). Ainsi,
la proposition 1.7.7 entraine que h2(z) et a;(z) sont algébriquement indépendantes sur

Q(2). O

Nous finissons cette partie en démontrant le théoreme 1.7.7. Cette démonstration s’ap-
puie fortement sur les techniques développées par Adamczewski, Bell et Delaygue dans

2].

3.9 Démonstration du théoréme 1.7.7

Démonstration. D’apres le théoréme 1.7.6, pour chaque i € {1,...,r}, la série f; € L2(S;),
o1 S\ S; est fini. Soit S’ = S;N- - -NS,, alors S’ est infini et f1(2), ..., f-(2) € L2(S’). Suppo-
sons que f1(2),..., fr(z) sont algébriquement dépendantes sur Q(z). Donc, il existe un po-

lynéme P(z1,...,z,) € Q(2)[z1,...,z,] non nul de degré total d tel que P(f1,..., fr) =0.
D’apres le lemme 3.8.1, pour chaque i € {1,...,7}, la série g;(z) € L(S}), ou "\ S/ est
fini. Soit §” =81 N---NS/, alors 8" est infini et ¢1(2),...,g-(2) € L(S"). De plus, encore
par le lemme 3.8.1, si p € 8" alors, il existe une fraction rationnelle B;(z) € F,(z) NFy[[2]]
telle que fi‘p(z) = Bi(z)gi‘p(z).

Soit SB) ¢ &” tel que pour tout p € SG), le polynome Py, est non nul. Remarquons
que P, est un élément de Fp[z][x1,...,7,]. L'ensemble S®) est infini. Ecrivons le po-
lynéme P, = >, i enr Aiy,ip)(2)T] -y, ol ag, 5)(2) € Fylz]. Mais, f;,(2) =
Bi(2)gip(2), out Bi(z) € Fp(2) NFp[[2]], alors gyp(2), . - -, gr|p(2) annulent le polynome

Z iy, i) (2)B1(2) - Bp(2) ol
(1,...yir)ENT

dont le degré total est inférieur ou égal & d et ag, _;)(2)Bi(2)" - Br(2)" € Fp(z) N
F,[[2]]. Alors, pour tout p € SG)| les séries G1p(2), -+, grjp(2) annulent un polynome
non nul a coefficients dans IF,(2) de degré total inférieur ou égal a d. Puisque S ¢
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S" et gi(z) € L(S") pour tout i € {1,...,7}, alors pour tout p € S® et tout i €
{1,...,r}, il existe A;(2) € Fy(2)NTF,[[2]] et un entier k; strictement positif tel que g;,(2) =
Ai(z)gi‘p(zpki), oil la hauteur de 4;(z) est inférieure ou égale & C;p¥i. Si k = ky---k, et
C = 2max{(Cy,...,C,} alors, d’apreés la remarque 4.2 de [2], pour tout i € {1,...,r}
il existe Q;(z) € Fp(z) NFp[[2]] tel que g;,(2) = Qi(z)gﬂp(z”k), ou la hauteur de Q;(z)
est inférieure ou égale & Cp*. Maintenant, nous allons appliquer la proposition 5.3 de
[2] & L le corps de fractions de F,[[z]], M = Fp(z) et 'endomorphisme injectif de L
défini par o(g(z)) = g(zpk) = g(z)pk. Alors la proposition 5.3 de [2] implique qu’il existe
mi,...,m, € Z non tous nuls et r(z) € F,(2) tels que

Zm1'” Zmr:r(z)pk:rzpkfl
Qua)™ - Qule)™ = T =

avec |my + --- +my| < d et |m;| < d. Comme le terme constant des Q;(z) est 1 alors
Qi(z)™ € F,y[[2]] et ainsi, r(z) € Fp[[z]] et 7(0) = 1. Notons que Q1(z),...,Qr(2), r(2) et
ma,...,my dépendent de p. Comme les m; appartiennent & un ensemble fini, le principe
des tiroirs implique qu’il existe S < S®) infini et des entiers ty, ..., tels que, pour

a(z)

tout p e SW, m; =t; pour i € {1,...,7}. Supposons que p € SW et écrivons r(z) = W)

ol a(z),b(z) € Fplz] sont premiers entre eux. Comme la hauteur de @Q); est inférieure ou
égale & Cp* alors la hauteur de Q' --- Q% est inférieure ou égale & CpF(|t1| + - - + |t,]).
Et comme

P Qr =iyt
alors la hauteur de r(z) est inférieure ou égale a

k

p
Ol +- -+ t]) < 2Crd.

Dot les degrés de a(z) et b(z) sont inférieurs ou égaux a 2Crd. On pose

h(z) = g1(2) ™" - g0 (2) 7" € QI[2])-

Donc, pour tout p € SW on a que

hip(2") =gup (7)1 gy ()T
:gl\p(z)_tl e gr\p(z)_trQﬁl T ij
—hy, (2)r(z)? L.

Comme h(0) = 1 alors hy,(z) est non nul et ainsi h‘p(z)pk_1 = T(Z)pk_l. Par conséquent,

hT(a) est solution du polynéme 27"~ — 1. Comme 7(0) = 1 et hyp(0) = 1 alors rz) .
P

hlp(Z
Maintenant, on sait que pour tout p € S®, a(z) = ap + a1z + --- + a;2' et b(2)
bo+ brz- -+ bz, o 0 < 4,5 <2Crd. Alors,

2Crd 2Crd

Z bjzjh‘p(z) — Z a;iz' = 0.

j=0 i=0
Par conséquent, hj,, zhy,(2), . .. ,zQCTdth,z, ..., 22674 sont linéairement dépendantes sur
F,. Comme S™ est infini, d’apres le lemme 5.4 de [2], les séries zh(z),..., 22 h(z),
z,..., 2267 sont linéairement dépendantes sur Q, d’ou h(z) € Q(z). Alors, les séries
91(2),...,9r(2) sont algébriquement dépendantes sur Q(z). O
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Chapitre 4

Structure de Frobenius forte pour
les opérateurs aux g-différences

Le but principal de ce chapitre est de proposer une nouvelle définition de la notion de
structure de Frobenius forte pour les opérateurs aux ¢-différences ' et d’expliquer comment
cette notion aboutirait a des résultats sur les congruences modulo le polynéme cycloto-
mique associé a p.

4.1 Motivation

En mathématiques, de nombreux concepts élémentaires ont ce que 'on appelle des
q-analogues, ou q est une variable. L’intérét des g-analogues est qu’en spécialisant ¢ en
1 on récupere le concept habituel. Dans le cas particulier des entiers, nous disons que
P(q) € Z|q] est un g-analogue d’un entier n si ev(P(q)) = n, ou ev : Z[q] — Z est
I’homomorphisme donné par ev(P(q)) = P(1).

Par exemple, étant donné un entier n strictement positif, le polynéme

1 _
[n]y == - =14+qg+---+¢" 1€Z[q]

est un g-analogue de n parce que ev([n],) = n. Remarquons que [n], n’est pas 'unique
g-analogue de n car le polyndéme constant n est aussi un g-analogue de n. Habituellement
il est assumé dans la littérature que le g-analogue de n est le polynéme [n],. Par contre,
le choix des g-analogues [n], n’est pas fait de maniere arbitraire car en quelque sorte,
Iarithmétique de ces g-analogues est plus fine que l'arithmétique sur N. En effet, pour
chaque entier n > 0,

[nly = [ ¢a). (4.1)

dn

ol ¢4(q) est le polynome cyclotomique associé a d. Ainsi, n = Hd‘n ¢4(1). Remarquons
que ¢g(1) =1 si d est divisible par au moins deux nombres premiers et, pour tout nombre
premier p et tout entier k > 0, ¢,x(1) = p. Alors, il suit de (4.1) que

n= Hpvp(”). (4.2)
pln

1. Dans [11] André et Divizio ont donné une autre définition de structure de Frobenius forte pour les
opérateurs aux g-différences.
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La décomposition (4.1) est plus fine que la décomposition (4.2).
Un g-analogue de n! est défini comme suit :

n

[n]g! == [ [ldlq € Z[ql.

i=1

Il n’est pas difficile de voir que ev([n],!) = n!. Egalement, le coefficient binomial (™) aun
g-analogue qui est défini de la facon suivante :

[”L = ezl

. n n
Il est clair que ev ([m] q) = (m)

Pour considérer des exemples élaborés nous introduisons les anneaux R et Rq. L’anneau
R est la cloture algébrique de Q(q) et Ry = RNQ[[g—1]]. L’homomorphisme ev : Z[q] — Z
s’étend en I’homomorphisme ev : Ry — Q donné par ev(P(q)) = P(1). On dit qu'un
élément P(q) € Ry est un g-analogue de v € Q si ev(P(q)) = 7.

Cela nous permet de définir un g-analogue de («), (n est un entier positif) lorsque «
est un nombre rationnel. Rappelons que (a)g =1 et (a), = a(a+1)--- (o +n —1) pour
n > 0. Le g-analogue de («),, est défini de la fagon suivante :

(1—¢%)---(1—g¢g*

[(O[)n]q = € Rla

(I—gqm
car ;13% [(a)n]q = (a)p.
Pour chaque a € R, on a
n—1 ‘
(a,q)n = [[(1 - ad') € R.
i=0
T (@)n 4 s (@ 0n @ Dn _ (@)n
Ainsi, un g-analogue de ~1* est égal a @ € Ry parce que ;13% G = A

4.1.1 Structure de Frobenius forte pour les opérateurs aux g-différences,
une premiere motivation

Dans cette partie nous allons exposer notre premiére motivation pour proposer une
nouvelle définition de la notion de structure de Frobenius forte pour les opérateurs aux
g-différences.

Jusqu’ici on a vu que certains concepts élémentaires ont des g-analogues. Maintenant
nous allons voir que des concepts plus élaborés ont aussi des g-analogues. Nous commencons
par les opérateurs q-hypergéométriques.

Les opérateurs g-hypergéométriques sont définis de la maniere suivante : étant donnés
les vecteurs a = (aq,...,ap) et B = (B1,...,0n-1,1) € (Q\ Z<o)", Vopérateur g-
hypergéométrique associé aux parametres a et B est 'opérateur,

n

ﬁi*lé qﬁi_l —1 n aig qai —1 s
Moyl 8) = [T\ 00t =g ) == L {00+ 5= ) € R

i=1 - q

f(9,92)—f(g,2) ‘

ol J, est 'automorphisme de R(z) qui & f(q, z) associe
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L’opérateur Hs, (a, B) est un g-analogue de I'opérateur différentiel hypergéométrique

Hiw ) = [[6+ 6~ 1) - = [[60 + o) € ZL), 6= 5.

dz
=1 i=1

Cela signifie que lorsque nous remplagons ¢, par J et que nous faisons ¢ égal a 1 dans
Hs,(a, B) nous récupérons I'opérateur hypergéométrique H(a, ), c’est-a-dire

H(a, B) = f[ <ev(qﬁi_1)5 tev (qﬁq_lzl» - zﬁ (ev(qa")(S tev (q:i_11>> .

i=1 i=1
Or, si a; — f; ¢ Z pour tout 4,5 € {1,...,n} et si p est un nombre premier tel
que la norme p-adique de «; et [5; est inférieure ou égale a 1 pour tout 7,5 € {1,...,n}

alors, d’apres le théoreme 1.4.11, Popérateur différentiel hypergéométrique H(a, ) est
muni d’une structure de Frobenius forte pour p. Nous venons de voir que l'opérateur ¢-
hypergéométrique #;,(a, 3) est un g-analogue de I'opérateur différentiel #H(a, ). Ainsi,
un probléme intéressant e;t de savoir s’il existe une notion de structure de Frobenius forte
pour les opérateurs aux g-différences telle que si I'opérateur #H;, (a, 3) est muni d’une
telle structure alors nous pouvons retrouver la structure de Frobenlus forte de I'opérateur

différentiel H(a, B) lorsque nous faisons ¢ = 1.

Rappelons que dans le cas ol n est un entier positif, nous privilégions le choix de
[n]y comme g-analogue de n pour des raisons arithmétiques que nous avons décrites au
début de cette partie. Dans le cas de la notion de structure de Frobenius forte pour
les opérateurs aux g¢-différences, nous voulons donc définir une notion qui ait les deux
propriétés suivantes : premierement, que 'on puisse retrouver le résultat arithmétique
établi dans le théoreme 1.4.6 lorsque nous faisons ¢ = 1 et, deuxiemement, qu’elle nous
permette de retrouver la structure de Frobenius forte d’un opérateur différentiel quand
nous faisons ¢ = 1. A présent nous allons détailler ces propriétés a travers les questions 5
et 6 suivantes.

4.1.2 Structure de Frobenius forte pour les opérateurs aux g-différences :
arithmétique et spécialisation

Dans certaines situations, les congruences modulo p (p un nombre premier) ont aussi
des g-analogues. Par exemple, il suit de [47, 61, 70] que, pour tout nombre premier p, tout

entier > 1, tout entier n > 1 et tout m € {0,1,...,p — 1}, on a la congruence suivante :
2np+m)]" _ [2n]" [2m\"

[ np+m |, =1, Am mod [p],Z[q]. (4.3)

Cette congruence est un g-analogue de la congruence (2("p +m))r = (zn)r (2m)r mod pZ

np+m —\n m :

Considérons maintenant, pour tout entier r > 1, la série

0r(a:2) =) [2:}22”

n>0

Remarquons que g,(1,2) =3 < ( ) ™. 11 suit de I’égalité (4.3) que, pour tout nombre

premier p et tout entier r >

n=0

1,
pfl
< ) gr(1,2")  mod [p]Z[g][[=]].
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Par conséquent, en faisant ¢ =1 on a

w@wz<§xﬁﬁwﬁm@f>mw@mm.

n=0

La série g,(q, z) fait partie d’une famille de séries étudiées dans [3]. En effet, il a été
démontré dans [3] qu’il y a de nombreuses séries f(q, z) appartenant a 1+ zZ[q|[[z]] telles
que pour tout nombre p, il existe un polynéme A,(q, z) dans Z[g][z] de degré en z inférieur
ou égal a p—1 tel que f(q, 2) = Ap(q, 2) f(1,2P) mod [p]4Z[q][[2]]. Remarquons que ¢ = 1
mod [p],, alors

Fa2) = Apla 2) (@ 7) mod [plaZ{a][I2] (4.4

Par conséquent, en faisant ¢ = 1 on a que, pour tout nombre premier p,
f(1,2) = Ap(1,2)f(1,2P) mod pZ[[=]]. (4.5)

Ainsi, la congruence f(1,2) = A,(1, 2) f(1,2P) mod pZ|[z]] est obtenue apres avoir fait
g=1en f(q,2) = Ap(q,2) f(¢?, 2?) mod [p|,Z[q][[=]].

11 se trouve que parmi les séries f(q, z) € 1+ 2Z[q][[z]] étudiées dans [3], il y en a beau-
coup vérifiant que f(1,z) annule un opérateur différentiel muni d’une structure de Frobe-
nius forte pour presque tout nombre premier p. Comme cela, d’apres le théoreme 1.4.6,
pour presque tout nombre premier p, la série f|,(1,z) € Fp[[2]] est algébrique sur F,(z) de
degré inférieur ou égal a nzhp, ou n est 'ordre de 'opérateur différentiel et hy, est la période
de la structure de Frobenius pour p. Plus précisément, pour presque tout nombre premier
p, il existe des polynomes ag(z),...,a;(z) € Z[z] avec j < n? tels que leurs réductions
modulo p ne sont pas tous nuls et

ao(2)f(1,2) + ar(2)f(1,277) + -+ + a;(2) f(1,2”"") = 0 mod pZ[[2]]. (4.6)
En suivant la situation exposée par les égalités (4.4) et (4.5) on a la question suivante :
Question 5. La congruence (4.6) découle-t-elle d’une congruence de la forme
J

Z dl(Q? Z)f(qpihp ) Zp

1=0

ihp

) =0 mod [ploZq[[=]] 7

Par analogie avec le théoreme 1.4.6 on s’attendrait a ce qu’a partir de la définition que
nous proposons de structure de Frobenius forte on ait le résultat suivant : si la série f(q, 2)
annule un opérateur aux ¢-différence d’ordre n muni d’une structure de Frobenius forte
pour p de période hy, alors

ihp  ihp

J
> di(q,2) f(q"

=0

p
y 2

) =0 mod [plyZ[q][[=]], (4.7)

ou di(q; z) € Z[q][[#]] sont tels que : di(g,2) mod [plg,...,d;(q,z) mod [p], ne sont pas
tous nuls et di (1, 2)p, . .., d;(1, 2)|, appartiennent a IFj(z2). Si tel est le cas, on devrait donc
retrouver la congruence (4.6) apres avoir fait ¢ = 1 en (4.7).

Maintenant, afin de détailler la deuxieme propriété espérée d’une structure de Frobenius
forte pour les opérateurs aux g¢-différences, nous commencons par esquisser la définition
que nous proposerions de structure de Frobenius forte pour un premier p d’un opérateur
aux g-différences. Etant donné un nombre premier p, il faudrait d’abord construire un
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anneau ultramétrique de fonctions Ezﬂq,pQ. Cet anneau devrait étre muni des automor-

phisme o, et §q, ot 04(f(q,2)) = f(g,q2) et d4(f(q,2)) = W et également d’un
automorphisme de Frobenius F, tel que F;(¢q) = ¢”. Finalement, cet anneau aurait les pro-
priétés suivantes : 'anneau Z[q|[z] est contenu dans E7 4, et il existe un homomorphisme
continu d’anneaux ev : £z ,, — E,, ol E, est 'anneau des éléments analytiques tel que
ev(P(q,z)) = P(1,z) pour tout P(q,z) € Z[q|[z]. L’homomorphisme ev représenterait
dans notre contexte 'opération de spécialiser la variable g en 1.

Considérons maintenant 'opérateur aux g¢-différence d’ordre n
Ls, =61 +b1(2)670 1 + -+ + bu_1(2)8 + bn(2) € Ez,q[04]. (4.8)

Nous posons ev(Ls,) = 6" +ev(b1(2))6" t +- - +ev(by,—1(2))d +ev(bn(2)) et nous disons
que Ls, est un g-analogue de I'opérateur différentiel ev(Ls,). On devrait avoir Hs, (o, 5) €
Ez,qp[04] et ev(Hs, (o, B)) = H(a, B). Nous associons a Ls, la matrice

1 (¢—1) 0 0
0 1 (¢—1) 0
By = : : : :
0 0 0 (¢g—1)
(g Dba(z) (@~ Dbur(z) —(@— Dbua(s) - —(g— 1 +1

Fh
Nous posons B, la matrice obtenue apres avoir appliqué h-fois 'automorphisme F, a

chaque entrée de B,. Nous appelons la matrice B, la matrice associée a Ls,. La définition
que nous proposerions de structure de Frobenius forte pour un nombre premier p pour les
opérateurs aux q-différence serait alors la suivante :

Définition 4.1.1. Soient p un nombre premier, L, € Ez 4,6, et By la matrice associée
a Lg. Nous disons que L, posseéde une structure de Frobenius forte pour p de période h s’il
existe une matrice H, € GLy(Ez ) telle que

Fh
0q(Hg)By* = ByH,. (4.9)

La matrice H, est appelée une matrice de passage de Frobenius pour p de 'opérateur Ls, .

Fh
L’égalité (4.9) signifie que les o4-modules définis par les matrices By et B, sont

isomorphes en tant que o,-modules a coefficients dans Ez 4 .

Sous cette définition, nous espérons avoir la confluence de la structure de Frobenius
forte des opérateurs g-hypergéométriques vers la structure de Frobenius des opérateurs
différentiels hypergéométriques. Nous précisons cela dans la question suivante :

Question 6. Supposons que Hs, (a, 3) est muni d'une structure de Frobenius forte pour p
de période h et H, est une matrice de passage de Frobenius pour p de cet opérateur. Soient
B la matrice compagnon de H(a, 5) et ev(H,) la matrice obtenue apres avoir appliqué ev

a chaque entré de H,. A-t-on I'égalité d(ev(H,)) = Bev(H,) —phev(Hq)B(zph) ?

Remarquons que I’égalité §(ev(H,)) = Bev(H,) —phev(Hq)B(zph) signifie que H(a, )
a une structure de Frobenius forte pour p de période h. Si la question 6 a une réponse
affirmative alors elle nous dit que nous pouvons retrouver la structure de Frobenius forte
de l'opérateur différentiel H(a, ) a partir de la structure de Frobenius forte de 'opérateur

aux ¢-différences Hs, (a, B) puisque d(ev(H,)) = Bev(H,) — phev(Hq)B(zph).

2. L’anneau Egz 4, jouerait le role analogue que joue le corps des éléments analytiques E, dans le
contexte des opérateurs différentiels.
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4.2 Structure de Frobenius forte pour les opérateurs aux
q-différences

Dans cette partie nous allons définir la structure de Frobenius forte pour les opérateurs
aux g-différences. Considérons I’anneau Z|[g], ou ¢ est une variable et ’homomorphisme
ev : Z[q] — Z donné par ev(P(q)) = P(1). Dans la suite nous fixons le nombre premier p
et 'idéal m = (p,1 — ¢)Z[q].

Remarque 4.2.1. L’idéal m est un idéal maximal de Z[q| parce que m est le noyau de
I’homomorphisme surjectif 7o ev : Z[g] — Fp, ou m : Z — F,, est 'homomorphisme de
réduction modulo p.

Comme l'anneau Z[q| est noethérien et m # (1) alors, d’apres le corollaire 10.18 de
[13], N,>om™ = {0}. Par conséquent, si € Z[g] est non nul, alors il existe un unique

n+1

entier n supérieur ou égal a zéro tel que z € m” et & ¢ m" ™. Nous posons

1
|2|m = o
Une observation important est que | - |, définit une valeur absolue ultramétrique sur
Z[q], c’est-a-dire que, pour tout z, y € Z[q|, |z|m = 0 si et seulement si z = 0, |z +
Ylm < max{|z|m, |[y/m} et |2y|m = |Z|m|y|m. Ainsi, 'anneau Z[g] est muni d’une norme
ultramétrique que nous appelons la norme m-adique.

Proposition 4.2.2. Munissons Zlq| de la norme m-adique et Z de la norme p-adique.
Alors ’homomorphisme ev : Zlq] — Z est continu et, pour tout P(q) € Zlq], |ev(P(q))|p, <

|P(q)]m-

Démonstration. Soit P(q) € Z[q]. Supposons que |P(q)|m = 1/p™ alors, P(q) € m™\
m™L Or m” est engendré par la famille {p" *(1 — q)*}o<i<n. Par conséquent, P(q) =
S g ai(q)p™ (1 —q)" o les a;(g) appartiennent & Z[q). Ainsi, ev(P(q)) = P(1) = ao(1)p"
et [P(1)|, < 1/p™. Alors, pour tout P(q) € Z[q,

ev(P(9)lp < |P(q)]m- (4.10)

Puisque ev est un homomorphisme d’anneaux alors cette derniere inégalité implique que
ev est continu. ]

Maintenant soit F, : Z[q] — Z[q] 'automorphisme de Z[q] donné par Fy(P(q)) = P(q").

Proposition 4.2.3. L’automorphisme Fy : Z[q] — Z[q] est un automorphisme de Frobe-
nius et, pour tout P(q) € Z[q], |Fq(P(q))|lm < |P(q)|m-

Démonstration. Montrons que F, est continu. Remarquons que, pour tout entier n > 0,
F,(m"Zlq]) C m"Z[q] car Fy(mZ[q]) C mZ|g] et F, est un automorphisme d’anneaux.
Alors,

Fq(P(@)lm = [P(¢")[m < [P(q) -

De cette derniere inégalité suit que F, est continu parce que F,; est un automorphisme
d’anneaux.
Montrons que |F,(z) — 2P|n < 1 pour tout = € Z[qg|. Soit x = P(q) € Z[q|, alors

Fy(z) — 2" = P(¢") — P(q)".
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Comme 7, o ev(P(qP) — P(q)P) = 0 alors, d’apres la remarque 4.2.1, P(¢?) — P(q)? € m.
Ainsi,
|Fg(x) — 2P|m < 1.
0

Le corps des fractions de Z[q] est 'anneau Q(g), alors la norme m-adique définie sur Z|q]

s’étend de maniere unique & Q(q). Elle s’étend de la maniere suivante : soit 2 € Q(g), alors

|551|m
|1‘2|m

pas de l’écriture de x. Ainsi, nous avons muni Q(g) de la norme ultramétrique m-adique.
Nous venons de montrer que Fy : Z[g] — Z[q] est un automorphisme de Frobenius. Une
question naturelle est de savoir si F; s’étend en un automorphisme de Frobenius de Q(q).
Malheureusement, ce n’est pas le cas. En effet, montrons que si 7 est un automorphisme de
Q(q) tel que 7 étend Fy alors 7 n’est pas un automorphisme de Frobenius. Si 7 étend F,

alors 7 (%) = ;Egzg. Puisque 1 — g et p appartiennent & m\ m? alors la norme m-adique

de ©z = % est égale & 1 tandis que la norme m-adique de 1 — ¢P est égale & 1/p? car

il existe z1, x2 € Zg| tels que z = 71. Nous posons [2|m =

. La valeur de |z|yn ne dépend

1 —¢” = (1—q)[p]q et ainsi, la norme m-adique de 7(z) = % est égale a 1/p. Puisque
la norme est ultramétrique, alors la norme de 7(x) — zP est égale a 1. Par conséquent,
7 n’est pas un automorphisme de Frobenius. En conséquence, le corps Q(q) n’est pas
muni d’un automorphisme de Frobenius tel que g — ¢P. Par contre, nous pouvons étendre
I'automorphisme F, en un automorphisme de Frobenius & un sous-anneau de Q(g). Ce
sous anneau est 'anneau Z[q|m qui est la localisation de Z[g| en 'idéal m. Rappelons que

Z[q]m est 'ensemble constitué des fractions QE g telles que P(q), Q(q) € Z[q] et Q(q) ¢ m.

Remarque 4.2.4. Soit Q(q) € Z[q]. 1l suit de la définition de la norme m-adique que

Q(q) ¢ m si et seulement si |Q(q) (q) ¢ m
si et seulement si Q(1) ¢ (p),

Q(q)|m = 1 si et seulement si |Q(1)|, = 1.

Cette remarque entraine que les applications ev : Z[q]m — Z,) et Fy : Z[qlm — Z[q|n

données par ev (%) gﬁg et Fy ( QEZ;) gggpg sont bien définies. La proposition 4.2.5

et la remarque 4.2.4 impliquent la proposition suivante.

Proposition 4.2.5. L’homomorphisme ev : Z|qlm — Z,) donné par ev (%) = o0 est

continu et, pour tout x € Z[q|m, |ev(z)|p < ||n.

La proposition suivante montre que I'anneau Z|[q]y posséde un automorphisme de Fro-
benius.

Proposition 4.2.6. L’automorphisme Fy : Z[qlm — Z[qlm donné par F, (%) = gggz%

est un automorphisme de Frobenius et, pour tout x € Z[q|m, |Fg(z)|m < |2|m.

Démonstration. La proposition 4.2.3 et la remarque 4.2.4 impliquent que pour tout z =

P(q)
ol € Lldlm,

[P(q")|m 1 P(q)[m

1Q(¢P)m |Q(q)[m

De cette derniere inégalité suit que F; est continu car Fy est un automorphisme d’anneaux.
Montrons que pour tout z € Z[glm, |Fq(x) — 2P| < 1. Soit = = % € Z[q]m, ou

Q(q) ¢ m. Alors, on a

Fq(2)|m = = [P(¢")|m < [P(@)Im =

= |7

P(¢")Q(a)* — P(q)"Q(d")

Fylw) —a” = QP Q)
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Comme Q(q) ¢ m, la remarque 4.2.4 entraine que Q(¢P) ¢ m et puisque m est un idéal
maximal de Z[g] alors Q(q)?Q(¢?) ¢ m. De plus,

m 0 ev(P(¢")Q(q)” — P(q)"Q(¢")) = 0.
Donc, d’apres la remarque 4.2.1, P(¢?)Q(q)? — P(q)’Q(¢P) € m. Ainsi,

|Fg(z) — aP|m < 1.

Définition 4.2.7. L’anneau Z,, est le complété de Z[g|m pour la norme m-adique.

Remarque 4.2.8. L’anneau Z,, a les propriétés suivantes :

(1) Tout élément de Z,, a une norme inférieure ou égale & 1 parce que Z,, est le
complété de Z[q]|m, la norme est ultramétrique et tout élément de Z[q]y, a une norme
inférieure ou égale a 1.

(2) L’anneau Zg, est un anneau local dont le corps résiduel est I’anneau IF,,. L’anneau
Zq,p est local parce qu’il est complet pour la norme ultramétrique m-adique. Mainte-
nant remarquons que ’anneau résiduel de Z[g|n est F), parce que Z[g|m/MZ[q]m = F).
Comme Zg, est le complété de Z[g]w pour la norme m-adique alors ’anneau résiduel
de Zgp et celui de Z[g|m sont égaux, d’out 'anneau résiduel de Z,,, est F).

Remarque 4.2.9. D’apres la proposition 4.2.5, I'homomorphisme ev : Z[q|m — Z, est
continu. Alors, par continuité il s’étend en un homomorphisme continu ev : Z,, — Z,.
De méme, d’apres la proposition 4.2.6, 'automorphisme F; : Z[qlm — Z[q]m est continu.
Alors, par continuité il s’étend en un automorphisme F : Z, ), — Zg .

La proposition suivante découle de la construction des homomorphismes ev et F,.

Proposition 4.2.10. L’automorphisme Fy : Zq, — Zqp est un automorphisme de Frobe-
nius de Zq, et evo Fy = ev, ot ev: ZLgy — Lp.

Nous appelons I'automorphisme ¥, : Z,,, — Zgp, Uautomorphisme de Frobenius de
A

q,p-

Munissons I'anneau Z p[[z]] de la norme de Gauss, | Y, ~qa(n)z"|g = sup{|a(n)|m}n>0-
L’anneau Zg,|[2]] est complet pour la norme de Gauss car Z,, est complet et l'anneau
résiduel de Z, p[[z]] est anneau Fp[[z]] parce que 'anneau résiduel de Z,, est F),. Mainte-
nant nous allons construire un sous anneau de Zg ,[[2]] dont le corps résiduel est contenu
dans Fp(z).

Définition 4.2.11. Soient S = {P(2) € Zyp[2] : |P(0)|m = 1} 3 et Zyp[2]s la localisation
de Zgp[z] en S. L’anneau Egz, g, est le complété de Z, p[z]s dans Zg,|[[2]] pour la norme de
Gauss.

Soit F : Zy[[z]] — Zp[[2]] 'automorphisme donné par F(}_,~qanz") = > 5qan2".
L’automorphisme F est ’automorphisme de Frobenius de Z,[[2]].
Dans la proposition suivante nous énoncons quelques propriétés de I'anneau £z 4.

3. L’ensemble S est un ensemble multiplicatif, c’est-d-dire, que pour tout P(z), Q(z) € S, on a

P(2)Q(z) € 5.
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Proposition 4.2.12. (1) L’anneau Ez 4, est contenu dans Zgp[[2]] et son anneau résiduel
est contenu dans Fp(z).

(2) L’anneau Ey. 4, est muni d’un automorphisme continu oq donné par
aq( g anz") = g anq"z"
n>0 n>0
et d’une application continue o, donnée par

:Uq(f)_f'

(£ = 25

(3) L’automorphisme Fy : Ey o, — Eyz 4, donné par

Fy(Y a2y = 3 Fylan)z™

n>0 n>0
est un automorphisme de Frobenius.
(4) On a l’homomorphisme continu ev: Ez, q, — E, N Zp[[2]] donné par
e'v(z anz") = Z ev(ap)z",
n>0 n>0
ot I, est le corps des éléments analytiques.

(5) Pour tout entier h >0, on a evo FZ = F"o ev.

Le lecteur trouvera la démonstration de cette proposition a la fin de cette partie.
Considérons l'opérateur aux g-différences d’ordre n

o an-1(2)0q + an(2) € Ez.qplog). (4.11)

Ly =0y + a1(2)oy,

La matrice compagnon de L, est la matrice

0 1 0 0
0 0 1 0
Aq = : : : s :
0 0 0 e 1
—Qp —Aap—-1 —Ap—2 -+ —a1

Nous posons A, comme la matrice obtenue apres avoir appliqué h-fois I’automorphisme

F, a chaque entrée de A,.

Définition 4.2.13 (Structure de Frobenius forte). Soient Ly € Ey 4 p[04] défini comme en
(4.11) et A, la matrice compagnon de L,. Nous disons que L, possede une structure de
Frobenius forte de période h s’il existe une matrice H, € GL,(Ez ) telle que

h
o(H)Ay? = A H,. (4.12)

Si Lq € Ez.4plog] possede une structure de Frobenius forte de période h, nous disons
qu'une matrice H; € GLy(Ezqp) est une matrice de passage de Frobenius de Ly si Hy
vérifie 'égalité (4.12). En général, nous disons que le systeme aux ¢-différences 0, X = A, X
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avec Ay € My (Ez4,) possede une structure de Frobenius forte de période h s'il existe une
Fh
matrice Hy € GLy(Egz o p) telle que oq(Hg)Aq? = AgH,.

p . i N 7 _1VIST A _ og—l
Nous obtenons par récurrence sur i > 0 que, oy = ZFU (j)(q 1)76y, ou 64 = T
Soit L, défini comme en (4.11). Donc, si nous réécrivons ﬁl’q en fonction de d4, nous

obtenons le nouvel opérateur

Ls, =67 +b1(2)8; " + -+ 4 bp_1(2)dq + bn(2), (4.13)
ou, pour i € {1,...,n},on a
1 - k
bi(z) = G—1y kzn:_z <n - z> an—k(2).

Considérons le systeme 6,X = CyX, ou Cy est la matrice compagnon de Ls . Nous
voulons définir la notion de structure de Frobenius pour ce systeme. Précédemment, nous
avons défini la structure de Frobenius forte pour les systemes de la forme o, X = A,X.
Puisque §4 = (’;%—11, alors a partir du systeme §,X = C,X, nous avons que 0, X = ((¢ —
1)Cq + Id)X, ou Id est la matrice identité de taille n. Soit B, = (¢ — 1)Cy + Id. Donc,
nous dirons que le systeme 6,X = C, X possede une structure de Frobenius forte si B, est
un matrice a coefficients dans Fz,, et si le systeme 0,X = B, X possede une structure

de Frobenius forte. La matrice By est appelée la matrice associée a Ly, .

Définition 4.2.14. Soient Ls, € E7z 4,[0,] défini comme en (4.13) et C, la matrice com-
pagnon de Ls,. L'opérateur différentiel Ls, possede une structure de Frobenius forte si le
systeme 0,X = Cy, X a une structure de Frobenius forte.

Nous finissons cette partie en démontrant la proposition 4.2.12.

Démonstration de la proposition 4.2.12. Rappelons que S = {P(z) € Zgp[z] : |P(0)|m =
1}.

Démonstration de (1).

Soit z un élément de Fz,,, alors @ = limy, o0 Zn, OU z, € Zgp[z]s. Pour chaque
entier n > 0, écrivons z, = P,(2)/Qn(2) avec P, (2), Qn(z) € Zgplz] et Qn(z) € S.
Par définition de I'ensemble S, |@Q,(0)|w = 1. Puisque Z,, est un anneau local complet
alors 1/Q,(0) € Zg, et ainsi, 1/Qn(2) € Zgp[[2]]. Par conséquent, pour chaque n > 0,
Ty = P (2)/Qn(2) € Zqyp[[2]]. Comme Zgp[[2]] est complet pour la norme de Gauss, alors
T € Lgpllz]], Aot Ezqp C Zgp|[2]].

Montrons maintenant que I’anneau résiduel de Ez 4, est contenu dans F,(z). Rappelons
que pour a € Zg, nous notons par @ la réduction de a modulo I'idéal maximal de Z .
Puisque Ey ,, est le complété de Zg,[z]s alors 'anneau résiduel de Ez 4, est justement
I'anneau résiduel de Zg,[z]s. Donc, il suffit de voir que 'anneau résiduel de Zg,[z]s est
contenu dans Fp,(2). Soit & : Zg p[z]s — Fp(2) NFp[[2]] donné par

¢ > im0 aizi' _ Yo E'Zi ‘
Ej:l] bjz! Z;'nzo bjz!

Notons que ¢ est bien défini car |bo|m = 1 et par conséquent by # 0. De plus, € est un
homomorphisme d’anneaux. L’idéal maximal de Z, ,[z]|s est constitué des éléments qui ont
une norme inférieure a 1, et £ (v1(2)/z2(2)) = 0 si et seulement si, |z1(2)/72(2)[g < 1, ce
qui revient & dire que z1(z)/z2(z) appartient a I'idéal maximal de Zg,[z]s. Ainsi, si A est
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I'anneau résiduel de Zg ,[z]s on a Phomomorphisme injectif £ : A — F,(2) NF,[[z]] donné
par £ (:cl(z)/mg(z) = ¢ (z1(2)/z2(2)). Dot I'anneau résiduel de Ez ,,, est contenu dans

Fp(2) N Fp[[2]].

Démonstration de (2).

Soit oy : Zgp|[2]] = Zqp([2]] donné par o4( ,,~0anz") = >, anq"2". Remarquons
d’abord que o, est un homomorphisme d’anneaux et qu'’il est continu pour la norme de
Gauss car |¢lm = 1. Montrons maintenant que o4(Ez4,) C Ez q,. Pour montrer cela, il
suffit de montrer que 04(Zypl2]s) C Zqgplz]s parce que o, est continu pour la norme de
Gauss et Eyz g ) est le complété de Zgp[2]s pour la norme de Gauss. En effet, il est clair

que si Q(z) € S alors Q(qz) € S, d’ou si % € Zqplz]s alors o, (ggg) = ggg € Zgpl?ls.

Par conséquent, 04(Zg plz]s) C Zgp|z]s et ainsi, 04(Eyz ) C E7z 4., d’ott 'automorphisme
0q: Ezqp — Ez,qp donné par 43,50 an2") = 3,50 ang"2"est continu.

que d4 est bien défini, c’est-a-dire que, pour tout ), < an2" € Zgp[[2]], 643,50 anz") €
Zgpll7]]. En effet, on a

Maintenant, soit dq : Zqgp[[2]] = Zgp[[2]] donné par §,(f) = J"((]f#. Montrons d’abord

n mn n
5 Za | ano ng-% —ano nZ
q n =

n>0 q—1
mn
-1
e Z q 1 anzn
nso 17
=Y (L+qg+-+q¢" Han2".
n>1

Dot 64 : Zqp|[2]] = Zgpl[2]] est bien défini et de plus, il suit que d, est continu pour la
norme de Gauss car, pour tout entier n > 0, [1+q+---+¢" ! < 1. Maintenant, montrons
que 0¢(Ez4p) C Ez,4p. Pour montrer cela il suffit de montrer que §4(Zqg p[2]s) C Zgplz]s
parce que ¢, est continu pour la norme de Gauss et Egz g, est le complété de Zgp[2]s pour

la norme de Gauss. En effet, si z(z) = % € Zqpl?]s, alors
=005

Ca(gr) —a(z) 1 igmd'F b = X g ait YT bl 2
qg—1 g—1 Doimo bz D7 o bigi 2
1Y (Sionaibi(e’ - @)
qg—1 Do bizd o bjgi 2

0q((2))

n+m

(@ —a))\ & 1
= aibj————= | 2" = —— —
Z Z g1 D i bj? ijo bjq? 2

k=0 \i+j=k

Remarquons que ZZIS” <Zi+j:k a;b; (q;:‘{])) 2F € Z,,[2] car, pour tout couple (i,m) €

ZQZO, (('=d)) ¢ Z[q) et puisque S est multiplicatif, > 1" ;b;jz? et 1 1 bjq’ 2/ appartiennent

q-1 : o
a S alors Y1 b2 371 bjg?2) € S. Done, 0q(x(2)) € Zgplzls. Par conséquent, on a
0q(Zgp|2s) C Zqpz]s, d'ou Vapplication d, : Ez, 4, — Egz 4, donnée par o4(f) = Uqc(lji)l_f

est continue.

Démonstration de (3).
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Soit g 1 Zgpllz]] = Zgpl[2]] donné par Fy(3, 50 anz™) = 32,50 Fglan)z", ot Fy
ZLqp — Lqp est automorphisme de Frobenius de Zg . Alors, F : Zg p[[2]] = Zgp[[2]] est
un automorphisme d’anneaux.

Montrons maintenant que F, : Z ,,[[2]] = Zg p[[2]] est un automorphisme de Frobenius.
Remarquons d’abord que Fy : Zgp[[z]] = Zgp[[2]] est continu pour la norme de Gauss
car Fy : Zgp — Zgp est continu. Montrons maintenant que, pour tout > ., an,2" €
Zgpll2])s [Fq(X 50 anz™) — (32,150 an2™)Plg < 1. Rappelons que cela revient & montrer que
Fo(X om0 an2") = (3,50 anz™)P mod my,  Zq,[[2]], ot mz, , est 'idéal maximal de Zgy.
Comme F : Zg, — Zqg)p est 'automorphisme de Frobenius de Z,,, et le corps résiduel de
Zqp est de caractéristique p alors,

F, Zanz" = ZFq(an)z"p

n>0 n>0
= Z abz"" mod mz, Zg4,[[2]]
n>0
P
= ane" mod mz, , Zg ,[[2]].
n>0

Maintenant, montrons que Fy(Ez,,) C Ez4,. Pour montrer cela il suffit de montrer
que Fy(Zqpl2ls) C Zgyplz]s car F, est continu pour la norme de Gauss et Ez,, est le
complété de Zg,,[z]s pour la norme de Gauss. En effet, soit P(z)/Q(2) € Zqplz]s, ou
P(z) € Zgplz] et Q(z) € S. Par définition de I'ensemble S, |Qy(0)|m = 1. Puisque Zg,
est un anneau local complet alors 1/Qy(0) € Zg,, et ainsi, 1/Qn(2) € Zgp[[2]] et comme

F, : Zgp[[2]] = Zgpl[z]] est un automorphisme d’anneaux alors, Fy <58> = gzggg%;

1l est clair que Fy(P(z)) € Zgp[2]. Montrons maintenant que Fy(Q(z)) € S. Ecrivons
Qz) =21, bjz7 alors |by|m = 1 car Q(2) € S et Fy(Q(2)) = > it Fg(by)2". Dune part,
comme F, : Z,, — Zg, est P'automorphisme de Frobenius de Zg ;, alors [F(bg) — b|m < 1
et d’autre part, comme |bf)|m = 1 et la norme est ultramétrique, alors on a

’Fq(bO)’m = ‘Fq(bo) - bg + b](;‘m = max{\Fq(bo) - b{))’m |bg’m} =1

Par conséquent, F,(Q(z)) € S et ainsi F,, (%) € Zqplzls. Clest pourquoi Fy(Z, p[2]s) C
Zqplzls, et ainsi automorphisme ¥y : Ez,, — Ez,, donné par F, (ano anz") =

> n>0 Fglan)z"? est un automorphisme de Frobenius de Ez g .

Démonstration de (4).

Soit ev : Zgpllz]] = Zp[z]] donné par ev(d , ~qanz") = >, sp€ev(an)z", ol ev :
Lqp — Zyp est 'homomorphisme continu construit dans la remarque 4.2.9. Montrons
d’abord que 'homomorphisme ev : Z, p[[2]] = Z,[[2]] est tel que ev(Zgp[2]s) C EpNZy][2]]-
Soit P(2)/Q(2) € Zypl2]ls, ot P(2) € Zy 2] et Q(z) € S. Ecrivons Q(z) = > it bjz’ et
comme Q(z) € S, alors |bg|m = 1. Rappelons que Z,, est le complété de Z[q|m pour
la norme m-adique. Donc by = lim, o Zp, OU x,, € Z[q]m. Notamment, pour € > 0 as-
sez petit, il existe un entier N > 0 tel que, pour tout n > N, |by — Zp|m < €. Comme
la norme est ultramétrique et |bg|m = 1 alors, pour tout n > N, |zn|m = 1. Ecrivons
Tn = Ry(q)/Ta(q) € Z[glm, ot Rn(q), Tn(q) € Zlg] et Th(gq) ¢ m. Puisque, pour tout
n> N, |zplm =1 et [T5(q)|m = 1, alors |R,,(¢)|m = 1. Par conséquent, pour tout n > N,
R, (q) et T,,(q) n’appartiennent pas a m. Il suit donc de la remarque 4.2.1 que, pour tout
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n > N, ev(R,(q)) et ev(T,(q)) n’appartiennent pas pZ, d’ou |ev(z,)|, = 1 pour tout
n > N. Par construction de ev : Z,;, — Z, on a que, ev(by) = lim,_,~ ev(x,). Puisque
la norme est ultramétrique et, pour tout n > N, |ev(xy)|, = 1 alors |ev(by)|, = 1. Par
conséquent, 1/ev(Q(z)) € Z,[[z]]. Finalement, il est clair que ev(P(z)) € Zy[z] et que
ev(P(z))/ev(Q(z)) € E, puisque Q,(2) C E, et ev(P(z))/ev(Q(z)) € Qp(z). Alors on a

PE)\ _ ev(P(2) )
ev (Q(2)> = ev(0() € E, N Zyl[2]].

Ainsi on a ’homomorphisme d’anneaux ev : Zgy[z]s — E, N Z,[[2]] qui est continu
pour la norme de Gauss car ev : Z,, — Zj, est continu. Il s’étend alors par continuité en
ev: Ezqp — Ep N Zy[[2]].

Démonstration de (5).

D’une part, rappelons que d’apres la remarque 4.2.9 on a 'automorphisme continu
F, : Zyp — Zqp et 'homomorphisme continu ev : Z,, — 7Z, et, d’apres la proposition
4.2.10, pour tout a € Zy,, on a

ev(F,(a)) = ev(a). (4.14)

D’autre part, nous avons 'automorphisme Fy : Zg p[[z]] = Zg p[[2]] défini par

Fq(z anz") = Z Fq(an)z""

n>0 n>0

et ev()_, 50 an2") = _,>¢ev(an)z". Nous voulons voir que pour ces deux derniers homo-
morphismes on a ’égalité evoFZ =Fhoev, ot F: Z,[[z]] — Z,[[2]] est tel que F(z) = 2.
Soit Y, ~oanz" € Zqyp- Alors on a

ev FZ Z anz" = Z ev(FZ(an))z”ph

n>0 n>0

F' | ev Zanz” :Zev(an)z”ph.

n>0 n>0

Donc, ev (FZ (ano anz")) — F" (ev (ano anz”)> si et seulement si, pour tout en-
tier n > 0, ev(FZ(an)) = ev(ay,). Mais il suit de (4.14) que, pour tout entier n > 0,
ev(Ff]L(an)) = ev(ay). D’ou on obtient que

ev FZ g anz"” =F" | ev g anz"”

n>0 n>0

4.3 Résultats principaux

Le théoreme suivant est une réponse a la question 6.
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Théoréme 4.3.1. Soient p un nombre premier, Ls, = d; + bl(z)(sg_l +- o+ bp—1(2)0q +
bn(2) € Ez,qpl0q) et ev(Ls,) = 0"+ ev(b1(2))0" 1+ -+ ev(by—1(2))0 + ev(bn(2)) € Ep[d].
Si Lg, possede une structure de Frobenius forte de période h, alors l'opérateur différentiel
ev(Ls,) posséde une structure de Frobenius forte de période h. De plus, si Hy est une
matrice de passage de Frobenius de l'opérateur Ls, alors la matrice ev(H,) est une matrice
de passage de Frobenius pour p de l'opérateur différentiel ev(Ls,), c’est-a-dire §(ev(H,)) =
Bev(H,) — phe'v(Hq)B(zph), ot B est la matrice compagnon de ev(Ls,).

Démonstration. Nous allons montrer que I'opérateur différentiel
ev(Ls,) = 0" +ev(bi(2))6" ' + -+ ev(bi(2))d + ev(by(2)) € E,[d]

est muni d’une structure de Frobenius forte de période h. Par définition la matrice associée
a Ls, est

1 (g—1) e 0
0 1 ' 0
B, =
0 0 (¢—1)
—(¢ = Dbn(2) —(q—1)bp-1(2) —(¢ = 1)bi(z) +1
Alors,
0 1 0
B, I, 0 0 0
g—1 : : - :
0 0 e 1
—bn(z) —bp-1(z) -+ —=bi1(2)
Ainsi, B := ev <B"q%lld"> est la matrice compagnon de l'opérateur différentiel eV(L(;q).

Notons que la matrice B est & coefficients dans 'anneau E, N Zy[[z]]. Par hypothese, il
existe G4 € GLy(Ez . p) telle que

h
04(Gg)By® = B,Gly. (4.15)

I1 suit de 1’égalité (4.15) que
F! F!
0q(Gg)By " = ByGyq = 0¢(Gy)By" — In = ByGy — In

h
— Uq(Gq)qu - Uq(Gq) + Uq(Gq) — I, =BGy — Gy +Gg— I,

h
= 0y(Gy)[BL® — L] + 04(Gy) — Idy = [By — Id,)Gy + Gq — I,

Fh
BY I, o0,Gy)—1I, By—1I G, — 1
P G . q n q q n: q nG q n
Fh
0(G) =TI, Gy—1I. By—1I. . BL 1,
= - 1 g1 Gy —04(Gy) 1

De cette derniere égalité on obtient que

Fh
04(Gq) =Gy _ (Bg—1In _ B, " — 1
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Remarquons que pour Y ;- a;2" € Zg,p|[[2]] on a

ev | o4 E a;z =ev E a;q'z

1>0 1>0

= Z ev(aiq')z'

1>0

= Z ev(a;)z

>0

=ev g a; 2"

i>0

car ev(q) = 1.
Par conséquent, ev(oy(Gy)) = ev(G,). Maintenant, soit Y, a;z" € Zy,([2]] alors, on

Uq(zz'zo a;z') — Zizo a;?’ Zz’zo aiq'z — ZiZO a;?’

q—1 q—1
_Zizl(qi — 1)a;z'
— pa—
=2 (kg g aiz! € Zy[lA]).
i>1

Puisque pour tout i > 1, ev(l +¢q---+ ¢'~!) =i alors,

ov (UQ(ZiZO a;2") — Zizo @iz ) = Ziev(ai)zi = dev Zaizi )

-1
q i>1 i>0

ott 6 = z-L. Ainsi, ev (%) = dev(G,). Notons que

s
Pl _q
0 (qqi1 ) 0
. 0 0 0
ng _ In - . . .
g—1 ' ‘ '
0 0 e (qph‘Il)
=
h h §
SR bn(2) TR () o IR (2)

h .
Notons que ev <q2__11> = p/. Posons, pour chaque i € {1,...,n}, b;(z) = ijo bjiz'.

Alors on a FZ(ZJ‘ZO bjiz") = >i>0 F’ql(bj,i)z"ph. Donc, d’apres le point 5 de la proposition
4.2.12, eV(FZ(ijo bjiz')) = ev(d >0 bj,iziph). Par conséquent,
h
Byt — I,

By—1
T\t :ﬂ@v(i_l")@w%:wB@w%:¢3w7

115



ou F : Z,[[z]] = Zp[[#]] est 'automorphisme de Frobenius de Z,[[z]]. Donc, en appliquant
ev a l’égalité (4.16), on obtient que

d(ev(Gy)) = Bev(Gy) — eV(Gq)phBFh. (4.17)

Puisque G4 € GL,(Ezqp), alors ev(Gy) € GL,(Ep). Il suit donc de 'égalité (4.17) que
l'opérateur différentiel ev(Ls,) est muni d’une structure de Frobenius forte de période
h. O

Voici notre deuxieme résultat qui répond a la question 5.

Théoréme 4.3.2. Soient L, € Eyz ,,[04] d’ordre n et f(q,z) € Zqyp[[2]] solution de L.
Supposons que L, posséde une structure de Frobenius forte de période h. Il existe donc
do(q,2), -+ dp2(q,2) € Ipracz,)l[2]] et une constante ¢ € Zgy, non nulle telles que
le polynome do(q, 2)Yo + di(q,2)Y1 + -+ + dy2(q, 2) Y2 mod [plg¥pracz,,) est non nul,
cdo(2),...,cd2(2) € Egqp et

n2

Z di(Q7 Z)F'zi]h(f(% Z)) =0 mod [p]q'ﬂFrac(Zq,p)[[Z]]' (418)
=0

La démonstration de ce théoreme repose sur plusieurs propositions que nous énoncons
et démontrons dans la partie suivante.

4.3.1 Propositions auxiliaires

Etant donné L, € Ep4pl0,], soient A, la matrice compagnon de L, et N(A,) Ien-
semble des solutions de o0, X = A, X dans Z,p[[2]]". Cet ensemble est un Z,,-module
pour lopération ¢ (f1,..., fn)" = (cfi,...,cfn)t. Soit Fy : Zgpl[z]] = Zgpl[2]] donné par
Fi(Xiso a;2') = >0 F,(a;)2". Dans la proposition suivante, nous allons décrire I’action
de Frobenius sur 'ensemble N (A4,).

Proposition 4.3.3. Soient Ly € E7. 4 (04 un opérateur aux q-différences d’ordre n et A,
la matrice compagnon de L,. Si Ly posséde une structure de Frobenius forte de période h
avec Hy une matrice de passage de Frobenius de L, alors Uapplication 1) : N(Ag) — N(Ag)
donnée par

O((f1,- - fn)') = Hy(Fh(fr), ..., Fi(fn))

est une application semi linéaire par rapport a l’automorphisme F]q1 de Zqp.

Démonstration. Comme Ly possede une structure de Frobenius forte et H, € GL,(Ez o p)
est une matrice de passage de Frobenius de L, alors on a

h
o(Hy)Ay® = AgH,. (4.19)
Nous posons 1 : N(Ag) = N(Ag) définie par ¢ ((f1, ..., fa)!) = Ho(Fp(f1), ... . Fh(fa))".
Montrons d’abord que v est bien définie. C’est-a-dire montrons que si (fi, -, fa)! €

N(A,) alors Hq(FZ(fl), e ,Fg(fn))t € N(A,). En effet, comme (f1,---, fn)" est solution
de o,y = Ayy alors

oqf1 bil
O'q:f2 _ Jiz (420)
Uqfn fn
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Remarquons que la restriction de Fy : Zg,[[2]] = Zqp|[2]] & E7,4,, donne 'automorphisme
de Frobenius de Fy ,, considéré dans le point 3 de la proposition 4.2.12. Alors, en appli-
quant FZ a I’égalité (4.20) on a que,

Fi(oqf1) . Fl(f1)
: = Aqu : . (4.21)
FZ(Jqfn) Fg(fn)

Ecrivons fi=2>0 a; jz', donc Fg(fj) =2 >0 Fg(am)ziph et ainsi, on a

F (0qfj) = Zamq z' :ZFZ(ai,j)F}ql(qi)Ziph
i>0 i>0
. h
=Y Fylaij)g” ="
i>0
:Uq(FZ(fj))-
Donc, d’apres ’égalité (4.21) on obtient que
oq(FI(f1)) . F(f1)
. Fq .
: = Aq :
(Fy(fa)) Fii(fn)
¢\ q\Jn g\Jn
h
Ainsi, (Fg(fl), e ,Fg(fn))t est une solution du systeme o, X = Aqu X. Dong, a la suite
de (4.19) on a que
Fl(f1)
H, :
Fy(fn)

est solution du systeme o, X = A, X. Comme H,; € GL,(Ez ) et, d’apres le point 1 de
la proposition 4.2.12, on a Eyz 4, C Zgp[[z]], alors cette solution appartient & N(A,). Par
conséquent, 1 est bien définie. Notons que pour tout ¢ € Zg, et tout (f1,..., fn)" € N(A4,),

we (frye s f)) = Fpe) 0((fro- o fu)): O

Etant donné L, € Frac(Z,,)[[z]][o,] soit Ker(Ly, Frac(Zq,)[[2]]) Vensemble de solu-
tions de L, dans Frac(Zg,)|[[2]].

Proposition 4.3.4. Soient L, € Frac(Zgp)|[z]][oq] un opérateur auz q-différences d’ordre
n. L’ensemble Ker(Lq, Frac(Zqy)[[2]]) est un Frac(Zqy)-espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale a n.

Cette proposition est un cas particulier du lemme 1.2.1 de [36] mais on en donne
néanmoins une preuve ici par soucis de complétude.

Démonstration. Soit C' = {f € Frac(Zq,p)((2)) : 04(f) = f}. Autrement dit, C' est le
sous-anneau de Frac(Zqy,)((2)) qui contient les éléments invariants sous l'action de oy.
On constate facilement que C' = Frac(Zqp). Ainsi, Ker(Ly, Frac(Zqy)[[z]]) est un C-
espace vectoriel car Ker(Lg, F rac(Zq,p)[[z]]) est un Frac(Z,p)-espace vectoriel sous 'ac-
tion ¢+ (32,50 aiz 2') = 350 ca;z'. Montrons que la dimension de Ker(Lgy, Frac(Zg,)[[z]])
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comme C-espace vectoriel est inférieure ou égale a n. Soient fi,..., for1 éléments de
Ker(Lg, Frac(Zgp)[[]]) et

Ly=o4+ al(z)agfl + - Fan—1(2)oq + an(z) € Frac(Zgp)[[2]][og)-
Alors, pour tout i € {1,...,n+ 1}, on a
og (fi) + al(z)(og_lfi) + - Fan—1(2)(ogf) + an(2) fi = 0.

D’ou les vecteurs

N1 f2 fnt1
oqf1 0qf2 0qfnt1
Y1 = . y Y2 = . R
oqf1 oq f2 oq Int1

sont linéairement dépendants sur Frac(Zq,)((2)) car Frac(Zgp)[[z]] C Frac(Zqp)((2)).
Par conséquent, si r est le rang de la matrice dont les colonnes sont les vecteurs yi, ..., Ynt1
alors r < n. Ainsi, il existe vi,...,v, € {y1,...,Yn+1} linéairement indépendants sur
Frac(Zqp)((2)) tels que yi,...,yn+1 appartiennent au Frac(Zyp)((z))-espace vectoriel
engendré par vy, ..., v,. Sans perdre en généralité nous supposons que v1 = Y1, ..., Yr = Up.
Donc, pour chaque j € {r+1,...,n+ 1}, il existe ¢1,...,¢r; € Frac(Zyp)((2)) tels que
yj = c1,y1 + -+ ¢ jyr. Clest pourquoi, pour tout j € {r+1,...,n+ 1}, ona

fi o fr 1,5 [
Uq.fl Uq.fr €| _ Ugfj ‘ (4.22)
onfi o olfe) \erj oq i
Nous allons montrer que, pour tout j € {r+1,...,n+ 1}, ¢1j,...,¢; € C. En effet, en
appliquant o, & (4.22) nous obtenons que
ogft o ogfr 04C1,j qfj
U§f1 .. agfr 04C2,j _ Ugfj (4.23)
e ot ) \ogers)  \optis
11 suit de (4.22) et (4.23) que
U%fl e Ugfr 0¢C1,j — Clj 0
ogft o ogfr | | ogc2g 25| |0
ogfi - ogfr) \0gCrj—crj 0
Le rang de cette derniere matrice est égal a r car les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement

indépendants. Ainsi, pour tout j € {r +1,...,n+ 1} et tout i € {1,...,7}, 04ci; = ¢ j.
Dot ¢ j e Cpourje{r+1,....,n+1}etie {l,...,r}. Par conséquent, les vecteurs

Yl - - Ynt1 sont linéairement dépendants sur C' et ainsi, fi,..., fr+1 sont linéairement
dépendants sur C. I découle donc que la dimension de Ker(Lg, Frac(Zq,)[[#]]) comme
C-espace vectoriel est inférieure ou égale a n. O

118



4.3.2 Démonstration du théoréeme 4.3.2

Maintenant nous démontrons le théoreme 4.3.2.

Démonstration. D’apres la proposition 4.3.4, 'ensemble Ker(Lg, Frac(Zqp)[[#]]) est un
Frac(Zq,)-espace vectoriel de dimension inférieure ou égale a n. Soient A, la matrice com-

—

pagnon de L, et N(A,) 'ensemble des solutions de 0,X = A, X dans Frac(Z,,)[[z]]". Cet
ensemble est un Frac(Zg,)-espace vectoriel pour Paction ¢+ (f1,..., fn)' = (c¢f1,...,cfn).

—

Les ensembles Ker(Ly, Frac(Zq,)[[2]]) et N(A,) sont isomorphes en tant que Frac(Zg,)-

el

espaces vectoriels sous ’homomorphisme N(A,) — Ker(Lg, Frac(Zqy)|[2]]) donné par
(f1- o fa)t = fro Ainsi, dimpyeez, ,)N(Ag) < n. Soit N(Ay) I'ensemble des solutions

—

de 04X = A X dans Zg,[[2]]". 1l est clair que N(A4,) C N(A,). Soit H, une matrice
de passage de Frobenius de L,. D’apres la proposition 4.3.3, on a l’application semi-
linéaire v : N(Ay) — N(Ay) donné par ((f1,..., fa)) = He(FL(f1),... . Fo(fa))".
Soit £ = (f,04(f),...,00 1 f)!. comme par hypothese f est solution de Ly et f € Zgy|[2]],
alors f € N(A,) et par conséquent, pour tout entier i > 0, ¢'(f) € N(A,). Puisque

T

N(Aq) C N(Ay) et dimpraez, )N (Ag) < n alors, il existe r1,...,m, € Frac(Zyp) non
tous nuls tels que Y™ (f) + 1" 1(£) + - -+ + rp_19(f) + 7. f = 0. Alors, il existe s € Zg,
non nul et s1,...,s, € Zg, non tous nuls tels que

so¥"™(£) + 519" () + -+ + sp—10(F) + s, = 0. (4.24)

Posons Z comme le Frac(Fz 4 p)-espace vectoriel engendré par {th(aé(f)) 1J € L>o,i €
{0,1,...,n — 1}}. Il suit de (4.24) que Z, en tant que Frac(Ey qp)-espace vectoriel, est
engendré par {th(aé(f)) :r,1 € {0,1,...,n — 1}} et par conséquent, dimpya(p,, )2 <

n?. Maintenant notons que f, Fg(f), . ,F;‘Qh(f) € Z. Dong, il existe by(q, ), b1(q, 2), . . .,
b,2(q,2) € Ez 45, non tous nuls, tels que

bo(qs 2)f + bi(g, 2)FR(f) + -+ + b2 (g, 2)F2(f) = 0.

Soit g € {0, ...,n?} tel que |b;, (q, 2)|g = max{|bo(q, 2)|g, - - -, |bu2(q, 2)|g}. Comme b;, (g, 2)
appartient & F, ; , est non nul et la norme est ultramétrique alors il existe P(z)/Q(z) dans
Zqp|2]s telle que i, (g, 2)|g = [P(2)/Q(2)|g- Mais [P(2)/Q(2)lg = [P(2)]g car Q(2) € 5.

Soit ¢ € Zgyp le coefficient de P(z) tel que |P(2)|g = |c|m. Par conséquent, on a
lclm = max{|bo(q, 2)|g,---,|by2(q,2)|g}. ¢ est non nul car les b;(q,z) ne sont pas tous
nuls. Posons pour chaque i € {0,1,...,n%}, di(q,2) = LZ’Z).

Alnsi, 1 = max{|do(q, 2)lg; - - -, |dn2(q, 2)|g} et

dO(Qa Z)f + dl(‘]a Z)Fg(f) ot dye (Q7 Z)F32h(f) = 0. (425)

D’apres le point 1 de la proposition 4.2.12, Ez ., C Zgp[[2]]. Ainsi, bo(q, 2),b1(q, 2), - - .,
bu2(q, 2) € Lgpl[2]] et do(q, 2),d1(2),...,d,2(q, 2) € Frac(Zyy)|[2]]. Puisque, pour tout i €
{0,1,...,n2}, |di(q, 2)|g < 1 alors do(q,z),d1(q,2), - .., dp2(q, 2) € Vprac(z,,)l[z]]- Donc, il
suit de (4.25) que

do(q,2)f + di(q, 2)F(f) + - + dp2(g, 2)F2 () =0 mod [plg? praciz, ) [[2]

et le polynome do(q,2)Yo + -+ + dp2(q, 2)Yy,2 mod [plg¥pyac(z,,) est non nul car 1 =
max{|d;(q,2)lg. - - ., |dn2(q, 2)|g}- O
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Remarque 4.3.5. Soit k I'anneau résiduel de ¥p, 4.z, ,)- Notons que k est un corps car
Frac(Zqp) est un corps. Soit n I'idéal maximal de ¢ Frac(Zg,)- Nous venons de montrer que,
sous les hypotheses du théoreme 4.3.2, il existe do(2),...,dp2(2) € Iprac(z,,)[[2]] et une
constante ¢ € Z,, non nulle telles que le polynéme do(q, 2)Yo+di(2)Y1+-- - +d,2(q, 2) Y2

mod [plg¥Frac(z,,) est non nul, edo(q, 2), ..., cdp2(q, 2) € Ezq, et

do(q,2) f(2) + di(g, 2)FE(f) + -+ dp2(q, 2)F2 () =0 mod [plg0 prac(z, ) [[2].

Pour chaque i € {0,1,...,n2}, soit d;|n(q, 2) la série & coefficients dans k obtenue apres
avoir réduit chaque coefficient de d;(g, z) modulo I'idéal n. Dans cette remarque nous allons
montrer que, pour tout i € {0,1,...,n%}, d;|n(q, 2) € k(2).

En effet, comme b;(q,2) € Ez.4,p, alors bi(q, 2) = limy 00 5 (2), ot 2,(2) € Zgplz]s
pour tout n > 0. Ainsi, d;(q,2) = limy, 0 :ch(z) et par conséquent, il existe N tel que

|di(q, z) — xNT(z)|g < 1. Comme la norme est ultramétrique alors |22 | < 1. Ecrivons
l i
ey (z) = =0 N
ot S2b_anizt € Zypl2] et Z§:0 by ;20 € S.
Soit ig tel que |ani,|m = max{|anolm,-..,|an|m}. Puisque Z?:o bn,;20 € S, alors
1 = |bnolm = max{|bnolm,- .-, |bn¢|m} €t
!
AN,ig P(Z) bN,] ]
IN(Z) =
( bvo Q(z)’ ; Nzo Z bNo
|P(2)lg = 1 et [Q(2)lg = 1. Ainsi, P(2),Q(2) € Vprac(z,,)[2]. Comme [byolm = 1

1 AN,ig .
alors o € ZLgp car Zqp est un anneau local complet et ainsi bno € ZLqp. Puisque

X ig Pz .

= Fad IPE/QE)g = 1 et fan(z)/elg < 1 alors ano/chyoly < 1, dob
an ZO/CbNO € 19F7“ac(Zq p) DODC si X+(z)‘
&

désigne la série obtenue apres avoir réduit les

coefficients de modulo I'idéal maximal n alors,

I . ,
XN<Z) AN io Zizo(;g; mod 11),2Z
=\ 3. modn PR =0 - € k(2).
C n CbN,O j:(](bx’é mod H)ZJ

Puisque |d;(q, z) — mNT(Z)|g < 1 alors, d;j4(q,2) = XNT(Z)’n et ainsi, d;|n(q, 2) € k(2). Finale-
ment, puisque 1 = max{|do(q, 2)|g, - - -, |d,2(q, 2)|g}, alors do|n(q, 2), . . ., dy2|n(q, z) ne sont
pas toutes nulles.

4.3.3 Reéponse a la question 5
Soit f(q,2) € Zlg|[[z]], alors Fo(f(q,2)) = f(qF,2) et ev(f(q,z)) = f(1,2). Sup-

posons que f(q,z) € Z[g][[z]] annule un opérateur aux g¢-différences L, d’ordre n muni
d’une structure de Frobenius forte de période h. Par conséquent, d’apres le théoreme
4.3.2, il existe do(2), ..., dp2(2) € Vprac(z, ,)[[?]] et une constante ¢ € Z,, non nulle telles
que le polynéme do(q, 2)Yo + d1(2)Y1 + - + dy2(q, 2)Yy,2 mod [plgVprac(z, ) est non nul,
cdo(q,2),...,cd,2(q,2) € Egqp et

> dila. Af(@", 27" =0 mod [plgVprac, )2 (4.26)
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Soit n l'idéal maximal de ¥pyqc(z, ,)- Remarquons que m C n parce que m C Z[g] C
UFrac(z,,) €t tout élément de m a une norme inférieure a 1. Par conséquent, pour tout
1> 0, qplh =1 modncarqpm =1 modmet ¢ =1 modn car ¢ =1 mod m. De plus,
[plq € n puisque [p]q € m. Il suit donc de équation (4.26) que

ST di(1,2)f(1,27") =0 mod 0z, ,)[2]]- (4.27)
=0

Remarquons que d;(1,z) = d(q,z) mod n car ¢ = 1 mod n et d’apres la remarque
4.3.5, la réduction des séries do(q, 2), . . ., d,2(g, z) modulo 'idéal maximal n sont des frac-
tions rationnelles non toutes nulles a coefficients dans le corps ¥ ch(zq,p)/ n. Remarquons

que pour tout entier i > 0, f(1,2P"") mod n € F,[[z]] car le corps résiduel de Z[g] est F, et
f(1,2P"") € Z[q][[#]]. Finalement, U Frac(z,,) /" est une extension de Iy, alors le lemme 2.1.2
et ’équation (4.27) entrainent qu'’il existe des polynémes ag(2),...,a,2(z) € Z[z] tels que
leurs réductions modulo p ne sont pas toutes nulles et

n2
> ai(2)f(1,27") =0 mod pZi[2]).
i=0

Par conséquent, nous obtenons ainsi une réponse a la question 5.

4.4 Question ouverte

Motivée par les résultats des théoremes 4.3.1 et 4.3.2, une question naturelle est de
savoir si, étant donné un nombre premier p, 'opérateur g-hypergéométrique Hs, (a, B), ol
a=(a1,...,an), B=(B1,...,6n) € (Q\ Z<o)", a une structure de Frobenius forte pour
p.

Rappelons que d’apres le théoreme 1.4.11, si a; — 5; ¢ Z pour tout ¢,5 € {1,...,n}
et si la norme p-adique de a; et ; est inférieure ou égale a 1 pour tout 4,5 € {1,...,n},
alors Popérateur différentiel hypergéométrique H(a, 3) a une structure de Frobenius forte
pour p. Ainsi, on s’attend a ce que Hs, (a, 8) soit muni d’une structure de Frobenius pour
p lorsque o; — B; ¢ Z pour tout 4,j € {1,...,n}.

La démonstration du théoreme 1.4.11 repose essentiellement sur la rigidité de I'opérateur
H(a, 5). Dans [60] Roques donne une définition de rigidité pour les opérateurs aux g-
différences et il démontre que sous cette définition 'opérateur ¢-hypergéométrique M (@, B)
est rigide. Une piste éventuelle serait d’utiliser cette notion de rigidité pour démontrer que
Hs,(, B) est muni d’une structure de Frobenius pour presque tout nombre premier lorsque
a; — B ¢ Z pour tout i,j € {1,...,n}.

4.5 Les travaux d’André et Di Vizio

Dans [11], André et Di Vizio ont donné une définition de structure de Frobenius forte
pour les opérateurs aux g-différences lorsque ¢ est un élément d’un corps ultramétrique
vérifiant certaines conditions. Notre but ici est de voir que cette définition et les résultats
de [11], bien que profonds, ne semblent pas adéquats pour répondre aux questions 5 et 6.

Soient K un corps de caractéristique zéro complet pour la norme ultramétrique | - |
et k le corps résiduel de K de caractéristique p > 0. Etant donné 0 < e < 1, soient I,
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I'intervalle (1 — €, 1) et

Ag (1) = {Z a;iz': tel que a; € K, lim |a;]r" = 0, pour tout r € I, p.
et i—+o0o

L’anneau de Robba est I'anneau Ry = (J.o Ak (Ic). Soient g € K tel que ¢ n’est pas une
racine de I'unité, |1 — ¢| < 1 et 7 un automorphisme de Frobenius de K tel que 7(¢) = q.

Dans [11], André et Di Vizio ont défini une notion de structure de Frobenius forte pour les

og-modules a coefficients dans R i . Ils ont noté par o,—M od%;)( la catégorie des o4,-modules

a coeflicients dans R i qui sont munis d’une structure de Frobenius forte et par d— M odgf){

la catégorie des modules différentiels a coefficients dans R g qui sont munis d’une structure
de Frobenius forte. Ils ont montré un théoreme de monodromie locale qui s’avere étre le
g-analogue de la conjecture de quasi-unipotence de Crew. Cela leur permet de montrer que
lorsque k est algébriquement clos, il y a un foncteur Conf : o — M odgi —d—-—M od%}?{
qui est une équivalence.

Ensuite, Pulita [58] a montré que le foncteur Conf peut étre étendu a la catégorie des
modules admissibles, ce qui montre que la construction faite par André et Di Vizio ne
dépend pas a posteriori de la structure de Frobenius forte. De plus, grace a la construc-
tion faite par Pulita, nous obtenons que Conf envoie un opérateur aux g¢-différences a
coefficients dans Ry sur un opérateur différentiel a coefficients dans R ayant les mémes
solutions dans R [Logz], o R est une extension de R, c’est-a-dire que Conf préserve
les solutions.

Le fait que ce foncteur préserve les solutions est un empéchement pour répondre a la
question 6 parce que d’une part, cela implique que les structures de Frobenius fortes de
M et Conf(M) sont les mémes, c’est-a-dire que les matrices de passage de M et Conf(M)
sont les mémes et d’autre part, méme si on ne sait pas si I'opérateur Hs, (o, §) possede une
structure de Frobenius forte sous la définition proposée dans [11], on aura a posteriori que
Conf(Hs,(a, B)) # H(a, B) parce que Hs, (a, ) et H(a, B) n’ont pas les mémes solutions.
Par conséquent, en utilisant cette approche, nous ne pouvons pas répondre a la question
6.
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Algébricité modulo p et structure de Frobenius forte

Résumé : Cette these se situe a I'interface entre la théorie des nombres et la théorie
des équations différentielles. Elle est consacrée a I'étude de 1’algébricité modulo p des
séries formelles a coefficients dans le corps des nombres rationnels Q. Etant donné
un nombre premier p, une série formelle f(z) € Q[[z]] est algébrique modulo p si 'on
peut réduire ses coefficients modulo p et si la série formelle obtenue est algébrique
sur F,(z), ou F, désigne le corps a p éléments. L’outil principal utilisé dans cette
these afin d’étudier cette problématique est la notion de structure de Frobenius forte
associée a un opérateur différentiel a coefficients dans Q,(z).

Dans un premier temps, nous montrons que si 'on peut réduire f(z) modulo p
et si f(z) est solution d'un opérateur différentiel L € Q(z)[d/dz] d’ordre n qui,
vu dans Q,(2)[d/dz], est muni d'une structure de Frobenius forte de période h,
alors f est algébrique modulo p et le degré de sa réduction est majoré par p"Qh.
Nous démontrons ensuite que si L est un opérateur fuchsien dont les exposants
sont rationnels et dont le groupe de monodromie est rigide, alors L possede, pour
presque tout nombre premier p, une structure de Frobenius forte de période h, ou
h est majorée explicitement et indépendamment de p. Nous appliquons ces deux
résultats pour résoudre une conjecture d’Adamczewski et Delaygue dans le cas des
séries hypergéométriques généralisées.

La deuxieme partie de la these est consacrée a certaines applications combinatoires et
arithmétiques de I'agébricité modulo p. Etant donné un ensemble infini de nombres
premiers S, nous considérons des séries formelles f(z) pouvant étre réduite modulo
p et annulant un opérateur différentiel L muni d’une structure de Frobenius forte,
pour tout p € S. Nous montrons que si une telle série annule également un opérateur
différentiel MUM en zéro, alors pour presque tout p € S, la réduction de f modulo p
annule un polynoéme de la forme X —A,(2) X7, ott A,(z) € F,(z). D’aprés des travaux
récents d’Adamczewski, Bell et Delaygue, les coefficients de telles séries satisfont
a des congruences dites < a la Lucas > qui peuvent étre utilisées pour démontrer
I'indépendance algébrique de G-fonctions au sens de Siegel. Nous donnons quelques
applications de nos résultats dans cette direction.

Dans la derniere partie de la these, nous proposons une nouvelle définition de la no-
tion de structure de Frobenius forte pour les opérateurs aux g-différences. Nous mon-
trons que l'existence de telles structures impliquent certains résultats de confluence
et d’algébricité modulo les p-iemes polynomes cyclotomiques.

Mots clés : Algébricité modulo p, structure de Frobenius forte, congruences < a la
Lucas > et indépendance algébrique.

Image en couverture : Photo du parc de la Feyssine prise par 'auteur de la these.
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