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de mon travail de thèse. En 2015, quand j’étais encore élève ingénieur, ils m’accordaient
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Hamida Seba pour l’intérêt qu’elles ont porté à mon travail. J’associe également à ces
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mes structures d’accueil, à savoir mon équipe de recherche (DECIDE) et ses membres,
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2.2.4.1 Méthodes de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.4.2 Jeux de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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2.4.2.2 Cohérence temporelle des marches aléatoires . . . . . . . 39
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3.4.4 Analyse des hyperparamètres de temporalisation . . . . . . . . . . 52

3.4.5 Analyse des poids temporels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.5 Conclusions et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.5.1 Incorporation de métadonnées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.5.2 Temporalisation d’autres types de GNN . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.5.3 Temporalisation lightweight . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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4.4.2 Méthodes d’embedding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4.3 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4.3.1 Mesures d’alignement et de stabilité . . . . . . . . . . . . 78
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l’erreur en translation associée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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Chapitre 1

Introduction

Les interactions régissent une grande partie des phénomènes de notre monde. Les

structures les plus élémentaires de la matière se forment à l’issue d’interactions en-

tre atomes. Dans un système nerveux, les neurones communiquent entre eux via des

influx électriques. Les différentes espèces vivantes interagissent entre elles et avec leur

environnement pour former un écosystème. Les adresses IP communiquent au sein d’un

gigantesque réseau virtuel...

Si les phénomènes d’interaction existent depuis toujours, la collecte massive des données

qui en résultent est très récente. En effet, il aura fallu attendre l’avènement des TIC et

l’accroissement colossal de la capacité de stockage pour que nous disposions de larges

bases de données, retraçant des interactions entre entités de tous types.

Les graphes sont la manière la plus courante de représenter ces données d’interaction.

Dépendamment du type d’interactions considérées, les graphes correspondants peuvent

être orientés ou non-orientés, pondérés ou non-pondérés. De surcrôıt, des interactions

d’une nature plus complexe peuvent être transposées en des graphes de formats plus

sophistiqués élargissant le champ des possibles. Tel est par exemple le cas pour les

hypergraphes (i.e. les graphes où les arêtes peuvent mettre en relation un nombre

de nœuds ≥ 2) ou encore les graphes avec métadonnées (associées aux nœuds ou aux

arêtes). En l’occurrence, le présent travail de thèse traite du cas des graphes temporels :

il s’agit de graphes possédant une dimension temporelle au sens où les interactions qu’ils

représentent sont datées.

Sur une note globale, l’apprentissage de représentations latentes de graphes temporels

est un sujet de recherche en plein essor. Au début de ce travail de thèse (i.e. en 2017),

les objectifs et verrous que nous avions défini semblaient être audacieux, voire atypiques.

Depuis, l’état de l’art traitant du sujet s’est fortement enrichi. Des méthodes pionnières

1
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ont prouvé leur efficacité et se sont imposées comme des approches de référence. Nous

avons tenté d’élaborer des méthodes peu ou prou originales, parfois à contre courant de

la direction que prenait l’état de l’art, et non sans échecs.

Interopérabilité des approches d’apprentissage automatique

Dans le contexte de la révolution numérique et de la production exponentielle de données

qui l’accompagne, les algorithmes de traitement automatique se spécialisent de plus en

plus aux différents types de données qu’ils traitent. S’il est certain que des algorithmes

spécialisés sont plus à même d’extraire de la valeur des données, il est tout aussi évident

qu’il existe souvent des similitudes entre les différents types de données. En l’occurrence,

il existe une multitude de domaines où les données produites représentent des processus

séquentiels, s’inscrivant dans le temps par exemple. C’est le cas des vidéos ou encore des

interactions entre individus au sein d’un réseau social. Il est donc possible d’imaginer

l’adaptation de certaines techniques d’apprentissage automatique issues de la vision par

ordinateur aux données d’interaction sociale. Plusieurs cas d’étude pourraient tirer profit

de cette idée. Par exemple, la reconnaissance de mouvements pourrait être appliquée

au cas des réseaux temporels pour la détection de motifs d’interaction particuliers ; les

techniques de reconstruction de régions manquantes sur les images d’une vidéo peuvent

aider à compléter les graphes présentant des données manquantes ; la génération de

graphes temporels synthétiques peut tirer avantage des méthodes similaires de génération

de vidéos. En substance, ce type d’approches constitue la finalité première motivant ce

travail de recherche.

Cela étant dit, une transposition de techniques d’apprentissage automatique d’un type

de données à un autre requiert au préalable plusieurs prétraitements. En conséquence,

nous nous sommes spécifiquement intéressés aux différents verrous à lever pour permettre

une telle transposition. Il s’agit là des principaux axes de recherche autour desquels se

sont articulés nos travaux. Par ailleurs, la structure du présent document suit ces axes

de recherche comme détaillé ci-après.

Axes de recherche et plan du document

Bien que les vidéos et les données d’interaction sociale présentent des similarités, il est

évident que leurs spécificités impliquent des différences dans les méthodes de traite-

ment. En effet, l’information représentée dans une matrice d’adjacence diffère de celle

présente sur une image. Par exemple, la notion de localité n’est pas identique : l’on
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peut intervertir l’ordre des individus pour une représentation en matrice d’adjacence

(cela revient à un changement de référentiel), mais il est impossible de faire de même

sur les pixels d’une image. À l’inverse, la représentation d’un réseau social en graphe

conserve par construction la localité, mais est structurellement différente d’une image

(une image étant assimilable à une matrice). Or, la notion de localité est fondamentale

dans la représentation de vidéos et dans les réseaux de neurones à convolution (CNN),

base des algorithmes les plus récents et performants en apprentissage profond appliqué

aux vidéos. Fort de ce constat, un verrou élémentaire à lever afin de parvenir à adapter

des techniques de vision par ordinateur aux données d’interaction sociale est celui de la

modélisation des données. L’objectif est donc de trouver une représentation canonique

sous une forme matricielle tout en conservant la notion de localité d’un graphe. Il s’agit

là de l’objectif principal des deux premiers axes de ce travail de thèse.

Dans un premier temps, le parti pris a été de concevoir, from scratch, des méthodes

de représentation des nœuds d’un graphe temporel, communément appelées méthodes

d’embedding. Dans ce cadre, deux approches ont été proposées et sont présentées

dans le chapitre 2. La première, GeoEmb (2.1), se distingue de l’état de l’art et con-

struit des représentations géométriques en respectant certaines contraintes que lesdites

représentations doivent satisfaire. À l’inverse, la deuxième approche, TemporalNode2vec

2.2, adapte un modèle d’embedding de graphes statiques de l’état de l’art au traitement

de graphes temporels en utilisant un mécanisme de lissage temporel emprunté au cas

d’embedding de corpus textuels. Par la suite, cette approche a été reprise pour concevoir

TsTemporalNode2vec 2.3, une variante semi-supervisée adressant de manière spécifique

la classification des nœuds d’un graphe temporel et améliorant la qualité des embeddings

vis-à-vis de cette tâche d’inférence.

Dans un deuxième volet présenté dans le chapitre 3, l’idée poursuivie a été de proposer

une méthode générique de temporalisation de modèles d’embedding statiques de l’état

de l’art. En d’autres termes, au lieu de concevoir une nouvelle méthode d’embedding

temporelle, l’objectif est d’élaborer un processus permettant d’adapter une catégorie de

méthodes statiques au cas des graphes temporels. L’intérêt de cette approche réside dans

la possibilité de tirer profit des avantages que chacune des méthodes temporalisées peut

apporter, attendu que l’état de l’art compte des modèles d’embedding plus ou moins

efficaces, dépendamment du cas d’application (tâche d’inférence, nature des interactions

décrites par le graphe). Ce faisant, les performances de certaines tâches d’inférence

(particulièrement celles qui sont sensibles à la dimension temporelle) sont améliorées de

manière significative.

Le chapitre 4 a été consacré au dernier axe de recherche et à l’étude de l’alignement

temporel des représentations des nœuds d’un graphe temporel. Autrement dit, afin
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d’améliorer la qualité des embeddings construits par une méthode quelconque, l’idée est

de corriger, quantifier et évaluer l’impact des potentiels décalages temporels entre les

représentations des nœuds d’un graphe. Ainsi, des métriques de mesure des décalages

temporels ont été conçues et validées sur des données synthétiques et réelles, sur des

embeddings en sortie de plusieurs méthodes de l’état de l’art. De plus, une procédure

de réalignement temporel des embeddings a été proposée, améliorant ainsi la qualité des

représentations des nœuds d’un graphe temporel.

Enfin, dans le chapitre 5 de conclusion, nous récapitulons les différentes méthodes

développées ainsi que les expérimentations et les contributions les plus importantes du

travail de thèse. Nous ouvrons également plusieurs pistes de recherche potentielles, liées

entre autres à l’application de méthodes de la vision par ordinateur aux embeddings

temporels conçus ou encore aux domaines d’application des approches développées.

Dans l’ensemble, et comme illustré dans la figure 1.1, les différents axes de ce travail de

thèse sont à considérer comme étant les étapes permettant de transformer un graphe

temporel en une représentation comparable à une vidéo (avec une dimension temporelle

et plusieurs dimensions spatiales) et compatible avec l’application d’algorithmes de vision

par ordinateur.

Figure 1.1: Fil conducteur des axes de recherche
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Généralités et définitions

En apprentissage automatique, l’apprentissage de représentations est un ensemble de

techniques permettant de découvrir automatiquement des représentations de données

brutes, souvent dans un espace latent multidimensionnel. Cela remplace l’ingénierie

manuelle de caractéristiques et permet d’automatiser l’apprentissage de caractéristiques

utiles pour effectuer une tâche spécifique en aval. Dans la littérature, les techniques

d’apprentissage de représentations ont été conçues pour différents types de données,

les données d’interactions temporelles entre autres. Néanmoins, il existe différentes

modélisations pour décrire les interactions entre des entités au cours du temps :

• Temps continu : L’évolution est modélisée à une granularité temporelle fine. Cela

se traduit par un graphe temporel composé d’arêtes datées, formées de triplets

{ni, nj , t} (signifiant une interaction entre ni et nj à un instant t quelconque).

Dans une telle modélisation, les graphes temporels correspondent au cas général

d’un réseau d’interaction temporelle entre entités, à savoir des interactions pouvant

survenir à tout moment du déroulement du graphe temporel.

• Temps discret : Dans cette modélisation, l’évolution d’un graphe temporel peut

être représentée sous la forme d’une séquence de graphes statiques. En d’autres

termes, le graphe temporel peut être écrit sous la forme {G1, G2, ..., GT }, chacun
des Gi représentant les interactions qui se produisent dans un des T pas de temps

(i.e. tranches temporelles formant l’ensemble de l’historique du graphe).

Dans le cadre de l’apprentissage de représentations, des embeddings construits sur la

base d’une modélisation en temps continu permet d’obtenir des représentations à chaque

instant du déroulement temporel du graphe en entrée. Il s’agit, entre autres, de l’un

des objectifs motivant la conception de GeoEmb 2.1. Néanmoins, cela est possible

au prix d’une complexité de traitement très importante, souvent incompatible avec les

graphes temporels issus de données du monde réel. Par conséquent, les autres travaux

menés dans les différents axes de ce travail de thèse, (i.e. TN2V 2.2, la temporalisation

d’autoencodeurs 3 et l’étude de l’alignement des embeddings 4) traitent d’embeddings

construits sur des graphes temporels en temps discret.



Chapitre 2

Vers une Nouvelle Représentation

des Graphes Temporels

L’objectif principal poursuivi dans le premier axe de ce travail de recherche est la concep-

tion de méthodes d’embedding de graphes temporels. En d’autres mots, étant donné un

graphe temporel, l’idée est de créer des représentations latentes de ses nœuds à différents

moments du déroulement de son historique. Dans ce cadre, deux approches différentes

ont été conçues et sont exposées dans ce chapitre. La première méthode (i.e. GeoEmb),

présentant des limites critiques, n’a pas été concluante. La deuxième méthode, en partie

inspirée de l’état de l’art, s’avère être efficace pour certaines tâches d’inférence.

2.1 GeoEmb : une méthode géométrique exhaustive

La première approche de représentation conçue (GeoEmb) est une méthode géométrique,

déterministe et bijective. En ce sens, cette méthode est assimilable à une retranscription

de la donnée en entrée dans le format souhaité, à savoir une représentation vectorielle

dans un espace latent multidimensionnel.

Il s’agit d’un plongement dans un espace vectoriel latent conservant le plus possible les

relations entre individus du graphe temporel en entrée. Plus concrètement, à chaque in-

stant de l’historique d’interactions, chaque nœud du graphe en entrée est représenté sous

la forme d’un vecteur multidimensionnel ; un instantané du graphe est donc représenté

sous la forme d’une matrice (la ième ligne contient les coordonnées du ième nœud).

Les vecteurs associés respectivement à deux nœuds sont proches (selon une métrique

géométrique à définir) d’autant plus que leur interaction mutuelle est forte : le respect

de ce principe garantit la conservation de la notion de localité propre à une représentation

6



Vers une Nouvelle Représentation des Graphes Temporels 7

sous forme de graphe. Ainsi, nous ne parlons plus de poids d’un lien ou d’absence de

lien entre les nœuds comme dans le cas d’un graphe, mais plutôt de distance entre les

embeddings.

De nombreuses approches de l’état de l’art traitent du sujet de la représentation des

nœuds de graphes sous formes vectorielles. Ces méthodes sont communément appelées

méthodes d’embedding de graphes et couvrent les cas des graphes statiques [2–11] ou

temporels [12–17] (un état de l’art plus détaillé est présenté dans la section 2.2.1).

Néanmoins, la méthode GeoEmb présente d’importantes différences avec les approches

de l’état de l’art. En effet, les algorithmes d’embedding de graphes temporels gèrent des

pas de temps (i.e. tranches temporelles de l’historique des interactions entre les nœuds)

agrégés. Cela signifie que les interactions datées sont d’abord regroupées en un nombre

réduit de pas de temps, puis les embeddings des nœuds sont construits pour chaque pas

de temps. En d’autres termes, avec les méthodes d’embedding temporelles de l’état de

l’art, il est impossible de construire des embedding à la granularité temporelle la plus

fine (i.e. à chaque nouvelle interaction). De plus, les différentes méthodes de l’état de

l’art incluent une phase inhérente de réduction de la dimension : l’idée est de construire

des embeddings dans un espace latent à dimension réduite (généralement <100) gardant

uniquement l’information pertinente. Néanmoins, cela se fait forcément au prix d’une

perte de l’information contenue dans les données en entrée.

À l’inverse, l’idée avec GeoEmb est de construire des embeddings exhaustifs dans le sens

où la donnée en entrée est entièrement conservée. Au niveau temporel, cela se traduit

par une mise à jour des embeddings à chaque interaction. Au niveau spatial, GeoEmb

construit des embeddings dans un espace latent à dimension suffisamment grande pour

contenir toute l’information en entrée. Éventuellement, une phase de réduction de la

dimension peut être appliquée (en post-traitement) sur les embeddings construits en

sortie de GeoEmb.

2.1.1 Initialisation et dimension d’embedding

D’abord, nous assumons qu’au tout premier instant de l’historique d’interactions, les

nœuds n’ont pas de liens les uns avec les autres (dû au fait que les interactions n’ont pas

encore eu lieu). Dans la représentation vectorielle, cela se traduit par une équidistance

entre les embeddings. Cela implique une dimension minimale de l’espace vectoriel latent

de représentation. Par exemple, il est impossible d’avoir 4 points équidistants les uns des

autres dans un espace à dimension inférieure ou égale à 2 (par exemple dans le plan), la

figure géométrique correspondant à une telle configuration étant une figure qui s’inscrit

dans un volume, à savoir un tétraèdre régulier (cf. figure 2.1).
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Figure 2.1: Tétraèdre régulier : 4 points équidistants les uns des autres s’inscrivent
dans un espace de dimension ≥ 3.

D’une manière générale, la dimension minimale pour une représentation vectorielle

équidistante pour N points (p1, p2, . . . , pN ) est de N − 1. Par exemple, si la métrique

choisie pour les distances entre les embeddings est la distance linéaire, une possible

configuration des embeddings d’initialisation est :

p1 = (0, 0, 0, ..., 0)

p2 = (1, 0, 0, ..., 0)

p3 = (
1

2
,

√
3

2
, 0, ..., 0)

...

pN = (
α1

2
,
α2

3
,
α3

4
, ...,

αN−2

N − 1
, αN−1)

(2.1)

avec αi =
√

i+1
2i . Ce résultat peut être déduit à partir de l’égalité : α2

i = i2−1
i2

α2
i−1. La

démonstration est fournie en annexe A.

La matrice d’initialisation Mt=0 peut donc être exprimée comme suit :

Mt=0 =



0 0 0 0 ... 0 0

1 0 0 0 ... 0 0
1
2

√
3
2 0 0 ... 0 0

1
2

√
3
6

√
2√
3

0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...
α1
2

α2
3

α3
4

α4
5 ... αN−2 0

α1
2

α2
3

α3
4

α4
5 ...

αN−2

N−1 αN−1


(2.2)

À signaler que la dimension minimale de représentation ne concerne pas uniquement

l’initialisation : N points sont à priori représentables dans un espace de dimension N−1

(sauf dans le cas de points alignés, co-planaires, co-volumiques, ..., co-hyperplanaires).
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Cela étant dit, nous remarquons que cette expression présente certaines difficultés

de manipulation. En effet, les composants des vecteurs tendent à s’annuler avec

l’agrandissement de N :

lim
i→∞

αi

i+ 1
= 0 (2.3)

Moyennant l’ajout d’une dimension, nous pouvons formuler les embeddings

(p1, p2, . . . , pN ) ainsi que la matrice Mt=0 de manière plus simple et plus intuitive :

p1 = (1, 0, ..., 0)

p2 = (0, 1, ..., 0)

...

pN = (0, 0, ..., 1)

(2.4)

et

Mt=0 = IN =


1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

 (2.5)

Cela revient à un encodage one-hot pour les embeddings d’initialisation.

2.1.2 Dynamique temporelle des embeddings

Afin d’illustrer l’évolution du réseau induite par les interactions entre les nœuds, nous

parcourons le déroulement de l’historique des interactions en les considérant une à une.

Chaque interaction conduit à un rapprochement entre les représentations des nœuds con-

cernés, à savoir ceux qui interagissent, mais également ceux qui se trouvent à proximité

de ces derniers : deux nœuds n’interagissant pas directement, mais partageant un nœud

voisin commun devraient se retrouver relativement proches dans leurs représentations

vectorielles. L’idée est donc d’opérer une transformation impactant l’espace vectoriel

pour rapprocher les régions latentes impliquées dans les interactions. Dépendamment

de la métrique de distance considérée, ce rapprochement est opéré via une expression

mathématique différente.

2.1.2.1 Rapprochement linéaire

La première métrique de distance envisagée est celle de la distance linéaire :

dist(ni, nj) = ∥pi − pj∥ (2.6)
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où dist(ni, nj) représente la distance entre deux nœuds ni et nj , et pi (respectivement

pj) représente le vecteur d’embedding de ni (respectivement nj) dans l’espace latent.

Comme évoqué précédemment, une interaction entre 2 nœuds ni et nj est censée rap-

procher leurs embeddings, mais également ceux des autres nœuds d’autant plus forte-

ment qu’ils sont proches de ni et/ou nj . La transformation imaginée répondant à ces

critères peut être formulée comme suit : pour une interaction entre ni et nj , la projec-

tion orthogonale de Pk (point d’embedding correspondant à un nœud nk) sur la droite

(Pi,Pj) se rapproche du milieu du segment [Pi, Pj ] d’un facteur ρ, avec 0 <ρ <1 (cf.

figure 2.2).

Figure 2.2: Effets du rapprochement linéaire impliqué par l’interaction entre
ni et nj .

Cette transformation peut être exprimée comme suit :

−−→
OP ′

k =
−−→
OPk + ρ ·

−−→
OPk ·

−−−−→
Mi,jPi∥∥∥−−−−→Mi,jPi

∥∥∥2 ·
−−−−→
Mi,jPi (2.7)

où O est l’origine du référentiel, Mi,j le milieu du segment [Pi, Pj ] et P ′
k est le point

d’embedding du nœud nk à l’issue de l’interaction entre ni et nj .

Bien que cette transformation corresponde dans les grandes lignes aux contraintes fixées,

elle pose néanmoins un problème. En effet, considérons le cas où la toute première inter-

action de l’historique concerne 2 nœuds ni et nj , et regardons l’impact sur l’embedding

pk d’un nœud nk. Avant l’interaction, au vu de la matrice d’initialisation Mt=0, les

distances (deux à deux) entre les embeddings de ni, nj , nk sont égales à
√
2. Après

l’interaction, les distances transformées sont :
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∥∥∥−−→P ′
iP

′
j

∥∥∥ = ρ ·
√
2∥∥∥−−−→P ′

kP
′
i

∥∥∥ =
∥∥∥−−−→P ′

kP
′
j

∥∥∥ =

√
3 + ρ2

2

(2.8)

Nous constatons que les distances latentes entre les paires de nœuds (ni, nk) et (nj , nk)

sont impactées par l’interaction, bien que les nœuds ni et nk (ou nj et nk) n’aient pas

été en contact, que ce soit de manière directe (i.e. via une interaction ni ↔ nk) ou

indirecte (i.e. via une châıne d’interactions ni ↔ nx ↔ ...↔ ny ↔ nk). Il apparâıt donc

qu’une métrique de distance linéaire présente certains inconvénients.

2.1.2.2 Rapprochement angulaire

La deuxième métrique envisagée est celle de la distance angulaire :

dist(ni, nj) = |P̂iOPj | = arccos

 −−→
OPi ·

−−→
OPj∥∥∥−−→OPi

∥∥∥ · ∥∥∥−−→OPj

∥∥∥
 (2.9)

Nous pouvons remarquer que les normes des vecteurs d’embedding n’ont aucun impact

sur les distances. Par conséquent, nous choisissons de représenter les embeddings sous

forme de vecteurs unitaires :

∥∥∥−−→OPi

∥∥∥ = 1 (2.10)

Par la même, la formulation des distances s’en trouve simplifiée :

dist(ni, nj) = arccos
(−−→
OPi ·

−−→
OPj

)
(2.11)

De la même manière que celle adoptée pour la métrique linéaire, nous modélisons la

transformation à l’issue d’une interaction entre deux nœuds ni et nj comme suit : la

projection orthogonale de Pk (correspondant à un nœud nk) sur le plan formé par les

points {O,Pi, Pj} se rapproche angulairement de la bissectrice de l’angle |P̂iOPj | d’un
facteur ρ, avec 0 <ρ <1 (cf. figure 2.3).

Cette transformation peut être exprimée comme suit :
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Figure 2.3: Effets du rapprochement angulaire impliqué par l’interaction entre
ni et nj .

−−→
OP ′

k =
−−→
OPk +

∥∥∥∥−−−→OP⊥
k

∥∥∥∥ · cos
ρ · arccos

−−−→OP⊥
k ·
−−→
IJ∥∥∥∥−−−→OP⊥
k

∥∥∥

 · −−→IJ∥

+

∥∥∥∥−−−→OP⊥
k

∥∥∥∥ · sin
ρ · arcsin

−−−→OP⊥
k ·
−−→
IJ⊥∥∥∥−−−→OP⊥
k

∥∥∥

 · −−→IJ⊥

(2.12)

avec

−−→
IJ∥ =

−−→
PiPj∥∥∥−−→PiPj

∥∥∥
−−→
IJ⊥ =

−−→
OPi +

−−→
OPj∥∥∥−−→OPi +
−−→
OPj

∥∥∥

−−−→
OP⊥

k =


((−−→

OPi ·
−−→
OPk

)
−
(−−→
OPi ·

−−→
OPj

)
·
(−−→
OPj ·

−−→
OPk

))
·
−−→
OPi +((−−→

OPj ·
−−→
OPk

)
−
(−−→
OPi ·

−−→
OPj

)
·
(−−→
OPi ·

−−→
OPk

))
·
−−→
OPj


1−

(−−→
OPi ·

−−→
OPj

)2

(2.13)

Le vecteur
−−−→
OP⊥

k représente la projection orthogonale de Pk sur le plan formé par les

points {O,Pi, Pj}.

L’intérêt de cette transformation est que le changement des distances ne s’opère que

entre les paires de nœuds impactées par l’interaction. En d’autres termes, à l’issue

d’une interaction entre deux nœuds ni et nj , la distance entre les points d’embedding

Pu et Pv est diminuée uniquement si les nœuds nu et nv ont chacun interagi (directement

ou indirectement) avec ni et/ou nj . À l’inverse, un nœud n’ayant pas interagi avec ni

ou nj verra ses distances vis-à-vis des autres nœuds rester inchangées.
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2.1.3 Complexité des traitements, erreur cumulée et scalabilité

Un réseau d’interactions issu du monde réel comprend souvent des dizaines de milliers,

des centaines de milliers voire des millions de nœuds, et un nombre d’interaction du

même ordre de grandeur. Étant donné la modélisation d’embedding considérée, de

telles volumétries impliquent un nombre très important de calculs élémentaires. En

effet, à raison de N nœuds et de I interactions, le graphe temporel est représenté par

une séquence de I matrices carrées de taille N ×N . Chacune des matrices est calculée

à partir de celle qui la précède temporellement. Cela implique un total de (I − 1) ·N2

calculs de positions. Il est évident que le calcul des embeddings devient rapidement de

moins en moins scalable avec l’agrandissement de N et/ou de I.

De plus, la précision des valeurs calculées des vecteurs d’embedding est impactée par le

nombre d’interactions I. En effet, sous des langages de programmation Python ou R,

les nombres sont en général encodés en virgule flottante sur 53 bits. Cela implique que

la retranscription d’un nombre introduit une imprécision de l’ordre de 10−16. Cela pose

un problème de divergence de l’erreur lorsque plusieurs calculs sont enchainés les uns

à la suite des autres, comme c’est le cas pour la modélisation d’embedding considérée.

Empiriquement, nous constatons la perte d’approximativement un chiffre significatif

derrière la virgule pour le calcul de la mise à jour des embeddings suite à 87 interactions.

Il est donc nécessaire de pouvoir contrôler la précision à laquelle les calculs se font. Cela

est rendu possible par le recours à des librairies du type mpfr pour python et Rmpfr

pour R.

Néanmoins, le nombre important d’interactions dans un graphe temporel nécessite une

précision excessivement grande (avec des nombres encodés sur plus de 3000 bits quand

I > 105), ce qui ne semble pas être réalisable. Or, l’augmentation de la précision des

calculs se fait au détriment du temps de traitement. En conséquence, ce type d’approches

(i.e. contrôle de la précision via le recours à des librairies telles que mpfr ou Rmpfr) ne

suffit pas à résoudre le problème du cumul de l’erreur des calculs en pratique.

2.1.3.1 Sous-espaces d’embedding

Une autre manière de réduire la complexité des traitements (et par conséquent de dimin-

uer la précision nécessaire pour les traitements ainsi que le temps de traitement) est de

chercher des simplifications mathématiques à la formulation de la transformation qui a

lieu à l’issue d’une interaction. Certaines observations peuvent être utiles dans ce cadre.

Comme indiqué auparavant, pour la métrique de distance angulaire, seuls les nœuds

impactés par une interaction voient leurs embeddings changer à l’issue de celle-ci. Cela
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veut dire qu’il n’est pas nécessaire de calculer les embeddings des nœuds n’ayant jamais

interagi, de manière directe ou indirecte, avec les nœuds impliqués dans l’interaction

en question. Cela réduit considérablement la complexité globale des traitements, mais

pas suffisamment : en général, au bout d’un certain nombre d’interactions, la plupart

des nœuds du graphe sont reliés les uns aux autres directement ou indirectement (i.e.

le graphe ne contient plus qu’une seule composante connexe). À partir de ce stade, la

moindre interaction impacte chacun des embeddings des nœuds.

Il est néanmoins possible de pousser l’idée de restreindre les calculs aux nœuds im-

pactés par une interaction. Imaginons le cas d’un nœud na qui, durant tout l’historique,

n’interagit qu’avec un seul autre nœud nA. Il est alors possible de connâıtre la dis-

tance entre na et un nœud quelconque nB en se basant sur les distances dist(na, nA) et

dist(nA, nB) :

−−→
OPa ·

−−→
OPB =

(−−→
OPa ·

−−→
OPA

)
·
(−−→
OPA ·

−−→
OPB

)
(2.14)

Cela est dû au fait que, dans cette configuration, les plans {O,Pa, PA} et {O,PA, PB}
sont perpendiculaires. En se basant sur ce constat, imaginons le cas où, à un instant

donné de l’historique, deux ensembles de nœuds X = {nx
i } et Y = {ny

j} sont connectés
par un unique nœud nb (que nous appellerons nœud pont). C’est-à-dire qu’il n’y a eu

aucune interaction entre un nœud de X et un nœud de Y , mais que les nœuds de chacun

des deux ensembles ont pu interagir entre eux, ou avec le nœud pont nb. Alors de la

même manière, les 2 sous-espaces d’embedding des 2 ensembles de nœuds X
⋃
{nb} et

Y
⋃
{nb} sont perpendiculaires et vérifient, pour nx

i ∈ X et ny
j ∈ Y quelconques :

−−→
OP x

i ·
−−→
OP y

j =
(−−→
OP x

i ·
−−→
OPb

)
·
(−−→
OPb ·

−−→
OP y

j

)
(2.15)

Par conséquent, à l’issue d’une interaction impliquant des nœuds d’un des deux ensem-

bles, il n’est pas nécessaire d’opérer des calculs sur les nœuds de l’autre ensemble. Ce

type de simplifications est utile car les sous-graphes reliés par des nœuds ponts sont des

configurations courantes. Pour aller plus loin, il est théoriquement possible de généraliser

cette démarche en considérant le cas des sous-graphes reliés par 2 nœuds ponts ou plus.

Néanmoins, ce type de calculs est mathématiquement ardu et réduit l’intérêt de simpli-

fication de la démarche.
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2.1.4 Résultats et limites

À des fins d’évaluation, GeoEmb a été appliqué à un jeu de données de taille réduite. Il

s’agit d’une liste de co-publications datées entre les chercheurs d’une équipe de recherche

(DECIDE) de l’IMT Atlantique (cf. figure 2.4). Une co-publication est considérée

comme une interaction entre chercheurs.

Figure 2.4: Exemple d’un instantané d’embeddings des chercheurs de l’équipe de
recherche DECIDE. Les embeddings ont été soumis à une réduction de la dimension

en utilisant t-SNE [1]. Certains clusters retrouvés correspondraient bien à des
habitudes de co-publications au sein de DECIDE.

La limite principale de la méthode GeoEmb concerne la complexité des traitements.

Pour les raisons expliquées auparavant, GeoEmb est limité au traitement de graphes

de quelques centaines de nœuds et de quelques milliers d’interactions, et ce malgré

les simplifications rendues possibles en considérant des sous-espaces d’embedding. Par

conséquent, GeoEmb n’est généralement pas applicable aux graphes temporels issus de

données du monde réel.
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2.2 TemporalNode2vec : une méthode inspirée de l’état

de l’art

La deuxième méthode conçue, TemporalNode2vec (TN2V), s’inscrit dans la lignée des

approches de l’état de l’art. En effet, TN2V reprend le modèle [18], développé pour

l’embedding dynamique de corpus textuels, et l’adapte au cas des graphes temporels :

l’idée est de remplacer les phrases (séquences de mots) en entrée, par des séquences

de nœuds obtenues en recourant à des marches aléatoires à la manière de node2vec

(N2V) [6]. En ce sens, TN2V peut être considéré comme un cas d’étude du modèle [18]

appliqué aux graphes temporels. Ainsi, de manière similaire à [18], le principal apport

de TN2V réside dans la manière d’incorporer l’information temporelle : les embeddings

des différents pas de temps sont appris conjointement, améliorant ainsi les performances

des tâches de classification de nœuds. A noter que TN2V se distingue du modèle de

[18] non seulement au niveau du type de données en entrée (où l’on tire avantage de

la flexibilité offerte par N2V dans la conception des marches aléatoires), mais aussi lors

de l’initialisation des embeddings avant leur optimisation comme cela est explicité dans

la section 2.2.3.5. TN2V a fait l’objet d’un article [19] accepté à la 8ème édition de

la “ International Conference on Complex Networks and Their Applications ”et publié

dans ses proceedings.

2.2.1 État de l’art

Les dernières années ont vu émerger une multitude de travaux dédiés à l’extraction des

informations structurelles importantes des graphes, telles que les caractéristiques des

communautés ou encore les modèles de diffusion de l’information. Cependant, afin

de faciliter l’exploitation des données des graphes pour les modèles d’apprentissage

automatique en aval, une étape préliminaire élémentaire est celle de la construction

d’une représentation pertinente des nœuds et des arêtes. Les approches classiques

d’apprentissage automatique qui s’inscrivent dans ce cadre reposent sur des heuristiques

définies par l’utilisateur [20–22]. Néanmoins, ces méthodes sont chronophages en termes

d’ingénierie vu qu’elles ne sont pas data-driven. Par ailleurs, elles ne présentent pas

de garanties de performances pour des tâches de prédiction différentes de celles pour

lesquelles elles ont été conçues.

Plus récemment, les méthodes d’apprentissage de représentation [23] (i.e. les méthodes

d’embedding) ont gagné en popularité. Elles couvrent un large spectre de domaines de

la science des données allant du traitement d’images [24] et de vidéos [25] aux séries tem-

porelles [26]. Ces méthodes data-driven encodent les données dans une représentation
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générique, indépendante des tâches d’apprentissage automatique en aval. Elles sont

donc à considérer comme une étape de prétraitement. Les premières applications de

l’embedding de données se sont attachées à l’exploration de textes [27]. Compte tenu des

avantages de ces approches, elles ont été adaptées aux graphes, entre autres structures

de données. Certains de ces modèles se basent sur la factorisation de matrices (Laplacian

eigenmaps [2], GraRep [3], HOPE [4]) et d’autres techniques reprennent la notion des

marches aléatoires ([5–7]). Un autre type de méthodes utilise les avancées récentes en

apprentissage profond : les autoencodeurs pour DNGR [8], SDNE [9], ARGAE [28] et

les réseaux de neurones à convolution comme GCN [10].

Bien que les méthodes d’embedding de graphes aient été disruptives et se soient imposées

comme des références, la plupart d’entre elles se focalisent sur des graphes statiques où la

structure des nœuds et des arêtes demeure fixe dans le temps, éludant la dimension tem-

porelle qui reste fondamentale dans l’appréhension des phénomènes d’interaction. Par

exemple, la prédiction du churn est moins efficace sur des graphes statiques quand les

marqueurs de ce phénomène se produisent généralement dans le temps [29]. Cependant,

de récents travaux intégrant le temps commencent à émerger. Par exemple, [12, 13]

utilisent l’information temporelle disponible pour construire des embeddings globaux

(i.e. un embedding par nœud, sur toute la durée de l’historique) plus efficaces. En

l’occurrence, le problème que nous adressons est différent : l’objectif de l’embedding tem-

porel est d’obtenir une représentation d’un graphe à chaque pas de temps et à différentes

échelles. L’évolution locale des nœuds et des arêtes au fil du temps est capturée ainsi

que les changements des communautés à une échelle plus globale (Figure 2.5).

(a) Échelle locale (b) Échelle globale

Figure 2.5: Exemples d’évolutions temporelles d’un graphe aux échelles locale et
globale.

Une manière simpliste serait d’appliquer des méthodes d’embedding statiques aux
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différents pas de temps indépendamment les uns des autres. Certaines approches ap-

prennent séparément les embeddings des différents pas de temps puis recherchent une

transformation linéaire optimale à appliquer aux matrices en sortie, minimisant la dis-

tance entre les embeddings consécutifs dans le temps [30]. [14] adapte N2V aux cas

des graphes temporels : l’idée est d’apprendre la représentation d’un nœud à un pas de

temps donné en l’initialisant avec celle du pas de temps précédent. D’autres approches

adaptent de récentes techniques de deep-learning (les RNN pour [31], les GCN pour [32])

pour prendre en compte l’aspect dynamique pour l’apprentissage des représentations des

nœuds. D’autre part, des avancées ont été faites via une exploration sophistiquée des

voisinages des nœuds, en contraignant les marches aléatoires sur les clusters dans le cas

de [33], ou en précalculant des voisinages diffusion-based [34]. À noter qu’il existe une

multitude d’autres techniques adressant le problème d’embeddings de graphes temporels

[15–17, 35–38].

La plupart de ces méthodes peuvent être sensibles à la sparsité des données : par exem-

ple, un nœud qui n’interagit pas durant un pas de temps pourrait être plongé loin de

ses embeddings précédents et suivants. À l’inverse, les embeddings en sortie de TN2V

sont moins sensibles à la sparsité des interactions du fait du lissage temporel inhérent à

la méthode.

Enfin, il est opportun de signaler que la conception de TN2V a précédé les travaux de

l’état de l’art — adressant le problème de l’apprentissage de représentations d’un graphe

temporel — cités ci-dessus, exception faite de DynamicTriad [15] et dynnode2vec [14].

2.2.2 Définition du problème

Nous considérons un graphe temporel composé de N nœuds V = {v1, . . . , vN} connectés
par des interactions datées I = {ij,k,t} où ij,k,t représente une interaction entre vj et vk

à l’instant t. Le but de l’embedding temporel est de calculer un vecteur représentatif de

chaque nœud à chaque pas de temps.

Afin d’éviter les problèmes liés à la scalabilité rencontrés par le modèle GeoEmb et ex-

plicités en 2.1.4, la dimension temporelle est fragmentée en T pas de temps. Dans

le cadre de nos expérimentations, le découpage se fait de manière temporellement

régulière : les différents pas de temps couvrent des intervalles de temps de durées égales

(différentes stratégies de découpage temporel sont possibles, cf. 5.2.1). Dans chacun

d’entre eux, nous agrégeons les interactions entre les paires de nœuds, pour former des

arêtes pondérées (où les poids représentent le nombre d’interactions groupées). Cela

se traduit par une transformation du graphe temporel en entrée en une séquence de
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T graphes {G1, G2, . . . , GT } où Gt est le graphe pondéré non orienté représentant les

interactions du tème pas de temps.

Nous définissons l’embedding temporel des nœuds comme suit : étant donné une

séquence de graphes {G1, . . . , GT }, nous cherchons à apprendre pour chaque pas de

temps t (t ∈ [[1, T ]]) des fonctions de correspondance ft : V → Rd. Ici, d est la dimen-

sion d’embedding (d << N). La sortie attendue est un ensemble de T matrices de taille

N ×d où la tème matrice (désignée par Ut) contient les vecteurs d’embedding de tous les

nœuds au pas de temps t.

2.2.3 TemporalNode2vec

Comme mentionné précédemment, TemporalNode2vec est une adaptation du modèle

d’embedding dynamique de mots [18] au cas des graphes temporels. Concrètement,

moyennant une marche aléatoire, nous avons transformé la donnée en entrée (i.e.

séquence de graphes) en une donnée compatible avec l’application du modèle [18]. Par

conséquent, les briques constitutives de TemporalNode2vec décrites dans cette section

(à l’exception de 2.2.3.5) sont des rappels et des explications de notions exposées dans

[6] et [18].

2.2.3.1 Marches aléatoires

Le point de départ d’une partie des approches d’embedding de graphes est la trans-

position de techniques d’embedding de mots, ayant prouvé par ailleurs leur efficacité

en termes de qualité d’inférence par rapport aux travaux précédents. Généralement,

cette adaptation est rendue possible en transformant les données des graphes en phrases

de nœuds. DeepWalk (DW) [5] a apporté une méthode permettant de construire ces

séquences de nœuds appelées walks, inspirée des premières applications de marches

aléatoires [39]. L’idée est de simuler une marche probabiliste sur les nœuds d’un graphe

à travers ses arêtes (non)orientées (non)pondérées. Node2vec (N2V) [6] étend les pos-

sibilités des marches aléatoires en offrant plus de flexibilité dans la manière dont les

voisinages des nœuds sont explorés, en privilégiant l’exploration locale (breadth-first

sampling ou BFS) ou la découverte de macro-structures (depth-first sampling ou DFS).

Cette flexibilité, rendue possible grâce à l’ajout de deux hyperparamètres variables, per-

met d’améliorer la qualité des embeddings. Dans TN2V, nous construisons nos marches

aléatoires de la même manière. Cela signifie que, étant donné une séquence de graphes

temporels {G1, . . . , GT }, nous constituons T ensembles de marches aléatoires. Nous

obtenons alors T ×M × N séquences de nœuds de longueur l, où M est le nombre de

marches partant de chaque nœud.
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2.2.3.2 Les matrices PPMI

Comme mentionné précédemment, la notion de localité propre à une représentation

sous forme de graphe est un aspect important que les vecteurs d’embedding doivent

conserver. Il est possible de capturer les structures de voisinage des nœuds en utilisant

des statistiques sur les fréquences auxquelles les nœuds co-apparaissent dans l’ensemble

des marches aléatoires considérées [8]. Nous définissons la matrice PPMI (positive

pointwise mutual information) comme suit :

∀(v1, v2 ̸= v1, t) ∈ V 2 × [[1, T ]] :

PPMI(v1, v2)t = max (0, PMI(v1, v2)t)

= max

(
0, log

(
θ
|v1, v2|wt ·N
|v1|t · |v2|t

)) (2.16)

où |v1, v2|wt est le nombre de fois où v1 et v2 co-apparaissent dans l’ensemble des marches

aléatoires de Gt sur une fenêtre glissante de taille w (i.e. le nombre de fois où les 2 nœuds

apparaissent ensemble dans une marche aléatoire en étant espacés d’au plus w− 1 pas),

|vi|t est le nombre d’occurrences de vi dans l’ensemble des marches de Gt, et θ est un

hyperparamètre réglable. Les matrices PPMI peuvent être considérées comme des ma-

trices temporelles des similarités entre les nœuds. D’autre part, il convient de mentionner

que nous utilisons des matrices positive PMI afin de réduire l’instabilité des entrées des

matrices PMI : les valeurs log
(
θ

|v1, v2|wt ·N
|v1|t×|v2|t

)
peuvent produire des valeurs largement

négatives, assimilables à une co-apparition nulle ou quasi nulle. L’hyperparamètre θ

contrôle le compromis entre la stabilité des entrées PMI et une rare co-apparition.

Cette manière de borner les matrices PMI est également utilisée dans [40].

2.2.3.3 Termes de la fonction objectif

L’idée principale de plusieurs modèles d’embedding de graphes statiques [3–6, 41] est

d’apprendre des matrices Ut satisfaisant :

u1(t)
T · u2(t) ≃ PPMI(v1, v2)t (2.17)

où ui(t) est le vecteur d’embedding de vi au pas de temps t. N2V utilise conjointe-

ment différentes techniques (CBOW ou skip-gram, negative sampling) pour satisfaire

implicitement (2.17). Dans le cas de l’embedding de mots, [40] observe que cela est

équivalent à la factorisation low-rank des matrices PMI décalée d’une constante (θ

dans l’équation 2.16). Par conséquent, le terme statique LSt de la fonction objectif peut
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être formulé comme suit :

LSt =

T∑
t=1

∥∥PPMIt − Ut U
T
t

∥∥2
F

(2.18)

Un important verrou de l’apprentissage des embeddings d’un graphe temporel est appelé

l’alignement : les vecteurs d’embedding des différents pas de temps ne s’inscrivent a

priori pas dans le même espace latent. Par exemple, LSt est invariant par rapport aux

différentes rotations et réflexions des matrices Ut :

LSt = LSt(U1, . . . , UT )

= LSt(U1 R1, . . . , UT RT )
(2.19)

où Rt ∈ O(d) et O(d) est le groupe orthogonal (i.e. le groupe des rotations/réflexions)

de dimension d. Il est donc nécessaire d’ajouter un terme de lissage LSm à notre fonction

objectif :

LSm =

T∑
t=2

∥Ut − Ut−1∥2F (2.20)

Après l’ajout d’un dernier terme pénalisant les larges valeurs (low-rank data fidelity)

comme adopté dans [18, 42], la fonction objectif finale à minimiser s’exprime comme

suit :

L = LSt + τ LSm + λ LLR

=

T∑
t=1

∥∥PPMIt − Ut U
T
t

∥∥2
F
+ τ

T∑
t=2

∥Ut − Ut−1∥2F + λ

T∑
t=1

∥Ut∥2F
(2.21)

2.2.3.4 Optimisation de la fonction objectif

Les graphes temporels issus du monde réél contiennent généralement des dizaines de

milliers de nœuds, voire plus. Cela signifie que les matrices PPMI peuvent ne pas tenir

en mémoire, bien qu’elles soient éparses. Par conséquent, il est judicieux de procéder à

des simplifications de la fonction objectif avant de chercher à la minimiser. De la même

manière que [18], nous introduisons des matrices Wt et un hyperparamètre γ pour casser

la symétrie de la factorisation PPMI. Ainsi, nous pouvons écrire notre fonction objectif

modifiée comme suit :

T∑
t=1

∥∥PPMIt − Ut W
T
t

∥∥2
F

+ λ

T∑
t=1

∥Ut∥2F + λ

T∑
t=1

∥Wt∥2F

+ τ

T∑
t=2

∥Ut − Ut−1∥2F + τ

T∑
t=2

∥Wt − Wt−1∥2F + γ

T∑
t=1

∥Ut − Wt∥2F

(2.22)
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La minimisation de (2.22) pour Ut (ou pour Wt) peut alors simplement être réalisée

par annulation du gradient. Concrètement, l’objectif est de minimiser l’expression

Ut ·A = B relativement à Ut, avec :

A = W T
t Wt + (λ+ 2τ + γ) I

B = PPMIt Wt + γ Wt + τ (Ut−1 + Ut+1)
(2.23)

pour t ∈ [[2, T − 1]] et avec des constantes ajustées dans le cas de t ∈ {0, T}. Afin de

gérer le cas des matrices PPMI de grande taille, nous utilisons l’algorithme de descente

de coordonnées par blocs (block coordinate descent) afin de résoudre Ut · A = B. Ce

faisant, à chaque itération, seuls des blocs de PPMIt sont chargés en mémoire et seuls

des blocs de Ut (et alternativement de Wt) sont mis à jour.

2.2.3.5 Initialisation des embeddings temporels

Comme mentionné précédemment, les matrices PPMI peuvent être vues comme des

matrices de similarités entre les paires de nœuds. Elles peuvent donc être utilisées pour

l’initialisation des embeddings pour accélérer la convergence de l’étape de minimisation

de la fonction objectif. Pour t ∈ [[1, T ]], nous initialisons Ut et Wt en récupérant certaines

des lignes de PPMIt. Nous choisissons les d lignes qui maximisent la variance après

normalisation (en norme L1) : une variance élevée signifie une meilleure discrimination

entre les nœuds.

Algorithme 1: TemporalNode2vec

Données en entrée: ({G1, . . . , GT }, V, d, l, w, p, q, θ, λ, γ, τ, iter)
pour t← [[1, T ]] faire

marches = simulerMarches(Gt, l, p, q);
PPMIt = calculerPPMI(marches, w, θ) ;

fin
{U1, . . . , UT , W1, . . . , WT } = initialiser(PPMI, d);
pour i← [[1, iter]] faire

pour t← [[1, T ]] faire
pour b← batch(V ) faire

Ut[b] = mettreAJour(Wt[b], λ, γ, τ, PPMIt);
Wt[b] = mettreAJour(Ut[b], λ, γ, τ, PPMIt);

fin

fin

fin
retourner {U1, . . . , UT }
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2.2.4 Expérimentations

2.2.4.1 Méthodes de référence

Comme mentionné précédemment, TN2V a plusieurs hyperparamètres :

{l, w, p, q, θ, λ, γ, τ}. Il est donc difficile d’établir un jeu de valeurs pour cha-

cun des hyperparamètres et de tester toutes les combinaisons possibles selon une

grid-search. Pour contourner ce problème, nous choisissons de rechercher les paramètres

optimaux un par un, en fixant les autres (des stratégies plus élaborées pour le tuning

des hyperparamètres sont évoquées en 2.4.2.1). Le tableau 2.1 résume les valeurs

testées.

Paramètre Valeurs testées

l {20, 40, 60, 80}
w {4, 7, 10, 13, 16}
p {0.2, 0.5, 1, 2, 5}
q {0.2, 0.5, 1, 2, 5}
θ {0.05, 0.25, 1, 4, 20}
λ {0, 0.1, 0.3, 1, 3, 10}
γ {0.1, 0.3, 1, 3, 10}
τ {0, 0.1, 0.3, 1, 3, 10}

Tableau 2.1: Valeurs testées pour les différents hyperparamètres de TN2V.

Pour évaluer les performances de TN2V, nous considérons 3 méthodes de référence de

l’état de l’art. Il est opportun de signaler, comme mentionné auparavant, que les travaux

de conception de TN2V et de l’évaluation de ses performances ont précédé la majorité

des approches d’embedding temporel de l’état de l’art.

• DeepWalk (DW) [5] : il s’agit de l’une des premières méthodes d’apprentissage

de représentations des nœuds d’un graphe statique inspirée du traitement au-

tomatique du language et utilisant des marches aléatoires sur les arêtes. DW a

deux hyperparamètres : la longueur de la marche l et la taille de la fenêtre de

co-apparition w. Pour nos expérimentations, nous testons une grid-search selon

(l, w) ∈ {20, 40, 60, 80} × {4, 8, 12, 16}.

• Node2vec (N2V) [6] : N2V étend DW et permet plus de flexibilité quant

à la découverte du voisinage des nœuds en ajoutant deux hyperparamètres :

le paramètre de retour (return) p et le paramètre d’entrée-sortie (in-out) q.

Pour nos expérimentations, nous gardons les valeurs de l et w donnant les

meilleures performances dans les tests de DW, et effectuons une grid-search selon

(p, q) ∈ {0.5, 1, 1.5, 2, 5}2.
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• DynamicTriad (DT) [15] : DynamicTriad (DT) est une approche d’embedding

de graphes temporels qui porte sur la façon dont les triades de nœuds se ferment,

i.e. comment une paire de nœuds partageant un nœud voisin commun peut se

connecter via une arête aux pas de temps suivants. Cette méthode a deux hyper-

paramètres : le poids de fermeture de triades β0 et le paramètre de lissage temporel

β1. Pour nos expérimentations de comparaison, nous nous référons aux jeux de

paramètres préconisés par les auteurs de DT et considérons donc une grid-search

selon (β0, β1) ∈ {0.01, 0.1, 1, 10}2.

En ce qui concerne la dimension d’embedding, nous choisissons d = 48 pour des raisons

d’espace mémoire. Des valeurs plus petites de d sont testées dans la section 2.2.5.

2.2.4.2 Jeux de données

Afin de comparer les performances des différents modèles d’embedding, nous avons

récolté 3 jeux de données issus du monde réel. Ces jeux de données doivent répondre à

certains critères. D’abord, il doit s’agir de séquences de graphes datés. Par ailleurs, les

jeux de données doivent inclure des métadonnées correspondant à la vérité de terrain de

l’appartenance des nœuds à des communautés, à chaque pas de temps. Une partie de

l’évaluation des différents modèles consiste à découvrir à quel point les embeddings en

sortie préservent ces communautés.

• AMiner : Ce jeu de données1 se compose de 51k chercheurs et de 624k relations de

co-publication. Il se divise en 17 graphes pondérés datés, où un poids représente

le nombre de co-publications communes entre une paire de chercheurs au cours

d’un pas de temps. Étant donné que les articles sont publiés dans des conférences

traitant de différents domaines de recherche, il est possible d’attribuer des labels

aux auteurs : à chaque pas de temps, nous supposons qu’un chercheur appartient à

une communauté (i.e. un domaine de recherche) si la majorité de ses articles sont

publiés dans des conférences connexes. D’autre part, pour les expérimentations

ayant trait à l’analyse de la dimension d’embedding, nous extrayons de ce jeu de

données 3 échantillons de tailles différentes SmpA, SmpB et SmpC (cf. tableau

2.2).

• Yelp : Ce jeu de données est un extrait du Yelp Challenge Dataset2. Il re-

trace les commentaires d’internautes sur des commerces (tels que des restaurants

et des centres commerciaux). Nous considérons les utilisateurs et les commerces

1Nous utilisons la version dérivée d’ArnetMiner [43] extraite par [15].
2https://www.yelp.com/dataset/challenge
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comme étant les nœuds du graphe temporel et les commentaires comme des arêtes.

Les commerces sont classées par catégories (nous considérons uniquement les huit

catégories les plus représentées). Comme les catégories de commerces ne changent

pas au fil du temps (communautés statiques), nous attribuons des labels aux util-

isateurs : à chaque pas de temps, un utilisateur est supposé appartenir à une

catégorie si la majorité de ses commentaires sont postés sur des commerces liés à

cette catégorie. Enfin, le graphe temporel est fragmenté en une séquence de 17

graphes avec un total de 744k arêtes entre 38k nœuds.

• Tmall : Ce jeu de données est un extrait des ventes sur Tmall.com3 6 mois avant

l’événement ”Double 11 Day” en 2014. Il reprend les interactions des acheteurs

avec des produits (i.e. les clics sur la page du produit, l’ajout au panier, l’achat

ou l’ajout aux favoris). Les produits sont associés à des catégories. Pour nos

expérimentations, nous ne considérons que les cinq catégories les plus représentées.

Nous attribuons des labels aux utilisateurs comme décrit pour le jeu de données

Yelp. Nous obtenons un graphe temporel divisé en 10 graphes datés, composé de

2,9M d’arêtes entre 27k nœuds.

Jeu de données nœuds arêtes pas de temps

AMiner 51 060 624 381

17
SmpA 16 546 12 826
SmpB 9 244 5 884
SmpC 2 300 1 230

Yelp 38 475 744 195 17

Tmall 27 039 2 976 392 10

Tableau 2.2: Les différents jeux de données et leurs échantillons considérés dans les
expérimentations d’évaluation des modèles d’embedding.

2.2.4.3 Tâches d’inférence

Nous comparons notre approche avec les méthodes de référence en exécutant différentes

tâches d’inférence sur la base de leurs embeddings respectifs, par rapport à la métrique

du F1 score. L’idée est que de bons scores d’inférence devraient refléter des embeddings

plus pertinents et plus fidèles à la donnée en entrée et, par voie de conséquence, un modèle

d’embedding plus performant. Les tâches d’inférence suivantes ont été expérimentées :

• Classification de nœuds (nc) : un classifieur (régression logistique) est entrainé

sur les embeddings des nœuds afin de prédire leurs labels. Cette opération est

3https://tianchi.aliyun.com/competition/entrance/231576/information
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réalisée sur les différents pas de temps indépendamment les uns des autres. Pour

les 3 jeux de données considérés, 5k paires {embedding, label} constituent le jeu

d’entrainement, choisies aléatoirement sur tous les embeddings des nœuds aux

différents pas de temps. Les scores d’évaluation sont mesurés sur le jeu de test, à

savoir toutes les autres paires {embedding, label}.

• Prédiction de classe de nœuds (np) : cette tâche est similaire à la classification de

nœuds, à la différence que nous nous basons sur l’embedding courant d’un nœud

pour prédire son label au pas de temps suivant.

• Reconstruction de liens (er) : pour cette tâche, l’objectif est de déterminer si une

arête existe entre une paire de nœuds, étant donné la distance euclidienne entre

leurs embeddings. Le modèle de classification binaire employé est une régression

logistique et chaque pas de temps est examiné indépendamment des autres. Pour

tous les jeux de données considérés, le jeu d’entrainement est constitué en choisis-

sant aléatoirement (vis-à-vis de i, j et t) 10k paires de la forme {embeddings de

ni et de nj en t, booléen d’existence d’une arête entre ni et nj en t}. Les scores

d’évaluation sont mesurés sur le jeu de test, à savoir toutes les autres paires non

comprises dans le jeu d’entrainement.

• Prédiction de liens (ep) : de même que pour la reconstruction de liens, l’objectif

pour cette tâche est de déterminer si une paire de nœuds est connectée par une

arête à un pas de temps, en se basant sur la distance entre leurs deux embeddings

au pas de temps précédent.

2.2.4.4 Résultats de comparaison

Le tableau 2.3 détaille les résultats comparatifs entre les différentes méthodes con-

sidérées. Il en ressort que TN2V présente des performances meilleures que les autres

modèles pour les tâches liées à la classification des nœuds (jusqu’à 14,2% en F1 score).

Cela signifie que le fait d’apprendre les représentations de différents pas de temps de

concert peut améliorer les performances globales. Cela pourrait être dû au fait que

nous forçons la continuité temporelle des embeddings. D’autre part, TN2V est moins

efficace dans les tâches d’inférence liées aux arêtes4. Nous interprétons ces résultats

comme suit : TN2V capture les structures temporelles globales plutôt que les structures

locales. En effet, les tâches de reconstruction/prédiction d’arêtes portent sur les paires

de nœuds indépendamment du reste du graphe, tandis que les tâches de classification

4Une optimisation plus fine des hyperparamètres (p et q en particulier) pourrait améliorer les scores
des tâches de reconstruiction et prédiction d’arêtes (cf. section 2.4.2.1).
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évaluent la possibilité de l’appartenance d’un nœud à des macro-structures (les com-

munautés). TN2V semble donc être plus approprié pour détecter les communautés et

capturer leur évolution. En ce qui concerne l’efficacité de DT en prédiction d’arêtes,

cela peut s’expliquer par l’idée principale de la méthode : DT porte sur la dynamique

des arêtes, plus particulièrement sur le processus d’ouverture/fermeture des triades aux

pas de temps suivants. Enfin, il est intéressant de noter les bonnes performances de

N2V pour la tâche de reconstruction d’arêtes. Cette spécificité peut trouver son expli-

cation dans le fait que cette tâche d’inférence est agnostique à la dimension temporelle :

l’information permettant de statuer sur la présence ou l’absence d’une arête entre 2

nœuds provient des embeddings du seul pas de temps courant, minimisant ainsi l’apport

qu’une méthode temporelle peut avoir.

Jeu de données Modèle nc np er ep

AMiner

DW 0.698 0.673 0.926 0.758
N2V 0.770 0.758 0.984 0.806
DT 0.744 0.740 0.924 0.873

TN2V 0.890 0.852 0.861 0.749

Yelp

DW 0.298 0.254 0.945 0.757
N2V 0.297 0.261 0.988 0.796
DT 0.256 0.247 0.937 0.916

TN2V 0.315 0.281 0.932 0.811

Tmall

DW 0.944 0.688 0.848 0.688
N2V 0.965 0.700 0.913 0.728
DT 0.563 0.533 0.778 0.733

TN2V 0.966 0.773 0.773 0.680

Tableau 2.3: Scores des modèles.

2.2.4.5 Visualisation des embeddings

La figure 2.6 montre un exemple de projection sur un plan des embeddings d’un pas de

temps sur AMiner, suite à une réduction de la dimensionnalité via t-SNE [1]. Ne sont

considérés que les trois domaines de recherche les plus représentés (computer architec-

ture, data mining et computing theory). Globalement, nous pouvons observer que les

embeddings se regroupent selon leurs labels. D’autre part, la région au centre du plan

concentre des embeddings de nœuds appartenant à plusieurs communautés : cela peut

être expliqué par les effets de bord introduits par t-SNE du fait de la perte d’information

induite par la réduction de la dimension inhérente à t-SNE.
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Figure 2.6: Exemple d’embeddings de TN2V sur un pas de temps (le 13ème) du jeu
de données AMiner. La dimension a été réduite à 2 en utilisant t-SNE.

2.2.4.6 Influence des hyperparamètres

Il est intéressant d’étudier l’influence que peut avoir chacun des hyperparamètres de

TN2V sur les performances globales des tâches d’inférence, et donc sur la fiabilité des

embeddings temporels. D’après la figure 2.7, nous pouvons remarquer que les paramètres

les plus impactants sont q (le paramètre d’entrée-sortie de la marche aléatoire) et θ (le

paramètre de compromis stabilité PMI / rare co-apparition). Dans le cas de q, ce con-

stat signifie que la manière d’explorer les voisinages des nœuds lors de la construction

des marches aléatoires revêt une importance primordiale pour la consistance des embed-

dings. La forte influence de la valeur de θ traduit quant à elle le caractère essentiel du

compromis entre, d’un coté, la précision de la mesure des co-apparitions des paires de

noeuds dans les marches aléatoires, et de l’autre, une variance raisonnable des valeurs

dans les matrices PPMI.

Par ailleurs, nous pouvons relever deux observations intéressantes.

• D’abord, plus grande est la valeur de la taille de fenêtre de co-apparition w

meilleurs sont les embeddings. Cela peut confirmer l’idée que TN2V est plus

à même d’identifier et caractériser les structures temporelles globales. En effet,

quand la taille de la fenêtre est grande, les voisinages des nœuds ne sont pas

restreints à leurs entourages immédiats.

• La seconde observation concerne la longueur de la marche aléatoire l. Nous pou-

vons remarquer que de plus petites marches conduisent à des embeddings plus
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performants. Cela peut potentiellement s’expliquer par le fait que de courtes

marches produisent des séquences plus équilibrées. Par exemple, si nous imag-

inons une région dense du graphe de départ (dense en termes d’arêtes et de poids

associés), une longue marche aléatoire peut y être piégée. Inversement, les régions

les moins denses du graphe peuvent être relativement sous-représentées sur une

longue marche aléatoire.

Figure 2.7: Analyse de l’effet des hyperparamètres de TN2V sur la classification de
nœuds (nc), la prédiction de classes de nœuds (np), la reconstruction d’arêtes (er) et

la prédiction d’arêtes (ep).

2.2.4.7 Alignement temporel des embeddings

L’alignement est une notion importante de l’embedding de graphes temporels. Par exem-

ple, c’est une notion nécessaire pour visualiser correctement une séquence d’embeddings :

la position des nœuds ne doit pas être volatile d’un pas de temps à un autre. Afin de

mettre à l’épreuve les différentes méthodes vis-à-vis de l’alignement, les embeddings sont

soumis à un test consistant à prédire le changement de classe des nœuds, sur la base du

déplacement des embeddings sur deux pas de temps consécutifs.

En effet, les communautés constituant la vérité de terrain des jeux de données en entrée

ont une signification sémantique que nous pouvons raisonnablement supposer être stable

au cours du temps (les domaines de recherche pour AMiner, les catégories de produits et

de commerces pour Yelp et TMall respectivement). Par conséquent, si l’alignement est

respecté, les emplacements des communautés dans l’espace latent d’embedding devraient

également être stables, ou du moins continus. Ainsi, pour les méthodes produisant des

embeddings bien alignés, la trajectoire d’un nœud dans l’espace d’embedding contient

une information sur sa communauté aux pas de temps suivants. Cela signifie que le
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déplacement d’un nœud (la norme du vecteur de différence entre ses embeddings à deux

pas de temps consécutifs) devrait être un bon indicateur sur son potentiel changement

de communauté dans le cas d’embeddings bien alignés.

Le tableau 2.4 montre les résultats de cette expérimentation. Nous remarquons que,

exception faite du dataset Yelp, TN2V produit des embeddings plus alignés que les

autres méthodes. Cela peut trouver son explication dans le fait que les embeddings sont

lissés temporellement (cf. équation 2.20). D’autre part, et sur une note plus globale,

il n’est pas surprenant de constater que les embeddings des méthodes temporelles sont

plus alignés que ceux des méthodes statiques.

Modèle AMiner Yelp Tmall

DW 0.489 0.404 0.407
N2V 0.483 0.411 0.431
DT 0.528 0.481 0.499

TN2V 0.544 0.461 0.568

Tableau 2.4: F1 score de la prédiction du changement de classe d’un nœud en se
basant sur son déplacement latent entre deux pas de temps consécutifs.

Le chapitre 4 est consacré à l’alignement temporel des embeddings. Les décalages

temporels des espaces latents consécutifs sont qualifiés et quantifiés. L’impact des

désalignements est également analysé.

2.2.5 Dimension d’embedding

La dimension de l’espace latent cible est un hyperparamètre important : la qualité

d’un modèle d’embedding réside dans les performances d’inférence, mais aussi dans

l’efficacité du processus de réduction de la dimension. Afin d’évaluer TN2V vis-à-vis

de cet aspect, nous étudions l’influence de ce paramètre pour les différentes méthodes

considérées pour la tâche de classification de nœuds. La figure 2.8 montre les résultats

de cette expérimentation pour AMiner : alors que TN2V permet d’obtenir de bonnes

performances avec un nombre limité de features (à partir de d = 10), les autres ap-

proches nécessitent une dimension d’embedding conséquente et sont instables lorsque la

dimension augmente.

De plus, nous notons une sorte de saturation concernant la dimension d’embedding :

il semble que 20 features soient suffisantes pour caractériser un nœud. Cette valeur

(d = 20) pourrait correspondre à la dimension latente intrinsèque du graphe tem-

porel, c’est-à-dire la dimension minimale d’un espace latent capable de capturer toute

l’information structurelle présente dans le graphe. Elle est liée à la nature des données

en entrée et ne dépend pas de leur taille (en nombre de nœuds/arêtes) [44]. Pour con-

firmer cette idée, nous réalisons une expérimentation complémentaire. La figure 2.9
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Figure 2.8: Efficacité du processus de réduction de la dimension pour les différents
modèles d’embedding sur AMiner.

montre l’impact de la dimension d’embedding sur le score d’inférence, pour la tâche de

classification de nœuds, sur les trois échantillons de AMiner de tailles différentes (i.e.

SmpA, SmpB et SmpC , décrits dans le tableau 2.2). Nous remarquons que les formes

des courbes sont similaires. En d’autres termes, le rapport entre l’information capturée

à une certaine dimension d’embedding et l’information maximale qu’il est possible de

capturer à la saturation ne dépend pas de la taille de l’échantillon.

2.3 Task-specific TemporalNode2vec

Comme constaté précédemment en section 2.2.5, il est possible d’extraire un nombre re-

streint de features décrivant fidèlement les nœuds d’un graphe temporel. Cela signifie que

les dimensions de l’espace d’embedding latent contiennent suffisamment d’informations

pour effectuer les différentes tâches d’inférence, attendu que les embeddings sont con-

struits de manière agnostique vis-à-vis des tâches d’apprentissage automatique en aval.

Cependant, à ce stade, la distribution de l’information utile à chaque tâche sur les di-

mensions latentes reste inconnue. Par exemple, dans un scénario simpliste, certaines des

features retenues peuvent être pertinentes pour les tâches de reconstruction d’arêtes et

inutiles pour celles de classification des nœuds. Dans une telle configuration, nous pour-

rions nous contenter d’un plus petit nombre de features pour la classification de nœuds.

En se basant sur cette idée, nous proposons une variante de TN2V que nous appelons
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Figure 2.9: Découverte de la dimension latente intrinsèque de AMiner : saturation à
partir de d = 20 pour les 3 échantillons définis en 2.2.

TsTemporalNode2vec (TsTN2V) pour task-specific TemporalNode2vec : il s’agit d’un al-

gorithme d’embedding semi-supervisé dédié aux tâches de classification de nœuds, rendu

possible grâce à une légère modification de la fonction objectif de TN2V. TsTN2V a fait

l’objet d’un article [45] accepté et présenté à la 1ère édition de la conférence nationale

“ French Regional Conference on Complex Systems ”.

2.3.1 Le modèle TsTemporalNode2vec

En plus d’un graphe temporel, TsTN2V prend également en entrée une séquence de

labels d’une partie des nœuds dudit graphe S = {si,c,t} où si,c,t signifie que le nœud vi

appartient à la communauté c au pas de temps t.

Afin de concevoir TsTN2V, nous modifions la fonction objectif de TN2V en forçant la

proximité des embeddings pour les nœuds qui appartiennent à une même communauté.

Ceci peut être réalisé en ajoutant un terme à la fonction objectif :

Lts =
∑

(i,j,t)∈Spos

∥ui(t)− uj(t)∥2 (2.24)

où Spos = {(i, j, t)} est dérivé à partir de S et signifie que les nœuds vi et vj appartiennent

à la même communauté au pas de temps t. Cependant, l’introduction de Lts à la

fonction objectif de TN2V ne serait pas commode : ce terme porte sur des vecteurs

plutôt que des matrices, contrairement aux autres termes de la fonction objectif. En
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outre, les optimisations décrites dans la section 2.2.3.4 ne seraient plus valides. En

place et lieu, nous choisissons d’incorporer la donnée supplémentaire de supervision

(co-appartenance de nœuds à des communautés) dans les matrices PPMI. En effet, il

est possible de majorer les entrées correspondant aux paires de nœuds appartenant à une

même communauté, dans la mesure où les PPMI peuvent être considérées comme des

matrices de similarités temporelles entre les nœuds. Nous introduisons donc les matrices

Ssc et SPMI :

Ssc(vi, vj)t =

{
1 si (i, j, t) ∈ Spos

0 sinon
(2.25)

SPMI(vi, vj)t = PPMI(vi, vj)t + α ·mt · Ssc(vi, vj)t (2.26)

où mt est la médiane des valeurs non nulles de PPMIt et α est un hyperparamètre

contrôlant la majoration des valeurs de PPMI. Nous utilisons mt comme normalisation

de sorte que α soit de l’ordre de grandeur 1.

Par ailleurs, il est pertinent de noter que les labels datés S englobent également des

informations utiles sur les paires de nœuds appartenant à des communautés différentes.

De la même manière que Spos, nous dérivons Sneg de l’ensemble S. Il est alors possible

d’incorporer Sneg dans les matrices Ssc et SPMI :

Ssc(vi, vj)t =


1 si (i, j, t) ∈ Spos

−1 si (i, j, t) ∈ Sneg

0 sinon

(2.27)

SPMI(vi, vj)t = max
(
0, PPMI(vi, vj)t + α ·mt · Ssc(vi, vj)t

)
(2.28)

Ensuite, nous remplaçons les matrices PPMI par les SPMI dans la fonction objectif

et son optimisation exprimées respectivement dans les équations (2.21) et (2.22). Les

étapes suivantes de TN2V restent inchangées.

2.3.2 Expérimentations

Afin d’évaluer les performances de TsTN2V, nous soumettons ses embeddings en sortie

aux tâches de classification des nœuds et de prédiction de classes de nœuds pour les jeux

de données décrits dans la section 2.2.4.2.

2.3.2.1 Ratio de labellisation

TsTN2V est un modèle d’embedding semi-supervisé. Par conséquent, il faut définir et

fixer le ratio de labellisation, i.e. la part de labels temporels sur laquelle le modèle se
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basera pour son apprentissage. Pour les jeux de données que nous considérons, il est

important de noter que les labels des nœuds ne sont pas égaux en termes de quantité

d’information qu’ils fournissent : certains nœuds interagissent sur toute la durée du

graphe temporel tandis que d’autres sont actifs à de rares pas de temps. Par conséquent,

il semble utile d’évaluer les contributions des nœuds en information apportée. Pour

chaque nœud vi, nous définissons la quantité Qi :

Qi =
qi∑

vj∈V
qj (2.29)

où qi représente le nombre de pas de temps où le nœud vi est actif. Ensuite, nous

pouvons fixer un ratio de labellisation r en choisissant un échantillon aléatoire de nœuds

RSr satisfaisant :

∑
vj ∈RSr

Qj ≃ r (2.30)

2.3.2.2 Valeurs testées

Outre les hyperparamètres de TN2V, TsTN2V en possède un supplémentaire (i.e.

α), comme décrit dans les équations (2.26) et (2.28). Pour nos expérimentations,

nous conservons les valeurs des hyperparamètres de TN2V donnant les meilleures

performances sur la classification des nœuds et effectuons une grid-search selon

(d, r, α) ∈ {2, 4, 7, 10, 15, 20, 25} × {0.1, 0.25, 0.5} × {0.1, 0.33, 0.67, 1}.

2.3.2.3 Analyse et interprétation des résultats

Le tableau de figures 2.10 présente les résultats de l’expérimentation. Globalement,

TsTN2V améliore les performances de la classification de nœuds. C’est particulièrement

le cas pour les petites dimensions d’embedding. Cette constatation confirme l’idée selon

laquelle le task-specific embedding capture autant d’informations pertinentes — pour la

tâche d’inférence adressée — que possible dans les dimensions latentes d’embedding. De

plus, à mesure que la dimension d’embedding augmente, l’écart entre les performances

des approches task-agnostic et task-specific tend à se réduire : pour de grandes valeurs

de d, les informations pertinentes sont capturées par les deux méthodes.

Concernant le ratio de labellisation, les résultats montrent que fixer r à 0.1 est suffisant

pour améliorer le F1 score. Autrement dit, la labellisation de 10% des nœuds permet

d’améliorer significativement les performances d’inférence. En revanche, il semble que
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des valeurs plus élevées de r (0.25 et 0.5) n’apportent pas plus d’amélioration des per-

formances (respectivement, un gain moyen de F1 score de 0.8% et 1.4% par rapport à

r = 0.1). En d’autres termes, un faible ratio de nœuds labllisés suffit pour comprendre

le type de communautés que les embeddings doivent préserver dans l’espace latent.

Enfin, l’hyperparamètre α semble avoir un impact significatif sur les performances. Par

exemple, des valeurs élevées de α entrâınent de mauvaises performances pour le jeu de

données AMiner, tandis que fixer α à 0.33 serait le meilleur choix pour le jeu de données

Yelp. Concernant le jeu de données Tmall, il semble que la valeur de α n’ait pas un effet

significatif sur le score de classification. Des recherches supplémentaires sont nécessaires

AMiner

r = 0.1 r = 0.25 r = 0.5

Yelp

r = 0.1 r = 0.25 r = 0.5

Tmall

r = 0.1 r = 0.25 r = 0.5

Figure 2.10: Comparaison des résultats d’inférence de TsTN2V et TN2V sur la clas-
sification de nœuds.
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pour expliquer ce point. Globalement, il semble que la valeur optimale de α et son effet

dépendent fortement du jeu de données considéré.

2.3.3 Contexte d’application de TsTemporalNode2vec

Le task-specific embedding de graphes temporels peut être utile dans plusieurs situations.

En effet, il est possible de tirer parti des métadonnées partiellement voire totalement por-

tant sur l’appartenance des nœuds à des communautés. Par ailleurs, lorsque de telles

données ne sont pas disponibles, il est possible d’effectuer une étape de labellisation

manuelle consistant à marquer une petite partie des paires de nœuds appartenant prob-

ablement à la même communauté ou probablement appartenant à des communautés

différentes, en se basant sur une heuristique définie par l’utilisateur. Dans ce cas, le

task-specific embedding offre plus de flexibilité : il permet de pointer spécifiquement les

communautés ou les types de communautés que nous souhaitons relever.

2.4 Conclusions, perspectives et travaux connexes

Tel que nous l’imaginons, l’apprentissage de représentations d’un graphe temporel est la

première étape de traitement en vue de l’adaptation de nombre de techniques de vision

par ordinateur au cas des données issues d’interactions sociales. En effet, en sortie de

la phase d’embedding, les données se présentent d’une manière comparable à une vidéo,

i.e. une séquence de matrices représentant les nœuds d’un graphe, où la notion de

voisinage au sens de distance entre points dans un espace multidimensionnel cöıncide

avec la notion de voisinage au sens d’un graphe. Deux approches ont été conçues.

2.4.1 GeoEmb

GeoEmb (section 2.1), prend à contre-pied les mécanismes généralement utilisés dans

l’état de l’art et tente de trouver une représentation exhaustive d’un graphe temporel,

tant au niveau de l’espace (dimension d’embedding suffisamment grande pour contenir

toute l’information disponible) que du temps (une représentation à chaque moment de

l’historique, sans aucune agrégation temporelle). Paradoxalement, ces éléments moti-

vant la conception de GeoEmb constituent en même temps les points de blocage de la

méthode. En effet, les calculs élémentaires à effectuer pour obtenir la représentation

du graphe temporel en entrée à un instant donné ne sont pas scalables en nombre de

nœuds ou en nombre d’instantanés (i.e. nombre de moments distincts où ont lieu les
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interactions) et, qui plus est, est récursif au sens où chaque matrice de représentations

dépend de celle qui la précède dans le temps (et donc de toutes celles qui la précédent).

Mis à part le problème de la scalabilité, d’autres points potentiellement bloquants de-

meurent en suspens. Par exemple, la conception exposée de GeoEmb présente un défaut

majeur, celui de la convergence temporelle des vecteurs de représentation des nœuds

d’un graphe temporel : en effet, plus on avance dans le temps (i.e. dans le déroulement

de l’historique des interactions du graphe temporel), plus les embeddings des nœuds se

rapprochent (selon la distance euclidienne en 2.1.2.1 ou selon la distance angulaire en

2.1.2.2). Par exemple, cela implique que, dans le cas des graphes temporels denses (en

termes de nombre d’arêtes et de force des poids), les embeddings des différents nœuds

peuvent se retrouver concentrés sur une région restreinte de l’espace de plongement

latent à partir d’un certain moment du déroulement de l’historique des interactions.

Ce problème pourrait être contrebalancé par un mécanisme d’espacement global forcé, à

chaque nouvelle interaction : l’idée serait que chaque rapprochement impliqué par une in-

teraction soit compensé par un éloignement global de chaque paire d’embeddings de telle

sorte que la distance moyenne entre les paires d’embeddings demeure constante au cours

du temps. Cette idée pourrait être facilement mise en place dans le cas où la métrique

considérée est celle de la distance euclidienne (en multipliant la matrice représentative

d’un instantané par le facteur approprié), mais risquerait d’être mathématiquement ar-

due à formaliser pour le cas de distance angulaire.

Par ailleurs, au vu du fait que GeoEmb n’inclut pas de réduction de la dimension,

cette étape reste à effectuer sur les représentations temporelles en sortie. Pour ce faire,

il existe plusieurs méthodes telles que l’ACP [46], les autoencodeurs [47, 48] ou en-

core t-SNE [1]. Néanmoins, les différentes techniques citées s’appliquent à une ma-

trice unique. Autrement dit, il est possible d’appliquer une réduction de la dimen-

sion de la représentation d’un graphe temporel sur chacun des instantanées de manière

indépendante. En procédant de la sorte, l’information relative à la nature séquentielle

est détériorée du fait de la potentielle introduction d’un décalage en alignement (cf.

chapitre 4). Afin de remédier à ce décalage, des approches de réduction de la dimension

adaptées aux données séquentielles existent et pourraient être appliquées en sortie de

GeoEmb [49–51].

2.4.2 TemporalNode2vec

À l’inverse de GeoEmb, l’approche TN2V (section 2.2) adapte différents mécanismes

de l’état de l’art. Dans un premier temps, nous reprenons la technique de marches

aléatoires telle que formalisée dans N2V [6]. Ensuite, une fois que le graphe temporel
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en entrée est transformé en séquences de nœuds, nous adaptons un mécanisme de lis-

sage temporel des embeddings issu du traitement automatique du langage. Ce faisant,

TN2V est à même d’encoder l’information inhérente à chaque nœud / pas de temps

dans une représentation vectorielle, particulièrement adaptée aux tâches relatives à la

classification de nœuds. D’autre part, TN2V est globalement plus efficace en termes

de réduction de la dimension, phase intrinsèque aux procédés d’embedding. Enfin, la

variante TsTN2V permet d’adresser spécifiquement la classification de nœuds. Ainsi, il

est possible d’améliorer les performances de cette tâche d’inférence tout en réduisant la

dimension d’embedding. Plusieurs améliorations sont envisageables afin d’affiner TN2V.

2.4.2.1 Tuning de TemporalNode2vec

TN2V posséde un nombre important d’hyperparamètres {l, w, p, q, θ, λ, γ, τ}. Cela

complique considérablement la tâche de tuning du modèle. En effet, tester 3 valeurs pour

chacun d’entre eux selon une grid-search conduirait à plus de 6k jeux de paramètres.

Ce problème a été partiellement contourné lors des expérimentations menées en section

2.2.4.1 en optimisant les hyperparamètres un à un et en fixant les autres. Néanmoins,

cette manière de procéder présente des limites évidentes : il n’y a aucune garantie de

trouver un optimum.

Il existe des manières plus sophistiquées, notamment l’optimisation bayésienne [52].

L’idée est de construire un modèle probabiliste d’estimation du retour de la fonction

objectif, en fonction des hyperparamètres en entrée. Ce modèle bayésien se base sur un

nombre réduit d’observations (i.e. jeux de paramètres et retours de la fonction objec-

tif associés) pour déterminer le comportement de la fonction de correspondance entre

entrées et sorties de la fonction objectif. Plusieurs travaux [53, 54] ont démontré que

l’optimisation bayésienne permettrait de trouver plus rapidement un bon jeu de hyper-

paramètres. Par ailleurs, cela permettrait de trouver des hyperparamètres optimaux sur

des intervalles continus, au lieu de valeurs discrètes comme ce serait le cas pour une

grid-search.

Une autre manière de tuning de TN2V pourrait se faire via une descente de gradient.

En effet, lors de la construction des embeddings, il est possible de forcer le modèle

à apprendre certains hyperparamètres optimaux, au même titre que les embeddings

eux-mêmes. Il faudrait néanmoins poser des contraintes aux valeurs que pourraient

prendre les hyperparamètres appris. Par exemple, τ doit être strictement positif vu

que ce paramètre correspond au poids imposé au lissage temporel des embeddings. À

noter que l’apprentissage automatique de paramètres optimaux ne peut concerner que

ceux qui entrent en jeu dans la fonction objectif exprimée dans l’équation 2.22, à savoir
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{θ, λ, γ, τ}. Les autres paramètres ne pourraient faire partie des poids à apprendre

car ils sont utilisés pour la construction des marches aléatoires, phase ayant lieu avant

l’apprentissage des embeddings. Néanmoins, il serait possible de combiner l’optimisation

bayésienne des hyperparamètres ayant trait à la construction des marches aléatoires et

l’apprentissage de ceux impliqués dans la fonction objectif.

2.4.2.2 Cohérence temporelle des marches aléatoires

La construction des marches aléatoires est une étape importante de TN2V et sa vari-

ante task-specific. En effet, l’ensemble des marches constitué se doit de conserver le

plus fidèlement possible l’information présente dans le graphe temporel en entrée. Par

exemple, dans le cadre des graphes statiques, le fait que N2V offre plus de flexibilité aux

processus de marches par rapport à DW permet d’améliorer la qualité des embeddings

produits.

Telles que définies dans TN2V, les marches sont construites sur chacun des pas de temps

du graphe temporel à la manière de N2V. En d’autres termes, les graphes correspondant

aux différents pas de temps sont considérés comme des graphes statiques. Cela signi-

fie que, sur chaque pas de temps, l’information temporelle est perdue. Il est possible

de remédier à celà en incorporant cette information temporelle utile, améliorant poten-

tiellement ainsi les marches aléatoires. En particulier, l’approche proposée par CTDNE

[12] permettrait de composer des marches cohérentes dans le temps. Autrement dit,

sur chaque pas de temps, chacune des marches effectuées pourrait être constituée tout

en respectant la séquentialité présente dans les interactions en entrée : un pas d’une

marche aléatoire allant du nœud n1 à n2 n’est permis que si l’interaction correspon-

dante {n1, n2} a lieu ultérieurement à celle du pas précédent (i.e. celui menant au nœud

n1). Ce procédé est assimilable à un filtre appliqué à l’ensemble des marches aléatoires

où ne seraient conservées que celles qui sont temporellement valides.

À noter que ce type de filtrage pourrait dans certaines conditions être trop restrictif.

Le nombre de marches pourrait être significativement réduit dépendamment du nombre

d’interactions ayant lieu au cours du pas de temps considéré. Par ailleurs, les marches

n’auraient pas forcément la même longueur. Plus critique encore, certains nœuds pour-

raient être sous représentés dans les marches temporellement cohérentes : par exemple,

dans le cas extrême où un nœud n’interagirait qu’une seule fois, à la toute fin du pas

de temps considéré, il serait présent au plus une fois dans une marche (dans le dernier

pas de la marche). Il serait néanmoins possible de permettre aux marches aléatoires de

passer d’un pas de temps à un autre afin de réduire ces effets de bord tel que proposé



Vers une Nouvelle Représentation des Graphes Temporels 40

dans l’approche [55]. Cependant, cela remettrait en cause le découpage en pas de temps

du graphe temporel.

2.4.2.3 TsTN2V spécifique à d’autres tâches d’inférence

Dans la conception de la TsTN2V, le choix a été fait de concevoir une variante spécifique

à la classification de nœuds. Nous avons démontré que cela pouvait aider à améliorer

les performances tout en optimisant la capacité de réduction de la dimension des em-

beddings. TsTN2V peut simplement être adapté à la prédiction de classes de nœuds :

en effet, il suffirait de substituer l’information contenue dans les matrices SPMI et Ssc

(équations 2.25, 2.26, 2.27, 2.28) au pas de temps t par celle du pas de temps t+ 1.

D’autre part, il est également possible de concevoir une variante TsTN2V spécifique à

la tâche de prédiction de liens. De manière similaire à celle dédiée à la classification

de nœuds, l’idée serait de majorer (respectivement minorer) les entrées de la matrice

PPMI pour les paires de nœuds connectés par un lien (respectivement déconnectés) au

pas de temps suivant. À noter qu’une variante spécifique à la tâche de prédiction de liens

pourrait ne pas se révéler concluante : la prise en compte de l’information supplémentaire

relative à la présence/absence de liens au pas de temps suivant est potentiellement

redondante avec le lissage temporel inhérent à TN2V.

À noter que, l’approche de modification des matrices PPMI ne pourrait être déclinée

pour adresser la tâche de reconstruction de liens : en effet, les matrices PPMI contien-

nent par essence l’information sur la présence ou non d’arêtes entre nœuds.



Chapitre 3

Temporalisation d’Autoencodeurs

de Graphes Statiques

3.1 Temporalisation : idée générale et travaux connexes

Comme mentionné dans la section 2.2.1, il existe une multitude de méthodes

d’embedding de graphes temporels [14–17, 30–38]. Ces techniques améliorent les per-

formances sur les tâches d’inférence qui sont sensibles à la dimension temporelle. Le

chapitre 2 présentait la méthode d’embedding TN2V, une version de N2V temporalisée

(i.e. adaptée au cas des graphes temporels). Ce faisant, nous avons pu tirer profit

des avantages que peut présenter N2V sur le traitement des graphes statiques. Par

ailleurs, bien que N2V soit globalement performant, il est évident que les autres ap-

proches d’embedding statiques peuvent être plus efficaces sur certains jeux de données

ou sur certaines tâches d’inférences. Par conséquent, il serait intéressant de concevoir

une approche générique pour temporaliser différentes méthodes statiques.

Ce chapitre présente un travail de temporalisation d’une catégorie de méthodes

d’embedding statiques, à savoir les autoencodeurs prenant des matrices d’adjacence de

graphes en entrée. Les autoencodeurs sont des modèles couvrant un large spectre de do-

maines de l’apprentissage automatique : traitement d’images, traitement automatique

du langage, des séries temporelles et, dans le cas qui nous intéresse, des graphes. Il s’agit

de réseaux de neurones comportant deux composantes : un encodeur et un décodeur.

L’encodeur convertit la donnée en entrée en une représentation latente de dimension

réduite et le décodeur reconstruit le plus fidèlement possible la donnée en entrée à partir

de la représentation latente apprise.

41
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À cette fin de temporalisation d’autoencodeurs, nous reprenons et adaptons la notion de

matrice de supra-adjacence d’un graphe temporel, notion utilisée dans plusieurs travaux

[56–58]. Cela consiste en une opération transformant une séquence de graphes (les

pas de temps d’un graphe temporel par exemple) en un supra-graphe statique dont les

supra-nœuds sont des paires {nœud, pas de temps} du graphe temporel en entrée. Les

supra-arêtes de ce supra-graphe sont transposées depuis le graphe initial : par exemple,

une arête entre les nœuds v1 et v2 au pas de temps t se traduit par une supra-arête

entre les supra-nœuds {v1, t} et {v2, t}. À ce stade, le supra-graphe est composé de T

composantes déconnectées, où T est le nombre de pas de temps. Ensuite, pour connecter

les paires de supra-nœuds n’appartenant pas à la même composante, des supra-arêtes

pondérées supplémentaires sont créées. Dans la suite de ce chapitre, arêtes temporelles

et poids temporels feront respectivement référence à ces supra-arêtes supplémentaires et

aux poids qui leurs sont associés.

La principale contribution de ce travail réside dans la manière dont ces arêtes temporelles

sont créées. En effet, là où d’autres approches basées sur les matrices de supra-adjacence

[56–58] attribuent des poids fixes aux supra-arêtes liant les paires de supra-nœuds, nous

attribuons des poids appris, rendant la méthode plus data-driven. Le supra-graphe ainsi

construit est plus adapté aux tâches d’inférence relatives à la classification/prédiction

de nœuds ou à la reconstruction/prédiction d’arêtes.

La présente méthode de temporalisation d’autoencodeurs a fait l’objet d’un article [59]

accepté et présenté à la “ 2021 IEEE/ACM International Conference on Advances in

Social Networks Analysis and Mining ”.

3.2 Temporalisation d’autoencodeurs

L’idée clé de l’approche présentée réside dans la façon dont nous adaptons et modifions

légèrement la structure des autoencodeurs pour apprendre les poids optimaux à attribuer

aux arêtes temporelles.

3.2.1 Couche d’entrée ajoutée

Étant donné un autoencodeur de graphe produisant des embeddings statiques et prenant

une matrice d’adjacence en entrée, nous insérons d’abord une couche préliminaire con-

nectée aux données d’entrée, dont le rôle est de former la matrice de supra-adjacence.

Concrètement, cette couche construit une matrice diagonale par blocs de la forme

(N ·T )×(N ·T ) à partir de la séquence des T matrices d’adjacence d’entrée de tailleN×N ,
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où N est le nombre des nœuds V du graphe initial. Ensuite, des cellules supplémentaires

entrâınables (i.e. des neurones ajustables par l’autoencodeur), correspondant aux poids

des arêtes temporelles, sont introduites dans la matrice diagonale par blocs, comme le

montre la figure 3.1b.

Par souci de simplicité du modèle, nous ne considérons pas la possibilité de créer des

arêtes temporelles entre chaque paire de supra-nœuds. Les arêtes temporelles autorisées

sont de la forme : {v, ti}, {v, tj} (figures 3.1a et 3.1c), c’est-à-dire les supra-arêtes en-

tre un nœud et lui-même à différents pas de temps. Autrement, le nombre de poids en-

trâınables serait beaucoup plus important, ce qui augmenterait le temps d’apprentissage.

Plusieurs variantes de création d’arêtes temporelles sont considérées et sont expliquées

ci-après.

3.2.1.1 Arêtes temporelles orientées / non-orientées

Une fois la matrice de supra-adjacence construite, toutes ses cellules sont de la même

nature, indépendamment du fait qu’elles correspondent à des arêtes temporelles apprises

ou à des supra-arêtes dérivées du graphe initial. Cela signifie que, au-delà de leur

caractère latent, les arêtes temporelles peuvent également être interprétées de manière

similaire aux autres arêtes : si tel est le cas, une arête temporelle entre {v, ti} et {v, tj}
signifierait qu’il existe une influence mutuelle entre les états du nœud v à ti et tj .

Cela dit, un nœud qui s’influencerait lui-même dans des pas de temps antérieurs ne sem-

ble pas être une configuration réaliste. Par conséquent, une possibilité d’éviter cette sit-

uation consiste à utiliser des arêtes temporelles orientées, par exemple une arête orientée

de {v, ti} à {v, tj} avec ti < tj . Cela se traduirait par une matrice de supra-adjacence

asymétrique où seule la partie triangulaire inférieure de la matrice est peuplée de poids

temporels appris.

Sinon, nous pouvons toujours considérer des matrices de supra-adjacence symétriques.

Dans ce cas, une connexion non orientée entre {v, ti} et {v, tj} pourrait être interprétée
comme une contrainte de lissage temporel forçant la continuité des embeddings d’un

nœud dans le temps, plutôt que comme une influence mutuelle entre deux états d’un

nœud à des pas de temps différents.

Nous définissons l’hyperparamètre s qui contrôle les deux possibilités : s est égal à 0 ou 1

lorsque nous imposons respectivement des arêtes temporelles orientées ou non-orientées

(resp. figures 3.1c et 3.1d).
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3.2.1.2 Fenêtre temporelle

L’intuition première derrière la méthode de temporalisation d’autoencodeurs présentée

réside dans le fait que l’embedding d’un nœud devrait être conditionné par ses interac-

tions ainsi que par ses états à d’autres pas de temps. La manière la plus directe d’y par-

venir est de créer des arêtes temporelles entre chaque paire de supra-nœuds consécutifs,

à savoir {v, t}, {v, t+ 1} (avec (v, t) ∈ V × [[1, T − 1]]).

Cependant, il est possible de laisser à l’autoencodeur temporalisé la possibilité de con-

struire des schémas d’évolution temporels plus sophistiqués et complexes en permettant

aux arêtes temporelles de couvrir des intervalles de temps plus longs. À cette fin, nous

définissons l’hyperparamètre de la fenêtre temporelle w : pour une valeur donnée de

w, l’ensemble des arêtes temporelles à ajouter à la matrice de supra-adjacence est :

{v, t}, {v, t+ i} pour (v, i, t) ∈ V × [[1, w]]× [[1, T − 1]] avec t+ i ⩽ T (figure 3.1e).

Il est également possible de combiner des arêtes temporelles non orientées avec une

fenêtre temporelle w > 1 comme le montre la figure 3.1f.

(a) Temporalisation basique
d’un graphe temporel

(b) Structure d’une matrice
de supra-adjacence

(c) Temporalisation avec
s = 0 et w = 1

(d) Temporalisation avec
s = 1 et w = 1

(e) Temporalisation avec
s = 0 et w = 2

(f) Temporalisation avec
s = 1 et w = 2

Figure 3.1: Exemples de matrices de supra-adjacence. Ai représente l’adjacence au
ième pas de temps et les “ + ” marquent les positions des poids temporels sur la matrice

de supra-adjacence.
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3.2.2 Modification de la couche en sortie

Afin d’obtenir des embeddings fiables, la dernière couche des autoencodeurs de graphes

consiste généralement en une comparaison entre la matrice d’adjacence en entrée et une

matrice de mesure de similarité entre paires d’embeddings, souvent le produit scalaire.

Dans le cadre de la temporalisation, il ne semble pas être approprié de comparer la

matrice de supra-adjacence dans sa globalité aux similarités de toutes les paires de supra-

nœuds. En effet, les embeddings sont pertinents quand ils sont capables de préserver les

structures du graphe en entrée. Ainsi, dans la mesure où les arêtes temporelles sont des

artefacts ajoutés, elles ne devraient pas être prises en compte dans la dernière couche

de l’autoencodeur temporalisé. Par conséquent, dans la dernière couche, la comparaison

est faite entre la matrice de supra-adjacence sans arêtes temporelles et les similarités des

paires de supra-nœuds appartenant au même pas de temps. Cela équivaut à comparer la

séquence des T matrices d’adjacence initiales aux similarités des paires de nœuds pour

chaque pas de temps.

3.2.3 Embeddings temporels

Un autoencodeur temporalisé apprend des représentations latentes des supra-nœuds.

Cela signifie que, étant donné un graphe temporel composé de N nœuds sur T pas de

temps, un autoencodeur temporalisé retourne en sortie N · T vecteurs d’embedding,

un pour chaque supra-nœud. Ensuite, il est possible de manière évidente de remanier

cette matrice d’embeddings en une séquence de T matrices de forme N × d, où d est

la dimension d’embedding. Chacune de ces T matrices représente les embeddings des

nœuds du graphe temporel initial à un pas de temps donné. Ainsi, en sortie d’un

autoencodeur temporalisé, nous obtenons des données de même forme que celles issues

d’une méthode temporelle d’embedding.

3.3 Cadre expérimental

3.3.1 Autoencodeurs temporalisés

Comme indiqué dans la section 3.2, les méthodes d’embedding compatibles avec la tech-

nique de temporalisation présentée doivent répondre à certains critères : elles doivent

consister en des réseaux de neurones prenant une matrice d’adjacence en entrée. Nous

considérons 5 modèles, présentés dans les articles suivants :
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• SDNE [9] : Ce modèle construit les embeddings en utilisant un réseau de neurones

visant à préserver conjointement les proximités de premier et second ordres des

nœuds d’un graphe statique. Outre la dimension d’embedding d, SDNE possède

deux hyperparamètres α et ν ainsi que le paramètre du nombre de couches cachées

et leurs tailles respectives. Dans les expérimentations à venir, nous utilisons les

valeurs par défaut courantes pour α et ν et nous ne considérons qu’une seule couche

cachée d’une taille égale à 2d.

• GAE / VGAE [60] : Cet article décrit deux méthodes différentes avec comme

idée principale d’utiliser un réseau à convolution de graphes comme encodeur et

un produit scalaire de paires d’embeddings comme décodeur. La différence entre

les variantes GAE et VGAE réside dans le fait que la seconde apprend à faire

correspondre les données en entrée à une distribution plutôt qu’à un vecteur. Les

embeddings sont ensuite obtenus en prenant un échantillon aléatoire de la distri-

bution apprise. Dans les expérimentations de temporalisation, nous utilisons les

valeurs par défaut pour les hyperparamètres des deux modèles (i.e. le learning

rate, le decay et le dropout). Pour la couche cachée, nous fixons sa taille au double

de la dimension d’embedding.

• ARGAE / ARGVAE [28] : Dans ce travail, les modèles GAE et VGAE ont été

repris et modifiés en utilisant la régularisation adversariale (adversarial regulariza-

tion [61]) pour forcer les embeddings à correspondre à une distribution préalable.

De manière similaire à [60], deux variantes sont conçues, ARGAE et sa version

variationnelle ARGVAE. Dans les expérimentations à venir, nous conservons les

mêmes valeurs d’hyperparamètres que celles utilisées pour GAE/VGAE.

Le tableau 3.1 reporte les implémentations reprises ainsi que les différentes valeurs

d’hyperparamètres utilisées pour chacun des autoencodeurs temporalisés.

GAE/VGAE ARGAE/ARGVAE SDNE

github.com/tkipf/gae github.com/GRAND-Lab/ARGA github.com/shenweichen/GraphEmbedding

Hyperparamètre Valeur Hyperparamètre Valeur Hyperparamètre Valeur

epochs 100 epochs 100 epochs 100
lr 0.01 lr 0.05 nb hid. 2

hid. 1 32 hid. 1 32 hid. 1 32
hid. 2 16 hid. 2 16 hid. 2 16
dropout 0 dropout 0 α 10−6

w. decay 0 w. decay 0 β 5
disc. out 0 ν1 10−5

disc. lr 0.001 ν2 10−4

Tableau 3.1: Implémentations et valeurs d’hyperparamètres des autoencodeurs
temporalisés.
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Pour les besoins de la temporalisation, deux hyperparamètres supplémentaires, s et w,

sont nécessaires, comme décrit dans le section 3.2.1. Les tests sont réalisés sur une

grid-search selon (s, w) ∈ {0, 1} × {1, 2, 3}.

Dans la suite de ce chaptire, un autoencodeur temporalisé sera noté TT (trained tem-

poralization), par exemple SDNE TT ou GAE TT.

3.3.2 Méthodes de référence

Pour évaluer l’approche de temporalisation, nous comparons les performances des au-

toencodeurs temporalisés à d’autres modèles d’embedding statiques et temporels.

Comme modèles statiques, nous considérons DW [5], N2V [6] ainsi que les autoencodeurs

statiques originaux à temporaliser, à savoir SDNE, GAE, VGAE, ARGAE et ARGVAE.

De plus, pour challenger l’étape où les poids temporels sont appris, nous temporalisons

chacune des méthodes d’embedding statiques en utilisant des poids d’arêtes temporelles

fixes (non entrâınables), de manière similaire aux autres méthodes basées sur la notion

de matrices de supra-adjacence : [56–58, 62]. Dans ce contexte, différentes stratégies

d’assignation de poids temporels fixes sont considérées :

• Attribuer à toutes les arêtes temporelles un poids identique, égal à la valeur maxi-

male de tous les poids du graphe temporel en entrée (tous pas de temps confondus).

• Attribuer à toutes les arêtes temporelles un poids égal à la valeur moyenne des

poids du graphe temporel en entrée.

• Pour chaque nœud, attribuer à toutes les arêtes temporelles qui lui sont associées

la valeur maximale des poids de toutes ses arêtes dans le graphe en entrée.

• Pour chaque nœud, attribuer à ses arêtes temporelles la valeur moyenne de ses

poids dans le graphe en entrée.

Dans ce qui suit, cette méthode de temporalisation fixe sera notée FT, par exemple

SDNE FT ou GAE FT.

Pour les méthodes de référence d’embedding temporel, nous utilisons DT [15] et TN2V

[19]. Ci-dessous, les jeux d’hyperparamètres testés pour les différentes méthodes de

référence considérées dans la comparaison :

• DW : avec wl et ws représentant respectivement la longueur de la marche et la taille

de la fenêtre glissante, une grid-search selon (wl,ws) ∈ {40, 80, 120} × {3, 5, 7}.
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• N2V : nous conservons les valeurs de wl et ws donnant les meilleures performances

pour DW, puis nous effectuons une grid-search selon (p, q) ∈ {0.5, 1, 2}2.

• DT : une grid-search selon (β0, β1) ∈ {0, 01, 0, 1, 1, 10}2.

• TN2V : nous reprenons les valeurs d’hyperparamètres et la procédure explicitées

en section 2.2.4.1

3.3.3 Jeux de données et tâches d’inférence

Afin de comparer les performances des différents algorithmes, nous reprenons et mod-

ifions les 3 jeux de données présentés en section 2.2.4.2. Dans un souci de temps de

traitement de la temporalisation, nous extrayons, pour chacun des 3 jeux de données,

une partie des nœuds (ceux qui interagissent le plus) et nous ne considérons qu’une

partie des pas de temps. Le tableau 3.2 présente les extraits sur lesquels les méthodes

ont été comparées.

Jeu de données nœuds arêtes pas de temps

AMiner 2 385 11 371 8

Yelp 2 445 2 839 7

Tmall 2 586 4 152 8

Tableau 3.2: Les différents jeux de données considérés dans les expérimentations
d’évaluation de la temporalisation d’autoencodeurs.

Étant donné que les trois jeux de données considérés ont un nombre de nœuds du même

ordre de grandeur et environ une douzaine de communautés ground-truth, nous con-

sidérons une dimension d’embedding d = 16 pour chacun d’entre eux. À noter que

la dimension d’embedding optimale dépend moins du nombre de nœuds du graphe en

entrée (comme mentionné en section 2.2.5) que de la nature des données et du nombre de

communautés ground-truth (ainsi que le remarque [11]). Néanmoins, le choix de la di-

mension d’embedding est un aspect en dehors du cadre du travail sur la temporalisation

d’autoencodeurs.

Par ailleurs, les tâches d’inférence que nous utilisons pour l’évaluation des différents

modèles sont ceux définis en section 2.2.4.3 à savoir : la classification de nœuds (notée

nc), la prédiction de classe de nœuds (np), la reconstruction d’arêtes (er) et la prédiction

d’arêtes (ep).
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3.4 Expérimentations et résultats

3.4.1 Apport de la temporalisation

D’abord, nous comparons les scores d’inférence des autoencodeurs originaux à leurs ver-

sions temporalisées fixe (FT) et entrâınée (TT). La figure 3.2 montre les résultats de

cette expérimentation. Pour chaque modèle, tâche d’inférence et jeu de données, sont

représentés uniquement les meilleurs F1 scores (sur les différents jeux d’hyperparamètres

de temporalisation pour TT et sur les différentes stratégies d’assignation de poids tem-

porels fixes pour FT).

Figure 3.2: Améliorations apportées par la temporalisation des autoencodeurs.

Comme anticipé, les autoencodeurs originaux sont moins efficaces que les modèles tem-

poralisés. De plus, nous pouvons observer une différence notable dans le classement des

performances des modèles entre les tâches sensibles à la dimension temporelle (c’est-à-

dire la prédiction des nœuds et des arêtes) et celles qui y sont insensibles (classification de
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nœuds et reconstruction d’arêtes). En effet, pour la tâche de prédiction d’arêtes et, dans

une moindre mesure pour la tâche de prédiction de classe de nœud, la temporalisation

entrâınée (TT) présente de meilleures performances par rapport à la temporisation fixe

(FT). L’autoencodeur statique original est surpassé par les deux variantes de temporali-

sation. D’abord, cela signifie que la temporalisation des autoencodeurs, de manière fixe

ou entrâınée, améliore l’efficacité de l’embedding. D’autre part, l’apprentissage des poids

temporels apporte une amélioration supplémentaire au processus de temporalisation.

Ceci peut être expliqué par la capacité de la temporalisation entrâınée à capturer à la

fois les structures spatiales et les modèles d’évolution temporels du graphe en entrée. Par

ailleurs, l’amélioration de la temporalisation est mineure et non systématique lorsqu’il

s’agit de la classification des nœuds et de la reconstruction d’arêtes.

D’un autre coté, nous constatons que les différents autoencodeurs réagissent globalement

de la même manière au processus de temporalisation : les améliorations apportées aux

tâches sensibles à la dimension temporelle concernent toutes les méthodes d’embedding

considérées et ne semblent pas modifier le classement des modèles en F1 score.

3.4.2 Réutilisation des poids temporels appris

Ensuite, nous examinons la possibilité de réutiliser les poids temporels appris dans le

processus de temporalisation des autoencodeurs. L’objectif est de déterminer si ces poids

temporels sont propres à l’autoencodeur pour lequel ils ont été conçus, ou s’ils peuvent

être utilisés au-delà de ce cadre. À cette fin, nous concevons des versions temporalisées

(fixes et entrâınées) de DW et N2V comme suit :

• DW FT et N2V FT : temporalisation fixe selon les 4 différentes stratégies

d’assignation des poids temporels (selon la procédure décrite dans 3.3.2).

• DW TT et N2V TT : temporalisation fixe (non entrâınable) où nous reprenons les

poids temporels appris à travers l’autoencodeur temporalisé donnant le meilleur

F1 score pour chaque tâche d’inférence et chaque jeu de données.

La figure 3.3 présente les résultats obtenus. Globalement, la temporalisation de DW

et N2V augmente fortement les performances pour les tâches d’inférence sensibles ou

non à la dimension temporelle. En outre, DW TT (resp. N2V TT) présente une

amélioration, souvent très faible, mais néanmoins systématique, par rapport à DW FT

(resp. N2V FT). Cela confirme l’intuition préalable selon laquelle les poids temporels

appris capturent des informations sur les schémas d’évolution temporels des nœuds et

peuvent donc être utilisés à d’autres fins que celles pour lesquelles ils ont été conçus.
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Par ailleurs, une explication possible de la faible différence entre les performances des

variantes FT et TT réside dans le fait que le F1 score est déjà très élevé (généralement

supérieur à 0,9 pour les tâches liées aux arêtes).

Figure 3.3: Temporalisation de DW et N2V à l’aide de poids temporels entrainés et
fixes. Pour DW FT et N2V FT, sont uniquement reportés les meilleurs F1 scores sur

les différentes stratégies de fixation de poids.

3.4.3 Comparaison aux méthodes de référence

Afin de mettre à l’épreuve la méthode de temporalisation, nous comparons les perfor-

mances des autoencodeurs temporalisés aux approches d’embedding temporelles selon

le cadre décrit dans la section 3.3.2. Le tableau 3.3 résume les résultats obtenus :

pour chaque méthode, jeu de données et tâche d’inférence, les embeddings donnant les

meilleures performances sont reportés.

La remarque la plus intéressante concerne la version temporelle de N2V. En effet,

N2V TT surpasse toutes les autres méthodes (y compris les méthodes temporelles),

pour tous les jeux de données et toutes les tâches d’inférence. DW TT affiche également

de bonnes performances, notamment pour les jeux de données AMiner et Yelp. Cela

corrobore les observations présentées dans la section 3.4.2 concernant la pertinence des

poids temporels appris. Par ailleurs, les autoencodeurs temporalisés présentent des

résultats disparates : par exemple, GAE TT donne des résultats supérieurs à DT sur

les tâches relatives aux nœuds et de meilleurs scores que TN2V sur les tâches liées aux

arêtes. D’autre part, les résultats de SDNE TT sont relativement faibles, bien que la

temporalisation les ait améliorés.

Il convient de noter que, comme décrit dans le cadre expérimental en section 3.3.1,

seules les valeurs par défaut courantes pour les hyperparamètres des autoencodeurs ont

été utilisées, contrairement à DT, TN2V, DW TT, et N2V TT. Par conséquent, il est
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Modèle
AMiner Yelp Tmall

nc np er ep nc np er ep nc np er ep

SDNE TT 0.49 0.48 0.601 0.591 0.47 0.43 0.798 0.661 0.37 0.39 0.754 0.624
GAE TT 0.57 0.56 0.912 0.841 0.49 0.49 0.897 0.815 0.41 0.41 0.896 0.812
VGAE TT 0.54 0.53 0.901 0.797 0.50 0.49 0.879 0.779 0.41 0.41 0.885 0.773
ARGAE TT 0.55 0.55 0.883 0.783 0.50 0.50 0.875 0.786 0.41 0.40 0.875 0.761
ARGVAE TT 0.54 0.52 0.784 0.721 0.45 0.45 0.756 0.720 0.38 0.38 0.771 0.764

DT 0.56 0.54 0.997 0.927 0.48 0.45 0.979 0.957 0.37 0.37 0.988 0.931
TN2V 0.61 0.60 0.886 0.747 0.53 0.49 0.871 0.813 0.52 0.48 0.883 0.800
DW TT 0.70 0.69 0.930 0.838 0.53 0.52 0.985 0.906 0.46 0.45 0.967 0.877
N2V TT 0.73 0.73 0.999 0.971 0.53 0.53 0.999 0.999 0.48 0.48 0.999 0.993

Tableau 3.3: Autoencodeurs temporalisés vs. modèles d’embedding temporels.

vraisemblablement possible d’améliorer les scores des autoencodeurs temporalisés en

optimisant leurs hyperparamètres.

3.4.4 Analyse des hyperparamètres de temporalisation

Par la suite, nous analysons l’impact des hyperparamètres de temporalisation sur les

scores d’inférence (figure 3.4). En ce qui concerne l’hyperparamètre s contrôlant la

symétrie de la matrice de supra-adjacence, nous constatons que, en dehors de la tâche

de reconstruction des arêtes, la prise en compte des arêtes temporelles non orientées est

plus avantageuse. Une raison possible justifiant ce résultat pourrait être la nécessité de

forcer une forte continuité temporelle entre les embeddings de pas de temps différents

pour obtenir de meilleures performances, comme expliqué dans la section 3.2.1.1. En

outre, en ce qui concerne la fenêtre temporelle, nous remarquons que, dans l’ensemble,

les valeurs plus grandes de w conduisent à de meilleurs scores d’inférence. Cela pourrait

être dû au fait qu’une fenêtre temporelle w plus large permet de construire des modèles

d’évolution temporels plus sophistiqués, comme souligné en section 3.2.1.2.

3.4.5 Analyse des poids temporels

Enfin, nous nous intéressons à l’interprétation des poids temporels. L’idée est de com-

prendre la valeur apprise d’un poids temporel en fonction de certaines propriétés des

supra-nœuds qu’il connecte. Étant donné une supra-arête entre {v, ti} et {v, tj}, nous
définissons 3 caractéristiques qui nous semblent être, a priori, des features explicatives

potentielles :

• Changement d’adjacence (|∆A|) : la distance euclidienne entre le vecteur

d’adjacence de v au pas de temps ti et celui à tj . |∆A|= ||Adjj(v)−Adji(v)||
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• Variation du degré pondéré (∆SW) : la différence entre la somme des poids des

arêtes de v aux pas de temps ti et tj . ∆SW =
∑

poidsj(v) −
∑

poidsi(v)

• Degré pondéré cumulé (SWS) : l’addition des sommes des poids de toutes les arêtes

que v possède dans les pas de temps ti et tj . SWS =
∑

poidsi(v) +
∑

poidsj(v)

Après avoir défini ces features, nous calculons les corrélations partielles de Spearman en-

tre la variable cible (i.e. les poids temporels appris) et les features explicatives. La figure

3.5 montre les résultats de cette expérimentation où nous représentons les corrélations

ainsi que leurs p-value correspondantes. Différentes observations peuvent être effectuées.

D’abord, nous remarquons que les corrélations sont différentes entre, d’une part, SDNE,

ARGAE et ARGVAE et, d’autre part, GAE et VGAE.

• Pour SDNE, ARGAE, et ARGVAE, les features ∆SW et SWS ont globalement

une forte corrélation positive avec les poids temporels appris : des corrélations par-

tielles supérieures à 0.31, avec une p-value inférieure à 10−187. De même, il existe

Figure 3.4: L’impact des hyperparamètres de temporalisation s et w. Pour
l’évaluation de l’influence de s (respectivement w), nous reportons le meilleur score

d’inférence pour w ∈ {1, 2, 3} (respectivement pour s ∈ {0, 1}).
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une corrélation négative moins prononcée entre |∆A| et les poids temporels (en-

viron -0.1), avec des p-values inférieures à 10−23. Autrement dit, ces corrélations

signifient qu’un nœud v qui change en termes de adjacence (i.e. changement de

voisinage) entre deux pas de temps ti et tj , ou dont les poids diminuent globale-

ment de ti et tj , ou dont les poids sont globalement faibles à ti et tj , a généralement

un poids temporel relativement faible entre ses supra-nœuds à ti et tj . La figure

3.6 résume ces différents scenarii.

• En ce qui concerne GAE et VGAE, il semble que les observations ci-dessus, faites

sur les autres autoencodeurs temporalisés, soient toujours appropriées, mais avec

quelques anomalies notables. D’abord, les corrélations partielles entre |∆A| et

les poids temporels sur AMiner sont positives contrairement aux autres jeux

de données et aux autres autoencodeurs. Par ailleurs, pour ∆SW et SWS, les

corrélations partielles sont significativement plus faibles par rapport aux 3 autres

autoencodeurs. De plus, les p-values des corrélations partielles pour les features

explicatives sont globalement moins marquées.

Figure 3.5: Analyse des poids temporels : corrélations partielles de Spearman
p-values associées entre les poids temporels appris et les features explicatives des

nœuds. Plus les p-values sont petites, plus la taille des points est grande (les valeurs
p-values sont encadrées).
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(a) (b) (c)

Figure 3.6: Situations qui ont tendance à produire de faibles poids temporels
(représentés par un trait fin) : un nœud qui change de voisinage (a), ou qui voit son

activité baisser (b), ou encore dont l’activité est faible dans la durée (c).

Pour résumer, bien que les poids temporels soient appris dans le cadre d’un processus

assimilable à une bôıte noire — au sens où il est difficile de connâıtre la logique con-

duisant la temporalisation à attribuer une certaine valeur à un poids temporel —, il

est possible d’interpréter statistiquement et partiellement les résultats obtenus vis-à-vis

des propriétés des nœuds du graphe temporel initial. Ce constat n’est pas étonnant.

En effet, et comme démontré dans la section 3.4.2, les poids temporels contiennent

une information utile sur les structures du graphe temporel en entrée, indépendante de

l’autoencodeur temporalisé et du processus de temporalisation. À l’échelle locale, il est

probable que cette information capturée soit directement liée à certaines caractéristiques

spatio-temporelles des nœuds, telles que celles que nous avons définies (à savoir |∆A|,
∆SW et SWS).

3.5 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de temporalisation d’autoencodeurs

de graphes ayant pour but l’adaptation d’une catégorie de méthodes d’embedding sta-

tiques au cas des graphes temporels. Cela est rendu possible en modifiant le concept de

matrices de supra-adjacence pour que certains de ses éléments puissent être entrâınés,

à savoir les poids temporels exprimant la relation temporelle entre un nœud et lui-

même à différents pas de temps. La structure des autoencodeurs est légèrement mod-

ifiée pour apprendre les poids optimaux à attribuer aux arêtes temporelles. Ce faisant,

les autoencodeurs temporalisés construisent des embeddings plus précis pour différentes

tâches d’inférence sensibles à la dimension temporelle. Par ailleurs, il apparâıt que
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les poids temporels appris revêtent une utilité qui dépasse le cadre de l’autoencodeur

pour lequel ils ont été conçus, dans la mesure où ils peuvent être employés pour tem-

poraliser d’autres méthodes d’embedding statiques et améliorer considérablement leurs

performances. D’autre part, les expérimentations menées démontrent des corrélations

intéressantes entre les poids temporels appris et certaines caractéristiques temporelles

des nœuds du graphe en entrée.

3.5.1 Incorporation de métadonnées

Dans les expérimentations menées, 5 autoencodeurs ont été temporalisés. Or il est

opportun de rappeler que la méthode de temporalisation présentée est générique et qu’il

est possible de l’adapter à tout autoencodeur de type réseau de neurones prenant en

entrée une matrice d’adjacence. En ce sens, l’autoencodeur temporalisé est à considérer

comme un hyperparamètre en soi, au même titre que s et w.

Par ailleurs, des méthodes d’embedding plus sophistiquées peuvent également être

temporalisées. En l’occurrence, si l’autoencodeur considéré permet de prendre en

compte certaines métadonnées supplémentaires des nœuds, la version temporalisée qui

en résulte le permet également. C’est par exemple le cas pour GAE/VGAE [60] et

ARGAE/ARGVAE [28]. De plus, la temporalisation présentée permet de prendre en

compte des métadonnées dynamiques des nœuds. En effet, les états d’un nœud à

différents pas de temps étant transposés en des supra-nœuds différents, il est possible de

faire correspondre à chacun d’entre eux des métadonnées différentes.

3.5.2 Temporalisation d’autres types de GNN

Telle que présentée, la méthode décrite est définie pour temporaliser des autoencodeurs

avec pour objectif premier d’apprendre des représentations temporelles de graphes. Il

est néanmoins possible d’adapter et d’appliquer le processus de temporalisation à des

GNN (graph neural networks) d’autres types, adressant des problèmes différents de celui

de l’apprentissage de représentations. Par exemple, il est possible de temporaliser des

modèles de génération de graphes tels que [63, 64]. Ce type de méthodes composées de

réseaux de neurones, prennent en entrée des matrices d’adjacence de graphes statiques

et retournent des graphes générés aux propriétés similaires à ceux en entrée. En utilisant

la méthode de temporalisation sur de telles approches, l’idée serait de générer un graphe

temporel simulé semblable à celui en entrée.
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3.5.3 Temporalisation lightweight

Au vu des résultats présentés en section 3.4.5, une analyse approfondie visant à découvrir

les corrélations existant entre les différentes caractéristiques des nœuds et les poids tem-

porels appris pourrait déboucher sur une méthode de temporalisation lightweight, plus

rapide et plus générique. En effet, l’apprentissage d’un autocodeur temporalisé est une

opération relativement lourde : sur les jeux de données considérés, cela prend envi-

ron 90 minutes sur une machine à 24 cœurs et 64 Go de RAM. De plus, si les avan-

tages de la temporalisation semblent être évidents sur les autoencodeurs temporalisés, la

réutilisation des poids temporels sur d’autres méthodes d’embedding statiques apporte

des améliorations mineures par rapport à la temporalisation fixe, comme le suggère la

section 3.4.2. Par conséquent, il est possible d’envisager la conception d’une méthode

de temporalisation définie par l’utilisateur : l’idée serait de créer des poids temporels en

se basant sur des caractéristiques spatio-temporelles des nœuds (à l’instar de celles que

nous avons définies en 3.4.5) et en se référant aux corrélations partielles découvertes. Un

tel processus serait une méthode plus simple (en scalabilité et en temps de traitement)

pour temporaliser tout type d’approche d’embedding statique (de manière similaire à

DW TT et N2V TT) sans aucune contrainte sur sa structure ou son type de données

d’entrée, contrairement à la méthode de temporalisation proposée.



Chapitre 4

Alignement et Stabilité

Temporels des Embeddings

En apprentissage de représentations, les dimensions du référentiel d’embedding latent

ne revêtent, a priori, pas de signification physique précise. En effet, les coordonnées

d’un objet représenté dans l’espace latent, i.e. son vecteur d’embedding, ne contiennent

pas d’information de manière autonome : la donnée pertinente réside dans la position

relative du vecteur d’embedding par rapport à ceux des autres objets représentés. En

d’autres termes, l’information utile se trouve dans les distances entre les embeddings. Or,

ces distances sont invariantes vis-à-vis de certains types de transformations de l’espace

latent d’embedding. Ainsi, dans le cas de l’apprentissage de représentation des nœuds

d’un graphe statique, il est possible de construire différents embeddings fournissant ex-

actement les mêmes informations, par exemple en fonction des conditions initiales d’une

méthode d’apprentissage de représentation. Généralement, cela ne pose pas de problème

dans le cas de graphes statiques et de tâches d’inférence insensibles à la dimension tem-

porelle dans la mesure où un seul espace latent est suffisant pour représenter tous les

nœuds du graphe.

Contrairement aux structures statiques, les systèmes dynamiques contiennent également

des informations temporelles. Par exemple, le sens d’un mot peut changer au cours du

temps et les métadonnées des nœuds d’un graphe peuvent évoluer. Dans le premier cas,

la différence entre les vecteurs d’embedding d’un mot à deux moments différents peut

indiquer sa dérive sémantique. Dans le second, l’évolution des frontières de décision

pour une tâche de classification de nœuds, apprises à des pas de temps différents, pour-

rait donner une indication sur les potentiels changements d’appartenance aux commu-

nautés. Cependant, pour étudier cette évolution temporelle à l’aide d’embeddings, il est

58
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nécessaire de disposer d’un système de référence de l’espace latent qui soit fixe dans le

temps.

Dans le cadre d’un graphe temporel donné, les différences entre les représentations ap-

prises pour différents pas de temps peuvent être imputables à des changements réels dans

le graphe ou à des transformations qui ne modifient pas les distances entre nœuds dans

l’espace latent. Dans le premier cas, ces changements sont liés à la stabilité du graphe

dans le temps tandis que dans le second, ils correspondent à un défaut d’alignement

des embeddings. Il s’agit là d’un artefact introduit par la méthode d’apprentissage de

représentation employée. Par exemple, de très légères modifications dans les données en

entrée sont susceptibles de produire des embeddings radicalement différents d’un pas de

temps à un autre lorsque les embeddings desdits pas de temps sont appris de manière

indépendante à l’aide d’une méthode statique : en effet, d’infimes changements en entrée

peuvent modifier de manière significative les régions dans lesquelles s’inscrivent les em-

beddings appris. Dans un cas plus extrême, les mêmes données d’entrée peuvent donner

lieu à des embeddings différents en raison de l’aspect non déterministe de nombreuses

méthodes d’embedding. En résumé, la stabilité caractérise la dynamique du système lui-

même, tandis que le désalignement caractérise les changements parasites dans l’espace

latent. Dans la suite de ce chapitre, des embeddings d’un graphe temporel sont dits

alignés lorsque les différences entre les embeddings de pas de temps consécutifs reflètent

les changements réels du graphe plutôt que des transformations propres à l’espace latent.

Dépendamment du contexte, les questions liées à la stabilité et à l’alignement des em-

beddings d’un graphe temporel peuvent être d’une importance primordiale. Tel est

par exemple le cas dans les tâches d’inférence sensibles à la dimension temporelle (e.g.

prédiction d’arêtes), dans l’évolution temporelle ou encore dans la visualisation dy-

namique. Bien que cette problématique soit connue dans l’état de l’art, elle n’a pas

été définie formellement, explorée théoriquement ou analysée empiriquement de manière

suffisante.

Le travail exposé dans ce chapitre présente plusieurs contributions. L’alignement

d’embeddings temporels est défini de manière formelle. Il est décomposé et ses différents

éléments constitutifs sont expliqués et interprétés. De nouvelles métriques appropriées

à la mesure de l’alignement et de la stabilité sont élaborées, puis les fondements

mathématiques sous-jacents sont justifiés. Un ensemble d’expérimentations sur des

données synthétiques puis réelles est mené afin de démontrer la robustesse et l’utilité

des métriques conçues. En parallèle, une méthode de réalignement des embeddings tem-

porels est conçue. Les représentations en sortie de plusieurs méthodes d’embeddings,

statiques et temporelles, sur plusieurs jeux de données, sont analysées à travers le prisme

des métriques proposées, puis l’apport du réalignement est évalué.
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Ce travail d’analyse de l’alignement et de la stabilité d’embeddings temporels de

graphes a été mené conjointement avec un doctorant de l’université du Bosphore

(Istanbul, Turquie) et a fait l’objet d’un article [65] soumis à la revue scientifique

“ Neurocomputing ”.

4.1 Contexte et travaux connexes

L’alignement est l’un des principaux inconvénients de l’application de méthodes

d’embedding statiques à l’apprentissage de représentation de graphes temporels. En

effet, des embeddings calculés de manière indépendante d’un pas de temps à un autre

ne se conforment a priori à aucune cohérence temporelle : les distances euclidiennes

entre paires d’embeddings sont invariantes vis-à-vis de certaines opérations comme la

translation, la rotation ou la réflexion. Autrement dit, les embeddings de pas de temps

consécutifs calculés à partir d’une méthode statique peuvent être décalés ou pivotés l’un

par rapport à l’autre (comme le montre la figure 4.1) en raison du fait qu’ils sont placés

dans des espaces latents a priori différents. Dans une telle situation, les embeddings

temporels sont dits désalignés.

(a) (b)

Figure 4.1: Exemple de désalignement. (a) Échantillon d’embedding au pas de temps
t. (b) Les embeddings des mêmes nœuds au pas de temps t+1. Bien que les distances
soient préservées entre les deux pas de temps, les vecteurs d’embedding sont différents :

l’évolution est entièrement induite par une translation et une rotation.

À l’inverse, les approches d’embedding temporelles créent des embeddings lissés dans

le temps et, par conséquent, des embeddings mieux alignés que les approches sta-

tiques. Néanmoins, ces méthodes n’adressent généralement pas les problèmes liés à

l’alignement de manière directe. Certains travaux de l’état de l’art mentionnent cette

problématique sans pour autant proposer une méthode explicite pour la traiter : [66, 67].

Dans l’embedding de mots, [30] utilise une régression localement linéaire pour forcer

l’alignement d’un mot central par rapport à son voisinage, dans différents pas de
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temps. Cependant, cette opération doit être appliquée pour chacun des mots de manière

indépendante. Certaines études [68, 69] utilisent l’analyse procrustéenne orthogonale

[70] : l’idée est de trouver et d’appliquer la matrice orthogonale (i.e. matrice de rota-

tion et/ou réflexion) qui fait correspondre le mieux les embeddings de deux pas de temps

consécutifs, via une décomposition en valeurs singulières d’une certaine matrice tirée des

embeddings. Il convient de noter que l’analyse procrustéenne orthogonale n’offre pas la

possibilité de trouver des translations possibles entre des embeddings de différents pas

de temps. Cela peut potentiellement être un inconvénient quand la métrique de distance

considérée dans l’espace latent d’embedding est la distance euclidienne plutôt que le pro-

duit scalaire ou la similarité cosinus. Ainsi, d’autres travaux [71–74] utilisent l’analyse

procrustéenne généralisée [75] où les opérations de translation et de mise à l’échelle

optimales sont autorisées en plus de la rotation et de la réflexion.

Nous considérons que deux ensembles d’embeddings sont alignés quand il n’existe pas de

mouvement global (translation, rotation, réflexion) entre les vecteurs qui les composent.

Outre son aspect pratique, cette définition découle d’une observation que nous pouvons

remarquer : sous toutes leurs formes possibles (graphes, matrices d’adjacence, listes

d’arêtes...), les données en entrée des méthodes d’embedding représentent généralement

des interactions entre nœuds. Or ces données ne sauraient contenir d’informations sur

un éventuel mouvement de masse, d’un pas de temps à un autre, qui concernerait les

nœuds dans leur globalité, étant donné qu’il n’existe pas de relations inter-pas-de-temps

entre nœuds différents (i.e. arêtes reliant deux nœuds différents à deux pas de temps

différents). De ce fait, tout mouvement global d’embeddings dans le temps est imputable

au désalignement. Sur cette base, nous définissons également le réalignement et la

mesure de l’alignement comme étant les processus de découverte et de quantification des

transformations linéaires optimales rapprochant le plus possible les embeddings de deux

pas de temps.

Il existe quelques travaux de l’état de l’art abordant le problème de la mesure de

l’alignement des embeddings. [76] et [77] définissent une quantité de stabilité (ou de

continuité) temporelle censée mesurer le désalignement entre les embeddings de deux

pas de temps. L’idée générale est d’analyser la corrélation entre le changement de voisi-

nage d’un nœud et son déplacement dans le temps dans l’espace latent. Cependant, une

telle quantité englobe deux notions connexes mais différentes, à savoir l’alignement et

la stabilité. Telle que nous la concevons, la stabilité reflète les changements qui peuvent

se produire entre les embeddings de pas de temps consécutifs et qui ne sont pas liés à

des décalages en alignement. Pour une méthode produisant des embeddings idéalement

alignés, la stabilité est directement liée à la dynamique du réseau considéré, c’est-à-dire

à son évolution structurelle à différentes échelles. Il convient également de noter que

l’instabilité peut également être causée par la méthode d’embedding utilisée en raison du
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caractère aléatoire du processus de création de la représentation. En définitive, plusieurs

problématiques demeurent relativement sous-étudiées dans l’état de l’art, telles que la

dissociation entre l’alignement et la stabilité des embeddings temporels et la définition

de grandeurs valides, pertinentes et utiles pour les mesurer.

4.2 Alignement et stabilité

Comme mentionné précédemment, plusieurs types d’opérations pouvant s’insinuer entre

deux matrices d’embedding consécutives peuvent causer un désalignement. C’est le cas

des translations, des rotations et des réflexions. Par conséquent, une mesure appropriée

de l’alignement devrait quantifier l’amplitude de chacune de ces opérations. En effet,

essayer de mesurer l’alignement à l’aide d’une seule valeur peut masquer différentes

situation : par exemple, une rotation d’un certain angle θ et une translation de vecteur

directeur t⃗ pourraient produire la même mesure d’alignement ; de telles équivalences ne

semblent pas être pertinentes. Au lieu de cela, nous choisissons de concevoir une mesure

d’alignement pour chacune des opérations qui entrent en jeu dans l’alignement.

4.2.1 Erreur en translation

Cette mesure vise à quantifier le déplacement global moyen entre deux embed-

dings consécutifs. Plus précisément, nous nous intéressons au déplacement du cen-

tre de gravité dans le temps. Étant donné deux matrices d’embeddings consécutives

Et = {eti, i ∈ [[1, N ]]} et Et+1 = {et+1
i , i ∈ [[1, N ]]}, nous définissons le déplacement

global comme étant :

tglob =
∥∥ot+1 − ot

∥∥ avec ot =

∑N
i=1 e

t
i

N
(4.1)

À signaler que tglob n’est pas une grandeur objectivement représentative en raison de sa

dépendance à l’espace d’embedding. Il faut donc la normaliser par rapport à certaines

distances caractéristiques des embeddings dans l’espace latent. En l’occurrence, nous

choisissons les rayons des embeddings, i.e. les distances moyennes respectives aux centres

de gravité :

tnorm =
tglob

rt + rt+1
avec rt =

∑N
i=1

∥∥eti − ot
∥∥

N
(4.2)

Par ailleurs, il est intéressant de noter que, comme présenté dans la figure 4.2, tnorm est

égal à 1 lorsque les embeddings des deux pas de temps sont tangents en termes de rayon.
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La grandeur tnorm prend ses valeur dans R+. Afin de borner l’erreur de translation finale

ξtr, nous définissons :

ξtr =
tnorm

tnorm + 1
(4.3)

Par conséquent, l’erreur de translation ξtr est comprise entre 0 et 1.

Figure 4.2: Embeddings tangents en termes de rayon. ot, rt et tglob désignent respec-
tivement le centre de gravité des embeddings au pas de temps t (défini dans l’équation
4.1), leur rayon (équation 4.2) et la translation globale (équation 4.1). Dans ce cas,

tnorm est égal à 1 et l’erreur de translation ξtr est égale à 0.5.

Enfin, après avoir mesuré l’erreur en translation, et afin de corriger le désalignement

relatif à la translation, nous centrons les deux embeddings comparés en déportant leurs

centres de gravité à l’origine de l’espace latent d’embedding. Nous obtenons ainsi les

embeddings centrés Ct et Ct+1 :

Ct = {cti} avec cti = eti − ot pour i ∈ [[1, N ]]. (4.4)

4.2.2 Erreur en rotation

Étant donné deux embeddings centrés de pas de temps consécutifs Ct et Ct+1, il est

possible de trouver la matrice optimale de rotation et/ou réflexion (i.e. matrice orthog-

onale) R à appliquer à Ct pour faire correspondre, de la manière la plus proche possible,

les embeddings des deux pas de temps. Pour ce faire, nous pouvons recourir à l’analyse

procrustéenne orthogonale [70] :

R = argminΩ

∥∥Ct Ω− Ct+1
∥∥ (4.5)

Afin de quantifier la rotation/réflexion entre les embeddings, nous comparons R à la

matrice identité I : dans le cas idéal où R = I, Ct et Ct+1 sont d’emblée correctement
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orientées l’une par rapport à l’autre. Nous définissons l’erreur en rotation ξrot comme

suit :

ξrot =
∥R− I∥F

2
√
d

=

√
2 d− 2 Tr(R)

2
√
d

(4.6)

où d est la dimension d’embedding, Tr(R) est la trace de la matrice R et ∥R− I∥F
représente la norme Frobenius de la matrice R− I. L’égalité entre les deux expressions

de ξrot formulées dans l’équation 4.6 est démontrée dans l’annexe B. En divisant par

2
√
d, nous ramenons ξrot à varier entre 0 à 1. À ce stade, nous pouvons nous poser la

question de la capacité de ξrot à quantifier le niveau de rotation/réflexion que représente

R. Afin de répondre à cette question, nous introduisons Rcan, la forme canonique de R.

En effet, chaque matrice orthogonale peut être décomposée en a rotations élémentaires

et écrite sous la forme d’une matrice diagonale par blocs, en utilisant la décomposition

de Schur par exemple :

Rcan = QTRQ =



R1

. . .

Ra

±1
. . .

±1


avec Rj =

[
cos(θj) −sin(θj)
sin(θj) cos(θj)

]
(4.7)

et Q une matrice orthogonale. Plus précisément, comme le montre le tableau 4.1,

la forme de Rcan dépend de la parité de la dimension d’embedding d et du signe du

déterminant de R (i.e. si R est une rotation seulement ou une rotation couplée à une

réflexion) :

Dimension impaire Dimension paire

Rotation uniquement
det(R) = 1


R1

. . .

R d−1
2

1



R1

. . .

R d
2



Rotation/réflexion
det(R) = -1


R1

. . .

R d−1
2

−1




R1

. . .

R d−2
2

1
−1


Tableau 4.1: Forme canonique d’une matrice orthongonale. La forme dépend de la

parité de d et du déterminant de R.
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Il est possible de considérer Rcan comme une expression de R dans une base où elle

peut être décomposée en a rotations élémentaires (i.e. planaires) occurant dans des

plans orthogonaux les uns par rapport aux autres (avec {θj , j ∈ [[1, a]]} comme angles

de rotation), et éventuellement une réflexion. Les deux matrices R et Rcan ont la même

erreur de rotation ξrot car elles partagent la même trace. De plus, vu que la trace de

Rcan est liée aux angles θj , ξrot peut s’écrire comme suit :

ξrot =

√
2d− 4

∑A
j=1 cos(θj)− 2µ

2
√
d

avec µ =


1 si d est impair et det(R) = 1

−1 si d est impair et det(R) = −1
0 si d est pair

(4.8)

Ainsi, nous pouvons observer que plus les angles de rotations élémentaires θj sont faibles,

plus la valeur de ξrot est faible. De même, les réflexions augmentent l’erreur de rotation.

Après avoir mesuré l’erreur de rotation/réflexion, nous procédons à la rotation de la

matrice d’embedding Ct selon la matrice R afin d’obtenir des embeddings consécutifs

centrés et correctement orientés :

Ct
r = Ct R (4.9)

Nous considérons les matrices bien orientées centrées Ct
r et C

t+1 comme étant les versions

alignées des embeddings en entrée.

4.2.3 Erreur en échelle

Cette mesure vise à examiner le changement temporel d’échelle des embeddings alignés.

À cette fin, nous définissons l’erreur en échelle sur la base des rayons des embeddings,

i.e. les distances moyennes à l’origine du référentiel latent :

ξsc =
|rt − rt+1|
rt + rt+1

(4.10)

Cette grandeur est comprise entre 0 et 1. En particulier, ξsc est nulle lorsque les em-

beddings ont exactement le même rayon. Au contraire, ξsc s’approche de 1 lorsque

les rayons des embeddings sont très différents. Une fois l’erreur en échelle mesurée,

nous normalisons les embeddings centrés correctement orientés vis-à-vis de leurs rayons

respectifs :
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Gt =
Ct
r

rt
et Gt+1 =

Ct+1

rt+1
(4.11)

À noter que l’erreur en échelle n’est pas considérée comme faisant partie de l’alignement.

En effet, contrairement à la translation, la rotation et la réflexion, les matrices de dis-

tance entre paires d’embeddings ne sont pas invariantes en cas de changement d’échelle.

Cependant, le changement d’échelle peut indiquer l’évolution de la densité des embed-

dings et, par conséquent, le changement de la force des interactions entre les nœuds du

graphe en entrée. Il apparâıt donc qu’il est opportun de pouvoir mesurer cet effet.

4.2.4 Erreur de stabilité

Étant donné deux embeddings centrés, correctement orientés et normalisés, il est

intéressant d’examiner l’évolution des embeddings dans le temps. En effet, la différence

entre les caractéristiques respectives de Gt = {gti} et Gt+1 = {gt+1
i } ne peut être at-

tribuée à un éventuel désalignement. Ainsi, la comparaison entre Gt et Gt+1 donne des

informations sur la dynamique structurelle du graphe représenté, telle que la disconti-

nuité temporelle des embeddings ou le bruit existant entre des pas de temps consécutifs.

Nous définissons l’erreur de stabilité comme suit :

ξst =

∑N
i=1

∥gt+1
i −gti∥

∥gti∥+∥gt+1
i ∥

N
(4.12)

L’erreur de stabilité ξst varie entre 0 à 1. Elle est égale à 0 si et seulement si Gt = Gt+1.

Bien que l’erreur de stabilité soit calculée après les processus de mesure de l’alignement

et de mise à l’échelle, elle apporte des informations supplémentaires sur la pertinence

des autres mesures définies. Par exemple, dans le cas extrême où nous comparons deux

matrices d’embedding générées aléatoirement, nous pouvons toujours obtenir ξtr, ξrot

et ξsc. Cependant, ces valeurs ne sont pas pertinentes car elles ne sont pas porteuses

de sens. L’erreur de stabilité peut aider à relever ces cas, en produisant une valeur

relativement élevée.
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4.3 Expérimentations sur des données synthétiques

4.3.1 Procédure de simulation de données

Afin de démontrer la pertinence et les caractéristiques de chacune des mesures d’erreur

proposées, nous concevons et réalisons des expérimentations sur des données synthétiques

(pour lesquelles la vérité de terrain est par conséquent connue). Nous explorons le com-

portement de chacune des mesures d’erreur suite à différentes combinaisons de trans-

formations (translations, rotations, réflexions, changements d’échelle, introductions de

bruit) appliquées à une matrice initiale Et pour créer une matrice transformée Et+1 (Et

et Et+1 correspondent respectivement aux embeddings des pas de temps t et t+1). Les

mesures d’erreur sont ensuite calculées pour étudier la stabilité et l’alignement des deux

embeddings. L’idée est de mettre en évidence les corrélations entre les transformations

introduites et les erreurs mesurées pour l’alignement, l’échelle et la stabilité, et ce afin

de valider la pertinence de ces différentes mesures et leur capacité à refléter les effets

qu’elles sont supposées révéler.

4.3.1.1 Simulation d’une matrice d’embedding initiale

Afin de synthétiser les embeddings au pas de temps t, nous créons une matrice de telle

sorte que chacune de ses cellules soit un nombre aléatoire choisi uniformément dans

l’intervalle [0, 1]. D’autre part, afin de découvrir l’impact des différents paramètres

entrant en jeu sur les différentes mesures d’erreur, nous faisons varier la dimension

d’embedding ainsi que le nombre de nœuds ; en d’autres termes, nous faisons varier la

taille des matrices synthétiques. Ainsi, à la création d’une matrice d’embedding initiale,

d et N sont choisis de manière aléatoire et uniforme respectivement dans les ensembles

[[2, 32]] et [[10, 10000]].

4.3.1.2 Simulation des transformation linéaires

Dépendamment de l’expérimentation menée, différentes transformations (translation,

rotation/réflexion, changement d’échelle) sont opérées sur la matrice synthétique du pas

de temps t pour en obtenir une autre correspondant aux embeddings au pas de temps

t + 1. L’idée est de simuler une transformation contrôlée par un facteur d’amplitude :

plus ce facteur est grand, plus l’amplitude de la transformation est importante.

Les translations appliquées sont opérées dans des directions aléatoires, de sorte que le

rapport entre le rayon de la matrice initiale et la norme du vecteur de translation soit

égal au facteur de décalage imposé.
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Le changement d’échelle est réalisé de telle sorte que le centre de gravité soit préservé et

que le rapport entre les rayons des matrices transformée et initiale (rayon tel que défini

dans l’équation 4.2) soit égal au facteur d’échelle imposé.

Pour concevoir une matrice de rotation/réflexion, nous tirons profit de la forme canon-

ique que peut prendre une matrice orthogonale (cf. tableau 4.1) et de l’expression de

l’erreur de rotation qui en découle (explicitée dans l’équation 4.8). L’idée est que, plus

le facteur de rotation est grand, plus les angles de rotation élémentaires sont proches de

π. Par ailleurs, un choix aléatoire détermine si une réflexion est également appliquée à

la matrice de rotation créée. L’annexe C explique dans le détail la procédure suivie.

4.3.1.3 Modèle du bruit introduit

Afin d’évaluer la robustesse des différentes métriques évaluées vis-à-vis du bruit, nous

concevons un modèle temporel de bruit basé sur des marches aléatoires dans l’espace

d’embedding. L’idée est de simuler le comportement que l’embedding d’un nœud

peut avoir dans l’espace latent au cours du temps, du fait de phénomènes chaotiques

indépendants de l’évolution réelle du nœud (régie pas ses interactions). Le principe

intuitif à satisfaire est le suivant : un embedding change de position dans l’espace latent

d’autant plus fortement que le temps avance.

À chaque pas de la marche aléatoire, la matrice d’embedding E est mise à jour selon

l’équation suivante :

E ← E +
1

2
√
d
· U (4.13)

où U est une matrice de bruit de même taille que E, dont les valeurs sont échantillonnées

uniformément dans l’intervalle [−1, 1]. Cela garantit que les directions des pas de la

marche sont aléatoires. Le terme 1/
√
d permet de s’assurer que le facteur de bruit est

équivalent indépendamment de la taille de la matrice d’embedding. Le terme 1/2 est

un choix pratique qui permet de vérifier que la taille des pas n’est ni trop petite ni

trop grande. En effet, 25 pas de marche aléatoire donnent lieu à un bruit ajouté ayant

approximativement le même rayon que l’embedding original :

P(
25∑
k=1

uk
2

> 1) ≃ P(
25∑
k=1

uk
2

< 1) ≃ 50% (4.14)

où chaque uk représente un nombre aléatoire uniformément tiré dans l’intervalle [-1, 1].

En conséquence, nous fixons le nombre de 25 pas comme étant une unité pour le facteur
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de bruit. Autrement dit, un facteur de bruit de 1 correspond en moyenne à un bruit de

même rayon que l’embedding original. En définitive, le résultat de l’introduction d’un

bruit de facteur b à une matrice d’embedding E est :

E +
r

2
√
d
·
⌈25·b⌉∑
k=1

Uk (4.15)

où ⌈x⌉ représente la partie entière supérieure de x et r représente le rayon de la matrice

d’embedding E tel que défini dans l’équation 4.2.

4.3.2 Validation des erreurs conçues

4.3.2.1 Validation de l’erreur en échelle

Dans le cas où les embeddings de deux pas de temps sont identiques, à la différence près

que l’un est une version agrandie (i.e. dilatée) ou réduite (i.e. contractée) de l’autre,

nous pouvons nous attendre à ce que l’erreur d’échelle reflète l’ampleur de la différence

d’échelle. Afin de le vérifier, nous créons des matrices d’embedding synthétiques en leur

appliquant un changement d’échelle compris dans l’intervalle [10−3, 103], tel que décrit

dans 4.3.1.2. La figure 4.3 présente les résultats de cette expérimentation.

Figure 4.3: Corrélation entre un changement d’échelle imposé et l’erreur en échelle
associée.

Nous observons que l’erreur d’échelle est de 0 lorsque les deux embeddings ont la

même échelle (c’est-à-dire lorsque le facteur de changement d’échelle est à 1 et que,

par conséquent, les rayons des embeddings sont égaux). L’erreur tend vers 1 d’autant

plus que le facteur de changement d’échelle s’éloigne logarithmiquement de 1, dans un
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sens ou dans l’autre (dilatation ou contraction). Par ailleurs, au vu de la régularité de

la courbe, l’erreur en échelle est visiblement indépendante de la dimension d’embedding

ou du nombre de nœuds.

4.3.2.2 Validation de l’erreur en translation

D’une manière similaire, la situation où une matrice d’embedding est translatée par

rapport à celle qui la suit dans le temps devrait produire une erreur de translation

corrélée à l’écart entre les deux matrices. Afin de le vérifier, nous créons une paire de

matrices d’embedding en appliquant une translation de l’une par rapport à l’autre (cf.

procédure 4.3.1.2) avec un facteur de décalage compris dans [10−3, 103]. La figure 4.4

montre les résultats de cette expérimentation.

Figure 4.4: Corrélation entre une translation contrôlée par un facteur de décalage et
l’erreur en translation associée.

Nous constatons que l’erreur en translation est nulle lorsque le facteur de décalage tend

vers 0 (i.e. dans le cas où il n’y a pas de translation), que l’erreur augmente avec le

facteur de décalage et qu’elle est indépendante de la taille de la matrice d’embedding

(dimension et nombre de nœuds).

4.3.2.3 Combinaison de translation et de changement d’échelle

Ensuite, nous étudions le comportement des mesures d’erreur en translation et en échelle

pour des transformations combinant ces deux effets. Des embeddings initiaux sont créés,

puis un décalage suivi d’un changement d’échelle sont appliqués. Dans le cas de l’erreur

d’échelle, nous nous attendons à ce qu’elle soit indépendante de la translation dans la

mesure où elle concerne les rayons des embeddings et non la position des embeddings
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dans l’espace latent. Cela est confirmé par la figure 4.5a : l’erreur en échelle augmente

si et seulement si le facteur d’échelle s’éloigne de 1.

Cependant, l’erreur en translation ne dépend pas exclusivement de la distance entre deux

embeddings dans l’espace latent. En effet, cette mesure dépend également des rayons

des embeddings en question comme exprimé dans l’équation 4.2. La figure 4.5b confirme

ce comportement et montre que l’erreur de translation est proche de 0 lorsque le facteur

de décalage est proche de 0. D’autre part, cette erreur augmente avec le facteur de

décalage et, dans le même temps, diminue lorsque le facteur de changement d’échelle est

important.

Par ailleurs et plus généralement, la régularité des motifs observés dans la figure 4.5

confirme visuellement la conclusion précédente selon laquelle les deux mesures sont

indépendantes de la taille des embeddings. Elles peuvent donc être généralisées à

des graphes comportant des nombres de nœuds quelconques et à différentes dimensions

d’embedding.

(a) (b)

Figure 4.5: Erreurs en échelle et en translation en fonction de la combinaison d’un
changement d’échelle et d’un décalage. (a) Facteurs de changement d’échelle et de
décalage, et erreurs en échelle correspondantes. (b) Facteurs de changement d’échelle

et de décalage, et erreur en translation correspondante.

4.3.2.4 Validation de l’erreur en rotation

Comme explicité dans le tableau 4.1, toute matrice de rotation rapprochant les embed-

dings de deux pas de temps consécutifs peut être représentée sous une forme canonique

avec au plus d/2 rotations et éventuellement une réflexion. L’équation 4.8 suggère

que l’erreur de rotation est directement liée à la magnitude des angles de rotation

élémentaires, présents dans la forme canonique de la matrice orthogonale. Afin de vérifier
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cela, nous créons un grand nombre de matrices de rotation selon la procédure décrite

dans 4.3.1.2 en faisant varier le facteur de rotation.

La figure 4.6a illustre l’erreur de rotation obtenue pour ces différentes matrices en di-

mension d = 3 en distinguant les cas de présence / absence de réflexion. Nous observons

que l’erreur est maximale lorsque l’angle de rotation est égal à π. Par ailleurs, l’erreur de

rotation est plus importante lorsqu’une réflexion est appliquée. Nous vérifions également

la corrélation entre angles de rotation élémentaires et erreur en rotation en dimension

d = 4. Nous nous restreignons au cas d’une matrice orthogonale sans réflexion, composée

donc de 2 rotations élémentaires. Comme le montre la figure 4.6b, l’erreur de rotation

est maximale lorsque les deux angles sont égaux à π, et minimale lorsque les deux angles

sont nuls.

(a) (b)

Figure 4.6: Erreur de rotation en fonction de l’amplitude de la rotation / réflexion.
(a) Pour d = 3, l’angle de rotation couplé ou non à une réflexion et l’erreur de
rotation associée. (b) Pour d = 4, les deux angles de rotation et l’erreur de rota-

tion correspondante.

Globalement, la figure 4.6 montre la relation claire entre, d’un coté, les angles de rotation

et une éventuelle réflexion, et de l’autre, l’erreur de rotation, confirmant visuellement

les attentes intuitives et les fondements mathématiques de cette mesure.

4.3.2.5 Robustesse des mesures d’erreur vis-à-vis du bruit

Nous étudions le comportement des erreurs en translation, en rotation/réflexion et en

échelle à l’issue de leurs transformations respectives et de l’ajout du bruit.

La figure 4.7a montre que, en plus de l’amplitude du changement d’échelle appliqué,

l’erreur en échelle est également impactée par l’amplitude du bruit introduit. Plus

précisément, dans le cas d’une contraction des embeddings (i.e. facteur de changement

d’échelle < 1) combinée à un bruit additionnel de forte amplitude, l’erreur en échelle
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est plus faible. En effet, au fur et à mesure que l’amplitude du bruit augmente, le

déplacement des embeddings par rapport à leurs positions de départ est plus impor-

tant, faisant crôıtre le rayon moyen des embeddings, et donc leur échelle. Une telle

augmentation compense la contraction, expliquant ainsi le comportement observé dans

la figure.

Cet effet de compensation est également à l’origine du comportement observé dans la

figure 4.7b illustrant le lien entre l’amplitude du bruit introduit et l’erreur en translation.

L’augmentation du rayon impacte le terme de normalisation qui est utilisé dans le calcul

de l’erreur en translation (i.e. rt + rt+1 dans l’équation 4.2). Par conséquent, dans le

cas d’un bruit de forte amplitude, l’erreur de translation est réduite. Dans l’ensemble,

ce comportement résultant de l’augmentation du rayon est dû à la manière dont est

modélisé le bruit dans les expérimentations menées plutôt qu’aux propriétés des mesures

proposées et n’est visible de manière flagrante que dans le cas d’un bruit additionnel

non réaliste car trop important.

L’introduction d’un bruit de magnitude importante transforme toute matrice

d’embedding en une matrice à caractère aléatoire. Comme le montre la figure 4.7c,

dans le régime caractérisé par de grands facteurs de bruit, l’erreur en rotation converge

vers une grande valeur même si les facteurs de rotation initiaux sont différents. À noter

que cette valeur n’est pas la limite supérieure que peut atteindre l’erreur de rotation. En

effet, sa valeur limite est obtenue pour une matrice de rotation/réflexion particulière, à

savoir l’inverse de la matrice identité (des angles de rotation élémentaires à π en plus

d’une réflexion quand d est impair). Dans le régime caractérisé par des niveaux de

bruit modérés et plus réalistes, l’erreur de rotation est capable de faire la distinction

entre le bruit et la structure originale et produit des valeurs directement liées au facteur

de rotation imposé. Par exemple, sachant qu’un facteur de bruit égal à 1 produit un

bruit aléatoire additionnel ayant des valeurs du même ordre de grandeur que la ma-

trice d’embedding, le résultat démontre la capacité de l’erreur de rotation à capturer les

différences de rotation même sous des quantités considérables de bruit.

4.3.2.6 Validation de l’erreur de stabilité

Contrairement aux trois mesures précédentes, l’erreur de stabilité évalue les change-

ments structurels relatifs, ou en d’autres termes, les mouvements des nœuds par rap-

port aux autres et des communautés par rapport aux autres. Cette erreur est donc

mesurée à l’issue du réalignement et de la normalisation (mise à échelle commune)

d’une paire d’embeddings consécutifs. Par conséquent, une évolution pouvant être

entièrement expliquée par une combinaison des transformation précédentes (translation,
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(a) (b) (c)

Figure 4.7: Effet combiné du bruit et du changement d’échelle, de la translation, ou
de la rotation/réflexion sur les mesures d’erreurs associées : (a) changement d’échelle,

(b) translation, (c) rotation / réflexion.

rotation/réflexion, changement d’échelle) devrait produire une erreur de stabilité nulle.

Afin de valider la pertinence de la mesure de stabilité proposée, nous introduisons des

changements structurels sur les embeddings synthétiques en leur additionnant du bruit,

tel que modélisé en section 4.3.1.3 : l’ajout de bruit modifie de manière aléatoire les

distances entre les embeddings des nœuds.

D’abord, nous vérifions que l’erreur de stabilité est robuste face à différentes tailles

d’embedding. Pour ce faire, nous créons des matrices initiales d’embedding de différentes

tailles (différents N et d), puis nous modifions leur structure en introduisant du bruit

avec un facteur fixé à 1 (embeddings en t + 1). Ensuite, nous observons l’erreur de

stabilité entre les paires d’embeddings, tel que montré dans la figure 4.8. À l’exception

du régime caractérisé par de très faibles valeurs de N/d, l’erreur de stabilité est stable

vis-à-vis du nombre de nœuds et de la dimension d’embedding. Le régime à faible valeur

de N/d n’est pas représentatif de graphes issus de cas d’usage réels dans la mesure où

l’apprentissage de représentation vise à apprendre des embeddings satisfaisant d << N .

De plus, dès que le nombre de nœuds augmente modestement pour dépasser 100 (comme

c’est le cas dans des scénarii réalistes), nous atteignons le régime général où la mesure

de stabilité est robuste par rapport à la taille de la matrice d’embedding.

Ensuite, nous nous intéressons au lien entre l’erreur de stabilité et le facteur de bruit (cf.

figure 4.9). Au premier abord, nous remarquons une relation directe entre l’amplitude

du changement dans la structure d’embedding (i.e. le facteur de bruit) et la mesure

de l’erreur de stabilité. Par ailleurs, d’autres constatations peuvent êtres effectuées.

D’un coté, l’absence de fluctuations importantes confirme la robustesse de l’erreur de

stabilité vis-à-vis de la taille de la matrice d’embedding. D’autre part, nous observons

que l’erreur de stabilité n’atteint pas sa valeur maximale (i.e. 1) et ne dépasse pas 0.75.

En réalité, la limite supérieure de l’erreur de stabilité n’est atteinte que dans des cas

très extrêmes qu’il est pratiquement impossible de reproduire avec des embeddings et

du bruit aléatoires (cf. annexe D).
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Figure 4.8: Robustesse de l’erreur de stabilité vis-à-vis de la dimension d’embedding
et du nombre de nœuds.

Figure 4.9: Relation entre l’amplitude du bruit synthétique introduit et l’erreur de
stabilité.

En présence à la fois de changements structurels obtenus par l’introduction de bruit, et

d’autres transformations linéaires ne modifiant pas la structure relative (désalignement

et changement d’échelle), nous pouvons nous attendre à ce que l’erreur de stabilité soit

liée uniquement à l’amplitude du bruit et indépendante des transformations linéaires

opérées. Afin de vérifier cela, nous créons des matrices initiales (embeddings en t)

auxquelles nous appliquons du bruit et une des transformations linéaires (embeddings

en t+ 1).

La figure 4.10 présente les résultats de ces expérimentations pour chacune des trans-

formations considérées (translation, rotation / réflexion et changement d’échelle). Nous

constatons, comme anticipé, que l’erreur de stabilité varie uniquement en fonction de
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l’amplitude des changements introduits dans la structure relative du graphe (i.e. bruit)

et reste indépendante vis-à-vis des autres transformations.

(a) (b) (c)

Figure 4.10: Effet combiné du bruit et des transformations linéaires sur l’erreur de
stabilité. (a) Facteurs de changement d’échelle et de bruit, et erreur de stabilité corre-
spondante. (b) Facteurs de translation et de bruit, et erreur de stabilité correspondante.

(c) Facteurs de rotation et de bruit, et erreur de stabilité correspondante.

Il convient de rappeler que l’alignement est pertinent dans les cas où il est possible de

trouver un modèle structurel de correspondance entre deux embeddings. Une erreur

de stabilité importante indique que deux embeddings sont structurellement si différents

qu’il n’est pas utile d’étudier l’alignement et d’interpréter les résultats des autres mesures

d’erreur. Par conséquent, le comportement des erreurs en échelle, en translation et en

rotation n’est pas pertinent, significatif ou utile en pratique lorsque l’amplitude du bruit

additionnel est trop importante.

En résumé, les mesures d’erreurs proposées pour l’alignement, le changement d’échelle

et la stabilité sont capables de saisir l’existence et l’amplitude des différences introduites

par les changements ou transformations structurels respectifs. Elles sont robustes vis-à-

vis de la dimension d’embedding et du nombre de nœuds. Par ailleurs, chacune d’entre

elles reflète directement et — presque — uniquement les changements qu’elle est censée

mesurer. L’ensemble de ces quatre mesures peut donc être utilisé sur des graphes issus

de cas réels pour étudier l’existence et le degré de stabilité et d’alignement ainsi que

pour réaligner des embeddings temporels.

4.4 Expérimentations sur des données réelles

Nous réalisons des expérimentations sur des graphes temporels issus de 7 jeux de données

du monde réél à l’aide de 13 méthodes d’embedding de graphe, statiques et temporelles.

D’abord, nous mesurons les erreurs d’alignement et de stabilité de ces embeddings.
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4.4.1 Jeux de données

En utilisant les dépôts de données [78, 79] ainsi que d’autres ressources, nous avons

identifié plusieurs graphes temporels présentant des métadonnées (fixes ou dynamiques)

sur l’appartenance des nœuds à des communautés. Pour chacun des jeux de données, les

prétraitements appropriés ont été effectués, notamment afin de s’assurer que l’ensemble

des nœuds est fixe sur chacun des pas de temps. Un récapitulatif des jeux de données

considérés est présenté dans le tableau 4.2.

• Le graphe Dutch-School [80] concerne le réseau d’amitié entre les élèves d’un

établissement secondaire aux Pays-Bas. Les pas de temps correspondent aux 4

trimestres de l’année 2003/2004. Les labels fixes des nœuds sont le sexe, l’âge,

l’ethnie et la religion. Les nœuds ont également un label dynamique correspondant

à l’existence d’incidents de comportement (délinquance) durant le trimestre.

• Le graphe pondéré Freshmen [81] désigne le réseau d’amitié entre les étudiants

de première année du département de sociologie d’une université aux Pays-Bas,

pendant l’année scolaire 1998/1999. Le poids d’une arête correspond à la force de

l’amitié liant 2 étudiants. Les labels des nœuds fixes sont le sexe, le programme

et si l’étudiant est fumeur.

• Le graphe Sp-Hospital [82] retrace les contacts directs entre les patients et le

personnel de santé dans un hôpital en France sur 5 jours en 2010. Le poids de

chaque arête correspond à la durée de l’interaction entre 2 personnes sur une

journée. Les nœuds ont pour labels fixes leur statut (patient ou poste de travail le

cas échéant).

• Le graphe Sp-Primary-School [83] montre les contacts directs sur 2 jours

consécutifs dans une école primaire en France en 2009. Les poids des arêtes

représentent la durée d’une interaction sur une journée. Les nœuds ont des la-

bels fixes : le sexe et la classe.

• Le graphe Sp-Highschool [84] présente les contacts directs entre les élèves d’un

lycée en France sur 5 jours en 2013. Les arêtes sont pondérées (durée d’interaction

entre deux lycéens), et les labels des nœuds (classe et sexe) sont fixes.

• Le graphe Yahoo [85] retrace les communications entre un échantillon

d’utilisateurs de Yahoo Messenger sur 4 semaines. L’ensemble des données est

fourni par le programme Yahoo Webscope. Les données sont traitées de telle

sorte que chaque poids d’arête représente le nombre de jours sur une semaine où

deux internautes ont échangé des messages. Chaque nœud possède deux labels
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dynamiques correspondant à une localisation précise et une autre plus grossière,

obtenues à partir des codes postaux d’envoi des messages.

• Enfin, nous extrayons un échantillon de 10k nœuds du graphe AMiner [43] (cf.

section 2.2.4.2), répartis sur 4 pas de temps de 3 ans chacun.

Nom T N Pondéré Labels fixes Labels dynamiques

Dutch-School 4 25 Non Sexe, age, ethnie, religion Délinquance

FreshMen 4 30 Oui Sexe, age, programme, fumeur

Sp-Hospital 2 51 Oui Statut

Sp-Primary-School 2 232 Oui Classe, sexe

Sp-High-School 5 244 Oui Classe, sexe

AMiner 4 10565 Oui Domaine de recherche

Yahoo 4 46049 Oui Localisations

Tableau 4.2: Jeux de données. T et N désignent respectivement le nombre de pas de
temps et le nombre de nœuds.

4.4.2 Méthodes d’embedding

Nous considérons différentes méthodes d’embedding de graphes, statiques et temporelles.

En ce qui concerne les méthodes statiques, nous utilisons des méthodes à base de marches

aléatoires, à savoir N2V[6], DW[5] ; des méthodes de factorisation de matrices (GF [41],

LAP[2], HOPE[4]) ; une méthode basée sur la réduction de dimension (LLE[86]) ; une

méthode d’embedding de grands graphes (LINE[87]) et un autoencodeur SDNE[9]. Nous

appliquons ces méthodes statiques à chaque pas de temps de manière indépendante.

Pour les méthodes temporelles, nous employons DT[15], GloDyNE[16], et TN2V[19]. De

plus, nous considérons des versions temporalisées de DW (DW FT) et N2V (N2V FT)

(fixed temporalization telle que décrite dans 3.4.2, avec des poids temporels fixés au poids

maximal rencontré sur toutes les arêtes du graphe temporel).

À noter que, pour les méthodes d’embedding nécessitant des hyperparamètres, nous

choisissons les valeurs par défaut populaires : nous faisons ce choix dans la mesure où

l’objectif poursuivi dans ce travail sur l’alignement ne réside pas dans la comparaison et

le tuning des méthodes d’embedding.

4.4.3 Expérimentations

4.4.3.1 Mesures d’alignement et de stabilité

La figure 4.11 montre les erreurs en translation, en rotation/réflexion, en échelle et en

stabilité produites par chaque méthode sur toutes les paires de pas de temps consécutifs

des différents jeux de données.
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Pour la rotation, nous remarquons que les méthodes statiques engendrent des erreurs

plus importantes que les méthodes temporelles. Cependant, les erreurs de rotation

produites par les méthodes temporelles ne sont pas négligeables, à l’exception de la

méthode GloDyNE.

Dans le cas de l’erreur en translation, les méthodes basées sur des marches aléatoires

produisent des erreurs plus importantes, de même que SDNE et LINE. D’autre part, à

l’exception des versions temporalisées, les méthodes temporelles produisent généralement

des erreurs de translation beaucoup plus faibles que les méthodes statiques, LLE mis à

part.

En ce qui concerne l’erreur en échelle, nous observons que la plupart des méthodes

produisent généralement de faibles erreurs ; les méthodes temporalisées, et en particulier

DW FT , produisent quant à elles des erreurs relativement plus importantes.

Enfin, pour la stabilité, comme on pouvait s’y attendre, il n’existe pas de différences sig-

nificatives entre les méthodes statiques et temporelles. Cela peut signifier que les défauts

d’alignement constituent une des principales différences entre les embeddings produits

par des méthodes statiques comparées aux temporelles. Toutefois, les méthodes tem-

porelles produisent généralement des erreurs de stabilité légèrement plus faibles, proba-

blement en raison du transfert d’informations entre les pas de temps lors du processus de

construction des embeddings. Cela a pour effet de lisser temporellement les embeddings

en les rapprochant entre pas de temps consécutifs.

Figure 4.11: Erreurs produites par les méthodes d’embedding. Dans un souci de
lisibilité, l’ordre des bôıtes à moustache correspond à celui de la légende et les méthodes

sont classées en fonction de leur caractère statique ou temporel.
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Dans l’ensemble, cette analyse empirique montre que, globalement, les méthodes sta-

tiques produisent de fortes erreurs de rotation et de translation. Ce résultat n’est pas

surprenant dans la mesure où les embeddings sont construits sur les différents pas de

temps de manière indépendante. Cependant, les erreurs d’alignement (i.e. les erreurs de

rotation et de translation) produites par les méthodes temporelles ne sont généralement

pas négligeables. Les embeddings en sortie de ces méthodes sont donc perfectibles à cet

égard.

4.4.3.2 Impact du réalignement sur les performances d’inférence

Dans cette expérimentation, nous nous intéressons à la potentielle amélioration des scores

de classification de nœuds à l’issue du réalignement des embeddings. De manière intu-

itive, en utilisant les versions originales et réalignées des embeddings comme éléments

d’entrée, nous construisons des modèles de classification de nœuds et nous observons

leurs performances sur les embeddings du pas de temps suivant. De cette façon, nous

pouvons nous rendre compte de l’apport du réalignement sur les performances. Plus

concrètement nous menons deux opérations en parallèle.

• D’abord, pour chaque label de jeu de données, nous apprenons à un classifieur

(SVM) de prédire l’appartenance d’un nœud en fonction de son embedding au pas

de temps t. Ensuite, nous reprenons le classifieur construit pour prédire les labels

(labels au pas de temps t + 1 quand ceux ci sont dynamiques) sur la base des

embeddings au pas de temps t+ 1.

• D’un autre coté, nous réalignons toutes les paires d’embeddings consécutifs

(en translation et en rotation/réflexion), puis nous rééxécutons la procédure

précédente.

À l’issue de ces deux opérations, nous obtenons, pour chaque couple {paire d’embeddings

consécutifs, label}, deux scores correspondant aux versions originales et alignées des

embeddings.

À ce stade, il convient de noter que tous les labels ne peuvent pas être prédits par les

données du graphe en entrée. Par exemple, dans un contexte idéal où la mixité des

genres serait parfaite, les interactions d’un individu ne sauraient être conditionnées par

son sexe. Il serait donc judicieux de ne pas considérer ces cas de figure, où les habitudes

d’interactions ne sont pas le reflet des labels des nœuds. Pour ce faire, nous considérons

uniquement les cas présentant des scores d’inférence meilleurs que celles d’un dummy

classifier (i.e. un classifieur ayant un niveau de performance relativement faible). Avec

a et b représentant respectivement les scores du modèle appris et du dummy classifier,
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nous filtrons les cas où la condition suivante n’est pas satisfaite : a > 0.25(1− b)+ b. En

d’autres termes, le modèle doit capturer au moins 25% des informations que le dummy

classifier n’a pas su exploiter. La figure 4.12 montre la différence absolue des scores de

précision de classification avant et après le réalignement des embeddings, en séparant

les méthodes statiques des temporelles.

La figure 4.12a présente les cas qui sont exclus. D’abord, il n’y a pas d’amélioration

significative de la précision de classification dans les cas écartés et les valeurs sont autour

de 0 selon une distribution normale. Ceci est conforme aux attentes selon lesquelles : si

le modèle n’est pas meilleur pour la tâche de classification qu’un dummy classifier, alors

le label est faiblement (voire nullement) corrélé aux interactions ; il ne devrait donc pas

y avoir d’améliorations après réalignement.

La figure 4.12b présente les cas filtrés (cas meilleurs qu’un dummy classifier). Nous

observons que, dans la plupart des cas, il y a une amélioration de la précision de clas-

sification après alignement. Les détériorations de performances suite au réalignement

sont rares et constituent des exceptions vraisemblablement imputables à certains effets

aléatoires.

(a) (b)

Figure 4.12: Distribution de l’amélioration du score de prédiction après réalignement.
(a) Cas exclus sur la base de la comparaison avec un dummy classifier. (b) Cas retenus

sur la même base.

D’autre part, le tableau 4.3 fournit un aperçu plus détaillé des améliorations de la

précision de classification sur les trois plus grands jeux de données utilisés dans cette

étude. Dans les colonnes, nous indiquons la tâche de classification (ensemble de données,

variable cible et pas de temps consécutifs) ainsi que la nature des embeddings en

entrée : (O) pour les originaux et (A) pour les réalignés. Sur les lignes, nous énumérons

séparément les méthodes d’embedding statiques et temporelles. Par ailleurs, nous in-

diquons les améliorations moyennes (O-A) par rapport aux méthodes (colonne la plus

à droite) ou par rapport à la tâche de classification (dans les lignes du bas, après les
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méthodes d’embedding statiques et temporelles). Globalement, nous confirmons que les

améliorations obtenues pour les méthodes d’embedding statiques sont plus importantes

que pour les temporelles et que cela est dû au fait que les méthodes statiques produisent

des erreurs d’alignement plus fortes et donc davantage de possibilités d’amélioration.

En particulier, lorsque nous réalignons les embeddings en sortie des méthodes statiques,

nous observons une nette amélioration de la précision de la classification pouvant attein-

dre 90%. Dans le cas des embeddings de méthodes temporelles, nous notons toujours

des gains de performance significatifs et réguliers dans la précision de la classification,

la différence atteignant jusqu’à 40%. À noter que dans des cas extrêmes, lorsque les

embeddings sont très désalignés, la précision de la classification est à 1%, mais peut

atteindre plus de 70% une fois que les mêmes embeddings sont réalignés. En somme,

nous pouvons conclure que les méthodes d’embedding, statiques mais aussi temporelles,

tirent profit du réalignement.

Sp-Highschool AMiner Yahoo

O-A
classe domaine recherche local. grossière local. précise

0-1 1-2 2-3 3-4 0-1 1-2 2-3 0-1 1-2 2-3 0-1 1-2 2-3
O A O A O A O A O A O A O A O A O A O A O A O A O A

DW .01 .55 .13 .66 .12 .74 .09 .90 .34 .68 .24 .69 .35 .69 .17 .63 .17 .64 .18 .64 .03 .43 .03 .44 .04 .44 .48

GF .12 .16 .09 .11 .12 .13 .11 .13 .26 .58 .27 .56 .26 .60 .15
HOPE .12 .11 .14 .13 .13 .15 .09 .15 .36 .36 .26 .27 .13 .21 .02
LAP .14 .80 .24 .65 .01 .73 .07 .80 .21 .46 .26 .37 .06 .26 .44

LINE .11 .14 .22 .17 .14 .12 .16 .13 .33 .51 .27 .48 .15 .52 .16 .59 .17 .62 .21 .59 .03 .51 .03 .54 .05 .50 .26

LLE .23 .78 .01 .65 .24 .74 .02 .81 .31 .51 .29 .43 .25 .39 .42

N2V .08 .86 .07 .52 .02 .74 .01 .60 .24 .70 .25 .70 .22 .71 .16 .69 .21 .70 .18 .70 .02 .56 .02 .59 .03 .58 .55

SDNE .12 .46 .18 .55 .08 .50 .10 .51 .33 .38 .19 .31 .16 .28 .20 .31 .21 .35 .19 .39 .05 .16 .04 .21 .04 .26 .21

O-A .37 .30 .37 .42 .23 .22 .26 .38 .39 .39 .38 .41 .41

DT .18 .24 .14 .14 .17 .21 .19 .19 .52 .55 .49 .53 .53 .57 .68 .68 .75 .75 .72 .72 .61 .61 .69 .69 .65 .65 .02

GloDyNE .96 .96 .92 .91 .92 .91 .93 .95 .65 .70 .66 .69 .62 .70 .62 .71 .63 .74 .63 .73 .42 .60 .45 .65 .45 .63 .08

TN2V .89 .93 .56 .75 .77 .85 .90 .87 .49 .58 .39 .54 .34 .44 .33 .36 .33 .37 .33 .37 .16 .20 .17 .21 .17 .20 .06

DW FT .59 .83 .48 .89 .52 .72 .52 .31 .66 .70 .64 .69 .44 .69 .57 .71 .57 .73 .48 .66 .34 .58 .37 .62 .27 .51 .17

N2V FT .99 .99 .99 .99 .99 .99 .99 .99 .64 .66 .66 .66 .45 .70 .63 .70 .66 .73 .55 .71 .46 .57 .50 .62 .32 .60 .08

O-A .07 .12 .06 -.04 .04 .05 .14 .07 .08 .09 .11 .12 .15

Tableau 4.3: Précision de la classification avant et après réalignement.

4.4.3.3 Corrélations entre erreurs d’alignement et performances d’inférence

À la lueur de ces résultats (i.e. le réalignement améliore la précision de tâches

d’inférence), nous examinons la relation entre les erreurs en alignement et l’ampleur

de l’amélioration de la précision de la classification. À cette fin, nous calculons les

corrélations partielles de Spearman entre l’amélioration absolue et les erreurs en aligne-

ment. La corrélation partielle entre l’amélioration de la précision et l’erreur en transla-

tion est de 0.42 (p-value < 10−6). Pour l’erreur en rotation/réflexion, elle est de 0.65

(p-value < 10−6). Le fait que les corrélations soient positives et les p-value très faibles
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établit la relation entre les erreurs en alignement et la quantité d’amélioration apportée

en réalignant les embeddings.

Ensuite, nous nous intéressons à la relation entre un désalignement contrôlé introduit et

la précision de la classification de nœuds. Pour chaque paire de pas de temps consécutifs,

nous alignons les embeddings correspondants. Ensuite, similairement à la procédure

utilisée en 4.3.1.2, nous introduisons deux désalignements (en translation et en ro-

tation/réflexion), contrôlés chacun par un facteur. Enfin, sur la base de ces paires

d’embeddings, nous calculons les scores de prédiction pour la classification de nœuds, en

suivant la procédure décrite en 4.4.3.2 et en utilisant plusieurs modèles de classification

(SVM, k-NN et régression logistique).

La figure 4.13 expose les résultats de cette expérimentation sur les embeddings de N2V

et pour le jeu de données Sp-Highschool (dans un souci de lisibilité de la représentation

des résultats, nous considérons uniquement un seul jeu de données et une seule méthode

d’embedding). Globalement, nous observons que plus les rotations et translations ap-

pliquées sont importantes en amplitude, plus la précision de la classification est faible.

Nous remarquons également que la meilleure précision est obtenue lorsque la rota-

tion et la translation appliquées sont faibles, voire nulles. Cela signifie que, au-delà

de l’amélioration des performances, la manière dont l’alignement est réalisé est idéale

pour la tâche de classification des nœuds de Sp-Highschool. Un autre point intéressant

réside dans la similarité entre les résultats des différents classifieurs considérés. Ainsi,

ces résultats ne dépendent pas du modèle de classification utilisé. Par ailleurs, cela

justifie a posteriori le choix préalable d’employer uniquement SVM comme modèle de

classification.

4.4.3.4 Précision de la prédiction par rapport à l’erreur en stabilité.

Enfin, nous analysons la relation entre la stabilité des embeddings et la précision de

la prédiction pour la classification de nœuds. Par définition, l’erreur de stabilité est

directement liée aux changements entre les embeddings consécutifs des nœuds qui ne

sont pas attribuables à un défaut d’alignement. Cela signifie que, lorsque l’erreur en

stabilité est importante, les frontières discriminant les différents emplacements des labels

des nœuds dans l’espace latent d’embedding changent de manière significative dans le

temps. Par conséquent, le score de la prédiction du label d’un nœud sur la base de son

embedding à un pas de temps t, en utilisant un modèle entrâıné sur les données du pas

de temps t− 1 (cf. procédure 4.4.3.2), devrait être corrélé à l’erreur en stabilité.

La figure 4.14 montre les résultats de cette expérimentation sur les ensembles de données

comportant plus de 50 nœuds. Globalement, nous constatons que, plus l’erreur de
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Figure 4.13: Effet du désalignement synthétique sur la précision de la prédiction
pour Sp-Highschool, sur les embeddings de N2V. Chaque ligne concerne un classifieur

différent et chaque colonne présente une paire de pas de temps consécutifs.

stabilité est élevée, moins la tâche de prédiction est précise, confirmant ainsi l’intuition

de départ. Cependant, nous observons également que les points sont plus ou moins

dispersés autour de la ligne de régression linéaire. Une possible explication réside dans les

disparités existant entre les différents jeux de données, ou entre les différents algorithmes

d’embedding. Par exemple, il existe des cas où le classifieur est relativement performant

quand bien même l’erreur de stabilité est relativement élevée. Cela est peut-être dû au

fait que les clusters représentant les labels sont suffisamment distincts pour compenser

les déplacements des embeddings des nœuds d’un pas de temps à un autre. D’autre part,

lorsque les clusters sont trop proches, voire se chevauchent, les erreurs de classification

peuvent être importantes bien que l’erreur de stabilité soit faible.

4.5 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de qualification et de quantification

de l’alignement d’embeddings temporels consécutifs. Pour ce faire, ont été conçues et
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Figure 4.14: Précision de prédiction par rapport à l’erreur en stabilité des embeddings.
Pour tous les jeux de données (dont le nombre de nœuds est supérieur à 50) et toutes les
méthodes d’embedding considérées, la mesure de stabilité et la précision de prédiction

sont rapportées pour chaque paire d’embeddings consécutifs.

justifiées mathématiquement plusieurs mesures relatives aux erreurs en translation, en

rotation/réflexion et en échelle ainsi qu’une mesure de stabilité temporelle. Par ailleurs,

nous avons proposé un processus de réalignement des embeddings temporels. Afin de

démontrer la validité des mesures développées, nous avons mené différentes simulations

à l’aide de données synthétiques, prouvant que chacune des mesures capture le type de

désalignement pour lequel elle est conçue. Nous avons ensuite confronté la procédure pro-

posée à des jeux de données du monde réel, en utilisant plusieurs méthodes d’embedding

statiques et temporelles. Globalement, nous avons confirmé que, comme prévu, les

méthodes temporelles génèrent des embeddings mieux alignés que les méthodes sta-

tiques. De plus, les expérimentations réalisées montrent que le réalignement des embed-

dings améliore généralement les performances de prédiction pour les tâches d’inférence

sensibles à la dimension temporelle. D’autre part, la méthode de réalignement conçue

semble être optimale pour éliminer les effets liés aux transformations de désalignement

(translation, rotation et réflexion) pour les différentes tâches d’inférence considérées.

Enfin, nous avons démontré la corrélation existant entre les performances d’inférence et

la mesure de stabilité proposée.

4.5.1 Nombre de pas de temps

Dans les différentes expérimentations menées, nous nous sommes restreints à l’analyse de

l’alignement des embeddings de deux pas de temps consécutifs. Néanmoins, dans le cas

général, les graphes temporels contiennent plus de deux pas de temps. Cela signifie que
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les processus de mesure de l’alignement et de réalignement des embeddings temporels

doivent être opérés conjointement sur les différents pas de temps :

• Concernant la mesure de l’alignement, le processus appliqué aux différentes paires

successives d’embeddings permet d’obtenir en sortie une série de T − 1 jeux de

mesures (où T est le nombre de pas de temps). Il est possible d’exploiter ces infor-

mations telles quelles, attendu qu’elles renseignent sur l’évolution du désalignement

des embeddings tout au long du déroulement de la dimension temporelle du

graphe en entrée. D’un autre coté, si l’objectif est d’obtenir une seule mesure

du désalignement global des embeddings temporels, il est possible d’agréger les

différentes mesures, par exemple en les moyennant. À noter que choisir le max-

imum de chacune des mesures pourrait être une option à privilégier dans cer-

tains cas. En effet, cela pourrait par exemple mieux rendre compte d’un fort

désalignement occurrant à une unique reprise.

• Réaligner les paires d’embeddings consécutifs indépendamment les unes des autres

ne réglerait pas le problème de l’alignement. Afin de réaligner les embeddings

temporels d’un graphe de plusieurs pas de temps, il faut suivre un ordre particulier.

Une solution possible est de réaligner les embeddings du deuxième pas de temps

vis-à-vis du premier, puis du troisième vis-à-vis du deuxième, et ainsi de suite. Ce

faisant, nous nous assurons qu’une paire d’embeddings correspondants à des pas

de temps quelconques t1 et t2 (avec (t1, t2) ∈ [[1, T]]2) sont correctement alignés.

4.5.2 Métrique de l’espace latent

Un point important ayant trait au domaine de validité des processus de quantification

de l’alignement et de réalignement réside dans la métrique de distance à considérer entre

embeddings dans l’espace latent. En effet, les différentes mesures et opérations entrant

en jeu dans la méthode présentée sont valables dans le cas où la distance entre une

paire d’embeddings à un pas de temps donné est la distance euclidienne. Néanmoins,

certaines méthodes d’apprentissage de représentation produisent des embeddings qu’il

convient de comparer selon d’autres métriques de distance ou de similarité.

• Dans le cas où la métrique à utiliser est celle de la similarité en produit scalaire,

il apparâıt que la translation ne saurait être un effet imputable à un éventuel

désalignement. En effet, si nous opérons une translation sur les embeddings d’un

pas de temps, la matrice de similarité paire à paire entre les différents embed-

dings s’en trouve altérée. Par conséquent, dans un tel contexte, il ne convient pas

de mesurer l’erreur en translation, ou de réaligner vis-à-vis de la translation. À
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noter que dans ce cas, les embeddings ne sont pas à considérer comme des points

d-dimensionnels dans l’espace latent ; ils portent plutôt les caractéristiques de

vecteurs d-dimensionnels.

• Dans un autre scénario où la métrique à utiliser est celle de la similarité cosinus,

et de la même manière que pour le cas du produit scalaire, les similarités entre

embeddings ne sont pas invariantes à la translation. De ce fait, l’erreur en trans-

lation et le réalignement en translation ne sont pas porteurs de sens. À l’inverse,

les similarités cosinus entre les paires d’embeddings restent invariables lorsqu’un

changement d’échelle est opéré. Par conséquent, un changement d’échelle serait at-

tribuable à un désalignement, contrairement au cas général présenté où la distance

entre embeddings est euclidienne (comme mentionné dans la section 4.2.3). Nous

notons que, dans le cas où la métrique à considérer est celle de la similarité cosi-

nus, cela est assimilable à une distance angulaire entre embeddings. En d’autres

termes, les embeddings peuvent être vus comme étant des vecteurs dont la norme

est accessoire, potentiellement tous unitaires.

4.5.3 Généralisation à d’autres types de données

Telle que présentée, la méthode de mesure et d’imposition de l’alignement traite des

graphes temporels. Néanmoins, notre travail peut être facilement adapté à d’autres types

de données. En effet, il pourrait s’agir de toute séquence de matrices de même taille,

chacune représentant un ensemble de vecteurs dans un espace multidimensionnel. Tel est

par exemple le cas pour des embeddings temporels de mots où l’objectif pourrait être de

mettre en évidence les glissements sémantiques temporels de certains mots ou groupes de

mots en reprenant les mesures développées après avoir réaligné les embeddings des pas

de temps consécutifs. De la même manière, la méthode présentée pourrait être utilisée

sur des embeddings de paragraphes ou de documents avec pour application possible de

découvrir l’évolution des sujets traités dans des discours par exemple.

Pour aller plus loin, il n’est pas nécessaire que les données à étudier présentent une dimen-

sion temporelle ; les données à traiter doivent être a minima séquentielles. En d’autres

termes, elles doivent présenter une notion d’ordonnancement, pas obligatoirement tem-

porel. Nous pourrions par exemple analyser un objet multidimensionnel présenté sur

une séquence d’images successives afin de déterminer les changements de point de vue

d’image, ou encore comparer deux objets différents comportant des points communs dans

le but de distinguer leurs particularités. À noter qu’une telle approche serait néanmoins

conditionnée par une étape préalable d’identification de repères clés des objets analysés

sur les différentes images (coins, features particulières).



Chapitre 5

Conclusions et Pistes de

Recherche

Dans ce travail de thèse traitant principalement de la représentation latente de graphes

temporels, plusieurs contributions ont été apportées. D’abord, nous avons présenté deux

méthodes d’embedding de graphes temporels. La première, basée sur des considérations

et contraintes géométriques tente de retranscrire les nœuds d’un graphe dans un es-

pace multidimensionnel en conservant l’information en entrée dans son intégralité. La

deuxième [19] adapte une approche statique de référence au cas des graphes temporels

et présente de bons résultats d’inférence pour les tâches de classification de nœuds. Par

la suite, nous avons modifié cette approche pour adresser spécifiquement la tâche de

classification [45], améliorant ainsi les performances et l’efficacité de réduction de la

dimension du processus d’apprentissage de représentation.

Dans un deuxième axe, nous avons conçu une méthode générique de temporalisation

d’autoencodeurs de graphes statiques [59] en reprenant et en modifiant la notion de

matrices de supra-adjacence. Ce faisant, les performances des tâches d’inférence sensibles

à la dimension temporelle sont significativement améliorées.

Enfin, dans un dernier volet, nous avons étudié l’alignement temporel des embeddings

[65]. Dans ce cadre, nous avons conçu des processus de quantification et de correction des

désalignements, puis nous avons examiné leur impact sur la consistance des embeddings

et leur fiabilité quant aux tâches d’inférence en aval.

Bien que les différents travaux menés présentent plusieurs intérêts, différentes applica-

tions et pistes de recherches, théoriques et appliquées, restent à explorer.

88
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5.1 Applications et pistes de recherche

5.1.1 Techniques de vision par ordinateur adaptées aux graphes tem-

porels

Comme évoqué dans l’introduction, l’idée de départ du présent travail de thèse était

celle d’étudier dans quelle mesure et dans quelles conditions il était possible d’adapter

des techniques de vision par ordinateur au cas des graphes d’interaction temporels. À

cette fin, un verrou élémentaire à lever est celui de la représentation de la donnée à

traiter : en effet, pour permettre la transposition de techniques d’un type de données

à un autre, il faudrait au préalable s’assurer que les deux types de données aient des

formats comparables, en l’occurrence une séquence d’instantanés sous forme de matrices

où la notion de localité est similaire à celle d’une image. Les techniques d’embedding

répondent à cette contrainte.

Ainsi, les différents travaux présentés ont pour principal objectif de concevoir des embed-

dings temporels de nœuds reflétant aussi fidèlement que possible les profils d’interactions

des nœuds d’un graphe temporel. Il s’est d’abord agit de construire les embeddings (en

utilisant TN2V 2.2.3 ou des autoencodeurs temporalisés 3.2) pour ensuite les consolider

en gommant les potentiels désalignements qu’ils peuvent inclure. En conséquence, en

sortie de ces différents processus, l’information initiale est transformée en une donnée

assimilable à une vidéo à d dimensions spatiales, où d est la dimension d’embedding.

À noter que les réseaux de neurones à convolution (CNN), brique essentielle des récents

modèles d’apprentissage profond pour les approches de vision par ordinateur, sont

théoriquement à même de traiter des données, quelle que soit leur dimension spatiale.

Dans leur version bi-dimensionnelle, le principe de base des CNN est de parcourir chaque

partie d’une image (selon des carrés bi-dimensionnels souvent de taille 3× 3 pixels) afin

d’en tirer des informations caractéristiques. Dans le cas où les données en entrée sont

de dimension supérieure à 2, le principe reste le même : il ne s’agit alors plus de carrés

mais de cubes (pour d = 3) ou d’hypercubes (pour d > 3). Par exemple, des CNN tri-

dimensionnels sont appliqués pour le traitement de données LIDAR [88, 89], d’images

hyperspectrales [90] ou encore d’images médicales 3D issues d’IRM ou de PET scans

[91]. Il existe même quelques rares travaux [92] appliquant des CNN 4D à des données

LIDAR et IRM temporelles (3 dimensions spatiales et une dimension temporelle) et

considérant le temps comme une dimension quelconque, au même titre que les 3 autres

dimensions spatiales.

Néanmoins, la complexité des traitements augmente de manière exponentielle vis-à-vis

de la dimensionnalité des données en entrée. En pratique, il n’est pas réaliste d’appliquer
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des CNN à des données de dimension 6 ou 7 avec une puissance de traitement raisonnable.

Attendu que les embeddings temporels de graphes sont représentables dans des espaces

latents de dimension d > 10 (comme démontré en section 2.2.5), il est évident qu’il est

nécessaire de réduire drastiquement la dimensionnalité des embeddings. C’est d’ailleurs

tout le sens de l’approche TsTN2V, où la dimension est réduite au prix de la perte de

la généralité des embeddings au regard de la tâche d’inférence en aval. Par ailleurs, il

existe des approches intéressantes pouvant aider à traiter de manière éparse, et donc

plus légère en termes de complexité, les embeddings temporels des nœuds. Il s’agit des

convolutions éparses [93, 94]. En effet, au vu de la répartition en nuages de points

des embeddings comme nous pouvons le remarquer dans la figure 2.6, il semble inutile

d’analyser toutes les régions de l’espace latent. En lieu et place, il est possible de se

contenter d’examiner les parties occupées par les embeddings. Moyennant ces différentes

solutions de réduction de la dimension (task-specific embedding et convolution éparse),

il est envisageable de transposer les techniques de vision par ordinateur aux embeddings

de graphes temporels.

Sur cette base, plusieurs applications sont possibles. Pour n’en citer que quelques unes :

• La classification et reconnaissance de mouvements sur des vidéos [95, 96] peut être

adaptée pour détecter des motifs d’interaction particuliers entre les nœuds d’un

graphe temporel et des évolutions caractéristiques, tels que le buzz ou l’émergence

de nouvelles communautés par exemple.

• En utilisant des réseaux génératifs adversariaux pour vidéos (VGAN) [97], il est

possible de générer des évolutions plausibles d’un graphe temporel à des fins de

prédiction et de simulation.

• Les techniques de réduction de flou dans les vidéos (video deblurring) [98, 99] pour-

raient être appliquées aux embeddings temporels de nœuds afin de les consolider, en

favorisant leur stabilité temporelle et en réduisant les bruits inhérents au processus

de création des embeddings. Dans le même esprit, afin d’améliorer la résolution

des embeddings (i.e. la précision du positionnement des embeddings dans l’espace

latent), il est possible de reprendre les techniques de video super-resolution [100].

• Il est également envisageable d’adapter les techniques de reconstruction de

régions manquantes sur certaines images d’une vidéo [101], ou d’interpolation

d’instantanés (i.e. images) manquants dans une vidéo [102] au cas des embed-

dings temporels de graphes présentant des données incomplètes.

• Enfin, une application originale serait celle de l’adaptation des deepfakes [103] aux

embeddings de graphes temporels. Dans le cas des faceswap, l’idée pourrait être de
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simuler des évolutions factices de graphes, par exemple en calquant un phénomène

de buzz avéré observé sur un réseau social sur un autre graphe temporel.

5.1.2 Alignement temporel d’embeddings : un cas d’étude

Outre l’aspect théorique de l’analyse de l’alignement des embeddings d’un graphe tem-

porel, des cas pratiques d’application peuvent être adressés avec les méthodologies

présentées. Un cas original serait par exemple l’étude des discours de personnalités

politiques afin de vérifier certaines théories politiques du type : la société et — par

conséquent — les hommes politiques se droitisent.

Afin de vérifier cela, nous pourrions créer un graphe temporel biparti où les nœuds

pourraient être des politiciens ou des mots et concepts partisans : plutôt de gauche

(comme écologie, répartition des richesses, violences policières, woke) ou plutôt marqués

à droite (immigration, ensauvagement, grand remplacement). Dans ce graphe, où le

découpage temporel pourrait par exemple être annuel, une arête illustrerait le fait qu’un

politicien a prononcé un mot partisan durant un pas de temps. Le poids d’une arête

pourrait être le nombre d’occurrences du mot en question dans tous les discours d’un

politicien sur une année.

Sur la base de ce graphe temporel, des embeddings correspondants aux politiciens et

aux concepts peuvent être construits. Ensuite, nous pouvons réaligner les embeddings,

mais uniquement vis-à-vis des concepts politiques : concrètement, nous cherchons les

transformations optimales (i.e. translation, rotation et réflexion) pour le réalignement

des embeddings des concepts politiques, puis nous les appliquons aux embeddings de

tous les nœuds du graphe temporel biparti, y compris ceux correspondant aux politi-

ciens. Ce faisant, nous forçons la constance temporelle globale des représentations des

concepts politiques dans l’espace latent tout au long de l’historique du graphe tem-

porel. À l’inverse, nous laissons libre court aux embeddings des politiciens vis-à-vis de

ce réalignement partiel.

Ensuite, il est possible d’analyser l’évolution temporelle des embeddings des politiciens

au cours du temps : si droitisation il y a, nous devrions observer un glissement opérant

sur ces embeddings (probablement selon une translation) et les rapprochant des zones

de l’espace latent marquées à droite, i.e. les zones où se trouvent les concepts politiques

de droite.

À noter que les mesures des erreurs en alignement, y compris celle en translation, ne

fourniraient pas d’information utile pour la vérification de l’hypothèse de droitisation
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étant donné que ces erreurs quantifient l’amplitude des mouvements des embeddings

dans l’espace latent et non leurs directions et sens.

Enfin, il convient de signaler que la mise à l’épreuve de la théorie de droitisation peut

également concerner les partis et formations politiques. En effet, il est possible de créer

un nœud correspondant à un parti dans le graphe temporel construit. Une autre manière

de procéder serait de considérer un parti politique comme la communauté de nœuds des

politiciens qui y sont adhérents.

5.1.3 Profondeur des méthodes d’embedding de graphes temporels

Dépendamment de leurs types, les différentes méthodes d’embedding sont des modèles

d’apprentissage automatique de profondeur variable. Par exemple, dans le cas de TN2V,

nous pouvons considérer le processus d’apprentissage des embeddings comme étant peu

profond (i.e. shallow method), étant donné qu’il n’y pas de couche cachée et que les

poids en sortie sont les seuls paramètres à optimiser. À l’inverse, certains autoen-

codeurs présentent un nombre relativement important de couches cachées et peuvent,

par conséquent, être considérés comme relevant de l’apprentissage profond. Tel est par

exemple le cas de SDNE [9] — et de sa version temporalisée — où il est possible de définir

le nombre de couches intermédiaires ainsi que le nombre de poids qu’elles contiennent.

Dans le cadre des graphes statiques, de récents travaux [104] traitant du sujet des GNN

(graph neural networks) tendent à prouver que, plus les réseaux de neurones utilisés sont

profonds (i.e. en nombre de couches cachées), moins ils sont performants. Cela serait

dû à plusieurs phénomènes : le over-smoothing [105] qui consiste en la convergence

des caractéristiques de l’ensemble des nœuds en un vecteur unique en conséquence de

la superposition de plusieurs couches de convolution de graphes, ou encore l’effet de

goulot d’étranglement au niveau des neurones d’un modèle, se traduisant par une sur-

accumulation des informations provenant d’un nombre important de neurones voisins

[106].

Une piste de recherche intéressante serait de vérifier si ces observations concernent

également les graphes temporels. En effet, il est envisageable que, afin de traiter conven-

ablement une séquence de graphes statiques, il faille des modèles plus sophistiqués, et

donc plus profonds, pour gérer la dimension temporelle ; autrement, les GNN temporels

pourraient être également sujets aux phénomènes de détérioration de performance quand

leur structure est profonde.

Afin de valider ou d’infirmer ces différentes hypothèses, il est possible de mettre à profit

la méthode de temporalisation décrite dans le chapitre 3. Pour un autoencodeur donné,
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l’idée serait de comparer la profondeur nécessaire pour le traitement de graphes statiques

d’un coté, puis de graphes temporels de l’autre (via l’emploi d’une version temporalisée

du même autoencodeur). En effectuant cette opération sur plusieurs jeux de données

statiques et temporels, et sur plusieurs autoencodeurs, il serait possible de répondre à la

question posée, à savoir : faut-il des GNN — plus — profonds pour traiter des graphes

temporels ?

5.2 Sujets de recherche connexes

Dans les différents travaux et pistes de recherche présentés, certains aspects du traite-

ment de graphes temporels n’ont pas été abordés, bien que leur importance soit de

premier ordre. Entre autres, le découpage temporel d’un graphe en pas de temps ou en-

core la dynamique de l’ensemble des nœuds (au sens apparition et disparition de nœuds

au cours du temps).

5.2.1 Découpage temporel

À l’exception notable du modèle GeoEmb 2.1 (où les interactions sont traitées une à une,

selon leur ordonnancement temporel), toutes les approches que nous avons développées

sont conditionnées par une étape préalable de découpage temporel du graphe en entrée.

En effet, les méthodes d’embedding et d’analyse de l’alignement présentées ne remet-

tent pas en cause et ne challengent pas cette opération d’agrégation. À l’évidence,

la pertinence des choix que nous avons faits et les qualités / défauts intrinsèques aux

méthodes conçues sont indépendantes du découpage temporel, attendu que cette étape

est en dehors du cadre adressé par nos travaux. Néanmoins, il est tout aussi évident

que l’amélioration des performances des tâches d’inférence appliquées aux embeddings

passe également par des données en entrée de meilleure qualité et, par conséquent, d’une

optimisation de l’agrégation temporelle.

En effet, le partitionnement des graphes temporels revêt une importance primordiale.

Par exemple, dans le cas où la répartition des interactions dans le temps est hétérogène,

un simple découpage en fenêtres temporelles de durées égales pourrait conduire à des

instantanés disparates en densité d’information et à une instabilité importante. D’autre

part, le choix du nombre de pas de temps est un aspect primordial : quand ce nombre

est trop faible, l’information temporelle en entrée est en partie perdue étant donné que

chaque instantané consiste en un graphe statique où l’ordonnancement des interactions

n’existe pas. À l’inverse, un nombre excessif de pas de temps conduirait à des embeddings

instables et à une complexité de traitement élevée.
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Compte tenu de ces différentes considérations, le découpage d’une séquence

d’interactions entre nœuds en pas de temps est un axe de recherche à part entière. Il

existe une multitude de travaux traitant de ce sujet. Certaines approches [107, 108]

tentent de déterminer les effets d’une agrégation sur les caractéristiques du graphe

temporel. D’autres travaux [109, 110] proposent des méthodes d’agrégation optimales

selon différents critères (tels que la perte d’information temporelle ou l’instabilité des

séquences de graphes statiques à l’issue de l’agrégation). Enfin, quelques approches [111]

proposent des métriques d’évaluation d’un partitionnement temporel donné, vis-à-vis de

la stabilité ou de la fiabilité du graphe temporel agrégé.

5.2.2 Disparition et apparition des nœuds d’un graphe temporel

Un autre point important que nous n’avons pas abordé dans les travaux menés est

celui de l’évolution du nombre de nœuds sur les différents pas de temps. En effet, des

nœuds peuvent apparâıtre ou disparâıtre pendant le déroulement de l’historique des

interactions d’un graphe temporel. Tel est par exemple le cas du jeu de données AMiner

où la majorité des co-auteurs (i.e. les nœuds) n’ont pas d’interactions au cours des

premiers pas de temps.

Dans les différentes méthodes d’embedding que nous avons présentées (GeoEmb,

TN2V / TsTN2V, les autoencodeurs temporalisés), cet aspect est géré de manière

tacite : les nœuds sont considérés comme présents tout au long de l’historique du graphe

temporel quand bien même ils peuvent ne pas avoir d’interactions à certains pas de

temps. Ainsi, par effet de lissage temporel induit par le processus de construction des

représentations, les nœuds ont des embeddings à tous les pas de temps.

À notre connaissance, les méthodes d’embedding de l’état de l’art n’adressent pas par-

ticulièrement cet aspect. Par ailleurs, il serait intéressant d’inclure des mécanismes de

gestion de l’absence de nœuds à certains pas de temps. Par exemple, nous pourrions

forcer l’embedding d’un nœud absent à un pas de temps à s’éloigner relativement aux

autres nœuds dans l’espace latent : l’idée serait de refléter le fait qu’une paire de nœuds

est proche quand les interactions qui les lient sont fortes, mais également régulières.

Note finale

Dans ce dernier chapitre, nous avons abordé plusieurs aspects liés de près ou de loin à

la problématique de l’embedding de graphes temporels et à leurs applications. La série

des différentes pistes de recherche évoquées est évidemment non exhaustive. En effet,
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comme mentionné dans l’introduction, les travaux menés s’inscrivent dans un sujet en

effervescence et en passe de devenir mature. Beaucoup d’avancées ont été réalisées et

le plus intéressant reste à venir : l’embedding d’hypergraphes temporels, pour ne citer

qu’un exemple.



Annexe A

GeoEmb : Matrice d’Initialisation

L’objectif est de démontrer qu’une matrice d’initialisation de GeoEmb satisfaisant une

équidistance entre les embeddings de N nœuds, avec une distance entre embeddings

égale à 1, peut être exprimée en dimension N − 1 comme suit :

MN
t=0 =



0 0 0 0 ... 0 0

α1 0 0 0 ... 0 0
α1
2 α2 0 0 ... 0 0
α1
2

α2
3 α3 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...
α1
2

α2
3

α3
4

α4
5 ... αN−2 0

α1
2

α2
3

α3
4

α4
5 ...

αN−2

N−1 αN−1


avec αi =

√
i+ 1

2i
(A.1)

Nous procédons par étapes. D’abord, soit une matrice N × (N − 1) satisfaisant une

équidistance unitaire entre ses lignes et dont la partie triangulaire supérieure est nulle :

MN
t=0 =



0 0 0 ... 0 0

X2
1 0 0 ... 0 0

X3
1 X3

2 0 ... 0 0

X4
1 X4

2 X4
3 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

XN−1
1 XN−1

2 XN−1
3 ... XN−1

N−2 0

XN
1 XN

2 XN
3 ... XN

N−2 XN
N−1


(A.2)

Nous remarquons certaines propriétés que cette matrice doit posséder. Pour i et j > i

quelconques :

Xj
i−1 =

Xi
i−1

i
(A.3)
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Cette déduction provient du fait que, dans la matrice MN
t=0, la projection du point pj

(i.e. j ème ligne de la matrice MN
t=0) sur le sous-espace contenant les i premiers points se

trouve être le barycentre de ces i points : c’est ce qui garantit l’équidistance de pj par

rapport aux i premiers points. Cela est illustré dans la matrice A.4. Dans un souci de

lisibilité, nous notons αi = Xi+1
i .

MN
t=0 =



0 0 0 ... 0 0

α1 0 0 ... 0 0

α1
2

α2 0 ... 0 0
α1
2

α2
3

α3 ... 0 0

... ... ... ... ... ...
α1
2

α2
3

α3
4 ... αN−2 0

α1
2

α2
3

α3
4

... αN−2

N−1
αN−1


(A.4)

Cela étant établi, il s’agit de trouver les valeurs des αi. Pour ce faire, prenons le cas de

2 points pi−1 et pi de la matrice MN
t=0 (i.e. 2 lignes consécutives de la matrice) telles

que exprimées dans la matrice A.4. Étant donné leur équidistance à chacun des autres

points, et en particulier au tout premier (i.e. l’origine du référentiel), nous pouvons

déduire que :

∥∥∥−−−−→OPi−1

∥∥∥− ∥∥∥−−→OPi

∥∥∥ = 0

=⇒ α2
i +

α2
i−1

i
− α2

i−1 = 0

=⇒ α2
i =

i2 − 1

i2
α2
i−1

=⇒ α2
i =

(i+ 1) ·����(i− 1)

i · �i
× �i ·����(i− 2)

����(i− 1) ·����(i− 1)
× ... ×����(2 + 1) · (2− 1)

�2 · 2
× α2

1

=⇒ αi =

√
i+ 1

2i

(A.5)



Annexe B

Formulation de l’Erreur en

Rotation

Étant donné une matrice orthogonale R de taille d× d, nous cherchons à prouver que :

∥R− I∥F =
√

2 d− 2 Tr(R) (B.1)

où I est la matrice identité de dimension d, Tr(R) est la trace de la matrice R et

∥R− I∥F représente la norme Frobenius de la matrice R − I. D’abord, soit R une

matrice orthogonale :

R =



a11 a12 a13 ... a1d

a21 a22 a23 ... a2d

a31 a32 a33 ... a3d

... ... ... ... ...

ad1 ad2 ad3 ... add


(B.2)

La démonstration découle directement du développement du terme ∥R− I∥F .

∥R− I∥F =

√√√√√ d∑
i=1

(
aii − 1

)2
+

d∑
j=1, j ̸=i

(
aij

)2



=

√√√√√ d∑
i=1

1− 2aii +
d∑

j=1

(
aij

)2


=

√√√√ d∑
i=1

(
2− 2aii

)
vu que R est orthogonale

=
√
2 d− 2 Tr(R)

(B.3)

98



Annexe C

Simulation d’une Matrice de

Rotation

Étant donné un facteur de rotation r, nous souhaitons construire une matrice de rota-

tion/réflexion R synthétique de taille d× d. Pour ce faire, nous tirons profit de la forme

canonique d’une matrice orthogonale (tableau 4.1) ainsi que de la formulation de l’erreur

en rotation ξrot qui en découle (équation 4.8).

Afin de simplifier la procédure de simulation, nous faisons le choix de créer une matrice

de rotation/réflexion R dont l’erreur en rotation ξrot correspond exactement au facteur

de rotation r.

À noter que des valeurs extrêmes de r peuvent conditionner la présence ou l’absence

d’une réflexion dans la matrice orthogonale simulée : par exemple, dans les cas où r est

très faible, voire nul, la matrice simulée en sortie ne peut contenir de réflexion car cela

entrâınerait d’emblée une erreur en rotation importante. À l’inverse, un r élevé impose

une réflexion dans le cas d’une dimension d’embedding impaire et l’interdit pour une

dimension paire. Enfin, quand r a des valeurs intermédiaires, le choix de la présence

ou de l’absence d’une réflexion dans la matrice en sortie R est arbitré par une variable

aléatoire.

La procédure de simulation est explicitée dans l’algorithme ci-dessous où la fonction

matCan fait référence à la construction d’une matrice canonique (i.e. matrice diago-

nale par blocs) sur la base de ses angles de rotation élémentaires ainsi que d’éventuels

compléments, à savoir des 1 et −1 (cf. tableau 4.1).
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Simulation d’une Matrice de Rotation 100

Algorithme 2: Simulation d’une matrice de rotation/réflexion

Données en entrée: (d, r)
Tr = d ·

(
1− 2r2

)
;

λ aléatoire uniforme dans [−1, 1];
si λ > |Tr|

d−2 alors

si d pair alors(
ω1, ω2, ... , ω(d−2)/2

)
aléatoires satisfaisant :∑

ωi = Tr/2;
∀i ∈ [[1, (d− 2)/2]] : |ωi| ≤ 1;

∀i ∈ [[1, (d− 2)/2]] : θi = arccos (ωi);
Rcan = matCan

(
angles = {θ1, θ2, ... , θ(d−2)/2}, complement = {1, −1}

)
;

sinon(
ω1, ω2, ... , ω(d−1)/2

)
aléatoires satisfaisant :∑

ωi = (Tr + 1)/2;
∀i ∈ [[1, (d− 1)/2]] : |ωi| ≤ 1;

∀i ∈ [[1, (d− 1)/2]] : θi = arccos (ωi);
Rcan = matCan

(
angles = {θ1, θ2, ... , θ(d−1)/2}, complement = {−1}

)
;

fin

sinon
si d pair alors(

ω1, ω2, ... , ωd/2

)
aléatoires satisfaisant :∑

ωi = Tr/2;
∀i ∈ [[1, d/2]] : |ωi| ≤ 1;

∀i ∈ [[1, d/2]] : θi = arccos (ωi);
Rcan = matCan

(
angles = {θ1, θ2, ... , θd/2}, complement = {}

)
;

sinon(
ω1, ω2, ... , ω(d−1)/2

)
aléatoires satisfaisant :∑

ωi = (Tr − 1)/2;
∀i ∈ [[1, (d− 1)/2]] : |ωi| ≤ 1;

∀i ∈ [[1, (d− 1)/2]] : θi = arccos (ωi);
Rcan = matCan

(
angles = {θ1, θ2, ... , θ(d−1)/2}, complement = {1}

)
;

fin

fin
Q matrice d× d orthogonale aléatoire;
R = QT Rcan Q;
retourner R



Annexe D

Borne Maximale de l’Erreur de

Stabilité

Comme nous pouvons l’observer dans les figures 4.8, 4.9 et 4.10, la valeur de l’erreur de

stabilité ξst que nous pouvons obtenir sur la base d’embeddings synthétiques ne dépasse

pas 0.8. En réalité, la limite supérieure de ξst est de 1. Cette limite est pratiquement

impossible à atteindre avec des embeddings aléatoires. En effet, ξst est à 1 uniquement

dans des conditions très particulières.

Ci-dessous des exemples de paires d’embeddings (correspondant à 2 pas de temps

consécutifs) présentant une erreur de stabilité ξst égale à 1. À noter que chacune des

paires d’embeddings ci-dessous est alignée (i.e. présentant des embeddings centrés et

correctement orientés) et normalisée ; autrement dit, leurs erreurs en translation, en

rotation/réflexion et en échelle sont nulles.

Embeddings en t0 Embeddings en t1


0 0
−1 −1
0 0
1 1




1 −1
0 0
−1 1
0 0




0 0 0 0
α β α β
0 0 0 0
β α β α
0 0 0 0
1 1 1 1




−β −α −β −α
0 0 0 0
−1 −1 −1 −1
0 0 0 0
−α −β −α −β
0 0 0 0



Tableau D.1: Exemples de paires d’embeddings présentant une erreur de stabilité ξst
égale à 1. α et β représentent respectivement cos

(
2π
3

)
+sin

(
2π
3

)
et cos

(
2π
3

)
−sin

(
2π
3

)
.
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Titre : Embedding de Graphes Temporels : Temporalisation de Méthodes Statiques et Alignement 

Mots clés : Apprentissage de représentation, Embeddings de graphes, Réseaux temporels, 
Autoencoders de graphes,  Classification de nœuds, Reconstruction et prédiction d’arêtes 

Résumé : La dernière décennie a vu émerger 
des travaux couvrant un large spectre des 
branches du traitement de la donnée ayant pour 
objectif l'apprentissage de représentation de 
données (data embedding plus communément) : 
il s'agit d'un prétraitement qui s'attache à 
représenter les données sous forme de vecteurs 
dans un espace latent à faible dimension. Cette 
technique a été adaptée à plusieurs types de 
données, entre autres aux graphes issus des 
réseaux sociaux. Néanmoins, bien que 
fondamentale, la dimension temporelle des 
graphes reste sous-explorée par l’état de l’art 
des méthodes d’embedding. Ce travail de thèse 
s’est attaché à l’étude du cas de l’embedding de 
graphes temporels. 
Un premier axe a consisté en la conception de 

méthodes d’embedding temporelles : dans un 
premier temps, une méthode "exhaustive", puis 
une autre méthode couplant la notion des 
paddingpaddingpadding 

marches aléatoires à un mécanisme de lissage 
temporel entre vecteurs d’embedding 
consécutifs. Aussi, nous avons conçu une 
variante "task-specific" utilisant en partie les 
labels des nœuds en entrée pour améliorer les 
tâches de classification. 
Dans le second volet du travail de thèse, nous 

avons conçu une approche générique de 
"temporalisation" d'une catégorie de méthodes 
d'embedding statiques (les autoencodeurs), 
améliorant significativement les performances 
des tâches d'inférence sensibles à la dimension 
temporelle. 
Enfin, le dernier axe a été consacré à l’étude 

de l’alignement temporel des embeddings, i.e. 
les potentiels décalages entre les espaces 
d'embedding des différents pas de temps, et à 
son impact sur la consistance des 
représentations latentes apprises. 

Title : Temporal Graph Embedding : Static Methods Temporalization and Alignment 

Keywords :  Representation learning, Graph embeddings, Temporal networks, Graph 
autoencoders,  Node classification, Edge reconstruction and prediction 

Abstract :  The last decade has seen the 
emergence of works covering a wide spectrum 
of data processing branches with the objective 
of data embedding: this is a pre-processing step 
that focuses on representing data as vectors in 
a low-dimensional latent space. This technique 
has been adapted to several types of data, 
including graphs from social networks. 
Nevertheless, although fundamental, the 
temporal dimension of graphs remains under-
explored by the state of the art of embedding 
methods. This thesis focused on the case of 
embedding temporal graphs. 
A first axis consisted in the design of dynamic 

embedding methods: an "extensive" method at 
first, then a method combining the notion of 
paddingpaddingpadding 

random walks with a temporal smoothing 
mechanism  between consecutive embedding 
vectors. We have designed a "task-specific" 
variant using some labels of input nodes to 
improve the classification tasks. 
In the second part of the thesis, we designed a 

generic approach to "temporalize" a class of 
static embedding methods (autoencoders), 
significantly improving the performances of time-
sensitive inference tasks. 
Finally, the last axis was devoted to the study 

of the temporal alignment of embeddings, i.e. 
the potential mismatches between the 
embedding spaces of different time steps, and 
its impact on the consistency of the learned 
latent representations. 
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