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Introduction

La poursuite de cibles est un domaine faisant appel & de nombreux concepts et méthodes de
Iestimation, et s’appliquant a différents domaines, comme le maritime, le spatial, la biologie
ou encore 1’économie. Le cadre de l’estimation bayésienne permet de traiter ces problémes
d’estimation dont le but est de retrouver I’état d’un systéme (les cibles) & partir de données,
bruitées et souvent partielles, récoltées a ’aide d’un ou plusieurs capteurs, et & partir d’une con-
naissance a priori du systéme. Les problémes de poursuite multi-cibles comportent la détection,
Pestimation de I’état des cibles (position, vitesse,. .. ) et le suivi de trajectoires, la détermination
du nombre de cibles, l'identification de cibles, entre autres. Le suivi de trajectoires multi-cibles
inclut une estimation successive des états des cibles dans le temps, introduisant un traitement
séquentiel & mesure que des données sont récupérées par le ou les capteurs. Le but est d’exprimer
la distribution a posteriori de I’'état des cibles connaissant les observations récoltées jusque-1a
(grace au modeéle d’observation) et & partir d’une connaissance a priori (donnée par le modéle
d’état): il s’agit de filtrage. Le filtrage peut étre opéré en temps réel a 'arrivée d’une nouvelle

observation si les temps de calcul le permettent.

Le cas le plus simple de poursuite de cibles est le cas ou une seule cible est présente, est
détectée, et génére un point d’observation (ou observation ponctuelle). Alors 'observation
est associée a la cible, et I'estimation bayésienne fournit une estimation de I’état de la cible.
Ce cas simple peut étre enrichi si la cible est considérée comme pouvant étre présente ou
non (probabilité d’existence), détectée ou non (probabilité de détection), en considérant les
fausses alarmes. Si de plus plusieurs cibles peuvent étre présentes, il s’agit de poursuite multi-
cibles, et la dimension de l'espace d’état augmente alors avec le nombre de cibles. Dans le cas
d’observations ponctuelles (de détections), un ensemble de points d’observation est généré a
chaque pas de temps, et des problémes d’association des cibles aux observations se posent. De
nombreuses méthodes tentent de répondre & ce probléme, intégrant 1’éventualité que les cibles
ne soient pas toujours détectées, et les fausses alarmes. Seulement, pour que ces algorithmes
puissent étre mis en place, il faut que les cibles soient détectées réguliérement afin de réussir a les

poursuivre. Cela n’est pas toujours le cas, notamment lorsque le rapport signal sur bruit (RSB)
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est faible, et la phase de détection perd de l'information contenue dans les données. Il peut
donc étre nécessaire de traiter les données brutes (avant détection) afin de réussir & poursuivre
certaines cibles en tirant profit de toute 'information contenue dans les données brutes. C’est
dans ce contexte de suivi avant détection, ou en anglais Track Before Detect (TBD), que s’inscrit
ce manuscrit. Dans le cas du radar, c’est donc 'image-radar brute qui peut étre utilisée, plutot
que les points pouvant en étre tirés. Le radar envoie une onde électromagnétique qui est réfléchie
au contact d’'un objet et revient sur le radar. Une image-radar est composée de cellules de
résolution (en distance et en angle), et dans chacune de ces cellules est reporté un niveau de
signal retour. Chaque cible contribue, selon son état et sa capacité de réflexion de l'onde, &
I'image-radar. Le probléme d’affectation entre les observations et les cibles n’existe plus, mais la
facon dont les cibles contribuent ensemble & I'observation doit étre modélisée. C’est ce modéle
d’observation qui donnera acces & la fonction de vraisemblance.

Dans le cas ot les modéles dynamiques et d’observation sont linéaires et gaussiens, le filtre
de Kalman est la solution optimale du filtre récursif bayésien. Des variantes du filtre de Kalman
(filtre de Kalman étendu, filtre de Kalman unscented) permettant en linéarisant ou en faisant des
approximations gaussiennes de résoudre le probléme de filtrage. Mais ces variantes sont limitées
lorsque la non linéarité des modéles est trop forte et lorsque le bruit n’est pas additif gaussien.
Alors souvent les équations de filtrage bayésien ne possédent pas de solutions explicites, et il n’est
pas possible d’accéder a la distribution a posteriori de ’état des cibles sachant les observations.
Basée sur le principe de Monte Carlo, les filtres particulaires proposent une solution au probléme
de filtrage en représentant les distributions par un nuage de points pondérés appelés particules.
Afin de générer ces particules, des stratégies d’échantillonnage sont mises en place, en essayant
de créer de la diversité dans les particules et en limitant la variance des poids affectés aux
particules. Les particules pondérées sont échantillonnées de maniére récursive, les particules de
I'instant précédent apportant une approximation de la distribution des états & 1’état précédent
et servant pour ’échantillonnage des nouvelles particules & l'instant présent.

Ainsi les algorithmes de suivi multi-cibles en contexte TBD (avec radar) doivent s’adapter
au probléme multi-cibles, intégrer le modéle d’observation du signal brut (non seuillé), qui est ici
I'image-radar, et dans le cas de l'utilisation de filtres particulaires s’appuyer sur des méthodes
d’échantillonnage adaptées et efficaces.

Parmi les méthodes d’échantillonnage, deux font I'objet d’analyse et de comparaison dans ce
manuscrit: il s’agit des méthodes de Monte Carlo par chaine de Markov et du filtre particulaire
auxiliaire. Ces deux principes sont respectivement mis en ceuvre dans le filtre particulaire In-
teracting Population-based Monte Carlo Markov Chain (IPMCMC) et dans le filtre particulaire
Adaptive Target Resampling Auxiliary Parallel Partition (ATRAPP). Ces deux algorithmes pro-
posent une solution particulaire & la résolution des équations du filtrage bayésien appliqué au
probléme multi-cibles. Puisqu’il est bien souvent impossible d’échantillonner directement selon
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la distribution a posteriori désirée, ni selon une distribution définie comme optimale (selon le
critére d’une variance réduite des poids des particules), les stratégies d’échantillonnage citées
ci-avant permettent d’échantillonner les particules selon une distribution & partir de laquelle
il est possible de tirer les particules multi-cibles. Les méthodes de Monte Carlo par chaine de
Markov générent les échantillons via une chaine de Markov dont la distribution stationnaire est
la distribution multi-cibles a posteriori. Les échantillons sont tirés successivement & ’aide d’un
noyau de Markov, et les particules sont conservées aprés une période suffisante de simulation
(période de burn-in) permettant de garantir la convergence vers la distribution stationnaire.
Plusieurs chaines de Markov peuvent étre lancées simultanément afin de réaliser des calculs
en paralléle et ainsi gagner du temps d’exécution. Ces stratégies permettent, a 1’aide d’un
choix judicieux des noyaux de Markov, d’explorer ’espace d’état et de générer des particules
qui ont le méme poids. Le filtre particulaire auxiliaire fait appel & une variable auxiliaire qui
va permettre d’orienter le sélection des particules avant que ces derniéres ne soient propagées.
L’idée est de pré-sélectionner les particules ancétres prometteuses. Les poids auxiliaires, per-
mettant d’échantillonner la variable auxiliaire, font bien souvent intervenir I’observation. Ainsi
la sélection préalable des particules est orientée par I’observation: l'information contenue dans
I’observation est utilisée pour orienter le tirage des particules, et ce avant la pondération, afin
d’imiter le tirage via le distribution optimale.

Dans un contexte multi-cibles, il est courant de prendre pour hypothése 'indépendance dy-
namique des cibles: les cibles se déplacent indépendamment les unes des autres. Cette hypothése
est faite dans le reste du manuscrit et dans les deux algorithmes présentés précédemment. Ainsi
lors d’une simulation du modéle dynamique, les cibles sont simulées les unes indépendamment
des autres. En plus de cela, de nombreux filtres particulaires multi-cibles, comme le filtre
ATRAPP, font ’hypothése de 'indépendance postérieure des cibles. Cela consiste & considérer
aprés chaque pas de temps que la distribution multi-cibles a posteriori, obtenue a 1’aide de la
représentation particulaire, peut étre factorisée sur les cibles. Bien sir, cette hypothése ne peut
étre vraie dans un contexte multi-cible dans lequel les cibles sont proches, et dans lequel leurs
contributions & l'observation se superposent. En revanche cette hypothése, permet de faciliter
la mise en ceuvre d’algorithmes. Il devient alors possible, comme dans le filtre particulaire
ATRAPP, de réaliser un traitement cible par cible, pour I’échantillonnage notamment. Les
deux algorithmes IPMCMC et ATRAPP construisent de nouvelles particules dont chacune des
cibles peut venir d’une particule précédente différente: cela s’apparente & du crossover, une
hybridation entre les particules, et génére de la diversité dans les particules proposées. Ce
brassage des particules permet une bonne exploration de ’espace d’état (de grande dimension,
d’autant plus grande qu’il y a de cibles) en espérant construire ainsi des particules multi-cibles
bien représentatives.

Pour s’affranchir de I’hypothése d’indépendance postérieure des cibles, qui est fausse dans
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de nombreux cas, tout en conservant 1’idée de variable auxiliaire et le principe de crossover,
une nouvelle méthode, introduite dans ce manuscrit, s’appuie sur une transition markovienne
auxiliaire. Des poids auxiliaires sont déterminés & la maniére d’un filtre particulaire auxiliaire.
Dans un premier temps est introduite la matrice de transition auxiliaire qui permet de générer
le crossover en sélectionnant une particule différente pour chacune cibles & partir desquelles
elles seront échantillonnées. Cette matrice de transition associe 'indice d’une particule ancétre
& une combinaison d’indices des différentes particules & partir desquelles seront échantillonnées
chacune des cibles. Les particules sont ensuite pondérées. Les poids auxiliaires et la matrice de
transition auxiliaires constituent des paramétres de conception qu’il faut choisir. Ils peuvent étre
déterminés a ’aide du critére d’optimalité qu’est la minimisation de la variance des poids. Seule
la recherche exhaustive permet d’arriver aux combinaisons d’indices atteignant ce minimum.
Une autre solution est alors d’introduire une densité de transition auxiliaire: la matrice est
remplacée par une densité qui au lieu de proposer de piocher parmi une recombinaison des
particules existantes, laisse le choix parcourir tout ’espace d’état. De méme cette densité est
un parameétre de conception de 'algorithme, et le minimum de la variance est réduit par rapport
au choix d’une matrice de transition auxiliaire. Il est vérifié que ces deux options peuvent étre
vues comme des généralisations du filtre particulaire auxiliaire classique.

Remarque — De nombreux termes anglais et leurs acronymes sont présents tout au long de ce
manuscrit, la majorité de la littérature du domaine étant en langue anglaise. Un effort a été fait
pour traduire ces termes lorsque cela était possible et pertinent. Le choix a parfois été fait de
garder les termes anglais et leurs acronymes lorsqu’ils sont considérés comme incontournables

ou répandus.

Organisation du manuscrit

Ce manuscrit couvre plusieurs thématiques nécessaires i la mise en place d’algorithmes de

poursuite multi-cibles dans un contexte TBD, qui sont présentées selon la structure suivante:

e Le chapitre 1 introduit les notations et le principe de ’estimation bayésienne récursive
(ou filtrage bayésien), permettant de déterminer, & partir des modéles dynamique et
d’observation, la distribution de ’état connaissant les observations récoltées jusque 1a, et
de maniére récursive. C’est a partir de cette distribution que peuvent étre extraites des
estimations de I’état avec leurs incertitudes. Sont rappelées les solutions d’implémentation
de type filtre de Kalman (et ses dérivées), et sont plus longuement développées les so-
lutions issues des méthodes de Monte Carlo, notamment les méthodes de Monte Carlo
séquentielles, ou filtrage particulaire, et en anglais sequential Monte Carlo (SMC). Ainsi
différents filtres particulaires (auxiliaire, Rao-Blackwellisé) sont introduits, ainsi que les
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méthodes Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC).

e Le chapitre 2 présente un état de ’art de la poursuite de cibles, tout d’abord dans le
cadre d’observations dites ponctuelles (ou seuillées, dans la section 2.1), puis avec des
données brutes (non seuillées, dans la section 2.2). Travailler avec des données brutes
permet de définir 'approche appelée TBD: les cibles sont suivies (pistées) avant d’étre

détectées (c’est-a-dire d’étre représentée par une observation seuillée).

e Le chapitre 3 présente 'étude d’algorithmes permettant a ’aide de méthodes SMC d’ap-
procher la distribution multi-cibles d’intérét. Des algorithmes récents et complexes, ayant
été développés pour répondre spécifiquement & la problématique multi-cibles en contexte
TBD, et aux méthodes diverses de rééchantillonnage ont été sélectionnés et sont dévelop-

pés et analysés en sections 3.1 et 3.2.

— La section 3.1 présente le filtre particulaire IPMCMC [BDB12| qui repose sur 1'utili-
sation de méthodes de MCMC, appliqués au probléme multi-cibles grace & un noyau

de transition spécifique.

— La section 3.2 présente le filtre particulaire ATRAPP [UMGFG17] qui repose sur
une hypothése d’indépendance des cibles (a posteriori) permettant de proposer un

schéma de filtrage particulaire auxiliaire adaptatif.

Ces deux algorithmes basés sur une approche particulaire pour résoudre le probléme
d’estimation séquentielle, utilisent deux méthodes bien distinctes afin de générer les par-

ticules, et chacun introduit cependant & sa maniére un brassage des particules.

Partant du constat que ’hypothése d’indépendance des cibles (a posteriori) ne peut étre

toujours valable,

— la section 3.3 introduit au filtre particulaire la notion de transition markovienne
auxiliaire. Ces transitions se déclinent sous forme de matrice de transition auxiliaire
ou de densité de transition auxiliaire, permettant ainsi lors de ’échantillonnage un
brassage des particules (les états des cibles d’une nouvelle particule peuvent venir de
particules différentes), générant du crossover, et amenant une diversité des nouvelles

particules échantillonnées.

e Le chapitre 4 met en ceuvre les deux premiers algorithmes du chapitre 3 avec des simula-

tions numeériques sur des scénarios multi-cibles afin d’éprouver les deux méthodes.

e Le chapitre 5 détaille le modéle dynamique des cibles choisi, ainsi que le modéle d’ob-
servation pour le radar dans un contexte TBD. Le modéle d’observation est décrit par
la fonction équipement du radar et I’amplitude du signal, et donne & partir de I’état des
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cibles une image radar complexe. Les modeéles de Swerling déterminant la fluctuation de
I’amplitude des cibles sont introduits. Plusieurs fonctions de vraisemblance sont données
selon le cas étudié (selon le modeéle de Swerling, si le travail est réalisé sur les données
complexes ou non, s’il n’y a qu’une cible ou plusieurs,...). Enfin un fenétrage (ou gating)
est proposé afin de réduire la dimension de I’observation, en s’adaptant au cadre TBD et

au traitement du filtre particulaire.

e Le chapitre 6 présente deux mesures d’analyse de la performance d’algorithme de la pour-

suite multi-cibles.

e L[’annexe A, rédigée en anglais, présente une étude approfondie de I’algorithme de filtrage

particulaire avec transitions markoviennes auxiliaires déja présenté dans la partie 3.3.

Publications

Articles en conférence

e Cuillery, A.) et Le Gland, F. Track-before-detect on radar image observation with an
adaptive auxiliary particle filter. In 2019 22th International Conference on Information
Fusion (FUSION). IEEE, 2019

e Cuillery, A., et Le Gland, F. Particle filters with auxiliary markov transition. applica-
tion to crossover and to multitarget tracking. In 2021 24th International Conference on
Information Fusion (FUSION). IEEE, 2021

Pré-publication

e Cuillery, A., et Le Gland, F. Particle filters with auxiliary Markov transition. Application
to crossover and to multitarget tracking. Publication Hal hal-03467603, 2021



Chapitre 1

Filtrage bayésien et solutions

d’implémentation

1.1 Modélisation et filtrage bayésien optimal

Le but du filtrage bayésien, issu de I’étude du filtrage optimal et stochastique [AM79, Si3],
est d’estimer 1’état inconnu d’un systéme qui évolue dans le temps, observé indirectement
grace & des mesures bruitées. Le systéme, ou cible, peut étre un avion, une personne, une
cellule biologique, etc. L’état du systéme fait référence a une collection de parameétres qui
décrivent complétement ce systéme, comme par exemple la position, la vitesse, ’accélaration,
I'intensité, la présence ou ’absence, etc. Les observations, ou mesures, obtenues & partir
de la cible sont par exemple des mesures radar ou bien des images vidéo. Le cadre bayésien
permet de décrire ce systéme et la fagon dont nous 'observons en intégrant des incertitudes sur
I’évolution et I’observation via des modéles probabilistes. Ces incertitudes sont introduites par
des bruits qui viennent perturber les modéles déterministes dynamiques (évolution du systéme)
et d’observation (information sur le systéme, mesures). Bien que la dynamique du systéme ne
soit pas vraiment stochastique, le bruit d’état vient décrire 'incertitude sur le modéle utilisé
(et donc choisi) pour modéliser I’évolution temporelle de I’'objet dont on est censé ignorer 1’état

et le comportement. Le bruit d’observation quand & lui traduit une erreur de mesure.

Le temps est discret et indicé: ¢ € T = {0,...,T} avec T € N. L’état de la cible et les obser-
vations sont considérés comme réalisations de vecteurs aléatoires. On va estimer récursivement
(dans le temps) 1’état inconnu du systéme & partir des observations bruitées en s’appuyant sur

une connaissance a priori de la dynamique du systéme ainsi que sur l'information incertaine
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donnée par les observations.

Modéle dynamique

On considére un processus {X;},~,, qui & chaque instant ¢
e est défini par un vecteur d’état z; € X C R%

e est décrit par une fonction de transition de Markov du premier ordre, c’est-a-dire que

I’état actuel x; ne dépend que de ’état immédiatement précédent x;_ 1

Ty = mt(xt_l,vt) (11)
my : fonction de transition (modéle dynamique) éventuellement non linéaire
vy bruit de dynamique aléatoire de loi connue

les {v¢},~, sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d.)

En conséquence, la transition se détermine par une densité de transition de Markov,

induite par le bruit v,
Xo ~ fi(t|we-1) (1.2)

en précisant Pr(X; € dz|Xi—1 = x4—1) = fi(x|zi—1)dz.

Il est nécessaire pour caractériser complétement cette séquence de Markov de définir une

densité initiale pg(-) de ’état caché z¢ au temps t = 0
Xo ~ pio(+) (1.3)

en précisant Pr(Xy € dz) = po(z)dz.
On définit alors la trajectoire de la cible a I'instant ¢ par zo.; = {xo,..., ¢}

Modéle d’observation

On considére un processus {Z;},-, qui & chaque instant ¢
e est défini par un vecteur d’observation z; € Z C R%

e est décrit par une fonction d’observation

2t = ht(xtywt)
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fe(@glzg_1) /\ Fe41(@eqalee)
caché: ==---> Tt-1 w Tt+l J====>

gr—1(zt—1lzg—1) gt (z¢lxt) 941 (Ze1l@eq1)

observé: Zt—1 Z Zt+1

Figure 1.1: Processus bayésien du systéme

hy : fonction d’observation (modéle de mesure) éventuellement non linéaire
w; @ bruit d’observation aléatoire de loi connue

les {w;},~, sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d.)

On suppose également que les bruits d’observations sont indépendants de la suite des états
cachés. Une condition suffisante est que la condition initiale, les bruits de dynamique et les
bruits d’observation soient mutuellement indépendants. En particulier, le bruit d’observation
w; est indépendant de I’état caché x;. En conséquence la modélisation de ’observation se définit

par une densité de probabilité conditionnelle, induite par le bruit w;
Zy ~ gi(-|wy) (1.4)

en précisant Pr(Z; € dz|X; = x¢) = gi(2]|z¢)dz. Cette densité, vue comme fonction de la

variable z;, est appelée fonction de vraisemblance (ou simplement vraisemblance).
L’historique des mesures est zg.; = {z0,..., 2t}

Les fonctions m; et hy, ainsi que les densités f; et g;, sont indicées par le temps et peuvent
étre de maniére plus simple considérées comme homogeénes (indépendantes du temps), ce qui
sera le cas par la suite afin de simplifier les notations. Cette modélisation s’inscrit dans les mod-
éles dits modeéles de Markov cachés (Hidden Markov Models, HMM). Par "modéles de Markov"
on qualifie la transition du systéme, et par "cachés" le fait que I'on ne connaisse pas l’état
(puisque qu’on cherche a l’estimer) et que 'on n’ait accés & de l'information & son sujet que
par les observations. Le réseau bayésien tel que décrit précédemment est illustré sur la figure 1.1.

Les équations (1.2), (1.3) et (1.4) définissent complétement le modele bayésien, dans lequel
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(1.2) et (1.3) définissent une loi de probabilité sur les états joints du processus (ou trajectoire),

p(zo.r) = p(o) H f(@e|we—1) (1.5)

t=1

tandis que (1.4) permet de définir la vraisemblance de la trajectoire conditionnellement &

I’historique des observations,
T

p(zo.r|o.r) = Hg(2t|$t) (1.6)
t=0

Gréce aux deux équations (1.5) et (1.6), on va chercher & extraire une inférence sur notre
processus, c’est-a-dire déterminer une loi de probabilité sur notre trajectoire conditionnellement
a ’historique des observations qui représente 'information que I'on a. Il s’agit donc de trouver
au choix & chaque instant ¢

e la densité de probabilité sur la trajectoire p(zo.¢|z0.¢)
e la densité de probabilité marginale p(z¢|20.¢)

Ces densités sont aussi référées comme étant les densités a posteriori, et les deux sont
appelées indifféremment densité de filtrage. Dans la suite on s’intéressera donc uniquement
a la loi marginale p(x:|z0.¢), et dans 'idée du filtrage séquentiel il est souhaitable de ’exprimer
récursivement & chaque instant en fonction de p(x;_1|z0.t—1), avec comme point de départ (ou
premiére "prédiction") p(zo|zg) = w(xzo), avec zy représentant ’absence d’observation lors de

I'initialisation. La figure 1.2 illustre le principe de récursivité.

cee D1 (xt71|20:t71) Pt+1 ($t+1|ZO:t+1) cee

Figure 1.2: Densité de filtrage séquentielle

Le filtre récursif bayésien, qui constitue une solution optimale au probléme formulé ci-dessus,

est classiquement donné sous la forme de deux étapes:
1. Prédiction:

e Elle définit la densité de prédiction p(x¢]2z0.4—1)

e & partir de la densité de filtrage au temps précédent p(x;—1|20.t—1) et de la densité
de transition f(z¢|zi—1).
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p(@e|z0:6-1) =/ f(@e|lzi—1)p(we-1]20:4—1)dwt—1 (1.7)
X
2. Mise a jour (ou Update):

e Elle définit la densité de de filtrage p(z¢|20:t)
e A partir de la densité de prédiction p(x¢|zo..—1) et de la vraisemblance g(z:|zy).
9(ze| w4 )p(w¢|20:0-1)

p(xt]20:4) = T 9Ge (@200 1)de (1.8)

La prédiction (1.7) traduit bien lincertitude donnée par le modéle dynamique sur le
déplacement et ’évolution de I’objet au nouveau pas de temps ¢, tandis que la mise & jour
(1.8) vient intégrer I'information apportée par la nouvelle mesure z;. La figure 1.3 illustre

la récursivité en deux étapes.

DPt—1 (xt71|20:t71) ************** > Dt ($t|20:t) ************** > Dt+1 ($t+1|20:t+1)
| Tp_1 — Ty | Lz 1 | Ty — Tyl | D Ze41 !
| prediction ! | update ! \ prediction ' ' update !
Pe—1)¢ (Tt]20:0-1) Pele+1 (Teg1]20:¢)

Figure 1.3: Filtrage de Bayes séquentiel

Une fois la densité de filtrage établie p(x¢|zo.1), on souhaite estimer x;. Les deux estima-
teurs les plus classiques sont I’estimateur de maximum a posteriori (MAP) et 'estimateur
par minimum d’erreur quadratique moyenne, qui revient & calculer ’espérance a posteriori
(EAP), donnés par

e MAP: estimateur donnant I’état x; maximisant la densité de filtrage

Ty, map = argmax p(¢|2o:t)
Tt

e EAP: estimateur donnant la moyenne de I’état x;

Ty, EAP = E [xt‘ZO:t] = /$tp($t|2’0:t)d$t
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Selon la forme choisie pour les densités intervants dans chacune de ces équations, il n’est
pas toujours possible d’en obtenir des expressions exactes, & part dans certains cas spécifiques,
comme les modéles linéaires gaussiens, ou le cas d’un espace d’état discret et fini. Dans le cas
des modéles linéaires gaussiens, c’est-a-dire lorsque les fonctions du modéle dynamique m,; ainsi
que d’observation h; sont linéaires et que les bruits sont gaussiens et additifs, la traduction
de ces équations dans ce cadre est le filtre de Kalman. Les autres cas vont faire appel a des
techniques alternatives.

Les méthodes dites a grille proposent comme solution approchée une discrétisation de
I’espace d’état sur laquelle est calculée la densité en chaque point du maillage déterministe,
ce qui se traduit par une somme de fonctions de Dirac. Ces méthodes peuvent étre envisagées
dans des problémes a faible dimension puisque la complexité augmente exponentiellement avec
la dimension de ’espace d’état et les ressources requises sont alors importantes. Le filtre de
Kalman étendu (Extended Kalman Filter, EKF), le filtre de Kalman unscented (Unscented
Kalman Filter, UKF) et le filtre & somme de gaussiennes (Gaussian Mixture, GM), sont des
variantes du filtre de Kalman pour les problémes non linéaires. L’EKF va faire appel a une
approximation du premier ou deuxiéme ordre de la moyenne et de la covariance en linéarisant
localement les fonctions m; et h;. Le filtre de Kalman unscented utilise quand & lui des points
paramétrisant la moyenne et la covariance (ici c’est la gaussienne qui est approximée) et auxquels
sont appliquées les transformations non linéaires. Lorsque la densité a posteriori est représentée
par une somme de gaussiennes, ou aussi appelée mélange de gaussiennes, chaque composante
de la somme est une gaussienne propagée selon un filtre de Kalman et ses dérivés. Le nombre
de composantes formant ce mélange augmente exponentiellement avec le temps. Les méthodes

par approche de Monte Carlo sont détaillées ci-dessous.

1.2 Principe de Monte Carlo

Le principe de Monte Carlo est central au développement des techniques d’implémentation
présentées ci-aprés et est donc développé dans un premier temps dans cette section de fagon
générale.

Considérons une variable aléatoire X de densité de probabilité p. Le principe de Monte
Carlo repose sur 'idée qu’il est possible d’approcher la densité de probabilité p, par un ensemble
d’échantillons indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), appelés également particules,
et noté {xz}j\; Ces particules sont des réalisations de la variable aléatoire X. Il s’agit d’une
représentation ponctuelle ou discréte, & caractére aléatoire puisqu’on échantillonne les particules
selon une distribution. La densité p de X est d’autant mieux représentée que ’on posséde un
grand nombre N de particules.
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Considérons ’échantillonnage de Monte Carlo "parfait" pour la densité de probabilité p,
c’est-a-dire que I’on suppose avoir accés & un ensemble de N échantillons tirés exactement selon

la densité p constituant nos particules

(a) Densité de probabilité tri- (b) Approximation particulaire (c¢) Approximation gaussienne
modale & approcher parfaite

Figure 1.4: Densité de probabilité tri-modale et ses approximations

L’approximation de la densité p est alors donnée par la mesure empirique ponctuelle con-

stituée de N mesures de Dirac équipondérées s’appuyant sur les {x’}f\il

| XN
p(z) = pn(2) = & Z Oy () (1.9)

Les méthodes de Monte Carlo permettent d’approcher numériquement des quantités qui
n’ont pas d’expressions analytiques explicites, notamment les intégrales, représentant de maniére

équivalente des espérances mathématiques

I(f) = E, [f(X)] = /X f(@)p(x)de (1.10)

avec f une fonction p-mesurable et bornée. Ces intégrales apparaissent dans les équations de
filtre bayésien, lors de marginalisation ou normalisation des densités étudiées. En utilisant
Papproximation de p donnée par (1.9) dans ’expression de 'intégrale (1.10), 'approximation

(aussi appelée estimation) suivante est obtenue

1,
10~ () = [ Fepv@ds = £ 3 1) (1.1)

L’estimation In(f) de I(f) est non biaisée. La loi forte des grands nombres assure que
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Papproximation (1.11) converge presque surement (p.s.) vers l'expression (1.10) lorsque le

nombre d’échantillons tend vers ’'infini

Iy 25 1
N—00
Si f(X) est a variance finie, c’est-a-dire
Var(f /f (z)dz — I*(f) < o0

la variance de ’estimation est donnée par

var(iv(1) = + / Plapleyie - 1)

Var (X))
N

Le théoréme centrale limite donne la convergence en distribution de l’erreur d’estimation
£
VR (In(f) = 1()) 55 N (0, Var(f(X)))

L’avantage des méthodes de Monte Carlo réside dans le fait que la variance de ’erreur
d’approximation décroit & un taux O(1/N) qui est donc indépendant de la dimension de
Iintégrale sur 'espace X, contrairement a d’autres méthodes d’intégration numeérique déter-
ministe. Aussi, contrairement & des approximations discrétes sur des points de grilles déter-
ministes, par exemple un ensemble de points {J;l}j\il répartis a égale distance sur 'espace X,
on peut concentrer les ressources des calculs dans les zones d’intérét, c’est-a-dire les régions a
forte densité de probabilité. En revanche, il n’est pas toujours trivial, voire souvent impossible,
d’échantillonner selon la densité souhaitée p. En effet p peut étre complexe & grande dimension,
ou méme connue qu’a une constante multiplicative prés, c’est-a-dire on connait seule I’expression
p(z) telle que p(z) « p(x). Pour pallier cela, des techniques telles que 1’échantillonnage par
méthode de rejet, I’échantillonnage d’importance, ou méthodes par chaine de Markov peuvent

étre employées.

1.3 Echantillonnage d’importance

L’échantillonnage d’importance (Importance Sampling, IS) est une méthode permettant d’ap-
proximer une intégrale ou une espérance par rapport 4 une densité p selon laquelle on ne sait pas
directement échantillonner. Cette méthode requiert la connaissance a minima de ’expression de

la densité & une constante multiplicative prés, c’est-a-dire on connait p telle que p(z) = fl()g(?c)
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L’idée est la suivante: des échantillons sont tirés & partir d’'une distribution selon laquelle il
est facile (ou en tout cas possible) d’échantillonner, qui est appelée densité de proposition ou
densité d’importance et notée q. Cela permet d’obtenir une approximation particulaire de cette
densité. La densité g est choisie telle que le support de p soit inclus dans le support de ¢,
c’est-a-dire p(x) > 0 = ¢g(x) > 0. Cette densité est introduite dans ’expression cherchée et fait

apparaitre alors un terme correcteur comme suit

(1’ [ p(x)
I(f /f 2 i()dr =B, | f(z) o 1.12
()= P a(@)dr = E, | f@) 2 (1.12)
avec ’apparition du terme correcteur p(z)/q(x). En échantillonnant selon ¢, une approximation

particulaire va étre déduite pour cette derniére

1 N
a@) = av (@) = 57 > 0 (@) (1.13)

Deux cas se présentent alors:

1. L’expression exacte de p est connue
L’introduction de ’approximation gy de ¢ permet d’obtenir directement une approxima-

tion de la densité d’intérét p ainsi qu’en conséquence de l'intégrale souhaitée.

1,
p(@) = py,rs(e :NZ (1.14)
avec 1:[] xi B p(mz)
=4

les w(x?) étant dénommeés "poids d’importance". En intégrant I'approximation de ¢ de
(1.13) dans (1.12), ou de fagon équivalente ’approximation par importance de p (1.14)
dans (1.10)

| X
I(f) = Ings(f NZ@

i=1

Cet estimateur I rs(f) est sans biais et a pour variance

Var(In 1s(f)) = %Var (Z)f(X))
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2. L’expression de p n’est connue qu’d une constante multiplicative prés

p(z)
) (1.15)

=
&
Il
~—

L’approximation de ¢ (1.13) est utilisée pour approcher le numérateur et le dénominateur

de l'expression (1.15) de p

N

% 21‘:1 w(x?) i=1

avec cette fois , ]
= X2 7 7

w(z') = p(ac) et w(z') = leu(m

ce qui permet d’écrire

I(f) = Ings(f) = Y w(ah)f(2")

i=1

Cet estimateur Iy ;g auto-normalisé est biaisé (avec un biais d’ordre 1/N) et & une vari-

ance d’ordre 1/N (mais 'expression exacte de cette variance n’est pas disponible) [Kon92].

Par exemple, la densité de probabilité tri-modale de la figure 1.4a est reprise et 1’on suppose

que ’on ne sait pas échantillonner selon cette densité mais que ’on connait son expression (&
une constante multiplicative prés). En faisant le choix d’une densité de proposition gaussienne

selon laquelle on sait échantillonner, les résultats de la pondération des particules obtenus sont

présentés sur la figure 1.5.
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(a) Densité de probabilité (b) Densité de proposi- (¢) Approximation particulaire par échantil-
tri-modale & approcher  tion (gaussienne) lonnage d’importance

Figure 1.5: Densité et particules pondérées générées par échantillonnage d’importance

1.4 Filtrage particulaire

Dans les cas ou le systéme étudié présente des non linéarités ou ne suit pas une statistique
gaussienne, il n’est pas possible d’obtenir des solutions explicites des équations pour les prob-
lématiques d’inférence bayésienne. Une approximation dite particulaire du filtre de Bayes peut
étre proposée, comme introduite initialement par [GSS93]. Il s’agit d’une approche par la méth-
ode de Monte Carlo, propagée au cours du temps donc dite séquentielle. Les termes de Monte
Carlo Séquentiel (ou Sequential Monte Carlo, SMC) et de Filtrage Particulaire (ou Particle Fil-
ter, PF) seront utilisés indifféremment. De nombreuses références existent sur le sujet, parmi
lesquelles [GSS93, RAG04, AMGCO02, DJ11]. Ces méthodes présentent deux intéréts majeurs:

e aucune restriction n’est imposée sur les modéles mathématiques utilisés pour décrire le

systéme;
e la convergence est garantie sous réserve de ressources de calcul suffisantes.

Ainsi, il n’est pas nécessaire de faire appel & des techniques de linéarisation ou des approx-
imations analytiques de fonctions, contrairement par exemple au filtre de Kalman étendu. En
contre partie, les méthodes SMC sont trés colteuses en termes de puissance de calcul.

1.4.1 Filtre particulaire et échantillonnage d’importance séquentiel

Il s’agit désormais d’utiliser la formulation séquentielle du probléme de filtrage afin de pouvoir
appliquer une technique de Monte Carlo séquentiellement. A chaque pas de temps, la densité
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de filtrage est donc approximée par méthode de Monte Carlo avec un nuage de particules

pondérées, comme illustré sur la figure 1.6. Les poids des particules sont ici notés wi = w(x?).

N1 Nit1

{wt 1> T 1} - " {w%ax%}iv:t - {wt+17wt+1}

Figure 1.6: Schéma du filtre particulaire

La densité de filtrage a I'instant ¢ —1 est approximée par un ensemble de particules pondérées

pe-1(ze—1]20.7-1) Zwt 1041 (Te-1) (1.16)

La version "classique" du filtre particulaire s’appuie sur ’échantillonnage d’importance

décrit ci-avant.

La densité de filtrage au temps ¢ est approchée par une étape d’échantillonnage d’importance
s’appuyant sur son expression séquentielle exprimée par (1.7) et (1.8), 'approximation (1.16)
et une densité de proposition q(x:|zi_;,z;) dont le support contient celui de p;(z¢|z0.¢). L’ap-
proximation de la densité de filtrage est alors donnée par le nouvel ensemble de particules,

1 Np

Tiy..., Ty q($t|$i_172’t)

pondérées via le filtre particulaire,

pe(2e|20:4) Zwt

avec ) _ o
~ 7 ¥ 1
wy ot @i = wz‘_lg(zt‘xt)f(xt|xt—l)

N b ' q(ilo_y, 2e)
szl t

Cette version classique du filtre particulaire par échantillonnage d’importance séquentiel

wt:

(1.17)

développée dans ’algorithme 1 présente l'inconvénient majeur de la dégénérescence des poids
[CMRO5, Chapitre 7], correspondant a I’augmentation de la variance sur les poids des particules.
La densité de proposition telle que présentée ci-dessus, g(z¢|zi_;, 2;), suggeére par le condition-
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Algorithme 1 : Filtre particulaire au temps ¢ (échantillonnage d’importance séquentiel)

: Y
. K3 (3 .
Input : {wt_l, xt_l}izl et une nouvelle observation z;

Output : {w%,x;}lj\il

1. Prédiction
for i=1to N do

‘ Echantillonner =% ~ q(-|}_q, 2t)
end
fori=1to N do

‘ Calculer le poids non normalisé @} = w§_1%

tITg_1,%t
end
3. Normalisation
for i=1to N do
@,

Normaliser le poids w! = —=xt—
‘ P t Zivzl Wy

end

nement en x§71 que chaque particule ¢ va étre a son tour propagée, donnant naissance a mi, et
ce quelque soit son poids, méme faible. Cette simulation séquentielle va voir les particules se
disperser, et seules celles représentant suffisamment bien la densité, c’est-a-dire étant proche de
I’état estimé, auront un poids significatif, les autres continueront & étre propagées avec un poids
proche de zéro. Afin d’éviter la propagation de particules qui ne représenteraient plus la densité
ciblée, des techniques de rééchantillonnage ont été mises en place, permettant de récréer une
population de particules représentatives. L’idée est de répliquer les particules & fortes pondéra-
tion et d’abandonner celles avec un poids non représentatif. Il existe plusieurs stratégies de
rééchantillonnage [DCMO5], dont (nommé du plus au moins performant): le rééchantillonnage
systématique, le stratifié, le résiduel, le multinomial. Les cartes ainsi redistribuées, le filtrage
peut continuer. Cependant, en contre partie, en dupliquant certaines particules la diversité
dans la population est réduite. Afin de n’appliquer le rééchantillonnage que lorsqu’il est néces-
saire, c’est-a-dire lorsque des écarts importants sont observés dans les poids des particules, un

indicateur Neg est défini [Liu01], représentant le nombre de particules efficaces

v
Zﬁ\;l (wi)Q

Cet indicateur s’interpréte comme étant le nombre de particules qui représentent significa-

Neff:

tivement la densité. Idéalement, dans le cas oul chacune des particules représente de fagon

équiprobable la densité, c’est-a-dire avec un poids de %, alors Neg = N. Cela signifie donc
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bien que toutes les particules sont d’intérét pour ’estimation. Dans le cas extréme ou une seule
particule représente convenablement la densité et a donc un poids proche de 1, les autres ayant
un poids proche de zéro, Neg — 1. La définition d’un seuil Ngeuyi & partir duquel le nombre
de particules représentatives est considéré comme suffisant permet d’opter pour un rééchan-
tillonnage lorsque l'indicateur Neg lui sera inférieur. La mise en place du schéma complet du
filtre particulaire avec échantillonnage d’importance et étape de rééchantillonnage est décrit par

I’algorithme 2 et présenté graphiquement par la figure 1.7.

DPi—1(®e—1]21:0-1)

(@ .0

s @ go  {ul e}
(/ u I & KS 1:\1 o) ~ fillai?y)

\
I
!

Figure 1.7: Schéma du filtre particulaire au temps ¢ avec rééchantillonnage, et choix de densité
de proposition q(-|zi—1,2¢) = fi(:|Ti—1)

Le choix de la densité de proposition est important car il définit le comportement et donc les
performances de 'algorithme. Parmi les choix possibles de densité de proposition, il existe la
densité qui minimise la variance des poids des particules tirées, elle est appelée densité optimale

(pour ce critére de minimisation). La densité de proposition optimale est la suivante

qut($t|$t—1,Zt) :p($t|xt—lazt) (1-18)

Il est souvent difficile d’échantillonner selon cette densité optimale et d’en avoir une expres-
sion explicite, cela n’est possible que dans certains cas particuliers (avec un systéme linéaire

gaussien par exemple). Si cette densité optimale est accessible, en remarquant ’égalité suivante
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Algorithme 2 : Filtre particulaire (avec rééchantillonnage adaptatif)

Input : ug(zo) et 2o,
Output : {w;,m;}j\il
At=0

Initialisation

for i =1 to N do
Echantillonner z{ ~ qo(+)

Calculer le poids non normalisé w = £ O(xf’)
qo(zp)
end
for =1 to N do
Normaliser le poids wj = = 5}:" o
end

while ¢t < T do
1. Prédiction
fori=1to N do
| Echantillonner z} ~ q(-|zi_y, z)
end
2. Mise a jour
fori=1to N do
‘ Calculer le poids non normalisé wg = w}i_l%
q(ziloy_y,2t)
end
3. Normalisation

fori=1to N do

‘ Normaliser le poids w; =

i
Wy

i, W

end
4. Dégénérescence des poids

Calculer Neﬁ‘ = %
i:l(wtl)

5. Rééchantillonnage
if Neﬁ S Nseuil then

Rééchantillonner a partir de {w}, J’i}il
end

end
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g(zt|2e) f(we|lwe—1) = p(2e|we, 2o 1)p(2t]|28-1)

:P(Zt,$t|$t—1)

p(ztlzi—1)p(@e|wi—1, 2¢) (1.19)

alors la pondération des échantillons tirés selon la densité d’importance optimale (1.18) donne,
d’aprés (1.17) et (1.19),

wi o< wi_ p(zelzi_y) Vi=1,...,N, (1.20)

D’aprés cette expression (1.20), le poids de la particule 7 & 'instant courant ¢ ne dépend pas
de Iétat échantillonné z¢ de cette particule i tirée d’aprés la distribution dite optimale. Le poids
dépend de I'état et du poids de la particule au temps précédent ¢ — 1 et de I’observation qui
vient d’étre disponible z;. Ne serait-il donc pas possible de tirer profit de ces informations avant
de tirer le nouvel état de la particule 7 C’est ce que propose la méthode du filtre particulaire

auxiliaire.

1.4.2 Filtre particulaire auxiliaire

Le filtre particulaire auxiliaire, introduit par [PS99], s’appuie sur une variable auxiliaire afin
de réaliser 1’échantillonnage des particules séquentiellement. La variable auxiliaire vient aug-
menter la variable d’état, les particules sont échantillonnées selon une loi (jointe) sur la variable
augmentée, formant alors des particules du couple variable d’état-variable auxiliaire. Dans la
version originalement présentée [PS99|, la variable auxiliaire représente I'indice de la partic-
ule au temps précédent (dénommeée particule ancétre) a partir de laquelle la variable d’état
est propagée. Le tirage de la variable auxiliaire sélectionne une particule ancétre et introduit
donc un rééchantillonnage des particules. L’état de la particule peut ainsi étre échantillonné
(propagée) a partir de l’état de la particule ancétre. Un second rééchantillonnage classique
des particules aprés pondération est proposé dans la version initiale de filtre particulaire aux-
iliaire [PS99]. Ce deuxiéme rééchantillonnage a été cependant jugé superflu dans des études
postérieures [DMO09, JDOS].

Les variables auxiliaires viennent augmenter les variables d’état et ainsi faciliter I’échantil-
lonnage a partir de la distribution souhaitée. Les variables auxiliaires peuvent avoir une inter-

prétation physique dans le probléme, mais pas nécessairement. L’algorithme d’échantillonnage



1.4. FILTRAGE PARTICULAIRE 25

par acceptation-rejet est un exemple d’échantillonnage & ’aide d’une variable auxiliaire, puisque
I’échantillonnage s’appuie sur une variable uniforme permettant ’acceptation ou le rejet d’un
échantillon. Une fois les particules échantillonnées, les échantillons pondérés des variables d’état
sont, conservés pour I’étape suivante du filtrage séquentiel, tandis que les échantillons des vari-

ables auxiliaires sont laissés de coté.

Lorsque la variable auxiliaire correspond a 'indice des particules qui vont étre sélectionnées
et & partir desquelles les nouvelles particules sont propagées, comme dans la version originale du
filtre particulaire auxiliaire, cette sélection est une forme de rééchantillonnage. Sauf indication
contraire, ce sera ce cas qui sera traité dans la suite. Le filtre particulaire auxiliaire est donc

intimement lié & cette étape de rééchantillonnage.

Le filtre particulaire dit bootstrap peut étre vu comme un cas particulier d’un filtre par-
ticulaire auxiliaire [DMOO09]. En effet le rééchantillonnage des particules est effectué aprés
la pondération des échantillons, introduisant ainsi une sélection des indices des particules qui
seront reconduites dans la récursion. A l’inverse, le filtre particulaire auxiliaire peut étre vu
comme un filtre particulaire classique avec rééchantillonnage [JDO08], le rééchantillonnage étant
effectué sur les particules ancétres puisque les nouvelles particules ne sont tirées qu’aprés. Seule-
ment au moment du rééchantillonnage la distribution cible n’est plus la distribution de filtrage,
mais une densité cible intermédiaire [CCF99], correspondant & la densité au temps précédent
perturbée par une quantité améliorant le rééchantillonnage en 'orientant. Cette orientation
permet le choix des particules prometteuses compte tenu de la nouvelle observation rendue
disponible & linstant courant.

Ainsi & I'instant précédent, la distribution est représentée par un ensemble de NN, particules

pondérées, avant possible rééchantillonnage, comme suit:
NP
p(ze—1]20-1) = PN, (Te-1]20:4-1) = Zwi_ﬂsz;_l(x) (1.21)
i=1

Afin de lutter contre la dégénérescence des poids, c’est donc & ce niveau qu’est proposé un
rééchantillonnage des particules, adaptatif ou non afin de lutter également contre l'appauvris-
sement des échantillons. Encore une fois, on peut remarquer que cette étape de sélection des
particules peut étre vue comme un échantillonnage & l'aide de la variable auxiliaire représen-
tant les indices des particules. Aprés rééchantillonnage de M, particules les poids sont donc

tous égaux a 1/M, et M, peut étre égal ou non & N,. Dans la suite il sera supposé que M, = N,,.
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Introduction de la variable auxiliaire

L’approximation (1.21) peut alors étre injectée dans I’étape de mise a jour des équations de
filtrage afin de former, & I'aide de la formule de Bayes, une approximation de la distribution de

filtrage au temps courant ¢ avec 'arrivée de la nouvelle observation z;, ce qui donne

Np

P(atlz0:0) = P, (Tl 20:0) o< plilwe) D wiyplae|a)_y) (1.22)
1=1

L’objectif est donc d’échantillonner des particules selon cette distribution afin de poursuivre
Pestimation séquentielle. Il est évidemment difficile voire impossible d’échantillonner selon cette
distribution, sauf dans certains cas particuliers. C’est pour cette raison que le filtre particulaire

fait appel & une distribution d’importance.

Dans le cas du filtre particulaire auxiliaire, la variable auxiliaire a vient augmenter la variable
d’état x; afin d’aider & I’échantillonnage, en permettant la construction d’une distribution de
proposition efficace. La variable augmentée est alors (x;,a). Ainsi la distribution objectif de
la variable augmentée est définie sur X x {1,...,N,}, & partir de (1.22) qui en est une loi

marginale,

PNp(xt, alzo:¢) o< p(ze|ze)wi_1p(ze|zi_y)

De méme que pour sa marginale (1.22), il n’est pas souvent possible d’échantillonner di-
rectement selon cette distribution, une distribution d’importance jointe ¢(z;, a) doit donc étre
déterminée. Quitte & utiliser une variable auxiliaire pour faciliter la tache, la densité de distri-

bution est choisie afin
e de permettre un rééchantillonnage pertinent des particules,

e en utilisant au mieux l'information disponible au temps courant.

Une fois les particules (pondérées) obtenues {w%, Ty, a’} " alors les approximations suiv-
i=1

antes sont disponibles

PN, (T, alzo4) = g ) wial (¢, a) et sa marginale PN, (T¢]20:¢) = E wi,

Echantillonnage d’importance du filtrage particulaire auxiliaire
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Afin d’échantillonner la variable auxiliaire (indice ancétre) et I’état de la particule, la dis-

tribution d’importance jointe sur ’espace d’état et ’espace des indices, s’écrit alors

q(we,alwi_1,2¢) = AY q(@e|wy_y, 2e) (1.23)
~ @ ——
pondération propagation
du mélange

La distribution d’importance ainsi définie, les particules sont tirées sous la forme de couple
indices - états {a’,z}} 7 . La pondération est alors la suivante

i PN, (J?i, ai|20:t)
Q(xiv ai|x?1—1a Zt)
w?il p(xﬂl‘?il)

M q(ailagly, z)

Vi=1,...,N,

= p(zzf) (1.24)

L’algorithme 3 présente le pseudo-code du filtre particulaire auxiliaire.

Les choix explicites, dans la formule (1.23), des poids A? du mélange permettant la sélec-
tion des particules ancétres, et de la distribution de propagation g(x:|z¢_;,z:), sont libres et
dépendent de la stratégie adoptée.

Un choix classique pour le filtrage particulaire auxiliaire

Dans la version dite classique du filtre particulaire auxiliaire [PS99], la distribution d’im-

portance est mise sous la forme suivante
q(@e, alze—1, 2¢) = glalzi—1, 20) q(@e|ri_y, 20)
~—_—————
AL

qui est similaire & expression (1.23) en sous-entendant la dépendance de A¢ & 'observation z;
et a 'état au temps d’avant z;_;. C’est ainsi, qu’en s’inspirant de la formulation obtenue avec
la distribution d’importance optimale, mais en utilisant les expressions auxquelles on a acceés,

le filtre particulaire auxiliaire classique fait les choix suivants

Ay = w1 p(z|u®)

q(l‘t|$?_1,2t) = p($t|$?—1)

avec 1 un paramétre représentatif de 1’état, comme par exemple pu® = E |z¢|x?_,| ou encore
1 p p ) t—1
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Algorithme 3 : Filtre particulaire auxiliaire

Input : po(zo) et zo.r

Output : {wé:T,xé:T}?]:pl

At=0

Initialisation

fori=1to N, do
Echantillonner = ~ go(zo)

. e . ( ’L)
Calculer le poids non normalisé w), = p(zdx%)iﬁéé’)
end
Normaliser les poids wf = 1@3 Vi=1,...,N,

it wh
while ¢t < T do
1. Echantillonnage de la variable auxiliaire (indices des particules ancétres)
for a =1 to N, do
| Déterminer le poids de mélange A
end
for i =1 to N, do
‘ Echantillonner a’ d’apreés les poids {\®
end
2. Propagation / Echantillonnage des états
fori=1to N do
Echantillonner 2% ~ q(z¢|z¢ , 2;)
3. Pondération

Np
a=1

wi_y P(ze|y)p(ei]2f_y)

Calculer le poids non normalisé (1.24) Wi =

Xt g(alagtyze)
end
Normaliser les poids wi = —x-t Vi=1,...,N,
t=t+1

end
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poids mélange distribution
de (%) d’importance de pondération
proposition propagation
Af=... q(ze|lzd , z) = ... wy =
Bootstrap PF @ i i
(CS503] wi F pladais) plzle})
Optimal
importance o i i
distribution W1 F p(ze|ri_y, 2t) plzlziy)
PF [DGAO0O]
Fully adapted o a i
AP}% [PS%Q] wi_1p(ze|wf_1) A p(@e|lzf_y, zt) 1
Classic APF i p(zi|7y)
wi_ p(ze| g \% a —
(gpsgg] ¢ 1p(zelpd) p(ﬂft‘l‘t_ﬁ p(zt‘ﬂ?)
ptimal . i ilal
Welghts APF wg, 17_ &g V q(x”x?:h Zt) p(slztlxt)pl(xt|xtajl)
[DMO09] Topt.gd(Ti|ze, 7§1)

Table 1.1: Récapitulatif de choix de filtre particulaire de type auxiliaire. (%) Dans la deuxiéme
colonne est indiqué par V/F (Vrai/Faux) si le rééchantillonnage utilisé permet ou non la prise
en compte de la nouvelle observation.

pu® ~ p(ag|xd_ ;). Avec ces choix d’expression, la pondération devient simplement

- p(zt|x§)
p(zt|pt)

La tableau 1.1 présente différents choix possibles et interprétations du filtre particulaire
auxiliaire présents dans la littérature. Dans la derniére ligne du tableau, la variable qui permet

de minimiser la variance des poids est définie dans [DMO09] par

1/2

plalat )
o = | [ ele) LA ool )

qlafze, 27_y)

Le filtre particulaire auxiliaire dans sa version appelée classique est adapté aux cas ou le
bruit dynamique du modéle est faible. En effet, les particules ancétres sélectionnées sont celles
dont on anticipe qu’elles produiront des particules descendantes pertinentes. Il est donc attendu

d’observer & nouveau ce comportement lors de ’échantilonnage des particules descendantes.



30 CHAPITRE 1. FILTRAGE BAYESIEN ET SOLUTIONS D’IMPLEMENTATION

Le filtre particulaire auxiliaire est utilisé et apporte ses avantages en tant que solution
d’implémentation dans des algorithmes de pistage multi-cible en contexte track-before-detect,
comme dans les papiers [NCM13] et [SCSC16].

Filtre particulaire auxiliaire multidimensionnel et filtrage multi-cible

Le filtre particulaire auxiliaire tel que décrit ci-dessus est défini pour z € X pouvant étre
multidimensionnel. En revanche, tel que défini classiquement, la variable auxiliaire est unidi-

mensionnelle et prend valeur dans I'ensemble {1, ..., N,} décrivant les numéros des particules'.

Si la structure du vecteur d’état peut étre partagée de facon pertinente, serait-il possi-
ble d’avoir une variable auxiliaire multidimensionnelle, et donc de nouvelles particules issues
de plusieurs particules ancétres 7 Dans le contexte multicible, le vecteur d’état multicible
Xi = [x¢1,...,%¢n] est composé des vecteurs d’état des cibles. En considérant les expressions

suivantes
e indépendance dynamique des cibles:

N
p(Xi Xe-1) = [ pleslae1,)

j=1

e approximation particulaire disponible:
NP
PN, (Xicalz0e-1) = > wi_ 10y (Xio1)
i=1

une approximation de la distribution multicible est

N, N
N, (Xielz0.4) o< p(ze|Xe) Y wiy [ p(@eslziiy) (1.25)
i=1 j=1

Si aux deux points ci-dessous est ajoutée I’hypothése d’indépendance postérieure des cibles,

c’est-a-dire que le deuxiéme point est formulé plutét comme suit

e hypothése d’indépendance postérieure des cibles:

N Np
PN, (Xi—1]20:4-1) = H Z wfil5rf:jl (Te-14)
—LJ

j=la;=1

Itoujours dans le cas ot la variable auxiliaire choisie ici représente des indices de particules.
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alors ’approximation particulaire de la distribution multicible cherchée s’écrit plutot

N Np
vy (Xelz0:0) o p(ze Xo) [T D wi? ol sl ;) (1.26)
j:l a;j =1
et cette écriture, contrairement a celle de (1.25), autorise une sélection différente de la particule

ancétre pour chacune des cibles.

Ainsi ’hypothése d’indépendance postérieure fait apparaitre le produit sur les cibles de
mélanges pondérés monocibles. Sous cette forme, il est donc envisageable que les cibles soient
échantillonnées a partir d’une particule ancétre différente. Dans ce cas, la variable auxiliaire
représentant I'indice de la particule ancétre est alors une variable multidimensionnelle de méme
taille que le nombre de cibles. Cette variable auxiliaire multidimensionnelle ainsi constituée

s’écrit donc

a=lay,...,a;,...,anN] E{l,...,Np}N

De méme que précédemment, la variable auxiliaire multidimensionnelle vient augmenter la

variable d’état multicible, et ainsi I’approximation de la loi jointe sur ’état augmenté, dont

Pexpression (1.26) est une marginale, est définie sur X' x {1,... 7N][,}N par
N .
pn, (X1, al20.0) o< | Xo) [ wiZ 1o (@i s125)
j=1

qui peut étre réécrit, afin de faire apparaitre une densité d’importance auxiliaire, comme

suit

N

N, (Xt» a|ZO:t) X P(Zt|Xt) H
j=1

N

wt 1 pxt,y|xt 1) a;
= p(z| X¢) A (e gley ;) (1.27)
]1;[1 A (e gl 1) H s

w?—i p(mt,j |$?—J1)

A7 (e

))‘?j‘I(xt,j |x?il,j)

aj
Til1,5

ﬁ’fi, ‘I(Xt,a\Xt—lyzt)

A partir de cette écriture, et sous les hypothéses énoncées plus haut, un filtre particulaire

auxiliaire multicible peut étre imaginé, dont le pseudo-code est décrit dans ’algorithme 4.

Ces croisements entre particules sont également apparus dans les filtres particulaires faisant



32 CHAPITRE 1. FILTRAGE BAYESIEN ET SOLUTIONS D’IMPLEMENTATION

Algorithme 4 : Filtre particulaire auxiliaire multicible (avec hypothése d’indépendance
postérieure)

Input : po(Xo) et zo.1

Output : {w3:T7Xé:T}£\21

At=0

Initialisation

for i =1 to N, do
Echantillonner X} ~ go(Xo)

. c o~ X§
Calculer le poids non normalisé @) = 2 of 9)
QO(X())
end
Normaliser les poids wf = —x-2 Vi=1,...,N,

> wh
while ¢t < T do

1. Echantillonnage de la variable auxiliaire (indices des particules ancétres)
for j =1 to N do
for a; =1 to N, do
| Déterminer le poids de mélange \;?
end
fori=1 to N, do
‘ Echantillonner @) d’aprés les poids {)\“f}ivjpzl
end
end
2. Propagation / Echantillonnage des états
for i =1 to N, do
for j =1 to N do
Echantillonner z} ; ~ q(xt,j|x?i17j, 2t)
end
3. Pondération
Calculer le poids non normalisé @} (1.27)
end
Normaliser les poids w{ = Zf,i} = Vi=1,...,N,
t=t+1 -

end
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appel & des méthodes MCMC. En effet les méthodes SMCMC échantillonnent le nouvel ensemble
de particules grace & une chaine de Markov, chaque particule étant échantillonnée successive-
ment conditionnée par la précédente. Si I’état multidimensionnel de ’état peut étre découpé en
blocs pertinents, par exemple un bloc par cible pour un état multicible, alors le noyau de tran-
sition de la chaine de Markov peut proposer une nouvelle particule dont un des blocs est issu
d’une particule ancétre tirée aléatoirement, les autres blocs restant fixés [KBD05, BDB12]. Au
fur et & mesure sont constituées des particules dont les blocs proviennent de particules ancétres
différentes. Des méthodes dites évolutives, comme 'opérateur de crossover (crossover opera-
tor) ou l'opérateur d’échange (exchange operator) 2, aménent de la diversité dans les particules
ancétres en échangeant des blocs de particules entre deux chaines de Markov lancées en paralléle.

Le filtre particulaire auxiliaire suscite donc 'intérét par sa flexibilité dans le choix des expres-
sions, permettant d’orienter ’échantillonnage en favorisant les particules ancétres prometteuses.
Ainsi la méthode de la variable auxiliaire peut étre utilisée pour approcher d’autres distribu-
tions que la distribution sur ’état augmenté [EMBD18], et le choix des expressions, notamment

des parameétres de pondération du mélange A¢, reste libre.

1.4.3 Filtre particulaire marginalisé (ou Rao-Blackwellisé)

Le filtre particulaire marginalisé [SGN05, DAMRO0], aussi appelé filtre particulaire rao-black-
wellisé, est une méthode s’appliquant aux modéles présentant une partie linéaire et une partie
non linéaire. Cette méthode permet d’exploiter la partie linéaire du modéle de maniére optimale,
tout en utilisant des méthodes particulaires pour la partie non linéaire. Le filtrage particulaire
est donc appliqué sur un espace de dimension plus petite, en paralléle avec ’estimation linéaire.
En résulte une réduction de la variance. Cette méthode est compatible avec les méthodes par-
ticulaires faisant appel au rééchantillonnage d’importance [GGB'02]|, avec entre autres le filtre
particulaire auxilaire [FSK10], ainsi que celles basées sur les méthodes MCMC [SPGC09].

L’état du systéme peut étre partagé de la maniére suivante

o [ Tyt ] partie linéaire
;=

Tt partie non linéaire

tel que, comme dans le cas le plus général présenté dans [SGNO5] (modéle 3), le systéme

d’équations dynamiques et d’observation puisse s’écrire de la fagon suivante

2ces opérateurs sont issus des méthodes d’algorithmes génétiques
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o1 = F(Tnte-1) T1-1 + fil@ne-1) + Gi(@ari-1) vig (1.28a)
Tnl,t = Ell(xnl,t—l)xl,t—l + fnl(xnl,t—l) + Gnl(xnl,t—l)vnl,t (128b)
2zt = H(Tn1t—1) T10—1 + h(ant) + Wy (1.28c)

avec

Ut[ ULt ]NN(OaQt)v Qtl

Unl,t

Qre  Qimie
Q{/nl,t inat

et wy NN(O,Rt)

L’idée du filtre particulaire marginalisée part de la décomposition suivante

p($t|Zo:t) = P(l’l,t,l”nl,t ZO:t) = P(Il,t|xn1,t, Zo:t) p(xnl,t|zo:t)

filtre de Kalman filtre particulaire

En effet, le conditionnement par la partie non linéaire du vecteur d’état x;, permet faire ap-
paraitre dans le systéme (1.28) une sous-structure linéaire, avec des bruits additifs Gaussien et
permet donc 'utilisation du filtre de Kalman. Quant & la partie non linéaire du vecteur d’état
Zn1,¢, un filtre particulaire est appliqué pour estimer la distribution souhaitée. Concrétement, le
filtre particulaire permet d’obtenir des échantillons de la partie non linéaire du vecteur d’état.
Et pour chacune de ses particules, la partie linéaire du vecteur d’état est donnée selon le filtre
optimal de Kalman. Le filtre de Kalman étant déterminé pour la partie linéaire conditionnelle-
ment & la partie non linéaire du vecteur d’état, ’échantillonnage des particules de la partie non
linéaire est réalisé avant. Il y a un filtre de Kalman pour chaque particule échantillonnée. Le

filtre particulaire marginalisé est présenté par ’algorithme 5.

Un cas particulier de systéme

Dans le cadre de ce manuscrit, I’écriture du systéme d’intérét peut se réduire & ’expression

ci-dessous, qui est un cas particulier du systéme général décrit plus haut,
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Algorithme 5 : Filtre particulaire marginalisé¢ (ou Rao-Blackwellisé)

Input : po(zn0), {Z1,0, Po} et zo.r
, , N
Output : {w(Z):TvxZO:Tv P(%:T}Z‘:I}
At=0
for i =1 to N, do
Echantillonner zp, 5 ~ qo(n1,0)

Initialiser {xf,o\—l’Pél—l} = {#10, Po}

- - i \Po(Emo)
Calculer le poids non normalisé @ = p(z0zy, o) @)
end
Normaliser les poids wj = —x-° Vi=1,...,N,

i wh

Rééchantillonnage éventuel
for i =1 to N, do

| Calculer z{, et P [SGNO5]|
end
t=t+1
while ¢t < T do
for i =1 to N do
1. Echantillonnage des particules (partie non linéaire)

Echantillonner xfﬂ’t ~ q(xnlyt|xﬁl7t_1, Zt)

2. Filtre de Kalman - prédiction (partie linéaire)
Calculer xfﬂt_l et Pti|t—1 [SGNO5]

3. Pondération des particules

p(zf'|"I;:11,t)p("”:11,t|"L‘1111,t717205t*1)

Calculer le poids non normalisé W) = wj_,

Q(wgl,t‘wil,tfl’zl)it)
end
Normaliser les poids wj = —xt— Vi=1,...,N,
Rééchantillonnage éventuel
4. Filtre de Kalman - mise a jour (partie linéaire)
for i =1 to N, do
‘ Calculer xff et P} [SGNO3|
end

t=t+1
end
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e =F 21 + iy (1.29a)
Tntr = Fuxn i1+ fa(@n1t—1) + Vni e (1.29b)
z = h(xn1,er) (1.29c¢)

avec e; le bruit d’observation, pouvant étre autre qu'un bruit additif et Gaussien ici.
e Partie linéaire du vecteur d’état: vitesses des cibles (en coordonnées cartésiennes).
¢ Partie non linéaire du vecteur d’état: positions (en coordonnées cartésiennes).

Remarque — Dans le modéle d’observation choisi ici pour le capteur radar, seules les posi-
tions des cibles interviennent dans le traitement du signal radar (traitement en distance et en
angle). Si un traitement Doppler était ajouté au traitement du signal radar, une dimension
pour la vitesse radiale serait ajoutée aux deux dimensions distance et angle de ’observation
radar. Ainsi la vitesse interviendrait dans ’équation d’observation, et de maniére non linéaire,

et de ce fait la décomposition proposée ici ne serait plus possible.

La formulation (1.29) étant un cas particulier du modéle 3 de [SGNO05], il suffit d’adapter
leur solution développée pour le systéme général (1.28) au systéme particulier (1.29). A cela

s’ajoutent deux particularités du modéle (1.29):

e Modéle du bruit d’observation libre
La partie linéaire de I’état n’intervient pas dans ’équation d’observation, c’est-a-dire que
H(zn1t—1) = 0 dans (1.28c). Cela signifie que la traditionnelle étape de mise & jour par
Pobservation du filtre de Kalman ne peut étre menée (étape 4 de ’algoritme 5). L’équation
d’observation n’intervient que dans la partie du filtre particulaire. Deux remarques peu-

vent étre alors faites:

— I’hypothése d’un bruit d’observation additif et gaussien peut étre assouplie; le modéle
du bruit d’observation est libre, comme écrit dans (1.29¢).

— l'information de ’observation n’intervient que dans le filtre particulaire pour échan-
tillonner ’état non linéaire. Grace a I’expression (1.29b), I’état non linéaire devient
une sorte d’observation pour I’état linéaire: une étape de mise a jour de I’état linéaire
est possible et 'information de I’observation entre le filtre de Kalman via les partic-

ules de ’état non linéaire.

e Matrice de covariance de Kalman unique

Si I’état linéaire n’apparait pas dans ’équation d’observation, et si les matrices Fj, Fyi,
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G et Gy ne dépendent pas de xpn¢—1 alors la matrice de covariance du filtre de Kalman

est identique pour chaque particule, c’est-a-dire Vi = 1,...,N,, P{ = P,.

1.5 Meéthodes de Monte Carlo par chaine de Markov

Les méthodes de Monte Carlo par chaine de Markov ont pour but d’estimer une densité d’intérét,
appelée densité cible. Elles s’appuient donc sur la représentation de Monte Carlo donnée
dans la partie 1.2, c’est-a-dire une approximation des densités de probabilité recherchées par
un ensemble de particules pondérées, en exploitant certaines propriétés des chaines de Markov,
afin d’obtenir des particules représentant la densité cible. Contrairement & 1’échantillonnage
d’importance ou toutes les particules sont indépendamment tirées selon une densité d’importance
puis pondérées, les méthodes MCMC vont échantillonner les particules les unes & la suite des
autres suivant une chaine de Markov bien choisie. Plus précisément, la chaine de Markov va
progressivement construire une image de la distribution cible en explorant localement 1’espace
d’état jusqu’a ce que toutes les régions d’intérét aient été couvertes. L’indépendance entre les
particules ainsi tirées n’est donc pas établie, mais la théorie des chaines de Markov permet
d’établir la convergence de la chaine vers la distribution cible qui est la loi stationnaire de la
chaine, ainsi que la stabilisation de la moyenne empirique. Le but est donc d’établir la chaine
de Markov dont la loi stationnaire est la loi & approximer, typiquement la densité de filtrage &
I'instant ¢t de la figure 1.2. Les deux algorithmes classiques des méthodes MCMC [RCO04] sont
I’échantillonneur de Metropolis-Hastings [Rob15, CG95], ainsi qu'un de ses cas particuliers,
I'échantillonneur de Gibbs [CG92].

Les deux prochaines sections sont tirées de la seconde édition du livre de Chiristan P. Robert
et George Castella [RC04], des chapitres 6 et 7 respectivement.

Rappels sur les chaines de Markov

Le but de cette section est de donner quelques rappels sur les chaines de Markov permettant
d’établir la convergence de la chaine vers la densité cible, ce que devront respecter les algo-
rithmes présentés. L’espace d’état est considéré comme étant continu.

Soit {X (")}n>0 une suite de variables aléatoires & valeurs dans un ensemble X' (espace
d’états). On dit que {X(”)} est une chaine de Markov si, conditionnellement aux états

passés X (07=1) Detat actuel X (™ ne dépend que de Iétat immédiatement précédent X ("—1)

Pr (X<”> € da:|X(°‘"’1)) —Pr (X("> € dx|X<"*1>)
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et est complétement caractérisée par:

¢ un noyau de transition K défini sur X x B(X)

K(,da') = Pr (X € do/| X"V = z)

e une distribution initiale u(dz) = Pr (X € dz)

ainsi Vo € X, VA € B(X), K(xz,A) représente la probabilité de se déplacer de x & un point

de ’ensemble A.

La densité de transition désigne la densité (si elle existe) k(x,2’) du noyau de transition
K(:L'7 )

Pr(X™ e A|X" Y = z) = K(z, A)
I
A
= / k(x,x")dx'
A

et ainsi k(x,z’) = p(a’|z) représente bien la densité conditionnelle de «’ connaissant x. Dans

x,dx’)

la cas d’un espace discret (fini ou dénombrable), ces probabilités de transition définissent une

matrice de transition.

Le noyau de transition de z & A en n itérations défini par
K™ (z, A) = Pr (X(") e A|X© = x)
coincide avec la n-éme itérée du noyau de transition K.

L’irréductibilité est une mesure de sensibilité de la chaine de Markov aux conditions
initiales. Elle garantie la convergence des algorithmes MCMC. On dit qu’une chaine est ¢-
irréductible pour une mesure ¢ si [RC04, Définition 6.13]

In, K™ (z,A) >0

e Vxrec X

e VA € B(X) avec p(A4) >0
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c’est-a-dire que chaque ensemble A & une chance d’étre visité par la chaine de Markov. Cette

propriété est trop faible pour assurer que la trajectoire de {X (”)} atteindra A assez souvent.

Une chaine de Markov doit posséder de bonnes propriétés de stabilité pour garantir une
approximation acceptable du modéle. La formalisation de cette stabilité méne a différentes
notions de récurrence selon que ’espace d’état est discret ou non (ainsi, si 'espace d’état est
discret, la récurrence d’un état correspond simplement & une probabilité égale a 1 d’y revenir).
Si la chaine est irréductible, la récurrence devient une propriété de la chaine. Cette propriété
est toujours satisfaite pour les chaines irréductibles sur des espaces finis. Pour les chaines a
espace d’état continu, la récurrence au sens de Harris (ou Harris récurrence) est définie sur un

ensemble, et peut étre étendue & une propriété sur la chaine.

Un ensemble A est Harris récurrent si en simulant la chaine de Markov & l'infini, on visite
A un nombre infini de fois avec une probabilité égale & 1. Le nombre de visite recues par
un ensemble A étant défini par na = Y oo, 14(X ™), la Harris récurrence se traduit par
Pr(na = o0) = 1, quelque soit 1’état = de départ [RC04, Définition 6.32].

Une chaine est dite récurrente au sens de Harris (ou Harris récurrente) si [RC04, Définition
6.32]

e clle est p-irréductible

o VA € B(X) avec p(A) > 0, A est un ensemble récurrent au sens de Harris (ou Harris

récurrent)

Une chaine est dite apériodique si elle n’est pas périodique. Une chaine @p-irréductible est
dite périodique s’il existe une partition de l’espace d’état {A1,..., Aq} avec d > 2, c’est-a-dire
Vi£j:ANA;=0et UL A; = X telle que

o 1 =1+ mmodm
Vi, j,m,m : Pr (X("+m) € Aj|X(") € AZ-) = J )
0 sinon
c’est-a-dire par exemple si {A;, Ao} est une partition de l'espace d’état X' et que I’ensemble
Aj n’est atteignable par la chaine de Markov qu’aux itérations impaires, et As aux itérations

paires, un phénoméne de périodicité 2 est créé.

La densité de transition k(x,z’) est dite réversible par rapport a la densité de probabilité
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p lorsque [RC04, Définition 6.45]:
p(@)k(z,2) = p(a')k(2', z) (1.30)

Cette équation (1.30) est aussi appelée la condition d’équilibre détaillée.

La densité de transition k(x,z’) laisse invariant la densité de probabilité p (ou p est

invariant par k) lorsque:

p(a') = /X p(2)k(z, o' )de

La réversibilité implique ’invariance. Si la densité de transition k(z,z’) est réversible par
rapport & la densité de probabilité p, alors p est invariant par k. Ce résultat s’obtient en

intégrant directement (1.30) sur X’ par rapport a x.

La densité de probabilité invariante est unique. Non seulement elle est importante car elle
définit un processus stationnaire, mais aussi elle est la mesure de probabilité qui définit le
comportement & long terme, ou ergodique, de la chaine. Ainsi si une distribution limite de
la chaine existe, il s’agit d’une mesure de probabilité invariante, et comme cette derniére est

unique, elle est également indépendante de 1’état initial de la chaine.

Si la chaine de Markov associée & la densité k est:

e Harris récurrente (donc nécessairement p-irréductible)
e apériodique

e p-invariante

alors on a la convergence suivante [RC04, Théoréme 6.51] Vo € X

n—oo

Pr (X(”) € AIXO = a:) — p(A)
avec par définition p(A) = [, p(x)dx.

Echantillonneur de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings (MH) s’appuie sur les propriétés suffisantes citées
ci-dessus afin de construire une chaine de Markov, a I’aide d’une densité de transition k(z,z’)
bien élaborée, dont la distribution invariante p, celle vers laquelle la chaine converge, est la
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distribution cible & estimer. En simulant la chaine suffisamment longtemps pour que son
comportement soit stationnaire, les échantillons issus de la chaine approchent la densité
invariante. Comme pour la méthode d’échantillonnage d’importance, on ne sait bien str pas

échantillonner selon p, mais on connait son expression 4 une constante multiplicative prés.

La densité de Metropolis-Hastings k(z, z’) doit remplir les conditions permettant la conver-
gence de la chaine de Markov vers la distribution invariante. Il s’appuie sur une densité connue,

q(z,2"), telle que:
1. il est facile d’échantillonner selon ¢(z,-) pour tout z

2. support(p) C support(q)

3. expression de g(x,z’) est connue (& une constante multiplicative prés ne dépendant pas
de z)

La densité g va étre "perturbée", par une densité d’acceptation, afin de constituer une densité
k(xz,z’) qui soit réversible par rapport & la densité cible p (et donc invariante par cette méme
densité), permettant ainsi d’assurer la convergence de la chaine de Markov vers p.

La densité markovienne k de Metropolis-Hastings est définie par
k(z,2') = a(z,2)q(z,2) + (1 — a(x))ds(z') (1.31)

avec
o ") = min pi(x’)q(m’,a:) e oz) = [ alx z,y)d 32

e la transition donnée par q(z,z’) est acceptée avec la probabilité a(z, z')

e la transition reste en = avec la probabilité 1 — a(x)

Alors la condition d’équilibre détaillée (1.30) pour la densité de Metropolis-Hastings (1.31)
s’écrit
p(x)q(z, 2" )a(x,2') = p(a')q(z', v)a(z’, x)

et est directement vérifiée avec ’expression de a(z,z’) (1.32) puisque

/

p(x)q(z,2")o(z, 2') = min (p(z)q(z, 2"), p(a’)q(2’, 7)) = p(z)q(2’, v)a(a’, x)

et
p(@)(1 — a(z))ds(') = p(2’)(1 — a(a’))da ()
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Ainsi la densité de transition k(z,x’) est réversible par rapport a la densité cible p(x), donc la
densité cible p(x) est invariante pour lalgorithme de Metropolis-Hastings.

Pour simuler une variable X’ selon k(z,-), ou z est fixé, il suffit

¢ de simuler une v.a. X* distribuée selon ¢(z,-): z* ~ q(z,-)

e et de poser

o { x* avec probabilité a(z,z’)

x  avec probabilite (1 — «a(x,2’))

Algorithme 6 : Echantillonneur de Metropolis-Hastings

Input : B burn-in et N nombre d’échantillons
Output : {le}f\il

Initialisation
Echantillonner 2 ~ p(-)
Itération
forn=1to B+ N do

Sachant "1, générer un candidat x* ~ q(z"71,.)

Calculer la probabilité d’acceptation a = al(x™ 1, 2*)

Poser

my _ | " avec probabilité a
T { (=1 avec probabilité (1 — «)

end

L . AN
Garder les N derniers échantillons pour former {7} "

La période dite de burn-in sert & écarter les premiers échantillons qui sont fortement
influencés par l'initialisation de l’algorithme. Lorsque la chaine devient ensuite stationnaire,
on extrait des échantillons de la chaine. Afin de réduire la dépendance entre les échantillons
die & la formation de la chaine de Markov, seul un nombre choisi d’échantillons peuvent étre
conservés, par exemple un sur deux. Le choix du noyau de proposition est déterminant. Il doit
permettre une exploration suffisante de ’espace d’état afin d’emmener la chaine vers toutes les
régions a forte densité de probabilité.

Echantillonneur de Gibbs

L’échantillonneur de Gibbs est un cas particulier de ’algorithme de Metropolis-Hastings dans

le cas d’un vecteur d’état multi-dimensionnel, et dans lequel la densité de proposition g(z, ")
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est la loi marginale conditionnelle de la loi jointe sur chacune des composantes. Cette stratégie
permet d’accepter tous les échantillons générés, la probabilité d’acceptation de Metropolis-
Hastings se réduisant & 1. On suppose que z est composé de d composantes: x = (x1,...,2q)"
A chaque étape n de I'algorithme de Gibbs, chaque composante est échantillonnée & son tour

conditionnellement aux valeurs des autres, sous forme de cycle systématique:

ap o~ plailaly')

of ~ plralal,aiy’)

3

Ty o~ p(; |m7ll:j—1a x?;ll:d)

wg o~ plraety )

Chaque nouvelle valeur pour chaque composante est immédiatement utilisée dés qu’elle
est échantillonnée. Un tirage aléatoire de l'ordre dans lequel les composantes sont traitées
est une alternative. L’échantillonneur de Gibbs posséde les avantages d’accepter toutes les
propositions, et de ne pas nécessiter la définition d’un noyau de transition. Cependant, il faut
étre capable de savoir échantillonner selon la distribution conditionnelle. Dans certains cas,
les composantes sont trop dépendantes pour que I’échantillonneur de Gibbs soit efficace. 1l est
parfois envisageable d’échantillonner selon une distribution de proposition conditionnelle sur

des blocs de composantes plutét que sur chaque composante individuelle.
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Chapitre 2

Pistage multicible et
Track-before-detect

Les problématiques du pistage de cibles sont multiples. Le filtrage est le terme désignant les
méthodes d’extraction des informations utiles parmi les mesures recues via le ou les capteurs
mis en place pour observer les cibles. De ces informations, le pistage s’attache & détecter les
cibles (détection), leur donner une trajectoire (estimation) & chacune (étiquetage). Donner
I’estimation d’une trajectoire induit un étiquetage puisque chaque état de la trajectoire doit
appartenir & la méme entité. Le systéme composé par les cibles est un systéme dynamique,
c’est-a-dire que 1’état des cibles évolue dans le temps. Le filtrage utilise les mesures, ou
observations, fournies pour retrouver 1’état du systéme. Ces mesures présentent des défauts,
liés & l'environnement d’observation et au fonctionnement interne des capteurs, qu’il est
nécessaire de corriger. Ces défauts sont donc des signaux indésirables et parasites, issus du
paysage environnant et d’autres objets que l’étude ne concerne pas, ou des perturbations
aléatoires, liées aux aspects thermodynamiques des circuits composants les capteurs. Le filtre
s’appuie également sur une connaissance a priori du modéle dynamique du systéme: ce modéle

n’est pas déterministe et comporte lui aussi des incertitudes.

Il existe plusieurs types d’observations qui ménent & des problématiques différentes lors de
la définition explicite des équations de filtrage. Sont différenciées I’approche traditionnelle du
pistage par des observations ponctuelles, parfois référée comme la poursuite pendant
le balayage (track while scan, TWS) et l’approche sur observations brutes dite pistage
avant détection (track before detect, TBD).
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e Les observations ponctuelles sont des points donnés dans ’espace d’observation. Cet
ensemble de points est issu d’une premiére détection au niveau du traitement du
signal capteur qui nécessite un pré-traitement. Par exemple, dans une image caméra,
il va s’agir du milieu du rectangle dans lequel l'objet cible a été trouvé, dans une
image radar ce sera un emplacement ou le signal réfléchi est élevé et dépasse un
seuil, pouvant étre interprété comme la présence d’une objet réflecteur a cet endroit.
L’observation est donc un ensemble de points, dont certains appartiennent & une cible
présente. D’autres points ne correspondent pas & une cible & pister, mais sont dis
a Uenvironnement, au paysage, & des défauts du capteur; ces points sont les fausses
alarmes. Il se peut également que des cibles n’aient pas généré de points, il s’agit
des détections manquées. Ces notions permettent de définir une probabilité
de fausse alarme (probabilité d’observer une fausse alarme) et une probabilité
de détection (probabilité de détecter la cible, & partir de laquelle on peut retrouver
la probabilité de ne pas la détecter, correspondant & la détection manquée citée ci-dessus).

e Les observations brutes quant & elles ne nécessitent pas de pré-traitement du signal recu
du capteur. Il n’y a pas d’effet de seuillage comme précédemment, mais en tout point
de ’espace d’observation les données du signal sont transmises et peuvent étre traitées.
Par exemple, dans une image caméra, il va s’agir de tout les pixels et leurs valeurs
composant 'image, dans un image radar ce sera une intensité de signal dans les cases

distance-azimut du champ de vision du radar.
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Figure 2.1: Etapes de la poursuite de cibles avec radar

2.1 Observations ponctuelles

2.1.1 Meéthodes historiques

Les méthodes dites traditionnelles [BSF88, Bla86] traitent le filtrage monocible et multicible
dans le cadre d’observations ponctuelles (seuillées). Elles ont souvent été congues dans un

premier temps pour des systémes aux équations linéaires et & statistique gaussienne.

Pistage monocible

Le filtrage monocible, ou pistage monocible, s’attache au cas ot une seule cible est présente,
pouvant étre ou non détectée, en présence ou non de fausses alarmes. Le cas le plus simple par
exemple est celui oul le capteur fournit a chaque étape une seule observation ponctuelle bruitée
correspondant & la cible présente qui est alors détectée et dont il reste & estimer I’état. Le
scénario se complique lorsque déja la question de la présence d’une cible se pose, ou bien que
la cible ne fournit pas systématiquement une observation & chaque étape (détection manquée),
et qu’un nombre aléatoire de fausses alarmes est possible. Dans ce cas, il n’est plus direct de
savoir si la cible est présente ou non, ni de savoir avec quelle mesure doit étre mise a jour I’état
de la cible. C’est ainsi que sont apparues des stratégies d’association de données, pour une

fois I'association cible-observation effectuée pouvoir utiliser les équations classiques, comme un
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filtre de Kalman par exemple lorsque le modéle du systéme est linéaire gaussien. De ce point
de vue, le filtrage monocible peut étre vu comme un cas particulier du filtrage multicible. Une
stratégie d’association de données basique est celle du plus proche voisin [BSF8§|, "plus
proche" étant défini selon un critére de distance (distance euclidienne, distance de Maha-
lanobis). L’observation la plus proche de I’état prédit de la cible lui est attribuée pour ’étape
de mise & jour. Cette méthode simpliste est trés vite limitée et donne des résultats médiocres
dans le cas ou l'observation issue de la cible est noyée dans de nombreuses fausses alarmes,
ou bien lors d’'une détection manquée. Le filtre par association de données probabiliste
(probabilistic data association, PDA) [BSF88] quant & lui, n’utilise pas que ’observation la
plus proche, mais s’appuie sur toutes les observations disponibles en les fusionnant pour obtenir
une seule observation. C’est cette observation qui est utilisée ensuite pour ’étape de mise &
jour de ’état de la cible. Une probabilité d’association est calculée pour chaque observation,
il s’agit de la probabilité que ’observation ait été générée par la cible, prenant en compte
la vraisemblance d’une observation et la probabilité de détection de la cible. L’observation
fusionnée est alors la moyenne de toutes les observations pondérées par leur probabilité
d’association. Est ensuite introduite la problématique de 'existence de la cible dans la scéne,
permettant d’établir U'initiation et la terminaison d’une trajectoire, & I’aide d’une approche de
modéle multiple en interaction [BBS88] combinée au PDA [HBS89], ou en intégrant la proba-
bilité d’existence directement dans I’algorithme d’association (integrated PDA, IPDA) [MES94].

Pistage multicible

Cette fois, dans le pistage multicible (multi-target tracking, MTT), plusieurs cibles peuvent
coexister dans la méme scéne. Leur nombre peut étre constant et connu, dans ce cas seule
I'estimation de 1’état des cibles reste & définir. Ou bien il peut étre constant mais inconnu,
et doit étre donc estimé conjointement & 1’état des cibles. Il peut également étre variable,
autorisant D'apparition et la disparition des cibles. Clairement, dans le cas multicible, la
problématique d’association de données apparait, c’est-a-dire constituer des paires cible-
observation correspondantes afin de pouvoir appliquer les techniques de pistage classique. Les
observations peuvent étre issues chacune d’une des cibles, constitués des fausses alarmes, ou
bien les cibles n’ont pas forcément toutes généré des observations. Souvent, ’hypothése selon
laquelle une cible ne peut générer au maximum qu’une observation, est retenue. Il arrive que
cette hypotheése soit assouplie, autorisant une cible & générer aucune ou plusieurs observations,
pour garantir certaines propriétés, notamment d’indépendance, entre des variables aléatoires
mises en jeu dans la stratégie de filtrage considérée. Concernant ’association de données,
A nouveau une stratégie dite du plus proche voisin peut étre proposée. Sous I’hypothése
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qu’une cible ne peut générer au maximum qu’une observation, cette stratégie prend la forme
d’un probléme d’affectation, c’est-a-dire que l’association entre les mesures et les cibles qui
minimise ou maximise la fonction de coit est choisie. La fonction de colt peut étre la
somme des distances & minimiser, ou bien la somme des probabilités de vraisemblance &
maximiser. L’affectation optimale est alors choisie comme solution, et les équations du filtrage
monocible peuvent étre appliquées & chaque paire cible-observation. Une autre solution propose
d’énumérer exhaustivement toutes les associations possibles et de créer ainsi de nombreuses
hypothéses, dont le nombre augmente exponentiellement avec le temps, il s’agit du pistage
a hypothéses multiples (multiple hypothesis tracking, MHT) [Bla86, Rei79]. Pour pallier
ce probléme d’hypothéses croissantes qui ne peuvent pas étre toutes stockées, les hypothéses
peu probables sont écartées, et les hypothéses proches combinées, afin de ne garder qu’un
nombre raisonnable d’hypothéses & propager temporellement. Les deux stratégies ci-dessus
considérent l’association de données comme déterministe. Deux autres stratégies définissent
I’association de données cible-observation comme étant une variable aléatoire. Le filtre par
association de données probabiliste jointe (joint probabilistic data association, JPDA)
[BSF88] est une extension du monocible PDA, dans lequel, ’hypothése qu’une seule cible
est & lorigine d’une observation est faite, créant une dépendance. Une version proposant
d’intégrer une probabilité d’existence de chaque cible individuellement (joint integrated
probabilistic data association, JIPDA) [MEO04] existe également permettant l'initiation et
la terminaison des pistes. Contrairement au MHT qui pour chaque hypothése affecte une
association bien définie (une cible pouvant étre associée & une observation, ou non en cas
de non détection, 'observation pouvant étre une fausse alarme), le pistage a hypothése
multiples probabiliste (probabilistic multi-hypothesis tracker, PMHT) [SL94] estime la
probabilité que chaque observation soit générée par chaque cible, en posant cette probabilité
comme variable latente non observable et en résolvant ce probléme grace & ’algorithme
espérance-maximisation (expectation—maximization, EM) [DLR77]. Ce filtre s’affranchit de
la dépendance citée ci-dessus dans le cas du JAPD. Une comparaison entre ces deux derniers
filtres est présentée dans [RWS95] dans le cas ou le nombre de cibles est fixé et connu. Une
fois ’association de données réalisée, les équations monocibles s’appliquent.

Pour résumé, les méthodes ci-dessus font avant tout appel a des stratégies pour gérer
les associations entre mesures et cibles, pour trouver la meilleure association, ou utiliser un
mélange pondéré de toutes les associations possibles, en incluant les situations de détections
manquées ou de fausses alarmes. Enfin les équations bien connues du filtre de Kalman
sont appliquées pour les systémes aux équations linéaires et a statistique gaussienne, ou ses
alternatives (filtre de Kalman étendu et sans parfum) dans le cas ou les systémes ne répondent

pas aux contraintes énoncées ci-avant. Cependant, les cas de systémes non linéaires et a
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statistique non gaussienne ne sont pas toujours bien gérés avec les alternatives du filtre de
Kalman. Le filtre particulaire octroie lui cette souplesse dans le modéle. Dans le cas multicible
avec association de données, des extensions du filtre bootstrap, comme le filtre bootstrap
hybride [Gor97], sont proposés. Un algorithme générique de pistage avec association de
données est proposé dans [HLCP02b] avec un nombre fixé et connu de cibles, et son extension
[HLCPO02a] pour un nombre variable de cibles. Il est appliqué dans ces publications au pistage
de cibles avec sonar passif. Sous les hypothéses du PMHT, ’association entre les observations

et les cibles est réalisée grace & un échantillonneur de Gibbs.

2.1.2 Cadre RFS

Au dela des ces méthodes traditionnelles est apparue une nouvelle formulation du probléme
avec les processus ponctuels (point process, PP) [DVJ03, DVJO0§] ou les ensemble aléatoires
finis (random finite set, RFS), définis dans le cadre de la statistique des ensembles finis (finite
set statistics, FISST) développé en détail dans [GMNO97]. La seconde formulation, qui peut
étre considérée comme un cas particulier de la premiére (le cas du processus ponctuel simple),
s’est vu largement développée ces derniéres années, notamment dans son application au pistage
de cibles, donnant naissance & une panoplie d’algorithmes. Les premiers filtres issus de ce
cadre sont le probability hypothesis density filter (PHD) [Mah03] et le cardinalized probability
hypothesis density filter (CPHD) [Mah07a]. La formulation RFS considére que les états des
cibles et les observations forment chacun un ensemble fini dont la taille est variable, dont
les éléments ne sont donc pas ordonnés, et chaque élément est un vecteur d’état d’une cible
individuelle (ensemble multicible) ou un vecteur d’une observation (ensemble des observations).
Le nombre de cibles, leurs états, le nombre d’observations et leurs valeurs, sont issus du
processus stochastique modélisant le systéme, donc il est nécessaire de définir le concept des
ensembles aléatoires finis (RFS). Cette représentation différe de la représentation classique
dans laquelle le vecteur état multicible & estimer est la concaténation des états individuels de
chacune des cibles, comme dans le tableau 2.1.

Description de RFS

Ainsi un RFS est une variable aléatoire dont les réalisations sont des ensembles dont la taille
et les éléments sont aléatoires. La taille prend valeur dans I’ensemble des entiers naturels
correspondant au nombre d’éléments n qui constituent I’ensemble. Chaque élément prend
valeur dans l’espace d’état individuel. Il est nécessaire de transposer les notions de théories
de la mesure, utilisées pour I’établissement des équations de filtrage bayésien, aux nouveaux
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Cadre classique Cadre RFS
Etat multicible X = [x?, . ,x;ﬂT X ={x1,...,z,}
Observations (ponctuelles) | Z ={z1,...,2m} Z=Az,...,2m}
Association de données Explicite Implicite

x; vecteur état de la cible i, n nombre de cibles
z; vecteur de I'observation j, m nombre d’observations

Table 2.1: Notations cadre classique et cadre RFS

objets que sont les RFS [Vo08], permettant ainsi de définir des distributions de probabilités
multicibles, et les densités associées si existantes. Les distributions multicibles des RFS sont
toujours définies comme des fonctions symétriques, c’est-a-dire que les permutations d’une
réalisation donnée se produisent avec la méme probabilité, conservant ainsi le caractére non
ordonné des éléments du RFS. Par exemple pour un RFS admettant une densité multicible
dont une réalisation peut étre X = {x1,x2}, alors p({z1,z2}) = p({z2,z1}). Un RFS est donc
caractérisé par la distribution (discréte) de sa taille (ou cardinalité), et la distribution spatiale
des objets. La définition de ces deux distributions permet de décrire les RFS qui sont utilisés

pour déterminer les filtres dans la suite.

e Bernoulli RFS

Le Bernoulli RFS traite le cas monocible ou I'on peut avoir une ou zéro cible. La cible
existe avec une probabilité r. C’est-a-dire que I’ensemble peut étre vide (de cardinalité
0 avec une probabilité 1 — r), ou ne contenir qu’un seul élément (de cardinalité 1 avec
une probabilité de r). La probabilité d’avoir une cardinalité strictement supérieure a 1
est nulle. Si la cible existe, son état est distribué selon une densité spatiale s sur 'espace
d’état individuel. Le Bernoulli RFS est donc complétement caractérisé par (r,s). En
notant X la variable représentant le Bernoulli RFS, la densité multicible s’écrit alors

1—r siX=0
p(X)=4q rxs(z) siX={z}
0 si | X] > 1

e Multi-Bernoulli RFS
Le multi-Bernoulli RFS est Pextension multicible du Bernoulli RFS présenté précédem-
ment. Le multi-Bernoulli RFS est 'union d’un nombre fixe M de Bernoulli RFS notés
X indépendants les uns des autres et chacun caractérisé par le couple (r(,s(®). En
notant X la variable du multi-Bernoulli RFS, on a
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Le multi-Bernoulli RFS est complétement caractérisé par {(r(i),s(i))}j\il. La densité

multicible s’écrit alors

M
[Ta-r®) G X =0
i=1
M
p(X) = ) r(Jl) (11 ]
1—r® X = o ant et n <M
H( r) Z H 1—rﬂz si {z1,...,2,} et n <
=1 1<ji#. jn <M i=1
0 sin>M

(2.1)

La distribution de la cardinalité d’un multi-Bernoulli RFS est obtenu en écartant la densité

spatiale dans (2.1) et donne

M .
H(l—r(l)) sin=0
i=1

p(n) = t (3) a i) .
H(lfr ) Z Hl—r() sin<M
i=1 1<j1# . jn <M i=1
0 sin>M

¢ Independent identically distributed cluster RFS (i.i.d. cluster RFS)
La distribution de la cardinalité est p(n), laissée ici sous sa forme générique. Les éléments
du RFS sont tous indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) selon la densité spatiale

s(x). La densité multicible de I'i.i.d. cluster RFS X s’écrit alors

p(0) siX =0
p(X) =
n! p(n) H s(z) si X ={x1,...,2,}

zeX

Le i.i.d cluster RFS apparait notamment dans la dérivation du filtre CPHD.
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e Poisson RFS
1l s’agit du cas particulier d’un i.i.d. cluster RFS dans lequel la distribution de la cardi-

nalité est une distribution de Poisson de paramétre A, c’est-a-dire

Are

n!

p(n)

La parameétre A étant la moyenne il s’agit du nombre d’éléments attendus. La densité
multicible du Poisson RFS X est alors

e~ siX =10

p(X) =
Ale? H s(x) st X ={x1,...,2n}

reX

Le Poisson RFS apparait notamment dans la dérivation du filtre PHD.

Ces méthodes gérent naturellement le cas multicible, la description de la cardinalité étant
complétement intégrée dans la description du RFS. L’association de données n’est pas non plus

explicite et déterministe, mais intégrée.

Filtres PHD et CPHD

Les filtres PHD [Mah03] et CPHD [Mah07a] représentent des approximations du premier mo-
ment du filtre bayésien multicible. Le filtre PHD estime conjointement le nombre de cibles
et leurs états en propageant le moment du premier ordre d’'un RFS. Le filtre CPHD propage
également le moment du premier ordre d’'un RFS, et simultanément la distribution de la car-
dinalité du RFS. Le filtre CPHD propage donc de l'information supplémentaire mais au prix
d’un cott de calcul plus élevé que le PHD. Ce premier moment de la densité multicible s’avére
étre une fonction d’intensité définie sur I’espace d’état d’une cible individuelle. Cette fonction
d’intensité, appelée également PHD et propagée séquentiellement, représente ’espérance math-
ématique du nombre de cibles. L’intégration de cette fonction d’intensité sur une région de
I’espace d’état donne le nombre de cibles attendu dans cette région, 'intégration sur 1’espace
d’état tout entier donne le nombre total de cibles estimé. Les maxima locaux donnent alors les
états estimés des cibles. Pour dériver l'expression de la fonction d’intensité PHD, ’hypothése
est faite que I’ensemble des cibles prédites est un Poisson RFS, et que 'ensemble des fausses
alarmes est un Poisson RFS. Le filtre PHD observe une variance élevée pour 'estimation de
la cardinalité des cibles. Pour le filtre CPHD, I’hypothése selon laquelles les cibles prédites et
les fausses alarmes sont des Poisson RFS est relaxée, considérant des i.i.d cluster RFS plutot;
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gardant ainsi une expression générique de la distribution de la cardinalité. Le filtre CPHD est
donc une généralisation du filtre PHD. Ainsi le filitre CPHD propage conjointement la fonction
d’intensité PHD, et la distribution de la cardinalité. On préférera s’appuyer sur la distribution
de la cardinalité pour en extraire une estimation de nombre de cibles, plutot que d’intégrer
la fonction d’intensité sur ’espace d’état. L’état des cibles est estimé de méme ensuite & par-
tir des maxima locaux de la fonction PHD. Il est possible pour ces deux filtres d’obtenir des
expressions explicites des fonctions a propager pour le cas d’'un modéle linéaire et gaussien,
lorsque les probabilités de détection et de survie des cibles sont des constantes (indépendantes
des cibles). 1l existe également des implémentations en mélange de gaussiennes (PHD [VMO06],
CPHD [VVCO07]) ou avec un filtre particulaire (PHD [VSD05], CPHD [Vo08]). La version du
filtre particulaire, nécessite une étape supplémentaire de clustering afin de donner les états
estimés des cibles. Il existe des variantes du PHD dans lesquelles sont introduites d’autres
distributions pour la cardinalité des RFS que la distribution de Poisson. Par exemple dans
[SDHC16] il est supposé que le nombre de fausses alarmes est distribué selon une distribution

binomiale négative, ou bien une distribution de Panjer dans [SDHC18].

Filtres multi-Bernoulli

Des filtres basés sur les multi-Bernoulli RFS ont également été développés, proposant une
approximation du filtre bayésien multicible. Il ne s’agit plus comme pour les filtres PHD
et CPHD de propager un résumé de l'information statistique que sont le premier moment
et la distribution de la cardinalité, mais d’approcher la densité multicible postérieure que
I’on propage séquentiellement par des paramétres propagés séquentiellement. Ces paramétres
sont ceux décrivant le multi-Bernoulli RFS caractérisant la population des cibles, c’est-a-dire

( (%) (i))}Mt

{ T, 8 , et la récursion est illustrée sur la figure 2.2. Une premiére version d’un tel
filtre est appzru avec le multi-target multi-Bernoulli filter (MeMBer) dans [Mah07b], dans
lequel ’estimation de la cardinalité est biaisée. Une version non biaisée nommeée cardinality
balanced MeMBer (CBMeMBer) est proposée dans [Vo08, VVC09], avec ses implémentations

en mélange de gaussiennes et filtre particulaire.

RF'S étiquetés (labeled RFS)

Les différentes techniques RFS présentées ci-dessus sont adéquates pour le filtrage multicible
et Pestimation de ’état multicible & chaque pas de temps. Cependant, les objets n’ont pas une
identité qu’ils gardent dans le temps, permettant de les identifier, en témoignent les expressions
des densités multicibles qui sont symétriques, ne donnant aucun ordre aux objets. Or pour
réaliser du pistage multicible, c’est-a-dire faire une extraction de pistes (ou trajectoires), il
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prediction update
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Figure 2.2: Récursions du filtre bayésien et du multi-target multi-Bernoulli filter

est nécessaire de donner une identité aux objets, de les étiqueter, pour savoir & quelle piste
appartient l’état estimé d’une cible extrait de ’état multicible. L’idée est alors d’augmenter
Pétat = d’un objet avec un label (ou étiquette) ¢ unique permettant de 'identifier. On parle
alors d’état étiqueté x = (x,¢). L’état multicible étiqueté est donc un ensemble d’états
étiquetés d’objets. Pour que cet étiquetage soit efficace, il est bien siir nécessaire que les
labels soient uniques pour chacune des cibles composant 1’état multicible. L’introduction et
la définition des RFS étiquetés (labeled RFS) [VV13] permet de décrire un état multicible
étiqueté garantissant des labels distincts pour chaque objet. On note L£(X) lensemble des
labels du RFS étiqueté X. Les labels d’une réalisation X d’un RFS étiqueté sont distincts si le
nombre de labels est égal a la taille (& la cardinalité) de I’état multicible. On peut ainsi définir
un indicateur de labels distincts A(X) = dx|(|£(X)]) vérifiant bien qu’aucune cible ne partage
le méme label. Cet indicateur est alors utiliser pour déterminer les densités de probabilités

multicibles.

Les RFS étiquetés ont largement été développés pour étendre les RFS multi-Bernoulli
[Reuld| en développant plusieurs versions, ainsi que les filtres multi-Bernoulli leur correspon-
dant.

2.2 Observations brutes

L’utilisation d’observations ponctuelles requiert peu de mémoire de stockage des mesures et
peut étre efficace avec un coit de calcul peu élevé. Cependant le pré-traitement de détection
afin d’extraire les mesures ponctuelles perd de I'information, notamment dans les cas de cibles
a faible rapport signal sur bruit ou lorsque les cibles sont proches. C’est pourquoi il peut
s’avérer intéressant de travailler directement sur la sortie brute capteur afin d’en extraire une
information plus riche. L’étape de détection créant les observations ponctuelles n’est donc
plus réalisée, donnant le nom & cette nouvelle approche de track before detect (TBD). Pour
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ce faire, une modélisation plus perfectionnée du capteur ainsi que de nouveaux algorithmes
sont nécessaires. En effet il va falloir étre capable de formuler un modéle d’observation afin de
donner l'observation prédite (non bruitée) selon les cibles en présence. Dans le cas des obser-
vations ponctuelles, les mesures prédites sont souvent simples & décrire car s’expriment dans
le méme espace que l’espace d’état, ou un bien un espace réduit de l’espace état (par exemple,
seule la position est observée, pas la vitesse), ou dans un autre systéme de coordonnées (par
exemple en polaire plutdt qu’en cartésien). Dans le cas des données brutes, il s’agit de savoir
représenter le signal de sortie du capteur. L’utilisation de données brutes permet également

de s’affranchir de la problématique d’association de données entre cibles et mesures ponctuelles.

2.2.1 Meéthodes initiales par batch

Pour des cibles & faible rapport signal sur bruit, il est donc difficile sur une observation brute
de pouvoir repérer les cibles. En revanche, c’est 'intégration temporelle de l'information des
observations brutes qui va permettre de repérer les cibles suivant leur dynamique a priori.
C’est donc l'analyse sur un temps étendu avec plusieurs images d’observations brutes qui
va permettre de mettre en évidence et de détecter des trajectoires de cibles en présence.
Initialement, des algorithmes par lot (batch) ont donc été mis en place pour ’approche TBD,
utilisant la transformée de Hough [CEW94], le maximum de vraisemblance avec fluctuation de
Pamplitude de la cible [TBS98], I’algorithme de Viterbi (programmation dynamique) [Bar85].
Ces méthodes requiérent la discrétisation de espace d’état, ce qui permet de traiter les cas
avec des équations non linéaires (comme par exemple l’équation de mesure de l'approche
TBD en radar). Cependant travailler avec un espace d’état discret nécessite des ressources
en mémoire et de calcul assez importantes, y compris dans des zones de ’espace d’état dans

lesquelles aucune cible n’est présente et qui sont peu informatives.

2.2.2 Meéthodes récursives

Pour résoudre les équations de filtrage bayésien dans un cadre TBD, les premiers travaux
publiés font état de l'utilisation de filtres particulaires [NS97, BDO1, SBO01] afin de traiter la
forte non linéarité introduite par les modeéles d’observation.

Dans l'article [VVPS10], les auteurs adaptent aux observations rencontrées en TBD les
équations pour trois algorithmes faisant appel au cadre des RFS. Pour cela, ils font ’hypothése
forte selon laquelle les zones d’influence des cibles sur 'image d’observation ne se chevauchent
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pas. Cette hypothése permet de dériver les expressions exactes sans passer par les approxi-
mations faites dans le cas de mesures ponctuelles. Les deux premiers cas sont ceux du filtre
PHD, avec une prior Poisson, et ’autre une prior cluster i.i.d. Le troisiéme cas est celui du
filtre Multi-Bernoulli. Une implémentation particulaire de ce dernier est proposée, le modéle
d’observation étant fortement non linéaire. Cependant ces méthodes ont de fortes limitations.
L’hypothése de non chevauchement ne permet pas de traiter les situations ou les cibles se
croisent. Le chevauchement des observations étant écarté, cela revient & découper ’espace
pour chaque cible, et il serait envisageable d’avoir un filtre monocible par cible. Les auteurs
concédent d’ailleurs que I'implémentation SMC est équivalente & ’exécution en paralléle de

plusieurs filtres particulaires (monocibles).

Les capteurs, ou mesures, dits sommateurs (superpositional sensors or measurements) sont
un type de capteurs et mesures pour lesquels la sortie est une fonction de la somme des contribu-
tions individuelles de chaque source. Ce cas a été traité par plusieurs articles dans le cadre RFS
[MEF12, NCM13, PK15]. Dans l’article [MEF12], les auteurs développent une approximation
du filtre CPHD pour ce type de capteurs sommateurs, et I'implémentation du filtre avec un filtre
particulaire auxiliaire est donnée dans [NCM13], dans le cas d’un bruit d’observation additif
et gaussien. Un filtre introduisant les labeled RFS est présenté dans [PK15], pour lequel est
utilisé une distribution d’échantillonnage basée sur 'approximation CPHD précédemment citée.

Le filtre particulaire TBD marginalisé [RGMO04] introduit une variable d’existence permet-
tant de définir si la cible est présente ot non. Plutdt que d’inclure cette variable d’existence
dans le vecteur d’état, les auteurs proposent de calculer directement la probabilité d’existence,
et les particules représentant 1’état de la cible sont toutes considérées comme existantes et
participent toutes a ’estimation de cet état. Les auteurs introduisent, toujours en monocible,
les modéles de Swerling pour la fluctuation de ’amplitude de la cible [RGMO5], et incluent
alors le paramétre d’amplitude moyenne dans le vecteur d’état de la cible. En revanche, afin
d’obtenir la vraisemblance & partir des modéles d’observations de Rice (en présence de la
cible avec bruit) ou Rayleigh (absence de la cible et bruit seul), ils réalisent une intégration
numérique pour marginaliser les distributions sur ’amplitude de la cible. McDonald et Balaji
[MBO08b] définissent quant & eux des expressions explicites dans le cas ou les observations sont
indépendantes cellule & cellule.

Dans [UMGFG17], les auteurs proposent un filtre particulaire multicible en utilisant la
méthode du filtre particulaire auxiliaire (auxiliary particle filter, APF), pour un nombre connu
et fixe de cibles. Le filtre particulaire faisant appel & un processus d’échantillonnage qui s’appuie
sur une densité d’importance, deux stratégies sont proposées. L’APF imite la maniére dont les
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échantillons seraient produits avec la densité d’importance optimale, en prenant en compte la
nouvelle observation grace & une variable auxiliaire. Le probléme du MTT reste le fléau de la
dimension, lorsque l’on cherche & échantillonner dans un espace a grande dimension (ce qui est
le cas en MTT). Pour remédier a cela, une stratégie consiste a considérer que les états courants
des cibles sont conditionnellement indépendants sachant les observations, c’est-a-dire & faire

I’hypothése d’indépendance postérieure qui s’écrit:

N N,
P(Xesalz0:41) o p(2e41| Xiga) HZ wip(e,jlzi")

S’ajoute & cela le choix d’une densité d’importance judicieuse pour 1’étape d’échantillonnage
du filtre particulaire. Les filtres particulaires & partition indépendante (independent partition,
IP) et a partition paralléle (parallel partition, PP) font I’hypothése d’indépendance. Leur
différence réside ensuite dans le choix de la densité d’importance. Alors que le premier
(IP) ne considére pas les cibles voisines lors l’échantillonnage individuel d’une cible, le
second (PP) fait intervenir les cibles voisines (via une estimation de ces derniéres). C’est
la seconde stratégie qui est mise en place dans [UMGFG17]. Leur approche se caractérise
donc par un échantillonnage des nouvelles particules au niveau de chaque cible individuelle,
en tenant compte des cibles voisines (stratégie PP), plutot que I’état multicible directement,
et orienté par la nouvelle observation (via ’APF). Un rééchantillonnage supplémentaire
au niveau de chaque cible individuelle est également proposé mais pas systématique. Un

seuil adaptatif est défini & chaque étape pour définir si le rééchantillonnage est a réaliser ou non.

2.2.3 Sur données réelles

Travailler sur des données simulées a permis d’éprouver les algorithmes développés dans le cadre
TBD. Les données réelles représentent un défi, puisque de la bonne connaissance du modéle
d’observation dépend fortement la performance de 'algorithme, et ces modéles d’observation
sont souvent complexes & caractériser et déterminer explicitement.

L’article [SCSC16] présente des essais sur données réelles dans le domaine de la bathymeétrie,
c’est-a-dire dans la construction de carte des fonds marins. Un sonar récolte des données brutes
4 l'aide d’une antenne réseau et d’un faisceau étroit, permettant ainsi de définir la direction
d’arrivée (Direction of Arrival, DOA) de différents signaux reflétés pas les fonds marins ou
d’autres objets présents. L’estimation des directions d’arrivée est menée a l'aide d’un filtre
CPHD (cardinalized probability hypothesis density filter) implémenté & I’aide de méthodes
SMC. Avec les données brutes, les auteurs arrivent & reconstituer la carte de fond d’un canal
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peu profond dont le fond est relativement plat, avec de meilleurs résultats que de précédentes
méthodes. Ils arrivent également & identifier sur une autre portion le fond du canal ainsi que

la présence d’une forme cylindrique au fond du canal.

En acoustique sur données brutes, des simulations ont été menées sur des données réelles
dans les articles[FG10] et [FG12] afin de localiser et pister une ou plusieurs sources sonores. Un
réseau de microphones a été installé afin de détecter et suivre une ou plusieurs personnes parlant
dans une piéce. Aucune détection d’activité de la voix n’est menée sur les données. Une variable
d’activité de la source est ajoutée a I’état afin de définir si une source (un interlocuteur) parle
(est actif) ou non. A laide de 12 microphones, une carte d’intensité avec des pixels est crée
formant les données nécessaires au contexte TBD. Une vraisemblance spécifique au probléme
est alors définie et les auteurs utilisent des méthodes de filtrage particulaire.

Concernant les données radar, McDonald et Balaji présentent dans [MBO08b] les résultats
d’un pistage sur données réelles radar dans le cadre TBD avec une seule cible manceuvrante
(hors-bord) en environnement maritime. A partir de leurs enregistrements, ils caractérisent
une premiére fois la distribution des valeurs des observations. La distribution de Rayleigh, de
variance égale a celle des données réelles, semble étre un choix limité car elle ne représente pas
fidélement la longue queue de la distribution des données réelles due & une plus forte proba-
bilité d’observer des amplitudes élevées du signal correspondant & des pics de mer. En effet,
d’aprés d’autres études, la K-distribution semble étre plus représentative de la distribution
des valeurs issues d’observations en mer. Cependant le choix d’une distribution de Rayleigh
pour représenter les observations permet de déterminer des expressions explicites des fonctions
de vraisemblances dans les cas ou la cible a un modéle de fluctuation de Swerling 0, 1 ou 3.
Ces mémes auteurs comparent alors dans un autre papier [MBO08a] l'utilisation des distribu-
tions de Rayleigh, de la K-distribution et la KA-distribution sur données simulées et réelles,
en considérant une cible non fluctuante (modéle de Swerling 0, amplitude constante). Les don-
nées simulées sont générées a partir des caractéristiques des données réelles et selon les trois
modeéles de distributions de clutter cités ci-avant. Ils constatent de bonnes performances de
pistage lorsque la mise & jour du filtre correspond parfaitement au modéle employé pour le jeu
de données simulées. Ensuite, en appliquant les trois modéles de mise & jour (c’est-a-dire le
choix de la vraisemblance) aux données simulées selon la KA-distribution, la mise & jour selon
la distribution de Rayleigh présente de moins bonnes performances, selon la K-distribution
de meilleures performances, et selon la KA-distribution les meilleures performances des trois,
puisqu’il s’agit du modéle correspondant parfaitement aux jeu de données simulées utilisé. En
revanche, ces résultats ne sont pas retrouvés sur I'application aux données réelles. En effet
lors de ’application sur les données simulées, il y a une adéquation parfaite entre les données
(idéalisées) et le modeéle utilisé, donnant d’excellents résultats. Cependant les données réelles
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confrontent le modéle & un comportement plus réaliste, et le moindre écart par rapport au
modéle, trop finement caractérisé, peut mener & une forte dégradation des performances. Afin
de comprendre ces écarts, les données réelles sont plus finement caractérisées [MB11], au dela
de leur distribution, mais également selon des schémas locaux. En effet, les retours de mer
(sea clutter) ont une durée certes limitée mais non instantanée, et peuvent couvrir plusieurs
cellules de résolutions de I'image d’observation, créant alors une dépendance spatio-temporelle,
concrétement une "tache" locale sur 'image due au traitement radar en azimuth et en distance.
Ces études successives témoignent de la sensibilité des modéles de mise & jour aux données

réelles.
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Chapitre 3

Etude de filtres particulaires

multicibles

Ce chapitre présente 1’étude de trois stratégies de filtrage particulaire dans un contexte adapté
au multicible. Les trois stratégies approchent la distribution de filtrage multicible (postérieure) a
I’aide d’une représentation particulaire. La premiére stratégie, illustrée par le filtre particulaire
IPMCMC (Interacting Population-based Markov Chain Monte Carlo), repose sur un filtrage
particulaire utilisant des méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov afin de générer les
échantillons séquentiels multicibles. Les deuxiéme et troisiéme stratégies sont des adaptations
du filtrage particulaire auxiliaire, et font apparaitre dans ce contexte multicible un brassage
des particules, appelé aussi crossover. La deuxiéme stratégie, illustrée par le filtre particu-
laire ATRAPP (Adaptive Target Resampling Auxiliary Parallel Partition) propose d’exploiter
I’hypothése d’indépendance postérieure des cibles afin de procéder & un traitement cible par
cible tout en prenant en compte les autres cibles. Cela permet d’introduire un rééchantillon-
nage (adaptatif) au niveau de chacune des cibles, et ce traitement cible par cible génére du
crossover. La troisiéme stratégie s’affranchit de 'hypothése d’indépendance postérieure des
cibles, I’échantillonnage auxiliaire et le crossover étant introduits par des matrices et des den-

sités de transition auxiliaires.

3.1 Filtre particulaire IPMCMC (Interacting Population-
based Markov Chain Monte Carlo particle filter)

Un algorithme de pistage multi-cibles est présenté, d’aprés les travaux introduits et développés
dans [BDB12], dans le cas ou la cardinalité de la population est fixée et connue. Il s’agit de
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I'Interacting Population-based Markov Chain Monte Carlo Particle Filter (IP-MCMC-PF).
Des modifications et améliorations exploitant des méthodes sur les chaines de Markov lui sont
apportées dans [IBMD15, IBD14]. Cet algorithme est étendu au cas ou la cardinalité est
variable et inconnue dans [BDB13], a I’aide des méthodes de Monte Carlo par chaine de Markov
a saut réversible (Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo) présentées dans [Gre95]. Cette
extension de I'TP-MCMC-PF est nommée Interacting Population-based Reversible Jump
Markov Chain Monte Carlo Particle Filter (IP-RJ-MCMC-PF).

L’algorithme IP-MCMC-PF est une implémentation directe du filtre bayésien exprimé dans
le cadre multi-cibles & I'aide de son approximation par les méthodes de Monte Carlo. A ce
principe de méthode Monte Carlo séquentielle (SMC) est associé le principe de méthode de
Monte Carlo par chaine de Markov (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) pour former les
méthodes dites SMCMC (Sequential MCMC) ou PMCMC (Particle MCMC). Cet algorithme
se différencie donc d’un filtre particulaire classique dans le sens ou il ne fait pas appel a des
méthodes par échantillonnage d’importance, avec ou sans rééchantillonnage, afin de construire
la densité multi-cibles a posteriori, mais utilise des méthodes par chaines de Markov, en
s’inspirant notamment de la méthode décrite dans [KBDO5].

Dans un premier temps, le nombre de cibles étant fixé et connu, les densités de probabilité
sont directement exprimées sur ’espace d’état joint de toutes les cibles. Le vecteur aléatoire

étudié et estimé est en conséquence la concaténation des états de toutes les cibles.

Principe du filtre particulaire IPMCMC

Cet algorithme [BDB12] utilise une méthode MCMC comme vu précédemment afin d’estimer
a chaque instant ¢ la densité de probabilité jointe sur 1’état des cibles. L’idée de cet algorithme
repose sur l'utilisation en paralléle de plusieurs algorithmes de Metropolis-Hastings. En effet
les méthodes de filtrage particulaire étant colteuses en temps de calcul, la parallélisation du
traitement peut s’avérer efficace afin de diminuer le temps d’exécution. De plus, en simulant
plusieurs chaines de Markov simultanément, on peut espérer explorer différentes régions & forte
probabilité.

Le nombre de cibles est considéré comme connu et fixé. Le vecteur d’état multi-cibles X,

représente la concaténation des états des NV cibles de l'instant ¢

Xe = (x1,...,2.N)
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avec xy ; le vecteur état de la cible j & I'instant t.

A chaque instant, la densité de probabilité multi-cibles est représentée par un ensemble de
N, particules équiprobables {Xt’}iipl Le fait qu’elles soient équiprobables, c’est-a-dire que leur
poids soit égal a N%,v vient de la construction des algorithmes MCMC comme vu ci-dessus. Pour
construire la densité de probabilité & I'instant ¢, on posséde la distribution a priori & I'instant
t—1 représentée par ’ensemble de particules {Xti_1 }i\;”l et une nouvelle observation z;. Chaque

particule est un vecteur contenant les états joints de chacune des cibles
th = (]";,17 cee 7]"115,]\/')
avec xij le vecteur état de la cible j de la particule ¢ & 'instant ¢.

Ainsi, 'approximation de Monte Carlo du filtre bayésien optimal, donnée par les équations
(1.7) et (1.8), est la suivante

NP
PXifz00) = e (e Xo) O (3.1)
avec c¢ la constante de normalisation.
L’idée, exposée sur la figure 3.1, est alors d’utiliser, & chaque instant ¢, M algorithmes
de Metropolis-Hastings en paralléle, chacun générant, aprés une période de burn-in, N,/M
échantillons, et dont la densité invariante vers laquelle les chaines de Markov convergent est la

densité de filtrage multi-cibles p(X;|z0.;) & instant ¢.

<o Pt—1 (Xt—1|20:t—1) DPt+1 (Xt+1|20:t+1)

1
A\ A\ A\
. N, -y N, N,
{XZ—l l_pl g {th}@:p1 g {XtZJrl}z—pl :
M échantillonneurs de M échantillonneurs de
Metropolis Hastings Metropolis Hastings

Figure 3.1: Récursion et approximation particulaire

Afin d’explorer 'espace joint multi-cible, la densité de proposition ¢(X, X’) = ¢(X; ™, X;)
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choisie remplace 1’état d’une seule cible 7 & chaque étape s de l'algorithme MH. La densité
de proposition sélectionne de fagon uniforme une cible j, dont ’état va étre perturbé grace a
une densité mono-cible notée g;(z;, %) = g;(z} ]1795t ;), laissant les autres cibles inchangges.
Pour explorer l'espace, le nouvel état proposé z; ; de la cible j ne dépend pas directement de
xy J , mais est tiré selon p(z; ;|z_, ;) le modele dynamique d’une cible, et zf_, ; 'état de la
cible j d’une particule i tiré parmi la distribution a priori {Xt 1} au temps t — 1. En
s’appuyant de cette maniére sur les particules du temps précédent, on génére de la diversité
dans les propositions pour I'algorithme MH. La figure 3.2 illustre cette transition, et la densité

de proposition s’écrit alors:

N
XX = e, G () (32)
=t cible j perturbée 4 ¢res cibles inchangées
avec xy; le vecteur contenant les états des cibles autres que j: @ w1y =
(ItJ, e 7It,j—1a xt,j-&-h Ce wft,N) et
Ny
qj(xtj ) Z F ‘rtg‘xt 1 ]) (3.3)

{Xt,li}j_vfl Nuage de particules a t — 1
12
| 1 tiré uniformément |
¥

Ti-1,5"
y

i

Lt,j
¥
s—1 s—1 =l s—1
X = [:v“ , Ty, xtN]
xS = Xy avec probabilité o
X* L v . 7 X! avec probabilité 1 — o
— S 1 S
to= o 3 frtN]

Figure 3.2: Schéma de la transition MH proposée

A T’étape s de I’échantillonnage de MH, si la cible j* est celle tirée pour étre remplacée,
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alors 1’évaluation en j* de la densité de proposition (3.2), avec (3.3), donne

s— * 1 s
q(X; laXt): N‘Jj (xtj*l’xt] )

727]3

P

i) (3.4)

La probabilité d’acceptation de I’échantillonneur de Metropolis-Hastings peut alors étre
déterminée avec (3.1) et (3.4)

P(X¢|z0:0)q(X7, XY
(X 20)a(XET XY

e
et avec
N, Ny
9zl X7) | Y plar, O T el ) | D el et )
1=1 JF#G* =1
r =
NIJ NP
9z X D pla i aio ) [ el ety p(x )
i=1 VEN i=1
NP NP
gl X7) [ Y g (08 (0) | S as72i)
i=1 i=1
o N, N,
gl XY [ S @8- () | Y e ()
i=1 i=1
avec

— ,‘*)

o (i) = p(ay .

037(6) = pleg ek ,0)
B (i) = H D xt,j"rifl,j) = H p(xf,}llwifl,j)
J#£I* J#£3*

Chaque échantillonneur MH est initialisé avec une "graine" X? obtenue en propageant &
I’aide du modéle dynamique une particule tirée de la distribution a priori {X 1} . Le schéma
du principe de 'algorithme IP-MCMC-PF au temps ¢ est présenté figure 3.3 et ﬁgure 3.4.
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time t-1 time t

. Np > i1\ Np
{X}ifl}izl {Xi}lzl
M particules tirées | .
| P Markov Chain 1
1 N, i Vo
X, 0 s X0 — Xf —— - —— X, — (X)) —
' Metropolis Hastings
1
1
|
2 \ Markov Chain m
=] 1
<= 1 1 N, m . N. m
g — X1 e Xy — Xy —— o —— Xmm — {X] ) —
= Metropolis Hastings

Markov Chain M

0 0 1 Np. v ; Np M
b X r® e X — Xy —— o — X — (X —

Metropolis Hastings

Figure 3.3: Principe du filtre IP-MCMC-PF

initialisation

itération du Metropolis Hastings

_________________

Metropolis Hastings

Figure 3.4: Schéma d’un Metropolis-Hastings du IP-MCMC-PF
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Extension: filtre particulaire IP Reversible Jump MCMC

Afin de gérer un nombre de cible variable et inconnu, une extension du précédent filtre est
proposée dans [BDB13], s’appuyant sur des méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov
a saut réversible [Gre95, KBDO05]. Ce principe autorise la dimension de 1’état a varier pour
chacune des particules en fonction du nombre de cibles déclarées actives. Il est donc désormais
nécessaire de propager un ensemble d’indices noté Z; des cibles déclarées actives. L’état mul-
ticible augmenté par ’ensemble d’indices est noté Xz, = (X;,Z;). Ainsi la densité de filtrage

correspondante s’écrit alors

P(X7tl204) o g(20| X7,0) X Y /p(XI,t|XI,t71)p(XI,t71|ZO:t71)dXt71
Zia

et dont I’approximation particulaire, donnée a ’aide d’un nuage de particules de méme poids,

est définie par
NP

1 )
ZO:t) ~c g(zt‘XI,t)F Z f (XI,t|X%,t71)

P =1

p(XI,t

avec ¢ la constante de normalisation.

Afin d’échantillonner les nouvelles particules, un algorithme de Metropolis-Hastings est
mis en place comme précédemment. C’est la forme du noyau de proposition de la chaine
de Markov qui va permettre de changer la dimension de 1’état de la particule proposée
en activant une cible (naissance, apparition), en désactivant une cible (mort, disparition),
ou en gardant le méme nombre de cibles actives (simple mise & jour). Ces propositions
sont appelés des mouvements réversibles et forment 1’ensemble des mouvements possibles
v = {apparition(a), disparition(d), mise & jour (maj)}. Ils sont réversibles dans la mesure o
pour chaque mouvement v, un mouvement v, a ’effet inverse est défini. Ainsi les mouvements
de mort et naissance sont réversibles I’'un par rapport a 'autre, et le mouvement de mise &
jour est auto-réversible (réversible par rapport & lui-méme). Un mouvement qui change la
dimension de I’état est appelé un saut. Il a été choisi de ne faire apparaitre ou disparaitre
qu’une seule cible a la fois. Un mouvement v peut étre choisi avec une probabilité p,, et avec
>, v = 1. Une fois le choix du mouvement effectué, un nouvel échantillon va pouvoir étre

proposé, a ’étape s de la chaine de Markov, d’aprés le noyau de proposition correspondant
noté g, (X35, X%,).

L’étape s de ’algorithme de Metropolis-Hastings va ainsi inclure le choix de mouvement
permettant le changement de dimension de I’espace d’état :
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1. Choix du mouvement v d’aprés le vecteur de probabilité {p,},
2. Proposition d’un nouvel échantillon X7 ; selon le mouvement défini
3. Acceptation ou rejet de ’échantillon proposé

Remarque: L’apparition d’une nouvelle cible demande une initialisation de son état.

3.2 Filtre particulaire ATRAPP (Adaptive Target Resam-
pling Auxiliary Parallel Partition particle filter)

Principe et adaptation de méthodes auxiliaire

Le principe de l'algorithme adaptive target resampling auziliary parallel partition particle filter
(ATRAPP) [UMGFG17] fait appel a des approximations et une stratégie inspirée du filtre
particulaire auxiliaire. Le terme partition désigne ’état d’une cible individuelle, considéré
comme une partition de I’état multicible joint.

Le filtre particulaire constitue une approximation de la densité souhaitée. De facon séquen-
tielle, & chaque pas de temps, la nouvelle densité a approcher est exprimée donc grace aux
équations du filtre bayésien, et & 'approximation particulaire de la densité au temps précédent.
Cette expression approchée est donc 'objectif, dont on veut produire des échantillons, qui servi-
ront pour approcher la densité au temps d’aprés, et ainsi de suite. Cette densité & approcher
peut encore étre manipulée, afin de lui donner une forme dont on considére qu’elle a de bonnes
propriétés: c’est ce qui est fait lorsque I’hypothése d’indépendance postérieure des cibles est
prise. Selon cette hypothése, une nouvelle densité postérieure est prise pour cible.

Sur l’idée du filtre particulaire auxiliaire, la densité objectif devient une densité augmentée
par une variable auxiliaire. Cette variable auxiliaire est ici classiquement l'indice de la particule
a partir de laquelle est échantillonné le nouvel état au temps d’aprés. Dans sa forme la plus
classique, cet indice a une seule dimension, ’état multicible viendrait donc d’une seule particule
ancétre. Lorsque 'hypothése d’indépendance postérieure est formulée, la structure obtenue
autorise un indice différent pour chaque cible, la variable auxiliaire devient donc un vecteur
de dimension le nombre de cibles. En s’appuyant sur cette variable auxiliaire, il s’agit d’un
échantillonnage joint sur l'espace multicible et l’espace des indices. Les échantillons de la
variable auxiliaire sont alors simplement écartés et les échantillons de 1’état multicible sont
conserves.

Quelle que soit la densité postérieure objectif choisie, et en considérant ou non la variable
auxiliaire, il est en revanche bien souvent impossible d’échantillonner directement selon cette

densité, et une densité d’importance doit donc étre choisie. Assez naturellement, la densité
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d’importance va souvent avoir une forme assez proche de la densité objectif mais avec des
solutions permettant le tirage d’échantillons. Donc si ’hypothése d’indépendance des cibles
a été formulée pour la densité objectif, on peut imaginer une forme similaire pour la densité
d’importance. Certaines méthodes échantillonnent les cibles indépendamment les unes des
autres, tandis que d’autres méthodes échantillonnent chacune des cibles en prenant en compte
les autres cibles (ou les plus proches) tout en gardant ’hypothése d’indépendance postérieure
[YMKY13].

La structure de la densité d’importance & partir de laquelle I’état multicible est échantil-
lonné permet de réaliser un échantillonnage cible par cible (échantillonneur indépendant), donc
pouvant étre fait en paralléle, et en prenant compte d’une certaine maniére les autres cibles,

donnant le terme parallel partition dans le nom du filtre.

L’idée de ce filtre est le rééchantillonnage par cible adaptatif (adaptive target resampling),
et peut étre approchée selon deux angles. Tout d’abord, le rééchantillonnage adaptatif est
préconisé dans I'utilisation d’un filtre particulaire afin d’éviter la dégénérescence des poids et
I’appauvrissement des échantillons. Mais plutot que de I’appliquer & I’échelle des particules mul-
ticible, comme 1’échantillonnage est réalisé cible par cible, il pourrait étre avantageux de faire
le rééchantillonnage a ’échelle des particules monocibles. Cela est possible en considérant donc
deux étapes dans une boucle monocible. La premiére étape est I’échantillonnage des particules
monocibles grace a une densité d’importance selon laquelle il est possible d’échantillonner. La
seconde étape est alors le possible rééchantillonnage, possible car adaptatif, selon un critére qui
doit étre défini. Un critére bien connu pour le rééchantillonnage est le nombre d’échantillons
effectifs, utilisé dans le cadre d’un échantillonnage d’importance. Donc pour avoir accés a
un tel critére, une densité monocible intermédiaire est introduite. Ainsi le poids des partic-
ules tirées selon la premiére densité monocible d’importance peut étre calculé et le nombre de
particules effectif associé déterminé. Si le nombre de particules effectif est supérieur au seuil
prédéfini, alors il n’y a pas de rééchantillonnage et les particules sont bien distribués selon la
premiére densité d’importance monocible. Si le nombre de particules effectif est inférieur au
seuil prédéfini, les particules sont rééchantillonnées selon les poids précédemment calculés et
elles sont donc désormais distribuées selon la densité intermédiaire qui devient alors la den-
sité d’importance utilisée. Cette démarche étant adoptée pour le traitement de chaque cible
indépendamment, certaines cibles auront eu un rééchantillonnage de leurs particules, tandis
que d’autres non, donnant donc au final un densité d’importance multicible hybride entre les
densités d’importance monocibles selon lesquelles les échantillons ont pu étre tirés (pour les
cibles n’ayant pas eu de rééchantillonnage) et les densités monocibles intermédiaires (pour les
cibles ayant été rééchantillonnées).
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Hypothése d’indépendance postérieure et expressions

Considérant I’ensemble de particules pondérées au temps précédent {wi_l,X}_l}j\i’l , avec
Iétat multicible X; = [x¢1,...,2¢ n], approximation particulaire de la densité de filtrage au

temps t — 1 s’écrit donc
NP
p(Xi—1]z0-1) = sz—lstLI (Xt-1)
i=1

Cette approximation de la densité a priori peut donc étre injectée dans les équations du
filtre bayésien afin de donner la densité de filtrage multicible postérieure (la densité objectif

selon laquelle I’échantillonnage de particules est souhaité)

Np
P(Xt|20:) & p(ze] Xe) Y wioyp(Xe| Xi_y) (3.5)

i=1
Les cibles évoluent indépendamment dynamiquement, ce qui se traduit par
N
p(Xel X{1) = [ plaeglaty ;) (3.6)
J=1
et 'expression (3.5) peut alors se réécrire
N N

P
P(Xilz0:0) X plze] Xo) Y wiy [[ plaeslziy )

i=1 j=1

Sous cette forme, toutes les cibles d’un nouvel échantillon multicible seront donc issues de

la méme particule ancétre.

Si on fait 'hypothése d’indépendance des cibles sur la densité de filtrage postérieure au
temps t — 1 alors 'application de cette hypothése sur 'approximation particulaire de cette

densité s’écrit comme suit

N
P(Xi_1|z0:4-1) = H w?il(sxfil ) (e—1,5) (3.7)

Cette expression (3.7), couplée avec la remarque sur I'indépendance dynamique des cibles
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(3.6), donne alors ’expression pour la densité postérieure multicible suivante

p(Xi|z0:4) & p(ze Xo) [T D wi?yp(ae sl )
j=la;=1

Cette approximation construite a partir de 'approximation particulaire au temps précédent
sous ’hypothése d’indépendance postérieure des cibles, est la densité multicible a partir de
laquelle les particules sont & échantillonner. Sous cette forme, les cibles d’un nouvel échantillon
multicible pourront étre issues de particules ancétres différentes.

Afin de faciliter I’échantillonnage, cette densité est augmentée avec une variable auxiliaire.
Dans le filtre particulaire auxiliaire classique cette variable est 'indice de la particule ancétre
A partir de laquelle est tirée le nouvel échantillon. Mais cette variable auxiliaire peut avoir
toute autre forme, et ici elle prend la forme d’un vecteur d’indice des particules ancétres dont
viennent chacune des cibles du nouvel échantillon. La densité augmentée, ou jointe, avec la

variable auxiliaire s’exprime alors de la facon suivante

N
p(X¢, alzo:¢) x p(z] X¢) H w?i1p(xt,j|x?i1,j) (3.8)
j=1
avec a = [ay,...,an] € {1,...,N,}" le vecteur des indices des particules ancétres dont sont

issues chacune des cibles du nouvel échantillon. Une fois la variable auxiliaire échantillonnée sur
laquelle peut alors s’appuyer ’échantillonnage de I’état multicible d’intéret, la variable auxiliaire
n’est plus considérée et abandonnée pour la suite du filtrage.

L’expression (3.8) est donc la densité objectif selon laquelle de nouvelles particules sont
souhaitées. Bien que la variable auxiliaire vienne aider I’échantillonnage, il n’est pas possible
d’échantillonner directement a partir de cette densité, une densité d’importance ¢(X¢, a|z1.¢) doit
étre élaborée afin d’y parvenir. Les particules multicibles échantillonnées sont alors pondérées
de la fagon suivante o

i — P a0
q(X¢, alzo:t)
et le calcul ne nécessite de connaitre les expressions explicites des deux densités qu’a une
constante multiplicative prés & condition de normaliser les poids obtenus.

La construction de la densité d’importance va fortement s’appuyer sur la forme de

I’expression objectif.

Le schéma d’un filtre particulaire auxiliaire est souvent le suivant:
1. Echantillonnage de la variable auxiliaire

2. Echantillonnage de ’état d’intérét connaissant la variable auxiliaire
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3. Pondération de I’échantillon

Densités d’importance et rééchantillonnage individuel

Ce schéma s’applique donc afin d’obtenir le nombre souhaité de particules, les échantillons étant

tirés les uns apreés les autres ou simultanément selon les possibilités d’implémentation.

q( X+, alzo4) = qlalzo.4)q(Xt|a, z0:t) (3.9)

Le choix explicite de la forme des deux composantes de la densité d’importance formulée

par (3.9) permet de la réécrire de la maniére suivante

N
q(X¢, alz0.) = H Q(l't,jvaj|20:t) (3.10)
j=1
avec donc au niveau de chaque cible une densité d’importance de la forme

q(x1,5,ajl204) = qaj|zo4)q(we jlaj, 20:0)

La formulation de la densité d’importance multicible va plus loin dans l'indépendance
des cibles comme en témoigne l'expression (3.10). Cette formulation va donc permettre
d’échantillonner les cibles indépendamment les unes des autres. Or une forme de dépendance
va étre introduite dans la stratégie d’échantillonnage des cibles afin de prendre en compte les
autres cibles. En effet la vraisemblance s’exprimant conditionnellement & I’état multicible, cette
propriété est exploitée afin de tirer 1’état d’une cible en prenant en compte les autres cibles.

On note 21, l'estimation de l'¢tat prédit de la cible ¢, c’est-a-dire &1, =
Zévzpl wgflxilt_u avec wilt—ll =E [wt74|xi_17£] la moyenne de I’état prédit de la cible ¢ de
la particule ¢. Ainsi est formé un vecteur des autres cibles que celle qui est échantillonnée de la
maniére suivante: )A(t,\j = [&4,1,-- -, &t,j-1, Tt j+1,- - -, Te,n]. A la maniére du filtre particulaire
auxiliaire classique, ’échantillonnage de 1’état de la cible va s’appuyer sur une caractéristique
notée )\; ; de cette cible. Cette caractéristique peut étre par exemple la moyenne selon la densité

de transition ou un échantillon selon cette méme densité de transition de la cible

exemple 1 )\;j =F [xt,j|xi_1,j] = xi‘t_ljj
exemple 2 )\;j ~ p(zt7j|xi_1’j)

Ainsi, une densité d’importance monocible (appelée aussi ici densité initiale), avec variable
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auxiliaire et prenant en compte les autres cibles que celle échantillonnée, est définie par

Ginit (T, aj]20:¢) X D(2¢|Ts, 5, Xt7\j)w?ilp(zt,j |$?i1,j) (3.11)

Il n’est cependant pas possible d’échantillonner directement d’aprés cette densité d’importance
et d’appliquer directement le schéma d’échantillonnage a la maniére du filtre particulaire auxil-
iaire. Afin d’obtenir des échantillons selon cette densité d’importance initiale (3.11), une étape
d’échantillonnage d’importance intermédiaire est donc réalisée. La densité intermédiaire mono-
cible, selon laquelle il est possible d’échantillonner, et permettant donc de fournir les échantillons

pour la cible j, est définie comme suit

Ginter (.5, a5] 20:¢) o p(zt|>\?,"j, Xt,\j)w?ilp(xt,j |:E?il,j) (3.12)

La différence entre cette densité d’importance (3.12) et la précédente définie par I’expression
(3.11) réside dans la substitution I’état de la cible lui-méme par le paramétre caractéristique de
la cible, & la maniére d’un filtre particulaire auxiliaire.

Ainsi les poids intermédiaires des ces échantillons sont définis de la maniére suivante

i qinit(majvaé‘lzo:t)

b Qinter(xi’ja aé“ZO:t)

_ plarlel ;X))
a’ A~
p(zel A Xeng)

Afin d’obtenir des échantillons selon la densité d’importance initiale considérée (3.11), il
est donc nécessaire de rééchantillonner & partir des poids intermédiaires, a I’échelle de la cible,
c’est le target resampling. Or une étape de rééchantillonnage introduit toujours une réduction
dans la variété des particules, puisque certaines seront abandonnées et d’autres dupliquées
car ayant un poids supérieur. Afin de mitiger cet inconvénient, le rééchantillonnage n’est pas
systématiquement réalisé, mais est adaptatif, et décidé selon le critére classique du nombre de
particules efficaces, définit par

1
Neff,j = Np i \2
. rt.
Zz:l ( t,])
Si le nombre de particules efficaces est supérieur & un certain seuil, alors le rééchantillon-
nage n’est pas considéré comme nécessaire et n’est donc pas effectué. Les particules restent
donc échantillonnées selon la premiére densité de proposition. Si le nombre de particules effi-

caces tombe sous ce seuil, alors les particules sont rééchantillonnées selon les poids normalisés

intermédiaires, et les particules sont donc désormais distribuées selon la densité de proposi-



3.2. FILTRE PARTICULAIRE ATRAPP (ADAPTIVE TARGET RESAMPLING
AUXILIARY PARALLEL PARTITION PARTICLE FILTER) 73

tion intermédiaire. Cette étape introduit donc bien un rééchantillonnage a I’échelle de la cible
adaptatif (adaptive target resampling). La densité de proposition intermédiaire, pouvant étre
considérée comme plus générale que la densité de proposition initiale selon laquelle il est possible
d’échantillonner, sert ici d’outil pour assurer la légitimité des particules monocibles tirées selon
la premiére densité de proposition, et proposer une étape de rééchantillonnage adaptatif & ce
niveau, permettant ainsi de s’affranchir du rééchantillonnage adaptatif des particules multicibles
formeées ensuite.

Ainsi pour chacune des cibles, selon que le rééchantillonnage ait été déclenché ou non, les
particules monocibles sont issues soit de la premiére densité de proposition, soit de la densité de
proposition intermédiaire. Les particules monocibles sont concaténées pour former les particules
multicibles. La densité de proposition multicible est donc une densité hybride, selon de quelle

densité de proposition viennent les particules de chacun des cibles, et s’exprime

q(Xpalzo0) =[] Gmter(@ljalslzon) [ die(alyal jlz04)
J/Nett,j > Nseuil J/Nett,j <Nseuil

Donc finalement les poids des particules multicibles ainsi assemblées est calculé de la maniére

suivante

i p(Xtiaai|ZO:t)

wy = - -
! q(ngaZ‘ZO:t)
Xi
N _ptadX) _
H P(th\tfj’Xt,\j) H P(Zt|$i,ijt,\j)
J/Neft,j > Nseuil J/Nest,j <Nseuil

Les particules ayant déja été rééchantillonnées a 1’échelle de la cible, un rééchantillonnage

des particules multicibles n’est pas réalisé. Le schéma 3.5 illustre le principe de ’algorithme.
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time t-1 time t
. . N i vilN
{WL17XL1}i:p1 {w;7X;}i:"1
prédictio_n calcul des poids des
E [X:|X{_,] particules multicibles

Pour chaque cible j
v
Pour chaque particule ¢
. Np tirer 07, X;f' = [121,1271',‘1\,]
{x:il,j} — | tiTer

i=

Boucle sur les cibles

calcul des poids des
particules monocibles

if Neff,j < Nseuil

rééchantillonnage des
particules monocibles

Figure 3.5: Schéma du principe de ATRAPP

3.3 Filtre particulaire avec transition markovienne auxili-

aire et crossover

Dans la section précédente, et sous ’hypothése d’indépendance a posteriori des cibles, il a été
possible de briser ’association forcée des particules des différentes cibles au sein d’une particule
multi—cible. Cette liberté offerte de brasser les particules des différentes cibles est trés utile et
désirable, mais I’hypothése de départ sur laquelle elle repose est malheureusement fausse dans la
plupart des applications. Concrétement, il faudrait que la fonction de vraisemblance, vue comme
une fonction du vecteur multi—cible, se factorise comme un produit de fonctions ne dépendant
chacune que d’une cible. Par exemple une situation avec plusieurs capteurs fonctionnant de
maniére indépendante (avec des bruits d’observation mutuellement indépendants) et chaque
capteur fournissant une observation d’une cible seulement.

L’objectif de cette section est de proposer une approche originale, permettant aussi de
brasser les particules des différentes cibles mais sans faire I’hypothése d’indépendance a pos-
teriori des cibles. Le point de départ de cette approche est l'introduction d’une transition
markovienne auxiliaire, vue comme généralisation du filtre particulaire auxiliaire. Cette méth-

ode est davantage développée et détaillée dans I'annexe A.
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A Tlinstant ¢, la densité objectif selon laquelle ’échantillonnage de particules est souhaité

s’écrit
N

P
P(Xe | 204) o plze | Xo) Y wiy p(Xy | X{)
i=1
ou Xy = (w1, ,2,n) est le vecteur d’état multi—cible, & valeurs dans ’espace d’état multi-
cibles X, et x4 ; est le vecteur d’état de la j—éme cible pour tout j = 1,--- , N, & valeurs dans
I'espace d’état mono-cible X;, et clairement X = &} x --- x Xn. Compte tenu que les cibles

évoluent indépendamment les unes des autres, la densité de transition se factorise

N
p(Xe | Xp_y) = Hp(xt,j | mi—l,j)

j=1

et la densité objectif (3.3) peut alors se réécrire comme

N, N
P(Xe | 200) o< plze | Xo) D wiy [ ooy [ i1 ;) -
i=1 j=1

3.3.1 Matrice de transition auxiliaire

LN de dimension Np x NV,
de Z = {1,--- ,N,} vers IV = {1,--- |N,} x --- x {1,--+ ,N,} (N fois), vue comme une

collection indexée par i € Z de vecteurs de probabilité sur ZV, I'idée est de voir la densité

En introduisant une matrice de transition auxiliaire T, = (7

objectif comme la densité marginale sur X de la distribution jointe

N
AN (X) o plae | Xe) wiy wst o [ plaey |28y ;) (3.13)
j=1
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définie sur Pespace produit Z x IV x X. En effet, si on somme par rapport a I'indice a € T et

au multi-indice (c,--- ,cny) € ZVV, on obtient
NP NP P
Y PR (X)
a=1 c1=1 cy=1
N, N, N
p(2e | Xt) Zw?—l [Z Z Tawe” N Hp(xt,j |2t 1)
a=1 c1=1 cn=1 Jj=1

N, N
ocpze | Xo) D wisy []paes [2fy))
a=1 j=1

P(Xt | Zo:t) .

Il s’agit donc d’échantillonner selon la distribution jointe (3.13), puis de marginaliser

I’approximation ainsi obtenue. En pratique, on décompose la distribution jointe comme

N
p(xt,j ‘ZE? l,j)

e N (Xt) o< p(2t | Xt) -~

a a.cry e cj
Pame’ Zux U ) Aaux Tame N jl;[lp(xt,j | 271 ;)
T (X)) i (X))

(3.14)
en faisant apparaitre une distribution d’importance jointe et une fonction de pondéra-
tion, comme dans l’échantillonnage pondéré. Clairement, les particules multi—cibles
(z§_11,"+, o}, y) initialement présentes dans la population & l'instant ¢—1, sont possiblement
remplacées par des particules multi-cibles (27, 1, -+, 2" ) et c’est bien la matrice de transi-

tion . qui permet ce brassage entre les particules des différentes cibles. L’approximation par
échantillonnage pondéré de la distribution jointe selon la décomposition (3.14) peut se décrire
ainsi

PN (X)) = Zwt (at,cf, el X)
et sa marginale

th,ZOt Zwt 6X7'

ol indépendamment pour tout i = 1,---, N, la i—éme particule (a’,c}, -, %, X}) a valeurs
dans Z x IV x X est échantillonnée selon la distribution d’importance jointe g5 N (X})
et regoit un poids évalué grace a la fonction de pondération r;5 " °~¥(X;). Concrétement,

indépendemment pour tout i =1,--- | N,
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e lindice a' est échantillonné selon le vecteur de probabilité auxiliaire Aaux =
N,
()\1 e ,)\alfx),

aux’

puis, en posant a = a

e le multi-indice (¢, -, c%;) est échantillonné selon la a—éme ligne de la matrice de transi-
. e . N . ez a,Np, - ,N,
tion auxiliaire ,,y, ¢’est—a—dire selon le vecteur de probabilité (7% 1 -+ | mau” "),
puis, en posant (cy,--- ,en) = (ci, -+, cly)

e la particule xij pour la j—éme cible est échantillonnée selon la densité p(x; ; | xiim),

pour tout j=1,--- | N,
et finalement

e la particule multi—cible X} = (x},,---,z} y) recoit le poids wf oc r&5 N (X7), soit

wpy ()
wh o pla | x7) S50 T[ 20ha SEors).
aux = 1p(xt,j |mt—1,j)

Cette classe de filtres particulaires dépend de (N, — 1) 4+ (NN *! — N,) = NV —1 =
O(Né\' *1) degrés de liberté, ou paramétres de conception, qui sont les N, composantes du
vecteur de probabilité auxiliaire A\, et les N, lignes de la matrice de transition auxiliaire m,yx,
c’est—a—dire N, vecteurs de probabilité auxiliaires de dimension N, N sous les contraintes de
normalisation. Cette classe contient la classe des filtres particulaires auxiliaires — et a fortiori

elle contient le filtre particulaire ordinaire — comme cas particulier. En effet

e si pour tout a € Z la a—éme ligne de la matrice de transition auxiliaire m,., satisfait
ol ON =1 ¢i et seulement sic;p = -+ = ey = a, et 752N = 0 sinon, alors le filtre

particulaire ainsi défini appartient a la classe des filtres partlculaires auxiliaires,

e et sien outre A%, = wy_; pour tout a € {1,--- , N,}, alors on retrouve le filtre particulaire

aux

ordinaire.

La procédure correspondante est présentée par ’algorithme 7.

Parmi tous les choix possibles pour le vecteur de probabilité auxiliaire A,.x €t pour la matrice
de transition auxiliaire m,,x, le choix qui minimise la variance des poids est défini de la facon

suivante : pour tout a € Z on pose

(1,5 | ¢ 1,5
CN—/ / p(z | X¢)[? H| i1 7i1,) |? Hpmt,g\ﬂct 1) dxe - day N
X1 XN -1 p xtJ |mt 1 )

2J
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pour tout multi-indice (c1,--- ,cn) € IV, on définit uX comme le minimum de u¢" ¥ quand
le multi-indice (cy,---,cn) parcourt IV et on suppose qu’il existe un unique multi-indice

(ct(a), -+ ,ci(a)) ot le minimum est atteint. Alors, le choix optimal de la matrice de transition

a,C1, ,CN

auxiliaire est tel que o = 1 si et seulement si (c1, -+ ,cn) = (¢5(a), - ,cy(a)) et

Tone N = 0 sinon, et le choix optimal du vecteur de probabilité auxiliaire est
a a /%
)‘opt X wt—l ua .
Avec ce choix optimal des paramétres de conception, indépendamment pour tout ¢ =1,--- , NV,

e lindice a' est échantillonné selon le vecteur de probabilité auxiliaire Aopt =

N,
(A(l)pm e 7Aopﬁ;)7
puis, en posant a = a’ et (c1,--- ,en) = (¢f(a), -, cy(a))

e la particule z} ; pour la j-éme cible est échantillonnée selon la densité p(z; | z;”, ),

pour tout j =1,--- , N,
et finalement

e la particule multi—cible X} = (xf,,---, 2} y) recoit le poids

N
wioc 1 zt|X H xt’J|xt 1]).
\/ua j:1 xt]|xt 1])

Le défi pour tout a € Z consiste & calculer

.7/' .’L‘
ugh N */ / p(ze | Xo)I? H| EILSR) |? HP x| ayy ) dey - deg
X1 XN

lextdlxt 1]) j=1

pour tout multi-indice (c1,---,cn) € IV, de facon & obtenir la valeur minimale u? et le
minimiseur (c¢j(a),--- ,cx(a)), ce qui revient & effectuer N, recherches exhaustives parmi N

éléments !

3.3.2 Densité de transition auxiliaire

En introduisant une densité de transition auxiliaire kaux = (K. (Y1, - ,yn)) de T =
{1,--+,N,} vers X, vue comme une collection indexée par ¢ € Z de densités jointes sur X,
I’idée est de voir la densité objectif comme la densité marginale sur X de la distribution jointe

N
Pl v, Xe) o plz | Xo) wiy kW un) [ p(e; |20 ) (3.15)
j=1
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définie sur 'espace produit Z x X x X. En effet, si on somme et intégre par rapport & l'indice

a € T et a la variable multi—cible (y1,--- ,yn) € X respectivement, on obtient

Z / / paux Y1, 7yN7Xt) dyl dyN

X1

Np N
pan | X0 Yoty [ o [ ttone ) ddyn] TpGon |ts,)

a=1 X XN j=1
N, N

o p(ze | Xt) Zwil Hp(mt,j | ngl,j)
a=1 j=1

P(Xt | Zo:t) .

1l s’agit donc d’échantillonner selon la distribution jointe (3.15), puis de marginaliser ’appro-

ximation ainsi obtenue. En fait, on décompose la distribution jointe comme

p(@e; | 2y 1;)

N
w
pgux<y17 o yN7Xt> O(p<zt | Xt) )\t ! H )‘gux gux Y, 7yN H ‘Ttxj | yj)

aux p(zeg | y;)
Taux (Y1, YN, Xt) Gaux (Y1, YN, Xt)

(3.16)
en faisant apparaitre une distribution d’importance jointe et une fonction de pondéra-
tion, comme dans l’échantillonnage pondéré. Clairement, les particules multi—cibles
(z§_1 1, ,@} ; y) initialement présentes dans la population & I'instant ¢ — 1, sont possible-
ment remplacées par des particules multi—cibles (y1,-- -, yn) et c’est bien la densité de transition

Kaux qui permet cette redistribution des particules des différentes cibles. L’approximation par
échantillonnage pondéré de la distribution jointe selon la décomposition (3.16) peut se décrire

ainsi
P
a o ( o . .
Paux (Y15 YN, Xo) = 2 :wt 5(a1,y1w~ Y X
et sa marginale

Xt|zOt Z’U}t 6X1

ol indépendamment pour tout i = 1,---, N,, la i—éme particule (a’,y}, -, v, X}) & valeurs
dans T x X x X est échantillonnée selon la distribution d’importance jointe ¢%,, (y1, -, yn, X¢)
et recoit un poids évalué grace a la fonction de pondération r%., (y1,- - ,yn, X¢). Concrétement,

indépendamment pour tout ¢ =1,--- , N,
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e lindice a' est échantillonné selon le vecteur de probabilité auxiliaire Aaux =
N,
()‘iux’ e 7)‘alfx)7

puis, en posant a = a'

e le vecteur multi—cible (yi,--- ,y% ) est échantillonné selon la a—éme ligne de la densité de

transition auxiliaire K,ux, c’est—a—dire selon la densité jointe k2., (Y1, - ,YN),
pUi87 en posant (yh t ayN) = (yiv T 7y§\f)

e la particule xff] pour la j—éme cible est échantillonnée selon la densité p(x; ; | y;), pour
tout j=1,---, N,

et finalement

e la particule multi—cible X} = (z} ;,--- 2} ) recoit le poids w; oc 78, (Y1, -, yn, X{),
soit

N .
, wi plry; |2ty ;)
wzmp(2t|XtZ) Zl H Jz' ‘J :

p(mt,j | y])

aux

Cette classe de filtres particulaires dépend de plusieurs paramétres de conception, qui sont
les IV, composantes du vecteur de probabilité auxiliaire A,ux et les N, densités auxiliaires
définies sur X. Cette classe contient la classe des filtres particulaires avec matrice de transition
auxiliaire — et a fortiori elle contient la classe des filtres particulaires auxiliaires et le filtre

particulaire ordinaire — comme cas particulier. En effet

e si pour tout a € 7 la densité auxiliaire £, (y1,- -+ ,yn) s’exprime comme un mélange fini
N Ny N
a e @,C1,"",CN . .
Kaux(yla'” ’yN)_ E § 7Tauxl 69;?1 (y])
—1,7
61:1 CN:1 j=1

ol le vecteur des poids de mélange est la a—éme ligne d’une matrice de transi-
tion maux de dimension N, x Né\’, alors la densité auxiliaire x%,,(y1, - ,yn) permet
juste d’échantillonner le vecteur multi—cible parmi ’ensemble des vecteurs de la forme
(x§ty 1, ,ngl’N) et on vérifie que le filtre particulaire ainsi défini appartient a la classe

des filtres particulaires avec matrice de transition auxiliaire, décrit a la section 3.3.1,

e si en outre pour tout a € Z la a—éme ligne de la matrice de transition auxiliaire m,x
satisfait w2 °Y = 1 si et seulement si ¢c; = --- = cy = a, et TN = 0 sinon,

alors la densité auxiliaire prend une forme dégénérée (concentrée sur un unique vecteur
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multi—cible)

N
KZux(:gl"" ayN H T y_] _6(1‘,,1_1)1,"',1?,171\,)(3/1’"' 7yN)

ce qui fixe I’état multi-cible comme la a—éme particule multi-cible (zf_; 1, -+ ,2¢_; y), et
on vérifie que le filtre particulaire ainsi défini appartient a la classe des filtres particulaires

auxiliaires,

e et si en outre pour tout a € Z on pose A\, = wy_, alors on retrouve le filtre particulaire

ordinaire.

La procédure correspondante est présentée par ’algorithme 8.

Parmi tous les choix possibles pour le vecteur de probabilité auxiliaire \,,x et pour la densité
de transition auxiliaire ..y, le choix qui minimise la variance des poids est défini de la facon

suivante : pour tout a € Z on pose
. 2 xt,a |z 15) 12
Ua (Y1, YN) = p(ze | Xi)l H| | Hp T | yj) dogy - dayn
X1 XN Lt,j | Yj )

pour tout vecteur multi—cible (y1, - ,yn) € X, on définit u} comme le minimum de la fonction
(Y1, ,yn) = ua(yr, - ,yn) quand le vecteur multi—cible (yq,---,yn) parcourt X et on
suppose qu'il existe un unique vecteur multi—cible (yf(a),- - -,y (a)) ol le minimum est atteint.

Alors, le choix optimal de la densité de transition auxiliaire est

Kopt (Y1, YN) = Oyt (@) i (a) (Y157 L YN)

et le choix optimal du vecteur de probabilité auxiliaire est

a a *
/\opt X Wp_1 \/Ug -

Avec ce choix optimal des paramétres de conception, indépendamment pour tout ¢ = 1,--- , IV,

o I'indice @' est échantillonné selon le vecteur de probabilité auxiliaire Aopt =

(AL Ar

optr) "7 opt)a
puis, en posant a = a’ et (y1,- - ,yn) = (y7(a), - ,y§(a))

e la particule x§J pour la j—éme cible est échantillonnée selon la densité p(x; ; | y;), pour
tout j=1,---, N,
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et finalement

e la particule multi-cible X} = (f,,---, 2} y) recoit le poids

xt,] |z 1,3)

xt,] | Ys)

1 N
wi o — p(z | X}P)
g e 10 LT
Le défi pour tout a € Z consiste a calculer

N
xt W)
ua(ylv"'uyN):/ / [p(ze | Xo)|? H| Ll 2 [, [y;)daees - deen
X Xy

Pz | vs) i1
pour tout vecteur multi—cible (y;,---,yn) € X, de facon a obtenir la valeur minimale u}
et le minimiseur (yf(a),---,yx(a)), ce qui revient & résoudre numériquement N, problémes

d’optimisation dans un espace de dimension N x dim X.
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Algorithme 7 : Filtre particulaire avec matrice de transition auxiliaire

Input : 2o,

Output : {wé:T,Xé:T}fipl

At=0

Initialisation

for i =1 to N, do
Echantillonner X¢ ~ go(-)

) p(XE
Calculer le poids non normalisé Wy = p(z0| X)) 4 01)
q0(Xp)
end
Normaliser le poids w} = Nwo Vi=1,...,N,
P
D
i=1

t=1

while ¢t < T do

1. Echantillonnage de la variable auxiliaire

for i =1 to N, do

Echantillonner a’ selon le vecteur de probabilité auxiliaire

Aaux = ()\;u)m T 7>\i\1/1px)

end
2. Echantillonnage du multi-indice du crossover
for i =1 to N, do

Poser a = a'

Echantillonner (cﬁ, e 7‘33\7) selon la a—éme ligne de la matrice de transition
auxiliaire ma,x, ¢’est—a—dire selon le vecteur de probabilité
a,l,---,1 a,Np,-,Np
(ﬂ-aux y Ty 7Taux )
end

3. Propagation / Echantillonnage des états
for i =1 to N, do
Poser a = a’ et (¢, ,en) = (c, -+, cy)
for j=1to N do

Echantillonner z} ; ~ p(x: ]z}’ ;)

end
4. Pondération
Calculer le poids non normalisé de la particule multi—cible

N ,
» Wi p(xy jlzg_q ;)
it = plen| XD S T L T

aux ;g p(xt,j|xt—1,j)

end
~i
Wy
N,

P
~i
2.0
i=1

Normaliser les poids w{ = Vi=1,...,Np

t=t+1
end
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Algorithme 8 : Filtre particulaire avec densité de transition auxiliaire

Input

$20:t

Output : {wi.,, X{,} j\g’l

At=0

Initialisation
for i =1 to N, do
Echantillonner Xé ~ qo(-)

. (X}
Calculer le poids non normalisé wy = p(z0|X() p( OZ,)
q0(Xp)
end
Normaliser le poids w} = Nwo Vi=1,...,N,
P
D>
i=1

t=1
while ¢

<T do

1. Echantillonnage de la variable auxiliaire

end

for i =1 to N, do
Echantillonner a’ selon le vecteur de probabilité auxiliaire

)\aux = ()\almxv e 7)\513.\1/1px)

2. Echantillonnage du vecteur multi—cible du crossover

end

fori=1to N, do
Poser a = a’
Echantillonner (yi, e ,y}v) selon la a—éme ligne de la densité de transition

auxiliaire Ka,x, c’est—a—dire selon la densité jointe k&, (y1,...,YnN)

3. Propagation / Echantillonnage des états

end

for i =1 to N, do

Poser a = a’ et (y1, - ,yn) = (¥i, -, yk)
for j =1 to N do

| Echantillonner z{ ; ~ p(z:|y;)

end
4. Pondération
Calculer le poids non normalisé de la particule multi—cible

N % a
i LWy p(‘rt,"|$t—1,‘)
@ = pla| X)) 5L [ Ptk
Jj=1

aux ;__ p(x%,]|y])
end
) Wl
Normaliser les poids wi = — L Vi=1,...,N,
P
>0
i=1

t=1t+1
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Chapitre 4

Simulations et résultats

4.1 Avant-propos

Afin d’éprouver les algorithmes précédemment présentés et d’établir leurs performances,
des simulations sont menées. Ces simulations font appels aux modélisations dynamique et
d’observation également présentées dans ce manuscrit. Les deux algorithmes multicibles
présentés cherchent & approcher la méme densité postérieure multicible & 'aide de méthodes
particulaires. L’algorithme ATRAPP cependant admet une hypothése supplémentaire sur
I’approximation particulaire de cette densité postérieure multicible: I’hypothése d’indépendance

postérieure des cibles.
Pour ces deux algortihmes, les méthodes retenues afin d’échantillonner les particules sont
différentes:

e le filtre particulaire IPMCMC utilise une méthode MCMC,

e le filtre particulaire ATRAPP utilise une méthode de type filtre particulaire auxiliaire.

Présence de crossover

Ces deux approches permettent & leur maniére de réaliser un crossover entre les particules,
en mélangeant dans les particules multicibles des cibles issues de différentes particules. Dans
le filtre ATRAPP, chaque cible d’une nouvelle particule multicible est issue d’une particule
précédente différente (particule ancétre ou auxiliaire), permettant un mélange des particules (le
crossover) important. Le filire IPMCMC réalise un crossover plus doux. En effet la chaine de
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Markov propose une particule multicible dont une cible & la fois est issue d’une autre particule
(les autres cibles restant inchanggées). Il est donc intéressant de confronter ces deux types de

Crossover.

Variantes de PATRAPP

Sont aussi testés les algorithmes Auxiliary Parallel Partition (APP) et Target Resampling
Auxiliary Parallel Partition (TRAPP). Ces deux algorithmes sont des variantes de 1’algorithme
ATRAPP, dans lesquels le rééchantillonnage par cible est soit exclu soit obligatoire, ce qui se

traduit par un choix de seuil de rééchantillonnage sur chaque cible:

e dans ’APP, il n’y a pas de rééchantillonnage par cible, c’est-a-dire que le seuil de rééchan-
tillonnage est fixé & zéro, Ngeuii = 0. Il n’est donc pas nécessaire de calculer les poids
intermédiaires, ce qui est un gain de calculs. Le crossover est bien réalisé & travers

I’échantillonnage des variables auxiliaires et des particules ancétres associées.

e dans le TRAPP, le rééchantillonnage par cible est systématique pour chaque cible, c’est-
a-dire que le seuil de rééchantillonnage est fixé & un, Ngewi = 1. Le rééchantillonnage
n’est pas adaptatif mais est forcé a chaque fois. De méme les variables auxiliaires sont

toujours échantillonnées au préalable, ce qui permet le crossover.

Coiit de calcul

Le cout de calcul augmente avec le nombre de cibles et le nombre de particules. Le calcul
de la vraisemblance est assez complexe, ne peut étre vectorisé et représente donc la plus grande
charge de calculs. Chacun des algorithmes fait appel & de multiple calculs de la vraisemblance,
que ce soit dans le filtre ATRAPP pour la pondération auxiliaire, le rééchantillonnage des
cibles et la pondération des particules multicibles, ou bien dans le filtre IPMCMC pour le ratio
d’acceptation dans chaque chaine de Markov. Le nombre de calculs de la vraisemblance pour
chacun des algorithmes est présenté dans la table 4.1. Pour le filtre ATRAPP, ce nombre
dépend directement du nombre de cibles N et du nombre de particules N,, tandis que pour
le filtre IPMCMC, il dépend du nombre de particules N, ainsi que du nombre Nycnmce de
chaines de Markov lancées en paralléle et du nombre B de particules de la période de burn-in,
mais pas du nombre de cibles. Cependant la taille de I'espace d’état multicible dépend du
nombre de cibles, et influence le nombre Nycome de chaines de Markov et le nombre B du
burn-in nécessaires afin d’explorer correctement tout ’espace d’état multicible afin d’atteindre

la distribution stationnaire, puisque la chaine explore 1’espace cible apreés cible.
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ATRAPP APP IPMCMC
TRAPP
2x N x Np + Np N x Np + Np (Np,MCMC + B) X NvoMco

= N, + B x Nuvcvc

N: nombre de cibles

N,: nombre de particules

Nyeome: nombre de chaines de Markov

Npmcmce: nombre de particules par chaine de Markov
B: nombre de particules du burn—in

Table 4.1: Nombre de calculs de vraisemblance

4.2 Modéle de Swerling 3

Le scénario présenté ici comporte 3 cibles se déplacant selon un modéle & vitesse constante,
et suivant un modéle de Swerling 3 pour ’observation. Les algorithmes quant & eux utilisent
le modéle dynamique & vitesse quasi constante, et également le modéle de Swerling 3, qui
est connu, pour 'amplitude des cibles. La paramétre d’amplitude des cibles est également
considéré comme connu, et peut étre déterminé & chaque instant connaissant le signal-to—noise
ratio (SNR), ou rapport signal & bruit en francais, et la position de la cible. Le scénario est

présenté en figure 4.1.

Le champ de vision (field of view) du radar, ainsi que la durée et la pas de temps choisis

pour ce scénario sont définis dans la table 4.2.

Champ de vision distance [2000 m, 4000 m]
radar résolution en distance A, =10 m
angle [-10°, +10°]
résolution en angle Ag=1
Temps durée 60 s
intervalle de temps Ay =25

Table 4.2: Paramétres du radar et de durée

Les cibles sont initialisées de telle sorte qu’elles ne sortent pas du champ de vision durant
la simulation. Les valeurs d’initialisation sont disponibles dans la table 4.3, avec rg la distance
de la cible au capteur, 6y 'azimut, vo = (X ¥),_, le vecteur vitesse initial. Tous les angles ont



88 CHAPITRE 4. SIMULATIONS ET RESULTATS

pour direction de référence ’axe vertical nord.

To 90 |Uo| 66 SNR (a 3000m)
Cible 1 3400 m -5° 18 m.s~ ! 170° 10 dB
Cible 2 3200m 0° 8m.s™! 20° 10 dB
3000m 5 10ms— ' -175° 10 dB

Table 4.3: Valeurs d’initialisation des cibles

4000

3500

3000 -

[m]

2500

Target 1
Target 2
Target 3

2000 ~

1500 L L L L L L
-800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800

[m]

Figure 4.1: Scénario & 3 cibles

La puissance du signal réfléchi par la cible est d’autant plus faible que la cible est éloignée,
et d’autant plus fort que la cible est proche. Le SNR fluctue donc au cours du temps selon que
la cible s’éloigne ou s’approche du capteur. Chaque cible a un SNR égal a4 10dB & une distance
de référence de 3000m du capteur, correspondant au milieu du champ de vision. Les SNR de
chaque cible en début et fin de scénario sont présentés dans la table 4.4. Les paramétres des
distributions des amplitudes sont considérés comme connus puisque directement liées aux SNR,

des cibles par la relation définie par:
a
SNR = 2010g (=)
or
avec a amplitude, o Pécart-type du bruit d’observation et r la distance (de référence).

Tous les paramétres utilisés dans les filtres sont disponibles dans la table 4.5. Les résultats
sont présentés sur 20 réalisations de Monte Carlo, sur le méme jeu de données. Le nuage
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SNRt=0 SNRt=fin

Cible 1 7.8 14.4
Cible 2 8.9 6.6
10 13.9

Table 4.4: Evolution du SNR des cibles

de particules est initialisé autour des positions réelles des cibles, & 1’aide d’une distribution
gaussienne. Les figures 4.2a et 4.2b illustrent chacune une réalisation du filtrage particulaire

pour chacun des filtres sur les composantes de position des cibles.

ATRAPP IPMCMC

Np

500

Nyvomeo

10

B

100

Calculs vraisemblance
(Table 4.1)

Seuil de rééchantillonnage
Nseuil

Variance dynamique

o2 = 0y2 0.1

Variance du bruit o2 1

3500 1500

0.5

Table 4.5: Paramétres des filtres

Sur la figure 4.2, il semble que 'incertitude du filtre ATRAPP est plus élevée que celle du
filtre IPMCMC. Cette remarque doit étre modérée par le fait que le filtre ATRAPP présente
des particules pondérées, tandis que le filtre IPMCMC propage des particules de poids égal.

Pour évaluer les algorithmes, la racine de ’erreur quadratique moyenne, ou Root Mean
Square Error (RMSE), est calculée en position et en vitesse pour chacune des cibles. Cette
erreur est donnée & partir de 'estimation d’état des filtres (moyenne pondérée des particules),
et de l’état réel des cibles. Les résultats des filtres sont présentés sur la figure 4.3 pour la

position, et sur la figure 4.4 pour la vitesse.

Sur ces graphiques, les courbes du filtre ATRAPP et du filtre TRAPP se chevauchent en
position. L’algorithme IPMCMC est plus performant que ’ATRAPP et ses variantes, en étant
plus robuste et présentant une erreur plus lisse. Bien qu’étant plus sensible et variable face
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(a) ATRAPP (b) IPMCMC

Figure 4.2: Résultats des filtres particulaires sur une réalisation

aux observations, le filtre ATRAPP produit un résultat similaire en position au filtre IPMCMC
sur certains pas de temps, ce qui est encourageant, et indique qu’il ne diverge pas. Le filtre
IPMCMC est autorisé & dupliquer les particules (grace a la méthode d’acceptation et rejet du
Metropolis-Hastings), lui permettant lorsqu’il converge vers une zone intéressante de ’espace
d’y rester, au prix d’une diversité réduite parmi les particules. De son coté, le filtre ATRAPP
adapte son rééchantillonnage si nécessaire, permettant de garder une meilleure diversité dans ses
particules. Le filtre APP donnent des résultats moins lisse que PIPMCMC mais le concurrence
trés réguliérement. Ce scénario ne proposant pas de croisement ou de fort rapprochement entre
les cibles ne permet pas de mettre en valeur 'intérét du rééchantillonnage par cible proposé par
les filtres ATRAPP et TRAPP, tandis que la variante APP profite bien du I’échantillonnage

auxiliaire.
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Figure 4.3: RMSE en positions
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Figure 4.4: RMSE en vitesses
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4.3 Modéle de Swerling 0

Le précédent scénario permet d’avoir un premier apercu des performances avec une gestion
multi-cible, mais dans un contexte ol les cibles sont éloignées et n’interagissent pas entre elles.
Dans ce deuxiéme scénario, des croisements entre les cibles sont observés afin d’éprouver les
méthodes de suivi multi-cible. Le scénario comporte ainsi 5 cibles. Chacune des cibles suit ici
un modéle de Swerling 0, donc "amplitude des cibles est connue, et de méme liée au SNR de
chacune des cibles. Le scénario est présenté par la figure 4.5, les valeurs d’initialisation ainsi
que I’évolution du SNR de chacune des cibles sont présentés a la table 4.6. Les trajectoires des
cibles se croisent. Les distances entre les couples de cibles qui se croisent sont illustrées par la
figure 4.6, afin de rendre compte de leur éloignement au cours du temps. Les paramétres du

radar et de durée du scénario sont les mémes que dans la table 4.2.

o 6o [vol %o SNR (4 3000m) SNRt=0 SNRt=fin
Cible1 3400 m -5° 18 m.ss~! 155° 10 dB 7.8 13.8
Cible 2 3200m 0° 8m.s ! 20° 10 dB 8.9 6.6
3000m 5 12m.s~ ! -155° 10 dB 10 14.3
Cible4 2700 m -8 10ms T 95 8 dB 9.8 10.3
Cible 5 3500 m -4° 14ms~! 100° 13 dB 10.3 10.8

Table 4.6: Valeurs d’initialisation des cibles et évolution du SNR

4000 -

3500

3000

[m]

2500

Target 1
Target 2
Target 3
Target 4
Target 5

2000

1500 I I I I I I )
-800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800
[m]

Figure 4.5: Scénario & 5 cibles

Les résultats sont présentés sur 100 réalisations de Monte Carlo, sur des jeux de données
différents pour chaque réalisation. Le nuage de particule est initialisé autour des positions réelles
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Figure 4.6: Distances entre cibles

des cibles, & I’aide d’une distribution gaussienne. Les figures 4.7a et 4.7b illustrent chacune une
réalisation du filtrage particulaire pour chacun des filtres sur les composantes de position des

cibles.

Les figures 4.8 et 4.9 présentent les résultats des filtres en positions et en vitesses. De méme
que précédemment c’est 'erreur quadratique moyenne, ou RMSE, qui permet de comparer ici

les performances des algorithmes.

Dans ce scénario dans lequel les cibles sont amenées a étre proches et a se croiser, le filtre
APP est moins performants que les trois autres filtres. En effet le filtre APP n’a pas d’étape de
rééchantillonnage au niveau des cibles, les échantillons pour la cible j sont tirés selon la densité
(3.12). Sans cette étape de rééchantillonnage des particules au niveau de la cible, le graphique
4.9 de la RMSE en vitesse illustre la mauvaise performance du filtre APP sur la composante
vitesse par rapport aux trois autres algorithmes. Plus le nombre de cibles est élevé plus ’espace
d’état est grand. Le rééchantillonnage permet alors d’éviter la dégénérescence des particules,
notamment dans le cas d’un espace d’état de grande dimension. Dans ce scénario & 5 cibles, la
performance de 'algorithme TRAPP, qui inclus un rééchantillonnage systématique au niveau

des cibles, obtient une meilleure performance que 'algorithme APP, montrant ainsi la nécessité
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Figure 4.7: Résultats des filtres particulaires sur une réalisation

du rééchantillonnage au niveau des cibles dans ce scénario. L’échantillonnage des variables
auxiliaires peut étre vu comme un rééchantillonnage des particules sur les particules ancétres,
évitant tout de méme une dégénérescence compléte de l'algorithme, c’est-a-dire qu’une seule
particule ait tout le poids (un poids proche de un) et les autres particules des poids presque nuls.

Les algorithmes TRAPP et ATRAPP présentent de meilleures performances en position
que l'algorithme IPMCMC, alors qu’en vitesse il est difficile de donner une comparaison sur
les performances. Ainsi l’algorithme ATRAPP (et sa variante ’algorithme TRAPP) bénéficie
de linformation contenue dans les observations, au prix d’un coat de calcul plus élevé.
L’algorithme TRAPP semble aussi performant que PATRAPP, signifiant ainsi la nécessité du
rééchantillonnage au niveau des cibles. Ce rééchantillonnage devient moins nécessaire lorsque
le nombre de cibles diminue, "avantage de ’ATRAPP est donc de pouvoir s’adapter au nombre

de cibles présentes (mais qui ici sont en nombre constant).

D’aprés les graphiques de la figure 4.6, les cibles 2 et 5 sont au plus proche au pas de
temps 14 (distance d’environ 50m), et les cibles 1 et 4 sont au plus proche au pas de temps
24 (distance d’environ 30m). Ces rapprochements générent une augmentation de lerreur plus
importante pour I’algorithme ATRAPP (et ses variantes) que pour l'algorithme IPMCMC, ce
dernier se révélant donc plus robuste au croisement des cibles. Finalement la cible 3 reste plutot
éloignée des autres cible, I’erreur d’estimation s’améliore pour tous les algorithmes pour cette
cible avec le temps, puisqu’elle se rapproche du capteur, son SNR augmente, et il devient donc
plus facile pour les algorithmes de ’estimer. A D’inverse la cible 2 s’éloignant du capteur, son
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erreur augmente (et ce pour tous les algorithmes) avec le temps. La cible 5 reste & peu prés a
une distance constante du capteur (voire se rapproche légérement) mais sont erreur augmente.
La cible 5 se rapprochant du bord du champ de vision du capteur, une partie de 'information
concernant cette cible n’est plus captée, et il devient alors plus difficile pour les algorithmes de

continuer & l'estimer.
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Figure 4.8: RMSE en positions
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Figure 4.9: RMSE en vitesses
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Chapitre 5

Choix de modélisation du systéme

Les méthodes et équations ont été précédemment présentées dans le cas général, une étape de
détermination des modéles dynamiques et d’observation & utiliser est nécessaire. Le modéle
dynamique est considéré comme étant le méme pour chaque cible et est donc décrit pour une

cible. Les cibles sont considérées comme des objets ponctuels en mouvement rectiligne uniforme.

5.1 Modéle dynamique

Le modéle choisi est le modéle & vitesse quasi constante, ou Nearly Constant Velocity (NCV)
model.

Les cibles évoluent dans le plan cartésien, et le vecteur d’état x; d’une cible contient
les paramétres cinématiques de position et de vitesse, (x; X; y: y¢), ainsi qu’une mesure de
I’amplitude du signal retour donnée par la cible I,

Ty = (Xt X¢ Yt Vi It)T

oit []7 est la notation pour la transposée.

Remarque. La présence du paramétre I; directement dans le vecteur d’état x; de la cible peut
étre discutable, car il ne s’agit pas d’'un paramétre intrinséque & la cible avec une interpréta-
tion physique directe. Cependant il s’agit d’un paramétre inconnu, qu’il est donc nécessaire
d’estimer, qu’il soit intégré ou non au vecteur d’état, et sa valeur est liée aux caractéritiques de
la cible considérée. Une autre approche consiste & ’estimer & part, ce qui en pratique se révéle

équivalent & 'introduire directement dans le modéle dynamique.

Les objets se déplacent en ligne droite et a vitesse quasi constante, c’est-a-dire que la vitesse
est constante & un bruit de modéle prés, ce qui correspond & une petite accélération aléatoire
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(de moyenne zéro). Pour la définition de ce bruit, la corrélation entre les coordonnées x et y est
négligée. L’amplitude du signal I retour est supposée suivre une marche aléatoire. La période

d’échantillonnage entre les instants ¢ et ¢t + 1 est notée A;, et peut étre constant ou non.

L’équation de la dynamique définie par (1.1) devient alors

ry =my(v_1,v1) = Fog1 + vy

1 Ay
et Iy =1Fy, = 0 1

avec
0
E,
0

B!

Il
o o 3
_ o O

ol 0 est la matrice nulle de dimension 2 x 2.

Le bruit d’état est considéré comme étant gaussien et définit comme suit
Ut ~ N (Oa Q)

avec

o:Qx 0 0 INEEPN;
0 ayzQy 0 etQX—Qy—<A3? A2>
0 0 oA 2z =

O
Il

Le changement de vitesse latéral en x (resp. longitudinale en y), induit par le bruit d’état
entre t et t + 1, est de Pordre de /024, (resp. /afAt ), ce qui permet de guider le choix du

parameétre oy (resp. oy).

La densité de transition (1.2) est alors définie par

ft(‘rt‘xtfl) = N(Fxtfh Q)
1

_ 1 oo
= m exp <—2 (xy — Fxy—q) Q 1 (zy — th_1)>

ot | - | correspond au calcul du déterminant.
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5.2 Modéle d’observation

Les systémes radar (radio detection and ranging), sonar (sound navigation and ranging) et
lidar (light detection and ranging), peuvent étre actifs ou passifs. Dans le cas des systémes
actifs, le principe consiste a4 émettre une onde électromagnétique (onde radio pour le radar,
faisceau laser pour le lidar) ou acoustique (sonar) qui est réfléchie par la cible et réceptionnée
en retour par le capteur. La localisation angulaire, ou en azimuth (angle par rapport au
nord), de la cible est déterminée par 'orientation de 1’émetteur, la direction majoritaire dans
laquelle est émise le faisceau, un traitement particulier en réception; on parle de traitement
angulaire. Dans une direction donnée, le temps que met l'onde pour faire l’aller-retour,
appelé aussi retard, permet de définir & quelle distance (ou rayon) se situe la cible; on parle
de traitement temporel ou radial ou en distance. La modification de I'onde retour renseigne
également sur la taille, la nature et la vitesse (radiale) de la cible. Notamment la vitesse
radiale est déduite par le décalage en fréquence; on parle de traitement Doppler. Les
systémes dits passifs ne possédent pas d’émetteurs mais restent & I’écoute de I’environnement
dans le but de capter et détecter les émissions propres des cibles ou autres sources, dont les
signaux sont alors inconnus ou mal connus. L’étude suivante présente un radar actif et s’appuie
trés largement sur les ouvrages [Sko62, LC02]; il existe de nombreuses autres références en
traitement du signal radar. La cible est ici considérée comme ponctuelle, par opposition & une

cible dite étendue.

5.2.1 Traitement temporel (en distance) et effet Doppler

On considére une onde envoyée dans la direction (angulaire) de la cible.

Signal émis

Le signal émis correspond & une forme d’onde choisie, sous forme d’une impulsion, notée u(t),
d’une durée T, déterminée. Typiquement, u(t) peut étre une impulsion rectangulaire, ou une
impulsion modulée linéairement en fréquence. Ces impulsions seront ensuite répétées, définis-
sant des intervalles de répétition d’impulsion (pulse repetition interval, PRI), noté T,.. Ces
intervalles peuvent avoir une valeur fixe, ou non, et définissent alors également une fréquence
de répétition des impulsions (pulse repetition frequency, PRF). Ce signal est modulé par une
fréquence porteuse afin d’étre émis. L’écriture complexe des signaux est choisie ici. Le signal

émis s.(t) s’écrit donc

se(t) = u(t)ei’%f”t
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ou
e u(t) représente 'enveloppe du signal, sous forme d’impulsions de durée T,

e fo la fréquence de la porteuse

Propagation

Ce signal traverse ’environnement en un certain temps, avant d’étre réfléchi par la cible puis
étre recu par 'antenne. L’antenne posséde un mode transmission durant lequel elle émet le
signal, puis elle "écoute" les signaux retour en mode réception. Ces deux modes se suivant
alternativement, lorsque ’antenne émet elle ne recoit pas et perd donc les possibles échos

arrivant & ce moment la, ce qui définit une zone dite aveugle & proximité de I'antenne. Ces

notions sont illustrées sur la figure 5.1.

Le signal réfléchi regu est alors, par rapport au signal émis,
e retardé da au temps de propagation aller-retour,

modifié en fréquence avec ’effet Doppler induit par la cible en mouvement,

atténué suite 4 la propagation de ’onde dans ’environnement et sa réflexion sur la cible,

bruité par I’environnement traversé et sa réception avec le matériel.

impulsion
émise
signal écho
de la cible
zofe avgugle | |
V2222 V2777
" . . . temps
transmission réception
—
Tp
T, =PRI = 1/PRF
retard T

Figure 5.1: Illustration des temps du signal & ’antenne. Pour simplifier, le signal retour est ici
seulement retardé et atténué.
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Retard et effet Doppler

Le signal écho est regu & ’antenne avec un retard 7. Ce retard correspond au temps qu’a mis
I’onde pour faire ’aller-retour jusqu’a la cible. Connaissant la vitesse de propagation de ’onde
¢ (vitesse de la lumiére), et la distance parcourue étant alors deux fois la distance r de I’antenne

a la cible, la durée de l’aller-retour, correspondant au retard, est

T=— (5.1)

L’expression (5.1) donne la premiére relation entre une information contenue dans le signal
(le retard) et une donnée d’intérét pour la position de la cible (la distance radar cible). La cible
étant en mouvement, sa distance a Pantenne r(t) est fonction du temps. On prendre comme
origine des temps ¢ = 0 l'instant de début d’émission de 'impulsion. On note ¢y (différent de
t = 0), l'instant de référence ou le signal est réflechi sur la cible. Peuvent alors étre également
définis:

e 7 la distance radar-cible au moment ou I'onde radar est réfléchie sur la cible, c’est-a-dire

ro = T(to).

e 79 le retard du signal retour correspondant & ro, pouvant aussi étre défini par 3> = t,.

La distance et le retard de la cible définis ci-dessus sont bien str liés par l’expression (5.1)

279

=" (5.2)

La cible étant en mouvement, la distance r(¢) évolue lorsque ’onde est réfléchie sur la cible
pendant toute la durée d’impulsion. Bien que la durée de I'impulsion 7T}, soit trés faible par
rapport & la dynamique de la cible, c’est-a-dire que la cible bouge trés peu pendant cette durée,
le mouvement de la cible impacte le signal. C’est d’ailleurs ce phénoméne qui permet de mettre
en évidence le décalage en fréquence du signal, aussi nommé effet Doppler, et permettant ainsi
de retrouver la vitesse de la cible. La considération de la dépendance temporelle de r(t), et
donc de 7(t), dans I’expression du signal, fera apparaitre I’expression de la fréquence Doppler

dans ce qui suit.

On fait ’hypothése que la vitesse radiale de la cible est constante pendant la durée de
I’aller-retour de 'onde. On définit alors
-
r(t) =ro—vp X (t — 50) (5.3)
La vitesse radiale de la cible v, est définie de telle maniére qu’elle est positive lorsque la cible
se rapproche du radar. C’est parfois la variation en distance 7 (ou range rate) qui est présentée,
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Cible ~

Figure 5.2: Vitesses radiales et vitesse relative résultante

et donc v, = —7. Ici il est admis que le radar est fixe et ne bouge pas. Si le porteur du radar est
en mouvement, alors v, est remplacé par la vitesse relative v, — v,p,, avec v,, la vitesse radiale

du porteur, comme illustré sur la figure 5.2. Le retard (temps de laller-retour) est noté 7(¢).

Le signal est réfléchi & 'instant ¢t — @, la cible étant alors & une distance r(t — %), donnant

la version temporelle de 'expression (5.1) suivante

T(t) = ——2~ (5.4)

2 7(t) 710
T X (= =2 0
7(t) - <r0 v X ( 5 5 )
2ro/c v/c 2vu,./c
=7(t) = - t 5.5
7(®) 1—1}T/c+1—vr/cT0 1—wv./c (5:5)
Comme v, < ¢ pour les vitesses des cibles, (5.5) peut étre approché par
2rg v 2v,.
)y=—+—19— —t 5.6
()= 20 4 Yy 2 (56)
En utilisant (5.2) dans l’expression (5.6), on a
T 2 T
T(t) = (1 + U—) o — Ury (5.7)
c c
et & nouveau comme v, < ¢, I’équation (5.7) donne finalement
2v,
7(t) =710 — v (5.8)
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Signal regu (non bruité)

Le signal requ s,.(t) & l'instant ¢ retardé et atténué s’écrit !
s5.(t) = au(t — 7(t))e!2Folt=m(1) (5.9)
avec

e « un coefficient complexe, da & I’émission, la propagation et la réflexion,

1 .
a= T—zaew (5.10)
7_% atténuation
a amplitude
¢  phase

e u(t — 7(t)) Penveloppe retardée, a variation lente, qui avec 'expression du retard 7(t) de

(5.8) s'écrit
u(t — () = u ((1 + 22) = TO>

Cependant la dilatation du temps apparaissant avec le facteur (1 + 2%) est négligeable

pour le signal u(-). L'impulsion ayant une durée T}, la dilatation a un effet de 'ordre de
%Tp. Or si la bande du signal est B, alors les changements observables sont de ’ordre
de 1/B. La condition pour que leffet de la dilatation soit négligeable, qui est respectée

dans le cas des radars, s’écrit alors

2v, 1
Iy o il
c P < B

ou en terme de produit du temps et de la largeur de bande de 'impulsion

c

= BT,
p< 20,

o 27fo(t=7(1) 13 porteuse, & variation rapide, qui peut également se détailler avec (5.8)

ei2mfo(t=7(t)) _ ei27rf0((1+2%)t—rg)

— 677;2777-0 e’i27r(f()+fd0)t

Lsignal idéal encore non bruité
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alors

avec
Fao = 2fovr _ 2vr
do — -

et A = ¢/ fo longueur d’onde de la porteuse.

L’intérét d’avoir déterminé le retard temporellement en fonction de la vitesse radiale
permet ici de mettre en évidence Deffet Doppler sur la porteuse. Ainsi un glissement de
fréquence est observé, définissant la fréquence Doppler f49, et qui se définit comme une
rotation de phase de e??™fa!  Le terme e~ 2™ est quant & lui inclus directement dans
le terme de phase e'¥ du coefficient complexe o défini dans (5.9) par (5.10), ainsi ¢ «+
@ — 2m7y. La phase ¢ étant déja considérée comme inconnue et distribuée uniformément

entre 0 et 27, ce déphasage ne change pas ce comportement.

Le signal recu, idéal et non bruité, lorsqu’il arrive au niveau du récepteur du radar s’exprime

sp(t) = au(t — To)eizﬂfd“tei%fot

Bruits

Trois types de bruits sont observés et affectent le signal, les deux premiers intervenant avant

Parrivée du signal au récepteur, le troisiéme apparaissant apreés la réception (et ce dernier sera

donc repris au paragraphe suivant 5.2.1):

e le clutter lié & I’environnement

On appelle clutter, ou fouillis, tous les échos qui vont étre renvoyés par des éléments
naturels de 'environnement, et qui en s’accumulant vont générer un bruit de fond. Le
clutter est souvent considéré comme immobile ou & faible vitesse par rapport a celles
des cibles, il peut donc étre éliminer par filtrage de la fréquence Doppler. Le clutter
atmosphérique est di a la réflexion des ondes sur les nuages. Il se définit par un paramétre
de surface équivalente, qui bien souvent est inférieure & I’écho d’une cible. 11 s’agit donc
de réguler la détection pour s’en affranchir. A la différence du clutter atmosphérique, le
clutter de sol a lui un niveau de rétrodiffusion plus élevé et supérieur & celui des cibles, et
est plutot immobile. Il peut étre ainsi repéré par sa caractéristique de forte puissance, ou
par traitement Doppler. Enfin le clutter de mer est un intermédiaire aux deux précédents,
se comportant comme ’atmosphérique par mer calme, mais comme celui de sol par mer

plus agitée (avec une vitesse faible).
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e les brouilleurs

Le brouillage correspond au fait d’envoyer des signaux au radar dans le but de le tromper
sur la présence et la position de cibles réelles. Il peut s’agir de fausses cibles, ou d’'une
émission d’un signal trés puissant, supérieur & 1’écho de la cible, qui sature le récepteur,
dégrade le rapport signal sur bruit, rendant ainsi la détection impossible. Il faut cependant
que I’énergie du brouilleur soit concentrée dans la bande passante du récepteur, mais elle
ne subit I’atténuation par rapport & la distance parcourue que sur un aller, contrairement

au signal qui fait l’aller-retour entre le radar et la cible.

e le bruit thermique

Le bruit thermique, noté n(t), est dd au matériel interne au radar, généré dans les ré-
sistances di au mouvement aléatoire des électrons. Il s’agit d’un bruit blanc, c’est-a-
dire de densité spectrale constante. Il se modélise bien par un bruit additif gaussien
complexe circulaire symétrique [Goo63] de moyenne nulle. Son autocorrélation s’écrit
R,.(1) = E[n@#)a(t —7)] = 025(r). Circulaire symétrique signifie ici que la partie

réelle et la partie imaginaire sont indépendantes et de méme variance, c’est-a-dire, si

n = [Re(n),Zm(n)] , alors E [77/17] = "—; Ll)

plexe peuvent étre adoptées:

. Deux représentations de ce bruit com-

— projection cartésienne

Dans le cas de la représentation cartésienne, le bruit est décomposé en partie réelle et
partie imaginaire. Ces deux composantes sont deux variables gaussiennes centrées,
2
de méme variance % et indépendantes.
n(t) = Re(n) + iZm(n)

avec

o2
Re(n) ~ N (0, ?") et Zm(n)~ N(0,-2)

— projection polaire

Dans la représentation polaire, le bruit est défini par un module p, qui suit une
distribution de Rayleigh, et une phase 6 distribué uniformément sur [0, 27).
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n(t) = pe'

avec
p ~ Rayleigh(c) et 6 ~U(]0,27))

et on vérifie E [p?| = E [nn] = o2.

Le clutter de mer ainsi que les brouilleurs, s’ajoutant au signal pendant la propagation, ne
seront pas développés dans la suite. Le bruit thermique s’ajoutant juste aprés réception du

signal, sera quant & lui pris en compte dans ce qui suit.

Réception et chaine de traitement du signal

L’onde arrive au niveau du récepteur du radar et entre dans la chaine de traitement du signal
[NS97].

Amplificateur Le signal est amplifié. L’amplitude du signal est modifiée, donc a défini en
(5.10) est désormais ’amplitude amplifiée, qui sera appelée simplement amplitude dans la suite.

Au signal utile s’ajoute alors un bruit blanc thermique n(t). A cette étape, le signal bruité est

s5p(t) = au(t — 7p)et2™faot gi2mfot | (¢) (5.11)
— ———
s(t,70,fa0)

avec s(t, 7o, fdo) le signal contenant les informations d’intérét sur la cible. Ainsi les signaux
sont composés de signaux utiles (écho de cibles) mélangés a des signaux parasites. Le role du

traitement du signal est:
e d’éliminer au mieux les signaux parasites (bruit)
o de détecter les cibles

e d’estimer les paramétres des cibles

Mélangeur Le mélangeur couplé a un oscillateur local permettent de convertir la fréquence
porteuse en fréquence intermédiaire f;. Ce procédé permet en pratique de faciliter ’étape qui
suit, mais n’a aucun impacte sur I’étude théorique suivante. Pour cette raison, on omettra

désormais la composante relative & la fréquence porteuse ou fréquence intermédiaire.
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Filtre adapté L’enjeu désormais va étre de faire le traitement nécessaire pour extraire du
signal recu décrit par (5.11) les informations d’intérét que sont le retard 7o et la fréquence
Doppler fg49, donnant respectivement la distance et la vitesse radiale de la cible, appelés
parameétres et formant le couple (7p, fao). Il s’agit du probléme dit d’estimation. En I’absence
de la cible, le signal émis n’est jamais retourné au radar. Le probléme de détection est ainsi
soulevé, c’est-a-dire déterminer §’il y a une cible ou non, dans un premier temps, afin ensuite de
pouvoir en extraire les paramétres si une cible existe. L’estimation est donc une recherche de
paramétres tandis que la détection est une décision entre présence ou absence de la cible. Cette
décision est prise a ’aide d’un seuil sur la valeur du signal traité par le récepteur; lorsque le seuil
est dépassé, la cible est déclarée. Cette réflexion méne a la détermination d’un mode opératoire
pour le traitement du signal regu. Les radars traitent le signal entrant de maniére a ce que la
réception soit optimale selon un critére défini. Pour la détection, le critére est celui de Neyman-
Pearson, c’est-a-dire que la probabilité de détection de la cible doit étre la plus élevée possible
en assurant une probabilité de fausse alarme constante et prédéterminée. Une fausse alarme
apparait lorsqu’une cible est déclarée alors qu’il n’y en a pas, ce qui n’est pas souhaitable, on
cherche donc a ce que la probabilité de fausse alarme soit faible. Mais dans le cas de la problé-
matique de pistage avant détection, justement la détection n’est pas requise. En revanche, on
s’intéresse a ’estimation des paramétres de la cible. Pour cette tache, le critére du maximum
de vraisemblance est celui retenu. C’est-a-dire que pour des jeux de paramétres possibles
(7, fa), on cherche celui qui conduirait le plus probablement & observer le signal effectivement
recu et bruité. Les deux critéres énoncés ci-dessus ménent finalement & la méme définition du
récepteur optimal, donc la méme chaine de traitement du signal. Seule la derniére étape en
bout de chaine est différente, le détecteur décide par seuil de ’existence ou non d’une cible en

chaque point, I’estimateur donnant quant a lui le jeu de paramétre qu’il estime le plus probable.

Ce récepteur optimal tel que décrit ci-dessus prend alors la forme d’un corrélateur entre le
signal regu s, (t) avec des répliques du signal attendu (non bruité) pour des jeux de paramétres
donnés, c’est-a-dire autant de jeux que de positions possibles de I’écho issu de la cible, qui
forment alors les points de 'image radar. On parle également de filtre adapté. Ce récepteur
découle de ’hypothése d’un bruit additif blanc gaussien n(t) et n’est donc idéal que dans ce
cas. De ce filtrage sort un nouveau signal transformé par la corrélation, débruité au mieux,
contenant toujours les informations d’intérét de la cible qu’il sera plus facile d’extraire. Cette
nouvelle forme fait apparaitre la fonction d’ambiguité. Elle dépend des paramétres de
la cible, mais surtout de la forme d’onde initialement émise, c’est-a-dire u(t). La fonction
d’ambiguité est manipulable via le choix de la forme de ’onde transmise, pour avoir de bonnes

propriétés permettant une estimation des paramétres fiable, précise, avec une bonne résolution.
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Finalement, la sortie du filtrage adapté s, r4(t) est donne le filtrage adapté donne la fonction

d’ambiguité sous la forme suivante

Sr.(1,fa) = /Sr(t)g(tﬂ', fd)dt
= a/s(t, 7o, fao)S(t, T, fd)dt+/n(t)§(t,7, fa)dt

X(7,70,fa,fdo)

avec x(T, 7o, fa, fao) la fonction d’ambiguité, déterminée par le choix de la forme d’impulsion

u(t).

Le but du traitement du radar est donc de traiter de facon optimale le signal pour
s’affranchir au mieux du bruit et résoudre les problémes de détection et d’estimation. Le
bruit considéré est le bruit additif n(t). Pourtant il n’est pas la seule donnée de ’équation a
générer un caractére aléatoire et donc & rendre plus difficilement prévisible le signal retour.
Le coefficient complexe « défini par (5.10) est également inconnu, composé de la phase et de

I’amplitude, tous les deux aléatoires.

5.2.2 Traitement angulaire

Le traitement temporel précédemment présenté de ’onde suppose que le radar émet en direc-
tion de la cible et recoit le signal retour provenant de cette méme direction. Cette direction
correspond a la localisation angulaire de la cible, en azimut et élévation, que l’on souhaite
également estimer. On ne traitera cependant que 'azimut dans ce qui suit. L’obtention d’un
signal dirigé finement dans la direction voulue n’est pas immeédiat, un élément d’antenne
isotrope rayonnant uniformément dans toutes les directions par définition. Il en est de méme
en réception pour la sélection angulaire et définir la provenance du signal re¢ue. Pour controler
la directivité de ’antenne, dont dépend la qualité de ’estimation de ’azimut de la cible, des
techniques de beamforming, aussi appelé formation de faisceau, formation de voie ou encore
filtrage spatial, sont utilisées. Ceci est possible techniquement a ’aide de réseaux d’antennes,
en combinant les signaux des éléments d’antennes isotropes, afin qu’ils forment des interférences
constructives dans certaines directions (dont une direction majoritaire, celle qui nous intéresse,
dans laquelle les signaux s’ajoutent) et des inférences destructives dans les autres directions
(dans lesquelles les signaux s’atténuent voire s’annulent). Selon ’assemblage des éléments du
réseaux, c’est-a-dire leur nombre et leurs dispositions, un diagramme de rayonnement peut étre

défini. La direction majoritaire vers laquelle le faisceau pointe en rayonnant le plus d’énergie
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définit généralement le lobe principal. Mais il existe aussi des directions (indésirables) vers
lesquelles du signal, plus faible, est tout de méme dirigé, formant les lobes secondaires. Le
beamforming peut s’opérer en émission et en réception. En émission il permet d’orienter le
faisceau dans une direction. En réception il permet de sélectionner un faisceau de signal regu
en mettant les signaux en phase selon la direction souhaitée, il s’agit d’un filtrage spatial du
signal qui arrive. On traite ici le beamforming en réception, mais par réciprocité les résultats

sont équivalents en émission.

Afin de couvrir toutes les directions, le balayage du faisceau peut étre mécanique ou
électronique. Dans le cas du balayage mécanique, "antenne réseau est dite fixe, le faisceau
pointe majoritairement dans une direction (le diagramme de rayonnement est fixe). Alors
I’antenne est physiquement déplacée et tourne pour couvrir toutes les directions dans lesquelles
on souhaite émettre et recevoir de l'information. Dans le cas du balayage électronique, une
antenne réseau & commande de phase permet de retarder (décaler en phases) individuellement
chacun des signaux des éléments de I’antenne afin d’orienter les interférences constructives
dans la direction d’intérét, et ainsi de balayer au choix les directions. Le décalage de phase des

signaux et leur sommation cohérente peut étre analogique ou digitale.

Figure 5.3: Antenne réseau & commande de phase uniforme linéaire
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Antenne réseau et déphasage

On considére une antenne réseau composée de M éléments isotropes espacés uniformément
d’une distance d sur une ligne, comme sur la figure 5.3, communément appelée un réseau
linéaire uniforme (uniform linear array, ULA). Les éléments étant uniformément espacés, le
déphasage est le méme entre chaque élément. Les éléments de l’antenne sont positionnés aux

abscisses:

xm:(m—M;—l)d, m=1,...,M

Le signal, représenté par une onde plane selon I’approximation champs lointain (la cible
est suffisamment éloignée), arrive sur le réseau avec une incidence 6 (voir figure 5.3). En
considérant comme origine des phases le centre du réseau d’antennes, le déphasage Ag,,(6) du
signal a I’élément d’antenne m se définit alors

Apm(0) = wrn(0)

avec

e w la pulsation de 'onde (w = 27 f)

e 7,,(0) le temps nécessaire & onde pour parcourir la distance x,, sin(f), soit 7,,(0) =

. sin(6).
Ainsi le déphasage du signal a I’élément m est:

Apn,(0) = ?wm sin(6) (5.12)

avec A la longueur d’onde du signal (A = $).

De la méme maniére, le déphasage "élémentaire" entre chaque élément séparés par une
distance d est déterminé par Ap(f) = 2¥dsin(f), et on peut alors aussi exprimer Ag,,(6) de
Péquation (5.12) en fonction de Ap(6) de la maniére suivante

CM+1

Ag(®) = (m ) a0
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Principe du beamforming

Soit un signal s(¢) provenant de la direction 6, comme sur la figure 5.4, et arrivant sur antenne.

Sa composante arrivant sur I’élément m est déphasée de Ayp,, () et s’écrit donc
sm(t) = s(t)e?2em @

On peut définir un vecteur de direction (steering vector) w(6), lié a ’angle physique 6 et

définit par:

w(f) = [0 eiAem(O)T (5.13)
et le vecteur s(t) = [s1(t),...,sa(t)]7 des signaux recus aux éléments s’écrit alors

s(t) = w(0)s(t)

En sommant les signaux regus a chacun des éléments (sans les remettre en phase) afin de
voir comment les interférences agissent, et en considérant ’amplitude du signal unitaire et

constante, on génére le diagramme de rayonnement de 'antenne fixe (normalisé par 1/M):

1 M
D) = — 3 eilm=37)a¢0)

Le diagramme de rayonnement est représenté figure 5.6 en bleu, avec une antenne composée
de 10 éléments, espacés d’une distance d = % Ainsi, le lobe principal du radar pointe dans la
direction perpendiculaire & I’axe de I'antenne. On souhaite définir un traitement afin d’orienter

le faisceau selon une direction souhaitée.

Un bruit blanc complexe circulaire gaussien s’ajoute sur chacun des signaux des éléments,
et en définissant le vecteur des bruits n(t) = [ny(t),...,na (t)]7, le signal bruité (vecteur des

signaux) en réception s’écrit

sin(t) = s(t) + n(?)

Pour filtrer la direction 8 d’intérét, le but est de maximiser le rapport signal sur bruit et de

minimiser la puissance du bruit en sortie dans cette direction. Pour ce faire la solution optimale
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/

signal s(t)

signaux
su®)  déphasés
+ny(t)  bruités

remise en phase

et sommation

Sout,6 (t)

Figure 5.4: Beamforming pour la direction 6

du beamforming est de remettre en phase les signaux recus a chaque élément d’antenne selon la
direction que I’on souhaite filtrer et les sommer (de fagon cohérente car en phase). Cela revient

a donc a appliquer

w(9)H

Sout,0 (t) = Wsin (t)

avec (-) le conjugué transposé (opérateur hermitien). Le conjugué transposé du vecteur direc-
tion, w (#), permet donc de remettre en phase les signaux et de les sommer. Le dénominateur
w(0)Hw(f) = M (en utilisant 1’équation (5.13)) permet de normaliser. Chaque élément du
vecteur direction & un module unitaire, mais il est possible de les pondérer pour modifier le
diagramme de rayonnement, comme par exemple en appliquant un fenétrage de Hamming. La
pondération de chaque terme permet de controler ’amplitude des lobes secondaires et la largeur
du lobe principal, tandis que les phases controlent la direction du lobe principal (centré en 6) et
les nuls (les directions dans lesquelles le signal s’annule). Le beamforming peut étre vu comme

un filtre adapté spatial, sur les angles d’arrivée.

Beamforming et balayage

La cible est située & 6, (voir figure 5.5). Le signal réfléchi sur la cible contribue donc au signal
lorsque le faisceau est filtré dans sa direction, mais aussi lorsqu’elle intervient dans les lobes
secondaires sur d’autres directions. Le vecteur des signaux regus aux éléments de ’antenne et

bruité s’écrit donc

Sr,in (t) = W(90>87‘(t) + Il(t)
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Le radar va balayer les différentes directions & observer. Dans le cas d’un radar & balayage
mécanique, l’antenne réseau permet d’orienter le faisceau dans une direction et filtre également
en réception dans cette direction. Ainsi toutes les directions angulaires seront couvertes succes-
sivement. Dans le cas de I’antenne réseau & commande de phase, en réception, si le beamforming
est analogique, alors une seule direction peut étre filtrée a la fois. Si le beamforming est digital,
il est possible de le réaliser pour plusieurs directions en méme temps. Dans ce dernier cas,
plusieurs angles sont filtrés, les bruits sur chaque angle sont cependant corrélés. Généralement
en radar, en émission 1’énergie est concentrée dans une direction (beamforming en émission), et
donc en réception il est préférable de ne filtrer que dans cette direction [LC02]. La figure 5.5
illustre donc les différentes directions filtrées. La sortie du beamforming aprés filtrage selon
donne

cible
signaux
s1(8) déphasés
+ny(8) bruités
[ | |
’ wh(6,) F‘{ wh(6,) }-- wh(6y,) remise en phase
| l et sommation
Sout,8; (t) sout,Sk(t) SOut,GNe (t)

Figure 5.5: Beamforming selon plusieurs directions (simultanément ou successivement)

ST,out,G(t) = MWH(G)Sr,in(t)
= %WH(Q)W(QO) sr(t) + %WH(H)n(t) (5.14)
—_— N———

D(6,60) ng(t)

Ainsi au signal regu s,(t) est appliqué un diagramme définit par

D(0,6y) = 1 sin (M5! (sin(6) — sin(0))

M sin (ZZ(sin(p) — sin(6))

Le diagramme |D(0,6p)| est représenté figure 5.6. Lorsque 6, = 0, on retrouve le di-
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o= O
=17

1D(B.8)|

Figure 5.6: Diagrammes de rayonnement [D(6,6y)|, M = 10, d = 3.

agramme de rayonnement fixe de 'antenne. Le bruit reste gaussien complexe, et est noté

ng(t) = 57w (0)n(t). L’équation (5.14) du signal en sortie de beamforming s’écrit donc

Sr.out,0(t) = D(6,00)s,(t) +ng(t)

Concrétement, ’étape du beamforming intervient avant le filtrage adapté, mais le traitement
en distance et le traitement angulaire étant découplés, ils affectent indépendamment 1'un de

Iautre le signal recu.

5.3 Calcul de vraisemblance

Afin d’évaluer 'adéquation entre les connaissances de ’état du systéme, c’est-a-dire ce qui
est estimé, et les observations réellement faites, la fonction de vraisemblance p(z|x) doit étre
définie. Elle définit la probabilité que la mesure réelle soit effectivement observée compte
tenu de l'estimation de I’état des cibles. Comme vu précédemment, c’est une composante des
équations de filtrage. Cependant la vraisemblance n’est pas directement accessible, puisque
la relation entre les observations et 1’état des cibles dépend également des paramétres du
coefficient complexe: I’amplitude a et la phase ¢, inconnus et aléatoires. A un instant donné et
pour une cible donnée, la valeur de ces paramétres inconnus est la méme dans toutes les cellules
de résolution de l'image radar, contrairement a la fonction d’ambiguité qui elle varie en chaque
pixel. C’est en cela que consiste le principe de cohérence spatiale. Un usage judicieux de cette
puissante caractéristique permet ainsi de conserver de 'information. Les termes d’amplitude
d’une cible et phase d’une cible seront utilisées pour parler de ’amplitude et de la phase du

coefficient complexe du signal renvoyé par la cible de maniére plus succincte.
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5.3.1 Rappel du modéle d’observation

L’image radar s’exprime selon les états des cibles, leurs amplitudes et leur phases, formant ainsi

la fonction d’observation, de la maniére suivante:

N
z = Zajew" flzj)+n (5.15)
j=1
avec
e 2 € CNe I'image complexe radar (NN, le nombre de cellules)
e a; € R I'amplitude de la cible j

@; €[0,2m) la phase de la cible j

e f(-) € RN Ila fonction d’équipement radar

oz, €X le vecteur d’état de la cible j (X l’espace d’état)

e ncChNe le bruit blanc additif gaussien complexe circulaire symétrique.

Le bruit n a une moyenne nulle et une matrice de covariance 3, € RVe*Ne_ Le bruit a une
distribution gaussienne complexe circulaire symétrique se notant alors CA/(0, %,,).

On note

N
p=p(,a,0) =Y a;e’ f(z;) (5.16)
j=1
et ’équation d’observation (5.15) s’écrit

z=p+n (5.17)

5.3.2 Modéles des paramétres phase et amplitude
Phase ¢

La phase varie au cours du temps. De plus il n’y a pas de cohérence dynamique, ou de facon
équivalente temporelle, pour la phase du signal recu de la cible. Aucune information ne peut
étre récupérée d’un traitement temporel de cette variable. Pour une cible donnée et & chaque

instant, la phase est distribuée uniformément sur lintervalle [0, 27).

@ ~U([0,2m))

La phase générée par la cible j est notée ¢;.
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Amplitude a

Définition générale En pratique, 'amplitude du signal retour peut ne pas étre constante,
et changer dans le temps, selon l'orientation de la cible, ou en raison de facteurs externes, liés
4 Uenvironnement par exemple. L’étude de I’amplitude dépend du modéle considéré pour son
comportement. Ces modéles sont connus sous le nom de modéles de Swerling. Dans le cas du
modéle de fluctuation Swerling 0 de I’amplitude, cette derniére est considérée comme constante
dans le temps. Dans le cas des modéles de fluctuation Swerling 1, 2, 3 ou 4 de I"amplitude,
cette derniére n’est pas constante. De plus il n’y a pas de cohérence dynamique, ou de
facon équivalente temporelle, de 'amplitude de la cible. Ce qui est cohérent temporellement,
c’est la moyenne de cette amplitude. Cette moyenne est considérée comme une constante,
et aidera donc & la définition de la densité de probabilité selon laquelle I’amplitude est distribuée.

Les modeéles de fluctuation de Swerling [Swe60, Sko62] définissent initialement le comporte-
ment de la surface équivalente radar (SER) de la cible, notée o, qui est caractéristique d’une
cible et intervient dans I’équation radar et donc dans la forme du signal retour observé en
provenance de la cible. Le fluctuation de cette SER est soit considérée comme constante, soit

fluctuante suivant le modéle générique suivant

p(O’):mO— € Cav 0'20

avec m € {1,2}, I'(:) la fonction gamma, E [0] = 0,, la moyenne, et Var(o) = %Zv la variance.
On peut noter que pour m = 1 et m = 2 on a I'(m) = 1. La moyenne ne dépend pas de m,
tandis que la variance est inversement proportionnelle & m; lorsque m augmente, la fluctuation
diminue?. Cette distribution correspond & une distribution du khi-deux avec 2 degrés de
liberté (m = 1) ou 4 degrés de liberté (m = 2), mise a 1’échelle?. On remarque que la variable
22 suit une loi gamma I'(m, 1) c’est-a-dire que la variable 27* suit une loi du khi-deux a
2m degrés de liberté. En fait, 'amplitude du signal se comporte comme la racine carrée de la
surface équivalent radar, & un facteur multiplicatif prés. Les modéles de Swerling définissent
donc la densité de probabilité de I’amplitude au carré, a partir de laquelle la distribution de

I’amplitude peut alors étre déduite.

L’amplitude générée par la cible j est notée a;, et le parametre de sa distribution corre-

spondante v, .

2lorsque m est infini, il n’y a plus de fluctuation, c’est le cas constant.

3mise & P’échelle signifie que si x ~ py(z) alors y = Cx ~ %pz(%), avec C un coefficient multiplicatif. Par

exemple ici c’est © = %,m—” ~ pz(x) avec pz(-) la densité classique du khi-deux dont on connait I’expression

explicite. Bt donc on a o = Cz ~ Lps(Z) avec C' = Zar.



5.3. CALCUL DE VRAISEMBLANCE 117

Modéles de Swerling (pour Pamplitude)

Swerling 0 L’amplitude a de chaque cible est supposée constante et égale & I'inconnue ~,.

La densité de probabilité correspondante est alors

p(a) =d(a—"a) (5.18)

ou 4(-) est la fonction delta de Dirac. De cette maniére, Pamplitude perd son caractére
aléatoire. L’amplitude est simplement le paramétre statique inconnu a estimer, égal a 7,. Sa

valeur estimée est ainsi directement incluse dans les équations.

Fluctuation inter-balayage ou inter-impulsion Les modéles de Swerling définissent la
forme de la densité de probabilité a partir de laquelle 'amplitude est extraite, mais aussi
la rapidité de la fluctuation de ’amplitude. Concernant cette derniére caractéristique, deux
maniéres sont considérées pour la fluctuation de ’amplitude: inter-balayage ou inter-impulsion.
Cela ne concerne pas le modéle de Swerling 0 puisque la valeur est constante, comme expliqué

ci-avant, et donc ne fluctue pas.

Un balayage est une période (de rotation) du radar, c’est-a-dire le temps durant lequel il
couvre tout son champ de vision, illuminant & un moment la cible lorsque le faisceau passe
sur celle-ci. Une impulsion est une émission courte du radar qui est réfléchie par la cible. Les
impulsions sont émises a intervalles définis lors du balayage. Le temps d’illumination est le
temps durant lequel la cible est illuminée par le faisceau du radar. Durant ce temps, plusieurs

impulsions radar atteignent le cible et sont réfléchies par celle-ci.

D’aprés ces considérations et définitions sur les différents temps, deux comportements pour
le paramétre d’amplitude sont observés. Si lors d’un balayage, ou plus précisément pendant le
temps d’illumination, ’amplitude reste inchangée pour tous les signaux échos des impulsions
envoyées durant ce temps, il s’agit d’une fluctuation inter-balayage. Cependant la valeur de
I’amplitude change d’un balayage & un autre. C’est une variation dite lente. Au contraire,
si Pamplitude prend une valeur différente pour chaque signal écho d’une impulsion, il s’agit
d’une fluctuation inter-impulsion, qui varie rapidement. Ce peut étre le cas dans dans des

environnements complexes et agités par exemple.

En résumé
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balayage (1 tour)

o temps d’illumination
de la cible

1 impulsion

H temps de répétition

d’impulsion

Figure 5.7: Définition des temps radar

e inter-balayage : I’amplitude est constante durant un méme balayage, mais varie indépen-

damment d’un balayage a 'autre.

e inter-impulsion : 'amplitude varie indépendamment d’une impulsion & une autre, donc

varie durant un méme balayage.

Swerling 1 ou 2 Les deux modéles Swerling 1 et 2 définissent le comportement de "amplitude
avec la méme densité de probabilité. La différence réside dans la rapidité de fluctuation de
I’amplitude. Le modéle de Swerling 1 est inter-balayage, tandis que le modéle Swerling 2 est

inter-impulsion.
L’amplitude au carré suit une distribution du khi-deux a deux degrés de liberté (mise &

Péchelle), ou de maniére équivalente une distribution exponentielle paramétrée par sa moyenne

notée v,. C’est-a-dire que la variable Y = a? a pour densité

avec
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E[Y] =1

A partir de ce constat, ’amplitude suit une distribution du khi avec deux degrés de liberté
(mise a ’échelle), ou de maniére équivalente une distribution de Rayleigh. En effet, la variable

a a pour densité

2 2
pla) = 2apy(a®) = 2 exp (—) (5.19)
et ainsi
E [ = Y
2

Ces modéles sont caractéristiques d’une cible présentant des réflecteurs, ou des zones de
réflexion, répartis sur une surface et & peu prés de taille égale. Le cas Swerling 1 est une bonne

approximation pour les objets en aviation.

Swerling 3 ou 4 Les deux modéles Swerling 3 et 4 définissent le comportement de ’amplitude
avec la méme densité de probabilité. La différence réside dans la rapidité de fluctuation de
Pamplitude. Le modéle de Swerling 3 est inter-balayage, tandis que le modéle Swerling 4 est

inter-impulsion.

L’amplitude au carré suit une distribution du khi-deux a quatre degrés de liberté (mise a

I’échelle), paramétrée par sa moyenne 7,. C’est-a-dire que la variable Y = a? a pour densité

avec

E[Y] =1

A partir de ce constat, 'amplitude suit une distribution du khi avec quatre degrés de liberté

(mise a l’échelle). En effet, la variable a a pour densité

8a’ 2a?
p(a) = 2apy (a®) = ? exp <7> (5.20)

et ainsi ;
E [a] = 7VaT
Ces modéles sont caractéristiques d’une cible composée d’une large surface de réflexion

prépondérante sur plusieurs autres plus petites surfaces.
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Densité de Fluctuation
probabilité | inter-balayage | inter-impulsion
éq. (5.19) Swerling 1 Swerling 2
éq. (5.20) Swerling 3 Swerling 4

Table 5.1: Récapitulatif des modeles de Swerling

Les modeéles de Swerling sont résumés dans la table 5.1, et illustrés sur la figure 5.8
représentant I’amplitude d’une cible sur trois balayages complet et le début d’un quatriéme, les
zones "pleines" (ou grises) étant le moment d’illumination de la cible, donc les amplitudes du
signal écho qui sera enregistré a ce moment. Pour les modéeles de Swerling 1 et 3, la fluctuation
est donc plus lente, et lors d’un temps d’illumination ’amplitude sera donc considérée comme
constante. Tandis que pour les modéles de Swerling 2 et 4, la fluctuation est rapide et

indépendante d’impulsion en impulsion.

Swerling 1 Swerling 2

amplitude
amplitude

temps temps

Swerling 3 Swerling 4

amplitude
amplitude

temps temps

Figure 5.8: Illustration des modéles de Swerling. L’amplitude varie selon le temps, les batons
noirs représentent les amplitudes pendant la période d’illumination de la cible par le radar.
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Remarque sur le paramétre -,

Le parametre v,,, permettant de décrire la distribution de I'amplitude de la cible j, est
considéré comme inconnu et est & estimer. L’espace d’état peut étre augmenté afin d’inclure
le parametre dans chacun des états des cibles, ainsi 1’état z; initiale de la cible j peut
étre augmenté: [r;j,7,,]. On continuera cependant dans la suite & noter cet état augmenté

simplement x;.

Bien que constants dans le temps, ces paramétres seront munis d’une légére dynamique arti-
ficielle, afin de permettre, & partir des valeurs d’initialisation qu’on leur donnera respectivement,

que les valeurs estimées converges vers leurs valeurs réelles respectives.

5.3.3 Définition et expressions des vraisemblances
Notations

Les notations présentées ici sont adoptées dans la suite afin d’écrire des expressions de facon

compacte et ainsi faciliter la lecture.

Dans le cas multicible, on notera x, a et ¢ les variables regroupant respectivement tous
les états, les amplitudes et les phases des N cibles présentes, et individuellement z;, a; et ¢;
ceux de la cible j. Une intégrale sur la variable a ou sur la variable ¢ correspond donc a une
intégrale multiple sur tous les éléments a; et ¢;. Pour marginaliser, on intégre ces variables
sur leurs domaines de définition, c’est-a-dire entre 0 et +o0o pour les amplitudes et entre 0 et
27 pour les phases, et on omettra d’écrire ces bornes sur les intégrales pour rester concis. On

pourra donc trouver les écritures compactes suivantes, pour f et g deux fonctions intégrables:

/f(a)da:// f(al,...,aN)dal,...,daN
[0,400)N
0,2m)N

et le méme principe d’écriture est appliqué lorsque ’on intégre sur a et ¢ simultanément.

Dans le cas monocible, cas particulier du cas multicible, une seule cible est présente,
donc z, a et ¢ ne sont composés que d’un seul élément, on s’affranchit donc de ’indice j non

nécessaire.
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Définitions et expressions générales

11 est désormais envisageable de définir la vraisemblance. A partir du modéle d’observation, il
est possible de déterminer la probabilité d’obtenir une mesure connaissant I’état de la ou des

cibles, leurs amplitudes et leurs phases.
e C’est ce que 'on connait, et est noté p(z|z,a, ) (développé au paragraphe 5.3.3)

Ici z représente 'image radar sur toutes les cellules. Les variables x, a et ¢ peuvent étre
multi-cibles. Une observation image z est composée d’observations z¢ dans chaque cellule de
résolution c. Souvent, les observations de chaque cellule, conditionnées par ’état des cibles, leurs
amplitudes et leurs phases, sont considérées comme indépendantes (grace & un échantillonnage

judicieux du signal), ce qui permet d’écrire

p(z|x,a,<p) = Hp(zc|z,a,<p) (5'21)

Il est nécessaire enfin de marginaliser la densité p(z|x,a, ) sur 'amplitude et la phase,
afin de déterminer la vraisemblance d’une observation, conditionnellement au vecteur d’état

seulement.
e C’est ce que 'on cherche, et est noté p(z|z) (developpé au paragraphe 5.3.3)

Cette marginalisation s’écrit

pe]z) = / p(z, 0, plz)dadyp

= /p(ZIJJ,a,sO)p(a,wlw)dad@

or a, ¢ et x sont indépendants, donc p(a,p|z) = p(a)p(¢). Dans le cas multi-cibles, les am-
plitudes et phases des cibles sont indépendantes, on a donc également p(a) = va:1 p(a;) et
p(p) = vazl p(p;) avec N le nombres de cibles, a; et ¢; respectivement ’amplitude et la phase
de la cible j. Donc

plele) = / Pz, 0, )p(a)p(e)dady (5.22)

De nombreux travaux [BDV 103, DRC12, MB08b, KBB16| concernant la vraisemblance ont
été réalisés, et largement étendus dans [LRL13, LRL16]. Ils regroupent des stratégies différentes.

Observation complexe Afin de ne pas perdre Iinformation apportée par la phase et
au contraire l'exploiter, on peut considérer directement le signal complexe. Dans ce cas c’est
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Pexpression générale (5.22) qui est utilisée. Dans les travaux initiateurs [DRC12], seule la
phase est complétement exploitée, suggérant ensuite seulement de réaliser ’intégration pour
marginaliser sur 'amplitude. Les travaux [LRL16| s’attélent donc & cette tache, dans le cas
monocible et le cas multicible afin de fournir des expressions explicites si possible, ou sinon des

expressions alternatives, par exemple des expressions approchées.

Observation du module ou du module au carré

Etant donné un signal complexe z, on peut considérer le module |z| de ce signal, ou le module
|2|? mis au carré. Les raisonnements ci-aprés sont donnés pour |z|? mais sont également valables
pour |z|, seules les expressions explicites différent bien stir. Exploiter le module permet donc
de s’affranchir de la phase dans le cas monocible; le module ne dépend plus que de I’amplitude.
Dans le cas multicible, cela permet de s’affranchir d’une seule phase, appelée phase de référence;
le module dépend alors des amplitudes et des phases restantes, notées ¢_. Dans ce cas, sur le

modeéle de (5.22), la variable Y = |2?%| a pour vraisemblance

p(ylz) = / p(ylz, a, o )p(a)p(p-)dadp— multicible (5.23)

p(ylz) = / p(ylz, a)p(a)da monocible (5.24)

En fait I’expression multi-cible contient le cas monocible en définissant dans le cas monocible
p_ =0, c’est-a-dire ’ensemble des phases restantes est vide. En effet dans le cas monocible il
n’y qu’une phase, celle de I'unique cible, et donc aucune autre phase restante. Cette remarque

est valable pour les équations suivantes exprimées dans les deux cas, monocible et multicible.

Indépendance cellule a cellule de z|z Sous ’hypothése que les observations, condition-
nées par ’état de la ou des cibles x, sont indépendantes de cellule en cellule, la loi jointe des
observations, qui est la loi de I'observation image, peut s’écrire comme le produit des lois des
observations de chacune des cellules [MBO8b]. C’est-a-dire que la variable Y = |z|? a pour

densité

plylz) = [ [ p(y°l2) (5.25)
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avec la variable Y¢ = |2¢|2 et z¢ I'observation dans la cellule ¢, et

p(y‘lw) = / p(y°|z, a, o-)p(a)p(p-)dadp— multicible (5.26)
p(y°lz) = /p(yc|w7a)p(a)da monocible (5.27)

Cette hypothése différe de ’hypothése (5.21), car dans ’hypothése (5.21) les observations
sont bien considérées comme indépendante de cellule en cellule, mais conditionnées par I’état
des cibles, leurs amplitudes et leurs phases. Dans la nouvelle hypothése (5.25), les observations
sont liées, puisque les amplitudes et les phases des cibles leur sont communes. C’est donc
une hypothése lourde de conséquences. L’intégrale (5.26) est calculée pour chaque cellule, sur
laquelle on intégre sur 'amplitude, et les phases restantes, de fagon indépendante. La phase de
référence étant de fait écartée, on en perd toute 'information. Ainsi la cohérence spatiale de

ces variables n’est pas exploitée dans cette stratégie.

Cohérence avec ’amplitude L’hypothése (5.25) est écartée, ce sont donc les équations
(5.23) et (5.24) qui sont directement appliquées.

Alternative a la marginalisation par intégration brute

La marginalisation sur les phases et les amplitudes, définie par ’expression (5.22), fait appel a
la vraisemblance conditionnée par les phases et les amplitudes p(z|z, a, ¢). Cette vraisemblance
conditionnée est dérivée a partir du modéle d’observation, grace aux propriétés statistiques du
bruit additif n. Cependant, le bruit n’est pas la seule variable aléatoire intervenant dans le
modéle d’observation: les amplitudes et les phases ont également des propriétés statistiques.
Dans certains cas précis il sera donc possible d’utiliser ces propriétés pour reconnaitre des
distributions associées et donc en déduire directement la distribution p(z|z) sans avoir a résoudre
Iintégrale multiple de marginalisation. Par exemple, si la variable X suit une loi de Rayleigh
de paramétre o et si la variable @ suit une loi uniforme sur [0, 27), alors la variable Y = Xe*

suit une loi complexe gaussienne de moyenne nulle et de variance 202.

Vraisemblances conditionnées par z, a et ¢
Déja, il est possible de donner une forme explicite & ce que 'on connait grace a ’équation

d’observation (5.15) et aux propriétés statistiques du bruit additif n.

Le bruit a pour moyenne 0 et pour matrice de covariance ¥,,, donc la variable d’observation

z conditionnée par les états des cibles x, leurs amplitudes a et leurs phases ¢, est également
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une variable gaussienne complexe, de méme covariance, mais de moyenne p comme définie par
(5.16), et donc on peut écrire

p(zlz,a,¢) = exp(—(z — )5, (2 — ) (5.28)

mNe Sy
oil |-| dénote le déterminant d’une matrice et ()7 le conjugé hermitien (c’est-a-dire le conjugué
transposé). A noter cependant que si |- | est appliqué ailleurs dans le document & un nombre
il s’agit du module de ce nombre, et si appliqué a un vecteur il s’agit du vecteur des modules

des éléments.

Il est intéressant aussi de définir la densité de probabilité de 1’observation dans le cas ou
aucune cible n’est présente; seul le bruit est observé et z = n. On appelle ce cas I’hypothése

nulle @. )
pe(z) = AT exp(—21%12) (5.29)

Dans le cas ot la covariance du bruit est diagonale, et s’écrit ¥, = 02 x Iy, Phypothése
d’indépendance des observations entre chaque cellule, donnée par 'expression (5.21) est bien
vérifiée, et le conditionnement est codé par I'expression de la moyenne p en fonction de (z, a, ).

On peut tout & fait réécrire alors les expressions ci-dessus pour chaque cellule:

(5.17) = 2¢=p+n° (5.30)
N .
(5.16) = ué = Zaje’“’j fe(x;) (5.31)
j=1
c 1 1 c c|2
(53.3) = p(efl,a,9) = —5 exp(——5 | = u°[)

n n

; o1 1,
(5.29) = pe(2°) = ﬁexp(fg—ﬂz \2)

n n

Lorsque 'on prend le module au carré de ’observation (complexe), I’équation d’observation
(5.30) donne alors

|2¢)? = Re(29)? + Im(z°)?
— (Re(u?) + Re(n) 2 + ( Tm(u?) + Tm(nc) )2
—_————

N(Re(ue), 24t) N(@m(pe), %)

Or Re(n®) et Zm(n®) sont toutes les deux des variables réelles suivant une loi gaussienne de

moyenne nulle et de méme variance o2 /2. Donc chacun des termes (sans le carré) suit une loi
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gaussienne de moyenne respectivement Re(uc) et Zm(uc), et de méme variance o2/2. Pour
reconnaitre une variable du khi-deux non centrée avec deux degrés de liberté (car somme de

deux termes gaussiens), il faut réduire (diviser par I’écart type) les variables gaussiennes. Alors

(Re(uc) + Re(nc)>2 N (Im(uc) +Im(nc)>2 2

- - — 72|ZC‘2
On/z On/2 n

suit une loi du khi-deux non centrée avec deux degrés de liberté, et de paramétre de décentral-

2 2
e [ Re(ue) Zm(u°)
A= ag/2> +< ag/2>

=P (5.32)

isation A\¢ définit par

o)

On note alors )
S 3 O)

n

Et donc, la variable Y¢ = |2¢|? a pour densité

c 2 2 c

avec pyz( » () la densité du khi-deux non centrée a deux degrés de liberté. Le conditionnement
selon les états des cibles x, leurs amplitudes a et leurs phases ¢ est contenu dans l’expression
de u© et donc de \°. En explicitant un peu plus le paramétre de décentralisation A° selon le cas

monocible ou multicible on obtient:

e )\° pour le cas monocible: il n’y a qu’une seule cible dont I’amplitude est a et la phase ¢.
Donc & partir de (5.32)

2
)‘Icnono = 0_72|:U’c|2
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Donc le conditionnement par la phase ¢ disparait puisqu’elle n’apparait plus dans

I’expression de la densité de probabilité.

e )¢ pour le cas multicible: il y a plusieurs cibles dont les amplitudes et les phases sont les

composantes du vecteur a et du vecteur ¢ respectivement. Donc & partir de (5.32)

2
c _ “,,c2
multi 0_% |/‘L |
2
N
= 7 [ 2 e’ ()
n j:1
2
9 . N _
_ 072 e P alfc(xl) + Z ajel(%i—%’l)fc(xj)
n j=2
N 2
2 )
= —5 |af (@) + > ae' fo(x;)
= \(z,a,0-)
avec np; = @; — 1 pour j = 2,..., N, la phase relative, dont les propriétés statistiques,

c’est-a-dire uniforme sur [0, 27), restent inchangées. Ainsi on s’affranchit de la dépendance
d’une des phases, mais pas de celles des phases restantes notées ¢_. Le cas monocible est

simplement un cas particulier du cas multicible dans lequel ¢_ = 0

Finalement, aprés ces considérations de conditionnement on peut donc écrire, en remplacant

Py2(xe)(+) par sa valeur dans (5.33), la variable Y = |2¢|2 a pour densité

2 o

1 ¢ A(x,a,p_ 2 ..
Pyl 0, ) = g exp (— (g + (2“’))) I <\/ Zver(ea, @—)) multicitiss)

n

. 1 y©  A(z,a) 2 . .
p(y°lx,a) = = exp ( (a% +— 1)1 — YA (z, a) monocifile4)

avec Iy la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce.

De la méme maniére que pour le cas complexe avec I’équation (5.29), on peut définir la
densité de probabilité de Y¢ = |2¢|? dans le cas ou aucune cible n’est présente (hypothése
nulle). 1l s’agit d’une densité du khi-deux & deux degrés de liberté (mise & I’échelle), ou de
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maniére équivalente une distribution exponentielle de parameétre o2, qui s’écrit alors

(6]

pa(y) = — exp(~ ) (5.30)

n

Remarque pour le cas Swerling 0 Dans le cas ou les amplitudes des cibles suivent
un modéle de fluctuation de Swerling 0, les amplitudes sont constantes et égales aux paramétres
Yo = {%j };Vzl, et chaque amplitude a une distribution définie par (5.18). La marginalisation
selon les amplitudes consiste donc & remplacer les amplitudes dans l’expression que 1’on intégre
par leurs valeurs constantes. Cette remarque peut s’appliquer indifféremment avant ou aprés la
marginalisation sur la ou les phases par exemple, et aussi bien sur 'observation complexe que
sur l'observation du module au carré, sur 'image d’observation entiére ou ’observation d’une

cellule.

p(zlz, ) = p(zlz,a =74, ¢)
p(zlz) = p(zlr,a = 7a)

Vraisemblances conditionnées par z, marginalisées selon a et ¢

Désormais toutes les expressions qu’il est possible de déduire grace aux proriétés statistiques
du bruit sont déterminées. Les expressions non conditionnées par les paramétres inconnus que
sont les amplitudes et les phases (ou phases restantes) sont donc & déterminer en marginalisant
sur ces paramétres. Pour cela, on reprend les différentes stratégies énoncées aux paragraphes
5.3.3 et 5.3.3: observation du module au carré (indépendance cellule & cellule non conditionnée
par a et ¢ ou cohérence avec Iamplitude) ou observation complexe. Ces stratégies sont

combinées aux différents modéles de Swerling.

Le paramétre d’amplitude v, est & présent un paramétre & part entiére du systéme. Il peut
s’agir d’un scalaire dans le cas monocible, ou d’un vecteur dans le cas multicible. Dans le cas
d’un modéle de Swerling 0 pour la fluctuation d’amplitude, ~, donne la valeur constante de
chacune des amplitudes, qui ne sont plus des variables aléatoires. Les valeurs des amplitudes
peuvent, donc directement étre utilisées dans les équations définie ci-avant. Dans les autres cas
des modéles de Swerling, 7, donne le paramétre de la distribution de chacune des amplitudes, et
intervient dans ’expression finale de la vraisemblance. Le parameétre peut étre considéré comme
connu. Sinon il peut étre ajouté a ’état de chacune des cibles, c’est-a-dire étre contenu dans .
Quand & la loi uniforme sur les phases, elle ne fait pas intervenir de paramétre supplémentaire.
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Observation complexe

Swerling 0 Les cas monocible et multicible sont distingués, une expression explicite pouvant
étre dérivée pour le cas monocible, une approximation étant nécessaire pour le cas multicible.
Pour rappel, avec le modéle de Swerling 0 les amplitudes des cibles sont constantes, égales
aux parameétres ,,. L’expression (5.16) devient alors u = Zjvzl Ya,€"% f(x;). Seule reste la
marginalisation selon les phases des cibles pour obtenir la vraisemblance d’intérét. A partir de
(5.3.3) on a

1
p(zlz, @) = TN |

SN exp(—(z — w5 (= — ) (5.37)

Pour le cas monocible, il est nécessaire de marginaliser sur une seule phase . Il s’agit
des résultats présentés dans larticle [DRC12]. Etant donné la présence d’une seule cible,
I'expression (5.16) se réduit & p = y,e? f(x). Alors 'expression (5.37) une fois développée
donne

p(zlz, ) = pa(z) exp (2Re (W71 2)) exp (—p 7S, p) (5.38)

Or
PSSt = yae W f(2) T8
— (fyaf(x)TEglz) e~
= Yalf(x)" S, 2]
en définissant
0 =arg (vaf(2)"5;,"2)

et (-)7 définit la transposée.

Donc finalement P'expression (5.39) devient
p(lz, ) = po(2) exp (27al f(2) X5 2] cos (0 — @) exp (=72 f ()75, f(2))

Finalement en marginalisant sur la variable de la phase ¢ selon sa distribution uniforme on
obtient [DRC12],

27

1
= — d
p(z|z) /O QWP(ZLTNP)W

= po(2) exp (=2 f ()" 27" f(2)) To(27al f(2) 251 2])
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Pour le cas multicible, il est nécessaire de marginaliser sur les phases de toutes les cibles
en présence, mais une expression explicite de cette intégrale n’est pas disponible. La solution
retenue est d’utiliser approximation de Laplace de cette intégrale comme décrit dans [LRL16].

La marginalisation s’écrit alors a partir (5.37):

pel) = [ plele o) s (5.39)
1 1

= NS @)Y /GXP(—(Z —w)"S (2 — p)de

En notant F = [y4, f(21),...,%an f(zn)] et U(p) = [, ..., ei“"N]T, on peut alors écrire

p=FY(p)

et définir

9(p) = —(z =)'z — )
= —(z— FU ()2, (z — FU(p))

et ainsi réécrire (5.39)

La méthode de Laplace donne alors I’approximation de l'intégrale suivante

[ erte1te  2m) ™ |- H(g) () explo() (5.40)

avec ¢ = argmax,, g() et H(g)(¢) la matrice hessienne de g évaluée en ¢. Afin de déterminer
¢, deux méthodes sont proposées. La premiére est la méthode de descente de gradient. La
seconde repose sur le fait de trouver V() qui maximise g(¢), en remarquant que g(¢) est une
forme quadratique en ¥(yp), et ainsi pour maximiser g(¢) (et donc minimiser —g(p)) il est
possible d’utiliser la méthode des moindres carrés généralisées, dont ’estimateur posséde alors

la forme explicite suivante

U(p) = (FTs P FP) Tyt (5.41)
et ensuite on définit ¢ = arg(¥(p)). Dans l’article [LRL16], les auteurs mettent en garde sur
le fait que le vecteur ¥ calculé par 'expression (5.41) n’est pas un vecteur de phase dont les
modules des éléments sont égaux & un, ce qui peut générer des erreurs.

Finalement, la vraisemblance (5.39) peut étre approchée en injectant I’approximation de
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Laplace (5.40) dans l’expression de la vraisemblance (5.39).

Swerling 1 et 2 Ici les cas monocible et multicible sont traités de la méme maniére, le cas

monocible étant un cas particulier du cas multicible.

Chaque amplitude suit une loi de Rayleigh, et chaque phase une loi uniforme sur [0, 27), donc
chaque variable a;je*?7 suit une loi gaussienne complexe circulaire symétrique de moyenne nulle
et de variance 7,,. Par transformation linéaire, chaque variable a;e’#7 f(x;) suit également une
loi gaussienne complexe circulaire symétrique de moyenne nulle et de variance v, f(x;) f (z;)T.
Ainsi, I'observation définie par I’équation (5.15) est également une variable gaussienne complexe

circulaire symétrique de moyenne nulle et de matrice de covariance

N
Q = Z’Yajf(xj)f(xj)T +3,
j=1

La distribution de I'observation complexe s’écrit alors

p(zlx) = W%@ exp(—21Q712) (5.42)

Calculer l'inverse et le déterminant de @@ peut demander une grande puissance de calcul. Il
est cependant possible d’utiliser les lemmes d’algébre linéaire concernant ’inversion de matrice

(identité de Woodbury) et le déterminant de matrice, en écrivant @) sous la forme suivante
Q=FDFT +3%,

avec F' = [f(z1),..., f(zn)] et D = Diag(va,,---,Vay)- On a alors

Ql=x;'-s'F (D' + FTy; ' F) T TS

M

QI = D™ + FTS.'F| x |D| x|,

d

Et on peut finalement réécrire (5.42)

Plele) = po(2) 5 exp(=" M)
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Swerling 3 et 4 Pour les modéles de Swerling 3 et 4, les cas monocible et multicible
sont distingués et traités séparément. En effet dans le cas monocible une expression explicite

peut étre dérivée, ce qui n’est pas le cas du multicible pour lequel une alternative sera envisagée.

Dans le cas monocible, le développement de ’expression avec u = ae’? f(x) donne

pzlz,a,¢) = pa(2) exp (2al f(2) TS, 2] cos (0 — @) exp (—a®f ()", f(2))

qui une fois marginalisée sur la seule phase donne
p(z|z,a) = pa(z) exp (—a® f(2) 7S, f(2)) Lo (2al f(2)TE " 2]) (5.43)

Il reste donc la marginalisation sur la seule amplitude selon le modéle de Swerling 3 et 4,
dont l'intégrale correspondante s’écrit alors

p(z|x) = /p(z|a:,a) p(a) da
———

(5.43)  (5.20)

:pg(z)%/cﬁ exp (— (fa + f(x)Tanf(x)> a2> Iy (2|f(2)"'S;, 2|a) da

a

et posséde une solution explicite déduite des tables d’intégrales [GROT7] (p. 709, section 6.643,

équation 2.). On obtient finalement

4 Yol f(2) "8 2[? N Yol f(2) "2 2[?
(2 +7af ()70 f(2))? <2+%f(:c)T2;1f(w) i 1) P (H%f(x)TE;lf(x))

p(z|z) = pa(2)

Pour le cas multicible, afin de déterminer la vraisemblance, la distribution du khi & quatre
de degrés de liberté (modéle de Swerling 3 et 4 défini au paragraphe 5.3.2) va étre approximée
par une distribution de Rice, pour le modéle de fluctuation de I'amplitude. Ainsi la densité

de probabilité de I’amplitude selon la distribution de Rice (0 = ,/ﬁ, V= a@) est

définie par ’expression suivante:

2(1 2 1 2 1 2
pla) = La)a exp (—a2 _1te a2> Iy <2a o a)

a Ya Ya

En choisissant o = /1 + v/2, les densités de Pamplitude au carré selon le modéle de Rice
défini ci-dessus ou le modéle de Swerling 3 et 4, ont méme moyenne et méme espérance. Chaque
variable a;e’#7 suit alors une une distribution gaussienne complexe CN (v;€',20%), condition-

née par ¢; variable uniforme sur [0,27). L’observation est alors la somme de variables gaussi-
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ennes complexes, conditionnées par les variables? 6, et est donc une gaussienne complexe de

moyenne /4 et matrice de covariance @,

N
p= vie f(z;)
j=1

N
Q="3n+) 207 f(a;) " (x)

j=1
avec
Vi =« e
! (1+a?)
o= [ Tai
! 2(1+a?)

Finalement, on obtient I’expression de la vraisemblance, conditionnée par les variables 6,

suivante )
p(z|z,0) = AT exp (—(z — Q™ (z - 1))

Il reste ensuite a intégrer numériquement sur les variables 6 uniformes sur [0, 27). Pour ce
faire, & la place d’une intégration de Monte Carlo, une stratégie déterministe d’intégration sur
grille fixe uniforme est adoptée, couvrant de facon plus systématique le domaine joint [0, 27)™
des variables 6. Cette stratégie permet d’utiliser moins de particules et ainsi limiter le coit de

calcul.

Module au carré: Indépendance cellule a cellule de z|z (non cohérent)

Dans ce cas les étapes sont les suivantes:
1. Calculer p(|z¢|%|z) avec (5.26) ou (5.27)

2. Realiser le produit sur les cellules (5.25)

L’étape 1 doit étre menée selon le modeéle de Swerling choisi. 1l s’agit donc de réaliser
Iintégration sur chacune des cellules. Ainsi on intégre les amplitudes et les phases indépen-
damment sur chaque cellule alors qu’il s’agit normalement d’une valeur partagée. C’est donc

ici une hypothése forte.

4on notera les variables {0, };VZI =0
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Swerling 0 Dans le cas monocible, il s’agit donc d’intégrer I’équation (5.34) sur "amplitude
dont la densité est (5.18).

p(|z°*|lz) = /p(lzcl2l$7 a)d(a —va)da = p(|2°*|z, 7a)
il suffit donc d’insérer dans l'expression (5.34) la valeur de 'amplitude.

Pour le cas multicible, le raisonnement pour ’amplitude est similaire, il reste cependant &
procéder a l'intégration sur les phases restantes ¢_. Cependant, il est plus judicieux d’utiliser
le cas avec la cohérence d’amplitude comme il sera développé ci-aprés.

Swerling 1 et 2 Icile cas monocible se déduit directement du cas multicible. On pourrait
appliquer 'intégration de (5.35) sur amplitude dont la densité est (5.19) et sur les phases
restantes. Cependant, on peut reprendre le raisonnement & partir des équations (5.30) et (5.31).
En effet ’amplitude de chaque cible j suit une distribution de Rayleigh de paramétre \/'yT/Z, et
la phase de chaque cible j suit une distribution uniforme sur [0, 27), donc chaque variable a;e’%s
est une variable gaussienne complexe circulaire symétrique de moyenne nulle et de variance
Ya;. Par transformation linéaire, chaque variable aje“"f f¢(z;) est une variable gaussienne
complexe circulaire symétrique de moyenne nulle et de variance 7, f¢(z;)?. L’observation
complexe 2 sur la cellule ¢ est donc, d’aprés (5.30) et (5.31), la somme de variables gaussiennes
complexes circulaires symétriques et du bruit lui-méme gaussien complexe circulaire symétrique.
L’observation complexe z¢ est donc une variable gaussienne complexe circulaire symétrique, de

moyenne nulle et de variance

N
ok =07+ Y Yo, f(x;)? (5.44)
=1
Cette distribution se note:

2¢ ~ CN(,02)

Finalement, la variable U%|zc|2 suit une loi du khi-deux, donc [2¢|? une loi du khi-deux
(mise & I’échelle) ou de fagon équivalente une loi exponentielle de paramétre d’espérance o2.

défini par (5.44) . Ainsi, en notant Y¢ = |2¢|?, on écrit
1 -2
‘l) = e 7
p(y°|r) o_zc

Et finalement la vraisemblance (non cohérente spatialement) jointe sur I'image observation
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est donné par le produit de 'expression (5.25).

Swerling 3 et 4 Pour les modéles de Swerling 3 et 4, les cas monocible et multicible
sont distingués et traités séparément. En effet dans le cas monocible une expression explicite
peut étre dérivée, ce qui n’est pas le cas du multicible pour lequel une alternative sera envisagée.

Dans le cas monocible, afin de définir la vraisemblance du module au carré de ’observation
sur une cellule |2¢|2, une expression explicite va pouvoir étre déduite de la marginalisation
donnée par ’expression (5.27) avec la vraisemblance conditionnée par I’amplitude donnée par
Pexpression (5.34) et la distribution de amplitude définie par (5.20). Donc on cherche a

déterminer, en notant la variable Y¢ = |2¢|2,

. 1 y© Az, a) 2 . 8a? 2a®
p(y°|x) :/O%GXP (— (02 t— Iy ?%y Ae(z,a) ’T%eXp o da
1 yc 8 3 fc(l,)Z 2 2 2 c)\c¢
= Eexp <—U%) ’72/& exp <— ( > + o a” ) Iy Ey Ae(x,a) | da
—_——

P (y°)
(5.36)

En utilisant le résultat suivant:

+oo Con? B 1 ﬂQ 52
/0 3¢ Iy(Bz)dx = Be) <2a + 1> exp (4@)

on obtient finalement,

Gyl e (203 WP @R\ lf @y
Pl = po ) o Py <”a,% (20%+va|fc(w)l2)) p(az (20%+%|f°‘(x)l2)>

Pour le cas multicible, afin de déterminer la vraisemblance, la méme approximation pour
la fluctuation de 'amplitude qu’a la p.132 est appliquée. C’est-a-dire que la distribution initiale
de Swerling 3 et 4 est approximée par une distribution de Rice. Dans cette section, les cellules
sont considérées comme indépendantes les unes des autres. Ce sont donc les expressions (5.30)
et (5.31) qui sont utilisées comme point de départ. L’observation complexe de chaque cellule

est donc une gaussienne complexe, conditionnées par les variables €, de moyenne u° et variance

C

q.
N

o= vie ;)
j=1
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N
¢“ =00+ 205(f(x)))
j=1

avec chaque variable 6; uniforme sur [0,27). Le module au carré de P'observation complexe

de chaque cellule aura donc une distribution du khi-deux non centrée & deux degrés de liberté
(mise & l’échelle). En effet, la variable %\z
deux degrés de liberté dont le paramétre de décentralisation est

¢|? suit une distribution du khi-deux décentrée a

2 2
)\C - | C‘
2

2 Y i’
= E vy f¢(x1) +ZVj610jfc(zj)

j=2

avec 0 = 6; — 0. Les variables 0 restantes sont notées 0 = {0; }jv:2 Finalement, l’expression

de la vraisemblance pour la variable Y¢ = |2¢|2, conditionnée par §_ s’écrit alors

1 x A¢ 2
p(yle,6-) = — exp (—C - > I (\/ Cyc)\c>
q q 2 q

Il reste & intégrer numériquement sur les variables 6_ afin d’obtenir la vraisemblance

d’intérét p(y©|x).
Module au carré: Cohérence avec ’amplitude Dans ce cas les étapes sont les
suivantes:

1. Reéaliser le produit sur les cellules (5.21)

2. Calculer p(|z|?|z) avec (5.23) ou (5.24)

Le produit sur les cellules de I’expression (5.35) (ou (5.34) dans le cas monocible) donne, en

notant les variables Y = |z|? et Y¢ = |2¢|?

N,
plz,a,0-) = [ p(l,a,0-)
c=1

oL (z,a,o_
Hpe(yc) exp (—W) Iy <\/J22y°‘)\°‘(a:,a, <p)> (5.45)

n

le cas monocible étant un cas particulier du cas multicible ou A°(x,a,p_) est remplacé
par \°(x,a). L’étape 2 est ensuite a réaliser selon le modéle de Swerling choisi, c’est-a-dire la
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marginalisation sur les variables a et ¢_. Dans le cas monocible, il n’y a aucune phase restante
sur laquelle marginaliser, et il y a une seule amplitude & marginaliser; pour cela, une intégration
numeérique (de Monte Carlo) est proposée. Pour le cas multicible avec plus d’une cible, il est
nécessaire de marginaliser sur plusieurs variables: les phases restantes (au moins une) et les
amplitudes (au moins deux); l'intégration numeérique n’est pas retenue car le coit de calcul
peut s’avérer élevé. La solution proposée par [LRL16] consiste & remplacer le paramétre de

décentralisation \°(x, a,¢_) par son espérance notée F.

N

E>\c = Z fc l‘j

donnant alors ’expression

E>\c 2 c
pylr) = sz exp( 5 )Io (UU%?J E>\c> (5.46)

Swerling 0 L’amplitude de chacune des cibles étant constante, aucune marginalisation n’est

nécessaire sur les variables amplitudes. On remplace donc les amplitudes par leurs valeurs
dans Pexpression donnée ci-dessus (5.45). Dans le cas monocible on obtient donc directement

I’expression suivante

(2, Ya 2
pylz) = Hp:a exp( (27))10< (ﬂyckc(ﬂma)>

n

Concernant le cas multicible, c’est 'expression (5.46) qui est utilisée, avec ici E [a?] = 73]_

dans I'expression de E, selon la définition du modéle de Swerling 0.

Swerling 1 et 2 / Swerling 3 et 4 Dans le cas monocible, il est nécessaire de marginaliser
sur une seule amplitude. Il est donc intéressant de réaliser une intégration de Monte Carlo,

selon le modéle de Swerling correspondant.

N
{ ()} " avee a; ~ Swerling

i=1

Nnyre Ne c (7)
1 A(x,ar”) 9 i
p(ylz) = Jexp | ———2= | Io | | Swerc(z,a)
2 o

i=1 c=1 n

Concernant le cas multicible, c’est 'expression (5.46) qui est utilisée, avec ici E [a?] = Ya,

dans l'expression de F)c, selon la définition des modéles de Swerling correspondants.
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Swerling 0 Swerling 1 Swerling 3
Complexe pleinement mono
cohérent
multi
Module non cohérent | mono
au carré (avec
(non Pamplitude)
cohérent
avec une
phase) multi
Marginalisation] Marginalisatio
de la phase de la phase
cohérent mono Intégration de | Intégration de
(avec MC sur MC sur
Pamplitude) P’amplitude I’amplitude
multi

Table 5.2: Calculs des vraisemblances. m Forme explicite = Approximation numérique = Approx-
imations probabiliste et numérique = Approximation heuristique B Approximation de Laplace.
Les expressions avec * ne sont pas utilisées en pratique car leur équivalent cohérent peut étre
aussi facilement calculé. Le terme marginalisation signifie que l'intégration directe a une ex-
pression.
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5.4 Gating (fenétrage)

Introduction

Le measurement gating, ou simplement gating, masquage ou fenétrage, est une stratégie
mise en place afin de réduire la dimension de 'observation et ainsi limiter le coiit de calcul,
en écartant les observations qui ne semblent pas contenir d’information sur les cibles pour
le probléme de pistage. En effet, en TBD, I'image radar est constituée de trés nombreuses
cellules et le traitement d’une telle image peut s’avérer lourd, notamment dans les calculs de
vraisemblances dans lesquels I'observation intervient. Cette stratégie apporte également une
meilleure stabilité numérique des calculs, la grande dimension de ’espace d’observation pouvant
donner de trés petites valeurs pour le calcul de vraisemblance.

La fenétre de validation, gate ou masque, est donc une sélection des observations. Ici il s’agit
d’une zone définie & I'intérieur de laquelle les observations sont conservées, celles en dehors étant
écartées pour le traitement du pistage. La fenétre se définit a partir de ’estimation de I’état du
systéme (que sont la ou les cibles), & partir de laquelle est déterminée une observation prédite,
ou bien méme une estimation de 'observation a priori si possible.

Le gating est a effectuer & chaque scan et pour chaque cible (ou piste) puisque que la fenétre

de validation peut dépendre de la précision avec laquelle I’état de la piste est connu [MMO04].

Gating individuel et gating global

Lorsqu’une seule cible peut possiblement exister, et que le filtre utilisé n’a qu’une seule
représentation (ou hypothése) pour cette cible (par exemple une seule gaussienne résumant
toute la connaissance statistique a propos de cette cible), alors le gating n’est établi qu’a partir
de cette hypothése. Lorsque plusieurs cibles sont susceptibles de coexister, ou bien qu’'une cible a
plusieurs représentations (mélange de gaussiennes, filtre particulaire), ou les deux cas réunis, les
fenétres peuvent étre définies individuellement sur chaque représentation, et la fenétre globale
est alors I'union des fenétres individuelles.

Plutot que de définir la fenétre sur chacune des représentations disponibles pour une cible,
une unique représentation de la cible peut étre définie (une approximation gaussienne par
exemple), sur laquelle est défini une unique fenétre. Si plusieurs cibles coexistent, a4 nouveau

la fenétre globale est 'union des fenétres de toutes les cibles.

Le gating dans le pistage sur données seuillées

Le gating est également appliqué pour du pistage de cibles sur des données ponctuelles (aussi
appelées données seuillées, points de détection, plots, ...). Dans ce cadre, les observations
peuvent provenir des cibles, mais également du bruit de ’équipement, du reflet de la mer, ou
d’autres objets. Ces observations non souhaitables forment le clutter. Le gating consiste a ne
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garder que les observations considérées comme proches, selon un critére défini, des observations
prédites pour les hypothéses des cibles. Les observations ainsi conservées servent au traitement
du pistage des cibles, les autres observations sont écartées. Le nombre d’observations étant
ainsi réduit, les affectations entre les observations et les pistes sont réduites et le cotit de calcul
également. Le gating permet donc d’éliminer une partie des observations de clutter et ainsi
d’en limiter les effets.

Typiquement la fenétre va étre définie comme une ellipsoide autour de I’observation prédite
de I’hypothése de la cible. L’ellipsoide est réduit & un intervalle en une dimension ou une
ellipse en deux dimensions. L’ellipsoide suppose une forme gaussienne de la distribution de
I’observation autour de ’observation prédite de 'hypothése de la cible. La taille de ’ellipsoide
correspond & une distance maximale (ou seuil) choisie & laquelle les observations doivent étre
de ’observation prédite (moyenne de la distribution gaussienne) pour étre conservées. La
distance d’un point & la distribution gaussienne est la distance de Mahalanobis. Si la distance
de Mahalanobis d’un point est inférieure au seuil choisi, le point est & I'intérieur de I’ellipsoide
et appartient & la fenétre. Inversement, si cette distance est supérieure au seuil, le point est
en dehors de lellipsoide, et le point n’appartient pas & le fenétre. Le seuil, donnant la taille
de Tellipsoide, dépend de la probabilité pg que 'observation issue de la cible appartienne &
Pellipsoide (et donc & la fenétre). Par construction, la distance de Mahalanobis suit une loi
du khi & deux degrés de liberté, permettant & partir de la probabilité pg désirée de trouver le

seuil définissant 1’ellipsoide de confiance.

Pour déterminer la fenétre, la densité de probabilité de 1’observation peut étre exprimée
comme suit [MMO04]:

P(zelz01) = / p(zele0)p(@e 201 )dz: (5.47)

Dans le cas d’un filtre particulaire, un ensemble de particules pondérées {w};fl,xifl}j\i”l
est disponible au temps précédent ¢t — 1. A partir de ces particules, il est souhaitable d’obtenir
rapidement une idée des nouvelles observations afin de déterminer le gating. Un choix rapide
peut étre de tirer des nouvelles particules selon la loi dynamique des cibles, c’est-a-dire z} ~

p(x¢|xi_y), et alors expression (5.47) devient

NP
p(zt]z04-1) & Y wi_yp(za}) (5.48)
i=1
Si précisément le modéle d’observation est de la forme

Zt = h(.’L‘t) + (&3
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avec h(-) la fonction d’observation et e; ~ N (0,R), alors la vraisemblance p(z:|z:) est
gaussienne (N (z¢; h(zy), R)), et Pexpression (5.48) est un mélange de gaussiennes. Une fenétre
peut alors étre définie selon lellipsoide précédemment introduite pour chaque élément i du
mélange. La fenétre globale sera alors 'union de chaque fenétre i. Une alternative proposée
dans [MMO04] consiste & prendre une approximation gaussienne de (5.48), et de n’avoir a
déterminer qu’une fenétre globale directement.

Le gating dans le pistage TBD

Réduire la dimension de I’observation en TBD, appliqué au radar, revient & ne garder que
les cellules informatives de l’observation, c’est-a-dire les cellules impactées par la présence
d’une ou plusieurs cibles. L’impact des cibles sur I'image radar dépend de I’état des cibles et

du modéle d’observation, et notamment de la fonction équipement du radar.

La stratégie de gating nécessite de définir
e une statistique sur I’état des cibles,
e une représentation des cibles dans I’espace d’observation,

e un critére ou une forme pour le masque afin de sélectionner les cellules de I’observation

impactées par les cibles.

Stratégies existantes de gating en TBD avec filtre de type particulaire

Les stratégies existantes de gating vues en TBD consistent

e soit & sélectionner un nombre défini et constant de cellules autour de I’état estimé des

cibles présentes [Lepl6],

e soit & utiliser un critére de distance de Mahalanobis entre le centre des cellules et le nuage

de particules représentant 1’état des cibles présentes [Boc13].

La premiére solution ne prend pas en compte la variance de ’approximation particulaire.
La deuxiéme solution revient & faire une approximation gaussienne du nuage de particules
dans laquelle les cibles sont indépendantes (pas de corrélation entre les cibles). La distance
de Mahalanobis permet d’évaluer la distance entre un point (ici le centre d’une cellule de
Pobservation) et une distribution dont on a établi la moyenne et la matrice de covariance
(issues de lapproximation gaussienne du nuage de particules). Si la distance est en dessous

d’un certain seuil, la cellule est sélectionnée pour le gating.

Probléme des stratégies existantes
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Les deux stratégies présentées ci-avant considérent cependant que la présence d’une cible
n’impacte que les cellules & proximité de la cible. Cela est vrai dans la mesure ou le capteur
radar et le traitement de son signal ont été établis afin d’obtenir une réponse maximum
pour I’état vrai de la cible. Cependant ces traitements forment autour de la cible un motif
étendu, représenté par la fonction d’équipement du capteur. Notamment la formations de
lobes secondaires pour le traitement angulaire peut étre prise en considération. Les cellules
contenant les lobes secondaires sont alors une source d’information dans une stratégie TBD,
alors qu’ils sont source de clutter et donc de fausses alarmes dans les stratégies par détection
et données ponctuelles. De plus, si le nuage de particules est moins étendu que le motif du

radar, alors I’observation risque d’étre trés réduite et 'information qu’elle contient avec.

Stratégie originale de gating: prise en compte de I’étalement de I’observation
L’idée développée ici s’appuie en partie sur la deuxiéme solution présentée ci-dessus, en
proposant une approximation gaussienne pour chacune des cibles, afin de prendre en compte la
variance de I’estimation. Plutét que de ne garder que les cellules dont le centre est & une distance
de Mahalanobis inférieure & un certain seuil formant une ellipsoide, une sélection différente

des cellules est proposée afin de prendre en compte 'impact des cibles sur I'image d’observation.

Application a I’image radar 2D

Le signal radar donnant une image en distance et en angle est étudié précédemment [réf de
la section].

En angle, un lobe principal et des lobes secondaires représentent 1’étalement de la cible. Le
lobe principal est d’intensité plus importante que les lobes secondaires, cependant ces derniers
sont, bien présents, et ce sur tout l'intervalle angulaire considéré. De plus selon la fréquence
angulaire & laquelle les observations sont prises, plus ou moins de cellules peuvent étre dans le
lobe principal: 1’étalement angulaire de la cible peut étre de plusieurs cellules. Le choix ici est
de garder tous les angles, et donc de ne pas réaliser de gating angulaire.

En distance, ’étalement de la cible est défini par le filtre adapté. Celui-ci donne une
réponse nulle sur certaines zones en distance. Il est donc tout a fait envisageable d’évincer les
cellules qui sont dans cette zone et ne donnent aucune information sur la cible. Selon la forme
du filtre adapté et la fréquence d’échantillonnage choisies, I’étalement en distance est souvent
assez restreint.

Un nuage de particules multicibles pondérées {wi_l, X, }5\2’1 au temps précédent t — 1 est
& disposition, lorsqu’une nouvelle observation z; est disponible & I'instant ¢. Ici, comme seule

la position des cibles intervient dans ’observation, c’est sur une prédiction de la position des
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cibles que le gating va pouvoir étre déterminé. La position est notée p = [x,y], et la position
de la cible j est alors indicée p;. La recherche des cellules & conserver est faite pour chacune
des cibles, qui sont considérées indépendantes pour ce traitement, et sont indépendantes
dynamiquement. Une approximation gaussienne du nuage de particules prédit est alors
envisagée. L’objectif est ici d’obtenir rapidement un apercu de 1’état prédit des cibles et de
leur observation, afin d’obtenir la fenétre de validation. Une fois obtenue, la fenétre permettra
de mettre en ceuvre des techniques plus sophistiqués pour l’échantillonnage des particules.
Un choix simple et rapide pour mener le gating peut donc étre de définir I’approximation

gaussienne en position de la cible j au pas de temps ¢ par:

e l'estimation de la moyenne pondérée
NP
- L i ai
Ptjt—1,5 = Wi_1P¢t—1,5
i=1

avec f)ilthj la partie position de 1’état prédit aA:iIFLj de la cible j et de la particule i,
pouvant par exemple étre défini par

Bypo1 = B [weglat g ] (5.49)

e l'estimation non biaisée de la matrice de covariance pondérée,

N,
1 S i - S = T
Yij = T v Zwt_l (Pt|t—1,j - Ptlt—l,j) (pt\t—l,j - Pt\t_l,j) (5.50)
1=1
avec N
V= Z(lef
=1

Remarque — Afin de prendre en compte le bruit dynamique, qui est ici supposé gaussien de

moyenne nulle et de matrice de covariance @, alors

o soit il est possible de tirer &, | ; ~ p(wy lzi_y ;) puis de calculer (5.50)

e soit la matrice de covariance de l'approximation gaussienne est 3;; + @ si (5.49) est

utilisée.

Les points dont la distance de Mahalanobis (par rapport & ’approximation gaussienne 2D
d’une cible) est inférieure au seuil fixé font partie d’une ellipse. Cette ellipse définit un périmétre
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dans lequel la cible est estimée étre avec une certaine probabilité. Comme énoncé précédemment,
aucun gating en angle n’est fait. Cependant un gating en distance est souhaité: I'ellipse définit
donc un espace en distance pour lequel les cellules doivent étre sélectionnées. L’ellipse de la
cible j est notée &; dans la suite.

Soit r(x,y) = 1/x2+y2 la distance cartésienne classique d’un point (x,y) a Porigine (le
capteur). Les points de Dellipse le plus proche et le plus éloigné de l'origine définissent la zone
en distance a sélectionner. Ce probléme revient a la recherche d’une distance minimum et une

distance maximum & définir de la maniére suivante, pour chaque cible 7,

Tmin,j = minr(x, y) | (X7 y) € gj

Tmax,j = max?‘(x, y) | (Xv y) € 5j

En notant r¢ = r(x¢,y¢) la distance du centre de la cellule ¢ & Porigine, le gating de la cible
j donnant la sélection des cellules est définit par
A,
2

A,
Gj:{CE{l,...,NC}TminJ— S’I‘CSTmax,j-i-}

2

avec N, le nombre de cellules et A, la résolution en distance d’une cellule.

Une illustration de ce principe de gating est donnée sur la figure 5.9.

Enfin le gating total est 'union des gatings

Finalement 'image réduite aprés gating est I'union des observations des cellules sélection-

nées:

2% ={2|ceG}

Mise en pratique
La recherche du point de ’ellipse le plus éloigné et du point le plus proche du capteur fait
appel & ’expression de I’ellipse dans le domaine cartésien, I’expression de la distance du capteur
4 un point de Dellipse, et la minimisation et maximisation de I’expression de cette distance.
Pour chaque cible, on retrouve facilement I’expression de l’ellipse grace 'estimation de la
moyenne de la position et de la matrice de covariance. Les expressions qui suivent sont données

pour une cible et 'indice j est donc écarté.
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Figure 5.9: Tllustration du gating — Les cellules sélectionnées pour la fenétre sont ici représentées
en vert. L’illustration donne le résultat pour la recherche de la distance minimale mais il en est
de méme pour la distance maximale. Les deux situations démontrent bien que chaque cellule
par laquelle passe I’ellipse est bien sélectionnée, que le centre de la cellule ait une distance plus
petite ou plus grande que la distance minimale.

Le centre de lellipse (xg,ye) correspond a l'estimation de la moyenne de la position de la

cible 5t|t71 = ()zt|t,1,}7t‘t,1) et donc simplement Xg = ;(tlt,]_ et Ye = yt\tfl'

La taille de l’ellipse est, donnée & partir du seuil fixé pour la distance de Mahalanobis. Ce
seuil s est déterminé & partir de la loi inverse du khi & deux degrés de liberté et du niveau de

confiance p souhaité

s=+/—2In(1 —p)

Afin d’avoir accés a ’équation cartésienne de ellipse, les paramétres du grand axe a et du
petit axe b, et I’angle d’inclinaison 6 de ’ellipse doivent étre déterminés. Soient A\; et Ay les
valeurs propres de la matrice X, et telles que Ay > Ao. Soit U le vecteur propre de cette méme
matrice associé & la valeur propre A;. Alors les paramétres de Dellipse sont définis par

a:s\/)\T et b:s\/g

0 = arct Uy
arcan( X)

La représentation de ’ellipse et de ses paramétres sont représentés sur la figure 5.10.
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r(z,y)

Figure 5.10: Parameétres de ’ellipse

L’équation cartésienne de lellipse s’écrit alors

[(x — xe ) cos 0 + (y — ye) sin 6] N [(x — xg)sin® — (y — ye) cos 0]
a? b2

=1 (5.51)

Quelques manipulations sur I’expression (5.51) ci-dessus permettent de faire clairement ap-
paraitre une équation du second degré pour la variable Y = y — yg (avec des coeflicients

dépendant de la variable (x — xg)):

cos?f  sin®6 1 1 . cos?f sin®6
<b2 + e ) Y249 (a2 - l)2> (x—xg)cosfsind Y+ <c12 + b2) (x—xg)?=1=0

Le discriminant de cette équation s’exprime alors

cos?0 sin?6 X — Xg 2
A=4 -
( b2 + a? ( ab )

En contraignant le discriminant & étre positif A > 0, afin d’obtenir des solutions réelles &

I’équation, le domaine de définition de x pour 'ellipse est déterminé

Xg—\/a200529+b251n29<x<Xg+\/a200520+b2sin29

Les solutions de ’équation, donnant ’expression de y, pour x dans le domaine de définition
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de T’ellipse, sont donc

(a? — b?)(x — xg) cos @ sin ) + ab\/a2 cos2 0 + b2sin? 0 — (x — xg)?2

a2 cos? 6 + b2 sin? 0

y =Ye+ (5.52)

Cette expression de y définit donc deux arcs représentant l’ellipse complétement. Finale-

ment, 'expression donnant la distance entre n’importe quel point de l’ellipse et le capteur

r=r(x)=

4 (yg n d(x —xg) £ ab;/c — (x— Xg)2> (5.53)

avec

c=a%cos® 0+ b*sin’ 0

d= (a2 — b2) cos@sin 6

L’expression (5.52) fait clairement apparaitre I’expression de deux arcs de Dellipse (selon
si le signe + ou le signe — est choisi dans 'expression). L’expression de la distance (5.53)
posséde de méme deux versions selon le signe choisi dans l’expression. Les versions des
expressions (5.52) et (5.53) avec le signe + seront notées y+ et r+, les versions avec le signe —
seront notées y— et r—. Peut-on déterminer facilement sur quel arc les distances minimum et
maximum sont respectivement atteintes 7 Cela pourrait simplifier la recherche de ces extrema.
Intuitivement, il parait possible de définir sur quel arc chercher le minium et le maximum,
notamment lorsque ’ellipse ne coupe pas l’axe des abscisses. La figure 5.11 illustre ce cas.
Cependant, dans certaines situations, le minimum et le maximum sont atteints sur la méme
version de la fonction r. Comme illustré sur la figure 5.12, la fonction r atteint sur minimum
et son maximum sur sa version r+. Il est donc difficile dans ce cas d’imaginer une stratégie

permettant de savoir sur quelle version de la fonction trouver les extrema.

A partir de cette expression de r il est facile de déterminer la dérivée premiére et la dérivée
seconde par rapport au paramétre x afin de mettre en place des méthodes d’optimisation telles

que la descente de gradient ou la méthode de Newton par exemple.

Pour ce probléme de minimisation et maximisation, la solution retenue ci-dessus choisit de
passer par la représentation cartésienne de ’équation de Dellipse. Il a été envisagé de faire le
méme travail sur la représentation paramétrique de I’équation de I’ellipse, mais les expressions
obtenues n’apportent pas plus de simplicité au probléme. Il a également été envisagé de traiter
le probléme & l’aide des multiplicateurs de Lagrange, sans gain de simplicité non plus.
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T'maz

X X

(a) Ellipse (b) Distance r(z)

Figure 5.11: Ellipse et sa distance associée r(z) - cas 1

X

(a) Ellipse (b) Distance r(z)

Figure 5.12: Ellipse et sa distance associée r(z) - cas 2

Extension a I'image radar 3D

Dans le cas ou I'image radar comporte également l'information sur la vitesse des objets (radar
Doppler), il est envisageable de réaliser le méme type de gating sur la composante distance de
I'image radar, et de garder toutes les cellules de la composante angulaire et de la composante
vitesse (ou fréquence Doppler).

Selon la forme de I'impulsion radar, le filtre adapté peut faire apparaitre une corrélation
entre la distance et la vitesse de la cible (notamment avec un signal de type chirp). Si un

gating est envisagé également en vitesse, cette corrélation pourra étre prise en compte.

Remarques et perspectives

Le radar a été concu et amélioré au fil des années afin d’obtenir une détection précise
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et fiable de la cible, dans le but de réaliser un pistage sur données ponctuelles (seuillées).
Les "défauts" du radar dans le cadre du pistage classique sur données ponctuelles peuvent
devenir en TBD des sources d’information, du moment que le modéle d’observation est bien
connu via une bonne détermination de la fonction d’équipement. En effet la présence de lobes
secondaires sur la composante angulaire peut venir confirmer la présence d’une cible plutot
que de donner de fausses alarmes venant défier ’algorithme de pistage. Cependant si les lobes
sont atténués par des méthodes de réduction, dans le but de diminuer les fausses alarmes pour
des données seuillées, de I'information est perdue. Il serait intéressant, dans un cadre TBD,
de pouvoir juger de la pertinence des lobes secondaires comme motif pour discriminer les
cibles. Il pourrait aussi étre envisageable de ne garder que certaines lobes jugés suffisamment

significatifs pour réduire d’avantage le nombre de cellules de ’observation.
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Chapitre 6

Mesures de performance multicible

Afin de juger et comparer les performances des différents filtres multi-cible, il est nécessaire
de définir des mesures de performances évaluant équitablement chacun des filtres. Définir une
mesure implique d’établir une référence a laquelle les résultats donnés par les filtres seront
comparés. Cette référence devrait étre assez générale pour convenir & chacun des filtres, et
correspond généralement aux données réelles ou au cas le plus favorable.

Les deux sections de ce chapitre présentent deux mesures différentes qui permettent d’évaluer

différemment les performances de filtrage multi-objet.

6.1 Mesure par Schéma d’Affectation Optimale (Optimal
Subpattern Assignment (OSPA) Metric)

Comme décrit dans [SVVO08], afin d’introduire et d’adapter la notion d’erreur et d’écart en
distance nécessaires a ’évaluation des performances des filtres multi-objets, les auteurs ont
développé une mesure intuitive et adéquate. L’idée est de donner simultanément une erreur
sur la cardinalité et ’état des cibles, entre ’estimation des cibles extraite du filtrage et une
population de référence pour les cibles. Cette mesure dépend de deux paramétres, p > 1 et
¢ > 0, ajustables selon leur interprétation. La référence est la vérité terrain (données réelles),
c’est-a-dire 'ensemble des états réels des cibles.
Soit
d(z,y) = min(c, d(z,y))
la distance entre x,y € W (fenétre d’observation) qui est coupée & ¢ > 0, et II,; 'ensemble des

permutations sur {1,2,...,j} pour tout j € N;y. Pour 1 < p < oo, ¢ > 0, et sous-ensembles
arbitraires X = {z1,...,zn} et Y ={y1,...,yn} de W, ot m,n € N, est défini
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0, m=n=20
_ m 1/p
B = (i (52%“ 2 d (@i yr)” + Pln m))> e
JI(,C)(KX), m>n

La construction de la distance OSPA est assez intuitive:

e L’association des cibles de ’ensemble le plus petit a celles de ’ensemble le plus grand est

établie afin de minimiser la distance totale, en considérant comme erreur de cardinalité

m
les associations trop lointaines (distance supérieure & c) : m%_[n S d€ (i, Y (ay)”
mell, ;=1

e La différence de cardinalité entre les deux ensembles est pénalisée : ¢ (n —m)

Ce qui permet de donner une interprétation pour chacun des paramétres afin de les choisir

selon I'utilisation voulue:

e Le paramétre d’ordre p détermine la sensibilité de la mesure en pénalisant les estimations

aberrantes (outliers).

e Le paramétre de coupure ¢ determine & quel point la mesure pénalise les erreurs de

cardinalité par opposition aux erreurs de localisation.

La facon dont les parameétres sont ajustés permet de voir simultanément ou séparément les
erreurs d’estimation d’état ou d’estimation de cardinalité. Pour cette analyse, le paramétre
d’ordre est fixé & p = 2, tandis que le paramétre de coupure est fixé & ¢ = 10. Ce choix
pénalise les outliers et 'erreur en cardinalité peut facilement étre observée lors de I’affichage de
la distance OSPA dans le temps.

Cependant, la distance OSPA compare seulement les états estimés aux données réelles.
L’estimation des états extraite dépend de la technique d’estimation choisie. Or les filtres don-
nent des densités qui sont plus informatives, il est donc concevable de vouloir comparer leurs
performances sur les distributions issues du filtrage. Il est alors nécessaire de définir une nouvelle

mesure pour comparer les distributions estimées données en sortie des différents filtres.

6.2 Divergence de Kullback-Leibler

La divergence de Kullbak-Leibler (KL), définie par Kullback dans [Kul68], est une mesure non
symétrique de dissimilarité entre deux distributions de probabilité. Elle représente donc la

distance entre deux modéles (les distributions) considérés, ce qui permet de les comparer. La



152 CHAPITRE 6. MESURES DE PERFORMANCE MULTICIBLE

divergence de KL définie pour des distributions de probabilité de variables aélatoires continues

est

56y,
()"

ou f et g sont les densités des distributions de probabilité & comparer, avec par convention
log% =0si f(z) =g(x) =0 et log ﬁg =oosi f(z) > 0et g(x) =0.

La divergence de KL est étroitement lié a la théorie de 'information, et se définit comme

Dict (flg) = / f(@)log

étant "l'information perdue lorsque g est utilisé pour approximer f". Dans le but de comparer
les performances de deux filtres différents, leurs divergences de KL par rapport & une distribution
de référence seront comparées. Typiquement f représente une connaissance exacte du systéme,
la distribution des données réelles, ou un cas trés favorable, par exemple lorsque 1’association
exacte de données est connue. Tandis que g représente typiquement la distribution issue du
modéle, du filtre choisis. Si g; (resp. g¢2) est I'estimation donnée par un filtre 1 (resp. filtre
2), alors si Dgy, (fllg1) > Dxkr (f|lg2), cela signifie que g; est plus proche, ou perd moins

d’information, que g, par rapport & f, donc ses performances sont meilleures.
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Conclusion et perspectives

Pour répondre au défi que représente la poursuite multi-cibles en contexte TBD, notamment
en traitant une image-radar, les filtres particulaires offrent une solution permettant de tenir
compte du modéle multi-cible et des fortes non linéarités apportées par le modeéle d’observation.
Au sein de la famille des filtres particulaires sont présentes de nombreuses méthodes et variantes
toujours en développement pour répondre & des problémes de plus en plus complexes, et
qu’il est bon d’étudier et de comparer pour un probléme donné. Ainsi les filtres particulaires
utilisants les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov sont assez robustes lorsque la
chaine permet une bonne exploration de ’espace d’état. Le filtre particulaire IPMCMC illustre
ces méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov en choisissant un noyau de transition
adéquat au probléme multi-cible, parallélisant les calculs et introduisant du crossover via la
sélection du nouvel état dans la chaine de Markov. Le filtre particulaire auxiliaire permet
d’intégrer 'observation en amont de la sélection des particules & propager, ce qui est intéressant
en TBD compte tenu de l'information précieuse contenue dans le signal brut. Une version
compléte et adaptée au cadre multi-cibles est illustrée a travers le filtre particulaire ATRAPP.
L’utilisation en amont de ’observation est cependant assez cotiteuse en temps de calcul. Sur
un scénario ou les cibles restent plutot éloignées les unes des autres, le choix se porte sur le
filtre IPMCMC qui obtient de meilleurs résultats dans un temps bien plus court. Lorsque le
scénario voit des cibles se rapprocher, le cotit de calcul du filtre ATRAPP se voit justifié par

I'obtention de meilleurs résultats d’estimation de I’état des cibles.

Afin de tirer profit des observations brutes pour I’échantillonnage, & la maniére du filtre
particulaire auxiliaire, mais sans avoir recours a I’hypothése d’indépendance postérieure des
cibles, une approche originale a été proposée grace a I'introduction des transitions markoviennes
auxiliaires. Deux types de transitions sont proposées: la matrice de transition auxiliaire, qui
a un indice (de particule) fait correspondre un autre indice avec une certaine probabilité, et
la densité de transition auxiliaire, qui & un indice (de particule) fait correspondre un état
selon une densité de probabilité. Appliquées au cas multi-cibles, ces transitions permettent
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de générer des particules brassées, réalisant ainsi du crossover et apportant de la diversité
dans les particules. Les transitions sont donc des paramétres de conception, définis dans ce
manuscrit a ’aide du critére d’optimalité du minimum de variance des poids. La variance des
poids obtenue avec la densité de transition auxiliaire optimale est réduite par rapport a la
variance des poids obtenue avec la matrice de transition auxiliaire optimale. Cette approche
est une généralisation du filtre particulaire auxiliaire qui en est un cas particulier (grace au

choix des paramétres de conception).

Le modéle d’observation a été développé et propose un modéle général d’une image-radar
dont le signal regu est complexe avec un retour des cibles d’amplitudes fluctuantes (selon les
modéles de Swerling). Selon le modéle de Swerling considéré, si le traitement est effectué
sur le signal complexe ou bien sur son module au carré, les vraisemblances a intégrer aux
algorithmes sont données. Une approche originale de gating, permettant de réduire la
dimensions de ’observation, est développée, en s’appuyant sur une approximation gaussienne
de la distribution multi-cibles, et en s’appuyant sur la forme de la fonction d’équipement radar

qui présente notamment des lobes secondaires.

Le domaine de la poursuite multi-cibles est vaste et de nombreuses pistes de recherche

peuvent étre poursuivies:

Nombre inconnu et variable de cibles

Les cibles apparaissent et disparaissant dans le champ de vision du ou des capteurs et leur
nombre est inconnu. Il est donc nécessaire de mettre en ceuvre une gestion de l'apparition et
de la disparition du nombre de cibles, et d’existence des cibles afin d’obtenir une estimation
de leur nombre. Le filtre particulaire IPMCMC posséde une extension permettant de gérer
un nombre inconnu et variable de cibles. Il s’agit du fitlre particulaire Interacting Population-
based Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo (IPRJMCMC) qui gére 'augmentation (ou
diminution) du nombre de cibles (et donc de 'espace d’état) via les sauts réversibles dans
la chaine de Markov. Une méthode permettant également de gérer cette problématique est
I’ajout d’une variable d’existence pour chacune des cibles, ainsi que de probabilités de survies.
Le cadre des Random Finit Sets propose également une solution afin de gérer un nombre
variable d’éléments. L’apparition potentielle de cibles implique également la mise en place
d’une solution d’initialisation des pistes. Leur disparition peut étre gérée par une probabilité

d’existence passant sous un seuil donné ou une sortie du champ de vision.
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Systéme d’initialisation des cibles

La création d’un systéme efficace d’initialisation des cibles est indispensable au bon fonction-
nement opérationnel d’algorithmes de poursuite multi-cibles. Dans le cas de données seuillées
ponctuelles, linitialisation est déclenchée par la présence d’un point détecté (cible ou fausse
alarme). Dans un contexte TBD, il serait vain de faire appel & une détection pour initialiser les
cibles, puisqu’il s’agit de poursuivre des mobiles qui ont peu de chance d’étre détectés. Dans
les simulations, il est aisé de proposer une initialisation autour du point de départ connu (car
simulé) de la cible au moment ou elle apparait, et vérifier a minima que ’algorithme réussit
a suivre la cible. Sans cette information sur le départ d’une cible, il est possible d’imaginer
une initialisation uniforme de particules sur ’espace d’état: cela semble cependant trés coi-
teux. En considérant le signal radar regu tel une image, et connaissant la forme de la fonction
d’équipement radar, une détection de motifs dans 'image pourrait étre envisagée, ou bien un
analyse sur plusieurs images simultanément, a la recherche d’un début de trajectoire afin de

pouvoir initialiser une cible.

Estimation du paramétre d’intensité de la cible

Le paramétre d’intensité de la cible intervient dans le modéle d’observation et est propre a
chacune des cibles selon sa capacité a réfléchir 'onde radar. Il fait donc partie des paramétres
inconnus pouvant étre estimés. Le RSB de la cible est directement lié¢ au paramétre d’intensité
(et a la distance cible-capteur). Si lamplitude du signal renvoyé par la cible est considéré
comme fluctuant au cours du temps, le paramétre d’intensité lui ne I’est pas et est considéré
comme constant. En réalité il peut varier, selon par exemple l’orientation de la cible et sa face
présentée au capteur. Son estimation au fur et & mesure peut capter ses variations au cours du
temps. Une méthode par exemple serait d’inclure ce paramétre a I’espace d’état des cibles et
de lui donner une dynamique artificielle 1égére permettant d’explorer différentes valeurs lors du

filtrage particulaire.

Estimation du modéle de Swerling

Le modéle de Swerling des cibles n’est pas non plus connu en réalité. Savoir quel modéle
de Swerling régit ’amplitude du signal retour de chacune des cibles pourrait étre une donnée
intéressante afin d’utiliser la fonction de vraisemblance adéquate & la situation. Savoir qu'une
cible fluctue avec un modéle de Swerling 3 justifie de recourir & des calculs plus compliqués,
mais savoir qu’une cible fluctue avec un modéle de Swerling 0 permet de simplifier les calculs.
Si plusieurs cibles sont présentes dans la scéne mais ne fluctuent pas selon le méme modéle

de Swerling, il faudrait envisager des fonctions de vraisemblances hybrides, & déterminer donc
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selon les méthodes proposées dans la section 5.3.

Simulations supplémentaires

Des simulations supplémentaires pourraient étre menées notamment pour:
e comparer 'apport du traitement sur le signal radar complexe plutot que sur le signal réel,

e comparer un traitement en TBD avec un traitement avec des données ponctuelles, sur
des cibles a faible RSB, mais également & fort RSB pour s’assurer que la méthode TBD
fonctionne aussi pour de telles cibles. Dans ce cas il faudrait développer un détecteur et

extracteur de données ponctuelles pour obtenir les points & partir du signal brut,

e comparer les méthodes présentées dans ce manuscrit & des méthodes batch (briévement

présentées au paragraphe 2.2.1).

Simulations du filtre particulaire avec transition markovienne auxiliaire

Le développement théorique de cet algorithme original a été mené dans ce manuscrit. Afin
d’appuyer son intérét, des simulations numériques pourront étre menées afin de le comparer dans
un premier temps avec un filtre particulaire auxiliaire classique (dont il est une généralisation),
puis dans un deuxiéme temps le comparer avec des algorithmes dans le cas multi-cibles, afin de

mesurer 'apport du crossover géré avec les transitions auxiliaires.

Données réelles

L’acquisition de données réelles pour réaliser la poursuite multi-cibles en contexte TBD serait
un vrai apport. Les relevés existants sont bien souvent effectués pour réaliser la détection et
obtenir des données ponctuelles, mais non pour réaliser la poursuite en contexte TBD. Ainsi
les parameétres nécessaires au modéle d’observation ne sont pas toujours collectés et disponibles
dans les jeux de données. Aussi le radar est choisi pour avoir de bonnes performances de détec-
tion, c’est-a-dire une bonne résolution et l'atténuation des lobes secondaires par exemple. Le
signal complexe est peu souvent enregistré alors qu’il peut apporter une information supplé-
mentaire lors d’un traitement sur signal brut. Les lobes secondaires, plutot qu’étre atténués,

pourraient également contenir de l'information pertinente pour un traitement en TBD.
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Annexe A

Particle filters with auxiliary

Markov transition

Cette annexe est une pré-publication venant compléter I'étude des transitions markoviennes

auxiliaires développées en section 3.3.
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Abstract

This work introduces a new class of particle filters, that include an auxiliary Markov
transition in their design. Actually, it was motivated by potential application to multitarget
tracking, but the solution provided may be of practical interest elsewhere.

This work also shows how to include a crossover step in sequential Monte Carlo meth-
ods. It is well known that sequential Monte Carlo methods can be interpreted in terms of
implementing selection and mutation steps, using the language of evolutionary algorithms.
However, most general evolutionary algorithms also include a crossover step that has not
been considered so far in sequential Monte Carlo methods.

A prototypical situation where crossover is needed, or at least could be useful, is multi-
target tracking. In multitarget tracking, it may happen that some targets in a multitarget
particle are good proxies, but are not going to be selected just because the other targets in
the same multitarget particle are bad proxies. This is unfair, and a better design would be
to produce shuffled multitarget particles such that the particle for each different target can
be replicated from a different multitarget particle.

An efficient solution has been proposed in the literature under a posterior independence
assumption that unfortunately is almost never met in practical situations. This work provides
another solution that does not rely on the posterior independence assumption and that is
based on introducing an auxiliary Markov transition in the design. This approach can be
seen as an extension of the auxiliary particle filter, and may be of independent interest,
outside the application to crossover and to multitarget tracking. Optimization of the design
parameters is also addressed.

Keywords: Bayesian filtering, particle filtering, mutation/selection/crossover, optimal design,
convex optimization, stochastic approximation

1 Introduction

To fix ideas, consider a hidden Markov model, i.e. a hidden (not observed) Markov chain {X}}
with model transition kernel

Qr(z,da’) =P[X), € da’ | Xjpoq = 1] ,



and an observation sequence {Y}} related to hidden states, e.g.
Yi=hp(Xp) + Ve  with  Vi~g) (v)dv,
which defines a likelihood function
gk(2") = g (Y — hi(a))

up to a normalizing constant. The solution to the Bayesian or MMSE estimation relies on the
Bayesian filter
pr(de') =P[Xy € dz’ | Yo+ Vi) ,

i.e. on the conditionnal distribution of the current state X} given past observations (Yp,- -, Yy).
The Bayesian filter satisfies a simple recurrent equation

prediction correction
Hk—1 M = pe—1 Qk Pk = Gk - Mk

where the predictor
(') = s Qulde!) = [ (o) Quledi)
E

is obtained by acting the transition kernel Q(z,dz’) on the filter pp_1(dz), and the filter

p(da’) = (gr - i) (dz’) oc gp(a”) ne(da’)

is obtained by applying the Bayes rule with the predictor 7 (dz’) and the likelihood function
gr(2"). The idea behind particle filtering, or sequential Monte Carlo methods, is to look for an
approximation of the Bayesian filter as a weighted empirical probability distribution

N N
Mkzufy:szé&i with ZwZ:l,
i=1 i=1

associated with a population of N particles characterized by their positions ({,1, ‘e ,5,53\7 ) in E,
and their non—negative normalized weights (w,lg, e ,w,]cv ). Plugging the particle approximation
N
N i
1= W1 Opi
Hi—1 ; k—1 &

in the recurrent equation, one obtains the finite mixture

N
oy Qu(da’) = wj ) Qu(&_y.da’)

i=1

as an approximation of the predictor np = ur—1 Qk, and the probability distribution (up to a
normalizing constant)

N
gk:(x,) sz’—l Qk‘(&]ﬁ;—hdm/) 9
i=1



as an approximation of the filter uy = gp - nx. To further approximate the ’target’ probability
distribution

N N

gr(@) Y wiy Qu(éhy,da’)  with > wp =1,
=1 i=1

g9(") n(dz’)

seen as a Boltzmann—Gibbs probability distribution, where n(dz’) is a mixture probability dis-
tribution, the simplest importance sampling approximation is obtained as

N
:u]kV = Z wj, 551' )
=1 k

where independently for any ¢ = 1,--- , N the i—th particle f,i is sampled from 7(dz’) and is
assigned a weight wj, using g(2’). This is just a possible approximation, and it is well known that
most sequential Monte Carlo methods exhibit a similar pattern and can be interpreted in terms
of implementing selection and mutation steps, using the language of evolutionary algorithms.
However, most general evolutionary algorithms also include a crossover step that is not present
in sequential Monte Carlo methods. It is the objective of this work to make it possible to include
a crossover step in sequential Monte Carlo methods.

A prototypical situation where crossover is needed, or at least could be useful, is multitarget
tracking. In multitarget tracking, many particle approximations are available to sample from
the filtering probability distribution, with the effect that a new multitarget particle is obtained
by replicating globally an existing multitarget particle, i.e. in the new multitarget particle, the
particle for each different target is replicated from the same multitarget particle. However, it may
happen that a multitarget particle provides a good proxy for some targets and a bad proxy for
the other targets, i.e. it may happen that some targets in a multitarget particle are good proxies,
but are not going to be selected just because the other targets in the same multitarget particle
are bad proxies. In other words, a multitarget particle is likely to be selected only if jointly
all the targets deserve to be selected. This is unfair, and a better design would be to produce
shuffled multitarget particles such that the particle for each different target can be replicated
from a different multitarget particle. An efficient solution has been proposed by Ubéda—Medina
et al. [5] under a posterior independence assumption, see Yi et al. [6], that unfortunately is almost
never met in practical situations. The objective of this work is to propose another solution that
does not rely on the posterior independence assumption and that is based on introducing an
auxiliary Markov transition. This approach can be seen as an extension of the auxiliary particle
filter, see Pitt and Shephard [4], and may be of independent interest, outside the application to
crossover and to multitarget tracking.

This paper contains several sections, with many repetitions between the first four sections.
Section 2 reviews the auxiliary particle filter. The next two sections, Section 3 and Section 4,
consider the effect of adding a Markov transition in the design, using an auxiliary transition
matrix and an auxiliary transition kernel, respectively. Section 5 uses this additional degree of
freedom so as to introduce crossover between particles in association with a given partition of
the state vector. Each of these four sections is organized along the same lines

e interpret the target probability distribution as the marginal of another probability distri-
bution defined on a suitable augmented state space,



e design a class of particle filters on the augmented state space, based on a suitable impor-
tance decomposition and on the importance sampling principle,

e check that the more general class of particle filters contains known (and less general) classes
of particle filters as special cases, i.e. generalization holds,

e check that the particle approximation of the normalization constant is an unbiased estima-
tor, provide an expression of the variance of the approximation, characterize the optimum
design parameters, and evaluate the associated minimum variance.

The last two sections, Section 6 and Section 7, consider two special cases where optimization of
the design parameters is made simple, if not explicit, and the existence of a unique minimizer
can be proved.

2 Basics on the auxiliary particle filter

Consider the probability distribution

N N
pu(dzx") o< gg (') Zw2—1 Qk(fli—pdx/) with Zwiq =1,
i=1 =1

g(x") n(dx’)

defined on FE, seen as a Boltzmann—Gibbs probability distribution, where n(dz’) is a mixture
probability distribution, and its importance sampling approximation

N
N 7
= wy 0.
a Zi_lkfz

where independently for any ¢ = 1,--- , N the i—th particle f}ﬂ is sampled from 7(dz’) and is
assigned a weight w}, using g(z'). In practice, independently for any i =1, ,N
e the index a! is sampled from the probability vector (wp ;- ,wl ),

then, setting a = afC
e the particle 5,2 is sampled from the probability distribution Q(£¢_,,dx’),
e and it receives the weight w} o g(£}), i.e.
w}, o< gr (&) -

The idea behind auxiliary particle filtering is to see u(dz’) as the marginal probability distribu-
tion on E of the joint probability distribution

Haux (dz) o< gi(2') wiy_y Qr(&f_y,da’)



defined on the augmented space {1,---, N} x E. Indeed, summation with respect to the index
a€{l,---, N} yields

N
(@) D wi_y Q(&iy, da’) = g(a') n(da’) (1)
a=1

an identity for unnormalized distributions, that carries over to normalized probability distribu-
tions. Introducing the auxiliary probability vector (AL, ---,AN.), the components of which

are known as the auziliary weights, makes it possible to define the importance decomposition

a ! / wgfl a a /
Maux(dx ) S gk(‘r ) o )‘aux Qk(é-k:—lv dx ) ) (2)
aux
Jarux (') Mo (d2”)

the Monte Carlo approximation for the predictor

N N
1 1 i )
nglx = N Z 5(&2 él’i) hence <773],\1{1x7 gaux> - N Zgglﬁx(&@ 9
i=1 ’ i=1

and the importance sampling approximation for the filter

N N
N i . . N i
= w0, i i and its marginal = wy 0.
Haux ; k (at, €8) g K Z; k &
where independently for any i = 1,---, N the i-th particle (a},&}) is sampled from nZ, (dz’)
and is assigned a weight w}; using g%, (2'). In practice, independently for any i = 1,--- | N

..,)\N ),

e the index a}, is sampled from the auxiliary probability vector (A} -

auxs
then, setting a = aj,

e the particle §,i is sampled from the probability distribution Qx(&f_,, dz’),

e and it receives the weight w! o g2, (£8), i.e.
) cowd
k—1
wf o gn(e) S

aux

see Algorithm 1.

This class of particle filters depends upon N —1 design parameters, that are the components of the
auxiliary probability vector Aux (a probability vector of dimension N') subject to normalization
constraint. This class of particle filters contains the class of ordinary particle filters as a special
case. Indeed, if A}, = w§_, for any a € {1,---, N}, then the resulting particle filter reduces to
the ordinary (non auxiliary) particle filter.

Recall the particle approximation

N
1 i )
<772]1\1[1x’gaux> = N E gs{ix(fi) .
=1



Algorithm 1: Particle filter with auxiliary weights

iDPUt : )\auxa (5]1717 e 75]];11)7 (wllgfp e 7w]ivfl)> Yk
OUtPUt: (§é7 o 7£I£;V)’ (w]iv e aw]]gv)

fori=1---N do

Sample the auxiliary variable

AN )

Sample a from the auxiliary probability vector Aauy = (AL i

aux?
Propagate the state vector

Sample 5}6 ~ Qr(&F_y, da’)
Evaluate the unnormalized weight

) wd
Set wy, = gr(&;) k=1

)‘gux
end
Normalize the weights

for the normalizing constant (faux, gaux), Where the random variables (af,&;) for i = 1,--- , N
are i.i.d. with common probability distribution 1%, (dz’), hence

E[<"7;]1\1[1x>gaux>] = <"7aux>gaux> s

i.e. the approximation is unbiased, and

N E’<77;]1\{lxygaux> - <nauxagaux>‘2 = Var(gau)u naux) = <nauxag§ux> - <77aux> gaux>2

Remark 2.1 Using the identity (1) and the importance decomposition (2) yields

N
;/E‘gaux(x )naux(dx) = g(x ) n(da:) ,

an identity for unnormalized distributions, that implies identity for normalizing constants. In-
deed, integration of both sides with respect to the variable ' € E shows that the normalizing
constant (Naux, Jaux) associated with the importance decomposition (2) coincides with the nor-
malizing constant (7, g).

Remark 2.2 Actually, <77é\1[1x> Jaux) provides also an unbiased approximation of the normalizing
constant (), g), and the variance of the approximation error satisfies

N E[(nli: Gaux) — (1, 9)1* = Naux, 920x) — (0 9)%

hence minimizing this expression w.r.t. the auxiliary weights, reduces to minimizing (Nausx, g2y
w.r.t. the auxiliary weights. Clearly, the minimum value is smaller than the value obtained for
any choice of the auxiliary weights, and in particular is smaller than the valued obtained for the
special choice corresponding to the ordinary (non auxiliary) particle filter, hence

min <77auxvggux> < <77792> and min Var(gaumnaux) < Var(gﬂ?) .

aux Aaux



Lemma 2.3 Let x = (x1,--- ,xn) be a non—zero vector of nonnegative real numbers. Minimiz-

ing the expression
N

2
'/I:a
N
a=1

Pa

over all probability vectors p = (p1,--- ,pNn) has a unique solution p proportional to z, and the
meinimum value is
N 1:2 N
min Z—“ = [Zwa]2 .

P a=1 Pa a=1

PROOF. The problem is reformulated as a constrained optimization problem
N2 N
min -2 subject to =1

the Lagrange multiplier p is introduced and the Lagrangian

N

SU2 N
Dot (Y pa—1),
Pa

is considered. First order optimality condition yields

x
(22 4 =0 hence  p, =cx, ,
Pa
for any a € {1,---, N}. The constant ¢ must be such that the constraint is satisfied, i.e.
pt =
D
b=1

for any a € {1,--- , N}. Plugging this expression yields

N 1'2 N {L’2 N x2 N N
min Yo SE =N SE = (Y S [Yom] = [y w0
p a—1 Pa azlpa a=1 "9 =1 a—1
Let
to = { [ lon@) Qulet 1 e} 3)

The optimal design, that minimizes the variance of (n¥., gaux) seen as an unbiased approxima-
tion of the normalizing constant (1, g), is defined as follows.

Proposition 2.4 For any a € {1--- N}, the optimal choice for the auziliary weight is
/\gpt X WE_q Ug

and the minimum value s

N
];\nin <77auX7g§ux> = [ngfl Ua]2 .
a=1

aux

7



PROOF. The variance of the approximation error is controlled by

N
(o G2} = 3 [E g0 ()] e (da)
a=1

- Z/ ‘gk k 1‘2 aux Qk(fgfl,dﬂﬁl)

aux

al ‘wl% 1|2

=Y [P Qg o)
a=1 aux E
N

B Z ‘w2—1|2 | ‘2

- a )
a=1 )‘gux

and the result follows from Lemma 2.3. g

Remark 2.5 It follows from from the Cauchy—-Schwartz inequality that

N N
D> wi el <Y wiy fudl
a=1 a=1

and note that

N N
D wiy fud® =) wi, / |91(2")[? Qi (&1, da') = (n,6%) .
a=1 a=1 E

In other words, the optimal design for the auxiliary particle filter improves the performance
(reduces the variance) over the classical particle filter.

Under the optimal design, independently for any i € {1,--- , N}
e the index a} is sampled from the optimal probability vector ()\})pt, e ,)\é\gt),
then, setting a = aj,

e the particle £ is sampled from the probability distribution Qg (¢ ,,dz’),
e and it receives the weight w! o Iopt (&), ie

waq 1 i
wk X gk(fk;) e — Qk(&c) )

opt Ua

see Algorithm 2.

To implement this optimal design, the challenge is to compute

o = { / ge(@)P Qule_y, da)}7?

which was defined in (3), so as to set the optimal probability vector Aopt» for any a € {1,--- ,N}.



Algorithm 2: Particle filter with optimal auxiliary weights

input : (Eéflv'“ 75]2\11)7 (w]]g-—17... wk 1) Yy
OUtPUt: (§é7 o 7£]£;V)’ (w]iv e aw]]gv)
fora=1---N do

Optimize the design parameter

Compute ug
Evaluate the unnormalized optimal auxiliary weight
Set AGpy = wi_1 uq

end
Normalize the optimal auxiliary weights

fori=1---N do
Sample the auxiliary variable

Sample a from the optimal probability vector Aopt = ()\Cl)pt, e )\é\gt)
Propagate the state vector

Sample &, ~ Qu(€_,, d’)

Evaluate the unnormalized weight

. 1 .
Set wj, = — gr(&},)
Ugq,
end
Normalize the weights

3 Particle filter with an auxiliary transition matrix

Introducing the auxiliary N x N transition probability matrix maux = (Waux) from {1,--- , N} to
{1,---, N}, equivalently seen as a collection indexed by i € {1,--- , N} of probablhty vectors on
{1,---, N}, the idea is to see p(dz’') as the marginal probability distribution on F of the joint
probability distribution

Han (da’) oc gr(2') wii_y mh Qr(&_y, da’)

defined on the augmented space {1,--- , N} x {1,--- , N} x E. Indeed, summation with respect
to the indices a € {1,--- , N} and c € {1,--- , N} yields

Zwk 1 Zﬂaux Qr(&i—y, da’) = g(a') n(da') , (4)

an identity for unnormalized distributions, that carries over to normalized probability distribu-
tions. Assuming that the model transition kernels have a density, i.e. assuming that

Qr(z,dx’) = qp(x,2") da’ |
makes it possible to define the importance decomposition

qk(gl?;_lv 1”) wk 1
c )‘gux Taux Q § 7d1' s 5
Qk(gk—lv x/) Agux k( ol ) ( )

Naux(d‘r) X gk('rl)

Gt () URACED



the Monte Carlo approximation for the predictor

N N
1 1
N N at 7c
Naux = N z} 5((12,, C};, 6[2) hence <773uxa gaux = N Z: aﬁx k

and the importance sampling approximation for the filter

. . N ;
pN = Zwk (ak, b €1 and its marginal po= Zw}c 55}1 ,

where independently for any i = 1,--- , N the i-th particle (a},ci, £} ) is sampled from niix(dz’)
and is assigned a weight wj, using gaux( "). In practice, independently for any i =1,--- | N

e the index a} is sampled from the auxiliary probability vector (Aly, -+, ANy,

then, setting a = a};

e the index c}; is sampled from the probability vector (wgﬁi, o Waux) the a—th row of the
auxiliary transition probability matrix maux,

then, setting ¢ = ¢},

e the particle ¢! is sampled from the probability distribution Q (&5, da’),

e and it receives the weight w/,ic x ggﬁi(ﬁi), i.e

Qk(ég_pf;'g) wl%—l
Qk(ﬁﬁ_pﬁ;@) )‘gux ’

wj, < gi(€},)

see Algorithm 3.

This class of particle filters depends upon (N —1)+ N (N —1) = N2 —1 design parameters, that
are the components of the auxiliary probability vector A\yux (a probability vector of dimension
N), and the components of the N rows of the auxiliary transition matrix maux (/N probability
vectors of dimension N each), subject to normalization constraints. This class of particle filters
contains the class of auxiliary particle filters — and a fortiori it contains the class of ordinary
(non auxiliary) particle filters — as a special case. Indeed

e if for any a € {1,---, N} the a—th row of the auxiliary transition matrix 7, satisfies
Taux = 1 if ¢ = a and maux = 0 otherwise, then the resulting particle filter belongs to the

class of auxiliary particle filters described in Section 2,

e moreover, if A%, = w}_, for any a € {1,---, N}, then it further reduces to the ordinary
(non auxiliary) particle filter algorithm.

10



Algorithm 3: Particle filter with auxiliary transition matrix

iDPUt : )\auxa Taux (é_]ifla o 75[5;\771)7 (wliflv e wk 1) Yk
OUtPUt: (§é7 T 7£I£;V)’ (w]iv e aw]]gv)

fori=1---N do

Sample the auxiliary variable

Sample a from the auxiliary probability vector Aaux = (Alys =+ 5 AN )
Sample the shuffling index

Sample ¢ from the a—th row of the auxiliary transition matrix mauy, i.e. from the

- a,l a,N

probability vector (maux, -+ , Taux )
Propagate the state vector

Sample & ~ Qi (f_,. do')
Evaluate the unnormalized weight
h—1 Qk(fg_pfi)

. .o w
Set i =9 N ey )
aux k—1>Sk

end
Normalize the weights

Recall the particle approximation

1 N
o ct
<77é\1[1xagaux = N Z k k gk y
=1

for the normalizing constant (naux, gaux), Where the random variables (at, ct, &) fori=1,---

are i.i.d. with common probability distribution 735 (dz’), hence

E[<ni\lf1xagaux>] = <nauxagaux> ’

i.e. the approximation is unbiased, and

N E’<né\{1xygaux> - <nauxagaux>‘2 = Var(gau)u naux) = <nauxag§ux> - <77auxa gaux>2

Remark 3.1 Using the identity (4) and the importance decomposition (5) yields

Zzgaux ) gt (da’) = g(a’) (da')

a=1 c=1

an identity for unnormalized distributions, that implies identity for normalizing constants. In-
deed, integration of both sides with respect to the variable 2’ € E shows that the normalizing
constant (Naux, Jaux) associated with the importance decomposition (5) coincides with the nor-

malizing constant (1, g).

Remark 3.2 Actually, (né\{lx, Jaux) Provides also an unbiased approximation of the normalizing

constant (1, g), and the variance of the approximation error satisfies

N E[(nlic: Gaux) — (191> = (Naux, Goux) — (1, 9)*

11



hence minimizing this expression w.r.t. the auxiliary weights and the auxiliary transition matrix,
reduces to minimizing (Naux, g2,x) W.I.t. the auxiliary weights and the auxiliary transition matrix.
Clearly, the minimum value is smaller than the value obtained for any choice of the auxiliary
weights and the auxiliary transition matrix, and in particular is smaller than the value obtained
for the special choice corresponding to the auxiliary particle filter or the ordinary (non auxiliary)
particle filter, hence

B min )<nauxag§ux> < <777.g2> and 0 min Var(gau)unaux) < Vaf(gﬂl) .
Let € .2)
Qk k— , &
i =4[ lonte 1) 2 (e, da') 12, ©)
gk 17 )

and note that in the special case where ¢ = a, this expression reduces to

~{ / () Qu(€_, da)}? = u |

which was defined in (3). The optimal design, that minimizes the variance of (n¥., gaux) seen
as an unbiased approximation of the normalizing constant (7, g), is defined as follows.

Proposition 3.3 For any a € {1---N}, let ul denote the minimum value of uS when ¢ €
{1--- N} and assume that there exists a unique minimizer, i.e. a unique index ¢ for which the
minimum value is achieved. Then for any a € {1--- N} the optimal choice for the a-th row of
the auxiliary transition matrix is such that

a,c
Tope = 1 if ¢ = ¢§ and w3y = 0 otherwise,

the optimal choice for the auxiliary weight is
Aapt X wk 1 ’LL )

and the minimum value is

min - (Faux; ggux> = [Z Wi_1 Ug ]2

(>\aUX77raux

PROOF. The variance of the approximation error is controlled by

<773«11X7gaux Z Z/ |gaux naux(dx )

a=1 c=1
5 ,2') wi
=33 [ lato) ) Mty e o )
a=1 c=1 71’ aux
N a 2
[wi_q| ar(&p_y,2)
=Y aux/lg TR Qe da)
a=1 Aaux fk‘ 17 )

a‘QN

’wk—l
= Ml S gl

12




Under the assumptions, it holds
N
, 2 2
D oma lug? > ug
c=1

and the lower bound is achieved if the a—th row of the auxiliary transition matrix . charges
the minimizer only, i.e. if it satisfies manx = 1 if ¢ = ¢2 and maux = 0 otherwise. Plugging this

expression yields

2 al ‘wg 1|2 al 2
gllqul <77auxygaux> = ITEIHI)} Z o ng{g{ |ug|
N =1 aux c=1
al ‘wl?;—1|2 N a,c 2
= Z a Zﬂ-of)t ‘Ug|
a=1 aux c=1
N
_ ‘wg—1‘2 ‘ 0‘2
S M

and it follows from Lemma 2.3 that the minimum w.r.t. the auxiliary probability vector is

achieved for
a a [ ]
Aopt X Wg—1 Uq

and
. 2 o . . 2
min <77auxagaux> = min min <77aUX7gaux>
()\aux,ﬂ'aux >\aux Taux
N |2
— min Z |wi_y ug|
e
N
a 12
= [Zwk—l ua] . O
a=1
Remark 3.4 Recall that uf denotes the minimum value of u$ when ¢ € {1,---, N} and in

particular v, < u? = u,, hence
N N
® 12 2
[ng—lua] S[Z’“&%A“a] )
a=1 a=1
forany a € {1,---, N}. In other words, the optimal design for the particle filter with an auxiliary
transition matrix improves the performance (reduces the variance) over the optimal design for

the auxiliary particle filter, and a fortiori it improves the performance over the ordinary (non
auxiliary) particle filter.

Under the optimal design, independently for any i € {1,--- , N}

e the index a}; is sampled from the optimal probability vector ()\Cl)pt, e ,)\é\gt),

13



then, setting a = a}, and ¢ = ¢
e the particle §,i is sampled from the probability distribution Qx(&5_,, dz’),
e and it receives the weight w! o gopt L€, i

(5]% 1a€]i) w]% 1 (5 ) Qk(ﬁg,p@?)
(fk 1a§k) opt UZ i qk(&z_lafllg) '

w) o g(E)

see Algorithm 4.

Algorithm 4: Particle filter with optimal auxiliary transition matrix

input : (5#1»"' a‘fk 1) (wk IER wk 1)s Yi
. 1 N

output: (§,- - ,fk ), (wk, L wy)

fora=1---N do

Optimize the design parameters

Compute the minimum value ug and the minimizer c,
Evaluate the unnormalized optimal auxiliary weight
Set AGpe = wi_qug

end
Normalize the optimal auxiliary weights

fori=1---N do
Sample the auxiliary variable
N

Sample a from the optimal probability vector Aops = (Adpts -+ > Agpt)
Propagate the state vector

Set ¢ = ¢ and sample & ~ Qx(£5_,,da’)

Evaluate the unnormalized weight

; 1 ; qk(é](?;fl?g]ic)
Set, wi, = — gp(€]) ook Sk

end
Normalize the weights

To implement this optimal design, the challenge is to compute

_ Qk fk 15 )2 1/2
e {/| ae ! el i)

which was ddefined in (6), for any index a € {1,---, N} and any index c € {1,--- , N}, so as
to compute the minimum value )}, find the minimizer ¢}, and set the optimal probability vector
AL, for any a € {1,--- , N}. Introduce the mapping

wle) = { [ lovte quk 1’>)|2 (e da)} 2 )

and note that in the special case where z = 52_1 this expression reduces to

wal€i) = { [ ) ?; =~ §\2Qk<fk L)V = e |

14



Remark 3.5 The problem of minimizing u§ = uq(&f_,) with respect to the indexc € {1,--- , N}
can only be solved by exhaustive search within a finite (but large) set. If this combinatorial
minimization problem would be replaced by the wider problem of minimizing u,(z) with respect
to the variable z € E, as if there would be a continuum of possible choices and not a finite (but
large) number N of possible choices, then it would be possible to use numerical optimization
procedures instead of exhaustive search.

This motivates the introduction in Section 4 of another (and larger) class of particle filters, with
an auxiliary transition kernel.

4 Particle filter with an auxiliary transition kernel

Introducing the auxiliary transition probability kernel kaux = (K&, (d2)) from {1,--- N} to E,
equivalently seen as a collection indexed by i € {1,---, N} of probability distributions on E,
the idea is to see p(dx’) as the marginal probability distribution on E of the joint probability
distribution

:ugux(dzﬂ dl‘l) X gk(xl) wlg—l K’gux(d’z) Qk(fl?;—pdf) ;

defined on the augmented space {1,--- ,N} x E x E. Indeed, summation with respect to the
index a € {1,--- , N} and integration with respect to the variable z € F yields
N
aa') S i1 | wiueld2)] Queh1.de’) = @) i) (®)
a=1

an identity for unnormalized distributions, that carries over to normalized probability distribu-
tions. Assuming that the model transition kernels have a density, i.e. assuming that

Qu(z,da’) = qp(z,2') da’ |
makes it possible to define the importance decomposition

/
Qk(fg—hx) wl?:—l )\a K:a

Qk(zg l‘/) /\gux aux "vaux

,U/gux(dzv d.’L'/> X gk(xl) (dz) Qk(Z, dl‘l) ) (9>

o (2:7) W2, )
the Monte Carlo approximation for the predictor
N 1 N LS~ al i o
awx = 2;5(%%5@ hence  (oux, Gaux) = ;gaux(%&k) ,
and the importance sampling approximation for the filter
N N
,uévux = ;w}; 5(%7 C’i’ 52) and its marginal MN = Zz; w,ii 5&2 ,

where independently for any ¢ = 1,--- , N the i—th particle (a};, C,i, 5129) is sampled from n%,, (dz, dx’)
and is assigned a weight w/,ic using g% (z,2). In practice, independently for any ¢ =1,--- , N

15



e the index a} is sampled from the auxiliary probability vector (Al -+ ANy),
then, setting a = aj,

dz), the a—th row of the

s

e the particle ¢! is sampled from the probability distribution
auxiliary transition probability kernel Kjux,

then, setting z = (}g
e the particle §,i is sampled from the probability distribution Q(z, dz’),
e and it receives the weight w} oc g% (2,}), i.e

Qk(fg_pfi) wl% 1
qk(zagl’i) )‘gux ’

gr(&k)

see Algorithm 5.

Algorithm 5: Particle filter with auxiliary transition kernel

iHPU-t :>\auX7 Raux, (5]% 1" 7€k 1) (wk 19" wk 1) Yk:

OUtpLIt: (f}%v 7§]€ ) (wka 7wljgv)

fori=1---N do
Sample the auxiliary variable

Sample a from the auxiliary probability vector Aaux = (Al 5 ANL)

Sample the shuffled state vector

Sample z from the a—th row’ of the auxiliary transition kernel K., i.e. from the
probability distribution k%, (dz)

Propagate the state vector

Sample £ ~ Qx(z, dz’)

Evaluate the unnormalized weight
wy_q Qk(fﬁ,pf}c)

Agux qk (Zv fll{;)

aux (

Set w = gx(&))

end
Normalize the weights

This class of particle filters depends upon several design parameters, that are the components
of the auxiliary probability vector Auux (a probability vector of dimension N) subject to nor-
malization constraint, and the N ’rows’ of the auxiliary transition kernel kaux (/N probability
distributions defined on E each). This class of particle filters contains the class of particle filters
with an auxiliary transition matrix — and a fortiori it contains the class of auxiliary particle
filters and the class of ordinary (non auxiliary) particle filters — as a special case. Indeed

e if for any a € {1,---, N} the a—th 'row’ of the auxiliary transition kernel k,,x charges the
finite set of available particles only, i.e. if

aux Z 7raux 650 ) )
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as a finite mixture, where the vector of mixture weights is given as the a—th row of some
transition matrix m,,x of dimension N x N, then the resulting particle filter belongs to the
class of particle filters with an auxiliary transition matrix described in Section 3,

e moreover, if for any a € {1,---, N} the a—th row of the auxiliary transition matrix maux
satisfies maux = 1 if ¢ = a and maux = 0 otherwise, then the a—th 'row’ of the auxiliary
transition kernel s,y charges the particle £_, only, i.e.

a —
Kaux (dz) = 5£g_1(dz) ,

aux

and the resulting particle filter belongs to the class of auxiliary particle filters described
in Section 2,

e moreover, if A%, = w}_, for any a € {1,---, N}, then it further reduces to the ordinary
(non auxiliary) particle filter.

Recall the particle approximation
1 SN o
a’L . .
<77é\1[1xvgaux> = N ZQaﬁx(Ci,@@) .
i=1

for the normalizing constant (Naux, gaux), where the random variables (a};, C,i, 5}6) fori=1,---,N
are i.i.d. with common probability distribution 7%, (dz, dz’), hence

EKné\{lxagaux” = <77aux>gaux> 5

i.e. the approximation is unbiased, and

N E|<77;]1\{1x7gaux> - <77auxygaux>‘2 = Var(gaux,naux) = <77auX7g§ux> - (nauxvgaux>2

Remark 4.1 Using the identity (8) and the importance decomposition (9) yields

N
3 / G (22 e (2, d') = g(a') (e’ |
a=1 E

an identity for unnormalized distributions, that implies identity for normalizing constants. In-
deed, integration of both sides with respect to the variable 2’ € E shows that the normalizing
constant (7aux, gaux) associated with the importance decomposition (9) coincides with the nor-
malizing constant (1, g).

Remark 4.2 Actually, (né\{lx, Jaux) Provides also an unbiased approximation of the normalizing
constant (1, g), and the variance of the approximation error satisfies

N E|(ny, Gaux) — (1, 9)* = (Maux, Gouxe) — (1, 9)%

therefore minimizing this expression w.r.t. the auxiliary weights and the auxiliary transition
kernel, reduces to minimizing (Naux, g2,) W-I-t. the auxiliary weights and the auxiliary transition
kernel. Clearly, the minimum value is smaller than the value obtained for any choice of the

17



auxiliary weights and the auxiliary transition kernel, and in particular is smaller than the value
obtained for the special choice corresponding to the particle filter with an auxiliary transition
matrix, the auxiliary particle filter or the ordinary (non auxiliary) particle filter, hence

min <773uxa ggux> < <777 g2> and min Var(gaum naux) < var(g, 77) .

(>\aux yRaux (>\auxJiaux

Let 5 )
_ Qk kl? 2 Qu(z, da')}1/?
{/rk B R Quende)) 2

which was defined in (7). The optimal design, that minimizes the variance of (2., gaux) seen
as an unbiased approximation of the normalizing constant (1, g), is defined as follows.

Proposition 4.3 For any a € {1---N}, let u® denote the minimum value of uq(z) when
z € E and assume that there exists a unique minimizer, i.e. a unique vector z3° for which the
minimum value is achieved. Then for any a € {1--- N} the optimal choice for the a—th row’ of
the auxiliary transition kernel is

opt(dz) = 52(;'(dz) )
the optimal choice for the auxiliary weight is
)\“pt X wy_; ug

and the minimum value s

: 2 oo
min <nauxygaux = E :wk 1 Uq

(/\aux yRaux

PROOF. The variance of the approximation error is controlled by

N
s ) = 3 [ [ Iatues ) {2,
a=1"EJE

- Z//r ) 2llh2) ‘;’E L2 X Wi (d2) Qi)

Qk z .%’) aux

Under the assumptions, it holds
[ a2 ki) = st
E
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and the lower bound is achieved if the a—th 'row’ of the transition probability kernel k,,x charges

the minimizer only, i.e. if it satisfies £, (dz) = J_ee(dz). Plugging this expression yields
a

. |wk ‘2
min (s 622 =mm2 1 / 1 (2)? w2 (d2)

Raux Raux aux

and it follows from Lemma 2.3 that the minimum w.r.t. the auxiliary probability vector is
achieved for
)\apt X wk 1 U )

and

min <773«11X?g§ux> = min min (naunggux>

(Aauxﬂ'@aux Aaux Kaux

N a 00 |2
. ’wk 1 Ug
= min T

)\aux a:]_ aux
N
_ a 00 12
- [§ W1 Ug ] : U
a=1

Remark 4.4 Recall that u2® denotes the minimum value of u,(z) when z € E, while u$ denotes
the minimum value of u§ = wu,({;_;) when ¢ € {1,--- N}, hence u$® < u} for any a €
{1,---,N} and

N N
Y wiut P <[> wigug)?
a=1 a=1
In other words, the optimal design for the particle filter with an auxiliary transition kernel
improves the performance (reduces the variance) over the optimal design for the particle filter

with an auxiliary transition matrix, and a fortiori it improves the performance over the optimal
design for the auxiliary particle filter and over the ordinary (non auxiliary) particle filter.

Under the optimal design, independently for any i € {1,--- , N}
e the index a} is sampled from the optimal probability vector ()\épt, : )\é\;t)

then, setting a = a}, and z = 23°

e the particle &, is sampled from the probability distribution Q(z,dz’),
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e and it receives the weight w! o 9opt (2, ), ie

a1, &) w1 e (&0 1, €})
(2 6)) A, uge TR TGy

wj, < gr (&)

see Algorithm 6.

Algorithm 6: Particle filter with optimal auxiliary transition kernel

input : (511_17"' f;iv 1) (wli—lf" wk 1) Ye
OUtPUt: (5]17 U 7£k ) (wkv e awljfv)
fora=1---N do

Optimize the design parameters

Compute the minimum value u® and the minimizer z3*
Evaluate the unnormalized optimal auxiliary weights
Set )\gpt = wi_ ug’

end
Normalize the optimal auxiliary weights

fori=1---N do
Sample the auxiliary variable

Sample a from the auxiliary probability vector Aopt = (Abpi, -+ s AY)
Propagate the state vector

Set z = z3* and sample &} ~ Q(z,dz’)

Evaluate the unnormalized weight

ar (&8, 1)
Set wj, = 7 91(0) qr(2, &)

end
Normalize the weights

To implement this optimal design, the challenge is to compute

—{/rk ) 2 1’)>\2 (e da)} 2 |

which was defined in (7), for any a € {1,--- , N} and any z € F, so as to compute the minimum
value u2®, find the minimizer z3°* and set the optimal weight ¢, for any @ € {1,--- ,N}. As
noticed earlier, it is not really necessary to compute u,(z) for any z € E, it is only necessary to
compute the minimum value and find the minimizer, which can be achieved after a few iterations
of a numerical optimization procedure. This is illustrated in Section 6 in the special case where
the hidden state is modelled as a linear Gaussian system, a special case of practical interest in
applications.

5 Application to crossover and to multitarget tracking

It is well known that sequential Monte Carlo methods can be interpreted in terms of implement-
ing selection and mutation steps, using the language of evolutionary algorithms. However, most
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general evolutionary algorithms also include a crossover step that is not present in sequential
Monte Carlo methods. The approach presented in the previous two sections can be adapted to
include such a crossover step.

Assume that the state space E = Fq X --- X Ep is decomposed as a product space. For instance
in multitarget tracking, each different subspace would be the state space for a different target,
and the multitarget state variable x = (z1,--- ,z7) would be the concatenation of individual
target state variables, with x; € E; the state variable of the t-th target for any t =1,--- ,T.

The approach presented in Section 3, that uses an auxiliary transition matrix, can be adapted
as follows (conceptually, the only difference is that the index ¢ should be replaced by the multi—
index (cy,- - ,cr)). Introducing the auxiliary N x (N X --- x N) transition probability matrix
Taux = (W;gf “’jT)) from {1,--- ,N} to {1,--- ,N} x --- x {1,--- , N}, equivalently seen as a
collection indexed by i € {1,---, N} of probability vectors on {1,--- N} x --- x {1,--- , N},
the idea is to see u(dz’) as the marginal probability distribution on FE of the joint probability
distribution

ai T (da') oc gr (') wi_y ) Qu(éiy da')

defined on the augmented space {1,--- ,N} x {1,--- N} x --- x {1,--- , N} x E. Indeed,
summation with respect to the index a € {1,---, N} and to the multi-index (¢, - ,cr) €
{1,--+ N} x -+ x{1,--- | N}, yields

Zwk ) Z Zwsuf" 1)) Qu(&f_y,da’) = g(a’) n(da’) | (10)

c1=1 cr

an identity for unnormalized distributions, that carries over to normalized probability distribu-
tions.

Definition 5.1 For any multi-index (¢1,--- ,cp) € {1,--- N} x --- x {1,--- , N}, the shuffled
multitarget particle f(q’ °r) (&1 11+ &5, ) is obtained by taking its first component
from the ¢;—th particle, its second component from the co—th particle, and so forth up to taking

its last component from the cp—th particle.

Assuming that the model transition kernels have a density, i.e. assuming that

Qi(z,da’) = qp(z,2') da’ |

makes it possible to define the importance decomposition

a !
plierer) (da') o gi(a’) % (L 1’) Whd ya e er) Qr(El ) dxly . (11)

@ aux Maux

(5(01, ' ,$/) aux

a,(cl,---,cT)(:EI) a,(cl,---,cT)(dx/)

aux aux

the Monte Carlo approximation for the predictor

N ’ C )"t ci7 ) )
naux — A7 Z CL A 52) hence <nauxvgaux = Z alﬁx ool T (5]29) )
i—1 k> “k,1> ) kT Sk 1
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and the importance sampling approximation for the filter

N N
N i . : N i
= w0, i i ; and its marginal = Wy, 0 .

o ;k%%¢y~¢mm & : ;;k&’
where independently for any ¢ = 1,--- , N the i—th particle (a};, 02,17 “ee ,CZ’T, 5}6) is sampled from
ﬂgh()fl”“ ’CT)(da:/ ) and is assigned a weight w}, using gg{l()fl’m ’CT)(:c’ ). In practice, independently for
anyt=1,--- N

e the index a} is sampled from the auxiliary probability vector (Aly, * » ANy,
then, setting a = aj,
e the multi-index (0271, e ,CL’T) is sampled from the N X --- x N-dimensional joint prob-
ability vector (773{1(;"“’1), e ,wg{&N"" ’N)), the a—th row of the auxiliary transition matrix
Taux
then, setting (c1,--- ,cp) = (0271, e ,c}%’T)

e the particle ¢! is sampled from the probability distribution Qy( ,(fjl ’CT), dx'),

e and it receives the weight w! o gg{l(}fl"" ’CT)(é}i), ie.

qk (52717 6]7;) wg—l
ae(§7 7,6 A

w, o< gr (&)

see Algorithm 7.

Remark 5.2 With this approach, multitarget particles such as {_; = (5,‘;_1’1, “ee ,{g_LT) that
are present in the population initially, can be replaced by shuffled multitarget particles such as
f,gc_l’lm’cT) = ( 21_1,1, e 751231?)' It is the role of the auxiliary transition matrix ... to make
this crossover between the target particles possible.

This class of particle filters depends upon (N —1)+N(NT—1) = N7+ —1 design parameters, that
are the components of the auxiliary probability vector Ay (a probability vector of dimension
N) and the components of the N rows of the auxiliary transition matrix maux (N probability
vectors of dimension N7 each), subject to normalization constraints. This class of particle filters
contains the class of auxiliary particle filters as a special case. Indeed

e if for any a € {1,---, N}, the a—th row of the auxiliary transition matrix m,ux satisfies
ﬂg{l(,fl""’cT) =1ife; = - =cp =a and wg{ﬁfl"”’c” = 0 otherwise, then the resulting

particle filter belongs to the class of auxiliary particle filters described in Section 2.
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Algorithm 7: Multitarget particle filter with auxiliary transition matrix

input : A\jux, Taux, (é_]ifla"' 75[5:\7—1)7 (wliflv"' wk 1) Y
output: (&, ,&Y), (wi, -+, wy)
fori=1to N do

Sample the auxiliary variable
Sample a from the auxiliary probability vector Aaux = (Alys =+ 5 AN )
Sample the shuffling multi-index
Sample (¢1,- -+ ,cr) from the a—th row of the auxiliary transition matrix 7y, i.e.
from the probability vector (7rau(X 1), . ,w;‘;f)fv ""’N))
Propagate the multltarget state vector
Sample fk Qr(&” Cl" , dx')
Evaluate the unnormahzed weights
wy,_ Qe,t (€ §i)
1 k—1>Sk
Set wj, = gr(&;) N Cl’, 1CT) -
aux (g t(f ) gk)
end
Normalize the weights
Recall the particle approximation
N ap(Ch 1 oGk, .
<77auxagaux> = N Zgaﬁx " e (flzc) )
i=1
for the normalizing constant (Naux, Jaux), Where the random variables (a}, 0271, e ,c};’T,ﬁli) for

i=1,---,N are ii.d. with common probability distribution 73; (e1, )(dx’), hence

ux

E[<ni\{1x79aux>] = <77auxygaux> )

i.e. the approximation is unbiased, and

N E|<n;]1\1[1x7.gaux> - <77aux>gaux>|2 = Var(gau)u naux) = <77aux,g§ux> - <77auXa gaux>2

Remark 5.3 Using the identity (10) and the importance decomposition (11) yields

ZZ Zg () ner o) (da') = g(a') n(da’) |

a=1c1=1 cr

an identity for unnormalized distributions, that implies identity for normalizing constants. In-
deed, integration of both sides with respect to the variable 2’ € E shows that the normalizing
constant (Naux, Jaux) associated with the importance decomposition (11) coincides with the nor-
malizing constant (1, g).

Remark 5.4 Actually, (72, gaux) provides also an unbiased approximation of the normalizing
constant (1, g), and the variance of the approximation error satisfies

N E[(nlic: Gaux) — (1, 91> = (Naux, Goux) — (0 9)%
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therefore minimizing this expression w.r.t. the auxiliary weights and the auxiliary transition
matrix, reduces to minimizing (Naux, g2, ) W.I.t. the auxiliary weights and the auxiliary transition
matrix. Clearly, the minimum value is smaller than the value obtained for any choice of the
auxiliary weights and the auxiliary transition matrix, and in particular is smaller than the value
obtained for the special choice corresponding to the ordinary (non auxiliary) particle filter, hence

min (naux,ggux> < <77,g2> and min  var(gaux, Naux) < var(g,n) .

()\aux:ﬂ'aux (Aaux:ﬂ'aux

o (s v)
Ak\Sp_15T ; ,C
e = [ lnta ! QUEC TP (12)
) 5C , x/)
and note that in the special case where ¢; = --- = ¢p = a, this expression reduces to

—{/ (@) QuE8_y, da)}V? = ug |

which was defined in (3). The optimal design, that minimizes the variance of (n¥., gaux) Seen
as an unbiased approximation of the normalizing constant (7, g), is defined as follows.

Proposition 5.5 For any a € {1--- N}, let u} denote the minimum value of w ) when
(ci, - ,er) €{l-- N} x---x{1---N} and assume that there exists a unique minimizer, i.e.
a unique multi—index (c;’l, e 7C;,T) for which the minimum value is achieved. Then for any

a € {1---N} the optimal choice for the a—th row of the auxiliary transition matriz is such that

a,(c1,,cr)

opt = 0 otherwise,

7T(cjl,)(tc1,~~~7CT) =1if (c1,--- ,er) =€y, ,Cop) and g

the optimal choice for the auxiliary weight is
)‘gpt X wg—l u(.z )

and the minimum value s

min (77aux> ggux> = [ Z wgfl u(.l ]2

(Aaux yTaux

PROOF. The variance of the approximation error is controlled by

(Taux: Gaux) = ZZ Z/fggu(fl" ()2 et o) (da)

a=1c1=1 cr=1

algel Qk(fk 12) Wiy,
:ZZZ/’R (c1,- CT)_Q;' \@ ’

!
a=1c1=1 cr=1 k—1 ’ ) aux

X ‘L(Cl"CT)Q(ﬁ(cl"’ ,da’)

aux aux
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:Z|wk

2
P MR I
a=1 aux Cl—
ka(fk 1L ) , ,C
/| (Cl: CT) g |2 (6 i dl‘)
k: 1 vJU)
|wk 1|2 al al ay( ) 1o )
— 7-‘-7617'CT |ucla‘CT|
Z Z >3

a=1 c1= cr=1

Under the assumptions, it holds

2: 2: (c1,-
71—aux77

c1=1

et DR 2 g

and the lower bound is achieved if the a—th row of the N x (N X -+ x N) transition matrix mayux

charges the minimizer only, i.e. if it satisfies w;‘u(f’ ser) i (e, ,cr) = (chq,-++ ,c0p) and
w;‘uﬁfl’ 1) — () otherwise. Plugging this expression yields
2
Z wi_y| Z Z
i 2 ey ’ k-1 Cl7 e C1, ¢ 2
min <77aUX7 gaux> = min 71-aux ‘ul(l )‘
Traux Taux aux
2
o |wk 1| a (e1,4c | (017"'7CT)’2
- opt Ug
a=1 aux c1=1
N a 2
|wk*1| | .|2
a )
a=1 Agux

and it follows from Lemma 2.3 that the minimum w.r.t. the auxiliary weights is achieved for
Aapt X wk 1 u )
and

min min <77auxv ggux)

Aaux Taux

min_ {(Nawes Iou)

()\aux yTTaux

N wg ug?

min Z e

Aaux aux

a=1

N
= [D wiqugl? O
a=1
Remark 5.6 Recall that u$ denotes the minimum value of w7 ) when (c1,---,cr) €
{1---N} x---x{1--- N} and in particular u(cl’ er) < ufﬁ’ ) g, hence

N N
[ngfl UZ]Q < [Zwl%fl Ua]2
a=1 a=1



In other words, the optimal design using an additional crossover step in the auxiliary particle
filter improves the performance (reduces the variance) over the optimal design for the auxiliary
particle filter.

Under the optimal design, independently for any i € {1,--- , N}
e the index a} is sampled from the optimal probability vector ()\cl)pt, e ,)\é\lfjt),
then, setting a = a}% and (c1,--,er) = (¢, vCZ,T)

e the particle &} is sampled from the probability distribution Q (&t Cl’ “ ), dx'),

e and it receives the weight w} o ggp(tcl’ e (5};,), i.e
i b a8 wiy 0 (&5 1> h)
wy, X gk(gk) (Clv"' cT) i 2@ U. (é.k) (017,,, 7CT) i )
qk( k—1 agk) opt a Qk( k—1 7€k)

see Algorithm 8.

Algorithm 8: Multitarget particle filter with optimal auxiliary transition matrix

input : (5#1»"' a‘fk 1) (wk IER wk 1) Yi
OUtput: (5]};7 7§]§ )7 (wk;a o ’w]]g\/')
fora=1---N do

Optimize the design parameters

Compute the minimum value ug and the minimizer ¢§ = (c§ 1, , ¢} 1)
Evaluate the unnormalized optimal weights

Set AQpe = wj_qug

end
Normalize the optimal weights

fori=1---N do
Sample the auxiliary variable

Sample a from the optimal probability vector Aopt = ()‘})pt’ e ,)\é\;t)
Propagate the multitarget state vector
Set (c1,--+,er) = (cg1, ++ ,ch ) and sample &~ Qr(&”! cl" er) ,dx’)

Evaluate the unnormalized weight

.1 o (&8
Set wy, = — gr (&) (clk..-lcT)k ;
Uq e ( k—1 ’gllf)

end
Normalize the weights

To implement this optimal design, the challenge is to compute

—{/!k W1 T) a0, a2

k61717 ;')
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which was defined in (12), for any index a € {1,---, N} and any multi-index (¢, - ,cr) €
{1,-+,N} x --- x{1,--- ,N}, so as to compute the minimum value v, find the minimizer
(coas s aT) and set the optimal weight A% ., for any a € {1,--- , N}. Recall the expression
of the mapping

opt?

wl@) = ([ @) ) 1’))|2 (e da )} |

which was defined in (7) and note that in the spec1al case where z = 5
reduces to

c,~c ng ) ) Cly,CT c
wlel? ) = ([ lata!) S ,)|2 QU™ da )} = ulfreen)
k-1 L

C . . .
bl ) this expression

Remark 5.7 The problem of minimizing ulerer) = uq (&)~ cl’ e ) with respect to the multi-
index (c1,---,er) € {1,--- ,N} x --- x {1,--- N} cons1ders all possible shuffled multitarget
particles and can only be solved by exhaustive search within a finite (but huge) set. If this
combinatorial minimization problem would be replaced by the wider problem of minimizing
uq(z) with respect to the variable z € E, as if there would be a continuum of possible choices
and not a finite (but huge) number N X --- x N (T-times) of possible choices, then it would be
possible to use numerical optimization procedures instead of exhaustive search.

The larger class of particle filters already considered in Section 4, with an auxiliary transition
kernel, would make this possible and could be implemented as such, virtually without any
adaptation.

Remark 5.8 With the approach presented in Section 4, multitarget particles such as £ ;| =
(& 110 € T) that are present in the population initially, can be replaced by practically

any multitarget particles, not limited to shuffled multitarget particles such as f(cl" er)

(& IRTARE &7 7). Tt is the role of the auxiliary transition kernel kaux to make this propo-
sition of new multitarget particles possible.

This class of particle filters depends upon several design parameters, that are the components
of the auxiliary probability vector A\,ux (a probability vector of dimension N) subject to nor-
malization constraint and the N ’'rows’ of the auxiliary transition kernel k,ux (N probability
distributions defined on E each). This class contains the class of particle filters defined above,
with an auxiliary transition matrix — and a fortiori it contains the class of auxiliary particle
filters — as a special case. Indeed

e if for any a € {1,---, N} the a—th row’ of auxiliary transition kernel K,y charges the
finite set of all possible shuffled multitarget particles £ ,E:C_l er) only, i.e. if

aux Z Z 7Tau>f17 e 5(617 cT) (dZ) s

c1=1 cr
as a finite mixture, where the vector of mixture weights is given as the a—th row of some
transition matrix mau of dimension N x (N X --- x N), then the resulting particle filter
belongs to the class of particle filters with an auxiliary transition matrix described at the
beginning of this section.
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6 Special case: linear Gaussian model transitions

Explicit calculations, and the proof of the existence of a unique minimizer for the mapping u/(2)
defined in (7), are available in the special case where the hidden state is modelled as a linear

Gaussian system
Xy = Fyp X1+ Wy,

where W, is a Gaussian random vector with zero mean and invertible covariance matrix Xy, so
that the model transition densities are Gaussian densities of the form

ar(z,7") < exp{—3 (2/ — Frz)* S, (2' — Fr2)}

for any x,2’ € E. For simplicity, the notation m, = £_, is used throughout this and the next
sections.

Proposition 6.1 For any a € {1,---, N}, the mapping

Qk ma, )2 5 da V12
—{/g B R Quleda')

which was defined in (7), can be expressed as uqg(z) = vo(Fk (Mg — 2)) in terms of the new
variable 0 = Fy, (mg — z) and the reduced mapping

va(0) = exp{3 0" 2;1 0} {/ \gi (2" + Fpmg)|? exp{—3 (2" — 0) Z,;l (2" —0)Ydz"}/? | (13)
E
defined up to a multiplicative constant that does not depend on 6 € E nor ona € {1,--- ,N}.

PRroOF. For simplicity, write Fy, = F' and X} = %, i.e. the subscript index k is dropped through-
out the proof. It follows from (the first part of) Lemma A.1 that

qr(ma, ) exp{—% (2 — Fmy)* 7 (2" — Fmg)}
(2, 2') exp{—3 (z/ — F2)*S~! (2/ — F 2)}

= exp{(mq — 2)* F*S71 (2/ — Fm,)} exp{3 (mq — 2)* F* YL (mg — 2)}

hence

/ / Qk(mml’/) wl% 1
z,x) = gi(x
( ) ( Qk(zaxl) )‘gux

gaux

—L exp{(mq — 2)* F*S7 (&' — Fmyg)}

exp{% (mg —2)" F* ylp (mg —2)}
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for the weight function. It follows from (the second part of) Lemma A.1 that

Qk(maa x/) ’2

/
qr\z, T
wza) | &)

exp{(mg — z)* F* Y F (mg —2)},

hence integration with respect to the variable 2’ € E yields

wle) = ([ lote!) BTN Qa0

= expl} (ma =2 P F (ma =2} lon(e!)F

exp{—1 (2 — F (mg + (mg — 2)))* 271 (&' — F (mg + (mg — 2)))} da’}1/?

= exp{h (ma = 2" P*E7 F (ma = 2} { [ lonla! + Fmo)

exp{—3 (2" — F(mg — 2))* 7! (2" — F (mg — 2))} da”"}V/?

up to a multiplicative constant that does not depend on z € E nor on a € {1,---, N}. Notice
that the model transition density gx(z,2’) depends on z only through F z and the two functions
9% (z,2") and u,(z) depends on z only through F (m, — z). Indeed, u,(2) = va(F (mq — 2))
and in particular u,(mg) = v4(0) with

va(0) = exp{% g*n1 0} {/ lgr (2" + FTrLa)]2 exp{—% (2" —6)* »! (2" —0)} alnt:"}l/2 ,
E

and
[ 1o w(dz) = [ ol (o= P @) = [ (O w0 Fr )
E E range(F)
where x2,, o F-1(df) denotes the image (or pushforward) probability measure of k2 . (dz) under

the change of Varlable 0 = Fy(z) = F (mg—2). In other words, this is the probability distribution
of the random variable F,(Z) = F (m, — Z) where the random variable Z has probability
distribution k% (dz). O

aux(
It follows from Proposition A.2 that the mapping 6 +— v,(0) is strongly log—convex (indeed,
(logv,)"(0) > c I, where the positive constant ¢ does not depend on § € Enorona € {1,--- ,N})
hence it has a unique minimizer, and so does the mapping z — u,(z) = v4(F) (mg — 2)) provided
that the square matrix Fy, is invertible. However, if the square matrix F} is not invertible, then
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e the mapping z — u,(2) = va(F) (mg — 2)) is still log—convex but not strongly log—convex
and it cannot have a unique minimizer (indeed, if z is a minimizer, then z + z( is another
minimizer, for any zg in the null space of Fy),

e when restricted to the range space of Fj, the mapping 6 — v,(0) is strongly log—convex,
hence it has a unique minimizer.

The minimum value of u,(z) when z € E, coincides with the minimum value of v, (F}) (mg — 2))
when z € E, hence the minimum value u2® can be interpreted as the minimum value of v,(0)
subject to 6 € range(Fy). Even though the minimizer of u,(z) when z € E is not necessarily
unique, any minimizer z satisfies Fj, (mq, — z) = 02° or equivalently Fj, z = Fj,m, — 05°, where
6%° is the unique minimizer of v,(#) subject to 6 € range(Fy). Then, setting 6 = 65°

e the probability distribution Q(z,dz’) is a Gaussian probability distribution with mean
Fy. z = Fj, m, — 0 and covariance matrix Xy,

e the particle £ sampled from the probability distribution Q(z,dz’) can be defined as
&, = Fpmy—0+Z], where Zj is a Gaussian random vector with zero mean and covariance
matrix Y, hence §}€ —Fprmg=—-0+ E};,

and therefore

Qk’(maa ‘fllg)

= exp{(mq — 2)* F}; E,;l (5}; — Frmg)} exp{% (mg — 2)" Fy; E,;l Fy(mg —2)}
qk(zugk)

= exp{0* S, (=0 +Z,)} exp{30°5,10)}
= exp{0* S, ', - 307210} .
Under the optimal design, independently for any i € {1,--- , N}
e the index a} is sampled from the optimal probability vector ()\épt, e ,)\é\;t),
then, setting a = a}, and 6 = 62°

e the particle &! is defined as & = F &0 | — 0 + =} where Z} is a Gaussian random vector
with zero mean and covariance matrix X,

e and it receives the weight wj, oc g%,(2,&}), i.e.

ar (€81, &) wi_ 1 : el B
k=11 ok Pl oo gr (&) exp{0 Zk1:2_%0 Eklg}’

wj, o< g (& ; @
k ( k> q]ﬂ(Z,gk) )‘opt Ugq

see Algorithm 9.

To implement this optimal design, the challenge is to compute

va(0) = exp{% o* E,;l 0} {/E \gr (2" + Fy, ma)|2 exp{—% (2" —0)* E,;l (2" —0)} d:v”}l/2 ,
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Algorithm 9: Particle filter with optimal transition kernel (Gaussian model)

iDPUt : (5]%_17 e 7€ljgv_1)7 (wllg_lv e 7w]](;\7—1)? Yk
OUtPUt: (é-li) o 7£]£;V)) (w]iv o aw]]gv)
fora=1---N do

Optimize the design parameters

Compute the minimum value u3® and the minimizer 63°
Evaluate the unnormalized optimal auxiliary weights
Set )\gpt = wji_jug®

end
Normalize the optimal auxiliary weights

fori=1---N do
Sample the auxiliary variable

Sample a from the auxiliary probability vector Aopt = (Abpe, -+ s AN)
Propagate the state vector

Set § = 63° and sample = ~ N(0, 3y)

Set & = (F&l_, —0)+E

Evaluate the unnormalized weight

Set wi = % ge(€8) exp{6* Z,;l = - % 0* E;l 0}

a

end
Normalize the weights

which was defined in (13), for any a € {1,---, N} and any 6 € range(F}), so as to compute
the minimum value ug®, find the minimizer 63° and set the optimal weight A, for any a €
{1,--+,N}. Finding the unique minimizer of the strongly convex mapping 6 — logv,() is
routinely transformed into finding the unique zero of the mapping 6 — (logv,)’(#), and this can

be achieved using a stochastic approximation algorithm, see Appendix B.

7 Special case: linear Gaussian system

The purpose of this section is to consider a simple enough special case where it is possible for
any a € {1,---, N} to provide an explicit expression for the reduced mapping v,(0), and for
the minimum value u2®* and the unique minimizer 635°. However this special case is of limited
practical interest, since the Bayesian filter itself has an explicit expression in terms of the Kalman
filter, and there is no need for a Monte Carlo numerical approximation in terms of particle filters.

Assume that the hidden state and the observations are modelled jointly as a linear Gaussian
System

Xy = Fp X1 + Wy,

Yo = H Xy + Vi,

where W), and Vj, are two independent Gaussian random vectors with zero mean and invertible
covariance matrices X; and Ry respectively, so that the model transition densities are Gaussian
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densities of the form
qi(x, ') oc exp{—3 (z' — Fra)* 5" (2 — Fx)}
for any x,x’ € E, the emission densities are Gaussian densities of the form
exp{—3 (y — Hi2')* R,;l (y — Hpa')}
for any 2’ € E and y € R, and the likelihood function is defined as
gr(2') = exp{—% (Yy — Hp2')* R,;l (Y — Hp2')}
for any ' € E. For simplicity, the notations m, = &, and I, = Yy, — Hy Fj; m, for innovation

are used throughout this section.

Proposition 7.1 For any a € {1,--- , N}, the mapping
va(0) = exp{% 0* E,;l 0} {/ lgr (2" + Fj,mq)|? exp{—% (2" — 0)* Z;l (2" —0)} d:n”}l/2 ,
E

which was defined in (13), has the following explicit expression
va(0) = exp{3 0" 3" 0} exp{—% (Io — Hy0)" [Hy S Hf + 5 Ri] ™' (Ia — Hi 0)}

up to a multiplicative constant that does not depend on 6 € E nor ona € {1,--- ,N}. Moreover,
the symmetric matrix
A= - 1H H, S H+ 3R Hy

associated with the quadratic form logv,(0), is positive definite.
Equivalently
logva(0) = 20° 5,10 — L (1, — Hy, 0)* [Hy Sy Hi + 3 Ry) ™' (I, — Hy 0)
and in the special case where 6 = 0, this expression reduces to
log ug = log v, (0) = —% I [Hy Xk Hi + %Rk]_l I, ,
up to an additive constant that does not depend on § € E nor on a € {1,--- ,N}.

PROOF. For simplicity, write F, = F and ¥ = X, and also Hy = H and R, = R, i.e. the
subscript index k is dropped throughout the proof. It holds

gp(@” + Fmg) = exp{—% (Ve — H (2" + Fmy))* R! (Y — H (2" + Fmy))}

= exp{—3 (I, —Hz")*R' (I, — Ha")} ,
hence

g (2" + F'ma)|* exp{—3 (+" —0)*S7" (2" — 0)}
= exp{—(I, = Ha")' R~ (I, — Ha")} exp{~} (=" = 0)" 27" (2 — 0)}
=exp{—3 (la = Ha")" (3 B)~" (la — Ha")} exp{—3 (a" = 0)"S7" (a" = 0)} .
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Notice that the expression
exp{—5 (y— Ha")* (3 R) "' (y — Ha")} exp{—5 (z" = 0)" 7" (" - )}, (14)

can be interpreted (up to a normalizing constant) as the joint density of the random vector (X,Y)
in the model Y = H X + V, where X and V are two independent Gaussian random vectors,
with mean 6 and 0 and with covariance matrix ¥ and % R, respectively. Alternatively, this joint
density can be factored as the product of the density of the random vector Y, a Gaussian density
with mean H 6 and with covariance matrix H X H* + % R, and of the conditional density of the
random vector X given Y = y, a Gaussian density with mean and covariance matrix

X(y)=0+K (y—H# and P=I-KH)YX,
respectively, with the Kalman gain matrix
K=SH*[HSH*+1R™".
Therefore, the expression (14) factors as
exp{—5 (y — Ha")" (3 R)™" (y = Ha")} exp{—5 (2" — 0)* 27" (2" - 0)}
—exp{-L(y— HOY[HSH* + LR (y - HO)} (15)
exp{—3 (¢ = X(y))" P (2" = X(y)} -

Actually, this identity does not hold up to a multiplicative constant only. Indeed, keeping track
of normalizing constants, the normalizing constant for the left—hand side should be

Jdet(2r 1) /A2 |
and the normalizing constant for the right—hand side should be
Jdet@r(HE H* + 1 R)) \/det(27P) .
However, introducing the covariance block—matrix

s > H*
HY HYH*+iR

considering that
S-SH*HSH*+iR'HE=P,

is the Schur complement of (H £ H* + 3 R) and that
(HSH*+ 1R -HYS 'SH*=1R,
is the Schur complement of 3, and using the Schur determinant formula, yields

det(3 R) det™ =det(HEX H*+ 1 R) det P .
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In other words, the missing normalizing constant for the left—hand side is equal to the missing
normalizing constant for the right—hand side. The factorization (15) yields

l9(a” + Fma)|* exp{—3 (" — )" 27" (" — )}
=exp{—3(la—Ha")* (3 R)™' (Ila — Ha")} exp{—3 (2" —0)*S7' (2" — 0)}

=exp{—3(l,—HO)*[HSH*+ iR (I, - HO)}

~

exp{~} (¢ = X(I.))" P! (2" = X (1))} -

Integration with respect to the variable z” provides the normalizing constant, and normalization
provides the expression for the normalized density p(f, x), a Gaussian density with mean vector
X (1I,) and with covariance matrix P. Indeed, keeping track of the normalizing constants

dl‘”

2+ Fmy)? exp{—L (" =027 (2 — )} ———
[ 1ot P expl b (@~ 0y 57 (0~ 0) L

VAR - Oy D 4 LR (- HO))

/det(27)
. dl‘//

det(27P)

— exp{—3 (I, —HO"HESH*+ 1R (I,-HO)},

hence

va(0) = (\/detP
¢ ety

and

)2 exp{l0* 2710} exp{-1 (I, - HO)*[HEH*+ 1R (I,- HO)},

det P

logvg(0) = 20*S710 -1 (I,—HO)" [HEH*+ LR (I, - HO) + 1 log s

-2

Note that the expression for logv,(0) is the difference of two symmetric quadratic forms, a
definite positive quadratic form and a semi—definite positive quadratic form, and this difference
could in principle be any kind of a symmetric quadratic form. It follows from Proposition A.2
that the mapping 6 — logv,(#) is strongly convex, whatever the emission density could be. This
general result can be obtained directly here, i.e. it can be shown that the symmetric matrix

A=x"'-IH*HSH*+1R"H,

associated with the quadratic form logwv,(f), is positive definite. Indeed, using the matrix
inversion lemma yields

ES+EXH* (SR 'HY ' =2 - H*HYH*+ LR H,

1
2
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hence

A=s'-L1H*HYH* +iR ™" H
=iyt I HYSH +iR'H

=i IS+ SH GRTTHY T >4 O
Rewriting

logva(0) = 260* %10 — 1 (I, — H,0)* [H Sy Hy + 5 Ry] ™ (I, — H ) + cst
= $0°A0+b 0+e

=10+AD) AO+A D) +e— b A D,

where

b=3iH;[H, Sy Hi + 3R] ' I,

and
e=—11F[Hy S Hy + 2 Ry 7' I, + cst = logug ,

it appears that there is an explicit expression for both the minimizer
02 = —-A"10b,
and the minimum value
ug® = expfe — 10* A7 b} = ug exp{—3b* A7 b} <y .

Note that
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A Gaussian computations

To begin with, here are some results on ratios of two Gaussian densities with different mean
vectors mg and m, and the same invertible covariance matrix X.

Lemma A.1 Let A = mg — m denote the difference of the two mean vectors. Then

exp{—% (x —mo)* X7 (z —mo)}
D~ 1 (@ — m) 51 (z —m)}

= exp{3 A* YA} exp{A* S (z —mg)}
and

exp{—13 (x —mo)* L7 (z —mo)}
exp{—3 (x —m)*S~1 (. —m)}

* exp{—5 (& —m)" 7" (z —m)}
= exp{A* ST A} exp{—1 (z — (mo + A))* 7! (z — (mo + A))} .

Proor. Clearly

exp{—% (. —mo)* X7 (z —mo)}
exp(— 1@ —m) =1 (o —m)}

= exp{—% (xr —mp)* »t (x —mo) + % (x —m)* »ot (x—m)},
and note that

(:c—m)*Z_l(x—m):%(:p—mo—i—A)*E_l(:c—mo—i—A)

B[

(16)
=3(@—mo) L7 (w—mp) + A ST (w—mp) + JATETA,
which shows the first part. Then
exp{—3 (x —mo)* X" (x —mo)}
exp{—% (x —m)* X~ (z —m)}

= exp{A* ST A} exp{2A* S (2 — mg)} exp{—3 (2 —m)*T ! (z -m)},

* exp{—35 (z —m)* 57" (2 — m)}
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and using (16) yields

—2(@-m)* S (z—m) +2A* S (z —my)
=L@ —mo)* S (& —mp) + A*2 7 (& —mg) — LA*DTIA

L @-—mo—AYY (@ —mg—A),

l\D\»—A

which shows the second part. O

As a by-product, integration with respect to the variable  provides the expression for the y?—
divergence between two Gaussian densities with different mean vectors mg and m, and the same
invertible covariance matrix ¥. Indeed

exp{—f (x —mo)* X (z —mo)} . dz
/ ( exp{—1L (z — m)* 51 (z —m)} F=1) exp{=z (@ —m)"57 (@ —m)} det(27Y)

= exp{A*EZTA} 1.

Note that the point u = mg + A = 2mg — m can be interpreted as the symmetric of the point
m with respect to the central point mg, since (put in other words) the point mg = (m + p) is
the middle of the segment joining the two points m and u.

Proposition A.2 For any function ¢ defined on E, the mapping
0 exp(307 5710} { [ Jo)f exp{-} (o~ 0)' =7 (o - 0)} a2
E
defined up to a multiplicative constant that does not depend on 6 € E, is strongly log—convez.

PRrROOF. For a given function ¢ defined on FE, consider the two mappings

v(0) = exp{3 0" X" 0} {[E [$(@)* exp{—5 (z —0)* =" (x —0)} da}'/?

and

v (60) = /E 6(@)? exp{~1 (z— ) S (z— 0)} du

The first two derivatives (Jacobian row vector and Hessian symmetric matrix) are defined as

/ 6@) (x— 0" S exp{—L(z—0)* S (z— 0)} du ,
and

/r¢ S (@ 6) (- ) S — 5 exp{—} (z — )" S (x — 0)} du
= [ 6@P = @) (- 0) = exp{~} (o= 0)" 57 (o - 0)) do = 57 u(6)
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respectively. Therefore

(log ving)' () =

and

(log vint)"(0) = U;lt(g) B <Ui/nt(0)> Zfzzggi

] = @ 0) 0.0 da] [ (- 0 = p(0,0)da] -2
E
with the probability density
p(8, ) o [p(x)* exp{—3 (z —0)" =" (z —0)} ,
parametrized by 6 and known up to the normalizing constant viy (), i.e.
( )!2 exp{—3 (¢~ 0)*S7" (z - 0)}
/ 6(")? exp{—L (& — )" S (2! — B)} o’

It follows from the Cauchy—Schwartz inequality that
(logving)"(6) > =271 hence  (logv)"(6) = =71 + 5 (logvine)"(6) > 3 X7 > 1,

in the sense of symmetric matrices (here, the positive constant c is half the smallest eigenvalue
of the matrix ¥ 71, i.e. half the inverse of the largest eigenvalue 0.y of the covariance matrix ¥).
The Hessian matrix (logv)”(#) is bounded from below by a definite positive matrix that does
not depend on 6, hence the mapping 6 — v(#) is strongly log—convex, and this property holds
uniformly no matter what the function ¢ appearing in the definition of v(#) may be. Notice also
that

(logv)' () = 0* 271 + % (log vin)(0) = 2 /E(:v +0)* 27 p(0, x) da . O

Lemma A.3 If the function ¢ is bounded, then the mappings vint(0) and vm/t2(0) are bounded
and globally Lipschitz continuous.

ProoF. Clearly

dx
0<vin9:/ )2 exp{—3(z—-0)"2 (2 -0)) ———
<) = [ 160 exp(=} (= 0)" 37 (0= 0} s < s o)l
Recall that, keeping track of the normalizing constant
dzx
2 *Ylexpl{-L (-0 (z—0 .
@ = [ W@P @07 S el 0> - 0) St
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hence

dx
vl (0 </ o) (z— 027 exp{—L(z -0z —0)) ——x
@] < [ 16 @ =057 el =0 57 @ 0)) — Lo
du
< su T 2/ WY exp{—tu S 0} ————
< suplo)® [ D7 ep{—fut 57—
which shows the first statement. Using the Cauchy—Schwartz inequality yields
dx
vl (0 </ )2 [z - 027 exp{-L(z—0)2 2 -0} ———n
] < [ 6@ (@ =057 el (o= 027 (0 0)) — s
< ([ PP exp{-} (@) S (2 - 0)) —— 3
e 2 det(27Y)
([ 16 1z =0 ST exp{-} (e = 0)" = (w - ) 1"
E det(27Y)
1/2 * y1—112 1, %y—1 du 1/2
< v./7(0) su x /uZ exp{—su* Y u} —— ,
R e A T s
hence
1/2ys 1 v O] _ / * y—12 1, %y—1 du 1/2
v; 0)| =5 < s su T w2 expi—su" Y U} ——= ,
Y @)= 23 1< d suplo@] ([ 1 27 expl-du 37 e
which shows the second statement. O

Remark A.4 Clearly, the mapping 6 — exp{ % 6* 10} is locally bounded and Lipschitz con-

tinuous, and it follows from Lemma A.3 that the mapping v(f) = exp{3 6* £~'6} viln/t2(9) is

locally Lipschitz continuous.
In many cases, the state variable z has two components, say x, and z,,, and the function
¢(x) = ¢(xo) depends on the component x, only. In such a case, the minimization problem can
be further simplified, i.e. its dimension can be reduced.
Proposition A.5 Let

Lo 90 Z:0 z:o,no

T = , 0= and Y= .

Tno 9110 Eno,o Eno

If the function ¢(x) = ¢(x,) depends on the component z, only, then the unique minimizer of
v(0) = exp{5 6" =71 6} {/ [6(@)]* exp{—% (x—60)" 7" (& — 0)} da}'/?
E

takes the form 6°® = (02°,02°) where 03° denotes the unique minimizer of

vo(0o) = exp{3 05 55" 60} { / |6(20)|? exp{—3 (o — 00)* B! (zo — 00)} dzo}'/?
Eo

and where 056 = Yno o 1o L 02°.
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PrOOF. Clearly
/E (@) exp{—1(z—6)* S (z — 0)} da

- /E 6(2o)]? exp{—1 (20 — 00)" T2 (o — 60)} do |

up to a multiplicative constant that does not depend on 6, or keeping track of normalizing
constants

dx
det(27Y)

B /E [B(o)* exp{—3 (20 — 00)" £ (20 — b0)}

/E 6(@) exp{—1 (z — 0)* = (z - 0)}

dz,
Vdet(27%,)

—1 Yomno of the matrix 3, in the block-

o

Introducing the Schur complement A = 3, — X002
matrix X, it holds

Yo oo I 0 ¥ 0 I 515500
Y= = ’
EHO,O EHO EHO,O 251 I O A 0 I
hence
I 3715500 ut 0 I 0
»l=
0 I 0 AN ~Thoo 2ot I
and
0* 271 0 = (Hno - z:no,o Egl 60)* (Eno - Eno,o 251 Eoyno)i1 (9n0 - Eno,o 251 90)
+0:2710, .
Therefore

v(0) = exp{36* 27" 6} {/E |6()|* exp{—3 (z — 6)* =" (x — 0)} du}'/?
= eXp{% (ano - Z1’10,0 Egl 90)* (Eno - Eno,o Zgl Eo,no)i1 (9n0 - 2no,o 251 '90)}

exp{3 05 55" 0o} { /E |6(z0) > exp{—1 (1o — 00)* X3! (26 — 06)} dao}/?

= exp{% (gno - Eno,o 2_1 90)* (Eno - Eno,o Z(;l Eo,no)_1 (9n0 - Eno,o 251 90)} U0(90> 9

o

where

Vo(0o) = exp{% 05 Egl 0o} {/ “Z’(xo)‘Q eXP{_% (o — 0)" Zgl (o —0o)} dm0}1/2 )
E,
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up to a multiplicative constant that does not depend on #. Clearly, the unique minimizer of

v(0) takes the form 0°® = (63°, 6%2) where 62° denotes the unique minimizer of v,(6,) and where

028 = Tuoo S5 6", 0

Finding the unique minimizer of the strongly convex mapping 6 — logv(€) is routinely trans-
formed into finding the unique zero of the mapping 6 — (logv)’(6), and this can be achieved
using a stochastic approximation algorithm. Indeed, recall that

(og0)(9) =4 [ @ +0) =7 plo.2) o

hence the (column vector) gradient has the following integral expression

V(logv)(#) = 571 /E(a: +0)p0,x)dz

with the probability density

p(0,) o< |§(2)|* exp{—5 (z — 0)" S (z —0)} ,

parametrized by 6 and known up to the (usually untractable) normalizing constant
() = [ [o(@)? exp{~} (o —0)" =7 (o - 0)} da
E

An iteration of the stochastic gradient algorithm would take the form
0n+1 =0p — Y Hy

where H,, is some random possibly biased approximation of the gradient V(logv)(6,). This
class of stochastic approximation algorithms is studied in Appendix B.

B Stochastic approximation

To summarize the situation, here are some features of the minimization problem presented at
the end of Appendix A

e the objective function ¢(6) is strongly convex (hence it has a unique minimizer 6 ), but
is does not have an integral expression,

e its gradient does have an integral expression of the form
Ve(0) = / HO, 2) p(0,2) dz |
E

e the probability density p(6,z) = 7(6,x)/Z(0) depends on the parameter 6, and it is known
up to some untractable normalizing constant

Z(0) = /Eﬂ'(e,x) dx .
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Indeed, the connection with the minimization problem presented at the end of Appendix A is
made through the following identification

(o) =logu(8),  H(w,6) =5 (z+0)
m(0,2) = |p(2)]* exp{—5(z = 0)* T~ (x—0)}  and  Z(0) = vin(0) .
The key step in a stochastic gradient algorithm for this minimization problem is to provide
at each iteration of the algorithm an approximation of the gradient V¢(6,,) by some random

variable H,,, for instance

A if an oracle is available, or if it is possible to sample directly from the current probability
density p(6,,z), e.g. using an accept/reject method, then set

1 &
ZH O, X;)
n =1
an unbiased estimator of V{(6,,), where (Xi,---, Xy, ) are i.i.d. random variables with

common probability density p(6,,, ),

B if it is not possible to sample directly from the current probability density p(6,,x), but it
is possible to sample from a dominating probability density p(6,,z), then introduce the
ratio

for any = € F,

and set

n

Nn
H, = and Z (O, X;)

a biased estimator of V/(#,,) and an unbiased estimator of Z(6,) respectively, where
(X1,---,Xn,) are i.i.d. random variables with common probability density p(6,, ),

C alternatively, if it is not possible to sample directly from the current probability density
p(0p,x), but it is possible to sample from a probability transition density M, (z,x’) that
admits the current probability density p(6,, ) as its unique invariant density, e.g. using a
Metropolis—Hastings algorithm, then set

N,
1 n

H, = i ZH(GH,X]') ,
n jil

a biased estimator of V/¢(0,), where (Xi,---, Xy, ) is a Markov chain with some initial
probability density and with probability transition density M, (z,z’).
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Nemirovskii et al. [2] considers the case A, Atchadé et al. [1] considers the case C, while the
focus here is on the case B. The estimator is updated as

9n+1 =0nh — v Hy

hence the design parameters are the gain sequence {~,} and the Monte Carlo batch—size sequence
{N,}. Write
H, =V{(0,)+e,,

where ¢, denotes the approximation error, and let
B, =Ele, |F,] and M, =E[|e,|*|F.],
denote the conditional bias and the conditional mean—square error, respectively. If importance
sampling (case B) is used, then both the bias B,, and the mean—square error M, are of order
O(1/Ny,).
Bound on the gradient approximation Clearly
|Hy|* = |VE(0,)]? + 225 VE(O,) + |en]”
If the approximation error is unbiased, i.e. if E[e,, | F,] = 0, then
E[|Hu|? | F0] = [VU0)* + My

hence

E’Hn‘Q = E’Vﬂ(@n)‘Q + E[Mn] :

Otherwise, if the approximation error is biased, then using the Young inequality yields

E[|H,|? | F.] = |V4(0,)]> + 2 B} VI(0,) + M,

B, |?
< (14 A) yvz(an)\2+| A' + M, ,
hence
2 o | E|Byl?
E|H,|* < (14 A)E|VL6,)|” + 1 + E[M,] .
and taking A = a/N,, yields
E|B,|?
E|H, > < (1+ Ni)E\W(en)l2 + N, E|Ba +E[M,] .

n

Approximation of the minimizer Clearly
Ont1 — bopt = On — Oopt — v Hp, with H, =V{0,) +en,,
and strong convexity, see Nesterov [3, Theorem 2.1.9], yields

(6 — Bopt)" V(1) = (6 — Bupt)” (VE(B) = V(o)) = €16y — Gol?
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hence

|9n+1 - 00pt|2 = |0n - 90pt|2 - 2'771 (011 - Oopt)* Vg(en)
=29 (On — 90pt)* En + ’7721 |Hn|2

< (1 - 2’777, C) |9n - Hopt’2 - 2771 (en - eopt)* En + 'Yr% |Hn|2 .
If the approximation error is unbiased, i.e. if E[e,, | F,] = 0, then
E[ 041 — 00pt|2 | Fn]l < (1 =2yn0) [0n — 90pt|2 +'Y721E[ |Hn|2 | Fnl

hence
Elbn i1 — Oopt|® < (1 — 29, ¢) B0, — Oopt|*> + V2 E|H, |2 .

This is equation (2.8) in Nemirovskii et al. [2]. Otherwise, if the approximation error is biased,
then using the Young inequality yields

E[ |0n+1 - eopt’2 ‘ \?Fn] < (1 - 207n) ’671 - 00pt|2
- 2771 (en - 90pt>>.< Bn + 7721E[ ‘Hn|2 | Fn]

< (1= (2c— A) 1) 100 — o ?

| Bn?

2 2
E[|Hn|” | Fnl ,
L 2B | 5]

+

and taking A = ¢ yields

E|B,|?
Bl — fopel? < (1= 7300) i — foel? +2 " 52 BJH,

Approximation of the minimum value It would be possible, following Nemirovskii et
al. [2] or Atchadé at al. [1], to get bounds for the approximation of the minimum value of the
mapping ¢(0) = logv(#), i.e. to bound the approximation error £(6,,) —€(fopt). However, it would
still remain to explain how to compute £(6,) in practice, and besides, recall that the ultimate
objective here is to get bounds for the approximation of the minimum value of the mapping
v(0) = exp{0* ©71 0} viln/tQ(O). Clearly
exp{d 05710, ZY? — 0(Bops) = exp{L 655710, } (ZY2 — 02 (0,)) + 0(62) — 0(Bopt)

and using the bound (y/z — /v)? < |z — v| yields

lexp{L 05571 0,} Z% — 0(0opt)[> < 2 exp{0 £710,) | 212 — 0} (00) 2 + 2 0(6n) — v(Bopt)

int

S 2K2 |Zn - Uint(en” + 2L2 |0n - 90pt|2 )
hence

Elexp{2 05 2710,} ZY2 — v(Oops)|* < 2 K2 {E|Zn — ving(0n)|* }1/? + L? E|), — Oops|* -
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Poursuite multi-cibles sur signal brut

Mots clés : poursuite multi-cibles, radar, filtrage particulaire, crossover, conception optimale

Résumé : Le sujet de la thése est la poursuite
de plusieurs cibles, qui évoluent de maniére
indépendante, a partir de mesures recueillies
par des capteurs ponctuels ou sous la forme
d'une image-radar. Les algorithmes étudiés
entrent dans la catégorie des filtres particulaires.
Dans une premiére partie, on compare deux
algorithmes proposeés dans la littérature pour la
poursuite multi-cibles. L’algorithme ATRAPP
proposé par Ubeda-Medina et al. permet en
particulier de générer des particules multi-cibles
brassées (un vecteur multi-cibles dans lequel
chaque cible est possiblement répliqué a partir
d’une particule multi-cibles différente), au prix
d’'une hypothése d’indépendance a posteriori
des cibles, presque jamais vérifiée dans les
situations pratiques.

Dans une deuxiéme partie, on introduit un
algorithme original, utilisant une transition
markovienne auxiliaire et généralisant Ile
principe du filtre particulaire auxiliaire. Dans le
contexte de la poursuite multi-cibles, ce nouvel
algorithme permet de générer des particules
multi-cibles brassées, sans hypothése
d’'indépendance a posteriori. Le choix optimal
des parametres de conception (poids auxiliaire,
matrice ou densité de transition auxiliaire) est
discuté. L'utilisation d’'une densité de transition
auxiliaire permet de diversifier plus largement
les particules multi-cibles et de diminuer encore
la variance. Le choix optimal se réduit a la
résolution numérique de problémes
d’optimisation continus. Dans le cas particulier,
important en pratique, ou la dynamique des
cibles est linéaire gaussienne, on montre que
ces problémes sont fortement convexes.

Keywords: multitarget tracking, radar, particle filtering, crossover, optimal design

Abstract: This thesis is about tracking several
independent targets, using measurements
collected by sensors or from a radar-image. The
algorithms studied belong to the class of particle
filters.

In a first part, two algorithms proposed in the
literature for multitarget tracking are compared.
The ATRAPP algorithm proposed by Ubeda-
Medina et al. makes it possible to generate
shuffled multitarget particles (a multitarget
vector where each target is possibly replicated
from a different multitarget particle), under a
posterior target independence assumption that
is almost never met in practical situations.

In a second part, an original algorithm is
introduced, that uses an auxiliary Markov
transition in its design and generalizes the
auxiliary particle filter principle. In the context of
multitarget tracking, this new algorithm makes
it possible to generate shuffled multitarget
particles, with no posterior target independence
assumption. The optimal choice of the design
parameters  (auxiliary  weights, auxiliary
transition matrix or kernel) is discussed. Using
an auxiliary transition kernel makes it possible
to better shake the multitarget particles and to
further decrease the variance. The optimal
design reduces to the numerical solution of
continuous optimization problems. In the
special case where targets have a linear
Gaussian dynamics, a special case of practical
interest in applications, it is shown that these
problems are strongly convex.
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