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 Commande des robots parallèles à câbles avec actionneurs embarqués 

Résumé 
Les robots parallèles à câbles présentent plusieurs avantages par rapport aux robots parallèles classiques. En 
raison de la faible masse des câbles, qui remplacent les corps rigides, la masse à déplacer par le robot est plus 
faible. Par conséquent, ces robots manipulateurs permettent d’atteindre des vitesses et accélérations élevées 
et de couvrir un espace de travail plus important. Les robots parallèles à câbles sont également plus facilement 
reconfigurables et moins coûteux. 
 En contrepartie, la flexibilité des câbles dégrade les performances en termes de précision et de temps 
d’établissement. Il est donc nécessaire d’atténuer les vibrations induites par la faible rigidité de l’effecteur 
actionné par câbles.  
L’élasticité des câbles réduit également la bande passante des efforts qu’ils peuvent transmettre. En effet, plus 
les câbles sont longs ou composés d’un matériau élastique, plus la longueur de câble à enrouler pour générer 
une force donnée est grande. Cette bande passante réduite des enrouleurs des câbles limite les performances 
des robots parallèles à câbles. Elle ne permet pas de rejeter efficacement les vibrations et de suivre des 
trajectoires dynamiques et rapides par l’action seule des enrouleurs des câbles.  
Dans cette thèse, on propose d’embarquer sur la plateforme différents types d’actionneurs additionnels pour 
améliorer la dynamique du robot. Ces actionneurs sont dotés d’une bande passante plus élevée que celle des 
enrouleurs des câbles. Une commande prédictive optimale est proposée pour distribuer à la fois les efforts des 
câbles et des actionneurs embarqués contribuant au mouvement du robot. 
 Des expérimentations, menées sur deux prototypes de robots parallèles à câbles, valident l’approche et 
évaluent les performances de l’amortissement actif des vibrations et du suivi de trajectoire. 
 
Mots-clés : robots parallèles à câbles, actionneurs embarqués, propulseurs, commande prédictive, suivi de 
trajectoire, amortissement actif de vibrations, dynamique de robots manipulateurs. 

 

Résumé en anglais 
Cable-driven parallel robots exhibit many advantages over traditional parallel robots. Due to the low mass of 
the cables, which replace the rigid links, the mass to be moved by the robot is lighter. Therefore, these 
manipulators can reach higher speeds and accelerations and cover larger workspaces. Cable-driven parallel 
robots are also easily scalable and less expensive.  
On the other hand, the flexibility of the cables degrades the performances in terms of precision and settling 
time. Hence, it is necessary to attenuate the vibrations induced by the low rigidity of the end-effector actuated 
by the cables. The elasticity of the cables also reduces the bandwidth of the forces that they can transmit. 
Indeed, the longer the cables made of an elastic material, the greater the required cable length to be wound 
to generate a given force. The reduced cable winches bandwidth hinders the performances of the cable-driven 
parallel robots. It prevents the effectiveness of vibration damping and the tracking of fast and dynamic 
trajectories by the action of the cables only. 
In this thesis, we propose to embed different types of additional actuators on the platform to improve the 
robot dynamics. These actuators have a higher bandwidth compared to the cable winches. An optimal 
predictive control is proposed to distribute both the forces of the cables and the on-board actuators 
contributing to the overall movement of the robot. Experiments are carried out on two prototypes of cable-
driven parallel robots to validate the approach and evaluate the performances of the active vibration damping 
and the trajectory tracking. 
 
Keywords: cable-driven mechanisms, embedded actuators, propellers, predictive control, trajectory tracking, 
active vibration damping, manipulator dynamics. 
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Notations

Symbole Définition
n le nombre de degrés de liberté du robot parallèle à câbles
nc le nombre des câbles
na le nombre d’actionneurs

Fg le repère inertiel d’origine O
Fp le repère lié à la plateforme mobile et attaché à son centre de gravité G
Rgp la matrice de rotation entre le repère inertiel et le repère mobile

Ai le point d’attache du câble à la base fixe
Bi le point d’attache du câble à la plateforme

guci les cordonnées du vecteur directeur unitaire du ième câble dans Fg
gbci les cordonnées du vecteur entre le centre de gravité G et le point d’attache Bi dans Fg

xT = [pT, θθθT] la pose de la plateforme
p = [x y z]T la position de la plateforme
θθθ = [θ ϕ ψ]T l’orientation de la plateforme selon les angles d’Euler
ṗ la vitesse de la plateforme
ωωω la vitesse angulaire de la plateforme

l1i la longueur du ième câble entre ses deux points d’attache Ai et Bi
l2i la longueur à vide du ième câble, i.e à tension nulle

mp la masse de la plateforme
Ig le tenseur d’inertie de la plateforme dans le repère fixe
Ip le tenseur d’inertie de la plateforme dans le repère attaché à l’effecteur
ks la raideur spécifique du câble en N m−1

fc le coefficient de friction du câble en N m−1 s

τi la tension du ième câble
ti la poussée du ième actionneur embarqué

Wc ∈ Rn×nc la matrice des efforts appliqués par les câbles
Wa ∈ Rn×na la matrice des efforts appliqués par les propulseurs
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction
Cette thèse intitulée « Commande des robots parallèles à câbles avec actionneurs

embarqués » a été préparée sous la direction de Jacques Gangloff et l’encadrement
de Loïc Cuvillon et Sylvain Durand. Elle s’intéresse aux robots parallèles à câbles
flexibles et se focalise sur l’amélioration de leur performance en utilisant des action-
neurs embarqués. Elle vise à atteindre de meilleures performances dynamiques no-
tamment avec un meilleur rejet des perturbations et un meilleur suivi de trajectoire.

1.2 Contexte du projet DexterWide
Ce travail s’intègre dans le projet ANR DexterWide qui vise à développer des

outils permettant l’usage de robots anthropomorphes embarqués sur un robot paral-
lèle à câbles afin de réaliser des manipulations dextres, des manipulations de charges
importantes et des opérations de manutention dans un large espace de travail. Dans
ce projet, c’est un robot anthropomorphe de type Yaskawa SIA20F qui a été monté
sur le robot parallèle CoGiRo développé par le LIRMM (voir dans la Figure 1.1).
Un intérêt particulier est porté à la minimisation des vibrations qui ont lieu durant
les tâches en ayant recours à des stratégies de commandes avancées.

Figure 1.1 – Projet ANR DexterWide : robot parallèle à câbles CoGiRo
et robot anthropomorphe Yaskawa SIA20F embarqué



2 Chapitre 1. Introduction

1.3 Robots parallèles à câbles
Avec cette architecture, les corps qui soutiennent l’effecteur ne sont pas rigides

mais constitués de câbles. Ils sont actionnés avec des poulies par enroulement et dé-
roulement. On peut donc déplacer l’effecteur en faisant varier la longueur des câbles.
La particularité des câbles est leur effort unilatéral : ils peuvent tirer une charge mais
pas la pousser.

En raison de masses en mouvement relativement faibles, les robots parallèles à câbles
peuvent atteindre des accélérations élevées. Ils sont également plus facilement trans-
portables et reconfigurables, car plus modulaires. Cependant, les câbles ont une flexi-
bilité plus grande que les liaisons habituellement utilisées en robotique parallèle.
L’usage de câbles flexibles dégrade les performances notamment en termes de préci-
sion et de temps d’établissement. Pour améliorer la performance d’un robot parallèle
à câbles flexibles, il est donc nécessaire d’atténuer les vibrations induites. De plus,
si ces robots sont uniquement actionnés par des enrouleurs, leur dynamique limitée
ne permet pas de rejeter efficacement les vibrations. En effet, plus les câbles sont
longs ou/et élastiques, plus la longueur de câble à enrouler pour générer une force
donnée est grande [Robinson et al., 1999]. Comme les enrouleurs des câbles ont une
vitesse maximale, la bande passante de la force exercée est limitée par cette saturation.

Dans cette thèse, on propose d’évaluer la possibilité d’embarquer différents types
d’actionneurs, dotés d’une bande passante plus élevée que celle des enrouleurs des
câbles pour améliorer le comportement dynamique du robot.
Des expérimentations ont été menées pour évaluer la performance des actionneurs
choisis.

1.4 Structure de thèse
Après cette introduction, le chapitre 2 de la thèse est consacré à un état de l’art

des différents travaux traitant des robots parallèles à câbles. Les différentes méthodes
de réduction de vibrations ou oscillations sont présentées.
Étant donné que l’objectif de la thèse est d’améliorer la dynamique des robots en
embarquant des actionneurs, l’état de l’art traite également la redondance d’action-
nement et passe en revue les différents algorithmes utilisés pour sa gestion, telle
l’allocation des actionneurs.

Le chapitre 3 est dédié à la modélisation du robot parallèle à câbles. Un premier
modèle est synthétisé incluant uniquement l’action des câbles. Un deuxième modèle
comprenant les actionneurs embarqués est établi. Chacun de ces modèles inclut la
dynamique des enrouleurs et des actionneurs embarqués. Ces derniers sont décrits
comme des générateurs de force unilatérale. Enfin, un modèle linéarisé complet est
calculé analytiquement.
En particulier, le modèle d’un robot plan utilisé pour les validations expérimentales
est détaillé. Cette configuration plane est pertinente pour des applications telles que
le nettoyage des vitres d’un immeuble ou la peinture de fresques où de grandes lon-
gueurs de câble sont employées.

Le chapitre 4 étudie et valide l’utilisation de propulseurs à air comprimé pour amé-
liorer la dynamique d’un robot parallèle à câbles. Ces propulseurs embarqués ont une
dynamique beaucoup plus rapide que celle des enrouleurs.
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Une première étude porte sur l’amélioration du rejet des perturbations sur un robot
parallèle à câbles plan suivant ses trois degrés de liberté. Deux approches d’amor-
tissement actif sont comparées. La première dissocie le calcul de la commande de
l’allocation des actionneurs. La deuxième approche combine les différentes étapes de
la première en une seule, en utilisant le formalisme de la commande prédictive. Ces
deux méthodes prennent en compte les contraintes des actionneurs.
En outre, le fonctionnement tout ou rien des propulseurs à air comprimé est étudié
et une commande adaptée est proposée.

La dynamique rapide des propulseurs de drones leur permet également d’être de
bons candidats pour améliorer la dynamique de l’effecteur tout en étant plus simple à
mettre en oeuvre. Ce type d’actionneurs est évalué dans le chapitre 5. On s’intéresse
d’abord au cas d’un robot à un degré de liberté (1-DDL) puis au cas d’un robot à
deux degrés de liberté (2-DDL) combinant à la fois l’action des enrouleurs et celle
des propulseurs. Une commande prédictive linéaire a été développée pour ces deux
robots à 1-DDL et 2-DDL. Cette commande présente des particularités intéressantes
telles que l’anticipation, si la trajectoire est connue à l’avance, et surtout la prise en
compte des saturations.

Le dernier chapitre 6 tire diverses conclusions relatives aux choix des actionneurs
et dresse une comparaison entre les différents résultats obtenus. Les perspectives de
ce travail sont aussi présentées.

1.5 Contributions
Ce travail a mené à plusieurs contributions dans le domaine de la commande des

robots parallèles à câbles :
— utilisation d’actionneurs embarqués originaux sur un robot parallèle à câbles

pour en améliorer la dynamique,
— synthèse de lois de commande adaptées aux caractéristiques de chaque action-

neur,
— combinaison au sein d’une même loi de commande de moyens d’actionnement

redondants pour le suivi de trajectoire et le rejet de perturbations d’un robot
parallèle à câbles.

L’utilisation des propulseurs à air comprimé a été validée expérimentalement pour
l’amélioration du rejet de perturbations sur un robot plan. Les premiers résultats
relatifs à cette application ont été présentés à la conférence ICRA dans [Sellet 
et al., 2019]. Une commande prédictive est ensuite introduite pour ce même type
de propulseur, prenant en compte les contraintes de fonctionnement tout ou rien
des actionneurs, et une comparaison entre les différentes approches est établie dans
[Khayour et al., 2020a]. Ces travaux ont été présentés à la conférence IFAC World
Congress. Dernièrement, les expérimentations avec les hélices de drone ont mené à
des résultats qui ont fait l’objet d’une publication à la conférence IROS [Khayour 
et al., 2020b].
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Chapitre 2

État de l’art

2.1 Architecture des robots manipulateurs
Il existe principalement deux architectures de robots manipulateurs : série et pa-

rallèle, voir Figure 2.1. Les robots séries consistent en un enchaînement de corps
rigides, liés par des articulations actionnées par des servomoteurs électriques ou hy-
drauliques [Liyanage , Krouglicof et Gosine , 2010] dont la chaîne cinématique
est ouverte et s’étend d’une base fixe vers l’effecteur (ou organe terminal).

Figure 2.1 – Schéma de robot série et parallèle [Yeshmukhametov et
al., 2017]

Un robot parallèle est constitué de chaînes cinématiques fermées. Son organe ter-
minal est donc relié à la base par plusieurs chaînes cinématiques. Ces chaînes sont
totalement indépendantes [Merlet , 2006]. Prenons l’exemple d’un joueur de volley
exécutant une manchette : ses deux mains forment l’effecteur. Les deux bras sont
indépendants l’un de l’autre et bougent pour déplacer les mains jointes. Cet ensemble
forme une chaîne cinématique fermée. Le robot parallèle hexapode nommé plateforme
de Gough-Stewart [Fichter , 1986] est un des premiers robots parallèles. Ce robot a
été employé dans plusieurs applications comme des simulateurs de vol (Figure 2.2a)
ou des télescopes hexapodes (Figure 2.2b).

La configuration parallèle présente certains avantages par rapport à la configuration
série :

— Un robot parallèle peut en général supporter une charge plus grande qu’un robot
série, car la charge se répartit sur de multiples chaînes cinématiques [Fichter ,
1986].

— Sur une configuration série, les actionneurs sont positionnés le long de la chaîne
cinématique. Ce qui veut dire que chaque liaison supporte le poids des corps en
aval et le poids de ses actionneurs. Pour un robot parallèle classique, le poids
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(a) Simulation de vol de la Lutfhansa (b) Télescope radio AMIBA

Figure 2.2 – Exemple d’applications de la plateforme de Gough-Stewart
[Stewart Platform, Wikipedia s. d.]

de la charge utile est partagé par les différentes chaînes cinématiques qui relient
l’effecteur et il est plus facile de regrouper tous les actionneurs en amont des
chaînes cinématiques.

— L’erreur de positionnement des chaînes d’un robot parallèle n’est pas cumulative
jusqu’à l’effecteur, contrairement au robot série.

— L’accélération de l’effecteur est plus importante, car on peut placer la plupart
des actionneurs sur une base fixe et donc réduire significativement l’inertie des
parties mobiles.

L’inconvénient principal du robot parallèle à corps rigides par rapport au robot série
est son espace de travail réduit. Néanmoins, les robots parallèles à câbles, introduits
dans la section suivante, ne présentent pas cet inconvénient.

2.2 Robots parallèles à câbles
Un robot parallèle à câbles (RPC) est un robot parallèle dont les corps (rigides

pour un robot classique) ont été remplacés par des câbles. Les premiers travaux rela-
tifs aux RPC datent du début des années 1980 [Landsberger , 1984].
L’architecture d’un RPC, comme on peut le voir sur la Figure 2.3, se compose d’une
plateforme mobile (ou effecteur) reliée via des câbles à une structure fixe. Une extré-
mité des câbles est enroulée sur le tambour de poulies fixées sur la base fixe. L’autre
extrémité des câbles est attachée à la plateforme mobile. En enroulant et en dérou-
lant les câbles (au travers d’enrouleurs montés sur des moteurs électriques), le RPC
se déplace dans son espace de travail.

2.2.1 Applications
L’usage des RPC a été envisagé dans différents scénarios :

Sauvetage : Le robot développé dans [Tadokoro et al., 1999] a été utilisé pour
secourir les personnes lors de catastrophes naturelles comme un tremblement
de terre. Une grue modulaire portable manipulée par des câbles [Merlet et
Daney , 2010] a été développée par Merlet et al. pour la localisation des victimes
et leur extraction durant des missions de sauvetage.
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Figure 2.3 – Schéma d’un RPC

Réhabilitation : Le robot String-Man [Surdilovic et Bernhardt , 2004], voir Fi-
gure 2.4, vise à assister des patients pour la réhabilitation de la marche. Dans ce
même domaine, on peut citer : [Homma , Fukuda et Nagata , 2002 ; Agrawal 
et al., 2009 ; Merlet et Daney , 2010 ; Sargsyan , Arakelian et Briot , 2012 ;
Gonçalves et al., 2015] et [Merlet , 2008] pour l’assistance aux personnes
âgées ou à mobilité réduite.

Figure 2.4 – String-Man [Sargsyan , Arakelian et Briot , 2012]

Logistique : Parmi les applications où le RPC est le plus souvent envisagé, on peut
citer les opérations de ”pick and place”. Grâce à leur rapidité due à leur faible
inertie, les RPC permettent de faire des mouvements de va-et-vient rapides
pour manipuler et trier des objets. Un premier robot dédié à cette application
est le robot FALCON développé par Kawamura [Kawamura et al., 1997]. On
trouve également le SEGESTA (Figure 2.5) de [Hiller et al., 2005], ou le
robot NIST-ROBOCANE [James , Roger et Nicholas , 1993], un des premiers
robots suspendus dédié à la manutention de charges lourdes dans un grand
espace de travail.
Le robot CoGiRo [Gouttefarde et al., 2015b] est un autre exemple de robot
industriel (voir section 1.2) qui a pour objectif de manipuler automatiquement
de lourdes charges dans un entrepôt.
On peut aussi citer le robot FASTKIT [Pedemonte et al., 2020] qui a été conçu
pour réaliser du ”pick and place” rapide dans des entrepôts de stockage, voir
Figure 2.6.

Acquisition d’images et de données : Comme le RPC peut assurer un déplace-
ment sur de très grands espaces de travail tels que des stades, des caméras
peuvent être placées sur l’effecteur du robot pour réaliser des prises de vue
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Figure 2.5 – Banc d’essai du robot redondant SEGESTA de Hiller
et Bruckmann [Bruckmann et al., 2013]

Figure 2.6 – FASTKIT [Pedemonte et al., 2020]

[Cone , 1985 ; Thompson et Blackstone , 2005]. La stabilisation de la caméra
”Skycam”, voir Figure 2.7, très largement utilisée pour des événements sportifs,
se fait grâce à des gyroscopes pour donner un bon rendu vidéo.
Des systèmes de robots porteurs de télescope sont décrits dans [Le Coroller 
et al., 2004 ; Altschuler , 2002 ; Li et al., 2013].

Figure 2.7 – Skycam

Industrie et ingénierie : Outre les opérations de ”pick and place” déjà citées, les
RPC trouvent de nombreuses autres applications dans l’industrie. Par exemple,
certains robots ont été employés pour la peinture industrielle de grandes sur-
faces, tels des avions, comme dans le projet CableBOT [CableBOT s. d.]. D’autres
RPC ont été utilisés pour automatiser l’usinage de grandes pièces et leur ma-
nipulation. Le robot CoGiRo a également été utilisé comme imprimante 3D à
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grande échelle [Izard et al., 2017].
Retour haptique : Un des premiers robots utilisés pour de la télé-opération est

présenté dans [Lindemann et Tesar , 1989]. Le SPIDAR [Sato , Hirata et
Kawarada , 1992] est un exemple de RPC qui vise à créer une interface hap-
tique de réalité virtuelle pour le domaine spatial. Enfin, le robot Inca 6D [Inca
s. d.] est spécialement conçu pour travailler dans des environnements de réalité
virtuelle, voir Figure 2.8.

Figure 2.8 – Inca 6D [Inca s. d.]

Il s’agit d’un RPC à six degrés de liberté que la compagnie HAPTION commer-
cialise comme interface haptique. L’effecteur est composé d’une poignée tenue
par l’utilisateur qui perçoit des forces et des moments générés par huit câbles.

2.2.2 Avantages
Remplacer les corps rigides du robot parallèle par des câbles a plusieurs avantages :

Rapidité : Vu que les câbles sont plus légers que les corps rigides et que la structure
parallèle permet de placer les actionneurs (généralement des enrouleurs pour
enrouler/dérouler les câbles) sur une base fixe, les pièces mobiles ont une inertie
réduite [Kawamura et al., 1997].

Grand espace de travail : La longueur des câbles peut varier fortement contraire-
ment aux corps rigides, ce qui permet de couvrir un espace de travail plus grand
que les autres types de robots manipulateurs (séries ou parallèles classiques).
Le RPC peut donc se déplacer sur un très grand espace [Cone , 1985 ; Nahon ,
Gilardi et Lambert , 2002 ; Bouchard , Gosselin et al., 2006].

Charge utile élevée : Un RPC peut supporter une importante charge, parfois même
plus importante que sa propre masse. Un exemple est le télescope Arecibo ca-
pable de manipuler un effecteur atteignant les 900 tonnes [Love , 2004]. On peut
aussi citer le robot CoGiRo [Lamaury et Gouttefarde , 2013 ; Gouttefarde 
et al., 2015b], RPC industriel utilisé dans le projet DexterWide (voir section 1.2)
qui peut manipuler une charge de 300 kg dans son espace de travail [Nguyen 
et Gouttefarde , 2015 ; El-Ghazaly , Gouttefarde et Creuze , 2015].

Consommation d’énergie réduite : La masse très faible (voire négligeable) des
câbles, comparée à celle des corps rigides, réduit la masse à déplacer et donc
l’énergie dépensée par le robot.
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Configuration modulable : Les RPC sont des robots facilement reconfigurables.
On peut plus simplement modifier leur structure qu’avec un robot traditionnel.
Pour cela, il suffit par exemple de déplacer les points d’arrimage [Merlet et
Daney , 2010 ; Gagliardini et al., 2015].

Coût de construction : Les RPC sont faciles à construire et à modifier. Leur coût
évolue plus lentement en fonction du volume de l’espace de travail qu’avec des
structures à corps rigides.

2.3 Espace de travail
L’ensemble des positions et orientations (poses) que la plateforme peut atteindre

constitue son espace de travail [Verhoeven et Hiller , 2000]. La notion d’espace de
travail pour les RPC a été abordée dans plusieurs travaux, avec plusieurs définitions :

— Dans [Merlet , 2004], Merlet énonce trois contraintes qui doivent être vérifiées
pour qu’une pose soit admise dans l’espace de travail. Premièrement, la longueur
de câbles calculée doit être comprise entre les valeurs maximale et minimale
possibles de longueur de câbles. Deuxièmement, les interférences entre câbles
[Merlet , 2004 ; Bouchard , 2008 ; Nguyen et Gouttefarde , 2015] et les
collisions entre plateforme et câbles doivent être évitées [Otis et al., 2009].
Enfin, la tension des câbles qui garantit l’équilibre statique de la plateforme
doit être comprise dans une plage où le comportement linéaire du câble est
garanti.

— Dans [Gouttefarde et Gosselin , 2006], Gouttefarde et Gosselin définissent
”l’espace des poses polyvalentes” (EPP) ou ”wrench closure workspace”, qui est
l’ensemble des poses du RPC où les câbles peuvent générer un torseur quel-
conque en garantissant la positivité de leurs tensions.
Cette définition ne prend pas en compte la plage d’admissibilité des tensions
et dépend uniquement de la géométrie du robot. Plusieurs méthodes de réso-
lution numériques ont été développées. Par exemple, [Merlet , 2013] propose
des outils d’analyse par intervalle.

— Dans [Gouttefarde , Merlet et Daney , 2007], il est question de ”l’espace
des torseurs générables” (ETG) ou ”wrench feasible workspace”. Cette définition,
contrairement à la précédente, intègre la notion d’admissibilité des tensions des
câbles. Cela veut dire que la tension doit être comprise entre deux valeurs :
valeur minimale [Bosscher , Riechel et Ebert-Uphoff , 2006] qui veille à
maintenir le câble sous tension et de forme quasi-rectiligne, et valeur maximale
pour ne pas abîmer le câble avec une tension plus élevée que le RPC ne peut le
supporter.
L’ETG a été déterminé numériquement par une analyse par intervalle dans
[Gouttefarde , Daney et Merlet , 2010].

— Dans [BARRETTE et GOSSELIN , 2005], Barrette introduit la notion d’un
espace de travail dynamique qui comprend les poses transitoires que le robot
peut atteindre, compte tenu de son inertie, en effectuant des accélérations ad-
missibles et en maintenant la tension des câbles positive.

Il existe plusieurs algorithmes de distribution de tension permettant de déterminer
les tensions admissibles de câble pour une pose donnée de l’effecteur en fonction du
torseur d’efforts à appliquer [Borgstrom et al., 2009 ; Gosselin et Grenier , 2011 ;
Gouttefarde et al., 2015a ; Lamaury et Gouttefarde , 2013].
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2.4 Classification des RPC
Les RPC peuvent être catégorisés suivant plusieurs critères. On peut notamment

les classer suivant leur configuration et leur nombre d’actionneurs.

2.4.1 Robots pleinement contraints et suspendus
Les RPC peuvent être classés selon la configuration de leurs câbles.

RPC pleinement contraints

Un robot est dit pleinement contraint si tout torseur d’efforts peut être généré
sur la plateforme mobile par les câbles. Les câbles sont disposés sur la plateforme de
manière à ce que leurs actions soient antagonistes [Gouttefarde , 2016].
Une condition nécessaire mais non suffisante pour qu’un robot soit classé comme étant
pleinement contraint est qu’il dispose d’au moins un câble en dessous de son effecteur
(Figure 2.9a).
Les robots pleinement contraints ont fait l’objet de plusieurs études comme [Kawamura 
et al., 1997 ; Hiller et al., 2005 ; Diao , 2015]. Le robot FASTKIT, voir la Figure 2.6,
est un exemple de robot pleinement contraint.

(a) RPC pleinement contraint (b) RPC suspendu

Figure 2.9 – Robots pleinement contraint et suspendu

RPC suspendus

Si tous les câbles du robot sont situés au-dessus de la plateforme mobile, ce robot
est alors dit suspendu (Figure 2.9b). La gravité est considérée comme un câble virtuel
et maintient les câbles sous tension par son action antagoniste. Ce type de robot a fait
l’objet de nombreuses études, notamment parce qu’il présente l’avantage de réduire
le risque de collision des câbles avec l’environnement situé sous le robot. Pour un
même nombre de câbles, il permet aussi de supporter une plus grande charge puisque
tous les câbles se trouvent en haut de la plateforme et contribuent à la sustentation
de la charge. Des exemples de robots suspendus sont décrits par [Duan et al., 2009 ;
Lamaury et Gouttefarde , 2013 ; Weber , 2016]. Le Skycam, voir Figure 2.7, est
l’exemple le plus connu des robots suspendus.
Le principal défaut de ce type de structure est sa faible raideur [Kawamura et al.,
1997 ; Weber , 2016] qui conduit à des vibrations de plus grande amplitude [Yuan 
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et al., 2017].
Une autre limitation potentielle de l’architecture suspendue est qu’il n’est pas possible
d’avoir une accélération verticale vers le bas supérieure à celle de la gravité.

2.4.2 Degré de redondance
Les RPC peuvent être catégorisés selon leurs degrés de liberté (DDL) commandés

n et leur nombre de câbles nc [Pott , 2018]. Le degré de redondance r est lui défini
par l’équation :

r = nc − n (2.1)

Selon [Pott , 2018], on distingue les cas de figure suivants :
— nc < n : Le degré de redondance est négatif. Un exemple de ce type de RPC est

illustré dans la Figure 2.10a. Bien que la gravité agisse comme un câble virtuel,
ce robot plan ne dispose que de deux câbles physiques actionnables (nc = 2)
pour trois DDL (translations suivant y et z et rotation suivant x).

(a) RPC plan non redondant (nc = 2 < n = 3)
⇒ r < 0

(b) RPC plan non redondant (nc = n = 3)
⇒ r = 0

(c) RPC plan redondant (nc = 4 > n = 3)
⇒ r = 1

(d) RPC redondant (nc = 8 > n = 6)
⇒ r = 2

Figure 2.10 – Redondance des câbles

— nc = n : Le robot dispose d’un nombre de câbles égal au nombre de ses DDL.
Par exemple, dans le cas du robot plan non redondant suspendu de la Figure
2.10b, le robot n’a que trois câbles actionnables, donc nc = 3 pour un nombre
de DDL n = 3. Il ne dispose donc pas de degré de redondance supplémentaire
et r = 0.



2.4. Classification des RPC 13

Un RPC à six DDL, développé dans [Jiang , Barnett et Gosselin , 2018],
doté de six câbles, voir Figure 2.11, s’insère dans cette catégorie.

Figure 2.11 – Prototype du robot suspendu à six degrés de liberté
[Jiang , Barnett et Gosselin , 2018]

— nc = n+ 1 : Le degré de redondance est égal à 1. Le robot plan de la Figure 2.10c
dispose de quatre câbles (nc = 4) et donc est commandable suivant ses trois
DDL (r = 1). Le robot FALCON de Kawamura [Kawamura et al., 1997] rentre
aussi dans cette catégorie avec six DDL (n = 6) et sept câbles (nc = 7).

— nc > n+ 1 : Le degré de redondance est supérieur à 1. Un exemple de ce type de
structure est présenté dans [Weber , Cuvillon et Gangloff , 2015] où le RPC
suspendu étudié MiCaRo, illustré dans la Figure 2.12, est doté de 8 câbles (nc =
8) pour se déplacer suivant ses 6 DDL (n = 6), donc r = 2. Le CoGiRo [El-
Ghazaly , Gouttefarde et Creuze , 2015] représente un deuxième exemple
de RPC exposant les mêmes propriétés que le MiCaRo. Un RPC pleinement
contraint de degré de redondance similaire est présenté dans la Figure 2.10d.

Figure 2.12 – RPC suspendu redondant MiCaRo [Weber , 2016]

2.4.3 Robots redondants en câbles
La redondance des câbles pour un RPC offre plusieurs avantages selon [Lamaury ,

2013] :
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— Le degré de redondance permet d’augmenter le rapport entre le volume de
l’espace de travail du robot et le volume de sa structure [Merlet , 2012].

— Plus on utilise de câbles, plus on peut soulever des charges lourdes.
— Les câbles ne peuvent que tirer. Ils doivent toujours être maintenus tendus pour

ne pas faire perdre un degré d’actionnement au robot. La redondance offre plus
de liberté dans le choix des valeurs de tensions positives des différents câbles
permettant d’atteindre la pose désirée dans l’espace de travail.

— La redondance des câbles permet de réduire le nombre de singularités dans
l’espace de travail [BARRETTE et GOSSELIN , 2005].

— La redondance permet d’être tolérant aux pannes. Elle permet le remplacement
ou la reconfiguration des actionneurs en cas de défaillance de l’un des câbles.

D’autres avantages de la redondance d’actionnement sont cités par [Johansen et
Fossen , 2013]. La redondance permet aussi d’introduire des critères supplémentaires
à optimiser vu que plusieurs solutions sont possibles pour résoudre un même pro-
blème [Härkegård , 2004]. Par exemple, on peut introduire dans la fonction de
coût la bande passante des actionneurs sous la forme d’une saturation sur la dérivée
temporelle (”rate constraint”) de leur effort de sortie. Plusieurs applications per-
mettent d’étayer que la redondance des actionneurs permet de garantir des objectifs
multiples dans l’aérospatial ([Buffington et Buffington , 1997 ; Eberhardt et
Ward , 1999 ; Santos et al., 2015]) et dans le secteur automobile [Valasek , 2003].
Enfin, la redondance permet un contrôle partiel de la matrice de raideur de la pla-
teforme, en augmentant de manière coordonnée les tensions des câbles antagonistes
[Azadi , Behzadipour et Faulkner , 2009].
Selon Gouttefarde et Lamaury [Gouttefarde et al., 2015a], une redondance des
câbles sur un RPC suspendu n’est pas nécessaire, mais elle offre certains avantages
dont un espace de travail plus grand. Il est précisé qu’une redondance de degré r = 1
ou r = 2 offre un bon compromis entre les avantages de la redondance et le surcoût
d’actionnement.
Comme on s’intéresse à des applications utilisant des câbles longs pour effectuer des
manipulations sur un espace de travail de grande dimension verticale, on choisit dans
ce travail de thèse la configuration suspendue pour éviter les collisions des câbles
avec l’environnement. De plus, on choisit une configuration du RPC suspendu non
redondant (r = 0), le sur-actionnement viendra par l’ajout d’actionneurs embarqués
dans le but d’améliorer la dynamique du robot.

2.5 Les câbles
Bien qu’ils présentent de nombreux avantages, les câbles demeurent des éléments

déformables et élastiques. Ces caractéristiques sont sources d’inconvénients :
1. Le câble a une flexibilité variable qui dépend de sa longueur.
2. Le câble peut se déformer sous son propre poids. On parle d’affaissement.
3. Les vibrations dues à l’élasticité du câble dégradent la performance du robot.
4. La résistance des câbles en compression est quasi nulle. Ils ne peuvent travailler

qu’en traction.
Chacun des points cités est détaillé.
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Raideur des câbles La raideur du câble est inversement proportionnelle à sa lon-
gueur. L’élasticité des câbles, caractérisée par le module de Young, est donnée par
l’équation :

kc =
ks

l2
=

es
l2

(2.2)

où kc est la raideur axiale du câble et l2 est sa longueur à vide, i.e. quand sa tension
est nulle. Sa raideur spécifique ks dépend de la section s du câble et de son module
de Young e.
Plus la raideur est faible et plus la longueur de câble à enrouler est grande pour générer
une même force donnée sur l’effecteur. Or, les moteurs qui entraînent les poulies sont
limités en vitesse. Donc, la bande passante de la force que l’on peut créer avec les
câbles est limitée par la saturation de la vitesse d’enroulement. Cette limitation de
la bande passante est d’autant plus importante que la longueur déroulée du câble est
importante.
Si les câbles utilisés ont une raideur faible, les fréquences d’oscillation du robot sont
faibles [Yuan et al., 2017]. En l’absence d’amortissement, elles altèrent le temps
d’établissement de l’effecteur.
Lorsqu’il n’est pas possible d’augmenter les performances des enrouleurs, un moyen
d’améliorer la dynamique du RPC est d’embarquer sur la plateforme des actionneurs
supplémentaires offrant une bande passante plus grande que les enrouleurs.

Affaissement des câbles L’affaissement du câble nuit à la raideur de la plateforme
et dégrade la précision de positionnement. L’importance de modéliser correctement
ce phénomène, quand on travaille sur les RPC, a été soulignée dans [Kozak , Zhou 
et Wang , 2006 ; Riehl et al., 2010 ; Riehl , 2011].
Si l’affaissement n’est pas négligeable, le câble est modélisé comme une caténaire
élastique [Irvine , 1981]. Dans [Bouchard , 2008], Bouchard stipule pour la première
fois les conditions nécessaires pour pouvoir négliger l’affaissement et modéliser les
câbles comme des segments droits.
Un câble tendu, de masse négligeable, peut être considéré rectiligne. Il est modélisé
par une ligne droite entre leurs points d’attache [Ming et Higuchi , 1994 ; Fang et
al., 2004 ; Wischnitzer , Shvalb et Shoham , 2008].

Élasticité des câbles Lorsque l’amortissement est faible, des accélérations brutales
ou des perturbations externes provoquent des oscillations qui dégradent le temps de
réponse. Si les modes propres du système ne sont pas pris en compte et atténués par
la loi de commande du RPC, ses performances peuvent être très fortement dégradées.
Plusieurs stratégies de commande ont été proposées pour rejeter ces vibrations. Les
premières méthodes proposées utilisent exclusivement les enrouleurs pour commander
cette réjection.
Dans [Weber , Cuvillon et Gangloff , 2015], une commande modale est dévelop-
pée pour rejeter les vibrations dues à la flexibilité axiale des câbles. La dynamique du
RPC est linéarisée le long de la trajectoire de l’effecteur et le modèle dynamique est
projeté dans l’espace modal. Les modes vibratoires sont découplés dans l’espace modal
et peuvent être amortis indépendemment par de simples correcteurs mono-variables
(SISO, pour ”Single Input- Single Output”). L’approche est validée expérimentale-
ment sur un robot à six DDL. Comme la raideur, et donc les modes propres du RPC,
varient en fonction de la pose courante, les gains des correcteurs SISO s’y adaptent.
Cette technique de séquencement de gain (”gain scheduling”) permet de conserver
des performances satisfaisantes sur l’ensemble de l’espace de travail.
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Dans [Begey et al., 2018], un RPC est actionné par des câbles flexibles et commandé
pour suivre une trajectoire en utilisant : 1) une commande en position des enrouleurs
pour contrôler l’élongation et donc la tension des câbles, 2) une stratégie de com-
mande de type couple calculé (ou ”computed torque control”) qui inverse le modèle
dynamique pour linéariser le système avant de corriger l’erreur résiduelle avec un cor-
recteur PID. La théorie des perturbations singulières (”singular perturbation theory”)
est utilisée pour prouver la stabilité de la commande proposée.
Dans [Jamshidifar et al., 2018], le mouvement du robot étudié est découplé des
modes vibratoires indésirables. Une commande robuste linéaire à paramètres variants
(LPV-H∞) est utilisée pour minimiser l’effet de vibrations de la plateforme le long
de la trajectoire et garantir un critère de stabilité. Le correcteur LPV-H∞ synthétisé
utilise les degrés de redondance du robot pour modifier les tensions des câbles et éli-
miner les oscillations causées par les perturbations.
Dans [Khosravi et Taghirad , 2014], une stratégie de commande composite est pré-
sentée. Elle est constituée : 1) d’une commande par couple calculé pour le suivi de
trajectoire basé sur le modèle du RPC avec des câbles considérés rigides et 2) d’un
terme correcteur sur la variation de l’élongation des câbles pour garantir l’atténuation
des vibrations dues à leur élasticité.
Une commande composite est également développée dans [Babaghasabha , Khosravi 
et Taghirad , 2016] où la stabilité de commande est validée grâce à la théorie des
perturbations singulières. Elle se compose : 1) d’un correcteur adaptatif pour garantir
un asservissement robuste aux incertitudes du modèle du RPC et 2) d’une commande
rapide pour amortir les vibrations longitudinales des câbles, identique au travail pré-
cédemment cité.
Dans [Korayem , Taherifar et Tourajizadeh , 2015], une commande par mode
glissant (”sliding mode control”) est utilisée pour atténuer les vibrations. Il s’agit
d’une commande qui se base sur une surface de glissement sur laquelle commute la
commande pour ramener le système à l’équilibre. Le calcul de cette surface est basé
sur une fonction de Lyapunov liée à l’énergie du système et utilisée pour dissiper
l’énergie vibratoire.
Dans [Baklouti , Caro et Courteille , 2019], une action ”feedforward” est calculée
à partir d’un modèle élasto-dynamique inverse pour compenser les oscillations dues
à l’élasticité des câbles. Un PID a été synthétisé pour le rejet de perturbations et la
stabilisation de la plateforme.

Traction des câbles Le câble peut déplacer la plateforme uniquement en la tirant.
Quand il est détendu, il n’applique aucune force. La tension des câbles doit donc être
toujours positive. Si un câble se détend, le robot perd un degré d’actionnement. Il
faut prendre cette contrainte en compte dans la synthèse de la loi de commande pour
veiller à ce que tous les câbles soient tendus en permanence.

Dans le cas où le degré de redondance est nul, les tensions appliquées par les câbles
sur la plateforme s’obtiennent en inversant un système carré avec autant d’équations
que d’inconnues. Il existe donc une solution unique de tension des câbles pour créer
un torseur d’efforts donné sur la plateforme.
Pour respecter les contraintes de tension positives et bornées, certains algorithmes de
planification de trajectoires, comme dans [Oh et Agrawal , 2006], les introduisent
sous forme d’inégalités à respecter tout le long de la trajectoire. Un correcteur basé sur
une fonction de Lyapunov et un planificateur de trajectoire incluant les contraintes
d’admissibilité sont proposés. Cet ensemble est formulé sous la forme d’un problème
d’optimisation linéaire qui retourne de manière séquentielle les tensions admissibles
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permettant de suivre la trajectoire.
Dans [Jiang , Barnett et Gosselin , 2018], une commande de suivi de trajectoire
périodique est synthétisée, pour un robot suspendu par six câbles (voir Figure 2.11),
dans le but d’étendre la synthèse de ses trajectoires au-delà de l’espace de travail sta-
tique. Cette approche exploite l’inertie du mouvement de l’effecteur pour atteindre
temporairement des positions hors de l’espace de travail statique. Les conditions de
positivité des tensions sont explicitées pour chaque type de trajectoires. Le robot sus-
pendu est traité comme un ensemble de systèmes masses-ressorts non amortis pour
faciliter la planification des trajectoires. En imposant certaines conditions sur le terme
de translation et de rotation des trajectoires, les tensions sont maintenues positives
le long des différentes trajectoires générées.
Dans [Gosselin , Lefrançois et Zoso , 2010], un algorithme de planification de tra-
jectoire point à point avec une vitesse nulle en ces points, intégrant les contraintes
de positivité et d’admissibilité, a été développé pour créer un mouvement de balan-
cement de l’effecteur d’un RPC suspendu.

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante pour vérifier que les câbles peuvent
générer tout torseur d’efforts sur la plateforme et commander les différents DDL du
robot [Gouttefarde , 2016 ; Kurtz et Hayward , 1991]. Ce résultat est mentionné
dans différents domaines :

— Dans le domaine aérospatial, plusieurs articles [Crawford , 1969 ; Servidia et
Pena , 2002 ; Curti , Romano et Bevilacqua , 2010] portent sur le contrôle
et la stabilisation de satellites actionnés par des propulseurs redondants pour
contrôler leur orientation et leur itinéraire de vol en minimisant le temps de
réponse et le coût d’énergie. Les satellites sont actionnés par des propulseurs
fixés à leur plateforme. Ils ne peuvent exercer une force que selon une direction
et dans un seul sens. Cette force ou poussée ne peut être que positive.
Dans l’article [Crawford , 1969], Crawford appelle “tâche” une fonction parti-
culière à réaliser durant une phase donnée de la mission du satellite. Il stipule
que le nombre de propulseurs na dont on a besoin pour garantir un tel objectif
est na = D + 1, où D est la dimension de la tâche, soit le nombre de degrés de
liberté commandés du système.

— Dans [Verhoeven , 2004 ; Hiller et al., 2005 ; Mikelsons et al., 2008 ; Pott ,
Bruckmann et Mikelsons , 2009], pour un système actionné par des tendons,
le nombre de tendons m nécessaires pour manipuler un effecteur dépend direc-
tement du nombre de degrés de liberté n de la tâche ou trajectoire à effectuer.
Le nombre de tendons m doit être au minimum m = n + 1.

Si le RPC est redondant (r ≥ 1), la matrice de configuration Wc, reliant le torseur
d’efforts et les différentes tensions des câbles, doit être nécessairement de rang plein
pour un actionnement complet :

wc = Wc τττ (2.3)

où wc exprime le torseur d’efforts généré par les câbles et τττ est le vecteur des tensions.
Si la matrice de configuration est de rang plein et si le système est redondant, les
solutions pour les tensions sont :

τττ = W†
c wc + τ0τ0τ0 (2.4)

avec W†
c une pseudo-inverse, telle la pseudo-inverse de Moore-Penrose [James , 1978],

et τ0τ0τ0 une tension arbitraire dans le noyau ou espace nul de Wc.
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Dans cette section, les inconvénients introduits par les câbles dans la composition
du RPC ont été mis en évidence. Pour résumer, la bande passante limitée des enrou-
leurs pénalise la bande passante de la force qui peut être créée avec les câbles. Cette
bande passante est d’autant plus faible que les câbles sont longs et/ou flexibles.
Comme on cherche à améliorer la dynamique du RPC, il faut utiliser des actionneurs
embarqués additionnels et de bande passante plus élevée que les enrouleurs, et envi-
sager de nouvelles commandes autres que celles utilisées dans le cadre de l’élimination
des vibrations par les enrouleurs.

2.6 Actionneurs embarqués
Dans la littérature, plusieurs travaux étudient l’ajout de dispositifs pour éliminer

les vibrations d’un système oscillant peu amorti. On distingue deux catégories de
dispositifs d’amortissement : passifs et actifs.

2.6.1 Stabilisation avec des dispositifs embarqués passifs et actifs

2.6.1.1 Amortissement passif

Il s’agit d’amortir les vibrations d’une plateforme par l’ajout de ressorts et d’amor-
tisseurs mécaniques (tels des silentblocs en caoutchouc).
Par exemple, l’amortisseur harmonique (”tuned mass damper”) a été utilisé dans le
domaine de l’automobile pour réduire le bruit du moteur et prolonger la durée de
vie du vilebrequin [Henrich , 1957]. Il a été également employé dans le domaine de
l’amortissement des vibrations de bâtiment en cas de séismes [Petersen , 1980].
L’amortisseur harmonique consiste en une masse md, un ressort de raideur kd et un
amortisseur cd, comme on peut le voir sur la Figure 2.13. Cet ensemble est attaché
à la structure pour réduire l’amplitude de ses vibrations en cas d’excitation (vent,
tremblement de terre ...).

Figure 2.13 – Amortisseur harmonique attaché à une structure oscillante
peu amortie [Connor , 2003]

Son principe est d’accorder sa fréquence naturelle à celle de la structure afin que
l’amortisseur résonne en opposition de phase avec les vibrations de la structure.
L’énergie mécanique de la structure sous l’effet de l’excitation est donc dissipée par
l’amortisseur harmonique. La dissipation de l’énergie oscillatoire de la structure, et
donc l’amortissement efficace de ses modes vibratoires naturels, sont garantis par le
choix adéquat des paramètres de l’amortisseur harmonique. Dans [Connor , 2003],
les équations régissant le choix des paramètres (masse, raideur et coefficient d’amor-
tissement) de l’amortisseur harmonique sont données.
Des pendules peuvent être aussi utilisés pour éliminer les vibrations d’une structure
[Connor , 2003]. Il suffit d’adapter leur fréquence de résonance ωd à la fréquence de
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la structure en modifiant leur longueur l, telle que : ωd =
√

g
l , où g représente la

gravité. Un des exemples les plus remarquables est la boule d’amortissement de 600 t
conçue pour le gratte-ciel Taipei 101 [Kourakis , 2007], voir Figure 2.14.

Figure 2.14 – Amortisseur harmonique du gratte-ciel Taipei 101 [Tuned
mass damper, Wikipedia s. d.]

Il existe également des amortisseurs harmoniques liquides [Rai et al., 2013]. Une ver-
sion composée de colonnes d’eau reliées par des tuyaux a été proposée originalement
pour amortir le mouvement de roulis pour les navires [Frahm , 1910].

Une limitation de ces amortisseurs mécaniques est qu’ils ne sont pas modulables et
donc conviennent uniquement à l’amortissement d’une fréquence donnée.
Pour le cas d’un RPC, la fréquence d’oscillation dépend de la pose du robot. Un
premier travail qui souligne ce point est [Montgomery et Vaughan , 2017]. Un
deuxième exemple est dans [Lesellier , 2019] qui étudie la variation de la fréquence
du robot suspendu CoGiRo en fonction de sa pose et qui relève qu’elle en dépend
fortement.
On en conclut donc que ce type de dispositif d’amortissement non modulable ne
convient pas à la structure d’un RPC, en particulier de type suspendu dont la rai-
deur dépend de la position de la plateforme dans son espace de travail.

2.6.1.2 Amortissement actif

L’amortisseur actif utilise un capteur et un actionneur dans une boucle de rétro-
action dans le but d’atténuer les vibrations. Une version de ce type d’amortisseur
actif est un amortisseur à deux étages [Connor , 2003] (voir Figure 2.15). Le premier
étage consiste en un amortisseur passif accordé à la fréquence désirée et le second
est un amortisseur actif, plus petit, placé au-dessus du premier, qui permet de régler
finement la fréquence à annuler.
Un autre exemple d’amortisseur, l’ADD (”Active Damping Device”) de Micromega
Dynamics, voir Figure 2.16, est utilisé pour annuler les vibrations sur le châssis du
vérin d’une fraiseuse [Zulaika et Campa , 2009]. Le dispositif est composé d’un accé-
léromètre et d’une bobine acoustique contrôlée en fonction de la mesure d’accélération.
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Figure 2.15 – Amortisseur passif-actif à deux étages

Figure 2.16 – Micromega Dynamics ADD-45N et son contrôleur

L’ADD peut être utilisé de manière autonome pour réduire les vibrations mesurées
grâce au capteur embarqué. Sa plage de travail est comprise entre des fréquences de
20 Hz et 20 kHz.

2.6.2 Évaluation des actionneurs embarqués
Les actionneurs embarqués peuvent être utilisés comme des générateurs de torseur

d’effort. Plusieurs effets sont utilisés pour créer ce torseur : gyroscopique, inertiel
en rotation ou en translation. Le torseur d’efforts appliqué à l’effecteur peut être
transitoire ou permanent. Les dispositifs actifs sont probablement les mieux adaptés
aux RPC vu leur capacité à s’adapter aux variations de la réponse harmonique de la
structure mécanique durant son déplacement.
Les paragraphes qui suivent détaillent une sélection d’actionneurs capables de réduire
les vibrations sur un RPC avec des câbles flexibles. Les choix retenus, justifiés, seront
ultérieurement évalués expérimentalement dans le cadre de la thèse.

2.6.2.1 Générateurs d’efforts transitoires

Roue à réaction Une roue à réaction est une masse en rotation utilisée pour géné-
rer un couple de réaction. Sa rotation est actionnée autour de son axe par un moteur.
Le couple produit par la roue à réaction est de sens opposé au couple que le moteur
applique à la roue.
Communément utilisé pour contrôler l’orientation des satellites [Ismail et Varatharajoo ,
2010], ce mécanisme a été utilisé sur un RPC pour compenser les vibrations en rota-
tion d’un robot [Weber , Cuvillon et Gangloff , 2014]. Deux roues à inertie sont
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embarquées sur le robot pour amortir les oscillations dans le plan et une troisième
pour les oscillations hors plan.
Les limitations de ce type d’actionnement sont : 1) le couple de la roue à inertie ne
peut pas excéder le couple maximal du moteur, 2) le couple appliqué accélère la roue
à inertie, une fois que la roue à inertie atteint sa vitesse maximale, le couple devient
nul. Par exemple en cas de perturbation constante, la roue à réaction atteindra sa
vitesse maximale et saturera. Quand cela se produit, on a besoin d’autres dispositifs
pour générer une force ou un moment afin d’éliminer la perturbation et réinitialiser
la vitesse de la roue [Sidi , 1997a]. Ces limitations font que les roues à réaction ne
sont pas très adaptées pour éliminer des vibrations à basse fréquence ainsi que pour
produire un couple constant.
De plus, ces actionneurs étant plutôt dédiés au spatial, leur prix est conséquent à
moins de les construire soi-même.

Actionneur gyroscopique C’est un dispositif souvent utilisé dans les satellites
[Lappas , Steyn et Underwood , 2002], dans les bateaux [Townsend , Murphy et
Shenoi , 2007] et les sous-marins [Thornton et al., 2007], qui sert à stabiliser leur
orientation. L’actionneur gyroscopique, décrit dans la Figure 2.17, est monté sur un
axe perpendiculaire à l’axe de la roue.

Figure 2.17 – Schéma d’un actionneur gyroscopique

Le couple créé par l’actionneur gyroscopique peut être exprimé par :

T⃗G = JΩ⃗ × R⃗ (2.5)

où T⃗G est le couple gyroscopique, Ω⃗ la vitesse angulaire du gyroscope suivant son axe
de révolution, J son moment d’inertie et R⃗ est la vitesse de précession.
D’après l’équation (2.5), le couple de cet actionneur dépend de la bande passante de
l’asservissement de vitesse du moteur actionnant la précession R⃗. Comme la précession
dévie l’axe gyroscopique, la direction du couple généré est en conséquence modifiée.
Donc, l’actionneur gyroscopique permet de générer instantanément des couples élevés,
mais il ne permet pas de les maintenir longtemps dans une direction donnée.

Masse en translation linéaire Une masse actionnée suivant une translation peut
produire des forces transitoires, en vertu de la troisième loi de Newton, ”pour toute
action, il y a une réaction égale et opposée”. Considérons un actionneur fixé à un
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support et exerçant une force sur une masse. Sous l’effet de cette force, la masse se
déplace et une force opposée est générée sur le support.
Ce dispositif a été précédemment utilisé pour stabiliser des bâtiments [Diaz et Reynolds ,
2009] et des structures aérospatiales [Zimmerman et Inman , 1990]. La durée d’ap-
plication de la force dépend du débattement autorisé pour la translation de la masse.
Donc, plus ce débattement est petit, plus la force appliquée sera transitoire. Les
moteurs linéaires ”direct drive” peuvent être utilisés pour générer de telles forces.
Un exemple de ce dispositif, commercialisé par la société Etel™, est illustré dans la
Figure 2.18.

Figure 2.18 – Actionneurs linéaires Etel™

Bras en rotation Une masselotte est fixée à l’extrémité d’un bras rotatif de lon-
gueur fixe. Cet ensemble constitue un pendule actionné.
Son mouvement permet d’exercer un torseur d’effort sur le système sur lequel on
l’embarque. Ce système a été utilisé dans [He et al., 2008] pour stabiliser un robot
sauteur (”hopper”) en plein saut (voir Figure 2.19). Il a aussi été utilisé sur un RPC
plan pour éviter les mouvements hors plan [Rushton et Khajepour , 2016, Rijk ,
Rushton et Khajepour , 2018] et sur un robot parallèle à câble hybride [Qi et al.,
2019] : à la différence des RPC, ces robots disposent de bras de robot série montés
sur leur plateforme [Qi , Khajepour et Melek , 2019] ou de systèmes mécaniques
comme les pendules [Qi et al., 2019] pour exécuter des tâches spécifiques.
Les bras en rotations ont également été employés dans [Lesellier et al., 2018] pour
la stabilisation active d’un RPC suspendu hybride embarquant un robot six axes an-
thropomorphe (voir Figure 1.1).
Ces bras en rotation altèrent la dynamique de la plateforme en modifiant son inertie.
En fin de réjection, il faut assurer le retour en position nominale des bras. Celui-ci
doit se faire le plus lentement possible pour minimiser le torseur de réaction et ne pas
déstabiliser la plateforme.

2.6.2.2 Générateurs d’efforts persistants

Un générateur d’efforts persistants peut être utilisé pour compenser l’action d’un
torseur externe sur l’effecteur provoqué par des perturbations ou par des tâches au
contact. Le générateur doit être capable de produire et de maintenir un torseur
constant de même amplitude et de sens opposé au torseur externe.

Masse en mouvement Ce dispositif est utilisé dans les grues (voir Figure 2.20),
pelleteuses et bulldozers par exemple, pour compenser le couple de basculement créé
quand ils soulèvent une charge. Il est possible de générer un moment constant en
déplaçant une masse embarquée sur ces véhicules. Si la projection du centre de gravité
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Figure 2.19 – Modèle 3D et schéma du robot ”hopper” utilisant des bras
en rotation [He et al., 2008]

de l’ensemble (véhicule, masse embarquée et charge) ne se situe pas dans le polygone
de stabilité du véhicule, celui-ci risque de basculer. On peut donc garantir sa stabilité
en déplaçant la masse.

Figure 2.20 – Grue stabilisée par un contrepoids mobile

Propulseurs à hélices Les hélices de drone, voir Figure 2.21a, peuvent également
être utilisées pour générer des torseurs persistants. L’amplitude de la force créée
dépend du carré de la vitesse de rotation de l’hélice. La constante de temps des
moteurs de quadcoptères associée à leur variateur de vitesse (ESC pour ”Electronic
speed control”), voir Figure 2.21b, se situe entre 0.1 s et 0.3 s [Filatov et al., 2016].
Ce sont donc des actionneurs qui semblent très intéressants à embarquer pour le rejet
de perturbation. Cette technologie est l’une des solutions retenues dans cette thèse et
sera davantage détaillée dans le chapitre 5.

Propulseurs à air comprimé Les propulseurs à air comprimé peuvent aussi être
utilisés pour générer des forces persistantes sur l’effecteur dans le sens opposé au flux
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(a) Hélices tripales DALprop TJ4045 (b) Variateur de vitesse KISS 32A

Figure 2.21 – Exemple d’hélices et d’ESC

de l’air. L’établissement de la force de poussée des jets d’air comprimé entre l’ouver-
ture de la vanne et la mesure de la force est très rapide, voire quasi-instantané, par
rapport à la dynamique d’enroulement/déroulement des câbles d’un RPC. L’ampli-
tude de cette force est fonction du débit de gaz comprimé, sa masse volumique et la
forme de la tuyère d’échappement. L’air comprimé peut être stocké dans un réservoir
situé sur l’effecteur ou être acheminé au travers de tuyaux flexibles. Cette technologie
est aussi une solution retenue dans cette thèse et sera davantage détaillée dans le
chapitre 4.

2.6.3 Choix et motivations
Les dispositifs embarqués doivent respecter le cahier des charges suivant :

— être le plus compact et le plus léger possible pour faciliter leur intégration sur
la plateforme et ne pas altérer l’inertie de la plateforme.

— être capable de générer des torseurs persistants, pour compenser des perturba-
tions externes constantes (vent, contact ...).

— avoir une bande passante plus élevée que celle des enrouleurs. L’intérêt majeur
d’introduire des actionneurs embarqués est d’améliorer la dynamique du RPC
en rejetant rapidement des vibrations ou effectuant des trajectoires rapides,
inaccessibles avec la seule action des enrouleurs.

Le tableau 2.1 dresse une comparaison entre les différents dispositifs envisageables à
embarquer sur le RPC. Ce tableau de comparaison nous apprend que les roues à réac-
tion possèdent une plus grande bande passante. Mais, elles ne permettent de générer
que des moments. Il en est de même pour les actionneurs gyroscopiques qui de plus
sont complexes à construire et mettre en oeuvre. Il reste les masses en translation et
les bras en rotation, étudiés précédemment dans le cadre du projet DexterWide par
[Lesellier , 2019], qui n’autorisent qu’un effort transitoire car le débattement maxi-
mal possible pour la masse est rapidement atteint. Finalement, seuls les propulseurs
à air comprimé et les propulseurs à hélices permettent de générer un torseur d’effort
persistant. Les jets d’air ont une bande passante élevée avec un temps de réponse très
court. Mais, ils sont complexes à alimenter et à commander avec des valves tout ou
rien. De plus, la masse à embarquer est importante à cause de la nécessité d’avoir une
réserve locale d’air comprimé. Ils seront explorés en détail durant cette thèse (chapitre
4). Les hélices de drone ont une bande passante un peu moindre que les propulseurs
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à air comprimé. Mais, ils sont plus simples à mettre en œuvre et à alimenter. Ces
actionneurs sont aussi très légers, car ils héritent des contraintes de poids présentes
dans le domaine des drones. Les hélices de drone seront également investiguées durant
cette thèse (chapitre 5).

Torseur
persistant

Force
transitoire

Moment
transitoire

Bande
passante Poids Taille Complexité

AG × × ✓ + + - -
MT × ✓ ✓ ++ + + +
PA × ✓ ✓ ++ + + +
RR × × ✓ ++ + + +
JA ✓ ✓ ✓ +++ - - -
HL ✓ ✓ ✓ + ++ ++ ++

[AG :Actionneur Gyroscopique], [MT : Masse en Translation], [PA : Pendule Actionné], [RR : Roue à
Réaction], [JA : Jets d’Air], [HL : Hélice], [✓ : capable de générer], [× : incapable de générer], [+++ : très

avantageux], [++ : avantageux], [+ : assez avantageux], [− : désavantageux]

Tableau 2.1 – Comparaison des dispositifs d’actionnement embarqués

2.7 Allocation des actionneurs
Les dispositifs retenus dans cette thèse sont les propulseurs à air et à hélices. Nous

avons fait le choix de les fixer à la plateforme de telle sorte qu’ils ne puissent générer
une force que dans un sens, le long d’une direction fixe par rapport à l’effecteur. On
les appellera des générateurs de force unilatérale.
En embarquant des actionneurs sur la plateforme du RPC (suspendu) non redondant,
l’ensemble forme un système sur-actionné.
Le problème d’allocation des actionneurs s’apparente au problème de distribution des
tensions des câbles. Les tensions des câbles sont bornées par une valeur maximale,
dite valeur de saturation. Mais, comme le câble ne peut que tirer, sa tension doit
aussi être positive. Il en est de même pour les générateurs de force unilatérale. Aussi,
ils ne peuvent pas dépasser leur valeur maximale de poussée.

2.7.1 Définition du problème d’allocation
Le sur-actionnement et les divers niveaux de saturation des actionneurs soulèvent

la question de l’allocation des différents actionneurs, c’est-à-dire comment générer la
loi de commande demandée en la distribuant à chaque actionneur individuellement.
Ce sujet a été traité dans plusieurs domaines, notamment :

— Aérospatial et aéronautique : [Sidi , 1997b ; Durham , 1993 ; Bodson , 2002 ;
Härkegård , 2004 ; Zhang et al., 2007].

— Naval : [Sørdalen , 1997 ; Garus , 2004 ; Fossen et Johansen , 2006 ; Christiaan ,
2009 ; Poppe et al., 2010 ; Johansen et Fossen , 2013].

— Automobile et autres véhicules : [Axehill et Sjöberg , 2003 ; Tjonnas et
Johansen , 2009 ; Chen et Wang , 2011].

La loi de commande en position d’un système avec redondance d’actionnement en
efforts peut se décomposer en trois étapes [Johansen et Fossen , 2013], comme re-
présentée sur la Figure 2.22 :
1- Commande bas-niveau des actionneurs : Chaque actionneur a sa régulation

individuelle afin d’asservir sa sortie (moment ou force) w, à la grandeur de
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Figure 2.22 – Allocation des actionneurs d’un système sur-actionné, où
wc est le torseur d’effort ”virtuel” désiré et w le torseur d’effort effectif

consigne u. Par exemple, dans le cas des propulseurs à hélices, la force de poussée
est asservie en régulant la vitesse de rotation de l’hélice en boucle fermée par
un correcteur PID interne.

2- Asservissement haut-niveau du système : La première étape consiste à cal-
culer l’effort wc qu’il faudra exercer sur le système pour atteindre un certain
objectif (rejet de perturbations ou suivi de trajectoire).
On considère un système dynamique non linéaire affine vis-à-vis de sa com-
mande :

ẋ = f (x) + g(x)w (2.6)
y = h(x) (2.7)

où x ∈ Rn est le vecteur d’états, y ∈ Rm est le vecteur des sorties à asservir du
système et u ∈ Rp est le vecteur de ses entrées (commandes) et f , g et h sont
des fonctions de x telles que f et h sont des fonctions non linéaires.
L’effort, produit par les différents actionneurs après allocation, appliqué sur la
plateforme est noté w (Figure 2.22). Il doit tendre vers la commande haut-
niveau wc, soit le torseur d’efforts désiré.

3- Allocation des actionneurs : Le torseur d’efforts est généré en commandant
les différents actionneurs embarqués sur le système.

w = Wu, u ∈ U (2.8)

La matrice de configuration W permet de lier les différentes forces des action-
neurs u au torseur d’efforts w appliqué au système. U est l’espace des efforts
admissibles des actionneurs tenant compte des saturations.
Les actionneurs sont bornés physiquement en termes d’amplitude ou en vi-
tesse de variation. La limitation sur la vitesse de variation a été traitée dans
les articles [Durham et Bordignon , 1996 ; Härkegård , 2004 ; Johansen et
Fossen , 2013], où la vitesse de variation est définie par :

u̇ =
u(t)− u(t − T)

T
(2.9)

avec T la période d’échantillonnage de la commande numérique.
On peut écrire les contraintes en amplitude et en taux de variation sous la
forme :

umin ≤ u ≤ umax

u̇min ≤ u̇ ≤ u̇max
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où umin et umax sont les saturations en amplitude et u̇min et u̇max en taux de
variation des actionneurs.

L’effort désiré en sortie du bloc de l’asservissement de haut niveau est appelé
entrée virtuelle (”virtual input control”) chez [Fossen et Johansen , 2006] et
noté wc. Comme souligné précédemment, les actionneurs ne peuvent pas four-
nir exactement le torseur d’efforts souhaité wc. Au travers de la matrice de
configuration W et en tenant compte des saturations (U), ils génèrent un effort
en entrée du système w (2.8). L’objectif est de faire converger l’effort virtuel
vers l’effort possible en respectant les saturations des actionneurs. Dans le cas
où leurs limitations physiques ne permettraient pas de générer l’effort désiré
wc, on cherche à minimiser l’erreur d’allocation en dégradant donc les per-
formances. Ce problème de minimisation s’écrit sous la forme d’un problème
d’optimisation :

min
u∈U

∥Rs∥ (2.10)

tel que s = wc − w (2.11)
= wc − Wu (2.12)

où U représente l’ensemble des commandes des actionneurs respectant leurs
saturations et limites physiques et R est une matrice de pondération.
Dans le cas où le système est sur-actionné, on a une liberté de choix des com-
binaisons de forces des actionneurs. Ceci nous permet de définir des objectifs
secondaires, comme la minimisation de l’énergie de la commande.

2.7.2 Résolution du problème non contraint
Soit le torseur d’effort w que l’on souhaite générer. Il faut nécessairement embar-

quer sur le système un nombre d’actionneurs au moins égal au degré de liberté de la
plateforme que l’on souhaite contrôler. Le rang de la matrice de configuration W doit
être nécessairement plein pour contrôler le nombre des directions commandables du
système.

Cas non redondant :
Si le nombre d’actionneurs est égal au nombre des degrés de liberté du système, la
matrice de configuration est alors carrée. Les forces des propulseurs sont directement
calculées en inversant la matrice de configuration de rang plein.
Dans le cas d’un problème planaire, qui nous intéresse particulièrement dans le reste
de cette thèse, on crée un torseur d’effort de dimension trois (une force Fy suivant
l’axe y, une force Fz suivant l’axe z et un moment suivant l’axe x) sur la plateforme
dotée de trois propulseurs. L’allocation s’exprime donc comme suit :

w =

 Fy
Fz

Mx

 = W3×3

u1
u2
u3

 (2.13)

où u1, u2 et u3 sont les poussées des trois propulseurs.
La solution du problème d’allocation pour le cas non redondant est alors :

u3×1 = W−1 w (2.14)
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tel que W−1 est l’inverse de la matrice de configuration carrée.

Cas redondant :
Si le nombre des actionneurs est supérieur au nombre de degrés que l’on souhaite
commander, le système est redondant. La matrice de configuration n’est alors pas
carrée. Le problème d’allocation admet plusieurs solutions. En effet, plusieurs combi-
naisons des forces des propulseurs donnent un même torseur d’effort désiré.

L’espace nul de W, ou le noyau de l’application u → w, est de dimension r > 0.
La solution particulière à ce problème est exprimée par l’équation :

up = W†w (2.15)

où W† est la pseudo-inverse de la matrice de configuration de rang plein W.
La solution générale u pour le cas redondant s’exprime en fonction de l’espace nul de
W :

u = up +Nλλλ (2.16)

où N est la base de l’espace nul et λλλ est un vecteur de dimension r.

Par exemple, pour créer le torseur de dimension trois pour le système plan précé-
dent, sur une plateforme dotée de quatre actionneurs, le problème d’allocation s’écrit
alors :

w =

 Fy
Fz

Mx

 = W3×4


u1
u2
u3
u4

 (2.17)

Comme on peut le voir, ce degré de redondance r = 1 permet d’obtenir différentes
solutions pour le problème d’allocation. Pour chaque valeur du scalaire λ, les forces
des propulseurs prennent différentes valeurs.

2.7.3 Résolution du problème contraint
Pour les RPC redondants, la plupart des algorithmes de distribution de tension

font appel à une optimisation sous contraintes, avec des variantes dans la fonction de
coût et les contraintes prises en compte.

Ces algorithmes de distribution des tensions peuvent être exprimés sous forme de pro-
grammation linéaire [Fang et al., 2004] ou d’optimisation quadratique [Bruckmann ,
Pott et Hiller , 2006]. L’avantage de la programmation linéaire est sa simplicité et
donc son temps de calcul réduit. Toutefois, elle n’assure pas la continuité de la tension
du câble d’un point à un autre de la trajectoire. Au contraire, l’optimisation quadra-
tique est plus coûteuse en termes de calcul, mais garantit la continuité des tensions
et assure l’existence d’une solution en l’absence de contrainte.
D’autres algorithmes utilisent l’analyse par intervalles pour la distribution optimale
des tensions et pour garantir sa faisabilité [Gouttefarde , Daney et Merlet , 2010].
Gouttefarde et Lamaury présentent un algorithme versatile de distribution de ten-
sions pour des RPC avec un degré de redondance égal à deux [Gouttefarde et
al., 2015a]. Mikelson introduit un algorithme temps-réel pour des RPC redondants
(r = 1) [Mikelsons et al., 2008].
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Afin de créer les forces sur le système sans saturer les différents actionneurs, plu-
sieurs méthodes d’allocation ont été adoptées.

1. Allocation directe :
Les premiers travaux, présentant cette méthode, ont été établis par [Durham ,
1993 ; Durham , 1994]. Elle consiste à calculer d’abord la solution non contrainte
du problème (2.15). Il en résulte l’effort à appliquer sur le système. L’idée est de
recalculer ensuite la commande qui veillera à préserver la direction du torseur
à exercer, sans saturer les différents actionneurs, garantissant ainsi l’objectif de
la commande.
En d’autres termes, on calcule la grandeur de commande u∗ qui produit la valeur
maximale de l’entrée virtuelle commandée w∗

c et qui génère le torseur maximal
possible dans la direction de wc (solution non contrainte). Ce problème a été
reformulé par [Bodson , 2002] en un problème d’optimisation :

max
u∈U

β tel que β =
w
wc

, w = Wu

où β ∈]0, 1] est le gain entre le torseur commandé wc et le torseur que l’on peut
générer avec les actionneurs suivant la direction de w.

2. Programmation linéaire :
Elle consiste à reformuler le problème contraint en un problème de program-
mation linéaire. Plusieurs manières de formuler ce problème ont été présentées
dans [Bodson , 2002 ; Petersen et Bodson , 2005 ; Oppenheimer , Doman et
Bolender , 2010 ; Johansen et Fossen , 2013].
Les méthodes numériques les plus souvent utilisées pour la résolution du pro-
blème de programmation linéaire sont l’algorithme du simplexe, la méthode
des ensembles actifs et l’algorithme de points intérieurs [Nocedal et Wright ,
2006 ; Johansen et Fossen , 2013].

3. Optimisation quadratique :
Pour le calcul de puissance optimale des actionneurs, il faut nécessairement
exprimer le problème d’allocation sous une forme quadratique [Härkegård ,
2004]. La fonction visant à minimiser la consommation énergétique s’écrit donc :

min
u

uTu (2.18)

Il est possible de l’exprimer sous forme d’une fonction pondérée :

min
u

uTRu (2.19)

tel que wc = Wu u ∈ U (2.20)

où R est une matrice de pondération.
La formulation quadratique du problème est la plus utilisée parce que le pro-
blème admet une solution explicite en l’absence des contraintes [Härkegård ,
2004]. Les algorithmes de programmation quadratique sont généralement consi-
dérés plus robustes [Christiaan , 2009]. Aussi, contrairement au problème d’op-
timisation linéaire, elle fournit une solution optimale unique (ensemble de solu-
tions admissibles strictement convexe), ce qui en fait donc une méthode adaptée
pour le calcul en ligne de la solution.
Les problèmes d’optimisation quadratique sont résolus par les méthodes numé-
riques des ensembles actifs et de points intérieurs [Harkegard , 2002 ; Nocedal 
et Wright , 2006 ; Johansen et Fossen , 2013].
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4. Allocation prédictive des actionneurs :
Parmi les algorithmes d’allocation, c’est une méthode qui reformule l’ensemble
du problème d’allocation sous un formalisme de commande prédictive. Elle ré-
sout le problème d’optimisation sur un horizon fuyant en optimisant une fonc-
tion coût qui respecte les différentes contraintes en amplitude et de vitesse de
variation d’amplitude des actionneurs [Luo et al., 2004]. Le calcul de la com-
mande et l’allocation se font de manière simultanée, en une seule étape, comme
on peut le voir sur la Figure 2.23. Une même optimisation comprend à la fois le
calcul du torseur à générer et l’allocation des différents actionneurs en respec-
tant leurs contraintes pour produire le torseur calculé.
On peut intégrer directement dans le modèle complet du système le modèle
des actionneurs pour un comportement plus réaliste. Dans [Veksler et al.,
2016], un correcteur prédictif prenant en compte les limitations des actionneurs
est proposé. Le correcteur calcule le torseur nécessaire pour le positionnement
dynamique d’un bateau et alloue directement les actionneurs redondants em-
barqués.

Figure 2.23 – Allocation prédictive d’un système sur-actionné

L’approche prédictive sera privilégiée dans cette thèse. Plusieurs stratégies seront
ainsi mises en œuvre dans les chapitres suivants dans le but d’améliorer la dynamique
de RPC suspendus non redondant en câbles mais sur-actionnés de par l’ajout de dis-
positifs embarqués : propulseurs à air comprimé (chapitre 4) ou à hélice de drone
(chapitre 5). L’approche prédictive permettra de gérer la dynamique lente des câbles
et la dynamique plus rapide des générateurs de force unilatérale embarqués, de même
que leurs contraintes (allocation, saturations, actionneurs tout ou rien...).
Auparavant, nous devons nous intéresser à la modélisation du système, un RPC sus-
pendu non contraint avec des actionneurs embarqués (chapitre 3). Le modèle obtenu
sera nécessaire à la validation en simulation mais surtout à la commande prédictive
qui est basée modèle.
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Chapitre 3

Modélisation du robot parallèle
à câbles

L’étape de modélisation est une étape indispensable à la synthèse de lois de com-
mande avancées. Un modèle dynamique permet de décrire le comportement d’un
système en fonction de ses entrées et du temps.
Dans le cas des RPC, on s’intéresse dans un premier temps au modèle des câbles qui
sont l’organe de transmission des efforts, et donc un élément clé du modèle. On opte
ici pour le modèle linéaire élastique non pesant qui s’avère le plus pertinent dans notre
cadre d’étude d’après l’état de l’art vu dans le chapitre précédent. Une fois ce modèle
établi, le modèle géométrique inverse du robot est développé. Ce modèle permet de
calculer les coordonnées articulaires, c.-à-d. la longueur des câbles, en fonction de la
pose courante de l’effecteur. Le modèle dynamique du robot actionné par les câbles
est alors établi. Ce modèle dynamique est ensuite augmenté avec l’action des généra-
teurs de forces embarqués.
Finalement, la linéarisation du modèle dynamique complet est détaillée. Ce modèle
sera utilisé dans la suite pour l’une des commandes synthétisées. On appliquera ces
modèles au cas d’un robot plan à trois degrés de liberté.

3.1 Repères et notations
Le robot à câbles consiste en une plateforme mobile liée à une base fixe à l’aide de

nc câbles (voir Figure 3.1). On définit le repère galiléen (ou inertiel) Fg d’origine O,
fixe par rapport au monde, et le repère Fp solidaire du corps de la plateforme mobile
et attaché au centre de gravité G de la plateforme.

La plateforme peut se déplacer suivant n degrés de liberté en modifiant la longueur
des câbles. La première extrémité du câble est attachée au tambour d’une poulie.
Cette poulie est en général solidaire de la base fixe, mais peut aussi dans certains cas
être montée sur la plateforme. Dans les deux cas de figure, la modélisation demeure
inchangée. On nomme Ai, le point fixe d’arrimage du ième câble. Ses coordonnées sont
exprimées dans le repère inertiel sous forme du vecteur gaci tel que gOAi =

gaci.
L’autre extrémité est reliée à la plateforme au point d’arrimage Bi. Ses coordon-
nées sont exprimées dans le repère lié à la plateforme Fp sous forme du vecteur
pGBi =

pbci.

La matrice de rotation entre le repère inertiel Fg et le repère attaché à la plate-
forme mobile Fp est notée Rgp. Cette matrice permet d’effectuer un changement de
base et d’obtenir l’expression dans le repère inertiel d’un vecteur pv, exprimé dans le
repère mobile :

gv = Rgp
pv (3.1)
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La formule de Bour permet d’exprimer la dérivée temporelle d’un vecteur par rapport
au repère Fg en fonction de sa dérivée par rapport à un autre repère Fp.(

d
dt

v
)

g
=

(
d
dt

v
)

p
+ωωω(p/g)× v (3.2)

où la rotation Fp par rapport au référentiel galiléen Fg est décrite par le vecteur
vitesse angulaire ωωω(p/g).
Si le vecteur pv est fixe dans le repère attaché à la plateforme Fp alors sa dérivée(

d
dt v
)

p
est nulle.

Soit x = [pT, θθθT]T ∈ Rn la pose de l’organe terminal exprimée dans le repère iner-
tiel Fg. Elle définit la position de la plateforme p = [x y z]T avec p le vecteur des
cordonnées du centre de gravité G de la plateforme exprimé dans le repère fixe. Son
orientation θθθ = [θx θy θz]T est définie par un triplet d’angles d’Euler.

Figure 3.1 – Notations et repères définis pour la modélisation

3.2 Modèle des câbles

3.2.1 Modèle linéaire élastique
Les câbles sont entre autres caractérisés par leur élasticité. Ce paramètre est consi-

déré constant et relatif au matériau de fabrication et/ou tressage du câble.
Il est nécessaire de faire des tests de traction pour vérifier que le modèle théorique
correspond bien au comportement réel du câble, comme dans [Riehl , 2011 ; Weber ,
2016].
Les câbles utilisés durant cette thèse sont des polymères tressés, considérés comme
des solides élastiques [Weber , 2016]. Avec ce type de câble, la masse linéique est né-
gligeable. Comme indiqué dans [Bouchard , 2008], l’affaissement des câbles est alors
négligeable. On peut donc modéliser le câble avec le modèle linéaire élastique.
Le câble est modélisé comme étant un ressort linéaire dont la masse est négligeable.
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Quand celui-ci est sous tension, sa géométrie est une ligne droite entre les points Ai
et Bi(x). Sa longueur géométrique l1(x), est un scalaire défini par :

gAiBi = l1 guci (3.3)

où guci est le vecteur directeur unitaire du câble i (Figure 3.1).

3.2.2 Longueur à vide et longueur en charge du câble
Considérons un câble enroulé autour du tambour de sa poulie. Quand aucune

masse n’y est attachée, la tension du câble est nulle. Sa longueur correspondante est
appelée longueur à vide. La longueur à vide est notée l2.

Figure 3.2 – Poulie bloquée : (a) Traction nulle sur le câble,
(b) Traction positive sur le câble

Si une charge est ajoutée, la nouvelle longueur, due à l’élasticité du câble est appelée
longueur géométrique ou en charge. Elle est notée l1 (voir Figure 3.2). La tension du
câble liée à son élongation est τ.

3.2.3 Tension du câble
Conformément à la loi de Hooke, la tension τ du câble et son élongation sont liées

par l’équation avec kc(l2) = ks
l2

(cf. eq. 2.2) :

τ = kc(l2)[l1 − l2] (3.4)

Un câble ne peut que tirer et pas pousser, on parle de force unilatérale. La tension
est ainsi définie ici par un scalaire τ > 0. Ceci implique que la longueur en charge du
câble l1 doit être toujours supérieure à sa longueur à vide :

τ > 0 ⇒ l1 > l2 (3.5)

Si l’on considère que la tension appliquée à la portion de câble enroulée autour du
tambour est nulle, la longueur à vide l2 est alors directement liée à la position de la
poulie :

l2 = r θc (3.6)
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avec θc, la position angulaire de la poulie, et r, le rayon du tambour de l’enrouleur.
Pour ajuster sa longueur à vide et donc sa tension, le câble peut être enroulé autour
d’un tambour actionné par un actionneur rotatif.

3.2.4 Torseur d’effort exercé par les câbles du RPC
Pour un RPC à nc câbles, la longueur en charge et la longueur à vide de l’ensemble

des câbles sont notées respectivement :

l1 =

 l11
...

l1nc

 , l2 =

 l21
...

l2nc

 (3.7)

Le vecteur d’élongations des câbles est [l1(x)− l2].
En enroulant et en déroulant le câble, la longueur à vide l2 et donc la tension des
câbles peuvent être modifiées. Le vecteur τττ ∈ Rnc exprime les tensions des nc câbles
appliquées à la plateforme en tenant compte des phénomènes de frottement visqueux :

τττ = Kc(l2)[l1(x)− l2] + Fc[l̇1 − l̇2] (3.8)

où Fc = diag( fc, . . . , fc), avec fc le coefficient de friction interne des câbles, Kc =
diag( ks

l21
, . . . , ks

l2nc
), est la matrice diagonale des raideurs de câbles et ks est la raideur

spécifique des câbles.

3.3 Modélisation du RPC

3.3.1 Modèle géométrique inverse
L’équation décrivant les coordonnées articulaires l1 du robot en fonction de ses

coordonnées opérationnelles x = [pT, θθθT]T s’exprime [Diao et Ma , 2009] par :

l1i(x) = ∥gAiBi∥2 = ∥(p + gbci)− gaci∥2, i = 1 . . . nc (3.9)
= ∥(p + Rgp

pbci)− gaci∥2 (3.10)

où gAiBi et gaci sont les vecteurs entre les points d’attache du câble Ai et Bi dans le
repère inertiel et les coordonnées du point Ai respectivement, exprimés dans le repère
inertiel.

3.3.2 Modèle cinématique

3.3.2.1 Jacobienne du robot

La matrice jacobienne J relie les vitesses opérationnelles ẋ de l’effecteur à ses
vitesses articulaires l̇1 :

l̇1 = J
[

ṗ
ωωω

]
(3.11)

avec ṗ la vitesse de la plateforme et ωωω sa vitesse angulaire.
Elle est obtenue en dérivant le modèle géométrique inverse du RPC (3.9). La vitesse
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articulaire du câble i est ainsi :

l̇1i =

(
d
dt

gAiBi

)
g
·

gAiBi

∥gAiBi∥2
(3.12)

=

(
d
dt

gAiBi

)
g
· guci (3.13)

En décomposant le vecteur gAiBi, on obtient :

l̇1i =

 d
dt

gAiO︸ ︷︷ ︸
0

+
d
dt

gOG︸ ︷︷ ︸
ṗ

+
d
dt

gGBi


g

· guci (3.14)

=

(
ṗ +

(
d
dt

gGBi

)
g

)
· guci (3.15)

étant donné que le point d’attache Ai est fixe dans Fg.
En utilisant la formule de Bour (3.2), on peut écrire, Bi étant un point d’attache fixe
sur la plateforme : (

d
dt

gGBi

)
g
=

(
d
dt

gGBi

)
p︸ ︷︷ ︸

0

+ωωω × gGBi (3.16)

On aboutit alors à l’équation suivante pour la vitesse articulaire du câble :

l̇1i = (ṗ + ωωω × gGBi) · guci (3.17)
= ṗ guci + (ωωω × gbci) · guci (3.18)
= ṗ guci +ωωω (gbci × guci) (3.19)

l̇1i =
[guci

T (gbci × guci)
T] [ ṗ

ωωω

]
(3.20)

La jacobienne s’exprime donc sous la forme matricielle :

J =


guc1

T (gbc1 × guc1)
T

...
...

ucnc
T (gbcnc × ucnc)

T

 (3.21)

telle que l̇1 = Jẋ.

3.3.2.2 Matrice des efforts appliqués par les câbles

La matrice des efforts appliqués par les câbles Wc ∈ Rn×nc lie les tensions τττ à la
résultante des forces gFc et moments gNc appliqués à la plateforme :[ gFc

gNc

]
= Wc(x)τττ (3.22)
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La résultante des forces gFc est la somme des forces exercées par les câbles sur la
plateforme :

nc

∑
i=1

−τi
guci =

gFc avec τi > 0 (3.23)

où guci est le vecteur directeur du câble de sens opposé à la force de traction.
L’ensemble des moments créés par chaque câble gNc est défini par la relation :

nc

∑
i=1

gbci × (−τi
guci) =

gNc (3.24)

où gbci est la position du point d’attache du câble par rapport au centre de gravité
de la plateforme.
On aboutit à la relation matricielle suivante :

−
[ guc1 . . . gucnc

gbc1 ×g uc1 . . . gbcnc ×g ucnc

]
︸ ︷︷ ︸

Wc(x)

 τ1
...

τnc

 =

[ gFc
gNc

]
(3.25)

On remarque que la matrice des efforts appliqués par les câbles sur la plateforme (ou
”wrench matrix”) est directement liée à la jacobienne du robot J par la relation :

Wc(x) = −JT (3.26)

Le torseur d’effort des câbles s’obtient donc à partir des équations (3.25) et (3.26) :[ gFc
gNc

]
= −JTτττ (3.27)

3.3.3 Modèle dynamique de la plateforme
Pour pouvoir établir le modèle dynamique régissant la plateforme mobile, il faut

calculer les vitesses et accélérations de son centre d’inertie G dans le repère fixe. Le
vecteur p fournit les cordonnées du centre d’inertie G de la plateforme exprimées dans
le repère galiléen Fg. La vitesse du point G par rapport à ce repère est donnée par :(

d
dt
−→
OG
)

g
= ṗ (3.28)

Son accélération résulte de la dérivation du vecteur vitesse :(
d2

dt2
−→
OG
)

g
= p̈ (3.29)

Soit Rgp, la matrice de rotation entre le repère inertiel Fg et le repère lié à la plate-
forme mobile Fp. La relation entre le tenseur d’inertie de la plateforme exprimé dans
le repère fixe

(
Ig
)

et celui exprimé dans le repère attaché à l’effecteur
(
Ip
)

est donnée
par :

Ig = RgpIpRT
gp (3.30)

Le moment cinétique de la plateforme est donné par :

σσσG = Ig ωωω (3.31)
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avec ωωω = gωωω(p/g), le vecteur instantané de rotation de Fp par rapport à Fg exprimé
dans Fg.
Le moment dynamique δδδG par rapport au repère inertiel Fg est défini par :

δδδG =

(
d
dt

σσσG

)
g

(3.32)

En utilisant le fait que le tenseur d’inertie est constant dans le repère attaché à la
plateforme Fp, la loi de Bour définie dans l’équation (3.2) donne :

δδδG = Ig ω̇̇ω̇ω +ωωω × Ig ωωω (3.33)

Pour décrire le mouvement de l’effecteur, on utilise le Théorème de la Résultante
Dynamique (TRD) et le Théorème du Moment Dynamique (TMD) dans le repère
inertiel.
Selon le TRD, la somme des forces appliquées au solide est égale à la résultante
dynamique :

mpγγγ(G/g) = ΣF(ext → p) (3.34)

où mp est la masse de la plateforme.
L’application du TMD donne :

δδδG = ΣM(ext → p) (3.35)

En concaténant les deux équations précédentes, on obtient :[
mpI 0

0 Ig

] [
p̈
ω̇ωω

]
+

[
0

ωωω × Ig ωωω

]
+

[
−mpg

0

]
= wext (3.36)

où wext est le torseur des efforts externes appliqués à la plateforme.

Soit ẋ = [ṗT, θ̇θθ
T
]T le vecteur de la vitesse de la plateforme et S(θθθ) une matrice

jacobienne analytique qui lie la dérivée temporelle des cordonnées angulaires θθθ à la
vitesse angulaire de la plateforme ωωω :

ωωω = S(θθθ)θ̇θθ (3.37)

Le vecteur d’accélération angulaire est alors défini tel que :

ω̇̇ω̇ω = Ṡ(θθθ)θ̇θθ + S(θθθ)θ̈θθ (3.38)

On peut réécrire donc l’équation du PFD (3.36) comme suit :[
mpI 0

0 Ig

] [
p̈

Ṡθ̇θθ + Sθ̈θθ

]
+

[
0

Sθ̇̇θ̇θ × Ig Sθ̇̇θ̇θ

]
+

[
−mpg

0

]
= wext (3.39)

[
mpI 0

0 IgS

] [
p̈
θ̈θθ

]
+

[
0

IgṠθ̇θθ + Sθ̇̇θ̇θ × Ig Sθ̇̇θ̇θ

]
+

[
−mpg

0

]
= wext (3.40)

Pour conserver les propriétés de la matrice d’inertie (symétrie et positivité), on peut
multiplier à gauche par ST l’équation du moment dynamique. Le modèle devient
alors :[

mpI 0
0 STIgS

] [
p̈
θ̈θθ

]
+

[
0

ST(IgṠθ̇θθ + Sθ̇̇θ̇θ × Ig Sθ̇̇θ̇θ)

]
+

[
−mpg

0

]
=

[
I 0
0 ST

]
wext (3.41)
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Donc, l’équation dynamique exprimée sous la forme standard devient :

M(x)ẍ + C(ẋ, x)ẋ + G = wtotx (3.42)

avec :
— la matrice d’inertie :

M(x) =
[

mpI 0
0 STIgS

]
(3.43)

— la matrice des effets centrifuges et de Coriolis :

C(ẋ, x) =
[

0 0
0 ST IgṠ + ST [(S θ̇θθ)×](IgS)

]
(3.44)

où [(S θ̇θθ×] = [ωωω×] est une matrice antisymétrique définie avec les éléments du
vecteur de vitesse angulaire telle que :

[(S θ̇θθ)×] =

 0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

 (3.45)

— le vecteur représentant l’effet de la gravité :

G =

[
−mpg

0

]
(3.46)

— le vecteur des efforts externes :

wtotx =

[
I 0
0 ST

]
wext (3.47)

En utilisant la matrice S telle qu’introduite dans (3.37), on peut définir une nou-
velle jacobienne Jx reliant les vitesses articulaires de la plateforme l̇1 à la vitesse
opérationnelle ẋ telle que :

l̇1 = Jx(x)ẋ (3.48)

= J
[

ṗ
ωωω

]
= J

[
I 0
0 S

]
︸ ︷︷ ︸

Jx

[
ṗ
θ̇θθ

]
(3.49)

D’après (3.26) et (3.27), le torseur d’efforts appliqués par les câbles sur la plateforme
est : [ gFc

gNc

]
= Wc(x)τττ = −J(x)Tτττ (3.50)

où τττ = [τ1, . . . , τnc ]
T est le vecteur de tensions des câbles.

Le torseur d’efforts externes (3.47) devient :

wtotx =

[
I 0
0 ST

]
Wc︸ ︷︷ ︸

Wcx

τττ = −
[

I 0
0 ST

]
JT︸ ︷︷ ︸

Jx
T

τττ (3.51)
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Finalement, le modèle dynamique du RPC (3.42) est donné par :

M(x)ẍ + C(ẋ, x)ẋ + G = Wcx(x)τττ (3.52)

3.3.3.1 Dynamique des enrouleurs

Dans la partie précédente, l’entrée du modèle dynamique est la tenson des câbles
qui est commandée en modifiant leur longueur grâce aux enrouleurs. Les enrouleurs
ont leur propre dynamique liée aux caractéristiques des moteurs actionnant le tam-
bour des poulies. Dans cette section, nous explicitons la dynamique des enrouleurs en
privilégiant leur commande en position ou en vitesse.
Le modèle dynamique de l’enrouleur est donné par :

Brot θ̈θθc + fvrot θ̇θθc + fsrot = γγγ + rτττ (3.53)

tel que :
— θ̈θθc le vecteur des accélérations angulaires des enrouleurs
— Brot l’inertie de l’ensemble rotor et enrouleurs
— fvrot le coefficient des frottements visqueux
— fsrot le vecteur des frottements secs
— γγγ le vecteur des couples moteurs
— r le rayon du tambour de l’enrouleur

Considérant que le câble est enroulé sur le tambour à tension nulle, on peut écrire ce
modèle en fonction de l2 (3.6) :

Brot l̈2 + fvrot l̇2 + rfsrot = rγγγ + r2τττ (3.54)

où l2 = rθθθc.

Un réducteur est souvent intercalé entre le moteur et le tambour afin d’augmenter le
couple. Ceci conduit à une réduction de la vitesse maximale et à une augmentation
des frottements secs. Ces frottements secs sont non linéaires et rendent donc la com-
mande plus délicate.
On propose dans ce travail de commander les moteurs en position ou vitesse angulaire
du tambour via une boucle interne rapide, comme dans [Begey et al., 2018]. Outre un
rejet de perturbations (tels les frottements secs), une boucle rapide d’asservissement
des moteurs permet de linéariser la dynamique des enrouleurs et de découpler leur
dynamique de celle de la plateforme en rejetant l’effet de la tension τττ dans l’équation
(3.54).
Dans [Begey et al., 2018], la position angulaire du tambour est asservie pour com-
mander la tension du câble. Ici, on choisit d’asservir la vitesse angulaire du tambour.
Ce choix est justifié par :

— une représentation d’état du modèle dynamique plus simple, si l’on souhaite
introduire un coefficient d’amortissement visqueux du câble ;

— la commande de vitesse est nulle pour une position statique de la plateforme,
ce qui simplifie l’expression de la fonction coût de la commande prédictive (qui
sera présentée dans la section 4.5).

La dynamique des moteurs est asservie par une boucle locale à l’actionneur avec
un correcteur PID de manière à garantir un rejet efficace des perturbations et une
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erreur statique nulle. En considérant un temps d’établissement du courant instantané
(inductance négligeable), le moteur asservi peut être assimilé à un second ordre. Soit
l̇∗2 la consigne de vitesse de longueur de câble déroulé, on a :

l̇2 =
1

s2

ω2
n
+ 2ζ

ωn
s + 1

l̇∗2 (3.55)

où ωn, la pulsation propre non amortie du système de second ordre qui modélise la
boucle fermée et ζ, son coefficient d’amortissement.

La vitesse des enrouleurs est limitée par la saturation en vitesse des moteurs, d’où :

−θ̇cmax ≤ θ̇∗ci
≤ θ̇cmax , i = 1, . . . , nc

⇒ −l̇2max ≤ l̇∗2i
≤ l̇2max , i = 1, . . . , nc (3.56)

où l̇2max = rθ̇cmax avec r le rayon de la poulie.

3.3.3.2 Modèle du robot incluant la dynamique des enrouleurs

On peut modéliser la réponse de la vitesse d’enroulement des câbles asservie sous
forme d’une représentation d’état :{

ẋc = Acxc + Bc l̇∗2
l̇2 = Ccxc

(3.57)

où Ac =

[
0 I

−ω2
n I −2ζωn I

]
, Bc =

[
0

ω2
n I

]
, Cc =

[
I 0

]
et xc =

[
l̇2

l̈2

]
∈ Rnxc .

D’après (3.52) et (3.8), on peut donc écrire :
M(x)ẍ + C(ẋ, x)ẋ + G = Wcx(x)

[
Kc(l2)[l1(x)− l2] + Fc[l̇1 − l̇2]

]
ẋc = Acxc + Bc l̇∗2
l̇2 = Ccxc
−l̇2max ≤ l̇∗2i

≤ l̇2max , i = 1, . . . , nc

(3.58)

3.3.4 Modèle dynamique avec des générateurs de forces unilatérales
En plus de l’action des nc câbles qui supportent l’effecteur ou organe terminal du

robot, na actionneurs embarqués sont ajoutés et utilisés comme générateurs de forces
unidirectionnelles.
Comme introduit dans le chapitre précédent, l’élasticité des câbles engendre des effets
indésirables sur les RPC, tels que des oscillations de la plateforme. La redondance
d’actionnement est proposée ici pour éliminer ces problèmes.

1. Des actionneurs additionnels peuvent être embarqués sur le robot pour réali-
ser un amortissement actif des vibrations [Sellet et al., 2019], pendant que
les enrouleurs se chargent du suivi de trajectoire. En outre, ces actionneurs
peuvent amortir les vibrations dans les directions de l’espace où le robot n’est
pas actionné par les câbles.

2. La bande passante des efforts de traction des câbles est limitée par la dynamique
des moteurs [Robinson et al., 1999]. D’après la loi de Hooke, plus la raideur
des câbles est faible, plus la longueur de câble à enrouler pour produire un effort
donné est grande. Dans le cas où les câbles sont très longs ou légers (fabriqués
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avec un matériau flexible comme les polymères), leur raideur diminue.
La vitesse d’enroulement des câbles étant limitée, la bande passante en effort
l’est également. Donc, l’ajout d’actionneurs rapides supplémentaires permet
d’améliorer la dynamique du RPC.

3. Enfin, avec une bonne dynamique des actionneurs embarqués, on peut imaginer
augmenter l’accélération verticale d’un robot suspendu en direction du sol, alors
qu’elle est limitée par l’accélération de la gravité dans le cas d’un RPC suspendu.

3.3.4.1 Torseur d’effort des actionneurs embarqués

Des générateurs de forces unidirectionnelles, par exemple des propulseurs à air,
sont montés sur la plateforme. La direction de la poussée uai pour l’actionneur i est
constante dans le repère de la plateforme Fp, comme représenté sur la Figure 3.3. La
poussée ti ainsi délivrée est positive, ti ≥ 0.

Figure 3.3 – Plateforme du RPC avec actionneurs embarqués

Soit t = [t1, . . . , tna ]
T le vecteur des poussées de tous les générateurs de force unila-

térale (GFU) embarqués. Par analogie avec l’actionnement des câbles et le résultat
(3.25), le torseur d’efforts appliqués sur la plateforme par les GFU est donné par :[ pFa

pNa

]
=

[ pua1 . . . puana
pba1 ×p ua1 . . . pbana ×p uana

]
︸ ︷︷ ︸

Aa

t (3.59)

où bai est le vecteur entre le centre de gravité G et la position du propulseur sur
la plateforme, Fa et Na sont respectivement la force et le moment appliqués par les
GFU sur la plateforme. La matrice Aa est la matrice de configuration des actionneurs
embarqués. Elle est constante vis-à-vis de la plateforme vu que les GFU y sont fixés.
Le torseur d’efforts exercés par les actionneurs embarqués exprimé dans le repère
inertiel Fg est : [ gFa

gNa

]
=

[
Rgp(x) 0

0 Rgp(x)

]
Aa︸ ︷︷ ︸

Wa(x)

t = Wa(x)t (3.60)
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où Rgp est la matrice de rotation entre Fg et Fp et Wa ∈ Rn×na est la matrice des
efforts appliqués par les GFU.

3.3.4.2 Modèle avec l’action des câbles et des actionneurs

Les câbles, ainsi que les GFU, appliquent chacun une force et un moment dont
les résultantes sont F et N :

wext =

[
F
N

]
=

[ gFa
gNa

]
︸ ︷︷ ︸

Wat

+

[ gFc
gNc

]
︸ ︷︷ ︸

Wcτττ

(3.61)

=
[
Wc Wa

] [τττ
t

]
(3.62)

où τττ et t sont respectivement les vecteurs des tensions de câbles et des poussées des
actionneurs embarqués.
Donc, l’équation dynamique du RPC (3.42) avec actionneurs embarqués devient :

M(x)ẍ + C(ẋ, x)ẋ + G = W(x)
[

τττ
t

]
(3.63)

où W ∈ Rn×(na+nc) :
W(x) =

[
Wcx Wax

]
(x) (3.64)

avec :
Wcx =

[
I 0
0 ST

]
Wc, Wax =

[
I 0
0 ST

]
Wa (3.65)

3.3.4.3 Modèle complet incluant la dynamique des actionneurs

Comme les enrouleurs des câbles, les actionneurs embarqués ont une dynamique
propre et présentent des saturations. Notre choix s’étant porté sur des générateurs de
force unilatérale, tels que des jets d’air comprimé ou des propulseurs à hélice, ils ne
peuvent donc fournir une force que dans un sens.

0 ≤ t∗i ≤ tmax, i = 1, . . . , na (3.66)

où t∗i est la consigne de la force du ième générateur de force unilatérale et tmax, la
force maximale qu’il peut produire.

Soit Ta la constante de temps des actionneurs embarqués et Tc la constante de temps
des actionneurs des câbles. Pour améliorer la dynamique de l’effecteur, les actionneurs
embarqués sur la plateforme ont des dynamiques plus rapides que celles des poulies.
La représentation d’état de la réponse des actionneurs embarqués s’exprime par :{

ẋa = Atxa + Btt∗

t = Ctxa
(3.67)

où xa ∈ Rnxa est le vecteur d’état de la boucle de commande des GFU.

Un schéma bloc du RPC complet incluant les actionneurs (enrouleurs de câbles +
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GFU embarqués) est représenté sur la Fig. 3.4. [l̇∗T

2 , t∗
T
]T représente l’entrée du sys-

tème, à savoir les consignes des actionneurs.
Les dynamiques pour les deux types d’actionnement sont linéaires, (3.57) et (3.67), et
leurs sorties [l̇T

2 , tT]T sont les grandeurs d’entrée du modèle dynamique du mouvement
de l’effecteur.

Figure 3.4 – Modèle du RPC avec actionneurs embarqués

Les actionneurs ont des saturations d’entrées définies dans (3.56) et (3.66), telles que :

−l̇2max ≤ l̇∗2 ≤ l̇2max (3.68)
0 ≤ t∗ ≤ tmax

où l̇2max = l̇2max 1nc×1 et tmax = tmax 1na×1 avec l̇2max , la vitesse d’enroulement maximale
des câbles et tmax, la poussée maximale des actionneurs embarqués.
On concatène la dynamique des deux actionneurs en une seule représentation d’état,
en introduisant un nouveau vecteur d’état xu de dimension nxu = nxc + nxa et une
nouvelle entrée des correcteurs des actionneurs u∗ de dimension nu = nc + na tels
que :

xu =

[
xc
xa

]
nxu

, u∗ =

[
l̇∗2
t∗

]
nu

(3.69)

Il vient : {
ẋu = Auxu + Buu∗

u = Cuxu
(3.70)

où Au =

[
Ac 0
0 At

]
nxu×nxu

, Bu =

[
Bc 0
0 Bt

]
nxu×nu

et Cu =

[
Cc 0
0 Ct

]
nu×nxu

.

On suppose que la dynamique des deux actionneurs (enrouleurs et générateurs de
forces unilatérales) est découplée de la dynamique de la plateforme. Donc, l’équation
dynamique du RPC (3.63) avec les actionneurs embarqués devient :

M(x)ẍ + C(ẋ, x)ẋ + G = W(x)
[

Kc(l2)[l1(x)− l2] + Fc[l̇1 − l̇2]
t

]
︸ ︷︷ ︸

wtotx

ẋu = Auxu + Bu

[
l̇∗2
t∗

]
[

l̇2
t

]
= Cuxu

−umax ≤ u∗ ≤ umax

(3.71)
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3.4 Linéarisation du modèle dynamique complet du RPC

3.4.1 Modèle linéarisé autour d’un point d’équilibre
Un modèle dynamique linéarisé du RPC est établi pour développer des stratégies

de commande linéaire par la suite. On appelle f l’équation dynamique régissant le
système :

f (ẍ, ẋ, x, l̇2, l2, t) = M(x)ẍ + C(ẋ, x)ẋ + G − wtotx = 0 (3.72)

La dynamique du robot est linéarisée autour d’un point d’équilibre :

x̄ = [xT, ẋT, l̇T
2 , lT

2 , tT]Te = [xe
T, 0T, l̇T

2e
, lT

2e
, te

T]T (3.73)

avec te et l2e les vecteur des poussées des générateurs de forces unilatérales et de
longueurs à vide des câbles, qui permettent de maintenir la plateforme à l’équilibre.

Soit la pose de la plateforme relative à sa position statique autour du point d’équilibre
définie par l’écart xδ tel que :

xδ = x − xe (3.74)

De même pour :
l2δ = l2 − l2e, tδ = t − te (3.75)

On procède à un développement en série de Taylor du premier ordre autour du point
de fonctionnement x̄ (3.73) :

f (ẍe + ẍδ, ẋe + ẋδ, xe + xδ, l̇2e + l̇2δ
, l2e + l2δ, te + tδ) = f (x̄) (3.76)

+
∂ f
∂ẍ

∣∣∣∣
x̄

ẍδ +
∂ f
∂ẋ

∣∣∣∣
x̄

ẋδ

+
∂ f
∂x

∣∣∣∣
x̄

xδ +
∂ f
∂l2

∣∣∣∣
x̄

l2δ

+
∂ f
∂l̇2

∣∣∣∣
x̄

l̇2δ
+

∂ f
∂t

∣∣∣∣
x̄

tδ = 0

Le premier terme f (x̄) est nul étant donné que xe est un point d’équilibre vérifiant
l’équation (3.72). En dérivant l’expression de l’équation dynamique (3.72), nous ob-
tenons :

Suivant ẍδ :

∂ f
∂ẍ

∣∣∣∣
x̄
=

∂M(x)ẍ
∂ẍ

∣∣∣∣
x̄
= M(xe)

∂ẍ
∂ẍ︸︷︷︸
=1

(3.77)

∂ f
∂ẍ

∣∣∣∣
x̄
= M(xe) (3.78)
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Suivant ẋδ :

∂ f
∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
=

∂C(ẋ, x)ẋ
∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
− ∂wtotx

∂ẋ

∣∣∣∣
x̄

= C(ẋe, xe)
∂ẋ
∂ẋ︸︷︷︸
=1

+
∂C(ẋ, x)

∂ẋ

∣∣∣∣
x̄

ẋe −
∂wtotx

∂ẋ

∣∣∣∣
x̄

(3.79)

Le torseur d’efforts wtotx comprend à la fois le torseur des câbles et des actionneurs
embarqués. Seul le frottement des câbles dépend de ẋ, on a donc d’après (3.64) :

− ∂wtotx

∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
= − ∂Wcx(x)τττ

∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
=

∂JT
x (x)τττ
∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
=

∂JT
x (x)
∂ẋ

∣∣∣∣
x̄︸ ︷︷ ︸

=0

τeτeτe + JT
x (xe)

∂τττ

∂ẋ
|x̄

En substituant l’expression de τττ (3.8), on obtient :

− ∂wtotx

∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
= JT

x (xe)
∂(Kc(l2)[l1(x)− l2] + Fc[l̇1 − l̇2])

∂ẋ

∣∣∣∣∣
x̄

= JT
x (xe)Fc

∂l̇1(x)
∂ẋ

∣∣∣∣∣
x̄

et d’après (3.48), on aboutit à l’expression suivante :

− ∂wtotx

∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
= JT

x (xe)Fc Jx(xe) (3.80)

On a donc d’après les équations (3.79) et (3.80) :

∂ f
∂ẋ

∣∣∣∣
x̄
= C(ẋe, xe) +

∂C(ẋ, x)
∂ẋ

∣∣∣∣
ẋe,xe

ẋe + JT
x (xe)Fc Jx(xe) (3.81)

Suivant xδ :

∂ f
∂x

∣∣∣∣
x̄
=

∂M(x)ẍ
∂x

∣∣∣∣
x̄
+

∂C(ẋ, x)ẋ
∂x

∣∣∣∣
x̄
− ∂wtotx

∂x

∣∣∣∣
x̄

=
∂M(x)

∂x

∣∣∣∣
xe

ẍe +
∂C(ẋ, x)

∂x

∣∣∣∣
ẋe,xe

ẋe −
∂wtotx

∂x

∣∣∣∣
xe,l2e

(3.82)

D’après (3.82) et l’équation (A.5), on a :

∂ f
∂x

∣∣∣∣
x̄
=

∂M(x)ẍ
∂x

∣∣∣∣
xe

ẍe +
∂C(ẋ, x)ẋ

∂x

∣∣∣∣
ẋe,xe

ẋe

+
∂JT

x (x)
∂x

∣∣∣∣
xe

τeτeτe + JT
x (xe)Kc(l2e)Jx(xe)−

∂Wax(x)
∂x

|xe
te (3.83)
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Suivant l2δ :

∂ f
∂l2

∣∣∣∣
x̄
= − ∂wtotx

∂l2

∣∣∣∣
x̄
= − ∂wcx

∂l2

∣∣∣∣
x̄
= − ∂Wcx(x)τττ

∂l2

∣∣∣∣
x̄
= JT

x (xe)
∂τττ

∂l2

∣∣∣∣
xe,l2e

(3.84)

Le terme ∂τττ
∂l2

est développé en annexe (A.6). On aboutit donc à l’expression suivante :

∂ f
∂l2

∣∣∣∣
x̄
= − diag−1(l2e) diag(τeτeτe) (3.85)

∂ f
∂l2

∣∣∣∣
x̄
= JT

x (xe)Kc(l2e)
∂([l1(x)− l2])

∂l2

∣∣∣∣
xe,l2e

+ JT
x (xe)

∂Kc(l2)

∂l2

∣∣∣∣
l2e

[l1(xe)− l2e ]

= −JT
x (xe)Kc(l2e)− JT

x (xe) diag−1(l2e) diag(τeτeτe) (3.86)

Suivant l̇2δ
:

∂ f
∂l̇2

∣∣∣∣
x̄
= − ∂wtotx

∂l̇2

∣∣∣∣
x̄
= − ∂wcx

∂l̇2

∣∣∣∣
x̄
= − ∂Wcx(x)τττ

∂l̇2

∣∣∣∣
x̄

= JT
x (xe)

∂τττ

∂l̇2

∣∣∣∣
xe,l2e

= JT
x (xe)

∂(Kc(l2)[l1(x)− l2] + Fc[l̇1 − l̇2])

∂l̇2

∣∣∣∣∣
xe,l2e

= −JT
x (xe)Fc (3.87)

Suivant tδ :

∂ f
∂t

∣∣∣∣
x̄
= − ∂wtotx

∂t

∣∣∣∣
x̄
= −Wax(xe) (3.88)

Point d’équilibre statique :

Comme on évalue le système à un point d’équilibre statique, sa vitesse et son
accélération sont alors nulles (ẍe, ẋe) = (0, 0). D’après (3.44) et (3.81), on obtient :

C(ẋe, xe) = C(0, xe) = 0 (3.89)

∂ f
∂ẋ

∣∣∣∣
xe,l2e

= JT
x (xe)Fc Jx(xe) (3.90)

et d’après (3.83) :

∂ f
∂x

∣∣∣∣
xe,l2e

=
∂JT

x (x)
∂x

∣∣∣∣
xe

τeτeτe + JT
x (xe)Kc(l2e)Jx(xe)−

∂Wax(x)
∂x

|xe
te (3.91)
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On rassemble les différentes dérivées partielles du modèle linéarisé (3.76) pour obtenir
le modèle linéarisé suivant :

M(xe)ẍδ + Cx(l2e , xe)ẋδ + Kx(l2e , xe)xδ = Tx(l2e , xe)l2δ + Fx(xe)l̇2δ
+ Wax(xe)tδ

(3.92)
avec :

Cx(l2e , xe) = JT
x (xe)Fc Jx(xe), Fx(xe) = JT

x (xe)Fc

Kx(l2e , xe, te) =
∂JT

x (x)
∂x

∣∣∣∣
xe

τeτeτe + JT
x (xe)Kc(l2e)Jx(xe)︸ ︷︷ ︸
Kxc

− ∂Wax(x)
∂x

|xe
te︸ ︷︷ ︸

Kxa

(3.93)

= Kxc + Kxa

Tx(l2e , xe) = JT
x (xe)Kc(l2e) + JT

x (xe) diag−1(l2e) diag(τeτeτe)

τeτeτe = Kc(l2e)[l1(xe)− l2e ]

où Wax(xe) et M(xe) sont respectivement la matrice d’allocation des propulseurs et
la matrice d’inertie de la plateforme, évaluées au point d’équilibre xe. Behzadipour et
Khajepour proposent une expression analytique de la raideur totale de la plateforme
due aux câbles Kxc [Behzadipour et Khajepour , 2006b]. Cette matrice est décom-
posée en Ke, la raideur élastique causée par l’élasticité des câbles et Ka, la raideur
antagoniste générée par les forces internes antagonistes. L’expression analytique de
Ke et Ka qui s’expriment en fonction de la géométrie du mécanisme et des propriétés
du câble est telle que :

Kxc = Ke + Ka

Ke = Σn
i=1ki

[
uciuci

T uciuci
T[bci×]T

[bci×]uciuci
T [bci×]uciuci

T[bci×]T

]
Ka = Σn

i=1
τi

li

[
I − uciuci

T [bci×]T − uciuci
T[bci×]T

[bci×]− [bci×]uciuci
T [bci×][bci×]T − [bci×]uciuci

T[bci×]T

]
− Σn

i=1τi

[
0 0
0 [uci×][bci×]

]
(3.94)

où uci et bci sont respectivement le vecteur directeur et le vecteur moment du ième

câble, ki le coefficient de raideur élastique, li la longueur du ième câble et τi sa tension.

3.4.2 Représentation d’état incluant la dynamique des actionneurs
Le modèle linéaire résultant est équivalent à un système masse-ressort à n degrés

de liberté. Pour décrire le système linéarisé sous forme de représentation d’état, on
considère le vecteur d’état :

x = [xT
δ , ẋT

δ , l2
T
δ ]

T (3.95)

avec ẋδ et l2δ sont respectivement la vitesse de la plateforme et la longueur à vide des
câbles évaluées par rapport à son point d’équilibre.
L’entrée du système linéarisé est composée des forces des actionneurs embarqués et
des différences de longueur de câble à vide, on a donc :

u =
[
l̇T
2δ

tT
δ

]T (3.96)
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D’après (3.92) : {
ẋ = Asx+ Bsu
y = xδ = Csx

(3.97)

où As =

 0 I 0
−M−1Kx −M−1Cx M−1Tx

0 0 0

, Bs =

 0 0
M−1Fx M−1Wax

I 0

 et Cs =[
I 0 0

]
.

En intégrant la dynamique des actionneurs (3.70), on aboutit finalement à :

[
ẋ
ẋu

]
=

[
As BsCu
0 Au

] [
x
xu

]
+

[
0

Bu

]
u∗

y =
[
Cs 0

] [ x
xu

] (3.98)

où xu est le vecteur d’état de la dynamique des actionneurs et u∗, la consigne envoyée
à leur entrée, qui s’expriment respectivement :

xu =

[
xc
xa

]
, u∗ =

[
l̇∗2
t∗

]
(3.99)

3.5 Robot parallèle à câbles plan
Sans perte de généralité, on étudie ici le cas d’un RPC plan. Cette configuration

plan est pertinente pour des applications telles que la peinture ou le nettoyage de
grandes surfaces et de façades, qui impliquent de grandes longueurs de câbles.
Une configuration suspendue nonredondante a été retenue. Nous avons donc n = nc,
n étant le nombre de degrés de liberté et nc le nombre des câbles. Du fait d’une confi-
guration non-redondante, il n’est pas nécessaire de gérer la distribution des tensions
des câbles.
Dans une configuration plane nous avons trois degrés de liberté (deux translations
et une rotation) et par conséquent nc = n = 3. Les trois câbles relient la plateforme
à une structure porteuse qui surplombe le robot, comme illustré sur la Fig. 3.5. La
gravité joue le rôle d’un quatrième câble virtuel exerçant une force de magnitude et
direction constante antagoniste à celles des trois câbles. En l’absence de câble entre le
sol et la plateforme, la dynamique d’accélération de la nacelle vers le bas est limitée
par l’accélération de la pesanteur. L’ajout d’actionneurs embarqués de dynamique
rapide vise à améliorer la dynamique du robot.

3.5.1 Configuration du robot plan
La configuration du robot plan choisi pour cette étude (voir Fig. 3.5) a été inspirée

de [Jiang , 2016]. Les sorties des poulies Ai et les points d’attache des enrouleurs Bi
sont contraints dans le plan Oyz tel que :

guci =
gAiBi

∥gAiBi∥
=

 0
uciy
uciz

 , gbci =

 0
bciy
bciz

 (3.100)
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Figure 3.5 – Robot plan suspendu à trois degrés de liberté

Dans le cas plan, la matrice Wc(x) des efforts appliqués par les câbles (3.50) devient :

[ gFc
gNc

]
= Wc(x)

τ1
τ2
τ3

 = −
[ guc1

guc2
guc3

gbc1 × guc1
gbc2 × guc2

gbc3 × guc3

] τ1
τ2
τ3

 (3.101)

avec gbci × guci =

bciyuciz − bcizuciy
0
0

 d’après (3.100).

Donc :

Wc(x) =



0 0 0
uc1y uc2y uc3y
uc1z uc2z uc3z

bc1yuc1z − bc1zuc1y bciyuc2z − bc2zuc2y bc3yuc3z − bc3zuc3y
0 0 0
0 0 0

 (3.102)

Les câbles ne génèrent donc qu’un moment suivant l’axe x et deux forces suivant y
et z. Les mouvements sont restreints au plan Oyz :[ gFc

gNc

]
=
[
0 Fy Fz Mx 0 0

]T (3.103)

On peut restreindre les équations du modèle dynamique de la plateforme aux trois
degrés de liberté commandables.
Pour le robot plan, la matrice des efforts appliqués est donc carrée et de dimension
3 × 3 :

Wc(x) = −

 uc1y uc2y uc3y
uc1z uc2z uc3z

bc1yuc1z − bc1zuc1y bciyuc2z − bc2zuc2y bc3yuc3z − bc3zuc3y

 (3.104)

Les interférences entre câbles et les collisions entre la plateforme et les câbles ont
été étudiées dans [Merlet , 2004 ; Bouchard , 2008 ; Otis et al., 2009 ; Nguyen 
et Gouttefarde , 2015]. Ce point ne sera pas traité dans cette thèse. Toutefois, la
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collision des câbles entre eux et avec la plateforme a été prise en compte par [Jiang ,
2016] pour ce type de robot.

3.5.2 Singularités du robot plan
On vérifie que le choix de la géométrie du RPC ne présente pas de singularités,

qui conduiraient à une perte de commandabilité dans son espace de travail.
Soit le torseur γγγ qu’on souhaite générer par les câbles dans la configuration représentée
sur la Fig. 3.5. D’après (3.103) :

γγγ =

Mx
Fy
Fz

 (3.105)

Donc, d’après (3.104) : τ1
τ2
τ3

 = Wc
−1γγγ (3.106)

Ainsi, il faut vérifier que le déterminant de la matrice des efforts appliqués, qui est
aussi celui de la transposée de la jacobienne d’après (3.26), n’est pas nul afin d’éviter
toute configuration singulière [Jiang et Gosselin , 2014 ; Pott , 2018]. Le détermi-
nant de cette matrice est donné par l’équation [Jiang et Gosselin , 2014] :

det(Wc) = − (gbc1 × guc1) (
guc2 ×g uc3) + (gbc2 × guc2) (

guc1 ×g uc3) (3.107)
− (gbc3 × guc3) (

guc1 ×g uc2)

Les différentes configurations où l’on risquerait d’avoir des singularités sont représen-
tées dans la Figure 3.6. Elles correspondent aux cas suivants :

a) (gbc1 × guc1) = 0 quand le vecteur entre le centre d’attache du câble sur la
plateforme et le centre de gravité gbc1 s’aligne avec le câble de vecteur directeur
guc1.

b) (gbc2 × guc2) = 0 idem pour le deuxième câble (i = 2).
c) (gbc3 × guc3) = 0 idem pour le troisième câble (i = 3).

Pour que le déterminant soit nul, il faudrait que les conditions a), b) et c) soient
vérifiées en même temps, ce qui ne peut pas arriver.

Figure 3.6 – Trois configurations particulières
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3.5.3 Modèle dynamique du robot plan

La position du centre de gravité de la plateforme est notée p = [y z]T. Son
orientation autour de l’axe x est notée θθθ = θ. La pose de l’effecteur s’écrit donc :

x =
[
pT θθθT]T

=
[
y z θ

]T (3.108)

Un pivot interdit toute translation. Le repère fixé à la plateforme Fp est en rotation
d’un angle θ suivant l’axe x du repère Fg fixé à la base. La matrice de rotation Rgp
est exprimée par :

Rgp =

1 0 0
0 cθ −sθ

0 sθ cθ

 (3.109)

où cθ = cos(θ) et sθ = sin(θ).

On rappelle l’équation dynamique (3.63) :[
mpI 0

0 STIgS

]
︸ ︷︷ ︸

M(x)

[
p̈
θ̈θθ

]
+

[
0

ST(IgṠθ̇θθ + Sθ̇̇θ̇θ × Ig Sθ̇̇θ̇θ)

]
︸ ︷︷ ︸

C(ẋ,x)ẋ

+

[
−mpg
03×1

]
︸ ︷︷ ︸

G

= W(x)
[

τττ
t

]
(3.110)

Dans le cas d’un robot plan, on a la matrice S = I3×3 vu que la rotation est unique-
ment suivant l’axe x (θy = θz = 0 à tout instant) et Ig = RT

gpIpRgp.
Le vecteur des forces centrifuges et de Coriolis (3.44) est nul dans le cas plan :

C(ẋ, x)ẋ =

[
0

ST(IgṠθ̇θθ + S θ̇θθ × IgS θ̇θθ)

]
=


0θ̇x

0
0

× Ig

θ̇x
0
0




=


0θ̇x

0
0

× Ipx

θ̇x
0
0


 = 0 (3.111)

avec Ipx l’inertie autour de x.
Pour plus de simplicité, on notera Ipx = Ip et θx = θ.

Mẍ + G = W(x)
[

τττ
t

]
(3.112)

En ne conservant que les degrés de liberté commandables, on peut écrire :mp 0 0
0 mp 0
0 0 Ip

ÿ
z̈
θ̈

+

 0
mpg

0

 = W(x)
[

τττ
t

]
(3.113)

avec :
— ÿ et z̈ les accélérations de l’effecteur suivant les axes y et z respectivement.
— θ̈ l’accélération angulaire de l’effecteur suivant l’axe x.
— W(x) = [Wc(x) Wa(x)] tel que Wc(x) est la matrice des efforts appliqués par

les trois câbles sur la plateforme et Wa(x), la matrice des efforts appliqués par
les GFU.
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— les vecteurs τττ et t sont respectivement les tensions des câbles et les forces des
actionneurs embarqués.

3.5.4 Configuration des actionneurs
D’après l’état de l’art en aéronautique et dans le domaine des robots parallèles à

câbles (section 2.5), le nombre d’actionneurs unilatéraux à disposer sur la plateforme
est égal à : na = n+ 1 avec n le nombre de degrés de liberté que l’on souhaite octroyer
au système.
Dans notre cas, le premier objectif est de rejeter des perturbations sur une plateforme
suivant trois degrés de liberté en utilisant des propulseurs, il nous faudra donc na = 4
actionneurs additionnels.

3.5.4.1 Disposition des propulseurs

La disposition des actionneurs embarqués a été inspirée par [Garus , 2004] qui
traite du positionnement dynamique d’un sous-marin doté de quatre propulseurs.
Chaque générateur de force est fixé sur la plateforme et fournit une force unilatérale.
L’actionneur i est fixé sur la plateforme avec un angle αi (voir Figure 3.7).

Figure 3.7 – Disposition des quatre actionneurs embarqués sur le robot
plan à trois degrés de liberté

Les quatre forces de poussée ti générées par les actionneurs embarqués permettent
de déplacer le robot suivant ses trois degrés de liberté. Par exemple, actionner les
paires (t1,t4) ou (t2,t3) avec t1 = t4 et t2 = t3 permet de générer des forces suivant
l’axe horizontal y, comme schématisé sur la Fig. 3.8. Les paires de poussées (t1,t2) et
(t3,t4) produisent une force suivant l’axe vertical z et les poussées combinées (t1,t3)
ou (t2,t4) génèrent un moment autour de x.
Concernant la disposition des propulseurs, la symétrie a comme effet d’éviter tout
déséquilibre de la plateforme, de maximiser le moment et de simplifier la distribution
de poussée. Pour maximiser un couple, il faut que la distance entre le centre de
gravité et le point d’application de la poussée soit maximale. Nous plaçons donc les
actionneurs aux quatre extrémités, comme représenté sur la Figure 3.7. On en déduit
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Figure 3.8 – Configuration des actionneurs sur le robot plan

la matrice de configuration (3.60) dépendant de l’orientation de la plateforme θ :

Wa(x) =
[

Rgp(x) 0
0 Rgp(x)

]
Aa (3.114)

avec :

Aa =

 cα1 cα2 . . . cα4

sα1 sα2 . . . sα4

bay1 sα1 − baz1 cα1 bay2 sα2 − baz2 cα2 . . . bay4 sα4 − baz4 cα4

 (3.115)

bayi et bazi sont les cordonnées du point d’application du ième propulseur positionné
sur la plateforme tel que bai = [0, bayi , bazi ]

T.

3.5.4.2 Orientation des actionneurs

Comme la disposition des propulseurs est symétrique, l’orientation des quatre
tuyères peut s’écrire en fonction d’un angle unique α (voir figure 3.7) :

α1 = π + α, α2 = −α, α3 = α, α4 = π − α (3.116)

Donc pour une orientation nulle de la plateforme (θ = 0, Rgp(x) = I3×3), la matrice
d’effort des propulseurs, définie dans l’équation (3.114) s’écrit :

Wa(x) =

 cπ+α c−α cα cπ−α

sπ+α s−α sα sπ−α

bay1 sπ+α − baz1 cπ+α bay2 s−α − baz2 c−α bay3 sα − baz3 cα bay4 sπ−α − baz4 cπ−α


(3.117)

ou encore avec les relations d’égalité trigonométriques :

Wa(x) =

 −cα cα cα −cα

−sα −sα sα sα

−bay1 sα + baz1 cα −bay2 sα − baz2 cα bay3 sα − baz3 cα bay4 sα + baz4 cα


(3.118)

Pour déterminer l’angle α optimal, on construit un problème d’optimisation qui
consiste à maximiser le torseur d’effort [Fy, Fz, Mx]T. Il faut trouver quelle valeur
α ∈ [0, 2π[ maximise le torseur suivant y, z et θ.
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On suppose que les propulseurs ont une valeur de saturation de 1 N. Le problème
d’optimisation est le suivant :

max
α

|Fymax |+ |Fzmax |+ |Mxmax | (3.119)

tel que Fymax = Wa(x)
[
0 1 1 0

]T ,

Fzmax = Wa(x)
[
1 1 0 0

]T ,

Mxmax = Wa(x)
[
0 1 0 1

]T

En utilisant la fonction fminsearch de Matlab, on trouve α = 45° ce qui était attendu
intuitivement.

3.5.5 Modèle du robot plan incluant la dynamique des actionneurs
Le modèle du robot plan peut être combiné à celui des actionneurs. D’après (3.113)

et (3.8), la dynamique de l’ensemble du système peut être représentée :

mp 0 0
0 mp 0
0 0 Ip

ÿ
z̈
θ̈

+

 0
mpg

0

 = [Wc(x) Wa(x)]
[

Kc(l2)[l1(x)− l2] + Fc[l̇1 − l̇2]
t

]

ẋu = Auxu + Bu

[
l̇∗2
t∗

]
[

l̇2
t

]
= Cuxu

(3.120)
tel que : {

−l̇2max ≤ l̇∗2 ≤ l̇2max

0 ≤ t∗ ≤ tmax
(3.121)

avec Wc et Wa définies pour le cas plan respectivement d’après les équations (3.104)
et (3.118) et les saturations l̇2max et tmax en vitesse d’enroulement des câbles et en
force des actionneurs embarqués respectivement.
L’entrée du système est composée à la fois des consignes de vitesse d’enroulement des
trois câbles et les consignes de force des quatre propulseurs embarqués.

u∗ =
[
l̇∗21 l̇∗22 l̇∗23 t∗1 t∗2 t∗3 t∗4

]T (3.122)

Sur la base de ce modèle, des lois de commande qui prennent en compte la dynamique
des actionneurs et leurs saturations seront élaborées pour permettre d’améliorer la
dynamique de positionnement du robot.
Les non-linéarités de ce système proviennent de la raideur de la plateforme Kc(l2) et
de la matrice de rotation Rgp.

3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons établi le modèle dynamique non linéaire d’un RPC

mû par différents modes d’actionnement : les enrouleurs des câbles ainsi que des
générateurs de forces unilatérales embarqués sur la plateforme. Ils exercent tous les
deux un torseur d’effort permettant de déplacer la plateforme dans son espace de
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travail. Les actionneurs additionnels sont choisis avec une dynamique plus rapide que
celle des enrouleurs dans le but d’améliorer les performances du robot. Le modèle
linéarisé du robot autour d’un point d’équilibre statique a également été calculé.
Nous avons détaillé le modèle particulier d’un RPC plan suspendu non redondant
qui servira à valider en simulation et expérimentalement les différentes stratégies de
commande développées par la suite. L’étude portera sur le rejet de perturbations et
sur le suivi de trajectoire.
Deux technologies différentes d’actionneurs embarqués, et leurs lois de commande
dédiées, sont présentées dans les chapitres suivants : des propulseurs à air comprimé
et des hélices de drones.
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Chapitre 4

Amélioration de la dynamique
par des propulseurs à air
comprimé embarqués

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on explore la piste des propulseurs à air comprimé pour amé-
liorer la dynamique du robot parallèle. Des électrovannes permettent de commander
le débit massique d’air expulsé, qui par réaction génère une force sur la plateforme.
Ces actionneurs unilatéraux présentent notamment une bande passante en effort bien
supérieure à celle générée par les poulies actionnées, notamment en raison d’un temps
d’établissement extrêmement court de la force.

On se fixe dans ce chapitre l’objectif principal d’améliorer le rejet des perturbations et
des oscillations sur le RPC en utilisant uniquement des actionneurs embarqués. L’idée
est donc d’exploiter leur rapidité pour atténuer efficacement les oscillations à haute
fréquence, ce qu’on ne peut pas réaliser de manière efficace par l’action des câbles
seuls. Néanmoins, les propulseurs à air comprimé présentent plusieurs contraintes :

— ils sont limités en termes de poussée. Cette force maximale dépend de la pression
maximale et du débit maximum que peut fournir le compresseur.

— L’actionnement par les électrovannes rapides est de type tout ou rien. La mo-
dulation de la poussée est réalisée par une commutation de l’électrovanne à une
fréquence élevée avec modulation de largeur d’impulsion. La fréquence maximale
est bornée par les temps d’ouverture et de fermeture. Ils sont respectivement
de 0.2 ms et 1 ms avec les vannes les plus rapides du marché que nous avons
utilisées. La poussée est proportionnelle au rapport cyclique du signal carré de
commande de la valve.

— Lorsque l’air comprimé est embarqué sur la plateforme dans un réservoir pres-
surisé de contenance finie, dans le but de limiter les pertes de charge, le volume
d’air utilisable est limité, donc la force doit être transitoire.

Dans ce chapitre, deux stratégies de commande sont explorées pour stabiliser le robot
avec la poussée des propulseurs :

a) une commande en trois étapes incluant le correcteur, l’allocation des poussées
des propulseurs pour obtenir un torseur d’effort désiré, et finalement la modula-
tion du signal de commande des valves tout ou rien pour une poussée souhaitée.
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b) une commande prédictive incluant la contrainte binaire (tout ou rien) des ac-
tionneurs. Dans cette stratégie, la stabilisation de la plateforme du RPC, l’al-
location des efforts entre les propulseurs et la modulation de leur signal binaire
de commande sont toutes gérées au sein d’un seul problème d’optimisation.

4.2 Technologie des propulseurs à air comprimé
Cette section dédiée à l’étude technologique des propulseurs a été le fruit du travail

de Hugo SELLET durant son stage de Master [Sellet , 2018].

4.2.1 Étude théorique : tuyère de Laval
Une tuyère de Laval, communément utilisée dans le domaine spatial [Sutton et

Biblarz , 2016] et [Hugoniot , 1885], a été choisie. Sa forme permet de maximiser
la vitesse de sortie de l’air et donc la poussée. En effet, quand la vitesse du gaz est
subsonique, le rétrécissement de la section de cette tuyère permet d’augmenter la
vitesse de son écoulement jusqu’à atteindre Mach 1. En aval de ce rétrécissement,
l’augmentation de la section de la tuyère permet de l’accélérer davantage.
Pour simplifier les équations, quelques hypothèses sont émises :

— tous les fluides restent dans leur état gazeux ;
— le gaz obéit à la loi du gaz parfait ;
— le flux de l’air dans la tuyère est isentropique ;
— les frottements entre l’air et les parois de la tuyère sont négligés ;
— les effets transitoires sont négligés et seul le régime permanent est étudié.

On considère la tuyère supersonique représentée sur la Fig. 4.1, son rétrécissement a
une section Ath et à cet endroit, le nombre de Mach de la vitesse d’écoulement de
l’air Mth est égal à 1. Le nombre de Mach est le ratio de la vitesse d’écoulement de
l’air par rapport à la vitesse du son. Il faut nécessairement qu’au col de la tuyère
ce nombre soit égal à 1 pour que le gaz à la sortie de la tuyère atteigne des vitesses
supersoniques (Me > 1).
La pression en entrée de la tuyère est régulée et est supposée constante de valeur p0.
La température de l’air à l’entrée de la tuyère est considérée égale à la température
ambiante T0 = 293.15 ° K soit 20 °C.

Figure 4.1 – Schéma de la tuyère

La vitesse Mach de sortie Me (lorsque Mth = 1) est alors fonction du rapport entre la
section du col Ath et la section de sortie Ae. Finalement, on peut déduire la section
du col de la tuyère nécessaire d’après l’équation (3-14) à la page 50 du livre de Sutton
[Sutton et Biblarz , 2016] :

Ath

Ae
= Me

(
1 + γ−1

2 M2
e

γ+1
2

)− γ+1
2(γ−1)

(4.1)
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où γ = 1.4 est l’indice adiabatique spécifique de l’air.
Une vitesse de sortie supersonique Me ≥ 1 implique une section de sortie plus grande
que celle du col. Pour Me = 2 par exemple, le rapport (4.1) correspond à :

Ath

Ae
= 0.5926 < 1 (4.2)

ce qui se traduit par une section de sortie Ae supérieure à celle du rétrécissement Ath.
La vitesse d’écoulement de l’air à la sortie de la tuyère est en fonction de Me d’après
l’équation (3-11) à la page 49 de [Sutton et Biblarz , 2016] :

Ve = Me
√

γRTe (4.3)

où R = 287 J kg−1 K−1 la constante universelle spécifique de l’air dont la température
à la sortie de la tuyère est, à partir de l’équation (3-12) à la page 49 de [Sutton et
Biblarz , 2016] :

Te =
T0

1 + γ−1
2 M2

e
(4.4)

On constate donc que la tuyère de Laval convertit de l’énergie thermique (Te <
T0) en énergie cinétique (Ve > Vth > V0) pour atteindre des vitesses supersoniques
d’écoulement et augmenter la poussée. La force de poussée générée t par un propulseur
à air comprimé s’écrit en effet comme une fonction affine de la vitesse de sortie de
l’air :

t = ṁVe + Ae(pe − pa) (4.5)

où pa est la pression atmosphérique, ṁ le débit massique. Le débit est :

ṁ = Ae Ve
pe

RTe
(4.6)

Une fois les diamètres de la section de sortie et de la section du col de la tuyère sélec-
tionnées, on définit sa géométrie complète. Les tuyères de Laval, introduites dans la
Figure 4.1, de forme parabolique sont très utilisées. En se servant des lignes directrices
et des graphiques de la section ”Nozzle Configurations” du chapitre ”Nozzle Theory
and Thermodynamic Relations” du livre de Sutton [Sutton et Biblarz , 2016], on
définit la forme de la chambre d’expansion de la tuyère illustrée dans la Figure 4.2.

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

X (m) 10
-3

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

Y
 (

m
)

10
-3

Figure 4.2 – Forme de la tuyère optimisée pour une poussée de 2 N avec
6 bar de pression d’alimentation
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La tuyère est alors modélisée sous le logiciel de CAO PTC CREO™ pour être fabri-
quée avec l’imprimante 3D Stratasys 4 Polyjet™ et en polymère VeroWhite.

4.2.2 Circuit pneumatique
La Figure 4.3 présente l’ensemble des composants du circuit pneumatique pour

alimenter les tuyères.
Le compresseur AERFAST™ AC12810, de pression maximale de 8 bar est connecté à
un régulateur de pression Festo™ VPPM-6L-L-1-G18-0L6H-V1P, qui régule l’arrivée
d’air à 6 bar. L’air comprimé est acheminé à la plateforme du robot par un tuyau
flexible hélicoïdal Festo™ PUN-10X1.5-S-2-BL. Pour minimiser la chute de pression,
due à la résistance du flux de l’air dans les tuyaux, un accumulateur d’air pressu-
risé Dye™ UL 1.2L a été rajouté à proximité des propulseurs à air comprimé. L’air
comprimé est finalement distribué aux propulseurs au travers d’électrovannes rapides
tout ou rien Festo™ MHJ-9-QS-6-HF. Ces électrovannes ont leurs propres circuits
électroniques d’amplification et de commande qui permettent le contrôle avec le si-
gnal de faible puissance d’une carte d’entrée-sortie ou avec le GPIO d’un Raspberry
Pi dans notre cas.

Figure 4.3 – Circuit pneumatique pour l’alimentation et commande des
propulseurs embarqués

4.3 Loi de commande pour la stabilisation de la plate-
forme

4.3.1 Modèle du système
L’objectif est de réaliser un amortissement actif en utilisant les actionneurs em-

barqués. La synthèse de la loi de commande est effectuée sur un modèle linéarisé du
robot autour du point d’équilibre. La linéarisation a été établie pour le RPC plan à
l’équation (3.97).
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Seule l’action des générateurs de force est évaluée ici pour stabiliser le système. Les
poulies ne sont pas actionnées, donc les longueurs à vide du câble ne changent pas :

l2δ = 0 et ainsi u = tδ = t (4.7)

avec une poussée nulle (te = 0) des propulseurs à l’équilibre statique.
De plus, le temps de réponse très court des propulseurs à air par rapport à la période
d’oscillation mécanique du système est négligé. On néglige donc le temps d’ouverture
et de fermeture des électrovannes ainsi que le temps d’établissement de la force de
poussée.
L’amortissement introduit par les câbles n’est pas considéré ici, donc :

fc = 0 ⇒ Cx = 0 (4.8)

D’après (3.97), la représentation d’état du système linéarisé est alors :{
ẋ = Asx+ Bsu
y = Csx

(4.9)

où x =

[
xδ

ẋδ

]
, As =

[
0 I

−M−1Kx 0

]
, Bs =

[
0

M−1Wax

]
et Cs = I,

tel que xδ = [yδ, zδ, θδ]
T est la pose de la plateforme par rapport à son point d’équi-

libre, M et Kx sont respectivement les matrices d’inertie et de raideur de la plateforme
et Wax est la matrice d’allocation des propulseurs.
Ce modèle est équivalent à un oscillateur harmonique couplé à n degrés de liberté.

4.3.2 Stratégie de commande multi-étapes
Considérons la plateforme à son équilibre statique. Quand une perturbation d’ef-

fort vient s’y appliquer, une oscillation faiblement amortie est générée en raison de la
grande élasticité des câbles et de leur faible dissipation. Pour éliminer cette oscillation,
on propose une stratégie de commande en trois étapes :

1. La loi de commande calcule un torseur d’effort, en contre-réaction à la vitesse
de la plateforme afin d’amortir les oscillations.

2. La poussée individuelle de chaque propulseur est allouée en respectant leur
valeur de saturation, telle que le torseur résultant sur la plateforme soit le plus
proche de celui calculé à l’étape précédente.

3. La poussée calculée à l’étape précédente est générée en modulant la largeur
d’impulsion d’une porteuse haute fréquence qui sert à commander les électro-
vannes.

Figure 4.4 – Stratégie de commande à multi-étapes : amortissement de
vibrations et allocation des actionneurs embarqués
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Loi de commande

L’objectif de la loi de commande est d’amortir le plus rapidement possible les
oscillations du système sous la contrainte d’une commande à amplitude bornée.
C’est un problème de commande à temps minimal, qui en application du principe du
maximum de Pontriaguine conduit à une commande optimale de type ”bang-bang”.
Dans une telle stratégie, la commande commute entre deux niveaux : sa valeur maxi-
male et minimale.
Dans le cas d’un oscillateur harmonique non-amorti, il est aisé de trouver une solution
explicite sous la forme d’une surface de commutation dans un espace de phase entre
la zone où une commande maximale doit être appliquée et la zone où une commande
minimale doit l’être.
Cependant, une expression analytique de cette surface de commutation n’est pas ai-
sément dérivable dans le cas d’un oscillateur monovariable amorti [Scaramozzino ,
Listmann et Gebhardt , 2015]. Outre le fait que notre système soit multivariable,
la commande ”bang-bang” est sensible aux erreurs de modèle et au bruit de mesure
résultant en des commutations à haute fréquence de la sortie.
Pour ces raisons, nous nous tournons vers d’autres lois de commande sous optimales
comme le ”speed gradient” développé par [Fradkov , 1991].

Pour notre oscillateur multivariable, la loi de commande du ”speed gradient” [Fradkov ,
Miroshnik et Niki-forov , 2000] est, dans sa version linéaire, définie par :

wa = −γcγcγc ẋδ (4.10)

et, dans sa version avec commutation, par :

wa = −γcγcγc sign(ẋδ) (4.11)

avec wa, le torseur d’effort commandé et ẋδ, la vitesse de la plateforme suivant les n
degrés de liberté. La matrice γcγcγc est une matrice de gains définie positive (γi > 0). La
fonction sign() est ici vectorielle et retourne un vecteur composé du signe de chaque
élément.

La commande ”speed gradient” dans sa version avec commutation, est une commande
de type ”bang-bang”, qui commute deux valeurs −γcγcγc et γcγcγc. Pour minimiser le temps de
retour à l’équilibre, γcγcγc est choisi égal au torseur maximal généré par les propulseurs.
Les performances de cette commande sont alors proches de la commande optimale
[Scaramozzino , Listmann et Gebhardt , 2015].
Les conditions et preuves de stabilité des systèmes asservis par la commande ”speed
gradient” sont présentées dans [Fradkov et al., 1995].

Nous utilisons pour notre système la version linéaire du ”speed gradient”, équivalente
à une contre-réaction proportionnelle à la vitesse de la plateforme :

wa = −γcγcγc ẋδ (4.12)

L’équation régissant le comportement de la plateforme autour de l’équilibre devient
d’après notre modèle (4.9) :

Mẍ + Kxxδ = Waxt = wa (4.13)
et finalement Mẍδ +γcγcγc ẋδ + Kxxδ = 0 (4.14)
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L’implémentation de la commande sous cette forme permet de supprimer tout risque
de réticence (phénomène plus connu sous son nom anglais ”chattering”) [Caponigro 
et al., 2018], car il n’y a pas de commutation de la commande, donc pas de disconti-
nuité du signal.
Un choix simple pour le gain γcγcγc est une matrice diagonale avec γi > 0 :

γcγcγc =


γ1 0 . . . 0

0
. . . . . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 γn

 (4.15)

En l’absence de couplage fort entre les différents degrés de liberté (Kx diagonale), ce
choix règle individuellement le coefficient d’amortissement de chaque degré de liberté.
Dans le cas où Kx n’est pas diagonale, la commande reste valide, car comme démontré
plus loin, il suffit que la matrice vérifie γcγcγc > 0 pour stabiliser le système.

Allocation des actionneurs

Dans l’étape d’allocation, on calcule les forces unilatérales fixées sur la plateforme
pour générer le torseur issu de la commande.
L’objectif est de calculer la commande individuelle de chaque actionneur tout en
respectant leurs saturations, pour obtenir le torseur résultant le plus proche de celui
désiré.
Le torseur wa généré par na actionneurs embarqués est donné par :

wa =

[ gFa
gNa

]
= Wax t (4.16)

avec t, le vecteur des poussées des actionneurs/ propulseurs.
Dans le cas du robot plan, la matrice des efforts appliqués par les quatre pro-
pulseurs embarqués est de dimension 3 × 4 avec un torseur limité à trois DDL :
wa = [Fy, Fz, Mx]T.
En l’absence de contraintes sur les valeurs admissibles des poussées t, une solution
particulière (tp) du problème d’allocation des propulseurs est :

tp = (Wax)
†wa (4.17)

où (Wax)
† est la pseudo-inverse (”Moore-Penrose”) de la matrice de configuration des

propulseurs.
En raison de la redondance d’actionnement d’ordre 1, l’ensemble des solutions du
problème s’écrit :

t = (Wax)
†wa︸ ︷︷ ︸

tp

+Nλ (4.18)

où λ ∈ R est un scalaire et N est une base du noyau de Wax. Avec la configuration
symétrique choisie (Figure 4.8), si tous les propulseurs génèrent une même force, le
torseur résultant sur la plateforme est nul. N = 1

2 [1 1 1 1]T est une base normée du
noyau tel que le vecteur N vérifie N TN = 1.

Dans le cas général, l’ensemble S des poussées admissibles t, est représenté par le
polytope formé par l’intersection des deux ensembles Γ et Ω. L’ensemble Γ est l’en-
semble des solutions du problème d’allocation (4.16) et l’ensemble Ω est l’ensemble
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des forces admissibles (4.18) [Gouttefarde et al., 2015a].

Γ = {t | Wax t = wa} (4.19)
Ω = {t | ti ∈ [tmin, tmax], 1 ≤ i ≤ na} (4.20)

Pour le cas du PiSaRo3, où le degré de redondance d’actionnement des propulseurs
est de 1, ce polytope est unidimensionnel (segment de ligne).

Pour illustrer ces ensembles, on considère un système avec trois propulseurs embar-
qués t = [t1, t2, t3]T pour créer un torseur d’effort wa de dimension 2. L’espace des
poussées admissibles des propulseurs Ω, forme un cube (4.20), comme représenté sur
la Figure 4.5.

Figure 4.5 – Ensemble des forces solutions du problème d’allocation Γ et
l’ensemble des forces admissibles Ω

Étant donné que le degré de redondance est ici de 1, l’espace nul est unidimension-
nel avec le vecteur N comme base. L’ensemble des poussées solutions Γ, vérifiant
l’équation (4.19) peut donc être représenté par une droite dont le vecteur directeur
est N . Le point tp sur la Figure 4.5 représente la solution particulière du problème
sans contrainte (4.17).
Trouver une solution réalisable consiste à choisir un point de la droite à l’intérieur
de l’hypercube (ensemble des forces admissibles). Et donc, l’ensemble des solutions
réalisables S est le segment de droite défini par {tlow, thigh}.
La méthode la mieux adaptée pour sélectionneur λ et donc de trouver une solution
au problème, est la minimisation de la norme euclidienne ∥t∥2 = ∑

√
t2
i pour réduire

l’énergie des propulseurs (d’après l’équation (4.5), minimiser la poussée générée re-
vient à réduire le débit d’air consommé).
Ce choix de la norme 2 est basé sur les travaux de [Borgstrom et al., 2009] qui
concernent la distribution de tension sur des manipulateurs parallèles.
En minimisant une norme euclidienne, on assure la continuité des forces d’un pas
d’échantillonnage au suivant, contrairement à la norme 1. La norme euclidienne évite
donc d’exciter les modes oscillatoires en assurant une continuité des poussées.

La distribution des tensions des câbles est un problème similaire à l’allocation des
propulseurs unilatéraux. En effet, leur poussée doit être positive et ne peut pas dé-
passer la poussée maximale tmax.
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Le problème d’optimisation contraint de l’allocation des propulseurs s’écrit de manière
générale :

min
t

∥t∥2 (4.21)

tel que wa = Wax t
tmin ≤ t ≤ tmax

D’après (4.18), l’ensemble St des poussées réalisables est défini comme :

St = {λ ∈ R | tmin ≤ tp +Nλ ≤ tmax} (4.22)

Le problème d’optimisation (4.21) est résolu à chaque période d’échantillonnage de
la commande pour déterminer la solution t correspondant à la valeur optimale de λ.

L’objectif du problème d’optimisation quadratique (4.21) décrit en utilisant la norme
euclidienne peut être redéfini en fonction de λ [Gouttefarde et al., 2015a] :

min
t

∥t∥2 = min
λ

∥λ∥2 (4.23)

En effet, il vient à partir de (4.18) :

∥t∥2 = ∥tp +Nλ∥2 (4.24)
= ∥tp∥2 + 2tp

TNλ + ∥Nλ∥2 (4.25)

La solution non contrainte tp (4.17), vérifie tp
TN = 0, i.e. tp1 + tp2 + tp3 + tp4 = 0,

avec N = 1
2 [1 1 1 1]T.

Comme la base N choisie dans l’espace nul unidimensionnel de la matrice de confi-
guration Wax est orthonormée (∥N∥ = 1). On a alors :

∥t∥2 = ∥tp∥2 + ∥λ∥2 (4.26)

Comme pour chaque pose de la plateforme la solution particulière tp est constante,
il est ainsi démontré que minimiser t revient à minimiser λ (4.23). Le problème se
réécrit en fonction de λ :

min
λ

∥λ∥2

tel que wa = Wax t
tmin − tp ≤ Nλ ≤ tmax − tp (4.27)

Pour le cas des propulseurs à air comprimé fixés sur le robot plan, ils ne peuvent
générer qu’une force unilatérale positive (ti ≥ 0). Donc, la borne minimale de la force
des propulseurs est tmin = 0. La contrainte de l’équation (4.27) devient :

−tp ≤ Nλ =
1
2


λ
λ
λ
λ

 ≤ tmax − tp (4.28)

La solution λ respectant la contrainte tmin − tp ≤ Nλ est donc :

λ = 2 max
i

(−tp)i = −2 min
i

(tp)i (4.29)
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où mini(tp)i, indique le plus petit élément du vecteur tp.
Alors, le vecteur de poussées positives des propulseurs, solution pour générer un
torseur d’effort désiré wa, est :

t = tp +Nλ = tp − [1 1 1 1]T min
i
(tp)i > 0 (4.30)

= tp − [1 1 1 1]T min
i
((Wax)

†wa)i (4.31)

Les propulseurs ont également une force maximale de poussée tmax.
Si la solution du problème (4.27), respectant la contrainte (4.30), ne vérifie pas la
contrainte de saturation supérieure :

Nλ ≤ tmax − tp (4.32)
i.e. t = tp +Nλ ≤ tmax

alors, le problème n’a pas de solution admissible.
On peut toutefois calculer une poussée tβ générant un torseur dit réduit (wβ =
βwa), compatible avec la saturation haute des actionneurs. Ce torseur est d’amplitude
réduite (β ≤ 1) mais colinéaire au torseur désiré.
On définit le gain β qui permet d’appliquer un facteur d’échelle :

β = sat
(

tmax

max(t)i

)
(4.33)

où la fonction de saturation sat() est définie telle que :

sat(x) =


1 si x > 1
x si |x| ≤ 1
−1 si x < −1

(4.34)

tel que si max(t)i > tmax, alors max(tβ) = tmax.
En présence d’une saturation (max(t)i > tmax), le gain β est inférieur à 1 et les
poussées tβ correspondant au torseur réduit sont données par :

tβ = βt (4.35)

puisque la relation entre le torseur et la poussée est linéaire :

wβ = βwa = βWa t (4.36)
= Wa tβ

Par définition de β, les poussées réduites tβ respectent alors la contrainte max(t)i >
tmax).
Pour résumer et illustrer cette stratégie d’allocation, on considère un torseur w désiré
de dimension 3 et quatre propulseurs de poussée bornée 0 ≤ ti ≤ 2 N. Les trois étapes
de l’algorithme d’allocation sont alors :

1. On calcule la solution particulière non contrainte tp donnée par la pseudo-inverse
de la matrice des efforts Wax. Par exemple :

tp = (Wax)
†w = [4 − 2 − 2 0]T (4.37)

2. Pour imposer des poussées positives et minimiser leur norme euclidienne, on
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utilise le degré de liberté supplémentaire offert par l’espace nul. En appliquant
la formule (4.30), on a mini(tp)i = −2, soit un vecteur de poussées :

t = tp +Nλ (4.38)
= [4 − 2 − 2 0]T + [1 1 1 1]T · (2)
= [6 0 0 2]T (4.39)

3. On vérifie que les forces de poussée ne dépassent pas la saturation des propul-
seurs. Or max(ti) > 2 N, on calcule alors le gain β :

β = sat
(

tmax

max(ti)

)
=

2
6
=

1
3

(4.40)

Le vecteur de poussées tβ pour produire le torseur réduit wβ = βwa en respec-
tant les contraintes de saturation des actionneurs est donc :

tβ = βt =
[

2 0 0
2
3

]T

La Figure 4.6 illustre les différentes étapes de cet algorithme.

Figure 4.6 – Torseur désiré wa et solution non contrainte donnée par
la pseudo-inverse [4 − 2 − 2 0]T vs torseur respectant les contraintes de

positivité vs torseur réduit respectant les contraintes de saturation

En raison de la base constante de l’espace nul (les propulseurs sont fixes sur la pla-
teforme) et de sa dimension réduite à 1 (λ est un scalaire), un algorithme simple en
trois étapes a pu être proposé pour l’allocation des poussées sur un RPC plan.
Il fournit une solution à chaque période d’échantillonnage de l’asservissement et per-
met de répondre aux différentes contraintes de saturation et sans optimisation ité-
rative, coûteuse en temps de calcul comme les algorithmes cités dans l’état de l’art
(voir section 2.7.1).

Modulation du signal de commande

Les électrovannes utilisées pour commander le débit d’air et donc la poussée, sont
des électrovannes tout ou rien. Étant donné la nature binaire de cette entrée, il est
nécessaire de transformer la poussée d’amplitude variable issue du bloc d’allocation
en un signal binaire {0, 1} en entrée des électrovannes, comme on peut le voir sur
la Figure 4.4. La stratégie de modulation proposée ici est la modulation de largeur
d’impulsion (MLI), plus connue sous son acronyme anglais PWM (pour ”Pulse Width
Modulation”).
La porteuse à haute fréquence du signal est fixée à 100 Hz, ce qui est compatible
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avec le temps de commutation des électrovannes. On vérifie, grâce à un banc d’essai,
que la force de poussée générée par un propulseur est linéaire vis-à-vis de la largeur
d’impulsion du signal PWM.

Figure 4.7 – La force de propulsion en fonction du rapport cyclique de
la porteuse à 100 Hz

On remarque, sur la Figure 4.7, l’existence d’une zone morte. Pour des rapports cy-
cliques inférieurs à 0.18, qui correspondent à 1.8 ms d’ouverture pour une porteuse à
100 Hz, on observe une poussée nulle.
En effet, selon la documentation technique de la vanne, son temps d’ouverture avoi-
sine les 1.8 ms. La force ne peut donc s’établir qu’une fois ce temps écoulé. Si on
considère un rapport cyclique de 0.2, soit 2 ms pour une porteuse à 100 Hz : durant
1.8 ms, la vanne est en cours d’ouverture et reste donc complètement ouverte uni-
quement pendant 0.2 ms. On constate une légère augmentation de la poussée pour
ce rapport cyclique, ce qui indique que le temps d’établissement de la force due à la
dynamique de l’écoulement d’air est très rapide et de constante de temps inférieure
à 200µs. On choisit donc de moduler la commande de poussée continue en signal bi-
naire en utilisant une modulation PWM à une fréquence porteuse de 100 Hz et d’un
rapport cyclique minimal de 0.2 soit de 2 ms pour respecter le temps d’ouverture et
de fermeture de la vanne rapide.

Quand le système asservi a atteint son régime permanent, le torseur de commande
devient très faible. Les très courtes impulsions à 100 Hz, soit chaque 10 ms, du PWM
correspondant à ce faible torseur tendent à perturber le système.
Pour contrer ce problème, on intègre une zone morte sur la vitesse de la plateforme
(la commande est proportionnelle à la vitesse). Si la vitesse suivant un certain axe de
la plateforme est en dessous d’un seuil, le torseur à générer w est annulé. On évite
alors d’actionner les propulseurs quand on est déjà très proche de l’état d’équilibre :

w =

{
−γcγcγc ẋ si ẋ ≥ ẋs

0 sinon
(4.41)

avec ẋs le seuil de la zone morte.
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Stabilité de la commande

Pour cette première application de rejet de perturbations sur la plateforme du
robot plan à sa position d’équilibre, on n’utilise pas les enrouleurs qui sont maintenus
à une position constante. Seuls les propulseurs sont utilisés, donc : l2δ = 0, l̇2δ

= 0.
Durant l’étape de modélisation, on considère le coefficient de friction fc nul et donc,
Cx = 0. D’après (3.92) ou (4.9), la dynamique du robot plan linéarisé autour de son
point d’équilibre x = [xe

T, 0T]T s’écrit :

M ẍδ + Kx(l2e , xe)xδ = Wax(xe) t = wa (4.42)

avec M = diag(mp, mp, Ip), la matrice d’inertie de la plateforme définie positive,
Kx(xe, τττe), la matrice de raideur de la plateforme qui dépend de la géométrie et
l’élasticité des câbles et leur configuration au point d’équilibre.
Le torseur d’effort d’amortissement actif de la plateforme est donné par :

wa = β wa = β (−γcγcγcẋδ) (4.43)

où γcγcγc est une matrice constante et définie positive.
Le modèle dynamique en boucle fermée s’écrit donc :

Mẍδ + β γγγẋδ + Kxxδ = 0 (4.44)

où β > 0 est une fonction scalaire lipschitzienne définie par l’équation (4.33).

Pour étudier la stabilité asymptotique du système en boucle fermée, on utilise la
théorie de stabilité de Lyapunov présentée dans [Khalil , 2001].

La stabilité asymptotique d’un système garantit que si son état est proche de l’équi-
libre, ou est écarté par une perturbation transitoire, son état converge de manière
asymptotique vers sa position d’équilibre stationnaire.
Pour un système dont la dynamique est régie par l’équation ẋ = f (x) qui vérifie
f (0) = 0, le point d’équilibre à l’origine 0 est asymptotiquement stable [Khalil ,
2001] :

— s’il est stable, soit si ∀ϵ > 0, ∃δ = δ(ϵ) > 0 tel que :

∥x(0)∥ < δ ⇒ ∥x(t)∥ < ϵ, ∀t ≥ 0 (4.45)

— et si on peut choisir δ tel que :

∥x(0)∥ < δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = 0 (4.46)

Théorie de stabilité de Lyapunov
On considère V une fonction de Lyapunov candidate.
Pour que le système soit asymptotiquement stable au sens de la théorie de Lyapunov,
V doit vérifier les conditions suivantes :

V(x) > 0 ∀x ̸= 0, V(0) = 0 (4.47a)

V̇(x) < 0 ∀x ̸= 0 (4.47b)

On choisit la fonction continue et dérivable représentant l’énergie mécanique totale du
système (cinétique et potentielle élastique) comme fonction de Lyapunov candidate
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pour notre système (4.44) :

V(xδ, ẋδ) =
1
2

ẋT
δ Mẋδ +

1
2

xT
δ Kxxδ (4.48)

La première condition est vérifiée : V ≥ 0, étant donné que M > 0, en raison des
propriétés intrinsèques de la matrice d’inertie et Kx > 0, à l’exception de configu-
rations de pose particulières, où le terme de rotation de la matrice de raideur anta-
goniste est négatif (le second terme dans l’expression de Ka (3.94) [Behzadipour 
et Khajepour , 2006a ; Behzadipour et Khajepour , 2006b]. Dans le cas du robot
plan suspendu étudié, ces configurations correspondent à une orientation proche de
180° de la plateforme du robot, soit une configuration plateforme ”à l’envers”, qui ne
peut être atteinte en fonctionnement normal du système.
Le deuxième critère à vérifier est que la dérivée de la fonction de Lyapunov considérée
soit définie négative.

V̇(xδ, ẋδ) =
1
2

ẋT
δ Mẍδ +

1
2

ẋT
δ Kxxδ

= ẋT
δ [−β γγγẋδ − Kxxδ] + xT

δ Kxxδ (4.49)
= −ẋT

δ β γγγẋδ ≤ 0

avec β ≥ 0 et γγγ > 0 par définition.
On constate que la dérivée de la fonction de Lyapunov est semi-définie négative.
Pour pouvoir conclure sur la stabilité asymptotique qui requiert une inégalité stric-
tement négative, on peut utiliser le théorème de LaSalle sur les ensembles invariants
[Khalil , 2001].
Par définition, un ensemble invariant est un ensemble de points de l’espace d’état tel
que toute trajectoire du système ẋ = f (x), ayant pour condition initiale un point dans
cet ensemble, reste indéfiniment à l’intérieur de cet ensemble [Müllhaupt , 2009].

Corollaire du théorème d’invariance de LaSalle [Khalil , 2001]
Soit x = 0 un point d’équilibre du système défini par l’équation dynamique ẋ = f (x).
Soit V : D → R une fonction continûment dérivable et définie positive sur le domaine
D contenant l’origine x = 0 telle que V̇ ≤ 0 dans D.

Soit l’ensemble S = {x ∈ D | V̇(x) = 0}. Si le plus grand ensemble invariant
contenu dans S est restreint à la solution x = 0, alors, l’origine est asymptotique-
ment stable.

Ce corollaire du théorème d’invariance de LaSalle nous permet de vérifier que le
système converge de manière asymptotique vers son point d’équilibre.
En effet, l’ensemble S = {x ∈ D | V̇(x) = 0}, où la dérivée de la fonction de Lyapu-
nov est nulle, revient d’après (4.49) à S = {x ∈ D | ẋδ = 0}. Une solution dans S
vérifie donc ẋδ = 0 =⇒ ẍδ = 0.
Or, d’après le modèle du système (4.44), ẋδ = ẍδ = 0 implique xδ = 0. Par consé-
quent, la seule solution et le plus grand invariant contenu dans S est l’origine. Ainsi,
en appliquant le théorème d’invariance de LaSalle, l’origine [0T, 0T]T est asymptoti-
quement stable.
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4.4 Résultats expérimentaux

4.4.1 Plateforme expérimentale : PiSaRo3
Le RPC PiSaRo3 (voir Figure 4.8) a été construit pour tester l’efficacité de la

commande utilisant des propulseurs à air comprimé [Sellet , 2018]. Sa structure est
constituée de pièces en tôle d’aluminium pliée, percée et anodisée de type Matrix™.
Elles permettent un prototypage rapide de l’architecture du robot tout en conservant
une rigidité et une précision d’assemblage correctes. La géométrie de la plateforme a
été optimisée pour garantir un espace de travail couvrant une aire de 1.2 m × 0.96 m.
Le robot est suspendu par trois câbles de type fils de pêche (Caperlan™ Line Clear
0.55 mm). Les tests de tension cycliques montrent qu’après une procédure de rodage,
leurs raideurs spécifiques ks tendent vers 500 N. Trois poulies sont entraînées par des
moteurs Dynamixel™ XM430-W210-R montés sur la plateforme.

Figure 4.8 – Plateforme expérimentale PiSaRo3

Quatre propulseurs sont embarqués sur la plateforme générant des forces unilatérales
t1, ..., t4. Le débit d’air du propulseur est contrôlé par quatre électrovannes tout ou
rien connectées aux entrées/sorties à usage général (GPIO pour ”General Purpose
Input/Output”) d’un micro-ordinateur Raspberry Pi 3 (RPi 3) embarqué.
Pour implanter la loi de commande, une toolbox dédiée au RPi, appelée RPIt [Gangloff ,
2020], a été développée par Jacques Gangloff. Elle permet d’utiliser le mode externe
de Simulink Coder™ pour générer le code à embarquer sur une cible Raspberry Pi ou
PC avec une distribution Linux (Debian) et faire un prototype rapide de la loi de com-
mande. Le schéma Simulink est automatiquement converti en code C, puis transféré
sur la cible pour y être directement compilé (sans compilation croisée). L’exécutable
est lancé sur la cible et une connexion TCP/IP est établie entre Simulink et la cible
permettant de monitorer les signaux.
Des blocs Simulink sont disponibles pour contrôler les actionneurs Dynamixel™, pour
récupérer les données (mesures) d’une IMU standard connectée au bus I2C, pour in-
teragir via le protocole TCP/IP avec un PC dédié à la Vision, ou encore pour lire et
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écrire des données binaires sur les GPIO du Raspberry Pi.
Une image de la plateforme terminale est donnée sur la Figure 4.8. Quatre marqueurs
lumineux rouges (LED), disposés en carré, sont utilisés pour simplifier le traitement
d’image pour l’estimation de la pose par une caméra externe 500 Hz. Une IMU In-
vensense™ MPU 9150 est positionnée approximativement au centre de gravité de la
plateforme terminale. Un émetteur-récepteur USB sans fil Xbox 360™ est utilisé pour
la commande manuelle du robot.
Ce robot pèse 3.7 kg. Ses longueurs nominales de câble sont 1.5 m et il peut théori-
quement porter une charge utile de 2 kg dans son espace de travail.

4.4.2 Commande multi-étapes : résultats expérimentaux

Synthèse et stratégie de commande

La Figure 4.9 rappelle le schéma de la stratégie de commande multi-étapes pour
la stabilisation active du RPC plan.

Figure 4.9 – Stratégie de commande à multi-étapes : application au RPC
plan

La commande est un torseur d’effort sur la plateforme pour amortir les modes oscil-
lants. Cette commande est issue d’un correcteur proportionnel en rétroaction sur la
vitesse mesurée (4.10) :

wa =

 Fy
Fz
Nθ

 = −

γ1 0 0
0 γ2 0
0 0 γ3


︸ ︷︷ ︸

γcγcγc

ẏδ

żδ

θ̇δ


︸ ︷︷ ︸

ẋ

(4.50)

wa = −γcγcγcẋ (4.51)

Les vitesses de translation suivant y et z sont calculées à partir de la dérivation tem-
porelle de la pose 3D de la plateforme du robot plan fournie par l’algorithme de
traitement d’image de la caméra externe (voir section 4.4.1). La vitesse de rotation
est fournie par un gyromètre embarqué.
La matrice de gains, utilisée pour notre cas est γcγcγc = I3×3. Cette valeur donne les
meilleurs résultats expérimentaux pour l’amortissement actif des trois modes vibra-
toires.
La zone morte est gérée dans le bloc d’allocation des propulseurs. Si le torseur d’amor-
tissement est supérieur aux valeurs de seuil indiquées dans l’équation (4.41) il est
envoyé au bloc de l’allocation des propulseurs. Si sa valeur est inférieure aux valeurs
de seuil, les propulseurs sont coupés : leur force de propulsion est nulle. Dans ce cas,
le système est très proche de l’équilibre et on le laisse se stabiliser passivement. On
évite ainsi d’exciter les modes hautes fréquences du système avec le bruit de mesure
sur la vitesse et les impulsions du PWM.
Dans le cas du robot PiSaRo3, la zone morte a été choisie expérimentalement telle
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que :
si wa ≤ [0.05 N, 0.05 N, 0.05 N m]T =⇒ t = 04×1 (4.52)

1. Le bloc de l’allocation des propulseurs est synthétisé en deux étapes. D’après
l’équation (4.30) :

t = (Wax)
†wa − min

i
((Wax)

†wa)i I4×1 (4.53)

Cette équation permet de garantir la positivité des forces de propulseurs unila-
téraux.
La matrice d’allocation Wax est évaluée au voisinage du point d’équilibre de la
plateforme et est donnée par l’équation (3.114).

Wax =

· · · cos(αi + θ0) · · ·
· · · sin(αi + θ0) · · ·
· · · bayi

sin(αi + θ0)− bazi cos(αi + θ0) · · ·

 (4.54)

où θ0 est l’angle de la plateforme fourni par l’algorithme de vision. Les coordon-
nées bayi

et bazi sont les cordonnées des points d’attache de chaque propulseur
embarqué et les αi modélisent les inclinaisons des propulseurs.

2. Si la force des propulseurs dépasse la limite de saturation ti > tmax, le coefficient
β de remise à l’échelle est calculé :

tβ = βt tel que β = sat
(

tmax

max(t)i

)
(4.55)

avec tβ le vecteur de poussées des propulseurs correspondant au torseur de
norme réduite.
Les expérimentations ont été menées avec des propulseurs développant une force
maximale tmax = 1.8 N.

Avant de réaliser les essais expérimentaux pour valider la loi de commande synthétisée
et affiner le réglage de ses paramètres, on valide la commande sous Simulink avec un
modèle du robot plan non linéaire, fait à partir de blocs de la boite à outils Matlab™
SimMechanics. Les paramètres de la plateforme PiSaRo3 ont été identifiés et estimés
(voir Tableau 4.1).

Tableau 4.1 – Paramètres du système

Paramètres Symbole Valeur Unité
Masse de la plateforme mp 3.195 kg

Tenseur d’inertie de la plateforme Ip 0.066 kgm2

Raideur spécifique du câble ks 504 N
Coefficient d’amortissement du câble fc 7 N m−1 s

Courbes expérimentales

Une perturbation transitoire répétable est appliquée au robot plan PiSaRo3. La
plateforme du robot est ainsi écartée de sa position d’équilibre et maintenue à cette
position par un câble dédié. Ce câble exerce une force de perturbation constante qui
disparaît dès que celui-ci est sectionné (par une simple paire de ciseaux). Le robot
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plan oscille alors avant de se stabiliser à sa position d’équilibre.
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Figure 4.10 – Résultats expérimentaux : vitesses de translation suivant
ẏ, ż et orientation θ̇ de la plateforme en réponse à une perturbation impul-

sionnelle (boucle ouverte vs. amortissement actif de la vitesse)

La performance de la loi de commande avec modulation PWM est comparée au com-
portement du système en boucle ouverte (BO) dans la Figure 4.10, avec le tracé des
vitesses cartésiennes de l’effectuer suivant ẏ, ż et θ̇. Ces vitesses ont été filtrées pour
diminuer le bruit de mesure.
Les rapports cycliques, correspondants aux différentes amplitudes de commande de
poussée des quatre propulseurs embarqués, présentés à la Figure 4.11, montrent que
les trois propulseurs 1, 2 et 3 agissent d’abord sur la première demi-période. Ensuite,
les propulseurs 1, 2 prennent le relais avec le propulseur 4 au maximum, pour contrer
l’oscillation sur la deuxième demi-période. On remarque aussi l’effet de la zone morte
pour t > 2 s avec une commande nulle (4.41).
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Figure 4.11 – Résultats expérimentaux : rapports cycliques des propul-
seurs à air comprimé

La performance est évaluée en calculant l’intégrale des erreurs quadratiques sur la
position suivant les trois composantes x = [y z θ]T : Eẏ, Eż and Eθ̇.

Tableau 4.2 – Somme des erreurs quadratiques.

Loi de commande Eẏ Eż Eθ̇

∫
|ui|

Boucle ouverte 0.1129 0.0064 1.5043 -
PWM 0.0382 0.0019 0.5767 2.516
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Conclusion

Cette étude préliminaire montre expérimentalement que le propulseur à air est
une solution viable pour l’amortissement actif des vibrations du RPC. Le tableau
4.2 démontre l’efficacité de la réduction de l’erreur quadratique. On a noté toutefois
pendant les expérimentations que le PWM est bruyant en raison de la haute fréquence
de la porteuse du signal de commutation à 100 Hz.

4.5 Stratégie de commande prédictive
La commande prédictive est une commande très répandue dans l’industrie de nos

jours. Elle est venue complémenter le classique correcteur PID en offrant une réponse
à ses limitations. Parmi ces limitations, on peut mentionner une gestion très basique
des saturations (”anti-windup”) et de l’anticipation de la consigne (”feed-forward”).
La première mention de la commande prédictive date des années 1970. Son appellation
d’origine est alors PFC pour ”Predictive Functional Control” inventée par Jacques
Richalet [Richalet et al., 1978 ; Richalet , 1993].

4.5.1 La commande prédictive
Le concept de la commande prédictive est d’utiliser un modèle pour prédire la

sortie d’un procédé et calculer une commande qui minimise une fonction coût sur un
horizon fuyant.
La commande prédictive ou MPC (”Model Predictive Control”) repose ainsi sur :

1. un modèle du procédé : la commande prédictive est dite à base de modèle
[Richalet et O’Donovan , 2009]. A partir de l’état courant du système xk et
les commandes futures uk+i, le modèle prédit la sortie future du système yk+i sur
un horizon de prédiction. L’horizon de prédiction de dimension N échantillons
est représenté sur la Figure 4.12, où l’échantillon d’indice k représente l’instant
courant entre sorties passées et futures.

2. une fonction coût à minimiser : elle définit les objectifs de la séquence de com-
mande optimale pour le procédé via un critère de performance. Une minimi-
sation de l’amplitude de la commande et une minimisation de l’erreur, entre
la sortie prédite du système yk+i et une référence yre f (Figure 4.12), sont des
critères classiques. Le vecteur Yk = [yT

k+1 . . . yT
k+N ]

T est la séquence des sor-
ties estimées, le vecteur Uk = [uT

k . . . uT
k+N−1]

T est la séquence des commandes
futures. Ces commandes sont les variables d’optimisation, ou décisionnelles, so-
lutions du problème d’optimisation de la commande prédictive.
Dans ce problème d’optimisation, des contraintes peuvent être ajoutées sur les
états du système et sur la commande. Une contrainte typique est d’imposer une
amplitude de la commande bornée entre des valeurs umin et umax.

A chaque pas d’échantillonnage, le problème d’optimisation est résolu sur l’horizon
de prédiction [Bemporad , 2006 ; Andersson et Näsholm , 2018]. Un algorithme
d’optimisation, ou solveur, recherche la solution optimale Uk = [uT

k . . . uT
k+Nu−1]

T

qui minimise la fonction coût tout en prenant en compte les contraintes.
Pour réduire la dimension du problème, la taille de l’horizon de commande Nu sur
lequel la commande peut varier peut être choisie inférieure à l’horizon de prédiction
(1 ≤ Nu < N). Au-delà de ces Nu pas, la commande reste constante sur le reste de
l’horizon de prédiction, comme on peut le visualiser sur la Figure 4.12.
Seul le premier échantillon de l’horizon u∗ = uk de la solution optimale Uk est appli-
qué au système. Au pas d’échantillonnage suivant, l’horizon de prédiction est décalé
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d’un pas vers le futur et une nouvelle séquence de commandes Uk+1 est recherchée.
Comme l’horizon est décalé à chaque période d’échantillonnage, la commande prédic-
tive est dite à horizon fuyant ou glissant (”receding horizon”).

Figure 4.12 – Définition des grandeurs et des horizons de la commande
prédictive, d’après [Bemporad , Morari et Ricker , 2004]

En actualisant à chaque pas d’échantillonnage la prédiction des sorties avec la nouvelle
mesure de la sortie du système, on introduit dans la commande prédictive une rétro-
action (cf. Figure 4.13). Ainsi, des erreurs de modèle ou des perturbations peuvent
être compensées par la commande.

Figure 4.13 – Schéma bloc d’une commande prédictive.

Pour simplifier les écritures, la référence à l’instant k, où est résolu le problème d’op-
timisation, est omise par la suite : seule la résolution à l’instant courant est pertinente
pour l’implémentation de la commande. On note U = [uT

0 . . . uT
Nu−1]

T, les séquences
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des commandes futures sur un horizon de Nu pas, débutant à l’instant courant, et on
note x0 l’état du système à l’instant d’échantillonnage courant.
Le problème d’optimisation associé à la commande prédictive peut ainsi s’écrire :

min
U

J(X, U) (4.56a)

tel que xk+1 = f (xk, uk) (4.56b)

yk = g(xk) (4.56c)

x0 connu (4.56d)

umin ≤ uk ≤ umax, ∀k ∈ [0, . . . , Nu − 1] (4.56e)

xmin ≤ xk ≤ xmax, ∀k ∈ [1, . . . , N] (4.56f)

où :
— J est la fonction coût à minimiser, dépendante de la séquence de commandes

U et de la séquence des états du système X = [xT
0 . . . xT

N ]
T, sur l’horizon de

prédiction N ;
— xk est l’état du système à l’instant t = k Ts, avec Ts la période d’échantillonnage ;
— f est le modèle d’état à temps discret du processus. Dans le reste du manus-

crit, cette fonction est linéaire. On utilise alors le nom de commande prédictive
linéaire pour ce problème.

— umin, xmin, umax et xmax sont des vecteurs bornant l’amplitude de la commande
et des états.

Commande prédictive linéaire
Une commande MPC linéaire s’établit sur une représentation discrète d’un sys-

tème linéaire (obtenue si besoin par une linéarisation) :{
xk+1 = Axk + Buk
yk = Cxk

(4.57)

où xk est le vecteur d’état à l’instant d’échantillonnage courant et yk le vecteur des
sorties du système. Les matrices d’états A, d’entrées B et de sorties C du système,
sont à coefficients constants.

Fonction coût et paramètres de réglage du MPC

La fonction coût permet de définir les objectifs de la commande uk via un critère
de performance. L’objectif premier d’une commande est généralement d’asservir la
sortie du système à une référence. Ainsi, la fonction coût proposée historiquement par
les premières implémentations de la commande prédictive (correcteurs GPC et DMC
”Dynamic Matrix Control” [Maciejowski , 2002]) minimise la norme quadratique de
l’incrément de commande ∆uk et l’erreur de suivi de la référence :

min
U

N

∑
k=1

∥yk − yre f ∥2
Q +

Nu−1

∑
k=0

∥∆uk∥2
R (4.58)

avec
— ∆uk = uk − uk−1, l’incrément de commande, où uk et uk−1 sont respectivement

la commande courante et la commande au pas d’échantillonnage précédent ;
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— yk − yre f , l’erreur entre les sorties et leur consigne yre f . La consigne peut être une
constante (”setpoint”) yre f , ou une trajectoire yre f k

sur l’horizon de prédiction ;
— U = [∆uT

0 . . . ∆uT
Nu−1]

T, la séquence d’incréments de commande, solution du
problème d’optimisation.

— ∥.∥V, une notation pour la norme euclidienne d’un vecteur pondérée par V, telle
que ∥x∥2

V = xTVx ;
— Q ≥ 0 et R > 0, les matrices de pondération respectivement sur la norme de

l’erreur et de la commande.

Minimiser l’incrément de commande ∆uk ou la commande uk permet dans les deux cas
de limiter l’amplitude de la commande. L’intérêt d’une formulation du problème en
incrément de commande ∆uk est qu’en régime permanent (∆u = 0), la fonction coût
(4.58) est minimale lorsque la sortie du système est égale à la référence (y = yre f ).
C’est une condition nécessaire pour avoir une erreur statique nulle. Si la fonction
de coût n’est pas minimale pour le régime permanent désiré {y∞, ∆u∞} = {yre f , 0},
la commande optimale déplacera le système vers un régime permanent différent et
introduira une erreur statique [Rossiter , 2003].
A noter que cette formulation en incrément de commande ne garantit pas l’élimi-
nation de l’erreur statique en présence d’erreurs de modèle ou de perturbations. La
commande prédictive avec erreur statique nulle sera discutée dans la section 4.5.2.
La formulation en ∆u garantit donc une fonction coût minimale en régime permanent
pour y = yre f , quelle que soit la référence yre f . En contrepartie, il est nécessaire d’aug-
menter le système (4.57) pour introduire la variable d’optimisation ∆uk. D’après la
définition de l’incrément de commande en (4.58), le système augmenté a pour repré-
sentation d’état : 

[
xk+1
xuk+1

]
=

[
A B
0 I

] [
xk
xuk

]
+

[
B
I

]
∆uk

yk =
[
C 0

] [ xk
xuk

] (4.59)

en introduisant l’état supplémentaire xuk = uk−1.
Une alternative à la fonction de coût (4.58) est de minimiser effectivement la com-
mande uk et non ses incréments ∆uk. Cette formulation présente un intérêt - si l’on
souhaite minimiser explicitement l’amplitude de la commande ou - si on ne veut pas
augmenter la dimension du système et donc la dimension du problème d’optimisation
associé.
Soit ure f la commande du système quand y = yre f en régime permanent, alors la
fonction de coût alternative s’écrit :

min
U

N

∑
k=1

∥yk − yre f ∥2
Q +

Nu−1

∑
k=0

∥uk − ure f ∥2
R (4.60)

L’introduction de ure f dans la fonction de coût est nécessaire pour vérifier la condi-
tion énoncée précédemment : la fonction de coût doit être minimale pour le régime
permanent désiré {y∞, u∞} = {yre f , ure f }, si on ne veut pas que la commande opti-
male introduise une erreur statique. La valeur de ure f est à déterminer pour chaque
nouvelle référence yre f .

Le comportement du correcteur peut être ajusté en modifiant les différents para-
mètres apparaissant dans les fonctions coût précédentes. Ces paramètres sont :
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— Ts, la période d’échantillonnage. Elle définit la fréquence de mise à jour de la
commande prédictive. Plus elle est courte, plus le système est réactif à une
perturbation ou consigne, mais plus la contrainte est forte sur le solveur pour
résoudre le problème en un temps inférieur à celui de la période. Une règle
empirique consiste à choisir une période égale à 1

10 du temps de réponse désiré
en boucle fermée.

— N, l’horizon de prédiction. Il est choisi tel que le produit NTs soit au moins
égal au temps de réponse désiré en boucle fermée. Un horizon court rend la
commande moins optimale, réduit la dimension et donc le temps de résolution
du problème d’optimisation, mais il réduit également la stabilité de la commande
jusqu’à une potentielle instabilité. Augmenter l’horizon de prédiction a les effets
inverses et favorise le respect des contraintes.

— Nu, l’horizon de commande. Il est choisi petit par rapport à l’horizon de pré-
diction (Nu << N). Ainsi, le nombre de variables décisionnelles du problème
d’optimisation est fortement réduit et le problème plus rapide et simple à ré-
soudre. Le fait qu’à chaque période seul le premier pas de commande calculé sur
l’horizon est appliqué est un argument supplémentaire en faveur d’un horizon
court. Augmenter la taille de l’horizon de commande améliore les performances
en boucle fermée, mais cette amélioration est négligeable au delà d’un horizon
de quelques pas (environ 3 pas d’après [Rossiter , 2003]).

— Q et R, les matrices de pondérations de l’erreur de suivi et de l’amplitude de la
commande. Ces matrices sont couramment choisies constantes et diagonales afin
de permettre de pondérer individuellement les sorties entre elles ainsi que les
commandes : Q = diag(q1, . . . , qny) et R = diag(r1, . . . , rnu). Plus le ratio qi/ri
entre les matrices est grand, plus le correcteur est agressif : des commandes
d’amplitude importante pouvant atteindre les saturations sont tolérées pour
privilégier une erreur de suivi et un temps de réponse faibles.

Modèle de prédiction et formulation du problème quadratique

L’autre élément constitutif de la commande prédictive est le modèle de prédiction
des sorties du système. Le modèle de prédiction du MPC linéaire s’établit à partir de
la représentation d’état discrète (4.57). Sur les N pas de l’horizon, les prédictions des
sorties sont données par :

y0 = Cx0

y1 = Cx1 = CAx0 + CBu0

y2 = Cx2 = CA2x0 + CABu0 + CBu1

...
yN = CxN = CANx0 + CAN−1Bu0 + CAN−2Bu1 + . . . + CBuN−1 (4.61)

En dissociant les termes passés (connus) et les termes futurs (prédits), la séquence
des sorties prédites peut s’écrire sous la forme compacte :

Y = Mx0 + C U (4.62)
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M =


CA
CA2

...
CAN

 , C =


CB 0 . . . 0

CAB CB
. . . ...

...
... . . . 0

CAN−1B CAN−2B . . . CB

 (4.63)

avec Y =
[
yT

1 . . . yT
N
]T et U =

[
uT

0 . . . uT
N−1

]T, respectivement la séquence des sorties
futures et la séquence des commandes futures.
Le vecteur des sorties prédites sur l’horizon de prédiction N est ainsi entièrement
déterminé par l’état courant du système (x0 connu) et la séquence de commandes
futures

[
uT

0 . . . uT
N−1

]T à décider.
Dans le cas où l’horizon de commande est restreint à Nu avec uk constant pour
k ∈ {Nu, Nu + 1 . . . N − 1}, l’équation de prédiction (4.62) est facilement modifiée en
adaptant l’écriture de la matrice C (4.63).

En réunissant la fonction coût (4.60), la prédiction des sorties (4.62) ci-dessus et
les contraintes linéaires sur les entrées (4.56e), sur les états et sorties (4.56f) du sys-
tème, on forme un problème d’optimisation où les seules variables décisionnelles sont
les commandes sur l’horizon de prédiction U =

[
uT

0 . . . uT
N−1

]T.
Cette optimisation contrainte de U, résolue à chaque pas d’échantillonnage, pour un
modèle et des contraintes linéaires et une fonction coût quadratique, peut être re-
transcrite en un problème d’optimisation quadratique (QP) [Maciejowski , 2002].
Cette transcription de la commande prédictive en un problème d’optimisation QP est
détaillée dans l’annexe B.
Un grand nombre de solveurs performant peuvent alors être utilisés pour résoudre
un problème d’optimisation de cette classe. On mentionnera des solveurs libres, open
source (OSQP et QPOASES) et d’autres commerciaux (CPLEX, GUROBI, MOSEK).

Il est à noter que, d’après l’équation (4.62), pour prédire la séquence de sorties fu-
tures Y =

[
yT

1 . . . yT
N
]T, il est nécessaire de connaître l’état courant du système x0.

Si les états ne sont pas tous accessibles ou les mesures sont entachées de bruit, un
observateur est utilisé pour estimer l’état complet du système.
Le filtrage de Kalman [Kalman et al., 1960] est le plus couramment utilisé pour
les systèmes linéaires en présence de mesures bruitées. Plus de détails relatifs à cet
estimateur sont développés dans [Welch , Bishop et al., 1995].

Pour résumer, la commande prédictive présente de nombreuses propriétés attrayantes
pour l’asservissement d’un système. Elle est une commande :

— optimale vis-à-vis de multiples objectifs : la fonction de coût permet de définir
de multiples critères de performance à minimiser représentant autant d’objectifs
pour la commande. En pondérant ces critères dans la fonction de coût, un ordre
de priorité est affecté aux objectifs de la commande.

— sous contraintes : La commande prédictive permet de prendre en compte expli-
citement les saturations des actionneurs en entrée du système et les limites sur
les états admissibles du processus.

— multi variable : La commande prédictive s’applique indifféremment à des sys-
tèmes à une seule entrée une seule sortie (SISO), plusieurs entrées plusieurs
sorties (MIMO), des systèmes sur-actionnés…
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— prédictive avec anticipation (”preview”) de la référence : si un changement de la
référence sur l’horizon de prédiction est connu à l’avance, la commande prédic-
tive peut agir sur la commande du système en anticipation, avant le changement
de référence, pour réduire l’erreur de suivi.

En contrepartie de ces propriétés avantageuses, un inconvénient majeur est le temps de
calcul de la commande prédictive. A chaque période d’échantillonnage, un problème
d’optimisation sous contrainte doit être résolu. Malgré l’utilisation de processeurs et
d’algorithmes de résolutions rapides, le temps de calcul reste un facteur limitant pour
asservir à haute fréquence des systèmes multi variables. Pour réduire la taille du pro-
blème d’optimisation, l’horizon de prédiction N peut être réduit, mais en dessous
d’un certain seuil, la stabilité en boucle fermée de la commande n’est plus garantie.

Concernant la stabilité de la commande prédictive [Grimm et al., 2005] ont montré
qu’un horizon de prédiction N suffisamment grand garantissait une stabilité asymp-
totique en boucle fermée. La stabilité de la commande prédictive est alors vérifiée
expérimentalement a posteriori.
Pour garantir la stabilité de la commande sur un horizon fini, une contrainte terminale
(xN = x f ) ou un coût terminal (J f = ∥xN∥2

P) peuvent être ajoutés dans la définition
du problème. Cependant, ces deux solutions complexifient le problème d’optimisa-
tion. Plus de détails relatifs à la stabilité du correcteur prédictif sont introduits dans
[Keerthi et Gilbert , 1988 ; Rawlings et Muske , 1993 ; Bemporad , Chisci et
Mosca , 1994].

4.5.2 Commande prédictive sans erreur statique
Une commande prédictive sans erreur statique (”offset-free MPC”) vise à obtenir

en régime permanent une erreur nulle entre la sortie du système et la référence, mal-
gré les incertitudes de modèle et les perturbations. Cette commande est introduite
ici dans le but de développer dans le chapitre 5 une commande en position de la
plateforme d’un RPC sans erreur statique.

Avec yc = Hy, on définit le sous-ensemble yc des sorties du système que l’on souhaite
contrôler et asservir à une référence ycre f . D’après [Rossiter , 2003], deux conditions
sont requises pour une commande prédictive sans erreur statique :

1. la fonction coût doit être minimale pour le régime permanent désiré : soit yc∞, la
valeur de yc en régime permanent, alors la fonction coût doit être minimale pour
yc∞ = ycre f . Cette première condition a été discutée dans la section précédente.

2. la sortie du modèle en régime permanent y∞ doit correctement prédire la sortie
du système physique malgré les incertitudes sur le système.

Pour vérifier cette seconde condition, le modèle du système est augmenté avec un
modèle de perturbations. Ces perturbations peuvent ensuite être estimées pour faire
correspondre la sortie du modèle et la sortie du système réel. Ce modèle de pertur-
bations n’a pas besoin de correspondre aux perturbations effectives présentes sur le
système pour prendre en compte efficacement les effets de ces perturbations et les
erreurs de modèle [Morari et Maeder , 2012].
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Modèle de perturbation et observateur
Divers modèles de perturbations ont été proposés [Badgwell et Muske , 2002 ;

Pannocchia , 2003]. Pour capturer les écarts en régime permanent, les perturba-
tions sont modélisées par des intégrateurs dans le modèle augmenté. [Pannocchia 
et Rawlings , 2003 ; Maeder , Borrelli et Morari , 2009] ont proposé un modèle
du système (4.57) augmenté sous la forme :

xk+1 = Axk + Buk + Bddk
yk = Cxk + Cddk
dk+1 = dk

(4.64)

avec dk ∈ Rnd , le vecteur de perturbations constantes et (Bd, Cd) des matrices
constantes à définir représentant respectivement l’effet des perturbations sur l’état
et la sortie du système.

Le modèle augmenté (4.57) est observable [Maeder , Borrelli et Morari , 2009] si
et seulement si (C, A) est observable, et :

rang
[

A − I Bd
C Cd

]
= nx + nd (4.65)

où nx et nd sont respectivement le nombre d’états du système et le nombre de pertur-
bations. La démonstration de ce résultat est une application directe du test de Hautus

qui énonce que le système (C, A) est observable ssi ∀λ ∈ C, rang
[

A − λI

C

]
= nx.

Ce théorème impose des contraintes dans le choix des matrices Bd et Cd du mo-
dèle augmenté. L’analyse des dimensions des matrices dans l’équation (4.65) permet
d’en extraire un corollaire : pour que le système puisse être observable, le nombre de
perturbations constantes du modèle doit être inférieur ou égal au nombre de sorties
(nd ≤ ny).

Figure 4.14 – Schéma de commande prédictive avec observateur de per-
turbations

Pour estimer ces perturbations et l’état courant du système, un observateur du sys-
tème augmenté (Figure 4.14) est considéré sous la forme :[

x̂k+1
d̂k+1

]
=

[
A Bd
0 I

] [
x̂k
d̂k

]
+

[
B
0

]
uk +

[
Lx
Ld

]
(C x̂k + Cd d̂k − yk︸ ︷︷ ︸

esk

) (4.66)
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où la notation x̂ désigne une estimation de x. Les matrices Lx et Ld constituent les
gains de l’observateur. Ils sont choisis pour faire tendre l’erreur esk entre les vecteurs
de sortie estimée ŷ et mesurée yk vers 0.
Le gain Ld corrige l’estimation de d̂k en fonction de l’erreur de prédiction entre la
sortie du modèle augmenté et la sortie mesurée sur le système :

esk = (C x̂k + Cd d̂k)− yk (4.67)
= ŷk − yk (4.68)

Soit d̂∞ la valeur vers laquelle converge d̂k en régime permanent, alors Ldes∞ = 0 en
régime permanent. Si d̂∞ est un vecteur de perturbations tel que la sortie du modèle
augmenté correspond à la sortie mesurée du système, alors es∞ = 0. L’équivalence
suivante entre régime permanent et erreur de sortie nulle doit être vérifiée :

Ldes = 0 ⇔ es = 0 (4.69)

De cette équivalence, il est possible d’en déduire la condition nd ≥ ny sur le nombre
de perturbations à introduire dans le modèle. Cette condition nd ≥ ny et la condition
nd ≤ ny précédente pour l’observabilité imposent de choisir un nombre de perturba-
tions nd tel que nd = ny [Pannocchia , Gabiccini et Artoni , 2015].
Ainsi, il faut autant de perturbations constantes que de sorties mesurées sur le sys-
tème (nd = ny) pour que la sortie du modèle augmenté en régime permanent ŷ∞
prédise correctement la sortie mesurée sur le système y∞, malgré les perturbations et
incertitudes sur le système.

Problème de commande prédictive sans erreur statique
Soit le problème de commande prédictive sans erreur statique défini par :

min
U

N−1

∑
k=0

∥yck − ycre f ∥
2
Q
+ ∥uk − ure f ∥2

R

tel que xk+1 = Axk + Buk + Bddk

dk+1 = dk

yck = Hyk = H(Cxk + Cddk) (4.70)
x0 = x̂0

d0 = d̂0

avec ure f , la référence de la commande telle que la fonction de coût est minimale pour
le régime permanent {yc∞, u∞} = {ycre f , ure f }.
Si le nombre de perturbations du modèle augmenté est égal au nombre de sorties
mesurées du système, et si le système en boucle fermée composé de la commande pré-
dictive (4.70) et de l’observateur (4.66) est asymptotiquement stable ({x̂k, d̂k, ŷk} →
{x̂∞, d̂∞, y∞}), alors yck → ycre f et l’asservissement est sans erreur statique [Muske 
et Badgwell , 2002 ; Pannocchia et Rawlings , 2003 ; Maeder , Borrelli et
Morari , 2009].
La preuve de ce théorème est présentée dans les travaux cités.

4.5.3 Commande prédictive pour la stabilisation de la plateforme
Pour amortir les oscillations de la plateforme d’un RPC en présence de perturba-

tions, une commande prédictive est proposée pour piloter les propulseurs embarqués.
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L’objectif de la commande est de stabiliser la plateforme du robot plan de la section
4.3 en minimisant le temps de retour à l’équilibre statique ainsi que l’énergie de la
commande, i.e la quantité d’air comprimé utilisée par les propulseurs.
L’intérêt de la commande prédictive est ici de pouvoir prendre en compte explici-
tement les contraintes de saturation des propulseurs ainsi que la commande binaire
(tout ou rien) de leurs électrovannes. Cette approche réalise une allocation prédictive
qui distribue les forces aux différents propulseurs embarqués. Contrairement à l’ap-
proche multi-étapes proposée à la section 4.3, le calcul de la commande et l’allocation
des actionneurs sont ainsi réalisés efficacement en une seule étape. Le schéma-bloc de
la boucle de régulation correspondante est représenté Figure 4.15.

Figure 4.15 – Stratégie d’allocation prédictive

Synthèse de la commande prédictive

Le modèle dynamique de la plateforme est identique à celui utilisé dans l’approche
précédente de commande multi-étapes avec allocation directe. Le modèle linéaire est
obtenu par une linéarisation en un point d’équilibre statique de pose xe = [ye ze θe]T

et un vecteur d’état défini tel que :

x =

[
xδ

ẋδ

]
=
[
yδ zδ θδ ẏδ żδ θ̇δ

]T (4.71)

avec yδ = y − ye, zδ = z − ze et θδ = θ − θe, les déviations de la pose par rapport à
l’équilibre.

Le modèle dynamique linéaire (4.9) de la plateforme du RPC plan, dont l’entrée
u est le vecteur des poussées des propulseurs, est ici brièvement rappelé :{

ẋ = Ax+ Bu
y = xδ = Cx (4.72)

avec A =

 03×3 I3×3

−M−1Kx 03×3

, B =

 03×4

M−1Wax

, C =

I3×3

03×3

.

Dans ce modèle, M est la matrice d’inertie et Kx est la matrice de raideur de la
plateforme à l’équilibre.
Le torseur d’efforts commandable est fonction de la poussée des quatre propulseurs,
u = [t1 t2 t3 t4]

T, et de la position et orientation de ces propulseurs sur la plateforme
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représentées par la matrice de configuration Wax (3.114) :

 Fy
Fz

Mx

 = Wax(xe)


t1
t2
t3
t4

 (4.73)

Les électrovannes rapides utilisées pour activer les propulseurs à air comprimé sont
tout ou rien : soit ouvertes, soit fermées. En négligeant le court transitoire d’ouver-
ture et de fermeture, la poussée en sortie du propulseur est alors également binaire :
soit nulle, soit maximale. Cette caractéristique est intégrée dans la modélisation du
système en redéfinissant le vecteur u et la matrice B du modèle (4.72) ci-dessus.
Pour chaque propulseur i = 1 . . . 4, on définit une variable binaire ui pour la com-
mande de l’électrovanne :

ui ∈ {0, 1} tel que ti = tmax ui (4.74)

avec ti, la poussée du propulseur et tmax, la poussée maximale identique à tous les
propulseurs.
Le modèle dynamique de la plateforme avec en entrées les commandes binaires des
électrovannes est alors donné par la représentation d’état (4.72), où u et B sont ainsi
redéfinis :

u =


u1
u2
u3
u4

 avec ui binaire, et B =

 03×4

tmax M−1Wax

 (4.75)

Du point de vue de la commande, l’objectif est ici d’amortir les oscillations de la
plateforme suite à une perturbation transitoire appliquée sur celle-ci. Ainsi l’objectif
est de ramener la plateforme à l’équilibre, qui est caractérisé par une déviation nulle de
sa pose d’équilibre (yre f = xδre f = 0) et une poussée nulle des propulseurs (ure f = 0).
La fonction de coût à minimiser par la commande prédictive est ainsi :

J = min
U

N−1

∑
k=0

∥∥yk − yre f
∥∥2

Q + ∥uk − ure f ∥2
R (4.76)

= min
U

N−1

∑
k=0

∥∥∥∥∥∥
yδk

zδk

θδk

∥∥∥∥∥∥
2

Q

+ ∥uk∥2
R (4.77)

avec yδ, zδ et θδ, les déviations de la position et orientation de la plateforme.
Le problème d’optimisation du correcteur prédictif est alors décrit par :

min
U

N−1

∑
k=0

∥yk∥2
Q + ∥uk∥2

R

tel que : xk+1 = ATxk + BTuk

yk = xδk = Cxk (4.78)
uki ∈ {0, 1}

où
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— U =
[
uT

0 . . . uT
N−1

]T est la séquence optimale de commandes binaires des valves
des propulseurs, solution du problème ;

— xk est le vecteur d’état à temps discret, {AT, BT} sont respectivement les ma-
trices d’état et d’entrée du modèle (4.72)-(4.75) discrétisé à la période d’échan-
tillonnage Ts avec un bloqueur d’ordre 0 sur l’entrée ;

— Q et R sont les matrices de pondération sur la déviation de la pose et la norme
de la commande binaire des quatre propulseurs considérés identiques. Elles ont
été définies telles que :

Q =

qy 0 0
0 qz 0
0 0 qθ

 ≥ 0, R = rI4 > 0 (4.79)

Les contraintes de saturation sur la poussée des propulseurs (0 ≤ ti ≤ tmax) sont ici
implicitement prises en compte dans le problème d’optimisation par la nature binaire
des commandes ui qui impose ti ∈ {0, tmax}.
La présence de variables manipulées binaires transforme le problème en problème
d’optimisation quadratique en nombres entiers (appelé MIQP pour ”Mixed-Integer
Quadratic Programming”), où certaines variables d’optimisation sont binaires ou en-
tières [Bemporad et Morari , 1999].
Ce type de correcteur prédictif, décrit sous forme d’un problème MIQP quand les
entrées du système ne peuvent prendre que des valeurs binaires, a été introduit dans
divers domaines. On trouve de nombreuses applications en particulier dans le domaine
du génie climatique et de l’énergie. Par exemple dans [Dostál et Ferkl , 2014],
une chambre climatique est régulée en température et humidité avec des actionneurs
n’ayant que 2 états ON/OFF. Les actionneurs sont une résistance chauffante, un hu-
midificateur et un condenseur. Des correcteurs prédictifs MIQP ont aussi été appliqués
à la gestion d’une centrale solaire thermodynamique [Vasallo et Bravo , 2016], d’une
maison intelligente avec production photovoltaïque [Killian , Zauner et Kozek ,
2018] et un système de climatisation avec un collecteur solaire [Menchinelli et
Bemporad , 2008]. Les variables binaires sont les signaux de commande des pompes,
valves, ou convertisseurs tout ou rien, qui permettent de gérer les flux d’énergies entre
les unités de production, de consommation ou de stockage de l’énergie. Des variables
binaires supplémentaires sont utilisées pour décrire des états, telle une unité de sto-
ckage (batterie) pleine ou vide. Cette approche MPC/MIQP a également été étudiée
dans le domaine du véhicule autonome pour générer des trajectoires du véhicule sous
la contrainte de règles logiques de conduites (distance de sécurité par rapport aux
autres véhicules, voie de circulation pour les routes à plusieurs voies...) définies par
des variables binaires [Qian et al., 2016].
Pour résoudre ces problèmes d’optimisation MIQP, plusieurs solveurs sont dispo-
nibles. CPLEX, GUROBI et MOSEK sont des solveurs MIQP qui nécessitent une
licence commerciale, mais proposent une licence gratuite pour une utilisation dans un
contexte académique.

Implémentation et simulation de la commande prédictive

Pour valider la commande prédictive MIQP, un modèle non linéaire du robot
PiSaRo3 (section 4.4.1) est synthétisé avec la boite à outils Simulink Simscape Mul-
tibody™. Ce logiciel permet de décrire graphiquement un système à plusieurs corps
avec des blocs représentant des solides, des liaisons et des forces. Les équations de
mouvement correspondantes à la description sont alors formulées et résolues par le
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logiciel.
Le problème d’optimisation de la commande MPC (4.78) a lui été formulé avec
Yalmip, une boîte à outils logicielle pour l’optimisation développée par J. Löfberg
[Löfberg , 2004]. Le code matlab correspondant est fourni dans l’annexe C. Une fois
le problème MIQP décrit, le solveur GUROBI est utilisé pour le résoudre. Il est un
des solveurs présentant les meilleures performances en termes de temps de calcul.
Concernant le réglage des matrices de pondération du correcteur, un poids r identique
est affecté individuellement à la commande de chaque propulseur. Aucun propulseur
n’est à privilégier par rapport à un autre : les 4 actionneurs sont considérés identiques,
découplés et tous nécessaires afin de pouvoir générer un torseur d’effort quelconque
sur la plateforme. Les poids de la matrice diagonale de pondération Q du RPC sont
choisis grands pour imposer une déviation faible de la pose du RPC et ainsi un retour
rapide à l’équilibre statique. Le réglage final des poids

{
qy, qz, qθ

}
sur les déviations

suivant chaque degré de liberté est affiné en simulation. Les paramètres retenus pour
les pondérations et la taille de l’horizon de prédiction sont listés dans le tableau 4.3.

Tableau 4.3 – Paramètres du correcteur MPC

Paramètre Valeur Paramètre Valeur
r 0.1 Ts 0.01 s{

qy, qz, qθ

}
{10, 40, 10} N 40

On considère une perturbation transitoire de la pose du PiSaRo3 ayant pour consé-
quence d’exciter ses modes oscillants/vibratoires. Pour simuler simplement cette per-
turbation dans le simulateur, la pose initiale de la plateforme à l’instant t = 0 s est
déviée de sa pose à l’équilibre.
Les résultats de simulation montrent que le correcteur prédictif MPC MIQP est apte
à amortir activement les oscillations de la plateforme avec l’action des propulseurs
embarqués. La réponse temporelle de la déviation de pose de la plateforme est donnée
dans la Figure 4.16 pour la boucle fermée avec le correcteur prédictif (MPC) et pour
la boucle ouverte avec la réponse libre du système (BO). Les commandes binaires des
électrovannes des propulseurs à air comprimé sont tracées dans la Figure 4.17b. On
constate l’efficacité de la formulation MIQP : le nombre de commutations des vannes
entre l’état fermé et ouvert pendant la stabilisation est fortement réduit par rapport
à la commande PWM.

4.5.4 Comparaison avec le correcteur multi-étapes (simulation)
On compare la performance du correcteur prédictif MIQP et du correcteur multi-

étapes utilisant la modulation (PWM) proposé section 4.3.2. Les critères de perfor-
mance utilisés pour évaluer le rejet d’une perturbation impulsionnelle sont :

— le temps d’amortissement Td des oscillations de la plateforme ;
— le taux en % de réduction de l’erreur RMS sur la pose ;
—
∫
|ui|, l’air comprimé total consommé pour rejeter la perturbation ;

— Ns, le nombre de commutations des électrovannes des propulseurs ;
Le temps d’amortissement Td est défini comme le temps nécessaire à l’amplitude des
oscillations pour atteindre et s’installer dans la bande des ± 1 mm ou ± 5 mrad
autour de la pose d’équilibre. Les ratios d’amélioration sont calculés avec l’erreur
quadratique moyenne (RMS en %) par rapport à la réponse en boucle ouverte pour
chaque composante du vecteur de déviation x = [yδ zδ θδ]

T. Enfin, la quantité d’air
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total consommé pour stabiliser le système est évaluée avec le temps d’ouverture total
des électrovannes.
Les résultats de l’évaluation ont été résumés dans le tableau 4.4.

Correcteur Ns
∫
|ui|

Td [s] Amélioration
y z θ y z θ

PWM 386 2360 3.944 1.844 2.418 36% 58% 25%
MPC 40 348 1.104 1.081 0.797 40% 60% 38%

Tableau 4.4 – Comparaison des critères de performance du rejet de per-
turbations pour les deux stratégies de commande.
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Figure 4.16 – Résultats de simulation : positions yδ, zδ et orientation
θδ de la plateforme en réponse à une perturbation impulsionnelle pour les

deux stratégies de commande

Le correcteur prédictif (MPC) a un temps d’amortissement un peu plus rapide suivant
les trois degrés de liberté, comme le montre la Figure 4.16, comparé au correcteur
multi-étapes. Pour rappel, le correcteur multi-étapes utilise les propulseurs pour ap-
pliquer un torseur d’effort en rétroaction proportionnel à la vitesse cartésienne de la
plateforme. Ensuite, une modulation PWM est utilisée pour générer la poussée va-
riable requise sur chaque propulseur afin d’obtenir le torseur d’effort désiré.
Le correcteur MPC MIQP réalise surtout l’amortissement en consommant 7 fois moins
d’air comprimé que l’autre stratégie. Ce critère est très important lorsque le réservoir
d’air est embarqué sur la plateforme du robot. De plus, le nombre de commutations
est réduit (9 fois moins) par rapport à l’approche PWM. En commutant moins, la
stabilisation active par l’action des propulseurs est plus silencieuse. Les signaux de
commande tout ou rien des quatre propulseurs à air comprimé sont représentés sur
la Figure 4.17 pour les deux stratégies.
Néanmoins, le temps de résolution du problème d’optimisation MIQP à chaque pas
d’échantillonnage est de deux ordres de grandeur supérieurs à la période d’échan-
tillonnage du système (0.01 s) en simulation su PC. Malgré l’usage de GUROBI, l’un
des solveurs MIQP les plus performants, l’implémentation de cette commande pré-
dictive en temps réel sur une plateforme de calcul embarquée sur le PiSaRo4 n’est
pas envisageable en l’état actuel.
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Figure 4.17 – Résultats de simulation : signaux de commande des élec-
trovannes pour les deux stratégies de commandes.

4.6 Conclusion
Deux commandes ont été proposées afin d’amortir les oscillations de la plateforme

d’un RPC en utilisant des actionneurs embarqués tout ou rien.
La première stratégie est une commande en trois étapes : 1/ calcul d’un torseur
d’effort de rétroaction proportionnel à la vitesse, 2/ allocation des poussées corres-
pondantes pour chaque propulseur, 3/ modulation PWM de la commande binaire des
électrovannes pour obtenir les poussées désirées.
La seconde stratégie est une allocation prédictive qui stabilise le système en résolvant
un problème d’optimisation MIQP. La formulation MIQP permet d’intégrer explici-
tement la nature binaire de la commande des électrovannes.
Les deux stratégies de commande sont validées et comparées en simulation. On note
que la stratégie prédictive MPC MIQP donne de meilleurs résultats sur divers as-
pects : rejet plus efficace des perturbations, commutations moins nombreuses des
électrovannes et consommation d’air réduite. En réduisant le nombre et la fréquence
des commutations, on favorise l’établissement du flux de l’air et ainsi la poussée des
propulseurs. De plus, cette stratégie prévient l’usure mécanique des vannes et aug-
mente leur longévité. Mais le temps de résolution conséquent du problème MIQP ne
permet pas encore une implantation temps réel de cette commande sur un robot.
Les propulseurs à air comprimé ont ainsi été évalués sur le robot PiSaRo3 exclu-
sivement avec la commande en trois étapes. Les expériences ont validé leur usage
comme actionneur embarqué sur un RPC pour améliorer la dynamique de rejet de
perturbations. Néanmoins, l’usage d’électrovannes rapides tout ou rien complexifie
la synthèse d’une commande optimale. Le circuit pneumatique (compresseur, filtre,
accumulateur...) est encombrant et complexifie le système robotique. Finalement, la
poussée limitée avec une pression standard de 6 bar et le bruit engendré par la com-
mutation rapide des électrovannes sont également des inconvénients notables de ce
type d’actionneur.





91

Chapitre 5

Amélioration de la dynamique
des RPC avec des propulseurs à
hélices

Dans ce chapitre, l’association de câbles et de propulseurs à hélice est étudiée
pour améliorer la dynamique d’un RPC lors d’un suivi de trajectoire. Comme men-
tionné précédemment, l’utilisation de longs câbles élastiques réduit la bande passante
de l’actionnement par câbles [Robinson et al., 1999] : plus l’élasticité du câble est
importante, plus la quantité de câbles à enrouler est importante pour générer un ef-
fort donné. Comme la vitesse des enrouleurs est bornée, plus la quantité de câbles à
enrouler est importante, plus le temps d’établissement de l’effort est long.
L’addition de propulseurs générant des efforts de plus faible amplitude, mais avec un
temps de réponse plus rapide que ceux des enrouleurs, peut résoudre ce problème
et améliorer la bande passante des efforts commandables. Ainsi, il est envisageable
d’améliorer la bande passante du suivi de trajectoire, en plus de la réjection de per-
turbation.

Contrairement au chapitre précédent où seuls les propulseurs étaient utilisés pour
stabiliser le CDPR à l’équilibre, ici les efforts doivent être répartis entre deux types
hétérogènes d’actionneurs redondants. La commande prédictive est de nouveau uti-
lisée pour résoudre le problème d’allocation. Cette commande permet en effet de
prendre en compte explicitement les saturations distinctes de chaque actionneur et
leur redondance. En outre, le formalisme MPC permet aussi de considérer des dyna-
miques différentes pour les deux types d’actionnement.
La faisabilité et les performances de ce concept d’actionnement hybride sont évaluées
dans ce chapitre sur un RPC plan, nommé PiSaRo4. Celui-ci dispose de 4 hélices
actionnées par des moteurs synchrones triphasés sans balais autopilotés, issus de la
technologie des drones. Une comparaison sera réalisée avec le robot PiSaRo3, introduit
précédemment qui utilise des propulseurs à air comprimé.

5.1 Suivi de trajectoire à un degré de liberté

5.1.1 Descriptif du robot PiSaRo4
Le PiSaRo4 est un robot à câbles plan à 3 DDL avec un actionnement redondant

comprenant 3 enrouleurs de câbles et 4 propulseurs à hélice.
Dans une première étude, le déplacement du RPC est restreint à 1 DDL pour sim-
plifier le problème : la translation verticale. Pour contraindre ce mouvement selon la
direction z, les 3 points d’attache des câbles sont choisis tels que les 3 câbles soient
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verticaux et parallèles (Fig. 5.1). De plus, le même signal de commande est envoyé
simultanément aux 3 enrouleurs résultant en un enroulement simultané des 3 câbles
émulant un câble équivalent unique.
Les propulseurs sont commandés par paire. Le même signal de commande de poussée
tL > 0 est envoyé aux 2 propulseurs inférieurs {1, 2}. La poussée verticale résultante
est alors t+ = 2tL avec t1 = t2 = tL. Respectivement, la poussée verticale résultante
de la paire supérieure {3, 4} est t− = 2tH avec t3 = t4 = tH.

Figure 5.1 – PiSaRo4 : RPC plan actionné par des câbles et des propul-
seurs à hélice.

Le PiSaRo4 est équipé de 4 propulseurs de drones. Malgré leur dénomination, les
contrôleurs électroniques de vitesse (ESC : “electronic speed controller”) disponibles
pour les drones n’asservissent pas la vitesse du moteur. Or, la poussée est directement
proportionnelle au carré de la vitesse des moteurs entraînant l’hélice. Pour contrôler
correctement la force, il est donc nécessaire de contrôler correctement la vitesse.
Pour ce faire, une boucle externe rapide d’asservissement de la vitesse de rotation a
été développée au sein de l’équipe en utilisant les données de télémétrie temps réel dis-
ponibles sur l’ESC (code source disponible à l’adresse https://github.com/jacqu/
teensyshot). Le correcteur PID utilisé dans cette boucle d’asservissement a été réglé
pour obtenir une réponse indicielle ayant la forme d’un premier ordre de constante
de temps Tprop = 0.035 s.
La plus faible vitesse que peut réguler l’ESC est 1250 tr.min−1, donnant une pous-
sée minimale de tmin = 0.02 N. La poussée maximale d’un propulseur est de 6.7 N,
limitée à tmax =3.8 N (i.e 15000 tr/min sur chaque moteur de la paire) durant les ex-
périences par mesure de sécurité. La disposition symétrique des propulseurs à poussée
unilatérale sur la plateforme maximise l’espace des torseurs d’effort faisables, mais
également assure une force résultante nulle lorsque tous les propulseurs sont à leur
vitesse minimale.
Les enrouleurs sont actionnés par des servomoteurs Dynamixel XM540-W150™. Ceux-
ci intègrent un variateur et peuvent être asservis en position, vitesse ou couple. Leur

https://github.com/jacqu/teensyshot
https://github.com/jacqu/teensyshot
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réponse peut être réglée avec les coefficients de correcteurs PID internes. Ils peuvent
atteindre une vitesse maximale de 53 tr.min−1, soit une vitesse maximale d’enroule-
ment l̇2max = 0.2631 m s−1 avec le rayon des poulies utilisé sur le PiSaRo4. Ces moteurs
sont une évolution des Dynamixel XM430™, utilisés sur le PiSaRo3. Disposant d’un
couple 2 fois plus important, l’utilisation des XM540-W150™a permis d’augmenter
d’un facteur similaire le rayon des poulies du PiSaRo4 et d’atteindre une vitesse
d’enroulement plus grande pour une même gamme de tension des câbles. La vitesse
maximale d’enroulement du câble pour le PiSaRo3 était limitée à l̇2max = 0.1492 m s−1.
Comme pour le PiSaRo3, la position et l’orientation du PiSaRo4 sont mesurées par
une caméra à 500Hz qui détecte quatre LED montées sur la plateforme. L’ensemble
des communications et des calculs sont réalisés par un micro-ordinateur embarqué
Raspberry Pi 4, qui exécute un code généré au moyen de la boîte à outils Simulink
Coder™ et la boite à outils RPIt [Gangloff , 2020] développée dans l’équipe (voir
description du PiSaRo3 en section 4.4.1 pour plus d’information).
Finalement, grâce à l’utilisation d’une structure en fibre de carbone et polymère, la
masse du PiSaRo4 est réduite à 2.55 kg. On notera qu’un ressort a été inséré entre
l’extrémité des câbles et leur point d’attache (Fig. 5.1) pour émuler la raideur de longs
câbles. La hauteur de plafond limité d’un environnement d’intérieur en laboratoire
ne permet pas de reproduire les longueurs de câbles d’un robot de grande échelle ou
opérant sur un immeuble.

5.1.2 Modèle dynamique du système
Le PiSaRo4 et le PiSaRo3 dans leur configuration à un DDL sont schématisés

dans la Figure 5.2. On représente par t+ et t− la poussée de chacune des deux paires
de propulseurs en fonction de la direction de leur poussée.

Figure 5.2 – Schéma du RPC à un degré de liberté

D’après (3.63), l’équation dynamique décrivant la pose x de la plateforme du RPC
est :

M(x)ẍ + G(x) =
[
Wcx Wax

] [τττ
t

]
(5.1)
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La matrice des efforts Wax pour le vecteur de poussée t = [t+ t−]T est ici simplement :

Wax = [1 − 1] (5.2)

tandis que la matrice des efforts du câble est :

Wcx = −(guc1) = 1 (5.3)

Avec une pose x définie par la position verticale z de la plateforme, le modèle dyna-
mique est donc :

mz̈ + mg = [1 1 − 1]

 τ
t+

t−

 (5.4)

avec τ = k(l2) (l1 − l2) + fc
(
l̇1 − l̇2

)
, la tension du câble.

Le ressort, en série avec le câble, possède une raideur faible par rapport à k(l2)
pour émuler un câble de grande longueur. On peut donc approcher la raideur de
l’ensemble câble+ressort par la raideur kr du ressort seul. Notons également que la
longueur géométrique l1 du câble est l1 = ||A1B1|| = −z, puisque la position de la
nacelle est z < 0.
La tension du câble peut être mise sous la forme :

τ = kr (−z − l2) + fc
(
−ż − l̇2

)
(5.5)

A partir de ce modèle dynamique, on peut établir un modèle linéaire de la dyna-
mique du RPC autour d’un point d’équilibre statique défini par le vecteur [z, ż, l̇2]T =
[ze, 0, 0]T. Le modèle linéaire est :

m z̈δ = t+ − t− − kr (zδ + l2δ
)− fc

(
żδ + l̇2

)
(5.6)

avec :
— zδ = z − ze, la position relative de la plateforme ;
— l2δ

= l − l2e , la longueur libre relative du câble, avec la longueur à l’équilibre l2e

obtenue en résolvant l’équation de la statique ;
— m, la masse de la plateforme ;
— g, l’accélération de la pesanteur ;
— fc, le coefficient d’amortissement du câble ;
— t+, la poussée exercée sur la plateforme dans la direction positive de l’axe z par

la paire de propulseurs {1, 2}, avec t+ = 2tL et tL = t1 = t2 ;
— t−, la poussée exercée respectivement dans la direction négative de l’axe z avec

t− = 2tH et tH = t3 = t4.

La représentation d’état correspondante à ce modèle linéaire, avec l̇2 la commande en
vitesse de l’enrouleur, s’écrit donc :żδ

z̈δ

l̇2

 =

 0 1 0
− kr

m − fc
m − kr

m
0 0 0

zδ

żδ

l2δ

+

 0 0 0
1
m − 1

m − fc
m

0 0 1

t+

t−

l̇2

 (5.7)
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Modèle dynamique de l’enrouleur

La dynamique de l’enrouleur et sa vitesse maximale limitent la bande passante
des efforts commandables sur la plateforme. Elles influencent ainsi les performances
dynamiques du robot.
La poulie de l’enrouleur est montée sur un moteur Dynamixel™ qui possède une
boucle interne d’asservissement numérique PID de sa vitesse. Cette boucle assure une
erreur statique nulle entre la consigne de vitesse et la vitesse effective d’enroulement
l̇2. Un système du second ordre de gain statique unitaire modélise alors la réponse de
l’enrouleur à une consigne de vitesse l̇∗2 :

l̇2(s) =
ω2

n
s2 + 2ξωns + ω2

n
l̇∗2 (s) (5.8)

où ωn est la pulsation propre et ξ, le coefficient d’amortissement.

La vitesse maximale d’enroulement du câble l̇2max , exprimée en mètre par seconde,
est donnée par le produit de la vitesse angulaire maximale du moteur et du rayon
de la poulie. Cette vitesse maximale définit la contrainte de saturation d’entrée de
l’enrouleur :

− l̇2max ≤ l̇∗2 ≤ l̇2max (5.9)

Modèle dynamique des propulseurs

Comme mentionné dans la description du PiSaRo4 (section 5.1.1), les gains du
correcteur PID de la boucle de vitesse du moteur portant l’hélice ont été réglés afin
d’obtenir une réponse indicielle ayant la forme d’un premier ordre. Le modèle dyna-
mique du propulseur à hélice est un premier ordre :

t(s) =
1

1 + Tprops
t∗(s) (5.10)

où Tprop est la constante de temps entre la consigne t∗ et la poussée effective du pro-
pulseur t.

Pour le PiSaRo3 qui utilise des jets d’air comprimé, on considère, vu la dynamique
très rapide de l’établissement du flux d’air (temps de montée 200 µs), que la poussée
est instantanée par rapport à la dynamique en effort des enrouleurs.
Pour les deux types de propulseurs, la poussée maximale en Newton, tmax, est évaluée
sur un banc de test équipé d’un capteur d’effort. La contrainte de saturation de ces
actionneurs unidirectionnels est ainsi :

0 ≤ t∗ ≤ tmax (5.11)

Modèle dynamique complet du système

En combinant le modèle linéaire de la dynamique de la plateforme (5.6) avec ceux
des propulseurs et de l’enrouleur, la représentation d’état du modèle dynamique du
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PiSaRo4 s’écrit :
żδ

z̈δ

ṫ+
ṫ−

l̇2
l̈2...
l 2

 =


0 1 0 0 0 0 0

−kr
m

− fc
m

1
m

−1
m

−kr
m

− fc
m 0

0 0 − 1
Tprop

0 0 0 0

0 0 0 − 1
Tprop

0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 −ω2

n −2ξωn




zδ

żδ

t+
t−
l2δ

l̇2
l̈2

+


0 0 0
0 0 0
1

Tprop
0 0

1
Tprop

0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 ω2

n


[

t+
∗

t−
∗

l̇∗2

]

(5.12)

tel que 0 ≤ ti∗ ≤ tmax, i =+,− (5.13)
−l̇2max ≤ l̇∗2 ≤ l̇2max (5.14)

ou sous une forme compacte incluant la contrainte de saturation de l’entrée :

ẋ = Ax+ Bu (5.15a)

tel que
[

0
−l̇2max

]
≤ u ≤

[
tmax

l̇2max

]
(5.15b)

avec respectivement pour vecteur d’état et vecteur des entrées :

x =
[
zδ żδ t+ t− l2δ

l̇2 l̈2
]T , u =

[
t+

∗
t−

∗
l̇∗2
]T (5.16)

On notera que si une des deux poussées n’est pas mesurée, le système n’est pas
observable. En raison de la dimension non nulle du noyau de l’application linéaire qui
donne la force résultante des poussées sur la plateforme Wcx : (t+, t−) → f = t+− t−,
il existe un jeu infini de poussées {t+, t−} donnant une même force f sur la plateforme.
Sans la mesure de l’une des deux poussées, il est impossible de lever l’indétermination.
Cette affirmation est aisément vérifiée en étudiant le rang de la matrice d’observabi-
lité du système.

On considère donc par la suite une représentation d’état différente du système, qui
inclut dans son vecteur d’état la résultante f des poussées et place des poussées :

żδ

z̈δ

ḟ
l̇2
l̈2...
l 2

 =


0 1 0 0 0 0

−kr
m

− fc
m

1
m

−kr
m

− fc
m 0

0 0 − 1
Tprop

0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −ω2

n −2ξωn




zδ

żδ

f
l2δ

l̇2
l̈2

+


0 0 0
0 0 0
1

Tprop
− 1

Tprop
0

0 0 0
0 0 0
0 0 ω2

n


[

t+
∗

t−
∗

l̇∗2

]
(5.17)

tel que 0 ≤ ti∗ ≤ tmax, i =+,− (5.18)
−l̇2max ≤ l̇∗2 ≤ l̇2max (5.19)

Cette nouvelle écriture est uniquement possible si tous les propulseurs ont la même
dynamique. Avec cette représentation, le système est observable sans nécessiter la me-
sure d’une des poussées. La mesure de la position seule de la plateforme y = zδ = Cx
suffit pour que le système soit observable. Cette affirmation est confirmée par le rang
plein de la matrice d’observabilité correspondante.

La représentation d’état du PiSaRo3 est une version simplifiée du modèle (5.17) du
PiSaRo4. Le temps de réponse des propulseurs à air comprimé étant considéré ins-
tantané, les entrées de poussée (t+, t−) sont directement additionnées à l’accélération
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de la plateforme z̈δ. La représentation d’état, combinant uniquement la dynamique
du RPC et d’un enrouleur, s’écrit sous une forme :

ẋ = Ax+ Bu (5.20a)

tel que
[

0
−l̇2max

]
≤ u ≤

[
tmax

l̇2max

]
(5.20b)

avec respectivement pour vecteur d’état et vecteur des entrées :

x =
[
zδ żδ l2δ

l̇2 l̈2
]T , u =

[
t+ t− l̇∗2

]T (5.21)

5.1.3 Identification des paramètres du modèle
Les valeurs des paramètres mécaniques de la plateforme sont identifiées séparé-

ment de ceux des actionneurs. D’après l’équation dynamique (5.6), le robot avec son
enrouleur bloqué (l̇2δ

= 0) est équivalent à un oscillateur amorti d’équation différen-
tielle :

mz̈δ = −krzδ − fc żδ (5.22)

Sa fonction de transfert du second ordre dans le domaine de Laplace, en présence
d’une force externe u, est :

z(s)
u(s)

=
1
m

s2 + fc
m s + kr

m

(5.23)

où les caractéristiques de sa réponse temporelle en fonction des paramètres méca-
niques du modèle sont :

ω0 =

√
kr

m
et ξ0 =

fc

2
√

m kr
(5.24)

Pour identifier ces paramètres, la masse du robot m est mesurée préalablement grâce
à une balance. Ensuite, à partir de la pulsation propre ω0 et du coefficient d’amor-
tissement ξ0 de la réponse libre du système, on déduit la raideur kr de l’ensemble
câble+ressort et le coefficient de friction fc.
La position z du système au cours de sa réponse libre est acquise expérimentalement
après avoir écarté manuellement la plateforme de sa position d’équilibre, puis l’avoir
relâchée. Le mouvement oscillatoire résultant est acquis par la caméra rapide. Cette
réponse temporelle est tracée en rouge sur la Figure 5.3.
Pour estimer au mieux la pulsation propre et le coefficient d’amortissement de cette
réponse, un modèle du second ordre avec 2 pôles et sans zéro, qui minimise l’erreur
entre la sortie du modèle et la réponse libre mesurée est identifiée (fonction tfest de
la boite à outils Matlab™, System Identification). La sortie du modèle identifié et la
sortie mesurée sur le système sont données sur la Figure 5.3.
Les valeurs obtenues pour les paramètres mécaniques m, kr et fc sont données dans
le Tableau 5.1 pour le PiSaRo4 et 3.

De manière similaire, les paramètres du second ordre caractérisant la dynamique
des enrouleurs (section 5.1.2) sont identifiés à partir de la réponse de leur servomo-
teur à un échelon de vitesse. La vitesse effective du moteur est obtenue en dérivant
la position mesurée par son codeur incrémental.
Sur le PiSaRo4, la dynamique des enrouleurs correspond à un second ordre de pulsa-
tion propre ωn = 32.4 rad s−1 et de coefficient d’amortissement ξ = 0.78 s−1 :
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Figure 5.3 – Réponse temporelle de la position du robot : mesure expé-
rimentale (en rouge) et sortie du modèle (en orange).

l̇2(s) =
ω2

n
s2 + 2ξωns + ω2

n
l̇∗2 (s) (5.25)

La vitesse maximale d’enroulement du câble est l̇2max = 0.2631 m s−1 pour le rayon de
la poulie et la vitesse maximale sans charge du moteur de 53 tr.min−1.
Sur le PiSaRo3, où une autre gamme de servomoteurs et des poulies de rayon plus
petit sont utilisées, la pulsation propre est estimée à ωn=30.5 rad s−1 et le coefficient
d’amortissement à ξ = 0.8 s−1. La vitesse maximale est l̇2max = 0.1492 m s−1.

Pour finir, la constante de temps Tprop du modèle du premier ordre (5.10) décri-
vant la réponse du propulseur à hélice est également identifiée à partir de sa réponse
indicielle. La réponse du propulseur à une consigne de poussée est mesurée par un
capteur d’effort sur un banc de test. La mesure directe du temps de réponse à 5%,
t5% = 0.105 s, fournit une constante de temps estimée Tprop = t5%

3 = 0.035 s.

Tous les paramètres du modèle complet, incluant la plateforme et les actionneurs,
sont résumés dans le tableau 5.1.

Paramètres m kr fc ωn ξ Tprop

Unités kg N m−1 N m−1 s rad s−1 s−1 s

PiSaRo 3 4.2 75 1.5 30.5 0.8 -
PiSaRo 4 2.55 70 2 32.4 0.78 0.035

Tableau 5.1 – Paramètres du modèle dynamique identifiés

5.1.4 Synthèse de la commande prédictive
L’objectif du correcteur prédictif est de faire converger la position de la plateforme

zδ vers une référence, en distribuant la commande entre l’enrouleur et les propulseurs
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en fonction de leurs dynamiques et saturations respectives. Le correcteur prédictif
doit donc résoudre le problème d’allocation de commande (”control allocation”).
Pour atteindre cet objectif, une séquence optimale de commandes U = [u0 . . . uNu−1]
est calculée pour le système à temps échantillonné, telle que l’erreur de suivi de la
référence et la norme de la commande soient minimisées. Le problème d’optimisation
correspondant, incluant les saturations des actionneurs, est décrit par :

min
U

[
N−1

∑
k=0

∥yk − yre f ∥2
Q +

Nu−1

∑
k=0

∥uk − ure f ∥2
R

]
(5.26a)

tel que xk+1 = ATxk + BTuk, yk = Cxk (5.26b)[
0

−l̇2max

]
≤ uk ≤

[
tmax

l̇2max

]
, k = 0, . . . , Nu − 1 (5.26c)

où :
— yk est le vecteur des sorties du système à asservir, ici la pose de la plateforme

zδ ;
— yre f = zδre f et ure f = [t+re f

∗ t−re f
∗ l̇∗2re f

]T sont respectivement la référence de
position et la commande du système désirée en régime permanent ;

— Q ≥ 0, R > 0 sont deux matrices de pondération, respectivement de l’erreur de
suivi de la référence et de la norme de la commande, avec la notation ∥v∥2

Q =

vTQv ;
— xk est le vecteur d’état à temps discret, {AT, BT} sont respectivement les ma-

trices d’état et d’entrée du modèle complet du PiSaRo (5.17) discrétisé à la
période d’échantillonnage Ts avec un bloqueur d’ordre 0 sur l’entrée ;

— l̇2max et tmax sont les saturations d’entrées de l’enrouleur et des propulseurs.

La résolution de ce problème d’optimisation nécessite au préalable de déterminer la
valeur de référence de la commande ure f pour le régime permanent caractérisé par
y = yre f .
L’introduction de ure f dans la fonction de coût doit garantir que la fonction de coût est
minimale quand le régime permanent désiré est atteint. Si la fonction de coût n’est pas
minimale pour le régime permanent {yre f , ure f }, alors la commande optimale calculée
générera une erreur statique.
Dans le cas présent, la commande ure f = [t+re f

∗ t−re f
∗ l̇∗2re f

]T est une des solutions du
système (5.17) à l’équilibre statique pour la position zδre f :

kr

(
−zδre f − l2δ re f

)
+ t+re f

∗ − t−re f
∗
= 0 (5.27)

avec 0 ≤ ti
re f

∗ ≤ tmax, i =+,−

Dû à la redondance des actionneurs, il existe une infinité de solutions pour ure f .
Cependant, la volonté de minimiser l’énergie consommée à l’équilibre amène à choisir
une solution avec une poussée nulle des propulseurs, i.e [t+re f t−re f ]

T = 0. Les propulseurs
sont donc inactifs à l’équilibre et la sustentation du RPC est assurée par le câble seul.
Le choix de piloter les enrouleurs en vitesse 1 a pour conséquence d’avoir une vitesse
d’enroulement du câble, nulle à l’équilibre l̇∗2re f

= 0, indépendamment de la longueur

1. Cette idée relève du même concept, généralisé en commande prédictive, privilégiant l’utilisation
d’incréments de commande dans la formulation du problème plutôt que la commande elle-même.
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libre, l2δ re f , solution de (5.27). Ainsi, nous obtenons ure f = 0, quelle que soit la
référence de position zδre f .
La fonction de coût du problème d’optimisation (5.26) devient alors :

min
U

[
N−1

∑
k=0

∥zδk − zδre f ∥
2
Q
+

Nu−1

∑
k=0

∥uk∥2
R

]
(5.28)

Pour une erreur statique nulle, outre une fonction de coût minimale pour le régime
permanent désiré, il faut que le modèle prédise correctement la sortie du système réel.
La prédiction par le modèle doit être correcte, malgré l’écart inévitable avec le sys-
tème dû aux incertitudes et à la présence de perturbations. Dit autrement [Rossiter ,
2003], lorsque le système réel atteint un équilibre zδ = zδre f avec u = 0, le modèle
doit, pour u = 0, prédire une sortie zδk égale à zδre f sur l’horizon.
Pour le garantir, une méthode communément utilisée est d’augmenter le modèle du
système avec des perturbations constantes. Les perturbations constantes estiment et
prédisent l’écart entre le modèle et le système. Elles sont modélisées par des intégra-
teurs dans le modèle d’état augmenté. L’état du système augmenté avec les pertur-
bations est alors estimé par un observateur.
Dans notre cas, le modèle du système discret comprend déjà un intégrateur. En négli-
geant la dynamique de la boucle de vitesse de l’enrouleur pour simplifier la démons-
tration, le modèle du système à temps discret (5.26b) peut se mettre sous la forme
suivante : {

x̃(k + 1) = ÃT x̃(k) + B̃T u(k) + b̃T l2δ
(k)

l2δ
(k + 1) = l2δ

(k) + Ts l̇∗2 (k)
(5.29)

où l’état l2δ
a été isolé, x̃ représentant les autres états du système dont sa position.

En considérant cette équation en régime permanent (l̇∗2 = 0), on constate que l2δ
est

semblable à une perturbation d’entrée constante influant sur l’état du système via le
vecteur b̃T.
Un asservissement avec erreur statique nulle peut donc être obtenu sans augmenter
le modèle du robot avec une perturbation additionnelle en utilisant l’estimation de
l̂2δ

fournie par un observateur, au lieu de la longueur libre mesurée du câble l2δ
dans

le problème d’optimisation (5.26). Toutes les perturbations externes et incertitudes
de modèle seront intégrées dans la longueur libre estimée du câble. Cette grandeur
estimée peut donc être différente de la longueur réelle l2δ

(voir [Maeder , Borrelli 
et Morari , 2009] pour la formalisation de cette approche).

Le schéma complet de commande est représenté sur la figure 5.4. Un filtre de Kalman
sert d’observateur pour estimer les états du système, dont la longueur libre du câble
l̂2δ

. La seule mesure en entrée de l’observateur est la position de la plateforme zδ.
Cette mesure est suffisante pour vérifier le critère d’observabilité du système (voir fin
de la section 5.1.2). La mesure de position est acquise avec la caméra rapide fixe qui
est pointée vers la plateforme du robot.
Le filtre de Kalman et le correcteur prédictif sont implémentés en utilisant la boite
à outils Model Predictive Control de Matlab™ et l’environnement de simulation Si-
mulink™. Le code C correspondant est obtenu par la génération automatique de
code de Simulink et la boîte à outils RPIt développée dans l’équipe. Ce code source
est téléversé, puis compilé et exécuté sur l’ordinateur embarqué du robot. La pé-
riode d’échantillonnage utilisée pour les expérimentations sur le PiSaRo3 et 4 est
Ts = 30 ms.
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Figure 5.4 – Schéma-bloc de l’implémentation du MPC pour la com-
mande des robots PiSaRo3 et 4.

Ajustement des paramètres du correcteur prédictif

Dans la fonction de coût (5.26a), l’horizon de prédiction N est choisi tel que le
produit NTs soit au moins égal au temps de réponse désiré en boucle fermée. L’ho-
rizon de commande Nu est généralement choisi court et plus petit que l’horizon de
prédiction N pour réduire la taille et complexité du problème d’optimisation.

La matrice de pondération Q est ici un scalaire, car seule la position verticale
est asservie. La matrice R est choisie diagonale avec une pondération différente pour
l’enrouleur, rt, et les propulseurs, rl̇2 , afin de pouvoir régler indépendamment leur
contribution au suivi de trajectoire :

Q = qz et R =

rt 0 0
0 rt 0
0 0 rl̇2

 (5.30)

Le poids sur l’erreur de position qz est arbitrairement fixé à 1, car seul le ratio entre
ce poids et ceux de la commande influe sur la solution au problème de commande
optimale. L’ajustement initial des poids {rt, rl̇2} sur la norme des commandes est ef-
fectué en simulation.
On notera que le poids rt doit être petit pour ne pas pénaliser la commande des pro-
pulseurs. Ainsi, les propulseurs peuvent contribuer significativement au mouvement
et améliorer la dynamique du suivi de trajectoire par rapport à l’actionnement avec
l’enrouleur seul.
Cependant, il y a un compromis : si ce poids est trop proche de zéro, l’énergie
des propulseurs est vraiment peu pénalisée avec pour conséquence des commandes
de poussées très élevées sans amélioration de la dynamique du robot. La consé-
quence néfaste sur le système est une consommation électrique plus importante et
des propulseurs plus souvent actifs que nécessaire. Pour rappel, l’application don-
nant la force résultante f sur la plateforme en fonction des poussées positives est :
(t+, t−) ∈ (R+, R+) → f = t+ − t−. Donc, tout vecteur de poussée de la forme
[t+ + α, t− + α]T produit une même force sur la plateforme indépendamment du choix
de α. N’importe laquelle de ces solutions peut être sélectionnée au lieu de la solution
de norme minimale, si les consignes de poussées ne sont pas pénalisées dans la fonc-
tion de coût.
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Les valeurs sélectionnées pour les paramètres du correcteur prédictif, ainsi que les
contraintes de saturation d’entrées, ont été résumées dans le Tableau 5.2.

Paramètres N Nu qz rt rl̇2 l̇2max [m s−1] tmax[N]

PiSaRo3 60 8 1 5.10−3 1.10−1 0.1492 2.6
PiSaRo4 40 7 1 5.10−3 1.10−1 0.2631 5.4

Tableau 5.2 – Paramètres de réglage du correcteur prédictif et contraintes
sur la commande

5.1.5 Résultats expérimentaux
Un échelon de position zδre f = 0.1 m, soit un déplacement de la plateforme de

10 cm vers le haut, est choisi comme consigne pour étudier les performances du cor-
recteur. Les réponses comparées sont : i) en boucle ouverte, ii) avec le correcteur
prédictif utilisant l’enrouleur seul, et iii) utilisant l’enrouleur du câble et les propul-
seurs.

Plateforme PiSaRo3 avec propulseurs à air comprimé
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Figure 5.5 – Réponse du RPC PiSaRo3 à un échelon de référence 0.1 m
pour les trois scénarios de commande.

Comparée à la réponse en boucle ouverte (Figure 5.5), la réponse est efficacement
amortie avec la commande prédictive sans propulseur (enrouleurs) ou avec les pro-
pulseurs (enrouleurs+jets d’air). Le dépassement n’excède pas 5% de la valeur finale
souhaitée. L’amélioration notable induite par les propulseurs est un temps de montée
de la réponse réduit (-20% à 0.45 s) comparé au temps de montée avec l’enrouleur
seul (0.56 s).
En termes de temps de réponse, une analyse de la Figure 5.6 montre que le temps de
réponse à 5% est amélioré avec l’action des propulseurs (-28% à t5%=0.7 s) comparé
au temps de réponse avec l’enrouleur seul (0.97 s).
Cependant, le temps de réponse à 2% est, lui, fortement dégradé (+66%). L’observa-
tion de la réponse indicielle met en évidence des oscillations résiduelles sous l’action
des propulseurs à air comprimé, qui dégradent le temps de réponse à 2%.
La commande de poussée des propulseurs (tracé supérieur droit de la Figure 5.7) met
en évidence l’activité des propulseurs au-delà de t =1.5 s et une difficulté à amortir les
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Figure 5.6 – Détail du temps de réponse du PiSaRo3 à l’échelon de
position.
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Figure 5.7 – Signaux de commande : colonne (i) commande avec enrou-
leurs seuls, colonne (ii) combinée avec les propulseurs à air comprimé

petites oscillations résiduelles de la plateforme. L’une des explications possibles est
la difficulté à générer de faibles poussées continues avec des propulseurs commandés
par des valves tout ou rien.
En outre, à l’instant d’apparition de l’échelon de consigne la commande de poussée
atteint sa valeur de saturation maximale de 1.3 N pour la paire de propulseurs 1 et 2.
La poussée positive résultante t+ est alors de 2.6 N et correspond effectivement à la
valeur maximale tmax définie dans les contraintes du problème d’optimisation. Cette
commande fournit ainsi une accélération maximale de la plateforme vers sa nouvelle
position, avant que la poussée ne s’inverse brutalement. C’est un profil très proche de
la commande ”bang-bang”, caractéristique de la solution d’un problème de commande
optimale.
En ce qui concerne la commande de vitesse d’enroulement, elle atteint également sa
valeur de saturation dès l’apparition de l’échelon de consigne (tracés inférieurs de
la Figure 5.7) dans les deux stratégies. On note que dans le cas de l’actionnement
redondant avec les propulseurs (tracé inférieur droit), la vitesse d’enroulement reste
négative sur tout l’horizon. Ainsi, l’enroulement du câble est monotone croissant sans
changement de sens de rotation de l’enrouleur en présence des propulseurs, contrai-
rement au cas où l’enrouleur est seul.
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Tous les signaux de commande respectent les contraintes de saturation des entrées.
Ces contraintes sont matérialisées sur les tracés par les lignes de tirets horizontales.
Finalement, on constate que les signaux de commande tendent tous vers la valeur de
référence en régime permanent, ure f = 0. Ainsi, l’équilibre statique est assuré par la
tension du câble seul avec des propulseurs inactifs.

Plateforme PiSaRo4 avec propulseurs à hélice

Le PiSaRo4 se différencie du PiSaRo3 par l’utilisation de propulseurs électriques
à hélice. Mais son comportement en suivi de consigne se révèle similaire à celui du
PiSaRo3.

-0.5 0 0.5 1 1.5 2

0

0.05

0.1

0.15

Figure 5.8 – Réponse du RPC PiSaRo3 à un échelon de position 0.1 m
pour les trois scénarios de commande.

0 1 2

0

1

2

0 1 2

0

1

2

0 1 2

-0.2

0

0.2

0 1 2

-0.2

0

0.2

Figure 5.9 – Signaux de commande : colonne (i) actionnement avec poulie
seule, colonne (ii) combiné avec les propulseurs à hélice

Le temps de montée de la réponse de la plateforme, en réponse à un échelon de
consigne, est de façon similaire réduit de 20% avec les propulseurs comparé à l’action-
nement avec enrouleur seul (Figure 5.8). Le système asservi est ici aussi correctement
amorti avec ou sans l’action des propulseurs. Les signaux de commande respectent
leurs contraintes et atteignent leur saturation pour une réponse minimisant l’erreur
de position (Figure 5.9).
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Le tracé de la commande de poussée des propulseurs à hélice montre qu’ils sont to-
talement inactifs au bout d’une seconde. Cette commande nulle est corrélée avec une
absence d’oscillations résiduelles de la position de la plateforme sur la fin de l’horizon
de temps. En l’absence de ces oscillations résiduelles, le temps de réponse à 2% est
ici amélioré par rapport au PiSaRo3.

Tous ces résultats sont résumés dans le Tableau 5.3.

Robot Commande t5% [s] t2% [s] Temps de
montée [s]

PiSaRo3 Câble 0.97 1.31 0.56
Câble+propulseurs 0.70 (-28%) 2.18(+66% ) 0.45 (-20%)

PiSaRo4 Câble 0.68 1.27 0.38
Câble+propulseurs 0.75(+10%) 1.22(-4%) 0.30 (-21%)

Tableau 5.3 – Performance en suivi de consigne pour l’actionnement
redondant avec le PiSaRo3 et 4.

Conclusion
Ces premiers résultats expérimentaux valident l’utilisation de propulseurs embar-

qués à air comprimé ou hélice pour améliorer la dynamique d’un RPC. La commande
prédictive est apte à résoudre le problème d’allocation de commande induit par la re-
dondance d’actionnement. Ainsi, le temps de montée de la réponse à une consigne de
position est significativement réduit avec l’utilisation de propulseurs. On note aussi
que l’enroulement du câble est monotone jusqu’à la nouvelle position d’équilibre,
sans inversion du sens de rotation de l’enrouleur. Cependant le temps de réponse
n’est toujours pas amélioré par l’adjonction de propulseurs. Ces premiers résultats
seront étayés dans la section suivante.
En ce qui concerne le choix de la meilleure technologie de propulsion, une comparai-
son directe ne peut pas être établie. En effet, les deux plateformes de test ont des
structures légèrement différentes : rayon et couple maximal des enrouleurs, poids...
Toutefois, une comparaison en simulation est possible sur un même modèle de la pla-
teforme en considérant les temps de réponse et poussées maximales respectives des
propulseurs disponibles.
Ainsi, la Figure 5.10 souligne que les propulseurs à hélice offrent un temps de réponse
en position du RPC un peu plus court que l’air comprimé. La poussée maximale
supérieure des propulseurs à hélice (2.7 N contre 1.3 N) compense donc un temps de
réponse plus long que celui des propulseurs à air comprimé (100 ms contre 2 ms).
Du point de vue pratique, le choix des propulseurs à hélice s’impose par leur coût
modeste (démocratisation du drone), leur poussée continue simple à réguler, leur fa-
cilité d’installation et d’alimentation, comparé au circuit pneumatique complexe des
propulseurs à air comprimé.
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Figure 5.10 – Comparaison normalisée de la réponse du RPC utilisant
deux types de propulseurs en simulation

5.2 Rejet de perturbation : robot plan à deux degrés de
liberté

Embarquer des propulseurs avec un temps de réponse rapide, mais une force de
poussée modérée pour améliorer les performances dynamiques d’un RPC est un nou-
veau concept. Après avoir validé dans la section précédente une amélioration des
performances en suivi de trajectoire, on s’intéresse ici aux performances en réjection
de perturbations.
En raison de la faible raideur des câbles, la plateforme du RPC est sujette à des
modes oscillants peu amortis sous l’effet de perturbations externes. En pratique, la
perturbation externe peut être l’action du vent sur la plateforme, un contact avec
l’environnement ou encore la plateforme équipée d’une pince libérant une charge.
Cette section vise à valider l’amortissement actif de ces vibrations par une commande
prédictive tirant avantage des propulseurs. L’un des objectifs est notamment de dé-
montrer l’intérêt des propulseurs pour amortir les vibrations dans une direction de
l’espace non commandable par les câbles.
L’étude est menée sur un robot plan suspendu à deux degrés de liberté. Les pro-
pulseurs embarqués sont du type propulseur à hélice. Les deux degrés de liberté en
translation sont commandables avec les quatre propulseurs, alors que le câble ne per-
met de commander qu’une seule des translations. Des perturbations sont appliquées
successivement suivant les deux axes de translation pour évaluer l’amortissement actif
des vibrations de la plateforme du RPC.

5.2.1 Modèle du système
Le système expérimental est le PiSaRo4, dans la même configuration que l’étude

précédente. Cependant, les deux degrés de liberté en translation du système sont
considérés dans cette section.
Comme précédemment, les trois enrouleurs sont commandés de manière synchrone
avec la même consigne de vitesse. Les trois câbles parallèles sont donc modélisés par
un seul câble équivalent. Un ressort en série avec les câbles est encore présent pour
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émuler de longs câbles.
A la différence de l’étude précédente, les quatre propulseurs (Figure 5.11) sont dé-
sormais pilotés indépendamment et non plus par paire. Leur disposition géométrique
permet de générer une force dans une direction quelconque du plan (et un moment
autour d’un axe normal au plan). En particulier, pour une position d’équilibre de
la plateforme, la combinaison de leurs poussées permet de générer une force dans la
direction verticale z, commandable avec le câble et dans la direction y non comman-
dable avec le câble.
Comme le montrent les équations du modèle linéaire, le PiSaRo4 est équivalent à un
pendule élastique dans cette configuration, représenté dans la Figure 5.12. On notera
que les petites oscillations du système autour de l’axe x n’ont pas été contrôlées et
sont amorties passivement par le système.
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Batteries

Enrouleur 2
Marqueur
Lumineux

Micro-ordinateur
Embarqué

Enrouleur 1 Enrouleur 3

z

yCâble élastique
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Propulseur 2
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Propulseur 1

t1

Propulseur 4

Figure 5.11 – Plateforme expérimentale PiSaRo4
avec propulseurs de drone embarqués

Soit x = [y, z]T, la position dans le plan du centre de gravité G de la plateforme
du robot. La matrice des efforts appliqués par le câble équivalent, Wc, est définie en
(3.25) par le vecteur directeur du câble. Ainsi, d’après la Figure 5.12, la matrice Wc
a pour expression :

Wc(x) = −gu1 = −
gOG
∥OG∥ (5.31)

=
1√

y2 + z2

[
−y
−z

]
(5.32)

Similairement, la matrice d’effort des propulseurs, Wa, est fonction des vecteurs di-
recteurs de leur poussée. L’orientation de la plateforme étant constante, cette matrice
d’effort est ici la matrice de configuration constante des propulseurs Aa (3.59) :

Wa(x) = Aa (5.33)
=
[gua1

gua2
gua3

gua4
]

(5.34)
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avec, guai, le vecteur directeur de la poussée ti.
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Figure 5.12 – Modèle équivalent du robot PiSaRo4 : le pendule élastique

A la vue de la disposition symétrique et de l’orientation des propulseurs α = π
4

représentées sur la Figure 5.12, on aboutit à l’expression :

Aa =

[
− 1√

2
1√
2

1√
2

− 1√
2

− 1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

]
=

1√
2

[
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1

]
(5.35)

Un frottement visqueux fc entre le robot et son environnement est introduit pour
tenir compte de l’amortissement naturel du système. L’équation dynamique de la pla-
teforme du robot avec deux degrés de liberté en translation est alors d’après (3.113) :[

m 0
0 m

] [
ÿ
z̈

]
+ fc

[
ẏ
ż

]
+

[
0

mg

]
=
[
Wa Wc

] [ t
τττ

]
(5.36)

où t = [t1 t2 t3 t4]
T est le vecteur de poussée des quatre propulseurs embarqués et τ

la tension du câble. Cette tension s’écrit :

τ = kr (l1(x)− l2) (5.37)

avec une élongation donnée par la différence entre la longueur libre l2 du câble, mo-
difiée par l’enrouleur, et sa longueur géométrique l1(x) =

√
y2 + z2.

En substituant les matrices d’effort par leur expression (5.31) et (5.35), la dynamique
de la plateforme s’écrit finalement :

m
[

ÿ
z̈

]
+ fc

[
ẏ
ż

]
+

[
0

mg

]
=

Aa

−y√
y2+z2

−z√
y2+z2

 [ t
kr

(√
y2 + z2 − l2

)] (5.38)

Modèle linéaire complet du RPC à deux degrés de liberté
Pour la synthèse de la commande prédictive, un modèle linéaire est calculé au

voisinage d’un point d’équilibre statique [y, z]T = [0, ze]T.
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On définit yδ, zδ et l2δ
, respectivement la position horizontale et verticale de la pla-

teforme, ainsi que la longueur libre du câble par rapport à l’état d’équilibre :

yδ = y, zδ = z − ze, l2δ
= l2 − l2e (5.39)

La longueur à vide du câble l2e est totalement définie par la position verticale à
l’équilibre ze de la plateforme d’après l’équilibre statique du robot :

mg = kr (l1e − l2e) = kr

(√
z2

e − l2e

)
= kr (−ze − l2e) (5.40)

avec ze < 0, considérant que le robot évolue sous son point d’attache.

Le modèle dynamique de la pose de la plateforme au voisinage de l’équilibre est
obtenu par un développement en série de Taylor au premier ordre de (5.38). Détaillé
dans l’annexe D, ce développement aboutit au modèle linéaire suivant :[

m 0
0 m

] [
ÿδ

z̈δ

]
+ fc

[
ẏδ

żδ

]
+ kr

[
1 + l2e

ze
0

0 1

] [
yδ

zδ

]
= −kr

[
0
1

]
l2δ

+ Aat (5.41)

Ces équations dynamiques sont respectivement l’équation dynamique du pendule pour
la grandeur yδ et l’équation du système masse-ressort pour la grandeur zδ. Ce sont
deux oscillateurs harmoniques, qui sont couplés par la poussée des propulseurs au
travers de la matrice de configuration Aa.

Le modèle linéaire complet du système est obtenu en associant la dynamique de
la plateforme (5.41) et la dynamique des actionneurs ci-dessous : ṫ

l̈2...
l2

 =

 −1
Tprop

I 0 0
0 0 1
0 −ω2

n −2ξωn


 t

l̇2
l̈2

+

 1
Tprop

I 0
0 0
0 ω2

n

 [t∗

l̇∗2

]
(5.42a)

[
0

−l̇2max

]
≤
[

t∗

l̇2∗

]
≤
[

tmax

l̇2max

]
(5.42b)

Les vecteurs d’état et d’entrée du modèle dynamique complet (5.41)-(5.42a) sont alors
respectivement :

x =
[
zδ yδ żδ ẏδ tT l2δ

l̇2 l̈2
]T , u =

[
t∗T l̇∗2

]T (5.43)

5.2.2 Synthèse de la commande prédictive
Les objectifs du correcteur prédictif et sa synthèse sont similaires au cas du robot

à un degré de liberté présenté dans la section 5.1.4. Les seules différences notables
sont la dimension du vecteur de sortie à réguler, deux degrés de liberté au lieu de un,
et la dimension du vecteur des entrées avec quatre poussées de propulseurs au lieu de
deux.



110 Chapitre 5. Évaluation des propulseurs à hélice

Ainsi, la séquence de commandes optimale U = [u0 . . . uNu−1] est calculée pour mini-
miser l’erreur de pose de la plateforme et la norme de la commande :

min
U

[
N−1

∑
k=0

∥xk − xre f ∥2
Q +

Nu−1

∑
k=0

∥uk∥2
R

]
(5.44a)

tel que xk+1 = ATxk + BTuk, yk = xk = Cxk (5.44b)[
0

−l̇2max

]
≤ uk ≤

[
tmax

l̇2max

]
, k = 0, . . . , Nu − 1 (5.44c)

où :
— xk = yk = [yδk zδk]

T est la pose de la plateforme du robot à l’instant d’échan-
tillonnage k de l’horizon d’optimisation ;

— uk = [tk
∗T

l̇∗2k
]T = [t∗1k

t∗2k
t∗3k

t∗4k
l̇∗2k
]T est le vecteur de commande des poussées

des propulseurs et de vitesse de l’enrouleur ;
— AT et BT sont respectivement les matrices d’état et d’entrée du modèle com-

plet à deux degrés de liberté (5.41)-(5.42a), après discrétisation à la période
d’échantillonnage Ts avec un bloqueur d’ordre 0 sur l’entrée ;

— Q ≥ 0 et R > 0 sont respectivement les matrices diagonales de pondération de
l’erreur de pose et de la norme de la commande. Les scalaires {rt, rl̇2} permettent
de pénaliser indépendamment la contribution des propulseurs et de l’enrouleur
au déplacement de la plateforme :

Q =

[
qy 0
0 qz

]
R =

[
rt I4×4 0

0 rl̇2

]
(5.45)

Deux correcteurs prédictifs sont synthétisés : l’un pour le robot actionné par le câble
seul et l’autre pour le robot actionné par le câble et les propulseurs. Ces deux cor-
recteurs permettront de comparer précisément l’apport des propulseurs embarqués.
Leurs paramètres et les pondérations sont ajustés selon la procédure décrite pour le
cas à un degré de liberté. Les paramètres pour ces deux correcteurs prédictifs sont
présentés dans le Tableau 5.4.

MPC N Nu qy,z rt rl̇2 l̇2max [m s−1] tmax[N]

Câble 40 7 1 - 0,04 0,263 -
Câble et 40 7 1 0,005 0,05 0,263 3,81Propulseurs

Tableau 5.4 – Paramètres de réglage du correcteur prédictif pour le sys-
tème actionné par i) le câble seul et ii) le câble et les propulseurs

Les correcteurs prédictifs sont implémentés en utilisant la génération de code C de
Simulink™, la boîte à outils Model Predictive Control de Matlab™ et la boîte à outils
RPIt interne à l’équipe. La période d’échantillonnage est Ts = 30 ms.
La position [y z]T de la plateforme est mesurée par une caméra rapide externe. Cette
position est utilisée par un observateur pour reconstruire l’état complet du système,
conformément au schéma de la Figure 5.4.
La commande optimale u0 à appliquer en entrée des actionneurs est alors calculée
sur la base de l’état courant reconstruit et de la référence de position.
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5.2.3 Résultats expérimentaux

Suivi de trajectoire suivant l’axe vertical

Afin de confirmer les résultats obtenus dans le cas 1 DDL, un échelon de consigne
zδre f = 0.1m est utilisé pour évaluer les performances en suivi de trajectoire du sys-
tème à 2 DDL et quatre propulseurs indépendants.

Comparée à la réponse en boucle ouverte (boucle ouverte), la réponse à cette consigne
de position est fortement amortie avec les deux stratégies d’actionnement : câble seul
(enrouleurs) et câble+propulseurs (enrouleurs+propulseurs). L’efficacité de cet amor-
tissement actif est visible sur le tracé supérieur de la Figure 5.13.
Les deux autres tracés représentent le profil temporel des signaux de commande des
actionneurs. On retrouve pour la commande des poussées un profil similaire à celui de
l’étude avec un seul degré de liberté. Les propulseurs supérieurs sont actifs au même
instant pour une force résultante verticale négative, bien qu’ici les 4 propulseurs soient
pilotés individuellement et non par paire.
Les contraintes introduites par la saturation des actionneurs sont respectées par le
correcteur : les signaux de commande restent entre leurs limites représentées par les
lignes horizontales de tirets noirs. Ces limites sont atteintes comme on l’attend d’une
commande optimale.
Le temps de réponse à 5% est similaire pour les deux stratégies. Il est à peine plus
court pour l’actionnement câble+propulseur comparé à l’actionnement par le câble
seul (voir Tableau 5.5). Il faut remarquer que le temps de passage d’un état d’équi-
libre (pose constante et u = 0) à un autre état d’équilibre est borné par la vitesse
maximale d’enroulement du câble avec l’enrouleur. Cependant, le temps de montée
(de 10% à 90%) est réduit de 39% passante de 0.41 à 0.25s, quand les propulseurs
sont actifs simultanément avec l’enrouleur du câble.
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Figure 5.13 – Suivi d’une référence de position suivant l’axe z :
i) câble seul et ii) câble et propulseurs à hélice
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Actionnement Temps de réponse [s] Temps de montée [s]
Câble 0.70 0.41

Câble et Propulseurs 0.65(−7 %) 0.25(−39 %)

Tableau 5.5 – Performance du suivi de référence
selon la direction verticale z

Actionnement Temps du pic[s] Amplitude du pic [m]
Boucle ouverte 0.59 0.142

Câble 0.47(−20 %) 0.072 (−49 %)
Câble et Propulseurs 0.35(−40 %) 0.049(−65 %)

Tableau 5.6 – Performance du rejet de perturbation
selon l’axe vertical z

Rejet de perturbation suivant l’axe vertical

Pour évaluer le rejet de perturbation, une perturbation constante est appliquée
suivant l’axe z en libérant un lest de 750 g suspendu à la plateforme. Le lest est libéré
brusquement en coupant le fil qui l’attache à la plateforme.
Comme indiqué sur le tracé supérieur de la Figure 5.14, la perturbation sur la position
est rapidement éliminée et mieux amortie avec la contribution des propulseurs. On
note que le dépassement par rapport à la position d’équilibre est considérablement
réduit : l’amplitude maximale de l’oscillation avec les propulseurs actifs est réduite
de 65% en comparaison avec la réponse libre (”open-loop”) et de 32% en comparaison
avec la réponse où l’actionnement est limité au câble seul. De plus, l’amplitude du
pic maximal survient à t = 0.35 s avec l’action combinée du câble et des propulseurs
comparée à 0.45 s lors de l’action seule du câble. La perturbation est donc plus rapi-
dement rejetée. Ces résultats sont reportés dans le Tableau 5.6.
L’étude du profil temporel de la commande de l’enrouleur, lorsque celui-ci est utilisé
seul, est caractéristique d’une commande optimale. Le signal de commande atteint
successivement sa borne de saturation maximale puis minimale (voir courbe (enrou-
leurs) sur le tracé inférieur de la Figure 5.14).
Toutefois, le rejet de perturbation est meilleur lorsque la dynamique rapide des pro-
pulseurs entre en jeu. Dans ce cas, on constate que leurs poussées saturent (courbe
du milieu) alors que dans le même temps la saturation de la vitesse de l’enrouleur
du câble est évitée (courbe enrouleurs+propulseurs du tracé inférieur de la Figure
5.14). De plus, cette vitesse d’enroulement est exclusivement positive, traduisant un
déroulement croissant monotone du câble au cours du temps. Ainsi, on constate que
les propulseurs sont privilégiés par la commande prédictive pour rejeter le transitoire
rapide lors de l’apparition d’une perturbation, pendant que les câbles compensent
progressivement la perturbation en régime permanent.

Rejet de perturbation suivant l’axe horizontal

Le rejet d’une perturbation impulsionnelle, appliquée à la plateforme pendant une
durée de 0.6 s suivant l’axe horizontal y, est ici étudié. Cette perturbation est générée
en commandant simultanément une poussée d’1 N sur les propulseurs 2 et 3, situés
sur le bord droit de la plateforme.
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Figure 5.14 – Rejet de perturbation suivant l’axe z :
i) câble seul et ii) câble et propulseurs à hélice

Au voisinage du point d’équilibre statique, la position de la plateforme n’est pas
commandable dans la direction horizontale avec l’enrouleur du câble. Ainsi, la réponse
du système à la perturbation ne peut pas être amortie par l’enrouleur. Elle est similaire
à la réponse libre naturellement peu amortie du système (courbe boucle ouverte du
tracé supérieur de la Figure 5.15). Sur le même tracé, cependant, le régime oscillatoire
est efficacement atténué par l’utilisation des propulseurs. Quelle que soit la pose de
la plateforme, la configuration des propulseurs permet de générer un torseur d’effort
dans toutes les directions du plan (tracé du milieu de la Figure 5.15).
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Figure 5.15 – Rejet de perturbation sur PiSaRo4 suivant l’axe y sous
l’action des propulseurs seuls

L’amplitude maximale de l’oscillation suivant l’axe y est ainsi réduite de 64% avec
les propulseurs comparée aux autres scénarios (Tableau 5.7).
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Actionnement Temps du pic [s] Amplitude du pic [m]
Boucle ouverte / Câble 0.98 0.107

Propulseurs 0.68 (−31 %) 0.038 (−64 %)

Tableau 5.7 – Performance du rejet de perturbation suivant l’axe y

5.3 Conclusion
Dans ce chapitre, les performances d’un RPC embarquant sur sa plateforme des

propulseurs ont été évaluées. Ces actionneurs sont caractérisés par une dynamique
rapide, permettant de créer un effort moindre que les enrouleurs, mais avec un temps
de réponse plus court que ceux-ci.
Les premiers résultats de suivi de trajectoire avec la plateforme du robot ont mon-
tré des performances proches pour les deux propulseurs candidats : le propulseur à
hélice et le propulseur à air comprimé. Les propulseurs à hélice ont un temps de ré-
ponse plus long, mais compensent avec une poussée maximale plus importante par
rapport aux propulseurs à air comprimé. Surtout, les propulseurs à hélice ont un coût
moindre, sont plus simples à alimenter, à commander, et plus sûrs à l’usage que leurs
équivalents à air comprimé. Ces derniers impliquent un gaz à haute pression et une
modulation de la commande binaire de valves électromagnétiques tout ou rien.
Un robot plan suspendu, actionné par quatre propulseurs à hélice et un câble, a été
construit pour évaluer expérimentalement l’amélioration de la dynamique des RPC
avec une commande prédictive et des actionneurs redondants.
En combinant l’action des enrouleurs et des propulseurs rapides, les performances
de suivi de trajectoire sont améliorées : le temps de montée est plus court et l’en-
roulement du câble est régulier sans inversion du sens de rotation des enrouleurs. Le
rejet de perturbation est également significativement amélioré en comparaison à un
actionnement avec câbles seuls : l’atténuation est plus rapide et l’amplitude maximale
de la perturbation sur la position du RPC est réduite.
Un intérêt supplémentaire des propulseurs a été mis en évidence dans ce chapitre :
suivant leur disposition sur la plateforme, ils permettent de stabiliser le robot selon
des degrés de liberté du robot non commandables par les enrouleurs.
La commande prédictive offre une solution efficace au problème d’allocation posé par
ces actionneurs redondants, en équilibrant leur contribution à la commande tout en
tenant compte de leurs bandes passantes et saturations respectives.
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Chapitre 6

Conclusion

6.1 Synthèse

Les robots parallèles à câbles présentent des atouts par rapport aux robots paral-
lèles à corps rigides : rapidité, légèreté, coût de construction plus faible, modularité
et plus grand espace de travail.
Néanmoins, les câbles, qui remplacent les corps rigides sur un robot parallèle clas-
sique, sont des éléments déformables et flexibles.
Une première limitation qu’ils introduisent est leur élasticité qui réduit la raideur de
l’ensemble du robot et induit des oscillations de la plateforme sous l’effet de pertur-
bations externes.
Une seconde limitation est la réduction de la bande passante des actionneurs due à
l’élasticité des longs câbles : plus l’élasticité du câble est importante, plus la quantité
de câble à enrouler est importante pour générer un même effort.
Les câbles présentent une contrainte : ils ne peuvent exercer qu’une force de traction.
Il faut donc garantir la positivité des tensions des différents câbles pour conserver la
commandabilité de la pose de la plateforme du RPC.
Pour contrer ces limitations introduites par les câbles, on a proposé d’embarquer sur
la plateforme des actionneurs avec une dynamique plus rapide que celle des enrouleurs
des câbles dans le but d’améliorer les performances du RPC en rejet de perturbations
et suivi de trajectoire.

Dans cette optique, un état de l’art des différents actionneurs à embarquer a été
dressé. Les critères de sélection ont été définis comme tels : légèreté et compacité,
capacité à générer des torseurs d’effort persistants pour s’opposer aux perturbations
externes et une bande passante en effort supérieure à celle des enrouleurs des câbles.
Une comparaison entre les différents actionneurs a restreint le choix à deux candi-
dats : les propulseurs à air comprimé et les propulseurs à hélice utilisés sur les drones.

Afin d’évaluer chaque actionneur embarqué dans le but d’améliorer la dynamique
d’un RPC, le modèle dynamique d’un RPC incluant la dynamique des enrouleurs et
des actionneurs embarqués a été établi au chapitre 3. Un modèle linéarisé du robot
y est évalué analytiquement autour d’une position d’équilibre pour développer des
stratégies de commande linéaire. Le modèle d’un robot plan en configuration suspen-
due, utilisé durant cette thèse pour la validation expérimentale, est également détaillé.

Les propulseurs à air comprimé ont été les premiers candidats évalués. Pour me-
ner les expérimentations, un RPC a été construit : le PiSaRo3. Des électrovannes
tout ou rien rapides ont été placées sur sa plateforme pour commander la force géné-
rée par ce type de propulseurs. Bien que ces actionneurs soient rapides, ils présentent
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deux limitations : (i) la force de poussée est limitée car liée à la pression et au débit
maximal du compresseur et (ii) le mode d’actionnement tout rien (binaire) nécessite
une modulation en largeur d’impulsion (PWM) du signal de commande, pour générer
des poussées d’amplitude variable.
Dans le chapitre 4, deux stratégies de commande ont été détaillées et comparées, pour
éliminer les oscillations d’un RPC et ainsi valider l’utilisation des propulseurs embar-
qués à air comprimé. La première stratégie de commande a consisté en une allocation
directe et une modulation PWM. D’abord, un torseur d’effort à appliquer par l’en-
semble des propulseurs, en rétroaction de la vitesse de la plateforme, est synthétisé
pour amortir les oscillations. Ensuite, l’allocation avec les contraintes de saturation
de ces générateurs de forces unilatérales est traitée. Les poussées en sortie du bloc
d’allocation, sont alors modulées en un signal binaire des électrovannes tout ou rien
commandant l’écoulement de l’air comprimé et ainsi les poussées effectives.
Cette stratégie de stabilisation active a été validée expérimentalement sur le PiSaRo3
et une preuve de stabilité par le théorème de Lyapunov a été développée.
Une deuxième stratégie s’est axée sur la commande prédictive. La solution au pro-
blème d’amortissement actif des oscillations et d’allocation des propulseurs redon-
dants est traitée en un seul problème d’optimisation avec nombres entiers, qui intègre
directement la contrainte binaire de l’entrée des actionneurs.
En comparant ces deux stratégies, l’allocation prédictive minimise le nombre de com-
mutations, favorisant l’établissement du flux de l’air et ainsi de la poussée. Elle permet
de meilleurs résultats : erreur moyenne de position et consommation d’air comprimé
réduites. Néanmoins, le temps de résolution actuel du problème d’optimisation avec
nombres entiers est incompatible avec une implémentation temps réel sur le proto-
type. Les expérimentations menées sur le PiSaRo3 ont mises en évidence la faible
poussée des propulseurs que l’on peut atteindre avec une pression industrielle stan-
dard de 6 bar. Aussi, ces actionneurs se sont révélés complexes à mettre en oeuvre de
par la nature tout ou rien de la commande des électrovannes et le circuit pneumatique
associé.

Dans le chapitre 5, la validité de l’utilisation de propulseurs à hélice de drone a été
évaluée pour améliorer la dynamique du RPC. Un robot plan suspendu expérimental
a été construit pour les expérimentations : le PiSaRo4.
Une commande prédictive, utilisant l’action combinée des enrouleurs et des action-
neurs embarqués, est proposée pour améliorer le suivi d’une trajectoire. La commande
prend en compte la redondance d’actionnement ainsi que les bandes passantes et satu-
rations respectivement des enrouleurs des câbles et des actionneurs embarqués. Pour
garantir une erreur statique nulle (”offset-free model predictive control”), les enrou-
leurs sont commandés en vitesse d’enroulement et un observateur estime la longueur
libre des câbles. Cette longueur estimée intègre les incertitudes de modèle et les ef-
fets des perturbations pour faire correspondre la sortie du modèle aux mesures sur le
système réel. Les expérimentations sur le PiSaRo4 restreint à 1 DDL ont démontré
que les propulseurs à hélice améliorent la dynamique de suivi de trajectoire, en com-
paraison avec l’utilisation des enrouleurs seuls. Le temps de montée vers la nouvelle
pose de la plateforme est réduit. De plus, la commande des enrouleurs ne change pas
de signe, évitant toute inversion de leur sens de rotation pendant le déplacement.
Une fois l’amélioration du suivi de trajectoire d’un RPC avec l’utilisation des pro-
pulseurs à hélice validée, on s’est intéressé à la réjection de perturbation. D’après
les expérimentations sur un robot à deux degrés de liberté, le rejet de perturbation
(effort externe sur la plateforme) est amélioré en utilisant les propulseurs à hélice de
drone. On note une meilleure et plus rapide atténuation des oscillations de la pose de
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la plateforme : l’amplitude maximale du premier pic est nettement réduite et arrive
plus tôt avec l’action conjointe des propulseurs et des câbles.
Dans le cas où la perturbation, s’exerce dans une direction non commandable par les
câbles, l’expérimentation a révélé que les propulseurs seuls permettent également de
rejeter efficacement les oscillations induites par la perturbation.

Au travers de cette thèse, l’utilisation de deux types d’actionneurs embarqués a été
validée avec deux prototypes de robots. Des stratégies de commande linéaire, dont
la commande prédictive, ont été synthétisées pour optimiser la distribution de la
commande entre les divers modes d’actionnement (câbles et propulseurs) afin de po-
sitionner la plateforme d’un RPC. Des expérimentations concluantes ont été menées
démontrant l’intérêt des propulseurs embarqués pour améliorer la dynamique globale
des RPC, aussi bien en rejet de perturbations que de suivi de trajectoire.

6.2 Perspectives
La poursuite des travaux menés dans cette thèse peut suivre différents chemi-

nements. Une perspective du travail est la prise en compte des non-linéarités du
modèle dynamique du RPC pour améliorer les performances du suivi de trajectoire
sur tout l’espace de travail. Certes, l’usage d’un modèle linéarisé autour d’un point
point d’équilibre a permis de concevoir une commande prédictive linéaire et ainsi va-
lider l’implantation des propulseurs sur la plateforme. Cependant, cette commande
linéaire limite les résultats au voisinage du point d’équilibre considéré.
Une commande prédictive non-linéaire (NMPC) est un candidat naturel pour tenir
compte des non-linéarités du modèle sur l’espace de travail. Parmi les sources de
non-linéarités, on mentionnera la matrice de rotation définissant l’orientation de la
plateforme ou la raideur des câbles qui varie en fonction de leur longueur et donc de
la pose de la plateforme. Une telle commande NMPC est pertinente pour le PiSaRo4
qui, doté des propulseurs à hélices embarqués et de trois poulies, peut être comman-
dable suivant ses trois degrés de liberté dans le plan. Ce travail a déjà été entamé en
simulation avec ACADO [Houska et al., 2009 ; Houska , Ferreau et Diehl , 2011],
un outil logiciel permettant de décrire un problème NMPC et de générer le code
C du solveur correspondant. L’objectif de ce suivi prédictif est d’étendre les déplace-
ments du RPC à des trajectoires dynamiques et rapides présentant des discontinuités,
telles que des dessins de fresques ou formes géométriques. Ces trajectoires exciteront
d’autant plus les modes oscillants du RPC et montreront d’autant plus l’intérêt des
actionneurs embarqués rapides.
D’autres commandes sont envisageables si l’on veut éviter une commande NMPC : la
commande prédictive linéaire à paramètres variants (LPV) [Besselmann , Lofberg 
et Morari , 2012 ; Åkesson et Hagander , 2003], ou basée sur une linéarisation suc-
cessive du modèle [Zhakatayev et al., 2017 ; Cannon , Ng et Kouvaritakis , 2009]
pour s’adapter au modèle du RPC dans l’espace de travail.

Une autre perspective de ce travail est le développement d’un nouveau concept de
robots : un manipulateur aérien à suspension élastique. Lors des validations expé-
rimentales, le PiSaRo4 a été utilisé en configuration suspendue restreinte à un seul
câble. Les propulseurs à hélice embarqués ont permis non seulement de rejeter les
perturbations, mais également de modifier la pose de la plateforme du RPC selon
tous les degrés de liberté dans le plan. Alors, pourquoi augmenter l’encombrement et
complexifier le système en ajoutant des câbles et enrouleurs supplémentaires ?
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La plateforme équipée de ses propulseurs est équivalente à un manipulateur aérien.
L’introduction du câble est en réponse à l’une des limitations fortes des manipula-
teurs aériens. En effet, bien qu’ils ont beaucoup d’atouts (un grand espace de travail
et des dynamiques rapides), l’autonomie des batteries embarquées reste très limitée.
En compensant la gravité, le câble permet d’augmenter l’autonomie et de soulever
des charges plus importantes avec le manipulateur.
Dans le prolongement de cette thèse, [Yiğit et al., 2021] et al. ont développé au
sein d’ICube ce concept robotique, où un drone omnidirectionnel est suspendu à un
porteur par un câble élastique. Le porteur peut être une structure fixe ou une grue
permettant de déplacer le point d’ancrage (voir Figure 6.1). Des premiers résultats ex-
périmentaux ont démontré que cette architecture permet d’atteindre des dynamiques
rapides avec une précision millimétrique et une consommation énergétique réduite.
La simplicité d’installation et la structure d’un tel manipulateur permettent d’envisa-
ger son usage pour des applications diverses telles la peinture de fresque ou l’inspection
de barrages par exemple.

Figure 6.1 – Manipulateur aérien avec une suspension élastique [Yiğit 
et al., 2021]
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Annexe A

Linéarisation de la dynamique
du RPC

A.1 Suivant x

Sachant que le torseur d’efforts wtotx comprend à la fois le torseur des câbles et
des actionneurs embarqués, on a donc :
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(A.1)

Pour le torseur exercé par les câbles, d’après l’équation (3.51) :
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En substituant l’expression de τττ (3.8), on obtient :
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Le torseur produit par les actionneurs embarqués est linéarisé autour de la position
d’équilibre xe. D’après (3.64) :
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On a donc :
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A.2 Suivant l2δ :
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On simplifie l’expression :
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[l1(xe)− l2e ] =
∂

∂l2



kc
l21

. . . 0 . . . 0
... . . . 0 . . .

...
0 . . . kc

l2i
. . . 0

... . . . . . .
. . . ...

0 . . . 0 . . . kc
l2nc


|l2=l2e

[l1(xe)− l2e ]︸ ︷︷ ︸
v

=



− kc

l2
21

. . . 0 . . . 0
... . . . 0 . . .

...
0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 . . . 0

 v . . .


0 . . . 0 . . . 0
... . . . 0 . . .

...
0 . . . − kc

l2
2i

. . . 0

0 . . . 0 . . . 0

 v . . .


0 . . . 0 . . . 0
... . . . 0 . . .

...
0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 . . . − kc

l2
2nc

 v



=



− kc
l2
21

[l11(xe)− l2e1
] . . . 0 . . . 0

... . . . . . . . . .
...

0 . . . − kc
l2
2i

[l1i(xe)− l2ei
] . . . 0

... . . . . . .
. . . ...

0 . . . 0 . . . − kc
l2
2nc

[l1nc
(xe)− l2enc

]


|l2=l2e

= − diag−1(l2)|l2=l2e



kc
l21
[l11(xe)− l2e1

] . . . 0 . . . 0
... . . . . . . . . .

...
0 . . . kc

l2i
[l1i(xe)− l2ei

] . . . 0
... . . . . . .

. . . ...
0 . . . 0 . . . kc

l2nc
[l1nc

(xe)− l2enc
]


|l2=l2e

= − diag−1(l2e) diag(τeτeτe)
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Annexe B

Commande prédictive :
problème d’optimisation
quadratique

B.1 Modèle de prédiction
Le modèle de prédiction utilisé est :

xk+1 = Axk + Buk (B.1)

où xk et uk sont respectivement l’état et l’entrée du système à l’instant k. A l’instant
d’échantillonnage k, connaissant le vecteur d’état courant x0|k = xk, le contrôleur
utilise le modèle discret pour prédire les états futurs sur N pas d’échantillonnage. Ce
nombre de pas d’échantillonnage est appelé un horizon de prédiction.

Le vecteur d’état et le vecteur d’entrée prédits à l’instant d’échantillonage k + i sont
notés xi|k et ui|k où i est le nombre de pas d’échantillonnage après l’instant k. La
séquence d’états futurs est prédite sur l’horizon de prédiction N avec les relations :

x0|k = xk

x1|k = xk+1 = Axk + Buk = Ax0|k + Bu0|k

x2|k = xk+2 = Axk+1 + Buk+1 = A2x0|k + ABu0|k + Bu1|k
...

xN|k = xk+N = ANx0|k + AN−1Bu0|k + AN−2Bu1|k + AN−3Bu2|k + . . . + BuN−1|k
(B.2)

On peut rassembler l’écriture de ce vecteur sous forme matricielle et écrire alors
[Cannon , 2016] :

Xk =


I

A
A2

...
AN

xk +



0 0 . . . 0

B 0 . . . 0

AB B
. . . ...

...
... . . . 0

AN−1B AN−2B . . . B


Uk (B.3)



122 Annexe B. Commande prédictive : problème d’optimisation quadratique

avec

Xk =


x0|k
x1|k

...
xN|k

 , Uk =


u0|k
u1|k

...
uN−1|k

 (B.4)

Pour la suite, on introduit les matrices M1N et C1N telles que :

M1N =


A
A2

...
AN

 , C1N =


B 0 . . . 0

AB B
. . . ...

...
... . . . 0

AN−1B AN−2B . . . B

 (B.5)

On peut écrire alors :

Xk =

[
I

M1N

]
xk +

[
0

C1N

]
Uk (B.6)

B.2 Fonction de coût quadratique
La fonction de coût objectif est en général exprimée sous forme quadratique. La

commande prédictive vise à minimiser la fonction de coût prédite à chaque instant
dépendamment des séquences d’état et d’entrée. Une fonction de coût classique qui
amène l’état du système à l’origine se présente sous la forme :

J(xk, Uk) =
N

∑
i=0

(
∥xi|k∥2

Q + ∥ui|k∥2
R
)

(B.7)

avec ||x||2Q = xTQx la norme euclidienne pondérée, Q ≥ 0 et R > 0 des matrices de
pondérations.

En introduisant un coût terminal, on obtient :

J(xk, Uk) =
N−1

∑
i=0

(
∥xi|k∥2

Q + ∥ui|k∥2
R
)
+ ∥xN|k∥2

P (B.8)

On notera qu’aucun terme de la fonction J ne dépend du terme uN|k et que l’on peut
donc l’omettre. On peut réécrire la fonction de coût en fonction des matrices C et
M calculées précédemment. Celle ci s’exprime ainsi uniquement en fonction de l’état
courant et la séquence de commandes futures Uk :

J(xk, Uk) = UT
k HUk + 2xT

k FTUk + xT
k Gxk (B.9)

tel que :

Q =


Q 0 . . . 0

0
. . . . . . ...

... . . . Q 0
0 . . . 0 P

 R =


R 0 . . . 0

0
. . . . . . ...

... . . . R 0
0 . . . 0 R

 (B.10)

H = CTQC +R G = MTQM+ Q F = CTQM (B.11)
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La séquence de commande optimale qui minimise la fonction de coût à l’instant
d’échantillonnage présent est notée U∗

k , telle que :

U∗
k = argminUk J(xk, Uk) (B.12)

B.3 Intégration des contraintes

B.3.1 Solution non contrainte
En l’absence de contraintes, la solution du problème quadratique est donnée par

le gradient de la fonction coût :

∇J(Uk) = 2HUk + 2Fxk = 0 (B.13)

La fonction coût J s’annule en un minimum vu que H est définie positive ou semi-
définie positive. Si H est inversible, la séquence de commande optimale :

U ∗
k =

[
uT

0|k . . . uT
N−1|k

]T
= −H−1Fxk (B.14)

Si H est singulière (semi-définie positive), la solution optimale est non unique, la
solution particulière de l’équation ∇J = 0 est définie comme :

Uk =
[
uT

0|k . . . uT
N−1|k

]T
= −H†Fxk (B.15)

avec H†, la pseudo-inverse de la matrice H.
Seule la première commande est appliquée à chaque pas d’échantillonnage dans cette
stratégie à horizon glissant, donc.

uk = − [I 0 . . . 0]H−1F︸ ︷︷ ︸
K

xk = −Kxk (B.16)

où K est le gain d’un retour d’état. La commande prédictive dans le cas non contraint
est ainsi équivalente à une commande par retour d’état.

B.3.2 Solution contrainte
L’un des intérêts du correcteur prédictif est d’intégrer directement les contraintes

sur l’entrée ou les états du système :umin
...

umin

 ≤ Uk =

 u0|k
...

uN−1|k

 ≤

umax
...

umax

 , (B.17)


xmin
xmin

...
xmin

 ≤


x1|k
x2|k

...
xN|k

 ≤


xmax
xmax

...
xmax

 (B.18)

On réécrit les contraintes pour les intégrer sous forme de problème de programmation
linéaire contraint [Maciejowski , 2002]. L’équation des contraintes sur la séquence
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de commande devient : [
I

−I

]
Uk ≤

[
1 umax
−1 umin

]
(B.19)

avec 1 = [I . . . I]T une concaténation verticale de matrices identité.

D’après l’équation (B.6), la formulation du modèle linéaire s’exprime sous l’équation :
x1|k
x2|k

...
xN|k

 = M1N xk + C1N Uk (B.20)

On peut réécrire donc les équations de contraintes d’état telles que :[
C1N
−C1N

]
Uk ≤

[
1 xmax
−1 xmin

]
+

[
−M1N
M1N

]
xk (B.21)

On peut exprimer le problème sous forme d’un problème de programmation quadra-
tique contraint [Bemporad , 2019] :

minUk UT
k HUk + 2xT

k FTUk

GUk ≤ W + Sxk

où

G =


I

−I

C1N
−C1N

 , W =


1 umax
−1 umin
1 xmax
−1 xmin

 et S =


0
0

−M1N
M1N

 (B.22)

La séquence de commande optimale U∗
k est alors la solution du problème d’op-

timisation quadratique obtenue en utilisant tout algorithme de résolution (points
intérieurs, ensembles actifs,…).
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Annexe C

Code MATLAB

Le code MATLAB avec l’interface de Yalmip pour l’optimisation quadratique en
nombres entiers du bloc Simulink du correcteur prédictif des vannes tout ou rien pour
le rejet de la perturbation utilisé est le suivant :

1 f unc t i on uout = MPCbinary ( currentx , currentr , t )
2 p e r s i s t e n t C o n t r o l l e r
3

4 i f t == 0
5

6 % Global sampling−time
7 Ts = 0 .01 ;
8

9 % Maximal t h r u s t e r f o r c e
10 tmax= 2 ; %[N]
11

12 % MPC
13 % Def ine data f o r MPC c o n t r o l l e r
14 N = 40 ;
15 Q = diag ( [ 1 0 40 1 0 ] ) ;
16 R = diag ( [ . 1 . 1 . 1 . 1 ] ) ;
17

18 nx = 6 ; % Number o f s t a t e s
19 nu = 4 ; % Number o f inputs
20 ny = 3 ; % Number o f outputs
21

22 Plant=s s (A,B,C,D) ;
23 Gd = c2d ( Plant , Ts ) ;
24 Ad = Gd.A ;
25 Bd = Gd.B ;
26

27 %% P
28 P=Q∗C ;
29 %%
30

31 % Avoid exp l o s i on o f i n t e r n a l l y de f ined v a r i a b l e s in
YALMIP

32 yalmip ( ’ c l e a r ’ )
33

34 % Setup the opt imiza t i on problem
35 u = binvar ( repmat (nu , 1 ,N) , repmat (1 , 1 ,N) ) ;
36 x = sdpvar ( repmat (nx , 1 ,N+1) , repmat (1 , 1 ,N+1) ) ;



126 Annexe C. Code MATLAB

37 r= sdpvar (3 , 1 )
38 % Def ine s imple standard MPC c o n t r o l l e r
39 % Current s t a t e i s known so we r e p l a c e t h i s
40 c o n s t r a i n t s = [ ] ;
41 o b j e c t i v e = 0 ;
42 f o r k = 1 :N
43 o b j e c t i v e =o b j e c t i v e + norm(Q∗(C∗x{k}−r ) ,2 ) + norm(R∗

tmax∗u{k } ,2) ;
44 c o n s t r a i n t s = [ con s t r a i n t s , x{k+1} == Ad∗x{k}+Bd∗tmax

∗u{k } ] ;
45 end
46 o b j e c t i v e = o b j e c t i v e + norm ( (P∗x{N+1}) ,2 ) ;
47 % Def ine an opt imize r ob j e c t which s o l v e s the problem f o r

a p a r t i c u l a r
48 C o n t r o l l e r = opt imize r ( c on s t r a i n t s , ob j e c t i v e , s d p s e t t i n g s (

’ s o l v e r ’ , ’ gurobi ’ ) ,{ x{1} , r } ,u{1}) ;
49 % And use i t here too
50 uout = C o n t r o l l e r {{ currentx , cu r r en t r }} ;
51

52 e l s e
53 % Almost no overhead
54 uout = C o n t r o l l e r {{ currentx , cu r r en t r }} ;
55 end



127

Annexe D

Linéarisation de la dynamique
du RPC contraint à deux degrés
de liberté

D’après (5.38), la dynamique de l’ensemble du RPC plan contraint à deux degrés
de liberté s’écrit :

mp
[

ÿ
z̈

]
+ fc

[
ẏ
ż

]
+
[

0
mp g

]
+

1√
y2 + z2

[[
y
z

]
k(l2)

(√
y2 + z2 − l2

)]
+ Aa t = 0

où :
Aa =

1√
2

[
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1

]
Le point d’équilibre statique x̄ autour duquel la dynamique est linéarisée est :

x̄ = [xT, ẋT, lT
2 , tT]Te = [xe

T, 0T, lT
2e

, 0T]T (D.1)

tel que : xe
T = [0, ze]T.

Les coordonnées du système linéarisé sont définies ainsi :

yδ = y − ye = y, zδ = z − ze, l2δ
= l2 − l2e , tδ = t − te = t (D.2)

La longueur de câble à vide l2e est solution de l’équation dynamique à l’équilibre
statique du robot :

mpg = k(l2e) (l1e − l2e) = k(l2e) (−ze − l2e) (D.3)

On procède à un développement en série de Taylor au premier ordre autour de ce
point pour établir le modèle linéarisé :

f (ÿe + ÿδ, z̈e + z̈δ, ẏe + ẏδ, że + żδ, ye + yδ, ze + zδ, l2e + l2δ, te + tδ) =

f (x̄)︸︷︷︸
0

+
∂ f

∂

[
ÿ
z̈

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

[
ÿδ

z̈δ

]
+

∂ f

∂

[
ẏ
ż

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

[
ẏδ

żδ

]
+

∂ f

∂

[
ÿ
z̈

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

[
ÿδ

z̈δ

]
+

∂ f

∂

[
y
z

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

[
yδ

zδ

]
+

∂ f
∂l2

∣∣∣∣
x̄

l2δ +
∂ f
∂t

∣∣∣∣
x̄

tδ = 0
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Les dérivées partielles suivant les différentes variables de la fonction de la dynamique
du système sont :

∂ f

∂

[
ÿ
z̈

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

= mp

[
1 0
0 1

]
,

∂ f

∂

[
ẏ
ż

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

= fc

[
1 0
0 1

]
(D.4)

∂ f
∂l2

∣∣∣∣
x̄
=

∂

∂l2

(
k(l2)

1√
y2 + z2

[
y
z

] (√
y2 + z2 − l2

))∣∣∣∣∣
x̄

= −
(

k(l2)
1√

y2 + z2

[
y
z

])∣∣∣∣∣
x̄

= −k(l2e)
1√
z2

e

[
0
ze

]
= −k(l2e)

1
−ze

[
0
ze

]
= k(l2e)

[
0
1

]
(D.5)

avec pour rappel ze < 0.

∂ f
∂t

∣∣∣∣
x̄
=

∂

∂t
(−Aa t)|x̄ = −Aa

et

∂ f

∂

[
y
z

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

=
∂

∂

[
y
z

] ( 1√
y2 + z2

[
y
z

]
k(l2)

(√
y2 + z2 − l2

))∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

=
∂

∂

[
y
z

]
k(l2)

[y
z

]
− l2

 y√
y2+z2

z√
y2+z2


∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

= k(l2e)
∂

∂

[
y
z

]
[y

z

]
− l2

 y√
y2+z2

z√
y2+z2


∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

(D.6)

= k(l2e)

[1 0
0 1

]
− l2

 ∂
∂y

y√
y2+z2

∂
∂z

y√
y2+z2

∂
∂y

z√
y2+z2

∂
∂z

z√
y2+z2

∣∣∣∣∣∣
x̄

= k(l2e)

[1 0
0 1

]
− l2

 z2

(y2+z2)
3
2

−yz

(y2+z2)
3
2

−yz

(y2+z2)
3
2

y2

(y2+z2)
3
2



∣∣∣∣∣∣∣
x̄

= k(l2e)

([
1 0
0 1

]
− l2

[
z2

e√
z2

e
0

0 0

])
= k(l2e)

([
1 0
0 1

]
− l2e

[−1
ze

0
0 0

])
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Donc :

∂ f

∂

[
y
z

]
∣∣∣∣∣∣∣∣
x̄

= k(l2e)

[
1 + l2e

ze
0

0 1

]
(D.7)

Le modèle linéarisé autour de la position d’équilibre est :[
mp 0
0 mp

] [
ÿδ

z̈δ

]
+ fc

[
ẏδ

żδ

]
+ k(l2e)

[
1 + l2e

ze
0

0 1

] [
yδ

zδ

]
= k(l2e)

[
0
−1

]
l2δ

+ Aat (D.8)
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 Commande des robots parallèles à câbles avec actionneurs embarqués 

Résumé 
Les robots parallèles à câbles présentent plusieurs avantages par rapport aux robots parallèles classiques. En 
raison de la faible masse des câbles, qui remplacent les corps rigides, la masse à déplacer par le robot est plus 
faible. Par conséquent, ces robots manipulateurs permettent d’atteindre des vitesses et accélérations élevées 
et de couvrir un espace de travail plus important. Les robots parallèles à câbles sont également plus facilement 
reconfigurables et moins coûteux. 
 En contrepartie, la flexibilité des câbles dégrade les performances en termes de précision et de temps 
d’établissement. Il est donc nécessaire d’atténuer les vibrations induites par la faible rigidité de l’effecteur 
actionné par câbles.  
L’élasticité des câbles réduit également la bande passante des efforts qu’ils peuvent transmettre. En effet, plus 
les câbles sont longs ou composés d’un matériau élastique, plus la longueur de câble à enrouler pour générer 
une force donnée est grande. Cette bande passante réduite des enrouleurs des câbles limite les performances 
des robots parallèles à câbles. Elle ne permet pas de rejeter efficacement les vibrations et de suivre des 
trajectoires dynamiques et rapides par l’action seule des enrouleurs des câbles.  
Dans cette thèse, on propose d’embarquer sur la plateforme différents types d’actionneurs additionnels pour 
améliorer la dynamique du robot. Ces actionneurs sont dotés d’une bande passante plus élevée que celle des 
enrouleurs des câbles. Une commande prédictive optimale est proposée pour distribuer à la fois les efforts des 
câbles et des actionneurs embarqués contribuant au mouvement du robot. 
 Des expérimentations, menées sur deux prototypes de robots parallèles à câbles, valident l’approche et 
évaluent les performances de l’amortissement actif des vibrations et du suivi de trajectoire. 
 
Mots-clés : robots parallèles à câbles, actionneurs embarqués, propulseurs, commande prédictive, suivi de 
trajectoire, amortissement actif de vibrations, dynamique de robots manipulateurs. 

 

Résumé en anglais 
Cable-driven parallel robots exhibit many advantages over traditional parallel robots. Due to the low mass of 
the cables, which replace the rigid links, the mass to be moved by the robot is lighter. Therefore, these 
manipulators can reach higher speeds and accelerations and cover larger workspaces. Cable-driven parallel 
robots are also easily scalable and less expensive.  
On the other hand, the flexibility of the cables degrades the performances in terms of precision and settling 
time. Hence, it is necessary to attenuate the vibrations induced by the low rigidity of the end-effector actuated 
by the cables. The elasticity of the cables also reduces the bandwidth of the forces that they can transmit. 
Indeed, the longer the cables made of an elastic material, the greater the required cable length to be wound 
to generate a given force. The reduced cable winches bandwidth hinders the performances of the cable-driven 
parallel robots. It prevents the effectiveness of vibration damping and the tracking of fast and dynamic 
trajectories by the action of the cables only. 
In this thesis, we propose to embed different types of additional actuators on the platform to improve the 
robot dynamics. These actuators have a higher bandwidth compared to the cable winches. An optimal 
predictive control is proposed to distribute both the forces of the cables and the on-board actuators 
contributing to the overall movement of the robot. Experiments are carried out on two prototypes of cable-
driven parallel robots to validate the approach and evaluate the performances of the active vibration damping 
and the trajectory tracking. 
 
Keywords: cable-driven mechanisms, embedded actuators, propellers, predictive control, trajectory tracking, 
active vibration damping, manipulator dynamics. 
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