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Introduction 3

Durant les vingt derniéres années, I'introduction des supercalcula-
teurs vectoriels puis des supercalculateurs paralléles a donné une nou-
velle dimension au calcul scientifique. Des problémes, qui étaient im-
possibles & simuler numériquement, peuvent maintenant étre résolus
efficacement. Mais, bien que ces machines aient de trés grandes ca-
pacités de calculs (plusieurs centaines de millions d’opérations a la se-
conde), elles sont souvent sous-utilisées car les algorithmes de résolution
ne sont pas exprimés de maniére vectorielle ou ne contiennent pas as-
sez de parallélisme. Ainsi, de nombreux travaux restent a réaliser et
actuellement beaucoup d’analystes numériciens recherchent des algo-
rithmes paralléles ou effectuent des modifications sur des méthodes déja
existantes pour une utilisation optimale des ordinateurs paralléles.

Nous nous sommes intéressés dans cette thése & la résolution de
systémes linéaires provenant de la discrétisation par différences finies
d’équations aux dérivées partielles elliptiques sur ordinateurs a archi-
tecture massivement paralléle & parallélisme sur les données (data pa-
rallel). Le modéle d’une telle machine sera pour nous la Connection
Machine (CM-2). Dans ce cas, la méthode du gradient conjugué est,
comme on le verra par la suite dans les expériences numériques, relative-
ment bien adaptée a la CM-2 (ou réciproquement). Introduite en 1952
par Hestenes et Stiefel [HeSt52], cette méthode permet la résolution de
systémes linéaires Az = b dont la matrice A est symétrique définie po-
sitive. Cependant, le G.C n’est pas efficace si les valeurs propres de la
matrice ont des ordres de grandeur trés différents. Par conséquent, nous
avons utilisé la généralisation de cette méthode popularisée par Concus,
Golub et O’Leary [CoGO76] : le gradient conjugué préconditionné.

Le probléme crucial, qui se pose pour 'efficacité de cette méthode,
est celui du choix du préconditionnement. Pour le probleme étudié,
nous possédons aujourd’hui des méthodes extrémement efficaces : la
décomposition de Cholesky incompléte par points ou par blocs, voir
par exemple [CoGMS85]. De plus, ces techniques ont été adaptées a
'utilisation de machines vectorielles [Meur89a), [Meur89b]. Malheureu-
sement, elles sont peu adaptées & une architecture massivement pa-
rallele comme la CM-2, voir notamment [Weil94]. En effet, elles com-
portent toutes a des degrés divers des récurrences par points ou par
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blocs, qui créent des dépendances de données qui font que le degré de
parallélisme disponible est assez faible. Sur la CM-2, il faut donc se
tourner vers d’autres types de préconditionnements. Toutefois il faut
étre conscient du fait que, puisque nous résolvons des problemes ellip-
tiques ol la solution en un point dépend des autres points du domaine,
il y a en quelque sorte antinomie entre parallélisme et efficacité. La solu-
tion "idéale” du point du vue du parallélisme est le préconditionnement
Diagonal, qui n’est certes pas la plus rentable au niveau du gain en nom-
bre d’itérations de la méthode. Des études ont déja été réalisées sur
la recherche de préconditionnements adaptés a la CM-2, voir par ex-
emple [ChKT89], [Tong89], [PeWe92] et [Weil94]. Hélas, les résultats
obtenus n’ont pas considérablement diminuer les temps de résolution
du G.C.P préconditionné par le préconditionnement Diagonal sur la
CM-2. Dans cette thése nous allons montré que 'on peut trouver un
préconditionnement tel que le G.C.P soit beaucoup plus efficace (au
point de vue temps de résolution mais également vitesse de calcul)
qu’avec le préconditionnement Diagonal sur la CM-2. D’autre part,
le G.C préconditionné par la diagonale a déja été comparé a d’autres
méthodes de résolution de systémes linéaires sur la CM-2, notamment
par Mac Bryan [McBr88] et [McBr89] avec les méthodes multigrilles. 11
apparait que pour obtenir de bons résultats avec ce type de méthodes il
faut utiliser des grilles assez fines. Ainsi, les performances atteintes, sur
la CM-2, par le G.C sont supérieures & celles des méthodes multigrilles
grace a son plus grand degré de parallélisme.

Le modéle de progammation (data parallel) de la CM-2 étant tres
restrictif, nous avons dégagé trois types de préconditionnements. La
premiére partie de cette these expose donc des préconditionnements
adaptées a la CM-2, tout d’abord le préconditionnement référence au
niveau du parallélisme : le préconditionnement Diagonal, ensuite des
préconditionnements basés sur des renumérotations Rouge-Noir de pre-
conditionnements déja connus, [ChKT8&9]. Enfin une famille importante
de préconditionnements adaptés a la CM-2 est celle des préconditionne-
ments polynémiaux, déja étudiés par de nombreux auteurs particuliere-
ment [Adam82], [Adam85], [Ashb87], [Ashb91], [AsM092], [CiMPI3],
[ChKT89], [DuGR79), [Freud9], [FrFi92], [HoVBY0], [JoMP83],
[Meur89b), [PeWe92], [Saad85], [Saad87], [Tong89] et [Weil94]. Le
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principe fondamental des préconditionnements polynémiaux est la re-
cherche d’une approximation de |'inverse d’une matrice A par un poly-
nome de degré k en cette matrice F(A). Cette famille de précondi-
tionnements prendra une part trés importante tout au long de cette
thése, notamment les schémas d'évaluation, qui permettent d’éviter
toute forme de remplissage de la matrice Py(A) en n’effectuant que des
produits matrice vecteur. En effet, au lieu d’assembler la matrice A?,
qui comporte treize diagonales si la matrice initiale est pentadiagonale,
nous pouvons décomposer le produit z = A%z en deux étapes : y = Az
puis z = Ay. Ainsi si le produit matrice vecteur est parallélisable,
ou bien adapté a l’architecture de la machine, le G.C préconditionné
par un polynéme est facilement parallélisable. D’autre part, afin de
comparer leurs taux de convergence avec des préconditionnements pas
nécessairement adaptés & l’architecture massivement paralléle de la
CM-2 mais possédant des caractéristiques communes, nous avons étudié
des approximations de l'inverse exact, des préconditionnements a base
de factorisations incomplétes par blocs [CoGM85] et des précondition-
nements basés sur des compléments de Schur. Et pour vérifier le bon
taux de convergence des préconditionnements massivement paralléles
par rapport aux autres références, nous les avons tous étudiés sur une
machine séquentielle. Puis, aprés avoir éliminé les préconditionnements
peu efficaces (en tout cas moins efficaces que le préconditionnement
diagonal), nous avons utilisé ces méthodes sur la CM-2. Devant les
résultats encourageants obtenus par les préconditionnements polyné-
miaux, notamment pour les degrés assez élevés, nous avons décidé
d’introduire des schémas d’évaluation beaucoup plus stables [AsM092]
et [CiMP93] que le simple schéma de Hérner. En effet, si le degré du
polynome est élevé ou si la précision de caleul est insuffisante, voire
méme s la matrice est mal conditionnée, ce schéma peut conduire &
des problémes, voir [AsMO92| et [Saad85] mais également [Gaut86],
[Gaut90] et [StBu80] pour I'instabilité du schéma de Hérner simple.
Or, sur la CM-2, le produit matrice vecteur s’est révélé tres efficace,
d’oti une augmentation du taux de parallélisme et aussi de la vitesse de
calcul avec le degré du polynome utilise. Il s’est donc avérée intéressant
d’utiliser des polynémes de degré plus important que sur ordinateur
séquentiel ou vectoriel [AsM092], [ChKT89], [JoMP83], [Meur89b],
[PeWe92], [Saad85] et [Weil94].
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Un des principaux défauts des préconditionnements polynémiaux
est qu’ils nécessitent une estimation a priori des valeurs propres (ou
au moins la plus petite et la plus grande de la matrice du probléme).
Reprenant ’'idée de Saad [Saad85], nous avons pris comme estimation
de la plus petite valeur propre la valeur zéro. Puis en normalisant
symétriquement la matrice par sa diagonale nous avons obtenu une ma-
trice 3 diagonale unitaire et dominante. Ainsi avec le Théoréme de Ger-
shgérin, nous avons estimé la plus grande valeur propre de ce nouveau
systéme par la valeur 2. Finalement, nous avons énoncé grace a ces deux
estimations un préconditionnement polynémial efficace indépendant
des valeurs propres de la matrice.

Cette thése se poursuit par ’étude d’un "double” précondition-
nement. Il consiste & appliquer d’abord un premier préconditionnement
(soit un polynéme de trés faible degré soit une factorisation de Cholesky
incompléte par points ou par blocs) destiné & obtenir une distribu-
tion des valeurs propres mieux adaptée aux polynémes ulilisés dans la
résolution effective. Puis dans un second temps, il suffit de résoudre ce
nouveau systéme linéaire & I'aide de la méthode du gradient conjugué
préconditionné par un préconditionnement polynoémial. Le but de ce
" double” préconditionnement est, bien entendu, d’atteindre un nombre
d’itérations encore plus faible.

Ensuite nous complétons les résultats sur les schémas stables par
une étude sur "influence du produit matrice vecteur sur Pefficacité de
ces schémas. En effet les schémas stables sont trés efficaces grace a la
régularité du probléme (matrices pentadiagonales) qui permet I'écriture
d’un produit matrice vecteur trés rapide. Ainsi, si on perturbe un peu
la numérotation du maillage ou si on utilise un produit matrice vecteur
moins efficace on constate une certaine dégradation des performances.

Enfin, les derniers travaux effectués proposent d’améliorer I'efficaci-
té du G.C.P dans les probléemes d’évolution de la fagon suivante. D’a-
bord nous stockons quelques directions de descente lors de la résolution
d’un systeme Az = f(t) avec le G.C.P. Ensuite, pour la résolution de
Az = f(t 4+ At) avant de lancer le G.C.P nous utilisons ces directions
stockées afin d’approximer & moindre cofit la solution et donc de gagner
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quelques itérations dans le G.C.P.

Cette thése comporte dix chapitres. Les deux premiers rappellent
quelques notions sur les équations aux dérivées partielles elliptiques
résolues et sur le gradient conjugué préconditionné, puis décrivent les
supports informatiques. Le chapitre III expose les divers précondi-
tionnements utilisés. Une étude numérique sur machine séquentielle
puis paralléle constitue les deux chapitres suivants. Le chapitre VI
introduit des algorithmes d’évaluation stables pour les préconditionne-
ments polynomiaux. Dans le septiéme chapitre nous obtenons un pré-
conditionnement polynémial indépendant des valeurs propres de la ma-
trice utilisée. Le chapitre VIII propose un "double” préconditionne-
ment. L’étude du chapitre IX sur I'influence du produit matrice vecteur
dans D'efficacité des schémas stables compléte le chapitre VI. Finale-
ment, le chapitre X étudie 'intérét du G.C.P dans un probleme d’évolu-
tion.

En conclusion, nous proposons un bilan de nos travaux puis nous
décrivons quelques perspectives.
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Rappels sur les problémes elliptiques 3

I.1 Présentation

La premiére partie de ce chapitre propose quelques rappels sur la théorie
des équations aux dérivées partielles elliptiques linéaires. Dans un se-
cond temps, nous nous intéresserons aux probléemes résolus dans cette
thése et nous regarderons plus particuliéerement leur discrétisation par
la méthode des différences finies avec le classique schéma & cing points.

Dans ce chapitre, nous reprendrons les notations définies par Raviart
et Thomas dans [RaTh83].

1.2 Approche variationnelle

Afin de résoudre le probléme elliptique, nous allons présenter le cadre
abstrait qui se révéle bien adapté & ce type de problemes. On se munit

(i) d’un espace de Hilbert V de norme || . || sur R.
(ii) d’une forme bilinéaire a( . , . ) continue sur V x V.

(i1i) d’une forme linéaire L continue sur V.

Alors le probléme (P) variationnel considéré est :
trouver u € V tel que :

Yo € V,a(u,v) = L(v).

Donnons maintenant une condition suffisante sur la forme bilinéaire
a afin d’obtenir une solution unique & ce probleme P.
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Définition 1.1 La forme bilinéaire a( ., . ) est dile V-elliptique s7il
existe une constante réelle o sirictement positive telle que :

Yv € V,a(v,v) > of v ||*.
Nous pouvons alors utiliser le Lemme de Lax-Milgram

Lemme L1 Sia( ., .) est V-elliptique alors le probléme (P) admet
une solution unique u € V. De plus, Uapplication linéaire qui d L
associe u est continue de V' dans V.

Preuve 1.1 voir par ezemple[RaTh83].
Définition 1.2 La forme bilinéaire a( ., . ) est dite symétrigue st

Yo € V,a(u,v) = a(v,u)

1.3 Problémes aux limites elliptiques
d’ordre 2

Soit € un ouvert borné de R? (les résultats restent vrais dans R?) et
A0 sa frontidre Lipschitz continue (ce qui inclus le carré unité).

Posons V = Hy(Q) et || v = ||gad v [loq

En notant || . ||oq la norme usuelle de L*(Q) dans R, H'(f2) étant
bien entendu ’espace des fonctions de L?(2) dont le gradient est dans
L*(Q)?, puis H}(Q) la fermeture de D(Q), I'espace des fonctions de
C*=(Q) & support compact, dans H'() et finalement H~*(2) est le
dual de H1(§2) dans D'(Q), I'espace des distributions définies sur {.

On se donne des fonctions a;;,1 < 1,7 < 2 de I’espace L=({2) et on

pose :
e ap1 @12
Qg1 @32
De plus, on suppose :

Ja > 0,Vz € O, Vv € R%, (A(z)v,v), = o v |3 (L1)
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Nota ( ., . ), est le produit scalaire usuel sur R* et || . ||, sa norme
induite.

soit f € H™'(§1), nous étudions le probléeme de Dirichlet (D) suivant

(D) { —ciw(.A g‘"rad u) = f dans )
v = 0 sur 99

Nous raccordons cette formulation faible a I'approche variationnelle du
paragraphe précédent en posant :

2 du dv
QD(H,‘UJ = -/S:l (MZ:I aij-fﬂa_ﬁ) dw
et Lp(v)=<g,v>

avec < ., . > le crochet de dualité entre H71(Q) et H ()
Alors nous avons :

Théoréme 1.1 Le probléme (D) est équivalent aw probléme suivani :
Trouver v € V,Yv € V,ap(u,v) = Lp(v)
Preuve L2 voir [GiRa86].

Nous pouvons ensuite appliquer le Lemme de Lax-Milgram, car
ap( ., .) est clairement bilinéaire continue sur V x V et V-elliptique
d’aprés (1.1) et (1.2), et de plus Lp(v) est linéaire sur V. Donc le
probléme (D) admet une unique solution dans V.

1.4 Approximation par différences finies

1.4.1 Problémes résolus

Nous allons tout d’abord préciser les types de problémes que nous avons
effectivement résolus. Le domaine étudié est le carré unité du plan
[0,1] x [0,1] (on pourrait facilement généraliser ensuite & des rectangles
quelconques). L'opérateur A est diagonal, et il s’écrit :
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A ( i a{:, ) (1.2)

Donc la forme bilinéaire a( . , . ) est symétrique, par commodité
d’utilisation nous noterons dans ce chapitre a;; = c et a2 = d.

Lors de la mise en ceuvre informatique, nous avons résolu effective-
ment deux problémes. Le premier probléme est le probleme de Poisson
classique. Le second probleme semble a priori plus difficile a résoudre
numériquement car il présente des sauts de coefficients importants.

Probléme 1
1 dans [0,1] x [0, 1],
1 dans [0,1] x [0, 1],

e
oo
i

Probléeme 2
[ 1000, si z €]3,31
ozy) = { 1, sinon

d = 1

Le second probléme servira de modéle lors de I’étude sur ordinateur
séquentiel au chapitre IIL, car il engendre un écart en nombre d’itéra-
tions bien plus conséquent que le probleme 1.

Remarque I.1 Les différences observées dans la résolution sur la CM-
2 de ces deux problémes, nous montreront la nécessité d’uliliser des
préconditionnements polynémiauz de degré élevé pour les problémes
mal conditionnés. Elles nous améneront ainsi d introduire des schémas
d’évaluation plus stables pour ces polynémes.

Remarque 1.2 Un probléme est appelé probleme mal conditionné, st
son nombre de conditionnement est élevé, Dans ce cas lors de la résolu-
tion effective la méthode itérative nécessite un nombre important (par
rapport @ la taille du probléme) d’itérations avant convergence. Nous
werrons, par ezemple auw chapitres IV et V, que le probleme 2 est
nécessite un nombre tmportant d’itérations avant convergence.
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Remarque 1.3 La résolution du second probléme a [’aide des précon-
ditionnements polynomieux est beaucoup plus réaliste que celle du pre-
mier probléeme. En effet pour la définition des préconditionnements
polynémiauz nous avons besoin d’une estimation de la plus petite et
de la plus grande valeur propre de la malrice initiale. Or en général
ces valeurs ne sonl pas connues a prior, sauf dans des cas classiques
comme le probléeme 1. Néanmoins de nombreuz el efficaces méthodes
ezistent pour caleuler ces valeurs, mais leur utilisation nous empecherail
sans doute d’optimiser le temps de caleul. Donce pour ce second proble-
me nous avons estimé ces valeurs a priori.

1.4.2 Schéma de résolution

La méthode des différences finies fournit une approximation de la solu-
tion en un nombre fini de points de I’ouvert Q2. Pour cela, on commence
par établir un maillage régulier de pas h = 5 du domaine, voir figure
I.1, avec la numérotation dite naturelle (de ganche & droite puis de bas
en haut).

31 32 33 34 35 36

25 26 27 28 29 30

19 20 21 22 23 24

13 14 15 16 17 18

7 8 9 10 11 12

1 2 3 A4 5 G

Figure I.1: Maillage utilisé, avec la numérotation dite naturelle
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Notons u! = u(th,jh), 0 <3, <n

La discrétisation du probleme (D) par différences finies avec le
schéma usuel & cinq points, voir figure 1.2, découle en fait de la for-
mule d’approximation de dérivées suivante :

i ; ;
Nis v =l (1.3)
3:1:1 h
i+l
L]
-1 i+1,j
i1

Figure [.2: Schéma & cinq points

Avec ce schéma centré on a :

9 9u)’ L du \’ ; ou '\’
~om (CE?E:T);- S Th (‘"Jf+% (5‘;1)”,5 '“3—14(3—&)‘__ ) (L4)
1 ( / i '

h

s

. : ; .
= (gt + eyl

_(C'L_% + Cj_% )uij) (L.6)

i
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avec

Gyy = (i +5)5h) (L)

Nous procédons de méme sur la deuxiéme dimension, ainsi la discré-

tisation de —div(A grad u) utilisée est la suivante :

El"f (@ 4y +el g+l
_d;?+%u;f+l - cil-’g”'jﬂ - c{—%u':f-l 1 df_%u;-f_l) 8

A I'aide du schéma de discrétisation (1.8) et 4 cause de la numérota-
tion réguliere du maillage utilisée, nous obtenons un systéme linéaire

de la forme :
Az =10 (1.9)

dans lequel A est une matrice symétrique définie positive tridiagonale
par blocs et d’ordre N = n?.

D, —Af
—Ay; I —Ag:

e w  ow (1.10)
"‘An—-l Dn.-l —AI
_Aﬂ. -Dn

Chaque matrice D; est une matrice symétrique tridiagonale par
points d’ordre n et les matrices A; sont diagonales par points d’ordre
n.

Dans ce cas A peut étre considérée comme une matrice symétrique
pentadiagonale. Lorsque nous considérerons la matrice A de cette fa-
¢on, nous noterons les éléments non nuls de la ligne 7 respectivement
de gauche a droite :

A= PEﬂtﬂ.N(Ch,‘, cgi, CCy, Cdi': Ch‘f)

avec les notations suivantes :
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Définition 1.3 On note pentay(ai, b;, ¢i, di, €;) la matrice pentadiago-
nale d’ordve N, de méme structure creuse que A, dont les éléments non
nuls de la ligne 1 sont a;, b;, ci, di, e;.

Définition L4 De la méme maniére, on note trida.(a:, b, ;) la matrice
tridiagonale d’ordre n suivante :

b a
az by e
'ﬁ?‘?:d:n(a,',b{,c?g) =
n—1 b?‘l'—'l Cn—1
dn br

Remarque 1.4 La matrice A est symétrique, nous avons donc ebiyp =
ch; et cgiyn = cd;. Nous simplifierons la notation pentadiagonale de A
en notant

A = pentan(ci, bi, @i, bit1, Cisn)

Remarque 1.5 Dans les expériences numériques du chapitre IV, la
matrice A sera stockée par diagonale, chaque diagonale étant représen-
tée par un vecteur. Avec l'introduction des zéros nécessaires , le produit
malrice vecteur ap «— A x p s'écrit de la maniere suivanie :

pouri=1,...,N

ap(i) = cb(i)*p(i—n)+cg(d) * p(i — 1) + ec(i) * p(z) (L11)
+ed(i) * p(i + 1) + ch(z) * p(z +n) '

En fait, nous verrons dans la partie du chapilre sutvant consacrée
a la CM-2, que pour améliorer encore les performances de ce produtt
matrice vecteur, les diagonales seront stockées dans des tableaux bidi-
mensionnels, dans les chapilres V a VIII, voir également le chapitre
IX.

Pour conclure ce chapitre, considérons la matrice du probleme 1.
En fait on a
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D, =I,
; =1, D, -—I,
A=h_'2 (1.12)
_In Dn —1I;
~I, D,

avec I,, la matrice identité de dimension n et
Yi=1,...,n, D, = trid,(—1,4,-1)

Les propriétés de cette matrice, appelée communément matrice du
Laplacien en dimension deux, sont bien connues. En particulier, ses
valeurs propres sont données, voir [GoMe83] ou [Joly90], par :

: 2 g 2
. T , JT 3 3
== % <iign (L
N =4 (Sm (2(n—|—1)) + sin (2(n+ l)) ) ,1<4,7<n (L13)

en particulier d’aprés (1.13), la plus petite valeur propre Amin de
cette matrice est

2
) T
Amin =8 sin (m)

et sa plus grande A, 4z

2
: nw
Aoz = 8 810 (2(n ¥ 1)) .

Ainsi, on obtient trés facilement x(A) le conditionnement de cette
matrice symétrique définie positive

: i 2
KAy = mﬂ)% = O(1/h?) (114)
sin (z(nm)

Remarque 1.8 La connaissance de ces valeurs propres nous aidera
lors de la mise en oeuvre des préconditionnements polynémiauz.
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CHAPITRE 1I

METHODE DE RESOLUTION CHOISIE
ET
ORDINATEURS UTILISES
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II.1 Introduction

Apreés nous étre intéressé aux problemes aux limites elliptiques dans
le chapitre précédent, nous allons maintenant regarder la résolution
numérique du type de probléme suivant :

soit A € R x R" une matrice, b € R un vecteur quelconque. On
veut résoudre

Trouver = € R", solution de
(P1) { Az =b
Dans ce but, nous rappelerons quelques principes de base de la
méthode du gradient conjugué puis de la méthode du gradient conjugué
préconditionné. Enfin nous conclurons ce chapitre par une présentation
rapide de la CM-2 en insistant sur les contraintes que son utilisation
entraine.

II.2 Le gradient conjugué

La matrice A posséde une propriété essentielle : elle est symétrique
définie positive. Dans ce cas, nous pouvons utiliser la méthode du gra-
dient conjugué (G.C), due a Hestenes et Stiefel [HeSt52]. La méthode
du G.C est une méthode de descente. A chaque itération, on détermine
un vecteur pj (direction de descente) et un scalaire cy, qui permettent
de calculer 2441 (la solution approchée a I’étape k + 1) par :

Tpyy = Tk + Qppy
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o et pr élant calculés avee pour objectif de minimiser une fonctionnelle.

Ainsi on introduit la fonctionnelle J : RY — R, définie par

—

Vu € RV, J(u) = =(Au,u) — (b,u)

el

oit (., .) est le produit scalaire usuel de R
Alors nous pouvons énoncer le théoreme suivant
Théoréme IL1 (i) J est strictement conveze sur -l
(ii) J admet un minimum unique, noté & € RN
(iti) J'(z) =0
(iv) « est I'unique solution du probléme (P1)

Preuve IL1 Voir par exemple [Ciar82] ou [Joly90].

Le probleme (P1) est donc équivalent au probleme de minimisation

(P2) Trouver z € R”, solution de
Vee R 29t J(z) < J(2)

Notons {d?,...,d"} une base de RY

N
alors ¥(z,z0) € RY xRN, ¢ —z0=) ad®
k=1
ainsi

N
J(z) = J(zo+ Y cxd®)

k=1

N 1 N N
= J(mg) - Z Crk(A.'I:U = b, dk) + — Z Z O:kD:;(Adk, C-'ﬂ)

k=1 2 k=1 t=1
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51 on suppose de plus que la base est une base orthogonale associée
au produit scalaire (A . , . ), c'est a dire (Ad¥,d') = 0 pour [ # k alors

J(z) = J(zo) + Zak(Azo—b d*) + = Eo: 2(AdF, d")

k=1 kl

ainsi pour zy fixé, J(z) est une forme quadratique en o, et

aJ
o (Azg — b, d*) + ay(Ad*, d¥)
donc
3J 0o (b = A:Bu, dk)
T 22 = ——
Doy T (AdR, dY)

Le minimum de J est donc atteint pour le vecteur z tel que

(b— Avo,d¥)
E—.I:g—l—g (Ad*, 49 d

Nous pouvons construire un algorithme de minimisation de la fonc-
tionnelle J, en construisant de maniére itérative une base {d!,...,d"}
de RY orthogonale associée au produit scalaire (A ., . ) puis en mi-
nimisant J & chaque itération % sur le sous-espace zo+ < d*,...,d* >

Nota < d%,...,d* > est le sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs d*,...,d*. Bt on note E¥x =< d*,... . d* >

On pourrait maintenant écrire I'algorithme du G.C, mais celui-
ci posséde de nombreuses propriétés simplificatrices. On obtient une
écriture plus classique de ’algorithme du G.C.

On peut remarquer notamment parmi ces propriétés que comme
dim E* = k et z) réalise le minimum de J sur zq + E*, 1'algorithme
converge en au plus N itérations.

Remarque I1.1 On peut constater lors de la mise en cuvre informa-
tique, que cette propriété ne reste pas loujours vérifice. Ce probléme
est di au codage des nombres sur machine et en particulier a la propa-
gation des erreurs d’arrondi. Cette méthode qui pouvail étre considérée
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comme une méthode directe, est par conséquent utilisée comme une
méthode itérative, voir [Reid71]. Il s’agit alors de trouver un crilére
d’arrél efficace pour que la solution calculée soit suffisamment proche
de la solution exzacte.

Dans cette thése nous utiliserons un crilére d’arrél portant sur la
norme du résidu rp = b— Azy.

Nous pouvons maintenant énoncer 1’algorithme du G.C

Algorithme du G.C
soit € > 0 donné
Initialisation

soit o € R quelconque,

o = b"'AﬂJg
d°

Il

o

Répéter k=0,1,...

e Minimisation de J sur zo+ < d°,... ,dk =

(848 (T‘k,?‘k)/(fldk, dk)
Tpyr = Tht ayd®
Tkl = TE— o_,kAdk

1l

e Calcul de la nouvelle direction de descente

Bryr = (rksraThs1)/(ThaTr)
el = TE41 +r3k+1dk

jusqu’a || e (1€ €l 7o ||
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Evaluons rapidement le colt de calcul de cette méthode. Notons
C' le nombre moyen d’éléments non nuls par ligne de la matrice A. A
chaque itération nous devons effectuer :

e un produit matrice vecteur : 2C N opérations
e deux produits scalaires : 4V opérations
e trois combinaisons linéaires : 6/N opérations

Alors pour une convergence en it itérations nous effectuons approxi-
mativement 2it(C +5) N opérations. En fait pour une matrice pleine et
une convergence en N itérations nous obtenons 2N? opérations, ce qui
est relativement important particulierement par rapport a la méthode
de Cholesky qui n’en nécessite que N?/6.

Remarque I1.2 Ce cas de figure eztrémement défavorable ne se pré-
sente évidemment pas. Tout d’abord la matrice esl trés creuse (C = 5).
Et de plus, nous verrons dans les expérimenlalions numériques qu’avec
ou méme sans préconditionnement, it est nettement inférieur a N.

1.3 Le gradient conjugué précondition-
neé

La méthode du G.C est une meéthode de résolution relativement efficace.

Néanmoins, si les probléemes sont mal conditionnés, elle perd en partie

son efficacité. En effet, on peut montrer la majoration suivante, voir

[GoMe83| ou [LaTh86] :

e(z) 54( ":(A)dl) (o) (1L1)

Jr(A) +1

e(zi) = (A(zx — z), 78 — T)

avec
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et k(A) étant le nombre de conditionnement de la matrice A. En fait,
pour une matrice symétrique définie positive A on a :

K,-(A) = Amu‘

Amin
Amin étant la plus petite valeur propre de A et Anq, sa plus grande.

Par conséquent, la vitesse de convergence de 1'algorithme du G.C
est directement liée au nombre de conditionnement de la matrice A,
de la maniére suivante : plus x(A) est proche de un, plus la méthode
converge rapidement.

Remarque IL1.3 En fait, le nombre d’itérations effectué par le G.C.P
ne dépend pas uniquement du conditionnement de la matrice. En effet,
la distribution des valeurs propres influence également la convergence,
voir [Jenn77].

Ainsi un moyen de réduire le nombre d’itérations est d’essayer de
réduire le nombre de conditionnement du systéme a résoudre. Le
principe du préconditionnement d’une matrice A consiste a remplacer
le probleme (P1) par

Trouver z € RY, solution de
(P3) { M1Az = M~

M-! devant étre choisie, dans la mesure du possible, telle que
k(M~1A) soit beaucoup plus petit que x£(A). Ensuite si on suppose que
M est symétrique définie positive alors M~' A n’est pas systématique-
ment symétrique définie positive. Néanmoins, la matrice M =1/ A pgH%
semblable & M~1A est symétrique définie positive, avec M~ la ma-
trice transposée de M1/

Nota La matrice M~1/? est la matrice telle que M= 42 = M,
et M~1/2 existe car M est symétrique définie positive.

Donc au lieu de résoudre (P3) on résout

P4 Trouver y € RY, solution de
( ) M—-I,’QAM—tjzy = M-l,a'zb
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Alors z solution de (P1) est obtenue en résolvant M*/2z = y.

Etant donné que la matrice M~Y?AM "/ est symétrique définie
positive on peut appliquer la méthode du G.C au probleme (P4), ce qui
revient a écrire 'algorithme du G.C.P di & Concus Golub et O’Leary

[CoGOTE]
Algorithme du G.C.P
soit € > 0 donné
Initialisation

soit 2o € RV quelconque,

¥ — b— A.’.EQ
A’IZQ = To
P’ = z

Répéter k=0,1,...

e Etape de minimisation

ar = (ri,z)/(Ap5,p%)
Lpyy = X+ czkpk
k1 = Tk~ OkaPk

e Ltape de préconditionnement

Calculer zpy; € RY, solution de
Mzj41 = Tip

s Calcul de la nouvelle direction de descente

5:: = (T‘k-H s Ek41 )/(Tk, zk)
P = 2+ Bt

Jusqu’a || rep [[S el ro ||
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Remarque I1.4 Le G.C.P requiert trois types d’opérations élémentas-
res sur les vecteurs. La plus simple est la combinaison linéaire, la
suivante le produit scalaire, enfin la derniére le produit malrice vecteur.
Comme nous le verrons, par la suite ces opérations sont relativement
bien adaptées a la CM-2. Le probléme pos€ est donc bien celui du choiz
du préconditionnement.

Pour une bonne efficacité de cette méthode la matrice M doit possé-
der plusieurs qualités :

(i) M proche de A, ou encore x(M~'A) beaucoup plus petit que
k(4),

(i) le systéeme Mz = r doit &tre facile & résoudre,

(iii) la structure de la matrice M bien adaptée a I'architecture de la
machine utilisée.

Remarque 115 Les conditions (ii) et (ii1) dépendent de la machine
utilisée. En effet, les conditions de résolution d’un systéme linéaire ne
sonl certes pas les mémes sur différents ordinateurs (méme s’ils sont
tous paralléles). Par ezemple, des méthodes efficaces sur ordinateurs
séquentiels, telle la factorisation de Cholesky incompléte par points (ou
par blocs pour les machines vectorielles), ne sont pas irés adapiées d
la CM-2. En effet, elles possédent @ des degrés divers des dépendances
de données, qui engendrent un tauz de parallélisme insuffisant pour la
CM-2. Sur la CM-2, il faut donc se tourner vers d’autres types de
préconditionnements.

Remarque I1.6 La méthode du G.C.P est parmi les méthodes s’écri-

vant :
Try1 = T -+ Pk(M_IIEAM_HQ)ED

celle qui minimise a chaque étape €(Try), voir [GoMe83]. Il peut, donc,
sembler en quelque sorte étrange voire inutile d’utiliser des précondi-
tionnements polynémiauz pour améliorer le taur de convergence. Nous
verrons dans cette thése, que l'on parvient & atteindre, grice auz ca-
ractéristiques de la CM-2, des performances tout d fail acceptables avee
ce type de préconditionnements.
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Remarque IL1.7 Lors de la résolution effective, dans les chapitres 111
a VIII, nous avons pris comme initialisation 7o = 0 et b = A X zec,
avee

zec((j — 1) *n+1) =th*jh*(1—ih)* (1 = jh)*exp(sh + jh)
1

el h = ——.

Nous avons ainsi pu comparer la solution calculée par le G.C.P et
la solution exacte. En fait dire que zec est la solution de (I.9) est
équivalent d chercher un second membre de U’équation f tel que la fone-
tion u(z,y) = zy(1 — z)(1 — y)e*¥ soit solution du probleme D.

II.4 Les supports informatiques

En conclusion de ce chapitre, nous allons présenter brievement la Con-
nection Machine et nous verrons, en outre les prémices des conditions
& suivre pour obtenir des méthodes efficaces sur cette machine,

La création de la Connection Machine remonte a la thése du Dr
W. D. Hillis, [Hill85] et [Hill88]. Produite par TMC (Thinking Ma-
chine Corporation), la CM-1 était destinée a l'origine a l'intelligence
artificielle et au traitement de I'image. Par la suite, afin d’étendre son
spectre d’application a4 un domaine plus large incluant la simulation
numérique la CM-1 a évolué pour devenir la CM-2 (1986-1992). La
CM-200, crée en 1991, posséde en réalité la méme architecture que la
CM-2, mais avec des performances plus élevées. Enfin le dernier super-
calculateur né de la famille des Connection Machines est la CM-5. Il
est apparu en 1992. Son architecture n’est certes plus aussi restrictive
que celle de ses prédecesseurs.

Les résolutions numériques ont été effectuées, en premier lieu sur la
CM-2. Puis dans un second temps, nous avons étudié ces méthodes de
résolution sur la CM-200 pour d’une part confirmer les résultats obtenus
sur la CM-2, et d’autre part pour suivre naturellement 1’évolution
du site qui nous a permis de réaliser nos études. Les calculateurs
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utilisés dans cette theése sont ceux du SEH (Site Expérimental en Hy-
perparallélisme, 16 bis avenue Prieur de la Céte d’Or, 94114 ARCUEIL
CEDEX).

Programme ———— Controle
i | Mém. Mém. Mém. Mém.
.| UAL UAL UAL UAL
-_ Interconnexion

Figure II.1: Architecture de la CM-2

La CM-2 est une machine multiprocesseurs & mémoire locale. En
fait, chaque UAL (Unité Arithmétique et Logique) posséde une memoi-
re propre, ainsi une UAL plus une mémoire forme un processeur ¢lémen-
taire (PE), voir figure I1.1. La CM-2 comporte jusqu’a 65536 PEs, mais
grice 3 un partage statique de la mémoire elle peut etre utilisée comme
plusieurs machines comportant chacune 8192 PEs.

Remarque I1.8 En mode Slicewise, voir [Porc91], les PEs, qui sonl
physiquement des processeurs un bit (d’ot les applications d lintelligen-
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ce artificielle), sont regroupés par 64 pour accélérer les calculs flotlants.
Nous utiliserons uniquement ce mode pour nos calculs.

Remarque I1.9 5i lors de lezécution, un programme génére un vec-
teur de laille plus grande que le nombre de processeurs disponibles, 1l
v a alors création de processeurs virtuels. Délaillons ce phénoméne
sur un exemple plus précis, prennons qualre processeurs numérotés de
un @ qualre et un vecteur V a douze éléments, v;, nous obtenons en
schématisant le stockage suivant

processeurs | 1 | 2 | 3 | 4

vecteur V. ||vy | va | v | wyg
Us | Vg Uy Vg
Ug | Y10 | V11 | V12

Il est donc inléressant, afin d’oblenir des performances élevées, d*u-
tiliser des vecleurs ou des lableaus ayant un nombre d’inconnues pro-
portionel au nombre de processeurs. Sur l'ezemple ci-dessus, que le
vecteur V posséde douze ou bien neuf inconnues, la CM-2 meltra le
méme temps pour effectuer des opérations sur ce vecteur.

D’aprés la classification de Flynn, voir [Flyn72], la CM-2 est une
machine SIMD (Single Instruction Multiple Data) & mémoire locale,
c’est a dire chaque PE effectue la méme opération en méme temps que
tous les autres PEs ou rien du tout. Donc, la programmation s’effectue
de maniere séquentielle avec des vecteurs et des transferts de données
synchrones entre processeurs (modéle de progammation data parallel).
Grace a sa mémoire locale, chaque PE peut effectuer immédiatement
des opérations sur des données propres. Par contre, si un PE a besoin
des données, qui ne se trouvent pas dans sa mémoire, il y a mise en place
de liens de communications entre PEs grace au réseau d’interconnexion
(Les PEs sont reliés entre eux par un réseau hypercube! entre des noeuds

'le neeud i, qui comprend les PEs 16i & 16415, est connecté au nceud j < il
existe k tel que |i — j| = 2¥. On dit alors que la connexion utilise la dimension k.
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de 16 PEs). Mais ces communications diminuent les performances, no-
tamment en mode Router (le mode des communications irrégulieres).
Ce mode est notamment utilisé lors d’un adressage indirect (par exem-
ple lors d’un produit matrice vecteur avec un stockage morse d’une ma-
trice & structure irréguliere). D’autres modes de communications sont
néanmoins plus rapides, en particulier le mode News (directement lié a
la structure de I’hypercube), utilisé pour des communications régulieres
telles que les shifts (par exemple x(i)=y(i+1)). De plus nous éviterons
les communications entre PEs trop éloignés.

Remarque I1.10 On peut constater, par exemple, qu’une communica-
tion en mode News correspond a siz additions alors qu’une communi-
cation en mode Router équivaut & 75 additions, voir [Pore91]. De plus,
plus le nombre de processeurs virtuels est grand plus le mode News est
rapide car dans ce cas il y a plus de transferts de données en mémoire
locale. Nous pouvons donc constater dés maintenant que le cout de
communication est trés important sur la CM-2, notamment pour les
communications sont irrégulicres.

Remarque IL.11 Les communications ont tout de méme quelques a-
vantages, il est possible en particulier d’effectuer des caleuls au vol.
Cest @ dire que pendant un echange de données entre processeurs un
calcul, une addition par ezemple, est possible sur ces données échangées.
Cect permet d’obtenir un produit scalaire efficace.

Remarque I1.12 Afin d'oplimiser le produit malrice vecteur sur la
CM-2, nous stockerons, dans les chapitres V & VIII, les diagonales
de la matrice A comme des tableauz bidimensionnels, semblables au
maillage de la figure I.1, voir [ChRKT89] et [Robi91]. Ainsi, les shifts
nécessaires au produit matrice vecteur s’effectuent dans deug directions
au liew d’une mais avec des longueurs de un au liew de un et n. Nous
espérons, dans ce cas, obtenir un produil matrice vecteur performant.
Par contre, nous perdrons un peu d’efficacité avec le prodwit scalaire.
En effet, alors qu’avec le stockage unidimensionnel le produit scalaire
a été optimisé par TMC, la version bidimensionnelle se décompose en
deuz sommes successives (au liew d’une seule) sur des vecteurs de taille
n (au liev de N). Malgré tout, d’aprés [Meur89b] le produit matrice
vecteur étant 'opération la plus cotteuse en temps du G.C, il sera sans
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doute efficace d’optimiser le produil malrice vecteur av détriment du
produit scalaire. Nous verrons au chapitre IX [timportance du pro-
duit matrice vecteur dans les performances des préconditionnements
polynéomiauz.

De plus, la CM-2 fonctionne sous le contréle d’une machine héte,
une station SUN en général, la machine héte transmettant au séquen-
ceur de la CM-2 les instructions paralléles a exécuter.

Enfin, le langage de programmation utilisé est le CM-Fortran, voir
[ThMC90] et [ThMC91]. Le CM-Fortran est un langage proche du For-
tran 77 avec en plus des extensions, particulierement des opérations sur
les tableaux. Les performances et les résultats établis dans cette these
ont été mesurés avec a I’horloge interne de la CM-2. Gréce & deux
appels successifs, elle permet de déterminer deux caractéristiques im-
portantes du temps : premiérement le temps total (et réel) d’exécution
d'un programme TCPU, et deuxiémement le temps pendant lequel la
CM-2 a été effectivement utilisée TCM2.

Définition IL.1 On appelle tauz de parellélisme d’'un programme le
nombre T défini par
_ TCM2

"= TCPU
Remarque I1.13 En fait, T représente le taur d’utilisation de la CM-
2, il est donc lrés important qu’il soit élevé pour ne pas sous-utiliser
la CM-2. Dans l'absolu, avec un programme parfaitement massivement
paralléle on pourrait atteindre T = 1. En réalité, nous n’atteindrons
jamais cette valeur notamment @ cause des communications entre la
CM-2 et le SUN mais aussi d cause des calculs sur les scalaires effectués

sur le SUN.

Remarque I1.14 Hélas, TCPU n'est pas systématiguement fiable sur
la CM-2. En effet, lors de nos nombreuses mesures, nous avons pu
constaler que méme si nous étions connectés seul ¢ la CM-2, il suf-
fisait qu’une ou plusieurs personnes travaillent en méme temps sur la
station héte pour que ces mesures ne sorent plus représentalives des
performances de la CM-2. Atnsi, toutes les mesures et toutes les per-
formances exposées dans cette thése ont élé obtenues d partir de TCMZ2.
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Nous convenons, bien volontiers, que celle approximation n’est pas irés
juste, pourtant elle s’est avérée la seule possible @ metire en pratique.
Ne pouvant relancer indéfiniment des programmes parfois irés longs
nous nous sommes résolus, comme beaucoup d’autres, a uliliser cette
solution. Done tous les temps de calculs présentés sont sous-évalués et
toutes les vitesses (Mflops®) sont quelque peu surévaluées. Enfin, tous
les résultats exposés sont en fait des moyennes prises sur au moins deux
échantallons.

Remarque IL1.15 A titre indicatif, nous avons tout de méme établi
quelques tauz de parallélisme. Il était en effet intéressant de savoir si
nous utilisions pleinement les capacités de calcul de la CM-2 . Dans
ce cas, nous avons sélectionné des temps TCPU el TCM2, qui nous
semblaient dignes de confiance, et dont nous possédions de nombreuz
résultats tous concordants.

Nous allons clore ce chapitre en rappellant simplement que 'ordina-
teur séquentiel utilisé dans le chapitre IV est une station de travail
Apollo (série 400) du laboratoire d’Analyse Numérique de I'Université
Paris 6.

*Millions Floating Operations per Seconde
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II1.1 Introduction

L’étude réalisée au chapitre précédent nous a permis de cerner les diffi-
cultés du sujet proposé. Nous allons donc, dans une premiére partie, ex-
poser des conditions nécessaires pour obtenir des préconditionnements
massivement paralléles. Ensuite ces contraintes nous permettront de
décrire des préconditionnements a priori bien adaptés a architecture
de la CM-2. Tout d’abord, le préconditionnenent Diagonal, puis des
renumérotations Rouge-Noir de préconditionnements déja connus et en-
fin des préconditionnements polynémiaux. D’autre part, nous rappelle-
rons des préconditionnements non nécessairement bien adaptés a la
CM-2, mais possédant des propriétés communes avec les précédents.
Ces préconditionnements nous permettront de vérifier que les précondi-
tionnements adaptés & I’architecture de la CM-2 restent tout de méme
des préconditionnements efficaces du point de vue du taux de con-
vergence. Ainsi nous nous sommes intéressés a des approximations
directes de I'inverse de la matrice, mais aussi a des expressions ana-
lytiques par blocs de 'inverse [CoGM85], [Meur89b], puis & des fac-
torisations incomplétes par blocs [CoGMS85], [Meur89b]. Pour finir ce
chapitre nous avons considéré des préconditionnements locaux et puis
des préconditionnements basés sur des compléments de Schur.

I11.2 Conditions sur les préconditionne-
ments

Sur la CM-2, la programmation se fait de maniére séquentielle sur
des tableaux. On peut donc assurément penser que les combinaisons
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linéaires entre vecteurs sont efficaces. De plus, la CM-2 est capable
d’effectuer des calculs au vol, on peut alors légitimement espérer que le
produit scalaire est performant. Finalement, grice au maillage régulier,
3 la numérotation classique et au stockage de la matrice par diagonales
(voir remarques L7 et I1.11) nous n'utilisons que des communications
régulidres et courtes pour le produit matrice vecteur. Il semble donc que
les opérations élémentaires du G.C.P soient relativement bien adaptées
3 Darchitecture de la CM-2. Le probléme posé est donc bien celui du
choix du préconditionnement. Pour une bonne efficacité sur la CM-2,
celui-ci doit posséder, dans la mesure du possible, plusieurs qualités, en
particulier il devrait :

e évidemment &tre parallele, mais de plus avec un degré de pa-
rallélisme® trés élevé (NN si possible), i.e étre capable d’effectuer
des opérations sur un grand nombre de données en méme temps.

e ne posséder que peu de scalaires & initialiser ou a calculer, afin
d’obtenir un bon taux de parallélisme.

e &viter les communications irréguliéres et les communications en-
tres PEs trop éloignés sur le réseau (nous nous fixerons donc par
exemple comme condition de n’avoir que des communications en-
tre un neeud et ses voisins immédiats).

e utiliser au maximum les opérations efficaces sur la CM-2 : com-
binaison linéaire, produit matrice multidiagonale vecteur, etc...

Toutes ces conditions sont destinées & obtenir un préconditionne-
ment massivement parallele, mais il ne faut tout de méme pas oublier
que le préconditionnement doit avant toute chose réduire le nombre
d’itérations de la méthode du G.C.P. Ainsi, sous ses conditions nous
avons réussi a dégager trois types de préconditionnements :

e le préconditionnement Diagonal

1On appellera degré de parallélisme d'un préconditionnement, la dimension
minimum des vecteurs sur lequel on peut exécuter des instructions en paralléle
lors de I’étape de préconditionnement mais aussi lors de Iinitialisation de ce
préconditionnement (mis & part les quelques opérations sur des réels). Il s’agit
done du nombre d’opérations calculable en paralléle.
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e des renumérotations Rouge-Noir des inconnues a partir de précon-
ditionnements classiques

e des approximations directes de I'inverse de A avec des polynémes
en A

Nous allons maintenant présenter les préconditionnements retenus
pour I'étude sur la CM-2. Nous expliciterons, souvent sous forme de
remarques, quelques problémes rencontrés lors de la mise en ceuvre
informatique de ces préconditionnements.

I11.3 Le préconditionnement Diagonal

Le préconditionnement Diagonal (méthode notée DIAG) est certaine-
ment le préconditionnement le plus simple & imaginer et & utiliser. En
effet il suffit de prendre M la matrice diagonale par points d’ordre N
dont les éléments diagonaux sont les éléments diagonaux de A, c’est a
dire :

M = diagy(A).

Alors la résolution Mz = 7 est éminemment paralléle. Ce choix
est méme certainement le meilleur possible au point de vue du pa-
rallélisme, mais il n’est certes pas trés efficace du point de vue du
nombre d’itérations (nous nous en apercevrons dans les experiences
numériques). Par exemple pour le probleme 1, le préconditionnement
Diagonal ne change pas le conditionnement de la matrice.

Il ne faut tout de méme pas négliger et sons-estimer ce précondition-
nement, car il demeure pour beaucoup le préconditionnement capa-
ble de donner les temps de calcul les plus faibles sur la CM-2. Ce
préconditionnement sera donc au cours de cette thése le préconditionne-
ment référence de la CM-2. L'un des objectifs est évidemment de trou-
ver un préconditionnement plus efficace.
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III.4 Renumérotation Rouge-Noir

Supposons, par exemple, que N soit pair. Alors nous répartissons les
points du maillage en deux ensembles disjoints, les nceuds rouges (R) et
les noeuds noirs (B). Ensuite nous numérotons tout d’abord les noeuds
rouges de fagon naturelle, puis les noeuds noirs de la méme maniere,
comme indiqué sur la figure IIL1 :

B R B R B R

34 16 35 17 36 18
R B R B R B

13 31 14 32 15 33
B R B R B R

28 10 29 11 30 12
R B R B R B

7 25 8 2 9 27
B R B R B R

22 4 23 5 24 6
R B R B R B

1 19 2 20 3 21

Figure I11.1: Renumérotation Rouge-Noir des inconnues

Notons =g et zp les vecteurs des inconnues des nceuds rouges et
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noirs respectivement, alors le systéme (1.9) se réecrit :
A%)-(a)
IR by

T R CF
=l¢c B |-

R et B sont des matrices diagonales d’ordre &, et C' est une ma-
trice d’ordre £ avec au maximum quatre éléments non nuls par ligne.
Pour la numérotation des inconnues, il est commode dans ce cas de se
référer a la numérotation des neeuds du maillage par un couple d’indices

(i,7). Nous noterons les éléments de C' correspondants (cb)( i), (€9).)s
(ed)(i,)s (eh)(ig)-

A partir d’une factorisation incompléte de Cholesky

Nous allons chercher maintenant une décomposition de la forme :

M=LD1LT,
avec
_(Dr 0 _(Dgr 0
L_(Dc Dﬂ)etb‘_(o DB)'
Alors
M= Dr D
~\ D¢ Dp+ DcDp'DE J-

Il est donc tout & fait logique de prendre Dr = R et De = C pour

que M soit proche de A. Lorsque nous calculons une décomposition

compléte Dp est une matrice de méme structure que DeDy' DE. Mais

ici, nous voulons une décomposition incompléte efficace sur machine

massivement paralléle, nous demanderons donc & Dy d’étre diagonale.
Notre décomposition (RBIC) est donc définie par :

Dr = R
De = C
Dg = B —diag(CR™CT)
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Pour I'utilisation de cet algorithme, il nous faut donc calculer la dia-
gonale de CR71C7. 1l est facile de voir que pour le point du maillage
(2,7) nous avons :

. (b)) 3 (<9)fi.iy - (cd)fi s " (Ch)?i.i]'
@)~ (R)aj-y  Bi-u) Ry Eginy

(dz’ag(C‘R_lGT))

Montrons que cette décomposition introduit du parallélisme dans la
résolution de Mz =r avec M = LD™'LT.
Nous résolvons tout d’abord

(m)=(n)

{ YR R 'rp
yve = Dg'(rB—Cyr)

par

Cette premiére étape est évidemment paralléle, car elle ne comporte
que des inversions de matrices diagonales et un produit matrice vecteur.
Ensuite nous résolvons

D—ILT <R ) = YR )
zp yg )’

zp = UB
Zp = yR—R_IGTzN
Cette seconde étape est, pour les mémes raisons, évidemment pa-
ralléle.

par

Les inconvénients de cette méthode sont, en premier lieu, que le
degré de parallélisme n’est que de 5 et ensuite, ainsi qu'il a été montré
dans [DuMe89], que la vitesse de convergence du gradient conjugué avec
ce préconditionnement n’est pas trés bonne et en tout cas inférieure a
celle obtenue avec la décomposition incompléte de Cholesky sur nume-
rotation naturelle.
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Remarque II1.1 Lors de la mise en cuvre informatique, nous avons
crée un tableaw bidimensionnel, semblable au maillage, conienant la
valeur VRAI si le neeud est rouge et FAUX sinon. Alors a chaque cal-
cul sur les neeuds rouges (respectivement noirs), nous avons effectué,
grace @ une instruction CM-Fortran, un test pour ne traveiller qu’avec
les neeuds rouges (respectivement noirs). Nous sommes tout & fait con-
scient que cette opération a affaibli les performances de ces méthodes,
notamment au niveau du temps total de résolution et des Mflops. D’au-
tres modéles de programmation permettront sans doute d’optimiser les
performances de ces préconditionnemenls, mais de toute fagon il faudre
éviter les communications irréguliéres ou trop €loignés.

A partir d’une décomposition SSOR

Ce préconditionnement (RBSSOR) est particulierement simple, il con-
siste a poser :
M=LD'L*

R 0 R 0
L_(C B) etD_(O B)'
La parallélisation s’effectue comme précédemment. Toutes les étapes
sont, bien entendu, paralléles de degré &. De plus, contrairement & ce
qui est fait pour la numérotation naturelle, nous n’avons pas introduit

de parameétre d’optimisation w, car il a été montré (cf [Meur89al) que
le paramétre optimal est w = 1.

avec

III.5 Préconditionnements polyndmiaux
I11.5.1 Remarques sur les préconditionnements
polynomiaux

Le principe des préconditionnements polynémiaux, di & Rutishauser
[Ruti59], consiste & trouver un préconditionnement M tel que

M4 = P,(A)A,

avec P un polynéme de degré inférieur ou égal a k.
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Définition III.1 Nous noterons en lettres majuscules les polyndmes
appliqués & des matrices et en lettres minuscules correspondantes les
polynémes appliqués a des scalaires.

Cette idée peut paraitre, a la fois, naturelle et étrange. Naturelle
car d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, A~ peut &fre exprimée
comme un polynéme en A, mais aussi étrange car la méthode du G.C
génere, dans un certain sens voir [GoMe83], un polynome optimal.
Ainsi le polynéme généré par le G.C, sans préconditionnement, apres
m(k + 1) itérations est meilleur que le polynome généré par le G.C
préconditionné par un polynéme de degré k aprés m itérations. En
fait, en utilisant des préconditionnements polynémiaux nous désirons
réduire sufisamment le nombre d’itérations, et ainsi supprimer quelques
produits scalaires du G.C.P en les remplagant par des produits matrice
vecteur (opérations bien plus efficaces sur la CM-2).

Dans cette partie consacrée aux préconditionnements polynomiaux,
nous allons étudier différents choix pour Pi. Pi(A) doit étre, d'une
certaine maniére, une approximation de A™'. Bien sir, nous avons
plusieurs possibilités pour parvenir & ce résultat. En tout cas, comme
'ont prouvé Ashby, Manteuffel et Otto dans [AsM092], il n’existe pas
un unique polynéme optimal. Le choix du polynome dépend en par-
ticulier de la distribution des valeurs propres, qui n’est pas connue a
priori (mis & part les cas classiques).

Nous allons décrire, dans un premier temps, des préconditionne-
ments basés sur des séries de Neumann tronquées [DuGR79]. L'avanta-
ge de ces préconditionnements polynémiaux est leur simplicité. En
effet, ils n’ont aucun paramétre a estimer. Hélas, ils ne constituent
pas une famille assez efficace de préconditionnements, du point de vue
du gain d’itérations (voir les résultats numériques). De plus, il n’est
pas intéressant d’utiliser des degrés plus élevés que un ou trois car
I’amélioration du taux de convergence obtenue n’est pas du tout suf-
fisante par rapport 4 Paugmentation du nombre de calculs a effectuer a
chaque itération. Ainsi, avec ce type de préconditionnements polyno-
miaux, nous ne pouvons pas utiliser abondamment le produit matrice
multidiagonale vecteur.
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Donc, nous considérerons, dans un second temps, d’autres types
de préconditionnements polynémiaux tels que pr(A) = 3; ;A Afin
d’optimiser ces préconditionnements les ; ne prendront plus seulement
la valeur un, comme avec les séries de Neumann, mais ils seront cal-
culés dans le but d’optimiser certaines normes. En variant les normes
nous obtiendrons différents choix pour ;. Ainsi nous exposerons un
préconditionnement polynomial minimisant une généralisation du con-
ditionnement (Minmax), voir entre autres [Adam82], [Adam85], [Ashb-
87], [Ashb91], [AsM092] et bien siir [JoMP83]. Enfin nous nous interes-
serons a des préconditionnements minimisant une autre norme, voir
[JoMP83], [Saad85] et [Saad87].

Remarque II1.2 Si on multiplie une matrice pentadiagonale par une
autre matrice pentadiagonale on obtient une malrice avec lreize dia-
gonales. Alors, pour éviter ce remplissage, nous ne calculerons pas
explicilement les différentes puissances de la mairice. Nous effectuerons
la résolution du systéme Mz = r (ou plutét z = Pi(A)r) grace a des
schémas d’évalualion ne nécessitant que des produits malrice vecteur
et des combinaisons linéaires. De plus, la phase d’initialisation des
coefficients o; n'étani pas du toul paralléle nous avons essayer de la
réduire au mazimum. Ainst nous éviterons toul calcul de coefficients
supplémentaires. En particulier nous ne calculons pas les poinis de
Tchebycheff qui améliorent la stabilité du simple schéma de Horner voir
[StBu80]. Nous avons donc utilisé un schéma classique d’évaluation
pour les polynémes le schéma de Héorner simple :

supposons les oy connus, alors Pr(A)r est obtenu par les élapes sui-
vanies

by = ayr,
b; = ;v + Abigq, pouri=k—1,...,0 (I11.1)
alors z = P(A)r = by.

Ce schéma est optimal du point de vue du nombre d’opérations
effectuées pour lévaluation de Pi(A)r. Par contre, nous verrons au
chapitre sutvant qu’il peut conduire & des instabililés numériques, voir
aussi [Gaut86], [Gaut90] et [StBus0).
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II1.5.2 Séries de Neumann tronquées

Comrme proposé par Dubois, Greenbaum et Rodrigues [DuGRT79], nous
allons utiliser la propriété suivante :

si p(A) < lalors (I — A) ' =14 A (I11.2)

Notons
A=D-L-L7,

oit D est la diagonale de A et L sa partie strictement triangulaire
inférieure. De plus la matrice étudiée est symétrique définie positive
donc ses éléments diagonaux sont pesitifs. Nous pouvons, dans ce cas,
introduire la matrice D%,

A=DI—D 3L+ LT)D %)Ds

ct donc
1

A" = D (I - D (L + LT)D¥)” D7}

or
D¥L+IT)D S =D 35(D-A)D =1-D}ADS

et
p(D-5(L + LT)D"%) = p(I = D"¥AD %) = p(I— D' A)

Utilisons le Lemme suivant :

Lemme IIL1 Soit A une matrice symétrique définie posilive d dia-
gonale dominante et soit D = diagy(a;) alors

p(I— D A) < 1.

Preuve IIL1.1 Il suffit de montrer que les valeurs propres de lu matrice
D~'A sont comprises strictement enire 0 et 2.

Or, A est définie positive donc D™' A aussi. Ainsi, les valeurs pro-
pres de D71 A sont strictement positives.
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De plus, la matrice A est & diagonale dominante, donc D' A aussi.
Comme la diagonale de D™ A est constituée de 1, d’aprés le Théoréme
de Gershgérin les valeurs propres sont striclement® inférieures ¢ 2.

Une autre démonstration de ce Lemme est proposée dans [Varg62],
qut propose d’ailleurs une estimation plus fine des valeurs propres.

Maintenant en utilisant p(I — D' A) < 1, nous savons que dans ce
cas la série de Neumann pour Iinverse de I—D~% (L+L7) D% converge.
Et donc 'approximation la plus simple consiste a prendre, tout comme
(II1.2), deux termes de cette serie de Neumann. Nous posons donc :

M™ =D 5(I+D 3L+ L")D"#)D"% = D' + DML+ LT)D™.

Cette méthode (NEUML) est éminemment paralléle, son degré de
parallélisme est N, chacune des multiplications matrice multidiagonale
vecteur du calcul de M~'r pouvant s’effectuer de fagon paralléle.

Remarque IIL.3 Dans le chapitre V, nous noterons NEUMS lappro-
zimation qui consiste & uliliser les quatres premiers termes de la série
de Neumann. Nous ne donnerons aucun résultat sur ce que Uon pour-
rait noter NEUMZ, car il a élé€ prouvé dans [DuGR79] et nous ['avons
vérifié dans les expériences numériques que NEUMI est plus efficace,
voir également [Tong89].

Remarque IIL.4 On aurait pu inclure le préconditionnement DIAG
dans la catégorie des préconditionnements polynomiauz, il s’agit en
effet de NEUMO. Mais nous avons préférc lui consacrer un paragraphe
entier pour bien marquer la référence qu’il constitue sur la CM-2.

2L’inégalité est stricte car non seulement A est 4 diagonale dominante mais de
plus il existe des lignes (et des colonnes) ol cette dominance est stricte. Ainsi la
plus grande valeur propre de D1 A ne peut atteindre la valeur 2.



14 Chapitre 111

I11.5.3 Séries de Neumann tronquées sur une fac-
torisation de Cholesky incompléte

Nous considérons tout d’abord une factorisation incompléte de Chole-
sky standard avec la méme structure que la matrice A,

LDt (I11.3)

Notons d; les éléments non nuls de la matrice diagonale D et (%, b;, d;)
les éléments non nuls de la ™ ligne de £. Alors

C = G
b = b
2 2 (111.4)
& = H= b 9:‘)
d{_I d,:_

avec, bien entendu, A = pentay(ci, by, i, biy1, Citn)
Ensuite, nous cherchons une approximation de

Pt
notons £ = D — L. Comme précédemment nous utilisons les séries de
Neumann, et nous avons :
Ll D4 DR

Nous posons donc comme préconditionnement :

M—l — (-D—l L1 .D-JILTD—I)D(I}-I e -D—I L-D-—l)

1l est clair que cette méthode (ICNEUM) est paralléle de degre NV,
chaque produit matrice vecteur se faisant en parallele.

111.5.4 Le préconditionnement Minmax

Nous allons maintenant considérer une catégorie de préconditionne-
ments polynémiaux plus élaborés que les précédents. Dans ce para-
graphe, nous nous sommes intéressés a des polynomes minimisant une
généralisation du nombre de conditionnement : le polynéme Minmax,

voir [JoMP&3].
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Définition ITL.2 Soit [MninAmazs | = [a,b] un intervalle contenant les
valeurs propres de A, 0 ¢ [a,b], alors on note

Qi = {polynémes q; de degré < k|VA € [a,b],qx(}) > 0,
et q(0) = 0}.
Définition ITL.3 Pour tout polynome q € Qi1 on note

_ SUuPrefa)d (A)
infrefanq(A)

Alors nous cherchons gi4; solution du probléme suivant :

cond(q)

{ Trouver qryy € Qpyq tel que (I11.5)

Vg € Qpy1,cond(qry1) < cond(q) -

Pour nous ramener & l'intervalle [—1, 4+1] nous posons :

2 —b—a
M) ===

Alors la solution du probléme (IIL.5) est donnée par exemple par
Johnson, Michelli et Paul dans [JoMP83] :

T (u(A)

Titr (1(0))

ot T} est le polyndme de Tchebycheff de premiére espece d’ordre k,
voir [Davi75).

G (A) =1 (IIL.6)

Nous obtenons ainsi px le polynome Minmax avec :

_ L Tiga (#()

Remarque IIL.5 Pour les résultats numeériques, présentés au chapitre
suivant, nous avons d’abord calculé les coefficients a; du polynéme py a
partir des formules de récurrence des polynomes de Tchebycheff, puis
nous avons résolu I’étape de préconditionnement grice au schéma de
Hérner (III.1). Nous noterons HMINMAX cette méthode.
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I11.5.5 Les préconditionnements Mcarre et Leg

Une autre facon, d’obtenir des préconditionnements polynomiaux, est
de dire que le polyndme p; doit étre dans un certain sens une ap-
proximation de la fonction (A — 1/A). C’est & dire 1 — Apx(A) doit étre
proche de 0. Comme [JoMP83] et [Saad85] nous allons considérer les
polynémes minimisant la norme quadratique suivante :

f " (1= p(0)w(A)dA, (11L8)

avec w()\) un poids capable d’accentuer certaines parties importantes
du spectre. Pratiquement, nous avons pris des poids de Jacobi :

w(a, B,A) = (b= A)"(A— a)’.

Notons $;(A) les polynémes orthonormaux associés au poids w(A).
Alors la solution du probléme (II1.8) est donnée par, voir [JoMP83] :

k+1
pe(X) = 2 biti(A),
=0
o 0 (0) = 5;()
o H L geey S T 9

by = =gy 6 = e, (IIL9)
Enfin, nous avons pris, dans un premier temps, le poids de Tcheby-
cheff @« = f = —1, puis le poids de Legendre a = § = 0. Nous avons

ainsi utilisé deux préconditionnements différents, associés au schéma de
Hoérner, notés respectivement HMCARRE et HLEG.

I11.6 Les approximations de 'inverse
exacte

Nous venons de décrire des préconditionnements qui semblent bien
adaptés A |'architecture massivement paralléle de la CM-2. En outre,
nous nous sommes beaucoup servis du fait qu’il est plus facile d’effectuer
I’'opération z = M~'r que de résoudre Mz = r sur la CM-2. Néanmoins
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on peut se demander si ces préconditionnements sont des précondition-
nements efficaces au niveau du taux de convergence par rapport aux
contraintes qu’ils respectent. En effet, a conditions égales (uniquement
des commmunications entre un noeud et ses voisins immédiats) on peut
se demander si d’autres approximations de 'inverse ne sont pas plus
efficaces. A titre de comparaison, nous allons donc nous intéresser
A des approximations directes de I'inverse, mais aussi a des expres-
sions analytiques par blocs de l'inverse, puis & des factorisations in-
complétes par blocs, et finalement & des préconditionnements locaux et
pour généraliser & des préconditionnements basés sur des compléments
de Schur.

111.6.1 Préconditionnement LAP

La méthode (LAP), que nous allons étudier, bien qu’elle ne soit pas
trés réaliste, consiste a4 prendre des éléments de l'inverse exact pour
constituer M 1.

Définition I11.4 On appelle squelette de la matrice A, U'ensemble d’in-
dices § tel que S ={(z,7) /1 £1,j <N, A;; #0}.

Posons
M = Al-_j-l si(i,7) €S
4 0 sinon

Il est évident que nous ne disposons pas de moyens simples et écono-
miques de calculer ainsi certains éléments de I'inverse. Néanmoins sur
le plan théorique, il est intéressant de voir ce que cela donne, puisqu’il
a été montré dans [CoGMS5] et [Kers70], pour des matrices tridia-
gonales, qu’une méthode analogue fournissait, dans certains cas, une
bonne approximation de 'inverse. De plus, pour les problemes qui
nous intéressent, les éléments de Ay décroissent rapidement lorsque
nous nous éloignons de la diagonale et des sous-diagonales (ie lorsque
nous nous éloignons des diagonales non nulles de A), ou encore

=1 -1
Al iyes < AGjes
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Toutefois, ’approximation pose dans notre cas un probléme, dans
la mesure ou la matrice M~! ainsi générée n’est pas nécessairement
définie positive. En effet, A~ est définie positive, mais lorsque nous
annulons plusieurs termes d’une matrice définie positive, le résuliat ne
reste pas obligatoirement défini positif.

Une solution & ce probléme consiste a renforcer la dominance de la
diagonale de la matrice de départ.
Soit A la matrice diagonale définie par :

Ni=7)_|ai|

i
posons alors :

114-{;1 - F
snon

{ (A+0N); si(i,5) €S
0

avec O un parametre réel positif a déterminer, en pratique nous
ferons varier # entre 0 et 1 avec un pas de 0.1.

Remarque IIL6 Cette technique peul paraitre inutide car trop peu
réaliste (pour une seule résolution) mais aussi pas du tout paralléle
lors de sa phase d’initialisation. Son but n’est pas du tout d’éire effi-
cace en temps, mais d’apporter une premiére pierre insiructive pour la
comparaison des nombres d’itérations entre les préconditionnements.

11L.6.2 Préconditionnement LIP

Mainteniant pour obtenir un préconditionnement défini positif, nous
pouvons partir d’une décomposition incomplete de Cholesky introduite
en (II1.3) :

gt

avec les formules correspondantes (I11.4).
Soit g, = {(i,7) /i = j et (4,5) € S}

Posons ¥ mm
Mo = L st (z,7) € St
4 71 0 sinon
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et
M= MTDM,

Nous avons ainsi une matrice M~! définie positive. De méme que
précédemment cette méthode (LIP) n’est pas ufilisable dans la pra-
tique. Le colit du calcul des éléments de l'inverse est bien évidemment
trop important. Pour obtenir un rendement suffisant de ce type de
méthodes, il faudrait par exemple résoudre plusieurs problémes mais
en conservant la méme matrice. Ainsi, le surcoiif d’initialisation serait
quelque peu atténué par le nombre de résolution effectuées i 1'aide de
ce préconditionnement.

IT1.7 Expression analytique par blocs de
I’inverse de A

En procédant de la méme maniére que dans [CoGM85|, nous pouvons
décrire une expression analytique de 'inverse, sous forme de blocs.
Nous définissons deux suites de matrices d’ordre n : A; el X; par

{A‘ = 4 (111.10)

A; = D;— Ai(Ai) AT
et
. = [}
i » s I11.11
{Ei = By B T i (L

A; et D; étant définies en (1.10).
Ensuite nous définissons ®; matrice d'ordre n par :
®; = D; — Ai(Dim1) AT = AL (Bit1) T Air. (I11.12)

Nota Lorsque les indices # — 1 ou z + 1 ne sont pas compris entre 1
et n, les termes correspondants sont pris nuls.

Dans ce cas, en notant L la matrice strictement triangulaire par
blocs suivante
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—-A, 0

nous pouvons écrire la factorisation de Cholesky de la maniére sui-
vante, voir [CoGM85] :

A= (S + L) (S +LY).

Si nous considérons l'inverse A~ par blocs, en notant {A7'}, . le
bloc d’indice (, ) de l'inverse, nous avons :

5 — &
A, = 0
= - T =1
{A ]:’,i—l =2 A'1--1A ¢
-1
Ensuite nous pouvons définir un inverse approché des matrices A;

et ¥; par des matrices tridiagonales. Alors nous remplagons (I11.10) et
(II1.11) par :

lﬁ] -_— D]
{A{ = Beo Avieil (TR 4T (ITL.13)
et
5, = Dn
{Ei = Di— A% trida((Zip) ™) Asa (HEE )

De plus, nous définissons ®; matrice d’ordre n par :
®; = D; — Aitrida((Die1) AT — AL trido((Sipr) ™) Aigr. (IL15)

Les matrices A;,¥; et ®; sont tridiagonales et les approximations
peuvent étre facilement calculées.
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Nous allons maintenant proposer deux types de méthodes, la pre-
miére posséde le méme squelette (ou structure creuse) que la matrice
initiale A. Tandis que la seconde posséde plus de renseignements, et
donc plus de dépendance de données soit moins de parallélisme.

I11.7.1 Préconditionnement LAPINC

Si nous désirons un inverse approché de méme squelette que A, nous
posons :

{M'},, = trid,(®]")

{M“:}‘.ﬂ._1 = dz'a_qn](tridn(&,-__l,)A?trz’dn(@,-_l))
M7} = M7}

{M~},;, = 0sinon.

Pour les mémes raisons que la méthode LAP, ce préconditionnement
(LAPINC) n’est pas non plus nécessairement défini positif, nous I’appli-
querons donc, comme précédemment, 3 A+0N au lieu de A, Par contre,
cette technique possede un degré de parallélisme de n.

II1.7.2 Préconditionnement LAPINC1

Le préconditionnement précédant a le méme squelette que A (c’est a
dire uniquement des communications avec les nceuds voisins). Si nous
sommes préts a effectuer plus de travail (avec moins de parallélisme)
nous pouvons définir la méthode suivante :

{114—1}1_‘1. = q,'_—1
M1}y = AT AT
(M1} = M},

{M~1}.. = 0 sinon.

L]

Apparemment, il faut calculer entirement ®;' et A', mais en
réalité, ce qui nous intéresse, c’est z = M~'r. Or avec les notations par
blocs évidentes, nous avons :

Z={M1} rica +{M Y+ M) i,
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Soient y; = ®7'r; et w; = ®;'r;_y pour ¢ = 1,...,n, obtenus par
2n résolution de systémes tridiagonaux,
alors

zp= A;_IIA?LU{ + i+ A;_IA?HD'HL

Les premier et troisiéme termes sont calculés par résolution de syste-
mes tridiagonaux. Tous ces systemes peuvent é&tre résolus en parallele,
toutefois le degré de parallélisme n’est que de n. Enfin, cette approxi-
mation (LAPINC1) n’est pas non plus définie positive.

II1.8 Approximation de 'inverse a l’aide
d’une décomposition incomplete
par blocs

Les deux préconditionnements précédents ont le défaut de ne pas étre
définis positifs, donc d’8tre des approximations de A + 0N au lieu de
A. Une autre facon d'obtenir une approximation de l'inverse est de
considérer une décomposition incompléte par blocs, dont les blocs di-
agonaux sont les A;.

Alors la décomposition incompléte par blocs est définie, comme
précédemment pour la suite X, par :

(A+L)A™MA + L),

A étant définie par (II1.12).
Ensuite pour développer une approximation de l'inverse, regardons

(A+L)

Tl est clair que les blocs de la diagonale de cette matrice sont com-
posés des A7!, et la sous-diagonale par blocs est constituée par les
éléments AT'A; AL, A partir de ces éléments nous allons pouvoir
définir deux préconditionnements.
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I11.8.1 Préconditionnement LAPINV

Soit M ™! la matrice dont les éléments par blocs sont :

M), = trida(A7)
{M_l}i‘i—l = diagn(t’"idﬂ(&fl)Agtrid“(&f_jl))

_1 o g
{M7'}, . = 0 sinon.
Nous posons ensuite :

M™ = MTTAM™.

Par rapport aux précédentes, cette méthode (LAPINV) a ’avantage
d’étre définie positive, mais son degré de parallélisme n’est aussi que
de n.

I11.8.2 Préconditionnement LAPINV1

Comme précédemment, si nous acceptons de résoudre des systemes
tridiagonaux, nous pouvons poser (LAPINV1) :

{Mm]}i,i = 51:-1
M} = ATATAL,
{M7}.. = 0 sinon.

Ensuite lors du calcul de M™'r, nous avons :

Xy = {M_l}i—l,i?‘f—l + ‘[M-l}i,irh
et soit y; donné par : Ay =1y,
alors
o A;lAgy;_l + yi.

Le premier terme du second membre est calculé en résolvant des
systémes tridiagonaux. Enfin nous utilisons des formules similaires pour

obtenir M~TAz.
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Remarque IIL.7 Ces méthodes d base de factorisations par blocs, LA-
PINC, LAPINC1, LAPINV et LAPINVI ont certes un degré de pa-
rallélisme insuffisant pour la CM-2, mais elles semblent bien adapices
& des caleulateurs de type MIMD, voir remarque I1.15. Une étude est
donc a envisager.

II1.9 Les préconditionnements locaux

Dans cette partie nous allons étudier des préconditionnements basés
sur le principe suivant : la solution du probleme

Mz=r

est obtenue par les étapes suivantes : soit 7; le second membre obfenu
en annulant toutes les composantes de r sauf la i"™°. Notons aussi,
y| 5, le vecteur de dimension n; formé par les composantes de y dont
les indices appartiennent & un ensemble S; (correspondant & des naeuds
voisins du neeud ¢ sur le maillage).

Nous résolvons le probléme

ﬂ/f,-z|5; = 'F,"Sl_,

ensuite en prolongeant z|g par zéro, nous obtenons Z;, et nous prenons

Z = Z,‘g‘-'

Ainsi pour chaque point du maillage , nous résolvons des problemes
locaux, sur un ensemble de points correspondant a S;. Et enfin nous
sommons les solutions obtenues.

Maintenant, avec chaque ensemble S; choisi, nous obtenons une
méthode différente avec des opérateurs locaux M; différents.

Pour obtenir la solution locale, il faut évidemment expliciter M; ou
du moins calculer une certaine partie de son inverse, car a cause de
la structure creuse de 7;, nous n’avons pas besoin de tout I'inverse de
M;. Une facon simple de définir M; est de prendre la restriction de
Popérateur A.
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L’ensemble 5; devant rester un ensemble de faible cardinalité, nous
prendrons par exemple des ensembles comme les schémas 4 5 et 9 points
classiques.

Commencons par le schéma a 5 points, et numérotons les neeuds de
facon naturelle.

La matrice M; d’ordre 5 est donc :

Gi—n 0 Ci 0 0
i b{ 0 0
b:  ai biyi cign
0 bi+1 i1 0
0

™

Gy B G

Pour calculer la solution avec un second membre qui n’a qu’une
seule composante non nulle (correspondant au noeud 3), nous n’avons
besoin que de la troisitme colonne de M;'. Par exemple nous allons
I’obtenir grace a une décomposition de la forme suivante :

M; = L;D;LY,
avec
diny 0O 0 0 0
0 aj-y 0O 0 0
Li = c; b:‘ iy bH—! Cign 1
0 0 0 a4 O
0 0 0 0 Qidn
et
Di = dia’ﬂfh(bi)s
en posant
cf b b§+1 C?-i-n
d; = a; — — - — i
in ai-1 it Qipn

Alors les composantes de la troisitme colonne sont données par

I R . T __biga !
Gindi’  @icdi’ &' aidi’ Gipadi)

Les solutions locales sont ensuite des multiples de cette troisieme
colonne.
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Remarque II1.8 Par ezemple, pour la discrétisation du probleme I
avec le schéma @ 5 points nous obtenons :

¢
Z’IIS; — 1—2-

(e e = i ]

Cette méthode se généralise facilement aux autres ensembles 5;. Nous
avons mis en ceuvre cette approximation pour les ensembles a 5 points
(LOCS5) et a 9 points (LOC9).

I11.10 Les préconditionnements basés
sur des compléments de Schur

Une facon naturelle d’obtenir des approximations dans le cadre précé-
dent, est de considérer le complément de Schur.

L’idée générale est la suivante : renumérotons les inconnues avec
d’abord les inconnues n’appartenant pas & S;, puis ceux de S5;. Le
systéme (1.9) se récrit :

B]] BIE =41 e U
(Bﬂ Bza)(zg)'_r‘_(;:)- (ITL.16)

Nous éliminons l'inconnue z, et nous obtenons :
(ng = BEBI_#B]_Q)ZQ = (11117)

La matrice de ce systéme est appelée complément de Schur de By,. Byy'
est une matrice pleine, dans notre cas, il n’est donc pas envisageable de
calculer le complément de Schur. Nous allons essayer d’'en trouver une
approximation.

Décrivons notre méthode dans le cas ot 1'ensemble S; représente le
schéma 4 9 points (SCHUR2). Nous éliminons d’abord les inconnues
extérieures aux 9 points. Nous allons obtenir cela en deux étapes,
tout d’abord nous considérons les trois lignes du maillage auxquelles
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appartiennent les 9 points (ensemble 3). En renumérotant les inconnues
dans des ensembles 1, 2 et 3 le systeme (1I1.16) se reécrit :

An 0 Am -'5‘1 0
0 Azs An 3'2 = 0
A%; A%?'i Agg 2'3 ?:'3

Nous éliminons z; et z'5, nous obtenons :
At T A=t T 41 I =
1933(?:)3 3= (A33 =25 A‘lﬂAll A]a =" A?SAQQ AQS)Z 3 = T3-

En principe, le complément de Schur est une matrice pleine, mais dans
ce cas, les matrices A;3 et Agz sont trés creuses, et nous avons méme :

Apy =AF 0
Su(@)=| —A D —Al,
0 —Ain Xy

ou A; et ¥; sont définies de la méme maniére que dans (I11.10) et
(II1.11). Comme précédemment nous remplagons A; et ¥; par leurs
approximations tridiagonales définies par (II1.13) et (I11.14).

Avec ces approximations et une renumérotation, la matrice S3z(2)
est tridiagonale par blocs et d’ordre 3n,

G, —F}

—F, Gy -—FF
833(?:) = e * & . B g
_Fn-l Gn-l _R'LT
-F, G,

Nous appliquons encore le principe de factorisation par blocs a cette
matrice. Soit

I

Fl = G;
F,‘ G{ G F;(T,-_I )_IF-T

]

et

An = Gn
A = Gi— FL(Ai)  Fi
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Ici, les T; et A; sont des matrices d’ordre trois, il est donc facile de
calculer leurs inverses exacts.

Ensuite, nous ne gardons que les trois colonnes entourant le point
et nous arrivons finalement & une matrice d’ordre 9 :

oy =fF 0
'_'F* Gi Hthlq-l 1
0 —Fiyr Tip
et le second membre étant (U,U,O,O,r;,O,U,U,D)T, nous ne nous
intéressons qu’a la 5™ colonne de l'inverse. Nous pouvons la calculer
de la méme maniére que précédemment, posons

O = Gy — FTZL P — FL AR Faa.

Alors la troisieme colonne par blocs est :

(M FEOT 07 AL Fn)
Nous ne calculons ainsi que des inverses de matrices d’ordre trois.
Il est clair que cette méthode peut étre facilement géncralisée a des
stencils 5 x 5 (SCHURL) ou 7 x 7, nous calculons alors des inverses de
matrices d’ordre 5 ou d’ordre 7.

Tous les préconditionnements étant maintenant explicités, nous al-
lons pouvoir passer aux premiers résultats numeériques.
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IV.1 Présentation

Ce chapitre présente les premiers résultats numériques sur les précondi-
tionnements décrits au chapitre précédent. Afin de vérifier 'efficacité,
en ce qui concerne le taux de convergence, des préconditionnements
adaptés & 'architecture massivement paralléle de la CM-2, nous les
avons étudiés sur une machine séquentielle pour pouvoir les comparer
avec d’autres méthodes non nécessairement paralleles.

La majorité des calculs a été effectuée en réels simple précision (32
bits) sur un Apollo série 400. Le critére d’arrét du G.C.P est € = 107°,
ce qui semble raisonnable pour des réels simple précision. Le mail-
lage est un maillage carré uniforme 40 x 40. Donc les matrices sont
d’ordre 1600. Le probléme effectivement mis en ceuvre est le second
probléme, voir chapitre I, car il nécessite, & cause des sauts Impor-
tants de ses coefficients, un nombre d’itérations beaucoup plus élevé
que le probléme 1. Ainsi, les différences de nombre d’itérations pour
chaque préconditionnement sont plus grandes et bien entendu plus si-
gnificatives, qu’avec le premier probleme. Comme I’objectif de cette
thése est de résoudre des grands systémes linéaires, donc de résoudre
des systémes ayant souvent besoin d’un grand nombre d’itérations pour
converger, il est, sans aucun doute, plus utile de réaliser I’étude séquen-
tielle sur un probléme mal conditionné.

Par conséquent, nous allons d’abord présenter le nombre d’itérations
du G.C.P avec les différents préconditionnements. Puis nous exposerons
les temps de calcul pour quelques techniques, bien qu’ils ne nous ap-
portent que peu d’informations sur leur efficacité réelle sur la CM-2.
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IV.2 Nombre d’itérations

Nous constatons, en premier lieu, dans le tableau IV.1 que le nombre
d’itérations de la méthode DIAG est relativement élevé (868) par rap-
port & ’ordre de la matrice (1600). Néanmoins, les préconditionnements
3 base de renumérotation Rouge-Noir parviennent a diminuer ce nom-
bre d’itérations d’un facteur deux, ce qui est encourageant. On note,
par ailleurs, que RBIC est plus efficace que RBSSOR, cela semble na-
turel d’apres leurs définitions. De plus, le préconditionnement NEUMI1
a, & peu de chose prés, le méme taux de convergence que RBIC et
RBSSOR, alors que son degré de parallélisme est N, au lieu de N/2.
Ce résultat parait trés positif. Toutefois, il faut espérer que ce gain
d’itérations sera suffisant par rapport a I'augmentation du nombre de
calculs 3 chaque itération (environ deux produits matrice vecteur au
lieu d’un seul pour le préconditionnement Diagonal). Enfin, le nom-
bre d’itérations de ICNEUM est équivalent a celui de DIAG. Comme a
chaque itération ICNEUM effectue plus de calculs que DIAG, et puisque
DIAG est éminemment parallele, [CNEUM ne pourra que se révéler
moins efficace que DIAG sur la CM-2. Ces premiers résultats nous
montrent ainsi qu’il est inutile de tester la méthode ICNEUM sur la
CM-2. Par contre, nous pouvons espérer atteindre de bonnes perfor-
mances avec les autres techniques.

Préconditionnement Nombre
uti]_isé d’itérations |
DIAG 868 |
RBIC 428
RBSSOR 437
NEUM 461
ICNEUM 858

Tableau [V.1: Nombre d’itérations pour le probléme 2 avec un maillage
40 x 40.
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Remarque IV.1 Lors de la mise en euvre des préconditionnements
polynémiauz, nous avons besoin de connailre la plus petite et la plus
grande valeur propre (a et b) de la matrice, ou au moins une estima-
tion. Ne possédant pas d’informalion sur la matrice du probleme 2,
nous avons ainsi normalisé symélriquement la matrice par sa diago-
nale. C’est a dire que au lieu de résoudre le probléme (1.9), nous avons
résolu, avec D = diagn(a:),

D~ AD 7y = D~V?b, puis D'z = y. (IV.1)

Et done d’aprés le Lemme (III.1), nous savons que pour cc probléme
(IV.1) b < 2. Ainsi nous avons pris comme approzimation de la
plus grande valeur propre b = 2. Enfin, pour la plus petite, sachant
qu’elle est strictement posilive et aprés une longue étude numerique
(voir en particulier le chapitre VII), nous nous sommes apercus que
la valeur a = 0.25 1073 permettait une utilisation salisfaisante des
préconditionnements polynémiauz. Cette valeur n’est pas la valeur opti-
male pour les deuzx problémes proposés. Néanmoins elle est suffisament
représentative de Uefficacité des préconditionnements polynémiauz.

Remarque IV.2 Nous n’avons pas pris les valeurs propres ezactes de
le matrice du probléme 2. Tout d’abord, conirairement au premier
probléme nous ne connaissons pas leur expression analytique. Tout
de méme, nous pouvions obienir une estimation précise grice a une
méthode de recherche de valeurs propres. Mais le coit de ces tech-
niques est relativement élevé par rapport & la résolution. Ainsi, nous
nous sommes placés dans des condilions trés réalistes d’ulilisation des
préconditionnements polynémiauz. Il est en effet trés rare que utilisa-
teur connaisse les valeurs propres de la maitrice ou méme qu’il essaie
d’en obtenir une estimaiion.

Nous présentons, dans les tableaux (IV.2) & (IV.4), les variations,
en fonction du degré, du nombre d’itérations du G.C.P, munit des diffé-
rents préconditionnements polynémiaux. Dans la suite, nous noterons
non déf. pos. sile coefficient oy du G.C.P (voir 'algorithme au chapitre
IT) devient inférieur ou égal & zéro, en d’autres termes la matrice de
préconditionnement n’est plus, dans ce cas, définie positive.
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Degré du Nombre
polyndéme d’itérations
| HMINMAX || o
[ 2 | 385
3 306

4 248

5 213

6 195

7 170

3 non déf. pos.

Tableau IV.2: Nombre d'itérations de HMINMAX pour le probleme 2
avec un maillage 40 x 40.

Degré du Nombre Degré du Nombre
polynéme | d’itérations polynéme || d'itérations
HMCARRE HLEG
2 310 2 332
3 246 3 254
4 203 4 209
5 172 5 178
6 152 6 156
i 135 7 137
8 122 8 128
9 113 9 118
10 161 10 153

Tableau IV.3 et Tableau IV.4: Nombre d’itérations de HMCARRE et
HLEG pour le probléme 2 avec un maillage 40 x 40.

On remarque, en premier lieu, que le nombre d’itérations est une
fonction décroissante du degré du polynoéme (pour des degrés pas trop
élevés). En effet plus le degré du polynome est grand plus 'estimation
de Iinverse ainsi obtenue est précise. De fagon similaire, on peut vé-
rifier que si on assemble les matrices Pr(A), avec Py défini au chapitre
111, leurs squelettes augmentent avec le degré du polynéme. Etl donc,
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I’étendue de nos informations sur la matrice inverse est une fonction
croissante du degré du polynome.

Heureusement, grace au schéma de Hérner, nous évitons toute forme
de remplissage (donc tout surcoiit de stockage). Nous avons donc des
préconditionnements, qui permettent d’atteindre des nombres d’itéra-
tions relativement faibles. De plus, leur degré de parallélisme est maxi-
mal et enfin ils utilisent au mieux les opérations adaptées a ['architectu-
re de la CM-2 (combinaisons linéaires, produits matrice multidiagonale
vecteur). Ces préconditionnements semblent donc trés bien adapteés a
’architecture massivement parallele de la CM-2.

Remarque IV.3 Comme la factorisation incompléte de Cholesky les
préconditionnements polynéomiauz foni varier le nombre d’itérations
avec la structure plus ou moins creuse (ou bien le nombre de diago-
nales non nulles) qu’on lui impose. Ainsi, nous powvons donc exhiber
des approrimations de Uinverse aussi précises que ['on veut, dans la
mesure ol le schéma reste convergent bien entendu.

Par ailleurs, il semble que le polynéme Minmax soit moins effi-
cace que les deux autres polynémes. Nous verrons, par la suite, que
cette constatation n’est pas toujours vérifiée. En effet sur ce probleme
étudié, il semble que le conditionnement de la matrice ne soil pas en-
core assez important car I’ordre de la matrice n’est pas suffisamment
élevé!. Or le polynéme Minmax minimise une généralisation du con-
ditionnement. De plus, Minmax est bien plus sensible que Mcarre et
Leg a4 une mauvaise estimation de la plus petite valeur propre, voir
[AsMQ92], [Saad85] et le chapitre VIL. Etant donné que la valeur prise
ici n’est qu'approximative, nous avons perdu énormément de précision.
De toute facon il a été montré dans [AsMO92] qu’il n’existe pas de
polynéme optimal, nous le confirmons donc grice aux résultats numeéri-
ques présents dans cette these.

Enfin, on constate, dés i présent, que pour des polynémes de degré
supérieur ou égal a 8 ou 10, suivant le polynome, le G.C.P ne con-

1Par exemple, le conditionnement de la matrice du probléme 1, voir ’équation
(1.14), est de 'ordre de 680, pour le maillage 40 x 40, alors que pour un maillage
512 x 512 il est proche de 10°.
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verge plus ou en tout cas moins bien qu’avec un degré inférieur. Ce
phénoméne peut s’expliquer par le schéma d’évaluation utilisé : le
schéma de Horner simple qui répercute les erreurs d’arrondi [Gaut86],
[Gaut90] et [StBu80], mais aussi par le manque de précision dans le
calcul des coefficients oy des polynémes. Par exemple le coeflicient ay;
du polynéme Mcarre de degré 11, calculé en simple précision d’apres les
formules de récurrences des polynémes de Tchebycheff, est —165.654.
Alors que si on effectue les mémes calculs mais en double précision on
obtient —165.654158123. Ainsi on atteint, lors du calcul du polynéme
pour la valeur 2, une erreur de 0.3238. Donc pour un polyndme qui doit
d’une certaine maniére approcher la fonction (z — 1/z) nous pouvons
nous retrouver assez loin de la valeur 0.5 que nous devrions atteindre
pour z = 2 (pour le polynéme de degré 15 nous avons une erreur de
lordre de 78,6432 !I). A cause de ces problémes de précision nous
avons donc des préconditionnements qui ne sont pas tres fiables.

xpu(x)

e
\/\._/’

o < B = B <
BN & o B

0.5 1 1.5 2
Figure IV.1: Polynéme Mcarre de degré 12.

De la méme facon, pour un préconditionnement polynémial py don-
né, le polynéme zpy(z) doit osciller autour de un, tout en restant stricte-
ment positif (pour conserver un préconditionnement défini positif). Or
on peut voir sur la figure (IV.1), que le polynéme zpi(z), avec py le
polynéme Mcarre de degré 12, n’est méme pas strictement positif, de
plus mis & part au voisinage de zéro il n’oscille pas autour de un. En-
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fin, la figure (IV.2) nous montre que méme en utilisant des réels double
précision le G.C, préconditionné par le polynéme Mcarre, ne converge
plus & partir d'un certain degré (21), certes plus élevé. Par ailleurs, on
a constaté les mémes phénomeénes pour les polynémes Minmax et Leg.

35@‘nombre !
iterations

3001
25071
20071
1507

1007

504 degre du
polynome

3 10 15 20 25

Figure IV.2: Nombre d’itérations de HMCARRE, en double précision,
pour le probléme 2 avec un maillage 40 x 40.

Remarque IV.4 Les problémes d’instabilité numérique des précondi-
tionnements polynémiauz ont déja élé maintes fois observés, en parti-
culier dans [AsMO32], [Saad 85] et [CiMP92]. De plus, une certaine
réponse a été apportée dans [AsM092], [CiMP93]. Pour notre part, on
peut se demander dés maintenant si ce probléme de convergence n’est
pas, dans une certaine mesure, un factewr himitant de Uefficacité des
préconditionnements polynémiauz notamment sur la CM-2.

Dans les tableaux suivants nous nous intéressons aux méthodes pas
nécessairement bien adaptées a une architecture massivement parallele.
Nous ne présentons pas de résultats pour les méthodes LAPINV, LOC5
et LOCY car soit elles ne convergent pas, soit les résultais obtenus nous
paraissent sans réel intérét. Dans le cas ol les méthodes sont définies
positives, et donc n’ont pas besoin de parameétire ©, nous les avons
quand méme placées dans des tableaux semblables. Simplement, nous
n’avons pas rempli la colonne de © correspondante.
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Préconditionnement || © Nombre
__utilisé | d’itérations |
~ LAP 0. | non déf. pos. |

LAP 0.1 | non déf. pos.
LAP 0.2 | non déf. pos.
LAP 0.3 472
LAP 0.4 485
LAP 0.5 472
LAP 0.6 494
LAP 0.7 500
| TIP [ 1 856

Tableau IV.5: Nombre d’itérations pour le probléme 2 avec un maillage
40 x 40.

On note, sur le tableau (IV.5), que le nombre d’itérations pour
les méthodes LAP et LIP n’est pas meilleur que celui des methodes,
de base, adaptées a la CM-2 : RBIC, RBSSOR et NEUMI1. A con-
traintes identiques, nous avons donc des préconditionnements plus effi-
caces. D’autre part, il semble que la différence entrevue entre NEUM1
et ICNEUM au tableau (IV.1) soit semblable a celle entre LAP et LIP.
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Préconditionnement || © Nombre
utilisé d’itérations
LAPINC 0. | non déf. pos.
LAPINC 0.1 | non déf. pos.
LAPINC 0.2 | non déf. pos.
LAPINC 0.3 483
LAPINC 0.4 472
LAPINC 0.5 483
LAPINC 0.6 492
LAPINCI1 0. | non déf. pos.
LAPINC1 0.1 253
LAPINCI 0.2 297
LAPINC1 0.3 340
LAPINC1 0.4 379

[ LAPINV1 [ | 27 |

Tableau IV.6: Nombre d’itérations pour le probléme 2 avec un maillage
40 x 40.

Préconditionnement || © Nombre
utilisé ] d’itérations

| SCHURL [ ] 1066 |
SCHURZ [ 0. non déf. pos.
SCHUR2 0.1 | non déf. pos.
SCHUR2 0.2 | non déf. pos.
SCHUR2 0.3 468
SCHUR2 0.4 461
SCHUR2 0.5 469
SCHUR2 0.6 483
SCHUR2 0.7 494

Tableau IV.7: Nombre d’itérations pour le probléme 2 avec un maillage
40 x 40.
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D’aprés (IV.6), il semble, qu’a conditions égales, LAPINC est sen-
siblement aussi efficace que LAP, et donc moins performant que RBIC,
RBSSOR et NEUMI. Par contre, LAPINCI1 est plus précis, ce qui est
normal car le squelette généré par ce type de préconditionnement est
nettement plus dense que celui de la matrice initiale, on possede donc
beaucoup plus d’informations. Il faudrait plutét le comparer avec un
préconditionnement polynémial ayant un squelette équivalent. Enfin, il
semble que la méthode LAPINV1 soit trés bien adaptée & ce probleme.

D’autre part, il nous apparait, dans le tableau (IV.7), que SCHURI
n'est pas tres efficace (LOC5 et LOCY ne le sont pas du tout). Par
contre, avec un stencil un peu plus grand (9 x 9) SCHUR2 a des per-
formances sensiblement meilleures que LAP.

Finalement, il semble, d’aprés les simulations numeériques, qu’avec
des conditions identiques (que des communications entre un nceud et ses
voisins immédiats) les préconditionnements de base adaptés a 'architec-
ture massivement paralléle de la CM-2 (RBIC, RBSSOR et NEUMI1)
sont des estimations de l'inverse relativement satisfaisantes par rapport
aux autres préconditionnements proposés, sur ce type de problémes.
De plus, malgré les nombreuses contraintes liées & la machine, nous
avons une catégorie de préconditionnements, les préconditionnernents
polynémiaux, qui permettent d’obtenir des nombres d’itérations as-
sez faibles. Par contre, il faut quand méme se rappeler qu’avec ces
préconditionnements notamment avec des polynémes de degré elevé,
nous effectuons beaucoup plus de calculs a chaque itération qu’avec
le préconditionnement Diagonal. Or le but de cette étude n'est pas
de trouver un préconditionnement possédant un meilleur taux de con-
vergence que (DIAG), mais un préconditionnement capable de mu-
nimiser le temps de calcul. Il n’est donc pas du tout évident que ces
préconditionnements soient plus efficaces que le préconditionnement Di-
agonal sur la CM-2.

Remarque IV.5 A titre de comparaison, nous avons résolu ce proble-
me avee des méthodes, plus classiques sur machines séquentielles, telles
IC(1,1) et MIC(1,1) de Meijerink et Van der Vorst [MeVa77]. Dans ce
cas, nous obtenons bien entendu des nombres d’itérations plus faibles 43
pour IC(1,1) et 21 pour MIC(1,1). Néanmoins, il est clair que, parmi
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les préconditionnements adaptés a la CM-2, seuls les précondition-
nements polynémiauz pourront approcher ces taux de convergence.

IV.3 Temps de calcul

Nous présentons dans les tableaux (IV.8) & (IV.11) les temps de calcul
CPU (en secondes) des méthodes, qui nous ont parus dignes d’intérét.
Ainsi, nous avons choisi les valeurs optimales, en temps, de © pour les
méthodes non nécessairement définies positives. En outre, nous avons
extrait & partir du temps de calcul (TTOT) le temps d’initialisation
(TINIT), c’est & dire le temps nécessaire, entre autres, a la construction
de la matrice mais aussi i linitialisation de toutes les variables du
G.C.P (TINIT est en réalité tout le temps de calcul avant les itérations

du G.C.P).

Préconditionnement || TINIT | TTOT

DIAG 0.52 15.6
RBIC 0.55 11.6
RBSSOR 0.54 11.6
NEUMI 0.54 12.0
ICNEUM 0.55 24.3
LAP © =103 3024 5952
LIP 3181 6399

LAPINC © =0.4 0.70 22.8
LAPINC1 @ =0.1 1.03 17.3
LAPINVI 1.12 2.7
SCHURI 0.40 22.8
SCHUR2© =04 4.69 35.9

Tableau [V.8: Temps de résolution (s) du probléme 2 avec un maillage
40 x 40.

Le temps total n’est affiché que pour information. Il n’apporte, en
effet, que peu d’informations sur les performances des préconditionne-
ments sur des machines paralléles, car évidemment sur machine scalaire,
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il n’est pas tenu compte des propriétés de parallélisme. En effet, alors
que sur une machine séquentielle il suffit, bien souvent, de minimiser
le nombre total de calculs pour minimiser le temps de résolution, sur
une machine paralléle la vitesse avec laquelle on parvient a effectuer ces
calculs prend une part au moins aussi importante dans 'efficacité de
la méthode. Ainsi, une méthode plus efficace que DIAG sur machine
séquentielle, mais pas paralléle (c’est & dire n’exploitant pas au maxi-
mum les capacités de la machine), n’est pas du tout sure de rester plus
efficace que DIAG sur la CM-2, car DIAG est trés bien adapté a son
architecture. Pour toutes ces raisons nous avons jugé qu'il était inutile
de présenter les temps pour toutes les méthodes, en particulier lorsque
© varie.

Degré du | TINIT | TTOT Degré du || TINIT | TTOT
polynéme polynome
HMINMAX | | HMCARRE ||

2 056 | 142] [ 2 ~ 057 117
3 0.57 14.3 3 0.59 11.6
4 0.58 14.0 4 0.60 11.6
5 0.59 14.2 5 0.60 11.7
6 0.59 14.6 6 0.61 T

Tableau IV.9 et Tableau IV.10: Temps de résolution (s) du probleme 2
avec un maillage 40 x 40.

Degré du || TINIT | TTOT
polynome
| HLEG - )
[ R 0.56 | 124
3 0.57 12.0
4 0.58 11.9
5 0.59 11.9
6 0.60 12.0

Tableau IV.11: Temps de résolution (s) du probléme 2 avec un maillage
40 x 40.



Etude sur ordinateur séquentiel 15

Néanmoins, on s’apercoit qu’aucune technique adaptée a la CM-2
ne posséde un temps d’initialisation beaucoup plus important que la
méthode DIAG. Et donc, l'initialisation des parametres supplémentai-
res, tels les a; pour les polynémes, n’entraine pas un surcoilt de cal-
cul trop important. Cette phase n’étant pas la plus paralléle de ces
préconditionnements, il était préférable qu’elle ne soit pas trop pénali-
sante.

De plus, on remarque que les méthodes LAP et LIP ne sont pas du
tout réalistes, notamment au niveau de TINIT. Enfin, les techniques &
base de factorisation par blocs ou de compléments de Schur, se révelent,
sur ce type de problémes, toutes (3 part LAPINV1) plus lentes que
les techniques appropriées a la CM-2, en particulier au moment de
I'initialisation.

Il nous faut maintenant étudier ces préconditionnements (RBIC,
RBSSOR, NEUMI et les polynémes) sur la machine, qui leur semble
appropriée, la CM-2 et les comparer avec le préconditionnement de
référence de la CM-2 le préconditionnement Diagonal.

Remarque IV.6 D’aprés les tableauz (IV.9) 4 (IV.11) il ne semble
pas trés utile de prendre des préconditonnements polynémiauz de degre
supérieur & 3 ou 4 pour atteindre des temps de caleul minimum. En ef-
fet, rapidement et de la méme maniére que la factorisation de Cholesky
incompléte, le surcoit de caleul provoqué par 'augmentation du degré du
polynéme n’est pas suffisamment compensé par la diminution du nombre
d’itérations. La divergence du G.C.P pour des polyndmes de degré élevé
ne constitue done absolument pas, dans ce cas, un facteur limitant de
Pefficacité des préconditionnements polynémiauz. Par conire sur une
machine paralléle telle la CM-2, on peut s’aliendre, grice a la rapidité
du produit matrice vecteur, ¢ une augmentation du tauz de parailélisme
ainsi que des Mflops (en fait de la vitesse avec laquelle on parvient a
effectuer les calculs) avee le degré du polynéme. Alors lutilisation de
polynémes de degré plus élevé, sera sans doute nécessaire pour atleindre
un temps de résolution mintmum.
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CHAPITRE V

ETUDE SUR SUPERCALCULATEURS
MASSIVEMENT PARALLELES :
CM-2 ET CM-200
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V.1 Résultats numériques sur la CM-2

Apres avoir constaté que, malgré les contraintes qu’on leur imposait, les
préconditionnements, adaptés & une architecture massivement parallele
de type SIMD, semblent étre de bonnes approximations de I'inverse,
pour ce type de problémes. Nous allons, dans ce chapitre, les étudier
et les comparer sur la CM-2, puis sur la CM-200.

Nous avons réalisé tous les tests en réels simple précision sur 8192
PEs de la CM-2. Le langage de programmation est le CM-Fortran
et nous ne sommes pas servis de la librairie scientifique CMB5SL. Le
critére d’arrét des itérations (en particulier e = 107°%) et toutes les ini-
tialisations du G.C.P sont les mémes qu’au chapitre précédent. Les
problémes résolus sont, dans un premier temps, le probléme 1 avec un
maillage 512 x 512 (donc des matrices d’ordre 262 144), puis nous avons
mis en ceuvre le second probléeme avec un maillage 256 x 256. Finale-
ment, nous présentons les résultats sous forme de tableaux contenant
le nombre d’itérations du G.C.P, puis le temps de calcul (voir remar-
que I1.14) nécessaire & la résolution (on ne comptabilise pas, cette fois,
D’initialisation de la matrice) et pour finir les Mflops, c’est & dire les mil-
lions d’opérations exécutées en une seconde (pour simplifier quelque peu
le décompte du nombre total d’opérations, nous avons retenu unique-
ment les calculs effectués sur les vecteurs d’ordre N).

Remarque V.1 Malgré tous les efforts consentis pour obtenir des per-
formances fiables, voir remarque I1.14, il semble que la CM-2 associée @
sa machine héte soit tout de méme sujette @ des fluctuations de perfor-
mances. Ainsi, certains résullats (Mflops ou temps) peuvent apparaitre
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comme n’étant pas absolument fiables. En lout cas, nous pouvons es-
timer que 'erreur ne dépasse guére un Mflops pour les vitesses de caleul,
et donc une proportion correspondante pour les temps de résolution.
Néanmoins, tous ces problémes ne modifieront nullement les observa-
tions que nous ne manquerons pas d’apporter apreés chaque étude.

V.1.1 Probleme 1 avec un maillage 512 x 512

Avant de présenter les premiers résultats et afin de vérifier que les mé-
thodes proposées ont une efficacité (en nombre d’itérations) relative-
ment satisfaisante par rapport au préconditionnement Diagonal, nous
posons la définition suivante :

Définition V.1 Nous appelons tauz de convergence de la méthode M
par rapport @ DIAG, le nombre 7 tel que

nombre d’itérations de la méthode M
nombre d’itérations de DIAG

—s

Préconditionnement || Nombre d’ | Temps de | Mflops
utilisé itérations | résolution
DIAG 1521 70.5 | 124.5
RBIC 675 57.9 88.0
RBSSOR 683 62.1 88.2
NEUM1 761 541 1144
NEUM3 537 58.1 | 119.0

Tableau V.1: Résultats pour le probleme 1.

On constate, dans un premier temps, sur le tableau V.1 que les
écarts entre les nombres d’itérations sont semblables & ceux enregistrés
au chapitre précédent lors de I'étude séquentielle.

De plus, le préconditionnement Diagonal reste, dans ce cas et pour
le moment, le préconditionnement capable d’atteindre les vitesses de
calcul les plus élevées. Et donc, dans un certain sens, il demeure le
préconditionnement le mieux adapté & une architecture massivement
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paralléle SIMD. Néanmoins, les méthodes NEUM1 et NEUMS3 ont des
performances proches de DIAG. Donc, des polynémes de degré en-
core plus élevé dépasseront sans doute DIAG. D’autre part, a cause
de leur degré de parallélisme (/N/2), les préconditionnements basés sur
des renumérotations Rouge-Noir ont des vitesses de calcul relativement
faibles. Ce défaut serait sans doute bien trop pénalisant sur des ma-
chines plus puissantes et de méme type (tout simplement sur une CM-2
avec 16 ou 32K PEs).

Enfin, sur ce probléme, DIAG n’est pas la technique capable de
résoudre le systéme (1.9) en un temps minimum. Avec NEUMI, nous
parvenons a un gain de temps de 'ordre de 23%. Par contre, le temps de
NEUMS3 est relativement décevant, cela est dii notamment a son taux
de convergence 7 insuffisant par rapport a son surcout de calculs. Enfin,
on peut penser a priori que les préconditionnements polynémiaux les
plus élaborés vont encore améliorer ces résultats.

Remarques sur le mode de stockage optimal en temps

En premier lieu, nous avions réalisé la méme étude mais avec un sto-
ckage unidimensionnel des diagonales de la matrice, voir remarques L.7
et 11.12. Par conséquent, nous proposons dans le tableau suivant, les
résultats avec ce type de stockage ainsi que les résultats obtenus par
le préconditionnement Diagonal avec un stockage bidimensionnel (en
effet les résultats déja présentés pour cette méthode ont été effectués a
’aide du stockage unidimensionnel), voir le chapitre IX pour une étude
plus compléte sur la CM-5.

Préconditionnement | Nombre d’ | Temps de | Mflops
| utilisé itérations | résolution
DIAG.2D 1345 71.0 [ 109.2
RBIC.1D 675 80.1 67.4
RBSSOR.1D 689 81.4 67.7
NEUML1.1D 770 62.9 99.5

Tableau V.2: Résultats pour le probléme 1.
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Les performances sont évidemment moins bonnes que celles exposées
au tablean V.1, car nous avons tout simplement choisi de ne retenir que
les meilleurs résultats pour ce précédent tableau. Le préconditionne-
ment Diagonal est, dans ce cas, plus efficace avec le stockage unidi-
mensionnel qu’avec la version bidimensionnelle. Il semble, en effet, que
I’efficacité du produit matrice vecteur recherchée avec le stockage bidi-
mensionnel n’est pas suffisante par rapport & la perte de rendement
du produit scalaire. En d’autres termes, avec le préconditionnement
Diagonal et sur ce probléme, le produit matrice vecteur n’est pas suf-
fisament prépondérant par rapport au produit scalaire pour utiliser ce
mode de stockage semblable au maillage.

De plus, pour les préconditionnements polynomiaux, sauf NEUM1,
nous n’avons méme pas essayé le stockage unidimensionnel car la ra-
pidité du produit matrice vecteur est alors décisive.

Remarque V.2 Dés d présent, on peut affirmer, et nous le vérifierons
encore sur la CM-200, que Uefficacité des préconditionnements présen-
tés dans cette thése est, sur ce type de machine, fortement lice a la
vitesse de calcul atteinte par le produit matrice vecteur. Dans ce but,
nous avons utilisé un type de matrice avec un squeletle relativement
simple (multidiagonal), et nous lavons associé a un mode de stockage
bien adapté & la CM-2. En fait, les méthodes proposces conserveront
en partie leur efficacité tant que nous serons capables d’oblenir un pro-
duit matrice vecteur suffisament rapide. Nous pouvons donc sans doute
adapter avec efficacité ces méthodes d d’autres types de problémes ne
provenant pas uniquement d’une discrétisation par différences finies
avec un maillage régulier d’équations auz dérivées partielles elliptiques.

Enfin, on remarque que pour un méme préconditionnement le mode
de stockage varie le nombre d’itérations du G.C.P. Ces écarts sont dus
aux erreurs d’arrondi de la machine. En effet, suivant le stockage, nous
effectuons les calculs (par exemple les additions et les multiplications
du produit matrice vecteur ou du produit scalaire) dans des ordres
différents. Ainsi, les arrondis ne sont pas toujours les mémes. De toute
fagon, sur les problémes proposés il semble qu’aucune des deux formes
de stockage ne se révéle plus précise qu'une autre. La précision de calcul
ne peut donc pas constituer, dans ce cas, un critere de sélection.
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Nous allons maintenant nous rendre compte, voir aussi [ChKT89],
de 'efficacité de ce produit matrice vecteur associés aux préconditionne-
ments polynémiaux de degré plus importants.

Remarque V.3 Contrairement a l'étude précédente consacrée a la ré-
solution du systéme linéaire induit par le second probleme, nous con-
naissons une expression analytique des valeurs propres de la matrice,
voir l’équation (1.13). Nous avons donc ulilisé celte expression pour
évaluer les différents préconditionnements polynémiauz. Ainsi, grice
auz différences d’erploilaiion des deuz problémes, nous pourrons véri-
fier Uinfluence de Uestimation des valeurs propres sur le rendement des
préconditionnements polynémiauz, voir aussi le chapitre VII.

Nous tenons, d’autre part, a préciser que nous n’avons présenté
qu’une seule fois les Mflops des préconditionnements polynomiaux dans
ces tableaux. En effet, comme nous évaluons chaque polynome a l'aide
du schéma de Horner, HMINMAX, HMCARRE et HLEG exécutent le
méme type d’opérations i chaque itération. Tout de méme, leur phase
d’initialisation, notamment le calcul des coefficients aj, differe pour
chaque polyndme. Mais cette étape reste négligeable (quelques dizaines
de calculs en plus ou en moins) par rapport aux millions d’opérations
de la résolution.

Degré du || Nombre d’ | Temps de | Mflops
Polynéme itérations | résolution
HMINMAX . -
2 447  4L7] 123.9]
3 342 38.8 | 127.3
4 272 36.5 | 129.3
5 230 35.4 131.5
6 197 34.4 132.9
7 173 33.7 | 134.0
8 182 39.3 | 1344
9 234 55.2 | 135.0

Tableau V.3: Résultats pour le probleme 1.
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Nous pouvons constater, dans le tableau (V.3), que comme prevu la
vitesse de calcul augmente avec le degré du polynome, grace a la rapi-
dité du produit matrice vecteur. Ainsi, I’étape de préconditionnement,
qui était une phase du G.C.P on il semblait difficile de concilier pa-
rallélisme et efficacité, atteint ici une vitesse de calcul comparable au
produit matrice vecteur. Nous pouvons donc atteindre des vitesses de
calcul trés élevées, dans la limite supérieure du produit matrice vecteur
évidemment. De ce fait, les vitesses de calcul HMINMAX, HMCARRE
et HLEG sont toutes supérieures a celle de DIAG, dés que les degrés
des polynémes sont strictement plus grand que 2.

Polynéme || HMCARRE HLEG
de degré || Nombre d’ | Temps de || Nombre d’ | Temps de
it_érations résolution || 1itérations | résolution
2 526 49.1 557 52.0
3 399 45.4 410 46.6
4 323 43.2 346 46.3
5 271 41.8 285 44.1
6 234 41.0 248 43.5
7 206 40.1 219 42.7
8 184 39.6 197 42.5
9 194 45.7 210 49.5
10 258 66.5 225 58.7

Tableau V.4: Résultats pour le probleme 1.

De plus, comme au chapitre précédent nous sommes parvenus a
diminuer considérablement le nombre d’itérations de DIAG. On remar-
que, en outre, que le nombre d’itérations de NEUM3 (537) est trop im-
portant par rapport aux autres préconditionnements polynémiaux de
degré 3, par exemple HMINMAX (342), pour obtenir des performances
acceptables. Ensuite, contrairement a I’étude sur machine séquentielle,
voir chapitre IV, le polynéme Minmax est maintenant 'estimation de
I'inverse la plus précise. Il semble que les valeurs propres utilisées, voir
remarque V.3, ainsi que l'ordre plus élevé de la matrice ont eu un ef-
fet tres bénéfique sur ce préconditionnement. Par suite, nous verrons
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que cet ordre de grandeur (HMINMAX < HMCARRE < HLEG) des
préconditionnements polyndmiaux respecte les résultats théoriques es-
quissés A la section suivante. Par conséquent, comme ces techniques
ont la méme vitesse de calcul, HMINMAX est sur ce probleme le
préconditionnement polyndémial le plus rapide en temps.

D’autre part pour les mémes raisons qu’au chapitre précédent (voir
remarque 1V.4), nous constatons, sur les tableaux V.3 et V.4, qu’a
partir d’un certain degré (7 ou 8) les méthodes ne réussissent plus a
converger (ou en tout cas moins bien qu’avec un degré inférieur). Nous
découvrons méme cette divergence un peu plus t6t pour HMCARRE
et HLEG, qu’au chapitre précédent. Cette nouvelle perte de précision
de calcul est, sans doute, causée par le nombre d’itérations un peu
plus important qu’a 'étude précédente, ainsi qu’a 'ordre plus élevé des
matrices, le tout entrainant encore plus d’erreurs d’arrondis.

Finalement, nous sommes satisfaits d’avoir obtenu, au moins sur
ce probléme modéle, des préconditionnements, plus rapides (Mflops)
que DIAG des que k > 3, capables de réaliser la résolution dans des
temps tous plus faibles que celui du préconditionnement Diagonal. Pour
HMINMAX de degré 7, le gain de temps par rapport a DIAG est de
Pordre de 52%. Toutefois, le temps minimal est réalisé par le polynéme
de degré k le plus élevé possible, c’est & dire dans la mesure ou le schéma
reste convergent!. En effet, par rapport & I’étude séquentielle le taux de
convergence des préconditionnements polynémiaux s’est amélioré. De
plus, sur les ordinateurs paralléles, la vitesse de calcul est souvent un
facteur décisif dans lefficacité des méthodes. Ainsi, alors que le degré
optimal était d’environ 4 sur machine séquentielle, il est maintenant de
7 ou 8 sur la CM-2. Dans ce cas, 'instabilité des préconditionnements
polynémiaux apparait comme un facteur limitant. On se demande,
en effet, si avec des polyndmes de degré supérieur a 8, on ne pourrait
pas encore réduire le temps de résolution de ces préconditionnements
polynémiaux associés au schéma de Hérner simple.

15 le nombre d’itérations du G.C.P préconditionné par un polynéme de degré
k 4+ 1 est supérieur au nombre d’itérations avec la méme méthode mais de degré
k, nous considérerons que le préconditionnement polynémial de degré k + 1 est
divergent.
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V.1.2 Probléme 2 avec un maillage 256 x 256

Avant d’essayer de résoudre ces problémes d’instabilité, nous allons
délaisser le classique probléme de Poisson pour aborder le probleme 2
(avec un maillage 256 x 256, donc des matrices d’ordre 65 536), avec
des initialisations du G.C.P identiques & celle de ’étude séquentielle
(particuliérement pour I’approximation des valeurs propres).

Remarque V.4 Pour ce second probléme, nous n’avons pas utilisé des
matrices d’ordre 262 144, car le probléme est trop mal conditionné.
Alors la résolution avec un maillage 512x512 aurait nécessité des temps
de calcul beaucoup trop grands par rapport au temps machine disponible
pour cette étude. De plus, il n'est pas inutile de regarder comment se
comportent les performances en variant la taille des matrices.

Préconditionnement || Nombre d’ | Temps de | Mflops
L utilisé itérations résolution
— DIAG T 7368 | 1290 823
RBIC 3683 128.2 57.6
RBSSOR 3685 128.1 57.8
NEUMI1 3792 108.5 71.0
NEUM3 3238 126.3 82.4

Tableau V.5: Résultats pour le probleme 2.

D’aprés le tableau V.5, DIAG reste une technique trés compétitive
sur la CM-2, que ce soit au niveau des Mflops mais aussi des temps
de résolution. En effet, d’une part les taux de convergence de RBIC
et RBSSOR sont moins avantageux que précédemment (environ 0.5 an
lieu 0.45). D’autre part, la taille plus réduite (65 536 au lieu de 262
144) des matrices engendre un produit matrice vecteur moins rapide.
Ainsi, mis & part NEUML, ces préconditionnements de base ne sont pas
réellement plus efficaces que le préconditionnement Diagonal. Done,
sur ce probléme, on comprend mieux pourquoi le préconditionnement
Diagonal demeure le préconditionnement de référence sur les machines
massivement paralléle de type SIMD. Ainsi, on convient bien volontiers

que les résultats des préconditionnements de base de cette these (RBIC,
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RBSSOR et NEUM) ne sont pas toujours frés encourageants par rap-
port & ceux de DIAG. Néanmoins leur étude a sans doute constitué une
base solide pour mieux étudier les préconditionnements polynémiaux.

Finalement, les différences de Mflops constatées par rapport a l’étu-
de du probléme 1 sont dues & la taille des matrices, voir remarque 11.9
et 11.10.

Degré du || Nombre d’ | Temps de | Mflops
Polynéme itérations | résolution
HMINMAX - -

2 2236 77| 8.1
3 1749 71.6 88.1
4 1407 66.1 92.1
] 1181 62.6 95.3
6 1026 60.2 98.4
T 962 62.2 100.5
8 1338 94.9 | 101.7

Tableau V.6: Résultats pour le probléme 2, avec HMINMAX,

Polyndme AMCARRE ALEG

de degré || Nombre d’ | Temps de || Nombre d’ | Temps de
|| itérations résolution itérations résolution
% 2329 [ 80.9 2447 | 84.9
3 1778 72.8 1817 74.4
4 1451 68.1 1544 72.b
5 1238 65.6 1301 69.0
6 1077 63.1 1139 66.7
f 950 61.4 1011 65.4
8 856 61.2 921 65.3
9 893 69.2 906 70.2

Tableau V.7: Résultats pour le probleme 2, avec HMCARRE et HLEG.

Les tableaux V.6 et V.7 nous montrent que les taux de convergence
des préconditionnements polynémiaux restent intéressants pour ce se-
cond probléme. Ils se sont méme un peu amélioré, a cause du nombre
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important d’itérations de DIAG (qui se révele en général moins per-
formant quand les probléemes sont mal conditionnés). De plus, I'écart
entre HMINMAX et les autres s’est quelque peu atténué, a cause de
’estimation des valeurs propres bien moins précise que pour le premier
probléme. En effet, voir [Saad85] et le chapitre VI, le polynéme Min-
max est beaucoup plus sensible & une mauvaise estimation de sa plus
petite valeur propre que les autres préconditionnements polynémiaux.
Néanmoins, nous ne pouvons pas dire, voir [AsM092], que le polynéme
Minmax est le plus efficace dans tous les cas. En effet, il n’existe
pas de polynéme optimal, ils dépendent tous de la distribution de
toutes les valeurs propres (et pas uniquement de la plus grande et
de la plus petite). Ainsi, a chaque matrice il existe, sans doute, un
polynéme, parmi les trois proposés ici ou bien parmu d’autres, mieux
adapté & sa distribution des valeurs propres. Malgre tout, HMINMAX
demeure, dans ce cas, le préconditionnement polynémial apportant
les nombres d’itérations les plus faibles (conformément aux résultats
théoriques de la partlie suivante de ce chapitre, mais contrairement a
I’étude séquentielle). Et ainsi, le gain de temps réalisé se révéle une
nouvelle fois correct, 53% pour HMINMAX de degré 6 par rapport a
DIAG.

Enfin, nous constatons & nouveau l'instabilité des préconditionne-
ments polyndmiaux, dés que le degré devient, grand. Malheureusement,
4 cause du nombre élevé d’itérations, ce probleme surgit encore plus
rapidement (pour des degrés 6 ou 7). Tout ceci, nous amene a penser
que l'efficacité des préconditionnements polynomiaux est limitée par
le manque de précision dans les calculs. L’utilisation de réels double
précision [Saad85] ou I'introduction de schémas d’évaluations plus sta-
bles [AsM092] et [CiMP93] pour ces polynémes sont donc des possibi-
lités a envisager afin de diminuer encore les temps de résolution.

En conclusion de ces premiers résultats numériques, nous pouvons
affirmer que, sur les deux problémes étudiés, les préconditionnements
de base ne surpassent pas en tout point le préconditionnement Dia-
gonal. Par contre, I'utilisation des préconditionnements polynémiaux
peut s’avérer trés avantageuse. Ainsi, pour les problémes considérés le
préconditionnement Diagonal n’est plus le préconditionnement le plus
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efficace sur la CM-2, en temps total de résolution mais aussi en Mflops.
Il serait intéressant d’étudier leur efficacité sur des maillages moins
réguliers, voir chapitre IX, ou sur d’autres types d’équations.

V.2 Un résultat de convergence
Parmi les méthodes s’écrivant :
Tit1 = To + Pr(A)zo

le G.C est celle qui minimise €(zx41), voir [GoMe83] et chapitre II. 1
pouvait donc sembler étrange d’utiliser des préconditionnements poly-
némiaux. Dans un certain sens, pour obtenir des préconditionnements
polynémiaux efficaces, il faudrait que le G.C.P préconditionné par un
polynéme de degré k effectue k+1 fois moins d'itérations que le G.C (en
fait que DIAG). En effet, lors d’une itération du G.C.P préconditionné
par un polyndme de degré k, nous effectuons comine opérations I'équiva-
lent de k+ 1 produits matrice vecteur alors que le G.C, méme précondi-
tionné par la diagonale, n’en nécessite qu’un seul. Nous pouvons donc
comparer les taux de convergence des préconditionnements polyno-
miaux avec le taux (noté G.C) qu'ils devraient essayer d’atteindre.

Degré du G.C | Polynéme | Polynéme | Polynome
polynome Minmax Mcarre Leg

2 0.3333 0.3323 | 0.3911 0.4141
0.25 0.2543 0.2967 0.3048
0.2 0.2022 0.2401 0.2572
0.1667 0.1710 0.2015 0.2119
0.1429 0.1465 0.1740 0.1844
0.125 0.1286 0.1532 0.1628

e Mo | ARSI

Tableau V.8: Taux de convergence pour le probleme 1.

Sur le tableau V.8, nous constatons que les taux réalisés par HMIN-
MAX sont remarquables. Grice aux calculs (erreurs d’arrondis), ils
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sont méme parfois inférieurs aux taux théoriques. Les taux de HMIN-
MAX, HMCARRE et HLEG sont méme encore plus intéressants pour
le second probléme & cause de la perte d’efficacité de DIAG sur les
problémes mal conditionnés.

Nous avons vu au deuxieme chapitre que la vitesse de convergence
du G.C.P dépend de x(M~!A) nombre de conditionnement de la ma-
trice M~'A, avec M la matrice de préconditionnement. Donc pour
un polynéme P donné, nous allons nous intéresser & & (Pi(A)A) =
% (Qry1(A)). Malheureusement, méme si nous connaissons les valeurs
propres de A (et donc facilement celles de Qg41(A)), il est difficile, en
général, de retrouver la plus petite et la plus grande parmi celles de
Qr41(A). Donc, pour simplifier ce probleme nous utiliserons, en pre-
mier lieu et pour chaque polyndme, la généralisation du nombre de con-
ditionnement cond(gm41) introduite en IIL.3, qui est en fait une borne
supérieure du nombre de conditionnement x(A) . Puis finalement, nous
regarderons une généralisation du facteur de convergence v.

Dans ce but, nous allons reprendre les résultats obtenus par John-
son, Michelli et Paul dans [JoMP83], mais de maniére un peu moins
restrictive puis nous étendrons ces résultats au cas du polyndme Mcarre.
Maijs, procédons d’abord & quelques calculs préliminaires.

Notons \ ;
R(A) — T —

’\min a

le nombre de conditionnement de la matrice A, voir fin du chapitre
I. Dans la suite nous ne supposons donc pas comme dans [JoMP83] que

k(A) = (14 p)/(1 - B).
B (\/E—l)
e VE+1

Notons également
le facteur de réduction de 1’erreur i chaque itération du G.C, voir I.1.
Remarquons que 1 > v > 0.

[nversement, on obtient
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Ensuite, nous rappelons Papplication linéaire bijective, qui va de
[a,b] dans [—1, 1], définie au chapitre III par :

2A\—b—a
)= =

Donc

(UJ_—b—a_lr{-b/a.__1+s_(1—u)2+(1+v)2_1—|—u2
O = =a “1=bja 1-r (A-wl—-(Q+0F -2

ainsi % 4 2u(0)v + 1 = 0. Notons ¥ et v, les solutions de cette
équation, alors on a

o= —p(0) = yu?(0) - 1,

va = —p(0)+4/p2(0) -1,

or vy =1 =1 = 0.

p= —p(0) = /u2(0) =1, (V.1)
vt = —u(0) +/u2(0) - L. (V.2)

De plus, comme |¢(0)| > 1, nous connaissons I'expression des poly-
némes de T'chebychefl et

14:0) = § ( (40 = FO 1)+ (ut0) + VPO 1)),

c'est & dire, d’aprés (V.1) et (V.2)

On a donc

puis

(_1)k+1
Tt (0(0)) = ~—— (" +»77) (V.3)
En particulier
|Thsa (u(0)) 7 < 205 (V4)

Maintenant, regardons, pour le polynéme Minmax (voir sa défini-
tion en II1.4), la généralisation du nombre de conditionnement definie
pour les polynémes en I11.3
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SUPAE[a,b] (qr1(X))
'-’:“fAe[a,b] (Qk+1()‘)]
(Titr (1(0)) | = infaetept (=) T (6(2)))
ITipr (£(0)) | — supretan (1) T (1))

|Tsa (#(0)) |1
|Trsa (#(0)) =

V—k—l + U.l.'-l-]. _l_ 2 ; .
ol d’apres (V.3)

1 4 pht1)?

= pkt1 :
Enfin, de la méme maniére que nous avons généralisé le nombre de
conditionnement, nous généralisons » le facteur de réduction l'erreur

cond(gis1) =

du G.C par
cond(grsr) —1 14wk —1 4 vFH
m+1 1 4 vkl 1 — phtt’?
et donc

1/ cond -1
(1) = pbtd, (V.5)

cond(qet1) + 1 a

En d’autres termes, une étape du G.C.P préconditionné par le poly-
néme Minmax de degré k a environ la méme convergence que (k + 1)
étapes du G.C. Bien entendu, il faut relativiser ce résultat car il ne s’agit
que de généralisation du nombre de conditionnement et du facteur de
réduction de l’errenr. Néanmoins, sur les deux problémes proposés sur
la CM-2, voir en particulier le tableau V.8, nous constatons que ces
approximations sont assez bien respectées par Minmax. Par contre,
il semble que pour le probleme sur machine séquentielle (probleme 2
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et maillage 40 x 40) 'estimation soit moins juste (& cause des valeurs
propres utilisées pour définir le polynéme et du conditionnement pas
assez élevé).

Nous allons, maintenant, étudier la seconde catégorie des précondi-
tionnements polynoémiaux. Nous regarderons, en premier lieu, le poly-
néme Leg, comme dans [JoMP83], puis nous étendrons les résultats a
MCE..I'I'E.

Définition V.2 On note P; Uespace vectoriel sur R, des polynémes @
coefficients réels de degré inférieur ou égal a k.

On défini ensuite un produit scalaire sur cet espace.

Définition V.3 Soit (p,q) € Px X Pk, on nole

@mh=£%@ﬂ¢ﬂﬂt

le produit scalaire sur Py, associé au poidsw (en pratique nous pren-
drons des poids de Jacobi, voir [Davi?5], de la forme w(e,B,A) =
(b= N*(A—a)’).

Lemme V.1
2 ? 2
Vp € P, VA € [o,8], POV < G [ [p(t)["dt
@
avec

(k+1)"

=

Preuve V.1 Soit (s:)yc;; une base orthonormée de Py associce au
poids de Legendre w(0,0,.) et donc au produit scalaire (.,.);. Alors,
pour tout p dans Py et tout A dans [a,b]

k b
p(V) = S pisi(), aveepi = [ p(t)si(t)d.
i=0 a
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Par conséquent

2

) =

([ wt () i

o f ' (Zk: 5,-(?:)5,-(,\)) p(t)dt

1=0

k
=0

T

2

puis d’aprés Cauchy-Schwarz

PP < [ (isf(m‘-m)zﬁ [ty

1=0

k b

< s [ lne)Pat
=0 *

Nous Temarquons que jusqu’ici, nous ne nous SOMMes pas Servi des

propriétés du poids w(0,0,.) = 1, nous aurions donc pu faire celle

démonstration pour un poids w quelconque (en particulier avec le poids

de Tchebycheff (e = =—1/2)).

Ezprimons, mainienant, les polynémes s;. En fait

s = (320) 5,
avec L; le polynéme de Legendre de degré i, voir par ezemple [Davi75].

Ainsi )
2t 41

e

s7(X) < car Vz € [—1,1],|Li(z)| < 1.
Done finalement
Eoi4+1  (k+1)°
Ck_z b—a  b—a

1=0

Comme précédemment, nous nous inftéressons a la généralisation du
conditionnement mais cette fois pour le polynéme Leg.
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Nous avons

cond(ges) = T 52(0) — infaeasl (D si0)si(A)
i Z,ki_t} 32(0) — SUPAE[a,b] ( ﬂ 8§ (U)S.(;\))

puis, en appliquant le Lemme V.1 au polynéme de degré k + 1 suivant
k43 5;(0)s;(A) on a:

S 2(0) + G (18 (T2 se(0)si(0) )

Cﬂnd(qk 1) ‘f-_i Z 1731
M o 2(0) — GUE (8 (28 si(0)si(e)) )
comime
k41 k+1
f(g (Us(t)) =3 5H0)
alors
k41 2 1/2 QM2 4
cond(qr41) = (Z'-D 3;(0))1}2"”(5 bl
(Sha s2(0)) " — (b—a) " (k +2)
L VAo (p(0))] + (£ +2) _—
= V2|Tea (1(0))] — (k+2)
car

(50) " 2tz (72) imstuon

Enfin

\/ COﬂC{qul) -1 o cond(qr1) — 1

et 1 S o) 71

(k+2)/V2

-ace a l'inégalité (V.6).
Ters (4(0))] grace a l'inégalité (V.6)
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D’aprés V.4, nous obtenons une borne supérieure de la généralisation
du facteur de convergence pour le préconditionnement polynoémial Leg

Jeond(gis) — 1 < Valk+2) 4. (V.7)

\/Cﬂnd(q.l;+1) +1

Procédons de la méme maniére, mais en remplagant le poids précé-
dent, w(0,0,.), par le poids de Tchebycheff, w(-1/2,-1/2,.). Ainsi,
nous obtiendront une estimation pour le polynéme Mcarre. Nous avons,
tout d’abord un lemme similaire au lemme V.1 :

Lemme V.2
2 Fal ¥ 2
¥p € Pk, YA € [o, 8, [N < T [ Ip(t) (e}

avec
2k +1

Ci= , et wit) = (b— )2t —a) %

Preuve V.2 Le début de la démonstralion est semblable a celle du
lemme V.1, seule difféve la définition des s; et par conséquent la valeur
du coefficient Cy. En effet, la base orthonormée sur [a,b] associce a

{o54);; €88 ¢

sa()) = —1\/;

et s;()) = \/g:r;(#(,\)),

avee T; le polynéme de Tchebycheff de premiére espéce de degré 1.
Done, cette fois

) k
+23°1, car [T < 1,

=1

31—

gsf(k) <

2k +1

m
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Ensuite, dans ce cas

(2 a2(0) + Cp™?
(5542 52(0))* = T *

cond(qrs1) =

< VoTen (u(O)] + (k +3/2)'"
T V2T (w(0)] — (k +3/2)

car
k41 E41 2

S 80) = 1+ 2 3 TAO) 2 T2 (u(0))

i=0 ' i=0
Finalement, nous obtenons un majorant pour la généralisation du fac-
teur de convergence du G.C.P préconditionné par MCARRE :

cond -1
veondlaw) —1 /g o, (V.8)

Veond(gr) + 1

A priori, les estimations V.7 et V.8 peuvent paraitre imprécises
voire méme inutiles (quand le majorant est supérieur a 1). Néanmoins,
si v est petit ces bornes supérieures deviennent des approximations
plus justes de la généralisation du facteur de convergence. De toute
facon, nous ne possédons que trés peu de résultats théoriques sur les
préconditionnements polyndmiaux, c'est pourquoi nous nous sommes
contentés de ces majorations V.5, V.7 et V.8. De plus, comme elles
refletent bien la plupart des nombres d’itérations réalisés dans les expé-
riences numériques de cette thése (MINMAX < MCARRE < LEG),
nous avons estimé que ces quelques résultats théoriques pouvaient con-
stituer un début d’explication pour ces différences de taux de conver-
gence.

V.3 Résultats numériques sur la CM-200

Pour clore ce chapitre, et afin de confirmer les résultats de la CM-2, nous
allons maintenant présenter quelques expériences réalisées sur la CM-
200. En fait, la CM-200 est une machine dérivée de la CM-2. Ces deux

supercalculateurs ont des caractéristiques assez semblables, notamment
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au niveau de ’architecture (SIMD & mémoire locale). Toutefois, a
nombre égal de processeurs la CM-200 est plus puissante car ces PEs ont
une fréquence de 10 Mhz au lieu de 7 pour la CM-2. Malheureusement,
la CM-200 du S.E.H ne posséde que 4096 PEs, contre 8192 a la CM-2.
1l semble que les performances atteintes par ces deux machines soient
comparables. Enfin, la CM-200 bénéficie encore de quelques avantages,
en particulier certaines instructions sont plus robustes et de plus nous
pouvons, contrairement a la CM-2 8K du S.E.H, effectuer les calculs
avec des réels double précision.

Afin d’alléger un peu ce chapitre, et comme les résultats observes sur
la CM-200 confirment ceux de la CM-2, nous n’avons présenté que des
résultats sur le second probleme. De plus, comme il est clair maintenant
que, sur les problémes étudiés dans cette thése, les préconditionnements
polynémiaux sont les techniques les mieux adaptées a une architecture
massivement parallele de type SIMD & mémoire locale, nous n'avons
pas utilisé les méthodes RBIC, RBSSOR, NEUMI et NEUMS3. Nous
avons, quand méme, inclus DIAG dans le tableaun V.9 pour mesurer les
différences entre la référence qu’il constitue, et les préconditionnements
polynémiaux.

Degré du || Nombre d’ | Temps de | Milops
Polynéme || itérations résolution
DIAG - -
0o 7368 1174 | 90.5
CHMINMAX B N
2 2238 76.4 84.5
3 1751 72.3 87.3
4 1407 67.6 90.1
5 1181 65.0 91.8
6 1026 63.6 93.1
7 961 66.4 94.0
8 1359 103.3 94.9

Tableau V.9: Résultats pour le probléeme 2 sur la CM-200, en simple
précision.
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Polynome HMCARRE HLEG
de degré || Nombre d’ | Temps de || Nombre d’ | Temps de
| itérations résolution itérations | résolution
2 || 2333 81.2 2443 [ 84.9
3 1778 73.5 1817 4.4
4 1451 70.3 1547 2.5
5 1225 67.6 1301 69.0
6 1072 66.5 1139 66.7
7 955 66.0 1009 69.6
8 857 65.2 921 69.9
9 897 4.4 908 75.3

Tableau V.10: Résultats pour le probléme 2 sur la CM-200, en simple
précision.

On remarque, dans les deux tableaux, que les performances réalisées
par les préconditionnements sur la CM-200 sont semblables & celles sur
la, CM-2. Tout de méme, les Mflops des préconditionnements polyno-
miaux de degré élevé sont plus faibles que précédemment (& cause
sans doute du nombre de PEs relativement faible de cette CM-200).
Ceci entraine un gain de temps un peu moins important. Nous dimi-
nuons, malgré tout, le temps de résolution d’environ 46%. Finalement,
cette étude sur la CM-200 ne fait que confirmer les résultats obtenus
sur la CM-2. En outre, on remarque que plus la machine est capa-
ble d’atteindre des vitesses de calcul élevées, plus les gains en temps
de résolution des préconditionnements polynémiaux deviennent impor-
tants. Donc, avec de nouveaux ordinateurs encore plus rapides, nous
pouvons espérer adapter ces techniques avec encore plus d’efficacite.

Enfin, nous observons encore le probléme d’instabilité des précondi-
tionnements polynémiaux de degré supérieur a 6 ou 8. Mais cette fois
nous avons, dans un second temps, effectué les calculs a I'aide de réels
double précision. Comme nous avons présenté le polynéme Mcarre
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en double précision lors de I’étude séquentielle et comme le polynome
Leg a le méme comportement que Mcarre, nous exposons les tests, sur
la CM-200, du préconditionnement HMINMAX en double précision.
Ainsi, nous pourrons confirmer qu’aucun des trois préconditionnements
polynémiaux de cette these n’évite les problemes d’instabilité.

Alors, nous pouvons voir sur la figure V.1 que le nombre d’itérations
de HMINMAX est décroissant jusqu’au degré 19, apreés les précondition-
nements proposés ne sont plus définis positifs. Donc, méme avec des
réels double précision on trouve & nouveau les problémes d’instabilite,
mais certes avec des degrés plus grands. Le polynome Minmax a donc
un comportement identique & celui de Mcarre, voir figure IV.1.

3500} faonbze &
2000¢
15004
1000}
5001 degre du
polynome
5 10 15 20 25

Figure V.1: Nombre d’itérations de HMINMAX en double précision,
pour le probleme 2.

Toutefois, contrairement aux calculs en simple précision nous avons
atteint dans ce cas le degré ou le temps de résolution est minimal, voir
figure V.2. Donc ces problémes de stabilité ne sont plus 1ci un fac-
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teur limitant & ’efficacité des préconditionnements polynémiaux. Mal-
heureusement, le surcofit de calcul produit par I'utilisation de réels dou-
ble précision est trop important. En effet, pour le degré 15 HMINMAX
résout le systéme en 97.0 secondes, au lieu de 63.6 pour HMINMAX de
degré 6 en simple précision. Donc ’augmentation de la précision de cal-
cul n’apparait pas comme un moyen efficace sur la CM-200 de diminuer
le temps de résolution du G.C.P préconditionné par des préconditionne-
ments polynémiaux.

1507
Temps de
1404resolution (s)
1307
120+ ¥
1104 ’
ey . degre du
100+ R _ .+ polynome
5 10 ) 20 25

Figure V.2: Temps de résolution de HMINMAX en double précision,
pour le probleme 2.

Néanmoins, la figure V.2 montre bien que le degré optimal pour la
minimisation du temps de calcul est supérieur a ceux trouvés jusqu’a
présent. Donc, il semble tout a fait judicieux d’introduire des schémas
d’évaluation des polynémes plus stables que le classique schéma de
Hérner afin d’utiliser des degrés plus élevés, dans le but d’optimiser
P’efficacité des préconditionnements polynémiaux sur les ordinateurs
massivement paralléles SIMD a mémoire locale.
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Remarque V.5 Nous avons introduit au chapitre II, voir la définition
1.1, la notion de taur de parallélisme. Celte valeur est en réalité
destinée & mesurer si nos programmes ezploitent complétement les ca-
pacités de calculs de la machine. Pour vérifier que nos programmes
sont bien adaplés & la CM-200, nous allons présenter quelques tauz de
parallélisme (avec les notations évidentes HMINk est la méthode HMIN-
MAX de degré k) dans le tableau suivant.

[ Préconditionnement [ DIAG | NEUM1 | HMIN{ | HMINY |

Tauz de
parallélisme 0.973 0.971 0.987| 0.992

Tableau V.11: Taux de parallélisme pour le probleme 1.

Nous constatons dans ce tableau que les taux de parallélisme pro-
posés sonl tout & fait honorables, surtout si on les compare avec celui
du préconditionnement Diagonal. Ces techniques utilisent donc con-
venablement les possibilités de la machine.

De plus, et de maniere identique auz Mflops, nous avons enre-
gistré des différences de tauz de parallélisme entre les deuz problémes.
Ils sont dus auz tailles respectives de ces probléemes. Finalement, on
constate comme pour les Mflops que le tauz de parallélisme est une
fonction croissante du degré du polynéme, cela constitue une raison
supplémentaire d’uliliser des préconditionnements polynomiauz de de-
grés plus importants. Nous n’avons pas présenté de résultats plus détail-
1és sur les tauz de parallélisme, notammenl un graphique pour les pre-
conditionnements polynémiauz, car comme nous l’avons déja souligné
dans la remarque I1.12 a I1.1/ les resullals obtenus ne sont hélas pas
tres fiables.



CHAPITRE VI

UTILISATION DE SCHEMAS STABLE POUR
\ L'EVALUATION DES
PRECONDITIONNEMENTS POLYNOMIAUX
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VI.1 Présentation

Nous avons constaté a plusieurs reprises, dans le chapitre précédent,
que D'instabilité des préconditionnements polynémiaux semble limiter
leur efficacité sur des calculateurs du type de la CM-2. Alors, sur la
CM-200 nous avons effectué les calculs avec des réels double précision.
Et nous nous sommes apercus que le surcoit de calcul, provoqué par
I’'augmentation de la précision, était trop important pour diminuer le
temps de résolution. Par contre, cette étude complémentaire nous a
montré que le degré optimal (en temps) était supérieur a ceux obtenus
a ’aide du schéma de Horner.

Dans ce chapitre, nous allons essayer de réduire le temps de résolu-
tion du systeme (1.9) en utilisant des schémas d’évaluation des polyné-
mes plus stables que le schéma de Horner. Ainsi, nous serons capa-
bles d’atteindre des degrés bien plus élevés. Malheureusement et parce
que ces schémas stables effectuent nécessairement plus d’opérations a
chaque itération que le précédent schéma, il n’est pas évident que nous
parvenions & réduire le temps de calcul.

Dans une premiére partie, nous nous servirons des relations de
récurrence des polynémes de Tchebycheff, pour évaluer le polynome
Minmax, comme dans [AsM092] et [CiMP93]. Puis, nous généralise-
rons la formule de Clenshaw, voir [BjDa74], afin d’obtenir des schémas
stables pour les polynémes Mcarre et Leg, [CIMP93]. Enfin, nous tes-
terons et vérifierons I'efficacité de ces méthodes, sur la CM-2, sur les
deux problémes proposés dans cette these.
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VI.2 Expression de la récurrence a trois
termes de Minmax

De maniére semblable & [AsM092], mais en explicitant toutes les rela-
tions [CiMP93], cherchons des récurrences pour le polynome Minmax
pr, Tous aurons ainsi une nouvelle technique pour calculer I'étape de
préconditionnement z = Pp(A)r.

Théoreme VL1 le polynéme py vérifie la relation de récurrence

4 ; ”
% 2p(N) = paea (A) = = pe-a (),

i
a— bepqr Cr41 k+1

(A) =

avec les conditions initiales

2
M=
Po(Y) a+b’
b—A
et pi(A) i+ )

= @ + b + 6ab’
En notant ¢ = Ti (1(0)) (T polynéme de Tchebycheff de premiére
espece degré k).

Preuve VI.1 Erprimons, d’abord la relation de récurrence des poly-
némes de Tchebycheff, notés Ty

Tppr (1(X)) = 26(N) T ((X)) = T (4(R)) - (VL)
Pour les mémes raisons les ¢, vérifient
cer1 = 2p(0)cx — k. (V1.2)

Ensuite, la définition du polynéme Minmaz est

1, T ((2)
no =3 (1-F2 455
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et inversemeni

ﬂﬁﬁﬂ=q(§—mdn)

Atnsi avee (VL1) et la définition du polynéme Minmaz on oblient

pr(A) = % — i; (Zp(A)Tk (F;()‘)] _ T g\pt()x))) :

puis en substituant Ty, et Ty—y par leurs valeurs, nous avons

i = = — Ck . Gkl Gk _ G-
) =3 (1 =200 25 + 2 ) 200 P piea ()= 22

Finalement, avec (VI.2) nous calculons le premier terme

1 Cj; Ck_]) 2 Cl. 4 CL
= |1—=2u(A - = — 0) — u())) = =
5 ( pu(A) i Taad T (1(0) = () = — e

Regardons maintenant les conditions iniliales

(-2 4 1) -2

P =3 7)) =3\ T w0/ Tare

2u(0)2 =1/  a®+ b+ 6ab

3
L~
L~
=
—
=]
e
e
e’
Il

1}(1_2“(,\)”—1) _8(a+b-2)

Donc, pour évaluer z = Pi(A)r nous effectuons les itérations du

schéma suivant (les ¢, sont supposés connus, en fait nous les calculons
lors de la phase d’initialisation & I’aide par exemple de (VI.2))
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f Z = % T
aq - ﬂ+b 7
8
j=n = T g Al
4 cy 2 C; Cij—1
;= - b :_q—
2 a —b(l'j.i.]_r_'_ 5 e aciy (2A (ﬂ.+ )I)zj 1 Cj+lzJ 23
1 pour j = 2,:.:5k.

Alors la solution de z = M~1r = Pi(A)r est z = z. Nous noterons
MINMAX cette méthode.

Précisons les notations courantes de cette thése afin d’éviter toutes
confusions entre un polynéme et le préconditionnement polyndémial as-
socié a un schéma stable ou pas.

Nous notons Minmax (respectivement Mcarre et Leg) le polynéme
défini en I11.7 (respectivement II1.9). D’autre part, nous notons avec les
majuscules correspondantes (par exemple MINMAX) le précondition-
nement polynémial correspondant (igi Minmax), associé a son schéma
stable d’évaluation. Enfin, nous ajoutons le préfixe H (HMINMAX),
lorsque le préconditionnement polynémial est associé au schéma de
Horner.

VI.3 Formule de Clenshaw étendue a u-
ne base donnée

Dans cette partie, nous recherchons des schémas stables pour les poly-
némes Mcarre et Leg. Ces deux polynomes ont beaucoup de propriétes
similaires. Donc, nous avons décrit une maniere commune a ces deux
polynémes d’obtenir des méthodes stables. Tout de méme, pour une
utilisation pratique plus rapide, nous expliciterons chaque technique
d’évaluation.
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Soit (Ui)yeic) une base orthonormée de I'espace Py associé a un
produit scalaire (.,.),-

Alors la suite (U;)ge;cp vérifie une récurrence a trois termes de la
forme, voir [Davi75], pour j > 1

Upnn(N) = (a; + b5 (V) = ¢Uj-1(A), (VL3)

Supposons (et nous le vérifierons plus tard, pour différents choix de
poids de Jacobi) que V1.3 s’écrive de la maniere suivante

pour j 2 1, Uja(X) = ey (A)U;(A) — %-1U-(A), (VL4)
avecde plus U_; =0 et Uy = Ag

Dans ce cas, pour calculer les valeurs d’un polynéme p;, défini par
un développement suivant la base orthonormée (U;) .. c’est a dire

k
pe(A) = ;IP"UJ(A),

il suffit d’utiliser la formule de Clenshaw, décrite par Bjorck et Dahl-
quist [BjDaT74], et donc d’effectuer les itérations suivantes

Zky2 = Zia = 0,

zi = ap(N)zin — Yz + P,
pour j = k,...,0,

alors px(}A) = Uszo = Avzo.

Or, dans le cas des polynomes des moindres carrés associes aux
différents poids de Jacobi, voir IIL.8 et II1.9, la solution est donnée par
le polynéme

k41
pe(X) = ;] bit;(X),
- 50y o = S0 =5

by = =t
TS s3(0) A
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Malheureusement, nous ne pouvons pas appliquer immeédiatement la
formule de Clenshaw, car d’aprés le Lemme suivant la suite (£i)g<;cps
ne vérifie pas la relation VI.4. T

Par contre, les s; vérifient une telle relation (V1.4) avec de plus

(_V(U)_;Ml = K, K étant une constante réelle.

Alors on a
Lemme VI.1

pourj = 1, ti:1(A) = 841 + a(A)E(A) — v-ati-1 (),

en notant 6,41 = Ka;s;(0).

Preuve VL2 pourj =1,

ti1(A) (5741(0) = s541(X))/A
(a;v(0)85(0) — 7j-18i-1(0) — a;v(A)s;(A)
+75-155-1(A)) /A

0 = vy
! A

250 = 85 ()

A
= Ka;s;(0) + eju(A)t(A) — vi-1ti-1(A):

i n

A

s;(0) + a;v(})

Ensuite pour évaluer pi(}), nous généralisons, dans le théoreme
suivant, la formule de Clenshaw & ce type de polyndme,

Théoreme VI1.2

p(A) = t(A)m(A) + wa(A),

avec d’une part

1i(A) = b + a;r( M) (X) — Yins2(A)y pourj=k+1,...,1,
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et Nkt = etz =0,

et d’autre part

wi(A) = 6;1;(A) + wigr(A), pourj=k+1,...,2,

et Wrya = 0.

Preuve VI.3 Notons Ay()) = T5_,bti(A) et exprimons pr suivant

Apr_.

Posons(H;) Uhypotheése suivante

Pe(A) = Apt(A) Fwi—is2(A) + 0141 (A b—t41(X) = Yo—th—te2 (A b1 (X)-

En premier lieu, p(A) = Agy1(A) done H_y est vérifice.
Ensuite, supposons (H)) vraie (avec | < k évidemment) et monirons
Hipi. D’aprés (Hy) on a

Pe(A)

Ar—1-1(A) + br—ti—1(A) + wp—142(A)
~ Y tMh—t42( X te=t(A) + Metp1 (A)Es—141(A)

puis en utilisant le Lemme (VI.1)

Ap—t—1(A) + bp—iti—1(A) + wr—i142(A)

= Ye-tMe—t42(A)ti—1(A)

k-t () (Sx—t41 + kv (A)te—i(A) = Yo-t=1tr-1-1(A))
Apm1-1(A) + (b=t + ap— 1w (A)r—r41(A)

— k=i hmi2 (A) k=1 (A) + Wiemtg2(A) + Me—t41(A) -1
—Ykmtm1 Mie=t141 (A) Er—t=1(A)

Apmi=1(A) + me—t( AN te—1(A) + wi—i41(A)

—Vh=1=1Tk=1+1 ()\)tk—dni()\)

d’aprés les définitions de n;(\) et w;(X).

Done, (Hjy1) est vérifice.
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Et finalement pourl =k
pe(A) = Ao(N) +wa(X) + 71 (M)t (X) = 0m2(A)to(A) = w2(A) +m(A)t(X),

car Ag =0 el to =0 (en fait to()) = (s0(0) — sa(A))/A et so est un
polynéme de degré 0).

Particulidrement, nous avons utilisé ces relations pour deux sortes
de polynémes associées chacune & un poids de Jacobi. La premiere,
Mcarre, est associée au poids de Tchebycheff (e = 8 = —3) sur [q, 8],
et la seconde, Leg, au poids de Legendre (a = = 0).

VI1.3.1 Algorithme pour Mcarre

Pour appliquer le théoréme (VI.2), a ces polynémes, il faut d’abord
exprimer les s;, c’est a dire les bases orthonormées correspondantes a
ces poids. Or, ce travail a déja été réalisé au chapitre précédent dans
sa partie théorique. Nous avons donc décrit uniquement les relations
de récurrence, semblables 4 V1.4, de ces bases.

Ainsi, pour le polynéme Mcarre, regardons la base orthonormée
associée au produit scalaire (.,.), avecw = (b— A)"HAX — )2, Elle
vérifie la relation suivante

pour j = 2, 841 () = 2u(A)s;(A) — 85-1(),

donc, dans ce cas, pour j = 1, a; = 2, v(A) = p(r), v = L et

"}“u=\/§~

Ainsi, pour le polynome Mcarre, nous résolvons P(A)r = z avec le
schéma suivant. Nous initialisons, d’abord, quelques variables

]

30(0) = ﬁ?
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2 a+b\?
{ = il= 12 =
ok 53l w( (a—b) )’

pour j =3,...,k+1, 5;(0) = 2(0)8j-1(0) — 8i-2(0),

ensuite

enfin
be 5;(0)

s BA . noup 7= kol Ll
EETT A ’

Puis, & chaque étape de préconditionnement, nous effectuons les itéra-
tions suivantes

soient z; et u; tels que
Zipr = begar,

2
{ b el /]

2
zi = br+3——(2A=(a+ b))z — 2z

L POEE I = = 1yeerady
puis
2 (0)
u = 241,
k41 &—5 k k+1
4 "
Ui = —9i(0)2j41+ Ujta, pOUry = k—1,...,1
Finalement

2 2
zZ=\— z1 + us.
ma—>b

Notons MCARRE cette méthode.
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VI1.3.2 Algorithme pour Leg

Ensuite, pour le polynéme Leg, regardons la relation de récurrence de
la base orthonormée associée au produit scalaire (.,.);, voir [Maro92],
et done pour j = 1,

 _ 1\1/2 ; y 1/2
5i(A) = @Tl')—ﬂ()\)sm(f\) - }—?—1 (23- = 1) s;-2(A),

On retrouve, ainsi les valeurs correspondantes de aj, v et yj-1.

Donc, de la méme maniére que pour Mcarre et grace au théoreme
(V1.2) pour résoudre P(A)r = = avec P le polynome Leg, nous procé-
dons de la fagon suivante. En premier lieu, on calcule

42 — 1) .
‘35,7:.(-:%_: pour j =2,...,k+1,
et 12
—1/27+1
,‘{)J.:J—j-(zji:}) , pour j = 2.5k + 1.
Puis
1
50(0)— b—a’
et
[ 3 a+b
51(0) = h—aa—1b
ensuite

pour j =2,...,k+1, 5;(0) = ¢;4(0)s;-1(0) — ¥;8-2(0);

enfin 0
]
b = ————— pourj=1,...,k+ L
7T iy s3(0)
Ces calculs préliminaires terminés, nous effectuons a chaque étape
de préconditionnement les itérations suivantes

soient z; et u; tels que
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Ze1 = b,

1
7 = br+ b—__aﬁbkﬂ (24 — (a + b)I)zk41,

1
z = bir+3——¢in (24— (e + D) Dzjn — YiraZie
pourj=k—-1,...,1,

el
2 feau(0)
U = — 5 s
k+1 23 k+15k k413
2 :
Ujq1 = m¢j+tsj(0)zj+1 + #j42, poOUr J = k— 5 1
Pour finir

2 3
a—b\Vb—a
Notons LEG cette technique.

z = 21 + Us.

V1.4 Résultats numériques sur la CM-2

VI.4.1 Probléme 1 avec un maillage 512 x 512

Avant de passer aux résultats numériques, nous pouvons remarquer
que les schémas proposés semblent bien adaptés a ’architecture mas-
sivement paralléle de la CM-2. En effet, ils n’utilisent que des produits
matrices vecteurs et des combinaisons linéaires (comme le schéma de
Hérner d’ailleurs). De plus, la phase d’initialisation des coefficients des
polynémes est réduite. Seulement quelques coefficients de la base or-
thonormée sont calculés (comme pour Hérner), nous n’explicitons plus
en revanche les coefficients aj des polynémes. Malheureusement, MIN-
MAX, MCARRE et LEG nécessitent, comme nous nous en apercevrons
dans le tableau V1.2, tous plus d’opérations que le schéma de Horner
a chaque itération. Nous ne sommes donc pas certains de diminuer le
temps de calcul avec ces schémas.
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oot nombre 4d’
> iterations ___: HMINMAX
: MINMAX
4001
3007
2007
198 0 eeaag; degre du
R WA polynome
10 20 30 40

Figure VI.1: Nombre d’itérations de MINMAX et HMINMAX, pour le

probléme 1 sur la CM-2.
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Figure VI.2: Nombre d’itérations de MCARRE et HMCARRE, pour

le probléeme 1 sur la CM-2.
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Figure V1.3: Nombre d’itérations de LEG et HLEG, sur le probléme 1
sur la CM-2.

Nous avons testé les méthodes MINMAX, MCARRE et LEG sur
la CM-2 8K PEs du SEH, d’abord sur le probleme 1 avec un maillage
512 % 512 (et bien entendu toujours avec les mémes conditions initiales
qu’aux chapitres précédents, notamment pour le calcul des valeurs pro-
pres indispensables dans la définition des polyndémes). Sur les figures
VI.1 & VL3, nous présentons les nombres d’itérations de ces méthodes
mais aussi ceux de HMINMAX, HMCARRE et HLEG, correspondants
aux schémas de Horner. Ensuite sur les figures VI.4 a VL6, nous re-
gardons les temps de résolution de ces nouvelles techniques. Enfin, le
tableau VI.1 récapitule les temps optimaux pour chaque méthodes.

Les figures VL1 4 V1.3 montrent que les différences entre les schémas
proposés et le schéma de Horner correspondant aux mémes polynémes
ne sont guére importantes (pas plus d’une ou deux itérations) jusqu’a
un certain degré (8 ou 9). Par contre, et comme nous le souhaitions,
ai-dela des limites de stabilité du schéma de Horner, les méthodes
MINMAX, MCARRE et LEG continuent & converger et restent stables
méme pour des degrés trés élevés, sur ce premier probleme. En effet,
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ces figures n’exposent des résultats que jusqu’au degré 30, mais nous
avons testé des degrés beaucoup plus grands (500). Ces schémas nous
permettent donc d’utiliser avec efficacité (du point de vue du nom-
bre d’itérations) des préconditionnements polynémiaux avec des degrés
nettement supérieurs 4 ceux des schémas de Horner correspondants.
Tout de méme, nous constatons quelques irrégularités sur ces courbes
(MINMAX de degré 11 et MCARRE de degré 4 par exemple). Mais,
ces petites imprécisions semblent trop isolées el trop peu nombreuses
pour étre réellement significatives. Enfin, la résolution des problemes
d’instabilité va sans doule nous permettre d’atteindre des temps de
calculs minimum pour ces schémas.

Alors qu’avec le schéma de Horner le temps minimal de résolution
dépendait de la stabilité du schéma, ici le temps minimum de MIN-
MAX, MCARRE et LEG n’est plus limité par la précision de cal-
cul. Ainsi, les degrés optimaux sont respectivement 12, 16 et 10. Ils
sont donc tous plus élevés qu'au chapitre précédent. Hélas, pour ces
préconditionnements les temps de résolution minimum (respectivement
36.8, 45.4 et 49.0, voir le tableau VI.1) sont, dans ce cas, tous supérieurs
4 ceux réalisés par les schémas de Horner correspondants (respective-
ment 33.7, 39.6 et 42.5, voir le tableau VL1 et les résultats du chapitre
précédent). En effet, & chaque étape de préconditionnement nous el-
fectuons avec ces méthodes plus d’opérations qu’avec Horner pour un
méme préconditionnement polynémial, voir remarque VIL.1. Ainsi sur
ce probléme, nous ne sommes pas parvenus a optimiser les temps de
calculs des préconditionnements polynémiaux a l'aide des schémas in-
troduits.
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Figure V1.4: Temps de résolution de MINMAX, pour le probleme 1 sur
la CM-2.
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Figure V1.5: Temps de résolution de MCARRE, pour le probleme 1 sur
la CM-2.
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Figure V1.6: Temps de résolution de LEG, pour le probleme 1 sur la
CM-2.

Preconditionnement Degré | Nombre d’ | Temps | Milops
optimal | itérations | total (s)

DIAG 0 1521 70.5 | 124.5
NEUM1 1 761 541 1144
NEUMS3 3 537 58.1 | 119.0
MINMAX 12 109 36.8 | 164.4

HMINMAX T 173 33.7 1340
MCARRE 16 100 454 | 171.6
HMCARRE 8 184 39.6 | 1344

LEG 10 163 496 | 1744

HLEG 8 197 42.5 | 1344

Tableau VI.1: Résultats optimaux pour toutes les méthodes, pour le
probléme 1 sur la CM-2.
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Nous allons apercevoir sur le second probleme que les résultats
des préconditionnmenets polynémiaux obtenus avec ces techniques plus
stables peuvent améliorer les résultats obtenus & 1’aide du schéma de
Hérner. Et méme sur ce probléme, avec une machine plus puissante et
de méme type, voir seconde annexe, nous sommes parvenus a diminuer
les temps de résolution des préconditionnements polynémiaux associés
au schéma de Horner par I'utilisation de ces schémas plus stables.

Remarque VI.1 Dans le tableau VI.2, nous donnons le nombre d’o-
pérations nécessaires, dans le cas d’une matrice pentadiagonale, d ’éta-
pe de préconditionnement du G.C.P pour chaque schéma d’évaluation
des polynémes, de degré k (k = 2), en fonction de la taille N du
probléme étudic.

Schéma Horner | MINMAX | MCARRE | LEG
d’évaluation
Nombre d’
opérations || (1+11k)N | (-3+16k)N | (1+17k)N | 18kN

Tableau VI.2: Nombre d’opérations du préconditionnement.

Evidemment, le schéma de Horner posséde le nombre d’opérations le
moins important. Ainsi, @ degré égal et pour le méme type de polynome
son temps de résolution (tant qu’il reste convergent évidemment) est
inférieur & celui du schéma stable correspondant. El done, comme
sur ce probléme le degré optimal des schémas stables n’est pas encore
suffisamment grand, les préconditionnements polynémiaur associés au
schéma de Hérner sont, dans ce cas, les méthodes les plus rapides. De
plus, les différences de temps entre MINMAX et MCARRE (et aussi
LEG) se sont accrues par rapporl au schéma de Horner car d’une parl
MINMAX effectue moins d’itérations (d’ailleurs ces trois polynémes
respectent @ nouveau la hiérarchie énoncée au chapitre V et pour des
degrés plus dlevés), et d’autre part cette méthode o besoin de moins de
caleuls pour résoudre Uétape de préconditionnement. Finalement, le
surcoilt de calcul provenant de introduction des schémas stables nous
a non seulement empéché de réduire le temps de caleul du schéma de
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Hérner, mais il a ausst favorisé le polyngme Minmaz par rapport auz
autres préconditionnements polyndmiauz.

Remarque VL2 Les irrégularités remarquées sur les nombres d’ité-
rations se répercutent évidemment de maniére encore plus conséquente
sur les temps de résolution. Ainsi, nous pouvons constaler, par exem-
ple, que pour MINMAX de degré 11 son temps de calcul est équivalent
d des degrés 2 ou 3 (méme remarque pour Mcarre de degré 4). Neéan-
moins, ces petites irrégularités ne nous empéchent nullement d’attein-
dre les temps optimauz pour ces méthodes.

VI1.4.2 Probleme 2 avec un maillage 256 x 256

Testons maintenant les schémas stables sur la matrice provenant du
probleme 2 avec un maillage 256 x 256. En outre, nous avons con-
servé la méme évaluation des valeurs propres qu’aux chapitres IV et V,
voir les remarques IV.1 et IV.2, pour définir ces préconditionnements
polynémiaux. Le nombre d’itérations relativement plus élevé, engendré
par ce probleme, va sans doute nous permettre d’obtenir des résultats
positifs pour des degrés plus conséquents. Ainsi, nous espérons dimi-
nuer, grace aux schémas d’évaluation stables MINMAX, MCARRE et
LEG, les temps de calculs réalisés a l’aide du schéma de Horner.

5500L nombre d’
iterations ___ : HMINMAX
MINMAX
20001
15007
10007
500f ", degre du
e polynome

20 40 60 80 100

Figure VL.7: Nombre d’itérations de MINMAX et HMINMAX, pour le
probleme 2 sur la CM-2.
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Figure VI.8: Nombre d'itérations de MCARRE et HMCARRE, pour
le probléme 2 sur la CM-2.
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Figure VI.9: Nombre d’itérations de LEG et HLEG, sur le probleme 2
sur la CM-2.

D’aprés les figures V.7 & V1.9, nous constatons, comme au préce-
dent probléme, que les schémas proposés sont tres stables. Nous mon-
trons méme sur ces figures des degrés bien plus élevés. De plus, méme
les petites irrégularités ont disparu. La stabilité de ces schémas sem-
ble donc étre indépendante du conditionnement de la matrice, sur ce
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type de probleme. Contrairement au schéma de Horner ou I'erreur sur
le calcul des coefficients oy des polynémes s’amplifiait d’autant plus
que le nombre d'itérations était important, ce qui enfrainait une ap-
parition encore plus rapide des instabilités, les méthodes MINMAX,
MCARRE et LEG semblent rester efficaces méme sur des problemes
mal conditionnés. Enfin, la hiérarchie proposée est une nouvelle fois
respectée, néanmoins pour des degrés trés grands les écarts deviennent
moins sensibles (5 itérations pour le degré 100).

Maintenant, comme ce probléme est mal conditionné (donc le degré
optimal en temps va surement augmenter) et comme le schéma de
Hérner est instable plus rapidement que pour le premier probleme, nous
espérons que nous allons réussir & diminuer les temps de calculs réalisés
par les préconditonnements polynémiaux associés au schéma de Horner.

68, Temps de
66+ resolution (=)
641
621
601 -
58t 3
561 s ¢ °F
% degre du
5 4" l.l._.'. w.““.‘“'.. - po l-ynome
20 20 60 80 100

Figure VI.10: Temps de résolution de MINMAX, pour le probléme 2
sur la CM-2.
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Figure VL.11: Temps de résolution de MCARRE, pour le probleme 2
sur la CM-2.
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Figure V1.12: Temps de résolution de LEG, pour le probleme 2 sur la

CM-2.
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Preconditionnement | Degré | Nombre d’ | Temps | Mflops
optimal | itérations | total (s)

DIAG 0 7368 129.0 82.3
NEUMI 1 3792 108.5 71.0
NEUM3 3 3238 126.3 82.4

MINMAX 31 223 52.9 | 142.7
HMINMAX 6 1026 60.2 98.4
MCARRE 70 108 56.4 | 1534
HMCARRE 8 863 61.2 | 10L.7
LEG 70 115 60.4 | 161.3
HLEG 8 921 65.7 | 101.7

Tableau VI.3: Résultats optimaux pour toutes les méthodes, pour le
probleme 2 sur la CM-2.

Sur les figures VI.10 & VL.12, voir également le tableau VI3, les
temps de résolution de MINMAX, MCARRE et LEG sont afteints avec
des degrés (respectivement 25, 70 et 70) encore plus grands qu’avec
le probleme 1. En effet, ce probléme est mal conditionné, donc a
chaque augmentation du degré du polynéme la diminution du nom-
bre d’itérations reste plus conséquente plus longtemps que pour le pre-
mier probléme. On explique d’ailleurs de la méme maniére le degre
optimal plus élevé des méthodes MCARRE et LEG. D'autre part, les
différences de temps de résolution, pour les polynémes de trés hauts
degrés, découlent en partie maintenant du nombre d’opérations des
schémas utilisés car les nombres d’itérations sont sensiblement équiva-
lents.

De plus, grice au degré optimal plus élevé et a la divergence plus
rapide du schéma de Horner, nous sommes parvenus a obtenir des temps
de résolution inférieurs & ceux des préconditionnements polynomiaux
évalués par le schéma de Horner, voir tableau VI.3. Ainsi, le gain de
MINMAX de degré 25 par rapport & HMINMAX 6 est de l'ordre de
19%, ce qui nous améne sur ce probleme & une diminution de 59% par
rapport 2 DIAG. De méme, MCARRE et LEG de degré 70 diminuent les
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temps de calculs de HMCARRE et HLEG de degré 8 de respectivement
8% et 7.5%. Les résultats de MCARRE et LEG sont moins bons que
ceux de MINMAX certainement & cause du surcoiit de calculs de ces
méthodes, mais aussi parce que HMINMAX diverge plus rapidement
que HMCARRE et HLEG sur ce probleme.

Enfin, maintenant que nous avons la possiblité de choisir, indépen-
damment de la précision de calcul, le degré du préconditionnement
polynémial, il semble que la recherche du degré optimal en temps soit
un probléme assez difficile & résoudre. L’expérience des préconditionne-
ments polynémiaux et des machines massivement paralléles acquise au
cours de cette thése, nous permet néanmoins de donner quelques con-
seils pour 1’estimation de ce degré optimal. En premier lieu, ce degré
dépend du conditionnement de la matrice. En fait, plus le probleme
est mal conditionné plus le degré optimal est élevé (voir les différences
entre les problémes 1 et 2), et donc plus nous avons la possibilité de
réaliser un gain de temps substantiel avec les schémas stables. Il est
fortement 1ié aussi & la puissance de calculs de la machine utilisée. En
fait le degré optimal dépend fortement de la vitesse du produit ma-
trice vecteur, voir chapitre IX. D’autre part, l'un des avantages des
préconditionnements polynémiaux associés a un schéma plus stable est
qu’il n’est pas nécessaire de choisir avec précision le degré du polynéme
pour obtenir un temps de résolution proche du temps optimal. En
effet contrairement au schéma de Horner ou des écarts de un degré en-
trainent des écarts de temps de résolution importants, voir le chapitre
précédent, nous constatons sur les figures V1.4 & VL6 et VL.10 & VL.12
que la pente de la courbe des temps de résolution n’est pas tres éleve
pour des degrés compris dans un certain intervalle. Les bornes et la
longueur de cet intervalle dépendent, comme le degré optimal, de la
vitesse du produit matrice vecteur, du probléme résolu et du polynome
utilisé. Nous pouvons ainsi considérer que pour des degrés compris dans
les intervalles suivants : [5,20] pour le probleme 1 avec MINMAX, (7,20]
pour le probleme 1 avec MCARRE et LEG et [10,60] pour le probléme
9 avec MINMAX, [30,100] pour le probleme 2 avec MCARRE et LEG,
les méthodes correspondantes ont un temps de résolution relativement
satisfaisant.
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En conclusion, ces schémas paraissent bien adaptés aux problemes
mal conditionnés, mais aussi aux supercalculateurs tels que la CM-2
(également & la future génération de calculateurs SIMD ou plus simple-
ment & des supercalculateurs proposant un produit matrice vecteur effi-
cace). Mais n’oublions, pas tout de méme, que la structure tres réguliere
de la matrice étudiée, nous a permis de construire un produit matrice
vecteur trés rapide. Donc sur des problemes moins réguliers, I'efficacité
de ces schémas, ainsi que des préconditionnements polyndomiaux en
général, dépendra fortement de la vitesse du produit matrice vecteur
disponible, voir chapitre IX. Néanmoins, les nombreuses études realisées
avec les séries de Neumann tronquées sur des problémes moins réguliers
[BPRSO1), [PeWe92], [Peti93], [EdPe93], [FPSWI3] et [Weil94] laissent
présager de bons résultats pour les préconditionnements polyndmiaux
sur des structures moins réguliéres avec la CM-2.

Avant de clore ce chapitre, nous présentons sur la figure VI.13
les Mflops réalisées par ces méthodes. Nous constatons ainsi que la
vitesse de calcul est une nouvelle fois une fonction croissante du degré
du polynéme et que celte vitesse est limitée par la rapidité du pro-
duit matrice vecteur (et donc par la puissance de calculs de la ma-
chine). Par ailleurs, Pordre des vitesses est en fait établi par le nombre
d’opérations de l'étape de préconditionnement. En effet, par exemple
5 degré égal LEG effectue plus de calculs que MINMAX. Comme ces
caleuls supplémentaires n’ont pas besoin de communications (saxpy),
LEG atteint une vitesse plus élevée.
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Figure VI.13: Comparaison de Mflops, pour le probleme 2.

Remarque VI.3 Nous avons présenté dans la remarque V.5 des tauz
de parallélisme pour divers préconditionnements sur la CM-200. Pour
les schémas stables nous avons réalisé aussi quelques mesures aussi
précises que possibles sur la CM-2. Alors, pour le probléme I le taux
de parallélisme de MINMAX est 0.895 pour le degré 12 et 0.985 pour
le degré 100. Nous considérons que ces taux sont relalivement salis-
faisants surtout par rapport & celui de DIAG (de lordre de 0.97). Iis
sont toutefois moins intéressants que sur la CM-200. Mais, nous rap-
pelons que ces tauz ne sont donnés qu’'a titre indicatif car s ne sont
hélas guére fiables, surtout sur la CM-2.

VI.5 Conclusions

Nous venons de voir dans ce chapitre que des schémas plus stables per-
mettaient d’utiliser des préconditionnements polynémiaux de degres
élevés, alors qu’avec le schéma de Horner simple nous ne pouvions
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dépasser le degré 8. Néanmoins, le surcolit de calcul occasionné par
ces méthodes nous a empéché de réduire le temps de calculs pour le
classique probleme de Poisson. Par contre, pour le second probleme
nous nous sommes placés dans des conditions beaucoup plus réalistes
d’utilisation, en estimant de maniére succincte les valeurs propres de
la matrice. Dans ce cas, les résultats sont positifs. Donc, pour des
problémes mal conditionnés, ils semblent que ces schémas puissent
diminuer les temps de résolution. Or, on recherche souvent des précon-
ditionnements efficaces lorsque les problemes sont mal conditionnés,
car alors le G.C préconditionné par la Diagonale perd en partie son ef-
ficacité. En tout cas, sur des machines telles que la CM-2, les précondi-
tionnements polyndmiaux associés & un schéma stable ou pas (suivant
le conditionnement de la matrice et suivant la puissance de la ma-
chine) améliorent énormément le rendement du G.C.P, pour le type de
probleme étudié (régulier). De plus 'utilisation de schémas stables per-
met une estimation moins précise du degré optimal (pour le temps de
résolution) sans perte importante de temps (contrairement & Horner).

Nous pouvons signaler que certaines simulations numériques, sur
CM-2 ou CM-5, durent parfois plusieurs jours, la résolution de systemes
linéaires prenant une part importante du temps, voir [Uebe94]. 1l de-
vient alors trés important de réduire les temps de résolution de maniére
conséquente, aifn de pouvoir rentabiliser au mieux des machines qui
coutent trés chéres. Et dans ce cas, les gains en temps réalisés dans
cette thése prennent toule leur importance. Il faudrait, néanmoins,
tester ces préconditionnements sur d’autres types de matrices, notam-
ment avec des squelettes moins réguliers, pour vérifier leur efficacité
dans tous les cas.

Finalement, le plus gros défaut de ces préconditionnements reste
qu'ils ont besoin d’une estimation de la plus petite et de la plus grande
valeur propre de la matrice étudiée. D’autre part, a cause de leurs
schémas d’évaluation trop cofiteux en nombres d’opérations, les polyno-
mes Mcarre et Leg de degré élevé ont été fortement pénalisés par rap-
port & Minmax. Par conséquent, nous proposons dans le chapitre
suivant un préconditionnement polynémial ne nécessitant aucune es-
timation des valeurs propres, plus précis que les séries de Neumann
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tronquées et possédant un schéma d’évaluation stable dont le nombre
d’opérations est équivalent a celui de MINMAX.






CHAPITRE VIi

UN PRECONDITIONNEMENT POLYNOMIAL
INDEPENDANT DES
VALEURS PROPRES:NORM
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VII.1 Introduction

Nous venons de nous rendre compte, lors des deux précédents chapitres,
de lefficacité des préconditionnements polynémiaux sur les machines
massivement paralleles SIMD & mémoire locale. Malheureusement, I'un
des principaux défauts de ces préconditionnements est qu’ils nécessitent
une estimation de la plus petite et de la plus grande valeur propre de
la matrice étudiée. Pour le classique probleme de Poisson nous avons
utilisé une expression analytique des valeurs propres. Par contre, pour
le second probléme nous possédions moins d’informations. Ainsi, grace
4 une normalisation symétrique de la matrice par sa diagonale et grace
au Théoréeme de Gershgdrin, voir le Lemme I11.1, nous avons évalué la
plus grande valeur propre par b= 2. C’est a dire, qu’au lieu de résoudre
Az = b nous avons résolu avec D = diagn(a;)

Ay = D™Y?AD~Y?* = D% puis D'z = y. (VIL1)

Ensuite, nous avons pris une valeur a suffisamment petite pour que
I’intervalle [, b] contienne 1'ensemble des valeurs propres. On peut se
demander pourquoi nous n’avons pas, comme [Saad85] avec le polynome
Mecarre, tout simplement essayé a = 07 Le préconditionnement ainsi
obtenu aurait été alors indépendant des valeurs propres de la matrice,
de la méme maniére que les préconditionnements polynémiaux basés
sur les séries de Neumann tronquées. Il faut tout de méme se rappeler
que le polynéme Minmax avait perdu en partie son efficacité entre le
premier et le second probléme, voir chapitre V. Dans le cas a = 0, les
préconditionnements ne vont-ils pas devenir totalement inutilisables?
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Nous allons donc voir dans une premiére partie, de maniere pra-
tique mais aussi théorique, les raisons qui entrainent l'ineflicacité du
polynéme Minmax, quand a = 0. Puis, aprés avoir constaté que Mcarre
avait un comportement différent [Saad85], nous utiliserons une pro-
priété de ce nouveau préconditionnement polynémial pour définir un
autre schéma stable [AsM092]. Finalement, nous testerons ce précondi-
tionnement sur la CM-2.

VII.2 Polynéme Minmax, avec a =0

Dans un premier temps, nous avons cherché la solution de (VIL1) pour
le probléme 1 avec un maillage 512 x 512, sur la CM-2, pour des valeurs
de a autour de sa valeur exacte (de l'ordre de 0.025) calculée & I'aide
de (1.13).

1507
nombre 4d’
1401 iterations

130;

120;

) . , =}

0.01 0.02 0.03 0.04

Figure VIL.1: Nombre d’itérations de MINMAX de degre 12 en variant
a.

Ainsi, d’aprés la figure VIL1 nous effectuons plusieurs remarques :
tout d’abord la valeur propre exacte n’est pas toujours pour ce probleme
la valeur optimale de a, du point de vue du nombre d’itérations. Sur ce
probléme, il semble que jusqu’a environ 0.24 10 les préconditionne-
ments ainsi définis soient plus efficaces qu’avec la valeur exacte. Mal-
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heureusement, passée cette valeur, le préconditionnement devient moins
rentable, il est méme totalement inutilisable quand e = 0. D’autre part,
dés que l’on utilise une valeur supérieure, le préconditionnement perd
une partie de son efficacité. L’estimation de la plus petite valeur propre
a donc des conséquences trés importantes sur 'utilisation de Minmax.

Nous allons regarder graphiquement le comportement du polynéme
Minmax sur I'intervalle [0, 2], quand & tend vers 0. Notons p le polyné-
me Minmax de degré 6. Alors, pour obtenir une approximation satis-
faisante de A~!, il faut, dans un certain sens, que le polynéme zp(z)
soit proche de la constante 1, tout en restant strictement positif (pour
le préconditionnement soit défini positif), sauf en 0 évidemment.

*p (x)

B \Z; v.,ﬁ \jx

2

Figure VII.2: Polynémes Minmax de degré 6, avec des variations de a.

La figure VIL2 montre que les oscillations autour de 1 du polynome
zp(z) s'accroissent au fur et & mesure que a se rapproche de zéro. Par
conséquent, la précision du préconditionnement Minmax décroit quand
a est prés de zéro. De plus, il apparait que si a = 0 I’équation p(x)=0
a des solutions, et donc dans ce cas le préconditionnement n’est plus
inversible.

soit pr le polynéme Minmax défini en II1.7 par

_ 1)~ D (V)
pe(A) = X (1 Trsa (#(0])) .
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avec
() = 2A\—b—a
BUZE"p—g
Cherchons, pour b quelconque, les solutions dans [a, b] de
pe(A) =0 (VIL2)

Théoreéme VIL1 sia = 0 alors Uéquation (VII.2) admet, dans lin-
tervalle [a,b], p solutions, avec k=2p-1 ou 2p, qui sonl donnés par

sik=2p—1
; b 1 .
pouri=0,...,p—1, i = 3 (cos (—w) -+ l) : (VIL3)
P
H$E=2p
b 21 +1

- 1«) + 1) . (VIL4)

pourdt=0iop—1; A;=§(ms(

Enfin, si a # 0 alors (VIL.2) n’admet aucune solution dans [a,b].

Preuve VIL.1 Regardons d’abord quand a=0.
Dans ce cas, p(0) = —1 et alors Ty ((0)) = (—1)

Donc A; est solution de III.1 si et seulement st

(1) T (p(N)) = 1.

Or Ty posséde k + 1 extrema, voir par exzemple [LaTh86], atteint
pour

k+1

iy = (3"3) =l ks (VILS)
T

pour lesquels Ti(z:) = (—=1)
Si k=2p, il faut donc Tyey(p(X:)) = —1, c’est 4 dire d'aprés VIL5

2i+1
p(Ai) = cos (2p+1ar).
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Ensuite, on procéde de méme pour k=2p-1, et on relrouve ainsi les
valeurs de VII.3. On remarque, enfin, que toutes les solutions de VII.2,
décrite par VII.8 ou VIL 4, sont dans [a,b].

Maintenant pour a # 0, il est clair que |u(0)| > 1,
donc |Tipr ((0))] > 1.
Or, VA € [a, b, [Tera(p(M)] <1,

done le polynéme py ne peut s’annuler sur Uintervalle [a, b].

Nous pouvons donc conclure que le polynome Minmax devient to-
talement inefficace lorsque a = 0. Néanmoins, nous avons appris, de
la méme maniére que [AsM092], par cette étude que sur ce probleme
modeéle, voir en particulier la figure VIL1, la connaissance de la valeur
propre exacte n’est pas absolument indispensable. Une approximation
un peu inférieure peu méme rendre le préconditionnement un peu plus
rentable, pour ce probléme. Par contre, il vaut mieux éviter non seule-
ment que cette évaluation soit trop proche de zéro, mais également
qu’elle soit supérieure a la valeur propre exacte.

VII.3 Polynoéme Mcarre, avec a =0

Dans [Saad85], voir aussi [AsMQ92], Y. Saad a déja noté que con-
trairement au polynéme Minmax, il semble que le polynéme Mcarre
soit relativement insensible 4 une mauvaise estimation de a. Il propose
méme de prendre directement a = 0. Alors, pour comparer les com-
portements, suivant ¢, de ces deux préconditionnements polynémiaux,
nous avons étudié le préconditionnement Mcarre de la méme maniere
que Minmax.

D’aprés la figure VIL.3, nous déduisons que, sur ce probleme, le
polynéme Mcarre est relativement insensible & une mauvaise évaluation
de a. De plus, pour a = 0 le préconditionnement est aussi efficace
qu’avec la valeur propre exacte, dans ce cas le nombre d’itérations est
en effet identique. Par ailleurs, alors que pour le polynéme Minmax une
estimation de a inférieure i la valeur propre exacte permettait d’obtenir
un nombre d’itérations plus petit (huit itérations sur ce probleme), pour
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le polynéme Mcarre I’écart est infime (pas plus de une itération). Enfin,
si @ est supérieur i la valeur propre exacte, le préconditionnement perd
en partie son efficacité.

1107

nombre 4d’
1087 terations
1067

104
1027
100

987
a

0.01 0.02 0.03 0.024 0.05 0.06

Figure VIL3: Nombre d'itérations de MCARRE de degré 16 en variant
a, pour le probleme 1.

Regardons graphiquement, dans un second temps, le comportement
du polynéme Mcarre quand a lend vers zéro.

1.41 xp(x) =, T
ol —a=0.
1 A@éﬁt
.81
.67
.41
.21
X
0.5 1 1.5 E

Figure VIL4: Polynémes Mcarre de degré 16, avec des variations de a.
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Sur la figure VII.4, nous constatons que contrairement au polynéme
Minmax, voir figure VII.2, la dépendance en a du polynome Mcarre est
moins forte. Mieux méme, lorsque a = 0 le polynéme ne s’annule plus.
Montrons donc que le polynéme Mcarre ne peut s’annuler sur [0, b].

soit py le polynéme Mcarre défini en 111.9 par
k41

A) =3 bit;(N),

=0
) (©) — 5(3)
8; 5;(0) — 55
by = 2 ——et t;(\) = —L2
TTisi0) T A
et plus pour Mcarre nous avons,

pour 7 # 0, s;(A) = \ETJ-(”(A)),

recherchons, pour & quelconque et a = 0, les solutions, dans [0, b],

de

pe(}) = 0. (VIL6)

Or, nous avons le théoreme suivant

Théoréme VIL.2 L’équation VII.6 n’admet avcune solution dans ['in-
tervalle [0,D].

Preuve VIL2 Pour a =0, 5;(0) = /2/n(—=1), avec j # 0.

Atnsi,
= 1,288, 243
Yd0)==+=>1= ;
i—n T w i=0 T
puis
k-1 1 k<1
pe(A) = 3 bits(N) = 31— (1= (=1 T3(u(2)) -
=1 j=1
Or,

Vie [Uab]! ITJ(#(A)” =1,



10 Chapitre VII

done pour que A soit solution de VILG, il faut que

VI <j < k+1,1—(=1)T;(u(X) =0.

D’aprés la définition des extrema des polyndmes de Tchebycheff,
voir VIL5, il est clair qu’il n'existe aucun X vérifiant ces derniéres
égalités. Donc, VII.6 n’a pas de solution dans [0,b]. Cette propriété du
polynéme Mearre provient du fait que deuz polynomes de Tchebycheff
n’atteignent pas leurs extrema aur mémes points (sauf en zéro).

Remarque VIL1 Nous pouvons réaliser des raisonnements identi-
ques & celut du polynéme Mcarre, pour le polynéme Leg. Mais, comme
dans les études précédentes, voir chapitres V et VI, les nombres d’itéra-
tions du préconditionnement Leg sont supérieurs a ceur de Mcarre,
nous ne testerons pas le préconditionnement Leg pour a = 0.

VII.4 Schéma stable pour Norm

Non seulement Mcarre semble trés peu sensible quand a est proche de
0, mais dans le cas @ = 0, on peut alors le définir de maniére différente.
Ainsi, la solution de II1.8 est donnée, voir [Saad85] et [AsMO92] pour
plus de détails, par

_ 1 Jen(l—A)
Pe(A) = 3 (1 NG ) , (VILT)

avec Jry1()) le polynéme de Jacobi sur [—1,1] associé au poids
w(}, -1, 1), voir [Davi75] ou [Maro92].

Ce résultat provient de la A—orthogonalité du polyndme résiduel,
voir [Stie58],

2?:3 55(0)s;(A)
TS0
De plus, comme les polynomes de Tchebycheff, les polynémes de Ja-
cobi Jj vérifient une relation de récurrence & trois termes, voir [Maro92]

Rea(X) =
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%1 (k+ 1/2)(k — 1/2)
T )=

Jk.*.l(:r) = Jk—‘.l (:I?) (VHS)

Par conséquent, au lieu de réaliser 'étape de préconditionnement a
I’aide du schéma MCARRE, nous allons utiliser, de la méme maniere
que pour le polynéme Minmax, la relation VIL8, pour décrire un al-
gorithme d’évaluation plus stable que le simple schéma de Horner et
nécessitant moins d’opérations que MCARRE.

Théoréme VIL3 Posons di = Ji(1),
alors le polyndme py vérifie la relation de récurrence suivante

(2k + 1)di

~ (K? = 1/4)dj_y
Pk()‘) = (k i 1)d.1.:+1

k(k + 1)drss

(14 (1 = X)pe-1(X)) — Pr—2(A),

avec les conditions iniliales
2
po(A) = 3’

4
et pi(A) = _g)\ + 2.

Preuve VIL3 La démonstration est en tout point semblable a celle du
théoréme VI.1, il suffit d’utiliser correctement les relations de récurren-
ce VIL8.

Donc, de la méme fagon qu’avec le schéma stable MINMAX, pour
résoudre pi(A)r = 2, nous calculons d’abord dj. avec do=1,d;=13/2
et

% +1, (j+1/2)(=1/2) .
= = d;_ S TR
G410 G+ T RRES ’

i+1
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puis nous effectuons les itérations suivantes

[ %5 = 2,
2 = —%/17‘4—2?‘,
4 i 3
2 +1 d, ; (2 = 1/4) dis
. = —(r+ (I = A)zj—1) — = Zj-2,
% j+1 dj-ﬂ( ( )2i-1) jG+1) diyy :
pour J = 2,..:5%.

Alors la solution de z = M~ r = Pk(!"l)r est z = zx. Nous noterons
NORM cette méthode.

Remarque VIL2 FEvidemment, nous pouvons €galement associer ce

3 g
préconditionnement polynémial, noté Norm, au classique schéma de
Harner.

VII.5 Tests sur la CM-2

Nous présentons les résultats de NORM uniquement pour le second
probléme avec un maillage 256 X256, car en fait les préconditionnements
polyndmiaux Norm et Mcarre effectuent approximativement le méme
nombre d'itérations. Il nous a donc semblé inutile de présenter deux
problémes différents (surtout que sur le premier probléme, les schémas
stables n’optimisent pas les temps de calcul) mais aussi d’exposer les
nombres d’itérations de NORM (il suffit de se référer a la figure VI.8).
Nous proposons donc sur la figure VIL.5 une comparaison des temps
de résolution entre NORM et MCARRE pour le probleme 2 avec un
maillage 256 x 256.

Ainsi, nous pouvons constater sur la figure suivante que les temps de
résolution de NORM sont, en général, inférieurs a ceux de MCARRE.
En effet, ces deux méthodes nécessitent & peu prés le méme nombre
d’itérations, par contre & chaque itération NORM réalise 'étape de
préconditionnement avec moins de calculs. Enfin, comme le taux de
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parallélisme de NORM est semblable au tanx de MINMAX (et donc
de peu inférieur au taux de MCARRE), a nombre d'itérations égal,
NORM est plus rapide (en temps de résolution) que MCARRE.

907
Temps de

85+ resolution (s)

80+ : MCARRE

— : NORM
757
704

657

.." . _degre du
. . ‘ . polynome
20 40 60 80 100 120
Figure VIL5: Temps de résolution de NORM et MCARRE, pour le
probleme 2.

6 D..

En conclusion, il nous apparait que le préconditionnement NORM
est une technique au moins aussi efficace que MCARRE en nombre
d’itérations et plus rentable du point de vue du temps de calcul, sur ce
type de problémes. Il possede deux principaux avantages par rapport
aux autres préconditionnements polynémiaux, tout d’abord le nom-
bre d’opérations nécessaires a son schéma stable est inférieur a ceux
de MCARRE et de LEG et est équivalent & celui de MINMAX. Mais
surtout, ce préconditionnement, sans perdre beaucoup de |’efficacite
de Mcarre, n’a besoin d’aucune estimation des valeurs propres. Ce
préconditionnement a donc les mémes qualités de simplicité des précon-
ditionnements polynémiaux basés sur les séries de Neumann, mais avec
un taux de convergence nettement plus intéressant. Enfin, si son nom-
bre d’itérations reste certes supérieur a celui de Minmax, son utilisation
nous semble bien plus pratique.
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VIII.1 Présentation

Nous avons déja vu au second chapitre que le G.C préconditionné par
un préconditionnement M consiste a résoudre le systéme suivant par le

G.C

M 2AM Y2y = M~%, puis Mz =y, (VIIL1)

ou bien, si M commute avec A

M~ Az = M. (VIIL2)

Ainsi, le G.C préconditionné par un préconditionnement polynomial
P, est équivalent & la résolution par le G.C du systeme suivant

P.(A)Az = Pr(A)b, (VIIL3)
car un polynéme en A commute avec A.

Alors, si la distribution initiale des valeurs propres de A ne nous
semble pas suffisament favorable au préconditionnement polynomial
choisi (en particulier pour Minmax si la plus petite valeur propre est
trop proche de zéro), ou bien si nous désirons améliorer le rendement
des préconditionnements polynémiaux, nous avons la possibilité de
préconditionner une premiére fois le systéme puis de le résoudre & 1’aide
d’un G.C préconditionné par un préconditionnement polynomial, c’est
3 dire de combiner VIIL1 (ou VIIL2, si le préconditionnement com-
mute) avec VIIL3, et donc de résoudre & I'aide du G.C le systeme
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Pk(M-leAM—tﬂ)M—lfﬁAM—-tﬁy = Pk(M—-l,'ZAM—tf‘B)M-IIZb,
(VIIL4)

puis M?z =y

Ensuite, il ne reste plus qu’a choisir le premier préconditionnement
M, par exemple une factorisation incompléte, par points ou par blocs,
de Cholesky ou un premier préconditionnement polyndmial, et & déter-
miner la famille du préconditionnement polynémial P.. Nous aurons
obtenu un double préconditionnement. Enfin, si nous parvenons a
obtenir une estimation assez précise du conditionnement de M™'A,
le préconditionnement Py(A) deviendra d’autant plus efficace (notam-
ment dans le cas du polynéme Minmax).

Dans un premier temps nous allons étudier un double précondition-
nement polynéme-polynome, puis nous testerons un double précondi-
tionnement factorisation de Cholesky incompléte-polynéme.

Remarque VIIL.1 Lors de la résolution effective du second probleme
@ laide des préconditionnements polynomiauz, nous avons normalisé
symétriquement la matrice par sa diagonale, voir chapitre IV. Nous
avons donc de cette maniére déja étudié un double préconditionnement.
Par conséquent, lors de la résolution du second probléme par un double
préconditionnement, nous utiliserons en réalite un triple précondition-
nement.

VIII.2 Polynéme-polynéme

Lors de la résolution, au chapitre VI, du premier probleme le surcoit
de calcul des schémas stables était trop important pour diminuer les
temnps de calcul des méthodes associées au schéma de Horner. Nous
avons donc cherché un moyen d'utiliser des polynomes de degré plus
élevé tout en conservant le coiit minimum d’opérations du schéma de
Hérner (qui ne permettait pas jusqu'a présent de dépasser le degré



Un double préconditionnement 5

8). Donc comme un polyndéme en A commute avec A nous avons posé
comme premier préconditionnement

M~ = P(A) et M7 A = Quia(A).

Puis, nous avons utilisé le G.C préconditionné par un polynéme Fj
sur ce systéme. Ainsi, nous avons résolu

Pu(B(A)A)B(A) Az = Po(P(A)A)P(A)b,

ou encore

Qr+1(Q141(A))z = Pe(Quiy1(A)) P (A)b.

Ainsi, nous verrons qu’en utilisant des polynémes (de degré peu
élevé) de polynomes (de degré peu élevé) nous obtenons des résultats
équivalents & ceux de polynomes simples mais de degré bien plus élevé.
D’autre part, afin de clarifier la situation supposons deés maintenant que
les polynémes Py et Py appartiennent & la famille des polynémes min-
imisant la généralisation du conditionnement (Minmax). Nous noterons
alors MINMAXL-MINMAXK ces méthodes. En particulier, il est clair
que MINMAX0-MINMAXK correspond &4 HMINMAX de degré k. De
plus nous allons voir que les résultats (en nombre d’itérations) de
MINMAXL-MINMAXK et MINMAX((K~1)(L+1)-1) sont a peu pres
égaux et que grace a I'utilisation du schéma de Hérner pour ’évaluation
de MINMAXL-MINMAXK (car se sont en fait en fait deux polynémes
de faible degré) nous parvenons & diminuer les temps de calculs réalisé
par les méthodes MINMAX (pénalisée par le surcoiit de calcul impor-
tant des récurrences i trois termes).

Remarque VIIL2 Nous avons exposé dans celte thése plusieurs fa-
milles de préconditionnements polyndmicuz. Nous aurions donc pu
les associer de diverses maniéres dans ce double préconditionnement.
D’ailleurs, nous avons essayé de combiner Norm et Minmaz, mais nous
n'exposerons que les résultats de MINMAXL-MINMAXK car ils sont
sensiblement meilleurs. Toutefois pour une utilisalion plus praiique
de ces doubles préconditionnements polynémiauz il serait sans doute
plus judicievs de tester un double préconditionnement NORM-NORM.
D’autre part, cette notion de double préconditionnement se généralise



6 Chapitre VIII

aisément & un préconditionnement multiple. Il suffit de réaliser des
polynémes de polynomes de polynémes etc ...

Ensuite, si nous connaissons la plus grande et la plus petite valeur
propre de A (respectivement b et a) ou bien si nous avons normalisé
symétriquement A par sa diagonale (el donc estimé les valeurs pro-
pres par @ = 0.25 1073 et b = 2, voir remarques 1V.1 et IV.2 mais
aussi l'introduction du chapitre précédent), nous pouvons, car nous con-
naissons ’expression du polynéme @41, évaluer les valeurs propres de
Qu41(A) ou au moins utiliser la généralisation du conditionnement (in-
troduite dans la définition I11.3) comme au chapitre V, et donc estimer
le maximum et le minimum du polynéme' g4 sur Uintervalle [a, b]. Le
polynéme g.4; étant généralement un polynéme de faible degré (a cause
des instabilités numériques liées au schéma de Horner, [ < 8), nous pou-
vons directement calculer son mimimum et son maximum sur [a,b] &
partir de son expression explicite (nous avons procedé ainsi pour 1<2).
Nous pouvons également utiliser les résultats démontrés au chapitre V,
voir aussi [AsM092], de la maniére suivante,

posons

m = infaepy) (qs1(})) et M = supiefap) (@142(A)) -
Alors

m = nfaeran (1 — T (#(A)/Tia(1(0)))

m = 1— supyefa) (T}+1(#()‘))/T1+1(#(0)))

= 1—1/|T41(pu(0))|

= 1-2/(" +v7"), dapres (V.3),

(ﬁ —a

v=|—/———]-:

Vb + /e

1Rappelons, voir la définition IIL.1, que nous notons en lettres majuscules les

polynémes appliqués 3 des matrices et en lettres minuscules correspondantes les
mémes polynomes mais appliqués cette fois & des scalaires.

avec




Un double préconditionnement i

De la méme maniére, on obtient

M =1+1/|Tita((0))| = 2 —m.

Remarque VIIL3 Dans un premier lemps, nous avons utilisé cette
estimation des valeurs propres, mais devant les résultats pas toujours
performants (en particulier @ cause d’une estimation irop imprécise de
la plus petite valeur propre m) nous avons remplacé évaluation de m
par qiui(a), qui s'est avérée bien plus efficace. Finalement, les résultats
exposés dans les figures suivantes sont les résultats oplimaus.

Le conditionnement de Q41(A) ainsi calculé, nous avons construit
le second préconditionnement polynémial P & partir de ces nouvelles
valeurs propres m et M. Enfin, si ces valeurs propres ont été correcte-
ment estimées, nous pouvons espérer que ces doubles préconditionne-
ments MINMAXL-MINMAXK correspondent a un seul préconditionne-
ment polynémial mais de degré (k + 1)({ +1) — 1, du point de vue du
nombre d’itérations.

D’autre part, afin de ne pas encombrer la memoire du calculateur
mais aussi afin de conserver un produit matrice vecteur efficace, nous
n’avons pas assemblé la matrice Qi11(4). En effet, le produit d’une
matrice pentadiagonale par une matrice pentadiagonale engendre une
matrice avec 13 diagonales, d’oti un surcoit de stockage. De plus,
les nouvelles diagonales sont encore plus éloignées et donc les temps de
communications entre les processeurs deviennent plus longs. Donc pour
éviter ces pertes de performances, lors de la résolution a chaque appel
d’un produit de Q41(A) par un vecteur y, nous avons utilisé le schéma
de Hérner pour calculer @41(A)y. Dans un premier temps nous avions
tout de méme essayer d’assembler Qi1(A) pour [ = 1, mais devant les
résultats peu performants par rapport a la version non assemblée, nous
avons décidé de ne plus tester de versions assemblées.

Finalement, nous espérons que les instabilités numériques lides au
schéma de Hérner n'interviendront pas trop rapidement pour que l'on
puisse atteindre avec ces doubles préconditionnements des degrés supé-
rieurs A ceux réalisés par les simples préconditionnements polynomiaux
associés au schéma de Horner.
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VIII.2.1 Probléme 1 avec un maillage 512 x 512

Nous proposons sur les figures VIIL.1 a4 VIIL4 et dans les tableaux
VIIL.1, VIIL.2, VIIL.4 et VIIL5 les nombres d’itérations et les temps de
résolution sur la CM-200 4K PEs du SEH de ces doubles précondition-
nements MINMAXL-MINMAXK, tant que ces méthodes restent con-
vergentes?, d’abord sur le probléme 1 (avec un maillage 512 x 512)
puis sur le second probléme (avec un maillage 256 x 256). Nous les
comparons 4 HMINMAX et a MINMAX.

D’autre part, nous ne présentons pas de résultats de ces doubles
préconditionnements sur une CM-2 8K PEs, car suivant ’évolution du
site de calcul (le SEH), nous n’avons plus accés a la CM-2 depuis MAI
1993. Néanmoins, ’essentiel est de pouveir comparer les différentes
méthodes, la machine référence de ce chapitre sera donc une CM-200
4K PEs.

nombre 4df

400+ iterations
300t
2007t
100¢f degre du
— second
o polynome K
3 4 5 6 7 8 9

Figure VIIL1: Comparaison des nombres d’itérations des doubles
préconditionnements MINMAXL-MINMAXK, pour le probleme 1.

Etant donné que nous n’avons conservé que les résultats décrois-
sants, les méthodes sont ordonnées sur la figure VIIL1 de la manicre

20n considérera que la méthode MINMAXL-MINMAXK reste convergente, si a
K fixé le nombre d’itérations de MINMAX(L41)-MINMAXK est inférieur & celui
de MINMAXL-MINMAXK, et de méme pour L fixé.
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suivante le nombre d’itérations de MINMAXL-MINMAXK est supé-
rieur 3 celui de MINMAXL-MINMAXK si L < L', pour L =0,...,T.

Alors, nous constatons sur cette figure VIII.1 et sur le tableau VIIL.2
que nous sommes parvenus & utiliser des doubles préconditionnements
polynémiaux de degrés assez élevés (correspondant au degré 34 d’'un
simple préconditionnement polynémial) en tout cas plus élevés que le
degré de HMINMAX (7 sur ce probléme), voir aussi le tableau VIILI.
Les temps réalisés par les préconditionnements polynomiaux simples as-
sociés au schéma de Horner vont donc sans aucun doute éire diminués
par ces doubles préconditionnements. Il apparait également que, pour
K fixé, I'instabilité numérique, liée au schéma de Hérner, de ces tech-
niques MINMAXL-MINMAXK est une fonction croissante de L (méme
remarque pour K fixé). Ainsi, sur le tableau VIIL.2 on remarque que
la divergence® de MINMAXL-MINMAXK apparait nettement plus vite
pour L=5 que pour L=3 (mémes conclusions pour L=0 avec le tableau
VIIL1).

Degré K HMINMAXK (L=0) ||

Nombre d’ Temps de

itérations | résolution (s)
2 48] 466
3 338 43.8
4 269 41.8
5 224 40.4
6 191 39.5
7 190 39.9

Tableau VIIL1: Résultats de HMINMAXK, pour le probleme 1 sur la
CM-200.

30n parle de divergence d’une méthode MINMAXL-MINMAXK si son nombre
d'itérations est supérieur ou égal & celui de MINMAXL-MINMAX(K-1), dans ce
cas on note non conv, son nombre d’itérations dans les tableaux VIIIL.2 et VIILS.
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Degré K L=3 L=5

Nombre d’ Temps de || Nombre d’ Temps de

itérations | résolution (s) || itérations | résolution (s)

2 | 108 30 | 72 35.6

3 81 36.0 54 35.1

4 65 35.6 || non conv. inutile

5 54 35.2 || non conv. inutile

6 47 35.5 || non conv. inutile

Tableau VII1.2: Comparaison des résultats de méthodes MINMAXL-
MINMAXK, pour le probleme 1 sur la CM-200.

Degré K MINMAX

Nombre d’ Temps de || Couple (L,K)

itérations | Résolution (s) correspondant

15 91 45.6 (33
1Y 83 46.7 (5,2)

19 76 47.3 (3,4)
23 66 47.9 || (3,5) ou (5,3)
27 60 48.2 (3,6)

Tableau VIII.3: Nombre d’itérations et temps de résolution (s) de MIN-
MAX de degré correspondant & un couple (LK) ((K+1)(L+1)-1), pour
le probléme 1 sur la CM-200.

D’autre part, on remarque que les résultats de MINMAXL-MIN-
MAXK et de MINMAXK-MINMAXL sont sensiblement identiques.
De plus, la précision (du point de vue du nombre d’itérations) de
ces doubles préconditionnements est supérieure, pour ce probleme, a
celle du préconditionnement MINMAX de degré correspondant, voir
les tableaux VIIL2 et VIIL3. En effet, grace a la seconde estimation
des valeurs propres (en particulier de la plus petite a) nous proposons
une valeur de ¢ moins proche de zéro pour la définition du second
préconditionnement polynémial. Le polyndme Minmax étant trés sen-
sible & I’estimation de a, voir [AsM092], [Saad85] et le chapitre 7, nous



Un double préconditionnement 11

améliorons de cette maniére 'efficacité du second préconditionnement.
La double estimation des valeurs propres Q4+1(A) se révéle donc étre
assez efficace sur ce probléme.

Etudions maintenant les temps de calcul de ces doubles précondi-
tionnements sur le probleme 1.

Temps de
resolution (s)
L=0

; 64&%\ polynome K

3 A 5 6 7

Figure VIIL.2: Comparaison des temps de résolutions des doubles
préconditionnements MINMAXL-MINMAXK, pour le probleme 1 sur
la. CM-200.

Dans le cas du probléme 1, nous avons vu au chapitre VI que la
méthode HMINMAX était la technique la plus rapide pour la résolution
du sytéme (1.3) sur la CM-2. Aprés avoir renouvelé ces expériences sur
la CM-200, nous nous sommes rendus aux mémes conclusions. Par
contre sur la figure VIII.2 ainsi que sur les tableaux VIIL1 et VIIL.2, il
est clair que les doubles préconditionnements parviennent a diminuer
sensiblement ces temps de calcul. Donc méme sur ce probleme plutot
bien conditionné nous avons réussi & optimiser le temps de résolution de
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HMINMAX, en utilisant en fait des préconditionnements polynomiaux
mais de degré plus élevé mais aussi d’une certaine maniére plus précis,
voir tableau VIIL.3. Le gain de temps réalisé par MINMAXS5-MIN-
MAX3 sur ce probléme n’est pas négligeable, il est de I'ordre de 11%
par rapport 4 HMINMAXS et 55% par rapport a DIAG.

Par contre, le choix du couple (L,K) optimal en temps ne sem-
ble pas a priori un probléme facile & résoudre. En effet, contraire-
ment aux schémas stables ol une petite variation autour du degré op-
timal n’entraine qu'une perte relativement peu importante de temps,
ces méthodes semblent limitées p[ar les instabilités numériques liées au
schéma de Hérner. Nous pouvons donner au moins un critére afin de
mieux déterminer ce couple optimal. Sur ce probléme, le couple (L,K)
est au bord du domaine de convergence! des méthodes MINMAXL-
MINMAXK. Et donc de la méme maniére que les préconditionnements
polyndémiaux simples associés & un schéma de Horner simple ces métho-
des semblent limitées par la précision de calcul. Mais dans ce cas, il est
tout 3 fait inutile d’introduire des schémas plus stables car ces sche-
mas (plus stables) permettent déja d’atteindre de degrés élevés avec
des préconditionnements polynémiaux simples.

VIIL.2.2 Probléme 2 avec un maillage 256 x 256

Regardons maintenant les résultats sur la CM-200 4K PEs de ces dou-
bles préconditionnements sur le second probléme avec un maillage 256 x
256 et des simples préconditionnements associés a un schéma stable ou
pas.

Cette nouvelle étude montre que les problémes d’instabilité numéri-
que (liés au schéma de Horner simple) de ces doubles préconditionne-
ments apparaissent d’autant plus vite que le probléeme résolu est mal
conditionné (comportement identique & ceux des simples précondition-
nements polynémiaux associés au schéma de Horner simple, voir le
chapitre 5).

40n appellera domaine de convergence des méthodes MINMAXL-MINMAXK,
'ensemble des couples (LK) tels que MINMAXL-MINMAXK solent conver-
gentes. Done, un couple (L,K) appartient au bord du domaine si la technique
MINMAX(L+1)-MINMAXK ou MINMAXL-MINMAX(K+1) ne converge pas.
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A cause de ces instabilités, les degrés maximums atteints a 1’aide
du schéma de Hérner simple sont inférieurs a ceux du probléme 1.
De plus, contrairement au premier probleme les nombres d’itérations
des méthodes MINMAXL-MINMAXK sont supérieurs a ceux réalisés
par un préconditionnement MINMAX de degré correspondant, voir le
tableau VIIL.6, sans doute 4 cause d’une mauvaise estimation de la
plus petite valeur propre mais aussi du conditionnement de ce second
probléeme. Un double préconditionnement NORM-NORM serait sans
doute moins sensible a ce changement de probléme.

nombre d’
iterations

2000
1500f
1000 -

SOO-NEQM du
%:‘;——_-_____ second

polynome K
3 4 5 6 7 8

Figure VIIL.3: Comparaison des nombres d’itérations des doubles
préconditionnements MINMAXL-MINMAXK, pour le probleme 2 sur
la CM-200.

Sur une machine plus puissante que la CM-200 4K PEs, par exemple
une CM-2 8K PEs, nous savons que le degré optimal, pour un temps de
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résolution minimum, des préconditionnements polynémiaux associés a
un schéma stable était sur ce probleme trés élevé (31 pour MINMAX et
70 pour MCARRE, voir le tableau VL3). Donc, sur un tel calculateur
les instabilités numériques de ces doubles préconditionnements limi-
teraient sans doute leur efficacité. Par contre, sur cette CM-200 4K PEs
le degré optimal (25 pour MINMAX) est suffisamment petit pour que
ces doubles précondititionnements diminuent les temps de résolution

des schémas les plus stables, voir les tableaux VIIL4 et VIILS.

HMINMAXK MINMAXK

K | Nombre d’ Temps de || K | Nombre d’ Temps de

__itérations | résolution (s) || | itérations résolution (s)
2 2238 76.4 |[ 10 624 | 63.3
3 1751 72.3 || 15 435 62.1
4 1407 67.6 || 20 333 61.4
5 1181 65.0 || 25 269 60.7
6 1026 63.6 || 30 230 61.5
i 961 66.4 || 35 201 62.0

Tableau VIII.4: Comparaison des résultats de méthodes HMINMAXK

et MINMAXK, sur le probleme 2 avec la CM-200.

L=3 L=H
K || Nombre d’ Temps de || Nombre d’ Temps de
itérations | résolution (s) || itérations résolution (s) |
2 593 59.6 405 58.1
3 449 58.0 308 5t
4 362 57.3 285 65.2
5 307 58.2 | non conv. inutile

Tableau VIIL5: Comparaison des résultats des méthodes MINMAXL-

MINMAXK, sur le probleme 2 avec la CM-200.
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Temps de
resolution (s)

EEEEEEEEE‘“‘““E—— qq““"‘ﬁolynome K

3 A 5 6 7

Figure VIII.4: Comparaison des temps de résolutions des doubles
préconditionnements MINMAXL-MINMAXK, pour le probleme 2 sur

la CM-200.
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1=3 L=5
K || Nombre d’ Temps de || Nombre d’ Temps de
itérations | résolution (s) || itérations | résolution (s) |
2 593 59.6 405 58.1 |
3 449 58.0 308 57.1
4 362 57.3 285 65.2
5 307 58.2 | non conv. inutile

Tableau VIIL6: Comparaison des résultats des méthodes MINMAXL-
MINMAXK, sur le probleme 2 avec la CM-200.

Degré K MINMAX

Nombre d’ Temps de || Couple (LK)

itérations | Résolution (s) correspondant
15 435 621 — (33)
17 386 61.5 (5,2)
19 351 61.8 (3,4)
23 295 61.7 || (3,5) ou (5,3)
27 246 61.6 (3,6)

Tableau VIIL.7: Nombre d’itérations et temps de résolution (s) de MIN-
MAX de degré correspondant & un couple (L,K) ((K+1)(L+1)-1), pour
le probléme 2 sur la CM-200.

D’autre part, le gain de temps maximum réalisé par MINMAXL-
MINMAXK sur ce probléme est moins important que pour le premier
probléme, tout de méme 5.9% par rapport a MINMAXZ25 et 51.1% par
rapport & DIAG. Mais il faut rappeler que sur ce second probleme MIN-
MAX diminuait déja sensiblement les temps obtenus avec HMINMAX.
Ces résultats restent néanmoins intéressants par rapport a HMINMAX
10.2% de mieux.

Par contre, le choix du couple (L,K) optimal semble réellement con-
stituer un probléme difficile & résoudre. Malgré tout, nous pouvons
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encore appliquer le conseil cité au probléme 1, mais cette fois les bords
du domaine de convergence apparaissent moins nettement. Et donc ce
probléme se complique d’autant plus.

VIIL.3 Factorisation de Cholesky incom-
pléete-polynéme

Afin d’étendre quelque peu I'idée du double préconditionnement nous
avons étudié un double préconditionnement associant une factorisation
de Cholesky incompléte par points (M'/2M%?) & un préconditionne-
ment polynémial. Ainsi nous avons résolu

Pk(M‘“l.fﬂAM-h’Z)M-IﬁAM—Iﬁy s Pk(MwlﬂAM—;fz)M_Uzb:

puis M'%¢ =y

avec M1/? la matrice triangulaire inférieure de méme squelette que
A = pentan(c;, bi, di, bija, Cipn) définie par

lez = Pﬁ‘-ﬂf-ﬂN(Eh Eia Eia 01 0)

el
G = Ci@i—n
b,‘ - b;/diul
& = di—g =N

Ensuite, & chaque appel de M™%/? (respectivement M~"2) lors de
'étape de préconditionnement nous avons résolu un systeme triangu-
laire inférieur (respectivement supérieur). Nous n’avons donc pas as-
semblé la matrice M~YV2AM /2,

D’autre part ce type de récurrence par points (voire méme par blocs)
ne sont pas trés efficaces sur une machine telle que la CM-200, voir
[Weil94] pour une factorisation ILU. Nous n’avons donc pas testé ce
double préconditionnement sur la CM-200 mais uniquement dans les
mémes conditions qu’au chapitre IV c’est & dire sur une station de
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travail Apollo (série 3500 cette fois). Le probléme résolu est le second
probléme avec un maillage 40 x 40, voir chapitre IV.

Enfin nous avons associé cette factorisation de Cholesky incomplete
3 deux types de préconditionnements polyndmiaux, dans un premier
temps Minmax puis, devant la difficulté & trouver une valeur optimale
de la plus petite valeur propre @, Norm. En fait nous avons constaté
au chapitre précédent que l'efficacité du polynéme Minmax n’est pas
toujours optimale méme lorsque 'on connait la valeur exacte de la plus
petite valeur propre a. Alors nous n'avons méme pas cherché pour ce
probléme & évaluer @, nous nous sommes contentés de faire varier cette
valeur au-dela de zéro. Les polynémes sont évalués a I'aide du schéma
de Hérner simple, mais pour atteindre des nombres d’itérations encore
plus faibles on pourrait utiliser des récurrences a trois termes.

[ Degré dupolynéme [ 1] 2] 3[ 4] 5] 6| 7] 8] 9]

CHOLESKY-MINMAX
a=0.25 24 |17 |14 |12 (11|10 10| 9|11
a=0.13 23|17 |14 (12|10 10| 9|11 |16
a=0.025 22 (18|17 (14 |11]11 |10
a = 0.0025 22 (30|43 (3125|211 |49

—GHOLESKY.NORM [ 25|18 [14][12[10] O] 9[11] |

Tableau VIIL8: Nombres d’itérations de doubles préconditionnements,
pour le probléme 2 avec un maillage 40 x 40.

Sur le tableau VIII.8 nous constatons que ce type de double précon-
ditionnement est efficace au point de vue du nombre d’itérations, sur
ce probléme. En effet, alors que DIAG nécessite 876 itérations, HMIN-
MAX de degré 7 170, factorisation de Cholesky incompléte seule 46, ces
doubles préconditionnements réussissent a converger en 9 itérations,
tout en conservant la méme structure creuse que la matrice initiale.
Malheureusement le surcout de calculs n’est pas compensé, comme sur
une machine massivement paralléle, par une augmentation de la vitesse
de calcul. Ainsi le temps optimal pour cette machine est atteint avec
des degrés trés faibles (2 ou 4), voir le tableau VIIL9. Néanmoins



Un double préconditionnement 19

ces temps optimaux sont inférieurs &4 ceux réalisé par une factorisa-
tion de Cholesky incompléte seule (23.6 s). II serait donc relative-
ment intéressant de coupler les préconditionnements polynémiaux avec
d’autres préconditionnements et ce sur machine séquentielle (avec par
exemple un préconditionnement MIC(1,1)) ou paralléle (avec des fac-
torisations par blocs).

| Degré du polynome [ 1] 2] 3] 4]
CHOLESKY-MINMAX ¢ =0.13 || 20.7 | 20.8 | 21.8 | 22.7
CHOLESKY-NORM 22.2|21.9|21.8 | 22.7

Tableau VIIL.9: Temps de résolution de doubles préconditionnements,
pour le probléme 2 avec un maillage 40 x 40 sur Apollo series 3500.

Remarque VIIL.4 Pour la résolution du probléme 2 a l'aide de pré-
condilionnements polynomiaux, nous normalisons symétriquement la
matrice A par sa diagonale. Nous avons donc résoly le systéme inilial
@ l’aide du G.C muni en fait d’un triple préconditionnement (Diagonal,
factorisalion de Cholesky incompléte et polynémaial).
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IX.1 Présentation

Nous nous sommes rendu compte dans cette thése que I'utilisation de
schémas stables, voir chapitre VI, pour I’évaluation de préconditionne-
ments polynémiaux de degrés élevés, est efficace sur CM. Néanmoins,
ces bonnes performances en temps de calcul sont liées au bon rendement
du produit matrice vecteur sur ce type de numérotation sur machine
SIMD, voir remarque V.2. En effet, la structure pentadiagonale des
matrices, provenant de la régularité du maillage carré uniforme et de
la numérotation naturelle, permet d’écrire un produit maftrice vecteur
trés rapide (grice aux communications régulicres, telles que les shifts).

Ainsi, si on perturbe la numérotation réguliére, on diminue efficaci-
té du produit matrice vecteur et donc on augmente le réle des pro-
duits scalaires. Nous allons donc introduire plusieurs produits ma-
trice vecteur puis nous mesurerons les performances des schémas sta-
bles (comportement du degré optimal) suivant la rapidité de ces pro-
duits matrice vecteur. Nous conclurons par quelques résultats essayant
d’encadrer a priori le degré optimal.

IX.2 Trois produits matrice vecteur

Le premier produit matrice vecteur proposé est déja présenté dans les
deux premiers chapitres, voir 1.7, 11.12 et [ChK'T89]. Dans ce cas, nous
stockons les cing diagonales de la matrice, ainsi que les vecteurs du
probléme, dans des tableaux bidimensionnels (de taille n x n semblables
au maillage uniforme (de pas 1/(n + 1)) du carré unité). Ensuite en
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notant CB, CG, CC, CD et CH les cinq diagonales de la matrice A et X,
Y deux vecteurs semblables aux diagonales, nous pouvons écrire le pro-
duit matrice vecteur Y=AX en CM-Fortran a 1’aide de communications
shifts de la maniére suivante :

Y=CB*EOSHIFT(X,2,-1)+CG*EOSHIFT(X,1,-1)+CC*X
. +CD*EOSHIFT(X,1,1)+CH*EOSHIFT(X,2,1)

Nous notons 2D ce produit matrice vecteur.

Ce mode de stockage des vecteurs optimise la vitesse du produit ma-
trice vecteur au détriment du produit scalaire. Ainsi, pour le précondi-
tionnement Diagonal on lui préfére, voir remarque V.2, le stockage uni-
dimensionnel. Le stockage unidimensionnel consiste a stocker les dia-
gonales de la matrice dans des tableaux unidimensionnels de longueur
N = n?. Nous écrivons alors le produit matrice vecteur de la maniere
suivante, avec X et Y deux tableaux de longueur N :

Y=CB*EOSHIFT(X,1,-n)+CG*EOSHIFT(X,1,-1)+CC*X
. +CD*EOSHIFT(X,1,1)+CH*EOSHIFT(X,1,n)

Nous notons 1D ce produit matrice vecteur.

Remarquons que ce produit matrice vecteur utilise des shifts de
longueur 1 et  au lieu de 1 pour le précédent. Nous avons ainsi constaté
dans les expériences numériques que le produit 1D est moins rapide que
le produit 2D. Néanmoins comme le produit scalaire, du stockage 1D,
est optimisé il peut donner des temps de résolution plus faible pour des
préconditionnements polynémiaux de degré peu élevé et notamment
pour le préconditionnement Diagonal.

Enfin, afin de pouvoir tester des numérotations beaucoup plus irre-
gulidres nous avons utilisé une sorte de stockage condensé, dérivé du
stockage Ellpack-Ttpack format (ELL) de [FPSW93]. Dans ce cas, les
éléments non nuls de la matrice sont stockés dans un tableau de réels
A & N lignes et 5 colonnes. Ensuite, dans un tableau d’entiers IA
semblable & A nous stockons les numéros de colonnes correspondants
aux éléments non nuls. Enfin, les vecteurs X et Y sont stockés dans des
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tableaux de taille N. Alors, nous écrivons le produit matrice vecteur,
noté CONDENSE, a ’aide d’une variable temporaire TEMP semblable
aA:

DO j=1,IC
TEMP(:,j)=X(IA(:,]))
ENDDO
Y=SUM(A*TEMP,2)

Remarque IX.1 Le stockage CONDENSE n’est pas un véritable sto-
ckage condensé (avec des pointeurs). De plus, vu la structure trés régu-
liére du maillage, le tableau d’adresses IA est trés régulier. Malgré
tout, nous allons voir dans les résultats numériques que CONDENSE
est beaucoup plus lent que 2D et 1D tout en conservant un produit
scalaire optimal, grdace au mode de stockage des vecteurs. Nous sommes
done dans un cas de figure trés défavorable auz préconditionnements
polynémiauz par rapport au préconditionnement Diagonal. Pour plus
de détails sur des stockages pour structures irrégulieres sur CM-5 con-

sultez [FPSW93].

IX.3 Influence de la vitesse du produit
matrice vecteur sur l’efficacité des
schémas stables

Tous les résultats présentés dans ce paragraphe ont été réalisés sur
une CM-5. En fait la CM-5 est un ordinateur massivement paralléle
MIMD et non plus SIMD comme les autres Connection Machines, voir
[ThMC90b]. Ses Processeurs Elémentaires ne sont plus des processeurs
un bit mais des processeurs SPARC. Ainsi la CM-5 utilisée ne possede
que 32 PNs. D’autre part, la CM-5 est aisément synchronisable on
peut donc I'utiliser tout de méme comme une machine SIMD telle que
la CM-2 (on parle alors d’un modéle SPMD : Single Program Multiple
Data, pour cette machine). Done pour comparer ses performances avec
celles de la CM-2 nous utiliserons ce mode SIMD.
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D’autre part, dans ce chapitre nous résolvons le probleme 2, que
nous avons normalisé symétriquement par sa diagonale, ainsi nous avons
estimé la plus petite valeur propre par 0.25 107 et la plus grande par
2.

Mesurer ’efficaciié des schémas stables d’évaluation des polynémes
revient a regarder le comportement du degré optimal en temps de ces
schémas. En effet, ces schémas sont d’autant plus efficaces, notamment
par rapport au préconditionnement Diagonal et également par rapport
au schéma de Horner, que le degré optimal en temps est grand.

Dans les trois tableaux suivants nous présentons le degré optimal
et le temps de résolution, pour trois tailles de matrices et pour les
trois produits matrice vecteur, du G.C préconditionné par le polynéme
Minmax associé a son schéma stable (MINMAX).

Probléeme de taille 64 x64=4096

[ Mat-Vec | degré optimal | Temps Total (s) |

2D 46 1.07 |
1D 18 1.2
CONDENSE 1 B

Tableau IX.1: Evolution du degré optimal suivant le Mat-Vec, sur
CM-5.

Probléeme de taille 128 x128=16384

| Mat-Vec || degré optimal | Termnps Total (s) |

Tableau 1X.2: Evolution du degré optimal suivant le Mat-Vec, sur

CM-5.

2D 59 3.l
1D 20 3.6
CONDENSE 1 25.1
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Probléme de taille 256 x256=65536

[ Mat-Vec [ degré optimal | Temps Total (s) |

2D 25 13.6
1D 25 14.9
CONDENSE 2 117.5

Tableau IX.3: Evolution du degré optimal suivant le Mat-Vec, sur
CM-5.

Sur les tableaux IX.1 4 IX.3 nous constatons que le degré optimal en
temps du schéma MINMAX est une fonction croissante de la rapidite
du produit matrice vecteur. Ainsi, avec 2D le degré peut devenir tres
grand, jusqu’a 55, alors qu’avec CONDENSE un polynéme de faible
degré (1 ou 2) est le préconditionnement le plus efficace. Le rende-
ment des schémas stables et par conséquent des préconditionnements
polynémiaux est donc fortement dépendant du produit matrice vecteur
utilisé (et donc dans ce cas de la structure réguliére du maillage).

Malgré tout, méme avec le stockage CONDENSE les précondition-
nements polynémiaux de degré 1 ou 2 diminuent les temps de résolution
du préconditionnement diagonal correspondant de 5 a 15%, voir le
tableau IX.4. Ces temps de résolution sont par ailleurs trés éleveés
par rapport & 2D. Enfin les écarts de temps entre 2D et 1D sont rela-
tivement importants compte tenu du peu de différences entre ces deux
stockages (ceci montre encore I'importance du produit matrice vecteur).

Taille Temps de résolution
N =n? | DIAGONAL | MINMAX
4096 g i
16384 28.4 25.1
65536 138.4 117.5

Tableau IX.4: Temps de résolution (s) avec le stockage CONDENSE,
sur CM-5.
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Remarque IX.2 Nous n'avons pas perturbé plus la numérotation, car
au vu des résultals de CONDENSE, il ne nous a pas semble utile de
diminuer encore Uefficacité du produit matrice vecteur pour obtenir des
résultats plus significatifs.

IX.4 Recherche d’encadrement du degré
optimal

La recherche a priori du degré optimal en temps est une question tres
difficile. Néanmoins il serait intéressant de lui trouver au moins une
borne supérieure. En effet, il ne parait guére envisageable pour un uti-
lisateur de tester les préconditionnements polynémiaux pour un degré
variant, par exemple comme pour le probléme 2 de 0 & 100. Dans
ce paragraphe nous allons donc essayer de délimiter le degré oplimal.
Par hypothése, nous nous plagons dans le cas d’un produit matrice
vecteur trés rapide, comme 2D, lors de la résolution d’un probleme mal
conditionné (un probléme nécessitant beaucoup d’itérations). Dans un
cas contraire, nous n’avons guere besoin de toute fagon de délimiter
Iintervalle du degré optimal. En effet, si le produit matrice vecteur
n’est pas suffisament rapide nous venons de voir que des degrés tres
faibles sont optimaux. D’autre part, si le probléme converge en peu
d’itérations, trés rapidement le préconditionnement ne diminuera plus
le nombre d’itérations, donc 'intervalle de recherche du degré optimal
est naturellement plus limité.

Nous allons partir de I'idée suivante : lorsque ’on augmente le degreé
du polynéme le nombre d'itérations décroit. Donc, pour que le temps
de résolution diminue il faut que ce gain d’itérations (accompagné d’une
augmentation de la vitesse de calcul) soit suffisament conséquente pour
compenser le surcoiit de calcul par itération (environ un produit matrice
vecteur en plus). En d’autres termes, si entre le degré k et le degré £+1
on ne gagne que "peu” d’itérations, il est inutile de tester le degré £+ 1.

Soit P une famille de préconditionnements polynémiaux (par exem-
ple Minmax, Mcarre ou Leg).
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Soit & un systeme linéaire Az = b.

Notons Nj le nombre d’itérations pour résoudre S avec p; dans P
de degré k.

Notons N le nombre d’itérations pour résoudre S avec le précondi-
tionnement Diagonal.

Alors d’aprés [JoMP83], (k+1) itérations avec le préconditionne-
ment Diagonal est équivalent & une itération avec un préconditionne-
ment polynémial Minmax de degré k£ + 1. Donc d’aprés [JoMP83], on
a pour la famille Minmax

_ N
T k+1

Evidemment dans cette égalité N, doit rester un entier. D’autre
part, (IX.1) n’étant pas toujours vérifiée d'un point de vue numérique
et comme de toute fagon elle ne se vérifie pas pour les autres familles
de polynoémes on lui préfere

Ny (IX.1)

N
.= 0 —. IX.2
Ny,=C P (IX.2)
avec C représentant la précision de la famille de polynémes. C
dépend évidemment de la famille de polynémes choisie et des valeurs

propres utilisées dans ’évaluation des polynomes.

Remarque IX.3 Il semble au vu des résulats numériques que C =1
soit une bonne estimation pour les polynémes Minmaz. D’aulre part,
il semble que malheureusement C' dépende de k et que C soit une fone-
tion croissante de k. Malgré toutl cette croissance reste faible, nous
supposerons donc dans nos calculs que C est indépendante de k.

Alors si on veut que Ny — N1 = p, avec p un nombre d’itérations
fixé a priori (en fonction de la taille de la matrice et de la vitesse du
produit matrice vecteur), il suffit d’utiliser (IX.2) et on a

N N
_G' —
E+1 k+2

C p
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k”+3k+(2—%@)=0.

Donc si on note E la fonction partie entiére, iesin <z <n+1
alors E(z) =n,on a

3+, /144CN
désque,kgg( g /p), (IX.3)

2

alors on a, Ny — Niy1 = p.

On vérifie aisément que cette formule est vérifiée sur les premiers
termes. Par exemple, il est clair que pour la famille Minmax, on a
d’aprés [JoMP83] Np — Ny = N — N/2 = N/2, d’oti en remplagant p
par N/2 dans (IX.3), avec C = 1, on obtient

2

L5 § (-3+ V1 +4N/(N/2)) o (i;_\/g) Y

Quelques exemples numériques

Nous avons déja vu, voir la fin du chapitre VI, qu’avec I'utilisation
de schémas stables une petite erreur sur le degré optimal n’entraine
qu'une perte de temps relativement faible sur la CM-2. Ainsi, grace
3 estimation obtenue avec (IX.3) nous espérons réaliser des temps de
résolution proche du temps minimum.

Nous présentons dans les trois tableaux suivants, correspondants
aux trois tailles du probléme du paragraphe précédent, le degré k estime
en fonction de p & I’aide de (IX.3), le temps de résolution de MINMAX
de degré k (MINMAXK) enfin la perte de temps par rapport au temps
minimum.
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Probleme 2, taille 64 x64=4096

p || degré £ | Temps (s) | Perte par rapport
estimé | MINMAXE a MINMAX26

1 39 1.106 3.6 %
27 1.098 2.8 %

3 22 1.103 3.3 %

Tableau IX.5: Perte de temps suivant le degré estimé a priori, sur CM-5.

Probleme 2, taille 128 x128=16384

p || degré k| Temps (s) | Perte par rapport
||| estimé | MINMAXE | & MINMAXS5
E! 58 3.115 | 2.0 %

2 40 3.092 1.3 %

3 33 3.068 0.7 %

Tableau IX.6: Perte de temps suivant le degré estimé a priori, sur CM-5.

Probléme 2, taille 256 x256=65536

p || degré k| Temps (s) | Perte par rapport

estimé | MINMAXE a MINMAX25
1 84 1459 6%
2 59 14.09 39%
3 48 13.88 24 %

Tableau IX.7: Perte de temps suivant le degré estimé a priori, sur CM-5.
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Grace au schémas stables et a la vitesse du produif matrice vecteur
sur la CM-5, la perte de temps enregistrée par rapport au temps mi-
nimum n’excede pas 4%, si on prend p=2 ou 3. Donc, sur ce probléme
2 et sur la CM-5 'estimation obtenue avec (IX.3) est salisfaisante.
Par contre, nous allons voir que sur la CM-2 les résultats sont un peu
moins bons, voir le tableau 1X.8, a cause de la différence de vitesse en-
tre la CM-2 et la CM-5 qui entraine des écarts plus importants lorsque
l'on s’éloigne du degré optimal. De plus nous ne proposons pas de
résultats sur le probleme 1 car d’une part I’estimation réalisée a partir
de (IX.3) est nettement moins efficace et de plus comme ce probleme
nécessite moins d’itérations la recherche du degré optimal est moins
fastidieuse. Donc en dehors des problémes possédant un grand nom-
bre d’itérations couplé avec un produit matrice vecteur tres rapide,
I'utilisation de (IX.3) est plus compliquée. Le choix de p devient alors
un probléme aussi difficile que la découverte du degré optimal.

Probléme 2, taille 256 x256=65536

p || degré & | Temps (s) | Perte par rapport
estimé | MINMAXE a MINMAX31

7 59 59.5 55 %
3 48 59.0 4.6 %
4 41 59.4 3.9%

Tableau IX.8: Perte de temps suivant le degré estimé a priori, sur CM-2.

En conclusion, il semble que (IX.3) ne nous permetie pas de trou-
ver directement le degré optimal. Néanmoins, cette égalité permet de
réduire la recherche du degré optimal, et de s’approcher du temps mi-
nimum (surtout pour le probleme 2).

Remarque IX.4 Ce type de raisonnement pourrait se révéler ires ef-
ficace sur des machines scalaires. En effet, sur ce type de machine
Paugmentation du degré du polynome (nombre de produits matrice vec-
teur) ne s’accompagne pas d’une augmentation de la vitesse de caleul. Il
suffit donc dans ce cas de compter le nombre d’opérations par itération
pour un polyndme de degré k puis d’optimiser en fonction de k le nom-
bre total d’opérations.



CHAPITRE X

INTERET DU G.C.P DANS
~ UN PROBLEME
D'EVOLUTION, SUR CM-5
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X.1 Introduction

Les systémes linéaires provenant de problémes d’évolution se résolvent
souvent & I’aide de méthodes directes. En effet, si la matrice du systeme
linéaire est indépendante du temps, alors on factorise une fois pour
toute la matrice puis on résout aux temps suivants des systemes triangu-
laires. Malheureusement, sur des machines de type SIMD les méthodes
directes sont peu efficaces i cause de leur faible degré de parallélisme,
ainsi sur ce type de machine on résont les systemes linéaires a 'aide du
GOR

Alors dans ce chapitre nous allons essayer d’améliorer efficacité du
G.C.P pour les problemes d’évolution de la maniére suivante. Nous al-
lons stocker quelques directions de descente lors d’une premiere résolu-
tion avec le G.C.P d’un systeme Ax = f(f) puis nous utiliserons ces
directions stockées pour résoudre le méme systéme mais avec un second
membre f(f + At).

Dans un premier temps nous donnerons quelques rappels sur 'équa-
tion de la chaleur en dimension deux. Puis nous comparerons les résidus
du G.C.P avec ceux du G.C.P avec directions préstockées. Enfin, nous
comparerons les temps de résolution de ces deux méthodes sur quelques
exemples.

X.2 Rappels sur la résolution de ’équa-
tion de la chaleur

Nous avons résolu ’équation de la chaleur en dimension deux dans le
4 2 - X 5
carré 0 = [0,7]°. On note u(t,x,y) la température a I'instant ¢ au
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point d’abscisse # et d’ordonnée y. Alors si les constantes physiques
sont supposées égales 1, u vérifie le systéme suivant, voir [RavT83]

( d

% — Au = f, duns Q
i ’H.lan =10 (Xl)
(0, 2,y) = v¥(z,y), pour (z,y) €

avec f la source de chaleur (dans les expériences numeériques nous
avons pris f constante) et u” I’état initial de la température. Donc pour
connaitre 1'évolution de la chaleur il faut résoudre (X.1).

Nous avons ainsi utilisé une discrétisation uniforme du carré de pas
h=1/(n + 1). Notons At le pas de discrétisation en temps (At > 0)
alors on note U la valeur cuppmchee de u au temps mAt et au point
(ih, 7h) (avecm ;)0-.111{ et iet jdelan). Enfin onnote f;; = f(ih,jh),
pour i et j de 1 a n.

Alors en discrétisant suivant la ©-méthode avec des schemas centres,
voir [RavT83], on obtient

1 n
M —_ i 0( f”"+1 jm+1 _ 4U:ﬂ'l-‘+l _|__ brm+1 Um_+1
Al 2 i+ T Yijn i gy J 1)

(1 = O)Uths,; + Ulhys = AUL + Uity + UEL0)) = fos
En notant L la matiice trirlia.gona.le par bloc d’ordre N = n*
-Dn _Ih
_-{n. -Dtr _I‘H-

_I'H. D‘h _-(I"I.
_I-n Dﬂ,

avec I, la matrice identité de dimension n et

Vi=1,... ;5 D8; =trid(=1;4,—1):
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alors a chaque pas de temps nous résolvons le systeme lineaire

At Al
(IN ¥ eh_gL) g1 = (IN = (1 =¥ G)FL) Ton
avec 2 (k) = Ul avec k= (7 — L)n + 1.

Ce schéma est inconditionellement stable pour 1/2 < @ < 1, voir
[RavT83]. Pour © = 1/2 nous retrouvons la méthode de Crank-
Nicolson, dans les expériences numériques nous avons pris © = 2/3.

Dong, finalement nous résolvons 4 chaque étape un systeme linéaire
symétrique (car Iy et L le sont) défini positif (car Iy et L le sont et de
plus O ainsi que At sont positifs) dont la matrice est indépendante du
temps. Par conséquent nous pouvons appliquer le G.C.P a ce systeme.
Dans la suite on note A et B les matrices d'ordre N (Iy + @At/h*L)
et (In — (1 — @)AL/h*L) respectivement.

X.3 Résidus du G.C.P

Précisons dans un premier temps la méthode de résolution utilisée. A
’étape 1 nous résolvons le systeme linéaire Az, = Bag avec le G.C.P.
Lors de cette résolution nous stockons dans des vecteurs semblables a
2, les nd premiers vecteurs p¥, Ap* et z; ainsi que les scalaires (Ap®, pF),
voir lalgorithme du G.C.P au chapitre II. Ensuite, lors de I'étape sui-
vante nous résolvons le systeme Ax; = Bz de la maniére suivante.
Tout d’abord nous utilisons les vecteurs préstockés comme suit

soit € = 0 la précision
0

ry = Bay(on prend done xf = 0)

On note €2 =€ || 2 ||
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Faire pour E=0amnd-—1

o = (%, zk)/(AP"',P"')

1§+1 = 12—RLA;J
Tipr = zf + afp®

Nous notons préGCP cette procédure.

Enfin, nous terminons la résolution avec le G.C.P ol nous utilisons
la solution approchée a ’aide de cette premiére étape et dont le critere
d’arrét est || 757! ||< €2

Comparons les opérations d’une itération de prCP avec celles
d'une itération d'un G.C.P. En fait, comme p*, Ap¥, z) et (Ap*,p*)
sont connus nous effectuons un produit scalaire (r’;, z;‘) et deux combi-
naisons linéaires par itération de préGCP. Alors que lors d’une itération
du G.C.P nous calculons trois combinaisons linéaires, trois produits
scalaires, un produit matrice vecteur et I’étape de préconditionnement.
Le produit matrice vecteur et I'étape de préconditionnement (sauf pour
le préconditionnement Diagonal) sont les phases de calcul les plus lon-
gues de Ditération du G.C.P Il est donc évident que le temps par
itération de préGCP sera nettement plus faible que celui d’une itération
du G.C.P. Par contre il n’est pas évident du tout que les itérations de
préGCP vont permettre de s’approcher de la solution (et donc de dimi-
nuer || 7% ||). Néanmoins les af sont calculés pour diminuer la norme
(151, A='r5*1). De plus, si les seconds membres Bzo et B, sont suf-
ﬁsanlﬁ:nt "prochea on peut penser que les directions de descente ne
seront pas trop "éloignées”.

Nous allons done regarder, sur les figures X.1 et X.2, le comporte-
ment au cours clca.-,-: premiéres itérations du logarithme en base 10 de
g” o5 |1 /1 e ||) suivant que nous conservons ou pas des directions de
descente. Nous avons testé deux préconditionnements : le précondition-
nement Diagonal, avec nd=0 ou 100, et le préconditionnement polyno-
mial Minmax de degré 4 associé au schéma de Horner (HMINMAX4),
avec nd=0 ou 14.

Enfin le probleme résoln est le probleme de la chaleur décrit précé-
demment, sur le carré [0,7)° avec un maillage uniforme de pas h =
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1/(n + 1) avec n = 512, les matrices sont donc d’ordre 262144. Le pas
de temps est At =5 107", La solution initiale est

u®(z,y) = sin(/zr)sin(SyT)

pour (z,y) € [0,7]*. Et tous les calculs on été réalisés sur CM-5 32
PNs en double précision.

14 2log(rk/r0)

Nb.It.

2 ) .
Figure X.1: Logarithme de (|| e | /|| 23 ||) calculé avec préGCP, pour
nd=0 ou 100, avec Diagonal.

14 2log(rk/x0)

&N

12 12

2 .
Figure X.2: Logarithme de (|| ol g ||) calculé avec préGCP, pour
nd=0 ou 14, avec HMINMA X4.
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A chaque itération du G.C.P on calcule une direction descente qui
diminue de facon optimal la norme suivante (ri*', A=*r;™"). Or sur
les figures X.1 et X.2 on constate que les résidus calculés a l'aide des
directions stockées sont supérieurs a ceux calculés avec le G.C.P. Ces
résultats numériques concordent donc avec la théorie.

D’autre part, bien que ces directions stockées ne soient pas opti-
males, les itérations de préGCP permettent de réduire le résidu de
maniére importante.

Néanmoins sur la figure suivante nous constatons qu’au temps t =
5 1072 (aprés donc plusieurs itérations en temps) les itérations de
préGCP ne permettent plus d’atteindre des résidus aussi intéressants.
Et donc pour éviter qu'an hout d’un certain temps préGCP ne soit
plus efficace on pourrait relancer le stockage des directions a partir
d’un certain nombre de pas de temps.

2log(rk/x0)
[\\\ . _ .  Nb.It:

> ' 60 80 100

nd=100

2
Figure X.3: Logarithme de (|| s | 7 |l 15 ||) calculé avec preGCP,
pour nd=0 on 100, avec Diagonal.

Regardons maintenant le comportement du G.C.P apres avoir ef-
fectué préGCP,



g 7 ; ¢
Prohléeme d’évolution 0

21 210g(rk/r0)

50 75 100 125 150 175
Nb. It .

25

nd=100

-127

SN2 ‘ . .
Figure X.4: Logarithme de (|| e A ||) du GCP aprés préGCP,
pour nd=0 ou 100, avec Diagonal.

21210g (rk/x0)

30 Nb. It.

2 % F -
Figure X.5: Logarithme de (][ 50 /Y ||) du GCP apres préeGCP,
pour nd=0 ou 14, avec HMINMAX4.
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212109 (rk/r0)
A +-

Figure X.6: Logarithme de (|| el WAEY ][)2 du GCP apres preGCP,
pour nd=0 ou 14, avec HMINMAX4 et une source nulle.

Les figures X.4, X.5 et X.6 nous montrent qu’aprés nd itérations
de préGCP, le G.C.P retrouve une vitesse de convergence semblable a
celle du G.C.P sans préGCP. A Paide de préGCP nous réalisons donc un
certain gain d'itérations. Pour les figures X.4 et X.5 nous avons pris un
terme source constant non nul relativement grand, ainsi le logarithme
des résidus est quasi-linéaire, alors que pour la derniére figure nous
avons pris une source nulle. Dans les deux cas on constate néanmoins
que les courhes sont "paralléles”, et donc que les vitesses de convergence
sont identiques.

X.4 Temps de résolution

Nous présentons maintenant les temps de calculs (en secondes) du
probléme précédent, avec une source constante non nulle, pour les
préconditionnements Diagonal et HMINMAX4. Dans les deux tableaux
suivants nous présentons en fonction du nombre de directions stockées
(nd) : le temps de stockage de ces directions (Temps Stock.), le temps
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passé dans préGCP (Temps préGCP), le nombre d’itérations du G.C.P
(It.) aprés les nd itérations de préGCP, le temps de calculs pour les
It. itérations du G.C.P (Temps G.C.P), le temps total de résolution
(Temps Résol.=Temps préGCP+ Temps G.C.P) enfin le gain de temps

par rapport a une résolution sans stockage (nd=0).

nd | Temps | Temps It. | Temps | Temps | Gain
Stock. | préGCP | G.C.P | G.C.P | Résol. | (%)

0 : “[ 184 | 2.670] 2.670 :

70 | 0.004| 0246| 144| 2003| 2.339| 124
95 0.123 0.332 138 2.003 2.335 | 125
100 | 0.130 0.350 137 | 1.992 | 2.342 | 12.3

Tableau X.1: Résultats du G.C.P Diagonal avec préstockage des direc-

tions.

nd | Temps | Temps It. | Temps | Temps | Gain
| Stock. | préGCP | G.O.P | G.C.P | Résol. | (%)
[ 0] - [ 37| 1d478| L48| -
14 | 0.041 0.052 29 1.153| 1.205| 18.5
19 | 0.046 0.069 28 | L1122 | 1.182 | 20.0
38 | 0.068 0.135 28 | 1.112 1.247 | 15.6

Tablean X.2: Résultats du G.C.P HMINMAX4 avec préstockage des

directions.

D’aprés les tableaux X.1 et X.2 les pains de temps réalisés avec
utilisation de préGCP sont appréciables (de 12 & 20%). De plus, les
directions étant déja stockées on peut les utiliser lors d’une nouvelle
résolution. Ainsi le surplus de temps da au stockage, pas trop impor-
tant d’ailleurs, est d’antant meins pénalisant que nous réutilisons ces
directions.
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Ensuite, il semble inutile de stocker toutes les directions calculées
lors de la premiére résolution. En effet, & partir d'un certain nd la
diminution du résidu réalisée & 1'aide de préGCP est insuffisante pour
diminuer le nombre d’itérations du G.C.P. Néanmoins, pour atteindre
des gains de temps maximum il faut tout de méme stocker assez de
directions. En effet, le temps par itération du G.C.P étant relative-
ment important, le gain de une itération grace a préGCP peut s’avérer
suffisante pour diminuer le temps total de résolution.

Enfin, cette méthode de préstockage est tout de méme tres cotiteuse
en place mémoire (nd=90 pour Diagonal), néanmoins avec des précondi-
tionnements polynémiaux de degrés élevés nous avons moins de direc-
tions a stocker.
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Dans [McBr88] et [McBr89] il apparait que le G.C est beaucoup
mieux adapté & une architecture massivement paralléle que les métho-
des multigrilles. De plus le préconditionnement Diagonal est souvent
considéré comme la méthode capable d’atteindre les temps de résolution
minimum. Le but de cette thése était donc de montrer, au moins sur
des problémes modéles, qu'’il existe des préconditionnements plus effi-
caces (au point de vue temps de résolution) que le préconditionnement
Diagonal sur des machines massivement paralléles de type SIMD, telles

que CM-2.

Notre étude sur la résolution, sur CM-2, CM-200 ou CM-5, de
systémes linéaires provenant de la discrétisation par le schéma & cing
points d’équations aux dérivées partielles elliptiques, nous permet de
donner quelques conclusions.

En premier lieu, les préconditionnements de base de cette these
(séries de Neumann tronquées ou renumérotation Rouge-Noir) ne sont
pas plus rentables en vitesse (Mflops) que le préconditionnement Dia-
gonal. Néanmoins certains parviennnent & diminuer le temps total de
résolution.

Par contre, les gains de temps (bien plus importants que ceux
déja publiés, voir notamment [ChKT89] et [Weil94]) ainsi que la ra-
pidité des préconditionnements polynémiaux Minmax, Mcarre, Leg et
Norm sont trés prometteurs, sur des problemes réguliers. En effet, le
temps de caleul du G.C préconditionné par la diagonale est tout de
méme, sur les deux problemes, divisé par deux avec ces techniques.
De plus, méme avec des structures moins régulieres nous avons vu au
chapitre IX que des préconditionnements polyndomiaux certes de faible
degré diminuent les temps de résolution de la méthode Diagonale. Par
ailleurs, grace 4 l'introduction de schémas plus stables, [AsMO92] et
[CiMP93], ou bien grace & 'utilisation de doubles préconditionnements
nous parvenons A optimiser les temps de résolution réalisés a l’aide du



4 Conclusion

simple schéma de Hérner. De plus, 'utilisation des schémas stables
permet une évaluation, a priori, moins précise du degré du polynéme
sans augmentation trop importante du temps de résolution. D’autre
part, la comparaison entre les préconditionnements polyndmiaux et
les préconditionnements proposés dans [Lore95] réalisée sur la CM-
5 dans ’annexe 2 nous confirme l'efficacité des préconditionnements
polynémiaux sur ce type de problémes réguliers. Ensuite, il est clair
d’aprés le chapitre X qu'’il existe encore d’autres moyens (le préstockage
des directions de descente) efficaces de réduire les temps de résolution
du G.C.P pour les problemes d’évolution.

Enfin, il est clair que Norm constitue un préconditionnement ren-
table sur la CM-2, et néanmoins pratique car il ne nécessite aucune
estimation des valeurs propres. Dans cette thése nous proposons donc
deux familles de préconditionnements polynémiaux Minmax et Norm
(ainsi que des schémas) trés efficaces en temps et également en vitesses,
capables de donner sur la CM-2 des temps de résolution trés inférieurs
4 ceux réalisés par le préconditionnement Diagonal sur des probléemes
réguliers. DIAG n’est donc plus la méthode donnant les temps de
résolution les plus faibles sur ce type de machine et méme pour des
structures moins régulieres.

Si les problémes résolus dans cette thése paraissent trop académi-
ques, ils restent quand méme d’actualité en particulier en mécanique
des fluides. Par exemple dans la résolution avec des domaines fictifs,
les succes obtenus par Boeing dans le cadre tridimensionnel sur des
problémes d'écoulements transsoniques [BBJMSY91] et des problemes
électromagnétiques [BBJSY91], ou encore récemment les travaux sur
des écoulements instationnaires autour d’obstacles mobiles [He94] prou-
vent qu'il reste important de rechercher (sur tout type de machines) des
solveurs rapides pour |’équation de Poisson. Les problemes proposés ne
sont donc pas si éloignés des problemes industriels. Il serait en outre
intéressant d’étudier le couplage de méthodes de domaines fictifs avec
des préconditionnements polynémiaux sur des machines paralléles. De
toute fagon I’efficacité des préconditionnements polynémiaux a déja eté
étudié sur de nombreux probléemes [HoVB90].
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La suite naturelle de ces travaux est 1'application de ces précondi-
tionnements au cas de problémes définis pour des maillages quelconques
bidimensionnels, avant de passer aux problémes définis dans un do-
maine tridimensionnel. Dans ce cas, les nombreuses études réalisées sur
des structures plus irréguliéres [BPRS91], [PeWe92], [Peti93], [EdPe93],
[FPSW93], [Weil94] et chapitre IX, et sur le placement des données
[Feau91] et [Feau93] nous laissent optimistes sur le rendement des pré-
conditionnements polynémiaux de degré moins élevé sur des struc-
tures moins régulieres. Il serait également trés intéressant de tester
les préconditionnements polynémiaux sur des problemes plus concrets
tels que la résolution des équations de Navier-Stokes.

De plus, Freund et Fischer suggérent dans [FrFi94] que les précondi-
tionnements polyndémiaux adaptés i la distribution initiale des valeurs
propres sont plus efficaces (en nombre d’itérations) que Minmax et Leg.
Alors si I’étape d’initialisation de ce type de polynomes ne s’avere pas
trop importante, le gain de temps réalisé & I’aide de ces préconditionne-
ments polynémiaux pourrait se révéler intéressant.

D’autre part, I'efficacité des préconditionnements polynémiaux re-
pose en partie sur la vitesse du produit matrice vecteur disponible. Il
serail donc bon d’adapter ces méthodes a d’autres machines paralleles
que la CM-2, comme dans [Meur89b]. En effet, il existe d’autres types
d’ordinateurs massivement paralléles. Par exemple, le Paragon, I'IPSC
860, le Ncube, le Suprenum,... sont des calculateurs massivement pa-
ralléles a mémoire locale MIMD (Multiple Instruction Multiple Data).
Sur cette classe de machines, les PEs sont certes moins nombreux mais
ils sont beaucoup plus puissants. Surtout ils peuvent effectuer des
opérations différentes en méme temps. Les produits matrice-vecteur
efficaces sont déja nombreux. Il aurait été également intéressant d’étu-
dier la famille des préconditionnements basée sur des approximations
par blocs sur ce type de machine MIMD. Enfin, grice aux résultats enre-
gistrés, au chapitre VIII, sur les doubles préconditionnements une étude
plus approfondie et notamment le couplage des préconditionnements
polyndriaux avec d’autres types de préconditionnements (IC, MIC ou
approximations par blocs) pourrait se révéler fructueuse sur des ma-
chines séquentielles ou massivement paralleles MIMD.



6 Conclusion

Finalement, nous proposons une derniére utilisation des précondi-
tionnements polynémiaux. En effet, les préconditionnements polyno-
miaux ne nécessitent que trois opérations élémentaires : combinai-
son linéaire de vecteurs, produit matrice vecteur et produit scalaire.
Nous n’avons donc pas besoin de connaitre explicitement la matrice
4 préconditionner. Ainsi, nous pourrions éviter le cofit (souvent im-
portant) d’assemblage d’une matrice provenant de la discrétisation par
éléments finis d’équations aux dérivées partielles. Il suffirait de creer
un produit matrice vecteur & partir des matrices élémentaires, puis
de résoudre le systéme linéaire a 1’aide du G.C précondifionné par un
polynéme.
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Dans le chapitre VII, nous proposons un préconditionnement poly-
némial, Norm, ne nécessitant aucune estimation des valeurs propres.
En effet, grice 4 une normalisation symétrique de la matrice par sa
diagonale, c’est & dire en résolvant

D2 AD"Y2y = Az = DY?b, puis DMEg =y (-4)
avee D = diagn (@),

nous avons estimé la plus grande valeur propre de A par b = 2,
voir le Lemme IL1, et la plus petite par a = 0, comme dans [Saad85].
Ensuite en injectant ces évaluations dans le polynome Mcarre nous
avons obtenu le polynéme Norm. Ainsi la mise en ceuvre informatique
de Norm s’est trouvée trés simplifiée par rapport a Mcarre. D’autre
part, dans le chapitre VII, nous avons testé Norm uniquement avec son
schéma stable, néanmoins il est clair que comme les taux de convergence
de Norm et de Mcarre sont sensiblement égaux nous pouvons également
utilisé le préconditionnement polynémial Norm associé au schéma de
Horner.

Alors, nous proposons dans cette annexe d’exprimer les vingls pre-
miers polynémes Norm (au dela il faudra sans doute utiliser le schéma
stable du chapitre VII) pour simplifier quelque peu le travail des uti-
lisateurs. En effet, ceux-ci disposeront ainsi d’un préconditionnement
directement utilisable (de la méme maniére que les séries de Neumann
tronquées), aprés avoir bien entendu normalisé symétriquement la ma-
trice par sa diagonale.

Reprenons la définition de Norm, voir le paragraphe 1I1.5.5,

k+1

pe(X) = D bit;(A),
i=0



4 Annexe |

avec, voir (I11.9),
5;(0)
Tido $1(0)

Comme les s; sont les polynémes orthonormaux associés au poids
de Tchebycheff sur [0,2] on a

sl =
b = | 40 = ST

sp(A) = %, et pour tout z # 0, 5;(A) = \/%T,(A - 1),

avec T: le polynéme de Tchebycheff de premiére espéce de degre 1.
Car dans ce cas (a = 0 et b = 2), Papplication linéaire bijective
i : [a,b] = [—=1,1] se réduit a

#'(’\J = A—1;

Ainsi - 5 Bt
232(0) _+ E(’ 1)2:_2k+3

=0 T =1

Comme to = 0, finalement

pe(A) = kf( —1)(2m)2/(2k + 3)) _(Q/w)1;z(—l)‘—§’,-(,x_ 1)

2 ((Ic -3 T ,\))
@\ T :

Nous avons également vu au chapitre VII que le polynéme Norm
peut s’écrire de la maniére suivante

pe(A) =§(1 _%E:TM) |

ayee Jes1(A) le polynéme de Jacobi sur [—1,1] associé au poids
“"(zv L1 )). Nous avons préféré dans cette annexe exprimer le polyné-
me Norm en fonction des polynémes de Tchebycheff T;, car I'expression
des T: est bien plus connue que celle des J;.

Il
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Alors voici les vingts premiers polynémes Norm

po(A) =
n(d) =
p2(A) =
pa(A) =
pa(A) =
ps(A) =

pe(A) =

pr(A) =

ps(A) =

pa(A) =

po(d) =

pu(}) =

2/3

—4/5 A 42

8/7 A2 —4) 44

—16/9 A% +8A% — 12\ +20/3

32/11 M — 1617 ++32)% — 281 + 10

—64/13 A® 4 32X* — 80A% + 96A% — 56 + 14

128/15 A8 — 64)° 4 192X — 880/3 A\? 4 2404*
—504/5 A + 56/3

—256/17 A7 4 128 — 448)° + 832)* — 880A% + 528)°
—168X + 24

512/19 A% — 25617 4 1024\% — 2240° 4 2912)*
—2288)3 4 105677 — 264 4 30

—1024/21 A° 4 512)% — 23047 + 17408/3 A° — 8960A°
+8736)1* — 16016/3 A + 13728/7 A? — 396\ 4 110/3

2048/23 A10 — 1024 )° 4 5120)% — 1459217 4 26112)°
—30464)° + 232967% — 11440)3 4 3432)% — 572X + 44

—4096/25 Al! + 2048A10 — 1126412 -+ 35840A8 — 72960\7
+496128/5 )6 — 91392)° + 56576\ — 2288043 + 57207
—4004/5 X + 52
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puis

Pl:!()‘)

Pla(A]

P1a(A)

pis(A)

P1s(A)

piz(A)

8192/27 A2 — 4096\ + 24576 — 259072/3 A®
+197120)8 — 30643227 + 330752)° — 248064 )°
+127296)* — 388960/9 X3 + 9152A% — 1092 + 182/3

—16384/29 A 4 8192A1% — 5324811 + 20480010
—518144)° 4 9067528 — 112358417 + 99225618
—620160\°% 4 26873621 — 777923 + 14144)* — 1456
+70

32768/31 A4 — 1638421° + 114688\ — 4792322
41331200110 — 2590720)2 + 36270088 — 369177617
127287046 — 1447040)° + 5374720* — 134368)°
+212161% — 1904\ + 80

—65536/33 A'® 4 327681 — 245760\ + 3325952/3 A1
—3354624 A1 + 718848010 — 33679360/3 A°
+129536000% — 110753287 + 20920064 /3 A°
—3183488)° + 11286912/11 X* — 7390240/3 X
+31008)% — 2448) + 272/3

131072/35 A16 — 65536A1° + 524288\ — 25395204
+8314880A12 — 97284096/5 A1 + 3354624011°
—123114240/7 A? + 42099200A% — 307648007
+83680256/5 A® — 6656384)° + 1881152A1 — 3617601°
+310080/7 A* — 15504 /5 A + 102

—262144/37 A7 + 131072A16 — 11141125 4 576716811
20316160\ 4+ 51552256112 — 9728409611
+138977280A1° — 151557120)° 4 126297600A%
—79988480 )7 -+ 38036480A° — 13312768A° + 3328192)\"
—568480)3 + 62016A2? — 3876) + 114
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enfin

Pls(/\)

P1s(A)

524288/39 A8 — 26214417 4 235929616
—38993920/3 A'® + 49020928\ — 13408665613
+824836096/3 A2 — 430829568)\'! + 521164800A°
—488350720)° + 35363328018 — 1963353607
+247237120/3 A® — 332819200/13 A% + 5705472)*
—2615008/3 A® + 85272\% — 4788) + 380/3

—1048576/41 A9 + 524288718 — 49807367
+29097984 116 — 116981760\ 4- 343146496\
—759824384 13 4+ 1296171008112 — 1723318272A1!
4179512320000 — 14650521602 -+ 932305920 A8
—458115840)7 + 171164160\° — 47545600)°
4950912074 — 1307504 A% 4+ 11536812 — 5852\ + 140

Ensuite il ne reste plus qu’a résoudre le systéme (1) a 'aide du G.C
préconditionné par Norm, associé au schéma de Horner évidemment.
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Comparaison de préconditionnements
Diagonal, Minmax et Loreaux

Dans cette annexe nous proposons une comparaison entre le précon-
ditionnement Diagonal,le préconditionnement polynémial Minmax as-
socié 4 un schéma stable, voir chapitre VI, et le préconditionnement
présenté dans [Lore95] par P. Loreaux en collaboration avec F. Alouges
et . Labourdette. Plus précisement, nous utilisons le préconditionne-
ment décrit au chapitre 4 de [Lore95], la méthode 2. Cette méthode 2
consiste a approcher A™' comme suit

A~ (I — ET)(I = EY)...(J1 — EL)D™' (I — Er)(I — Ea)...(I — EL)

avec D une matrice diagonale. Précisons cette factorisation de A.
En fait, & chaque étape on annule une diagonale de A. On définit ainsi
Ay = A, puis on construit E; une matrice sous-diagonale pour annuler
une diagonale de A; de la maniére suivante

14.2 = (I - El)fh(f = E.IT)

Ensuite les E; sont définies par récurrence, pour plus de détails sur
la factorisation de A et donc la définition des B; voir [Lore95].

Nous avons comparé les trois préconditionnements : Diagonal, Min-
max et Loreaux sur le probleme suivant

~div(A\Vu) = [, dans
Ujga = 0 !

| e(=z,y) 0
*‘( 0 ﬂaw)‘
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et avec 0 = |0,1[%. Le schéma de discrétisation est le schéma aux
différences finies décrit au chapitre I. Le maillage est un maillage uni-
forme de pas 1/(n + 1) dans les deux directions, numéroté de fagon
naturelle.

Nous avons résolu effectivement trois problemes. Les deux pre-
miers sont déja présentés dans cette thése. Le premier probleme est
le probléme de Poisson classique. Le second probléme est plus diffi-
cile A résoudre numériquement car il présente des sauts de coefficients
importants dans la premiére direction, il posséde une structure tridi-
agonale dominante. Enfin, le troisieme posséde également des sauts de
coefficients importants mais dans les deux directions.

{5

A b e
(2,y) = {1000: si @ €] g

Probléme 1

{ll
gk

Probléme 2

1, sinon

Probléme 3
_ [ 1000, siz€]i, 3
oz,y) = { 1, sinon

1000, si y €)%, 9
1, sinon

d(z,y) = {

Enfin, afin de bien résoudre les mémes systémes que dans [Lore95],
nous avons pris un second membre b ou

b(2) = .si'n.(\./z_'), pouri=1,...,n°

Nous présentons dans les trois tableaux suivants les résultats réalises
par Diagonal, MINMAX et Loreaux sur les trois problemes proposés,
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sur une CM-5 32 PNs en mode multiutilisateur. Précisons les notations
dans ces tableaux, Taille n correspond au nombre de points de mail-
lage sur une direction donc les matrices sont d’ordre n’. Puis Préc,
est évidemment le préconditionnement utilisé, on note MINMAXE le
préconditionnement Minmax de degré k associé & son schéma stable et
LoreauxL la méthode 2 de Loreaux avec L diagonales. It. correspond
au nombre d’itérations du G.C.P. Ensuite, tous les temps mesurés sont
en secondes (il s’agit du busy time de la CM-5 et non de ’elapsed comme
dans [Lore95], voir remarque I1.14). Temps Fact. est le temps de fac-
torisation (nul pour Diagonal et MINMAX, pas négligeable pour Lore-
aux). Enfin Temps It. correspond au temps passé pour la résolution
avec le G.C.P hors factorisation et Temps Total est le temps total de
résolution, il s’agit donc la somme de Temps Fact. avec Temps It..

Taille || Préc. It. | Temps | Temps | Temps
| n I Fact. | It Total
[ || Diagonal | 600 : 2.0 2.0

256 || Loreaux3 275 2.6 2.4 5.0
MINMAX33 23 - 1.6 1.6
Diagonal 1333 - 11.0 11.0

512 || Loreaux3 516 10.8 12.0 22.8
MINMAX38 33 - 8.1 8.1

Tableau .1: Comparaison de préconditionnements pour le probleme 1,
sur CM-5.

Les résultats, en particulier les Temps de calcul, ne semblent pas
concorder en tout point avec ceux proposés dans [Lore95]. En effet, sur
la CM-5 on enregistre des écarts entre le busy time et I'elapsed time
plus importants que sur la CM-2. Mais pour utiliser I’elapsed time il
faut tester les préconditionnements sur la CM-5 en mode monoutilisa-
teur et méme réserver la machine pour plusieurs heures (ou jours!), ce
qui n’était évidemmment pas envisageable. Tout de méme, si on com-
pare quelques elapsed times mesurés en mode multiutilisateur (et donc
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peu fiable) alors le préconditionnement Loreaux a un Temps It. (3.5
pour n=256 et 13.6 pour n=512) plus faible que le préconditionnement
Diagonal (respectivement 4.0 et 21.8) mais plus élevé que MINMAX
(respectivement 3.2 et 12.0). Donc sur ce probléeme il semble bien que
MINMAX soit la méthode capable d’atteindre les temps de calcul les
plus faibles.

Taille || Préc. It. | Temps | Temps | Temps
n - __ Fact. It. | Total
Diagonal 8225 |  -| 28.0] 28.0
256 | Loreaux9 295 11.6 4.6 16.2
MINMAX34 243 - 17.2 17.2
Diagonal 16275 -| 1587.2| 157.2
512 || Loreaux9 584 45.2 24.7 69.9
MINMAX35 469 -| 106.3 | 106.3

Tableau .2: Comparaison de préconditionnements pour le probleme 2,
sur CM-5.

Taille || Préc. It. | Temps | Temps | Temps
| n - Fact. It. | Total
. Diagonal | 4524 T 154 154

256 || Loreaux9 732 11.6 21.0 32.6
MINMAX40 | 116 - 11.0 11.0

Diagonal 8985 = 86.6 86.6
512 || Loreauxll 838 57.6 96.7 | 154.3
MINMAX34 | 265 - 68.7 68.7

Tableau .3: Comparaison de préconditionnements pour le probleme 3,
sur CM-5.

Les Temps It. réalisés par la méthode Loreaux sur le probleme 2
sont trés intéressants. Ces bons résultats sont dils en partie a une tres
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grande accélération de la convergence sur ce probleme. En effet, on voit
sur les tableaux .2 et .3 que sur le probléme 2 de taille 256 Loreaux avec
9 diagonales réduit le nombre d’itérations de Diagonal d’un facteur 28
alors que sur le probleme 3 le facteur de réduction de la méme méthode
n'est plus que de 6. Le caractére tridiagonal dominant de la matrice
du probléme 2 semble donc trés bien adapté au préconditionnement
Loreaux. D’autre part, les Temps It. de MINMAX sont également
inférieurs & ceux de Diagonal et cette méthode reste intéressante par
rapport & Loreaux surtout si on compare le Temps Total, notamment
pour la taille 256.

Sur le dernier probleme nous avons testé le préconditionnement
polynémial Minmax & I’aide de réels double précision. Il semble en effet
que la grandeur des coefficients de la matrice du probléme 2, engendre
des erreurs de calculs qui empéche MINMAX de converger convenable-
ment. Néanmoins grace aux unités vectorielles de la CM-5 utilisation
de réels double précision n’a pas entrainé pas de surcoit de temps de
calcul trop important.

Enfin nous remarquons sur le tableau .3 que les Temps It. de MIN-
MAX sont inférieurs & ceux de Diagonal et de Loreaux. De plus, méme
si nous avions comparé des elapsed times nous aurions constaté que,
comme pour le probleme 1, MINMAX est la méthode capable de réaliser
les temps de résolution minimum devant Loreaux puis Diagonal.

Conclusions

Il apparait dans notre étude que le préconditionnement Loreaux
est un préconditionnement efficace sur le probleme 2. II serait encore
plus intéressant pour des problemes d’évolution. Par contre sur les
deux autres problémes le rendement de MINMAX est bien meilleur, et
méme sur le probléme 2 il diminue les temps de résolution de Diagonal.
En tout cas, il est clair que sur ce type de problemes tres réguliers
Diagonal n’est pas la méthode la plus rapide d’un point de vue temps
de résolution.
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Influence des préconditionnements polynémiaux

sur les valeurs propres

Nous proposons dans cette annexe de regarder l'influence des pré-
conditionnements polynémiaux sur les valeurs propres. Ce travail a éte
réalisé avec I'aide de P, Joly (CNRS/Laboratoire d’Analyse Numérique,
Université P. et M. CURIE). Ainsi nous présentons dans les figures sui-
vantes les valeurs propres calculées des matrices Py(A)A, avec k variant
de 0 3 7 et Pi(A) étant évalué a 'aide du classique schéma de Horner.
De plus, nous avons normalisé symétriquement A par sa diagonale, les
valeurs propres de A sont donc comprises entre 0 et 2. Nous avons pris
alors dans la définition des polynomes la plus grande valeur propre & 2
ensuite nous avons fait varier la plus petite a (a = 0.016 puis 0.1).

La matrice étudiée provient de la discrétisation du probléme suivant,
il s’agit du probleme 2

Probléme 2

_ [ 1000, si= €]}, g
c(z,y) { 1, sinon

d =1



Praconditionnement polynomial
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Figure 1 : Précondifionnement par MinMax, avec a = 0.016
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Figure 2 : Préconditionnement par Moindres Carrés, avec a = 0.016
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Figure 3 : Préconditionnement pat polynomes de Legendre, avec a = 0.016
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Figure 4 : Préconditionnement par MinMax, avec a = 0.1
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Figure 5 : Préconditionnement par Moindres Carrés, avec a = 0.1
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Figure 6 : Préconditionnement par polynomes de Legendre, avec a = (.1
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Nous constatons sur les trois premiéres figures que le spectre dépend
fortement de la famille de polynéme choisie. Ainsi, le polynéme Min-
max distribue les valeurs propres de fagon uniforme, alors que les poly-
némes des Moindres carrés (Mcarre) et de Legendre rapprochent plus
rapidement les plus grandes valeurs propres de la valeur 1. D’autre
part, Minmax semble plus efficace sur les petites valeurs propres que
Mcarre et Legendre.

Pour les premiéres figures nous avons pris une valeur de a trés sat-
isfaisante (a = 0.016, voir le tableau .1). En effet, la plus petite valeur
propre calculée est 0.0170269. Par contre pour les figures suivantes nous
avons pris une valeur de a (@ = 0.1) bien plus éloignée de la plus valeur
propre réelle. Alors nous constatons sur ces figures que l'estimation a
priori de a est trés importante pour Minmax, et un peu moins pour
Mcarre et Legendre. Ainsi si on prend a supérieur & la valeur exacte de
la plus petite valeur propre, alors il semble que les préconditionnements
polynémiaux s’occupent assez mal des valeurs propres inférieures a a.

Enfin nous présentons, pour les trois familles de préconditionne-
ments polynémiaux, dans les deux tableaux suivants la plus petite et
la plus grande valeur propre (respectivement Val. p. Min. et Val. p.
Max.) ainsi que le conditionnement de Pi(A)A (k(A)), pour les deux
valeurs de a précédentes.

Nous constatons ainsi que la famille de préconditionnement Minmax
est plus efficace que Mcarre et Legendre sur le conditionnement, pour
les deux valeurs de a. De plus, il est clair, une nouvelle fois, que le
choix de la valeur a a des conséquences importantes avec Minmax et
un peu moins avec les autres polynoémes.
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Préc.
pol.

Degré

Val. p.
Min.

Val. p.
Max

K(A)

Minmax

0.170269E-01

0.649508E-01
0.129150E4-00
0.211846E4-00
0.300618E4-00
0.389202E+00
0.472962E+00

0.198297E+01
0.193890E+01
0.187072E+01
0.178820E+01
0.169934E+01
0.161080E-+01
0.152705E+01

0.549450E+-00 | 0.145071E401

0.116461E+403
0.298518E-+02
0.144849E4-02
0.844102E+-01
0.565281E+-01
0.413873E4-01
0.322870E4-01
0.264029E+01

Mecarre

0.170269E-01 | 0.198297E+01

0.341661E-01

0.682718E-01
0.113285E+00
0.168243E4-00
0.231509E+-00
0.300809E4-00
0.373444E4-00

0.125732E-+01
0.124539E-+01
0.124410E+01
0.124526E-+01
0.124538E+01
0.124322E-+01
0.123777E+01

0.116461E+03
0.368001E+02
0.182417TE+02
0.109820E+02
0.740154E4-01
0.53794154-01
0.413292E4-01
0.331446E+01

Legendre

P o~ o Y =S o T S B i o] | [ e T ol S ST T o Tl ) | B B R | S L R e R

0.170269E-01
0.337996E-01
0.626938E-01
0.988668E-01
0.141534E+00
0.189715E+400
0.242261E+00
0.297904E+00

0.198297E+01
0.119976E+01
0.121808E+01
0.115037E+01
0.114271E+01
0.113721E+01
0.113231E+01
0.112730E+01

0.116461E+-03
0.354962E+02
0.194290E4-02
0.116355E-+02
0.807378E+01
0.599433E4-01
0.467392E+01
0.378411E401

Tableau .1: Conditionnement du probleme 2, avec a=0.016.
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Préc.
pol.

Degré

Val. p.
Min.

Val. p.
Max

K(A)

Minmax

0.170269E-01
0.544592E-01
0.981931E-01
0.139421E4-00
0.176796E4-00
0.211014E+00
0.242904E+4-00
0.273026E4-00

0.198297E+01
0.169289E+01
0.147962E+01
0.131588E4-01
0.120351E+01
0.112996E401
0.10826 7E+01
0.105251E+01

0.116461E+03
0.310855E+02
0.150684E4-02
0.943818E4-01
0.680735E401
0.535489E+01
0.445721E+4-01
0.385498E+401

Mcarre

0.170269E-01
0.350222E-01
0.687106E-01
0.107704E+00
0.147119E4-00
0.184383E4-00
0.218932E+00
0.251067E400

0.198297E+01
0.127573E+01
0.124945E+01
0.121275E401
0.116773E+01
0.112422E4-01
0.108814E+01
0.106075E+01

0.116461E+03
0.364263E+02
0.181842E4-02
0.112600E+-02
0.793732E4-01
0.609718E+01
0.497020E4-01
0.422499E4-01

Legendre

=1 S 0N R Q0 BD = D=1 O e WS O =T S O s L= O

0.170269E-01
0.333893E-01
0.605809E-01
0.922130E-01
0.126047E-+00
0.160307E4-00
0.193899E+00
0.226300E4-00

0.198297E+01
0.119245E+-01
0.119619E4-01
0.111979E4-01
0.109606E+01
0.107477E+01
0.105628E+01
0.104123E4-01

0.116461E+03
0.357136E+02
0.197454E+02
0.121435E4-02
0.869567E~+01
0.670444E+01
0.544758+-01
0.460112E4-01

Tableau .2: Conditionnement du probleme 2, avec a=0.1.
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