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Résumé

Nous donnons des résultats de classifications des variétés complexes compactes admettant
certaines structures géométriques méromorphes rigides, au sens de Gromov. Plus précisé-
ment, nous étudions les structures géométriques méromorphes induites par les géométries de
Cartan méromorphes. Dans le cas régulier, i.e sans pdle, un résultat de Biswas, Dumitrescu
et McKay ([7]) énonce qu’il n’existe pas de tel objet sur une variété complexe compacte sim-
plement connexe M dont les fonctions méromorphes sont les constantes, s’appuyant sur les
deux faits suivants. D’une part, un résultat de Dumitrescu (|22]) qui montre I’existence de
n = dim(M) germes indépendants de symétries infinitésimales pour un tel objet, et d’autre
part le fait que de tels germes s’étendent en des symétries infinitésimales globales sur une
variété simplement connexe. Ces deux arguments montrent que le probléme initial s’inscrit
dans le programme plus général de la classification des structures géométriques holomorphes
quasi-homogenes.

Dans le cas méromorphe, le second argument est mis en défaut a l'aide d’exemples tres
simples (voir par exemple [§]). Les symétries infinitésimales d’une géométrie de Cartan méro-
morphe sur une variété complexe M, avec pole D, forment un systéme local sur le complément
M~ D de ce diviseur. Une grande partie de cette these est dédiée a la recherche de conditions
suffisantes pour assurer que ce systéme local se prolonge a M, et donc de ramener le pro-
bleme initial & un résultat de classification de certaines structures géométriques méromorphes
quasi-homogeénes. Ces conditions sont exprimées en termes de géodésiques, généralisant les
géodésiques des connexions affines classiques. Nous appliquons les résultats obtenus dans le
cas affine, c’est & dire que nous étendons le résultat de [7] de maniére partielle aux connexions
affines méromorphes.

Nous étudions également la version méromorphe du probleme d’équivalence associé a des
structures géométriques particulieres, dont la version holomorphe correspond aux travaux de
Cartan, Tanaka ([49]) ou encore Morimoto ([40]). Nous construisons notamment un exemple
de structure géométrique méromorphe sur une variété complexe compacte, induite par une
géométrie de Cartan holomorphe branchée, mais sans représentant holomorphe branché nor-
mal.

Mots-clés : Géométries de Cartan, Structures géométriques méromorphes, Connexions
affines méromorphes, Groupes et algebre de Lie, Probleme d’équivalence



Abstract

We give classification results of complex compact manifolds which admit some meromorphic
rigid geometric structures in the Gromov’s sense. More precisely, we study meromorphic
geometric structures arising from the meromorphic Cartan geometries. In the regular case, i.e
in the absence of any pole, a result by Biswas, Dumitrescu and McKay ([7]) states that there
is no such object on a complex compact manifold which is simply connected M, and whose
meromorphic functions are the constant. It relies on the two following facts. First, a result
by Dumitrescu ([22]) proves the existence of n = dim(M ) independant germs of infinitesimal
symetries for a such object. Secondly, such germs prolongates as global infinitesimal symetries
when the base manifold is simply connected. These two arguments show that the initial
problem is a particular case of the classification of quasi-homogeneous holomorphic geometric
structures on complex compact manifolds.

In the meromorphic case, the second fact no longer stands, which is highlighted by easy
examples (see for example [8]). The infinitesimal symetries of a meromorphic Cartan geome-
try on a complex manifold M, with pole D, form a local system on the complement M \ D
of this divisor. The thesis mainly focuses on sufficient conditions to ensure that this local
system prolongates to the whole M, i.e to recover the first argument as described above.
These conditions are expressed in terms of geodesics, an object wich generalizes the geode-
sics of the classical affine connections. We then apply these results in the affine case, i.e we
partially extend the main result of [7] to some meromorphic affine connections.

We also study the meromorphic analog of the equivalence problem associated with some
geometric structures, whose holomorphic version corresponds to the work of Cartan, Tanaka
([49])) and other authors such as Morimoto ([40]). We construct an example of meromorphic
geometric structure on a complex compact manifold which is induced by a branched holo-
morphic Cartan geometry, but which admits no normal branched holomorphic representant.

Key words : Cartan geometries, Meromorphic geometric structures, Meromorphic affine
connections, Lie Groups and Algebras, Equivalence problem
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Notations et définitions de bases

Géomeétrie différentielle

Par variété différentiable nous entendrons une variété différentiable de classe C'*°. La
notation T'M désignera son fibré tangent.

Notation 1. Soit M wune variété réelle et X un champ de vecteur différentiable sur M.
On note ¢§( le flot de X au temps t € R, lorsque celui ci est bien défini. Si X,Y sont deux
champs de vecteurs différentiables surM, [X,Y] désigne leur crochet.

Groupes et algebres de Lie

Soit G un groupe de Lie (réel ou complexe). Nous renvoyons a [27] pour la définition d’un
groupe de Lie, d’une algebre de Lie, ainsi que les faits élémentaires de la théorie des groupes
et algebres de Lie.

Notation 2. La composition a gauche (resp. a droite) par un élément g € G sera notée Ly
(resp. Ry).

Définition 0.0.1. La forme de Maurer-Cartan wg de G est la forme (holomorphe) définie
par wg(g)(v) =TLy(v) € g pour tout ge G et veT,G.

Notation 3. Le champ invariant da gauche vérifiant X (Id) = A sera noté A. L’espace tangent
T14,G s’identifie au soous-espace des champs invariants a gauche sur G et posséde donc une
structure d’algébre de Lie. Il sera noté Lie(G).

On note dans la suite g = Lie(G).

Définition 0.0.2. La formule de Maurer-Cartan est l'identitée donne par : dwg+[wa,walg =
0.

Notation 4. L’ezponentielle est l'application expg : g — G définie par expg(A) = gi)jlzl(ld)

Notation 1)) pour tout A €g.

Notation 5. Pour g € G, laction adjointe de g sera notée ad(g) € GL(g). Pour A € g,
laction adjointe dérivée sera notée Ad(A) € End(g)

Définition 0.0.3. Soit V un espace vectoriel (réel ou complexe). Une représentation d’un
groupe de Lie (réel ou complexe) G sur'V est un morphisme de groupe de Lie p: G — GL(V).

Définition 0.0.4. Une représentation d’algébre de Lie est un morphisme p’ : g — End(V)
d’algébres de Lie, i.e une application linéaire telle que p'([A, Bly) = [p'(A4), p'(B)] pour tout
A,B € g. On dit que p' est la représentation dérivée d’une représentation p : G — GL(V)
(ou que p intégre p') si et seulement si p'(A)(v) = %h:op(expg(tA))(U).
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Géométrie Complexe

Soit M une variété complexe. L’espace tangent holomorphe de M sera noté T'M et son

déterminant Kps. Un diviseur D de M désignera pour nous une somme formelle finie Y ¢, D,
ael
de sous-variétés irréductibles D, de codimension 1 dans M avec ¢, des entiers relatifs. Les

diviseurs D, seront appelées composantes irréductibles de D.

Définition 0.0.5. Dans toute cette thése, une paire désignera un couple (M, D) formé d’une
variété complexe M et d’un diviseur D de M.
Notation 6. Le support d’un diviseur D = Y. ¢, D, comme ci-dessus est ['union U D, c M.

ael ael
La notation M \ D sera employée pour désigner le complémentaire du support de D dans M.

Soit f: M — N une application holomorphe entre deux variétés complexes .

Notation 7. Soit o une 1-forme holomorphe sur N. On notera f*« le pullback au sens de
la géométrie différentielle.

Notation 8. On notera Tf:TM — TN Uapplication tangente a f.

Langage des faisceaux et des modules

Soit M une variété complexe ou réelle. Si M est complexe, on considere un diviseur D
de M. Soit F un faisceau d’ensembles sur M (nous renvoyons a [31], Chapitre II. 1 pour les
définitions). La fibre au dessus d’un ouvert U c M sera notée F(U).

Notation 9. La restriction de F a U sera notée Fly. Si V c U sont deux ouverts on note
pl : F(U) — F(V) le morphisme de restriction.

Notation 10. Soit F' un ensemble. Le faisceau constant de fibre F' est le faisceau F',, tel
que pour tout ouwvert U c M il existe un isomorphisme oy : F,;(U) ~ F, et @y o pg = oy
pour tout V cU.

Notation 11. Soit M complexe. On note Opr (resp. O3;) le faisceau structural de M (resp.
le faisceau des fonctions différentiables sur M) : la fibre au dessus de U ¢ M est ’ensemble
des fonctions holomorphes (resp. différentiables) sur U. La notation Ry sera employée pour
désigner a la fois Oy et OF.

Notation 12. Soit F un faisceau sur M et x € M. On définit la fibre F, de F en x comme le

quotient de l'union U F(U) par la relation d’équivalence suivante. Soient U et V' contenant
Usx

x,seF(U) etteF(V). : Alors s ~t si et seulement si il existe W c UnV contenant x tel
que slw = tlw. Si ¢ : F —> G est un morphisme de faisceauz, alors ¢ préserve évidemment
la relation d’équivalence précédente. On note alors ¢, le morphisme obtenu par passage au
quotient.

Notation 13. Soit f : M — M’ un morphisme de variétés complexes, et F un faisceau
sur M'. On définit f*F comme le faisceau sur M dont la fibre sur U c¢ M est : f*F(U) =

limF (V). En particulier, si f : X <> M’ est Uinclusion d’un sous-ensemble, nous notons

Fle=f*F.
Notation 14. Six € M, m, désigne l’idéal de Rys dont les éléments s’annulent sur x. Pour
un diviseur D ¢ M, l'idéal correspondant est noté Op(=D). Son dual est noté Oy (D). on
définit Uextension Op[*D] comme le faisceau de Opr-modules dont la fibre au dessus de
U est l’ensemble des fonctions méromorphes sur U, dont les diviseurs des pdles sont des
multiples de D nU. Autrement dit Op[*xD] = @OOM(TD).

r>
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Notation 15. Pour f € Oy [*D](U), ordp(f) désignera l'ordre de f en D c’est a dire
Uentier d € Z minimal tel que f € Oy (dD)(U).

Notation 16. Pour une sous-variété ¥ c M, on définit un idéal my, p de Op[xD] de la
maniére suivante. Supposons d’abord que D est irréductible et soit z; une équation de ce
dernier. Une fonction méromorphe f € Op[*D](U) appartient a my, p(U) si et seulement si

pour tout xge DNU zi’rdD(f)f s’annule en restriction a X nU'. Si D n’est pas irréductible,

on note (Dq)aer les composantes irréductibles et on définit my p = Umy p_ .
ael

Soit W un Ojps-module cohérent sur M (voir [31], Chapitre 2, Définition p. 111). Soit
x € M. Alors la fibre W, est un Oy ,-module et on définit :

Notation 17. On définit la fibre de W en x € M comme [’espace vectoriel complexe
W(z) = Opof/my @ Wy = Wy /m, W, (1)

Lorsque W est le faisceau des sections d’un fibré vectoriel holomorphe, elle s’identifie a la
fibre classique. Le morphisme d’évaluation evy : W, — W(x) est le passage au quotient
modulo mzW,.

Langage des catégories

Définition 0.0.6. Une catégorie C est un couple (Ob(C),F) ou Ob(C) est un ensemble
appelé ensemble des objets et F' un ensemble appelé ensemble des fleches, muni des objets
sutvants :
1. Deux application s: F — Ob(C) et t: F — Ob(C) appelée sources et but.
2. Une identité Id: Ob(C) — F qui a C € C associe l'identité Idc € F.
3. Pour f,g € F tels que t(f) = s(g), une composition gof € F telle que ho(gof) = (hog)of
et Idc o f = f pour tous C € Ob(C), f,g,h e F.

Pour tout couple C,C" € Ob(C), on note HomC(C,C") ensemble des fléches entre C' et
C', i.e ’ensemble des f € F tels que s(f) =C et t(f)=C".

Définition 0.0.7. Soit C une catégorie. Un isomorphisme de C entre A, B € Ob(C) est une
fleche f € F avec s(f) = A, t(f) = B et telle qu’il existe une fléche inverse g i.e go f = Idy
et go f =Idp. La classe d’isomorphisme de A est l’ensemble des B € Ob(C) pour lesquels il
existe un isomorphisme entre A et B dans C. L’ensemble des classes d’isomorphismes de C
sera notée [C].

Définition 0.0.8. Un foncteur p:C — C' est un couple p = (pop, py) formé d’une appli-
cation pop : Ob(C) — Ob(C") et d’une application py : F — F' telles que :
(i) Pour tout C € Ob(C), py(Idc) =1d,, )
(ii) Pour tout C,C" € Ob(C), puy(HomC(C,C")) c Hom® (uop(C), uos(C"))
On consideére la définition suivante pour I’équivalence de catégories :
Définition 0.0.9. Une équivalence de catégorie entre C et C' est un foncteur u: C — C’

tels que

(i) L’application piy induit une bijection entre [C] et [C']. Dans ce cas, p est dit essen-
tiellement surjectif.

(i) 8i X,Y € C, alors HomC (u(X), u(Y)) = pyg(Hom®(X,Y)). Dans ce cas, p est dit
pleinement fidéle.



Chapitre 0

Introduction

Cette these a pour sujet d’étude la version méromorphe de certaines structures géo-
métriques holomorphes (voir ci-dessous) sur les variétés complexes compactes M, dans le
but de les classifier. Par exemple, on se demande quelles variétés complexes compactes
peuvent admettre une métrique riemannienne méromorphe (I’analogue méromorphe d’une
métrique riemannienne). Méme dans le cas holomorphe, de nombreux résultats de classifi-
cation contrastent avec le cas différentiable ou par exemple toute variété réelle admet une
métrique riemannienne.

Nous étudions les isométries infintésimales de ces structures, i.e les champs de vecteurs
méromorphes locaux les préservant. Plus précisément, nous nous intéressons a des structures
géométriques méromorphes naturellement associées aux géométries de Cartan méromorphes,
et en particulier aux géométries de Cartan holomorphes branchées introduites dans [4]. Les
géométries de Cartan méromorphes sont la généralisation directe des géométries de Cartan,
introduites par E. Cartan (par exemple dans [15]). Les liens entre les géométries de Cartan
et certaines structures géométriques, qui sont induites par ces derniéres, ont été approfondis
par la résolution du probléme d’équivalence de Cartan, d’abord par Cartan lui méme ([16])
puis pour d’autres structures par N. Tanaka (J49]) d’abord, puis d’autres auteurs comme T.
Morimoto ([40]).

Dans notre contexte, les géométries de Cartan méromorphes constituent un outil pour
les preuves des résultats de classification des variétés complexes compactes admettant des
structures géométriques méromorphes. Il existe en effet, dans la catégorie holomorphe, des
résultats récents de classification des variétés complexes compactes admettant certains types
de géométrie de Cartan holomorphe, et dont la preuve repose sur les automorphismes in-
finitésimaux ([7]). Notre objectif principal a été d’étendre certains de ces résultats dans la
catégorie méromorphe.

Le contexte dans lequel nos résultats de classification se situent est celui ou M n’admet
que des fonctions méromorphes constantes. Dans [7], les auteur prouvent qu'une géométrie
de Cartan holomorphe de type algébrique ne peut pas exister sur M lorsque son groupe fon-
damental est fini.

Nous étendons partiellement le résultat ci-dessus a la catégorie méromorphe. Nous nous
intéressons également a la version méromorphe du probleme d’équivalence entre certaines
structures géométriques holomorphes et géométries de Cartan holomorphes résolu par N.
Tanaka ([49]) et T. Morimoto ([40]).
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0.1 Structures géométriques holomorphes sur une variété com-
plexe compacte

Il existe une grande diversité de structures géométriques dans les catégories différentiables
et holomorphes, sur les variétés réelles et complexes. Une définition générale a été donnée par
M. Gromov ([29]), mais nous nous concentrons sur deux cas particuliers. Les premiéres struc-
tures géométriques qui furent considérées sont les métriques riemanniennes et les connexion
affines sur les variétés réelles, dans le cadre de la géométrie riemannienne. Il est maintenant
classique que toute variété réelle admet ces deux types de structures (voir par exemple [36],
Théoreme 1.5.7 et Théoreme I1.2.1).

Les premiers résultats de classification partiels des variétés riemanniennes ont été obte-
nus par les travaux de B. Riemann, W. Killing et H. Hopf. Ils se sont concentrés sur les
variétés riemanniennes localement homogénes : les isométries infinitésimales locales au voi-
sinage d’un point de la variété agissent transitivement via leurs flots locaux. En dimension
2, cela équivaut a une courbure constante, et une surface riemannienne réelle compléte et
simplement connexe de courbure sectionnelle constante est isométrique a I'un des modeéles
homogenes suivant : la sphere pour la courbure positive, I’espace euclidien pour la courbure
nulle et ’espace hyperbolique pour la courbure négative. En dimension n > 2, une variété
riemannienne compléte simplement connexe et localement homogeéne est homogéne : il existe
un groupe G d’isométries agissant transitivement sur M (Corollaire I. 2.3.13, [53]). Dans
I’étude de ces structures, les notions d’isométries et d’isométries infinitésimales ont donc
une place importante.

D’autres exemples sont apparus avec la définition d’une géométrie proposée par F. Klein
dans le cadre de son célebre programme. Une géométrie de Klein (complexe) est un couple
(G, P) formé d’un groupe de Lie (complexe) G et d’un sous-groupe de Lie (complexe) P de
G. L’espace homogene G/ P est alors une variété réelle (complexe), et G agit transitivement
sur G/P en préservant une structure géométrique (holomorphe). En effet, G/P est l'espace
de base d’un fibré P-principal (holomorphe) G — G/P, dont 'espace total est muni d’une
une forme (holomophe) P-équivariante a valeurs dans g : la forme de Maurer-Cartan de
G. La présence de cette derniére implique que le fibré tangent (holomorphe) T'(G/P) est
isomorphe au fibré vectoriel (holomorphe) associé & G et la représentation adjointe quotient
ad: P — GL(g/p). En notant P’ le noyau de cette représentation et () son image, on obtient
que le fibré des reperes (holomorphes) R'(G/P) admet une réduction (holomorphe) G/P’
au sous-groupe Q. Il s’agit d’un autre type de structure géométrique (holomorphe), appelé
Q-structure (holomorphe) et introduit par Chern (voir aussi [34]). Pour certaines géométries
de Klein (G, P), la variété G/P est équipée d’une structure géométrique plus riche : par
exemple une connexion affine si G est le groupe affine et P le sous-groupe linéaire. Dans tous
les cas, l'action de G sur G/P préserve la structure géométrique, qui est dite homogéne.

La topologie et certains invariants de ’espace homogene G/P d’'une géométrie de Klein
complexe (G, P) dépendent de G et de P, et donc de la structure géométrique holomorphe
induite. Dans [I0], A. Borel montre par exemple que si G est semi-simple, alors G/P est
compacte si et seulement si P contient un sous-groupe de Borel. De plus, dans [I1], A. Borel
et F. Hirzebruch prouvent que la structure des algebre de Lie g et p de G et de P implique
des relations entre les classes caractéristiques de T'(G/P).

En général, un théoréme de N. Steenrod ([47], Corollaire 12.6) montre que pour beaucoup
de sous-groupes fermés H ¢ GL,(R), le fibré des repéres R'(M) d’une variété réelle M peut
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étre réduit au sous-groupe H. En particulier, c’est le cas pour le groupe orthogonal et toute
variété réelle admet une métrique riemannienne.

La situation est différente dans la catégorie holomorphe. Il est par exemple prouvé dans
[21] qu'une surface complexe compacte équipée d’'une métrique riemannienne holomorphe
(analogue holomorphe d’une métrique riemannienne) posséde une courbure sectionnelle iden-
tiquement nulle. Cela a été généralisé en toute dimension dans [5]. En particulier, cela im-
plique que son groupe fondamental est infini. On peut également citer les travaux de M.
Inoue et S. Kobayashi ([32]) sur les surfaces complexes compactes munies d’une connexion
affine holomorphe : ces dernieéres sont toute revétues par un tore complexe.

0.2 Géométries de Cartan et probleme d’équivalence

D’autres exemples de structures géométriques holomorphes sur une variété complexe sont
induites par des versions infinitésimales des géométries de Klein. Une (G, P)-géométrie de

Cartan holomorphe sur une variété complexe M est un couple (F,w) ou E L M est un
fibré P-principal holomorphe et w une 1-forme sur E a valeurs dans g, avec des propriétés
similaires a celle de la forme de Maurer-Cartan de GG. Un tel objet définit canoniquement une
Q-structure holomorphe sur M. Il existe donc une application f des (G, P)-géométrie de Car-
tan vers les @-structures holomorphes. Cette derniére préserve les isomorphismes des deux
catégories (voir [Théoreme 1.6.1)). Par exemple, en considérant le groupe G des transforma-
tions euclidiennes de C™ et P le sous-groupe orthogonal, ’ensemble des (G, P)-géométries
de Cartan holomorphes sur une variété complexe M est en bijection avec ’ensemble des
connexions affines holomorphes V préservant une métrique riemannienne holomorphe g sur
M (au sens V(g) = 0). L’application f est alors le foncteur d’oubli de la connexion affine.
Tous ces faits sont vrais dans la catégorie différentiable et en remplagant les groupes de Lie
complexes par leurs analogues réels.

Ces objets ont étés introduits par E. Cartan dans la catégorie différentiable. Dans cette
catégorie, et pour la plupart des modeles (G, P), 'existence d’un tel objet sur une variété
réelle M est assurée par des arguments similaires & ceux prouvant ’existence d’une connexion
principale différentiable sur un fibré principal. Par exemple, il existe toujours une métrique
riemannienne différentiable g sur toute variété réelle, et un tel objet définit canoniquement
une connexion affine différentiable V sans torsion et telle que V(g) = 0 : sa connezion de
Levi-Civita.

En revanche, dans la catégorie holomorphe, I'application f évoquée ci-dessus n’est pas
surjective en général, et certaines ()-structures holomorphes ne sont pas induites par une
(G, P)-géométrie de Cartan holomorphe. Il existe de nombreux résultats qui prouvent que
Iexistence d’une géométrie de Cartan holomorphe apporte des restrictions sur la variété
complexe compacte support. Par exemple, dans [38], B.McKay prouve que si M est une
variété complexe kihlérienne, l'existence d'une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe sur
M impose les mémes relations sur ses classes de Chern que sur le modele G/P.

Les géométries de Cartan ont également été utilisées par E. Cartan pour résoudre le pro-
bléme de 1’équivalence locale de deux H-structures (réelles ou complexes) sur deux variétés
(réelles ou complexes, voir [16]). Comme les H-structures sont étudiées au voisinage d’un
point de la variété support, les H-structures pouvaient étre réduites a un sous-groupe @,
associé comme précédemment a une géométrie de Klein (G, P). Le probléeme était donc ra-
mené a celui de I’équivalence locale pour les Q-structures. La premiere étape de la résolution
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est la prolongation de ces Q-structures. Dans [46], I. Singer et S. Sternberg ont reformulés de
maniere globale cette étape, en utilisant le formalisme des fibrés principaux. En particulier,
I’étape de prolongation peut se décrire comme le fait d’associer & une Q-structure E sur une
variété complexe M, une (G, P)-géométrie de Cartan avec une propriété particuliere (voir
Chapitre IIT). En particulier, les automorphismes infinitésimaux de la @-structure sont en
bijection avec les automorphismes infinitésimaux de la (G, P)-géométrie de Cartan corres-
pondante.

Cette méthode a été étendue pour de nombreuses H-structures, d’abord par E. Cartan
lui méme puis par N.Tanaka (voir par exemple [49]). Elle est reprise pour des structures
plus générales par T. Morimoto dans [40]. Ces structures seront appelées G# -structures g-_-
régulieres holomorphes dans cette these. L’algebre de Lie g_ est une algebre de Lie complexe
graduée négativement, et G# est un sous-groupe complexe du groupe de ses automorphismes
préservant la filtration correspondante, et dont le sous-groupe des éléments préservant la
graduation est noté Gj.

0.3 Rodle des automorphismes infinitésimaux dans la classifi-
cation

La classification des structures géométriques holomorphes est souvent plus simple sous
I’hypothese qu’elles sont localement homogene, comme nous avons vu pour les métriques
riemanniennes holomorphes. Il existe également des résultats de classification concernant les
structures géométriques holomorphes quasi-homogénes, i.e localement homogénes en restric-
tion a un ouvert dense. Cela est vérifié par les structures géométriques holomorphes rigides
sur les variétés complexes compactes M de dimension algébrique nulle (i.e dont les fonctions
méromorphes sont constantes) grace au Théoreme 2 de [23].

Lorsque M est simplement connexe, dans certains cas, une structure géométrique holo-
morphe localement homogene sur M est homogene sur un ouvert dense dans M, sous ’action
d’un groupe de Lie L : on dit qu’elle est quasi-homogéne. Notamment, on peut utiliser qu’une
(G, P)-géométrie de Cartan holomorphe localement homogene sur M est quasi-homogene,
car le faisceau des automorphismes infinitésimaux d’une telle géométrie est un systeme lo-
cal : un germe d’automorphisme infinitésimal s’étend donc en un automorphisme infinitésimal
global sur M. Cela découle par exemple directement de la description donnée dans [42] des
automorphismes infinitésimaux, et remonte a un résultat de Nomizu ([41]) dans le contexte
des métriques riemanniennes analytiques. En particulier, une structure géométrique holo-
morphe induite par une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe quasi-homogene sur M est
quasi-homogene car les automorphismes infinitésimaux de la géométrie de Cartan sont des
isométries infinitésimales de la structure géométrique.

Dans le cas ci-dessus, ’action infinitésimale des automorphismes infinitésimaux globaux
de la (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe s’intégre en une action holomorphe d’un groupe
de Lie complexe L, agissant par automorphismes de la géométrie (et donc de la structure
géométrique induite) avec une orbite ouverte et dense dans M. La preuve se raméne a clas-
sifier les structures géométriques rigides sur une variété compacte M (réelle ou complexe),
possédant une action d’un groupe de Lie par isométries de cette structure, et avec une orbite
ouverte dense dans M.

Les différentes étapes de la méthode présentée ci-dessus sont illustrées par le résultat
principal de [7], prouvant qu'une variété complexe compacte M, dont les fonctions méro-

10
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morphes sont constantes, et admettant une géométrie de Cartan holomorphe (E,w) de type
algébrique, possede un groupe fondamental infini. La preuve est faite en raisonnant directe-
ment sur les (G, P)-géométries de Cartan holomorphes : ’homogénéité locale est obtenue par
un analogue du résultat pour les structures géométriques holomorphes rigides ([22]). Comme
indiqué ci-dessus, lorsque M est simplement connexe, cela implique qu’il existe une famille
d’automorphismes infinitésimaux globaux sur M, transitive sur un ouvert dense dans M. Il
est alors prouvé dans le contexte de [7] que cette famille peut étre choisie commutative, et
s’integre en une action d’un groupe de Lie abélien avec une orbite ouverte dense dans M. La
troisieme étape est donc de classifier les (G, P)-géométries de Cartan holomorphes sur une
variété complexe compacte, simplement connexe munies d’une action par automorphismes
d’un groupe de Lie abélien L. Elle est obtenue en prouvant que la courbure de la géométrie
de Cartan holomorphe est identiquement nulle. Dans ce cas, le résultat de classification est
que M est biholomorphe & G/ P, et n’existe pas d’exemple de dimension algébrique nulle.

0.4 Structures géométriques et géométries de Cartan méro-
morphes

La notion de structure géométrique holomorphe au sens de Gromov, et donc en particulier
celle de H-structure holomorphe et de connexion affine méromorphe, s’étend naturellement
a la catégorie méromorphe (voir [23]). En particulier, lorsque H est un sous-groupe complexe
de GL,(C) et (M, D) est une paire, formée d’une variété complexe M et d'un diviseur D
sur M, on a la notion de H-structure méromorphe sur (M, D) (Définition 1.2.7). De méme,
si (G, P) est une géométrie de Klein complexe, alors la notion de géométrie de Cartan ho-
lomorphe s’étend naturellement en celle de (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur
(M, D) (Définition 1.5.6)). Le foncteur f décrit dans la catégorie holomorphe s’étend natu-
rellement entre ces deux nouvelles catégories.

Cependant, le passage de la catégorie holomorphe a la catégorie méromorphe apporte
des différences. Soit @ = ad(P) le sous-groupe associé précédemment a (G, P). Méme si
toute @-structure holomorphe sur une variété complexe est 'image d’'une (G, P)-géométrie
de Cartan holomorphe sur cette derniére, il se peut que certaines Q-structures méromorphes
ne soit 'image d’aucune (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe. Cela nous ameénera a
définir un objet qui permet de caractériser les structures géométriques méromorphes appar-
tenant a l'image d’une géométrie de Cartan méromorphe : les Q-extensions méromorphes
(Définition 1.2.1). Il existe alors un foncteur analogue a celui de la catégorie holomorphe

(Théoreme 1.6.1)). Les propriétés de ce foncteur seront détaillées dans le [chapitre 1

Pour illustrer ces propos, mentionnons que certaines métriques riemanniennes méro-
morphes (i.e 'analogue méromorphe des métriques riemaniennes holomorphes, voir
ne sont 'image d’aucune géométrie de Cartan méromorphe modelée sur la géomé-
trie de Klein euclidienne complexe. La raison principale est ’absence de bases orthonormées
méromorphes au voisinage d’un point des poles de la métrique (voir [Exemple 1.6.1).

0.5 Reésultats de la thése

0.5.1 Propriété d’extension des champs de Killing et dimension algébrique
nulle

Comme annoncé, 1'objectif principal de la theése est d’étendre le résultat de [7] & certaines
géométries de Cartan méromorphes. La premiere différence apparait lorsque l'on cherche a

11
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prouver 'existence d’une famille d’automorphisme infinitésimaux globaux. En effet, le résul-
tat de prolongement des germes d’automorphismes infinitésimaux n’est valable que pour une
géométrie de Cartan holomorphe sur une variété complexe simplement connexe. Si (E,wq)
est une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une paire, alors on peut considérer la
géométrie de Cartan holomorphe obtenue par restriction a la variété complexe M \ D, non
simplement connexe en général. La monodromie du systeme local correspondant n’est en
général pas triviale (Voir. Dans le Chapitre IV, nous dirons qu’une géométrie
de Cartan méromorphe (F,wg) sur une variété complexe compacte M vérifie la propriété
d’extension des champs de Killing si cette monodromie est toujours triviale et si les auto-
morphismes infinitésimaux sont toujours des sections méromorphes du fibré tangent.

Nous donnerons alors des conditions géométriques suffisantes pour obtenir cette propriété.
Plus précisément, nous définissons dans le la notion de géométrie de Cartan mé-
romorphe totalement géodésique et holomorphiquement totalement géodésique sur une paire
(M, D) (voir [Définition 1.7.2)). Cela est défini en terme des feuilletages T4 de E en courbes
A-distinguées, i.e dont le fibré tangent s’envoie dans CA via wqg, ou A € g.

Il s’agit d’une condition naturelle si I’'on pense au modele affine (G, P) = (Af f(C"),GL,(C)).
En effet, dans ce cas, une géométrie de Cartan méromorphe correspond & une connexion affine
méromorphe V sur M avec poles supportés en D. La géométrie est holomorphiquement totale-
ment géodésique si et seulement si il existe un sous-ensemble dense W c D telle qu’en chaque
point z € W, il existe une géodésique holomorphe paramétrée ¥ pour V avec £.n D = {z}.
Si de plus V est sans torsion, un résultat classique de géométrie différentielle montre qu’au
voisinage de tout point z comme précédemment, il existe une base locale de TM[+D] telle
que les coordonnées d’un champ de Killing pour V sont constantes le long de . Une telle

structure géométrique méromorphe vérifie donc la propriété locale d’extension des champs
de Killing.

Plus généralement, les automorphismes infinitésimaux d’une géométrie de Cartan (E,wq)
correspondent aux sections paralléles d’une connexion méromorphe (V, Vf}o) sur F : la
connexion de Killing. Lorsque la géométrie est totalement géodésique, il existe un sous-
ensemble W dense dans D = p~1(D) dont les points appartiennent & des feuilles 7, traversant
le diviseur D, pour un certain A € g.

Pour chaque A € g, la connexion T4-partielle induite par la connexion de Killing préserve
le sous-module V4 = OgA. Elle induit donc une connexion Ty-partielle (V41,V 4), oit Vi =
Op ® At et A* est un supplémentaire arbitraire de CA. Nous étudions alors les sections
paralleles de ces connexions T4-partielles et prouvons :

Proposition 4.3.2.1. Soit (FE,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une
paire (M, D), holomorphiquement totalement géodésique (Définition 1.7.4). Soit eq € D tel
qu’il existe une courbe A-distinguée ¥ avec ¥ N D = {eo}. Alors il existe un voisinage U de
eg avec les faits suivants :

1. Pour tout e € U\ D, lautomorphisme p € GL(g) image d'un lacet [y] € m (U \ D, e)
par la monodromie de la connexion de Killing en e (voir|Définition 3.3.1)) vérifie :

AL O JL = T AL (4.1)

ol T AL est la projection sur Var parallélement au sous-module OgA c V, et lorthogonal
A* est pris pour un produit hermitien quelconque sur g = Lie(G).

12
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2. Pour tout owvert V. c U une section de mas(ker(V(,)) sur Vs D est la restriction
d’une section de V.[*D] sur V. Supposons de plus que (E,wg) est une géométrie de
Cartan holomorphe branchée sur (M, D). Alors, une section comme précédemment est
la restriction d’une section de Va1 sur V.

Ce résultat sera appliqué aux modéles paraboliques (G, P), i.e G est un groupe semi-
simple et P un sous-groupe parabolique de G (Définition 1.4.12). En effet, dans ce contexte
nous disposons de la généralisation directe d’un résultat de A.Cap ([I3]) qui montre que
la projection sur un sous-module Op ® g_; (ou k est le degré parabolique de (G, P)) d’une
section horizontale pour V(, , détermine complétement cette section (voir [Théoreme 3.4.2)).
En étudiant les courbes distinguées pour le degré k =1 avec G simple, et pour le degré k > 1
en général, nous en déduirons respectivement :

Theoréme 4.4.1. Soit M wune variété compleze, D un diviseur effectif. Soit (G,P) un
modéle parabolique de degré k =1 avec G simple, et (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan
méromorphe et totalement géodésique sur (M, D) (Définition 1.7.9). Alors :

1. (E,wp) vérifie la propriété d’extension des champs de Killing.
2. Supposons de plus que (E,wq) est branchée. Soit e € V appartenant d une composante

irréductible Dy, Ue, un voisinage de eg dans E et s une section horizontale de V§,, sur
Ueo N D. Alors s est la restriction d’une section holomorphe de V sur Uk, .

et :

Theoréme 4.4.3. Soit M une variété complexe de dimension n et D un diviseur effectif.
Soit (G, P) un modéle parabolique de degré k > 1, de dimension n, et (FE,wy) une (G, P)-
géométrie de Cartan holomorphe branchée réguliére (Définition 2.2.4) et totalement géodé-
sique (Définition 1.7.2) sur (M, D). Alors (E,wq) vérifie la propriété d’extension des champs
de Killing.

Nous retrouvons donc pour ces modeles la propriété d’extension des champs de Killing.
Pour conclure, nous prouverons le [Lemme 3.5.1.1] qui décrit les poles et zéros de ces champs
de vecteurs lorsque (G, P) est le modele affine et la géométrie est holomorphe branchée (un
cas particulier de géométrie de Cartan méromorphe introduit dans [4]). Nous obtiendrons
alors la généralisation suivante du théoreme de [7] :

Theoréme 4.5.3. Soit M une variété complexe compacte de dimension algébrique nulle. Soit
D un diviseur de M. Soit (G,P) un modéle affine de dimension n = dim(M). Supposons
que M admet une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée. Alors m (M) est infini
ou (E,wp) n’est pas totalement géodésique (voir|Définition 1.7.2).

Notons que l'action infinitésimale des automorphismes infinitésimaux globaux obtenus
ne s’intégre pas en 'action d’un groupe de Lie sur M. La preuve utilise un résultat de [6] ou
les parallélismes rationnels branchés sont classifiés.

0.2.3 Probleme d’équivalence méromorphe et géométries de Cartan bran-
chées

Dans le nous avons étendu la résolution du probléme d’équivalence pour les
G#—struetures holomorphes g_-réguliéres (voir plus haut) a la catégorie méromorphe. Nous
devons faire une distinction avec le cas holomorphe car il y a une équivalence non pas avec
des catégories de structures géométriques méromorphes, mais avec des catégories de G# -
extensions méromorphes (voir plus haut).
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Il existe comme dans la catégorie holomorphe une géométrie de Klein complexe (G, P)
naturellement associée & (g_,Go) et un foncteur f# de la catégorie des (G, P)-géométries
de Cartan méromorphes régulieres vers celle des Go#—extensions g_-régulieres. Il s’obtient
comme une composée d’'un foncteur f de la premiére catégorie vers celle des (Q-extensions
méromorphes normales (voir [Définition 2.2.5), par une foncteur p# correspondant & la ré-
duction de toute Go#—extension g--réguliere a une @-extension normale. Nous définissons une
sous-catégorie de (G, P)-géométries de Cartan méromorphes regulieres, dites normales, et
prouvons :

Theoréme 0.2.1. Soit (g-,Go) un couple comme dans la |sous-section 2.2.1, (G,P) la
géométrie de Klein associée et u* le foncteur de la|Définition 2.2.6. Le foncteur u# est une
équivalence de catégories. En particulier, f# = 7 o f est une équivalence de catégories entre
celle des (G, P)-géométries de Cartan méromorphes normales et celle des G#—extensions
méromorphes g_-régulieres.

Une question naturelle concernant les structures géométriques méromorphes sur une
paire (M, D) est de savoir si leurs isométries infinitésimales préservent un sous-module
E ¢ TM[+D]. Pour les G#—struetures g_-régulieres, cela revient a déterminer celles qui
proviennent d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée et normale sur (M, D). Nous
donnons une caractérisation de ces dernieres (voir [Théoreme 2.3.1]).

Nous donnons des exemples de telle structures provenant d’une géométrie de Cartan
holomorphe branchée, mais n’admettant aucun représentant normale dans la catégorie pré-
cédente. Nous donnons par exemple une métrique riemannienne méromorphe sur (M, D),
ou M =X x X est un produit de surfaces de Riemann hyperelliptiques, dont la restriction
a un sous-module £ ¢ TM[*D] est holomorphe, mais dont la connexion de Levi-Civita ne

préserve aucune extension méromorphe de TM : il s’agit de 1lExemple 2.3.2

0.2.4 Plan de la these
Dans le nous définirons d’abord les structures géométriques méromorphes

selon M. Gromov. Nous commencerons par rappeler des faits classiques sur les fibrés princi-
paux et les connexions principales. Cela permettra d’introduire 'analogue méromorphe des
H-structures, en particulier les métriques riemanniennes méromorphes, et des connexions
affines. Nous définirons ensuite les géométries de Klein complexes en donnant deux exemples
importants : les géométries paraboliques complexes (Définition 1.4.16]) et les prolongations
de Tanaka (Définition 1.4.17)). Ces exemples s’intersectent en de nombreuses géométries de
Klein, et ont la particularité d’étre gradués (Définition 1.4.21)). Ils nous interviendront au
Nous définissons ensuite les géométries de Cartan méromorphes (Définition 1.5.6))
et des objets importants dans leur étude. Nous caractérisons ensuite les Q-structures méro-
morphes induites par les objets précédents, en introduisons les @Q-extensions méromorphes
(Définition 1.6.1]).

Dans le nous résolvons le probléme d’équivalence de Cartan méromorphe as-
sociées & des versions généralisées des structures étudiées par N.Tanaka dans [49]. Cela est
divisé en deux résultats : la résolution du probleme d’équivalence méromorphe pour les Q-
structures méromorphes régulieres normales (voir [Définition 2.2.5) avec le [Théoreme 2.2.2{
et la réduction de toute G# -structure méromorphe réguliére a une @Q-structure méromorphe
normale avec le [Corollaire 2.2.1] . Nous donnons également des contre-exemples pour prou-
ver que le processus de normalisation qui est utilisé dans la résolution de ce probleme ne
préserve pas la sous-catégorie des géométries de Cartan holomorphes branchées, en parti-

14
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culier ’exemple [Exemple 2.3.2] Pour cela, nous utilisons une caractérisation locale des G# -

structures méromorphes régulieres qui proviennent d’une géométrie de Cartan holomorphe
branchée normale : le [Corollaire 2.3.11

Dans le nous étudions la propriété d’extension des automorphismes infinité-
simaux ([Définition 3.2.4)) pour certaines géométries de Cartan méromorphes paraboliques
totalement géodésiques (Théoreme 3.4.1] et [Théoreme 3.4.3)). Nous 'appliquons pour prou-
ver une extension du théoréme principal de [7] dans la catégorie méromorphe, lorsque la
géométrie de Klein modele (G, P) est la géométrie affine (Théoreme 3.5.3).

15



Chapitre 1

Géométries de Cartan
méromorphes

Dans ce chapitre, nous introduisons les géométries de Cartan méromorphes et décrivons
les structures géométriques méromorphes qu’elles induisent. Ces objets vivent sur les paires :

Définition 1.0.1. Une paire est un couple (M, D) ou M est une variété complexe et D un
diviseur de cette derniére.

Nous commencons par rappeler la définition analogue & celle de M.Gromov ([29],[24])
des structures géométriques méromorphes, en rappelant des faits élémentaires sur les fibrés
principaux. Nous décrivons les deux exemples principalement étudiés dans cette these : les
H -structures méromorphes pour un sous-groupe linéaire complexe H et les connexions mé-
romorphes affines.

1.1 Fibrés principaux et structures géométriques méromorphes

Dans la premiere section, nous rappelons des faits élémentaires & propos des fibrés prin-
cipaux holomorphes. Nous rappelons notamment la notion de linéarisation d’un faisceau,
et la correspondance entre les faisceau linéarisés sur ’espace total d'un fibré principal et les
faisceaux sur la variété base. Nous rappelons ensuite la définition des structures géométriques
méromorphes selon M. Gromov.

1.1.1 Fibrés principaux

Soit M une variété complexe, et P un groupe de Lie réel (resp. complexe). Un fibré
P-principal différentiable (resp. holomorphe) E 2, M est un fibré différentiable (resp. holo-
morphe) sur M muni d’une action a droite différentiable (resp. holomorphe) de P, préservant
les fibres de p, libre et transitive sur les fibres de p. L’action d’un élément b € P sera notée
rp. Dans le reste de cette section, R et Rjs désigneront respectivement Og et Oy si E est
holomorphe, ou OF et OF; si il est différentiable.

Un morphisme de fibrés P-principaux différentiables (resp. holomorphes) entre E LM

et B/ 25 M’ est un morphisme de variétés différentiables (resp. complexes) ¥ : E — E’
vérifiant Wory = r,oW. En particulier, il existe un morphisme ¢ : M — M’ faisant commuter

16
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le diagramme suivant :

E—YsF (1.1)

pl lp'
M~ M
L’action de P sur l'espace total £ d’un fibré P-principal différentiable ou holomorphe
E -2 M induit naturellement une identification des espaces tangents T.p~'(x) a la fibre

p~l(z) d'un point x € M, avec p = Lie(P). En effet, on définit les champs fondamentaux v
de la fibre en x par la formule :

VYvep, o(e) = %h:oe - exprqtv (1.2)

Les champs fondamentaux engendrent T,p~'(z) pour tout e € p~'(x), car 'action de P est
transitive sur cette fibre. La formule (T.2)) définit donc un isomorphisme p — T,p~!(z) qui
a v associe 7.

Définition 1.1.1. Soit E comme ci-dessus.

1. L'unique 1-forme wp, sur p~*(z), @ valeurs dans p telle que pour tout e € p~'(x),
wpg(e)() = v pour tout v ep et O comme dans (1.2]), est appelée forme de Maurer-
Cartan de la fibre de x € M. On notera v, linclusion de p~*(x) dans E.

2. On définit wp g : ker(dp) — Re®p comme l'isomorphisme de R p-modules coincidant
avec (le morphisme correspondant d) wp, en restriction a p~*(z).

Toute section holomorphe (resp. différentiable) o : U — E sur un ouvert U ¢ M définit
une trivialisation :
Yy + Ely — UxP
b — (p(e),pe)

ol pe € P est 'unique élément tel que o(p(e)) - p. = e. La trivialisation est un mor-
phisme de P-fibrés principaux holomorphes (resp. différentiables) sur U. Si 0,0’ sont deux
sections holomorphes (resp. différentiables) sur U, il existe b : U —> P holomorphe (resp
différentiable) telle que o’ = o -b. Alors : ¢, = (Idy,rp) © Yo

Puisque l'action de P sur F est libre et transitive sur les fibres, il existe au voisinage
de tout z € M une section comme précédemment. On peut donc définir de maniere équiva-
lente un P-fibré principal holomorphe (différentiable) comme un fibré en groupes P munis
de trivialisations holomorphes (différentiables) locales. Il y a donc bijection entre les classes
d’isomorphismes fibrés P-principaux holomorphes (resp. différentiables) sur M et les cocyles
(7a,ﬁ)a,,8 € E’l(M, Ry ® P)

(1.3)

Soit E - M un fibré P-principal holomorphe (resp. différentiable). Soit F' une variété
complexe (resp. réelle) munie d’une action a gauche de P. Le fibré E x F' est muni d’une
action & droite de P définie par (e, f)-p = (e-p,pLf). Le quotient sera noté

ExF=(ExF)/P (1.4)

Ses éléments sont les classes [(e, f)] des couples (e, f) € E x F' modulo Paction précédente.
Prenons le cas particulier d’une représentation p : P — GL(V). Dans ce cas P agit par
p-v=p(p)(v)eV. Le fibré vectoriel E ;V sera appelé fibré représentation de V.

Soit V' un fibré vectoriel complexe (resp. réél) de rang n sur une variété complexe (resp.
réelle) M et € le Rj-module localement libre de ses sections (holomorphes ou différentiables).
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Notons, pour x € M, Iso(K", E(x)) ’ensemble des isomorphismes entre £(z) et K" (K =R
ou C). L’ensemble
R(E) ={(x,b)|x e M,be Iso(K",E(x))} (1.5)

est une variété (réelle ou complexe) fibrée sur M. Nous notons pr la projection associée, i.e
pr(z,b) = x. Elle est munie d’une structure de fibré G L,,(K)-principal holomorphe (différen-
tiable) sur M car il existe localement des bases du R j/-module &, i.e des sections holomorphes
(différentiables) de R(E).

Définition 1.1.2. Le fibré GL,(C)-principal holomorphe (resp. différentiable) R(E) sera
appelé fibré des base de &.

Les fibrés vectoriels holomorphes sur une variété complexe M forment une catégorie dont
les fleches sont les isomorphismes de fibrés vectoriels holomorphes. En terme de faisceaux des
sections holomorphes, un isomorphisme de fibrés vectoriels se traduit de la fagon suivante :

Définition 1.1.3. Soient Vi et Vo respectivement un Oy, -module et un Oy, -module loca-
lement libres. Un isomorphisme de fibrés vectoriels entre Vi et Vo est un couple (o, ®) o
¢ : My — My est un biholomorphisme et ® : Vi — ©* Vo un isomorphisme de Oy, -modules.

Notons que tous les faits de cette sous-section sont valables lorsque 'on remplace P,
M et E par des variétés différentiables, et les Ops-modules par les faisceaux des sections
différentiables.

1.1.2 Faisceaux linéarisés sur un fibré principal

Soit M une variété complexe et E L5 M un fibré P-principal holomorphe. Soit V un

R p-module sur E (voir [Notation 11f). Une P-action & droite de V est une famille (¢p)pep
d’isomorphisme R g-modules ¢, : V ~ rp} vérifiant la condition de cocycle :

Vb17b2 € Pv 7’;2¢b1 o ¢b2 = ¢b1~b2 (16)

i.e une collection d’automorphismes de fibrés vectoriels holomorphes sur V, couvrant les
automorphismes de F correspondant a I'action du groupe P.

Définition 1.1.4. Soit V un Rg et (V,®) un automorphisme de fibrés vectoriels holo-
morphes de V. Une section s de V(U) est invariante par (¥, ®) si et seulement si pour tout
V c U tel que ¥(V) c U, on a ®(s) = soW. Une section P-invariante d’un Rg-module
P-linéarisé est une section invariante par tous les isomorphismes de fibrés vectoriels de la
linéarisation.

Lorsque P est un groupe de Lie complexe, D. Mumford ([26]) définit un type particulier
d’action sur un Rp-module : une P-linéarisation. Nous ne donnons pas la définition dans
cette these car les linéarisations que nous considérerons seront toutes construites sur ces deux
exemples :

Définition 1.1.5. La linéarisation canonique (Yp)pep du module trivial de rang r V = R%"
est définie sur tout ouvert U c E par :

G(U) = VU) — g V(U)=V(r(U))

s — §07Tp-1

(1.7)

Définition 1.1.6. La linéarisation induite par l’action de P sur l’espace total E de E LM
est la linéarisation (dry)pep ot dry : TE — vy TE est la différentielle de Uautomorphisme
ry pour tout b e P.
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Les linéarisations suivent les mémes constructions que les R g-modules : si (V1, (¢} )pep)
et (Va, (63)pep) sont deux linéarisations & droites sur E, alors Vi ® V2 est équippé de la
linéarisation (¢! ® ¢?),ep définie comme (¢! ® ¢?), = qﬁzl, ® ¢7. De méme pour la dualité.

Définition 1.1.7. Si (V1, (¢} )vep) et V2, (¢3)pep) sont deuz Rg-modules équipés d’une P-
action, alors un morphisme P-équivariant est un morphisme de Rg-modules ® : Vi — Vs
faisant commuter le diagramme suivant :

1

V2 ey, (1.8)

4 I
¢)2

b
VQ —— TZVQ

Les morphismes équivariants entre V; et Vs sont naturellement en bijection avec les
sections équivariante de Vi ® Vo muni de (ot ® (bg)bep. Notons en outre que tout ce qui
vient d’étre dit se transpose pour une action a gauche lorsque E est une variété munie d’une
action a gauche par P.

Soit (V,¢) un R g-module localement libre de rang n, équippé d’une linéarisation ®. Le
pushforward p,V est donc un Rj;-module, dont la fibre au dessus d’un ouvert U c M est
I’ensemble des sections s € V(p~}(U)). La condition de cocyle permet de définir une
action de P, définie au dessus de U ¢ M par :

P x pYU) — pIV({)
o s)  —  ¢u(s)

ol (¢p)pep est la linéarisation de V.

(1.9)

Définition 1.1.8. Le module quotient de V par Uaction de P sur E comme le sous Rys-
module : V = (p.V)¥ de p.V des sections invariantes par action (1.9).

De plus, les Og-modules localement libre et P-linéarisés sur I’espace total d’un fibré P-

principal holomorphe E 2, M forment une catégorie dont les fleches sont les isomorphismes
de fibrés vectoriels holomorphes P-équivariants.
Proposition 1.1.2.1. Soit V un Rg-module P-linéarisé.

1. Le module quotient V est un Ryr-module localement libre de rang n.

2. Les applications V —V et V — Rp ® p*V sont des bijections réciproques.

3. La bijection du point 1. s’étend en un foncteur comme suit. Soient Ey 2, M et

By LN My deux fibrés P-principauzr holomorphes sur deux variétés complexes, et V1,V
respectivement un Op, -module et un Op,-module localement libres P-linéarisés. Soit
(\il, é) un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes P-équivariant entre Vy et Vs.
Son image par le foncteur est l’isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes (@, ®),
ot @ est le morphisme couvert par U et  est la restriction de p1,® 4 Vi c prV).

4. Pour un module linéarisé (V,¢), il y a bijection entre les sections de V(U) et les
sections de V(p~t(U)) invariantes par (¢p)pep-

Démonstration. Voir [3], Chapitre II, Proposition 2.2.5. O

Soit p: P — GL(V) une représentation.
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Définition 1.1.9. Le module trivial V = Rg®V est équipé de la linéarisation ((ﬁy)bep définie
par :

&y =y ®p(b") (1.10)

ot Uy est la linéarisation de la [Définition 1.1.5 Le module quotient V est appelé module
représentation associé a 'V, et sera noté E(V). Il s’agit du faisceau des section (différentiables
ou holomorphes) de E ;V.

Soient F 2, M et Es LN My deux fibrés P-principaux holomorphes, et ¥ : F; — Ej
un isomorphisme. Alors on obtient un isomorphisme de faisceaux :

\I/)E . \IJ*OEQ i OEl (111)
correspondant a la composition a droite d’une fonction holomorphe sur Ey par V.

Définition 1.1.10. Dans la situation ci-dessus, et pour une représentation V de P, l’iso-
morphisme de fibrés vectoriels holomorphes ¥(V) image de V* ® Idy par le foncteur du point
3., [Proposition 1.1.2.1| est appelé morphisme induit par ¥ et associé a la représentation V.

Exemple 1.1.1. Si P est un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie G, on a le module adjoint
E(g) associé a la représentation adjointe ad: P — GL(g) (resp. E(p)).

Définition 1.1.11. Soit 0 : U — FE une section holomorphe d’une fibré P-principal ho-
lomorphe E 2, M, sur un ouvert U c M. Le morphisme représentation 1¥s(V) associé a

la trivialisation 1, (voir |Equation 1.5) sera appelé trivialisation du module représentation

associée a o.

Cela permet de définir la notion de section méromorphe, relativement & une représenta-
tion :

Définition 1.1.12. Soit E - M un fibré P-principal holomorphe, D un diviseur effectif
de M. Soit V un P-module. Soit U ¢ M un ouvert. Une section V-méromorphe de E sur U
est une section holomorphe o : U N D — E telle que la trivialisation 1, (V) : E(V)|y.p —
Oup ®V de la|Définition 1.1.11| se restreint en un isomorphisme de Opr[*D]-modules.

Lemme 1.1.2.1. Soit P = GL,(C) et C" la représentation canonique de P. Alors :

1. L’application qui d un fibré P-principal holomorphe E L5 M associe € = E(C™) induit
une équivalence de catégories entre celle des fibrés P-principaux holomorphes et leurs
isomorphismes, et celle des Opr-modules localement libres de rang n munis des iso-
morphismes de fibrés vectoriels holomorphes. L’image d’un isomorphisme W de fibrés
P-principauz holomorphes est le morphisme induit W(C™) de fibrés vectoriels holo-
morphes (Définition 1.1.1()). Un pseudo-inverse est obtenu en associant d € son fibrés
des bases holomorphes, et a un isomorphismes de fibrés vectoriels holomorphes l’iso-
morphisme correspondant entre les fibrés des bases.

2. Le module représentation E(p) est canoniquement isomorphe a End(&) dans [’équiva-
lence ci-dessus.

Démonstration. Voir [I], Proposition 9. O
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1.1.3 Suite exacte d’Atiyah

Soit B -2 M un P-fibré principal différentiable ou holomorphe sur une variété com-
plexe. Si E est différentiable TE et T M désigneront les faisceaux des champs de vecteurs
différentiables sur £ et M. L’action (dry)pep sur TE, ot dry : TE — r;TE est la différen-
tielle faisceautique de I'action a droite 7, de P sur E, provient d’une linéarisation. Notons
wp g la forme de Maurer-Cartan de E (Définition 1.1.1). La correspondance décrite dans la
sous-section précédente s’applique a cette linéarisation pour donner une suite exacte.

Définition 1.1.13. Le Ry-module quotient At(Ep) := (p.TE)Y est appelé module d’Atiyah.

Notons :
q=p«dp: At(Ep) —TM et =p*w1371E :E(p) — At(Ep) (1.12)
Alors :

Proposition 1.1.3.1. On a la suite exacte de Rys-modules suivante :

0 E(p) —> At(Ep) —=TM 0 (1.13)
ot v et q sont définis par (1.12]).
Démonstration. Voir Théoreme 1., [I]. O

Soit py : P —> GL(V) une représentation, et (¢, )pep la linéarisation a droite de V =
RpE ®V de la [Définition 1.1.9] Considérons la lindarisation (1) )pep sur QL @V = QL ®
V définie par ¢ = (dr})™" ® gbz]. Alors le module quotient de Q% ® V est isomorphe &
Homp,,(At(Ep),E(V)), et :

Corollaire 1.1.1. Soit M une variété complexe munie d’un diviseur D et un fibré P-

principal holomorphe (resp. différentiable) E L5 M. Soit V comme ci-dessus. Pour tout
ouwvert U c M, on a une bijection entre :

e les sections holormophes (resp. différentiables, resp. méromorphes avec poles supportés
en D) B de Homg,,(At(Ep), E(V))
e les 1-formes holomorphes (resp. différentiables, resp. méromorphes avec péles supportés

enp Y(D)) 0 sur E d valeurs dans V qui sont équivariantes pour la linéarisation définie
ci-dessus.

Cette bijection est donnée par les formules :
0=Idr,®p*B et [=p.b (1.14)
En particulier il y a une bijection entre les sections f comme ci-dessus et telles que Im(1) c
ker(B), et les 1-formes holomorphes 6 € O, ® V(U)
Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition [1.1.2.1]et de I’isomorphisme
(At(Ep)/Im(1))" ~TM (1.15)
induit par la Proposition [[.1.3.1] O

Soit ¥ : E — E’ un isomorphisme entre deux fibrés P-principaux holomorphes F ANV
et B 25 M'. La différentielle d¥ : TE — U*TE’ est un morphisme P-équivariant entre
(TE, (dry)pep) et (W*TE', (U*dry)pep). Par la[Proposition 1.1.2.1] il correspond donc & un
morphisme :

U : At(Ep) = " At(ED) (1.16)

Définition 1.1.14. Le morphisme défini par (1.16)) sera appelé morphisme d’Atiyah induit
par .
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1.1.4 Fibré des repeéres et structures géométriques méromorphes

Soit M une variété complexe (resp. réelle) de dimension n > 1. Le fibré des bases R (M) de
T'M est le fibré des repéres holomorphes (resp. différentiables) de M. Il est muni d’une 1-forme
a valeurs dans C" (resp. R™) définie comme suit. Pour tout b € E, lapplication 6(b) associe
a tout vecteur v € T, les coordonnées de T'p(v) dans la base de T),;)M correspondante
a b. En particulier, # est équivariante pour la représentation canonique de GL,(C) (resp.
GL,(R)) sur C" (resp. R") , au sens : 6(b-h)(-) = h10(b)(-). Dans la suite, on se concentre
sur le cas des variétés complexes M.

Définition 1.1.15. La forme holomorphe 0 sur le fibré des repéres RY (M) définie ci-dessus
est appelée solderform de M. Plus généralement, une solderform sur un fibré principal holo-
morphe p: E— M de groupe structural un sous-groupe fermé P c GL,(C), est une 1-forme
holomorphe 0 sur E a valeurs dans C", P-équivariante pour l’action canonique de P sur C™,
et dont le noyau est ker(0) = ker(dp).

Lemme 1.1.4.1. Soit P ¢ GL,(C) un sous-groupe fermé. Tout fibré P-principal holomorphe
E sur M, muni d’une solderform 6, est canoniquement isomorphe d une réduction holo-
morphe de R*(M) a P.

Démonstration. Le fibré P-principal holomorphe p : E — M s’identifie au fibré des bases
R(&) du fibré vectoriel complexe £ = E % C"™ (Définition 1.1.2)). La forme 6 permet d’identifier

& & TM de la maniére suivante : & un vecteur v € T,, M, on associe le vecteur w = [(e, 8(0(e))]
ou 9(e) € T.E est un relevé quelconque de v & E. Cela est bien défini par la condition que
6(A) =0 pour un champ fondamental A. O

De plus, la solderform permet de relever canoniquement les isomorphismes (locaux) de
variétés complexes de méme dimension :

Proposition 1.1.4.1. Soient M et My deux variétés complexes de dimension n, et 01,05
leurs solderforms respectives définies sur les fibrés des repéres py : RY(My) — My et py :
Ro(Ms) —> Ms. Tout biholomorphisme local ¢ : U — o(U) c My défini sur un ouvert
U c My est canoniquement couvert par un isomorphisme local de fibrés G L, (C)-principauz
holomorphes ¢ : p1(U) — p3t(o(U)), uniquement déterminé par la condition $*02 = 6.

Démonstration. Posons ¢ = (¢, T¢) ot T(b1,...,bn) = (Tp(b1),...,Tp(b,)) est Papplica-
tion tangente sur les reperes de M. Soit (x,b) € RY(M;) ,ie b= (bi)i=1,....n est une base de
T, M (voir |Déﬁnition 1.1.2[). Alors (T'w(b;))i=1,...n est une base de Tp(2) M2 et par définition
de 81 et 05 nous obtenons :

Vi=1,...,n, ¢"02(x,0)[bi] = 02(0(x),Te(bi)i=1,.n)[Tp(bi)]

3

= Tip(bg)* [Tp(bi)]e; (1.17)

J

¢; = (91 (x, b) [bz]
O

Le fibrés des reperes (d’ordre 1) d’une variété complexe se généralise aux ordres supé-
rieurs. Considérons variétés complexe pointées (M, z) et (M',z"). Pour tout r > 0, définissons
la relation d’équivalence suivante sur les germes de morphismes ¢ entre les deux variétés
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pointées : deux germes ¢, ¢’ sont dits r-équivalents si et seulement si pour toute courbe
holomorphe 7 : D(0,e) — M avec y(0) =x, on a :

T T

Sl e = Zliop oy (1.18)
Le jet d’ordre r d’'un morphisme de variété pointées ¢ entre (M, z) et (M’ ") est la classe
d’équivalence j. ¢ pour la relation et 'ensemble de ces classes sera noté Jy ., (M, M "
dans la suite. Pour r > 1, la classe d’équivalence d’un biholomorphisme est constituée de
biholomorphismes, et on note R (M, M') l'ensemble des classe correspondant. Lorsque
(M,z) = (M',2") = (C",0), cet ensemble est clairement muni d'une structure de groupe
induit par la composition, et on le note D™". Alors 67x((C",M ) est muni d’une action a
droite par D™" via la composition.

On vérifie alors facilement que pour tout z € M, R(l)@(C”,M ) s’identifie & I’ensemble
des bases de T, M, i.e & la fibre de RY(M) en z. Plus généralement, 1'union R"(M) des
ensembles Rf ,(C", M) sur x € M est un fibré D""-principal holomorphe p; : R"(M) — M
ot pr(Jp) = x. L'union J"(M) des ensembles Jj . (C", M) est une variété fibrée sur M pour
la méme application.

Définition 1.1.16. Le fibré D""-principal holomorphe pr : R"(M) — M défini ci-dessus
est le fibré des repéres d’ordre r de M.

Sim:V — M est un fibré vectoriel holomorphe de rang k sur M, alors J" (V') est muni
d’une structure de fibré vectoriel holomorphe sur M. ur un module localement libre V, J™V
désigne le faisceau des sections de J" (V') ou V est le fibré vectoriel complexe correspondant
a V. Il est muni d’une structure de O,;-module localement libre.

Définition 1.1.17. Le module J"V est appelé module des r-jets de V. Soit s une section
holomorphe de V. Alors on note j"(s) le jet a Uordre r de Uapplication s: U — V corres-
pondante. On note j" :V — J"V le morphisme ainsi obtenu et j" (V) son image.

Cela permet de définir la notion de structure géométriqgue méromorphe sur une paire
(M, D), i.e un couple formé d’une variété complexe M et un diviseur D.

Définition 1.1.18. Soit Z une variété complere munie d’une action & gauche de D" := D™".
Une structure géométrique méromorphe d’ordre r sur une paire (M, D) modelée sur Z est
une application méromorphe S : R"(M) — Z avec poles au dessus de D et vérifiant :

Vbe D" Vje RI(M~D),g(G-b) =b-g(j) (1.19)

Une structure géométrique holomorphe sur M est une structure géométrique méromorphe
sur (M, ).

Définition 1.1.19. Une isométrie entre deux structures géométriques méromorphes d’ordre
r>0, 51 et So sur deux paires (My, Dy) et (Ms, Dy) est un biholomorphisme @ : My — Mo
tel que ¢(D1) c Dy et Syo J () = S1. Pour une structure géométrique méromorphe S sur
(M, D), le sous-faisceau de Auté\"f dont la fibre sur U c M est [’ensemble des isométries de la
restriction de S a U est noté Isg)c. Une isométrie infinitésimale d’une structure géométrique
méromorphe S sur (M, D) est un champ de vecteur holomorphe local X sur un ouvert U c
M~ D dont le flot local agit par isométries sur S. On note Ei[[g’c le sous-faisceau de T'M ~ D

correspondant.

Définition 1.1.20. Une isométrie a U'ordre v >0 de S en x € M est un jet j € J"(M)|, tel
que pour tout germe de biholomorphisme o, € j, J'S o J"(p,) = J'S. Le sous-faisceau de
J’”“lAutlj&C dont la fibre au dessus de U est constitué des jets J" re est noté Isy.
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Notons Isy . le sous-espaces des germes J"¢ € [ sl tels que p(x) = 2. Notons aussi
gret J”lAutl]\‘jf — J’"Autlj\ojc l’application troncature des jets d’ordre r + 1 a 'ordre 7.

Définition 1.1.21. Une structure géométriqgue holomorphe S d’ordre r sur M est rigide d

Vordre r + k si j:ﬂj” est injective en restriction a Is’é*f“.

1.2 Reéductions structurales, métriques holomorphes et H-
structures

Un exemple important de structure géométrique méromorphe sur une paire (M, D) (voir
[sous-section 1.1.4)) est celui des H -structures méromorphes pour un sous-groupe de Lie com-
plexe H de GL,(C). Nous introduisons d’abord la notion de réduction, avec ’exemple des
métriques holomorphes sur un fibré vectoriel holomorphe, puis nous introduisons les H -
structures méromorphes. Un cas particulier est celui des métriques riemanniennes méro-
morphes sur une paire (M, D).

1.2.1 Réductions structurales

Soit G un groupe de Lie réel (resp. complexe) et P c G un sous-groupe réel (resp.
complexe). Soit E 2, M un fibré P-principal différentiable (resp. holomorphe) sur M. Alors
le fibré Eg = F X G défini par (1.4) contient F de maniere canonique. Il y a en effet une

injection de fibrés holomorphes (resp. différentiables) sur M :

LG!E—> EG

e — [(e]dg)] (1.20)

La variété fibrée E¢ est un fibré G-principal holomorphe (resp. différentiable) sur M puis-
qu’elle est munie de 'action donnée par (e,g")-g = (e,¢'g) et admet les sections holomorphes
(resp. différentiables) de E.

Définition 1.2.1. Le fibré Eg est appelé extension du groupe structural de E a G.
Soit maintenant E est un fibré G-principal holomorphe (resp. différentiable) sur M.

Définition 1.2.2. On appelle réduction structurale holomorphe (resp. différentiable) de E au

sous-groupe P un P-fibré holomorphe (resp. différentiable) principal E Ly M muni d'une in-
jection 1 : E - E de fibrés holomorphes (resp. différentiable) sur M, qui est P-équivariante
pour les actions de P sur E et F.

Les réductions holomorphes (resp. différentiables) de Eg au sous-groupe P sont en bijec-

tions avec les sections 7 du fibré associé Eg % G/P. La bijection associe a une réduction FE

la section :
T M — EGEG/P

¢ — [(egP)] (20

ott e e p~1(z) et g est un élément de G tel que e-g € E.
Dans [47], N.Steenrod prouve un résultat d’existence pour les P-réductions différentiables

d’un G-fibré principal différentiable réel sur une variété réelle M, P étant un sous-groupe
fermé d’un groupe de Lie G.
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Définition 1.2.3. Un sous-groupe P c G est solide dans G si et seulement si G|P posséde
la propriété suivante : toute application continue f: F — G[P d’un fermé F c X dans un
espace normal X se prolonge en f: X — G/P.

Exemple 1.2.1. Par exemple, le groupe unitaire U(n) ¢ GLa,(R) (resp. O,(C) c GL,(C))
est solide : le quotient Hy, := GLo,(R)/U(n) est l’ensemble des formes hermitiennes sur C".
1l s’agit donc d’un espace vectoriel réel.

Theoréme 1.2.1. Soit M wune variété réelle, G un groupe de Lie réel et E un fibré G-
principal différentiable sur M. Soit P c G solide et X = (x4)aer une collection discréte de
points de M. Soient (04 )acr une famille de sections différentiables oo : Uy — E ot les Uy,
sont des voisinages de chaque x, avec Uy OUB =& pour o £ 8. Alors il existe une réduction
différentiable E de E a P telle que Enp ' (Uy) = 04(Uy) - P pour tout ace 1.

Démonstration. Voir le Théoréme 12.2 de [47] appliqué au fermé A = UU, et & la réduction
(6%

Uoa(Uy)-PcE. O
ael

Exemple 1.2.2. En particulier, en reprenant I’Ezemple et en appliquant le
a X = (xa)acr =D, on obtient que tout fibré vectoriel complexe V' sur une variété
complexe M posséde un métrique hermitienne, i.e une section h € C®°(M,V*®@ V™) telle que
h(x) est une forme hermitienne sur chaque fibre V(x). En effet, on a une réduction structu-
rale différentiable E 6 U(n) du GLay(R)-fibré principal E des bases de V' (Définition 1.1.9).
Comme H,, = GLo,(C)/U(n) est l’ensemble des formes hermitiennes sur C", la position

relative (Equation 1.21) h: M — EGL X((C) H,, est une métrique hermitienne sur V.
2n

Cet exemple est fondamental pour introduire les classes de Chern ¢;(V') de V' (voir [35],
Théoréeme 2.2.16 pour la définition en terme de métrique hermitienne).

1.2.2 Meétriques holomorphes sur un fibré vectoriel holomorphe

Soit £ un R p/-module localement libre de rang n (de manieére équivalente un fibré vectoriel
complexe ou réel de rang n sur M). Soit R(E) son fibré des bases (Définition 1.1.2). On note
S2(£*) le quotient de £* ® £* par I'image du morphisme :

Alt . * * * *

A S (1.2
(s , t') — s'et'-t"®s
Pour toute sections g € HO(U,£*®&*), et toute section s®t € HY(U,£®E), on peut considérer
la contraction g(s ®t). Les sections de S?(£*) sur U c M sont alors en bijection avec les
sections g € HO(U,E* ® £%) telles que g(s ® 1) = g(t ® 5), i.e les sections symétriques.

Définition 1.2.4. Une métrique holomorphe (resp. réelle) sur & est une section g € HY(M,S*(E*))
telle que pour tout x € M, l’évaluation ev,(g) est une forme bilinéaire non dégénérée sur E(x).

Exemple 1.2.3. Si & = R§}, on a la métrique canonique qo définie comme suit. Soit

Soit o : U — R(&) une section holomorphe du fibré des bases de £ , définissant une base

locale (s1,...,s,) sur U et une trivialisation v, : |y ~ Oy ® C™ (voir [Définition 1.1.11)). Une
telle section définit une métrique holomorphe g, sur &|y, par la formule :

9o =0 ° (Yo ® V5) (1.23)
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ie:gy(si,85) = (5; Soient g1, 09 deux sections holomorphes sur U, et I’application holomorphe
b:U — GL,(C) telle que o1 = 02 - b. Alors, par définition du groupe orthogonal, g, = go,
si et seulement si b est & valeurs dans O,,(C).

Définition 1.2.5. Soit E ¢ R(E) une réduction holomorphe a O,(C). Alors l'unique mé-
trique holomorphe g € H°(M,S?(E*)) telle que gly = g5 pour toute section holomorphe
o:U— FE (formule ) est appelée métrique holomorphe associée a E. Réciproquement,
st g est une métrique, on définit la réduction associée E c R(E) comme le sous-fibré dont les
sections o : U — E vérifient glu = go-

Nous obtenons un premier exemple d’équivalence de catégories :

Définition 1.2.6. Soit M une variété compleze.

1. Soient £,&" deux Opr-modules localement libres de méme rang. Soient g,g’ des mé-
triques holomorphes sur € et E'. Un morphisme entre (€,g) et (£',4g") est un isomor-
phisme de Opr-module @ : E — &' tel que g=g' o (P ® D)

2. On définit la catégorie Rys dont les objets sont les fibrés O, (C)-principauz holomorphes
sur une var

3. On définit la catégorie Fpy dont les objets sont les couples (E,g) ou g est un métrique
holomorphe sur un module localement libre £, et les fleches sont les morphismes de
métriques holomorphes.

Proposition 1.2.2.1. L’application f: Ry — Far qui a E associe la métrique holomorphe
g associée a la réduction holomorphe correspondante du fibré des bases R(E) de € = E(C™)
(Définition 1.2.5)) est bijective. Elle induit une équivalence de catégories entre R et F.

Démonstration. L’application f définit naturellement un foncteur. En effet, soient E et E’
deux objets de Ry, (€,9) et (£',g") leurs images respectives par f, et ¥ : E ~ E' une
floche dans R. Elle induit un isomorphisme ® = ¥ entre £ et £ (voir [Définition 1.1.10)).
Par définition des métriques holomorphes g et ¢’, on a : g’ o (P ® ®) = g, i.e ¢ est une
fleche entre les images g = f(E,E) et ¢’ = f(E',E"). La surjectivité et I'injectivité sont
immédiates par définition du groupe orthogonal. Le foncteur est plein (Définition 0.0.9) :
soient (€,9) et (£',¢") deux objets de F, FE et E’ les réductions holomorphes des fibrés des
bases au sous-groupe orthogonal qui correspondent, et ® un isomorphisme entre & et &'
Alors il s’agit d’une fleche entre (£,9) et (£',g") si et seulement si g = g’ o (& ® D), si et
seulement si ® applique une base locale g-orthonormée sur une base locale g’-orthonormée,
i.e le morphisme ¥ : R(E) ~ R(E") induit par ® applique F sur E’. Comme ¥ et & se
déterminent mutuellement, f est fidele. O

1.2.3 H-structures méromorphes et métriques riemanniennes méromorphes

Soit M une variété complexe et considérons une réduction holomorphe Ey c R'(M \ D)
a un sous-groupe fermé H c GL,(C), se prolongeant en un fibré H-principal E sur M
et dont les bases sont formées par des sections méromorphes de TM. Alors E induit une
structure géométrique S holomorphe d’ordre 1 sur M. Notons en effet R = RY(M \ D)
et R =R GLX(C) GL,(C)/H et G le passage au quotient. Alors E|y/.p correspond & une

n

trivialisation ¥ : R — M x GL,(C)/H donné par la position relative (Equation 1.21).

L’application composée
S=Vog:R— GL,(C)/H (1.24)

est la restriction d’une application méromorphe S qui est GL,(C)-équivariante, donc une
structure géométrique d’ordre 1. Notons que deux fibrés H-principaux holomorphes comme
précédemment peuvent induire la méme structure méromorphe S sur (M, D).
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Définition 1.2.7. Soit (M, D) une paire avec dim(M) =n>1 et H un sous-groupe de Lie
complexe de GLy,(C). Une H-structure méromorphe sur (M, D) est une structure S obtenue
comme dans la formule (1.24]).

Nous introduisons maintenant des structures méromorphes qui généralisent les métriques
riemanniennes.
Définition 1.2.8. Soit (M, D) une paire.

1. Une métrique riemannienne holomorphe sur M est une métrique holomorphe sur T M
(Définition 1.2.4)).

2. Une métrique riemannienne méromorphe sur (M,D) est une section globale g de
SQT*M[*D], dont la restriction a M \ D est une métrique riemannienne holomorphe.

3. La catégorie Myrp est celle dont les objets sont les métriques riemanniennes méro-
morphes sur (M, D) et les fléches sont les identités.

1.3 Connexions linéaires et connexions principales méromorphes

Un exemple important de structure géométrique méromorphe est celui de connezxion affine
méromorphe sur une variété complexe. Nous rappelons la définition des connexions linéaire
méromorphes ainsi que leur versions partielles. Nous définissons ensuite les connexions prin-
cipales méromorphes. Dans le cas différentiable et holomorphe, la définition est due a Ehres-
mann ([25]), et aboutit, via la notion de transport paralléle, a I’équivalence entre connexion
principale sur une réduction et connexion holomorphe préservant une réduction structurale.
Nous utilisons le point de vue développé par M. Atiyah ([I]) pour étendre cela a la catégorie
méromorphe. Nous rappelons aussi un résultat d’existence de réduction structurales et de
connexions principales dans la catégorie différentiable du & N. Steenrod ([47]), qui sera utile

dans le [chapitre

1.3.1 Connexions linéaires méromorphes

Soit M une variété complexe et D un diviseur.

Définition 1.3.1. Soit V un Op;[*D]-module localement libre. Une connexion (linéaire)
méromorphe sur V avec pole en D est un morphisme de C-faisceau :

vV :V — Q,[*D]eV

vérifiant la formule de Leibniz, i.e : V(fs) = df ® s+ fV(s) pour tout f € Op[*D]|(U) et
s e V(U). Une connexion méromorphe sur M est un couple (V,V) comme précédemment. Si
D =g, V est une connexion holomorphe.

Plus généralement :

Définition 1.3.2. Soit V comme dans la|Définition 1.3.1], et T un sous-faisceau localement
libre de TM, T son dual. Notons * : T*M — T* lapplication duale de l’inclusion. Une
connexion T -partielle méromorphe en D sur )V est un morphisme de C-faisceauz :

V iV — T*[xD]®V

vérifiant la formule de Leibniz, i.e : V(fs) = (¢* ® Idy)(df) ® s + fV(s) pour tout f e
Ou[*D](U) et seV(U).
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Exemple 1.3.1. Le module trivial V = O%}T est équipé d’une connexion holomorphe d, appelée
connexion canonique du module trivial, uniquement déterminée par la condition que d(s) =0
pour toute section constante s de V.

Soit ¢ : M — M’ un morphisme de variétés complexes et (V', V') une connexion mé-
romorphe sur M avec un pole en D’ ¢ M'. Nous allons définir le pullback de (V',V') par
@, en suivant [44]. Lorsque le pole est vide, il est possible de passer par le formalisme des
fibrés vectoriels munis d’une connexion holomorphe. Ici, nous conservons le formalisme des
faisceaux pour justifier que la construction donne lieu & une connexion méromorphe sur M.
La difficulté est alors que ©*V’ n’est pas le faisceau des sections du fibré vectoriel obtenu par
pullback.

Notons D = ¢*D’, qui est un diviseur effectif sur M. On obtient un morphisme de C-
faisceau ¢* V' : o*V' — (p* QL )[*D]®¢*V'. On définit alors un morphisme de C-faisceaux
entre p*Oy-modules par :

(¢"V")o = dp-p" V' (1.25)
ou dp- désigne la contraction de ¢*V' par I'image dp(X) d'un champ de vecteur X €
TM(U). La composition & droite d'une fonction f € HY(U, Oyr) par ¢ définit un morphisme
de faisceaux

ou @ Opr — Ony (1.26)

On note my, ¢ ¢*Oppr son noyau.

Lemme 1.3.1.1. Pour tout champ de vecteur X sur un ouwvert U c M, la contraction
X-(p*V')o préserve le sous p*Oppr-module myp* V' c p*V'.

Démonstration. Soit ¢*s une section de ¢*V' sur U et f e m,(U). Par définition :

X" T )0(f*5) = Vo) (f5) = (Tp(X)~df)s + f(Tp(X)-V'(5)) (1.27)

Le second terme de la somme de droite est déja dans m,¢*V'(U). Par ailleurs :
To(X)-df = Lxpu(f) =0 (1.28)
d’out le résultat. O

Donc (p*V')o passe aux quotients en un morphisme C-linéaire, vérifiant la formule de
Leibniz. Notons V = Oy ® ¢*V'. Comme Im(p4) = Op/my, est un sous-module de Oy, le
morphisme précédent s’étend de maniere unique en un morphisme :

OV 0"V — QY [xD] ® p*V (1.29)

coincidant avec (¢*V)g sur le sous Opp-module ¢*V' ¢V et vérifiant la formule de Leibniz
(voir par exemple [44], 0.11.c).

Définition 1.3.3. Le couple (V,9*V') est une connexion méromorphe avec pole en D,
appelée pullback de la connexion (V',V') par .

Les connexions méromorphes se transportent aussi par les isomorphismes de Oy/[*D]-
modules :

Définition 1.3.4. Soit (V',V') une connexion méromorphe (avec pole en D) sur M, et
¢ : V[*D] — V'[*D] un isomorphisme de Op[*D]-modules. On définit une connexion
méromorphe (V,¢ V") ot :

¢V = (Idgy ®¢7") oV 0 ¢ (1.30)

Un isomorphisme de connexions méromorphes (avec poles en D) entre (V,V) et (V',V') est
un isomorphisme de Op[*D]-modules ¢ : V[xD] — V'[+D] tel que V = ¢~ V',
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Clairement, ces définitions se généralisent aux connexions méromorphes 7 -partielles pour
un sous-module 7 ¢ T'M (voir [Définition 1.3.2), en remplacant les morphismes de variétés
par des morphismes de couples (M, 7).

Définition 1.3.5. Soit T c TM et V une connexion T -partielle méromorphe en D sur un
Opr-module localement libre V. Soit ¢ : M — M un automorphisme de variété complexe
tel que dp(T) c *T, et ¢:V — ©*V un isomorphisme de Opr-module. On dit que (V,V)
est invariante par (@, @) si et seulement si ¢ est un isomorphisme entre le pullback ©*V et
¢~ (¢*V).

1.3.2 Connexions principales méromorphes

Dans [25], C. Ehresmanh a donné une description géométrique des connexions sur un fibré
vectoriel, en utilisant la notion de connezxion principale que nous étendons ici a la catégorie
méromorphe :

Définition 1.3.6. Soit E un fibré P-principal holomorphe sur une variété complexe M. Une
connexion P-principale sur E est une 1-forme holomorphe & sur E a valeurs dans l’algébre
de Lie p = Lie(P), et vérifiant :

(i) Vbe P, rj@=ad(b™') o

(i) Yo € M, 1} = wp, ol wpy est la forme de Maurer-Cartan de la fibre p~'(z) (voir

[Définition 1.1.1).

Soit D un diviseur effectif de E, invariant par Uaction de P. Une connexion méromorphe
P-principale holomorphe sur (E,D) est une 1-forme méromorphe @ € QL[«D]® p dont la
restriction a £~ D est une connexion P-principale holomorphe sur E N\ D.

Définition 1.3.7. Soit E - M un fibré P-principal holomorphe et & une connexion P-
principale holomorphe sur E. Une section o : U — E est dite &O-horizontale si : & = 0.

Une section o comme ci-dessus est tangente a @ en xg € U si 0*&(Ty, M) ={0}.

. Par le |Corollaire 1.1.1] les connexions P—pringipales méromorphes sur F avec pdle en
D = p~}(D) sont en bijection avec les sections § de Home,,(At(Ep), E(p))[*D] sur E
vérifiant :

BOLZIdE(p) (131)

ou ¢: E(p) > At(Ep) est I'inclusion définie dans la [Proposition 1.1.3.1} La condition (1.31)
montre que [ est équivalente a son noyau K = ker(p) c At(E)[+D]. Ce dernier étant un
Ojr-module supplémentaire a I'image du morphisme ¢, 5 est encore équivalent a un scindage :

7:TM[*D] — At(E)[+D] (1.32)

de la suite exacte d’Atiyah de F avec pole en D. Il y a donc une bijection entre les connexions
P-principales holomorphes (resp. méromorphes) @ sur E (resp. avec pdles en D) et les scin-
dage 7 de la suite exacte d’Atiyah de E (resp. avec pole en D) comme en (|1.32)).

Lemme 1.3.2.1. Soient E 2, My et Bs 22, My deux fibrés P-principaux holomorphes, et
w1, des connexions P-principales méromorphes sur chaque fibré, avec poles au dessus de
Dy c My et Dy c M respectivement. Notons 71,72 les scindages de leur suite exacte d’Atiyah
avec poles en Dy et Dy correspondants a ces deux connexions principales méromorphes (voir
). Supposons que W : By —> FEy est un isomorphisme de fibrés P-principauz holo-
morphes couvrant ¢ : My — M. Alors \f/*d)g =y si et seulement si p(D1) = Do et le
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diagramme suivant commute :

T1

TM, AHE)[*D1] (1.33)

i |s

(p*TMQ ﬁ QD*At(Eg)[*DQ]

ot W est le morphisme d’Atiyah induit par U (IDéﬁm'tion 1.1.14|).

Démonstration. Par définition de W, les noyaux respectifs Ky ¢ At(E;)[«D;] et Ky ¢ At(Es)[*Ds]
des morphismes 1 et By correspondant aux formes méromorphes équivariantes @y et wo sa-
tisfont W(/C1) = p*Kq. Le résultat découle alors de la définition de 7 et . O

La construction d’une connexion méromorphe associée a une connexion principale méro-
morphe repose sur le fait élémentaire suivant :

Lemme 1.3.2.2. Soit E - M un fibré P-principal holomorphe, et D un diviseur de M.
Soit V un P-module, E(V) son module représentation (Définition 1.1.9) et d la connexion
canonique sur le module trivial V = Og ® V. Pour tout champ holomorphe P-invariant X €
At(E)(U), la contraction X -p.d préserve le sous-module E(V) c p,V.

Soit @y une connexion P-principale méromorphe sur E avec pole en p~'(D), et T le

scindage de la suite exacte d’Atiyah de E correspondant (Equation 1.32]). Le morphisme de
C-faisceaux V" : V[xD] — Q},[*D] ® V défini par :

v/ = 7p.d (1.34)

est une connexion méromorphe sur V avec pole en D.

Définition 1.3.8. Soient E —» M,V,V et oy comme dans le|Lemme 1.3.2.9. La connexion

méromorphe V" surV définie par (1.34) est appelé connexion méromorphe covariante asso-
ciée a la connexion P-principale méromorphe Q.

Réciproquement, partons d’une connexion méromorphe V sur un O;-module localement
libre £ de rang 7, avec pole en D. Soit pr : R — M son fibré des bases (Définition 1.1.2)) et
o : U — R une section holomorphe sur un ouvert U de M. Soit v, la trivialisation de &|y
associée a o et d, le pullback de la connexion holomorphe canonique sur (’);‘3” par 1¢,. Alors :

©=v-d, (1.35)

s’identifie & un morphisme © : TM — R(End(C"))[+«D]. Notons 7, : TU — At(R)|y le
scindage correspondant de la suite exacte d’Atiyah de R, et définissons :

T=T,+0 (1.36)

Alors la restriction de V a U est la connexion méromorphe covariante associée a la connexion
principale méromorphe @y sur p (U) correspondant au scindage 7 défini par (1.36]). En
effet :

Lemme 1.3.2.3. Soit E —> M un fibré P-principal holomorphe muni d’une connexion
principale méromorphe @, et V une représentation de P. Soit V la connexion covariante
méromorphe associée. Alors pour toute section holomorphe o : U — E, la trivialisation 1,
est un isomorphisme entre (E(g)|y,V) et la connexion méromorphe Vq sur Oy ® g définie
par :

Vo=d-py(Yo(T-75)) =d - py(c"@(v)) (1.37)
ou T, est le scindage de la suite exacte d’Atiyah de E associé d o, T est le scindage associé
aw () et d la connezxion canonique de module trivial sur Oy ® V.
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Démonstration. On considére une section s € E(g)(U), un champ de vecteur holomorphe
veTM(U). On calcule en relevant les sections en des sections P-invariantes :

p*[r(v)=d(p*s)]

= p[r(v)=d(p*[(0,¢5(5))]]

P (76(0)=d(p*[(0,¥o(5))]) + p* (7 = 76 (v))=d(p" [ (0, ¥5 (5))])
P (U5 (v=die(s))) + p* (1 = 15(0))~d(p* [(0, %5 (5))])
P (5t (v=dipo (5))) + p* (U7 (pv (7 = 70 (v)) -1 (5))])

En considérant le pushforward de cette égalité, le résultat est immédiat. O

PV, (s)

Définition 1.3.9. Une connexion méromorphe ¥V sur un module localement libre £ préserve
une réduction holomorphe E ¢ R(E) d un sous-groupe de Lie complexze H ¢ GL,(C) si et
seulement si pour toute section holomorphe o : U — R(E), le morphisme T défini par
est 4 valeurs dans le sous-module At(E)[*D] c At(R(E))[*D].

Le sous-groupe de Lie complexe H ¢ GL,(C) étant fixé, on définit deux catégories comme
suit. La premiére, notée P, a pour objets les triplets (F,©, D) formés d’un fibré H-principal
holomorphe E LM , et d’un diviseur D c¢ M et d’une connexion principale méromorphe
& sur E avec pole en D = p~!(D). Ses fleches sont définies comme suit. Soient (Fy,@;) et
(E2,9) deux objets de P, et notons Ry et Ry les extensions de Fy et Ey au groupe GL,.(C),
et étendons @, ws en deux connexions GL,(C)-principales méromorphes. Une fléche entre
(E1,&1) et (E3,&9) est un isomorphisme de fibrés principaux holomorphes ¥ : Ry — Rj
préservant les connexions G L, (C)-principales.

La seconde, notée F, a pour objets les connexions méromorphes (€,V) de rang r sur
une variété complexe M, avec poOle en un diviseur D c M, et préservant une réduction
E c R(€) au groupe H. Ses fleches sont les isomorphismes de fibrés vectoriels holomorphes
(Définition 1.1.3)) préservant les connexions méromorphes (Définition 1.3.9)).

Proposition 1.3.2.1. Soit r > 1 et H c GL,.(C) un sous-groupe de Lie compleze. L’appli-
cation f qui a une connexion méromorphe principale & sur un fibré H-principal holomorphe
E -2 M associe la connezion méromorphe covariante V' sur E(C") (00 C" est la représen-
tation canonique) induit une équivalence de catégories entre les catégories définies ci-dessus.

Démonstration. Etendons f aux fleches en définissant I'image d’un isomorphisme U : Ry —>
Ry de P comme l'isomorphisme de fibré vectoriels (¢, ®) ou ® : My —> My est I'isomorphisme
couvert par W et ® = W(C"). Par le cela définit un foncteur.

Prouvons sa surjectivité, en suivant la preuve du Théoreme 5 de [I]. Soit V une connexion
méromorphe sur € préservant une réduction holomorphe E c R(E) au groupe H. Recouvrons
M par des ouverts U munis de sections holomorphes ¢ : U — FE et prouvons que les
morphismes 777 : TU — At(E)[*D] obtenus comme en coincident en restriction aux
intersections. Considérons donc deux sections holomorphes o1 et o9 de E respectivement sur
U et U', et notons b: UnNU’' — H l'unique application holomorphe telle que o3 = o1 - b. Par
conséquent, les bases holomorphes correspondantes (5;)i=1,... . et (£;)iz1,..» de &1 et E sur U
et U’ vérifient :

%i = ijigj (1.38)
j=1
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pour tout 1 < ¢ < 7. Choisissons un champ de vecteur holomorphe X € TM(U nU"). Les
scindages 74,, 7, de la suite exacte d’Atiyah de E associés a o et oy vérifient par défini-
tion 75, (X) = [(01,T0o1(X))] et 75,(X) = [(02,T02(X))]. On en déduit, par définition du
morphisme ¢ de la suite exacte :

Toy = Tor (X) = ([(01, b"wr (X))]) (1.39)
Par ailleurs, les morphismes © et O obtenus comme en (1.35) vérifient :

[@’—G)(X)](gl) dUl _daz(gi)

_dUz (gz )

(1.40)

doy (2 b]_'ilfj)
j=1

3 [dlog(po (b))

d'on ©'-0(X) =[(01,-b*wy(X))]. Finalement, 7/ —7(X) = [(01, -0 'wy (X)) +b*wy(X))] =
0, et 7 coincide avec 7’ en restriction & U nU’.

Prouvons enfin qu’il est plein. Soient F4 2, M et Eo 22, M> deux fibrés H-principaux
holomorphes. Soit (¢, ®) un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes entre & = E1(C")
et & = F5(C"). Supposons qu’il s’agit d’un isomorphisme de connexions méromorphes entre
une connexion méromorphe Vi sur & préservant Ey, et Vo sur & préservant Es. Soit U :
R1 — Ry lisomorphisme de fibrés G L, (C)-principaux holomorphes correspondant entre les
fibrés des bases. En utilisant le[Lemme 1.3.2.3] et le fait que la représentation canonique de H
est libre, on obtient que le morphisme d’Atiyah U qu’il induit (]Déﬁnition 1.1.14|) vérifie oty =

@*19 o dp. Par le |Lemme 1.3.2.1) ¥ préserve les connexions principales méromorphes. O

Nous rappelons enfin un résultat classique sur 'existence d’une connexion P-principale
dans la catégorie différentiable. Plus précisément, 'existence d’une connexion P-principale
différentiable qui est holomorphe au voisinage d’un ensemble discret X = (24 )aer € M.

Lemme 1.3.2.4. Soit E —> M un fibré P-principal holomorphe sur une variété complexe
M. Fizons un ensemble discret X = (xq)aer € M de points. Fizons également pour tout
a € I une section o, : Uy — E. Alors il existe des voisinages Ul c U, de chaque x, et
une connexion P-principale différentiable & sur E telle que pour tout a € I, oqlyr : U} —
E est @-horizontale. En particulier, la restriction cD|p-1(U&) est une connexion P-principale
holomorphe.

Démonstration. Pour tout « € I, il existe une section o, : U, — E (holomorphe). Cela
définit, sur chaque restriction E|y,, @, 'unique connexion holomorphe P-principale holo-

morphe @, sur p~1(U,) correspondant au morphisme 7., : TM|y, — At(Ep)|y, défini
par (??7) (Equation 1.32). Par construction, o, est la projection sur F(p) parallélement a

Too (T M|y, ) de Top, donc identiquement nulle : o, est &, horizontale.

Nous avons vu (Proposition 1.1.3.1} point 2.) que les 1-formes holomorphes (resp. diffé-
rentiables) & valeurs dans p sur F, équivariantes pour ’action & droite et I'action adjointe de
P, sont en bijection avec les sections holomorphes (resp. différentiables) de At(Ep)* ® E(p).
Une telle section provient d’une connexion P-principale si et seulement si elle vérifie .
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Autrement dit, les connexions P-principales holomorphes (resp. différentiables) sont en bi-
jection avec les sections holomorphes (resp. différentiables) d’'un P-fibré sur M dont la fibre
est un espace affine.

Par un résultat classique sur les variétés différentiables (voir [36], Théoreme 5.7), pour
tout fermé Z c M, toute section d’un tel faisceau définie sur Z se prolonge en une section
globale différentiable de ce dernier. Choisissons pour tout a € I un ouvert U/, voisinage de
T et tel que U’y ¢ Uy,. Posons Z = aLeJIﬁa et appliquons le résultat mentionné ci-dessus

a la section @|z € H(Z,F) définie par @[y, = @ pour tout o € I. On obtient une section
différentiable @ € C'*°(M, F) telle que @[y coincide avec @, pour tout o € I. O

1.3.3 Courbure d’une connexion linéaire

Soit V' un fibré vectoriel complexe holomorphe sur une variété complexe M de dimension
n. De manieére équivalente on peut considérer son faisceau de sections holomorphes £ qui est
un Ojpr-module localement libre. Soit V une connexion différentiable sur V' (ou de maniére
équivalente sur &).

Définition 1.3.10. La courbure Ry de V est la section différentiable de Q3,® End(E) définie
, pour tous champs de vecteurs différentiables X,Y sur M, par :

RV(X7Y) =VxVy -VyVx — V[Xy] (1.41)

Lemme 1.3.3.1. Soit Ae C®(M,Q}, ® M, (R)) et d la connexion canonique sur le fibré de
rang r. La courbure Ry de la connexion ¥V = d+ A sur le fibré trivial V.= M x C" = M x R?"
est Ry =dA+ AnA.

Démonstration. 11 suffit de le vérifier sur la base (1p; ® ei)i=17,,_72r ou (ei)izlv,_ﬂgr est la base
canonique. On utilise alors la formule de Lie-Cartan. O

Lemme 1.3.3.2. Soit V une connexion sur un fibré vectoriel V.— M', et f: M — M’
une application différentiable. Alors la courbure Ryy du pullback f*V sur f*V est Ryy =

(f*® Idpnay(vy) © Ry

Soit (€, V) une connexion holomorphe sur M. Alors £ = R(C") ot R = R(&) L5 M est le
fibré des bases de £. En particulier, Endp,,(£) = R(End(C")). Alors Ry = pjRy s’identifie
canoniquement & une section de Q% ® prR(End(C")) = Q% ® C".

Lemme 1.3.3.3. Soit w la connezxion G L, (C)-principale différentiable sur R correspondant
a V. Alors : Ry =do+0 AQ.

Démonstration. Soit o : U — R une section différentiable sur U ¢ M et ¢, = 1)5(C") la

trivialisation de &|y correspondante. Alors, par le :
UV =d+ 0" (1.42)
Par conséquent :
Ry = [Idgz ® o (End(C"))] o Ry-1g = [Idgz ® Yo (End(C"))] o (dA+ANA)  (1.43)

oit A = 0”@ est la matrice de ¢,V dans la base canonique du module trivial. Le résultat
découle de 'identité p* A = ©. O

Lorsque V = T'M est le fibré tangent holomorphe de M, la connexion V est appelée
connexion affine holomorphe (ou méromorphe) sur M (ou sur (M, D)).
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Définition 1.3.11. La torsion d’une connexion affine holomorphe sur M est la section
holomorphe Ty € HO(M,Q3, ® TM) définie par :

Ty(X,Y)=Vx(Y)-Vy(X) - [X,Y]rm (1.44)

Soit V une connexion affine holomorphe sur M, et @ la connexion GL,(C)-principale
holomorphe sur R = R'(M) correspondante (Ifioposition 1.3.2.1)). Soit R le fibré des repéres
de M (Définition 1.1.2). Alors TM = E(C") (Définition 1.1.9) et Ty s’identifie donc & une
section de Q%\/l ® E(C™). Par la [Proposition 1.1.2.1] et la [Proposition 1.1.3.1} le pullback
To=1 do, ® ppTy correspond donc a une unique 2-forme holomorphe sur R a valeurs dans
C", s’annulant sur ker dpp.

Lemme 1.3.3.4. Ona : Tg =df+0 A &.

Démonstration. 11 suffit de le vérifier le long d’une section o : U — RY(M). Soit (by,...,by)
la base de TM correspondante, et 1, la trivialisation de T'M|y associée. Alors :

Yo(V)=d+ A (1.45)

ou A =c"w. Donc :
Uo(T) (bi, bj) = tho ([bi; b5]) + bimA(tho (b)) = bj~A(Yo (bi)) (1.46)
ou — désigne 1a~contraction d’une forme par un champ de vecteur. Par conséquent Idp,®prTy
coincide avec V le long de o. O

1.3.4 Systémes locaux et monodromie d’une connexion méromorphe

Définition 1.3.12. Soit M une variété et K un ensemble. Un faisceau localement constant
de fibre K sur M est un faisceau K tel que pour tout xg € M, il existe un voisinage U et un

isomorphisme K|y ~ Ki;. Nous noterons Ky, la fibre de KC en xo (Notation 12).

Définition 1.3.13. Un systéme local sur une variété M est un faisceau localement constant,
dont la fibre K est un espace vectoriel. Si de plus (K, [,]) est une algébre de Lie et qu’il existe
un crochet [, |xc sur K et des isomorphismes oy : (K(U), [, k) =~ (K,[,]) compatibles avec la
restriction, on dit que K est un systéme local en algébres de Lie.

Les systemes locaux sur une variété M forment une sous-catégorie de celle des C-faisceaux.
Les deux résultats suivants sont alors bien connus :

Lemme 1.3.4.1. Soit KC un systéme local sur une variété M, et f : M' — M wune application
continue. Alors f*K est un systéme local sur M'. Si M' est simplement connexe, alors f*K
est un faisceau constant.

Proposition 1.3.4.1. Soit M connexe et x € M. Alors il y a une équivalence, notée
Mon®, entre la catégorie des systémes locaux KC sur M et la catégorie des représentations de
m (M, x).

Démonstration. Nous renvoyons & [20], Proposition I.1.3. O

Définition 1.3.14. Soit K un systeme local sur un espace M, de fibre un C-espace vectoriel
K et x € M. La représentation Mon™(K) de mi(M,x) définie dans la|Proposition 1.5.4.1| est
appelée monodromie de KC en x.
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Définition 1.3.15. Soit M une variété complexe, et V une connexion méromorphe sur un
module localement libre € sur M, avec pdles supportés en D. Une section horizontale pour
V est une section holomorphe s de & sur U ¢ M \ D telle que V(s) = 0.0On note kerV le
sous-faisceau de E|pr.p des sections horizontales.

Le résultat suivant est classique :

Lemme 1.3.4.2. Soit V comme dans la|Définition 1.3.15

1. 1l existe S ¢ M maximal, de codimension supérieure a 1, tel que ker V|M\(SUD) est un
systeme local sur M ~ (Su D) (Définition 1.3.15) .

2. 1l y a équivalence entre Ry =0 et E|pwp = kerV % Oump. Dans ce cas, S = @.

Démonstration. Nous renvoyons au Théoreme 1.2.17 dans [20]. O
Définition 1.3.16. Soit M une variété complexe et (E£,V) une connexion holomorphe sur
M et Sc M comme au point 1. du[Lemme 1.3.7.3,

1. Lorsque le point 2. du|Lemme 1.3.4.9 est vérifié, la connexion holomorphe (E€,V) est
dite plate.

2. La monodromie de V en x € M~ S, notée Mon™(V) est celle du systéme local kerV|ys
en x.

Sip:(V,V) — (V', V') est un isomorphisme de connexions méromorphes comme dans la
[Définition 1.3.4} alors la restriction de ¢|y;«p au sous-faisceau kerVv induit un isomorphisme
entre kerV et kerV’. En particulier, pour z € M \ D, 'isomorphisme ¢, : V, — V., entre les
fibres donne un isomorphisme de représentation :

0z 0o Mon®(V) = Mon™ (V') o ¢, (1.47)

1.3.5 Restriction d’une connexion méromorphe

Soit D un diviseur irréductible d’une variété complexe M. Soit (V,V) une connexion
méromorphe sur (M, D) et S le sous-ensemble du Nous allons voir qu’une
méthode pour étudier la monodromie de (V, V) au voisinage d’un point zg € D\ S, est de la
restreindre & une courbe non incluse dans D passant par xg.

Soit ¥ ¢ M \ S une sous-variété de dimension < n, avec X n D = {xg}. Soit j: ¥ > M
Iinclusion et my ¢ Oy 'idéal des fonctions holomorphes s’annulant sur . Alors Oy =
7 On /i my, et nous pouvons définir :

Définition 1.3.17. Soient V et X comme ci-dessus.

1. On définit la restriction Vy, de Va ¥ au sens des fibrés comme le j*Opr-module locale-
ment libre Oy ® 7*V.

2. Le morphisme de restriction p: V|y, — Vs est le morphisme surjectif de j*Opr-module
correspondant au passage au quotient par j my ® V|y.

Le pullback j*V|y;.p de la connexion holomorphe (V| p,V) (Définition 1.3.3)) s’étend
alors en une connexion méromorphe V sur Vs, avec pole en xg = j* D (voir par exemple [44],
0.14.a).

Définition 1.3.18. La connexion méromorphe (Vs,V) est appelée restriction de (V,V) d
2.
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Soit F un faisceau sur M. Soit = € X. Alors les fibres F, et (F|yn), sont égales (voir
Notation 13)). Par conséquent, la fibre p, du morphisme de restriction se restreint en un
morphisme :

pz i (kerV); — (Vs)q (1.48)

Lemme 1.3.5.1. Soit (V,V), S comme ci-dessus et ¥ une sous variété complexe de dimen-
sion 1 dans M NS avec XN D = {xg}. Supposons de plus qu’il existe un voisinage simplement
conneze Uy, de ¥ dans M~ S. Alors :

1. On a p(ker V) c kerV ou p est le morphisme de restriction (Définition 1.3.17).

2. Pour tout x € ¥~ {xzo}, le morphisme j. : m (2 \ xo,x) — 71 (Uz, N D, ) induit par
Uinclusion est un isomorphisme.

3. Soit v e X\ {xo} et py défini par (1.48). Soient [y] € m1(Ugy ~ D, z) et [v'] = i1 ([7])-
Soient = Mon®(V)([v]) et w= Mon®™(V)([7']). Alors : pyopu=Tio p,.

Démonstration. 1. Ceci est immédiat par définition du pullback d’une connexion (Défi-|
nition 1.3.3|).

2. Par ’hypothese sur X, la restriction (Vs, V) de (V,X) est bien définie. Fixons un voi-
sinage V de xp dans X et une coordonnée z sur V. Comme ¥ est une sous-variété
analytique de M, TY est un sous-fibré vectoriel complexe de T'M|y. Donc la tri-
vialisation % de TY sur V s’étend en un champ de vecteur holomorphe Z; sur un
voisinage U de xg dans M, ne s’annulant jamais. Ce dernier induit un feuilletage ho-
lomorphe de U par des courbes complexes (X¢)eer avec Xe, = 2. Par un résultat
classique sur les feuilletages holomorphes, quitte a restreindre U, il existe des coor-

données locales (z1,...,2,) sur cet ouvert telles que chaque feuille ¥, est d’équation
Zo = ... = zy = cste et z est une coordonnée globale sur X.. La fibration 7: U — X
donnée par 7(z1,22,...,2n) = (21,0,...,0) est une rétractation de U sur X. Par consé-

quent, le morphisme j,. est I'isomorphisme inverse de 7.

3. Par le[Lemme 1.3.4.1] la restriction (ker V)|s au sens des faisceaux est un systeéme local
sur . Sa monodromie en x € Xx{xo} vérifie Mon®(ker V)|soj. = Mon®(ker V) ou j est
le morphisme défini en 1. Les fibres (ker V)|s , et (ker V), s’identifient naturellement.
En particulier py := Mon®(ker V)s([v]) vérifie :

gy = f (1.49)

Appliquons la [Proposition 1.3.4.1| au morphisme de restriction p : (ker V)|x — ker V
(voir [Définition 1.3.17)). Nous obtenons :

Pz © p3; =[O Py (1.50)

d’ou le résultat.
O

Le résultat ci-dessus permet de se ramener a ’étude de la monodromie d’une équation
différentielle ordinaire d’ordre 1 sur une courbe complexe :

Exemple 1.3.2. Soient M = C%, D = {z = 0}, la connexion est le couple (V,V) avec
V= (9?}2 et :

0 0 0 0
V—d+d2’1®(0 %)+dZ2®(Oé 0) (1.51)
avec o € QN {0}. Les solutions fondamentales de
o'
Ys = ——Yo (1.52)
<1
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sont connues. Comme X0 D = {xo} ou xo est l'origine, le|Lemme 1.3.5.1| nous permet de
conclure que la monodromie correspond a celle de I’équation (1.52]).

Nous pouvons également retrouver le résultat fondamental suivant & partir du[Cemme 1.3.4.2):

Lemme 1.3.5.2. Soit V un Ops-module localement libre sur M et V une connexion méro-
morphe sur M avec péles supportés en D c M. Pour tout x € M N\ D, l'application C-linéaire

evy : Vo —> V() (voir[Notation 13) se restreint en une application injective a ker(V),.

Démonstration. Notons, pour toute courbe complexe ¥ contenant x, p,. le morphisme
Un germe s, € V, pour lequel p,(s,) s’annule quelquesoit ¥ est clairement nul.
Il suffit par conséquent de fixer ¥ et de prouver que ev, : (Vx)|, — V(z) est injectif en
restriction & p,(ker V),. Par le p(ker V), = ker(V), ou V est la restriction
de V & 2. Cette derniere est plate, et on conclut & 'aide du point 2. O

Ce chapitre introduit les géométries de Cartan holomorphes branchées. Ces objets sont
introduits par I.Biswas et S.Dumitrescu dans [4], et étendent les géométries de Cartan ho-
lomorphe au sens ou une géométrie de Cartan holomorphe branchée est holomorphe en
restriction a un ouvert dense de la variété support. Certaines construction utilisées dans la
résolution du probleme d’équivalence (voir chapitre suivant) peuvent donc étres appliquées
sur cet ouvert dense, mais n’aboutissent pas a une géométrie de Cartan holomorphe bran-
chée. Nous introduisons pour cette raison les géométries de Cartan méromorphes, ainsi que
les analogues méromorphes des structures géométriques induites par les géométries de Cartan
holomorphes : les extensions méromorphes.

1.4 Géométries de Klein

Nous commencons par définir les modeles des géométries de Cartan holomorphes et mé-
romorphes : les géométries de Klein. Ces derniéres définissent des variétés complexes G/P
munies de @-structures holomorphes, ou ) est un groupe dépendant de la géométrie de
Klein. Ces @-structures holomorphes sont homogenes sous ’action d’un groupe de Lie com-
plexe G. Nous donnons plusieurs exemples, dont les modéles paraboliques complexes et les
prolongations de Tanaka.

1.4.1 Définition et propriété de base

Définition 1.4.1. Une géométrie de Klein (complexe) est un couple (G,P) ou G est un
groupe de Lie (complexe), P est un sous-groupe (complexe) fermé et G|/P un variété (com-
plexe) de dimension finie.

Une géométrie de Klein (complexe) (G, P) définit un espace homogene G/P. Cette va-
riété (complexe) posseéde une propriété particuliere : en effet, G est un fibré P-principal
(holomorphe) sur G/P via la projection pg/p : G — G/P naturelle, et 'action de P sur G
a droite. De plus, G est équipé de sa forme de Maurer-Cartan wg. Cela donne une trivia-
lisation TG ~ O¢ ® g équivariante pour les linéarisations (dry)pep et (¢p)pep (voir

sition 1.1.3.1)). La sous-algebre p = Lie(P) est un sous représentation de la représentation
adjointe ad : P — GL(g). Cette derniére passe donc au quotient :

Définition 1.4.2. La représentation adjointe ad : P — GL(g/p) obtenue en considérant
les quotients des endomorphismes de ad : P — GL(g) est appelée représentation adjointe
quotient.

Proposition 1.4.1.1. Le fibré tangent T (G| P) est isomorphe au fibré G(g/p) représentation
adjointe quotient du fibré P-principal pg/p : G — G/P.
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Démonstration. Considérons la composée 7y, owg : TG - Og ® g/p de la forme de Maurer-
Cartan wg et de la projection naturelle my/,. Il s’agit d’'un morphisme de Og-modules P-
équivariant, et le sous-faisceau I'm(¢) image du morphisme ¢ défini dans la[Proposition 1.1.3.1
est contenu dans son noyau par définition. Par le [Corollaire 1.1.1} nous en déduisons qu’il
correspond a une section holomorphe globale de QlG /p® G(g/p). Par construction, en tout

point = € G/P, cette section s’évalue en un isomorphisme entre T,G/P et G(g/p)(z). Par
conséquent, elle correspond a un isomorphisme entre T'(G/P) et G(g/p). O

Notons @ I'image de la représentation adjointe quotient (Définition 1.4.2)) et P’ son noyau.
En fixant une base de g/p, on identifie canoniquement @ & un sous-groupe de GL,(C). Alors,
par la [Proposition 1.4.1.1} T(G/P) est isomorphe & G/P'(g/p) et G/P' s’identifie donc a
une réduction holomorphe de R'(G/P) au sous-groupe @ : la variété homogeéne G/P d’une
géométrie de Klein complexe (G, P) est équipée de la Q-structure holomorphe G/P’.

Par définition, L;wg = wg pour tout g € G. On dit que L, est un automorphisme de
(G,wg), et comme G agit transitivement sur G/P la géométrie de Klein (G, P) est dite
homogene. De plus, L, est clairement une isométrie de la @Q-structure holomorphe G/P’,
car la restriction de la solderform de G/P a G/P’' coincide avec la projection de wg sur g/p
(identifi¢ & C™ via une base comme ci-dessus).

Définition 1.4.3. Une géométrie de Klein (G, P) est effective si P n’admet pas de sous-
groupe normal N ¢ G non trivial.

Pour toute géométrie de Klein complexe (G, P), en notant N le sous-groupe normal
maximal de G contenu dans P, alors (G”,P") = (G/N,P/N) est une géométrie de Klein
complexe effective (Nous renvoyons a [45],Chapitre 4, Proposition 4.3.1 pour la preuve de ce
fait). En particulier, nous avons :

Lemme 1.4.1.1. Soit (G, P) une géométrie de Klein compleze et Q = ad(P) c GL(g/p).
Alors il existe une géométrie de Klein complexe (G",P") de méme dimension que (G, P)
telle que ad(P") = Q.

1.4.2 Cohomologie relative d’une représentation associée a une géométrie
de Klein

Avant de donner des exemples, nous introduisons un outil important dans I’étude des
géométries de Klein (G, P) et de leurs versions infinitésimales : la cohomologie relative.

Soit G un groupe de Lie complexe, p : G — GL(V) une représentation de G et V =
Og ® V. L’action a droite de G sur lui méme permet de définir la linéarisation a droite
(qbg)geg (]Déﬁnition 1.1.9[). En particulier, on a une action sur I'espace vectoriel des sections

globales HY(G,V). Par définition de (gbg)geg, cette derniere préserve le sous-espace V des
sections constantes 1 ® v. On note :

ov:V—V (1.53)

I’isomorphisme qui & v € V associe lg @ ve V.

Considérons I’exemple de la représentation adjointe V = g. La forme de Maurer-Cartan wg
de G (Définition 0.0.1)) correspond & un isomorphisme de Og-modules @, : TG — V, équi-
variant pour la linéarisation (dry)gee sur TG. Les sections X € HO(U, TG) avec ®,,,(X) eV
sont exactement les champs invariants a gauche sur G. Nous retrouvons 'identification ¢g
entre les champs invariants & gauche et g. De maniéere duale, le sous-espace des 1-formes ho-
lomorphes invariants a gauche est une G-représentation isomorphe a g* via un isomorphisme
noté @g«.
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Plus généralement, pour m > 0, on définit des morphismes de représentations par :
m N 0 1
Om =Apg=®@py: \g"®V — H (G,Q50V) (1.54)

ou les actions sont respectivement données par T/'\zad*(g) ® pyv(g) et T/r\bdr; ® qbzf. L’image de
©m est I'ensemble
Im(m) = (V) (1.55)

des m-formes invariantes a gauche, i.e les sections 7 telles que I;n =7 pour tout g € G. Cela
invite a calculer la cohomologie de V & partir d’'un complexe de G-représentations C™ (g, V)
représentant les formes invariantes :

Définition 1.4.4. Le m-iéme module de Chevalley C™(g,V) est l’espace vectoriel 7/7\19* eV
muni de la représentation nad* ® pv de G.

Soit d la différentielle extérieure de De Rham et son extension aux V-formes d ® Idy.

Pour 1 € Q%(V), d® Idy(n) est dans le sous-espace Q7+ (V) (voir [Lemme 1.3.2.2).

Définition 1.4.5. Soit m > 0. La différentielle de Kostant est l'application linéaire Ogyv
faisant commuter le diagramme suivant :

0,
C™(g, V) —2> C™* (g, V) (1.56)

Pm T Tipmﬁl

Qm (V) —1 g (v

Le complexe (C*(g,V),0qv) est appelé complexe de Chevalley associé au module V. Les es-
paces H™ (g-,V) = Kerdyv/Imoyy sont appelés espaces de cohomologies de la représentation

V.

Exemple 1.4.1. Considérons la représentation de g adjointe : V = g. Le premier module de
Chevalley est par définition C1(g_,g) = Kerdn End(g). Ce sont donc les endomorphismes
¢ € End(g) de g satisfaisant lidentitée de Jacobi : [p(A), B]+[A,¢(B)]-¢([A,B]) =0. Ce
sont donc les dérivations de l’algébre de Lie g. L’image I'm0 est ’ensemble des dérivations
intérieures, i.e les endomorphismes ¢ représentés par un élément A € g au sens ot ¢p(B) =
[A, B]g pour tout B € g. La premiére cohomologie H'(g,g) représente donc les dérivations
modulo les dérivations intérieures.

Proposition 1.4.2.1. Soit Ay,..., Ay une base de l'algebre de Lie g et Aj,..., Ay la base
duale. Soit ¢ € C™(g,V). On a la formule :

8g,V¢(Ai1 /\--'/\Aim+1) = Z (—1)k+1pV(Ak)¢(A“ /\.../\Aik /\"'/\Aim+1)

k=1,....m+1

in N NAG AN NA L)

+ R (D) G([A, Ay Jg A A AL A A
k.l
(1.57)
Démonstration. On reporte & la preuve du Théoreme 10.1 de [19]. O

Supposons a partir de maintenant qu’il existe une décomposition g = g_ & p en sous-
algebres de Lie et considérons P = expg(p). En identifiant g_ et g/p par la projection natu-
relle, on obtient une action de p (et donc de P qui est simplement connexe) sur g_ appelée
représentation adjointe quotient Ad : p — gl(g/p) (resp. représentation adjointe quotient
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ad: P — GL(g-) de P). Si V est un g-module, alors en particulier V est un g_-module. Par
conséquent, pour tout m > 0, 'espace

C™(g-,V)=A\g- oV (1.58)
est une représentation de p, et donc de P.

Définition 1.4.6. La différentielle de Kostant g_-relative associée a V est le morphisme

By w:C™(g-,V) — C™(g-, V) (1.59)

obtenu en remplacant g par g— dans la [Définition 1.4.5. Les espaces de cohomologie asso-
ciés sont noté H"(g-,V). Le complexe (C™(g-,V),04_v) est appelé compleze de Chevalley
relatif.

D’un point de vue géométrique, le complexe de Chevalley relatif peut se retrouver en
appliquant la construction de la 7?7 aux formes invariantes a gauche sur I’espace homogene
G/P (voir Théoréme 22.1 [19]).

Fixons maintenant des produits hermitiens ({, ), )ms0 sur chaque module C™(g-,V) de

la IDéfinition 1.4.6l

Définition 1.4.7. Pour tout m >0, l'application linéaire 0y C™ g , V) — C™(g_,V)
obtenue comme l'adjoint de Oy_y pour le produit hermitien (, )., est appelé codifférentielle
associée G (, )m. On définit également le Laplacien associé par Og_y = ag_Na; V+f’§, vOg_ v

Proposition 1.4.2.2. Pour tout m>1, on a :

1. La propriété de disjonction :
ker(9; v)nIm(9y_v)={0} et ker(9y_v)nIm(9; vy)={0} (1.60)
2. La décomposition orthogonale :
C™(g-,V) =Im(0y_v) @ ker(9;_v) (1.61)
3. La décomposition de Hodge :
C™(g-,V) =Im(0y_yv) ® ker(Og_v) ® Im(9;_) (1.62)

4. Les espaces de cohomologie H™(g-,V) sont donc isomorphes a ker(9; v)/Im(9; v)
pour tout m > 1.

Démonstration. Prouvons la formule (1.60). Soit dy_v¢ € Im(0y_v) N Ker(9; v), avec ¢ €
C™ (g_,V). Alors par définition :

{0y v, 05 vP)m = (9;_vOy v®,d)m-1=0 (1.63)

et par conséquent J;_v¢ = 0. De maniére similaire, si 8977V8;’_7Vg0 = 0, alors par définition

(Og_v: 05 ve) =0.
La formule (1.62) et I'isomorphisme H™(g-,V) = ker(9; v)/Im(0; ) est une consé-
quence de cette propriété (voir preuve du Théoréme 3.3.1 de [14]). O
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1.4.3 Géométries de Klein affines

Nous donnons deux exemples de géométries de Klein complexes réductives :

Définition 1.4.8. Une géométrie de Klein complexe (G, P) est réductive si et seulement si
la représentation adjointe restreinte ad : P — GL(g) est la somme directe de p et d’une
sous-représentation m c g.

Exemple 1.4.2 (Le modele de translation). Un modéle de translation est un couple de la
forme (G,{Idg}) ot G est un groupe de Lie et {Idg} le sous groupe trivial.

Exemple 1.4.3 (Le modele affine). La géométrie de Klein affine générale de dimension n

est le couple (Aff(C™),GL,(C)) ou Aff(C™) est le groupe affine de C".
1. L’espace homogéne G[P s’identifie naturellement a C™ .

2. Une base de g = Lie(G) est (e;,¢i5)ij=1,..n 0U (€;)i=1,..n Sont les générateurs infini-
tésimaux des translations par les vecteurs (%)1:17“,7n. Les vecteurs complémentaires
(€ij)1<i,j<n sont les endomorphismes de C" correspondant auz matrices élémentaires de
M (C), i.e [e;,ex]q = 0tej. Ils forment une base de p = End(C"). Les autres relations
non triviales dans g sont données par [e;j,¢j;|g = ¢;i —€j; si j # 1.

3. La 1-forme @& du point 2. est une connexion GL,(C)-principale holomorphe sur G. Il
s’agit de l'unique comnexion principale plate telle que la section o est horizontale. En
particulier, G| P est équipée d’une connexion affine holomorphe plate.

Démonstration. 1. En considérant l'orbite de 'origine 0 € C™ par G, ’espace homogene
G/ P s’identifie clairement & C".

2. La forme de Maurer-Cartan est un isomorphisme P-équivariant entre T'G et Og®g pour
les linéarisations (dRp)pep et (47 )pep. Le résultat s’obtient en considérant sa projection
sur g/p, i.e fy. Par le [Proposition 1.1.4.1] elle identifie E & R*(G/P).

3. La premiere affirmation est une conséquence immédiate de I’équivariance de la forme
de Maurer-Cartan.

O

Exemple 1.4.4 (Le modele euclidien). 1l s’agit d’une réduction de I’Exemple précédent au
sous-groupe orthogonal : le modéle euclidien (Euc,(C),0,(C)). Ici Euc,(C) =0, (C) x C"
est le sous-groupe de Af f(C™) des automorphismes de la métrique holomorphe canonique qg

(voir|Ezemple 1.2.3) sur T(G/P) =TC". Une base de g = Lie(G) est
(i, €5 — €ji)1<i<j<n (1.64)

ot (e;,¢i5)ij=1,..n est la base de I’Exemple (p = Lie(O,(C)) est la sous-algébre de
End(C™) des matrices antisymétriques). Un supplémentaire de p est encore la sous-algébre
abélienne m = C" engendrant les translations dans Aff(C"). Toutes les relations non tri-
viales dans g se déduisent a partir des relations pour le modéle affine général.

1.4.4 Algebres de Lie graduées et géométries de Klein paraboliques

Nous voulons maintenant introduire une grande classe d’exemples : les modéles gradués
(voir|Définition 1.4.21f). Cela nécessite d’introduire la notion de sous-groupe parabolique d’un
groupe de Lie complexe semi-simple G, et d’expliquer pourquoi cela définit une graduation
de lalgebre de Lie g de G.
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Définition 1.4.9. Une algébre de Lie g est graduée si il existe des sous-espaces (g;)icz tels
que g = @g; et pour tous 1,5 € Z, on a [gi,gj]g C gi+j- Nous noterons dans ce cas, pour tout
€2
1€l : )
g-=Dg pP=Dg ¢ =Dy (1.65)
<0 >0 )
Le degré de la graduation (g;)iz est Uentier minimal k € N tel que @ g; = {0}. Pour tout
i|>k
i € Z, nous notons n; = dim(g;).

En particulier, g_,go et p sont des sous-algebres de g, et g = g_ @ p. Supposons a présent
que g est 'algebre de Lie d’un groupe de Lie complexe G.

Définition 1.4.10. Le sous-groupe Gy = expg(go) est le sous-groupe de Levi associé d
(8:)icz.-

Lemme 1.4.4.1. Soit G un groupe de Lie dont l’algébre de Lie g est graduée par (g;)icz-
Alors le sous-groupe de Levi Gy est un sous-groupe solide de P (Définition 1.2.5).

Démonstration. Le groupe P est le produit semi-direct de Gg et du sous-groupe distingué
P* = expe(gl). Par ailleurs, g' est une sous-algebre nilpotente de g. Par conséquent, P* est
homéomorphe & un espace vectoriel, donc P/P* ~ Gy est solide.

O

Définition 1.4.11. Soit g une algébre de Lie graduée par (g;)icz. Une base (e;) ieZ est
. J=1,m
graduée si pour tout i € Z, (ez')j:l,...,ni est une base de g; et si pour tous couples (i,7) et

(i',4") d’indices, il existe un indice (i", ") tel que :
[2}, Q‘Zj/]g = e;‘/l (166)
Il est immédiat, en utilisant le théoreme de la base incompléte, que tout algebre de Lie
graduée de dimension finie admet une base graduée.

Un exemple important est la graduation de ’algebre de Lie g d’un groupe de Lie complexe
semi-simple G relativement & un sous groupe parabolique P c G. Nous reportons a [33] pour
la définition des sous-algébres de Cartan, des systémes de racines de racines simples, de bases
de Chevalley et les résultats classiques utilisés a leurs propos. Donnons un exemple :

Exemple 1.4.5. Une sous-algébre de Cartan by dans g = sl,,,(C) est constituée des matrices
diagonales de trace nulle. Notons (azj)i,jzl,,,,,m la base duale des matrices élémentaires dans

gln(C). Un systéme de racines simples pour g est A = {an, ..., o1} 0l oy = af; - af,y 1y

Exemple 1.4.6. Soit G = SL3(C) et Gy le sous-groupe des matrices diagonales de G.

1. L’algébre de Lie gy de Gq est une sous-algébre de Cartan de g = Lie(G). Un systéme
de racines positives est donné par o, 3,77 ou o= €12, f = €23 et v=a+ 3. On note P
le sous-groupe de Borel standard de G associé.

2. Une base de Chevalley de G est donnée par (e_vy,e_q,¢-g,ha,0p,¢q,¢3,¢y) 0t bho,bg

0 0O 0 0O
est la base duale de o, 3 dans go, .o =1 0 0], e_c5=|0 0 0}, et ey =t e_y pour
0 0O 010

toute racine positive \.

Fixons une sous-algebre de Cartan h de g. Il existe une sous-algebre u de g telle que pour
tout A eu, Ad(A) est nilpotent, hnu = {0} et u maximale pour cette propriété.
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Définition 1.4.12. Le sous-groupe de Borel standard associé a (h,u) est le sous-groupe
B =expgb ou b =heu. Un sous-groupe fermé P c G est dit parabolique lorsqu’il contient un
sous-groupe de Borel standard.

Le résultat suivant est du & A. Borel (voir par exemple [9], Corollaire 16.13) :

Theoréme 1.4.1. Soit G semi-simple complexe et P c G un sous-groupe fermé. Alors G|P
est une variété complexe projective si et seulement si P est parabolique.

Nous fixons G un groupe de Lie complexe semi-simple et P ¢ G un sous-groupe para-
bolique contenant H = expg(h), et nous expliquons comment cela définit une graduation de
g = Lie(G). Soit A un systéme de racine associé a h. Soit IIp ¢ A Pensemble des racines
simples A € A telles que gy c p.

Définition 1.4.13. La hauteur parabolique htp(\) de X € A relativement a P est le nombre
manimal h de racines simples pi1, . .., iy € A telles que \—=p1—. .. pup, € Il p. Le degré parabolique
de g relativement d p est k =max {htp(A) |\ e A}.

Theoréme 1.4.2. Soit G semi-simple complexe, g = Lie(G) et h une sous-algébre de Cartan,
et un systeme de racine A sur by. Il y a bijection entre les sous-groupes paraboliques P c G
contenant H = expg(h) et les k-graduations de g ot k est le degré parabolique de g relati-
vement a p. Cette bijection associe le sous-groupe parabolique P d la graduation (g;)i——k...k
ot

gi= @D g (1.67)

aeA | htp(a)=i

ot htp est la hateur parabolique et g, l’espace de racine de o € A. Réciproquement, d
(8i)i=—k,...k on associe le sous groupe parabolique P = expg(p) ot p = g°.

Démonstration. Voir par exemple [I4], Théoreme 3.2.1 O

Revenons au cas général d’un groupe de Lie complexe G dont I'algebre de Lie est graduée
(9i)iez, et fixons une G-représentation V. Nous notons pour tout m > 0 le m-iéme module de
Chevalley C™ = C™(g-, V) associé (Définition 1.4.4)) et 0 = 0;_v la différentielle de Kostant
relative a g_ (Définition 1.4.6)).

Définition 1.4.14. Supposons g graduée par (g;)icz. On définit :
1. Pour tout l € Z, les sous-espaces C]"* et c™l de C™ par :

C"= @ g/ Ar...Agl ®gp et C™l=@®C!
b Biam 121 (1.68)
s=1
2. La décomposition en somme directe par les (C]")ez est nommée graduation par le
degré. Le degré d'un élément ¢ € C™ est Uentier minimal | € Z avec ¢ € C™.

3. La projection m; de C™ sur l'un de ses facteurs directs C}". La projection w¢; de C™

!
sur @ C}" parallélement a cmit+l,

'=—0c0

4. La composante H™(g-,V); = ker(9;)/Im(9;) de la cohomologie relative associée.

Soient Go = expi(go) et P = expa(p) (Définition 1.4.9)). L’action adjointe de Gy (resp. G)
préserve la graduation (g;)icz (vesp. la filtration (g');ez). Par conséquent, CI" (resp. C™!)
est un Go-module (resp. un P-module).

Lemme 1.4.4.2. Pour tout m >0 et l e Z, on a 9(C™!) c 9C™H1L.
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le [Proposition 1.4.2.1] a une base graduée de g. ]

Définition 1.4.15. Soit V une G-représentation. Soient m >0 et l € Z.

1. On définit le morphisme 0; : C7" — C"™*! par :
w00 (1.69)

2. Fizons m > 0. Pour tout supplémentaire n' de Im(9,) ¢ C™*! et m; de ker(9,) dans
C[". La restriction O|m, est un isomorphisme sur son image dont on note l’inverse 81_1.
Le morphisme de scindage x; associé par :

xi=9" oprojyl o (1.70)

ot proj?fn(al) est la projection sur Im(0;) parallélement a n;.

En particulier, soient n;, m; et x; comme dans la [Définition 1.4.15] alors :

Vol e C™, ¢! — 9o xyom(ey) emy (1.71)

Si de plus n; et m; sont stables par I'action d’un sous-groupe O c Gy, alors x; est un mor-
phisme de O-modules.

Supposons a présent que G soit semi-simple, et que (g;)iz est la graduation associée a
un sous-groupe parabolique P (Théoréeme 1.4.2)). Soit (C™);ms0 le complexe de Chevalley
g_-relatif associé a V quuation 1.58|), (C]")ms>0,1ez sa graduation par le degré homogene
(Définition 1.4.14). Notons O la différentielle de Kostant relative et d; sa version graduée
(Définition 1.4.15)). Le résultat suivant est dii & B. Kostant ([37]) :

Theoréme 1.4.3. Dans la situation ci-dessus, il existe une famille ({,}m)mso0 de produits
hermitiens sur (C™)mso tels que pour tout m > 0, la codifférentielle de Kostant relative
associée O* est un morphisme de P-représentations.

Démonstration. Nous renvoyons a [37], 4. pour la preuve originale. L’idée est de considérer la
base de Chevalley (¢1a;bs)gea0 aen+ associée a la sous-algebre de Cartan b contenue dans p
(voir 7?). L’automorphisme linéaire § de g défini par 6(hg) = —bhg et O(ey) = e_, est alors une
involution de Cartan (i.e un automorphisme d’algebre de Lie avec % = T dg). Par conséquent,
la forme bilinéaire (,) sur g définie par (A, B) = (4,0(B)), ou (-,-) est la forme de Killing
sur g, est un forme hermitienne P-invariante sur g. Il suffit donc de prouver que d;_4 est un
morphisme de P-représentations. Cela découle de la définition géométrique de la différentielle
de Kostant relative (voir remarque qui suit la [Définition 1.4.6)). O

Corollaire 1.4.1. Pour tout m > 0, les sous-espaces n; = ker(0*) nC™*! et m; = Ker(9*) n
C" sont des supplémentaires comme dans la|Définition 1.4.19. Ce sont des sous-représentations
du groupe P.

Démonstration. Par le [Proposition 1.4.2.2 ces sous-espaces sont biens des supplémentaires
de Im(9;) et ker(0;) respectivement. Par ailleurs, 9* est un morphisme de représentations
du groupe P, ce qui implique la seconde propriété. O

Définition 1.4.16. Une géométrie de Klein parabolique complexe est un couple (G, P) o
G est un groupe de Lie complexe semi-simple et P c G un sous-groupe complexe parabolique
(Définition 1.4.19). Le degré parabolique de (G, P) est le degré parabolique k du sous-groupe
P.
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1.4.5 Prolongation de Tanaka algébrique

Une autre classe d’exemple de géométries de Klein complexes (G, P) ou 'algebre de Lie

g est graduée est celle des prolongations de Tanaka.
k/

Soit g = 63 g-,—; une algebre de Lie complexe graduée et G_ un groupe de Lie connexe
d’algebre de Lle g-. Alors G_ est une variété filtrée en considérant g_ comme le sous-espace
des champs invariants a gauche. De plus, le crochet de champs de vecteurs sur G_ induit sur
gr(T'G_-) une structure de fibré en algebre de Lie localement isomorphe a (Uxg-, (Idy, [, ]g_))
(Définition 1.4.23)). Nous supposons aussi que g_ est fondamentale, i.e engendrée comme
algebre de Lie par g- _1.

Soit Go ¢ Aut(g-) un sous-groupe d’automorphismes d’algebre de Lie stabilisant chaque
élément de la graduation (g—;-)i-1,. % Le gradué gr(T'G-) est engendré par les éléments de
gr(g-). Comme Gg préserve la graduation de g_, il induit donc une réduction holomorphe
du fibré des bases de gr(TG-).

Dans [48], N. Tanaka associe au couple (g-,Go) une algebre de Lie graduée g = @ g- ;.
i>-k
Elle peut s’interpréter comme les automorphismes infinitésimaux formels de la filtration

(T'G_);1,... i préservant la réduction définie précédemment (voir [54], 2.3). Nous rappelons
ici sa construction.

Proposition 1.4.5.1. Soient g_ et Gy comme ci-dessus. Alors il existe une suite (V(r)7 Q(T))Qo

de couples avec pour tout r >0 :

(i), Il existe une représentation p™) : G- — GL(V"), et Uespace V") est gradué par des
sous-espaces (V;(r))iz r—1- On note pé ") la représentation dérivée associée et o) g

1-différentielle de Kostant g--relative associée a cette représentation (Définition 1.4.6]).

(ii); Pour toutie{-k,...,-1}, je{-k,...,r—1}, et Ajeg_;, on p(")(Ai)(\/;.(r)) v,

1+]

(iii)y Q) est un groupe de Lie d’algébre
0" = @Home(g-i, V) A ker(0™)) c ' (g-, V) (1.72)

1+r
<0
(iv), VD = v @) comme représentation.

Démonstration. On construit la suite par récurrence sur rg > 0. Pour rg = 0, on pose v = g-
et q(0 = Lie(Gy) qui vérifie de maniére immédiate les propriétés ()o, (4 )o, (iii)o et (iv)o.
Supposons qu’il existe rg > 0 et (V(T),Q(T))rzo,._,,,«O avec les propriétés (i), (i1),, (i),

et (iv), de I'énoncé. Posons : V0*1) comme dans (iv),,:1 ott g0 est défini comme en
(i1)yys1. On définit :

QUo™D = (1dy ®u|ueqorD)} (1.73)
qui est un groupe de Lie lorsqu’il est muni de la loi :

Vu,0e QoD y.p =y o Projg_v (1.74)
Définissons alors la représentation p("o*1) : G_ — GL(V 0D du point (i),,+1. Comme G_

est connexe, il suffit de définir sa représentation dérivée pﬁl "0 Définissons une application

linéaire p’: g_ — End(V (0D de la maniére suivante : soit A € g_ et C € Vo+D_ Alors :

, | [AC] st Cego
saer-f el S (1.75)
Alors 'identitée de Jacobi pour g_ et I'hypotheése de récurrence (iii),, impliquent que p est
(7‘0+1)

une représentation d’algebre de Lie et on définit p, """ = p’. Le point (iv)y,+1 est immédiat
par construction. ]
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Le théoréme suivant est di a N. Tanaka ([48], 5.1 et 5.2 ) :

Theoréme 1.4.4. Soient g_ et Go comme dans la|Proposition 1.4.5.1| et la suite (V) , Q)50
associée. Alors la représentation :

g =lim V(") (1.76)

>0
est équipée d’un crochet d’algébre de Lie [, ]q tel que :
(i) Pour toutr >0 et ueq™, Ad(u)ly = p*D (u).

(7i) Les sous-espaces (gi)i>—k définis par g; = g-; sii <0 et g; = qD sii >0 forment une

graduation de g. En particulier, pour tout i > 0, le sous-espace p' = €Bq(7") est une
>4
sous-algébre de Lie.

Définition 1.4.17. Soit (g-,Go) un couple formé d’une algébre de Lie graduée fondamentale
9- = (8i)i—k,...—1 €t d’un sous-groupe Gy c Aut(g-) d’automorphismes préservant chaque
élément de la graduation.

1. La prolongation de Tanaka de (g-,Go) est l'unique groupe de Lie simplement conneze
(il en existe un unique d isomorphisme prés par le troisiéme théoréme de Lie) G d’al-
gébre de Lie g définie par (1.76). On définit P = PY comme 'unique sous-groupe de G
d’algebre de Lie p° (Théoréme 1.4.4)).

2. Le couple (g-,Go) est d’ordre ro e Nu{oo} si et seulement si pour tout r >ro+1 on a
gD = {0} 0w (qU)),s0 est la suite d’algébre de Lie définie dans la|Proposition 1.4.5.1]

Le résultat suivant sera utile dans la construction de certaines géométries de Cartan :

Lemme 1.4.5.1. Soit (g-,Go) un couple formé d’une algébre de Lie complexe graduée g- =

k
@g-; et d'un sous-groupe fermé Gy ¢ GL(g-) d’automorphismes de la graduation. Soit G
i=1

sa prolongation de Tanaka, P comme dans la |Définition 1.4.17 et p = Lie(P), ainsi que
my/p le quotient par ce sous-espace. Soient enfin (gi)i>—k la graduation de g = Lie(G) du
[Théoréeme 1.4.4) Alors :

1. Le noyau de la composée ad = 7y, o ad est le sous-groupe : P = expc(@kgi) cP.
>4

2. 1l existe une application holomorphe s:@Q — P telle que ado s =1Idg, ou Q = P/P'.

k-1
Démonstration. Considérons le sous-groupe sous-groupe R = expg( @ g;) de P. Par défini-
i=

tion, pour tout i > 0 on a Ad(g;)|y. = q) ¢ Home(g-,g), et par conséquent P’action adjointe
de R sur g_ est libre. Comme P est le produit semi-direct de R et du groupe P’ de I’énoncé,
nous obtenons que ker(ad) c P'. Enfin, P’ est clairement inclus dans le noyau de ad par défi-
nition des sous-espaces (g;);>k. Nous obtenons que P’ = ker(ad). La représentation adjointe
quotient est un isomorphisme entre R c P et ) = ad(P). La section holomorphe s recherchée
est donc simplement son inverse. O

Par le [Théoreme 1.4.4] (voir aussi le Lemme 1.14, [49]), le résultat suivant est immédiat.

Lemme 1.4.5.2. Soit g = @g; une algébre de Lie complexe graduée et G un groupe de
i€Z

Lie connexe d’algébre de Lie g. Soit H'(g_,g) la 1-cohomologie g_ relative de la représen-
tation adjointe de G (Définition 1.4.6) et (H'(g_, )" )iez sa filtration par le degré homogéne
(Définition 1.4.14). Alors les faits suivants sont équivalents :

(i) Pour tout1>1, H'(g_,g)" = {0}.

(i) L’algébre de Lie g est la prolongation de (g-,go)-
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Le cas ou k = 1 correspond & 'algeébre de Lie abélienne g_ = g_1 = C" et Gy = Q est un
sous-groupe fermé de GL,,(C). La définition de Tanaka contient donc en particulier la notion
de sous-groupe de type fini proposée par E.Cartan :

Définition 1.4.18. Un sous-groupe compleze fermé Q c GL,(C) est dit d’ordre ro si et
seulement si (C",Q)) est d’ordre ro au sens de Tanaka.

Exemple 1.4.7. Le groupe orthogonal @ = O,(C) est d’ordre 0. En particulier tout sous-
groupe Q c O, (C) est d’ordre 0.

Démonstration. Prouvons 'assertion pour @ = O,(C). Soit G = @ x C", g_ = C" et 0 :
Home(g-,0) — ¢ Ag” ®g- la différentielle de Kostant g_-relative associée a la représenta-
tion adjointe. Prouvons que q(!) = ker(d) = {0}. L’algebre de Lie g_ est abélienne, donc 9 se
factorise par la projection sur Homc(g-, q) parallelement & End(g-). Soit ¢ € Homc(g-,q).
L’algebre de Lie g du groupe orthogonal est le sous-espaces des endomorphismes antisy-
métriques de C". Notons (e;)i-1,...» la base canonique de g- et pour tout 1 < j,k < n, ej
I'endomorphisme de g_ défini par e;;(e;) = 65 ¢i. Alors il existe des comples (a,ﬁj)lgi7j,k§n tels

j<k
que :
k
¢= > aj;ef ®(ejk—exj) (1.77)
1<i,5,k<n
j<k
Par conséquent :
1, 4 ,
1<i,7,k<n
i<k
Ainsi, si ¢ € ker(0) alors nous avons les équations :
af’;j = a};,j et aﬁj = —afﬂ- (1.79)

pour tout 1<1,j,k <n avec j < k. La seule solution de ce systéme est ¢ = 0.

Exemple 1.4.8. Le groupe conforme CO,(C) est d’ordre 1 lorsque n > 2.

Démonstration. Voir [30], Exemple 3.(B).
O

Définition 1.4.19. Soit g_ une algébre de Lie graduée négativement et Go ¢ GL(g-) un
sous-groupe d’automorphisme préservant la graduation, d’ordre ro > 0 (Définition 1.4.17).
La géométrie de Klein (G, P) associée est la paire constituée de la ro-prolongation G = G(0)
de (g_,Go) (Définition 1.4.17) et de P = P(0),

Parmi ces prolongations, on travaillera beaucoup sur ces deux exemples de base :

Définition 1.4.20. La géométrie de Klein conforme de dimension n est le couple (G, P)
ot G est le sous-groupe de SL,.o(C) des automorphismes préservant la forme bilinéaire
go = dz1dznso +dza + ...+ dz?Hl sur C"2, et le sous-groupe P c G est le stabilisateur de
Cey € C™2 o0 e est le premier vecteur de la base canonique (ce vecteur appartient d la
quadrique C = {v e C"*?| go(v,v) = 0}).

Pour n > 3, ce sont des prolongations de Tanaka (Définition 1.4.17). Nous le prouvons
pour n=3:

Exemple 1.4.9. La géométrie 3-conforme complexe (G, P) est la 1-prolongation du sous-

groupe d’ordre 1 Q = CO3(C) :
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Démonstration. Par les remarques ci-dessus, P est parabolique de degré 1 dans G et on a
une décomposition g=g_ @ go @ p’ de g = Lie(G), ot g_ = C3, p’ = C>* = g1 et go = Lie(Q) =
C @ 03(C) est I'algebre de Lie de CO3(C). Par le [Théoreme 1.4.4] il s’agit de vérifier que
H'(g_,g) est concentré en degré homogenes négatifs. Or Home(g_, g) est concentré en degrés
homogenes 0,1 et 2. Commengons par prouver que la composante homogene de degré 2 de
ker(0) (ou O est la différentielle de Kostant g_-relative, voir [Définition 1.4.6) et donc de

3
H'(g_,g) est nulle. Soit ¢ = 3 a;je*; ® ¢; appartenant a cette derniere. Alors :
ij=1

_ _ k k 0
0 = Jdp = ,?kai’j(&j ef;nel;®@eg+ (1-07)el, nel@es,) (1.80)
est une combinaisons de vecteurs indépendants dans W. Par conséquent a; ; = 0 pour tout
1,7=1,2,31e p=0.
Considérons un élément :

@ = aje’; ®ep+age’s ® eg +aze’s ® ¢
+aret; @), +agety @], +azety @, (1.81)
+B1e% ) ® ¢ 5+ Bae’y @) 5+ Baey @ e 5

de la composante homogene de degré 1 de ker(d). Alors :

0 = Oy
= aje’; ®efy®e g+aje’; ®e; Qe 3
+age’, ®@efs®@e g —age’; ®@ef, ®e g
+aze’; ®e s ®e 1 +aze’, e’ ®e o
+ajel; ®ef,®e; —e’; ®ef, ®e g —aze’, ®e;®e (1.82)
+f1ef; ®efa®e o+ f1ef ®e, ®e g+ ey ®eT ®e o
+03¢, ®e’ s e 3

= termes indépendants + (ag —a1)e’; Ae*y @ e + (a3 — P2)efy Aels ®e o
Par conséquent :
ar=0 p1=P3=0 ar1=ay Pr=a3 (1.83)

soit ¢ = ase’s ®eg +age’; ® e(1)72 +azelg®ep+asze’, ® e873 +az®e’3®¢p soit p = Ad(A") =0A’
ou A’ = agey + azes. Par conséquent la composante homogene de degré 1 de ker(d) coincide
avec celle de I'm(0), d’ou le résultat.

O

Exemple 1.4.10. Soit G = SL3(C) et P le sous-groupe de Borel standard (voir [Défi]
de G. Notons (g;)i-—2,...2 la graduation correspondante de g = Lie(G), et

2

g- = @g-_;. Alors (G, P) est la géométrie de Klein obtenue par prolongation de (g-,Go) o
i=1

Go = expa(go)-

Démonstration. Reprenons la base de Chevalley de g introduite dans 1[Exemple 1.4.6] et

remarquons que g-1 est muni d’une forme symplectique non dégénérée (-,-) définie par :

(Al,AQ) = 2* ([Al,AQ]g) (184)

-y

Par Iidentité de Jacobi et la relation [e_q, ¢_g]g = ¢_, on obtient que I'image d’un élément de
G par la représentation adjointe et totalement déterminée par sa restriction g_;. L’ensemble
des automorphisme obtenu est alors le groupe symplectique Sp(g-1). Par conséquent, Ad
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identifie go & S?(g*) l'algebre de Lie de Sp(g_1). De la méme facon, on identifie g; & un
sous-espace S3(g*;) et go & un sous-espace de S*(g*;). Plus généralement, pour [ = 0,1,2,
on identifie Homc(g-1,91) & 9°%' ® S%(g*;).

Par la Proposition 1.1.8 de [46], S*2(g*,) est la I + I-itme prolongation de I’algébre de
Lie de Sp(g*;) au sens de la [Définition 1.4.18 pour tout [ = 0, 1,2. Par conséquent, g; est la
[ + 1-iéme prolongation de (g-,Gp) au sens de la [Définition 1.4.17] O]

1.4.6 Géométries de Klein complexes graduées

Définition 1.4.21. Une géométrie de Klein compleze (G, P) est graduée si l’algébre de Lie
g de G est graduée (g;)icz et que P est le sous-groupe correspondant a la sous-algébre p de
la|Définition 1.4.9. Son degré est Uentier minimal k tel que g; = {0} dés que |i| > k.

En particulier, les géométries de Klein paraboliques complexes ([Définition 1.4.16|) et les
prolongations de Tanaka (Définition 1.4.19)) sont des géométries de Klein complexes graduées.
Fixons une géométrie de Klein graduée complexe (G, P) et décrivons la structure géo-
métrique sur G/P. L’algebre de Lie g = Lie(G) admet une k-graduation (g;)i-—k,.. k. Les
éléments de la filtration g* c g*' c ... c g% = g définie par g° = @gy sont des P-

i
modules. Nous en déduisons une filtration (g /9)i=-1,..—k de g/p, dont les éléments sont des
sous P-modules de la représentation adjointe quotient g/p (Définition 1.4.2)). Notons pour
tout i € {-k,...,-1} le module représentation £ = G(g‘/p). Nous obtenons une filtration
(T*G/P)i--1,. - de T(G/P) par les sous-modules

T'G[P = ¢g)p(EY) (1.85)

ot ¢g/p : T(G/P) ~ G(g/p) est I'isomorphisme de la [Proposition 1.4.1.1}

Définition 1.4.22. Une variété compleze filtrée est une variété complere M munie d’une
filtration (T"M );—_1,.. _ de son faisceau tangent par des sous-modules localement libres tels
que [T'M, TV My ¢ T M.

Lemme 1.4.6.1. Soit (G, P) une géométrie de Klein graduée compleze.
1. La filtration (TiG)i:,k’“_,k de TG par les sous-fibrés T'G = wél(gi) se projette via
Tpgp sur la filtration (T'G[P)i--1,....-i définie par (1.85).
2. Le fibré des bases du gradué gr(T(G/P)) admet pour réduction holomorphe au sous-
groupe de Levi Go = expa(go) le fibré E° =G % P/P*.

3. G et G/P sont des variétés filtrées pour les filtrations précédentes.

Démonstration. 1. II suffit de reprendre la preuve du [Proposition 1.4.1.1] Soit o : U —
G une section holomorphe de pg/p sur un ouvert U c G/P. L’isomorphisme ¢g/p :
T(G/P) ~ G(g/p) est défini par (ﬁél/P([a, A]) = Tp(wg(a) L (A)). Le résultat en découle

directement.

2. Le sous-groupe P* = expg(gl) est distingué dans P. Il s’identifie au sous-groupe de P
dont I'action adjointe agit comme I'identité sur le gradué gr(g_). Donc E? s’identifie
a une réduction holomorphe du fibré des bases de gr(T(G/P)). Par ailleurs, P est
le produit semi-direct de Gy et P*. Par conséquent, P/P* est un groupe isomorphe
comme groupe de Lie complexe & Gy.

3. Fixons une base filtrée (e;'-)i:,k,m,k de g (Définition 1.4.11). La formule de Maurer-
J=1,...,n;

Cartan (0.0.2) implique que (TiG)iz—k,...,k est préservée par le crochet [,]g sur G.
En effet, T'G est engendré comme Og-module par les champs wg-constants (E;-')ifzi
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associés a la base (e?-/)irzi de g, et par définition d’une base filtrée, pour tout 4,i’ €
—k, .. kY, je{l,....n;}et je{l,...,ny}, il existe 5" e {1,...,1+13"} tel que :
{-Fk,... .k}, je{l,..., Je{l,... nyj, J yeres a

[, e ] = e (1.86)

On conclut avec la formule de Leibniz. Par le point 1., ceci est vrai pour la filtration
T'G/P également.
O

La filtration de T'(G/P) est particuliére :

Définition 1.4.23. Un fibré holomorphe en algébres de Lie sur M, de fibre by, est un couple
(V,[,]) ot V est un fibré vectoriel complexze de rang dim(h) et [,]: V xV — V est un
morphismes de fibrés avec la propriété suivante : pour tout x € M, il existe un voisinage U
de et une trivialisation v : V|y ~ U x b tel que pour tout couple (s,t) de sections de V|y :

[¥(s), ()]s = ¢ ([s,t]) (1.87)

Lemme 1.4.6.2. Le crochet de module induit par [,]q/p sur le gradué gr(T(G/P)) de
T(G/P) pour la filtration du|Lemme 1.4.6.1| induit une structure de fibré holomorphe en
algébres de Lie sur ce dernier, de fibre (g-, [, ]g)-

Démonstration. L’isomorphisme ¢q/p : T(G/P) ~ G(g/p) est un isomorphisme de modules
filtrés. Il induit donc un isomorphisme de O p-modules entre gr(T(G/P)) et gr(G(g/p)). 1l
suffit donc de prouver que gr(G(g/p)) est un fibré en algebres de Lie, localement isomorphe
a (U xg-,[,]g)- Nous renvoyons alors au [Lemme 2.2.3.3 appliqué a E = ((bG/P,G;Q) ol

Q = ad(P). 0

1.4.7 Extensions de modeéles

Nous terminons en décrivant les hiérarchies entre les différentes géométries de Klein
et leurs conséquences. Il arrive que pour deux géométries de Klein complexes (G1, P;) et
(G, P»), il existe une inclusion ¢ : G1/P; = G2/ P, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Il existe une application holomorphe injective g, g, : G1 = G2 telle que vq, g, (P1) =
LGl,GQ(Gl) nPs.

(ii) ¢ est le passage aux quotients de tq, 5.
Définition 1.4.24. On dit que (G2, P2) étend (G, Py) lorsque (i) et (ii) sont vérifiées, et
on note (G, P1) c (Ga, P) .

En particulier, si (G1,P1) c (G, P2) alors G2 = Gy X P est un fibré P, principal sur
1

G1/P1, et 15, G,WGy = Lg s © WG, OU Ly g, * §1 = g2 est l'injection d’algebres de Lie induite
par LGl,Gg-
Exemple 1.4.11. Soit (G1,P1) = (Aff(C",GL,(C)) et (G2, P2) = (SLyp+1(C), Py) ot P

Gy est le stabilisateur de Ceq (eq étant le premier vecteur de la base canonique de C™). Alors

(Gl,Pl) (- (GQ,PQ).

Démonstration. En effet, les éléments du groupe affine G sont les couples (A, v) avec A €

GL,(C) et veC™, et :

teig, . G — Go
10 1.88
(Av) — ( A) (1.88)
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est un morphisme injectif de groupes de Lie. De plus, ¢, ¢, (P1) est clairement Poneg, ¢, (G1).
L’interprétation géométrique de cette inclusion de modeles est que G1/P; = C" s’iden-
tifie & l'orbite de [1 : 0 : ... : 0] € P™ par le sous-groupe des transformations affines
tGy,G5(G1) € SLy1(C). L]

Exemple 1.4.12. Soit (G1,P1) = (Euc,(C),0,(C)) le modéle euclidien (voir Exemple
1.4.4), et (G2, Py) le modéle n-conforme (voir Exemple . Alors (G1,Py) c (GY', P).

Démonstration. Nous avons observé que le sous-groupe Gy = expa,(go) de Ga s’identifie a
CO(g-) pour la forme de Killing. Le choix d’une base orthonormée de g_ identifie P; =
O, (C) a un sous-groupe de G. Or G2 contient le sous-groupe Go x expg, (g-). Pour (A4,v) €
FEucy,(C), nous pouvons donc définir ¢, g, (A,v) comme A-expg,(v) en identifiant A & un
élément de Gy et v € g_. Le sous-groupe tq,,q,(P1) est par construction 'intersection de
LG1,G»(G1) avec Ps. O

Soit M une variété complexe, E un fibré P;-principal holomorphe (resp. différentiable)
sur M et w une 1-forme Pj-équivariante holomorphe (resp. différentiable) sur E, a valeurs
dans g = Lie(G1). Supposons que (G1,P;) ¢ (Go, P»). Alors 'extension E' = E]>D< Py est

1

un fibré P-principal holomorphe (resp. différentiable), et on note ¢ : E — E’ I'inclusion
naturelle.

Lemme 1.4.7.1. Soit E' et w comme ci-dessus. Supposons que Lp, ;W = Wp oz pour tout
xeM (ot wp, , est la forme de Maurer-Cartan de la fibre en x). Alors il existe une unique
forme w" holomorphe (resp. différentiable) Py-équivariante sur E' telle que :

*x I _ * ’_
Vw' =g g ow et tp, W' =wp, . (1.89)

pour tout x € M. Nous avons noté vp, , l'inclusion de la fibre p’_l(x) dans E'.

Démonstration. Rappelons que E’ est le quotient de E x P, par 'action & droite de P; donnée
par (e,b’)-b=(e-b,b10"). Définissons alors la section globale &’ de Q}EXPQ ® g’ par :

V(e,b')e Ex Py, YveT,E,YAeyp', &'(e,b)(v,A) = w(e)(v)®ad(b')(A) (1.90)
Alors @' est Pi-équivariante et :

o'( %|T:0(e, b') - expa, (tA)) d}’(%h:o(e -expa, (tA), expa, (~tA))

) (1.91)
wpy 2 (€)(A) +ad(V)(ad(d " )(-4)) = 0

donc @' s’annule en restriction aux fibres de E x P, — E’. Elle induit donc une 1-forme «’,
Py-équivariante et vérifiant les propriétés énoncées.

Pour 'unicité, notons (3 : At(E) — E(g) et ' : At(E') — E(g’') les morphismes
correspondant & w et w’ (Corollaire 1.1.1). Remarquons que la condition i}, ,w' = wp, 4
implique que pour toute section o : U — E’, 3’ est uniquement déterminée par 5’ o 7, ou
T, : TM|y — At(E")|y est le scindage de la suite exacte d’Atiyah induit par o (voir (77)).
Si o est une section de E ¢ E' sur U, alors t*w’ = w équivaut a 3’ o7, = 3. Par conséquent 3’
est uniquement déterminé par . ]
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1.5 Géométries de Cartan branchées et méromorphes

Dans cette section, nous définissons les géométries de Cartan méromorphes, et holo-
morphes branchées sur une variété complexe M. La définition équivariante donnée dans [4]
va nous permettre d’exhiber un foncteur f vers une catégorie dont les objets sont des exten-
sions méromorphes particulieres de T'M : les extensions géométriques.

Cela donne un cadre formel pour le Chapitre III ou nous étendrons la résolution du
probleme d’équivalence holomorphe pour certaines structures géométriques holomorphes a
leurs analogues méromorphes. Les fibres de f sont décrites a ’aide de sections d’un certain
faisceau sur la variété support : cela permet de faciliter la construction d’une connexion
de Cartan sur un fibré P-principal en présence d’une section de ce dernier. Dans toute la
section, la géométrie de Klein complexe (G, P) (Définition 1.4.1)) est fixée.

1.5.1 Géométries de Cartan holomorphes

Définition 1.5.1. Soit M une variété complexe. Une (G, P)-géométrie de Cartan holo-

morphe sur M est la donnée d’un couple (FE,w) ou E L M est un P-fibré principal holo-
morphe et w € Q}E ® g est une 1-forme vérifiant

(i) Pour tout x € M, tp ,w=wpy 0l wpy et Lpy sont respectivement la forme de Maurer-

Cartan de la fibre p~*(x) et son inclusion (voir|Définition 1.1.1)).

(i) w est P-équivariante, i.e ryw = ad(p~H)w pour tout p e P.

(iii) w(e) est un isomorphisme entre T, E et g pour tout e € E.

La forme w est appelée connexion de Cartan holomorphe sur E.

Comme sur le modele G, le fibré tangent T'E est trivialisé par les champs w-constants : si
on fixe une base (¢;);-1,.. N de g = Lie(G), on obtient une base globale Y; = wl(e;) de TE.
Il s’agit donc d’un parallélisme holomorphe.

Proposition 1.5.1.1. Soit M une variété complexe, (G, P) une géométrie de Klein complexe
et (E,w) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe sur M. Soit £ = E(g/p). Alors il existe
un isomorphisme ¢ : TM — £ de Opr-modules.

Démonstration. Voir la preuve dans la catégorie méromorphe, [Proposition 1.6.1.1] O

Exemple 1.5.1. Une géométrie de translation holomorphe sur M est une (G,{Idg})-
géométrie de Cartan holomorphe (E,w). Dans ce cas, E s’identifie canoniquement a M
et w est simplement une 1-forme holomorphe d valeurs dans g = Lie(G), de rang mazximal
sur M. De maniére équivalente, il s’agit d’une trivialisation w : TM ~ Oy ® g, ou encore
d’un parallélisme holomorphe Y; = w™L(¢;) lorsque l'on five une base (ei)i=1,...n de g.

Notons A = w(A) pour tout vecteur A € g. Pour e € E, il existe un voisinage V c g
de Vorigine tel que pour tout A € V, gzﬁjlzl(e) est bien défini. De plus, comme w(e) est un
isomorphisme entre T, F et g, quitte a restreindre V I'application A — qﬁ}q(e) est injective.

Définition 1.5.2. Soient e et V comme ci-dessus. L’application exponentielle exp,: g — E
est définie pour tout AeV par :

expe(A) = ¢ (e) (1.92)

Le voisinage V' est appelé domaine de expe.

Cette application implique qu’il existe des sections privilégiées de V=0p®g :
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Définition 1.5.3. Soitege END et Ue, l'image de l’application exponentielle en eg. L opé-
rateur d’extension en ey est une application linéaire ¢e, : V(eg) —> V(Ue,) définie par :

VX €g,VAeg, [¢e, (X)]($(e0)) = wo(Ta(woleo) ' [A])) (1.93)
Les (G, P)-géométries de Cartan holomorphes sur M forment une catégorie :

Définition 1.5.4. Un isomorphisme de géométries de Cartan holomorphes entre (E,w) sur
M et (E',w") sur M’ est un morphisme de fibrés P-principauz holomorphes ¥ : E — E’ tel
que ¥*w' = w.

Soit (E',w’) est une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe sur M'. Soit f: M — M’
un morphisme de variétés complexes et considérons le fibré P-principal holomorphe E = f*E’
sur M. Ce dernier est muni d’'une projection holomorphe projs : E — E’, qui permet
d’introduire le pullback au sens des 1-formes : w = projiw’.

Définition 1.5.5. Le couple (E,w) est appelé pullback de (E',w") par f et noté f*(E',w").

Le pullback d'une géométrie de Cartan holomorphe n’est en général pas une géométrie
de Cartan holomorphe :

Exemple 1.5.2. Soient M = M' = D(0,1) le disque unité et f: D(0,1) — D(0,1) donné
par f(z) = 22. Munissons M’ de la géométrie de translation canonique (E',w') = (M',w")
donnée par w'(z) = dz ® ey (voir Exemple [1.5.1]). Alors le pullback de (M',w') par f est
(M,w) avec w(z) =2zdz ® e;. Ce n'est pas une géométrie de Cartan holomorphe.

L’existence d'une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe sur M identifie M a E(g/p)
(Définition 1.1.9). Ce fait sera démontré plus généralement dans la catégorie méromorphe
(Proposition 1.6.1.1]).

Exemple 1.5.3. Soit M une variété complexe de dimension n. Alors il y a une équivalence
de catégories entre la catégorie des connexions affines holomorphes ¥V sur M (les fléches
étant les automorphismes de (M,V)) et celle des (G, P)-géométries de Cartan holomorphes

sur M, ot (G, P) est le modéle affine général (Ezemple 1.4.3).

Démonstration. Construisons une application de I’ensemble des (G, P)-géométries de Car-
tan holomorphes (E,w) sur les variété complexes M vers celui des connexions affines sur
ces derniéres. Les P-modules m et p décomposent 'algebre de Lie g du groupe des transfor-
mations affines G' en une somme directe. Par conséquent, une (G, P)-connexion de Cartan
holomorphe w sur un fibré P-principal E équivaut, suivant (?7?), a un couple (0, ) avec 6
une 1-forme holomorphe a valeurs dans m et @ a valeurs dans p. Comme w est une connexion
de Cartan, I’évaluation w(e) : T,E — g est un isomorphisme pour tout e € E. Donc 6 est
surjectif et équivaut a une solder-form. De plus, L}S,xw coincide avec wp, pour tout x € M
(voir |Définition 1.1.1)), donc @ est une connexion P-principale holomorphe sur E. La sol-
derform @ fournit un isomorphisme canonique entre E et R'(M), donc il y a une premiere
équivalence de catégories entre les (G, P)-géométries de Cartan holomorphes et celle des
connexions principales holomorphes sur les fibrés des repéres des variétés complexes. La[Pro-]
[position 1.3.2.1] prolonge cette équivalence vers les connexions affines holomorphes comme
annonceé. O

1.5.2 Géométries de Cartan méromorphes et holomorphes branchées

Soit M une variété complexe de dimension n = dim(G/P), et D un diviseur de M dont les
composantes irréductibles sont notées (Dg)aer- Un couple (M, D) ainsi obtenu sera appelé
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paire dans toute cette theése. Si p: E — M est un fibré P-principal holomorphe sur M,
nous noterons toujours D = p~!(D). Nous notons également V = Op ® g qui est un module
linéarisé a partir de la représentation adjointe (voir [Définition 1.1.9)), et dont le quotient sera
noté V.

Définition 1.5.6. Une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D) est un couple

(E,wo) ou E L5 M est un fibré P-principal sur M et wg est une 1-forme méromorphe sur
E a valeurs dans g = Lie(GQ) telle que (E~ D,wq) est une géométrie holomorphe sur M ~ D
(voir . La forme wqg est appelée connexion de Cartan méromorphe sur E.

Soit wp une connexion de Cartan méromorphe sur E telle que (E,wg) est une (G, P)-
géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D). Il correspond a cette derniére une unique
section globale ®,,, de Homo, (T E,V)[+D], définie par :

X —wp = By (X) (1.94)

pour tout champ de vecteur holomorphe local X de E. Cette derniere est P-équivariante pour
les linéarisations (dry)sep et (@] )vep de TE et V. Par la correspondance étaElie dans la
[position 1.1.2.1} elle équivaut donc & une section globale de Home,, (At(E),V)[*D]. Comme
O [*D] est noethérien, il existe donc un diviseur effectif minimal Dy, dont les composantes
irréductibles appartiennent & D et tel que ®,,, est une section de Homo, (TE,V)(Dsupp)-

Définition 1.5.7. Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D).
1. Le diviseur support de wy est le diviseur minimal Dy, défini ci-dessus.

2. Le diviseur de branchement de wq est le diviseur D de M dont le relevé D ¢ E est le
. N
diviseur des zéros de la section définie par (1.94) : D = (A®y,)o-
Les (G, P)-géométries de Cartan méromorphes forment une catégorie :

Définition 1.5.8. Un isomorphisme de géométries de Cartan méromorphes (E,wgy) sur
(M, D) et (E',w() sur (M',D") est un isomorphisme de géométries de Cartan holomorphes
entre les restrictions & M ~ D et M' ~ D'. La catégorie dont les objets sont les (G, P)-
géométries de Cartan sur une paire et les fleches sont leurs isomorphisme sera appelée caté-
gorie des (G, P)-géométries de Cartan méromorphes.

Définition 1.5.9. Une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée sur (M, D) est
une géométrie de Cartan méromorphe (E,wg) sur (M, D) telle que le diviseur support de wg
est vide et le diviseur de branchement est D.

Définition 1.5.10. Un isomorphisme de géométries de Cartan branchées entre (E,wqy) sur
(M,D) et (E',w) sur (M',D") est un isomorphisme de P-fibrés principaux ¥ : E — E'
se restreignant en un isomorphisme de géométrie de Cartan holomorphes entre M ~ D et
M'\D'.
Exemple 1.5.4. Soit (G, P) = (G,{1}) un modéle de translation (voir Exempe . Une
(G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D) équivaut donc d un isomorphisme de
Oy [*xD]-module @, : TM[*«D] ~ Op[*D] ® g. Lorsqu’une base (¢;)i=1,.. N est choisie pour
g, cela équivaut encore a un parallélisme méromorphe Y; = wgl(ei). La correspondance est
donnée par :

n

wo =YY ®¢ (1.95)

i-1
ot (Y, )iz1,...n désigne la base de 1-formes duales des (Y;)i-1,...n. Un parallélisme holomorphe
branché sur (M, D) est un parallélisme méromorphe tel que la géométrie de Cartan méro-
morphe de translation correspondante est holomorphe branchée sur (M, D).
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Les géométries de Cartan holomorphes branchées sont plus naturelles a considérer que
les géométries de Cartan méromorphes en général. D une part, les couples (F,wy) construits
par pullback d’une géométrie de Cartan holomorphe comme dans la sont des
géométries de Cartan branchées. Par exemple, toute variété projective M c PV de dimen-
sion n admet une application holomorphe surjective vers P" (voir [4], Proposition 3.1). En
considérant l'espace projectif comme la variété homogene G/P associée a la géométrie de
Klein projective (G, P) de dimension n, on obtient que toute variété projective est équipée
d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée modelée sur (G, P). L’existence de l'iso-
morphisme &, défini par permet d’itérer certains opérateurs différentiels. Soit en
effet V un P-module, V = O ® V et introduisons pour r > 1 les P-modules J"V définis par
itération :

J'W=Veg eV et J"V=JYJV) (1.96)

Nous notons J"V = Op®J"V. Nous pouvons alors construire, par itération sur r > 1, des opé-

rateurs différentiels D" : V[x*D] — J"V[+D]. Définissons pour toute section méromorphe s
de V:

D(s) =d(s) o O =wy'-d(s) et D"*!(s)=DYD"(s)) (1.97)

Définition 1.5.11. L’opérateur D" défini via est appelé dérivée invariante absolue

d’ordre r.

Fixons une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe (E,wq) dont nous notons p: £ - M
le fibré P-principal holomorphe. Considérons la variété complexe Eg = E X G qui est un

quotient de E x G par l'action naturelle de P sur F x G (voir ) Il s’agit donc de
lextension de E au groupe de Lie complexe G (77?) et elle est munie de la structure de fibré
G-principal holomorphe pg : Eg — M définie par pg(e, g’') = p(e). Nous notons i : E = Eg
I'inclusion définie par .

Lemme 1.5.2.1. Soient w1,y les projections sur le premier et le second facteur de E x G.
La 1-forme holomorphe w € QIGXG ® g définie par

w = (ad o my)[m]wo] + Tywa (1.98)

est invariante par laction naturelle de P sur ExG (voir (L.4])), et les vecteurs tangents aux
orbites sont dans son noyau.

Démonstration. L’équivariance de w est une simple conséquence de I’équivariance de la forme
de Maurer-Cartan. De plus, si (e,¢') € E x G, et A € p alors par définition de I’action de P
sur ExG :

D(e,g") - [(e.9") Gil-oexpc (tA)] = ad(g")[wo(e)(gleoe - expa(tA))] +wa(g") (f l-oezpa(-tA) - g')
= ad(g')(A) - ad(g")(A) =0

(1.99)
Cela montre que les vecteurs tangents aux orbites de P dans Ex sont dans le noyau de w. [

Par définition de E¢, la forme méromorphe w du [Lemme 1.5.2.1] passe au quotient en
une connexion G-principale méromorphe @ sur Eg.

Définition 1.5.12. Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D).
1. Le fibré G-principal holomorphe Eg défini ci-dessus est le tractor bundle associé de
(E, wo) .
2. La connexion G-principale méromorphe & définie ci-dessus est appelée tractor-connection.
Elle est holomorphe lorsque (E,wq) est une géométrie de Cartan holomorphe branchée.

On note V*° la connexion covariante sur E(g) correspondant d la représentation adjointe g.
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1.5.3 Courbure et représentation de courbure, développements

Reprenons une géométrie de Klein complexe (G, P) (resp. réelle). La forme de Maurer-
Cartan wg est une connexion P-principale holomorphe (resp. différentiable) sur G, invariante
par Paction & gauche de G. Soient A, B € g et A, B les champs invariants correspondant, i.e
wa(A) = A et wg(B) = B. Rappelons que la formule de Maurer-Cartan est vérifiée :

dwa(A,B) +[A,Bly=0 (1.100)

Réciproquement, considérons un fibré P-principal holomorphe (resp. différentiable) FE
sur une variété complexe (resp. réelle) M, D = p~1(D) et une (G, P)-connexion de Cartan
méromorphe wy sur (E, D).

Définition 1.5.13. Une développante locale de (E,wqy) sur U est une application ¢ : U —
G/|P couwverte par un isomorphisme de fibrés P-principauz holomorphes ¥ : p~1(U) — G
tel que wy = V*wg. Une (G,G|P)-structure branchée sur M est un atlas ((Uy)aer, Pa) 0U
Yo Uy —> Vo © G| P est un revétement ramifié et tel que pour tout o, B € 1, il existe go g € G
avec Qg ° 4,0/‘31 = Ly, , - Elle est dite compatible avec (E,wpy) si @o est une développante de
(E,wo) pour tout ac € I.

Définition 1.5.14. La forme de courbure K,, d’une géométrie de Cartan méromorphe (resp.
différentiable) (E,wo) sur une variété compleze (resp. réelle) M et modelée sur (G, P) est
la 2-forme méromorphe (resp. différentiable sur E\ D) :

1
Kwo = dwo + i[wo,wo]g (1.101)

On dit que (E,wq) est plate si cette forme est identiquement nulle.

L’annulation de cet objet équivaut a 1’équation de Maurer-Cartan (0.0.1)), et on a dans
ce cas 'existence de développantes locales sur M \ D. Cela est une conséquence directe du
résultat suivant, qui est la version locale du second théoreme de Lie :

Theoréme 1.5.1. Soit E —> M un fibré P-principal holomorphe. Soit U ¢ E un ouvert

contenant eg € E et w une 1-g-forme holomorphe sur U. Supposons que dw + %[w,w]g =0.

Alors il existe une application biholomorphe ¥ : U' — V ¢ G sur un voisinage U’ de ¢q telle
que
® =V wg (1.102)

Démonstration. Voir [45], Théoréme 6.1. O

Lemme 1.5.3.1. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan sur (M, D).

1. Siwg vérifie I’équation de Maurer-Cartan (0.0.1), alors pour tout x € M \ D, il existe
une développante locale de (E,wq) au voisinage de x.

2. Si de plus wg est une connexion branchée, alors il y a équivalence entre :
(i) (E,wo) est plate
(ii) Il existe une (G, G|P)-structure branchée sur (M, D) compatible avec (E,wp).
Démonstration. 1. Si (E,wp) est plate, par définition de K, on obtient que pour tout

A/ Beg:
[wo' (A),wp ' (B)]rE =wg' ([4, Blg) (1.103)

Fixons xg € M N D et eg € p~'(x0), ainsi qu'un voisinage U c E de ey. Comme e ¢ D,
wo est un isomorphisme de TE|y vers Oy ® g et vérifie 'hypothése du[Théoreme 1.5.1}
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On en déduit qu’il existe un voisinage U., c U de eg et application holomorphe ¥ :
Ue, — G telle que wp = V*wg. En particulier, par 1’équivariance de wp, nous avons
U(e-b) =¥(e)- b pour tout b € P. Cela signifie que ¥ est un automorphisme de fibré
P-principal holomorphe sur p~(Uy, ), ott Uy, = p(Us,). Donc ¥ couvre une application
holomorphe ¢ : U,, — G/ P, qui par construction est une développante de (F,wp) sur
Uy, -

2. Pour prouver cette équivalence, il suffit de prouver qu’il existe une développante locale
au voisinage U de tout point xg € D. Or wp est branchée donc il s’agit d'une 1-g-
forme holomorphe sur U. En appliquant le [Théoréeme 1.5.1] comme en 1., on obtient
des développantes locales au voisinage de tout point de branchement xg € D.

O]

Si (E,w) est une géométrie de Cartan holomorphe qui vérifie I'hypothese du|Lemme 1.5.3.1
et si M est simplement connexe, alors les développantes locales (¢q)acr d'une (G,G/P)-

structure compaptible se recollent en un isomorphisme ¢ : M — G/P tel que ¢*(G,wq) =
(E,w). On en déduit que ’équation de Maurer-Cartan mesure la divergence entre la géomé-
trie de Cartan (F,wp) et la géométrie canonique de la géométrie de Klein (G, P).

Lemme 1.5.3.2. Soit (E,w) une géométrie de Cartan holomorphe transverse branchée sur
(M, D). La courbure K,, vérifie : Vpe P, v, » K, = ad(p™t) o K.

Démonstration. Voir [45], Chapitre 5, Lemme 3.23. O

Nous envisagerons souvent la courbure comme la section d’un fibré vectoriel au dessus
de M. Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie méromorphe sur (M, D) et K,,, sa courbure. Par
le [Lemme 1.5.3.2] K, est une 2-forme méromorphe P-équivariante sur E a valeurs dans
g, et s’annulant sur Ker(dp). Par la Proposition elle équivaut donc & une section

2 2
méromorphe de Q2 ,® F(g). En composant avec Iisomorphisme ¢oAgg : AT* M ~ E(A(g/p)*),
— 2
on obtient une section méromorphe k,,, de E(W) ou W = A(g/p)* ® g.
Définition 1.5.15. La section méromorphe Ewo (resp. kuw, = Ido, ®p*Ewo) est appelée re-

2
présentation de courbure de (E,wp). On notera W = A(g/p)* ®g la représentation de P dans
laquelle k., prend ses valeurs.

Fixons une base (¢;);-1,.. .y de g = Lie(G), avec (¢;)i-1,...n engendrant un supplémentaire
g- de p. Notons (¢ )1, n les formes linaires duales. Les constantes de structures du modele
sont les complexes (C”)zg,k: 1,..N définis par ck =¢;[e,e5]g-

Définition 1.5.16. Les constantes de structures fyiyj de (E,wp) associées d la base (¢;)i=1,.. N
sont les fonctions méromorphes sur E définies par :

k *
Vi = G WO([YianD (1.104)
La (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe (E,wq) sera dite sans g_-torsion si et seule-
ment si pour tout i,j,k € {1,...,n}, les coefficients de structures 'yzkj sont les constantes de
structures c du modeéle. La g_-torsion de wy est définie par 7., = Z (’Y” zj)e ®e ®ep.

7.7

On a donc la formule :

n
koo = Z Z Y- e e @y (1.105)
i,j=1k=1

et T, (i, ¢5) est la projection de ky, (¢, ¢;) sur g- parallelement a p.
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Exemple 1.5.5. Considérons une variété complexe M, et un modéle de translation (G,{1})

de dimension n = dim(M) (voir Exemple . Fizons une base (¢;)i=1,...n de g = Lie(G)
et notons cf’j les constantes de structures associées. Une (G,{1})-géométrie de Cartan plate

sur M correspond alors a un parallélisme Y; = w’l(ei) tel que

[Yi,Y;] = wH (w([Y3,Y50))

-1 s S ok
w (kw(ezye])"_kglcz,jek) (1.106)

&k
> Cm‘yk
k=1

Le sous-espace de HO(M,TM) formé des sections w constantes est donc une algébre de Lie
(pour le crochet de champs de vecteurs) isomorphe a g. Une telle structure sera appelée
structure de translation modelée sur G.

Exemple 1.5.6. Soit H ¢ GL,(C) un sous-groupe fermé et G = H x C". Soit (E,wqy) une
(G, H)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M,D) et k,, sa représentation de courbure.
Décomposons wy =0y ®w ou & est la projection sur b = Lie(H) parallélement au supplémen-
taire g = Lie(C™). Alors @ équivaut a une connexion méromorphe NV sur TM (voir Exemple
??), et on note Ty sa torsion. Comme g- est un H-module abélien, on a :

ky, = (dw0+[w0,wo])0(w51®w61)
(1.107)
(dbo + [0, @]4 © (W61 ®w61)) ®dwo (wal ®w61)

Alors on vérifie facilement que la section Ty du|Lemme 1.3.3.4| coincide avec Two © (Bo® Bo).-

Considérons deux (G, P)-géométries de Cartan méromorphes (E,wp) et (E,w() dans la
méme fibre par f (voir [Théoreme 1.6.1). Considérons la section ¢ du [Lemme 1.6.5.1 qui
décrit la différence entre wy et wy. Notons @ =p*p. On a :

Lemme 1.5.3.3. Pour tout A,Beg_, ona :
Fuy = kuy + 0 + d(@own) o (wy' Awy') +[]g0 (B4 R) (1.108)

ou A, B sont les champs wg-constants associés a A, B € g. En particulier les torsion relatives
a g- sont reliées par :

Tw(/)(A, B) =14, (A, B) + proj,_(0¢(A, B)) (1.109)

ou 0 est la différentielle de Kostant relative a g- (Définition 1.4.6).

Démonstration. Notons C’ et C' respectivement les champs w(, et wp-constants associés a
C € g. Par définition de ¢, on a :

0" =C ~wy ' [@(projg-(C))] (1.110)

Dans la suite, nous omettons le symbole proj,_. Développons le calcul de la courbure de
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o~
|

o —dw! (A", B') + [A, B,

= ~dwo(A - wg'[2(A)], B - wg' [3(B)]) - d(p o wo) (4, B) + [A, Bl

Fuo (A, B) = wo([A, ~wg ' (2(B))]) + wol[~wp ($(A)), B]) = d(@ 0 wo) (A, B) + [3(A), o(B)]g

= kwo(Av B) + 895(A7 B) - Kwo(NALWEI(@(B))) ijo(WGI@(A))a B)
+d(pow)(A, B) +[¢(A), p(B)]q
) ) (1.111)
Comme K, (A,wo~1(3(B))) = Ky, (w5 (#(A)), B) = 0 nous obtenons la formule annoncée.

La seconde assertion s’obtient en projetant le calcul ci-dessus sur g_ parallelement a p.
O

Soit U ¢ M un ouvert muni d’une section o : U — FE une section holomorphe. Nous
allons donner une formule équivalente au en terme de fonctions au dessus de
U. Soit :

Yo : E(Home(g-,p)) ~ Ouv ® Home(g-,p) (1.112)

la trivialisation du module représentation de Hom(g-,p) associée & o (voir Proposition

1.1.11]). Soient

B=to(9) , Q=i (pekicy) et @ = Yo (pikiy) (1.113)
Soit 1, (g-) la trivialisation de £ sur U associée a 0. Nous définissons :
A= (a-) o do (1.114)

Il s’agit d’un isomorphisme de Oy[*D]-modules entre TU[+«D] et Oy[*D] ® g-, que nous
identifierons a une 1-forme méromorphe sur U a valeurs dans g_. L’isomorphisme inverse
sera noté A1, Notons 0 = Idp, ® 0 la différentielle de Kostant (Définition 1.4.6)) et :

M eEet Z wramec (1115)
Alors :
Lemme 1.5.3.4. On a :
Q' =Q+9B+Alt(dBo (Id® A™')) +[BoA,BoAlgo (A A A™) (1.116)

ou encore ' =Q+0B+d(BoA)o (AT AA)+[BoA,BoAlgo (A AAT).

Démonstration. La différentielle extérieure dB est une section méromorphe de Qf,® Home(g-,p) =
Homo, (TU ® Oy ® g-, Oy ® p). Donc dBo (Id® (1, 0 ¢p)~!) est une section méromorphe

de Oy ® (g ® g* ® g) et on peut considérer sa forme alternée en appliquant . Par
ailleurs, ¥y 0 ¢o(X) = mg/,(0*wo (X)) pour tout champ de vecteur X sur U. Par définition,
pour A, Beg_, on a donc :

Alt(dB o (Id ® (1/}0 © (z)O)_l))(Aa B)

(o © ¢0)™H(B)=dB(A) ~ (15 © ¢o) ™ (A)~dB(B)

_ L53(A) - £15(B)
(1.117)
On retrouve 'expression apparaissant dans le calcul (1.111)). O

Cette formule sera utilisée notamment dans la résolution du probléeme d’équivalence pour
les géométries de Cartan paraboliques branchées.
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1.5.4 Automorphismes et champs de Killing d’une géométrie de Cartan
méromorphe

Une géométrie de Cartan holomorphe se distingue de la géométrie canonique (G,wgq)
par ’absence d’une action de G sur M. Cependant, il se peut en général que certains auto-
morphismes locaux de M préservent la géométrie (F,wg) de la méme maniére que 'action
a gauche de G sur G/ P préserve la géométrie de Klein :

Définition 1.5.17. Soit (E,w) une géométrie de Cartan holomorphe sur une variété com-
plexe M, p: E - M son fibré P-principal holomorphe et U ¢ M un ouvert non vide. Un
biholomorphisme ¢ : U — o(U) est un automorphisme local de la géométrie si et seulement
si @ se reléve en biholomorphisme ¢ :p Y (U) — p~ 1 (o(U)) tel que ¢*w = w.

Soit (G, P) une géométrie de Klein et (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méro-
morphe sur (M, D). On note D = p~'(D). Remarquons qu’un biholomorphisme local ¢ sur
un ouvert U ¢ E~ D vérifiant P wp = wo commute avec les champs fondamentaux de I'action
de P sur E (par définition d’une connexion de Cartan). Donc il se prolonge & 'ouvert p~(U),
ott U = p(U), en un isomorphisme de fibrés P-principaux holomorphes. Le biholomorphisme
local ¢ : U — p(U) couvert par ¢ est alors un automorphisme local de (E,wp).

Définition 1.5.18. Le faisceau Aut%’fwo des automorphismes locaux de (E,wy) est le faisceau

sur ExD tel que pour tout U ¢ EXD, Autlé’cw (U) est ’ensemble des automorphismes locaux
;W0

du fibré P-principal E définis sur U et couvrant un automorphisme local de (E,wp). Nous

loc . . .
noterons AUtho le faisceau sur M ~ D des automorphismes locaux ¢ de (E,wp), i.e ceux

couverts par une section @ de Aut%’cw().

Définition 1.5.19. Soit U ¢ M ~ D. Un champ de vecteur local X € H'(U,TM) est un
automorphisme infinitésimal (ou automorphisme infinitésimal) de (E,wp) si et seulement si
P € Autl]\“j’:wo(U). Nous noterons Ei[[é\"f’wo (resp. Ei[[%’fwo) le sous-faisceau de TM ~ D (resp.

TE~ D ) constitué des automorphismes infinitésimauz (resp. leur relevés a ).

Soit (M’,D") un couple formé d’'une variété complexe M’ de méme dimension que M
et d’un diviseur effectif D', et (E',w() une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur ce
dernier. Soit F' : M — M’ une application de rang maximal sur un ouvert dense M \ S
de M, et supposons que (E,wp) = ¢*(E',w() (voir [Définition 1.5.5). Alors (E,wp) est une
géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D) ot D =Su F (D) et :

Lemme 1.5.4.1. On a dF (&8I, ) = FUHIG .

Démonstration. Par définition, £ = F*E’'. 1l existe donc un morphisme de P-fibrés princi-
paux holomorphes F': E — E’ couvrant F', et :

wo = F*wl=F‘wjodF

1l suffit donc de prouver que dF ({%i[[lEowa) = F *Ei[[lb?f’:wé. Soit X € Ei[[lgfwo(U ) sur un ouvert

U c E~ D. Par définition, pour tout A € g, on a [X,A] =0 ot 4 est le champ wp-constant.
Alors, en notant A’ le champ w(-constant associé & A, on a :

[TF(X),A"]=[TF(X),TF(A)]=TF[X,A]=0 (1.118)

et donc TF(X) e eu[lgﬁ%(F(U)). O
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Par définition, il existe des morphismes surjectifs de faisceaux :

ZO) : AUtlEiJO - p*AutlA‘}[‘in
(@.U) —  (p,p(V))

(1.119)
dp|w[loc : Ei[[gfwo - p*Ei[[lJ\(;IC,wo
(X.U) — (ITp(X).p(0))

ou ¢ est 'unique automorphisme local de M qui est couvert par le morphisme de P-fibrés
@. Lorsque le modele (G, P) est effectif (Définition 1.4.3)), il s’agit de deux isomorphismes.
On a en effet le lemme suivant (voir [39], Proposition 3.6) :

Lemme 1.5.4.2. Soit (E,w) une géométrie de Cartan holomorphe effective sur M, et notons
p la projection de E. Soient U € Aut'“(E,w)(p~'(U)). Si ¥ couvre lidentité, alors ¥ = Idp.

Démonstration. Comme W couvre I'identitée, il existe une application holomorphe b: p~H(U) —
P avec ¥(e) = e-b(e) pour tout e € p~}(U). Notons N le sous-groupe connexe minimal conte-
nant b(U). Soit v € T,E un vecteur tangent en e € p~'(U). Comme ¥ e Aut'**(p~'(U), on
doit avoir w(T¥(v)) =w(v). Or :

w(T¥(v)) 'rg(e)w(d‘l/(v))

Tpey@ (drp(ey (v) + db(v)) (1.120)

ad(b(e)™)[w(v)] +b*wp(v)

Donc w(v) = ad(b(e)™!)[w(v)] mod n. Par conséquent, pour tout b€ N, et tout Aeg, ona :
A=ad(b™')(A) mod n. Fixons alors B € n, nous obtenons :

VAeg, %hzoad(e:ﬁpg(—tB))(A) =-[B,A]gen (1.121)

donc n est un idéal de g, et N est normal dans G. 0

Ce résultat peut se reformuler comme une propriété du foncteur f du[Théoréme 1.6.1]:

Corollaire 1.5.1. Si (G, P) est une géométrie de Klein effective, alors le foncteur f est
fidéle.

Démonstration. Par définition, les fleches de Gpr,p sont des isomorphismes de fibrés P-
principaux holomorphes. Il suffit donc de prouver qu’une fleche entre une géométrie mé-
romorphe (F,wp) et elle méme induisant 'identité sur f(E,wp) est 'identité. Or par défini-
tion, une telle fleche est un automorphisme de (E D, wp) couvrant l'identité sur M \ D. Le

permet de conclure. O

La condition d’effectivité n’est pas restrictive : soit K le noyau de l'action adjointe de
P sur g. Alors on peut se ramener & une géométrie modelée sur (G', P') avec G’ = G/K et
P'=G'n P, c’est a dire une géométrie effective (voir [45], Chapitre IV, Proposition 3.1). Le
posséde un analogue infinitésimal :

Corollaire 1.5.2. Soit (FE,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D),
ot (G, P) est effectif. Alors les morphismes définis par sont des isomorphismes de
faisceaux. En particulier :

Pi[[ffoc nKerdp={0} -
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Lorsque (G, P) est effectif nous nommerons les sections de Ei[[ﬁj’oc’ v champs de Killing de
la géométrie (E ~ D, wo,po).

L’abondance de symétries pour une géométrie de Cartan holomorphe peut étre utilisée
dans la classification (voir [24]). Notamment dans la situation suivante :

Définition 1.5.20. (E,wg) (resp. M) est dite localement homogéne si et seulement si
pour tout xg € M \ D, il existe un voisinage Uy, de ce point et une famille X1,...,X,, €
Et[[lOCM(UxO) telle que T M|y, est engendré par les X; comme Oyr-module. Elle est quasi-
homogene st il existe un ouvert dense U ¢ M tel que (E,wq) est localement homogéne sur

U.

Nous expliquons a présent que les champs de Killing forment un systeme local sur M \ D.

Par le Corollaire m nous sommes ramenés a prouver la méme propriété pour Ei[[%’cwo :

Lemme 1.5.4.3. Pl[[loc est un systéme local en algébres de Lie de dimension finie sur
E~D.

Démonstration. Par définition d’un systéme local, il s’agit de prouver que pour tout e € ED,
il existe un voisinage U, de E'\ D et un isomorphisme de C-faisceaux : ¢, : K (e) — El[[loc
oun K (e) est le faisceau constant de fibre K(e) = Pi[[l(’c(e) (voir Déﬁnition 13.13). Pour

cela, on con81dere I’application exponentielle exp. : V — F sur un voisinage V' c g de 0 sur
lequel elle est injective (voir [Définition 1.5.2)). Elle induit un biholomorphisme :

Ye V. — U

A — (o) (1.122)

ot A = wyt(A) et U est un voisinage de e. L’application linéaire de la [Définition 1.5.3 se
restreint en :

¢ = K(e), — eirloe|y,
X(e) — X, X(¢e(A)) = Tp(X(e))

(1.123)

Montrons d’abord que cette application est bien définie : considérons une section X €
£ill°¢(U,), la section constante X (e) de K, sur U, et montrons que
Ue

Ve e U, X(e') = ¢e(X(e))(e) (1.124)

En effet, soit (¢;);=1,.. v une base de I'algebre de Lie g = Lie(G) et (Y;)i=1,.. N € H(U,TE)
les champs Y; = w; L(¢;). Par définition de El[[fdo(f, X doit commuter avec les Y; pour tout ¢ =
1,..., N. En fixant une direction quelconque A € g et en considérant la courbe v4(t) = ¥ (tA)
associée, cela implique que les dérivées %|t:t0X oya(t) et %|t:0Te¢f4(X (e)) coincident. Or
X(e) = T(;S(l)(wo(X(e))), donc X (v4(t)) = TQS}LI(X(e)) et on en déduit immédiatement la
formule . Par conséquent ¢, p est bien définie. Elle réalise de plus une bijection
entre Ei[[l"c(e) et El[[lOC(U ) pour tout U c Up. p, compaptible avec les restrictions. Nous
avons donc montré qu’il s’agit d’un isomorphisme du faisceau constant vers la restriction
de Ei[[ﬁj’(f au voisinage Uy, p. En particulier, £l est un systéme local de dimension k sur
M\ D.

La structure d’algebre de Lie sur une fibre Ei[[l"c(UxO) est simplement celle induite par le
crochet de champ de vecteurs [,] sur M. En effet, si X; et X5 sont deux éléments dans la
fibres, alors par définition ils se relevent en X3, Xo € TE(p~'(U,,)) avec, pour tout A€ g :
[X1,A4] = [Xg A] ot A = wol(A) En appliquant 'identitée de Jacobi, on trouve immédia-
tement [[ X1, X5], A] = 0 donc [X1, X5] est un relevé de [X1, X5] commutant avec tous les
champs wp-constants. Comme M est connexe, la classe d’isomorphisme de l'algebre de Lie
(€il1°(Uy, ), [, ]) est indépendante du point 2o € M \ D et du voisinage Uy, . O
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Remarque 1.5.4.1. En particulier, (Gl°°°(M~D),[,]) est une algébre de Lie de dimension
finie k, majorée par la dimension N = dim(g) = dim(G).

Corollaire 1.5.3. Si (G, P) est une géométrie de Klein effective, alors Ei[[é\‘f% est également
un systeme local sur M N\ D.

Démonstration. Remarquons qu’une automorphisme infinitésimal X e Et[[loc (ﬁ ) sur un

ouvert U ¢ E N\ D commute avec les champs fondamentaux de Paction de P sur E. Cela
équivaut a ce que X soit une section invariante de TE par la linéarisation (dry)pep. Par

conséquent, Et[[loc est stable par la linéarisation précédente, et p*{?i[[%’fwo est encore un
systeme local sur M N\ D. Par la|Corollaire 1.5.2] on conclut immédiatement. O

1.6 Extensions méromorphes et structures géométriques mé-
romorphes induites

Dans cette section, nous décrivons les Q-structures méromorphes induites par les (G, P)-
géométries de Cartan méromorphes, ot () est I'image de la représentation adjointe quotient
d’une géométrie de Klein complexe (G, P) (Définition 1.4.2). Nous utilisons le langage des
catégories et passons par un objet qui est I’analogue des structures holomorphes induites
par les (G, P)-géométries de Cartan holomorphes : les Q-extensions méromorphes. Nous
distinguons le cas des géométries de Cartan holomorphes branchées.

1.6.1 ()-extensions méromorphes et ()-structures méromorphes induites

Soit (M, D) une paire de dimension n = dim(G/P). Reprenons la description équivariante
d’une géométrie de Cartan méromorphe proposée dans [4] :

Proposition 1.6.1.1. L’ensemble des (G, P)-géométries de Cartan méromorphes (E,wq)
sur (M, D) est en bijection avec l’ensemble des couples (E, By) ou E est un fibré P-principal
holomorphe sur M et By est un isomorphisme entre At(Ep)[+D] et E(g)[*D] tel que dia-
gramme suivant commaute :

0—— E(p)[+D] — At(Ep)[«D] -+~ TM[*D] —=0 (1.125)

| |+ |

0 — E(p)[+D] —— E(g)[+D] £[+D] —0

ot : 1 et q sont les morphismes de la suite exacte (Proposition 1.1.5.1), € = E(g/p)
et le morphisme ¢o est le morphisme induit par By et le diagramme.

Démonstration. L’ensemble des 1-formes méromorphes wy & valeurs dans g sur (E, D), P-
équivariantes, est en bijection avec I’ensemble des morphismes de OE[*[)]—modules wp :
TE[«D] — Opg[+*D] ® g équivariants. Cette bijection se restreint entre I’ensemble des
connexions de Cartan méromorphes wy et les isomorphismes de (’)E[*D]—modules équiva-
riants vérifiant, pour tout z € M \ D :

LpaWo = Wpg (1.126)

ou tp, désigne l'inclusion de la fibre p(x) dans E, et wp, sa forme de Maurer-Cartan
(Définition 1.1.1). La |Corollaire 1.1.1| établit une correspondance bijective entre les iso-
morphismes de @[+D]-modules wy : TE[*D] — Op[*D] ® g P-équivariants et les mor-
phismes de Op/[*D]-modules By : At(Ep)[*D] ~ E(g)[*D]. La condition équivaut
a Bo ot =Idp) par définition du morphisme ¢ (voir [Proposition 1.1.3.1)). O
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Dans le cas holomorphe, i.e lorsque D est vide, cette définition alternative permet de dé-
crire la @-structure holomorphe induite par une géométrie de Cartan holomorphe (E,w) sur
M. Dans ce cas, le morphisme ¢ construit dans la [Proposition 1.6.1.1| est un isomorphisme
de Ops-modules entre TM et £. Le dernier module est aussi le module représentation associé
au fibré @-principal holomorphe

E=ExQ (1.127)

et la représentation g/p de Q. En fixant une base de g/p, le groupe @ s’identifie & un sous-
groupe de Lie complexe de GL,(C). Par conséquent E s’identifie 4 une réduction holomorphe
du fibré des base R(E) au sous-groupe Q ¢ GL,(C). En notant ¥ : R (M) — R(&) Viso-
morphisme de fibrés G L,,(C)-principaux holomorphes correspondant a ¢q ,

on obtient une @-structure holomorphe

Ey=0Y(E) (1.128)
sur M.

Dans le cas méromorphe, le fibré Q-principal holomorphe E défini par (T.127) est une
réduction du fibré des bases d’une extension méromorphe sur (M, D), au sens ci-dessous :

Définition 1.6.1. Soit (M, D) une paire avec dim(M) =n et H un sous-groupe compleze
fermé de GL,(C).

1. Une extension méromorphe (resp. holomorphe) sur (M, D) est un couple (€,¢pg) ot &
est un Opr-module localement libre de rang n = dim(M) et ¢o : TM[+xD] — E[*D]
est un isomorphisme (resp. se restreignant en un isomorphisme de Oyr-modules entre

TM et&).

2. Une H-extension méromorphe (resp. holomorphe) sur (M, D) est un couple E = (¢g, E)
(resp. (¢0,E)) ot E est un fibré H-principal holomorphe sur M tel que (E(C™), o)
est une extension méromorphe (resp. holomorphe) sur (M, D).

3. Une Q-extension méromorphe (¢g, E) est induite par une (G, P)-géométrie de Car-
tan méromorphe (E,wy) sur (M, D) si E est obtenu comme en et ¢o est le
morphisme construit comme dans la|Proposition 1.6.1.1|.

Les H-extensions méromorphes sur les paires forment une catégorie :

Définition 1.6.2. Soit H une sous-groupe complexe fermé de GL,(C).

1. Soient E = (¢, E) et B = (¢}, E') deux H-extensions méromorphes sur deuz paires
(M, D) et (M',D"). Un isomorphisme entre E et E' est un isomorphisme de fibrés
H -principauz holomorphes U : E\M\D ~ E~’|M1\Df, couvrant un biholomorphisme @ :
M — M’ avec la propriété suivante. Soient £ = E(C"), £ = E'(C") et ® = ¥(C")
(voir |Définition 1.1.10). Alors le diagramme suivant commute :

TM[+D] —~ g[+D] (1.129)

ao| |2

@ TM'[*D] ——= ¢*&'[+D]
¥ ¢0

Cela définit la catégorie des H-extensions méromorphes sur une paire (générale).

2. Si € est une sous-catégorie de cette derniére, et (M,D) est une paire, la catégorie
Em,p est la sous-catégorie dont les objets vivent sur (M, D) et dont les isomorphismes
couvrent l’identité de M.
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Soit (¢o, F) une H-extension méromorphe sur (M, D), et £ = E(g/p). Par le
le morphisme ¢g : TM[«D] — E[*D] équivaut a une 1-forme méromorphe 6y
sur F a valeurs dans C" et H-équivariante. La 1-forme méromorphe 6y s’étend en une 1-forme
G L, (C)-équivariante sur R(€). De maniére géométrique, ¢g équivaut & un isomorphisme de

fibrés principaux holomorphes ) entre R (M ~ D) et R(E)|prp (Lemme 1.1.2.1) et
0o = V"0 (1.130)
ou 0 est la solderform de M.

Définition 1.6.3. Soit H un sous-groupe fermé de GLy,(C) et (M, D) une paire.
1. Soit (¢o, E) une H-extension méromorphe sur (M, D). La forme 0y définie par (1.130)

est nommée solderform méromorphe associée d (¢o, E) € Epp.

2. En général, pour un fibré H-principal holomorphe P E — M, et un diviseur D H-
invariant sur E, une solderform méromorphe sur (E,D) est une 1-forme méromorphe
sur E avec poles en D, d valeurs dans C", H-équivariante, et dont le noyau est ker(dp).

Cela nous permet de donner une définition équivalente des QQ-extensions méromorphes :

Lemme 1.6.1.1. Soit £ la catégorie de toutes les H -extensions méromorphes sur une paire.
La correspondance :

E < {Fibrés H-principauz holomorphes munis d’une solder-form méromorphe}
(0, E) < (E,00)

(1.131)
construite précédemment définit équivalence de catégories entre £ et la catégom'e des couples
(E,0y) ou E est un fibré H-principal holomorphe et 0y une solderform sur E. Les fléches
pour cette catégorie sont les isomorphismes de fibrés H -principauz holomorphes U : E —> E'
tels que U*6) = 6.

Démonstration. L’application qui & E associe (E,6) est une bijection par le|Corollaire 1.1.1]
Nous prouvons qu’elle s’étend en une équivalence de catégorie. Considérons donc une fleche
d: & — & entre (¢o, E) et (@), E') sur deux paires (M,D) et (M',D'), couvrant
@©: M — M'. Le relevé U : R(§) — R(E') aux fibrés des bases se restreint par définition
en un isomorphisme de fibrés H-principaux holomorphes entre F et E', couvrant l'identité.
De plus, l'identité ® o o* ¢ = ¢ equlvaut a* 0; = 6y (voir [Corollaire 1.1.1). Nous obtenons
une fleche ¢ entre (E,6p) et (E',65). Le foncteur obtenu est plein par le |Lemme 1.1.2.1| et

fidele par construction. O

Dans le cas d'une @Q-extension méromorphe obtenue a partir d’une (G, P)-géométrie de
Cartan méromorphe (F,wp) sur (M, D), la solderform est directement reliée & la connexion
de Cartan :

Proposition 1.6.1.2. Soit 7y, le quotient par p = Lie(P) dans g = Lie(G) et Q = ad(P).

Soit (E,wo) une (G, P)-géométrie de Cartan_méromorphe sur (M,D) et E = (¢0,E) ot
E=F % Q et ¢g est le morphisme de la |Proposition 1.6.1.1 La solderform 6y de E est la

1-forme obtenue par passage au quotient de 7y, owo par l'action du noyau P’ = ker(ad) sur
E.

Démonstration. En effet, notons proj; : E x P’ — E la projection sur le premier facteur.
Remarquons que la 1-forme méromorphe g, owooT'projy sur £ x P est invariante par I’action
produit du sous-groupe P’ sur ce dernier. De plus, elle s’annule sur Tproj;t(Ker(dp)) donc
en particulier elle s’annule sur les champs fondamentaux associés a I’action de P’. Elle passe
donc en quotient en une 1-forme 6 sur E. En reprenant le diagramme , nous obtenons
6( = 6p. O
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Cela nous permet de montrer facilement la fonctorialité de I’application définie dans la
|Proposition 1.6.1.1|:

Theoréme 1.6.1. Identifions Q = ad(P) d un sous-groupe fermé complexe de GL,(C), et
notons G et £ les catégories de (G, P)-géométries de Cartan méromorphes et de Q-extensions
méromorphes. L’application f qui a une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe (E,wg)
sur une paire (M, D) associe la Q-extension méromorphe (¢o, E) comme dans la
définit un foncteur entre G et £. Il se restreint a4 la sous-catégorie restreinte
des (G, P)-géométries de Cartan holomorphes branchées en un foncteur a valeurs dans les
Q-extensions holomorphes.

Démonstration. Soient (E,wo) et (E',wy) deux (G, P)-géométries de Cartan méromorphes
respectivement sur (M, D) et (M',D"). Soit ¥ : E \ D —s E'~ D' une fleche entre ces
derniers. Soient (¢o,E) et (gbo,E) leurs images respectives par f, et ¢ : M — M’ le
biholomorphisme couvert par :

T =0(Q) (1.132)

ou ¥(Q) désigne le morphisme représentation associé a ¥ et la P-variété @ (Définition 1.1.10)).

Par la[Proposition 1.6.1.2] les morphismes ¢g et ¢, sont obtenus par passage aux quotients
des morphismes équivariants correspondant aux solderform méromorphes 6y et 6], i.e les 1-
formes méromorphes obtenues par passage aux quotient des formes méromorphes 7y, © wo

et g/, o wy par l'action de P’ (ici 7y, est la projection naturelle sur g/p). Or T*0)) = 6y par
hypothese, d’ou le résultat (voir [Corollaire 1.1.1)). O

Au [chapitre 2| nous nous restreindrons a des sous-catégories de (Q-extensions méro-
morphes sur une paire. Pour restreindre le foncteur f, nous définissons :

Définition 1.6.4. Soit £ une sous-catégorie de la catégorie des Q-extensions méromorphes.
On définit ’antécédent holomorphe G de £ comme l'image réciproque de € par le foncteur f
du Théoreme 1.6, 1)

1.6.2 (@-structures méromorphes induites

Les Q-extensions méromorphes sont des objets intermédiaires entre les (G, P)-géométries
de Cartan méromorphes et les @Q-structures méromorphes qu’elles induisent. En effet, pour
tout sous-groupe de Lie complexe H de GL,(C), il existe un foncteur de la catégorie des
H-extensions méromorphes (Définition 1.6.2)) dans celle des H-structures méromorphes ([Dé-

finition 1.1.19)), défini comme suit.

Soit E = (¢o, E) une H-extension méromorphe sur une paire (M, D). Alors ¢ se restreint
en un isomorphisme de Oy p-modules entre TM \ D et E|pr.p. Par le cela
correspond & un isomorphisme de fibrés principaux holomorphes ¥ entre R'(M \ D) et
R(&|yp). La réduction holomorphe Ey c R (M \ D) définie comme en correspond
a une H-structure holomorphe S sur M \ D (Définition 1.2.7)).

Lemme 1.6.2.1. La H-structure holomorphe S définie ci-dessus se prolonge en une H-
structure méromorphe sur (M, D).

Démonstration. On rappelle que
S:RY (M~ D)— GL,(C)/H

est obtenue comme en a partir de la position relative ((1.21))). Ainsi, I'image S(b)
d’un élémént b e RY (M ~ D) est la classe d’un élément g € GL,(C) tel que b’ = U(b)-g ¢ E.
Fixons xg € M et U un voisinage de x¢ dans M équipé d’une base (51,...,5,) de &|y dans
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la réduction E et (8%1,...,82 ) de TM|y. Notons, pour tout xeU, b(z) e RY (M) (resp.
V(z) € E) Pélément correspondant & la base (a—Zl(x), ey 8Z (x)) (resp. (51(x),...,5,(x)))
de T, M (resp. E(x)). Alors pour tout z € U~ D, W(b(x)) est 'élement de R(E) correspondant
a la base (¢0(%)($), . .,qﬁo(%)(x)) de £(x). Notons alors g(x) I'élément de GL,,(C) tel
que ¥(b(z)) - g(x) = b'(z). Comme ¢y préserve les sections méromorphes, g(x) se prolonge
en une application méromorphe de U dans GL,(C) pour la structure de variété complexe
induite par l'inclusion GL,,(C) ¢ End(C™). Donc S est une H-structure méromorphe sur
(M, D). O

On définit une application p entre les objets des deux catégories précédentes par :
u(E) =S (1.133)

Lemme 1.6.2.2. L’application définie par (2.2.6|) s’étend en un foncteur de la catégorie des
H -extensions méromorphes vers celles des H-structures méromorphes. C’est une équivalence
de catégories vers son image.

Démonstration. Soit (@, ®) un isomorphisme entre deux H-extensions méromorphes (o, E)
et (ngO,E ) sur deux paires (M, D) et (M',D"). Par définition, cela équivaut a un isomor-
phisme U : E|y;.p —> E'|prp. Soient S et S’ les images par u des de ces deux objets. En

utilisant le [Lemme 1.6.1.1} le diagramme ([1.129)) se réécrit au niveau des fibrés principaux :

RY (M \ D) LR(@)W\D (1.134)

| B

R (M’ D) —= R(E o

ot ¥ et 1)’ sont les isomorphismes de fibrés principaux holomorphes associés & ¢y et @0
(Lemme 1.1.2.1)) et @ est le relevé canonique de ¢ aux fibrés des repéres (Proposition 1.1.4.1)).
Par conséquent, les réductions holomorphes Ey ¢ RY(M \ D) et E} ¢ R' (M’ ~ D') corres-
pondant respectivement & S et S’ vérifient p(Ep) = E('), i.e @ est une isométrie entre S et
S’

Le foncteur p est fideéle car c’est la restriction du foncteur fidéle du [Lemme T.1.2.T] 11 est
plein vers son image par définition. O

Définition 1.6.5. Soit Sy une sous-catégorie de celle des H-structures holomorphes.

1. La sous-catégorie £ des H-extensions méromorphes associée a Sy est celle dont les
objets sont les H-extensions méromorphes (¢o, E') sur une paire (M, D) telle que S =
() se restreint & M ~ D en un objet de Sp.

2. La sous-catégorie S des H -structures méromorphes associée 4 Sg est celle dont les objet
sont les H-structures méromorphe S’ sur une paire (M, D) dont la restriction S'|p<p
est un objet de Sq.

3. Le foncteur p associé a Sy est la restriction u: E — S aux deur catégories précédentes.

Nous prouvons maintenant, grace a ’exemple des métriques riemanniennes méromorphes
(Définition 1.2.8)), que le foncteur p de la [Définition 1.6.5| n’est pas surjectif en général.
Plus précisément, définissons Sy comme la sous-catégorie des métriques riemanniennes holo-
morphes sur les variétés complexes, et S et £ les sous-catégories respectives de H-structures
méromorphes et H-extensions méromorphes associées (Définition 1.6.5)). Alors :
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Exemple 1.6.1. Soit (M, D) = (C%, {2 = 0}) ot (21,22) sont les coordonnées canoniques
sur M. Soit g la métrique riemannienne méromorphe sur (M,D) définie par g(zi,z2) =
%dz% +dz3. Alors g n'est pas dans limage de € par le foncteur pu.

Démonstration. Par définition, g est dans I'image de Sy p si et seulement si la réduction
holomorphe E, de RY(M ~ D) & H correspondante se prolonge en un fibré H-principal
holomorphe E sur (M, D), tel que £ = E(C™) est une extension méromorphe sur (M, D).
Or Ej est la réduction formée des bases g-orthonormées locales de T'M \ D. Supposons que
cette réduction se prolonge en E comme précédemment, et prouvons que £ n'est pas une
extension méromorphe sur (M, D). Fixons un point z¢ € D quelconque, un voisinage U de
o et supposons qu'il existe une famille de champs méromorphes (Y1,Y?5) sur U telle que la
restriction & U \ D appartient & Ey. Notons (a1, az) et (by,by) les coordonnées respectives
de ces deux champs méromorphes dans la base (8%1’ 3%2). Alors I'orthonormalité implique :

1 o . .
Z_(al +b1)? + (ag +b2)* =29(Y1,Y2) + g(V1,Y1) + 9(YV2,Y3) =2 (1.135)
1
En particulier, % = —z1. Ceci est impossible car la fonction z; n’admet pas de racine
globalement définie sur U \ D. O

1.6.3 (@-structures méromorphes induites par une géométries de Cartan
holomorphe branchées

Nous expliquons maintenant pourquoi les @-extensions méromorphes sont indispensables
pour caractériser la sous-catégorie des Q-structures méromorphes induites par les (G, P)-
géométries de Cartan holomorphes branchées.

Lemme 1.6.3.1. La bijection de la |Proposition 1.6.1.1] se restreint en une bijection entre
lensemble des (G, P)-géométries de Cartan holomorphes branchées sur (M, D) et les sections

Bo dont la restriction a At(Ep) est un morphisme By : At(Ep) — E(g) et (7\@50)0 =D.

Démonstration. Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D) et
Bo la section correspondante (Proposition 1.6.1.1). Par définition, 3y se restreint en un iso-

N N
morphisme de Oy p-modules, donc (ABp)o = (Ago)o est inclus dans D. Enfin, wy est holo-
morphe sur F si et seulement si g se restreint en un morphisme de Op-modules comme dans
I’énoncé. Dans ce cas, le diviseur de branchement D (Définition 1.5.7) est par construction

N n
D = (ABp)o, qui coincide avec (A¢pg)o- O

Par conséquent, le foncteur f de la [['héoreme 1.6.1| se restreint en un foncteur, encore
noté , entre les catégories GY et £Y définies comme suit :

Définition 1.6.6. Soit (M, D) une paire de dimension n = dim(G/P), H un sous-groupe
de Lie complexe de GL,(C) et Q l'image de la représentation adjointe quotient de (G, P).

1. Une extension holomorphe sur (M, D) est une extension méromorphe (€, ¢o) sur (M, D)
(Définition 1.6.1) telle que ¢g se restreint a TM en un morphisme injectif ¢o : TM —
£.

2. La catégorie des H-extensions holomorphes est l'intersection de la catégorie des H -
extensions méromorphes et des extensions holomorphes. Une fleche entre deuz exten-
sions holomorphes (€, ¢o) et (E',¢y) sur deuz paires (M, D) et (M',D") est un isomor-
phisme de H-extensions méromorphes entre ces derniéres tel que (p,®o) se restreint
en un isomorphisme de fibrés vectoriels entre € et £ (Définition 1.1.5).
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3. Soit £ une sous-catégorie de H-extensions méromorphes. On note E° son intersection
avec les H-extensions holomorphes.

4. Soit G Uantécédent d’une sous-catégorie £ de Q-extensions méromorphes. On note G°
son intersection avec les (G, P)-géométries de Cartan holomorphes branchées.

De méme, le foncteur p de la [Définition 1.6.5 se restreint en un foncteur p: £ — S.
Cependant, nous n’obtiendrons pas en général une équivalence de catégorie vers son image.
Nous donnons ci-dessous un contre-exemple.

Soit M = C?, muni de ses coordonnées canoniques (z1,22) et D = {z = 0}. Soit Q le
sous-groupe de G'Lo(C) des automorphismes linéaires stabilisant la droite Ce_; c C2, et
considérons la catégorie £y p des Q-extensions méromorphes sur (M, D) (Définition 1.6.2)).
Un objet E = (¢o, E) de Em.p avec ¢o = Idrp[.p) équivaut donc a un couple (&1,€) de
sous-modules de TM[*D], out £ = E(Ce_1) et £ = E(C?). Son image S = u(E) équivaut
aux deux sous-modules &1y p et E|prnp de TM \ D obtenu par restriction & M ~ D. Par
définition, existe une fleche de Eyr p entre deux Q-extensions E et E' comme précédemment
si et seulement si £ =E&" et & = &].

Exemple 1.6.2. Soit Q le sous-groupe défini ci-dessus et (M, D) une paire. On définit
deuz objets E et E' de Enrp associés comme ci-dessus aux couples (€1,E) et (£1,€") ou
E1=0m3%, & =Ont% et E=E10 Oy, £ =€ @ Oy Alors u(E) = u(B') mais il

. . z1 021 ,
n’existe pas de fleche entre E et E'.

Démonstration. Par les remarques précédent 'exemple, il n’existe pas de fleche car & # &;.
De plus, les images des deux Q-extensions méromorphes par p coincident car la filtration
induite sur TM \ D est la méme. O

1.6.4 Cas des géométries de Cartan affines

Le cas des géométries de Cartan méromorphes affines, i.e modelées sur la géométrie de
Klein affine complexe (G, P) de dimension n > 1 (Exemple 1.4.3) est particulier. Soit en
effet G la catégorie des (G, P)-géométries de Cartan méromorphes (Définition 1.5.8) et C la
catégories des connexions affines méromorphes. On a une équivalence de catégories c: G — C
comme suit.

Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une paire (M,D), et
(¢0, E) son image par le foncteur du[Théoréme 1.6.1, Comme Q = P, on a que E = E = R(E)
est le fibré des bases de £ = E(g/p). De plus, g = m @ p est somme directe de p = Lie(P)
et d'un P-module supplémentaire m (Exemple 1.4.3)). Par conséquent, wy est somme directe
d’une 1-forme méromorphe 6y a valeurs dans m, P-équivariante sur F, avec 6y(e) surjective
pour e € Ex D ([) = p (D)) et d’une 1-forme @ méromorphe sur E, & valeurs dans p,
P-équivariante, i.e une connexion principale méromorphe avec poles en D. Cette derniére
équivaut par le [Proposition 1.3.2.1{ & une connexion méromorphe V sur € avec poles en D.

Définition 1.6.7. La catégorie E°°™ a pour objets les couples (E,V) formés d’une extension

méromorphe E = (€, ¢¢) sur une paire (M, D) et d’une connexion méromorphe sur € avec
poles en D. Le foncteur f"" :G — E°™ est défini par :

fEM(E, wo) = (€,¢0,V) (1.136)
ot (€,¢0) et V sont construites comme ci-dessus.

On définit alors un foncteur ™ de la catégorie £ = f(G) vers C en posant " (¢pg, E) =
V ou :
Vv = 651 (V) (1.137)
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Proposition 1.6.4.1. La composée ¢ = ™" o fO" ou " et f™" sont définis ci-dessus
est une équivalence de catégories entre G et C.

Démonstration. Par la|Proposition 1.3.2.1]et le|Lemme 1.6.1.1) f°°™" est une équivalence de
catégories. Il reste a prouver que c est une équivalence de catégories. Ceci est immédiat par
définition de image V = ¢(V) (Equation 1.137). O

Caractérisons les images des géométries de Cartan holomorphes branchées.

Définition 1.6.8. Une connexion affine holomorphe branchée sur une paire (M, D) est une
connezion affine méromorphe V sur (M, D) telle qu’il existe un sous-module & c TM[*D]
avec les propriétés suivantes :

(i) La restriction de V a & est une connexion holomorphe.
(ii) &€ contient TM comme un sous-module.
(iii) D est le support du quotient E/TM.

Lemme 1.6.4.1. Soit V une connexion affine holomorphe branchée sur (M, D). Alors le
sous-module € c TM[»D] de la|Définition 1.6.8 est unique.

Démonstration. Soient £,€" deux sous-modules vérifiant les trois conditions de la
et notons E et E’ leur fibrés des bases respectifs. Alors V équivaut a deux
connexions principales holomorphes @ et @' sur E et E’. Par ailleurs, les restrictions des
deux fibrés principaux holomorphes & M \ D sont canoniquement isomorphes a R'(M \ D),
et nous envisageons dans la suite de la preuve @ et @' comme une unique connexion principale
méromorphe & sur R'(M). Fixons alors deux bases locales de £ et £ sur un ouvert U ¢ M.
Elles correspondent donc & deux sections méromorphes o et o’ de R'(M) sur U. Considé-
rons alors I'unique fonction méromorphe b sur U & valeurs dans P telle que ¢’ = o - b. Par
construction o*@ et (¢')*® sont deux formes différentielles holomorphes sur U. La formule
de changement de jauge classique pour les connexions principales implique alors que b est
solution de I’équation différentielle

d(b) = Ab-bA’ (1.138)

ou A (resp. A’) est la matrice de V dans la base correspondant & o (resp. o’). Cette derniére
étant holomorphe sur U, quitte a restreindre U le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet
d’affirmer que b doit étre holomorphe sur U. En échangeant les roles de o et de o', nous
obtenons que b~ est également holomorphe sur U. Il vient que &|;y = £’|y. Ceci étant valable
au voisinage de tout point de M, nous obtenons 'unicité. ]

Lemme 1.6.4.2. Soit V une connezion affine méromorphe sur une paire (M, D). Alors V
est holomorphe branchée sur (M, D) si et seulement si elle est l'image d’une géométrie de
Cartan holomorphe branchée affine sur (M, D) via ’équivalence de la|Proposition 1.6.4.1|

Démonstration. SiV est 'image d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée (E,wp) sur
(M, D), alors on considére 1’extension méromorphe (¢g, E) image de (E,wg) par le foncteur
f (Théoreme 1.6.1)), et le sous-module € = ¢5' (E(C™)) de TM[*D], qui contient alors TM
et vérifie la condition (7i7) de la [Définition 1.6.8 Par construction, V se restreint en une
connexion holomorphe sur £.

Réciproquement, supposons V holomorphe branchée, et soit £ le sous-module de la
Alors V équivaut & une connexion holomorphe principale sur le fibré E des
bases de £. On obtient ainsi une géométrie de Cartan holomorphe branchée affine (E,wp) sur
(M, D), dont I'image par ’équivalence de la [Proposition 1.6.4.1{est V par construction. []
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1.6.5 Description de la fibre d’une (-extension méromorphe

Soit (G, P) une géométrie de Klein complexe, @ = ad(P) et (M, D) une paire. Fixons
une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe (E,wpy) sur (M, D) et notons E son image
par le foncteur f du[Théoreme 1.6.1} On aimerait comprendre quelle donnée supplémentaire
permet de décrire (E,wp) a partir de E.

Commengons par considérer le cas des géométries de Cartan méromorphes affines :

Exemple 1.6.3. Considérons le modéle affine (G, P) = (Af f(C™),GL,(C)) (|Exemple 1.4.

oun >1. Soit E = (¢0,E) une Q-extension méromorphe sur une paire (M, D). Supposons
qu’il existe une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe (E,wq) dans la fibre de E par f.
Alors la fibre de E est en bijection avec les sections méromorphes ¢ de E(Homc(C",g)),
avec poles supportés en D.

Démonstration. On a P = Q = GL,(C) et E = R(E). De plus, E = E, et ¢y induit un
isomorphisme entre E*® E(g)[*D] et Q},;® End(TM)[*D] (voir |Corollaire 1.1.1]). Le premier
module est naturellement isomorphe & E(Homc(C",g))[*D].

En reprenant la|Proposition 1.6.4.1} la fibre de [E par f est en bijection avec ’ensemble des
connexions affines méromorphes sur M, avec poles supportés en D. Cette bijection associe a
une (G, P)-connexion de Cartan wp sur E = R(€) la connexion méromorphe induite par la
connexion G Ly, (C)-principale méromorphe @ = proj, owy (ici proj, désigne la projection sur
p parallelement au supplémentaire m = C"). Soit w; une connexion de Cartan sur E dans la
fibre de E. Soient V et V' respectivement les connexions affines méromorphes correspondant
a wo et w(. Alors

Yp=V'-vV (1.139)

est une section méromorphe de Q}w ® End(TM), dont les poles sont supportés en D. En
particulier, ¥ o gf){)l est une section méromorphe de E(Homc(C", g)), avec poles supportés
en D. O

L’exemple ci-dessus admet la généralisation suivante :

Définition 1.6.9. Soit E > M un fibré P-principal holomorphe et wy,w( deuz (G, P)-
connezions de Cartan méromorphes (resp. différentiables) sur E, et By, 5, les morphismes
correspondant (Proposition 1.6.1.1| et sous-section 1.8.1)). Soit ¢ une section holomorphe

resp. différentiable) de E(Homc(g-, sur M. On note wy 5 Wl si et seulement si
(resp 9-,9 0

Bo = Bo +womg o fo (1.140)
ot Ty, est le quotient par E(p) c E(g).
Lemme 1.6.5.1. Soit E = (¢o, E) une Q-extension méromorphe sur (M, D). Supposons

qu’il existe un fibré P-principal holomorphe E tel que E=F I>§ Q, une connexion de Car-

tan wo sur E dans la fibre de E. Soit By le morphisme de Opr[*D]-modules associé d wy
(Proposition 1.6.1.1]).

1. Description géométrique : L’ensemble des connexions de Cartan méromorphes w(, sur

E dans la fibre de (¢, E) est en bijection avec les 1-formes méromorphes P-équivariantes
O € H'(E,Qp ®p) s’annulant sur Ker(dp). Cette bijection est donnée par la formule :

w)=wo+ 0O (1.141)

Dans cette bijection, si wg est branchée alors les connexions branchées correspondent
aux formes holomorphes.
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2. Description équivariante : L’ensemble des géométries de Cartan méromorphes de la

forme (E,By) dans la fibre de (0, E) est en bijection avec Uensemble des sections
méromorphes ¢ de E(Homgc(g/p,p)). Cette bijection est construite en associant d ¢
Uunique connexion de Cartan méromorphe w( sur E vérifiant wy N wy (7). Les
connexions de Cartan holomorphes branchées correspondent aux sections ¢ telles que
po @y est holomorphe sur M.

Démonstration. D’abord, les deux descriptions sont équivalentes par la correspondance de la
Proposition [1.1.3.1] Prouvons donc la seconde bijection. Soit 3} : At(Ep)[*D] — E(g)[*D]
correspondant & une connexion de Cartan méromorphe sur (F, D). Alors 6 = 8- fp s’annule
sur t(E(p)) ol ¢ est linjection dans la suite exacte d’Atiyah de E (Proposition [1.1.3.1)).
Donc § induit un morphisme 0 : At(Ep)/u(E(p)[*D] — FE(g)[*D]. Comme ¢ est un
isomorphisme entre At(Ep)/it(E(p))[*D] et E[*D], on obtient un morphisme ¢ = § o ¢;' :
E[*D] — E(g). Enfin, comme les images de (E, 5) et (E, ;) coincident, 7y, owp = mg/,0wp-
Donc ¢ est a valeurs dans E(p)[+D]. Il s’agit donc d’une section de Homo,, (€, E(p)) =
E(Home (g/9,1)). =

Lemme 1.6.5.2. Soit E un fibré P-principal holomorphe sur M et wy,w; deuz (G,P)-
connexions de Cartan différentiables (resp. méromorphes) sur (E, D) telles que (E,w)) et
(E,wo) sont dans la fibre de (¢o, E). Notons Gm.p (resp. gﬁfg) Dantécédent méromorphe
(resp. différentiable, voir |Définition 1.6.4) et |Définition 1.8.1]) de la catégorie Enr,p des Q-
extensions méromorphes sur (M, D) et supposons qu’il existe fléche Uo de Gy p entre (E,wp)
et (E,wy). Alors :
1. II existe une application différentiable (resp. méromorphe) p' : E \ D — p' telle que
Wo(e) = e-expa(p'(e)) pour tout e € E~ D. Cette application est équivariante et
correspond d une section différentiable (resp. méromorphe) p' de E(p).

2. La section ¢ du|Lemme 1.6.5.1| est donnée par :

pp=F(=p') +expa(p) wpowy (1.142)
ou F(p") = ad(expa(p')) — Idg pour tout p’ € p’.

Démonstration. Fixons une section holomorphe o : U — E et considérons ¢’ = ¥y o 0.
Comme ¥y couvre l'identitée, o’ est une section différentiable (resp. holomorphe) de E, et
il existe donc une application différentiable (resp. méromorphe) b, : U\ D — B telle que
o' =0-b,. Comme G est connexe, il existe p.. : U~ D — p différentiable (resp. méromorphe)
telle que b = expa(pl).

Nous avons donc : ¥o(o(x)) = o'(z) = o(x)-b (x) pour tout x € U\ D, et toute section o
comme ci-dessus. Cela définit une application différentiable (resp. méromorphe) p' : ExD —

p par:

p'(0(z)) = pr(o(2)) (1.143)
et comme Vg est P-équivariant, il s’agit d’une application P-équivariante. On a :
owo(z) = 0" (Ygwo)(x)
= o* (3, (mywo(2)) ® b, wp(2) (1.144)

= ad(t,(z) o wo(z) ® cxpa(pl) wp
Donc la section ¢ du est décrite par :
Yo () = (ad(b, ") - Idg) & expa(p') wp o 65" (1.145)
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ol Y, = s(Hom(g-,p)) est la trivialisation associée a la section o (voir [Définition 1.1.11fet
[Définition 1.1.9).

Enfin, comme wy et wy sont dans la fibre de (¢o, F), on obtient :

Tg/p ©Wo = Mg/ 0 Wy = e/ © Ywo (1.146)
et par (1.144) : ad(b)) = Id pour toute section o : U — E. On obtient bien p’ € p’ =
Lie(P"). O
1.6.6 Connexions de Cartan méromorphes horizontales

Soit (G, P) une géométrie de Klein complexe, @ I'image de la représentation adjointe
quotient ad (Définition 1.4.2). Nous supposons qu'il existe une application holomorphe s :
Q — P avec

ad o s = Idg (1.147)

et nous fixons un supplémentaire g_ de p = Lie(P) dans g = Lie(G).

Soit (M, D) une paire. Pour décrire la fibre d'une Q-extension méromorphe sur (M, D)
par le foncteur f du [I'héoreme 1.6.1} nous avons supposé qu’il existe une géométrie de
Cartan méromorphe dans cette fibre. Nous montrons maintenant que ceci est toujours vérifié
localement.

Fixons une Q-extension méromorphe E = (¢g, E) sur (M, D). Soit x € M, alors il existe
un voisinage U de z et une section holomorphe & : U —> E. Cela définit une trivialisation
de E |, et Iégalité implique que ce dernier s’injecte dans le fibré P-principal trivial
E % U. Par conséquent Ely = E % Q. Notons 15(g-) la trivialisation de £ associée a &

(Définition 1.1.10). Alors :

A= ¢o0Ys(g-) (1.148)

est un isomorphisme de Oy [*D]-modules A : TU[*D] — Opy[*D]®g- que nous appellerons
tout au long de cette theése la matrice de 6. Nous notons son inverse A™'.

Proposition 1.6.6.1. Soit E = (¢0,E) une Q-extension méromorphe sur (M,D), U c M
un owvert et E - U un fibré P-principal holomorphe avec E|U =F % Q.

1. Pour toute section o :U — E , g-méromorphe en D (Définition 1.1.17), il existe une
unique (G, P)-connexion de Cartan méromorphe wy sur E telle que :

(i) L’image de (E,w1) par le foncteur f est El|y,

(ii) et o*wy est a valeurs dans le supplémentaire g_.

2. Si E est holomorphe (Définition 1.6.1) et o est une section holomorphe sur U, alors
wy est une connexion de Cartan holomorphe branchée sur (p~(U), D).

Démonstration. Soit 51 la section de At(Ep)* ® E(g)[*D] correspondant & w; (voir Propo-
sition [1.6.1.1)). Par définition du foncteur f (Théoréme 1.6.1)), la condition f(p™'(U),w1) =
(Elvs ¢o, Elv) équivaut a :

ﬂg/poﬂl =¢goq (1.149)
ot g, est le quotient par le sous-module E(p) ¢ E(g) et ¢ le quotient dans la suite exacte
d’Atiyah (formule ([1.13)).

Considérons la trivialisation ¢, = ¥, (g) de E voir |Définition 1.1.11}). Comme g_ est
Y g g

un supplémentaire de p, la propriété (1.149) détermine complétement la projection proj,_ o
¥, o B1 parallélement a Oy ® p. La condition d’horizontalité (|1.6.10)) se réécrit :

projy o g o fr o =1Idpy,) (1.150)
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Comme 1,(FE(g)) est la somme directe de Oy ® g- et de Oy ® p, les deux projections
déterminent de maniére unique 1, (1), i.e une connexion de Cartan méromorphe sur p~*(U).
Enfin, si (¢o, E) € 8]947 p» alors pour tout X € TM(U), ¢o(X) est une section méromorphe
de &. Donc, par (I.150) et (1.150) on obtient que £1(X) est holomorphe pour tout X e
At(Ep)(U). Cela signifie exactement que wy se prolonge en une 1-forme sur p~1(U). O

Définition 1.6.10. Soit E —> M un fibré P-principal holomorphe et o : U — E une
section G-méromorphe en D. Soit E = (¢o, F) une Q-extension méromorphe sur (M, D)
avec E=F 5 P.

1. Une (G, P)-connezion de Cartan méromorphe o-horizontale est une (G, P)-connexion
de Cartan méromorphe wy sur p~1(U) telle que 0*wy est d valeurs dans g_.

2. La (G, P)-connexion de Cartan méromorphe o-horizontale sur p~*(U) dans la fibre de
E|y est celle définie au point 1. de la|Proposition 1.6.6.1.

Lemme 1.6.6.1. Reprenons le contexte de la |Proposition 1.6.6.1. Soit b : U — P une
application méromorphe da valeurs dans P et 69 = & -b considérée comme section du fibré P-
principal E. Soient wy,w] les (G, P)-connexion de Cartan méromorphes & et Go-horizontales

dans la fibre de Eyy. Soit A la matrice & (L.148)). Alors w; - Wi (voirlDéﬁnition 1.6.4) avec :

Yo (@) =—bemy+ (b ) wpo A (1.151)

ou Ty € g" ®g est la projection sur p relativement a g, be (resp. b-) désigne Uaction de b sur
la P-représentation End(g) (resp. 9> ®4g), et Vs la trivialisation de E(g* ® g) sur U induite
par & (voir|Définition 1.1.11)).

Démonstration. Soit w} la (G, P)-connexion de Cartan méromorphe sur E définie par
Fywi =mg oad(d )0 w] (1.152)

ol projg_ est la projection sur le supplémentaire g_ parallelement a p. Alors my_odjw; = my_o

gywy donc 'image de (E,w!") par f coincide avec celle de (E,w1), i.e E|y. Par construction,
wi’ est op-horizontale, et par conséquent wj = w}" (Proposition 1.6.6.1)). On en déduit :

*wi(z) = ad(d)omy oad(b™ o wi]-(b7') wp (1.153)
Comme A = §*wy, on obtient :
Ys(p)o A7 = & (wi-w1) = —ad(d)omoad(b™')o A+ (b') wp (1.154)

d’ou le résultat en composant par A~ & droite. ]

1.7 Feuilletage en courbes distinguées et fonctions de struc-
tures

Soit (G, P) une géométrie de Klein holomorphe, M une variété complexe de dimension
n = dim(G/P) et D un diviseur effectif. Dans la théorie classique, la description de I'en-
semble des structures géométriques holomorphes induites par les (G, P)-géométries de Car-
tan holomorphes sur M passe souvent par I’existence de sections particulieres du fibré de ces
géométries (voir par exemple Proposition 3.1.8 ,[14]). Ces derniéres sont construites & partir
de l'exponentielle de la géométrie (Définition 1.5.2)). La caractérisation de la sous-catégorie
des structures qui sont I'image d’une géométrie de Cartan se fait par le lien entre la fonction

74



CHAPITRE 1. GEOMETRIES DE CARTAN MEROMORPHES 1.7

de structure des structures (Définition 1.7.4)) et la courbure (Lemme 1.5.3.2)) des géométries

de Cartan. Nous étudions dans cette section des analogues pour les (G, P)-géométries de
Cartan méromorphes sur une paire (M, D), que nous nommerons sections exponentielles.
Elles sont reliées a la notion de géodésiques et de courbes distinguées (Définition 1.7.2)). Ces
derniéres permettent de mettre en évidence une classe particuliere de géométries de Car-
tan méromorphes : les géométries de Cartan méromorphes totalement géodésiques, dont les
automorphismes infinitésimaux seront étudiés au

1.7.1 Application exponentielle

Soit (F,w) une géométrie de Cartan holomorphe sur M. Soit g_ c g est un supplémentaire
de p. L’exponentielle en e € E permet de construire une section holomorphe ¢ : U — E au
voisinage de z = p(e) avec la propriété que o*w(T,M) c g-. En effet, pour tout e € E,
la projection p est un biholomorphisme entre I'image exp.(V) et U = p(expe(g-)) puisque
Taexpe(g) est un supplémentaire de Texpe(A)p_l(az) pour tout A eV et z = p(exp.(A)).

Pour une géométrie méromorphe (F,wg) sur (M, D), on dispose donc de sections holo-
morphes comme ci-dessus au voisinage d’un point x € M \ D. Au dessus d’un point x € D,
I’exponentielle n’est plus définie en général. En effet, les champs wp-constants peuvent avoir
des péles en D, et ne sont donc pas nécessairement complets : leur flot en un point régulier
e € Ex D nest pas défini sur C, et non défini en un point de branchement eg € D.

Exemple 1.7.1. Considérons le modéle affine de dimension 1 : (G,P) = (Aff(C),C).
Notons ¢; pour le vecteur de la base canonique de C c g = Lie(G) et ¢g pour une base de
lalgébre de Lie p = Lie(P). Soit E = M x C* le P-fibré holomorphe trivial sur M = C et
D ={z1=0} c M (2 est la coordonnée canonique sur C).

Notons 0og(z1) = (21,1) la section canonique. Soit wy la connexion de Cartan méromorphe
sur E définie par U[*)wo(a%l) =e] — %eo. Le champ méromorphe wy constant Y1 = wyt(e1)

vérifie Y1(oo(z1)) = 8%1+%€0 ot 8%1 et &y sont respectivement les uniques champs de vecteurs
holomorphes P-invariants sur E tels que 8%1 ooy = ATJO(%) et ¢go oy = wo(op) (ep). Ces
champs trivialisent TE globalement et nous notons 1) : TE ~ E x C? la trivialisation de fibré
vectoriel associée.

Choisissons z1 + 0 dans M et décrivons le flot ~v(t) = ¢§/1(00(21)) du champ Y. Notons
v(t) = (71(t),v2(t)) ou les composantes 1 et va sont identifiées a des courbes dans M et

C* c C. Alors, par P-invariance de la trivialisation v, on a :

1
(t)
Nous obtenons y1(t) =t + z1 et v5(t) = 7%(15) soit y2(t) = log(z1 + t). Par conséquent, ce

flot n’est pas défini sur C. En particulier Uapplication exponentielle n’est pas définie pour
-1
eep (0).

(M (), 75(1)) = (' (1)) = b (Y1 (n (1), 72(1))) = (1, ) (1.155)

1.7.2 Courbes distinguées

A partir de maintenant, nous nous intéressons a une (G, P)-géométrie de Cartan mé-
romorphe (E,wp) sur (M, D). Nous commengons par introduire du vocabulaire relatif aux
feuilletages holomorphes (de dimension 1). Dans cette thése, nous n’aurons qu’a considérer
des feuilletages holomorphes de rang 1 et qui sont réguliers.

Définition 1.7.1. Soit M une variété compleze.

1. Un feuilletage de rang 1 sur M est un sous-faisceau cohérent T c TM de rang 1 tel
que le quotient TM [T est sans torsion.
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2. Une feuille de T en x € M est une courbe complexe ¥ contenant x et vérifiant TS = Ty
0t Ty =02 ® T|g
3. Un champ de vecteur holomorphe X sur U c M est dit définir T si Ty = Oy X.

4. Un ouvert U c M est feuilleté si et seulement si il existe un champ de vecteur holo-
morphe X sur U c M qui définit T .

Soit 7 un feuilletage holomorphe de dimension 1 sur M. Alors T est localement trivial,
donc il existe au voisinage de tout point zg € M une section X € T(U), i.e un champ de
vecteur holomorphe qui définit 7. Comme T'M /T est sans torsion, X a des zéros isolés. Pour
tout g € M n’appartenant pas aux zéros de X, ce champ s’intégre en une courbe complexe
3. Nous notons alors EZ,; la feuille (maximale) de 7 en xg.

Lemme 1.7.2.1. Soit T c TM wun feuilletage holomorphe de dimension 1 sur M et D une
sous-variété lisse et irréductible de M. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) D n’est pas invariant par T, i.e. n'est pas une union de feuilles de T.

(ii) L’ensemble W des points x € D tel qu’il existe une feuille ¥ de T avec X n D = {z}
est Zariski dense dans D. De maniere équivalente x € W si et seulement si pour tout
champ Z définissant T au voisinage de x, Z(x) est transverse d D.

(iii) Pour toute équation locale zy de D sur un owvert U c M, et tout champ Z définissant
T sur U, la dimension :

OM,x
(Lz(z1),21)

est finie en au moins un point x € DnU.

dimc (1.156)

Démonstration. Notons T = Op ® T|p, qui est un sous module de Op ® TM|p. Notons
également g : T — N le passage au quotient par T'D dans le second faisceau, ou N est le
faisceau normal de D. L’ensemble W du point (ii) est le lieu d’annulation de la section de
Homp,, (T,N) correspondant au morphisme de Op-modules q|7. Comme D est irréductible,
W =D ou W est un diviseur strict de D, ce qui prouve I’équivalence entre (i) et (ii). Pour
I’équivalence avec (#ii), nous renvoyons a [12]. O

Soit 7 ¢ TM un feuilletage holomorphe de rang 1 sur M et notons ¢ : TM — TM|T la
projection naturelle. Alors la formule (o U est un ouvert quelconque de M) :

VUM, VZeT(U), VX e TM(U), VvZe(X) = q(Z,X]) (1.157)

définit une connexion 7 -partielle holomorphe sur TM /T (Définition 1.3.2)) appelée connexion
de Bott de T et introduite par P. Molino d’aprés les travaux de Baum et Bott (voir [2]).

Lemme 1.7.2.2. Soit T un feuilletage holomorphe de rang 1 sur M, V7 la connexion
T -partielle (TI57) et U ¢ M un ouvert feuilleté pour T . Alors tout germe de section V7 -
horizontale en un point x € U est le germe d’une section V' -horizontale sur le voisinage

V cU d’une feuille ¥ c U.

Démonstration. Soit Z un champ de vecteur holomorphe définissant 7 sur U. Fixons z' € U
et t € C tel que le flot ¢ = qﬁtZ Lﬁ’ ) est bien défini sur un voisinage de 2’ dans U. Considérons

le morphisme de faisceaux d¢ : TM /T — ¢*TM /T défini par le diagramme commutatif
suivant :

™ — Y g TM (1.158)
‘IL jqﬁ*q
TMJT —— *TM|T
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Fixons alors un germe s(U’) € TM/T(U") comme dans I’énoncé (ici U’ ¢ U est un voi-
sinage de x). Par la formule définissant V7, il est immédiat que s est invariante
par 'isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes ((;5,%). En définissant 5 par s|y = s
et S|4y = d(s), nous voyons que s se prolonge en une section 5 de TM /T (U’ u ¢(U")),
paralléle pour V7. Donc s se prolonge en une section de TM /T, paralléle pour v7T, sur
orbite de U’ par le flot local (¢%); de Z.

Comme le flot local ((th)t de Z agit transitivement sur ¥, nous obtenons que s se prolonge
une section s de TM /T, parallele pour v7 et définie sur un voisinage ouvert de X.

O]
Le feuilletage qui nous intéressera est construit de la maniére suivante :

Lemme 1.7.2.3. Soit Ae g~ {0}. Alors il existe un feyz'lletage holomorphe de dimension 1
Ta c TE tel que pour toute feuille X de Ty et € e N D, veTuX, on a : wo(e')(v) e CA.

Démonstration. Soit T) = CIf;é(OEA) ou @y, est le morphisme défini par (1.94). Il s’agit
d’un sous-module de TE[+D] par définition. Soient (Dg)aer les composantes irréductibles

de D. Alors il existe des entiers naturels minimaux (ng)qes tels que Ty := Ti(-X naDa)
ael
soit un sous-module de T'F, i.e un feuilletage holomorphe de dimension 1 sur E. Ce dernier

vérifie la propriété de ’énoncé par construction. O
Cela mene a définir :

Définition 1.7.2. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une paire
(M, D) et soit Aeg. Soit Ta le feuilletage du|Lemme 1.7.2.5,

1. Une courbe ¥ c E est A-distinguée si et seulement si pour tout x € X, ¥ est incluse
dans la feuille ©4 en .

2. Soit xg € M. Une courbe complexe ¥ c M est une A-géodésique en xq si et seulement
si elle contient xq et s’il existe une section G-méromorphe 7 de Elsx sur (X,z0) telle
que ¥ = 7(X) est A-distinguée.

3. Une A-géodésique X c M de (E,wp) est holomorphe si et seulement si la section T du
point 2. se prolonge en une section holomorphe de Els sur X.

4. (E,wq) est (holomorphiquement) totalement géodésique si et seulement pour toute com-
posante irréductible Dy, de D (resp. D, de D), il existe A € g et une A-géodésique in-
tersectant transversalement Dy, (resp. tel que D n’est pas invariant par Ta). On notera
W (resp. W) l'union des points de D (resp. de [)) qui sont l’intersection avec une
géodésique transverse (resp. une courbe distinguée transverse).

Soit ¢ : U N~ D — E une section G-méromorphe de E (Définition 1.1.12). Fixons une
base (¢;)i=1,.. n de g. Pour tout i € {1,..., N}, et tout e € E, notons X} la feuille de 7, en e,

i D
et X, sa projection par p: ' — M.

Définition 1.7.3. Une section exponentielle en xq € M est une section méromorphe o :
U\ D — FE avec la propriété suivante. Soit eq = o(xg), alors pour tout i =1,...,n, Y, est

l’image de fzo par o . Une section holomorphe exponentielle en xqg est une section holomorphe
sur un voisinage U de xg qui est exponentielle.

Dans le cas des géométries de Cartan holomorphes branchées, on peut se ramener a
supposer que la géométrie est totalement géodésique :
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Lemme 1.7.2.4. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée sur
une paire (M, D). Alors toute géodésique de (E,wq) est holomorphe (Définition 1.7.2). En
particulier, (E,wy) est holomorphiquement totalement géodésique si et seulement si elle est
totalement géodésique.

Démonstration. Il est facile de montrer, en raisonnant avec des coordonnées locales, que ’hy-
pothese sur (F,wp) implique que pour tout A € g\p, le feuilletage T est transverse a ker(dp).
Soit alors ¥ une A-géodésique de (F,wp) et notons X la courbe A-distinguée se projetant
sur X\ D. La remarque précédente implique que T4 induit une connexion principale holo-
morphe sur la restriction FEls, et par construction ¥ est une section holomorphe horizontale
de cette connexion. Par conséquent, cette derniere se prolonge en une courbe A-distinguée
se projetant sur 2. Cela signifie exactement que 3 est une géodésique holomorphe. O

Donnons tout de suite un exemple de géométrie de Cartan holomorphe branchée qui n’est
pas totalement géodésique :

Exemple 1.7.2. Soit (G, P) = (C?,{0}) la géométrie de translation canonique de dimension
2. Soit M = C? munie de ses coordonnées canoniques (z1,2), et D Uhyperplan d’équation
z1 = 0. Considérons la (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée (E,wq) sur (M, D)
définie par E = M et :

wo(z1,22) =dz1 ® ey + (—dz + Z%dZQ) ® e (1.159)

ot (e1,¢e2) est la base canonique de C2. Alors (E,wqy) n'est totalement géodésique en restric-
tion a aucun voisinage d’un point xg € D.

Démonstration. Les champs wp-constants associés & (e1,e2) sont Yj = zl(%l + %8%2 et Yy =
sur M tel que wo(Z) = haey+hbeg, i.e un champ de direction constante. Alors Z = haY;+hbY; =
hazla%l+h(%+%)a%2 est tangent a D en tout point zg € D. Par conséquent, toute géodésique

. Soient (a,b) € C*>~ {0}, h une fonction holomorphe sur M et Z un champ holomorphe

de wp en zg € D est incluse dans D.
O

Lemme 1.7.2.5. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une paire
(M,D), zg € M et ¥ une sous-variété lisse de M contenant xq et telle qu’il existe une
section G-méromorphe 7 de Els sur (3, o) (Définition 1.1.14). Alors il existe une section
G-méromorphe o de E sur un voisinage U de xqg telle que a|§mU =T.

Démonstration. Choisissons un voisinage connexe U de xy muni d’une section holomorphe
09 : U — E. Alors il existe une fonction méromorphe B sur U & valeurs dans p = Lie(P)
telle que 7 = 0 - expa(p). Quitte a restreindre U, il existe des coordonnées (z1,. .., z,) telles
que ¥nU ={z1 =...= 2, =0} oit m est la codimension de 3. La fonction B s’étend alors de
maniere immédiate en une fonction méromorphe B sur U a valeurs dans p, par la formule
B(z1,...,2n) = B(21,...,2mn). La section G-méromorphe o = 0¢ - expg(p) vérifie la propriété
requise. O

Considérons 'unique connexion de Cartan méromorphe o-horizontale wy sur U \ D, dans
la méme fibre par f que (F,wp) (Définition 1.6.10). Comme o est méromorphe, w; est
méromorphe. Nous notons alors ¢ la section méromorphe de E(Homc(g/p,p)) décrivant wy

relativement & wy (voir [Lemme 1.6.5.1)).

Lemme 1.7.2.6. 1. La section o est exponentielle en xg si et seulement si p(e;) est
identiquement nulle en restriction a ¥;, pour tout t=1,...,n.
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2. La section o est exponentielle en xq si et seulement si pour tout i € {1,...,n}, la courbe
i =0(%;) est e;-distinguée.

Démonstration. 1. o est exponentielle si et seulement si pour i=1,...,n et t € D(0,¢) on
a qﬁtzi(eo) = a(é% (70)). En dérivant I’égalité par rapport a s en s = ¢, cela équivaut a :

d s d t
Tsls=td7 (e0) = £|3=t0(¢z($o))
{ dhler) = ool (x0) (1160
Soit : ‘ A
2OV (e0)) = 24 Dwit (e) (8, (e0)) (1.161)

Considérons alors les sections Sy, 31 € HO(U, Hom(At(Ep), E(g))[*D]) associées & wy
et wy (Proposition [1.6.1.1]). L’égalité précédente se réécrit :

(Bo = B1) " (e1) (¢, (20)) = 0 (1.162)

pour tout ¢ € D(0,¢€). Or By—B1 = po By, donc (Bo—B1)~* = Byt 0. Comme de plus '
est un isomorphisme de Op[*D]-modules, on obtient que 1’égalité précédente équivaut
3 ples) emg, ) ® E(p).

2. Soit o méromorphe sur U et notons ¢, = 9, (g) la trivialisation de E(g)[*D] associée
a o (voir [Définition 1.1.11]). Supposons que o est exponentielle en xg. Soit x € U N\ D
et v € T,Y;. Par définition, ¢g(v) € C5;(z). Donc ¥,[Bp o To(v)] € Ce; mod p. Par
définition également :

projy(Ye[Bo 0 72 (v)]) = Yo [p(ei)(2)] =0 (1.163)
Donc :
o wo(v) = Ys[Bo o 76 (v)] = ¢ (1.164)
Réciproquement, si 0*wo(v) € CA pour tout x € X; N D et v € T, %;, alors o(e;) = 0 par
définition.
O

Corollaire 1.7.1. Si (E,wp) est une géométrie de Cartan méromorphe sur (M,D). Pour
tout xg € M, il existe une section holomorphe exponentielle en xg.

Démonstration. Fixons ey € p~!(zo) et notons (X4)i=1,... n les feuilles de chaque 7, (Lemme 1.7.2.3)

en eq. Il reste & construire une section holomorphe o : U — E telle que o(U) contient les

courbes ¥; pour i € {1,...,n}. Les sections o sont en bijection avec les applications holo-
morphes b : U — P, et celles avec o(U) contenant ¥; correspondent a b(3;) = {Id} ou
Y =p(%;). Comme les courbes ¥; sont transverses, une telle application existe. ]

1.7.3 Fonction de structure d’une base géométrique

Fixons une géométrie de Klein complexe (G, P), @ I'image de sa représentation adjointe
quotient ad (Définition 1.4.2)), ainsi qu'une base (¢;);=1,.. v de g ol (¢;)i=1,..n est une base

-----

2
du supplémentaire g- de p. Nous notons Wy = AgZ ® g- ¢ W et mw,_ la projection de

W = (/2\gf) ® g parallélement & (/z\gf) ®p. L’isomorphisme naturel g_ ~ g/p donne a W,_ une
structure de représentation du groupe P. Cette derniere se factorise par une représentation
du groupe @ puisque P’ agit trivialement sur g/p.

Notons 0 la seconde différentielle de Kostant dans le complexe de Chevalley g_-relatif
associé a la représentation g du groupe G (Définition 1.4.6)) et 74 la projection naturelle
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de Homg(g-,p) sur Home(g-,q). Comme 7y 4 est surjective, et que I'image de son noyau
Homge(g-,p") par 0 est inclus dans W, il existe une unique application linéaire O satisfaisant
I’équation : .

9o g =mw,_ © 8|H0mc(g—m) (1.165)

Considérons la géométrie de Klein complexe (@xg-, Q) ol g- est le sous-groupe additif de
I’espace vectoriel. Soit d la différentielle de Kostant g_ relative de la représentation adjointe
g’ =g_®q de G’ (Définition 1.4.6). Les applications 0 et 0 sont reliées par :

Lemme 1.7.3.1. La projection my,_ 0d coincide avec Ty, o0 en restriction d Homce(g-,q).

Démonstration. Soit ¢ € Homc(g-,q). Par définition, pour tout A,Beg_ on a :
9p(A,B) = [@(A), Bly +[A,¢(B)ly (1.166)
car g_ est une sous-algebre abélienne de g’. D’autre part :
0p(A,B) = [p(A), Bly+[A,¢(B)]y - ¢([4,Bly.) (1.167)

avec ¢([A, B])q_ a valeurs dans q. Par conséquent, les projections sur g de dy et dyp coin-
cident, d’ou le résultat. ]

Soit = (¢o, E) une Q-extension méromorphe sur une paire (M, D) et (Si)i=1,..n une
base locale de £ sur un ouvert U c¢ M, correspondant & une section holomorphe ¢ de F sur
U. Soient Y; = ¢3'(5;) les champs méromorphes correspondant.

Définition 1.7.4. La fonction de structure de (5;)i=1,..n (resp. de &) est la section méro-
_ _ noo__.
morphe de Oy @ Wy_ définie par : kG =k = % (Yo ([Yi, Y rar)ef A ¢ ® ey
1,5,k=1

Soit & une section holomorphe de E sur U, 15 (g_) la trivialisation locale de £ induite
par & (Définition 1.1.11)) et A sa matrice ((1.148])). Alors :

kK =dAo (A1 AA™) (1.168)

Soit E un fibré P-principal holomorphe sur M tel que E = E % Q, 0 : U — E une section

holomorphe et w; la connexion méromorphe horizontale associée (voir [Définition 1.6.10). Soit
(8i)i=1,....n la base géométrique correspondant & la section holomorphe & = [o] ;. Alors :

Lemme 1.7.3.2. On a : k,, oo = kG,

Démonstration. Les champs wi-constants Y; = wyl(e;) vérifient V; o 0 = To(Tp(Y;)) par
définition. Par conséquent pour tout ¢, 7, en notant Yy = Tp(Y;00) :

ko (eirej) 00 = wioo[Ly,)To(Y)) - LTU@)TJ(YQ)]
= wi(0) o To([V;,Y;])) (1.169)
= k(gl)(e“e])

D’ou le résultat. O
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Lemme 1.7.3.3. Soient & et &' deux sections holomorphes de E sur un ouvert U ¢ M. Soit
q:U — Q la fonction méromorphe telle que &' = & -q. Soit ¥z(g-) la trivialisation de &

associée a & et A la matrice de & ((1.148])). Alors on a :

4

k= ¢l [k% + 0B (1.170)
o B = ((g")*wp o AY), ¢! désigne Uaction de ¢! sur le Q-module W, _ et d est le
morphisme défini par (1.165]).
Démonstration. Appliquons le|[Lemme 1.6.6.1|a la géométrie de Klein (G1, P1) = (@xg-,Q),

et aux (G, Py)-connexions de Cartan méromorphes wq,w] sur E|U dans la fibre de E|y et
respectivement &, d’-horizontales (Définition 1.6.10 et [Proposition 1.6.6.1). Alors en notant

Vs la trivialisation de F(Homc(g-,q)) induite par & (Définition 1.1.11|), nouSs avons wy —»
!/
w] avec :

Yo(p) =q-(g"wgo A7) (1.171)
car g_ est un @Q-module donc projHomC(g_’c)(ad(q‘1)|gf) =0.
Par ailleurs, en reprenant la preuve du[Lemme 1.7.3.2] nous avons :

K=ty 06+ [l et k7 =706 + [ ], (1.172)

ol Ty, , s désignent les torsions des connexions de Cartan. En appliquant le [Lemme 1.5.3.3

aux (G, P;)-connexions de Cartan wq,w?, et la formule (1.172)), nous obtenons :
( Y I el ) 9

k&, = Twy © o'+ ['7 ']Q— = q71 ’ [Twi °o+ ['7 ']Q—] = q71 ’ [TUJI + ['7 ']g- T W, _ (QB)] = q71 : (k& +QB)
(1.173)

Par le [Lemme 1.7.3.1} mw, 09dB=my, o OB, d’ot le résultat. O

1.7.4 Sections exponentielles et courbure

Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D) et E = f(E,wp) =
(¢0, E), et fixons x € M ainsi qu'un voisinage U de x. L’existence d’une section exponen-
tielle 0 : UN D — FE de (E,wp) en un point 2o € M implique que sa courbure peut étre
partiellement décrite a partir de la base locale correspondant a ¢ = [0] ;. En effet :

Proposition 1.7.4.1. Soit & et ¢ comme ci-dessus. Alors :
k7 = projw, (ku,00) emyp @ W (1.174)

ou my p est l'idéal des fonctions méromorphes avec pole en D et s’annulant en x (voir
Notation 16)).

Démonstration. Soit € M et o : U — E une section exponentielle en eq € p~*(eg)
sur U. Soit w; I'unique connexion méromorphe o-horizontale et telle que f(p ' (U),w1) =
F(p~ Y (U),wp) (voir Proposition{Définition 1.6.10). On a en particulier :

ko 00 = kGt € Oy [xD] @ Wy (U) (1.175)
Soit B = ¢, (p) ot o = Yy (g*®p) (voir Proposition[L.1.11). Alors le implique :
projw, (Kw, —ku,) oo =08 (1.176)

Par ailleurs, comme o est wgp-exponentielle, ainsi que wi-exponentielle, la [Lemme 1.7.2.6|
implique que B(e;) € my p(U) ® p pour tout i = 1,...,n, i.e B € my p(U) ® Hom(g-,p).
Comme le morphisme 0 est obtenu en tensorisant la différentielle de Kostant par ’identitée
de Oy [*D], on en déduit que 0B e m, p(U) ® Wy_. D’oti le résultat. La formule est

alors conséquence de (|1.175)).

O]
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1.8 Catégorie différentiable

Dans cette section, nous fixons une géométrie de Klein complexe (G, P), notons ) I'image
de sa représentation adjointe quotient ([Définition 1.4.2)) et considérons la géométrie de Klein
réelle (G, P®) ott G® et P® sont les groupes de Lie réels sous-jacents respectifs de G et
P. Nous définissons une sous-catégorie de (G®, PR)-géométries de Cartan différentiables qui
induit des @-extensions méromorphes via un foncteur analogue a celui du [I'héoreme 1.6.1]
En particulier, le fibré PR-principal d’une géométrie dans cette catégorie est muni d’une
structure complexe, et nous donnons une condition suffisante pour le vérifier. Enfin, nous
montrer que toute famille de germes connexions de Cartan méromorphes définies sur un fibré
P-principal holomorphe, dans la fibre d’'une méme @Q-extension méromorphe, s’interpole en
une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe dans la fibre de cet objet. En particulier cela
prouve la surjectivité du foncteur décrit précédemment, ce qui est crucial dans la résolution

du probleme d’équivalence méromorphe au [chapitre

1.8.1 Foncteur d’une sous-catégorie différentiable vers les extensions mé-
romorphes

Le résultat de la [Proposition 1.6.1.T]est valable dans la catégorie différentiable. Plus pré-
cisément, en utilisant la version différentiable de la correspondance du [Corollaire 1.1.1} nous
obtenons une bijection entre les couples (E’, 51) formés d’un fibré PR-principal différentiable
et d'une 1-g-forme différentiable sur E’, et les (G®, P®)-géométries de Cartan différentiables.
Comme dans la preuve du [Théoréme 1.6.1, nous obtenons alors un foncteur f entre la caté-
gorie des (G®, P®)-géométries de Cartan différentiable sur une variété réelle M’ et celle des
couples (¢, E') ot E’ est un fibré Q®-principal différentiable sur M’ et ¢ : TM' — £ est
un isomorphisme de O%3,-modules (ot &' = E'(C™)).

Définition 1.8.1. Soit £ une sous-catégorie de QQ-extensions méromorphes et Eyrp la caté-
gorie correspondante sur une paire (M, D) (Définition 1.6.5)).

1. L’antécédent différentiable de € est la catégorie G dont les objets sont les couples

(E,w1) ou E L5 M est un fibré P-principal holomorphe sur une variété complexe M,
munies d’un diviseur D, et wi une connexion de Cartan différentiable sur E \ D tels
que :

(i) (E®|prap,w1) est une (GR, PR)-géométrie différentiable sur (M ~ D)E.

(ii) Soit (¢}, E") = f(E|pp,w1) (voir remarques précédant la définition) et E = E;Q.
Il existe un (unique) isomorphisme de Oyr-modules ¢o : TM[xD] — E(C")[*D]
tel que Idos=  ® dolmp =¢

(iii) (¢o, E) est un objet de Exrp.

Les fléches sont les isomorphismes Wo: E~ D — E'~ D' de P-fibrés holomorphes au
dessus de M ~ D induisant des isomorphismes entre les fibrés représentations associés
a g/p, et tels que Viw] = wy.

2. On note ff1 le foncteur défini de la maniére suivante. Soit (M, D) une paire et
(E,w1) un objet de gj{;fg. Notons (¢, E") = f(E,w). Alors f¥/(E w) = (¢0, E) ot
E=E ;Q et ¢p est l'unique morphisme de Opr-modules vérifiant (i) et (ii) du point
1.

Lemme 1.8.1.1. Soit (M, D) une paire et Exrp la catégorie de toutes les Q-extensions
méromorphes sur (M, D), et notons GUIT Vantécédent différentiable. Notons Tg/p le quotient
par p c g. Soit (E,w1) une (G, P)-géométrie de Cartan différentiable sur (M,D) avec E
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s’étendant en un fibré P-principal holomorphe sur M, encore noté E. Alors (E,w1) est un
. diff . . .
objet de G, 'i, si et seulement si my, 0wy est une 1-forme méromorphe sur E.

Démonstration. Supposons que 7(E|M\D,W1) = (), E') induise un objet E de £y/, p comme
dans la[Définition 1.8.1} En transposant la preuve de la [Proposition 1.6.1.2| dans la catégorie
différentiable, nous obtenons que la solderform méromorphe 6y associée a E s’obtient par pas-
sage au quotient de g/, owy par l'action du noyau P’ de la représentation adjointe quotient.
Ainsi, cette projection doit étre méromorphe. Réciproquement, si cette projection est méro-
morphe, alors le morphisme ¢;, est le morphisme associé a la 1-forme 6y par le|Corollaire 1.1.1]
En particulier, il applique les sections méromorphes de T'M dans les section méromorphes de
E(C™). Sa restriction ¢g & TM[*D] définit donc une Q-extension méromorphe (¢g, E). [

1.8.2 Structures complexes sur les géométries de Cartan différentiables
avec un modele complexe

Soit M une variété complexe de dimension n = dim(G/P) et M® la variété réelle sous-
jacente & M. Soit (E,w) une (G, P®)-géométrie de Cartan différentiable sur M®. En parti-
culier, 'algebre de Lie g se décompose en une somme directe g = 9(1,0) ® 9(0,1)' Nous notons
g* = g(10* @ g(O1* g décomposition duale. En particulier, ’ensemble des formes bilinéaires
alternées g* A g* sur g se décompose comme g(20* @ g(11)* g g(0:2)*

Définition 1.8.2. On définit :

1. Une décomposition W = W20 ¢ WD @ W2 dy module de courbure de (GR, PR)
ot pour 0<p<2
WE2) = gP2P) f g(2pD)e g g (1.177)

2. Une décomposition k., = kf’o)@k&l’l)@kfjo’m de la représentation de courbure k,, suivant
la décomposition précédente.

La décomposition de k., peut s’interpréter géométriquement. En effet, la structure com-
plexe sur g® et la connexion de Cartan différentiable w induisent une décomposition

TE=TWOpeTOVE (1.178)

du faisceau des champs de vecteurs différentiables sur la variété réelle correspondant a E, ou
I’on note pour p=0,1: T®1-PE = w’l(g(p’l’p)). De plus, ces objets définissent une structure
presque-complexe JY : TEND — TE N~ D sur E\ D, faisant commuter le diagramme :

TEND—>0% - ®g (1.179)
g Lfdo;; 5 ®ilda
TE = (’)}’;\D ®g

Par définition d’une connexion de Cartan, J“ est équivariante pour la linéarisation (dry)pep
induite par action de P, et préserve le sous-faisceau ker(dp).

Considérons a présent un diviseur effectif D sur M, la catégorie Gup des (G, P)-
géométries de Cartan différentiables sur M \ D ainsi que fof[f 5 la catégorie dont 'image

par f%/S est constituée de Q-extensions méromorphes sur (M, D) (voir [Définition 1.8.1)).
En étendant la preuve d'un résultat de A. Céap et J.Slovak (Proposition 3.1.17, [I4]), nous
donnons une condition nécessaire et suffisante sur un objet de gg‘f}f 5 pour induire une (G, P)-

géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D) :
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Lemme 1.8.2.1. Soit (M, D) une paire et E L5 M un fibré P-principal différentiable. Soit

w1 une (G, P)-connexion de Cartan différentiable sur E \ D, et k,, = kfﬁ’o) EBk:U(Jll’l) @k&?’m sa

représentation de courbure. Soit (¢, E) = f(E,w;) (voir|sous-section 1.8.1]). Alors les faits
sutvants sont équivalents :

(i) 1l existe une structure complexe sur E telle que (E,w1) est une (G, P)-géométrie de
Cartan méromorphe sur (M, D)

(ii) Le fibré G L, (C)-principal différentiable des bases E* de E(g/p) (voir|Définition 1.1.9)
admet une structure de fibré holomorphe sur M, limage ¢(TM[*D]) est le faisceau

. / 2,0
des sections méromorphes correspondantes, et k., = ky,

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Prouvons la réciproque.

Considérons la structure presque complexe J“! sur E \ D définie par . Par le
théoréme de Newlander-Niremberg, pour prouver qu’elle est intégrable, il suffit de prouver
que le tenseur, N“1 défini par :

NY(X,Y) = [X,Y] - [J9(X), J* (V)] + J9 [T (X), Y] + J9 (X, J99(Y)]  (1.180)

est identiquement nul sur E \ D. Soient A, B € g, et notons C' = w;'(C) pour tout C € g.
Alors par définition de J“! :

w1 (N“ (A, B)) w1 ([A, B]) = w1 ([iA,iB]) +iwi ([i4, B]) +iwi([4,iB])

koo, (A, B) =k, (i4,iB) +iky, (iA, B) +iky, (A,iB) - N9(A, B)

- ~4k$y2 (A, B)

(1.181)

ou N% désigne le tenseur analogue pour la structure complexe de G (donc nul).
Par conséquent, ’hypothése implique que J“' est intégrable sur E \ D. De plus, 0 =

ko(}l’l) = dwy ow;t Awy! donc wy est holomorphe pour cette structure complexe.
Montrons que J“! se prolonge en une structure complexe sur E. Notons ¢q la restriction
de ¢ & TM[xD], £ = E#(g/p), et 6y la solderform méromorphe correspondant & I’extension
méromorphe (€, ¢g) (Définition 1.6.3). Rappelons que E=E o Q ou @ est 'image de la

représentation ajointe quotient de (G, P). Notons 7 : E — E la projection. Le fibré Q-
principal différentiable E est donc muni d’une 1-g/p-forme différentiable 6y Q-équivariante,
qui s’étend par équivariance en la 1-forme méromorphe 6y sur E#. Cette dernitre s’obtient
par passage au quotient de 7y, 0wy par l'action du groupe complexe P’ sur E. Comme J“!
est équivariante et préserve ker(dm) c TE~ D, elle induit un endomorphisme équivariant J*!
de TE ~ D/ker(dw). Ce dernier passe au quotient en une structure complexe sur F \ W(D),
totalement déterminée par 6y. Comme 6 est holomorphe sur E#, cette derniére coincide
avec la structure complexe de E# restreinte & E ~ w(D). Par conséquent, J“! se prolonge en
un endomorphisme de T'E/ker(dr). Or J*“|y.,(q4r) coincide avec la structure complexe sur
les fibres de 7 induite par ’action de P’, donc se prolonge en un endomorphisme de ker(dr)
sur E. Nous obtenons que J“! se prolonge en une structure complexe sur F, vérifiant les
propriétés (i) par construction. O

1.8.3 Interpolation de connexions de Cartan méromorphes dans la caté-
gorie différentiable

Supposons, sans perte de généralité, que la représentation adjointe ad : G - GL(g) est

injective (Lemme 1.4.1.1)). Soit P’ le noyau de la représentation adjointe quotient de (G, P)
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et fixons un supplémentaire g_ de p = Lie(P) dans g = Lie(G). Nous fixons aussi une paire
(M, D) ot M est une variété complexe de dimension n = dim(G/P).

Soit E un objet de £y, p. Nous avons vu ([Proposition 1.6.6.1)) que pour tout x € M, il
existe un voisinage U de x et un objet (E,w;) de Gy p (Définition 1.6.4]) dans la fibre de E|y
par le foncteur f (Théoreme 1.6.1)). Deux obstructions apparaissent pour obtenir un résultat
global : d’abord l'existence d’un fibré P-principal holomorphe E tel que E = E I>; Q. Le

lemme ci-dessous donne une hypothese tres générale sous laquelle cette premiere obstruction
est vide :

Lemme 1.8.3.1. Supoposons qu’il existe une application holomorphe s : Q — P avec
ados = Idg. Alors pour tout fibré Q-principal holomorphe E sur M, il existe un fibré P-
principal holomorphe E sur M tel que E X Q=EFE.

Démonstration. Considérons une famille (63)ge; de sections holomorphes de F recouvrant
M. Considérons le cocycle (Ya.5)a,pes € H (M, 0%, ® Q) défini par 6, - 745 = 63. La section
s permet de relever ce cocyle en (Ya.5)a.ges € H' (M, O} ® P) en posant Y4, = $(7a,5). On
obtient donc un fibré P-principal holomorphe E avec E = F % Q. O

La seconde obstruction est l'existence d’une (G, P)-connexion de Cartan méromorphe
wo telle que f(E,wp) = (¢o, F). Un résultat classique dans la théorie des géométries de
Cartan différentiables montre cependant que cette derniere est vide dans la catégorie diffé-
rentiable : le foncteur f (voir |sous—section 1.8.1|) est surjectif sur les objets. Nous prouvons
ici un résultat de surjectivité intermédiaire entre la catégorie différentiable et la catégorie
méromorphe : 'interpolation d’une famille de connexions de Cartan méromorphes par une
connexion de Cartan différentiable (Théoreme 1.8.1)). Ce résultat sera utile dans le chapitre
IIT pour étendre la résolution du probleme d’équivalence dans la catégorie holomorphe a
la catégorie méromorphe. Il s’agit d’une généralisation d’un fait utilisé dans la preuve du
Théoreme 3.1.14 de [14].

Commencgons la preuve du résultat annoncé. D’abord, il existe toujours un modele affine
qui s’étend en (G, P) :

Définition 1.8.3. Soit (G, P) une géométrie de Klein complexe. On définit

1. Le sous-groupe Gy ¢ P comme le sous-groupe dont l’image par ad est constituée des
automorphismes de g préservant g_ et se restreignant en l’identitée sur p.

2. Le sous-groupe P* c P comme le sous-groupe dont l’image par ad est constituée des

automorphismes de la forme Idg_ @ ui B ua ot uy € Home(g-,p) et us € End(p).

Soit G- = expg(g-) c G. Alors Gy est inclus dans le normalisateur de G- dans P. Par
conséquent, nous pouvons définir :

Définition 1.8.4. On définit le groupe de Lie G = Gox G_.

Lemme 1.8.3.2. Soit (G, P) une géométrie de Klein complexe et Gy, P* comme dans la
[Définition 1.8.5 Alors :

1. On a une décomposition en produit semi-direct P = Gg x P™*.

2. Le sous-groupe Go c P est solide (Définition 1.2.5) et P* c P un sous-groupe normal.
La géométrie de Klein (G, P) étend (G,Go) (Définition 1.4.24).

3. Soit E -2 M un P-fibré principal et choisissons un ensemble discret X = (To)aer
dans M. Soient (04)acr des sections G-méromorphes, définies respectivement sur des
voisinages disjoints (Uy)aer de chaque point xo (Définition 1.1.13). Alors il existe des
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voisinages U!, de chaque x, vérifiant U’y c U, et une réduction différentiable E de
E|yp a Gy tels que pour tout e I :

Enp (UL~ D) =0a(U, N D)-Go (1.182)

Démonstration. 1. Par 'hypothese faite sur (G, P), la représentation adjointe ad : P —
GL(g) est un homomorphisme injectif. Soit P = ad(P). Comme g = g_ ® p, un résultat
classique d’algebre linéaire montre que P est le produit semi-direct de ad(Go) = Gy
et de ad(P*). En particulier, P est le produit semi-direct de P* et de Gg et P* est
distingué dans P.

2. Par le point 1., P’ est homéomorphe a un espace-vectoriel. Par injectivité de la repré-
sentation adjointe, il en va de méme pour P* = ad™'(P) c P : il est donc solide dans P
(IDéﬁnition 1.2.3[). Par construction, § := Lie(@) =g- ® go et go sont des sous-espaces
de g. L’inclusion correspondante est une inclusion d’algebres de Lie.

3. Nous détaillons d’abord la preuve lorsque les sections o, sont holomorphes sur U,.
Comme M est localement compacte, il existe des ouverts disjoints U/, contenant z,, et

vérifiant U’ c U,. On applique alors le [Théoréme 1.2.1{ au fermé U U;.
ael

Dans le cas général, il suffit de considérer un recouvrement ouvert (Us)ges de M, une
famille (03)ges de M par des sections G-méromorphes en D de E sur chaque Ug,
contenant (04 )aer et telles que le cocycle (bq g)a,ges Obtenu est constitué de fonctions
holomorphes a valeurs dans P (existent car les D, sont irréductibles). Cela définit un

fibré P-principal holomorphe E’ om , et il existe par construction un isomorphisme
de fibrés P-principaux holomorphes ¥ : E|y;.p —> E'|pop. La preuve précédente
s’applique alors & E’ : nous disposons d’une réduction différentiable E' de E'lsp &
Go avec Ely,p = 0(Uy ~ D) -Gy pour tout « € I. En considérant £ = U~1(E"), nous
obtenons le résultat voulu.

O

Ces remarques préliminaires permettent d’exploiter le [Lemme 1.3.2.4] et d’obtenir :

Theoréme 1.8.1. Soit (G,P) une géométrie de Klein complexe, @ l’image de sa repré-
sentation adjointe quotient ad : P — GL(g/p) et (M,D) une paire.Soit E = (¢o, E) une
Q-extension méromorphe sur (M, D), et soient :

e E-L M un fibré P-principal holomorphe vérifiant E % Q=E

X = (2q)aer un sous-ensemble discret de M

Une famille (Uy)aer de voisinages disjoints des éléments de X

Une famille (wa)acr de (G, P)-connezions de Cartan méromorphes sur chaque p~t(Uy)
dans la fibre de chaque restriction E|y,

Alors il existe un objet (E,wy) de gjfjfg dans la fibre de E, et des voisinages (UL)aer € (Un)aer
de chaque x, € X tels que :

(Elus,wa) = (Elys,w1) (1.183)

pour tout cc e I.

Démonstration. Quitte & restreindre les voisinages (Upy)aer, NOus pouvons sans perte de
généralité supposer qu’il existe pour tout « € I une section holomorphe o, : U, — E. Par
le |Lemme 1.8.3.2| et le |Théoréme 1.2.1|, il existe une réduction différentiable £ de E au sous-
groupe Go (Définition 1.8.3)), et des voisinages (U’ )aer € (Ua)acr de chaque z, € X tels que
pour tout awe [ :

ElU& =O’a(U(;)'G0 (1.184)
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Soit § = Lie(G) (Définition 1.8.4). Par définition de Gy et par le point 2. du [Lemme 1.8.3.2

pour tout « € I, la 1-forme différentiable &, sur EA|U{1 définie par :

+

Qg = pmjg 0 Wa (1.185)

est une (G,Go)-connexion de Cartan différentiable sur E|U&\ p dans la fibre de E[y; par
fBIT . De plus, P* est distingué dans P, donc P = (W — ©a) 0 &' est une fonction Go-
équivariante sur £ vz & valeurs dans Homc(g-,p"). Par la |Proposition 1.1.2.1|, elle équivaut
donc a une section différentiable :

Vo = P+Pa (1.186)

de E(Home(g-,p*)) sur U/ D.

Par ailleurs, notons 6y la solderform méromorphe sur F associée & E (Définition 1.6. 3) et
90 =70y on 7: E —> E est la projection naturelle. Par la |Prop051t10n 1.6.1.2] nous avons
pour tout ave I :

B = projl o w, @ projls 0wy = 0o ® @, (1.187)

ol W, est une connexion Go-principale différentiable sur E lur<p- Le |Théoréme 1.2.1| implique
qu’il existe des voisinages (U )aer @ (UL)aer de chaque z,, € X, une connexion Go-principale
différentiable @ sur E|y/.p telle que pour tout ac€ I :

gy, = o (1.188)

De plus, un fibré vectoriel complexe de rang r sur M induit un fibré réel de fibre C" sur
la variété réelle sous-jacente, qui est solide au sens de N.Steenrod. Par le Théoréme 12.2 de
[47], il existe donc une section différentiable ¢ de E(Homc(g-,p*)) sur M \ D, avec pour
tout el :

elumsp = Pa (1.189)

Par le point 2. du [Lemme 1.8.3.2, nous avons (G,Go) c (G, P) (Définition 1.4.24) et le
[Lemme 1.4.7.1] implique qu’il existe une (G, P)-connexion de Cartan différentiable wy sur

N e s ® .
E \ D avec wylj. j, = @o. Nous définissons alors w; par wyp — w1 en reprenant les notations
du

Par construction, pour tout « € I, nous obtenons :

Wa —23 Wy —2> wy (1.190)

d’olt wi|,-1(pmy = wa par (1.188) et (1.189). O

En appliquant de plus le |[Lemme 1.8.3.1] puis la |[Proposition 2.3.2.1] & une famille vide de

connexions de Cartan, nous obtenons :

Corollaire 1.8.1. Soit (G, P) une géométrie de Klein complexe, Q l'image de sa représen-
tation adjointe quotient ad: P — GL(g/p) et (M, D) une paire. Supposons qu’il existe une
application holomorphe s : Q — P telle que ad o s = Idg. Alors pour toute Q-extension
méromorphe (¢o, E) sur (M, D), il existe une (G, P)-géométrie de Cartan différentiable sur
(M, D) dans la fibre de E par f%/1.
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Chapitre 2

Problemes d’équivalences pour
certaines structures méromorphes

Nous allons étudier des généralisations du probleme d’équivalence pour des structures
géométriques étudiées par E. Cartan, N. Tanaka ([49]) ou encore T. Morimoto ([40]) & la
catégorie méromorphe. Ces structures géométriques sont modelées sur un couple (g-,Go)
comme dans la [sous-section 1.4.5] et il existe une équivalence de catégories avec celle des
(G, P)-géométries de Cartan dites normales (voir [Définition 2.2.7)), ou (G, P) est la géomé-
trie de Klein associée a (g_,Go) (voir [Définition 1.4.17).

Nous retrouvons dans les deux premiere sections I'analogue méromorphe de cette équi-
valence (Corollaire 2.2.2)). Dans la derniére section, nous caractérisons les structures qui
proviennent d'une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée et normale (Théo-
reme 2.3.1)) via ’équivalence précédente. Nous I'utilisons pour donner des exemples de struc-
tures qui sont induites par des géoémtries de Cartan holomorphes branchées comme dans la
fsous-section 1.6.2) mais sans représentant holomorphe branchée normale (Exemple 2.3.2] et

|Exemple 2.3.3).

2.1 Probleme d’équivalence méromorphe et méthode pour sa
résolution.

Dans cette section, nous fixons n > 1 et un sous-groupe fermé @ c GL,,(C), et nous défi-
nissons le probléme d’équivalence méromorphe associé a une sous-catégorie de @Q-structures
méromorphes. Nous reprenons une partie de la méthode de A. Cap et J. Slovak pour obtenir
une méthode générale de résolution de ce probleme lorsque ) est I'image de la représenta-
tion adjointe quotient d’une géométrie de Klein complexe (G, P) (Définition 1.4.2)). Nous
obtiendrons ainsi I’étape cruciale pour la version méromorphe des résultats de N. Tanaka et
T. Morimoto.

Par le nous pouvons supposer que (G, P) est effectif ce que nous ferons.
Nous faisons aussi ’hypothese qu’il existe une application holomorphe s: (Q — P telle que
ados=1dg.

2.1.1 Rappels sur le probleme d’équivalence

Soit H un sous-groupe fermé de GL,(R), M; et Ms deux variétés réelles de dimension
n. Deux H-structures différentiables El et Eg sur deux variétés réelles M7 et My sont dites
localement équivalentes si et seulement si pour tout x € My, il existe un voisinage U de z et
un difféomorphisme ¢ : U — p(U) ¢ My qui est un isomorphisme entre les restrictions E |y
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et E’2|§0(U). Le probléme d’équivalence pour une sous-catégorie £ de H-structures différen-
tiables consiste a déterminer lorsque deux objets E et Ey de € sont localement équivalents.
Dans plusieurs de ses travaux (voir [I7],[18]), E. Cartan a proposé une méthode générale
pour résoudre ce probleme, connue sous le nom de méthode des repéres mobiles.

Plus tard, I.Singer et S.Sternberg ont reformulé cette méthode ([46]) pour les groupes @
d’ordre fini au sens de E.Cartan (Définition 1.4.18)). La premiere étape est la prolongation
d’'une @Q-structure différentiable E sur une variété réelle M : on lui associe une (G, P)-
géométrie de Cartan (F,w) particuliére sur M, ou (G, P) est une géométrie de Klein réelle
telle que ad(P) = Q (Définition 1.4.2). Le fait important est que si E; et Ey sont deux Q-
structures différentiables comme précédemment, et (E1,w1) , (E2,ws) sont les géométries de
Cartan associées, alors les automorphismes locaux entre F; et Ey sont en bijection avec les
automorphismes locaux entre (FE1,w1) et (E2,ws). Le probléme est alors ramené a la ques-
tion de déterminer lorsque deux géométries de Cartan sont localement isomorphes. Cette
derniére a déja été résolue par E. Cartan.

Dans [49], N.Tanaka a étendu cette méthode a d’autres structures. Il fixe un modele
(g-,Go) constitué d’une algebre de Lie graduée g_ et un groupe Gy d’automorphismes de I’es-
pace vectoriel gr(g-), avec I'hypothese que (g-, Go) est d’ordre fini ro > 0 (Définition 1.4.17)
et que sa prolongation de Tanaka G (on note P le sous-groupe correspondant) est un groupe
de Lie simple. Cela définit naturellement un sous-groupe G# (voir |Déﬁnition 2.2.2)), et il

résout le probleme d’équivalence pour des sous-catégories € de G# -structures dites réguliéres
(voir [Définition 2.2.3)). La méthode differe de la précédente car I'image @ = ad(P) est dif-
férente de th en général. Une étape est donc de se ramener a la prolongation de certaines
Q-structures différentiables (réguliéres et normales, voir [Définition 2.2.5) par un théoréme
de réduction (voir Lemme 3.8, [49]).

Dans [40], T. Morimoto ([40]) reformule la méthode de Tanaka comme une généralisation
de celle de Singer et Sternberg. Il fixe (g-, Go) comme ci-dessus en affaiblissant I’hypothése
que sa prolongation de Tanaka G est simple. Nous avons vu que cela définit des sous-groupes
(PY);s0 de G, définis dans le |Théoréme 1.4.4l Une suite (E(T))r:(],...,r0+1 de fibrés principaux
différentiables sur M est construite avec les propriétés suivantes. Pour tout r > 1, E() est un
fibré P/P"*!-principal différentiable sur M. Sa variété sous-jacente est filtrée, et E (") est une
Q) = pr /P *Lréduction différentiable du fibré des bases de gr(TET-D). En particulier, les
automorphismes locaux de variétés filtrées remontent de fibrés en fibrés, et le fibré E(0+1)
correspond & un parallélisme P = P™ équivariant sur E("0) car Q(m0) = {Id} par définition
de l'ordre de (g-,Gp). Ce parallélisme équivaut a une 1-g-forme P-équivariante w sur E(ro)
et on montre facilement qu’il s’agit d’une (G, P)-géométrie de Cartan différentiable sur M.
Un des avantages de cette formulation est que la résolution du probleme d’équivalence se
transpose directement dans la catégorie holomorphe. La méthode fait appel a de nombreux
résultats intermédiaires. Nous ne savons pas comment 1’étendre a la catégorie méromorphe.

Dans [14], A. Cap et J. Slovak donnent une nouvelle méthode pour résoudre le probleme
d’équivalence pour les catégories € étudiée par N. Tanaka et leurs analogues holomorphes
(voir Théoréme 3.1.14 et 3.1.18,[14]). Ils proposent une construction directe en terme de
connexions de Cartan sur un fibré P-principal différentiable F abstrait sur la variété M.
Elle utilise la surjectivité du foncteur f (voir lsous-section 1.8.1| et [Corollaire 1.8.1)) et une
étape de normalisation pour construire une (G, P)-géométrie de Cartan différentiable par-
ticuliére, appelée normale, dans la fibre de toute G#—structure différentiable. Cela résout la
version différentiable du probleme d’équivalence, et pour en déduire la version holomorphe,
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un théoreme d’holomorphie (voir [Théoreme 2.1.2)) est prouvé. De nombreuses étapes de cette
méthode s’étendent & toutes les catégories de Q-structures lorsque @) est 'image de la repré-
sentation adjointe quotient d’une géométrie de Klein (réelle ou complexe) (G, P).

2.1.2 Probleme d’équivalence méromorphe

Deux H-structures méromorphes Sy et Sy sur deux paires (M, D1) et (Ms, D2)
sont localement équivalentes si pour tout x € M, il existe un voisinage U c M; de
x et une isométrie ¢ : U —> (U) entre Si|y et So|y (Définition 1.1.19). Le probléme d’équi-
valence méromorphe associé a une sous-catégorie S de H-structures méromorphes consiste
a donner une méthode pour déterminer lorsque deux objets Si,59 de S sont localement
équivalentes.

Pour le probleme d’équivalence associé & une sous-catégorie £ de H-structures différen-
tiables, nous avons vu qu’une méthode souvent employée consiste a trouver une sous-catégorie
de (G, P)-géométries de Cartan différentiables, telles que la restriction de f & cette derniére
est une équivalence de catégorie vers £. Dans la catégorie méromorphe, nous pouvons rai-
sonner directement sur les H-extensions méromorphes (Lemme 1.6.2.2)) pour prouver une
équivalence de catégories. Nous définissons donc £ comme la catégorie des H-extensions
méromorphes sur une paire (M, D), dont la restriction & M \ D est un objet de £ (voir
[Définition 1.6.5)).

Nous dirons que deux objets 1 € £y, p, et Eo € Epr, p, sont localement équivalentes si et
seulement si pour tout x € M, il existe un voisinage U de 1 et une isomorphisme W : Eq|y ~
Eo|,ry ot ¢ : U — @(U) © Mj est un biholomorphisme local vérifiant ¢(D1nU) c Ds.
Pour résoudre le probleme d’équivalence associé a S, nous nous ramenons donc au probléme
d’équivalence méromorphe associé a £ qui consiste en la question suivante :

Question 2.1.1. Soient E; et Eo deuz objets de £. Sont-ils localement équivalents ?

2.1.3 Version méromorphe de la méthode de A.Cap et J.Slovak

Nous expliquons maintenant que lorsque H = () est 'image de la représentation adjointe
de la géométrie de Klein (G, P), ce probléme admet une formulation équivalente en termes
de catégories.

Définition 2.1.1. Soit €& une sous-catégorie de Q-extensions méromorphes, G et G#/T
comme dans la[Définition 1.6.4) et la|Définitron 1.8.1].

1. Une sous-catégorie G de G (resp. gdiffnorm go gdiff) est dite normale si et seule-
ment si elle est stable par isomorphismes et si la condition suivante est satisfaite. Pour
toute paire (M,D) et toute Q-extension méromorphe E € Eyrp (Définition 1.6.1) la
fibre de E par f (resp. par fdiff) intersecte G™°"™ (resp. Qdiff’”OTm) en une unique
classe d’isomorphismes.

2. Soit G une sous-catégorie normale (resp. gd"ff»m”“m). Un foncteur de normalisation
différentiable est un foncteur h®f1 . GaIf s gdiffmorm yréservant les fibres de f%/7.
1l est holomorphe si il est a valeurs dans G™™.

Theoréme 2.1.1. Soit £ et G (resp. G¥/7T) comme dans la |Définition 2.1.1. Soit Gnor™
une sous-catégorie de G (resp. gdiffmorm e sous-catégorie de gd’ff). Alors les assertions
suitvantes sont équivalentes :

(i) La restriction de f (resp. f47F) a Grorm (resp. GHIImorm) est une équivalence de
catégories vers E.
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(i) La sous-catégorie G"™ (resp. GUIImormY est normale et il existe un foncteur de nor-
malisation (resp. différentiable) pour cette derniére.

Démonstration. Prouvons d’abord le sens direct. Comme la restriction f|gnorm (resp. la res-
triction de f%/f ) est une équivalence de catégories, nous avons le fait suivant. Soit E un objet
de En,p- Soient (E,wp) et (E',wy) deux objets de Gi7'5" (resp. Gdiffmormy dans sa fibre par

f (vesp. f4/7). Alors comme f|gnorm (vesp. f4/7|gais f,no'rm) est plein, Iidentité de £ se releve
en une fleche entre (E,wp) et (E',w(). De plus, axiome du choix montre qu'il existe un
pseudo-inverse g : & —> G"'™ (resp. g%/ 1 £ — GASImorm Yy de 1a restriction f|gnorm (resp.
fdiff|gdiff,norm). Nous pouvons donc considérer h = go f (resp. h¥/F = gBff o fHITY qui est
un foncteur de normalisation (resp. différentiable).

Prouvons le sens indirect. Le foncteur f%ff est essentiellement surjectif par Phypothése
(H2) et le|Corollaire 1.8.1} De plus, si il existe un foncteur de normalisation holomorphe h
(Définition 2.1.1)), alors f%Ff = foh donc f est également essentiellement surjectif, ainsi que
sa restriction & la sous-catégorie normale G"". Ces foncteurs sont tous fidéles par le [Corol]
m Il reste & prouver que la restriction de f#ff (resp. f) a la sous- catégorie normale
est un foncteur plein. Fixons une fleche ¥ entre deux objets (¢o, E) et (¢f, E') sur deux
paires (M, D) et (M',D") (Définition 1.6.1)), et notons ¢ : M — M’ le biholomorphisme
couvert par W. Fixons aussi (F,wp) et (E', w() deux géométries de Cartan méromorphes ap-
partenant a Q’”O”” et Q}ff,” 'hr et dans les fibres respectives des deux objets précédents. Nous

devons prouver qu'il existe une fleche U : Ex D ~ E' ~ D' entre les deux géométries, telle
que f(¥) = ¥. Quitte & considérer B, = o*Ey et (E”,wf) = ¢*(E',w}), nous pouvons sans
perte de généralité considérer que (M, D) = (M', D"). Nous devons donc construire ¥ tel que
T(Q) =T et U w) = wp.

Commengons par prouver que ’on peut relever U localement en des isomorphisme ¥y
Ely = E'ly, i.e ¥y(Q) = ¥|y. Fixons pour cela z € M et une section holomorphe ¢ : U — E
sur un voisinage U de . Considérons alors & = [0]  ainsi que ' = o, Quitte & restreindre
U, E'|y est trivial et le scindage s : Q —> P permet de construire une section holomorphe
o' :U — E' telle que ¢" = [¢'] ;. Nous considérons alors

Yu:Ely~E'ly (2.1)

I'unique isomorphisme de fibrés P-principaux holomorphes tel que ¢y oo = ¢’. Par construc-
tion Y (Q) = Wy, Or wy := fw) est une (G, P)-connexion de Cartan méromorphe sur E|y,
elle appartient par définition & G;)%,", et a la fibre de (¢o, E|y). Par la propriété (i) de la
[Définition 2.1.1} il existe un autorﬁorphisme de fibré P-principal holomorphe ¢y sur E|y.p
tel que ¢} ;w( = wp. Nous posons :

Yy =9y oy (2:2)

Il s’agit & nouveau d’un relevé de \TI|U, avec la propriété supplémentaire que Wj,w(, = wo.

Cette propriété nous permet de montrer que les relevés (Vi) ,eps ainsi obtenus se recollent
en une fleche ¥ de Gar,p entre (E,wp) et (E',wy). En effet, soient U, U’ munis de deux relevés
Uy, Uy comme en . Alors Wy v := \11&1|U0Ur o Uyr|yapr est un automorphisme du fibré
P-principal holomorphe E|yny/«p, couvrant I'identité et tel que \I'&U,wo = wp. Par la
on obtient que Yy s est lidentité, donc Uy et Uy coincident sur l'intersection.
Nous avons donc construit I'isomorphisme ¥ requis entre (E,wp) et (E',w().

O]

2.1.4 Théoréme d’holomorphie

Reprenons les définitions précédentes et supposons qu’il existe un foncteur de norma-
lisation différentiable h4/f . gdiff . gdiff.norm  poyr résoudre le probléme d’équivalence
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méromorphe, il nous reste alors a prouver qu’il s’agit d’un foncteur de normalisation holo-
morphe (Définition 2.1.1| et [Théoreme 2.1.1)). Dans [14], les auteurs prouvent pour cela un
théoréme d’holomorphie, dont nous donnons une version méromorphe ci-dessous.

Soit (G, P) une géométrie de Klein complexe effective, @ = ad(P) (Définition 1.4.2) et £
une sous-catégorie de Q-extensions méromorphes. Soient G#/7 et G les antécédents différen-
tiables et holomorphes correspondants (Définition 1.8.1| et [Définition 1.6.4). Soit G#/ffmerm
une sous-catégorie normale (]Déﬁnition 2.1.1[) et Gorm = G n giffinorm

Theoréme 2.1.2. On se place dans la situation décrite ci-dessus. Supposons que pour toute
paire (M, D), tout objet E € Eyp et tout x € M, il existe un ouvert U contenant x et
(E&,wé) € ffl(IE|U) nGgp". Alors tout foncteur de mormalisation différentiable hEST
GUlf — gdiffmorm oot un foncteur de normalisation holomorphe (Définition 2.1.1)).

Démonstration. Fixons un foncteur de normalisation différentiable A%/ et une paire (M, D).
Soit (E,w1) € gj\l}fg et (F,wp) € gjf}fg’”"’“m son image par h%//. Par le|[Lemme 1.8.2.1} il suffit
de prouver que la représentation de courbure k,, de (E,wp) coincide avec sa composante de
type (2,0) (voir [Définition 1.8.2]).

Fixons € M. Par 'hypothese, il existe un voisinage U de x et (Ef;,wp) € Grp™ dans la

fibre de E|y. Comme (E|y,wo) € Q(fl]i g MO st aussi dans la fibre de cet objet, il existe une
fleche ¥ dans G%/7 ente (E|y,wo) et (E};,w)). En particulier :

kwolp‘l(U) = kwé oW (2.3)
donc k, coincide avec sa composante de type (2,0). Par conséquent, (E|y,wo) € Gy,p. Ceci
étant vrai quelquesoit z € M, nous obtenons (E,wo) € Gy/'p" O

2.2 Problemes d’équivalences méromorphe pour certains mo-
deles gradués

Dans cette section, nous fixons un couple (g—,Gy) formé d’une algebre de Lie graduée
9-=(9-)i=—k,... -1 (k>1) et un sous-groupe Gy c Aut(g-) d’automorphismes de g- stabili-
sant chaque élément de la graduation. Nous définissons le sous-groupe G# c GL(g-) associé
par N. Tanaka a ce couple. Sous des hypothéses similaires a celles utilisées par T. Mori-
moto pour généraliser les résultats de N. Tanaka, nous résolvons le probléeme d’équivalence
méromorphe associé a une catégorie E7 de Gf)bft -extensions méromorphes dites g_-régulieres
(Définition 2.2.3) : ce sont les analogues méromorphes des structures étudiées par N. Tanaka
et T. Morimoto.

Le plan de cette section est le suivant : nous présentons d’abord les hypotheéses sur
(g-,Go) et définissons une géométrie de Klein (G, P) associée a ce couple par N. Tanaka.
Puis nous définissons la catégorie £# d’extensions méromorphes pour laquelle nous voulons
résoudre le probleme d’équivalence méromorphe. La résolution est divisée en deux étapes :
on prouve d’abord, de maniére analogue au Lemme 3.8 de [49], une équivalence de catégories
entre £7 et une catégorie £ de Q-extensions méromorphes dites normales (Définition 2.2.5|).
On résout enfin le probléme d’équivalence associé a une catégorie £ de @Q-extensions méro-
morphes, o @ est 'image de la représentation adjointe quotient de (G, P), en utilisant les
résultats de la L’équivalence obtenue est réinterprétée en terme de structures

méromorphes grace au [Lemme 1.6.2.
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2.2.1 Hypotheses et notations

Fixons un couple (g-, Gp) comme ci-dessus. Nous aurons besoin des hypothéses suivantes :

(H1) (g-,Go) est d’ordre fini 9 > 0 (Définition 1.4.17)) et on note (G, P) la géométrie de Klein
associée, ainsi que ) I'image de sa représentation adjointe quotient ad : P — GL(g-).

(H2) 11 existe une application holomorphe s:@Q — P telle que ado s = Idg.

(H3) Il existe des supplémentaires (m;);»g et (n;);»0 comme dans la[Définition 1.4.15(qui sont
des sous-représentations du P-module W.

Ces hypotheses sont par exemple vérifiées lorsque (g-,Go) = (C™, H) ou H est le groupe
orthogonal ou conforme complexe (en utilisant que Go = @ = H et l[Exemple 1.2.1). Plus

généralement, les hypothéses sont vérifiées lorsque (G, P) est parabolique avec H'(g_, g)! =

{0} pour tout [ <0, grace au [Lemme 1.4.5.2 (pour (H1)) , au |[Corollaire 1.4.1] (pour (H3))

et au résultat suivant (pour (H2)) dt a N. Tanaka ([49], Lemme 1.9) :

Lemme 2.2.1.1. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple, P un sous-groupe parabo-
liqgue et (9i)i—rk,..k la graduation correspondante (Théoréme 1.4.4). Alors le noyau P’ =
ker(ad) coincide avec GF = expg(gk). En particulier, ad est un biholomorphisme entre

k-1
expe( @9091') et Q.

Par exemple cela est le cas pour la géométrie de Klein complexe conforme de dimension
n > 3 (Définition 1.4.20)). Il existe des exemples de couples (g-, Gp) vérifiant ces hypotheses
mais avec (G, P) non parabolique (voir Remarque 3.10.4, [40]).

Fixons quelques notations pour le reste de cette section. Nous noterons 0 la différentielle
de Kostant g_-relative associée a la représentation adjointe g du groupe G (Equation 1.58]).
Nous noterons

(Wi)iez et (Hy)iez (2.4)

les graduations de W et de H = H induites par la graduation de g (Définition 1.4.14)). Nous
noterons aussi :

H;, = H' n Homc(g-,p) (2.5)

Nous utiliserons la méme notation 7; pour désigner la projection sur chacune des composantes
des graduations. Nous notons également ry > 0 I’entier minimal tel que :

70
W c W, (2.6)
=0
i.e le degré homogene maximal d’un élément de W. Nous définissons :

T0
n= @ﬂl cW (27)
=1

L’hypothese (H2) permet d’appliquer le [Corollaire 1.8.1{

L’hypothese (H3) permet d’obtenir une version fibrée des morphismes de scindages y; de
la cohomologie relative associée a (G, P) et aux supplémentaires m et n (Définition 1.4.15).
En effet, le quotient P/G( est canoniquement isomorphe au sous-groupe P* (voir |Déﬁni—|
. De plus, par I'hypothése (H1), l'espace topologique sous-jacent a P* est iso-
morphe & celui du groupe Q(0*1) de la [Proposition 1.4.5.1l Ce dernier est le noyau d’une
application linéaire 8(’"0), donc P/Gy est homéomorphe & un espace vectoriel, donc solide.

Par le |Théoréme 1.2.1|, tout fibré P-principal holomorphe F P, M admet une réduction

différentiable £ —> M au sous-groupe Go. Comme Gy est le stabilisateur des sous espaces
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(8:)iez, pour tout I >0, W; et H; sont des sous-représentations de Gp. On peut donc consi-
dérer les C3-modules E(W;) et E(H;) (Définition 1.1.9), et la réduction différentiable F
définit un morphisme de C$3-modules X, : B(W;) — E(H!/H*!) comme suit :

Xi :E(Idc;; ®X1) (2.8)

ott Pon identifie H!/H"*! et H; via la projection.

Proposition 2.2.1.1. Soit E comme ci-dessus. Pour tout | > 0, le morphisme X : E(Wl) —
E(Hl/Hl”) défini par possede la propriété suivante. Pour toute section holomorphe
0:U — E d valeurs dans E, en notant ¥} et 2 les trivialisations de E(H!/H"*') et E(W,;)
associées a o (Définition 1.1.11]), on a le diagramme commutatif ci-dessous :

B(W)|y —— E(H!/H*) (2.9)

w?,j lw},

) oo U ml+1

En particulier X;|y préserve les sous-faisceauz des sections holomorphes.

Démonstration. Soit ¢ comme dans I’énoncé. Pour toute section ¢ de E(H'/H"'), on a
alors :

Yo(0) =" po0
d’ou (2.9)) car le morphisme de C’g-modules p*x correspondant &y (Lemme 1.1.2.1)) coincide

avec [ dC;jo ® x; par définition. O

Ce morphisme sera 'outil principal pour construire un foncteur de normalisation (Défi

nition 2.1.1J).

2.2.2 Lemme préliminaire

Soit (M, D) une paire. Pour pouvoir prouver 'existence et 'unicité & isomorphisme pres
d’une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe normale dans la fibre de tout objet E € &y p,
nous utiliseront le résultat suivant :

Lemme 2.2.2.1. Soit (M, D) une paire, E L M un fibré P-principal holomorphe et U ¢ M
un ouvert. Soit 1 >0 un entier.

1. Soit A une 1-forme différentiable sur U ~ D d valeurs dans g_. Supposons que le mor-
phisme de TU ~ D dans C*(U \ D,g_) correspondant admet un inverse A™*, et que

dAo (AT AA™Y

est a valeurs dans W'. Alors pour toute fonction infiniment différentiable C; sur U a
valeurs dans H', les fonctions d(Cjo A) o (A1 A A7) et [C,C1]y sont & valeurs dans
Wl+1 )

2. Soient wy et w), deuz (G, P)-connexions de Cartan méromorphes réguliéres sur E telles
que wy — wh avec p une section méromorphe de E(H'). Alors : mey(kuwy) = T (kuy) +
@ ot @ =p*p et T est la projection de la |Définition 1.4.1J).
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Démonstration. 1. Pour la seconde fonction, le résultat découle directement de I’homo-
généité de [, |5 (par définition d’une graduation). Pour la premiére, remarquons que la
formule de Lie-Cartan se réécrit :

d(CroA)o (APAA™YY = Alt(dCo (Id®@ A1) = CrodAo (A A AT (2.10)

ou Alt est le morphisme d’alternation (]Equation 1.115[). En particulier, si A € g; et
Beg;oui,j<0,alors :

Alt(dCo (Id® A™)) = L 4-104)C1(B) = L 4-1(3)C1(A) (2.11)

est & valeurs dans g% avec k > min(i,j) + I, donc en particulier k>2i+j+1+1. Par
I'hypothese sur A, dAo (A A A1) (A, B) est a valeurs dans gi**!, donc C; o dA o
(AP A AN (A, B) est a valeurs dans g"7**1, Le résultat s’en suit.

2. Cette formule découle directement du point 1. et du[Lemme 1.5.3.3

Il permet de faire des preuves par récurrence sur le degré homogene.

2.2.3 Extensions réguliéres et géométries de Cartan réguliéres

Nous allons définir une catégorie £7 formée de G# -extensions méromorphes et pour
laquelle on résout le probleme d’équivalence méromorphe.
Soit H un sous-groupe de GL(g-) préservant la filtration définie par :

o
gt =Dy, (2.12)
j=i

Fixons une base graduée (eé‘)i=—k’,...,—1 de g- (Définition 1.4.11)). Nous pouvons donc iden-

=1,...,n;

tifier H a un sous-groupe de CjiLn((C) et donc parler de H-extension méromorphe sur une
paire (M, D) (Définition 1.6.1)). Fixons une paire (M, D) et considérons une H-extension
méromorphe I = (¢g, E) sur cette derniere (voir [Définition 1.6.1)). Le Op7-module £ est muni
d’une filtration par des sous-modules localement libres (51')1-:_;67”,7_1 définis par :

g =E(g") (2.13)

Le sous-groupe H* ¢ H des automorphismes d’espace filtré dont la composante homogene de
degré 0 est I'identité, est normal dans H. Donc Hy = H/H* est un groupe et nous obtenons
une réduction du fibré des bases de gr(€) au sous-groupe Hj :

E° = EEHO (2.14)

La filtration (2.13) et I'isomorphisme de Op[+D]-modules ¢g : TM[+D] — E[+D] défi-
nissent une filtration (7");—_,.. -1 de TM[xD] par des sous modules localement libres :

J=1,...i

T' = ¢y (Om[xD] @ E") (2.15)

En particulier, ¢y est morphisme de modules filtrés et on notera gr(¢y) sa composante ho-
mogene de degré 0, qui est donc un isomorphisme entre gr(TM[*D]) et gr(E)[*D].

La structure géométrique holomorphe correspondant a la restriction d’'une H-extension
méromorphe sur (M, D) & M ~ D est donc celle d’une filtration de son fibré tangent 7'M \
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D par les sous-fibrés T¢|p;.p définis par . Dans la suite, nous caractérisons les H-
extensions méromorphes sur (M, D) induisant une structure de variété filtrée sur M \ D
(Définition 1.4.22)) et de fibré en algebres de Lie de fibre g_ sur TM \ D (Définition 1.4.23)).
Les dernieres seront appelées H -extension g_-réguliéres.

Comme g_ est une représentation du groupe de Lie H x g_, dont ’algebre de Lie est
filtrée, les H-modules Homc(g-,9-) et Wy = g” A g* ® g- admettent des graduations par
Hy-modules (Home¢(g-,9-)1)icz et (W;)iez par le degré homogene (voir [Définition 1.4.14)).
Nous noterons 7 les projections correspondantes et m¢; la projection sur les composantes de
degré <1 pour tout [ € Z. Les filtrations (Homc (g-,9-)")is0 et (W');50 correspondantes sont
des filtrations par H-modules, et :

Lemme 2.2.3.1. Soit M une variété complexe, (¢0,E) une H-extension méromorphe sur
(M, D) etly<1. Soit Uc M. Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une section holomorphe & : U — E dont la fonction de structure
tion 1.7.4) k est a valeurs dans W.

(ii) Pour toute section holomorphe &' : U — E, k% est & valeurs dans W,

Démonstration. Soit & une section holomorphe de E sur U ¢ M vérifiant (i), et 6" = & - h
une seconde section holomorphe sur U, ou h est une fonction holomorphe sur U a valeurs
dans H. Par le [Lemme 1.7.3.3| les fonctions de structures k% et k% vérifient :

k% =h7t- [k + OB] (2.16)

ot : B=(h*wpo A™!) est & valeurs dans Homc(g-,g-)'. En particulier, OB est & valeurs
dans W', et W est un H-module. Donc k% est & valeurs dans WY si et seulement si cela
est vrai pour k% . Donc la propriété (i) ne dépend que de E. O

Par le il existe donc un entier maximal Iy < 1 tel que pour toute section
holomorphe (resp. différentiable) & de E, k% est & valeurs dans W'. Nous le noterons [ (E).
Lemme 2.2.3.2. Soit E comme ci-dessus et [, ]e = po([¢5", 05 ])-

1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 1o(E) >0
(ii) Pour tout i,j € {~k,...,~1}, [E',&7]e c EMI[+D]
(iii) La restriction (Ti)i=—kz’,...,—1 de la filtration a M ~ D équipe cette derniére

d’une structure de vgﬁzzé.tgzﬁltrée.
2. Dans la situation 1., les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) gro(k°) est holomorphe (resp. différentiable et définie sur U) pour toute section
holomorphe (resp. différentiable) & de E sur un ouwvert U c M.

(i) [E,E7]e est inclus dans le sous Opr-module engendré par E et Oy [* D]@EITL,

Démonstration. 1. L’équivalence entre (ii) et (iii) est conséquence directe de la défini-
tion de [, ]¢. L’équivalence entre (i) et (i) s’obtient comme suit. Soit & une section
holomorphe de £ sur U et (3} );-_s,... -1 la base géométrique filtrée associée. Alors pour

7=1,...,n4

tout i = —k',...,~1, £y est le sous-module engendré par (%’)il;ip_ﬂ_l. Par définition
de la fonction de structure et de lo([E), nous avons :
[3.500e= Y > et (k7(el,eh)) 50 mod XDy (2.17)

12l0(E) (3".5")
i =i+’ +1

L’équivalence en découle directement.
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2. 1l s’agit d’une conséquence directe de ([2.17]).
0

Supposons que '’hypothése du point 2. dans le est vérifiée. Alors le gradué
gr(€) associé a (51')1-:_;67”,7_1 est un module localement libre et il est équipé d’un crochet
gr[, Je de Opr-modules. Par ailleurs, en utilisant la formule de Leibniz, nous obtenons di-
rectement qu'il induit un crochet de fibré vectoriel sur gr(€), que nous noterons encore

gr[, ]5

Définition 2.2.1. Soit E une H-extension méromorphe (resp. différentiable) sur (M, D) vé-
rifiant Uhypothése 2. du|Lemme 2.2.3.2. Le couple (gr(E),gr|, ) défini ci-dessus est appelé
fibré des symboles de E.

Lemme 2.2.3.3. Soit E comme dans le point 2. du[Lemme 2.2.3.3. Alors les assertions
sutvantes son équivalentes :

(Z) lo(]E) >1

(i) Le fibré des symboles de E (Définition 2.2.1)) est un fibré d’algébres de Lie localement
isomorphe & (U x g_, (Idy, [, ]q))-

Démonstration. Fixons un ouvert U ¢ M muni d’une section holomorphe & de E et considé-
rons la base géométrique locale filtrée (53»)2-:_,@'7._’_1 correspondante. Alors la formule [Equa-

7=1,...,n,
montre que la trivialisation locale 15 (g-) de €|y correspondant & & est un isomor-
phisme de fibrés d’algebres de Lie vers (U x g—, (Idy, [, ]g)) des que lp(E) > 1. O

Remarque 2.2.3.1. Les résultats des|Lemme 2.2.5.9 et[Lemme 2.2.3.3 restent vrai en rem-
plagant E par un couple (¢o, E) formé d’un fibré H -principal différentiable E — MR et d'un
isomorphisme ¢o entre le fibré tangent réel (TM ~ D)X, et en remplacant les Opr-modules
(resp. Op[*D]-modules) par les Cy-modules (resp. Cyy. p-modules) correspondants.

En plus du sous-groupe @, ’exemple important dans cette section est le suivant :

Définition 2.2.2. Le groupe G’# est le sous-groupe de GL(g-) des automorphismes de [’es-
pace vectoriel filtré g_, tel que la composante homogéene de degré 0 est un élément de Gy.

Nous pouvons maintenant définir la catégorie concernée par le probleme d’équivalence :

Définition 2.2.3. Soit g- et H comme ci-dessus

1. Une H-extension méromorphe g_-régquliére est une H-extension méromorphe E avec
lo(E) >1.

2. Nous définissons E* comme la catégorie définie de la maniére swivante. Les objets
sont les G#-emtensions g--réguliéres. Soit (M, D) une paire, deux objets (gbo,Ef) et
(gbé,E#) de 51\7%[,1:) et £ = Efﬁ(g,) et E#(g,) ainsi que gr(E) et gr(&") les gradués
associés. Une fléche entre ces objets est un isomorphisme ®% de Oyr-modules entre

gr(&) et gr(E') tel que gr(gpy) = ®# o gr(¢po) (ou gr(po) et gr(dy) les composantes
homogénes de degré 0 de ¢o et ¢y).

Exemple 2.2.1. 1. Si (G, P) estla géométrie de Klein obtenue comme la ro-prolongation
d’un sous-groupe H ¢ GL,(C) d’ordrery =0 (Définition 1.4.18), alors on a g =g_1®g",
Q= GO# =H et[g-,g-]={0} par définition d’une graduation. Par conséquent, la condi-
tion de régularité est triviale, i.e E7 est la catégorie des H-extensions méromorphes.
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2. Si (G, P) est une géométrie de Klein parabolique de degré k (Définition 1.4.16]), alors la
notion de Go# -structure méromorphe g_-réguliére coincide avec la version méromorphe
de la notion de systéme différentiel fortement réqulier de N. Tanaka (Définition 1.4,

#8))-

La régularité d’une Q-extension méromorphe image d’'une (G, P)-géométrie de Cartan
différentiable par le foncteur f (voir |sous—section 1.8.1[) se traduit par une propriété sur cette
derniére :

Définition 2.2.4. Une (G, P)-géométrie de Cartan différentiable (E,w1) sur M\ D est dite
régulicre si et seulement si sa courbure k,, est d valeurs dans W'. On dit aussi que w; est
réquliére.

Lemme 2.2.3.4. Soit (M, D) une paire. Soit E L M un fibré P-principal holomorphe sur
M et wy une (G, P)-connexion de Cartan différentiable sur E|p«p. Supposons que l’image
de (E|yp,w1) par f est la restriction d’une Q-extension méromorphe E sur (M, D). Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) E est g_-régquliere.
(i) (E,w1) est réguliére.

Démonstration. Fixons une (G, P)-géométrie de Cartan différentiable (E,w;) sur M ~ D
et E comme dans I’énoncé. Supposons que E est réguliere. Fixons 2 € M \ D, e € p'(z) et
considérons une section exponentielle o : U — E ([Définition 1.7.3)) définie sur un voisinage U
de z inclus dans M \ D, et vérifiant o(x) = e. Une adaptation de la preuve du|Corollaire 1.7.1|
a la catégorie différentiable prouve 'existence d’une section ¢ comme précédemment. Notons
& = [0]z. Par définition, k7 est & valeurs dans W'. En adaptant la [Proposition 1.7.4.1] A la
catégorie différentiable, nous avons k% () = projw, o ke, (€). Par conséquent ke, (€) ¢ W et
(E,w1) est réguliere.

Réciproquement, si (E,w;) est réguliere, alors k%(x) e W!. Par les faits précédents, cela
est vrai pour toute section & de E définie au voisinage de z. Comme cela est vrai pour tout
x € M\ D, E est réguliére. O

Nous voulons donc résoudre le probleme d’équivalence associé & £#. Comme dans la mé-
thode de Tanaka, la stratégie est de se ramener au|[l'héoreme 2.1.1] Pour cela, il faut prouver
une équivalence de catégories entre £ et une sous-catégorie de Q-extensions méromorphes
g-_-régulieres, qui seront dites normales. Il s’agit d’une condition supplémentaire qui assure
que le processus de normalisation, défini de maniére générale pour les (G, P)-géométries de
Cartan différentiables, définit bien un foncteur de normalisation au sens de la[Définition 2.1.1]
en restriction aux antécédents des (Q-extensions méromorphes considérées.

2.2.4 Reéduction aux ()-extensions normales

Nous définissons maintenant une sous-catégorie £ de Q-extensions méromorphes sur les
paires, équivalente & £7. L’intérét est de se ramener & la méthode de A. Cép et J. Slovak

(section 2.1f) pour résoudre le probleme d’équivalence méromorphe.

Reprenons les notations de la [sous-section 1.7.3| L’espace vectoriel Im(my, o) est une
sous-représentation de la représentation Wy_ du groupe P (sous-section 2.2.1)). Il est somme
directe de I'image de Homc(g-,p) et de Homc(g-,g-) par myy, o 0.

Définissons alors des sous-espaces (1;);>0 de Wy_ en posant pour tout [ >0 :

ﬁl = WIOWWg_oa(HomC(g_,p)) &) WWQ_(nl) (2.18)
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ou n; a été défini dans la [sous-section 2.2.1l Ce sont donc des supplémentaires de chaque
composante homogene de I'image de Homc(g-,g-) par mw, o0 dans Wy . De plus, par
I'hypotheése (H3), leur somme directe :

i = Py (2.19)

>0

est une sous-représentation du groupe P.

Fixons une Q-extension méromorphe g_-réguliére (¢g, E) sur une paire (M, D). Par le
Lemme 1.7.3.3] pour tout [ > 0, la propriété que la composante homogene 7;(k%) de la fonc-
tion de structure k% d’une section holomorphe & de E sur U c M, est & valeurs dans #;, est
indépendante de la section différentiable & de E. Cette propriété équivaut a k% & valeurs
dans n par définition.

Considérons la géométrie de Klein (GZ?E X g_,Gz)éé ), ou G# est le groupe de la [Défini-
tion 2.2.2, et notons % le morphisme obtenu comme en (1.165). Par définition de G{, pour
tout I>1ona:

m(Ad(g])) = m(Home(g-,9-)) (2.20)

ou g’ = Lie(G¥). De plus, par définition des supplémentaires ;)10 (sous-section 2.2.4
99 0 pius, p pPp > )

pour tout [ > 0, toute fonction h : U — G# et toute 1-g_-forme A définies sur un ouvert
UcM : )
mo0* (W w0 A7) (2.21)
0

est a valeurs dans n;.
Ces remarques permettent de prouver le lemme ci-dessous, qui correspond au théoreme
de réduction de N. Tanaka ([49], Lemme 3.8).

Lemme 2.2.4.1. Soit (¢, E7) un objet de E* sur une paire (M, D). Alors il existe une
unique Q-extension méromorphe (¢, E) avec les propriété suivantes :
(i) La fonction de structure k% de toute section holomorphe & de E est d valeurs dans it
(ii) E|M\D est une réduction holomorphe de E#|M\D et ¢f = ¢o.
Démonstration. Commencons par prouver ’existence de E. Fixons un ouvert U ¢ M et une

section holomorphe o# : U — E#. Par (2.21]) et par le [Lemme 1.7.3.3] pour toute fonction
méromorphe h: U — G#, nous avons pour tout [ >0 :

m(k"" MY = m(ad(R)[K°7]) mod #, (2.22)

Prouvons par récurrence qu’il existe pour tout [ > 1 une fonction méromorphe h;: U — N c
G telle que Wl(k”#'hl) est a valeurs dans n;. Pour [ = 1, décomposons

K7 =k + i (2.23)

avec K1 et k| respectivement & valeurs dans 'image de Homc(g-,g-)) par o7 et K} une
fonction a valeurs dans ny. Par , il existe une fonction B; sur U a valeurs dans la
composante homogene de degré 1 de g# telle que k1 = 07 (Ad(By)). En particulier, h =
eTP (B1) est a valeurs dans N et vérifie ad(h) = Idy + Ad(Bp). En utilisant et
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(2.21]), nous obtenons :

m (koY m(ad(h" ) (k°")) mod @iy

Wl(ka#) —7T1(Bl . k‘a#) mod ﬁl
(2.24)

(k7Y =71 (m) - 9% (Ad(B,)) mod iy,

ou 7)1 est de degré homogene strictement supérieur a 1. Nous obtenons l'initialisation. En
itérant ce principe pour [ > 1, nous obtenons a chaque étape des fonctions méromorphes
h; = hj_1 - h telles que er(k"#'hl) est & valeurs dans fiy pour tout 0 <!’ <. On définit alors E
comme le fibré Q-principal holomorphe engendré par les sections méromorphes 67 -h obtenue
comme précédemment, ol 57 varie dans I'ensemble des sections holomorphes de E#.

Nous avons pour l'instant prouvé qu’il existe une @Q-extension meromorphe (¢0, E) telle
que k% est & valeurs dans @i pour toute section holomorphe & de E, et telle que E| M~D C
E#| Mm~D est le sous fibré maximal avec cette prorpriété. Prouvons maintenant qu’il s’agit
d’une réduction holomorphe a (). Pour cela, considérons deux sections holomorphes 61 et &9
de E sur un ouvert U c M, et leurs fonctions de structures respectives k%' et k%2. Notons h
I'unique fonction holomorphe sur U a valeurs dans G# telle que &2 = 61 - h. La graduation
( g# )i>0 selon le degré homogene des endomorphismes de g_ correspondants induit une unique
décomposition

h=hg-hy-...-hs (2.25)

ou hy = €l‘pG#(Al) A€ (go )i et k est le entier minimal tel que (go )1 =40} pour i >Fk+1.
Prouvons par récurrence que h; € @ pour tout [ > 0. Pour [ = 0, cela est immédiat car
(gO )o = go donc hg € Gy ¢ Q. Prouvons I’hérédité. Supposons que cela est vrai pour [ > .
Alors k%vhoPg est § valeurs dans fi. En reprenant 1e calcul (2.24) au degré Iy + 1, nous ob-
tenons que 9% ad(hy,+1) = 0. Par définition de Q c Go voir |Deﬁn1t1on 1.4.17'), cela implique
que hy,41 est a valeurs dans (). Nous obtenons I’hérédité.

L’argument précédent montre directement 1'unicité de la réduction E. O
Définition 2.2.5. Soit (g-,Go) comme précédemment, ainsi que (G,P) la géométrie de
Klein associée et (W);s0 les supplémentaires définis ci-dessus.

1. Soit (M, D) une paire. Une Q-extension méromorphe normale sur (M, D) est une Q-
extension méromorphe g_-régquliere E = (¢o, E) avec la propriété (i) du|Lemme 2.2.4.1]

2. On définit la catégorie £ comme la sous-catégorie de celle des Q)-extensions méro-
morphes g_-réguliéres qui sont normales.

3. On définit G (resp. G¥/T ) comme lantécédent holomorphe (resp. différentiable) € par
f (voir|Définition 1.6.4| et|Définition 1.8.1)).
4. On définit similairement les catégories G et € de (G, P)-géométries de Cartan diffé-

rentiables normales et de Q-extensions mormales en remplacant les objets par leurs
analogues différentiables (voir|sous-section 1.8.1)).

Soit (M, D) une paire et (¢o, E) un objet de £y p. Par les inclusions de groupes de Lie :

GocQcGl (2.26)
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nous obtenons un fibré G#—principal holomorphe :

E*=FE X Q¥ (2.27)

et donc une Go#—extension méromorphe g_-réguliere (¢, E#). Une fleche @ entre deux objets
(¢o, E) et (¢}, E") est clairement une fleche entre les G# -extensions méromorphes induites

comme ci-dessus, et en particulier
7 = gr(®) (2.28)

est une fleche dans Eﬁ; p (voir [Définition 2.2.3).

Définition 2.2.6. On définit un foncteur p* : £ — £ de la maniére suivante. Soit (M, D)
une paire. Pour tout objet (¢o, E) € Eu,p, son image par u’ estla G#—emtension méromorphe
g_-réguliére (gbo,E#) définie par . Le foncteur ™ associe d une fleche ® entre deux
objets (¢o, E) et (¢, E') de Ear.p la flecche ®F définie comme en ([2-28). On définit également
fF=utof.

Le [Lemme 2.2.4.1| peut donc se reformuler comme une équivalence de catégories :

Theoréme 2.2.1. Soit (g-,Go) un couple comme dans la |sous-section 2.2.1, (G,P) la
géométrie de Klein associée et u** le foncteur de la[Définition 2.2.6 Le foncteur p# est une
équivalence de catégories.

Démonstration. La partie existence du[Lemme 2.2.4.1| prouve que p# est essentiellement sur-
jectif. En effet, étant donné un objet (¢, E#) de £7 sur une paire (M, D), considérons la Q-

extension méromorphe normale (¢g, E) construite dans ce lemme, et (¢, E# ) = u#(¢o, E).
Alors E‘ﬁM\D = E#|5yop. Notons & = E(g/p) et £ = E#(g/p). Alors £ [*D] =&[*D] et par
conséquent le couple (Idyp(.py, Ider.py) est une fleche de E7 entre ¥ (¢o, E) et EF.

La partie unicité du méme lemme prouve que p# est plein. Enfin, il est fidéle car il agit
comme l'identité sur les fleches (en plongeant les catégories £7 et £ dans la catégorie des
extensions méromorphes, voir [Définition 1.6.1| et [Définition 1.6.2)). O]

Le lemme ci-dessous est essentiel pour la résolubilité du probleme d’équivalence méro-
morphe associé a la catégorie £ :

Lemme 2.2.4.2. Pour tout Il > 1, notons x; le morphisme de la |Définition 1.4.15 asso-
cié auzx supplémentaires my et vy (sous-section 2.2.1)). Alors l’image x;(f;) est incluse dans

Homc(g-,p).

Démonstration. Comme 'image x;(fi;) contient déja Homc(g-,p) par définition, il s’agit de
montrer que Homg(g-, g-) nx;(1;) = {0}. Soit donc ¢ dans cette intersection. Par définition
de i, il appartient donc & un supplémentaire m; de Im(9) c H'. De plus, il existe x € i
tel que d¢ = k. Par définition de fy, cela implique qu'il existe ¢’ € Homc(g-,p) tel que
d(p - ¢") = 0. Nécessairement, ¢’ est de degré homogene strictement positif, et ceci est
également vrai pour ¢. Par ’hypotheése (H1) (sous-section 2.2.1)), (G, P) est la prolongation

de Tanaka de (g-,Gp). Le |[Lemme 1.4.5.2| implique donc ¢ = ¢’ + 9B ou B € p. En projetant
sur m;n Homg(g-, g-) parallelement & Im(9) @ myn Home(g-,p), nous obtenons ¢ =0. [

2.2.5 Catégorie des géométries normales

Nous définissons maintenant une sous-catégorie de (G, P)-géométries de Cartan méro-
morphes réguliéres qui est normale (Définition 2.1.1]) :
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Définition 2.2.7. La catégorie G47morm est la sous-catégorie de GH1T définie de la facon
suivante.
1. Soit (M,D) une paire et (E,wg) un objet de gﬁfg. Alors (E,wp) est un objet de
gaiffmorm i ot seulement si la courbure ku, est a valeurs dans le sous-espace n donné
par (7).

2. On définit la sous-catégorie G de G comme l’intersection de G et de gdif fnorm

Le lemme ci-dessous permet une preuve par récurrence sur le degré homogene du fait que
deux connexions de Cartan méromorphes normales dans la méme fibre de f sont isomorphes :

Lemme 2.2.5.1. Soit (M, D) une paire et E L M un fibré P-principal holomorphe. Soient
wo et wh deuz (G, P)-connerions de Cartan méromorphes réguli¢res et normales sur (E, D).
Supposons qu’il existe [ > 1 et une section méomorphe p; de E(Hl) sur M avec poles en D
telle que :

wo 5 wh (2.29)

ot la notation wy N w( est celle du |Lemme 1.6.5.1|. Alors il existe un automorphisme
V.1 de fibré P-principal holomorphe sur M ~ D, préservant les sections g-méromorphes de
E (Définition 1.1.12) et tel que : wy = U}, wo est une connexion de Cartan méromorphe
réguliére normale sur (E,D) et vérifie :

wll 25wl (2.30)

ol i1 est une section méromorphe de E(]I-]I”l) avec poles en D. L’énoncé reste vrai en
remplacant les sections différentiables par les sections holomorphes des fibrés vectoriels ho-
lomorphes correspondants, (E,D) par EN D, et les connezions de Cartan méromorphes sur
(E,]j) par les connexions de Cartan différentiables sur E~ D dans la catégorie gjfﬂ,.

Démonstration. Fixons x € M et U un voisinage muni d’une section holomorphe ¢ : U — FE.
Notons £ = E(g/p), (¢0, E) I'image commune de (F,wp) et (E,w)) par f%7. Soit 1, la
trivialisation locale de E(Homg¢(g-,p)) sur U \ D induite par o (Définition 1.1.10). Nous
obtenons une fonction méromorphe C = 9, () sur U avec poles en D et & valeurs dans H'.
Par définition de G"°™™ et par le [Lemme 1.5.3.3] nous obtenons que

T (8C +d(Co A)o (A A A +[C,Cy)

est & valeurs dans nn'Wy = ny pour tout I" € {I,...,79+1}, ot A est la matrice de la section
o (1.148]). Or par le [Lemme 2.2.2.1] nous avons :
m(0C +d(CoA)o (A A A =1(8C) = d(m(C)) (2.31)

et le sous-espace n; est un supplémentaire de Im(9;) = Im(9)nW,, par conséquent m;(9C) = 0.

Par I'hypothése (H1) et le|[Lemme 1.4.5.2) nous avons H'(g_, g); = {0}. Par conséquent :
m(C) = Ad(By) (2.32)

ot B; est une fonction méromorphe sur U avec poles en D et & valeurs dans g'*!.
Nous définisons alors ¥;,; comme 'unique automorphisme de fibré P-principal holo-
morphe sur p~}(U \ D) défini par :

Vis1(0) =0 expe(-Bi) (2.33)
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et wj = U} wo. Alors W, préserve par construction les sections g-méromorphes de E et en

appliquant le [Lemme 1.6.5.2) nous obtenons wy ass wh avec Yo (pie1) = Yo (1) =m(C) = Ajo
Al e

o1 =01 = m(er) = ¢ (2.34)

ou ¢; est une section méromorphe de E(]HIZ“) sur U avec pdles en D. En particulier, ;1
est une section méromorphe de E(H"*!) sur U avec poles en D.

Par ailleurs, si 0/ = o0 -b est une autre section holomorphe de E sur U, alors C’ :=
VYo (py) = b~ - C ot b1 désigne l'action de b € Q sur Home(g-,p). Construisons alors un
automorphisme ¥;,, comme précédemment, en substituant o par o’. Par P-équivariance
de m et des trivialisations v, s, 'automorphisme ¥;,, obtenu coincide avec ¥;,1. Nous
obtenons donc un automorphisme de fibré P-principal holomorphe ¥, de p~'(M \ D),

préservant les sections g-méromorphes, et la connexion de Cartan méromorphe réguliere et

L. Pre1 . ,
normale wy = U}, wp vérifie w) — wj avec ¢, une section méromorphe de E(H"*Y) sur M

avec poles en D.
Enfin, nous avons proj§_owy = projy_ow( donc en particulier (E,w() est un objet de Gas,p.
En remplacant o par une section différentiable de F, Gy p par g;‘\’}f g et les différents
Opr-modules représentations associés & £ ([Définition 1.1.9)) par leur extensions en des Cjy-
modules, nous obtenons la version holomorphe de 1’énoncé. ]

Proposition 2.2.5.1. La catégorie GEFFmor™ (resp. Gno™™ ) est normale (Définition 2.1.1).

Démonstration. La catégorie G™"™ (resp. gaiff MOTM) est stable par les isomorphismes de G
(resp. G#//). En effet, si ¥ est un isomorphisme de (G, P)-géométries de Cartan différen-
tiables entre (E1,w1) et (E2,ws2), alors ky, =k, o V.

Prouvons la seconde propriété du point 1 de la|Définition 2.1.1} Fixons une paire (M, D),
un objet E € &y p, et deux objets (E,wp) et (E',w() de g‘“” MMM dans f71(E). Soient

E, et E' les réductions différentiables respectives de E et E’ au sous-groupe O c P de la
Dfion 221

Commengcons par fixer un pomt x € M et un voisinage U ¢ M de x muni de deux sections
différentiables o : U — E et o/ : U — E’. Posons 1y I'unique isomorphisme de fibrés P-
principaux différentiables sur U tel que 1y7(0) = ¢’. Par construction vy couvre l'identité de
U. Considérons alors la connexion de Cartan différentiable wy = ¥jw(, sur E|y \ D. Elle est
par construction dans la fibre de E|y, et la réduction correspondante est E\U. En particulier,

par le[Lemme 1.6.5.1] il existe une section différentiable ¢ de E(H,) c E(H") sur U~ D telle
que wy —> Wp-

Nous pouvons donc appliquer le [Lemme 2.2.5.1]& wy et w( : en effet, ces deux connexions
de Cartan différentiables sont dans la fibre du méme objet de £y p, et par le |Lemme 1.6.5.1
nous avons donc wy BN wi avec ¢ une section différentiable de E(]HI;) sur U N~ D. En
appliquant par itération ce principe, nous obtenons une suite (wf)r=o,... ro+1 de connexions de
Cartan différentiables sur p~* (U \ D) dans la fibre de E|y par f4/7 et une suite (Q1)i=1,...r0+2
avec les propriétés suivantes. Pour tout r=0,...,79+ 1 :

(i) 11 existe une fleche U7, de deff entre (E|y,wy) et (Ely,wo)
(ii) ¢r+1 est une section différentiable de E(H,)™*!

QOT 1
(iil) On a : wf = w{
En particulier, au rang 7 = ro + 1 : Home(g—,p)™*2 = {0} et nous obtenons que wTOH = wy,

donc une fleche \IITOJrl entre (Ely,wo) et (Ely,w(). En composant 1’1som0rph1sme obtenu
par ¢y, nous obtenons une fleche ¥y de gd"ff entre (E|y,wp) et (Ely,w(
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Recouvrons M par des ouverts U comme précédemment, et fixons deux ouverts U, U’
du recouvrement obtenu. Alors \IIU|&10U, o Uyr|lyayr est un automorphisme de (E|ynyr,wo)
couvrant 'identité. Par le|Corollaire 1.5.1} il s’agit de 'identité et par conséquent Uy et Uy,

coincident sur p™'(U n U’ \ D). Nous obtenons finalement une fleche de gj\’jf 5 entre (E,wp)
et (E',wp). O

2.2.6 Résolution du probléme d’équivalence méromorphe pour les ()-extensions
normales

Pour terminer la résolution du probleme d’équivalence méromorphe, il nous reste a fixer
une paire (M, D) et a construire un foncteur de normalisation A : gj{;f l’; — gj\’;{” 5’”"””, puis
prouver que son image est constituée de géométries de Cartan méromorphes.

Nous fixons quelques notations. Pour tout objet (E,w;) de G%/fdans la fibre d’un objet
(d)o,E) de &, sur une paire (M, D), nous associons une réduction différentiable E de E au

sous-groupe de Levi G (voir [sous-section 2.2.1)). Pour tout [ € Z, notons :

Xt E(l‘ll) — E(ml) (235)

le morphisme associé & E et aux supplémentaires n; et m; fixés en début de section (voir
[Proposition 2.2.1.1)). Comme la projection m; sur la composante homogene de degré [ est un
morphisme de P-modules, la|Proposition 1.1.2.1fappliquée a I dcs ® m permet de considérer
un morphisme de Cjj-modules :

71 B(W) — E(m(W)) (2.36)

Par Dégalité E(W) = E(W), nous pouvons appliquer ce morphisme & la section k,, de E(W)
correspondant a la courbure k,,, de w;.

Définition 2.2.8. Soient (E,w;) et E comme ci-dessus. La suite normalisante de (E,w:)
associée o E c E est la suite de couples (wé, ©141)1=0,....rg+1 OU wé est une connexion de Cartan
différentiable sur E~ D, .1 est une section différentiable de E(H)*! sur U~ D, définie de
la maniére suivante :

wi=wr et ¢p=0 (2.37)

puiLs :

Pi+ \ — = T
Wé =5 W%)H ou: Y41 = Xl+1(7rl+1(kwé)) (2.38)

et ro est lentier défini par (2.6), X est le morphisme (3.31)), et la notation wy N w(, est
celle dulLemme 1.6.5.1]

Nous obtenons un foncteur de normalisation holomorphe :

Lemme 2.2.6.1. Pour tout objet (F,wy) € gj}fg, considérons une réduction différentiable
E comme ci-dessus, et notons (W(I),SOI_;_]_)l:OV”,rO_;_]_ la suite normalisante associée o E
. Définissons h(E,w1) = (E,w™ ). Alors :

1. Pour tout >0, (E,w(l)) est dans la méme fibre de f%5 que (E,wy).

2. L’application h est a valeurs dans Gy7'5" .

Par conséquent, h est un foncteur de normalisation holomorphe (Définition 2.1.1)).

Démonstration. 1. Cela découle directement du[Lemme 2.2.4.2] de la définition de la suite
normalisante et du choix de la réduction E.
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2. Fixons (F,w) € g]‘fjfg et £ ¢ E comme dans 'énoncé. Notons Ew(l) = p*kwé la sec-

tion différentiable de E(W) correspondant a la représentation de courbure de chaque

. 1 " . .
connexion wy, et prouvons par itération sur r > 0 que : Wl(kw(z)n)

£ est a valeurs dans

n;. Pour r =0, ceci est une conséquence de la régularité de w; (voir [Définition 2.2.4| et
Lommine 2234,

Prouvons I’hérédité : supposons la propriété vérifiée au rang r < rg. Soit 0 : U — E une
section différentiable, et 1, (W) (resp. 1, (H) la trivialisation locale de E(W) (resp.
E(H)) donnée dans la [Définition 1.1.11} Définissons k = koo = wU(W)(p*kwé) et
C =9s(H)(p;). Alors par définition :

C = ~¢o(H)(Xo o (k) = —xa o m(r)(kyy 0 o) (2.39)
ou 7; est le morphisme (2.36)). Par ailleurs, le [Lemme 1.5.3.3| nous donne :
Yo (W) (k) = £+0C+d(Co A)o (AtaA Y +[C,Cly (2.40)

En utilisant la [Proposition 2.2.1.1| et ’hypothése de récurrence, nous obtenons :

— r-1
¢U(W)(kw(z)+1) =r-xiom(k)+ A1 mod Py (2.41)
=0

ott Ajyp =d(CoA)o (AP AA™)+[C,C]y est & valeurs dans W2 par le

Par conséquent :

M (Ve (W) (ko)) = Yo (W) (T (k1)) (2.42)

est a valeurs dans n; ¢ W, i.e la propriété est vérifiée au rang r+1. Aurang !l =rg+1, la
lo+1

courbure vérifie que szwl ;; prend ses valeurs dans @ ny_; =n, i.e (E,wp) est normale.
0 r=1

Prouvons enfin que h est un foncteur de normalisation holomorphe (Définition 2.1.1)),
i.e que I’hypothese du |Théoréme 2.1.2| est satisfaite. Fixons E = (¢, E) € Eyr,p, x € M

et un voisinage U de x muni d’une section holomorphe 6 : U — FE. Comme nous
avons supposé 'existence d’une section holomorphe s : () — P de la représentation

adjointe quotient, le|Lemme 1.8.3.1|montre qu’il existe un fibré P-principal holomorphe
E 25 M tel que E=F % Q. Nous pouvons également considérer une section holomorphe

0:U — E telle que [o]; = 6. La [Proposition 1.6.6.1| implique alors qu'il existe une
(G, P)-géométrie de Cartan méromorphe (F,w;) sur (U, D) dans la fibre de E|y. Le
montre qu’elle est réguliére. Le dernier terme de la suite normalisante
associée & (E,wy) et F = ¢ -0 est alors une (G, P)-connexion de Cartan méromorphe
réguliere et normale dans la fibre de E|y.

O
Nous obtenons :

Theoréme 2.2.2. Soit (g-,Gp) un couple formé d’une algébre de Lie graduée négative-
ment g_ et dun sous-groupe Gy d’automorphismes de [’espace vectoriel g_ stabilisant les
composantes de la graduation. Supposons que les hypothéses (H1), (H2) et (H3) de la
sont vérifiées et soit (G, P) la géométrie de Klein associée. Soit £ et G les
catégories donnéees respectivement par les|[Déefinition 2.2.5 et |Définstion 2.2.7. Le probléme
d’équivalence méromorphe pour la catégorie G est résolu. Plus précisément, pour toute paire
(M, D), le foncteur f de la|Théoréme 1.6.1| se restreint en une équivalence de catégories

entre Gy/'5 et Evp.
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Démonstration. D’abord le [Lemme 2.2.3.4] prouve que G%/f est 'image réciproque de &
par f47f . La catégorie G#/Tmo™™ ost une catégorie normale par la [Proposition 2.2.5.1, Le
foncteur h défini dans le [Lemme 2.2.6.1] est un foncteur de normalisation & valeurs dans

G = dif fmorm o Gy p. T suffit alors d’appliquer le [Théoreme 2.1.1 O

Par le [I'héoreme 2.2.1] nous obtenons :

Corollaire 2.2.1. La composée f# = u# o f est une équivalence de catégories entre celle
des (G, P)-géométries de Cartan méromorphes normales et celle des Go#—extensions méro-
morphes g_-réqulieres.

Enfin, en composant 1’équivalence de catégories du [Corollaire 2.2.1| par le foncteur pu
(Définition 1.6.5) a droite, et en appliquant le [Lemme 1.6.2.2 nous obtenons :

Corollaire 2.2.2. [l y a une équivalence de catégories entre G""™ et la catégories des G#—

structures méromorphes g_-réguliéres. En particulier, pour toute G# -structure méromorphe
g_-réguliére S sur (M, D), il existe une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe normale
(E,wo) sur (M, D) telle que €illlg® = Ei[[{,ﬁﬁwo (voirlDéﬁnition J.J.Lq et |Déﬁm'tz'0n 1.5.1!4).

2.2.7 Exemple des structures Lagrangiennes méromorphes

Soient m > 2, G = SL;,,(C) et P = B le sous-groupe de Borel standard de G associé a
lalgebre de Cartan b de 1{Exemple 1.4.5( (voir [Définition 1.4.12)). Soit A le systéme de racines
associé & b, A* un sous-ensemble de racines positives et A? ensemble des racines simples.
On note (e1a,hy)aea+yeao une base de Chevalley associée a ce systeme de racines.

Le sous-groupe P est donc un sous-groupe complexe parabolique de G, et la graduation
(8i)i=—k,....r du[Théoreme 1.4.2| est donnée par :

gi = P Ceq (2.43)

lof=i

pour tout i # 0, ot |a est la hauteur de o par rapport a A k = dimc(h) et go = b. Le

sous-espace g- = @ Ce_, est donc une sous-algébre supplémentaire de p. En généralisant la
aeAt

preuve de 1JExemple 1.4.10, on observe que (G, P) est la prolongation de Tanaka de (g-,Gp),
ou Gy = expi(h). Nous notons G# le sous-groupe de la |Déﬁnition 2.2.2|7 et allons décrire les

G#—structures méromorphes g_-régulieres.

Identifions g/p & g- via la projection parallélement & p. Par définition d’une algebre
de Cartan, le sous-groupe de Levi G stabilise les droites Ce_, pour tout o € A’. Comme
G# = Gy x N, ou N est le sous-groupe des automorphismes d’espace vectoriel filtré sur g_
dont la composante homogene de degré nul est 'identité, on obtient que G# stabilise les
droites Ce_g,.

Fixons alors une G# -extension méromorphe g_-réguliere (¢, E#) sur une paire (M, D)
(Définition 2.2.3)), et £ = E#(g_)

Définissons pour tout v € AY les sous-modules :

L,=E#(Ce.,) et L,=¢5 (L, [*xD])nTM (2.44)

de £ et T'M respectivement. Chaque L., est un feuilletage holomorphe de rang 1 sur M
(Définition 1.7.1)). Les feuilletages sont transverses en tout point z € M \ D, i.e Ly, (z) N
L., (r) =@ dés que i # j. Enfin, par définition d'une base Chevalley, la base (¢_q)aca+ de g-
s’obtient par les crochets itérés des éléments de la famille (¢_),ea0. Par régularité de (£, wo,
et en utilisant la formule de Leibniz, nous obtenons :

k
TM[*D] = @ @ [‘C’Yu [‘Cvz’ s [‘C%‘—l ) [’%‘]TM .- ']TM[*D] (2-45)
i=1 717"'7’71'EA0
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Par conséquent, nous obtenons un foncteur :
N EF L (2.46)

de la catégorie 7 des G#—extensions méromorphes g_-régulieres vers une catégorie £ définie
comme ci-dessous :

Définition 2.2.9. Soit (G, P) comme ci-dessus et k = dimc(h).

1. Une structure lagrangienne de contact méromorphe de degré k, sur une paire (M, D)
est un k-uplet L = (L,,...,L,,) de feuilletages de rang 1 sur M, transverses en tout
x € M\ D, et vérifiant la propriété (2.45)). Une feuille ¥ de L., est appelée ;-chainette
de L.

2. Un isomorphisme entre deuz structures lagrangiennes de contact méromorphes (L}
et (5717
My de varzétés complezes, avec p(D1) = Dy et dgo(ﬁ#j) = go*ﬁgyj pour tout j=1,... k.
On note L la catégorie ainsi obtenue.

L L)
%) de degré k sur (My,Dy) et (Ms, D3) est un isomorphisme o : My —

Il est clair que £ est une catégorie équivalente a celle des G# -structures méromorphes
g_-régulieres, et A est le foncteur obtenu en composant le foncteur p (Définition 2.2.6]) par
cette équivalence. De plus :

Lemme 2.2.7.1. Le foncteur A défini ci-dessus est surjectif sur les objets.

Démonstration. Soit (L.,,...,L,,) une structure lagrangienne de contact méromorphe de
degré k sur (M, D). Recouvrons M par des ouverts U c M tels qu’il existe des bases 5; de
chaque restriction £, |r7. Par la condition , les sous-modules (£7");-1.. x de TM définis
par :

E'= P [£7j1,£7j2 "'[EWji_17£Vji]TM v (2.47)

’yjl""fyji

définissent une filtration d’un sous-module £ = €%, vérifiant £[+*D] = TM[*D]. En par-
ticulier (&€, ¢p) est une extension méromorphe sur (M, D). De plus, les bases locales de £
obtenues en considérant les crochets itérés des sections (5;);-1,.., définissent des trivialisa-
tions holomorphes de fibré en algebre de Lie pour gr(£), de fibre g- (voir [Définition 1.4.23)).
De maniere équivalente, la G -extension méromorphe (¢g, E#), ott E# est la réduction ho-
lomorphe du fibré des bases de & correspondant aux sections précédentes, est g_-réguliere

(voir [Lemme 2.2.3.3)). Par construction, 'image de (¢o, E#) par X est (Lypyo o Ly). O

Theoréme 2.2.3. Soit (G, P) comme ci-dessus et G la catégorie des (G, P)-géométries
de Cartan méromorphes normales (Définition 2.2.7).

1. La composée du foncteur f : GMU™ —s E7 et du foncteur \ défini ci-dessus est une
équivalence de catégorie.

2. L’image L = (Ly,,...,L,) par Ao f d’un objet (E,wy) de Gar,p est donnée par :

»C'y,- = Tp(ﬁ_w)

ot Te_,. est le feuilletage distingué (Définition 1.7.4) sur E.

Démonstration. 1. En utilisant le [Lemme 1.6.2.2] nous obtenons que la catégorie £ est

équivalente & celle des structures Lagrangiennes méromorphes de degré k. Par le
rollaire 2.2.1 nous obtenons I’équivalence annoncée.
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2. Considérons la sous-représentation V; = ad(P)[e_,,] du groupe P. Son image par le
passage au quotient m/, : g — g/p est la classe de Ce_,,. Le sous-module Z_% défini
par est donc I'image de F(V;) par le morphisme E(g) — £ ou & = E(g/p).
Comme £_., =TM n ¢ (L-,,), on conclut en utilisant la [Proposition 1.6.1.1]

O]

Corollaire 2.2.3. Soit (G,P) comme ci-dessus, (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan
méromorphe sur (M, D) et I son image par le foncteur X o f. Alors pour toute v;-chainette
Y de L, et tout xg € 3, ¥ est une e_,-géodésique de (F,wq) en xg (IDéﬁm'tion ].7.@.

Démonstration. Choisissons zg € 2. Il s’agit de prouver qu'il existe un voisinage U de zy dans
M et une courbe e_,-distinguée 3 pour (E,wp) telle que p(X) = Sn(UND) = Un(Z\{mo}),
et la section 7: Un (X~ {z0}) — ¥ inverse de p est une section g-méromorphe sur (Un¥, zq)
(Définition 1.1.12)).

Commencons par prouver l’existence de X avec la premiere propriété. Remarquons pour
cela que le champ wp-constant ¢_, est holomorphe sur £~ D et ne s’annule pas. Choisissons
alors un voisinage U ¢ M de xg relativement compact, et une section holomorphe o : U — E.
Par conséquent, le champ de vecteur ¢g' ([0, ¢_+,]) et holomorphe sur U \ D et ne s’annule
jamais. Par le point 3. du [Théoreme 2.2.3| il définit £,, sur U \ D. Considérons alors x ¢
Un(E~{z0}), e € p7L(2) et la feuille maximale ¥ de 7Tc_,. en e. Son image p(X) est un ouvert

de ¥, contenant I'orbite 5(t) = qﬁ’é_} (e) du flot de ¢, en e. Par les remarques précédentes, ce
champ est complet, donc ¥ est définie sur C et son image n’est contenue dans aucun compact
de p~'(U \ D). En particulier, quitte & restreindre U, on a ¥ n (U \ D) c po 7(C) c p(%),
d’ou le résultat.

Prouvons maintenant que U'inverse 7: U n (X \ {xg}) — 2 de la restriction de p & X est
une section g-méromorphe sur (XU, xg). Il suffit pour cela de prouver que 'unique fonction
holomorphe b sur U n (X \ {z¢}) & valeurs dans P telle que 7 = o - b en restriction & cette
sous-variété se prolonge & U n'Y en une fonction méromorphe. Or dlog(b) est la restriction
de mpo0*wp a ¥ nU, ou mp est la projection parallelement a g_. Elle est donc méromorphe.
Comme de plus b est univaluée, elle est nécessairement méromorphe.

O
2.3 Probleme d’équivalence branché correspondant

Nous reprenons les notations de la et fixons une paire (M, D). Soit u le
foncteur de la |Déﬁnition 1.6.5| associé a 7, et S la sous-catégorie de G# -structures méro-

morphes correspondantes. Nous nommerons les objets de S les G# -structures méromorphes
g-_-régulieres.

Le but de cette section est le suivant : étant fixée une paire (M, D), donner une description
des G#—structures méromorphes g_-régulieres sur (M, D) qui sont images d'une (G, P)-
géométrie de Cartan holomorphe branchée et normales sur (M, D), via ’équivalence du
[Corollaire 2.2.2] Ce probleme sera appelé probleme d’équivalence branché. 1l est justifié car le
foncteur de normalisation h ne préserve pas, en général, la sous-catégorie G¥ des géométries
de Cartan holomorphes branchées sur (M, D).

Nous commencerons par un résultat local (Corollaire 2.3.1f), puis un résultat global
. Ces résultats nous permettrons de construire des exemples de Go#—structures
méromorphes g_-réguliéres sur une paire (M, D) qui sont image d'une (G, P)-géométrie de
Cartan holomorphe branchée, mais d’aucune (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe bran-
chée normale sur (M, D). Ces contre-exemples seront modelés sur un couple (g-, Go) vérifiant
G# = (. Cette propriété simplifie les preuves car le est trivial dans ce cas.
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La caractérisation globale est une conséquence directe de la caractérisation locale grace aux
hypotheses (sous-section 2.2.1J).

2.3.1 Probleme d’équivalence branché local

Nous commencons par caractériser les objets de £ (Définition 2.2.5)) qui proviennent loca-
lement d’une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée normale (Définition 2.2.7)).

Fixons une paire (M, D) et un objet E = (¢g, ) de € M,D, ainsi qu'une section holomorphe
&:U — E. Notons A sa matrice et k% sa fonction de structure (Définition 1.7.4).

Définition 2.3.1. La suite normalisante associé a & est la suite (By,)i=1,.. ro+1 de couples
formés de deux fonction méromorphes sur U a valeurs respectivement dans H' et W, et
définies par récurrence par :

Ql = k‘& et Bl =—-X1°0m1 (Ql) (248)
et :
Qo1 =Y+ 0B +d(BioA)o (A" AA ) +[B,Brly et Broi=—xi10mi(Qi1)  (2.49)

~ ro+1
Nous définissons aussi : B = ZZ B;.
=1

Lemme 2.3.1.1. Soit 5: U — E comme précédemment et (B1,$0)1=1,....rp+1 la suite nor-
malisante correspondante (Définition 2.3.1|). Soient :

o B2 M un fibré P-principal holomorphe tel que E = E X Q

e 0:U — E une section holomorphe dont la classe [o]z modulo P’ coincide &
Vo la trivialisation de E(H) sur U induite par o (Définition 1.1.11)

w1 lunique (G, P)-connexion de Cartan méromorphe o-horizontale sur E' dans la fibre
de E|ly (Définition 1.6.1() et|Proposition 1.6.6.1) et k., = p.ky, la section différentiable
de E(W) correspondant a sa courbure.

Alors pour tout 1=0,...,79+1 :
Yo (pr41) = Bry1 et lba(Ew(l)ﬂ) = (2.50)
ot (wé,«pl+1)l=0,”_7r0+1 est la suite normalisante associée a la réduction

E=0(U)-Gy

et (E|y,w1) (Définition 2.2.8). En particlier, les termes By sont d valeurs dans Homg(g-,p).

Démonstration. Nous faisons une preuve par récurrence sur [ = 0,...,79 + 1. Notons ¥; le
morphisme de la [Proposition 2.2.1.1| associé & la réduction E et aux supplémentaires n;, my
([sous-section 2.2.1]).

Pour [l =0, par le |Lemme 1.7.3.2|7 nous avons ¥, (Ewl) = k., o0 = k?. De plus, par définition
de X, nous obtenons :

VYo (1) = Yo (=X1 O%SI(EM)) =—-X1° WS1(¢U(Ew1)) =-X10° 7Tsl(k‘&) =By (2.51)

Si la propriété est vraie au rang [ < rg, alors par 'hypothése de récurrence sur €2, et le
principe précédent nous avons :

%((Pm) = wa(_YHl O%SZH(EUJ@)) = —Xl+1° 7Tsl+1(¢a(Ewé)) =—Xi+1° 7r$l+1(Ql) = Bl+1 (2-52)

L’identité sur §2;,1 s’obtient directement a l’aide du [Lemme 1.5.3.3] L’hérédité est prouvée.
Enfin, les termes B; sont a valeurs dans Homc(g-,p) car E est normale (Lemme 2.2.6.1{
point 1). O
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Corollaire 2.3.1. Soit (M, D) une paire. Soit E = (¢o, E) un objet de Exrp. Soit U un
ouvert de M et & une section holomorphe de E sur U. Notons A la matrice de & ([L.148))
et (B1,SY)i=1,...r0+1 la suite normalisante associée (Définition 2.3.1)). Alors les faits suivants
sont équivalents :

(1) Il existe une (G, P)-connexion de Cartan holomorphe branchée normale (E,w() sur

p Y (U) dans la fibre de E|y par f.

(i) 1l existe une fonction méromorphe p' sur U a valeurs dans p' = Lie(P') et une fonction
méromorphe C sur U d valeurs dans Home(g_,p)! avec les propriété suivantes :

(a) La 1-forme C o A est holomorphe sur U.

(b) Ona:B° =C + F(-p') + expg(p')*wpo AL ot F est la fonction définie dans
le|Lemme 1.6.5.9 et B® est celle de la|Définition 2.3.1|

Démonstration. Prouvons (i) implique (#i). Posons F = & - Q. Grace & Phypothese (H?2)
(sous-section 2.2.1)), il existe une section holomorphe ¢ : U — E telle que [o]; = &. Soit
alors wy la (G, P)-connexion de Cartan méromorphe sur F, o-horizontale et dans la fibre de
E|y (Proposition 1.6.6.1). Comme E est une extension holomorphe sur (M, D), w; est une
connexion de Cartan holomorphe branchée sur E. De plus, par le |Lemme 2.2.3.1] elle est
réguliere. Considérons alors E= a(U) -Gy et la géométrie de Cartan méromorphe réguliere

et normale (F,wp) dans la fibre de E|;y ott wy = (wi°™!) est le dernier terme de la suite

normalisante associée & (E,w;) et la réduction £ (Lemme 2.2.6.1). Par le [Lemme 2.3.1.1|

®
nous avons donc w1 —> Wo avec :

B =1s(¢) (2.53)

Fixons une autre (G, P)-connexion de Cartan méromorphe normale w(, sur E telle qu’il
existe une floche entre f#(E,w() et f#(E,wp). Notons :

C=vo(y) (2.54)

otl ¢’ est la section méromorphe de E(H') sur U avec w RN w(- Par le [Proposition 2.2.5.1
il existe un fleche ¥ de Gy p entre (E,w() et (E,wp). Plus précisément il existe une fonction
méromorphe ' : E — g! telle que ¥(e) = e- j'(e) pour tout e € E.. Le [Lemme 1.6.5.2|

implique qu'’il existe une fonction méromorphe sur U a valeurs dans p’ telle que wy 2, wo
ou :
—C + B=1y(¢) = F(-p') + expa(p') wpo A™ (2.55)
Le résultat en découle immédiatement car w(, est une connexion de Cartan holomorphe
branchée sur E si et seulement si C o A est holomorphe sur U ([Lemme 1.6.5.1|).

Réciproquement si (ii) est vérifiée, alors on consideére le fibré P-principal holomorphe
trivial E — U. La section & permet d’identifier £ % Q 4 la réduction holomorphe F =5 - Q

de E#. L’hypothése (H2) (sous-section 2.2.1) permet d’identifier & & la section canonique
de E, et on construit comme précédemment une (G, P)-connexion de Cartan méromorphe
normale sur E dans la fibre de (¢, E). Alors la connexion de Cartan méromorphe wj, définie
comme précédemment est une connexion de Cartan holomorphe branchée par les égalités
précédentes, et il existe par construction une fleche entre f#(E,wp) et f#(E',w)). O

2.3.2 Probleme d’équivalence branché global

Nous avons donné un algorithme pour déterminer les Q-extensions méromorphes normales
E sur une paire (M, D) qui proviennent, au voisinage de tout point x € M, d’une géométrie
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de Cartan holomorphe branchée normale (Corollaire 2.3.1)). Nous prouvons maintenant que
ces derni¢res sont exactement celles dans I'image de QX/’[nBTm

Nous commengons par prouver une version plus forte du résultat d’interpolation du[Théo

féme T.8.71:
Proposition 2.3.2.1. Soit (M, D) une paire et E = (¢o, E) € Enrp. Soient :
o Un fibré P-principal holomorphe E L5 M tel que E=F % Q

o X = (Za)aer un sous-ensemble discret de M
e (Uy)aer une famille de voisinages disjoints des éléments de X

o (wo,a)aer une famille de (G, P)-connexions de Cartan méromorphes réguliéres nor-
males, ot wo o est définie sur p~t(Uy) et dans la fibre de E|y, par f

Il existe une (G, P)-connexion de Cartan méromorphe réguliére normale wy sur E dans la
fibre de E et des voisinages U!, € U, de chaque xz, € X tels que W0|p-1(U(;\D) coincide avec
wo,a pour tout ac€ 1.

Démonstration. Par définition, pour tout « € I, k,, , prend ses valeurs dans n en restriction

A E,. Parle |Lemme 2.2.6.1L pour toute connection de Cartan différentiable w; sur Ex D dans
la fibre de E par f%// (voir lsous-section 1.8.1)), I'image h(E,w;) associée & une réduction
différentiable £ ¢ E au sous-groupe G est une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe
normale sur (M, D) dans la fibre de E.

Définissons alors £ comme I'un des réductions différentiables obtenues en appliquant le
[Théoreme 1.2.1) au sous-groupe Gy c P et & des sections holomorphes oy, : U, — E définies
aux voisinages U/, de chaque z, (a € I).

Appliquons le[Théoréme 1.8.1]: il existe une connexion de Cartan différentiable wy comme
ci-dessus, et des voisinages (U.)aer de chaque élément (4 )aer, inclus dans (U )er, avec la
propriété suivante. Pour tout « € I, les restrictions de wy et de wo o & p~!(U%) coincident. Soit
alors (E,wp) = h(E,w1) ol h est le foncteur de la|Lemme 2.2.6.1|associé a la réduction EcE
définie ci-dessus. Alors (F,w) et une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe normale sur
(M, D) dans la fibre de E. De plus, par définition de E, pour tout a € I, wy coincide avec
wo,q en restriction & p~1(UL). O

Pour appliquer la [Proposition 2.3.2.1} fixons une paire (M, D) et considérons les compo-
santes irréductibles (Dg)qer de D. Fixons un sous-ensemble discret de M :

X = (Ta)aer (2.56)
tel que x, € D, pour tout o € I.

Theoréme 2.3.1. Soit (G,P) une géométrie de Klein complexe effective telle que g est
graduée et vérifiant les hypothéses (H1),(H2) et (H3) du|Théoréme 2.2.4. Soit (M, D) une
paire et E = (¢g, E) une Q-extension holomorphe g_-réguli¢re (Définition 2.2.9) sur (M, D).
Alors les propriété suivantes sont équivalentes :

(i) E est l’image d’une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe réguliére normale sur
(M, D).

(ii) Pour tout X comme en ([2.56)), et pour tout o € I, il existe un voisinage Uy de x4 € X
et un objet (Eq,wo.q) de g:OD”m dans la fibre de E|y,, par f.

(iii) 1l existe X comme en (2.56) et une famille (5q)ae; de sections holomorphes de E
définies auz voisinages de ses points, avec la propriété (ii) du|Corollaire 2.3.1)
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Démonstration. L’implication (i) = (ii) est immédiate. L’implication (ii) = (7i7) se déduit
directement du point 2. du|Corollaire 2.3.1} Prouvons (ii) <= (iii). Le sens direct est une
application immédiate du [Corollaire 2.3.1} Prouvons le sens réciproque. Supposons que E
vérifie (i) et fixons un ensemble X comme en ([2.56)), ainsi qu'une famille (54 )qcs de sections
holomorphes de E définies sur des voisinages disjoints Uy, de chaque z, € X vérifiant (a) et

(b). Appliquons le |Lemme 1.8.3.1| pour obtenir un fibré P-principal holomorphe F LM
tel que F % Q = E. Grace a la section s : Q — P, nous pouvons construire des sections

holomorphes (04 )qaer de E sur chaque U, vérifiant [04] 7 = Ga.

Alors pour tout a € I, le [Corollaire 2.3.1| implique qu’il existe une (G, P)-connexion de
Cartan holomorphe branchée normale w o sur p~* (U, ) dans la fibre de E|y, . Le
implique qu’elle est automatiquement réguliére.

Nous pouvons alors appliquer la [Proposition 2.3.2.1| pour obtenir une (G, P)-géométrie
de Cartan méromorphe réguliére et normale (E,wq) sur (M, D) dans la fibre de E, avec la
propriété suivante : il existe une famille (U,) e de voisinages U/, € U, de chaque z, € X telle
que wp coincide avec wp  en restriction a p’l(U !~ D), pour tout « € I. En particulier, wp
est une connexion de Cartan holomorphe branchée sur chaque ouvert p~!(U!) : il s’agit donc
de la restriction d’une 1-forme holomorphe sur cet ouvert. Comme D, est irréductible, wq
est la restriction d’une 1-forme holomorphe sur un voisinage de D,. Cela est vrai pour tout
a € I, et par conséquent wy est une connexion de Cartan holomorphe branchée sur F. ]

Soit p le foncteur de la [Définition 1.6.5| alors :

Corollaire 2.3.2. Soient (M, D) une paire et S une G#—structure méromorphe sur (M, D)
dont la restriction & M ~ D est régquliére . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) S est dans limage de Qg;grm par pro f*.

(i) Pour tout x € M, il existe un voisinage U de x et un objet (E,wp) € QO ST qvec

Mof#(E,wO) - S|U
(iii) 1l existe un sous-ensemble X = (x4 )aer de M comme en avec la propriété sui-
vante. Pour tout o € I, il existe un voisinage U, de x, et (Ea,w()a) de QO MO vec

wo f (Eaawﬁ,a) = S|Ua'

Démonstration. D’abord, les implications (i) = (i7) et (ii) = (i) sont immédiates. Prou-
vons maintenant (i74) = (7). Soit donc S une G -structure méromorphe vérifiant (iii) et
notons E# la réduction holomorphe de R'(M \ D) au sous-groupe G# qui lui correspond.
Posons pour tout ae [ : B, = E, % Q. Alors E, |y, p s’identifie & une réduction de E’# lu.<D

(Lemme 1.6.1.1)). Ceci étant Valable pour tout « € I, et D,, étant irréductibles, nous obtenons
que Eo s’étend en un fibré Go -principal holomorphe sur M, et I'identitée de T'M s’étend en
un isomorphisme de Oy [*D]- modules ¢o: TM[*D] — E[xD]on & = E#(g/p). Autrement
dit (¢o, E7) est un objet de EM > et pour tout a € I, E, et une réduction holomorphe
de E#|y, au sous-groupe Q. Comme (Eq,wo,q) est supposée normale, son image (¢0, E.)
par f est une @Q-extension méromorphe normale (Définition 2.2.5). Par le [Lemme 2.2.4.1}
il existe une unique réduction holomorphe Ej c ngb au sous-groupe @ telle que (¢0, Eop)
est une Q-extension méromorphe normale, i.e Ey prolonge les réductions E, lu,~p. On ob-
tient une Q-extension méromorphe normale (¢g, E) sur (M, D), vérifiant les hypotheses

du |The0reme 2.3. 1|, donc (¢, E#) ot E* est lextension de E au sous-groupe GO vérifie
(o, EF) =S et (¢o, E?) e f#(GOm°r™), ce qui permet de conclure. O
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2.3.3 Connexions de Weyl méromorphes et cas des G-structures classiques

Soit (M, D) une paire et (g-,Gp) un couple comme dans la [sous-section 2.2.1, En par-
ticulier, 'hypotheése (H3) implique que pour tout [ > 1, tout élément x € n;, et tout p € P,
nous avons p_ ' -k € n; mod 74 (W). Nous allons donner une signification géométrique au
premier terme d’une suite normalisante (Définition 2.3.1)).

Soit E# = (¢, E#) un objet de SA?%[,D Définition 2.2.3|). Par le|Corollaire 2.2.1}, il existe un

objet (E,wo) € Gi7'h' (IDéﬁnition 2.2.7[) dans la fibre de E# par f#. Nous notons £ = E#(g/p),
et

E°=E" x Gog=E xGy (2.57)
Gc¥ P

ainsi que 7 : E — E° la projection naturelle.

Définition 2.3.2. Une structure de Weyl méromorphe pour E¥ sur un ouvert U ¢ M est
un couple ((E,wo),7) ou (E,wo) est un objet de Gr°n™ dans la fibre de E# |y par f7 et T:

E°|y — E une section méromorphe de la projection w sur le fibré Go-principal holomorphe
défini par (2.57)).

Fixons une structure de Weyl méromorphe ((F,wp),7) de E# sur U. Par définition d’une
(G, P)-connexion de Cartan méromorphe, la 1-forme :

@ = TpTOjgo@p wo (2.58)

est une connexion Go-principale méromorphe sur E°. De plus, par la projection 77 : E —>
E# sur le fibré Q-principal holomorphe E du [Lemme 2.2.4.1] 7 induit une section méro-
morphe 7 : BV — E#|U de la projection naturelle 7 : E# —> EY, et par conséquent @
s’é¢tend en une connexion G -principale méromorphe sur E#]U.

Lemme 2. 3 3.1. Soit (g_,Gy) comme ci-dessus et (M, D) une paire. Soit E¥ = (b, E#) un
objet de EMD, U c M un ouvert et 0y la solderform méromorphe associée (Définition 1.6.5).
Soient (w;)»1 des supplémentaires comme dans la[sous-section 2.2.1]

1. Soit ((E,wo),T) une structure de Weyl méromorphe sur U, @ la connexion G# -principale

méromorphe sur E#]U induite par (2.58) et & =60y @w. Alors :

2
1 o myy,_[dfo o NG est & valeurs dans ny (2.59)

ou my,_ est la projection de W sur Wy_ (voir [sous-section 1.7.5).

2. Soit & une connexion G#—principale méromorphe sur E#|U vérifiant (2.59). Alors il
existe une structure de Weyl méromorphe ((E,wg),7") sur U et une section méro-

morphe ' de E#(H2) sur U telles que & —— &' ot &' est définie par (2.53).
Démonstration. 1. Soit ky, la courbure de (E,wyp), donc 7 (ky, ) est & valeurs dans ny par
I’hypotheése sur O c P et la définition de la catégorie G""™. Comme Homc(g_,g') c H?

et que 0 préserve les filtrations, la composante de degré homogene 1 de 9((7*projgiwo)o
&1 est identiquement nulle. Nous en déduisons que :

2 2
T omw, [dhoo A&™'] = miomw, [d(projs. " wo) o A(projy @g 7 wo) "t = [, 1a.]

10 T,_[Kuo 0 7 = O((7* (wo — Projg_ @ gowo) & ")]
= m1 0Ty, [kwy o T — O((T projgwe) e @™ 1)]

= 7y 0 My, (Kwp ©T)
(2.60)
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est a valeurs dans ny.

2. Soit 7 : E°ly — (F,wp) une structure de Weyl méromorphe arbitraire sur U, et &
la connexion G principale correspondante. Soit ¢ la section méromorphe de E# (H,)

telle que & — &" (IDéﬁnition 1.6.9|). Alors & vérifie ([2.59)), donc le |Lemme 1.5.3.3|
implique que 71(9p) est a valeurs dans ny, ol @ = p*p est la fonction équivariante sur
E#|y correspondant & . Par définition de ny, nous avons donc 97 (¢) = 0. L’hypothése
(H1) dans la [sous-section 2.2.1| implique qu’il existe une fonction méromorphe B sur
E#|y & valeurs dans g telle que 71 (@) = dB. Soit alors :

7 = 1-expc(-B) (2.61)

et @ la connexion G#—principale méromorphe sur E# définie par (2.58). Alors par le

Lemme 1.6.5.2: & 25 &

oll ¢ =1 = —0B = m1 (). Par conséquent, & — @ ol :

¢'=p+@1=0-m(p) (2.62)

est & valeurs dans HZ2.
O

Définition 2.3.3. Soit E* = (¢g, E¥) un objet de SﬁD.

1. Une connexion de Weyl méromorphe pour B sur U est une connexion G#—pm’ncipale
sur E7 |y avec ([2.59).

2. Une connexions de Weyl méromorphe est induite par une structure de Weyl méro-
morphe ((E,wg),T) si elle est obtenue par la formule (2.58)).

Lemme 2.3.3.2. Si (g-,Go) = (C™",H) ou C™ est l’algébre de Lie abélienne et H ¢ GL,(C)
est d’ordre fini, alors :

1. Toute connexion de Weyl méromorphe pour un objet E¥ € EA#;D est induite par une
structure de Weyl méromorphe pour ce dernier.

2. Si H contient le sous-groupe orthogonal, alors il y a bijection entre les connexions
de Weyl méromorphes sur un ouwvert U ¢ M et les connexions méromorphes sur £ =
E#(g/p), sans torsion et préservant la réduction E* c R(E).

Démonstration. 1. Reprenons le|Lemme 2.3.3.1|point 2. en remarquant que Homc(g-, go)N
Hom(g-,g)? = {0} car k = 1. Par conséquent, nous obtenons &' = @.

2. Si O,(C) c H, alors on a Im(9) = Wy_ (voir [45], Lemme 3.3.4). Donc n; = {0}.
De plus, Wy_ est contenu dans les degrés homogenes 0 et 1. La composante de degré
homogene 0 est nulle car g_o = {0}, et la propriété (2.59) équivaut donc a ’absence de
torsion.

O]

2.3.4 Structures méromorphes d’ordre 0

Nous donnons a présent des exemples de H-structures méromorphes régulieres, ou H est
un sous-groupe fermé de GL,,(C), qui proviennent d’une géométrie de Cartan holomorphe
branchée sur (M, D) (via le foncteur f#), mais ne proviennent d’aucune géométrie de Cartan
holomorphe branchée normale.

Commencgons par le groupe orthogonal H = O2(C) qui est d’ordre 0 . En
particulier, les groupes P, Gy, G# et Q sont tous égaux & H et f = f#. La géométrie de Klein
correspondante est donc (G, P) = (Eucz(C), 02(C)) et nous reprenons a base (e_1,¢_2, A) de
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g = Lie(G) définie dans I’ [Exemple 1.4.4] et notons g- le sous-espace engendré par e_j,e_s.

L’action adjointe de P sur g_ est la représentation canonique de Oy(C) lorsque g_ est identifié
a C? via la base (e_1,¢_2).
Soit V ¢ M un ouvert et § : V — C une fonction holomorphe. Alors la fonction ¢ =

expa, (0A) est :
_[cos(8) —sin(0)
N (sin(ﬁ) cos(0) (2.63)
Comme g_ est un idéal de g, on a 9(g) c Homc(g-,g-), ou 0 désigne la différentielle de

Kostant g_-relative (Définition 1.4.6). On a aussi O(H) = W,_ ou Wy_ = (/Q\Qﬁ) ®g-. De plus,
Paction adjointe de O2(C) préserve le produit hermitien usuel sur g_. On obtient un produit
hermitien sur H et Wy_. De plus Homc(g-,p) et Wy, sont des P-modules. Nous obtenons un
supplémentaire P-invariant m = my ¢ H de m(Im(9)) = Im(9) contenant Homc(g-,p), et
n=n; =W, de Im(9) dans W.

Rappelons enfin qu’il existe un foncteur entre les H-structures méromorphes sur (M, D)
et les métriques riemanniennes méromorphes sur (M, D) (Définition 1.2.8|et|Proposition 1.2.2.1).
Nous dirons qu’une métrique riemannienne g est induite par une (G, P)-géométrie de Cartan
méromorphe (E,wq) sur (M, D) lorsque g est 'image de la structure S = u(E) ou E est la
H-extension méromorphe image de (E,wq) par f.

Le résultat ci-dessous sera notre outil pour produire des contre-exemples :
Lemme 2.3.4.1. Soit (¢g, E) une Q-extension méromorphe sur une paire (M,D), £ =
E(C?) et 5,5 deut sections méromorphes de E sur (U,D) ot U est un ouvert de M
nition 1.1.19). Soit (Y1,Y2) la base de E[*xD] sur U correspondant a &. Soient A° et A% les
matrices respectives de & et o' (1.148)) ainsi que B? et B les uniques termes de leurs suites

normalisantes respectives (Définition 2.3.1). Supposons que 6 soit une fonction holomorphe
sur un ouwvert V c U tel que 6" =G -expg,(0A). Alors :

B o A" =BT o A" +df® A (2.64)

Démonstration. d est un morphisme de P-représentations, et n; et m; sont invariants par
I’action de P. Par conséquent, y; est un morphisme de P-représentations et nous obtenons :

B” = xpom(k7)
= g toyi(k° + (g ") wgoA]) (2.65)

_ &G _ .Im(0 —1y\* _
= B+ g projm @) we o AT
Or Q = Gy est commutatif, et 7y (H) = Home(g-, go). Par conséquent I’action de ¢~ € Q
sur 71 (H) s’obtient par composition a droite par ad(q). De plus, par définition : AT =
ad(q™') o A°. Nous obtenons :
B0 A7 = B o ad(q) o A”
(2.66)
= B0 A7+ projal @ [(47) wq)]

Il nous reste a calculer le dernier terme. Or my = m (Homc(g-,q)). Nous en déduisons :

projuy P(a7) woo A)] = proju; @[t @ A+ ety © A]o A7
(2.67)

= 339 _*1®A+ 2 Y ® A
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ce qui se réécrit comme ([2.64)).
O

Corollaire 2.3.3. Soit E = (¢g, E) une Q-extension holomorphe sur une paire (M, D). Soit
xo € M et Uc M un voisinage de xo dans M muni d’une section holomorphe & : U — E)
Soit B® unique terme de la suite normalisante associée ¢ & (Définition 2.3.1) et A° la
matrice de & (IEquation 1.148]). Si B o A% n’est pas une 1-forme logarithmique sur U, alors
aucune Q-extension E' induisant la méme Q-structure méromorphe que E|y n’est limage
d’une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée et normale sur (U, D).

Démonstration. Le|Corollaire 2.3.1jmontre que E|y n’est pas 'image d’une géométrie de Car-
tan holomorphe branchée et normale sur (U, D). Fixons une autre Q-extension holomorphe
= (¢4, E") sur (U, D) avec u(E') = u(E|y). ) )

On peut supposer sans perte de généralité que E = (Idrp.py, E) et E = (Idrppys E),
i.e les fibrés vectoriels holomorphes €& = E(C") et £& = E’(C™) (Définition 1.1.9) sont des
sous-modules de TM[+D].

Quitte A restreindre U, il existe une section holomorphe ¢’ : U — E', et on note A% sa
matrice ainsi que B?" la suite normalisante qui lui est associée. La section ¢’ est donc une
section méromorphe de E (Définition 1.1.12). 1l existe une donc une matrice méromorphe
q:U — @ de la forme @ telle que 6’ = 6 -¢q. Soit 6 : V — C comme dans 1’énoncé du

emme 2.3.6.4) donc

cono04) =a= (1ol o) (2:68)

Nous avons donc i i . y
dd® A=B°0 A% —B7 o A° (2.69)
Par I’hypothese sur 4, il y a deux cas :

(a) E est 'image d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée normale. Dans ce cas,
df est non logarithmique par le [Corollaire 2.3.1| et (2.69)).

(b) E’ n’est pas 'image d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée normale.

Dans le cas (a), I'égalité (2.68) implique que cos(f) et sin(#) sont méromorphes sur U, donc
¢ est méromorphe sur U. Cela implique que i et donc 0 posséde une différentielle extérieure
logarithmique. Ceci est absurde, donc seul le cas (b) est vérifié. O

Nous commengons par un exemple local, c’est a dire un germe de métrique riemannienne
méromorphe sur (C2, {z; = 0}) qui fournit un contre-exemple :

Exemple 2.3.1. La métrique riemanienne méromorphe g sur (C%,{z = 0}) définie par :
g(21,20) = 22d22 + 22d22 (2.70)

est induite par une H-extension holomorphe sur (M, D) au sens mentionné ci-dessus. Elle
n’est cependant induite par aucune géométrie de Cartan holomorphe branchée sans torsion
sur (M, D).

Démonstration. Nous commengons par prouver que g est I'image d’une O2(C)-extension ho-
lomorphe E# = (¢g, E¥) sur (M, D) Une base g- orthonormee globale est donnée par les

champs de vecteurs méromorphes Y = L. 0 of Y, = . Posons € = O Y1 ® Oy Yo,

z1 021 zl 82

1. En appliquant le [Lemme 1.6.1.1, et en considérant les isomorphismes ¥ R! (M ~D) — E|M D
et la réduction Eo = ¥ 1(E), qui se prolonge par construction en un fibré Q-principal holomorphe E avec
Iinclusion E'(C™) ¢ TM[*D] donnée par ¢g o ®, & = 5(C")
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¢o = Idppr.p)- Alors il s’agit d’une extension holomorphe sur (M, D), et la réduction ho-
lomorphe E# de R(E) au sous-groupe O3(C) engendrée par la base (Y1,Y5) définit une
O3 (C)-extension holomorphe E# = (¢, E) sur (M, D) dont l'image par y est g.

Notons & la section holomorphe de E# correspondant a (Y1,Y5), et calculons 'unique
terme 87 dans la suite normalisante associée. Le seul crochet non trivial est [?1,?2]TM =
—%72, et par conséquent :

5 1
k7 =-—eline3®@e (2.71)
1
Posons B = 5e¢*, ® A. Alors :
1
1 * * G
0B = 1N ®e o=k (2.72)

1

et B est a valeurs dans Hy, c m; (voir ci-dessus). Par conséquent B = B; et

1
Bio A_l =—dx»neA (2.73)
21

n’est pas logarithmique sur M. Le |Corollaire 2.3.3implique qu’aucune Q-extension E’ indui-
sant la métrique g n’est I'image d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée et normale
sur (M, D).

O]

Nous donnons & présent un contre-exemple sur une paire (M, D) ou M est une surface
complexe compacte.

Exemple 2.3.2. Soit X une courbe complexe de genre 2, M =X x 3, et wy, w2 les projections
de M sur chacun de ses facteurs. Soient aq,a9 € HO(E,le) dont les diviseurs des zéros
(a1)o et (a2)o sont disjoints. On définit D =7} ((a1)o + (a2)o) + 75 ((a1)o + (a2)o) ainsi que
deuz formes holomorphes globales :

m=7mia1 et My =Tiag+ A (2.74)
Alors la métrique riemannienne méromorphe :
9=t +n5? (2.75)

est induite par une géométrie de Cartan holomorphe branchée sur (M,D), mais aucune
géométrie de Cartan holomorphe branchée normale sur (M, D).

Démonstration. Soient (Y1,Y2) les champs de vecteurs méromorphes duaux aux formes
(n1,m2), et € = Oy Y1 @ OpYs. Alors TM c £, donc la Q-extension méromorphe E =
(Idpprps D],E), ot E est la réduction holomorphe de R(&) au sous-groupe @, est une Q-
extension holomorphe. Elle induit par construction g. De plus, E est I'image de la géométrie
de Cartan holomorphe branchée (FE,w;) définie comme suit. Le fibré P-principal F coincide
avec E, et admet donc pour section globale la section holomorphe & correspondant & (Y1,Y5).
La connexion de Cartan wq est I'unique connexion &-horizontale dans la fibre de E, qui est
holomorphe branchée (Proposition 1.6.6.1)).

Montrons & présent que g n’est induite par aucun objet de Sj?;f?grm. Pour cela, fixons

rg € D n’appartenant & aucun 7' (o;)o, mais appartenant a w5 (a1 )o (voir [Figure 2.1)).
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>

(a2)o

(a1)o

(a1)o (a2)o 22

FIGURE 2.1 — L’ouvert représenté en vert est un voisinage de point xg au voisinage du quel
g n’est pas induite par une géométrie de Cartan holomorphe branchée normale

Considérons un voisinage U = Uy x Us de xg ou U et Us sont respectivement des voisinages
de m(xg) et ma(zp), munis de coordonnées z; et Zz. On note z; = Z; omy et 29 = Zg 0
79, qui forment des coordonnées sur U. On note (dz1,dzs) les 1-formes correspondantes
et (8%1,8%2) les champs de vecteurs duaux. Enfin, nous notons (Y1,Y3) les champs de
vecteurs méromorphes duaux de (71,72). Enfin, nous notons m; > 0 'ordre en D nU (qui
est irréductible par construction) de 7. Il est minoré par l'ordre du zéro de a;, donc mp > 2
car X est hyperelliptique.

Il existe hy,ha, hs € Oy (U) telles que la matrice de (n1,72) dans (dz1,dz2) est :

m 2
dzi (h1  ho
dZQ ( 0 Z;nlhg (2.76)
La matrice de (Y1,Y2) dans (8%1, 8%2) est I'inverse de sa transposée :
Y1 Yo
N 11 (277)
Oz2 27"V hihs 2" hg

Ona:[Y,Y2]= - Zlml Y5. La fonction de structure associée & & est donc :
1#1

g * *
k e 1 Ae,®e 2

hlzinl -
Par des calculs similaires a ceux de 1lExemple 2.3.1] nous obtenons :

- . 1
B o A° = Xl(k‘a) = —qudzl ®A+hsdzo® A (2.78)
1

oi1 A% est la matrice de &. Par le|Corollaire 2.3.3) aucune Q-extension méromorphe sur (U, D)
induisant g|y n’est I'image d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée et normale sur
(U,U n D). En particulier, aucune géométrie de Cartan holomorphe branchée normale sur
(M, D) n’induit g. O
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2.3.5 Condition nécessaire pour les structures méromorphes d’ordre su-
périeur

Supposons a présent que (g_,Go) ou Gy est d’ordre 79 > 1 et inclus dans O (voir [sous]

section 2.2.1)). La géométrie de Klein (G, P) obtenue par rg-prolongation (Définition 1.4.19)

vérifie les hypotheses du [['héoreme 2.2.2| et du [Lemme 2.3.3.1}
Par le [I'héoreme 2.3.1}, nous obtenons la condition nécessaire suivante :

Theoréme 2.3.2. Soit (g_,Go) comme ci-dessus. Soit (M, D) une paire et B = (¢o, E7)
un objet de SED et &= E#(g/p). Si E* est limage d'une (G, P)-géométrie de Cartan holo-
morphe branchée normale par f#, alors pour toute section holomorphe & de E, la connexion
de Weyl associée @ (voir|sous-section 2.5.5) est une connexion holomorphe sur &|y .

Démonstration. Soit E = (¢o, E), & et V comme dans I’énoncé. Soit (B, )i=1,...ro+2 la suite
nomalisante associée (Définition 2.3.1)) et A la matrice de 1-formes associée a & (?7). Par
le [Théoreme 2.3.1}, il existe une fonction p’ méromorphe sur U & valeurs dans p’ = p* ainsi
qu’une fonction C sur U a valeurs dans Homc(g-,p) telle que C o A est holomorphe sur U
et pour tout I =1,...,79+2:

By = m(C) + m(F(~p') + expa(p) wp o A (2.79)
ou F est la fonction du [Lemme 1.6.5.2] En projetant 1’égalité (2.79) sur le supplémentaire

my de ker(01) et en remarquant que 7 (F(—p’)) est a valeurs dans ker(d; ), nous obtenons :

By = projm, (B1) = projm, (71(C)) (2.80)
et par conséquent By o A est holomorphe sur U. Le théoréme découle du fait que cette forme
coincide avec 5*Q@. O

Le couple (g_,Go) = (C3,CO3(C)) vérifie clairement les hypotheses du [Théoreme 2.3.2|
(voir [sous-section 2.2.1)). Nous en déduisons un exemple de structure conforme méromorphe
sur (C3, {21 = 0}) ne provenant d’aucune géométrie de Cartan holomorphe branchée normale
sur (C3,{z =0}).

Soit en effet E# = (¢o, E#) la CO3(C)- extensmn holomorphe (réguliere) sur (M, D)
obtenue de la maniére suivante. On note (M’, D) la paire de lm Exemple 2.3.1| et ( (6 E' ) la
Oo(C)-extension méromorphe de cet exemple, ainsi que £’ = E’(C?). On note 7: M — M’
la projection donnée par m(z1, 22, 23) = (21, 22) et on considére

E=n"E" x CO03(C) (2.81)

ou on utilise l'inclusion naturelle de O2(C) dans CO3(C) (I'image étant constituée des auto-
morphisme fixant Ce_3 c C3) Alors € = E(C3) c TM[+D] s identiﬁe naturellement somme

directe de m*&’' = Oy zll 9o OM—72 et du module trivial OM 9o et nous obtenons une

Q-extension méromorphe (¢g, E) sur (M, D) en posant ¢g = Idr M[+D]-

Exemple 2.3.3. 1l n’eacisteNpas de (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée normale
dans la fibre de B = (4o, F).

Démonstration. Le fibré Q-principal holomorphe E admet une réduction & O5(C) par construc-
tion. En particulier, il admet une réduction & O3(C) que I'on note Ej. Alors (¢g, E1) est
une O3(C)-réduction holomorphe par 1 et sa connexion de Weyl préserve
par construction le sous-module 7*&’. Sa restriction a ce sous-module est le pullback de
la connexion de Weyl de 1[Exemple 2.3.1] En particulier, elle n’est pas holomorphe et le
[Théoreme 2.3.2 implique que E# n’est pas I'image d’une géométrie de Cartan holomorphe
branchée normale sur (M, D) par f7#. O
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Le cas ol 79 = 1 est particulier. En effet, dans ce cas nous avons que p’ = g (voir
[Définition 1.4.17) et P’ est un groupe de Lie abélien, isomorphe au groupe additif p’. En
particulier, pour toute fonction méromorphe p’ sur un ouvert U ¢ M & valeurs dans p’, les
formules suivantes sont vérifiées :

capa(p) wp=dp’ et F(-p') = Ad(~p) (2.82)

ou F est la fonction du [Lemme 1.6.5.20 L’équivalence du [I'héoreme 2.3.1] admet donc une

formulation explicite :

Theoréme 2.3.3. Soit (g-,Go) ou g- = C" et Gy est un sous-groupe fermé d’ordre fini
ro = 1 de GL,(C) (Définition 1.4.18), et (G, P) la géométrie de Klein obtenue comme
1-prolongation de ce dernier. Soit (M, D) une paire et E* un objet de Sfle (voir |Défini

tion 2.2.5). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. E# est l'image d'une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée normale sur
(M, D).

2. Pour tout X et (Guo)aecr comme dans le |Théoreme 2.5.1|, la propriété suivante est vé-
rifiée. Pour tout a € I, notons A, la matrice de 6o (??7) et (B, 4)i=1,...2 sa suite
normalisante (Définition 2.3.1)). Alors pour tout €I, on a :

(i) Baao Aa est holomorphe sur U,.

(7i) Bago Aq est la somme d’une 1-forme exacte et d’une forme holomorphe sur U.

Cela permet de construire un exemple de structure conforme méromorphe sur C* qui
provient d’une géométrie de Cartan holomorphe branchée normale sur (C3,{z; =0}) :

Exemple 2.3.4. Supposons que la matrice A~ dans la base (8%17 8%2, 8%3) est :

10 0
At=lo L o0 (2.83)
00 1

Alors E est une Q-extension holomorphe branchée (g--réguliére) sur (M,D) et E € Ej?;lnlo)rm.

Démonstration. La matrice associé & & est par définition A = (A™1)~!. La fonction de struc-
ture k% associée a la base géométrique (Y1,Y2,Y3) est :

1
K = —Z—le{ Aty ® ey (2.84)

Calculons la suite normalisante (B;,€););-1 2 associée & ¢. Nous avons :

% 1 * * 1 *
By = X1 © Wl(kg) = ;Xl(el Neg ® 22) = 2—62 ® (212 - 221) (2.85)
1 1

donec By o A =dzy ® (e12 — ¢21) est holomorphe sur M.

Ensuite :

Qs Alt(dBy o (Id® A7)

ef Aes ® Ly (Bi(e2)) (2.86)

_ 1= *
= Z%€1A22®6_2
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Comme mj = {0} est un supplémentaire de ker(dy) = q(® = {0}, nous obtenons :
1 * * 1 *
By =—-xoo0 WQ(QQ) = —Z—2X2(61 ANeg ® (612 - 621)) = —?61 ®¢e_9 (2.87)
i i
Alors :

1
By o ./4_1 = —;dzl ®e_g = dp, (2.88)
1

ou p'(z1,22,23) = %2_2 est une fonction méromorphe sur M & valeurs dans p’ = g;. Par le
|Théoréme 2.3.3|, Ee ]Eg’fgm. O

2.3.6 Exemple pour une algebre de Lie graduée non abélienne

Soit (G, P) = (SL3(C), B) ou B est le sous-groupe de Borel standard défini dans 1JExemple 1.4.6

Reprenons les racines positives simples «, 3, notons a + 8 = «, et la base de Chevalley
(€xv, 2z, 028, Do, hp) introduites dans cet exemple. La graduation (g;)i-—2,... 2 associée a P
vérifie donc g.o = Cey, et g1 = Cero ® Ceyp.
Soient Gy = expi(go) et g- = @()g,;. Alors (g-,Go) est d’ordre 2 et (G, P) est sa prolon-
<

7
gation de Tanaka par I’

Lemme 2.3.6.1. L’image Q de la représentation adjointe _quotient ad de (G, P)
coincide avec le groupe G# défini dans la |30u5—section 221'

Démonstration. Par définition, @ c G# , nous prouvons donc l'inclusion réciproque. Soit ¢

un élément de Ggé . Par définition, il s’agit d’un automorphisme linéaire de g_ préservant la
filtration induite par (g;)i-—2,-1 et tel que g = gro(y) est de la forme ad(go) pour go € Go.
+

Alors @ ¢ = g o™ olt gro(p") = Idy . Donc : p* = are’, ® ¢ + aze’, ® ¢_g. Posons b =
expg(aieg + azey). Alors ad(b) = ¢* et par conséquent : ¢ = ad(go-b) € Q. O

Soit ¢ € Q. Alors il existe un unique go € Go et ¢" € Q tel que gro(q™) = Idy_ et
q = ad(go) - ¢*. Comme Gq est commutatif, il existe un couple (ai,az) € C* x C* tel que
go = expg(log(ai)ha) - expg(log(az)hg) ou log désigne une détermination du logarithme
quelconque. Alors :

Lemme 2.3.6.2. On a les égalités suivantes :

-1 af -1 a3 -1
ad(q™")(e-a) = tea ad(q™")(e-p) = F2ep ad(q')[e-y] = arage, modg (2.89)
Ces égalités décrivent Uaction de Q sur Homg(g-,9-) et Wy_.

Démonstration. Les @)-modules H et Wy_ sont construits comme tenseurs de g_ et g*. Mon-
trons les égalités. Soit A € {«, 3,7} de hauteur —i. En utilisant que Gy est commutatif et
gro(q™) est I'identitée, on a :

ad(q™")[e-x]

ad(gy')[e-a] mod g_ji1

ad(expg(-log(ai)ha) o ad(expg(-log(az)))[e-A] mod g-i+1

exp(Ad(-log(ai1)ba)) o exp(Ad(-log(az)bs)[e-x] (2.90)

exp(Ad(-log(ar)ha)) (e PN e_\] mod g_in

_ elog(@n) @\ +og(@)(Be | mod g s

Le résultat découle des égalités (\,\) =2, (o, ) = -1 et (v,5) = (y,) = 1. O
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Reprenons le produit hermitien (-, -) sur g introduit dans la preuve du[Théoréme 1.4.3} Ce
dernier fait de la base de Chevalley précédente une base orthogonale, et induit des produits
hermitiens sur H et W qui vérifient la conclusion du [Corollaire 1.4.1} Notons O (resp. 9) la
(co)différentielle de Kostant correspondante pour le complexe de Chevalley g_-relatif associé
a la représentation adjointe de G (Définition 1.4.6| et [Définition 1.4.7)), et (m;);s0 et (n)1s0
les supplémentaires de Im(9) dans H et W définis dans le [Corollaire 1.4.1]

Lemme 2.3.6.3. Dans les notations ci-dessus, on a :

1. Le supplémentaire m; est le sous-espace de H engendré par les vecteurs indépendants :

¢, ®hg, e5®ha, eI, ®@epg+el ,®bha, elel ®eo+el;®b3 (2.91)

2. Soient Koz = el Aelg®eq, f@gﬁ =l Nl g®ep el Kay = el Ael, ®ey. Alors ces
éléments sont dans l'image de O et :

x1(Kg5) = %eiac@h,g—%(eﬁ7®e_a+ei5®h5)
Xi(khg) = 3, @bs+ (el @b+l @) (2.92)
X1(kde) = -3e5,®bs—3(eX, ®@e g+e’, @b,)

Démonstration. 1. D’abord m1(0g) est engendré par dey = ¢, ® ho —¢2, ®e_g et Jeg =
¢ 3 ®hg — e, ®e_q, donc est de dimension 2. De plus, 7m1(H) est de dimension 6,
engendré par ¢, ® ¢ , ¢L, ®e_g, ¢X, ® by , I, ®bp , eﬁﬁ ® by et ¢, ® hg. Par
conséquent dimg(my) = 4. Les éléments proposés sont indépendants, donc il reste a
vérifier qu’ils sont orthogonaux & la base de m1(dg) décrite précédemment. Pour les
deux premiers éléments, les vecteurs de g* ® g correspondant n’apparaissent jamais
dans la décomposition en élément simple d’un élément de 71(dg), d’ou le résultat. Pour
les deux autres, on écrit les coordonnées dans la base de 71 (H) décrite précédemment.

2. On retrouve les identités proposées en utilisant le point 1. et les calculs suivants :

0l ®ha = el Aes®egtel, Ael ®ey
el @b = 2l nep®@epgtel nel ®e,
6eﬁﬁ bha = —2¢5, A eg ®e_q+ eﬁﬁ ANel ®e_y
8 * _ * * * * (2'93)
elg®bg = el nep®eqtel nel @y
Ol ®eq = el A eg ®e_q— Zeiﬂ ANel ®e_y
el ®epg = el Nes®epg—2el, Ael ®ey
O

Grace a cette description du complexe de Chevalley, nous pouvons construire le contre-
exemple suivant :

Exemple 2.3.5. Soit (M,D) = (C3 {2 = 0}) ot (21,2,23) sont les coordonnées ca-
noniques. Soient Y _, = 3%1, Y 5 = 8%2 + %8%3 et Y_, = —Z%B%B On définit un objet
1

E# = (IdTM[*D],E#) en posant € = Oy Y _q @ OMY,B 697_7 et E#¥ =5-Q ot 6 est la
section holomorphe de R(E) correspondant d la base (Y _o,Y _5,Y _,) de E. Alors :

1. E# est un objet de g et s’agit d’une extension holomorphe sur (M, D) (Défini-

M,D’
-
2. Soit S limage de B* par le foncteur p (IDéﬁnition 1.6.5'). Alors pour tout objet Ef de

0,norm

gJ\#fID dans la fibre de S par p, EZ# n’est pas l’image d’un objet de G,
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Démonstration. 1. Il Sagit de montrer que E# est g_-réguliére, et holomorphe sur (M, D).
La régularité vient du calcul de la fonction de structure :
o 1 * *
k% = —Z—le_a ANel, ®e_y (2.94)

dont on déduit (k%) = 0 pour tout [ < 0. De plus, £ contient clairement 7'M donc
(IdTM[*D],E#) est holomorphe sur (M, D).

2. Par le [Lemme 2.3.6.1 G# = Q. Soit E objet de &y, p de la forme (IdTM[*D],E) dans

la fibre de S par u. Soit ¢’ : U — E une section holomorphe au voisinage d’un point
xg € M. En reprenant la preuve du |Corollaire 2.2.1) nous obtenons qu’il existe une
unique application méromorphe ¢ sur U a valeurs dans Q telle que 6’ = 6-¢q. En
particulier, il existe une unique Q-extension méromorphe normale E sur (M, D) dans
la fibre de S par u, et il s’agit de vérifier qu’elle n’est pas holomorphe.

Par le |Corollaire 2.3.1|7 il suffit maintenant de prouver que quelque soit ¢, B% o (.AE'/)*1
n’est pas holomorphe sur U (ott A% est la matrice de 6, voir ??). Pour cela, utilisons
lidentité @ = ad(Gpy) x N pour écrire de maniére unique ¢ = ad(go) - ¢* ou ¢ € N
agit comme 'identité sur gr(g-) et go est une fonction méromorphe & valeurs dans Gj.
Décomposons comme précédemment go = expa(log(ar)ha) - expa(log(az)bg) ol aq,as
sont deux fonctions méromorphes sur U. Alors :

Lemme 2.3.6.4. Soient (Bf’)lzl et (BY)is1 les suites normalisantes associées a & et
&' (Définition 2.3.1). On a :

B ody = BjoA - ZHRY en- Y 00,

ot A et Ay sont les matrices respectives des sections 6,6  (voir ([1.148])).

Démonstration. En utilisant le [Lemme 1.7.3.3| et le |[Lemme 2.3.6.2) nous pouvons cal-
culer :

By = x1om (k%)

= x1om(g kK +q - [0(g7H) wg o ATH)])

] (2.95)
= g0 Daem(k”+0(g") we, 0 ArY)]
_ & Im(0 —1\* _
= g [B7 +proja P gs") we o A ]
Par ailleurs, Ay = ad(q™!) o A; par définition. Donc :
Bl oy - BY oad(g;") o Ay
(2.96)

95" B +proje™ @ [(g5") way 0 A1) 0 ad(gp") o Ar

Or Gy est commutatif, donc pour tout ¢ € 71 (Homc(g-,g0)) nous avons gyl - ¢ =
o ad(go). Par conséquent :

5/ & o
T oAy = BioAr + PT'OJ#T( )[(901) wa, 0 Ar' o Ay
5 Im(d); ol % al %
= BoAy + projim@[- a"%—(jj)e_a ®bo — % ®ha] (2,97
Im(d); ol % al *
prong( )[ % ®bg M el ®bg]
Le résultat s’obtient directement en utilisant le point 1. du [Lemme 2.3.6.3 O
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Par I’égalité |Equation 2.94] et le point 2. du [Lemme 2.3.6.3| nous avons
B& _ 1 ¥ _ 2 * * * 9
1 _Xl(_z_l’%a,'y) - _3_21(_6—04@(),3_(e—7®e—5+e—a®ba)) ( 98)

et Bi’ o Ay s’obtient en remplagant ¢*, par Y 5 dans le membre de droite.

Par le [Lemme 2.3.6.4} quelquesoit g, f' o As est holomorphe si et seulement si :

Olog(az)  _ 3l mod Oy (U)
Y —o z
; (2.99)

ce qui est impossible. Donc E n’est pas I'image d'une (G, P)-géométrie de Cartan
holomorphe branchée normale sur (M, D).
O
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Chapitre 3

Automorphismes infinitésimaux en
dimension algébrique nulle et
géométries totalement géodésiques

Dans ce chapitre, nous exhibons un contexte géométrique dans lequel la version mé-
romorphe du théoréme principal de [7] est vraie. Plus précisément, nous prouvons qu’une
variété complexe compacte, simplement connexe et de dimension algébrique nulle
, n’admet pas de géométrie de Cartan affine holomorphe branchée, et totalement
géodésique (Définition 1.7.2). Certaines étapes de la preuve sont vraies pour les modeles
paraboliques (Définition 1.4.16)), et nous conjecturons que le résultat final est encore vrai
pour ces modeles et les géométries de Cartan holomorphes branchées régulieres et normales
(Définition 2.1.1)) correspondantes.

Nous commencerons par voir comment les outils de la preuve de [7] peuvent s’étendre
dans le contexte méromorphe. Notamment, nous introduirons la propriété d’extension des
champs de Killing (Définition 3.2.4]). Puis nous expliquerons pourquoi ’hypothése totalement
géodésique donne un contexte qui facilite la preuve de cette propriété (voir notamment
[Proposition 3.3.2.1)). Nous appliquerons ce principe aux géométries paraboliques. Lorsque
le degré parabolique est k = 1 et la géométrie de Cartan est holomorphe branchée, nous
retrouverons en plus une information sur ’ordre des champs de Killing le long des pdles de
la géométrie de Cartan méromorphe. Cette information implique que les champs de Killing
globaux d’'une géométrie de Cartan affine holomorphe branchée et totalement géodésique ne
s’annulent pas. En appliquant un résultat de [6], nous en déduirons le [Théoreme 3.5.3 : ce
dernier peut étre considéré comme une extension du résultat de [7].

3.1 Notations

Tout au long du chapitre, nous considérerons une géométrie de Klein complexe (G, P)
et une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe (E,wq) sur une paire (M, D), formée d’une
variété complexe M et d’un diviseur D. Ses composantes irréductibles seront notées (Dg)qer-
L’image réciproque de D (resp. D,) par p: E — M sera noté D (resp. D).

Définition 3.1.1. Le sous-ensemble V c D est l'union des parties lisses de D privée des
intersections deux & deux des composantes D,. On note aussi V' son pullback a E.
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3.2 Role des automorphismes infinitésimaux

Dans cette section, nous décrivons les ingrédients de la preuve du résultat annoncé. Le
premier est une extension directe d'un résultat de S. Dumitrescu ([22]) qui relie la dimension
de l'algebre de Lie des germes de champs de Killing locaux pour une géométrie de Cartan mé-
romorphe a la dimension algébrique de la variété complexe compacte support. En particulier,
il implique que toute géométrie de Cartan méromorphe de type algébrique (Définition 3.2.3))
sur une variété complexe compacte de dimension algébrique nulle (Définition 3.2.1)) est quasi-
homogene (Définition 1.5.20)).

Le second ingrédient est une hypothese a vérifier sur les automorphismes infinitésimaux de
la géométrie : propriété d’extension des champs de Killing. Elle assure que si la variété support
est simplement connexe, les germes obtenus précédemment se prolongent globalement comme
champs méromorphes.

Ces deux arguments sont les analogues méromorphes de ceux utilisés dans la preuve du
résultat principal de [7]. Nous donnons donc aussi une idée de la preuve du résultat principal
de [7], et mettons en évidence que le dernier argument ne s’adapte au cas méromorphe. Nous
donnons une alternative pour ce dernier grace a un résultat de [6].

3.2.1 Dimension algébrique d’une variété complexe compacte

K. Ueno a prouvé que le corps C(M) des fonctions méromorphes sur une variété complexe
compacte M de dimension n > 1 est une extension de C de degré de transcendance fini
majoré par n (voir [50], Théoreme 3.1). L’invariant géométrique d’intérét dans cette these
est le suivant :

Définition 3.2.1. La dimension algébrique a(M) de M est le degré de transcendance de
C(M) sur C.

Nous intéressons comme dans [7] aux variétés complexes compactes avec a(M) = 0.

3.2.2 Germes d’automorphismes infinitésimaux en dimension algébrique
nulle

Soit V un espace vectoriel complexe. Alors la structure d’espace vectoriel complexe de V
induit naturellement une structure de variété algébrique, que ’on note V9. Cette structure
est obtenue de la maniére suivante : on identifie d’abord V & C™ via une base (e1,...,€m)
et on note (z1,..., zm) les coordonnées correspondante. Les ouverts de V9 sont les complé-
mentaires Ug du lieu de zéros d’un polynéme Q € C[zy, ..., 2y, ]. Le faisceau structural Oyaiy
est alors définit comme suit. Pour tout polynéme @ € C[z1,. .., 2], Oyay(Ug) est 'ensemble
des fonctions rationnelles sur V de la forme % ou R est un polynéme n’appartenant pas a
I’idéal engendré par Q.

En particulier, la variété Aut(V®9) des automorphismes de cette variété est une variété
algébrique. Par définition, il s’agit de I’ensemble des biholomorphisme de V tels que la com-
position a droite préserve la sous-algebre des polyndémes.

Définition 3.2.2. Un groupe algébrique est groupe de Lie K muni d’une structure de variété
algébrique pour laquelle les opérations Ry et Ly sont des morphismes de variétés algébriques
pour tout g € K.

Par exemple, on vérifie facilement que Aut(V9) est un groupe algébrique.
Définition 3.2.3. (G, P) est de type algébrique si et seulement si ad(P) est un sous-groupe
algébrique de Aut(g™9).
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Nous donnons ici une adaptation directe d’un résultat de S. Dumitrescu (Théoreme 1.2,
[22]) dans la catégorie méromorphe : la quasihomogénéité d’une géométrie de Cartan méro-
morphe de type algébrique sur une variété complexe compacte M de dimension algébrique
nulle (Définition 3.2.1)).

D’abord, considérons la restriction (E’,w) = (E|pp,wo) qui est une (G, P)-géométrie
de Cartan holomorphe sur M’ = M ~ D. Pour une telle géométrie de Cartan holomorphe,
définissons la till**“-orbite d’un point z € M’ comme la sous-variété minimale contenant z
et qui soit stable par les flots de tous les champs de Killing locaux de (E’,w) définis au
voisinage de z. Notons D"k, la dérivée invariante absolue d’ordre r de la représentation de
courbure k,, (voir |[Définition 1.5.11] et [Définition 1.5.15)). Nous avons alors le résultat suivant
de V.Pecastaing (voir [42]) :

Theoréme 3.2.1. Soit M' une variété compleze. Soit (G, P) une géométrie de Klein com-
plexe effective de dimension dim(G/P) =dim(M) et N =dim(G). Soit (E',w) une (G, P)-
géométrie de Cartan holomorphe sur M'. Il existe un ouvert Zariski dense U c¢ M’ de M’
avec la propriété suivante. Soit z € U, et Oy la €l -orbite de =. Alors :

UnO,=Unp((DVky,) ™ (DVky(e))) (3.1)
pour tout e € p~(x).

L’hypothese sur le modele nous permet par ailleurs d’utiliser le résultat suivant de Ro-
senlicht.

Theoréme 3.2.2. Soit V un P-module, et supposons que l'image de P par la représentation
correspondante est un sous-groupe algébrique de Aut(V™9). Deux P-orbites distinctes géné-
riques dans V sont séparées par une fonction rationnelle f € (C(V“lg) qui est P-invariante.

Démonstration. Voir [43] O

Si (G, P) est de type algébrique, alors P agit algébriquement sur les P-modules J"W,
dans lesquelles les dérivées invariantes D"k, prennent leurs valeurs (voir [Définition 1.5.11
et [Définition 1.5.15)). Nous pouvons alors prouver I’analogue méromorphe du Théoreme 1.2
dans [22] :

Theoréme 3.2.3. Soit (G,P) une géométrie de Klein complexe effective, de type algé-
brique et de dimension dim(G/P) = N. Soit M une variété complexe compacte (connezxe),
D un diviseur effectif et (E,wg) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D).
Si a(M) = 0 alors toute (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M,D) est quasi-
homogeéne (Définition 1.5.20)).

Démonstration. Soit U ¢ M ~ D P'ouvert du[I'héoreme 3.2.1} Soit x € U et O, son orbite par
tillloc. Alors O, U = p((DNky, ) H(DVk,, (€)) pour tout e € p~t(x). Par P-équivariance de
DNkwo, si Oy # Oy pour deux points x,z’ € U, alors pour tout choix de relevés e,e’ & E,
les orbites P-DNk,,(e) et P-DNk,, (') sont disjointes dans J¥W. Par le [Théoréme 3.2.2]
il existe une fonction rationnelle f sur JYW séparant ces orbites. En particulier, f est non
constante et f oDV k., est une fonction méromorphe non constante sur E, et P-invariante.
Par P-équivariance de DV kw,, f descend donc en une fonction méromorphe non constante
sur M, contredisant a(M) = 0. O

Exemple 3.2.1. Soit P ¢ GL,(C) un sous-groupe fermé, défini par des équations sur les
coefficients des éléments de My (C). Le modéle (G, P) ou G = PxC" est de type algébrique.
En particulier, le modéle affine et le modele euclidien sont de type algébriques.
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Démonstration. Nous avons vu que le choix d’'une base de g le munit d’une structure de
variété affine. Choisissons une base de la forme (eq,...,en) telle que (eg,...,e,) est la base
canonique de C™ c g, et notons g9 la structure correspondante.

Le sous-espace C™ c g est un P-module, et par conséquent I’action adjointe ad : P —
Aut(g¥9) est & valeurs dans le produit Aut((C™)¥9) x Aut(p®9) on p = Lie(P). 11 suffit de
vérifier que la projection de son image sur chaque facteur est un sous-groupe algébrique. Pour
le premier facteur, rappelons qu’un automorphisme de (C")alg est un automorphisme linéaire
de C". Par conséquent, Aut((C")™9) = GL,(C) coincide avec I'image de la représentation
canonique de P, i.e la projection sur le premier facteur.

Pour le second, par ’hypothese sur P, 'inclusion P ¢ M,,(C) est une inclusion de variétés
algébriques. Considérons les actions de P sur p par multiplications a droite a et a gauche.
Cette action préserve la structure de variété affine car pour tout b € P, et A € p, les coefficients
de bA (resp. Ab) sont des polynémes des coefficients de A. Les coefficients de ces polynémes
sont eux mémes des polynomes des coefficients de b € P. Cela signifie que P — Aut(p“lg) est
un morphisme de variétés algébriques, en particulier son image est un sous-groupe algébrique
de Aut(p®9). O

3.2.3 Propriété d’extension des champs de Killing

Dans [41], K. Nomizu a prouvé que tout germe de champ de Killing d’une métrique
riemannienne sur une variété simplement connexe est le germe d’un champ de Killing glo-
bal. Nous avons vu également que le faisceau des champs de Killing d’une géométrie de
Cartan holomorphe sur une variété complexe M est un systéme local sur cette derniére
. Le but ici est de définir une propriété sur une géométrie de Cartan méro-
morphe (F,wg) sur une paire (M, D) qui suffit & retrouver le résultat de Nomizu lorsque M
est simplement connexe.

Le faisceau Ei[[l]\ofw des champs de Killing locaux de (F,wp) est un systéme local sur
M ~ D (voir . Ainsi, pour tout zg € M \ D, il existe un espace vectoriel K
et un isomorphisme de faisceaux ¢, entre Ei[[lj\of’wO|Uzo\ p et le faisceau constant K Upg D
Posons alors la définition suivante :

Définition 3.2.4. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D).

1. (E,wp) vérifie la propriété locale d’extension des champs de Killing en xo € D si il
existe un voisinage Uy, de ce point et un faisceau constant Ky, ¢ TM[+D]|y,  dont la

.. \ . sryloc
restriction a Uy, N D coincide avec w[UzO\D,wo'

2. (E,wy) vérifie la propriété d’extension des champs de Killing si elle vérifie la propriété
locale d’extension en tout xg € W, ou W est un ouvert dense de D.

Nous obtenons :

Lemme 3.2.3.1. Soit (E,wpy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M,D),
vérifiant la propriété d’extension des champs de Killing. Si M est simplement connexe, alors
tout germe X, € Ei[[l]\ofwo (z) de champ de Killing local en un point x € M \ D se prolonge en

un champ de vecteur méromorphe X sur M.

Démonstration. Si (F,wg) vérifie la propriété d’extension des champs de Killing, alors les
faits précédents sont vrais aussi pour xg € W, i.e pour tout xy dans 'ouvert U = M\ (D~W).
Nous en déduisons qu'il existe un recouvrement (Ug)ges de U par des ouverts, et pour tout
B € J, un isomorphisme ¢z entre Ei[[lj\/[m':wong p et K UsnD- Les morphismes de transition
(05! © 93)a.ges associés & ces derniers définissent donc un élément de H'(U, Aut(K) M) ~
HY'(U,C) ® Aut(K). Comme M est simplement connexe, et que D \ W est de codimension
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supérieure & 2 dans M, H L(U,C) est trivial. Il existe par conséquent un isomorphisme de

C-faisceaux entre Ei[[l]\‘f% et le faisceau constant de fibre K sur M \ D. De plus, K illé\oﬁ% est
la restriction d’un sous-faisceau de TM[*D]. O

3.2.4 Preuve dans le cas holomorphe

Nous donnons a présent un apercu de la preuve contenue dans [7]. Soit M une variété
complexe compacte, simplement connexe et avec a(M) =0 et (E,wp) une (G, P)-géométrie
de Cartan holomorphe de type algébrique (Définition 3.2.3). De maniére équivalente, il s’agit
d’une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D) avec D = &, donc elle vérifie
automatiquement la propriété d’extension des champs de Killing. Le[I'héoreme 3.2.3/implique
qu’il existe un point x € M et n germes Xy 4,..., X, de champs de Killing indépendants
en ce point. Le [Lemme 3.2.3.1| montre que ces germes sont ceux de n champs de vecteurs
méromorphes X1,..., X, sur M, indépendants. Ce sont des champs de Killing de (E,wy),
et ils sont par conséquent holomorphes.

n
Notons S le diviseur des zéros de A X;. Alors (X1, ..., X,,) est un parallélisme holomorphe
i=1

sur M \ S. De maniére équivalente, il s’agit d’une action infinitésimale de C™ sur M \ S, et
on dit qu'un groupe de Lie complexe L de dimension n intégre le parallélisme (X,...,X,)
si il existe une base (eq,...,e,) de son algebre de Lie [, et une action holomorphe de L sur
M avec la propriété suivante pour tout x € M :

d
E|t=06:1:pL(t161 +oottpen) x=tX1(x)+... +t, Xn(2) (3.2)

Lemme 3.2.4.1. Soient (E,wp) et (X1,...,Xy,) comme ci-dessus. Alors (X1,...,X,) s’in-
tégre en un groupe de Lie abélien L agissant transitivement sur M \ S.

Démonstration. Par le le sous-espace [ ¢ H(M,TM) engendré par X1,..., X,
est une sous-algebre de Lie de H°(M,TM). Par le troisieme théoréme de Lie, [ est 'algébre
de Lie d'un groupe de Lie L. Comme M est compacte et que les X; sont holomorphes (la
géométrie est holomorphe), ils sont complets. Cela signifie que pour tout i = 1,...,net z € M,
le flot ¢§(Z(x) est défini pour tout temps ¢ € C. Définissons ’application :

expy(tier +... +tpe,) = ¢%1X1+...+tan($) (3.3)

Il est prouvé que L est abélien (Lemme 3.1, [7]), donc on obtient une action transitive de L
sur M \ S en posant :
expr(A)-expy(X) =expy(A+ X) (3.4)

Cette action est transitive sur M \ S. M est donc munie d’une action d’'un groupe de Lie
abélien L admettant M \ .S comme orbite dense dans M. O

La variété M est donc une compactification équivariante d’un groupe de Lie abélien L, et
la géométrie de ces variétés posséde de nombreuses propriétés (Lemme 4.2, [7]). Ces propriétés
permettent de conclure que la courbure de la géométrie (E,wp) est identiquement nulle.
Comme M est simplement connexe, il existe une développante globale (Définition 1.5.13])
dev : M - G/P de la géométrie (F,wp). Il s’agit d’'un revétement, et comme G/P est
simplement connexe c¢’est un biholomorphisme. Comme M est compacte, G/P doit étre
compacte et par conséquent P est un sous-groupe parabolique de G (supposé semi-simple).
La variété homogene G/P est donc projective (Théoreme 1.4.1)), i.e a(G/P) = n, ce qui
contredit a(M) = 0.
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3.2.5 Argument dans le cas méromorphe

Soit maintenant (F,wp) est une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe de type algé-
brique sur (M, D). Par le[Théoreme 3.2.3] il existe un point = € M\ D et n germes de champs
de Killing X 4,..., X, comme précédemment. Supposons que (E,wp) vérifie la propriété
d’extension des champs de Killing (Définition 3.2.4)). Le[Lemme 3.2.3.1{nous permet d’obtenir
un parallélisme méromorphe (X7i,...,X,) sur M avec (X;)g, = Xj 4, et tel que la restriction
de chaque X; & M \ D est un champ de Killing pour (E,wp).

Cependant, le [Lemme 3.2.4.1] n’est plus valable. Pour conclure, nous pouvons essayer
d’utiliser le résultat suivant issu de [6] :

Theoréme 3.2.4. Soit M une variété complexre compacte, de dimension algébrique nulle.

1. Si M posséde un parallélisme méromorphe en D, alors il s’agit d’une structure de
translation méromorphe plate modelée sur une algébre de Lie I. Les poles sont situés
sur D.

2. Si il s’agit d’un parallélisme branché, alors le groupe fondamental de M est infini.

Démonstration. Considérons une 1-forme méromorphe n sur (M, D), & valeurs dans C" et
définie par :

n
n= ZX; ® e (35)
i=1

ot (€;)i=1,..n est la base canonique de C", et (X )i=1,..n est la famille des 1-formes mé-
romorphes définies par X;(X;) = 5{ . I1 s’agit donc d’une (C™,{0})-géométrie de Cartan
méromorphe (M,n) sur (M, D). La représentation de courbure k, (Définition 1.5.15) est
donc une section méromorphe du module trivial Oy @ W.

Comme M ne possede que des fonctions méromorphes constantes, cette derniere est une
section constante. Autrement dit, en désignant par (e;)i-1,., la base canonique et Y; =
w™(e;), nous avons

n n
[Y;,Y}]Z Zezokn(eiaej)yk: Zci]Yk (36)
k=1 k=1

avec cf ; € C. Ces constantes munissent C" d’une nouvelle structure d’algebre de Lie [ sur
n
. , _ k .oy P
I'espace vectoriel g donnée par le crochet [e;,e;]q = kz1ci’jek' Par le troisiéme théoréme de

Lie, cet algebre de Lie s’intégre en un groupe de Lie co_mplexe L. Le couple (M,n) s’identifie
donc & une (L, {1})-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D). La formule (3.6 signifie
qu’elle est plate.

Supposons & présent que (M,n) est une géométrie de Cartan branchée sur (M, D) (i.e
le parallélisme rationnel 7 est branché). Supposons aussi que le groupe fondamental de M
est fini. On peut alors considérer un revétement fini @ : M — M simplement connexe et
compact, et le pullback (M ,7°n). Il ’agit & nouveau d’une structure de translation branchée,
modelée sur L. Elle se développe donc (Lemme 1.5.3.1) via une application holomorphe
dev: M — L avec (M,7*n) = dev*(L,wy). Comme 7*n = dev*w;y, doit étre de rang maximal
sur M~ #~1(D), dev ne peut pas étre constante.

Par conséquent, I'image dev(M ) doit étre compacte et d’intérieur non vide. On obtient
dev(M) = L et L est un groupe de Lie compact. Par un résultat de H.-Wang ([52], Corollaire
2), il est donc abélien. Cela signifie que les constantes de structures cﬁ ; dela formule (3.6
sont nulles. La forme 7*n est donc fermée, et comme M est simplement connexe, elle doit
étre exacte. Une 1-forme holomorphe exacte sur une variété complexe compacte est triviale,
absurde. O
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Pour appliquer le point 2. du [I'héoreme 3.2.4] nous devrons étudier 'ordre des champs
de Killing le long d’'une composante irréductible D, du diviseur de branchement.

3.3 Propriété d’extension et géométries totalement géodé-
siques

Dans cette section, nous étudions une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe (E,wq)
sur une paire (M, D) formée d’une variété complexe M et un diviseur D arbitraires. Nous
montrons que ’hypothése que (E,wqy) est totalement géodésique (Définition 1.7.2)) réduit
le probleme de prouver qu’elle vérifie la propriété d’extension de ses champs de Killing
(Définition 3.2.4]).

Le principe est le suivant : nous introduisons une connexion méromorphe sur le faisceau
trivial O ® g, appelée connexion de Killing, dont les sections horizontales sont les images
par wo des automorphismes infinitésimaux. Cette connexion induit, pour tout A € g, une
connexion partielle le long du feuilletage en courbes A-distinguées sur E (Définition 1.7.2)).
Cette derniere correspond exactement a la connexion de Baum-Bott du feuilletage, et est par
conséquent invariante par son holonomie. Nous obtiendrons ainsi que la monodromie est en
grande partie triviale (Proposition 3.3.2.1)). Nous introduisons alors la notion de sous-espace

caractéristique (Lemme 3.3.3.1)).

3.3.1 Connexion de Killing

Nous allons décrire le sous-faisceau Ei[[%’fdo c TE~ND a partir d’une connexion méromorphe
b

sur V=0 ®g.

Soit wp un parallélisme méromorphe wy quelconque sur (E, D). Il est connu (voir par
exemple [§], Définition 3.1) qu’il existe une connexion méromorphe V"*“ sur TE appelée
connezxion réciproque et dont les sections horizontales sont exactement les sections de Pi[[%’fw().
En effet, soit V? I'unique connexion méromorphe sur T'E telle que v°(Y") = 0 pour tout champ
de vecteur Y avec wp(Y) constant. Si @, désigne I'isomorphisme correspondant a wq (voir
), alors V¥ = @;gd ol d est la connexion de module trivial sur V. La torsion de la

connexion affine holomorphe v peut se décrire comme un morphisme de @ g-modules :
T:TE[+D] - QL[*D]® TE[+D] (3.7)
Alors :

Lemme 3.3.1.1. Soient V" et Vi les connexions méromorphes sur TE et V respective-
ment définies par :
vree = VO T et szo — \I/;; yree (38)

ou U, est l’isomorphisme réciproque de D, (Equation 1.94)). Alors :
1. Soit Aeg~ {0} et A=wj'(A). Alors pour toute section s de V[xD], A-V% (s) =0 si
et seulement si [A, X] =0 ot wo(X) = s. En particulier, les sections horizontales de
V" sont les champs de vecteurs holomorphes locauz préservant le parallélisme wqy. De

maniére équivalente, @, (kervy ) = I, .

2. Pour tout e € Ex D, la fibre V(e) (voir|[Notation 13) s’identifie canoniquement d g et

la restriction de eve: Ve — g a (ker(Vy,))e est une injection.

Démonstration. L. Il est immédiat que V£ vérifie I'identité de Leibniz. Ensuite, la for-
mule (3.10) implique que pour tout champ méromorphe X sur U c M :

A-vr(X) =0 <= Lzwo(X)-(Lx(wo(A))-Liwo(X)-[X,A]=0 = [X,A]=0
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d’ou le résultat.

2. 1l s’agit du [Lemme 1.3.5.2
O

Par le point 2. du [Lemme 3.3.1.1] 'image d’un lacet en e € E \ D par la monodromie de

Ve, se factorise par un automorphisme p de F(e) = eve(ker(Vf)e). Comme nous avons fixé
un produit hermitien sur g = V(e), p s’étend canoniquement en un automorphisme de g.

Définition 3.3.1. Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D).
1. La connexion méromorphe (V, Vg, ) définie dans le|Lemme 3.3.1.1| est appelée connezion

de Killing de la géométrie de Cartan holomorphe (E,wy).

2. Sa monodromie en e € E\ D, notée Mon®(Vy, ), sera identifiée a une représentation d
valeurs dans GL(g) comme ci-dessus.

Par le [Lemme 3.3.1.1} nous pouvons reformuler la propriété d’extension des champs de
Killing de maniere purement algébrique :

Corollaire 3.3.1. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée sur
(M, D). Alors elle vérifie la propriété locale d’extension des champs de Killing en e € D
si et seulement si il existe un voisinage Ue, de o tel que la restriction de V§, d cet ouvert
posséde une monodromie triviale (voir|Définition 1.5.14]).

Donnons une formule explicite de cette connexion. Soit (ei)izl,_,,7 N une base de g, avec
(ei)i=1,....n engendrant un supplémentaire de p. Notons Y; = wgl(ei), et (Y;")iz1,.. N les 1-
formes méromorphes duales des (Y;);-1,... . Par définition de la torsion, nous avons :

N
T(}/Zayvj) = _kz_:le;; OwO([E)Y]])Yk (39)
d’ou la formule : v
T = - X Y ey ey (3.10)
ij,k=1

ou vffj = e[ ko, (e, ¢5) + [ei,e5]q] = V' ([V5,Y;]) et Y™ = ¢ owg. Par la formule (3.10), nous
obtenons la formule suivante pour la connexion de Killing :

N
Ve, =d+ Y Y eqle e (3.11)
i,5,k=1

Dans le cas d'une géométrie de Klein holomorphe (G, P), la géométrie de Cartan holo-
morphe (G,wq) correspondante sur G/P a pour connexion de Killing la tractor connection
v*¢ de la [Définition 1.5.12| En général, 'isomorphisme wy : TE[*D] ~ V[«D] permet de
donner une formule reliant ces deux connexions.

Lemme 3.3.1.2. On a V§ =p"V* + Ky, (+,) ot Ky, (+,) est la contraction a gauche de la
courbure de wy par un champ de vecteur, et p*V*° est le pullback de la tractor-connection
(Définition 1.3.5 et|Définition 1.5.12).

Démonstration. Identifions d’abord les connexions d, V*° et V& des sections de Homo, (V[«D],V*®
V[*D]) définies par :
Ve,

Ve

(w51 ®Idv)—|vzo
(wo! ® Idy)-v*0 (3.12)
(W61 ® Idv)—!d
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Le appliqué & V“° nous permet de calculer :

@ZO = d- Z’yﬁjei*@e;@ek
Z"j7k

d+ 3 e (Kug (eir¢) + [eie5]g)
0,5,k (3.13)

= J+5+kwo(-,)
= V0 + ko ()

ot d = Idp, ® O est le morphisme obtenu en tensorisant la différentielle de Kostant (voir
[Définition 1.4.5)), et k,,(-,) est la contraction a gauche de la représentation de courbure par
l'identitée de g, i.e : ky,(+,) owo = Ky (- -)- O

Un champ de Killing local de (E,wy) commute avec les champs fondamentaux de I'action
de P sur E. Il s’agit donc d’une section invariante par la linéarisation (dry)sep de TE . Ceci

peut étre retrouvé comme une conséquence du [Lemme 3.3.1.2:

Lemme 3.3.1.3. 1. La connexion de Killing V{, est invariante par la linéarisation ((bg)bep
(voir |Définition 1.1.9).

2. Si s est une section holomorphe locale de E(g) sur un ouvert U c M, alors pour tout
Aep, la contraction A~V (5) est identiquement nulle.

Démonstration. Reprenons le |[Lemme 3.3.1.2} Par définition, p* V*° est une connexion méro-
morphe P-invariante sur p*E(g) = V. Par P-équivariance de la courbure, nous en déduisons
le point 1. Par le méme lemme, nous obtenons :

A-v5,(8) = wo([wp ' (3), 4]) (3.14)

Comme wy!(8) est un champ holomorphe local P-équivariant par équivariance de wp, cette
contraction s’annule. Nous en déduisons le point 2.
O

Enfin, le fait d’étre localement homogene a une traduction algébrique en terme de connexion
de Killing :

Lemme 3.3.1.4. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur (M, D),
Vi, Sa connexion de Killing et ﬁzo la connexion méromorphe induite par cette derniére sur
E(g) (voir|Lemme 3.5.1.5). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (E,wp) est localement homogéne (resp. quasihomogéne)

(ii) Pour tout e € E N D (resp. pour tout e dans un ouvert dense de E), ker Ve, (e) est
de dimension v > n et posséde une base (s1(e),...,s.(e)) de kerV( (e) c g vérifiant
si(e) =e; mod p

(iti) Pour tout x € M\ D (resp. dans un ouvert dense de M), ker(V,, (x) est de dimension
r>mn et il existe des sections (5;)i=1,..r de ker?io au voisinage de x telles que les
évaluations des sections (¢o(5;))i=1,..r en x engendrent E(x).

Démonstration. L’équivalence entre (ii) et (iii) est immédiate. Ensuite, fixons e € E \ D.

Alors les dimensions de ker V¢, (e) et de Ei[[lé’fwo (e) coincident. Par ailleurs, U c E est 'ouvert

de locale homogénéité de (E,wp) si et seulement si Ei[[lé’wa(e) engendre un supplémentaire

de ker(dp)(e) c T.E pour tout e € U.
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Soit alors e € U N D et x = p(e). Il existe par définition un voisinage U, de z et des
sections X1,..., X, € Ei[[lﬁ:w (Ug,) telles que TU,[*D] est engendré par ces sections comme
Op[*D]-module. Le montre que V, passe au quotient par la P-linéarisation
de V en une connexion méromorphe V., sur E(g). Considérons alors s; = p.wo(X;) pour
tout i € {1,...,n}. Notons 7, le passage au quotient par E(p) dans E(g). Par définition,
nous avons :

gZS()(XZ) = ﬁg/p(si) (315)
Par conséquent, les sections (s;)i-1,... » engendrent un module supplémentaire de E(p)[*«D]|y,
dans E(g)[*D]|y,. Or x € M ~ D donc les évaluation s;(x) engendrent un supplémentaire
de E(p)(x) dans la fibre E(g)(x). De maniére équivalente, les évaluations ¢o(s;)(x) en-
gendrent £(z). Considérons les sections 31,. .., 5, définies par §; = wo(X;). Alors les évalua-
tions (S;(e))i=1,...n engendrent un supplémentaire de p dans g = V(e). O

Terminons par la construction d’un exemple de géométrie de Cartan méromorphe ne
vérifiant pas la propriété d’extension des champs de Killing, inspiré par I’Exemple 3.8 dans
8] :

Exemple 3.3.1. Fizons M = C% munie des coordonnées canoniques globales (21, z22), le
diviseur D = {z1 = 0} et (G, P) = (C%,{0}). Le groupe G est le groupe additif de C?, agissant
par translation d gauche sur lespace affine GJ/P = C?. Nous considérons la base canonique
(e1,e2) de g = Lie(G) = C? . Soit (E,wy) la (G, P)-géométrie méromorphe sur (M, D)
définie par E =M x P =M et

d
wo(z1,22) = a2l ® (e1 — azoes) +dzy ® €9 (3.16)
z1
ot a € Q. Alors (E,wp) vérifie la propriété locale d’extension des champs de Killing en xo € D

s1 et seulement si o € 7.

Démonstration. D’abord les champs wg-constants (Y7,Y2) associés a la base (eq,es) sont
Yi(z1,22) = 218 + azz et Yo(z1,22) = ‘zo. On note (Y{",Y5") les formes duales. Le seul
coefficient de structure (v01r [Définition 1.5.16)) non nul est donc

o= Y5 (1, Y2]) = (3.17)

Décrivons les sections de Ei[[l"c L, - soit X =a1Y1 +agYe e TM (U) sur un ouvert (non vide)
Uc M~ D. Alors par définition X e Et[[loc ,(U) si et seulement si [X,Y1] = [X,Y2] =0. Cela
équivaut a :

0

0

Séparons les composantes des égalités de - le long de chaque Y;. En réexprimant
Ly, =z 82 + ozzg et Ly, = az , nous obtenons que les coordonnées (a,as) sont solutions
d’une équation aux derlvees partlelles d’ordre 1 :

v (“1) =0 (3.19)

a2

[CL1Y1 + ang, Y1:| = —ﬁyl(al)Yl + —’)/iQCLQYQ - ﬁyl (GQ)YQ

3.18
[a1Y1 + a2Y2,Ys] = ’Y%QCLIYQ - Ly,(a1)Y1 — Ly, (a2)Y2 (3.18)

oil V est la connexion méromorphe (Définition 1.3.1)) sur V = Oy ® g = Oy ® C? définie par :

0 O 0 0
V—d+dzl®(0 _%)+d22®(a 0) (320)

Nous avons déja vu que la monodromie (Définition 1.3.14]) des solutions de V est non triviale

si et seulement si « € Z (voir [Exemple 1.3.2)). O
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3.3.2 Monodromie des champs de Killing dans le cas totalement géodé-
sique

Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une paire (M, D), et sup-
posons la totalement géodésique (Définition 1.7.2). Par le [Lemme 1.7.2.4] il existe un ouvert
Zariski dense W c V (ot V est 'ensemble de la [Définition 3.1.1) avec la propriété suivante.
Pour tout ey € W, il existe un voisinage U de zg = p(ep), une géométrie de Cartan mé-
romorphe (E’,w() sur (U, D) holomorphiquement totalement géodésique (]Deﬁmtlon 1.7 .2[)
et isomorphe a (K, wo). Comme nous étudions la monodromie locale de la connexion de
Killing au voisinage de ep, nous pouvons sans perte de généralité supposer que (E,wp) est
holomorphiquement totalement géodésique.

Il existe donc A € g et une courbe A-distinguée ¥ avec £nD = {eg}. L’intérét de considérer
cette situation géométrique réside dans le lien entre la connexion de Killing et la connexion

de Baum-Bott V74 (voir (1.157))) associée & T4, et donc dans I'application du |[Lemme 1.7.2.2

Soit en effet @, l'isomorphisme de faisceaux (1.94) défini par le diagramme :

TE[*D] Pen V[*D] (3.21)

ql/ LWV/VA

TE/Ta[*D] 5—>V/VA[*D]

«wo

Lemme 3.3.2.1. Soit (E,wq) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une paire
(M,D) et A eg. La connexion Ta-partielle méromorphe induite par V[ préserve le sous-
module Va[*D] = Og[+*D]A. La connexion Ta-partielle méromorphe V A sur V[Va ainsi
obtenue vérifie :

—1_ 4
Ta-g, v (3.22)
ot By, est le morphisme défini par (3.21)).

Démonstration. Par définition de @;;VA, il suffit de prouver que pour tout ouvert U c M
feuilleté pour T4 et tout champ de vecteur holomorphe Z définissant sur U,

Ty (Ve 2()) = V(@ () = V() = a([2,°])

ouwq:TE - TE/[Ty et my, /v, sont les projections naturelles. Ceci découle directement de la
définition de la connexion de Killing et du diagramme commutatif (3.21]). O

Nous en déduisons :

Proposition 3.3.2.1. Soit (E,w) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une
paire (M, D). Supposons qu’il existe une composante irréductible D, de D qui n’est pas
invariante par Ta. Alors pour un point générique eg de D,, il existe un voisinage U de eq
dans M avec :

1. Pour tout e € U\ D, lautomorphisme p € GL(g) image d’un lacet [y] € m (U N D, e)
par la monodromie de la connezion de Killing en e (voir|Définition 3.3.1)) vérifie :

TALO W =TAL (323)

ot AL est la projection sur Va1 parallélement au sous-module OgA c V, et l'orthogonal
A* est pris pour un produit hermitien quelconque sur g = Lie(G).
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2. Pour tout owvert V c U une section de ma(ker(VE)) sur V N D est la restriction
d’une section de Va.[«D] sur V. Supposons de plus que (E,wp) est une géométrie de
Cartan holomorphe branchée sur (M, D). Alors, une section comme précédemment est
la restriction d’une section de V1 sur V.

Démonstration. 1. Par le pour ey générique dans D,, il existe un voisi-

nage Uy de eg, telle que chaque feuille & de 74 intersecte D nU en un unique point
(Lemme 1.7.2.1)). En particulier, il existe une feuille ¥ avec ¥ n D = {eg}.
Soit s une section Vg -horizontale sur un ouvert U’ c Uy. Alors en reprenant les nota-
tions du [Lemme 3.3.2.1 Ty /v, (8) est une section vA-horizontale sur U’. Par le
jsition 1.3.4.1} prouver w revient & prouver que le sous-faisceau K := 7y, )y, A(k:ervwo)
du faisceau des sections V4-horizontales est un faisceau constant en restriction & U\ D
(ot U c Uy est un voisinage de e).

Fixons pour cela un point e € ¥ \ {eg}. Comme les poles de V, sont supportés en
D le faisceau K est un faisceau constant en restriction & un voisinage U’ de e. Soit

([sl]V/VA, -5 [8r]yyv,) une base de K(U"). Par le[Lemme 3.3.1.1} pour tout i = 1,...,r,

ona[s;ilyy, = @, (g(X)) ot X est une section horizontale pour la connexion de Baum-
Bott V74 et ¢ la projection naturelle. Par le et le 77, les éléments de la
base précédente se prolongent en des sections de K sur un voisinage de la feuille X. Ces
sections sont O p-indépendantes et forment donc en particulier une base de K(U’ \ D)
ou U’ est un voisinage de la feuille 3. Cela prouve que K est un faisceau constant sur
K(U'\ D) et termine la preuve.

2. Soit s une section Vg -horizontale définie sur un ouvert V' c U et [s]y)y, sa classe
dans V/V[*D]. 1l existe donc une section horizontale ¢(X) pour la connexion de
Baum-Bott V74 telle que [sly/v, = Puo(q(X)) dans les notations du |Lemme 3.3.2.ll
Comme ¢(X) est holomorphe au voisinage de tout point e € V \ D, le |Lemme 1.7.2.2|
implique que ¢(X) est holomorphe au voisinage de la feuille ¥ passant par e € V \ D.
Comme l'union de ces feuilles recouvre V', on en déduit que ¢(X) est holomorphe
sur V. Comme wy est une connexion de Cartan holomorphe branchée, I'image d’une
section holomorphe par le morphisme EWO est encore une section holomorphe de V/V4.
Enfin, le passage au quotient A* ~ g/CA induit clairement un isomorphisme entre les
faisceaux Vau et V/V4, compaptible avec ma: et my)y,. Nous obtenons que 74:(s) est
une section holomorphe sur V.

3.3.3 Sous-espaces caractéristiques

La|Proposition 3.3.2.1|posséde une conséquence immédiate pour certains modeles (G, P) :

Corollaire 3.3.2. Soit (G,P) une géométrie de Klein complexe et (E,wy) une (G, P)-
géométrie de Cartan méromorphe sur une paire (M, D). Supposons que l’action projective
de P sur P1(g/p) induite par Uaction adjointe quotient (Définition 1.4.2) est sans point fize,
ou transitive.

1. Si (E,wp) est holomorphiquement totalement géodésique, alors elle vérifie la propriété
d’extension des champs de Killing.

2. Side plus (E,wq) est branchée, alors toute section V{, -horizontale sur un ouvert U c E
est une section holomorphe de V.

Démonstration. 1. Par définition, aucune composante irréductible D, de D n’est inva-

riante par tous les feuilletages 74 (Lemme 1.7.2.3)). Cela signifie qu’il existe un sous-

ensemble Zariski-dense W ¢ D avec la propriété suivante : pour tout eg € W, il existe

Aeg~ {0} et une feuille ¥ de T4 (Lemme 1.7.2.3) en eq vérifie ¥ n D = {eg}.
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Soit xg = p(ep). Le but est d’utiliser ’hypothese sur P pour obtenir qu’il existe un sous-
ensemble Zariski-dense W, c p~!(xg) et une direction B € g\ CA avec la propriété
suivante. Pour tout e € Wy, les feuilles 3 et X5 de T4 et T en e vérifient DNy =
Dn¥y = {eh}. Cela permettra d’appliquer la|[Proposition 3.3.2.1|pour obtenir le résultat.

D’abord, le |[Lemme 1.7.2.1| prouve qu’il existe un sous-ensemble Zariski-dense Wy c
p~H(20) tel que pour tout ) € Wy, ¥y n D = {e}}. Ensuite, comme P agit sans point
fixe sur les droites de g/p, il existe b € P tel que ad(b')[A] = B avec B € g~ CA. Posons
Wi =r,(W1) et considérons ef € W{. Alors e, = ry-1(e()) € Wi.

Par ailleurs, la feuille ¥y de Tp en ef s’envoie sur ¥; de Ty en e par le biholomor-
phisme 7,-1. En effet, si Z4 est un champ définissant T4 sur un voisinage U de e[,
alors par définition il existe une fonction méromorphe h telle que wo(Z4) = hA. Alors
wo(Try(Z4)) = ad(b™1)[wo(Z4)] = hB, et comme Zp est I'image d'un champ holo-
morphe par un biholomorphisme, il est holomorphe sur r,(U) ¢ W{. Il s’agit donc d’un
champ définissant Tp sur r,(U) 3 €.

Comme D est invariant par I'action de P sur E, nous obtenons que X9 N D = rp(21 N
15) =¢(. A nouveau, le implique qu’il existe un ensemble Zariski-dense
Wo c p~t(z0) avec cette propriété. Alors I'intersection Wi, = WinWs vérifie la propriété
désirée.

Soit eg € Wy,. Fixons un produit hermitien sur g tel que A et B sont orthogonaux. En
appliquant la [Proposition 3.3.2.1{a A et B, nous obtenons que les images de ker (V)
par le passage au quotient par V4 et V4 sont des faisceaux constants sur U, \ D. Leurs
restrictions & Uy, \ D s’étendent respectivement en deux sous-faisceaux de V/V4[*D]
et de V/Vp[*D] sur Ue,. Or VAnVp = @E Par conséquent, ker (Vg ) est un faisceau
constant en restriction a Ug, \ D, qui se prolonge en un sous-faisceau de V[*f)] sur Uy, .
Cela signifie que (F,wq) vérifie la propriété d’extension locale des champs de Killing
en eg. Ceci étant vrai pour tout eg € Wy, et xo € p(W), la propriété d’extension est
vérifiée.

2. Supposons maintenant que (E,wq) est holomorphe branchée sur (M, D). Alors par le
point 2. du [Proposition 3.3.2.1} les sous-faisceaux de V4[*D] et Vg[*D] mentionnés
ci-dessus sont inclus dans V4 et Vp. Il s’en suit que ker(V, ) est inclus dans V.

O]

Pour les autres modeles, il arrive qu’il existe un sous-espace £ c g contrélant en un certain
sens toute la monodromie des champs de Killing (voir {Théoreme 3.4.2)). Précisons ce que cela
signifie.

Définition 3.3.2. Un sous-espace £ c g est dit caractéristique pour un sous-ensemble de
géométries de Cartan méromorphes Gup si il existe un supplémentaire € de £ avec la
propriété suivante. Pour tout objet (E,wy) de Gy.p :

(i) La projection me sur Ve parallélement a Veu se restreint d ker(V¢, ) en un isomorphisme
vers son image.

(ii) L’isomorphisme réciproque s’étend en un morphisme de C-faisceaur L : Vg[*f)] —
V[*D].

Exemple 3.3.2. Soit (G,P) une géométrie de Klein effective et g l’orthogonal de p =
Lie(P) pour un produit hermitien sur g. Alors g_ wvérifie la condition (i) de la
[fion 3.3.2.

Démonstration. Soit (E,wp) une géométrie de Cartan comme dans ’énoncé. Il s’agit de
prouver que si un champ de Killing X défini au voisinage de e € E\ D dans E\ D et vérifiant
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que wo(X) est a valeurs dans p est identiquement nul. Cela est une conséquence directe du

[Corollaire 1.5.21 O

L’existence d’un tel sous-espace simplifie la preuve de la propriété d’extension des champs
de Killing de la maniére suivante :

Lemme 3.3.3.1. Supposons que ¢ est un sous-espace caractéristique pour une (G, P)-géométrie
de Cartan holomorphe branchée (E,wy) sur (M, D), et notons m : V —> Vi la projection
parallélement & un supplémentaire de €. Alors (E,wo) vérifie la propriété d’extension des
champs de Killing st et seulement si il existe W c D dense avec la propriété suivante. Pour
tout e € W, il existe un voisinage U, de eq tel que :

(i) L’image m¢(kervy, ) est un faisceau constant sur Ue, N D.

(i) La restriction de me(kervy, ) a Ue, N D se prolonge en un sous-faisceau de Ve[*D].

Démonstration. Le sens direct est immédiat : si (F,wg) vérifie la propriété d’extension des
champs de Killing, alors il existe un voisinage simplement connexe U, tel que la restriction
k:erVZO|UCO\ p est un faisceau constant. Or par définition d’un sous-espace caractéristique,

induit un isomorphisme entre ce faisceau et sa projection sur £, d’ou (7). De plus, les champs
de Killings définis sur Ug, \ D sont des champs méromorphes, d’oil (i7) car m préserve les
sections méromorphes.

Réciproquement, supposons que (i) est vérifiée. L'image de me(ker(V}, )) par le mor-
phisme £ de la [Définition 3.3.2| est donc un faisceau constant sur U, N D. Par définition
d’un sous-espace caractéristique, il s’agit de ker(vﬁo)beo\ p- Comme le morphisme £ pré-

serve les sections méromorphes, I’hypothese (7i) implique que ker(V[ ) se prolonge en un
sous-faisceau de V[+D] en restriction a U, ~ D. Ces deux propriétés signifient exactement
que (E,wp) vérifie la propriété locale d’extension des champs de Killing en eg. O

O]

3.4 Propriété d’extension pour les géométries paraboliques
réguliéres et totalement géodésiques

Dans cette section, nous appliquons les résultats de la aux modeles para-
boliques complexes (G, P) (voir [Définition 1.4.16)) et pour les (G, P)-géométries de Cartan
méromorphes régulieres (Définition 2.2.4)). Rappelons que l'algebre de Lie g est alors graduée
(Définition 1.4.9)) :

k
g=Du (3.24)
i=—k

avec g; # {0} et p = @g;, et k est appelé degré parabolique de (G, P).
i20

Lorsque le degré parabolique est k = 1 et G simple, nous obtenons immédiatement la
propriété d’extension et une information sur I'ordre des champs de Killing le long des pdles
car g/p est irréductible. Pour les autres modeles et G semi-simple, nous reprenons un résultat
de A. Cép ([13]) impliquant 'existence d’un sous-espace caractéristique (Théoreme 3.4.2)), et

appliquons le Nous perdons cependant 'information sur l'ordre des champs
de Killing.
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3.4.1 Modeles paraboliques simples de degré 1

Pour ces modeles, nous pouvons directement appliquer le [Corollaire 3.3.2} En effet :

Lemme 3.4.1.1. Soit (G, P) un modéle parabolique de degré k =1 avec G simple. Alors la
représentation adjointe quotient g/p (Définition 1.4.2) est irréductible.

Démonstration. Comme k = 1, le sous-espace g_1 est une sous-algebre abélienne de g. Par
conséquent, 'application qui & un idéal I c g associe la sous-représentation I/(I np) de
g/p est une bijection. Comme G est supposé simple, les seul idéal non trivial est g, d’otu le
résultat. O

Nous obtenons :

Theoréme 3.4.1. Soit M une variété compleze, D un diviseur effectif. Soit (G,P) un
modéle parabolique de degré k =1 avec G simple, et (E,wy) une (G, P)-géométrie de Car-
tan méromorphe et holomorphiquement totalement géodésique sur (M, D) (Définition 1.7.2).
Alors :

1. (E,wp) vérifie la propriété d’extension des champs de Killing.

2. Supposons de plus que (E,wq) est branchée. Soit e € V appartenant d une composante
irréductible Dy, Ue, un voisinage de eq et s une section horizontale de V{,, sur Ue,\D.
Alors s est la restriction d’une section holomorphe de V sur Us,.

Démonstration. Par le les hypotheses du [Corollaire 3.3.2| sont vérifies. Le
point 2. de ce théoreme correspond alors au point 2. du corollaire précédent. O

3.4.2 Sous-espace caractéristique pour les géométries paraboliques régu-
lieres

Pour k > 1, nous allons utiliser la conséquence suivante du résultat principal de [13] :

Theoréme 3.4.2. La composante g_j est un sous-espace caractéristique |(Définition 3.5.2)
pour les (G, P)-géométries de Cartan méromorphes paraboliques réguliéres.

Démonstration. Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe réguliere sur
(M, D). Introduisons d’abord quelques notations. Définissons, pour tout i € {-k,...,k},
Vi = Op ® g'. Notons le premier module de Chevalley relatif associé & la représentation
adjointe C! = C'(g_,g) = Hom(g_,g) (Définition 1.4.6)), ainsi sa graduation par les com-
posantes (Cll)lz_(k_l) de degré homogene [ (]Déﬁnition 1.4.14[). La filtration correspondante

sera notée (C'H) 1>—(k-1)- Les projections sur les composantes graduées seront notées m;. Nous
définissons le module trivial C = O ® C', qui est filtré par les sous-modules :

¢t = OpeCH (3.25)

Nous définissons des morphismes de @ pg-modules par d:V — C et §* : C — V respectivement
par J = Idg,1.p®0 et d* = Idg, 1.p1®0" ou d et 9" sont les différentielles et codifférentielles
de Kostant g_-relatives. En particulier, ker(0) = {A € g|VB € g, [A,B]y = 0} = g_; donc
ker(d) = Op[*D] ® g_i.

Nous avons :

Ve =d+0+ k() (3.26)
ol ky,(+,) désigne la contraction de la représentation de courbure de (E,wp) par Idg (a
gauche), et @ZO, V¥ et d sont les morphismes introduits dans la preuve du [Lemme 3.3.1.2

Par conséquent :
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Lemme 3.4.2.1. Siwy est réguliére, on a pour tout 1 <0 : gry(d+ky,(-,)) =0 i.e gri(VE,) =
gr1(9).

Démonstration. Par définition d’'une base filtrée, un élément ¢ de C' est degré homogene
positif si et seulement si il existe [ > 0 tel que pour tout (i, 75"), p(es) € g’ *!. Fixons donc
1 < 0. Par régularité de wp, on a gri(k.,) = 0. Soit U c¢ E un ouvert et s € V¥ [«D](U), et
posons ¢ = (d + ku,(+,))(s). Alors s = ¥ aje, pour des coefficients aj, € Op[+D](U).
i">—k+l,j
Donc :
N ol T —k+l
ds = Z d(a;,)e;-/ € QE[*D] ® d * (327)
i'>—k+l,5"

Considérons alors la section constante e]_.i € V{(U) ainsi que les champs wg-constant associés
a la base (eé‘)z&—k,...,k que l'on notera Y]’ On a par définition :

ko (5,¢57) +ch(¢]‘-")

PO i/ —i i NP ATy
i’z§c+laj,[ej” ej ]g ’ i'2§k+l - ajIWO([Yj ’Yj, ]) i EY[Z (aj’)ej’

.y .
= - Z - ‘CYj_i(a;’)e;,

i >—k+l
‘ N (3.28)
Donc ¢(¢;*) € Op[*D] ® g *!(U) pour tout i > 1. Donc ¢ est de degré homogene supérieur
a —k + 1. On obtient le résultat. O

Nous fixons maintenant eg € I et construisons un opérateur différentiel £ : V, , — V
sur un voisinage U de ¢eq tel que m o L est I'identitée et :

Im(L®) c kerd* (3.29)

Soit o : U — E une section holomorphe avec o(p(eg)) = eg. La [Proposition 2.2.1.1| définit un
morphisme P-équivariant :

Xi: Cl’l|p71(U) - Vl|p71(U) (3.30)
tel que pour toute section s de V** sur U :

D" om[0x(X) = X]=0 (3.31)
-1
Dans la suite, nous identifions V/V** 4 Op ® lEB g_k+ via la projection orthogonale.
=0

Lemme 3.4.2.2. Soit V c U ou U = p Y (U). Pour toute section méromorphe a (avec pdle
en D) de VIV sur V, il existe une section méromorphe s (avec pole D) de V sur U avec
les propriété suivantes :

(i) T (s) =a

(it) Si 7y 00*(a) =0, alors O*V (s) =0
Démonstration. Nous supposons que a vérifie 'hypothése (i) et construisons par itération
sur 1 =0,...,2k+1 des sections s' de V/V***1 sur V vérifiant :

(i) g, (s") =a
(ii) Si g o0*(a) =0, alors VI' < I, m_p[0*VE (s1)] =0
Pour [ =0, on a V/V ¥ = Op ® g_;, donc il suffit de poser s° = a. Ensuite, supposons que

'on a construit s' pour I < 2k + 1. On a donc s' = ¥ sy avec s € Op[*D] ® g_pyr , et la
)
condition (i7) s’écrit :

VI <1, 0*VE (s1+...+sp) = (d+0+ky(,))[s1+...+s0] =0 (3.32)
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Définissons alors 5,1 € Op[*D](U) ® g_g11+1 par :
l ~
Siv1 = — Zfrhl oXir1o(d+ kwo(‘a ))[Sl’] (3.33)
=0

On a immédiatement s;,; € V[« D](U) i.e 7y (s41) = 0 pour tout I’ <1+ 1.

De plus, le implique :
O*m [ Vi, se1] =0 (3.34)

On obtient en utilisant et :
41 © ﬁgo[sl .. 4841 =m0 (ci+ ko ()81 + .-+ 5] + gro(@fjo)[slﬂ] =0 (3.35)
On a obtenu I’hérédité. O

Lemme 3.4.2.3. Soit U ¢ E un ouvert et s1, sy deux sections de V[xD] sur U telles que :
(i) mg,,(s1) = mg_, (52)
(ii) VE (s1) et VE (s2) sont des sections de kerd*.

Alors s1 = 89.

Démonstration. Soient s1, sy deux sections vérifiant (7) et (iz). Considérons s = s1 — s9. Par
(ii), on a : 9"V s = 0. Considérons alors D'entier Iy minimal tel que m,(s) # 0. Autrement

dit, s € V") [« D](T). Par la condition (i), lp > 1. Par le on obtient :
0= 87 oty (V5 (5)) = 8970 (D7 i (5)) (3.36)

Par la décomposition de Hodge (11.62), cela implique 507?_k+50(s) =0 Comme kerd = g_i, on
obtient kerd = Og[*D] ® g_i donc kerd nV*+0 = {0}. Par conséquent s =0 i.e 51 = s5. [

Nous définissons alors £ : V, , [+D]|y - V[*D]|y en posant pour toute section méro-
morphe a de V, , sur V c U, : L(a) = s ou s est la section construite dans le |Lemme 3.4.2.2
Ce morphisme vérifie (3.29)) et 7y , o L% est Iidentité. En particulier, par le |Lemme 3.4.2.3

si s est une section horizontale pour V;  sur un ouvert V' c U, nous obtenons :

5= L9(my , (5) (3.37)

Ceci étant vrai pour tout eg € F, nous obtenons que 7_, se restreint a ker(V;, ) en un mor-
phisme injectif de systemes locaux. De plus, le montre que les opérateurs dif-
férentiels £ construits précédemments se recollent en un morphisme £:V, ,[*D] - V[« D].
Ce dernier se restreint a my_, (ker(V(, )) en l'isomorphisme réciproque de la restriction de
Ty, & ker(Vy, ). Cela montre que g_ est caractéristique (Définition 3.3.2]). O

Nous pouvons donc conclure :

Theoréme 3.4.3. Soit M une variété compleze de dimensionn et D un diviseur effectif. Soit
(G, P) un modéle parabolique de degré k > 1, de dimension n, et (g;)i——k...k la graduation
associée [Théoreme 1.4.4 Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe méro-
morphe réguliére (Définition 2.2.7]). Supposons que pour toute composante irréductible D,
de D, il existe Aeg_~g_j et une A-géodésique holomorphe ¥ de (E,w) (IDéﬁm'tion 1.’7.@
avec XN Dy, = {xg}. Alors (E,wy) vérifie la propriété d’extension des champs de Killing en
tout point d’un ouvert W dense dans D.
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Démonstration. Par le il existe en fait un ouvert Zariski-dense W de D tel
que pour tout xg € W, il existe A € g\ g_1 et une A-géodésique holomorphe intersectant D
en xo.

Prouvons la propriété d’extension en xy € W. Par les remarques ci-dessus il existe A €
g\ g_ et une A-géodésique ¥ de (E,wp) intersectant D en xg, et nous devons montrer
qu’il existe un voisinage U de z telle que ¢illps,,, se prolonge en un systeme local sur
U. Puisque les systemes locaux des automorphismes infinitésimaux de deux géométries de
Cartan méromorphes isomorphes sont isomorphes, et que la régularité est invariante par
isomorphismes, nous pouvons grace au [Lemme 1.7.2.4] supposer sans perdre de généralité
que ¥ est une A-géodésique holomorphe de (E,wp). Cela signifie qu’il existe une feuille & de
Ta (Définition 1.7.2) avec X n D = {eg} ot p(eg) = zo. En appliquant le [Proposition 3.3.2.1]
nous obtenons que m,_, (ker V() se prolonge en un systeme local sur un voisinage U de eg.

Par le [Théoreme 3.4.2} il en va de méme pour ~k:e'r(vu’jo). Par conséquent, £illyr,,, se
prolonge en un systéeme local sur le voisinage U = p(U) de xo. O

3.5 Résultats en dimension algébrique nulle

Dans cette section, nous considérons une variété complexe compacte M simplement
connexe de dimension n et de dimension algébrique nulle (Définition 3.2.1), et un divi-
seur effectif D de M. Nous prouvons deux extensions du résultat principal de [7] dans le
cas totalement géodésique. La premieére (Théoreme 3.5.3)) concerne le modele affine et utilise
les résultats de la section ainsi qu'un argument de géométrie complexe reposant
sur la notion de degré relativement a une métrique de Gauduchon ([28]). La seconde (Théo-
concerne le modele de la variété des drapeaux complets de C™ pour m > 3, et
repose sur un argument géométrique simple.

3.5.1 Annulation de la premiéere forme caractéristique du fibré adjoint

Soit (G, P) une géométrie de Klein et (M, D) une paire, ou M est une variété complexe
compacte simplement connexe, de dimension n = dim(G/P) et avec a(M) = 0
[tion 3.2.1). Soit (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée sur (M, D).
Par le [Théoréeme 3.2.3] elle est donc quasihomogéne sur M. Nous faisons les hypotheéses
suivantes :

(H1) (E,wq) vérifie la propriété d’extension des champs de Killing (Définition 3.2.4])

(H2) Les sections horizontales de Vv, définies sur E \ D sont les restrictions de sections
holomorphes de V sur E (nous savons que cela est vérifié lorsque P agit sans point fixe
sur P!(g/p) voir [Corollaire 3.3.2).

(H3) Tout caractere additif A : Z(P) — C du centre Z(P) de P est trivial.
Notons V“° la tractor-connection sur E(g) et R = Rywo sa courbure. Par le 77, et en

appliquant le nous avons :
p*R = Rp*vwo = dAd(wo) + Ad(wo) A Ad(wo) (338)

Rappelons que comme V“° est holomorphe, la courbure R permet de calculer les classes de
Chern de E(g), via la formule :

ci(E(9)) = [Ci(R)] w2 (v r) (3.39)

ou C; désigne le polyndme symétrique élémentaire de degré i. Nous prouvons en particulier :
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Lemme 3.5.1.1. Soit (M, D) une paire avec M une variété complexe compacte simplement
connexe et de dimension algébrique nulle. Soit (G, P) une géométrie de Klein complexe, et
(E,wo) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe méromorphe totalement géodésique sur
(M, D). Supposons que que (E,wp) vérifie les hypothéses (H1) et (H2) ci-dessus. Alors on
a Cl(R) =0.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.5.1.2. Soit P un groupe de Lie réel connexe et E B2 M un fibré P-principal
sur une variété (différentiable) M. Supposons que tout homomorphisme de groupes de Lie
x: P — (C,+) est trivial. Soit f: E - C une fonction différentiable sur E telle que df est
P-invariante. Alors f est constante le long des fibres de p.

Démonstration. Fixons un point x € M et e € p~!(z). Ce choix définit un isomorphisme P-
équivariant de variétés différentiables entre p~'(x) munie de Paction de P sur F et P muni
de I'action a droite de P. Par conséquent, f s’identifie & une fonction différentiable sur P et
df & une forme invariante & droite sur P.

Or une forme fermée invariante a droite est aussi invariante a gauche. Il existe donc une
forme linéaire A sur p telle que pour tout ¢’ € p~'(z) et Bep :

AF e’ capp(tB)) = X(B) (3.0
Définissons a présent une application différentiable x. : P — C en posant pour tout B € p :
Xe(eapp(B)) = f(e-expp(B)) - f(e) (3.41)

Soient B et B’ deux vecteurs de p. Par , on a :

f(e-expp(B)-expp(B')) - f(e-expp(B)) + f(e- expp(B)) - f(e)

Xe(expp(B) -expp(B'))

Jo df(Llioe - expp(B) - expp(tB'))dt + [y df (L|imoe - expp(tB))dt

= A(B") + A\(B)
- Xe(expp(B')) + xe(expp(B))
(3.42)
donc x. est un homomorphisme de groupes de Lie réels entre P et (C,+). Par I’hypothese,
Xe est identiquement nulle ce qui équivaut a ’assertion sur f. O

Prewve (du|Lemme 3.5.1.1)). Comme a(M) =0, le [Théoreme 3.2.3 implique que (E,wp) est
quasi-homogene. En particulier, il existe n germes de champs de vecteurs indépendants
X1,...,X,, en un point x € M \ D, correspondants aux germes d’automorphismes infini-
tésimaux de (FE,wp). Comme M est simplement connexe et (E,wp) vérifie la propriété d’ex-
tension des champs de Killing, les germes précédents sont les restrictions de n champs de
vecteurs méromorphes globaux Xi,..., X, sur M dont les restrictions a M \ D sont des
automorphismes infinitésimaux de (F,wp). En reprenant les arguments de [7], 'hypothese
de la dimension algébrique nulle implique que la famille Xq,...,X,, peut étre choisie telle
que [X;, X;] =0 pour tous j,k € {1,...,n}.

Fixons alors i € {1,...,n} et prouvons que la contraction X;-C1(Ry«o ) est identiquement
nulle sur M. Par , nous avons :

Wi o= pmio= M+ (3.43)
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ou p est la projection du fibré P-principal E et :
iV = X;-C1(dAd(wp)) = dC1(Ad(wp)) et 7} = X;=C1(Ad(wo) A Ad(wp)) (3.44)

Commencgons par énoncé les propriétés des formes méromorphes ﬁf (7=0,1):

(a) Les formes ﬁf. sont P-invariantes. En effet, C] est invariant par conjuguaison et X; est
invariant par I'action de P, et par conséquent, pour b € P, nous avons :

T;ﬁ? = f(prgdC'l(Ad(wo))

= X;=dCy (Ad(r}wo))

X;-dCy (Ad(ad(b™) owp))) (3.45)

X;~dC (ad(b™') o Ad(wo) o ad(b))

- 4
et :
7“277} - Xi—‘rgCl(Ad(wg) A Ad(wp))
_ K- (1 Ad(wo) A 77 Ad(wo)
- X;~C1(Ad(r;wo) A Ad(r;wo))

i (3.46)
X;-~C1(Ad(ad(b™1) owg) A Ad(ad(b™) o wp))

X;-C1(Ad(ad(b™) owp o ad(b)) A Ad(ad(b™1) o wy o ad(b)))

= il
(b) 7} est une 1-forme holomorphe sur E. En effet, Ad(wo)(X;) = Ad(5;) o §; = wo(X;)

est une section Vg, -horizontale. Par I'hypothese sur (E,wp), 5; est une section holo-
morphe de V sur E. Par suite, ﬁzl est holomorphe sur F.

(c) 77? est exacte. En effet, Par le [Lemme 3.3.1.2, nous avons X;—dwy = d3; et par consé-

quent :

i} = C1(Ad(Xi~dw)) = C1(Ad(d5;)) = dCy (Ad(5;)) (3.47)

ol nous avons utilisé que d et Cy o Ad commutent car Cy o Ad est une application
linéaire tensorisée avec Idqy . Nous noterons dans la suite f = C1(Ad(3;)).

Par Phypothése (H3), la fonction f définie au point (¢) vérifie 'hypothése du
Par conséquent, la propriété (a) implique que 77? =d f est une forme méromorphe basique
sur E, c’est a dire le pullback d’une forme méromorphe exacte 1} sur M. Donc 7}, = p*ni ot
776 est une forme méromorphe exacte sur M. Comme a(M) =0, 778 doit étre identiquement
nulle et par conséquent 176 =0.

Considérons a présent le diagramme :

Eq—>E (3.48)

N

M
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ou Eq =F % G est un fibré G-principal holomorphe sur M. Comme (F,wg) est supposée

branchée, il est équipé d’une connexion G-principale holomorphe @ (voir [Définition 1.5.12)).

Par conséquent, ﬁll = Waﬁll se décompose de maniére unique comme une somme directe
LLH ALV
n; @,

de pg. En particulier ﬁil M est une forme basique, et elle est holomorphe par le point (b).
Par conséquent, il s’agit du pullback d’une forme holomorphe 7]1-1 sur M. Nous concluons en
reprenant un argument de [7] prouvant que 5} doit étre fermée, et donc nulle. En effet, par
la formule de Lie-Cartan et I’hypothése faite sur la famille (X1,...,X,), nous avons pour
tout j,ke{l,...,n}:

< ALV - “1,H
ou 7);" s’annule sur ker(@) et 7),”" s’annule sur les vecteurs tangents aux fibres

dnj (X5, Xe) = Lx;n (Xe) = Lxn (X5) -0 ([X5, Xk]) = Lx;n} (Xx) - Lx,n; (X5)

(3.49)
Comme les fonctions méromorphes de M sont toutes constantes, nous obtenons que dnil (X, X%)
est identiquement nulles pour tous j, k € {1,...,n}. Comme la famille (X1,..., X,,) engendre

T, M pour un point générique x € M, nil est fermée, donc localement exacte. Comme M est
simplement connexe, elle est exacte : 171»1 = dh pour un fonction holomorphe sur M. Comme
M est compacte, h est constante et 771‘1 est nulle.

Finalement 7; est identiquement nulle. Ceci est vrai quelque soit i € {1,...,n}, et la
famille (X7,...,X,) engendre T, M au point générique = € M. Par conséquent C(Ry«o) est
identiquement nulle. ]

3.5.2 Notion de degré sur une variété complexe compacte et application
pour les modeles affine

Nous allons utiliser la notion de degré introduite par P.Gauduchon (voir [28]) pour les
variétés complexes compactes. Cette notion généralise celle du degré d’un module localement
libre sur une variété kihlérienne (voir [51]). Dans I’Exemple[1.2.2]nous avons observé que tout
fibré vectoriel V sur M admet une métrique hermitienne h € C*°(M,V* @ V*). Cela est vrai
en particulier pour TM, et le couple (T'M, h) est appelé structure hermitienne sur M. Pour
une telle section, on note Im(h) € C*(M,Q3,) la 2-forme définie par Im(h)(z) = Im(h(z)).

Définition 3.5.1. La 2-forme alternée 0y, = Im(h) est appelée forme de Kahler de la struc-
ture hermitienne. Une métriqgue de Gauduchon est une structure hermitienne h telle que

09(Qr 1) = 0.
Theoréme 3.5.1. [l existe une métrique de Gauduchon sur toute variété complexe compacte.
Démonstration. Voir Théoreme 1.14 de [28]. O

Soit L un fibré en droites sur M. Il existe toujours une métrique hermitienne hy sur ce

dernier (Exemple 1.2.2)) | et une connexion holomorphe V compaptible a cette derniere (la
connexion de Chern, voir par exemple [51], Proposition 3.1.2). Notons € = C1(Ry) ou Cy est

le polynéme invariant élémentaire de degré 1 et Ry la courbure de la connexion de V. Si
hr,h; sont deux métriques hermitiennes sur L, la différence € — €’ est de la forme 00 f pour
une fonction f e C*°(M) (voir [2§], 1.16). Par conséquent :

deg(L):fMe/\QZ_lszel/\Qz_l (3.50)

est bien définie lorsque h est une métrique de Gauduchon sur M, et ne dépend que de L :

145



CHAPITRE 3. AUTOMORPHISMES INFINITESIMAUX ET DIMENSION
ALGEBRIQUE NULLE 3.5

Définition 3.5.2. Soit V un module localement libre de rang r, faisceau des sections du fibré
vectoriel V' sur une variété complexe compacte M. Soit h une métrique de Gauduchon sur
M. Le degré de V (resp. V') relativement a h est 'intégrale

deg(V) = deg(V) = deg(\V') (3.51)

définie par (3.50)).
Nous n’utiliserons que les propriétés suivantes :

Theoréme 3.5.2. Soit M une variété complexe compacte et h une métrique de Gauduchon
sur M.

1. Si Ly, Ly sont deuz fibrés en droites sur M, alors deg(L1 ® Lo) = deg(L1) + deg(L2).

2. Soit L un fibré en droite sur M avec H*(M, L) # {0} et deg(L) = 0. Alors L est trivial
et toute section globale holomorphe de L est sans zéro.

Démonstration. La propriété 1. est immédiate car si hq, ho sont des métriques hermitiennes
sur Ly et Lo, alors hiho est une métrique hermitienne sur L1 ® Lo et la courbure thl hy de
la connexion de Chern est la somme des courbures des deux connexions de Chern pour hy
et hy. Nous renvoyons le lecteur a [28], 1.17 pour la propriété 2. O

Appliquons cela a la géométrie. Soit (G, P) un modele affine, i.e P est un sous-groupe
fermé de GL,(C) et G = Px C", et (F,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe
branchée sur une paire (M, D). Par le nous avons déja deg(E(g)) = 0. Le
résultat suivant, di a I.Biswas et S.Dumitrescu ([4], Corollaire 4.2 ) va nous permet de
conclure :

Lemme 3.5.2.1. Soit M une variété complexe compacte de dimension n, munie d’une
métrique de Gauduchon. Soit P = GL,(C) et E un fibré P-principal holomorphe sur M.
On a E(p) ~ E(p)*. En particulier deg(E(p)) = 0.

Démonstration. L’algebre de Lie p = Lie(P) ¢ M, (C) est muni d’une forme bilinéaire sy-
métrique et non dégénérée :

T : p x p - C

(A . B) > Tr(AB) (3.52)

Elle est de plus invariante par l'action adjointe de P. Par conséquent, la section Br €
H(E,0p®(p*®p*)) définie par By = Idp, ®T est invariante par la linéarisation (¢} ®p_) beP
(voir [Définition 1.1.9). Par la [Proposition 1.1.2.1, on obtient une section globale Br €
H(M,E(p)* ® E(p*)). Par construction, il s’agit d’un isomorphisme entre E(p) et E(p)*.
On a donc —c1(E(p)) =c1(E(p))* =c1(E(p)) d’ou le résultat. O

Corollaire 3.5.1. Soit M une variété complexe de dimension n, compacte, de dimension
algébrique nulle et simplement connexe. Soit (G, P) le modéle affine complexe de dimension
n et (E,wp) une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée sur (M, D). Alors le fibré
E = E(C") est trivial et (M, D) est munie d’un parallélisme holomorphe branché.

Démonstration. Fixons une métrique de Gauduchon sur M (Définition 3.5.1)et|Théoreme 3.5.1).
Par le|[Lemme 3.5.1.1]et le [Lemme 3.5.2.1 nous avons : deg(€) = deg(E(g)) —deg(E(p)) = 0.
Soit (G, P2) la géométrie de Klein projective complexe de dimension n, qui étend (G, P)

(voir [Exemple 1.4.11)). Par le [Lemme 1.4.7.1] il existe une (Go, P;)-géométrie de Cartan ho-

lomorphe branchée (E1,w;) sur (M, D), telle que Autﬁ\‘}ﬁm contient le sous-faisceau Autﬁ\"iwo.
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Par le|Théoreme 3.4.1} nous obtenons que (F,wq) vérifie la propriété d’extension des champs
de Killing.

Par le |Théoréme 3.2.3|, il existe n sections méromorphes sy, ..., s, de kerﬁzo telles que les
classes 5; = g/, (s;) modulo E(p) engendrent [+ D]. Par le point 2. de la[Proposition 3.3.2.1}
ce sont des sections holomorphes de £. Elles trivialisent donc la restriction &£|y/.g au complé-

mentaire du diviseur S = ( /\ Si)o- Or /\ 5; est une section holomorphe de det(€). Ce dernier
A :

est de degré nul, donc le pomt 2. du ITheoreme 3.5.1) implique que S est vide. ]

Appliquons nos résultats a la classification des connexions affines méromorphes sur les
variétés complexes compactes de dimension algébrique nulle.

Theoréme 3.5.3. Soit M une variété complexe compacte de dimension algébrique nulle.
Soit D un diviseur effectif de M et V une connexion affine holomorphe branchée sur (M, D).
Alors soit il existe une composante irréductible D, de D qui est union de géodésiques pour
V, soit w1 (M) est infini.

Démonstration. Soit & le sous-module de la[Définition 1.6.8] Soit (E,wp) la géométrie de Car-
tan affine holomorphe branchée sur (M, D), avec E = R(E) et induisant V. Supposons qu’au-
cune composante D, n’est une union de géodésiques pour V. Cela signifie exactement que

(E,wp) est totalement géodésique. Par le [Lemme 1.7.2.4] elle est méme holomorphiquement
totalement géodésique. Le théoreme est alors une conséquence directe du [Corollaire 3.5.1] et

(I ’héoreme 3.2.41 O

3.5.3 Géométries modelées sur la variété des drapeaux complets

Pour un modele parabolique général (G, P), et pour une (G, P)-géométrie de Cartan ho-
lomorphe branchée sur (M, D), nous ne disposons pas d’information sur I'ordre d’un champ
de Killing le long d’une composante irréductible du diviseur de branchement. En particu-
lier les champs de Killing peuvent s’annuler sur M \ D comme le montre I'exemple des
automorphismes de la géométrie de Klein projective complexe.

Considérons le cas particulier de la géométrie de Klein (G, P) = (SL;,(C), B) ou B est
le sous-groupe de Borel standard (]Deﬁmtlon 1.4. 12|) et m > 3. Donc dim(G/P) = M >1

et nous notons k la dimension de la sous-algebre de Cartan standard de G et (gl)lz Lk la
graduation correspondant au sous groupe parabolique B (Théoreme 1.4.2). Par le
les automorphismes infinitésimaux d’une (G, P)-géométrie de Cartan méro-
morphe (E,wp) sont donc totalement déterminés par des sections holomorphes du fibré en
droite :

Vo, = E(g/a™") (3.53)

Nous avons donc une borne pour la dimension de 'algebre de Lie des automorphismes infi-
nitésimaux globaux :

Lemme 3.5.3.1. Soit (E,wy) une (G, P)-géométrie de Cartan méromorphe sur une paire
(M, D). Sia(M) =0 alors dim&°°(M ~ D) < 1.

Démonstration. Par le |Lemme 3.3.1.3|7 les systemes locaux kerﬂjo et Ei[[é\ojwo sur M ~ D

sont isomorphes. Il suffit donc de montrer que ker?ZO(M \ D) est de dimension au plus 1.
Le [T'héoreme 3.4.2| implique I'existence d’un morphisme de faisceaux C-linéaire, équivariant
pour les linéarisations (¢p* )pep et (¢3)pep (voir [Définition 1.1.9) :

L:V, [*D] - V[*D] (3.54)

147



CHAPITRE 3. AUTOMORPHISMES INFINITESIMAUX ET DIMENSION
ALGEBRIQUE NULLE 3.5

tel que :
Vsekervy,,s=Lomy  (s) (3.55)

ou 7y , est la projection sur g_; parallélement a g "1 Par la |Proposition 1.1.2.1|, il induit
un morphisme C-linéaire

L":V,, - E(g)[*D] (3.56)

De méme, le morphisme P-équivariant 7y, :V — Vg, induit un morphisme 7y , : £ (9) >
Vg, vérifiant : B
V5 e kerViy, (U), 5= L (7y . (5)) (3.57)

Considérons alors une base 351,...,5, de ker?ZO(M \D) et f; =Ty ,(5). On a donc §; =
ZK( fi). Comme L est C-linéaire, les sections méromorphes f; de Vg , doivent étre C-indépendantes.
On a donc r -1 fonctions méromorphes non constantes f t sur M. Par hypothese, M n’admet
que des fonctions méromorphes constantes, donc r = 1 O

Rappelons que 1'on a un foncteur naturel Ao f de la catégorie des (G, P)-géométries
de Cartan méromorphes réguliéres vers celle des structures lagrangiennes de contact méro-
morphes (??), obtenue comme composée du foncteur f de la[Théoreme 1.6.1| et du foncteur
A défini dans la ?7. Le [Corollaire 2.2.3 nous donne alors un moyen géométrique de vérifier
I’hypothese du [I'héoreme 3.4.3] et nous obtenons :

Theoréme 3.5.4. Soit (G, P) comme ci-dessus et (M, D) une paire avec M une variété
de dimension complexe dim(M) = dim(G/P) = n et algébrique a(M) = 0. Supposons qu’il
existe une (G, P)-géométrie de Cartan holomorphe branchée réguliére (E,wq) sur (M, D) et
notons L= (L,,...,L,,) la structure lagrangienne de contact méromorphe image de (E,wy)
par Ao f. Alors l'une des assertions suivantes est vraie :

(a) Le groupe fondamental de M est infini.

(b) Pour toute composante irréductible D, de D, l'un des feuilletages L., est partout tan-
gent a Dy,.

Démonstration. Soit (E,wp) et L comme dans 1’énoncé. Par le [Théoreme 3.2.3] (E,wp) est
quasi-homogene. Donc il existe un point z € M \ D et une famille de n champs de vecteurs
locaux X1,..., X, indépendants sur un voisinage U, de z, avec X; € tilll°c(U,) pour tout
i = 1,...,n. Supposons que l'assertion (a) soit fausse, i.e 7w (M) est fini. Sans perte de
généralité (quitte & considérer le pullback de (E,wy via un revétement fini de M), M est
simplement connexe.

Supposons de plus que (b) soit fausse. Par le|Corollaire 2.2. 3|, cela 51gn1ﬁe que ’hypotheése
du [Théoréme 3.4.3[est satisfaite : cela implique que les champs X 1y- . X,, s’étendent en une
famille de n champs méromorphes globaux sur M, toujours notés (Xz)zzln et tels que
Xilmp € El[[lOC(M \ D) pour tout i = 1,...,n. Comme les X;|y, sont indépendants, les
vecteurs X; € £ill°(M \ D) sont & fortiori C- 1ndependants Par le on obtient
n =1 : absurde. Donc soit (a) soit (b) est vraie. O
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