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Introduction

La transformée de Fourier-Mukai, introduite par Shigeru Mukai dans [Muk81], est un outil
trés puissant permettant d’étudier les faisceaux quasi-cohérents sur une variété abélienne. Plus
précisément, si on fixe A une variété abélienne sur un schéma S localement noethérien pour laquelle
on notera m, € et (—1) respectivement la multiplication, I’élément neutre et l'inverse, et 7" un S-
schéma localement noethérien, on peut munir A X g7 d’une structure de variété abélienne sur 1" en
étendant m, € et (—1). On dira alors qu'un O4xr-faisceau inversible £ vérifie le théoreme du carré
si

mpL =~ piL® p;L,

oump,p1,p2 : (AXsT)xp(AxsT) — AxgT sont respectivement la multiplication et les projections
canoniques. On note Pic’(A xg T/T) le groupe abélien des classes d’isomorphie des faisceaux de
O axr-modules inversibles satisfaisant le théoreme du carré. On a alors le théoreme suivant, di a
Grothendieck dans le cas ou A est projectif sur S et a Artin et Raynaud en général.

Théoréme. Le foncteur Pic’(A x o/e) : T + Pic’(A xg T/T) de la catégorie des S-schémas
localement noethériens dans la catégorie des groupes abéliens est représentable par un S-schéma
abélien de méme dimension que A.

On renvoie & [Ray70], section I, pour plus de détails.
On note AY ce schéma abélien, qui sera appelé variété abélienne duale. La représentabilité du
foncteur Pic’(A x e/e) donne un élément universel P de Pic’(A x AV /AY), correspondant & idv €
Hom(AY, AY). Le faisceau P est donc un O 4y 4v-module inversible vérifiant le théoréme du carré
pour la AV-variété abélienne A x AV, qui est appelé faisceau de Poincaré. On pose les notations
suivantes :

P

Ax AY y
P p
A/ \Av

Définition. On définit la transformée de Fourier-Mukai F : Dgcoh(OA) — Dgcoh(OAv) en posant

L
F(&)=Rpl(P@o,, . P'E).

On définit de méme la transformée de Fourier-Mukai duale F" : Dgcoh((’)Av) — Dgcoh((’)A) en
posant

Vv . L V* o
F(E)=Rp(P®o,, ,w» " E).
Les propriétés les plus importantes de la transformée de Fourier-Mukai sont les suivantes

Théoréme ([Muk81]). 1. Si& € D5, (04), F(£) € Db, (Oav).

coh

2. F: Dgwh(OA) — Dgcoh((’)Av) réalise une équivalence de catégories.

3. F est involutive, dans le sens ot FV o F ~ (—1)*e[—dim(A)] et FoF" ~ (—=1)V* e[—dim(A)].

Dans sa prépublication [Lau96], Gérard Laumon propose une fagon d’étendre la transformée
de Fourier-Mukai en un foncteur sur les D-modules sur une variété abélienne sur un corps de
caractéristique nulle.



L’idée générale est, pour une variété abélienne A sur S localement noethérien de caractéristique
nulle, de considérer les faisceaux de D4-modules O 4-inversibles rigidifiés qui vérifient le théoréeme
du carré. On note Pic’(A/S) le groupe abélien dont les éléments sont les classes d’isomorphie de ces
faisceaux. De méme, pour T un S-schéma localement noethérien, on peut construire la T-variété
abélienne A x T et regarder le groupe Pic?(AxT/T) des classes d’isomorphie des faisceaux D 451 /7"
modules O 4« p-inversibles qui vérifient le théoréme du carré.

Attention : il est important de voir qu'’il s’agit de D 47 /p-modules et non pas de D 4,7/ g-modules!
Cela vient du fait qu'on regarde A x T' comme une T-variété et non pas une S-variété, et c’est ce
détail qui va compliquer le travail d’extension de la transformée de Fourier-Mukai aux D-modules.
Dans ce contexte, et sans hypothese sur la caractéristique de S, on dispose du théoréme de repré-
sentabilité de Mazur-Messing.

Théoréme ([MMT74]). Le foncteur Pic'(A x /@) : T + Picl(A x T/T) est représentable par un
S-schéma en groupes abélien lisse de dimension 2dim(A).

On notera ce schéma A”. De méme que dans le cas des O-modules, la représentabilité de Pz’ch(A X
e/e) donne un objet canonique P de Pic?(A x A%/A%) associé & id 45, qu’on appellera encore faisceau
de Poincaré. Il est cependant important de remarquer que P est un D 4, 45/4:-module, de sorte que
la transformée de Fourier-Mukai d’un D4-module ne pourra étre qu’un O 45-module.

On peut alors construire une transformée de Fourier-Mukai pour les D 4/g-modules

i DSCOh(DA/S) - Dgcoh(oAh)

et sa transformée duale
J’.‘ﬂ : Dgcoh(oAh) — DZcoh(DA/S)

de maniére analogue a celle sur les O4-modules. On trouve alors le résultat attendu :

Théoréme (Laumon-Rothstein). La transformation F préserve la cohérence, est involutive et
induit une équivalence de catégories entre Dgcoh(DA/S) (resp. ‘Dgoh(DA/S)) et choh(oAh) (resp.
D2 (Oa2)).

coh

Ce résultat a été publié en premier par Rothstein dans [Rot96l Rot97], ce qui explique que
[Lau96] soit resté a ’état de prépublication.

L’objectif des travaux exposés ici est d’étendre la définition de la transformée de Fourier-Mukai,
définie sur les O-modules (Mukai) et les D-modules (Laumon-Rothstein) sur une variété abélienne
classique, pour en faire un foncteur sur les DO _modules sur une variété abélienne formelle A, ou
DO est le complété p-adique du faisceau des opérateurs différentiels cristallins (engendré par les
dérivations) de Berthelot. La principale motivation de 1'obtention d’une telle transformation est
que la catégorie des ﬁff)—modules cohérents ne dépend que de la fibre spéciale, donc de la variété
abélienne sur k, qui est sous-jacente. D’autre part, toute variété abélienne Ay sur un corps fini k&

se releve en une variété abélienne formelle A sur 'anneau des vecteurs de Witt W (k). La catégorie

des ﬁf)—modules cohérents est en fait attachée a Ag et toute opération sur cette catégorie donne
des informations sur la variété abélienne Ay sur k.
On utilisera un analogue formel du foncteur Pic? qui puisse inclure des informations sur les structures
de DO -modules des faisceaux et qui puisse étre représentable, ce qui fournira un analogue de la
variété duale et du faisceau de Poincaré. On pourra alors construire une transformée de Fourier-
Mukai a I'aide de ces objets. Il faudra ensuite s’assurer que cette transformée vérifie les propriétés
fondamentales attendues d’une transformée de Fourier-Mukai.

Pour réussir a étendre la transformée de Fourier-Mukai aux D-modules arithmétiques, on va
d’abord comprendre comment 1’étendre aux O-modules sur une variété formelle, puis aux D-modules



sur une variété classique au-dessus d’un corps de caractéristique nulle (construction de Laumon),
avant d’adapter les outils utilisés pour construire une transformée de Fourier-Mukai pour les D-
modules arithmétiques.

Dans un premier temps, on donnera une méthode pour étendre la transformée de Fourier-Mukai
en un foncteur sur les complexes quasi-cohérents de O-modules sur une variété formelle. Pour ce
faire, la premiere chose a prendre en compte sera la construction des faisceaux quasi-cohérents sur
un schéma formel.

Soit X un schéma formel, limite du systéme inductif (X;);.

Définition. On définit D, (Ox) comme étant la sous-catégorie de D~ (Ox) dont les objets &
vérifient

b 60 € D;coh(XO)'
L

On peut voir les faisceaux quasi-cohérents sur X comme des faisceaux dont les restrictions sur
chaque X; sont compatibles entre elles en plus d’étre quasi-cohérentes.

Théoréme ([Ber02]). Le foncteur Rlim réalise une équivalence de catégorie entre la catégorie
D;:Oh(OX) et la sous-catégorie pleine de la catégorie D~ (Ox.) formée des complexes de systémes

projectifs (;); tels que :
o Le complexe &, appartient a Dq_coh(XO)'

e Pour tout entier i le morphisme canonique

L
Ox; ®ox,,, €iy1 = &
est un isomorphisme.

La définition des faisceaux quasi-cohérents sur X est alors plus rigide que celle naive qui consis-
terait a prendre la limite projective d’une famille de faisceaux quasi-cohérents. Ce faisant il n’est
pas clair que les constructions usuelles des foncteurs classiques comme le produit tensoriel, 'image
inverse et I'image directe par un morphisme posseédent de bonnes propriétés. En fait, on montrera
que le foncteur Oy ®¢-10, f~le ne préserve pas la quasi-cohérence sur les schémas formels. Ce
qui nous amenera a définir les foncteurs produit tensoriel, image inverse et image directe formels
comme la limite projective des mémes foncteurs sur les X;.

Définition. Soient f : X — Y un morphisme de schémas formels, £, F € Dgcoh(OX) et G €
choh((’)y). On pose

~ L
£&p,F = Rim(E; Goy, F),
f’€ = RimLf7E;

et
f+G = R@Rfi*gg.



Ce sont les mémes définitions que celles de [Ber(2], adaptées au cas des O-modules. Ainsi, par
construction, ces foncteurs sont compatibles aux réductions sur les X; et préservent donc la quasi-
cohérence. On pourra alors construire les transformées de Fourier-Mukai F et FV sur une variété
abélienne formelle A et sur AV, sa variété abélienne duale. Comme tous les foncteurs utilisés pour
les construire seront compatibles aux réductions sur les A;, on en déduira le résultat suivant.

Propriété.

F =~ RimF; et F* ~ RlimF,;".

Ce résultat permet de transporter les propriétés importantes des transformées de Fourier-Mukai
depuis le monde des variétés classiques vers le monde des variétés formelles.

Théoréme (Théoréme m La transformation F est involutive, et réalise une équivalence de
catégories entre choh(OA) et choh(O-Av)'

On pourra ensuite se servir de ces résultats pour construire une transformée de Fourier-Mukai sur
une variété analytique rigide avec bonne réduction. Plus précisément, si on note K = Frac(V)
le corps des fraction de V et Ay la fibre générique de la variété abélienne formelle A (Ag est
donc une variété analytique rigide sur K), on peut construire sa variété abélienne duale AY; et
lui associer un faisceau de Poincaré Pg sur Ax X A%. On peut alors construire la transformée
de Fourier-Mukai rigide Fx : Db, (Oa,) — Dcoh(O.A}/()’ Etant donné que Fg va commuter aux
morphismes de spécialisation, on va pouvoir transporter les propriétés importantes des transformées
de Fourier-Mukai dans le monde des variétés analytiques rigides avec bonne réduction.

Théoréeme (Théoréme 1.3.10). La transformation Fx est involutive et réalise une équivalence de
catégories entre D° (O 4,.) et Dcoh(OA}/()'

Dans le second chapitre, on donnera plus de détails sur la construction de la transformée de
Fourier-Mukai pour les D-modules sur une variété sur le spectre d’un corps de caractéristique nulle
donnée dans [Lau96]. En effet, afin de comprendre comment construire une transformée de Fourier-
Mukai pour les DO)_modules (sur une variété formelle), il faut comprendre précisément comment
on la construit pour les D-modules sur une variété classique pour essayer d’adapter la méthode.
Comme dit précédement, étant donnée une variété abélienne A sur un corps de caractéristique
nulle, on peut construire un schéma en groupes abéliens D-dual, A%, et un faisceau de D Ax AbJAb
modules universel P sur A x A?. Ce faisant, le caractére relatif & A? de P nous force a travailler
avec des dérivations relatives & A, ce qui souléve plusieurs questions d’ordre pratique, & commencer
par : comment construit-on le D 4, 4s/45-module image inverse d'un D 4/s-module par la projection
p: Ax A" - A? Et réciproquement pour construire 'image directe d’un D Ax At/ 4s-module. On
va donc introduire des foncteurs image inverse et image directe relatifs. Plus précisément, si f =
idx X g: X XY — X X Z est un morphisme de variétés, on va construire des foncteurs

f'(YZ) choh(DXXZ/Z) - choh(DXXY/Y)
et
f+ T qcoh(DXXY/Y) - choh(DXXZ/Z)

Ces foncteurs seront en réalité tres proches des foncteurs sur les O-modules.
Propriété. On a les isomorphismes de O-modules suivants :
(Y, 2)
FOA(E) = Lf(€)

et
YD(F) = REL(F).



Les foncteurs relatifs vont aussi vérifier de nombreux résultats classiques comme la formule de
la projection, le théoréeme du changement de base ou encore le principe de la bascule, en plus d’étre
compatibles avec foncteurs classiques sur les D-modules.

Munis de ces constructions sur les D-modules relatifs, on pourra alors donner une autre définition
de la transformée de Fourier-Mukai pour les D-modules.

Définition. On définit la transformée de Fourier-Mukai sur les Da-modules comme le foncteur
F: DZcoh(DA) — Dgcoh(oAh) donné par
. L 0 o
F(&) = pi—/Ah (P ®OAxAh p!(A e ).

De méme, on définit sa transformée D-duale comme le foncteur F° : Dgcoh(oAb) — Dgcoh(DA)
donné par

) : L % o
FiEe)=pPco, . 17E).

Ces définitions sont totalement équivalentes a celle de [Lau96], mais elles seront plus pratiques a
utiliser pour montrer les résultats fondamentaux attendus. De plus, il sera plus facile dans la suite
d’étendre cette définition au cas arithmétique.

On récrit ensuite la démonstration du théoreme de Laumon-Rothstein (Théoréme .

Enfin, la troisieme partie de ce travail consiste a utiliser les outils des deux chapitres précédents
pour obtenir une transformée de Fourier-Mukai pour les DO _modules sur une variété formelle A.
On considére V un anneau & valuation discréte d’uniformisante 7, V; sa réduction modulo 7?, (4;)
un systeme inductif de variétés abéliennes sur les V; et A leur limite.

Si la quasi-totalité des constructions du chapitre 2 n’utilisent pas I’hypothese sur la caractéris-
tique nulle de la base S et peuvent donc étre faites sur les A;, ce n’est pas le cas de la preuve
de l'involutivité de la transformée de Fourier-Mukai, qui utilise de fagon cruciale le théoreme de
Kashiwara et 'acyclicité du complexe de Koszul. Ainsi, il est fort peu probable que la transformée
de Fourier-Mukai sur A; soit involutive, malgré le fait qu’on puisse la construire. C’est pourquoi
il faut considérer la transformée de Fourier-Mukai sur le schéma formel A. De méme, la construc-
tion du foncteur Pic? est intimement liée aux modules & connexion intégrable, qui dans le cadre
arithmétique correspondent aux D©-modules, c’est pourquoi on restreindra la construction aux
ﬁff)—modules, ZADS)) étant le complété du faisceau d’opérateurs différentiels sur A engendré par les
dérivations.

Pour pouvoir définir la transformée de Fourier-Mukai sur les ﬁff)—modules on va utiliser le méme
genre d’astuce que dans le premier chapitre, a savoir construire les foncteurs sur les variétés abé-
liennes formelles comme limite projective de ceux sur les réductions modulo 7%. Ces constructions
sont déja présentes dans [Ber02] pour les foncteurs classiques, mais on aura aussi besoin des fonc-
teurs relatifs. On constatera aussi que la quasi-totalité des résultats qu’on a évoqués sur les foncteurs
relatifs sur une variété classique vont s’étendre au cas des schémas formels. Une fois tous les résultats
nécessaires obtenus dans le cadre arithmétique, on peut définir la transformée de Fourier-Mukai sur
les ﬁg})—modules.

Définition. On définit la transformée de Fourier-Mukai pour les DO modules F - DZcoh(ﬁi?)S) —

DZCOh(OAu) en posant

) L b o
FE)=p, (P o, ,pE).

!
Ax Al p

On définit aussi la transformée de Fourier-Mukai D-duale F© DZCOh(OAa) — Dgcoh(f)ff)s) en
posant

. : L % o
FiEe)=p (P o, ., p"E).
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Les travaux présentés dans ce manuscrit ne sont pas assez avancés pour montrer que cette
transformée de Fourier-Mukai est involutive, cependant on peut prouver une des deux formules
d’involutivité, qui conduit au résultat final.

Théoréme (Théoréme [3.3.15)). 1. La transformation F est essentiellement surjective

2. La transformation F? est fidéle.

Pour terminer, voici quelques questions encore ouvertes.

Il est naturel de penser que F réalise effectivement une équivalence de catégories entre Dgcoh (1552) s)

(resp. chjoh(ﬁ,(c(t)/)s)) et Dgcoh(OAh) (resp. D, (O 42)), mais existence de DO)_modules arithmétiques
mettant en défaut le théoréme de Kashiwara nous empéche de le montrer sans une compréhension

plus approfondie de la structure de @S))X A5/ ar-module de P. Il est aussi possible que la transfor-

, . . 1 . L A (0 .
mée de Fourier-Mukai ne réalise pas une équivalence de catégories avec les D;)S—modules mais

plutét avec les D,TA / g-modules. Un pas dans cette direction serait de déterminer si la structure de

@S‘))X A/ Ah—module de P peut s’étendre en une structure de DLX A5/ An—module, autrement dit si P
est surconvergent.



Chapitre 1

Transformée de Fourier-Mukai pour
les O-modules sur un schéma formel

Dans ce chapitre, on va étendre la définition classique de la transformée de Fourier-Mukai en

un foncteur sur les schémas formel. Pour ce faire, on va avoir besoin de plusieurs outils pour faire
commuter des résultats connus sur les variétés classiques a la limite projective, et ainsi obtenir leur
équivalent sur les schémas formels.
Dans un premier temps, on va étudier plus en détail le comportement des faisceaux quasi-cohérents
sur les schémas formels, ce qui nous poussera & définir une version formelle du foncteur image in-
verse. On pourra alors définir la transformée de Fourier-Mukai formelle, qui possédera les propriétés
voulues.

1.1 Faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel

Dans cette section, on considére un schéma formel & = limX; sur Spf (V).
i

1.1.1 Outils de dévissage

Etant donnée une catégorie abélienne C, on notera D(C) la catégorie dérivée de C, DH(C) la
sous-catégorie pleine de D(C) dont les objets sont bornés inférieurement, D~ (C) la sous-catégorie
pleine de D(C) dont les objets sont bornés supérieurement et D®(C) la sous-catégorie pleine de D(C)
dont les objets sont bornés.

On aura besoin dans la suite d’outils de dévissage, en particulier du résultat suivant :

Définition 1.1.1. Soient C et C' deux catégories abéliennes et soit F': D(C) — D(C') un d-foncteur
covariant.

e On dit que F est way-out d droite si pour tout ny € Z il existe no € Z tel que pour tout X-
objet de D(C) qui vérifie H'(X') = 0 pour tout i < ng alors H*(F(X")) = 0 pour tout i < n;.

o On définit de méme way-out a gauche en renversant les inégalités, ainsi que way-out dans les
deuz directions.

o On dit que F' est de dimension cohomologique finie si il existe d € N tel que pour tout n € N et
tout objet X~ de D(C) qui vérifie H'(X") = 0 pour touti < n (resp. i > n) alors H(F(X")) =0
pour tout i <n—d (resp. i >n+d).

Remarques :



e Si F': C — (' est un foncteur exact a gauche, alors le foncteur dérivé RF est way-out & droite
(il suffit de prendre ns = nq). De méme, si G : C — C’ est exact & droite, LG est way-out a
gauche.

e Tout foncteur de dimension cohomologique finie est way-out dans les deux directions.

e Tout foncteur de dimension cohomologique finie envoit D~ (C) dans D~(C’), D*(C) dans
D*(C") et D*(C) dans Db(C").

Lemme 1.1.2. Soient C une catégorie abélienne et D(C) sa catégorie dérivée. Pour toute suite
exacte d’objets de D(C)

0—-X =Y =2 =0
il existe un morphisme Z' — T(X) tel que (X',Y ", Z") soit un triangle, ot T est le foncteur de
translation.

Démonstration. Cette preuve est une reformulation de la remarque qui suit la proposition 1.6.1 de
[Har66).

Par les axiomes des catégories triangulées, on sait qu’il existe un objet W de D(C) qui compléte
X' — Y en un triangle.

0 = 0.

W
S
X v -
f g

Nous allons montrer I'existence du morphisme h puis qu’il s’agit d’un quasi-isomorphisme.
On sait ([Har66] Prop 1.1.1) que Hom(., Z") est un foncteur cohomologique, en particulier on a
la suite exacte suivante

Hom(W',Z') - Hom(Y ', Z') - Hom(X", Z").

Or g est un élément de Hom(Y ", Z") qui est envoyé sur go f = 0 dans Hom(X",Z"), il provient
donc d’un élément h € Hom(W", Z").

Pour montrer que A est un quasi-isomorphisme, on écrit les suites exactes longues de cohomologie
de la suite exaxcte courte et du triangle :

: —>HZ(Y) 4>HZ(Z) 4>Hi+1(X') —>Hi+1(Y') — ...

(X)
e
(X)

Y Hi(Y") — H(W') — HH(X) —= HH (V) —

On en déduit par le lemme des cinq morphismes que H*(h) est un isomorphisme, pour tout i. Donc
h est bien un quasi-isomorphisme.
O

Propriété 1.1.3. Soient F' et G deux §-foncteurs de D*(C) dans D(C') (ou "*" désignera tour d
tour "b", "', "+" et " "). Soit X' un objet de D*(C). On suppose l’existence d’un morphisme de
foncteurs n : F' — G tel que pour tout n, n induit un quasi-isomorphisme F(X") ~ G(X™).

On suppose de plus l'une des conditions suivantes :

1. F,G:D"C)— D(C).

2. F,G: D~ (C) — D(C') sont way-out a gauche.
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3. F,G: D" (C) — D(C') sont way-out a droite.
4. F,G: D(C) = D(C") sont way-out dans les deuz directions.
Alors 0 induit un quasi-isomorphisme F(X') ~ G(X").

Démonstration. Avant de commencer il faut introduire quelques outils.
Pour tout n, on définit les troncations naives

Ton (X)) 0 0 xntt X2

Ten(X) : > Xl Xxn 0 0

ainsi que les troncations cohomologiques

Osn(X7) 0 im(d") — X"l —- X712 ||

o<n(X7) coo—= X" ker(d™) 0 0

On a alors les suites exactes suivantes

0——=o0-n(X) X o<n(X)—=0

00— Topn(X) —= 15p1 (X)) X" 0

qui donnent lieu a deux triangles

Osn(X) —= X ——0<,(X")

Ton(X') —=Top1(X) —= X"

d’apres le lemme précédent.
Il est aussi important de remarquer que les troncations cohomologiques vérifient

oty - {70 i

et
i : H{(X sit>n

(1.1)

(1.2)

1. On commence par le cas ot X est borné. On montre alors par récurrence descendante sur n

que

F(ron(X)) ~ G(1sn(X)).

Pour n tres grand, 7, (X ") est le complexe trivial et I'isomorphisme est clair.

Supposons & présent l'isomorphisme établi pour un indice n fixé. Grace au triangle ([1.2)), on

trouve deux triangles
F(ron(X)) — Frap_1(X') —= F(X")
ln(nn(X‘)) in(sn—l(X‘)) ln(X”)
G(T5n (X)) —= G(Ton-1(X7)) —= G(X").

11



Or n(7>n(X")) est un isomorphisme par hypothese de récurrence et n(X™) lest aussi par
hypothese. Ainsi, 7(7s,—1(X")) est un isomorphisme (on renvoie & [Har66] Prop I.1.1 pour ce
résultat).

Remarque : Ce raisonnement fonctionne au niveau des catégories triangulées : si les n(X™)
sont des isomorphismes de complexes, les isomorphismes trouvés le sont aussi.

. On traite a présent le cas ou X est borné supérieurement.

Pour montrer que 7(X") est un isomorphisme (dans D(C’)), il suffit de le montrer pour tous
les
H'(n(X)) : H'(F(X")) = H'(G(X")).

On fixe j € Z. Comme F' et G sont tout les deux way-out a gauche, il existe ng tel que
¥Y" € D7(C), (Vi > no, H(Y') = 0) = (Vi > j -2, HI(F(Y")) = H(G(Y")) =0).
Comme H(0<p, (X)) = 0sii > ng,
Vi > j =2, H'(F(0<n (X)) = H (G(02,(X))) = 0.

En appliquant le foncteur F' au triangle (1.1]) et en prenant la suite exacte longue de cohomo-
logie, on trouve

= HITH(F(0<ng (X)) —— HY (F (0500 (X)) — HY (F(X')) — H? (F(0<ny (X)) — ...

D’ott HY (F(05,,(X))) >~ HI(F(X")), et il en va de méme pour G. Or 0,,(X") est borné et
on sait déja que dans ce cas HI (F (0, (X)) =~ H¥(G(05ny(X))). On en conclut donc que

H'(n(X)) : H'(F(X)) = H'(G(X))
est un isomorphisme, et donc 7(X") est un quasi-isomorphisme.
. Le cas ou X' est supposé inférieurement borné se démontre de la méme facon.

. Dans le cas général ot X est non-nécessairement borné, on sait que o<o(X"') € D™ (X"), donc
Flo<o(X7)) ~ G(o<o(X)).

De méme, 0+(X") € DT(X") et
F(o50(X7)) =~ G(o>0(X)).

On a donc un isomorphisme entre triangles (obtenus & patir du triangle (1.1)))

F(o>0(X7)) F(X) F(o<o(X))

L

G(o>0(X")) —= G(X') —= G(o<0(X))),
doit F(X) ~ G(X).

12



O

Remarque : On a un résultat similaire dans le cas ou n induit des isomorphismes sur les groupes
de cohomologie. On renvoit & [Har66] Prop 1.7.1 pour plus de détails.
On rappelle aussi les deux lemmes classiques suivants.

Lemme 1.1.4 (Formule de la projection). Soit f : X — Y un morphisme de schéma quasi-compact
et quasi-séparé. Pour tout £ € Dgeon(Ox) et F € Dgeon(Ox) on a un isomorphisme

L L
Rf*(g) Qoy F = Rf*(g ®ox Lf*]:)
Démonstration. On renvoie & [Sta2ll Lemme 08EUJ. O
Lemme 1.1.5 (Changement de base). Soient g : S — S un morphisme de schémas et f: X — S

quasi-compact et quasi-séparé. Soit le diagramme de changement de base suivant

x 9 x

f’i if

s 25
Si X et S" sont Tor-indépendants sur S (en particulier, si X ou S’ est plat sur S) alors pour tout

&£ e choh(OX) on a RfiL(g,)*g = Lg*Rf*g

Démonstration. On renvoie a [Sta2ll Lemme 08IB]. O

1.1.2 Caractérisation des faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel

Dans la suite, on notera D(Oy) la catégorie dérivée de la catégorie Mod(Oy) des Ox-modules,
et D™ (Ox) sa sous-catégorie dont les objets sont les complexes bornés supérieurement.
Avant toute chose, on rappelle la définition des faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel.

Définition 1.1.6. On définit D, (Ox) comme étant la sous-catégorie de D~ (Ox) dont les objets
E vérifient

b 50 S Dq_coh(XO)‘

o £ = Rl'&ngi.

L
0i & = Ox, Doy £ .

Définition 1.1.7. On désigne par D~ (Ox.) la catégorie des complezes (£;) ot pour tout i, & est
dans D™ (Ox;). Un élément (&;) de D~ (Ox.) est dit quasi-consistant si pour tout i le morphisme
canonique

L
OXi ®0Xi+1 gi+1 — gz
est un isomorphisme.

On a la caractérisation suivante, tirée de [Ber(02].

Théoréme 1.1.8 (Berthelot). Le foncteur Rli(in réalise une équivalence de catégorie entre la catégo-
rie Dq_coh(OX) et la sous-catégorie pleine de la catégorie D~ (Ox.) formée des complexes de systémes
projectifs (E;); tels que :

o Le complexe &, appartient a D;COh(XO).
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o (&)i est quasi-consistant.

—_——

Dans la suite cette catégorie sera notée D, (Ox.).

Démonstration. Pour tout £ faisceau sur X', on note S(€) le complexe de faisceaux (Ox, ®o, &)i-

L
Ainsi, le foncteur dérivé de S est LS : & € D™ (Ox) — (Ox, @0, € )i-
Nous allons montrer que la restriction du foncteur LS et le foncteur RyLn sont quasi-inverses.

Par définition de D

geon(Ox), 1l est clair que Rlimo LS ~idp- o ,- Pour ce qui est de I'autre

gcoh
sens, il découle du lemme suivant.

Lemme 1.1.9. Soit (£;); € D™ (Ox.). Il y a équivalence entre :
o (&) est quasi-consistant.

e Le morphisme naturel LS o R@(Slf) — (&;)i est un isomorphisme.

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [BOTS], proposition B.5 en annexe B. O]
O

Définition 1.1.10. On pose A =T'(X,0Ox) et pour tout i A; = A/IiA' On définit alors D, (A)

L
comme la sous-catégorie de D~ (A) dont les éléments M vérifient M ~ Rl'&anf, ou M; = M ®aA4;.
i

La caractérisation du théoréme précédent s’applique aussi dans ce cas et donne une équivalence

P

(A) et la sous-catégorie pleine de D™ (A.), notée D, (A.), dont les objets

de catégories entre choh

(M;); vérifient

. L . .
VZ,A'L‘ ®Ai+l M’L+1 ~ MZ

Théoréme 1.1.11. On suppose que X = Spf(A) ot A est un anneau mw-adiquement complet.
Le foncteur A : D™ (A) — D~ (Ox) défini par
. . L .
A(M’) = Rlim(Ox; ®4 M)
i

est a image dans D, (Ox).
De plus, A : D_,,,(A) = D,

qcoh(OX) réalise une équivalence de catégories de quasi-inverse RI'.

Pour la démonstration nous allons avoir besoin du résultat suivant, tiré de [Sta21l, Lemme 0D60].

Lemme 1.1.12. Le foncteur R@ commute avec le foncteur RL.

Remarque : Le foncteur RI est bien défini sur D, (Ox) car pour tout 4, RI" est de dimension

cohomologique finie sur Dgcoh(OXi) et RI' commute & Rlim qui est de dimension cohomologique
1 (voir par exemple [Sta2ll Lemme 091D]), donc RI" est de dimension cohomologique finie sur

Dgcoh (Ox).
Démonstration. Soit M* € D~ (A). Pour montrer que A(M") est quasi-cohérent, on utilise la carac-

L
térisation du théoreme précédent en posant & = Ox, ®4 M pour tout 7.

L
o & = Ox, ®a M est clairement dans D__, (Ox,).-
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e Pour tout ¢, on a
]:L‘ . L L . L . .
Ox, ®OX¢+1 SZ-_H = Ox;, ®OX¢+1 OXi+l RAM ~Ox, @4 M =E&;.

Ainsi, A(M") est quasi-cohérent.

Pour la suite on va procéder par dévissage. Pour ce faire, on va en grande partie s’appuyer sur
la propriété [1.1.3

Pour montrer I’équivalence de catégorie on va passer par des catégories intermédiaires. On a
alors les foncteurs suivants :

RT"

U((&)i) = (RI(&;))s
et
O((M;);) = (O, Ba, M;);.

Remarque : Comme les X; sont affines, RI'(&;) est le complexe constitué des I'(E]"). De méme,

L
Oy, est plat sur A;, donc Ox, ®a, M; est le complexe constitué des Ox, ®4, M.
Comme RI" et R@ commutent, on a les isomorphismes suivants :

Rlimo¥ o LS(€") = Rlim(RT(X,, € Goy Ox,)) =~ RO(X, Rim(€' Go, Ox,)) = RO(X,E).

L L L
Rlimo® o LS(M) = RY&H(OXZ- ®a, Ai @4 M) ~ R&irfn(@xi ®a M) =A(M).

Ainsi, pour montrer que RI" et A réalisent une équivalence de catégorie, il suffit de montrer que
c’est le cas pour U et .

1. Dans un premier temps, il faut s’assurer que les foncteurs ¥ et ® sont bien définis, dans le

sens ou il faut que leurs images vérifient les conditions des catégories D, on (%)

—_~—

Soit (M;); € D, , (A.). Alors

qcoh

L
o O((Mj);)o = Ox, ®a, M est clairement un objet de D, (Xo).
e Soit ¢ € N, alors

L _ L L _ L _
Ox, ®OXH_1 q)((Mj)j)i-H = Ox, ®0X1~+1 Oxii1 @Ay My ~ Ox; @4, Mgy

L L L
= OXi X4, A ® A1 Mi.—I—l = OXi ®a, M; = CD((M])J)lv

le dernier isomorphisme venant du fait que (M;) € D,

(A).
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—_~—

Ainsi, ®((M;);) € Dy, (Ox).

—_—

- Soit ()i € D0y, (Ox.). Soit i € N, alors la condition a vérifier est
L
RF(XH_l, gi.-i-l) DA A; ~ RF(XZ‘, 51)
L
Or on sait que &; ~ Oy, ®ox,, &; 1, donc il faut vérifier que

L L
RF(Xier gil-i-l) @A Aj =~ RF(Xiv OXi ®0Xi+1 gz:-i-l)-

Comme X;y; = Spec(Rit+1) est une variété affine, tout faisceau quasi-cohérent est quotient
d'un Oy, ,-module libre. Ainsi, &;,; est quasi-isomorphe a un complexe £;,; de faisceaux
libres. 1l suffit alors de vérifier que

L L
RU(Xit1, Li41) @44, Ai = RU(X;, Ox; Qox,, | Liy1)-

L
Ici X1 est lisse et donc le foncteur Ox, ®o . , ®est de dimension cohomologique finie. On

cherche donc & comparer F(L; ;) et G(L; ;) ot F' et G sont de dimension cohomologique
finie. D’apres la propriété m (p{10)), il suffit de vérifier que

L L
RF(XiJrla ‘C) @ A1 Aj ~ RF(Xia OXi ®OX¢+1 ‘C)v
ol L est un faisceau libre sur X;;.

L
Remarque : Dans le cas général, le foncteur Oy, ®ox,,, ® est way-out a gauche, ce qui suffit
a appliquer le lemme pour &; qui est supérieurement borné.

De plus, X1 est quasi-compact donc I' commute aux limites inductives ([Kem80] Prop 6).
Comme tout faisceau libre s’écrit comme limite inductive de faisceaux libres de rang fini, il
suffit de montrer le résultat dans le cas ou £ ~ O§fi+1' Dans ce cas, on a clairement

L L
RT(Xi41,0%,, ) ®a,,, Ai = A} ~ RT(X;, Ox, ®ox,,, 0%, 1)

U(E;

1

) est alors bien un objet de D, (A.).

. On va maintenant vérifier que ¥ et ® réalisent une équivalence de catégorie.

P

Soit (M;)i € D,,p,(A.). Pour montrer que ¥ o ®((M;);) ~ (M;);, on montre pour tout ¢ que

)

L
RP(XZ‘,OXi ®4; Mz) ~ M:.

2

De méme que précédement, comme tout A;-module est quotient d'un A;-module libre, M; est
quasi-isomorphe & un complexe de A;-modules libres L; et il suffit de montrer que

L
RT(X;, Ox, ®a, L)~ L.

A nouveau, les deux foncteurs qui apparaissent sont de dimension cohomologique finie (on

L
rappelle que (Ox, ®a, L;)" = Ox,®4,L}), donc d’apres la propriété [1.1.3/il suffit de montrer
que

I(X;, Ox,04,L) ~ L,
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ou L est un A;-module libre. Enfin, comme I" commute aux limites inductives, il suffit de
vérifier que
F(Xi’ OX¢®A¢A§€) = Af?

ce qui est vrai.
—

4. Soit (&;)i € D,,p,(Ox.). Pour montrer que ® o W((&;);) ~ (;);, on montre pour tout i que

L
Ox, ®a, RU(X;, &) ~ &;.

(]

Pour les mémes raisons qu’au point 2, il suffit de vérifier I'isomorphisme dans le cas ou &; est
réduit a (’)];(i. Dans ce cas on a bien

Ox,®4,T'(X;, O];(Z) ~ OI)C(Z_.

Ainsi, ¥ et ® réalisent une équivalence de catégorie et il en est donc de méme pour RI" et A.
O

1.1.3 Foncteurs agissant sur les faisceaux quasi-cohérents

La définition des faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel est beaucoup plus rigide que
celle sur les variétés classiques. Ce faisant, la définition naturelle du pull-back sur Dq_coh(OX) ne
garantit pas que le pull-pack d’un quasi-cohérent soit quasi-cohérent, comme le montre ’exemple

suivant.

Exemple. Soit V un anneau a valuation discréte d’uniformisante .
Soit X = Spf(V{t}) avec V{t} = {Zk>0 apt® | ve(ar) P oo}. On considére la projection
= —00

sur la premiére coordonnée p : X x X — X. Grace au théoréme précédent, on définit un objet
EeD. . (X) par

qcoh

F(X,g) = Z akltkal | ag,] € V, Uﬂ(akJ) — 0
k130 k,l—oc0

Remarque : £ est le faisceau ﬁg?) de Berthelot. On renvoie a [Ber02] pour plus de détails sur
ce faisceau.

Dans ce cas, les sections globales du faisceau F = Oxxx @p-10, p~tE (le pull-back classique)
sont données par

F(X X Xaf) = V{S7t} ®V{t} F(Xag)a

c’est a dire les éléments de la forme Y bi(s,t) ® ci(t,0), ou les by et les ci sont des séries
respectivement en s,t et en t,0 a coefficients dans V' et a décroissance w-adique.

Montrons maintenant par 'absurde que F n’est pas quasi-cohérent. St F était quasi-cohérent,
il serait par définition séparé et mw-adiquement complet et il en serait de méme pour T'(X x X, F).
Dans ce cas, Q =3 ,~om"s" ® 0" devrait étre un élément de I'(X x X, F).

Remarquons avant de poursuivre que grice d la complétude de (X x X, F), on peut écrire tout
élément

K
> [ Sadste X ghon | (B € ViR

k=1 \I>0 n>0

sous la forme

K
> (Z am) st @ 0",
I,n>0 \k=1
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Lemme 1.1.13. Si I'(X x X, F) est séparé m-adiquement complet, tout élément de I'(X x X, F)
s’écrit de maniére unique sous la forme

Z al,m,ntmsl ® any
l,m,n>0

ot les oy, sont des éléments de V' a décroissance m-adique.

Démonstration. Dans un premier temps il faut remarquer que pour tout i,

DX x X, F), | LV,
XX v w0, ) = iy lts. 0]

Ainsi, tout élément de I'(X x X, F) se réduit modulo 7 en

Z Wt ™0™,
0<i+m+n<A

ou @ est la réduction de o« modulo 7% dans V et
A=min{a e N|Vn+m+1>a,v(mn) > 1}

Or on sait que dans V/ﬂiv[t, s, 0] une telle écriture est unique. Ainsi, si un élément de I'(X x X, F)
s’écrit de deux fagons différentes

’
Z A nt™s! @ O = Z alymyntmsl ® ",
Il,m,n>0 I,m,n>0

) —_— ]
alors modulo 7*, on trouve que ag,, , = Y

Comme I'(X x X, F) est séparé, on en déduit que oy, = O

!
al,m,n‘

Ainsi, Uappartenance de Q a I'(X x X, F) est équivalente a ’existence d’un entier positif K et
de 2K suites d’éléments de V{t} o', B', a?,... BX telles que pour tous n,l >0

K

k ok
Z Q ﬁn = 7Tn n,ls
k=1

0t Oy =1 sin=1etd,; =0 sinon.

Lemme 1.1.14. Soient f € V{t}, K € N* et pour tout k € {1,..., K} soient (af);, et (8F), deus
suites d’éléments de V{t}. On notera o® la famille (o, ...,a™). On notera de méme B°. Enfin, on
dira que (K, a®, %) est une solution au probléme P(f) lorsque pour tous n,l >0 on a

K

k ok
S afl = fr"6u
k=1

Avec ces notations, on a l’équivalence suivante :
(K, a®, B°*) solution au probléme P(f) < f =0.

Démonstration. Le sens réciproque est trivial. Pour le sens direct nous allons le montrer par récur-
rence sur K.

Soit f € V{t}, f # 0. L’hypothese de récurence au rang K sera Hy : "Il n’existe aucune paire
de familles de taille K (a®, 3°) telle que (K, a®, 3°) est une solution au probleme P(f)."
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Pour démontrer Hy, on raisonne par I'absurde. Si deux telles suites o et 59 existaient, on aurait
les trois équations suivantes :
agﬁg =f, avecn=1=0,

ozgﬁ(l) =0, avecn =0, =1,
B = fr, avecn =1=1.

Or comme f # 0, la premiere équation donne o # 0 et la troisiéme donne 3 # 0, ce qui contredit
la deuxieme équation (du fait de l'intégrité de V'). Ainsi, H; est vraie.

Pour démontrer I’hérédité, I'idée est de modifier les équations pour enlever deux suites et ainsi
se ramener au rang précédent. Soit K € N* tel que Hy est vraie. Pour montrer Hg 1, on raisonne
a nouveau par I'absurde. Supposons qu’il existe a® et 3° telles que (K + 1,a®, 3*) est une solution

au probleme P(f). Comme
K+1

> afsy=f#0,

k=1

il existe un produit aéﬂé non nul. Supposons, quitte & renuméroter, que i = 1. Pour tout n > 0 on

trouve alors
K+1

151 k ok
aOIBn - - Z aO/Bn‘
k=2
Ce faisant, en multipliant par af toutes les équations que doivent vérifier les af et les 8%, on trouve
pour tout n > 0 et tout [ >0

K+1
1ol 1 1 k ak 1
apBpap + ag Z ay By = agfr" 0,
k=2

soit, en remplacant a3} et en factorisant par rapport aux ﬁlk,
K+1
1 k k 1\ gk 1 n
Z (agoq’ — agay) By = ag fm" 0.
k=2

Posons alors pour tous k € {2,.... K + 1}, I,n > 0 'ylk_l = a(l)af — algall et Bﬁ,l = Ak, Nous
venons ainsi de mettre en évidence que (K,~*,3*) est une solution au probleme P(ajf) alors que
agfm # 0. On aboutit donc & une contradiction avec Hp. O

Ce lemme montre alors que Q = 3,~o7"s" ® 0" n'est pas un élément de I'(X x X, F). F nest
donc pas quasi-cohérent.

Ce constat pousse & définir autrement le tiré en arriere d'un objet de D__,;,(Ox).

Définition 1.1.15. Soit f: X — Y un morphisme de schémas formels. On pose
f'€ = Rlim(Lf}E;).
Remarque : Si tous les f; sont plats, f'& ~ R@(fi*é'lf).

Propriété 1.1.16. Soit f : X — Y un morphisme de schémas formels p-adiques sur Spf(V). On
suppose que pour tout i X; et Yii1 sont Tor-indépendants sur X;i1 ainsi que X; ~ X1 Xy, ., Yi.
Alors pour tout £ € D, (Oy) on a fi€ e D on(Ox).

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on utilise la caractérisation donnée par le théoréme[1.1.8

(p[13).
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o & étant quasi-cohérent, il en est de méme pour L fj&;, du fait qu’il s’agit cette fois de faisceaux
sur des variétés classiques.

e Pour montrer que (&;); est quasi-consistant il faut faire plus attention. En effet, quand on
énonce la caractérisation du théoréme [[.1.8] on commet un abus de langage en écrivant
E.1®o,  Ox. ~ & car les faisceaux ne sont pas tous sur la méme variété. La condition

i+1 Xit1 i i
s’écrit plus précisément

gz:-&-l ®OY,L-+1 wi,*OYi = @Di,*gz:’
avec ¢; : Y; — Y41 donné par le systéeme inductif (Y;);. Ce détail nous force a utiliser la

formule du changement de base (lemme|1.1.5)) et donc a avoir des conditions supplémentaires
pour le morphisme f.

Les conditions imposées dans I’énoncé permettent d’utiliser la formule du changement de base
dans le diagramme cartésien

X,y
¢z¢ iwi
fit1

Xip1—=Yi1

et permettent de trouver que ¢;«Lf E; ~ L7 19+, ¢ix et ¥, étant des immersions fer-
mées.

Ainsi
Gin LI € ~ Lf 1 (€1 ®0y,,, ¥ixOy;) ~ Lf1Ei11®0x,,, ¢ixLfi Oy, = Lfi1 €1 ®0y, | 0ixO0x;-

O]

Corollaire 1.1.17. Soit f : X — Y un morphisme de schémas formels plats sur Spf(V). Alors
pour tout & € D . (0y) on a f'€ € D on(Ox).

qgcoh
Démonstration. Tout repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.1.18. Soit f : X — Y un morphisme de schémas formels plats sur Spf(V'). Alors pour
tout @

o X;~Xi11 Xy, Vi
o X; et Yii1 sont Tor-indépendants sur X;i1.
Démonstration. e Comme les schémas sont sur Spf(V'), on a les isomorphismes suivants
Xiv1 Xy, Yi ~ Xip1 ¥y, (Yig1 X540 i) >~ Xiy1 X5, Si ~ X,
ou S; = Spec (V/ﬂ.iv) avec m une uniformisante de V.

e On a la suite exacte de V-modules suivante
SR V/ﬂi+1v 7 V/ﬂi+lv R V/ﬂ.i—l-lv — V/ﬂ_iv —0.

On fixe x € X' et y = f(x). Par platitude de ), en appliquant le foncteur - ®y Oy, a la suite
exacte précédente on trouve la suite exacte

Xt
2T 0y,

X Xt
> OYz > OYi-H,y

i+1,Y

Oy y 0.

+1,Y
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Ainsi on vient d’exhiber une résolution projective plate sur Oy,

de OYz‘,y'

En appliquant le foncteur - ®oy_+1 , OX;.1,2 on trouve un complexe quasi-isomorphe a

+1,Y

Torin+1,y (OYMJ? OXz‘-H,HT) :

x 7t

X7 Xt
T OX¢+1790 - OX’L+171' - OX¢+1,I —0.

Comme X est plat, ce complexe est quasi-isomorphe au complexe

0 Oxi 0

qui n’a de cohomologie qu’en degré 0. Ainsi, X; et Y;+1 sont Tor-indépendants sur X; 1.

On conserve aussi certaines propriétés du pull-back classique.
Propriété 1.1.19. Soient f: X -V etg: Y — Z.
1. Pour tout & € Dyeon(Oz), on a f'g'€ ~ (fog)'E.
2. Pour tout £ faisceau cohérent sur'Y, f'E est un faisceau cohérent sur X.
3. Pour tout £ faisceau inversible sur'Y, f'E est un faisceau inversible sur X.

Démonstration. 1. Par définition, £ ~ Rl’&u‘)@f. Ainsi :
F'g'€ = Rimf!g;& ~ Rlim(f; 0 6:)"&; = (f 0 9)'E".

2. On sait que dans ce cas £ ~ I'&H& ot les & = Oy, ®p,, € sont cohérents. Ainsi, les f/&; sont
i

, . . A~ | .
cohérents aussi, et il en va donc de méme pour f°€ ~ limfE;.
i

3. On fixe un point = dans X et y = f(x). £ étant inversible, il existe un ouvert U de ) contenant
y et trivialisant &, et donc & = Oy, ®o,, £ pour tout i. On pose V = f~Y(U), de sorte que
pour tout i (f7E)y =~ Ox, v Ainsi, f!E‘V ~ @(f;&)w ~ Oy

O

Remarque : Attention : tous les résultats ne sont pas conservés! Par exemple il n’est plus vrai
que fH(E®F) ~ f'€ @ f'F (sauf si un des deux faisceaux est inversible, par exemple). La raison
étant que ® ne commute en général pas avec R lim.

On peut aussi construire un analogue a I'image directe sur les schémas formels.

Définition 1.1.20. Soit f: X — Y un morphisme de schémas formels. On pose
f+€ = Rim(Rf; .&).
i

Contrairement au cas de I'image inverse, cette définition n’apporte en réalité pas grand chose,
étant donné la propriété suivante.
Propriété 1.1.21.
f+ = Rf.
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Démonstration. 11 s’agit d'un résultat de [Sta2ll Lemme 0BKP].
O

Si la plupart des résultats classiques de I'image directe découlent de ce résultat, ce n’est pas le
cas de celui-ci :

Propriété 1.1.22. Soient f : X — ) un morphisme de schémas formels sur Spf(V) et & €

Db (Ox), alors fr€ € Db, (Oy).

Démonstration. Comme on 'a fait pour I'image inverse, on utilise la caractérisation donnée par le

théoreme (p[13).

A nouveau, il est clair que R fo.&) est quasi-cohérent, il faut donc montrer que 'isomorphisme
EZ:+1 ®0Xi+1 QZ)Z*OXZ = (;SZ*EZ

induit un isomorphisme
Rfiv14€i1 ®oy, | VisOy;, = inRfinE}.

Comme dans le cas de 'image inverse, il s’agit d’utiliser la formule du changement de base dans le
diagramme

X,y
¢1¢ \Lwi
fir1

Xit1—=Yi
Ainsi,
Vis Rfix& ~ Rfii140iE;
~ Rfit1x (E;H ®0x, ., (bi*OXi)
~ Rfit1s (5é+1 ®ox,,, ¢i*Lfi*OYi>
~ Rfii1x (5;+1 ®oy, Lf;—lqvbi*oyi)

1+1

~ Rfi-l—l*gl:Jrl ®0Yi+1 wz*OYN

le dernier isomorphisme provenant de la formule de la projection.
O

Pour finir avec les foncteurs agissant sur les faisceaux quasi-cohérents formels, notons aussi le
résultat suivant, qui se démontre de la méme maniere a partir de la caractérisation des faisceaux
quasi-cohérents.

Propriété 1.1.23. Soient £, F € Dgcoh((’)x). On définit le produit tensoriel complété de £ et F
par

A L
E@ o, F = Rim(&; Goy, F;).

Alors € &g, F € Do (Ox).
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1.2 Transformée de Fourier-Mukai pour les schémas formels

1.2.1 Un résultat de commutativité du produit tensoriel et de la limite projec-
tive

De maniere générale, le produit tensoriel et la limite projective ne commutent pas. Cependant, on
peut tout de méme avoir un morphisme en imposant la platitude d’un des deux systémes projectifs.

Lemme 1.2.1. Soit (R;); un systéme projectif d’anneauz (ou de faisceauxr d’anneaux) et soit R =
@Ri. On fize (L;); € Mod(R.) un systéme projectif de modules et L = @Li (qui est donc un

R-module). On fize aussi (K;); € D™ (Mod(R.)) et K* = RImK;. On suppose enfin que pour tout

1 L; est plat sur R; et que L est plat sur R.
Alors on a un morphisme
K ®rL — R@(K; ®R, Li)
i

dans la catégorie D~ (Mod(R)).

Démonstration. Par définition (ou caractérisation) de Jim (voir dans [Sta21l Lemme 0CQD]), on a
le triangle distingué suivant
K =[] K; =[] K
ou le second morphisme est donné par ¢ : (k;); — (ki — fix1(ki+1))i, si on note f; : K; — K;_1 les
morphismes du systéme projectif (K);.
Comme L est plat sur R, le foncteur - ® g L est un d-foncteur (il est son propre foncteur dérivé)
et ainsi on a le triangle distingué suivant

J(@RL—>GIKQ®RL—>GIKQ®RL

Or pour tout ¢ on a un morphisme p; ® ¢; : ([[ K;) ®r L — K; ®pr, L; ou p; est la projection
donnée par la propriété universelle du produit et g; est donné par celle de la limite projective. Ainsi,
par propriété universelle du produit, on trouve un morphisme ([[ K;) ®r L — [[ (K; ®g, L;).

De plus, on a un diagramme commutatif

MK)e LS (1K) oL

l l

. Y .
[1(K; ® Li) — 1 (K; ® L;)
avec ¥ : (ki ®@1;); — (ki @l — (fix1 ® gi+1)(kix1 ® lit1))i, ou les g; : Ly — L;_1 sont les morphismes
du systeme (L;);.
On trouve alors un morphisme de triangles distingués :
K &L (IIK)eL——(1K)®L

[

* | |

A

RI'%H(K{ ® Li) —= 1 (K; @ L) — [ (K; ® L) .

L’existence de ce morphisme de triangles a partir des deux morphismes de complexes de faisceaux
est donnée par un axiome de la définition des catégories dérivées (dans [Har66], il est appelé (TR3)).
Le morphisme de complexes en pointillés est le morphisme souhaité. O
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Corollaire 1.2.2. Soient (X;) un systéme inductif de variétés sur les S; et X = lim X; le schéma
formel associé. On fize (L;) un systéme projectif de faisceauz inversibles sur les X; et L = I'&HQ
tels que L est inversible sur X. On fize aussi (&;) un systéme projectif d’objets de D~ (Ox,) et
€= Rlm&;.

Alors on a un isomorphisme
. L . . L
£ Go, L = Rim(E Goy, L),
i
Démonstration. La propriété précédente assure qu’on a un morphisme
. IL . . L
& ®o, L— Rl&n(é’i Qox, L;).
i

Il reste alors & montrer que ce morphisme réalise un isomorphisme au voisinage de chaque point
z de X. L étant inversible, il existe un ouvert U tel que Ly = Oy|y. Comme L; ~ L/7*, Pouvert
U trivialise aussi les £;. Ainsi, le morphisme se réduit a

5|‘U — Rl'gl(é’z?w),

qui est un isomorphisme (voir par exemple [Sta21l, Section 009E}).

1.2.2 La construction de la variété duale commute au changement de base

On fixe une variété abélienne A sur S et on note AV la variété abélienne duale de A.

Propriété 1.2.3. Soit T un S-schéma. On pose A’ = A xgT.
Alors A’ ~ A xgT.

Démonstration. Par définition, la variété duale XV représente le foncteur Pic®(X x e/e). Ainsi,
pour tout T-schéma T,
Pic®(A" xp T')T") ~ Homp—_gon(T', A"™).

Or
Pic®(A' x7 T')T") ~ Pic®(A x5 T'/T")

et, par définition,
Pic®(A xg T'/T") ~ Homg_ep,(T', AY).

Lemme 1.2.4.
Homg,sch(T’, AV) ~ HomT,sch(T’, Av X8 T).

Démonstration. Le résultat découle de la propriété universelle du produit AV xg T :

\ﬁAV

S.

Fixer I'un des deux morphismes en pointillés est équivalent a fixer ’autre. O
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En combinant ces isomorphismes on trouve alors que
AYA% ! AV
Homyp_sen(T', A7) ~ Homyp_sep, (T, AY xgT)

pour tout T-schéma T”. Ainsi, on en déduit par le lemme de Yoneda que A’ ~ AY xg T.
]

Corollaire 1.2.5. Notons a; : A; x5, AY = Aiy1 Xs,,, Alq Vimmersion fermée canonique. Si P;

désigne le faisceau de Poincaré associé a A;, alors P; >~ o Piy1.
1.2.3 Transformée de Fourier-Mukai pour les schémas formels

A partir de maintenant on considére V' un anneau a valuation discréte d’inégale caractéristique
(0,p) (p > 0) d’uniformisante 7. On note S = Spec(V) et pour tout ¢ € N, V; = V/TriV et
S; = Spec(V;). On fixe (A;) un systéme inductif de variétés abéliennes sur les V;.

On va s’intéresser a la variété formelle A = limA; sur § = Spf (V).

(2

Les propriétés suivantes sont immédiates.
Propriété 1.2.6. La famille (A}); est un systéme inductif.
Définition 1.2.7. On définit la variété duale de A par AV = hglA;/
i
Propriété 1.2.8. La famille (P;); des faisceauz de Poincaré associés aux variétés A; est un systéme
projectif.
Définition 1.2.9. On définit le faisceau de Poincaré associé ¢ A comme P = @Pi, qui est donc

7
un faisceau cohérent (et méme inversible) sur A xs A .

Cas des faisceaux cohérents

On va dans un premier temps construire la transformée de Fourier-Mukai formelle sur les fais-
ceaux cohérents. Cette décision est motivée par le fait qu’un faisceau cohérent sur A est isomorphe
a la limite projective de ses réductions sur les A;.

Définition 1.2.10. On note p : A xs AY — A et p¥ : Axs A — AV les deux projections
canmnoniques.
Pour tout faisceau cohérent £ sur A, on définit la transformée de Fourier-Mukai de £ par

L
F(&) = Rp)/(Lp*€ @0 ,, 4w P) € Dlop(Oav).
Remarques :

e p est plat, donc Lp* = p*.

L
e ®P = ®P (car P est inversible donc plat).

e Comme & est cohérent, il est m-adiquement complet et

E ~ R@né} ~ l‘glé},
oué; = 5/7rz'5.

25



Lemme 1.2.11. On a lisomorphisme suivant :

lim(p; € & Py) = '€ @ P,

(2

ou p; : Ai xg AY — A; est la projection cannonique.
Démonstration. p*€ ® P est cohérent, donc p*E ® P ~ @ (p*g ® P/ﬂ).
i
De plus, P £ P/,]Ti ~ pr& @ Pi. O

Propriété 1.2.12. Rp! commute avec R@.
En particulier,

(2

Rplim(pj&; ® Pi) ~ RUmRp;, (p; & @ Py).

Démonstration. On renvoie a [Sta2l, Lemme 0BKP]. O

Propriété 1.2.13. Pour tout faisceau cohérent € sur A,

F(&) ~ RLHIE(&),

ou JF; désigne la transformée de Fourier-Mukai sur A;.

Démonstration. 11 suffit de mettre tous les résultats précédents bout a bout. O

Cas des faisceaux quasi-cohérents

Pour les faisceaux quasi-cohérent, on va utiliser les foncteurs image inverse et image directe
formels construits dans la partie précédente. On définit la transformée de Fourier-Mukai formelle
de la fagon suivante.

Définition 1.2.14. Soit & € D, (O4). On définit la transformée de Fourier-Mukai de £ par

: Vile L
FE) =l (e & P).
On définit symétriquement F" pour les objets de D;coh(OAv).

Avant de poursuivre, remarquons le résultat suivant, induit par la définition du foncteur image
inverse sur les schémas formels.

Propriété 1.2.15. Soient & € D, ,(Oa), p: Ax AY — A et pour tout i, p; : A; x A — A;.
Dans ce cas,

L L
P& @ P = Rliim(p& © Py).

Démonstration. On sait que P est inversible et par définition, p'& = R@p;‘ &;. Ainsi, on peut
i

appliquer le corollaire (p24).
O

Ce résultat permet de montrer que la tranformée de Fourier-Mukai définie plus haut commute
a la limite projective.
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Corollaire 1.2.16. Pour tout & € D, (Oa),

F(€) ~ RimFi(&;),

ot JF; est la transformée de Fourier-Mukai sur A;.
Démonstration. 11 suffit d’utiliser le résultat précédent et la propriété [1.1.21] (pJ21]). O

Grace a ce résultat, on peut déduire les propriétés importantes de la transformée de Fourier-
Mukai formelle a partir de celles déja connues sur la transformée de Fourier-Mukai classique.

Propriété 1.2.17. Pour tout & € D_,;,(Oa), F(E) € D, (Oav).

Démonstration. On va utiliser le corollaire précédent et montrer que le systeme (F;(&;)); est dans

D,.on(Oa.) en utilisant la caractérisation du théoréme [1.1.8 (p.
On sait déja par construction de Fo que Fo(&) € D, (O4,). Il reste alors & montrer que pour
tout ¢

L
Fir1(Eiv1) B0,y Oay = Fi(&).

Plus précisément, avec les notations du diagramme suivant

A\
Di p;
Ai ‘ Al X A;/ : A;/
j i L\O‘i jﬁy
Pit1 p;/Jrl v

Appr =— A x Al —= Al
il faut montrer que
Fisr(Eivn) G0,y B0y ~ BLF(E),
en sachant que
Eiiq (%OAH—I BixOa, =~ BisE;.

Remarquons aussi que comme [; est une injection fermée le foncteur j; . est exact et est donc
son propre foncteur dérivé. Pour montrer I'isomorphisme ci-dessus on va s’appuyer sur le lemme
suivant qui est une conséquence directe du lemme m (p13) car p;11 est plat.

Lemme 1.2.18. Pour tout & € D, (O4,), Pj115i+E = i piE

Gréce a ce lemme et a la formule de la projection (lemme en page [13)), on trouve
~ Rpy1 (i (0iPip1 @0, v PIED))
~ Bpy1.(Pin1 @0, A, Ra .p; &;)

~ % . * . e
~ Rp/iy «(Pit1 ®0Ai+ley+l Pit18ixEi)-
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On peut alors appliquer 'hypothese :
Y FAE) = RpYuy .(Pip1 ® (€ Boa BiaO)
i/ iS5 ) = Py« (Fitl OAi+1><Aiv+1 Pit1(Cit1 D04, PixlA;
~ Rp; 1 .(P; T 1E; (@)
pz+1,*( i+1 ®OA¢+1XA1'V+1 Pit1€in ®OA 1 XAY, pz—i—lﬁz +04,)
~ M . * : . ¥
= sz'+1,*(77z+1 ®0Ai+1“‘¥+1 Pit1€in ®OA.+ley @ p; Oa,)
~ Rp; 1 .(P; 1 a; O
pl-‘rl,*( i+1 ®OA7;+1><A;/+1 p2+1 1+1 ®OA +1><A\/_'» 1,% A XAV)
D’un autre c6té, on trouve que
Fini(& Ouv =~ RpYy (P ) 6 Yo
i+1(Eiy1) ®O 51 LOav = Rp/iy  (Pita ®OAH1MV+1 Piv1€it1) ®OA\_/ BixOay
= Rpi+1,*(732+1 QO av pz‘+15 +1 ®0A 1 xAY pz—l—lﬁi,*oAV)
1+1 i+1 i+1 i1 (3
~ \Y . * . Vx
= Rpi+1,*(7)z+1 ®OA1‘+1XA~V+1 Pit1€in ®O ip1xAY, Q5 D; OAZ.V)

]L
~ RpY : * ,
- sz+1,>k(7)2+1 ®OAZ'+1><A;/+1 pz—l—lg OA +1><AV+ azv*OA,;XAl\./)-

L
Ainsi Biv’*]:i(c‘:{) ~ Fir1(&iy1) ®0Av+l 5X*OAZV'

Propriété 1.2.19. Pour tout & € D_,(0O4), F(E) € D_;,(Oav).
Démonstration. Comme tout faisceau cohérent sur A est m-adiquement complet, £ ~ yingz?, ou les
&; sont cohérents. Ainsi,

) >~ R@E(&)

avec F;(&;) cohérent pour tout 7. Dans ce cas, la limite projective est donc acyclique et

f(g) = m"t‘l(é‘l) coh(O.Av)

1

O
Propriété 1.2.20. F : choh(OA) qcoh(OAV) réalise une équivalence de catégorie de quasi-
inverse
G = (~1)'FV() S, s, g
Oy A/S P
ot :
o (—1): A— A est le morphisme d’inversion.

w: A— S est le morphisme structural.

€:S — A est le morphisme neutre.

g est la dimension relative de A (et donc des A;).

1 ~ ¥ g
WA/S —I%HMA’/SZ- avec WAZ-/ m*QA/ € V
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Démonstration. Pour tout 4 on note

L
Gi = (-1)iFi () ©oa, miway [9)-

On sait que JF; et G; réalisent une équivalence de catégorie entre D, (O4;) et D, (O4v) (voir

par exemple [Lau96]). Pour montrer qu’ils induisent une équivalence de catégorie entre D, (O.)

P

et D, (O4v) il suffit de vérifier que si (&;); € D, (O4v) alors (Gi(E;))i € D, (O4a). Pour ce

qcoh R qcoh qcoh
faire, il suffit de le montrer pour G; défini par

L
gl(gz) = <_1>i‘€z‘ ®OA,L- T wAi/Si’

pour tout (& )i € D.,,(0a.).
On a le diagramme suivant

€ (=1):

S; A; A;
i
Li Bi Bi
Cit1 (—1)i+1
Sip1 =— Aina i+1-
i+1
Dans un premier temps, remarquons que
* * ok g * ox (g * (g
WA, =le % ~ e BIQ% ~eQ  =wa ., .
i z+1/Si+1 7 “i4-1 AH_l/SiJrl Mg Al+1/5¢+1 i AVS VSi

Ainsi, on trouve grace a la formule de la projection (lemme p[13)
- L
8 G(&) = s ((-1)7E; S, T )
~ B (1€ @04, T LAy
L
= Bin ((-0iE: S0, Bintiionay )
¢ Sit1
L
= Bi,*<_1>2<gi ®OAH_1 W;JrlwAiH/SiH'

Pour continuer il faut appliquer un changement de base (lemme [1.1.5). On peut le faire car
le morphisme (—1); est un isomorphisme et est donc plat. On trouve alors que f;.(—1)E; ~
(—1)715:+&;. Ainsi,

5 N\ o * N *
BinGi(&;) = (=1)i11(Bini) ®o,,, | T
~ <_]‘>’L+1(€Z+1 ®OAZ'+1 IBZ,*OAz) ®0Ai+l 7T'l+1wAl+1/Sz+1
~ (=1)i11€i11 ®0a,,, Bix(=1)i04; ®o,,,, MW Ay o
en appliquant a nouveau le changement de base. Enfin, comme (—1)7O4, ~ Oy4,, on trouve
< . L
BixGi(&;) = Git1(Eit1) Q0a,., BixOa,.
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On en conclut alors que le foncteur (G;); est bien un foncteur de D, (O4v) dans quh(OA')
et qu’il induit ainsi une équivalance de catégorie de quasi-inverse (F;); (car pour chaque i, G; en
induit une de quasi-inverse F;). Ainsi, F réalise bien une équivalence de catégorie.

Il reste maintenant a expliciter le quasi-inverse de F. On a le diagramme suivant :

F
m
qcoh(O-A) Dq_coh(OA») - choh(oAv) - Dq_coh(OAV)
W
g

Il faut donc montrer que la composition R@l o(G;); o LS est bien le foncteur G.
On a vu plus haut qu’on a un isomorphisme canonique

* ~
i wAiH/S'H N WAi/S-.

Ainsi, si on note ¢; la section de w A/ telle que w A/ ~ g, e;, on sait que I'image de e; 1 par le

morphisme canonique est e;, donc w4 Lo est inversible. Il en est donc de méme pour m'w 4 g
Soit & présent & € D g on(O.av). Par le corollaire p. on peut écrire

G(E) ~ Rlm ((~1); 7Y (&) Go i, . o)
On peut alors appliquer le corollaire m (pi24) :
G(&) ~ Rim (G(&)

Ceci finit de prouver que F et G sont quasi-inverse.

Remarque : Dans notre cas, les faisceaux w Ay et wy U sont libres de rang 1.

Théoréme 1.2.21. On a les formules d’involutivité suivantes :

L
VE € choh(OA),./_"v o F(&) ~ (—1>!5. R0 4 7'1'!("}-;‘/13[_9L

. . ]I‘ —
VE € Dy (Oav), Fo FY () = (-1)V'E ®o WV!WA;S[—g].
Démonstration. Soit £ € choh((’) 4). Le corollaire [1.2.16[ (p | donne I'isomorphisme suivant
FYoF(E RL}"V o Fi(&)).
Or sur A; on a la formule d’involutivité
V . * oo L * —1

Pour montrer le résultat il suffit alors de prouver I'isomorphime

. * O L * —1 ~ : * O L . * —1
Rl&n ((—l)ié’i RO, T wAi/S,[_g]) ~ <R££n<—1)i€i> R0 4 (glﬂiw&/&) [—g].

? 7

A nouveau, on applique le corollaire p. pour conclure.
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1.3 Cas des faisceaux cohérents sur une variété analytique rigide
avec bonne réduction

Dans cette partie, on considére K = Frac(V) le corps des fractions de V. On se fixe X une
variété abélienne formelle sur S = Spf(V') et on note Xk sa fibre générique (qui est donc une variété
analytique rigide sur K) et sp : Xx — X le morphisme de spécialisation.

On rappelle le résultat suivant, tiré de [Ber96a] (résultats 0.2.3.3 et 0.2.3.4)

Lemme 1.3.1.
Sp*OXK = OX,Q =0y vy K

et pour tout ouvert quasi-compact U de X,

avec U = sp_ll/l.

On muni Xx d’une structure de variété abélienne de la fagon suivante :
Comme X est une variété abélienne, on a les morphismes

Oy 20y 0y, Oy — Oy et Oy — Og,

qui correspondent respectivement a la multiplication, 'inverse et ’élément neutre. En les tensorisant
par K et en appliquant le foncteur sp*, on obtient la multiplication, I'inverse et I’élément neutre
sur Xg.

Remarque : Par construction, les morphismes mg, (—1)x et ex de multiplication, inverse et
élément neutre sur Xx commutent a la spécialisation. On renvoie & [Ber96al, proposition 0.2.3 pour
plus de détails.

En particulier, (—1) o sp = spo (—1)k.

1.3.1 Quelques propriétés du morphisme de spécialisation

Avant de construire la transformée de Fourier-Mukai sur les variétés analytiques rigides avec
bonne réduction, il faut comprendre un peu mieux le morphisme sp : Xx — X.

Lemme 1.3.2.

1. Si E est un Oy, -module cohérent, alors sp.F est Oy g-cohérent.

2. Si & est un Ox g-module cohérent, alors sp*E est Ox, -cohérent.

Démonstration. Comme la cohérence se vérifie localement, on peut supposer que X = Spf(A) et
Xg = Spm(Ag). Dans ce cas, un théoreme de Kiehl (voir par exemple [Bosl4], Théoréme 4 de la
partie 6.1) assure que pour tout ouvert U de X

sp«EU) =TUK,FE) = Ox, (Ur) @4, I'( Xk, E).
Or le faisceau Oy g @a, I'(Xk, E) est Ox g-cohérent et
U, Ox 0 ®ag IN(Xk,E)) = OX,Q(U) ®ax ' Xk, E) = Ox, (Ur) @4, I'( Xk, E) = sp.E(U).

Donc sp.E est bien Oy g-cohérent.
Pour ce qui est de sp*€, le résultat est une conséquence du fait que sp* = Oxy @410, 4 P~
est exact a droite.

1-

O
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Propriété 1.3.3. Les foncteurs sp, : Coh(Oyx, ) — Coh(Oxq) et sp* : Coh(Ox q) = Coh(Oxy)
sont exacts.

Démonstration. On sait déja que sp* = Ox, Rsp-104.9 sp~1- est exact a droite. Or, comme O, (Ux)
est plat sur Ag = I'(Xk, sp~1Ox ) = ['(Xk,Oxy ), sp* est exact.

Pour sp., on calcule Risp,(U, E) = H'(Uk, E) pour E un Oy,-module cohérent et & un ouvert
affine. Or, dans ce cas, le théoréme de Tate dit que H* (U, E) = 0 pour i > 0. Donc E est acyclique
pour spy, i.e. sp, est exact.

O

Propriété 1.3.4. sp, et sp* réalisent des équivalences quasi-inverses de catégories entre Coh(Ox, )
et Coh(Ox ).

Démonstration. On a les morphismes canoniques € — sp,sp*€ et sp*sp, F — E. Il suffit de montrer
que ces morphismes sont des isomorphismes pour £ et E cohérents.
Comme & est cohérent, il existe une résolution

Ofy’@ — Ogg’(@ — & —0.
Comme sp, et sp* sont exacts, on a la résolution
spxsp”O% g — sp*sp*(/)lj\g@ — spesp*E — 0.

Comme Oy g =~ sp«sp*Ox @, on trouve que sp,sp™E ~ &.
Le second isomorphisme fonctionne exactement pareil.

1.3.2 Dual de la fibre générique

Comme X est une variété abélienne, elle admet une variété abélienne duale, notée (Xx)". On
peut relier (Xx)¥ a XV (la variété abélienne duale de X) grace au résultat suivant, tiré de [Liit16]
(Théoréeme 6.1.1).

Propriété 1.3.5.
(Xr)" == (XY) -

On notera donc cette variété X dans la suite. De méme, on dispose d'un morphisme de spéciali-
sation sp¥ : X}l — XV. On peut alors construire le morphisme sp = sp x sp¥ : Xg x Xpr = X x XV,
On peut alors compléter la propriété précédente.

Propriété 1.3.6. Le faisceau de Poincaré Pk sur Xk x X} est cannoniquement isomorphe d sp*P,
ot P est le faisceau de Poincaré sur X x XV.

Remarquons aussi le fait suivant.
Propriété 1.3.7. sp est le morphisme de spécialisation de X x X)..

Démonstration. On renvoit a [Ber96al, résultat 0.2.4 (iv). O
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1.3.3 Transformée de Fourier-Mukai rigide sur les faisceaux cohérents

On a maintenant tous les outils nécessaires pour définir une transformée de Fourier-Mukai sur
Xk

Définition 1.3.8. Pour tout E" € ch)oh(OXK)7 on définit la transformée de Fourier-Mukai de F-,
notée Fx(E"), par
Fi(E') = Rq)(Pk ® ¢“E").

b
coh

De méme, pour tout F* € D
notée F}-(F"), par

((’)X%), on définit la transformée de Fourier-Mukai duale de F",

Fi(F) = Rq:(Px © ¢ F).

Avec cette définition, on peut exprimer Fx en fonction de F, la transformée de Fourier-Mukai
sur X.

Propriété 1.3.9. On a l'isomorphisme de foncteurs de D®, (Ox,.) dans D° (Oxv ),

coh
spY o Fx ~ F o sps.

De méme, on a l'isomorphisme de foncteurs de DZoh(OX}\é) dans D°, (Oxq),

spx 0 Fjr =~ FY o sp).

Démonstration. On rappelle que dans le cas des faisceaux cohérents, les foncteurs p' et p, définis
dans la partie précédente pour les schémas formels sont exactement les foncteurs p* et Rp,.
On s’appuie sur le diagramme commutatif suivant

\Y

Xk T g xxy—2 Xy
sp Sp spY
\"
X X x XY XV,

On ne montrera que le premier isomorphisme, 'autre se montrant exactement de la méme
maniére. Soit £ € D? , (O, ). Par définition,

coh
spl Fi(E') = sp, Rq) (Px ® ¢*E").

Comme sp” o q¥ = p" o sp, on a sp) oq) ~ p/ o sp,. Comme sp) et sp, sont exacts, on trouve
I'isomorphisme de foncteurs dérivés sp) o Rq, ~ Rp) o sp,.
On en déduit donc
spy Fr(E') =~ Rp)/sp,(Px ® ¢"E").

Ensuite, on montre que pour F" € DEOh(OXKXXI\é)’ Sp(F" @ Pi) ~ sp, F" @ P.
En fait, comme $p, est exact, que I est cohérent et que les faisceaux de Poincaré sont inversibles
et donc plats, il suffit de trouver un morphisme entre sp,(F" ® Pg) et sp,F" ® P, puis montrer
I’isomorphisme pour F' = OXKX/YIV{.
Le morphisme se trouve en applicant le morphisme d’adjonction £ — sp,sp*E au faisceau sp,F" @ P.
On trouve alors un morphisme

Sp F" @ P — sp,(sp*sp, F" @ Pr),
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car Px = sp*P. En utilisant I’autre morphisme d’adjonction, on trouve un morphisme
S, ($p*sp, F" @ Pr) — $p.(F" @ Pr).

La composée de ces deux morphismes donne le morphisme voulu. Dans le cas out " = Oy, Xy
I’isomorphisme est immeédiat.
On trouve alors
spy FK(E") =~ Rp/(P @ sp.q"E’).

Il suffit alors de montrer que sp,q*E" ~ p*sp.E". A nouveau, comme tous les foncteurs sont
exacts et que E° est cohérent, il suffit de trouver un morphisme entre ces deux faisceaux et de
montrer I'isomorphisme dans le cas ot " = Ox, .

De la méme maniére que précédement on a retrouvé le morphisme utilisé pour montrer la formule de
la projection sur les O-modules, ici, en usant des morphismes d’ajonction, on retrouve le morphisme
utilisé pour montrer le théoréeme du changement de base (voir par exemple [Sta21, Remarque 08HY]).
Dans le cas ot " = Oy, I'isomorphisme est immédiat
On conclut que
spy Fr(E") ~ Rp! (P @ p*sp.E") = F(spiE).

O

Théoréme 1.3.10. Les foncteurs Fx et Fy. réalisent une équivalence de catégorie entre ch’oh(OXK)
et ch]oh(oz\’}é)' De plus, on a les formules d’involutivité suivantes

Fy o Fi ~ (—1)jc - @mgwipr [—g],

FroF) ~ <—1>¥<* . ®7r}/(*w;1 [—g]-

Ou (—1); et (—1)}. sont les morphismes d’inversion sur Xy et Xy respectivement, g est la
dimension de Xk, mx et Ty les morphismes structuraur de Xx et X}l et wx, = WK*Qg(K/K ~

e}Qf’YK/K, en notant € 1’élément neutre de Xi .

Démonstration. Avec les isomorphismes de la propriété précédente, on peut écrire
Firo Fi ~ sp* o (FY o F) o sp,.
Le théoreme [1.2.21| (pf30]) permet d’écrire

FioFx = sp* o ((=1)" - @m*wy'[~g]) o sps,

ou (—1) est le morphisme d’inversion de X', 7 son morphisme structural, g sa dimension et wy =
W*Qg\,/v ~ E*va/v, en notant e I’élément neutre de X.

Or g est aussi la dimension de Xk, sp* o (—1)" o sp, ~ (—1)7 (voir la remarque en page [31)) et
sp*w*w;,l ~ W}w;ﬁl{ (car w commute au changement de base).

Ainsi, on trouve le résultat attendu. A nouveau, 'autre isomorphisme se prouve de la méme
maniere.

O]
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Chapitre 2

Transformée de Fourier-Mukai pour
les D-modules sur une variété
abélienne

Dans ce chapitre, on va construire la tranformée de Fourier-Mukai sur les D-modules sur une
variété abélienne classique. Pour ce faire, on va avoir besoin d’une théorie des D-modules relatifs,
étant donné que ’analogue du faisceau de Poincaré pour les D-modules sera un module a connexion
intégrable sur un S-schéma produit A x A% mais dont les constantes seront les fonctions sur A%
Une fois ces D-modules relatifs introduits, on construira les analogues pour les D-modules de la
variété abélienne duale, du faisceau de Poincaré, ainsi que de la transformée de Fourier-Mukai.

Pour tout le chapitre on fixe S un schéma localement noethérien de caractéristique nulle.

2.1 D-modules relatifs

2.1.1 Définitions

Dans cette section on considere X, Y7 et Y5 trois schémas lisses sur S. On fixe aussi T' un schéma
localement noethérien de caractéristique nulle.
On rappelle la définition des modules d’opérateurs différentiels donnée dans [HTTOS].

Définition 2.1.1. Pour tout T'-schéma Z, on définit le faisceau Dzp comme le faisceau des opé-
rateurs différentiels de Oz dans Oy.

Ainsi, le faisceau Dxy; /g est le faisceau des opérateurs différentiels de Oxxy; dans lui-méme
ou X x Y; est vu comme un S-schéma; il s’agit du faisceau classiquement noté Dx yy;. Le faisceau
Dx v, /Y, est le faisceau des opérateurs différentiels de Oxxy, dans lui-méme ou X X Y; est vu
comme un Y;-schéma ; on parlera alors de faisceau d’opérateurs différentiels relatif a Y.

On peut voir le faisceau Dz comme le faisceau des dérivations dont les sections de Or sont
les constantes. Ainsi, le passage de Dxyy;/s & Dxxy; vy, peut étre vu comme une extension des
constantes des sections de Og aux sections de Oy;.

On rappelle aussi les définitions classiques des foncteurs image inverse et image directe :

Définition 2.1.2. Soit f : Z — Z' un morphisme de T-schémas.
On définit le module de transfert Dy_, ;1 p (ou Dz z lorsqu’aucune confusion n'est possible)
par
Dyyziyr = f*Dyyr = Oz @410, [ Dy,

qu’on peut munir d’une structure de (Dzr, f‘lDZ//T)—bz'module.
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On note f/bT (ou f? lorsqu’aucune confusion n'est possible) le foncteur sur les catégories dérivées
défini par
L
b o e
fjr€ =Dzozyr ®prp,, . [TE

On précisera plus bas les catégories de départ et d’arrivée des foncteurs définis ici.
On définit le foncteur image inverse f}T (ou f' lorsqu’aucune confusion n’est possible) par

fir€ = € dimp(Z) — dimp(Z")).

On définit le module de transfert Dy 77 (ou Dz z lorsqu’aucune confusion n'est possible)

par
Dyrez)7 =wzir ®0, Dz 20 )7 @410, fﬁlw?}lp,

ot Wy (resp. wyi ) désigne le faisceau canonique de Z (resp. Z') vue comme une variété sur T.
Ce faisceau posséde une structure de (fleZ,/T,DZ/T)-bz'module.

On définit enfin le foncteur image directe fi 7 (ou fy lorsqu’aucune confusion n’est possible)
par

L
for(&) =R Dz z/7 @Dy, E).

Pour plus de détails sur ces constructions, on renvoie a [HTTO§|, chapitres 1.3 et 1.5. On y
trouve aussi les résultats synthétisés dans la propriété suivante.

Propriété 2.1.3. Soit f: Z — Z' un morphisme de T-schémas. Alors

f/bT : Dgcoh(DZ’/T) - Dgcoh(DZ/T)y

f}T : Dgcoh(DZ’/T) - Dgcoh(DZ/T)
et
fryr: Dheon(Dzyr) = Do (D 7).

Remarque : Comme Dy, y/y est un sous-anneau de Dx,y/g, tout Dxy,g-module possede
une structure de Dx ,y/y-module. On peut donc construire un foncteur oubli

Resx : D(DXXy/S) — D<DX><Y/Y)

qui conserve seulement l'information de 'action des dérivations par rapport a X sur le Dxy/g-
module. Ainsi, pour f = g Xidy : X1 XY = XoxY et £ € choh(Dszy/S), on peut définir
fk/’y(é") comme étant f/bY(ResX2 (£7)). On définit de la méme maniere f}Y(E) et fi/v(F), avec
‘F. € Dgcoh(DX1XY/S)‘

Notons aussi que le foncteur oubli Resx préserve la quasi-cohérence.

Propriété 2.1.4. Soient X1, Xo et Y trois S-schémas et f = g xXidy : X1 XY — Xo XY un
morphisme de S-schémas. On note

o Pour tout & € Dgcoh(pxgst); Resxl(f/bs(é")) o~ f/bY(ReSXQ(S’)) en tant que Dx, xy)y-
module.

o Pour tout £ € Dgcoh(DngY/S); Rele(f}S(E')) o~ f}Y(Re.SX2(S')) en tant que Dx, vy )y-
module.

e Pourtout F' € Dgcoh(DXle/S); Resx, (fy)s(F)) = fy)y(Resx,(F')) en tant que Dx,xy/y -
module.
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Démonstmtion. [ ] A gauche, on a
fb ( ) L 1o
75(€) = Dxyxy—Xoxy/s Qf 1Dy, s I g

A droite, on a
L

f/by(gl) = Dxixy—XoxY/Y 1Dy Ly )y e

Or on a les isomorphismes canoniques Dy, xy x,xv/s =~ [*Dx,xv/s €t Dx,xy—Xxoxy/y =
J[*Dx,xy/v- Ainsi, du point de vue des Ox, xy-modules, les faisceaux f/bS(E') et f;Y(E') sont
isomorphes a Lf*E".

Pour ce qui est des structures de Dy, xy/y-module, elles dérivent des structures de Dy, xyy-
module sur les faisceaux de transfert, et donc sur Dy, y/g et sur Dy, «y/y respectivement.
Ce sont donc les mémes structures de Dy, y/y-module.

e Comme on a déja montré le premier point, il reste a comparer les décalages.
f/!s(g’) = f}’s(g')[ds],
avec dg = dimg(X1 X Y) — dimg(Xa x Y) = dimg(X;) — dimg(X2) et
(€)= Py (€)]dy),

avec dy = d’imy(Xl X Y) — d’imy(Xg X Y) = dims(Xl) — dims(Xg).

Ainsi, dg = dy.

e A gauche, on a
FissF = REDxyey x1xv/s Oy s F)-
A droite, on a
o)y F = Rf«(Dxyxy—x,xY/Y éL@DXIXWY F).
Le but est alors de s’assurer que, en tant que foncteurs de la catégorie des Dy, xy,/y-modules
(& gauche) dans celle des f~1D XoxY/y-modules (a gauche),

L L
Dxyxyexi1xv/8 ODy, xy/s ® = Dxoxyexixy/Y ODx, vy ®

Pour éviter de s’encombrer des faisceaux canoniques dans la définition des faisceaux de trans-
fert, on va plutot montrer le méme résultat mais sur les Dy, «y/y-modules a droite, i.e.
L L
® DDy wyys PXixyYoXaxY/S = @ ODy oy )y Dxixyx,xy)y-

Ces résultats sont équivalents car on a une équivalence de catégories

WX xY/Y X e: Dgcoh(gp)ﬁ XY/Y) - D(I;coh(DX1 ><Y/Yd)
entre les modules a gauche et les modules a droite. On renvoie & [HTTO§]|, la discussion avant
la définition 1.3.3, pour plus de détails.

La propriété universelle du produit tensoriel permet d’écrire un morphisme de f~'D XoxY/Y™
modules

L L
F ®DX1XY/Y DX1><Y—>X2><Y/Y - F ®DX1Xy/S DX1><Y—>X2><Y/S-
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Pour s’assurer que c’est un isomorphisme on peut se restreindre au cas ou F = Dy, v y/s-
En effet, comme F est Dy, xy,s-quasi-cohérent (& droite), il est limite inductive de Dx, xy/s-
cohérents (a droite), donc on peut se restreindre au cas ou F est cohérent, et dans ce cas
localement F >~ Dy ,y/g. Il reste alors seulement a montrer I'isomorphisme

L
Dx,xv/8 @Dy, vy Pxixy—xaxy/y = Dxixy—x,xv/s-

Comme localement Dy, yy/s =~ Dy, OXleamEa?l] et Dx,xy)y = @onlxya%, avec 8% les

Lo s ! . . L
dérivations selon X; et Jy celles selon Y, effectuer le produit tensoriel Dx, yy/s Dy, xy)v ®
revient a rajouter ’action des dérivations selon Y au faisceau auquel on applique ce foncteur.
Ainsi, par construction des faisceaux de transfert,

L
Dx,xv/s @Dx, vy Pxixy—Xaxy/y = Dxyxy—x,xv/8-

On a donc un isomorphisme

L L
F Dy wvss PxixyoXoxy/s = F @Dy vy PDxixy—Xoxyyy

pour tout F € Dgcoh(pgglxy/s)'

Remarque : Par construction, la structure de f _IDX2><y/y-mOdllle a droite de

1
Dxyxy—Xaxy/y = Oxixv)y @105, vy | Pxaxyyy

est donnée par celle de f_1DX2><y/Y. De méme, la structure de f_lpxzxy/y—module a droite
de Dx, xysx,xy/s est donnée par celle de f*IDXQXy/S, qui est donc la méme que celle de
D Xy xy/y - Ainsi, les deux faisceaux de transfert ont bien la méme structure de f -1p XoxY/Y"
module a droite.

O

Remarque : En réalité, si on voit f comme un morphisme de variétés sur Y, on perd seulement
les dérivations sur Y quand on tire en arriere via f. C’est pour cette raison que méme si £ est un
Dx wy;s-module, f}yé' ne peut étre qu'un Dx yx z/y-module : on a perdu I'information de I'action
des dérivations sur Y.

Par convention, comme toutes les variétés seront sur S, on écrira dans la suite du texte p°, p',
etc. pour p'}s, p!/s, etc.

A partir d’ici, on considere g : Y1 = Yo et f =idx X g: X1 = X xgY1 = Xo = X xgYo.
Le but est d’établir des foncteurs image inverse et image directe entre les Dy, /y;-modules et les
Dx, /y,-modules. Pour la construction de la transformée de Fourier-Mukai sur les D-modules, f sera
la plupart du temps une projection (dans ce cas Yo = S et g est le morphisme structural de Y7) et
parfois une immersion fermée (dans ce cas Y7 = S et g est un S-point de Y5).

Image inverse relative

Définition 2.1.5. On définit le faisceau de transfert relatif a Y1 et Yo par

Y1,Y- _
DA(X11_>A2X)2 = f*DX2/Y2 = OXl ®f_1OX2 f 1DX2/Y2‘

Si f est une projection X x Y1 — X, on notera ce module simplement DgllX, quand on ne le
confondra pas avec Dx,x (qui dans ce cas a la méme définition).
Si f est une immersion fermée X — X X Y3 associée ¢ un S-point de Yo g : S — Ya, on notera

ce module stimplement DEZQ_ZXQ.
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Remarque : Le faisceau O, possede une structure naturelle de Dy, /y;-module, donc D%:Y%

est un (DXI/YI,f‘lDXQ/YQ)—bimodule.

Définition 2.1.6. Soit £ € Db(DXQ/YQ). On définit l’image inverse relative a Y7 et Ya de £ par f
par
. vi,Ys) L e
fORRE =DRLR, Epimy, , £71E € D(Dx).

1
Dxy/vy

Si f est une projection X x Y1 — X, on notera ce foncteur simplement f'1).
Si f est une immersion fermée X — X X Y5 associée a un S-point de Yo g : S — Ys, on notera
ce foncteur simplement f'¥2).

Remarques :

e Il s’agit des définitions classiques, a ’exception du fait que les D-modules sont a présent tous
relatifs : on a remplacé S par Y7 et Ys.

e Si f: X xY; — X est une projection, alors ResX(f/bSE') ~ f{M)g . Dit autrement, en

restreignant la structure de Dy, g-module de f°E en une structure de Dx, /y,-module on
obtient f')g"

Propriété 2.1.7. Si & € Db, (Dx,)y,), alors f01Y2)€ € Db (Dx, v,).

Démonstration. 11 s’agit de la méme démonstration que dans le cas classique (voir par exemple
[HTTO8] Prop. 1.5.8) : Comme complexe de O-modules,

L
FNRE = Ox, ® 110y, 7 Dxyyv, €5 flE = LfrE,

IDXz/Yz

et on sait que Lf* : Dgcoh(OX2) — Dgcoh(o)ﬁ)-

Propriété 2.1.8. On considére les morphismes

flz’L'ngllezXXYVl*)XQIXXYQ

et
fQZinggiXQZXXYQ—}ngXX)%.

Pour tout £ € D*(Dy,y,),

(fr0 i)W = (AT 0 1) €

Démonstration. A nouveau, il s’agit d’une réécriture de la démonstration dans le cas classique (voir
[HTTO8] Prop 1.5.11 par exemple). Tout d’abord, en utilisant la platitude de Dz sur Oz, on a

(Y1,Y2) (Y2,Y3)

L
-1
DX1—>X2 ®f1_1DX2/Y2 f1 DX2—>X3

-1 L -1 -1

= <0X1 ®ff1(9X2 fl DXQ/Y2) ®ff1DX2/Y2 fl <0X2 ®f;10X3 f2 7'))(:3/3’3)
L B L . L 1

= (OXI Doy, N1 1DX2/Y2> DDy 1\ 9% @prr0, f2 Doy

L —
~ Ox, D(fyof1)-10x, (f20 f1) " Dxyyvs

_ Y1,Y-
= OX1®(f2Of1)_1OX3 (f2 © fl) 1,DXB/Ya’ = Dgﬁlﬁg()?,'
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On en déduit donc que

. v1,v;) L e
(f2 o fl)!(Yhyg)g = D.(Xf—)g()g ®(f20f1)_1DX3/Y3 (f2 o fl) 15

~ (piy2) & —15(Y2,¥3) | L g
- (DXll—LZXQ ®f1_1DX2/Y2 fl DX;—)%{;,) ®(f20f1)_1DX3/Y3 (f2 o fl) g

 (Y1,Y2) L -1 (Ya,Y3) L —1e-
= DX1—>X2 ®f1_1DX2/y2 fi (DX2—>X3 ®f{1Dx3/y3 € )

~ (Ao ) g

Propriété 2.1.9.
1(Y1,Y:
FOVDy 1y, ~ Dy,
Démonstration. On commence par le montrer pour p : X X Y — X une projection. Dans ce cas, du
point de vue des O-modules, la platitude de p assure qu’on a un isomorphisme
|
p"Dxss = Lp* Dy s ~ p*Dxys.

La structure de Dx y/y-modules de p!(Y)DX/S donne un morphisme

Dxxyy = 0" Dxys.

Localement, on a la filtration suivante sur Dy ,y/y :

FiDxyy)y = »_ OxxyOxk.

|k|<I
De méme, p*F;Dx g réalise une filtration de p*Dy,g car p est plat. Ainsi, localement
P EDx/s=p" Y Ox0xE " Oxyydx® = FDxyyy.

|k|<l |k|<I

Comme localement les filtrations coincident, on en déduit que Dxy/y =~ pPMDy /5

Dans le cas général, on s’appuie sur le diagramme commutatif suivant

XXY1 XXY2

La propriété précédente assure que pll(yl) ~ fl,Y2) p;(y2). Si on évalue cet isomorphisme de

foncteurs en Dy /S, on trouve

JL=!(Y1,Y2)'DX2/Y2 ~ DXl/Yl'

Corollaire 2.1.10. Si f est lisse et £ € ch’oh(DXQ/y2), alors f'M/Y2) g ¢ Dzoh(Dxl/yl).

Démonstration. Le probleme est local sur X; et X3 et tout Dy, y,-module cohérent est locale-
ment quotient de Dy, /y,-modules libres de rang fini (voir par exemple [HTTO8|, définition 1.4.8 et
proposition 1.4.9).
Ainsi, il suffit de montrer que f!(Y17Y2)DX2 /v, est Dx, jy;-cohérent, ce qui est le cas d’apres la
propriété précédente.

O
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Image directe relative
Définition 2.1.11. On définit le faisceau de transfert relatif a Y1 et Yo par

(Y1,Y2) _ (Y1,Y2) -1 -1
’DX2<7X1 - le/Yl ®OX1 DX1~>X2 ®f710X2 f wXQ/YQ'

Si f est une projection X x Y7 — X, on notera ce module simplement Dg}@xl-

Si f est une immersion fermée X — X X Y5 associée a un S-point de Yo g : S — Ys, on notera

ce module simplement Dgg?_x.

Remarque : Dg};lgg()l est un (f_1DX2/y2,DXl/yl)—bimodule.

Définition 2.1.12. Soit & € Db(Dxl/Yl)- On définit 'image directe relative a Y1 et Yo de £ par
f par

Y1,Y2) o v1,Ys) L :
129 = By (DR, Sny, v, € ) € D(Dxyry)

Si f est une projection X x Y1 — X, on notera ce foncteur simplement fJ(ryl).

St f est une immersion fermée X — X X Y5 associée d un S-point de Yo g : S — Ys, on notera

ce foncteur simplement fJ(rYQ).

Remarque : A nouveau, il s’agit des définitions classiques, a ’exception du fait que les D-
modules sont & présent tous relatifs : on a remplacé S par Y et Ys.

Propriété 2.1.13. Si & € Db, (Dx, v,), alors Fle ¢ Do (Dxy/v,)-

Démonstration. On a déja vu que Dglifgé = f!(Y17Y2)DX2/y2 ~ Dx,/y;,- Donc on peut identifier

(V1,Y2) (Y1,Y2) -1, —1 : : ‘
Dy, X, =wWx,/v; ®ox, Dx, 5%, ®f-10x, f Wy, y, avec le bimodule Dy, /y;, dont on a inversé les

structures de module a droite et a gauche. Ainsi, comme Ox,-modules,

fIPE ~ RE. (Dx, v, @1y, v, €) = REE

Le résultat est alors une conséquence du fait que Rf, conserve la quasi-cohérence.

Propriété 2.1.14. On considére les morphismes

flzidX91:X1:XXY1—>X2:XXYQ

et
f2:idX92:X2:XXY2—>X3:XX}/3.

Pour tout £ € Db(DXQ/YQ),
Y1,Y3) o Y2, Y1,Y: :
(fro )YV = (B o 1) £
Démonstration. A nouveau, il s’agit d’un calcul similaire a celui du cas classique (voir [HTTOS]

Prop 1.5.21 par exemple).
O

Lemme 2.1.15. Soient Z un S-schéma, Y =P" x Z et p: X XY — X X Z la projection. Alors

Y
Pgr )DXXY/Y ~Dxxz/z-
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Démonstration.

Y Y,Z
pgr )DXXY/Y = Rp.DY ) xuy

= Rp. (waY/Y ®0xxy P Dxxz/z @p-10x p_lw;_(lxz/z)

~ Rp.p*Dxxz/7 = Rp«(Dx x7/7 ® Opn).
Si on note 7 : P — S le morphisme structural de P, alors p = idxxz X 7 et
Rp.(Dxxz/z ¥ Opn) ~ Dxy 7/7 X R Opn.
Comme le faisceau structural de P™ n’a de cohomologie qu’en degré 0, on trouve
Dxxz/7 W RmOpn = Dxy7/7 W8 Og = Dxxz/7-
O

Propriété 2.1.16. On rappelle que pour ¢+ = 1,2, X; = X x Y;. S5t X est quasi-projectif, f est
. Y1,Y2) .
propre et £ € Dgoh(Dxl/yl), alors fi 1Y2) e o pb (Dxy/vs)-

coh

Démonstration. X étant quasi-projectif, f est propre entre deux schémas quasi-projectifs, donc
projectif et on peut le décomposer en

X — 5 Xy xPr 2o Xy,

ou ¢ est une immersion fermée définie par i(x) = (f(x),j(z)) avec j : X; — P} (qui existe par
quasi-projectivité de X1) et p est la projection.
On remarque que i peut s’écrire sous la forme idy x (g x 7). On a alors I'isomorphisme

(Y1,Y2) ~ (YaxP™)  .(Y1,YaxP™)
fi Dy oy .

Il suffit alors de montrer le résultat pour les immersions fermées et pour les projections.

e Soit 7 : X X Y] — X X Y5 une immersion fermée de la forme idx X j.

De la méme maniére que dans le cas classique (voir [HTTO8] Théoreme 2.5.1), il suffit de

(Y17Y2)D

montrer que 2.y x1/v;, est cohérent sur Dy, y,. Or

(Y1,Y2)

) (Y1,Y2)
(A%

DXl/Yl = Ri*DX2<_X1
~ Dx, /v, ®0x, (w;(;/yg Rox, i*le/yl)
~ Dx, /v, ®ox, (w)};/yQ ®0x, le/Yl/IZ-)
o DX2/Y2/[Z.,

ou /; désigne 'idéal de I'immersion 4. Il s’agit donc bien d’un Dy, /y,-module cohérent.

e Soit p: X XY xP" — X XY une projection.

A nouveau, de la méme maniére que dans le cas classique (voir [HTTO08] Théoréme 2.5.1), il
suffit de montrer que p&Y’YXPn)DXXyXPn /v xpr est cohérent sur Dy, y/y. Or, par le lemme
précédent,
Y,Y xP"
psr . )DXXYXIP"/YXIP’" ~ Dxxy/y,

qui est clairement cohérent.
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O

Propriété 2.1.17. Soient X, Y, Zy et Zs quatre S-schémas noethériens et f : X XY X Z7 —
X XY X Zy un morphisme de la forme idxxy X g. On notera pour simplifier X; = X XY X Z; et
Y; =Y x Z;. On rappelle enfin que le foncteur Resx : D(Dxyy,/z,) — D(Dxxy,/y;) est défini par
Uoubli de laction des dérivations sur'Y (on me conserve que celles de X ).

e Pourtout& € choh(sz/ZQ), Resx (f'4122)€) ~ f'M1Y2) Resy (£ dans la catégorie Dgcoh(DX1/Y1)'

e Pourtout F' € Dgcoh(Dxl/Zl), ResX(fizl’Z2)f') o~ f_(FYI’Y2)ResX(f') dans la catégorie Dgcoh(DX2/y2).

En d’autres termes, si on oublie l'action des dérivations selon Y, les foncteurs relatifs a (Y1, Y2)
coincident avec les foncteurs relatifs a (Z1, Z2).

Démonstration. e On a déja vu quen tant que @-modules f'(Z1.22)& ~ L& ~ fiMY2)g
De plus, les structures de D-module de ces faisceaux sont données par celles de Ox,. Comme
la structure de Dy, /y;-module de Ox, correspond a celle de Dy, ;7 -module restreinte aux

éléments de Dy, /vy, flZ122) g ot 1 1Y2) € gont isomorphes en tant que Dy, /y;-modules.

e De méme, f_(FZ“Zﬂ]:‘ ~ RfF ~ fiyl’YQ)]:' comme O-module. A nouveau, par construction,
les structures de Dx y/y-modules sont les mémes.
O
(Zl,ZQ) (YXZ1,Y><Z2)

. (21,7 .
Dans la suite on notera f/(yl’ 2) pour f'(Y*xZ1.YxZ2) De meme, on notera fy pour fy :

Ces notations seront plus pratiques dans le cas ou f sera une projection, ce qui représentera la
quasi-totalité des situations de ce chapitre.

2.1.2 Morphismes d’adjonction

Pour la suite nous allons avoir besoin de morphismes d’adjonction pour les D-modules relatifs.
L’avantage, c’est que du point de vue des O-modules f'O01:Y2) ~ [ f* et fJ(ryl’YZ) ~ Rf,. Il suffit
donc de s’assurer que les morphismes d’adjonction sur les O-modules sont bien D-linéaires. Dans

un premier temps, remarquons le fait fondamental suivant :

Lemme 2.1.18. Soient X et Y deuxr S-schémas, f : X — Y un morphisme de S-schémas, A un
faisceau d’anneaux sur X, B un faisceau d’anneaux sur'Y et B — fiA une structure de B-module
sur fir A de sorte qu’on ait des foncteurs

fs« : Mod(A) — Mod(B),

A®p-15 1 Mod(B) — Mod(A).
Alors le foncteur A ®s-1p f~ est adjoint a gauche au foncteur f.. En d’autres termes, si on a
E un B-module et F un A-module, on a une bijection canonique

Homua(A®;-1p5 f1E,F) = Homg(E, f.F).

Démonstration. 11 s’agit d’une généralisation du résultat d’adjonction entre f* et f, sur les catégo-
ries Mod(Ox) et Mod(Oy). On renvoie a [Sta2ll Lemme 0096] pour plus de détails. Cela revient a
considérer le morphisme d’espaces annelés f : (X, A) — (Y, B).

O
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Corollaire 2.1.19. Soient X, Y7 et Y trois S-schémas et f : X1 = X xY] =5 Xo =X XY un
morphisme de S-schémas de la forme idx x g. Alors le foncteur f'0Y2) est adjoint & droite au
foncteur f(Yl’Y2) En d’autres termes, pour tout £ € Dgwh(DXQ/YQ) et tout F* € Dgcoh(Dxl/yl) on

a une bijection canonique
(Y1,Y2) o0 Y1,Ya)
Homel/yl(f( L) e F :Homeg/YQ(g f( 1Y2) .
En particulier, on a des morphismes canoniques
P (0¥ g ooy oy p00Y2) p00Y)

respectivement des catégories Db(DXl/yl) et Db(DXQ/YQ).

Démonstration. L’idée est la suivante : On va appliquer le résultat précédent avec A = Dy, /y, et
B = Dx,/y, pour obtenir I'adjonction entre Dy, jy; ®f-1p, o/ ¥ f~!et f., avant de remarquer que

(Y1,Y
les foncteurs dérivés de ces deux foncteurs sont précisément f'(¥1:Y2) et f 1Y)

Dans un premier temps, il faut munir f,Dy, /y; d'une structure de Dy, /y2-module. Pour ce

faire, rappelons qu’on peut identifier le faisceau de transfert Dg;gi()l au faisceau Dy, /y; dont on a

inversé les structures a gauche et a droite. Ce faisant, le Dy, /y,-module f. (Dg};lgi()l Dy, /v, Dy, /yl)

a pour Ox,-module sous-jacent le faisceau f,Dy, /y,. On peut ainsi munir f,Dy, /y; d’une structure
de Dy, /y,-module.

On peut donc appliquer le lemme précédent : les foncteurs Dy, jy; ® F1Dxy v, f~!et f. sont
adjoints (entre les catégories Mod(Dx, y,) et Mod(Dxs,/y,)). Par la discussion précédente sur la

structure de Dy, /y,-module de f.Dy, /y,, le foncteur fi : Mod(Dx, ,y,) — Mod(Dx,y,) est défini
comme le foncteur f*(Dgz-;lgi()l Dy, v, o).

On sait de plus que le foncteur Dx, jy; ® F1Dx, v, f~1 est exact & droite. Quant au foncteur

f*(Dglg?X)l Dy, /vy o), il est exact a gauche par platitude de Dgg;lgigl sur Dy, /y;-

On a donc deux foncteurs adjoints dont 'un est exact a droite et 'autre est exact a gauche, donc

leurs foncteurs dérivés existent et sont adjoints (voir [Sta2ll Lemme 09T5]). Par construction, le

foncteur dérivé de Dy, /vy, ®f_1DX2/Y2 f Y est f101Y2) ot le foncteur dérivé de f*(Dgél’:%{)l ®Dx, v, o)

est f (V1,¥2)
O

2.1.3 Formules de la projection

On a la formule de la projection suivante, tirée de [HTT08] (Cor 1.7.5).

Propriété 2.1.20 (Formule de la projection). Soient f: X - Y, & € Dgcoh(DX/S) un morphisme
de variétés lisses et F' € Dgcoh(DY/S)- Alors

L L
J+(f'F Gox €)= F oy f+€
On a aussi une formule de la projection pour les D-modules relatifs.

Propriété 2.1.21 (Formule de la projection). Soient f : X x Y7 — X X Yy un morphisme de la
forme idx x g, & € Dgcoh(DXng/Yz) et F € Dgcoh(DXxYl/Yl)- Alors

L
—("_YI,YQ)(][‘!(YLYZ)E/" ®OX><Y1 F)~& ®OXXY2 f YI7Y2
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Démonstration. Pour montrer ce résultat, on remarque que la preuve du méme résultat pour des
O-modules consiste & construire un morphisme

£ & RIF — RI(LIE & F)

a partir des morphismes d’adjonction, puis de montrer que ce morphisme est un isomorphisme.

Comme on I’a montré plus haut (corollaire p, les morphismes d’adjonction sur les O-
modules s’étendent en des morphismes d’adjonction sur les D-modules relatifs. Ainsi, les morphismes
d’adjonction nous donnent un morphisme

L (Y1,Y2) - (Y1,Y2) [ pl(Y1,Y2) o & :

& ®OX><Y2 -i-1 “F —>f-|—1 : (f( b 2)5 ®OX><Y1‘F)
qui coincide du point de vue des O-modules avec le morphisme précédent. Remarquons enfin qu’une
fois qu’on a un morphisme, la structure de D-module des objets n’intervient pas pour montrer que
c’est un isomorphisme : il suffit de savoir que c’est un isomorphisme comme morphisme de O-

modules, ce qui est exactement I’énoncé de la formule de la projection pour les O-modules.
O

Dans cette version de la formule de la projection les produits tensoriels sont pris au-dessus de
O, mais pour la suite on aura besoin d’un résultat similaire pour des produits tensoriels au-dessus
de D. Pour obtenir un tel résultat on va s’appuyer sur le résultat suivant.

Propriété 2.1.22. Soient f : X x Y] — X x Yy un morphisme de la forme idx x g, €& €
Dgcoh(DXz/Yz): F e Dgcoh(DXl/Y1)' Alors

L L
Rf(F @pipy ,, [TE) = REF @py, ) €
et
—1e- L . . L
Rf.(f°€ D10y, v, F)~¢& ®Dx, v, Bf+F

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [HTTO8|, dans la démonstration de la propriété 1.5.21.
O

Propriété 2.1.23 (Formule de la projection). Soient f : X x Y1 — X X Yy un morphisme de la
forme idx x g, £ € Dgwh(DX2/y2) et F € Dgcoh(DXl/Yl)' Alors

f'(Yl’Y2) £~ f(Yl,Y2)}_ %D &

Xo/Ya

f(Yl,Y2)(JT &p

Dxy/vy
et L =

vy . . ] ) (Y7 ,Y

f_(’_ i 2)(f'(Y17Y2)5 ®DX1/Y1 F ) ~ & ®DX2/Y2 f 1,12

Démonstration. On rappelle (propriété [2.1.9)p | que f!(Yl’YQ)DXQ/Y2 = Dgg?fggz ~Dx, /v, -

Comme les deux isomorphismes se démontrent de la méme maniere, on ne montrera que le premier.
On déduit de la propriété précédente que

Y1,Y L ! . Y1,Y: Y1,Y e
F(F Gpy . FOYDEY) = R D) & Dy, y, F ®DX . DY) &, vy, JE)

Yi.Ye le
~ Rfi( X21<—A2X)1 ®DX1/Y1 F ®f Dx, /vy f 15)
Yi.Ye . .
~ Rf.( X21<—A2X)1 @Dy /" F) ®DX2/Y2 3
(Y17Y2)

= F ® E.

Dxy /vy
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Propriété 2.1.24 (Formule de la projection). Soient f : X — Y un morphisme, £ € Dgcoh(DY/S)
et F € DZCOh(DX/S). Alors

L L
ﬁ4f“®ﬁpwsf%?):f4f"®pwsg’
et
bo L . L )
f+(f€ ®fb'Dy/s’F)28 ®DY/S f+]:

Démonstration. La preuve est similaire a la précédente. ]

2.1.4 Compatibilité des foncteurs relatifs avec les foncteurs classiques

Propriété 2.1.25. Soient X, X, Y| et Yo quatre S-schémas et h : X — X et g : Y1 — Yo deux
morphismes de S-schémas. On considére le diagramme commutatif suivant

hi=hxidy,
X

XXY1

X Y]
f=idxxg k =id g Xg
X x Y-

XXYQ

h2=h><idy2
Alors pour £ € choh(Df(xYQ/Yg) ona f' YhYQ)th/Y (&) =~ hg/ylof!(YbY?)(E‘) (dans la catégorie
choh(DXxYl/Yl))'

Démonstration. On notera X; = X x Y; et X; = X x Y;.
Par définition

Y1,Y: N Y1,Y2) -1 L —lec
f( 1Y2) o h2/Y2 (&) = Dgﬁl—sﬁ Of- "Dxy/vy f ,DX2_>X2/Y2 ®(h2°f)71D5(2/Y2 (hz 0 f) £

Or, par un calcul similaire a celui permettant de calculer la composée de deux images inverses, on
trouve

Y1,Y: _ _
D&f_jgg ®f-1Dy, 1y, f 1DX2_>X2/y2 ~ Oy, D(hgof) 105, (hg o f) 1DX2/Y2'
De méme,
- - L -
hl/Y 1) f!(Yl,Y2)(5~) ~ <0X1 ®(foh1)_10)~<2 (fO hl)_LDf(Q/Y2> ®(f~0h1)_lpx2/y2 (f o hl)—lg.

Pour conclure, il suffit de remarquer que hoo f = foh; = h X g.

Corollaire 2.1.26. On considére les projections suivantes

XxYx2Z222 . yvxzg

X xZ A

Alors pour & € Dgcoh(DZ/S) on a 71'!)((?/3 o 955‘(5') ~ TFK/Z/Y o f/!(SY)(g) (dans la catégorie
Dgcoh(DXXYXZ/Y))'
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Remarque : Il s’agit simplement d’une réécriture de la propriété précédente dans le cas ou tous
les morphismes sont des projections. C’est cette version que ’on va utiliser dans la suite.

Propriété 2.1.27. Soient X, X, Y1 et Yy quatre S-schémas et h : X — X et g:Yr =Y deux
morphismes de S-schémas. On considere a nouveau le diagramme commutatif suivant

hi1= hX’Ldyl ~
X X Y1 X xY

f=idx xg =id g Xg
X X Y2 X X Y2
h2 =hxidy,

Alors pour £ € Dgcoh(DXxYl/Yl) on a hoyjy, © J(FYI’YZ)(S') ~ fiyl’YQ) °© hiyy;(€) (dans la

catégorie choh (Dx Y2/ Y2 )-

Démonstration. On notera X; = X x Y et X; = X x Y;.
D’une part, la formule de la projection donne

M,Y2) L

Yi,Ya) o .
( ! 2)(5 ) = Rh2*( XQ(—XQ/YQ ®DX2/Y Rf*( Xo+—X1 ®DX1/Y1 g ))

hoy vy 0 fi
L
1 .
= Rh‘2*Rf*(f DXQ(—XQ/YQ ®f71DX2/Y2 DXQ%Xl ®DX1/Y1 5 )

D’autre part, elle donne

#(Y1,Y: vy, L s '

f-s- D)o h1+/Y1( )= Rf*( X;ei() ®py /Y Rh1.(D Xiex1/v1 ©Dxy v £))
b LpViye) L '
~ Rf.Rhi.(h] Dxi—iﬁ Op- 1DXI/Y DXN*XI/YI ®DX1/Y1 &)

On pose

L
I P (Y1,Y2)
- f DXQ%XQ/YQ (gf_l'DXQ/Y2 Xo+—X1

et

_ 1 —1(Y1,Y2)
To=hy Dx %, ®h Dsi v

Comme RhoyRf. ~ R(h x g)y ~ Rf.Rhi,, il suffit de montrer que 77 ~ Ts.
Or, de la méme maniere que précédement, ces deux faisceaux sont isomorphes a

DX1<—X1/Y1'

Wx1 /Y1 B(hxg)rog, (X 9) "' Dx, v, D(hxg)10g, (7 X 9)_100}(;/1/2-

Corollaire 2.1.28. Soient les projections suivantes

XxYxzZ222 . yxz

X xZ VA

Alors pour £ € Dgcoh(DXxYxZ/Y) on a gy/5 o WQ/Z)JF/S(E') ~ ff% o myzy/y(E) (dans la
catégorie Dgcoh(DZ/S))'
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2.1.5 Principe de la bascule

Propriété 2.1.29 (Principe de la bascule - 1ére version). Soient X et T' deuz variétés algébriques,
X complete, et L un faisceau de Dx 1 x-modules, Ox x-inversible.

On pose q: X X T — T la projection, pour tout t € T 1, : X ~ X x {t} — X x T et pour tout
xe€X, iy T{a}xT—=XxT.

o SiVteT, ;L ~ Ox (comme Ox-modules), alors il existe un Dy, g-module Or-inversible M
tel que £ ~ ¢"XI M (comme Dx x1/x -modules).

e Side plus 3x € X, ZEL«(X)E ~ Or (comme Dr;g-modules), alors L >~ Oxxr (comme Dxx7/x-

modules).

Démonstration. La premiere hypothése permet d’appliquer le principe de la bascule classique (voir
[Mum85], Cor 5.6), qui dit que £ est isomorphe & ¢* M pour M un Op-module inversible. En réalité,
si on regarde en détail la preuve, M peut étre pris comme étant le faisceau g, L.

L’objectif est alors de munir ¢.£ de la bonne structure de Dr/g-module. Posons

X
M = q*(D(T<—)X><T ODxwr)x £).

Il est important de noter que ni le foncteur image directe, ni le produit tensoriel ne sont dérivés, de
sorte que M soit bien un faisceau et non un complexe. De plus, M possede une structure canonique
de Dr/g-module (définie de manieére similaire & celle de in)E). Enfin, comme on identifie Dgp)f_) XxT
avec le faisceau Dx,1/x dont on a intervertie les structures de module a gauche et a droite, on a
clairement un isomorphisme de Op-modules M ~ ¢, L, qui induit "isomorphisme de O x yx-modules
q*M ~ L via le principe de la bascule classique.

Comme le morphisme d’adjonction ¢*¢.L — L est un morphisme de Dy, 7, x-modules, il
conserve la structure de Dy p/x-modules. Ainsi, I'isomorphisme de Oxyr-modules ¢*¢.L ~ L
est un isomorphisme de Dx 7/ x-modules, et donc L ~ ¢ M (comme Dx w7/ x-modules).

Si de plus il existe z € X tel que ZII(X),C ~ O (comme Dr/g-modules), alors comme (goi,) = idr,

~

M~ X GO M ~ X L~ Op (comme Dryg-modules).

T

Ainsi, £ ~ ¢ Or ~ Oxyr (comme Dx w7/ x-modules).
O

Remarque : Comme tout Dy y/s-module possede une structure de Dx y/y-module (on "ou-
blie" 'action des dérivations selon Y'), on peut trouver le résultat suivant :
Si L est un Dx yy/s-module Ox xy-inversible qui vérifie

e Vy eV, ;L ~ Ox (comme Ox-modules)

e Jrx e X, i~ 0y (comme Dy g-modules)

e JyeY, LL(Y)E ~ Ox (comme Dy g-modules)

alors, en faisant jouer alternativement le réle de T par Y puis X, le principe de la bascule donne
les isomorphismes suivants :

L =~ Oxxy (comme Dy y,x-modules),

L >~ Oxyxy (comme Dy ,y/y-modules).

A priori, rien ne garantit qu’on puisse trouver un isomorphisme de Dx y/g-modules. Cependant,
je pense que c’est le cas dans de nombreux cas qu’il reste a déterminer.

Cette premiere version du principe de la bascule est intéressante pour bien comprendre comment
il fonctionne. Cependant, dans les faits on préferera utiliser la version plus générale suivante :
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Propriété 2.1.30 (Principe de la bascule - 2éme version). Soient X, Y et Z trois variétés algé-
briques, X et'Y completes, et L un faisceau de Dx vy x z/y xz-modules Ox xy x z-inversible.
On pose txy : X XY x Z — X XY la projection, pour tout (z,y) € X xY,

Lag) P 2 ={x} x{yp x Z = X xY x Z

et pour tout z € z,
L X XY X xYx{z}] > XxY xZ

o SiV(r,y) € X xY, U(*x y)ﬁ ~ Oz (comme Oz-module), alors il existe un Dy .y y-module
Ox xy -inversible M tel que L ~ WI)E@/YM (comme Dx vy xz/y x z-modules).

e Si de plus 3z € Z, Z!Z(/Z}Z£ ~ Oxxy (comme DXXy/y—modules), alors L ~ Oxxyxz (comme
DXnyz/yxz—TTLOd’U,les).

Démonstration. La preuve est similaire en tout point a celle de la premiere version, en faisant jouer
a Y le role de la base S. Il faut simplement poser
M = 7xy. (DY) ® L)
XY\ XY XxYxZ)Y FPxxyxz/yxz )

qui est & nouveau isomorphe en tant que Oxyy-module & mxy.L. Ainsi, le principe de la bascule
pour les O-modules et le morphisme d’adjonction permettent de conclure que W!)((@/YM ~ L (comme

Dxwyxz/y xz-modules).
Le deuxieme point fonctionne exactement comme pour la premiére version.

Remarques :
e En prenant Y = S, on retrouve I’énoncé de la premiere version du principe de la bascule.

e En prenant X = S, on retrouve ’énoncé du principe de la bascule pour les O-modules (car
Dr;r = O pour toute variété T et dans ce cas f "= £* pour tout morphisme plat f).

e Par contre, en prenant Z = S, I’énoncé est trivial.

2.1.6 Changement de base

On rappelle le théoréme de changement de base classique pour les D-modules.

Théoréme 2.1.31 (Changement de base). Soient X, Y et Z trois S-schémas lisses, f:Y — X
un morphisme de S-schémas et g : Z — X un morphisme de S-schémas propre. On considére le
produit fibré

Y xx Z 2 Y

! f

f —

Alors on a un isomorphisme de foncteurs g' f1 ~ f+§!.
Démonstration. On renvoie & [HTTO8|, théoréeme 1.7.3. O

Remarque : En oubliant les décalages, on trouve un isomorphisme de foncteurs ¢” [+~ f+gb.
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Corollaire 2.1.32. Si Z = X x Z et que g est la projection, i.e.

Y xgZ Y
f f
X xZ X

alors on a un isomorphisme de foncteurs g!(Z)f+ ~ fHZg’( 2) . choh<Dy/S) — choh(DXXZ/Z)'

Démonstration. On sait déja que pour & € Dgcoh(DY/S)a PfrE ~ frdE (comme Dxyz/s
modules). Or, si on ne s’intéresse qu’a la structure de D-module relative a Z, par construction
FPE ~§ (2) g et g f+€ ~qg I(2) f+& (voir la remarque apres la déﬁnition p , et la propriété
2.1.4 ( p donne f g' Ne: Nf+/Zg!(Z)€'.

O]

Remarque : On devrait pouvoir montrer ce résultat dans le cas ou g est de la forme plus
générale idx x h : X x Z1 — X X Z5, mais dans la suite nous n’aurons besoin de formules de
changement de base que pour les projections.

Y2 Le plus gros

Y;

On va avoir besoin d’'un théoreme similaire avec les projections relatives f (¥1,
avantage des projections relatives par rapport aux projections classiques sur les D-modules, c’est
qu’on conserve des morphismes d’adjonction similaires a ceux sur les O-modules. On peut donc

retranscrire certains résultats connus sur les O-modules en résultats sur les D-modules relatifs.

Théoréme 2.1.33 (Changement de base). Soient X, X, Y et Yo quatre S-schémas lisses, g : Xo =
X xYy = Xo = X xYs un morphisme propre de la forme ¢’ xidy, et f: X1 = X xY] = X9 = X xY3
un morphisme de la forme idx x f'. On considére le diagramme cartésien suivant

X, X1
f f
Xy Xa

(Y1,Y2) f Y17Y2) !

Alors on a un isomorphisme de foncteurs g!/Y fi 9y, : Dgcoh(DXl/Yl) — Dgwh (DX2/Y2).

Démonstration. Cette preuve s’appuie en grande partie sur la preuve du théoréeme du change-
ment de base pour les O-modules qu’on trouve dans [Sta21l Lemme 08IB]. Soit £& un élément de
Dgcoh (DXl/Yl )

Le but est de construire un morphisme de changement de base dans la catégorie choh (D % /Y2)

!/Y2 —(~_Y11Y2)€ —>fY17Y2) I/Ylg

En effet, si un tel morphisme existe, il coincide du point de vue des O-modules et au décalage pres
avec le morphisme

Lg*Rf.E& — Rf.LG*E,

qu’on sait étre un isomorphisme (voir [Sta2ll Lemme 08IB]). Ainsi, le morphisme de changement
de base sera bien un isomorphisme de D-modules.
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08HY] : on part du morphisme d’adjonction f!(Yl’YQ)fJ(FYI’Y2)S' — & (voir Cor [2.1.19 p. On lui

Pour construire le morphisme de changement de base, on procéde comme dans [Sta21l [Remarque
£

applique ensuite le foncteur g!/yl pour obtenir un morphisme g!/yl JASERE) !)"J(ryl’y2 — g’/ylg .
La propriété [2.1.25( (p}46)) permet alors d’écrire
Gy O o~ fOOR) g
(¥1,Y2)
avec F = f bie ¢ choh(DX2/y2)
Ainsi, le morphisme precedement construit est un morphisme f'(¥1:¥2)g! 9rv, (Yl’ Ve J /YIE'

Y1Y2) ot en utilisant le morphisme d’adjonction F* — f (Y1.Y2) £ frYe) g

on trouve un morphisme g¢' 1Ys fi MY2)e f (V1.Y2)5 '/Y &, qui est le morphisme de changement de

base souhaité.

Finalement, en appliquant f +

O
Remarque : A nouveau, en oubliant les décalages, on trouve un isomorphisme g?Y fi (V1.¥2)
#(Y1,Y2) ~
F 2)9%1.
Corollaire 2.1.34. Si X = X x Z et que g est la projection, i.e.
XxYixZ X xY
i f
X xYox 7 X xY;
Z) Y17Y2) (Yl,Yz) (Z)
alors on a un isomorphisme de foncteurs g/y Iy vz Gy,
Démonstration. On sait déja que pour tout £ € Dgcoh(DXxYMYl) g/y2 j_Yl’YQ & ~ f(Yl’Y2 /Ylé"
comme Dy .y, «z/v,-modules). Or, si on ne s’intéresse qu’a la structure de D-module relative a
2 /Ya
Yz x Z, par définition gy, & ~ g/<y)5 et g, F1VE ~ '/(52 FI2) e ot la propriété [2.1.17

(p! donne f(Yl’YQ) /(51 E ~ f:;IZ’YZ /(51)5'. .

On en déduit la reformulation suivante dans le cas des projections.

Corollaire 2.1.35. Soient les projections suivantes :

X xY xZ X xY
T T
X x Z X.

Y) o =(Y) '(Z)

On a un isomorphisme de foncteurs g!(Z)7r+ ~ +z9y
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2.2 Transformée de Fourier-Mukai pour les D-modules

Dans cette section nous considérerons A une variété abélienne sur S de dimension d, ou S est un
schéma localement noethérien. A partir de la section on posera S = Spec(k) avec k un corps
de caractéristique nulle.

On notera m : A x A — A la multiplication, € : S — A ’élément neutre et (—1) : A — A
I'inverse.

2.2.1 Variété abélienne D-duale

De la méme maniére que l'on construit la variété abélienne duale de A, notée AV, on peut
construire un S-schéma en groupes abéliens, noté A%, qui va induire une dualité sur les modules &
connexion intégrable sur A.

On s’efforce ici de donner une synthese de la construction de ce S-schéma. Pour plus de détails,
on renvoie a [Lau96], partie 2.

Définition 2.2.1. Soient p1,p2 : A X A — A les projections, m : A x A — A la multiplication et
€:S — A l’élément neutre. Pour tout module & connexion intégrable O 4o-inversible £, on pose

DE) =m’ERPE @ pyEL,

qui est un D gy 4/5-module O px a-inversible.
On dit que & satisfait le théoréme du carré si la trivialisation canonique de D(E) le long de
(e(S) x A) U (A x €(S)) s’étend a A x A de sorte quon ait un isomorphisme de D4« a-modules

D(g) = OAXAa
ot le faisceau structural est muni de sa structure canonique de D-module.
Remarques :

e On a déja une telle notion pour les O 4-modules inversibles. Il se trouve que ces deux notions
coincident. On renvoie & [Lau96] pour plus de détails.

e m est un morphisme plat. On peut le voir en I'écrivant m = p; o (m, (—1) o p2), ot p; est plat
et (m, (—1)ops) est un isomorphisme (il est son propre inverse), donc plat. De fait, Lm* = m*
et D(£) est bien un faisceau de D4 4/g-modules O 4 4-inversible.

e Dans le cas ou S est le spectre d’un corps de carctérisque nulle, comme ce sera le cas dans la
suite du chapitre, les modules a connexion intégrable sont exactement les D-modules. Dans le
cas ou S est le spectre d'un anneau a valuation discréte d’inégale caractéristique, ce sont les
D©)-modules (au sens de Berthelot).

Définition 2.2.2. On note Pic?(A/S) le groupe des classes d’isomorphie des O s-modules inver-
sibles a connexion intégrable rigidifiés qui satisfont le théoreme du carré. On construit alors un
foncteur de la catégorie des S-schémas localement noethériens dans la catégorie des groupes abé-
liens

T — Pic*(Ax T/T).

Ce foncteur est représentable par un S-schéma en groupes abéliens lisse de dimension 2d noté
AS,

De méme que pour la transformée de Fourier-Mukai classique, on définit le faisceau de Poincaré
P € Pich(A x A%/AY) comme Uélément correspondant a id 4 € Hom(A¥, AY),
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Propriété 2.2.3. On définit i : HO(A,Q}LVS) — Picf(A/S) et p : Pic"(A/S) — Pic°(A/S) par
i(w) = O4 muni de la connexion intégrable d+w et p(L) = L vu comme O g-module. On a alors la
suite exacte de groupes abéliens suivante :

E(A/S) = (0 — H°(A, Q) ,g) — Pic*(A/S) = Pic’(A/S)).

De plus, si S est affine, le morphisme p est surjectif.

On obtient alors un foncteur T — E(A x T/T) de la catégorie des S-schémas localement noe-
thériens dans la catégorie des suites exactes de groupes abéliens. Ce foncteur est représentable par
une suite exacte de S-schémas en groupes abéliens :

0— V(e"Tays) = A* = AV — 0,
ot V(&) = Spec(Sym(&)). On notera 6 le morphisme de A dans AY.

Démonstration. 11 s’agit d’une réécriture des résultats des sections 2.6 et 3.2.3 du chapitre I de
[MMT74].
O

Remarque : On verra plus tard que 6 est un torseur.
Propriété 2.2.4. On a lisomorphisme de O 4, 41-modules suivant
P~ (ida x 0)*PY,
ot PV désigne le faisceau de Poincaré sur A x AV.

Démonstration. Comme il s’agit de la définition de P qui est donnée dans [Lau96], il faut justifier
que les deux définitions coincident. Notons ®° : Hom(e, A%) — Pic’(A x e/e) le morphisme de
foncteurs réalisant la représentabilité de T +— Pict(A x T/T) par A%. On notera q)?p pour ®¥(T). De
méme, on posera ®¥ et ®Y pour les foncteurs relatifs & Pic® et AY. On a alors par représentabilité
de T — (Pic’(A x T/T) — Pic®(A x T/T)) le carré commutatif suivant

0

Pich(A x AbJAT) —2 » Picd(A x A8/Af)

b 0
(I)Ah CDAh

Hom(A", A%) Hom(A%, AY)

foe

ou le morphisme 64; consiste en l'oubli de la structure de D4, 45/ 4:-module. En I'évaluant en
I’6lément id 45 € Hom(A%, A%) on trouve

PP

id gy —— 0

ou le P de gauche est un D-module et celui de droite est un O-module.
D’autre part, comme PV = <I>?4v (id4v), le lemme de Yoneda assure que

8%:(0) = (Pic®(A x /0)(0)) (PV) = (ida x 0)"P".

Ainsi, P = ®Y,(0) = (ida x 6)*P", a isomorphisme prés et en tant que O-module.
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Propriété 2.2.5. Le morphisme 0 : A% — AV est affine.

Démonstration. On voit AY x V(€*Ty,s) comme le AV-schéma en groupe V(m"*€*Ty/g). Il est affine
par définition. Ainsi, & munit A" d’une structure de AV-schéma. Comme on a aussi une injection
V(e*Tx /5) — A% on peut voir A% comme fibré principal homogeéne sous le AY-schéma en groupes
AY x V(e*Ty /s)- On peut alors appliquer le corollaire 4.3 de la partie XI de [Gro71] : A" est affine

sur AV, i.e. 0 est affine.
]

Propriété 2.2.6. On note A% = 0,0 4. Le faisceau A% est muni d'une filtration exhaustive par
des sous O gv-modules localement libres de rang fini qui en fait une O gv-algébre filtrée, munie d’un
isomorphisme de O gv-algébres graduées

Do : gre Al — WV*Sym?S(e*’];‘/S).

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [Lau96] (partie 2.3). Cependant, on va donner quelques
explications suplémentaires sur les constructions qui s’y trouvent. On fixe 7 : X — § un S-schéma
et £ un Og-module. On consideére le X-schéma en groupe V= V(7*€) = X x V().

Tout d’abord, on note C; la catégorie des fibrés principaux homogenes (aussi appelés torseurs)
t:Y — X sous le groupe V. Comme dit précédement, V est affine, donc Y l'est aussi.

On considere ensuite la catégorie Co des Ox-algebres quasi-cohérentes B munies d’une filtration
exhaustive par des sous Ox-modules localement libres de rang fini (5;) telles que B;.B; C B;;; et
munies d’'un isomorphisme de Ox-algebres graduées

Qo : grelB — Sym&IX (1*E) ~ w*SymTs (€).

On considere enfin la catégorie C3 des extensions de 7*E par Ox dans la catégorie des Ox-
modules quasi-cohérents.

On montre ensuite que ces catégories sont équivalentes. Pour ce faire on construit trois foncteurs.
Le foncteur C; — Cy est défini comme suit :
Soit ¢t : Y — X un fibré principal homogene sous le groupe V. On pose B = t,Oy, qui est Ox-quasi-
cohérent car ¢ est affine. On note 1 : Y xgV(E) — Y laction de V=X xgV(E) sur Y (les variétés
sont des X-schémas). On note

pB—B ®r-104 7 LSym&s (&)
I’homomorphisme d’algebre associé. Ainsi, si on note
: o
Bi= (1) | B&rog (D Symi®(€) |,
=

(B;) est une filtration exhaustive de B. Il reste donc & construire I'isomorphisme ¢,. Pour ce faire,
on part du morphisme

Bi = B®;-104 7! @Symfs(é’) — B ®r-104 W_lSym?S(E),
=0

ou la seconde fleche est la projection. On va montrer que ce morphisme (qui se factorise clairement
par B;_1) est a image dans Ox ®,-10, W‘lSym?S (€). Pour se faire, on raisonne localement. Lo-
calement, &€ ~ Og0; @ ... ® Og0,, ainsi, V(E) ~ Spec(Og[d1, ..., 0r]). De plus, comme localement

Y ~V(r*E), Oy ~t~1Ox|[0y,...,0,] et donc

B~ Ox[oy,...,0,] ~ Sym?x(w*é’) ~ W*Sym?s(g).
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L’action est donc localement donnée par
pf s Sym&X (7€) = Sym&X (n*E) @ SymPx (n*E).
Ainsi, pour toute section b de B; (localement isomorphe a Symzox (7*&)),

IS @ Symkox (&) ® Symlox (m*E).
k=i

La projection de pfb sur B ® W*Symf)s (£) ~ Sym&x (7€) ® W*Sym?s (€) est donc contenue dans
le terme k =0et [ =1, ie. Ox ® W*Symzos(é’) = m*Sym&s

. 2(€). On a ainsi obtenu un morphisme

Bi/p,_, = 7 Sym{s(€),

dont on montre facilement que ¢’est un isomorphisme, qui est le ¢; recherché.
Pour construire le foncteur Co — Cs, on fixe (B, Be, (o) un élément de Co. Par définition, on a
une suite exacte de O x-modules quasi-cohérents

O—>Bg—>Bl—>Bl/BO—>O,

avec By ~ Ox (par ¢p) et Bl/BO ~ *E (par ¢1). On trouve donc bien un élément de Cs.
Enfin, on construit un foncteur C3 — C; de la fagon suivante : Pour

050x B3 FSL 76 >0

un objet de C3, comme 7*E est localement libre, la suite exacte est localement scindée. On va a
présent construire ce qui est appelé le X-schéma des scindages dans [Lau96], qui sera le Y cherché.
Tout d’abord, remarquons que si s : 7% — F réalise un scindage, il induit un isomorphisme
F =78 @ Ox et vérifie vo s = idy«¢. Il est donc déterminé par ses valeurs sur Oy, i.e. un élément
de Home,, (1*E,0x). A présent, si on note S = Sym&X (7*E), on a Proj(F) ~ Proj(S[z]) (ou z
est la coordonnée locale de Ox dans la décomposition F ~ 7*E @ Ox) et Spec(S) = V. D’apres
la partie 8.3 de [Gro6lal, on a l'injection ouverte suivante ¢ : V < Proj(F), qui vérifie de plus
t(V) ~ Proj(F) \ Proj(S). On note Y ce X-schéma. Par définition, un X-point de Y correspond
4 un morphisme f : X — V, i.e. un morphisme f?: Sym&x (m*€) — Ox, qui est déterminé par un
morphisme 7€ — Oy, i.e. un élément de Homo, (7*E€,Ox), donc un scindage de la suite exacte
comme on I’a vu plus haut. Le schéma Y peut donc est considéré comme le schéma des scindages
de la suite exacte. Par construction, il est muni d’une structure de V-torseur, faisant de Y un objet
de Cl.

On admettra que ces foncteurs réalisent des équivalences de catégories. La propriété se déduit
alors en prenant X = AV, Y = Al et £ = €*Ta/s et en considérant I'image de l'objet 6 : Al — AV
de la catégorie C; dans la catégorie Co.

O

Remarque : Pour démontrer la propriété, on n’a en fait besoin que de la construction du
foncteur C; — Co.

Propriété 2.2.7. On se place dans le cas ou S est de caractéristique nulle. Le morphisme d’ad-
jonction Og — R?TEOAu est un isomorphisme.

Démonstration. A nouveau, il s’agit d'un résultat de [Lau96] (Th. 2.4.1) dont on va détailler un
peu plus la preuve. On rappelle que A% = 0,0 Ab-
Comme A% est muni d’une filtration, on peut considérer la suite spectrale

EP = RPHIgY gr AF = RPTInY A% = RPHIZEQ ;.
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Le but est de montrer que
B — {(’)S sip=q=0

0 sinon,

ce qui induira naturellement le résultat. Or, par définition, EY? = H?(ED?) (voir [Gro61b], partie
11.1). De plus, EF est clairement nul pour p > 0 ou p + ¢ ¢ [0,d], ainsi il suffit de montrer que
pour tout entier p < 0 le complexe de Og-modules

— — /_
0— EP7P 5 pPtLP o EPP

oup = Inf(0,p+ d), est acyclique.
Or, I'isomorphisme ¢_,, construit plus haut donne un isomorphisme

Efq _ R”*qw;/gr—pflh ~ Rp-i-qW;/WV*Sym(_g; (G*TA/S)-

Dans la suite on notera S = Sym(_og (€*T4ys). Comme 7V est plat, la formule de la projection s’écrit
Rr/Osv ®8 ~ Rr)nV*S, ainsi, en considérant le (p+ ¢)-iéme groupe de cohomologie du complexe,
on trouve

(RPHIT/Opv) ® S ~ RPYIg)7¥*S.

On en déduit donc que
EY ~ (RPTI7/ O ) ® S.
On va a présent chercher & mieux comprendre le terme RPT97Y (O v. Pour ce faire, on dispose
tout d’abord du résultat suivant
Lemme 2.2.8.
Rlﬂ'*OA x~ EV*QV/S.
Démonstration. On renvoie & [BLRI0], Théoréme 1 de la partie 8.4. O
Comme (AY)Y ~ A, on en déduit que
Rl’iT;/OAv >~ 6*7:4/5.
Enfin, le cup-produit donne un morphisme

p+q
/\ Rl’iTl/OAv — Rp—i_qﬂ';/OAv,
Os

qui donne localement
p+q
N\ HY(AY,04v) — HPHI(AY, O v),

qu’on sait étre un isomorphisme pour les variétés abéliennes (voir par exemple [EvdGM], théoreme
6.12 et son corollaire). On en déduit donc que

pta
EM e | N\ Ty | ® Sym?f;(e*'fA/s)-
Os

Le complexe qu’on étudie est donc un complexe de Koszul, qu’on sait acyclique car S est de carac-
téristique nulle.

O]
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2.2.2 Transformées de Fourier-Mukai de noyau quelconque

Les résultats de cette section sont un ajout par rapport a [Lau96].

De la méme maniere qu’on peut construire des transformées de Fourier de noyau quelconque sur
les O-modules, on peut définir trois types de transformées de Fourier de noyau quelconque sur les
D-modules, selon que le noyau possede une structure de D-module complete ou relative.

On rappelle tout d’abord la définition classique.

Définition 2.2.9. Soient X et Y deuz variétés projectives lisses et P € Dgwh(OXXy). On pose
p: X XY = Xetq: X XY =Y les projections. La transformée de Fourier-Mukai de noyau P est

le foncteur ®p : Dgcoh((’)x) — Dgcoh(Oy) défini par

L
Pp(E) = Rg(P @0y, y P°E).

Une des propriétés les plus utiles pour montrer 'involutivité de la transformée de Fourier-Mukai
classique de noyau de Poincaré est la suivante :

Propriété 2.2.10. Soient X, Y et Z trois variétés projectives lisses. Soient de plus P € Dgcoh((’)XXy)

et Q€ Dgcoh(Osz). On note wxy, Tyz et mxz les projections de X XY X Z sur X xY,Y x Z
et X X Z respectivement. On pose enfin

L
R = RWXZ*(T‘-;(YP QOxxyxz 7Tik/ZQ)‘

Alors ®g o Pp ~ Pg.

Démonstration. On renvoie a [Huy06], proposition 5.10.
O

Le but de cette section est de donner une définition des transformées de Fourier-Mukai pour les
D-modules et de retrouver un résultat similaire au précédent.

Définition 2.2.11. Soient X etY deux variétés projectives lisses. Soient de plus P € choh(DXXy/S)
et Q€ Dgcoh(DXxY/Y)’ Onposep: X XY - X etq: X xY =Y les projections.

e La transformée de Fourier-Mukai de noyau P est le foncteur ®8 : Dgwh(DX/S) — Dgcoh(DY/S)
défini par
L
(I’7DD(5) - Q-l-(P XOxwy pbg-)'
e La transformée de Fourier-Mukai de X dans Y de noyau Q (relatif a Y) est le foncteur

Qgﬁy : Dgcoh(DX/S) — DZCOh((’)y) défini par

L
(I))Q(HY(E;) = qu/Y(Q POxxy p!(Y)E.%

L
ou la structure de Dx .y y-module de Q ®oy ., p'E est la structure classique du produit
tensoriel sur la Y -variété X x Y. On rappelle que q y correspond a la restriction de q1 auz

D-modules relatifs ¢ Y (voir Prop p@), le faisceau ainsi obtenu est donc bien un module
sur Dy )y = Oy.

e La transformée de Fourier-Mukai de Y dans X de noyau Q (relatif a Y) est le foncteur
CI‘)Q(“Y Db (Oy) — Dgcoh(DX/S) défini par

qcoh
L
XY (e) =p) (@G04 .y ¢,

L
ou la structure de Dx y y-module de Q ®oy ., ¢"E" est donnée par celle de Q.
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Remarques :

e Dans la définition de (P)Q“_Y on pourrait prendre q?YE “au lieu de ¢*&" pour avoir une écriture

similaire aux deux autres. Comme Dy /y = Oy, les foncteurs q?Y et ¢* sont égaux. £ étant un
faisceau de Oy-modules, on préferera ¢*, mais il faut garder a ’esprit cette égalité de foncteurs
pour les démonstrations & venir.

e Les transformées de Fourier-Mukai construites sont bien a images quasi-cohérentes. C’est une
conséquence de la préservation de la quasi-cohérence par image inverse (propriété [2.1.7 p
dans le cas relatif), image directe (propriété p dans le cas relatif) et produit tensoriel
sur Oxxy ([HTTOS8], section 1.5, sous-section "tensor product").

Propriété 2.2.12. Soient X, Y et Z trois S-schémas quasi-compacts et lisses avec X et Z propres.
Soient P € Dgcoh(Dxxy/Y) et Q€ Dgcoh(Dyxz/y). On note wxy, Tyz et mxyz les projections de
X XY XZsurXxY,Y xZ et X x Z respectivement. On pose enfin

R = (Y) b P L b Q Db D
= 7TX2+(7TXY/Y QOxxyxz TYz)Y ) € qcoh( Xx7/S)-
Alors @é‘_y o @%{_)Y ~ <I>£.

Démonstration. On pose les notations suivantes

X xY xZ

TXZ

L
Dans la suite, on notera ® = ®p. On fixe £ € Dgcoh(DX/S) et on calcule ®B(€) :

ri(Res$E) =ry (WQ/Z)Jr(Trg(Y/YP @17y Q) © Sbg.)

~ry (ﬂgZ)Jr (ﬂg(y/YP ® FYZ/yQ ® W)((Z)sbﬁ )) (Projection ; Propriété 2.1.21] p[44)

o~ T+7ng)+(ﬂgcy/y73 ® 7TYZ/YQ ® 7TXY/YCI'( ) (Propriété [2.1.26] pJ46)

~ T+7T§3/Z)+(7TI;/Z/YQ ® 7Tgﬂ//y(P ®¢Me))

o~ tiy)ﬂyz+/y(7T§/Z/yQ ® w&wy(P ®q'Me) (Propriété [2.1.28] p[47)

~ t+ (Q ® 7Tyz+/y7rxy/y(P ®qMe ) (Projection ; Propriété p

~t + (Q®u/yp+/y(77®q'( )EY) (Théoreme [2.1.31] p[49)
Qe upy v (Ped™e) (yy =)

_ @é(—y ° @%—)Y(g)

o8



Propriété 2.2.13. Soient X, Y et Z trois S-schémas quasi-compacts et lisses avec Y propre. Soient
Pe choh(DXxY/X) et Q € Dgcoh(DyXZ/Z). On note Txy, Tyz et mxz les projections de X XY x Z
sur X XY, Y x Z et X X Z respectivement. On pose enfin

Wz L (X
R = 7TXZ+/X><Z(7r)((Y)/XP QOx v xz Wéz}zg) € Dyeon(Oxxy)-
Alors (ID}Q/%Z o @%“X ~ Pp.

Démonstration. On conserve les notations de la preuve précédente. Remarquons qu’en voyant un

Oxxz-module F* comme un Dx z/xxz-module, on a Rr.F = 7“55)2]:' comme Dz, z-module, i.e.
comme Oz-module. De méme, s*& = s!/(?é" comme Oxyz-module.
On fixe £ € Dgcoh(C’)X) et on calcule PR (E) :

~ TS)Z (7TX2+/X><Z(7T!)(£,)/XP ® wiE)Z(}ZQ ® ﬂg(Z/XXZs!/(?é")) (Proj. ; Prop. p

~ TS)ZWXZHXXz(Tr!)((@/XP ® 7T§£)Z{}ZQ ® W!)((f,)/xqﬁxg') (Propriété p
~ Ti)j)ZWXZ—i—/XXZ(W;S)Z()ZQ ® W!)((f/)/x (P® qug'))

= t+/Z”§/XZ)+/Z(7T;£)Z(}ZQ ® 7T!)g/)/x(P ® q?xg')) (Propriété plA7)
~ (@O, 1y x (P © 4)xE) (Proj.; Prop. 2121} pfd)
~t,7(Q® u!(Z)png)(P ® q?XE')) (Corollaire [2.1.35] p[51))
~t12(Qeu PPN (P e ge) (@jx =)

=g 0 dpH(E,
O

Remarque : Il est stirement possible de déterminer les autres composées et il est naturel de
penser que

e Dans le cas relatif a S, @8 o <I>7D> ~ q)%, avec P € Dgcoh(DXxY/S)a Qc Dgcoh(DYxZ/S) et
R = 7TXZ+(7TE(Y,P ® 7Tk;/ZQ) = Dgcoh(DXXZ/S>'
e Dans le cas relatif & X, @5 o 3% ~ &Z avec P € Dgcoh(DXxY/X)a Qe Dgcoh(DYxZ/S)
106
et R = 7TXZ+/X(7TAbXY/X,P ® W}SZ) Q) € Dgcoh(DXXZ/X)'
e Dans le cas relatif a Z, CI%AZ o <I>7I§ ~ @%%Z, avec P € choh(DXxY/s)7 Qe Dgcoh(DYxZ/Z)
(Z
et R = 7TXZ+/Z(7T)((Y)P &® W%/Z/ZQ) € Dgcoh(DXXZ/Z)'
e Danslecasrelatifa X etY, @égyofﬁp ~ @’%HX, avec P € Dgcoh(OXxY)7 Qc Dgcoh(DYxZ/Y)
Y . (X
et R = W;Z)+/X(TFXy7D ® W)EZ}YQ) € D}y (Dxxz/x)-
e DanslecasrelatifaY et Z, Pgo®X 7Y ~ &X~Z avec P € DSCOh(DXXy/y), Qe Dgcoh(Osz)
Y 14 *
et R = W;Z)+/Z(7T)((Y)/YP & FYZQ) € Dgcoh(Dsz/z)'

Nous n’aurons cependant pas besoin de tous ces résultats dans la suite.
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2.2.3 Transformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré

A partir de maintenant, on suppose que S est le spectre d’un corps de caractéristique nulle k.
On fait cette hypothese pour simplifier grandement les démonstrations. En rajoutant plus de détails
il devrait étre possible d’étendre les résultats a S localement noethérien de caractéristique nulle.

Définition 2.2.14. Soient A une variété abélienne sur S de dimension d, A' son S-schéma en
groupes abéliens D-dual et P le faisceau de Poincaré sur A x A% (qui est un D 5y Aty an-module,
O 4 as-inversible). On note p: A x A" — A et p?: A x A* — A% les projections.

On définit la transformée de Fourier-Mukai pour les D-modules F : choh(DA/S) — choh(oAh)
par

b
F(E) =dp7A (&) = p+/Ah(77®oA Ahp(A)E)

On définit aussi la transfomée de Fourier-Mukai D-duale F° : choh(oA“) — Dgcoh(DA/S) par

b
FE) = op (&) = )P G0, pE).

On conserve une propriété d’involutivité sur ces transformées de Fourier-Mukai, mais pour la
démontrer on va avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.15. On désigne par e : S — A et €@ : S — Al les éléments neutres de A et A'. On a
les deux isomorphismes suivants

1. pi/AhP o~ ei(?g[—d] (comme complexes de O 4s-modules).

2. pS_Ah)P ~ ¢, Og[—d] (comme complezes de D 4;5-modules).

Démonstration. Ce lemme est énoncé dans [Lau96] (Lemme 3.2.2), on va donc suivre la preuve qui
y est proposée tout en donnant plus de détails.

1. Pour montrer le premier isomorphisme, on va chercher & construire un morphisme entre pi / 2P

et eiOS[—d]. On considere le diagramme de changement de base suivant :

idg xeb

AC TS A x Al
T ph
Sc;”> Al

Comme on cherche un morphisme de O-modules on peut oublier les structures de D-modules.
Ce faisant, p', JaeP = RpL(DR 4, g5 /4:(P)) (voir [HTTO8] prop 1.5.28), olt DR 4, 4145 (P) est
le complexe de de Rham de P, concentré entre les degrés —d et O :

DRAxAh/Aﬂ(P) :0_>,P_>Q}4><Ah/,4h QP — ... _>Q(1i4><Ah/Ah QP — 0.
Le théoréeme du changement de base donne alors

(€ p+/Au7) L™ Rp2DR 4, a5 ja5(P) o R, L(ida % €)* DR gy a1 145 (P),
qui est isomorphe par platitude des termes de DR 4, p5/4:(P) & RmeDRy /g (L(z’dA X eu)*P)
Cependant, comme P est inversible, il est plat sur Oy, ainsi L(idg x €9)*P ~ (idy x €?)*P ~

(idg x ) @)P (comme O4-modules).
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Lemme 2.2.16. Comme D 4,5-modules,
(idy x €)!@)P ~ 0.

Démonstration. Si on note CIDEAF : Hom(T, A%) — Pic®(A x T/T) Visomorphisme de groupes
donnant la représentation du foncteur Pic? par A%, on a le diagramme suivant

ida x e iAD
Pich(A x A1/Az) 14X Pici(A/S)
5" L
Hom/(Af, A% Hom(S, A%).

€‘oe

Comme P = (I)iw(idAﬂ) par construction, (id4 x eh)!(Au)P = @g(eh). Or la structure de groupe
de Hom/(T, A%) est donnée par (f x g)(x) = m?(f(z), g(z)) (ot m? est la multiplication de A%),
donc € est ’élément neutre de Hom/(S, A?). Ainsi, @Eq(eh) est élément neutre de Pic?(A/S),
c’est a dire O4. ]

Ainsi, € * P~ Rr,DR50 4, qui est donc un complexe dont la cohomologie est concentré
p+/Ah A/S q

entre les degrés —d et d. Or le d-ieme groupe de cohomologie de Rm. DR 4,50 4 est H2L(A)S) =
Hd(Qi/S) qui est isomorphe par le morphisme trace & H°(O4)Y ~ Og.

Si on pose F* = Rm.DR 4,504, on trouve un morphisme de complexes

dqg—1

0 F—d Fd-1 Fd 0
Fd

0 0 0 /Im(ddfl) —0
HY(F*®) ~ Og,

c’est-a-dire un morphisme

&pt 1P — Ogl—d.
Par adjonction, on trouve un morphisme
Py P — €10s]—d).

Pour montrer qu’il s’agit d’'un isomorphisme, on procede par étapes. On étudie d’abord les
points de A% (i.e. les éléments de Pic’(A/S)), puis on montre le résultat au-dessus de chaque
point de A% avant de conclure gréace a la cohérence des faisceaux.

Etape 1 : On va montrer le lemme suivant

Lemme 2.2.17. On rappelle que S = Spec(k) avec k un corps de caractéristique nulle. Pour
tout L € Pic?(A/S)

, 0 st LAOy
Hitd ~ .
ar (£) {Ld_ieh*eik st L~0y
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Démonstration. Dans un premier temps, supposons que £ % O 4. On va tout d’abord montrer
que H)p(L) est nul.

Notons H? = HI,(L) ainsi que r = dim(H®). On construit O4 ®; H° le module & connexion
donné par I(f ® e) = (0f) ® e et la suite exacte

004 H S5 L5 L —0,

de sorte que u(9(f ®e)) = u(df @e) = df.e = 9(f.e) = I(u(f ®e)). La catégorie des modules
a connexion étant abélienne, il s’agit d’une suite exacte de modules & connexion. Ainsi, £ est
un module & connexion sur k de caractéristique nulle donc £’ est localement libre de rang r’.
Or Ox @ HY est localement libre de rang r par construction et £ est localement libre de rang
1 car il est dans Pic!(A/S). On déduit de la suite exacte que 1 = r + /. Cependant, si on
avait 7 = 1 alors HY =k, 7/ = 0 et £/ = 0. On aurait alors Oy = O4 ®; H° ~ L, ce qui est
exclu. Ainsi, r =0 et H°(L£) = 0.

Supposons & présent qu’il existe un entier n > 0 tel que H"(L) # 0. On prend ny le plus petit
de ces entiers. Comme L vérifie le théroéme du carré, si on note py,pe,m : A x A — A les
projections et la multiplication, on a

PIL R paL ~m*L.
La formule de Kiinneth donne alors pour tout entier n

Hlp(m*L) ~ @ Hp(L)® H)L(L).
i+j=n
Or on peut aussi écrire m = py o (m, (—1) o pa), ou (m, (—1) o p3) est un isomorphisme (il est
son propre inverse), de sorte que
Hijp(m*L) = Hip((m, (=1) 0 p2)*piL) =~ Hir(piL) =~ @ Har(L) © Hyp(Oa),

i+j=n

le dernier morphisme étant & nouveau donné par la formule de Kunneth. Comme H,(O4) =
k # 0, en ng > 0 on trouve

0= D Hin(£)® Hyp(C) = @ Hip(L) @ Hjp(Oa) = H™(L) #0,
i+j=no i+j=ng
ce qui est une contradiction. Ainsi, si £ % Ogy, Hé;d(ﬁ) =0.

Considérons maintenant le cas oit £ ~ O4. On cherche donc a calculer H)(A/k). Dans un
premier temps, on sait que sur une variété abélienne

Hin(A/K) =~ N\ Hin(A/K)

(voir par exemple [Mum&F], corollaire I.1). Or on sait que H},(A/k) est isomorphe & l’algebre
de Lie de A% Lie(A?) (voir [MMT4], parties 1.4.1 et 1.4.2. Attention, dans cet ouvrage A% est
noté Mu). On cherche donc a faire le lien entre ’algebre de Lie de Ab et Le“*eik. Pour ce
faire, on va devoir s’appuyer sur le lemme suivant

Lemme 2.2.18. '
()" Eatiyy (Ek, k) ~ \ Lie(A%).
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Démonstration. Notons T I'idéal associé a 'injection €/, T = V(x1, ..., 224) et R = @?ﬁl O g1€;.
On a alors y
Lie(A%) = & Ty = (Tg2)

On considére a présent le complexe de Koszul suivant (qui est donc exact)

n 2
O%AR%...H/\R%RHOM%GEJ{HO,

ou la fleche R — O,y est définie par e; — x;. En appliquant H om(o,eik), on trouve le
complexe
Hom(A\? R, €1k)

ek Hom(R, €1k)

\%
ek ®o,, R ek ®o,, (\*R)

Al

do v dl

Ak — eik ® (I/IQ)V eik ® (/\2 I/IQ)

. v
Si on note (0,...;,) la base duale de (z;, A ... A zy,) dans (/\’ I/IQ) , les différentielles sont
données par

di : 811,,..,12. — ka ® 8k,l1,...,li7
k

avec la convention 0; ; = —0;;, ol T}, est la coordonnée xj, vue dans k= OA“/I, c’est & dire
que 73 = 0 et donc d; = 0. Ainsi, le i-éme groupe de cohomologie de ce complexe est donc

i
Ext'(k, elk) ~ ek @y, /\ Lie(A%),
qui induit 'isomorphisme

(¢9) 1 Eat! (i, €Lk) ~ J\ Lie(A?),
0

On déduit donc que Hjp(A/k) ~ (eu)*lgacti(eik:, eik) De plus, comme ¢ = Re?, l'adjonction
donne un isomorphisme

RHMomo, (€1k, k) ~ & RHomy,(Le™ ek, k).
On obtient alors un isomorphisme
Hin(A/k) ~ H (RHomy (Le™ Xk, k)) = Homy(Log_i€” ik, k) o Log_ie™* e k.

O

Etape 2 : On montre que le morphisme pi / P = 6105[—(1] induit un isomorphisme sur
chaque point de A",
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Lemme 2.2.19. Pour tout x € A% on pose 1, : S =~ {x} < A linjection.

Alors pour tout x € A"
LL;pi/AhP ~ L5 Og[—d].

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que le morphisme

Lt

xpi/AhP — LL;ei(’)S[—d].

est bien défini, étant donné que c’est le tiré en arriere du morphisme pi / P = eli(’)s[—d]

précédement construit par ¢,. Comme ei@g = eik est a support dans eh(k) =: ¢!, il suffit de
montrer que

{Va: € A%\ {e}, Lizp 4P = 0.

LL:hpi_/AhP o~ LLZheik[fd].

Or la formule du changement de base dans le diagramme

idAXLz

ACATE A x AY
T ph
SC%> Al

donne I'isomorphisme
Ligp, o P = my L{ida % 12)*P.

Par définition de P, L(ida X tz)*P = (ida X tz)*P est 'élément de Pic’(A/S) correspondant
Aty (et donc & z € A%). On note £ cet élément. Comme 74 £ ~ Hglgd(ﬁ), le lemme précédent

donne donc
Lig P 0 siL#O04 ie x#el
fePjas = Le™élk[—d] siL~0, ie z=E¢.

Enfin, par définition, ¢, = €7, donc LL:ueik‘ = Leelk. On en déduit done I’isomorphisme

LL;pi/Aﬂ) ~ L5 k[—d).

Etape 3 : Pour conclure, on remarque que comme pi/AhP ~ RpiDRAXAh/Au (P) et que
Rpi(QixxAu/Au ® P) =~ LO*F( f4/s)

est cohérent (avec F la transformée de Fourier-Mukai sur les O-modules, qui envoie les

cohérents sur les cohérents) ,P est un complexe de faisceaux cohérents. D’autre part,

b
9 p+/A
2O est lui aussi cohé " i ion fermée. On utilise alors le 1 i
€x0Og est lul aussi cohérent car €' est une immersion fermee. On utilise alors le lemme suivant

b

Lemme 2.2.20. Soient X un schéma localement noethérien et £ € D, ,

tout point fermé {x} de X

(Ox) tel que pour

L& =0.
Alors £ = 0.
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Démonstration. Par dévissage, on se rameéne au cas ou le complexe est réduit a un terme, i.e.
& un faisceau cohérent sur X. Dans ce cas, le lemme de Nakayama assure que si ¢5€ = 0 pour
tout point fermé z € X alors £ = 0. 0

Ainsi, on en déduit I’isomorphisme

P, 4P = €0s[~d].

. Pour le second isomorphisme, on utilise le théoréme d’équivalence de Kashiwara (voir [HTT0S],

b
théoreme 1.6.1), de sorte qu’il nous suffit de montrer que p(f )77 est a support dans €(S) et

que e!p&Ah)P ~ Og[—d]. La seconde condition peut se réécrire Le*Rp,P ~ Og.
Montrons d’abord la seconde condition : la formule de changement de base donne
Le*Rp,P ~ RriL(e x id 4;)*P.
Or P vérifie le thérotme du carré car il est dans Pic(A x A?/A?), donc
LpiP ® LpyP ~ L™ P,

ot P, P, 1+ (A X A%) X 45 (Ax A%) — A x A" sont les projections et la multiplication associées
au Af-schéma en groupes abéliens A x A%. On note

©:Ax AT x A~ (Ax A%) x4 (A x AY)
I’isomorphisme canonique. On trouve alors I’isomorphisme de O 45-modules
L(e x id s x €)*p*(LpIP @ Lp5P) =~ L(e X id 45 X €)* " Lm*P.

Comme f oo (exidy X €) =€ X idy, pour f € {p1,p2,m}, on trouve

L(e X idg:)"P >~ O ygs.
Ainsi,

Le*Rp,P ~ RriO 4.
Maintenant, on applique la propriété (p, qui donne

Le*Rp, P ~ Og.

Il reste donc seulement & montrer que Rp.P est & support dans €(S). On note g: Ax AY — A
et ¢V : Ax AV — AV les projection et PV le faisceau de Poincaré classique sur A x AY. On a
les isomorphismes suivants :

~ Rq.R(ida x 0).(ida x 0)*P"

~ Rq.(PY @ R(ida % 0).O 4y 47) (Formule de la projection)
~ Rq.(PY @ R(id % 0).p™ O 41)

~ Rq.(PY ® q¢"* RO, O 4) (Changement de base)
~ Rq.(P¥ @ q"* A%) (Propriété (p[d) et A*:=0,0,4)
= F (A,
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ou FV désigne la transformée de Fourier-Mukai sur les O-modules.

On rappelle que A est muni d’une filtration exhaustive et on va s’appuyer sur la propriété
m (p. On montre par récurrence sur k que pour tout ¢

=0 sii#d.

% \ Vx4l
R'q(P* @ q7Ay) {est a support dans €(S) sii=d.

Si k = 0, alors groA? = A} ~ Ouv et FY(Ouv) = RgVPY ~ e*e*wg}s[—d] (voir [Lau96],
lemme 1.2.5), qui est bien nul, sauf en rang d ou il est a support dans €(5).

Pour I'hérédité, on suppose le résultat vrai pour un entier k et on regarde la suite exacte
0— A — AL — gr1 A% — 0.
En lui appliquant le foncteur exact PV ® ¢"*e, on trouve
0= PY@q¢" A - PV g Al =P eq¢ grad — 0.

On trouve alors la suite exacte longue de cohomologie de Rg,

Ri—lq* (7)\/ ® qv*grkHA“)

Riq(P¥ @ ¢*A) —— Riq(PY @ ¢"* AL, ) — Riq.(P¥ @ ¢"*gr11.AY)

i

Or, par hypothése de récurrence, R'q.(PV ® qV*AEC) = 0 pour i # d. De plus, I'isomorphisme
wi+1 de la propriété fournit un isomorphisme

Rq.(PY @ q"*gri 1 A%) = FY (grip1 A) = FY/ (@D Oav) = P FY(Oav) = P exc’wyjgl—d].

Ri+1q*(fp\/ ® q\/*Ai)

On en déduit donc que pour tout i # d,
Rig.(PY ®q"* A} ) ~ Riq.(PY ® " grip1A%) =0
et que pour i = d on a la suite exacte
0 — Riq(PY @ ¢ AL) — RiUq.(PY © ¢"* AL, ) = Rl (PY © ¢ gri1A%) — 0,

ou les termes extérieurs sont a support dans €(.S) par hypothese de récurrence et par le calcul
précédent, donc Réq,(PY @ qV*AEc +1) est a support dans €(S5).

Les deux conditions étant vérifiées, on déduit par le théoreme d’équivalence de Kashiwara que

b
pSrA )P~ e+ Og[—d].

Munis de ce lemme, on peut énoncer la propriété d’involutivité suivante :

66



Théoréme 2.2.21. On note (—1): A — A et (—1)%: A" — A% les morphismes d’inversion de A et
AP respectivement et on pose d = dimg(A). Alors

fh oF =~ <_1>! i [_d] : Dgcoh(DA/S) — Dgcoh(DA/S)

et
FoFf oz (=1)% @ [=d] : Doy (O pz) = Diyoop (O2)-

qcoh qcoh

Démonstration. Ce résultat se trouve déja dans [Lau96] (Théoreme 3.2.1), mais sa preuve manque
de détails. On va donc la compléter.
On commence par le premier isomorphisme. Comme on I’a vu dans la section précédente,

FloF = (1)7/;<—Ah o @é_’An ~ @%,

(2)

2 . , .
avec R = m3, (TF?Q/2’P QO atoa 7r53/273), en notant 7;; la projection sur les facteurs numéro ¢ et j

du produit A x A% x A. Il faut alors montrer que ®1 ~ (—1)' o [~d]. Pour ce faire, on va d’abord
simplifier 'expression de R au maximum.
Tout d’abord, comme P est un élément de Pict(A x A%/AP), si on note

71, 7o et o (A x A%) X 45 (A x A%) = A x A

les morphismes respectivement de projection sur la premiere coordonnée, sur la deuxieme coordonnée
et de multiplication, la condition selon laquelle P satisfait le théoreme du carré s’écrit

P ®0 7oP ~ mP.

(AxAh)xAh(AxAh)
Or Iisomorphisme canonique (A x A%) x 45 (A x A%) ~ A x A% x A induit les isomorphismes naturels
M| =~ Mo, T2 =~ M3 €t M =~ mq3,

ott myz: A x A" x A — A x A" dérive de la multiplication m dans A (my3(z, vy, 2) = (m(z, 2),y)).

On en déduit ainsi que R ~ 7T%)+mb13 /273. On considere a présent le diagramme de changement

de base suivant :
Ax AT x AT o A x Al

Ax A A

m

Le théoréme de changement de base (Théoréme [2.1.33 p assure alors que R ~ mbpgrAb)P. Le

lemme précédent (Lemme [2.2.15, pj60) donne alors R ~ m’e; Og[—d]. On considére maintenant le
diagramme de changement de base suivant :

]j\
X

avec I' = (A x A) x4 S ~ A. On peut voir I' comme lanti-diagonale de A x A, i.e. les éléments de
la forme (a, (—1)(a)).
On peut appliquer de nouveau le changement de base (Théoreme [2.1.31] cette fois, p, ainsi

m
L

n

m

A

s

Am

R ~ & i’ Og[—d] ~ &, Op[—d],
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étant donné que m’Og ~ Or.
L’expression de R est maintenant suffisament simple pour calculer la transformée de Fourier-
Mukai de noyau R. Ainsi,

DR (E) = p14(64:0r[—d] @ PAE’) = p14+ (61 Or @ PhE)[—d],

ou p; : A x A — A désigne la projection selon la i-éme coordonnée.
On considére a présent les trois isomorphismes du diagramme commutatif suivant

r

P10€ P2 0€

A

(-1)
Par la formule de la projection (Propriété [2.1.20} pj44]),
DR(E) ~ p14&4(Or @ EphE)[—d] = p14E @€ [—d] = (p1 0 &) (p2 0 €)E [—d].

Comme p; o € est un isomorphisme, (p1 0 €)4 ~ ((p; o E)_l)b (pour la méme raison que f. ~ (f~1)*
pour un isomorphisme f). On trouve finalement

PR(E) = ((p208) 0 (p108) " )E[~d] = (-1)E [~d].

Comme (—1) va de A dans A, il n’y a pas de décalage et (—1)" = (—1)".
Pour le second isomorphisme, la preuve n’est pas complétement symétrique. On a toujours
Fo]:h — q)é%Ah o (DéeAh ~ (I)’R,
avec R = T34 /(1,3) (7r!1(23/)177 RO, atiia 7r!2(31/)373), ot cette fois les 7;; sont les projections de At x Ax Al
b
et R € choh(oAhXAh)‘
A nouveau, on veut simplifier R au maximum avant de calculer la transformée. Cependant, il est

beaucoup moins aisé de montrer que 7r!1(23/)173®7r!2(;/)373 o~ mll(;/):s?. En effet, on n’a pas d’isomorphisme

entre A" x A x A% et (A x Af) x 45 (A x A") (les dimensions ne correspondent pas). On va alors

appliquer le principe de la bascule (Propriété [2.1.30) p.

Soit Q = 77!1(23/)177 ® 7T!2(31/)37) ® m!l(?’l/)g)??_l. On remarque qu’en tant que O yuy 45 4z-module,

Q = miy(ida x 0)*PY @ m35(ida x 0)*PY @ miz(ida x 0)* PV,

ot PV est le faisceau de Poincaré sur A x AY et 6 : A" — AV (on rappelle que P =~ (id4 x 0)*P" en
tant que O-module). En notant 7 les projections de A x A x AY, on trouve alors

Q =~ (0 xidg x 0)* (13 PV @ mya P¥ @ mysPV™1).
Comme AYY ~ A, le faisceau PV est le faisceau de Poincaré sur AY x AV et
s PV @ g PY @ mysPY ™t =~ O v axav
(par les résultats sur la transformée de Fourier-Mukai classique). Ainsi,

Q >~ O iy axar (comme O-modules).
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En particulier, pour tout (a,a’) € A x A%, en notant La,at) : AB~ A8 x {a} x {a?} — A" x A x AP,
Lz‘a at) Q ~ Oy (comme O-modules). La premiére des deux conditions du principe de la bascule est
donc vérifée. '

1l reste alors & vérifier qu'’il existe af € A% tel que Z;I(ul/)SQ >~ Oy ar (comme Dy, g1/ 45-modules)
avec iz 0 Ax A" ~ {a%} x A x A" — A% x A x A% Le choix naturel consiste & prendre a® = ¢f. Dans

ce cas, on trouve que Z!e(hl/)37r!1(§/)177 ~ p!(Ah)(eu X idA)!(Ah)P avec les notations

Ax AT A8 A x A

| [

A Al x A

€l Xid A

Or le lemme|2.2.16| (p D assure que (€l x idA)!(Ab)P ~ (D4, par conséquent Z!e(hl/)gwllg’/)lp ~ Oy at
(comme D 4, g5/4s-modules). Ainsi,

(1 (1), (1) oy
Le(h/)SQ = Le(h/)3(772(3/)377 ® m1(3/)37) h.

Enfin, pour ¢ représentant alternativement me3 et mis, le diagramme suivant commute

Ax AT Al A x Ab

T b

A x A"

Ainsi Z!e(hl/)?)(b!/(?)l)P ~ P, et donc Z!e(hl/)gQ >~ O gy ¢ (comme D 4, 45/ 25-modules).
On peut donc appliquer le principe de la bascule qui assure alors que

Q > Oy axas (comme Doy 45 48455 a-modules),

et donc 7T!1(23/)177 ® 7r!2(31/)373 ~ m!l(;/)373.

On peut donc réécrire R sous la forme R =~ 7r13+/(173)m!1(31/)373. A partir d’ici, on peut se contenter

d’isomorphismes de O-modules. Ainsi, si on note 7 : A* x A x A" — A, comme p o mi3 = ma,

L

b
R ~ Rwlg*(wAuXAXAu/AuxAu D mi3P)

AthxAh/Athh
~ R7(13*(7(2(A)A/S ®7r’2k'DA/S Lm13 )

L
* ok *
~ Ry« (Lmizp wy s QLmi,p*Dass Lmy3P)

L

~ Rz« Lmis(wax a2/458 @D P)

AxAljAb

L

~ Lm™ Rp! (WAxAt/48 @D P) (par changement de base)

Ax AlijAb

~ Lmh*pi/AhP.

Le lemme précédent permet alors d’écrire R =~ Lmu*eiOS[—d].
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On utilise & nouveau la formule du changement de base, mais dans le diagramme

Ah ><Ahh*>Ah

ol T'% est 'anti-diagonale de A% x A% On obtient alors R =~ giOrh [—d]. Par le méme raisonnement
que précédement (on rajoute juste des - partout), on trouve que

Or(E) =~ Rp! (EOp © pi&)[~d] =~ (~1)¥E[~d.

Corollaire 2.2.22. F réalise une équivalence de catégories entre Dgcoh(DA/S) et Dgwh(OAh).
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Chapitre 3

Transformée de Fourier-Mukai pour
les D"Y)-modules sur un schéma formel

Maintenant que nous avons bien compris comment on peut construire la transformée de Fourier-
Muakai pour les D-modules sur une variété abélienne sur un schéma de caractéristique nulle, on va
reprendre toute la construction pour ’adapter au cas arithmétique.

Plus précisément, on se fixe V' un anneau a valuation discréte d’uniformisante = et S = Spec(V).
Pour tout 7 on pose V; = V/Trz'v et S; = Spec(V;). Enfin, on note S = Spf(V).

Le but de ce chapitre est de construire la variété abélienne D-duale d’une variété abélienne formelle
A sur S puis la transformée de Fourier-Mukai sur A. Cependant, dans le cadre arithmétique les D-
modules ne sont plus les O-modules a connexion intégrable, ¢’est pourquoi on va préférer considérer

les 15(0)—modules7 voir méme les 158 )_modules.

3.1 DO_modules

3.1.1 Quelques propriétés de D©

On ne va pas ici rappeler la construction des faisceaux D(9). Pour plus de détails, on renvoie a
[Ber02] (chap 1). On rappelera simplement que se donner une structure de DO)-module & gauche
sur un O-module £ équivaut a se donner une connexion intégrable sur £. De plus, pour X une

variété sur S on peut exprimer localement Dg?) de la facon suivante :

rU, DY) ={ 3 ad®|ap e T(U,0x) ¢,
k, finie

ou les 0; sont les dérivées associées a un systéme de coordonnées t; de U.

. 0 . .\ ,
On peut construire le module DEY) de la méme maniere sur un schéma formel X.

Définition 3.1.1. Soit X un schéma formel lisse sur S. On définit ﬁgg) comme étant le complété
m-adique de Dg?) :

oy

. )
PV = lim @DQ.

Remarque : Si on veut étre plus précis, il faudrait préférer la notation ﬁg\?}s a la notation

YA)(A?) (étant donné que X est vu comme un schéma sur S). On se permettra cet abus de notation
uniquement dans le cas ou les dérivations seront relatives au schéma de base S, qui sera dans la
suite Spf(V).
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Par contre, on peut toujours considérer un produit X x ) comme une variété sur ). On notera alors

ZA)ES)X V/y le faisceau des différentielles de niveau 0 associé.
Localement, on a

LU, DY) =S ard® | a € T(U, Ox) et vx(ag) — 0

k |k| =00

On peut en déduire le résultat suivant, énoncé dans [Ber96b| proposition 3.3.9 et corollaire
3.3.10 :

Propriété 3.1.2. Soit £ un ZA)E\?)—module. E est cohérent si et seulement si il est localement de
présentation finie.

3.1.2 DO-modules quasi-cohérents

On peut définir les faisceaux de D(©-modules quasi-cohérents sur un schéma formel X de la
méme maniére que I'on a défini les faisceaux de O-modules quasi-cohérents sur X.

. L
Définition 3.1.3. Soit & € D_(DE,?)). Pour tout i on pose & = Ox, ®o, £ .
& est dit quasi-cohérent si

i 50 S Dq_coh(Dg[()g)r

e On a un isomorphisme canonique & ~ Rlim &;.

On note D;coh(@g?)) la sous-catégorie pleine de D_(ZA)SS)) dont les objets sont les complexes

quasi-cohérents.
On a aussi une caractérisation des quasi-cohérents similaire a celle sur les O-modules.

Théoréme 3.1.4. Si (&;

:)i est un systéme projectif de complexes dont le i-éme élément est dans
Db(Dg?i)) tel que

o &€ Dgwh@g?g),

e Pour tout i le morphisme canonique
PO ]Lg
X

. (0)
i DXi-H

Eix1— &

2

est un isomorphisme,

alors & = Rl'&lc‘f{ est dans DP (ﬁﬁ?))

qcoh

Enfin, comme la quasi-cohérence se teste modulo 7* et qu’on regarde le faisceau comme un
O-module ou comme un D-module, on a le résultat suivant.

Propriété 3.1.5. Un complexe de D*(ZA)E\?)) est quasi-cohérent si et seulement s’il est quasi-cohérent
en tant que complere de D™ (Ox).
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3.1.3 Produit tensoriel, image inverse et image directe

On se contentera ici de rappeler les définitions données dans [Ber02] (chap 3).

Définition 3.1.6. Soient & € D,
respectivement a droite et a gauche.

(D(O) 4) et F € D on(? 755\9)), deux complezes de ﬁg)—modules

L
On note comme d’habitude &, = Ox, ®o, €. De méme pour F;.
On définit le produit tensoriel complété de £ et F° en posant

aL : . L :
& ®ﬁ$>]: = R&%ﬂ <5¢ ®D§?¢> ]:l> .

Il s’agit d’un ﬁ(o)—module

De plus, si les complexes sont a cohomologie bornée, & ®D(o>]: € choh(f)g?)).

L
Enfin, si I'un des deux complexes est cohérent, on a un isomorphisme canonique & @O F~
X

AL
E@r0F .
Dp0F

Définition 3.1.7. Soient f : X — Y un morphisme de S-schémas formels lisses, & € D? (ﬁg?))

et F e D, (D).

qcoh
Pour tout i, on construit f; : X; — Y; le morphisme de S;-schémas associé a f.

On construit l’'image inverse extraordinaire de F  par f en posant

qcoh

f'F = Rim (f17).
i
De méme, on construit l’image directe de £ par f en posant
f+&€ = Rlim ((fi)+&;) -
7
A nouveau, lorsque £ et F° sont cohérents, on a les isomorphismes canoniques

BIORE: U ldy —dy] = f'F
X%)i@f lﬁg))f [dxy —dy] ~ f

}%j; I?J,€73;C©25(m & ~ jieér,

)

ou les faisceaux de transferts sont définis par D XY = L X _}Y et Dy,

0
0L x = Im DY)

Comme dans le cas classique, les foncteurs f' et f, préservent la quasi- coherence et vérifient les
formules de transitivité. De plus, si f est lisse, f' préserve la cohérence. Si f est propre, f, préserve
la cohérence.

Avant de construire les analogues de ces foncteurs pour les DO _modules relatifs, remarquons
qu’on a le résultat suivant :

Propriété 3.1.8. Soient X un S-schéma formel lisse et £, F € quh( EY)) Alors

N L
£ 86, F = Rlim(E; Goy, F;) € Dhopn(Ox).
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Démonstration. Ce résultat se montre de la méme maniere que sa version pour les Ox-modules : on

A(0)

L
utilise la caractérisation des D;’-modules quasi-cohérents. Il faut alors montrer que & ®o, Fo €

L ,
choh (Dg?g) et que la famille (& ®oy, F;)i est compatible aux réductions modulo 7.

Le premier point est énoncé dans [HTTO08], section 1.5, sous-section "tensor product" : on écrit

L
& Qox, Fo =~ LA, (& W Fp),

avec Ax, : Xox Xo = Xo le morphisme diagonal, et on remarque que ces deux foncteurs préservent
la quasi-cohérence.

. , . . AL
Le second point est une conséquence directe de la construction de ®g, .

3.2 DO_modules relatifs

3.2.1 Définitions

Dans cette section on considere X, ) et Z trois schémas formels sur S ainsi que g : Y — Z et
f=ddy xg: X xY — X x Z.On notera X;, Y;, Z;, g; et f; leurs réductions modulo 7¢. De plus,
pour simplifier les notations, on notera Xy = X x YV et Xy; = X; x Y;. De méme pour X'z et Xz;.

Comme dans le cas non-arithmétique, un D®-module relatif sur Uespace X x ) est simplement
un D©-module sur X x ) mais ot l'on voit cet espace non pas comme un S-schéma mais comme
un X-schéma ou un Y-schéma. Un D( ) y—module n’est donc en soit pas différent d’un DE\?/) -module
et tous les résultats de cohérence et d% quasi-cohérence de ces faisceaux sont les mémes que pour
les D(©)-modules classiques, de méme pour les résultats relatifs au produit tensoriel.

La ou il va y avoir des différences, c’est, comme dans le cas non-arithmétique, lorsqu’on va transpor-
ter ces structures par des morphismes qui changent I’espace des constantes : Comment se comporte
un ZA)E\?) y-module quand on le pousse en avant via f sur Xz qui n’a pas de structure de }-schéma ?

La quasi-totalité des définitions et des résultats énoncés sur les D-modules relatifs non-arithmétiques
s’adaptent sans mal au cas arithmétique, de fait on ne donnera des précisions sur les preuves que
lorsqu’elles présenteront de réelles différences avec celles du chapitre précédent.

Image inverse relative

Définition 3.2.1. Sur chaque niveau i, on définit le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif a'Y;

et Z; par
f*l (0)

(0)(Yi,2,) (©)
D = ;D DS o

XY1_>XZ1 XZ /Z OXY"L ®fi_IOXZ,,L
On définit alors le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif a Y et Z par

0.2 _ (0)(Y3,Z:)
DXJ;*)XZ %EIDXYJ*)XZJ'
7

Pour &; € Db(Dg() 2 ), on définit 'image inverse relative a Y; et Z; de &, par f; par

Yi,Z; L g~ by 0
fz( )g Dgﬁ)/(zﬁX;Z ®f 1D§?)z 2, fz gz €D (’Dg() /Y)
Enfin, pour £ € choh(DE\?}z)r on définit son image inverse relative a Y et Z par

FODe = Rp_( e
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Propriété 3.2.2. ° fZ.!(Yi’Zi) et f'O2) wérifient les formules de transitivité.

Y.2)p A0) . AO)
° f Z/Z_DXJJ/JJ'

L) E € choh(D.()?;i/Zi)’ alors fl'( )5 € DQCOh(D-()?})/i/Yi)'
e Si& € quh(@(o)/ ), alors f'O2)E ¢ choh(@(ol)}/y)-

Démonstration. Les résultats portant sur fi!(Y“Zi) sont des réécritures directes des preuves du cha-
pitre précédent.

Le fait que f'2) vérifie les formules de transitivité et le troisieme point se vérifient directement
par passage a la limite projective des résultats sur f; \(¥i.Z4)

Le dernier point est une conséquence du fait que la quasi-cohérence peut se vérifier du point
de vue des O-modules, qu’on a un isomorphisme de Oy-modules entre f V.2)g et R@(L rE)
(image inverse formelle pour les Oy-modules définie au chapitre 1) et du résultat sur les Oy

modules (corollaire m .

O

Propriété 3.2.3. Si & € Dcoh(f)(o)

XZ/Z) alors on a lisomorphisme canonique

A0W.2) & e fV,2) e

Dotz @pape [T1E = fREE

Xz/Z

Démonstration. On montre 'isomorphisme de la méme maniere que dans le cas non-relatif : On a
un morphisme canonique

V,Z
5002 &

I 115(2?;/2 f—lg. - f!(y,z)g
Déterminer si ce morphisme est un isomorphisme est une question locale sur Xz. Comme &

est cohérent, par un argument de dévissage standard on peut se restreintre au cas ou £ = 255\2 /z

Dans ce cas, I'isomorphisme est clair.

O

Propriété 3.2.4. Si f; (resp. f) est lisse, alors f YiZi) (resp. f'2)) préserve la cohérence.

Démonstration. A nouveau, le résultat sur f; se montre de la méme maniere qu’au chapitre précédent
(corollaire p. Quant au résultat sur f, il suffit de voir que si f est lisse alors tous les f;
le sont, ainsi

f(yZ)S —Rl f(YuZ

est une limite projective de faisceaux cohérents et compatibles aux réductions modulo 7*, qui est

donc cohérent.
O

Image directe relative

Définition 3.2.5. Sur chaque niveau i, on définit le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif a'Y;

et Z; par

0)(Yi,Zs)  _ (0)(Yi,Z3) -1
DXZ z(_XY wXYz/Y ®OXY DXY —)XZ ®f 10){ f XZ Z/Z
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On définit alors le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif a Y et Z par

0)Y.2) _ 0)(Y3,Z:)
ID.SC'ZS—XJ/ gﬂ A(XZSL'(*XY,i'
7

@

Pour &; € Db(Dg() /Y) on définit limage directe relative a Y; et Z; de &; par f; par

Y5, Zi 0)(Y;,%;) L . 0
f( )g sz* ( X;( (,XS), ®D(O) . 8) € D(Dg(; /Z)
Enfin, pour £ € quh( E\?}y), on définit son image directe relative a Y et Z par
f(yz)g _ Rm (f(YuZ )g)

Remarque : A nouveau, comme dans le cas non-arithmétique, on a les isomorphismes de Oy -
modules suivants :

S = R,

fYPe ~ RpE

Le dernier est donné par la commutativité du foncteur Rf,. avec RyLn.

Propriété 3.2.6. f(Y“Z et fiy’z) vérifient les formules de transitivité.
0 Y, Z; 0
o Si€& € choh(Dg(;)/,i/Yi) alors f( )5 € choh(Dg(;,i/Zi)'

A(0) v.2) A(0)
o Si& € choh(pxy/y) alors f e e choh(DXZ/Z)'
Démonstration. A nouveau, les résultats portant sur fi(f’zi) sont des réécritures directes des preuves
du chapitre précédent.

Le fait que f h 2) yérifie les formules de transitivité se vérifie directement par passage a la limite

projective de la transitivité sur f;, (¥i.2:)

Le dernier point est une conséquence de la commutativité des foncteurs R f;, avec Rlim ([Sta21]
Lemme 0BKP]) et du fait que Rf, préserve la quasi-cohérence (Propriété|1.1.22 p.
O

Propriété 3.2.7. Si & € Dcoh(Dg()/y) alors on a lisomorphisme canonique

0,2 . V,2) o
Rfs < g«;g—x; Bp© 5) ~ f e
Xy /Y
Démonstration. 1l s’agit d’'une réécriture de la définition. En effet,

02 _ (Vi) g: _ ), (YirZi)

L
Rlim f{} Rlim Rfu (DS 0F) G0 &),

Comme Rf, et R&iin commutent, on peut écrire en toute généralité I'isomorphisme
V.2 Y,2 .
f( )g ~ Rf* ( XZS—X)1)®'D( )/yg > .

L
Enfin, comme par hypotheése £ est cohérent, on sait que o® p0 &~ eR, &', ce qui permet
Xy/y Xy /Y

de conclure.
O
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(37,

Propriété 3.2.8. Si f; (resp. f) est propre, alors f2+“ %) (resp. f ) préserve la cohérence.

Démonstration. A nouveau, le résultat sur f; se montre de la méme maniére qu’au chapitre précédent
(propriété [2.1.16, pi42)). Quant au résultat sur f, il suffit de voir que si f est propre alors tous les

fi le sont, puis on passe a la limite projective.
O

3.2.2 Morphismes d’adjonction

Contrairement au cas non-arithmétique, on va avoir besoin de morphismes d’adjonction pour
les P©)-modules et D®-modules non-relatifs.

Propriété 3.2.9. Soient f : X — Y un morphisme propre de schémas formels lisses, & €

Dcoh(f)( )) et F' € quh(Dg?)). Alors pour tout i

RfuRHom o) (&;, fiF;) ~ RHom o (fir &, F;)
X; Y;

et
Rf.RHom0 (€, ['F') ~ RHom ) (f+£, F).
x y
En particulier, on a des morphismes
& = fifin&i et & = [ f1€
et si f'F € Dcoh(f)gg])), on a des morphismes

firfiFi = Fi et fof F = F.

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [Vir04], sections IV.4 et IV.5. Il est important de noter
qu'une coquille s’est glissée dans I’énoncé de la proposition 4.1 et du théoreme 5.5 de [Vir04] : on
n’a pas besoin de I’hypothese de Tor-dimension finie sur le deuxieme faisceau. En effet, si on regarde
la preuve en détail, on se rend compte que c’est en fait le faisceau Dg?i) (resp. 255?)) qu’on veut étre
de Tor-dimension finie, ce qui est le cas.

Il est aussi utile de remarquer que l'isomorphisme sur les schémas formel peut étre obtenu
comme limite projective des isomorphismes sur les réductions modulo 7%, ce faisant, les morphismes
d’adjonction sont compatibles aux réductions modulo 7.

O

Pour ce qui est des morphismes d’adjonction relatifs, on préserve les résultats non-arithmétiques
sur les réductions modulo 7.

Propriété 3.2.10. Soient X, Y et Z trois schémas formels, f : Xy = X xY = Xz =X x 2
un morphisme de la forme idy X g, £ € choh(f)&(’?}/j}) et F € Dgcoh(DXz/Z)' Les morphismes
d’adjonction

f‘!(Yiyzi)f(Yz»Z )g & et F > f(YuZ )f;(i/i,Zi)]:Z;

(2

(DL )

sont respectivement des morphismes des catégories choh(Dg?i /Y) et D? X2.4/2:

qcoh
On a aussi des morphismes d’adjonction

FOR YR g op oy fOD OB F

A0 A0
dans les catégories chah(Dng),/y) et chah(DE\f‘;/Z)'

Démonstration. Les morphismes d’adjonction sur les schémas formels s’obtiennent en remarquant
que les morphismes d’adjonction sur les réductions modulo 7* sont compatibles aux réductions
modulo 77, il suffit donc de prendre la limite projective de ces morphismes. O
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3.2.3 Formules de la projection

Malheureusement, pour la formule de la projection on ne peut pas adapter directement les
résultats connus dans le cas non-arithmétique. En effet, la démonstration faite dans [HTTO8] utilise
la formule du changement de base, qui elle utilise le théoreme de Kashiwara, or on ne dispose pas du
théoreme de Kashiwara pour les DO)_modules. Cependant, on peut trouver un tel résultat énoncé
pour les D©)-modules (et méme les ﬁ(m)—modules) dans [Vir04], section I1.4.

Propriété 3.2.11 (Formule de la projection). Soient f : X — Y un morphisme propre de schémas

formels lisses, £ € DZcoh(f)g?}s) et F € Dgcoh(ﬁ;g?/)s)'

Alors pour tout © on a un isomorphisme naturel

L L
fir (FF; ®ox, &) = F; ©oy, fi&;.

(Comme dans le chapitre précédent, le foncteur fib représente [’image inverse sans décalage.)
Cet isomorphisme est compatible aux réductions modulo 7, de sorte qu’il induit naturellement
un isomorphisme

Fr(PF&0,E) = F&o, f+E.

Pour les formules de la projection relatives cependant, les démonstrations du chapitre précédent
s’adaptent sans mal au cas arithmétique.

Propriété 3.2.12 (Formule de la projection). Soient f : Xy — Xz un morphisme de la forme

idy X g, & € DZeoh(ﬁE\?;/z) et F € Dgcoh(ﬁg%),/y)' Alors

K3 3 K3 3

Yi,Z) M (Yi,Z) o L ) L YiiZi)
f( )(f,( )51. ®0x,, F) =& ®0x,, f( ) F

De plus,

V.2 32 e sl 1y eal 02

P2 (p>2)g B, F) = EGG, 2 F,
Démonstration. Pour trouver le second isomorphisme il suffit de passer le premier a la limite pro-
jective.

O

3.2.4 Compatibilité des foncteurs relatifs avec les foncteurs classiques

Les résultats de compatibilité entre les foncteurs classiques et les foncteurs relatifs restent vrais
avec la méme démonstration sur les restrictions modulo 7’. Quant aux résultats sur les schémas
formels, ils s’obtiennent directement par passage a la limite du fait des définitions des foncteurs sur
les schémas formels.

Comme on ne se servira de ces résultats que pour des projections, on ne les énoncera que dans
ce cas, mais ils restent vrais dans un cadre plus général.

Propriété 3.2.13. On considére les projections suivantes

Xxyxz%yxz

X xZ Z

Soient £ € Dgcoh(DZ/s) et F' € Dgcoh(DXxyxZ/y)- On a les isomorphismes suivants :
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(Y; . Y; 0
W)((iZ)i/Si og,?/si(é'i) Q,Z /v; © Z;S)(é’) (dans la catégorie choh(Dg()xYxZ /Y))
9it/8; © 77&321_4_/51, (F;) =~ fz(+/)s O MY, Z,4/Y; (F;) (dans la catégorie choh(Dg))/S ))s

! . !
ﬂ;\%)/s og?s(é' )~ Wg)z/y o f/g})( ) (dans la catégorie choh(DE\?)nyz/y))

g4/s° WS)Z)JF/S(}"‘) ~ ff/}?g o 7ry3+/y(.7-") (dans la catégorie quh(Dg}S)).

3.2.5 Principe de la bascule

Propriété 3.2.14. Soient X, Y et Z trois schémas formels, X et Y complets, et L un faisceau de

A(0)
DXX)JXZ/JJXZ

On pose mxyy : X x Y x Z — X x Y la projection, pour tout (r,y) € X x Y,

-modules Oy xyx z-inversible.

Uag) P 22 {2} X {Y} X 22 X xYx Z

et pour tout z € Z,
L AXY2XXxYx{z} > X xYxZ
o SiV(x,y) € X x ), Vol = Oz (comme Oz-module), alors il existe un DE\,’) y,y-module
Ox xy-inversible M tel que L ~ w)gy)/y./\/l (comme D(X)nyz/yxz—modules).

e Side plus 3z € Z, L(/y)ﬁ ~ Oxxy (comme ﬁgg)xy/y-modules), alors L ~ Oxxyxz (comme

A 0)
Dgzxyxz/yxz'm(’d“les)-

Démonstration. A nouveau, on étend sans mal la preuve du cas non-arithmétique sur les réduc-
tions modulo 7*. Pour obtenir le résultat sur les schémas formels, il faut se souvenir que l’isomor-
: N2 . . . e } o
phisme L; ~ TX i)Y M; provient du morphisme d’adjonction TX, Y)Y, T XiYix/ Y L; — L;, qui est un
(0)

morphisme de Dy’ - . , -modules compatible aux réductions modulo 7Tj il passe donc a la limite
XixY; X Z; )

projective. En posant M = lim M, on trouve I'isomorphisme £ ~ 7r Xy y./\/l
Quant au deuxime point, il est aussi immédiat que dans le cas non-arithmétique. O

3.2.6 Changement de base

Comme dit précédement, la preuve du théoréeme du changement de base présentée dans [HTTOSg]
utilise le théoreme de Kashiwara, qui est faux dans le cas arithmétique. Par contre, on n’utilise ce
résultat que pour montrer la formule du changement de base pour des immersions fermées, ainsi, la
preuve dans le cas des projections s’adapte sans mal.

Propriété 3.2.15. Soient X, Y et Z trois schémas formels lisses, f: X =YV ety : X X Z = X
ety 1 Y x Z — Y les projections. On consideére le diagramme cartésien

XxZ X
fxidg f
yxZz N

On a un isomorphisme de foncteurs 7r!yf+ ~ (f x idg)_gré,(. -
(z

On a aussi un isomorphisme de foncteurs relatifs W;Z)f_i_ ~ (f x idg)+/z7TX
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Propriété 3.2.16. Soient X, V1, Vs et Z quatre schémas formels lisses, m1 : X X1 X Z = X X W
ety : X X Yo X Z = X X Vs les projections et f : Y1 — Vo. Onpose g =idy X f et h = idy X f Xidz.
On considére le diagramme cartésien suivant

Uyt

XxY xZ X x W
h g
X XYy x Z— X X Vo

(V1,02) h(yl,yz) !
Jr

Alors on a un isomorphisme de foncteurs 77!2/3,2g+ o~ Ty, -
| |
On a aussi un isomorphisme de foncteurs 71"2(/23})293_3}1’3}2) ~ hgl’%)w'l(/zy)l.

Démonstration. A nouveau, la preuve s’adapte sans mal du cas non-arithmétique au cas des ré-
ductions modulo 7*. Pour passer au cas formel, on remarque que les isomorphismes proviennent de
morphismes qui sont construits a partir des morphismes d’adjonction, ils sont donc compatibles aux
réductions modulo 7/. On peut donc passer les isomorphismes a la limite projective. ]

Remarque : Il est important de remarquer que la preuve de cette propriété est tres proche de
celle du théoreme de changement de base pour les O-modules. En particulier, on n’a pas besoin du
théoreme d’équivalence de Kashiwara, ainsi ce résultat peut s’étendre sans mal au cas ou 7 et mo
ne sont pas des projections, il suffit que w9 soit propre.

Cependant, comme on travaillera principalement avec des projections, ce résultat sera suffisant.

3.3 Transformée de Fourier-Mukai généralisée

Soit V un AVD d’uniformisante . Dans cette section nous considérerons (A;) un systéme inductif
de variétés abéliennes sur S; de dimension d, out S; = Spec(V/7'V), et A = lim Aj, qui est donc une
variété abélienne sur S = Spf(S5).

On notera m (resp. m;) la multiplication, € (resp. ¢;) 1’élément neutre et (—1) (resp. (—1);)
I'inverse de A (resp. A;).

3.3.1 Variété abélienne D-duale

La construction de la variété abélienne D-duale donnée dans [MMT74] (chapitre I; elle est notée
Ext® dans cette référence) est suffisement générale pour s’adapter au cas arithmétique, a condition
de ne pas considérer tous les D-modules, mais seulement ceux munis d’une connexion intégrable,
cest & dire les D@-modules, ou les DO _modules dans le cas d’un schéma formel. On va donc
reprendre les mémes définitions que dans le cas non-arithmétique.

Définition 3.3.1. Soit A; (resp. A) une variété abélienne sur S; = Spec(V;) (resp. S = Spf(V))
de dimension d.

On définit Pic®(A;/S;) (resp. Pic*(A/S)) comme étant le groupe des faisceaux de Dfi)/si—modules
(0)

O 4, -inversibles (resp. ﬁA/S—modules O g-inversibles) qui vérifient le théoréme du carré, i.e.
m’ L ~piLRpyL,

avec m la multiplication et p1,pa les projections de A; s, A; (resp. Axs A).
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Le foncteur Pict(A; x /o) (resp. Pic?(Axe/e)) de la catégorie des S;-schémas (resp. S-schémas)
noethériens dans celle des groupes est représentable par un S;-schéma (resp. S-schéma) en groupe
lisse de dimension 2d, noté A? (resp. A%).

Enfin, P'élément de Pic?(A;x A%/AY) (vesp. Pici(Ax A%/ A%)) associé a I'identité dans Hom(A%, A?)
(resp. Hom(A?, A%)) est appellé faisceau de Poincaré et est noté P; (resp. P).

Comme la construction de A% et des AE commute aux changements de base, tout comme celle
des faisceaux de Poincaré, on en déduit le résultat suivant.

Propriété 3.3.2. On a les isomorphismes canoniques A? = thE et P = 1&1177Z
Notons aussi que la représentabilité du foncteur Pic? permet d’écrire le résultat suivant.

Propriété 3.3.3. Pour tout L € Pic®(A; x T;/T;) (resp. Pic*(A x T/T)), il existe un unique
morphisme f; : T; — AE (resp. f: T — A?) tel que

L~ (ida, x f;)"P; (resp. L~ (ida x f)'P).
(0)

En particulier, les points de A? (resp. .Ah) sont en bijection avec les DAi/Si—modules O 4, -inversibles
(resp. ﬁfg}s-modules O 4-inversibles) qui satisfont le théoréme du carré.

3.3.2 Transformées de Fourier-Mukai de noyau quelconque

On fixe pour toute cette section X, ) et Z trois schémas formels quasi-compacts et lisses sur
S = Spf(V).

On a déja construit la transformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré pour les O-modules
sur les variétés abéliennes formelles. On peut sans mal étendre cette définition a n’importe quel

noyau quasi-cohérent.

Définition 3.3.4. Soit P € Dgcoh(oXxy)- On posep: XxY — X etq: X xY — Y les projections.

La transformée de Fourier-Mukai de noyau P est le foncteur ®p : Dgcoh(oX) — choh((’)y) défini
par

. AL .
Pp(€) = Rgx(P®o,, P E ),
ou le foncteur p* est défini par p*& = Rl'&npfé’zi.
Remarques :

e Dans la définition de la tranformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré on ne prennait
pas le complété du produit tensoriel. C’est parce que le noyau de Poincaré est inversible (voir
le corollaire p. On va cependant avoir besoin de compléter le produit tensoriel si
on se place dans un cadre plus général, notamment pour déterminer la composée de deux
transformée de Fourier-Mukai.

o C’est la propriété [1.1.23 (p qui assure que ®p(E’) est bien un complexe quasi-cohérent.

De méme que dans le cas non-arithmétique, on peut définir des transformées de Fourier-Mukai
pour les D©)-modules et pour les D©)-modules.

Définition 3.3.5. Soient P € D? (25(0) ) et Q € DY (25(0) ). Onposep: X x)Y — X et

gqecoh\" XxY/S qecoh\" X xY/y
q: X x)Y — )Y les projections.
P,Q
P S q
AN
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(D(O) ) —

e La transformée de Fourier-Mukai de X; dansY; de noyau P; est le foncteur @72; ). pb X,/8:

qcoh
Dgcoh <D§/ /S; ) deﬁnl par

(O L .
(I)gio (5 ) = qi+(pi ®OXZ~><Yi plz?g )

La transformée de Fourier-Mukai de X dans Y de noyau P est le foncteur @72( ) Dgcoh(Dg?}S) —

Dgcoh( Ag;/s) défini par
H(0) (0)
05" (£) = 41 (P&O,,,p'E) = Rlim &P,

e La transformée de Fourier-Mukai de X; dans Y; de noyau Q; (relatif a Y;) est le foncteur
X;—Y; 0 o
q)Qi_> Dgcoh(Dg()/S ) - choh( Yi) deﬁnZ par

Yo L 1(Y;) o
OFTHE) = Gy (Qi P, PVE).

La transformée de Fourier-Mukai de X dans )Y de noyau Q (relatif a Y) est le foncteur

CI‘X_W choh(DX/S) — DqCOh((’)y) défini par

O V(E) = 1 p(Q20,,,P'E) = Rm &F V().

e La transformée de Fourier-Mukai de Y; dans X; de noyau Q; (relatif a Y;) est le foncteur
(I))Q(?_Yi qcoh(OY) — choh(DX /5; ) défini par

(I))Q(z(_Yi(g ) pz+ (QZ ®OX xv; 9i [E )

La transformée de Fourier-Mukai de Y dans X de noyau Q (relatif a Y) est le foncteur
oYY Db, (0y) = Df]’coh(DX/S) défini par

(I);a—y(g) (Q@Oqu ~ Rlim q>X “Yig).

Remarques :

e Si le noyau P (ou Q) est Oxxy-inversible alors on n’a pas besoin de compléter les produits
tensoriels dans les définitions des transformées de Fourier-Mukai formelles. Ceci résulte du

corollaire [1.2.2] (p[24)).

e Les images des ces transformées de Fourier-Mukai sont bien quasi-cohérentes car les images
inverses, images directes (classiques et relatives) et les produits tensoriels sur Oy xy préservent
la quasi-cohérence (voir sections et 3.2)).

Propriété 3.3.6. Soient X, Y et Z trois schémas formels quasi-compacts et lisses avec X et

Z propres. Soient P € choh(ﬁg?)xy/y) et Q € choh(ﬁg?iz/y)' On note mxy, myz et mxz les

projections de X x Y X Z sur X x Y, Y x Z et X x Z respectivement. On pose enfin
R=n ( P& Q)e Db, (DY _ )
TxzZ+ 7rXy/y Onyxz”yZ/y qeoh\ ¥ xxz/8)-

Alors pour tout £ € choh(ﬁg,}s) @Zey PR Y(E) ~ @g(o) (&).
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Démonstration. Ce résultat se prouve de la méme maniere que dans le cas non-arithmétique, étant
donné qu’on a énoncé dans le cas arithmétique toutes les regles de calcul dont on a besoin.
On pose les notations suivantes

. . S
Dans la suite, pour ne pas surcharger les calculs on notera les produits tensoriels ®, simplement

®. On calcule @g(o)(g') pour £ € DZcoh(ﬁ@s) :

ri (R&SE) =1y (”S}§+(Wgcy/yp®ﬂg)z/y9)®3bg )
~ oy <7T£3]Z)+ (ﬂg(y/y'])@ﬂ'g;z/y Q®7r!)923b5')> (Projection ; Propriété [3.2.12] p[78)

~ S (T y PETS 27y Qimhy g VE) (Propriété p
~ 1) (12 1y Q8T 1y (PG D)E))

=~ tg)WyZJr/y(W;bVZ/y Q®”Evy/y(73®q!(y)5')) (Propriété p{78)
~ t(j’) (Q®7ry2+/y7rz(y/y(77®q!(y)5')) (Projection ; Propriété p
~ 19(Qéu)yp, )y (PEGVE)) (Propriété p{19)
= t2(Q&up, jy(PO¢VE)) (u)y = u)

=®G Vo dpV(E).
O

Propriété 3.3.7. Soient X, Y et Z trois schémas formels quasi-compacts et lisses avec ) propre.

. A0 A (0 -
Soient P € Dgcoh(pg()xy/;() et Q€ choh(DgiiZ/Z)‘ On note mxy, Tyz et Txz les projections de

XXYXZsurX x)Y,YxZetX xZ respectivement. On pose enfin

"z ~L (x
R = 7TXZ+/X><Z(Wg((y)/;yp@OXnyzﬂggz}ZQ) € Dgcoh(OXXZ)'
Alors <I>3Q}_>Z o <I>73;‘_X ~ ®p.

Démonstration. A nouveau, on a tous les outils pour écrire la preuve a partir de celle du cas non-
arithmétique.
O

3.3.3 Transformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré

On définit la transformée de Fourier-Mukai sur une variété abélienne formelle A de la méme
manieére que dans le cas non-arithmétique.
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Définition 3.3.8. On rappelle qu’on peut associer & A un schéma en groupe abélien D-dual A
ainsi qu'un faisceau de Poincaré P sur A x Al, qui est un faisceau de @,(é(l)iAh/Ah -modules O 4y g6-
inversible.

On notep: Ax A" — A et pf : A x A" — A? les projections.

On définit la transformée de Fourier-Mukai pour les D©) -modules F : choh (@;;5) — choh(OAh)
par

) b, o L B) o
F(&) = 257 4(E) = 1 (P o, #0E).

On définit aussi la transformée de Fourier-Mukai D-duale F? : qcoh(OAb) — choh(Di‘/)S) par

FE) = o AE) = )Y (P G0 pE).

Ax Al p
Pour ce qui est des formules d’involutivité, on n’en conserve malheureusement qu’une seule des
deux a priori, la seconde nécessitant le théoreme de Kashiwara. Mais avant de I’énoncer, remarquons

qu’on peut déterminer ici aussi les projections de P sur A et A%

Lemme 3.3.9. On a les deux isomorphismes suivants

1P, P = Os[=d] € Db,y (O4).

Al
2. DA/SQ ®D(0) pS_ )73@ ~ 6+(937Q[—d] S choh( ;/S,Q)'
Démonstration. 1. Pour montrer le premier isomorphisme, on va chercher & construire un mor-
phisme de O 4s-modules entre pi / AP et 6505[—(1]. Remarquons d’ailleurs que comme P est

inversible, donc cohérent, et que p? et €? sont propres, les faisceaux pi / AhP et ei@g sont
cohérents.

On va construire le morphisme pi / P = 6503[—d] par adjonction a partir d’un morphisme
em’pi / 4P = Os[—d] (on rappelle que le complexe de Os-modules £ est défini comme la

limite projective Rl’&n 65*81:). Pour ce faire, on considere le diagramme de changement de base

suivant

PN

T ph

S o A

Comme on cherche un morphisme de @-modules on peut oublier les structures de D-modules,
ainsi la formule du changement de base pour les O-modules permet d’écrire

P) ~ RT(*(Zd.Axe ) (D( h)%.AX-Ah/*Ah ®Df40) Ah/_Ah P)

b _ b HO
¢ pi/AhP <’ Rpi(D A Ax At A5 B p©

Ax.Al/Al

On note DR 4, 4245 (P) le complexe de de Rham de P (placé entre les degrés 0 et d) :
DRy ey as(P) 0= P = QU go) s ©P = oo = QY 400 @P = 0.

A(0)

‘Aieax 4z Permet alors de

Le complexe de Spencer (voir annexe A) du faisceau de transfert D
trouver un isomorphisme canonique

A (0
Dfalh)(_AxAh/Au @ 4(0) P~ DRAxAh/Ah (P)[d],

Ax.AbjAl
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ou le deuxieme complexe est donc placé entre les degrés —d et 0. On trouve alors un isomor-
phisme
eﬂbpi/AhP ~ R, (ida % €) DR 4, g/ 4+ (P)Id].

Les termes du complexe de de Rham de P étant plats, ils sont acycliques pour (id4 x eu)b et
(id4 x eh)bQZxAh/Ah ~ Qi\/S' Ainsi,

(ida x €’ DR gy s 4:(P) ~ DRays((ida x €)'P).

On sait calculer le O 4-module (id 4 x eh)bP. En fait, on a méme un résultat plus précis :

Lemme 3.3.10. Comme D 4,s-modules,
(id4 % Eu)!(‘Ah)'P ~ Oy4.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la représentabilité de Pic? par A" et de la
correspondance entre P et id 4;. Pour plus de détails, on renvoie a la démonstration du lemme

(o). 0

On trouve donc 'isomorphisme canonique

€’ P = Rr.DRyys(O0)ld) ~ Rm.DR(A/S)[d],

qui est donc un complexe concentré entre les degrés —d et 0.
On sait que le 2d-iéme groupe de cohomologie de Rm,DR(A/S) est H2L(A/S).

Lemme 3.3.11. .
Hip(A/S) ~ lim Hjp(Ai/S;) ~ N\ Lie(A").

Démonstration. On sait que les foncteurs RI et Rl'&n commutent, donc
RFR@DR(Ai/Si) o~ R@RPDR(Ai/Si).

Comme les éléments de DR(A;/S;) sont les réductions modulo 7 des éléments de DR(A;11/Si+1),
Rlim DR(A;/S;) est le complexe dont les éléments sont les limites projectives des éléments
des DR(A;/S;), c’est & dire DR(A/S). Ainsi, les groupes de cohomologie du terme de gauche
sont les H}p(A/S). 11 suffit donc de calculer les groupes de cohomologie du terme de droite.

A vpriori, la suite spectrale des foncteurs composés nous donne deux parties pour le n-iéme
groupe de cohomologie du terme de droite : lim H75(A;/S;) et R Jim HI51(A;i/S;), le foncteur
Rlim étant de dimension cohomologique 1. Or on sait que Hp(Ai)S;) ~ 6h*QZ§/Si (ICol9g],
theoréme 2.2). Le R! @ est donc trivial et on en déduit le premier isomorphisme.

Le second isomorphisme est une conséquence du fait que H'(4;/S;) ~ Lie(AE) (voir [MMT74],
parties 1.4.1 et 1.4.2).

O

Comme H}p(A/S) ~ Lie(A%) est un V-module libre de rang 2d, on déduit que H3%(A/S) ~ V.
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Si on pose F'* = Rm.DR(A/S)[d], on trouve un morphisme de complexes

0 F—d Fa-1 Fd 0
Fd

0 0 0 /Im(dd—l) —0
HIF®) ~ O,

c’est-a-dire un morphisme
pt 4P — Os[—d].

Par adjonction, on trouve un morphisme

pimp — dO0g[~d].

Pour montrer qu’il s’agit d’'un isomorphisme, on va se servir du fait que les faisceaux sont
cohérents. L’idée sera alors de prouver Iisomorphisme sur chaque point de A%, de sorte que
grace a la cohérence des faisceaux et au lemme de Nakayama on puisse prouver I’isomorphisme
voulu sur les variétés A;, afin d’en déduire 'isomorphisme sur les schémas formels. Pour ce
faire, il faut dans un premier temps comprendre les points de A%, c’est & dire les éléments de

Pici(A/S).

Etape 1 : On va montrer le lemme suivant

Lemme 3.3.12. Pour tout £ € Pic?(A/S)

, 0 si LAOY
i+d ~
Hyp' (L) = {Ld_ieh*eiOS siL~0y

Démonstration. On peut appliquer un raisonnement similaire & celui utilisé dans le cas non-
arithmétique pour calculer les groupes de cohomologie des éléments de Pich(A/ S).

Soit £ € Pict(A/S), L # O4. On note H* = HIn(Lg), qui est donc un K-espace vectoriel,
de dimension r. On sait ([Ked10], lemme 5.1.5) que r = 0 ou r = 1 et qu’on a une suite exacte

0— O4q@k H = Lo — L —0,

ou L' est un Oy g-module cohérent muni d’une connexion intégrable. On sait, d’apres la
proposition [1.3.4], que les foncteurs sp* et sp, réalisent une équivalence de catégorie entre les
O 4 g-modules cohérents et les O 4, -modules cohérents. D’apres [Ber96al, proposition 2.2.3,
L’ est donc localement libre de rang fini. On note ’ son rang. On sait alors, comme Lg est
inversible, que 7 + ' = 1. Or ’ # 0 car sinon on aurait un isomorphisme £ ~ Q40 ® H° ~
040, ce qui est exclus. Donc 1’ =1 et r =0, i.e. H' = 0.

On sait donc que H{p(Lg) = 0, ce qui permet de dire que HJp(L) est de torsion. Or comme
HYn(L) € H%(L) et quaucune section de £ ne peut étre de torsion sur A (car localement
L~ 04), H)p(L) est sans torsion, donc H)p(L) = 0.

Supposons & présent qu’il existe un entier n > 0 tel que H}p(L) # 0 et considérons le plus
petit d’entre eux. Comme £ € Pic?(A/S), il vérifie le théoreme du carré : m*L ~ pi L @ p5L.
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De plus, il existe toujours un isomorphisme ¢ de A x A tel que m = p; o ¢, de sorte que
¢*m*L ~ piL. Ainsi, la formule de Kiinneth (voir annexe donne

Hip(m*L) ~ @ Hp(L£) ® Hyp(L) ~ @ Hp(L£) ® Hip(O4).
ktl=n k+l=n

Or comme pour tout k < n, H¥(L) = 0, on en déduit que
0~ Hjjp(L) ® Hyp(O4) ~ Hir(L),

ce qui est une contradiction. Donc pour tout n, Hjz(L) = 0.

A présent, on traite le cas ou £ >~ O 4. On a déja vu dans la partie précédente que pour une
variété abélienne A on a les isomorphismes

H}p(A/S) ~ /\Lie(Au) ~ H" (R”Homos(Leh*eiOs, (95)) ~ de_neh*eios.

La démonstration de ces isomorphismes n’utilise pas I’hypothese de caractéristique nulle sur
la base S et ils restent donc vrais sur les A;. Ainsi, on en déduit a 'aide du lemme [3.3.11| (p.

que
Hjp(A/S) ~ Rlim Hjp(Ai/S;) ~ Loa—ne™ € Os.

O]

Etape 2 : Comme on va vouloir appliquer le lemme de Nakayama sur les schémas AE, il nous

faut avoir un isomorphisme en restriction a chaque point fermé de chaque AE, or on vera qu’un
tel point peut relevé en unSpf(W (k(z)))-point de A% On montre alors le résultat suivant :

Lemme 3.3.13. Soit k une extension finie du corps résiduel de V, W (k) son anneau des
vecteurs de Witt et ' = Spf(W(k)). Pour tout S'-point de A", si on note 1 : &' — AP
linjection, on a

La*pi/AuP ~ Li*élOg[—d).
Démonstration. Tout d’abord, on remarque que le morphisme
LL*pi/AuP — Li*elOs[—d).

est bien défini, étant donné que c’est le tiré en arriére par ¢ du morphisme pi / P — 65(93[—(1]
précédement construit.

De plus, si on note A" = A xs S’ et AY = A x5 8, alors ¢ se décompose naturellement en
L)
ol ph, est la projection et /' = ¢ X idg/. De fait, en appliquant un changement de base dans le

diagramme

S——=8
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on trouve un isomorphisme canonique
!
Li*éOs|—d] ~ Li/* ¥, 05/ |—d].

Comme le faisceau de Poincaré commute lui aussi aux changements de base, on a aussi un
isomorphisme canonique
x f o~ T 0 /
Lt p+/Ah73_ Lt ph+/Au/77,

ot P’ est le faisceau de Poincaré sur A’ x A¥. 11 faut donc montrer que le morphisme
Ly ) 4P — L™ 4,05 [~d]

est un isomorphisme. On peut donc supposer que &' = S. Il s’agit alors d’une ré-écriture du
méme résultat dans le cadre non-arithmétique :

Comime ei(’)g est & support dans €7(S ), il suffit de montrer que

Vi:S s Al L € LL*pi/AhPZO.
Leh*pi_/AhP ~ Leu*eiOS[—d].
Or la formule du changement de base dans le diagramme

id g Xt

A2 A x A
w o
S A"
donne I'isomorphisme
LL*pi/AhP ~ i L(idg X 1)*P.

Cependant, L(idg x t)*P = (idg x ¢)*P est par définition de P I'élément de Pict(A/S)
correspondant & ¢. On note £ cet élément. Comme 7L ~ H3,(L)[d], le lemme précédent
donne donc

Lot P~ 0 siLot Oy e v # el
C P Le”*ei(f)g[—d] siL~0y ie 1=é.

On en déduit donc I’isomorphisme

LL*pi/AhP ~ Li*10g[—d).
O

Etape 3 : Pour conclure, on va utiliser la cohérence des faisceaux pour déduire un isomor-

phisme sur les schémas AE. Pour ce faire on remarque que le morphisme
pi—/A“,P — GEOS[_d]

induit un morphisme
ﬂwﬂ%%@kﬂ

sur les réductions modulo 7. Fixons un point fermé x de AE, qui est donc aussi un point fermé
de AE). On note k son corps résiduel, qui est donc une extension finie du corps résiduel de V.
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Comme k est fini, il est parfait et on peut prendre son anneau des vecteurs de Witt W (k) et
on note w son uniformisante. On a alors le diagramme suivant

Spec (W), )

Spec (W(k)/w2>Lf - - >Ah1

avec f qui existe par lissité formelle. Par une récurrence immédiate, on trouve que le point
fermé x se releve sur toutes les variétés Ag, et donc sur le schéma formel A’. On note

L Spf(W(k)) — A" ce relevé. Le lemme précédent assure alors que les faisceaux pi / Az P

et ei(’)g[—d] restreints & ¢ sont isomorphes. Ainsi, apres réduction modulo 7¢, les faisceaux

ph,Jr y AuPi et e?*Ogi[—d] sont isomorphes en restriction a x, et ce pour tout x.
¢ i

b
+/A
chaque point fermé de AE, le lemme de Nakayama permet d’affirmer qu’on a un isomorphisme

Comme les faisceaux p° , ,P; et eE*OSi[—d] sont cohérents sur AE et sont isomorphes sur

i oA _
p+/A5P% — Ei*OSz’[ d]?

et ce pour tout ¢. Comme tous ces isomorphismes proviennent d’un méme morphisme sur le
schéma formel A", on en conclut que lui aussi est un isomorphisme, i.e.

Py 4P = EOs[~d].

. Pour le second isomorphisme, on est obligé de tensoriser par DL /s bour pouvoir utiliser le
théoreme d’équivalence de Kashiwara. Remarquons tout d’abord qu’on a un isomorphime

b
e!pSrA P~ Os[—d].

En effet, la formule de changement de base dans le diagramme

exid

AR A

N

donne h .
elpiLA P~ 7&(“4 )(e X idAu)!/AuP-
Or P vérifie le théroéme du carré car il est dans Pic(A x A%/ A"), donc
Bhy 4P © Py 5P = 1) 45 P,

ot pr, Pz, 1 ¢ (A x A") x e (Ax A?) — Ax Af sont les projections et la multiplication associées
au AP-schéma en groupes abéliens A x A". On note

P Ax AT x A (Ax AT X 40 (A x A%
I'isomorphisme canonique. On trouve alors I'isomorphisme de O 4:-modules

(€ xid g5 X 6)5Ah90l;Ah (ﬁz/AuP ®I33/Au77) =~ (e X id g5 ¥ E)I;Ah@%nml;mp-
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Comme fogo(exidy X €) =e€xidy pour f € {p1,p2,m}, on trouve
. b
(E X ZdAh)/Ah,P ~ O_Ah-

Ainsi,
i f
e!pS;4 P~ 771(“4 )OAn [—d] = RTiO 4o [—d].

On se sert ici de 'hypothése selon laquelle on a un isomorphisme R’R’EO 41 =~ Os pour obtenir
I’isomorphisme
!
e!pg P~ Os[—d].
i

De méme, le complexe pgf P~ Rp,P est a support dans ¢(S) (il est aussi concentré en
degré d). On le montre sur les restrictions modulo 7’ de la méme maniére que dans le cas
non-arithmétique et cette propriété commute a la limite projective.

b
Les faisceaux pSrA P et €+Os|—d] vérifient alors les conditions du théoreme de Kashiwara,

. A (0 a R P
mais ce sont des DJ(L‘) g-modules et il existe des contre-exemples a ce théoreme dans ce cas.

Il faut alors les transformer en D; / s,g-modules. €+Os0[—d] est muni d'une structure natu-

b
relle de DL /s Q—module, mais pas pSrA )PQ a priori, c’est pourquoi on construit le complexe

+ (A . N
DA/S@ ®ﬁ§);&(@ Py "Pg. Ce complexe est lui aussi a support dans €(S).
Il ne reste qu’a montrer que son image inverse par € est bien Ogg[—d]. On est ramenés a
montrer un isomorphisme de Og g-modules. Pour ce faire, on s’appuie sur le résultat 4.3.2 de

[Ber02].

!

' (pf Wp Y opt L -1 (pf @
€ (DA/S’Q ®@f}s,@ Py P@) ~Ds a0 D1, o€ Pusa ®ﬁf}$@ r+ Po

—1yt —1,,(A%)

HO) & —1, (A5
Dsjsq®c1p0, € P+ Pa

L
~ 050 ® _1nt
QEe1Dl s

12

b
~ e!pS;A )73@ ~ Os ol—d]

On peut donc appliquer le théoréme d’équivalence de Kashiwara. On en déduit un isomor-
phisme
T (AN
DA/S,Q ®ﬁg\)}s . yan P@ - €+OS,Q[*d]'
O

A cause de la tensorisation par DL /s, On ne peut plus retrouver la formule d’involutivité sur

A, par contre, on conserve celle sur Af.

Propriété 3.3.14.

fofh = <_1>h* i [_d] : D(I;coh(oAh) - Dgcoh(O.Ah)'
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Démonstration. Etant donné qu’on a adapté la totalité des résultats du cas non-arithmétique au
cas arithmétique, la preuve de cet isomorphisme sera en tout point identique a celle de la propriété
2.2.21| (pf67)) c’est pourquoi on ne donnera pas autant de détails.

On a vu dans la section précédente que

FoFt= o4 0 AT ~ b,
avec R = 7713+/(173)(7r!1(23/)177 ® 77!2(31/)373), ou les m;; sont les projections de Al x A x AL
Comme dans le cas non-arithmétique, le principe de la bascule permet de montrer que R est iso-
morphe a w3 /(1’3)m!1(;/)373, qui est lui-méme isomorphe & Lm**p +/.A: P par le théoréme du change-
ment de base.
Le lemme précédent permet alors d’écrire R ~ Lmh*eiOS[—d]. Un autre changement de base

permet de trouver que R ~ €5<(9Fu [—d], ot T est 'anti-diagonale de A% (i.e. les éléments de la forme
(a,—a)) et &: T1 — A% x AL

Ainsi, la composée F o F? est la transformée de Fourier-Mukai de noyau giOFh [—d]. La formule
de la projection permet alors d’écrire

FoFHE) ~ (p1o&)y(p2od)E[—d],

avec p1,pa : A" x A% — Al les projections. Comme on a un diagramme commutatif d’isomorphismes

T

Plo/ \206

Al Al
(1)

on en déduit que

FoFUE) ~ (—1)*E ).

On en déduit le résultat suivant.

Théoréme 3.3.15. F est essentiellement surjective et F? est fidéle.
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Annexe A

Complexes de Spencer

On rapelle tout d’abord la construction des complexes de Koszul.

Définition A.1. Soient A un anneau commutatif, M un A-module et x1,...,x, € A.
Onpose F =A"=AX1® .. AX,.
Le compleze de Koszul associé a (x1,...,x,) et M est le complexe

n k k—1
0>MANF— .. o> MeA \NF->Meos \F—..—-M=0

dont la différentielle est donnée par

k
dm @ Xy Ao ANX) = (=) may, @ Xiy A AXG A A A Xy
=1

Tout I'intérét des complexes de Koszul est qu’ils permettent de trouver des résolutions grice au
théoréme suivant.

Théoréme A.2. Soient A un anneau commutatif, M un A-module et x1,...,z, € A.

On suppose que la famille (x1,...,x,) est M réguliére, c’est-d-dire que pour tout j x;41 n'est pas
un diviseur de zéro dans M/(x1,...,x;)M.

Dans ce cas le complexe de Koszul associé a (x1, ..., xy) et M est quasi-isomorphe d M/(xl, ey )M

(ou plus précisément au complexe dont il est le seul élément non-nul, placé en degré 0).

On obtient ainsi une résolution de ]\4/@;17 ey Tn)
soit commutatif. Dans notre cadre d’étude, le faisceau d’anneaux qui va jouer le role de A est le
faisceau des différentielles de niveau 0, DO qui n’est pas commutatif. On ne peut donc pas utiliser
directement ce théoréme pour trouver des résolutions de D(®-modules. Cependant, on peut tout
de méme construire des complexes de D(©)-modules similaires, appellés complexes de Spencer, qui
seront des résolutions de certains D(®-modules.

On va ici construire le complexe de Spencer du faisceau de transfert Dg?)xy _,y d’une projection
p: X xY — Y de variétés lisses sur S, qui pourra étre Spec(V'), Spec(V/n'V) ou Spf(V) avec V
un anneau a valuation discréte d’uniformisante .

On considere le complexe S. de terme général

)y par des A-modules, mais il faut que A

k
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avec ¢ : X x Y — X la seconde projection, et muni de la différentielle d définie par

(_1)l+lpail ® 0iy N oo A 3;l Ao N0y,

M=

d(P® 0y N...\0Oy,) =

~

1

+ > (=D)RP®(0;,, 0, ) N Oi A NDiy, N Ny A A Dy,
1<l <l2<k

ol 8% signifie qu’on a enlevé ’élément 0;, du produit. Il s’agit donc d’un complexe compris entre
les degrés —dim(X) et 0.

On va montrer que ce complexe est une résolution du faisceau de transfert Dg?)xy _y- Pour ce
faire, on peut se placer sur un ouvert affine U de X xY muni de coordonnées locales x1, ..., Tn, Y1, vy Ym-
On fixe 01, ..., 0, la base de (¢"7Tx)|y associée aux coordonnées 1, ..., z,. Comme les éléments 0;
commutent entre eux, on trouve que

k
AP @y A NOy) = (—1)TPO;, @ 0y Ao NDiy A oo N Dy,
=1
On va appliquer le théoreme de Koszul au complexe S. restreint a U en considérant I'anneau

commutatif A = V[0, ..., 0] et le A-module (a droite) M = Dg?)Xy(U ). Pour ce faire, il faut vérifier
que la famille (01, ..., 0, ) est M-réguliere. Or, remarquons que pour tout i

M = g an 38 3Bm
/M(ala'--aai—l)_ @ Oxxyd;"...0; 811'--851 )
(ai’“-vanaﬁlw-’ﬁm)

ol les 5j sont les éléments de la base de (p*Ty )|y associés aux y;. Les 5j commutant aux 0;, on voit
clairement que si R est un élément de ce quotient tel que RJ; = 0, alors R = 0.

Le théoréme de Koszul permet alors d’affirmer que le complexe S. restreint & U est quasi-
isomorphe a

3 I * 0 0
Mot o= @D Oxxydl.oir ~p' DY =Dy -
(Blw-'vﬁm)

Proposition A.3.
dim(X) 2
Dg{))xy—w ~ 10— D.()?)XY ® /\ ¢ Tx —...— Dg{))xy ® /\q*TX - Dg?)xy ®qTx — Dg?)xy =0

qui est un compleze placé entre les degrés —dim(X) et 0.

On peut déduire de ce résultat un complexe de Spencer pour Dg[())xy .y et pour Dg?)xy cy®p0 €
X XY

avec £ un Dg?)xy—module.

. . . . (0) -1 . (0)
Pour ce faire on va identifier le faisceau wxxy ® Dy @ wy,y avec le faisceau Dy - dont les

structures a gauche et a droite ont été inversées.

Proposition A.4.

0 0 0 0 dim(X 0
D§/LXXY = (O - D_(X)XY = Qxxyyy @ D_(X)XY = Dy © D_(X)XY e QXxx(//x)f ® Dg()xY - 0) ,

qui est un compleze placé entre les degrés —dim(X) et 0.

De plus, si on note DRx,yy(E) le complere de de Rham de & (placé entre les degrés O et

dim(X)), alors Dg?)xygy ®D§?)XY &~ DRxyxyyy(E)[d].
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Démonstration. Par définition, Dg?LXXY = Wxxy/s ®D§?)Xyﬁy®w;(lxy/x. Les faisceaux w1 étant

inversibles, ils sont plats, on peut donc tensoriser le complexe de Spencer de Dg?)xy _,y a gauche par
wxxy/s et a droite par w)}lxy /X On obtient alors le complexe (placé entre les degrés —dim/(X) et
0) de terme général

— dim(X)+k
W5 ® Dy ®Wxlyyx ® /\q Tx ~ /\q Tx ® wxsyyy @ DYy = Qi © DYy,

en utilisant l'identification du faisceau wxxy ® Dg?)xy & w)_(lxy avec le faisceau Dg?)xy dont les

X X . s , , . 0
structures a gauche et a droite ont été inversées. On trouve alors une résolution de ng)_ yxy barle
complexe

dim
0— Dg?)xy = Qxyyy @ Dg?)xY - Q.2X><Y/Y ® Dg?)xy 7 QXX)(//))/ ® Dg?)xY — 0.

Enfin, comme ce complexe est plat sur Dg?)xy, pour tout Oxxy-module £ on en déduit la

(0) .
résolution suivante du faisceau Dy v, v ® X y £ :

0= &= Quyyy 8 = Dy )y ®E ... = QYIS @ € = 0 = DRy vy (€)[d),

qui est donc un complexe compris entre les degrés —dim(X) et 0.

On peut remarquer que ces résultats restent vrais si on considere des faisceaux relatifs a Y.

Proposition A.5.

dim(X
(0) (0) (0) * (0)
Dyvyoyyy = (0 = Dxlyyy @ /\ ¢ T = Dxoyyy @0 Tx = Dxyy )y = O) ,

(0) (0) (0) dim(X) (0)
Dy xxy)y = (0 = Dxwyyy = Qxxvyy ©Dxyyyy = - = Qxyyy © Dxyyy — 0)

et pour tout Dg(Ly/Y—module &

D§9<)_X><y/y D(O) &~ DRXXY/Y(E)[d]'

XXY/)Y
En particulier, on retrouve le résultat énoncé dans [HTTO8] propriété 1.5.28.

Proposition A.6. Soient X et Y deuz variétés lisses et p: X XY — Y la projection canonique.
Pour tout € € Mod(Dg()XY) on a

p+& ~ Rp.DRx vy (£).
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Annexe B

Formule de Kiinneth formelle

Avant toute chose, rappelons la formule de Kiinneth classique.

Proposition B.1 (Formule de Kiinneth). Soient X et Y deux schémas propres et lisses sur S
affine, F un complexe borné de faisceaux Ox-quasi-cohérents et S-plats dont les différentielles
sont des opérateurs différentiels sur X et G un complexe borné inférieurement de faisceauzr Oy -
quasi-cohérents et S-plats dont les différentielles sont des opérateurs différentiels sur Y. On note
A=T(S,0s) et Tot(F K G) le complexe total associé au double complexe (F* K G7); ;. Alors

RT(X x Y,Tot(F K G)) ~ RT(X, F) & RT(Y,G).

On renvoie a [Sta21l, Section 0G4A] pour plus de détails.
Le but de cette annexe est d’énoncer un résultat similaire dans le cadre formel.

Proposition B.2 (Formule de Kiinneth formelle). Soient V' un anneau a valuation discréte, Xy et
Xy deux schémas formels propres et lisses sur S = Spf(V) et Ly et Lo deux faisceaux inversibles
respectivement sur Xy et Xo. Alors

L
RP(Xl X XQ, DR(,Cl X ,CQ)) ~ RP(Xl, DR(£1)) & RF(XQ, DR([,Q))

On ne I’énonce pas dans un cadre aussi général que la formule de Kiinneth classique uniquement
parce que nous n’aurons pas besoin de version plus générale que celle-ci. Avant de montrer ce
résultat, on démontre un lemme intermédiaire.

Lemme B.3. Sous les mémes hypothéses que précédement, on considére £ € ch’oh(O;(l) et F© €
Db, (Ox,). Alors

L
RT(X; X X5, & K F') ~ RI'(X1,E) @ RT( Xy, F).
Démonstration. On pose les notations suivantes :

X1 X XQ b

X1
p2 S1

Xo )

s2

Remarquons dans un premier temps que comme les faisceaux sont cohérents et que les schémas
sont propres, R['(X1,E) ~ Rs1.E et R[(Xo, F') ~ Rso.F sont cohérents. De plus, si G; et G,
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sont deux complexes a cohomologie cohérente et bornée sur un schéma formel X alors on a un
isomorphisme canonique

L . L
G, Gy~ GG 1= Rim (61,563,
i
En effet, on a un morphisme canonique
Lo Al
gl & gg — gl® g2~

Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme on peut se restreindre par dévissage au cas ou les
complexes sont concentrés en degré 0, donc des faisceaux cohérents. Dans ce cas, comme le résultat
qu’on cherche a montrer est local sur X', on peut se restreindre au cas ou G; = Oy, et dans ce cas
I’isomorphisme est évident.

De plus, remarquons que les preuves de la formule de la projection (propriété p et du
changement de base (propriété p pour les D©-modules relatifs (sur un schéma formel)
s’adaptent sans mal au cas des O-modules sur un schéma formel.

On déduit de ces deux remarques les isomorphismes suivants :

Rs.(pi& %p;-}m) =~ RS*(PT“/,@LP;‘FJ
~ Rs1.Rp1-(p}€ & p3F)
~ Rs1. (€@ RprupsF)
~ Rsl*(é’@LSTRS%]:‘)
~ R51*5'®L382*]‘—'
~ Rs1.E é Rso  F".

On peut maintenant prouver la formule de Kiinneth formelle.

Démonstration. On suit une démonstration en tout point similaire a celle de [Sta21l Section 0G4A].
Dans un premier temps, remarquons que comme les £; sont inversibles, les termes des complexes
DR(L;, X;) sont plats et les objets (£ ®Q’f¥1/s)® (£2®Ql/\,2/3) sont des faisceaux (malgré la présence
du foncteur dérivé ®" dans la définition de X). On peut donc construire le double complexe composé
de ces objets et dont les morphismes sont des opérateurs différentiels d’ordre fini sur X7 x X5 relatifs
a S. On note Tot(DR(L1) ¥ DR(L2)) le complexe total associé a ce double complexe.
On fixe les notations suivantes

X1><X2
N
Xl s XQ
S

On déduit des morphismes d’adjonction les morphismes

RsjDR(L;) = Rsjupjup; ' DR(L;) = RsjuRpj.p; 'DR(L;) = Rs.p; ' DR(L;)
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pour j = 1,2. De plus, on peut construire pour tous deux complexes de s~ 'Og-modules £ et F' un
morphisme

Rs,&'®"Rs,F — Rs,(EQ"F).
Pour construire ce morphisme, on part du morphisme canonique
—1 oL g . oLl
s R, ER s Rs F = ERQ F.
Comme il s’agit de produits tensoriels complétés, on a 3_1R3*8'®Ls_1Rs*}“' ~ s‘l(Rs*5'®LRs*]:').

On déduit alors le morphisme voulu par ’adjonction (Rs,,s~!). Remarquons aussi qu’on a un mor-
phisme canonique

EQVF = Tot(E&F),
ott Tot(E ®F) désigne le complexe total associé au double complexe dont les éléments sont les
E'&FI. Enfin, si &; est un complexe de Ox;-modules, les morphismes

1 E 10405 " E) = PIEI® O, 2, P3E)
induisent un morphisme entre les complexes totaux
Tot(py ' E18s105P3  €3) = Tol(PIEI®O, , ,P3E3)-
En mettant tous ces morphismes bout a bout, on trouve donc un morphisme
Rs1.DR(L1)&"Rss. DR(Ls) — Rs. Tot(pt DR(L1)&piDR(Ls)).
Cependant, on a un morphisme canonique
Rs1.DR(L1) ® Rso.DR(L2) — Rs1,DR(L1)&" Rss. DR(Ls).

De plus, comme les termes de DR(L;) sont des faisceaux Ox;-cohérents, on a un isomorphisme

canonique

Rs, Tot(pi DR(L1)®psDR(L2)) ~ RsTot(pi DR(L1) ® pyDR(L3)).

On en déduit alors un morphisme

Rs1.DR(L1) ® Rso.DR(L2) — Rs.Tot(pi DR(L1) @ pyDR(Ls)),
qu’on peut écrire sous la forme
RT(X1, DR(L1)) © RT(Xy, DR(Ls)) — RT(Xy x Xo, Tot(p DR(L1) @ piDR(Ls))).
Enfin, les éléments du double complexe pjDR(L1) ® p5 DR(L2) sont les
Pi(L1 @ Dby, j5) @ P3(L2 ® Oy o) = (DTL1 @ P3L2) ® (DT, 15 @ D5, 6)-
Ainsi,
Tot(piDR(L1) @ psDR(L3)) ~ (L1 X L2) @ Tot(Qy, Ky, ) ~ (L1 X Lo) @ Qi wox, = DR(L1 K L),

Finalement, on en déduit un morphisme (canonique)

RT(X1, DR(L1)) ® RT(Xs, DR(Ls)) — RT(Xy x X, DR(LR L))
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Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, on procéde par dévissage en posant pour 0 < k <
d1 = dzm()(l)

}",;:0—>...—>0—>£1®Q’§(1/S—>£1®Q'j§/13—>...—>£1®Q‘j§1/3—>0.
Notons que Fy = DR(L;). On a alors les suites exactes

0— L1090 s[—k] = Fj, = Fiyy — 0.

On peut alors montrer 'isomorphisme par récurrence descendante pour k allant de dy a 0. Pour ce
faire, il suffit de montrer que pour tout k£ le morphisme

L
RT(X1, £, @ O, /5) @ RT(Xy, DR(Ly)) — R (&) X X, (L1 @ Q% /s) K DR(Ly)),
construit de maniere analogue au précédent, est un isomorphisme.

Par un raisonnement similaire sur DR(L3), on peut se restreindre & montrer que pour tous k et
[ le morphisme

L
RT(X1, L1 @ Q% /5) @ RT (X, Lo © Qb 5) — RT(Xy X Xa, (L1 @ Qh, /5) B (Lo @ Oy, 1))

est un isomorphisme, ce qui est une conséquence du lemme précédent.
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