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Introduction
La transformée de Fourier-Mukai, introduite par Shigeru Mukai dans [Muk81], est un outil

très puissant permettant d’étudier les faisceaux quasi-cohérents sur une variété abélienne. Plus
précisément, si on fixe A une variété abélienne sur un schéma S localement noethérien pour laquelle
on notera m, ε et 〈−1〉 respectivement la multiplication, l’élément neutre et l’inverse, et T un S-
schéma localement noethérien, on peut munir A×S T d’une structure de variété abélienne sur T en
étendant m, ε et 〈−1〉. On dira alors qu’un OA×T -faisceau inversible L vérifie le théorème du carré
si

m∗TL ' p∗1L ⊗ p∗2L,

oùmT , p1, p2 : (A×ST )×T (A×ST )→ A×ST sont respectivement la multiplication et les projections
canoniques. On note Pic0(A ×S T/T ) le groupe abélien des classes d’isomorphie des faisceaux de
OA×T -modules inversibles satisfaisant le théorème du carré. On a alors le théorème suivant, dû à
Grothendieck dans le cas où A est projectif sur S et à Artin et Raynaud en général.

Théorème. Le foncteur Pic0(A × •/•) : T 7→ Pic0(A ×S T/T ) de la catégorie des S-schémas
localement noethériens dans la catégorie des groupes abéliens est représentable par un S-schéma
abélien de même dimension que A.

On renvoie à [Ray70], section I, pour plus de détails.
On note A∨ ce schéma abélien, qui sera appelé variété abélienne duale. La représentabilité du
foncteur Pic0(A×•/•) donne un élément universel P de Pic0(A×A∨/A∨), correspondant à idA∨ ∈
Hom(A∨, A∨). Le faisceau P est donc un OA×A∨-module inversible vérifiant le théorème du carré
pour la A∨-variété abélienne A × A∨, qui est appelé faisceau de Poincaré. On pose les notations
suivantes :

P

A×A∨
p

zz

p∨

%%
A A∨

Définition. On définit la transformée de Fourier-Mukai F : Db
qcoh(OA)→ Db

qcoh(OA∨) en posant

F(E ·) = Rp∨∗ (P
L
⊗OA×A∨ p

∗E ·).

On définit de même la transformée de Fourier-Mukai duale F∨ : Db
qcoh(OA∨) → Db

qcoh(OA) en
posant

F∨(E ·) = Rp∗(P
L
⊗OA×A∨ p

∨∗E ·).

Les propriétés les plus importantes de la transformée de Fourier-Mukai sont les suivantes

Théorème ([Muk81]). 1. Si E · ∈ Db
coh(OA), F(E ·) ∈ Db

coh(OA∨).

2. F : Db
qcoh(OA)→ Db

qcoh(OA∨) réalise une équivalence de catégories.

3. F est involutive, dans le sens où F∨ ◦F ' 〈−1〉∗ • [−dim(A)] et F ◦F∨ ' 〈−1〉∨∗ • [−dim(A)].

Dans sa prépublication [Lau96], Gérard Laumon propose une façon d’étendre la transformée
de Fourier-Mukai en un foncteur sur les D-modules sur une variété abélienne sur un corps de
caractéristique nulle.
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L’idée générale est, pour une variété abélienne A sur S localement noethérien de caractéristique
nulle, de considérer les faisceaux de DA-modules OA-inversibles rigidifiés qui vérifient le théorème
du carré. On note Pic\(A/S) le groupe abélien dont les éléments sont les classes d’isomorphie de ces
faisceaux. De même, pour T un S-schéma localement noethérien, on peut construire la T -variété
abélienne A×T et regarder le groupe Pic\(A×T/T ) des classes d’isomorphie des faisceaux DA×T/T -
modules OA×T -inversibles qui vérifient le théorème du carré.
Attention : il est important de voir qu’il s’agit de DA×T/T -modules et non pas de DA×T/S-modules !
Cela vient du fait qu’on regarde A × T comme une T -variété et non pas une S-variété, et c’est ce
détail qui va compliquer le travail d’extension de la transformée de Fourier-Mukai aux D-modules.
Dans ce contexte, et sans hypothèse sur la caractéristique de S, on dispose du théorème de repré-
sentabilité de Mazur-Messing.

Théorème ([MM74]). Le foncteur Pic\(A × •/•) : T 7→ Pic\(A × T/T ) est représentable par un
S-schéma en groupes abélien lisse de dimension 2dim(A).

On notera ce schéma A\. De même que dans le cas des O-modules, la représentabilité de Pic\(A×
•/•) donne un objet canonique P de Pic\(A×A\/A\) associé à idA\ , qu’on appellera encore faisceau
de Poincaré. Il est cependant important de remarquer que P est un DA×A\/A\-module, de sorte que
la transformée de Fourier-Mukai d’un DA-module ne pourra être qu’un OA\-module.

On peut alors construire une transformée de Fourier-Mukai pour les DA/S-modules

F : Db
qcoh(DA/S)→ Db

qcoh(OA\)

et sa transformée duale
F \ : Db

qcoh(OA\)→ Db
qcoh(DA/S)

de manière analogue à celle sur les OA-modules. On trouve alors le résultat attendu :

Théorème (Laumon-Rothstein). La transformation F préserve la cohérence, est involutive et
induit une équivalence de catégories entre Db

qcoh(DA/S) (resp. Db
coh(DA/S)) et Db

qcoh(OA\) (resp.
Db
coh(OA\)).

Ce résultat a été publié en premier par Rothstein dans [Rot96, Rot97], ce qui explique que
[Lau96] soit resté à l’état de prépublication.

L’objectif des travaux exposés ici est d’étendre la définition de la transformée de Fourier-Mukai,
définie sur les O-modules (Mukai) et les D-modules (Laumon-Rothstein) sur une variété abélienne
classique, pour en faire un foncteur sur les D̂(0)-modules sur une variété abélienne formelle A, où
D̂(0) est le complété p-adique du faisceau des opérateurs différentiels cristallins (engendré par les
dérivations) de Berthelot. La principale motivation de l’obtention d’une telle transformation est
que la catégorie des D̂(0)

A -modules cohérents ne dépend que de la fibre spéciale, donc de la variété
abélienne sur k, qui est sous-jacente. D’autre part, toute variété abélienne A0 sur un corps fini k
se relève en une variété abélienne formelle A sur l’anneau des vecteurs de Witt W (k). La catégorie
des D̂(0)

A -modules cohérents est en fait attachée à A0 et toute opération sur cette catégorie donne
des informations sur la variété abélienne A0 sur k.
On utilisera un analogue formel du foncteur Pic\ qui puisse inclure des informations sur les structures
de D̂(0)-modules des faisceaux et qui puisse être représentable, ce qui fournira un analogue de la
variété duale et du faisceau de Poincaré. On pourra alors construire une transformée de Fourier-
Mukai à l’aide de ces objets. Il faudra ensuite s’assurer que cette transformée vérifie les propriétés
fondamentales attendues d’une transformée de Fourier-Mukai.

Pour réussir à étendre la transformée de Fourier-Mukai aux D-modules arithmétiques, on va
d’abord comprendre comment l’étendre aux O-modules sur une variété formelle, puis aux D-modules
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sur une variété classique au-dessus d’un corps de caractéristique nulle (construction de Laumon),
avant d’adapter les outils utilisés pour construire une transformée de Fourier-Mukai pour les D-
modules arithmétiques.

Dans un premier temps, on donnera une méthode pour étendre la transformée de Fourier-Mukai
en un foncteur sur les complexes quasi-cohérents de O-modules sur une variété formelle. Pour ce
faire, la première chose à prendre en compte sera la construction des faisceaux quasi-cohérents sur
un schéma formel.
Soit X un schéma formel, limite du système inductif (Xi)i.

Définition. On définit D−qcoh(OX ) comme étant la sous-catégorie de D−(OX ) dont les objets E ·
vérifient

• E ·0 ∈ D−qcoh(X0).

• E · = Rlim←−
i

(
OXi

L
⊗OX E ·

)
.

On peut voir les faisceaux quasi-cohérents sur X comme des faisceaux dont les restrictions sur
chaque Xi sont compatibles entre elles en plus d’être quasi-cohérentes.

Théorème ([Ber02]). Le foncteur Rlim←− réalise une équivalence de catégorie entre la catégorie
D−qcoh(OX ) et la sous-catégorie pleine de la catégorie D−(OX·) formée des complexes de systèmes
projectifs (E ·i)i tels que :

• Le complexe E ·0 appartient à D−qcoh(X0).

• Pour tout entier i le morphisme canonique

OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1 → E ·i

est un isomorphisme.

La définition des faisceaux quasi-cohérents sur X est alors plus rigide que celle naïve qui consis-
terait à prendre la limite projective d’une famille de faisceaux quasi-cohérents. Ce faisant il n’est
pas clair que les constructions usuelles des foncteurs classiques comme le produit tensoriel, l’image
inverse et l’image directe par un morphisme possèdent de bonnes propriétés. En fait, on montrera
que le foncteur OY ⊗f−1OX f

−1• ne préserve pas la quasi-cohérence sur les schémas formels. Ce
qui nous amènera à définir les foncteurs produit tensoriel, image inverse et image directe formels
comme la limite projective des mêmes foncteurs sur les Xi.

Définition. Soient f : X → Y un morphisme de schémas formels, E ·,F · ∈ Db
qcoh(OX ) et G· ∈

Db
qcoh(OY). On pose

E ·⊗̂LOXF
· = Rlim←−

i

(E ·i
L
⊗OXi

F ·i),

f [E = Rlim←−
i

Lf∗i E ·i

et
f+G = Rlim←−

i

Rfi∗G·i.
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Ce sont les mêmes définitions que celles de [Ber02], adaptées au cas des O-modules. Ainsi, par
construction, ces foncteurs sont compatibles aux réductions sur les Xi et préservent donc la quasi-
cohérence. On pourra alors construire les transformées de Fourier-Mukai F et F∨ sur une variété
abélienne formelle A et sur A∨, sa variété abélienne duale. Comme tous les foncteurs utilisés pour
les construire seront compatibles aux réductions sur les Ai, on en déduira le résultat suivant.

Propriété.
F ' Rlim←−

i

Fi et F∨ ' Rlim←−
i

F∨i .

Ce résultat permet de transporter les propriétés importantes des transformées de Fourier-Mukai
depuis le monde des variétés classiques vers le monde des variétés formelles.

Théorème (Théorème 1.2.21). La transformation F est involutive, et réalise une équivalence de
catégories entre Db

qcoh(OA) et Db
qcoh(OA∨).

On pourra ensuite se servir de ces résultats pour construire une transformée de Fourier-Mukai sur
une variété analytique rigide avec bonne réduction. Plus précisément, si on note K = Frac(V )
le corps des fraction de V et AK la fibre générique de la variété abélienne formelle A (AK est
donc une variété analytique rigide sur K), on peut construire sa variété abélienne duale A∨K et
lui associer un faisceau de Poincaré PK sur AK × A∨K . On peut alors construire la transformée
de Fourier-Mukai rigide FK : Db

coh(OAK
) → Db

coh(OA∨K ). Étant donné que FK va commuter aux
morphismes de spécialisation, on va pouvoir transporter les propriétés importantes des transformées
de Fourier-Mukai dans le monde des variétés analytiques rigides avec bonne réduction.

Théorème (Théorème 1.3.10). La transformation FK est involutive et réalise une équivalence de
catégories entre Db

coh(OAK
) et Db

coh(OA∨K ).

Dans le second chapitre, on donnera plus de détails sur la construction de la transformée de
Fourier-Mukai pour les D-modules sur une variété sur le spectre d’un corps de caractéristique nulle
donnée dans [Lau96]. En effet, afin de comprendre comment construire une transformée de Fourier-
Mukai pour les D̂(0)-modules (sur une variété formelle), il faut comprendre précisément comment
on la construit pour les D-modules sur une variété classique pour essayer d’adapter la méthode.
Comme dit précédement, étant donnée une variété abélienne A sur un corps de caractéristique
nulle, on peut construire un schéma en groupes abéliens D-dual, A\, et un faisceau de DA×A\/A\-
modules universel P sur A × A\. Ce faisant, le caractère relatif à A\ de P nous force à travailler
avec des dérivations relatives à A\, ce qui soulève plusieurs questions d’ordre pratique, à commencer
par : comment construit-on le DA×A\/A\-module image inverse d’un DA/S-module par la projection
p : A × A\ → A ? Et réciproquement pour construire l’image directe d’un DA×A\/A\-module. On
va donc introduire des foncteurs image inverse et image directe relatifs. Plus précisément, si f =
idX × g : X × Y → X × Z est un morphisme de variétés, on va construire des foncteurs

f !(Y,Z) : Db
qcoh(DX×Z/Z)→ Db

qcoh(DX×Y/Y )

et
f

(Y,Z)
+ : Db

qcoh(DX×Y/Y )→ Db
qcoh(DX×Z/Z).

Ces foncteurs seront en réalité très proches des foncteurs sur les O-modules.

Propriété. On a les isomorphismes de O-modules suivants :

f !(Y,Z)(E ·) ' Lf∗(E ·)

et
f

(Y,Z)
+ (F ·) ' Rf∗(F ·).
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Les foncteurs relatifs vont aussi vérifier de nombreux résultats classiques comme la formule de
la projection, le théorème du changement de base ou encore le principe de la bascule, en plus d’être
compatibles avec foncteurs classiques sur les D-modules.
Munis de ces constructions sur les D-modules relatifs, on pourra alors donner une autre définition
de la transformée de Fourier-Mukai pour les D-modules.
Définition. On définit la transformée de Fourier-Mukai sur les DA-modules comme le foncteur
F : Db

qcoh(DA)→ Db
qcoh(OA\) donné par

F(E ·) = p\+/A\(P
L
⊗O

A×A\
p!(A\)E ·).

De même, on définit sa transformée D-duale comme le foncteur F \ : Db
qcoh(OA\) → Db

qcoh(DA)
donné par

F \(E ·) = p
(A\)
+ (P

L
⊗O

A×A\
p\∗E ·).

Ces définitions sont totalement équivalentes à celle de [Lau96], mais elles seront plus pratiques à
utiliser pour montrer les résultats fondamentaux attendus. De plus, il sera plus facile dans la suite
d’étendre cette définition au cas arithmétique.

On récrit ensuite la démonstration du théorème de Laumon-Rothstein (Théorème 2.2.21).

Enfin, la troisième partie de ce travail consiste à utiliser les outils des deux chapitres précédents
pour obtenir une transformée de Fourier-Mukai pour les D̂(0)-modules sur une variété formelle A.
On considère V un anneau à valuation discrète d’uniformisante π, Vi sa réduction modulo πi, (Ai)
un système inductif de variétés abéliennes sur les Vi et A leur limite.
Si la quasi-totalité des constructions du chapitre 2 n’utilisent pas l’hypothèse sur la caractéris-
tique nulle de la base S et peuvent donc être faites sur les Ai, ce n’est pas le cas de la preuve
de l’involutivité de la transformée de Fourier-Mukai, qui utilise de façon cruciale le théorème de
Kashiwara et l’acyclicité du complexe de Koszul. Ainsi, il est fort peu probable que la transformée
de Fourier-Mukai sur Ai soit involutive, malgré le fait qu’on puisse la construire. C’est pourquoi
il faut considérer la transformée de Fourier-Mukai sur le schéma formel A. De même, la construc-
tion du foncteur Pic\ est intimement liée aux modules à connexion intégrable, qui dans le cadre
arithmétique correspondent aux D(0)-modules, c’est pourquoi on restreindra la construction aux
D̂(0)
A -modules, D̂(0)

A étant le complété du faisceau d’opérateurs différentiels sur A engendré par les
dérivations.
Pour pouvoir définir la transformée de Fourier-Mukai sur les D̂(0)

A -modules on va utiliser le même
genre d’astuce que dans le premier chapitre, à savoir construire les foncteurs sur les variétés abé-
liennes formelles comme limite projective de ceux sur les réductions modulo πi. Ces constructions
sont déjà présentes dans [Ber02] pour les foncteurs classiques, mais on aura aussi besoin des fonc-
teurs relatifs. On constatera aussi que la quasi-totalité des résultats qu’on a évoqués sur les foncteurs
relatifs sur une variété classique vont s’étendre au cas des schémas formels. Une fois tous les résultats
nécessaires obtenus dans le cadre arithmétique, on peut définir la transformée de Fourier-Mukai sur
les D̂(0)

A -modules.

Définition. On définit la transformée de Fourier-Mukai pour les D̂(0)-modules F : Db
qcoh(D̂(0)

A/S)→
Db
qcoh(OA\) en posant

F(E ·) = p\+/A\(P
L
⊗OA×A\

p!(A\)E ·).

On définit aussi la transformée de Fourier-Mukai D-duale F \ : Db
qcoh(OA\) → Db

qcoh(D̂(0)
A/S) en

posant
F \(E ·) = p

(A\)
+ (P

L
⊗OA×A\

p\∗E ·).
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Les travaux présentés dans ce manuscrit ne sont pas assez avancés pour montrer que cette
transformée de Fourier-Mukai est involutive, cependant on peut prouver une des deux formules
d’involutivité, qui conduit au résultat final.

Théorème (Théorème 3.3.15). 1. La transformation F est essentiellement surjective

2. La transformation F \ est fidèle.

Pour terminer, voici quelques questions encore ouvertes.
Il est naturel de penser que F réalise effectivement une équivalence de catégories entre Db

qcoh(D̂(0)
A/S)

(resp.Db
coh(D̂(0)

A/S)) etDb
qcoh(OA\) (resp.Db

coh(OA\)), mais l’existence de D̂(0)-modules arithmétiques
mettant en défaut le théorème de Kashiwara nous empêche de le montrer sans une compréhension
plus approfondie de la structure de D̂(0)

A×A\/A\-module de P. Il est aussi possible que la transfor-

mée de Fourier-Mukai ne réalise pas une équivalence de catégories avec les D̂(0)
A/S-modules mais

plutôt avec les D†A/S-modules. Un pas dans cette direction serait de déterminer si la structure de
D̂(0)
A×A\/A\-module de P peut s’étendre en une structure de D†A×A\/A\-module, autrement dit si P

est surconvergent.
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Chapitre 1

Transformée de Fourier-Mukai pour
les O-modules sur un schéma formel

Dans ce chapitre, on va étendre la définition classique de la transformée de Fourier-Mukai en
un foncteur sur les schémas formel. Pour ce faire, on va avoir besoin de plusieurs outils pour faire
commuter des résultats connus sur les variétés classiques à la limite projective, et ainsi obtenir leur
équivalent sur les schémas formels.
Dans un premier temps, on va étudier plus en détail le comportement des faisceaux quasi-cohérents
sur les schémas formels, ce qui nous poussera à définir une version formelle du foncteur image in-
verse. On pourra alors définir la transformée de Fourier-Mukai formelle, qui possèdera les propriétés
voulues.

1.1 Faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel
Dans cette section, on considère un schéma formel X = lim−→

i

Xi sur Spf(V ).

1.1.1 Outils de dévissage

Étant donnée une catégorie abélienne C, on notera D(C) la catégorie dérivée de C, D+(C) la
sous-catégorie pleine de D(C) dont les objets sont bornés inférieurement, D−(C) la sous-catégorie
pleine de D(C) dont les objets sont bornés supérieurement et Db(C) la sous-catégorie pleine de D(C)
dont les objets sont bornés.

On aura besoin dans la suite d’outils de dévissage, en particulier du résultat suivant :

Définition 1.1.1. Soient C et C′ deux catégories abéliennes et soit F : D(C)→ D(C′) un δ-foncteur
covariant.

• On dit que F est way-out à droite si pour tout n1 ∈ Z il existe n2 ∈ Z tel que pour tout X ·
objet de D(C) qui vérifie H i(X ·) = 0 pour tout i < n2 alors H i(F (X ·)) = 0 pour tout i < n1.

• On définit de même way-out à gauche en renversant les inégalités, ainsi que way-out dans les
deux directions.

• On dit que F est de dimension cohomologique finie si il existe d ∈ N tel que pour tout n ∈ N et
tout objet X · de D(C) qui vérifie H i(X ·) = 0 pour tout i < n (resp. i > n) alors H i(F (X ·)) = 0
pour tout i < n− d (resp. i > n+ d).

Remarques :
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• Si F : C → C′ est un foncteur exact à gauche, alors le foncteur dérivé RF est way-out à droite
(il suffit de prendre n2 = n1). De même, si G : C → C′ est exact à droite, LG est way-out à
gauche.

• Tout foncteur de dimension cohomologique finie est way-out dans les deux directions.

• Tout foncteur de dimension cohomologique finie envoit D−(C) dans D−(C′), D+(C) dans
D+(C′) et Db(C) dans Db(C′).

Lemme 1.1.2. Soient C une catégorie abélienne et D(C) sa catégorie dérivée. Pour toute suite
exacte d’objets de D(C)

0→ X · → Y · → Z · → 0

il existe un morphisme Z · → T (X ·) tel que (X ·, Y ·, Z ·) soit un triangle, où T est le foncteur de
translation.

Démonstration. Cette preuve est une reformulation de la remarque qui suit la proposition I.6.1 de
[Har66].

Par les axiomes des catégories triangulées, on sait qu’il existe un objet W · de D(C) qui complète
X · → Y · en un triangle.

W ·

}}

h

**0 // X ·
f

// Y · g
//

aa

Z · // 0.

Nous allons montrer l’existence du morphisme h puis qu’il s’agit d’un quasi-isomorphisme.
On sait ([Har66] Prop I.1.1) que Hom(., Z ·) est un foncteur cohomologique, en particulier on a

la suite exacte suivante

Hom(W ·, Z ·)→ Hom(Y ·, Z ·)→ Hom(X ·, Z ·).

Or g est un élément de Hom(Y ·, Z ·) qui est envoyé sur g ◦ f = 0 dans Hom(X ·, Z ·), il provient
donc d’un élément h ∈ Hom(W ·, Z ·).

Pour montrer que h est un quasi-isomorphisme, on écrit les suites exactes longues de cohomologie
de la suite exaxcte courte et du triangle :

. . . // H i(X ·) // H i(Y ·) // H i(Z ·) //

Hi(h)
��

H i+1(X ·) // H i+1(Y ·) // . . .

. . . // H i(X ·) // H i(Y ·) // H i(W ·) // H i+1(X ·) // H i+1(Y ·) // . . . .

On en déduit par le lemme des cinq morphismes que H i(h) est un isomorphisme, pour tout i. Donc
h est bien un quasi-isomorphisme.

Propriété 1.1.3. Soient F et G deux δ-foncteurs de D∗(C) dans D(C′) (où "*" désignera tour à
tour "b", "-", "+" et " "). Soit X · un objet de D∗(C). On suppose l’existence d’un morphisme de
foncteurs η : F → G tel que pour tout n, η induit un quasi-isomorphisme F (Xn) ' G(Xn).

On suppose de plus l’une des conditions suivantes :

1. F,G : Db(C)→ D(C′).

2. F,G : D−(C)→ D(C′) sont way-out à gauche.
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3. F,G : D+(C)→ D(C′) sont way-out à droite.

4. F,G : D(C)→ D(C′) sont way-out dans les deux directions.

Alors η induit un quasi-isomorphisme F (X ·) ' G(X ·).

Démonstration. Avant de commencer il faut introduire quelques outils.
Pour tout n, on définit les troncations naïves

τ>n(X ·) : . . . // 0 // 0 // Xn+1 // Xn+2 // . . .

τ≤n(X ·) : . . . // Xn−1 // Xn // 0 // 0 // . . . ,

ainsi que les troncations cohomologiques

σ>n(X ·) : . . . // 0 // im(dn) // Xn+1 // Xn+2 // . . .

σ≤n(X ·) : . . . // Xn−1 // ker(dn) // 0 // 0 // . . . .

On a alors les suites exactes suivantes

0 // σ>n(X ·) // X · // σ≤n(X ·) // 0

0 // τ>n(X ·) // τ>n−1(X ·) // Xn // 0

qui donnent lieu à deux triangles

σ>n(X ·) // X · // σ≤n(X ·) (1.1)

τ>n(X ·) // τ>n−1(X ·) // Xn (1.2)
d’après le lemme précédent.

Il est aussi important de remarquer que les troncations cohomologiques vérifient

H i(σ≤n(X ·)) =
{
H i(X ·) si i ≤ n

0 si i > n

et
H i(σ>n(X ·)) =

{
H i(X ·) si i > n

0 si i ≤ n.

1. On commence par le cas où X · est borné. On montre alors par récurrence descendante sur n
que

F (τ>n(X ·)) ' G(τ>n(X ·)).

Pour n très grand, τ>n(X ·) est le complexe trivial et l’isomorphisme est clair.
Supposons à présent l’isomorphisme établi pour un indice n fixé. Grâce au triangle (1.2), on
trouve deux triangles

F (τ>n(X ·)) //

η(τ>n(X·))
��

F (τ>n−1(X ·)) //

η(τ>n−1(X·))
��

F (Xn)

η(Xn)
��

G(τ>n(X ·)) // G(τ>n−1(X ·)) // G(Xn).
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Or η(τ>n(X ·)) est un isomorphisme par hypothèse de récurrence et η(Xn) l’est aussi par
hypothèse. Ainsi, η(τ>n−1(X ·)) est un isomorphisme (on renvoie à [Har66] Prop I.1.1 pour ce
résultat).
Remarque : Ce raisonnement fonctionne au niveau des catégories triangulées : si les η(Xn)
sont des isomorphismes de complexes, les isomorphismes trouvés le sont aussi.

2. On traite à présent le cas où X · est borné supérieurement.
Pour montrer que η(X ·) est un isomorphisme (dans D(C′)), il suffit de le montrer pour tous
les

H i(η(X ·)) : H i(F (X ·))→ H i(G(X ·)).

On fixe j ∈ Z. Comme F et G sont tout les deux way-out à gauche, il existe n0 tel que

∀Y · ∈ D−(C),
(
∀i > n0, H

i(Y ·) = 0
)
⇒
(
∀i > j − 2, H i(F (Y ·)) = H i(G(Y ·)) = 0

)
.

Comme H i(σ≤n0(X ·)) = 0 si i > n0,

∀i > j − 2, H i(F (σ≤n0(X ·))) = H i(G(σ≤n0(X ·))) = 0.

En appliquant le foncteur F au triangle (1.1) et en prenant la suite exacte longue de cohomo-
logie, on trouve

. . . // Hj−1(F (σ≤n0(X ·))) // Hj(F (σ>n0(X ·))) // Hj(F (X ·)) // Hj(F (σ≤n0(X ·))) // . . .

0 0

D’où Hj(F (σ>n0(X ·))) ' Hj(F (X ·)), et il en va de même pour G. Or σ>n0(X ·) est borné et
on sait déjà que dans ce cas Hj(F (σ>n0(X ·))) ' Hj(G(σ>n0(X ·))). On en conclut donc que

H i(η(X ·)) : H i(F (X ·))→ H i(G(X ·))

est un isomorphisme, et donc η(X ·) est un quasi-isomorphisme.

3. Le cas où X · est supposé inférieurement borné se démontre de la même façon.

4. Dans le cas général où X · est non-nécessairement borné, on sait que σ≤0(X ·) ∈ D−(X ·), donc

F (σ≤0(X ·)) ' G(σ≤0(X ·)).

De même, σ>0(X ·) ∈ D+(X ·) et

F (σ>0(X ·)) ' G(σ>0(X ·)).

On a donc un isomorphisme entre triangles (obtenus à patir du triangle (1.1))

F (σ>0(X ·)) //

'
��

F (X ·) //

��

F (σ≤0(X ·))

'
��

G(σ>0(X ·)) // G(X ·) // G(σ≤0(X ·)),

d’où F (X ·) ' G(X ·).
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Remarque : On a un résultat similaire dans le cas où η induit des isomorphismes sur les groupes
de cohomologie. On renvoit à [Har66] Prop I.7.1 pour plus de détails.

On rappelle aussi les deux lemmes classiques suivants.

Lemme 1.1.4 (Formule de la projection). Soit f : X → Y un morphisme de schéma quasi-compact
et quasi-séparé. Pour tout E · ∈ Dqcoh(OX) et F · ∈ Dqcoh(OX) on a un isomorphisme

Rf∗(E ·)
L
⊗OY

F · ' Rf∗(E ·
L
⊗OX

Lf∗F ·).

Démonstration. On renvoie à [Sta21, Lemme 08EU].

Lemme 1.1.5 (Changement de base). Soient g : S′ → S un morphisme de schémas et f : X → S
quasi-compact et quasi-séparé. Soit le diagramme de changement de base suivant

X ′
g′ //

f ′
��

X

f
��

S′
g // S

Si X et S′ sont Tor-indépendants sur S (en particulier, si X ou S′ est plat sur S) alors pour tout
E · ∈ Dqcoh(OX) on a Rf ′∗L(g′)∗E · ' Lg∗Rf∗E ·.

Démonstration. On renvoie à [Sta21, Lemme 08IB].

1.1.2 Caractérisation des faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel

Dans la suite, on notera D(OX ) la catégorie dérivée de la catégorie Mod(OX ) des OX -modules,
et D−(OX ) sa sous-catégorie dont les objets sont les complexes bornés supérieurement.

Avant toute chose, on rappelle la définition des faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel.

Définition 1.1.6. On définit D−qcoh(OX ) comme étant la sous-catégorie de D−(OX ) dont les objets
E · vérifient

• E ·0 ∈ D−qcoh(X0).

• E · = Rlim←−
i

E ·i.

Où E ·i = OXi

L
⊗OX E ·.

Définition 1.1.7. On désigne par D−(OX·) la catégorie des complexes (E ·i) où pour tout i, Ei est
dans D−(OXi). Un élément (E ·i) de D−(OX·) est dit quasi-consistant si pour tout i le morphisme
canonique

OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1 → E ·i
est un isomorphisme.

On a la caractérisation suivante, tirée de [Ber02].

Théorème 1.1.8 (Berthelot). Le foncteur Rlim←− réalise une équivalence de catégorie entre la catégo-
rie D−qcoh(OX ) et la sous-catégorie pleine de la catégorie D−(OX·) formée des complexes de systèmes
projectifs (E ·i)i tels que :

• Le complexe E ·0 appartient à D−qcoh(X0).
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• (E ·i)i est quasi-consistant.

Dans la suite cette catégorie sera notée ˜D−qcoh(OX·).

Démonstration. Pour tout E faisceau sur X , on note S(E) le complexe de faisceaux (OXi ⊗OX E)i.

Ainsi, le foncteur dérivé de S est LS : E · ∈ D−(OX )→ (OXi

L
⊗OX E ·)i.

Nous allons montrer que la restriction du foncteur LS et le foncteur Rlim←− sont quasi-inverses.
Par définition de D−qcoh(OX ), il est clair que Rlim←−◦LS ' idD−qcoh

(OX ). Pour ce qui est de l’autre
sens, il découle du lemme suivant.

Lemme 1.1.9. Soit (E ·i)i ∈ D−(OX·). Il y a équivalence entre :

• (E ·i)i est quasi-consistant.

• Le morphisme naturel LS ◦Rlim←−
i

(E ·i)→ (E ·i)i est un isomorphisme.

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [BO78], proposition B.5 en annexe B.

Définition 1.1.10. On pose A = Γ(X ,OX ) et pour tout i Ai = A�IiA. On définit alors D−qcoh(A)

comme la sous-catégorie de D−(A) dont les élémentsM · vérifientM · ' Rlim←−
i

M ·i , oùM ·i = M ·
L
⊗AAi.

La caractérisation du théorème précédent s’applique aussi dans ce cas et donne une équivalence
de catégories entre D−qcoh(A) et la sous-catégorie pleine de D−(A·), notée ˜D−qcoh(A·), dont les objets
(M ·i)i vérifient

∀i, Ai
L
⊗Ai+1 M

·
i+1 'M ·i .

Théorème 1.1.11. On suppose que X = Spf(A) où A est un anneau π-adiquement complet.
Le foncteur Λ : D−(A)→ D−(OX ) défini par

Λ(M ·) = Rlim←−
i

(OXi

L
⊗AM ·)

est à image dans D−qcoh(OX ).
De plus, Λ : D−qcoh(A)→ D−qcoh(OX ) réalise une équivalence de catégories de quasi-inverse RΓ.

Pour la démonstration nous allons avoir besoin du résultat suivant, tiré de [Sta21, Lemme 0D60].

Lemme 1.1.12. Le foncteur Rlim←− commute avec le foncteur RΓ.

Remarque : Le foncteur RΓ est bien défini sur D−qcoh(OX ) car pour tout i, RΓ est de dimension
cohomologique finie sur Db

qcoh(OXi) et RΓ commute à R lim←− qui est de dimension cohomologique
1 (voir par exemple [Sta21, Lemme 091D]), donc RΓ est de dimension cohomologique finie sur
Db
qcoh(OX ).

Démonstration. Soit M · ∈ D−(A). Pour montrer que Λ(M ·) est quasi-cohérent, on utilise la carac-
térisation du théorème précédent en posant E ·i = OXi

L
⊗AM · pour tout i.

• E ·0 = OX0

L
⊗AM · est clairement dans D−qcoh(OX0).
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• Pour tout i, on a

OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1 = OXi

L
⊗OXi+1

OXi+1

L
⊗AM · ' OXi

L
⊗AM · = E ·i .

Ainsi, Λ(M ·) est quasi-cohérent.
Pour la suite on va procéder par dévissage. Pour ce faire, on va en grande partie s’appuyer sur

la propriété 1.1.3.
Pour montrer l’équivalence de catégorie on va passer par des catégories intermédiaires. On a

alors les foncteurs suivants :

D−qcoh(OX )
LS ..

RΓ

%%
˜D−qcoh(OX·)

Ψ --

R lim←−
nn

˜D−qcoh(A·)
R lim←− --

Φ
nn D−qcoh(A)

LS
mm

Λ

ee

où
Ψ((E ·i)i) = (RΓ(E ·i))i

et
Φ((M ·i)i) = (OXi

L
⊗Ai M

·
i)i.

Remarque : Comme les Xi sont affines, RΓ(E ·i) est le complexe constitué des Γ(Eni ). De même,
OXi est plat sur Ai, donc OXi

L
⊗Ai M

·
i est le complexe constitué des OXi ⊗Ai M

n
i .

Comme RΓ et R lim←− commutent, on a les isomorphismes suivants :

R lim←−◦Ψ ◦ LS(E ·) = Rlim←−
i

(RΓ(Xi, E ·
L
⊗OX OXi)) ' RΓ(X , Rlim←−

i

(E ·
L
⊗OX OXi)) = RΓ(X , E ·).

R lim←−◦Φ ◦ LS(M ·) = Rlim←−
i

(OXi

L
⊗Ai Ai

L
⊗AM ·) ' Rlim←−

i

(OXi

L
⊗AM ·) = Λ(M ·).

Ainsi, pour montrer que RΓ et Λ réalisent une équivalence de catégorie, il suffit de montrer que
c’est le cas pour Ψ et Φ.

1. Dans un premier temps, il faut s’assurer que les foncteurs Ψ et Φ sont bien définis, dans le
sens où il faut que leurs images vérifient les conditions des catégories D̃−qcoh(∗).

Soit (M ·i)i ∈ ˜D−qcoh(A·). Alors

• Φ((M ·j)j)0 = OX0

L
⊗A0 M

·
0 est clairement un objet de D−qcoh(X0).

• Soit i ∈ N, alors

OXi

L
⊗OXi+1

Φ((M ·j)j)i+1 = OXi

L
⊗OXi+1

OXi+1

L
⊗Ai+1 M

·
i+1 ' OXi

L
⊗Ai+1 M

·
i+1

' OXi

L
⊗Ai Ai

L
⊗Ai+1 M

·
i+1 ' OXi

L
⊗Ai M

·
i = Φ((M ·j)j)i,

le dernier isomorphisme venant du fait que (M ·i) ∈ ˜D−qcoh(A·).
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Ainsi, Φ((M ·j)j) ∈ ˜D−qcoh(OX·).

2. Soit (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OX·). Soit i ∈ N, alors la condition à vérifier est

RΓ(Xi+1, E ·i+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi, E ·i).

Or on sait que E ·i ' OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1, donc il faut vérifier que

RΓ(Xi+1, E ·i+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1).

Comme Xi+1 = Spec(Ri+1) est une variété affine, tout faisceau quasi-cohérent est quotient
d’un OXi+1-module libre. Ainsi, E ·i+1 est quasi-isomorphe à un complexe L·i+1 de faisceaux
libres. Il suffit alors de vérifier que

RΓ(Xi+1,L·i+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

L·i+1).

Ici Xi+1 est lisse et donc le foncteur OXi

L
⊗OXi+1

• est de dimension cohomologique finie. On
cherche donc à comparer F (L·i+1) et G(L·i+1) où F et G sont de dimension cohomologique
finie. D’après la propriété 1.1.3 (p.10), il suffit de vérifier que

RΓ(Xi+1,L)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

L),

où L est un faisceau libre sur Xi+1.

Remarque : Dans le cas général, le foncteur OXi

L
⊗OXi+1

• est way-out à gauche, ce qui suffit
à appliquer le lemme pour E ·i qui est supérieurement borné.
De plus, Xi+1 est quasi-compact donc Γ commute aux limites inductives ([Kem80] Prop 6).
Comme tout faisceau libre s’écrit comme limite inductive de faisceaux libres de rang fini, il
suffit de montrer le résultat dans le cas où L ' OkXi+1

. Dans ce cas, on a clairement

RΓ(Xi+1,OkXi+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' Aki ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

OkXi+1).

Ψ(E ·i) est alors bien un objet de ˜D−qcoh(A·).

3. On va maintenant vérifier que Ψ et Φ réalisent une équivalence de catégorie.

Soit (M ·i)i ∈ ˜D−qcoh(A·). Pour montrer que Ψ ◦ Φ((M ·i)i) ' (M ·i)i, on montre pour tout i que

RΓ(Xi,OXi

L
⊗Ai M

·
i) 'M ·i .

De même que précédement, comme tout Ai-module est quotient d’un Ai-module libre, M ·i est
quasi-isomorphe à un complexe de Ai-modules libres L·i et il suffit de montrer que

RΓ(Xi,OXi

L
⊗Ai L

·
i) ' L·i.

A nouveau, les deux foncteurs qui apparaissent sont de dimension cohomologique finie (on
rappelle que (OXi

L
⊗Ai L

·
i)n = OXi⊗AiL

n
i ), donc d’après la propriété 1.1.3 il suffit de montrer

que
Γ(Xi,OXi⊗AiL) ' L,
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où L est un Ai-module libre. Enfin, comme Γ commute aux limites inductives, il suffit de
vérifier que

Γ(Xi,OXi⊗AiA
k
i ) ' Aki ,

ce qui est vrai.

4. Soit (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OX·). Pour montrer que Φ ◦Ψ((E ·i)i) ' (E ·i)i, on montre pour tout i que

OXi

L
⊗Ai RΓ(Xi, E ·i) ' E ·i .

Pour les mêmes raisons qu’au point 2, il suffit de vérifier l’isomorphisme dans le cas où E ·i est
réduit à OkXi

. Dans ce cas on a bien

OXi⊗AiΓ(Xi,OkXi
) ' OkXi

.

Ainsi, Ψ et Φ réalisent une équivalence de catégorie et il en est donc de même pour RΓ et Λ.

1.1.3 Foncteurs agissant sur les faisceaux quasi-cohérents

La définition des faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel est beaucoup plus rigide que
celle sur les variétés classiques. Ce faisant, la définition naturelle du pull-back sur D−qcoh(OX ) ne
garantit pas que le pull-pack d’un quasi-cohérent soit quasi-cohérent, comme le montre l’exemple
suivant.

Exemple. Soit V un anneau à valuation discrète d’uniformisante π.
Soit X = Spf(V {t}) avec V {t} =

{∑
k≥0 akt

k | vπ(ak) −→
k→∞

∞
}
. On considère la projection

sur la première coordonnée p : X × X → X . Grâce au théorème précédent, on définit un objet
E ∈ D−qcoh(X ) par

Γ(X , E) =

∑
k,l≥0

ak,lt
k∂l | ak,l ∈ V, vπ(ak,l) −→

k,l→∞
∞

 .
Remarque : E est le faisceau D̂(0)

X de Berthelot. On renvoie à [Ber02] pour plus de détails sur
ce faisceau.

Dans ce cas, les sections globales du faisceau F = OX×X ⊗p−1OX p
−1E (le pull-back classique)

sont données par
Γ(X × X ,F) = V {s, t} ⊗V {t} Γ(X , E),

c’est à dire les éléments de la forme
∑
<∞ bk(s, t) ⊗ ck(t, ∂), où les bk et les ck sont des séries

respectivement en s, t et en t, ∂ à coefficients dans V et à décroissance π-adique.
Montrons maintenant par l’absurde que F n’est pas quasi-cohérent. Si F était quasi-cohérent,

il serait par définition séparé et π-adiquement complet et il en serait de même pour Γ(X × X ,F).
Dans ce cas, Q =

∑
n≥0 π

nsn ⊗ ∂n devrait être un élément de Γ(X × X ,F).
Remarquons avant de poursuivre que grâce à la complétude de Γ(X ×X ,F), on peut écrire tout

élément
K∑
k=1

∑
l≥0

αkl s
l ⊗

∑
n≥0

βkn∂
n

 (αl, βn ∈ V {t})

sous la forme ∑
l,n≥0

(
K∑
k=1

αkl β
k
n

)
sl ⊗ ∂n.
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Lemme 1.1.13. Si Γ(X × X ,F) est séparé π-adiquement complet, tout élément de Γ(X × X ,F)
s’écrit de manière unique sous la forme∑

l,m,n≥0
αl,m,nt

msl ⊗ ∂n,

où les αl,m,n sont des éléments de V à décroissance π-adique.

Démonstration. Dans un premier temps il faut remarquer que pour tout i,

Γ(X × X ,F)�πiΓ(X × X ,F) '
V�πiV [t, s, ∂].

Ainsi, tout élément de Γ(X × X ,F) se réduit modulo πi en∑
0≤l+m+n≤A

αl,m,nt
msl∂n,

où ᾱ est la réduction de α modulo πi dans V et

A = min{a ∈ N | ∀n+m+ l > a, vπ(αl,m,n) ≥ i}.

Or on sait que dans V�πiV [t, s, ∂] une telle écriture est unique. Ainsi, si un élément de Γ(X ×X ,F)
s’écrit de deux façons différentes∑

l,m,n≥0
αl,m,nt

msl ⊗ ∂n =
∑

l,m,n≥0
α′l,m,nt

msl ⊗ ∂n,

alors modulo πi, on trouve que αl,m,n = α′l,m,n.
Comme Γ(X × X ,F) est séparé, on en déduit que αl,m,n = α′l,m,n.

Ainsi, l’appartenance de Q à Γ(X × X ,F) est équivalente à l’existence d’un entier positif K et
de 2K suites d’éléments de V {t} α1, β1, α2,... βK telles que pour tous n, l ≥ 0

K∑
k=1

αkl β
k
n = πnδn,l,

où δn,l = 1 si n = l et δn,l = 0 sinon.

Lemme 1.1.14. Soient f ∈ V {t}, K ∈ N∗ et pour tout k ∈ {1, ...,K} soient (αkl )l et (βkn)n deux
suites d’éléments de V {t}. On notera α• la famille (α1, ..., αK). On notera de même β•. Enfin, on
dira que (K,α•, β•) est une solution au problème P (f) lorsque pour tous n, l ≥ 0 on a

K∑
k=1

αkl β
k
n = fπnδn,l.

Avec ces notations, on a l’équivalence suivante :

∃(K,α•, β•) solution au problème P (f)⇔ f = 0.

Démonstration. Le sens réciproque est trivial. Pour le sens direct nous allons le montrer par récur-
rence sur K.

Soit f ∈ V {t}, f 6= 0. L’hypothèse de récurence au rang K sera HK : "Il n’existe aucune paire
de familles de taille K (α•, β•) telle que (K,α•, β•) est une solution au problème P (f)."
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Pour démontrer H1, on raisonne par l’absurde. Si deux telles suites α0 et β0 existaient, on aurait
les trois équations suivantes :

α0
0β

0
0 = f, avec n = l = 0,

α0
0β

0
1 = 0, avec n = 0, l = 1,

α0
1β

0
1 = fπ, avec n = l = 1.

Or comme f 6= 0, la première équation donne α0
0 6= 0 et la troisième donne β0

1 6= 0, ce qui contredit
la deuxième équation (du fait de l’intégrité de V ). Ainsi, H1 est vraie.

Pour démontrer l’hérédité, l’idée est de modifier les équations pour enlever deux suites et ainsi
se ramener au rang précédent. Soit K ∈ N∗ tel que HK est vraie. Pour montrer HK+1, on raisonne
à nouveau par l’absurde. Supposons qu’il existe α• et β• telles que (K + 1, α•, β•) est une solution
au problème P (f). Comme

K+1∑
k=1

αk0β
k
0 = f 6= 0,

il existe un produit αi0βi0 non nul. Supposons, quitte à renuméroter, que i = 1. Pour tout n > 0 on
trouve alors

α1
0β

1
n = −

K+1∑
k=2

ak0β
k
n.

Ce faisant, en multipliant par α1
0 toutes les équations que doivent vérifier les αkl et les βkn, on trouve

pour tout n > 0 et tout l ≥ 0

α1
0β

1
nα

1
l + α1

0

K+1∑
k=2

αkl β
k
n = α1

0fπ
nδn,l,

soit, en remplaçant α1
0β

1
n et en factorisant par rapport aux βkl ,

K+1∑
k=2

(α1
0α

k
l − αk0α1

l )βkn = α1
0fπ

nδn,l.

Posons alors pour tous k ∈ {2, ...,K + 1}, l, n > 0 γkl−1 = α1
0α

k
l − αk0α

1
l et β̃kn−1 = βkn. Nous

venons ainsi de mettre en évidence que (K, γ•, β̃•) est une solution au problème P (α1
0fπ) alors que

α1
0fπ 6= 0. On aboutit donc à une contradiction avec HK .

Ce lemme montre alors que Q =
∑
n≥0 π

nsn⊗ ∂n n’est pas un élément de Γ(X ×X ,F). F n’est
donc pas quasi-cohérent.

Ce constat pousse à définir autrement le tiré en arrière d’un objet de D−qcoh(OX ).

Définition 1.1.15. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels. On pose

f !E · = Rlim←−
i

(Lf∗i E ·i).

Remarque : Si tous les fi sont plats, f !E · ' Rlim←−
i

(f∗i E ·i).

Propriété 1.1.16. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels p-adiques sur Spf(V ). On
suppose que pour tout i Xi et Yi+1 sont Tor-indépendants sur Xi+1 ainsi que Xi ' Xi+1 ×Yi+1 Yi.
Alors pour tout E · ∈ D−qcoh(OY) on a f !E · ∈ D−qcoh(OX ).

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on utilise la caractérisation donnée par le théorème 1.1.8
(p.13).
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• E ·0 étant quasi-cohérent, il en est de même pour Lf∗0E ·0, du fait qu’il s’agit cette fois de faisceaux
sur des variétés classiques.

• Pour montrer que (E ·i)i est quasi-consistant il faut faire plus attention. En effet, quand on
énonce la caractérisation du théorème 1.1.8, on commet un abus de langage en écrivant
E ·i+1 ⊗OXi+1

OXi ' E ·i car les faisceaux ne sont pas tous sur la même variété. La condition
s’écrit plus précisément

E ·i+1 ⊗OYi+1
ψi,∗OYi ' ψi,∗E ·i ,

avec ψi : Yi → Yi+1 donné par le système inductif (Yi)i. Ce détail nous force à utiliser la
formule du changement de base (lemme 1.1.5) et donc à avoir des conditions supplémentaires
pour le morphisme f .
Les conditions imposées dans l’énoncé permettent d’utiliser la formule du changement de base
dans le diagramme cartésien

Xi
fi //

φi
��

Yi

ψi
��

Xi+1
fi+1 // Yi+1

et permettent de trouver que φi,∗Lf∗i E ·i ' Lf∗i+1ψi,∗E ·i , φi,∗ et ψi,∗ étant des immersions fer-
mées.
Ainsi

φi,∗Lf
∗
i E ·i ' Lf∗i+1(E ·i+1⊗OYi+1

ψi,∗OYi) ' Lf∗i+1E ·i+1⊗OXi+1
φi,∗Lf

∗
i OYi ' Lf∗i+1E ·i+1⊗OXi+1

φi,∗OXi .

Corollaire 1.1.17. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels plats sur Spf(V ). Alors
pour tout E · ∈ D−qcoh(OY) on a f !E · ∈ D−qcoh(OX ).

Démonstration. Tout repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.1.18. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels plats sur Spf(V ). Alors pour
tout i

• Xi ' Xi+1 ×Yi+1 Yi

• Xi et Yi+1 sont Tor-indépendants sur Xi+1.

Démonstration. • Comme les schémas sont sur Spf(V ), on a les isomorphismes suivants

Xi+1 ×Yi+1 Yi ' Xi+1 ×Yi+1 (Yi+1 ×Si+1 Si) ' Xi+1 ×Si+1 Si ' Xi,

où Si = Spec
(
V�πiV

)
avec π une uniformisante de V .

• On a la suite exacte de V -modules suivante

· · · ×π
i
// V�πi+1V

×π // V�πi+1V
×πi
// V�πi+1V

// // V�πiV
// 0 .

On fixe x ∈ X et y = f(x). Par platitude de Y, en appliquant le foncteur · ⊗V OY,y à la suite
exacte précédente on trouve la suite exacte

· · · ×π
i
// OYi+1,y

×π // OYi+1,y
×πi
// OYi+1,y

// // OYi,y
// 0 .
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Ainsi on vient d’exhiber une résolution projective plate sur OYi+1,y de OYi,y.
En appliquant le foncteur · ⊗OYi+1,y

OXi+1,x on trouve un complexe quasi-isomorphe à

Tor·OYi+1,y
(OYi,y,OXi+1,x) :

· · · ×π
i
// OXi+1,x

×π // OXi+1,x
×πi
// OXi+1,x

// 0 .

Comme X est plat, ce complexe est quasi-isomorphe au complexe

· · · // 0 // OXi,x
// 0 // · · ·

qui n’a de cohomologie qu’en degré 0. Ainsi, Xi et Yi+1 sont Tor-indépendants sur Xi+1.

On conserve aussi certaines propriétés du pull-back classique.

Propriété 1.1.19. Soient f : X → Y et g : Y → Z.

1. Pour tout E · ∈ Dqcoh(OZ), on a f !g!E · ' (f ◦ g)!E ·.

2. Pour tout E faisceau cohérent sur Y, f !E est un faisceau cohérent sur X .

3. Pour tout E faisceau inversible sur Y, f !E est un faisceau inversible sur X .

Démonstration. 1. Par définition, E · ' Rlim←−
i

E ·i . Ainsi :

f !g!E · = Rlim←−
i

f∗i g
∗
i E ·i ' Rlim←−

i

(fi ◦ gi)∗E ·i = (f ◦ g)!E ·.

2. On sait que dans ce cas E ' lim←−
i

Ei où les Ei = OYi ⊗OY E sont cohérents. Ainsi, les f∗i Ei sont

cohérents aussi, et il en va donc de même pour f !E ' lim←−
i

f∗i Ei.

3. On fixe un point x dans X et y = f(x). E étant inversible, il existe un ouvert U de Y contenant
y et trivialisant E , et donc Ei = OYi ⊗OY E pour tout i. On pose V = f−1(U), de sorte que
pour tout i (f∗i Ei)|V ' OXi|V . Ainsi, f !E|V ' lim←−(f∗i Ei)|V ' OX|V .

Remarque : Attention : tous les résultats ne sont pas conservés ! Par exemple il n’est plus vrai
que f !(E ⊗ F) ' f !E ⊗ f !F (sauf si un des deux faisceaux est inversible, par exemple). La raison
étant que ⊗ ne commute en général pas avec R lim←−.

On peut aussi construire un analogue à l’image directe sur les schémas formels.

Définition 1.1.20. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels. On pose

f+E · = Rlim←−
i

(Rfi,∗E ·i).

Contrairement au cas de l’image inverse, cette définition n’apporte en réalité pas grand chose,
étant donné la propriété suivante.

Propriété 1.1.21.
f+ ' Rf∗.
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Démonstration. Il s’agit d’un résultat de [Sta21, Lemme 0BKP].

Si la plupart des résultats classiques de l’image directe découlent de ce résultat, ce n’est pas le
cas de celui-ci :

Propriété 1.1.22. Soient f : X → Y un morphisme de schémas formels sur Spf(V ) et E · ∈
Db
qcoh(OX ), alors f+E · ∈ Db

qcoh(OY).

Démonstration. Comme on l’a fait pour l’image inverse, on utilise la caractérisation donnée par le
théorème 1.1.8 (p.13).

A nouveau, il est clair que Rf0∗E ·0 est quasi-cohérent, il faut donc montrer que l’isomorphisme

E ·i+1 ⊗OXi+1
φi∗OXi ' φi∗E ·i

induit un isomorphisme
Rfi+1∗E ·i+1 ⊗OYi+1

ψi∗OYi ' ψi∗Rfi∗E ·i .

Comme dans le cas de l’image inverse, il s’agit d’utiliser la formule du changement de base dans le
diagramme

Xi
fi //

φi
��

Yi

ψi
��

Xi+1
fi+1 // Yi+1

Ainsi,

ψi∗Rfi∗E ·i ' Rfi+1∗φi∗E ·i
' Rfi+1∗

(
E ·i+1 ⊗OXi+1

φi∗OXi

)
' Rfi+1∗

(
E ·i+1 ⊗OXi+1

φi∗Lf
∗
i OYi

)
' Rfi+1∗

(
E ·i+1 ⊗OXi+1

Lf∗i+1ψi∗OYi

)
' Rfi+1∗E ·i+1 ⊗OYi+1

ψi∗OYi ,

le dernier isomorphisme provenant de la formule de la projection.

Pour finir avec les foncteurs agissant sur les faisceaux quasi-cohérents formels, notons aussi le
résultat suivant, qui se démontre de la même manière à partir de la caractérisation des faisceaux
quasi-cohérents.

Propriété 1.1.23. Soient E ·,F · ∈ Db
qcoh(OX ). On définit le produit tensoriel complété de E · et F ·

par
E ·⊗̂LOXF

· = Rlim←−
i

(E ·i
L
⊗OXi

F ·i).

Alors E ·⊗̂LOXF
· ∈ Db

qcoh(OX ).
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1.2 Transformée de Fourier-Mukaï pour les schémas formels

1.2.1 Un résultat de commutativité du produit tensoriel et de la limite projec-
tive

De manière générale, le produit tensoriel et la limite projective ne commutent pas. Cependant, on
peut tout de même avoir un morphisme en imposant la platitude d’un des deux systèmes projectifs.

Lemme 1.2.1. Soit (Ri)i un système projectif d’anneaux (ou de faisceaux d’anneaux) et soit R =
lim←−
i

Ri. On fixe (Li)i ∈ Mod(R·) un système projectif de modules et L = lim←−
i

Li (qui est donc un

R-module). On fixe aussi (K ·i)i ∈ D−(Mod(R·)) et K · = Rlim←−
i

K ·i. On suppose enfin que pour tout

i Li est plat sur Ri et que L est plat sur R.
Alors on a un morphisme

K · ⊗R L→ Rlim←−
i

(K ·i ⊗Ri Li)

dans la catégorie D−(Mod(R)).

Démonstration. Par définition (ou caractérisation) de lim←− (voir dans [Sta21, Lemme 0CQD]), on a
le triangle distingué suivant

K · →
∏

K ·i →
∏

K ·i,

où le second morphisme est donné par φ : (ki)i 7→ (ki − fi+1(ki+1))i, si on note fi : Ki → Ki−1 les
morphismes du système projectif (K ·i)i.

Comme L est plat sur R, le foncteur · ⊗R L est un δ-foncteur (il est son propre foncteur dérivé)
et ainsi on a le triangle distingué suivant

K · ⊗R L→
(∏

K ·i

)
⊗R L→

(∏
K ·i

)
⊗R L.

Or pour tout i on a un morphisme pi ⊗ qi : (
∏
K ·i) ⊗R L → K ·i ⊗Ri Li où pi est la projection

donnée par la propriété universelle du produit et qi est donné par celle de la limite projective. Ainsi,
par propriété universelle du produit, on trouve un morphisme (

∏
K ·i)⊗R L→

∏
(K ·i ⊗Ri Li).

De plus, on a un diagramme commutatif

(
∏
K ·i)⊗ L

φ⊗id //

��

(
∏
K ·i)⊗ L

��∏
(K ·i ⊗ Li)

ψ // ∏ (K ·i ⊗ Li)

avec ψ : (ki⊗ li)i 7→ (ki⊗ li− (fi+1⊗ gi+1)(ki+1⊗ li+1))i, où les gi : Li → Li−1 sont les morphismes
du système (Li)i.

On trouve alors un morphisme de triangles distingués :

K · ⊗ L //

��

(
∏
K ·i)⊗ L //

��

(
∏
K ·i)⊗ L

��
Rlim←−

i

(K ·i ⊗ Li) // ∏ (K ·i ⊗ Li) // ∏ (K ·i ⊗ Li) .

L’existence de ce morphisme de triangles à partir des deux morphismes de complexes de faisceaux
est donnée par un axiome de la définition des catégories dérivées (dans [Har66], il est appelé (TR3)).

Le morphisme de complexes en pointillés est le morphisme souhaité.
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Corollaire 1.2.2. Soient (Xi) un système inductif de variétés sur les Si et X = lim−→Xi le schéma
formel associé. On fixe (Li) un système projectif de faisceaux inversibles sur les Xi et L = lim←−Li
tels que L est inversible sur X . On fixe aussi (E ·i) un système projectif d’objets de D−(OXi) et
E = R lim←−E

·
i.

Alors on a un isomorphisme

E ·
L
⊗OX L ' Rlim←−

i

(E ·i
L
⊗OXi

Li).

Démonstration. La propriété précédente assure qu’on a un morphisme

E ·
L
⊗OX L → Rlim←−

i

(E ·i
L
⊗OXi

Li).

Il reste alors à montrer que ce morphisme réalise un isomorphisme au voisinage de chaque point
x de X . L étant inversible, il existe un ouvert U tel que L|U = OX|U . Comme Li ' L/πi, l’ouvert
U trivialise aussi les Li. Ainsi, le morphisme se réduit à

E ·|U → Rlim←−
i

(E ·i|U ),

qui est un isomorphisme (voir par exemple [Sta21, Section 009E]).

1.2.2 La construction de la variété duale commute au changement de base

On fixe une variété abélienne A sur S et on note A∨ la variété abélienne duale de A.

Propriété 1.2.3. Soit T un S-schéma. On pose A′ = A×S T .
Alors A′∨ ' A∨ ×S T .

Démonstration. Par définition, la variété duale X∨ représente le foncteur Pic0(X × •/•). Ainsi,
pour tout T -schéma T ′,

Pic0(A′ ×T T ′/T ′) ' HomT−sch(T ′, A′∨).

Or
Pic0(A′ ×T T ′/T ′) ' Pic0(A×S T ′/T ′)

et, par définition,
Pic0(A×S T ′/T ′) ' HomS−sch(T ′, A∨).

Lemme 1.2.4.
HomS−sch(T ′, A∨) ' HomT−sch(T ′, A∨ ×S T ).

Démonstration. Le résultat découle de la propriété universelle du produit A∨ ×S T :

T ′

$$
++

��

A∨ ×S T //

��

A∨

��
T // S.

Fixer l’un des deux morphismes en pointillés est équivalent à fixer l’autre.
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En combinant ces isomorphismes on trouve alors que

HomT−sch(T ′, A′∨) ' HomT−sch(T ′, A∨ ×S T )

pour tout T -schéma T ′. Ainsi, on en déduit par le lemme de Yoneda que A′∨ ' A∨ ×S T .

Corollaire 1.2.5. Notons αi : Ai ×Si A
∨
i ↪→ Ai+1 ×Si+1 A

∨
i+1 l’immersion fermée canonique. Si Pi

désigne le faisceau de Poincaré associé à Ai, alors Pi ' α∗iPi+1.

1.2.3 Transformée de Fourier-Mukai pour les schémas formels

A partir de maintenant on considère V un anneau à valuation discrète d’inégale caractéristique
(0, p) (p > 0) d’uniformisante π. On note S = Spec(V ) et pour tout i ∈ N, Vi = V�πiV et
Si = Spec(Vi). On fixe (Ai) un système inductif de variétés abéliennes sur les Vi.

On va s’intéresser à la variété formelle A = lim−→
i

Ai sur S = Spf(V ).

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Propriété 1.2.6. La famille (A∨i )i est un système inductif.

Définition 1.2.7. On définit la variété duale de A par A∨ = lim−→
i

A∨i .

Propriété 1.2.8. La famille (Pi)i des faisceaux de Poincaré associés aux variétés Ai est un système
projectif.

Définition 1.2.9. On définit le faisceau de Poincaré associé à A comme P = lim←−
i

Pi, qui est donc

un faisceau cohérent (et même inversible) sur A×S A∨.

Cas des faisceaux cohérents

On va dans un premier temps construire la transformée de Fourier-Mukai formelle sur les fais-
ceaux cohérents. Cette décision est motivée par le fait qu’un faisceau cohérent sur A est isomorphe
à la limite projective de ses réductions sur les Ai.

Définition 1.2.10. On note p : A ×S A∨ → A et p∨ : A ×S A∨ → A∨ les deux projections
cannoniques.

Pour tout faisceau cohérent E sur A, on définit la transformée de Fourier-Mukai de E par

F(E) = Rp∨∗ (Lp∗E
L
⊗OA×A∨ P) ∈ Db

coh(OA∨).

Remarques :

• p est plat, donc Lp∗ = p∗.

•
L
⊗P = ⊗P (car P est inversible donc plat).

• Comme E est cohérent, il est π-adiquement complet et

E ' Rlim←−
i

Ei ' lim←−
i

Ei,

où Ei = E�πiE .
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Lemme 1.2.11. On a l’isomorphisme suivant :

lim←−
i

(p∗i Ei ⊗ Pi) ' p∗E ⊗ P,

où pi : Ai ×S A∨i → Ai est la projection cannonique.

Démonstration. p∗E ⊗ P est cohérent, donc p∗E ⊗ P ' lim←−
i

(
p∗E ⊗ P�πi

)
.

De plus, p
∗E ⊗ P�πi ' p

∗
i Ei ⊗ Pi.

Propriété 1.2.12. Rp∨∗ commute avec R lim←−.
En particulier,

Rp∨∗ lim←−
i

(p∗i Ei ⊗ Pi) ' Rlim←−
i

Rp∨i,∗(p∗i Ei ⊗ Pi).

Démonstration. On renvoie à [Sta21, Lemme 0BKP].

Propriété 1.2.13. Pour tout faisceau cohérent E sur A,

F(E) ' Rlim←−
i

Fi(Ei),

où Fi désigne la transformée de Fourier-Mukai sur Ai.

Démonstration. Il suffit de mettre tous les résultats précédents bout à bout.

Cas des faisceaux quasi-cohérents

Pour les faisceaux quasi-cohérent, on va utiliser les foncteurs image inverse et image directe
formels construits dans la partie précédente. On définit la transformée de Fourier-Mukai formelle
de la façon suivante.

Définition 1.2.14. Soit E · ∈ D−qcoh(OA). On définit la transformée de Fourier-Mukaï de E · par

F(E ·) = p∨+(p!E ·
L
⊗ P).

On définit symétriquement F∨ pour les objets de D−qcoh(OA∨).

Avant de poursuivre, remarquons le résultat suivant, induit par la définition du foncteur image
inverse sur les schémas formels.

Propriété 1.2.15. Soient E · ∈ D−qcoh(OA), p : A × A∨ → A et pour tout i, pi : Ai × A∨i → Ai.
Dans ce cas,

p!E ·
L
⊗ P ' Rlim←−

i

(p∗i E ·i
L
⊗ Pi).

Démonstration. On sait que P est inversible et par définition, p!E · = Rlim←−
i

p∗i E ·i . Ainsi, on peut

appliquer le corollaire 1.2.2 (p.24).

Ce résultat permet de montrer que la tranformée de Fourier-Mukai définie plus haut commute
à la limite projective.
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Corollaire 1.2.16. Pour tout E · ∈ D−qcoh(OA),

F(E ·) ' Rlim←−
i

Fi(E ·i),

où Fi est la transformée de Fourier-Mukaï sur Ai.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le résultat précédent et la propriété 1.1.21 (p.21).

Grâce à ce résultat, on peut déduire les propriétés importantes de la transformée de Fourier-
Mukai formelle à partir de celles déjà connues sur la transformée de Fourier-Mukai classique.

Propriété 1.2.17. Pour tout E · ∈ D−qcoh(OA), F(E ·) ∈ D−qcoh(OA∨).

Démonstration. On va utiliser le corollaire précédent et montrer que le système (Fi(E ·i))i est dans
˜D−qcoh(OA·) en utilisant la caractérisation du théorème 1.1.8 (p.13).
On sait déjà par construction de F0 que F0(E0) ∈ D−qcoh(OA0). Il reste alors à montrer que pour

tout i
Fi+1(E ·i+1)

L
⊗OA∨

i+1
OA∨i ' Fi(E

·
i).

Plus précisément, avec les notations du diagramme suivant

Ai� _

βi

��

Ai ×A∨i� _
αi

��

pioo
p∨i // A∨i� _

β∨i
��

Ai+1 Ai+1 ×A∨i+1
pi+1oo

p∨i+1 // A∨i+1

il faut montrer que
Fi+1(E ·i+1)

L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i ' β

∨
i,∗Fi(E ·i),

en sachant que
E ·i+1

L
⊗OAi+1

βi,∗OAi ' βi,∗E ·i .

Remarquons aussi que comme βi est une injection fermée le foncteur βi,∗ est exact et est donc
son propre foncteur dérivé. Pour montrer l’isomorphisme ci-dessus on va s’appuyer sur le lemme
suivant qui est une conséquence directe du lemme 1.1.5 (p.13) car pi+1 est plat.

Lemme 1.2.18. Pour tout E ·i ∈ D−qcoh(OAi), p∗i+1βi,∗E ·i ' αi,∗p∗i E ·i.

Grâce à ce lemme et à la formule de la projection (lemme 1.1.4 en page 13), on trouve

β∨i,∗Fi(E ·i) ' β∨i,∗Rp∨i,∗(Pi ⊗OAi×A∨
i

p∗i E ·i)

' Rp∨i+1,∗(αi,∗(α∗iPi+1 ⊗OAi×A∨
i

p∗i E ·i))

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

Rαi,∗p
∗
i E ·i)

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1βi,∗E ·i).
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On peut alors appliquer l’hypothèse :

β∨i,∗Fi(E ·i) ' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1(E ·i+1
L
⊗OAi+1

βi,∗OAi))

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
p∗i+1βi,∗OAi)

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗p

∗
iOAi)

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗OAi×A∨i ).

D’un autre côté, on trouve que

Fi+1(E ·i+1)
L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i ' Rp

∨
i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨

i+1
p∗i+1E ·i+1)

L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
p∨∗i+1β

∨
i,∗OA∨i )

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗p

∨∗
i OA∨i )

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗OAi×A∨i ).

Ainsi β∨i,∗Fi(E ·i) ' Fi+1(E ·i+1)
L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i .

Propriété 1.2.19. Pour tout E · ∈ D−coh(OA), F(E ·) ∈ D−coh(OA∨).

Démonstration. Comme tout faisceau cohérent sur A est π-adiquement complet, E · ' lim←−
i

E ·i , où les

E ·i sont cohérents. Ainsi,
F(E ·) ' Rlim←−

i

Fi(E ·i),

avec Fi(E ·i) cohérent pour tout i. Dans ce cas, la limite projective est donc acyclique et

F(E ·) ' lim←−
i

Fi(E ·i) ∈ D−coh(OA∨).

Propriété 1.2.20. F : D−qcoh(OA) → D−qcoh(OA∨) réalise une équivalence de catégorie de quasi-
inverse

G = 〈−1〉!F∨(·)
L
⊗OA π

!ωA�S
[g],

où :

• 〈−1〉 : A → A est le morphisme d’inversion.

• π : A → S est le morphisme structural.

• ε : S → A est le morphisme neutre.

• g est la dimension relative de A (et donc des Ai).

• ωA�S = lim←−
i

ωAi�Si

avec ωAi�Si

= πi,∗Ωg
Ai�Si

' ε∗iΩ
g
Ai�Si

.
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Démonstration. Pour tout i on note

Gi = 〈−1〉∗iF∨i (·)
L
⊗OAi

π∗i ωAi�Si

[g].

On sait que Fi et Gi réalisent une équivalence de catégorie entre D−qcoh(OAi) et D−qcoh(OA∨i ) (voir
par exemple [Lau96]). Pour montrer qu’ils induisent une équivalence de catégorie entre D−qcoh(OA)

et D−qcoh(OA∨) il suffit de vérifier que si (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OA∨· ) alors (Gi(E ·i))i ∈ ˜D−qcoh(OA·). Pour ce
faire, il suffit de le montrer pour G̃i défini par

G̃i(E ·i) = 〈−1〉∗i E ·i
L
⊗OAi

π∗i ωAi�Si

,

pour tout (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OA·).
On a le diagramme suivant

Si� _

ιi

��

εi // Ai� _

βi

��

πi

oo Ai� _

βi

��

〈−1〉ioo

Si+1
εi+1 // Ai+1
πi+1

oo Ai+1.
〈−1〉i+1oo

Dans un premier temps, remarquons que

ι∗iωAi+1�Si+1
= ι∗i ε

∗
i+1Ωg

Ai+1�Si+1
' ε∗iβ∗i Ωg

Ai+1�Si+1
' ε∗iΩ

g
Ai�Si

= ωAi�Si

.

Ainsi, on trouve grâce à la formule de la projection (lemme 1.1.4, p.13)

βi,∗G̃i(E ·i) = βi,∗

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

π∗i ωAi�Si

)
' βi,∗

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

π∗i ι
∗
iωAi+1�Si+1

)
' βi,∗

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

β∗i π
∗
i+1ωAi+1�Si+1

)
' βi,∗〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1
.

Pour continuer il faut appliquer un changement de base (lemme 1.1.5). On peut le faire car
le morphisme 〈−1〉i est un isomorphisme et est donc plat. On trouve alors que βi,∗〈−1〉∗i E ·i '
〈−1〉∗i+1βi,∗E ·i . Ainsi,

βi,∗G̃i(E ·i) ' 〈−1〉∗i+1(βi,∗E ·i)
L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1

' 〈−1〉∗i+1(E ·i+1
L
⊗OAi+1

βi,∗OAi)
L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1

' 〈−1〉∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1

βi,∗〈−1〉∗iOAi

L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1
,

en appliquant à nouveau le changement de base. Enfin, comme 〈−1〉∗iOAi ' OAi , on trouve

βi,∗G̃i(E ·i) ' G̃i+1(E ·i+1)
L
⊗OAi+1

βi,∗OAi .
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On en conclut alors que le foncteur (Gi)i est bien un foncteur de ˜D−qcoh(OA∨· ) dans ˜D−qcoh(OA·)
et qu’il induit ainsi une équivalance de catégorie de quasi-inverse (Fi)i (car pour chaque i, Gi en
induit une de quasi-inverse Fi). Ainsi, F réalise bien une équivalence de catégorie.

Il reste maintenant à expliciter le quasi-inverse de F . On a le diagramme suivant :

D−qcoh(OA)
LS ..

F

&&
˜D−qcoh(OA·)

(Fi)i ..

R lim←−
nn

˜D−qcoh(OA∨· )
R lim←− ..

(Gi)i

nn D−qcoh(OA∨)
LS
nn

G

ff

Il faut donc montrer que la composition R lim←−◦(Gi)i ◦ LS est bien le foncteur G.
On a vu plus haut qu’on a un isomorphisme canonique

ι∗iωAi+1�Si+1
' ωAi�Si

.

Ainsi, si on note ei la section de ωAi�Si

telle que ωAi�Si

' OSiei, on sait que l’image de ei+1 par le

morphisme canonique est ei, donc ωA�S est inversible. Il en est donc de même pour π!ωA�S
.

Soit à présent E · ∈ D−qcoh(OA∨). Par le corollaire 1.2.16 (p.27) on peut écrire

G(E ·) ' Rlim←−
i

(
〈−1〉∗iF∨i (E ·i)

) L
⊗OA lim←−

i

π∗i ωAi�Si

[g].

On peut alors appliquer le corollaire 1.2.2 (p.24) :

G(E ·) ' Rlim←−
i

(Gi(E ·i)) .

Ceci finit de prouver que F et G sont quasi-inverse.

Remarque : Dans notre cas, les faisceaux ωAi�Si

et ωA�S sont libres de rang 1.

Théorème 1.2.21. On a les formules d’involutivité suivantes :

∀E · ∈ D−qcoh(OA),F∨ ◦ F(E ·) ' 〈−1〉!E ·
L
⊗OA π

!ω−1
A�S

[−g],

∀E · ∈ D−qcoh(OA∨),F ◦ F∨(E ·) ' 〈−1〉∨!E ·
L
⊗OA∨ π

∨!ω−1
A�S

[−g].

Démonstration. Soit E · ∈ D−qcoh(OA). Le corollaire 1.2.16 (p.27) donne l’isomorphisme suivant

F∨ ◦ F(E ·) ' Rlim←−
i

F∨i ◦ Fi(E ·i).

Or sur Ai on a la formule d’involutivité

F∨i ◦ Fi(E ·i) ' 〈−1〉∗i E ·i
L
⊗OAi

π∗i ω
−1
Ai�Si

[−g].

Pour montrer le résultat il suffit alors de prouver l’isomorphime

Rlim←−
i

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

π∗i ω
−1
Ai�Si

[−g]
)
'
(
Rlim←−

i

〈−1〉∗i E ·i

)
L
⊗OA

(
lim←−
i

π∗i ω
−1
Ai�Si

)
[−g].

A nouveau, on applique le corollaire 1.2.2 (p.24) pour conclure.
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1.3 Cas des faisceaux cohérents sur une variété analytique rigide
avec bonne réduction

Dans cette partie, on considère K = Frac(V ) le corps des fractions de V . On se fixe X une
variété abélienne formelle sur S = Spf(V ) et on note XK sa fibre générique (qui est donc une variété
analytique rigide sur K) et sp : XK → X le morphisme de spécialisation.

On rappelle le résultat suivant, tiré de [Ber96a] (résultats 0.2.3.3 et 0.2.3.4)

Lemme 1.3.1.
sp∗OXK

= OX ,Q = OX ⊗V K

et pour tout ouvert quasi-compact U de X ,

Γ(U ,OX )⊗V K ' Γ(UK ,OXK
),

avec UK = sp−1U .

On muni XK d’une structure de variété abélienne de la façon suivante :
Comme X est une variété abélienne, on a les morphismes

OX → OX ⊗OX , OX → OX et OX → OS ,

qui correspondent respectivement à la multiplication, l’inverse et l’élément neutre. En les tensorisant
par K et en appliquant le foncteur sp∗, on obtient la multiplication, l’inverse et l’élément neutre
sur XK .

Remarque : Par construction, les morphismes mK , 〈−1〉K et εK de multiplication, inverse et
élément neutre sur XK commutent à la spécialisation. On renvoie à [Ber96a], proposition 0.2.3 pour
plus de détails.

En particulier, 〈−1〉 ◦ sp = sp ◦ 〈−1〉K .

1.3.1 Quelques propriétés du morphisme de spécialisation

Avant de construire la transformée de Fourier-Mukai sur les variétés analytiques rigides avec
bonne réduction, il faut comprendre un peu mieux le morphisme sp : XK → X .

Lemme 1.3.2.

1. Si E est un OXK
-module cohérent, alors sp∗E est OX ,Q-cohérent.

2. Si E est un OX ,Q-module cohérent, alors sp∗E est OXK
-cohérent.

Démonstration. Comme la cohérence se vérifie localement, on peut supposer que X = Spf(A) et
XK = Spm(AK). Dans ce cas, un théorème de Kiehl (voir par exemple [Bos14], Théorème 4 de la
partie 6.1) assure que pour tout ouvert U de X

sp∗E(U) = Γ(UK , E) = OXK
(UK)⊗AK

Γ(XK , E).

Or le faisceau OX ,Q ⊗AK
Γ(XK , E) est OX ,Q-cohérent et

Γ(U ,OX ,Q ⊗AK
Γ(XK , E)) = OX ,Q(U)⊗AK

Γ(XK , E) = OXK
(UK)⊗AK

Γ(XK , E) = sp∗E(U).

Donc sp∗E est bien OX ,Q-cohérent.
Pour ce qui est de sp∗E , le résultat est une conséquence du fait que sp∗ = OXK

⊗sp−1OX ,Q sp
−1·

est exact à droite.
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Propriété 1.3.3. Les foncteurs sp∗ : Coh(OXK
) → Coh(OX ,Q) et sp∗ : Coh(OX ,Q) → Coh(OXK

)
sont exacts.

Démonstration. On sait déjà que sp∗ = OXK
⊗sp−1OX ,Qsp

−1· est exact à droite. Or, commeOXK
(UK)

est plat sur AK = Γ(XK , sp−1OX ,Q) = Γ(XK ,OXK
), sp∗ est exact.

Pour sp∗, on calcule Risp∗(U , E) = H i(UK , E) pour E un OXK
-module cohérent et U un ouvert

affine. Or, dans ce cas, le théorème de Tate dit que H i(UK , E) = 0 pour i > 0. Donc E est acyclique
pour sp∗, i.e. sp∗ est exact.

Propriété 1.3.4. sp∗ et sp∗ réalisent des équivalences quasi-inverses de catégories entre Coh(OXK
)

et Coh(OX ,Q).

Démonstration. On a les morphismes canoniques E → sp∗sp
∗E et sp∗sp∗E → E. Il suffit de montrer

que ces morphismes sont des isomorphismes pour E et E cohérents.
Comme E est cohérent, il existe une résolution

OaX ,Q → ObX ,Q → E → 0.

Comme sp∗ et sp∗ sont exacts, on a la résolution

sp∗sp
∗OaX ,Q → sp∗sp

∗ObX ,Q → sp∗sp
∗E → 0.

Comme OX ,Q ' sp∗sp∗OX ,Q, on trouve que sp∗sp∗E ' E .
Le second isomorphisme fonctionne exactement pareil.

1.3.2 Dual de la fibre générique

Comme XK est une variété abélienne, elle admet une variété abélienne duale, notée (XK)∨. On
peut relier (XK)∨ à X∨ (la variété abélienne duale de X ) grâce au résultat suivant, tiré de [Lüt16]
(Théorème 6.1.1).

Propriété 1.3.5.
(XK)∨ '

(
X∨
)
K .

On notera donc cette variété X∨K dans la suite. De même, on dispose d’un morphisme de spéciali-
sation sp∨ : X∨K → X∨. On peut alors construire le morphisme s̃p = sp×sp∨ : XK ×X∨K → X ×X∨.
On peut alors compléter la propriété précédente.

Propriété 1.3.6. Le faisceau de Poincaré PK sur XK×X∨K est cannoniquement isomorphe à s̃p∗P,
où P est le faisceau de Poincaré sur X × X∨.

Remarquons aussi le fait suivant.

Propriété 1.3.7. s̃p est le morphisme de spécialisation de XK ×X∨K .

Démonstration. On renvoit à [Ber96a], résultat 0.2.4 (iv).
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1.3.3 Transformée de Fourier-Mukaï rigide sur les faisceaux cohérents

On a maintenant tous les outils nécessaires pour définir une transformée de Fourier-Mukai sur
XK .

Définition 1.3.8. Pour tout E· ∈ Db
coh(OXK

), on définit la transformée de Fourier-Mukai de E·,
notée FK(E·), par

FK(E·) = Rq∨∗ (PK ⊗ q∗E·).

De même, pour tout F · ∈ Db
coh(OX∨K ), on définit la transformée de Fourier-Mukai duale de F ·,

notée F∨K(F ·), par
F∨K(F ·) = Rq∗(PK ⊗ q∨∗F ·).

Avec cette définition, on peut exprimer FK en fonction de F , la transformée de Fourier-Mukai
sur X .

Propriété 1.3.9. On a l’isomorphisme de foncteurs de Db
coh(OXK

) dans Db
coh(OX∨,Q),

sp∨∗ ◦ FK ' F ◦ sp∗.

De même, on a l’isomorphisme de foncteurs de Db
coh(OX∨K ) dans Db

coh(OX ,Q),

sp∗ ◦ F∨K ' F∨ ◦ sp∨∗ .

Démonstration. On rappelle que dans le cas des faisceaux cohérents, les foncteurs p! et p+ définis
dans la partie précédente pour les schémas formels sont exactement les foncteurs p∗ et Rp∗.

On s’appuie sur le diagramme commutatif suivant

XK

sp

��

XK ×X∨K
qoo q∨ //

s̃p

��

X∨K

sp∨

��
X X × X∨poo p∨ // X∨.

On ne montrera que le premier isomorphisme, l’autre se montrant exactement de la même
manière. Soit E· ∈ Db

coh(OXK
). Par définition,

sp∨∗FK(E·) = sp∨∗Rq
∨
∗ (PK ⊗ q∗E·).

Comme sp∨ ◦ q∨ = p∨ ◦ s̃p, on a sp∨∗ ◦ q∨∗ ' p∨∗ ◦ s̃p∗. Comme sp∨∗ et s̃p∗ sont exacts, on trouve
l’isomorphisme de foncteurs dérivés sp∨∗ ◦Rq∨∗ ' Rp∨∗ ◦ s̃p∗.

On en déduit donc
sp∨∗FK(E·) ' Rp∨∗ s̃p∗(PK ⊗ q∗E·).

Ensuite, on montre que pour F · ∈ Db
coh(OXK×X∨K ), s̃p∗(F · ⊗ PK) ' s̃p∗F · ⊗ P.

En fait, comme s̃p∗ est exact, que F · est cohérent et que les faisceaux de Poincaré sont inversibles
et donc plats, il suffit de trouver un morphisme entre s̃p∗(F · ⊗ PK) et s̃p∗F · ⊗ P, puis montrer
l’isomorphisme pour F = OXK×X∨K .
Le morphisme se trouve en applicant le morphisme d’adjonction E → s̃p∗s̃p

∗E au faisceau s̃p∗F ·⊗P.
On trouve alors un morphisme

s̃p∗F
· ⊗ P → s̃p∗(s̃p∗s̃p∗F · ⊗ PK),
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car PK = s̃p∗P. En utilisant l’autre morphisme d’adjonction, on trouve un morphisme

s̃p∗(s̃p∗s̃p∗F · ⊗ PK)→ s̃p∗(F · ⊗ PK).

La composée de ces deux morphismes donne le morphisme voulu. Dans le cas où F · = OXK×X∨K ,
l’isomorphisme est immédiat.

On trouve alors
sp∨∗FK(E·) ' Rp∨∗ (P ⊗ s̃p∗q∗E·).

Il suffit alors de montrer que s̃p∗q∗E· ' p∗sp∗E
·. A nouveau, comme tous les foncteurs sont

exacts et que E· est cohérent, il suffit de trouver un morphisme entre ces deux faisceaux et de
montrer l’isomorphisme dans le cas où E· = OXK

.
De la même manière que précédement on a retrouvé le morphisme utilisé pour montrer la formule de
la projection sur les O-modules, ici, en usant des morphismes d’ajonction, on retrouve le morphisme
utilisé pour montrer le théorème du changement de base (voir par exemple [Sta21, Remarque 08HY]).
Dans le cas où E· = OXK

, l’isomorphisme est immédiat
On conclut que

sp∨∗FK(E·) ' Rp∨∗ (P ⊗ p∗sp∗E·) = F(sp∗E·).

Théorème 1.3.10. Les foncteurs FK et F∨K réalisent une équivalence de catégorie entre Db
coh(OXK

)
et Db

coh(OX∨K ). De plus, on a les formules d’involutivité suivantes

F∨K ◦ FK ' 〈−1〉∗K · ⊗π
∗
Kω
−1
XK

[−g],

FK ◦ F∨K ' 〈−1〉∨∗K · ⊗π
∨∗
K ω−1

XK
[−g].

Où 〈−1〉K et 〈−1〉∨K sont les morphismes d’inversion sur XK et X∨K respectivement, g est la
dimension de XK , πK et π∨K les morphismes structuraux de XK et X∨K et ωXK

= πK∗Ωg
XK/K

'
ε∗KΩg

XK/K
, en notant εK l’élément neutre de XK .

Démonstration. Avec les isomorphismes de la propriété précédente, on peut écrire

F∨K ◦ FK ' sp∗ ◦ (F∨ ◦ F) ◦ sp∗.

Le théorème 1.2.21 (p.30) permet d’écrire

F∨K ◦ FK ' sp∗ ◦ (〈−1〉∗ · ⊗π∗ω−1
X [−g]) ◦ sp∗,

où 〈−1〉 est le morphisme d’inversion de X , π son morphisme structural, g sa dimension et ωX =
π∗Ωg

X/V ' ε
∗Ωg
X/V , en notant ε l’élément neutre de X .

Or g est aussi la dimension de XK , sp∗ ◦ 〈−1〉∗ ◦ sp∗ ' 〈−1〉∗K (voir la remarque en page 31) et
sp∗π∗ω−1

X ' π∗Kω
−1
XK

(car ω commute au changement de base).
Ainsi, on trouve le résultat attendu. A nouveau, l’autre isomorphisme se prouve de la même

manière.
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Chapitre 2

Transformée de Fourier-Mukai pour
les D-modules sur une variété
abélienne

Dans ce chapitre, on va construire la tranformée de Fourier-Mukai sur les D-modules sur une
variété abélienne classique. Pour ce faire, on va avoir besoin d’une théorie des D-modules relatifs,
étant donné que l’analogue du faisceau de Poincaré pour les D-modules sera un module à connexion
intégrable sur un S-schéma produit A×A\ mais dont les constantes seront les fonctions sur A\.
Une fois ces D-modules relatifs introduits, on construira les analogues pour les D-modules de la
variété abélienne duale, du faisceau de Poincaré, ainsi que de la transformée de Fourier-Mukai.

Pour tout le chapitre on fixe S un schéma localement noethérien de caractéristique nulle.

2.1 D-modules relatifs

2.1.1 Définitions

Dans cette section on considère X, Y1 et Y2 trois schémas lisses sur S. On fixe aussi T un schéma
localement noethérien de caractéristique nulle.

On rappelle la définition des modules d’opérateurs différentiels donnée dans [HTT08].

Définition 2.1.1. Pour tout T -schéma Z, on définit le faisceau DZ/T comme le faisceau des opé-
rateurs différentiels de OZ dans OZ .

Ainsi, le faisceau DX×Yi/S est le faisceau des opérateurs différentiels de OX×Yi dans lui-même
où X × Yi est vu comme un S-schéma ; il s’agit du faisceau classiquement noté DX×Yi . Le faisceau
DX×Yi/Yi

est le faisceau des opérateurs différentiels de OX×Yi dans lui-même où X × Yi est vu
comme un Yi-schéma ; on parlera alors de faisceau d’opérateurs différentiels relatif à Yi.

On peut voir le faisceau DZ/T comme le faisceau des dérivations dont les sections de OT sont
les constantes. Ainsi, le passage de DX×Yi/S à DX×Yi/Yi

peut être vu comme une extension des
constantes des sections de OS aux sections de OYi .

On rappelle aussi les définitions classiques des foncteurs image inverse et image directe :

Définition 2.1.2. Soit f : Z → Z ′ un morphisme de T -schémas.
On définit le module de transfert DZ→Z′/T (ou DZ→Z′ lorsqu’aucune confusion n’est possible)

par
DZ→Z′/T = f∗DZ′/T = OZ ⊗f−1OZ′

f−1DZ′/T ,

qu’on peut munir d’une structure de (DZ/T , f−1DZ′/T )-bimodule.
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On note f [/T (ou f [ lorsqu’aucune confusion n’est possible) le foncteur sur les catégories dérivées
défini par

f [/TE
· = DZ→Z′/T

L
⊗f−1DZ′/T

f−1E ·.

On précisera plus bas les catégories de départ et d’arrivée des foncteurs définis ici.
On définit le foncteur image inverse f !

/T (ou f ! lorsqu’aucune confusion n’est possible) par

f !
/TE

· = f [E ·[dimT (Z)− dimT (Z ′)].

On définit le module de transfert DZ′←Z/T (ou DZ′←Z lorsqu’aucune confusion n’est possible)
par

DZ′←Z/T = ωZ/T ⊗OZ
DZ→Z′/T ⊗f−1OZ′

f−1ω⊗−1
Z′/T ,

où ωZ/T (resp. ωZ′/T ) désigne le faisceau canonique de Z (resp. Z ′) vue comme une variété sur T .
Ce faisceau possède une structure de (f−1DZ′/T ,DZ/T )-bimodule.

On définit enfin le foncteur image directe f+/T (ou f+ lorsqu’aucune confusion n’est possible)
par

f+/T (E ·) = Rf∗(DZ′←Z/T
L
⊗DZ/T

E ·).

Pour plus de détails sur ces constructions, on renvoie à [HTT08], chapitres 1.3 et 1.5. On y
trouve aussi les résultats synthétisés dans la propriété suivante.

Propriété 2.1.3. Soit f : Z → Z ′ un morphisme de T -schémas. Alors

f [/T : Db
qcoh(DZ′/T )→ Db

qcoh(DZ/T ),

f !
/T : Db

qcoh(DZ′/T )→ Db
qcoh(DZ/T )

et
f+/T : Db

qcoh(DZ/T )→ Db
qcoh(DZ′/T ).

Remarque : Comme DX×Y/Y est un sous-anneau de DX×Y/S , tout DX×Y/S-module possède
une structure de DX×Y/Y -module. On peut donc construire un foncteur oubli

ResX : D(DX×Y/S)→ D(DX×Y/Y )

qui conserve seulement l’information de l’action des dérivations par rapport à X sur le DX×Y/S-
module. Ainsi, pour f = g × idY : X1 × Y → X2 × Y et E · ∈ Db

qcoh(DX2×Y/S), on peut définir
f [/Y (E ·) comme étant f [/Y (ResX2(E ·)). On définit de la même manière f !

/Y (E ·) et f+/Y (F ·), avec
F · ∈ Db

qcoh(DX1×Y/S).
Notons aussi que le foncteur oubli ResX préserve la quasi-cohérence.

Propriété 2.1.4. Soient X1, X2 et Y trois S-schémas et f = g × idY : X1 × Y → X2 × Y un
morphisme de S-schémas. On note

• Pour tout E · ∈ Db
qcoh(DX2×Y/S), ResX1(f [/S(E ·)) ' f [/Y (ResX2(E ·)) en tant que DX1×Y/Y -

module.

• Pour tout E · ∈ Db
qcoh(DX2×Y/S), ResX1(f !

/S(E ·)) ' f !
/Y (ResX2(E ·)) en tant que DX1×Y/Y -

module.

• Pour tout F · ∈ Db
qcoh(DX1×Y/S), ResX2(f+/S(F ·)) ' f+/Y (ResX1(F ·)) en tant que DX2×Y/Y -

module.
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Démonstration. • A gauche, on a

f [/S(E ·) = DX1×Y→X2×Y/S
L
⊗f−1DX2×Y/S

f−1E ·.

A droite, on a
f [/Y (E ·) = DX1×Y→X2×Y/Y

L
⊗f−1DX2×Y/Y

f−1E ·.

Or on a les isomorphismes canoniques DX1×Y→X2×Y/S ' f∗DX2×Y/S et DX1×Y→X2×Y/Y '
f∗DX2×Y/Y . Ainsi, du point de vue des OX1×Y -modules, les faisceaux f [/S(E ·) et f [/Y (E ·) sont
isomorphes à Lf∗E ·.
Pour ce qui est des structures de DX1×Y/Y -module, elles dérivent des structures de DX1×Y/Y -
module sur les faisceaux de transfert, et donc sur DX1×Y/S et sur DX1×Y/Y respectivement.
Ce sont donc les mêmes structures de DX1×Y/Y -module.

• Comme on a déjà montré le premier point, il reste à comparer les décalages.

f !
/S(E ·) = f [/S(E ·)[dS ],

avec dS = dimS(X1 × Y )− dimS(X2 × Y ) = dimS(X1)− dimS(X2) et

f !
/Y (E ·) = f [/Y (E ·)[dY ],

avec dY = dimY (X1 × Y )− dimY (X2 × Y ) = dimS(X1)− dimS(X2).
Ainsi, dS = dY .

• A gauche, on a
f+/SF · = Rf∗(DX2×Y←X1×Y/S

L
⊗DX1×Y/S

F ·).

A droite, on a
f+/Y F · = Rf∗(DX2×Y←X1×Y/Y

L
⊗DX1×Y/Y

F ·).

Le but est alors de s’assurer que, en tant que foncteurs de la catégorie des DX1×Y/Y -modules
(à gauche) dans celle des f−1DX2×Y/Y -modules (à gauche),

DX2×Y←X1×Y/S
L
⊗DX1×Y/S

• ' DX2×Y←X1×Y/Y
L
⊗DX1×Y/Y

•.

Pour éviter de s’encombrer des faisceaux canoniques dans la définition des faisceaux de trans-
fert, on va plutôt montrer le même résultat mais sur les DX1×Y/Y -modules à droite, i.e.

•
L
⊗DX1×Y/S

DX1×Y→X2×Y/S ' •
L
⊗DX1×Y/Y

DX1×Y→X2×Y/Y .

Ces résultats sont équivalents car on a une équivalence de catégories

ωX1×Y/Y ⊗ • : Db
qcoh(gDX1×Y/Y )→ Db

qcoh(DX1×Y/Y
d)

entre les modules à gauche et les modules à droite. On renvoie à [HTT08], la discussion avant
la définition 1.3.3, pour plus de détails.
La propriété universelle du produit tensoriel permet d’écrire un morphisme de f−1DX2×Y/Y -
modules

F ·
L
⊗DX1×Y/Y

DX1×Y→X2×Y/Y → F
· L⊗DX1×Y/S

DX1×Y→X2×Y/S .
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Pour s’assurer que c’est un isomorphisme on peut se restreindre au cas où F = DX1×Y/S .
En effet, comme F est DX1×Y/S-quasi-cohérent (à droite), il est limite inductive de DX1×Y/S-
cohérents (à droite), donc on peut se restreindre au cas où F est cohérent, et dans ce cas
localement F ' DX1×Y/S . Il reste alors seulement à montrer l’isomorphisme

DX1×Y/S
L
⊗DX1×Y/Y

DX1×Y→X2×Y/Y ' DX1×Y→X2×Y/S .

Comme localement DX1×Y/S '
⊕
k,lOX1×Y ∂

k
x∂

l
y et DX1×Y/Y '

⊕
kOX1×Y ∂

k
x , avec ∂kx les

dérivations selon X1 et ∂ly celles selon Y , effectuer le produit tensoriel DX1×Y/S
L
⊗DX1×Y/Y

•
revient à rajouter l’action des dérivations selon Y au faisceau auquel on applique ce foncteur.
Ainsi, par construction des faisceaux de transfert,

DX1×Y/S
L
⊗DX1×Y/Y

DX1×Y→X2×Y/Y ' DX1×Y→X2×Y/S .

On a donc un isomorphisme

F ·
L
⊗DX1×Y/S

DX1×Y→X2×Y/S ' F
· L⊗DX1×Y/Y

DX1×Y→X2×Y/Y

pour tout F ∈ Db
qcoh(DdX1×Y/S).

Remarque : Par construction, la structure de f−1DX2×Y/Y -module à droite de

DX1×Y→X2×Y/Y = OX1×Y/Y ⊗f−1OX2×Y/Y
f−1DX2×Y/Y

est donnée par celle de f−1DX2×Y/Y . De même, la structure de f−1DX2×Y/Y -module à droite
de DX1×Y→X2×Y/S est donnée par celle de f−1DX2×Y/S , qui est donc la même que celle de
f−1DX2×Y/Y . Ainsi, les deux faisceaux de transfert ont bien la même structure de f−1DX2×Y/Y -
module à droite.

Remarque : En réalité, si on voit f comme un morphisme de variétés sur Y , on perd seulement
les dérivations sur Y quand on tire en arrière via f . C’est pour cette raison que même si E est un
DX×Y/S-module, f !

/Y E ne peut être qu’un DX×Y×Z/Y -module : on a perdu l’information de l’action
des dérivations sur Y .

Par convention, comme toutes les variétés seront sur S, on écrira dans la suite du texte p[, p!,
etc. pour p[/S , p

!
/S , etc.

A partir d’ici, on considère g : Y1 → Y2 et f = idX × g : X1 = X ×S Y1 → X2 = X ×S Y2.
Le but est d’établir des foncteurs image inverse et image directe entre les DX1/Y1-modules et les
DX2/Y2-modules. Pour la construction de la transformée de Fourier-Mukai sur les D-modules, f sera
la plupart du temps une projection (dans ce cas Y2 = S et g est le morphisme structural de Y1) et
parfois une immersion fermée (dans ce cas Y1 = S et g est un S-point de Y2).

Image inverse relative

Définition 2.1.5. On définit le faisceau de transfert relatif à Y1 et Y2 par

D(Y1,Y2)
X1→X2

= f∗DX2/Y2 = OX1 ⊗f−1OX2
f−1DX2/Y2 .

Si f est une projection X × Y1 → X, on notera ce module simplement D(Y1)
X1→X , quand on ne le

confondra pas avec DX1→X (qui dans ce cas a la même définition).
Si f est une immersion fermée X → X × Y2 associée à un S-point de Y2 g : S → Y2, on notera

ce module simplement D(Y2)
X→X2

.
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Remarque : Le faisceau OX1 possède une structure naturelle de DX1/Y1-module, donc D(Y1,Y2)
X1→X2

est un (DX1/Y1 , f
−1DX2/Y2)-bimodule.

Définition 2.1.6. Soit E · ∈ Db(DX2/Y2). On définit l’image inverse relative à Y1 et Y2 de E · par f
par

f !(Y1,Y2)E · = D(Y1,Y2)
X1→X2

L
⊗f−1DX2/Y2

f−1E · ∈ D(DX1/Y1).

Si f est une projection X × Y1 → X, on notera ce foncteur simplement f !(Y1).
Si f est une immersion fermée X → X × Y2 associée à un S-point de Y2 g : S → Y2, on notera

ce foncteur simplement f !(Y2).

Remarques :

• Il s’agit des définitions classiques, à l’exception du fait que les D-modules sont à présent tous
relatifs : on a remplacé S par Y1 et Y2.

• Si f : X × Y1 → X est une projection, alors ResX(f [/SE
·) ' f !(Y1)E ·. Dit autrement, en

restreignant la structure de DX1/S-module de f [E · en une structure de DX1/Y1-module on
obtient f !(Y1)E ·.

Propriété 2.1.7. Si E · ∈ Db
qcoh(DX2/Y2), alors f !(Y1,Y2)E · ∈ Db

qcoh(DX1/Y1).

Démonstration. Il s’agit de la même démonstration que dans le cas classique (voir par exemple
[HTT08] Prop. 1.5.8) : Comme complexe de O-modules,

f !(Y1,Y2)E · = OX1 ⊗f−1OX2
f−1DX2/Y2

L
⊗f−1DX2/Y2

f−1E · ' Lf∗E ·,

et on sait que Lf∗ : Db
qcoh(OX2)→ Db

qcoh(OX1).

Propriété 2.1.8. On considère les morphismes

f1 = id× g1 : X1 = X × Y1 → X2 = X × Y2

et
f2 = id× g2 : X2 = X × Y2 → X3 = X × Y3.

Pour tout E · ∈ Db(DX2/Y2),

(f2 ◦ f1)!(Y1,Y3)E · '
(
f

!(Y1,Y2)
1 ◦ f !(Y2,Y3)

2

)
E ·.

Démonstration. A nouveau, il s’agit d’une réécriture de la démonstration dans le cas classique (voir
[HTT08] Prop 1.5.11 par exemple). Tout d’abord, en utilisant la platitude de DZ/T sur OZ , on a

D(Y1,Y2)
X1→X2

L
⊗f−1

1 DX2/Y2
f−1

1 D
(Y2,Y3)
X2→X3

=
(
OX1 ⊗f−1

1 OX2
f−1

1 DX2/Y2

) L
⊗f−1

1 DX2/Y2
f−1

1

(
OX2 ⊗f−1

2 OX3
f−1

2 DX3/Y3

)
'
(
OX1

L
⊗f−1

1 OX2
f−1

1 DX2/Y2

)
L
⊗f−1

1 DX2/Y2
f−1

1

(
OX2

L
⊗f−1

2 OX3
f−1

2 DX3/Y3

)
' OX1

L
⊗(f2◦f1)−1OX3

(f2 ◦ f1)−1DX3/Y3

' OX1⊗(f2◦f1)−1OX3
(f2 ◦ f1)−1DX3/Y3 = D(Y1,Y3)

X1→X3
.
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On en déduit donc que

(f2 ◦ f1)!(Y1,Y3)E · = D(Y1,Y3)
X1→X3

L
⊗(f2◦f1)−1DX3/Y3

(f2 ◦ f1)−1E ·

'
(
D(Y1,Y2)
X1→X2

L
⊗f−1

1 DX2/Y2
f−1

1 D
(Y2,Y3)
X2→X3

)
L
⊗(f2◦f1)−1DX3/Y3

(f2 ◦ f1)−1E ·

' D(Y1,Y2)
X1→X2

L
⊗f−1

1 DX2/Y2
f−1

1

(
D(Y2,Y3)
X2→X3

L
⊗f−1

2 DX3/Y3
f−1

2 E
·
)

'
(
f

!(Y1,Y2)
1 ◦ f !(Y2,Y3)

2

)
E ·.

Propriété 2.1.9.
f !(Y1,Y2)DX2/Y2 ' DX1/Y1 .

Démonstration. On commence par le montrer pour p : X ×Y → X une projection. Dans ce cas, du
point de vue des O-modules, la platitude de p assure qu’on a un isomorphisme

p!(Y )DX/S ' Lp∗DX/S ' p∗DX/S .

La structure de DX×Y/Y -modules de p!(Y )DX/S donne un morphisme

DX×Y/Y → p[DX/S .

Localement, on a la filtration suivante sur DX×Y/Y :

FlDX×Y/Y =
∑
|k|≤l
OX×Y ∂Xk.

De même, p∗FlDX/S réalise une filtration de p∗DX/S car p est plat. Ainsi, localement

p∗FlDX/S = p∗
∑
|k|≤l
OX∂Xk '

∑
|k|≤l
OX×Y ∂Xk = FlDX×Y/Y .

Comme localement les filtrations coïncident, on en déduit que DX×Y/Y ' p!(Y )DX/S .
Dans le cas général, on s’appuie sur le diagramme commutatif suivant

X × Y1
f //

p1

��

X × Y2

p2

��
X.

La propriété précédente assure que p!(Y1)
1 ' f !(Y1,Y 2) ◦ p!(Y2)

2 . Si on évalue cet isomorphisme de
foncteurs en DX/S , on trouve

f !(Y1,Y2)DX2/Y2 ' DX1/Y1 .

Corollaire 2.1.10. Si f est lisse et E · ∈ Db
coh(DX2/Y2), alors f !(Y1/Y2)E · ∈ Db

coh(DX1/Y1).
Démonstration. Le problème est local sur X1 et X2 et tout DX2/Y2-module cohérent est locale-
ment quotient de DX2/Y2-modules libres de rang fini (voir par exemple [HTT08], définition 1.4.8 et
proposition 1.4.9).
Ainsi, il suffit de montrer que f !(Y1,Y2)DX2/Y2 est DX1/Y1-cohérent, ce qui est le cas d’après la
propriété précédente.
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Image directe relative

Définition 2.1.11. On définit le faisceau de transfert relatif à Y1 et Y2 par

D(Y1,Y2)
X2←X1

= ωX1/Y1 ⊗OX1
D(Y1,Y2)
X1→X2

⊗f−1OX2
f−1ω−1

X2/Y2
.

Si f est une projection X × Y1 → X, on notera ce module simplement D(Y1)
X←X1

.
Si f est une immersion fermée X → X × Y2 associée à un S-point de Y2 g : S → Y2, on notera

ce module simplement D(Y2)
X2←X .

Remarque : D(Y1,Y2)
X2←X1

est un (f−1DX2/Y2 ,DX1/Y1)-bimodule.

Définition 2.1.12. Soit E · ∈ Db(DX1/Y1). On définit l’image directe relative à Y1 et Y2 de E · par
f par

f
(Y1,Y2)
+ E · = Rf∗

(
D(Y1,Y2)
X2←X1

L
⊗DX1/Y1

E ·
)
∈ D(DX2/Y2).

Si f est une projection X × Y1 → X, on notera ce foncteur simplement f (Y1)
+ .

Si f est une immersion fermée X → X × Y2 associée à un S-point de Y2 g : S → Y2, on notera
ce foncteur simplement f (Y2)

+ .

Remarque : A nouveau, il s’agit des définitions classiques, à l’exception du fait que les D-
modules sont à présent tous relatifs : on a remplacé S par Y1 et Y2.

Propriété 2.1.13. Si E · ∈ Db
qcoh(DX1/Y1), alors f (Y1,Y2)

+ E · ∈ Db
qcoh(DX2/Y2).

Démonstration. On a déjà vu que D(Y1,Y2)
X1→X2

= f !(Y1,Y2)DX2/Y2 ' DX1/Y1 . Donc on peut identifier
D(Y1,Y2)
X2←X1

= ωX1/Y1 ⊗OX1
D(Y1,Y2)
X1→X2

⊗f−1OX2
f−1ω−1

X2/Y2
avec le bimodule DX1/Y1 dont on a inversé les

structures de module à droite et à gauche. Ainsi, comme OX2-modules,

f
(Y1,Y2)
+ E · ' Rf∗

(
DX1/Y1 ⊗DX1/Y1

E ·
)
' Rf∗E ·.

Le résultat est alors une conséquence du fait que Rf∗ conserve la quasi-cohérence.

Propriété 2.1.14. On considère les morphismes

f1 = id× g1 : X1 = X × Y1 → X2 = X × Y2

et
f2 = id× g2 : X2 = X × Y2 → X3 = X × Y3.

Pour tout E · ∈ Db(DX2/Y2),

(f2 ◦ f1)(Y1,Y3)
+ E · '

(
f

(Y2,Y3)
2+ ◦ f (Y1,Y2)

1+

)
E ·.

Démonstration. A nouveau, il s’agit d’un calcul similaire à celui du cas classique (voir [HTT08]
Prop 1.5.21 par exemple).

Lemme 2.1.15. Soient Z un S-schéma, Y = Pn × Z et p : X × Y → X × Z la projection. Alors

p
(Y )
+ DX×Y/Y ' DX×Z/Z .
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Démonstration.

p
(Y )
+ DX×Y/Y = Rp∗D(Y,Z)

X×Z←X×Y

= Rp∗
(
ωX×Y/Y ⊗OX×Y

p∗DX×Z/Z ⊗p−1OX
p−1ω−1

X×Z/Z

)
' Rp∗p∗DX×Z/Z ' Rp∗(DX×Z/Z �OPn).

Si on note π : Pn → S le morphisme structural de Pn, alors p = idX×Z × π et

Rp∗(DX×Z/Z �OPn) ' DX×Z/Z �Rπ∗OPn .

Comme le faisceau structural de Pn n’a de cohomologie qu’en degré 0, on trouve

DX×Z/Z �Rπ∗OPn ' DX×Z/Z �OS = DX×Z/Z .

Propriété 2.1.16. On rappelle que pour i = 1, 2, Xi = X × Yi. Si X est quasi-projectif, f est
propre et E · ∈ Db

coh(DX1/Y1), alors f (Y1,Y2)
+ E · ∈ Db

coh(DX2/Y2).

Démonstration. X étant quasi-projectif, f est propre entre deux schémas quasi-projectifs, donc
projectif et on peut le décomposer en

X1
i // X2 × Pn

p // X2,

où i est une immersion fermée définie par i(x) = (f(x), j(x)) avec j : X1 ↪→ PnY (qui existe par
quasi-projectivité de X1) et p est la projection.
On remarque que i peut s’écrire sous la forme idX × (g × j). On a alors l’isomorphisme

f
(Y1,Y2)
+ ' p(Y2×Pn)

+ ◦ i(Y1,Y2×Pn)
+ .

Il suffit alors de montrer le résultat pour les immersions fermées et pour les projections.

• Soit i : X × Y1 ↪→ X × Y2 une immersion fermée de la forme idX × j.
De la même manière que dans le cas classique (voir [HTT08] Théorème 2.5.1), il suffit de
montrer que i(Y1,Y2)

+ DX1/Y1 est cohérent sur DX2/Y2 . Or

i
(Y1,Y2)
+ DX1/Y1 = Ri∗D(Y1,Y2)

X2←X1

' DX2/Y2 ⊗OX2

(
ω−1
X2/Y2

⊗OX2
i∗ωX1/Y1

)
' DX2/Y2 ⊗OX2

(
ω−1
X2/Y2

⊗OX2
ωX1/Y1�Ii

)
' DX2/Y2�Ii,

où Ii désigne l’idéal de l’immersion i. Il s’agit donc bien d’un DX2/Y2-module cohérent.

• Soit p : X × Y × Pn → X × Y une projection.
A nouveau, de la même manière que dans le cas classique (voir [HTT08] Théorème 2.5.1), il
suffit de montrer que p(Y,Y×Pn)

+ DX×Y×Pn/Y×Pn est cohérent sur DX×Y/Y . Or, par le lemme
précédent,

p
(Y,Y×Pn)
+ DX×Y×Pn/Y×Pn ' DX×Y/Y ,

qui est clairement cohérent.
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Propriété 2.1.17. Soient X, Y , Z1 et Z2 quatre S-schémas noethériens et f : X × Y × Z1 →
X × Y × Z2 un morphisme de la forme idX×Y × g. On notera pour simplifier Xi = X × Y × Zi et
Yi = Y × Zi. On rappelle enfin que le foncteur ResX : D(DX×Yi/Zi

)→ D(DX×Yi/Yi
) est défini par

l’oubli de l’action des dérivations sur Y (on ne conserve que celles de X).

• Pour tout E · ∈ Db
qcoh(DX2/Z2), ResX(f !(Z1,Z2)E ·) ' f !(Y1,Y2)ResX(E ·) dans la catégorie Db

qcoh(DX1/Y1).

• Pour tout F · ∈ Db
qcoh(DX1/Z1), ResX(f (Z1,Z2)

+ F ·) ' f (Y1,Y2)
+ ResX(F ·) dans la catégorie Db

qcoh(DX2/Y2).

En d’autres termes, si on oublie l’action des dérivations selon Y , les foncteurs relatifs à (Y1, Y2)
coïncident avec les foncteurs relatifs à (Z1, Z2).

Démonstration. • On a déjà vu qu’en tant que O-modules f !(Z1,Z2)E · ' Lf∗E · ' f !(Y1,Y2)E ·.
De plus, les structures de D-module de ces faisceaux sont données par celles de OX1 . Comme
la structure de DX1/Y1-module de OX1 correspond à celle de DX1/Z1-module restreinte aux
éléments de DX1/Y1 , f !(Z1,Z2)E · et f !(Y1,Y2)E · sont isomorphes en tant que DX1/Y1-modules.

• De même, f (Z1,Z2)
+ F · ' Rf∗F · ' f

(Y1,Y2)
+ F · comme O-module. A nouveau, par construction,

les structures de DX×Y/Y -modules sont les mêmes.

Dans la suite on notera f !(Z1,Z2)
/Y pour f !(Y×Z1,Y×Z2). De même, on notera f (Z1,Z2)

+/Y pour f (Y×Z1,Y×Z2)
+ .

Ces notations seront plus pratiques dans le cas où f sera une projection, ce qui représentera la
quasi-totalité des situations de ce chapitre.

2.1.2 Morphismes d’adjonction

Pour la suite nous allons avoir besoin de morphismes d’adjonction pour les D-modules relatifs.
L’avantage, c’est que du point de vue des O-modules f !(Y1,Y2) ' Lf∗ et f (Y1,Y2)

+ ' Rf∗. Il suffit
donc de s’assurer que les morphismes d’adjonction sur les O-modules sont bien D-linéaires. Dans
un premier temps, remarquons le fait fondamental suivant :

Lemme 2.1.18. Soient X et Y deux S-schémas, f : X → Y un morphisme de S-schémas, A un
faisceau d’anneaux sur X, B un faisceau d’anneaux sur Y et B → f∗A une structure de B-module
sur f∗A de sorte qu’on ait des foncteurs

f∗ : Mod(A)→Mod(B),

A⊗f−1B f
−1 : Mod(B)→Mod(A).

Alors le foncteur A⊗f−1B f
−1 est adjoint à gauche au foncteur f∗. En d’autres termes, si on a

E un B-module et F un A-module, on a une bijection canonique

HomA(A⊗f−1B f
−1E ,F) = HomB(E , f∗F).

Démonstration. Il s’agit d’une généralisation du résultat d’adjonction entre f∗ et f∗ sur les catégo-
ries Mod(OX) et Mod(OY ). On renvoie à [Sta21, Lemme 0096] pour plus de détails. Cela revient à
considérer le morphisme d’espaces annelés f : (X,A)→ (Y,B).
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Corollaire 2.1.19. Soient X, Y1 et Y2 trois S-schémas et f : X1 = X × Y1 → X2 = X × Y2 un
morphisme de S-schémas de la forme idX × g. Alors le foncteur f !(Y1,Y2) est adjoint à droite au
foncteur f (Y1,Y2)

+ . En d’autres termes, pour tout E · ∈ Db
qcoh(DX2/Y2) et tout F · ∈ Db

qcoh(DX1/Y1) on
a une bijection canonique

HomDX1/Y1
(f !(Y1,Y2)E ·,F ·) = HomDX2/Y2

(E ·, f (Y1,Y2)
+ F ·).

En particulier, on a des morphismes canoniques

f !(Y1,Y2)f
(Y1,Y2)
+ E · → E · et F · → f

(Y1,Y2)
+ f !(Y1,Y2)F ·

respectivement des catégories Db(DX1/Y1) et Db(DX2/Y2).

Démonstration. L’idée est la suivante : On va appliquer le résultat précédent avec A = DX1/Y1 et
B = DX2/Y2 pour obtenir l’adjonction entre DX1/Y1 ⊗f−1DX2/Y2

f−1 et f∗, avant de remarquer que
les foncteurs dérivés de ces deux foncteurs sont précisément f !(Y1,Y2) et f (Y1,Y2)

+ .
Dans un premier temps, il faut munir f∗DX1/Y1 d’une structure de DX2/Y2-module. Pour ce

faire, rappelons qu’on peut identifier le faisceau de transfert D(Y1,Y2)
X2←X1

au faisceau DX1/Y1 dont on a
inversé les structures à gauche et à droite. Ce faisant, le DX2/Y2-module f∗(D(Y1,Y2)

X2←X1
⊗DX1/Y1

DX1/Y1)
a pour OX2-module sous-jacent le faisceau f∗DX1/Y1 . On peut ainsi munir f∗DX1/Y1 d’une structure
de DX2/Y2-module.

On peut donc appliquer le lemme précédent : les foncteurs DX1/Y1 ⊗f−1DX2/Y2
f−1 et f∗ sont

adjoints (entre les catégories Mod(DX1/Y1) et Mod(DX2/Y2)). Par la discussion précédente sur la
structure de DX2/Y2-module de f∗DX1/Y1 , le foncteur f∗ : Mod(DX1/Y1)→Mod(DX2/Y2) est défini
comme le foncteur f∗(D(Y1,Y2)

X2←X1
⊗DX1/Y1

•).
On sait de plus que le foncteur DX1/Y1 ⊗f−1DX2/Y2

f−1 est exact à droite. Quant au foncteur
f∗(D(Y1,Y2)

X2←X1
⊗DX1/Y1

•), il est exact à gauche par platitude de D(Y1,Y2)
X2←X1

sur DX1/Y1 .
On a donc deux foncteurs adjoints dont l’un est exact à droite et l’autre est exact à gauche, donc

leurs foncteurs dérivés existent et sont adjoints (voir [Sta21, Lemme 09T5]). Par construction, le
foncteur dérivé de DX1/Y1⊗f−1DX2/Y2

f−1 est f !(Y1,Y2) et le foncteur dérivé de f∗(D(Y1,Y2)
X2←X1

⊗DX1/Y1
•)

est f (Y1,Y2)
+ .

2.1.3 Formules de la projection

On a la formule de la projection suivante, tirée de [HTT08] (Cor 1.7.5).

Propriété 2.1.20 (Formule de la projection). Soient f : X → Y , E · ∈ Db
qcoh(DX/S) un morphisme

de variétés lisses et F · ∈ Db
qcoh(DY/S). Alors

f+(f [F ·
L
⊗OX

E ·) ' F ·
L
⊗OY

f+E ·.

On a aussi une formule de la projection pour les D-modules relatifs.

Propriété 2.1.21 (Formule de la projection). Soient f : X × Y1 → X × Y2 un morphisme de la
forme idX × g, E · ∈ Db

qcoh(DX×Y2/Y2) et F · ∈ Db
qcoh(DX×Y1/Y1). Alors

f
(Y1,Y2)
+ (f !(Y1,Y2)E ·

L
⊗OX×Y1

F ·) ' E ·
L
⊗OX×Y2

f
(Y1,Y2)
+ F ·.
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Démonstration. Pour montrer ce résultat, on remarque que la preuve du même résultat pour des
O-modules consiste à construire un morphisme

E
L
⊗Rf∗F → Rf∗(Lf∗E

L
⊗F)

à partir des morphismes d’adjonction, puis de montrer que ce morphisme est un isomorphisme.
Comme on l’a montré plus haut (corollaire 2.1.19 p.44), les morphismes d’adjonction sur les O-

modules s’étendent en des morphismes d’adjonction sur les D-modules relatifs. Ainsi, les morphismes
d’adjonction nous donnent un morphisme

E ·
L
⊗OX×Y2

f
(Y1,Y2)
+ F · → f

(Y1,Y2)
+ (f !(Y1,Y2)E ·

L
⊗OX×Y1

F ·)

qui coïncide du point de vue des O-modules avec le morphisme précédent. Remarquons enfin qu’une
fois qu’on a un morphisme, la structure de D-module des objets n’intervient pas pour montrer que
c’est un isomorphisme : il suffit de savoir que c’est un isomorphisme comme morphisme de O-
modules, ce qui est exactement l’énoncé de la formule de la projection pour les O-modules.

Dans cette version de la formule de la projection les produits tensoriels sont pris au-dessus de
O, mais pour la suite on aura besoin d’un résultat similaire pour des produits tensoriels au-dessus
de D. Pour obtenir un tel résultat on va s’appuyer sur le résultat suivant.

Propriété 2.1.22. Soient f : X × Y1 → X × Y2 un morphisme de la forme idX × g, E · ∈
Db
qcoh(DX2/Y2), F · ∈ Db

qcoh(DX1/Y1). Alors

Rf∗(F ·
L
⊗f−1DX2/Y2

f−1E ·) ' Rf∗F ·
L
⊗DX2/Y2

E ·

et
Rf∗(f−1E ·

L
⊗f−1DX2/Y2

F ·) ' E ·
L
⊗DX2/Y2

Rf∗F ·.

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [HTT08], dans la démonstration de la propriété 1.5.21.

Propriété 2.1.23 (Formule de la projection). Soient f : X × Y1 → X × Y2 un morphisme de la
forme idX × g, E · ∈ Db

qcoh(DX2/Y2) et F · ∈ Db
qcoh(DX1/Y1). Alors

f
(Y1,Y2)
+ (F ·

L
⊗DX1/Y1

f !(Y1,Y2)E ·) ' f (Y1,Y2)
+ F ·

L
⊗DX2/Y2

E ·

et
f

(Y1,Y2)
+ (f !(Y1,Y2)E ·

L
⊗DX1/Y1

F ·) ' E ·
L
⊗DX2/Y2

f
(Y1,Y2)
+ F ·.

Démonstration. On rappelle (propriété 2.1.9 p.40) que f !(Y1,Y2)DX2/Y2 = D(Y1,Y2)
X1→X2

' DX1/Y1 .
Comme les deux isomorphismes se démontrent de la même manière, on ne montrera que le premier.
On déduit de la propriété précédente que

f
(Y1,Y2)
+ (F ·

L
⊗DX1/Y1

f !(Y1,Y2)E ·) = Rf∗(D(Y1,Y2)
X2←X1

L
⊗DX1/Y1

F ·
L
⊗DX1/Y1

D(Y1,Y2)
X1→X2

L
⊗f−1DX2/Y2

f−1E ·)

' Rf∗(D(Y1,Y2)
X2←X1

L
⊗DX1/Y1

F ·
L
⊗f−1DX2/Y2

f−1E ·)

' Rf∗(D(Y1,Y2)
X2←X1

L
⊗DX1/Y1

F ·)
L
⊗DX2/Y2

E ·

= f
(Y1,Y2)
+ F ·

L
⊗DX2/Y2

E ·.
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Propriété 2.1.24 (Formule de la projection). Soient f : X → Y un morphisme, E · ∈ Db
qcoh(DY/S)

et F · ∈ Db
qcoh(DX/S). Alors

f+(F ·
L
⊗f[DY/S

f [E ·) ' f+F ·
L
⊗DY/S

E ·

et
f+(f [E ·

L
⊗f[DY/S

F ·) ' E ·
L
⊗DY/S

f+F ·.

Démonstration. La preuve est similaire à la précédente.

2.1.4 Compatibilité des foncteurs relatifs avec les foncteurs classiques

Propriété 2.1.25. Soient X, X̃, Y1 et Y2 quatre S-schémas et h : X → X̃ et g : Y1 → Y2 deux
morphismes de S-schémas. On considère le diagramme commutatif suivant

X × Y1
h1=h×idY1 //

f=idX×g

��

X̃ × Y1

f̃=idX̃×g

��
X × Y2

h2=h×idY2

// X̃ × Y2.

Alors pour E · ∈ Db
qcoh(DX̃×Y2/Y2

) on a f !(Y1,Y2)◦h[2/Y2
(E ·) ' h[1/Y1

◦f̃ !(Y1,Y2)(E ·) (dans la catégorie
Db
qcoh(DX×Y1/Y1)).

Démonstration. On notera Xi = X × Yi et X̃i = X̃ × Yi.
Par définition

f !(Y1,Y2) ◦ h[2/Y2
(E ·) = D(Y1,Y2)

X1→X2

L
⊗f−1DX2/Y2

f−1DX2→X̃2/Y2

L
⊗(h2◦f)−1DX̃2/Y2

(h2 ◦ f)−1E ·.

Or, par un calcul similaire à celui permettant de calculer la composée de deux images inverses, on
trouve

D(Y1,Y2)
X1→X2

L
⊗f−1DX2/Y2

f−1DX2→X̃2/Y2
' OX1 ⊗(h2◦f)−1OX̃2

(h2 ◦ f)−1DX̃2/Y2
.

De même,

h[1/Y1
◦ f̃ !(Y1,Y2)(E ·) '

(
OX1 ⊗(f̃◦h1)−1OX̃2

(f̃ ◦ h1)−1DX̃2/Y2

)
L
⊗(f̃◦h1)−1DX̃2/Y2

(f̃ ◦ h1)−1E ·.

Pour conclure, il suffit de remarquer que h2 ◦ f = f̃ ◦ h1 = h× g.

Corollaire 2.1.26. On considère les projections suivantes

X × Y × Z πY Z //

πXZ

��

Y × Z

f

��
X × Z g

// Z

Alors pour E · ∈ Db
qcoh(DZ/S) on a π

!(Y )
XZ/S ◦ g

[
/S(E ·) ' π[Y Z/Y ◦ f

!(Y )
/S (E ·) (dans la catégorie

Db
qcoh(DX×Y×Z/Y )).
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Remarque : Il s’agit simplement d’une réécriture de la propriété précédente dans le cas où tous
les morphismes sont des projections. C’est cette version que l’on va utiliser dans la suite.

Propriété 2.1.27. Soient X, X̃, Y1 et Y2 quatre S-schémas et h : X → X̃ et g : Y1 → Y2 deux
morphismes de S-schémas. On considère à nouveau le diagramme commutatif suivant

X × Y1
h1=h×idY1 //

f=idX×g

��

X̃ × Y1

f̃=idX̃×g

��
X × Y2

h2=h×idY2

// X̃ × Y2.

Alors pour E · ∈ Db
qcoh(DX×Y1/Y1) on a h2+/Y2 ◦ f

(Y1,Y2)
+ (E ·) ' f̃

(Y1,Y2)
+ ◦ h1+/Y1(E ·) (dans la

catégorie Db
qcoh(DX̃×Y2/Y2

)).

Démonstration. On notera Xi = X × Yi et X̃i = X̃ × Yi.
D’une part, la formule de la projection donne

h2+/Y2 ◦ f
(Y1,Y2)
+ (E ·) = Rh2∗(DX̃2←X2/Y2

L
⊗DX2/Y2

Rf∗(D(Y1,Y2)
X2←X1

L
⊗DX1/Y1

E ·))

' Rh2∗Rf∗(f−1DX̃2←X2/Y2

L
⊗f−1DX2/Y2

D(Y1,Y2)
X2←X1

L
⊗DX1/Y1

E ·).

D’autre part, elle donne

f̃
(Y1,Y2)
+ ◦ h1+/Y1(E ·) = Rf̃∗(D(Y1,Y2)

X̃2←X̃1

L
⊗DX̃1/Y1

Rh1∗(DX̃1←X1/Y1

L
⊗DX1/Y1

E ·))

' Rf̃∗Rh1∗(h−1
1 D

(Y1,Y2)
X̃2←X̃1

L
⊗h−1

1 DX̃1/Y1
DX̃1←X1/Y1

L
⊗DX1/Y1

E ·).

On pose
T1 = f−1DX̃2←X2/Y2

L
⊗f−1DX2/Y2

D(Y1,Y2)
X2←X1

et
T2 = h−1

1 D
(Y1,Y2)
X̃2←X̃1

L
⊗h−1

1 DX̃1/Y1
DX̃1←X1/Y1

.

Comme Rh2∗Rf∗ ' R(h× g)∗ ' Rf̃∗Rh1∗, il suffit de montrer que T1 ' T2.
Or, de la même manière que précédement, ces deux faisceaux sont isomorphes à

ωX1/Y1 ⊗(h×g)−1OX̃2
(h× g)−1DX̃2/Y2

⊗(h×g)−1OX̃2
(h× g)−1ω−1

X̃2/Y2
.

Corollaire 2.1.28. Soient les projections suivantes

X × Y × Z πY Z //

πXZ

��

Y × Z

f

��
X × Z g

// Z

Alors pour E · ∈ Db
qcoh(DX×Y×Z/Y ) on a g+/S ◦ π

(Y )
XZ+/S(E ·) ' f

(Y )
+/S ◦ πY Z+/Y (E ·) (dans la

catégorie Db
qcoh(DZ/S)).
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2.1.5 Principe de la bascule

Propriété 2.1.29 (Principe de la bascule - 1ère version). Soient X et T deux variétés algébriques,
X complète, et L un faisceau de DX×T/X-modules, OX×T -inversible.

On pose q : X × T → T la projection, pour tout t ∈ T ιt : X ' X × {t} ↪→ X × T et pour tout
x ∈ X, ι̃x : T ' {x} × T ↪→ X × T .
• Si ∀t ∈ T , ι∗tL ' OX (comme OX-modules), alors il existe un DT/S-module OT -inversibleM
tel que L ' q!(X)M (comme DX×T/X-modules).

• Si de plus ∃x ∈ X, ι̃!(X)
x L ' OT (comme DT/S-modules), alors L ' OX×T (comme DX×T/X-

modules).
Démonstration. La première hypothèse permet d’appliquer le principe de la bascule classique (voir
[Mum85], Cor 5.6), qui dit que L est isomorphe à q∗M pourM un OT -module inversible. En réalité,
si on regarde en détail la preuve,M peut être pris comme étant le faisceau q∗L.

L’objectif est alors de munir q∗L de la bonne structure de DT/S-module. Posons

M = q∗(D(X)
T←X×T ⊗DX×T/X

L).

Il est important de noter que ni le foncteur image directe, ni le produit tensoriel ne sont dérivés, de
sorte queM soit bien un faisceau et non un complexe. De plus,M possède une structure canonique
de DT/S-module (définie de manière similaire à celle de q(X)

+ L). Enfin, comme on identifie D(X)
T←X×T

avec le faisceau DX×T/X dont on a intervertie les structures de module à gauche et à droite, on a
clairement un isomorphisme de OT -modulesM' q∗L, qui induit l’isomorphisme de OX×T -modules
q∗M' L via le principe de la bascule classique.

Comme le morphisme d’adjonction q∗q∗L → L est un morphisme de DX×T/X -modules, il
conserve la structure de DX×T/X -modules. Ainsi, l’isomorphisme de OX×T -modules q∗q∗L ' L
est un isomorphisme de DX×T/X -modules, et donc L ' q!(X)M (comme DX×T/X -modules).

Si de plus il existe x ∈ X tel que ι̃!(X)
x L ' OT (comme DT/S-modules), alors comme (q◦ι̃x) = idT ,

M' ι̃!(X)
x q!(X)M' ι̃!(X)

x L ' OT (comme DT/S-modules).

Ainsi, L ' q!(X)OT ' OX×T (comme DX×T/X -modules).

Remarque : Comme tout DX×Y/S-module possède une structure de DX×Y/Y -module (on "ou-
blie" l’action des dérivations selon Y ), on peut trouver le résultat suivant :

Si L est un DX×Y/S-module OX×Y -inversible qui vérifie
• ∀y ∈ Y , ι∗yL ' OX (comme OX -modules)

• ∃x ∈ X, ι̃!(X)
x L ' OY (comme DY/S-modules)

• ∃y ∈ Y , ι!(Y )
y L ' OX (comme DX/S-modules)

alors, en faisant jouer alternativement le rôle de T par Y puis X, le principe de la bascule donne
les isomorphismes suivants :

L ' OX×Y (comme DX×Y/X -modules),

L ' OX×Y (comme DX×Y/Y -modules).
A priori, rien ne garantit qu’on puisse trouver un isomorphisme de DX×Y/S-modules. Cependant,

je pense que c’est le cas dans de nombreux cas qu’il reste à déterminer.
Cette première version du principe de la bascule est intéressante pour bien comprendre comment

il fonctionne. Cependant, dans les faits on préfèrera utiliser la version plus générale suivante :
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Propriété 2.1.30 (Principe de la bascule - 2ème version). Soient X, Y et Z trois variétés algé-
briques, X et Y complètes, et L un faisceau de DX×Y×Z/Y×Z-modules OX×Y×Z-inversible.

On pose πXY : X × Y × Z → X × Y la projection, pour tout (x, y) ∈ X × Y ,

ι(x,y) : Z ' {x} × {y} × Z ↪→ X × Y × Z

et pour tout z ∈ z,
ι̃z : X × Y ' X × Y × {z} ↪→ X × Y × Z.

• Si ∀(x, y) ∈ X × Y , ι∗(x,y)L ' OZ (comme OZ-module), alors il existe un DX×Y/Y -module
OX×Y -inversibleM tel que L ' π!(Z)

XY/YM (comme DX×Y×Z/Y×Z-modules).

• Si de plus ∃z ∈ Z, ι̃!(Z)
z/Y L ' OX×Y (comme DX×Y/Y -modules), alors L ' OX×Y×Z (comme

DX×Y×Z/Y×Z-modules).

Démonstration. La preuve est similaire en tout point à celle de la première version, en faisant jouer
à Y le rôle de la base S. Il faut simplement poser

M = πXY ∗(D(Z)
X×Y←X×Y×Z/Y ⊗DX×Y×Z/Y×Z

L),

qui est à nouveau isomorphe en tant que OX×Y -module à πXY ∗L. Ainsi, le principe de la bascule
pour les O-modules et le morphisme d’adjonction permettent de conclure que π!(Z)

XY/YM' L (comme
DX×Y×Z/Y×Z-modules).

Le deuxième point fonctionne exactement comme pour la première version.

Remarques :

• En prenant Y = S, on retrouve l’énoncé de la première version du principe de la bascule.

• En prenant X = S, on retrouve l’énoncé du principe de la bascule pour les O-modules (car
DT/T = OT pour toute variété T et dans ce cas f ! = f∗ pour tout morphisme plat f).

• Par contre, en prenant Z = S, l’énoncé est trivial.

2.1.6 Changement de base

On rappelle le théorème de changement de base classique pour les D-modules.

Théorème 2.1.31 (Changement de base). Soient X, Y et Z trois S-schémas lisses, f : Y → X
un morphisme de S-schémas et g : Z → X un morphisme de S-schémas propre. On considère le
produit fibré

Y ×X Z
g̃ //

f̃

��

Y

f

��
Z g

// X

Alors on a un isomorphisme de foncteurs g!f+ ' f̃+g̃
!.

Démonstration. On renvoie à [HTT08], théorème 1.7.3.

Remarque : En oubliant les décalages, on trouve un isomorphisme de foncteurs g[f+ ' f̃+g̃
[.
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Corollaire 2.1.32. Si Z = X × Z̃ et que g est la projection, i.e.

Y ×S Z̃
g̃ //

f̃

��

Y

f

��
X × Z̃ g

// X

alors on a un isomorphisme de foncteurs g!(Z̃)f+ ' f̃+/Z̃ g̃
!(Z̃) : Db

qcoh(DY/S)→ Db
qcoh(DX×Z̃/Z̃).

Démonstration. On sait déjà que pour E · ∈ Db
qcoh(DY/S), g[f+E · ' f̃+g̃

[E · (comme DX×Z̃/S-
modules). Or, si on ne s’intéresse qu’à la structure de D-module relative à Z̃, par construction
g̃[E · ' g̃!(Z̃)E · et g[f+E · ' g!(Z̃)f+E · (voir la remarque après la définition 2.1.5 p.38), et la propriété
2.1.4 (p.36) donne f̃+g̃

!(Z̃)E · ' f̃+/Z̃ g̃
!(Z̃)E ·.

Remarque : On devrait pouvoir montrer ce résultat dans le cas où g est de la forme plus
générale idX × h : X × Z̃1 → X × Z̃2, mais dans la suite nous n’aurons besoin de formules de
changement de base que pour les projections.

On va avoir besoin d’un théorème similaire avec les projections relatives f (Y1,Y2)
+ . Le plus gros

avantage des projections relatives par rapport aux projections classiques sur les D-modules, c’est
qu’on conserve des morphismes d’adjonction similaires à ceux sur les O-modules. On peut donc
retranscrire certains résultats connus sur les O-modules en résultats sur les D-modules relatifs.

Théorème 2.1.33 (Changement de base). Soient X, X̃, Y1 et Y2 quatre S-schémas lisses, g : X̃2 =
X̃×Y2 → X2 = X×Y2 un morphisme propre de la forme g′×idY1 et f : X1 = X×Y1 → X2 = X×Y2
un morphisme de la forme idX × f ′. On considère le diagramme cartésien suivant

X̃1
g̃ //

f̃

��

X1

f

��
X̃2 g

// X2

Alors on a un isomorphisme de foncteurs g!
/Y2

f
(Y1,Y2)
+ ' f̃ (Y1,Y2)

+ g̃!
/Y1

: Db
qcoh(DX1/Y1)→ Db

qcoh(DX̃2/Y2
).

Démonstration. Cette preuve s’appuie en grande partie sur la preuve du théorème du change-
ment de base pour les O-modules qu’on trouve dans [Sta21, Lemme 08IB]. Soit E · un élément de
Db
qcoh(DX1/Y1).
Le but est de construire un morphisme de changement de base dans la catégorie Db

qcoh(DX̃2/Y2
)

g!
/Y2

f
(Y1,Y2)
+ E · → f̃

(Y1,Y2)
+ g̃!

/Y1
E ·.

En effet, si un tel morphisme existe, il coïncide du point de vue des O-modules et au décalage près
avec le morphisme

Lg∗Rf∗E · → Rf̃∗Lg̃
∗E ·,

qu’on sait être un isomorphisme (voir [Sta21, Lemme 08IB]). Ainsi, le morphisme de changement
de base sera bien un isomorphisme de D-modules.
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Pour construire le morphisme de changement de base, on procède comme dans [Sta21, Remarque
08HY] : on part du morphisme d’adjonction f !(Y1,Y2)f

(Y1,Y2)
+ E · → E · (voir Cor 2.1.19 p.44). On lui

applique ensuite le foncteur g̃!
/Y1

pour obtenir un morphisme g̃!
/Y1

f !(Y1,Y2)f
(Y1,Y2)
+ E · → g̃!

/Y1
E ·.

La propriété 2.1.25 (p.46) permet alors d’écrire

g̃!
/Y1

f !(Y1,Y2)F · ' f̃ !(Y1,Y2)g!
/Y2
F ·,

avec F · = f
(Y1,Y2)
+ E · ∈ Db

qcoh(DX2/Y2).
Ainsi, le morphisme précédement construit est un morphisme f̃ !(Y1,Y2)g!

/Y2
f

(Y1,Y2)
+ E · → g̃!

/Y1
E ·.

Finalement, en appliquant f̃ (Y1,Y2)
+ et en utilisant le morphisme d’adjonction F · → f̃

(Y1,Y2)
+ f̃ !(Y1,Y2)F ·,

on trouve un morphisme g!
/Y2

f
(Y1,Y2)
+ E · → f̃

(Y1,Y2)
+ g̃!

/Y1
E ·, qui est le morphisme de changement de

base souhaité.

Remarque : A nouveau, en oubliant les décalages, on trouve un isomorphisme g[/Y2
f

(Y1,Y2)
+ '

f̃
(Y1,Y2)
+ g̃[/Y1

.

Corollaire 2.1.34. Si X̃ = X × Z et que g est la projection, i.e.

X × Y1 × Z
g̃ //

f̃

��

X × Y1

f

��
X × Y2 × Z g

// X × Y2

alors on a un isomorphisme de foncteurs g!(Z)
/Y2

f
(Y1,Y2)
+ ' f̃ (Y1,Y2)

+/Z g̃
!(Z)
/Y1

.

Démonstration. On sait déjà que pour tout E · ∈ Db
qcoh(DX×Y1/Y1), g[/Y2

f
(Y1,Y2)
+ E · ' f̃

(Y1,Y2)
+ g̃[/Y1

E ·

(comme DX×Y2×Z/Y2-modules). Or, si on ne s’intéresse qu’à la structure de D-module relative à
Y2 × Z, par définition g̃[/Y1

E · ' g̃
!(Z)
/Y1
E · et g[/Y2

f
(Y1,Y2)
+ E · ' g

!(Z)
/Y2

f
(Y1,Y2)
+ E ·, et la propriété 2.1.17

(p.43) donne f̃ (Y1,Y2)
+ g̃

!(Z)
/Y1
E · ' f̃ (Y1,Y2)

+/Z g̃
!(Z)
/Y1
E ·.

On en déduit la reformulation suivante dans le cas des projections.

Corollaire 2.1.35. Soient les projections suivantes :

X × Y × Z g̃ //

π̃

��

X × Y

π

��
X × Z g

// X.

On a un isomorphisme de foncteurs g!(Z)π
(Y )
+ ' π̃(Y )

+/Z g̃
!(Z)
/Y .
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2.2 Transformée de Fourier-Mukai pour les D-modules
Dans cette section nous considérerons A une variété abélienne sur S de dimension d, où S est un

schéma localement noethérien. A partir de la section 2.2.3 on posera S = Spec(k) avec k un corps
de caractéristique nulle.

On notera m : A × A → A la multiplication, ε : S → A l’élément neutre et 〈−1〉 : A → A
l’inverse.

2.2.1 Variété abélienne D-duale

De la même manière que l’on construit la variété abélienne duale de A, notée A∨, on peut
construire un S-schéma en groupes abéliens, noté A\, qui va induire une dualité sur les modules à
connexion intégrable sur A.

On s’efforce ici de donner une synthèse de la construction de ce S-schéma. Pour plus de détails,
on renvoie à [Lau96], partie 2.

Définition 2.2.1. Soient p1, p2 : A × A → A les projections, m : A × A → A la multiplication et
ε : S → A l’élément neutre. Pour tout module à connexion intégrable OA-inversible E, on pose

D(E) = m[E ⊗ p[1E−1 ⊗ p[2E−1,

qui est un DA×A/S-module OA×A-inversible.
On dit que E satisfait le théorème du carré si la trivialisation canonique de D(E) le long de

(ε(S)×A) ∪ (A× ε(S)) s’étend à A×A de sorte quon ait un isomorphisme de DA×A-modules

D(E) ' OA×A,

où le faisceau structural est muni de sa structure canonique de D-module.

Remarques :

• On a déjà une telle notion pour les OA-modules inversibles. Il se trouve que ces deux notions
coïncident. On renvoie à [Lau96] pour plus de détails.

• m est un morphisme plat. On peut le voir en l’écrivant m = p1 ◦ (m, 〈−1〉 ◦ p2), où p1 est plat
et (m, 〈−1〉◦p2) est un isomorphisme (il est son propre inverse), donc plat. De fait, Lm∗ = m∗

et D(E) est bien un faisceau de DA×A/S-modules OA×A-inversible.

• Dans le cas où S est le spectre d’un corps de carctérisque nulle, comme ce sera le cas dans la
suite du chapitre, les modules à connexion intégrable sont exactement les D-modules. Dans le
cas où S est le spectre d’un anneau à valuation discrète d’inégale caractéristique, ce sont les
D(0)-modules (au sens de Berthelot).

Définition 2.2.2. On note Pic\(A/S) le groupe des classes d’isomorphie des OA-modules inver-
sibles à connexion intégrable rigidifiés qui satisfont le théorème du carré. On construit alors un
foncteur de la catégorie des S-schémas localement noethériens dans la catégorie des groupes abé-
liens

T 7→ Pic\(A× T/T ).

Ce foncteur est représentable par un S-schéma en groupes abéliens lisse de dimension 2d noté
A\.

De même que pour la transformée de Fourier-Mukai classique, on définit le faisceau de Poincaré
P ∈ Pic\(A×A\/A\) comme l’élément correspondant à idA\ ∈ Hom(A\, A\).
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Propriété 2.2.3. On définit i : H0(A,Ω1
A/S) → Pic\(A/S) et p : Pic\(A/S) → Pic0(A/S) par

i(ω) = OA muni de la connexion intégrable d+ ω et p(L) = L vu comme OA-module. On a alors la
suite exacte de groupes abéliens suivante :

E(A/S) = (0→ H0(A,Ω1
A/S)→ Pic\(A/S)→ Pic0(A/S)).

De plus, si S est affine, le morphisme p est surjectif.
On obtient alors un foncteur T 7→ E(A × T/T ) de la catégorie des S-schémas localement noe-

thériens dans la catégorie des suites exactes de groupes abéliens. Ce foncteur est représentable par
une suite exacte de S-schémas en groupes abéliens :

0→ V(ε∗TA/S)→ A\ → A∨ → 0,

où V(E) = Spec(Sym(E)). On notera θ le morphisme de A\ dans A∨.

Démonstration. Il s’agit d’une réécriture des résultats des sections 2.6 et 3.2.3 du chapitre I de
[MM74].

Remarque : On verra plus tard que θ est un torseur.

Propriété 2.2.4. On a l’isomorphisme de OA×A\-modules suivant

P ' (idA × θ)∗P∨,

où P∨ désigne le faisceau de Poincaré sur A×A∨.

Démonstration. Comme il s’agit de la définition de P qui est donnée dans [Lau96], il faut justifier
que les deux définitions coïncident. Notons Φ\ : Hom(•, A\) → Pic\(A × •/•) le morphisme de
foncteurs réalisant la représentabilité de T 7→ Pic\(A×T/T ) par A\. On notera Φ\

T pour Φ\(T ). De
même, on posera Φ0 et Φ0

T pour les foncteurs relatifs à Pic0 et A∨. On a alors par représentabilité
de T 7→ (Pic\(A× T/T )→ Pic0(A× T/T )) le carré commutatif suivant

Pic\(A×A\/A\)
θ

A\ // Pic0(A×A\/A\)

Hom(A\, A\)

Φ\

A\

OO

θ◦•
// Hom(A\, A∨)

Φ0
A\

OO

où le morphisme θA\ consiste en l’oubli de la structure de DA×A\/A\-module. En l’évaluant en
l’élément idA\ ∈ Hom(A\, A\) on trouve

P � // P

idA\

��

OO

� // θ
��

OO

où le P de gauche est un D-module et celui de droite est un O-module.
D’autre part, comme P∨ = Φ0

A∨(idA∨), le lemme de Yoneda assure que

Φ0
A\(θ) =

(
Pic0(A× •/•)(θ)

)
(P∨) = (idA × θ)∗P∨.

Ainsi, P = Φ0
A\(θ) = (idA × θ)∗P∨, à isomorphisme près et en tant que O-module.
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Propriété 2.2.5. Le morphisme θ : A\ → A∨ est affine.

Démonstration. On voit A∨×V(ε∗TA/S) comme le A∨-schéma en groupe V(π∨∗ε∗TA/S). Il est affine
par définition. Ainsi, θ munit A\ d’une structure de A∨-schéma. Comme on a aussi une injection
V(ε∗TA/S) → A\, on peut voir A\ comme fibré principal homogène sous le A∨-schéma en groupes
A∨ × V(ε∗TA/S). On peut alors appliquer le corollaire 4.3 de la partie XI de [Gro71] : A\ est affine
sur A∨, i.e. θ est affine.

Propriété 2.2.6. On note A\ = θ∗OA\. Le faisceau A\ est muni d’une filtration exhaustive par
des sous OA∨-modules localement libres de rang fini qui en fait une OA∨-algèbre filtrée, munie d’un
isomorphisme de OA∨-algèbres graduées

ϕ• : gr•A\ → π∨∗SymOS
• (ε∗TA/S).

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [Lau96] (partie 2.3). Cependant, on va donner quelques
explications suplémentaires sur les constructions qui s’y trouvent. On fixe π : X → S un S-schéma
et E un OS-module. On considère le X-schéma en groupe V = V(π∗E) = X × V(E).

Tout d’abord, on note C1 la catégorie des fibrés principaux homogènes (aussi appelés torseurs)
t : Y → X sous le groupe V. Comme dit précédement, V est affine, donc Y l’est aussi.

On considère ensuite la catégorie C2 des OX -algèbres quasi-cohérentes B munies d’une filtration
exhaustive par des sous OX -modules localement libres de rang fini (Bi) telles que Bi.Bj ⊂ Bi+j et
munies d’un isomorphisme de OX -algèbres graduées

ϕ• : gr•B → SymOX
• (π∗E) ' π∗SymOS

• (E).

On considère enfin la catégorie C3 des extensions de π∗E par OX dans la catégorie des OX -
modules quasi-cohérents.

On montre ensuite que ces catégories sont équivalentes. Pour ce faire on construit trois foncteurs.
Le foncteur C1 → C2 est défini comme suit :
Soit t : Y → X un fibré principal homogène sous le groupe V. On pose B = t∗OY , qui est OX -quasi-
cohérent car t est affine. On note µ : Y ×S V(E)→ Y l’action de V = X ×S V(E) sur Y (les variétés
sont des X-schémas). On note

µ] : B → B ⊗π−1OS
π−1SymOS

• (E)

l’homomorphisme d’algèbre associé. Ainsi, si on note

Bi = (µ])−1

B ⊗π−1OS
π−1

i⊕
j=0

SymOS
j (E)

 ,
(Bi) est une filtration exhaustive de B. Il reste donc à construire l’isomorphisme ϕ•. Pour ce faire,
on part du morphisme

Bi → B ⊗π−1OS
π−1

i⊕
j=0

SymOS
j (E)→ B ⊗π−1OS

π−1SymOS
i (E),

où la seconde flèche est la projection. On va montrer que ce morphisme (qui se factorise clairement
par Bi−1) est à image dans OX ⊗π−1OS

π−1SymOS
i (E). Pour se faire, on raisonne localement. Lo-

calement, E ' OS ∂̄1 ⊕ . . . ⊕OS ∂̄r, ainsi, V(E) ' Spec(OS [∂̄1, . . . , ∂̄r]). De plus, comme localement
Y ' V(π∗E), OY ' t−1OX [∂̄1, . . . , ∂̄r] et donc

B ' OX [∂̄1, . . . , ∂̄r] ' SymOX
• (π∗E) ' π∗SymOS

• (E).
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L’action est donc localement donnée par

µ] : SymOX
• (π∗E)→ SymOX

• (π∗E)⊗ SymOX
• (π∗E).

Ainsi, pour toute section b de Bi (localement isomorphe à SymOX
i (π∗E)),

µ]b ∈
⊕
k+l=i

SymOX
k (π∗E)⊗ SymOX

l (π∗E).

La projection de µ]b sur B ⊗ π∗SymOS
i (E) ' SymOX• (π∗E)⊗ π∗SymOS

i (E) est donc contenue dans
le terme k = 0 et l = i, i.e. OX ⊗ π∗SymOS

i (E) = π∗SymOS
i (E). On a ainsi obtenu un morphisme

Bi�Bi−1 → π∗SymOS
i (E),

dont on montre facilement que c’est un isomorphisme, qui est le ϕi recherché.
Pour construire le foncteur C2 → C3, on fixe (B,B•, φ•) un élément de C2. Par définition, on a

une suite exacte de OX -modules quasi-cohérents

0→ B0 → B1 → B1�B0 → 0,

avec B0 ' OX (par ϕ0) et B1�B0 ' π
∗E (par ϕ1). On trouve donc bien un élément de C3.

Enfin, on construit un foncteur C3 → C1 de la façon suivante : Pour

0→ OX
u→ F v→ π∗E → 0

un objet de C3, comme π∗E est localement libre, la suite exacte est localement scindée. On va à
présent construire ce qui est appelé le X-schéma des scindages dans [Lau96], qui sera le Y cherché.
Tout d’abord, remarquons que si s : π∗E → F réalise un scindage, il induit un isomorphisme
F ' π∗E ⊕OX et vérifie v ◦ s = idπ∗E . Il est donc déterminé par ses valeurs sur OX , i.e. un élément
de HomOX

(π∗E ,OX). A présent, si on note S = SymOX• (π∗E), on a Proj(F) ' Proj(S[z]) (où z
est la coordonnée locale de OX dans la décomposition F ' π∗E ⊕ OX) et Spec(S) = V. D’après
la partie 8.3 de [Gro61a], on a l’injection ouverte suivante ι : V ↪→ Proj(F), qui vérifie de plus
ι(V) ' Proj(F) \ Proj(S). On note Y ce X-schéma. Par définition, un X-point de Y correspond
à un morphisme f : X → V, i.e. un morphisme f ] : SymOX• (π∗E)→ OX , qui est déterminé par un
morphisme π∗E → OX , i.e. un élément de HomOX

(π∗E ,OX), donc un scindage de la suite exacte
comme on l’a vu plus haut. Le schéma Y peut donc est considéré comme le schéma des scindages
de la suite exacte. Par construction, il est muni d’une structure de V-torseur, faisant de Y un objet
de C1.

On admettra que ces foncteurs réalisent des équivalences de catégories. La propriété se déduit
alors en prenant X = A∨, Y = A\ et E = ε∗TA/S et en considérant l’image de l’objet θ : A\ → A∨

de la catégorie C1 dans la catégorie C2.

Remarque : Pour démontrer la propriété, on n’a en fait besoin que de la construction du
foncteur C1 → C2.

Propriété 2.2.7. On se place dans le cas où S est de caractéristique nulle. Le morphisme d’ad-
jonction OS → Rπ\∗OA\ est un isomorphisme.

Démonstration. A nouveau, il s’agit d’un résultat de [Lau96] (Th. 2.4.1) dont on va détailler un
peu plus la preuve. On rappelle que A\ = θ∗OA\ .

Comme A\ est muni d’une filtration, on peut considérer la suite spectrale

Epq1 = Rp+qπ∨∗ gr−pA\ ⇒ Rp+qπ∨∗A\ = Rp+qπ\∗OA\ .
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Le but est de montrer que

Epq2 =
{
OS si p = q = 0
0 sinon,

ce qui induira naturellement le résultat. Or, par définition, Epq2 = H2(Epq1 ) (voir [Gro61b], partie
11.1). De plus, Epq1 est clairement nul pour p > 0 ou p + q /∈ [0, d], ainsi il suffit de montrer que
pour tout entier p < 0 le complexe de OS-modules

0→ Ep,−p1 → Ep+1,−p
1 → . . .→ Ep

′,−p
1 ,

où p′ = Inf(0, p+ d), est acyclique.
Or, l’isomorphisme ϕ−p construit plus haut donne un isomorphisme

Epq1 = Rp+qπ∨∗ gr−pA\ ' Rp+qπ∨∗ π∨∗Sym
OS
−p (ε∗TA/S).

Dans la suite on notera S = SymOS
−p (ε∗TA/S). Comme π∨ est plat, la formule de la projection s’écrit

Rπ∨∗OA∨⊗S ' Rπ∨∗ π∨∗S, ainsi, en considérant le (p+q)-ième groupe de cohomologie du complexe,
on trouve

(Rp+qπ∨∗OA∨)⊗ S ' Rp+qπ∨∗ π∨∗S.

On en déduit donc que
Epq1 ' (Rp+qπ∨∗OA∨)⊗ S.

On va à présent chercher à mieux comprendre le terme Rp+qπ∨∗OA∨ . Pour ce faire, on dispose
tout d’abord du résultat suivant

Lemme 2.2.8.
R1π∗OA ' ε∨∗TA∨/S .

Démonstration. On renvoie à [BLR90], Théorème 1 de la partie 8.4.

Comme (A∨)∨ ' A, on en déduit que

R1π∨∗OA∨ ' ε∗TA/S .

Enfin, le cup-produit donne un morphisme

p+q∧
OS

R1π∨∗OA∨ → Rp+qπ∨∗OA∨ ,

qui donne localement
p+q∧

H1(A∨,OA∨)→ Hp+q(A∨,OA∨),

qu’on sait être un isomorphisme pour les variétés abéliennes (voir par exemple [EvdGM], théorème
6.12 et son corollaire). On en déduit donc que

Epq1 '

p+q∧
OS

ε∗TA/S

⊗ SymOS
−p (ε∗TA/S).

Le complexe qu’on étudie est donc un complexe de Koszul, qu’on sait acyclique car S est de carac-
téristique nulle.
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2.2.2 Transformées de Fourier-Mukai de noyau quelconque

Les résultats de cette section sont un ajout par rapport à [Lau96].
De la même manière qu’on peut construire des transformées de Fourier de noyau quelconque sur

les O-modules, on peut définir trois types de transformées de Fourier de noyau quelconque sur les
D-modules, selon que le noyau possède une structure de D-module complète ou relative.

On rappelle tout d’abord la définition classique.

Définition 2.2.9. Soient X et Y deux variétés projectives lisses et P ∈ Db
qcoh(OX×Y ). On pose

p : X ×Y → X et q : X ×Y → Y les projections. La transformée de Fourier-Mukai de noyau P est
le foncteur ΦP : Db

qcoh(OX)→ Db
qcoh(OY ) défini par

ΦP(E ·) = Rq∗(P
L
⊗OX×Y

p∗E ·).

Une des propriétés les plus utiles pour montrer l’involutivité de la transformée de Fourier-Mukai
classique de noyau de Poincaré est la suivante :

Propriété 2.2.10. Soient X, Y et Z trois variétés projectives lisses. Soient de plus P ∈ Db
qcoh(OX×Y )

et Q ∈ Db
qcoh(OY×Z). On note πXY , πY Z et πXZ les projections de X × Y × Z sur X × Y , Y × Z

et X × Z respectivement. On pose enfin

R = RπXZ∗(π∗XY P
L
⊗OX×Y×Z

π∗Y ZQ).

Alors ΦQ ◦ ΦP ' ΦR.

Démonstration. On renvoie à [Huy06], proposition 5.10.

Le but de cette section est de donner une définition des transformées de Fourier-Mukai pour les
D-modules et de retrouver un résultat similaire au précédent.

Définition 2.2.11. Soient X et Y deux variétés projectives lisses. Soient de plus P ∈ Db
qcoh(DX×Y/S)

et Q ∈ Db
qcoh(DX×Y/Y ). On pose p : X × Y → X et q : X × Y → Y les projections.

• La transformée de Fourier-Mukai de noyau P est le foncteur ΦDP : Db
qcoh(DX/S)→ Db

qcoh(DY/S)
défini par

ΦDP (E ·) = q+(P
L
⊗OX×Y

p[E ·).

• La transformée de Fourier-Mukai de X dans Y de noyau Q (relatif à Y ) est le foncteur
ΦX→Y
Q : Db

qcoh(DX/S)→ Db
qcoh(OY ) défini par

ΦX→Y
Q (E ·) = q+/Y (Q

L
⊗OX×Y

p!(Y )E ·),

où la structure de DX×Y/Y -module de Q
L
⊗OX×Y

p!E · est la structure classique du produit
tensoriel sur la Y -variété X × Y . On rappelle que q+/Y correspond à la restriction de q+ aux
D-modules relatifs à Y (voir Prop 2.1.4 p.36), le faisceau ainsi obtenu est donc bien un module
sur DY/Y = OY .

• La transformée de Fourier-Mukai de Y dans X de noyau Q (relatif à Y ) est le foncteur
ΦX←Y
Q : Db

qcoh(OY )→ Db
qcoh(DX/S) défini par

ΦX←Y
Q (E ·) = p

(Y )
+ (Q

L
⊗OX×Y

q∗E ·),

où la structure de DX×Y/Y -module de Q
L
⊗OX×Y

q∗E · est donnée par celle de Q.
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Remarques :

• Dans la définition de ΦX←Y
Q on pourrait prendre q[/Y E

· au lieu de q∗E · pour avoir une écriture
similaire aux deux autres. Comme DY/Y = OY , les foncteurs q[/Y et q∗ sont égaux. E · étant un
faisceau de OY -modules, on préfèrera q∗, mais il faut garder à l’esprit cette égalité de foncteurs
pour les démonstrations à venir.

• Les transformées de Fourier-Mukai construites sont bien à images quasi-cohérentes. C’est une
conséquence de la préservation de la quasi-cohérence par image inverse (propriété 2.1.7 p.39
dans le cas relatif), image directe (propriété 2.1.13 p.41 dans le cas relatif) et produit tensoriel
sur OX×Y ([HTT08], section 1.5, sous-section "tensor product").

Propriété 2.2.12. Soient X, Y et Z trois S-schémas quasi-compacts et lisses avec X et Z propres.
Soient P ∈ Db

qcoh(DX×Y/Y ) et Q ∈ Db
qcoh(DY×Z/Y ). On note πXY , πY Z et πXZ les projections de

X × Y × Z sur X × Y , Y × Z et X × Z respectivement. On pose enfin

R = π
(Y )
XZ+(π[XY/Y P

L
⊗OX×Y×Z

π[Y Z/YQ) ∈ Db
qcoh(DX×Z/S).

Alors ΦZ←Y
Q ◦ ΦX→Y

P ' ΦDR.

Démonstration. On pose les notations suivantes

X × Y × ZπX

��

πXY

tt
πXZ

��

πY Z

**

πZ

��

X × Y
q

{{

p

##

Y × Z
u

{{

t

##
X Y X × Z

s

yy

r

%%

Y Z

X Z.

Dans la suite, on notera ⊗ =
L
⊗O. On fixe E · ∈ Db

qcoh(DX/S) et on calcule ΦDR(E ·) :

r+(R⊗ s[E ·) = r+
(
π

(Y )
XZ+(π[XY/Y P ⊗ π

[
Y Z/YQ)⊗ s[E ·

)
' r+

(
π

(Y )
XZ+(π[XY/Y P ⊗ π

[
Y Z/YQ⊗ π

!(Y )
XZ s

[E ·)
)

(Projection ; Propriété 2.1.21, p.44)

' r+π
(Y )
XZ+(π[XY/Y P ⊗ π

[
Y Z/YQ⊗ π

[
XY/Y q

!(Y )E ·) (Propriété 2.1.26, p.46)

' r+π
(Y )
XZ+(π[Y Z/YQ⊗ π

[
XY/Y (P ⊗ q!(Y )E ·))

' t(Y )
+ πY Z+/Y (π[Y Z/YQ⊗ π

[
XY/Y (P ⊗ q!(Y )E ·)) (Propriété 2.1.28, p.47)

' t(Y )
+ (Q⊗ πY Z+/Y π

[
XY/Y (P ⊗ q!(Y )E ·)) (Projection ; Propriété 2.1.20, p.44)

' t(Y )
+ (Q⊗ u[/Y p+/Y (P ⊗ q!(Y )E ·)) (Théorème 2.1.31, p.49)

= t
(Y )
+ (Q⊗ u∗p+/Y (P ⊗ q!(Y )E ·)) (u[/Y = u∗)

= ΦZ←Y
Q ◦ ΦX→Y

P (E ·).
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Propriété 2.2.13. Soient X, Y et Z trois S-schémas quasi-compacts et lisses avec Y propre. Soient
P ∈ Db

qcoh(DX×Y/X) et Q ∈ Db
qcoh(DY×Z/Z). On note πXY , πY Z et πXZ les projections de X×Y ×Z

sur X × Y , Y × Z et X × Z respectivement. On pose enfin

R = πXZ+/X×Z(π!(Z)
XY/XP

L
⊗OX×Y×Z

π
!(X)
Y Z/ZQ) ∈ Db

qcoh(OX×Y ).

Alors ΦY→Z
Q ◦ ΦY←X

P ' ΦR.

Démonstration. On conserve les notations de la preuve précédente. Remarquons qu’en voyant un
OX×Z-module F · comme un DX×Z/X×Z-module, on a Rr∗F · = r

(X)
+/ZF

· comme DZ/Z-module, i.e.
comme OZ-module. De même, s∗E · = s

!(Z)
/X E

· comme OX×Z-module.
On fixe E · ∈ Db

qcoh(OX) et on calcule ΦR(E ·) :

Rr∗(R⊗ s∗E) = r
(X)
+/Z

(
πXZ+/X×Z(π!(Z)

XY/XP ⊗ π
!(X)
Y Z/ZQ)⊗ s!(Z)

/X E
·
)

' r(X)
+/Z

(
πXZ+/X×Z(π!(Z)

XY/XP ⊗ π
!(X)
Y Z/ZQ⊗ π

[
XZ/X×Zs

!(Z)
/X E

·)
)

(Proj. ; Prop. 2.1.20, p.44)

' r(X)
+/ZπXZ+/X×Z(π!(Z)

XY/XP ⊗ π
!(X)
Y Z/ZQ⊗ π

!(Z)
XY/Xq

[
/XE

·) (Propriété 2.1.26, p.46)

' r(X)
+/ZπXZ+/X×Z(π!(X)

Y Z/ZQ⊗ π
!(Z)
XY/X(P ⊗ q[/XE

·))

' t+/Zπ
(X)
Y Z+/Z(π!(X)

Y Z/ZQ⊗ π
!(Z)
XY/X(P ⊗ q[/XE

·)) (Propriété 2.1.28, p.47)

' t+/Z(Q⊗ π(X)
Y Z+/Zπ

!(Z)
XY/X(P ⊗ q[/XE

·)) (Proj. ; Prop. 2.1.21, p.44)

' t+/Z(Q⊗ u!(Z)p
(X)
+ (P ⊗ q[/XE

·)) (Corollaire 2.1.35, p.51)

' t+/Z(Q⊗ u!(Z)p
(X)
+ (P ⊗ q∗E ·)) (q[/X = q∗)

= ΦY→Z
Q ◦ ΦY←X

P (E ·).

Remarque : Il est sûrement possible de déterminer les autres composées et il est naturel de
penser que

• Dans le cas relatif à S, ΦDQ ◦ ΦDP ' ΦDR, avec P ∈ Db
qcoh(DX×Y/S), Q ∈ Db

qcoh(DY×Z/S) et
R = πXZ+(π[XY P ⊗ π[Y ZQ) ∈ Db

qcoh(DX×Z/S).

• Dans le cas relatif à X, ΦDQ ◦ΦY←X
P ' ΦZ←X

R , avec P ∈ Db
qcoh(DX×Y/X), Q ∈ Db

qcoh(DY×Z/S)
et R = πXZ+/X(π[XY/XP ⊗ π

!(X)
Y Z Q) ∈ Db

qcoh(DX×Z/X).

• Dans le cas relatif à Z, ΦY→Z
Q ◦ ΦDP ' ΦX→Z

R , avec P ∈ Db
qcoh(DX×Y/S), Q ∈ Db

qcoh(DY×Z/Z)
et R = πXZ+/Z(π!(Z)

XY P ⊗ π[Y Z/ZQ) ∈ Db
qcoh(DX×Z/Z).

• Dans le cas relatif àX et Y , ΦZ←Y
Q ◦ΦP ' ΦZ←X

R , avec P ∈ Db
qcoh(OX×Y ),Q ∈ Db

qcoh(DY×Z/Y )
et R = π

(Y )
XZ+/X(π∗XY P ⊗ π

!(X)
Y Z/YQ) ∈ Db

qcoh(DX×Z/X).

• Dans le cas relatif à Y et Z, ΦQ◦ΦX→Y
P ' ΦX→Z

R , avec P ∈ Db
qcoh(DX×Y/Y ),Q ∈ Db

qcoh(OY×Z)
et R = π

(Y )
XZ+/Z(π!(Z)

XY/Y P ⊗ π
∗
Y ZQ) ∈ Db

qcoh(DX×Z/Z).

Nous n’aurons cependant pas besoin de tous ces résultats dans la suite.
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2.2.3 Transformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré

A partir de maintenant, on suppose que S est le spectre d’un corps de caractéristique nulle k.
On fait cette hypothèse pour simplifier grandement les démonstrations. En rajoutant plus de détails
il devrait être possible d’étendre les résultats à S localement noethérien de caractéristique nulle.

Définition 2.2.14. Soient A une variété abélienne sur S de dimension d, A\ son S-schéma en
groupes abéliens D-dual et P le faisceau de Poincaré sur A × A\ (qui est un DA×A\/A\-module,
OA×A\-inversible). On note p : A×A\ → A et p\ : A×A\ → A\ les projections.

On définit la transformée de Fourier-Mukai pour les D-modules F : Db
qcoh(DA/S)→ Db

qcoh(OA\)
par

F(E ·) = ΦA→A\

P (E ·) = p\+/A\(P
L
⊗O

A×A\
p!(A\)E ·).

On définit aussi la transfomée de Fourier-Mukai D-duale F \ : Db
qcoh(OA\)→ Db

qcoh(DA/S) par

F \(E ·) = ΦA←A\

P (E ·) = p
(A\)
+ (P

L
⊗O

A×A\
p\∗E ·).

On conserve une propriété d’involutivité sur ces transformées de Fourier-Mukai, mais pour la
démontrer on va avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.15. On désigne par ε : S → A et ε\ : S → A\ les éléments neutres de A et A\. On a
les deux isomorphismes suivants

1. p\+/A\P ' ε\∗OS [−d] (comme complexes de OA\-modules).

2. p(A\)
+ P ' ε+OS [−d] (comme complexes de DA/S-modules).

Démonstration. Ce lemme est énoncé dans [Lau96] (Lemme 3.2.2), on va donc suivre la preuve qui
y est proposée tout en donnant plus de détails.

1. Pour montrer le premier isomorphisme, on va chercher à construire un morphisme entre p\+/A\P
et ε\∗OS [−d]. On considère le diagramme de changement de base suivant :

A �
� idA×ε\ //

π

��

A×A\

p\

��
S �
� ε\ // A\

Comme on cherche un morphisme de O-modules on peut oublier les structures de D-modules.
Ce faisant, p\+/A\P ' Rp\∗(DRA×A\/A\(P)) (voir [HTT08] prop 1.5.28), où DRA×A\/A\(P) est
le complexe de de Rham de P, concentré entre les degrés −d et 0 :

DRA×A\/A\(P) : 0→ P → Ω1
A×A\/A\ ⊗ P → . . .→ Ωd

A×A\/A\ ⊗ P → 0.

Le théorème du changement de base donne alors

(ε\)[p\+/A\P ' Lε\∗Rp\∗DRA×A\/A\(P) ' Rπ∗L(idA × ε\)∗DRA×A\/A\(P),

qui est isomorphe par platitude des termes de DRA×A\/A\(P) à Rπ∗DRA/S
(
L(idA × ε\)∗P

)
.

Cependant, comme P est inversible, il est plat sur OA, ainsi L(idA × ε\)∗P ' (idA × ε\)∗P '
(idA × ε\)!(A\)P (comme OA-modules).
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Lemme 2.2.16. Comme DA/S-modules,

(idA × ε\)!(A\)P ' OA.

Démonstration. Si on note Φ\
T : Hom(T,A\) → Pic\(A × T/T ) l’isomorphisme de groupes

donnant la représentation du foncteur Pic\ par A\, on a le diagramme suivant

Pic\(A×A\/A\)
(idA×ε\)!(A\)

// Pic\(A/S)

Hom(A\, A\)
ε\◦•

//

Φ\

A\

OO

Hom(S,A\).

Φ\
S

OO

Comme P = Φ\
A\(idA\) par construction, (idA× ε\)!(A\)P = Φ\

S(ε\). Or la structure de groupe
de Hom(T,A\) est donnée par (f×g)(x) = m\(f(x), g(x)) (où m\ est la multiplication de A\),
donc ε\ est l’élément neutre de Hom(S,A\). Ainsi, Φ\

S(ε\) est l’élément neutre de Pic\(A/S),
c’est à dire OA.

Ainsi, ε\[p\+/A\P ' Rπ∗DRA/SOA, qui est donc un complexe dont la cohomologie est concentré
entre les degrés−d et d. Or le d-ième groupe de cohomologie deRπ∗DRA/SOA estH2d

dR(A/S) =
Hd(Ωd

A/S) qui est isomorphe par le morphisme trace à H0(OA)∨ ' OS .
Si on pose F • = Rπ∗DRA/SOA, on trouve un morphisme de complexes

0 // F−d //

��

. . . // F d−1 dd−1 //

��

F d //

��

0

0 // 0 // . . . // 0 // F
d
�Im(dd−1) // 0

Hd(F •) ' OS ,

c’est-à-dire un morphisme
ε\[p\+/A\P → OS [−d].

Par adjonction, on trouve un morphisme

p\+/A\P → ε\∗OS [−d].

Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, on procède par étapes. On étudie d’abord les
points de A\ (i.e. les éléments de Pic\(A/S)), puis on montre le résultat au-dessus de chaque
point de A\ avant de conclure grâce à la cohérence des faisceaux.
Étape 1 : On va montrer le lemme suivant

Lemme 2.2.17. On rappelle que S = Spec(k) avec k un corps de caractéristique nulle. Pour
tout L ∈ Pic\(A/S)

H i+d
dR (L) '

{
0 si L 6' OA

Ld−iε
\∗ε\∗k si L ' OA

.
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Démonstration. Dans un premier temps, supposons que L 6' OA. On va tout d’abord montrer
que H0

dR(L) est nul.
Notons H0 = H0

dR(L) ainsi que r = dim(H0). On construit OA ⊗k H0 le module à connexion
donné par ∂(f ⊗ e) = (∂f)⊗ e et la suite exacte

0→ OA ⊗k H0 u→ L v→ L′ → 0,

de sorte que u(∂(f ⊗ e)) = u(∂f ⊗ e) = ∂f.e = ∂(f.e) = ∂(u(f ⊗ e)). La catégorie des modules
à connexion étant abélienne, il s’agit d’une suite exacte de modules à connexion. Ainsi, L′ est
un module à connexion sur k de caractéristique nulle donc L′ est localement libre de rang r′.
Or OX ⊗kH0 est localement libre de rang r par construction et L est localement libre de rang
1 car il est dans Pic\(A/S). On déduit de la suite exacte que 1 = r + r′. Cependant, si on
avait r = 1 alors H0 = k, r′ = 0 et L′ = 0. On aurait alors OA = OA ⊗k H0 ' L, ce qui est
exclu. Ainsi, r = 0 et H0(L) = 0.
Supposons à présent qu’il existe un entier n > 0 tel que Hn(L) 6= 0. On prend n0 le plus petit
de ces entiers. Comme L vérifie le théroème du carré, si on note p1, p2,m : A × A → A les
projections et la multiplication, on a

p∗1L ⊗ p2L ' m∗L.

La formule de Künneth donne alors pour tout entier n

Hn
dR(m∗L) '

⊕
i+j=n

H i
dR(L)⊗Hj

dR(L).

Or on peut aussi écrire m = p1 ◦ (m, 〈−1〉 ◦ p2), où (m, 〈−1〉 ◦ p2) est un isomorphisme (il est
son propre inverse), de sorte que

Hn
dR(m∗L) = Hn

dR((m, 〈−1〉 ◦ p2)∗p∗1L) ' Hn
dR(p∗1L) '

⊕
i+j=n

H i
dR(L)⊗Hj

dR(OA),

le dernier morphisme étant à nouveau donné par la formule de Kunneth. Comme H0
dR(OA) =

k 6= 0, en n0 > 0 on trouve

0 =
⊕

i+j=n0

H i
dR(L)⊗Hj

dR(L) '
⊕

i+j=n0

H i
dR(L)⊗Hj

dR(OA) ' Hn0(L) 6= 0,

ce qui est une contradiction. Ainsi, si L 6' OA, H i+d
dR (L) = 0.

Considérons maintenant le cas où L ' OA. On cherche donc à calculer H i
dR(A/k). Dans un

premier temps, on sait que sur une variété abélienne

H i
dR(A/k) '

i∧
H1
dR(A/k)

(voir par exemple [Mum85], corollaire I.1). Or on sait que H1
dR(A/k) est isomorphe à l’algèbre

de Lie de A\, Lie(A\) (voir [MM74], parties I.4.1 et I.4.2. Attention, dans cet ouvrage A\ est
noté Ext\). On cherche donc à faire le lien entre l’algèbre de Lie de A\ et Lε\∗ε\∗k. Pour ce
faire, on va devoir s’appuyer sur le lemme suivant

Lemme 2.2.18.

(ε\)−1ExtiA\(ε\∗k, ε\∗k) '
i∧
Lie(A\).
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Démonstration. Notons I l’idéal associé à l’injection ε\, I = V (x1, ..., x2d) et R =
⊕2d

i=1OA\ei.
On a alors

Lie(A\) = ε\∗TA\/S =
(
I�I2

)∨
.

On considère à présent le complexe de Koszul suivant (qui est donc exact)

0→
n∧
R→ . . .→

2∧
R→ R→ OA\ → ε\∗k → 0,

où la flèche R → OA\ est définie par ei 7→ xi. En appliquant Hom(•, ε\∗k), on trouve le
complexe

ε\∗k // Hom(R, ε\∗k) // Hom(
∧2R, ε\∗k) // . . .

ε\∗k ⊗O
A\
R∨ ε\∗k ⊗O

A\

(∧2R
)∨

ε\∗k // ε\∗k ⊗
(
I�I2

)∨ d0 // ε\∗k ⊗
(∧2 I�I2

)∨ d1 // . . . .

Si on note (∂l1,...,li) la base duale de (xl1 ∧ ... ∧ xli) dans
(∧i I�I2

)∨
, les différentielles sont

données par
di : ∂l1,...,li 7→

∑
k

x̄k ⊗ ∂k,l1,...,li ,

avec la convention ∂i,j = −∂j,i, où x̄k est la coordonnée xk vue dans ε\∗k = OA\�I, c’est à dire
que x̄k = 0 et donc di = 0. Ainsi, le i-ème groupe de cohomologie de ce complexe est donc

Exti(ε\∗k, ε\∗k) ' ε\∗k ⊗k
i∧
Lie(A\),

qui induit l’isomorphisme

(ε\)−1Exti(ε\∗k, ε\∗k) '
i∧
Lie(A\).

On déduit donc que H i
dR(A/k) ' (ε\)−1Exti(ε\∗k, ε\∗k). De plus, comme ε\∗ = Rε\∗, l’adjonction

donne un isomorphisme

RHomOA
(ε\∗k, ε\∗k) ' ε\∗RHomk(Lε\∗ε\∗k, k).

On obtient alors un isomorphisme

H i
dR(A/k) ' Hi(RHomk(Lε\∗ε\∗k, k)) = Homk(L2d−iε

\∗ε\∗k, k) ' L2d−iε
\∗ε\∗k.

Étape 2 : On montre que le morphisme p\+/A\P → ε\∗OS [−d] induit un isomorphisme sur
chaque point de A\.
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Lemme 2.2.19. Pour tout x ∈ A\ on pose ιx : S ' {x} ↪→ A\ l’injection.
Alors pour tout x ∈ A\

Lι∗xp
\
+/A\P ' Lι∗xε\∗OS [−d].

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que le morphisme

Lι∗xp
\
+/A\P → Lι∗xε

\
∗OS [−d].

est bien défini, étant donné que c’est le tiré en arrière du morphisme p\+/A\P → ε\∗OS [−d]
précédement construit par ιx. Comme ε\∗OS = ε\∗k est à support dans ε\(k) =: e\, il suffit de
montrer que ∀x ∈ A

\ \ {e\}, Lι∗xp
\
+/A\P = 0.

Lι∗
e\p

\
+/A\P ' Lι∗e\ε

\
∗k[−d].

Or la formule du changement de base dans le diagramme

A �
� idA×ιx //

π

��

A×A\

p\

��
S �
�

ιx
// A\

donne l’isomorphisme
Lι∗xp

\
+/A\P ' π+L(idA × ιx)∗P.

Par définition de P, L(idA × ιx)∗P = (idA × ιx)∗P est l’élément de Pic\(A/S) correspondant
à ιx (et donc à x ∈ A\). On note L cet élément. Comme π+L ' H•−ddR (L), le lemme précédent
donne donc

Lι∗xp
\
+/A\P '

{
0 si L 6' OA i.e. x 6= e\.

Lε\∗ε\∗k[−d] si L ' OA i.e. x = e\.

Enfin, par définition, ιe\ = ε\, donc Lι∗
e\ε

\
∗k = Lε\∗ε\∗k. On en déduit donc l’isomorphisme

Lι∗xp
\
+/A\P ' Lι∗xε\∗k[−d].

Étape 3 : Pour conclure, on remarque que comme p\+/A\P ' Rp\∗DRA×A\/A\(P) et que

Rp\∗(Ωi
A×A\/A\ ⊗ P) ' Lθ∗F∨(Ωi

A/S)

est cohérent (avec F∨ la transformée de Fourier-Mukai sur les O-modules, qui envoie les
cohérents sur les cohérents), p\+/A\P est un complexe de faisceaux cohérents. D’autre part,
ε\∗OS est lui aussi cohérent car ε\ est une immersion fermée. On utilise alors le lemme suivant

Lemme 2.2.20. Soient X un schéma localement noethérien et E · ∈ Db
coh(OX) tel que pour

tout point fermé {x} de X
Lι∗xE · = 0.

Alors E · = 0.
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Démonstration. Par dévissage, on se ramène au cas où le complexe est réduit à un terme, i.e.
E un faisceau cohérent sur X. Dans ce cas, le lemme de Nakayama assure que si ι∗xE = 0 pour
tout point fermé x ∈ X alors E = 0.

Ainsi, on en déduit l’isomorphisme

p\+/A\P ' ε\∗OS [−d].

2. Pour le second isomorphisme, on utilise le théorème d’équivalence de Kashiwara (voir [HTT08],
théorème 1.6.1), de sorte qu’il nous suffit de montrer que p(A\)

+ P est à support dans ε(S) et
que ε!p(A\)

+ P ' OS [−d]. La seconde condition peut se réécrire Lε∗Rp∗P ' OS .
Montrons d’abord la seconde condition : la formule de changement de base donne

Lε∗Rp∗P ' Rπ\∗L(ε× idA\)∗P.

Or P vérifie le théroème du carré car il est dans Pic(A×A\/A\), donc

Lp̃∗1P ⊗ Lp̃∗2P ' Lm̃∗P,

où p̃1, p̃2, m̃ : (A×A\)×A\ (A×A\)→ A×A\ sont les projections et la multiplication associées
au A\-schéma en groupes abéliens A×A\. On note

ϕ : A×A\ ×A ' (A×A\)×A\ (A×A\)

l’isomorphisme canonique. On trouve alors l’isomorphisme de OA\-modules

L(ε× idA\ × ε)∗ϕ∗(Lp̃∗1P ⊗ Lp̃∗2P) ' L(ε× idA\ × ε)∗ϕ∗Lm̃∗P.

Comme f ◦ ϕ ◦ (ε× idA\ × ε) = ε× idA\ pour f ∈ {p̃1, p̃2, m̃}, on trouve

L(ε× idA\)∗P ' OA\ .

Ainsi,
Lε∗Rp∗P ' Rπ\∗OA\ .

Maintenant, on applique la propriété 2.2.7 (p.55), qui donne

Lε∗Rp∗P ' OS .

Il reste donc seulement à montrer que Rp∗P est à support dans ε(S). On note q : A×A∨ → A
et q∨ : A×A∨ → A∨ les projection et P∨ le faisceau de Poincaré classique sur A×A∨. On a
les isomorphismes suivants :

Rp∗P = Rq∗R(idA × θ)∗P
' Rq∗R(idA × θ)∗(idA × θ)∗P∨

' Rq∗(P∨ ⊗R(idA × θ)∗OA×A\) (Formule de la projection)
' Rq∗(P∨ ⊗R(idA × θ)∗p\∗OA\)
' Rq∗(P∨ ⊗ q∨∗Rθ∗OA\) (Changement de base)
' Rq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\) (Propriété 2.2.5 (p.54) et A\ := θ∗OA\)
= F∨(A\),
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où F∨ désigne la transformée de Fourier-Mukai sur les O-modules.
On rappelle que A est muni d’une filtration exhaustive et on va s’appuyer sur la propriété
2.2.6 (p.54). On montre par récurrence sur k que pour tout i

Riq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k)
{

= 0 si i 6= d.
est à support dans ε(S) si i = d.

Si k = 0, alors gr0A\ = A\0 ' OA∨ et F∨(OA∨) = Rq∨P∨ ' ε∗ε
∗ω−1

A/S [−d] (voir [Lau96],
lemme 1.2.5), qui est bien nul, sauf en rang d où il est à support dans ε(S).
Pour l’hérédité, on suppose le résultat vrai pour un entier k et on regarde la suite exacte

0→ A\k → A
\
k+1 → grk+1A\ → 0.

En lui appliquant le foncteur exact P∨ ⊗ q∨∗•, on trouve

0→ P∨ ⊗ q∨∗A\k → P
∨ ⊗ q∨∗A\k+1 → P

∨ ⊗ q∨∗grk+1A\ → 0.

On trouve alors la suite exacte longue de cohomologie de Rq∗

. . . // Ri−1q∗(P∨ ⊗ q∨∗grk+1A\)

rr
Riq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k) // Riq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k+1) // Riq∗(P∨ ⊗ q∨∗grk+1A\)

rr
Ri+1q∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k) // . . . .

Or, par hypothèse de récurrence, Riq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k) = 0 pour i 6= d. De plus, l’isomorphisme
ϕk+1 de la propriété 2.2.6 fournit un isomorphisme

Rq∗(P∨ ⊗ q∨∗grk+1A\) = F∨(grk+1A\) ' F∨(
⊕
OA∨) '

⊕
F∨(OA∨) '

⊕
ε∗ε
∗ω−1

A/S [−d].

On en déduit donc que pour tout i 6= d,

Riq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k+1) ' Riq∗(P∨ ⊗ q∨∗grk+1A\) = 0

et que pour i = d on a la suite exacte

0→ Rdq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k)→ Rdq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k+1)→ Rdq∗(P∨ ⊗ q∨∗grk+1A\)→ 0,

où les termes extérieurs sont à support dans ε(S) par hypothèse de récurrence et par le calcul
précédent, donc Rdq∗(P∨ ⊗ q∨∗A\k+1) est à support dans ε(S).
Les deux conditions étant vérifiées, on déduit par le théorème d’équivalence de Kashiwara que

p
(A\)
+ P ' ε+OS [−d].

Munis de ce lemme, on peut énoncer la propriété d’involutivité suivante :
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Théorème 2.2.21. On note 〈−1〉 : A→ A et 〈−1〉\ : A\ → A\ les morphismes d’inversion de A et
A\ respectivement et on pose d = dimS(A). Alors

F \ ◦ F ' 〈−1〉! • [−d] : Db
qcoh(DA/S)→ Db

qcoh(DA/S)

et
F ◦ F \ ' 〈−1〉\∗ • [−d] : Db

qcoh(OA\)→ Db
qcoh(OA\).

Démonstration. Ce résultat se trouve déjà dans [Lau96] (Théorème 3.2.1), mais sa preuve manque
de détails. On va donc la compléter.

On commence par le premier isomorphisme. Comme on l’a vu dans la section précédente,

F \ ◦ F = ΦA←A\

P ◦ ΦA→A\

P ' ΦDR,

avec R = π
(2)
13+(π[12/2P ⊗OA×A\×A

π[23/2P), en notant πij la projection sur les facteurs numéro i et j
du produit A × A\ × A. Il faut alors montrer que ΦDR ' 〈−1〉! • [−d]. Pour ce faire, on va d’abord
simplifier l’expression de R au maximum.

Tout d’abord, comme P est un élément de Pic\(A×A\/A\), si on note

π̃1, π̃2 et m̃ : (A×A\)×A\ (A×A\)→ A×A\

les morphismes respectivement de projection sur la première coordonnée, sur la deuxième coordonnée
et de multiplication, la condition selon laquelle P satisfait le théorème du carré s’écrit

π̃[1P ⊗O(A×A\)×
A\ (A×A\)

π̃[2P ' m̃[P.

Or l’isomorphisme canonique (A×A\)×A\ (A×A\) ' A×A\×A induit les isomorphismes naturels

π̃1 ' π12, π̃2 ' π23 et m̃ ' m13,

où m13 : A×A\ ×A→ A×A\ dérive de la multiplication m dans A (m13(x, y, z) = (m(x, z), y)).
On en déduit ainsi que R ' π

(2)
13+m

[
13/2P. On considère à présent le diagramme de changement

de base suivant :
A×A\ ×Am13 //

π13
��

A×A\

p

��
A×A m

// A

Le théorème de changement de base (Théorème 2.1.33, p.50) assure alors que R ' m[p
(A\)
+ P. Le

lemme précédent (Lemme 2.2.15, p.60) donne alors R ' m[ε+OS [−d]. On considère maintenant le
diagramme de changement de base suivant :

Γ m̃ //� _

ε̃
��

S� _

ε
��

A×A m
// A

avec Γ = (A×A)×A S ' A. On peut voir Γ comme l’anti-diagonale de A×A, i.e. les éléments de
la forme (a, 〈−1〉(a)).

On peut appliquer de nouveau le changement de base (Théorème 2.1.31 cette fois, p.49), ainsi

R ' ε̃+m̃[OS [−d] ' ε̃+OΓ[−d],
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étant donné que m̃[OS ' OΓ.
L’expression de R est maintenant suffisament simple pour calculer la transformée de Fourier-

Mukai de noyau R. Ainsi,

ΦDR(E ·) ' p1+(ε̃+OΓ[−d]⊗ p[2E ·) = p1+(ε̃+OΓ ⊗ p[2E ·)[−d],

où pi : A×A→ A désigne la projection selon la i-ème coordonnée.
On considère à présent les trois isomorphismes du diagramme commutatif suivant

Γ

p1◦ε̃

��

p2◦ε̃

��
A

〈−1〉
// A

Par la formule de la projection (Propriété 2.1.20, p.44),

ΦDR(E ·) ' p1+ε̃+(OΓ ⊗ ε̃[p[2E ·)[−d] ' p1+ε̃+ε̃
[p[2E ·[−d] = (p1 ◦ ε̃)+(p2 ◦ ε̃)[E ·[−d].

Comme p1 ◦ ε̃ est un isomorphisme, (p1 ◦ ε̃)+ '
(
(p1 ◦ ε̃)−1)[ (pour la même raison que f∗ ' (f−1)∗

pour un isomorphisme f). On trouve finalement

ΦDR(E ·) ' ((p2 ◦ ε̃) ◦ (p1 ◦ ε̃)−1)[E ·[−d] ' 〈−1〉[E ·[−d].

Comme 〈−1〉 va de A dans A, il n’y a pas de décalage et 〈−1〉[ = 〈−1〉!.
Pour le second isomorphisme, la preuve n’est pas complètement symétrique. On a toujours

F ◦ F \ = ΦA→A\

P ◦ ΦA←A\

P ' ΦR,

avec R = π13+/(1,3)(π
!(3)
12/1P⊗OA×A\×A

π
!(1)
23/3P), où cette fois les πij sont les projections de A\×A×A\

et R ∈ Db
qcoh(OA\×A\).

A nouveau, on veut simplifier R au maximum avant de calculer la transformée. Cependant, il est
beaucoup moins aisé de montrer que π!(3)

12/1P⊗π
!(1)
23/3P ' m

!(1)
13/3P. En effet, on n’a pas d’isomorphisme

entre A\ × A × A\ et (A × A\) ×A\ (A × A\) (les dimensions ne correspondent pas). On va alors
appliquer le principe de la bascule (Propriété 2.1.30, p.49).

Soit Q = π
!(3)
12/1P ⊗ π

!(1)
23/3P ⊗m

!(1)
13/3P

−1. On remarque qu’en tant que OA\×A×A\-module,

Q ' π∗12(idA × θ)∗P∨ ⊗ π∗23(idA × θ)∗P∨ ⊗m∗13(idA × θ)∗P∨−1,

où P∨ est le faisceau de Poincaré sur A×A∨ et θ : A\ → A∨ (on rappelle que P ' (idA× θ)∗P∨ en
tant que O-module). En notant π∨ij les projections de A∨ ×A×A∨, on trouve alors

Q ' (θ × idA × θ)∗(π∨∗12 P∨ ⊗ π∨∗23 P∨ ⊗m∨∗13P∨−1).

Comme A∨∨ ' A, le faisceau P∨ est le faisceau de Poincaré sur A∨ ×A∨∨ et

π∨∗12 P∨ ⊗ π∨∗23 P∨ ⊗m∨∗13P∨−1 ' OA∨×A×A∨

(par les résultats sur la transformée de Fourier-Mukai classique). Ainsi,

Q ' OA\×A×A\ (comme O-modules).
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En particulier, pour tout (a, a\) ∈ A×A\, en notant ι(a,a\) : A\ ' A\ × {a} × {a\} → A\ ×A×A\,
ι∗(a,a\)Q ' OA\ (comme O-modules). La première des deux conditions du principe de la bascule est
donc vérifée.

Il reste alors à vérifier qu’il existe a\ ∈ A\ tel que ι̃!(1)
a\/3Q ' OA×A\ (comme DA×A\/A\-modules)

avec ι̃a\ : A×A\ ' {a\}×A×A\ → A\×A×A\. Le choix naturel consiste à prendre a\ = e\. Dans
ce cas, on trouve que ι̃!(1)

e\/3π
!(3)
12/1P ' p

!(A\)(ε\ × idA)!(A\)P avec les notations

A×A\
ι̃
e\ //

p

��

A\ ×A×A\

π12
��

A
ε\×idA

// A\ ×A

Or le lemme 2.2.16 (p.61) assure que (ε\×idA)!(A\)P ' OA, par conséquent ι̃!(1)
e\/3π

!(3)
12/1P ' OA×A\

(comme DA×A\/A\-modules). Ainsi,

ι̃
!(1)
e\/3Q ' ι̃

!(1)
e\/3(π!(1)

23/3P ⊗m
!(1)
13/3P

−1).

Enfin, pour φ représentant alternativement π23 et m13, le diagramme suivant commute

A×A\
ι̃
e\ //

id ''

A\ ×A×A\

φ
��

A×A\

Ainsi ι̃!(1)
e\/3φ

!(1)
/3 P ' P, et donc ι̃

!(1)
e\/3Q ' OA×A\ (comme DA×A\/A\-modules).

On peut donc appliquer le principe de la bascule qui assure alors que

Q ' OA\×A×A\ (comme DA\×A×A\/A\×A\-modules),

et donc π!(3)
12/1P ⊗ π

!(1)
23/3P ' m

!(1)
13/3P.

On peut donc réécrire R sous la forme R ' π13+/(1,3)m
!(1)
13/3P. A partir d’ici, on peut se contenter

d’isomorphismes de O-modules. Ainsi, si on note π2 : A\ ×A×A\ → A, comme p ◦m13 = π2,

R ' Rπ13∗(ωA\×A×A\/A\×A\

L
⊗D

A\×A×A\/A\×A\
m[

13P)

' Rπ13∗(π∗2ωA/S
L
⊗π∗2DA/S

Lm∗13P)

' Rπ13∗(Lm∗13p
∗ωA/S

L
⊗Lm∗13p

∗DA/S
Lm∗13P)

' Rπ13∗Lm
∗
13(ωA×A\/A\

L
⊗D

A×A\/A\
P)

' Lm\∗Rp\∗(ωA×A\/A\

L
⊗D

A×A\/A\
P) (par changement de base)

' Lm\∗p\+/A\P.

Le lemme précédent permet alors d’écrire R ' Lm\∗ε\∗OS [−d].
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On utilise à nouveau la formule du changement de base, mais dans le diagramme

Γ\� _
ε̃\
��

m̃\
// S� _

ε\
��

A\ ×A\
m\

// A\

où Γ\ est l’anti-diagonale de A\ × A\. On obtient alors R ' ε̃\∗OΓ\ [−d]. Par le même raisonnement
que précédement (on rajoute juste des ·\ partout), on trouve que

ΦR(E ·) ' Rp\1∗(ε̃\∗OΓ\ ⊗ p\∗2 E
·)[−d] ' 〈−1〉\∗E ·[−d].

Corollaire 2.2.22. F réalise une équivalence de catégories entre Db
qcoh(DA/S) et Db

qcoh(OA\).
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Chapitre 3

Transformée de Fourier-Mukai pour
les D̂(0)-modules sur un schéma formel

Maintenant que nous avons bien compris comment on peut construire la transformée de Fourier-
Muakai pour les D-modules sur une variété abélienne sur un schéma de caractéristique nulle, on va
reprendre toute la construction pour l’adapter au cas arithmétique.

Plus précisément, on se fixe V un anneau à valuation discrète d’uniformisante π et S = Spec(V ).
Pour tout i on pose Vi = V�πiV et Si = Spec(Vi). Enfin, on note S = Spf(V ).
Le but de ce chapitre est de construire la variété abélienne D-duale d’une variété abélienne formelle
A sur S puis la transformée de Fourier-Mukai sur A. Cependant, dans le cadre arithmétique les D-
modules ne sont plus les O-modules à connexion intégrable, c’est pourquoi on va préférer considérer
les D̂(0)-modules, voir même les D̂(0)

Q -modules.

3.1 D̂(0)-modules

3.1.1 Quelques propriétés de D̂(0)

On ne va pas ici rappeler la construction des faisceaux D(0). Pour plus de détails, on renvoie à
[Ber02] (chap 1). On rappelera simplement que se donner une structure de D(0)-module à gauche
sur un O-module E équivaut à se donner une connexion intégrable sur E . De plus, pour X une
variété sur S on peut exprimer localement D(0)

X de la façon suivante :

Γ(U,D(0)
X ) =

 ∑
k, finie

ak∂
k | ak ∈ Γ(U,OX)

 ,
où les ∂i sont les dérivées associées à un système de coordonnées ti de U .

On peut construire le module D(0)
X de la même manière sur un schéma formel X .

Définition 3.1.1. Soit X un schéma formel lisse sur S. On définit D̂(0)
X comme étant le complété

π-adique de D(0)
X :

D̂(0)
X = lim←−

i

D(0)
X�πi ' lim←−

i

D(0)
Xi
.

Remarque : Si on veut être plus précis, il faudrait préférer la notation D̂(0)
X/S à la notation

D̂(0)
X (étant donné que X est vu comme un schéma sur S). On se permettra cet abus de notation

uniquement dans le cas où les dérivations seront relatives au schéma de base S, qui sera dans la
suite Spf(V ).
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Par contre, on peut toujours considérer un produit X ×Y comme une variété sur Y. On notera alors
D̂(0)
X×Y/Y le faisceau des différentielles de niveau 0 associé.
Localement, on a

Γ(U , D̂(0)
X ) =

∑
k

ak∂
k | ak ∈ Γ(U,OX) et vπ(ak)→ 0

|k|→∞

 .
On peut en déduire le résultat suivant, énoncé dans [Ber96b] proposition 3.3.9 et corollaire

3.3.10 :

Propriété 3.1.2. Soit E un D̂(0)
X -module. E est cohérent si et seulement si il est localement de

présentation finie.

3.1.2 D̂(0)-modules quasi-cohérents

On peut définir les faisceaux de D̂(0)-modules quasi-cohérents sur un schéma formel X de la
même manière que l’on a défini les faisceaux de O-modules quasi-cohérents sur X .

Définition 3.1.3. Soit E · ∈ D−(D̂(0)
X ). Pour tout i on pose E ·i = OXi

L
⊗OX E ·.

E · est dit quasi-cohérent si

• E ·0 ∈ D−qcoh(D(0)
X0

),

• On a un isomorphisme canonique E · ' R lim←−E
·
i.

On note D−qcoh(D̂(0)
X ) la sous-catégorie pleine de D−(D̂(0)

X ) dont les objets sont les complexes
quasi-cohérents.

On a aussi une caractérisation des quasi-cohérents similaire à celle sur les O-modules.

Théorème 3.1.4. Si (E ·i)i est un système projectif de complexes dont le i-ème élément est dans
Db(D(0)

Xi
) tel que

• E ·0 ∈ Db
qcoh(D(0)

X0
),

• Pour tout i le morphisme canonique

D(0)
Xi

L
⊗D(0)

Xi+1
E ·i+1 → E ·i

est un isomorphisme,

alors E · = R lim←−E
·
i est dans Db

qcoh(D̂(0)
X )

Enfin, comme la quasi-cohérence se teste modulo πi et qu’on regarde le faisceau comme un
O-module ou comme un D-module, on a le résultat suivant.

Propriété 3.1.5. Un complexe de D−(D̂(0)
X ) est quasi-cohérent si et seulement s’il est quasi-cohérent

en tant que complexe de D−(OX ).
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3.1.3 Produit tensoriel, image inverse et image directe

On se contentera ici de rappeler les définitions données dans [Ber02] (chap 3).

Définition 3.1.6. Soient E · ∈ D−qcoh(D̂(0)
X

d) et F · ∈ D−qcoh(gD̂(0)
X ), deux complexes de D̂(0)

X -modules
respectivement à droite et à gauche.
On note comme d’habitude E ·i = OXi

L
⊗OX E ·. De même pour F ·i .

On définit le produit tensoriel complété de E · et F · en posant

E ·⊗̂LD̂(0)
X
F · = Rlim←−

i

(
E ·i

L
⊗D(0)

Xi

F ·i
)
.

Il s’agit d’un D̂(0)
X -module.

De plus, si les complexes sont à cohomologie bornée, E ·⊗̂LD̂(0)
X
F · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
X ).

Enfin, si l’un des deux complexes est cohérent, on a un isomorphisme canonique E ·
L
⊗D̂(0)

X
F · '

E ·⊗̂LD̂(0)
X
F ·.

Définition 3.1.7. Soient f : X → Y un morphisme de S-schémas formels lisses, E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X )
et F · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
Y ).

Pour tout i, on construit fi : Xi → Yi le morphisme de Si-schémas associé à f .
On construit l’image inverse extraordinaire de F · par f en posant

f !F · = Rlim←−
i

(
f !
iF ·i

)
.

De même, on construit l’image directe de E · par f en posant

f+E · = Rlim←−
i

((fi)+E ·i) .

A nouveau, lorsque E · et F · sont cohérents, on a les isomorphismes canoniques

D̂(0)
X→Y

L
⊗
f−1D̂(0)

Y
f−1F ·[dX − dY ] ' f !F ·

et
Rf∗

(
D̂(0)
Y←X

L
⊗D̂(0)

X
E ·
)
' f+E ·,

où les faisceaux de transferts sont définis par D̂(0)
X→Y = lim←−D

(0)
Xi→Yi

et D̂(0)
Y←X = lim←−D

(0)
Yi←Xi

.
Comme dans le cas classique, les foncteurs f ! et f+ préservent la quasi-cohérence et vérifient les

formules de transitivité. De plus, si f est lisse, f ! préserve la cohérence. Si f est propre, f+ préserve
la cohérence.

Avant de construire les analogues de ces foncteurs pour les D̂(0)-modules relatifs, remarquons
qu’on a le résultat suivant :

Propriété 3.1.8. Soient X un S-schéma formel lisse et E ·,F · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X ). Alors

E ·⊗̂LOXF
· = Rlim←−

i

(E ·i
L
⊗OXi

F ·i) ∈ Db
qcoh(OX ).
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Démonstration. Ce résultat se montre de la même manière que sa version pour les OX -modules : on
utilise la caractérisation des D̂(0)

X -modules quasi-cohérents. Il faut alors montrer que E ·0
L
⊗OX0

F ·0 ∈

Db
qcoh(D(0)

X0
) et que la famille (E ·i

L
⊗OXi

F ·i)i est compatible aux réductions modulo πi.
Le premier point est énoncé dans [HTT08], section 1.5, sous-section "tensor product" : on écrit

E ·0
L
⊗OX0

F ·0 ' L∆∗X0(E ·0 � F ·0),

avec ∆X0 : X0×X0 → X0 le morphisme diagonal, et on remarque que ces deux foncteurs préservent
la quasi-cohérence.
Le second point est une conséquence directe de la construction de ⊗̂LOX .

3.2 D̂(0)-modules relatifs

3.2.1 Définitions

Dans cette section on considère X , Y et Z trois schémas formels sur S ainsi que g : Y → Z et
f = idX × g : X × Y → X × Z. On notera Xi, Yi, Zi, gi et fi leurs réductions modulo πi. De plus,
pour simplifier les notations, on notera XY = X × Y et XY,i = Xi × Yi. De même pour XZ et XZ,i.

Comme dans le cas non-arithmétique, un D̂(0)-module relatif sur l’espace X ×Y est simplement
un D̂(0)-module sur X × Y mais où l’on voit cet espace non pas comme un S-schéma mais comme
un X -schéma ou un Y-schéma. Un D̂(0)

XY/Y -module n’est donc en soit pas différent d’un D̂(0)
X ′ -module

et tous les résultats de cohérence et de quasi-cohérence de ces faisceaux sont les mêmes que pour
les D̂(0)-modules classiques, de même pour les résultats relatifs au produit tensoriel.
Là où il va y avoir des différences, c’est, comme dans le cas non-arithmétique, lorsqu’on va transpor-
ter ces structures par des morphismes qui changent l’espace des constantes : Comment se comporte
un D̂(0)

XY/Y -module quand on le pousse en avant via f sur XZ qui n’a pas de structure de Y-schéma ?
La quasi-totalité des définitions et des résultats énoncés sur lesD-modules relatifs non-arithmétiques

s’adaptent sans mal au cas arithmétique, de fait on ne donnera des précisions sur les preuves que
lorsqu’elles présenteront de réelles différences avec celles du chapitre précédent.

Image inverse relative

Définition 3.2.1. Sur chaque niveau i, on définit le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif à Yi
et Zi par

D(0)(Yi,Zi)
XY,i→XZ,i

= f∗i D
(0)
XZ,i/Zi

= OXY,i
⊗f−1

i OXZ,i
f−1
i D

(0)
XZ,i/Zi

.

On définit alors le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif à Y et Z par

D̂(0)(Y,Z)
XY→XZ = lim←−

i

D(0)(Yi,Zi)
XY,i→XZ,i

.

Pour E ·i ∈ Db(D(0)
XZ,i/Zi

), on définit l’image inverse relative à Yi et Zi de E ·i par fi par

f
!(Yi,Zi)
i E ·i = D(0)(Yi,Zi)

XY,i→XZ,i

L
⊗
f−1

i D
(0)
XZ,i/Zi

f−1
i E

·
i ∈ Db(D(0)

XY,i/Yi
).

Enfin, pour E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X/Z), on définit son image inverse relative à Y et Z par

f !(Y,Z)E · = Rlim←−
i

(
f

!(Yi,Zi)
i E ·i

)
.
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Propriété 3.2.2. • f !(Yi,Zi)
i et f !(Y,Z) vérifient les formules de transitivité.

• f !(Yi,Zi)
i D(0)

XZ,i/Zi
' D(0)

XY,i/Yi
.

• f !(Y,Z)D̂(0)
XZ/Z ' D̂

(0)
XY/Y .

• Si E ·i ∈ Db
qcoh(D(0)

XZ,i/Zi
), alors f !(Yi,Zi)

i E ·i ∈ Db
qcoh(D(0)

XY,i/Yi
).

• Si E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

XZ/Z), alors f !(Y,Z)E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

XY/Y).

Démonstration. Les résultats portant sur f !(Yi,Zi)
i sont des réécritures directes des preuves du cha-

pitre précédent.
Le fait que f !(Y,Z) vérifie les formules de transitivité et le troisième point se vérifient directement

par passage à la limite projective des résultats sur f !(Yi,Zi)
i .

Le dernier point est une conséquence du fait que la quasi-cohérence peut se vérifier du point
de vue des O-modules, qu’on a un isomorphisme de OX -modules entre f !(Y,Z)E · et R lim←−(Lf∗i E ·i)
(l’image inverse formelle pour les OX -modules définie au chapitre 1) et du résultat sur les OX
modules (corollaire 1.1.17, p.20).

Propriété 3.2.3. Si E · ∈ Db
coh(D̂(0)

XZ/Z) alors on a l’isomorphisme canonique

D̂(0)(Y,Z)
XY→XZ

L
⊗
f−1D̂(0)

XZ/Z
f−1E · ' f !(Y,Z)E ·.

Démonstration. On montre l’isomorphisme de la même manière que dans le cas non-relatif : On a
un morphisme canonique

D̂(0)(Y,Z)
XY→XZ

L
⊗
f−1D̂(0)

XZ/Z
f−1E · → f !(Y,Z)E ·.

Déterminer si ce morphisme est un isomorphisme est une question locale sur XZ . Comme E ·

est cohérent, par un argument de dévissage standard on peut se restreintre au cas où E · = D̂(0)
XZ/Z .

Dans ce cas, l’isomorphisme est clair.

Propriété 3.2.4. Si fi (resp. f) est lisse, alors f !(Yi,Zi)
i (resp. f !(Y,Z)) préserve la cohérence.

Démonstration. A nouveau, le résultat sur fi se montre de la même manière qu’au chapitre précédent
(corollaire 2.1.10, p.40). Quant au résultat sur f , il suffit de voir que si f est lisse alors tous les fi
le sont, ainsi

f !(Y,Z)E · = R lim←− f
!(Yi,Zi)
i E ·i

est une limite projective de faisceaux cohérents et compatibles aux réductions modulo πi, qui est
donc cohérent.

Image directe relative

Définition 3.2.5. Sur chaque niveau i, on définit le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif à Yi
et Zi par

D(0)(Yi,Zi)
XZ,i←XY,i

= ωXY,i/Yi
⊗OXY,i

D(0)(Yi,Zi)
XY,i→XZ,i

⊗f−1OXZ,i
f−1ω−1

XZ,i/Zi
.
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On définit alors le faisceau de transfert (de niveau 0) relatif à Y et Z par

D̂(0)(Y,Z)
XZ←XY = lim←−

i

D(0)(Yi,Zi)
XZ,i←XY,i

.

Pour E ·i ∈ Db(D(0)
XY,i/Yi

), on définit l’image directe relative à Yi et Zi de E ·i par fi par

f
(Yi,Zi)
i+ E ·i = Rfi∗

(
D(0)(Yi,Zi)
XZ,i←XY,i

L
⊗D(0)

XY,i/Yi

E ·
)
∈ D(D(0)

XZ,i/Zi
).

Enfin, pour E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X/Y), on définit son image directe relative à Y et Z par

f
(Y,Z)
+ E · = Rlim←−

i

(
f

(Yi,Zi)
i+ E ·i

)
.

Remarque : A nouveau, comme dans le cas non-arithmétique, on a les isomorphismes de OXZ -
modules suivants :

f
(Yi,Zi)
i+ E ·i ' Rfi∗E ·i .

f
(Y,Z)
+ E · ' Rf∗E ·.

Le dernier est donné par la commutativité du foncteur Rf∗ avec R lim←−.

Propriété 3.2.6. • f (Yi,Zi)
i+ et f (Y,Z)

+ vérifient les formules de transitivité.

• Si E ·i ∈ Db
qcoh(D(0)

XY,i/Yi
), alors f (Yi,Zi)

i+ E ·i ∈ Db
qcoh(D(0)

XZ,i/Zi
).

• Si E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

XY/Y), alors f (Y,Z)
+ E · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
XZ/Z).

Démonstration. A nouveau, les résultats portant sur f (Yi,Zi)
i+ sont des réécritures directes des preuves

du chapitre précédent.
Le fait que f (Y,Z)

+ vérifie les formules de transitivité se vérifie directement par passage à la limite
projective de la transitivité sur f (Yi,Zi)

i+ .
Le dernier point est une conséquence de la commutativité des foncteurs Rfi∗ avec R lim←− ([Sta21,

Lemme 0BKP]) et du fait que Rf∗ préserve la quasi-cohérence (Propriété 1.1.22 p.22).

Propriété 3.2.7. Si E · ∈ Db
coh(D̂(0)

XY/Y) alors on a l’isomorphisme canonique

Rf∗

(
D̂(0)(Y,Z)
XZ←XY

L
⊗D̂(0)

XY/Y
E ·
)
' f (Y,Z)

+ E ·.

Démonstration. Il s’agit d’une réécriture de la définition. En effet,

f
(Y,Z)
+ E · = R lim←− f

(Yi,Zi)
i+ E ·i = R lim←−Rfi∗(D

(0),(Yi,Zi)
XZ,i←XY,i

L
⊗D(0)

XY,i/Yi

E ·i).

Comme Rf∗ et R lim←− commutent, on peut écrire en toute généralité l’isomorphisme

f
(Y,Z)
+ E · ' Rf∗

(
D̂(0)(Y,Z)
XZ←XY ⊗̂

L
D̂(0)
XY/Y
E ·
)
.

Enfin, comme par hypothèse E · est cohérent, on sait que •⊗̂LD̂(0)
XY/Y
E · ' •

L
⊗D̂(0)

XY/Y
E ·, ce qui permet

de conclure.
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Propriété 3.2.8. Si fi (resp. f) est propre, alors f (Yi,Zi)
i+ (resp. f !(Y,Z)

+ ) préserve la cohérence.

Démonstration. A nouveau, le résultat sur fi se montre de la même manière qu’au chapitre précédent
(propriété 2.1.16, p.42). Quant au résultat sur f , il suffit de voir que si f est propre alors tous les
fi le sont, puis on passe à la limite projective.

3.2.2 Morphismes d’adjonction

Contrairement au cas non-arithmétique, on va avoir besoin de morphismes d’adjonction pour
les D(0)-modules et D̂(0)-modules non-relatifs.

Propriété 3.2.9. Soient f : X → Y un morphisme propre de schémas formels lisses, E · ∈
Db
coh(D̂(0)

X ) et F · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

Y ). Alors pour tout i

Rfi∗RHomD(0)
Xi

(E ·i , f !
iF ·i) ' RHomD(0)

Yi

(fi+E ·i ,F ·i)

et
Rf∗RHomD̂(0)

X
(E ·, f !F ·) ' RHomD̂(0)

Y
(f+E ·,F ·).

En particulier, on a des morphismes

E ·i → f !
ifi+E ·i et E · → f !f+E ·

et si f !F · ∈ Db
coh(D̂(0)

Y ), on a des morphismes

fi+f
!
iF ·i → F ·i et f+f

!F · → F ·.

Démonstration. Ce résultat se trouve dans [Vir04], sections IV.4 et IV.5. Il est important de noter
qu’une coquille s’est glissée dans l’énoncé de la proposition 4.1 et du théorème 5.5 de [Vir04] : on
n’a pas besoin de l’hypothèse de Tor-dimension finie sur le deuxième faisceau. En effet, si on regarde
la preuve en détail, on se rend compte que c’est en fait le faisceau D(0)

Xi
(resp. D̂(0)

X ) qu’on veut être
de Tor-dimension finie, ce qui est le cas.

Il est aussi utile de remarquer que l’isomorphisme sur les schémas formel peut être obtenu
comme limite projective des isomorphismes sur les réductions modulo πi, ce faisant, les morphismes
d’adjonction sont compatibles aux réductions modulo πi.

Pour ce qui est des morphismes d’adjonction relatifs, on préserve les résultats non-arithmétiques
sur les réductions modulo πi.

Propriété 3.2.10. Soient X , Y et Z trois schémas formels, f : XY = X × Y → XZ = X × Z
un morphisme de la forme idX × g, E · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
XY/Y) et F · ∈ Db

qcoh(DXZ/Z). Les morphismes
d’adjonction

f
!(Yi,Zi)
i f

(Yi,Zi)
i+ E ·i → E ·i et F ·i → f

(Yi,Zi)
i+ f

!(Yi,Zi)
i F ·i

sont respectivement des morphismes des catégories Db
qcoh(D(0)

XY,i/Yi
) et Db

qcoh(D(0)
XZ,i/Zi

).
On a aussi des morphismes d’adjonction

f !(Y,Z)f
(Y,Z)
+ E · → E · et F · → f

(Y,Z)
+ f !(Y,Z)F ·

dans les catégories Db
qcoh(D̂(0)

XY/Y) et Db
qcoh(D̂(0)

XZ/Z).

Démonstration. Les morphismes d’adjonction sur les schémas formels s’obtiennent en remarquant
que les morphismes d’adjonction sur les réductions modulo πi sont compatibles aux réductions
modulo πj , il suffit donc de prendre la limite projective de ces morphismes.
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3.2.3 Formules de la projection

Malheureusement, pour la formule de la projection on ne peut pas adapter directement les
résultats connus dans le cas non-arithmétique. En effet, la démonstration faite dans [HTT08] utilise
la formule du changement de base, qui elle utilise le théorème de Kashiwara, or on ne dispose pas du
théorème de Kashiwara pour les D̂(0)-modules. Cependant, on peut trouver un tel résultat énoncé
pour les D̂(0)-modules (et même les D̂(m)-modules) dans [Vir04], section II.4.

Propriété 3.2.11 (Formule de la projection). Soient f : X → Y un morphisme propre de schémas
formels lisses, E · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
X/S) et F · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
Y/S).

Alors pour tout i on a un isomorphisme naturel

fi+(f [iF ·i
L
⊗OXi

E ·i) ' F ·i
L
⊗OYi

fi+E ·i .

(Comme dans le chapitre précédent, le foncteur f [i représente l’image inverse sans décalage.)
Cet isomorphisme est compatible aux réductions modulo πj, de sorte qu’il induit naturellement

un isomorphisme
f+(f [F ·⊗̂LOX E

·) ' F ·⊗̂LOYf+E ·.

Pour les formules de la projection relatives cependant, les démonstrations du chapitre précédent
s’adaptent sans mal au cas arithmétique.

Propriété 3.2.12 (Formule de la projection). Soient f : XY → XZ un morphisme de la forme
idX × g, E · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
XZ/Z) et F · ∈ Db

qcoh(D̂(0)
XY/Y). Alors

f
(Yi,Zi)
i+ (f !(Yi,Zi)

i E ·i
L
⊗OXY,i

F ·i) ' E ·i
L
⊗OXZ,i

f
(Yi,Zi)
i+ F ·i .

De plus,
f

(Y,Z)
+ (f !(Y,Z)E ·⊗̂LOXYF

·) ' E ·⊗̂LOXZ f
(Y,Z)
+ F ·.

Démonstration. Pour trouver le second isomorphisme il suffit de passer le premier à la limite pro-
jective.

3.2.4 Compatibilité des foncteurs relatifs avec les foncteurs classiques

Les résultats de compatibilité entre les foncteurs classiques et les foncteurs relatifs restent vrais
avec la même démonstration sur les restrictions modulo πi. Quant aux résultats sur les schémas
formels, ils s’obtiennent directement par passage à la limite du fait des définitions des foncteurs sur
les schémas formels.

Comme on ne se servira de ces résultats que pour des projections, on ne les énoncera que dans
ce cas, mais ils restent vrais dans un cadre plus général.

Propriété 3.2.13. On considère les projections suivantes

X × Y × Z
πYZ //

πXZ

��

Y × Z

f

��
X × Z g

// Z

Soient E · ∈ Db
qcoh(DZ/S) et F · ∈ Db

qcoh(DX×Y×Z/Y). On a les isomorphismes suivants :
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π
!(Yi)
XiZi/Si

◦ g[i/Si
(E ·i) ' π[YiZi/Yi

◦ f !(Yi)
i/Si

(E ·i) (dans la catégorie Db
qcoh(D(0)

Xi×Yi×Zi/Yi
)),

gi+/Si
◦ π(Yi)

XiZi+/Si
(F ·i) ' f

(Yi)
i+/Si

◦ πYiZi+/Yi
(F ·i) (dans la catégorie Db

qcoh(D(0)
Zi/Si

)),

π
!(Y)
XZ/S ◦ g

[
/S(E ·) ' π[YZ/Y ◦ f

!(Y)
/S (E ·) (dans la catégorie Db

qcoh(D̂(0)
X×Y×Z/Y)),

g+/S ◦ π
(Y)
XZ+/S(F ·) ' f (Y)

+/S ◦ πYZ+/Y(F ·) (dans la catégorie Db
qcoh(D̂(0)

Z/S)).

3.2.5 Principe de la bascule

Propriété 3.2.14. Soient X , Y et Z trois schémas formels, X et Y complets, et L un faisceau de
D̂(0)
X×Y×Z/Y×Z-modules OX×Y×Z-inversible.
On pose πXY : X × Y × Z → X × Y la projection, pour tout (x, y) ∈ X × Y,

ι(x,y) : Z ' {x} × {y} × Z ↪→ X × Y ×Z

et pour tout z ∈ Z,
ι̃z : X × Y ' X × Y × {z} ↪→ X × Y ×Z.

• Si ∀(x, y) ∈ X × Y, ι∗(x,y)L ' OZ (comme OZ-module), alors il existe un D̂(0)
X×Y/Y-module

OX×Y-inversibleM tel que L ' π!(Z)
XY/YM (comme D̂(0)

X×Y×Z/Y×Z-modules).

• Si de plus ∃z ∈ Z, ι̃!(Z)
z/YL ' OX×Y (comme D̂(0)

X×Y/Y-modules), alors L ' OX×Y×Z (comme
D̂(0)
X×Y×Z/Y×Z-modules).

Démonstration. A nouveau, on étend sans mal la preuve du cas non-arithmétique sur les réduc-
tions modulo πi. Pour obtenir le résultat sur les schémas formels, il faut se souvenir que l’isomor-
phisme Li ' π!(Zi)

XiYi/Yi
Mi provient du morphisme d’adjonction π∗XiYi/Yi

πXiYi∗/Yi
Li → Li, qui est un

morphisme de D(0)
Xi×Yi×Zi

-modules compatible aux réductions modulo πj , il passe donc à la limite
projective. En posantM = lim←−Mi, on trouve l’isomorphisme L ' π!(Z)

XY/YM.
Quant au deuxime point, il est aussi immédiat que dans le cas non-arithmétique.

3.2.6 Changement de base

Comme dit précédement, la preuve du théorème du changement de base présentée dans [HTT08]
utilise le théorème de Kashiwara, qui est faux dans le cas arithmétique. Par contre, on n’utilise ce
résultat que pour montrer la formule du changement de base pour des immersions fermées, ainsi, la
preuve dans le cas des projections s’adapte sans mal.

Propriété 3.2.15. Soient X , Y et Z trois schémas formels lisses, f : X → Y et πX : X × Z → X
et πY : Y × Z → Y les projections. On considère le diagramme cartésien

X × Z
πY //

f×idZ

��

X

f

��
Y × Z πX

// Y

On a un isomorphisme de foncteurs π!
Yf+ ' (f × idZ)+π

!
X .

On a aussi un isomorphisme de foncteurs relatifs π!(Z)
Y f+ ' (f × idZ)+/Zπ

!(Z)
X .
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Propriété 3.2.16. Soient X , Y1, Y2 et Z quatre schémas formels lisses, π1 : X ×Y1×Z → X ×Y1
et π2 : X×Y2×Z → X×Y2 les projections et f : Y1 → Y2. On pose g = idX×f et h = idX×f×idZ .
On considère le diagramme cartésien suivant

X × Y1 ×Z
π1 //

h

��

X × Y1

g

��
X × Y2 ×Z π2

// X × Y2

Alors on a un isomorphisme de foncteurs π!
2/Y2

g
(Y1,Y2)
+ ' h(Y1,Y2)

+ π!
1/Y1

.
On a aussi un isomorphisme de foncteurs π!(Z)

2/Y2
g

(Y1,Y2)
+ ' h(Y1,Y2)

+ π
!(Z)
1/Y1

.

Démonstration. A nouveau, la preuve s’adapte sans mal du cas non-arithmétique au cas des ré-
ductions modulo πi. Pour passer au cas formel, on remarque que les isomorphismes proviennent de
morphismes qui sont construits à partir des morphismes d’adjonction, ils sont donc compatibles aux
réductions modulo πj . On peut donc passer les isomorphismes à la limite projective.

Remarque : Il est important de remarquer que la preuve de cette propriété est très proche de
celle du théorème de changement de base pour les O-modules. En particulier, on n’a pas besoin du
théorème d’équivalence de Kashiwara, ainsi ce résultat peut s’étendre sans mal au cas où π1 et π2
ne sont pas des projections, il suffit que π2 soit propre.
Cependant, comme on travaillera principalement avec des projections, ce résultat sera suffisant.

3.3 Transformée de Fourier-Mukai généralisée
Soit V un AVD d’uniformisante π. Dans cette section nous considèrerons (Ai) un système inductif

de variétés abéliennes sur Si de dimension d, où Si = Spec(V/πiV ), et A = lim−→Ai, qui est donc une
variété abélienne sur S = Spf(S).

On notera m (resp. mi) la multiplication, ε (resp. εi) l’élément neutre et 〈−1〉 (resp. 〈−1〉i)
l’inverse de A (resp. Ai).

3.3.1 Variété abélienne D-duale

La construction de la variété abélienne D-duale donnée dans [MM74] (chapitre I ; elle est notée
Ext\ dans cette référence) est suffisement générale pour s’adapter au cas arithmétique, à condition
de ne pas considérer tous les D-modules, mais seulement ceux munis d’une connexion intégrable,
c’est à dire les D(0)-modules, ou les D̂(0)-modules dans le cas d’un schéma formel. On va donc
reprendre les mêmes définitions que dans le cas non-arithmétique.

Définition 3.3.1. Soit Ai (resp. A) une variété abélienne sur Si = Spec(Vi) (resp. S = Spf(V ))
de dimension d.

On définit Pic\(Ai/Si) (resp. Pic\(A/S)) comme étant le groupe des faisceaux de D(0)
Ai/Si

-modules
OAi-inversibles (resp. D̂(0)

A/S-modules OA-inversibles) qui vérifient le théorème du carré, i.e.

m[L ' p[1L ⊗ p[2L,

avec m la multiplication et p1, p2 les projections de Ai ×Si Ai (resp. A×S A).
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Le foncteur Pic\(Ai×•/•) (resp. Pic\(A×•/•)) de la catégorie des Si-schémas (resp. S-schémas)
noethériens dans celle des groupes est représentable par un Si-schéma (resp. S-schéma) en groupe
lisse de dimension 2d, noté A\i (resp. A\).

Enfin, l’élément de Pic\(Ai×A\i/A
\
i) (resp. Pic\(A×A\/A\)) associé à l’identité dansHom(A\i, A

\
i)

(resp. Hom(A\,A\)) est appellé faisceau de Poincaré et est noté Pi (resp. P).
Comme la construction de A\ et des A\i commute aux changements de base, tout comme celle

des faisceaux de Poincaré, on en déduit le résultat suivant.

Propriété 3.3.2. On a les isomorphismes canoniques A\ = lim−→A\i et P = lim←−Pi.

Notons aussi que la représentabilité du foncteur Pic\ permet d’écrire le résultat suivant.

Propriété 3.3.3. Pour tout L ∈ Pic\(Ai × Ti/Ti) (resp. Pic\(A × T /T )), il existe un unique
morphisme fi : Ti → A\i (resp. f : T → A\) tel que

L ' (idAi × fi)[Pi (resp. L ' (idA × f)[P).

En particulier, les points de A\i (resp. A\) sont en bijection avec les D(0)
Ai/Si

-modules OAi-inversibles
(resp. D̂(0)

A/S-modules OA-inversibles) qui satisfont le théorème du carré.

3.3.2 Transformées de Fourier-Mukai de noyau quelconque

On fixe pour toute cette section X , Y et Z trois schémas formels quasi-compacts et lisses sur
S = Spf(V ).

On a déjà construit la transformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré pour les O-modules
sur les variétés abéliennes formelles. On peut sans mal étendre cette définition à n’importe quel
noyau quasi-cohérent.

Définition 3.3.4. Soit P ∈ Db
qcoh(OX×Y). On pose p : X×Y → X et q : X×Y → Y les projections.

La transformée de Fourier-Mukai de noyau P est le foncteur ΦP : Db
qcoh(OX ) → Db

qcoh(OY) défini
par

ΦP(E ·) = Rq∗(P⊗̂
L
OX×Yp

∗E ·),
où le foncteur p∗ est défini par p∗E · = R lim←− p

∗
i E ·i.

Remarques :
• Dans la définition de la tranformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré on ne prennait

pas le complété du produit tensoriel. C’est parce que le noyau de Poincaré est inversible (voir
le corollaire 1.2.2 p.24). On va cependant avoir besoin de compléter le produit tensoriel si
on se place dans un cadre plus général, notamment pour déterminer la composée de deux
transformée de Fourier-Mukai.

• C’est la propriété 1.1.23 (p.22) qui assure que ΦP(E ·) est bien un complexe quasi-cohérent.

De même que dans le cas non-arithmétique, on peut définir des transformées de Fourier-Mukai
pour les D(0)-modules et pour les D̂(0)-modules.

Définition 3.3.5. Soient P ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X×Y/S) et Q ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X×Y/Y). On pose p : X × Y → X et
q : X × Y → Y les projections.

P,Q

X × Y
p

zz

q

##
X Y
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• La transformée de Fourier-Mukai de Xi dans Yi de noyau Pi est le foncteur ΦD(0)
Pi

: Db
qcoh(D(0)

Xi/Si
)→

Db
qcoh(D(0)

Yi/Si
) défini par

ΦD(0)
Pi

(E ·) = qi+(Pi
L
⊗OXi×Yi

p[iE ·).

La transformée de Fourier-Mukai de X dans Y de noyau P est le foncteur ΦD̂(0)
P : Db

qcoh(D̂(0)
X/S)→

Db
qcoh(D̂(0)

Y/S) défini par

ΦD̂(0)
P (E ·) = q+(P⊗̂LOX×Yp

[E ·) ' R lim←−ΦD(0)
Pi

(E ·i).

• La transformée de Fourier-Mukai de Xi dans Yi de noyau Qi (relatif à Yi) est le foncteur
ΦXi→Yi
Qi

: Db
qcoh(D(0)

Xi/Si
)→ Db

qcoh(OYi) défini par

ΦXi→Yi
Qi

(E ·) = qi+/Yi
(Qi

L
⊗OXi×Yi

p
!(Yi)
i E ·).

La transformée de Fourier-Mukai de X dans Y de noyau Q (relatif à Y) est le foncteur
ΦX→YQ : Db

qcoh(DX/S)→ Db
qcoh(OY) défini par

ΦX→YQ (E ·) = q+/Y(Q⊗̂LOX×Yp
!(Y)E ·) ' R lim←−ΦXi→Yi

Qi
(E ·i).

• La transformée de Fourier-Mukai de Yi dans Xi de noyau Qi (relatif à Yi) est le foncteur
ΦXi←Yi
Qi

: Db
qcoh(OYi)→ Db

qcoh(DXi/Si
) défini par

ΦXi←Yi
Qi

(E ·) = p
(Yi)
i+ (Qi

L
⊗OXi×Yi

q∗i E ·).

La transformée de Fourier-Mukai de Y dans X de noyau Q (relatif à Y) est le foncteur
ΦX←YQ : Db

qcoh(OY)→ Db
qcoh(DX/S) défini par

ΦX←YQ (E ·) = p
(Y)
+ (Q⊗̂LOX×Y q

∗E ·) ' R lim←−ΦXi←Yi
Qi

(E ·i).

Remarques :

• Si le noyau P (ou Q) est OX×Y -inversible alors on n’a pas besoin de compléter les produits
tensoriels dans les définitions des transformées de Fourier-Mukai formelles. Ceci résulte du
corollaire 1.2.2 (p.24).

• Les images des ces transformées de Fourier-Mukai sont bien quasi-cohérentes car les images
inverses, images directes (classiques et relatives) et les produits tensoriels sur OX×Y préservent
la quasi-cohérence (voir sections 3.1.3 et 3.2).

Propriété 3.3.6. Soient X , Y et Z trois schémas formels quasi-compacts et lisses avec X et
Z propres. Soient P ∈ Db

qcoh(D̂(0)
X×Y/Y) et Q ∈ Db

qcoh(D̂(0)
Y×Z/Y). On note πXY , πYZ et πXZ les

projections de X × Y × Z sur X × Y, Y × Z et X × Z respectivement. On pose enfin

R = π
(Y)
XZ+(π[XY/YP⊗̂

L
OX×Y×Zπ

[
YZ/YQ) ∈ Db

qcoh(D̂(0)
X×Z/S).

Alors pour tout E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X/S), ΦZ←YQ ◦ ΦX→YP (E ·) ' ΦD̂(0)
R (E ·).
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Démonstration. Ce résultat se prouve de la même manière que dans le cas non-arithmétique, étant
donné qu’on a énoncé dans le cas arithmétique toutes les règles de calcul dont on a besoin.

On pose les notations suivantes

X × Y × ZπX

��

πXY

uu
πXZ

��

πYZ

**

πZ

��

X × Y
q

{{

p

##

Y × Z
u

{{

t

##
X Y X × Z

s

yy

r

%%

Y Z

X Z.

Dans la suite, pour ne pas surcharger les calculs on notera les produits tensoriels ⊗̂LO simplement
⊗̂. On calcule ΦD̂(0)

R (E ·) pour E · ∈ Db
qcoh(D̂(0)

X/S) :

r+(R⊗̂s[E ·) = r+
(
π

(Y)
XZ+(π[XY/YP⊗̂π

[
YZ/YQ)⊗̂s[E ·

)
' r+

(
π

(Y)
XZ+(π[XY/YP⊗̂π

[
YZ/YQ⊗̂π

!(Y)
XZ s

[E ·)
)

(Projection ; Propriété 3.2.12, p.78)

' r+π
(Y)
XZ+(π[XY/YP⊗̂π

[
YZ/YQ⊗̂π

[
XY/Yq

!(Y)E ·) (Propriété 3.2.13, p.78)

' r+π
(Y)
XZ+(π[YZ/YQ⊗̂π

[
XY/Y(P⊗̂q!(Y)E ·))

' t(Y)
+ πYZ+/Y(π[YZ/YQ⊗̂π

[
XY/Y(P⊗̂q!(Y)E ·)) (Propriété 3.2.13, p.78)

' t(Y)
+ (Q⊗̂πYZ+/Yπ

[
XY/Y(P⊗̂q!(Y)E ·)) (Projection ; Propriété 3.2.11, p.78)

' t(Y)
+ (Q⊗̂u[/Yp+/Y(P⊗̂q!(Y)E ·)) (Propriété 3.2.15, p.79)

= t
(Y)
+ (Q⊗̂u∗p+/Y(P⊗̂q!(Y)E ·)) (u[/Y = u∗)

= ΦZ←YQ ◦ ΦX→YP (E ·).

Propriété 3.3.7. Soient X , Y et Z trois schémas formels quasi-compacts et lisses avec Y propre.
Soient P ∈ Db

qcoh(D̂(0)
X×Y/X ) et Q ∈ Db

qcoh(D̂(0)
Y×Z/Z). On note πXY , πYZ et πXZ les projections de

X × Y × Z sur X × Y, Y × Z et X × Z respectivement. On pose enfin

R = πXZ+/X×Z(π!(Z)
XY/XP⊗̂

L
OX×Y×Zπ

!(X )
YZ/ZQ) ∈ Db

qcoh(OX×Z).

Alors ΦY→ZQ ◦ ΦY←XP ' ΦR.

Démonstration. A nouveau, on a tous les outils pour écrire la preuve à partir de celle du cas non-
arithmétique.

3.3.3 Transformée de Fourier-Mukai de noyau de Poincaré

On définit la transformée de Fourier-Mukai sur une variété abélienne formelle A de la même
manière que dans le cas non-arithmétique.

83



Définition 3.3.8. On rappelle qu’on peut associer à A un schéma en groupe abélien D-dual A\

ainsi qu’un faisceau de Poincaré P sur A × A\, qui est un faisceau de D̂(0)
A×A\/A\-modules OA×A\-

inversible.
On note p : A×A\ → A et p\ : A×A\ → A\ les projections.

On définit la transformée de Fourier-Mukai pour les D̂(0)-modules F : Db
qcoh(D̂(0)

A/S)→ Db
qcoh(OA\)

par
F(E ·) = ΦA→A\

P (E ·) = p\+/A\(P
L
⊗OA×A\

p!(A\)E ·).

On définit aussi la transformée de Fourier-Mukai D-duale F \ : Db
qcoh(OA\)→ Db

qcoh(D̂(0)
A/S) par

F \(E ·) = ΦA\←A
P (E ·) = p

(A\)
+ (P

L
⊗OA×A\

p\∗E ·).

Pour ce qui est des formules d’involutivité, on n’en conserve malheureusement qu’une seule des
deux a priori, la seconde nécessitant le théorème de Kashiwara. Mais avant de l’énoncer, remarquons
qu’on peut déterminer ici aussi les projections de P sur A et A\.

Lemme 3.3.9. On a les deux isomorphismes suivants

1. p\+/A\P ' ε\∗OS [−d] ∈ Db
coh(OA\).

2. D†A/S,Q ⊗D̂(0)
A/S,Q

p
(A\)
+ PQ ' ε+OS,Q[−d] ∈ Db

qcoh(D†A/S,Q).

Démonstration. 1. Pour montrer le premier isomorphisme, on va chercher à construire un mor-
phisme de OA\-modules entre p\+/A\P et ε\∗OS [−d]. Remarquons d’ailleurs que comme P est
inversible, donc cohérent, et que p\ et ε\ sont propres, les faisceaux p\+/A\P et ε\∗OS sont
cohérents.
On va construire le morphisme p\+/A\P → ε\∗OS [−d] par adjonction à partir d’un morphisme
ε\[p\+/A\P → OS [−d] (on rappelle que le complexe de OS-modules ε\[E · est défini comme la
limite projective R lim←− ε

\∗
i E ·i). Pour ce faire, on considère le diagramme de changement de base

suivant
A �
� idA×ε\ //

π

��

A×A\

p\

��
S �
� ε\ // A\.

Comme on cherche un morphisme de O-modules on peut oublier les structures de D-modules,
ainsi la formule du changement de base pour les O-modules permet d’écrire

ε\[p\+/A\P = ε\[Rp\∗(D̂
(0)
A\←A×A\/A\⊗D̂(0)

A×A\/A\

P) ' Rπ∗(idA×ε\)[(D̂(0)
A\←A×A\/A\⊗D̂(0)

A×A\/A\

P).

On note DRA×A\/A\(P) le complexe de de Rham de P (placé entre les degrés 0 et d) :

DRA×A\/A\(P) : 0→ P → Ω1
A×A\/A\ ⊗ P → . . .→ Ωd

A×A\/A\ ⊗ P → 0.

Le complexe de Spencer (voir annexe A) du faisceau de transfert D̂(0)
A\←A×A\ permet alors de

trouver un isomorphisme canonique

D̂(0)
A\←A×A\/A\ ⊗D̂(0)

A×A\/A\

P ' DRA×A\/A\(P)[d],
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où le deuxième complexe est donc placé entre les degrés −d et 0. On trouve alors un isomor-
phisme

ε\[p\+/A\P ' Rπ∗(idA × ε\)[DRA×A\/A\(P)[d].

Les termes du complexe de de Rham de P étant plats, ils sont acycliques pour (idA × ε\)[ et
(idA × ε\)[Ωk

A×A\/A\ ' Ωk
A/S . Ainsi,

(idA × ε\)[DRA×A\/A\(P) ' DRA/S((idA × ε\)[P).

On sait calculer le OA-module (idA × ε\)[P. En fait, on a même un résultat plus précis :

Lemme 3.3.10. Comme DA/S-modules,

(idA × ε\)!(A\)P ' OA.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la représentabilité de Pic\ par A\ et de la
correspondance entre P et idA\ . Pour plus de détails, on renvoie à la démonstration du lemme
2.2.16 (p.61).

On trouve donc l’isomorphisme canonique

ε\[p\+/A\P ' Rπ∗DRA/S(OA)[d] ' Rπ∗DR(A/S)[d],

qui est donc un complexe concentré entre les degrés −d et 0.
On sait que le 2d-ième groupe de cohomologie de Rπ∗DR(A/S) est H2d

dR(A/S).

Lemme 3.3.11.
Hn
dR(A/S) ' lim←−H

n
dR(Ai/Si) '

n∧
Lie(A\).

Démonstration. On sait que les foncteurs RΓ et R lim←− commutent, donc

RΓR lim←−DR(Ai/Si) ' R lim←−RΓDR(Ai/Si).

Comme les éléments deDR(Ai/Si) sont les réductions modulo πi des éléments deDR(Ai+1/Si+1),
R lim←−DR(Ai/Si) est le complexe dont les éléments sont les limites projectives des éléments
des DR(Ai/Si), c’est à dire DR(A/S). Ainsi, les groupes de cohomologie du terme de gauche
sont les Hn

dR(A/S). Il suffit donc de calculer les groupes de cohomologie du terme de droite.
A priori, la suite spectrale des foncteurs composés nous donne deux parties pour le n-ième
groupe de cohomologie du terme de droite : lim←−H

n
dR(Ai/Si) et R1 lim←−H

n−1
dR (Ai/Si), le foncteur

R lim←− étant de dimension cohomologique 1. Or on sait que Hn
dR(Ai/Si) ' ε\∗Ωn

A\
i/Si

([Col98],
theorème 2.2). Le R1 lim←− est donc trivial et on en déduit le premier isomorphisme.

Le second isomorphisme est une conséquence du fait que H1(Ai/Si) ' Lie(A\i) (voir [MM74],
parties I.4.1 et I.4.2).

CommeH1
dR(A/S) ' Lie(A\) est un V-module libre de rang 2d, on déduit queH2d

dR(A/S) ' V.
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Si on pose F • = Rπ∗DR(A/S)[d], on trouve un morphisme de complexes

0 // F−d //

��

. . . // F d−1 dd−1 //

��

F d //

��

0

0 // 0 // . . . // 0 // F
d
�Im(dd−1) // 0

Hd(F •) ' OS ,

c’est-à-dire un morphisme
ε\[p\+/A\P → OS [−d].

Par adjonction, on trouve un morphisme

p\+/A\P → ε\∗OS [−d].

Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, on va se servir du fait que les faisceaux sont
cohérents. L’idée sera alors de prouver l’isomorphisme sur chaque point de A\, de sorte que
grâce à la cohérence des faisceaux et au lemme de Nakayama on puisse prouver l’isomorphisme
voulu sur les variétés Ai, afin d’en déduire l’isomorphisme sur les schémas formels. Pour ce
faire, il faut dans un premier temps comprendre les points de A\, c’est à dire les éléments de
Pic\(A/S).
Étape 1 : On va montrer le lemme suivant

Lemme 3.3.12. Pour tout L ∈ Pic\(A/S)

H i+d
dR (L) '

{
0 si L 6' OA

Ld−iε
\∗ε\∗OS si L ' OA

.

Démonstration. On peut appliquer un raisonnement similaire à celui utilisé dans le cas non-
arithmétique pour calculer les groupes de cohomologie des éléments de Pic\(A/S).
Soit L ∈ Pic\(A/S), L 6' OA. On note H0 = H0

dR(LQ), qui est donc un K-espace vectoriel,
de dimension r. On sait ([Ked10], lemme 5.1.5) que r = 0 ou r = 1 et qu’on a une suite exacte

0→ OA,Q ⊗K H0 → LQ → L′ → 0,

où L′ est un OA,Q-module cohérent muni d’une connexion intégrable. On sait, d’après la
proposition 1.3.4, que les foncteurs sp∗ et sp∗ réalisent une équivalence de catégorie entre les
OA,Q-modules cohérents et les OAK

-modules cohérents. D’après [Ber96a], proposition 2.2.3,
L′ est donc localement libre de rang fini. On note r′ son rang. On sait alors, comme LQ est
inversible, que r + r′ = 1. Or r′ 6= 0 car sinon on aurait un isomorphisme L ' OA,Q ⊗H0 '
OA,Q, ce qui est exclus. Donc r′ = 1 et r = 0, i.e. H0 = 0.
On sait donc que H0

dR(LQ) = 0, ce qui permet de dire que H0
dR(L) est de torsion. Or comme

H0
dR(L) ⊂ H0(L) et qu’aucune section de L ne peut être de torsion sur A (car localement
L ' OA), H0

dR(L) est sans torsion, donc H0
dR(L) = 0.

Supposons à présent qu’il existe un entier n > 0 tel que Hn
dR(L) 6= 0 et considérons le plus

petit d’entre eux. Comme L ∈ Pic\(A/S), il vérifie le théorème du carré : m∗L ' p∗1L⊗ p∗2L.
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De plus, il existe toujours un isomorphisme φ de A × A tel que m = p1 ◦ φ, de sorte que
φ∗m∗L ' p∗1L. Ainsi, la formule de Künneth (voir annexe B) donne

Hn
dR(m∗L) '

⊕
k+l=n

Hk
dR(L)⊗H l

dR(L) '
⊕
k+l=n

Hk
dR(L)⊗H l

dR(OA).

Or comme pour tout k < n, Hk
dR(L) = 0, on en déduit que

0 ' Hn
dR(L)⊗H0

dR(OA) ' Hn
dR(L),

ce qui est une contradiction. Donc pour tout n, Hn
dR(L) = 0.

A présent, on traite le cas où L ' OA. On a déjà vu dans la partie précédente que pour une
variété abélienne A on a les isomorphismes

Hn
dR(A/S) '

n∧
Lie(A\) ' Hn

(
RHomOS

(Lε\∗ε\∗OS ,OS)
)
' L2d−nε

\∗ε\∗OS .

La démonstration de ces isomorphismes n’utilise pas l’hypothèse de caractéristique nulle sur
la base S et ils restent donc vrais sur les Ai. Ainsi, on en déduit à l’aide du lemme 3.3.11 (p.
85) que

Hn
dR(A/S) ' R lim←−H

n
dR(Ai/Si) ' L2d−nε

\∗ε\∗OS .

Étape 2 : Comme on va vouloir appliquer le lemme de Nakayama sur les schémas A\i , il nous
faut avoir un isomorphisme en restriction à chaque point fermé de chaque A\i, or on vera qu’un
tel point peut relevé en unSpf(W (k(x)))-point de A\. On montre alors le résultat suivant :

Lemme 3.3.13. Soit k une extension finie du corps résiduel de V , W (k) son anneau des
vecteurs de Witt et S ′ = Spf(W (k)). Pour tout S ′-point de A\, si on note ι : S ′ ↪→ A\
l’injection, on a

Lι∗p\+/A\P ' Lι∗ε\∗OS [−d].

Démonstration. Tout d’abord, on remarque que le morphisme

Lι∗p\+/A\P → Lι∗ε\∗OS [−d].

est bien défini, étant donné que c’est le tiré en arrière par ι du morphisme p\+/A\P → ε\∗OS [−d]
précédement construit.
De plus, si on note A′ = A×S S ′ et A\

′ = A\ ×S S ′, alors ι se décompose naturellement en

S ′ ι
′
→ A\′ p

\′

→ A\,

où p\′ est la projection et ι′ = ι× idS′ . De fait, en appliquant un changement de base dans le
diagramme

S ′ //� _

ε\
′
��

S� _
ε\
��

A\′
p\′
// A\
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on trouve un isomorphisme canonique

Lι∗ε\∗OS [−d] ' Lι′∗ε\′∗OS′ [−d].

Comme le faisceau de Poincaré commute lui aussi aux changements de base, on a aussi un
isomorphisme canonique

Lι∗p\+/A\P ' Lι′
∗
p\
′
+/A\′P ′,

où P ′ est le faisceau de Poincaré sur A′ ×A\′. Il faut donc montrer que le morphisme

Lι′
∗
p\
′
+/A\′P ′ → Lι′

∗
ε\
′
∗OS′ [−d]

est un isomorphisme. On peut donc supposer que S ′ = S. Il s’agit alors d’une ré-écriture du
même résultat dans le cadre non-arithmétique :
Comme ε\∗OS est à support dans ε\(S), il suffit de montrer que∀ι : S ↪→ A\, ι 6= ε\ Lι∗p\+/A\P = 0.

Lε\∗p\+/A\P ' Lε\∗ε\∗OS [−d].

Or la formule du changement de base dans le diagramme

A �
� idA×ι //

π

��

A×A\

p\

��
S �
�

ι
// A\

donne l’isomorphisme
Lι∗p\+/A\P ' π+L(idA × ι)∗P.

Cependant, L(idA × ι)∗P = (idA × ι)∗P est par définition de P l’élément de Pic\(A/S)
correspondant à ι. On note L cet élément. Comme π+L ' H•dR(L)[d], le lemme précédent
donne donc

Lι∗p\+/A\P '
{

0 si L 6' OA i.e. ι 6= ε\.

Lε\∗ε\∗OS [−d] si L ' OA i.e. ι = ε\.

On en déduit donc l’isomorphisme

Lι∗p\+/A\P ' Lι∗ε\∗OS [−d].

Étape 3 : Pour conclure, on va utiliser la cohérence des faisceaux pour déduire un isomor-
phisme sur les schémas A\i. Pour ce faire on remarque que le morphisme

p\+/A\P → ε\∗OS [−d]

induit un morphisme
p\

+/A\
i

Pi → ε\i∗OSi [−d]

sur les réductions modulo πi. Fixons un point fermé x de A\i, qui est donc aussi un point fermé
de A\0. On note k son corps résiduel, qui est donc une extension finie du corps résiduel de V .
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Comme k est fini, il est parfait et on peut prendre son anneau des vecteurs de Witt W (k) et
on note ω son uniformisante. On a alors le diagramme suivant

Spec
(
W (k)�ω

)
� � //

� _

��

� r

$$

A\0� _

��

Spec
(
W (k)�ω2

)
� �

f
// A\1

avec f qui existe par lissité formelle. Par une récurrence immédiate, on trouve que le point
fermé x se relève sur toutes les variétés A\i, et donc sur le schéma formel A\. On note
ι : Spf(W (k)) ↪→ A\ ce relevé. Le lemme précédent assure alors que les faisceaux p\+/A\P
et ε\∗OS [−d] restreints à ι sont isomorphes. Ainsi, après réduction modulo πi, les faisceaux
p\
i+/A\

i

Pi et ε\i∗OSi [−d] sont isomorphes en restriction à x, et ce pour tout x.

Comme les faisceaux p\
+/A\

i

Pi et ε\i∗OSi [−d] sont cohérents sur A\i et sont isomorphes sur

chaque point fermé de A\i, le lemme de Nakayama permet d’affirmer qu’on a un isomorphisme

p\
+/A\

i

Pi ' ε\i∗OSi [−d],

et ce pour tout i. Comme tous ces isomorphismes proviennent d’un même morphisme sur le
schéma formel A\, on en conclut que lui aussi est un isomorphisme, i.e.

p\+/A\P ' ε\∗OS [−d].

2. Pour le second isomorphisme, on est obligé de tensoriser par D†A/S pour pouvoir utiliser le
théorème d’équivalence de Kashiwara. Remarquons tout d’abord qu’on a un isomorphime
ε!p

(A\)
+ P ' OS [−d].

En effet, la formule de changement de base dans le diagramme

A\ �
� ε×idA\//

π\

��

A×A\

p

��
S �
�

ε
// A

donne
ε!p

(A\)
+ P ' π\(A

\)
+ (ε× idA\)!

/A\P.

Or P vérifie le théroème du carré car il est dans Pic(A×A\/A\), donc

p̃[1/A\P ⊗ p̃[2/A\P ' m̃[
/A\P,

où p̃1, p̃2, m̃ : (A×A\)×A\ (A×A\)→ A×A\ sont les projections et la multiplication associées
au A\-schéma en groupes abéliens A×A\. On note

ϕ : A×A\ ×A ' (A×A\)×A\ (A×A\)

l’isomorphisme canonique. On trouve alors l’isomorphisme de OA\-modules

(ε× idA\ × ε)[/A\ϕ
[
/A\(p̃[1/A\P ⊗ p̃[2/A\P) ' (ε× idA\ × ε)[/A\ϕ

[
/A\m̃

[
/A\P.
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Comme f ◦ ϕ ◦ (ε× idA\ × ε) = ε× idA\ pour f ∈ {p̃1, p̃2, m̃}, on trouve

(ε× idA\)[/A\P ' OA\ .

Ainsi,
ε!p

(A\)
+ P ' π\(A

\)
+ OA\ [−d] = Rπ\∗OA\ [−d].

On se sert ici de l’hypothèse selon laquelle on a un isomorphisme Rπ\∗OA\ ' OS pour obtenir
l’isomorphisme

ε!p
(A\)
+ P ' OS [−d].

De même, le complexe p(A\)
+ P ' Rp∗P est à support dans ε(S) (il est aussi concentré en

degré d). On le montre sur les restrictions modulo πi de la même manière que dans le cas
non-arithmétique et cette propriété commute à la limite projective.

Les faisceaux p
(A\)
+ P et ε+OS [−d] vérifient alors les conditions du théorème de Kashiwara,

mais ce sont des D̂(0)
A/S-modules et il existe des contre-exemples à ce théorème dans ce cas.

Il faut alors les transformer en D†A/S,Q-modules. ε+OS,Q[−d] est muni d’une structure natu-

relle de D†A/S,Q-module, mais pas p(A\)
+ PQ a priori, c’est pourquoi on construit le complexe

D†A/S,Q ⊗D̂(0)
A/S,Q

p
(A\)
+ PQ. Ce complexe est lui aussi à support dans ε(S).

Il ne reste qu’à montrer que son image inverse par ε est bien OS,Q[−d]. On est ramenés à
montrer un isomorphisme de OS,Q-modules. Pour ce faire, on s’appuie sur le résultat 4.3.2 de
[Ber02].

ε!
(
D†A/S,Q ⊗D̂(0)

A/S,Q
p

(A\)
+ PQ

)
' D†S→A,Q

L
⊗
ε−1D†A/S,Q

ε−1
(
D†A/S,Q ⊗D̂(0)

A/S,Q
p

(A\)
+ PQ

)
' OS,Q

L
⊗
ε−1D†A/S,Q

(
ε−1D†A/S,Q ⊗ε−1D̂(0)

A/S,Q
ε−1p

(A\)
+ PQ

)
' D̂(0)

S/S,Q
L
⊗
ε−1D̂(0)

A/S,Q
ε−1p

(A\)
+ PQ

' ε!p(A\)
+ PQ ' OS,Q[−d]

On peut donc appliquer le théorème d’équivalence de Kashiwara. On en déduit un isomor-
phisme

D†A/S,Q ⊗D̂(0)
A/S,Q

p
(A\)
+ PQ ' ε+OS,Q[−d].

A cause de la tensorisation par D†A/S,Q, on ne peut plus retrouver la formule d’involutivité sur
A, par contre, on conserve celle sur A\.

Propriété 3.3.14.

F ◦ F \ ' 〈−1〉\∗ • [−d] : Db
qcoh(OA\)→ Db

qcoh(OA\).
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Démonstration. Étant donné qu’on a adapté la totalité des résultats du cas non-arithmétique au
cas arithmétique, la preuve de cet isomorphisme sera en tout point identique à celle de la propriété
2.2.21 (p.67) c’est pourquoi on ne donnera pas autant de détails.

On a vu dans la section précédente que

F ◦ F \ = ΦA→A\

P ◦ ΦA←A\

P ' ΦR,

avec R = π13+/(1,3)(π
!(3)
12/1P ⊗ π

!(1)
23/3P), où les πij sont les projections de A\ ×A×A\.

Comme dans le cas non-arithmétique, le principe de la bascule permet de montrer que R est iso-
morphe à π13+/(1,3)m

!(1)
13/3P, qui est lui-même isomorphe à Lm\∗p+/A\P par le théorème du change-

ment de base.
Le lemme précédent permet alors d’écrire R ' Lm\∗ε\∗OS [−d]. Un autre changement de base

permet de trouver que R ' ε̃\∗OΓ\ [−d], où Γ\ est l’anti-diagonale de A\ (i.e. les éléments de la forme
(a,−a)) et ε̃ : Γ\ ↪→ A\ ×A\.

Ainsi, la composée F ◦ F \ est la transformée de Fourier-Mukai de noyau ε̃\∗OΓ\ [−d]. La formule
de la projection permet alors d’écrire

F ◦ F \(E ·) ' (p1 ◦ ε̃)+(p2 ◦ ε̃)∗E ·[−d],

avec p1, p2 : A\×A\ → A\ les projections. Comme on a un diagramme commutatif d’isomorphismes

Γ\

p1◦ε̃

��

p2◦ε̃

��
A\

〈−1〉\
// A\

on en déduit que
F ◦ F \(E ·) ' 〈−1〉∗E ·[−d].

On en déduit le résultat suivant.

Théorème 3.3.15. F est essentiellement surjective et F \ est fidèle.
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Annexe A

Complexes de Spencer

On rapelle tout d’abord la construction des complexes de Koszul.

Définition A.1. Soient A un anneau commutatif, M un A-module et x1, ..., xn ∈ A.
On pose F = An = AX1 ⊕ ...⊕AXn.

Le complexe de Koszul associé à (x1, ..., xn) et M est le complexe

0→M ⊗A
n∧
F → ...→M ⊗A

k∧
F →M ⊗A

k−1∧
F → ...→M → 0

dont la différentielle est donnée par

d(m⊗Xi1 ∧ ... ∧Xik) =
k∑
l=1

(−1)l+1mxil ⊗Xi1 ∧ ... ∧Xil−1 ∧Xil+1 ∧ ... ∧Xik .

Tout l’intérêt des complexes de Koszul est qu’ils permettent de trouver des résolutions grâce au
théorème suivant.

Théorème A.2. Soient A un anneau commutatif, M un A-module et x1, ..., xn ∈ A.
On suppose que la famille (x1, ..., xn) est M régulière, c’est-à-dire que pour tout j xj+1 n’est pas

un diviseur de zéro dans M/(x1, ..., xj)M .
Dans ce cas le complexe de Koszul associé à (x1, ..., xn) etM est quasi-isomorphe àM�(x1, ..., xn)M

(ou plus précisément au complexe dont il est le seul élément non-nul, placé en degré 0).

On obtient ainsi une résolution de M�(x1, ..., xn)M par des A-modules, mais il faut que A
soit commutatif. Dans notre cadre d’étude, le faisceau d’anneaux qui va jouer le rôle de A est le
faisceau des différentielles de niveau 0, D(0), qui n’est pas commutatif. On ne peut donc pas utiliser
directement ce théorème pour trouver des résolutions de D(0)-modules. Cependant, on peut tout
de même construire des complexes de D(0)-modules similaires, appellés complexes de Spencer, qui
seront des résolutions de certains D(0)-modules.

On va ici construire le complexe de Spencer du faisceau de transfert D(0)
X×Y→Y d’une projection

p : X × Y → Y de variétés lisses sur S, qui pourra être Spec(V ), Spec(V/πiV ) ou Spf(V ) avec V
un anneau à valuation discrète d’uniformisante π.

On considère le complexe S· de terme général

S−k = D(0)
X×Y ⊗

k∧
q∗TX ,
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avec q : X × Y → X la seconde projection, et muni de la différentielle d définie par

d(P ⊗ ∂i1 ∧ ... ∧ ∂ik) =
k∑
l=1

(−1)l+1P∂il ⊗ ∂i1 ∧ ... ∧ ∂̂il ∧ ... ∧ ∂ik

+
∑

1≤l1<l2≤k
(−1)l1+l2P ⊗ [∂il1 , ∂il2 ] ∧ ∂i1 ∧ ... ∧ ˆ∂il1 ∧ ... ∧

ˆ∂il2 ∧ ... ∧ ∂ik ,

où ∂̂il signifie qu’on a enlevé l’élément ∂il du produit. Il s’agit donc d’un complexe compris entre
les degrés −dim(X) et 0.

On va montrer que ce complexe est une résolution du faisceau de transfert D(0)
X×Y→Y . Pour ce

faire, on peut se placer sur un ouvert affine U deX×Y muni de coordonnées locales x1, ..., xn, y1, ..., ym.
On fixe ∂1, ..., ∂n la base de (q∗TX)|U associée aux coordonnées x1, ..., xn. Comme les éléments ∂i
commutent entre eux, on trouve que

d(P ⊗ ∂i1 ∧ ... ∧ ∂ik) =
k∑
l=1

(−1)l+1P∂il ⊗ ∂i1 ∧ ... ∧ ∂̂il ∧ ... ∧ ∂ik .

On va appliquer le théorème de Koszul au complexe S· restreint à U en considérant l’anneau
commutatif A = V [∂1, ..., ∂n] et le A-module (à droite) M = D(0)

X×Y (U). Pour ce faire, il faut vérifier
que la famille (∂1, ..., ∂n) est M -régulière. Or, remarquons que pour tout i

M�M(∂1, ..., ∂i−1) =
⊕

(αi,...,αn,β1,...,βm)
OX×Y ∂αi

i ...∂
αn
n ∂̃β1

1 ...∂̃βm
m ,

où les ∂̃j sont les éléments de la base de (p∗TY )|U associés aux yj . Les ∂̃j commutant aux ∂i, on voit
clairement que si R est un élément de ce quotient tel que R∂i = 0, alors R = 0.

Le théorème de Koszul permet alors d’affirmer que le complexe S· restreint à U est quasi-
isomorphe à

M�M(∂1, ..., ∂n) '
⊕

(β1,...,βm)
OX×Y ∂̃β1

1 ...∂̃βm
m ' p∗D(0)

Y = D(0)
X×Y→Y .

Proposition A.3.

D(0)
X×Y→Y '

0→ D(0)
X×Y ⊗

dim(X)∧
q∗TX → . . .→ D(0)

X×Y ⊗
2∧
q∗TX → D(0)

X×Y ⊗ q
∗TX → D(0)

X×Y → 0

 ,
qui est un complexe placé entre les degrés −dim(X) et 0.

On peut déduire de ce résultat un complexe de Spencer pour D(0)
X×Y←Y et pour D(0)

X×Y←Y ⊗D(0)
X×Y

E

avec E un D(0)
X×Y -module.

Pour ce faire on va identifier le faisceau ωX×Y ⊗ D(0)
X×Y ⊗ ω

−1
X×Y avec le faisceau D(0)

X×Y dont les
structures à gauche et à droite ont été inversées.

Proposition A.4.

D(0)
Y←X×Y '

(
0→ D(0)

X×Y → ΩX×Y/Y ⊗D
(0)
X×Y → Ω2

X×Y/Y ⊗D
(0)
X×Y → . . .→ Ωdim(X)

X×Y/Y ⊗D
(0)
X×Y → 0

)
,

qui est un complexe placé entre les degrés −dim(X) et 0.
De plus, si on note DRX×Y/Y (E) le complexe de de Rham de E (placé entre les degrés 0 et

dim(X)), alors D(0)
X×Y←Y ⊗D(0)

X×Y

E ' DRX×Y/Y (E)[d].
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Démonstration. Par définition, D(0)
Y←X×Y = ωX×Y/S⊗D

(0)
X×Y→Y ⊗ω

−1
X×Y/X . Les faisceaux ωZ/T étant

inversibles, ils sont plats, on peut donc tensoriser le complexe de Spencer de D(0)
X×Y→Y à gauche par

ωX×Y/S et à droite par ω−1
X×Y/X . On obtient alors le complexe (placé entre les degrés −dim(X) et

0) de terme général

ωX×Y/S ⊗D
(0)
X×Y ⊗ ω

−1
X×Y/X ⊗

−k∧
q∗TX '

−k∧
q∗TX ⊗ ωX×Y/Y ⊗D

(0)
X×Y ' Ωdim(X)+k

X×Y/Y ⊗D(0)
X×Y ,

en utilisant l’identification du faisceau ωX×Y ⊗ D(0)
X×Y ⊗ ω−1

X×Y avec le faisceau D(0)
X×Y dont les

structures à gauche et à droite ont été inversées. On trouve alors une résolution de D(0)
Y←X×Y par le

complexe

0→ D(0)
X×Y → ΩX×Y/Y ⊗D

(0)
X×Y → Ω2

X×Y/Y ⊗D
(0)
X×Y → . . .→ Ωdim(X)

X×Y/Y ⊗D
(0)
X×Y → 0.

Enfin, comme ce complexe est plat sur D(0)
X×Y , pour tout OX×Y -module E on en déduit la

résolution suivante du faisceau D(0)
X×Y←Y ⊗D(0)

X×Y

E :

0→ E → ΩX×Y/Y ⊗ E → Ω2
X×Y/Y ⊗ E → . . .→ Ωdim(X)

X×Y/Y ⊗ E → 0 = DRX×Y/Y (E)[d],

qui est donc un complexe compris entre les degrés −dim(X) et 0.

On peut remarquer que ces résultats restent vrais si on considère des faisceaux relatifs à Y .

Proposition A.5.

D(0)
X×Y→Y/Y '

0→ D(0)
X×Y/Y ⊗

dim(X)∧
q∗TX → . . .→ D(0)

X×Y/Y ⊗ q
∗TX → D(0)

X×Y/Y → 0

 ,
D(0)
Y←X×Y/Y '

(
0→ D(0)

X×Y/Y → ΩX×Y/Y ⊗D
(0)
X×Y/Y → . . .→ Ωdim(X)

X×Y/Y ⊗D
(0)
X×Y/Y → 0

)
et pour tout D(0)

X×Y/Y -module E

D(0)
Y←X×Y/Y ⊗D(0)

X×Y/Y

E ' DRX×Y/Y (E)[d].

En particulier, on retrouve le résultat énoncé dans [HTT08] propriété 1.5.28.

Proposition A.6. Soient X et Y deux variétés lisses et p : X × Y → Y la projection canonique.
Pour tout E ∈Mod(D(0)

X×Y ) on a

p+E ' Rp∗DRX×Y/Y (E).
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Annexe B

Formule de Künneth formelle

Avant toute chose, rappelons la formule de Künneth classique.

Proposition B.1 (Formule de Künneth). Soient X et Y deux schémas propres et lisses sur S
affine, F · un complexe borné de faisceaux OX-quasi-cohérents et S-plats dont les différentielles
sont des opérateurs différentiels sur X et G· un complexe borné inférieurement de faisceaux OY -
quasi-cohérents et S-plats dont les différentielles sont des opérateurs différentiels sur Y . On note
A = Γ(S,OS) et Tot(F · � G·) le complexe total associé au double complexe (F i � Gj)i,j. Alors

RΓ(X × Y, Tot(F · � G·)) ' RΓ(X,F ·)
L
⊗RΓ(Y,G·).

On renvoie à [Sta21, Section 0G4A] pour plus de détails.
Le but de cette annexe est d’énoncer un résultat similaire dans le cadre formel.

Proposition B.2 (Formule de Künneth formelle). Soient V un anneau à valuation discrète, X1 et
X2 deux schémas formels propres et lisses sur S = Spf(V ) et L1 et L2 deux faisceaux inversibles
respectivement sur X1 et X2. Alors

RΓ(X1 ×X2, DR(L1 � L2)) ' RΓ(X1, DR(L1))
L
⊗RΓ(X2, DR(L2)).

On ne l’énonce pas dans un cadre aussi général que la formule de Künneth classique uniquement
parce que nous n’aurons pas besoin de version plus générale que celle-ci. Avant de montrer ce
résultat, on démontre un lemme intermédiaire.

Lemme B.3. Sous les mêmes hypothèses que précédement, on considère E · ∈ Db
coh(OX1) et F · ∈

Db
coh(OX2). Alors

RΓ(X1 ×X2, E · � F ·) ' RΓ(X1, E ·)
L
⊗RΓ(X2,F ·).

Démonstration. On pose les notations suivantes :

X1 ×X2
p1 //

p2

��
s

##

X1

s1

��
X2 s2

// S

Remarquons dans un premier temps que comme les faisceaux sont cohérents et que les schémas
sont propres, RΓ(X1, E ·) ' Rs1∗E · et RΓ(X2,F ·) ' Rs2∗F · sont cohérents. De plus, si G·1 et G·2
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sont deux complexes à cohomologie cohérente et bornée sur un schéma formel X alors on a un
isomorphisme canonique

G·1
L
⊗ G·2 ' G·1⊗̂

LG·2 := Rlim←−
i

(
G·1,i

L
⊗ G·2,i

)
.

En effet, on a un morphisme canonique

G·1
L
⊗ G·2 → G·1⊗̂

LG·2.

Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme on peut se restreindre par dévissage au cas où les
complexes sont concentrés en degré 0, donc des faisceaux cohérents. Dans ce cas, comme le résultat
qu’on cherche à montrer est local sur X , on peut se restreindre au cas où G1 = OX , et dans ce cas
l’isomorphisme est évident.

De plus, remarquons que les preuves de la formule de la projection (propriété 3.2.12 p.78) et du
changement de base (propriété 3.2.16 p.80) pour les D̂(0)-modules relatifs (sur un schéma formel)
s’adaptent sans mal au cas des O-modules sur un schéma formel.

On déduit de ces deux remarques les isomorphismes suivants :

Rs∗(p∗1E ·
L
⊗ p∗2F ·) ' Rs∗(p∗1E ·⊗̂

L
p∗2F ·)

' Rs1∗Rp1∗(p∗1E ·⊗̂
L
p∗2F ·)

' Rs1∗(E ·⊗̂
L
Rp1∗p

∗
2F ·)

' Rs1∗(E ·⊗̂
L
s∗1Rs2∗F ·)

' Rs1∗E ·⊗̂
L
Rs2∗F ·

' Rs1∗E ·
L
⊗Rs2∗F ·.

On peut maintenant prouver la formule de Künneth formelle.

Démonstration. On suit une démonstration en tout point similaire à celle de [Sta21, Section 0G4A].
Dans un premier temps, remarquons que comme les Lj sont inversibles, les termes des complexes

DR(Lj ,Xj) sont plats et les objets (L1⊗Ωk
X1/S)�(L2⊗Ωl

X2/S) sont des faisceaux (malgré la présence
du foncteur dérivé ⊗L dans la définition de �). On peut donc construire le double complexe composé
de ces objets et dont les morphismes sont des opérateurs différentiels d’ordre fini sur X1×X2 relatifs
à S. On note Tot(DR(L1) �DR(L2)) le complexe total associé à ce double complexe.

On fixe les notations suivantes

X1 ×X2
p1

zz
s

��

p2

$$
X1

s1
$$

X2

s2
zzS

On déduit des morphismes d’adjonction les morphismes

Rsj∗DR(Lj)→ Rsj∗pj∗p
−1
j DR(Lj)→ Rsj∗Rpj∗p

−1
j DR(Lj) = Rs∗p

−1
j DR(Lj)
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pour j = 1, 2. De plus, on peut construire pour tous deux complexes de s−1OS-modules E · et F · un
morphisme

Rs∗E ·⊗̂
L
Rs∗F · → Rs∗(E ·⊗̂

LF ·).

Pour construire ce morphisme, on part du morphisme canonique

s−1Rs∗E ·⊗̂
L
s−1Rs∗F · → E ·⊗̂

LF ·.

Comme il s’agit de produits tensoriels complétés, on a s−1Rs∗E ·⊗̂
L
s−1Rs∗F · ' s−1(Rs∗E ·⊗̂

L
Rs∗F ·).

On déduit alors le morphisme voulu par l’adjonction (Rs∗, s−1). Remarquons aussi qu’on a un mor-
phisme canonique

E ·⊗̂LF · → Tot(E ·⊗̂F ·),

où Tot(E ·⊗̂F ·) désigne le complexe total associé au double complexe dont les éléments sont les
E i⊗̂F j . Enfin, si E ·j est un complexe de OXj -modules, les morphismes

p−1
1 E

i
1⊗̂s−1OSp

−1
2 E

j
2 → p∗1E i1⊗̂OX1×X2

p∗2E
j
2

induisent un morphisme entre les complexes totaux

Tot(p−1
1 E

·
1⊗̂s−1OSp

−1
2 E

·
2)→ Tot(p∗1E ·1⊗̂OX1×X2

p∗2E ·2).

En mettant tous ces morphismes bout à bout, on trouve donc un morphisme

Rs1∗DR(L1)⊗̂LRs2∗DR(L2)→ Rs∗Tot(p∗1DR(L1)⊗̂p∗2DR(L2)).

Cependant, on a un morphisme canonique

Rs1∗DR(L1)
L
⊗Rs2∗DR(L2)→ Rs1∗DR(L1)⊗̂LRs2∗DR(L2).

De plus, comme les termes de DR(Lj) sont des faisceaux OXj -cohérents, on a un isomorphisme
canonique

Rs∗Tot(p∗1DR(L1)⊗̂p∗2DR(L2)) ' Rs∗Tot(p∗1DR(L1)⊗ p∗2DR(L2)).

On en déduit alors un morphisme

Rs1∗DR(L1)
L
⊗Rs2∗DR(L2)→ Rs∗Tot(p∗1DR(L1)⊗ p∗2DR(L2)),

qu’on peut écrire sous la forme

RΓ(X1, DR(L1))
L
⊗RΓ(X2, DR(L2))→ RΓ(X1 ×X2, T ot(p∗1DR(L1)⊗ p∗2DR(L2))).

Enfin, les éléments du double complexe p∗1DR(L1)⊗ p∗2DR(L2) sont les

p∗1(L1 ⊗ Ωi
X1/S)⊗ p∗2(L2 ⊗ Ωj

X2/S) ' (p∗1L1 ⊗ p∗2L2)⊗ (p∗1Ωi
X1/S ⊗ p

∗
2Ωj
X2/S).

Ainsi,

Tot(p∗1DR(L1)⊗ p∗2DR(L2)) ' (L1 �L2)⊗Tot(Ω·X1 �Ω·X2) ' (L1 �L2)⊗Ω·X1×X2 = DR(L1 �L2).

Finalement, on en déduit un morphisme (canonique)

RΓ(X1, DR(L1))
L
⊗RΓ(X2, DR(L2))→ RΓ(X1 ×X2, DR(L� L2)).
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Pour montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, on procède par dévissage en posant pour 0 ≤ k ≤
d1 = dim(X1)

F ·k : 0→ . . .→ 0→ L1 ⊗ Ωk
X1/S → L1 ⊗ Ωk+1

X1/S → . . .→ L1 ⊗ Ωd1
X1/S → 0.

Notons que F ·0 = DR(L1). On a alors les suites exactes

0→ L1 ⊗ Ωk
X1/S [−k]→ F ·k → F ·k+1 → 0.

On peut alors montrer l’isomorphisme par récurrence descendante pour k allant de d1 à 0. Pour ce
faire, il suffit de montrer que pour tout k le morphisme

RΓ(X1,L1 ⊗ Ωk
X1/S)

L
⊗RΓ(X2, DR(L2))→ RΓ(X1 ×X2, (L1 ⊗ Ωk

X1/S) �DR(L2)),

construit de manière analogue au précédent, est un isomorphisme.
Par un raisonnement similaire sur DR(L2), on peut se restreindre à montrer que pour tous k et

l le morphisme

RΓ(X1,L1 ⊗ Ωk
X1/S)

L
⊗RΓ(X2,L2 ⊗ Ωl

X2/S)→ RΓ(X1 ×X2, (L1 ⊗ Ωk
X1/S) � (L2 ⊗ Ωl

X2/S))

est un isomorphisme, ce qui est une conséquence du lemme précédent.
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