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Introduction générale

Contexte et motivation

Cette thèse étudie le problème de modélisation des systèmes dynamiques à par-
tir de données binaires. Ce problème spéci�que de modélisation se pose notamment
dans les systèmes de transmission numérique, dans les réseaux et dans les systèmes
embarqués. Un premier exemple concerne les canaux de communication. Dans un
système de transmission numérique, les signaux doivent être transmis à travers des
canaux de communication. Les communications numériques rendent la quanti�ca-
tion nécessaire pour répondre aux problèmes de limitation de la bande passante.
Le canal décrit le support physique de la transmission. Un second exemple est le
cas des systèmes embarqués. Les dispositifs embarqués peuvent traiter, stocker et
échanger des informations, ils sont cependant limités, dans leurs capacités du fait
de contraintes de taille. Dans certaines applications il peut-être intéressant, voire
nécessaire, de quanti�er les données directement au niveau du dispositif embarqué
a�n de préserver les capacités de la mémoire et de la batterie. Ce choix technologique
est notamment envisagé dans [1] et [2] pour un dispositif portatif (�gure 1).

Figure 1 � Dispositif embarqué décrit dans [2] et utilisé pour la reconnaissance
d'activités via des données binaires.

D'autres applications dans di�érents domaines pour lesquelles, les données sont
binaires, sont présentées dans [42], [78] et [83].
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L'identi�cation de systèmes n'est pas un domaine de recherche nouveau, elle est
développée depuis des décennies et consiste à chercher un modèle pour un système
donné à partir des données expérimentales. La procédure d'identi�cation est compo-
sée généralement de trois éléments principaux : les données, la structure du modèle
et le critère d'identi�cation. De nombreux algorithmes sont disponibles dans la lit-
térature pour traiter le problème d'identi�cation lorsque les données sont à haute
résolution. Ces méthodes di�èrent, essentiellement, sur la structure du modèle (li-
néaire ou non-linéaire, fonction de transfert ou représentation d'état, temps discret
ou temps continu, etc.) ou sur le critère d'identi�cation (erreur de prédiction, va-
riable instrumentale, etc.). Lorsque les données sont binaires, le cadre d'application
de ces méthodes n'est plus respecté et par conséquent elles ne sont malheureusement
plus applicables.

Il convient de noter que l'identi�cation des systèmes à base de données binaires
ou quanti�ées a suscité un engouement et un développement important dans ces
dernières années. Di�érentes solutions intéressantes ont déjà été développées et sont
diponibles dans la littérature pour l'identi�cation des systèmes à base de données
binaires. Ces solutions peuvent être regroupées en deux grandes familles : les mé-
thodes dédiées à l'identi�cation des systèmes à sortie binaire et celles à sortie et
entrée binaires. La plupart des solutions proposées dans la littérature sont dédiées à
la première famille. Comme nous verrons dans l'état d'art des méthodes d'identi�-
cation des systèmes basées sur des données binaires, il émerge les constats suivants :

� L'identi�cation des systèmes ayant une entrée et une sortie binaires n'a pas
encore reçu su�samment d'attention. La limitation de la qualité de données
binaires pose une grande di�culté sur l'identi�cation de ce type de systèmes.
Par conséquent, peu de méthodes permet l'identi�cation des systèmes ayant
une sortie et une entrée binaires.

� Ces premières méthodes ont ainsi été développées pour l'identi�cation des
systèmes en boucle ouverte, à notre connaissance et jusqu'a la rédaction de
ce rapport, il n'y a aucune solution dans la littérature pour l'identi�cation en
boucle fermée des systèmes à base de données binaires. Cependant, certains
systèmes nécessitent d'être utilisés en boucle fermée, ce peut-être pour des
raisons d'instabilité en boucle ouverte, ou alors pour un bon fonctionnement
du système, ou bien pour des raisons de sécurité.

Objectifs

Dans ce contexte, les objectifs de la thèse sont les suivants :

� D'une part, ce mémoire s'inscrit dans la continuité de ces premières recherches
e�ectuées sur l'identi�cation en boucle ouverte des systèmes ayant une entrée
et une sortie binaires, présentée dans [66]. En e�et, notre premier objectif
est d'enrichir la littérature d'identi�cation des systèmes à sortie et entrée
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

binaires, par le développement de nouvelles méthodes.

� D'autre part, l'importance de l'identi�cation en boucle fermée a été largement
reconnue ces dernières années et des progrès très importants ont été réalisés
dans le cas des systèmes dont les données sont à haute résolution. Comme
l'identi�cation en boucle fermée des systèmes à base de données binaires n'est
pas encore traitée dans la littérature, il semble alors intéressant de développer
des méthodes dans ce contexte, du fait que dans de nombreuses situations
l'identi�cation en boucle ouverte est di�cile ou simplement irréalisable.

Organisation de ce mémoire

Ce manuscrit est une présentation détaillée de certains travaux de recherche déjà
publiés (voir la liste des publications), et d'autres sont en cours de publication. La
présente thèse est constituée de quatre chapitres que nous décrivons, brièvement, ici :

Dans le premier chapitre, nous donnons un aperçu des méthodes d'identi�cation
basées sur des informations binaires. L'approche abordée consiste en l'étude des
di�érentes méthodes paramétriques. L'étude commence par les méthodes dédiées à
l'identi�cation des systèmes RIF à sortie binaire et ensuite l'étude des méthodes
dédiées à l'identi�cation des systèmes RII à sortie binaire. En�n, nous abordons les
méthodes d'identi�cation des systèmes ayant une entrée et une sortie binaires.

Nous consacrons le deuxième chapitre à l'identi�cation des systèmes linéaires
ayant une entrée et une sortie binaires, dont la partie linéaire est modélisée par un
�ltre RIF. Nous proposons un algorithme non paramétrique et deux algorithmes
paramétriques pour estimer la réponse impulsionnelle du système, ces derniers per-
mettant l'identi�cation en temps réel. Une étude de convergence est proposée pour
les algorithmes paramétriques. Le développement de ces approches est basé sur l'es-
timation des corrélations entre les signaux d'entrée et de sortie binaires. À travers
des simulations, nous évaluons les performances des algorithmes proposés.

Dans le troisième chapitre, nous proposons une extension de l'approche déve-
loppée dans le chapitre précédent à un modèle plus complexe, le modèle RII. Deux
algorithmes paramétriques dédiés à l'identi�cation des systèmes RII ayant une en-
trée et une sortie binaires sont proposés : le premier est un algorithme batch, le
deuxième est en temps réel. Nous proposons ensuite l'analyse de convergence de ces
algorithmes et l'analyse des performances du premier. Des exemples numériques sont
donnés pour illustrer leurs performances.

Le quatrième chapitre traite le problème d'identi�cation en boucle fermée des
systèmes à partir de données binaires, systèmes ayant une sortie binaire et puis sys-
tèmes ayant une entrée et une sortie binaires. Pour les systèmes à sortie binaire,
nous proposons deux approches indirectes permettant leur identi�cation en boucle
fermée. Ces approches présentent les premières contributions à ce problème qui n'est
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

pas traité dans la littérature. La première approche consiste en l'utilisation d'un des
algorithmes existants pour l'identi�cation de la boucle fermée à partir de l'excita-
tion et la sortie binaire. La deuxième approche permet l'identi�cation directe des
paramètres du système, elle est basée sur l'erreur de sortie en boucle fermée. Dans le
même esprit des systèmes à sortie binaire, nous proposons deux approches dédiées
à l'identi�cation des systèmes ayant une entrée et une sortie binaires. La première
approche est similaire à celle des systèmes à sortie binaire, elle consiste en l'utilisa-
tion de l'algorithme proposé dans le chapitre 3 pour l'estimation de boucle fermée
en passant ensuite par la réduction du modèle. La deuxième approche est basée sur
le principe de la variable instrumentale, elle permet l'estimation directe d'un modèle
d'ordre réduit. Nous évaluons, dans la partie simulation, les approches proposées
pour montrer leur e�cacité.

La �gure 2 résume toutes les di�érentes caractéristiques des contributions de
cette thèse détaillées précédemment.

boucle ouverte

chapitre 3

chapitre 1

chapitre 2

chapitre 4

état d’art

à entrée
et sortie
binaires

RII
à entrée
et sortie
binaires

RIF

boucle fermée

à entrée
et sortie

RII

à sortie
RII

binaires binaires

Figure 2 � Contributions de la thèse

Nous terminerons ce document par une conclusion générale contenant un
récapitulatif de nos di�érentes contributions. Des perspectives pour de futurs travaux
seront données en �n de ce document.
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CHAPITRE 1. Méthodes d'identi�cation des systèmes à base de données binaires

1.1 Introduction

Ce chapitre est dédié à l'état de l'art des méthodes d'identi�cation lorsque la
connaissance sur la sortie est binaire. Nous pouvons distinguer trois familles de
méthodes, elles sont décrites dans les sections suivantes. La section 1.2 présente
les méthodes d'identi�cation à sortie binaire pour les systèmes RIF. La section 1.3
présente la famille des méthodes d'identi�cation des systèmes RII à sortie binaire.
Dans la section 1.4 nous décrivons l'ensemble des méthodes dédiées à l'identi�cation
de systèmes à entrée et sortie binaires. La section 1.5 conclut ce chapitre.
Les di�érents algorithmes d'identi�cation cités, ci-après, sont présentés dans l'ordre
chronologique.

1.2 Méthodes d'identi�cation des systèmes RIF à

sortie binaire

Dans cette partie, nous nous intéressons aux méthodes dédiées à l'identi�cation
des systèmes RIF à sortie binaire.

Nous considérons un système dé�ni, ci dessous, et représenté sur la �gure 1.1.

yt = G∗(q)ut (1.1)

où ut est l'entrée et yt représente la sortie. G∗(q) est sa fonction de transfert :

G∗(q) =
n∑
k=0

g∗kq
−k

avec n est l'ordre du système et q−1 représente l'opérateur retard tel que :
q−1ut = ut−1. Les gk représentent les termes de la réponse impulsionnelle.
yt peut s'écrire sous la forme suivante :

yt = φTt θ
∗ (1.2)

où les vecteurs θ∗ ∈ Rn+1 et φt ∈ Rn+1 sont donnés par :

θ∗ =

 g∗0
...
g∗n

 (1.3)

et

φt =

 ut
...

ut−n

 (1.4)
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CHAPITRE 1. Méthodes d'identi�cation des systèmes à base de données binaires

Le signal de sortie du système est supposé inconnu. Les seuls échantillons disponibles
sont ceux de zt dé�nis par :

zt = QC(yt + vyt ) =

{
1 si yt + vyt ≥ C
−1 sinon

(1.5)

où QC(.) représente un capteur binaire de seuil C.
vyt est le bruit sur la sortie du système.

G∗(q)

+

QC(.)

ut
yt

zt

vyt

ut

Figure 1.1 � Système RIF à sortie binaire

Par ailleurs, les notations suivantes seront utilisées par la suite :
� θ̂t est l'estimation de θ∗ à l'instant t.
� ŷt/t−1 = φTt θ̂t−1 et ẑt/t−1 = QC(ŷt/t−1) sont les estimations a priori de yt et de

zt.
� ŷt/t = φTt θ̂t et ẑt/t = QC(ŷt/t) sont les estimations a posteriori de yt et de zt.
� ‖.‖ est la norme euclidienne.
� E{.} est l'espérance mathématique.

1.2.1 Méthodes récursives

1.2.1.1 Algorithme de Wang et al. - 2003 - [83]

Le premier algorithme proposé dans la littérature est celui présenté dans [83] en
2003. Cet algorithme est basé sur les hypothèses suivantes :

� C est supposé connu.
� L'entrée ut est la somme d'une composante périodique de période (n + 1)

et d'une séquence de variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées (i.i.d) de moyenne nulle et de variance �nie.

� Le bruit vyt est une séquence de variables aléatoires i.i.d. avec une moyenne
nulle et une variance �nie. Sa fonction de distribution F (.) est di�érenciable
avec une densité bornée f(.) et une inverse continue, F−1(.), supposée connue.
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CHAPITRE 1. Méthodes d'identi�cation des systèmes à base de données binaires

L'algorithme propose l'estimation de θ∗ tous les (n + 1) échantillons. Cet algo-
rithme est basé sur la propriété suivante :

E{st} = E{vyt ≥ C − φTt θ∗} (1.6)

où st = 1
2
(1− zt). Il en résulte que

F−1(E{st}) = C − φTt θ∗ (1.7)

φTt θ
∗ = C − F−1(E{st}) (1.8)

A partir de la connaissance d'une estimation glissante de E{st} sur (n+1) échan-
tillons, il est possible d'estimer θ∗. Cette estimation est donnée comme suit :

θ̂j = Φ−10

C
 1

...
1

− γj
 (1.9)

avec :
� Φ0 =

(
φt0+1 · · · φt0+n+1

)
� γj =

 γ1j
...

γn+1
j

 avec γij = F−1(ζ ij)

� ζ ij =
1

j

j−1∑
l=0

s(t0 + l(n+ 1) + i)

Une analyse de convergence est donnée dans [83] avec notament des résultats
sur les bornes supérieure et inférieure de l'erreur d'estimation.

1.2.1.2 Algorithme de Wang et al. - 2008 - [82]

L'application de l'algorithme précèdent nécessite à la fois la connaissance de la
fonction de distribution du bruit et du seuil, ce qui n'est pas toujours possible. Pour
surmonter ces contraintes, les mêmes auteurs ont proposé trois algorithmes dans [82]
en 2008. Dans le premier algorithme, le seuil C et la fonction de distribution du bruit
sont supposés connus. Dans le deuxième algorithme, le seuil C est inconnu. Dans le
troisième algorithme, la fonction de distribution du bruit est inconnue.

Le premier algorithme est similaire à celui de [83], il est basé sur les mêmes
hypothèses.

L'algorithme propose l'estimation de θ∗ tous les (n+ 1) échantillons. Si on note
ζj l'estimation de E{st} sur une fenêtre de (n+1) échantillons, le premier algorithme
est donné par :

θ̂j = Φ−1j

C
 1

...
1

− F−1 (ζj)

 (1.10)

avec :
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CHAPITRE 1. Méthodes d'identi�cation des systèmes à base de données binaires

� ζj = ζj−1 + 1
j

(
1
2

(1− Sj)− ζj−1
)

� Φj = Φj−1 + 1
j

(
Φu
j − Φj−1

)
� Sj =


sj(n+1)−n

...
sj(n+1)−1
sj(n+1)


� Φu

j =
(
φj(n+1)−n · · · φj(n+1)−1 φj(n+1)

)
Cet algorithme fonctionne de manière récursive mais sur des fenêtres successives

de (n+ 1) échantillons : une estimation est donc réalisée tous les (n+ 1) instants.

Dans le deuxième algorithme, C est supposé inconnue. Ce deuxième algorithme
propose l'estimation de vecteur du paramètres θ∗ et du seuil C. Par conséquent le

vecteur à identi�er est Θ∗ =

(
C
θ∗

)
.

Les hypothèses du deuxième algorithme sont les suivantes :
� L'entrée ut est la somme d'une composante périodique de période (n+ 2) et

d'une séquence de variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et de variance
�nie.

� Le bruit vyt est une séquence de variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et
une variance �nie. Sa fonction de distribution F (.) est di�érenciable avec une
densité bornée f(.) et une inverse continue F−1(.) supposée connue.

Le deuxième algorithme est similaire au premier. Par contre, il propose l'estima-
tion de Θ∗ tous les (n+ 2) échantillons. Le deuxième algorithme est donné par :

Θ̂j = Ψ−1j
(
F−1(ζj)

)
(1.11)

avec :
� ζj = ζj−1 + 1

j
(Sj − ζj−1)

� ΨT
j =


 1

...
1

 (Φu
j )
T


� Φj = Φj−1 + 1

j

(
Φu
j − Φj−1

)
� Sj =


sj(n+2)−n−1

...
sj(n+2)−1
sj(n+2)


� Φu

j =
(
φj(n+2)−n−1 · · · φj(n+2)−1 φj(n+2)

)
Ces deux algorithmes reposent sur la connaissance de la fonction de distribution

ou de son inverse. Dans le troisième algorithme, en plus du vecteur θ∗, on estime la
fonction de distribution F (.).
L'estimation de F (.) ne peut devenir su�samment précise que si les points de don-
nées sont su�samment denses. Pour résoudre ce problème, la fonction de distribution
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CHAPITRE 1. Méthodes d'identi�cation des systèmes à base de données binaires

est paramétrée par un vecteur α. Le troisième algorithme se compose ainsi de deux
étapes : la première consiste en l'estimation récursive de α à partir d'un modèle sto-
chastique, la deuxième étape permet d'estimer le vecteur des paramètres θ∗ à partir
de l'estimation de la première.

Une étude et une analyse approfondies de ces algorithmes ont été proposées dans
[78].

1.2.1.3 Algorithmes de Jafari et al. - 2010 - [42] et Jafari et al. - 2012
-[43]

Toutes les méthodes présentées précédemment reposent sur l'utilisation de la
fonction de distribution du bruit ou de son inverse. En e�et, ces algorithmes ne sont
pas applicables en absence du bruit, d'ailleurs, en absence du bruit, il est proposé
dans [83] d'utiliser un signal de tramage pour compenser cette absence du bruit.
Une autre particularité des algorithmes précédents est l'utilisation d'une séquence
périodique en entrée. Les algorithmes proposées dans [42] et [43] ne dépendent pas
de cette contrainte sur l'entrée.

L'algorithme présenté dans [42] a été proposé en 2010, il est basé sur les hypo-
thèses suivantes :

� C = 0.
� θ∗ véri�e ‖θ∗‖ = 1.
� Absence du bruit : vyt = 0.

L'algorithme est dérivé de l'approche des moindres carrés pondérés présentée
dans [21], il est basé sur la technique du gradient stochastique :

θ̂t = θ̂t−1 − αt
∂Et/t−1

∂θ̂t−1
(1.12)

où Et/t−1 est l'erreur instantanée : Et/t−1 = |zt − ẑt/t−1|2ŷ2t/t−1.

L'algorithme est donné par :

θ̂t =
1

wt

(
θ̂t−1 − 2αtφt(zt − ẑt/t−1)2ŷt/t−1

)
(1.13)

où :
� La valeur initiale est : θ̂T0 =

(
1 0 · · · 0

)T
.

� wt = ‖θ̂t−1−2αtφt(zt− ẑt/t−1)2ŷt/t−1‖ est un facteur de normalisation de sorte
que ‖θ̂t‖ = 1.

� αt est un paramètre utilisateur dont le choix doit garantir la stabilité et la
convergence de l'algorithme. Deux choix de αt sont proposés dans [42] : αt = 1

t

et αt = α. αt est similaire au pas d'adaptation dans l'algorithme du gradient
stochastique.

Le deuxième algorithme est une version étendue du premier proposé dans [42].
Il est présenté dans [43] en 2012 et il est basé sur les hypothèses suivantes :
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CHAPITRE 1. Méthodes d'identi�cation des systèmes à base de données binaires

� C = 0.
� θ∗ véri�e ‖θ∗‖ = 1.
� ut est une séquence de variables aléatoires i.i.d. avec une fonction de densité

de probabilité continue.
� vyt = 0.

Cet algorithme est donné par :

θ̂t =
1

wt

(
θ̂t−1 − µαtφt|zt − ẑt/t−1|ŷt/t−1

)
(1.14)

avec :
� La valeur initiale de θ̂0 est telle que θ̂0θ∗ > 0.
� wt =

√
1− 2µ(1− µ)αt|zt − ẑt|ŷ 2

t ≤ 1 un facteur de normalisation tel que
‖θ̂t‖ = 1.

� αt = 1
φTt φt

.
� 0 < µ < 1 .

La convergence de l'algorithme, qui repose sur le coe�cient µ , est démontrée dans
[43] en absence du bruit, contrairement au premier algorithme presenté dans [42].
Concernant µ : un choix élevé augmente la vitesse de convergence et sa sensibilité au
bruit, et un choix faible diminue la vitesse de sa convergence, mais il permet aussi
de réduire la variance de l'estimation en présence du bruit.

1.2.1.4 Algorithme de Guo et al. - 2013 - [35]

L'approche présentée dans [35] en 2013, est basée aussi sur l'utilisation de la
fonction de distribution du bruit, sans qu'elle soit nécessairement continue et inver-
sible (contrairement aux approches dans [82] et [83]). Cet algorithme est basé sur
les hypothèses suivantes :

� θ ∈ Θ ⊆ Rn, où Θ est un compact convexe borné.
� Le vecteur φt est un vecteur de variables aléatoires bornées et satisfait la

condition d'excitation persistente.
� La séquence de bruit {vyt } est une séquence de variables aléatoires i.i.d. à

variance �nie et à moyenne nulle. F (.) et f(.) sont, respectivement, la distri-
bution et les fonctions de densité de vy1 . F (.) et f(.) sont supposées connues.

Comme dans [83], l'algorithme proposé repose sur la propriété
E{st} = E{φTt θ∗ + vyt ≥ C} où st = 1

2
(1− zt). Ceci conduit à

E{st} = F (C − φTt θ∗) (1.15)

Cette relation permet l'estimation de θ∗ via l'algorithme du gradient stochastique
normalisé. Cet algorithme est donné par :

θ̂t = θ̂t−1 + β
φt
rt

(
F
(
C − ŷt/t−1

)
− 1

2
(1− zt)

)
(1.16)

avec :
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� rt = 1 +
t∑

k=1

φTk φk

� β > 0 est un scalaire constant.

Dans [35] les estimations de θ∗ sont calculées en utilisant un opérateur de projec-
tion qui projette les estimations dans un compact convexe Θ. Ceci permet d'éviter
un comportement instable de l'algorithme dans les premières itérations. Une ana-
lyse de convergence est fournie dans [35]. A noter que l'algorithme présenté dans
[36] est une extension de celui donné dans [35] pour l'identi�cation d'un canal de
communication.

1.2.1.5 Algorithme de Pouliquen et al. - 2016 - [63]

En 2016, un algorithme est introduit dans [63] pour dépasser les limitations des
algorithmes précédents, limitations sur les conditions sur l'entrée et sur les connais-
sances a priori sur le bruit. Les hypothèses de cet algorithme sont les suivantes :

� C = 0.
� θ∗ véri�e ‖θ∗‖ = 1.
� ut est une séquence satisfaisant la condition d'excitation persistente.
� La séquence de bruit {vyt } est une séquence de variables aléatoires i.i.d. de

moyenne nulle, de variance �nie et non-corrélée avec la séquence d'entrée.

Cet algorithme est basé sur la formulation du problème d'identi�cation initiale en
un problème d'identi�cation ensembliste, problème d'identi�cation à erreur bornée..
Il consiste, dans un premier temps, à estimer un vecteur paramètre ϑ̂t tel que φTt ϑ̂t
a le même signe que zt, et dans un deuxième temps dans sa normalisation selon
‖θ∗‖ = 1.

L'estimation θ̂t est calculée comme suit :

θ̂t =
1

wt
ϑ̂t (1.17)

avec
� La valeur initiale de θ̂0 est tel que ‖θ̂0‖ > 0.

� ϑ̂t = ϑ̂t−1 + Pt−1φtσt
λ+φTt Pt−1φtσt

(
zt − φTt ϑ̂t−1

)
� wt = ‖ϑ̂t‖ est un facteur de normalisation de sorte que ‖θ̂t‖ = 1.

� Pt = 1
λ

(
In+1 − Pt−1φtσt

λ+φTt Pt−1φtσt
φTt

)
Pt−1 .

� 0 < λ < 1 est le facteur d'oubli [52].
� σt est dé�ni par

σt =


λ

φTt Pt−1φt
s
(∣∣∣ zt−φTt ϑ̂t−1

δ

∣∣∣− 1
)

if
(∣∣∣zt − φTt ϑ̂t−1∣∣∣ > δ

)
et
(
φTt Pt−1φt > 0

)
0 sinon

(1.18)

avec 0 < δ < 1 proche de 1 (par exemple δ = 0.999), ce paramètre assure à
φTt ϑ̂t d'avoir le même signe que st.
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Cet algorithme permet l'identi�cation des systèmes RIF à sortie binaire sans
hypothèses particulières sur l'entrée (hormis la condition usuelle d'excitation persis-
tente) et la distribution de bruit. Une analyse de convergence, en présence de bruit,
est fournie dans [63].

1.2.1.6 Méthodes particulières

Il existe d'autres algorithmes récursifs proposés dans la littérature pour l'identi-
�cation des systèmes utilisant une sortie binaire. Ces algorithmes se concentrent sur
des cas particuliers.

Algorithme de Wang et al. - 2007 - [79]
L'algorithme presenté dans [79] étudie le problème de l'identi�cation du système

RIF d'ordre zéro : θ∗ est un scalaire. Deux cas sont étudiés : dans le premier, l'iden-
ti�cation est basée sur l'entrée ut et sur la sortie quanti�ée zt générée à l'aide d'un
capteur à seuil multiple. Dans le second cas, la sortie du système est transmise par
un canal de communication. L'identi�cation est basée sur l'entrée ut et sur la sortie
du canal.

Algorithme de Guo et al. - 2011 - [37]
Dans [37], l'algorithme d'identi�cation est dédié à l'identi�cation d'un système

RIF d'ordre zéro comme dans [22]. Dans [37], l'objectif est de proposer une loi
de contrôle adaptative, la sortie binaire est générée en utilisant un seuil variable
dans le temps. Les mêmes auteurs considèrent un problème similaire dans [38] :
l'identi�cation d'un système RIF d'ordre zéro mais avec un seuil constant.

Algorithme de Guo et al. - 2015 - [36]
Dans [36] un algorithme récursif est proposé pour l'identi�cation des systèmes

RIF avec des sorties binaires et pour des canaux de communication. L'algorithme
d'identi�cation est similaire à l'algorithme proposé dans [35], la di�érence réside
dans le fait que l'identi�cation est réalisée avec les incertitudes sur la transmission
des paquets de données (les incertitudes de communication : les pertes de paquets
et les retards).

Algorithme de Wang et al. - 2019 - [84]
L'algorithme proposé dans [84] est consacré à la conception d'un contrôle de suivi

adaptatif. L'entrée est supposée périodique.

1.2.1.7 Bilan

Tous les algorithmes présentés dans la section précédente permettent de réaliser,
e�cacement, l'identi�cation récursive des systèmes à sortie binaire. Chacun d'entre
eux a des avantages et des limites. Les algorithmes présentés dans [82] et [83] utilisent
une entrée périodique et une fonction de distribution du bruit continue et inversible,
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contrairement aux problèmes d'identi�cation traditionnels où les fonctions de distri-
bution du bruit ne sont généralement pas utilisées dans les algorithmes. L'approche
présentée dans [35] est basée aussi sur la connaissance de la fonction de distribution
du bruit avec une estimation des paramètres en temps réel non pas à chaque période
comme dans [82] et [83]. L'implémentaion des deux algorithmes [42] et [43] est facile,
mais ils sont développés en absence du bruit. La méthode présentée dans [63] est
développée en présence du bruit, elle est indépendante de la distribution du bruit.
Cet algorithme utilise un seuil nul.
Le tableau 1.1 résume certaines caractéristiques des algorithmes décrits précéde-
ment : les principales hypothèses sur le signal d'entrée, le bruit et le seuil, les para-
mètres choisis par l'utilisateur et s'il y a une analyse de convergence ou non.

Algorithmes Entrée ut Bruit vyt paramètres Condition sur θ∗

et C
Etude de

convergence
Wang et al. 2003 -

(n+1)-périodique.
- i.i.d. de

moyenne nulle et
de variance �nie.
- F (.) et F−1(.)
sont connus

- séquence
d'entrée

- 0 < δ < 1

- C connu - oui

Wang
et al.
2008

1ère algorithme - somme d'une
composante

(n+1)-périodique
et d'une séquence

de variables
aléatoires i.i.d. de
moyenne nulle et
de variance �nie.

- i.i.d. de
moyenne nulle et
de variance �nie.
- F (.) et F−1(.)
sont connus

- séquence
d'entrée

- C connu - oui

2ème algorithme - somme d'une
composante

(n+2)-périodique
et d'une séquence

de variables
aléatoires i.i.d. de
moyenne nulle et
de variance �nie.

- i.i.d. de
moyenne nulle et
de variance �nie.
- F (.) et F−1(.)
sont connus.

- séquence
d'entrée

- C inconnu - oui

3ème algorithme - somme d'une
composante
périodique et

d'une séquence de
variables

aléatoires i.i.d. de
moyenne nulle et
de variance �nie.

- F (α, x) La
fonction de

distribution est
paramétrée par
les vecteurs α et

x.
- Elle a des

dérivés partiels
continus en ce qui
concerne les deux
variables x et α.

- séquence
d'entrée

- C inconnu - oui

Jafari
et al.

1ère algorithme _ - vyt = 0 - αt = 1
t
où

αt = α
- ‖θ∗‖ = 1
- (C = 0)

- non

2ème algorithme - une séquence
i.i.d. avec pdf

continu.

- vyt = 0. - 0 < µ < 1 - ‖θ∗‖ = 1
- (C = 0)

- oui

Guo et al. - condition
d'excitation
persistente.

- i.i.d
- F (.) et f(.) sont

connus

- β > 0 - C connu - oui

Pouliquen et al. - condition
d'excitation
persistente.

- i.i.dde moyenne
nulle et de

variance �nie

- 0 < λ < 1
- 0 < δ < 1

- ‖θ∗‖ = 1
- (C = 0)

- oui

Tableau 1.1 � Résumé des caractéristiques des principaux algorithmes
d'identi�cation de système RIF à sortie binaire
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1.2.2 Méthodes non récursives

1.2.2.1 Algorithme de Colinet et al. - 2010 - [21]

La méthode présentée dans [21] ressemble à celle de Wigren présentée dans [85]
pour les systèmes à sortie quanti�ée. La méthode est basée sur la minimisation
d'un critère des moindres carrés pondérés. Pour l'algorithme présenté dans [21] la
sortie du système est soumise, en plus du bruit vyt , à un signal de tramage, supposé
être connu noté vt, est une forme de bruit avec une distribution appropriée, qui est
volontairement ajouté aux échantillons. La sortie binaire est obtenue par zt = QC(wt)
avec wt = yt + vt + vyt .
Cet algorithme considère les hypothèses suivantes :

� ut, v
y
t et vt sont gaussiens ergodiques stationnaires.

� vyt et vt sont des bruits blancs.
� ut, v

y
t et vt sont indépendants.

L'algorithme présenté dans [21] est basé sur l'utilisation du critère des moindres
carrés pondérés suivant :

JNk =
1

4

N∑
t=1

ŵ2k
t (zt − ẑt)2

N∑
t=1

ŵ2k
t

(1.19)

où ŵt = φTt θ̂t + vt, ẑt = QC(ŵt) et k est un paramètre de choix sur le critère.

La solution développée dans [21] ne considère que le cas où k = 1. À l'ième

itération l'estimation de θ∗ est donnée par :

θ̂i = θ̂i−1 − λig(θ̂i−1) (1.20)

Avec :
� g(θ̂) = 1

2θ̂TQθ̂

[(
P − 4JN1 Q

)
θ̂ +

(
p− 4JN1 q

)]
� P =

N∑
t=1

φtφ
T
t (zt − ẑt)2

� Q =
N∑
t=1

φtφ
T
t

� p =
N∑
t=1

φtvt(zt − ẑt)2

� q =
N∑
t=1

φtvt

� λi > 0
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L'analyse de convergence de cet algorithme est présentée dans [21]. Cette mé-
thode, hors ligne, est adaptée à l'identi�cation récursive dans [42] et [43] comme vu
auparavant.

1.2.2.2 Algorithme de Goudjil et al. - 2015 - [32]

Dans le même esprit de surmonter les contraintes présentées dans les algorithmes
présentés jusqu'à présent telles qu'un seuil égal à zéro, un seuil ajustable, un signal
d'entrée spéci�que ou la connaissance de la fonction de distribution du bruit. Une
nouvelle approche est basée sur l'utilisation de l'algorithme d'apprentissage : Support
Vector Machine (SVM).

Elle est basée sur les hypothèses suivantes :
� Le gain statique de H∗(q) est supposé connu.
� La séquence d'entrée ut est telle que pour chaque instant t : yt 6= C.

Cette méthode reformule dans un premier temps le problème d'identi�cation
comme un problème de classi�cation binaire. Il est montré que le vecteur des para-
mètres θ∗ paramétrise un hyperplan séparateur qu'il est possible d'estimer via les
SVM.

L'algorithme est constitué des deux étapes suivantes :

� Étape 1 : Estimation de θ̂ et Ĉ solutions de :
min
θ,C,e

1

2
‖θ‖2 + γ

N∑
t=1

et,

tq zt(θ
Tφt − C) ≥ 1− et,

et et ≥ 0; t ∈ [1, N ],

(1.21)

� Étape 2 : Normalisation par la valeur du gain statique.

A noter que, du fait de l'utilisation des SVM, la charge de calcul de cette méthode
peut-être relativement élevée pour un grand nombre N de données.

1.2.2.3 Méthodes particulières

Dans [11] une étude de la complexité en temps (charge de calcul) pour l'identi-
�cation des systèmes RIF est proposée. Une analyse est ainsi présentée sur le choix
de ut dans le cas où θ∗ est scalaire. Les mêmes auteurs considèrent un problème
similaire dans [12].

1.3 Méthodes d'identi�cation des systèmes RII à

sortie binaire ou quanti�ée
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Les méthodes présentées précédemment permettent l'identi�cation des systèmes
RIF, ce qui limite le cadre de leur application sur des systèmes plus complexes. Ceci
nécessite le développement de méthodes pour des structures plus complexes. Nous
nous intéressons dans cette section aux méthodes dédiées à l'identi�cation de mo-
dèles RII à sortie binaire.

Nous considérons un système G∗(q) dé�ni, ci-dessous, et représenté sur la �gure
1.2 :

yt = G∗(q)ut (1.22)

où ut et yt sont, respectivement, l'entrée et la sortie du système.
G∗(q) est la fonction de transfert supposée de la forme suivante :

G∗(q) =
B∗(q)

A∗(q)
(1.23)

avec 
A∗(q) = 1 + a∗1q

−1 + · · ·+ a∗na
q−na

B∗(q) = b∗0 + b∗1q
−1 + · · ·+ b∗nb

q−nb

(1.24)

na et nb sont les degrés respectivement de A∗(q) et B∗(q).

yt est la sortie du capteur binaire QC(.) :

zt = QC(yt + vyt ) =

{
1 si yt + vyt ≥ C
−1 sinon

(1.25)

où C est un seuil donné.

Dé�nissons le vecteur des paramètres θ∗ ∈ Rn avec n = na +nb + 1 comme suit :

θ∗ =



a∗1
...
a∗na

b∗0
b∗1
...
b∗nb


(1.26)
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G∗(q)

+

QC(.)

ut yt

ut zt

vyt

Figure 1.2 � Système RII à sortie binaire

1.3.1 Algorithme de Wang et al. - 2006 - [80]

Les mêmes auteurs qui ont proposé le premier algorithme pour un système RIF
l'ont étendu pour un système RII. Ce premier algorithme est proposé dans [80] en
2006. Cet algorithme est encore basé sur l'estimation de {yt}Nt=1.

Les principales hypothèses de [80] sont les suivantes :
� La séquence d'entrée ut est n-périodique (la période du signal ut est T = n).
� Le bruit vyt est une séquence des variables aléatoires i.i.d. L'inverse F

−1(.) de
sa fonction de distribution F (.) est supposée connue.

L'algorithme propose l'estimation de θ∗ tous les n échantillons. Il est similaire à
celui de [83]. Il est organisé en deux étapes :

� Étape 1 : estimation de la sortie du système G∗(q) sur la base de st, c'est-à-
dire l'estimation de {yt}Nt=1. Cette estimation est réalisée, récursivement, tous
les n échantillons en utilisant l'inverse de la fonction de distribution du bruit.
Notons ŷt l'estimation de yt.

� Étape 2 : estimation de θ∗ en utilisant l'entrée ut et la sortie estimée de la
première étape. Dans cette étape, l'estimation de θ∗ est donnée par :

θ̂t = (Φ̂0Φ̂
T
0 )−1Φ̂0Ŷt (1.27)

où

� Ŷt =

 ŷt
...

ŷt+na+nb


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� Φ̂0 =
(
φ̂t · · · φ̂t+na+nb

)
avec φ̂t =



−ŷt−1
...

−ŷt−na
ut
...

ut−nb


L'analyse de convergence de cet algorithme est fournie dans [80].

1.3.2 Algorithme de Liu et al. - 2011 - [51]

A�n de surmonter les limitations des hypothèses de la méthode précédente, telles
que l'excitation périodique ou la connaissance de la fonction de distribution du
bruit, un algorithme est proposé dans [49] sans hypothèse spéci�que sur le système
considéré. Cette méthode est basée sur la programation quadratique. L'estimation
de θ∗ est obtenue en résolvant le problème QP dé�ni par :

minM MTHM
s. t. ML ≤M ≤MH

(1.28)

où

� M =

(
θ
Y

)
� ML et MH sont les bornes inférieure et supérieure de M . Ces bornes sont

utilisées pour prendre en compte le capteur binaire QC(.).

� H =

(
ΦΦT −Φ
−ΦT IN

)

� Y =

 y1
...
yN



� Φ =
(
φ1 · · · φN

)
avec φt =



−yt−1

...
−yt−na
ut
...

ut−nb


La mise en oeuvre de cet algorithme nécessite la procédure itérative suivante :
� Étape d'initialisation : résolution du problème (1.28) en remplaçant les yt−i

par 0 dans φt.
� Étape 1 : estimation de la sortie à partir de l'estimation de G∗(q). Cette

estimation de yt est notée ŷt.
� Étape 2 : estimation de θ∗ par la résolution du problème (1.28) en substituant

yt par ŷt dans φt.
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A noter que cet algorithme est applicable au cas général des sorties quanti�ées
avec plus de 2 niveaux de quanti�cation. Aucune analyse de convergence n'est pro-
posée et, en terme de mise en oeuvre, les conditions sur la nature du bruit ne sont
pas non plus précisées.

1.3.3 Algorithme de Li et al. - 2012 - [49]

L'algorithme présenté dans [49] traite l'identi�cation des systèmes de Wiener, où
la partie linéaire est suivie d'une partie non-linéaire. Pour uniformiser le problème
posé dans [49] avec celui présenté dans cette section, nous négligeons la partie non
linéaire.

L'algorithme est basé sur les hypothèses suivantes :
� L'entrée ut est une séquence des variables aléatoires i.i.d.
� vyt est un bruit blanc borné.

Il est constitué également de deux étapes :
� Étape 1 : estimation d'un modèle RIF d'ordre élevé en utilisant les SVM

comme dans [31] vu auparavant.
� Étape 2 : estimation de θ∗ en utilisant la réponse impulsionnelle estimée.

Cette étape correspond à une étape de réduction du modèle.

L'algorithme proposé revient sur le problème d'ident�cation des systèmes RIF
par l'approximation de système RII par RIF d'ordre élevé en se basant sur la stabilité
du système. L'analyse de convergence est fournie dans [49].

1.3.4 Algorithme de Marelli et al. - 2013 - [54]

Dans [53] et [54] un algorithme d'identi�cation récursif est proposé en utilisant
le critère du maximum de vraisemblance. Cet algorithme est une extension de l'al-
gorithme présenté dans [30]. Il permet l'identi�cation des systèmes RIF à sortie
quanti�ée.

Il est basé sur les hypothèses suivantes :
� L'entrée ut est une séquence d'excitation persistente.
� vyt est une séquence i.i.d à distribution normale : sa fonction de distribution

est connue.

Cet algorithme est récursif à deux étapes successives. Les détails techniques de
chaque étape sont fournis dans [53] et [54]. Ces deux étapes sont les suivantes :

� Étape 1 : c'est une étape d'initialisation. Le vecteur θ∗ est estimé à l'aide d'un
algorithme en ligne basé sur la méthode de EM (Expectation Maximization).
La méthode EM a un taux de convergence faible, cette première étape est
utilisée pendant quelques itérations.
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� Étape 2 : la deuxième étape est un algorithme en ligne basé sur la méthode
de quasi-Newton. L'estimation avec la méthode EM est utilisée pour l'initia-
lisation.
L'analyse de convergence est fournie dans [54].

1.3.5 Algorithme de Song et al. - 2018 - [71]

L'algorithme d'identi�cation présenté dans [71] est basé sur l'algorithme d'ap-
proximation stochastique SAAWET (Stochastic Approximation Algorithms With
Expanding Truncations). Cet algorithme consiste dans un premier temps, comme
dans [49], en une estimation de la réponse impulsionnelle et dans un second temps
en une estimation du vecteur θ∗. Les termes de la réponse impulsionnelle sont estimés
via un calcul de l'intercorrélation entre la sortie et l'entrée du système

Il est basé sur les hypothèses suivantes :
� La séquence d'entrée ut est une séquence gaussienne i.i.d.
� Le bruit additif vyt est un bruit gaussien à moyenne nulle.

Il a deux étapes organisées comme suit :
� Étape 1 : comme dans [49] le système est approché par un modèle RIF d'ordre

élevé. Les paramètres de la réponse impulsionnelle, c'est-à-dire les paramètres
du modèle RIF d'ordre élevé, sont estimés de manière récursive.

� Étape 2 : estimation de θ∗ en utilisant la réponse impulsionnelle estimée. Elle
correspond à une étape de réduction du modèle.

Notons qu'une analyse de convergence est fournie dans [71]. A noter que la charge
de calcul de cet algorithme est, particulièrement, faible.

1.3.6 Algorithme de Pouliquen et al. - 2019 - [65]

Le dernier algorithme de cette section est celui présenté dans [65], il est la conti-
nuité du travail présenté dans [63] consacré aux systèmes RIF. L'algorithme est basé
sur l'utilisation de l'algorithme F-OE-OBE (Filtered Output Error Optimal Boun-
ding Ellipsoid). Dans le cas où C = 0, l'objectif de l'algorithme proposé dans [65]
est de réaliser l'estimation d'un modèle tel que sa sortie possède le même signe que
zt (approche similaire à [63]).

Les hypothèses principales de cet algorithme sont les suivantes :
� L'entrée ut est une séquence d'excitation persistente.
� Le bruit vyt a une moyenne nulle et stationnaire au sens large et non corrélé

avec ut.

Cette algorithme itératif contient les étapes suivantes :
� Étape d'initialisation : initialisation en utilisant l'algorithme des moindres

carrés (à partir de la connaissance de zt).
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� Étape d'itération : utilisation de l'algorithme F-OE-OBE. Le �ltre est construit
en utilisant le modèle estimé à l'itération précédente.

Cet algorithme permet l'identi�cation des paramètres du système sans passer par
l'approximation par un �ltre d'ordre élevé présenté dans les plupart des méthodes
présentées précédemment et donc la réduction du modèle n'est pas nécéssaire. L'ana-
lyse de la convergence est fournie dans [65].

1.3.7 Méthodes particulières

Il existe d'autres algorithmes proposés dans la littérature pour l'identi�cation
des systèmes RII utilisant une sortie quanti�ée ou binaire.

� L'algorithme présenté dans [10] étudie l'identi�cation pour un système RII à
sortie quanti�ée. Le bruit est supposé être borné.

� L'objectif dans [22] est l'identi�cation d'un système RII à sortie binaire. Les
deux algorithmes présentés dans [22] sont basés sur une sortie binaire générée
à l'aide d'un seuil réglable : Ce seuil n'est pas constant, il est ajusté à chaque
instant.

� Une méthode d'identi�cation des systèmes continus ayant une sortie binaire
est proposée dans [62]. Cet algorithme est composé de deux étapes : la pre-
mière permet de reconstruire le signal de sortie et la deuxième étape permet
d'estimer les paramètres du système.

1.3.8 Bilan

Les algorithmes présentés dans cette section permettent l'identi�cation des sys-
tèmes RII à sortie binaire. Comme dans le cas de RIF, chaque algorithme est dé-
veloppé pour dépasser les contraintes et les limitations des algorithmes antérieurs.
Certains algorithmes sont développés dans le cas où C 6= 0 et d'autres dans le cas
où C = 0 en utilisant une hypothèse de normalisation, telle que la connaissance du
gain statique ou la connaissance suivante : ‖θ∗‖2 = 1.
Le tableau 1.2 résume certaines caractéristiques des algorithmes précédents : les
principales hypothèses sur le signal d'entrée, le bruit, type d'algorithme et si une
analyse de convergence existe ou non.
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Algorithme Type Entrée ut Sortie zt Bruit vyt Etude de
convergence

Wang et al. [80] récursif n-périodique binaire i.i.d, F (.) etf(.)
sont connus

oui

Liu et al. [51] itératif i.i.d quanti�é i.i.d non
Li et al. [49] batch i.i.d binaire bruit blanc borné oui

Marelli et al. [54] récursif condition
d'excitation
persistente

quanti�é i.i.d, F (.) etf(.)
sont connus

oui

Song et al. [71] récursif i.i.d gaussien binaire gaussien à
moyenne nulle

oui

Pouliquen et al. [65] itératif condition
d'excitation
persistente

binaire moyenne nulle et
non corrélé avec

l'entrée

oui

Tableau 1.2 � Résumé des caractéristiques des algorithmes d'identi�cation de
système RII à sortie binaire

1.4 Méthodes d'identi�cation des systèmes RIF à

entrée et sortie binaires

Dans les sections 1.1, 1.2 et 1.3, nous avons présenté les méthodes dédiées à
l'identi�cation en temps réel des systèmes RIF et à l'identi�cation des systèmes
RII à partir d'une sortie binaire. Dans le reste de ce chapitre, nous présentons les
méthodes permettant l'identi�cation des systèmes ayant une entrée et une sortie
binaires. Ces solutions sont toutes dédiées aux systèmes RIF.

Le système considéré dans la �gure 1.3 est modélisé par :

yt = G∗(q)ut (1.29)

où ut est l'entrée, yt représente la sortie du système.
G∗(q) est sa fonction de transfert :

G∗(q) =
n∑
k=0

g∗kq
−k

n est l'ordre du système.
xt et zt sont, respectivement, l'entrée et la sortie binaires dé�nies comme suit :

xt = QCu(ut + vut ) =

{
1 si ut + vut ≥ Cu
0 sinon

zt = QCy(yt + vyt ) =

{
1 si yt + vyt ≥ Cy
0 sinon

(1.30)

où Cu et Cy sont deux seuils.
vut et vyt sont, respectivement, des bruits sur ut et yt.
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G∗(q)

+

QCy
(.)

ut
yt

zt

vyt
+

QCu
(.)

xt

vut

Figure 1.3 � Système RIF à sortie et entrée binaires

1.4.1 Algorithme de Leong et al. - 2018 - [48]

Dans cette section, nous présentons les travaux présentés dans [47] et [48]. Quatre
algorithmes ont été proposés, en absence du bruit sur l'entrée : vut = 0. Pour les
quatre algorithmes, les seuils Cu et Cy peuvent être adaptés.

Deux premiers algorithmes sont dédiés à l'identi�cation des systèmes ayant une
entrée et une sortie binaires. L'idée est basée sur l'exploitation des corrélations entre
l'entrée et la sortie du système pour dériver des équations non-linéaires que les pa-
ramètres doivent satisfaire. Les paramètres sont, ensuite, estimés en résolvant ces
équations non-linéaires à l'aide du gradient stochastique.

1ère algorithme
Le premier algorithme, proposé dans [48], considère les hypothèses suivantes :

� L'entrée ut est i.i.d. gaussien de moyenne µu et de variance σ2
u supposée

connue.
� Le bruit vyt est i.i.d. gaussien de moyenne nulle et de variance σ2

vy supposée
connue.

� Cu = µu.

Le premier algorithme est basé sur l'estimation de la fonction de corrélation et
sur la connaissance de la distribution de la séquence d'entrée. L'estimation de θ∗

est réalisée en temps réel. Cette estimation nécessite de pouvoir adapter à chaque
instant le seuil Cy et l'algorithme propose une loi d'adaptation sur ce seuil.

2ème algorithme
Dans cet algorithme µu et σ2

u ne sont plus connues. Il est basé sur les hypothèses
suivantes :
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� L'entrée ut est i.i.d. gaussien et de moyenne nulle.
� Le bruit vyt est i.i.d. gaussien, de moyenne nulle et de variance σ2

vy supposée
connue.

Le deuxième algorithme est similaire au premier. Les seuils Cu et Cy sont adap-
tés en temps réel. L'algorithme SAAWET est aussi utilisé pour l'estimation des
paramètres du système (comme dans [67]).

A noter qu'a�n d'assurer la stabilité de l'estimation, un opérateur de projection
dans un compact convexe est utilisé dans cet algorithme. A noter aussi que les
algorithmes développés dans [47] et [48] sont des versions étendues de ceux dans [50]
et [88]. L'analyse de performance de ces algorithmes est présentée dans [48].

1.4.2 Algorithme de Pouliquen et al. - 2020 - [66]

L'algorithme proposé dans [66] est basé sur l'estimation des fonctions d'autocor-
rélation de l'entrée et de l'intercorrélation entre l'entrée et la sortie. Il est basé sur
les hypothèses suivantes :

� L'entrée ut est une séquence stationnaire de distribution normale et de moyenne
nulle.

� vut et vyt sont des bruits blancs de moyenne nulle et de variances σ2
vu et σ2

vy

connues, non-corrélés entre eux.
� σ2

u et σ
2
y sont connues.

L'algorithme est composé de trois étapes :
� Étape 1 : Estimation de la fonction de corrélation de l'entrée xt et la fonction

de corrélation entre l'entrée xt et la sortie zt.
� Étape 2 : Estimation de la fonction de corrélation de l'entrée ut et la fonction

de corrélation entre l'entrée ut et la sortie yt à partir des estimations de la
première étape.

� Étape 3 : Estimation de θ∗ à partir des résultats de la deuxième étape.

Cette approche est le point de départ de nos contributions développées
dans les chapitres 2 et 3. L'analyse de convergence et de la variance sont
fournies dans [66].

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre a été consacré à l'introduction de la problématique d'iden-
ti�cation des systèmes à base de données binaires. Nous avons présenté plusieurs
solutions développées dans la littérature. Nous avons introduit les méthodes dédiées
à l'identi�cation récursive des systèmes RIF à sortie binaire. Ensuite, nous avons
présenté les méthodes dédiées à l'identi�cation des systèmes RII à sortie binaire.
Dans la dernière partie de ce chapitre, nous avons présenté des méthodes d'identi�-
cation des systèmes à mesure binaire de l'entrée et de la sortie.
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Des études comparatives des méthodes récursives d'identi�cation des systèmes RIF
à sortie binaire et des méthodes d'identi�cation des systèmes RII à sortie binaire
ont fait l'objet de deux articles [58] et [60].
A partir de cet état de l'art, il apparaît que la majorité de ces algorithmes est dédiée
à l'identi�cation des systèmes RIF. Certaines méthodes sont plus contraignantes que
d'autres en terme d'hypothèses (signal d'entrée spéci�que, connaissance sur le bruit,
etc.).
L'identi�cation de systèmes RII est plus délicate. La plupart des algorithmes est
de forme itérative et repose sur une phase d'initialisation qui peut conditionner la
réussite de cette identi�cation.
L'identi�cation à partir de données binaires en entrée et en sortie est beaucoup plus
rare. A ce jour et à notre connaissance, seules deux approches ont été proposées.
Dans la suite de cette thèse, nous proposons des extensions de l'une de ces méthodes
(version en temps réel, systèmes plus complexes).
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sortie

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le problème d'identi�cation des systèmes
linéaires en utilisant des mesures binaires de l'entrée et de la sorite. Les solutions
proposées dans ce chapitre sont des extensions de l'algorithme présenté dans [66].
Ce chapitre est organisé comme suit : la section 2.2 présente la problématique et les
notations. La section 2.3 propose une analyse spectrale du système. La section 2.4
propose l'identi�cation récursive du système. Dans la section 2.5, des simulations
numériques sont présentées pour illustrer les performances des solutions proposées.
La section 2.6 conclut ce chapitre.

2.2 Problèmatique et notations

Conformément aux notations introduites dans le chapitre 1, nous considérons
le système suivant (�gure 2.1) :

yt = G∗(q)ut (2.1)

où ut est l'entrée et yt est la sortie du système RIF.
G∗(q) est la fonction de transfert du système :

G∗(q) =
n∑
k=0

g∗kq
−k

n est l'ordre du système et q−1 est l'opérateur retard tel que : q−1ut = ut−1.

L'entrée et la sortie sont supposées inconnues. Les seuls échantillons disponibles
sont ceux de xt et zt dé�nis par :

xt = QCu(ut + vut ) =

{
1 si ut+v

u
t

σu+vu
≥ Cu

0 sinon

zt = QCy(yt + vyt ) =

{
1 si yt+v

y
t

σy+vy
≥ Cy

0 sinon

(2.2)

où Cu et Cy sont deux seuils relatifs. vut et v
y
t sont des bruits, respectivement, sur ut

et yt. σ2
ut+vut

(respectivement σ2
yt+v

y
t
) correspond à la variance de ut + vut (respecti-

vement yt + vyt ). Notons que les seuils Cu et Cy peuvent être di�érents. Cependant,
pour plus de simplicité dans la présentation, nous prenons C = Cu = Cy dans le
reste de ce chapitre.

Le vecteur des paramètres est donné par :

θ∗ =


g∗0
g∗1
...
g∗n

 . (2.3)
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G∗(q)

+

QCy
(.)

ut
yt

zt

vyt
+

QCu
(.)

xt

vut

Figure 2.1 � Système RIF à sortie et entrée binaires

L'objectif de ce chapitre est de proposer des algorithmes permettant de ca-
ractériser un système, notament estimer θ∗, étant donné l'ensemble des observations
{xt, zt}Nt=1, avec N est le nombre de données disponibles.

A�n de compléter la description de ce problème, nous considérons les hypothèses
suivantes :

H1 : La séquence d'entrée {ut} est générée par un processus ARMA station-
naire, ergodique et strictement stable ut = H∗(q)et où {et} est une séquence
gaussienne de moyenne nulle.
H2 : σu et σy sont connus.
H3 : vut et vyt sont des bruits blancs à distribution normale et de moyenne
nulle. σvu et σvy sont connus. v

u
t et v

y
t sont indépendants de ut et indépendants

entre eux.

Remarque 2.1 : L'hypothèse H1 est conservatrice. Cette hypothèse est né-
cessaire parce que nous utilisons la connaissance de la distribution gaussienne dans
l'algorithme. Cependant cette hypothèse est justi�ée dans certains cas par le théo-
rème de la limite centrale.

Par ailleurs, les notations suivantes seront utilisées par la suite :

� Raa(j) = E{atat−j} est la fonction d'auto-corrélation, où j représente le dé-
calage temporel.

� Rab(j) = E{atbt−j} est la fonction d'inter-corrélation entre at et bt, où j
représente le décalage temporel.

� Raa(j) = Raa(j)
σ2
a

est la fonction d'auto-corrélation normalisée, où j représente
le décalage temporel et σ2

a représente la variance de at.
� Rab(j) = Rab(j)

σaσb
est la fonction d'inter-corrélation normalisée entre at et bt, où
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j représente le décalage temporel et σ2
b représente la variance de bt.

2.3 Analyse spectrale

Dans cette partie nous présentons un algorithme qui permet d'estimer l'amplitude
de la réponse fréquentielle du système. Il est en e�et souvent utile lors de la procédure
d'identi�cation d'avoir une idée de cette réponse fréquentielle. Ceci permet, par
exemple, d'avoir une idée de la complexité du système : présence d'une résonance ou
non ; pente en −20dB ou en −40dB ; etc. La réponse fréquentielle est dé�nie par :

Syu(f) =

√
Φy(f)

Φu(f)
(2.4)

où Φu(f) et Φy(f) correspondent aux spectres de l'entrée et de la sortie dé�nies

par Φu(f) =
+∞∑
j=−∞

Ryy(j)e
−ij2πf et Φy(f) =

+∞∑
j=−∞

Ruu(j)e
−ij2πf , f représente la fré-

quence.

L'algorithme proposé est composé de trois étapes :

� Étape 1 : Estimation de Rxx(j) et Rzz(j)
Dans un premier temps, nous réalisons l'estimation de la fonction d'autocor-
rélation de l'entrée binaire xt et de la sortie zt. Pour j ≥ 0, ces estimations
R̂xx(j) et R̂zz(j) sont données par :

R̂xx(j) = 1
N−j

N∑
t=j+1

xtxt−j

R̂zz(j) = 1
N−j

N∑
t=j+1

ztzt−j.

(2.5)

� Étape 2 : Estimation de Ruu(j) et Ryy(j)
Dans cette deuxième étape, l'objectif est d'estimer les fonctions d'auto-corrélation
normalisées de l'entrée ut et de la sortie yt, respectivement, dé�nies par
Ruu(j) et Ryy(j), en utilisant les estimations des fonctions d'auto-corrélation
de l'étape 1.
Les fonctions d'autocorrélations Rxx(j) et Rzz(j) correspondent, respective-
ment, aux proportions de points ((ut + vut ); (ut−j + vut−j)) et ((yt + vyt ); (yt−j +
vyt−j)) tels que :

Rxx(j) = Pr{xt = 1, xt−j = 1}
= Pr{ut+vut

σu+vu
≥ C,

ut−j+v
u
t−j

σu+vu
≥ C} (2.6)

et
Rzz(j) = Pr{zt = 1, zt−j = 1}

= Pr{ yt+v
y
t

σy+vy
≥ C,

yt−j+v
y
t−j

σy+vy
≥ C} (2.7)
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Notons PC
(
R(u+vu)(u+vu)(j)

)
= Rxx(j) et PC

(
R(y+vy)(y+vy)(j)

)
= Rzz(j) ces

deux proportions. Du fait que ut a une distribution normale avec une moyenne
nulle, yt l'a aussi. Il s'ensuit que PC

(
R(u+vu)(u+vu)(j)

)
et PC

(
R(y+vy)(y+vy)(j)

)
dépendent de C de la manière suivante :

PC
(
R(u+vu)(u+vu)(j)

)
=

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(ut + vut , ut−j + vut−j)d(ut + vut )d(ut−j + vut−j)

PC
(
R(y+vy)(y+vy)(j)

)
=

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(yt + vyt , yt−j + vyt−j)d(yt + vyt )d(yt−j + vyt−j).

(2.8)
où ψ(., .) est la fonction de distribution dé�nie par :

ψ(at, bt−j) =
1

2π

√
1−

(
Rab(j)

)2 e−
a2t+b2t−j−2(Rab(j))atbt−j

2(1−(Rab(j))
2) . (2.9)

Figure 2.2 � PC(a) pour di�érentes valeurs de C.

Comme il est montré sur la �gure 2.2 ci-dessus, pour C �xe, PC (.) est une
fonction monotone continue et strictement croissante, donc PC (.) est inver-
sible. On note son inverse comme P−1C (.) telle que P−1C (PC (a)) = a. Dans
cette deuxième étape, les estimations des fonctions d'auto-corrélation norma-

lisées R̂(u+vu)(u+vu)(j) et R̂(y+vy)(y+vy)(j) sont : R̂(u+vu)(u+vu)(j) = P−1C

(
R̂xx(j)

)
R̂(y+vy)(y+vy)(j) = P−1C

(
R̂zz(j)

) (2.10)
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en terme de mise en ÷uvre, il faut distinguer le cas pour C = 0 et celui pour
C 6= 0 :
- Pour C = 0, il est montré dans [70] que P−1C (.) s'exprime comme suite :

P−1C (a) = cos (π (1− 2a)) = sin

(
2π

(
a− 1

4

))
(2.11)

donc, dans ce cas il est possible d'estimer directement Ruu(j) à partir de
Rxx(j).
- Pour C 6= 0, il n'existe pas d'expression analytique pour P−1C (.), donc

R̂(u+vu)(u+vu)(j) et R̂(y+vy)(y+vy)(j) sont calculées en minimisant le critère sui-
vant :

R̂(u+vu)(u+vu)(j) = argmin
R(u+vu)(u+vu)(j)

{ ∣∣∣R̂xx(j)− PC
(
R(u+vu)(u+vu)(j)

)∣∣∣ }
R̂(y+vy)(y+vy)(j) = argmin

R(y+vy)(y+vy)(j)

{ ∣∣∣R̂zz(j)− PC
(
R(y+vy)(y+vy)(j)

)∣∣∣ }
(2.12)

Nous savons que : {
R(u+vu)(u+vu)(j) = Ruu(j) + σ2

vuδ(j)
R(y+vy)(y+vy)(j) = Ryy(j) + σ2

vyδ(j)
(2.13)

donc, R̂uu(j) et R̂yy(j)t sont calculées comme suit : R̂uu(j) = σ2
u+vuP

−1
C

(
R̂xx(j)

)
− σ2

vuδ(j)

R̂yy(j) = σ2
y+vyP

−1
C

(
R̂zz(j)

)
− σ2

vyδ(j)
(2.14)

où δ(j) est l'impulsion de Dirac en temps discret.

� Étape 3 : Estimation de Syu(f)
Dans la troisième étape, nous réalisons l'estimation de Φu(f) et Φy(f). Ces
estimations sont désignées par Φ̂u(f) et Φ̂y(f). Elles peuvent être calculées
comme suit 

Φ̂u(f) =

γ∑
j=−γ

wγ(j)R̂uu(j)e
−ij2πf

Φ̂y(f) =

γ∑
j=−γ

wγ(j)R̂yy(j)e
−ij2πf

(2.15)

avec

wγ(j) =

∫ π

−π
Wγ(ξ)e

iξjdξ (2.16)

où Wγ(ξ) représente une fonction de fenêtrage sur les fréquences et γ est la
largeur de cette fenêtre.
L'estimation du module de la réponse fréquentielle est ensuite donnée par :

Ŝyu(f) =

√
Φ̂y(f)

Φ̂u(f)
(2.17)
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L'algorithme proposée est résumé dans le tableau 1. Ses performances dépendent
grandement de C, N et du niveau de bruit. Nous étudions l'in�uence de ces para-
mètres par des applications numériques dans la section 2.5.

Algorithme 1 : Estimation de Syu(f)

Entrée : {xt} et {zt} avec t ∈ [1;N ]

� Étape 1 : Pour j ∈ [0; γ] calculer R̂xx(j) et R̂zz(j) à partir de (2.5).
� Étape 2 : Pour j ∈ [0; γ] calculer R̂uu(j) et R̂yy(j) à partir de (2.14).
� Étape 3 : Calculer Φ̂u(f) et Φ̂y(f) à partir de (2.15) et estimer l'amplitude

de la réponse fréquentielle Syu(f) à partir de (2.17).

Nous avons choisi d'estimer la réponse fréquentielle via le rapport des spectres
Φu(f) et Φy(f). A noter qu'il est aussi possible d'estimer cette réponse fréquentielle
à partir de l'estimation du spectre croisé Φyu(f) en passant au préalable par une
estimation de l'inter-corrélation Ryu(j).

2.4 Identi�cation paramétrique récursive

Nous avons présenté dans la section 2.3 un algorithme pour l'estimation de la
réponse fréquentielle. Dans cette section, nous proposons deux algorithmes d'iden-
ti�cation paramétrique en temps réel utilisant des mesures binaires à la fois sur
l'entrée et sur la sortie. Ces deux algorithmes se basent, cette fois-ci, sur l'estima-
tion en temps réel de la fonction d'auto-corrélation de l'entrée et de la fonction
d'inter-corrélation de l'entrée et de la sortie du système.

L'inter-corrélation Ryu(j) peut-être exprimée à partir des paramètres g∗k et des
auto-corrélations Ruu(j) comme suit :

Ryu(j) =
n∑
k=0

g∗kRuu(j − k). (2.18)

L'équation (2.18) peut-être écrite sous la forme matricielle suivante :

θ∗ = M(Ruu)
−1L(Ryu) (2.19)

avec

L(Ryu) =


Ryu(0)
Ryu(1)

...
Ryu(n)

 . (2.20)
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et

M(Ruu) =


Ruu(0) Ruu(1) · · · Ruu(n)
Ruu(1) Ruu(0) · · · Ruu(n− 1)

...
...

. . .
...

Ruu(n) Ruu(n− 1) · · · Ruu(0)

 (2.21)

2.4.1 Algorithme récursif

Le premier algorithme d'identi�cation proposé est basé sur la mise en ÷uvre en
temps réel de l'équation (2.19) pour l'estimation de θ∗.

Il est composé de trois étapes :

� Étape 1 : Estimation de Rxx(j) et de Rzx(j).
La première étape consiste à estimer la fonction d'auto-corrélation de l'entrée
binaire {xt} et la fonction d'inter-corrélation entre {zt} et {xt}. A l'instant
t ces estimations sont désignées par R̂xx(j)t et R̂zx(j)t pour j ∈ [0, n]. Elles
sont calculées à l'aide de l'algorithme du gradient stochastique comme suit :{

R̂xx(j)t = R̂xx(j)t−1 + µ1(xtxt−j − R̂xx(j)t−1)

R̂zx(j)t = R̂zx(j)t−1 + µ1(ztxt−j − R̂zx(j)t−1)
(2.22)

où µ1 est le pas d'adaptation.

� Étape 2 : Estimation de Ruu(j) et de Ryu(j).
Cette deuxième étape de l'algorithme est similaire à celle de l'algorithme
d'identi�cation non paramétrique présenté dans la section 2.3. L'objectif
est de calculer des estimations de Ruu(j) et de Ryu(j) en utilisant l'étape
précédente.
On notera que Rxx(j) et Rzx(j) correspondent respectivement aux propor-
tions de couples ((ut + vut ); (ut−j + vut−j)) et ((yt + vyt ); (ut−j + vut−j)) tels que :

Rxx(j) = Pr{xt = 1, xt−j = 1}
= Pr{ut+vut

σu+vu
≥ C,

ut−j+v
u
t−j

σu+vu
≥ C} (2.23)

et
Rzx(j) = Pr{zt = 1, xt−j = 1}

= Pr{ yt+v
y
t

σy+vy
≥ C,

ut−j+v
u
t−j

σu+vu
≥ C} (2.24)

Comme vu dans la section 2.3, Rxx(j) et Rzx(j) peuvent s'exprimer comme
suit à partir de la fonction ψ(., .) dé�nie en (2.9) :

Rxx(j) =

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(ut + vut , ut−j + vut−j)d(ut + vut )d(ut−j + vut−j)

(2.25)
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et

Rzx(j) =

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(yt + vyt , ut−j + vut−j)d(yt + vyt )d(ut−j + vut−j) .

(2.26)

Les estimations R̂(u+vu)(u+vu)(j)t et R̂(y+vy)(u+vu)(j)t des fonctions de corré-
lation R(u+vu)(u+vu)(j) et R(y+vy)(u+vu)(j) peuvent, ainsi, être calculées pour
j ∈ [0, n] comme suit : R̂(u+vu)(u+vu)(j)t = P−1C

(
R̂xx(j)t

)
R̂(y+vy)(u+vu)(j)t = P−1C

(
R̂zx(j)t

) . (2.27)

En temps réel, nous utilisons une approximation de P−1C (.). Cette dernière
peut-être une approximation polynomiale par exemple. Elle est dénommée

P̂C
−1

(.).
Nous avons ainsi : R̂(u+vu)(u+vu)(j)t = P̂C

−1 (
R̂xx(j)t

)
R̂(y+vy)(u+vu)(j)t = P̂C

−1 (
R̂zx(j)t

) . (2.28)

Ensuite, à l'instant t, R̂uu(j)t et R̂yu(j)t sont calculées comme suit : R̂uu(j)t = σ2
u+vuP̂C

−1 (
R̂xx(j)t

)
− σ2

vuδ(j)

R̂yu(j)t = σy+vyσu+vuP̂C
−1 (

R̂zx(j)t

) (2.29)

� Étape 3 : Estimation de θ∗

La troisième étape consiste en l'estimation du vecteur de paramètres θ∗. Là
encore, l'algorithme du gradient stochastique est utilisé à partir des estima-
tions précédentes de R̂uu(j)t et R̂yy(j)t :

θ̂t = θ̂t−1 + µ2(L(R̂yut)−M(R̂uut)θ̂t−1) (2.30)

où µ2 est le pas d'adaptation,M(R̂uut) et L(R̂yut) sont dé�nis comme L(Ruu)
et M(Ruu) dans (2.20) et (2.21).

Le choix des pas d'adaptation µ1 et µ2 sera discuté dans l'analyse de l'algorithme
et dans les simulations numériques dans la section 2.5 .

L'algorithme proposé est résumé dans le tableau 2.
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Algorithme 2 : Estimation récursive de θ∗

Entrée : {xt, zt}Nt=1, µ1, µ2, R̂xx(j)0, R̂zx(j)0 pour j ∈ [0, n] et θ̂0

À chaque instant t faire :
� Étape 1 : Pour j ∈ [0, n] calculer R̂xx(j)t et R̂zx(j)t à partir de (2.22)
� Étape 2 : Pour j ∈ [0, n] calculerR̂uu(j)t et R̂yu(j)t à partir de (2.29)
� Étape 3 : Calculer θ̂t à partir (2.30).

2.4.2 Algorithme récursif simpli�é

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, le premier algorithme est
composé de trois étapes et sa mise en ÷uvre nécessite l'utilisation de deux pas : µ1

et µ2. Dans ce qui suit, nous proposons une version simpli�ée de cet algorithme.
Nous considérons le problème dans le cas d'un bruit blanc sur l'entrée de va-

riance σ2
u. Dans ce nouveau contexte, M(Ruu) = σ2

uIn+1 et la jème composante de θ∗

satisfait :

g∗j = θ∗(j) =
1

σ2
u

Ryu(j). (2.31)

Il est possible d'estimer directement les composantes du vecteur de paramètres à
partir de Ryu(j). L'algorithme, ci-dessus, utilise ce principe et permet ainsi d'éviter
la troisième étape de l'algorithme précédent. Il permet aussi de réduire l'utilisation
de deux pas d'adaptation µ1 et µ2 en un seul.

La version simpli�ée se compose de deux étapes :

� Étape 1 : Estimation de Rzx(j)
Cette étape ressemble à la première de l'algorithme précédent, elle consiste
en l'estimation récursive de Rzx(j) pour j ∈ [0, n] et elle est donnée par :

R̂zx(j)t = R̂zx(j)t−1 + µ(ztxt−j − R̂zx(j)t−1) (2.32)

où µ est le pas d'adaptation.

� Étape 2 : Estimation de θ∗

La deuxième étape consiste à calculer en temps réel des estimations de Ryu(j)
en utilisant celles de la première étape comme suite :

R̂yu(j)t = σy+vyσu+vuP̂C
−1 (

R̂zx(j)t

)
. (2.33)

Pour j ∈ [0, n]. Ensuite, l'estimation de la jème composante de θ∗ à l'instant
t est donnée par :

θ̂(j)t =
1

σ2
u

R̂yu(j)t. (2.34)

Cela donne
θ̂(j)t =

σy+vyσu+vu

σ2
u

P̂C
−1 (

R̂zx(j)t

)
. (2.35)

Cet algorithme simpli�é est résumé dans le tableau 3.
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Algorithme 3 : Estimation récursive de θ∗

Entrée : {xt, zt}Nt=1, µ, R̂zx(j)0 pour j ∈ [0, n] et θ̂0

À chaque instant t faire :
� Étape 1 : Pour j ∈ [0, n] calculer R̂zx(j)t à partir de (2.32).
� Étape 2 : Pour j ∈ [0, n] calculer θ̂(j)t à partir de (2.35).

2.4.3 Analyse des algorithmes 2 et 3

L'objectif de cette section est de fournir une analyse de convergence des algo-
rithmes 2 et 3 et une analyse de variance de l'algorithme 2. Nous nous intéressons
d'abord aux propriétés de convergence des algorithmes proposés. Ces algorithmes
sont, partiellement, basés sur l'algorithme du gradient stochastique. Par conséquent
les propriétés de convergence de ce dernier ont un fort impact sur notre analyse.
Pour cela, nous ajoutons l'hypothèse suivante :

� H4 : {xt} et {zt} sont tels que pour tous les j{
+∞∑

h=−∞

|h|
∣∣E{zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2
∣∣ <∞ . (2.36)

Cette hypothèse peut sembler abrupte. Elle implique simplement que les échan-
tillons de xt et zt, su�samment distants dans le temps, sont indépendants. Cette
hypothèse est raisonnable dans le cas de l'identi�cation d'un système stable.

2.4.3.1 Analyse de l'algorithme 3

Le théorème 2.1, ci-dessous, considère le cas d'un µ décroissant. Ce théorème
utilise la dé�nition de P−1

′
(a) = dP−1(a)

da
= 1

P ′ (a)

Théorème 2.1 Considérons le système décrit dans la section 2.3 et les hypo-

thèses H1, H2, H3 et H4. En supposant que P̂C
−1

(.) = P−1C (.) et µ = 1
t
, alors

� θ̂t calculé par l'algorithme 2 converge presque sûrement et converge en moyenne
quadratique vers θ∗

� La variance de θ̂(j)t est

lim
t→∞

tE{θ̃(j)2t} =

(
σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1
′
(Rzx(j))

)2

A (2.37)

avec A =
+∞∑

h=−∞

(
E{zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2
)

� Pour t→ +∞, θ̂t est

E{‖θ̂t − θ∗t ‖22} = O
(

1

t

)
(2.38)
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Preuve du Théorème 2.1
Avec µ = 1

t
, l'estimation de R̂zx calculée à partir de (2.32), peut-être réécrite

comme suite :

R̂zx(j)t =
1

t

t∑
k=1

zkxk−j (2.39)

L'ergodicité et la stationnarité dans les hypothèses 1 et 2 impliquent une convergence
presque certaine et une convergence quadratique moyenne de R̂zx(j)t vers Rzx(j).

En supposant que P̂C
−1

(.) = P−1C (.), du fait que P−1C (.) est une fonction continue

et dérivable, P−1C (R̂zx(j)t) converge presque sûrement et converge en moyenne qua-
dratique vers P−1C (Rzx(j)). L'estimation de la jème composante de θ∗ est calculée

à partir de l'équation (2.35), ce qui implique que θ̂t converge presque sûrement et
converge en moyenne quadratique vers θ∗.

Considérons la variance de R̂zx(j)t. A partir de l'équation (2.39)

E{R̃zx(j)
2
t} = E{(Rzx(j)− R̂zx(j)t)

2} peut-être réécrite comme suite :

E{R̃zx(j)
2
t} =

1

t2
E{(

t∑
k=1

(Rzx(j)− zkxk−j))2} (2.40)

=
1

t2

t∑
k=1

t∑
k′=1

(E{zkxkzk′xk′} −Rzx(j)
2)

En prenant h = k′ − k on obtient

E{R̃zx(j)
2
t} =

1

t2

t∑
k=1

t−1−k∑
h=−k

(E{zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)
2) (2.41)

Ceci peut-être réécrit comme suit

tE {R̃zx(j)
2
t} =

1

t

t−1∑
h=−(t−1)

kmax∑
k=kmin

(
E {zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2
)

(2.42)

avec kmin = −min(0, h) et kmax = t − 1 −max(0, h). A partir de la stationnarité,
nous obtenons

tE {R̃zx(j)
2
t} =

1

t

t−1∑
h=−(t−1)

(t− |h|)
(
E {zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2
)

(2.43)

par la suite

tE {R̃zx(j)
2
t} =

t−1∑
h=−(t−1)

(
E {zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2
)

−1

t

∑t−1
h=−(t−1) |h| (E {zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2)

(2.44)
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D'après l'hypothèse H4 , nous avons
∞∑

h=−∞

|h| |E {zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)
2| <∞ (2.45)

donc, nous obtenons

lim
t→+∞

tE {R̃zx(j)
2
t} =

∞∑
h=−∞

(
E {zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2
)

(2.46)

La variance de θ̂(j)t est dé�nie par E {θ̃(j)2t} = E {(θ∗(j) − θ̂(j)t)
2}. Du fait que

lim
t→+∞

tE {R̃zx(j)
2
t} = 0 avec une approximation de Taylor du premier ordre sur

P−1(.), A partir de l'équation (2.30) nous avons

lim
t→+∞

tE {θ̃(j)2t} =

(
σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1
′
(Rzx(i))

)2

lim
t→+∞

tE {R̃zx(j)
2
t} (2.47)

Cela donne

lim
t→+∞

tE {θ̃(j)2t} =

(
σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1
′
(Rzx(i))

)2

A (2.48)

avec A =
∞∑

h=−∞

(
E {zkxk−jzk+hxk+h−j} −Rzx(j)

2
)
.

�

Ce résultat montre la convergence de l'algorithme pour le choix de µ = 1
t
. Ce

choix peut poser problème lors de l'identi�cation d'un système variant dans le temps.
En e�et, pour t grand, le gain d'adaptation devient faible et ne permet plus une
adaptation sur l'étape 1 de l'algorithme. Le théorème suivant propose un résultat
dans le cas d'un pas d'adaptation constant.

Théorème 2.2 Considérons le système décrit dans la section 2.3 et les hypo-

thèses H1, H2, H3 et H4 . En supposant que P̂C
−1

(.) = P−1C (.) avec P−1C (.) est
une fonction linéaire sur [min

j,t
R̂zx(j)t , max

j,t
R̂zx(j)t]. Si 0 < µ < 2, alors

� θ̂t obtenu par l'algorithme 3 est tel que

lim
t→∞
E{θ̂t} = θ∗. (2.49)

� La variance de θ̂(j)t est

lim
t→∞
E{θ̃(j)2t} =

(
σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1
′
(Rzx(j))

)2

A (2.50)

avec

A =
∞∑
k=0

µ(1− µ)k

(
∞∑
k=h

µ(1− µ)k−h
(
ztxt−jzt+hxt+h−j −Rzx(j)

2
))

.

(2.51)
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Preuve du Théorème 2.2

Considérons d'abord l'estimation de Rxx(j). Le produit xtxt−j peut s'écrire :
xtxt−j = Rxx(j) + et(j) avec E{et(j)} = 0.

Dé�nissons R̃xx(j)t = Rxx(j)− R̂xx(j)t.
A partir de l'équation (2.22) nous avons :

R̃xx(j)t = (1− µ)R̃xx(j)t−1 − µ1et(j) (2.52)

Ensuite
E{R̃xx(j)t} = (1− µ)E{R̃xx(j)t−1} − µ1E{et(j)} (2.53)

E{R̃xx(j)t} = (1− µ)E{R̃xx(j)t−1}. (2.54)

Ceci donne :
E{R̃xx(j)t} = (1− µ)tE{R̃xx(j)0}. (2.55)

Si µ est tel que 0 < µ < 2, alors −1 < 1 − µ < 1 et donc lim
t→∞
E{R̃xx(j)t} = 0 et

par conséquent :
lim
t→∞
E{R̂xx(j)t} = Rxx(j). (2.56)

De même, si 0 < µ < 2, alors on peut montrer que

lim
t→∞
E{R̂zx(j)t} = Rzx(j). (2.57)

Considérons maintenant l'estimation de la jème composante de θ∗. En supposant que

P̂C
−1

(.) = P−1C (.) et P−1C (.) est une fonction linéaire sur [min
j,t

R̂zx(j)t , max
j,t

R̂zx(j)t]

µ = 1
t
alors nous avons

E{θ̂(j)t} =
σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1(E{R̂zx(j)t}) (2.58)

lim
t→∞
E{θ̂(j)t} =

σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1( lim
t→∞
E{R̂zx(j)t}) (2.59)

donc

lim
t→∞
E{θ̂t} = θ∗. (2.60)

Considérons maintenant la variance sur R̂zx(j)t. Notons d'abord que R̂zx(j)t est la

sortie du �ltre passe-bas du premier ordre µ
1−(1−µ)q−1 =

+∞∑
k=0

µ(1− µ)kq−k, �ltre dont

l'entrée est ztxt−j. Nous avons ainsi :

R̂zx(j)t =
t∑

k=0

µ(1− µ)kzt−kxt−k−j. (2.61)
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R̃zx(j)t peut ainsi s'écrire comme suit :

R̃zx(j)t =
t∑

k=0

µ(1− µ)k(Rzx(j)− zt−kxt−k−j). (2.62)

La variance E{R̃zx(j)
2
t} peut s'exprimer comme suit :

E{R̃zx(j)
2
t} = E

{
∞∑
k=0

µ(1− µ)kzt−kxt−k−j



∞∑
k′=0

µ(1− µ)k
′
zt−k′xt−k′−j

−Rzx(j)2

}

= E
{
∞∑
k=0

µ(1− µ)k

(
∞∑
k′=0

µ(1− µ)k
′ (
zt−kxt−k−jzt−k′xt−k′−j −Rzx(j)

2
))}
(2.63)

=
∞∑
k=0

µ(1− µ)k

(
∞∑
k′=0

µ(1− µ)k
′ (E{zt−kxt−k−jzt−k′xt−k′−j} −Rzx(j)

2
))

En prenant h = k − k′ nous avons

lim
t→∞
E{R̃zx(j)

2
t} =

∞∑
k=0

µ(1− µ)k

(
∞∑
h=k

µ(1− µ)h−k
(
E{ztxt−jzt+hxt+h−j} −Rzx(j)

2
))

. (2.64)

En�n, dé�nissons θ̃(j)t = θ∗(j) − θ̂(j)t, D'après l'hypothèse 4, nous pouvons
voir que, si 0 < µ < 2, alors le terme à droite dans (2.4.3.1) est �ni. Supposons

P−1C (.) est une fonction linéaire sur [min
j,t

R̂zx(j)t , max
j,t

R̂zx(j)t] et µ = 1
t
alors nous

avons

θ̃(j)2t =

(
σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1
′
(Rzx(j))

)2

R̃zx(j)
2
t (2.65)

D'où

lim
t→∞
E{θ̃(j)2t} =

(
σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1
′
(Rzx(j))

)2

A (2.66)

avec

A =
∞∑
k=0

µ(1− µ)k

(
∞∑
k=h

µ(1− µ)k−h
(
ztxt−jzt+hxt+h−j −Rzx(j)

2
))

(2.67)

�

Ce résultat montre que l'algorithme est assymptotiquement non biaisé pour
un pas d'adaptation constant. Il découle aussi de ce résultat que la variance dé-
pend explicitement de µ, C, θ∗ et des niveaux de bruit. On peut remarquer que
E{ztxt−jzt−hxt+h−j} peut-être exprimée avec une intégrale quadruple en utilisant les

41



CHAPITRE 2. Identi�cation en boucle ouverte des systèmes RIF à base des mesures binaires de l'entrée et de la

sortie

fonctions de corrélation Ryu(j) et Ruu(j) pour di�érents décalages j. Ainsi
E{ztxt−jzt−hxt+h−j} peut-être calculée si les fonctions de corrélation précédentes sont
connues, c'est-à-dire si le vecteur θ∗ est connu.
Ceci montre qu'il est possible de faire une analyse de variance a posteriori à partir
d'une estimation de θ∗, il est donc possible de calculer une estimation de la variance
sur θ̂t.

Concernant l'impact de µ, il apparait que pour les faibles µ nous avons µ(1−µ)k '
µ, alors (2.59) devient

lim
t→∞
E{θ̃(j)2t} = . (2.68)(

σy+vyσu+vu

σ2
u

P−1
′
(Rzx(j))

)2

µ2

∞∑
k=0

(
−∞∑
k=h

(
E{ztxt−jzt+hxt+h−j} −Rzx(j)

2
))

Cela montre que la variance augmente si µ augmente. Ces résultats et interpré-
tations sont con�rmés par des applications numériques dans la section 2.5.

2.4.3.2 Analyse de l'algorithme 2

L'analyse de l'algorithme 2 est plus délicate. Nous nous concentrons dans cette
section sur une analyse de la convergence dans le cas de pas d'adaptation constants.

Théorème 2.3 Considérons le système décrit dans la section 2.3 et les hypo-

thèses H1, H2, H3. En supposant que P̂C
−1

(.) = P−1C (.) et que la dérivée d'ordre
supérieur à 1 de PC(.) est nulle au voisinage de E{Ruu(i)t} et de E{Ryu(i)t}. Sup-
posons également que θ̃t−1 est non corrélé avec M(R̂uut). Si

0 < µ1 < 2

0 < µ2 <
2

λmax

(2.69)

où λmax est la valeur propre maximale de M(R̂uut), alors θ̂t est tel que

lim
t→∞
E{θ̂t} = θ∗. (2.70)

�
Preuve du Théorème 2.3
Considérons d'abord l'estimation de Rxx(j). Le produit xtxt−j peut s'écrire :

xtxt−j = Rxx(j) + et(j) avec E{et(j)} = 0.

Dé�nissons R̃xx(j)t = Rxx(j)− R̂xx(j)t.
A partir de l'équation (2.22) nous avons :

R̃xx(j)t = (1− µ1)R̃xx(j)t−1 − µ1et(j) (2.71)

Ensuite,

E{R̃xx(j)t} = (1− µ1)E{R̃xx(j)t−1} − µ1E{et(j)} (2.72)
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E{R̃xx(j)t} = (1− µ1)E{R̃xx(j)t−1}. (2.73)

Ceci donne :
E{R̃xx(j)t} = (1− µ1)

tE{R̃xx(j)0}. (2.74)

Si µ1 est tel que 0 < µ1 < 2, alors −1 < 1− µ1 < 1 et donc lim
t→∞
E{R̃xx(j)t} = 0 et

par conséquent :
lim
t→∞
E{R̂xx(j)t} = Rxx(j). (2.75)

De même, si 0 < µ1 < 2, alors on peut montrer que

lim
t→∞
E{R̂zx(j)t} = Rzx(j). (2.76)

Considérons maintenant l'estimation de Ruu(j). R̂uu(j)t est calculée dans (2.29)

en utilisant P̂C
−1

(.).

En supposant que P̂C
−1

(.) = P−1C (.), pour R̃xx(j)t faible et du fait que P−1C (.) est une
fonction continue et dérivable nous avons :

lim
t→∞
E{R̂uu(j)t} = σ2

u+vuP
−1
C

(
lim
t→∞
E{R̂xx(j)t}

)
− σ2

vuδ(j) (2.77)

lim
t→∞
E{R̂uu(j)t} = σ2

u+vuP
−1
C (Rxx(j))− σ2

vuδ(j) (2.78)

Ainsi,
lim
t→∞
E{R̂uu(j)t} = Ruu(j). (2.79)

De même, nous avons :
lim
t→∞
E{R̂yu(j)t} = Ryu(j). (2.80)

En�n, dé�nissons θ̃t = θ∗ − θ̂t. A partir de l'équation (2.30) nous avons :

θ̃t = θ̃t−1 − µ2(L(R̂yut)−M(R̂uut)θ̂t−1). (2.81)

Ceci peut-être réécrit comme suit :

θ̃t = (In+1 − µ2M(R̂uut))θ̃t−1 − µ2(L(Ryu)− L(R̂yut))− µ2(M(Ruu)−M(R̂uut))θ
∗.

(2.82)
Du fait que lim

t→∞
E{R̂uu(j)t} = Ruu(j) et lim

t→∞
E{R̂yu(j)t} = Ryu(j), il vient

lim
t→∞
E{L(Ryu)− L(R̂yut)} = 0 et lim

t→∞
E{(M(Ruu)−M(R̂uut))θ

∗} = 0.

Nous avons ainsi :

lim
t→∞
E{θ̃t} = lim

t→∞
E{(In+1 − µ2M(R̂uut))θ̃t−1}. (2.83)

Si l'on considère θ̃t−1 non corrélé avec M(R̂uut), il s'ensuit que la convergence en

moyenne de θ̃t dépend des valeurs propres de
(
In+1 − µ2M(R̂uut)

)
.

Si l'amplitude de chaque valeur propre est incluse dans ]− 1; 1[, alors nous avons :

lim
t→∞
E{θ̂t} = θ∗. (2.84)
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Cela donne la condition suivante sur µ2 :

0 < µ2 <
2

λmax
(2.85)

où λmax est la valeur propre maximale de M(R̂uut).
�

L'analyse proposée dans cette section est locale, il est possible de la faire de
manière plus �ne à partir de l'analyse de l'algorithme du gradient stochastique.
Cette analyse locale permet néanmoins d'avoir une idée pour les choix de µ1 et de
µ2.

Notons que d'après (2.74) et (2.83) il apparaît que la vitesse de convergence dé-
pend de |1− µ1| et des valeurs propres de (In+1 − µ2M(R̂uut)). En général, si µ1 et
µ2 sont choisis de telles sortes que |1− µ1| ' 1 et In+1− µ2M(R̂uut) ' In+1, alors la
vitesse de convergence est faible. Les choix de µ1 et µ2 sont abordés dans la section
suivante.

2.5 Simulations et résultats

2.5.1 Données d'identi�cation

Pour évaluer les di�érents algorithmes proposés et quanti�er leurs performances,
des simulations numériques sont proposées ici. Cette section est divisée en trois
parties dans lesquelles sont étudiés certains aspects des trois algorithmes précédents.
Les méthodes développées dans ce chapitre sont appliquées sur l'exemple numérique
proposé dans [43] et [85]. Dans cet exemple numérique

θ∗ =


1
−0.7

4
−2.8

 . (2.86)

Les données numériques ont été générées selon (2.1) et (2.2). Les bruits vut et vyt
sont des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et leur amplitude est ajustée pour
avoir di�érentes valeurs de SNR.

2.5.2 Estimation de l'amplitude de la réponse fréquentielle
par l'Algorithme 1 (page 33)
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Dans cette section, nous présentons des résultats de simulation de l'algorithme
1. Dans ce qui suit, pour chaque expérience, ut est un bruit blanc gaussien �ltré par
le �ltre passe-bas à temps discret 1

1−0.9q−1 . Pour chaque expérience concernant wγ(j)
dans (2.16), la fenêtre par défaut est celle de Hamming telle que :

wγ(j) =

{
1
2

(
1 + cos

(
πj
γ

))
si |j| < γ

0 sinon
(2.87)

Dans une première expérience, nous appliquons l'algorithme dans le contexte sui-
vant : le seuil est C = 0 et le nombre de données est N = 105. Sur la �gure 2.3 nous
présentons l'estimation de l'amplitude de la réponse fréquentielle du modèle consi-
déré. Nous remarquons que cette estimation tend bien vers la réponse fréquentielle
du système.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f(Hz)

1

2

3

4

5

6

7

8

9
Réponse fréquentielle réelle
Réponse fréquentielle estimée

Figure 2.3 � Algorithme 1 pour l'estimation de Syu(f) pour C = 0 et N = 105.

Dans une deuxième expérience, a�n d'évaluer les performances de l'algorithme
proposé, en fonction de C et de N , deux simulations de Monte-Carlo avec 100 jeux
de données ont été réalisées sur des séquences de longueur N ∈ [5.103; 5.104] : la
première en utilisant C = 0, la seconde en utilisant C = 1. A�n de quanti�er
l'e�cacité de l'algorithme proposé, nous considérons l'erreur dé�nie par :

Er = moyenne

∫ f=Te/2

f=0

∣∣∣|Syu(f)| −
∣∣∣Ŝyu(f)

∣∣∣∣∣∣ df (2.88)
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La �gure 2.4 présente Er en fonction de N . Elle montre que l'erreur diminue si
N augmente. Les performances dépendent de C, le cas C = 0 fournit la meilleure
performance.

0 1 2 3 4 5
N 104

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
E

r

C=0
C=1

Figure 2.4 � Algorithme 1 : Er en fonction de N pour C = 0 et C = 1.

Pour illustrer davantage l'in�uence de C, deux simulations de Monte-Carlo sont
maintenant e�ectuées avec 100 jeux de données pour C ∈ [−1; 1] : la première avec
N = 5.103, la seconde avec N = 104. La �gure 2.5 montre que les meilleurs résultats
sont obtenus pour C au voisinage de 0.

En�n, dans une troisième expérience, a�n d'évaluer l'impact du bruit sur les
performances, nous proposons deux simulations de Monte-Carlo avec 100 jeux pour
N ∈ [5.103; 5.104] et C = 0 : la première avec SNR = 10dB, la seconde avec
SNR = 5dB. La �gure 2.6 présente Er en fonction de N pour les deux SNR. Il
semble qu'un faible SNR dégrade les performances, mais cela peut-être compensé
par un N plus élevé.
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Figure 2.5 � Algorithme 1 : Er en fonction de C pour N = 5.103 et N = 104.
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Figure 2.6 � Algorithme 1 : Er en fonction du SNR pour C = 0 et N = 105.
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2.5.3 Résultats d'identi�cation paramétrique : Algorithme 2
(page 36)

Dans cette section nous présentons les résultats de simulation de l'algorithme 2.
Dans ce qui suit, l'entrée ut est un bruit blanc gaussien de variance unitaire �ltré
par le �ltre passe-bas 0.3

1−0.7q−1

En absence du bruit
La première expérience est consacrée à la convergence des paramètres estimés

vers les valeurs réelles. Nous réalisons une simulation de Monte Carlo avec 100 réa-
lisations avec C = 0 et N = 104. Nous choisissons des valeurs constantes µ1 = 0.005
et µ2 = 0.001.

Figure 2.7 � Algorithme 2 : θ̂t en fonction de t sur 100 expériences pour C = 0 et
N = 104.

La �gure 2.7 montre la convergence en moyenne de θ̂t sur les 100 réalisations.
Les �gures 2.8, 2.9 et 2.10 présentent le comportement de R̂xx(j)t, R̂zx(j)t, R̂uu(j)t,
R̂yu(j)t et de θ̂t en fonction du temps pour l'une des réalisations. Ces résultats
montrent l'e�cacité de l'algorithme d'identi�cation récursif proposé.
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Figure 2.8 � Algorithme 2 : R̂xx(j)t et R̂zx(j)t en fonction de t pour C = 0 et
N = 104.

Figure 2.9 � Algorithme 2 : R̂uu(j)t et R̂yu(j)t en fonction de t pour C = 0 et
N = 104.
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Figure 2.10 � Algorithme 2 : θ̂t en fonction de t pour C = 0 et N = 104.

Une deuxième expérience est proposée a�n de montrer le comportement de l'al-
gorithme dans le cas d'un seuil non nul. L'algorithme est implémenté avec les mêmes
valeurs de µ1 et µ2.
P̂−1(.) est obtenu en utilisant une approximation polynomiale d'ordre 9. Deux simu-
lations de Monte-Carlo avec 100 réalisations ont été e�ectuées. Nous avons appliqué
l'algorithme dans le cas où C = 0.5 et C = 1. Les �gures 2.11 et 2.12 montrent
encore la convergence de θ̂t vers θ∗ même pour un seuil non nul.

50



CHAPITRE 2. Identi�cation en boucle ouverte des systèmes RIF à base des mesures binaires de l'entrée et de la

sortie

Figure 2.11 � Algorithme 2 : θ̂t en fonction de t sur 100 expériences pour C = 0.5
et N = 5.104.

Figure 2.12 � Algorithme 2 : θ̂t en fonction de t sur 100 expériences pour C = 1 et
N = 5.104.
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In�uences de µ1 et µ2

La troisième expérience est consacrée aux choix des paramètres µ1 et µ2. Ces pa-
ramètres peuvent être choisis de deux manières di�érentes : constants ou adaptatifs.
Dans cette expérience, nous choisissons C = 0 et N = 5.104. Quatre valeurs de
µ = µ1 = µ2 sont testés :

� µ = 0.1 ;
� µ = 0.01 ;
� µ = 0.001 ;
� µt = 1

t
;

On se focalise sur les performances de l'algorithme via l'erreur instantanée dé�nie
par :

Ert = log10(||θ∗ − θ̂t||) (2.89)

La �gure 2.13 présente l'évolution temporelle de Ert en fonction de t pour ces 4
choix. A partir de cette �gure, nous pouvons conclure que pour µ constant, si µ
est faible, alors la variance est faible mais la vitesse de convergence est également
faible. Le choix d'un µ adaptatif peut fournir une vitesse de convergence élevée et
une faible variance.
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Figure 2.13 � Algorithme 2 : Ert en fonction de t pour di�érentes valeurs de µ
pour C = 0 et N = 5.104.
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In�uence du bruit
Dans la quatrième expérience, nous réalisons deux simulations de Monte-Carlo

avec 100 réalisations en présence du bruit et pour SNR ∈ [0dB; 20dB] : la première
avec N = 103, la seconde avec N = 104. Le seuil est choisi égale à zéro. La �gure
2.14 présente Er = log10(moyenne{||θ∗ − θ̂N ||}) en fonction du N . Elle montre la
capacité de l'algorithme proposé à estimer les paramètres du système en présence
du bruit. Pour un nombre d'échantillons réduit l'impact du bruit est important et la
variance dépend naturellement de SNR, la variance la plus élevée est obtenue avec
un SNR plus faible.
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Figure 2.14 � Algorithme 2 : Er en fonction de SNR pour N = 1000 et N = 10000
pour C = 0.

2.5.4 Résultats d'identi�cation paramétrique : Algorithme 3
(page 37)

Dans cette partie, nous nous concentrons sur les performances de l'Algorithme 3.
L'entrée ut est un bruit blanc. Nous choisissons le pas adaptatif µt = 1

t
. P̂−1(.) est

obtenu en utilisant une approximation polynomiale d'ordre 9 pour un seuil di�érent
de zéro.

En absence de bruit
Dans la première expérience, le seuil est C = 0 et les données sont générées

avec N = 104. Les �gures 2.15, 2.16 et 2.17 montrent l'e�cacité de l'algorithme

53



CHAPITRE 2. Identi�cation en boucle ouverte des systèmes RIF à base des mesures binaires de l'entrée et de la

sortie

proposé pour l'estimation des fonctions de corrélation et des paramètres du système
considéré.
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Figure 2.15 � Algorithme 3 : R̂zx(j)t en fonction de t pour C = 0 et N = 104.

0 2000 4000 6000 8000 10000
t

-6

-4

-2

0

2

4

6

Figure 2.16 � Algorithme 3 : R̂yu(j)t en fonction de t pour C = 0 et N = 104.
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Figure 2.17 � Algorithme 3 : θ̂t en fonction de t pour C = 0 et N = 104..

La deuxième expérience traite l'in�uence d'un seuil C di�érent de zéro sur l'algo-
rithme proposé. Nous avons appliqué l'algorithme dans le cas où C = 0.5 et C = 1.
Les �gures 2.18 et 2.19 montrent encore la convergence de θ̂t vers θ∗ même pour un
seuil non nul.
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Figure 2.18 � Algorithme 3 : θ̂t en fonction de t pour C = 0.5 et N = 104.
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Figure 2.19 � Algorithme 3 : θ̂t en fonction de t pour C = 1 et N = 104.
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Analyse de variance
Un exemple numérique utilisant (2.68) est proposé dans ce qui suit a�n d'avoir

une meilleure idée de l'impact de µ, de C et de θ∗(j) sur la variance. Nous considérons
un système d'ordre n = 10, G∗(q) tel que

G∗(q) =
n∑
k=0

akq−k

avec −1 < a < 1.
Cette expérience est réalisée en absence du bruit et nous supposons que ut est un
bruit blanc gaussien avec une variance unitaire. Les �gures 2.20 et 2.21 présentent
la variance lim

t→∞
E{θ̃(j)2t} en fonction de a et de C pour µ = 0.01 et µ = 0.001.

Il apparaît que la variance est plus faible dans le cadre suivant : petit µ (ce qui
con�rme l'analyse de (2.68)), faible |C| et |θ∗(j)| petit.

Figure 2.20 � lim
t→∞
E{θ̃(j)2t} à partir de l'équation (2.68) en fonction de a et C pour

µ = 0.01.
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Figure 2.21 � lim
t→∞
E{θ̃(j)2t} à partir de l'équation (2.68) en fonction de a et C pour

µ = 0.001.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé trois algorithmes d'identi�cation d'un
système RIF avec des mesures binaires des entrées et sorties. Le premier algorithme
permet une analyse fréquentielle du système. Ce type d'analyse est souvent utilisé en
identi�cation a�n d'anticiper, par exemple, la présence d'une résonance. Le deuxième
algorithme permet l'identi�cation en temps réel des paramètres du système. Cet al-
gorithme est basé en partie sur la technique du gradient stochastique. Les conditions
de convergence de cet algorithme ont été analysées. Le troisième algorithme est une
version simpli�ée du deuxième algorithme. Cette version est à utiliser lorsque l'en-
trée est un bruit blanc gaussien. Di�érents résultats de simulations ont été présentés
a�n d'évaluer leurs perfermances.
A noter que le premier algorithme a fait l'objet d'une publication [57]. Les deux
autres algorithmes ont été présentés dans un article en cours d'expertise pour la
revue Asian Journal of Control.
Ce chapitre a été consacré à une version particulière des systèmes linéaires, les sys-
tèmes RIF. Le chapitre suivant traite une structure plus complexe, les systèmes
RII.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous proposons une extension de l'approche du chapitre 2 à des
systèmes plus complexes, plus précisément, aux systèmes à réponse impulsionnelle
in�nie (RII). Nous proposons deux solutions pour l'identi�cation de ces systèmes.
Ce chapitre est organisé comme suit : la section 3.2 présente la problématique et les
notations. La section 3.3 contient l'identi�cation batch du système. Dans la section
3.4 nous proposons un algorithme pour une identi�cation récursive. Dans la section
3.5, des simulations numériques seront présentées. La section 3.6 conclut ce chapitre.

3.2 Problèmatique et notations

Considérons le système linéaire en temps discret de la �gure 3.1 donné par :

yt = G∗(q)ut (3.1)

où ut et yt sont respectivement l'entrée et la sortie du système. G∗(q) est la fonction
de transfert du système dé�nie par :

G∗(q) =
B∗(q)

A∗(q)
(3.2)

avec 
A∗(q) = 1 + a∗1q

−1 + · · ·+ a∗nq
−na

B∗(q) = b∗0 + b∗1q
−1 + · · ·+ b∗mq

−nb

(3.3)

na et nb sont les degrés, respectivement, de A∗(q) et B∗(q).
D'après l'équation (3.1), yt peut s'exprimer comme suit :

yt = φTt θ
∗ (3.4)

avec

φt =



ut
ut−1
...

ut−nb

−yt−1
...

−yt−na


et θ∗ =



b∗0
b∗1
...
b∗nb

a∗1
...
a∗na


(3.5)

Les séquences d'entrée et de sortie sont supposées inconnues. Les seuls échan-
tillons disponibles sont ceux de {xt} et de {zt} dé�nis par :

xt = QCu(ut + vut ) =

{
1 si ut+v

u
t

σu+vu
≥ Cu

0 sinon

zt = QCy(yt + vyt ) =

{
1 si yt+v

y
t

σy+vy
≥ Cy

0 sinon

(3.6)
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où Cu et Cy sont deux seuils qui peuvent être di�érents de zéro. {vut } et {vyt } sont
des séquences de bruit, respectivement, sur l'entrée et sur la sortie. σ2

u+vu et σ2
y+vy

sont des variances, respectivement, de {ut + vut } et de {yt + vyt }.

Comme dans le chapitre précédent, les seuils Cu et Cy peuvent être di�érents.
Sans perte de généralité, pour plus de simplicité dans la présentation nous avons
choisi C = Cu = Cy. Dans un même esprit, l'algorithme et son analyse sont présentés
avec n = nb = na (n supposé connu).

G∗(q)

+

QCy
(.)

ut
yt

zt

vyt
+

QCu(.)

xt

vut

Figure 3.1 � Système RII à sortie et entrée binaires

L'objectif de ce chapitre est de proposer des algorithmes d'identi�cation, étant
donné l'ensemble des observations {xt, zt}Nt=1, avec N représente le nombre de don-
nées disponibles.

Les hypothèses suivantes complètent la description du problème :
� H1 : {ut} est généré par un processus ARMA stationnaire, ergodique et stric-

tement stable ut = H∗(q)et où {et} est une séquence gaussienne de moyenne
nulle.

� H2 : σu et σy sont connus.
� H3 : {vut } et {vyt } représentent un bruit blanc gaussien de moyenne nulle,

σ2
vu et σ2

vy sont connus. {vut } et {vyt } sont indépendants de ut et indépendants
entre eux.

� H4 : Les polynômes B∗(q) et A∗(q) sont premiers entre eux.

Remarque 3.1 : H2 est une double hypothèse et repose sur la connaissance de σu
et σy, elle est une hypothèse de normalisation comme celle utilisée dans [5], [42], [43]
et [63]. La connaissance de σvu et σvy correspond à une hypothèse sur la connaissance
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de la distribution du bruit comme celle de [82] et [35]. On peut remarquer que cette
double hypothèse peut parfois être limitante dans certaines utilisations pratiques.

3.3 Algorithme Batch

3.3.1 Description de l'algorithme

A partir de l'équation (3.4) on peut montrer que :

θ∗ =
(
E
{
φtφ

T
t

})−1 E {φtyt} (3.7)

L'estimation de θ∗ est alors possible si les composantes de E
{
φtφ

T
t

}
et E {φtyt} sont

connues. Malheureusement, du fait que les séquences d'entrée et de sortie ne sont
pas connues, il n'est pas possible d'évaluer E

{
φtφ

T
t

}
et E {φtyt} et donc d'appliquer

directement (3.7).

L'algorithme d'identi�cation décrit, ci-dessous, permet de surmonter cette dif-
�culté. À l'image de l'approche présentée dans [66], cet algorithme est organisé en
trois étapes. Elles sont détaillées dans cette section et analysées dans la suivante.

� Étape 1 : Estimations de Rxx(j), Rzz(j), Rzx(j) et de Rxz(j)
Dans un premier temps, nous estimons les fonctions d'auto-corrélation de
l'entrée binaire xt et de la sortie zt et la fonction d'inter-corrélation entre zt
et xt. Ces estimations sont, respectivement, désignées R̂xx(j), R̂zz(j), R̂zx(j)

et R̂xz(j). Pour j ∈ [0;n], ces estimations sont calculées comme suit :

R̂xx(j) = 1
N−j

N∑
t=j+1

xtxt−j

R̂zz(j) = 1
N−j

N∑
t=j+1

ztzt−j

R̂zx(j) = 1
N−j

N∑
t=τ+1

ztxt−j

R̂xz(j) = 1
N−j

N∑
t=τ+1

xtzt−j

(3.8)

� Étape 2 : Estimations de Ruu(j), Ryy(j), Ryu(j) et de Ruy(j)
La deuxième étape consiste à estimer les fonctions d'auto-corrélation de l'en-
trée binaire ut et de la sortie yt et la fonction d'inter-corrélation de yt et de
ut.
Comme dans le chapitre 2, il apparaît d'après la �gure 3.2 que Rxx(j),
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Rzz(j), Rzx(j) et Rxz(j) correspondent aux probabilités suivantes :

Rxx(j) = Pr{ (ut+vut )
σu+vu

≥ C,
(ut−j+v

u
t−j)

σu+vu
≥ C}

Rzz(j) = Pr{ (yt+v
y
t )

σy+vy
≥ C,

(yt−j+v
y
t−j)

σy+vy
≥ C}

Rzx(j) = Pr{ (yt+v
y
t )

σy+vy
≥ C,

(ut−j+v
u
t−j)

σu+vu
≥ C}

Rxz(j) = Pr{ (ut+vut )
σu+vu

≥ C,
(yt−j+v

y
t−j)

σy+vy
≥ C}

(3.9)

Figure 3.2 � Exemple de la proportion Rxx(j) (en rouge) sur l'ensemble des points
(ut + vut ;ut−j + vut−j) avec un nombre d'échantillons N = 1000 et
Cu = 1.

Du fait que ut possède une distribution normale et une moyenne nulle, yt a
aussi une distribution normale et une moyenne nulle. Il s'ensuit que Rxx(j),
Rzz(j), Rzx(j) et Rxz(j) peuvent être exprimées de la manière suivante :

Rxx(j) =

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(ut + vut , ut−j + vut−j)d(ut + vut )d(ut−j + vut−j)

Rzz(j) =

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(yt + vyt , yt−j + vyt−j)d(yt + vyt )d(yt−j + vyt−j)

Rzx(j) =

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(yt + vyt , ut−j + vut−j)d(yt + vyt )d(ut−j + vut−j)

Rxz(j) =

∫ +∞

C

∫ +∞

C

ψ(ut + vut , yt−τ + vyt−j)d(ut + vut )d(yt−τ + vyt−j)

(3.10)
où ψ(., .) est dé�nie par (2.9).

Ces quatre égalités peuvent être exprimées à l'aide de la même fonction PC (.)
telle que Rxx(j) = PC

(
R(u+vu)(u+vu)(j)

)
, Rzz(j) = PC

(
R(y+vy)(y+vy)(j)

)
, etc.
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Comme vu auparavant, cette fonction est inversible. En utilisant P−1C (.), les

estimations R̂(u+vu)(u+vu)(j), R̂(y+vy)(y+vy)(j), R̂(y+vy)(u+vu)(j) et R̂(u+vu)(y+vy)(j)
sont calculées comme suit :

R̂(u+vu)(u+vu)(j) = P−1C

(
R̂xx(j)

)
R̂(y+vy)(y+vy)(j) = P−1C

(
R̂zz(j)

)
R̂(y+vy)(u+vu)(j) = P−1C

(
R̂zx(j)

)
R̂(u+vu)(y+vy)(j) = P−1C

(
R̂xz(j)

) (3.11)

En�n, dans cette deuxième étape, il reste à calculer les estimations de R̂uu(j),
R̂yy(j), R̂yu(j) et R̂uy(j) comme suit :

R̂uu(j) = σ2
u+vuR̂(u+vu)(u+vu)(j)− σ2

vuδ(j)

R̂yy(j) = σ2
y+vyR̂(y+vy)(y+vy)(j)− σ2

vyδ(j)

R̂yu(j) = σy+vyσu+vuR̂(y+vy)(u+vu)(j)

R̂uy(j) = σu+vuσy+vyR̂(u+vu)(y+vy)(j)

(3.12)

où σu+vu =
√
σ2
u + σ2

vu , σy+vy =
√
σ2
y + σ2

vy .

� Étape 3 : Estimation de θ∗

C'est l'étape �nale. Partant de (3.7), θ∗ dépend de Ruu(j), Ryy(j), Ryu(j) et
Ruy(j) pour j ∈ [0;n].
Notons

M(Ruu, Ryy, Ryu, Ruy) = E
{
φtφ

T
t

}
(3.13)

L(Ryy, Ryu) = E {φtyt} (3.14)

l'estimation de θ∗ est donnée par :

θ̂N = M(R̂uu, R̂yy, R̂yu, R̂uy)
−1 L(R̂yy, R̂yu) (3.15)

L'algorithme proposé est résumé dans le tableau 4.

Algorithme 4 : Estimation de θ∗

Entrée : {xt} et {zt} avec t ∈ [1;N ]

� Étape 1 : Pour j ∈ [0;n] calculer R̂xx(j), R̂zz(j), R̂zx(j) et R̂xz(j) à partir
de (3.8).

� Étape 2 : Pour j ∈ [0;n] calculer R̂uu(j), R̂yy(j), R̂yu(j) et R̂uy(j) à partir
de (3.12).

� Étape 3 : Calculer θ̂N à partir de (3.15).
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3.3.2 Analyse de la variance et de la convergence

Après avoir présenté l'algorithme dans la section précédente, l'objectif de cette
section est d'étudier sa variance et sa convergence. Pour cela, nous ajoutons l'hypo-
thèse suivante :

� H5 : {xt} et {zt} sont tels que pour tous les j et k

+∞∑
h=−∞

|h| |E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k)| < +∞
+∞∑

h=−∞

|h| |E{ztzt−jzt+hzt+h−k} −Rzz(j)Rzz(k)| < +∞
+∞∑

h=−∞

|h| |E{ztxt−jzt+hxt+h−k} −Rzx(j)Rzx(k)| < +∞
+∞∑

h=−∞

|h| |E{xtxt−jzt+hzt+h−k} −Rxx(j)Rzz(k)| < +∞
+∞∑

h=−∞

|h| |E{ztxt−jxt+hxt+h−k} −Rzx(j)Rxx(k)| < +∞
+∞∑

h=−∞

|h| |E{ztzt−jzt+hxt+h−k} −Rzz(j)Rzx(k)| < +∞

. (3.16)

Cette hypothèse est une extension de l'hypothèse H4 dans le chapitre 2. Elle est
similaire à l'hypothèse 1.1 dans [23]. Elle implique que les échantillons de {xt} et de
{zt} su�samment séparés dans le temps sont approximativement indépendants. Les
hypothèses 1 et 2 sont cohérentes avec cette hypothèse H5. Par exemple, considérons
la première inégalité de (3.16) en absence du bruit, avec C = 0 et j = k = 0. Nous
avons

E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k) = Rxx(h)− E{xt}2. (3.17)

Si {ut} satisfait l'hypothèse 1 alors il existe 0 < ρ < 1 telle que |Ruu(h)| < ρ|h|.
Pour C = 0, E{xt} = 1

2
et il est montré dans [70] que Rxx(h) = 1

4
+ 1

2π
sin−1(Ruu(h))

il s'ensuit que

|E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k)| < 1

2π
| sin−1(ρ|h|)| (3.18)

et ensuite
+∞∑

h=−∞

|h| |E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k)|

<
∞∑

h=−∞

1

2π
|h sin−1(ρ|h|)|

. (3.19)

Du fait que 0 < ρ < 1, on peut montrer que
+∞∑

h=−∞

1

2π
|h sin−1(ρ|h|)| < ∞, ce qui

donne la première inégalité dans (3.16).
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3.3.2.1 Analyse de convergence

Le théorème 1, ci-dessous, montre que θ̂N converge vers θ∗.

Théorème 3.1 Considérons le système décrit dans la section 3.2 et les hypo-
thèses H1, H2, H3 et H4. θ̂N est tel que

lim
N→+∞

θ̂N = θ∗ (3.20)

�

Preuve du Théorème 3.1
ut, v

u
t et vyt sont des séquences stationnaires, par conséquent xt et zt sont égale-

ment des séquences stationnaires. Il s'ensuit que (3.8) fournit une estimation asymp-
totiquement non biaisée pour Rxx(j) :

lim
N→+∞

R̂xx(j) = Rxx(j) (3.21)

Il en va de même pour Rzz(j), Rzx(j) et Rxz(j).

R̂uu(j) est calculée en utilisant (3.12) avec R̂(u+vu)(u+vu)(j) obtenue à partir de
(3.11). Du fait que P−1C (.) est une fonction continue, il s'ensuit que

lim
N→+∞

R̂uu(j) = Ruu(j) (3.22)

Il en va de même pour Ryy(j), Ryu(j) et Ruy(j).
Il résulte de ce qui précède que

lim
N→+∞

M(R̂uu, R̂yy, R̂yu, R̂uy) = M(Ruu, Ryy, Ryu, Ruy) (3.23)

lim
N→+∞

L(R̂yy, R̂yu) = L(Ryy, Ryu) (3.24)

Donc nous avons :
lim

N→+∞
θ̂N = θ. (3.25)

�

3.3.2.2 Analyse de la variance

Dans un premier temps le Théorème 3.2 ci-dessous se focalise sur la variance des

estimations à l'étape 1. Au préalable on note : R̂xx =

 R̂xx(0)
...

R̂xx(n)

,

R̂zz =

 R̂zz(0)
...

R̂zz(n)

, R̂zx =

 R̂zx(0)
...

R̂zx(n)

 et R̂xz =

 R̂xz(0)
...

R̂xz(n)

.
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Théorème 3.2 Considérons le système décrit dans la section 3.2 et les hypo-
thèses H1, H2, H3 et H4.

� La distribution asymptotique de R̂xx est N (Rxx,
1
N

Σxx) où Σxx désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σxxj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σxx, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σxxj,k =
∞∑

h=∞

(E{xtxt−jxt+hxt+h−k} − E{xtxt−j}E{xt+hxt+h−k}). (3.26)

� La distribution asymptotique de R̂zz est N (Rzz,
1
N

Σzz) où Σzz désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σzzj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σzz, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σzzj,k =
∞∑

h=∞

(E{ztzt−jzt+hzt+h−k} − E{ztzt−j}E{zt+hzt+h−k}). (3.27)

� La distribution asymptotique de R̂zx est N (Rzx,
1
N

Σzx) où Σzx désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σzxj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σzx, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σzxj,k =
∞∑

h=∞

(E{ztxt−jzt+hxt+h−k} − E{ztxt−j}E{zt+hxt+h−k}). (3.28)

� La distribution asymptotique de R̂xz est N (Rxz,
1
N

Σxz) où Σxz désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σxzj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σxz, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σxzj,k =
∞∑

h=∞

(E{xtzt−jxt+hzt+h−k} − E{xtzt−j}E{xt+hzt+h−k}). (3.29)

�

Preuve du Théorème 3.2
Le Théorème 3.1 établit que R̂xx est une estimation non biaisée de Rxx. Sa covariance
est une matrice (n + 1) × (n + 1), l'élément à la (j + 1)ème ligne et à la (k + 1)ème

colonne est désigné Covxx(j, k), il est dé�ni par

Covxx(j, k) = E{(R̂xx(j)−Rxx(j))(R̂xx(k)−Rxx(k))}

= 1
N2E{(

N−1∑
t=0

(xtxt−j −Rxx(j)))(
N−1∑
t′=0

(xt′xt′−k −Rxx(k)))}

= 1
N2

N−1∑
t=0

N−1∑
t′=0

(E{xtxt−jxt′xt′−k} −Rxx(j)Rxx(k))

(3.30)
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En prenant h = t′ − t nous obtenons

NCovxx(j, k) = 1
N

N−1∑
t=0

N−1−t∑
h=−t

(E{xtxt−jxh+txh+t−k} −Rxx(j)Rxx(k)) (3.31)

Ceci peut-être réécrit comme suit

NCovxx(j, k) = 1
N

N−1∑
h=−(N−1)

tmax∑
t=tmin

(E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k)) (3.32)

avec tmin = −min(0, h) et tmax = N − 1−max(0, h).
En exploitant la propriété de stationnarité, nous obtenons

NCovxx(j, k) = 1
N

N−1∑
h=−(N−1)

(N − |h|) (E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k))

(3.33)
ensuite

NCovxx(j, k) =
N−1∑

h=−(N−1)

(E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k))

− 1
N

N−1∑
h=−(N−1)

|h| (E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k))

. (3.34)

D'après l'hypothèse H5, nous avons

∞∑
h=−∞

|h| |E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k)| <∞ (3.35)

donc nous avons

lim
N→+∞

NCovxx(j, k) =
∞∑

h=−∞

(E{xtxt−jxt+hxt+h−k} −Rxx(j)Rxx(k)) . (3.36)

avec lim
N→+∞

NCovxx(j, k) = σxxj,k

On obtient ainsi (3.26) avec σxxj,k =
∑∞

h=−∞(E{xtxt−jxh+txh+t−k} −Rxx(j)Rxx(k)).
Nous pouvons détailler de la même manière la covariance sur les estimations

R̂zz, R̂zx et R̂xz.
�

Théorème 3.3 Considérons le système décrit dans la section 3.2 et les hypo-
thèses H1, H2, H3 et H4.

� La distribution asymptotique de R̂uu est N (Ruu,
1
N

Σuu) où Σuu désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σuuj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σuu, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σuuj,k = σ4
u+vu(P−1

′

C (Rxx(j)))σ
xx
j,k(P

−1′
C (Rxx(k))). (3.37)
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� La distribution asymptotique de R̂yy est N (Ryy,
1
N

Σyy) où Σyy désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σyyj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σyy, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σyyj,k = σ4
y+vy(P−1

′

C (Rzz(j)))σ
zz
j,k(P

−1′
C (Rzz(k))). (3.38)

� La distribution asymptotique de R̂yu est N (Ryu,
1
N

Σyu) où Σyu désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σyuj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σyu, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σyuj,k = σ2
u+vuσ

2
y+vy(P−1

′

C (Rzx(j)))σ
zx
j,k(P

−1′
C (Rzx(k))). (3.39)

� La distribution asymptotique de R̂uy est N (Ruy,
1
N

Σuy) où Σuy désigne une
matrice (n+ 1)× (n+ 1). L'élément σuyj,k à la (j+ 1)ème ligne et à la (k+ 1)ème

colonne de Σuy, avec j ∈ [0, n] et k ∈ [0, n], est

σuyj,k = σ2
u+vuσ

2
y+vy(P−1

′

C (Rxz(j)))σ
xz
j,k(P

−1′
C (Rxz(k))). (3.40)

�

Preuve du Théorème 3.3

D'après le Théorème 3.1 R̂uu est une estimation asymptotiquement non biaisée
de Ruu. Notons Covuu(j, k) la covariance entre R̂uu(j) et R̂uu(k), Covuu(j, k) peut
s'écrire comme :

Covuu(j, k) = E{(R̂uu(j)−Ruu(j))(R̂uu(k)−Ruu(k))} (3.41)

Les composantes de R̂uu sont calculées comme suit :

R̂uu(j) = σ2
u+vuR̂(u+vu)(u+vu)(j)− σ2

vuδ(j) (3.42)

avec R̂(u+vu)(u+vu)(j) = P−1C

(
R̂xx(j)

)
. P−1C (.) est continue et dérivable, il s'ensuit

qu'en utilisant une approximation de Taylor du premier ordre sur P−1C (.) nous avons
asymptotiquement

Covuu(j, k) =
(
σ2
u+vuP

−1′
C (Rxx(j))

)
Covxx(j, k)

(
σ2
u+vuP

−1′
C (Rxx(k))

)
. (3.43)

Ensuite, d'après le Théorème 2 nous avons :

lim
N→+∞

NCovuu(j, k) = σuuj,k (3.44)

avec σuuj,k =
(
σ2
u+vuP

−1′
C (Rxx(j))

)
σxxj,k

(
σ2
u+vuP

−1′
C (Rxx(k))

)
.

La covariance sur les estimations R̂zz, R̂zx et R̂xz est obtenue de la même ma-
nière.

�
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Théorème 3.4 Considérons le système décrit dans la section 3.2 et les hypo-
thèses H1, H2, H3 et H4. La distribution asymptotique de θ̂N est N (θ, 1

N
Σθ) où

Σθ est tel que

Σθ =
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruu(j)

)
σuuj,k

(
∂θ

∂Ruu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruu(j)

)
σ
uu/yy
j,k

(
∂θ

∂Ryy(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruu(j)

)
σ
uu/yu
j,k

(
∂θ

∂Ryu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruu(j)

)
σ
uu/uy
j,k

(
∂θ

∂Ruy(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryy(j)

)
σ
yy/uu
j,k

(
∂θ

∂Ruu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryy(j)

)
σyyj,k

(
∂θ

∂Ryy(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryy(j)

)
σ
yy/yu
j,k

(
∂θ

∂Ryu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryy(j)

)
σ
yy/uy
j,k

(
∂θ

∂Ruy(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryu(j)

)
σ
yu/uu
j,k

(
∂θ

∂Ruu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryu(j)

)
σ
yu/yy
j,k

(
∂θ

∂Ryy(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryu(j)

)
σyuj,k

(
∂θ

∂Ryu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ryu(j)

)
σ
yu/uy
j,k

(
∂θ

∂Ruy(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruy(j)

)
σ
uy/uu
j,k

(
∂θ

∂Ruu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruy(j)

)
σ
uy/yy
j,k

(
∂θ

∂Ryy(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruy(j)

)
σ
uy/yu
j,k

(
∂θ

∂Ryu(k)

)T
+
∑

j,k

(
∂θ

∂Ruy(j)

)
σuyj,k

(
∂θ

∂Ruy(k)

)T

(3.45)

et θ̂N est tel que

E
{
‖θ̂N − θ∗‖2

}
= O

(
1

N

)
(3.46)

�

Preuve du Théorème 3.4
θ̂N est calculé à partir de θ̂N = M(R̂uu, R̂yy, R̂yu, R̂uy)

−1 L(R̂yy, R̂yu).
Du fait que θ∗ est une fonction continue et dérivable de Ruu, Ryy, Ryu et Ruy, en
utilisant le théorème de Taylor du premier ordre, nous obtenons de façon asympto-
tique :

θ̂N − θ∗ =
∑

j

(
∂θ

∂Ruu(j)

)(
R̂uu(j)−Ruu(j)

)
∑

j

(
∂θ

∂Ryy(j)

)(
R̂yy(j)−Ryy(j))

)
∑

j

(
∂θ

∂Ryu(j)

)(
R̂yu(j)−Ryu(j))

)
∑

j

(
∂θ

∂Ruy(j)

)(
R̂uy(j)−Ruy(j))

) (3.47)

Il s'ensuit que :

E{(θ̂N − θ∗)(θ̂N − θ∗)T} =
1

N
Σθ (3.48)

avec Σθ est donnée dans l'équation (3.45).
L'équation (3.46) est une conséquence de ce qui précède. En e�et, il s'ensuit que

E
{
‖θ̂N − θ∗‖2

}
= 1

N
trace(Σθ).

�

Les Théorème 3.2, 3.3 et 3.4 montrent que la variance de θ̂N dépend principa-
lement de N , θ∗ et C et que l'algorithme proposé à un taux de convergence d'ordre
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1
N
. Les termes de ces théorèmes peuvent être exprimés à partir de θ∗, C, σu+vu ,

σy+vy , σvu et σvy . Donc, dans la pratique, il est possible de calculer une variance a
posteriori de θ̂N .

3.4 Algorithme récursif

3.4.1 Description de l'algorithme

Ce qui est fait dans cette section est à l'image de ce qui a été fait dans le
chapitre 2 pour l'identi�cation récursive de système RIF. Ainsi, à chaque instant t,
nous retrouvons les 3 étapes de l'algorithme 3.1 précédent via une mise en ÷uvre en
temps réel. Ces 3 étapes sont les suivantes :

� Étape 1 : Estimation de Rxx(j), Rzz(j), Rzx(j) et de Rxz(j).
Dans cette étape, l'estimation récursive de la fonction d'auto-corrélation, de
l'entrée binaire xt, de la sortie zt et de la fonction d'inter-corrélation de zt et
de xt, pour j ∈ [0, n], est calculée par :

R̂xx(j)t = R̂xx(j)t−1 + µ1(xtxt−j − R̂xx(j)t−1)

R̂zz(j)t = R̂zz(j)t−1 + µ1(ztzt−j − R̂zz(j)t−1)

R̂zx(j)t = R̂zx(j)t−1 + µ1(ztxt−j − R̂zx(j)t−1)

R̂xz(j)t = R̂xz(j)t−1 + µ1(xtzt−j − R̂xz(j)t−1).

(3.49)

où µ1 est le pas d'adaptation.

� Étape 2 : Estimation de Ruu(j), Ryy(j), Ryu(j), et de Ruy(j).
Dans cette étape, l'objectif est de calculer des estimations pourRuu(j),Ryy(j),
Ryu(j) et Ruy(j) en utilisant les estimations de la première étape. La mise en
÷uvre en temps réel de l'algorithme d'identi�cation en utilisant (3.11) n'est
pas possible. En e�et, sauf pour C = 0, il n'existe pas d'expression analytique
pour P−1C (.). Pour C 6= 0, nous proposons d'utiliser une approximation de
P−1C (.), comme dans la deuxième étape de l'Algorithme 2 du chapitre 2. On

note P̂C
−1

(.) cette approximation de P−1C (.).
Ensuite, à l'instant t, R̂uu(j)t, R̂yy(j)t, R̂uy(j)t et R̂yu(j)t sont calculées comme
suit 

R̂uu(j)t = σ2
u+vuP̂C

−1 (
R̂xx(j)t

)
− σ2

vuδ(j)

R̂yy(j)t = σ2
y+vy P̂C

−1 (
R̂zz(j)t

)
− σ2

vyδ(j)

R̂uy(j)t = σu+vuσy+vy P̂C
−1 (

R̂xz(j)t

)
R̂yu(j)t = σy+vyσu+vuP̂C

−1 (
R̂zx(j)t

) (3.50)

� Étape 3 : Estimation de θ∗

En utilisant R̂uu(j)t, R̂yy(j)t, R̂uy(j)t et R̂yu(j)t l'estimation en temps réel de
θ∗ au temps t via l'algorithme du gradient stochastique est donnée par :

θ̂t = θ̂t−1 + µ2(L(R̂yyt, R̂yut)−M(R̂uut, R̂yyt, R̂yut, R̂uyt)θ̂t−1) (3.51)
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où µ2 est le pas d'adaptation. L(R̂yyt, R̂yut) et M(R̂uut, R̂yyt, R̂yut, R̂yut) sont
dé�nis dans L(Ryy, Ryu) et M(Ruu, Ryy, Ryu, Ruy) dans les équations (3.14)
et (3.13).

L'algorithme proposé est résumé dans l'Algorithme (5).

Algorithme 5 : Estimation récursive de θ∗

Entrée : {xt, zt}Nt=1, µ1, µ2, R̂xx(j)0, R̂zx(j)0, R̂xz(j)0, R̂zz(j)0 pour
j ∈ [0, n] et θ̂0.

À chaque instant t faire :
� Étape 1 : Pour j ∈ [0, n] calculer R̂xx(j)t, R̂zz(j)t, R̂zx(j)t et R̂xz(j)t à

partir de (3.49).
� Étape 2 : Pour j ∈ [0, n] calculer R̂uu(j)t, R̂yy(j)t, R̂yu(j)t et R̂uy(j)t à

partir de (3.50).
� Étape 3 : Calculer θ̂t à partir (3.51).

Remarque 3.2 : Notons que, a�n d'éviter un comportement instable de l'algo-
rithme dans les premières itérations, il est possible de projeter θ̂t dans un compact
convexe. Ceci est notamment utilisé dans [35].

3.4.2 Analyse de l'algorithme

La convergence de l'algorithme est conditionnée par les choix des pas d'adap-
tation µ1 et µ2. Ces paramètres peuvent être choisis constant ou variant dans le
temps à l'image de ce qui se fait pour l'algorithme du gradient. Le théorème suivant
considère le cas d'un µ1 variant et d'un µ2 constant.

Théorème 3.5 Considérons le système décrit dans la section 3.2 et les hypo-
thèses H1, H2, H3 et H4, avec R̂xx(j)0 = R̂zz(j)0 = R̂zx(j)0 = R̂xz(j)0 = 0, avec

j ∈ [0, n] . En supposant que P̂C
−1

(.) = P−1C (.). Si
µ1 = 1

t−j

0 < µ2 <
2

λmax

(3.52)

où λmax est la valeur propre maximale de M(Ruu, Ryy, Ryu, Ruy), alors θ̂t est tel que

lim
t→∞
E{θ̂t} = θ∗. (3.53)

�

Preuve du Théorème 3.5
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Considérons d'abord l'estimation de Rxx(j). Introduisons µ1 dans l'équation (3.49),
nous obtenons

R̂xx(j)t = R̂xx(j)t−1 +
1

t− j (xtxt−j − R̂xx(j)t−1). (3.54)

(3.54) peut s'écrire sous la forme suivante :

R̂xx(j)t =
1

t− j
(
xtxt−j − (t− j − 1)R̂xx(j)t−1

)
(3.55)

donc après (t− j) itérations, on peut montrer que :

R̂xx(j)t =
1

t− j
t∑

k=j+1

xkxk−j. (3.56)

Du fait que ut et v
u
t sont des séquences stationnaires, il suit que l'équation (3.49)

fournit une estimation non-biaisée de Rxx(j), alors

lim
t→∞

R̂xx(j)t = Rxx(j). (3.57)

Il en va de même pour R̂zz(j)t, R̂zx(j)t et pour R̂xz(j)t. Du fait que P−1C (.) est une
fonction continue et sa dérivée est également une fonction continue, il s'ensuit que :

lim
t→∞

P−1C

(
R̂xx(j)t

)
= P−1C

(
lim
t→∞

R̂xx(j)t

)
= P−1C (Rxx(j)) . (3.58)

donc nous avons
lim
t→+∞

R̂uu(j)t = Ruu(j) (3.59)

Il en va de même pour R̂yy(j)t, R̂yu(j)t et R̂uy(j)t.

En�n, dé�nissons θ̃t = θ∗ − θ̂t.
De l'équation (3.51) nous avons :

θ̃t = θ̃t−1 − µ2(L(R̂yyt, R̂yut)−M(R̂uut, R̂yyt, R̂yut, R̂uyt)θ̂t−1). (3.60)

D'après M(Ruu;Ryy;Ryu;Ruy)θ
∗ = L(Ryy;Ryu) et de la conclusion précédente sur

R̂uu(j)t, R̂yy(j)t, R̂yu(j)t et R̂uy(j)t, l'équation (3.60) peut-être réécrite comme suite :

θ̃t = (In − µ2M(Ruu;Ryy;Ryu;Ruy))θ̃t−1. (3.61)

Introduisons maintenant la décomposition propre de la matriceM(Ruu, Ryy, Ruy, Ryu) :
M(Ruu, Ryy, Ruy, Ryu) = QΛQT , où Q est unitaire.

Soit en multipliant les membres de l'équation (3.61) par QT et en notant Vt = QT θ̃t :

Vt = (In − µ2Λ)Vt−1 (3.62)

L'algorithme converge si Vt → 0, ce qui entraîne bien que θ̂t → θ∗.
L'équation (3.62) nous donne par récurrence :

Vt = (In − µ2Λ)t V0 (3.63)
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Chacune des composantes s'exprime alors sous la forme :
V (i)t = (1− µ2λi)

tV (i)0, où λi est la i
ème valeur propre.

Les di�érentes composantes convergent vers 0 pourvu que
|1− µ2λi| < 1 ∀i ∈ {0, 1, ..., n− 1}
Nous en déduisons alors la condition de convergence de l'algorithme est :

0 < µ2 <
2

λmax
(3.64)

où λmax est la valeur propre maximale de M(Ruu, Ryy, Ryu, Ruy).
�

Ce théorème est basé sur le pas adaptatif µ1 avec lim
t→∞

µ1 = 0, ce qui n'est pas

adapté aux systèmes variants dans le temps. Dans le cas d'un système variant dans le
temps, a�n de maintenir une capacité d'adaptation, il est nécessaire de conserver un
pas µ1 di�érent de zéro. Le théorème suivant considère le cas de µ1 et µ2 constants.

Théorème 3.6 Considérons le système décrit dans la section 3.2 et les hypo-

thèses H1, H2, H3 et H4. En supposant que P̂C
−1

(.) = P−1C (.) et que la dérivée
d'ordre supérieur à 1 de PC(.) est nulle au voisinage de E{Ruu(i)t}, E{Ryy(i)t},
E{Ryu(i)t} et E{Ruy(i)t}. Supposons également que θ̃t−1 est non corrélée avec
M(R̂uu(i)t, R̂yy(i)t, R̂yu(i)t, R̂uy(i)t). Si

0 < µ1 < 2

0 < µ2 <
2

λmax

(3.65)

où λmax est la valeur propre maximale de M(R̂uut), alors θ̂t est tel que

lim
t→∞
E{θ̂t} = θ∗. (3.66)

�

Preuve du Théorème 3.6

La preuve de ce théorème est similaire à celle du Théorème 2 dans le chapitre

2. La preuve précédente a montré que pour l'algorithme 2, si 0 < µ1 < 2 et 0 < µ2 <
2

λmax
, alors

lim
t→∞
E{R̂xx(j)t} = Rxx(j). (3.67)

De même pour R̂zz(j)t, R̂zx(j)t et R̂xz(j)t. Dans ce cas, pour un faible R̃xx(j)t, nous
avons :

lim
t→∞
E{R̂uu(j)t} = Ruu(j) (3.68)

De même pour R̂yy(j)t, R̂yu(j)t et R̂uy(j)t, et donc

lim
t→∞
E{θ̂t} = θ∗. (3.69)
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�

Notons que le Théorème 3.6 est un théorème de convergence locale. D'aprés ce
théorème, la vitesse de la convergence et la variance dépendent naturellement de
µ1. D'une part, si µ1 est au voisinage de zéro, alors la convergence est lente et la
variance est faible. D'autre part, une valeur élevée de µ1 permet une plus grande
vitesse de convergence mais aussi une plus grande variance. L'impact de µ2 est tout
à fait similaire à l'impact de µ1.

3.5 Simulations et résultats

3.5.1 Données d'identi�cation

A�n d'évaluer les di�érents algorithmes proposés et de quanti�er leurs perfor-
mances pour une application, des simulations sont proposées. Cette section est di-
visée en deux parties, dans lesquelles certains aspects des deux algorithmes sont
étudiés.

Les méthodes développées dans ce chapitre sont appliquées sur les exemples
numériques proposés dans [10] et [51]. Les données numériques ont été générées selon
les équations (3.1) et (4.49). Pour chaque expérience, ut est un bruit blanc. Les
bruits vut et vyt sont des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et leur amplitude
est ajustée pour avoir di�érents niveaux de SNR. Chaque algorithme a été appliqué
dans di�érentes situations de simulation.

3.5.2 Résultats d'identi�cation batch : Algorithme 4 (page
64)

Estimation des paramètres
Le premier exemple numérique utilisé est celui proposé dans [51] :

Système 1 :

{
A∗(q) = 1− 0.75q−1 + 0.5q−2

B∗(q) = 1− 2q−1
(3.70)

On se focalise sur les performances de l'algorithme via l'erreur dé�nie par :

Er = log10||θ∗ −moyenne(θ̂N)||. (3.71)

La première expérience porte sur la convergence de θ̂N avec ou sans bruit. Dans
cette première expérience, nous prenons N = 5000 et C = 0. Nous réalisons quatre
simulations de Monte Carlo avec 100 réalisations : la première est sans bruit, la
seconde est réalisée avec SNR = 20dB, la troisième est avec SNR = 10dB et la
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quatrième avec SNR = 0dB. Le tableau 3.1 présente les moyennes et les écart-types
des paramètres estimés. Cela montre que l'algorithme proposé fournit une bonne
estimation des paramètres, la variance dépend naturellement du niveau de bruit.

Paramètres vtu = vtu = 0 SNR=20dB SNR=10dB SNR=0dB
b̂0 ± σb̂0 0.9936± 0.0839 0.9858± 0.0844 1.0100± 0.0964 1.0013± 0.2479

b̂1 ± σb̂1 −2.0043± 0.0414 −2.0109± 0.0420 −2.0105± 0.0513 −2.0485± 0.1885

â1 ± σâ1 −0.7499± 0.0464 −0.7577± 0.0428 −0.7560± 0.0564 −0.7817± 0.1546

â2 ± σâ2 0.4996± 0.0176 0.5049± 0.0180 0.5032± 0.0221 0.5181± 0.0653

Tableau 3.1 � Algorithme 4 : Estimation des paramètres du Système 1 pour
N = 5000 et C = 0.

In�uences de C et N
La deuxième expérience se concentre sur l'in�uence de C et de N sur la conver-

gence de l'algorithme proposé. Deux simulations de Monte-Carlo avec 100 réalisa-
tions pour N ∈ [500; 5000] sont e�ectuées : dans la première expérience le seuil est
C = 0 et dans la deuxième C = 1, en absence de bruit et dans le cas d'un environ-
nement bruité avec SNR = 5dB.
Pour illustrer davantage l'in�uence de C, deux simulations de Monte-Carlo sont
également e�ectuées avec 100 réalisations pour C ∈ [−1.5; 1.5] : dans la première le
nombre d'échantillons est N = 5000 et N = 50000 dans la deuxième, en absence de
bruit et dans un environnement bruité avec SNR = 5dB. Les �gures 3.3, 3.4, 3.5
et 3.6 montrent que les meilleurs résultats sont obtenus pour C au voisinage de 0 et
pour un nombre élevé d'échantillons. La comparaison entre les �gures 3.3 et 3.4 et
la comparaison entre les �gures 3.5 et 3.6 montrent que le bruit a un impact limité
sur les performances de l'algorithme 4.

76



CHAPITRE 3. Identi�cation en boucle ouverte des systèmes RII à base des mesures binaires de l'entrée et de la

sortie

0 1000 2000 3000 4000 5000
N

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

E
r

C=0
C=1

Figure 3.3 � Algorithme 4 : Er en fonction de N pour C = 0 et C = 1 en absence
du bruit.
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Figure 3.4 � Algorithme 4 : Er en fonction de N pour C = 0 et C = 1 en présence
du bruit avec SNR = 5dB.
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Figure 3.5 � Algorithme 4 : Er en fonction de C pour N = 104 et N = 105 en
absence du bruit.
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Figure 3.6 � Algorithme 4 : Er en fonction de C pour N = 104 et N = 105 en
présence du bruit avec SNR = 5dB.
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Analyse de la variance
La troisième expérience est consacrée à l'étude de la variance en utilisant le

système suivant [10] :

Système 2 :

{
A∗(q) = 1− 0.6∗q−1

B∗(q) = 0.15
(3.72)

Dans cette expérience, la valeur expérimentale de log10(N
∑

i∈[1,(na+nb+1]) σ
2
θ̂N (i)

) est
comparée à la valeur théorique de ce terme obtenue avec le Théorème 3.4, en
fonction de C. La �gure 3.7 con�rme les résultats du Théorème 3.4 et montre que
la variance est plus faible pour un nombre élevé d'échantillons et pour C au voisinage
de zéro. La même chose se produit en présence du bruit, comme le montre la �gure
(3.8).

N=100000

Théorème 3.4
N=50000

Figure 3.7 � Algorithme 4 : log10(N
∑

i∈[1,(na+nb+1]) σ
2
θ̂N (i)

) en fonction de C pour

N = 5.104 et N = 105 en absence du bruit.
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N=100000

Théorème 3.4
N=50000

Figure 3.8 � Algorithme 4 : log10(N
∑

i∈[1,(na+nb+1]) σ
2
θ̂N (i)

) en fonction de C pour

N = 5.104 et N = 105 en présence du bruit avec SNR = 5dB.

Pour avoir une meilleure idée sur l'impact de C, considérons le système dé�nie
par G(q)∗ = 1+a

1+aq−1 où −1 < a < 1 .
Nous considérons que l'entrée ut étant un bruit gaussien blanc avec une variance
unitaire.
La �gure 3.9 présente log10(N(σ2

θ̂N (1)
+ σ2

θ̂N (2)
)) calculé à partir du Théorème 3.2,

Théorème 3.3 et du Théorème 3.4 en fonction de a et de C. Les résultats de
l'expérience précédente montrent que la variance dépend de C. La �gure 3.9 con�rme
ces résultats et de plus elle montre que la variance est plus élevée pour un C loin de
zéro. D'autre part la variance dépend de a, elle est plus faible pour a < 0, c'est-à-dire
lorsque G∗(q) est un �ltre passe-bas.
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Figure 3.9 � Algorithme 4 : log10(N(σ2
θ̂N (1)

+ σ2
θ̂N (2)

)) en fonction de C et de a.

3.5.3 Résultats de l'identi�cation récursive : Algorithme 5
(page 72)

Les simulations suivantes sont présentées pour évaluer l'algorithme récursif pro-

posé et pour quanti�er ses performances. L'estimation P̂C
−1

(.) est réalisée en utili-
sant une approximation polynomiale. Les paramètres µ1 et µ2 sont choisis comme
suit :

� µ1 = 1
t

� µ2 = 0.05

En absence du bruit
Les données sont générées dans cette première expérience en utilisant le Sys-

tème 1 en absence de bruit, C = 0 et N = 5000. Les �gures 3.10, 3.11, et 3.12
présentent les convergences de R̂xx(i)t, R̂zz(j)t, R̂xz(j)t, R̂zx(j)t, R̂uu(j)t, R̂yy(j)t,
R̂uy(j)t, R̂yu(j)t et θ̂t en fonction du temps (en pointillés les estimations, en trait
continu les valeurs réelles). Ces résultats montrent l'e�cacité de l'algorithme d'iden-
ti�cation récursif proposé.
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Figure 3.10 � Algorithme 5 : R̂xx(j)t, R̂zx(j)t, R̂xz(j)t et R̂zz(j)t en fonction de t
pour C = 0 et N = 5000 en absence du bruit.

Figure 3.11 � Algorithme 5 : R̂uu(j)t, R̂yu(j)t,R̂uu(j)t et R̂uu(j)t en fonction de t
pour C = 0 et N = 5000 en absence du bruit.
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Figure 3.12 � Algorithme 5 : θ̂t en fonction de t : C = 0 et N = 5000 en absence du
bruit.

Dans une deuxième expérience, nous traitons l'in�uence de C sur la convergence
de l'algorithme proposé. Nous considérons toujours le Système 1. Les données sont
générées avec N = 5000 et en absence du bruit. Les �gures 3.13 et 3.14 montrent la
capacité de l'algorithme proposé à estimer les paramètres du système dans le cas où
C est di�érent de zéro.
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Figure 3.13 � Algorithme 5 : θ̂t en fonction de t pour C = 0.5 et N = 5000 en
absence du bruit.
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Figure 3.14 � Algorithme 5 : θ̂t en fonction de t pour C = 1 et N = 5000 en
absence du bruit.

In�uence du bruit
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Dans cette expérience nous étudions l'impact du bruit sur l'algorithme 2. Nous
considérons le Système 2 et nous proposons deux simulations de Monte-Carlo avec
100 réalisations pour SNR ∈ [0dB; 20dB] et C = 0 : la première avec N = 103, la
seconde avec N = 104. Nous considérons l'erreur :

Er = log10moyenne{||θ∗ − θ̂N ||} (3.73)

La �gure 3.15 présente Er en fonction de SNR pour les deux valeurs de N. Il
apparaît qu'un faible SNR dégrade les performances de l'algorithme, la variance est
en e�et élevée pour SNR proche de 0. Néanmoins, pour un SNR plus fort, la variance
peut-être réduite en augmentant le nombre d'échantillons.
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Figure 3.15 � Algorithme 5 : Er en fonction de SNR pour N=1000 et N = 10000
avec C = 0

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé deux algorithmes d'identi�cation d'un sys-
tème RII à partir de données binaires sur l'entrée et sur la sortie. A ce jour et à notre
connaissance, aucun algorithme pour ce type de problème n'a été proposé dans la
littérature. La première approche est un algorithme non récursif. Il est basé sur l'al-
gorithme de Wiener et ensuite, sur une estimation de fonctions de corrélation. Une
analyse de convergence et de variance est proposée dans ce chapitre. Le deuxième
algorithme est une version récursive du premier algorithme. Il correspond à une
adaptation aux systèmes RII des algorithmes présentés dans le chapitre 2. Di�érents
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résultats de simulations sont présentés a�n d'évaluer les performances de ces algo-
rithmes et con�rmer nos analyses. A noter que le premier algorithme a fait l'objet
d'un article en cours d'expertise pour la revue "Journal of the Franklin Institute".
Le deuxième algorithme a fait l'objet d'un article publié dans la revue "International
Journal of Modelling, Identi�cation and Control".

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes concentrés sur des structures de
type RIF et RII. Ces systèmes ne sont pas interconnectés avec aucun autre système
et la structure de l'entrée peut-être choisie par l'utilisateur (distribution gaussienne).
L'objectif du chapitre prochain est d'étudier le problème d'identi�cation dans le cas
de systèmes opérant en boucle fermée et à base de mesures binaires.
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CHAPITRE 4. Identi�cation en boucle fermée des systèmes à partir de mesures binaires

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons le problème d'identi�cation des systèmes en
boucle fermée à partir de mesures binaires. C'est un problème ouvert pour lequel
aucune solution n'a été proposée jusqu'à l'écriture de ce rapport. Ce chapitre est
organisé comme suit : l'identi�cation en boucle fermée des systèmes ayant une sortie
binaire est formulée dans la section 4.2. Dans cette section, nous présentons deux
approches, une première solution est présentée sous forme d'une approche indirecte,
la seconde approche est basée sur l'erreur de sortie en boucle fermée. Nous consi-
dérons le problème d'identi�cation en boucle fermée des systèmes linéaires à base
de mesures binaires de l'entrée et de la sortie dans la section 4.3. Comme dans la
section précédente, nous introduisons le problème de l'identi�cation en boucle fer-
mée des systèmes ayant une entrée et une sortie binaires. Puis nous proposons deux
approches, la première est indirecte permettant de caractériser ce type de système
et la seconde méthode d'identi�cation est basée sur l'approche utilisée dans les cha-
pitres 2 et 3. Les algorithmes proposés ont été testés sur une application numérique
et les résultats sont donnés dans la section 4.4. La section 4.5 conclut ce chapitre.

4.2 Identi�cation en boucle fermée des systèmes ayant

une sortie binaire

Considérons un système linéaire à temps discret en boucle fermée comme l'illustre
la �gure4.1. Le système est modélisé par{

yt = G∗(q)ut
ut = rt − Cor(q)yt (4.1)

rt est l'entrée d'excitation de la boucle fermée.
G∗(q) est la fonction de transfert donnée par :

G∗(q) =
B∗(q)

A∗(q)
(4.2)

Avec 
A∗(q) = 1 + a∗1q

−1 + · · ·+ a∗nq
−na

B∗(q) = q−1(b∗0 + b∗1q
−1 + · · ·+ b∗mq

−nb)
(4.3)

na et nb sont les degrés, respectivement, de A∗(q) et B∗(q).
Cor(q) = R(q)

S(q)
est la fonction de transfert du correcteur.

Comme représenté sur la �gure 4.1, la sortie du système est inconnue. Elle est
mesurée via un capteur binaire et la seule information disponible est zt dé�nie par :

zt = QC(yt + vyt ) =

{
1 si yt + vyt ≥ C
0 sinon

(4.4)

où C est un seuil constant et vyt est le bruit sur la sortie du système. Dans la suite,
a�n de simpli�er la présentation, le seuil sera supposé nul. Les méthodes proposées
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peuvent être étendues au cas d'un seuil non nul.

G∗(q)rt

Cor(q)

ut
yt

zt

vyt

+

+

−

QC(.)

rt

Figure 4.1 � Système en boucle fermée à sortie binaire

L'objectif de ce chapitre est de proposer des algorithmes permettant d'identi�er
le système G∗(q), étant donné l'ensemble des observations {rt, zt}Nt=1.

4.2.1 Approche indirecte

À partir de (4.1), yt peut s'exprimer comme suit :

yt =
G∗(q)

1 +G∗(q)Cor(q)
rt = G∗bf (q)rt (4.5)

L'approche présentée dans cette partie est une méthode indirecte assez naturelle qui
permet d'estimer G∗(q) à partir d'une pré-estimation de G∗bf (q). Cette méthode est
composée de deux étapes :

� Étape 1 : Estimation de G∗bf (q) :
Tout d'abord, l'objectif dans cette première étape est de reconstruire un signal
de sortie à haute résolution. Un système à RII stable peut-être approximé
par un modèle RIF d'ordre plus important. Par conséquent, G∗bf (q) peut-être
approximée par un RIF d'ordre n� 1 :

yt =
n∑
k=0

h∗krt−k (4.6)

A�n d'estimer yt il su�t alors d'appliquer tout d'abord un des algorithmes
usuels d'identi�cation des systèmes RIF présentés dans le chapitre 1 en
utilisant les données {rt, zt}. Notons ŷt l'estimation de yt.
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Ensuite, la disposition de ŷt permet l'estimation de G∗bf (q). Nous proposons
l'utilisation de la méthode d'erreur de prédiction du fait de sa disponibilité
sur di�érents logiciels de calcul numérique. Le modèle estimé est noté Ĝbf (q).

� Étape 2 : Estimation de G∗(q) :
A partir de Ĝbf (q) et connaissant Cor(q), l'estimation de G∗(q) est donnée
par :

Ĝ(q) =
Ĝbf (q)

1− Cor(q)Ĝbf (q)
(4.7)

L'algorithme proposé est résumé dans le tableau 6.

Algorithme 6 : Estimation de G∗(q) par approche indirecte

Entrée : {rt} ,{zt} avec t ∈ [1;N ] et Cor(q)

� Étape 1 : Estimation de G∗bf (q).
� Étape 2 : Estimation de G∗(q).

Les hypothèses de mise en ÷uvre de cette première méthode sont les suivantes :
� H1 : Cor(q) est connue.
� H2 : hypothèses de mise en ÷uvre des méthodes du chapitre 1 : à savoir

les hypothèses sur la notion du signal d'excitation, sur la notion du bruit et
sur une connaissance a priori permettant la normalisation de ŷt.

Cette première méthode pour l'identi�cation en boucle fermée est assez rudi-
mentaire puisque d'une part elle va conduire à l'estimation d'un modèle d'ordre
important et d'autre part, du fait des deux étapes d'estimation dans la première
étape, elle va conduire, probablement, à une variance importante. Néanmoins cette
procédure montre qu'il est possible de réaliser une identi�cation en boucle fermée à
partir des connaissances de {rt} et {zt}.

Il convient aussi de noter que nous avons proposé une procédure particulière
basée sur une estimation de G∗bf (q). A partir de la connaissance de ŷt il est possible
de proposer d'autres variantes à partir de la littérature de l'identi�cation en boucle
fermée.

4.2.2 Approche indirecte basée sur l'algorithme de l'erreur
de sortie en boucle fermée

4.2.2.1 Principe

Considérons vyt = 0. Le cas de la présence du bruit est étudié par un exemple
numérique dans la section 4.5.
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Comme pour la première approche indirecte, l'approche basée sur l'erreur de
sortie en boucle fermée consiste à prendre en compte le comportement global de la
boucle fermée entre rt et zt. Nous avons :

yt =
G∗(q)

1 +G∗(q)Cor(q)
rt (4.8)

Cependant à la di�érence de l'approche précédente, G∗(q) est directement para-
métrée sous la forme :

G∗(q) =
B∗(q)

A∗(q)
(4.9)

Il ne sera donc pas nécessaire de réduire le modèle.
Dans cette approche nous considérons le seuil nul C = 0 et la sortie st est

dé�nie comme suit
st = 2zt − 1 (4.10)

En absence du bruit, st est ainsi dé�ni par :

st =

{
1 si yt ≥ 0
−1 sinon.

(4.11)

Notons que si la boucle fermée est stable, alors il existe µ tel que

−µ < yt < µ (4.12)

et donc
−2 <

yt
µ
2

< 2. (4.13)

Distinguons deux cas :
� Si st = 1, alors on obtient

−1 < st −
yt
µ
2

< 1 (4.14)

et donc
| st −

yt
µ
2

|< 1 (4.15)

� De même, si st = −1 alors on a aussi

−1 < st −
yt
µ
2

< 1 (4.16)

et donc
| st −

yt
µ
2

|< 1 (4.17)

ainsi st peut-être écrit sous la forme suivante

st =
G∗(q)

1 +G∗(q)Cor(q)
γrt + vt (4.18)

avec γ = 2
µ
et | vt |< 1.
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Le problème d'identi�cation sur G∗(q) devient ainsi un problème d'identi�cation
en boucle fermée en présence de perturbations bornées. Ce type de problème peut-
être résolu à partir de l'algorithme proposé dans [61], c'est ce que nous développons
dans la suite.

Remarque 4.1 : L'objectif consiste à estimer un modèle Ĝ(q) tel que

ŷt = Ĝ(q)

1+Ĝ(q)Cor(q)
rt et zt aient le même signe. Ce principe est celui utilisé en boucle

ouverte dans [65].

4.2.2.2 Algorithme d'identi�cation en boucle fermée en présence de bruit
borné

Dé�nissons tout d'abord les estimations a priori et a posteriori de yt par
ŷt|t−1 = φ̂Tt θ̂t−1

ŷt|t = φ̂Tt θ̂t

(4.19)

avec θ̂t représente l'estimation à l'instant t du vecteur des paramètres θ∗ dé�ni par

θ∗ =



a∗1
...
a∗na

b∗0
...
b∗nb


(4.20)

φ̂t est le vecteur d'observations dé�ni par

φt =



−ŷt−1|t−1
...

−ŷt−na|t−na

ût−1
...

ût−1−nb


(4.21)

avec ût−i = γrt−i − Cor(q)ŷt−i|t−i.

L'algorithme d'identi�cation en boucle fermée en présence de perturbation bornée
va permettre le calcul d'un vecteur de paramètres θ̂t tel que∣∣∣∣∣st − Ĝ(q)

1 + Ĝ(q)Cor(q)
γrt

∣∣∣∣∣ < 1 (4.22)
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Pour cela, dé�nissons ainsi un �ltre F (q) monic, dit �ltre d'adaptation. Ce �ltre est
appliqué comme suit 

F (q)rFt−i = rt−i

F (q)sFt = st

F (q)φ̂Ft = φ̂t

ŷFt|t−1 = (φ̂Ft )T θ̂t−1

ŷFt|t = (φ̂Ft )T θ̂t

ûFt−i = γrFt−i − Cor(q)ŷFt−i|t−i

(4.23)

Les erreurs d'adaptation a priori et a posteriori sont dé�nies par
ηt|t−1 = εFt|t−1 + (F (q)− 1)εFt|t

ηt|t = F (q)εFt|t

(4.24)

avec 
εFt|t−1 = sFt − ŷFt|t−1

εFt|t = sFt − ŷFt|t
(4.25)

L'algorithme d'identi�cation en boucle fermée en présence de perturbation bornée
est donné ci-dessous

Algorithme 7 : Estimation en boucle fermée de θ∗

Entrée : γ, na, nb, λ, δ, F (q), Cor(q),P0 et θ̂0.

Pour t ∈ [0, N ] faire :

θ̂t = θ̂t−1 + Γtηt|t−1

où
� Γt =

Pt−1φ̂Ft σt

λ+(φ̂Ft )TPt−1φ̂Ft σt

� Pt = 1
λ

(
In − Γt

(
φ̂Ft

)T)
Pt−1

� ηt|t−1 = εFt|t−1 + (F (q)− 1)εFt|t

� σt =

 λ

(φ̂Ft )
T
Pt−1φ̂Ft

(
|ηt|t−1

δ
| − 1

)
, si ηt|t−1 > δ et

(
φ̂Ft

)T
Pt−1φ̂

F
t

0, sinon

Dans cet algorithme, λ est le facteur d'oubli et δ est une borne sur l'erreur
d'adaptation. Dans notre cas, comme l'objectif est de contraindre l'erreur en deçà
de 1, δ est pris strictement inférieur à 1.
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θ̂0 est la valeur initiale de θ̂t. P0 est la valeur initiale dePt. P0 peut-être choisi
comme suit : P0 = p0In avec p0 > 0.

Remarque 4.2 : Cet algorithme est dédié à l'identi�cation en boucle fermée en
présence de perturbations bornées. Cet algorithme est similaire dans sa structure
et dans ces paramètres de synthèse à celui, plus connu, proposé par Landau dans
[46]. Ce dernier algorithme est développé dans le cadre d'une identi�cation en boucle
fermée en présence d'un bruit stochastique.

La mise en ÷uvre de cet algorithme en boucle fermée consiste à étendre le prin-
cipe utilisé en boucle ouverte dans [65]. Sa mise en ÷uvre nécessite un choix sur le
�ltre F (q). Comme dans [65], le �ltre idéal est F (q) = A∗(q)S(q)+q−dB∗(q)R(q)

S(q)
.

Comme A∗(q) et B∗(q) sont inconnus, il est proposé d'appliquer l'algorithme via
une procédure itérative, notons le nombre maximum d'itérations est imax. L'algo-
rithme est composé des étapes suivantes :

� Étape 1 : C'est une étape d'initialisation, elle est composée de deux étapes.
L'objectif de cette première étape est de reconstruire le signal yt. Pour esti-
mer yt, il su�t d'appliquer d'abord l'un des algorithmes d'identi�cation des
systèmes à réponse impulsionnelle �nie utilisant une mesure binaire en sor-
tie existant dans la littérature ([35], [42], [63], [82],[83]...), en approximant le
système G∗(q)

1+G∗(q)Cor(q)
par une réponse impulsionnelle �nie d'ordre élevé. La

disposition de ŷt permet de calculer ût . Puis dans un second temps, nous uti-
lisons l'un des algorithmes d'identi�cation classique pour avoir une estimation
de G∗(q) notée Ĝ(q).

� Étape 2 : Compte tenu de cette première estimation, concevoir le �ltre

F (q) = Â(q)S(q)+q−dB̂(q)R(q)
S(q)

où Â(q) et B̂(q) sont les estimations obtenues à
la première étape.

� Étape 3 : Appliquer l'algorithme 7 pour obtenir une nouvelle Ĝ(q). Répéter
les étapes 2 et 3 jusqu'à un nombre �ni d'itérations (imax).

L'algorithme itératif proposé est résumé dans le tableau 8

Algorithme 8 : Estimation de G∗(q) par approche basée sur l'algorithme
de l'erreur de sortie

Entrée : {rt}, {zt} avec t ∈ [1;N ] et Cor(q).

� Étape 1 : Initialisation.

� Étape 2 : F (q) = Â(q)S(q)+q−dB̂(q)R(q)
S(q)

avec Â(q) et B̂(q) sont les estimations
obtenues dans l'étape d'initialisation.

� Étape 3 : pour i = 1 : imax

� Calculer Ĝ(q) par l'Algorithm 7.

� F (q) = Â(q)S(q)+q−dB̂(q)R(q)
S(q)

.
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Les hypothèses de mise en ÷uvre de cet algorithme sont les suivantes :
� H1 : Seuil nul C = 0 .
� H2 : Cor(q) est supposé connu.
� H3 : La boucle fermée est stable.
� H4 : b∗0 est supposé être égale à 1.

Remarque 4.3 : L'hypothèse H4 est une hypothèse courante, elle est utilisée
pour obtenir une représentation unique du système. Une conséquence de cette hypo-
thèse est le fait que le 1ère terme non nul de la réponse impulsionnelle de la fonction
de transfert G∗(q)

1+G∗(q)Cor(q)
est égal à 1.

A noter que le choix de γ peut-être obtenu via l'hypothèse de normalisation. En
e�et, l'étape d'initialisation va permettre une estimation de yt. Par la suite, il est
possible de dé�nir γ par :

γ =
2

max | ŷt |
(4.26)

Comme précisé précédement, un des points forts de cette méthode est la paramé-
trisation directe par θ∗ et donc l'absence de réduction de modèle. Néanmoins, cette
méthode est sensible à l'initialisation. A noter aussi que le principe de cet algorithme
est proposé dans le cas où vyt = 0, la présence d'un bruit important peut perturber
le bon comportement de l'algorithme.

4.3 Identi�cation en boucle fermée des systèmes à

base de mesures binaire de l'entrée et de la sor-

tie

Dans cette section, nous formulons le problème d'identi�cation des systèmes à
base de mesures binaire de l'entrée et de la sortie. le problème est identique à celui
de la section précédente, sauf que la connaissance sur le signal qui excite la boucle
fermée est également binaire, comme l'illustre la �gure 4.2. Comme dans la section
4.2 le système est modélisé par :{

yt = G∗(q)ut
ut = rt − Cor(q)yt (4.27)

rt représente la séquence qui permet d'exciter la boucle fermée.
G∗(q) est la fonction de transfert paramétrée comme suit :

G∗(q) =
B∗(q)

A∗(q)
(4.28)

avec 
A∗(q) = 1 + a∗1q

−1 + · · ·+ a∗nq
−na

B∗(q) = b∗0 + b∗1q
−1 + · · ·+ b∗mq

−nb

(4.29)
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G∗(q)rt

Cor(q)

ut
yt

zt

vyt

+

+

−

QCy
(.)

xt

vrt +

QCr
(.)

Figure 4.2 � Système en boucle fermée à entrée et sortie binaires

na et nb sont les degrés, respectivement, de A∗(q) et B∗(q).

Cor(q) = R(q)
S(q)

est la fonction de transfert du correcteur.

Les séquences rt et yt sont supposées inconnues. Les seuls échantillons disponibles
sont ceux de {xt} et {zt} dé�nis par :

xt = QCr(rt + vrt ) =

{
1 si rt+v

r
t

σr+vr
≥ Cr

0 sinon

zt = QCy(yt + vyt ) =

{
1 si yt+v

y
t

σy+vy
≥ Cy

0 sinon

(4.30)

où Cr et Cy sont deux seuils qui peuvent être di�érents de zéro. {vrt } et {vyt } sont
des séquences de bruit, respectivement, sur l'entrée et sur la sortie, σ2

r+vr et σ2
y+vy

sont des variances, respectivement, de {rt + vrt } et de {yt + vyt }. Exemple de rt, yt,
{xt} et {zt} est présenté dans la �gure 4.4

L'objectif de ce chapitre est de proposer des algorithmes permettant l'identi�ca-
tion d'un système RII, étant donné l'ensemble des observations {xt, zt}Nt=1.

4.3.1 Approche indirecte

Comme vu dans (4.5), yt peut s'exprimer comme suit :

yt =
G∗(q)

1 +G∗(q)Cor(q)
rt = G∗bf (q)rt (4.31)

La méthode proposée dans cette section est similaire à celle proposée dans la
section précèdente. Cette méthode consiste à estimer dans un premier temps la
fonction de transfert G∗bf (q) puis dans un second temps à estimer G∗(q).
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Figure 4.3 � rt, yt, xt et zt en fonction du temps (100 échantillons)

Cette approche est composée de deux étapes :
� Étape 1 : Estimation de G∗bf (q) :

Cette première étape consiste en l'application de l'Algorithme 4 du chapitre
chapitre 3 sur la base de la connaissance des échantillons de xt et de zt. Ceci
permet l'estimation d'un modèle RII pour G∗bf (q). Cette estimation est notée

Ĝbf (q).

� Étape 2 : Estimation de G∗(q) :

Cette seconde étape consiste à estimer G∗(q) à partir du résultat de la pre-
mière étape. Il a été vu dans le chapitre 4 que l'estimation de G∗(q) est
donnée par :

Ĝ(q) =
Ĝbf (q)

1− Cor(q)Ĝbf (q)
(4.32)

avec Ĝbf (q) l'estimation de G∗bf (q) obtenue dans la première étape.

L'algorithme est résumé dans le tableau 9
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Algorithme 9 : Estimation de G∗(q) par approche indirecte

Entrée : {rt} et {zt} avec t ∈ [1;N ] et Cor(q)

� Étape 1 : Estimation de G∗bf (q).
� Étape 2 : Estimation de G∗(q).

Les hypothèses pour cette approche sont les suivantes :
� H1 : {rt} est une séquence stationnaire avec une distribution normale de

moyenne nulle.
� H2 : σr et σy sont connus.
� H3 : {vrt } et {vyt } sont des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle, σ2

vr et
σ2
vy sont connus. {vrt } et {vyt } sont indépendants de rt et indépendants entre

eux.

Cette approche est basique. Elle consiste simplement en une inversion de para-
métrisation de la fonction de transfert de la boucle fermée. Cette approche conduit à
l'estimation d'un modèle surparamétré. A�n d'obtenir un modèle d'ordre nb et na sur
le numérateur et le dénominateur il serait nécessaire d'insérer une étape réduction
de modèle conduisant probablement à une perte de qualité du modèle.

4.3.2 Approche indirecte basée sur la variable instrumentale

4.3.2.1 Description de l'algorithme

L'approche indirecte proposée dans cette section va permettre d'éviter la sur-
paramétrisation de l'approche indirecte précèdente.

D'après (4.27), yt peut s'exprimer comme suit

yt = φTt θ
∗ (4.33)

où les vecteurs θ∗ ∈ Rn et φt ∈ Rn sont donnés par :

φt =



ut
...

ut−nb

−yt−1
...

−yt−na


(4.34)

et

θ∗ =



b∗0
...
b∗nb

a∗1
...
a∗na


(4.35)
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avec n = na + nb + 1.

Introduisons un vecteur ψt ∈ Rn en utilisant le principe de la variable instru-
mentale, ceci donne :

ψtyt = ψtφ
T
t θ
∗ (4.36)

Si ψt est construit à partir d'une séquence stationnaire ergodique alors on a :

E {ψtyt} = E
{
ψtφ

T
t

}
θ∗ (4.37)

Si ψt est su�samment corrélé avec φt alors E
{
ψtφ

T
t

}
est inversible et ceci donne :

θ∗ =
(
E
{
ψtφ

T
t

})−1 E {ψtyt} (4.38)

Dans la suite, nous proposons de construire cette variable instrumentale à partir
de la séquence {rt} de la manière suivante

ψt =

 rt
...

rt−nb−na

 (4.39)

E
{
ψtφ

T
t

}
et E {ψtyt} font intervenir les termes de corrélation Rry(j) et de Rru(j).

L'estimation de θ∗ est donc basée sur une reconstruction de ces termes de corrélation
puis la mise en ÷uvre de (4.38). Dans la suite nous dé�nissonsM(Rru, Rry) etN(Rry)
par

M(Rru, Rry) = E
{
ψtφ

T
t

}
(4.40)

L(Rry) = E {ψtyt} (4.41)

L'algorithme est organisé en trois étapes :
� Étape 1 : Estimation de Rxx(j) et Rxz(j)

Pour j ∈ [0;n], les estimations de Rxx(j) et Rxz(j) sont
R̂xx(j) = 1

N−j

N∑
t=j+1

xtxt−j

R̂xz(j) = 1
N−j

N∑
t=τ+1

xtzt−j

(4.42)

� Étape 2 : Estimation de Rrr(j), Rry(j) et Rru(j)
Comme vu dans l'étape 2 du l'algorithme 4, il est possible de déterminer
Rrr(j) et Rry(j) à partir des estimations respectives R̂xx(j) et R̂xz(j). Ces
estimations sont calculées comme suit : R̂rr(j) = σ2

r+vrP
−1
C

(
R̂xx(j)

)
− σ2

vrδ(j)

R̂ry(j) = σr+vrσy+vyP
−1
C

(
R̂xz(j)

) (4.43)
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où σr+vr =
√
σ2
r + σ2

vr , σy+vy =
√
σ2
y + σ2

vy et P−1C (.) sont dé�nis au cha-

pitre2.
On suppose que Cor(q) est connue et strictement stable. Cor(q) peut donc
être approximée par sa réponse impulsionnelle. Notons {hck}k∈[0,nc] les (nc+1)
termes de cette réponse impulsionnelle. ut peut ainsi s'exprimer comme suit :

ut = rt −
nc∑
k=0

hckyt−k (4.44)

ainsi on a

Rru(j) = Rrr(j)−
nc∑
k=0

hckRry(k + j). (4.45)

L'estimation de Rru(j) est obtenue à partir de

R̂ru(j) = R̂rr(j)−
nc∑
k=0

hckR̂ry(k + j). (4.46)

� Étape 3 : Estimation de θ∗

L'équation (4.38) montre que θ∗ dépend de Rry(j) et Rru(j) pour j ∈ [0;n].
l'estimation de θ∗ est donnée par :

θ̂N = M(R̂ru, R̂ry)
−1 L(R̂ry) (4.47)

L'algorithme proposé est résumé dans le tableau 10.

Algorithme 10 : Estimation de G∗(q) par approche indirecte

Entrée : Cor(q), {xt} et {zt} avec t ∈ [1;N ].

� Étape 1 : Pour j ∈ [0;n] calculer R̂xx(j) et R̂xz(j) à partir de (4.42).
� Étape 2 : Pour j ∈ [0;n] calculer R̂rr(j), R̂ry(j) et R̂ru(j) à partir de (4.43)

et (4.46).
� Étape 3 : Calculer θ̂N à partir de (4.47).

Les hypothèses pour cette approche sont les suivantes :
� H1 : {rt} est une séquence stationnaire avec une distribution normale et une

moyenne nulle.
� H2 : σr et σy sont connus.
� H3 : {vrt } et {vyt } sont des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle, σ2

vr et
σ2
vy sont connus. {vrt } et {vyt } sont indépendants de rt et indépendants entre

eux.
� H4 : S(q) est connue et strictement stable.

L'hypothèse H3 est une hypothèse commune et utilisée dans les approches pro-
posées dans les chapitres 2 et 3, c'est une hypothèse de normalisation comme celles
utilisées dans [42], [43] et [63] dans le cas d'une identi�cation en boucle ouverte.
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Parfois, les σu+vu , σy+vy , σvu et σvy ne sont pas toujours facilement accessibles. Ce-
pendant, il peut-être remarqué que, pour C di�érent de zéro et du fait que {ut+vut }
est de moyenne nulle avec une distribution normale, σu+vu peut-être estimée en uti-
lisant

σu+vu =
C

F−1(1− µx)
(4.48)

où µx = E{xt} et F (.) est la fonction de distribution cumulative normale. Les σy+vy ,
σvu et σvy peuvent être estimés de la même manière (l'estimation des σvu et σvy
nécessite une expérience sans entrée).

4.4 Simulations et résultats

4.4.1 Données d'identi�cation

Di�érents résultats de simulations sont présentés a�n d'illustrer les performances
des approches proposées dans ce chapitre. Les méthodes développées sont appliquées
sur l'exemple numérique où le système et le contrôleur sont dé�nis par :

G∗(q) = q−1(1−1.45q−1−0.72q−2)
1−1.98q−1+1.5q−2−0.46q−3

Cor(q) = −0.1246+0.1836q−1−0.0749q−2

1−1.5q−1+0.095q−2

(4.49)

4.4.2 Système à sortie binaire

Pour chaque expérience, l'excitation rt est un bruit blanc gaussien. La sortie a
été générée selon l'équation (4.4) où le seuil est C = 0. Le bruit vyt est un bruit
blanc et son amplitude est ajustée pour avoir di�érents niveaux de SNR. Sur chaque
�gure l'estimation du diagramme de Bode en module est donnée en rouge et le réel
en noir.

4.4.2.1 Résultats d'identi�cation par l'Algorithme 6 (page 90)

Les performances numériques de l'algorithme 6 sont présentées dans un premier
temps. À noter que pour la mise en oeuvre de cet algorithme, nous avons utilisé
l'algorithme de Pouliquen et al.- 2016 - [63] pour reconstruire le signal de sortie à
haute résolution et les fonctions disponibles dans la librairie 'Système Identi�cation'
(System Identi�cation toolbox) fournies par Matlab(c). Les résultats présentés dans
la suite ne tiennent pas compte de l'étape de réduction de modèle qu'il pourrait être
nécessaire de rajouter.

En absence du bruit
Dans cette première expérience, nous e�ectuons une simulation de Monte-Carlo

avec 100 réalisations. Le nombre de données est N = 5000. Les �gures 4.4 et 4.5
présentent le diagramme de Bode en module de G∗bf (q) et de G

∗(q). Il appraît que la
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première étape permet une estimation consistante de G∗bf (q), néanmoins l'estimation
de G∗(q) est plus di�cile en basse fréquence et en haute fréquence.
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Figure 4.4 � Algorithme 6 : Diagramme de Bode en module de G∗bf (q)
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Figure 4.5 � Algorithme 6 : Diagramme de Bode en module de G∗(q)

Dans une deuxième expérience, nous testons l'impact du nombre de données
disponibles. La �gure 4.6 présente les diagrammes de Bode en module de la fonction
de transfert réelle et les 100 modèles estimés pour di�érentes valeurs de N : N = 500,
N = 1000, N = 5000 et N = 10000. Ces résultats sont obtenus avec des simulations
de Monte Carlo e�ectuées pour 100 réalisations. Il apparaît que pour N faible,
l'estimation pour certaines séries de données est fortement dégradée. Néanmoins,
pour N grand il apparaît que l'estimation est de meilleure qualité : peu biaisée et
de variance faible.
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Figure 4.6 � Algorithme 6 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
N = 500, N = 1000, N = 5000 et N = 10000.

In�uence du bruit
Dans une troisième expérience, a�n d'observer l'impact du niveau de bruit sur

la qualité d'estimation, une simulation de Monte-Carlo avec 100 réalisations a été
réalisée pour di�érentes valeurs de SNR = {5, 10, 15, 20}dB avec N = 10000. La
�gure 4.7 montre que les estimations du diagramme de Bode en module de G∗(q)
sont biaisées pour un faible SNR.
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Figure 4.7 � Algorithme 6 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
SNR = 20dB, SNR = 10dB et SNR = 5dB avec N = 5000.

4.4.2.2 Résultats d'identi�cation par l'Algorithme 8 (page 95)

Dans cette section, di�érents résultats de simulations sont présentés a�n d'illus-
trer les performances de l'algorithme itératif proposé. Pour chacun d'entre eux, la
valeur par défaut du nombre d'itérations a été �xée à 20 (comme dans Matlab), le
facteur d'oubli λ a été choisi égale à 0.999 et δ est égale à 0.999.

En absence du bruit
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Dans une première expérience le nombre d'échantillons est N = 5000. Dans
cette première expérience, nous réalisons une simulation de Monte-Carlo avec 100
réalisations. Les diagrammes de Bode en module de 100 modèles identi�és sont
présentés dans la �gure 4.8. Deux observations peuvent être faites à partir de ces
résultats : l'identi�cation est sans biais et la variance est faible. Cette expérience
montre l'e�cacité de l'algorithme pour l'estimation de la fonction de transfert du
système.
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Figure 4.8 � Algorithme 8 : Diagramme de Bode en module de G∗(q).

La �gure 4.9 montre la valeur de θ̂ à la �n de chaque itération pour une réalisation.
On remarque que θ̂ converge vers les vraies valeurs après quelques itérations.
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Figure 4.9 � Algorithme 8 : Estimation des paramètres à chaque itération.

Dans une deuxième expérience, nous étudions l'in�uence du nombre d'échan-
tillons N . Des simulations de Monte Carlo avec 100 réalisations sont e�ectuées pour
N = 500, N = 1000, N = 5000 et N = 10000. La �gure 4.10 présente les dia-
grammes de Bode en module de 100 modèles identi�és pour chaque valeur de N, il
apparaît que la variance est importante pour N faible. Cette variance est réduite
pour N grand.
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Figure 4.10 � Algorithme 8 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
N = 500, N = 1000, N = 5000 et N = 10000.

In�uence du bruit
Dans une troisième expérience nous étudions l'in�uence de bruit. Des simulations

de Monte Carlo avec 100 réalisations sont e�ectuées pour SNR = {5, 10, 15, 20}dB
avec N = 10000. La �gure 4.11 présente les diagrammes de Bode en module de
100 modèles identi�és pour chaque valeur de SNR. Les résultats obtenus lors de
cette expérience montre la capacité de l'algorithme proposé à estimer la fonction de
transfert du système dans un milieu bruité. L'in�uence du bruit est similaire à ceux
du nombre d'échantillons, la variance est importante pour des SNR faibles.
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dB dB

dBdB

Figure 4.11 � Algorithme 8 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
SNR = 20dB, SNR = 15dB, SNR = 10dB et SNR = 5dB avec
N = 5000.

4.4.3 Système à entrée et sortie binaires

Pour chaque expérience, rt est un bruit blanc gaussien. Les bruits vyt et vrt sont
des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et leur amplitude est ajustée pour avoir
di�érents niveaux de SNR.

4.4.3.1 Résultats d'identi�cation par l'algorithme 9 (page 98)

À noter que pour la mise en oeuvre de l'algorithme, nous avons utilisé l'algorithme
4 présenté dans le chapitre 3 a�n d'estimer dans un premier temps G∗bf (q). Pour
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chaque expérience, nous choisissons le seuil C = 0.

En absence du bruit
Dans une première expérience, nous nous sommes concentrés sur les performances

de l'approche indirecte. Le nombre de données est N = 107. Dans cette première
expérience, nous réalisons une simulation de Monte-Carlo avec 100 réalisations. Les
�gures 4.12 et 4.13 présentent les diagrammes de Bode module, respectivement, de
G∗bf (q) et G

∗(q). Ces �gures montrent les résultats de deux étapes de l'algorithme :
la première étape permet une estimation e�cace de G∗bf (q) (ces résultats con�rment
ceux du chapitre 3), néanmoins l'estimation de G∗(q) est biaisée et la variance est
grande.
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Figure 4.12 � Algorithme 9 : Diagramme de Bode en module de G∗bf (q) pour
N = 107 et C = 0.
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Figure 4.13 � Algorithme 9 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
N = 107 et C = 0.

La deuxième expérience est consacrée à l'étude de l'in�uence de données dis-
ponibles sur l'algorithme. Dans cette deuxième expérience, nous e�ectuons quatre
simulations de Monte Carlo avec 100 ensembles de données : la première en utilisant
N = 5000, la seconde en utilisant N = 10000, dans la troisième N = 50000 et la
quatrième en utilisant N = 100000, en absence du bruit. La �gure 4.14 présente
les diagrammes de Bode en module de la fonction de transfert réelle et les 100 mo-
dèles estimés pour di�érentes valeurs de N . Il apparaît qu'un nombre insu�sant de
données dégrade assez naturellement la qualité de l'identi�cation.
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Figure 4.14 � Algorithme 9 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
N = 5000, N = 10000, N = 50000 et N = 100000.

In�uence du bruit
Dans une troisième expérience, nous testons l'impact du niveau de bruit sur

la qualité d'estimation, des simulations de Monte-Carlo avec 100 réalisations pour
N = 10000 ont été réalisées pour di�érentes valeurs de SNR = {5, 10, 15, 20}dB. La
�gure 4.15 montre que les estimations du diagramme de Bode en module de G∗(q)
sont biaisées pour les di�érents niveaux de bruit et que la variance est importante
pour un faible SNR.
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Figure 4.15 � Algorithme 9 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
SNR = 20dB, SNR = 10dB et SNR = 5dB avec N = 106.

4.4.3.2 Résultats de l'identi�cation par l'algorithme 10 (page 100)

Dans cette section, di�érents résultats de simulations sont présentés a�n d'illus-
trer les performances de l'algorithme 10 . Pour chacun d'entre eux, nous choisissons
le seuil C = 0.

En absence du bruit
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θ∗(i) moyenne(θ̂(i))± σ
θ̂(i)

1 0.9996± 0.0335
−1.4599 −1.4602± 0.0257
−0.7299 −0.7284± 0.0362
−1.9800 −1.9814± 0.0114
1.5000 1.5025± 0.0517
−0.4600 −0.4625± 0.0534

Tableau 4.1 � Algorithme 10 : Estimation des paramètres du système pour
N = 107 et C = 0.

La première expérience montre l'e�cacité de l'algorithme pour l'estimation de la
fonction de transfert du système. Dans cette expérience le nombre d'échantillons est
N = 107. Et nous réalisons une simulation de Monte-Carlo avec 100 réalisations.
Les diagrammes de Bode en module de 100 modèles identi�és sont présentés dans
la �gure 4.16. Ces résultats montrent l'e�cacité de l'algorithme proposé.
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Figure 4.16 � Algorithme 10 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
N = 107 et C = 0.

Comme l'algorithme proposé permet l'identi�cation paramétrique du système,
le tableau 4.1 présente les moyennes et les écarts types moyens des paramètres
estimés dans l'expérience précédente. θ̂(i) présente l'estimation du ième élément du
vecteur des paramètres θ∗. Ces résultats montrent que l'algorithme proposé permet
l'identi�cation directe des paramètres.
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Dans une deuxième expérience, nous étudions l'in�uence du nombre d'échan-
tillons N. Des simulations de Monte Carlo avec 100 réalisations sont e�ectuées pour
N = 5000, N = 10000, N = 50000 et N = 100000. La �gure 4.10 présente les dia-
grammes de Bode en module de 100 modèles identi�és pour chaque valeur de N. Si on
compare par rapport à la �gure 5.7 il apparaît que les performances sont dégradées
pour un faible nombre d'échantillons. Pour N su�samment grand, l'identi�cation
est réalisée correctement.
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Figure 4.17 � Algorithme 10 : Diagramme de Bode en module de G∗(q) pour
N = 5000, N = 10000, N = 50000 et N = 100000.

In�uence du bruit
Dans une troisième expérience nous étudions l'in�uence de bruit. Ici encore, des
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simulations de Monte Carlo avec 100 réalisations sont e�ectuées pour : SNR =
{5, 10, 15, 20}dB pour N = 107 échantillons. La �gure 4.18 présente les diagrammes
de Bode en module de 100 modèles identi�és pour chaque valeur de SNR. Les résul-
tats obtenus lors de cette expérience montrent la capacité de l'algorithme proposé à
estimer la fonction de transfert du système dans un milieu bruité.
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Figure 4.18 � Algorithme 10 : Diagramme de Bode module de G∗(q) pour
SNR = 20dB, SNR = 10dB et SNR = 5dB avec N = 107.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé les premières solutions au problème d'iden-
ti�cation de système en boucle fermée à base de données binaires, des mesures bi-
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naires de la sortie de système, l'entrée et à haute résolution et des mesures binaires
de l'entrée et de la sortie du système. A ce jour et à notre connaissance il n'y a
aucune solution proposée à ce problème dans la littérature. Nous avons proposé
deux approches pour l'identi�cation des systèmes à sortie binaire, la première est
une approche indirecte basée sur la reconstruction du signal de sortie du système
et puis l'estimation de sa fonction du transfert. La deuxième approche qui est aussi
indirecte, est basée sur l'erreur de sortie en boucle fermée. Cette approche permet
d'estimer directement les paramètres du système sans passer par une étape de ré-
duction de modèle comme dans le cas dans la première approche. A noter que le
deuxième algorithme a fait l'objet d'une publication à IEEE ICSC 2021. La pre-
mière approche a permis de montrer qu'il est possible de réaliser l'identi�cation
en boucle fermée assez simplement. La seconde approche a permis d'améliorer les
performances de la première proposition. Comme il a été vu dans les simulations
numériques, l'identi�cation en boucle fermée reste di�cile, notamment en présence
de bruit ou avec peu de données. Ces résultats, bien qu'encourageants, restent donc
largement perfectibles. Dans le même esprit des approches développées pour les sys-
tèmes à sortie binaire, deux approches sont proposées pour les systèmes à base de
mesures binaires de l'entrée et de la sortie. La première approche est une méthode
indirecte basée sur l'utilisation de l'algorithme 4, présenté dans le chapitre 3. Cette
méthode indirecte conduit à l'estimation d'un modèle d'ordre élevé et requiert par
conséquent une étape de réduction de modèle. La deuxième approche est aussi in-
directe, elle permet d'estimer directement les paramètres du système sans passer
par une étape de réduction du modèle présentée dans la première approche. Cette
approche est basée sur l'utilisation de la variable instrumentale et l'estimation des
fonctions de corrélation du système à partir de signaux binaires disponibles de l'exi-
tation de la boucle et la sortie du système. A noter que le deuxième algorithme a
fait l'objet d'une publication acceptée à la conférence CoDIT 2022. Les résultats
de simulation montrent la di�culté dans la mise en oeuvre �able de la première
approche et les meilleures performances de la seconde approche. A noter tout de
même que cette seconde approche nécessite un très grand nombre de données pour
pouvoir être e�cace. C'est le prix à payer pour la binarisation des données.
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Le développement de nouvelles méthodes d'identi�cation des systèmes à base de
données binaires constitue la principale motivation de cette thèse. La démarche sui-
vie pour justi�er ce travail a débuté par une synthèse des méthodes d'identi�cation
basées sur des données binaires. Cette étude bibliographique a permis de classi�er
ces solutions en deux catégories : méthodes d'identi�cation en boucle ouverte à sortie
binaire et méthodes permettant l'identi�cation en boucle ouverte des systèmes ayant
une entrée et sortie binaires. Ces dernières ne sont pas nombreuses. Cette synthèse
a montré aussi l'inexistence des méthodes pour l'identi�cation en boucle fermée à
base de données binaires, pour surmonter les limitations présentées en boucle ou-
verte (raisons d'instabilité, bon fonctionnement, raisons de sécurité...).

L'exploitation des méthodes analysées lors de notre étude bibliographique nous
a permis, d'une part, d'enrichir la littérature d'identi�cation en boucle ouverte des
systèmes à base de mesures binaire de l'entrée et la sortie par :

� Le développement de deux nouvelles méthodes permettant l'identi�cation des
système RIF à base de mesures binaires de l'entrée et la sortie. La première
permet l'estimation de l'amplitude de la réponse fréquentielle du système
considéré. Cette méthode permet de faire l'analyse fréquentielle des systèmes
à base de mesures binaires de l'entrée et de la sortie. La deuxième méthode
estime en temps réel ses paramètres. Ces méthodes reposent sur l'estimation
des fonctions de corrélation. Elles s'inspirent des méthodes développées dans
[66]. Une analyse de convergence et de variance de ces algorithmes a été
réalisée. Cette dernière montre l'e�cacité des algorithmes proposés et cela a
été con�rmé par des simulations numériques.

� Le développement des solutions dédiées à une structure des systèmes plus
complexes, plus précisément les systèmes RII en utiliant des mesures binaires
de l'entrée et de la sortie. Ces méthodes sont une extension de celles dé-
diées aux systèmes RIF et sont les pionnières dans la littérature pour ce
type de systèmes. Deux méthodes sont proposées pour l'identi�cation de sys-
tèmes RII. La première est batch et permet d'estimer ses paramètres. La
deuxième est l'extension en temps réel de la première, par l'utilisation de l'al-
gorithme du gradient stochastique. Dans le même esprit d'analyse, une étude
de convergence et de variance des méthodes développées ont été proposées.
Des simulations numériques montrent l'e�cacité de ces solutions.

D'autre part, nous avons pu aborder le problème d'identi�cation en boucle fermée
des systèmes à base de données binaires par :

118



CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES

� Le développement de deux premières méthodes permettant l'identi�cation en
boucle fermée des systèmes à base de mesures binaires de la sortie. La première
est rudimentaire basée sur l'utilisation des méthodes qui existent dans la
littérature pour reconstruire le signal de sortie et puis estimer sa fonction de
transfert. La deuxième méthode est une version étendue à la boucle fermée
de l'algorithme utilisé en boucle ouverte dans [65]. Cette méthode est basée
sur l'erreur de sortie en boucle fermée.

� Le développement de deux méthodes permettant l'identi�cation en boucle
fermée des systèmes en utilisant des mesures binaires de l'entrée et de la
sortie. La première est basée sur l'utilisation de la méthode développée dans le
chapitre 3 pour estimer la boucle fermée (système + correcteur) et puis passer
par la réduction du modèle. La deuxième méthode est basée sur l'estimation
des corrélations a�n d'identi�er directement les paramètres du système.

Le tableau 4.2 résume certaines caractéristiques des algorithmes développés.

Chapitre Boucle Système entrée Sortie Type

Chap
2

algorithme 1
ouverte RIF binaire binaire analyse

fréquentielle.
algorithme 2

ouverte RIF binaire binaire récursif
algorithme 3

ouverte RIF binaire binaire récursif.

Chap
3

algorithme 4
ouverte RII binaire binaire batch

algorithme 5
ouverte RII binaire binaire récursif

Chap
4

algorithme 6
fermée RII haute résolution binaire batch

algorithme 8
fermée RII haute résolution binaire batch

algorithme 9
fermée RII binaire binaire batch

algorithme 10
fermée RII binaire binaire batch

Tableau 4.2 � Résumé des caractéristiques des algorithmes d'identi�cation
développés dans ce mémoire

Perspectives

Le travail présenté dans cette thèse permet d'envisager de nombreuses perspec-
tives. Quelques-unes de ces perspectives sont les suivantes :

� Tout d'abord il semble intéressant de poursuivre le développement des algo-
rithmes proposés dans le chapitre 4 via une analyse de la convergence et de
la variance.

� Ensuite il serait intéressant d'appliquer les méthodes proposées sur des pro-
cédés réels pour con�rmer leurs performances et mettre en évidence leurs
limitations éventuelles.

� De nombreuses méthodes basées sur les statistiques d'ordre supérieur per-
mettent l'identi�cation des systèmes à base de données à haute résolution
([67],[68],[75]...). Il serait, donc, intéressant de développer des algorithmes
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basés sur les statistiques d'ordre supérieur permettant l'identi�cation des
systèmes à base de données binaires, à �n de minimiser l'e�et du bruit sur
l'identi�cation.

� En�n, dans l'ingénierie les systèmes dynamiques sont souvent connectés les
uns aux autres, comme les robots distribués et les réseaux de capteurs mo-
biles. La boucle fermée présentée dans le chapitre 4 présente le cas simple
de deux systèmes connectés (système et correcteur). Une brève discussion
sur les systèmes multi-agents en réseau et leur importance sont présentées
dans [56]. L'identi�cation des systèmes statiques interconnectés avec d'autres
systèmes dans le cas de mesures binaires est présentée dans [72] et quelques
applications de ce cadre sont également présentées. Ainsi, l'identi�cation d'un
réseau de systèmes ( systèmes interconnectés avec d'autres systèmes) à base
de données binaires peut-être une piste de recherche abordée par la suite.
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l'identi�cation des systèmes à base
de données binaires. Dans un premier temps, une présentation
succincte de l'ensemble des méthodes d'identi�cation des
systèmes basée sur l'utilisation des données binaires existant
dans la littérature est donnée. Dans la suite nous nous sommes
intéressés au problème d'identi�cation en boucle ouverte
des systèmes à sortie et entrée binaires. Nous proposons des
méthodes permettant l'identi�cation des systèmes RIF et plus
complexes les RII ayant une entrée et sortie binaires. Ces mé-
thodes sont analysées et testées sur des exemples numériques.
Dans le reste de ce travail, nous proposons des premières
solutions aux problèmes d'identi�cation en boucle fermée des
systèmes à base de données binaires. Les premières solutions
sont dédiées aux systèmes à sortie binaire, l'excitation de la
boucle fermée est supposée être à haute résolution. En�n, deux
méthodes ont été proposées pour les systèmes en boucle fermée
à sortie et entrée binaires. Ces solutions sont testées sur des
exemples numériques pour mesurer leurs performances.

Mots clés : Identi�cation, boucle ouverte/fermée, système à
sortie binaire, système à entrée/sortie binaire.
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Abstract

This thesis is devoted to the identi�cation of systems based
on binary data. First, a brief presentation of all the methods
of identi�cation of systems based on the use of binary data
existing in the literature is given. In the following, we are
interested in the problem of open loop identi�cation of systems
with binary output and input. We propose methods for the
identi�cation of FIR systems and more complex IIR systems
with binary input and output. These methods are analyzed
and tested by numerical examples. In the rest of this work,
we propose �rst solutions to the problems of closed-loop
identi�cation of systems based on binary data. The �rst
solutions are dedicated to binary output systems, the closed
loop excitation is assumed to be high resolution. Finally, two
methods are proposed for closed loop systems with binary
output and input. These solutions are tested on numerical
examples to quantify their performances.

Key words : Identi�cation, open loop, closed loop, binary out-
put system, binary input/output system.
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