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Notations et abréviations

BOZ : Bloqueur d’Ordre Zéro
EDO : Equation Différentielle Ordinaire
EDP : Equation Différentielle Partielle

EP : Persistant Excitation
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Résumé

Les travaux menés dans le cadre de cette thése portent sur la synthése d’observateurs pour
certaines classes de systéemes linéaires ou non, fini- ou infini-dimensionnels. La non-linéarité
des systemes étudiés est principalement prise en compte a travers des champs vectoriels
triangulaires et globalement Lipschitz. Les dynamiques infini-dimensionnelles considérées sont
essentiellement de type paraboliques ou des retards de type temps-mort ou distribué. Outre leur
caractére non-linéaire et/ou infini-dimensionnel, 1’intérét des systémes considérés réside aussi
dans le fait que leurs sorties sont souvent supposées échantillonnées et leurs modéles font
souvent I’objet d’incertitudes paramétriques. Pour chacune des classes de systémes considérées,
nous avons ¢laboré un observateur d’états et proposé une démonstration formelle de sa
convergence exponentielle, sous des conditions suffisantes d’observabilit¢ du systéme et
d’excitation persistante des entrées. A cet effet, nous avons fait usage de différentes techniques
de synthése d’observateurs, comme le grand gain et le filtre de Kalman, et différents outils
d’analyse comme les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, le théoréeme du petit gain, et
diverses inégalités, utilisables dans les espaces L? ou ceux de Sobolev, notamment celles de
Schwartz, Hanalay, Wirtinger, etc. Les performances théoriques des observateurs élaborés ont
systématiquement fait 1’objet de validations abondantes par voie de simulation dont une partie

seulement a été insérée dans ce mémaoire.
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Summary

This thesis deals with observer synthesis for linear, or non-linear, finite or infinite dimensional
class of systems. Non-linearity is mainly considered through triangular and globally Lipschitz
vector fields, and considered infinite dimensional dynamics are mainly parabolic type or dead-
time or distributed delay type. Besides their non-linear and/or infinite-dimensional nature, the
interest of the studied systems also lies in the fact that their outputs are often supposed to be
sampled and their model are often submitted to parameter uncertainty. For each class of
considered systems, we developed a state observer and a formal demonstration of its
exponential convergence, under sufficient observability conditions of the system and persistant
excitation of inputs. For this purpose, we used various kind of observer synthesis technics like
high-gain or Kalman filter, and various analysis tools like Lyapunov-Krasovskii functional,
small-gain theorem, and various inaqualities, usable in L? or Sobolev spaces, especially
Schwartz, Halanay, and Wirtinger’s inequalities. Theoric performances of developed observers
have systematically been checked by multiple simulations. Some of them have been included

in this manuscript.
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Chapitre 1 : Introduction

1.1 Problématique générale

Il est bien connu que tous les systemes technologiques sont équipés de capteurs qui constituent
la source d’information de tous dispositifs de mesure. Les informations fournies par les capteurs
permettent le suivi de 1’évolution des différentes variables caractérisant le fonctionnement d’un
systéme. Les raisons derriére ’acquisition de ces données sont trés diverses et variées. On peut

citer entre autres :

(i) la sécurité : par exemple, la surveillance de la température d’une machine dans le but

d’éviter sa surchauffe ;
(ii) le contrdle-commande : par exemple la commande en vitesse ou en position d’un moteur ;

(ii1) les calculs statistiques et bilans : par exemple, calcul du rendement d’une chaine de

production.

Bien que ce soit indispensable au bon fonctionnement des systémes, le recours aux capteurs se
heurte néanmoins a plusieurs difficultes, limitations et contraintes. Tout d’abord, il n’est pas
toujours possible de les installer sur toutes les machines a monitorer. En effet, a I’heure de la
miniaturisation, il peut arriver qu’un capteur soit trop volumineux pour une application donnée.
Outre I’aspect miniaturisation, un capteur peut également s’avérer trop fragile, ou trop sensible,
par rapport a I’environnement dans lequel il va étre amené a fonctionner (probléemes de
compatibilité électromagnétique, vibrations trop élevées, air iode, etc.). Parfois, il n’existe
simplement pas de capteur pour mesurer la grandeur physique dont on souhaite connaitre
1’évolution. Enfin, il ne faut pas perdre de vue que la durée de vie d’un capteur est limitée dans
le temps et qu’il est nécessaire de le remplacer a intervalles réguliers afin de maintenir un niveau

de fiabilité maximal.

Outre ces difficultés techniques, il existe également des considérations financieres. En effet,
I’acquisition de capteurs et des dispositifs électroniques de conditionnement complémentaires
(communément appelés transmetteurs de mesure) a un certain colt qui peut s’avérer conséquent
lorsqu’ils doivent étre implantés en grand nombre, comme dans certaines chaines de production
et certains systémes technologiques trés sophistiqués. En plus de cet aspect pécuniaire, les

capteurs sont également soumis a des problématiques d’approvisionnement et de certifications.
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C’est pour contourner ces problémes, ou du moins réduire leur impact, que 1’on fait appel aux
observateurs d’états. Ceux-Ci vont se substituer aux capteurs ou a minima les seconder.
Physiquement, un observateur d’état est un systéme informatique temps-réel et souvent
embarqué, dont le but est d’estimer en ligne les variables d’¢état internes du systéme commandé,
en utilisant a cet effet les informations délivrées par les capteurs existants. Analytiquement,
I’¢laboration d’un observateur se fait a 1’aide de diverses techniques de synthése et d’outils
d’analyse, en s’appuyant sur un modéle du systétme commandé, et sur une formulation
mathématique rigoureuse des objectifs escomptés. Ainsi, si 1I’on exclut les codts de conception
et de programmation, les observateurs présentent moins de contraintes que les capteurs,
notamment en ce qui concerne les colts de production, les problématiques
d’approvisionnement ou d’installation, ce qui les rend intéressants. Toutefois, un observateur a
lui-méme besoin de capteurs pour fonctionner ; il permet de tirer profit des capteurs existants

afin d’accéder aux variables inaccessibles par ces derniers.

1.2 Bref historique sur la synthése d’observateurs

Dans la mesure ou il existe une multitude de systemes différents, il existe également une grande
variété d’observateurs. En effet, chaque classe de systemes ayant ses spécificités, un
observateur congu pour une classe ne fonctionnera pas pour une autre. C’est pourquoi la
recherche dans le domaine des observateurs d’état aspire en permanence a 1’élargissement des
classes de systéemes pour lesquels on peut concevoir des observateurs. La conception
d’observateurs peut s’accomplir soit en améliorant des observateurs préexistant afin d’en

étendre le domaine d’application, soit en inventant de toute piéce de nouveaux observateurs.

Les premiers travaux relatifs a la synthése d’observateurs ont concerné les systemes linéaires.
Pendant longtemps, ces travaux ont reposé sur I’hypothése que les signaux de sortie du systéme
observé sont continuellement accessibles & la mesure. Sauf qu’a I’heure du numérique la grande
majorité des signaux est désormais échantillonnée pour étre traitée numeriquement. Le passage
de I’analogique (continu), au numérique (discontinu) ne pose pas de probléme lorsque les
systemes étudiés sont linéaires. Comme 1’immense majorité des systémes nous entourant sont
non-linéaires, il a fallu développer de nouveaux observateurs capables de prendre en compte
cette contrainte. Les premiers travaux consacres a cet aspect remontent au début des année 90
(Deza, et al., 1992) avec un substantiel regain d’intérét au cours des deux dernic¢res décennies.

A cet égard, on peut notamment citer les travaux de (Raff, et al., 2008) pour les systémes fini-
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dimensionnels, ceux de (Fridman & Blighovsky, 2012) et (Ahmed-Ali, et al., 2016a) pour les
systemes infini-dimensionnels, et ceux de (Ahmed-Ali, et al., 2016b) et de (Karafyllis, et al.,
2017) pour les systémes en cascade composés d’un sous-systeme fini-dimensionnel connecté

en série avec un sous-systeme infini-dimensionnel.

Afin de pallier la non connaissance du signal de sortie en dehors des instants d’échantillonnage,
ces observateurs intégrent un prédicteur de sortie. Celui-ci permet de compenser ’effet du
retard induit par I’échantillonnage des signaux. Deux types de prédicteurs sont utilisés dans la
plupart des observateurs proposés dans la littérature. Le premier type est qualifié de bloqueur
d’ordre de zéro (BOZ) car il maintient constante la prédiction de sortie entre deux instants
d’échantillonnages. Le second type de prédicteurs, dit inter-échantillons, fait varier la prédiction
de sortie selon une loi (de type boucle ouverte) identique a celle de la vraie sortie du systéme.
Il va de soi qu’un prédicteur de type BOZ est plus simple a mettre en ceuvre, mais moins
performant, qu’un prédicteur inter-échantillon (si tenté que ce dernier existe ce qui n’est pas
toujours le cas). Le choix du type de prédicteur dépend du systeme étudié et du niveau de

performances désiré.

Un autre aspect qu’il convient de prendre en compte lors de 1’¢laboration ou de I'utilisation
d’un observateur est celui de I’incertitude paramétrique. En effet, il arrive que nous n’ayons pas
connaissance des valeurs exactes de tous les paramétres caractérisant le modéle d’un systéme.
Or, la connaissance d’un modeéle assez précis du systeme est essentielle pour que 1’observateur
puisse opérer une estimation précise des variables états du systéme. C’est pour répondre a ce
besoin que des observateurs adaptatifs ont fait leur apparition. Ces derniers comprennent, en
plus d’un estimateur d’état, un estimateur de parameétres inconnus. Les premiers travaux sur le
sujet ont été consacrés aux systemes linéaires (Carol & Lindorff, 1973) et (Kreisselmeier,
1977), une présentation pédagogique en est faite dans le livre de (loannou & Sun, 1996). Les
systéemes non-linéaires ont été abordés par (Bastin & Gevers, 1988) (Marino & Tomei, 1996)
et (Besancon, et al., 2006). Les observateurs développés dans ces études ne portaient que sur
les systemes dont les signaux étaient continuellement accessibles. Comme vu précédemment,
le numérique étant omniprésent de nos jours, ces travaux ont été poursuivis et étendus au cas
des systémes a sortie échantillonnée dans (Ahmed-Ali, et al., 2009), (Hann & Ahmed-Ali,
2012), (Folin, et al., 2016) et (Ahmed-Ali, et al., 2015), ce dernier abordant le cas des systémes

de dimension infinie.

La prise en compte des retards purs (dits aussi temps-morts) est aussi une problématique

majeure en commande des systéemes. Cette caractéristique dynamique peut avoir plusieurs
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origines. Elle peut caractériser un phénomene naturel (transport de la matiére par exemple)
inhérent au systéme commandé. Elle peut aussi étre introduite par les dispositifs de controle.
En effet, il arrive souvent que les actionneurs et les capteurs (situés en site de production) soient
géographiguement distants des systéemes numeriques de commande installés dans des salles de
contréle. Cette séparation permet de protéger les systemes de commande de toutes sortes de
perturbations qui caractérisent les milieux hostiles de productions. Mais, elle crée un retard dans
la circulation des informations entre la salle de contrdle et le systtme commandé. Ce
phénomene a été accentué ces derniéres années avec 1’introduction massive des réseaux de
communication dans les systemes de contréle-commande. En effet, les informations étant

priorisées, le temps qu’elles mettent a transiter via un réseau peut varier de fagon significative.

On distingue deux types de retard. Le retard discret, reflétant un décalage temporel fixe entre
deux signaux, et le retard distribué se traduisant par une moyenne du décalage temporel entre
deux signaux. Analytiquement, le premier est décrit par une équation statique, alors que le
second requiert une description intégrale. Le phénoméne d’échantillonnage peut étre assimilé a
un retard discret variant entre zéro et la période d’échantillonnage. Dans le contexte qui nous
intéresse, a savoir celui de la synthése d’observateurs, la compensation de 1’effet d’un retard de
sortie se fait a I’aide d’un prédicteur de sortie. Comme évoqué plus haut, la synthése d’un
prédicteur s’appuie sur le modele du systeme étudié, et donc du type de retard caractérisant ce

dernier.

De nombreux travaux ont été menés portant sur la synthése d’observateurs pour les systémes
retardés. Dans le cas des systémes fini-dimensionnels avec retard discret, on peut notamment
citer (Germani, et al., 2002), (Kazantis & Wright, 2005), (Cacace, et al., 2010) et (Ahmed-Alli,
et al., 2012). Le cas du retard distribué a été abordé dans (Bekiaris-Liberis & Kirstic, s.d.),
(Ahmed-Ali, et al., 2018), (Kahelras, et al., 2018), (Ammeh, et al., 2019) et (Ahmed-Alj, et al.,

2020) ce dernier s’intéressant au cas des systémes de dimension infinie.

Cette thése porte sur la synthése d’observateurs pour les systémes linéaires ou non, fini- ou
infini-dimensionnels, a sortie échantillonnée et retardée. La problématique d’incertitude

paramétrique occupe également une place importante dans nos travaux de recherche.
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1.3 Contributions de la these

Les travaux menés dans le cadre de cette thése ont permis d’apporter des contributions, bien
accueillies par la communauté internationale, en matiére de synthése d’observateurs d’états
pour les systemes non-linéaires de sortie échantillonnée et retardée, dont le modele est sujet a

des incertitudes paramétriques.
1.3.1 Synthese d’observateurs pour les systemes fini-dimensionnel a sortie retardee

Au chapitre 2, nous nous sommes intéressés aux systemes linéaires fini-dimensionnels, a sortie
¢chantillonnée et retardée, mais ne présentant aucune incertitude paramétrique. L’intérét de la
classe de systemes étudiée réside, d’une part, dans le caractere temps-variant du systeme et,
d’autre part, dans le fait que nous proposons une formulation unifiée du retard qui permet de
prendre en considération, de facon simultanée, a la fois les retards distribués et les retards
discrets. Nous présentons ainsi un observateur de type Kalman constitué d’un estimateur du
vecteur d’états et d’un prédicteur de sortie de type Bloqueur d’Ordre Zéro (BOZ). Nous
présentons également une analyse de convergence de 1’observateur qui montre que le systéme
d’erreur d’estimation d’état est exponentiellement stable. Hormis une condition d’observabilité
exprimée en terme de Grammian du systeme, le résultat de stabilité établi impose une borne

supérieure sur les valeurs admissibles de la période d’échantillonnage et du retard.

Au chapitre 3, nous étendons le résultat précédent au cas ou le systeme étudié fait I’objet d’une
incertitude paramétrique dans 1’équation de sortie du systeme. Outre I’incertitude paramétrique,
I’intérét du nouveau probleéme réside dans le fait que le vecteur de régression véhiculant cette
incertitude dépend non-linéairement de la sortie du systéme. Le modéle considéré de la sortie
permet de rendre compte des non-linéarités des capteurs. Il s’ensuit une définition implicite de
la sortie du systéme, rendant trés difficile (voir impossible) la conception d’un prédicteur inter-
échantillons. Nous développons un observateur adaptatif constitué d’un estimateur d’états de
type Kalman, d’un prédicteur de sortie de type BOZ et d’un estimateur paramétrique de type
moindres carrés (MC). Nous démontrons que 1’observateur jouit d’une convergence
exponentielle sous deux conditions suffisantes, 1’'une relative a 1’observabilité du systéme et
I’autre a I’excitation persistante (EP). L’analyse de stabilité du systeme d’erreurs se fait a 1’aide
d’une fonction de type Lyapunov-Krasovskii et met en évidence une borne supérieure sur les
valeurs admissibles du retard et de la période d’échantillonnage. Ce travail a fait I’objet d’une
publication dans une revue (Lailler, et al., 2021b) et d’'une communication dans une conférence
(Lailler, et al., 2021a).
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Au chapitre 4, nous étendons de nouveau les résultats précédents au cas ou les équations
d’entrée et de sortie du systéme sont toutes deux retardées et font 1’objet d’une incertitude

paramétrique.

Nous proposons un observateur adaptatif constitué d’un estimateur d’état de type Kalman, d’un
prédicteur de sortie de type BOZ et d’un estimateur paramétrique de type moindres carrés (MC).
La convergence exponentielle de 1’observateur est démontrée sous deux conditions relatives a
I’observabilité du systéme et a I’excitation persistante (EP). La stabilité du systéme d’erreur est
analysée grace a une fonction de type Lyapunov-Krasovskii, et met en évidence une condition

sur les valeurs maximales admissibles du retard et de la période d’échantillonnage.

La structure de cet observateur, ainsi que ses conditions de convergence sont tres proches de
celles de I'observateur du chapitre précédent, 1’objectif de ce chapitre étant avant tout de
démontrer que I’observateur présenté au chapitre 3 posséde un champ d’application plus étendu

que celui considéré jusqu’a lors.
1.3.2 Synthese d’observateurs pour les systemes infini-dimensionnel a sortie retardée.

Au chapitre 5, nous traitons le cas des systemes infini-dimensionnel a sortie échantillonnée et
retardée faisant I’objet d’une incertitude paramétrique dans 1’équation de sortie et 1’équation
d’entrée du systeme. L’intérét de ce systeme réside dans le fait que les vecteurs de régression
véhiculant ces incertitudes paramétriques soient dépendant, non-linéairement, du signal de
sortie du systéme, rendant impossible la mise en place d’un prédicteur inter-échantillons. En
pratique, ce type d’observateurs trouve son principal intérét dans la détection de défauts sur les
capteurs, comme des capteurs de chaleur. Nous développons un observateur adaptatif composé
d’un estimateur d’¢états, d’un prédicteur de sortie ainsi que d’un estimateur paramétrique de type
moindres carrés (MC). L’analyse de la stabilité exponentielle du systéme d’erreur est démontrée
via I’utilisation d’une fonction de Lyapunov-Krasovskii, et d’outils mathématiques comme le
lemme de (Khalil, 2001) ou les inegalités de Young et Wirtinger. Cette analyse met également
en lumiére des conditions sur les valeurs maximales admissibles pour le retard et le pas
d’échantillonnage, afin que la convergence de 1’observateur soit conservée. Ce chapitre est une
extension aux systémes infini-dimensionnels, des travaux présentés aux chapitres 3 et 4. Ces

travaux font actuellement 1’objet d’une procédure de publication.
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1.3.3 Syntheése d’observateurs pour les systemes en cascade composés d’un sous-systeme fini-

dimensionnel et d’un sous-systeme infini- dimensionnel.

Au chapitre 6, nous nous intéressons aux systémes composés d’un sous-systeme linéaire fini-
dimensionnel en série avec un sous-systeme non-linéaire infini-dimensionnel. L’intérét de cette
classe de systeme réside dans le caractére non-linéaire du sous-systéeme infini-dimensionnel,
mais également dans le caractére échantillonné de la sortie et son injection dans les deux sous-
systemes considérés. En pratique, cette étude permet de traiter le cas des systéemes équipés de
capteurs non-linéaires, comme par exemple les capteurs de chaleur. Nous proposons un
observateur composé d’un estimateur d’état, dont le gain est une fonction de la variable spatiale
intervenant dans la représentation EDP du systéme infini-dimensionnel, ainsi que d’un
prédicteur de sortie. L’analyse de la stabilité exponentielle du systéme d’erreur se fait gréce a
une fonction de Lyapunov-Krasovskii et met en avant deux conditions. La premiére est
I’existence d’une borne supérieure de la valeur admissible de la période d’échantillonnage. La
seconde est une condition sur le coefficient Lipschitz de la non-linéarité et sur la longueur du
domaine de la PDE décrivant le sous-systéme infini-dimensionnel. Ces deux valeurs ne peuvent
pas étre toutes deux arbitrairement grandes, pour une valeur donnée de 1’une, I’autre admet une
borne supérieure. Ce travail a fait I’objet d’une publication dans une revue (Benabdelhadi, et
al., 2020).

1.4 Organisation du mémoire

Le reste de ce mémoire est organisé, comme suit :

Le Chapitre 2 porte sur la synthése d’observateurs d’états sur la base de mesures échantillonnéees

pour les systemes linéaires temps-variant en présence de retards de sortie discrets et distribués.

Le Chapitre 3 se consacre a la synthése d’observateur d’états adaptatif sur la base de mesures
échantillonnées pour les systemes non-linéaires temps-variant en présence de retards de sortie

discrets et distribués.

Le Chapitre 4 est quant a lui dédié a la synthése d’observateurs adaptatifs sur la base de mesures
échantillonnées pour les systémes non-linéaires temps-variant en présence de retards d’entrée

et de sortie discrets et distribués.
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Le Chapitre 5 aborde le sujet de la synthése d’observateur adaptatif sur la base de mesures
échantillonnée pour les systemes non-linéaires temps-variant de dimension infinie, en présence
de retard de sortie distribué.

Dans le Chapitre 6 il est question de la synthése d’observateurs pour systémes a sortie

échantillonnée, en présence d’un capteur de chaleur non-linéaire.

Enfin, le Chapitre 7 conclut cette these en présentant un bilan des chapitres précédents et en

proposant des pistes pour de futurs travaux.

Une liste bibliographique et quelques annexes comprenant des rappels théoriques achevent le

mémoire.

La figure 1 illustre I’interdépendance entre les différents chapitres. La prise en compte de cette
interdépendance dans la lecture du mémoire est recommandée, méme si NoUs NOUS SomMMes

efforcés autant que faire se peut de rendre la lecture séparée de chacun des chapitres, possible.

Chapitre
1
| : 1
Chapitre| |Chapitre| [Chapitre
2 5 6
I
Chapitre
3
I
Chapitre
4
Chapitre
7

Figure 1 : Organisation des chapitres de la these
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Chapitre 2 : Synthése d’Observateur d’états sur la base de
mesures echantillonnées pour les systemes linéaires temps-
variant en présence de retards de sortie discrets et

distribués

2.1 Introduction

Aujourd’hui, du fait de I’omniprésence du numérique dans les systémes, I’implémentation
pratique des observateurs nécessite qu’ils operent avec des signaux échantillonnés. Dans le cas
des systémes linéaires temps-invariant, cette contrainte n’est pas difficile a appréhender ; une

simple discrétisation de 1’observateur suffit pour obtenir une estimation précise des états.

Ce n’est en revanche pas le cas pour les systémes non-linéaires et/ou temps-variant. Les
observateurs élaborés pour ces systemes héritant de la nature non-linéaire et/ou temps-variant
de ces derniers, cela ne permet généralement pas de garantir que la convergence de
I’observateur continue sera conservée si les mesures injectées dans 1’observateur venaient a étre

échantillonnées.

En plus de D’échantillonnage, un autre phénomeéne s’est imp0osé avec insistance aux
automaticiens ces derniéres années : c’est celui du retard. Pouvant étre de nature discréte ou
distribuée, le retard est principalement di a la multiplication et a I’importance des réseaux de

communication dans le contrdle des systémes.

Les premiers travaux sur la synthése d’observateurs des systémes a retard sont dus a (Germani,
et al., 2002) (Cacace, et al., 2010), (Ahmed-Ali, et al., 2012), (Kazantis & Wright, 2005),
(Besancon, et al., 2007) et portaient uniquement sur le cas de retards discrets. Le cas des retards
distribués fut abordé plus tardivement dans (Bekiaris-Liberis N & Krstic, s.d.), (Ahmed-Ali, et
al., 2018), (Kahelras, et al., 2018), (Ammeh, et al., 2019).

Quelle que soit la nature du retard, son effet se traduit de la méme maniére : les mesures de la
sortie acquises a un instant donné renseignent sur les états antérieurs a cet instant et ne rendent
donc pas compte des états présents du systeme. Tres vite, la nécessité de compenser le retard a
I’aide de prédicteurs a été réalisée. Les prédicteurs permettent 1’anticipation de la sortie du

systéme (il s’agit alors de prédicteurs de sortie), ou des états de ce dernier (on parle alors de
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prédicteurs d’états). Les différents travaux portant sur la synthése d’observateurs se distinguent,
entre autre, par la nature du prédicteur qu’ils utilisent (prédicteur de sortie ou d’états) et par le
type de celui-ci : bloqueur d’ordre zéro (ZOH) ou inter-échantillons (plus communément
appelés inter-sample predictor). Pour plus de détails concernant la synthése d’observateurs en
relation avec le type de prédicteur utilisé, nous renvoyons le lecteur vers 1’étude bibliographique

du Chapitre 1.

Ce chapitre présente un observateur d’état applicable aux systémes linéaires temps-variant a
sortie retardée et échantillonnée. La nouveauté par rapport aux travaux antérieurs reside dans
le fait que nous traitons de maniére simultanée les deux types de retard, distribué et discret, ceci

en adoptant une représentation mathématique unificatrice.

L’observateur proposé est de type Kalman (communément appelé Kalman-like) en association
avec un prédicteur de sortie. Sa convergence exponentielle est assurée pour un pas
d’échantillonnage et un retard suffisamment faibles, la preuve de ce résultat s’appuie une

fonction de Lyapunov-Krasovskii.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : Le systéme a 1’étude ainsi que ses spécificités
sont détaillés au paragraphe 2.2. L’observateur est ensuite présenté au paragraphe 2.3 et sa
convergence est analysée dans le paragraphe 2.4. Enfin, dans le paragraphe 2.5, nous présentons
des résultats de simulation venant illustrer les performances de 1’observateur et confirmer les

résultats de convergence établis théoriquement.

2.2 Classe des systemes étudiés

Nous nous intéressons aux systemes dont la sortie est échantillonnée et retardée.

Mathématiquement, ces systémes sont représentés de la maniere suivante :

x(t) = A(u(@®))x(©) + B(u(t)), pourtoutt >0 (2.1)
y(®) = [°,ex(t + u(s)ds (22)
avec,

xeR":;AW) € R™™; B(u) € R";c € RI*™ (2.3)

ou les valeurs initiales x(s) (avec—d < s < 0) sont arbitraires et ne sont pas connues. Le reste

des notations dans (2.1)-(2.2) est défini comme suit :
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- u est un signal vectoriel ou scalaire représentant le signal d’entrée du systéme ;
- y est un signal scalaire et est le signal de sortie du systéme ;
- x € R™ est le vecteur d’état ;

- 1 : [—d, 0] = R, est une fonction ou une distribution connue de la forme :
u(s) = Z—Zrect (dio) + p6(s +dy) (2.4a)

ou o, 4y € {0, 1} sont tel que uy + 1y = 1, § est 'impulsion de Dirac, et rect(.) est la fonction
rectangulaire suivante :

rect(s) = {(1) pour s € [-1,0] (2.4b)

Dans les équations (2.4a) et (2.4b), d, et d, correspondent respectivement a la longueur du
retard distribué et du retard discret. Par convenance, on introduit aussi la notation d

correspondant au retard maximal:
d = max(dy, d,) (2.4¢)

A T’exception du vecteur d’état x tous les parameétres et tous les signaux de (2.1)-(2.4) sont
connus et mesurables. C’est en particulier le cas 1’indice dimensionnel n > 0, ainsi que de la

taille des retards d, = 0,d; = 0 et d = 0 qui sont tous connus.
La description du systéme est complétée avec les hypotheses classiques suivantes :

- A(u) et B(u) sont des fonctions de classe C*.
- Le signal d’entrée u est accessible a la mesure et est borné.

- L’application u — x, définie par 1’équation (2.1), est un opérateur L, stable.

Nous nous plagons dans le cas, plus réaliste mais aussi moins évident a traiter, ou le signal de
sortie y est uniquement accessible a la mesure aux instants d’échantillonnage t, , qui
correspond a n’importe quelle suite croissante telle que t; — oo lorsque k — oo. Le plus grand

intervalle entre deux instants d’échantillonnage est noté h = sup(t; — tyx_1)-

Le probléeme a 1’étude dans ce chapitre est de synthétiser un observateur qui fournisse en ligne
une estimation aussi précise que possible du vecteur d’état du systeme, en se basant sur les

signaux accessibles a la mesure, c’est a dire: u(t) et y(ty).
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Remarque 1.

1) L’équation de sortie (2.2) pourrait représenter un capteur intégrant un retard. Elle permet
alors de rendre compte a la fois d’un retard discret et d’un retard distribué.
2) Quand le systtme comprend uniquement un retard distribué, on a
Uo = 1,d; = uy = 0etd, = d. L’équation (2.2) s’écrit alors :
y(t) = %f_od cx(t + s)ds (2.5a)
3) Le cas d’un retard discret seul est pris en compte en posant
Uy = 1,dy = d,dy = po = 0.0Onaalors u(s) = 6(s + d) et I’équation (2.2) s’écrit :
y(t) = f_od cx(t +5)8(s + d)ds
=cx(t—d) (2.5b)
4) Le cas plus général ou les deux types de retard sont présents s’obtient en posant dans
(2dac)uy=1let u; =1
5) Si ’on veut représenter un systéme n’intégrant aucun retard, il suffit de prendre
Uy = let uy =dy = 0. Une alternative serait de poser u, = 1,u; = d, = 0 et faire

tendre d vers 0. Dans les deux cas on obtient u(s) = §(s) et I’équation (2.2) devient :

y(t) = cx(t)

2.3 Synthése de I’observateur d’état

Afin d’estimer les états du systéme présenté dans la partie précédente, I’observateur suivant est

proposeé.

() = A(u(®)2() + Bw) — ST (3@ — y(ti)),

pourtoutt, <t <tp,1;k=012.. (2.6)
9(@) = [ & (ty + s)u(s)ds, pour tout ty, < t < typq s k=0,1,2... 2.7)
S(t) = —pS(t) — S(t)Aw) — AT(W)S(t) + cTc (2.8)

ol S(0) = ST(0) > 0 et p > 0 sont choisis arbitrairement.

Si I’on compare 1’équation d’état du systéme (2.1) et celle de 1’observateur (2.6), on remarque
que cette derniere contient un terme additionnel, dit d’innovation, proportionnel a 1’erreur
d’estimation P(t) — y(ty), pour t, <t < t;,,. Présentement, y(t) est une estimation de

y(ty), pourtout t, <t < ty,q, ce qui montre que 1’observateur (2.6)-(2.8) utilise un prédicteur
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de sortie de type ZOH (Karafyllis, et al., 2017). Un prédicteur inter-échantillon aurait également

pu étre utilisé.

Par ailleurs, I’observateur (2.6)-(2.8) se caractérise par son gain variant S(t). Sa mise en ccuvre
pratique nécessite la résolution en ligne de I’équation de type Riccati (2.8), ce qui en fait un
observateur de type Kalman. Il est évident que le caractere temps-variant du gain est une
conséquence directe du fait que le systéme lui-méme est de cette nature. 1l va de soi que si la
matrice A(u) = A était fixe, un observateur échantillonné de gain fixe, de type Luenberger,

aurait été suffisant.

2.4 Analyse de ’observateur

Nous allons maintenant analyser 1’observateur défini par les équations (2.6)-(2.8), opérant sur
la base des mesures collectées en temps-réel sur le systeme décrit par (2.1)-(2.2). 1l s’agit
d’établir des conditions suffisantes qui garantissent la convergence exponentielle de

I’observateur.

Pour que I’observateur opére correctement, il est nécessaire que la matrice de gain S(t) soit a
la fois définie positive et reste tout le temps suffisamment éloignée de la matrice nulle.
Spécifiquement, la matrice de gain est supposée vérifier la double inégalité suivante :

il existe deux constantes réelles 0 < as< s < o telles que, pour toutt = 0,0na:
0 <asl <S(t) <pl, (2.9)

Cette propriété a été introduite et utilisée pour la premiére fois dans (Besancon, et al., 1996) et,
plus récemment, dans (Ahmed-Ali, et al.,, 2018) (2019). Elle implique une condition
d’observabilité, formulée en terme de Grammian de la paire (A(u), ¢). Cette condition entraine
a son tour une exigence sur le signal d’entrée u(t). Ce dernier doit étre "régulierement excitant”
au sens précisé dans le lemme 1 de (Ahmed-Ali, et al., 2019). Dans la suite de ce chapitre, nous
supposerons que le signal u(t) satisfait a 1’exigence "d’excitation réguliére" ce qui nous
permettra d’utiliser I’hypothése (2.9) dans 1’analyse du systéme d’erreur associ¢ a I’observateur

(2.6)-(2.8). Pour définir ce dernier, introduisons les erreurs d’estimation d’état et de sortie :

() =x(t) —x(t), y@)=9(t)—y(ty),pourtoutt;, <t <ty ;k=0,12... (2.10)
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En soustrayant chacune des équations du systeme, (2.1) et (2.2), a I’équation correspondante de

I’observateur (2.6)-(2.7), nous obtenons les équations suivantes, définissant le systeme

d’erreur :
x(t) = A(u(@®)x() — S~ icc f_Odfc (ty + s)u(s)ds (2.11a)
y() = f_od cX(tx +s)u(s) ds (2.11b)

La stabilité exponentielle de ce systéme d’erreur fait I’objet du théoréme suivant :

Théoréeme 2.1. Considérons le systéme d’erreurs (2.11a-b), découlant de 1’observateur
(2.6) - (2.8) appliqué au systeme (2.1) - (2.2). Supposons que le signal d’entrée u(t) soit

réguliérement excitant de sorte que 1’on puisse considérer que la propriété (2.9) soit satisfaite.

Il existe deux réels d,; > 0,hy,, > 0 tel que, si 0 <d <dp,0<h< hy, alors ’erreur

d’estimation d’état X¥(t) converge exponentiellement vers 1’origine.
Remarque 2.

Avant d’en exposer la preuve, notons que le Théoréme 2.1 assure que le vecteur d’état X(t),
estimé par 1’observateur (2.6)-(2.8) a partir des données issues du systéme de la forme (2.1)-
(2.2), converge bien vers le vrai vecteur d’état x(t). En outre, on s’attend a ce que la nature
exponentielle de la convergence confere une certaine robustesse a 1’observateur (vis-a-vis
d’erreurs de modéle). Cependant, cette importante performance qu’est la convergence
exponentielle, est garantie uniquement pour des périodes d’échantillonnage et des retards
suffisamment petits. Cette limitation est assez classique dans les travaux de méme type
(Ahmed-Ali, et al., 2019)

Preuve du Théoréme 2.1. Pour analyser la stabilit¢ du systéme d’erreur (2.11a-b), nous

considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :
~ ~ 0 L
V() = xT()S()x(t) + g f_do f;(r —t+ h)||x(r + s)||2 drds,

pourtoutt, <t <ty,1;keN (2.12)

Il convient de remarquer d’abord 1’inégalité suivante qui s’avérera utile plus tard :
0 t 2 0 ts
0< f_do ftk(r — t+ h)||%(r + 5)||*drds < hf_do ftk”x(r +5)||* drds (2.13)

En utilisant (2.8) et (2.11) on obtient ce qui suit en dérivant (2.12) :
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V() = xT()SOx() + T ()SO)x(t) + T (H)S(O)X(t) + puoh f_°d0||a‘c(t + s)||2 ds
0 2
—to [y, ft’;”x(r +5)||?drds
= —pxTSx + ¥TcTcx — 2%7cTc f_Odfc(t + s)u(s)ds + 2x"cTc f_od ftifc(r + s)drds
uoh [, 10+ )| ds — o [5, [} |G-+ 9)|2drd
Hoh J_, ||X(r +s s ,uo_doth(r s)||“drds
= —pxTSx +xTcTcx — 2%7cTc f_Odfc(t)u(s)ds
+2x7cTc f_od(f(t) —%(t+ s)u(s)ds + 2xTcTc f_od f;{f(r + s)drds
0 2 2 0 ~
+uoh f_do||x(t +9)||"ds — o L a, fttk”x(r + 5)||?drds (2.14)

D’apres (2.4a) nous avons :

—23T(6)cTe [°, 2(t + $)u(s)ds = =2l|cx (O [°, u(s)ds = —2l|cR(E) (o + 1)

(2.15)
Alors, I’égalité (2.14) se réécrit comme suit :
V(t) = —px" (O)SE(t) — 2o + p1) — Dllcx ()|
+287(8)cc [° (%(t) — %(t + 5))u(s)ds
+2xT(t)cTc f_od fttkfc(r + s)u(s)drds + ugh f_Od”fc(t + s)||2ds
—o [, fttk||fc(r +5)|| 2drds, pour tout t;, < t < tyyq;k =0,1,2.. (2.16)

Nous allons maintenant procéder a la majoration de chacun des termes non stabilisants situés a

droite de (2.16). 11 s’agit précisément des 3° et 4° termes du membre de droite.
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Majoration du 3¢ terme de (2.16) :

En posant a = 2x7cT,b=¢ f_Od(fc(t) — %(t +5))u(s)ds et € =2 grace a I'inégalité de

Young :
2%TcTc f_od(i(t) — %(t +5))u(s)ds < %”CJNC”Z + 2||c||2(f_0d(a?(t) — (%(t + 5))u(s)ds)?
De part (2.4b), I’inégalité précédente implique :

2xTcTc f_od(f(t) — %(t +5))u(s)ds
< Hles 12 + 4llely (Z 17, (K0 = 2t + 5))ds)’

+allelizuy (J°,(50) - (e +$)8(s + dy)ds)
< ZHIex 2 + allcl2E2 5, (O = (&(t + ) ds + 4llel®u () — (7(t = d))?

En appliquant I’inégalit¢ de Wirtinger au deuxiéme terme, situ¢ a droite de 1’inégalité

précedente, cette derniere implique :
2%7cTe [° (%(t) — 2(t + 5))u(s)ds

1y ~n2 . 16douelicl? (0 2 5 0 - 2
< llex|l +Tf—dox (t + s)ds + 4llcll®uy (f_dlx(t+s)ds)

Enfin, en appliquant I’inégalité de Jensen au dernier terme de 1’inégalité précédente, celle-Ci

donne :
o 0 /. o
2%TcTc f_d(x(t) — %(t +5))u(s)ds
1, ~ 16d 0 2 0 -
< llexll> + =232 [0, % (t+5)ds + 4llclPdip [-, 23(t +s)ds (2.17)

Pourtoutt > 0

Majoration du 4° terme de (2.16) :

En posant a = 2%7cT,b = cf_od ft”;a‘c(r +s)drds et € =2, on obtient en appliquant

I’inégalité de Young :

- 0 (t s 1, . 0 rt o 2
2%TcTc f_d fth(r +s)drds < E”CJCHZ + 2||c]I? (f_d fth(r + s)u(s)dr ds)
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De part (2.4b), I’inégalité précédente devient :

2xT ch f X(r + s)drds
1, . 0 (0 [t s 2
<3 lexll? + 4liell? (52 12, f, (r+ $)dr ds)
alcl? ([ fF % 5(s +dy)drds)
+4llcl? (u [2, f} #(r + )8(s + dy)dr ds)

L 4h||C||u
<l + o [
d

t
f ¥%(r + s)dr ds + 4h||c|| ,ulf ¥%(r —dy)dr
0vtk t

k

Pourtoutt, <t <ty,1;k=0,1,2.. (2.18)

En combinant (2.16), (2.17) et (2.18) on obtient :

. .2
V < —pRTSE — (200 + ) — DIcE|? + 7292 [0 & (£ + 5)ds

4h||c||?#0

+4llcll?dypy [0, #2(t + s)ds [0, Je 2@ + $)drds

+4h||c||?u, fttkfc(r —d,)dr + poh f_Od”fc(t + s)||2ds — Up f_od fttk”fc(r + 5)|| *drds

(2.19)
Sachant que py + u; — 1 = 0, ’inégalité (2.19) implique
V < —pxTS% — g (1 — 4h”C”2)f f X2 (r + s)drds
2d .
+‘HO [h + 16”C” 0] f_odo fz(t + S)dS
2 0 29 t 1o
+4||c|Py (d1 [0, B (t+s)ds+h [, ¥ (r- dl)dr)
Pourtoutt, <t <tp,1;k=0,1,2.. (2.20)
Quel que soit dy > 0, il existe h > 0 suffisamment petit tel que,
1 — lelho o (2.21)

do

Ainsi, en considérant (2.12) et (2.13), il découle de (2.20) que :

16||C||2d0 0 =y 2 0 22
V< =8(d,h)V + u, [h + ] f_dox (t + s)ds + 4]|c||?uy (dy f_dlx (t + s)ds
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+4llcl2uy (dy [°, #2(¢ + )ds +h [, #(r —dy)dr)

Pourtoutt, <t <tp,1;k=0,1,2.. (2.22)

avec .

4h||c||2”0) Sipo =1
d (2.23)

i Ko(q —
§(d, h) =4 min (p’ (-
p sigg =0
Nous nous concentrons a present sur les trois derniers termes de (2.22).

Nous basant sur (2.9) et (2.4b), il vient en appliquant 1’inégalité de Jensen a (2.11) :
2 2 ~ 0 ||~ ~
|£@®]|" < 3KZNZOI* + 3duoBEllcll* [ 1%t + sll*ds + 3us B2sllcl|* |1 X (t, — d)II?

< BKZNZ(ONZ + Buod?BEllcll* Jmax IIx(t +1)||?
+3u, BE||c||*  max dllf(t +7)||%, pourtout ty, <t < tpp1;k=0,1,2.. (2.24)

ou 0 < k, < oo est une borne supérieure de ||A(u)||. Cette borne est finie du fait que u(t) est

borné et que A(u(t)) est de classe C*.

D’aprés le résultat de (2.24) on peut déduire que :
ahp llcll? [ % (t + s)ds

< 12 llelIPk4 + pomahd®Bs%slicll* + hutBEIIcl®) _ max lI%(t + 1)1

(2.25)

et

(h + 4d||c||? (2“°d + ul)) [° %t + s)ds

< 3d(k% + od? BRIl + i B2l X <h+ adllc? (et +u1)> _max %t + )|

pour tout t;, < t < t,,; et k un entier suffisamment grand. (2.26)

En utilisant (2.25) et (2.26), I’inégalité (2.22) implique, pour tout t, < t < t;,, €t tout entier

k suffisamment grand
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V<-8(dnV,+y(dh) sup V(t+s)
—-2(d+h)<s<0

avec

y(d,h) = s [12h (yCI2K 4 + popt  hd® B sliel* + hiZ Blic )]

2pod?
+Bs |3 (24 + uod? B2l + pyB2lIcI*) (h + 4d]lc|)? (- + m))l
En appliquant I’inégalité de Halanay a (2.27)ona:

V() <e 2t sup  V(s)
—2d—h<s=<0

pour tout t;, <t < t;,q et k un entier suffisamment grand.

Pourvu que
y(d,h) < 6(d, h)
ou a* est Iunique réel positif, solution de 1’égalité :

5(d, h) — 2a = y(d, h)e?*4

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

En utilisant (2.9) et (2.12), il découle de (2.29) que X(t) est exponentiellement convergeant vers

I’origine. Il est a noter que la condition (2.30) n’est pas un probléme dans la mesure ou, (2.38)

et (2.23) montrent que 6(d,h) - p et y(d,h) - 0 quand (d,h) —» 0. Cela assure bien

I’existence de a* satisfaisant (2.30).

Ceci conclut la preuve du Théoréme 2.1.
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2.5 Simulations

Afin de vérifier les performances de 1’observateur (2.6)-(2.8), nous considérons un systeme de

la forme (2.1)-(2.2) avec les parametres suivants :

A(u):[_SCOi(;‘)Jrl 1.8 =[].c=01 o,

Et le signal d’entrée u(t) = sin(5t)
Le retard modélisé par (2.2) est caractérisé par d, = d; = 2, 4o = 11 = 1.

L’observateur défini par (2.6)-(2.8) est utilisé avec la valeur de gain p =1 et la condition
initiale S(0) =1,

Pour les paramétres donnés précédemment, la grandeur h = 0,1s pour la période

d’échantillonnage s’est révélée étre un choix judicieux.

La simulation du systéme et de l’observateur a ¢été effectuée a I’aide du logiciel
Matlab/Simulink, avec un pas de simulation n’excédant pas 10~3s. Le vecteur d’états initiaux

du systéme est fixé a x(0) =[5 5]7, celui de I’observateur a £(0) = [0 0]”.

Les figures 2 et 3 montrent que les variables d’états estimées par 1’observateur convergent bien,
apres un court régime transitoire (a peine 5s), vers leurs vraies valeurs. La figure 4 montre qu’il
en est de méme pour la sortie estimée, qui converge elle aussi trés rapidement vers la vraie

sortie. Ces observations confirment ainsi le résultat théorique du Théoréme 2.1.

Par ailleurs, la figure 5 illustre bien le caractere ZOH du prédicteur de sortie, apres la phase

transitoire.
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Etat x1

_3 1 L 1
0 5 10 15 20

Time(s)

Figure 2 : Variable d'état x1 du systeme (trait plein) et de son état estimé par I'observateur X1 (pointillés).

Etat x2

0 5 10 15 20
Time(s)

Figure 3 : Variable d'état x> du systéeme (trait plein) et de son état estimé par I'observateur X2 (pointillés).
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Sortie

0 5 10 15 20
Temps(s)

Figure 4 : Sortie du systéme y(t) (trait plein) et sortie du prédicteur $(t) (pointillés)

0.5 . .

0.4

Sortie
(=]

.-"( -

_0-5 | 1 1 1
10 10.2 104 10.6 10.8 11

Time(s)

Figure 5 : Zoom sur la sortie du systéme y(t) (trait plein) et la sortie du prédicteur y (pointillés).
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Cette simulation illustre la convergence du systéme d’erreur vers I’origine, démontrée
mathématiquement dans le paragraphe précédent. Cependant, les parametres utilisés lors de
cette simulation sont trés éloignés de ce que I’on peut trouver dans les cas pratiques. D’une part,
le signal d’entrée u(t) peut présenter une excitation réguliéere moins grande que celle de
I’exemple. D’autre part, I’acquisition de signaux s’accompagne souvent d’un bruit de mesure,
plus ou moins important, impliquant que le signal de sortie du systéme pergu par 1’observateur,

n’est pas identique au signal de sortie réel du systeme.

Afin de tester la robustesse de I’observateur dans des conditions plus réalistes une seconde

simulation a été effectuée.

Le systeme considéré possede les mémes parametres que celui de la simulation précédente a
I’exception du signal d’entrée u(t) qui est maintenant défini par u(t) = sin(0,5t) ce signal a
une période 10 fois plus grande que celle du signal d’entrée précédent, il est donc forcément

moins conditionné.

Un bruit blanc a également été ajouté au signal de sortie du systéme percu par 1’observateur,

afin de simuler un bruit de mesure.

Les parameétres de ce bruit blanc sont les suivants :

Moyenne : 0
Variance : 0,001
Origine : 0

Les figures 6 et 7 montrent que les variables d’états estimées par I’observateur convergent bien,
au bruit prés, vers leurs vraies valeurs. Le fait important est que 1’observateur n’amplifie pas
I’effet du bruit. Cependant le temps de convergence est un peu plus élevé que pour la premicre
simulation, c’est une conséquence directe et attendue du choix d’un signal d’entrée avec une
fréquence beaucoup plus faible (donc forcément moins excitant). La figure 8 montre qu’il en
de méme pour la sortie estimée, qui converge elle aussi vers la vraie sortie. Ces observations

confirment ainsi la robustesse de I’observateur.
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Etat x1

_2 1 1 1
0 5 10 15

Time(s)

Figure 6 : Variable d'état x; du systéeme (trait plein) et de son état estimé par I'observateur X,

20

(pointillés).

Etat x2

_2 L II |

_3 1 1 1
0 5 10 15

Time(s)

20

Figure 7 : Variable d'état x, du systeme (trait plein) et de son état estimé par I'observateur X, (pointillés).
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Sortie
[x%]

_2 1 1 1
0 5 10 15 20
Temps(s)

Figure 8 : Sortie du systéme y(t) (trait plein) et sortie du prédicteur $(t) (pointillés)
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité la problématique de synthése d’observateurs pour des
systemes linéaires temps-variant définis par les équations (2.1)-(2.2). La complexité de ces
systemes réside dans le fait que leur équation de sortie comporte un retard discret et un retard
distribué. Pour estimer le vecteur d’état du systéme, nous avons proposé 1’observateur décrit
par (2.6)-(2.8). Pour compenser D’effet des retards de sortie, y compris celui di a
I’échantillonnage, 1’observateur est dot¢ d’un prédicteur de sortie décrit par (2.7). Nous avons
formellement démontré, sous I’hypothése (2.9), que [I’observateur proposé est
exponentiellement convergeant pourvu que les retards et la période d’échantillonnage soient
suffisamment petits. Cette performance formulée dans le Théoreme 2.1 a ensuite été confirmée

par des résultats de simulation-

L’étude présentée dans ce chapitre sera poursuivie au chapitre 3 ou I’on développera une
version adaptative de 1’observateur (2.6)-(2.8) permettant de compenser 1’effet d’incertitudes

paramétriques qui peuvent affecter le systeme.
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Chapitre 3 : Synthese d’observateur d’état adaptatif sur la
base de mesures échantillonnées pour les systemes non-
linéaires temps-variant en présence de retards de sortie

discrets et distribués

3.1 Introduction

Il arrive que la modélisation d’un systéme ne permette pas de déterminer tous les parametres

intervenant dans sa représentation d’état. C’est ce qu’on appelle I’incertitude paramétrique.

Lorsqu’un systéme est soumis a une incertitude paramétrique, il est nécessaire d’utiliser un
observateur adaptatif. Ces observateurs sont composés d’un estimateur d’états et d’un
estimateur de parametres, tous deux impliquant des actions d’injection de sortie, congues de
fagon a ce que le systéme d’erreur d’estimation complet (états et parameétres) soit (globalement)
asymptotiquement stable. A I’exception de certains cas particuliers, il n’est pas suffisant
d’associer n’importe quel estimateur de parameétres a un estimateur d’états pour obtenir un
observateur adaptatif stable. Des modifications doivent étre apportées a I’estimateur d’état et/ou
a I’estimateur de parametres pour obtenir cette stabilité. Les premiers observateurs adaptatifs
pour systemes non-linéaires (Marino & Tomei, 1996) (Cho & Rajamani, 1997) (Bastin &
Gevers, 1998) (Besancon, et al., 2006) (Mondal & Chung, 2013) furent développés en
considérant que les signaux de sortie étaient continuellement mesurables. Ces observateurs
adaptatifs montraient de bonnes performances lorsque que le signal de sortie était constamment

accessible a la mesure et que cette mesure continue €tait injectée dans 1’observateur.

Le fait est que, comme expliqué dans le chapitre 2, les applications pratiques font
majoritairement intervenir des signaux échantillonnés. Du fait de la nature non-linéaire et/ou
temps-variant des systémes, il n’y a aucune garantie que les performances des observateurs
continus soient conservées en présence de signaux échantillonnés, ces derniers héritant de la

nature non-linéaire et/ou temps variant des systémes qu’ils observent.

Pour répondre a cette problématique, des observateurs adaptatifs se basant sur des sorties
échantillonnées et présentant une stabilité exponentielle du systéme d’erreur, furent développés

pour des systémes non-linéaires et affine en 1’état dans (Ahmed-Ali, et al., 2009) (Hann &
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Ahmed-Ali, 2012) (Folin, et al., 2016) ou des prédicteurs de sortie furent utilisés pour
compenser les effets (temps variant) causés par 1’échantillonnage de la sortie. Le prédicteur de
sortie est un simple bloqueur d’ordre zéro (ZOH) dans (Ahmed-Ali, et al., 2009) et (Hann &
Ahmed-Ali, 2012), et un predicteur inter-échantillon (inter-sample predictor) dans (Folin, et al.,
2016).

Dans la plupart des observateurs existant, il est supposé que les parametres inconnus
interviennent linéairement dans 1’équation d’état du systéme. Le cas ou 1’équation de sortie est
soumise a une incertitude paramétrique est simple a traiter, a condition que le vecteur de
régression (la fonction vectorielle multipliant le vecteur des parametres inconnus dans
I’équation de sortie) soit indépendant du signal de sortie. Elaborer des observateurs adaptatifs
pour les systemes non-linéaires a sortie échantillonnée et soumis a une incertitude paramétrique
dans 1’équation de sortie, ou le vecteur de régression est fonction du signal de sortie, est un
probléme bien plus complexe et posé de longue date. La complexité réside dans le fait que
I’équation de sortie ne permet alors qu’une définition implicite du signal de sortie. Une
conséquence immédiate de la définition implicite de la sortie du systeme est que cela rend
impossible la conception de prédicteurs de sortie inter-échantillon. De plus, la nature affine des
paramétres de 1’équation de sortie se perd définitivement, excepté aux instants
d’échantillonnage. Ces difficultés furent surmontées dans (Ahmed-Ali, et al., 2019) en utilisant
un nouveau prédicteur de sortie ZOH. Ce dernier a été mis a profit pour fabriquer un observateur
d’état de type Kalman-like, comprenant en outre un estimateur de parametres adapté.
L’observateur adaptatif ainsi élaboré a fait 1’objet d’une analyse qui a montré que la
convergence exponentielle était assurée moyennant une condition d’excitation persistance (PE)

et un pas d’échantillonnage suffisamment faible.

La synthése d’observateurs pour systéemes non-linéaires a sortie échantillonnée et retardée,
soumis en plus a de I’incertitude paramétrique, est une problématique qui reste tres largement
ouverte. Ce chapitre contribue a résoudre le probléme en proposant un observateur constituant
une extension de celui présenté au Chapitre 2. De ce fait, la présente version adaptative présente

trois caractéristiques majeures :

- Le retard discret et le retard distribué sont tous deux considérés et traités simultanément grace
a une représentation mathématique (celle-la méme utilisée au chapitre précédent) aboutissant a
un prédicteur adaptatif de sortie unifié (compensant les deux retards en méme temps) et a un

unique observateur (et ’analyse qui y est associée) pour les deux types de retard.
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- En plus du retard et de 1’échantillonnage, 1’équation de sortie est soumise a une incertitude
paramétrique, complexifiant la création et I’analyse de I’ observateur, en comparaison du cas oU

I’incertitude paramétrique se trouve dans I’équation d’état.

- La complexité réside également dans le fait que le régresseur, multipliant le vecteur des
paramétres inconnus du systeme, est dépendant non-linéairement de la sortie, conduisant a une
définition implicite du signal de sortie. Cette définition implicite engendre la perte du caractere
affine des paramétres en dehors des moments d’échantillonnage, constituant une difficulté

supplémentaire.

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est composé d’un estimateur d’états de type
Kalman-like, d’un prédicteur de sortie de nature ZOH, et d’un estimateur de paramétres. Sa
convergence exponentielle est assurée sous réserve d’une condition d’excitation persistante
(PE) ainsi que d’un pas d’échantillonnage et d’un retard suffisamment petits. Pour démontrer
cette convergence, nous utilisons une fonction de Lyapunov-Krasovkii adaptée, ainsi qu’un

certain nombre d’outils mathématiques tel que les inégalités de Halanay et de Wirtinger.

Cet observateur adaptatif comporte quelques nouveautés par rapport aux observateurs
adaptatifs existants pour systemes non-linéaires et a sortie échantillonnée. En effet,
contrairement a celui-ci, les observateurs adaptatifs de (Ahmed-Ali, et al., 2009) (Hann &
Ahmed-Ali, 2012) ne sont pas adaptés aux systemes retardés. De plus, les observateurs
antérieurs ont été développés pour les systémes ou ’incertitude paramétrique se situe dans
I’équation d’état. Dans le travail présenté dans ce chapitre, c’est I’équation de sortie du systéme
qui est soumise a une incertitude paramétrique. Par ailleurs, méme si ce cas fut traité dans
(Ahmed-Ali, et al., 2019), aucune problématique de retard ne fut considérée dans ce dernier
article, contrairement a la présente étude, ou nous considérons des retards discrets et distribués
et les traitons simultanément. De plus, I’estimateur de paramétres présenté dans (Ahmed-Ali,
etal., 2019) n’était pas optimisé au sens ou il n’exploitait pas la totalité des signaux mesurables
disponibles. De ce point de vue, I’estimateur de paramétres associ¢ a 1’observateur présenté
dans ce chapitre est bien meilleur puisqu’il met a profit toutes les informations disponibles. Par
conséquent, méme en 1’absence de retard, le présent observateur est différent de celui présenté

dans (Ahmed-Ali, et al., 2019).

Ce chapitre est organise de la maniére suivante : La classe de systemes étudiée est présentee
dans le paragraphe 3.2, la synthése de 1’observateur est détaillée dans le paragraphe 3.3 tandis
que son analyse est réalisée au paragraphe 3.4. Enfin le paragraphe 3.5 présente des résultats de
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simulations qui attestent des performances de I’observateur et confirment les résultats

théoriques du paragraphe précédent.

3.2 Classe de systemes étudiée

Nous nous intéressons aux systéemes non-linéaires, temps-variant, a sortie échantillonnée et
retardée, pour lesquels 1’équation de sortic comporte une incertitude paramétrique avec un

régresseur dépendant de la sortie du systeme.

Mathématiquement, ces systémes sont représentés de la maniere suivante :

x(t) = A(u(®))x(t) + b(u(t)), pour tout t > 0 (3.1)
y(© = [° ex(t + $)u(s)ds +pu(t), y(£)6 (3.2)
avec

x € R", A(w) € R™™ b(w) € R®, ¢ € RI*™ (3.3a)
9 € R™, i) € RX™ (3.3b)

ou les valeurs initiales de x(s) (avec —d < s < 0) sont inconnues et quelconques. Le reste des

notations dans (3.1)-(3.2) est défini comme suit :

- u est une fonction vectorielle ou scalaire du temps, représentant le signal d’entrée du systéme ;
- y est une fonction scalaire du temps représentant le signal de sortie du systeme ;

- x € R™ représente le vecteur d’états du systéme ;

-u: [—d, 0] = R; est une fonction ou une distribution connue de la forme :
u(s) = Z—zrect (dio) + pu16(s +dy) (3.4a)

ou o, 1y € {0,1} sont tel que py + py = 1,6 est ’impulsion du Dirac, et rect(.) est la

fonction rectangulaire suivante :

rect(s) {(1) Ei(;:i)l;ls €[-1 0] (3.4b)
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Dans les équations (3.4a) et (3.4b), d, et d; désignent respectivement la longueur du retard
discret et celle du retard distribué. Par commodité, on introduit également la notation d qui

désigne le retard maximal.
d = max(d,, d;) (3.4¢)

A I’exception du vecteur d’état x et du vecteur de parametres 8, tous les parameétres et tous les
signaux de (3.1) — (3.4) sont connus ou accessibles a la mesure. C’est en particulier le cas des
indices de dimension m > 1 et n > 1, et des longueurs des retards d, =0, d; =0etd >0

QUi sont tous connus.

La description du systéme est complétée avec les hypothéses suivantes, au demeurant assez

classiques :

- A(u), b(u) et (u,y) sont des fonctions de classe C*.
- Le signal d’entrée u est borné et accessible a la mesure.

- L’application u — x définie par I’équation (3.1) est un opérateur L., Stable.

Une fois de plus, nous nous placons dans le cas plus réaliste, mais aussi moins facile a traiter,
ou le signal de sortie y est uniquement accessible aux moments d’échantillonnage t;,. Rappelons
que {t;} est n’importe quelle suite croissante telle que t; — oo lorsque k — oo. Le plus grand

intervalle entre deux instants d’échantillonnage est noté h = sup(ty — tx_1)-

Le probléeme a I’é¢tude dans ce chapitre est de synthétiser un observateur qui fournisse une
estimation en ligne aussi précise que possible du vecteur d’état x(t) et du vecteur de parametres

0 du systeme, en n’utilisant a cet effet que les signaux mesurables, c¢’est-a-dire : u(t) et y(t;).

L’intérét pratique de ce modele réside, en partie, dans ses similarités avec les systémes de
Wiener. Ces derniers sont constitués d’une partie dynamique linéaire, connectée en série a un
bloc statique non-linéaire. Lorsque son signal de sortie est retardé, un systéme de Wiener est

modélisé comme suit :

x(t) = A(u(t), t)x(t) + b(u(t),t) (3.5a)
w(t) = f_Od cx(t + s)u(s)ds (3.5h)
y(@) = f(w(t)) (3.5c)

ou f(w(t)) représente un capteur non-linéaire ou tout autre effet non-linéaire comme un

capteur de butée dans un systeme mécanique ou une soupape de trop plein comme dans (Giri
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& Bai, 2010). D’autre part, il a été établi qu’un large éventail de systémes non —linéaires
pouvaient étre modélisés via des modéles de Wiener (Boyd & Chua, 1985). Cette théorie a été
expérimentalement vérifiée par des applications pratiques, incluant notamment des procédés
chimiques, des systémes biologiques, etc. D’autres exemples sont donnés dans (Giri & Bai,
2010) ou dans (Schoukens & Tiels, 2017).

Si I’on considére que la fonction f(w(t)) est inversible, alors on peut effectuer I’approximation

polynomiale suivante :

w(®) =1 y®) =y@®) — T2 0:(y(D)6; (3.5d)

ol {e;;i =1,..,m} est un ensemble de fonctions connues (possiblement orthogonales) et les
6; sont des coefficients réels inconnus. 1l découle de (3.5d) que le modéle (3.5a)-(3.5¢) peut
s’écrire sous la forme (3.1)-(3.2) ot Y(u(),y(®)) = [1(¥(@), ., P (¥(D))] €t 6 =
[04, ...,0,]". Le caractére non-linéaire de la sortie, quant a lui, se retrouve dans plusieurs

systemes physiques, notamment dans les batteries lithium-ion (Romagnoli, et al., 2019).
Remarque 1.

1) L’équation de sortie non-linéaire (3.2) pourrait représenter un capteur intégrant une non-
linéarité et un retard. Elle permet de rendre compte a la fois du retard discret et du retard
distribué.

2) Quand le systeme comprend uniquement un retard distribué, on posera

Ho = 1,d; = uy = 0etd, = d. L’équation (3.2) s’écrit alors :

y(t) == [ cx(t + s)ds + P(u(®), y()) 0 (3.63)
3) Le cas dun retard discret seul est pris en compte en posant
U = 1,dy = d,dy = po = 0.0naalors u(s) = 6(s + d) et I’équation (2.2) s’écrit :
y(@) = [ cx(t +5)8(s + d)ds + P(u®), y(1))8
=cx(t —d) +yPu(t),y(t))o (3.6b)
4) Le cas plus général ou les deux types de retard sont présents s’obtient en posant dans
(3.4a-Cc) up =1 et pu; =1. Ce cas n’a pas été traité dans les travaux existant, a
I’exception du cas ou I’incertitude paramétrique (le dernier terme sur la droite de 3.2)
n’existe pas.
5) Si ’on veut représenter un systéme n’intégrant aucun retard, il suffit de prendre
U= letu,=dy,=0 oupy,=1,u, =d; =0 etde faire tendre d vers 0. Dans les

deux cas on obtient u(s) = &(s) et I’équation (3.2) devient :
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y(@) = cx(t) + P (u), y(t))6 (3.60)

Remarque 2.

1)

2)

3)

4)

Dans le cas ou le signal de sortie y(t) est constamment accessible a la mesure (absence
d’échantillonnage), ou si le régresseur Y(u,y) = y(u) est indépendant du signal de
sortie, alors 1’équation (3.2) devient affine en le vecteur de parametres 8. C’est ce cas
qui a eté traité dans la plupart des travaux portant sur la synthése d’observateurs
(adaptatifs ou non) pour les systémes a sortie échantillonnée (Ahmed-Ali, et al., 2009)
(Hann & Ahmed-Ali, 2012) (Karafyllis, et al., 2017)

La complexité du probléme de synthése d’observateurs abordée dans ce chapitre réside
dans deux aspects :

- L’équation de sortie (3.2) entraine une définition implicite du signal de sortie du
fait que le régresseur Y (u(t),y(t)) est dépendant du signal de sortie. Dans la
mesure ou 6 est inconnu et ¥ (u(t), y(t)) sont uniquement accessibles aux instants
d’échantillonnage, il apparait qu’en dehors de ces instants, le caractere affine en 6
de I’équation (3.2) est perdu.

- La partie de I’équation de sortie non soumise a I’incertitude paramétrique
(représentée par le terme intégral dans le membre droit de (3.2)) est soumise a un
retard distribué et/ou discret.

La définition implicite de la sortie du systeme rend impossible la mise en place d’un
prédicteur de sortie inter-échantillons, contrairement aux travaux de (Ahmed-Ali, et al.,
2018) (Kahelras, et al., 2018) (Karafyllis & Kravaris, 2009) (Karafyllis, et al., 2020).
C’est pourquoi le prédicteur utilisé dans la synthése de cet observateur sera de type
bloqueur d’ordre zéro.

Dans le cas ou le systéme n’admet aucun retard, la classe de systémes décrite par (3.1)
et (3.2) reste intéressante pour traiter le cas des systéemes de Wiener (Ahmed-Ali, et al.,
2019). L’intérét de 1’observateur présenté dans ce chapitre est qu’il permet leur
observation, méme en présence de retard.

Pour illustrer ceci, considérons le systéeme de Wiener suivant, présentant un retard

distribué :
2(6) = Ax(t) + bu(t),  w(t) = [ cx(t + s)u(s)ds (3.73)
y(@) = f(w(®) (3.7b)
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ou u(s) est défini de la méme maniere que dans (3.4a) — (3.4c) et (4, b, c) sont des
matrices constantes de méme dimension que dans (3.3a) — (3.3b). Les expressions (3.7a-
b) définissent un systeme en cascade compose de trois blocs en série : (i) une partie
dynamique linéaire (3.7a); (ii) une partie retardée (retard discret et/ou distribué)
représentee par le terme intégral de (3.7a) ; (iii) une partie statique non-linéaire décrite
par la fonction f(w). En supposant que cette derniere soit inversible et que son inverse
puisse étre décrite par la relation suivante :

w®) =1 (y(®) = y(©) — X2 9: (r(1))6; (3.8)
ou{yp,;;i =1,..,m}estunensemble de fonctions (possiblement orthogonales) connues
et les eléments 6; sont des paramétres inconnus réels. Il découle (3.7) — (3.8) que le
modele décrit par (3.7a) — (3.7b) peut s’écrire sous la forme (3.1) —(3.2) en posant
Y(u@®),y®) = [p1(y(©), ., om(y(@®)] et 6 =16, ..,6,]7. De nombreux
systemes physiques présentent des non-linéarités dans leur équation de sortie, comme
par exemple les batteries lithium-ion (Romagnoli, et al., 2019), largement utilisées de
nos jours.

5) La plupart des observateurs adaptatifs pour les systémes affines en 1’état existants, ont
été développés pour des systemes dans lesquels les parameétres inconnus interviennent
dans I’équation d’état (Besancon, et al., 2006) (Folin, et al., 2016)

Le cas ou les paramétres inconnus interviennent dans 1’équation de sortie a été traité
dans (Ahmed-Ali, et al., 2019) et dans (Li, et al., 2011), mais aucune problématique de
retard n’y était considérée.
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3.3 Synthése de I’observateur

Structure de l’observateur

Afin d’estimer les états et les parametres du systéme présenté dans le paragraphe précédent,

I’observateur suivant est proposé.

(1) = AWR®) +bw) = ST (F(®) — y(8)) + v(t)

pourtoutt, <t <ty,1;k=0,1,2.. (3.9

9O = [°, cx(ti + $)u(s)ds + p(ute), y(t))A (L)

pourtoutt, <t <ty,1;k=012.. (3.10)
S(t) = —pS(t) = S()A) — AT(W)S(t) +c"c (3.11)
ol S(0) = ST(0) > 0 et p > 0 peuvent a ce stade étre choisis arbitrairement.

Si I’on compare I’équation du systéme (3.1) et celle de I’observateur (3.9) on remarque que

cette derniere contient deux termes supplémentaires :

- Le premier, dit d’innovation, proportionnelle a I’erreur de sortie y(t) — y(t;), pour
ty <t <tryq, OU Y(t) est une estimation de y(t,). Dans le cas ou le vecteur de
paramétres 6 est connu, A(t) = 6, ce qui implique P(t) = P(t), pour tout t, <t <
tx+1, montrant la nature ZOH du prédicteur utilisé dans 1’observateur (3.9)-(3.10)
(Karafyllis, et al., 2020). Du fait de la dépendance de ¥ (u, y) a y(t), il n’est pas possible
d’¢laborer un prédicteur de sortie inter-échantillons pour traiter ce probleme
d’observation.

- Le second terme, noté v(t), est une action spécifique a 1’observateur adaptatif qui ne figurait
pas dans la version non-adaptative présentée au chapitre precédent. La nouvelle action est
introduite pour compenser ’effet de 1’incertitude paramétrique au niveau de 1’équation d’états
de I’observateur. Il s’ensuit qu’en 1’absence d’incertitude paramétrique on posera v(t) = 0

(voir Chapitre 2).
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Conception de l’action de compensation de l'incertitude paramétrique v (t)

Introduisons les erreurs d’estimation d’états, de paramétres et de sortie :

X(t) = x(t) — x(t), pourtout t > 0 (3.12a)
6(t) = 0(t) — 6, pour tout t > 0 (3.12b)
y(t) = y(t) —y(ty), pourtout t;, <t <tpy1;k €N (3.12¢)

En soustrayant les équations du systeme (3.9) - (3.10) aux équations correspondantes du systeme (3.1)

- (3.2), on obtient les erreurs suivantes
¥ = A(w)X — S~cTy + v, pour tout t > 0 (3.13)
y(t) = f_od cx(ty, + s)u(s)ds + Pu(ty), y(t))0(t), pour tout t, < t < tpq;k €N (3.14)

Afin d’alléger I’écriture des différentes équations, la dépendance au temps, désignée par la variable

t ,n’apas €té et ne sera plus précisée, lorsque cela ne porte pas a confusion.
Considérons a présent la transformation suivante, inspirée par (Zhang, 2002) :
z(t) = %(t) — ()6 () (3.15)

ou A(t) est un vecteur qui reste a définir, au méme titre que v(t), afin que la dynamique de z soit

exponentiellement stable.

Pour cela, on dérive (3.15) par rapport au temps :
i=%—10-20
d’apres (3.13) on obtient :
2=AWI—ScTy+v— 16— 10
= AWz + AWAG — 57T | [°, cx(ty + $)u(s)ds + P(u(ti), y(6))6(6)| - 16 + v — 49
=A(uw)z—-S"1cTc f_od z(t, + s)u(s)ds — S~ 1cTc f_od/l(tk +5)0(t, + s)u(s)ds
—S71eTp(ulty), y(6))6(t) + A8 — 16 +v — 16

= Az =S~ [° 2(ty + $)u(s)ds — STcTe [° Aty +5) (é(tk +5)— 9‘(1:)) u(s)ds
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—S71cTe [2 Aty + $)B(®uls)ds — ST cTp(ulty), y(6))0(®) + A8 — 16 + v — 20
= A(w)z — S7'cTc [° 2(ty + )u(s)ds

+|a@)a -4 = s eTp(ut), y(6)) = ST e e [, Aty + $)u(s)ds| 6(e)

+|v =26 = 57cTe [, Atk + 5) (B(ti + 5) — (1)) u(s)ds| (3.16)

L’équation (3.16) suggere que les signaux v(t) et A(t) doivent étre définis de maniére a ce que les

termes entre crochets s’annulent. Pour ce faire nous posons :
v(t) = 20 + 57T [°, Aty + ) (8t + 5) = B(6)) u(s)ds,

pourt, <t <tgy1;keN (3.17)
A=A@A—S"cTe [0 Aty + )u(s)ds — ST cTP(ulte), y(t)),

pourty <t < tygy1;k€eN (3.18)

avec A(s) € R™™(—d < s < 0) choisi arbitrairement.

Moyennant (3.17)-(3.18), 1’équation (3.16) devient,

z=Awz—S"1cTc f_Odz(tk + s)u(s)ds,pourty <t <tp,;;keN (3.19)
avec z(0) € R choisi arbitrairement.

Il a été démontré dans le Chapitre 2 que le systéme autonome (3.19) est exponentiellement stable.

Conception de la loi d’estimation paramétrique

A partir de (3.15) et (3.14), on obtient :
F(@) = [ cz(ty + Huls)ds + [ c(ty + Aty + )8ty + $)u(s)ds
+¢(u(tk)’3’(tk))§(t)
= [° ezt + )u(s)ds + [°, ety + )ty +5) (B(ti +5) — H() ) u(s)ds
+ (f_od c(ty + s)A(t, + s)u(s)ds) a(t)

= [ ezt + $)u(s)ds + [°, ety + )ty +5) (B(ti +5) — 8() ) u(s)ds
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+[/°, et + At + $)uls)ds + Y(ut), y(6))| 6()
pourt, <t <ty ;keN (3.20)
Il découle de (3.20) que :
e(t) = P08 + [ cz(ty + s)u(s)ds, pourt, <t <ty 5k eN (3.21)
avec

e(t) £ 5(t) — [, cAlti + ) (Bt + 5) = B(8)) pu(s)ds, pour ty < t <ty sk €N (3.22)

w(t) 2 P(ulte), y(t) + [, cAlty +s)u(s)ds, pour ty < t < typs sk €N (3.23)

L’équation (3.21) nous permet d’utiliser I’algorithme des moindres carrés récursifs avec facteur

d’oubli (loannou & Sun, 1996), et ainsi d’obtenir :

a(t) = —R(OPT(H)e(t) (3.24)
R(t) =R —R(®¥PT(OW(t)R(L) (3.25)
avec 6(0) et R(0) = RT(0) > 0 choisis arbitrairement.

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est donc composé de 1’estimateur d’état (3.9)
— (3.11), de I’estimateur de paramétres (3.24) — (3.25), du filtre auxiliaire (3.18) et du signal
additionnel (3.17).

Par commodité, I’ensemble des expressions définissant I’observateur adaptatif ainsi €labor¢ est

récapitulé dans le tableau suivant :

UNIVERSITE

NORMANDIE

Tableau 3.1 : Observateur adaptatif

Estimateur d’états

() = AWZR) +b(w) = STHOT(F(®) — y(8)) + v (D),

pourtoutt, <t <typ,1;keN (3.26)
§(©) = [°, ck(ty + Huls)ds + Y(ulty), y(E)B(),

pourty <t <tyg41;k €N (3.27)
v(t) = ST [0, At + ) (Bt + 5) — B(0)) u(s)ds + A(D)E(E),

pourt, <t <tgy1;keN (3.28)
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S(t) = —pS(t) — S()Aw) — AT(wW)S(t) + e,
pourt, <t <tyy1;keN (3.29)
avec les conditions initiales £(0)(—d < s < 0) et S(0) = ST(0) > 0 choisies arbitrairement,

et p > 0 un parametre de conception choisit arbitrairement.

Filtre auxiliaire

A() = AA(L) — S (t)cTe f_Od Aty + )u(s)ds — STHO TP ulty), y (),
pourt, <t <tgy1;keN (3.30)
Avec A(s) e R™™M(—d <5 < 0)

Estimateur de paramétres

a(t) = —R(OPT(H)e(t) (3.31)
R(t) =R —R(M®¥PT(OW(tR(L) (3.32)
e(®) = 3(0) ~ [, caltic + ) (0t +5) = 0(®)) u(s)ds,

pourt, <t <tgy1;keN (3.33)
w(t) = Pp(ulte), y(t) + [, cAlty +s)u(s)ds, pour ty < t < typs sk €N (3.34)

avec A(0) et R(0) > 0 choisi arbitrairement

UNIVERSITE
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Remarque 3.

- Une composante importante de 1’observateur adaptatif présenté dans le Tableau 3.1 est
I’estimateur de paramétres (3.31) — (3.33). Il est obtenu grace a 1’algorithme des
moindres carrés récursifs avec facteur d’oubli (loannou & Sun, 1996). Cet algorithme
assure une convergence exponentielle des parametres estimés vers leurs vraies valeurs,
en présence d’excitation persistante (condition précisée plus loin). La loi d’adaptation
(3.29), fournie par la matrice de gain S(t), ainsi que le filtre (3.30) généré par la matrice
A(t) € R™™ sont également des éléments-clefs de 1’observateur.

- Compte-tenu de I’expression (3.28) du signal v(t), il vient que I’estimateur d’états
défini par (3.26) est piloté, non seulement par le terme d’innovation classique i.e.
(9(®) — y(tx)), mais aussi par une action dépendante des vitesses d’estimation

paramétriques, instantanees et moyennes, respectivement représentées par les termes

o) et [ At +5) (é(tk+s)—§(t)) u(s)ds. Cette action, cruciale pour
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compenser 1’effet de I’incertitude paramétrique au niveau de 1’estimation du vecteur
d’état, est un aspect nouveau dans I’observateur adaptatif du Tableau 3.1, comparé a la

version non adaptative présentée dans le chapitre précédent.

UNIVERSITE
CAEN
NORMANDIE

- Dans le cas ou le systéme n’est soumis a aucun retard, on pose u(s) = §(s) (voir Remarque

1). Alors, les équations (3.32) et (3.33) deviennent :

e(t) = §(t) + cA(tx)(B(t) — B(ty)), pour ty, <t < tp41;k €N (3.35)
w(t) = p(u(®),y(®) + [, cAlty + )u(s)ds, pourty <t <ty ;keN  (3.36)
Ceci montre que méme en 1’absence de retard, la loi d’adaptation paramétrique (3.31)-
(3.34) differe de celle de (Ahmed-Ali, et al., 2019), puisque dans ce dernier on a e(t) =
y(t). Plus précisément, le deuxieme terme du membre de droite de (3.33), qui est
accessible a la mesure, est injecté dans le signal (t), a contrario de (Ahmed-Ali, et al.,
2019). Ainsi, la nouveauté présentée par 1’observateur du Tableau 3.1 (en comparaison
de (Ahmed-Ali, et al., 2019)) va au-dela de la compensation de retard. Elle réside
également dans 1’optimisation qui permet I’utilisation de la quasi-totalité des

informations disponibles.

3.4 Analyse de I’observateur

Nous allons maintenant analyser 1’observateur défini par le Tableau 3.1, opérant sur les mesures
collectées en temps-réel sur le systeme décrit par (3.1) - (3.2). Il s’agit d’établir des conditions

suffisantes qui garantissent la convergence exponentielle de I’observateur.

Pour que I’observateur fonctionne correctement, il est nécessaire que les matrices de gain S(t)
et R(t) soient définies positives et restent tout le temps suffisamment éloignées de la matrice

nulle. Spécifiquement, les matrices de gain doivent vérifier les propriétés suivantes :

il existe des constantes réelles as, Bs et ay tel que, pour tout t = 0:

0 <asl <S(t) < Bl (3.37)
et
R71(t) > agxl (3.38)

La premiere condition (3.36), est Vérifiée si le signal d’entrée est "réguliérement" excitant au

sens du Lemme 1 présenté dans (Ammeh, et al., 2019) ; ce lemme est rappelé dans en Annexe
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de ce mémoire. La seconde condition (3.37) est, quant a elle, vérifiée si ¥ (t) posséde la

propriété d’excitation persistante suivante (loannou & Sun, 1996) :

Il existe une paire de nombres réels positifs, notée (ay,Ty), telle que, pourtoutt > 0:

[T ()W(s)ds > ayl (3.39)

t

Compte-tenu de (3.32), il vient que la condition d’excitation persistante impose une condition
sur le signal d’entrée u(t). Ce dernier doit étre suffisamment riche en fréquences, pour que la

condition soit respectée.

Des considérations précédentes, il découle que le signal d’entrée u(t) est convenablement
choisi si les propriétés (3.37) et (3.38) sont vérifiées. Dans la suite de ce chapitre, on supposera
que le choix du signal d’entrée est convenablement choisi et que, par conséquent, on pourra
faire usage des propriétés (3.37) et (3.38). Cette hypothese étant posée, nous allons maintenant
pouvoir démontrer que le systéeme d’erreur, de variables d’état (z, é), est exponentiellement

stable, a condition que le retard d soit suffisamment petit.

La dynamique de z est définie par (3.19). Afin de mettre en lumiére la dynamique de 8, il est
avant tout nécessaire d’exprimer £(t) en fonction de z et 8. En substituant 3(t) & sa valeur

donnée par (3.14), I’équation (3.33) devient :
e(t) = 3(8) = [°, cAlty + ) (8t +5) — B() ) u(s)ds

= [, cx(ty + )u(s)ds + (u(ty), y(t))A ()

— 2 cAltic +5) (8(te +5) — B (t)) u(s)ds

En utilisant (3.15), on obtient :
e(t) = [°, czt + $)u(s)ds + [(ulte), y(t) — [°, cAlty + $)u(s)ds| 6(e)
D’aprés (3.33), on peut écrire :
e(©) = c [° 2(t + Huls)ds + P (DH(D),

pourtoutt, <t <ty,1;keN (3.40)

On peut donc écrire (3.31) de la fagon suivante :
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B(t) = —ROYT(OP (8 — ROPT () [, 2(ty + s)u(s)ds (3.41)
En utilisant (3.38), il découle de (3.32) que :

%R‘l(t) = —R71(t) + ¥T(O¥(2) (3.42)
L’analyse qui suit portera sur le systéme composé des équations (3.19), (3.30), (3.41) et (3.42).

Théoreme 3.1. Considérons le systeme (3.1)-(3.2), excité par n’importe quel signal d’entrée
u(t) borne, sélectionné de telle sorte que le systeme (3.1)-(3.2) ait une solution et que les
propriétés (3.37)—(3.38) soient vérifiées. Appliquons 1’observateur décrit par le Tableau 3.1, &
ce systeme et considérons le systéme d’erreur associé, décrit par les équations (3.19), (3.30),
(3.41) et (3.42). Alors il existe deux réels dy, > 0,hy, > 0telquesi0 < d < dy,0< h < hy

alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1) Le systeme (3.19) est exponentiellement stable et, par conséquent, 1’état z(t) converge
exponentiellement vers 1’origine.

2) Le systeme (3.30) présente une stabilité entrée bornée / sortie bornée et, par conséquent,
la matrice de signaux auxiliaires A(t) est bornée.

3) Lesysteme (3.41) est exponentiellement stable et, par conséquent, 1’erreur d’estimation
de paramétres 8(t) converge exponentiellement vers 1’ origine.

4) L’erreur d’estimation d’état X(t) converge exponentiellement vers 1’origine.
Remarque.

Avant d’en exposer la preuve, notons que le Théoreme 3.1 implique que I’observateur présenté
dans le Tableau 3.1, quand il est appliqué a un systeme de la forme (3.1)-(3.2), présente une
convergence exponentielle. Il est attendu de ce type de convergence qu’il confére une certaine
robustesse a 1’observateur, cette derni¢re sera d’ailleurs évaluée dans le paragraphe 3.5.
Cependant, cette convergence n’est garantie que lorsque que le pas d’échantillonnage et le
retard sont suffisamment petits. Il s’agit 1a d’une condition relativement courante qui se retrouve

dans les travaux du méme type comme (Ahmed-Ali, et al., 2019).
Preuve du Théoreme 3.1.
Preuve 1° partie : Convergence exponentielle de (3.19)

Afin d’analyser la convergence exponentielle du systéme (3.19), nous considérons la fonction

de Lyapunov suivante :
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V(0) = 2" (OSO2(0) + po [, J; (r =t + Wla(r + )| drds (3.43)

Cette fonction de Lyapunov est identique a celle utilisée pour prouver la convergence du
systeme d’erreur (2.11a-b) du Chapitre 2. Aussi le lecteur est-il invité a consulter ce chapitre

pour plus de détails concernant la convergence exponentielle du systeme (3.19)

Preuve 2° partie : Stabilité entrée/sortie de (3.30)

Afin d’analyser la stabilité du systéme décrit par (3.30), la matrice A(t) € R™ ™ et le vecteur

Y(u,y) € R*™ sont réécrits dans la forme-colonne suivante :
At) = [A44(8) ... Am(D)]
P(u®),y®) = [1(u®), y(©) . hmu(®), y())]

ou les A; et les y; désignent respectivement les vecteur colonnes de la matrice A(t) et les

composantes scalaires du vecteur ¥ (u, y).

Moyennant cette notation, le systeme matriciel (3.30) donne lieu a un ensemble de m systemes

vectoriels, a savoir :
Li(®) = A1) — STHOcTe [2, At + Hu(s)ds — ST (u(te), (),
pourtoutt, <t <ty,,;k=01,2,..eti=1..m (3.44)

Pour analyser la stabilité de (3.44), nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii

suivante :
0 .
Vi) = AL (DS + 1o [, fttk(r —t + R)|| 4 (r + 5)||?dr ds,

pourtoutt, <t <tp,1;k=0,12,.. (3.45)

Il est intéressant de noter ici la similarité entre (3.19) et (3.30) d’une part, et entre (3.43) et
(3.45) d’autre part.

Ainsi, en dérivant (3.45) par rapport au temps, et en suivant les étapes effectuée dans la preuve
du Théoreme 2.1, présentée au Chapitre 2, nous obtenons :

Vi, = —pATSA; — (2o + t) — Dlleall2 + 227¢e [ (A() = A4t + 5))u(s)ds
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: _ 5
+2A7cTc f_od fttk Ai(r + s)u(s)drds + uohf_OdO”li(t + S)|| ds

o [0, J{ IAiCr+ 9)|"dr ds — 22T i (i), ¥ (82) (3.46)

La différence entre (3.46) et (2.16) réside dans le dernier terme de (3.46). Les autres termes de
(3.46) étant similaires a ceux de (2.17), ils peuvent étre majorés de facon analogue a ces

derniers. Ainsi, nous obtenons les majorations suivantes :

227 cTe [°(2(8) = A:(t + 9))u(s)ds

2dou . 2 .
< 2lledill? + 2= 10 e + 9| ds +46dy [0 [IAi(e + 5)| s,
pour toutt > 0 (3.47)

24T cTc f_od fttk A (r + s)u(s)drds

1 6h||c||?#0 0 ta 2 ta 2
< Sled? + =2 — 1" L 1Gr + 9| "drds + 6hllclPpy f, At = do)||"ar
(3.48)
=227 Ty (u(tie), ¥ (ti)) < 5 Nedall? + 3Qap; (u(ti), y(t)))?,
pourtoutt, <t <tyy1;k=0,12,.. (3.49)

En utilisant (3.47)—(3.49), il découle de (3.46) que :

. 2d . .

Vi, < —6(d, WVy, + o [h+ 2= 2, A2 (¢ + )ds + 6licl?ay (dy [°, 32 (¢ + 5)ds
+h [, B2Gr = dydr) + 30 (), y(6))?

En appliquant I’inégalité de Young, on obtient :

24]|c||2%0
T2

Vli < —6(d,h)V,, + <u0 (h + ) + 6|[c||?*1(d; + h)) _,max_ 12(t +5)

+3(; (ute), y(t)))? (3.50)
pour tout t;, <t < t,,1 etk un entier suffisamment grand.

Il reste a majorer I’avant-dernier terme a droite de (3.48). Pour ce faire, on déduit de (3.44)

que :
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0
. 2
L@ < 4kZ112:11% + 4duoﬁ_3IICII4f 12; (te + NIPds + 4p1 B llcl|*[12; (e — DII?
-d

+458 llcll? v (u(ti), y ) 1I?

2 2 2 4 2 2 212
< (4K3 + 4(duoB3Ilcl™) _ max_1A(t +1)II? + 4B2IIcliK

pour tout t <t < tp41,k=0,1,2.. (3.51)

ou Ky, = rlr(1>ag<||1/)(u(tk),y(tk))||. En combinant (3.50) et (3.51) on obtient :

V)li < —5(d, h)Vli + (p(d, h) max V)li(t + S) + Yl/) (352)

—2(d+h)<s<0
avec

24]|c|>%0

2

o(d, h) = a5 (o (h + )+ 6llcli?1(dy + h))(4kZ + 4(d2o B2 llcl*))

2

24|lc|l?d
Yy = (.Uo (n+25%) + 6llcl|? (dy + h)) 4B2|IclI?K2 + 3K}

ou Yy, estun nombre fini.

A présent, introduisons le changement de variable W,, = V. — @ avec

= a Yy
w = S(Ah)-pdh) (353)

En utilisant (3.52) et (3.53), on Vvérifie aisément que :

Wy, < —6(d, MWy, + _ max W, (t+5s) (3.53)

—2(d+h)<s<0
En appliquant I’inégalité de Halanay, il découle de (3.53) que si
0<@(d h)<d(dh) (3.54)
Alors W), (t) converge exponentiellement vers zéro. Il s’ensuit que V;, est borné.

En considérant la relation (3.37), il découle de (3.44) que |[4;]l (i = 1,...,m) est borné.
L’équation (3.54) met en évidence que ce résultat n’est valable, une fois encore, que pour de

faibles valeurs du pas d’échantillonnage, et du retard.

Ceci acheve la deuxieme partie de la preuve du Théoreme 3.1.
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Preuve 3° partie : Le systtme (3.41) est exponentiellement stable et 6(t) converge

exponentiellement vers [ ’origine.

Afin d’analyser la stabilit¢ de (3.41), nous considérons la fonction de Lyapunov candidate

suivante :

Vo =6TR16 (3.55)

De la proposition (3.38), il vient que Vj est une fonction définie positive de 4.

En dérivant (3.56) le long de la trajectoire de 8, définie par (3.40) — (3.41), nous obtenons :
.

Vo(t) = 207R716 + 075§ = vy (6) - |[# (08" - 20797 (D)c [°, 2(tx + $)u(s)ds

0 2
< —Vo(®) + llcll? |[2, 2Ct + )u(s)|
pourtoutt, <t < txy1,k=012.. (3.56)

La derniére égalité étant obtenue en utilisant 1’inégalité de Young. La 1°® partie de la preuve
démontre que z(t) est exponentiellement convergeant vers zéro. Ainsi, le dernier terme du
membre droit de (3.56) disparait de facon exponentielle. Alors, on déduit de (3.56) la
convergence exponentielle vers zéro de Vy(t). D’aprés (3.55) et (3.38), il en est de méme pour
o(t).

Ceci achéve la 3° partie de la preuve du Théoréme 3.1.
Preuve 4° partie : X(z) converge exponentiellement vers [ origine.

D’aprés (3.15) nous avons ||X(t)]| < ||Z(t)||+||/1(t)||||§(t)||. Il s’ensuit que X(t) est

exponentiellement convergeant vers 1’origine, puisque z(t) et 8(t) le sont et ||A(t)]| est borné.

Ceci conclut la preuve du Théoréme 3.1.

3.5 Simulations
Afin de vérifier les performances de 1’observateur adaptatif présenté dans le Tableau 3.1, nous
considérons le systeme de Wiener avec les paramétres suivants :
—25cos(u) 25

A(u)zl_f Tl B(u)z[(z)], c=[o Z
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Ainsi que la fonction non-linéaire associée f(w) = —0,03w?3 + 0,6357w, représentée
graphiquement par la figure 9. Cette représentation montre que f est inversible sur I’intervalle
[-20,60]. En utilisant une approximation polynomiale nous obtenons la fonction inverse
associée f~1(y) = y + 0.1 x y3. Il découle de cette approximation que le systeme de Wiener

peut se mettre sous la forme décrite par le systéeme (3.1)-(3.2) avec :

0,3
0=z wE@®y©®) =y ¥
Le signal d’entrée est u(t) = sin(0,1t).
Le retard modélisé par (3.2) est caractérisé pard, =2d, = 1,1y = 0,25, u; =1

Afin d’appliquer I’observateur présenté dans le Tableau 3.1 au systeme décrit ci-dessus, il est
nécessaire d’ajuster correctement ses différents parametres, tel que p ainsi que les valeurs
initiales S(0), R(0) et A(0). Comme c’est généralement le cas en observation, il n’existe pas de
méthode pour trouver les valeurs optimales de ces parametres. La fagon la plus courante de
faire est donc de procéder a divers essais afin de trouver le réglage le plus judicieux. Il est
généralement recommandé de commencer avec une valeur de p =1 et d’augmenter
progressivement cette valeur si la convergence de I’observateur n’est pas suffisamment rapide.
11 faut toutefois noter qu’une valeur excessive de p accroitrai la sensibilité de 1’observateur au

bruit. Il est donc recommandé de prendre p aussi petit que possible.

De maniére similaire, les conditions initiales S(0) et R(0) sont la plupart du temps choisies
égales a la matrice identité. Si la convergence des états (respectivement des parametres) estimés
s’avere insatisfaisante, la valeur de S(0) (respectivement de R(0)) peut étre augmentée. Il
semble que la valeur de A(0) n’ai pas d’effets significatifs sur les performances de
I’observateur. A partir de ces observations, les valeurs suivantes se sont revélées étre adaptées

a ’exemple qui nous intéresse :

p=1,500)=1,R(0) =1, A(0) = [O O]

0 0

Pour les parameétres donnés précédemment, la valeur h = 0,1s de la période d’échantillonnage

semble étre un choix judicieux.

La simulation du systetme et de [’observateur a ¢été effectuée a 1’aide du logiciel

Matlab/Simulink, avec un pas de simulation n’excédant pas 10™3s. Le vecteur d’états initiaux
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du systéme est fixé a x(0) = [0 0]7, celui de ’observateur a £(0) = [1 1]7. Le vecteur

paramétres inconnus a lui été fixé 2 8(0) = [0 0]”.

Les figures 10 a 13 montrent que 1’observateur fonctionne correctement, confirmant ainsi les
résultats théoriques du Théoreme 3.1. De maniére plus spécifique, la figure 10 montre que les
variables d’états estimées par I’observateur convergent bien, aprés un court régime transitoire
(d’environ 3s), vers leurs vraies valeurs. Les méme performances sont observées sur la figure
11, qui montre la convergence des paramétres estimés A(t) vers les valeurs réelles de 8. Un
zoom sur la sortie y(t) du systeme et sur le prédicteur de sortie y(t) est visible sur la figure 13,
montrant qu’aprés la convergence des paramétres estimés O(t), le prédicteur de sortie se

comporte comme un bloqueur d’ordre zéro.

-50 0 50 100 150 200 250 300

Figure 9 : Non-linéarité du systeme de Wiener
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State x2

Figure 10 : Etats du systéme (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par I'observateur adaptatif. Haut : x, et X; ;
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Figure 11 : Paramétres du systéme (trait plein) et leurs estimées fournies par ['observateur adaptatif (pointillés). Haut : 6,
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Figure 12 : Sortie du systeme y(t) (trait plein) et du prédicteur de sortie $(t) (pointillés)
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Figure 13 : Zoom sur la sortie du systeme y(t) (trait plein) et sur la sortie du prédicteur (pointillés), confirmant la nature
ZOH du prédicteur de sortie (apreés convergence des parametres estimés vers leurs valeurs réelles)

Cette simulation illustre la convergence du systeme d’erreur vers l’origine, démontrée
mathématiquement dans le paragraphe précédent. Cependant, les paramétres utilisés lors de
cette simulation sont ¢éloignés de ce que 1’on peut trouver dans les cas pratiques. En effet

I’acquisition de signaux s’accompagne souvent d’un bruit de mesure, plus ou moins important,
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impliquant que le signal de sortie du systeme, et transmis a 1’observateur, est affecté par le bruit

de mesure.

Afin de tester la robustesse de 1’observateur dans des conditions plus réalistes, une seconde

simulation a été effectuée.

Les paramétres et conditions de simulation sont identiques a ceux de la simulation précédente,
a D’exception de I’ajout d’un bruit blanc ajouté au signal de sortie du systétme avant sa
transmission a 1’observateur. Ceci afin de simuler un bruit de mesure.
Les paramétres de ce bruit blanc sont les suivants :
Moyenne : 0
Variance : 0,0001
Origine : 0

La figure 14 montre bien que la sortie du systéme est bruitée, mais cela n’empéche pas une

bonne estimation en moyenne de ce signal par I’observateur.
Il en est de méme pour toutes les variables d’état (Fig. 15).

L’estimation des parametres inconnus semble plus sensible a la présence de bruit au vue des

oscillations présentes sur la figure 16, mais elles restent négligeables.

Clairement, cet observateur n’amplifie pas 1’effet du bruit et présente donc une robustesse vis-

a-vis de celui-ci.
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Figure 14 : Sortie y(t) du systeme (trait plein) sortie du prédicteur y {t) (pointillés)
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Figure 15 : Variables d'état du systeme (trait pleins) et leurs estimées (pointillés). Haut : x, et £;. Bas : x, et X,
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Figure 16 : Parametres du systeme (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par I'observateur adaptatif
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité le probléme de synthése d’observateurs adaptatifs, qui
s’appuient sur un signal de sortie échantillonné, pour la classe de systemes décrites par (3.1) —
(3.2). La complexité du probléme d’observation réside dans le fait que les systémes considérés
comprennent & la fois un retard distribué et un retard discret, tout en étant soumis a une
incertitude paramétrique. De plus, le régresseur ¥ (u(t), y(t)) est dépendant du signal de sortie.
Ceci a pour conséquence la perte du caractere affine des parametres en dehors des instants
d’échantillonnage. La nouveauté de 1’observateur proposé dans le Tableau 3.1 est triple. Elle
réside dans: (i) le prédicteur de sortie (3.27) qui compense les effets du retard et de
I’échantillonnage ; (ii) I’action de compensation de I’incertitude paramétrique v(t) défini par
(3.28) ; (iii) I’estimateur de parametres (3.31) — (3.34), optimisé pour faire usage du plus de
données disponibles possibles. Ainsi, I’estimateur (3.31) — (3.34) reste différent de celui

proposé dans (Ahmed-Ali, et al., 2019), méme en I’absence de retard.
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Chapitre 4 : Synthese d’observateur adaptatif sur la base de
mesures échantillonnées pour les systemes non-linéaires en

presence de retards d’entrée et de sortie

4.1 Introduction

Comme nous I’avons souligné précédemment, les problématiques d’échantillonnage, de retard,
et d’incertitude paramétrique revétent une grande importance dans le cadre de la commande des

systemes.

De ce fait, de nombreux travaux ont été menés sur le sujet, comme ceux de (Bekiaris-Liberis &

Krstic, s.d.) qui s’intéressent aux systémes dont 1’équation d’état présente un retard distribué.

Le chapitre 3 de cette thése, constitue également une contribution notable dans la mesure ou
nous y avons développé, un observateur pour une classe de systemes non-linéaires temps-
variant, présentant un retard de sortie a la fois discret et distribué. Cet observateur se compose,
entre autre, d’un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre zéro (ZOH), et sa convergence a
été démontrée grace a une fonction de Lyapunov-Krasovskii, a I’instar des observateurs
présentés dans (Ahmed-Ali, et al., 2019) et (Ammeh, et al., 2019).

Dans la plupart des travaux existants, y compris ceux du chapitre 3 de ce mémoire, il est
considéré que le retard n’intervient que dans 1’équation d’état ou dans 1’équation de sortie du

systeme.

La synthése d’observateurs adaptatifs sur base de mesures échantillonnées pour systémes non-
linéaires a sortie et entrée retardées, demeure une problématique encore largement ouverte. Ce
chapitre contribue a la résoudre en proposant un observateur qui est en réalité une extension de

celui présenté au chapitre 3.

Spécifiquement, la classe de systéemes étudiée dans ce chapitre présente quatre caractéristiques

essentielles :

-Le retard discret et le retard distribué sont tous deux considerés et traités simultanément grace

a une representation mathématique (celle-la méme utilisée aux chapitres 2 et 3) aboutissant a
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un prédicteur adaptatif de sortie unifié (compensant les deux retards en méme temps) et a un

unique observateur (et ’analyse qui y est associée) pour les deux types de retard.
- Le retard distribué intervient a la fois dans 1’équation d’état et 1’équation de sortie du systéme.

- En plus du retard et de I’échantillonnage, 1’équation de sortie est soumise a une incertitude
paramétrique, complexifiant la création et I’analyse de 1’observateur, en comparaison du cas ou

I’incertitude paramétrique se trouve dans I’équation d’état.

- La complexité réside également dans le fait que le régresseur, multipliant le vecteur des
parameétres inconnus du systéeme, dépend non-linéairement de la sortie, conduisant a une
définition implicite du signal de sortie. Cette définition implicite entraine la perte du caracteére
affine des parameétres en dehors des moments d’échantillonnage, constituant une difficulté

supplémentaire.

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est composé d’un estimateur d’état de type
Kalman-like, d’un prédicteur de sortie de nature ZOH, et d’un estimateur de paramétres. Sa
convergence exponentielle est assurée sous réserve d’une condition d’excitation persistante
(PE) ainsi que d’un pas d’échantillonnage et d’un retard suffisamment petits. Cette convergence
est démontrée gréce a une fonction de Lyapunov-Krasovkii adaptée, ainsi qu’a un certain

nombre d’outils mathématiques tel que les inégalités de Halanay et de Wirtinger.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : La classe de systemes étudiée est présentée
dans le paragraphe 4.2, la synthése de 1’observateur est détaillée dans le paragraphe 4.3 tandis
que son analyse est réalisée au paragraphe 4.4. Enfin le paragraphe 4.5 présente des résultats de
simulations qui attestent des performances de 1’observateur et confirment les résultats

théoriques du paragraphe précédent.

4.2 Classe de systemes étudiée

Nous nous intéressons ici aux systemes non-linéaires temps-variant a sortie échantillonnée et
dont I’équation d’état et I’équation de sortie sont retardées, et pour lesquels 1’équation de sortie

présente une incertitude paramétrique ou le régresseur dépend de la sortie du systeme.

Mathématiquement, ce modéle est représenté comme suit :
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x(t) = Agx(t) + A4 f_oyx(t + s)ds + Bu(t) (4.2)
y(®) = ¢ [°, x(t + $)u(s)ds + Pp(u(t), y(£))8 (4.2)
avec

x € R", A(u) € R¥™, b(u) € R®, c e R (4.3a)
0 € R™, 1) € RI>*™ (4.3b)

ou les valeurs initiales de x(s) (avec —d < s < 0) sont inconnues et quelconques. Le reste des

notations dans (4.1)-(4.2) est défini comme suit :

- u est une fonction vectorielle ou scalaire du temps, représentant le signal d’entrée du systéme ;
- y est une fonction scalaire du temps représentant le signal de sortie du systéeme ;

- x € R" représente le vecteur d’états du systéme ;

-u : [—d, 0] - R, est une fonction ou une distribution connue de la forme :

u(s) = ?rect (di) + 1, 6(s +dy) (4.3c)
0 0

Ou ug, 1y € {0,1} sont tels que pg + p; =1, § est 'impulsion de Dirac, et rect(.) est la

fonction rectangulaire suivante :

1 el|—-1
rect(s){ poug:inogl /0] (4.3d)

Dans les équations (4.3b) et (4.3c), d,, et d, désignent respectivement la longueur du retard discret et
celle du retard distribué. Par commodité, on introduit également la notation d qui désigne le retard

maximal.
d = max(dy, d;) (4.4)

A T’exception du vecteur d’état x et du vecteur de parametres 6, tous les paramétres et tous les
signaux dans (4.1) — (4.4) sont connus ou accessibles a la mesure. C’est en particulier le cas des
parametres dimensionnels m > 1 et n > 1, et des longueurs des retards d, = 0,d; = 0etd >
0.
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La description du systeme est complétée avec les hypothéses suivantes, au demeurant assez

classiques :

- A(w), b(u) ety (u, y) sont des fonctions de classe C*.
- Le signal d’entrée u est borné et accessible a la mesure.

- L’application u — x définie par I’équation (4.1) est un opérateur L., Stable.

Cette fois encore, nous nous plagons dans le cas plus réaliste, mais aussi le moins facile a traiter,
ou le signal de sortie y est uniquement accessible aux moments d’échantillonnage t;.. Rappelons
que {t;} est n’importe quelle suite croissante telle que t; — oo lorsque k — oo. Le plus grand

intervalle entre deux instants d’échantillonnage est noté h = sup(t; — tyx_1).

Le probleme a I’étude dans ce chapitre est le méme qu’au chapitre précédent. Il s’agit de
synthétiser un observateur qui fournisse une estimation en ligne aussi précise que possible du
vecteur d’état x(t) et du vecteur de parametres 8 du systéme, en utilisant a cet effet que les

signaux mesurables, ¢’est-a-dire : u(t) et y(t;).

4.3 Synthése de I’observateur

Structure de l’observateur

Afin d’estimer les états et les parametres du systeme décrit par (4.1) - (4.2), ’observateur

suivant est propose :
x(t) = Agx(t) + A, f_oya?(t +5)ds +Bw) — ST ®)cT(P®) —y(t)) + v(b)

pourtoutt, <t <tp,1;k=01,2.. (4.5)
90 = [°, Rty + $)u(s)ds + p(ute), y(t))d

pourtoutt, <t <ty,1;k=0,1,2.. (4.6)
S(t) = —pS() — S() (Ao + Ay + yA;) — (A + Ay + YA)TS(D) + "¢ (4.7)
0u S(0) = ST(0) > 0 et p > 0 peuvent étre choisi arbitrairement.

La structure de cet observateur est semblable a celle de I’observateur présenté au chapitre 3. De

ce fait, les termes S et v(t) possedent les mémes fonctions qu’au chapitre précédent.

Conception de [’action de compensation de l’incertitude paramétrique v (t)
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Introduisons le systéme d’erreur correspondant au probléme étudié :

X=X—x, pourtoutt >0 (4.8a)
6(t) = 6(t) — 6, pour tout t > 0 (4.8b)
V() =y(t) —y(ty), pourtout t;, <t < tpy1;k €N (4.8¢c)

En soustrayant les équations du systéeme (4.5)-(4.7) aux équations correspondantes du systéme

(4.1)-(4.2) on obtient les équations d’erreur suivantes :

% = A%(t) + 4, f_oyf(t +s)ds — STLTH(E) + v(b) (4.9)

() = ¢ [2, %t + u(s)ds + P(ulte), y(t))A(t) (4.10)

Afin d’alléger I’écriture des différentes équations, la dépendance au temps, désignée par la variable

t , n’a pas été et ne sera plus précisée, lorsque cela ne porte pas a confusion.
Considérons a présent la transformation suivante, inspirée par (Zhang, 2002) :
z(t) = %(t) — A()8(t) (4.11)

ou A(t) est un vecteur qui reste a définir, au méme titre que v(t), afin que la dynamique de z soit

exponentiellement stable.

Pour cela, on dérive (4.11) par rapport au temps :
s=%—10-20

D’apres (4.9) on obtient :

0

0
Z =A% + A4, j X(t + s)ds — S‘lcch x(ty + s)ds — S7LcT(u(ty), y(6))0(0)
-y -d

+u(t) — A — A8
= Aoz + AgA0 + Ay [ 2(t + 5)ds + Ay [0 A+ 5)B(t + 5)ds
—S71cTe [2 Aty + )8 (ty + s)ds — ST cT(ulty), y(t)B(E) + v(t) — 48

-0

= Az + AAB + Ay [° 2(t + 5)ds + Ay [ A(t +5) (B¢t +s)-8(t))ds
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+4; [° At + )8 ()ds — ST [° 2(ty + s)ds
0 0
_51¢T f Aty +5) (Bt +5) - 6()) ds — S1cTc f At + 5)B()ds
—d -d

—S 1T (u(te), y(t))G(0) + v(t) — 16 — 28

= Apz + 44 f_oy z(t +s)ds — S tcTc f_odz(tk + s)ds

+ [AOA + A, f_oyz(t + s)ds — S tcTc f_Od Aty + s)ds — S7rcT(u(ty), y(te)) — Z] ]

UNIVERSITE

NORMANDIE

+ [Al f_(’yz(t +5) (é(t +5)— é(t)) ds —S71cTc [ At + $)(8(ty +5) — B(D)ps)ds —

A9 + v(t)] (4.12)

L’équation (4.12) suggere que les signaux v(t) et A(t) doivent étre définis de maniere a ce que les

termes entre crochets s’annulent. Pour ce faire nous posons :
0 ~ ~
v(t) = =4 [0 At +5) (H(t +5)— e(t)) ds
+57%cTe [° Aty +5) (B(tic +5) — (1)) ds + 20

pour ty <t < tp41);kEN (4.13)

At) = Apd + A4 f_oyxl(t +5s)ds — S cTc f_od Aty + s)ds

=S Ty (uty), y(t))

pourt, <t <tgs1;keN (4.14)

avec A(s) € R™™(—d < s < 0) choisi arbitrairement.

Moyennant (4.13)-(4.14), I’équation (4.12) devient,
Z2=A0z+ A, f_oy(z(t +5) —z(t))ds + Ayzy — S7icTc f_od z(t, + s)ds,
pourt, <t <tgs1;keN (4.15)

avec z(0) € R choisi arbitrairement.
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La stabilité exponentielle de ce systeme sera démontrée plus tard dans ce chapitre.
Conception de la loi d’estimation paramétrique

La construction de la loi d’estimation paramétrique s’appuie uniquement sur les équations
(4.10) et (4.11). Ces derniéres sont identiques aux équation (3.14) et (3.15) du chapitre
précédent. Par conséquent, la loi d’estimation paramétrique de cet observateur est identique a

celle de I’observateur présenté au chapitre 3, soit :
8(t) = —ROPT(D)e(t) (4.16)
R(t) =R —R(®¥PT(OW(t)R(L) (4.17)

avec 6(0) et R(0) = RT(0) > 0 choisis arbitrairement.

Et
e(t) 2 5(8) — [°, cAlty +5) (Bt +5) — (1)) u(s)ds,

pour t, <t <ty,,;keN (4.18)
w(e) 2 P(ulte), y(t) + [, cAlt + S)u(s)ds,

pourt, <t <tp,;keN (4.19)

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est donc composé de I’estimateur d’état (4.5)-(4.7),

de I’estimateur de paramétres (4.16)-(4.17), du filtre auxiliaire (4.14) et du signal additionnel (4.13).

Par commodité, I’ensemble des expressions définissant cet observateur sont récapitulées dans le

tableau ci-dessous.
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Tableau 4.1 : Observateur adaptatif

Estimateur d’états

2(t) = A %(t) + A, f_oya?(t + 5)ds + Bu(t) — S"LcTH(t) + v(o)

pourtoutt, <t <typ,1;keN (4.20)

9(8) = [°, cR(ti + $)u(s)ds + Pulte), y(E))O(),
pourt, <t <tgy1;keN (4.21)

v(e) = =4, [0 At +5) (B(¢ +5) = 6(8)) ds

+S71cT¢ f_odﬂ(tk +s) (@(tk +s) — @(t)) u(s)ds + 20
pourt, <t <tgy1;keN (4.22)
S(t) = —pS() — S(t)(Ag + Ay + YA — (Ao + Ay +yA)TS(@) + "¢,
pourty <t <tyy1;k€eN (4.23)

avec les conditions initiales £(0)(—d < s < 0) et S(0) = ST(0) > 0 choisies arbitrairement,

et p > 0 un parameétre de conception choisi arbitrairement.

Filtre auxiliaire

A(t) = AgA + A4 f_oyl(t +s)ds — S~ cTc f_od Aty + s)u(s)ds

=S~ Ty (u(ty), y(t))

pourt, <t <tgy1;keN (4.24)
Avec A(s) e R™™M(—d <5 < 0)

Estimateur de paramétres

A(t) = —R(OPT(t)e(t) (4.25)
R(t) =R—-R®¥YT®P(OR() (4.26)
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e(t) =5(t) — [°, At +5) (B(tic + 5) — 6() ) u(s)dis,

pourt, <t <tyy1;keN (4.27)
W) = p(ute), y(t) + [2, cAlt + )u(s)ds,
pourt, <t <tgy1;keN (4.28)

avec 6(0) et R(0) > 0 choisi arbitrairement
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4.4 Analyse de ’observateur

Nous allons a présent analyser la convergence de 1’observateur défini par les équations (4.20)-
(4.28), c’est-a-dire mettre en évidence les conditions suffisantes pour que 1’observateur

converge exponentiellement.

Pour que I’observateur opére correctement, il est nécessaire que les matrices de gain S(t) et

R(t) soient définies positives et restent toujours suffisamment éloignées de la matrice nulle.
Pour ce faire, elles doivent vérifier les propriétés suivantes :

Il existe deux constantes réelles 0 < ag < B < oo telles que, pourtoutt > 0ona:

0 <agl <S(t) < B, (4.29)
et
R7I(t) > agl (4.30)

La premiére condition (4.29) est vérifiée si le signal d’entrée est « réguliérement » excitant au
sens décrit dans (Besancon, et al., 1996) La seconde condition (4.30) est vérifiée si W(t)

possede la propriété d’excitation persistante. suivante (loannou & Sun, 1996) :

[T ()W (s)ds > ayl (4.31)

Avec Ty € R et € R, deux constantes.

L’équation (4.26) implique que la condition d’excitation persistante est liée au signal d’entrée

u(t). Celui-ci doit étre suffisamment riche en fréquences.

De ces considérations, il découle que le signal u(t) est adapté si les conditions (4.29) et (4.30)
sont vérifiées. On considérera que c’est le cas dans la suite de ce chapitre, ce qui autorisera

’utilisation les propriétés (4.29) et (4.30). Cette double hypothése étant faite, nous allons
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maintenant démontrer que le systéme d’erreur, de variables d’état (z, 9), est exponentiellement
stable a condition que le retard d et la période d’échantillonnage maximale h soient

suffisamment petits.

La dynamique de z est définie par (4.15). Afin d’établir la dynamique de 8 il convient tout
d’abord d’exprimer &(t) en fonction de z et 8. En substituant y(t) asa valeur donnée par (4.8c),

I’équation (4.27) devient :
e(®) =5 — [ cAlty + 5)(B(ty +5) — B(D))u(s)ds
= ¢ [°, %ty + $)ds + p(ulte), y(6))0E) — [, cAlte + 5) (8t +5) -
] (t)) u(s)ds
En utilisant (4.11) on obtient :
e(t) = c [°,z(ti + S)u(s)ds + [P ulte) y(t) — ¢ [°, Aty + Hu(s)ds| 8
D’aprés (4.28) on peut écrire :
e(®) = c [ 2(t, + s)u(s)ds + W(DA(L), pour tout t, < t < tyyq sk €N (4.32)
On peut donc écrire § de la fagon suivante :
6 = —ROYT(OPDH(E) — ROYT(O)c [°, 2(ty + $)u(s)ds (4.33)
En utilisant (4.30) il découle de (4.32) que
%R‘l(t) = —R71(t) + ¥T(O¥() (4.34)

L’analyse qui suit portera sur le systéme composé des équations (4.15), (4.23), (4.33) et (4.34).

Théoreme 4.1. Considérons le systeme (4.1)-(4.2), excité par n’importe quel signal d’entrée
u(t) borné, choisi de tel sorte que le systeme (4.1)-(4.2) ait une solution et que les propriétés
(4.29) et (4.30) soient vérifiées. Appliquons I’observateur décrit par le Tableau 4.1 a ce systéme
et considérons le systeme d’erreur associ¢ décrit par les équations (4.15), (4.24), (4.33) et
(4.34). Alors, il existe deux réels dy; > 0,hy;, > 0tel que,si0<d <dy et0<h<hy,les

propriétés suivantes sont vérifiées :

1) Le systéme (4.15) est exponentiellement stable et, par conséquent, 1’état z(t) converge

exponentiellement vers 1’origine.
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2) Le systeme (4.24) présente une stabilité entrée bornée/sortie bornée et par conséquent,
la matrice de signaux auxiliaires A(t) est bornée.

3) Le systéeme (4.33) est exponentiellement stable et par conséquent, 1’erreur d’estimation
de paramétres 6(t) converge exponentiellement vers 1’origine.

4) L’erreur d’estimation d’état X(t) converge exponentiellement vers 1’origine.
Remarque.

Le Théoreme 4.1 assure la convergence du vecteur d’états X(t) fourni par I’observateur, vers

le vecteur d’états réel x(t) du systeme.

Il est également escompté que le caractére exponentiel de cette convergence confére une

certaine robustesse a 1’observateur.

Enfin, il est a noter que, comme dans les chapitre 2 et 3, la convergence exponentielle de
I’observateur n’est garantie que pour des valeurs d’échantillonnage et de retard suffisamment
faibles. C’est une limitation assez classique que 1’on retrouve également dans d’autres travaux

du méme type comme (Ahmed-Ali, et al., 2019).
Preuve du Théoreme 4.1.
Preuve 1° partie : Convergence exponentielle de (4.15)

Afin de démontrer la convergence exponentielle du systeme (4 .15) nous considérons la

fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :
T 0 t . 2
V,(t) = 2T (£)S(t)z(t) + po f_d ftk(r —t+h)||z(r + s)||?drds (4 .35)
pourtoutt, <t <tyy1;k€N
En utilisant (4.7) et (4. 15) on obtient I’expression suivante en dérivant (4.35) :

V, = —pz"Sz — (2(uo + pt1) — 2)|lczl|? + 22z7c"c f_od(z(t) —z(t + s))u(s)ds

0 t

0t 0
+ZZCTCJ j z(r + s)drds + l«lohJ 12(t + 9)||?ds — ,uoj 1Z(r + s)||?>dr ds
—d Jt -d

—d Yty

—22TSAzy +227SA, f_Oyz(t) — 2(t + s)ds
(4.36)
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En appliquant successivement 1’inégalité de Young et 1’inégalité de Schwarz au troisiéme terme
de (4.36) on obtient :

2zcTc f_Od(z(t) —z(t + s))u(s)ds
< 3 llezll? + 4lleliZug (3 12, (2(6) = 2t +9)) ds)

+4Icll?uy (f_od(z(t) —z(t+5))8(s + dl)ds)2

1 0
< -llezll? + 4llcll? Z—ZdeIIZ(t) — z(t + 9)|I?ds + 4llcl®pallz() — z(t + d)I?

1 0
< llezll” + 4|IC|IZZ—Zf_dO 2llzON7 + 2llz(t + 9)lI*ds

allel?u; (% 2t +9)ds) (4.37)
D’aprés (4.35) et (4.29) on peut écrire

(D117 + llz(t + )II? < Zsup V(e +5) (4.38)
Ainsi, (4.37) devient :

2zcTc f_od(z(t) —z(t + s))u(s)ds

1 8llclluo (0 0 .
< = 2 200 Fo 2 2
< jllealP + 250 [0, sup VGt s)ds+allclPpnds [2,, 12+ 9)Ids

2
< lezl? + 2 sup V(e +s) + 4llelPuds [ 12Ct + )l %ds (4.39)
0 —y—d<s<0 1

On applique a présent 1’inégalit¢ de Young au quatrieme terme de (4.36). On obtient alors :

2zcTc f_od fttkz'(r + s)drds
1 0 (ot . 2
<3 llezll? + 4leli? (B2 12, [} #(r + s)dr ds)
el (i [0, 1 2+ $)8(s + dy)dr ds)
cll®\ra ) g ), s)6(s +d, s
< Lczl|? + HUWho (0 E s 4 $)2dr ds + 4hllclPuy [F 2(r — dy)dr (4.40)
2 do do Yt tk

Enfin, on applique 1’inégalité de Young au dernier terme de (4.36).
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ZZTSAlf Z(t) —z(t + s)ds

2
< 2llzl12 + 208 A, I ([ (2(8) — 2(t + 5)) s
< 2 llzll? + 2015417 I lz(6) - 2(¢ + 9)l2ds

< %”Z”Z + —8”521”2)/ sup V(t+s) (4.41)
S

—y<s<O0
D’apres (4.39), (4.40) et (4.41), on peut majorer (4.36) de la maniére suivante :

4h|ic|?

V < —pa"Sz = (2o + 1) = 2llezl? = po (1 = 2555) [2, [ 12+ )l|%dr ds

8llcll®uo
Qo

2
+ sup V(t+s)+ B4,y sup V(t+s)

—y<s<0 s _y<s<0
0, . . 1
+4lcll*py (dl fdlllz(t +s)|I*ds + h ftkllz(r - dlllzdr) —22"S"Ayzy + 2|l
Comme ||z||? < SZ—pV et uo + u; —1 = 0 on peut écrire :
S

4hIICI|

V< —pzTSz—p, (1 - )f f 1z(r + $)||?drds + —= Bliclio sup V(t+s)
as

—do—-Y<s<0

81541112y

+ sup V(t+s)+ 4lcl?u, (dlf ||Z(t+s)||2ds+hf ||z(r—d1)||dr)

as —y<s<0

1
—22zTSTAzy — 5 llz]|?

Or

IzI|> < 4k |lz|I* + 4kfy  sup V(t+s)+4kiy sup V(t+5s)
—y—d—h<s<a —y—d—h<s<0

4kA1)/2 ||Z||2 _ 4||S“2“C"4

+ sup V(t+s)

—-y—d—h<s<0

Il vient donc que :

4hIICII

V< —pzTSz —p, (1 )f f lz(r + $)||?drds + ———= 8”C” =B sup V(t+s)

—y—d—h<s<0
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4(|SA4]1? !
+ ALY sup v+ )+ 4llelPu (A= (K, + K,y — ST llell)
S —y—d—h<s<0 s

+kiy)(di sup  V(t+s)+h*  sup  V(r—dy)—2z"STAzy
—y—h—-d<s<0 —y—h-d<s<0

-2 sup V(t+s)
&S —y—d—h<s<0

Pour h suffisamment petit, 1’inégalité suivante est vérifiée

4hlic|?

1 . >0 (4.42)

D’apres (4.35) et (4.42)ona:

V<—-ayW+a, sup V(t+s) (4.43)
—y—h—-d<s<0

Ou

. [ pas=2yBsliAil _ 4hllc]l? —
(min <—ﬁs , Ho (1 @ )),Sl o =1

Qo = u (4.44)
pas — %!1” Sipo =0
8licll® 4l1sA411? 1 2
ay = B+ TR b alelfPay (4G (G, + K,y = ISIZlell* + I, ) (@f + h?) — =
(4.45)

A condition que a, > a; > 0 on peut appliquer I’inégalité¢ de Halanay a (4.35) qui implique

que :
V< Ke @t (4.46)
davec
K= sup  V(s) (4.47)

—y—h—-d<s<0
Et a® I’'unique solution de 1’équation :
a, — 2a = a,e?%? (4.48)

En utilisant (4.29) et (4.32) il decoule de (4.38) que z(t) est exponentiellement convergent vers

I’origine. Il est a noter que la condition ay > a; > 0 n’est pas un probléme dans la mesure ou
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(4.44) et (4.45) montrent que ay(d, h) — p et (d,h) - 0 quand (d, h) — 0. Cela assure bien

I’existence de a* satisfaisant ay > a; > 0.

Cela achéve la premiére partie de la preuve du Théoreme 4.1.

Preuve 2° partie : Stabilité entrée/sortie de (4.24)

Afin d’analyser la stabilité du systeme décrit par (4.24), la matrice A(t) et les composantes

scalaires 1 (u, y) € R*™ sont réécrites dans la forme-colonne suivante :
A@) = [21(0) .. A ()]
P(u@®),y@®) = [1(u@®), y(®) - hm(u®), y(®)]

Ou les 4; et les y; désignent respectivement les vecteurs colonnes de la matrice A(t) et les

composantes scalaires du vecteur ¥ (u, y).

Moyennant cette notation, le systeme matriciel (4.24) donne lieu a un ensemble de m systemes

vectoriels, a savoir :
Ai(6) = A @A) + Ay [0 Ayt + s)ds — ST [, Aty + $)u(s)ds —
S7heT (u(te), y(te))
pourtoutt, <t <tpy;;k=0,1,2,..eti=1..m (4.49)

Pour analyser la stabilité de (4.49), nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii

suivante :
0 t :
V2, () = A (OSOLWO) + po [_y J, r = t + B[ 4:(r + 9)||dr ds,
pourtoutt, <t <ty,,;k=0,1,2.. (4.50)

Il est intéressant de noter ici la similarité entre (4.15) et (4.24) d’une part, et entre (4.35) et
(4.50) d’autre part.

Ainsi, en déerivant (4.50) par rapport au temps nous obtenons :
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Vi, = —pATSA; — 2(to + i) — DcAilI? + 227 cTe [ 2:(8) — Ayt + s)u(s)ds +
22;cTc f_od fttk Ai(r + s)drds + uohf_od”ii(t +5)||ds — uo f_od fttk”/l'l(r + S)||2dr ds —

2A7S4, f_"y 2;(6) = A,(t + s)ds — 24,¢T,; (4.51)

La différence entre (4.36) et (4.51) réside dans le dernier terme de (4.51) les autres termes de
(4.51) étant similaires a ceux de (4.36), ils peuvent étre majorés de facon analogue. Ainsi ’on

peut écrire :

V)Li S aVy, + a4y sup  Vp,(t+s)— 22;,¢Ty; (4.52)
—y—h—-d<s<0

avec a, et a, définis comme précédemment par (4.44) et (4.45)

En appliquant I’inégalité de Young au dernier terme de (4.52) on obtient :

—22"; < ENAIIP + Zllewil? (4.53)
Par définition 1 est bornée. Ainsi on peut écrire :

=22 < ENANIP + K (4.54)
Avec K = %sup(llapill) une constante.

On peut donc écrire :

V,li <aV),+a, sup V(t+s)+K (4.55)
—-y—h—d<s<0

aveca, =a; +¢

D’apres le lemme d’Halanay on peut conclure que V), est borné et que, par conséquent, 4; est

également borné.

Preuve 3% partie: Le systtme (4.33) est exponentiellement stable et 8(t) converge

exponentiellement vers [’origine.
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Afin d’analyser la stabilit¢ de (4.33), nous considérons la fonction de Lyapunov candidate

suivante :
Vo =6TR710 (4. 56)

Le systeme (4.33) ainsi que la fonction V, étant respectivement identiques au systeme (3.41) et
a la fonction (3.55) qui lui est associée, nous invitons le lecteur a se référer au chapitre 3 de

cette thése pour plus de détails concernant la convergence exponentielle de Vg vers zéro.
D’aprés (4. 56) et (4.30), 8(t) converge exponentiellement vers zéro également.

Ceci achéve la 3° partie de la preuve du Théoréme 4.1.

Preuve 4° partie : X(t) converge exponentiellement vers [ origine.

D’aprés (4.11) nous avons [l < [zl + IAON||@@®)]|- T s’ensuit que F(t)est
exponentiellement convergeant vers 1’origine, puisque z(t) et 8(t) le sont et que ||A(t)]| est

borné.

Ceci conclut la preuve du Théoreme 4.1.

4.5 Simulations

Afin de vérifier les performances de 1’observateur adaptatif présenté dans le Tableau 4.1, nous

considérons le systeme avec les parametres suivants :

w0 asf e =fle-b 3

Ainsi que la fonction non-linéaire associée f(w) = —0,008w3 + 0,0585w représentée
graphiquement par la figure 17. Cette représentation montre que f est inversible sur I’intervalle
[—20; 60]. En utilisant une approximation polynomiale nous obtenons la fonction associée

inverse suivante f~1(y) = y + y3.
L’incertitude paramétrique est décrite par 6 = [gg] etyp(u(t), (®) = [-y* —y°]

Le signal d’entrée est u(t) = sin(0.1t)

Les retards sont caractérisés par d, = 2,d; =1,y = 1,49 = 0,25, 4, = 1
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Afin d’appliquer I’observateur présenté dans le Tableau 4.1, au systéeme décrit ci-dessus, il est
nécessaire d’ajuster correctement ses différents parametres, tel que p, ainsi que les valeurs
initiales S(0), R(0) et A(0). Comme c’est généralement le cas en observation, il n’existe pas de
méthode pour trouver les valeurs optimales de ces parametres. La fagon la plus courante de
proceder et de proceder a divers essais afin de trouver le réglage le plus judicieux. Il est
généralement recommandé de commencer avec une valeur de p =1 et d’augmenter
progressivement cette valeur si la convergence de 1’observateur n’est pas suffisamment rapide.
11 faut toutefois noter qu’une valeur excessive de p accroitrait la sensibilité de 1’observateur au

bruit, il est donc recommandé de prendre p aussi petit que possible.

De maniére similaire, les conditions initiales S(0) et R(0) sont la plupart du temps choisies
égales a la matrice identité. Si la convergence des états (respectivement des parameétres) estimés
s’avere insatisfaisante, la valeur de S(0) (respectivement de R(0)) peut étre augmentée. Il
semble que la valeur de A1(0) n’ait pas d’effet significatif sur les performances de 1’observateur.
A partir de ces observations, les valeurs suivantes se sont révélées étre adaptée a I’exemple qui
nous intéresse :

0 0

p=1500)=1,100) = [0 0

Pour les parameétres donnés précédemment, la valeur h = 0,3s de la période d’échantillonnage

semble étre un choix judicieux.

La simulation du systéme et de l’observateur a été effectuée a 1’aide du logiciel
Matlab/Simulink, avec un pas de simulation n’excédant pas 103s. Le vecteur d’états initiaux
du systéme est fixé ax(0) = [0 0]7, celui de I’observateur a £(0) = [1  1]7. Le vecteur des

paramétres inconnus estimés a lui été fixé 4 6(0) = [2  2]".

Les figures 18 a 20 montrent que 1’observateur fonctionne correctement, confirmant ainsi les
résultats théoriques du Théoreme 4.1. De maniere plus spécifique, la figure 18 montre que les
variables d’état estimées par I’observateur convergent bien, aprés un court régime transitoire
(d’environ 5s), vers leurs vraies valeurs. Les mémes performances sont observées sur la
figure 3, qui montre la convergence des paramétres estimés 9(t) vers les valeurs réelles de 6.
Un zoom sur la sortie y(t) du systéme et sur le prédicteur de sortie y(t) est visible sur la
figure 21, montrant qu’aprés la convergence des paramétres estimés 8 (t), le prédicteur de sortie

se comporte comme un bloqueur d’ordre zéro.
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State x1

State x2

Figure 17 : Non-linéarité du systeme
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Figure 18 : Etats du systeme (traits pleins) et leurs estimés (pointillés) fournies par I'observateur adaptatif. Haut : x; et %;.
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thetat
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Figure 19 : Parametres du systéme (trait plein) et leurs estimés fournis par I'observateur adaptatif (pointillés). Haut : 6, et
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Time(s)
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Figure 20 : Sortie du systéeme y(t) (trait plein) et le prédicteur de sortie y (pointillés)
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Figure 21 : Zoom sur la sortie du systéme y(t) (trait plein) et sur la sortie du prédicteur (pointillés), confirmant la nature
blogueur d'ordre zéro du prédicteur de sortie (apres convergence des paramétres estimés vers leurs valeurs réelles)

Cette simulation illustre la convergence du systéme d’erreur vers 1’origine, comme démontré
mathématiquement dans le paragraphe précédent. Cependant, les conditions de cette simulation
sont ¢€loignées de ce que ’on peut trouver en pratique. En effet, 1’acquisition de signaux
s’accompagne souvent d’un bruit de mesure, plus ou moins important, impliquant que le signal

de sortie du systéme transmis a I’observateur, est affecté¢ d’un bruit de mesure.

Afin de tester la robustesse de 1’observateur dans des conditions plus réalistes, une seconde

simulation a été effectuée.

Les paramétres et conditions de simulation sont identiques a ceux de la simulation précédente,
al’exception d’un bruit blanc ajouté a la sortie du systéme avant sa transmission a 1’observateur,

ceci afin de simuler un bruit de mesure.

Les paramétres de ce bruit blanc sont les suivants :

Moyenne : 0
Variance : 10~*
Origine : 0

Les figures 22 et 23 illustrent bien que la sortie du systéme est bruitée, mais montre également

la bonne estimation en moyenne de ce signal par 1’observateur.
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Il en est de méme pour les variables d’état (Figure 24).

L’estimation des paramétres inconnus semble plus sensible aux perturbations au vue des

oscillations visibles sur les courbes de la figure 25, mais elles restent négligeables.

Clairement le bruit n’est pas amplifié par I’ observateur et présente donc une certaine robustesse
vis-a-vis de ce genre de perturbations.

6 T T T
/
/
5
a -
5
o
2t g
/
{
4t / 1
_6 I 1 1 1
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Time(s)

Figure 22 : Sortie y(t) du systeme (trait plein) et sortie y(t) du prédicteur (pointillés)
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Figure 23 : Zoom sur la sortie y(t) du systéeme (trait plein) et la sortie y(t) de I'observateur (pointillés)
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Figure 24 : Variables d'état du systeme (trait pleins) et leurs estimés (pointillés). Haut : x;

Figure 25 : Parametres du systéme (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par I'observateur adaptatif
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité le probléme de la synthése d’observateurs adaptatifs basés
sur des mesures échantillonnées pour la classe de systéemes décrites par (4.1)-(4.2). La
complexité du probléme réside dans le fait que les systémes a 1I’é¢tude comprennent a la fois un
retard distribué et un retard discret, tout en étant soumis a une incertitude paramétrique. De plus
le régresseur y(u(t), y(t)) est dépendant du signal de sortie. Ceci a pour conséquence la perte
du caractere affine des parametres en dehors des moment d’échantillonnage et une définition

implicite du signal de sortie transmis a I’observateur.

Cet observateur est une extension de 1’observateur présenté au chapitre 3.
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Chapitre 5 : Synthese d’observateur adaptatif sur la base de
mesures échantillonnées pour les systemes non-linéaires
temps-variant de dimension infinie, en présence de retard

de sortie distribué.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous consacrerons a I'étude de systeme infinis-dimensionnels dont la
sortie contient un retard distribué. Nous démonterons que les résultats obtenus par les
observateurs adaptatifs pour les systemes de dimension finie, peuvent s’étendre aux systémes

infini-dimensionnels, et tout particulierement a ceux décrits par des EDP de type parabolique.

Le contrdle des systemes se fait de plus en plus via des médias de communication. Quand on
utilise un réseau de communication, des problématiques d'échantillonnage et de retard
apparaissent. La plupart des travaux existant traitent des EDO et des EDP avec
échantillonnage et retard discret. Cependant trés peu de systémes incluent des problématiques

de retards distribués.

La plupart des travaux portant sur le sujet s’ intéressent aux systémes représentés par des
équations différentielles ordinaires (EDO). L’idée est généralement de prendre un observateur
préexistant, et de faire en sorte que sa convergence exponentielle soit conservée en présence
de retard. Il s’agit, la plupart du temps d’introduire un prédicteur d’états afin de compenser le
retard comme dans (Cacace, et al., 2014), (Germani, et al., 2002) ou encore (Ahmed-Ali, et
al., 2012).

En paralléle de ces études sur les systemes de dimensions finies, des travaux similaires ont été
entrepris pour les systémes de dimensions infinies. On peut citer entre autre (Selivanov &
Friedman, 2019) qui s’intéressent aux systémes de réaction-diffusion a sortie échantillonnée
et présentant un retard discret, pour des retards suffisamment petits. Et (Ahmed-Ali, et al.,
2020) qui présente un observateur en cascade pour les systemes échantillonnés, représentes

par une EDP non-linéaire, et présentant un retard discret arbitraire. La convergence de ces
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deux observateurs est démontrée via une fonction de Lyapunov-Krasovskii. Ces travaux ne

permettent cependant pas de traiter le cas ou le retard est de nature distribuée, et non discréte.

Un autre aspect important lorsque 1’on modélise un systéme est que 1’on ne connait pas toujours
la valeur des paramétres intervenants dans ses équations d’état et de sortie. Pour pallier cela, on
utilise des observateurs dits adaptatifs, qui vont estimer la valeur de ces parametres (en plus des
états du systemes). On peut notamment citer les travaux de (Smyshlyaev & Krstic, 2007a),
(Smyshlyaev & Krstic, 2007b) et de (Ahmed-Ali, et al., 2016).

Ces observateurs montraient de bonnes performances lorsque les signaux de sortie du systeme
¢taient constamment accessibles. Or, a I’heure ou la plupart des systémes sont numeériques, les
signaux percus par les observateurs sont pour une grande majorité échantillonnés. Du fait de la
nature des systémes considérés, la convergence des observateurs précédents n’est pas garantie
en présence d’échantillonnage. Pour pallier cela, de nouveaux observateurs comme ceux de
(Ahmed-Ali, et al., 2017)furent développés.

Le cas des systemes non-linéaires, retardes, présentant une incertitude paramétrique a été traité
dans (Lailler, et al., 2021b) et (Lailler, et al., 2021a) ainsi que dans les chapitres 2 et 3 de ce
mémoire. L’avantage de ces observateurs est qu’ils présentent des performances satisfaisantes
pour les systemes présentant un retard discret ainsi qu’un retard distribué. Cependant, ces
travaux ne portaient que sur des systemes de dimension finie, représentés par des ODE, et

I’incertitude paramétrique ne se retrouvait que dans 1’équation de sortie.

Le cas des systemes non-linéaires, de dimension infinie, soumis a de I’incertitude paramétrique
sur ’entrée et la sortie, et a sortie échantillonnée présentant un retard distribué, restait donc a
traiter. Ce chapitre contribue a la résolution de ce probléme en proposant un observateur qui
constitue une extension aux travaux du chapitre 3 de cette these, ainsi qu’a ceux de (Selivanov
& Friedman, 2019) et (Ahmed-Ali, et al., 2020). De ce fait, le présent observateur posséde

plusieurs améliorations majeures :

-Seul le retard distribué est ici considéré a I’inverse des travaux de (Selivanov & Friedman,

2019) et (Ahmed-Ali, et al., 2020) qui ne considéraient que le cas du retard discret.

-En plus de I’échantillonnage, la sortie et I’entrée du systéme sont soumises a une incertitude

paramétrique.

-Enfin, une derniere complexité réside dans le fait que le régresseur multipliant le vecteur

paramétres inconnus dans 1’équation de sortie, est fonction du signal de sortie. Par conséquent,
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le signal de sortie est défini de maniére implicite, entrainant une perte du caractére affine des
paramétres inconnus en dehors des moments d’échantillonnage, complexifiant un peu plus

encore le probléme.

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est composé d’un estimateur d’état, d’un
prédicteur de sortie de nature ZOH, et d’un estimateur de paramétres. Sa convergence
exponentielle est assurée sous réserve d’une condition d’excitation persistante (PE) ainsi que
d’un pas d’échantillonnage et un retard suffisamment petits. Pour démontrer cette convergence,
nous utilisons une fonction de Lyapunov-Krasovkii adaptée, ainsi qu’un certain nombre d’outils

mathématiques tel que les inégalités de Young et de Wirtinger.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : La classe de systemes étudiée est présentée
dans le paragraphe 4.2, la synthése de 1’observateur est détaillée dans le paragraphe 4.3 tandis
que son analyse est réalisée au paragraphe 4.4. Enfin le paragraphe 4.5 présente des résultats de
simulations qui attestent des performances de I’observateur et confirment les résultats

théoriques du paragraphe précédent.

5.2 Classe de systemes étudiés

Nous nous intéressons ici aux systémes non-linéaires temps-variant a sortie échantillonnée et
dont 1’équation d’état et I’équation de sortie sont retardées de manicre distribuée, et pour
lesquels 1’équation de sortie présente une incertitude paramétrique ou le régresseur dépend de

la sortie du systeme.

Mathématiquement ces systemes se présentent sous la forme :

U (4, £) = U (3, 0) + qux, £) + (£)0 (5.1)
u,(0,£) = 0 (5.2)
u(1,t) = U(t) (5.3)
y(© = [° u(0,t +s)ds + p(»)8 (5.4)

Avec u(x,0) = ug(x) les conditions initiales du systéme telles que uy(x) € C2([0,1];R) ;
u(x, t) le vecteur d’état du systéme ; U(t) € C?(R,; R) le signal d’entrée du systéme ; 0(t) €
R*™ |e vecteur parameétres inconnus ; ¢ et ¢ € R*™ deux fonctions de y connues, et g € R

un facteur.
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Le signal de sortie y(t) n’est pas accessible, sauf aux moments d’échantillonnage. Le signal

percu par 1’observateur est donc le suivant :

() = [, u0, t; + s)ds + p(y(t:))6

Ou {t; }r=, représente la séquence d’échantillonnage. La période d’échantillonnage maximale

est définie par h & sup(t; — tx—1)
keN

5.3 Synthése de I’observateur

Structure de [’observateur

L’observateur présenté dans ce chapitre est inspiré de celui présenté dans (Lailler, et al., 2021b)

et est applicable aux systémes décrits par (4.1)-(4.4) :

(%, ) = U (x, ) + qli(x, t) + @(£)O(t) — KF + v(x, 1) (5.5)
2,(0,£) = 0 (5.6)
(1,t) = U(t) (5.7)
() = [°, 20, & + 5)ds + p((t))B(t) (5.8)

Les conditions initiales #[0] sont telles que, #@[0] € C2([0,1]; R).

Si I’on compare 1’équation (5.1) du systéme et 1’équation (5.5) de 1’observateur, on remarque

que cette derniere posséde deux termes supplémentaire :

- Le premier, noté K, correspond au gain de I’observateur.

- Le second terme, noté v(x,t), est une action spécifique a 1’observateur. On retrouve
cette méme action (sous une forme différente) dans (Lailler, et al., 2021b) et dans les
observateurs présentés aux chapitres 2 et 3. Cette action est introduite pour compenser
I’effet de ’incertitude paramétrique au niveau de 1’équation d’état de 1’observateur. I1

s’ensuit qu’en I’absence d’incertitude paramétrique on posera v(x,t) = 0.
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Conception de [’action de compensation de l’incertitude paramétrique v(x,t)

Introduisons les erreurs d’estimation d’états, de paramétres et de sortie :

ti(x,t) = t(x,t) —ulx,t), pourtoutt > 0 (5.9a)
6(t) = 6(t) — 6, pour tout t > 0 (5.9b)
y(t) = y(t) — y(ty), pourtout t;, <t < ty,;; k€N (5.9¢)

En soustrayant les équations du systéeme (5.1)-(5.4) aux équations correspondantes du systeme

(5.5)-(5.8), on obtient les erreurs suivantes :

T, (x, 1) = Ty (x, t) + qli(x, t) + ()0 — K§ + v(x, t) (5.10)
1, (0,t) =u(1,t) =0 (5.11)
7(@©) = [°, 00, t; + 5)ds + p(y(ti))@ (5.12)

Afin d’alléger I’écriture des différentes équations, la dépendance au temps désignée par la

variable t, n’a pas été et ne sera plus précisée, lorsque cela ne porte pas a confusion.
Considérons a présent la transformation suivante, inspirée par (Zhang, 2002) :
z(x,t) = ii(x,t) — A(x, t)8(t) (5.13)

Ou A(x, t) reste a définir, au méme titre que v(x,t), afin que la dynamique de z(x, t) soit

exponentiellement stable.

Pour cela, on dérive (5.13) par rapport au temps :

2:(x, £) = 1, (x, £) — A (x, )8 — A(x, )8

D’aprés (5.10) on obtient :
206, 6) = iy (6, 8) + qii(x, £) + ()8 — K§(t) + v(x, £) — 1, (x, )8 — A(x, £)8
= Z (6, 8) + qz(x, 1) + [ (6, £) — 2:(x, ©) + () + d(v(£))]0 + qA(x, )
+v(x,t) — 2, )0 — K [°2(0,t; + 5)ds
=K [ 200, ti +5) (B(tic + 5) — 6(6) + 6(t) ) ds

= Zy(x,t) + qz(x,t) — K f_OdZ(O, tx +s)ds
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+ [Lex (0, 0) = 2:G6 ) + 0(8) + 9 () + g, ) + K [°, 200, + 5)ds| 6

+0(x,6) = A, 08 — K [°, 200, t, + ) (8(t, +5) = 6(2)) ds (5.14)

L’équation (5.14) suggeére que les signaux v(x,t) et A(x, t) doivent étre définis de maniére a

ce que les termes entre crochet s’annulent. Pour ce faire nous posons :
v(x, ) = A, 08 + K [°,200,t; +5) (8t +5) — 6() ) ds

pourt, <t <tgs1;k€EN (5.15)
A ) = 2 (0, 8) + 9(0) + d() — K [ 20, ¢y + s)ds + qA(x, t) (5.16)
D’apres (5.15) et (5.16), I’équation (5.14) devient,
ze(x,t) = Zy (x,t) + qz(x,t) — K f_Odz(O, t, +s)ds

pourt, <t <ty;1;k€EN (5.17)

La stabilité exponentielle du systéeme (5.17) sera démontrée plus loin dans ce chapitre.

Conception de la loi d’estimation paramétrique

A partir de (5.11) et (5.12), on obtient :
7(0) = [°,0(0,t, + s)ds + (6B () (5.18)
On applique la transformation (5.13) a I’équation (5.18). On obtient,
F(@©) = [, 20t +5) + A0, ty + $)B(t + s)ds + p(»)6

= 200t + 5)ds — [ Aty +5) (Bt +5) — () ) ds — [°, B(t)ds +

d(y(tx))
= J; 20,tx + )ds = 1 [°, A, by +5) (Bt +5) — B(1) ) ds — d + p(y(t))0
pourt, <t <ty41;kEN (5.19)

Il découle de (5.19) que :
e(t) = W) + [, 2(0,ty +5)ds, pour ty <t < typq;k €N (5.20)

avec
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e(t) £ 5(t) — [°, 200ty + ) ((t + 5) = B(£) ) ds, pour t;; <t < tyeys sk € N (5.21)

Y(t) 2 f_od AQ0,t, + s)ds + p(y(ty)), pourty <t <ty4y1;k EN (5.22)

L’équation (5.20) nous permet d’utiliser 1’algorithme des moindres carrés récursifs avec facteur

d’oubli (loannou & Sun, 1996), et ainsi d’obtenir :

8 = —RWT(t)(t) (5.23)
R =R—-RY(®)VT(t)R (5.24)
Avec §(0) et R(0) = RT(0) > 0 choisis arbitrairement.

L’observateur adaptatif présent¢ dans ce chapitre est donc composé de I’estimateur d’état
(5.10)-(5.12), de I’estimateur de parametres (5.23)-(5.24), du filtre auxiliaire (5.16) et du signal
additionnel (5.15).

Par commodité, I’ensemble des expressions définissant I’observateur adaptatif ainsi élabor¢ est

récapitulé dans le tableau suivant :

UNIVERSITE

NORMANDIE

Tableau 5.1 : Observateur adaptatif

Estimateur d’états

1, (x, £) = Ty (x, ) + qli(x, t) + @()O(t) — KF + v(x, 1), (5.25)
avecy=9y—y
,(0,t) =0 (5.26)
a(1,t) = U(t) (5.27)
9O = [, 0(0,t, + s)ds + p(y(t))D(tx)
pourty <t <tygy1;k €N (5.28)

v(x,t) = A6 )9 + K [ 2(0,t; +5) (é(tk +5)— é(t)) ds

pour tk <t< tk+1 ; keN (529)
avec les conditions initiales 7[0] telles que, #[0] € C%([0,1]; R)

Filtre auxiliaire

At(xr t) = Axx(xJ t) + ql(x» t) + ‘P(t) + ¢(y(tk)) - Kf_od/l(o' ty + S)dS
pourt, <t < tp4q (5.30)
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Estimateur de paramétres

8(t) = —ROPT(D)e(t) (5.31)
R() =R —-R(®PT(OW()R(L) (5.32)
e(t) =5(t) — [°, 200, t, +5) (B(t + 5) = B(8)) s,

pourt, <t <tyy1;keN (5.33)
w(t) = [, 200, ty + 5)ds + p(¥(ti)), pourty <t < typq;k €N (5.34)

avec 8(0) et R(0) > 0 choisi arbitrairement

UNIVERSITE

NORMANDIE

Remarque 1.

1) Pour chaque interval t, < t < t;,, on applique le Théoreme 2 énonceé dans (Karafyllis
& Kirstic, 2016). Pour n’importe quelles conditions u[0] € C%([0,1]; R),#[0] €
C2([0,1]; R) et n’importe quel signal d’entrée U(t) € C?(R,; R) il existe une unique
solution u € €°([0,1] x R,)NC?([0,1] X (0, +)), avec u(x,t) € C2([0,1],Ry)
pour tout ¢t > 0, et une unique solution @ € C°([0,1] x ]R+)nCl([0,1] x (0, +00))
avec ii(x, t) € C%([0,1], R,) pour tout ¢t = 0.

2) Dans le cas ol il n’y a pas d’incertitude paramétrique, on a (t) = . Laloi d’estimation

paramétrique n’est donc plus nécessaire.

54 Analyse de I’observateur

Passons a présent a I’analyse de I’observateur (5.25)-(5.34). Cette analyse consiste a déterminer

les conditions suffisantes a la convergence exponentielle de 1’observateur.

Pour que celui-ci opére correctement, il est nécessaire que la matrice de gain R(t) soit définie

positive et soit toujours suffisamment éloignée de la matrice nulle.
Pour ce faire, il est essentiel qu’elle respecte la propriété suivante pour tout t > 0 :
R7I(t) > agl (5.35)

OU ay est une constante tel que 0 < ay < o

Manon LAILLER Université de Caen Normandie — Manuscrit de these 98




@ Synthése d’observateurs pour des systemes finis- et infinis-dimensionnels retardés @ cann

Cette condition est Vérifiée si W(t) posséde la propriété d’excitation persistante suivante (loannou &
Sun, 1996) :

[T ()W (s)ds > ayl (5.36)

L’équation (5.32), implique que cette condition d’excitation persistante est liée au signal d’entrée

u(t). Celui-ci doit étre suffisamment riche en fréquences.

Il en découle que le signal u(t) est adapté si la condition (5.35) est vérifiee. On considérera dans la
suite de ce chapitre que c’est le cas. Ainsi, la propriété (5.35) pourra étre utilisée. Cette hypothése
étant posée, nous allons a présent démontrer que le systéme d’erreur, de variables d’état (z, 8), est

exponentiellement stable a condition que le retard d soit suffisamment faible.

La dynamique de z est définie par (5.17). Dans le but d’établir la dynamique de 8, il nous faut
premiérement exprimer £(t) en fonction de z et 8. En substituant y(t) a sa valeur donnée par (5.12).

Ainsi, I’équation (5.33) devient :
- 0 ~ ~
e =5() — [°, 200, t; +5) (e(t +5)— H(t)) ds

= 2,10, t; + $)ds + p(y(t)AE) — [°, 400, + 5) ((t +5) = 6(1)) ds
En utilisant (5.12) on obtient :
e(®) = [°,2(0,t; + s)ds + WA(t) (5.37)
pourtoutt, <t <ty,1;k €N
On peut alors écrire g de la facon suivante :
6 = —ROYT(OW()EF — ROWT(O)c [°, 2(ty + 5)ds (5.38)
En utilisant (5.32), il découle de (5.37) que :
%R‘l(t) = —R71(t) + ¥T(O¥() (5.39)
L’analyse qui suit se portera sur le systéme composé de (5.17), (5.30), (5.38) et (5.39).

Théoréme 5.1. Considérons le systeme (5.1)-(5.4) excité par un signal d’entrée U(t) régulier et
présentant une excitation persistante tel que la condition (5.35) soit remplie. Appliquons I’observateur

décrit par le Tableau 5.1 a ce systéme et considérons le systeme d’erreur associé décrit par les
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équations (5.17),(5.38) et (5.39). Alors, il existe un réel d,, > 0 tel que si 0 < d < d,, alors les

propriétés suivantes sont veérifiées :

- Le systeme z décrit par (5.17) est exponentiellement stable et les états z(x,t) convergent
exponentiellement vers 1’origine.

- Lesysteme A décrit par (5.30) présente une stabilité entrée/sortie induisant le caractére borné
de la matrice de signaux auxiliaire A(x, t).

- Le systéme 6 décrit par (5.38) est exponentiellement stable et 1’erreur d’estimation 8(t)
converge exponentiellement vers I’origine.

- L’erreur d’estimation i(x, t) converge exponentiellement vers I’origine.
Démontrons des a présent les différents points énonceés par le Théoreme 5.1.

Afin d’alléger les notations, les dépendances au temps t et a 1’espace x, ne seront plus précisées

lorsque ceci ne porte pas a confusion.
Preuve du Théoréme 5.1.
Preuve 1° partie : Convergence exponentielle de (5.17)

Afin de démontrer la convergence exponentielle du systeme (5.17), considérons la fonction de

Lyapunov-Krasovskii suivante :

v, = %fol z2(x,t)dx +d f_Od f;e z2(0,7)dt dO + wh?e?5" f_Od fttk‘fez“’w(’l‘t)ztz(o,g‘Z + s)d&ds

- ”Tzw f_od fttk e286=9(2(0,& +5) — z(0, t; + S))zdf ds (5.40)

En utilisant (5.17) et en dérivant (5.40) par rapport au temps, on obtient :

1 0 0t
v, = J z,zdx + d?z%(0,t) — df 72(0,t + s)ds — 28wh?e28(h—t) J j e29822(0,& + s)dé ds
0 —-d —d vty

0 72 0 ot
+wh2e25hf z2(0,t + s)ds + 76(»9‘2&[ f e2%(2(0,€ +s) — (0, + s))zdf ds
—d —d Yty

2 0 2
—”Tw f_d(z(O, t+s)—z(0,t; +5s)) ds (5.41)
On considére désormais la fonction suivante :

V, + 26V, = 5f01 z%(x, t)dx + 25d f_od f;e z%2(0,7)dt df + fol zezdx + d?z%(0, t)
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—d [° 72(0,t + s)ds + wh2e?® [° 72(0,t + s)ds

— %zw f_Od((Z(O, t+s)—z(0, tk))zds

Puis, en utilisant de nouveau (5.17), on obtient :

t 1 1

ZyxZdx + q f z?(x, t)dx

0

z%(0,7)dt df + f

-0

1 0
V, + 28V, = 6.f z%(x, t)dx + 26df
0 -d

t+6

—-K folzf_odz(o,t + s)ds dx — Kfolzf_odz(o, t, +s)—z(0,t + s)ds dx
+d?z2 (0,t) — d f_odZZ(O, t +s)ds
+wh?e?%" f_od z2(0,t + s)ds — 7%Zcu f_Od((z(O, t+s)—2z(0,t, + s))zds

(5.42)

En effectuant une IPP sur le 3° terme de (5.42) puis en appliquant successivement les inégalités de

Young et de Schwartz aux 5 et 6° termes on a :
. 1 0
V, +26V, <6 [ 22(x,)dx +28d [ [, 22(0,7)dt d8 — [, z3(x,t)dx + q [, 2%(x, t)dx
2 0 2 1
+2K—glfolzz(x, t)dx + %d f_dzz(O, t+s)ds + szfo z%(x, t)dx
+2d [° (20,1 + ) = 2(0,t +5)) ds + d?z2(0,t)
0 0
—d [, z*(0,t + s)ds wh?e?%" J_, 220t + s)ds
2 0 2
—Tw f_d(z(O,t +5)—2z(0,t, +5))°ds
<(6+q++S-T) 1220 0d
- q 28, 26, Sfoz(x,)x
0 1
+ (—d + %) J_,z%(0,t + s)ds + (d2 — %) Jy z%(x, t)dx
2 0 2
+ (82—2 - HT) f_d(z(O, tr+s)—z(0,t+5s)) ds
0 0
+26d [°, [ ,2%(0,)dT d6 + wh?e?®® [° z2(0,t + s)ds (5.43)

Ou la derniére inégalité est obtenue en appliquant 1’inégalité de Wirtinger au 3° terme.
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On considére a présent I’inégalité suivante :

V, + 26V, — 26,V,(t;) <

(6 +q+ LGS ”—2) folzz(x, t)dx + (—d + %1) f_od(Z(O, tx +s)ds

284 285 8

(a2 =3) f) 220 00dx + (2= 5) [,((200, 6 +5) = 200, + ) ds

2 4
+d(26 — 265;) f_od f;e z2(0,7)dt dO + wh?e?5" f_od z2(0,t + s)ds — &, fol z2(x, tp)dx
(5.44)
D’apres (5.17), il est évident que
~2,(0,t +5) + 2y (0, t + ) + qz(0,t +5) — K [, 2(0,¢ + 5)ds
—-K f_OdZ(O, ty +5) —z(0,t +s)ds =0

Ainsiona:

0
] (P22(0,t +5) + p32,(0,t + ) — Pazyy (0, ¢ + 5)) (=2, (0,t + 5) + 2, (0, £ + 5)
—-d

0 0

z(0,t + s)ds — Kf z(0,t, +s) —z(0,t +s)ds =0

+qz(0,t+s)—Kf
-d

—-d

Si I’on développe cette expression on obtient :

0 0
(p3q — p2) f 7;(0,t +5)z(0,t + s)ds + (p, — p4q) f z(0,t +5)z,, (0, t + s)ds
—d -d

0

0
+ (ps + p4)J Z:(0,t + 5)2,,(0,t + s)ds + pqu z%2(0,t + s)ds
—d —-d

0 0 0
—szj z(O,t+s)<f Z(O,t+s)ds+J Z(O,tk+s)—z(0,t+s)ds>ds

-d —d —d

0
—ps3 j z2(0,t + s)ds
—d

0

0 0
—Kpgj zt(O,t+s)<J z(O,t+f)df+J Z(O,tk+f)—z(0,t+§)d$>ds

-d -d —d
0

0 0
— p4f z2,(0,t + s)ds + p4Kf Zy (0,8 + s)f z(0,t, +&)—2(0,& +s)dé ds
-d —d

—-d

(5.45)
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En appliquant successivement les inégalités de Young et de Schwartz aux 5° et 8° termes de (5.45),

ona:

0 0
(5.45) < (psq — p2) f 20,6 + 9)2(0,t + )ds + (3 — paq) f 200, ¢ + 5)Zea(o 1 570s
—d -d

N 1((193 + pa)?

1 1 0
[2 d + (Kp3)*d (0— + 0_> - p3l f z2,.(0,t + s)ds

07 3 4 —-d

0
+ [ﬂ (0, + 04 + 05)] f (Z(O, ty +s)—z(0,t + s))zds
2 -d

(5.46)
En combinant, (5.44) et (5.46), on obtient :

V + 28V — 26,V (ty)

2¢¢ 2¢ 8

1

+ (dz - %)fo z2(x,t)dx

KZ KZ 2 1 € 0
< <6+q+—+——n—>f zz(x,t)dx+(—d+51)J z%(0,t + s)ds
0 d

& w2 o d 0 2
+ ?—T+E(O'2+O'4+O'5) f (Z(O,tk+S)_Z(0,t+S)) ds
-d

1

z%(0,7)dtr d6 — Slf z%(x, t)dx

0

t

0
+ (26d — 261d)j
—-d

t+60

0
+ (wh?e?" + p3q — pZ)J z.(0,t +5)z(0,t + s)ds
—d
0
+ (py — p4q) f z(0,t + 5)zy, (0, t + 5)ds
—d

[1 + p2)?
+E<(p3 Pa)

d+ (K )2d<1+1) fo 2(0,t +s)d
o p3 o5 0, b3 _dZt ) s)as

0
f z2,.(0,t + s)ds
—d

+ g + (K )2 (i + l) _
_2 07 D4 s Og D4
(5.47)

A condition que :
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8 <d
2

d2 <2

2

d
872+E(02+04+05) S%
26d < 26,d
wh?e?®" + p3q < p,

P2 < Paq

1( (p3+pa)? 2 (1 1
E<0'—7d + (Kp3) d (0—3'{‘—)) < Ps3

g(@ + (Kpa)? (ais + i)) < Pa

O6

OnalV,+28V,—-26,V,<0

Alors, d’aprés le lemme présenté dans (Khalil, 2001), z converge exponentiellement.
Ceci acheve la premiere partie de la preuve du théoréme 5.1.

Preuve 2° partie : Stabilité entrée/sortie de (5.30)

Afin d’analyser la stabilité du systéme décrit par (5.30), la matrice A(x,t) € R™" et le vecteur

@(¥) € R™et ¢p(y) € R™™ sont réécrits dans la forme colonne suivante :
Alx,t) = [A(x, t) .. 4 (D)]

() = [91(8) ... 0(8)]

o(y®) = [p:(¥®) - o ()]

Ou les 4;, les ¢; et ¢; désignent respectivement les vecteurs colonnes de la matrice A(x,t) et les

composantes scalaires des vecteurs @ (y(t)) et p(y(t)).

Compte tenu de cette notation, le systeme matriciel (5.30) donne lieu a un ensemble de m systémes

vectoriels, & savoir :

Aty (1) = Apx, (0, 8) + g4 + (O + $: (¥ () — K f_od 4:(0, t, + s)ds

pourtoutt, <t <ty,1;k=0,1,2,..eti=1. (5.48)
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Pour analyser la stabilité de (5.48), nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :

Vi =5 Jy 20c)dx +d [°, [, 42(0,7)dr dO + wh?e?0" [ [} €022 (0,€ + $)d¢ ds

t+6
Zolf’, [ e2E0(2,00,€ +5) = 1,0, +5)) dé ds (5.49)
Apreés dérivation de (5.49) par rapport au temps, on obtient :
Vi, = [, A udx + d222(0,8) — d [°, 220, ¢ + s)ds

_ 0 t 0
—28wh?e?*=0 [~ I, e?%2;2(0,& + s)dé ds + wh?e?™ [ 2,7(0,t + s)ds
2 _ 0 t 2
+ = 6we 20t [ J,, €% (20§ +5) — 2:(0, t,c +5)) " d¢ ds

~Z 0 [ (A0, t +5) = 2,00, 8, +5))"ds (5.50)
On considére désormais la fonction suivante :
Vi, = [ Aipdidx + d2A2(0,8) — d [°, A2(0,t + s)ds

~28wh?e20(0 [ f:k e2%62,7(0,¢ + s)dE ds + wh?e?® [° 2,2(0,t + s)ds

2 _ 0 2
+=-swe™2¢ [ ffk 2% (2,(0,& +5) — 2;(0, ty +5)) d€ ds
w2 0 2
—Tw f_d()li(O, t+s)—2;(0,t; +5)) ds
(5.50)

On considére désormais la fonction suivante :

t
t+6

Vi, +26Vy, = 8 [ 22(x, )dx + 28d [° [ 22(0,7)dT d6 + [, i, Aidx + d?22(0,¢)

—d [° 23(0,¢ + 5)ds + wh?e?™ [° 2,2(0,¢ + 5)ds
2 2
~ o [ (4:00,t + 5) = 2;(0,t;))"ds

En utilisant (5.30) on obtient :

t

1 0 1 1
V), + 26V, = 5[ A2 (x, t)dx + 26df A2(0,7)dt d6 +f Ai Aidx + qf A% (x, t)dx
0 —d -0 0

t+6
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1 1 0
@+ ) f (x, O)dx — K f 2 f 200t + 5)ds dx
0 0 —d

—K [ 4 [, 2000, + 5) = 2,(0,t + s)ds dx +d?2? (0,8) — d [°, 23(0, ¢ + s)ds

0 2 0
+wh?e?0h f 2;2(0,t + s)ds — %a)f (100, t +s) — 2,00, ¢, + s))zds
—d —d

(5.51)
La seule différence entre (5.30) et (5.51) réside dans le 5° terme de (5.51).

Pour que V;, soit borné, il faut donc que ce terme soit borne. En appliquant successivement les

inégalités de Young et de Schwartz sur ce terme, on obtient :
2
(@ + ) [ 20 )dx < 2 (f) 2(x,)dx) + |19 + @O [?

<3 Jy G Ddx +116M) + @(OI1?

On peut donc écrire :

t

. 1 0 1 1 1
Vy, +28V,, <6 ] 22(x, t)dx + 28d J 22(0,7)dr do + f Rigpidx +(q +3) J 22(x, t)dx
0 —-d -0 0

t+6
1 1 0
+(¢ + (p)J Ai(x, t)dx — KJ liJ 24;(0,t + s)ds dx
0 0 —-d
—K [ 2 [, 2000, 8 + 5) — 2,(0,t + s)ds dx +d?22 (0,8) — d [, 23(0, ¢ + s)ds
0 2 0 2
+wh?e?%" J_, /11-?(0, t +s)ds — %a) f_d((/li(O, t+5s)—2,00,t, +5)) ds
+-116O) + @(®)]]?
En considérant I’expression suivante :
Vy, + 28V5, — 26,13,
Et en considérant les résultats de la premiére partie de la preuve, on peut écrire :

Vi, + 26Va, — 261V, <5 1o (ti) + @(D)]|?

Ce qui implique que :
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Vi < =€V, + 31160t + (O]

En se référant au Lemme 2.2 de (Katz & Fridman, 2022), et puisque ¢ et gsont bornées, alors V; est

borné, ce qui signifie que f01| 1A |2dx est également borné.
Ceci achéve la deuxiéme partie de la preuve du théoréme 5.1.

Preuve 3¢ partie : Le systéme (5.38) est exponentiellement stable et 8(t)converge exponentiellement

vers [ origine.

Afin d’analyser la stabilité de (5.38), nous considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante :
Vo=V,+0TR™10 (5.53)
Ou V, est la fonction de Lyapunov (5.40).

En dérivant (5.53) par rapport au temps, on obtient :

Vo =V, —|16WI|" - 20™WTc [° z(ty + s)ds — §TR™1E (5.54)
Ou V, est la fonction (5.41).

On peut alors écrire :

Vo +28Vg =V, + 28V, — ||0WI|" — 26%7¢ [° 2(t; + s)ds + (26 — 1)GTR™1§

Ce qui implique que :

Vg + 26V — 26,V (ty,) =

V, + 26V, — 28,V,(t) — 1091 — 267WT¢ [° z(t,, + s)ds

+(26 —1)0TR716 — 25,0 (t,)R™1(t,)0(ty) (5.55)

Or d’aprés la premiére partie de la cette preuve, V, + 26V, — 25,V, < 0, sous certaines conditions.

Sous ces mémes conditions on peut donc écrire :
Vo +28Vy — 26,V (t,) <0 (5.56)

Ainsi d’aprés le I’inégalité de Halanay, on en déduit que V, est exponentiellement stable, impliquant

que c’est également le cas du systéme (5.38) et que 6(t) converge exponentiellement vers I’origine.

Ceci conclut la 4° partie de la preuve du théoréeme 5.1.
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Preuve 4° partie : 7i(x, t) converge exponentiellement vers [’origine.

D’aprés (5.13) nous avons ||11(x,t)|| < llz(x, )]l + IA(x, )]1]10]. Tl s’ensuit que i(x,t) est

exponentiellement convergeant vers 1’origine, puisque z(x, t) et 8(t) le sont, et que A(x, t) est borné.

Ceci acheve la preuve du théoreme 5.1.

55 Simulations

Afin d’illustrer les performances de 1’observateur présenté au Tableau 5.1, nous considérons le

systeme décrit par les équations (5.1) et (5.2) avec les parameétres suivants :

1. 5_1 . 5_ T
q_lold_32F6_[104]

U(t) = 10sin(0,5¢) + 10 sin (31: + g) + 10 cos(0,2t)

¢(t) =10,5cos(0,1y) 0,25co0s(0,1t)]

0,5c0s(0,1t) 0,25co0s(0,1t)

p(t) = - -
0,5c0s(0,1t) 0,25co0s(0,1t)

La longueur du domaine de la PDE est définie par D = 1.

De fagon a pouvoir appliquer I’observateur présenté au tableau 5.1 au systéme considéré, il est
essentiel de régler les parametres K, R(0),p et A(0). Comme c’est généralement le cas, ces
parameétres ont été choisis de fagon arbitraire avec une méthode dite d’essais multiples. En nous
basant sur les observations faites, les valeurs suivantes se sont révélées produire des résultats

satisfaisants :
p =1,K =50 detaille [10 x 1], R(0) = 3 X I,, et A(0) = 0 de taille [10 x 2]

Les simulations du systéme et de I’observateur ont été faites a I’aide du logiciel de simulation
Matlab/Simulink avec un pas de calcul n’excédant pas 10~ 3s. Les états initiaux du systéme ont
été réglé a [u] = 4 tant dit que ceux de I’observateur ont été choisi a [&i] = 0. Le vecteur de

paramétres estimés a lui été initialisé a4 6(0) = [0 0]”.

Les figures 26 a 28 montrent qu’aprés un régime transitoire d’environ 5s, le signal de sortie de
I’observateur converge vers les valeurs réelles du systeme. La figure 29 est un zoom sur le

signal de sortie, mettant en avant le caractére bloqueur d’ordre zéro du prédicteur de sortie.

Manon LAILLER Université de Caen Normandie — Manuscrit de these 108




@ Synthése d’observateurs pour des systemes finis- et infinis-dimensionnels retardés

120

100 1 'y

Etat

Figure 26 : Estimation d'un des états du systéme fournie par [’observateur (pointillés) et sa valeur réelle (trait plein)

Temps(s)

Parametres
(o]
—

Figure 27 : Parametres du systéme (trait plein) et leurs estimées fournies par I'observateur adaptatif (pointillés)
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59+

58"
57+ —~
56r /N / \
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Figure 28 : Zoom sur la sortie du systeme y(t) (trait plein) et du prédicteur de sortie $(t) (pointillés)

Cette simulation illustre la convergence du systéme d’erreur vers 1’origine, corroborant la
démonstration mathématique effectuée au paragraphe précédent. Cependant, cette simulation
n’étant pas basée sur un systeme réel, elle omet immanquablement des contraintes auxquelles
les systémes sont soumis dans des conditions réelles d’utilisation. Parmi ces contraintes on
compte notamment le bruit de mesure. Celui-ci perturbe de fagon plus ou moins importante

I’acquisition des différents signaux utilisés par 1’observateur, et peut donc affecter ce dernier.

Afin de tester la robustesse de 1’observateur a ce genre de perturbations, une seconde simulation

avec des parametres plus réalistes a été effectuée.

Les paramétres et conditions de simulation sont identiques a ceux de la simulation précédente,
a I’exception de 1’ajout d’un bruit blanc ajouté au signal de sortie du systeme avant sa
transmission a I’observateur. Ceci ayant pour but de simuler un bruit de mesure.
Les paramétres de ce bruit blanc sont les suivants :
Moyenne : 0
Variance : 0,0001
Origine : 0

La figure 29 montre que bien que la sortie soit bruitée, 1’estimation moyenne de ce signal par

I’observateur reste bonne.

Il en est de méme pour les variables d’état (Fig. 30).
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L’estimation des paramétres inconnus est plus sensible au bruit de mesure, mais les oscillations

visibles sur la figure 31 restent négligeables, et I’estimation est considérée comme étant

satisfaisante.

Il est clair que cet observateur n’amplifie en rien les effets du bruit et conserve une bonne

estimation des différents paramétres et signaux étudiés. On peut donc en conclure qu’il présente

une certaine robustesse vis-a-vis de ce genre de perturbations.

Figure 29 : Sortie bruitée du systeme y(t) (trait plein) et la sortie du prédicteur y(t) (pointillés)

Figure 30 : Estimation d'un des états du systeme fournie par I'observateur (pointillés) et sa valeur réelle (trait plein)
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Figure 31 : Parametres du systéme (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par I'observateur adaptatif.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité le probleme de synthése d’observateurs adaptatifs, qui
s’appuient sur un signal de sortie échantillonné, pour la classe de systémes décrites par (5.1)-
(5.4). La complexité du probleme d’observation réside dans le fait que les systémes considérés
comprennent a la fois un retard distribué et sont soumis a une incertitude paramétrique. De plus,
le régresseur ¢ (y(t)) est dépendant du signal de sortie. Ceci a pour conséquence la perte du
caractére affine des paramétres en dehors des instants d’échantillonnage. La nouveauté de
I’observateur proposé dans le Tableau 5.1 est triple. Elle réside dans (i) le prédicteur de sortie
(5.28) qui compense les effets du retard et de 1’échantillonnage ; (ii) I’action de compensation
de I’incertitude paramétrique v(t) définie par (5.29) ; (iii) ’estimateur de paramétres (5.31)-
(5.34) optimisé pour faire usage du plus de données disponibles possible. Ainsi, I’observateur
proposé au Tableau 5.1 étend aux systéme infini-dimensionnels, les travaux présentés aux

chapitres 3 et 4 de cette these.
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Chapitre 6 : Synthése d’observateur pour systémes a sortie
échantillonnée, en présence d’un capteur dynamique

distribué, non-linéaire

6.1 Introduction

La synthése d’observateurs pour les systémes equipés de capteurs représentés par une EDP, est
une problématique intéressante. Mathématiquement, le probléme consiste a synthétiser un
observateur pour des systémes modélisés par une EDO en cascade avec une EDP, ou I’EDO
représente la dynamique du systéme et I’EDP celle du capteur (Figure 26). Il est attendu de
I’observateur qu’il estime les états (de dimension finie) de I’EDO et les états (de dimension

infinie) de I’EDP.

W Dynamique du u(l,1) Capteur distribué 1(0,1)

— Systéme représentée ............................................. |

par une EDO Diffusion de chaleur

Figure 32 : Exemple illustrant la structure du systeme étudié

Les premiéres solutions apportées a ce probléeme furent développées pour des systémes
intégrant un capteur représenté par une EDP hyperbolique du premier ordre (Krstic &
Smyshlyaev, 2008) (Krstic, 2009b) (Cai, et al., 2016), ou un capteur représenté par une EDP de
type équation de chaleur (Krstic, 2009a). Tous ces travaux présentaient des observateurs
élaborés par une approche de type backstepping s’appuyant sur la transformation de Volterra.
Les observateurs élaborés utilisent comme signal de sortie le signal délivré par le capteur,
supposé constamment mesurable. La stabilité exponentielle de ces observateurs fut établie en

utilisant des fonctionnelles de Lyapunov quadratiques.

L’observateur présenté dans (Krstic, 2009a), applicable aux systémes équipés d’un capteur
représenté par une EDP de type chaleur, a été étendu dans (Ahmed-Ali, et al., 2015) aux cas ou
PEDO (le systeme) intégre une non-linéarité Lipschitzienne. Le nouveau probléme

d’observation non linéaire fut traité en synthétisant un observateur combinant des approches
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par backstepping et par grand grain. De nouveau, c’est une fonctionnelle de Lyapunov
quadratique qui fut utilisée pour établir la stabilité exponentielle de 1’observateur. Du fait de la
non-linéarité du systeme, les conditions de stabilité dépendent de la largeur du domaine de
I’EDP et du coefficient Lipschitz de la non-linéarité¢ de I’EDO. Concreétement, plus grand est le
domaine de ’EDP, plus petit doit étre le coefficient de Lipschitz.

L’observateur développé dans (Krstic & Smyshlyaev, 2008) (Krstic, 2009b), pour les structures
intégrant un capteur représenté par une EDP hyperbolique du premier ordre, a lui aussi été
étendu, dans (Ahmed-Ali, et al., 2017a), aux cas ou I’EDO représentant le systeme intégre une
non-linéarité Lipschitzienne. Cette généralisation fut possible en utilisant un observateur en
cascade. Cette structure permet de s’affranchir de la condition qui limite la largeur du domaine

de ’EDP.

Tous les travaux abordés précédemment fournissent des observateurs fonctionnant
correctement pour peu que le signal de sortie du systeme soit continuellement accessible a la
mesure. En pratique, il est rare que ces signaux soient continuellement mesurables. En effet, les
systemes numeériques, massivement utilisés de nos jours, nécessitent un échantillonnage des
signaux pour opérer des traitements. Ainsi, la question de synthétiser des observateurs basés
sur des mesures échantillonnées s’est posée des le début des années 90 (Deza, et al., 1992). Ces
derniéres années, cette problématique a connu un regain d’intérét notable avec des travaux
comme ceux de (Raff, et al., 2008) (Karafyllis & Kravaris, 2009) ou (Ahmed-Ali, et al., 2013).
La plupart de ces études concernent des systemes uniquement décrits par une EDO. Ce n’est
que récemment que des observateurs pour des systéemes décrits par des EDP, linéaires ou semi-
linéaires, de type chaleur furent développés (Fridman & Blighovsky, 2012) (Ahmed-Ali, et al.,
2016a). La question de la création d’un observateur basé sur des signaux échantillonnés pour
des systemes représentés par une EDO linéaire en série avec une EDP de type chaleur
représentant un capteur de température, a eté résolue dans (Ahmed-Ali, et al., 2016b)
(Karafyllis, et al., 2017). Le probléme fut abordé de la méme facon que dans (Krstic, 2009a) a
I’exception de I’analyse de la stabilité exponentielle du systéme d’erreur correspondant, qui fut
établie non pas en utilisant le théoréme du petit gain, mais en utilisant une fonction de
Lyapunov. Le cas plus genéral des EDO non-lineaires (globalement Lipschitzienne) en série
avec une EDP de type chaleur, fut traité dans (Ahmed-Ali, et al., 2019). Il en résulta un
observateur de type grand-gain basé sur des mesures échantillonnées. La convergence de cet

observateur est garantie sous une condition faisant intervenir le coefficient de Lipschitz de
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I’EDO. En somme, la valeur maximale admissible pour ce dernier est inversement

proportionnelle & la longueur du domaine de I’EDP.

Au vue des travaux évoques précédemment, il est clair que tous les observateurs (basés sur des
mesures échantillonnées ou non) développés pour les systémes €quipés d’un capteur représenté

par une EDP de type chaleur, ne sont applicables que dans le cas ou le capteur est linéaire.

Ce chapitre présente un nouveau résultat relatif a la synthése d’un observateur pour les systéemes
dotés d’un capteur distribué non-linéaire de type chaleur, basé sur des mesures échantillonnées.
La non-linéarité du capteur et la nature échantillonnée des mesures font que 1’étude actuelle est
une extension de celles présentées dans (Krstic, 2009a), (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Karafyllis,
et al., 2017). L’observateur développé ici intégre une injection de sortie, s’introduisant aussi
bien dans ’EDO que dans I’EDP (via I’erreur d’estimation de la sortie), ainsi que des gains
dépendants d’une fonction matricielle basée sur la variable spatiale de I’EDP. L’analyse de
I’observateur se fait en utilisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii et établie deux conditions
suffisantes pour la stabilité exponentielle du systéme d’erreur. La premiére condition met en
évidence une valeur maximale, a ne pas dépasser, de la période d’échantillonnage. La seconde
condition fait intervenir la largeur du domaine de I’EDP ainsi que le coefficient de Lipschitz de
la non-linéarité de cette méme EDP. Cette largeur de domaine et ce coefficient de Lipschitz ne
peuvent pas étre choisis tous deux arbitrairement grands. Ainsi, pour une largeur de domaine
donnée et choisie arbitrairement grande, il existe une valeur maximale que le coefficient de
Lipschitz associé ne doit pas dépasser, et vice-versa. Dans le cas d’un systéme linéaire, donc
sans non-linéarité (ni dans I’EDO ni dans I’EDP), seule la condition sur le pas d’échantillonnage
subsiste. On retrouve alors les résultats obtenus, pour les systemes EDO-EDP linéaires, de
(Krstic, 2009a), (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Karafyllis, et al., 2017). La stabilité exponentielle
de I’observateur est confirmée par des résultats de simulations qui ont également permis de
mettre en lumicre d’autres qualités de 1’observateur, par exemple, sa robustesse face a la
condition sur le coefficient Lipschitz et son utilité dans la stabilisation des rétroactions de la

sortie.

Ce chapitre est organisé comme suit : La classe de systémes étudiée est présentée dans le
paragraphe 6.2, la synthése de I’observateur est détaillée dans le paragraphe 6.3 tandis que son
analyse est réalisée au paragraphe 6.4. Enfin le paragraphe 6.5 présente les résultats de

simulations.
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6.2 Classe de systemes étudiée

Nous nous intéressons aux systémes linéaires équipés d’un capteur distribué non-linéaire. Ces
systémes sont constitués d’une partie dynamique linéaire, représentée par une EDO, mise en
série avec une partie dynamique non-linéaire, représentée par une EDP de type chaleur.

Spécifiquement, le systéme faisant I’objet de 1’étude est modélisé comme suit :

X(t) = AX(t) + Bv(t), t > 0 (6.1)
U (6, t) = Uy (, t) + f(ulx, t),x,t), 0<x <D (6.2)
u(D,t) = CX(t) (6.3)
1, (0,8) =0 (6.4)

ou X(0) e R™ et u(x,0) =uy(x) désignent les conditions initiales du systeme choisies
arbitrairement, mais avec u, € H2(0,D) ; v € C°(R,,R) le signal d’entrée du systéme ; X €
R"™ le vecteur d’états du systeme ; u(x,t) € R le vecteur d’états distribués du capteur; D la
largeur du domaine de I’EDP représentant le capteur. Les matrices A € R™",Be R" et C €
R*™ sont connues et la paire (4,C) est observable, f € C*(R x [0,D] X R,,R) est une
application connue, sans forme particuliére, mais sa dérivée par rapport a son premier argument

est bornée, tel que :
3B > 0,¥(u,x,t) e RX[0,D] xR, : [If,(ux, )| < B (6.5)

Le signal intermédiaire u(D,t) = CX(t) n’est pas accessible a la mesure. Le signal borné
y(t) = u(0,t) est considéré comme étant la sortic du systéme, mais n’est accessible qu’aux

moments d’échantillonnage.

Les variables & observer sont le vecteur d’états de dimension finie X(t) et 1’état distribué
u(x,t), avec 0 < x < D. Ces estimations ne se basent que sur le signal de sortie échantillonné
y(ty), ou {tx}i=o représente la séquence d’échantillonnage. La période d’échantillonnage

maximale est définie par :

h & sup(t, — ty—1) (6.6)
keN

C’est dans ce but que I’observateur présenté dans ce chapitre fut développé.
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Remarque 1.

.....

possede deux nouveautés : la non-linéarité f£(.) et la nature échantillonnage du signal
de sortie. De ce fait, la problématique d’observation posée ici est bien plus générale que
celle considérée dans (Krstic, 2009b). Le présent probléme est également différent de
celui étudie dans (Ahmed-Ali, et al., 2019), dans lequel la non-linéarité fait partie de
I’EDO, et le signal de sortie est continu.

2) Un observateur échantillonné pour les systéemes linéaires représentés par une cascade
EDO-EDP a été développé dans (Ahmed-Ali, et al., 2016b) et dans (Karafyllis, et al.,
2017). Le cas non-linaire a récemment été abordé dans (Ahmed-Ali, et al., 2019), ou
une non-linéarité triangulaire et Lipschitz était introduite dans I’EDO. La nouveauté de

notre étude est que la non-linéarité f(.) fait partie de ’EDP.

6.3 Synthése de I’observateur

L’observateur présenté dans ce chapitre est inspiré de celui de (Krstic, 2009a). 1l est applicable
aux systemes décrits par (6.1) - (6.4) :

X = AX + Bv(t) — M(D)L¥(ty), pourtoutt € [ty, tyss) k € N (6.7)

U (x,8) = e (x, 1) + f((x, 1)) = CMCOLF (1),

pour (x,t) € (0,D) X [tx, tys1) (6.8)
(D, t) = CX(t), pour toutt = 0 (6.9)
1,(0,t) = 0, pourtoutt =0 (6.10)
y(t) = 1(0,t) — y(t), pourtoutt >0 (6.11)

avec n’importe quelles conditions initiales X(0) € R™ et @[0] € {& € H?(0,D): (D) =
€X(0),&,(0) = 0}, ot L € R™ est tel que A — LC soit une matrice de Hurwitz ; la fonction
matricielle M (x) est défini par I’EDO :

&N () = M)A (6.12)

et les conditions de bord suivantes :

Manon LAILLER Université de Caen Normandie — Manuscrit de these 117

UNIVERSITE

NORMANDIE




@ Synthése d’observateurs pour des systemes finis- et infinis-dimensionnels retardés @

M(0) =1, 22(0) =0 (6.13)

Il est a noter que la condition sur le caractere Hurwitz de la matrice A — LC n’est pas un

probléme, dans la mesure ou la paire (4, C) est stabilisable. La matrice M (x), quant a elle, est

inversible et commutative avec A tel que définie dans (Krstic, 2009a) et (Ahmed-Alj, et al.,

2015). C’est-a-dire : AM(x) = M(x)Aet M 1(x)A = AM~1(x)

La notation H2désigne quant a elle I’espace de Sobolev H?(0, D) des fonction  : [0,D] » R
a2 an 12

avec % € L*(0,D) et pre € L°(0,D)

La convergence exponentielle de 1’observateur (6.7) -(6.11) fait 1’objet du théoréme suivant, ou

les erreurs d’estimation d’états sont définies comme suit :

X=X-X i=10-u (6.14)

On utilisera aussi la notation i[t] qui désigne la fonction : [0, D] » R; x — 1i(x, t).

Théoréme 6.1 : Considérons 1’observateur (6.7)-(6.11) opérant avec les mesures relevées en
2

temps réel sur (6.1)-(6.4). Sous la condition 0 < fD? < HT’ les propriétés suivantes sont

verifiées :

1) 1l existe un scalaire h*(D) > 0 tel que si 0 < h < h*(D) alors, 1’observateur est
globalement exponentiellement convergent. Il s’ensuit alors que X(t) et {i[t],
convergent exponentiellement vers 1’origine lorsque t — oo, quelles que soient les
conditions initiales X(0) € R" et 1[0] € {& € H?(0,D): (D) = €X(0),&,(0) = 0}

2) Dans le cas d’un systéme linéaire (f(.) = 0), il existe un scalaire h** > 0 tel que, si

0 < h < h™ alors I’observateur est exponentiellement convergent, quel que soit D > 0.

La preuve de ce théoréme est établie au paragraphe suivant.

6.4 Analyse de ’observateur

Nous allons a présent démontrer la convergence exponentielle de 1’observateur (6.7)-(6.11),
opérant a partir des données collectées sur le systeme (6.1)-(6.4), et de ce fait, établir la preuve

du Théoréme 6.1.
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L’analyse de la convergence exponentielle de I’observateur, revient a analyser la stabilité
exponentielle du systéme d’erreur associé. C’est pourquoi, nous nous focaliserons dans un
premier temps sur 1’élaboration de ce systéme d’erreur. Puis nous établirons par la suite les

conditions suffisantes garantissant sa stabilité exponentielle.
Etablissement du systéme d erreur associé a l’observateur.

Soustrayant les équations du systeme (6.1)-(6.4) aux équations correspondantes du systéeme

(6.7)-(6.11), on obtient le systéme d’erreur d’estimation d’états suivant :
X(t) = AX(t) — M(D)Lii(0,t,,), pour toutt € [ty tys,) etk €N (6.15)

e (x, 8) = Ty (3, 8) + f((x, 0)) — f(ulx, ©)) — CM(X)L(0, ¢,

pour (x,t) € (0,D) X [tx, trs+1) (6.16)
(D, t) = CX(t) (6.17)
1,(0,t) = 0 (6.18)

Introduisons a présent les transformations suivantes :
Z(t) = M Y(D)X (1) (6.19)
w(x, t) =1(x,t) — CM(x)Z(t) (6.20)

En utilisant (6.15), (6.19) et le fait que A soit commutative avec les matrices M (x) et M~1(x),

on obtient 1’équation suivante gouvernant le vecteur d’état transformé Z(t) :
Z(t) = AZ(t) — LCZ(ty) — Lw(0, t;,) (6.21)

De maniere similaire, on obtient 1’équation régissant 1’état distribué w(x, t), en différenciant
les deux cotés de (6.20), en utilisant (6.16), (6.17), (6.19) et (6.21) :

we(x,t) = Ty (x, ) + f(@(x, 1) = f(ulx, 1))
—CM(x)Lii(0, ty) — CM(x)(AZ(t) — LCZ(t;,) — Lw (0, t;.)
= Wyx (%, 1) + @ (x, D)U(x, t)
= W (3, 0) + (2, OW(x, 1) + @ (x, £) CM () Z(t) (6.22)

avec
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o(x,t) = J fulu(x, ) + sii(x, )ds (6:23)
ou la derniere égalité (6.22) est obtenue en utilisant le théoréme de la valeur moyenne.

On déduit également de (6.13) et (6.17)-(6.18), que w(D, t) = 0 et w,(0,t) = 0 qui constituent

les conditions de bord associées a (6.22).

Par convenance, le systéme d’erreur ainsi établi est réécrit en fonction des nouvelles variables

Z(t) etw(x,t), soit :

Z(t) = AZ(t) — LCZ(t) — Lw(0, ty) (6.24)
we(x, 1) = Wy (3, £) + @ (x, OW(x, t) + @ (x, ) CM (x)Z(2) (6.25)
w(D,t) =0 (6.26)
wy(0,8) =0 (6.27)

Etude de la stabilité du systeme d’erreur (6.24)-(6.27).

Nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii candidate suivante :

V= %ff""z (x, t)dx + %fODWZx(x, t)dx + ZT (t)PZ(t)
+ay [, (s = t + W 2(9)||*ds (6.28)

Pour t;, <t < ty,q1,k € N,avec ay, as,a, > 0 n’importe quel scalaire réel et P n’importe

quelle matrice symétrique définie positive satisfaisant 1’équation suivante :
P(A—LC)+ (A—LC)TP = —pul (6.29)

ou u > 0 est choisi arbitrairement. Il est a noter que 1’existence de P satisfaisant (6.29) n’est

pas un probleme dans la mesure ou A — LC est une matrice de Hurwitz.
En utilisant (6.25), on obtient en dérivant (6.28) par rapport au temps :
V =2ZT(t)P(AZ(t) — LCZ(t;) — Lw(0,t}))

+a, fOD w(x, Ow(x, t)dx + a4 fOD Wi (X, t) Wy (x, t)dx

+ha,||Z(®)||*ds (6.30)
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Considérons les relations évidentes suivantes, pour tout t;, <t < ty4+1, k EN:

Z(t,) = Z(t) — fti Z(s)ds,w(0,t;) = — [ wy(x, t;)dx (6.31)
aq fOD Wy (%, )Wy (x, )dx = ay fOD Wy (X, Wy (x, i )dx = —ay fOD Wy (2, )w (x, t)dx
(6.32)

ou la derniere égalité est obtenue en utilisant une intégration par partie, ainsi que (6.26) et
(6.27).

En utilisant (6.31) et (6.25), il découle de (6.30) que, pour tout t;, <t < ty;1,k €EN:

V= ZT()(P(A - LC) + (A= LOTPYZ(E) + 227 (OPLC [, Z(s)ds
+2ZT (OPL [] wy(x, ty)dx

+a, fOD w(x, wyy (x, ) dx + ag fOD o (x, )w?(x, t)dx +

ao f; w(x, ) (x, ) CM(X)Z(t)dx
—a, fOD wi, (x,t)dx + a, fOD o (x, Ow(x, ) w,, (x, t)dx
+ay [y Wee G D@, OCMDZ (O dx + haz |2 = az [ 12(9)]2ds
(6.33)

ol le premier terme de droite est obtenu en utilisant 1’égalité ZT(t)P(A — LC)Z(t) =
ZT(6)(A — LC)TPZ(t) (vérifiée car P est symétrique).

Il faut désormais procéder a I’analyse des différents termes du membre droit de (6.33) et majorer

ceux qui seraient non-stabilisant.

Analyse du 1° terme de (6.33) :

En utilisant (6.29) on obtient :

ZT(O)(PA-LO) + (A-LOTP)Z() = —plZOI? (6.34)
Majoration du 2° terme de (6.33) :

En utilisant I’inégalité de Young, on peut développer et majorer ce terme comme suit :

27T ()PLC fsz'(s)ds < 1ZOI? + |PLC|I? ||fttkz'(s)ds|| 2
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< 1Z@I2 + hIPLCI? [, |1 2(s)||ds (6.35)

ou la derni¢re inégalité est obtenue en utilisant 1’inégalité de Jensen.
Majoration du 3¢ terme de (6.33) :

Pour tout t;, <t < ty41,k € N, on peut écrire :
2Z7(O)PL [, wy(x, t)dx < IZ@OI1? + IPLIP(S) wy(x, t)dx)?

< |Z®N1? + DIPLI? f; w2(x, t)dx (6.36)
Ou I’on a successivement utilisé les inégalités de Young et de Schwartz
Majoration du 4° terme de (6.33) :

En effectuant une intégration par partie sur ce terme, et en utilisant les conditions de bord (6.26)-
(6.27), on obtient :

a, fOD w(x, w,, (x, t)dx = —a, fOD w2(x, t)dx
pour toutt, <t <tp,1,k €N (6.37)
Majoration du 5° terme de (6.33) :
En utilisant (6.5) et (6.24), on obtient la majoration suivante :
|a0 fOD w2(x, t)e(x, t)dx| < aypf fOD w? (x, t)dx (6.38)

Majoration du 6° terme de (6.33) :

Ce terme peut étre majoré en utilisant successivement les inégalités de Young et de Schwartz,

pourtout ty <t < ty4q:

|a J; wix, e, HCM @) Z(H)dx| < 22 1|Z(0)I1? + 22 (Jy llo G, DEM W (x, Bl d)?

< XZ@|1? + % [P w2(x, O)dx (6.39)

pour n’importe quel 1 >0, ol a ¥ sup |[CM(x)||> < oo. Cette condition découle
x€[0,D]

directement de (6.5) et du fait que ||M(x)|| est bornée a cause de sa continuité sur I’intervalle
[0, D].
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Majoration du 8° terme de (6.33) :

De facon similaire a (6.39), il est possible de majorer le 8° terme de (6.33) ainsi :
ar [y G W, O, )dx < B2 [P w2 (x, )dx + 202 [P w2 (v, 0dx  (6.40)

avec ¢ > 0 un scalaire quelconque.
Majoration du 9° terme de (6.33) :

Enfin, en utilisant (6.24), on peut écrire, pour tout t, <t < ty,,k EN:

hay||Z(@®)||” = haallAZ(t) — LCZ(t) — Lw (0, £ ||?

t D
Z(s)ds + Lf wy(x, t)dx

(A—LC)Z(t) + LC f
0

tk

= haz

. 2
< 3hayllA — LCIPIZOI? + 3R%a,lILCI? [, | Z(9)]|ds

+3ha, DIILI? [ w? (x, t;)dx (6.41)

Ou I’on a successivement utilisé les inégalités de Young, Jensen et Schwarz pour obtenir la

derniere inégaliteé.
En combinant (6.34) et (6.41) on obtient I’inégalité suivante, pour tout t, < t < t;,1,k € N:

V< —(1—2-3haylld - LCI2 - 220 | Z()2

_ (ao __ 4D?a0p (1 n aﬁD) 2a1Dzﬁ)f w2 (x, t)dx

2 2n ¢m2

—a, (1= £5) [ w2y G, )dx + (DIIPLI? + 3hazDIILI?) f;) wi (x, ti)dx
—(a, — 3h2%ILC12 — hIPLCIR) ) 1Z2(s)||ds (6.42)

Ou le second terme de droite est obtenu en utilisant 1’inégalité de Wirtinger dans (6.41). Nous
fixons a présent le coefficient ¢ = 1/ et le scalaire u, de telle sorte que u > 2, et supposons
I’intervalle entre deux moments d’échantillonnage h, la largeur du domaine de ’EDP D, le
coefficient Lipschitz B, et les scalaires positifs (ay, a;, a,,n) de facon a ce que les inégalités

suivantes soient vérifiées :
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u—2-3hayllA— LC|I2 - 20 > 22> 0

4p%%op (1 n a,‘i) _ 2a,D%p?

2 — > €09 >0

a
0 2

a, — 3h2a,||LC||? — h||PLC||? > % >0

pour n’importe quel 0 < & < 1. Introduisons les notations suivantes :

1
)Lmin (P)

pr= (= 2= 3hallA = LCII* = =)

2 4Dp?4%p ( aBfD 2a,D%pB
- 1+ 22) - 20
P2 2a¢D? (ao w2 + 2n g2
P3 = 4D2
h2a0||LC||2 nllPLCII?
0, =1—3 __hllpLcl]

az az

En utilisant (6.43)-(6.45), on obtient :

u-2 em? 1}
2Amin(P)’ 2D?’ 2

min(py, P2, P3, P4) > p(D) = min{
En utilisant (6.43)-(6.44) et (6.28) il découle de (6.42) que :

V(t) < —p(D)V(t) + 6(D, W)V (ty), pourtout t, < t < tp,1,k €N
Avec

5(D,h) = ZD(IPLI? + 3ha, ILII?)

Fixons le coefficient positif a; de sorte que :

§(D,h) <p(D)

En appliquant I’inégalité de Halanay a (6.51) on obtient :

V(t) < e 2tt) sup V(t,+1);pourt > t,

—h<s<0

ou y est I’unique solution de 1’équation algébrique :

2y = p(D) — 86(D, h)e*"Y
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Il découle de (6.54), en utilisant (6.28), que Z(t) et fODwz(x, t)dx convergent, tous deux,

exponentiellement vers zéro quand t — . En appliquant I’inégalité de Wirtinger a (6.41), on

obtient que nax w?(x,t) converge également exponentiellement vers 0 pour t — oo, et
X<

compte-tenu de (6.19)-(6.20), il en est de méme pour X(t) et di(x,t). Ces résultats de
convergence peuvent étre obtenues en ajustant les parameétres u, ay, a,, a, et n de différentes

maniéres. La premiére condition (6.53) peut étre satisfaite en prenant a,suffisamment grand.

aon  u-2
2 4

Pour se conformer avec la condition (6.43), il faut prendre u tel que u —2 — et

1

et a, tel que a, >
2zcy o @2 T QUE a

I’intervalle entre deux moments d’échantillonnage h < h3 et h; =

4h}||PLC]|%. (1.44) est obtenue si le couple d’inégalités suivant est vérifié :

4D%2B  2D3ap? _ ¢
-~ >3 (6:56)
(2a1D%B?) £
Y < Ao (6.57)

4D2B

2
7T2

<1

Puisque 0 < € < 1 et que le Théoréme 1 donne

4D2%B

m? '

Y . \ 2D3ap?
(6.56) est verifié sous réserve que le parametre n est tel que n:f <

Enprenante =1 —

g(quel que soit D, a, ). Aussi (6.57) est Vérifiée en prenant a, suffisamment grand.

Pour résumer, les inégalités (6.43)-(6.45) sont vérifiées (en prenant les valeurs appropriées pour

4D2ﬂ * * *
— <leth<h (D) =:max(hi(D), h3).

2

les parametres a,, a4, a,, 4, ) a condition que

Cas2:f(.)=0

Si f(.) = 0 alors le systeme d’erreur (1.24)-(1.27) devient :

Z(t) = AZ(t) — LCZ(t,) — Lw(0, t;.) (6.58)
we (X, £) = Wey (%, 1) (6.59)
w(D,t) =0 (6.60)
wy(0,£) = 0 (6.61)

Et I’inégalité (6.42) se simplifie de la maniére suivante :
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V< —(u—2-3ha,llA - LCIDIZ@®)II?
D D
—ag f, wi(x, )dx — ay [, wi (x,t)dx
+(DIIPLI? + 3ha,DIILIP) [, w2 (x, ti)dx
—(a — 3020112 — p||PLCII2) [ [|Z(s)]|%ds (6.62)
Il est nécessaire que les deux conditions suivantes soient respectées :

u—2-3hayllA—LC|I? >¥2>0 (6.63)

a, — 3h%a,||LC||? — h||PLC]|? > % >0 (6.64)

Pour vérifier (6.63), on prend p tel que p > 2 et l’intervalle d’échantillonnage h < h3 =

u—2

ALl quel gue soit la valeur de a,.
JllA-

A son tour I’inégalité (6.64) est vérifiée sous réserve que h < hj avec h; = 1/(||LC||V6 et

a, > 2h;||PLC||?, avec les mémes notations que celles employées dans le cas ot f(.) # 0.

Les conditions (6.63)-(6.64) sont quant a elles vérifiées seulement si h < max(h3, h3), mais

aucune condition sur D n’est requise.
Ensuite, en utilisant (6.63)-(6.64) et (6.28), il découle de (6.62) que :

V(t) < —p(D)V(t) +8(D,h)V(ty), pourtout t, <t < tys, k €N (6.65)

2

. -2
Avec p(D) =:min {lejnin(P) 137

%} et (D, h) comme dans (6.52).

Nous procédons ensuite comme dans le cas 1 de la preuve, en prenant le coefficient a, tel que
d(D, h) < p(D) et en appliquant I’inégalité de Halanay.

Ceci conclu la seconde et derniére partie de la preuve du Théoréme 6.1.

Remarque 2.

1) L’observateur présenté dans ce chapitre est une extension de celui présenté dans (Krstic,
2009a) et I’améliore de deux fagons: c’est un observateur requérant des mesures
échantillonnées et il prend en compte les dynamiques non-linéaires grace a la fonction
f(u(x,t),x,t) intervenant dans I’EDP de type chaleur (6.3). Dans le cas ou f(.) est

nulle, le présent observateur reste une version échantillonnée de celui de (Krstic, 2009a).

Manon LAILLER Université de Caen Normandie — Manuscrit de these 126

UNIVERSITE

NORMANDIE




@ Synthése d’observateurs pour des systemes finis- et infinis-dimensionnels retardés @

2)

3)

Le présent observateur est également une généralisation de celui présenté dans (Ahmed-
Ali, et al., 2016b) (Ahmed-Ali, et al., 2017b) (Karafyllis, et al., 2017) dans la mesure
ou ces travaux se concentrent sur le cas ou f(.) est nulle. En outre, I’analyse de stabilité
du présent observateur repose sur une fonction de Lyapunov-Krasovskii alors que celle
présentée dans (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Ahmed-Ali, et al., 2017b) (Karafyllis, et al.,
2017) reposait sur une approche petit gain. Les résultats des présents travaux sont
également tres différents de ceux de (Ahmed-Ali, et al., 2019) dans lequel I’observateur
est applicable a des systemes représentés par une cascade EDO-EDP avec une EDO
non-linéaire et une EDP linéaire, alors qu’ici la non-linéarité est intégrée a I’EDP.

La partie 1 du Théoréme 6.1, met en lumiere deux conditions suffisantes pour la
2
convergence exponentielle de I’observateur. La premiére condition est 0 < fD? < %.

Elle est vérifiée a condition que la longueur du domaine de ’EDP D et le coefficient de
la non-linéarité Lipschitz 8 ne soient pas simultanément grands. Si D est fixe, sa valeur
détermine la valeur maximale admissible pour S (et vice-versa). L’impossibilité d’avoir
D et 8 simultanément arbitrairement grands était également présente dans (Ahmed-Ali,
etal., 2019).

La partie 2 du Théoréme 6.1 souligne le fait qu’aucune condition sur D n’est requise
dans le cas plus simple ou f(.) est nulle. Cependant, la condition sur I’intervalle
d’échantillonnage h, est similaire a celle de (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Ahmed-Ali, et
al., 2017b) (Karafyllis, et al., 2017).

La seconde condition exposée par le Théoréme 6.1 est la nécessité de I’intervalle
h d’étre suffisamment petit. Dans le cas ou la non-linéarité f(.) est non nulle, la valeur
maximale admissible pour h*(D) dépend de D : plus D est grand, plus h*(D) est petit.
Dans le cas ou f(.) est nulle, la valeur maximale admissible de h est indépendante de

D, elle dépend uniquement des caractéristiques de I’EDO.
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6.5 Simulations

Afin d’illustrer les performances de 1’observateur présenté dans ce chapitre, nous considérons

le systeme (6.1)-(6.4) avec les parametres suivants :

A= [_01 ﬂ :B = [ﬂ ;e=1[1 0];f(u,x,t) =sin(u(x,t))pouru e RO< x <1,t >0.

La fonction f(.) satisfait la condition (6.5) pour 8 = 1.

Pour ce qui est de I’observateur, la matrice de gain fixe est L = [2 1]7. Ainsi la matrice A — LC

est bel et bien une matrice de Hurwitz dont les valeurs propres sont {—1, —1}.

1 05
La matrice de gain variable est prise tel que M(x) = Il x? l permettant ainsi de valider la
2

condition (6.12).

Les conditions initiales du systéme et de 1’observateur sont X(0) = [1 1]7,X(0) = [0 0]7, et
u(x,0) = 1,4(x,0) = 0, pour tout 0 < x < 1. Le systéme est excité avec le systéme d’entrée
v(t) = cos(0,1t).

2
Il est important de noter que la condition 0 < fD? < "T est ici satisfaite dans la mesure ou g =

D=1.

Pour les parameétres donnés précédemment, la valeur h = 0,1s de la période d’échantillonnage

semble étre un choix judicieux.

Les figures 33 a 35 montrent que 1’observateur fonctionne correctement confirmant ainsi les
résultats théoriques du théoréme 6.1. De maniére plus spécifique, la figure 33 montre que les
variables d’¢états du systéme, estimées par I’observateur, convergent bien, apres un court régime
transitoire d’environ 3s, vers leurs vraies valeurs. Les mémes performances sont observées sur
la figure 34, qui montre que I’erreur d’estimation des variables d’état du capteur converge vers
I’origine. Enfin, la figure 35, montre la convergence du signal de sortie $(t) de 1’observateur

vers le signal de sortie y(t) du systéme.
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Figure 33 : Convergence des états estimés du systeéme (traits pointillés) vers leurs valeurs réelles (traits pleins) Haut : x; et
X; Bas:x,etx,
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Figure 34 : Convergence de l'erreur d'estimation des états du capteur vers [’origine
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Temps(s)

Figure 35 : Convergence de la sortie estimée de I'observateur (traits pointillés) vers sa valeur réelle (traits pleins)

Cette simulation permet d’appuyer les résultats théoriques du théorémes 6.1 : Le systéeme
d’erreur converge bel et bien vers 1’origine. Cependant, comme dans toutes simulations, les
parameétres utilisés ici sont plus ou moins ¢loignés de ce que 1’on peut trouver dans des
conditions réelles de fonctionnement. Par exemple, 1’acquisition de mesures s’accompagne
toujours ou presque d’un bruit de mesure plus ou moins important. Cela fait que le signal de

sortie du systéme transmis a I’observateur est perturbé.

Afin de tester la robustesse de 1’observateur, une nouvelle simulation a été effectuée. Tous les
parameétres sont identiques a ceux de la précédente simulation mais, un bruit blanc, ayant pour

but de simuler un bruit de mesure, a été ajouté au signal de sortie du systeme.
Les paramétres de ce bruit blanc sont les suivants :
Moyenne : 0
Variance : 2,5 X 107>

Origine : 0

La figure 36 montre I’action du bruit sur le signal de sortie du systéme, mais également la bonne

convergence du signal de sortie de I’observateur vers le signal de sortie moyenné du systéme.
Il en est de méme pour les variables d’état du systeme (figure 37) et du capteur (figure 38)

Le bruit n’est pas amplifié par I’observateur, on peut donc en déduire qu’il posséde une certaine

robustesse vis-a-vis de ce genre de perturbations.
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Figure 36
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Figure 37 : Variables d'état du systéme (traits pleins) et leurs estimées (pointillés). Haut : x; () et £;(t) Bas : x,(t) et x,(t)
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0.5
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Figure 38 : Convergence de I'erreur d'estimation des états du capteur vers zéro

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probleme de 1’observation d’états des systémes linéaires
équipés de capteurs de chaleur non-linéaire. En considérant ces systemes comme une cascade
EDO-EDP (6.1)-(6.4), nous avons développé un nouvel observateur capable d’estimer
correctement les variables d’états finies du systéme, ainsi que les variables d’états infinis du
capteur et ce, malgré la présence d’une non-linéarit¢ f(.) dans le capteur, et de
I’échantillonnage du signal de sortie du systeme observé. Ce nouvel observateur est une
généralisation des observateurs préexistants permettant 1’observation des systémes équipés de
capteurs linéaires, avec présence ou non de signaux échantillonnés. Le Théoréme 6.1 démontre
la convergence exponentielle de ’observateur en posant une condition sur la période
d’échantillonnage h et les coefficient Lipchitz £ de f(.). La valeur maximale admissible pour
B est inversement proportionnel a la longueur D du domaine de I’EDP. h quant a lui doit étre
pris suffisamment petit. Dans le cas ou le systéme est équipé d’un capteur linéaire (f(.) = 0),

seule la condition sur h est a considérer.
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Chapitre 7 : Conclusion générale

7.1 Synthese des travaux

Les travaux menés dans le cadre de cette these ont porté sur la synthése d’observateurs pour
certaines classes de systéemes linéaires ou non, fini- ou infini-dimensionnels. La non-linéarité
des systemes étudiés est principalement prise en compte a travers des champs vectoriels
triangulaires et globalement Lipschitz. Les dynamiques infini-dimensionnelles considérées sont
essentiellement de type paraboliques ou des retards de type temps-mort ou distribué. Outre leur
caractére non-linéaire et/ou infini-dimensionnel, I’intérét des systémes considérés réside aussi
dans le fait que leurs sorties sont souvent supposées échantillonnées et leurs modeéles font
souvent I’objet d’incertitudes paramétriques. Pour chacune des classes de systémes considérées,
nous avons ¢laboré un observateur d’états et proposé une démonstration formelle de sa
convergence exponentielle, sous des conditions suffisantes d’observabilit¢é du systeme et
d’excitation persistante des entrées. A cet effet, nous avons fait usage de différentes techniques
de syntheése d’observateurs, comme le grand gain et le filtre de Kalman, et différents outils
d’analyse comme les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, le théoréme du petit gain, et
diverses inégalités, utilisables dans les espaces L? ou ceux de Sobolev, notamment celles de
Schwartz, Hanalay, Wirtinger, etc. Les performances théoriques des observateurs élaborés ont
systématiquement fait 1’objet de validations abondantes par voie de simulation dont une partie

seulement a été insérée dans ce mémoire.

La suite de cette premiére partie du présent chapitre récapitule plus ou moins en détails les

observateurs développés dans ce mémoire.

Synthése d’observateurs pour les systémes fini-dimensionnels a sortie retardee

Au chapitre 2, nous nous sommes intéressés a la synthése d’observateurs pour les systémes
linéaires temps-variant décris par les equations (2.1)-(2.2) en proposant un observateur de type
Kalman, composé d’un estimateur d’¢états et d’un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre

zéro, decrit par les équations (2.6)-(2.8).
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Une des particularités de cet observateur est qu’il permet une prise en compte simultanée du
retard discret et du retard distribué gréce a la représentation uniforme (2.4a). Cette particularité
fort intéressante est également présente dans les observateurs des chapitre 3 et 4.

Pour que cet observateur opere correctement, il est nécessaire que sa matrice de gain, décrite
par I’équation (2.8), soit définie positive et reste constamment ¢loignée de la matrice nulle. Pour
cela, elle doit respecter la double inégalite (2.9). Cette propriété implique, en terme
d’observabilité du systéme, une condition sur le Grammien de la paire (A(u), C) du systeme.
Cette derniere entraine a son tour une contrainte sur le signal d’entrée, que 1’on qualifie alors

de signal réguliérement excitant.

La stabilité exponentielle du systéme d’erreur de 1’observateur fait 1’objet du Théoréme 2.1
dont la demonstration utilise la fonction de Lyapunov (2.12) ainsi que plusieurs autres outils
mathématiques tels que les inégalités de Young ou de Wirtinger. Le Théoréme 2.1 met en

¢vidence le fait que les valeurs de retard et d’échantillonnage doivent étre suffisamment faibles.

Au chapitre 3, nous avons présenté une extension des travaux du chapitre 2 aux systemes non-
linéaires temps-variant, a sortie échantillonnée et retardée, qui sont également soumis a une
incertitude paramétrique, décrits pour les équation (3.1)-(3.2). Pour estimer les variables d’état
et les parametres inconnus d’un systéme de ce type, nous avons ¢élaboré 1’observateur adaptatif
décrit dans le Tableau 3.1. L’observateur se compose d’un estimateur d’états de type Kalman
(3.26), d’un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre zéro (3.27), ainsi que d’un estimateur

de parameétres, obtenu grace a ’algorithme des moindres carrés récursifs (3.31)-(3.34).

Comme sa version non adaptative du chapitre 2, ’observateur adaptatif ne peut fonctionner
correctement que si ses matrices de gain (3.29) et (3.32) demeurent tout le temps strictement
définies positives. Les inégalites (3.37) et (3.38) constituent des conditions suffisantes
garantissant cette propriété. La premicre condition, s’exprimant en terme de Grammien de la
paire (A(u), €), est en fait une condition d’observabilité systéme. La seconde condition est une
exigence d’excitation persistante sur le signal d’entrée, elle garantit 1’identifiabilité¢ des

paramétres inconnus du systeme.

La convergence exponentielle du systéme d’erreur (3.13) est établie dans le Théoréme 3.1. Ce
dernier a été démontré en utilisant les fonctions de Lyapunov adaptées (3.43), (3.45) et (3.55),
ainsi que des outils mathématiques comme les inégalités de Schwartz ou Halanay. L’exigence
sur le retard et le pas d’échantillonnage d’étre suffisamment faibles est également ressortie dans

ce théoreme.

Manon LAILLER Université de Caen Normandie — Manuscrit de these 134

UNIVERSITE
CAEN
NORMANDIE




@ Synthése d’observateurs pour des systemes finis- et infinis-dimensionnels retardés @

Le chapitre 4 a permis d’ouvrir I’application de 1’observateur du Chapitre 3, a une classe de

systemes plus étendue, décrite par les équations (4.1)-(4.2).

L’observateur présenté dans ce chapitre comporte un estimateur d’états de type Kalman (4.20),
un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre zéro (4.21) et un estimateur de parametres

obtenu grace a ’algorithme des moindres carrés récursifs (4.24).

A D’instar des chapitres 2 et 3, I’observateur du chapitre 4 se sert de la modélisation (4.3c) pour

estimer conjointement les retards discrets et distribués.

Les conditions nécessaires a la bonne marche de I’observateur sont semblables a celles du
chapitre 3. Les matrices de gain (4.23) et (4.26) de I’observateur doivent respectivement remplir
les conditions (4.29) et (4.30). La verification de ces propriétés implique des contraintes
d’observabilité portant sur le Grammien de la paire (A(u), C), ainsi que la nécessité pour le
signal d’entrée du systéme de présenter une excitation persistante, et pour la matrice (4.28) de

remplir la condition d’excitation persistante présentée par (4.31).

La convergence exponentielle du systéme d’erreur (4.9) associé au systeéme étudié, fait 1’objet
du Théoreme 4.1. Ce dernier est démontré grace aux fonctions de Lyapunov-Krasovskii (4.35),
(4.50) et (4.56), ainsi qu’aux inégalités de Wirtinger et de Young. Il se vérifie dans les cas ou

le retard et le pas d’échantillonnage associés au systéme, sont suffisamment faible.

Synthése d’observateurs pour les systemes infini-dimensionnel a sortie retardée.

Au chapitre 5 nous nous sommes intéressés a la synthése d’observateurs pour les systémes
infini-dimensionnels temps-variant a sortie échantillonnée, retardés, et soumis a une incertitude
paramétrique. Cette classe de systemes est représentée par les equations (5.1)-(5.4).

Contrairement aux chapitres précédents, seul le retard distribué est considéré ici.

L’observateur développé et associé a la classe de systémes (5.1)-(5.4) se compose, d’un
estimateur d’états a gain fixe (5.25), d’un prédicteur de sortie (5.28) et d’un estimateur de

paramétres obtenu grace a 1’algorithme des moindres carrés récursifs (5.31)-(5.34).

Afin que ’observateur opére correctement, une condition est posée sur la matrice de gain
variable (5.32). Cette derniere doit vérifier la propriété (5.35). Cette condition implique que la

matrice (5.34) de I’estimateur de parametres remplisse la condition d’excitation persistante
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décrite par (5.36). Ceci impliquant une condition d’excitation persistante pour le signal d’entrée

du systeme.

Le Théoréme 5.1 porte sur la convergence exponentielle du systéme d’erreur (5.10) se vérifie
si les conditions énoncées précédemment sont remplies et que, les valeurs du retard et du pas
d’échantillonnage sont suffisamment faibles. La démonstration de ce théoréme s’est faite a
I’aide des fonctions de Lyapunov (5.40), (5.48) et (5.53), ainsi que des inégalités de Young et
Wirtinger.

Synthése d’observateurs pour les systemes en cascade composés d’un sous-Systeme fini-

dimensionnel et d’'un sous-systeme infini- dimensionnel

Dans le chapitre 6, nous nous sommes intéressés aux systémes en cascade, décrits par les
équations (6.1)-(6.4), constitués d’une EDO linéaire suivie en série par une EDP non linéaire
de type chaleur (ou parabolique). L’amplitude de I’écoulement sortant est pris comme étant le

signal de sortie, lequel fait I’objet d’un échantillonnage dans le temps.

Pour estimer le vecteur d’états de I’EDO et 1’état distribué de I’EDP, nous avons proposé un
observateur composé d’un estimateur d’¢états (6.7)-(6.10), dont le gain (6.12) est fonction de la

variable spatiale du domaine de I’EDP, ainsi que d’un prédicteur de sortie (6.11).

La convergence de cet observateur fait 1’objet du Théoréme 6.1 qui met en lumiere deux
conditions nécessaires et suffisantes pour le bon fonctionnement de 1’observateur. La premiere
est une condition impliquant la longueur du domaine de I’EDP et le coefficient Lipschitz de la
non-linéarit¢ de I’EDP. Selon cette condition, ces deux quantités ne peuvent pas étre
simultanément arbitrairement grandes. La deuxieme condition porte sur le pas
d’échantillonnage qui doit étre suffisamment petit. Dans le cas ou la non-linéarité est non nulle,
sa valeur maximale admissible est dépendante de la longueur du domaine de I’EDP : plus
grande est cette longueur, plus petit doit étre le pas d’échantillonnage. En 1’absence de non-

lin€arité, les deux grandeurs sont indépendantes 1’une de I’autre.

La preuve du théoréme 6.1 s’appuie sur la fonctionnelle de Lyapunov quadratique (6.28), et fait
usage de divers outils mathématiques tels que les inégalités de Young, Schwartz, Wirtinger et

Sobolev.
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7.2 Perspectives

Problemes théoriques ouverts

Nos travaux ont permis d’identifier un certain nombre d’extensions et de problemes théoriques
encore ouverts pouvant faire 1’objet de futures recherches. Deux exemples de tels problémes

sont brievement décrits dans ce qui suit.

La synthése d’observateurs exposée au chapitre 5, portant sur les systemes a retard distribué,
pourrait s’étendre au cas ou le systeme comprend a la fois des retards discrets et distribués. A
cet effet, on pourrait s’inspirer de la démarche suivie aux chapitres 2, 3 et 4 ou les deux types

de retards sont pris en compte simultanément grace a une représentation unifiée.

L’étude présentée au chapitre 6 concerne les cascades ODE-PDE ou la PDE comprend une non-
linéarité. Elle fait suite & une étude antérieure ou la non-linéarité était présente au niveau de
I’ODE. 1l serait bien utile de faire la synthese des deux études en considérant le cas plus général

ou la non-linéarité est présente dans les deux parties du systéme.

Applications pratiques

Les travaux présentés dans cette thése n’ont pas qu’une portée théorique ; les observateurs
élaborés ont vocation a étre utilisés dans le cadre de problémes pratiques de commande, de

détection de défauts, de surveillance de systeme, etc.

En effet, les modeles des systemes étudiés aux chapitres 3 et 4 englobent, entre autres, le modeéle
dit de Wiener. L’intérét de ce dernier réside dans sa capacité, démontrée théoriquement et
prouvée pratiguement, a approximer une large gamme de systemes non linéaires plus
complexes. Les batteries lithium-ion sont un exemple des systemes pour lesquels le modele de

Wiener a été utilisé et a donné satisfaction.

Les travaux présentés au chapitre 5 se prédestines a des applications de types détections de

pannes et maintenance prédictive sur des capteurs.

Quant a I’observateur du chapitre 6, il trouve son utilité dans 1’observation des systémes

linéaires équipés de capteurs distribués non linéaire de type diffusion de chaleur.
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Annexe : Théoremes et inégalités

Ce manuscrit de thése contient un certain nombre de concepts mathématiques. Cette section les

répertorie et les explicites afin de faciliter la bonne compréhension du mémoire.

e Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tous vecteurs x et y de (E,(.,.)), un espace préhilbertien (espace vectoriel réel ou

complexe muni d’un produit scalaire), on a

1) < llxll- llyll

e Inégalité de Jensen

Soient f une fonction convexe, (xq, ..., X,) un n-uplet de réels appartenant a 1’intervalle de

définition de f, et (44, ..., 4,,) un n-uplet de réels positifs tels que Y}/, A4; = 1, alors :

f(Zn: Aixi> < Zn:/lif(xi)

e Inégalité de Halanay

Quel que soit V(t) une fonction. Si I’on peut écrire V(t) < —a,V(t) + a; sup V(t +s)
0<s<t

avec ap > a; > 0. Alors,ona:
V<Ke
ou K est une constante et ™ 1’unique solution de 1’équation :

a, — 2a = a,e?%?
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Inégalité de Wirtinger
Soient a et b deux réels tels que a < b, et f une fonction continue et de classe C* par morceaux

sur [a, b], a valeurs complexes.
Si I’intégrale de f entre a et b est nulle et si f(b) = f(a) alors la majoration suivante est

vérifiée :

f Forde < (bz_—n“) f e

a a
e Inégalité de Sobovolev

Avec les mémes notations que précédemment, on a

b
max [f®) < (b - a) f (0 [2dt

a<t<b

e Inégalité de Holder

Pour tous réeels a et b positifs ou nuls, et tous réels p et g strictement positifs tels que

+

Q| =

=1,0na:

SR

aP b4
ab < —+—
p q

e Inégalité de Young

Pour tous réeels a et b positifs ou nuls, et tous réels a strictement positif, on a

a 2
ab < —a?+—
2 a

e Theoréme de la valeur moyenne

Pour toute fonction f a valeur réelles, définie et continue sur un segment [a, b], avec a < b, il

existe un réel ¢ compris entre a et b (a et b étant exclus) verifiant :

1 b
f©@ == | f@ax
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Dans le cas plus général ou f est champs vectoriel de R™ - R™, ona Vx, h € R™:

1
fx+h)—f(x) = <f fx(x+th)dt>.h

ou f, denote la matrice Jacobienne def.
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Résumé

Les travaux menés dans le cadre de cette thése portent sur la synthése d’observateurs pour certaines classes de
systemes linéaires ou non, fini- ou infini-dimensionnels. La non-linéarité des systemes étudiés est principalement
prise en compte a travers des champs vectoriels triangulaires et globalement Lipschitz. Les dynamiques infini-
dimensionnelles considérées sont essentiellement de type paraboliques ou des retards de type temps-mort ou
distribué. Outre leur caractére non-linéaire et/ou infini-dimensionnel, I’intérét des systémes considérés réside aussi
dans le fait que leurs sorties sont souvent supposées échantillonnées et leurs modeles font souvent 1’objet
d’incertitudes paramétriques. Pour chacune des classes de systémes considérées, nous avons élaboré un
observateur d’états et proposé une démonstration formelle de sa convergence exponentielle, sous des conditions
suffisantes d’observabilité du systéme et d’excitation persistante des entrées. A cet effet, nous avons fait usage de
différentes techniques de synthése d’observateurs, comme le grand gain et le filtre de Kalman, et différents outils
d’analyse comme les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, le théoréme du petit gain, et diverses inégalités,
utilisables dans les espaces L2 ou ceux de Sobolev, notamment celles de Schwartz, Hanalay, Wirtinger, etc. Les
performances théoriques des observateurs élaborés ont systématiquement fait 1’objet de validations abondantes par

voie de simulation dont une partie seulement a été insérée dans ce mémoire.

Summary

This thesis deals with observer synthesis for linear, or non-linear, finite or infinite dimensional class of systems.
Non-linearity is mainly considered through triangular and globally Lipschitz vector fields, and considered infinite
dimensional dynamics are mainly parabolic type or dead-time or distributed delay type. Besides their non-linear
and/or infinite-dimensional nature, the interest of the studied systems also lies in the fact that their outputs are
often supposed to be sampled and their model are often submitted to parameter uncertainty. For each class of
considered systems, we developed a state observer and a formal demonstration of its exponential convergence,
under sufficient observability conditions of the system and persistant excitation of inputs. For this purpose, we
used various kind of observer synthesis technics like high-gain or Kalman filter, and various analysis tools like
Lyapunov-Krasovskii functional, small-gain theorem, and various inaqualities, usable in L? or Sobolev spaces,
especially Schwartz, Halanay, and Wirtinger’s inequalities. Theoric performances of developed observers have

systematically been checked by multiple simulations. Some of them have been included in this manuscript.

Mots clefs

Observateurs d’états, Observateurs adaptatifs, Systémes a retard, Echantillonnage



