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Résumé 

Les travaux menés dans le cadre de cette thèse portent sur la synthèse d’observateurs pour 

certaines classes de systèmes linéaires ou non, fini- ou infini-dimensionnels. La non-linéarité 

des systèmes étudiés est principalement prise en compte à travers des champs vectoriels 

triangulaires et globalement Lipschitz. Les dynamiques infini-dimensionnelles considérées sont 

essentiellement de type paraboliques ou des retards de type temps-mort ou distribué. Outre leur 

caractère non-linéaire et/ou infini-dimensionnel, l’intérêt des systèmes considérés réside aussi 

dans le fait que leurs sorties sont souvent supposées échantillonnées et leurs modèles font 

souvent l’objet d’incertitudes paramétriques. Pour chacune des classes de systèmes considérées, 

nous avons élaboré un observateur d’états et proposé une démonstration formelle de sa 

convergence exponentielle, sous des conditions suffisantes d’observabilité du système et 

d’excitation persistante des entrées. A cet effet, nous avons fait usage de différentes techniques 

de synthèse d’observateurs, comme le grand gain et le filtre de Kalman, et différents outils 

d’analyse comme les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, le théorème du petit gain, et 

diverses inégalités, utilisables dans les espaces  𝐿2 ou ceux de Sobolev, notamment celles de 

Schwartz, Hanalay, Wirtinger, etc. Les performances théoriques des observateurs élaborés ont 

systématiquement fait l’objet de validations abondantes par voie de simulation dont une partie 

seulement a été insérée dans ce mémoire. 
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Summary 

This thesis deals with observer synthesis for linear, or non-linear, finite or infinite dimensional 

class of systems. Non-linearity is mainly considered through triangular and globally Lipschitz 

vector fields, and considered infinite dimensional dynamics are mainly parabolic type or dead-

time or distributed delay type. Besides their non-linear and/or infinite-dimensional nature, the 

interest of the studied systems also lies in the fact that their outputs are often supposed to be 

sampled and their model are often submitted to parameter uncertainty. For each class of 

considered systems, we developed a state observer and a formal demonstration of its 

exponential convergence, under sufficient observability conditions of the system and persistant 

excitation of inputs. For this purpose, we used various kind of observer synthesis technics like 

high-gain or Kalman filter, and various analysis tools like Lyapunov-Krasovskii functional, 

small-gain theorem, and various inaqualities, usable in 𝐿2 or Sobolev spaces, especially 

Schwartz, Halanay, and Wirtinger’s inequalities. Theoric performances of developed observers 

have systematically been checked by multiple simulations. Some of them have been included 

in this manuscript.  
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Chapitre 1 : Introduction 

 

1.1 Problématique générale 

Il est bien connu que tous les systèmes technologiques sont équipés de capteurs qui constituent 

la source d’information de tous dispositifs de mesure. Les informations fournies par les capteurs 

permettent le suivi de l’évolution des différentes variables caractérisant le fonctionnement d’un 

système. Les raisons derrière l’acquisition de ces données sont très diverses et variées. On peut 

citer entre autres :  

(i) la sécurité : par exemple, la surveillance de la température d’une machine dans le but 

d’éviter sa surchauffe ;  

(ii) le contrôle-commande : par exemple la commande en vitesse ou en position d’un moteur ;  

(iii) les calculs statistiques et bilans : par exemple, calcul du rendement d’une chaine de 

production.  

Bien que ce soit indispensable au bon fonctionnement des systèmes, le recours aux capteurs se 

heurte néanmoins à plusieurs difficultés, limitations et contraintes. Tout d’abord, il n’est pas 

toujours possible de les installer sur toutes les machines à monitorer. En effet, à l’heure de la 

miniaturisation, il peut arriver qu’un capteur soit trop volumineux pour une application donnée. 

Outre l’aspect miniaturisation, un capteur peut également s’avérer trop fragile, ou trop sensible, 

par rapport à l’environnement dans lequel il va être amené à fonctionner (problèmes de 

compatibilité électromagnétique, vibrations trop élevées, air iodé, etc.). Parfois, il n’existe 

simplement pas de capteur pour mesurer la grandeur physique dont on souhaite connaître 

l’évolution. Enfin, il ne faut pas perdre de vue que la durée de vie d’un capteur est limitée dans 

le temps et qu’il est nécessaire de le remplacer à intervalles réguliers afin de maintenir un niveau 

de fiabilité maximal.  

Outre ces difficultés techniques, il existe également des considérations financières. En effet, 

l’acquisition de capteurs et des dispositifs électroniques de conditionnement complémentaires 

(communément appelés transmetteurs de mesure) a un certain coût qui peut s’avérer conséquent 

lorsqu’ils doivent être implantés en grand nombre, comme dans certaines chaines de production 

et certains systèmes technologiques très sophistiqués. En plus de cet aspect pécuniaire, les 

capteurs sont également soumis à des problématiques d’approvisionnement et de certifications.  



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 14 

C’est pour contourner ces problèmes, ou du moins réduire leur impact, que l’on fait appel aux 

observateurs d’états. Ceux-ci vont se substituer aux capteurs ou à minima les seconder. 

Physiquement, un observateur d’état est un système informatique temps-réel et souvent 

embarqué, dont le but est d’estimer en ligne les variables d’état internes du système commandé, 

en utilisant à cet effet les informations délivrées par les capteurs existants. Analytiquement, 

l’élaboration d’un observateur se fait à l’aide de diverses techniques de synthèse et d’outils 

d’analyse, en s’appuyant sur un modèle du système commandé, et sur une formulation 

mathématique rigoureuse des objectifs escomptés. Ainsi, si l’on exclut les coûts de conception 

et de programmation, les observateurs présentent moins de contraintes que les capteurs, 

notamment en ce qui concerne les coûts de production, les problématiques 

d’approvisionnement ou d’installation, ce qui les rend intéressants. Toutefois, un observateur a 

lui-même besoin de capteurs pour fonctionner ; il permet de tirer profit des capteurs existants 

afin d’accéder aux variables inaccessibles par ces derniers. 

 

1.2 Bref historique sur la synthèse d’observateurs 

Dans la mesure où il existe une multitude de systèmes différents, il existe également une grande 

variété d’observateurs. En effet, chaque classe de systèmes ayant ses spécificités, un 

observateur conçu pour une classe ne fonctionnera pas pour une autre. C’est pourquoi la 

recherche dans le domaine des observateurs d’état aspire en permanence à l’élargissement des 

classes de systèmes pour lesquels on peut concevoir des observateurs.  La conception 

d’observateurs peut s’accomplir soit en améliorant des observateurs préexistant afin d’en 

étendre le domaine d’application, soit en inventant de toute pièce de nouveaux observateurs. 

Les premiers travaux relatifs à la synthèse d’observateurs ont concerné les systèmes linéaires. 

Pendant longtemps, ces travaux ont reposé sur l’hypothèse que les signaux de sortie du système 

observé sont continuellement accessibles à la mesure. Sauf qu’à l’heure du numérique la grande 

majorité des signaux est désormais échantillonnée pour être traitée numériquement. Le passage 

de l’analogique (continu), au numérique (discontinu) ne pose pas de problème lorsque les 

systèmes étudiés sont linéaires. Comme l’immense majorité des systèmes nous entourant sont 

non-linéaires, il a fallu développer de nouveaux observateurs capables de prendre en compte 

cette contrainte. Les premiers travaux consacrés à cet aspect remontent au début des année 90 

(Deza, et al., 1992) avec un substantiel regain d’intérêt au cours des deux dernières décennies. 

A cet égard, on peut notamment citer les travaux de (Raff, et al., 2008) pour les systèmes fini-
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dimensionnels, ceux de (Fridman & Blighovsky, 2012) et (Ahmed-Ali, et al., 2016a) pour les 

systèmes infini-dimensionnels, et ceux de (Ahmed-Ali, et al., 2016b) et de (Karafyllis, et al., 

2017) pour les systèmes en cascade composés d’un sous-système fini-dimensionnel connecté 

en série avec un sous-système infini-dimensionnel. 

 Afin de pallier la non connaissance du signal de sortie en dehors des instants d’échantillonnage, 

ces observateurs intègrent un prédicteur de sortie. Celui-ci permet de compenser l’effet du 

retard induit par l’échantillonnage des signaux. Deux types de prédicteurs sont utilisés dans la 

plupart des observateurs proposés dans la littérature. Le premier type est qualifié de bloqueur 

d’ordre de zéro (BOZ) car il maintient constante la prédiction de sortie entre deux instants 

d’échantillonnages. Le second type de prédicteurs, dit inter-échantillons, fait varier la prédiction 

de sortie selon une loi (de type boucle ouverte) identique à celle de la vraie sortie du système. 

Il va de soi qu’un prédicteur de type BOZ est plus simple à mettre en œuvre, mais moins 

performant, qu’un prédicteur inter-échantillon (si tenté que ce dernier existe ce qui n’est pas 

toujours le cas). Le choix du type de prédicteur dépend du système étudié et du niveau de 

performances désiré. 

Un autre aspect qu’il convient de prendre en compte lors de l’élaboration ou de l’utilisation 

d’un observateur est celui de l’incertitude paramétrique. En effet, il arrive que nous n’ayons pas 

connaissance des valeurs exactes de tous les paramètres caractérisant le modèle d’un système. 

Or, la connaissance d’un modèle assez précis du système est essentielle pour que l’observateur 

puisse opérer une estimation précise des variables états du système. C’est pour répondre à ce 

besoin que des observateurs adaptatifs ont fait leur apparition. Ces derniers comprennent, en 

plus d’un estimateur d’état, un estimateur de paramètres inconnus. Les premiers travaux sur le 

sujet ont été consacrés aux systèmes linéaires (Carol & Lindorff, 1973) et (Kreisselmeier, 

1977), une présentation pédagogique en est faite dans le livre de (Ioannou & Sun, 1996). Les 

systèmes non-linéaires ont été abordés par (Bastin & Gevers, 1988) (Marino & Tomei, 1996) 

et (Besancon, et al., 2006). Les observateurs développés dans ces études ne portaient que sur 

les systèmes dont les signaux étaient continuellement accessibles. Comme vu précédemment, 

le numérique étant omniprésent de nos jours, ces travaux ont été poursuivis et étendus au cas 

des systèmes à sortie échantillonnée dans (Ahmed-Ali, et al., 2009), (Hann & Ahmed-Ali, 

2012), (Folin, et al., 2016) et (Ahmed-Ali, et al., 2015), ce dernier abordant le cas des systèmes 

de dimension infinie. 

La prise en compte des retards purs (dits aussi temps-morts) est aussi une problématique 

majeure en commande des systèmes. Cette caractéristique dynamique peut avoir plusieurs 
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origines. Elle peut caractériser un phénomène naturel (transport de la matière par exemple) 

inhérent au système commandé. Elle peut aussi être introduite par les dispositifs de contrôle. 

En effet, il arrive souvent que les actionneurs et les capteurs (situés en site de production) soient 

géographiquement distants des systèmes numériques de commande installés dans des salles de 

contrôle. Cette séparation permet de protéger les systèmes de commande de toutes sortes de 

perturbations qui caractérisent les milieux hostiles de productions. Mais, elle crée un retard dans 

la circulation des informations entre la salle de contrôle et le système commandé. Ce 

phénomène a été accentué ces dernières années avec l’introduction massive des réseaux de 

communication dans les systèmes de contrôle-commande. En effet, les informations étant 

priorisées, le temps qu’elles mettent à transiter via un réseau peut varier de façon significative. 

On distingue deux types de retard. Le retard discret, reflétant un décalage temporel fixe entre 

deux signaux, et le retard distribué se traduisant par une moyenne du décalage temporel entre 

deux signaux. Analytiquement, le premier est décrit par une équation statique, alors que le 

second requiert une description intégrale. Le phénomène d’échantillonnage peut être assimilé à 

un retard discret variant entre zéro et la période d’échantillonnage. Dans le contexte qui nous 

intéresse, à savoir celui de la synthèse d’observateurs, la compensation de l’effet d’un retard de 

sortie se fait à l’aide d’un prédicteur de sortie. Comme évoqué plus haut, la synthèse d’un 

prédicteur s’appuie sur le modèle du système étudié, et donc du type de retard caractérisant ce 

dernier.  

De nombreux travaux ont été menés portant sur la synthèse d’observateurs pour les systèmes 

retardés. Dans le cas des systèmes fini-dimensionnels avec retard discret, on peut notamment 

citer (Germani, et al., 2002), (Kazantis & Wright, 2005), (Cacace, et al., 2010) et (Ahmed-Ali, 

et al., 2012). Le cas du retard distribué a été abordé dans (Bekiaris-Liberis & Krstic, s.d.), 

(Ahmed-Ali, et al., 2018), (Kahelras, et al., 2018), (Ammeh, et al., 2019) et (Ahmed-Ali, et al., 

2020) ce dernier s’intéressant au cas des systèmes de dimension infinie. 

Cette thèse porte sur la synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires ou non, fini- ou 

infini-dimensionnels, à sortie échantillonnée et retardée. La problématique d’incertitude 

paramétrique occupe également une place importante dans nos travaux de recherche. 
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1.3 Contributions de la thèse 

Les travaux menés dans le cadre de cette thèse ont permis d’apporter des contributions, bien 

accueillies par la communauté internationale, en matière de synthèse d’observateurs d’états 

pour les systèmes non-linéaires de sortie échantillonnée et retardée, dont le modèle est sujet à 

des incertitudes paramétriques.  

1.3.1 Synthèse d’observateurs pour les systèmes fini-dimensionnel à sortie retardée  

Au chapitre 2, nous nous sommes intéressés aux systèmes linéaires fini-dimensionnels, à sortie 

échantillonnée et retardée, mais ne présentant aucune incertitude paramétrique. L’intérêt de la 

classe de systèmes étudiée réside, d’une part, dans le caractère temps-variant du système et, 

d’autre part, dans le fait que nous proposons une formulation unifiée du retard qui permet de 

prendre en considération, de façon simultanée, à la fois les retards distribués et les retards 

discrets. Nous présentons ainsi un observateur de type Kalman constitué d’un estimateur du 

vecteur d’états et d’un prédicteur de sortie de type Bloqueur d’Ordre Zéro (BOZ). Nous 

présentons également une analyse de convergence de l’observateur qui montre que le système 

d’erreur d’estimation d’état est exponentiellement stable. Hormis une condition d’observabilité 

exprimée en terme de Grammian du système, le résultat de stabilité établi impose une borne 

supérieure sur les valeurs admissibles de la période d’échantillonnage et du retard. 

Au chapitre 3, nous étendons le résultat précédent au cas où le système étudié fait l’objet d’une 

incertitude paramétrique dans l’équation de sortie du système. Outre l’incertitude paramétrique, 

l’intérêt du nouveau problème réside dans le fait que le vecteur de régression véhiculant cette 

incertitude dépend non-linéairement de la sortie du système. Le modèle considéré de la sortie 

permet de rendre compte des non-linéarités des capteurs. Il s’ensuit une définition implicite de 

la sortie du système, rendant très difficile (voir impossible) la conception d’un prédicteur inter-

échantillons. Nous développons un observateur adaptatif constitué d’un estimateur d’états de 

type Kalman, d’un prédicteur de sortie de type BOZ et d’un estimateur paramétrique de type 

moindres carrés (MC). Nous démontrons que l’observateur jouit d’une convergence 

exponentielle sous deux conditions suffisantes, l’une relative à l’observabilité du système et 

l’autre à l’excitation persistante (EP). L’analyse de stabilité du système d’erreurs se fait à l’aide 

d’une fonction de type Lyapunov-Krasovskii et met en évidence une borne supérieure sur les 

valeurs admissibles du retard et de la période d’échantillonnage. Ce travail a fait l’objet d’une 

publication dans une revue (Lailler, et al., 2021b) et d’une communication dans une conférence 

(Lailler, et al., 2021a).  



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 18 

Au chapitre 4, nous étendons de nouveau les résultats précédents au cas où les équations 

d’entrée et de sortie du système sont toutes deux retardées et font l’objet d’une incertitude 

paramétrique. 

Nous proposons un observateur adaptatif constitué d’un estimateur d’état de type Kalman, d’un 

prédicteur de sortie de type BOZ et d’un estimateur paramétrique de type moindres carrés (MC). 

La convergence exponentielle de l’observateur est démontrée sous deux conditions relatives à 

l’observabilité du système et à l’excitation persistante (EP). La stabilité du système d’erreur est 

analysée grâce à une fonction de type Lyapunov-Krasovskii, et met en évidence une condition 

sur les valeurs maximales admissibles du retard et de la période d’échantillonnage. 

La structure de cet observateur, ainsi que ses conditions de convergence sont très proches de 

celles de l’observateur du chapitre précédent, l’objectif de ce chapitre étant avant tout de 

démontrer que l’observateur présenté au chapitre 3 possède un champ d’application plus étendu 

que celui considéré jusqu’à lors.   

1.3.2 Synthèse d’observateurs pour les systèmes infini-dimensionnel à sortie retardée. 

Au chapitre 5, nous traitons le cas des systèmes infini-dimensionnel à sortie échantillonnée et 

retardée faisant l’objet d’une incertitude paramétrique dans l’équation de sortie et l’équation 

d’entrée du système. L’intérêt de ce système réside dans le fait que les vecteurs de régression 

véhiculant ces incertitudes paramétriques soient dépendant, non-linéairement, du signal de 

sortie du système, rendant impossible la mise en place d’un prédicteur inter-échantillons. En 

pratique, ce type d’observateurs trouve son principal intérêt dans la détection de défauts sur les 

capteurs, comme des capteurs de chaleur. Nous développons un observateur adaptatif composé 

d’un estimateur d’états, d’un prédicteur de sortie ainsi que d’un estimateur paramétrique de type 

moindres carrés (MC). L’analyse de la stabilité exponentielle du système d’erreur est démontrée 

via l’utilisation d’une fonction de Lyapunov-Krasovskii, et d’outils mathématiques comme le 

lemme de (Khalil, 2001) ou les inégalités de Young et Wirtinger. Cette analyse met également 

en lumière des conditions sur les valeurs maximales admissibles pour le retard et le pas 

d’échantillonnage, afin que la convergence de l’observateur soit conservée. Ce chapitre est une 

extension aux systèmes infini-dimensionnels, des travaux présentés aux chapitres 3 et 4. Ces 

travaux font actuellement l’objet d’une procédure de publication. 
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1.3.3 Synthèse d’observateurs pour les systèmes en cascade composés d’un sous-système fini-

dimensionnel et d’un sous-système infini- dimensionnel. 

Au chapitre 6, nous nous intéressons aux systèmes composés d’un sous-système linéaire fini-

dimensionnel en série avec un sous-système non-linéaire infini-dimensionnel. L’intérêt de cette 

classe de système réside dans le caractère non-linéaire du sous-système infini-dimensionnel, 

mais également dans le caractère échantillonné de la sortie et son injection dans les deux sous-

systèmes considérés. En pratique, cette étude permet de traiter le cas des systèmes équipés de 

capteurs non-linéaires, comme par exemple les capteurs de chaleur. Nous proposons un 

observateur composé d’un estimateur d’état, dont le gain est une fonction de la variable spatiale 

intervenant dans la représentation EDP du système infini-dimensionnel, ainsi que d’un 

prédicteur de sortie. L’analyse de la stabilité exponentielle du système d’erreur se fait grâce à 

une fonction de Lyapunov-Krasovskii et met en avant deux conditions. La première est 

l’existence d’une borne supérieure de la valeur admissible de la période d’échantillonnage. La 

seconde est une condition sur le coefficient Lipschitz de la non-linéarité et sur la longueur du 

domaine de la PDE décrivant le sous-système infini-dimensionnel. Ces deux valeurs ne peuvent 

pas être toutes deux arbitrairement grandes, pour une valeur donnée de l’une, l’autre admet une 

borne supérieure. Ce travail a fait l’objet d’une publication dans une revue (Benabdelhadi, et 

al., 2020). 

 

1.4 Organisation du mémoire 

Le reste de ce mémoire est organisé, comme suit : 

Le Chapitre 2 porte sur la synthèse d’observateurs d’états sur la base de mesures échantillonnées 

pour les systèmes linéaires temps-variant en présence de retards de sortie discrets et distribués. 

Le Chapitre 3 se consacre à la synthèse d’observateur d’états adaptatif sur la base de mesures 

échantillonnées pour les systèmes non-linéaires temps-variant en présence de retards de sortie 

discrets et distribués. 

Le Chapitre 4 est quant à lui dédié à la synthèse d’observateurs adaptatifs sur la base de mesures 

échantillonnées pour les systèmes non-linéaires temps-variant en présence de retards d’entrée 

et de sortie discrets et distribués. 
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Le Chapitre 5 aborde le sujet de la synthèse d’observateur adaptatif sur la base de mesures 

échantillonnée pour les systèmes non-linéaires temps-variant de dimension infinie, en présence 

de retard de sortie distribué. 

Dans le Chapitre 6 il est question de la synthèse d’observateurs pour systèmes à sortie 

échantillonnée, en présence d’un capteur de chaleur non-linéaire. 

Enfin, le Chapitre 7 conclut cette thèse en présentant un bilan des chapitres précédents et en 

proposant des pistes pour de futurs travaux. 

Une liste bibliographique et quelques annexes comprenant des rappels théoriques achèvent le 

mémoire. 

La figure 1 illustre l’interdépendance entre les différents chapitres. La prise en compte de cette 

interdépendance dans la lecture du mémoire est recommandée, même si nous nous sommes 

efforcés autant que faire se peut de rendre la lecture séparée de chacun des chapitres, possible. 

 

 

Figure 1 : Organisation des chapitres de la thèse 
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Chapitre 2 : Synthèse d’Observateur d’états sur la base de 

mesures échantillonnées pour les systèmes linéaires temps-

variant en présence de retards de sortie discrets et 

distribués 

 

2.1 Introduction 

Aujourd’hui, du fait de l’omniprésence du numérique dans les systèmes, l’implémentation 

pratique des observateurs nécessite qu’ils opèrent avec des signaux échantillonnés. Dans le cas 

des systèmes linéaires temps-invariant, cette contrainte n’est pas difficile à appréhender ; une 

simple discrétisation de l’observateur suffit pour obtenir une estimation précise des états.  

Ce n’est en revanche pas le cas pour les systèmes non-linéaires et/ou temps-variant. Les 

observateurs élaborés pour ces systèmes héritant de la nature non-linéaire et/ou temps-variant 

de ces derniers, cela ne permet généralement pas de garantir que la convergence de 

l’observateur continue sera conservée si les mesures injectées dans l’observateur venaient à être 

échantillonnées. 

En plus de l’échantillonnage, un autre phénomène s’est imposé avec insistance aux 

automaticiens ces dernières années : c’est celui du retard. Pouvant être de nature discrète ou 

distribuée, le retard est principalement dû à la multiplication et à l’importance des réseaux de 

communication dans le contrôle des systèmes.  

Les premiers travaux sur la synthèse d’observateurs des systèmes à retard sont dus à (Germani, 

et al., 2002) (Cacace, et al., 2010), (Ahmed-Ali, et al., 2012), (Kazantis & Wright, 2005), 

(Besancon, et al., 2007) et portaient uniquement sur le cas de retards discrets. Le cas des retards 

distribués fut abordé plus tardivement dans (Bekiaris-Liberis N & Krstic, s.d.), (Ahmed-Ali, et 

al., 2018), (Kahelras, et al., 2018), (Ammeh, et al., 2019).  

Quelle que soit la nature du retard, son effet se traduit de la même manière : les mesures de la 

sortie acquises à un instant donné renseignent sur les états antérieurs à cet instant et ne rendent 

donc pas compte des états présents du système. Très vite, la nécessité de compenser le retard à 

l’aide de prédicteurs a été réalisée. Les prédicteurs permettent l’anticipation de la sortie du 

système (il s’agit alors de prédicteurs de sortie), ou des états de ce dernier (on parle alors de 
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prédicteurs d’états). Les différents travaux portant sur la synthèse d’observateurs se distinguent, 

entre autre, par la nature du prédicteur qu’ils utilisent (prédicteur de sortie ou d’états) et par le 

type de celui-ci : bloqueur d’ordre zéro (ZOH) ou inter-échantillons (plus communément 

appelés inter-sample predictor). Pour plus de détails concernant la synthèse d’observateurs en 

relation avec le type de prédicteur utilisé, nous renvoyons le lecteur vers l’étude bibliographique 

du Chapitre 1. 

Ce chapitre présente un observateur d’état applicable aux systèmes linéaires temps-variant à 

sortie retardée et échantillonnée. La nouveauté par rapport aux travaux antérieurs réside dans 

le fait que nous traitons de manière simultanée les deux types de retard, distribué et discret, ceci 

en adoptant une représentation mathématique unificatrice.  

L’observateur proposé est de type Kalman (communément appelé Kalman-like) en association 

avec un prédicteur de sortie. Sa convergence exponentielle est assurée pour un pas 

d’échantillonnage et un retard suffisamment faibles, la preuve de ce résultat s’appuie une 

fonction de Lyapunov-Krasovskii. 

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : Le système à l’étude ainsi que ses spécificités 

sont détaillés au paragraphe 2.2. L’observateur est ensuite présenté au paragraphe 2.3 et sa 

convergence est analysée dans le paragraphe 2.4. Enfin, dans le paragraphe 2.5, nous présentons 

des résultats de simulation venant illustrer les performances de l’observateur et confirmer les 

résultats de convergence établis théoriquement. 

 

2.2 Classe des systèmes étudiés 

Nous nous intéressons aux systèmes dont la sortie est échantillonnée et retardée. 

Mathématiquement, ces systèmes sont représentés de la manière suivante : 

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑢(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑢(𝑡)),      pour tout 𝑡 > 0      (2.1) 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
         (2.2) 

avec, 

𝑥 ∊ ℝ𝑛 ; 𝐴(𝑢) ∊ ℝ𝑛×𝑛 ; 𝐵(𝑢) ∊ ℝ𝑛 ; 𝑐 ∊  ℝ1×𝑛       (2.3) 

où les valeurs initiales  𝑥(𝑠)  (avec−𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) sont arbitraires et ne sont pas connues. Le reste 

des notations dans (2.1)-(2.2) est défini comme suit :  
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- 𝑢 est un signal vectoriel ou scalaire représentant le signal d’entrée du système ;  

- 𝑦 est un signal scalaire et est le signal de sortie du système ;  

- 𝑥 ∊ ℝ𝑛 est le vecteur d’état ;  

- 𝜇 ∶ [−𝑑, 0] → 𝑅+ est une fonction ou une distribution connue de la forme : 

 𝜇(𝑠) =
𝜇0

𝑑0
𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑠

𝑑0
) + 𝜇1𝛿(𝑠 + 𝑑1)        (2.4a) 

où 𝜇0, 𝜇1 ∊ {0, 1} sont tel que 𝜇0 + 𝜇1 ≥ 1, 𝛿 est l’impulsion de Dirac, et rect(.) est la fonction 

rectangulaire suivante : 

𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑠) = {
1     pour 𝑠 ∊ [−1,0]
0     sinon                   

         (2.4b) 

Dans les équations (2.4a) et (2.4b), 𝑑0 et 𝑑1 correspondent respectivement à la longueur du 

retard distribué et du retard discret. Par convenance, on introduit aussi la notation  𝑑 

correspondant au retard maximal: 

𝑑 = max (𝑑0, 𝑑1)           (2.4c) 

A l’exception du vecteur d’état 𝑥 tous les paramètres et tous les signaux de (2.1)-(2.4) sont 

connus et mesurables. C’est en particulier le cas l’indice dimensionnel 𝑛 > 0, ainsi que de la 

taille des retards 𝑑0 ≥ 0, 𝑑1 ≥ 0 et 𝑑 ≥ 0 qui sont tous connus.  

La description du système est complétée avec les hypothèses classiques suivantes : 

- 𝐴(𝑢) et 𝐵(𝑢) sont des fonctions de classe 𝐶1.  

- Le signal d’entrée 𝑢 est accessible à la mesure et est borné.  

- L’application 𝑢 → 𝑥, définie par l’équation (2.1), est un opérateur 𝐿∞ stable. 

Nous nous plaçons dans le cas, plus réaliste mais aussi moins évident à traiter, où le signal de 

sortie 𝑦 est uniquement accessible à la mesure aux instants d’échantillonnage 𝑡𝑘 , qui 

correspond à n’importe quelle suite croissante telle que 𝑡𝑘 → ∞ lorsque 𝑘 → ∞. Le plus grand 

intervalle entre deux instants d’échantillonnage est noté ℎ = sup (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1). 

Le problème à l’étude dans ce chapitre est de synthétiser un observateur qui fournisse en ligne 

une estimation aussi précise que possible du vecteur d’état du système, en se basant sur les 

signaux accessibles à la mesure, c’est à dire: 𝑢(𝑡) et 𝑦(𝑡𝑘). 
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Remarque 1.  

1) L’équation de sortie (2.2) pourrait représenter un capteur intégrant un retard. Elle permet 

alors de rendre compte à la fois d’un retard discret et d’un retard distribué.  

2) Quand le système comprend uniquement un retard distribué, on a 

𝜇0 =  1, 𝑑1 =  𝜇1 =  0 et 𝑑0 = 𝑑. L’équation (2.2) s’écrit alors : 

𝑦(𝑡) =
1

𝑑
∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
         (2.5a) 

3) Le cas d’un retard discret seul est pris en compte en posant : 

𝜇1 =  1, 𝑑1 =  𝑑, 𝑑0 =  𝜇0 =  0. On a alors 𝜇(𝑠) = 𝛿(𝑠 + 𝑑) et l’équation (2.2) s’écrit : 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝛿(𝑠 + 𝑑)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

= 𝑐𝑥(𝑡 − 𝑑)          (2.5b) 

4) Le cas plus général où les deux types de retard sont présents s’obtient en posant dans 

(2.4a-c) 𝜇0 = 1 et  𝜇1 = 1  

5) Si l’on veut représenter un système n’intégrant aucun retard, il suffit de prendre 

𝜇1 =  1 et 𝜇0 = 𝑑0 = 0. Une alternative serait de poser 𝜇0 = 1, 𝜇1 = 𝑑1 = 0 et faire 

tendre 𝑑 vers 0. Dans les deux cas on obtient 𝜇(𝑠) = 𝛿(𝑠) et l’équation (2.2) devient : 

𝑦(𝑡) = 𝑐𝑥(𝑡)  

 

2.3 Synthèse de l’observateur d’état 

Afin d’estimer les états du système présenté dans la partie précédente, l’observateur suivant est 

proposé. 

�̇̂�(𝑡) = 𝐴(𝑢(𝑡))�̂�(𝑡) + 𝐵(𝑢) − 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇(�̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘)),      

 pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0,1,2 …   (2.6) 

�̂�(𝑡) = ∫ 𝑐�̂�
0

−𝑑
(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠, pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; k=0,1,2…   (2.7) 

�̇�(𝑡) = −⍴𝑆(𝑡) − 𝑆(𝑡)𝐴(𝑢) − 𝐴𝑇(𝑢)𝑆(𝑡) + 𝑐𝑇𝑐       (2.8) 

où 𝑆(0) = 𝑆𝑇(0) > 0 et ⍴ > 0 sont choisis arbitrairement. 

Si l’on compare l’équation d’état du système (2.1) et celle de l’observateur (2.6), on remarque 

que cette dernière contient un terme additionnel, dit d’innovation, proportionnel à l’erreur 

d’estimation �̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘), pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1. Présentement, �̂�(𝑡) est une estimation de 

𝑦(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1, ce qui montre que l’observateur (2.6)-(2.8) utilise un prédicteur 
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de sortie de type ZOH (Karafyllis, et al., 2017). Un prédicteur inter-échantillon aurait également 

pu être utilisé.  

Par ailleurs, l’observateur (2.6)-(2.8) se caractérise par son gain variant 𝑆(𝑡). Sa mise en œuvre 

pratique nécessite la résolution en ligne de l’équation de type Riccati (2.8), ce qui en fait un 

observateur de type Kalman. Il est évident que le caractère temps-variant du gain est une 

conséquence directe du fait que le système lui-même est de cette nature. Il va de soi que si la 

matrice 𝐴(𝑢) = 𝐴 était fixe, un observateur échantillonné de gain fixe, de type Luenberger, 

aurait été suffisant.  

 

2.4 Analyse de l’observateur 

Nous allons maintenant analyser l’observateur défini par les équations (2.6)-(2.8), opérant sur 

la base des mesures collectées en temps-réel sur le système décrit par (2.1)-(2.2). Il s’agit 

d’établir des conditions suffisantes qui garantissent la convergence exponentielle de 

l’observateur. 

Pour que l’observateur opère correctement, il est nécessaire que la matrice de gain 𝑆(𝑡) soit à 

la fois définie positive et reste tout le temps suffisamment éloignée de la matrice nulle. 

Spécifiquement, la matrice de gain est supposée vérifier la double inégalité suivante :  

il existe deux constantes réelles 0 < 𝛼𝑆< 𝛽𝑆 < ∞ telles que, pour tout 𝑡 ≥ 0, on a : 

0 < 𝛼𝑆𝐼 < 𝑆(𝑡) < 𝛽𝑆𝐼,         (2.9) 

Cette propriété a été introduite et utilisée pour la première fois dans (Besançon, et al., 1996) et, 

plus récemment, dans (Ahmed-Ali, et al., 2018) (2019). Elle implique une condition 

d’observabilité, formulée en terme de Grammian de la paire (𝐴(𝑢), 𝑐). Cette condition entraine 

à son tour une exigence sur le signal d’entrée 𝑢(𝑡). Ce dernier doit être "régulièrement excitant" 

au sens précisé dans le lemme 1 de (Ahmed-Ali, et al., 2019). Dans la suite de ce chapitre, nous 

supposerons que le signal 𝑢(𝑡) satisfait à l’exigence "d’excitation régulière" ce qui nous 

permettra d’utiliser l’hypothèse (2.9) dans l’analyse du système d’erreur associé à l’observateur 

(2.6)-(2.8). Pour définir ce dernier, introduisons les erreurs d’estimation d’état et de sortie : 

�̃�(𝑡) = �̂�(𝑡) − 𝑥(𝑡),     �̃�(𝑡) = �̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; k=0,1,2… (2.10) 
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En soustrayant chacune des équations du système, (2.1) et (2.2), à l’équation correspondante de 

l’observateur (2.6)-(2.7), nous obtenons les équations suivantes, définissant le système 

d’erreur : 

�̇̃�(𝑡) = 𝐴(𝑢(𝑡))�̃�(𝑡) − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ �̃�
0

−𝑑
(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠     (2.11a) 

�̃�(𝑡) = ∫ 𝑐�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)
0

−𝑑
𝑑𝑠         (2.11b)   

La stabilité exponentielle de ce système d’erreur fait l’objet du théorème suivant :  

Théorème 2.1. Considérons le système d’erreurs (2.11a-b), découlant de l’observateur 

(2.6) - (2.8) appliqué au système (2.1) - (2.2). Supposons que le signal d’entrée 𝑢(𝑡) soit 

régulièrement excitant de sorte que l’on puisse considérer que la propriété (2.9) soit satisfaite.  

Il existe deux réels 𝑑𝑀 > 0, ℎ𝑀 > 0 tel que, si 0 < 𝑑 < 𝑑𝑀, 0 < ℎ < ℎ𝑀, alors l’erreur 

d’estimation d’état �̃�(𝑡) converge exponentiellement vers l’origine. 

Remarque 2. 

 Avant d’en exposer la preuve, notons que le Théorème 2.1 assure que le vecteur d’état �̂�(𝑡), 

estimé par l’observateur (2.6)-(2.8) à partir des données issues du système de la forme (2.1)-

(2.2), converge bien vers le vrai vecteur d’état 𝑥(𝑡). En outre, on s’attend à ce que la nature 

exponentielle de la convergence confère une certaine robustesse à l’observateur (vis-à-vis 

d’erreurs de modèle). Cependant, cette importante performance qu’est la convergence 

exponentielle, est garantie uniquement pour des périodes d’échantillonnage et des retards 

suffisamment petits. Cette limitation est assez classique dans les travaux de même type 

(Ahmed-Ali, et al., 2019) 

Preuve du Théorème 2.1. Pour analyser la stabilité du système d’erreur (2.11a-b), nous 

considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante : 

𝑉(𝑡) = �̃�𝑇(𝑡)𝑆(𝑡)�̃�(𝑡) + 𝜇0 ∫ ∫ (𝑟 − 𝑡 + ℎ)‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖²
𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑0
𝑑𝑟𝑑𝑠, 

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ    (2.12) 

Il convient de remarquer d’abord l’inégalité suivante qui s’avérera utile plus tard : 

0 ≤ ∫ ∫ (𝑟 − 𝑡 + ℎ)‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖²
𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑0
𝑑𝑟𝑑𝑠 ≤ ℎ ∫ ∫ ‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖²

𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑0
𝑑𝑟𝑑𝑠    (2.13) 

En utilisant (2.8) et (2.11) on obtient ce qui suit en dérivant (2.12) : 
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�̇�(𝑡) = �̇̃�𝑇(𝑡)𝑆(𝑡)�̃�(𝑡) + �̃�𝑇(𝑡)𝑆(𝑡)�̇̃�(𝑡) + �̃�𝑇(𝑡)�̇�(𝑡)�̃�(𝑡) + 𝜇0ℎ ∫ ‖�̇̃�(𝑡 + 𝑠)‖
20

−𝑑0
𝑑𝑠  

−𝜇0 ∫ ∫ ‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖²
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑟

0

−𝑑0
𝑑𝑠  

= −⍴�̃�𝑇𝑆𝑥 + �̃�𝑇𝑐𝑇𝑐�̃� − 2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ �̃�(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+𝜇0ℎ ∫ ‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖
2

𝑑𝑠
0

−𝑑0
− 𝜇0 ∫ ∫ ‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖²𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
  

= −⍴�̃�𝑇𝑆𝑥 + �̃�𝑇𝑐𝑇𝑐�̃� − 2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ �̃�(𝑡)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+𝜇0ℎ ∫ ‖�̇̃�(𝑡 + 𝑠)‖
2

𝑑𝑠
0

−𝑑0
− 𝜇0 ∫ ∫ ‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖²𝑑𝑟𝑑𝑠

𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑0
    (2.14) 

D’après (2.4a) nous avons : 

−2�̃�𝑇(𝑡)𝑐𝑇𝑐 ∫ �̃�(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
= −2‖𝑐�̃�(𝑡)‖2 ∫ 𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  = −2‖𝑐�̃�(𝑡)‖²(𝜇0 + 𝜇1)   

            (2.15) 

Alors, l’égalité (2.14) se réécrit comme suit : 

�̇�(𝑡) = −⍴�̃�𝑇(𝑡)𝑆�̃�(𝑡) − (2(𝜇0 + 𝜇1) − 1)‖𝑐�̃�(𝑡)‖2  

+2�̃�𝑇(𝑡)𝑐𝑇𝑐 ∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+2�̃�𝑇(𝑡)𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑟𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑
+ 𝜇0ℎ ∫ ‖�̇̃�(𝑡 + 𝑠)‖

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−𝜇0 ∫ ∫ ‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖
𝑡

𝑡𝑘
²𝑑𝑟𝑑𝑠

0

−𝑑
, pour tout 𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0,1,2 …  (2.16) 

Nous allons maintenant procéder à la majoration de chacun des termes non stabilisants situés à 

droite de (2.16). Il s’agit précisément des 3e et 4e termes du membre de droite. 
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Majoration du 3e terme de (2.16) : 

En posant 𝑎 = 2�̃�𝑇𝑐𝑇 , 𝑏 = 𝑐 ∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
 et 휀 = 2 grâce à l’inégalité de 

Young :  

2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
≤

1

2
‖𝑐�̃�‖2 + 2‖𝑐‖²(∫ (�̃�(𝑡) − (�̃�(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
)²  

De part (2.4b), l’inégalité précédente implique : 

2�̃�𝑇𝑐𝑇c ∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
   

≤
1

2
‖𝑐�̃�‖2 + 4‖𝑐‖2𝜇0 (

1

𝑑0
∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠))𝑑𝑠

0

−𝑑0
)

2

  

+4‖𝑐‖2𝜇1 (∫ (�̃�(𝑡) − (�̃�(𝑡 + 𝑠))𝛿(𝑠 + 𝑑1)𝑑𝑠
0

−𝑑
)

2

  

≤
1

2
‖𝑐�̃�‖2 + 4‖𝑐‖2 𝜇0

𝑑0
∫ (�̃�(𝑡) − (�̃�(𝑡 + 𝑠))

20

−𝑑0
𝑑𝑠 + 4‖𝑐‖²𝜇1(�̃�(𝑡) − (�̃�(𝑡 − 𝑑1))²  

En appliquant l’inégalité de Wirtinger au deuxième terme, situé à droite de l’inégalité 

précédente, cette dernière implique : 

2�̃�𝑇𝑐𝑇c ∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

≤
1

2
‖𝑐�̃�‖2 +

16𝑑0𝜇0‖𝑐‖2

𝜋2 ∫ �̇̃�
0

−𝑑𝑂

2
(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠 + 4‖𝑐‖2𝜇1 (∫ �̇̃�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑1
)

2

  

Enfin, en appliquant l’inégalité de Jensen au dernier terme de l’inégalité précédente, celle-ci 

donne : 

 2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

≤
1

2
‖𝑐�̃�‖2 +

16𝑑0𝜇0

𝜋2 ∫ �̇̃�
0

−𝑑𝑂

2
(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠 + 4‖𝑐‖²𝑑1𝜇1 ∫ �̇̃�²(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑1
  (2.17) 

 Pour tout 𝑡 > 0 

Majoration du 4e terme de (2.16) : 

En posant 𝑎 = 2�̃�𝑇𝑐𝑇 , 𝑏 = 𝑐 ∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
 et 휀 = 2, on obtient en appliquant 

l’inégalité de Young : 

2�̃�𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
≤

1

2
‖𝑐�̃�‖2 + 2‖𝑐‖2 (∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
)

2
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De part (2.4b), l’inégalité précédente devient : 

2�̃�𝑇𝑐𝑇c ∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑
  

≤
1

2
‖𝑐�̃�‖2 + 4‖𝑐‖2 (

𝜇0

𝑑0
∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
)

2

  

+4‖𝑐‖2 (𝜇1 ∫ ∫ �̇̃�(𝑟 + 𝑠)𝛿(𝑠 + 𝑑1)𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
)

2

  

≤
1

2
‖𝑐�̃�‖2 +

4ℎ‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0
∫ ∫ �̇̃�2(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘

𝑑𝑠
0

−𝑑0

+ 4ℎ‖𝑐‖²𝜇1 ∫ �̇̃�2(𝑟 − 𝑑1)𝑑𝑟 
𝑡

𝑡𝑘

 

Pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2 … (2.18) 

En combinant (2.16), (2.17) et (2.18) on obtient : 

�̇� ≤ −⍴�̃�𝑇𝑆�̃� − (2(𝜇0 + 𝜇1) − 2)‖𝑐�̃�‖2 +
16𝑑0𝜇0

𝜋2 ∫ �̇̃�
0

−𝑑𝑂

2
(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠  

+4‖𝑐‖2𝑑1𝜇1 ∫ �̇̃�2(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑1

4ℎ‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0
∫ ∫ �̇̃�2(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
  

+4ℎ‖𝑐‖²𝜇1 ∫ �̇̃�(𝑟 − 𝑑1)𝑑𝑟 + 𝜇0ℎ ∫ ‖�̇̃�(𝑡 + 𝑠)‖
2

𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝜇0 ∫ ∫ ‖�̇̃�(𝑟 + 𝑠)‖

𝑡

𝑡𝑘
²𝑑𝑟𝑑𝑠

0

−𝑑
 

𝑡

𝑡𝑘
  

(2.19) 

Sachant que 𝜇0 + 𝜇1 − 1 ≥ 0, l’inégalité (2.19) implique 

�̇� ≤ −⍴�̃�𝑇𝑆�̃� − 𝜇0 (1 −
4ℎ‖𝑐‖2

𝑑0
) ∫ ∫ �̇̃�2𝑡

𝑡𝑘
(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+𝜇0 [ℎ +
16‖𝑐‖2𝑑0

𝜋2 ] ∫ �̇̃�2(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑0
  

+4‖𝑐‖2𝜇1 (𝑑1 ∫ �̇̃�2(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑1
+ ℎ ∫ �̇̃�2𝑡

𝑡𝑘
(𝑟 − 𝑑1)𝑑𝑟)  

Pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2 …    (2.20) 

Quel que soit 𝑑0 > 0, il existe ℎ > 0 suffisamment petit tel que, 

1 −
4ℎ‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0
> 0           (2.21) 

Ainsi, en considérant (2.12) et (2.13), il découle de (2.20) que : 

�̇� ≤ −𝛿(𝑑, ℎ)𝑉 + 𝜇0 [ℎ +
16‖𝑐‖2𝑑0

𝜋2
] ∫ �̇̃�2(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑0
+ 4‖𝑐‖²𝜇1(𝑑1 ∫ �̇̃�20

−𝑑1
(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠  
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         +4‖𝑐‖2𝜇1 (𝑑1 ∫ �̇̃�2(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑1
+ ℎ ∫ �̇̃�(𝑟 − 𝑑1)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
)  

Pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2 …     (2.22) 

avec : 

𝛿(𝑑, ℎ) = { min (⍴,
𝜇0

ℎ
(1 −

4ℎ‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0
))

⍴                                                 

  

si 𝜇0 = 1

si 𝜇0 = 0
      (2.23) 

Nous nous concentrons à présent sur les trois derniers termes de (2.22). 

Nous basant sur (2.9) et (2.4b), il vient en appliquant l’inégalité de Jensen à (2.11) : 

‖�̇̃�(𝑡)‖
2

≤ 3𝑘𝐴
2‖�̃�(𝑡)‖2 + 3𝑑𝜇0𝛽𝑆

2‖𝑐‖4 ∫ ‖�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠‖2𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 3𝜇1𝛽2𝑠‖𝑐‖4‖�̃�(𝑡𝑘 − 𝑑)‖2  

≤ 3𝑘𝐴
2‖�̃�(𝑡)‖2 + 3𝜇0𝑑2𝛽𝑆

2‖𝑐‖4 max
−𝑑−ℎ<𝑟≤0

‖�̃�(𝑡 + 𝑟)‖2  

+3𝜇1𝛽𝑆
2‖𝑐‖4 max

−𝑑−ℎ<𝑟≤−𝑑
‖�̃�(𝑡 + 𝑟)‖² , pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2 … (2.24) 

où 0 < 𝑘𝐴 < ∞ est une borne supérieure de ‖𝐴(𝑢)‖. Cette borne est finie du fait que 𝑢(𝑡) est 

borné et que 𝐴(𝑢(𝑡)) est de classe 𝐶1. 

D’après le résultat de (2.24) on peut déduire que : 

4ℎ𝜇1‖𝑐‖2 ∫ �̇̃�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
−𝑑

−ℎ
  

≤ 12ℎ(𝜇1‖𝑐‖2𝑘2
𝐴 + 𝜇0𝜇1ℎ𝑑2𝛽𝑆

2𝑠‖𝑐‖4 + ℎ𝜇1
2𝛽𝑆

2‖𝑐‖6) max
−2(𝑑+ℎ)<𝑟≤−𝑑

‖�̃�(𝑡 + 𝑟)‖2 

(2.25) 

et 

(ℎ + 4𝑑‖𝑐‖2 (
2𝜇0𝑑2

𝜋2
+ 𝜇1)) ∫ �̇̃�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

≤ 3𝑑(𝑘2
𝐴 + 𝜇0𝑑2𝛽𝑆

2‖𝑐‖4 + 𝜇1𝛽𝑆
2‖𝑐‖4) × (ℎ + 4𝑑‖𝑐‖2 (

2𝜇0𝑑2

𝜋2 + 𝜇1)) max
−2𝑑−ℎ<𝑟≤0

‖�̃�(𝑡 + 𝑟)‖²    

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 et 𝑘 un entier suffisamment grand.   (2.26) 

En utilisant (2.25) et (2.26), l’inégalité (2.22) implique, pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 et tout entier 

𝑘 suffisamment grand 
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�̇� ≤ −δ(𝑑, ℎ)𝑉𝑧 + γ(𝑑, ℎ) sup
−2(𝑑+ℎ)<𝑠≤0

V(𝑡 + 𝑠)       (2.27) 

avec 

𝛾(𝑑, ℎ) = 𝛽𝑆 [12ℎ (𝜇1
‖𝑐‖2𝑘

2
𝐴 + 𝜇0𝜇1ℎ𝑑

2
𝛽𝑆

2
𝑠‖𝑐‖4 + ℎ𝜇1

2𝛽𝑆
2

‖𝑐‖6)]  

+𝛽𝑆 [3𝑑(𝑘2
𝐴 + 𝜇0𝑑2𝛽𝑆

2‖𝑐‖4 + 𝜇1𝛽𝑆
2‖𝑐‖4) (ℎ + 4𝑑‖𝑐‖2 (

2𝜇0𝑑2

𝜋2 + 𝜇1))]  (2.28) 

En appliquant l’inégalité de Halanay  à (2.27) on a : 

V(𝑡) ≤ 𝑒−2𝛼∗𝑡 sup
−2𝑑−ℎ<𝑠≤0

V(𝑠)  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 et 𝑘 un entier suffisamment grand. (2.29) 

Pourvu que 

𝛾(𝑑, ℎ) < 𝛿(𝑑, ℎ)           (2.30) 

où 𝛼∗ est l’unique réel positif, solution de l’égalité : 

 𝛿(𝑑, ℎ) − 2𝛼 = γ(𝑑, ℎ)𝑒2𝛼𝑑         (2.31) 

En utilisant (2.9) et (2.12), il découle de (2.29) que �̃�(𝑡) est exponentiellement convergeant vers 

l’origine. Il est à noter que la condition (2.30) n’est pas un problème dans la mesure où, (2.38) 

et (2.23) montrent que 𝛿(𝑑, ℎ) → ⍴ et 𝛾(𝑑, ℎ) → 0 quand (𝑑, ℎ) → 0. Cela assure bien 

l’existence de 𝛼∗ satisfaisant (2.30). 

Ceci conclut la preuve du Théorème 2.1. 
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2.5 Simulations 

Afin de vérifier les performances de l’observateur (2.6)-(2.8), nous considérons un système de 

la forme (2.1)-(2.2) avec les paramètres suivants : 

𝐴(𝑢) = [
−5 cos(𝑢) + 1 4

−5 1
] , 𝐵(𝑢) = [

0
1

] , 𝑐 = [1 0] , 

Et le signal d’entrée 𝑢(𝑡) = sin (5𝑡) 

Le retard modélisé par (2.2) est caractérisé par 𝑑0 = 𝑑1 = 2, 𝜇0 = 𝜇1 = 1. 

L’observateur défini par (2.6)-(2.8) est utilisé avec la valeur de gain ⍴ = 1 et la condition 

initiale 𝑆(0) = 𝐼2  

Pour les paramètres donnés précédemment, la grandeur ℎ = 0,1𝑠 pour la période 

d’échantillonnage s’est révélée être un choix judicieux. 

La simulation du système et de l’observateur a été effectuée à l’aide du logiciel 

Matlab/Simulink, avec un pas de simulation n’excédant pas 10−3𝑠. Le vecteur d’états initiaux 

du système est fixé à 𝑥(0) = [5 5]𝑇, celui de l’observateur à �̂�(0) = [0 0]𝑇. 

Les figures 2 et 3 montrent que les variables d’états estimées par l’observateur convergent bien, 

après un court régime transitoire (à peine 5s), vers leurs vraies valeurs. La figure 4 montre qu’il 

en est de même pour la sortie estimée, qui converge elle aussi très rapidement vers la vraie 

sortie. Ces observations confirment ainsi le résultat théorique du Théorème 2.1. 

Par ailleurs, la figure 5 illustre bien le caractère ZOH du prédicteur de sortie, après la phase 

transitoire. 
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Figure 2 : Variable d'état x1 du système (trait plein) et de son état estimé par l'observateur �̂�1 (pointillés). 

 

 

Figure 3 : Variable d'état x2 du système (trait plein) et de son état estimé par l'observateur �̂�2 (pointillés). 
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Figure 4 : Sortie du système y(t) (trait plein) et sortie du prédicteur �̂�(t) (pointillés) 

 

 

Figure 5 : Zoom sur la sortie du système y(t) (trait plein) et la sortie du prédicteur �̂� (pointillés). 
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Cette simulation illustre la convergence du système d’erreur vers l’origine, démontrée 

mathématiquement dans le paragraphe précédent. Cependant, les paramètres utilisés lors de 

cette simulation sont très éloignés de ce que l’on peut trouver dans les cas pratiques. D’une part, 

le signal d’entrée 𝑢(𝑡) peut présenter une excitation régulière moins grande que celle de 

l’exemple. D’autre part, l’acquisition de signaux s’accompagne souvent d’un bruit de mesure, 

plus ou moins important, impliquant que le signal de sortie du système perçu par l’observateur, 

n’est pas identique au signal de sortie réel du système.  

Afin de tester la robustesse de l’observateur dans des conditions plus réalistes une seconde 

simulation a été effectuée. 

Le système considéré possède les mêmes paramètres que celui de la simulation précédente à 

l’exception du signal d’entrée 𝑢(𝑡) qui est maintenant défini par 𝑢(𝑡) = sin (0,5𝑡) ce signal a 

une période 10 fois plus grande que celle du signal d’entrée précédent, il est donc forcément 

moins conditionné. 

Un bruit blanc a également été ajouté au signal de sortie du système perçu par l’observateur, 

afin de simuler un bruit de mesure. 

Les paramètres de ce bruit blanc sont les suivants :  

{
𝑀𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 ∶ 0

𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 ∶ 0,001
𝑂𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑒 ∶ 0

  

Les figures 6 et 7 montrent que les variables d’états estimées par l’observateur convergent bien, 

au bruit près, vers leurs vraies valeurs. Le fait important est que l’observateur n’amplifie pas 

l’effet du bruit. Cependant le temps de convergence est un peu plus élevé que pour la première 

simulation, c’est une conséquence directe et attendue du choix d’un signal d’entrée avec une 

fréquence beaucoup plus faible (donc forcément moins excitant). La figure 8 montre qu’il en 

de même pour la sortie estimée, qui converge elle aussi vers la vraie sortie. Ces observations 

confirment ainsi la robustesse de l’observateur. 
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Figure 6 : Variable d'état 𝑥1 du système (trait plein) et de son état estimé par l'observateur �̂�1 (pointillés). 

 

Figure 7 : Variable d'état 𝑥2 du système (trait plein) et de son état estimé par l'observateur �̂�2 (pointillés). 
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Figure 8 : Sortie du système y(t) (trait plein) et sortie du prédicteur �̂�(t) (pointillés) 
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2.6 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons traité la problématique de synthèse d’observateurs pour des 

systèmes linéaires temps-variant définis par les équations (2.1)-(2.2). La complexité de ces 

systèmes réside dans le fait que leur équation de sortie comporte un retard discret et un retard 

distribué. Pour estimer le vecteur d’état du système, nous avons proposé l’observateur décrit 

par (2.6)-(2.8). Pour compenser l’effet des retards de sortie, y compris celui dû à 

l’échantillonnage, l’observateur est doté d’un prédicteur de sortie décrit par (2.7). Nous avons 

formellement démontré, sous l’hypothèse (2.9), que l’observateur proposé est 

exponentiellement convergeant pourvu que les retards et la période d’échantillonnage soient 

suffisamment petits. Cette performance formulée dans le Théorème 2.1 a ensuite été confirmée 

par des résultats de simulation. 

L’étude présentée dans ce chapitre sera poursuivie au chapitre 3 où l’on développera une 

version adaptative de l’observateur (2.6)-(2.8) permettant de compenser l’effet d’incertitudes 

paramétriques qui peuvent affecter le système. 
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Chapitre 3 : Synthèse d’observateur d’état adaptatif sur la 

base de mesures échantillonnées pour les systèmes non-

linéaires temps-variant en présence de retards de sortie 

discrets et distribués 

 

3.1 Introduction 

Il arrive que la modélisation d’un système ne permette pas de déterminer tous les paramètres 

intervenant dans sa représentation d’état. C’est ce qu’on appelle l’incertitude paramétrique. 

Lorsqu’un système est soumis à une incertitude paramétrique, il est nécessaire d’utiliser un 

observateur adaptatif. Ces observateurs sont composés d’un estimateur d’états et d’un 

estimateur de paramètres, tous deux impliquant des actions d’injection de sortie, conçues de 

façon à ce que le système d’erreur d’estimation complet (états et paramètres) soit (globalement) 

asymptotiquement stable. A l’exception de certains cas particuliers, il n’est pas suffisant 

d’associer n’importe quel estimateur de paramètres à un estimateur d’états pour obtenir un 

observateur adaptatif stable. Des modifications doivent être apportées à l’estimateur d’état et/ou 

à l’estimateur de paramètres pour obtenir cette stabilité. Les premiers observateurs adaptatifs 

pour systèmes non-linéaires (Marino & Tomei, 1996) (Cho & Rajamani, 1997) (Bastin & 

Gevers, 1998) (Besançon, et al., 2006) (Mondal & Chung, 2013)  furent développés en 

considérant que les signaux de sortie étaient continuellement mesurables. Ces observateurs 

adaptatifs montraient de bonnes performances lorsque que le signal de sortie était constamment 

accessible à la mesure et que cette mesure continue était injectée dans l’observateur.  

Le fait est que, comme expliqué dans le chapitre 2, les applications pratiques font 

majoritairement intervenir des signaux échantillonnés. Du fait de la nature non-linéaire et/ou 

temps-variant des systèmes, il n’y a aucune garantie que les performances des observateurs 

continus soient conservées en présence de signaux échantillonnés, ces derniers héritant de la 

nature non-linéaire et/ou temps variant des systèmes qu’ils observent. 

 Pour répondre à cette problématique, des observateurs adaptatifs se basant sur des sorties 

échantillonnées et présentant une stabilité exponentielle du système d’erreur, furent développés 

pour des systèmes non-linéaires et affine en l’état dans (Ahmed-Ali, et al., 2009) (Hann & 
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Ahmed-Ali, 2012) (Folin, et al., 2016) où des prédicteurs de sortie furent utilisés pour 

compenser les effets (temps variant) causés par l’échantillonnage de la sortie. Le prédicteur de 

sortie est un simple bloqueur d’ordre zéro (ZOH) dans (Ahmed-Ali, et al., 2009) et (Hann & 

Ahmed-Ali, 2012), et un prédicteur inter-échantillon (inter-sample predictor) dans (Folin, et al., 

2016).  

Dans la plupart des observateurs existant, il est supposé que les paramètres inconnus 

interviennent linéairement dans l’équation d’état du système. Le cas où l’équation de sortie est 

soumise à une incertitude paramétrique est simple à traiter, à condition que le vecteur de 

régression (la fonction vectorielle multipliant le vecteur des paramètres inconnus dans 

l’équation de sortie) soit indépendant du signal de sortie. Elaborer des observateurs adaptatifs 

pour les systèmes non-linéaires à sortie échantillonnée et soumis à une incertitude paramétrique 

dans l’équation de sortie, où le vecteur de régression est fonction du signal de sortie, est un 

problème bien plus complexe et posé de longue date. La complexité réside dans le fait que 

l’équation de sortie ne permet alors qu’une définition implicite du signal de sortie. Une 

conséquence immédiate de la définition implicite de la sortie du système est que cela rend 

impossible la conception de prédicteurs de sortie inter-échantillon. De plus, la nature affine des 

paramètres de l’équation de sortie se perd définitivement, excepté aux instants 

d’échantillonnage. Ces difficultés furent surmontées dans (Ahmed-Ali, et al., 2019) en utilisant 

un nouveau prédicteur de sortie ZOH. Ce dernier a été mis à profit pour fabriquer un observateur 

d’état de type Kalman-like, comprenant en outre un estimateur de paramètres adapté.  

L’observateur adaptatif ainsi élaboré a fait l’objet d’une analyse qui a montré que la 

convergence exponentielle était assurée moyennant une condition d’excitation persistance (PE) 

et un pas d’échantillonnage suffisamment faible. 

La synthèse d’observateurs pour systèmes non-linéaires à sortie échantillonnée et retardée, 

soumis en plus à de l’incertitude paramétrique, est une problématique qui reste très largement 

ouverte. Ce chapitre contribue à résoudre le problème en proposant un observateur constituant 

une extension de celui présenté au Chapitre 2. De ce fait, la présente version adaptative présente 

trois caractéristiques majeures : 

-  Le retard discret et le retard distribué sont tous deux considérés et traités simultanément grâce 

à une représentation mathématique (celle-là même utilisée au chapitre précédent) aboutissant à 

un prédicteur adaptatif de sortie unifié (compensant les deux retards en même temps) et à un 

unique observateur (et l’analyse qui y est associée) pour les deux types de retard. 



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 41 

- En plus du retard et de l’échantillonnage, l’équation de sortie est soumise à une incertitude 

paramétrique, complexifiant la création et l’analyse de l’observateur, en comparaison du cas où 

l’incertitude paramétrique se trouve dans l’équation d’état.  

- La complexité réside également dans le fait que le régresseur, multipliant le vecteur des 

paramètres inconnus du système, est dépendant non-linéairement de la sortie, conduisant à une 

définition implicite du signal de sortie. Cette définition implicite engendre la perte du caractère 

affine des paramètres en dehors des moments d’échantillonnage, constituant une difficulté 

supplémentaire. 

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est composé d’un estimateur d’états de type 

Kalman-like, d’un prédicteur de sortie de nature ZOH, et d’un estimateur de paramètres. Sa 

convergence exponentielle est assurée sous réserve d’une condition d’excitation persistante 

(PE) ainsi que d’un pas d’échantillonnage et d’un retard suffisamment petits. Pour démontrer 

cette convergence, nous utilisons une fonction de Lyapunov-Krasovkii adaptée, ainsi qu’un 

certain nombre d’outils mathématiques tel que les inégalités de Halanay et de Wirtinger. 

Cet observateur adaptatif comporte quelques nouveautés par rapport aux observateurs 

adaptatifs existants pour systèmes non-linéaires et à sortie échantillonnée. En effet, 

contrairement à celui-ci, les observateurs adaptatifs de (Ahmed-Ali, et al., 2009) (Hann & 

Ahmed-Ali, 2012) ne sont pas adaptés aux systèmes retardés. De plus, les observateurs 

antérieurs ont été développés pour les systèmes où l’incertitude paramétrique se situe dans 

l’équation d’état. Dans le travail présenté dans ce chapitre, c’est l’équation de sortie du système 

qui est soumise à une incertitude paramétrique. Par ailleurs, même si ce cas fut traité dans 

(Ahmed-Ali, et al., 2019), aucune problématique de retard ne fut considérée dans ce dernier 

article, contrairement à la présente étude, où nous considérons des retards discrets et distribués 

et les traitons simultanément. De plus, l’estimateur de paramètres présenté dans (Ahmed-Ali, 

et al., 2019) n’était pas optimisé au sens où il n’exploitait pas la totalité des signaux mesurables 

disponibles. De ce point de vue, l’estimateur de paramètres associé à l’observateur présenté 

dans ce chapitre est bien meilleur puisqu’il met à profit toutes les informations disponibles. Par 

conséquent, même en l’absence de retard, le présent observateur est différent de celui présenté 

dans (Ahmed-Ali, et al., 2019). 

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : La classe de systèmes étudiée est présentée 

dans le paragraphe 3.2, la synthèse de l’observateur est détaillée dans le paragraphe 3.3 tandis 

que son analyse est réalisée au paragraphe 3.4. Enfin le paragraphe 3.5 présente des résultats de 
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simulations qui attestent des performances de l’observateur et confirment les résultats 

théoriques du paragraphe précédent. 

 

3.2 Classe de systèmes étudiée 

Nous nous intéressons aux systèmes non-linéaires, temps-variant, à sortie échantillonnée et 

retardée, pour lesquels l’équation de sortie comporte une incertitude paramétrique avec un 

régresseur dépendant de la sortie du système. 

Mathématiquement, ces systèmes sont représentés de la manière suivante : 

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑢(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑢(𝑡)), pour tout 𝑡 > 0       (3.1) 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡))𝜃      (3.2) 

avec 

𝑥 ∊ ℝ𝑛, 𝐴(𝑢) ∊ ℝ𝑛×𝑛, 𝑏(𝑢) ∊ ℝ𝑛, 𝑐 ∊ ℝ1×𝑛       (3.3a) 

𝜃 ∊ ℝ𝑚, 𝜓 ∊ ℝ1×𝑚           (3.3b) 

où les valeurs initiales de 𝑥(𝑠) (avec −𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) sont inconnues et quelconques. Le reste des 

notations dans (3.1)-(3.2) est défini comme suit : 

- 𝑢 est une fonction vectorielle ou scalaire du temps, représentant le signal d’entrée du système ; 

- 𝑦 est une fonction scalaire du temps représentant le signal de sortie du système ; 

- 𝑥 ∊  ℝ𝑛 représente le vecteur d’états du système ; 

- 𝜇 :  [−𝑑,  0] → ℝ+ est une fonction ou une distribution connue de la forme : 

𝜇(𝑠) =
𝜇0

𝑑0
𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑠

𝑑0
) + 𝜇1𝛿(𝑠 + 𝑑1)         (3.4a) 

où 𝜇0,  𝜇1 ∊ {0 , 1} sont tel que 𝜇0 + 𝜇1 ≥ 1, 𝛿 est l’impulsion du Dirac, et 𝑟𝑒𝑐𝑡(. ) est la 

fonction rectangulaire suivante : 

𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑠) {
1 pour 𝑠 ∊ [−1,  0]
0 sinon                     

          (3.4b) 
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Dans les équations (3.4a) et (3.4b), 𝑑0 et 𝑑1 désignent respectivement la longueur du retard 

discret et celle du retard distribué. Par commodité, on introduit également la notation 𝑑 qui 

désigne le retard maximal. 

𝑑 = max(𝑑0,  𝑑1)           (3.4c) 

A l’exception du vecteur d’état 𝑥 et du vecteur de paramètres 𝜃, tous les paramètres et tous les 

signaux de (3.1) – (3.4) sont connus ou accessibles à la mesure. C’est en particulier le cas des 

indices de dimension 𝑚 ≥ 1 et 𝑛 ≥ 1, et des longueurs des retards 𝑑0 ≥ 0,  𝑑1 ≥ 0 et 𝑑 ≥ 0 

qui sont tous connus. 

La description du système est complétée avec les hypothèses suivantes, au demeurant assez 

classiques : 

- 𝐴(𝑢),  𝑏(𝑢) et 𝜓(𝑢, 𝑦) sont des fonctions de classe 𝐶1. 

- Le signal d’entrée 𝑢 est borné et accessible à la mesure. 

- L’application 𝑢 → 𝑥 définie par l’équation (3.1) est un opérateur 𝐿∞ stable. 

Une fois de plus, nous nous plaçons dans le cas plus réaliste, mais aussi moins facile à traiter, 

où le signal de sortie 𝑦 est uniquement accessible aux moments d’échantillonnage 𝑡𝑘. Rappelons 

que  {𝑡𝑘} est n’importe quelle suite croissante telle que 𝑡𝑘 → ∞ lorsque 𝑘 → ∞. Le plus grand 

intervalle entre deux instants d’échantillonnage est noté ℎ = sup (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1). 

Le problème à l’étude dans ce chapitre est de synthétiser un observateur qui fournisse une 

estimation en ligne aussi précise que possible du vecteur d’état 𝑥(𝑡) et du vecteur de paramètres 

𝜃 du système, en n’utilisant à cet effet que les signaux mesurables, c’est-à-dire : 𝑢(𝑡) et 𝑦(𝑡𝑘).  

L’intérêt pratique de ce modèle réside, en partie, dans ses similarités avec les systèmes de 

Wiener. Ces derniers sont constitués d’une partie dynamique linéaire, connectée en série à un 

bloc statique non-linéaire. Lorsque son signal de sortie est retardé, un système de Wiener est 

modélisé comme suit : 

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑢(𝑡), 𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑢(𝑡), 𝑡)         (3.5a) 

𝜔(𝑡) = ∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
         (3.5b) 

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝜔(𝑡))            (3.5c) 

où 𝑓(𝜔(𝑡)) représente un capteur non-linéaire ou tout autre effet non-linéaire comme un 

capteur de butée dans un système mécanique ou une soupape de trop plein comme dans (Giri 
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& Bai, 2010). D’autre part, il a été établi qu’un large éventail de systèmes non –linéaires 

pouvaient être modélisés via des modèles de Wiener (Boyd & Chua, 1985). Cette théorie a été 

expérimentalement vérifiée par des applications pratiques, incluant notamment des procédés 

chimiques, des systèmes biologiques, etc. D’autres exemples sont donnés dans (Giri & Bai, 

2010) ou dans (Schoukens & Tiels, 2017). 

Si l’on considère que la fonction 𝑓(𝜔(𝑡)) est inversible, alors on peut effectuer l’approximation 

polynomiale suivante : 

𝜔(𝑡) = 𝑓−1(𝑦(𝑡)) = 𝑦(𝑡) − ∑ 𝜑𝑖(𝑦(𝑡))𝜃𝑖
𝑚
𝑖=1        (3.5d) 

où {𝜑𝑖 ; 𝑖 = 1, … , 𝑚} est un ensemble de fonctions connues (possiblement orthogonales) et les 

𝜃𝑖 sont des coefficients réels inconnus. Il découle de (3.5d) que le modèle (3.5a)-(3.5c) peut 

s’écrire sous la forme (3.1)-(3.2) où 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝜑1(𝑦(𝑡), … , 𝜑𝑚(𝑦(𝑡))] et 𝜃 =

[𝜃1, … , 𝜃𝑚]𝑇. Le caractère non-linéaire de la sortie, quant à lui, se retrouve dans plusieurs 

systèmes physiques, notamment dans les batteries lithium-ion (Romagnoli, et al., 2019). 

Remarque 1.  

1) L’équation de sortie non-linéaire (3.2) pourrait représenter un capteur intégrant une non-

linéarité et un retard. Elle permet de rendre compte à la fois du retard discret et du retard 

distribué.  

2) Quand le système comprend uniquement un retard distribué, on posera 

𝜇0 =  1, 𝑑1 =  𝜇1 =  0 et 𝑑0 = 𝑑. L’équation (3.2) s’écrit alors : 

𝑦(𝑡) =
1

𝑑
∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) θ     (3.6a) 

3) Le cas d’un retard discret seul est pris en compte en posant : 

𝜇1 =  1, 𝑑1 =  𝑑, 𝑑0 =  𝜇0 =  0. On a alors 𝜇(𝑠) = 𝛿(𝑠 + 𝑑) et l’équation (2.2) s’écrit : 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝛿(𝑠 + 𝑑)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡))𝜃  

= 𝑐𝑥(𝑡 − 𝑑) + 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡))𝜃       (3.6b) 

4) Le cas plus général où les deux types de retard sont présents s’obtient en posant dans 

(3.4a-c) 𝜇0 = 1 et  𝜇1 = 1. Ce cas n’a pas été traité dans les travaux existant, à 

l’exception du cas où l’incertitude paramétrique (le dernier terme sur la droite de 3.2) 

n’existe pas. 

5) Si l’on veut représenter un système n’intégrant aucun retard, il suffit de prendre 

𝜇1 =  1 et 𝜇0 = 𝑑0 = 0  ou 𝜇0 = 1, 𝜇1 = 𝑑1 = 0 et de faire tendre 𝑑 vers 0. Dans les 

deux cas on obtient 𝜇(𝑠) = 𝛿(𝑠) et l’équation (3.2) devient : 
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𝑦(𝑡) = 𝑐𝑥(𝑡) + 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡))𝜃        (3.6c) 

 

Remarque 2. 

1) Dans le cas où le signal de sortie 𝑦(𝑡) est constamment accessible à la mesure (absence 

d’échantillonnage), ou si le régresseur 𝜓(𝑢, 𝑦) = 𝜓(𝑢) est indépendant du signal de 

sortie, alors l’équation (3.2) devient affine en le vecteur de paramètres 𝜃. C’est ce cas 

qui a été traité dans la plupart des travaux portant sur la synthèse d’observateurs 

(adaptatifs ou non) pour les systèmes à sortie échantillonnée (Ahmed-Ali, et al., 2009) 

(Hann & Ahmed-Ali, 2012) (Karafyllis, et al., 2017) 

2) La complexité du problème de synthèse d’observateurs abordée dans ce chapitre réside 

dans deux aspects : 

- L’équation de sortie (3.2) entraîne une définition implicite du signal de sortie du 

fait que le régresseur 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) est dépendant du signal de sortie. Dans la 

mesure où 𝜃 est inconnu et 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) sont uniquement accessibles aux instants 

d’échantillonnage, il apparait qu’en dehors de ces instants, le caractère affine en 𝜃 

de l’équation (3.2) est perdu. 

- La partie de l’équation de sortie non soumise à l’incertitude paramétrique 

(représentée par le terme intégral dans le membre droit de (3.2)) est soumise à un 

retard distribué et/ou discret. 

3) La définition implicite de la sortie du système rend impossible la mise en place d’un 

prédicteur de sortie inter-échantillons, contrairement aux travaux de (Ahmed-Ali, et al., 

2018) (Kahelras, et al., 2018) (Karafyllis & Kravaris, 2009) (Karafyllis, et al., 2020). 

C’est pourquoi le prédicteur utilisé dans la synthèse de cet observateur sera de type 

bloqueur d’ordre zéro. 

4) Dans le cas où le système n’admet aucun retard, la classe de systèmes décrite par (3.1) 

et (3.2) reste intéressante pour traiter le cas des systèmes de Wiener (Ahmed-Ali, et al., 

2019). L’intérêt de l’observateur présenté dans ce chapitre est qu’il permet leur 

observation, même en présence de retard. 

Pour illustrer ceci, considérons le système de Wiener suivant, présentant un retard 

distribué : 

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡),         𝑤(𝑡) = ∫ 𝑐𝑥(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
    (3.7a) 

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑤(𝑡))         (3.7b) 
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où 𝜇(𝑠) est défini de la même manière que dans (3.4a) – (3.4c) et (𝐴, 𝑏, 𝑐) sont des 

matrices constantes de même dimension que dans (3.3a) – (3.3b). Les expressions (3.7a-

b) définissent un système en cascade composé de trois blocs en série : (i) une partie 

dynamique linéaire (3.7a) ; (ii) une partie retardée (retard discret et/ou distribué) 

représentée par le terme intégral de (3.7a) ; (iii) une partie statique non-linéaire décrite 

par la fonction 𝑓(𝑤). En supposant que cette dernière soit inversible et que son inverse 

puisse être décrite par la relation suivante : 

𝑤(𝑡) = 𝑓−1(𝑦(𝑡)) = 𝑦(𝑡) − ∑ 𝜑𝑖(𝑦(𝑡))𝜃𝑖
𝑚
𝑖=1       (3.8) 

où {𝜑𝑖 ; 𝑖 = 1, … , 𝑚} est un ensemble de fonctions (possiblement orthogonales) connues 

et les éléments 𝜃𝑖 sont des paramètres inconnus réels. Il découle (3.7) – (3.8) que le 

modèle décrit par (3.7a) – (3.7b) peut s’écrire sous la forme (3.1) – (3.2) en posant 

𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝜑1(𝑦(𝑡)), … , 𝜑𝑚(𝑦(𝑡))] et 𝜃 = [𝜃1, … , 𝜃𝑚]𝑇. De nombreux 

systèmes physiques présentent des non-linéarités dans leur équation de sortie, comme 

par exemple les batteries lithium-ion (Romagnoli, et al., 2019), largement utilisées de 

nos jours. 

5) La plupart des observateurs adaptatifs pour les systèmes affines en l’état existants, ont 

été développés pour des systèmes dans lesquels les paramètres inconnus interviennent 

dans l’équation d’état (Besançon, et al., 2006) (Folin, et al., 2016) 

Le cas où les paramètres inconnus interviennent dans l’équation de sortie a été traité 

dans (Ahmed-Ali, et al., 2019) et dans (Li, et al., 2011), mais aucune problématique de 

retard n’y était considérée. 
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3.3 Synthèse de l’observateur  

Structure de l’observateur 

Afin d’estimer les états et les paramètres du système présenté dans le paragraphe précédent, 

l’observateur suivant est proposé. 

�̇̂�(𝑡) = 𝐴(𝑢)�̂�(𝑡) + 𝑏(𝑢) − 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇(�̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘)) + 𝑣(𝑡)  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2 …    (3.9) 

�̂�(𝑡) = ∫ 𝑐�̂�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̂�(𝑡)  

   pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0,1,2 …    (3.10) 

�̇�(𝑡) = −⍴𝑆(𝑡) − 𝑆(𝑡)𝐴(𝑢) − 𝐴𝑇(𝑢)𝑆(𝑡) + 𝑐𝑇𝑐       (3.11) 

où 𝑆(0) = 𝑆𝑇(0) > 0 et ⍴ > 0 peuvent à ce stade être choisis arbitrairement.  

Si l’on compare l’équation du système (3.1) et celle de l’observateur (3.9) on remarque que 

cette dernière contient deux termes supplémentaires : 

- Le premier, dit d’innovation, proportionnelle à l’erreur de sortie �̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘), pour 

𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1, où �̂�(𝑡) est une estimation de 𝑦(𝑡𝑘). Dans le cas où le vecteur de 

paramètres 𝜃 est connu, 𝜃(𝑡) = 𝜃, ce qui implique �̂�(𝑡) = �̂�(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤

𝑡𝑘+1, montrant la nature ZOH du prédicteur utilisé dans l’observateur (3.9)-(3.10) 

(Karafyllis, et al., 2020). Du fait de la dépendance de 𝜓(𝑢, 𝑦) à 𝑦(𝑡), il n’est pas possible 

d’élaborer un prédicteur de sortie inter-échantillons pour traiter ce problème 

d’observation. 

- Le second terme, noté 𝑣(𝑡), est une action spécifique à l’observateur adaptatif qui ne figurait 

pas dans la version non-adaptative présentée au chapitre précédent. La nouvelle action est 

introduite pour compenser l’effet de l’incertitude paramétrique au niveau de l’équation d’états 

de l’observateur. Il s’ensuit qu’en l’absence d’incertitude paramétrique on posera 𝑣(𝑡) = 0 

(voir Chapitre 2). 
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Conception de l’action de compensation de l’incertitude paramétrique 𝑣(𝑡) 

Introduisons les erreurs d’estimation d’états, de paramètres et de sortie : 

�̃�(𝑡) = �̂�(𝑡) − 𝑥(𝑡), pour tout 𝑡 > 0        (3.12a) 

�̃�(𝑡) = 𝜃(𝑡) − 𝜃, pour tout 𝑡 > 0        (3.12b) 

�̃�(𝑡) = �̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ      (3.12c) 

En soustrayant les équations du système (3.9) - (3.10) aux équations correspondantes du système (3.1) 

- (3.2), on obtient les erreurs suivantes 

�̇̃� = 𝐴(𝑢)�̃� − 𝑆−1𝑐𝑇�̃� + 𝑣, pour tout 𝑡 > 0       (3.13) 

�̃�(𝑡) = ∫ 𝑐�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ  (3.14) 

Afin d’alléger l’écriture des différentes équations, la dépendance au temps, désignée par la variable 

𝑡 , n’a pas été et ne sera plus précisée, lorsque cela ne porte pas à confusion. 

Considérons à présent la transformation suivante, inspirée par (Zhang, 2002) : 

𝑧(𝑡) = �̃�(𝑡) − 𝜆(𝑡)�̃�(𝑡)          (3.15) 

où 𝜆(𝑡) est un vecteur qui reste à définir, au même titre que 𝑣(𝑡), afin que la dynamique de 𝑧 soit 

exponentiellement stable. 

Pour cela, on dérive (3.15) par rapport au temps : 

�̇� = �̇̃� − �̇��̃� − 𝜆�̇̃�  

d’après (3.13) on obtient : 

�̇� = 𝐴(𝑢)�̃� − 𝑆−1𝑐𝑇�̃� + 𝑣 − �̇��̃� − 𝜆�̇̃�  

 = 𝐴(𝑢)𝑧 + 𝐴(𝑢)𝜆�̃� − 𝑆−1𝑐𝑇 [∫ 𝑐�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡)] − �̇��̃� + 𝑣 − 𝜆�̇̃�  

 = 𝐴(𝑢)𝑧 − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡) + 𝐴(𝑢)𝜆�̃� − �̇��̃� + 𝑣 − 𝜆�̇̃�  

 = 𝐴(𝑢)𝑧 − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
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−𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)�̃�(𝑡)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡) + 𝐴(𝑢)𝜆�̃� − �̇��̃� + 𝑣 − 𝜆�̇̃�  

 = 𝐴(𝑢)𝑧 − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+ [𝐴(𝑢)𝜆 − �̇� − 𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
] �̃�(𝑡)  

+ [𝑣 − 𝜆�̇̃� − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (𝜃(𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
]    (3.16) 

L’équation (3.16) suggère que les signaux 𝑣(𝑡) et 𝜆(𝑡) doivent être définis de manière à ce que les 

termes entre crochets s’annulent. Pour ce faire nous posons : 

𝑣(𝑡) = 𝜆�̇̃� + 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (𝜃(𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
, 

        pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ   (3.17) 

�̇� = 𝐴(𝑢)𝜆 − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)),  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ  (3.18) 

avec 𝜆(𝑠) ∊ ℝ𝑛×𝑚(−𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) choisi arbitrairement. 

Moyennant (3.17)-(3.18), l’équation (3.16) devient, 

�̇� = 𝐴(𝑢)𝑧 − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
, pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ   (3.19) 

avec 𝑧(0) ∊ ℝ choisi arbitrairement.  

Il a été démontré dans le Chapitre 2 que le système autonome (3.19) est exponentiellement stable. 

Conception de la loi d’estimation paramétrique  

A partir de (3.15) et (3.14), on obtient : 

�̃�(𝑡) = ∫ 𝑐𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ ∫ 𝑐(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡)  

 = ∫ 𝑐𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ ∫ 𝑐(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

 + (∫ 𝑐(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
) �̃�(𝑡)  

 = ∫ 𝑐𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ ∫ 𝑐(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
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+ [∫ 𝑐(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))] �̃�(𝑡)  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ   (3.20) 

Il découle de (3.20) que : 

휀(𝑡) = 𝛹(𝑡)�̃�(𝑡) + ∫ 𝑐𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
, pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ   (3.21) 

avec 

휀(𝑡) ≜ �̃�(𝑡) − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
, pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ (3.22) 

Ψ(𝑡) ≜ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) + ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
, pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ  (3.23) 

L’équation (3.21) nous permet d’utiliser l’algorithme des moindres carrés récursifs avec facteur 

d’oubli (Ioannou & Sun, 1996), et ainsi d’obtenir : 

�̇�(𝑡) = −𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)휀(𝑡)         (3.24) 

�̇�(𝑡) = 𝑅 − 𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)𝛹(𝑡)𝑅(𝑡)        (3.25) 

avec 𝜃(0) et 𝑅(0) = 𝑅𝑇(0) > 0 choisis arbitrairement. 

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est donc composé de l’estimateur d’état (3.9) 

– (3.11), de l’estimateur de paramètres (3.24) – (3.25), du filtre auxiliaire (3.18) et du signal 

additionnel (3.17).  

Par commodité, l’ensemble des expressions définissant l’observateur adaptatif ainsi élaboré est 

récapitulé dans le tableau suivant : 

Tableau 3.1 : Observateur adaptatif 

Estimateur d’états 

�̇̂�(𝑡) = 𝐴(𝑢)�̂�(𝑡) + 𝑏(𝑢) − 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇(�̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘)) + 𝑣(𝑡),  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                   (3.26) 

�̂�(𝑡) = ∫ 𝑐�̂�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̂�(𝑡),  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (3.27) 

𝑣(𝑡) = 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (𝜃(𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜆(𝑡)�̇̃�(𝑡), 

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (3.28) 
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�̇�(𝑡) = −⍴𝑆(𝑡) − 𝑆(𝑡)𝐴(𝑢) − 𝐴𝑇(𝑢)𝑆(𝑡) + 𝑐𝑇𝑐,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (3.29) 

avec les conditions initiales �̂�(0)(−𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) et 𝑆(0) = 𝑆𝑇(0) > 0 choisies arbitrairement, 

et ⍴ > 0 un paramètre de conception choisit arbitrairement. 

 

Filtre auxiliaire 

�̇�(𝑡) = 𝐴(𝑢)𝜆(𝑡) − 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)), 

 pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                         (3.30) 

Avec 𝜆(𝑠) ∊ ℝ𝑛×𝑚(−𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) 

 

Estimateur de paramètres 

�̇�(𝑡) = −𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)휀(𝑡)                                                                                             (3.31) 

�̇�(𝑡) = 𝑅 − 𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)𝛹(𝑡)𝑅(𝑡)  (3.32) 

휀(𝑡) = �̃�(𝑡) − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                        (3.33) 

Ψ(𝑡) = 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) + ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
, pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ               (3.34) 

avec 𝜃(0) et 𝑅(0) > 0 choisi arbitrairement 

 

Remarque 3. 

- Une composante importante de l’observateur adaptatif présenté dans le Tableau 3.1 est 

l’estimateur de paramètres (3.31) – (3.33). Il est obtenu grâce à l’algorithme des 

moindres carrés récursifs avec facteur d’oubli (Ioannou & Sun, 1996). Cet algorithme 

assure une convergence exponentielle des paramètres estimés vers leurs vraies valeurs, 

en présence d’excitation persistante (condition précisée plus loin). La loi d’adaptation 

(3.29), fournie par la matrice de gain 𝑆(𝑡), ainsi que le filtre (3.30) généré par la matrice 

𝜆(𝑡) ∊ ℝ𝑛×𝑚 sont également des éléments-clefs de l’observateur. 

- Compte-tenu de l’expression (3.28) du signal 𝑣(𝑡), il vient que l’estimateur d’états 

défini par (3.26) est piloté, non seulement par le terme d’innovation classique i.e. 

(�̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘)), mais aussi par une action dépendante des vitesses d’estimation 

paramétriques, instantanées et moyennés, respectivement représentées par les termes 

�̇�(𝑡) et   ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (𝜃(𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
. Cette action, cruciale pour 
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compenser l’effet de l’incertitude paramétrique au niveau de l’estimation du vecteur 

d’état, est un aspect nouveau dans l’observateur adaptatif du Tableau 3.1, comparé à la 

version non adaptative présentée dans le chapitre précédent.  

- Dans le cas où le système n’est soumis à aucun retard, on pose 𝜇(𝑠) = 𝛿(𝑠) (voir Remarque 

1). Alors, les équations (3.32) et (3.33) deviennent : 

휀(𝑡) = �̃�(𝑡) + 𝑐𝜆(𝑡𝑘)(�̂�(𝑡) − 𝜃(𝑡𝑘)), pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ    (3.35) 

𝛹(𝑡) = 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) + ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
,  pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ  (3.36) 

Ceci montre que même en l’absence de retard, la loi d’adaptation paramétrique (3.31)-

(3.34) diffère de celle de (Ahmed-Ali, et al., 2019), puisque dans ce dernier on a 휀(𝑡) =

�̃�(𝑡). Plus précisément, le deuxième terme du membre de droite de (3.33), qui est 

accessible à la mesure, est injecté dans le signal 휀(𝑡), à contrario de (Ahmed-Ali, et al., 

2019). Ainsi, la nouveauté présentée par l’observateur du Tableau 3.1 (en comparaison 

de (Ahmed-Ali, et al., 2019)) va au-delà de la compensation de retard. Elle réside 

également dans l’optimisation qui permet l’utilisation de la quasi-totalité des 

informations disponibles. 

 

3.4  Analyse de l’observateur  

Nous allons maintenant analyser l’observateur défini par le Tableau 3.1, opérant sur les mesures 

collectées en temps-réel sur le système décrit par (3.1) - (3.2). Il s’agit d’établir des conditions 

suffisantes qui garantissent la convergence exponentielle de l’observateur. 

Pour que l’observateur fonctionne correctement, il est nécessaire que les matrices de gain 𝑆(𝑡) 

et 𝑅(𝑡) soient définies positives et restent tout le temps suffisamment éloignées de la matrice 

nulle. Spécifiquement, les matrices de gain doivent vérifier les propriétés suivantes :  

 il existe des constantes réelles 𝛼𝑆, 𝛽𝑆 et 𝛼𝑅 tel que, pour tout 𝑡 ≥ 0:  

0 < 𝛼𝑆𝐼 < 𝑆(𝑡) < 𝛽𝑆𝐼         (3.37) 

et 

𝑅−1(𝑡) > 𝛼𝑅𝐼           (3.38) 

La première condition (3.36), est vérifiée si le signal d’entrée est "régulièrement" excitant au 

sens du Lemme 1 présenté dans (Ammeh, et al., 2019) ; ce lemme est rappelé dans en Annexe 
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de ce mémoire. La seconde condition (3.37) est, quant à elle, vérifiée si 𝛹(𝑡) possède la 

propriété d’excitation persistante suivante (Ioannou & Sun, 1996) : 

Il existe une paire de nombres réels positifs, notée  (𝛼𝛹, 𝜏𝛹), telle que, pour tout 𝑡 ≥ 0 : 

∫ 𝛹𝑇(𝑠)𝛹(𝑠)𝑑𝑠
𝑡+𝜏𝛹

𝑡
> 𝛼𝛹𝐼           (3.39) 

Compte-tenu de (3.32), il vient que la condition d’excitation persistante impose une condition 

sur le signal d’entrée 𝑢(𝑡). Ce dernier doit être suffisamment riche en fréquences, pour que la 

condition soit respectée.  

Des considérations précédentes, il découle que le signal d’entrée 𝑢(𝑡) est convenablement 

choisi si les propriétés (3.37) et (3.38) sont vérifiées. Dans la suite de ce chapitre, on supposera 

que le choix du signal d’entrée est convenablement choisi et que, par conséquent, on pourra 

faire usage des propriétés (3.37) et (3.38). Cette hypothèse étant posée, nous allons maintenant 

pouvoir démontrer que le système d’erreur, de variables d’état (𝑧, �̃�), est exponentiellement 

stable, à condition que le retard 𝑑 soit suffisamment petit. 

La dynamique de 𝑧 est définie par (3.19). Afin de mettre en lumière la dynamique de �̃�, il est 

avant tout nécessaire d’exprimer 휀(𝑡) en fonction de 𝑧 et �̃�. En substituant �̃�(𝑡) à sa valeur 

donnée par (3.14), l’équation (3.33) devient : 

휀(𝑡) = �̃�(𝑡) − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

 = ∫ 𝑐�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡)  

− ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

En utilisant (3.15), on obtient : 

휀(𝑡) = ∫ 𝑐𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠 + [𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
] �̃�(𝑡)

0

−𝑑
  

D’après (3.33), on peut écrire : 

휀(𝑡) = 𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝛹(𝑡)�̃�(𝑡),  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ      (3.40) 

On peut donc écrire (3.31) de la façon suivante : 
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�̇̃�(𝑡) = −𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)𝛹(𝑡)�̃�(𝑡) − 𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
    (3.41) 

En utilisant (3.38), il découle de (3.32) que : 

𝑑

𝑑𝑡
𝑅−1(𝑡) = −𝑅−1(𝑡) + ΨT(𝑡)𝛹(𝑡)        (3.42) 

L’analyse qui suit portera sur le système composé des équations (3.19), (3.30), (3.41) et (3.42). 

Théorème 3.1. Considérons le système (3.1)-(3.2), excité par n’importe quel signal d’entrée 

𝑢(𝑡) borné, sélectionné de telle sorte que le système (3.1)-(3.2) ait une solution et que les 

propriétés (3.37)–(3.38) soient vérifiées. Appliquons l’observateur décrit par le Tableau 3.1, à 

ce système et considérons le système d’erreur associé, décrit par les équations (3.19), (3.30), 

(3.41) et (3.42). Alors il existe deux réels 𝑑𝑀 > 0, ℎ𝑀 > 0 tel que si 0 < 𝑑 < 𝑑𝑀, 0 < ℎ < ℎ𝑀 

alors les propriétés suivantes sont vérifiées : 

1) Le système (3.19) est exponentiellement stable et, par conséquent, l’état 𝑧(𝑡) converge 

exponentiellement vers l’origine. 

2) Le système (3.30) présente une stabilité entrée bornée / sortie bornée et, par conséquent, 

la matrice de signaux auxiliaires 𝜆(𝑡) est bornée. 

3)  Le système (3.41) est exponentiellement stable et, par conséquent, l’erreur d’estimation 

de paramètres �̃�(𝑡) converge exponentiellement vers l’origine. 

4) L’erreur d’estimation d’état �̃�(t) converge exponentiellement vers l’origine. 

Remarque. 

Avant d’en exposer la preuve, notons que le Théorème 3.1 implique que l’observateur présenté 

dans le Tableau 3.1, quand il est appliqué à un système de la forme (3.1)-(3.2), présente une 

convergence exponentielle. Il est attendu de ce type de convergence qu’il confère une certaine 

robustesse à l’observateur, cette dernière sera d’ailleurs évaluée dans le paragraphe 3.5. 

Cependant, cette convergence n’est garantie que lorsque que le pas d’échantillonnage et le 

retard sont suffisamment petits. Il s’agit là d’une condition relativement courante qui se retrouve 

dans les travaux du même type comme (Ahmed-Ali, et al., 2019). 

Preuve du Théorème 3.1.  

Preuve 1e partie : Convergence exponentielle de (3.19) 

Afin d’analyser la convergence exponentielle du système (3.19), nous considérons la fonction 

de Lyapunov suivante : 
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𝑉𝑧(𝑡) = z𝑇(𝑡)𝑆(𝑡)z(𝑡) + 𝜇0 ∫ ∫ (𝑟 − 𝑡 + ℎ)‖ż(𝑟 + 𝑠)‖²
𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑0
𝑑𝑟𝑑𝑠     (3.43) 

Cette fonction de Lyapunov est identique à celle utilisée pour prouver la convergence du 

système d’erreur (2.11a-b) du Chapitre 2. Aussi le lecteur est-il invité à consulter ce chapitre 

pour plus de détails concernant la convergence exponentielle du système (3.19) 

 

Preuve 2e partie : Stabilité entrée/sortie de (3.30) 

Afin d’analyser la stabilité du système décrit par (3.30), la matrice 𝜆(𝑡) ∊ ℝ𝑛×𝑚 et le vecteur 

𝜓(𝑢, 𝑦) ∊ ℝ1×𝑚 sont réécrits dans la forme-colonne suivante : 

𝜆(𝑡) = [𝜆1(𝑡) … 𝜆𝑚(𝑡)]  

𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝜓1(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) … 𝜓𝑚(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡))]  

où les 𝜆𝑖 et les 𝜓𝑖 désignent respectivement les vecteur colonnes de la matrice 𝜆(𝑡) et les 

composantes scalaires du vecteur 𝜓(𝑢, 𝑦). 

Moyennant cette notation, le système matriciel (3.30) donne lieu à un ensemble de 𝑚 systèmes 

vectoriels, à savoir : 

�̇�𝑖(𝑡) = 𝐴(𝑢)𝜆𝑖(𝑡) − 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆𝑖(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)),  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2, … et  𝑖 = 1 … 𝑚   (3.44) 

Pour analyser la stabilité de (3.44), nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii 

suivante : 

𝑉𝜆𝑖(𝑡) = 𝜆𝑖
𝑇(𝑡)𝑆(𝑡)𝜆𝑖(𝑡) + 𝜇0 ∫ ∫ (𝑟 − 𝑡 + ℎ)‖�̇�𝑖(𝑟 + 𝑠)‖²𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
, 

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0,1,2, …     (3.45) 

Il est intéressant de noter ici la similarité entre (3.19) et (3.30) d’une part, et entre (3.43) et 

(3.45) d’autre part. 

Ainsi, en dérivant (3.45) par rapport au temps, et en suivant les étapes effectuée dans la preuve 

du Théorème 2.1, présentée au Chapitre 2, nous obtenons : 

�̇�𝜆𝑖
= −⍴𝜆𝑖

𝑇𝑆𝜆𝑖 − (2(𝜇0 + 𝜇1) − 1)‖𝑐𝜆𝑖‖
2 + 2𝜆𝑖

𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ (𝜆𝑖(𝑡) − 𝜆𝑖(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
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+2𝜆𝑖
𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇�𝑖(𝑟 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
+ 𝜇0ℎ ∫ ‖�̇�𝑖(𝑡 + 𝑠)‖

20

−𝑑0
𝑑𝑠  

−𝜇0 ∫ ∫ ‖�̇�𝑖(𝑟 + 𝑠)‖
2

𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
− 2𝜆𝑖

𝑇𝑐𝑇𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))     (3.46) 

La différence entre (3.46) et (2.16) réside dans le dernier terme de (3.46). Les autres termes de 

(3.46) étant similaires à ceux de (2.17), ils peuvent être majorés de façon analogue à ces 

derniers. Ainsi, nous obtenons les majorations suivantes : 

2𝜆𝑖
𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ (𝜆𝑖(𝑡) − 𝜆𝑖(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

≤
1

3
‖𝑐𝜆𝑖‖

2 +
24‖𝑐‖2𝑑0𝜇0

𝜋2 ∫ ‖�̇�𝑖(𝑡 + 𝑠)‖
2

𝑑𝑠
0

−𝑑0
 +46𝑑1𝜇1 ∫ ‖�̇�𝑖(𝑡 + 𝑠)‖²𝑑𝑠

0

−𝑑1
,  

pour tout 𝑡 > 0     (3.47) 

2𝜆𝑖
𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇�𝑖(𝑟 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

≤
1

3
‖𝑐𝜆𝑖‖2 +

6ℎ‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0
∫ ∫ ‖�̇�𝑖(𝑟 + 𝑠)‖

2
𝑑𝑟𝑑𝑠

𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑0
+ 6ℎ‖𝑐‖2𝜇1 ∫ ‖�̇�𝑖(𝑟 − 𝑑1)‖

2
𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
   

            (3.48) 

−2𝜆𝑖
𝑇𝑐𝑇𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) ≤

1

3
‖𝑐𝜆𝑖‖

2 + 3(𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)))², 

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0,1,2, …   (3.49) 

En utilisant (3.47)–(3.49), il découle de (3.46) que : 

�̇�𝜆𝑖
≤ −𝛿(𝑑, ℎ)𝑉𝜆𝑖

+ 𝜇0 [ℎ +
24‖𝑐‖2𝑑0

𝜋2
] ∫ �̇�𝑖

20

−𝑑0
(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠 + 6‖𝑐‖²𝜇1(𝑑1 ∫ �̇�𝑖

20

−𝑑1
(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠  

+ℎ ∫ �̇�𝑖
2(𝑟 − 𝑑1)𝑑𝑟)

𝑡

𝑡𝑘
+ 3(𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)))²  

En appliquant l’inégalité de Young, on obtient : 

�̇�𝜆𝑖
≤ −𝛿(𝑑, ℎ)𝑉𝜆𝑖

+ (𝜇0 (ℎ +
24‖𝑐‖2𝑑0

𝜋2 ) + 6‖𝑐‖2𝜇1(𝑑1 + ℎ)) max
−ℎ−𝑑<𝑠<0

�̇�𝑖
2(𝑡 + 𝑠)  

+3(𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)))²         (3.50) 

 pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1  et 𝑘 un entier suffisamment grand. 

Il reste à majorer l’avant-dernier terme à droite de (3.48). Pour ce faire, on déduit de (3.44) 

que : 
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‖�̇�𝑖(𝑡)‖
2

≤ 4𝑘𝐴
2‖𝜆𝑖‖

2 + 4𝑑𝜇0𝛽𝑆
2‖𝑐‖4 ∫ ‖𝜆𝑖(𝑡𝑘 + 𝑠)‖2𝑑𝑠

0

−𝑑

+ 4𝜇1𝛽𝑆
2‖𝑐‖4‖𝜆𝑖(𝑡𝑘 − 𝑑)‖2 

+4𝛽𝑆
2‖𝑐‖2‖𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)‖2  

≤ (4𝑘𝐴
2 + 4(𝑑2𝜇0𝛽𝑆

2‖𝑐‖4)) max
−𝑑−ℎ<𝑟<0

‖𝜆𝑖(𝑡 + 𝑟)‖2 + 4𝛽𝑆
2‖𝑐‖²𝐾𝜓

2  

 pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1, 𝑘 = 0,1,2 …   (3.51) 

où 𝐾𝜓 = max
𝑘>0

‖𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))‖. En combinant (3.50) et (3.51) on obtient : 

�̇�𝜆𝑖
≤ −𝛿(𝑑, ℎ)𝑉𝜆𝑖

+ 𝜑(𝑑, ℎ) max
−2(𝑑+ℎ)<𝑠<0

𝑉𝜆𝑖
(𝑡 + 𝑠) + ϒ𝜓      (3.52) 

avec 

𝜑(𝑑, ℎ) = 𝛼𝑠
−1(𝜇0 (ℎ +

24‖𝑐‖2𝑑0

𝜋2 ) + 6‖𝑐‖2𝜇1(𝑑1 + ℎ))(4𝑘𝐴
2 + 4(𝑑2𝜇0𝛽𝑆

2‖𝑐‖4))  

ϒ𝜓 = (𝜇0 (ℎ +
24‖𝑐‖2𝑑0

𝜋2 ) + 6‖𝑐‖2𝜇1(𝑑1 + ℎ)) 4𝛽𝑆
2‖𝑐‖2𝐾𝜓

2 + 3𝐾𝜓
2  

où ϒ𝜓 est un nombre fini. 

A présent, introduisons le changement de variable 𝑊𝜆𝑖
≜ 𝑉𝜆𝑖

− �̅� avec 

�̅� ≜
ϒ𝜓

𝛿(𝑑,ℎ)−𝜑(𝑑,ℎ)
           (3.53) 

En utilisant (3.52) et (3.53), on vérifie aisément que : 

�̇�𝜆𝑖
≤ −𝛿(𝑑, ℎ)𝑊𝜆𝑖

+ max
−2(𝑑+ℎ)<𝑠<0

𝑊𝜆𝑖
(𝑡 + 𝑠)       (3.53) 

En appliquant l’inégalité de Halanay, il découle de (3.53) que si  

0 < 𝜑(𝑑, ℎ) < 𝛿(𝑑, ℎ)          (3.54) 

Alors 𝑊𝜆𝑖
(𝑡) converge exponentiellement vers zéro. Il s’ensuit que 𝑉𝜆𝑖

 est borné.  

En considérant la relation (3.37), il découle de (3.44) que ‖𝜆𝑖‖ (𝑖 = 1, … , 𝑚) est borné. 

L’équation (3.54) met en évidence que ce résultat n’est valable, une fois encore, que pour de 

faibles valeurs du pas d’échantillonnage, et du retard. 

Ceci achève la deuxième partie de la preuve du Théorème 3.1. 
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Preuve 3e partie : Le système (3.41) est exponentiellement stable et �̃�(𝑡) converge 

exponentiellement vers l’origine. 

Afin d’analyser la stabilité de (3.41), nous considérons la fonction de Lyapunov candidate 

suivante : 

𝑉𝜃 = �̃�𝑇𝑅−1�̃�            (3.55) 

De la proposition (3.38), il vient que  𝑉𝜃 est une fonction définie positive de �̃�. 

En dérivant (3.56) le long de la trajectoire de �̃�, définie par  (3.40) – (3.41), nous obtenons : 

�̇�𝜃(𝑡) = 2�̃�𝑇𝑅−1�̇� + 𝜃𝑇 𝑑𝑅−1

𝑑𝑡
�̃� = −𝑉𝜃(𝑡) − ‖𝛹(𝑡)�̃�‖

2
− 2�̃�𝑇𝛹𝑇(𝑡)𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

≤ −𝑉𝜃(𝑡) + ‖𝑐‖2 |∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)
0

−𝑑
|

2

,  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1, 𝑘 = 0,1,2 …    (3.56) 

La dernière égalité étant obtenue en utilisant l’inégalité de Young. La 1ere partie de la preuve 

démontre que 𝑧(𝑡) est exponentiellement convergeant vers zéro. Ainsi, le dernier terme du 

membre droit de (3.56) disparait de façon exponentielle. Alors, on déduit de (3.56) la 

convergence exponentielle vers zéro de 𝑉𝜃(𝑡). D’après (3.55) et (3.38), il en est de même pour 

�̃�(𝑡). 

Ceci achève la 3e partie de la preuve du Théorème 3.1. 

Preuve 4e partie : �̃�(t) converge exponentiellement vers l’origine. 

D’après (3.15) nous avons ‖�̃�(𝑡)‖ ≤ ‖𝑧(𝑡)‖ + ‖𝜆(𝑡)‖‖�̃�(𝑡)‖. Il s’ensuit que �̃�(𝑡) est 

exponentiellement convergeant vers l’origine, puisque 𝑧(𝑡) et �̃�(𝑡) le sont et  ‖𝜆(𝑡)‖ est borné.   

Ceci conclut la preuve du Théorème 3.1. 

 

3.5 Simulations  

Afin de vérifier les performances de l’observateur adaptatif présenté dans le Tableau 3.1, nous 

considérons le système de Wiener avec les paramètres suivants : 

𝐴(𝑢) = [−4
−25cos (𝑢)

4

4 0
] ,    𝐵(𝑢) = [

2
0

] ,    𝑐 = [0
25

8
],  
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Ainsi que la fonction non-linéaire associée 𝑓(𝑤) = −0,03𝑤3 + 0,6357𝑤, représentée 

graphiquement par la figure 9. Cette représentation montre que 𝑓 est inversible sur l’intervalle  

[-20,60]. En utilisant une approximation polynomiale nous obtenons la fonction inverse 

associée 𝑓−1(𝑦) = 𝑦 + 0.1 × 𝑦3. Il découle de cette approximation que le système de Wiener 

peut se mettre sous la forme décrite par le système (3.1)-(3.2) avec : 

𝜃 = [
0,3
0,5

] , 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝑦 𝑦3]  

Le signal d’entrée est  𝑢(𝑡) = sin (0,1𝑡). 

Le retard modélisé par (3.2) est caractérisé par 𝑑0 = 2 𝑑1 = 1 , 𝜇0 = 0,25, 𝜇1 = 1 

Afin d’appliquer l’observateur présenté dans le Tableau 3.1 au système décrit ci-dessus, il est 

nécessaire d’ajuster correctement ses différents paramètres, tel que ⍴ ainsi que les valeurs 

initiales 𝑆(0), 𝑅(0) et 𝜆(0). Comme c’est généralement le cas en observation, il n’existe pas de 

méthode pour trouver les valeurs optimales de ces paramètres. La façon la plus courante de 

faire est donc de procéder à divers essais afin de trouver le réglage le plus judicieux. Il est 

généralement recommandé de commencer avec une valeur de ⍴ = 1 et d’augmenter 

progressivement cette valeur si la convergence de l’observateur n’est pas suffisamment rapide. 

Il faut toutefois noter qu’une valeur excessive de ⍴ accroitrai la sensibilité de l’observateur au 

bruit. Il est donc recommandé de prendre ⍴ aussi petit que possible. 

De manière similaire, les conditions initiales 𝑆(0) et 𝑅(0) sont la plupart du temps choisies 

égales à la matrice identité. Si la convergence des états (respectivement des paramètres) estimés 

s’avère insatisfaisante, la valeur de 𝑆(0) (respectivement de 𝑅(0)) peut être augmentée. Il 

semble que la valeur de 𝜆(0) n’ai pas d’effets significatifs sur les performances de 

l’observateur. A partir de ces observations, les valeurs suivantes se sont révélées être adaptées 

à l’exemple qui nous intéresse : 

⍴ = 1, 𝑆(0) = 𝐼2, 𝑅(0) = 𝐼2, 𝜆(0) = [
0 0
0 0

]  

Pour les paramètres donnés précédemment, la valeur ℎ = 0,1𝑠 de la période d’échantillonnage 

semble être un choix judicieux. 

La simulation du système et de l’observateur a été effectuée à l’aide du logiciel 

Matlab/Simulink, avec un pas de simulation n’excédant pas 10−3𝑠. Le vecteur d’états initiaux 
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du système est fixé à 𝑥(0) = [0 0]𝑇, celui de l’observateur à �̂�(0) = [1 1]𝑇. Le vecteur 

paramètres inconnus a lui été fixé à 𝜃(0) = [0 0]𝑇. 

Les figures 10 à 13 montrent que l’observateur fonctionne correctement, confirmant ainsi les 

résultats théoriques du Théorème 3.1.  De manière plus spécifique, la figure 10 montre que les 

variables d’états estimées par l’observateur convergent bien, après un court régime transitoire 

(d’environ 3s), vers leurs vraies valeurs. Les même performances sont observées sur la figure 

11, qui montre la convergence des paramètres estimés 𝜃(𝑡) vers les valeurs réelles de 𝜃.  Un 

zoom sur la sortie 𝑦(𝑡) du système et sur le prédicteur de sortie �̂�(𝑡) est visible sur la figure 13, 

montrant qu’après la convergence des paramètres estimés 𝜃(𝑡), le prédicteur de sortie se 

comporte comme un bloqueur d’ordre zéro. 

 

 

Figure 9 : Non-linéarité du système de Wiener 
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Figure 10 : Etats du système (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par l'observateur adaptatif. Haut : 𝑥1 et �̂�1 ; 

Bas : 𝑥2 et �̂�2 

 

Figure 11 : Paramètres du système (trait plein) et leurs estimées fournies par l’observateur adaptatif (pointillés). Haut : 𝜃1 

et 𝜃1  ; Bas 𝜃2 et 𝜃2 

 



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 62 

 

Figure 12 : Sortie du système y(t) (trait plein) et du prédicteur de sortie �̂�(t) (pointillés) 

 

Figure 13 : Zoom sur la sortie du système y(t) (trait plein) et sur la sortie du prédicteur (pointillés), confirmant la nature 

ZOH du prédicteur de sortie (après convergence des paramètres estimés vers leurs valeurs réelles) 

 

Cette simulation illustre la convergence du système d’erreur vers l’origine, démontrée 

mathématiquement dans le paragraphe précédent. Cependant, les paramètres utilisés lors de 

cette simulation sont éloignés de ce que l’on peut trouver dans les cas pratiques. En effet 

l’acquisition de signaux s’accompagne souvent d’un bruit de mesure, plus ou moins important, 
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impliquant que le signal de sortie du système, et transmis à l’observateur, est affecté par le bruit 

de mesure.  

Afin de tester la robustesse de l’observateur dans des conditions plus réalistes, une seconde 

simulation a été effectuée. 

Les paramètres et conditions de simulation sont identiques à ceux de la simulation précédente, 

à l’exception de l’ajout d’un bruit blanc ajouté au signal de sortie du système avant sa 

transmission à l’observateur. Ceci afin de simuler un bruit de mesure. 

Les paramètres de ce bruit blanc sont les suivants :  

{
𝑀𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 ∶ 0

𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 ∶ 0,0001
𝑂𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑒 ∶ 0

  

La figure 14 montre bien que la sortie du système est bruitée, mais cela n’empêche pas une 

bonne estimation en moyenne de ce signal par l’observateur.  

Il en est de même pour toutes les variables d’état (Fig. 15).  

L’estimation des paramètres inconnus semble plus sensible à la présence de bruit au vue des 

oscillations présentes sur la figure 16, mais elles restent négligeables.  

Clairement, cet observateur n’amplifie pas l’effet du bruit et présente donc une robustesse vis-

à-vis de celui-ci.  
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Figure 14 : Sortie y(t) du système (trait plein) sortie du prédicteur y ̂(t) (pointillés) 

 

 

Figure 15 : Variables d'état du système (trait pleins) et leurs estimées (pointillés). Haut : 𝑥1 et �̂�1. Bas : 𝑥2 et �̂�2 
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Figure 16 : Paramètres du système (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par l'observateur adaptatif 
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3.6 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons traité le problème de synthèse d’observateurs adaptatifs, qui 

s’appuient sur un signal de sortie échantillonné, pour la classe de systèmes décrites par (3.1) – 

(3.2). La complexité du problème d’observation réside dans le fait que les systèmes considérés 

comprennent à la fois un retard distribué et un retard discret, tout en étant soumis à une 

incertitude paramétrique. De plus, le régresseur 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) est dépendant du signal de sortie. 

Ceci a pour conséquence la perte du caractère affine des paramètres en dehors des instants 

d’échantillonnage. La nouveauté de l’observateur proposé dans le Tableau 3.1 est triple. Elle 

réside dans : (i) le prédicteur de sortie (3.27) qui compense les effets du retard et de 

l’échantillonnage ; (ii) l’action de compensation de l’incertitude paramétrique 𝑣(𝑡) défini par 

(3.28) ; (iii) l’estimateur de paramètres (3.31) – (3.34), optimisé pour faire usage du plus de 

données disponibles possibles. Ainsi, l’estimateur (3.31) – (3.34) reste différent de celui 

proposé dans (Ahmed-Ali, et al., 2019), même en l’absence de retard. 
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Chapitre 4 : Synthèse d’observateur adaptatif sur la base de 

mesures échantillonnées pour les systèmes non-linéaires en 

présence de retards d’entrée et de sortie 

 

4.1 Introduction 

Comme nous l’avons souligné précédemment, les problématiques d’échantillonnage, de retard, 

et d’incertitude paramétrique revêtent une grande importance dans le cadre de la commande des 

systèmes. 

De ce fait, de nombreux travaux ont été menés sur le sujet, comme ceux de (Bekiaris-Liberis & 

Krstic, s.d.) qui s’intéressent aux systèmes dont l’équation d’état présente un retard distribué. 

Le chapitre 3 de cette thèse, constitue également une contribution notable dans la mesure où 

nous y avons développé, un observateur pour une classe de systèmes non-linéaires temps-

variant, présentant un retard de sortie à la fois discret et distribué. Cet observateur se compose, 

entre autre, d’un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre zéro (ZOH), et sa convergence a 

été démontrée grâce à une fonction de Lyapunov-Krasovskii, à l’instar des observateurs 

présentés dans (Ahmed-Ali, et al., 2019) et (Ammeh, et al., 2019). 

Dans la plupart des travaux existants, y compris ceux du chapitre 3 de ce mémoire, il est 

considéré que le retard n’intervient que dans l’équation d’état ou dans l’équation de sortie du 

système. 

La synthèse d’observateurs adaptatifs sur base de mesures échantillonnées pour systèmes non-

linéaires à sortie et entrée retardées, demeure une problématique encore largement ouverte. Ce 

chapitre contribue à la résoudre en proposant un observateur qui est en réalité une extension de 

celui présenté au chapitre 3. 

Spécifiquement, la classe de systèmes étudiée dans ce chapitre présente quatre caractéristiques 

essentielles : 

-Le retard discret et le retard distribué sont tous deux considérés et traités simultanément grâce 

à une représentation mathématique (celle-là même utilisée aux chapitres 2 et 3) aboutissant à 
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un prédicteur adaptatif de sortie unifié (compensant les deux retards en même temps) et à un 

unique observateur (et l’analyse qui y est associée) pour les deux types de retard. 

- Le retard distribué intervient à la fois dans l’équation d’état et l’équation de sortie du système. 

- En plus du retard et de l’échantillonnage, l’équation de sortie est soumise à une incertitude 

paramétrique, complexifiant la création et l’analyse de l’observateur, en comparaison du cas où 

l’incertitude paramétrique se trouve dans l’équation d’état.  

- La complexité réside également dans le fait que le régresseur, multipliant le vecteur des 

paramètres inconnus du système, dépend non-linéairement de la sortie, conduisant à une 

définition implicite du signal de sortie. Cette définition implicite entraine la perte du caractère 

affine des paramètres en dehors des moments d’échantillonnage, constituant une difficulté 

supplémentaire. 

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est composé d’un estimateur d’état de type 

Kalman-like, d’un prédicteur de sortie de nature ZOH, et d’un estimateur de paramètres. Sa 

convergence exponentielle est assurée sous réserve d’une condition d’excitation persistante 

(PE) ainsi que d’un pas d’échantillonnage et d’un retard suffisamment petits. Cette convergence 

est démontrée grâce à une fonction de Lyapunov-Krasovkii adaptée, ainsi qu’à un certain 

nombre d’outils mathématiques tel que les inégalités de Halanay et de Wirtinger. 

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : La classe de systèmes étudiée est présentée 

dans le paragraphe 4.2, la synthèse de l’observateur est détaillée dans le paragraphe 4.3 tandis 

que son analyse est réalisée au paragraphe 4.4. Enfin le paragraphe 4.5 présente des résultats de 

simulations qui attestent des performances de l’observateur et confirment les résultats 

théoriques du paragraphe précédent. 

 

4.2 Classe de systèmes étudiée 

Nous nous intéressons ici aux systèmes non-linéaires temps-variant à sortie échantillonnée et 

dont l’équation d’état et l’équation de sortie sont retardées, et pour lesquels l’équation de sortie 

présente une incertitude paramétrique où le régresseur dépend de la sortie du système. 

Mathématiquement, ce modèle est représenté comme suit : 
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�̇�(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) + 𝐴1 ∫ 𝑥(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
+ 𝐵𝑢(𝑡)       (4.1) 

𝑦(𝑡) = 𝑐 ∫ 𝑥(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡))𝜃       (4.2) 

 

avec 

𝑥 ∊ ℝ𝑛, 𝐴(𝑢) ∊ ℝ𝑛×𝑛, 𝑏(𝑢) ∊ ℝ𝑛, 𝑐 ∊ ℝ1×𝑛       (4.3a) 

𝜃 ∊ ℝ𝑚, 𝜓 ∊ ℝ1×𝑚           (4.3b) 

où les valeurs initiales de 𝑥(𝑠) (avec −𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) sont inconnues et quelconques. Le reste des 

notations dans (4.1)-(4.2) est défini comme suit : 

- 𝑢 est une fonction vectorielle ou scalaire du temps, représentant le signal d’entrée du système ; 

- 𝑦 est une fonction scalaire du temps représentant le signal de sortie du système ; 

- 𝑥 ∊  ℝ𝑛 représente le vecteur d’états du système ; 

-𝜇 ∶ [−𝑑, 0] → ℝ+ est une fonction ou une distribution connue de la forme : 

𝜇(𝑠) =
𝜇0

𝑑0
𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑠

𝑑0
) + 𝜇1𝛿(𝑠 + 𝑑1)         (4.3c) 

Où 𝜇0, 𝜇1 ∈ {0,1} sont tels que 𝜇0 + 𝜇1 ≥ 1, 𝛿 est l’impulsion de Dirac, et 𝑟𝑒𝑐𝑡(. ) est la 

fonction rectangulaire suivante : 

𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑠) {
1 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑠 ∈ [−1, 0]

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
          (4.3d) 

Dans les équations (4.3b) et (4.3c), 𝑑0 et 𝑑1 désignent respectivement la longueur du retard discret et 

celle du retard distribué. Par commodité, on introduit également la notation 𝑑 qui désigne le retard 

maximal. 

𝑑 = max (𝑑0, 𝑑1)          (4.4) 

A l’exception du vecteur d’état 𝑥 et du vecteur de paramètres 𝜃, tous les paramètres et tous les 

signaux dans (4.1) – (4.4) sont connus ou accessibles à la mesure. C’est en particulier le cas des 

paramètres dimensionnels 𝑚 ≥ 1 et 𝑛 ≥ 1, et des longueurs des retards 𝑑0 ≥ 0, 𝑑1 ≥ 0 et 𝑑 ≥

0. 
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La description du système est complétée avec les hypothèses suivantes, au demeurant assez 

classiques : 

- 𝐴(𝑢),  𝑏(𝑢) et 𝜓(𝑢, 𝑦) sont des fonctions de classe 𝐶1. 

- Le signal d’entrée 𝑢 est borné et accessible à la mesure. 

- L’application 𝑢 → 𝑥 définie par l’équation (4.1) est un opérateur 𝐿∞ stable. 

Cette fois encore, nous nous plaçons dans le cas plus réaliste, mais aussi le moins facile à traiter, 

où le signal de sortie 𝑦 est uniquement accessible aux moments d’échantillonnage 𝑡𝑘. Rappelons 

que  {𝑡𝑘} est n’importe quelle suite croissante telle que 𝑡𝑘 → ∞ lorsque 𝑘 → ∞. Le plus grand 

intervalle entre deux instants d’échantillonnage est noté ℎ = sup (𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1). 

Le problème à l’étude dans ce chapitre est le même qu’au chapitre précédent. Il s’agit de 

synthétiser un observateur qui fournisse une estimation en ligne aussi précise que possible du 

vecteur d’état 𝑥(𝑡) et du vecteur de paramètres 𝜃 du système, en utilisant à cet effet que les 

signaux mesurables, c’est-à-dire : 𝑢(𝑡) et 𝑦(𝑡𝑘).  

 

4.3 Synthèse de l’observateur  

Structure de l’observateur 

Afin d’estimer les états et les paramètres du système décrit par (4.1) - (4.2), l’observateur 

suivant est proposé : 

�̇̂�(𝑡) = 𝐴0�̂�(𝑡) + 𝐴1 ∫ �̂�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
+ 𝐵(𝑢) − 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇(�̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘)) + 𝑣(𝑡)  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0,1, 2 …    (4.5) 

�̂�(𝑡) = ∫ 𝑐�̂�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̂�  

   pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2 …     (4.6) 

�̇�(𝑡) = −𝜌𝑆(𝑡) − 𝑆(𝑡)(𝐴0 + 𝐴1 + 𝛾𝐴1) − (𝐴0 + 𝐴1 + 𝛾𝐴1)𝑇𝑆(𝑡) + 𝑐𝑇𝑐   (4.7) 

Où 𝑆(0) = 𝑆𝑇(0) > 0 et 𝜌 > 0 peuvent être choisi arbitrairement. 

La structure de cet observateur est semblable à celle de l’observateur présenté au chapitre 3. De 

ce fait, les termes 𝑆 et 𝑣(𝑡) possèdent les mêmes fonctions qu’au chapitre précédent. 

Conception de l’action de compensation de l’incertitude paramétrique 𝑣(𝑡) 
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Introduisons le système d’erreur correspondant au problème étudié : 

�̃� = �̂� − 𝑥,  pour tout 𝑡 > 0         (4.8a) 

�̃�(𝑡) = 𝜃(𝑡) − 𝜃, pour tout 𝑡 > 0        (4.8b) 

�̃�(𝑡) = �̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ     (4.8c) 

En soustrayant les équations du système (4.5)-(4.7) aux équations correspondantes du système 

(4.1)-(4.2) on obtient les équations d’erreur suivantes : 

�̇̃� = 𝐴0�̃�(𝑡) + 𝐴1 ∫ �̃�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
− 𝑆−1𝑐𝑇�̃�(𝑡) + 𝑣(𝑡)      (4.9) 

�̃�(𝑡) = 𝑐 ∫ �̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡)      (4.10) 

Afin d’alléger l’écriture des différentes équations, la dépendance au temps, désignée par la variable 

𝑡 , n’a pas été et ne sera plus précisée, lorsque cela ne porte pas à confusion. 

Considérons à présent la transformation suivante, inspirée par (Zhang, 2002) : 

𝑧(𝑡) = �̃�(𝑡) − 𝜆(𝑡)�̃�(𝑡)          (4.11) 

où 𝜆(𝑡) est un vecteur qui reste à définir, au même titre que 𝑣(𝑡), afin que la dynamique de 𝑧 soit 

exponentiellement stable. 

Pour cela, on dérive (4.11) par rapport au temps : 

�̇� = �̇̃� − �̇��̃� − 𝜆�̇̃�  

D’après (4.9) on obtient : 

�̇� = 𝐴0�̃� + 𝐴1 ∫ �̃�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾

− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ �̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

− 𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡) 

+𝑣(𝑡) − �̇��̃� − 𝜆�̇̃�  

 = 𝐴0𝑧 + 𝐴0𝜆�̃� + 𝐴1 ∫ 𝑧(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
+ 𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠)�̃�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝛾
  

−𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡) + 𝑣(𝑡) − �̇��̃�  

−𝜆�̇̃�  

= 𝐴0𝑧 + 𝐴0𝜆�̃� + 𝐴1 ∫ 𝑧(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
+ 𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠

0

−𝛾
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+𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠)�̃�
0

−𝛾
(𝑡)𝑑𝑠 − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−𝑆−1𝑐𝑇 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑

− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)�̃�(𝑡)𝑑𝑠
0

−𝑑

 

−𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡) + 𝑣(𝑡) − �̇��̃� − 𝜆�̇̃�  

= 𝐴0𝑧 + 𝐴1 ∫ 𝑧(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+ [𝐴0𝜆 + 𝐴1 ∫ 𝑧(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
− 𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) − �̇�] �̃�  

+ [𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝛾
− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)(�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)𝜇𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
−

𝜆�̇̃� + 𝑣(𝑡)]           (4.12) 

L’équation (4.12) suggère que les signaux 𝑣(𝑡) et 𝜆(𝑡) doivent être définis de manière à ce que les 

termes entre crochets s’annulent. Pour ce faire nous posons : 

𝑣(𝑡) = −𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝛾
  

+𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜆�̇̃�  

      pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡(𝑘+1) ; 𝑘 ∊ ℕ   (4.13) 

 

�̇�(𝑡) = 𝐴0𝜆 + 𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))  

     pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ   (4.14) 

 

avec 𝜆(𝑠) ∊ ℝ𝑛×𝑚(−𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) choisi arbitrairement. 

Moyennant (4.13)-(4.14), l’équation (4.12) devient, 

�̇� = 𝐴0𝑧 + 𝐴1 ∫ (𝑧(𝑡 + 𝑠) − 𝑧(𝑡))𝑑𝑠
0

−𝛾
+ 𝐴1𝑧𝛾 − 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ   (4.15) 

avec 𝑧(0) ∊ ℝ choisi arbitrairement. 
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La stabilité exponentielle de ce système sera démontrée plus tard dans ce chapitre. 

Conception de la loi d’estimation paramétrique 

La construction de la loi d’estimation paramétrique s’appuie uniquement sur les équations 

(4.10) et (4.11). Ces dernières sont identiques aux équation (3.14) et (3.15) du chapitre 

précédent. Par conséquent, la loi d’estimation paramétrique de cet observateur est identique à 

celle de l’observateur présenté au chapitre 3, soit : 

�̇�(𝑡) = −𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)휀(𝑡)          (4.16) 

�̇�(𝑡) = 𝑅 − 𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)𝛹(𝑡)𝑅(𝑡)        (4.17) 

avec 𝜃(0) et 𝑅(0) = 𝑅𝑇(0) > 0 choisis arbitrairement. 

 

 

Et 

휀(𝑡) ≜ �̃�(𝑡) − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ   (4.18) 

Ψ(𝑡) ≜ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) + ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ    (4.19) 

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est donc composé de l’estimateur d’état (4.5)-(4.7), 

de l’estimateur de paramètres (4.16)-(4.17), du filtre auxiliaire (4.14) et du signal additionnel (4.13). 

Par commodité, l’ensemble des expressions définissant cet observateur sont récapitulées dans le 

tableau ci-dessous. 
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Tableau 4.1 : Observateur adaptatif 

Estimateur d’états 

�̇̂�(𝑡) = 𝐴0�̂�(𝑡) + 𝐴1 ∫ �̂�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
+ 𝐵𝑢(𝑡) − 𝑆−1𝑐𝑇�̃�(𝑡) + 𝑣(𝑡)  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                   (4.20) 

 

�̂�(𝑡) = ∫ 𝑐�̂�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̂�(𝑡),  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (4.21) 

 

𝑣(𝑡) = −𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠) (𝜃(𝑡 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝛾
  

+𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (𝜃(𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜆�̇�  

 

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (4.22) 

 

�̇�(𝑡) = −𝜌𝑆(𝑡) − 𝑆(𝑡)(𝐴0 + 𝐴1 + 𝛾𝐴1) − (𝐴0 + 𝐴1 + 𝛾𝐴1)𝑇𝑆(𝑡) + 𝑐𝑇𝑐 ,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (4.23) 

avec les conditions initiales �̂�(0)(−𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) et 𝑆(0) = 𝑆𝑇(0) > 0 choisies arbitrairement, 

et ⍴ > 0 un paramètre de conception choisi arbitrairement. 

 

 

Filtre auxiliaire 

�̇�(𝑡) = 𝐴0𝜆 + 𝐴1 ∫ 𝜆(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
− 𝑆−1𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−𝑆−1𝑐𝑇𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))  

 

 pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                         (4.24) 

Avec 𝜆(𝑠) ∊ ℝ𝑛×𝑚(−𝑑 ≤ 𝑠 ≤ 0) 

 

Estimateur de paramètres 

�̇�(𝑡) = −𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)휀(𝑡)                                                                                             (4.25) 

�̇�(𝑡) = 𝑅 − 𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)𝛹(𝑡)𝑅(𝑡)  (4.26) 
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휀(𝑡) = �̃�(𝑡) − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                        (4.27) 

Ψ(𝑡) = 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘)) + ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
,  

                                         pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                       (4.28) 

avec 𝜃(0) et 𝑅(0) > 0 choisi arbitrairement 

 

4.4 Analyse de l’observateur 

Nous allons à présent analyser la convergence de l’observateur défini par les équations (4.20)-

(4.28), c’est-à-dire mettre en évidence les conditions suffisantes pour que l’observateur 

converge exponentiellement. 

Pour que l’observateur opère correctement, il est nécessaire que les matrices de gain 𝑆(𝑡) et 

𝑅(𝑡) soient définies positives et restent toujours suffisamment éloignées de la matrice nulle. 

Pour ce faire, elles doivent vérifier les propriétés suivantes : 

Il existe deux constantes réelles 0 < 𝛼𝑆 < 𝛽𝑠 < ∞ telles que, pour tout 𝑡 ≥ 0 on a : 

0 < 𝛼𝑆𝐼 < 𝑆(𝑡) < 𝛽𝑠𝐼,         (4.29) 

et 

𝑅−1(𝑡) > 𝛼𝑅𝐼           (4.30) 

La première condition (4.29) est vérifiée si le signal d’entrée est « régulièrement » excitant au 

sens décrit dans (Besançon, et al., 1996) La seconde condition (4.30) est vérifiée si Ѱ(𝑡) 

possède la propriété d’excitation persistante. suivante (Ioannou & Sun, 1996) : 

∫ Ѱ𝑇(𝑠)Ѱ(𝑠)𝑑𝑠
𝑡+𝜏𝛹

𝑡
> 𝛼Ѱ𝐼          (4.31) 

Avec 𝜏𝛹 ∈ ℝ et ∈ ℝ, deux constantes. 

L’équation (4.26) implique que la condition d’excitation persistante est liée au signal d’entrée 

𝑢(𝑡). Celui-ci doit être suffisamment riche en fréquences.  

De ces considérations, il découle que le signal 𝑢(𝑡) est adapté si les conditions (4.29) et (4.30) 

sont vérifiées. On considérera que c’est le cas dans la suite de ce chapitre, ce qui autorisera 

l’utilisation les propriétés (4.29) et (4.30). Cette double hypothèse étant faite, nous allons 
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maintenant démontrer que le système d’erreur, de variables d’état (𝑧, �̃�), est exponentiellement 

stable à condition que le retard 𝑑 et la période d’échantillonnage maximale ℎ soient 

suffisamment petits. 

La dynamique de 𝑧 est définie par (4.15). Afin d’établir la dynamique de �̃� il convient tout 

d’abord d’exprimer 휀(𝑡) en fonction de 𝑧 et �̃�. En substituant �̃�(𝑡) à sa valeur donnée par (4.8c), 

l’équation (4.27) devient : 

휀(𝑡) = �̃� − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)(�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

= 𝑐 ∫ �̃�(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡) − ∫ 𝑐𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) −

0

−𝑑

�̃�(𝑡)) 𝜇(𝑠)𝑑𝑠  

En utilisant (4.11) on obtient : 

휀(𝑡) = 𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ [𝜓(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘) − 𝑐 ∫ 𝜆(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
] �̃�(𝑡)  

D’après (4.28) on peut écrire : 

휀(𝑡) = 𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

𝑑
+ Ѱ(𝑡)�̃�(𝑡), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ  (4.32) 

On peut donc écrire �̇̃� de la façon suivante : 

�̇̃� = −𝑅(𝑡)Ѱ𝑇(𝑡)Ѱ(𝑡)�̃�(𝑡) − 𝑅(𝑡)Ѱ𝑇(𝑡)𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘
0

−𝑑
+ 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠    (4.33) 

En utilisant (4.30) il découle de (4.32) que  

𝑑

𝑑𝑡
𝑅−1(𝑡) = −𝑅−1(𝑡) + Ѱ𝑇(𝑡)Ѱ(𝑡)        (4.34) 

L’analyse qui suit portera sur le système composé des équations (4.15), (4.23), (4.33) et (4.34). 

Théorème 4.1. Considérons le système (4.1)-(4.2), excité par n’importe quel signal d’entrée 

𝑢(𝑡) borné, choisi de tel sorte que le système (4.1)-(4.2) ait une solution et que les propriétés 

(4.29) et (4.30) soient vérifiées. Appliquons l’observateur décrit par le Tableau 4.1 à ce système 

et considérons le système d’erreur associé décrit par les équations (4.15), (4.24), (4.33) et 

(4.34). Alors, il existe deux réels 𝑑𝑀 > 0, ℎ𝑀 > 0 tel que, si 0 < 𝑑 < 𝑑𝑀 et 0 < ℎ < ℎ𝑀, les 

propriétés suivantes sont vérifiées : 

1) Le système (4.15) est exponentiellement stable et, par conséquent, l’état 𝑧(𝑡) converge 

exponentiellement vers l’origine. 
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2) Le système (4.24) présente une stabilité entrée bornée/sortie bornée et par conséquent, 

la matrice de signaux auxiliaires 𝜆(𝑡) est bornée. 

3) Le système (4.33) est exponentiellement stable et par conséquent, l’erreur d’estimation 

de paramètres �̃�(𝑡) converge exponentiellement vers l’origine. 

4) L’erreur d’estimation d’état �̃�(𝑡) converge exponentiellement vers l’origine. 

Remarque. 

Le Théorème 4.1 assure la convergence du vecteur d’états �̂�(𝑡) fourni par l’observateur, vers 

le vecteur d’états réel 𝑥(𝑡) du système. 

Il est également escompté que le caractère exponentiel de cette convergence confère une 

certaine robustesse à l’observateur.  

Enfin, il est à noter que, comme dans les chapitre 2 et 3, la convergence exponentielle de 

l’observateur n’est garantie que pour des valeurs d’échantillonnage et de retard suffisamment 

faibles. C’est une limitation assez classique que l’on retrouve également dans d’autres travaux 

du même type comme (Ahmed-Ali, et al., 2019). 

Preuve du Théorème 4.1. 

Preuve 1e partie : Convergence exponentielle de (4.15) 

Afin de démontrer la convergence exponentielle du système (4 .15) nous considérons la 

fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante : 

 𝑉𝑧(𝑡) = 𝑧𝑇(𝑡)𝑆(𝑡)𝑧(𝑡) + 𝜇0 ∫ ∫ (𝑟 − 𝑡 + ℎ)‖�̇�(𝑟 + 𝑠)‖2𝑡

𝑡𝑘

0

−𝑑
𝑑𝑟𝑑𝑠    (4 .35) 

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ 

En utilisant (4.7) et (4. 15) on obtient l’expression suivante en dérivant (4.35) : 

�̇�𝑧 = −𝜌𝑧𝑇𝑆𝑧 − (2(𝜇0 + 𝜇1) − 2)‖𝑐𝑧‖2 + 2𝑧𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ (𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+2𝑧𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘

𝑑𝑠
0

−𝑑

+ 𝜇0ℎ ∫ ‖�̇�(𝑡 + 𝑠)‖2𝑑𝑠
0

−𝑑

− 𝜇0 ∫ ∫ ‖�̇�(𝑟 + 𝑠)‖2𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘

𝑑𝑠
0

−𝑑

 

−2𝑧𝑇𝑆𝐴1𝑧𝛾 +2𝑧𝑇𝑆𝐴1 ∫ 𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
        

            (4.36) 



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 78 

En appliquant successivement l’inégalité de Young et l’inégalité de Schwarz au troisième terme 

de (4.36) on obtient : 

2𝑧𝑐𝑇𝑐 ∫ (𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

≤
1

2
‖𝑐𝑧‖2 + 4‖𝑐‖2𝜇0 (

1

𝑑0
∫ (𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠)) 𝑑𝑠

0

−𝑑0
)

2

  

+4‖𝑐‖2𝜇1 (∫ (𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠))𝛿(𝑠 + 𝑑1)𝑑𝑠
0

−𝑑
)

2

  

≤
1

2
‖𝑐𝑧‖2 + 4‖𝑐‖2 𝜇0

𝑑0
∫ ‖𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠)‖2𝑑𝑠

0

𝑑0
+ 4‖𝑐‖2𝜇1‖𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑑1)‖²    

≤
1

2
‖𝑐𝑧‖2 + 4‖𝑐‖2 𝜇0

𝑑0
∫ 2‖𝑧(𝑡)‖2 + 2‖𝑧(𝑡 + 𝑠)‖2𝑑𝑠

0

−𝑑0
  

+4‖𝑐‖2𝜇1 (∫ �̇�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑1
)

2

        (4.37) 

D’après (4.35) et (4.29) on peut écrire 

‖𝑧(𝑡)‖2 + ‖𝑧(𝑡 + 𝑠)‖2 ≤
2

𝛼𝑆
𝑠𝑢𝑝 𝑉(𝑡 + 𝑠)        (4.38) 

Ainsi, (4.37) devient : 

2𝑧𝑐𝑇𝑐 ∫ (𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠))𝜇(𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

≤
1

2
‖𝑐𝑧‖2 +

8‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0𝛼𝑆
∫ sup

−𝛾<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠) 𝑑𝑠

0

−𝑑0
+ 4‖𝑐‖2𝜇1𝑑1 ∫ ‖�̇�(𝑡 + 𝑠)‖²𝑑𝑠

0

−𝑑1
  

≤
1

2
‖𝑐𝑧‖2 +

8‖𝑐‖2𝜇0

𝛼0
sup

−𝛾−𝑑<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠) + 4‖𝑐‖2𝜇1𝑑1 ∫ ‖�̇�(𝑡 + 𝑠)‖²𝑑𝑠

0

𝑑1
  (4.39) 

On applique à présent l’inégalité de Young au quatrième terme de (4.36). On obtient alors : 

2𝑧𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

≤
1

2
‖𝑐𝑧‖2 + 4‖𝑐‖2 (

𝜇0

𝑑0
∫ ∫ �̇�(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
)

2

  

+4‖𝑐‖2 (𝜇1 ∫ ∫ �̇�(𝑟 + 𝑠)𝛿(𝑠 + 𝑑1)𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
)

2

  

≤
1

2
‖𝑐𝑧‖2 +

4ℎ‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0
∫ ∫ ‖�̇�(𝑟 + 𝑠)‖2𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
+ 4ℎ‖𝑐‖2𝜇1 ∫ �̇�(𝑟 − 𝑑1)𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
   (4.40) 

Enfin, on applique l’inégalité de Young au dernier terme de (4.36). 
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2𝑧𝑇𝑆𝐴1 ∫ 𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
  

≤
1

2
‖𝑧‖2 + 2‖𝑆𝐴1‖2 (∫ (𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠))𝑑𝑠

0

𝛾
)

2

  

≤
1

2
‖𝑧‖2 + 2‖𝑆𝐴1‖2𝛾 ∫ ‖𝑧(𝑡) − 𝑧(𝑡 + 𝑠)‖2𝑑𝑠

0

−𝛾
  

≤
1

2
‖𝑧‖2 +

8‖𝑆𝐴1‖2𝛾

𝛼𝑆
sup

−𝛾<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠)       (4.41) 

D’après (4.39), (4.40) et (4.41), on peut majorer (4.36) de la manière suivante : 

�̇� ≤ −𝜌𝑧𝑇𝑆𝑧 − (2(𝜇0 + 𝜇1) − 2‖𝑐𝑧‖2 − 𝜇0 (1 −
4ℎ‖𝑐‖2

𝑑0
) ∫ ∫ ‖�̇�(𝑟 + 𝑠)‖2𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
  

+
8‖𝑐‖2𝜇0

𝛼0
sup

−𝛾<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠) +

8‖𝑆𝐴1‖2𝛾

𝛼𝑆
sup

−𝛾<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠)  

+4‖𝑐‖2𝜇1 (𝑑1 ∫ ‖�̇�(𝑡 + 𝑠)‖2𝑑𝑠
0

𝑑1
+ ℎ ∫ ‖�̇�(𝑟 − 𝑑1‖2𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
) − 2𝑧𝑇𝑆𝑇𝐴1𝑧𝛾 +

1

2
‖𝑧‖²  

Comme ‖𝑧‖2 ≤
𝑠𝑢𝑝𝑉

𝑎𝑆
 et 𝜇0 + 𝜇1 − 1 ≥ 0 on peut écrire : 

�̇� ≤ −𝜌𝑧𝑇𝑆𝑧 − 𝜇0 (1 −
4ℎ‖𝑐‖2

𝑑0
) ∫ ∫ ‖�̇�(𝑟 + 𝑠)‖2𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑0
+

8‖𝑐‖2𝜇0

𝛼𝑆
sup

−𝑑0−𝛾<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠)  

+
8‖𝑆𝐴1‖2𝛾

𝑎𝑆
sup

−𝛾<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠) + 4‖𝑐‖2𝜇1 (𝑑1 ∫ ‖�̇�(𝑡 + 𝑠)‖2𝑑𝑠

0

−𝑑1
+ ℎ ∫ ‖�̇�(𝑟 − 𝑑1)‖𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
)  

−2𝑧𝑇𝑆𝑇𝐴1𝑧𝛾 −
1

2
‖𝑧‖²   

 

Or  

‖�̇�‖2 ≤ 4𝑘𝐴0

2 ‖𝑧‖2 + 4𝑘𝐴1

2 𝛾 sup
−𝛾−𝑑−ℎ<𝑠<à

𝑉(𝑡 + 𝑠) + 4𝑘𝐴1

2 𝛾 sup
−𝛾−𝑑−ℎ<𝑠<0

𝑉(𝑡 + 𝑠)  

+
4𝑘𝐴1𝛾2

𝛼𝑆
‖𝑧‖2 −

4‖𝑆‖2‖𝑐‖4

𝛼𝑆
sup

−𝛾−𝑑−ℎ<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠)  

 

Il vient donc que : 

�̇� ≤  −𝜌𝑧𝑇𝑆𝑧 − 𝜇0 (1 −
4ℎ‖𝑐‖2

𝑑0
) ∫ ∫ ‖�̇�(𝑟 + 𝑠)‖2𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

𝑑0
+

8‖𝑐‖2𝜇1

𝛼𝑆
sup

−𝛾−𝑑−ℎ<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠)  
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+
4‖𝑆𝐴1‖2𝛾

2𝛼𝑆
sup

−𝛾−𝑑−ℎ<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠) + 4‖𝑐‖2𝜇1(4(

1

𝛼𝑆
(𝑘𝐴1

2 + 𝑘𝐴1

2 𝛾 − ‖𝑆‖2 ‖𝑐‖4)  

+𝑘𝐴1

2 𝛾)(𝑑1
2 sup

−𝛾−ℎ−𝑑<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠) + ℎ2 sup

−𝛾−ℎ−𝑑<𝑠<0
𝑉(𝑟 − 𝑑1) − 2𝑧𝑇𝑆𝑇𝐴1𝑧𝛾  

−
2

𝛼𝑆
sup

−𝛾−𝑑−ℎ<𝑠<0
𝑉(𝑡 + 𝑠)  

Pour ℎ suffisamment petit, l’inégalité suivante est vérifiée 

 1 −
4ℎ‖𝑐‖2𝜇0

𝑑0
≥ 0           (4.42) 

D’après (4.35) et (4.42) on a : 

�̇� ≤ −𝑎0𝑉 + 𝑎1 sup
−𝛾−ℎ−𝑑<𝑠<0

𝑉(𝑡 + 𝑠)            (4.43) 

Où 

𝑎0 = {
(min (

𝜌𝛼𝑆−2𝛾𝛽𝑆‖𝐴1‖

𝛽𝑆
, 𝜇0 (1 −

4ℎ‖𝑐‖2

𝑑0
)) , 𝑠𝑖 𝜇0 = 1

𝜌𝛼𝑆 −
2𝛾𝛽𝑆‖𝐴1‖

𝛽𝑆
 𝑠𝑖 𝜇0 = 0 

      (4.44) 

𝑎1 =
8‖𝑐‖2𝜇0

𝛼𝑆
+

4‖𝑆𝐴1‖2𝛾

2𝛼𝑆
+ 4‖𝑐‖2𝜇1(4(

1

𝛼𝑆
(𝑘𝐴0

2 + 𝑘𝐴1

2 𝛾 − ‖𝑆‖2‖𝑐‖4 + 𝑘𝐴1

2 𝛾)(𝑑1
2 + ℎ2) −

2

𝛼𝑆
 

            (4.45) 

A  condition que 𝑎0 > 𝑎1 > 0 on peut appliquer l’inégalité de Halanay à (4.35) qui implique 

que : 

𝑉 < 𝐾𝑒−𝛼∗𝑡           (4.46) 

avec 

 𝐾 = sup
−𝛾−ℎ−𝑑<𝑠<0

𝑉(𝑠)         (4.47) 

Et 𝛼∗ l’unique solution de l’équation :  

𝑎0 − 2𝛼 = 𝑎1𝑒2𝛼𝑑          (4.48) 

En utilisant (4.29) et (4.32) il découle de (4.38) que 𝑧(t) est exponentiellement convergent vers 

l’origine. Il est à noter que la condition 𝑎0 > 𝑎1 > 0 n’est pas un problème dans la mesure où 
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(4.44) et (4.45) montrent que 𝑎0(𝑑, ℎ) → 𝜌 et (𝑑, ℎ) → 0 quand (𝑑, ℎ) → 0. Cela assure bien 

l’existence de 𝛼∗ satisfaisant 𝑎0 > 𝑎1 > 0. 

Cela achève la première partie de la preuve du Théorème 4.1. 

 

Preuve 2e partie : Stabilité entrée/sortie de (4.24) 

Afin d’analyser la stabilité du système décrit par (4.24), la matrice 𝜆(𝑡) et les composantes 

scalaires 𝜓(𝑢, 𝑦) ∈ ℝ1×𝑚 sont réécrites dans la forme-colonne suivante : 

𝜆(𝑡) = [𝜆1(𝑡) … 𝜆𝑚(𝑡)]  

𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝜓1(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) … 𝜓𝑚(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡))]  

Où les 𝜆𝑖 et les 𝜓𝑖 désignent respectivement les vecteurs colonnes de la matrice 𝜆(𝑡) et les 

composantes scalaires du vecteur 𝜓(𝑢, 𝑦). 

Moyennant cette notation, le système matriciel (4.24) donne lieu à un ensemble de 𝑚 systèmes 

vectoriels, à savoir : 

�̇�𝑖(𝑡) = 𝐴0(𝑢)𝜆𝑖(𝑡) + 𝐴1 ∫ 𝜆𝑖(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝛾
− 𝑆−1(𝑡)𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆𝑖(𝑡𝑘 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
−

𝑆−1𝑐𝑇𝜓𝑖(𝑢(𝑡𝑘), 𝑦(𝑡𝑘))  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2, … et 𝑖 = 1 … 𝑚   (4.49) 

Pour analyser la stabilité de (4.49), nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii 

suivante : 

𝑉𝜆𝑖
(𝑡) = 𝜆𝑖

𝑇(𝑡)𝑆(𝑡)𝜆𝑖(𝑡) + 𝜇0 ∫ ∫ (𝑟 − 𝑡 + ℎ)‖�̇�𝑖(𝑟 + 𝑠)‖²𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
,  

  pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2 …      (4.50) 

Il est intéressant de noter ici la similarité entre (4.15) et (4.24) d’une part, et entre (4.35) et 

(4.50) d’autre part. 

Ainsi, en dérivant (4.50) par rapport au temps nous obtenons : 
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�̇�𝜆𝑖
= −𝜌𝜆𝑖

𝑇𝑆𝜆𝑖 − 2(𝜇0 + 𝜇1) − 2)‖𝑐𝜆𝑖‖² + 2𝜆𝑖
𝑇𝑐𝑇𝑐 ∫ 𝜆𝑖(𝑡) − 𝜆𝑖(𝑡 + 𝑠)𝜇(𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
+

2𝜆𝑖𝑐𝑇𝑐 ∫ ∫ �̇�𝑖(𝑟 + 𝑠)𝑑𝑟
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
+ 𝜇0ℎ ∫ ‖�̇�𝑖(𝑡 + 𝑠)‖𝑑𝑠

0

−𝑑
− 𝜇0 ∫ ∫ ‖𝜆�̇�(𝑟 + 𝑠)‖

2
𝑑𝑟

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
−

2𝜆𝑖
𝑇𝑆𝐴1 ∫ 𝜆𝑖(𝑡) − 𝜆𝑖(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝛾
− 2𝜆𝑖𝑐

𝑇𝜓𝑖       (4.51) 

La différence entre (4.36) et (4.51) réside dans le dernier terme de (4.51) les autres termes de 

(4.51) étant similaires à ceux de (4.36), ils peuvent être majorés de façon analogue. Ainsi l’on 

peut écrire : 

�̇�𝜆𝑖
≤ 𝑎0𝑉𝜆𝑖

+ 𝑎1 sup
−𝛾−ℎ−𝑑<𝑠<0

𝑉𝜆𝑖
(𝑡 + 𝑠) − 2𝜆𝑖𝑐

𝑇𝜓𝑖          (4.52) 

avec 𝑎0 et 𝑎1 définis comme précédemment par (4.44) et (4.45)  

En appliquant l’inégalité de Young au dernier terme de (4.52) on obtient : 

−2𝜆𝑖𝑐
𝑇𝜓𝑖 ≤ 𝜉‖𝜆𝑖‖

2 +
1

𝜉
‖𝑐𝜓𝑖‖

2         (4.53) 

Par définition 𝜓 est bornée. Ainsi on peut écrire : 

−2𝜆𝑖𝑐
𝑇𝜓𝑖 ≤ 𝜉‖𝜆𝑖‖

2 + 𝐾         (4.54) 

Avec 𝐾 =
1

𝜉
sup (‖𝑐𝜓𝑖‖) une constante. 

On peut donc écrire : 

�̇�𝜆𝑖
≤ 𝑎0𝑉𝜆𝑖

+ 𝑎2 sup
−𝛾−ℎ−𝑑<𝑠<0

𝑉𝜆𝑖
(𝑡 + 𝑠) + 𝐾       (4.55) 

avec 𝑎2 = 𝑎1 + 𝜉   

D’après le lemme d’Halanay on peut conclure que 𝑉𝜆𝑖
 est borné et que, par conséquent, 𝜆𝑖 est 

également borné. 

 

 

 

Preuve 3e partie : Le système (4.33) est exponentiellement stable et �̃�(𝑡) converge 

exponentiellement vers l’origine. 
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Afin d’analyser la stabilité de (4.33), nous considérons la fonction de Lyapunov candidate 

suivante : 

𝑉𝜃 = �̃�𝑇𝑅−1�̃�            (4. 56) 

Le système (4.33) ainsi que la fonction 𝑉𝜃 étant respectivement identiques au système (3.41) et 

à la fonction (3.55) qui lui est associée, nous invitons le lecteur à se référer au chapitre 3 de 

cette thèse pour plus de détails concernant la convergence exponentielle de 𝑉𝜃 vers zéro. 

D’après (4. 56) et (4.30), �̃�(𝑡) converge exponentiellement vers zéro également. 

Ceci achève la 3e partie de la preuve du Théorème 4.1. 

Preuve 4e partie : �̃�(𝑡) converge exponentiellement vers l’origine. 

D’après (4.11) nous avons ‖�̃�(𝑡)‖ ≤ ‖𝑧(𝑡)‖ + ‖𝜆(𝑡)‖‖�̃�(𝑡)‖. Il s’ensuit que �̃�(𝑡)est 

exponentiellement convergeant vers l’origine, puisque 𝑧(𝑡) et �̃�(𝑡) le sont et que ‖𝜆(𝑡)‖ est 

borné. 

Ceci conclut la preuve du Théorème 4.1. 

 

4.5 Simulations 

Afin de vérifier les performances de l’observateur adaptatif présenté dans le Tableau 4.1, nous 

considérons le système avec les paramètres suivants : 

𝐴0 = [
−4 −

25

4
cos (𝑢)

4 0
] , 𝐴1 = [

1 0
0 0

] , 𝐵 = [
2
0

] , 𝐶 = [0
25

8
]  

Ainsi que la fonction non-linéaire associée 𝑓(𝑤) = −0,008𝑤3 + 0,0585𝑤 représentée 

graphiquement par la figure 17. Cette représentation montre que 𝑓 est inversible sur l’intervalle 

[−20 ; 60]. En utilisant une approximation polynomiale nous obtenons la fonction associée 

inverse suivante 𝑓−1(𝑦) = 𝑦 + 𝑦3.  

L’incertitude paramétrique est décrite par 𝜃 = [
0.3
0,5

] et 𝜓(𝑢(𝑡), (𝑡)) = [−𝑦2 −𝑦3] 

Le signal d’entrée est 𝑢(𝑡) = sin (0.1𝑡) 

Les retards sont caractérisés par 𝑑0 = 2, 𝑑1 = 1, 𝛾 = 1, 𝜇0 = 0,25, 𝜇1 = 1 
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Afin d’appliquer l’observateur présenté dans le Tableau 4.1, au système décrit ci-dessus, il est 

nécessaire d’ajuster correctement ses différents paramètres, tel que 𝜌, ainsi que les valeurs 

initiales 𝑆(0), 𝑅(0) et 𝜆(0). Comme c’est généralement le cas en observation, il n’existe pas de 

méthode pour trouver les valeurs optimales de ces paramètres. La façon la plus courante de 

procéder et de procéder à divers essais afin de trouver le réglage le plus judicieux. Il est 

généralement recommandé de commencer avec une valeur de 𝜌 = 1 et d’augmenter 

progressivement cette valeur si la convergence de l’observateur n’est pas suffisamment rapide. 

Il faut toutefois noter qu’une valeur excessive de 𝜌 accroitrait la sensibilité de l’observateur au 

bruit, il est donc recommandé de prendre 𝜌 aussi petit que possible. 

De manière similaire, les conditions initiales 𝑆(0) et 𝑅(0) sont la plupart du temps choisies 

égales à la matrice identité. Si la convergence des états (respectivement des paramètres) estimés 

s’avère insatisfaisante, la valeur de 𝑆(0) (respectivement de 𝑅(0)) peut être augmentée. Il 

semble que la valeur de 𝜆(0) n’ait pas d’effet significatif sur les performances de l’observateur. 

A partir de ces observations, les valeurs suivantes se sont révélées être adaptée à l’exemple qui 

nous intéresse : 

𝜌 = 1, 𝑆(0) = 𝐼2, 𝜆(0) = [
0 0
0 0

]  

Pour les paramètres donnés précédemment, la valeur ℎ = 0,3𝑠 de la période d’échantillonnage 

semble être un choix judicieux. 

La simulation du système et de l’observateur a été effectuée à l’aide du logiciel 

Matlab/Simulink, avec un pas de simulation n’excédant pas 10−3𝑠. Le vecteur d’états initiaux 

du système est fixé à 𝑥(0) = [0 0]𝑇, celui de l’observateur à �̂�(0) = [1 1]𝑇. Le vecteur des 

paramètres inconnus estimés a lui été fixé à 𝜃(0) = [2 2]𝑇. 

Les figures 18 à 20 montrent que l’observateur fonctionne correctement, confirmant ainsi les 

résultats théoriques du Théorème 4.1. De manière plus spécifique, la figure 18 montre que les 

variables d’état estimées par l’observateur convergent bien, après un court régime transitoire 

(d’environ 5s), vers leurs vraies valeurs. Les mêmes performances sont observées sur la 

figure 3, qui montre la convergence des paramètres estimés 𝜃(𝑡) vers les valeurs réelles de 𝜃. 

Un zoom sur la sortie 𝑦(𝑡) du système et sur le prédicteur de sortie �̂�(𝑡) est visible sur la 

figure 21, montrant qu’après la convergence des paramètres estimés 𝜃(𝑡), le prédicteur de sortie 

se comporte comme un bloqueur d’ordre zéro. 
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Figure 17 : Non-linéarité du système 

 

Figure 18 : Etats du système (traits pleins) et leurs estimés (pointillés) fournies par l'observateur adaptatif. Haut : 𝑥1  et �̂�1. 

Bas : 𝑥2  et �̂�2 
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Figure 19 : Paramètres du système (trait plein) et leurs estimés fournis par l'observateur adaptatif (pointillés). Haut : 𝜃1  et 

𝜃1  Bas : 𝜃2  et 𝜃2 

 

Figure 20 : Sortie du système y(t) (trait plein) et le prédicteur de sortie �̂� (pointillés) 
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Figure 21 : Zoom sur la sortie du système y(t) (trait plein) et sur la sortie du prédicteur (pointillés), confirmant la nature 

bloqueur d'ordre zéro du prédicteur de sortie (après convergence des paramètres estimés vers leurs valeurs réelles) 

 

Cette simulation illustre la convergence du système d’erreur vers l’origine, comme démontré 

mathématiquement dans le paragraphe précédent. Cependant, les conditions de cette simulation 

sont éloignées de ce que l’on peut trouver en pratique. En effet, l’acquisition de signaux 

s’accompagne souvent d’un bruit de mesure, plus ou moins important, impliquant que le signal 

de sortie du système transmis à l’observateur, est affecté d’un bruit de mesure. 

Afin de tester la robustesse de l’observateur dans des conditions plus réalistes, une seconde 

simulation a été effectuée. 

Les paramètres et conditions de simulation sont identiques à ceux de la simulation précédente, 

à l’exception d’un bruit blanc ajouté à la sortie du système avant sa transmission à l’observateur, 

ceci afin de simuler un bruit de mesure. 

Les paramètres de ce bruit blanc sont les suivants : 

{

𝑀𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 ∶ 0

𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 ∶ 10−4

𝑂𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑒 ∶ 0 
  

Les figures 22 et 23 illustrent bien que la sortie du système est bruitée, mais montre également 

la bonne estimation en moyenne de ce signal par l’observateur. 
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Il en est de même pour les variables d’état (Figure 24). 

L’estimation des paramètres inconnus semble plus sensible aux perturbations au vue des 

oscillations visibles sur les courbes de la figure 25, mais elles restent négligeables. 

Clairement le bruit n’est pas amplifié par l’observateur et présente donc une certaine robustesse 

vis-à-vis de ce genre de perturbations. 

 

Figure 22 : Sortie y(t) du système (trait plein) et sortie �̂�(𝑡) du prédicteur (pointillés) 

 

Figure 23 : Zoom sur la sortie y(t) du système (trait plein) et la sortie �̂�(𝑡) de l'observateur (pointillés) 
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Figure 24 : Variables d'état du système (trait pleins) et leurs estimés (pointillés). Haut : 𝑥1  et �̂�1  Bas : 𝑥2  et �̂�2 

 

 

Figure 25 : Paramètres du système (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par l'observateur adaptatif 
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4.6 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons traité le problème de la synthèse d’observateurs adaptatifs basés 

sur des mesures échantillonnées pour la classe de systèmes décrites par (4.1)-(4.2). La 

complexité du problème réside dans le fait que les systèmes à l’étude comprennent à la fois un 

retard distribué et un retard discret, tout en étant soumis à une incertitude paramétrique. De plus 

le régresseur 𝜓(𝑢(𝑡), 𝑦(𝑡)) est dépendant du signal de sortie. Ceci a pour conséquence la perte 

du caractère affine des paramètres en dehors des moment d’échantillonnage et une définition 

implicite du signal de sortie transmis à l’observateur. 

Cet observateur est une extension de l’observateur présenté au chapitre 3. 
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Chapitre 5 : Synthèse d’observateur adaptatif sur la base de 

mesures échantillonnées pour les systèmes non-linéaires 

temps-variant de dimension infinie, en présence de retard 

de sortie distribué. 

 

5.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous nous consacrerons à l'étude de système infinis-dimensionnels dont la 

sortie contient un retard distribué. Nous démonterons que les résultats obtenus par les 

observateurs adaptatifs pour les systèmes de dimension finie, peuvent s’étendre aux systèmes 

infini-dimensionnels, et tout particulièrement à ceux décrits par des EDP de type parabolique. 

Le contrôle des systèmes se fait de plus en plus via des médias de communication. Quand on 

utilise un réseau de communication, des problématiques d'échantillonnage et de retard 

apparaissent. La plupart des travaux existant traitent des EDO et des EDP avec 

échantillonnage et retard discret. Cependant très peu de systèmes incluent des problématiques 

de retards distribués.  

La plupart des travaux portant sur le sujet s’intéressent aux systèmes représentés par des 

équations différentielles ordinaires (EDO). L’idée est généralement de prendre un observateur 

préexistant, et de faire en sorte que sa convergence exponentielle soit conservée en présence 

de retard. Il s’agit, la plupart du temps d’introduire un prédicteur d’états afin de compenser le 

retard comme dans (Cacace, et al., 2014), (Germani, et al., 2002) ou encore (Ahmed-Ali, et 

al., 2012).  

En parallèle de ces études sur les systèmes de dimensions finies, des travaux similaires ont été 

entrepris pour les systèmes de dimensions infinies. On peut citer entre autre (Selivanov & 

Friedman, 2019) qui s’intéressent aux systèmes de réaction-diffusion à sortie échantillonnée 

et présentant un retard discret, pour des retards suffisamment petits. Et (Ahmed-Ali, et al., 

2020) qui présente un observateur en cascade pour les systèmes échantillonnés, représentés 

par une EDP non-linéaire, et présentant un retard discret arbitraire. La convergence de ces 
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deux observateurs est démontrée via une fonction de Lyapunov-Krasovskii. Ces travaux ne 

permettent cependant pas de traiter le cas où le retard est de nature distribuée, et non discrète. 

Un autre aspect important lorsque l’on modélise un système est que l’on ne connait pas toujours 

la valeur des paramètres intervenants dans ses équations d’état et de sortie. Pour pallier cela, on 

utilise des observateurs dits adaptatifs, qui vont estimer la valeur de ces paramètres (en plus des 

états du systèmes). On peut notamment citer les travaux de (Smyshlyaev & Krstic, 2007a), 

(Smyshlyaev & Krstic, 2007b) et de (Ahmed-Ali, et al., 2016). 

Ces observateurs montraient de bonnes performances lorsque les signaux de sortie du système 

étaient constamment accessibles. Or, à l’heure où la plupart des systèmes sont numériques, les 

signaux perçus par les observateurs sont pour une grande majorité échantillonnés. Du fait de la 

nature des systèmes considérés, la convergence des observateurs précédents n’est pas garantie 

en présence d’échantillonnage. Pour pallier cela, de nouveaux observateurs comme ceux de 

(Ahmed-Ali, et al., 2017)furent développés. 

Le cas des systèmes non-linéaires, retardés, présentant une incertitude paramétrique a été traité 

dans (Lailler, et al., 2021b) et (Lailler, et al., 2021a) ainsi que dans les chapitres 2 et 3 de ce 

mémoire. L’avantage de ces observateurs est qu’ils présentent des performances satisfaisantes 

pour les systèmes présentant un retard discret ainsi qu’un retard distribué. Cependant, ces 

travaux ne portaient que sur des systèmes de dimension finie, représentés par des ODE, et 

l’incertitude paramétrique ne se retrouvait que dans l’équation de sortie. 

Le cas des systèmes non-linéaires, de dimension infinie, soumis à de l’incertitude paramétrique 

sur l’entrée et la sortie, et à sortie échantillonnée présentant un retard distribué, restait donc à 

traiter. Ce chapitre contribue à la résolution de ce problème en proposant un observateur qui 

constitue une extension aux travaux du chapitre 3 de cette thèse, ainsi qu’à ceux de (Selivanov 

& Friedman, 2019) et (Ahmed-Ali, et al., 2020). De ce fait, le présent observateur possède 

plusieurs améliorations majeures : 

-Seul le retard distribué est ici considéré à l’inverse des travaux de (Selivanov & Friedman, 

2019) et (Ahmed-Ali, et al., 2020) qui ne considéraient que le cas du retard discret.  

-En plus de l’échantillonnage, la sortie et l’entrée du système sont soumises à une incertitude 

paramétrique. 

-Enfin, une dernière complexité réside dans le fait que le régresseur multipliant le vecteur 

paramètres inconnus dans l’équation de sortie, est fonction du signal de sortie. Par conséquent, 
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le signal de sortie est défini de manière implicite, entraînant une perte du caractère affine des 

paramètres inconnus en dehors des moments d’échantillonnage, complexifiant un peu plus 

encore le problème. 

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est composé d’un estimateur d’état, d’un 

prédicteur de sortie de nature ZOH, et d’un estimateur de paramètres. Sa convergence 

exponentielle est assurée sous réserve d’une condition d’excitation persistante (PE) ainsi que 

d’un pas d’échantillonnage et un retard suffisamment petits. Pour démontrer cette convergence, 

nous utilisons une fonction de Lyapunov-Krasovkii adaptée, ainsi qu’un certain nombre d’outils 

mathématiques tel que les inégalités de Young et de Wirtinger. 

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : La classe de systèmes étudiée est présentée 

dans le paragraphe 4.2, la synthèse de l’observateur est détaillée dans le paragraphe 4.3 tandis 

que son analyse est réalisée au paragraphe 4.4. Enfin le paragraphe 4.5 présente des résultats de 

simulations qui attestent des performances de l’observateur et confirment les résultats 

théoriques du paragraphe précédent. 

 

5.2 Classe de systèmes étudiés 

Nous nous intéressons ici aux systèmes non-linéaires temps-variant à sortie échantillonnée et 

dont l’équation d’état et l’équation de sortie sont retardées de manière distribuée, et pour 

lesquels l’équation de sortie présente une incertitude paramétrique où le régresseur dépend de 

la sortie du système. 

Mathématiquement ces systèmes se présentent sous la forme : 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡)𝜃        (5.1) 

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0            (5.2) 

𝑢(1, 𝑡) = 𝑈(𝑡)           (5.3) 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑢(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦)𝜃         (5.4) 

Avec 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) les conditions initiales du système telles que 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐶2([0,1]; ℝ) ; 

𝑢(𝑥, 𝑡) le vecteur d’état du système ; 𝑈(𝑡) ∈ 𝐶2(ℝ+; ℝ) le signal d’entrée du système ;  𝜃(𝑡) ∈

ℝ1×𝑛 le vecteur paramètres inconnus ; 𝜑 et 𝜙 ∈ ℝ1×𝑛 deux fonctions de 𝑦 connues, et 𝑞 ∈ ℝ 

un facteur. 
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Le signal de sortie 𝑦(𝑡) n’est pas accessible, sauf aux moments d’échantillonnage. Le signal 

perçu par l’observateur est donc le suivant : 

𝑦(𝑡𝑘) = ∫ 𝑢(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))𝜃  

Où {𝑡𝑘}𝑘=0
∞  représente la séquence d’échantillonnage. La période d’échantillonnage maximale 

est définie par ℎ ≝ sup
𝑘∈ℕ

(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1) 

 

5.3 Synthèse de l’observateur 

Structure de l’observateur 

L’observateur présenté dans ce chapitre est inspiré de celui présenté dans (Lailler, et al., 2021b) 

et est applicable aux systèmes décrits par (4.1)-(4.4) : 

�̂�𝑡(𝑥, 𝑡) = �̂�𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞�̂�(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝐾�̃� + 𝑣(𝑥, 𝑡)      (5.5) 

�̂�𝑥(0, 𝑡) = 0            (5.6) 

�̂�(1, 𝑡) = 𝑈(𝑡)           (5.7) 

�̂�(𝑡) = ∫  �̂�(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))𝜃(𝑡𝑘)       (5.8) 

Les conditions initiales �̂�[0] sont telles que,  �̂�[0] ∈ 𝐶2([0,1]; ℝ).  

Si l’on compare l’équation (5.1) du système et l’équation (5.5) de l’observateur, on remarque 

que cette dernière possède deux termes supplémentaire : 

- Le premier, noté 𝐾, correspond au gain de l’observateur. 

- Le second terme, noté 𝑣(𝑥, 𝑡), est une action spécifique à l’observateur. On retrouve 

cette même action (sous une forme différente) dans (Lailler, et al., 2021b) et dans les 

observateurs présentés aux chapitres 2 et 3. Cette action est introduite pour compenser 

l’effet de l’incertitude paramétrique au niveau de l’équation d’état de l’observateur. Il 

s’ensuit qu’en l’absence d’incertitude paramétrique on posera 𝑣(𝑥, 𝑡) = 0. 
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Conception de l’action de compensation de l’incertitude paramétrique 𝑣(𝑥, 𝑡) 

Introduisons les erreurs d’estimation d’états, de paramètres et de sortie : 

�̃�(𝑥, 𝑡) = �̂�(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑥, 𝑡), pour tout 𝑡 > 0       (5.9a) 

�̃�(𝑡) = 𝜃(𝑡) − 𝜃, pour tout 𝑡 > 0        (5.9b) 

�̃�(𝑡) = �̂�(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ     (5.9c) 

En soustrayant les équations du système (5.1)-(5.4) aux équations correspondantes du système 

(5.5)-(5.8), on obtient les erreurs suivantes : 

�̃�𝑡(𝑥, 𝑡) = �̃�𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞�̃�(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡)�̃� − 𝐾�̃� + 𝑣(𝑥, 𝑡)      (5.10)  

�̃�𝑥(0, 𝑡) = �̃�(1, 𝑡) = 0          (5.11) 

�̃�(𝑡) = ∫ �̃�(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))�̃�        (5.12) 

Afin d’alléger l’écriture des différentes équations, la dépendance au temps désignée par la 

variable 𝑡, n’a pas été et ne sera plus précisée, lorsque cela ne porte pas à confusion. 

Considérons à présent la transformation suivante, inspirée par (Zhang, 2002) : 

𝑧(𝑥, 𝑡) = �̃�(𝑥, 𝑡) − 𝜆(𝑥, 𝑡)�̃�(𝑡)         (5.13) 

Où 𝜆(𝑥, 𝑡) reste à définir, au même titre que 𝑣(𝑥, 𝑡), afin que la dynamique de 𝑧(𝑥, 𝑡) soit 

exponentiellement stable. 

Pour cela, on dérive (5.13) par rapport au temps : 

𝑧𝑡(𝑥, 𝑡) = �̃�𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑡(𝑥, 𝑡)�̃� − 𝜆(𝑥, 𝑡)�̇̃�  

D’après (5.10) on obtient : 

𝑧𝑡(𝑥, 𝑡) = �̃�𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞�̃�(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡)�̃� − 𝐾�̃�(𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑡(𝑥, 𝑡)�̃� − 𝜆(𝑥, 𝑡)�̇̃�  

= 𝑧𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑧(𝑥, 𝑡) + [𝜆𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡) + 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))]�̃� + 𝑞𝜆(𝑥, 𝑡) 

+𝑣(𝑥, 𝑡) − 𝜆(𝑥, 𝑡)�̇̃� − 𝐾 ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

−𝐾 ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡) + �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠 
0

𝑑
  

= 𝑧𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑧(𝑥, 𝑡) − 𝐾 ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
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+ [𝜆𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡) + 𝜙(𝑦) + 𝑞𝜆(𝑥, 𝑡) + 𝐾 ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
] �̃�   

+𝑣(𝑥, 𝑡) − 𝜆(𝑥, 𝑡)�̇̃� − 𝐾 ∫  𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑
    (5.14) 

L’équation (5.14) suggère que les signaux 𝑣(𝑥, 𝑡) et 𝜆(𝑥, 𝑡) doivent être définis de manière à 

ce que les termes entre crochet s’annulent. Pour ce faire nous posons : 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜆(𝑥, 𝑡)�̇̃� + 𝐾 ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡𝑘 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑
  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ       (5.15) 

�̇�(𝑥, 𝑡) = 𝜆𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡) + 𝜙(𝑦) − 𝐾 ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝑞𝜆(𝑥, 𝑡)   (5.16) 

D’après (5.15) et (5.16), l’équation (5.14) devient, 

𝑧𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑧𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑧(𝑥, 𝑡) − 𝐾 ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ        (5.17) 

La stabilité exponentielle du système (5.17) sera démontrée plus loin dans ce chapitre. 

Conception de la loi d’estimation paramétrique 

A partir de (5.11) et (5.12), on obtient : 

�̃�(𝑡) = ∫ �̃�(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡𝑘)       (5.18) 

On applique la transformation (5.13) à l’équation (5.18). On obtient, 

�̃�(𝑡) = ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) + 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)�̃�(𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦)�̃�  

= ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− ∫ 𝜆(𝑥, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠

0

−𝑑
− ∫ �̃�(𝑡)𝑑𝑠

0

−𝑑
+

𝜙(𝑦(𝑡𝑘))�̃�  

= ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

𝑑
− 𝜆 ∫ 𝜆(𝑥, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠

0

−𝑑
− 𝑑 + 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))�̃�  

  pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ       (5.19) 

Il découle de (5.19) que : 

휀(𝑡) = Ѱ(𝑡)�̃�(𝑡) + ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
, pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ   (5.20) 

avec 
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휀(𝑡) ≜ �̃�(𝑡) − ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑
, pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ (5.21) 

Ѱ(𝑡) ≜ ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘)), pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ   (5.22) 

L’équation (5.20) nous permet d’utiliser l’algorithme des moindres carrés récursifs avec facteur 

d’oubli (Ioannou & Sun, 1996), et ainsi d’obtenir : 

�̇� = −𝑅Ѱ𝑇(𝑡)휀(𝑡)           (5.23) 

�̇� = 𝑅 − 𝑅Ѱ(𝑡)Ѱ𝑇(𝑡)𝑅          (5.24) 

Avec 𝜃(0) et 𝑅(0) = 𝑅𝑇(0) > 0 choisis arbitrairement. 

L’observateur adaptatif présenté dans ce chapitre est donc composé de l’estimateur d’état 

(5.10)-(5.12), de l’estimateur de paramètres (5.23)-(5.24), du filtre auxiliaire (5.16) et du signal 

additionnel (5.15). 

Par commodité, l’ensemble des expressions définissant l’observateur adaptatif ainsi élaboré est 

récapitulé dans le tableau suivant : 

Tableau 5.1 : Observateur adaptatif 

Estimateur d’états 

�̂�𝑡(𝑥, 𝑡) = �̂�𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞�̂�(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡)𝜃(𝑡) − 𝐾�̃� + 𝑣(𝑥, 𝑡) ,                                             (5.25) 

                                       avec �̃� = �̂� − 𝑦 

�̂�𝑥(0, 𝑡) = 0                     (5.26) 

�̂�(1, 𝑡) = 𝑈(𝑡)                    (5.27) 

�̂�(𝑡) = ∫  �̂�(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))𝜃(𝑡𝑘)  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (5.28) 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜆(𝑥, 𝑡)�̇� + 𝐾 ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (𝜃(𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑
  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                          (5.29) 

 

avec les conditions initiales �̂�[0] telles que,  �̂�[0] ∈ 𝐶2([0,1]; ℝ) 

 

Filtre auxiliaire 

𝜆𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝜆𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝜆(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑡) + 𝜙(𝑦(𝑡𝑘)) − 𝐾 ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
                                                                

                                         pour 𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1                                                                          (5.30) 
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Estimateur de paramètres 

�̇�(𝑡) = −𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)휀(𝑡)                                                                                             (5.31) 

�̇�(𝑡) = 𝑅 − 𝑅(𝑡)𝛹𝑇(𝑡)𝛹(𝑡)𝑅(𝑡)  (5.32) 

휀(𝑡) = �̃�(𝑡) − ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (𝜃(𝑡 + 𝑠) − 𝜃(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑
,  

pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                                        (5.33) 

Ѱ(𝑡) = ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘)), pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∊ ℕ                                       (5.34) 

avec 𝜃(0) et 𝑅(0) > 0 choisi arbitrairement 

 

Remarque 1. 

1) Pour chaque interval 𝑡𝑘 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1 on applique le Théorème 2 énoncé dans (Karafyllis 

& Krstic, 2016). Pour n’importe quelles conditions 𝑢[0] ∈ 𝐶2([0,1]; ℝ), �̂�[0] ∈

𝐶2([0,1]; ℝ) et n’importe quel signal d’entrée 𝑈(𝑡) ∈ 𝐶2(ℝ+; ℝ) il existe une unique 

solution 𝑢 ∈ 𝐶0([0,1] × ℝ+)⋂𝐶0([0,1] × (0, +∞)), avec 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2([0,1], ℝ+) 

pour tout 𝑡 ≥ 0, et une unique solution �̂� ∈ 𝐶0([0,1] × ℝ+)⋂𝐶1([0,1] × (0, +∞)) 

avec �̂�(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2([0,1], ℝ+) pour tout 𝑡 ≥ 0. 

2) Dans le cas où il n’y a pas d’incertitude paramétrique, on a 𝜃(𝑡) = 𝜃. La loi d’estimation 

paramétrique n’est donc plus nécessaire. 

 

5.4 Analyse de l’observateur 

Passons à présent à l’analyse de l’observateur (5.25)-(5.34). Cette analyse consiste à déterminer 

les conditions suffisantes à la convergence exponentielle de l’observateur. 

Pour que celui-ci opère correctement, il est nécessaire que la matrice de gain 𝑅(𝑡) soit définie 

positive et soit toujours suffisamment éloignée de la matrice nulle. 

Pour ce faire, il est essentiel qu’elle respecte la propriété suivante pour tout 𝑡 ≥ 0 : 

𝑅−1(𝑡) > 𝛼𝑅𝐼           (5.35) 

Où 𝛼𝑅 est une constante tel que 0 < 𝛼𝑅 < ∞ 
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Cette condition est vérifiée si Ѱ(𝑡) possède la propriété d’excitation persistante suivante (Ioannou & 

Sun, 1996) : 

∫ Ѱ𝑇(𝑠)Ѱ(𝑠)𝑑𝑠
𝑡+𝜏Ѱ

𝑡
> 𝛼Ѱ𝐼          (5.36) 

L’équation (5.32), implique que cette condition d’excitation persistante est liée au signal d’entrée 

𝑢(𝑡). Celui-ci doit être suffisamment riche en fréquences. 

Il en découle que le signal 𝑢(𝑡) est adapté si la condition (5.35) est vérifiée. On considérera dans la 

suite de ce chapitre que c’est le cas. Ainsi, la propriété (5.35) pourra être utilisée. Cette hypothèse 

étant posée, nous allons à présent démontrer que le système d’erreur, de variables d’état (𝑧, �̃�), est 

exponentiellement stable à condition que le retard 𝑑 soit suffisamment faible. 

La dynamique de 𝑧 est définie par (5.17). Dans le but d’établir la dynamique de �̃�, il nous faut 

premièrement exprimer 휀(𝑡) en fonction de 𝑧 et �̃�. En substituant �̃�(𝑡) à sa valeur donnée par (5.12). 

Ainsi, l’équation (5.33) devient : 

휀(𝑡) = �̃�(𝑡) − ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠
0

−𝑑
    

= ∫ �̃�(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜙(𝑦(𝑡𝑘))�̃�(𝑡) − ∫ 𝜆(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) (�̃�(𝑡 + 𝑠) − �̃�(𝑡)) 𝑑𝑠

0

−𝑑
  

En utilisant (5.12) on obtient : 

휀(𝑡) = ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ Ѱ�̃�(𝑡)         (5.37) 

  pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 ∈ ℕ 

On peut alors écrire �̇̃� de la façon suivante : 

�̇̃� = −𝑅(𝑡)Ѱ𝑇(𝑡)Ѱ(𝑡)�̃� − 𝑅(𝑡)Ѱ𝑇(𝑡)𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
      (5.38) 

En utilisant (5.32), il découle de (5.37) que : 

𝑑

𝑑𝑡
𝑅−1(𝑡) = −𝑅−1(𝑡) + Ѱ𝑇(𝑡)Ѱ(𝑡)        (5.39) 

L’analyse qui suit se portera sur le système composé de (5.17), (5.30), (5.38) et (5.39). 

Théorème 5.1. Considérons le système (5.1)-(5.4) excité par un signal d’entrée 𝑈(𝑡) régulier et 

présentant une excitation persistante tel que la condition (5.35) soit remplie. Appliquons l’observateur 

décrit par le Tableau 5.1 à ce système et considérons le système d’erreur associé décrit par les 
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équations (5.17),(5.38) et (5.39). Alors, il existe un réel 𝑑𝑀 > 0 tel que si 0 < 𝑑 < 𝑑𝑀 alors les 

propriétés suivantes sont vérifiées : 

- Le système z décrit par (5.17) est exponentiellement stable et les états 𝑧(𝑥, 𝑡) convergent 

exponentiellement vers l’origine. 

- Le système  𝜆 décrit par (5.30) présente une stabilité entrée/sortie induisant le caractère borné 

de la matrice de signaux auxiliaire 𝜆(𝑥, 𝑡). 

- Le système �̃� décrit par (5.38) est exponentiellement stable et l’erreur d’estimation �̃�(𝑡) 

converge exponentiellement vers l’origine. 

- L’erreur d’estimation �̃�(𝑥, 𝑡) converge exponentiellement vers l’origine. 

Démontrons dès à présent les différents points énoncés par le Théorème 5.1. 

Afin d’alléger les notations, les dépendances au temps 𝑡 et à l’espace 𝑥, ne seront plus précisées 

lorsque ceci ne porte pas à confusion. 

Preuve du Théorème 5.1. 

Preuve 1e partie : Convergence exponentielle de (5.17) 

Afin de démontrer la convergence exponentielle du système (5.17), considérons la fonction de 

Lyapunov-Krasovskii suivante : 

𝑉𝑧 =
1

2
∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
+ 𝑑 ∫ ∫ 𝑧2(0, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡+𝜃
𝑑𝜃

0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ ∫ 𝑒2𝛿(ℎ−𝑡)𝑧𝑡

2(0, 𝜉 + 𝑠)𝑑𝜉
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ ∫ 𝑒2𝛿(𝜉−𝑡)(𝑧(0, 𝜉 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
     (5.40) 

En utilisant (5.17) et en dérivant (5.40) par rapport au temps, on obtient : 

𝑉�̇� = ∫ 𝑧𝑡𝑧𝑑𝑥
1

0

+ 𝑑2𝑧2(0, 𝑡) − 𝑑 ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

− 2𝛿𝜔ℎ2𝑒2𝛿(ℎ−𝑡) ∫ ∫ 𝑒2𝛿𝜉𝑧𝑡
2(0, 𝜉 + 𝑠)𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘

𝑑𝑠
0

−𝑑

 

+𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝑧𝑡
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑

+
𝜋2

2
𝛿𝜔𝑒−2𝛿𝑡 ∫ ∫ 𝑒2𝛿𝜉(𝑧(0, 𝜉 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘

𝑑𝑠
0

−𝑑

 

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ (𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
       (5.41) 

On considère désormais la fonction suivante : 

�̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 = 𝛿 ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
+ 2𝛿𝑑 ∫ ∫ 𝑧2(0, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡+𝜃
𝑑𝜃

0

−𝑑
+ ∫ 𝑧𝑡𝑧𝑑𝑥

1

0
+ 𝑑2𝑧2(0, 𝑡)  
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−𝑑 ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝑧𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ ((𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡𝑘))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

Puis, en utilisant de nouveau (5.17), on obtient : 

�̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 = 𝛿 ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0

+ 2𝛿𝑑 ∫ ∫ 𝑧2(0, 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡+𝜃

𝑑𝜃
0

−𝑑

+ ∫ 𝑧𝑥𝑥𝑧𝑑𝑥
1

−0

+ 𝑞 ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0

 

−𝐾 ∫ 𝑧 ∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
𝑑𝑥

1

0
− 𝐾 ∫ 𝑧 ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
𝑑𝑥

1

0
  

+𝑑2𝑧2 (0, 𝑡) − 𝑑 ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝑧𝑡
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
−

𝜋2

4
𝜔 ∫ ((𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

          (5.42) 

En effectuant une IPP sur le 3e terme de (5.42) puis en appliquant successivement les inégalités de 

Young et de Schwartz aux 5e et 6e termes on a : 

�̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 ≤ 𝛿 ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
+ 2𝛿𝑑 ∫ ∫ 𝑧2(0, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡+𝜃
𝑑𝜃

0

−𝑑
− ∫ 𝑧𝑥

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
+ 𝑞 ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
  

+
𝐾2

2 1
∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
+ 1

2
𝑑 ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
+

𝐾2

2 2
∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
  

+ 2

2
𝑑 ∫ (𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
+ 𝑑2𝑧2(0, 𝑡)  

−𝑑 ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝑧𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ (𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

≤ (𝛿 + 𝑞 +
𝐾2

2 1
+

𝐾2

2 2
−

𝜋2

8
) ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
  

+ (−𝑑 + 1

2
) ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
+ (𝑑2 −

1

2
) ∫ 𝑧𝑥

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
  

+ ( 2

2
−

𝜋2

4
) ∫ (𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+2𝛿𝑑 ∫ ∫ 𝑧2(0, 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡+𝜃
𝑑𝜃

0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝑧𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
    (5.43) 

Où la dernière inégalité est obtenue en appliquant l’inégalité de Wirtinger au 3e terme. 
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On considère à présent l’inégalité suivante : 

�̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 − 2𝛿1𝑉𝑧(𝑡𝑘) ≤  

(𝛿 + 𝑞 +
𝐾2

2 1
+

𝐾2

2 2
−

𝜋2

8
) ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
+ (−𝑑 + 1

2
) ∫ (𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+ (𝑑2 −
1

2
) ∫ 𝑧𝑥

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
+ ( 2

2
−

𝜋2

4
) ∫ ((𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+𝑑(2𝛿 − 2𝛿1) ∫ ∫ 𝑧2(0, 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡+𝜃
𝑑𝜃

0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝑧𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− 𝛿1 ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥 

1

0
  

            (5.44) 

D’après (5.17), il est évident que  

−𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠) + 𝑧𝑥𝑥(0, 𝑡 + 𝑠) + 𝑞𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝐾 ∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

−𝐾 ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
= 0  

Ainsi on a : 

∫ (𝑝2𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) + 𝑝3𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝑝4𝑧𝑥𝑥(0, 𝑡 + 𝑠))(−𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠) + 𝑧𝑥𝑥(0, 𝑡 + 𝑠)
0

−𝑑

+ 𝑞𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝐾 ∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

− 𝐾 ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

= 0 

Si l’on développe cette expression on obtient : 

(𝑝3𝑞 − 𝑝2) ∫ 𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠)𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ (𝑝2 − 𝑝4𝑞) ∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑧𝑥𝑥(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ (𝑝3 + 𝑝4) ∫ 𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠)𝑧𝑥𝑥(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ 𝑝2𝑞 ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

− 𝐾𝑝2 ∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠) (∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

) 𝑑𝑠
0

−𝑑

− 𝑝3 ∫ 𝑧𝑡
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑

− 𝐾𝑝3 ∫ 𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠) (∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝜉)𝑑𝜉
0

−𝑑

+ ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝜉) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝜉)𝑑𝜉
0

−𝑑

) 𝑑𝑠
0

−𝑑

− 𝑝4 ∫ 𝑧𝑥𝑥
2 (0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑

+ 𝑝4𝐾 ∫ 𝑧𝑥𝑥(0, 𝑡 + 𝑠) ∫ 𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝜉) − 𝑧(0, 𝜉 + 𝑠)𝑑𝜉
0

−𝑑

𝑑𝑠
0

−𝑑

 

(5.45) 
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En appliquant successivement les inégalités de Young et de Schwartz aux 5e et 8e termes de (5.45), 

on a : 

(5.45) ≤ (𝑝3𝑞 − 𝑝2) ∫ 𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠)𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ (𝑝2 − 𝑝4𝑞) ∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑧𝑥𝑥(0,𝑡+𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑

+ [
1

2
(

(𝑝3 + 𝑝4)2

𝜎7
𝑑 + (𝐾𝑝3)2𝑑 (

1

𝜎3
+

1

𝜎4
) − 𝑝3] ∫ 𝑧𝑥𝑥

2 (0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ [
𝑑

2
(𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5)] ∫ (𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑

 

            (5.46) 

En combinant, (5.44) et (5.46), on obtient : 

�̇� + 2𝛿𝑉 − 2𝛿1𝑉(𝑡𝑘)

≤ (𝛿 + 𝑞 +
𝐾2

2휀1
+

𝐾2

2휀2
−

𝜋2

8
) ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0

+ (−𝑑 +
휀1

2
) ∫ 𝑧2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

𝑑

+ (𝑑2 −
1

2
) ∫ 𝑧𝑥

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0

+ (
휀2

2
−

𝜋2

4
+

𝑑

2
(𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5)) ∫ (𝑧(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑

+ (2𝛿𝑑 − 2𝛿1𝑑) ∫ ∫ 𝑧2(0, 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡+𝜃

𝑑𝜃
0

−𝑑

− 𝛿1 ∫ 𝑧2(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥
1

0

+ (𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ + 𝑝3𝑞 − 𝑝2) ∫ 𝑧𝑡(0, 𝑡 + 𝑠)𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ (𝑝2 − 𝑝4𝑞) ∫ 𝑧(0, 𝑡 + 𝑠)𝑧𝑥𝑥(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ [
1

2
(

(𝑝3 + 𝑝4)2

𝜎7
𝑑 + (𝐾𝑝3)2𝑑 (

1

𝜎3
+

1

𝜎4
)) − 𝑝3] ∫ 𝑧𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

+ [
𝑑

2
(𝜎7 + (𝐾𝑝4)2 (

1

𝜎5
+

1

𝜎6
)) − 𝑝4] ∫ 𝑧𝑥𝑥

2 (0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

  

            (5.47) 

A condition que : 

𝛿 + 𝑞 +
𝐾2

2 1
+

𝐾2

2 2
≤

𝜋2

8
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1

2
< 𝑑  

𝑑2 <
1

2
  

2

2
+

𝑑

2
(𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5) ≤

𝜋

4
  

2𝛿𝑑 ≤ 2𝛿1𝑑  

𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ + 𝑝3𝑞 ≤ 𝑝2  

𝑝2 ≤ 𝑝4𝑞  

1

2
(

(𝑝3+𝑝4)2

𝜎7
𝑑 + (𝐾𝑝3)2𝑑 (

1

𝜎3
+

1

𝜎4
)) ≤ 𝑝3  

𝑑

2
(𝜎7 + (𝐾𝑝4)2 (

1

𝜎5
+

1

𝜎6
)) ≤ 𝑝4  

On a �̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 − 2𝛿1𝑉𝑧 ≤ 0 

Alors, d’après le lemme présenté dans (Khalil, 2001), 𝑧 converge exponentiellement. 

Ceci achève la première partie de la preuve du théorème 5.1. 

Preuve 2e partie : Stabilité entrée/sortie de (5.30) 

Afin d’analyser la stabilité du système décrit par (5.30), la matrice 𝜆(𝑥, 𝑡) ∈ ℝ𝑛×𝑛 et le vecteur 

𝜑(𝑦) ∈ ℝ1×𝑚et 𝜙(𝑦) ∈ ℝ1×𝑚 sont réécrits dans la forme colonne suivante : 

𝜆(𝑥, 𝑡) = [𝜆1(𝑥, 𝑡) … 𝜆𝑚(𝑡)]  

𝜑(𝑡) = [𝜑1(𝑡) … 𝜑(𝑡)]  

𝜙(𝑦(𝑡)) = [𝜙1(𝑦(𝑡)) … 𝜙𝑚(𝑦(𝑡))]  

Où les 𝜆𝑖, les 𝜑𝑖 et 𝜙𝑖 désignent respectivement les vecteurs colonnes de la matrice 𝜆(𝑥, 𝑡) et les 

composantes scalaires des vecteurs 𝜑(𝑦(𝑡)) et 𝜙(𝑦(𝑡)). 

Compte tenu de cette notation, le système matriciel (5.30) donne lieu à un ensemble de 𝑚 systèmes 

vectoriels, à savoir : 

𝜆𝑡𝑖
(𝑥, 𝑡) = 𝜆𝑥𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝜆𝑖 + 𝜑𝑖(𝑡) + 𝜙𝑖(𝑦(𝑡𝑘)) − 𝐾 ∫ 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘+1 ; 𝑘 = 0, 1, 2, … et 𝑖 = 1.     (5.48) 
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Pour analyser la stabilité de (5.48), nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante : 

𝑉𝜆𝑖
=

1

2
∫ 𝜆𝑖

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
+ 𝑑 ∫ ∫ 𝜆𝑖

2(0, 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡+𝜃
𝑑𝜃

0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ ∫ 𝑒2𝛿(ℎ−𝑡)𝜆𝑖𝑡

2 (0, 𝜉 + 𝑠)𝑑𝜉
𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ ∫ 𝑒2𝛿(𝜉−𝑡)(𝜆𝑖(0, 𝜉 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
    (5.49) 

Après dérivation de (5.49) par rapport au temps, on obtient : 

�̇�𝜆𝑖
= ∫ 𝜆𝑖𝑡

𝜆𝑖𝑑𝑥
1

0
+ 𝑑2𝜆𝑖

2(0, 𝑡) − 𝑑 ∫ 𝜆𝑖
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−2𝛿𝜔ℎ2𝑒2𝛿(ℎ−𝑡) ∫ ∫ 𝑒2𝛿𝜉𝜆𝑖𝑡
2(0, 𝜉 + 𝑠)𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝜆𝑖𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+
𝜋2

2
𝛿𝜔𝑒−2𝛿𝑡 ∫ ∫ 𝑒2𝛿𝜉(𝜆𝑖(0, 𝜉 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ (𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
      (5.50) 

On considère désormais la fonction suivante : 

�̇�𝜆𝑖
= ∫ 𝜆𝑖𝑡

𝜆𝑖𝑑𝑥
1

0
+ 𝑑2𝜆𝑖

2(0, 𝑡) − 𝑑 ∫ 𝜆𝑖
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−2𝛿𝜔ℎ2𝑒2𝛿(ℎ−𝑡) ∫ ∫ 𝑒2𝛿𝜉𝜆𝑖𝑡
2(0, 𝜉 + 𝑠)𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝜆𝑖𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+
𝜋2

2
𝛿𝜔𝑒−2𝛿𝑡 ∫ ∫ 𝑒2𝛿𝜉(𝜆𝑖(0, 𝜉 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝜉

𝑡

𝑡𝑘
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ (𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
        

            (5.50) 

On considère désormais la fonction suivante : 

�̇�𝜆𝑖
+ 2𝛿𝑉𝜆𝑖

= 𝛿 ∫ 𝜆𝑖
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
+ 2𝛿𝑑 ∫ ∫ 𝜆𝑖

2(0, 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡+𝜃
𝑑𝜃

0

−𝑑
+ ∫ 𝜆𝑖𝑡

𝜆𝑖𝑑𝑥
1

0
+ 𝑑2𝜆𝑖

2(0, 𝑡)  

−𝑑 ∫ 𝜆𝑖
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
+ 𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝜆𝑖𝑡

2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ (𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

En utilisant (5.30) on obtient : 

�̇�𝜆𝑖
+ 2𝛿𝑉𝜆𝑖

= 𝛿 ∫ 𝜆𝑖
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0

+ 2𝛿𝑑 ∫ ∫ 𝜆𝑖
2(0, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡+𝜃

𝑑𝜃
0

−𝑑

+ ∫ 𝜆𝑖𝑥𝑥
𝜆𝑖𝑑𝑥

1

−0

+ 𝑞 ∫ 𝜆𝑖
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0
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+(𝜙 + 𝜑) ∫ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0

− 𝐾 ∫  𝜆𝑖 ∫ 𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

𝑑𝑥
1

0

 

−𝐾 ∫ 𝜆𝑖 ∫ 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
𝑑𝑥

1

0
 +𝑑2𝜆𝑖

2 (0, 𝑡) − 𝑑 ∫ 𝜆𝑖
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝜆𝑖𝑡
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑

−
𝜋2

4
𝜔 ∫ ((𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑

 

           (5.51) 

La seule différence entre (5.30) et (5.51) réside dans le 5e terme de (5.51). 

Pour que 𝑉𝜆𝑖
 soit borné, il faut donc que ce terme soit borné. En appliquant successivement les 

inégalités de Young et de Schwartz sur ce terme, on obtient : 

(𝜙 + 𝜑) ∫ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
≤

1

2
(∫ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥)

1

0

2
+ ||𝜙(𝑦) + 𝜑(𝑡)||2  

≤
1

2
∫ 𝜆𝑖

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0
+ ||𝜙(𝑦) + 𝜑(𝑡)||2  

On peut donc écrire : 

�̇�𝜆𝑖
+ 2𝛿𝑉𝜆𝑖

≤ 𝛿 ∫ 𝜆𝑖
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

1

0

+ 2𝛿𝑑 ∫ ∫ 𝜆𝑖
2(0, 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡+𝜃

𝑑𝜃
0

−𝑑

+ ∫ 𝜆𝑖𝑥𝑥
𝜆𝑖𝑑𝑥

1

−0

+ (𝑞 +
1

2
) ∫ 𝜆𝑖

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0

 

+(𝜙 + 𝜑) ∫ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
1

0

− 𝐾 ∫  𝜆𝑖 ∫ 𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑

𝑑𝑥
1

0

 

−𝐾 ∫ 𝜆𝑖 ∫ 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
𝑑𝑥

1

0
 +𝑑2𝜆𝑖

2 (0, 𝑡) − 𝑑 ∫ 𝜆𝑖
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+𝜔ℎ2𝑒2𝛿ℎ ∫ 𝜆𝑖𝑡
2(0, 𝑡 + 𝑠)𝑑𝑠

0

−𝑑
−

𝜋2

4
𝜔 ∫ ((𝜆𝑖(0, 𝑡 + 𝑠) − 𝜆𝑖(0, 𝑡𝑘 + 𝑠))

2
𝑑𝑠

0

−𝑑
  

+
1

2
||𝜙(𝑦) + 𝜑(𝑡)||2  

En considérant l’expression suivante : 

�̇�𝜆𝑖
+ 2𝛿𝑉𝜆𝑖

− 2𝛿1𝑉𝜆𝑖
  

Et en considérant les résultats de la première partie de la preuve, on peut écrire : 

�̇�𝜆𝑖
+ 2𝛿𝑉𝜆𝑖

− 2𝛿1𝑉𝜆𝑖
≤

1

2
||𝜙(𝑦(𝑡𝑘)) + 𝜑(𝑡)||2         

Ce qui implique que : 
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�̇�𝜆𝑖
≤ −𝜖𝑉𝜆𝑖

+
1

2
||𝜙(𝑦(𝑡𝑘) + 𝜑(𝑡)||²  

En se référant au Lemme 2.2 de (Katz & Fridman, 2022), et puisque 𝜙 et 𝜑sont bornées, alors 𝑉𝜆 est 

borné, ce qui signifie que ∫ ||𝜆||
2

𝑑𝑥
1

0
 est également borné. 

Ceci achève la deuxième partie de la preuve du théorème 5.1. 

Preuve 3e partie : Le système (5.38) est exponentiellement stable et �̃�(𝑡)converge exponentiellement 

vers l’origine. 

Afin d’analyser la stabilité de (5.38), nous considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉𝜃 = 𝑉𝑧 + �̃�𝑇𝑅−1�̃�           (5.53) 

Où 𝑉𝑧 est la fonction de Lyapunov (5.40).  

En dérivant (5.53) par rapport au temps, on obtient : 

�̇�𝜃 = �̇�𝑧 − ||𝜃Ѱ||
2

− 2�̃�𝑇Ѱ𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
− �̃�𝑇𝑅−1�̃�      (5.54) 

Où �̇�𝑧 est la fonction (5.41). 

On peut alors écrire : 

�̇�𝜃 + 2𝛿𝑉𝜃 = �̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 − ||𝜃Ѱ||
2

− 2�̃�Ѱ𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
+ (2𝛿 − 1)�̃�𝑇𝑅−1�̃�  

Ce qui implique que : 

�̇�𝜃 + 2𝛿𝑉𝜃 − 2𝛿1𝑉𝜃(𝑡𝑘) =  

�̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 − 2𝛿1𝑉𝑧(𝑡𝑘) − ||𝜃Ѱ||
2

− 2�̃�𝑇Ѱ𝑇𝑐 ∫ 𝑧(𝑡𝑘 + 𝑠)𝑑𝑠
0

−𝑑
  

+(2𝛿 − 1)�̃�𝑇𝑅−1�̃� − 2𝛿1�̃�(𝑡𝑘)𝑅−1(𝑡𝑘)�̃�(𝑡𝑘)     (5.55) 

Or d’après la première partie de la cette preuve, �̇�𝑧 + 2𝛿𝑉𝑧 − 2𝛿1𝑉𝑧 ≤ 0, sous certaines conditions. 

Sous ces mêmes conditions on peut donc écrire : 

�̇�𝜃 + 2𝛿𝑉𝜃 − 2𝛿1𝑉𝜃(𝑡𝑘) ≤ 0         (5.56) 

Ainsi d’après le l’inégalité de Halanay, on en déduit que �̇�𝜃 est exponentiellement stable, impliquant 

que c’est également le cas du système (5.38) et que �̃�(𝑡) converge exponentiellement vers l’origine. 

Ceci conclut la 4e partie de la preuve du théorème 5.1. 
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Preuve 4e partie : �̃�(𝑥, 𝑡) converge exponentiellement vers l’origine.  

D’après (5.13) nous avons ||�̃�(𝑥, 𝑡)|| ≤ ‖𝑧(𝑥, 𝑡)‖ + ‖𝜆(𝑥, 𝑡)‖|�̃�|. Il s’ensuit que �̃�(𝑥, 𝑡) est 

exponentiellement convergeant vers l’origine, puisque 𝑧(𝑥, 𝑡) et �̃�(𝑡) le sont, et que 𝜆(𝑥, 𝑡) est borné. 

Ceci achève la preuve du théorème 5.1. 

 

5.5 Simulations  

Afin d’illustrer les performances de l’observateur présenté au Tableau 5.1, nous considérons le 

système décrit par les équations (5.1) et (5.2) avec les paramètres suivants : 

𝑞 =
1

10
; 𝑑 =

1

32
; 𝜃 = [10 4]𝑇  

𝑈(𝑡) = 10 sin(0,5𝑡) + 10 sin (3𝑡 +
𝜋

4
) + 10 cos(0,2𝑡)  

𝜙(𝑡) = [0,5cos (0,1𝑦) 0,25cos (0,1t)]  

𝜑(𝑡) = [
0,5cos (0,1𝑡) 0,25cos (0,1𝑡)

⋮ ⋮
0,5cos (0,1𝑡) 0,25cos (0,1𝑡)

]  

La longueur du domaine de la PDE est définie par 𝐷 = 1. 

De façon à pouvoir appliquer l’observateur présenté au tableau 5.1 au système considéré, il est 

essentiel de régler les paramètres 𝐾, 𝑅(0), 𝜌 et 𝜆(0). Comme c’est généralement le cas, ces 

paramètres ont été choisis de façon arbitraire avec une méthode dite d’essais multiples. En nous 

basant sur les observations faîtes, les valeurs suivantes se sont révélées produire des résultats 

satisfaisants : 

𝜌 = 1, 𝐾 = 50 de taille [10 × 1], 𝑅(0) = 3 × 𝐼2, et 𝜆(0) = 0 de taille [10 × 2] 

Les simulations du système et de l’observateur ont été faîtes à l’aide du logiciel de simulation 

Matlab/Simulink avec un pas de calcul n’excédant pas 10−3𝑠. Les états initiaux du système ont 

été réglé à [𝑢] = 4 tant dit que ceux de l’observateur ont été choisi à [�̂�] = 0. Le vecteur de 

paramètres estimés a lui été initialisé à 𝜃(0) = [0 0]𝑇 . 

Les figures 26 à 28 montrent qu’après un régime transitoire d’environ 5s, le signal de sortie de 

l’observateur converge vers les valeurs réelles du système. La figure 29 est un zoom sur le 

signal de sortie, mettant en avant le caractère bloqueur d’ordre zéro du prédicteur de sortie. 



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 109 

 

Figure 26 : Estimation d'un des états du système fournie par l’observateur (pointillés) et sa valeur réelle (trait plein) 

 

Figure 27 : Paramètres du système (trait plein) et leurs estimées fournies par l'observateur adaptatif (pointillés) 
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Figure 28 : Zoom sur la sortie du système y(t) (trait plein) et du prédicteur de sortie �̂�(𝑡) (pointillés) 

 

Cette simulation illustre la convergence du système d’erreur vers l’origine, corroborant la 

démonstration mathématique effectuée au paragraphe précédent. Cependant, cette simulation 

n’étant pas basée sur un système réel, elle omet immanquablement des contraintes auxquelles 

les systèmes sont soumis dans des conditions réelles d’utilisation.  Parmi ces contraintes on 

compte notamment le bruit de mesure. Celui-ci perturbe de façon plus ou moins importante 

l’acquisition des différents signaux utilisés par l’observateur, et peut donc affecter ce dernier. 

Afin de tester la robustesse de l’observateur à ce genre de perturbations, une seconde simulation 

avec des paramètres plus réalistes a été effectuée. 

Les paramètres et conditions de simulation sont identiques à ceux de la simulation précédente, 

à l’exception de l’ajout d’un bruit blanc ajouté au signal de sortie du système avant sa 

transmission à l’observateur. Ceci ayant pour but de simuler un bruit de mesure. 

Les paramètres de ce bruit blanc sont les suivants : 

{
𝑀𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 ∶ 0

𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 ∶ 0,0001
𝑂𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑒 ∶ 0

  

La figure 29 montre que bien que la sortie soit bruitée, l’estimation moyenne de ce signal par 

l’observateur reste bonne. 

Il en est de même pour les variables d’état (Fig. 30). 



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 111 

L’estimation des paramètres inconnus est plus sensible au bruit de mesure, mais les oscillations 

visibles sur la figure 31 restent négligeables, et l’estimation est considérée comme étant 

satisfaisante. 

Il est clair que cet observateur n’amplifie en rien les effets du bruit et conserve une bonne 

estimation des différents paramètres et signaux étudiés. On peut donc en conclure qu’il présente 

une certaine robustesse vis-à-vis de ce genre de perturbations. 

 

Figure 29 : Sortie bruitée du système y(t) (trait plein) et la sortie du prédicteur �̂�(𝑡) (pointillés) 

 

Figure 30 : Estimation d'un des états du système fournie par l'observateur (pointillés) et sa valeur réelle (trait plein) 
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Figure 31 : Paramètres du système (traits pleins) et leurs estimées (pointillés) fournies par l'observateur adaptatif. 

 

5.6 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons traité le problème de synthèse d’observateurs adaptatifs, qui 

s’appuient sur un signal de sortie échantillonné, pour la classe de systèmes décrites par (5.1)-

(5.4). La complexité du problème d’observation réside dans le fait que les systèmes considérés 

comprennent à la fois un retard distribué et sont soumis à une incertitude paramétrique. De plus, 

le régresseur 𝜙(𝑦(𝑡)) est dépendant du signal de sortie. Ceci a pour conséquence la perte du 

caractère affine des paramètres en dehors des instants d’échantillonnage. La nouveauté de 

l’observateur proposé dans le Tableau 5.1 est triple. Elle réside dans (i) le prédicteur de sortie 

(5.28) qui compense les effets du retard et de l’échantillonnage ; (ii) l’action de compensation 

de l’incertitude paramétrique 𝑣(𝑡) définie par (5.29) ; (iii) l’estimateur de paramètres (5.31)-

(5.34) optimisé pour faire usage du plus de données disponibles possible. Ainsi, l’observateur 

proposé au Tableau 5.1 étend aux système infini-dimensionnels, les travaux présentés aux 

chapitres 3 et 4 de cette thèse. 
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Chapitre 6 : Synthèse d’observateur pour systèmes à sortie 

échantillonnée, en présence d’un capteur dynamique 

distribué, non-linéaire 

 

6.1 Introduction 

La synthèse d’observateurs pour les systèmes équipés de capteurs représentés par une EDP, est 

une problématique intéressante. Mathématiquement, le problème consiste à synthétiser un 

observateur pour des systèmes modélisés par une EDO en cascade avec une EDP, où l’EDO 

représente la dynamique du système et l’EDP celle du capteur (Figure 26). Il est attendu de 

l’observateur qu’il estime les états (de dimension finie) de l’EDO et les états (de dimension 

infinie) de l’EDP. 

 

Figure 32 : Exemple illustrant la structure du système étudié 

Les premières solutions apportées à ce problème furent développées pour des systèmes 

intégrant un capteur représenté par une EDP hyperbolique du premier ordre (Krstic & 

Smyshlyaev, 2008) (Krstic, 2009b) (Cai, et al., 2016), ou un capteur représenté par une EDP de 

type équation de chaleur (Krstic, 2009a). Tous ces travaux présentaient des observateurs 

élaborés par une approche de type backstepping s’appuyant sur la transformation de Volterra. 

Les observateurs élaborés utilisent comme signal de sortie le signal délivré par le capteur, 

supposé constamment mesurable. La stabilité exponentielle de ces observateurs fut établie en 

utilisant des fonctionnelles de Lyapunov quadratiques. 

L’observateur présenté dans (Krstic, 2009a), applicable aux systèmes équipés d’un capteur 

représenté par une EDP de type chaleur, a été étendu dans (Ahmed-Ali, et al., 2015) aux cas où 

l’EDO (le système) intègre une non-linéarité Lipschitzienne. Le nouveau problème 

d’observation non linéaire fut traité en synthétisant un observateur combinant des approches 

0 

  Capteur distribué 

 

Diffusion de chaleur 

 

 
Dynamique du 

Système représentée 

par une EDO  
 

1 
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par backstepping et par grand grain. De nouveau, c’est une fonctionnelle de Lyapunov 

quadratique qui fut utilisée pour établir la stabilité exponentielle de l’observateur. Du fait de la 

non-linéarité du système, les conditions de stabilité dépendent de la largeur du domaine de 

l’EDP et du coefficient Lipschitz de la non-linéarité de l’EDO. Concrètement, plus grand est le 

domaine de l’EDP, plus petit doit être le coefficient de Lipschitz. 

L’observateur développé dans (Krstic & Smyshlyaev, 2008) (Krstic, 2009b), pour les structures 

intégrant un capteur représenté par une EDP hyperbolique du premier ordre, a lui aussi été 

étendu, dans (Ahmed-Ali, et al., 2017a), aux cas où l’EDO représentant le système intègre une 

non-linéarité Lipschitzienne. Cette généralisation fut possible en utilisant un observateur en 

cascade. Cette structure permet de s’affranchir de la condition qui limite la largeur du domaine 

de l’EDP. 

Tous les travaux abordés précédemment fournissent des observateurs fonctionnant 

correctement pour peu que le signal de sortie du système soit continuellement accessible à la 

mesure. En pratique, il est rare que ces signaux soient continuellement mesurables. En effet, les 

systèmes numériques, massivement utilisés de nos jours, nécessitent un échantillonnage des 

signaux pour opérer des traitements. Ainsi, la question de synthétiser des observateurs basés 

sur des mesures échantillonnées s’est posée dès le début des années 90 (Deza, et al., 1992). Ces 

dernières années, cette problématique a connu un regain d’intérêt notable avec des travaux 

comme ceux de  (Raff, et al., 2008) (Karafyllis & Kravaris, 2009) ou (Ahmed-Ali, et al., 2013). 

La plupart de ces études concernent des systèmes uniquement décrits par une EDO. Ce n’est 

que récemment que des observateurs pour des systèmes décrits par des EDP, linéaires ou semi-

linéaires, de type chaleur furent développés (Fridman & Blighovsky, 2012) (Ahmed-Ali, et al., 

2016a). La question de la création d’un observateur basé sur des signaux échantillonnés pour 

des systèmes représentés par une EDO linéaire en série avec une EDP de type chaleur 

représentant un capteur de température, a été résolue dans (Ahmed-Ali, et al., 2016b) 

(Karafyllis, et al., 2017). Le problème fut abordé de la même façon que dans (Krstic, 2009a) à 

l’exception de l’analyse de la stabilité exponentielle du système d’erreur correspondant, qui fut 

établie non pas en utilisant le théorème du petit gain, mais en utilisant une fonction de 

Lyapunov. Le cas plus général des EDO non-linéaires (globalement Lipschitzienne) en série 

avec une EDP de type chaleur, fut traité dans (Ahmed-Ali, et al., 2019). Il en résulta un 

observateur de type grand-gain basé sur des mesures échantillonnées. La convergence de cet 

observateur est garantie sous une condition faisant intervenir le coefficient de Lipschitz de 
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l’EDO. En somme, la valeur maximale admissible pour ce dernier est inversement 

proportionnelle à la longueur du domaine de l’EDP.  

Au vue des travaux évoqués précédemment, il est clair que tous les observateurs (basés sur des 

mesures échantillonnées ou non) développés pour les systèmes équipés d’un capteur représenté 

par une EDP de type chaleur, ne sont applicables que dans le cas où le capteur est linéaire.  

Ce chapitre présente un nouveau résultat relatif à la synthèse d’un observateur pour les systèmes 

dotés d’un capteur distribué non-linéaire de type chaleur, basé sur des mesures échantillonnées. 

La non-linéarité du capteur et la nature échantillonnée des mesures font que l’étude actuelle est 

une extension de celles présentées dans (Krstic, 2009a), (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Karafyllis, 

et al., 2017). L’observateur développé ici intègre une injection de sortie, s’introduisant aussi 

bien dans l’EDO que dans l’EDP (via l’erreur d’estimation de la sortie), ainsi que des gains 

dépendants d’une fonction matricielle basée sur la variable spatiale de l’EDP. L’analyse de 

l’observateur se fait en utilisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii et établie deux conditions 

suffisantes pour la stabilité exponentielle du système d’erreur. La première condition met en 

évidence une valeur maximale, à ne pas dépasser, de la période d’échantillonnage. La seconde 

condition fait intervenir la largeur du domaine de l’EDP ainsi que le coefficient de Lipschitz de 

la non-linéarité de cette même EDP. Cette largeur de domaine et ce coefficient de Lipschitz ne 

peuvent pas être choisis tous deux arbitrairement grands. Ainsi, pour une largeur de domaine 

donnée et choisie arbitrairement grande, il existe une valeur maximale que le coefficient de 

Lipschitz associé ne doit pas dépasser, et vice-versa. Dans le cas d’un système linéaire, donc 

sans non-linéarité (ni dans l’EDO ni dans l’EDP), seule la condition sur le pas d’échantillonnage 

subsiste. On retrouve alors les résultats obtenus, pour les systèmes EDO-EDP linéaires, de 

(Krstic, 2009a), (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Karafyllis, et al., 2017). La stabilité exponentielle 

de l’observateur est confirmée par des résultats de simulations qui ont également permis de 

mettre en lumière d’autres qualités de l’observateur, par exemple, sa robustesse face à la 

condition sur le coefficient Lipschitz et son utilité dans la stabilisation des rétroactions de la 

sortie. 

Ce chapitre est organisé comme suit : La classe de systèmes étudiée est présentée dans le 

paragraphe 6.2, la synthèse de l’observateur est détaillée dans le paragraphe 6.3 tandis que son 

analyse est réalisée au paragraphe 6.4. Enfin le paragraphe 6.5 présente les résultats de 

simulations.  
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6.2 Classe de systèmes étudiée 

Nous nous intéressons aux systèmes linéaires équipés d’un capteur distribué non-linéaire. Ces 

systèmes sont constitués d’une partie dynamique linéaire, représentée par une EDO, mise en 

série avec une partie dynamique non-linéaire, représentée par une EDP de type chaleur. 

Spécifiquement, le système faisant l’objet de l’étude est modélisé comme suit : 

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡) + 𝐵𝑣(𝑡), 𝑡 > 0        (6.1) 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝐷       (6.2) 

𝑢(𝐷, 𝑡) = 𝐶𝑋(𝑡)           (6.3) 

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0           (6.4) 

où 𝑋(0) ∊ ℝ𝑛 et 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) désignent les conditions initiales du système choisies 

arbitrairement, mais avec 𝑢0 ∊ 𝐻2(0, 𝐷) ;  𝑣 ∊ 𝐶0(𝑅+, 𝑅) le signal d’entrée du système ;  𝑋 ∊

ℝ𝑛 le vecteur d’états du système ; 𝑢(𝑥, 𝑡) ∊ ℝ le vecteur d’états distribués du capteur ; 𝐷 la 

largeur du domaine de l’EDP représentant le capteur. Les matrices  𝐴 ∊ ℝ𝑛×𝑛, 𝐵 ∊ ℝ𝑛 𝑒𝑡 𝐶 ∊

ℝ1×𝑛 sont connues et la paire (𝐴, 𝐶) est observable, 𝑓 ∊ 𝐶1(ℝ × [0, 𝐷] × ℝ+, ℝ) est une 

application connue, sans forme particulière, mais sa dérivée par rapport à son premier argument 

est bornée, tel que : 

∃𝛽 > 0, ∀(𝑢, 𝑥, 𝑡) ∊ ℝ × [0, 𝐷] × ℝ+ ∶ ||𝑓𝑢(𝑢, 𝑥, 𝑡)|| ≤ 𝛽      (6.5) 

Le signal intermédiaire 𝑢(𝐷, 𝑡) = 𝐶𝑋(𝑡) n’est pas accessible à la mesure. Le signal borné 

𝑦(𝑡) = 𝑢(0, 𝑡) est considéré comme étant la sortie du système, mais n’est accessible qu’aux 

moments d’échantillonnage.  

Les variables à observer sont le vecteur d’états de dimension finie 𝑋(𝑡) et l’état distribué 

𝑢(𝑥, 𝑡), avec 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐷. Ces estimations ne se basent que sur le signal de sortie échantillonné 

𝑦(𝑡𝑘), où {𝑡𝑘}𝑘=0
∞  représente la séquence d’échantillonnage. La période d’échantillonnage 

maximale est définie par : 

 ℎ ≝ sup
𝑘∈ℕ

(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)          (6.6) 

C’est dans ce but que l’observateur présenté dans ce chapitre fut développé. 
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Remarque 1. 

1) Contrairement au système présenté dans (Krstic, 2009b), le système considéré ici 

possède deux nouveautés : la non-linéarité 𝑓(. ) et la nature échantillonnage du signal 

de sortie. De ce fait, la problématique d’observation posée ici est bien plus générale que 

celle considérée dans (Krstic, 2009b). Le présent problème est également différent de 

celui étudié dans (Ahmed-Ali, et al., 2019), dans lequel la non-linéarité fait partie de 

l’EDO, et le signal de sortie est continu.  

2) Un observateur échantillonné pour les systèmes linéaires représentés par une cascade 

EDO-EDP a été développé dans (Ahmed-Ali, et al., 2016b) et dans (Karafyllis, et al., 

2017). Le cas non-linaire a récemment été abordé dans (Ahmed-Ali, et al., 2019), où 

une non-linéarité triangulaire et Lipschitz était introduite dans l’EDO. La nouveauté de 

notre étude est que la non-linéarité 𝑓(. ) fait partie de l’EDP.  

 

6.3 Synthèse de l’observateur 

L’observateur présenté dans ce chapitre est inspiré de celui de (Krstic, 2009a). Il est applicable 

aux systèmes décrits par (6.1) - (6.4) : 

�̇̂� = 𝐴�̂� + 𝐵𝑣(𝑡) − 𝑀(𝐷)𝐿�̃�(𝑡𝑘), pour tout 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 ∈ ℕ   (6.7) 

�̂�𝑡(𝑥, 𝑡) = �̂�𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑓(�̂�(𝑥, 𝑡)) − 𝐶𝑀(𝑥)𝐿�̃�(𝑡𝑘),  

  pour (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 𝐷) × [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)       (6.8) 

�̂�(𝐷, 𝑡) = 𝐶�̂�(𝑡), pour tout 𝑡 ≥ 0        (6.9) 

�̂�𝑥(0, 𝑡) = 0, pour tout 𝑡 ≥ 0        (6.10) 

�̃�(𝑡) = �̂�(0, 𝑡) − 𝑦(𝑡), pour tout 𝑡 ≥ 0       (6.11) 

avec n’importe quelles conditions initiales �̂�(0) ∈ ℝ𝑛 et �̂�[0] ∈ {𝜉 ∈ 𝐻2(0, 𝐷): 𝜉(𝐷) =

𝐶�̂�(0), 𝜉𝑥(0) = 0}, où 𝐿 ∈ ℝ𝑛 est tel que 𝐴 − 𝐿𝐶 soit une matrice de Hurwitz ; la fonction 

matricielle 𝑀(𝑥) est défini par l’EDO : 

𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
(𝑥) = 𝑀(𝑥)𝐴          (6.12) 

et les conditions de bord suivantes : 
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𝑀(0) = 𝐼,
𝑑𝑀

𝑑𝑥
(0) = 0         (6.13) 

Il est à noter que la condition sur le caractère Hurwitz de la matrice 𝐴 − 𝐿𝐶 n’est pas un 

problème, dans la mesure où la paire (𝐴, 𝐶) est stabilisable. La matrice 𝑀(𝑥), quant à elle, est 

inversible et commutative avec A tel que définie dans (Krstic, 2009a) et (Ahmed-Ali, et al., 

2015). C’est-à-dire :  𝐴𝑀(𝑥) = 𝑀(𝑥)𝐴 et 𝑀−1(𝑥)𝐴 = 𝐴𝑀−1(𝑥) 

La notation 𝐻2désigne quant à elle l’espace de Sobolev 𝐻2(0, 𝐷) des fonction 𝜂 ∶ [0, 𝐷] → ℝ 

avec 
𝑑𝜂

𝑑𝜍
∈ 𝐿2(0, 𝐷) et 

𝑑2𝜂

𝑑𝜍2
∈ 𝐿2(0, 𝐷) 

La convergence exponentielle de l’observateur (6.7) -(6.11) fait l’objet du théorème suivant, où 

les erreurs d’estimation d’états sont définies comme suit : 

�̃� = �̂� − 𝑋, �̃� = �̂� − 𝑢          (6.14) 

On utilisera aussi la notation �̃�[𝑡] qui désigne la fonction : [0, 𝐷] → ℝ; 𝑥 → �̃�(𝑥, 𝑡). 

Théorème 6.1 : Considérons l’observateur (6.7)-(6.11) opérant avec les mesures relevées en 

temps réel sur (6.1)-(6.4). Sous la condition 0 < 𝛽𝐷2 ≤
𝜋2

4
, les propriétés suivantes sont 

vérifiées : 

1) Il existe un scalaire ℎ∗(𝐷) > 0 tel que si 0 < ℎ < ℎ∗(𝐷) alors, l’observateur est 

globalement exponentiellement convergent. Il s’ensuit alors que �̃�(𝑡) et �̃�[𝑡], 

convergent exponentiellement vers l’origine lorsque 𝑡 → ∞, quelles que soient les 

conditions initiales �̂�(0) ∈ ℝ𝑛 et �̂�[0] ∈ {𝜉 ∈ 𝐻2(0, 𝐷): 𝜉(𝐷) = 𝐶�̂�(0), 𝜉𝑥(0) = 0} 

2) Dans le cas d’un système linéaire (𝑓(. ) = 0), il existe un scalaire ℎ∗∗ > 0 tel que, si 

0 < ℎ < ℎ∗∗ alors l’observateur est exponentiellement convergent, quel que soit 𝐷 > 0. 

La preuve de ce théorème est établie au paragraphe suivant.  

 

6.4 Analyse de l’observateur  

Nous allons à présent démontrer la convergence exponentielle de l’observateur (6.7)-(6.11),  

opérant à partir des données collectées sur le système (6.1)-(6.4), et de ce fait, établir la preuve 

du Théorème 6.1. 
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L’analyse de la convergence exponentielle de l’observateur, revient à analyser la stabilité 

exponentielle du système d’erreur associé. C’est pourquoi, nous nous focaliserons dans un 

premier temps sur l’élaboration de ce système d’erreur. Puis nous établirons par la suite les 

conditions suffisantes garantissant sa stabilité exponentielle. 

Etablissement du système d’erreur associé à l’observateur. 

Soustrayant les équations du système (6.1)-(6.4) aux équations correspondantes du système 

(6.7)-(6.11), on obtient le système d’erreur d’estimation d’états suivant : 

�̇̃�(𝑡) = 𝐴�̃�(𝑡) − 𝑀(𝐷)𝐿�̃�(0, 𝑡𝑘), pour tout 𝑡 ∈ [𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1) 𝑒𝑡 𝑘 ∈ ℕ    (6.15) 

�̃�𝑡(𝑥, 𝑡) = �̃�𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑓(�̂�(𝑥, 𝑡)) − 𝑓(𝑢(𝑥, 𝑡)) − 𝐶𝑀(𝑥)𝐿�̃�(0, 𝑡𝑘),    

pour (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 𝐷) × [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1)       (6.16) 

�̃�(𝐷, 𝑡) = 𝐶�̃�(𝑡)           (6.17) 

�̃�𝑥(0, 𝑡) = 0            (6.18) 

Introduisons à présent les transformations suivantes : 

𝑍(𝑡) = 𝑀−1(𝐷)�̃�(𝑡)           (6.19) 

𝑤(𝑥, 𝑡) = �̃�(𝑥, 𝑡) − 𝐶𝑀(𝑥)𝑍(𝑡)         (6.20) 

En utilisant (6.15), (6.19) et le fait que 𝐴 soit commutative avec les matrices 𝑀(𝑥) et 𝑀−1(𝑥), 

on obtient l’équation suivante gouvernant le vecteur d’état transformé 𝑍(𝑡) : 

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑍(𝑡) − 𝐿𝐶𝑍(𝑡𝑘) − 𝐿𝑤(0, 𝑡𝑘)        (6.21) 

De manière similaire, on obtient l’équation régissant l’état distribué 𝑤(𝑥, 𝑡), en différenciant 

les deux côtés de (6.20), en utilisant (6.16), (6.17), (6.19) et (6.21) : 

𝑤𝑡(𝑥, 𝑡) = �̃�𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑓(�̂�(𝑥, 𝑡)) − 𝑓(𝑢(𝑥, 𝑡))  

−𝐶𝑀(𝑥)𝐿�̃�(0, 𝑡𝑘) − 𝐶𝑀(𝑥)(𝐴𝑍(𝑡) − 𝐿𝐶𝑍(𝑡𝑘) − 𝐿𝑤(0, 𝑡𝑘)  

= 𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑥, 𝑡)�̃�(𝑥, 𝑡)  

  = 𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑥, 𝑡)𝐶𝑀(𝑥)𝑍(𝑡)    (6.22) 

avec 
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𝜑(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑓𝑢(𝑢(𝑥, 𝑡)) + 𝑠�̃�(𝑥, 𝑡)𝑑𝑠
1

0
        (6.23) 

où la dernière égalité (6.22) est obtenue en utilisant le théorème de la valeur moyenne.  

On déduit également de (6.13) et (6.17)-(6.18), que 𝑤(𝐷, 𝑡) = 0 et 𝑤𝑥(0, 𝑡) = 0 qui constituent 

les conditions de bord associées à (6.22). 

Par convenance, le système d’erreur ainsi établi est réécrit en fonction des nouvelles variables 

𝑍(𝑡) et 𝑤(𝑥, 𝑡), soit : 

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑍(𝑡) − 𝐿𝐶𝑍(𝑡𝑘) − 𝐿𝑤(0, 𝑡𝑘)       (6.24) 

𝑤𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝜑(𝑥, 𝑡)𝐶𝑀(𝑥)𝑍(𝑡)     (6.25) 

𝑤(𝐷, 𝑡) = 0            (6.26) 

𝑤𝑥(0, 𝑡) = 0           (6.27) 

 

Etude de la stabilité du système d’erreur (6.24)-(6.27). 

Nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii candidate suivante : 

𝑉 =
𝑎0

2
∫ 𝑤2𝐷

0
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 +

𝑎1

2
∫ 𝑤2

𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
+ 𝑍𝑇(𝑡)𝑃𝑍(𝑡)  

+𝑎1 ∫ (𝑠 − 𝑡 + ℎ)‖�̇�(𝑠)‖²𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
         (6.28) 

Pour 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ, avec 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 > 0 n’importe quel scalaire réel et 𝑃 n’importe 

quelle matrice symétrique définie positive satisfaisant l’équation suivante : 

𝑃(𝐴 − 𝐿𝐶) + (𝐴 − 𝐿𝐶)𝑇𝑃 = −𝜇𝐼        (6.29) 

où 𝜇 > 0 est choisi arbitrairement. Il est à noter que l’existence de 𝑃 satisfaisant (6.29) n’est 

pas un problème dans la mesure où 𝐴 − 𝐿𝐶 est une matrice de Hurwitz.  

En utilisant (6.25), on obtient en dérivant (6.28) par rapport au temps : 

�̇� = 2𝑍𝑇(𝑡)𝑃(𝐴𝑍(𝑡) − 𝐿𝐶𝑍(𝑡𝑘) − 𝐿𝑤(0, 𝑡𝑘))  

+𝑎0 ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡)𝑤𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
+ 𝑎1 ∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡)

𝐷

0
𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥  

+ℎ𝑎2‖�̇�(𝑡)‖²𝑑𝑠           (6.30) 
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Considérons les relations évidentes suivantes, pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ : 

𝑍(𝑡𝑘) = 𝑍(𝑡) − ∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
, 𝑤(0, 𝑡𝑘) = − ∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥

𝐷

0
      (6.31) 

𝑎1 ∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑎1 ∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥
𝐷

0
= −𝑎1 ∫ 𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑤𝑡(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0

𝐷

0
  

            (6.32) 

où la dernière égalité est obtenue en utilisant une intégration par partie, ainsi que (6.26) et 

(6.27).  

En utilisant (6.31) et (6.25), il découle de (6.30) que, pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ : 

�̇� = 𝑍𝑇(𝑡)(𝑃(𝐴 − 𝐿𝐶) + (𝐴 − 𝐿𝐶)𝑇𝑃)𝑍(𝑡) + 2𝑍𝑇(𝑡)𝑃𝐿𝐶 ∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
  

+2𝑍𝑇(𝑡)𝑃𝐿 ∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥
𝐷

0
  

+𝑎0 ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
+ 𝑎0 ∫ 𝜑(𝑥, 𝑡)𝑤2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
+

𝑎0 ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑥, 𝑡)𝐶𝑀(𝑥)𝑍(𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
  

−𝑎1 ∫ 𝑤𝑥𝑥
2 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
+ 𝑎1 ∫ 𝜑(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
  

+𝑎1 ∫ 𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑥, 𝑡)𝐶𝑀(𝑥)𝑍(𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
+ ℎ𝑎2‖�̇�(𝑡)‖

2
− 𝑎2 ∫ ‖�̇�(𝑠)‖²𝑑𝑠

𝑡

𝑡𝑘
    

            (6.33) 

où le premier terme de droite est obtenu en utilisant l’égalité 𝑍𝑇(𝑡)𝑃(𝐴 − 𝐿𝐶)𝑍(𝑡) =

𝑍𝑇(𝑡)(𝐴 − 𝐿𝐶)𝑇𝑃𝑍(𝑡) (vérifiée car 𝑃 est symétrique).  

Il faut désormais procéder à l’analyse des différents termes du membre droit de (6.33) et majorer 

ceux qui seraient non-stabilisant.  

Analyse du 1e terme de (6.33) : 

En utilisant (6.29) on obtient : 

𝑍𝑇(𝑡)(𝑃(𝐴 − 𝐿𝐶) + (𝐴 − 𝐿𝐶)𝑇𝑃)𝑍(𝑡) = −𝜇‖𝑍(𝑡)‖²      (6.34) 

Majoration du 2e terme de (6.33) : 

En utilisant l’inégalité de Young, on peut développer et majorer ce terme comme suit : 

2𝑍𝑇(𝑡)𝑃𝐿𝐶 ∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
≤ ‖𝑍(𝑡)‖2 + ‖𝑃𝐿𝐶‖² ‖∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡𝑘
‖ ²  
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≤ ‖𝑍(𝑡)‖2 + ℎ‖𝑃𝐿𝐶‖² ∫ ‖�̇�(𝑠)‖²𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
     (6.35) 

où la dernière inégalité est obtenue en utilisant l’inégalité de Jensen. 

Majoration du 3e terme de (6.33) : 

Pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ, on peut écrire : 

2𝑍𝑇(𝑡)𝑃𝐿 ∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥
𝐷

0
≤ ‖𝑍(𝑡)‖2 + ‖𝑃𝐿‖²(∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
)²  

≤ ‖𝑍(𝑡)‖2 + 𝐷‖𝑃𝐿‖² ∫ 𝑤𝑥
2(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥

𝐷

0
    (6.36) 

 Où l’on a successivement utilisé les inégalités de Young et de Schwartz 

Majoration du 4e terme de (6.33) : 

En effectuant une intégration par partie sur ce terme, et en utilisant les conditions de bord (6.26)-

(6.27), on obtient : 

𝑎0 ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = −𝑎0 ∫ 𝑤𝑥
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0

𝐷

0
  

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ    (6.37) 

Majoration du 5e terme de (6.33) : 

En utilisant (6.5) et (6.24), on obtient la majoration suivante : 

|𝑎0 ∫ 𝑤2(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
| ≤ 𝑎0𝛽 ∫ 𝑤2𝐷

0
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥       (6.38) 

Majoration du 6e terme de (6.33) : 

Ce terme peut être majoré en utilisant successivement les inégalités de Young et de Schwartz, 

pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1 : 

|𝑎0 ∫ 𝑤(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑥, 𝑡)𝐶𝑀(𝑥)𝑍(𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
| ≤

𝑎0𝜂

2
‖𝑍(𝑡)‖2 +

𝑎0

2𝜂
(∫ ‖𝜑(𝑥, 𝑡)𝐶𝑀(𝑥)𝑤(𝑥, 𝑡)‖𝑑𝑥)²

𝐷

0
  

≤
𝑎0𝜂

2
‖𝑍(𝑡)‖2 +

𝑎0𝛼𝛽²𝐷

2𝜂
∫ 𝑤2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
  (6.39) 

pour n’importe quel 𝜂 > 0, où 𝛼 ≝ sup
𝑥∈[0,𝐷]

‖𝐶𝑀(𝑥)‖2 < ∞. Cette condition découle 

directement de (6.5) et du fait que ‖𝑀(𝑥)‖ est bornée à cause de sa continuité sur l’intervalle 

[0, 𝐷].  
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Majoration du 8e terme de (6.33) : 

De façon similaire à (6.39), il est possible de majorer le 8e terme de (6.33) ainsi : 

𝑎1 ∫ 𝜑(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
≤

𝑎1𝛽𝐷

2𝜍
∫ 𝑤2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
+

𝑎1𝛽𝜍𝐷

2
∫ 𝑤2

𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
  (6.40) 

avec 𝜍 > 0 un scalaire quelconque. 

Majoration du 9e terme de (6.33) : 

Enfin, en utilisant (6.24), on peut écrire, pour tout  𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ : 

ℎ𝑎2‖�̇�(𝑡)‖
2

= ℎ𝑎2‖𝐴𝑍(𝑡) − 𝐿𝐶𝑍(𝑡𝑘) − 𝐿𝑤(0, 𝑡𝑘)‖²  

= ℎ𝑎2 ‖(𝐴 − 𝐿𝐶)𝑍(𝑡) + 𝐿𝐶 ∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘

+ 𝐿 ∫ 𝑤𝑥(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥
𝐷

0

‖ ² 

≤ 3ℎ𝑎2‖𝐴 − 𝐿𝐶‖2‖𝑍(𝑡)‖² + 3ℎ2𝑎2‖𝐿𝐶‖² ∫ ‖�̇�(𝑠)‖
2

𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
  

+3ℎ𝑎2𝐷‖𝐿‖² ∫ 𝑤𝑥
2(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥

𝐷

0
      (6.41) 

Où l’on a successivement utilisé les inégalités de Young, Jensen et Schwarz pour obtenir la 

dernière inégalité. 

En combinant (6.34) et (6.41) on obtient l’inégalité suivante, pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ : 

�̇� ≤  − (𝜇 − 2 − 3ℎ𝑎2‖𝐴 − 𝐿𝐶‖2 −
𝑎0𝜂

2
) ‖𝑍(𝑡)‖2  

− (𝑎0 −
4𝐷2𝑎0𝛽

𝜋2 (1 +
𝛼𝛽𝐷

2𝜂
) −

2𝑎1𝐷2𝛽

𝜍𝜋2 ) ∫ 𝑤𝑥
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
  

−𝑎1 (1 −
𝛽𝜍

2
) ∫ 𝑤2

𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + (𝐷‖𝑃𝐿‖2 + 3ℎ𝑎2𝐷‖𝐿‖2)
𝐷

0
∫ 𝑤𝑥

2(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥
𝐷

0
  

−(𝑎2 − 3ℎ2𝑎2‖𝐿𝐶‖2 − ℎ‖𝑃𝐿𝐶‖2) ∫ ‖�̇�(𝑠)‖²𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
      (6.42) 

Où le second terme de droite est obtenu en utilisant l’inégalité de Wirtinger dans (6.41). Nous 

fixons à présent le coefficient 𝜍 = 1/𝛽 et le scalaire 𝜇, de telle sorte que 𝜇 > 2, et supposons 

l’intervalle entre deux moments d’échantillonnage ℎ, la largeur du domaine de l’EDP 𝐷, le 

coefficient Lipschitz 𝛽, et les scalaires positifs (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝜂) de façon à ce que les inégalités 

suivantes soient vérifiées : 
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𝜇 − 2 − 3ℎ𝑎2‖𝐴 − 𝐿𝐶‖2 −
𝑎0𝜂

2
>

𝜇−2

2
> 0        (6.43) 

𝑎0 −
4𝐷2𝑎0𝛽

𝜋2 (1 +
𝛼𝛽𝐷

2𝜂
) −

2𝑎1𝐷2𝛽2

𝜋2 > 휀𝑎0 > 0       (6.44) 

𝑎2 − 3ℎ2𝑎2‖𝐿𝐶‖2 − ℎ‖𝑃𝐿𝐶‖2 >
𝑎2

2
> 0        (6.45) 

pour n’importe quel 0 < 휀 < 1. Introduisons les notations suivantes : 

⍴1 = (𝜇 − 2 − 3ℎ𝑎2‖𝐴 − 𝐿𝐶‖2 −
𝑎0𝜂

2
)

1

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃)
       (6.46) 

⍴2 =
𝜋2

2𝑎0𝐷2 (𝑎0 −
4𝐷2𝑎0𝛽

𝜋2 (1 +
𝛼𝛽𝐷

2𝜂
) −

2𝑎1𝐷2𝛽

𝜍𝜋2 )       (6.47) 

⍴3 =
𝜋²

4𝐷²
            (6.48) 

⍴4 = 1 − 3
ℎ2𝑎0‖𝐿𝐶‖2

𝑎2
−

ℎ‖𝑃𝐿𝐶‖²

𝑎2
         (6.49) 

En utilisant (6.43)-(6.45), on obtient : 

min(⍴1, ⍴2, ⍴3, ⍴4) > ⍴(𝐷) = 𝑚𝑖𝑛 {
𝜇−2

2𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃)
,

𝜋²

2𝐷²
,

1

2
}      (6.50) 

En utilisant (6.43)-(6.44) et (6.28) il découle de (6.42) que : 

�̇�(𝑡) ≤  −⍴(𝐷)𝑉(𝑡) + 𝛿(𝐷, ℎ)𝑉(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ   (6.51) 

Avec  

𝛿(𝐷, ℎ) =
2

𝑎1
𝐷(‖𝑃𝐿‖2 + 3ℎ𝑎2‖𝐿‖2)        (6.52) 

Fixons le coefficient positif 𝑎1 de sorte que : 

𝛿(𝐷, ℎ) < ⍴(𝐷)           (6.53) 

En appliquant l’inégalité de Halanay à (6.51) on obtient : 

𝑉(𝑡) ≤ 𝑒−2𝑟(𝑡−𝑡0) sup
−ℎ≤𝑠≤0

𝑉(𝑡0 + 𝜏) ; pour 𝑡 ≥ 𝑡0      (6.54) 

où 𝛾 est l’unique solution de l’équation algébrique : 

2𝛾 = ⍴(𝐷) − 𝛿(𝐷, ℎ)𝑒2ℎ𝛾          (6.55) 
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Il découle de (6.54), en utilisant (6.28), que 𝑍(𝑡) et ∫ 𝑤2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
 convergent, tous deux, 

exponentiellement vers zéro quand 𝑡 → ∞. En appliquant l’inégalité de Wirtinger à (6.41), on 

obtient que max
0≤𝑥≤𝐷

𝑤²(𝑥, 𝑡) converge également exponentiellement vers 0 pour 𝑡 → ∞, et 

compte-tenu de  (6.19)-(6.20), il en est de même pour �̃�(𝑡) et �̃�(𝑥, 𝑡). Ces résultats de 

convergence peuvent être obtenues en ajustant les paramètres 𝜇, 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 et η de différentes 

manières. La première condition (6.53) peut être satisfaite en prenant 𝑎1suffisamment grand. 

Pour se conformer avec la condition (6.43), il faut prendre 𝜇 tel que 𝜇 − 2 −
𝑎0𝜂

2
>

𝜇−2

4
 et 

l’intervalle entre deux moments d’échantillonnage ℎ < ℎ2
∗  et ℎ2

∗ =
1

2‖𝐿𝐶‖
 et 𝑎2 tel que 𝑎2 >

4ℎ2
∗‖𝑃𝐿𝐶‖². (1.44) est obtenue si le couple d’inégalités suivant est vérifié : 

1 −
4𝐷2𝛽

𝜋2 −
2𝐷3𝛼𝛽2

𝜂𝜋2 >
2
           (6.56) 

(2𝑎1𝐷2𝛽2)

𝜋²
< 𝑎0 2

           (6.57) 

Puisque 0 < 휀 < 1 et que le Théorème 1 donne 
4𝐷2𝛽

𝜋²
< 1.  

En prenant 휀 = 1 −
4𝐷2𝛽

𝜋²
, (6.56) est vérifié sous réserve que le paramètre 𝜂 est tel que 

2𝐷3𝛼𝛽²

𝜂𝜋²
<

2
 (quel que soit 𝐷, 𝛼, 𝛽). Aussi (6.57) est vérifiée en prenant 𝑎0 suffisamment grand.  

Pour résumer, les inégalités (6.43)-(6.45) sont vérifiées (en prenant les valeurs appropriées pour 

les paramètres 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝜇, 𝜂) à condition que 
4𝐷2𝛽

𝜋²
< 1 et ℎ < ℎ∗(𝐷) =: max (ℎ1

∗(𝐷), ℎ2
∗).  

 

Cas 2 : 𝒇(. ) = 𝟎 

Si 𝑓(. ) = 0 alors le système d’erreur (1.24)-(1.27) devient : 

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑍(𝑡) − 𝐿𝐶𝑍(𝑡𝑘) − 𝐿𝑤(0, 𝑡𝑘)        (6.58) 

𝑤𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)           (6.59) 

𝑤(𝐷, 𝑡) = 0            (6.60) 

𝑤𝑥(0, 𝑡) = 0            (6.61) 

Et l’inégalité (6.42) se simplifie de la manière suivante : 
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�̇� ≤ −(𝜇 − 2 − 3ℎ𝑎2‖𝐴 − 𝐿𝐶‖2)‖𝑍(𝑡)‖2  

−𝑎0 ∫ 𝑤𝑥
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

𝐷

0
− 𝑎1 ∫ 𝑤𝑥𝑥

2 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝐷

0
  

+(𝐷‖𝑃𝐿‖2 + 3ℎ𝑎2𝐷‖𝐿‖2) ∫ 𝑤𝑥
2(𝑥, 𝑡𝑘)𝑑𝑥

𝐷

0
  

−(𝑎2 − 3ℎ2𝑎2‖𝐿𝐶‖2 − ℎ‖𝑃𝐿𝐶‖2) ∫ ‖�̇�(𝑠)‖²𝑑𝑠
𝑡

𝑡𝑘
     (6.62) 

Il est nécessaire que les deux conditions suivantes soient respectées : 

𝜇 − 2 − 3ℎ𝑎2‖𝐴 − 𝐿𝐶‖2 >
𝜇−2

2
> 0        (6.63) 

𝑎2 − 3ℎ2𝑎2‖𝐿𝐶‖2 − ℎ‖𝑃𝐿𝐶‖2 >
𝑎2

2
> 0        (6.64) 

Pour vérifier (6.63), on prend 𝜇 tel que 𝜇 > 2 et l’intervalle d’échantillonnage ℎ < ℎ3
∗ =

:
𝜇−2

6𝑎2‖𝐴−𝐿𝐶‖2, quel que soit la valeur de 𝑎2.  

A son tour l’inégalité (6.64) est vérifiée sous réserve que ℎ < ℎ2
∗  avec ℎ2

∗ = 1/(‖𝐿𝐶‖√6 et 

𝑎2 > 2ℎ2
∗‖𝑃𝐿𝐶‖², avec les mêmes notations que celles employées dans le cas où 𝑓(. ) ≠ 0. 

 Les conditions (6.63)-(6.64) sont quant à elles vérifiées seulement si ℎ < max (ℎ2
∗ , ℎ3

∗), mais 

aucune condition sur 𝐷 n’est requise.  

Ensuite, en utilisant (6.63)-(6.64) et (6.28), il découle de (6.62) que : 

�̇�(𝑡) ≤ −𝜌(𝐷)𝑉(𝑡) + 𝛿(𝐷, ℎ)𝑉(𝑡𝑘), pour tout 𝑡𝑘 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑘+1, 𝑘 ∈ ℕ   (6.65) 

Avec 𝜌(𝐷) =: 𝑚𝑖𝑛 {
𝜇−2

2𝜆min(𝑃)
,

𝜋2

2𝐷2 ,
1

2
} et 𝛿(𝐷, ℎ) comme dans (6.52).  

Nous procédons ensuite comme dans le cas 1 de la preuve, en prenant le coefficient 𝑎1 tel que 

𝛿(𝐷, ℎ) < 𝜌(𝐷) et en appliquant l’inégalité de Halanay. 

Ceci conclu la seconde et dernière partie de la preuve du Théorème 6.1. 

Remarque 2. 

1) L’observateur présenté dans ce chapitre est une extension de celui présenté dans (Krstic, 

2009a) et l’améliore de deux façons : c’est un observateur requérant des mesures 

échantillonnées et il prend en compte les dynamiques non-linéaires grâce à la fonction 

𝑓(𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥, 𝑡) intervenant dans l’EDP de type chaleur (6.3). Dans le cas où 𝑓(. ) est 

nulle, le présent observateur reste une version échantillonnée de celui de (Krstic, 2009a). 
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Le présent observateur est également une généralisation de celui présenté dans (Ahmed-

Ali, et al., 2016b) (Ahmed-Ali, et al., 2017b) (Karafyllis, et al., 2017) dans la mesure 

où ces travaux se concentrent sur le cas où 𝑓(. ) est nulle. En outre, l’analyse de stabilité 

du présent observateur repose sur une fonction de Lyapunov-Krasovskii alors que celle 

présentée dans (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Ahmed-Ali, et al., 2017b) (Karafyllis, et al., 

2017) reposait sur une approche petit gain. Les résultats des présents travaux sont 

également très différents de ceux de (Ahmed-Ali, et al., 2019) dans lequel l’observateur 

est applicable à des systèmes représentés par une cascade EDO-EDP avec une EDO 

non-linéaire et une EDP linéaire, alors qu’ici la non-linéarité est intégrée à l’EDP. 

2) La partie 1 du Théorème 6.1, met en lumière deux conditions suffisantes pour la 

convergence exponentielle de l’observateur. La première condition est 0 < 𝛽𝐷2 ≤
𝜋2

4
. 

Elle est vérifiée à condition que la longueur du domaine de l’EDP 𝐷 et le coefficient de 

la non-linéarité Lipschitz 𝛽 ne soient pas simultanément grands. Si 𝐷 est fixe, sa valeur 

détermine la valeur maximale admissible pour 𝛽 (et vice-versa). L’impossibilité d’avoir 

𝐷 et 𝛽 simultanément arbitrairement grands était également présente dans (Ahmed-Ali, 

et al., 2019).  

La partie 2 du Théorème 6.1 souligne le fait qu’aucune condition sur 𝐷 n’est requise 

dans le cas plus simple où 𝑓(. ) est nulle. Cependant, la condition sur l’intervalle 

d’échantillonnage ℎ, est similaire à celle de (Ahmed-Ali, et al., 2016b) (Ahmed-Ali, et 

al., 2017b) (Karafyllis, et al., 2017). 

3) La seconde condition exposée par le Théorème 6.1 est la nécessité de l’intervalle 

ℎ d’être suffisamment petit. Dans le cas où la non-linéarité 𝑓(. ) est non nulle, la valeur 

maximale admissible pour ℎ∗(𝐷) dépend de 𝐷 : plus 𝐷 est grand, plus ℎ∗(𝐷) est petit. 

Dans le cas où 𝑓(. ) est nulle, la valeur maximale admissible de ℎ est indépendante de 

𝐷, elle dépend uniquement des caractéristiques de l’EDO. 
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6.5 Simulations 

Afin d’illustrer les performances de l’observateur présenté dans ce chapitre, nous considérons 

le système (6.1)-(6.4) avec les paramètres suivants : 

𝐴 = [
−1 1
0 1

] ; 𝐵 = [
1
1

] ; 𝑐 = [1 0] ; 𝑓(𝑢, 𝑥, 𝑡) = sin (𝑢(𝑥, 𝑡)) pour 𝑢 ∈ ℝ 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 ≥ 0. 

La fonction 𝑓(. ) satisfait la condition (6.5) pour 𝛽 = 1.  

Pour ce qui est de l’observateur, la matrice de gain fixe est 𝐿 = [2 1]𝑇. Ainsi la matrice 𝐴 − 𝐿𝐶 

est bel et bien une matrice de Hurwitz dont les valeurs propres sont {−1, −1}. 

La matrice de gain variable est prise tel que 𝑀(𝑥) = [
1 0,5

1
𝑥2

2

], permettant ainsi de valider la 

condition (6.12). 

Les conditions initiales du système et de l’observateur sont 𝑋(0) = [1 1]𝑇 , �̂�(0) = [0 0]𝑇 ,  et 

𝑢(𝑥, 0) = 1, �̂�(𝑥, 0) = 0, pour tout 0 < 𝑥 < 1. Le système est excité avec le système d’entrée 

𝑣(𝑡) = cos (0,1𝑡). 

Il est important de noter que la condition 0 ≤ 𝛽𝐷2 ≤
𝜋2

4
 est ici satisfaite dans la mesure où 𝛽 =

𝐷 = 1. 

Pour les paramètres donnés précédemment, la valeur ℎ = 0,1𝑠 de la période d’échantillonnage 

semble être un choix judicieux. 

Les figures 33 à 35 montrent que l’observateur fonctionne correctement confirmant ainsi les 

résultats théoriques du théorème 6.1. De manière plus spécifique, la figure 33 montre que les 

variables d’états du système, estimées par l’observateur, convergent bien, après un court régime 

transitoire d’environ 3s, vers leurs vraies valeurs. Les mêmes performances sont observées sur 

la figure 34, qui montre que l’erreur d’estimation des variables d’état du capteur converge vers 

l’origine. Enfin, la figure 35, montre la convergence du signal de sortie �̂�(𝑡) de l’observateur 

vers le signal de sortie 𝑦(𝑡) du système. 
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Figure 33 : Convergence des états estimés du système (traits pointillés) vers leurs valeurs réelles (traits pleins) Haut : 𝑥1  et 

�̂�1 Bas : 𝑥2 et �̂�2 

 

Figure 34 : Convergence de l'erreur d'estimation des états du capteur vers l’origine 
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Figure 35 : Convergence de la sortie estimée de l'observateur (traits pointillés) vers sa valeur réelle (traits pleins) 

Cette simulation permet d’appuyer les résultats théoriques du théorèmes 6.1 : Le système 

d’erreur converge bel et bien vers l’origine. Cependant, comme dans toutes simulations, les 

paramètres utilisés ici sont plus ou moins éloignés de ce que l’on peut trouver dans des 

conditions réelles de fonctionnement. Par exemple, l’acquisition de mesures s’accompagne 

toujours ou presque d’un bruit de mesure plus ou moins important. Cela fait que le signal de 

sortie du système transmis à l’observateur est perturbé. 

Afin de tester la robustesse de l’observateur, une nouvelle simulation a été effectuée. Tous les 

paramètres sont identiques à ceux de la précédente simulation mais, un bruit blanc, ayant pour 

but de simuler un bruit de mesure, a été ajouté au signal de sortie du système. 

Les paramètres de ce bruit blanc sont les suivants : 

 {

𝑀𝑜𝑦𝑒𝑛𝑛𝑒 ∶ 0

𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 ∶ 2,5 × 10−5

𝑂𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑒 ∶ 0
 

La figure 36 montre l’action du bruit sur le signal de sortie du système, mais également la bonne 

convergence du signal de sortie de l’observateur vers le signal de sortie moyenné du système. 

Il en est de même pour les variables d’état du système (figure 37) et du capteur (figure 38) 

Le bruit n’est pas amplifié par l’observateur, on peut donc en déduire qu’il possède une certaine 

robustesse vis-à-vis de ce genre de perturbations. 
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Figure 36 : Sortie y(t) du système (trait plein) et sortie �̂�(t) du prédicteur (trait pointillé) 

 

Figure 37 :  Variables d'état du système (traits pleins) et leurs estimées (pointillés). Haut : 𝑥1(t)  et �̂�1(t) Bas : 𝑥2(t)  et �̂�2(t) 
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Figure 38 : Convergence de l'erreur d'estimation des états du capteur vers zéro 

 

6.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons traité le problème de l’observation d’états des systèmes linéaires 

équipés de capteurs de chaleur non-linéaire. En considérant ces systèmes comme une cascade 

EDO-EDP (6.1)-(6.4), nous avons développé un nouvel observateur capable d’estimer 

correctement les variables d’états finies du système, ainsi que les variables d’états infinis du 

capteur et ce, malgré la présence d’une non-linéarité 𝑓(. ) dans le capteur, et de 

l’échantillonnage du signal de sortie du système observé. Ce nouvel observateur est une 

généralisation des observateurs préexistants permettant l’observation des systèmes équipés de 

capteurs linéaires, avec présence ou non de signaux échantillonnés. Le Théorème 6.1 démontre 

la convergence exponentielle de l’observateur en posant une condition sur la période 

d’échantillonnage ℎ et les coefficient Lipchitz 𝛽 de 𝑓(. ). La valeur maximale admissible pour 

𝛽 est inversement proportionnel à la longueur 𝐷 du domaine de l’EDP. ℎ quant à lui doit être 

pris suffisamment petit. Dans le cas où le système est équipé d’un capteur linéaire (𝑓(. ) = 0), 

seule la condition sur ℎ est à considérer. 

  



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 133 

 

Chapitre 7 : Conclusion générale 

 

7.1 Synthèse des travaux 

Les travaux menés dans le cadre de cette thèse ont porté sur la synthèse d’observateurs pour 

certaines classes de systèmes linéaires ou non, fini- ou infini-dimensionnels. La non-linéarité 

des systèmes étudiés est principalement prise en compte à travers des champs vectoriels 

triangulaires et globalement Lipschitz. Les dynamiques infini-dimensionnelles considérées sont 

essentiellement de type paraboliques ou des retards de type temps-mort ou distribué. Outre leur 

caractère non-linéaire et/ou infini-dimensionnel, l’intérêt des systèmes considérés réside aussi 

dans le fait que leurs sorties sont souvent supposées échantillonnées et leurs modèles font 

souvent l’objet d’incertitudes paramétriques. Pour chacune des classes de systèmes considérées, 

nous avons élaboré un observateur d’états et proposé une démonstration formelle de sa 

convergence exponentielle, sous des conditions suffisantes d’observabilité du système et 

d’excitation persistante des entrées. A cet effet, nous avons fait usage de différentes techniques 

de synthèse d’observateurs, comme le grand gain et le filtre de Kalman, et différents outils 

d’analyse comme les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, le théorème du petit gain, et 

diverses inégalités, utilisables dans les espaces  𝐿2 ou ceux de Sobolev, notamment celles de 

Schwartz, Hanalay, Wirtinger, etc. Les performances théoriques des observateurs élaborés ont 

systématiquement fait l’objet de validations abondantes par voie de simulation dont une partie 

seulement a été insérée dans ce mémoire. 

La suite de cette première partie du présent chapitre récapitule plus ou moins en détails les 

observateurs développés dans ce mémoire. 

 

Synthèse d’observateurs pour les systèmes fini-dimensionnels à sortie retardée 

Au chapitre 2, nous nous sommes intéressés à la synthèse d’observateurs pour les systèmes 

linéaires temps-variant décris par les équations (2.1)-(2.2) en proposant un observateur de type 

Kalman, composé d’un estimateur d’états et d’un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre 

zéro, décrit par les équations (2.6)-(2.8).  
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Une des particularités de cet observateur est qu’il permet une prise en compte simultanée du 

retard discret et du retard distribué grâce à la représentation uniforme (2.4a). Cette particularité 

fort intéressante est également présente dans les observateurs des chapitre 3 et 4. 

Pour que cet observateur opère correctement, il est nécessaire que sa matrice de gain, décrite 

par l’équation (2.8), soit définie positive et reste constamment éloignée de la matrice nulle. Pour 

cela, elle doit respecter la double inégalité (2.9). Cette propriété implique, en terme 

d’observabilité du système, une condition sur le Grammien de la paire (𝐴(𝑢), 𝐶) du système. 

Cette dernière entraine à son tour une contrainte sur le signal d’entrée, que l’on qualifie alors 

de signal régulièrement excitant. 

La stabilité exponentielle du système d’erreur de l’observateur fait l’objet du Théorème 2.1 

dont la démonstration utilise la fonction de Lyapunov (2.12) ainsi que plusieurs autres outils 

mathématiques tels que les inégalités de Young ou de Wirtinger. Le Théorème 2.1 met en 

évidence le fait que les valeurs de retard et d’échantillonnage doivent être suffisamment faibles. 

Au chapitre 3, nous avons présenté une extension des travaux du chapitre 2 aux systèmes non-

linéaires temps-variant, à sortie échantillonnée et retardée, qui sont également soumis à une 

incertitude paramétrique, décrits pour les équation (3.1)-(3.2). Pour estimer les variables d’état 

et les paramètres inconnus d’un système de ce type, nous avons élaboré l’observateur adaptatif 

décrit dans le Tableau 3.1. L’observateur se compose d’un estimateur d’états de type Kalman 

(3.26), d’un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre zéro (3.27), ainsi que d’un estimateur 

de paramètres, obtenu grâce à l’algorithme des moindres carrés récursifs (3.31)-(3.34).  

Comme sa version non adaptative du chapitre 2, l’observateur adaptatif ne peut fonctionner 

correctement que si ses matrices de gain (3.29) et (3.32) demeurent tout le temps strictement 

définies positives. Les inégalités (3.37) et (3.38) constituent des conditions suffisantes 

garantissant cette propriété. La première condition, s’exprimant en terme de Grammien de la 

paire (𝐴(𝑢), 𝐶), est en fait une condition d’observabilité système. La seconde condition est une 

exigence d’excitation persistante sur le signal d’entrée, elle garantit l’identifiabilité des 

paramétres inconnus du système. 

La convergence exponentielle du système d’erreur (3.13) est établie dans le Théorème 3.1. Ce 

dernier a été démontré en utilisant les fonctions de Lyapunov adaptées (3.43), (3.45) et (3.55), 

ainsi que des outils mathématiques comme les inégalités de Schwartz ou Halanay. L’exigence 

sur le retard et le pas d’échantillonnage d’être suffisamment faibles est également ressortie dans 

ce théorème. 



 Synthèse d’observateurs pour des systèmes finis- et infinis-dimensionnels retardés 

 

Manon LAILLER Université de Caen Normandie – Manuscrit de thèse 135 

Le chapitre 4 a permis d’ouvrir l’application de l’observateur du Chapitre 3, à une classe de 

systèmes plus étendue, décrite par les équations (4.1)-(4.2). 

L’observateur présenté dans ce chapitre comporte un estimateur d’états de type Kalman (4.20), 

un prédicteur de sortie de type bloqueur d’ordre zéro (4.21) et un estimateur de paramètres 

obtenu grâce à l’algorithme des moindres carrés récursifs (4.24).  

A l’instar des chapitres 2 et 3, l’observateur du chapitre 4 se sert de la modélisation (4.3c) pour 

estimer conjointement les retards discrets et distribués. 

Les conditions nécessaires à la bonne marche de l’observateur sont semblables à celles du 

chapitre 3. Les matrices de gain (4.23) et (4.26) de l’observateur doivent respectivement remplir 

les conditions (4.29) et (4.30). La vérification de ces propriétés implique des contraintes 

d’observabilité portant sur le Grammien de la paire (𝐴(𝑢), 𝐶), ainsi que la nécessité pour le 

signal d’entrée du système de présenter une excitation persistante, et pour la matrice (4.28) de 

remplir la condition d’excitation persistante présentée par (4.31). 

La convergence exponentielle du système d’erreur (4.9) associé au système étudié, fait l’objet 

du Théorème 4.1. Ce dernier est démontré grâce aux fonctions de Lyapunov-Krasovskii (4.35), 

(4.50) et (4.56), ainsi qu’aux inégalités de Wirtinger et de Young. Il se vérifie dans les cas où 

le retard et le pas d’échantillonnage associés au système, sont suffisamment faible. 

 

 Synthèse d’observateurs pour les systèmes infini-dimensionnel à sortie retardée. 

Au chapitre 5 nous nous sommes intéressés à la synthèse d’observateurs pour les systèmes 

infini-dimensionnels temps-variant à sortie échantillonnée, retardés, et soumis à une incertitude 

paramétrique. Cette classe de systèmes est représentée par les équations (5.1)-(5.4). 

Contrairement aux chapitres précédents, seul le retard distribué est considéré ici.  

L’observateur développé et associé à la classe de systèmes (5.1)-(5.4) se compose, d’un 

estimateur d’états à gain fixe (5.25), d’un prédicteur de sortie (5.28) et d’un estimateur de 

paramètres obtenu grâce à l’algorithme des moindres carrés récursifs (5.31)-(5.34). 

Afin que l’observateur opère correctement, une condition est posée sur la matrice de gain 

variable (5.32). Cette dernière doit vérifier la propriété (5.35). Cette condition implique que la 

matrice (5.34) de l’estimateur de paramètres remplisse la condition d’excitation persistante 
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décrite par (5.36). Ceci impliquant une condition d’excitation persistante pour le signal d’entrée 

du système. 

Le Théorème 5.1 porte sur la convergence exponentielle du système d’erreur (5.10) se vérifie 

si les conditions énoncées précédemment sont remplies et que, les valeurs du retard et du pas 

d’échantillonnage sont suffisamment faibles. La démonstration de ce théorème s’est faite à 

l’aide des fonctions de Lyapunov (5.40), (5.48) et (5.53), ainsi que des inégalités de Young et 

Wirtinger. 

 

Synthèse d’observateurs pour les systèmes en cascade composés d’un sous-système fini-

dimensionnel et d’un sous-système infini- dimensionnel 

Dans le chapitre 6, nous nous sommes intéressés aux systèmes en cascade, décrits par les 

équations (6.1)-(6.4), constitués d’une EDO linéaire suivie en série par une EDP non linéaire 

de type chaleur (ou parabolique). L’amplitude de l’écoulement sortant est pris comme étant le 

signal de sortie, lequel fait l’objet d’un échantillonnage dans le temps. 

Pour estimer le vecteur d’états de l’EDO et l’état distribué de l’EDP, nous avons proposé un 

observateur composé d’un estimateur d’états (6.7)-(6.10), dont le gain (6.12) est fonction de la 

variable spatiale du domaine de l’EDP, ainsi que d’un prédicteur de sortie (6.11).  

La convergence de cet observateur fait l’objet du Théorème 6.1 qui met en lumière deux 

conditions nécessaires et suffisantes pour le bon fonctionnement de l’observateur. La première 

est une condition impliquant la longueur du domaine de l’EDP et le coefficient Lipschitz de la 

non-linéarité de l’EDP. Selon cette condition, ces deux quantités ne peuvent pas être 

simultanément arbitrairement grandes. La deuxième condition porte sur le pas 

d’échantillonnage qui doit être suffisamment petit. Dans le cas où la non-linéarité est non nulle, 

sa valeur maximale admissible est dépendante de la longueur du domaine de l’EDP : plus 

grande est cette longueur, plus petit doit être le pas d’échantillonnage. En l’absence de non-

linéarité, les deux grandeurs sont indépendantes l’une de l’autre.  

La preuve du théorème 6.1 s’appuie sur la fonctionnelle de Lyapunov quadratique (6.28), et fait 

usage de divers outils mathématiques tels que les inégalités de Young, Schwartz, Wirtinger et 

Sobolev. 
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7.2 Perspectives 

 Problèmes théoriques ouverts 

Nos travaux ont permis d’identifier un certain nombre d’extensions et de problèmes théoriques 

encore ouverts pouvant faire l’objet de futures recherches. Deux exemples de tels problèmes 

sont brièvement décrits dans ce qui suit. 

La synthèse d’observateurs exposée au chapitre 5, portant sur les systèmes à retard distribué, 

pourrait s’étendre au cas où le système comprend à la fois des retards discrets et distribués. A 

cet effet, on pourrait s’inspirer de la démarche suivie aux chapitres 2, 3 et 4 où les deux types 

de retards sont pris en compte simultanément grâce à une représentation unifiée. 

L’étude présentée au chapitre 6 concerne les cascades ODE-PDE où la PDE comprend une non-

linéarité. Elle fait suite à une étude antérieure où la non-linéarité était présente au niveau de 

l’ODE. Il serait bien utile de faire la synthèse des deux études en considérant le cas plus général 

où la non-linéarité est présente dans les deux parties du système. 

 

 Applications pratiques 

Les travaux présentés dans cette thèse n’ont pas qu’une portée théorique ; les observateurs 

élaborés ont vocation à être utilisés dans le cadre de problèmes pratiques de commande, de 

détection de défauts, de surveillance de système, etc. 

En effet, les modèles des systèmes étudiés aux chapitres 3 et 4 englobent, entre autres, le modèle 

dit de Wiener. L’intérêt de ce dernier réside dans sa capacité, démontrée théoriquement et 

prouvée pratiquement, à approximer une large gamme de systèmes non linéaires plus 

complexes. Les batteries lithium-ion sont un exemple des systèmes pour lesquels le modèle de 

Wiener a été utilisé et a donné satisfaction. 

Les travaux présentés au chapitre 5 se prédestines à des applications de types détections de 

pannes et maintenance prédictive sur des capteurs. 

Quant à l’observateur du chapitre 6, il trouve son utilité dans l’observation des systèmes 

linéaires équipés de capteurs distribués non linéaire de type diffusion de chaleur. 
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Annexe : Théorèmes et inégalités 

Ce manuscrit de thèse contient un certain nombre de concepts mathématiques. Cette section les 

répertorie et les explicites afin de faciliter la bonne compréhension du mémoire. 

 

 Inégalité de Cauchy-Schwarz 

Pour tous vecteurs 𝑥 et 𝑦 de (𝐸, ⟨. , . ⟩), un espace préhilbertien (espace vectoriel réel ou 

complexe muni d’un produit scalaire), on a 

|⟨𝑥,𝑦⟩| ≤  ‖𝑥‖. ‖𝑦‖ 

 

 Inégalité de Jensen 

Soient 𝑓 une fonction convexe, (𝑥1, … , 𝑥𝑛) un n-uplet de réels appartenant à l’intervalle de 

définition de 𝑓, et (𝜆1, … , 𝜆𝑛) un n-uplet de réels positifs tels que ∑ 𝜆𝑖 = 1𝑛
𝑖=1 , alors : 

𝑓 (∑ 𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

) ≤  ∑ 𝜆𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

 Inégalité de Halanay 

Quel que soit 𝑉(𝑡) une fonction. Si l’on peut écrire �̇�(𝑡) ≤ −𝑎0𝑉(𝑡) + 𝑎1 sup
0<𝑠<𝑡

𝑉(𝑡 + 𝑠) 

avec 𝑎0 > 𝑎1 > 0. Alors, on a : 

𝑉 < 𝐾𝑒−𝛼𝑡 

où 𝐾 est une constante et 𝛼∗ l’unique solution de l’équation : 

𝑎0 − 2𝛼 = 𝑎1𝑒2𝛼𝑑  
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Inégalité de Wirtinger 

Soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 < 𝑏, et 𝑓 une fonction continue et de classe 𝐶1 par morceaux 

sur [𝑎, 𝑏], à valeurs complexes. 

Si l’intégrale de 𝑓 entre 𝑎 et 𝑏 est nulle et si 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) alors la majoration suivante est 

vérifiée : 

∫ |𝑓(𝑡)|²𝑑𝑡
𝑏

𝑎

≤ (
𝑏 − 𝑎

2𝜋
)

2

∫ |𝑓′(𝑡)|2𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 Inégalité de Sobovolev 

Avec les mêmes notations que précédemment, on a 

max
𝑎<𝑡<𝑏

|𝑓(𝑡)|² ≤ (𝑏 − 𝑎) ∫ |𝑓′(𝑡)|2𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

 Inégalité de Holder     

Pour tous réels 𝑎 et 𝑏 positifs ou nuls, et tous réels 𝑝 et 𝑞 strictement positifs tels que 

 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, on a : 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
 

 Inégalité de Young 

Pour tous réels 𝑎 et 𝑏 positifs ou nuls, et tous réels 𝛼 strictement positif, on a 

 

𝑎𝑏 ≤
𝛼

2
𝑎2 +

𝑏2

𝛼
 

 Théorème de la valeur moyenne 

Pour toute fonction 𝑓 à valeur réelles, définie et continue sur un segment [𝑎, 𝑏], avec 𝑎 < 𝑏, il 

existe un réel 𝑐 compris entre 𝑎 et 𝑏 (𝑎 et 𝑏 étant exclus) vérifiant : 

𝑓(𝑐) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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Dans le cas plus général où 𝑓 est champs vectoriel de ℝ𝑛 → ℝ𝑛, on a ∀𝑥, ℎ ∈ ℝ𝑛: 

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) = (∫ 𝑓𝑥(𝑥 + 𝑡ℎ)𝑑𝑡
1

0

) . ℎ 

où 𝑓𝑥 denote la matrice Jacobienne de𝑓. 
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Résumé 

Les travaux menés dans le cadre de cette thèse portent sur la synthèse d’observateurs pour certaines classes de 

systèmes linéaires ou non, fini- ou infini-dimensionnels. La non-linéarité des systèmes étudiés est principalement 

prise en compte à travers des champs vectoriels triangulaires et globalement Lipschitz. Les dynamiques infini-

dimensionnelles considérées sont essentiellement de type paraboliques ou des retards de type temps-mort ou 

distribué. Outre leur caractère non-linéaire et/ou infini-dimensionnel, l’intérêt des systèmes considérés réside aussi 

dans le fait que leurs sorties sont souvent supposées échantillonnées et leurs modèles font souvent l’objet 

d’incertitudes paramétriques. Pour chacune des classes de systèmes considérées, nous avons élaboré un 

observateur d’états et proposé une démonstration formelle de sa convergence exponentielle, sous des conditions 

suffisantes d’observabilité du système et d’excitation persistante des entrées. A cet effet, nous avons fait usage de 

différentes techniques de synthèse d’observateurs, comme le grand gain et le filtre de Kalman, et différents outils 

d’analyse comme les fonctionnelles de Lyapunov-Krasovskii, le théorème du petit gain, et diverses inégalités, 

utilisables dans les espaces  𝐿2 ou ceux de Sobolev, notamment celles de Schwartz, Hanalay, Wirtinger, etc. Les 

performances théoriques des observateurs élaborés ont systématiquement fait l’objet de validations abondantes par 

voie de simulation dont une partie seulement a été insérée dans ce mémoire. 

 

Summary 

This thesis deals with observer synthesis for linear, or non-linear, finite or infinite dimensional class of systems. 

Non-linearity is mainly considered through triangular and globally Lipschitz vector fields, and considered infinite 

dimensional dynamics are mainly parabolic type or dead-time or distributed delay type. Besides their non-linear 

and/or infinite-dimensional nature, the interest of the studied systems also lies in the fact that their outputs are 

often supposed to be sampled and their model are often submitted to parameter uncertainty. For each class of 

considered systems, we developed a state observer and a formal demonstration of its exponential convergence, 

under sufficient observability conditions of the system and persistant excitation of inputs. For this purpose, we 

used various kind of observer synthesis technics like high-gain or Kalman filter, and various analysis tools like 

Lyapunov-Krasovskii functional, small-gain theorem, and various inaqualities, usable in 𝐿2 or Sobolev spaces, 

especially Schwartz, Halanay, and Wirtinger’s inequalities. Theoric performances of developed observers have 

systematically been checked by multiple simulations. Some of them have been included in this manuscript.  

 

Mots clefs 

Observateurs d’états, Observateurs adaptatifs, Systèmes à retard, Echantillonnage 


