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Résumé

Pour économiser de I’énergie, 'optimisation des réseaux d’échangeurs en temps réel grace
aux lois de commande dynamiques devient une nécessité. Dans ces travaux, notre approche se
base sur une représentation compartimentale en dimension finie des échangeurs de chaleur.

Les principales contributions sur la modélisation concernent une construction itérative des
modeles d’échangeurs de chaleur sur la base de I'interconnexion de blocs élémentaires. Cette
approche permet de représenter l'interconnexion en série de deux échangeurs ainsi que des
interconnexions en parallele : collecteurs et répartiteurs.

Pour la partie commande, nous proposons des lois sur le débit d’entrée du flux chaud, 'autre
débit étant supposé fixé. La représentation d’état des échangeurs ou du réseau d’échangeurs
conduit a des modeles bilinéaires.

Deux types de commandes ont été étudiées :

— La stabilisation robuste autour d’un point de fonctionnement d’un échangeur thermique
en utilisant la méthode de forwarding sur un modele a n blocs. Des simulations utilisant
un observateur d’état utilisent comme mesures la température des deux fluides en sortie
de I’échangeur.

— La maximisation de I’énergie totale fournie aux clients. Les syntheses de commande
sont basées sur la méthode d’Extremum-Seeking avec un estimateur distribué. Le critere
global est estimé a partir des informations locales de chaque agent et de leurs voisins
définis par un graphe de communication . Les synthéses sont basées sur deux scénarii
différents du graphe de communication : complet et connexe. Des simulations générant

des perturbations intervenant sur les parametres du modele, sont proposées pour deux

réseaux.
Mots clés
— Commande distribuée — Observateur
— Modélisation dynamique — Modélisation générale d’'un réseau
— Echangeurs thermiques — Systémes multi-agents
— Réseau thermodynamique — Extremum-Seeking
— Commande optimale — Forwarding

— Commande par action intégrale

vii



Distributed control of dynamical network systems - Application

to a counter-current heat exchangers network

Abstract :

The current industrial context tends to find the most efficient ways to save energy. In this
perspective, real-time optimization of heat-exchanger networks and control synthesis use become
a necessity. Here, our approach is based on a heat-exchanger compartmental representation in
finite dimension.

Our main modeling contributions concern an iterative construction of heat-exchanger models
based on cascade interconnections of elementary blocks. The interconnections are represented
for a two-exchanger series as well as for collectors and splitters, the most common topologies in
heat exchanger networks.

The proposed control laws are of the inlet flow of the hot fluid, the other inlet being assumed
to be fixed. The state representation of heat-exchanger networks leads to bilinear models.

Two types of control are studied :

— Robust stabilization around an operating point using the forwarding method on a n-
block model. Simulations are proposed on a three-block exchanger model using a state
observer. The latter uses the measure of the outlet temperature of the two fluids.

— The maximization of the total energy supplied to the customers. The syntheses are
based on the Extremum-Seeking method with a distributed estimator. The latter allows
to compute locally for each agent an estimate of the global criterion from the information
available at its level and at its neighbor level as defined by the communication graph. The
syntheses are based on two different scenarios of the communication graph, for complete
and connected graphs. Simulations are proposed on a network of three exchangers for

the first scenario and five exchangers for the second.

Keywords
— Distributed control — Observator
— Dynamic modelisation — Global modelisation for network
— Heat Exchanger — Multi-agent systems
— Thermodynamic Network — Extremum-Seeking
— Optimal control — Forwarding

— Control by integral action
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Introduction Générale

Contexte : Diminution de la consommation d’énergie

Aujourd’hui, nous utilisons le terme consommation quotidiennement pour évoquer des su-
jets aussi divers que variés : ’énergie, les ressources, les biens... Depuis les différentes crises :
sanitaires, économiques et surtout I’accentuation des enjeux environnementaux, la tendance est
a réduire au maximum celle en relation avec ’énergie ou du moins a mieux 'exploiter. Il est
communément admis que cette derniere est en hausse, du fait de 'augmentation démographique
et du nombre croissant d’outils nécessitant de ’énergie plus particulierement électrique et/ou
thermique. De plus, de nombreux systémes, notamment industriels, n’ont pas ou ont peu évolué
au cours des dernieéres décennies car ce n’était pas légalement nécessaire et/ou financierement
intéressant. En effet, il n’est pas rare de voir des procédés opérés en utilisant des logiciels et des
interfaces de commande datant de plus de 20 ans dont la stabilité n’est plus a démontrer mais
pour lesquels lefficacité énergétique peut étre améliorée. Ce retard peut aussi étre expliqué par
le fait que la mise a jour des systemes d’exploitation pourrait entrainer un arrét de 'activité.
Mais également par la frilosité vis-a-vis d’un changement de logiciels stables qui ont fait leurs
preuves face a d’éventuels bugs qui pourraient étre des freins a la production. Cela pourrait donc
occasionner, au dela de la perte financiere, des désagréments pour les usagers, plus ou moins im-
portants en fonction du temps de remise en route du processus avec de nouvelles versions. Il faut
rajouter aussi 'aspect réglementaire qui parfois n’oblige pas les industriels a améliorer I'efficacité
énergétique de leurs systemes de production. Ce dernier aspect peut toutefois étre un accéléra-
teur d’innovation, poussant les industriels a se mettre en accord avec les nouvelles normes. En
parallele de cela, nous pouvons voir que les réseaux de distribution d’énergie se complexifient
afin de répondre a la demande croissante en énergie (électrique et/ou thermique). Nous savons
également, grace aux différentes études (Foda et al. (2020) ; Anxionnaz et al. (2008)), qu’il est
possible d’améliorer efficience des systémes (nous entendons par la, consommer moins pour
produire autant). Cela passerait par la modernisation des procédés en utilisant des méthodes

de conception plus novatrices intégrant des le départ des objectifs d’amélioration de 'effica-



cité énergétique. Un autre levier consiste a mettre en place des techniques de récupération des
énergies thermiques pour les réinjecter dans le processus industriel ou les valoriser par ailleurs.
La récupération des énergies thermiques, habituellement qualifiées de "chaleur fatale" (détails
donnés dans le chapitre 1), est en soi un sujet d’actualité faisant 'objet d’un durcissement des
réglementations incitant les industriels a se pencher sur des solutions techniques de récupération
d’énergie thermique et de son exploitation par la suite. Un troisieme levier technologique pour
améliorer lefficacité énergétique sera le développement de nouvelles méthodes de pilotage des
systemes énergétiques de sorte a ce que ces derniers fonctionnent autours de régimes efficients
énergétiquement. Cela devient une évidence avec les réseaux énergétiques incluant plusieurs
sources dont certaines peuvent avoir un caractére intermittent (par exemple ’énergie solaire et
Iénergie éolienne) qui impacte la stabilité du réseaux. Au dela de cet aspect critique concer-
nant la stabilité, les méthodes de pilotage automatique permettent de gagner en flexibilité et
en robustesse dans le fonctionnement des réseaux énergétiques.

Les travaux de cette these, sont axés autour de ce dernier levier qu’est la commande automa-
tique des réseaux énergétiques et plus précisément les réseaux thermiques, dits passifs, composés
essentiellement d’échangeurs de chaleur. Nous avons donc développé des modeles dynamiques
allant de I’échelle de I’échangeur de chaleur simple jusqu’au réseau thermique. Pour le premier,
nous avons développé un modele dynamique structuré sous une forme bilinéaire puis ’avons
utilisé pour la synthese d’observateur et de commande non linéaire robuste. Pour le deuxieme
(le réseau), nous avons proposé un formalisme générique de modélisation dynamique codifié par
le topologie du graphe formé par le réseau et nous avons par la suite proposé une méthode

d’optimisation distribuée sur un exemple académique de réseau thermique.

Motivation : Economie d’énergie/ Utilisation de la chaleur fatale

Depuis les années 70, notamment depuis la premiere crise pétroliere, les pays non produc-
teurs de pétrole ont cherché a développer d’autres alternatives énergétiques telle que 'énergie
nucléaire ou a diversifier I'approvisionnement en énergies fossiles pour assurer leur indépendance
énergétique. Ceci a aussi amené les industriels des secteurs dépendant du pétrole ou, de maniere
générale des énergies fossiles, a revoir les technologies de transformation d’énergie afin de les
rendre plus efficientes. L’utilisation optimale des énergies fossiles est ainsi devenue un objectif
a atteindre et l'indépendance énergétique, un enjeu stratégique pour lequel des moyens de re-
cherche et développement ont été mis en place afin d’y parvenir (Waide et al. (1997)). En France,
ceci s’est traduit par le recours a ’énergie nucléaire et 'accélération du programme d’installa-

tion de centrales nucléaires pour produire de 1’électricité (plan Messmer Percebois (2013)). Par



ailleurs, de nouvelles réglementations et normes, notamment dans le secteur du batiment, ont
été mises en place dans un objectif d’économie d’énergie (Foda et al. (2020)). Ces recherches
et développements ont été étendus a la transformation des énergies renouvelables (hydraulique,
solaire, biomasse ...) dans le contexte plus récent du réchauffement climatique. En effet, la prise
en compte de ce dernier a conduit a la mise en place de mesures environnementales pour al-
ler vers des industries décarbonées et de programmes de recherche qui visent a développer de

nouveaux outils technologiques pour plus d’efficacité énergétique.

L’échangeur de chaleur ou les réseaux d’échangeurs de chaleur font partie de ces outils
permettant de transférer la chaleur et jouant un réle clé dans l'optimisation énergétique des
procédés. Ils sont au cceur méme des systemes thermodynamiques. Ils ont fait I’objet de nom-
breuses études tant sur leur conception que sur leur caractérisation (Anxionnaz et al. (2008))
(structure, efficacité d’échange de chaleur, quantité et nature des matériaux nécessaires a sa
fabrication) ou sur la représentation de leur comportement (modele dynamique, synthese de ré-
seau) (Roetzel et al. (2020a)). Les échangeurs thermiques ou les réseaux d’échangeurs thermiques
sont utilisés afin de modifier la température d’un fluide. Cependant, ils sont majoritairement
dimensionnés pour fonctionner efficacement dans un ou deux régimes permanents. Des lors que
les fluides, les débits ou les températures évoluent, le systeme n’est plus optimal au niveau
de I’échange de chaleur. Néanmoins, certains systemes peuvent prendre plusieurs heures pour
atteindre le régime permanent. Il est alors intéressant d’accorder une attention particuliere a
la partie transitoire (c’est a dire & dynamique) qui est souvent laissée libre (non commandée)
lors de la mise en route. De plus, ’étude des trajectoires du systéme pourrait permettre d’ajus-
ter le fonctionnement lorsque les échangeurs subissent un encrassement interne en mettant en
place des commandes tolérantes aux défauts. Cela fait partie de la commande dite "en ligne"
qui s’effectue de maniere autonome a chaque instant. Il est possible d’automatiser celle d’un
ou plusieurs échangeurs dans un réseau et ainsi adapter leur fonctionnement en temps réel. Les
machines thermiques en sont un exemple (Kim et al. (2003)), elles sont constituées d’'un réseau
d’échangeurs. Le fluide froid devra passer successivement dans différents échangeurs afin de ré-
cupérer de I’énergie des différentes sources chaudes. De méme, lorsque les réseaux sont concus,
ils sont généralement optimisés pour deux a trois modes de fonctionnement. Cependant, leur
commande n’est pas prévue en cas d’encrassement ou de perturbations trop importantes autour
de leur point de fonctionnement optimal. Une commande en ligne permettrait a ’ensemble du
systéeme de s’adapter aux variations de flux mais également au vieillissement qui, ensemble,

peuvent induire de tres grandes différences sur le ou les régimes permanents prévu a l'origine.



Objectif : Commande distribuée de réseaux de systemes dyna-

miques thermiques

Afin d’optimiser le pilotage d’un systéme, un réseau, il est nécessaire de bien connaitre son
comportement dynamique. Modéliser un réseau d’échangeurs thermiques est une tache qui peut
étre extrémement compliquée en fonction du degré de précision qui est recherché pour le modele
et les hypotheses adoptées. Une fois ce choix effectué, il est possible, a partir de lois physiques,
de donner des équations qui permettront de décrire le comportement du systéme (Roetzel et al.
(2020d)). Ces équations seront calculées en fonction des variations de parametres et de I’état du
réseau. Une fois celles-ci établies, leur analyse permettra de connaitre I’étendue des possibilités
en termes de régulation. Pour cela, le systéme peut étre réécrit dans 'objectif d’obtenir des
équations permettant I’application des lois de commande. Dans notre cas, nous avons cherché
a structurer la représentation d’'un échangeur thermique afin que le modéle puisse s’appliquer
aux différents types et ainsi avoir une méme forme pour tous les éléments qui composent le
réseau. Une fois cette structuration faite, nous pouvons nous concentrer sur la synthese de lois
commande de ce dernier. Les travaux de cette these se positionnent sur des réseaux précongus
que nous cherchons a automatiser. Pour cela, nous pouvons soit utiliser les commandes en
place soit en rajouter d’autres afin d’en permettre 1'optimisation. Cela dépend des capacités
et de la modularité qu’offre la configuration matérielle du réseau. Nous avons développé deux
lois de commande distinctes. La premiere, basée sur I'extremum seeking, est une commande a
appliquer sur chacun des actionneurs (ici les vannes d’entrées des échangeurs) avec un partage
des informations avec leurs voisins (le sens du voisinage est défini dans le chapitre 5). Nous
avons un réseau de communication connexe qui est sous forme distribuée : les informations d’un
actionneur ne sont transmises qu’a une partie des autres et, griace au caractére connexe du
réseau de communication, I'information se propage au fur et a mesure dans le systeme. Grace
au partage de l'information de proche en proche, des actions locales peuvent étre décidées
de maniere a contribuer a l'optimisation d’une "fonction cotit globale". La deuxieme loi de
commande est basée sur une approche qui se situe a mi-chemin entre le mode distribué (défini
précédemment) et le mode centralisé. Tous les actionneurs auront les informations venant d’un
point principal. Celui-ci ne verra pas tous les états mais uniquement les données importantes
pour calculer I’action a effectuer en local. Cette approche permet de résoudre I'un des principaux
désavantages d’un réseau centralisé, souvent lent pour une commande en ligne et trés gourmand

en terme de ressources de calcul.



Contributions de la theése

Les principales contributions de la these concernent :
1. La représentation dynamique générique des échangeurs a contre-courant en cascade.

2. La représentation dynamique générique des principales configurations topologiques qui
interviennent dans les réseaux d’échangeurs en considérant des éléments d’interconnexion

tels les collecteurs et les répartiteurs.

3. La synthese d’observateur permettant la reconstruction des températures internes d’un
échangeur thermique a contre-courant en mesurant les températures d’entrées et de sor-

ties.

4. La synthese de lois de commande permettant la stabilisation robuste autour d’un point
de fonctionnement d’un échangeur thermique a contre-courant (cf. article de conférence

Zitte et al. (2020) - annexe A.2).

5. La synthese de lois de commande distribuée basée sur la méthode d’extremum seeking
permettant d’optimiser une fonction cotit sur un réseau d’échangeurs thermiques (cf.

article de conférence Zitte et al. (2018) - annexe A.3).

Plan de la these

Dans le Chapitre 1, nous faisons un état de 'art sur ’échangeur thermique, son fonction-
nement, les technologies utilisées et les principaux modeéles dynamiques utilisés. Ensuite nous
passons en revue les différentes représentations du modele dynamique d’un échangeur thermique.
Pour chacune d’entre elles, nous donnons leurs avantages et inconvénients, ainsi que leurs pro-
priétés intrinseques. Enfin nous étudions en détail différentes représentations structurées d’un
échangeur a contre courant.

Le Chapitre 2 est orienté sur la synthése de commande d’un échangeur modélisé par une
cascade de compartiments. Apres une bibliographie concernant la commande des échangeurs,
nous proposons une loi de commande stabilisante autour d’un point de fonctionnement basée
sur la méthode du forwarding donnée sous la forme d’un retour d’état non linéaire incluant un
état intégrateur. Grace a la synthése d’un observateur, une commande est reformulée comme
un retour de sortie. Enfin, nous donnons des résultats de simulation de cette derniére sur un
modele d’échangeur thermique.

Dans les Chapitres 3 et 4, nous nous concentrons sur la modélisation systématique (ou gé-
nérique) de réseaux d’échangeurs thermiques sur la base de blocs élémentaires. Le Chapitre 3 se

rapporte aux réseaux en série de plusieurs blocs élémentaires. Eux-méme peuvent correspondre



a une discrétisation fine d’'un volume important au sein d’'un méme échangeur. Le Chapitre 4
se concentre sur les connexions paralleles dans les réseaux. Pour ce faire, nous introduisons les
collecteurs et les répartiteurs qui sont utiles pour décrire la quasi totalité des configurations de
réseaux thermiques.

Le Chapitre 5 traite de la commande distribuée de réseau d’échangeurs thermiques. Nous
commencons avec un état de 'art sur les différentes architectures de commande possibles pour les
systémes dynamiques en réseaux (commande distribuée, coopérative, etc.) ainsi que la définition
de la terminologie utilisée. Puis nous présentons deux commandes, I'une basée sur I’Extremum-
Seeking, I'autre sur l'action intégrale. Ces deux méthodes de commande visent a réaliser une
optimisation distribuée d’une fonction "cotit" globale.

Enfin, le Chapitre 6 donne les conclusions et les nombreuses perspectives des travaux réalisés

durant cette these.



Chapitre 1

Echangeur de chaleur : technologie

et représentation dynamique

1.1 Technologie de I’échangeur de chaleur : principe et struc-

ture

Les échangeurs de chaleur permettent de transférer I’énergie thermique d’un fluide & un ou
plusieurs autres fluides, & travers une ou plusieurs parois. En effet, qu’ils soient 1’élément princi-
pal ou secondaire d’un procédé, ils sont utilisés pour chauffer ou refroidir un fluide, impliquant
ou pas un changement de phase en interne. Plusieurs ouvrages traitent du sujet, tels que Shah
and Sekulic (2003), Kakag et al. (2020), Klemes et al. (2015), Hesselgreaves et al. (2016) ou
encore Ranganayakulu and Seetharamu (2018).

Une classification des échangeurs thermiques peut étre faite selon trois criteres :

— le type de fluides qui les parcourent,

— la forme géométrique de I’échangeur,

— les directions et le sens d’écoulement des fluides a l'intérieur de 1’échangeur.

1.1.1 Classification selon le type de fluides

Dans les échangeurs thermiques, les fluides qui les traversent peuvent étre en phase liquide,
en phase gaz ou en mélange biphasique gaz/liquide dans le cas des évapo-condenseurs. Lorsque
les fluides ne changent pas de phase durant leur traversée de I’échangeur ou au cours du temps,
nous parlerons d’échangeurs monophasiques. Cependant, différents fluides peuvent parcourir le
méme échangeur monophasique. Ce dernier peut mettre en ceuvre soit des phases identiques
comme par exemple des échangeurs gaz-gaz ou liquide-liquide, soit des phases différentes comme

par exemple les échangeurs gaz-liquide. Des échangeurs thermiques avec un seul fluide peuvent



exister. Ils récupeérent ou restituent de I’énergie a un solide qui fait office d’accumulateur de

chaleur.

Le type d’échangeurs a utiliser ainsi que le choix des fluides se font en fonction des volumes
a traiter, des gammes de flux et de puissance visées. Pour les fluides, le choix s’appuie sur
les propriétés thermodynamiques de ces derniers et les conditions opératoires (Al-Zubaydi and
Hong (2018), Davies and Hrnjak (2020)).

Les échangeurs de chaleur peuvent se retrouver aussi bien dans un réseau domestique que
dans une installation industrielle. Ils sont incontournables pour réaliser un transfert d’énergie
thermique pour chauffer ou refroidir un fluide ou un espace dans le cas d’un réseau domes-
tique. La Figure 1.1a nous donne un exemple de réseau domestique dans lequel les échangeurs
thermiques sont utilisés pour récupérer I'énergie venant du sol, ou pour transmettre I’énergie
thermique dans une piece de la maison. Nous pouvons les retrouver dans une installation in-
dustrielle afin d’assurer les conditions opératoires données par le procédé en action. Dans le cas
des réacteurs chimiques (Richalet et al. (2014)), les températures de réactions sont controlées a
I’aide d’un fluide caloporteur qui échange de la chaleur avec I'intérieur du réacteur. Cela peut
étre aussi le cas d’'un réacteur nucléaire controlé a 'aide d’un échange thermique avec de 'eau
pour maintenir une température a une valeur de référence tout en faisant attention a ce que
la température de 1'eau évacuée dans des cours d’eau ne dépasse pas des valeurs seuils (Mi-
chel and Kugi (2014)). Dans 'exemple en Figure 1.1b, quatre échangeurs sont mis en ceuvre,
deux liquide-liquide, un gaz-liquide et un gaz-gaz, chacun répondant a un besoin spécifique :
réchauffer le liquide avant une réaction chimique par exemple.

Les échangeurs liquide-liquide sont souvent utilisés comme intermédiaires entre un circuit
dit principal en contact avec une source d’énergie thermique toxique ou polluante et un circuit
secondaire a partir duquel ’énergie sera exploitée. Ils représentent dans ce cas-1a des éléments
de couplage permettant de transférer de I’énergie thermique avec la possibilité d’avoir des condi-

tions différentes (telle que la pression) entre les deux circuits.

Parmi les échangeurs gaz-gaz, les échangeurs air-air peuvent étre associés a des systemes de
ventilation de batiments afin de récupérer de I’énergie thermique d’un flux d’air sortant avec
un flux d’air entrant comme dans la Figure 1.1a.

Enfin, les radiateurs a bain d’huile constituent un exemple d’un échangeur liquide-gaz. Le
liquide (I'huile) est chauffé a 1’aide de résistances électriques (ou autre) et, par l'intermédiaire
d’une paroi, échange de I’énergie thermique avec la phase gaz (I’air ambiant) (Liu et al. (2013)).

Si un des fluides ou tous les fluides d’un échangeur changent de phases a I'intérieur de 1’échan-
geur, nous parlons alors d’échangeurs diphasiques ou multiphasiques. Des exemples simples sont

les condenseurs dans lesquels un des fluides entrant en phase gaz va se liquéfier le long de la
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FIGURE 1.1 — Exemple de réseau avec des échangeurs thermiques

paroi d’échange et ressortir en phase liquide. Inversement, pour le cas des évaporateurs, le fluide
entre en phase liquide, s’évapore le long de I’échangeur de chaleur et ressort en phase gaz. Dans
ces deux cas, il y a une zone intermédiaire a l'intérieur des échangeurs dans laquelle le fluide est
diphasique avec un mélange liquide/gaz. Selon la dynamique et les conditions opératoires au
sein de ’échangeur, la frontiere entre les zones monophasiques et diphasiques est mobile le long
de I’échangeur. De nombreuses études ont été réalisées afin de modéliser ces échangeurs avec
changement de phase (Grald and MacArthur (1992), Jensen and Tummescheit (2002), Bonilla
et al. (2015), Jain and Alleyne (2015), Chu and Zhang (2019)). Cependant, ce sujet n’était pas

le coeur de notre étude, il ne sera pas développé dans la suite de ce manuscrit.

1.1.2 Classification selon la forme géométrique de 1’échangeur

Pour la partie technologique, les échangeurs de chaleur peuvent étre classifiés en deux caté-
gories : les échangeurs tubulaires et les échangeurs a plaques. Des photographies d’échangeurs
prises & CPE Lyon, ’école d’ingénieur qui abrite le LAGEPP (Figure 1.2 et 1.3), illustrent ces

deux catégories.



Les échangeurs tubulaires sont généralement composés de tubes cylindriques ou de faisceaux
de tubes cylindriques insérés dans des cylindres plus grands permettant le déplacement des
fluides le long de I’échangeur. Il en existe de nombreuses variantes en fonction des besoins et
des choix des constructeurs. Deux exemples d’échangeurs a tubes spiralés (Figure 1.2a) et tube-
calandre (Figure 1.2b) sont donnés en Figure 1.2. Les calandres sont les plaques semi-circulaires
mises en quinconce pour faire cheminer le fluide en zig-zag a 'extérieur des tubes droits dans
lesquels circulent le second fluide. Les échangeurs a tubes concentriques, qui sont les échangeurs
technologiquement les plus simples, les échangeurs a tubes paralléles et d’autres variantes sont
présentés dans les articles de Zavala-Rio et al. (2009), Maidi et al. (2009), Richalet et al. (2014)
ou encore Jain and Alleyne (2015).
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FIGURE 1.2 — Deux exemples d’échangeurs thermiques tubulaires

L’avantage principal des échangeurs a plaques est leur compacité. Ceci s’explique par la su-
perposition des plaques qui induisent des surfaces d’échange plus importantes que les échangeurs
tubulaires. La géométrie des plaques est une caractéristique importante car elle va induire la
répartition des flux a l'intérieur de ’échangeur. Suivant la géométrie, les flux peuvent étre plus
ou moins linéaires et peuvent induire des zones de turbulences. Les propriétés de I’écoulement

des fluides peuvent changer, entre autres, en fonction du débit a ’entrée de I’échangeur. Des

10



exemples de géométrie de plaques sont donnés en Figure 1.3 ainsi que dans les articles de Michel

and Kugi (2014), Wang et al. (2018) ou encore Heo (2019).

FIGURE 1.3 — Deux exemples d’échangeurs thermiques a plaque

Basés sur la technologie des échangeurs a plaques, des échangeurs thermiques a micro-
canaux, utilisés pour refroidir les composants électroniques, ont fait 'objet d’études récentes
qui sont une reprise des travaux de Tuckerman and Pease (1981). Un état de 'art de ce type
d’échangeur est disponible dans la publication de Nagiuddin et al. (2018). Il nous montre la
possibilité d’accroitre drastiquement la surface d’échange d’un échangeur de chaleur. Cependant,
cela augmente également la difficulté a gérer I’homogénéité de 1’échange thermique lié a la

distribution des fluides entre les canaux.

1.1.3 Classification selon le sens de 1’écoulement des fluides

Il est également possible de caractériser les échangeurs thermiques en fonction du sens de
I’écoulement relatif des fluides a 'intérieur de celui-ci. Si les fluides s’écoulent dans le méme
sens selon deux axes paralleles le long de I’échangeur, ils sont appelés "échangeurs co-courant'
(Figure 1.4b). Si les fluides s’écoulent dans des sens opposés sur des axes paralleles, ils sont
appelés "échangeurs contre-courant” (Figure 1.4a). Si les deux fluides s’écoulent sur deux axes
non paralleles, ils sont appelés "échangeurs a courants croisés". De plus, il existe des échangeurs
dont les fluides changent de direction et de sens le long de I’échangeur, comme par exemple les
échangeurs tube-calandres dans lesquels les flux pourront étre co-courants puis contre-courants
ou encore courants croisés alternativement. Un deuxieme exemple est donné en Figure 1.2a avec
un flux suivant une spirale.

Cette caractérisation des échangeurs de chaleur est importante car elle va impacter d'une
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(a) Echangeur & contre-courant (b) Echangeur & co-courant

FIGURE 1.4 — Illustration de ’échangeur a contre-courant et co-courant

part le choix et la structure des modeles ainsi que les conditions limites de ces modeles et
d’autre part les faiblesses et les forces de ’échangeur. En effet, les performances énergétiques
d’un échangeur dépendent en partie du sens de I’écoulement (Jin et al. (2017)). C’est & partir des
avantages et des inconvénients des différents échangeurs que de nouveaux types d’échangeurs
sont congus afin de répondre a des besoins spécifiques. Des exemples sont présentés dans Genié

et al. (2018) et Ghani and Iranshahi (2019).

1.1.4 Choix pour mes travaux de these.

Dans la suite de ce manuscrit, nous allons nous restreindre a 1’étude des échangeurs ther-
miques monophasiques liquide-liquide, pour lesquels les fluides sont considérés incompressibles.
En effet, le gaz est une phase plus instable caractérisée par une grande sensibilité de sa masse vo-
lumique vis-a-vis des conditions thermodynamiques (température, pression). Nous allons aussi
supposer des écoulements des fluides chauds et froids co-axiaux et a contre-courants. C’est une
hypothese de travail car de nombreuses parties de cette these, dont en particulier les parties
concernant la modélisation, pourraient facilement étre adaptées pour un fonctionnement a co-

courant ou a courants croisés.

1.2 Bibliographie sur la modélisation d’un échangeur thermique

L’objectif de la modélisation est de traduire, avec des équations mathématiques, certains
aspects du comportement physique du systeme étudié, représenté dans notre cas par I’échangeur
thermique. Dans la littérature, les variables d’intéréts choisies, qui donnent I’état du systéme,
sont, par exemple, la masse, I’énergie, la température, la pression ou l'entropie. Dans cette
étape, il est primordial de préciser la perspective ou 'objectif dans lequel la modélisation est
faite, ainsi que l’ensemble des hypotheéses admises afin de définir le modele et de délimiter
son domaine de validité. La nature du modeéle peut étre définie par le choix de la variable

spatiale (dimension finie, EDP...). Parmi les objectifs, nous pouvons citer celui d’avoir un modele
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mathématique permettant soit I'analyse d’un systeme a travers des scénarios de simulation, soit
le dimensionnement des différents parametres du systeme dans une démarche de conception, ou
encore, la synthese de lois de commande assurant la régulation, le suivi de trajectoire, etc.
Dans cette section, nous donnons un état de I'art sur les modeles qui ont été décrits dans la
littérature pour les échangeurs thermiques. Nous commencerons par la modélisation dynamique
en dimension infinie, qui est celle la plus proche de la réalité. Puis nous verrons la modélisation
stationnaire en dimension infinie qui est utilisée pour le dimensionnement. Enfin, nous verrons
la modélisation dynamique en dimension finie qui est utile pour la commande en ligne, étant
moins lourde en terme de calculs. Dans cette these, nous nous limiterons a la description des

modeles 1D.

1.2.1 Modélisation dynamique en dimension infinie

De par la nature distribuée dans ’espace des échangeurs de chaleur, les modeles dynamiques
en dimension infinie sont principalement utilisés pour synthétiser les lois de commande. Soit un
domaine spatial 1D représenté par un axe (0, L) correspondant au sens d’écoulement des deux
fluides & contre-courant dans I’échangeur. L’enthalpie massique des deux fluides est noté h(z,t)
et h(z,t) respectivement (¢ représente le temps et = € (0, L)), leur vitesse d’écoulement v et v
et leur masse volumique p et p. Les relations de bilan sur A et h le long de I'espace sont définies

comme suit :

Oph

dph I -
% = —%(pvh—l—@p) + ®oen (1.2)

avec Pp et Op les flux d’énergie dus a la dispersion thermique axiale dans le fluide, ®..;, et
.., les flux de transfert de chaleur entre les deux fluides. Ces équations traduisent clairement
le caractere non uniforme du systeme mais elles sont peu utilisées pour les calculs de dimen-
sionnement et pour faire de la commande en ligne.

Dans la littérature portant sur le dimensionnement et la modélisation des échangeurs ther-
miques en dimension infinie, les hypotheses suivantes sont souvent admises (Michel and Kugi
(2014)) :

— Un écoulement piston : la vitesse d’écoulement dans I’échangeur est uniforme wv(t),

— Une température constante au niveau des parois extérieures,

— Une absence de changement de phase pour les fluides,

— Une absence d’échange d’énergie avec l'extérieur : processus adiabatique,

— Une dispersion axiale de chaleur négligeable en comparaison avec la convection dans la

direction du flux,
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— Une absence d’accumulation d’énergie dans la paroi séparant les fluides.
En posant ces hypotheses, Michel and Kugi (2014) ont simplifié les équations (1.1) et (1.2)

comme suit :

oh oh 1
It — U@x oq)ech (13)
oh ~0h 1

n = —0 + *(I)ech (14)

Les premiers termes des membres a droite des égalités correspondent aux flux convectifs des

3 571 les termes suivants

enthalpies des fluides avec v et v pour les débits des fluides en m
correspondent a I’échange thermique entre les deux fluides. Les flux d’échanges thermiques sont
modélisés par une relation de conduction thermique en fonction de la différence de température

des deux fluides comme suit :

Boop = UAT — T) (1.5)
i)ech = _(I)ech (16)

Avec U A le coefficient de conduction thermique surfacique : U pour le coefficient d’échange en
W.m=2.K~! et A pour la surface d’échange en m?. Sur le modele précédent, un changement
de variable peut étre effectué pour écrire les équations, non pas en fonction de I’enthalpie mais
en fonction de la température des deux fluides. Ceci est d’un intérét tres pratique a partir du
moment ou la température est finalement la variable effectivement observée ou mesurée. La

relation définissant ’enthalpie du fluide et la température, a pression constante, est :

(57), =@ (17)

avec ¢,(T) la capacité thermique des fluides en J.K ~1.kg™! qui est une fonction de la tempéra-
ture.
En considérant que la capacité thermique des fluides est constante le long de I’échangeur de

chaleur, I’équation 1.7 peut s’écrire de la fagon suivante :
h(t) = CP(T(t) - TTef) + h’/‘ef (18)

avec Tyqr et hyop qui sont respectivement la température de référence et I’enthalpie de référence

du fluide. Avec ce changement de variable (1.8), nous obtenons ’équation (1.9) :

I8 — —p(t) 22D — UAIT(, 1) — Tz, 1)

P - mo s (1.9)
D) — (1) 2L 4 TA[T(a, 1) — T(x, 1)]

Cet exemple de représentation issu de Maidi et al. (2009) a été utilisé afin de faire la commande
en température de I’échangeur. D’autres exemples sont également proposés dans Michel and

Kugi (2014) ou Heo (2019).
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1.2.2 Modélisation stationnaire

Pour dimensionner les échangeurs de chaleur ou optimiser les systémes énergétiques (Roet-
zel et al. (2020c)), les thermiciens établissent généralement des modeles de bilans d’énergie
stationnaires prenant en compte uniquement les phénomenes de convection et d’échanges ther-
miques entre les deux fluides. Ce type de modeles permet de calculer le flux d’énergie thermique
échangé entre deux fluides d’'un échangeur, en régime stationnaire, par une relation de type
résistif. Celle-ci est exprimée comme un coefficient d’échange que multiplie une force motrice de
I’échange thermique donnée en fonction des températures d’entrées et de sorties des deux fluides
(équation (1.11)). Cette force motrice est connue sous le nom de moyenne logarithmique ; elle
est communément notée AT7)s et donnée par 'expression suivante (équation (1.10)) :
(Tout = Tin) = (Tin — Tout)

Tout iTin
Tin —Tout

ATpy =

(1.10)

In

ou Ty et Ty, sont respectivement les températures de sortie et d’entrée du fluide 1 et Ty et

Tin celles du fluide 2. Ainsi le flux de chaleur moyen échangé entre les deux fluides, noté @,

s’écrit comme suit :

Tin - (Tz - Tout)
Tout_i’fin
Tin_Tout

B = UAAT = UATo (1.11)

In

Cette relation est généralement utilisée pour dimensionner les échangeurs thermiques vis-a-vis
des conditions opératoires, dites nominales, en terme de températures d’entrée et de sortie ainsi
que de puissance échangée (Roetzel et al. (2020b)). Elle permet alors de calculer le coefficient
d’échange thermique global, noté U A, qui inclut les transferts de chaleur dans les couches limites
de chaque c6té de la paroi d’échange, le transfert de chaleur par conductiuon dans la paroi et la
surface d’échange. Cela permet in fine de choisir une géométrie des parois d’échange adéquate,

des matériaux adaptés et de dimensionner la surface d’échange.

1.2.3 Modélisation dynamique en dimension finie

Les modeles dynamiques en dimension finie ont été utilisés a la fois avec des objectifs de

simulation et des objectifs de commande.

Modélisation dynamique pour la simulation La modélisation en dimension finie permet
de répondre & un objectif de développement des modeles dynamiques 1D discrets (Horst et al.
(2013), Jain and Alleyne (2015)). C’est une approche qui induit un compromis sur 1’échelle
minimale des phénomeénes physiques que nous pouvons représenter par ce type de modeles, a

partir du moment ou nous faisons le choix d’une représentation en cascade de compartiments

15



homogenes. Moyennant une intégration en temps, ces modeles sont rapidement exploitables
en simulation. Dans cette approche, I’échangeur thermique est représenté, en général, comme
une cascade de volumes élémentaires interconnectés par des relations de flux convectifs ou
conductifs (pour I’échange de chaleur). Ces volumes sont aussi considérés parfaitement agités

avec un contenu homogene en terme de conditions thermodynamiques.

Modélisation dynamique pour la commande Les modeles dynamiques en dimension finie
sont aussi utilisés pour un objectif de commande (par exemple Michel and Kugi (2014)). Il y
a alors moins d’éléments dans la cascade et/ou des parameétres moins complexes, linéarisés ou
invariants.

Le développement d’'un modele dynamique consiste a préciser, en plus des variables d’état
du systeme, des variables de commande grace auxquelles il est possible d’agir sur le comporte-
ment de celui-ci. A cela se rajoute aussi les variables mesurées, définies comme étant des sorties
du systeme. Pour le cas de I’échangeur thermique en dimension finie, des modéles peuvent étre
développés dans lesquels les variables d’état sont I’ensemble des températures le long de ’échan-
geur ou bien d’autres grandeurs comme l’enthalpie (ou encore l'entropie). Pour les variables de
commande, il est possible de considérer les débits et/ou les températures des deux fluides aux
entrées de ’échangeur. Comme variables de sorties, les températures des deux fluides sortant
de I’échangeur sont considérées. Dans les articles de Horst et al. (2013), de Michel and Kugi
(2014), de Richalet et al. (2014) ou encore de Jain and Alleyne (2015), nous avons des exemples
de commande d’échangeurs thermiques avec différentes possibilités pour les variables d’état et
de commande.

Dans la section suivante, nous allons proposer différentes représentations d’un échangeur
thermique en utilisant des variables d’état différentes telles que ’enthalpie ou encore ’entropie.

Nous verrons également les avantages et inconvénients de ces différentes représentations.

1.3 Modélisation dynamique d’un Echangeur Thermique & Contre-
Courant : les différentes représentations étudiées durant la

theése

Dans cette partie, nous allons voir les différentes représentations sur lesquelles nous avons
travaillé. Afin de modéliser un Echangeur Thermique & Contre-Courant (ETCC), nous avons
tout d’abord développé le modele dynamique d’un bloc de base qui nous servira de repere pour
le modele dynamique global de I’échangeur. Ce bloc de base (Figure 1.5) est composé de deux

compartiments séparés par une paroi a travers laquelle s’établit un flux de chaleur. Chacun de
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ces deux compartiments est alimenté par un flux convectif. Les deux flux circulent a contre-

courant. Le fluide s’écoule de droite a gauche pour le compartiment du bas et de gauche a

droite pour le compartiment du haut. L’échange thermique s’effectue au niveau de la paroi et

est représenté par la double fleche.

FIGURE 1.5 — Echangeur thermique : bloc de base

Pour chaque représentation, nous verrons son écriture pour le bloc de base (Figure 1.5), puis

celle de ’échangeur considéré comme une cascade de n blocs (Figure 1.6).

1.3.1

-
-1

FIGURE 1.6 — Echangeur thermique comme une cascade de n blocs de base

Hypotheses choisies

Comme la modélisation avait pour objectif la commande, les hypotheses suivantes ont été

utilisées dans cette partie :

Les fluides chaud et froid sont en phase liquide,

La pression P est constante et uniforme le long de I’échangeur,

Le coefficient de transfert de chaleur est constant et uniforme le long de ’échangeur :
UA =),

Les masses volumiques des deux fluides, notées p et p, ainsi que leurs capacités thermiques
cp et ¢, peuvent étre différentes mais sont constantes,

Les débits massiques @ et Q peuvent étre différents mais uniformes,

Chaque compartiment a un volume V = V fixé : il s’agit d’une discrétisation uniforme,
La paroi entre les deux fluides n’accumule pas d’énergie,

Les parois extérieures de I’échangeur sont parfaitement isolées de l’environnement qui

I’entoure : il n’y a pas de déperdition de chaleur.

Nous allons donner, dans les sous-sections 1.3.2, 1.3.3, 1.3.4 et 1.3.5, quatre représentations

différentes de I’échangeur.
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1.3.2 Représentation avec ’enthalpie comme variable d’état : Modele A

Représentation de 1 bloc : En considérant la pression constante et uniforme le long
de I’échangeur et les volumes de chaque compartiment égaux et fixés, I’enthalpie peut étre
considérée comme une variable d’état. En effet, en écrivant le bilan d’énergie (1.12) avec U
I’énergie interne du systeme, V' le volume et P la pression du compartiment, nous voyons que

la dérivée temporelle de ’enthalpie est égale a la dérivée temporelle de ’énergie interne :
H=U+PV (1.12)
La quantité totale d’enthalpie dans le compartiment 1 que nous notons H; est donnée par :
Hy = pVhi(Th) (1.13)

avec hi(T1) Penthalpie spécifique qui dépend de la température du fluide. De plus, nous avons

la relation suivante entre I’enthalpie spécifique et la température du fluide :
h(t) = Cp(T(t) - TTef) + href (114)

Les variables Tt et h,.y sont respectivement la température et I’enthalpie dans les conditions
de référence. Ces derniéres dépendent du fluide que nous considérons et peuvent étre trouvées
dans des tables de données thermodynamiques. Ainsi, grace aux équations (1.12), (1.13) et

(1.14), nous pouvons écrire I’équation de bilan (Sandler (1999)) pour le compartiment 1 :

Hl = )\(Tl — Tl) + Qhip — /)C‘?/Hl (1.15)

avec h;, I’enthalpie spécifique massique du flux en entrée du compartiment. Le premier terme
correspond au transfert d’énergie avec le compartiment 1. Le deuxiéme et le troisiéme termes
correspondent respectivement aux flux convectifs d’entrée et de sortie du compartiment. Nous
avons fait ’hypothese que le fluide est homogene dans le compartiment et que le flux en sortie
est dans les mémes conditions thermodynamiques que le fluide a 'intérieur du compartiment.
De la méme maniére, nous pouvons écrire 1’équation pour le compartiment 1 :

) = —\Ty — T1) + Ohay — 2 11, (1.16)

oV

Dans I’équation (1.16), le terme d’échange thermique est le méme que dans I’équation (1.15),
mais comptabilisé avec un signe négatif. En effet, il y a une égalité entre des flux de chaleur
échangés a travers la paroi car cette derniére n’accumule pas d’énergie. Nous cherchons & écrire
ces équations en remplacant la température par 'enthalpie, afin de les écrire sous forme matri-

cielle. Cela permettra une analyse et des manipulations simplifiées lors de la synthese de la loi
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de commande du systéme. En reprenant les équations (1.13) et (1.14), nous pouvons exprimer

les températures en fonction des enthalpies comme suit :

1 1
Ty = —(—H; — hye Tre 1.17
1 Cp(pV 1 £)+ Tres (1.17)
T —l(iﬁ href) + T (1.18)
1= Ep ﬁV 1 ref ref .

En faisant I’hypothese que les fluides qui circulent de chaque c6té de ’échangeur ont les mémes
propriétés, nous obtenons les égalités suivantes sur les parametres : ¢, = ¢, p = p, hypep = e ¥

et enfin T.c; = T'ep. Nous avons alors le terme d’échange thermique des équations (1.15) et

(1.16) qui s’écrit :

— 1. 1 - 1,1
MNT1—T)) =M —(—Hi — hyes) + Trer — (—(—Hi — hyes) + Tre 1.19
(T2 =T0) =M G = hreg) + Toeg = (-t = heep) + Toeg)) - (119)
A _
= H—H 1.20
Cppv( 1 — Hy) (1.20)

Le systeme d’équations peut donc s’écrire comme suit :

H = 5, (FIl_Hl)+thn_p%Hl

A s (1.21)
Hy = — ¢ (Hi — Hi) + Qhin — 5 H1

Nous pouvons ainsi avoir le systéme d’équations sous forme matricielle (équation (1.22)). Nous
le complétons par la définition d’une sortie y, ou d’'un vecteur de sortie, a travers une matrice

de mesure C :
H = AH+ BH,, (1.22)
y = CH (1.23)
H est le vecteur d’état égal & [Hy, Hy|T et Hiy, = [hin, hin]” est le vecteur des entrées. La matrice
A regroupe le terme d’échange et les termes convectifs internes. La matrice B correspond a la

convection des flux d’entrée. Enfin, la matrice C' donne les sorties du systeme. Nous les écrivons

comme suit :

A Q A
A= chpA pV )\pVCp 5 B = [Q 0] C = [1 0 (1.24)
pVep Ve eV 0 Q 0 1

Représentation d’une cascade de n blocs : Maintenant que nous avons la représentation
pour un bloc de base, considérons 1’échangeur comme n blocs en cascade. Nous avons des
relations d’interconnexion entre ces différents blocs, données par des équations de continuité
de flux de matiére a chaque interface entre les blocs (équations (1.25) et (1.26)), ainsi que des

relations de continuité de flux d’enthalpie (équations (1.27) et (1.28)) :

Q=Q=...=Q,=Q (1.25)
Q=Q2=...=Qn=0Q (1.26)

19



~ Qinr

Q:h, v Hiy1 Vie[l,n—1] (1.27)
A Li Qifl 7 .
thzn =V H, 1 Vie [2,77,] (128)

En utilisant les relations des flux matiere (équations (1.25) et (1.26)), celles des flux d’enthalpie

peuvent étre simplifiées et exprimées comme suit :

; 1
_ 1 -

Le modele de I’échangeur thermique peut donc étre écrit avec la méme forme matricielle que

précédemment (équations (1.22) et (1.23)) :

H = AH+ BH;,

Cependant, les vecteurs et matrices changent de dimension afin de considérer le nouveau vecteur

d’état. En effet, nous avons H € R?" et le vecteur d’entrée Hj;, € R?, tels que :

HT:[Hl H2 Hn FII FIQ gn] (131)
M=l (1.32)
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Les matrices A € R?"*2" B ¢ R?"*2 et C' € R?*?" sont données comme suit :

X Q9 Q A |
pVep  pVo pV pVep
Q
pV
A Q A
_ pVep PV pVep
A= S g (1.33)
pVep pVep pV
Q
pV
A Q 2 _Q
L pVep pV pVep pvV
0 O
0 0
0 10 --- 00
B¢ - C = (1.34)
0 Q 00 -~ 01
0 0
0 0

L’avantage de ce modele dynamique en dimension finie est que les matrices mises en évidence
(A, B et C) présentent une forme structurée commode pour prendre en compte, de maniere
systématique, un nombre quelconque n de blocs élémentaires. Cependant, elle représente 'in-
convénient d’avoir une matrice A dépendante de tous les parametres de ’échangeur. Dans le
cas d’une synthese de loi de commande, par exemple avec le débit ), le modele ne sera plus

linéaire mais bilinéaire. La représentation de cette section a été publiée dans Zitte et al. (2018).

Remarque 1 Dans le Chapitre 3, nous avons écrit un modeéle en faisant la méme démarche,
mais la disposition des variables d’état dans les vecteurs H et Hy, est différente et va induire

des changements dans la structure des matrices.

1.3.3 Représentation avec comme vecteur d’état ’entropie : Modéele B

Nous pouvons aussi nous intéresser a ’entropie comme variable d’état pour décrire la dyna-
mique d’un échangeur. En effet, ’entropie est la variable thermodynamique conjuguée en puis-
sance a la température dans I’équation de Gibbs (Sandler (1999)). Elle est également la variable
qui est utilisée dans le cadre de la représentation hamiltonienne a port des que ’hamiltonien

est Iénergie interne Duindam et al. (2009). La représentation avec ’entropie fait apparaitre

21



de maniere explicite les termes de production irréversible d’entropie dans le bilan d’entropie.
Nous présentons dans cette section un modele dynamique de 1’échangeur thermique en utilisant
I’entropie comme variable d’état. De la méme maniere que précédemment, nous pouvons écrire
les équations de bilans d’entropie sur chaque compartiment. Nous notons s I’entropie spécifique

(donnée en J.kg=t. K1) et S; (donnée en J.K~!) entropie du compartiment 1 alors :
Sl = ,OVSl(Tl) (1.35)

Pour le compartiment 1, le bilan d’entropie s’écrit :

. ¢1 Q
- T mn e L
S1 - + @s S1+ o1 ( 36)

Dans cette équation, nous retrouvons le transfert de chaleur entre les compartiments 1 et 1

(écrit comme flux d’entropie associée) qui correspond au premier terme et qui est donné par :

o MNT1—-T)
Ty Ty (1.37)

Le deuxiéme et troisieme termes correspondent au flux convectif d’entrée et de sortie du com-
partiment. Enfin, o1 correspond & la production irréversible d’entropie qui est composée de deux
termes : celle due a la convection (précisément due & un mélange convectif instantané de deux
fluides & des températures différentes) et celle due a ’échange de chaleur entre les comparti-
ments 1 et 1. Cette derniére dépendra de la définition de T} qui est la température de référence
du flux d’entropie. En effet, cette température peut étre associée a la paroi qui interface les deux
fluides et a travers laquelle le flux de chaleur s’établit. Nous pouvons donc choisir arbitrairement
Ty = T4, ce qui veut dire que l'interface est en équilibre thermodynamique avec le compartiment
1. Ainsi, la production irréversible d’entropie a ’échange sera entiérement comptabilisée dans le
compartiment 1 (le choix opposé est aussi possible sans altérer la production totale d’entropie)

et nous obtenons :

. NT1—T) Q
S =——" in — —9 1.38
1 T, + Qszn pV 1+ 01 ( )
avec la production irréversible d’entropie calculée a partir de I’équation de Gibbs égale a :
1 1 Q 1
=0(— — =)+ —(hyp — T18in — —(H; — T1.5 1.39
g1 (Tl T1)+T1( in 1Sin ,OV( 1 1 1)) ( )
Pour le compartiment 1 :
= )\(Tl — Tl) — Q — _
S, = — ol 29 1.40
1 T, + QSin % 1+01 ( )
avec la production irréversible d’entropie qui n’a que les termes diis au mélange par convection
telle que : -
51 = 2 (B — T — ——(Hy — T181)) (1.41)
01=="(hin —T18in — — — .
1 Tl in 19in ,5V 1 191
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Avec le méme raisonnement, nous pouvons définir la cascade de n blocs élémentaires qui
représentent un échangeur sous forme discrétisée. Nous avons les mémes égalités de flux de
matiere (équations (1.25) et (1.26)) et de chaleur (équations (1.29) et (1.30)) que précédemment.

Pour les compartiments du bas, la convection allant de droite a gauche, les équations s’écrivent :

M+Q(Si+l—8i)+ai i€[1,n] (1.42)

g =
Ti pV

avec la production irréversible d’entropie qui est égale a :

Ui:@(l—,i)—i— Q

T~ T, W(Hi+1 —1;Siv1 — (H; = T;5;)) i€ [l,n] (1.43)

Pour les compartiments du haut, la convection allant de gauche a droite, nous avons :

- MNT; —T; D - o
S; = _(ZTiZ) + ;‘2/(5’2‘_1 — SZ) +o0;, 1€ [1,71] (1.44)
avec la production irréversible d’entropie qui est égale a :

5y — Tfj)V(Hi_1 TSy — (H —T58)) i€ [Ln] (1.45)
avec les termes e, 1 et oy correspondant aux flux d’entrée de ’échangeur. Nous avons exacte-
ment les mémes équations entre le bloc élémentaire et la cascade de n blocs.

L’avantage de ce modele est la mise en évidence du terme de production irréversible d’en-
tropie, qui permet une analyse de la passivité du systeme. Cependant, I'inconvénient est que

ce terme est non-linéaire en température. La représentation de cette section a été publiée dans

Zitte et al. (2018).

1.3.4 Représentation hamiltonienne a port irréversible : Modele C

Dans cette partie, nous allons donner une représentation hamiltonienne a port irréversible de
I’échangeur. La représentation hamiltonienne a port permet d’aborder aisément la modélisation
de systemes complexes avec plusieurs domaines de la physique tels que le domaine thermique,
électrique, magnétique, mécanique, etc. (Duindam et al. (2009)). Ce formalisme de modélisation
introduit dans les années 90 par Maschke and van der Schaft (1992) permet de décrire précisé-
ment la structure de I'interconnexion interne des différents éléments qui composent un systeme.
Il permet aussi de distinguer clairement les éléments dits conservatifs et ceux dit dissipatifs via
des lois constitutives adaptées mais aussi de montrer d’une maniere directe des propriétés inté-
ressantes telle que la passivité (Khalil and Dombre (2002)). Ce formalisme a été appliqué avec
succes pour la modélisation de plusieurs types de systémes. Il permet le développement de sché-
mas numériques conservant les propriétés physiques ainsi que la syntheése de lois de commande

utilisant la propriété de passivité. Il permet également de maintenir la structure géométrique
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des systemes qui est mise en évidence de cette fagon. Ce formalisme a été étendu aux systemes
thermodynamiques irréversibles de maniere a satisfaire a la fois le premier et second principe
de la thermodynamique (Ramirez Estay (2012)); nous parlons alors de Représentation hamil-
tonienne a port irréversible. Nous allons donc utiliser ce formalisme pour décrire la dynamique
d’un échangeur thermique en prenant ’hamiltonien défini par la somme des enthalpies de I’en-
semble des compartiments et le vecteur des enthalpies (par compartiment) comme vecteur de

variables d’état, et en rajoutant a cela les variables d’entrée et de sortie.

Proposition 1 En réorganisant [’écriture obtenue avec les bilans d’enthalpie (1.21), nous pou-
vons écrire, pour un bloc, le systéme et ses sorties dans la forme hamiltonienne irréversible

sutvante :

dH oH
pl R<H)J8ﬁ

(y) . (B? +H'B] ) on _ <—H : h) (147
7 B +H'B] ) OH  \-L 4 h,
0 1

-1 0

—JT une matrice antisymétrique, H = Hy + H, I’Hamiltonien, les vecteurs et matrices By, Ba,

By=|_ By = (1.48)
0 0 Din 0 —1

et enfinu = Q et u = Q, les flur de convection pour les deux fluides, qui sont dans notre cas

(H) + (By + BoH)u + (By + BoH)u (1.46)

avec H le vecteur d’enthalpie, R(H) = \(T' —T) le terme d’échange thermique, J = [

By et By comme suivant :

les variables de commande de I’échangeur.

Nous pouvons ainsi calculer la variation au cours du temps de ’enthalpie totale :

i _ OHTdH _ | dH
dt — OH dt  dt
=1T\T, - Tl)JM

st 17(B; + BoH)u + 17(B, + BoH)a

-0 yT gT

— ’_/H —_ -
= \NT; —T) 17 J1 +17(By + BoH) u + 17 (B 4+ BoH) @

=ylu+gla. (1.49)
avec 1 € R™ ! le vecteur ne contenant que des 1.
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Proposition 2 Maintenant, pour une cascade de n blocs, avec les relations d’interconnexion

(1.25) a (1.30), nous obtenons les équations suivantes :

dH
dt

B + HT BT

y
(g) (BIT +H'B]

|

OH

n P B ~
= > Rl(H)JzO%(H) + (B1 + BeH)u + (B1 + BoH)u
i=1

oH (—fvl +hm)
Hy | 7
Y +hzn

(1.50)

(1.51)

avec le terme d’échange thermique pour chaque bloc élémentaire qui s’écrit : R; = NT; — T}),

et la matrice anti-symétrique

di1

— 04l

_5in

(1.52)

avec 0;; = 1 sii = j et 0 dans les autres cas. Cette matrice anti-symétrique nous permet d’écrire

le systéme sous la forme hamiltonienne a port.

Les vecteurs et les matrices B1, Bo, By et By sont donnés comme suit avec leur dimensions :

By

I
G
$

1
I

Bo

—1 1
OnXTL
1
—1
O’an O’an
Oan OTLXTL
—1
Onxn 1
1 -1

(1.53)

(1.54)

Comme précédemment pour le bloc élémentaire, nous pouvons vérifier la passivité du systéme

en calculant la dérivée temporelle de I’'Hamiltonien donné par la somme des enthalpies des
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différents compartiments : H = S°" | (H; + H;) :
dH _ OHTdH _  pdH

dt T OH dt 0 dt
=Y 1'NT; - Ti)Jia% +17(B; 4+ BoH)u + 17(B; + BoH)a
=1
=0 yT ﬂT

n - /—/\“ — —
S ONT = Ti) 17 J;1 + 17 (By + BoH) u + 17 (By + BoH) @
i=1

yTu+ g’ a. (1.55)

Cela permet donc, quelque soit la dimension du systéme, de dériver naturellement la passivité
a partir du modele dynamique.

L’avantage de ce modele est que le terme de production irréversible d’entropie, dii aux
phénomenes internes du réacteur, apparait directement lorsque nous écrivons le bilan total

dS_@wa( 8ST:[11

d’entropie comme : dr T e dr (avec g T—IT—I] pour le cas d'un bloc élémentaire). La

représentation de cette section a été publiée dans Zitte et al. (2019).

1.3.5 Représentation sous forme bilinéaire : Modele D

Pour la représentation bilinéaire, nous nous basons toujours sur la Figure 1.6. Cette repré-
sentation non-linéaire d’'un échangeur thermique est un compromis entre une représentation
trop compliquée a calculer et une représentation trop simple qui ne serait pas proche de la
réalité. Elle sera intéressante, comme nous le verrons dans le Chapitre 2, pour synthétiser des
lois de commande. C’est une forme bilinéaire car nous avons un terme dans lequel la ou les
commandes sont multipliées au vecteur d’état. Commencons par donner la représentation dans
le cas ol nous faisons une commande symétrique sur les deux flux, et & la suite nous donnerons
la représentation que nous avons développée dans un article avec une seule commande. Nous
allons repartir des équations (1.22) et (1.23) et choisir comme variable de commande les débits

de convection des flux u; = Q et ug = Q. Elles deviennent alors :

H = AH+ Y5 (TH A+ Bi)u,
y = CH

(1.56)

avec la matrice A € R?*? qui correspond & ’échange thermique & travers la paroi, les matrices

I'; € R?*? et les vecteurs 3; € R?*! qui correspondent & la convection, comme suit :

A o [=1 1] 1 0 Din
PVep | 1 1 »1lo o 0
1o o] [0 10
ry=—— By= | C = (1.58)
pV 0 *1_ _hin 01
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Comme dit précédemment, nous faisons comme hypothese de travail qu'un des deux débits
est fixé et Dautre servira de commande. Nous choisissons ainsi de fixer up = @Q et de garder
u = Q comme variable de commande. Ainsi Q devient un paramétre de I’échangeur pouvant
varier ou étre perturbé tout comme I’étaient déja les enthalpies d’entrée de 1’échangeur h;, et

hin. Le systéme peut se réécrire comme suit :

H = FH+ (BH+bu+g (1.59)
y = CH (1.60)

avec les matrices F = A + QT'y et B =Ty et les vecteur b = 51 et g = Qf»

Pour la cascade de n blocs élémentaires, avec les relations d’interconnexions des flux de

matiere :

Qi=Q2=..=0Qn,=0Q (1.61)
Q=Q=..=Qn=0Q (1.62)
et des flux enthalpiques :
- 1
thn = WQHH_I Vi € [1,TL — 1] (163)
Qhi" = ;/QH-_I Vi € [2,n] (1.64)

avec hi" et hi", les enthalpies spécifiques qui entrent respectivement dans les compartiments ¢
et 1.
Le systeme s’écrit toujours sous la méme forme, ici pour le cas symétrique avec les deux

commandes u; = @ et ug = Q :

H = AH+ Y2, (TH+ 8i)us
y = CH

(1.65)

avec cette fois, les matrices A € R?"X2n C € R?X27 et T'; € R?™%27 et les vecteurs (; € R?7x!
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tels que :

0 0] (1.66)
.0 1

Oan

I'=— —1 B = |hin (1.67)

O’nXTL OTLXH

O?’lXTL OnXTl

FQ = — -1 52 — hin (168)
Onxn 1 0

Avec le méme raisonnement que précédemment, nous pouvons écrire le systeme d’équations avec

le débit Q) fixé pour obtenir :

H = FH+ (BH+bu+g (1.69)
y = CH (1.70)

Les matrices et vecteurs gardent les méme formes & savoir : F = A+ QIy, B =11, b=
et g = QB2. Nous avons ainsi exactement la méme écriture matricielle dans le cas d’un bloc

élémentaire que pour une cascade de n blocs.

La représentation de cette section a été publiée dans Zitte et al. (2020).
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents aspects technologiques des échangeurs
de chaleur ainsi que les différents types de modeles, utilisés a des fins de dimensionnement,
d’optimisation énergétique ou de commande. Nous avons en particulier abordé les modeles
d’échangeur de dimension finie avec une représentation par compartiments en utilisant comme
variable d’état I’enthalpie ou ’entropie. Suivant les cas, nous obtenons :

— une représentation linéaire : avec I'enthalpie et les débits constants. Les variables d’entrée

sont les enthalpies spécifiques des fluides d’entrée.

— une représentation non linéaire : avec ’entropie. Les termes de production irréversible

d’entropie sont non linéaires.

— une représentation bilinéaire : avec I'enthalpie et les débits comme variables d’entrée ou

encore avec la représentation hamiltonienne a port irréversible.

Dans le Chapitre 2, nous utiliserons la forme bilinéaire en température car c’est elle que
nous avons choisie afin de créer une loi de commande sur un échangeur. La représentation
en température est obtenue a partir de celle en enthalpie a laquelle nous ajoutons quelques
hypotheses que nous verrons dans le chapitre.

Dans le Chapitre 3, nous reprendrons la modélisation d'un d’échangeur de maniere systé-
matique avec des hypothéses moins restrictives sur les parametres. Cela permettra d’aborder
les réseaux d’échangeurs et d’écrire de fagon systématique I'interconnexion en série de deux

échangeurs.
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Chapitre 2

Commande d’un Echangeur

Thermique a Contre-Courant

2.1 Introduction

2.1.1 Etat de I’art de la commande d’un échangeur thermique

Nous avons vu dans le premier chapitre que la modélisation peut étre tres différente sui-
vant les besoins et les objectifs fixés. Pour la synthése de commande, la complexité de cette
derniére suit en général celle du modele dynamique utilisé. Plusieurs commandes ont déja été
développées pour la régulation de la température en sortie de ’échangeur thermique et parmi
celles-ci nous pouvons citer : une rétroaction de linéarisation avec Alsop and Edgar (1989), une
commande non linéaire dynamique basée sur la sortie pour un modele simplifié d’une cellule
a deux compartiments avec Zavala-Rio et al. (2009), ou la commande prédictive de modele
(MPC) (Oravec et al. (2019); Sridhar et al. (2016)). Enfin, la commande classique PID reste
une des privilégiées par de nombreux chercheurs (laboratoires et industriels) comme nous pou-
vons le voir dans Diaz-Mendez et al. (2014). Dans I’ensemble des exemples cités précédemment,
la variable de commande est soit le débit, soit la température en entrée de 1’échangeur. De
plus, nous voyons que le sujet reste d’actualité avec de nombreuses publications récentes sur la
commande d’échangeur. En effet, les articles traitent de plus en plus de cas particuliers avec
des commandes plus efficaces car plus adaptées aux besoins du cas étudié. Dans D'article de
Oravec et al. (2019), nous pouvons voir une commande a modele prédictif qui permet une di-
minution de la consommation d’énergie dans I’échangeur thermique a plaque. L’article de Jia
et al. (2020) décrit 'amélioration des commandes proportionnelle intégrale avec 'utilisation de
la dynamique de 1’échangeur de chaleur. Enfin, dans Jin et al. (2020), nous voyons que la com-

mande d’un cycle Rankine peut permettre de maximiser 'efficacité thermique en maintenant le
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systeme a un certain point d’équilibre.

2.1.2 Plan du chapitre

Dans ce chapitre, nous verrons la commande d’un échangeur thermique a contre-courant.
Nous allons reprendre le modéle dynamique (1.65) développé dans le Chapitre 1, que nous allons
reformuler en température pour des besoins de synthése de commande. Puis, nous ferons un
rappel sur la méthode de forwarding car elle nous permettra d’utiliser un modele bilinéaire pour
synthétiser une commande non linéaire. Elle permet également d’aboutir a des commandes non
linéaires avec une action intégrale robuste. Nous allons ensuite présenter la synthese de com-
mande sur le modele de I’échangeur thermique sous la forme d’un retour d’état et montrer les
propriétés dynamiques du systeme en boucle fermée. La commande obtenue n’est pas appli-
cable en pratique a cause des mesures nécessaires le long de ’échangeur, une possibilité est
donc d’utiliser un observateur. Nous développerons un observateur en utilisant seulement des
températures mesurées aux sorties des fluides de I’échangeur. Cet observateur sera couplé avec
la synthese par forwarding pour aboutir ainsi & une commande par retour de sortie. Nous don-
nerons une analyse de stabilité du systéme en boucle fermée. Des simulations sont données pour
les deux lois de commande afin de les valider expérimentalement.

Les travaux concernant la commande par forwarding ont été publiés dans Zitte et al. (2020),

joint en annexe (cf. A.2)

2.2 Modéele dynamique pour la commande

Dans cette section, nous avons choisi comme vecteur d’état la température. Nous considérons

un échangeur comme une cascade de n blocs de base comme illustrée dans la Figure 2.1 :

>
-1

FIGURE 2.1 — Echangeur thermique comme une cascade de n blocs de base.

2.2.1 Hypotheéses de travail

En utilisant le bilan d’énergie, nous avons les équations pour une cascade de n blocs de
base représentant un échangeur sous forme discrete. Nous faisons les mémes hypotheses que

précédemment (§1.3.1) et nous rajoutons les hypotheses suivantes :
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— tous les blocs de base ont le méme coefficient de transfert de chaleur A,
— la dispersion thermique entre deux compartiments d’un méme fluide est négligeable,
— Les densités (p) et les capacités thermiques (c,) sont identiques et constantes pour les

deux fluides.

2.2.2 Modele dynamique en température

Avec ces hypotheses, nous pouvons réécrire le systéme de I’échangeur en utilisant les équa-
tions de bilans avec comme variables d’état les températures des compartiments (nous écrivons

ici les débits comme ¢ = Q et ¢ = Q). Nous obtenons :

Th=2(T—T)+ LTy — LT

pVep pV pV
T = p&cp Ty = Do)+ 4T3 — 41
L .
Tn - M(Tn_Tn)"i_piva_pian (2.1)
T = ;5T - T) + 4 Tu— 411
Tn—l = ﬁ(Tn—l - Tn—l) + inTn—2 - inTn—l
Tp= ﬁ(Tn —T5) + inTn—l - inTn

Notons le vecteur d’état z = (T4, ..., Ty, T1, ..., Tn) " € R?", la température des fluides en entrée
de I’échangeur z;, = T, et T, = Ti. Nous pouvons écrire le systéme (2.1) sous la forme

matricielle suivante :

i = Az + (b17im + Bx)q + (b1%in + Bx)g (2.2)

Cette égalité est proche de I’écriture bilinéaire (1.65) du Chapitre 1. Nous pouvons constater
que la partie linéaire de I’équation est I’échange thermique et que la partie bilinéaire correspond

a la convection.

2.2.3 Présentation du probleme de commande

L’objectif de commande est de réguler la température de sortie d’'un des deux fluides de
I’échangeur thermique. Pour ce faire, nous définissons une entrée de commande qui est le débit
g d’'un des deux fluides (nommé fluide commandé par la suite). Grace a ce débit, nous régulons
la température de sortie du deuxieme fluide (nommé fluide non commandé par la suite), cette
derniere étant mesurée. Cette régulation doit étre robuste aux différentes perturbations et a

I'usure que peut subir le systeme.
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2.3 Présentation de la méthode de forwarding

La méthode de forwarding permet une synthéese de lois de commande sous forme d’un retour
d’état étendu avec une partie intégrale assurant la robustesse. Elle est principalement basée sur
I’approche directe de Lyapunov. Nous allons donner la méthode dans le cas d’un systéme non

linéaire, puis nous I’appliquerons a une classe de systemes bilinéaires.

2.3.1 La méthode de forwarding avec un systeme non-linéaire

Soit un systeme non linéaire de la forme :

& = f(x)+g(x)u

(2.3)
z = h(x)

avec I'état (x,z) € R” xR et la commande v € R. La méthode permet de synthétiser une loi de
commande rétroactive en état assurant la stabilité asymptotique de l'origine du systéme (2.3).
La méthode a été développée dans Praly et al. (2001) (voir aussi Poulain and Praly (2010)).

Deux hypotheses sont nécessaires pour pouvoir Iappliquer :

Hypothése 1 L'origine de & = f(x) est globalement asymptotiquement stable. Il existe donc
une fonction de Lyapunov définie positive V(x) : R™ — R>q avec V(0) = 0 qui satisfait :

_ovTt

V= 5y {(@) <0 (2.4)

cela pour tout € R™\0

Hypothése 2 I existe une fonction M(z) : R — R telle que M(0) = 0 et qui satisfait les
propriétés suivantes :

oMT omT

T f@=h@), ST g0) £0. (2.5)

En utilisant ces deux hypotheses, nous avons le Théoreme 3 qui présente la commande par

retour d’état que nous obtenons avec la méthode de forwarding :

Théoréme 3 Praly et al. (2001) Soit le systéme non linéaire (2.3), qui satisfait les conditions
des hypothéses 1 et 2, lorigine est globalement asymptotiquement stable en boucle fermée avec

la loi de commande suivante :
u(w,2) = = [ g(z) - (= — M()) 247 g(a)] (2.6)

Nous rappelons aussi la preuve de ce théoreme afin de voir comment cette fonction M est

utilisée.
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Preuve : Soit la fonction de Lyapunov suivante :

Wz, 2) = V(z) + %(z ~ M(x))? (2.7)

Nous calculons la dérivée de la fonction de Lyapunov W le long des trajectoires du systeme en

boucle fermée et en utilisant les hypotheéses des Lemmes 1 et 2 :

Wiz, z) = V(z)+ (z = M(2))(2 — M(z)) (2.8)
= TG 1 (2= M(@))(2 — 94T 4)
= WI(f(@) + g(@)ulz, 2) + (2 — M(2))(h(z) — B47 (f(2) + g(x)u(z, 2)))
= T (@) + B g(ayu(, 2) + (2 — M(@)) (h(x) — h(z) — Z47 g(x)u(z, 2))
= T p(2) + [ g(2) — (2 — M(2)) 24T g(2)u(a, 2)

= T f(@) —u(z,2)P <0 (Y(z,2) £ (0,0)) (2.9)

Avec cette derniere expression, nous savons grace a ’hypothese 1 que le premier terme est
strictement négatif pour tout z différent de 0. Ensuite par construction de la commande u(x, z),
nous savons que W (z, z) est strictement négatif. Il ne reste plus qu'a vérifier que W(z, z) = 0

uniquement si (x, z) = (0,0) :

W(z,z)=0 (2.10)
W f(w) ~ulz, 2)? =0

<0

Les deux termes sont négatifs ou nuls, ainsi, nous allons voir dans quel cas nous pouvons les
annuler. Avec I'’hypothése 1, nous savons que le premier terme est nul lorsque x = 0, nous

regardons alors ce qui se passe pour le deuxieme terme dans ce cas :

u(0,2) =0
T T
= [8579(0) = (= = M(0) % g(0)] =0
ov’ om”
o 9(0)—»?% (0)=0
=0
om”
b — 2.11
2 9(0) = 0 (211)
Or d’apres 'hypotheése 2, nous avons %—A;TQ(O) # 0 donc W (z, z) = 0 uniquement pour (z, z) =
(0,0). O
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2.3.2 Application a un systéme bilinéaire

Nous allons maintenant transposer la méthode de forwarding pour un systeme bilinéaire

monovariable qui est un cas particulier du non-linéaire. Soit un systeme bilinéaire de la forme :

L o= Fo + Bo +bo
x x + (Box Ju (2.12)

z = Cyx

avec les mémes dimensions de variable que pour le systéme (2.2). L’hypothese 1 se traduit
dans ce cas la par le fait que la matrice F, est Hurwitz, ce qui correspond & une origine du
systéme autonome (u = 0) asymptotiquement stable. Nous savons qu’il existe des matrices P
et () définies positives tel que :

PE,+ FI'P=-Q (2.13)

De plus, la fonction M(x) de I'hypothese 2 se transforme en une matrice M. Ainsi les conditions

qui en découlent sont :
MF,=C, e  Mb,#0< C,F b, #0 (2.14)
Ainsi :

Corollaire 4 Soit un systéme bilinéaire donné par les relations (2.12) et qui satisfait les condi-
tions des Lemmes 1 et 2, l'origine en boucle fermée est globalement asymptotiquement stable

avec la loi de commande :
u=—2z"P — (2 — Mx)")M(Byx + b,) (2.15)

La démonstration se fait de la méme maniere que pour le cas non-linéaire. Nous allons par la
suite montrer que I’échangeur thermique peut s’écrire sous une forme bilinéaire (2.12) qui nous

permet d’appliquer la méthode de forwarding.

2.4 Analyse du modele bilinéaire de I’échangeur

2.4.1 Formulation du modele bilinéaire pour la commande
En reprenant I’équation
i = Az + (b1zi + Bx)q + (017 + Bx)q (2.16)

nous voyons que nous avons quatre parametres libres sur lesquels nous pouvons agir : la tem-
pérature d’entrée des fluides x;, et Ty, ainsi que le débits des deux fluides avec ¢ et ¢q. Nous

avons choisi de faire une loi de commande sur le débit ¢(t) = u(t) et supposons les trois autres
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parametres fixés a des valeurs nominales permettant un fonctionnement nominal du systeme.
Nous considérons que le débit du fluide commandé est borné entre sa valeur minimale u,, > 0

et sa valeur maximale uy; et satisfait 'inégalité suivante :
u € Dy = [um,upn] = {u € RT 1wy, <u < upgl, (2.17)

Nous donnons la notation suivante : pour tout ensemble compact A, I’ensemble des points a

Uintérieur de A s’écrit int(.A). Ainsi nous avons :
int(Dy) = (Um,upr) = {u € RY 1wy, < u < uprl,
Avec tout cela, nous pouvons réécrire le systéme (2.16) sous une forme plus compacte telle que :

T

Fz+ (b+ Bx)u+G
z+ b+ Boju (2.18)

y = Cx

avec I'= A + (jB, b= bi1Zin, G = b1Zing et C est tel que la sortie du systéme est y = T,

2.4.2 Propriétés du modele de ’échangeur

Nous allons voir trois propriétés importantes sur le modele de ’échangeur (2.18) pour des
conditions opératoires fixées. Soient u et G bornés, ce qui correspondent aux températures T,
et Thy, ainsi qu’aux débits ¢ et g dans le modele (2.2). Nous montrerons que les trajectoires du
systéme (2.18) évoluent dans un ensemble compact invariant pour lequel toutes les températures
le long de ’échangeur thermique sont positives (voir Lemme 5). Ensuite, nous analyserons les
propriétés de stabilité du systéme (2.18), et montrerons que la matrice d’état est Hurwitz,
donc que la partie autonome du systéme est stable (voir Lemme 6). Enfin, nous caractériserons
Pensemble des points d’équilibres accessibles pour une régulation du systéme (voir Lemme 7).
Dans la suite du chapitre nous choisissons, sans perte de généralité, que les températures Ti,
et T, correspondent, respectivement, aux températures d’entrées des fluides chaud et froid de

I’échangeur. Ainsi nous avons les résultats suivants :

Lemme 5 Pour tout u € D, et dans des conditions opératoires fixées Ty, et Tiy, le domaine

compact D, = {x € RO : Ty, < x; < Tiy} est invariant le long des trajectoires du systéme (2.18)

emes

Preuve : Considérons les i compartiments de I’échangeur pour lequel la dynamique des

températures est donnée par les équations suivantes :

: A= q q

T = Ti—T) + =Tt — ——T; 2.19
e T T+ ST~ (2.19)

N . q = (j _

T, = T, —T; — T, 1 ——T; 2.20
chp( )+pV ! pV ( )
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Nous allons montrer que le domaine

Di = {T;,Tit.q.Tin <T; < Tin, Tin < T < Tin} (2.21)

est invariant le long des trajectoires du systéme (2.19) et (2.20) deés que nous avons T, < Tiyq <
Ty et Ty < T;_1 < Tj,. Pour ce faire, nous allons analyser le signe de la dynamique au bord
du domaine. Nous verrons que les trajectoires restent dans les limites du domaine qui incluent
les températures d’entrées des fluides (1%, et Tiy). Il y a quatre cas différents, deux a deux
ressemblant. Il est possible que les températures soit toutes les deux égales a I'une des entrées
ou alors quelles soient différentes. Nous allons voir un cas ou elles sont toutes les deux égales
a T}, puis nous verrons le cas ott T; = T}, et T; = T},. Dans le premier cas, les dynamiques se

simplifient et s’écrivent :

T = 5T = T)
T, = i(Tz‘—1—Tz‘)
pV

Considérons les quatre possibilités pour les températures T;,1 et T;_1 A savoir :

Tioi=Tip1 =T — Ti=0&T; =0
Ti_lzﬂ_;,_l:Tin — Tz<O&T1<0
Ti1=Tn&Tiy1 =T — Ty < 0&T; =0

Tiin=Tin&Ti1 =T — Ti= 0&T; <0
Dans les quatre cas, nous avons une dynamique négative ou nulle, ce qui signifie que les tempé-
ratures T; et T; diminuent ou restent & la limite du domaine. Ceci conclut donc que le domaine
D; est invariant le long des trajectoires du systéme. Dans le cas ou les deux températures sont
égales a l'autre limite du domaine (T%,), nous obtiendrons un résultat similaire. Maintenant
voyons un cas ot les deux températures sont différentes, par exemple si T; = T, et T; = Tin.
Sachant que Ti, > Tin, le terme de transfert thermique T; — T; est positif. Il nous reste a

voir le signe du terme de convection, comme précédemment il y a quatre cas dépendant des

températures en entrée des compartiments :

Tin=T1=Tn — Ty > 0&T; <0
Ti1=Tiy1=Twm — T>0&T;<0
Tici=Tin&Tiy1 =T — Ty > 0&T; <0
Tioi=Tun&Tip1 =Tw — Ty > 0&T; <0

A chaque fois nous voyons que la dynamique est telle que les trajectoires restent a l'intérieur du
domaine décrit précédemment. Nous pouvons faire le méme raisonnement pour les températures

aux limites inversées, et également pour chaque compartiment de 1 a n. O
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Maintenant considérons x* I’état d’équilibre du systéme (2.18) pour une entrée u* constante
définie par :
0 = Fa*+ (Bz*+bu*+G
vt = Cz*

avec y* la sortie correspondante. Nous avons le résultat suivant pour la stabilité de la matrice

(2.22)

F + Bu* dans le domaine d’intérét :

Lemme 6 Pour tout u* € D, avec D, définie par (2.17), la matrice F = F + Bu* définie

comme :

[ —k—w w0 0 k 0 0 0 |
0 0 0 0 0
0 0 u* 0 0 0

F=A+ Bj+ Bu* = ! 0 0 -k-w] 0 0 0 & (2.23)

k 0 0 0 |-k-g 0 0 0
0 0 0 q 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 k 0 0 ¢ —k—q|

est Hurwitz, c’est-a-dire que la partie réelle de ses valeurs propres est strictement négative

(stabilité de la partie autonome).

Preuve : Pour la preuve de ce lemme, nous utilisons le théoréme de Gershgorin (Gershgorin

1931)) : les valeurs propres de la matrice F sont dans I'union des cercles décrits ci-apres :
prop P

2n

¢ ={2€C:|z—Fu| <> |Fyl}, i=1,2,...2n. (2.24)
=1
J#i

Avec ﬁ'm le i®™e élément de la diagonale de la matrice, et Fij I’élément de la matrice a la ligne
1, colonne j.

Nous avons alors 2n cercles avec deux centres différents : ¢y = -k —u* et co = -k —q et 4
rayons différents dont les plus grands sont respectivement r1 = k + u* et ro = k + ¢. Les cercles
font donc partie du coté gauche du plan complexe et incluent I'origine (0,0). Nous savons donc
que les valeurs propres de F sont A partie réelle négative ou nulle, et la seule possibilité pour
qu’une valeur propre soit a partie réelle nulle c’est qu’elle soit égale a 0 + ¢0. Or nous pouvons
montrer que ce n’est pas une valeur propre de la matrice. Pour cela, nous allons montrer que le

seul vecteur (v) qui vérifie Pégalité F'v = 0 est le vecteur nul. La matrice ' peut s’écrire comme

[ST 0] ) [0 0]
+u” +q (2.25)
0 0 0 S
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avec les matrices A € R"*" et § € R™*"

Alors F' v = 0 est égale & :

—A+u*ST A vy (=A+u*STYv; +Avy = 0
=0 < (2.26)
A —A+0bS| vy Avi + (A +bS)ves = 0
En faisant la somme des deux lignes, nous avons :
*
wSTv; +qSve =0 < vy = —UTS_ISTvl (2.27)
q
car S est de rang plein et que ¢ est strictement positif. Nous pouvons réécrire ((2.26)) comme :
—A+u*ST A I
o vy =0 (2.28)
A —A+0bS —%S’IST
—A+u ST — AL SISy = 0
( a Jor (2.29)
(A—(—A+ bS)A%S‘lST)Ul =0
en regardant la premiere ligne, nous avons :
A(=Ip +w A1 8T — L5187y =
AS~H—S +u*SSTAL — L gTyy =0 (2.30)
q
OrO=—-S+u*SSTA™ — %ST est une matrice tridiagonale comme suit :
1 ] 2 -1 ] 11 ]
0= +utA? v
-1 1 -1 2 —1
TV
1 —ut
o z (2.31)
_ut ot
k q
I e

Cette matrice est tridiagonale et Toeplitz ; nous avons alors une équation qui permet de calculer

les valeurs propres ( explicitement :

C(y) = v + 2u” +1 +2\/(“* +1)(§ + “—*)cos( Jm ) j=1,..,n (2.32)

7k k
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avec n la dimension de la matrice. Sachant que le cosinus varie entre —1 et 1, les valeurs propres

sont toutes positives si et seulement si :

uw* 2u* u* u*  u*
— 1>2/(—+1)(— + —
q+k+_\/(k+)(q+k)

(= + 2+ 0P 24+ 1+ )
* * ~1-\2 * * * =
(uk:+27uq+qk) Z4(u —I—k)(ukjtuq)
(qk)? k qk

\Y

4
> @(u*% + u*k? + g+ u*gk)

> (u gk + urgk? + (W )% + v Pk
(qk)Q( (u*q) )

(k) + 4(u*q)% + (qk)? + 2u* Gk? + W*? Gk + 4 Pk > 402Gk + 4 gk? + 4(u*9)? + 4u* Pk
(u*k)? + (gk)* — 2u*gk® > 0
(u*k — gk)* >0 (2.33)

ce qui est toujours vrai. Nous avons ainsi une matrice © de rang plein. Donc le seul vecteur
qui peut 'annuler est le vecteur nul : v; = 0. En reprenant les équations (2.27) et (2.26) nous
trouvons que le seul vecteur tel que F v =0 est le vecteur v = 0. Cela nous permet d’affirmer
que le nombre complexe 0+ 70 ne fait pas partie des valeurs propres de la matrice F. Ainsi nous
excluons le seul élément & partie réelle positive ou nulle dans 'union des cercles ¢;.

Ainsi nous montrons que toutes les valeurs propres de F sont & partie réelle strictement
négative. 0

Nous allons maintenant analyser le domaine admissible concernant les valeurs de référence

ou points d’équilibres pour la sortie que nous voulons réguler.

Lemme 7 Pour toutes conditions opératoires fizées q, xin €t Tin, (ce qui est équivalent d fizer
F et G), il existe ypr > ym > 0 tel que pour tout v € (Ym, yar) il existe (x*,u*), avec u € int(D,,)

tel que y* = r avec y* donnée par le modéle stationnaire (2.22)

Preuve : Au vu du Lemme 6, nous savons que la matrice F = F + Bu* est inversible pour tout
u* € D,,. Ainsi pour tout u*, il existe un unique point d’équilibre x* satisfaisant le systeme (2.22).
Pour le trouver il faut faire le calcul suivant z* = —(F + Bu*)~!(bu* + G). Soit la fonction
® : R — R dépendant de u* telle que ®(u*) = —C(F + Bu*)~!(bu* + G). Nous savons que
cette fonction est continue dans ’ensemble compact D,, et nous notons son minimum et son

maximum comme suit :

Ym = inf ®(u*), yp = sup P(u”) (2.34)
u*€Dy u*€Dy,

Comme la fonction est surjective sur [y, yas] nous pouvons conclure que pour 7 € [y, Y]

nous trouvons (z*,u*) tel que y* =r = ¢(u*). O
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2.4.3 Robustesse de la loi de commande par action intégrale

Malgré des perturbations sur le systéme, nous souhaitons assurer une régulation robuste de
la température de sortie. Pour ce faire, nous allons étendre le systéeme par un état intégrateur

sur le terme d’erreur e exprimé avec r la température de référence comme suit :
e=Cx—r (2.35)
Nous pouvons ainsi redéfinir le systéme (2.18) étendu avec un nouvel état z comme suit :

t = Fr+ (Bzx+bu+dG
(2.36)

2 = Cx—r

Afin de satisfaire les hypothéses 1 et 2, nous avons besoin des matrices P et () symétriques

définies positives solutions de ’équation :
(F+ Bu*)"P + P(F 4+ Bu*) = —Q (2.37)
De plus fixons u* la commande. Soit la matrice M € R'*?" solution de :
M(F + Bu*)=C (2.38)
Nous savons que la matrice (F 4+ Bu*) est inversible, il est donc possible de calculer M avec

M = C(F + Bu*)™".

2.4.4 Fonction de saturation de ’entrée

Nous définissons la fonction de saturation sur la commande satp, : R — R comme suit :

U, I 0 < u < Upy,
satp, = 4§ u if wy <u <up, (2.39)

upy it upy <.

Ainsi, nous avons toujours un débit minimum u,, du fluide qui parcours I’échangeur, et nous

ne dépassons pas le maximum physique up;.

2.5 Loi de commande

Nous avons le théoreme suivant qui utilise la méthode de forwarding sur le modele bilinéaire

(2.18) de I’échangeur de chaleur présenté précédemment :

Théoréme 8 Soit F, G fixés, avec une température de sortie de référence choisie v € (Ym, Ynr)

avec Yn, et yyr données par le Lemme 7. Soit (z*,u*) solution de l’état d’équilibre (2.22) avec
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y* = r, soit P et M calculés selon les équations (2.37) et (2.38) respectivement. Alors, pour
toutes conditions initiales (2(0),2(0)) € int(Dy) ® 0, avec D, donné dans le Lemme 5, les

trajectoires correspondantes au systéme (2.36) en boucle fermée avec

u(z, 2) = satp, (u* — [2(z — )P — (2 — M(z — )" M](Bz + b)) (2.40)
satisfont x € Dy pour tout t > 0 et la température de sortie y =T, converge asymptotiquement
vers la température de référence r

Preuve : Tout d’abord, nous faisons un changement de coordonnées = — & := z — z*. Le
systeme (2.18) s’écrit alors :
i = Fi+ (Bi+b)(u—u*)
z = Oz

(2.41)

avec la matrice F' = A + GB + u*B et le vecteur b = b+ Bz*. Nous pouvons remarquer que
(Bz +b) = (BZ +b). La loi de commande peut se réécrire d'une maniére équivalente comme
suit :

u = satp, (u* — a(Z, z)) (2.42)
avec
a(#,2) = (22" P — (2 — MZ)M)(BZ + b) (2.43)
Grace aux résultats des Théoreme 3, et Corollaire 4, nous considérons la fonction de Lyapunov
du systeme étendu (2.41)
W(i,2) =& P&+ 3(z— M#)? (2.44)

Nous pouvons calculer sa dérivée en boucle fermée comme suit :

W =2"Pi+i' P&+ (z—Mz)' (3 - Mi)
= —5'Q%+2%" P(Bi+b)(u—u*)+ (2 — M) (Ci— MF & — M(B Z +b)(u—u*))

~

=—i'Qi+ (28" P(BE+b) — (z—Mz)"(M(B & +b)))(u—u*)+ (2 — M) (C& — MF &)

—_—
=3 Qi+ U(%,2,u) (2.45)
Avec
U(&, z,u) = o, 2) [u — u*] (2.46)
= a(@, 2)[satp, (u* — a(i, 2)) — u*] (2.47)

I1 ne nous reste plus qu’a montrer que, pour tout Z, z, u, nous avons U(Z, z,u) < 0
Il faut identifier trois cas, avec u,, < u* < wups; la fonction saturation aura des effets

différents si «(Z, z) est a lintérieur ou a l'extérieur de ensemble [u* — ups, u* — )
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1) a(z,z) € [u* —up, u* — up]. Dans ce cas, la saturation n’intervient pas :
satp, (u* — a(z,2)) = u* — a(Z, 2) (2.48)

et donc
U(z,z,u) = —a(, 2)? (2.49)

2) a(,z) € [u* — Uy, +00). Ici la fonction « est positive et nous avons —a(z, 2) < uy, — u*.

Ainsi la fonction saturation nous donne :
satp, (u* — a(Z, 2)) = up,
Ainsi nous avons

Uz, z,u) = a(Z, z) (um — u*)
= —a(Z,2)(u* — upm)

<0

car : a(z,z) > 0 et u* — uy, > 0.
3) a(Z,z) € (—oo,u*—uyy|. Pour ce cas, nous avons «(Z, z) < 0 et donc —a(Z, z) > upr—u*.

La fonction de saturation nous donne ainsi :
satp, (u* — a(Z, 2)) = upr
Et pour la fonction U :

U(Z,z,u) = a(Z, z)(upr — u*)

<0

Car : a(z,z) <0 et (upr —u*) > 0.

Nous pouvons résumer les trois cas sous la forme suivante :
U(Z, z,u) < —|a(Z, z)| min {|a(Z, 2)|, (0" — ), (upr — u*)}

et donc

W < —2"Q% — |a(Z, 2)| min {|a(Z, 2)|, (u* — um), (upr — u*)}

En utilisation le principe d’invariance de LaSalle, nous pouvons conclure que les solutions

convergent vers le plus grand ensemble invariant & 'intérieur de :
IT={(Z,2) eR"xR:%=0,a(%,2) =0}
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Dans 'ensemble Z, la dynamique de z satisfait les égalités suivantes :
2 =0, zMb = 0. (2.50)

En utilisant la définition de M, nous avons : M b = CE'h. Nous savons que F est une matrice

de rang plein et les vecteurs b et C s'éerivent :

AT — * * * * * *
bt = {(%‘951) (23 — 3) (xin_x?))‘o 0 0}’

Cz[oooooﬂ.

Ainsi pour tout z* € int(D,) la matrice suivante :

A A~

F b

. (2.51)

est de rang plein et donc par équivalence : M b=CE1 #0.

Le plus grand invariant contenant Z ne peut étre que l'origine (Z,z) = (0,0). Nous savons
donc que lorigine est globalement asymptotiquement stable.

Pour conclure, nous savons par le Lemme 5 que le domaine D, est invariant pour le systéeme
(2.36), en boucle fermée avec la loi de commande (2.40). Donc toute solution initialisée dans
int(D,) restera dans D, et convergera asymptotiquement vers 1’équilibre (Z,z) = 0. Comme

%2 = 0 nous avons r = C'z*. O

2.6 Application a PETCC

2.6.1 Conditions opératoires

Nous allons maintenant montrer des résultats de simulation obtenus via le logiciel Matlab
pour la loi de commande donnée ci-dessus. Pour minimiser le temps de calcul, nous avons choisi
n = 3, ainsi nous avons six volumes a considérer. Il s’agit du nombre minimal de compartiments
afin de visualiser ’entrée, la sortie et la partie interne d’un échangeur. Les valeurs numériques des
variables du modele sont données dans la Table 2.1. Nous avons la variable de commande u qui
correspond au débit du fluide chaud, et la sortie du systeme y qui correspond a la température de
sortie de I’échangeur du fluide froid. Le systeme est initialisé a un état stationnaire correspondant
a une entrée u = 0.17ups. De plus, pour les valeurs données des différentes variables, nous avons
un domaine ¢ = [y, ya] pour un débit u € D, donné par la Figure 2.2. Il est donc possible

d’atteindre des températures entre 300K et 316 K.
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A=10J/K/s p = 997kg/m3

V = 0.002m> ¢p = 4185J/kg/K (pour I'eau)

q=0.02kg/s upr = 0.05kg/s

Tin = Zin = 360K Tin = -i'in = 300K

TABLE 2.1 — Valeur des parametres du modele de ’échangeur de chaleur (2.2).

318
316
314
312
. 310
@ (u)
308
306
304

302

300 1 I I I
o 0.1 0.02 0.03 0.04 0.05

®

u

FIGURE 2.2 — Domaine de la sortie en fonction de 'entrée normalisée

2.6.2 Régulation de la température

Pour rappel, notre premier objectif est de réguler la température de sortie du fluide froid.
Nous avons donc créé un profil de température de référence avec des valeurs comprises entre
300K et 316K, avec deux changements & t = 1.10%s et a t = 2.10%s. Dans la Figure 2.3, nous
voyons en vert le profil de température de référence, et en bleu la température de sortie du
fluide froid. Sur le méme graphe, et afin de se rendre compte des variations de l'entrée de
commande, nous la tragons avec une échelle normalisée entre 0 et 1 (fraction par rapport a la
valeur maximale upy) au lieu de u,, et ups. Nous observons que I'entrée n’arrive pas en saturation

grace au choix des températures ainsi que des parametres fixés pour la loi de commande.

2.6.3 Robustesse de la loi de commande

Afin de valider la robustesse de la loi de commande, nous présenterons des simulations avec

des variations sur les autres degrés de liberté du modele, a savoir la température d’entrée du

46



3162 T T T T 2

Température (K)
Entrée normalisée : fraction de débit

3144 L ! . L !
0 05 1 15 2 25 3

Temps (s) <10*

FIGURE 2.3 — Température en Kelvin de la sortie (bleu), de la valeur souhaitée (vert) et de

Pentrée de commande normalisée (rouge)

fluide commandé T}, ou encore le débit du fluide non commandé q.

Variation sur la température d’entrée T;,

Pour cette simulation, le systeme est toujours initialisé a I’état stationnaire correspondant
a u = 0.17uys. Nous introduisons une augmentation (de 4% en degré Celsius) de type échelon
sur Ti, a partir de ¢ = 10000s. Nous avons tracé sur la Figure 2.4a la valeur de la température
de sortie ainsi que la valeur cible en vert. La commande calculée avec la boucle fermée est
tracée sur la Figure 2.4b ainsi que la valeur de la température que nous avons augmenté sous la
forme d’un échelon. Grace a l'action intégrale de la boucle fermée, la température retourne a la
valeur désirée en 4000s ce qui correspond au temps qu’il a fallut au systeme pour se stabiliser
au départ. En partant d’un point d’équilibre stable, nous arrivons a rejeter la perturbation et

retrouver la valeur désirée en sortie.

Variation du débit du fluide non commandé

Cette fois-ci & t = 1.10%s, nous introduisons une erreur de 2% sur le second débit g. Comme
précédemment trois graphiques sont donnés afin de visualiser la température de sortie (Fi-
gure 2.5a), la perturbation et la commande (Figure 2.5b). Nous voyons que la diminution du
débit augmente la température de sortie du fluide et que grace a la commande en boucle fermée,

nous revenons a une température de sortie en adéquation avec la consigne.
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(a) Température en Kelvin de la sortie T, (b) Température du fluide en entrée et entrée

(bleu) et de la valeur souhaitée (vert) de commande normalisée

FIGURE 2.4 — Perturbation sur la variable z;, = Tj,
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(a) Température en Kelvin de la sortie T,  (b) Débit du fluide non commandé et valeur de

(bleu) et de la valeur souhaitée (vert) commande normalisée

FIGURE 2.5 — Perturbation sur la variable ¢

Limites de la commande

Dans les exemples précédents, nous ne voyons pas les limites de la commande. Nous allons

présenter des simulations dans lesquelles nous verrons quelques limites.

Saturation supérieure de la commande :

que la valeur désirée est atteignable pour une perturbation allant jusque 5%. La perturbation

nous donne un débit qui dépasse la valeur limite (pointillé rouge) pour laquelle le systéme peut

atteindre la valeur de consigne.
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FIGURE 2.6 — Perturbation de ¢ qui entraine une saturation de la commande

Sensibilité de la commande : Dans le second exemple, nous avons toujours une perturba-
tion sur le débit mais, cette fois, qui I’a fait diminuer. Nous avons le graphe de la commande en
boucle fermée sur la Figure 2.7b. Il y a des oscillations décroissantes qui sont visibles également

sur la température de sortie (Figure 2.7a). La température atteint la valeur désirée mais apres
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(bleu) et de la valeur souhaitée (vert) commande normalisée

FIGURE 2.7 — Perturbation sur ¢ qui entraine une instabilité de la commande

beaucoup plus de temps et avec des oscillations décroissantes. Des simulations non présentées
ici nous montrent que si la perturbation diminue encore le débit, nous aurons tendance a avoir
des oscillations de plus en plus importantes. Nous pouvons 'expliquer par la sensibilité de la
commande a la fonction de sortie ¢(u). En effet, plus la pente de la fonction est grande, plus

la commande va osciller et inversement. Nous voyons sur les deux graphes de la Figure 2.8
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que les pentes correspondantes a la valeur désirée sont différentes. Lorsque la pente est trop

importante, la commande va avoir tendance a osciller. Nous voyons ainsi qu’avec le domaine de
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(a) Fonction ¢(u) pour ¢ = 0.02kg/s (b) Fonction ¢(u) pour ¢ = 0.0175kg/s

FiGURE 2.8 — Comparaison des courbes de commande

la fonction ¢(u), nous pouvons déja savoir les valeurs que nous pourrons facilement atteindre.
De plus, il serait intéressant de trouver une commande qui permette d’adapter la commande
en fonction de la pente de la fonction ¢(u), ce qui permettra d’assigner par exemple des temps

d’établissement a la sortie régulée.

2.7 Application a PETCC en utilisant un observateur

Nous avons valider une commande permettant de réguler la température de sortie de ’échan-
geur. Elle est donnée sous la forme d’un retour d’état nécessitant une connaissance de ’ensemble
des variables d’état du systéme. En pratique, cette solution n’est pas effective car il faudrait
disposer plusieurs capteurs le long de I’échangeur (ce qui représente un probléme physique et
économique). Afin de remédier & cet inconvénient, nous allons développer une commande per-
mettant d’assurer I'objectif de régulation en utilisant un retour de sortie uniquement. Comme
la commande par la méthode de forwarding a nécessairement besoin de la connaissance de tout
I’état, nous allons donc utiliser un observateur afin de reconstruire les variables manquantes a

partir de la mesure des températures des fluides aux sorties de 1’échangeur.

2.7.1 Observateur : Rappel et synthese

Les observateurs sont souvent utilisés sur des échangeurs thermiques, dans le cadre de la
détection et l'isolation de défauts (Astorga-Zaragoza et al. (2008)) ou pour l'estimation de

parametres tels que le coefficient d’échange thermique, en prenant en compte les variations de
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températures et d’usures (Escobar et al. (2011), Astorga-Zaragoza et al. (2007)). Compte tenu
des hypotheses, les observateurs utilisés sont souvent des observateurs grand gain (Gauthier et al.
(1992)). Comme le modele de ’échangeur est bilinéaire, nous proposons d’utiliser un observateur
de Kalman (filtre de Kalman) avec facteur d’oubli. Ce type d’observateur est en général utilisé
pour les systemes linéaires variants dans le temps. De plus, la convergence asymptotique de
lobservateur est soumis a la positivité du grammien d’observabilité (Fossard and Normand-
Cyrot (1995)). Pour les systemes bilinéaires, cette propriété va dépendre de I'entrée appliquée
(Sontag et al. (2009)). Pour assurer la convergence de l’observateur, il faut assurer que le systéme
linéaire, variant dans le temps, c’est-a-dire correspondant a toute fonction d’entrée u(t), possede
un grammien d’observabilité défini positif. Dans un premier temps, nous allons donc analyser
Pobservabilité du systéme ainsi que les entrées singuliéres (soit celles qui rendent le systéme
inobservable) puis nous donnerons 'observateur et enfin nous montrerons la stabilité de la loi

de commande avec 'observateur.

2.7.2 Propriétés d’observabilité de I’échangeur a contre-courant

Avant d’analyser I'observabilité, nous réécrivons le modele précédent comme suit :

a1 —k—u u k x
i?Q —k—u u k T2
T3 —k—u k T3 Tinl
= +
3 k —k—q q T3
xT9 k —k — (j q j2
R I —k—q || 71| | Zind |
(2.52)
&= f(x,u) (2.53)
. U1
avec le vecteur de sortie y = tel que :
Y2
T
T2
10 0/]0 0 O x C
Yy = = (2.54)
00 01 0O Z3 Cs
Z2
z1
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Le systeéme est clairement observable puisque, par exemple, Ientrée constante u(t)=1 donne un
systeme linéaire qui vérifie la condition du rang d’observabilité. Néanmoins, il existe des entrées
qui rendent le systéme inobservable, comme u(t)=0, cependant cette entrée n’est pas dans
le domaine opératoire admissible. Afin d’identifier toutes les entrées singulieres, nous allons
calculer le Jacobien du vecteur & composé des sorties et de leurs dérivées de Lie successives
(L(y1), Lfc(yl), Ly(y2) et L%(yQ)), puis nous allons identifier les entrées u qui rendent cette
matrice singuliere. Bien siir, dans le cas multi-sorties, le choix du vecteur S n’est pas unique.
L’option choisie est celle qui limite 'ordre de dérivation par rapport a y;. Ce calcul nécessite

que lentrée u soit au moins deux fois différentiable : nous faisons donc cette hypothese.

(2.55)

Pour la premiere sortie y;, nous avons la dérivée de Lie et la dérivée deuxieme de Lie qui

valent :

Li(y1) =Ly(z1) = (—k —u)xy +uzs + k4 (2.56)
Li(y1) =Lg(Ly()) = Li((—k — w)a1 + uzy + kZ1)
=(—k—u)((=k —uw)z1 +tuzs+ kx1) +u(xe — 1)

+ u((—kz — u)xg +uxrs+ kig) + k(k T + (—k — 6)3_31 + inn(j) (2.57)

Pour la seconde, 72, nous avons les dérivées premiere et deuxieme de Lie qui s’écrivent :

Ly(y2) =Ly(z3) = (—k — Q)3 + q 22 + ka3 (2.58)
L3(y2) =Ls(Ly(y2)) = Li((=k — )3 + q 22 + k 3)
=(—k —@)((—k — @)T3 + g2 + k x3)
+4((—k — Q)Ta +q71 + kao) + k(k Tz + (—k — u)x3 + Tinu) (2.59)
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Nous obtenons la matrice jacobienne de S suivante :

VS =
| 1 0 0 0 0 0 ]
—(k +u) u 0 0 0 k
(k+u)?+k>—a —2(k+u)u+u u? 0 ku —k(2k +u + q)
0 0 0 1 0 0
0 0 k —(k+q) q 0
i 0 kq —kQk+u+7q) (k+@*+k —20k+q)3q 7 |
(2.60)
Le déterminant de cette matrice est le suivant :
det(VS) =ughk> ((12 T k2) 423K + uS(j(cYQ + kz) + k%z(q? - cju) (2.61)
Ainsi, chaque trajectoire de I'entrée u qui satisfait 1’égalité suivante :
2 (52 + k:Q) — dugk? + u? (472 + k;2)
i=u (2.62)

k*(q — u)
correspond a une entrée singuliere.

Regardons si il existe des entrées constantes qui sont admissibles pour le systeme. Nous
avons déja regarder le cas u = 0. Voyons les autres valeurs de u qui annule le numérateur, tel
que :

k2 ((f T k2) — dugh® + u? (q2 + k;2) =0 (2.63)

Le discriminant A est :

A= (4K ) — 4(k* + K7 (K + %)
_ —4k:2(q2k:2 +¢j4 +4k4)
Il est toujours négatif ce qui signifie que les valeurs de u sont imaginaires, elles sont donc en
dehors du domaine de commande. Nous ne pouvons pas conclure que le systéme est uniformé-

ment observable pour toutes les entrées du domaine D,. Nous pouvons uniquement conclure

qu’il 'est pour les états stationnaires.

2.7.3 Observateur

Nous allons, dans cette section, définir un observateur permettant de reconstruire asymptoti-

quement le vecteur des températures internes du systeme. Cet observateur est donné comme une
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copie du systeme bilinéaire auquel se rajoute une correction en fonction de I'erreur d’observation

de la sortie du systéme. Nous pouvons le voir dans I’équation (2.64).

t=(F+uB)+bu+G+K({—y) (2.64a)
S =—-S(F+uB)— (F+uB)’S+2cfCc, —aS, a>0, S=8T (2.64b)
§=Ci2 (2.64c)
K=-5"tcf (2.64d)

K représente le gain de I'observateur qui dépend de la matrice S'; solution de I’équation
différentielle de Riccati (2.64b). Cette derniére est paramétrée par un coefficient « agissant sur
les performances temporelles de 1'observateur. Pour montrer la stabilité de I’observateur et la
convergence asymptotique de 'erreur d’observation, nous utilisons ’approche de Lyapunov en

prenant comme fonction de Lyapunov, la fonction quadratique suivante :
V(e) = el Se (2.65)

Avec lerreur d’observation donnée par : e = x — . Afin de calculer la variation de la fonction
V', le long des trajectoires du systeme étendu par la dynamique de ’observateur, nous allons

d’abord écrire la dynamique de l'erreur d’observation e(t) :

e=2—2
=(F+uB)x+bu+G—(F+uB)Z —bu—G—K(§—1y)
= (F+uB)(x—2)+ S 'C{ (1 —y)
= (F+uB)e—S7'CfCre
= [(F +uB) — S'CT Cyle (2.66)
Il est intéressant de noter que la dynamique de 'erreur est aussi sous forme bilinéaire et
dépend de I'entrée de commande. Ainsi les performances de convergence de ’erreur d’observation

dépendront de ’entrée de commande u. Nous pouvons donc calculer la dérivée de la fonction

de Lyapunov :
V=e'Se+élSe+ el Se
= el S[(F4+uB)— S~ tcTce+ el [(F+uB)! — CTC157T)Se + el Se
=l [S(F4+uB) - CITCy + (F +uB)'S — CTCy + Se
V = —aelSe (2.67)

Vu que « est positif, la relation (2.67) implique que V est strictement négative. Nous pouvons

conclure que la dynamique de 'erreur d’observation (2.66) est stable et converge asymptoti-
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quement vers 0. Ceci implique que le vecteur estimé & converge aussi asymptotiquement vers

x.

2.7.4 Loi de commande sur I’ensemble systeme & observateur

Nous allons maintenant nous intéresser a la commande en boucle fermée en utilisant I’état
estimé & donné par I'observateur synthétisé dans la section précédente dans la lois de commande
basée sur la méthode de forwarding. Cette architecture de commande peut donc étre qualifiée
de commande par retour de sortie. Définissons d’abord le systéme en boucle fermée obtenu par

une dynamique étendue ( systéme et observateur) auquel se rajoute la lois de commande :

t = Fr+4 (b+Br)u+G

y = Cix

i = (F+uB)i+bu+G+SCT(y—9)

S = —S(F+uB)—(F+uB)'S+20{Cy — a8, (2.68)
g = Cii

2 = Ct—r

u = u'—2a3"P(BZ+b)+ c(z — M2)"M(BZ +b)

Théoréme 9 Pour le systéme en boucle fermée (2.68), dont le vecteur d’état est donné par

(x,2), le point (x*,x*) est asymptotiquement stable.

Preuve : Nous allons montrer ce résultat en utilisant la fonction de Lyapunov W donnée

comme suit :

W = a2z Pz + bel Se + g(z — M£z)? (2.69)

= awi + bwy + cws (2.70)

Elle est écrite en fonction de ces nouvelles variables # = 2 — 2* et e = z — 2. La matrice P
correspond a la solution d’équation de Lyapunov donnée dans (2.37) et M solution de I’équation

(2.38). Les coefficients a, b et ¢ sont réels positifs. Par la suite, nous calculons la dynamique des

55



termes wi, we et ws le long des trajectoires du systéme en boucle fermée (2.68). Pour wy :

o, = 27 Pi + 3T Pi (2.71)

T
= (F:c + (B +b)(u —u*) — Slcchle> Pz

+:%TP(F.%+ (B +b)(u — u*) —S—lcfcle) (2.72)
=T FTPi + (u—u)T (B +b) TPz — (S7'CL Cre)T P2
+ 2T PFZ 4+ 2T P(Bt + b)(u — u*) — 2T PS™1CY Cie (2.73)
= —2TQz +2tTP(Bz + b)(u —u*) — 22T PS~ICICle (2.74)
Pour wy :
Wy = (¢TSe + eT'Se + el Se) (2.75)
= —ael Se (2.76)
Pour w3
Wy = (2 — M#)T (2 — M%) (2.77)
=(z— M2)T(C2 — M(Fi + (B +b)(u — u*) — slcchle)> (2.78)
=(z - M)T(Cx — MF&) —(2 — M2)" M(BZ +b)(u — u*) + (2 — Mz)' MS™'CT Cye
|
=0
(2.79)
—(z = Mz)TM(Bz +b)(u — u*) + (z = Mz)TMSICT Ce (2.80)
Ainsi, en sommant les trois expressions, nous obtenons la dynamique de W :
W = aw1 + bwy + cws (2.81)
= —a2T Qi 4 2027 P(BZ + b)(u — u*) — 2a2T PS~*CT Che — bae Se
—c(z = M&)TM(Bx +b)(u — u*) + c(z — Mz)TMS™'CT Cye (2.82)
FEn injectant ’expression de la commande rappelée ci-dessous :
u—u* = —2azT P(Bi +b) + ¢(z — MZ)T M(Bz + b) (2.83)
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Nous obtenons :

W = —az’ Qi — 4a®2T P(Bi + b)(BZ + b)T Pz — 2027 PS*CT C1e — bae Se
— (2= MD)TM(B: +b) (Bt +b)TMT (2 = MZ) + c(z — M2)TMS™ICT Cre (2.84)

~ A ~ A 2 A A
< —a3TQi — 40T P(B3 + b) (B3 + DT P3 + %:}ETP:i +2e7CT 01 ST PS10T Cre — baeT Se
— (2= Mz)'M(Bz +b)(Bz +b)TMT (2 — MZ)
+ g(z — M) (2 — Mi) + LT S T MEMS O Cre (2.85)
~ ~ ~ 2 A
< —5T(aQ + 4a*P(B% + b)(B& + b)TP — %P)j

— (= = M)T[*M(B + b)(B3 + 5" MT - Z)(= — M)

—el(baS —20TCy s~ TPs—tctc, —clc,s~TmMTmMs—cicy)e (2.86)
< —iT[aQ + 44> P(Bz + b)(Bz + b)TP — a;P]:%

— (2 — M&)T[M(B3 + b) (B3 + )" MT — z](z ~ M%)

—eTbaS —clfeys=T 2P + MTM)S~CTCyle (2.87)

Nous pouvons trouver a, b, et ¢ tels que! :

_ R B 2
aQ + 4a>P(Bi + b)(Bi + b)TP — %P >0 (2.88)
M (BE +0) (B3 + 0T MT — 2 >0 (2.89)
baS — CTci S T 2P+ MTM)S™Iclc, >0 (2.90)

En effet, 4a2P(Bi+b)(Bz+b)" P est un terme quadratique donc positif. 11 suffit donc de choisir

a tel que
a2
a@) — EP >0 (2.91)
Sachant que a > 0, nous obtenons :

a
Q — §P >0 (2.92)
al <2QP! (2.93)
a<? HQP—l ' (2.94)

inf

Avec la notation ||.||;, s» correspondant & la plus petite valeur propre de QP! sachant que les

deux matrices sont définies positives, a doit satisfaire I’encadrement suivant :

0<a< 2HQP‘1

2.95

1. Une matrice H € R"*" est dite définie positive ou bien H > 0 si et seulement si Vo € R" : 27 Hz > 0
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Pour le terme ¢2M (Bz + b)(Bz 4+ b)TMT — ¢, nous devons respecter :

1 o -1
c> 7 (M(Baz + b)(Bz + b)TMT> (2.96)
Pour satisfaire cela, il suffit de trouver une valeur de ¢ qui satisfait la condition (suffisante)
ci-dessous :
1 2 INRE LT AsT
¢ > max M(Bz +b)(Bx +b)" M (2.97)
i

Enfin, pour baS — CYC1S~T(2P + MTM)S~1C{ C1, nous trouvons la condition suivante pour
b:

1
b> Hs—lcchls—T@P + M7 STy

(2.98)

sup

Avec la notation |.||,,, correspondant a la plus grande valeur propre de la matrice. Pour les

sup
constantes a, b et ¢, telles que les équations (2.95), (2.98) et (2.97) sont satisfaites, nous obte-

nons :
W <0 (2.99)

Ainsi, nous concluons sur la stabilité asymptotique de l'origine du vecteur (i‘,e) le long des
trajectoires du systeme en boucle fermée. Ceci est équivalent a la stabilité asymptotique du

point (x*, z*) pour le vecteur (x, Z). O

2.7.5 Simulations de commande

Nous allons, dans un premier temps, montrer des résultats de simulation de ’observateur
seul, en prenant une entrée de commande constante (débit constant du fluide) & u = 0.649u
(Unr déja donné dans la tableau (2.1)), et & ¢ = 500s nous diminuons le débit de 'autre fluide
pour passer de ¢ = 0.02kg/s a ¢ = 0.018kg/s. Ce changement entraine une augmentation de
I’énergie échangée avec 'autre fluide. Sur la Figure 2.9, nous voyons en haut a gauche la sortie
du systeme et la sortie issue de l'observateur. Sur la partie droite de la figure, nous voyons les
températures du systeéme et celles observées (en pointillés). Enfin, en bas & gauche, nous voyons
I’erreur d’observateur pour ’ensemble du systeme.

Nous voyons que ’ensemble de I'état de I'observateur converge rapidement vers 1’état du
systeme. Il faut moins de temps a ’observateur pour converger que le systéme pour se stabiliser.
De plus, il est possible d’améliorer la rapidité de ’observateur en augmentant le parametre «
dans la dynamique de la matrice S de I'observateur.

Nous allons maintenant montrer des résultats de commande en boucle fermée composée de

I'observateur et de la commande synthétisée par forwarding. Nous faisons comme précédemment
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FIGURE 2.9 — Résultats de simulation de ’observateur

avec un profil de température a suivre pour la sortie du fluide non contrélé. Sur la Figure 2.10a,
nous voyons la valeur de la commande qui se stabilise a chaque valeurs de u*, choisies comme
une séquence de trois d’échelons correspondant aux trois échelons de températures cibles. La
Figure 2.10b représente trois courbes : en bleu la température du fluide & sortie de 1’échangeur
pour le fluide non commandé, en rouge I’état de 'observateur qui, apres quelques secondes, se
confond totalement avec I’état du systéme, et enfin en vert les valeurs cibles choisies pour la
température de sortie. Nous voyons que les trois courbes se confondent presque entiérement
apres quelques secondes, et malgré des changements brusques, le systéme converge rapidement

vers le point d’équilibre.

Afin de valider la robustesse de la boucle fermée, nous avons fait une simulation en intégrant
une perturbation sur le débit non controlé g. La Figure 2.11a montre la commande obtenue
sur le systeme perturbé, en comparaison avec la commande pré-calculée pour le systeme sans
perturbation. La Figure 2.11b montre la température de sortie du fluide non commandé : la
valeur du systéme (bleu), la valeur de I'observateur (rouge) et la valeur désirée (vert). Malgré
une perturbation de 5% sur le débit du fluide non commandé, nous voyons que la commande
par forwarding, utilisant 1’observateur, rejette ladite perturbation et permet de retrouver la

température désirée en sortie de I’échangeur.
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FIGURE 2.10 — Systeme simulé en boucle fermée avec observateur et commande par forwarding
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FIGURE 2.11 — Systéme simulé avec une perturbation sur g a t = 5.10%s

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi des propriétés du systeme dynamique bilinéaire de
I’échangeur a contre-courant. En utilisant la méthode de forwarding, nous avons synthétisé une
loi de commande sous la forme d’un retour d’état non linéaire, en tenant compte de la saturation
de l'entrée qui permet de réguler la température de sortie du fluide non commandé. Nous avons,
par la suite, donné des résultats de simulation montrant 'efficacité de cette loi de commande.

Afin de s’affranchir de la mesure compléte du vecteur d’état du systéme, nous avons syn-

thétisé un observateur permettant de reconstruire asymptotiquement les températures internes
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de I’échangeur et ainsi proposer une commande par retour de sortie. Cette derniere est la com-
position de l'observateur et de la commande par forwarding dans laquelle I’état du systeme
est remplacé par I’état de I'observateur. Nous avons montré, par 'approche de Lyapunov, la
stabilité du systeme en boucle fermée et donné des résultats de simulations illustrant a la fois
Iobservateur seul puis le systéme en boucle fermée via un retour de sortie.

Nous avons aussi pu montrer quelques résultats numériques montrant la robustesse de la

commande proposée.
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Chapitre 3

Modélisation systématique

d’échangeurs thermiques en série

3.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons vu quels sont les modeles dynamiques qui ont été
utilisés dans la littérature pour des échangeurs de chaleur seuls. Ces modeles peuvent étre dif-
férents suivants les objectifs recherchés. Pour le cas des échangeurs de chaleur & contre-courant,
ils peuvent étre modélisés par des systemes dynamiques bilinéaires pour la synthese d’observa-
teurs et de lois de commande, comme celle synthétisée au chapitre précédent, en utilisant la
méthode de forwarding. Cependant, dans I'industrie chimique ou pour la distribution urbaine
de la chaleur, les systéemes ne se limitent pas a un échangeur de chaleur mais forment des ré-
seaux ou sous-réseaux de plusieurs échangeurs de chaleur qui peuvent étre associés en série
et en parallele. Les réseaux pouvant étre complexes et évolutifs, leur optimisation et/ou leur
commande nécessitent de définir une méthode d’écriture systématique des systemes d’équations

différentielles. C’est ce qui va étre I'objet des Chapitres 3 et 4.

3.1.1 Etat de ’art de la modélisation de réseau simple

La modélisation de réseau d’échangeurs thermiques (RET) est un sujet d’étude qui a été tres
étudié durant les années 70. Afin d’améliorer les performances des réseaux, il était nécessaire
de les rendre plus flexibles. En effet, un réseau d’échangeurs thermiques peut étre optimisé plus
facilement si les possibilités opératoires sont nombreuses. Comme pour leur dimensionnement
classique, I'étape préalable a leur étude de flexibilité est la modélisation.

Le dimensionnement et le design d’'un RET sont généralement faits en utilisant un modele

stationnaire 1-D (voir état de l’art du Chapitre 2) avec comme hypotheses : des écoulements
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supposés piston, des parametres constants (coefficient de transfert thermique, surface d’échange,
propriétés des fluides) et perte de chaleur vers ’environnement négligeable (Luo et al. (2002);
Roetzel et al. (2020d)). La structure des RET est ensuite optimisée pour satisfaire des objectifs
dans des conditions opératoires données, souvent en minimisant les cotits de fonctionnement
des utilités ou la consommation d’énergie nécessaire a la production de chaleur (Jaschke and

Skogestad (2014)).

Des que les RET sont soumis a des perturbations sur leurs conditions opératoires, les va-
riables d’état dans les échangeurs peuvent fluctuer et s’éloigner du domaine de fonctionnement
pour lequel ils ont été dimensionnés. Cela induit, pour le réseau, une difficulté voire une impos-

sibilité a revenir dans un état de fonctionnement optimal.

Depuis quelques années, nous pouvons voir que les recherches sur la modélisation des RET est
en constance augmentation (Roetzel et al. (2020d)). Les RET sont plébiscités afin de réutiliser
et ainsi valoriser la chaleur fatale que dégagent les unités de production principales. Cependant,
une part importante des publications est basée sur des modeéles stationnaires des échangeurs

thermiques Roetzel et al. (2020d).

La contribution de ce chapitre concerne la modélisation dynamique des RET en série en se

basant sur le graphe de flux d’énergie et en utilisant une approche itérative.

3.1.2 Plan du chapitre

Dans ce chapitre, nous proposons une approche systématique de construction d’un modele
dynamique a dimension finie d'un RET en partant d’une cascade de blocs élémentaires comme
ceux présentés au Chapitre 2 (d’autres configurations seront développées dans le Chapitre 4).
L’originalité de cette méthode vient de l'utilisation d’un bloc élémentaire composé de deux
compartiments homogenes, un chaud et un froid et de 'utilisation de ’enthalpie comme va-
riable d’état. Ainsi, les interconnexions des compartiments se font uniquement a l’aide des flux
convectifs de matiere et d’enthalpie chaud et froid. En section 3.2, nous allons réécrire le modele
d’un échangeur comme un bloc élémentaire a deux compartiments. Puis, en section 3.3, nous
détaillerons le formalisme de I’automatisation pour la connexion entre deux blocs élémentaires.
Enfin, en section 3.3.4, nous présentons la connexion entre deux échangeurs, considérés comme

une succession de blocs élémentaires a deux compartiments.
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3.2

Représentation d’un bloc élémentaire d’un échangeur ther-

mique

Nous partons des équations de base établies a partir des hypotheses données en section 1.3.

Afin de reprendre les notations pour ce chapitre, nous allons redonner ’ensemble des éléments

nécessaires a 1’établissement du modele. Nous utilisons ’enthalpie d’un compartiment, pour la

représentation d’un échangeur. Nous considérons un bloc élémentaire formé de deux compar-

timents homogenes avec des flux a contre-courant représentés en Figure 3.1. Les fleches hori-

zontales orientées vers la droite ou la gauche représentent la convection des fluides. La double

fleche verticale représente le transfert de chaleur entre les deux compartiments.

31 h 31 ]le
n'“in - out' “out
_ 1 I >
+
Y
-~ 1 e
1 1 1 71
outhout inhin

FIGURE 3.1 — Bloc élémentaire pour la représentation d’'un échangeur de chaleur avec les flux

convectifs entrants et sortants (fleches horizontales) et le flux de transfert de chaleur (fleche

vertical)

3.2.1 Hypotheses sur I’échangeur de chaleur

Nous considérons les hypotheses suivantes :

1.

2.

Les deux compartiments sont parfaitement mélangés. Les volumes sont donc homogenes.

Les flux chaud et froid restent dans une seule phase idéale liquide.

. Les pressions P, P sont considérées constantes et uniformes.

Le coefficient de transfert de chaleur A est constant et identique pour chaque bloc élé-
mentaire. A est un coefficient global : il inclut les coefficients de transferts de chaleur dans
les couches limites proches de la paroi d’échange ainsi que de la conduction a travers la

paroi elle-méme et la surface d’échange.

. Les masses volumiques (p,p), les capacités thermiques (¢, ¢,) et les débits massiques

(Q,Q) peuvent étre différents entre les deux courants mais ils sont pris constants sur

chacun des courants.

. Les volumes V, V sont constants et identiques pour tous les compartiments.

Il n’y a pas d’accumulation d’énergie dans la paroi entre les deux fluides.

. Il n’y a pas d’échange de chaleur avec ’environnement a travers les surfaces externes.
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3.2.2 Equation de bilan de masse pour le bloc élémentaire

Avec I'hypothese 5, les équations de bilan de masse pour chacun des deux compartiments

sont réduites a :

_ Nl ~1
0= in ~ Yout

0= Q'Lln - Qzl)ut

Pour simplifier les notations, nous définissons ainsi @ et Q tels que Q = Q! = Q. et Q =
1 _l
in — Wout

3.2.3 Equation de bilan d’enthalpie pour le bloc élémentaire

Gréce a 'hypothese de pression constante, hypothese 3, le bilan d’énergie est équivalent au
bilan d’enthalpie. Ainsi, nous choisissons les enthalpies H! et H! comme variables d’état pour
les compartiments 1 et 1. De plus, avec I’hypothése 1, nous avons Hl, = H' et HL, = H'.

Enfin, nous rappelons que pour chaque bloc * les enthalpies H* et H* sont définies & partir des

enthalpies spécifiques h et h (J.kg~1) des fluides circulant dans les compartiments comme :
H* = pVh(T*), H*=pVh(T*) (3.1)

avec T* et T* (K) les températures dans les compartiments.

Avec les hypotheses 2, 3 et 5, les enthalpies spécifiques sont données par :

h(T*) = Cp(T* — Tref) + href7 }_‘L(T*) = EP(T* — Tref) + ]jbref (32)

Avec hpep, hpep €t Trep, Trep, les valeurs de référence thermodynamiques des deux fluides

(Sandler (1999)).

Proposition 10 Avec les hypothéses de 1 a 8, les bilans d’énergie dans les compartiments du

bloc élémentaire s’écrivent :

dm - _ _Q _Q 1B
GH = —AI1® AT pV(Il®AC+BC)H ,5‘_/(11®AC+BC)H
1
- 0 0| |H;
o p;/ L . 5| | i 3.3
o7 L0 Q) [Hin (3.3)
1
Fout — p(;f 1 Q _ CH
L e

1
OuH = est le vecteur de température. Q)

Tl

Hl
_ 1] est le vecteur d’état d’enthalpie, T =
H

et Q sont les débits massiques des compartiments 1 et 1 respectivement, [;%Hm et p%Hi” sont
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les flux en enthalpie d’entrée des compartiments 1 et 1 respectivement. Le vecteur F,y; est le flux
de sortie en enthalpie. Enfin, @ correspond au produit de Kronecker. Nous notons les matrices

comme suit :

1 -1 1 _ 0 _ 1 0 _ 0 0
At: 7B: 7B: 7IB:|:B B:|>AC_ )AC: )
-1 1 0 1 0 0 0 1
_ C _ 0 0
c=[1o =)0 1],n=1,C=|"|, B.=B.=
C 0 0

(3.4)

Remarque 2 Dans (3.4), lindice t correspond au transfert de chaleur da travers la paroi des
compartiments et l’indice ¢ d la convection. En prévision de la généralisation, nous introduisons
les matrices B. et B.. Ici, ce sont des matrices de zéros mais elles se rempliront par la suite

lors de linterconnexion des blocs élémentaires.

Preuve : Dans ce cas, la preuve est simple. Nous calculons ’équation de bilan d’enthalpie de

chaque bloc :

dH?!

S =AM T )
dH' =1 1 Q 71 1
C =TT + S — HY (3.6)

]

avec H} = pVh(T}) et H} = pVh(T.). Nous prenons H;, = H} et H;, = H} . Finalement
Hout
i/ E[out

est de dimension 1). O

nous identifions F,,; = [ . Dans ce cas, le produit de Kronecker est immédiat (car I

oo

Remarque 3 Une autre possibilité d’écriture pour le systéeme est la forme bilinéaire suivante :

1 Lv 0 Q 0 _
Ay — A A |7 |+ Ay | + |7 ) (—AC—AC)HJFBHm
1 L
i 0o L|lo Q@
1 ' (3.7)
" 0
Fout = P(‘)/ 112 2 cn
v 0@
L 1 B
avec A} = chlp p1ch et le vecteur constant Ayep = [ ] avec
T Ve Ve -




3.3 Liaison en cascade de blocs élémentaires

3.3.1 Liaison en cascade de deux blocs élémentaires

Nous considérons ici 'interconnexion en cascade de deux blocs élémentaires. Les notations

des blocs sont données dans les Figures 3.2 et 3.3.

1 Ql )2 QZ

in T in 3

= 1 Y 2 |—
-~ | je— -~ 2 e—
Q! ! Q? 2

FIGURE 3.2 — Deux blocs élémentaires et leurs flux massique d’entrée et de sortie

dihin [ Q' i, [ Q%
FULERLLE A 1 — L 42 —
Y Y
< ]  |je— <+ 2  |je—
Q'h! infin  Q°H° il

FIGURE 3.3 — Deux blocs élémentaires avec leurs flux d’enthalpie et les transferts de chaleur.

Les Figures 3.4 et 3.5 montrent l'interconnexion entre les deux blocs élémentaires. Le nou-

veau modele qui en découle a pour variables de flux d’entrée et de sortie générales (Qin, Qout; Qin, Qout)

pour la masse et (Qinhin, Qouthout, Qmi_lm, Qouti_zout) pour 'enthalpie. Ces interconnexions re-
présentées dans les figures par un cercle blanc induisent donc des relations entre les variables
d’entrée et de sortie de chaque compartiment. En effet, certaines de ces variables deviennent des
variables internes du réseau et les autres des variables d’entrée et de sortie du systeme formé

par la cascade des deux blocs.

Qin _iln B Ql _7,27), _ @2 Qout
—_—O————— 1 ——— O—————— 2 — —
- O———— 1 f——O——— 2 l—————

Qout Ql iln Q2 Z2n an

FIGURE 3.4 — Deux blocs élémentaires et les relations de connexion de flux de matiere

anﬁm 71171;%1” _ Qlﬁl 7127151271 _ inﬁ Qouti_lout
Qouthout thl zlnhzln Q2h2 ?nhfn anh'm

FIGURE 3.5 — Deux blocs élémentaires et les relations de connexion des flux d’enthalpie

Les représentations par graphe des systemes des Figures 3.4 et 3.5 sont données respective-

ment en Figure 3.6 et en Figure 3.7.
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Ainsi, nous obtenons pour le transport de masse un graphe a deux composantes connexes :
une pour le flux froid et une pour le flux chaud. Les fleches correspondent aux flux de masse.
Les cercles sont les noeuds du graphes. Pour une meilleure lecture du graphe nous avons dif-
férencié les noeuds avec deux couleurs : les cercles blancs sont les jonctions d’interconnexion ;
elles correspondent a une égalité de flux. Les cercles gris sont les connecteurs avec accumulation
puisqu’ils représentent un compartiment. Comme nous avons fait I’hypothese qu’il n’y avait pas
d’accumulation de matiere dans les compartiments, ici il y a également égalité des débits sur
les cercles gris.

Pour le transport de chaleur, nous ne prenons en compte que les flux convectifs. En effet,
comme nous ’avons déja mentionné, les flux de transfert de chaleur n’interviennent qu’au sein
d’un bloc entre ses deux compartiments ; ils n’interviennent pas pour l'interconnexion de blocs.
Nous ne représentons donc pas explicitement ce phénomeéne au niveau des graphes. Ainsi, nous
obtenons aussi un graphe a deux composantes (une pour le flux froid et une pour le flux chaud).
Cette fois les nceuds gris représentent 'accumulation d’enthalpie au sein d’un compartiment ou
se trouvent implicitement le transfert de chaleur entre les flux froid et chaud.

Nous utiliserons la notation (x,*) pour définir les entrées et sortie du systéme formé par la

cascade de deux blocs élémentaires.

Qin zln Ql ZZn Q2 Qout

— > ——— 00— ———— ———»
— ) t—t— t—— t——— t—
Q Ql 1 Q2 2 Q
out n n wn
FIGURE 3.6 — Représentation graphique des interconnexions en débit massique de deux blocs
élémentaires

anil'm an}_lzln Q}_Ll an}_lzgn Q}_L2 CD}_Lout

—_— > > > > —

+—(—P——P———

Qhout th anhzln Qh2 anh?n anhm
FIGURE 3.7 — Représentation graphique des connexions en enthalpie entre deux blocs élémen-

taires.

A partir des graphes d’interconnexion de matiére et d’énergie, nous pouvons écrire les ma-
trices d’adjacence des noeuds blancs (c’est-a-dire ceux liés uniquement a la convection). Consi-
dérons dans un premier temps les vecteurs de flux de matiere (3.8) et d’enthalpie (3.9) suivants.
L’ordre des flux qui a été choisi ici est important et sera conservé pour les Chapitres 3 et 4.
Nous commencons par les entrées de chaque compartiment (Q et ensuite ), puis viennent les

sorties du RET, suivies par les sorties de chaque compartiment et enfin par les entrées du RET.
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1
n
N1
in
in
2
in

Qout
Qout

Fu

Fp=

Q2
Qin
Qin ]
1 hl

n'“in

51 71

n'“in

2h2

n'“in

52 72

n'“in

Qout hout
Qout hout

Flux de matiere en entrée du bloc 1
Flux de matiére en entrée du bloc 1
Flux de matiere en entrée du bloc 2
Flux de matiére en entrée du bloc 2
Flux de matiére en sortie du systeme

Flux de matiére en sortie du systeme

*

*1

Flux de matiére en sortie du bloc 1
Flux de matiére en sortie du bloc 1
Flux de matiere en sortie du bloc 2
Flux de matiére en sortie du bloc 2
Flux de matiére en entrée du systeme

Flux de matiére en entrée du systeme

Flux d’enthalpie en entrée du bloc 1
Flux d’enthalpie en entrée du bloc 1
Flux d’enthalpie en entrée du bloc 2
Flux d’enthalpie en entrée du bloc 2
Flux d’enthalpie en sortie du systeme

Flux d’enthalpie en sortie du systeme

*

*1

*

*1

o'n
OB
0212
022

Qinhin

i Qinhin

Flux d’enthalpie en sortie du bloc 1
Flux d’enthalpie en sortie du bloc 1
Flux d’enthalpie en sortie du bloc 2
Flux d’enthalpie en sortie du bloc 2

Flux d’enthalpie en entrée du systeme

Flux d’enthalpie en entrée du systeme

*

*1

Les graphes d’interconnexion de matiere et d’énergie (cercles blancs) étant identiques, nous

avons :

O6x6
AY

Osxe  Ag
AT Ogxe
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avec

001 0|0 0]
000 0[01 D

Ag= AR R MﬂBm]z U2t o (3.11)
010 0[00 F | Oax2 D
1000[00 F | Oaxo
(000 1[0 0|

Comme les fluides circulent entre les entrées et les sorties et que la matrice est symétrique,
nous ne nous sommes intéressés qu’aux six premieres égalités. Elles nous permettent de définir :
— la matrice F liée aux flux de sortie du RET (deux derniéres lignes de la matrice Ay)

— la matrice BY? liant les flux d’entrée des compartiments et les flux d’entrées du RET
(partie supérieure droite de la matrice Ay)

— la matrice Ag p liant les flux d’interconnexions entre les blocs 1 et 2 (partie supérieure
gauche de la matrice Ay)

La matrice d’adjacence qui est ici égale a la matrice d’interconnexion Ay conduit donc aux

relations triviales pour la matiere. Ce sont deux égalités, une sur le débit @), 'autre sur le débit

Q:

Qin = Ql = Qzln = Q2 = Qz2n = Qout = Q (312)
Qm = Ql - 71'171 - Q2 = 71271 - Qout - Q (3'13)
De la méme maniere, en utilisant les égalités précédentes et en prémultipliant les flux en @)
par ;%V et ceux en Q par [%\7’ nous avons :
Ag
QH}, 001 0]0O0 QH!
QH}, 000O0[01]||QH!
H? 00001 0 H?
Qi | _ won (3.14)
QHZ, 010 0]0 0 QH?
QHout 1 0 0 0j0 O QHZ
QHout 000 1|0 0] |QHsn

Maintenant, considérons I’équation de bilan d’énergie de deux blocs avec leurs flux de sortie

associés (méme écriture que I’équation (3.3))

B
= —A(Il X At)

il
1 S s

Tl
Tl—%M®m+&)

H! _ -
| Y eA+ B
Hl

+B
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HQ 2 2 _ H2
_ Q Q ) >
_E[Q — _>\(-[1®At) T2 _W(11®Ac+Bc) _ _57(]1®A0+Bc) =9
. 0 0 0 2 (3.16)
% in
o ] [o @] [fﬂ]
5V in
avec ~ _ ~ - _ _ _
- _c%l__ﬁ 0 Q()CHl
et Lo L] o @ &
- 2: :1 pV 1 L - - 2: (3.17)
o L e v B L el
_Qh2_ i 0 v _0 Q_ _H2_

Nous pouvons donner la proposition suivante :

Proposition 11 Avec les hypothéses 1 a 8, les bilans d’énergie des différents compartiments

d’une cascade de deuz blocs élémentaires (3.15) et (3.16) s’écrivent :

dH= -NL®A)T - (LA~ BE)H - & (L ® A, - BY)H
1
LBl2 [PV 0 ] [Q O [Hi
) |
0 =] [0 Q] [Hin (3.18)

Fout = Cl:QH

1
3 W[Qo
! _
0 5 0 @
ou HT = [Hl ot H? ]EIQ} est le vecteur d’état enthalpique, TT = {Tl T T2 T2| est
le vecteur des températures. Q, Q sont les débits massiques d’entrée et de sortie du systéme

général, hin, hin sont les enthalpies spécifiques d’entrée et de sortie du systéeme, Fou est le

vecteur des flux d’enthalpie de sortie du systéme (voir (3.22)) avec :

10 0 _ 0, B _
I = J0p=| |, B2 = D=Jo 0 10.D=0 1 0 0
0 1 0 B 0,
[ B, 0s] [B] [ C 050
Bgs2 — ¢ 2x2 + D 2%2 , (319)
[02x2 Be | |02]  |O02x2  C |
[ 5 1T To 1 T | T
[02x2 Be | |B]  |O2x2 C | 03 C

Preuve : Nous ne ferons ici que la démonstration pour les interconnexions et les connexions
entre les entrées et les sorties du systeme. Nous considérons le vecteur H donné dans la proposi-
tion. Les termes contenant le produit de Kronecker dans 1’équation (3.18) se calculent facilement
(matrice de degré 2). Les autres sont calculés a l'aide de ’équation (3.14). Nous la réécrivons

comme suit en utilisant les matrices définies dans (3.11) :
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— Calcul des entrées globales du systeme

QH}, 0 0
Al
Offin| 0 11 @) _ i | QfFin (3.20)
QHZ, 0 0
— Calcul sur les entrées de sous systemes qui deviennent des variables internes
QH}, QH! 0 0 1 of |H! 0 0 0 of |H!
QH} QH! 000 O |H'Y _|0 00 0f|H
" =A4p =Q +@Q
QHZ, QH? 00 0 0| |H? 000 0f |H?
QH?, QH? 00 0 0| |H? 01 0 o] |H?
(H! [H
B HY  _|0g| - |H*
= D +Q| | D
02 H? B H?
H? H?
Hl_ Hl
Bl [ C Opeol |H']  _foo] o[ C s |
Q| | D 2 +Q || D 2 (3.21)
O] [02x2 C | |H? B O2x2 C | |H?
a2 a2
— Calcul des variables de sortie globales
F QHI QHI QHl
QHout| {10 00 QH! o C  Ox2| |QH? _ o QH!
QHout 000 1]|QH? Oax2  C | |QH? QH?
Qe Qe Qe
Hl
0 H!
_|“ |tz (3.22)
0 @ H?
2

— Plongement des entrées internes dans l'espace d’état du systéme global : Pour ce cas

trivial, la dimension du vecteur d’entrées internes est la méme que celle du vecteur
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d’état. Nous verrons, dans les cas suivants, l'intérét de cette étape.

QH, QH,] QH,
QH},| [ B | 0gxo | QH;,| | B B‘ O2x2 QH,,
QH}, - | Ox2 | B | |QHZ, | O ‘B B | |QH},
QH, Q] QH},
(1 0[0 0] [QHL]
_ |0 100 QH}, (3.23)
0 0|1 0| |QHZ
0 0|0 1] |QHZ

En utilisant les relations (3.20), (3.21), (3.22) dans (3.15), (3.16) et (3.17) nous obtenons le
résultat proposé. Nous pouvons noter que la matrice identité, de la relation (3.20), ainsi que

les matrices D, D et F sont des sous-matrices de Ag (voir (3.14)). A ce niveau du chapitre, la
C  0O2x2

O2x2  C
Elle prendra toute sa valeur & la prochaine étape. En effet, dans la section suivante, le vecteur

matrice = I, est simple car tous les éléments du vecteur d’état sont des sorties.

de sortie ne correspond pas au vecteur d’état. O

Remarque 4 Nous pouvons remarquer que :

B CcC o0 0 A 0 1
BCLQ _ D 2x2 _ 2x2 c _ ®Ac
102 |02x2 € | [O2x2 O2x2] [0 O
ool ST € 0aka] [0z 02w2] o 0]
BCLQ _ _2 D 2x2 _ 2_><2 2x2 _ ®Ac
_B_ _02)(2 C ] L AC 02><2_ _]. 0_

3.3.2 Connexion d’un systéme : deux blocs élémentaires avec un troisiéme

Les Figures 3.8 et 3.9 représentent la liaison entre deux systemes : un systéme composé de

deux blocs élémentaires avec un systeme d’un bloc élémentaire. Les figures nous donnent les

notations.

Qin zln2 o QLQ ?n _ QB Qout
—O0—> 1:92 [——0——> 3 s >
———— 1 :2 Je—mmO— 3 e <«

Qout QI:Q zln2 Q3 fn Qm

FIGURE 3.8 — La relation d’interconnexion des sous-systémes 1:2, 1:2 et 3,3 avec les flux de

masse
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Avec le méme raisonnement que dans les sections précédentes, nous avons 1’égalité sur les

débits :

Qn=0Q}7=Q""=0Q},=Q°=Q"" =Q (3.24)
Qn=0Q7=Q" =L =Q' = @™ =Q (3.2
Qﬁzn Qﬁzan _ QBLQ Qﬁfn _ QE?’ C?Egut
-o—— 1:2 —>0—>» 3 | —0—
—e—f 1:2 f—— 3 e
Qhout th:z than th thn th

FIGURE 3.9 — La relation d’interconnexion des sous-systémes avec les flux d’enthalpie

Comme précédemment, nous considérons la matrice d’interconnexion (correspondant aux

nceuds blancs) pour la convection en enthalpie, notons :

_Qh};f_ _th_
Qhl2 ORl:2
F = [fll avec JF| = ?}_l?” et Fo= C?}_Z?)
Fo Qh3, Qh3
Qhout Qhin
Qo Qi

Nous avons la méme relation que précédemment :
Fi1 = AgF (3.26)

. . , o . . , oz 1
Cette relation reste vraie en prémultipliant des deux cotés de 1’égalité les flux en @ par S et
1

ceux en () par o

Avec les notations suivantes :

HMT:[Hl A 2 H2}7 H :{H?’ ﬁﬂ,

12T _ {Tl 712 TQ}, 7 _ [Ts T3}
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les bilans d’énergies des sous-systémes 1:2, 1:2 et 3, 3 s’écrivent :

%HLZ _ —A(IQ ®At)T1:2 o p%(IQ ® A — BCLZ)HLQ o ﬁ%(IQ ®Ac - Bé:Q)HLQ
1 1:2
LBl2 | PV 01]1Q 0f |Hy
0 %v 0 Q| |H:2 (3.27)
1
Folu% — PV ? ] |:Q (j Cl:QHI:Q
0 o7 0 Q
AW = AL ®A)T - (L ® A, — Bo)H® — ﬁ%(ll ® A, — B.)H?
1
0 piv 0 Q| |H}, (3.28)
1
- 0 0
Fogut = PV 1 [Q _ (CH?’
0 5V 0 Q

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 12 Avec les hypothéses 1 a 8, les bilans d’énergie des compartiments de la cascade

des deuz systémes (3.27), (3.28) peuvent s’écrire comme :

4H = —AI3®A)T— & (I3® A, — BY¥)H - ﬁ%(fg ® A. — BFH
1 1:3
+B13 pV 0 Q@ 0 |Hy
0 ,3%7 0 Q| |H: (3.29)

F1:3 C1:3H

out

e
0{%,0@

ou H' = [HMT ]HI?’T} est le vecteur d’enthalpie, TT = [’IFMT ']I‘?’T} est le vecteur des tem-
pératures. Q, Q sont les débits massiques généraux du systéme entier, Qhin, Qhin sont les flux

enthalpiques d’entrée du systéme, le vecteur Fyy contient les flux enthalpiques de sortie avec :

0
0 0, B B2 0449 02 Ch2 09xo
04 = , B3 — , Bclz?) — ¢ D ,

0 B 04 O2xa  Be 0 O2xa C

0 ? (3.30)
51:2 Oz 1:2 T AT

C — ) —

02)(4 BC _ 02)(4 C Og Og’ C

Preuve : Comme précédemment, nous allons faire les démonstrations pour les interconnexions
et les connexions entre les entrées et les sorties du systéeme. Enfin, nous verrons l'intérét du
plongement dans la dimension du vecteur d’état lorsque celui-ci est plus grand que celle du

vecteur Fi.
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— Calcul des entrées du systeme global.
De nouveau, nous utilisons la partie haute de la matrice d’interconnexion A4 : Agp (cf

(3.11))

QH;? QH'? 001 0][H"Y 000 0]|[HY
DH}? DH!? 000O0]||HY _|000O0]|H?
Qi =A4p N =Q +Q
QH3, QH?3 00 00 H3 00 00 H3
QH3, QH?3 0000 H3 0100 H3
1] 1]
H! H*
B C1:2 0 H2 ) B Cl:Q 0 H2
= D 2T 4Q | D S (3.31)
02 0xa C | |H? B O2x4 C | |H?
H? H?
H? H?
— Calcul des entrées des sous systémes qui deviennent des variables internes.
Nous considérons le vecteur des entrées des deux sous systemes :
QHL? 00
QHL? B B2 O4x2| |0 1| |QHip
QH}, Oox2 B 1 0| |QHi
QH, 00
1:2
02><2 B QHz QHm
— Calcul des variables de sortie globales.
QH;, QH;,
I QH'? QH;, QHj,
QHout _ 1 000 QHI:Q _ (CLQ O2x2 QHz2n :(Clz3 QH’LQH
QHoput 000 1||QH Oxa C | |QHZ QH,
QH® QH;, QH;,
QH}, | (QH, |
(3.33)

— Plongement des entrées internes dans ’espace d’état du systeme global.

Pour plonger dans la dimension du vecteur d’état (6 éléments), nous avons ’égalité
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suivante :

Hj,
Hzln H’L'I;LQ — Hz%f
2 1:2 rrl:2 02 B 0 rrl:2
H; _ BT O Hl’g B0 7 H"g (3.34)
Hin 022 B H’m — Hzn
5 - O2x2 B B .
i

11 suffit donc de prémultiplier la relation (3.32) pour obtenir le second terme de la matrice

B1:3
13
En utilisant les relations (3.31), (3.32), (3.33) dans (3.27) , (3.28), nous obtenons le résultat
proposeé. O
Remarque 5 Nous pouvons noter que :
_ 05 02
. Bl:2 04 9 (CI:Q 02 9 Bl:2 04 9 CI:Q 02 9
B =|"¢ "4+ |B|D Cl=1 Bl o 01 o .
[O2xa Be O2xa C O2x4  Be 0 O2xa C
2
_ 022
O2x2 | Ae —_— O2x2  Ac 0O2x2
O4x2 O4x4 1 0
= | O2x2 | O2x2 00 = [O2x2 Oax2 Ac | =S3@ Ac
0254 O2x2 O2x2 0O2x2  O2x2
0254 022
(3.35)
et
- _ 09 _ 09
_ B1:2 0 a (Cl:2 0 Bl:2 04 (Cl:2 0
Bg'B _ c 4_><2 0 D 2X2 _ c _><2 + o, [0 1 0 0} 2X2
_02><4 Bc — 02><4 C 02><4 Bc B O2><4 C
02x2 | O2x2 0 04x4 ‘04><2 O2x2  O2x2  O2x2
— 4x2 _
= Ac | O2x2 0 0 = | Ac Oaxa Opx2| =953 ® Ac
O2x2 02x2 _
02><4 ‘ 02><2 O2><2 Ac O2><2
(3.36)
01 0
avec S3=10 0 1].
0 0 O
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3.3.3 Connexion d’un systeme : i blocs élémentaires avec un autre bloc

Les Figures 3.10 et 3.11 représentent les liaisons entre deux systémes : un systeme de ¢ blocs

élémentaires et un systéme d’un bloc élémentaire. Les figures nous définissent les notations.

Qin 7117; lei szz_l Qi+1 Qout

—_—O0—> 1 :3 —>—>m—>—>

Qout QI:Z zlnz QH_I ;j{l an

F1GURE 3.10 — Relation des flux de matiere entre les systeme a i blocs et celui a 1 bloc

Avec le méme raisonnement que les sections précédentes, nous avons directement :

14 14 41 +1
Qin = mZ = Q ' = Z: = QPF = Qout = Q
2 ~1:2 ~1:2 ~i+1 ~i+1 2 2
Qin = mz = Q ' = Qi: = QH— = Qout - Q

thn Qﬁzlnz Q}_ll:i Qﬁzzl Qﬁ'i—i_l Qﬁout

—_—>0—> 1. —>O0——— 1+ 1 ———O0——

+—O+—— 1:] [e—O+—— 1+ 1] [—O——
Qhout th:i thlnz QhH_l Qh'z:{l thn

FI1GURE 3.11 — Relation des flux d’enthalpie entre les systeme a i blocs et celui a 1 bloc

Comme dans les sections précédentes, nous regardons la matrice d’interconnexion (corres-

pondant aux noeuds blancs) pour les flux d’enthalpie qui finalement aboutissent avec les pré-

multiplications des deux cotés de 'égalité par pLV pour les flux en @) et par ﬁi‘—/ pour ceux en

Q.

thziHin QHI:i
Q ]f[zlnz 6_2 gl
o B (3.37)
OH™! — QH! '
n
QHout QHZ
L C?Elout ] L Q-HZ ]
avec les notations suivantes :
Hl:iT _ [Hl ' g2 g2 . o Hi] , HiHT — [Hi+1 gi+1} 7
Tl:iT _ [Tl TV T2 T2 i Tz} 7 ’]I‘HlT — {Ti-‘rl Ti-i—l} _
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Grace a la Proposition 10 et a la Remarque 5, ’équation de bilan d’énergie d’un bloc élémentaire
est de la forme (3.38)

LHH = AL A)TH — & (L -5)@ AC)]HF“ - ﬁ%((h — STy ® A )Hi+!
B |7 0] {Q " [HIJI
0 %] [0 Q] AN
I L ?] [Q °| cm
0 L]0 @Q

(3.38)
avec S; = 0.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 13 En respectant les hypothéses 1 a 8, l’équation de bilan d’énergie du systéme

composé d’une cascade de i systemes élémentaires s’écrit :

AHY = -MLeA)TV - & ((Ii ~-S)® AC)H“ -2 (([z- ~ ST @ AC)HH
1 Li
_HBl:i pV 0 ] [Q 0 [Hm
1 9 7l
0 o 0 Q| |H; (3.39)
1
Folzﬁt P[;/ ) :| [ 3 Clap:
2% 0 @
[0y B . c ol
avec S; la matrice i X i sur-diagonale, BY = 20=1) , Clt = . 2(-1)
B 031 Oy €

L’équation de bilan d’énergie du systéme global formé par les cascades des deux sous-systémes
(3.38) et (3.39) peut s’écrire :

AH = ATy @ A)T = 3 ((Lip1 — Si1) @ Ao JH - ﬁ%((fi+1 —ST,) @ A )H
1 1441
+Bl:i+1 W 0 ] Q 0 [Hzn
1 2 rrla+1
0 %[0 Q| &k
1
Flitl wo U ] [Q 0 Cli+1yg
ou 1 —
0 %|[0 Q

(3.40)
ou HT = [HliiT Hi“T] est le vecteur d’état enthalpique, TT = [']I‘liiT ’]I‘i“T] est le vecteur

des températures, Q, Q sont les débits massiques générauz du systéme entier, Qhin, Qhin sont

les flux enthalpiques d’entrée du systéme, le vecteur Fyy: contient les flux enthalpiques de sortie

du systeme avec

: O2i B : C 03
glitl — |2 . Clitl = ; 2 (3.41)
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Preuve :

Notons que la forme (3.39) est vraie pour i = 1, 2 et 3. Nous pouvons également

voir que les deux colonnes de B!**! concernent les entrées du systéme global, et enfin, les

)

o o o O

D

D

0

o o o =

@)

D

(Cl:i 02><2

02x2; C

(Cl:i 02><2

O2x2; C
0 1 0]

.

0

0

0

0

0_

Cl:i 02><2

O2x2; C

concernent les entrées des deux sous-systemes. En utilisant

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

O(i—1) 02
vecteurs B , et 02(1-71)
02 B
I’équation (3.37) dans (3.38) et (3.39), et en réutilisant la remarque précédente nous avons :
B 02ix2 Oa(i-1)
Bt = 0 of|+]|| B
025 2i
i 0 0y
_ _— _02 -
Si® Ac O2ix2 D
= +|| B
O2x2i  Be -
L - i 02
_ _— _02 -
Si ® Ae O2ix2 e
= +|| B
O2x2i  Be -
- - i 02
0
0
_|Si®Ac O2ixe 0
O2x2i  Be
0
0
0
=541 ® Ac
avec la matrice sur-diagonale ((i + 1) x (i 4+ 1))
0 10 0
0010
0 0 0 1
Sit1=
0 0 0O
0000
De la méme maniere nous avons :
Bli 02
— : 2ix2
Bt = | e O2(i-1)
O2x2i B _
B
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Donc pour résumer :

Bl =g, 1 ®A. e BYFfl=4gl A, 3.49
c c i+1

Le reste de la preuve est exactement la méme que précédemment. [

3.3.4 Connexion d’un systéme : i blocs élémentaires avec j blocs additionnels

Comme précédemment, nous avons les égalités des flux de matieres. Ainsi, nous avons les
débits @ et Q. La Figure 3.12 représente les liaisons entre deux systémes : un systéeme de i blocs

élémentaires et un de j blocs élémentaires. Nous avons les notations dans la figure.

thn C_QﬁzlnZ QBl:i @}_Lzlnj Ql_llzj C?l_lout

—O——> ] ———>O0——> 1;3 ——

+—O+— 1 :7 |[e————Oe+——+ 1:j <—<—
Qhowr  QhV Qhki Qn' Qhil Qhi,

FIGURE 3.12 — La relation d’interconnexion des sous-systémes 1:4, 1:7 et 1:4, 1:5 suivant les

flux d’enthalpie.

Comme la section précédente, nous considérons la matrice d’interconnexion pour les flux

d’enthalpie. En prémultipliant des deux cotés les équations d’égalité de flux par in pour les

flux en Q et par ﬁi\_/ pour ceux en Q, nous obtenons :
QH}Y QHY
ami| |qm
H'lij Hi:j
“ | = Ag “ o (3.50)
QH,,; QH"I
QHout QHzn
_Qﬁout_ _Q}_Iin_

Avec les deux vecteurs d’enthalpies HY* et H' et les vecteurs de températures T et T1J et
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enfin les équations bilans correspondantes :

SHE = ML AT — & (L — Si) @ A )HY — Z((I - ST) @ A, )HL
0 L|lo Q) [k (3.51)
1
Fli = w 0 [Q 0 Clipgli
ou 1 —
0 ][0 @
SHY = X1 A)TY — (I - 8)) ® A )HY - %((Ij - ST) ® A )W
g | 0] Q@ O A
0 =] [0 Q] A, (3.52)
1
FL{; N 0] [Q 0 ClLIfL
ou: 1 —
0 =] [0 @

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 14 Avec les hypothéses 1 a 8, ’équation de bilan d’énergie du systeme global

composé d’une cascade de deux systémes (3.51), (3.52) peut s’écrire :

$H = ALy © AT — p%((fiﬂ' = Sitj) ® Ac>H - ﬁ%((liﬂ' — S, © AH
1
+]Bl:i+j 4 0] Q 0 |:HZ]
1 |-
0 5 0 Q| |Hin
1
Fl:z;rj _ oV 0] [Q 0 CLi+i
ou 1 —
0 o 0 @

(3.53)
ou H = [HliiT HUT} est le vecteur d’état enthalpique, TT = [TMT TlijT} est le vecteur
des températures, Q, Q sont les débits massiques du systéme entier, Qhin, Qhin sont les flux
enthalpiques d’entrée du systeme, le vecteur Fyy contient les flux enthalpiques de sortie.

Aveck=1i+7—1,

i |0% B L | C 0
Bl = | N s (3.54)
B 0y o5, ¢C

Preuve : Nous utilisons la relation de la matrice d’interconnexion (3.50) et nous avons les

expressions de sortie des sous-systemes, avec :

- 1 Og(i—1) p
14 1:4
g = | P Bl ) | p | BT e g g,
Ojx2; B Ogx2; Cl
- - i 02j
- q 02; )
14 1:
Ogjx2i B Ogxo; CLI
) ) | 102¢-1)




3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu la modélisation systématique d’'un réseau d’échangeurs
de chaleur reliés en série. Nous pouvons également considérer qu’il s’agit d’un seul échangeur
avec un nombre n de compartiments. Nous faisons toujours I'interconnexion entre deux sous-
systeémes, ces derniers peuvent étre composés d’un seul ou bien d’une série de n blocs élémen-
taires. Quel que soit ce nombre, la matrice d’interconnexion reste inchangée. La différence se
fait lors du plongement dans la dimension du vecteur d’état. Nous avons alors défini la ma-
trice adéquate afin de passer des éléments de 'interconnexion, qui sont au nombre de quatre
et correspondent aux entrées/sorties de chaque sous-systéme, vers le vecteur d’état qui a pour
dimension le nombre total de blocs élémentaires des deux sous-systemes.

Pour chacun des cas considérés, nous avons résolu le bilan de matiere en amont de la modéli-
sation. Ainsi, nous faisons disparaitre une équation qui est triviale dans le cas d’une liaison série.
Cependant, nous verrons dans le Chapitre 4 que pour celles de type répartiteur ou collecteur,

prendre en compte cette équation devient nécessaire a la modélisation du réseau.
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Chapitre 4

Modélisation systématique d’un

réseau d’échangeurs thermiques

4.1 Introduction

Dans le Chapitre 3, nous avons présenté une méthode de modélisation dynamique systé-
matique des réseaux d’échangeurs thermiques (RET) pour des échangeurs en série. Dans ce
chapitre, nous allons généraliser la méthode a un réseau quelconque, c’est a dire mettant en

ceuvre des échangeurs en série, mais aussi des connexions de type collecteurs et répartiteurs.

Dans la littérature scientifique, les réseaux d’échangeurs de chaleur sont généralement mo-
délisés et optimisés pour un ou plusieurs points de fonctionnement stables. Les modeles utilisés
sont donc souvent des modeles stationnaires (Kayange et al. (2020)), dans lesquels les connexions
entre les échangeurs sont prises en compte par de simples bilans globaux sans accumulation de
chaleur. Les graphes ont aussi souvent été utilisés pour représenter les connexions entre les
échangeurs. En premier lieu, ils ont été employés pour la modélisation des systémes thermo-
dynamiques (Chandrashekar and Wong (1982) Chinneck and Chandrashekar (1984b) Chinneck
and Chandrashekar (1984a)). Dans ces articles, I'accent est mis sur 'universalité de cette ap-
proche qui permet de représenter toutes sortes de flux multi-physiques. Ils ont également été
utilisés afin de rendre systématique la modélisation des RET a l’état stationnaire et a para-
metres constants (Luo et al. (2002); de Oliveira Filho et al. (2007)). Dans de Oliveira Filho
et al. (2007), les auteurs utilisent la théorie des graphes pour obtenir un modeéle basé sur la
matrice d’incidence qui représente la connectivité du réseau. La structure de leur réseau est
basée sur les connexions qu'il y a entre les éléments du réseaux (échangeur thermique, machine

thermodynamique ...), tel qu’un collecteur ou encore un répartiteur.
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Quant a l'utilisation des graphes pour les systemes dynamiques, ¢’est une méthode usuelle
(Harary and Gupta (1997)). Ils sont tres utilisés pour la modélisation de réseaux tres variés
comme les systemes biologiques et les systémes physiques tels que les mousses métalliques
(Scheuermann et al. (2019)). A. van der Schaft a montré dans van der Schaft (2017) comment
les lois de conservations et les équations de bilans, pour les systémes physiques en réseau, sont
typiquement représentables a l’aide de la matrice d’incidence d’un graphe orienté. Enfin, dans
Varga et al. (1995), des modeles structurés s’appuient sur la topologie du réseau.

Dans le cas d'une modélisation dynamique, les collecteurs et les répartiteurs deviennent des
éléments actifs, car leur configuration évoluera tout au long du processus.

Dans ce chapitre, nous commencerons par réécrire le modele du chapitre précédent en sépa-
rant le bilan de matiere du bilan d’énergie. Ensuite, nous ferons la modélisation d’une connexion
de type collecteur entre deux échangeurs, puis entre un réseau composé de plusieurs échangeurs
avec un nouvel échangeur. Enfin, nous ferons les deux mémes étapes pour la connexion de
type répartiteur. Ainsi, nous pourrons lier, par une méthode simple, différents échangeurs qu’ils

soient en parallele les uns par rapport aux autres, ou en série.

4.2 Généralisation du modele d’échangeur thermique et défini-

tions pour le modele de réseau d’échangeurs thermiques

4.2.1 Généralisation du modele d’échangeur de chaleur

Dans le Chapitre 3, nous avons montré comment écrire les systemes de bilans d’énergie
permettant de modéliser des échangeurs de chaleur simples dans lesquels les débits massiques
Q et Q sont supposés constants le long de chaque échangeur car nous n’avons considéré que
les interconnexions en série. Or, ces hypotheses ne sont pas toujours vraies pour les réseaux
d’échangeurs de chaleur qui peuvent mettre en ceuvre des courants de différentes natures chi-
miques avec des débits variables, des échangeurs de différents types et des collecteurs ou des
répartiteurs qui les relient entre eux. Nous allons donc montrer ici comment généraliser I’écriture
des bilans d’énergie pour tout type d’échangeur pouvant étre intégré dans un réseau.

Ici, nous allons considérer des hypotheses plus larges que dans le Chapitre 3, méme si en
définitive des simplifications vont apparaltre suite a ’écriture des matrices d’interconnexions.

Nous allons supposer ici que chaque compartiment est indépendant avec ses propriétés propres :

1. Tous les compartiments sont parfaitement mélangés et les volumes (V;, V;) peuvent varier

d’un compartiment a I’autre. Cela implique une homogénéité des volumes.

2. Il n’y a ni accumulation de matiere dans les compartiments, ni dispersion de matiere

entre les compartiments.
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3. Les fluides chauds et froids sont en phase liquide.

4. Les débits massiques (Qi,Qi) peuvent varier d’'un compartiment a ’autre et donc d’un

échangeur thermique a un autre.
5. Les pressions P et P sont constantes et uniformes le long de ’échangeur.
6. La paroi entre les deux compartiments d’un bloc élémentaire ¢ n’accumule pas d’énergie.

7. Les parois extérieures des échangeurs sont parfaitement isolées de I'environnement qui

Pentoure (pas de déperdition d’énergie)

8. Les coefficients de transfert de chaleur \; peuvent varier d’'un compartiment & 'autre et

donc d’'un échangeur thermique & un autre.

9. Les masses volumiques des deux fluides, notées (p;, p;) ainsi que leurs capacités ther-
. _ . , . N o
miques (cpi, Cpi) peuvent varier d’un compartiment a I'autre et donc d’un échangeur

thermique a un autre.

Il faut remarquer que le systeme d’équations de bilans d’énergie est basé principalement
sur l'interconnexion des flux d’énergie qui sont convectés par la matiere et donc que de la
méme facon que nous avons écrit les bilans d’énergie dans le Chapitre 3, il est possible d’écrire
les bilans de matiére. En supposant donc qu’il n’y a pas d’accumulation de matiere dans les
compartiments et que la matiere n’est pas dispersée le long de ’échangeur, nous avions écrit les

égalités de matiere comme suit :

Q:an: z‘lqzqi:Ql:"':Qi:Ql:i:Qout
Q:Qin:_%;j:Ql:"':Qi:QIZi:Qout
avec Q-+, Q" et Q',--- , Q" les débits dans les compartiments. Or, ces égalités sont les résul-

tats de la résolution du systeme d’équation de bilans de matiere suivant :

0 =~ Q% + B}

. C (4.1)
Qixt — Cl:z@l:z

ot QU est le vecteur d’état des débits dans les compartiments, construit de facon similaire au
vecteur H' & savoir Q¥ = [Q! Q' ---, Q" Q']", les vecteurs Qzln’ et Q}”jt sont définis comme

étant les vecteurs des entrées et des sorties de matiere dans le réseau d’échangeurs de chaleur :

1:4 an 1:4 Qout
anz = — ) Qoult = —

in out

La matrice A.;; est la matrice d’interconnexion des compartiments entre eux suivant le

chemin des courants dans les échangeurs simples telle que :
Acgi = ((Ii = Si) ® Ao) + ((I; = 57) © Ac)
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La matrice E? est la matrice de connexion des entrées du systéme global (pour un échan-

geur simple, elle est égale & B et de dimension 2i x 2 et elle peut aussi étre définie comme

Og(i—1) — 1. B . .
et £V = sont respectivement les premier et

B Oi—1)

second vecteurs de la matrice B').

Eli = {El:i Elzz} oll BN —

La matrice C** est la matrice de connexion des sorties du systéme global (pour un échan-

' Cl:i
geur simple, elle est dimension 2 x 2i et elle peut aussi étre définie comme C'* = - ou
C A

C¥ = [C Oypy) et % = [0y0) C)).

Remarque 6 Nous pouvons noter que résoudre ces équations revient d contraindre une ou

plusieurs des variables de débit par rapport aux autres (par exemple Q;y, et Qm)

Reprenons maintenant le systéme d’équations (3.51) qui a été défini pour un échangeur de

chaleur :
SHE = M@ A)TY — (L - Si) @ A )HY — L ((I; - ST) @ A )HL
+BL o O1|e 0 I{"l"z
0 %] [0 Q] [Hf (4.2)
P L AL ] pee=
0 ][0 @

En regroupant les termes 2 et 3 a droite de la premiere égalité, et en remplagant les termes
constants par les vecteurs adéquats, nous faisons apparaitre les matrices suivantes qui sont
ensuite utilisées dans la proposition 15. Les définitions, les indices ainsi que les formules des
matrices utilisées dans ce chapitre sont donnés dans la Table 4.1 donnée ci-dessous. L’indice 4

donne le nombre de compartiments de I’échangeur.

Remarque 7 — Nous pouvons noter que les matrices de la forme I, ® (Vecteur,1 X Vecteur,2) 1
correspondent da des matrices diagonales avec les coefficients nécessaires (débits, para-
métres des fluides).

— Les volumes Vj,, Vin associés auz fluxz d’entrée seront choisis égaux auzr volumes du

compartiment dans lequel ces flux entrent.

Proposition 15 Awvec les hypothéses 1 a 9, les équations (4.1), (4.2) et la Table 4.1, le systéeme

1. ® correspond au produit d’Hadamard : produit élément par élément des matrices (Liu and Trenkler (2008))
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Vecteur des coefficients de transfert de chaleur AT A;TF =M\ A2 o0 A1 A

r ropriétés sur I’échangeur , TA:[l R | 1,}
Vecteur des propriétés sur ’échangeu Vei | Vi AT Vi BV
A 92 IR R 7 . T o 1 1
Vecteur des propriétés sur I’échangeur a 'entrée | V,.; i, Viiin = [pme ﬁm\_/m}
= (E)" x Vi
Matrice de transfert de chaleur entre les compar- | Ay ; A= Lo (A4 x 1) A

timents chaud et froid des blocs élémentaires.

L’indice t signifie transfert avec 17 = {1 e 1} € RIX¢

Matrice de convection interne entre les blocs élé- | A ; Aei = Acqi x (I2; © (QY x VL))
mentaires d’un méme courant.

L’indice cc signifie Connect Convection

Matrice des débits de convection des flux d’éner- | A;.; Aici =120 (Qlln" X V;F”n)
gie entrants.

L’indice ic signifie Input Convection

TABLE 4.1 — Notation des matrices et vecteurs utilisés dans ce chapitre pour un échangeur

formé de 7 blocs élémentaires

des équations de bilans de matiére et d’énergie d’un échangeur simple peut s’écrire :

d yrl:e 1:4 1:4 1:4 1:
EH t= —At,iT b — Acc,i]HI '+ Ez’nZAiCﬂHinZ
Fg;it — Cl:iAcc,iHLi

0= —Acy Q1 + B}
Ql:it — Cl:i@l:i
ou

(4.3)

avec les vecteurs et les matrices définis comme précédemment.

Preuve : Développons les matrices :

)

Comme nous savons que la matrice A; est la matrice de transfert pour un bloc élémentaire,
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nous avons la bonne écriture.

Q1
A= Ao (I iy wIYY = A x (I : .
ceyi cqi X ( 2 © (Q X m)) cqyi X ( 21 ®( : x V1 piVi ))
Qi
Q1
V1
= Acq,i X
Qi
piVi

Avec Ay la matrice de connexion du réseau de blocs élémentaires, nous avons les débits qui

correspondent pour chaque compartiment.

1:4 T an
Aicﬂl:I?@( inZXVriin):IQQ( = X|: '1V- *,1’. })
L] Q PinVin pme
wm
Q'Ln
— Pin‘/in 70
Qiﬂ

ce qui correspond aux termes d’entrée du systéme 1 : ¢

Nous avons donc une nouvelle écriture de I’échangeur de chaleur. U

4.2.2 Définitions pour le modele de réseau d’échangeurs de chaleur

La modélisation d’un réseau d’échangeurs de chaleur va nécessiter d’apporter quelques ex-
tensions quant aux vecteurs d’entrées et de sorties du systeme global. En fait, la mise en parallele
d’échangeurs ou la mise en place d’interconnexions telles que les collecteurs ou les répartiteurs
peut induire une augmentation du nombre d’entrées et de sorties. Comme les vecteurs H, Q et
T, ils seront incrémentés en fonction des numéros des entrées/sorties a ajouter. Par exemple,
si Pentrée @ de ’échangeur 2 est connectée & l'intérieur du systéme et son entrée Q a l'ex-
térieur alors les vecteurs d’entrées du systéme deviendront Q;,” = [mel Qin1 Qina| ct
H;, T = [Hm,1 Hina Hm,z] ou si la sortie ) de I’échangeur 2 est connectée a 'extérieur

du systeme et sa sortie () a l'intérieur alors les vecteurs de sorties du systeme deviendront

s T _ 2 s T _ n
out [Qout,l Qout,l Qout,Q] et IF‘out - [Fout,l Fout,l Fout,Z]'

4.3 Collecteurs : ajout d’un flux issu d’un échangeur de chaleur

en parallele

Dans cette section, nous allons présenter et expliquer la méthode qui est utilisée pour connec-

ter un échangeur de chaleur dans un réseau d’échangeur de chaleur existant en amont du courant
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principal. Nous appellerons ce type de connexion un collecteur. Pour simplifier 'explication et
clarifier le texte, a partir de maintenant, nous ne travaillerons plus que sur un seul des deux

types de flux, a savoir @), sachant que la démarche et les démonstrations seront analogues pour
les flux Q.

4.3.1 Ajout d’un échangeur de chaleur en parallele sur le flux Q@ :

Soit dans un systeme quelconque existant 1 : 4, ici sur la Figure 4.1 un échangeur de chaleur
simple, il est raccordé la sortie d'un échangeur 1 : j entre deux compartiments k et k + 1 de
I’échangeur 7. L’échangeur 1 : j est placé en amont du flux 1 : k et donc a ’entrée de I’échangeur
1: k. La liaison entre les deux systemes 7 et j est donc un collecteur. La Figure 4.1 représente

les connexions entre les flux de matiere convectifs. Les notations sont données par la figure.

1:] fe—Oe——

o 1:7
Q" Qi Qin2

—O<«— 1:Lk 4—34—‘]{;4-1;@74—4—

Qout,l Ql.k Zlnk Qk+1.z ”j—l 7 Qiml

FIGURE 4.1 — Flux convectifs dans un collecteur pour les compartiments {1 : k}, {k + 1 : i}

et {1:j}. Les notations des flux sont la référence pour les définitions des matrices et vecteurs

ci-apres.

Comme pour le Chapitre 3, nous partons des systéemes d’équations des deux échangeurs
1:47 et 1: 7 qui maintenant incluent a la fois les bilans de matiere et les bilans d’énergie. Les

équations sont les suivantes :

%lei _ —At’ilei _ Acc,i Tl + EllnlAzc,z Hzlnz
Ftl);ft - Cl:iAcc,i E'H'lzi ) ) (44)
0 = —Ao; QY +E;JQ;
Li = cliQl
SHY = AT — Ay HY + By Ay B
Foby = ClAg; HY (5)
0 = —Au; QY +E]Q;)
Q;ft = CliQly
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Pour faire I'interconnexion entre les deux échangeurs, nous utilisons la méme méthode que
celle employée dans le Chapitre 3, a savoir nous connectons l'entrée de 1 : k et la sortie 1 : j.
Mais dans ce chapitre, nous allons uniquement effectuer I’opération sur la matiere, les équations

de bilans d’énergie découleront ensuite naturellement des bilans de matiéere.

Fua
Soit le vecteur de flux de matiere Fy; = | et la matrice d’interconnexion Ay :
Fr2
Fui = Ag Fu2

Le vecteur de flux de matiere est construit comme dans le Chapitre 3, tout d’abord les débits
entrants des échangeurs ou les parties d’échangeurs a modifier en commengant par 1’échangeur
en aval du flux, ici 1 : k puis 1 : j (le courant k + 1 : ¢ n’est pas considéré dans la matrice
d’interconnexion), puis les débits sortants du systéme liés a ces échangeurs considérés, ensuite
les débits sortants des échangeurs considérés (1 : k puis 1 : j) et enfin les débits entrants dans
le systeme liés a ces échangeurs considérés. De plus, nous prenons en compte les compartiments
bar dans la matrice d’interconnexion, mais uniquement pour définir la matrice A; comme elle
a été définie dans le Chapitre 3 (sauf la derniére ligne et la derniére colonne qui sont liées aux

sorties et entrées du systeéme sur le courant Q).

zlnk Ql:k

’Zlnk Ql:k

Fui=| Q7 | et Fua=|QW

o Q'

_Qout,l_ _Qm,2_
(001 0]0]
000 00

Ag=10 0 0 0|1 |= (4.6)

000 00
1 000|0

Comme précédemment, nous avons le vecteur A4 p correspond a la premiere ligne de la matrice
F, DT A la premiere colonne de la matrice BY? et comme dans la matrice Ay de I'’équation (3.11)

du Chapitre 3, nous retrouvons le vecteur D.

Par contre, contrairement au Chapitre 3, le systeme d’équations de bilans va se construire
en concaténant les deux échangeurs 1 :7et 1:j et non pas 1: k et 1: 7. De plus, 'entrée de
I’échangeur 1 : i ne va pas disparaitre pour étre remplacée par 'entrée de 1 : j mais I'entrée de

1: j va étre ajoutée comme une nouvelle entrée du systeme global.
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Proposition 16 Avec les hypothéses 1 a 9, le systéme d’équations de bilans d’énergie et de
matiére du systéme global composé d’un échangeur connecté en amont du k™ compartiment

d’un second échangeur par un collecteur (équations (4.4) et (4.5)) peut s’écrire comme suit :

%H = _At,ST - ACC,SIHI + EimsAic,sHin
Foo = CsAq s H (47)
0 - _Acqys Q + Ein,s@in
zut = CSQ
Hl:i Tl:i
ot H = | est le vecteur d’état des enthalpies du systéme [1: 4]+ [1: 4], T = ,
168 NS
1:4
est le vecteur des températures internes du systéme [1 :i] 4+ [1: j], Q = Ll oest le vecteur
Q™
des débits internes du systéme [1:d] 4+ [1 : j].
Qin = in et H;, = ;nj sont respectivement les vecteurs des débits massiques et des
HE

mn mn

fluz enthalpiques entrants du systéme global.
Sut €t 2., sont respectivement les vecteurs des débits massiques et des fluz enthalpiques
sortants du systeme global.

Pour les entrées, elles sont ici toutes conservées donc QT = {le Qing  Qin2 QWQ}
et Hy T = [Hm,l Hin1 Hino I:IWQ] Par contre, la sortie sur le courant () de 1 : j disparait,
donc qutT: [Qout,l Qout,l Qout,Q} et ]Ff)utT: Fout Fout,l Fout,?]

Notons que l'indice s correspond a la somme des deux échangeurs tel que s = i+ j. Ainst,

les matrices Ay s, Aces, Eins, Aics, Acqs et Cg s’écrivent comme suit :

El:k
Acgi 0 CY Ogxay
Acq,s = - 02(i—k) D 104
0 Ay, O2x2; C™
02,
Aces = Aegs X (Is © (@ x VI))
Aui Onixo; Aiei 0
At,g _ t,% 29X 27 : AZ‘QS iC,0 2x2
|02jx2i Ay 022 Aicj
Ei)  Ogix2 CH Ogx;
Ein,s = 13 ; Cs T 1.
[02jx2 By | 0, O]

Preuve : Comme dans le chapitre précédent, nous allons utiliser Ay afin de retrouver la forme

de la matrice Ay s :
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— Calcul sur les entrées des sous-systemes qui deviennent des variables internes.

Nous utilisons le coin supérieur gauche de la matrice d’interconnexion Ay : Agp (cf.

eq (4.6))

1:k 1:k
1:k Ql:k
~1:7 ~1:7
Qmj Ql.j
B (Clzz'
02 02x2i

o o o o

022,
(Clzj

0
0
0
0

1 0 Ql:k Ql:k
0 0 N1:k B N1:k

“ | = D © .
0 0 Ql:] 02 Ql:j
0 0 Ql:j Ql:j

Ql:i
Ql:j]

— Plongement des entrées internes dans l'espace de I'ensemble des débits du systeme.

Pour plonger dans la dimension du vecteur de tous les débits (i + j éléments), nous

. . -3 1:9 A~ . .
introduisons les vecteurs Q},’f et Qmj. Ces vecteurs ont les mémes dimensions que le

vecteur des débits QY et Q! respectivement. Ils correspondent aux entrées de chaque

compartiment interne a ’échangeur. Nous avons 1’égalité suivante :

ol
0|

B# O2gx2 o
O2¢i—k)x2  O2¢i—k)x2 0
02j><2 Bl _
Q

1:k
in
1:k
in
1:5
n
1:5
in

O2(k—1 B
(k=1) 02k x2 Lk
B Oy Ol
m
Oa(i—k)x2 O2(i—k)x2 QL
— in
R 7
; :
B Oy |
(4.9)

— En combinaison les équations (4.8) et (4.9), nous retrouvons le deuxiéme terme de la

matrice Aqy s qui correspond aux liaisons entre les entrées et sorties des sous-systémes :

la sortie de ’échangeur 1 : j devient une entrée pour 1 : k.

o)
Q7

) Lk
. m
Bl:# Ok x2 Ol
Oai—kyx2  O2(i—k)x2 zln] =
, 1:j Qin
O2]><2 B —1:]'
Qz’n
i El:k ‘ -
Cl:z 02><2j Ql:z
Oa(iry | D 1:j 1.
O2x2; C Q
OQj -

Bl:k

02k x2

O2¢i—k)x2  O2¢i—p)x2

| O25x2

Bl:j

B (Clzi

02

D

022

022/
Cl:j

(4.10)

Nous notons également que la matrice de sortie C4 ne prend plus en compte la sortie de I’échan-

geur 1 : j, c’est pour cela que nous avons uniquement O/, qui correspond & la deuxiéme ligne

de C, la matrice de sortie de I’échangeur 1 : j relative au courant Q. Enfin, pour les autres

matrices, il s’agit d’une concaténation des matrices et vecteurs des deux échangeurs de base. [
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4.3.2 Ajout d’un n®m¢ échangeurs en chaleur en paralléle sur le flux Q

La Figure 4.2 représente la généralisation du cas précédent, a savoir un n**"*¢ échangeur est

connecté entre les connexions k et k + 1 de I’échangeur 1 : <.

Ql:l zlnl Qinm,

se

11 e

i 1:5

el
o
_l_
—_
~

- t——

Qout,l lek

Y .
k fe——Oe——k 1 je——O————

:k k+1:14 k+1:1
iln Q e n ‘ Qin,l

FIGURE 4.2 — Flux convectifs dans un collecteur. Généralisation. Les notations des flux sont la

référence pour les définitions des matrices et vecteurs ci-apres.

Comme précédemment, nous partons des systemes d’équations d’un syteme existant se, qui

inclut tous les échangeurs entre 1 : 7 et 1 : j, et de ’échangeur 1 : [. Les systemes d’équations

incluent a la fois les bilans de

d yse
dt]:HI

FS@

out

0

se
out

d il
i H

1:1
IE‘out

0
QL

matiere et les bilans d’énergie. Les équations sont les suivantes :

se se se
_At,seT - Acc,se H®¢ + Ein,seAic,se Hzn
se
(CseAcc,se H

(4.11)
_Acq,se @se + Ein,se@fﬁ
Csere
_At,lTLl - Acc,l Hl:l + Eil;llAz’c,l H'Llnl
Cl:lA Hl:l
ced (4.12)

—Acqs QY + EJIQYY
Cl:l@l:l

Pour faire I'interconnexion entre le systéeme se et I’échangeur 1 : [, nous utilisons la méme

méthode que celle employée dans la section 4.3.1, a savoir nous connectons l'entrée de 1 : k et

la sortie 1 : [. Dans cette section, nous allons uniquement effectuer 'opération sur la matiere,

les équations de bilans d’énergie découlent ensuite naturellement des bilans de matiere.
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Fua
Fue

Soit le vecteur de flux de matiere Fp; = et la matrice d’interconnexion Ay :

Fug = Ag Farp

Le vecteur de flux de matiére est construit comme dans la section 4.3.1, tout d’abord les débits
entrants des échangeurs ou les parties d’échangeurs a modifier en commencant par 1’échangeur
en aval du flux, ici 1 : k£ puis 1 : [ (les courants k + 1 : ¢ et ceux des échangeurs jusqu'a 1 : j
ne sont pas considérés dans la matrice d’interconnexion), puis les débits sortants du systeme
liés a ces échangeurs considérés, ensuite les débits sortants des échangeurs considérés (1 : k puis
1 :1) et enfin les débits entrants dans le systéme liés uniquement a ces échangeurs considérés.
De plus, nous prenons en compte les compartiments bar dans la matrice d’interconnexion, mais

uniquement pour définir la matrice Ay comme elle a été définie dans la section 4.3.1.

Lk OLk
YLk oLk
Fu = Ll et Fuz=| QY
H Ol
| Qout,1 | | Qin.n |
i 0 01 00 ]
00 0 00
Ag=10 0 0 0|1 | = (4.13)
00 0 00
1 0 0 0]0

Le vecteur Ay r correspond a la premiere ligne de la matrice F' et D™ 4 la premiére colonne

de la matrice B'2 et comme dans la matrice Ay du Chapitre 3, on retrouve le vecteur D.

Comme dans la section 4.3.1, le systeme d’équations de bilans va se construire en concaténant
le systeme existant se et ’échangeur 1 : [ et non pas uniquement 1 : k et 1 : [. De plus, les
entrées de tous les échangeurs entre 1 : 4 et 1 : 5 ne vont pas disparaitre pour étre remplacées
par I'entrée de 1 : [ mais 'entrée de 1 : [ va étre ajoutée comme une nouvelle entrée du systeme

global.

Proposition 17 Avec les hypothéses 1 a 9, le systéme d’équations de bilans d’énergie et de

matiére du systéme global composé d’un échangeur connecté en amont du k¢ compartiment
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d’un systéme existant par un collecteur (équations (4.11) et (4.12)) peut s’écrire comme suit :

%H = _AtST - ACC,SIHI + Ein,sAic,sHin
ot = Bl (4.14)
0 = _Acq,s Q+ Ein,s@in
Zut = (CSQ

ot pour le systéme [se] + [1 : 1] (qui est aussi [1:i]+---+[1:75]+[1:1])
HT = [Hse H”} est le vecteur d’état enthalpique interne du systéme s, TT = [']I‘SB ’]I‘lil} est
le vecteur des températures internes du systéeme s, QT = [Qse Q”} est le vecteur des débits
internes du systéme s.
QmT = { ge Qllnl} et H;,T = [Hfﬁ Hllnl} sont respectivement les vecteurs des débits mas-
siques et des flux enthalpiques entrants du systéme global.
Sut €t T2 sont respectivement les vecteurs des débits massiques et des flux enthalpiques

sortants du systéeme global.

Pour les entrées, elles sont ici toutes conservées donc

r _ _ _
Qi = |:Qin,l Qin,l Qin,n—l Qin,n—l Qin,n Qm,n} et

T _
Hin™ = [Hm,l Hin,l T Hin,n—l Hin,n—l Hin,n Hzn,n:| :
Par contre, la sortie sur le courant @ de 1 :l disparait, donc

s T __ A A A s T __ I ~ ’

out T [Qout,l Qout,l T Qout,n—l Qout,n et IFout - [Fout,l Fout,l to Fout,n—l Fout,n .

Notons que l’indice s correspond a la somme du nombre de compartiments du systéme exis-
tant et du nombre de compartiments de l’échangeur 1 : 1 tel que s = se + 1. Ainsi, les matrices

Ars, Accs, Eins, Aics, Acgs et Cg s’écrivent comme suit :

El:k
Acq,se 0 (Clzse 02><2l
Acq,s = - 02(sefk) D 1:
0 Acq,l O2x2se C*
Og;

Acc,s = Acq,s X (IQS © (Q X VZ:S)) )

At se 0286><2l Aic se One><2
At,s = X Aic,s =
O2ix2se At |O2xne  Aicy
E . Ein,se 02se><2 . C . (Cse 0ns><2l
8 0 El:l ’ s OT C_flzl
L 2lxne in | V2se

ol ne et ns sont respectivement le nombre d’entrées et le nombre de sorties du systéme existant

se.

Preuve : Comme dans la section précédente, nous allons utiliser Ay afin de retrouver la forme

de la matrice Ay s :
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— Calcul sur les entrées des sous-systemes qui deviennent des variables internes.

Nous utilisons le coin supérieur gauche de la matrice d’interconnexion Ay : Agp (cf.

eq (4.13))
Qzlnk Ql k 001 0 Ql:k Ql:k:
Qzlnk Ql:k’ 00 0 0 Ql:k B Ql:k}
:Ad,D = = D
Qzlnl Ql:l 00 0 0 Ql:l 02 Ql:l
Q}nl Ql:l 00 0 0 Ql:l Ql:l
B (Clzse 0 1:se
_ D 2% 21 Q (415)

02 02><286 (CI:Z lel

— Plongement des entrées internes dans ’espace de ’ensemble des débits du systeme.

Pour plonger dans la dimension du vecteur de tous les débits (i+...4 7+ éléments), nous

. . . 1:9 . ~ . .
introduisons les vecteurs QL - Q.7 et QFl. Ces vecteurs ont les mémes dimensions
que le vecteur des débits Q% --. Q" et Q', respectivement. Ils correspondent aux

entrées de chaque compartiment interne a 1’échangeur. Nous avons 1’égalité suivante :

[ 11{ 1:k
Qin 1k Q'm
) B 02k x2 —
. n
14 O2se—kx2  O2se—kx2 L (4.16)
Qin 0 El:l an
1-1 2x2 -
_Qm_ an

— En combinaison les équations (4.15) et (4.16), nous retrouvons le deuxiéme terme de la
matrice Aqy s qui correspond aux liaisons entre les entrées et sorties des sous-systémes :

la sortie de ’échangeur 1 : j devient une entrée pour 1 : k.

ovi| 1k
m 1: m 1:
) B+ O2kx2 _ B+ Ok x2 ,
i B Chse Ogua
M m
1: = 0256—k><2 02se—k><2 1.1 = OZse—ka 0256—k><2 D 1:1
Qin L in L 02 O2x2se  CF
L | O21x2 B> . 0212 B
_Qm_ in
El:k; (Cl Ql
:se 0 :se
2x21l
= 02(se—k) D 11 11 (417)
0 O2x2se C* Q*
21

Nous pouvons remarquer que la matrice de sortie du systéeme (Cs) récupeére uniquement la
deuxiéme ligne (C*) de la matrice de sortie de I’échangeur 1 : [. Enfin, les autres matrices sont

des concaténations des matrices et des vecteurs des systemes existants. O
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4.4 Répartiteurs : déviation d’une fraction d’un flux vers un

échangeur de chaleur en parallele

4.4.1 Ajout d’un échangeur de chaleur en paralléle sur le flux (@ :

Dans cette section, nous allons présenter et expliquer la méthode qui est utilisée pour connec-
ter un échangeur de chaleur dans un réseau d’échangeur de chaleur existant en aval du courant
principal. Nous appellerons ce type de connexion un répartiteur. Ici aussi, pour simplifier 'ex-
plication et clarifier le texte, nous ne travaillerons que sur un seul des deux types de flux, a

savoir @, sachant que la démarche et les démonstrations seront analogues pour les flux Q.

Soit dans un systéme quelconque existant 1 : 4, ici sur la Figure 4.3 un échangeur de chaleur
simple, il est raccordé l'entrée d’un échangeur 1 : j entre deux compartiments k et k + 1 de
I’échangeur i. L’échangeur 1 : j est placé en aval du flux £ + 1 : ¢ et donc en parallele de
I’échangeur 1 : k. La liaison entre les deux systémes i et j est donc un répartiteur. La Figure 4.3
représente les connexions entre les flux de matiére convectifs. Les notations sont données sur la

figure.

¥ ’ 1:5
Qout,Z Ql.] anj

1:k kE+1:4

—O«— 1Lk 4—04—“]{;4-1;@"4—' D —
Qout,l Ql:k zlnk Qk+1:z ?7;&-1.1 an

FIGURE 4.3 — Flux convectifs dans un répartiteur sur le courant Q.

Comme pour la section 4.3.1, nous partons des systemes d’équations des deux échangeurs

1:47et1:7 suivants :
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%lei — _At,iTLi . Acc,i Hl:i + ElanAzc,z Hllnz
Fow = €% s TI.M .. (4.18)
0 = —Ae: QF +E;/Q;
éét — cliQl
GHT = AT — A B+ By Ay By
IF(I)th = (Cl]ACC,] Hl] (4 19)
0 = Ay QW+ Q]
@i;ft _ Cl:j@l:j

Pour faire I'interconnexion entre les deux échangeurs, nous utilisons la méme méthode que
celle employée dans la section 4.3.1. Cependant ici, nous inversons l'entrée et la sortie, a savoir
nous connectons ’entrée de 1 : j et la sortie K+ 1 : 7. Dans cette section, nous allons unique-
ment effectuer 'opération sur la matiere, les équations de bilans d’énergie découleront ensuite

naturellement des bilans de matiere.

Fua
Soit le vecteur de flux de matiere Fy; = " | et la matrice d’interconnexion Ay :
Fr2
Fug = Ag Fu2

Le vecteur de flux de matiere est construit comme dans la section 4.3, tout d’abord les débits
entrants des échangeurs ou les parties d’échangeurs a modifier en commencgant par 1’échangeur
en aval du flux, ici 1 : j puis kK + 1 : i (le courant 1 : k n’est pas considéré dans la matrice
d’interconnexion), puis les débits sortants du systeme liés a ces échangeurs considérés, ensuite
les débits sortants des échangeurs considérés (1 : j puis k+1 : 7) et enfin les débits entrants dans
le systeme liés a ces échangeurs considérés. De plus, nous prenons en compte les compartiments

bar dans la matrice d’interconnexion, mais uniquement pour faire apparaitre la matrice Ag.

Q; QY
Q; QY
Farl = ﬁjm et Fuo= Qk—H:i
Qﬁjl:i Qk+1:i
_Qout,2_ | Qin,1 |
_0 01 0 0_
0 0 0 010
Ag=10 0 0 0]1 |= (4.20)
0O 0 0 010
1 0 0 00
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Comme dans la matrice Ay de la section 4.3, le vecteur Ay r correspond a la premiere ligne

de la matrice F et DT & la premiére colonne de la matrice B2 et on retrouve le vecteur D.

Le systeme d’équations de bilans va aussi se construire en concaténant les deux échangeurs
1:7et1:jetnonpask—+1:4etl:j. De plus, la sortie de I’échangeur 1 : 7 ne va pas
disparaitre pour étre remplacée par la sortie de 1 : j mais la sortie de 1 : j va étre ajoutée

comme une nouvelle sortie du systeme global.

Proposition 18 Avec les hypothéses 1 a 9, le systéme d’équations de bilans d’énergie et de

matiére du systéme global composé d’un échangeur connecté en aval du k + 1°™¢ compartiment

d’un second échangeur par un répartiteur (équations (4.18) et (4.19)) peut s’écrire comme suit :

%H = _At,sT - Acc,sH + Ein,sAic,sHin
e = CiA. s H
out e (4.21)
0 = _Acq,s Q + Ein,s@in
gut = CSQ
Hl:i ']I‘l:i
ou H = | est le vecteur d’état enthalpique interne du systéme [1 :d|+[1: j], T = ,
Hl:_] ’]I‘l:]
12
est le vecteur des températures internes du systéme [1 : 4] +[1: j], Q = Ll oest le vecteur
Q™

des débits internes du systéme [1:i] 4+ [1 : j].

Qin et Hy, sont respectivement les vecteurs des débits massiques et des flur enthalpiques

entrants du systéme global.

Sut €t 2., sont respectivement les vecteurs des débits massiques et des fluz enthalpiques

sortants du systéeme global.

Pour les entrées, elles ne sont pas ici toutes conservées, l'entrée de 1 : j sur le courant @)
. T S A T - o
n’apparait pas, donc Q" = {Qm,l Qin.1 sz} et Hy,” = [Hm,l Hina Hzn2:| Par contre,

toutes les sorties sur les courants () sur les échangeurs 1 : i et 1 : j sont conservées, donc

s T _ A 2 s T _
out T Qout,l Qout,l Qout,? Qout,Z] et ]Fout - [Fout,l Fout,l Fout,? Fout,Z}'

Notons que l'indice s correspond d la somme des deux échangeurs tel que s = i+ j. Ainst,
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les matrices Ay s, Aces, Eins, Aics, Acqs et Cg s’écrivent comme suit :

El:k T
Acgi 0 O2; CY% Oaya(s—r) O2;
Ays = —al D i O2(i—k) L
0 Ach EI nggk (C s B
02]'
Aces = Acgs X (125 © (Q x V;:F,s)) ;
A 02ix2) Aici Oax1
At,s = ; Aic,s = Qino
Ogjx2i  Arj 012 P T
ELT Ogix1 CH 0gx2;
Eins = 1) ; Cs = 1id
O2jx2  Ej; [02x2; €79

Preuve : Comme dans la section précédente, nous allons utiliser Ay afin de retrouver la forme
de la matrice Ay s :
— Calcul sur les entrées des sous-systemes qui deviennent des variables internes.
Nous utilisons le coin supérieur gauche de la matrice d’interconnexion Ag : Agp (cf.
eq (4.20)). Nous ajoutons le coefficient o qui correspond a la fraction du débit qui va

vers le second échangeur 1 : j.

Qzln] Ql:j 0010 erj Qlij
Qi | o, | @9 _ o000 Bl ] QY
{;j—l:i ) Qk+1:i 00 0 0 Qk+1:i 02 Qk—‘rl:i
sz—l:i Qk+1:i 00 0 0 _Qk+1:i Qk—l—l:i
—o|%|p C Oxeaery QH, (4.22)
02 Ogxar  CH7F | QY]

— Plongement des entrées internes dans ’espace de ’ensemble des débits du systeme.
Pour plonger dans la dimension du vecteur de tous les débits (i + j éléments), nous
introduisons les vecteurs Qzln" et Q};lj . Ces vecteurs ont les mémes dimensions que le
vecteur des débits Q' et Q' respectivement. Ils correspondent aux entrées de chaque

compartiment interne a I’échangeur. Nous avons 1’égalité suivante :

Q)
m
ol O2kx2  O2kx2 S 1
in , k+1: in
m Bl:j O m
2j%2 Ok
m

— En combinaison les équations (4.22) et (4.23), nous retrouvons le deuxieme terme de la

matrice Aqy s qui correspond aux liaisons entre les entrées et sorties des sous-systemes :
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une fraction « de la sortie de ’échangeur k + 1 : ¢ devient une entrée pour 1 : j.

~ _ 1:k

m

ol O2kx2  O2rxo Sk
n | k41: n
1:5 Ogi—k)x2 B 1:5

B 2j><2_ ~1:5

Qin

024 %2 022 . y
B CHF Ogua(s—ry| | QY

= |Og(i_ryx2 BFFU| o D . g
: L ?x 02 Ogxop ~ Cls™F Qv
| B O2jx2 |
0o Cl:k 0 7 1
— 21 D 2x2(s—k) Q (424)

EYi Ogxop ~ Cls=F QJ
De plus, le troisieme terme de A, s permet de mettre en relation les entrées des échangeurs en
parallele, reliés au compartiment k + 1. Cela revient a soustraire le débit de I’échangeur 1 : j
au débit de I’échangeur k + 1 : ¢ pour définir le débit de I’échangeur 1 : k. Ainsi, nous avons les
bilans matieres adéquats ainsi que toutes les matrices qui en découlent.
Nous notons également que la matrice d’entrée [E;;, s ne prend plus en compte I'entrée de I’échan-
geur 1 : j. C’est pour cela que seul Elln] est ajouté, ce qui correspond a la deuxieme colonne
de la matrice d’entrée de ’échangeur 1 : j, a savoir Ezlnj . De méme, pour la matrice A, elle
ne prend que I’élément en * de I’échangeur 1 : j. Enfin, pour les autres matrices, il s’agit d’une

concaténation des matrices et vecteurs des deux échangeurs de base. O

4.4.2 Ajout de plusieurs échangeurs de chaleur successivement sur le flux ()

La Figure 4.4 représente la généralisation du cas précédent, a savoir un n’®™¢ échangeur est
connecté entre les connexions k et k—+ 1 de ’échangeur 1 : ¢ pour former un répartiteur. Comme
précédemment, nous partons des systemes d’équations d’un sytéme existant se, qui inclut tous
les échangeurs entre 1 :4 et 1: j, et de ’échangeur 1 : [. Les systemes d’équations incluent a la

fois les bilans de matiere et les bilans d’énergie. Les équations sont les suivantes :

%Hse - _At,seTse - Acc,se H*¢ + Ein,seAic,se Hfﬁ
ngt (CseAcc,se [H®e <4.25)
0 = _Acq,se Qse + Ein,se@fﬁ,
out = C,eQ
%lel _ _At,l']rlzl o Acc,l Hl:l + E}#Aic,l Hzlnl
Fl:lt _ (Cl:lA ! Hl:l
- - 1: LIyl (4.26)
0 = —Aqu Q" +E;Q
Ql:lt _ Cl:l@l:l
ou

103



Qout,n lel zlnl

se

A

—O0+— 1:j

.5 1:7
Qout,n—l Ql'] Qmj

—O<«— 1Lk 4—04—“]4;4—1;2"4—‘ -—
Qout,l Ql:k Z1nk Qk+1:z iﬁ:;—l.z Qin,l

FIGURE 4.4 — Flux convectifs dans un répartiteur sur un seul courant de convection Q. Les

notations des flux sont la référence pour les définitions des matrices et vecteurs.

Pour faire I'interconnexion entre le systeme se et ’échangeur 1 : [, nous utilisons la méme
méthode que celle employée dans la section 4.4.1, a savoir nous connectons ’entrée de 1 : [ et
la sortie k 4+ 1 : ¢. Comme précédemment, nous allons uniquement effectuer 'opération sur la

matiere, les équations de bilans d’énergie découlant ensuite naturellement des bilans de matiere.

Fua
Soit le vecteur de flux de matiere Fp; = | et la matrice d’interconnexion Ay :
Fr2
Fui = Ag Fup

Le vecteur de flux de matiére est construit comme dans la section 4.4.1, tout d’abord les débits
entrants des échangeurs ou les parties d’échangeurs a modifier en commencant par ’échangeur
en aval du flux, ici 1 : [ puis k + 1 : ¢ (les courants 1 : k et ceux des échangeurs jusqu’'a 1 : j
ne sont pas considérés dans la matrice d’interconnexion), puis les débits sortants du systeme
liés a ces échangeurs considérés, ensuite les débits sortants des échangeurs considérés (1 : [
puis k + 1 : i) et enfin les débits entrants dans le systéme liés a ces échangeurs considérés. De

plus, nous prenons en compte les compartiments bar dans la matrice d’interconnexion, mais
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uniquement pour faire apparaitre la matrice Ay.

i Q"
2 Q"
Fua = |QEFE et Fao = |QFH
ng—l:i Qk+1:i
_Qout,n_ i Qm,l |
(001 0]0]
000 00
Ag=10 0 0 0|1 |= (4.27)
000 00
1 000/0

Le vecteur Ag r correspond a la premicre ligne de la matrice F' et DT A la premiére colonne
de la matrice BY? et comme dans la matrice Ay du Chapitre 3, on retrouve le vecteur D.

Comme dans la section 4.4.1, le systeme d’équations de bilans va se construire en concaténant
le systéme existant se et I’échangeur 1 : [ et non pas uniquement £+ 1 :¢ et 1 : 1. De plus, les
sorties de tous les échangeurs entre 1 : ¢ et 1 : 57 ne vont pas disparaitre pour étre remplacées
par la sortie de 1 : [ mais la sortie de 1 : [ va étre ajoutée comme une nouvelle sortie du systeme

global.

Proposition 19 Avec les hypothéses 1 a 9, le systéme d’équations de bilans d’énergie et de

matiére du systéme global composé d’un échangeur connecté en aval du k + 1°™¢ compartiment

d’un systéme existant par un répartiteur (équations (4.25) et (4.26)) peut s’écrire comme suit :

%H = _At,sT - Acc,s]HI + Ein,sAiC,sHm
5 = CSACC s H
o ’ (4.28)
0 = _Acq,s Q+ Ein,s@in
zut = GCQ

ot pour le systéme [se] + [1 : 1] (qui est aussi [1:d]+---+[1: 5]+ [1:1])
HT = [Hse H”} est le vecteur d’état enthalpique interne du systéme s, TT = [']I‘SB ’]I‘lil} est
le vecteur des températures internes du systéeme s, QT = [Qse Q”} est le vecteur des débits
internes du systéme s.
Qin® et Hip ' sont respectivement les vecteurs des débits massiques et des flux enthalpiques
entrants du systéme global.
St €t T2 . sont respectivement les vecteurs des débits massiques et des flux enthalpiques

sortants du systéeme global.
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L’entrée sur le courant QQ de 1 :l disparait, donc

T A A A T
Qi” = |:Q7jn,1 Qin,l Qin,n—l an,n] et Hl” = |:H7jn,1 Hin,l Hin,n—l Hin,n .

Pour les sorties, elles sont ici toutes conservées donc

T _ _ _
gut - [Qout,l Qout,l Qout,n—l Qout,n—l Qout,n Qout,n} et

s T __
IE‘out - [Fout,l Fout,l o Fout,n—l Fout,n—l Fout,n Fout,n:| .

Notons que l’indice s correspond a la somme du nombre de compartiments du systéme exis-
tant et du nombre de compartiments de l’échangeur 1 : 1 tel que s = se + 1. Ainsi, les matrices

At s, Aces, Eins, Aics, Acg s et Cg s’écrivent comme suit :

El:k T
A . Acq,se 0 - O2se D Cl:k 02><2(s—k) 02se
cq,s Gn 1:1 l:s—k 02(i_k) 1:d
0 Ay E O2x2r  C E
O2(5—4)
Acc,s = Acq,s X (I2s © (Q X VZ:S)) ;
At,s _ At,se 0256x2l : Aiqs _ Aic,se OQTL;X:
_021><286 At,l _lene ﬁzn n‘;/,'in n
Em,s _ Ein,se 02_5(;71 , Cs _ (Cse Onsl>12l
_021><ne Em _O2><2se C*

ol ne et ns sont respectivement le nombre d’entrées et le nombre de sorties du systéme existant

se.

Preuve : Comme dans la section précédente, nous allons utiliser Ay afin de retrouver la forme
de la matrice Ay s :
— Calcul sur les entrées des sous-systéemes qui deviennent des variables internes.
Nous utilisons le coin supérieur gauche de la matrice d’interconnexion Ag : Agp (cf.
eq (4.27)). Nous ajoutons le coefficient v, qui correspond a la fraction du débit qui va

vers le dernier échangeur 1 : [.

Qzlnl Ql:l 0010 Ql:l Ql:l
Qzlnl Ql:l 00 0 0 Ql:l B Ql:l
hla| anAa.p 1| O k1| O D k+1:
bl QM 00 0 0 Q" 0o]  |@F"
Qiﬁj—l:i Qk—f—l:i 00 0 0 Qk—l—l:i Qk—i—l:i
B (Clzk 0 . 1:se
—a,| | D 2o | |Q (4.29)

02 02><2k: (Clssfk Ql:l

— Plongement des entrées internes dans ’espace de ’ensemble des débits du systeme.

Pour plonger dans la dimension du vecteur de tous les débits (i4- - -4 j 41 éléments), nous
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. . .7 1:7 . A~ . .
introduisons les vecteurs QL ... Q7 et Q! Ces vecteurs ont les mémes dimensions
que le vecteur des débits QU .- Q™ et QU respectivement. Ils correspondent aux

entrées de chaque compartiment interne a 1’échangeur. Nous avons 1’égalité suivante :

Qi 022 O2kx2 3

: Oo/i BkJrl:i H1:d

y _ 2(i—k)x2 k:_nl (430)
Qmj 02(se—i)><2 02(se—i)><2 in "
Q! B! 0212 QE

— En combinaison les équations (4.29) et (4.30), nous retrouvons le deuxieme terme de la
matrice Aqy s qui correspond aux liaisons entre les entrées et sorties des nouveaux sous-

systemes : une fraction a,, de la sortie de I’échangeur k + 1 : ¢ devient une entrée pour

1:1.
QL Ok x2 O2kx2 i
: _ | 2tk x2 BA+1 o
Q O2(se—iyx2  O2(se—i)x2 S
QL | BY Ooixa | |QE
O2kx2 O2kx2
B 02(i7k)><2 BE+1L: N B H CLk 02><2(sfk) Ql:se
— " - .
O2(se—iyx2  O2(se—i)x2 02 Ogxor ~ CleF Q'
| B! O21%2
0 (Cl:k 0 B 1:se
—a, | | D 22k | | @ (4.31)

El Ogygp  ClLs—h QU

De plus, le troisicme terme de A., s permet de mettre en relation les entrées des échangeurs en
parallele, reliés au compartiment k + 1. Cela revient a soustraire le débit de I’échangeur 1 : [
au débit de I’échangeur k + 1 : ¢ pour définir le débit de I’échangeur 1 : k. Ainsi, nous avons les
bilans matieres adéquats ainsi que toutes les matrices qui en découlent.

Nous notons également que la matrice d’entrée [E;;, s ne prend plus en compte ’entrée de I’échan-
geur 1 :[. C’est pour cela que seul E}nl est ajouté, ce qui correspond a la deuxieme colonne de
la matrice d’entrée de I’échangeur 1 : [, a savoir Ezlnl . De méme, pour la matrice A;. g, elle ne
prend que I’élément en % de I’échangeur 1 : [. Enfin, pour les autres matrices, il s’agit d’une

concaténation des matrices et vecteurs des deux échangeurs de base. O

4.5 Conclusion

Nous avons ainsi les équations nécessaires pour modéliser un réseau d’échangeurs de chaleur

avec les liaisons simples sur le flux en @). Pour ce qui est du courant ), la méthode est la méme,
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il faut cependant définir la matrice d’interconnexion qui convient.

La méthode utilisée dans ce chapitre est une généralisation de celle du Chapitre 3. Nous
avions intégré I’équation de bilan de masse directement dans le modele dynamique de 1’éner-
gie des échangeurs. Cependant, cette méthode ne permettait pas de mettre en parallele des
échangeurs supplémentaire sans refaire tout le modele. En écrivant le bilan de matiere indé-
pendamment du bilan d’énergie, nous avons pu ajouter facilement un échangeur, qu’il soit en
amont ou en aval.

Cette méthode généralisée permet d’utiliser des parametres différents pour chaque bloc élé-
mentaire et ainsi rendre notre modele plus précis vis-a-vis de la réalité. Nous pouvons également
considérer des parametres variables dans le temps, ce qui permettrait une flexibilité supplémen-
taire sur notre modele. Il est intéressant de noter que le caractére bilinéaire du systeme est
conservé quelle que soit la liaison que nous considérons.

Pour augmenter lefficacité énergétique des systemes, il est maintenant envisagé de mettre
des by-pass aux échangeurs de chaleur dans les RET afin d’augmenter le nombre de points de
fonctionnement optimal. Nous n’avons pas traité ce cas ici, mais 'ajout de by-pass ne présente-
rait pas de difficultés particulieres. En fait, un by-pass peut étre considéré comme un répartiteur
et un collecteur en série sans ajout de compartiments et donc sans modification des vecteurs
d’état et de dimension des matrices d’interconnexion.

Enfin, dans le chapitre 5, nous verrons une commande distribuée sur un réseau simple qui

ne contient pas de liaisons collecteur ou répartiteur.
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Chapitre 5

Commande d’un réseau

d’échangeurs thermiques

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous concentrer sur la commande d’un réseau d’échangeurs
thermiques. Nous allons particulierement nous intéresser a des objectifs d’optimisation distri-
buée au sens d’un critere donné. En effet, la commande d’un réseau est différente suivant les
contraintes et le cahier des charges qui est mis en place. Lorsque nous parlons d’optimisation
distribuée, cela s’oppose a l'optimisation centralisée ou encore décentralisée. Dans le cas de
I'optimisation centralisée, nous avons une ou plusieurs unités principales qui vont centraliser les
informations et les actions nécessaires pour le réseau ou le sous-réseau concerné. Alors que dans
I’approche distribuée, les informations sont diffusées a travers un réseau de communication ce
qui permet a chaque actionneur de prendre une décision en fonction des informations obtenues
a travers le réseau de communication.

Afin d’appréhender au mieux cette approche distribuée, nous proposons dans la premiere
section un recensement des principales caractéristiques et définitions de la commande distribuée.
Nous commencons par définir les différents éléments qui composent les réseaux. Ensuite, nous
voyons comment poser un probleme de commande pour des systéemes dynamiques en réseau
dit aussi multi-agents a travers : l'objectif de commande, son architecture, ’algorithme de
commande utilisé et la topologie du réseau de communication.

Dans la section suivante, nous détaillons la méthode de commande par Extremum-Seeking
que nous allons utiliser pour commander un réseau d’échangeur. Il s’agit d’'une méthode de
calcul en ligne du gradient d’une fonction cotit a 'aide d’un signal extérieur injecté sur I’entrée

du le systeme.
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Nous appliquons cette méthode sur un exemple de réseau simple a deux échangeurs en
parallele. Nous avons ensuite proposé une syntheése de commande par Extremum-Seeking sur
un réseau de cing échangeurs en parallele avec 'utilisateur d’un estimateur distribué. Pour cet
exemple, chaque agent, I’échangeur avec sa commande, recoit les informations de ses voisins
directs a travers le graphe de communication. L’estimateur calcule alors la valeur du critére
global que l'on cherche & maximiser avec uniquement les informations (partielles) disponibles
pour chaque agent. L’Extremum-Seeking permet d’optimiser ce critére global. Des simulations

sont proposées pour différents scenarii sur la graphe de communication.

5.2 Bibliographie de la commande de réseau

Un réseau peut étre qualifié de systéme complexe, car il posséde de nombreux sous-systémes,
indépendants ou dépendants (au sens du couplage physique). Ces derniers peuvent étre aussi
hétérogenes en terme de parametres (Isidori et al. (2013)).

Plusieurs types de réseaux existent : les réseaux électriques (« power grid »), les procédés
chimiques composés de dizaines d’unités, les chaines de production des usines ou encore les
réseaux d’échangeurs de chaleur (Jogwar and Daoutidis (2017),Fu et al. (2018),Zhou et al.
(2016)).

Depuis I’évolution des moyens de communications et des microcontrdleurs, les systemes
peuvent communiquer, échanger et analyser des informations par le biais de réseaux de com-
munication Eck et al. (2013).

Afin de définir le probléeme de commande du systeme « multi-agents », il faut spécifier :

— Lobjectif de commande recherché. Celui-ci peut étre commun a tous les agents : on

parlera d’objectif global. A contrario, il peut étre local : spécifique a chaque agent.

— Les contraintes globales et/ou locales qui doivent étre satisfaites.

— L’architecture de commande. Plusieurs types sont possibles suivant le réseau de commu-

nication utilisé.

— L’algorithme de commande. Cela dépendra des informations disponibles, celles néces-

saires et des lois de commande utilisées.
En respectant ces spécifications, nous pouvons définir les priorités et les actions a appliquer en
fonction des perturbations qui se présenteront.

Dans ce chapitre, nous commencerons par définir les notions de réseaux, d’agents et de
systémes multi-agents dans la section 5.2.1. La suivante (5.2.2) abordera les hypothéses néces-
saires & la commande de ces derniers. Enfin, nous présenterons une application a un réseau

d’échangeurs thermiques a contre-courant dans les sections 5.4 et 5.5.
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5.2.1 Réseau, agents et systemes multi-agents
Réseau

Le mot réseau apparait des 1180 (sous la forme "resel") pour nommer « un petit filet utilisé
pour la chasse et la péche » . L’'image du réseau est posée : c’est un ensemble de lignes qui
s’entrecroisent plus ou moins régulierement. Par analogie, le mot est employé pour définir un
entrecroisement de voies de circulation. Egalement, il est utilisé pour caractériser un ensemble
de lieux (relais, stations) ou de personnes qui communiquent de fagon directe ou indirecte les
unes avec les autres.

Ainsi, de nombreux systémes physiques sont qualifiés de réseaux, des lors qu’il y a des flux de
matiere ou d’énergie qui circulent. De méme, entre les différents éléments d’un systeme peuvent
circuler des données : nous parlons alors d’un réseau d’informations.

Voici les définitions données par le Larousse (2018) pour le mot réseau :

— Ensemble formé de lignes ou d’éléments qui communiquent ou s’entrecroisent

— Ensemble de liens, d’attaches de tous ordres (Littéraire)

— Ensemble de moyens de nature homogene pouvant communiquer entre eux (Militaire)

Nous pouvons également regarder la définition mathématique suivante? : Un réseau A de R”
est un sous-groupe discret de R™ pour l'addition, tel que le sous-espace vectoriel engendré par
A soit égal a R™.

Toutes ces définitions se recoupent : un réseau est un ensemble d’éléments homogenes liés
naturellement (liaison ou interaction physique) et/ou artificiellement via un échange d’infor-
mations. Nous avons ajouté la notion d’homogénéité car nous nous concentrons sur les réseaux
d’échangeurs thermiques (ils ont le méme fonctionnement). Maintenant que nous avons décris

précisément la structure dans laquelle nous travaillons, nous allons définir de la notion d’agent.

Agent

Un agent est une entité réelle ou virtuelle qui agit en autonomie pour satisfaire ses objectifs.
Il prend ses décisions en fonction des informations qu’il a sur son environnement et de celles qu’il
recoit des autres agents. Ce type de vocabulaire est souvent utilisé en informatique (Sutagundar
and Sangulagi (2021)), dans le domaine de l'intelligence artificielle (Sinkovic and Lovrek (2000)),
ou pour la commande de flotte de robots, de drones (Ma et al. (2019))... En effet, un agent

est alors un logiciel ou un matériel équipé d’une capacité de calcul, capable de récupérer des

1. https://fr.wikipedia.org/wiki/Réseau
2. https://fr.wikipedia.org/wiki/Réseau_(géométrie)
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informations aupres de ses pairs, de faire des calculs et d’agir en conséquence. Il est donc
nécessaire d’avoir un réseau de communication permettant d’avoir cet échange.

Des lors que le systeme complexe a peu d’interactions physiques, comme c’est le cas pour
une flotte de drones, les éléments (c’est-a-dire les drones) correspondent immédiatement & des
agents (Fu et al. (2018)). Dans le cas d'un réseau avec de nombreux couplages physiques, la
partition du systéme en agents s’avere complexe et non triviale Jogwar and Daoutidis (2017). 11
faut alors séparer le réseau afin que chaque agent ait un ou plusieurs actionneurs a sa disposition
(Rawlings and Stewart (2008); Scattolini (2009)).

Les réseaux, que nous avons étudiés, sont fortement couplés, ainsi, nous proposons la défi-

nition suivante pour la notion d’agent :

Définition 20 (Agent avec contréleur) Un agent A; prend une décision locale pour un ob-
jectif (local ou global) da partir des informations locales et de celles des agents adjacents. L’ad-

jacence est déterminée a partir du graphe associé au réseau de communication.
A; = (Pi(u,y), X4, Cp;, Y5)

avec
— Pi(u,y) une partition de ’ensemble des variables de commandes et de mesures associées
du systeme
— X, une partie de l’état interne que l'agent utilise
— Cp; les contraintes physiques relatives a [’agent

— Y, les informations transmises par les autres agents adjacents

Avec cette définition, nous pouvons avoir un agent possédant une ou plusieurs variables de
commandes, une ou plusieurs variables mesurées, avec ou sans contraintes, avec ou sans variables

d’état internes. Dans la suite, nous considérons toujours I’agent avec un contréleur.

Systéme multi-agents

Un systéme multi-agents est donc une communauté qui évolue dans un environnement com-
mun et dont les agents s’échangent des informations au travers d’un réseau de communication.
Les agents prennent des décisions et agissent selon des modes de coopération, de concurrence

ou de conflit, pour satisfaire un objectif global et/ou plusieurs objectifs locaux.

5.2.2 Commande de systeme multi-agents

Afin de commander un réseau, ou systéme multi-agents, nous avons besoin de définir la

commande & travers son objectif, son architecture et son algorithme.
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Objectif de commande

De maniere générale, un objectif peut étre global ou local, dépendant d’une ou plusieurs
variables du systéme que nous souhaitons optimiser (maximiser ou minimiser).

Nous avons plusieurs possibilités pour définir un objectif global. La premiere possibilité, et la
plus simple, est que tous les agents posseédent la méme fonction a optimiser. Si ce n’est pas le cas
nous pouvons identifier deux options : les fonctions indépendantes de chaque agent se compléetent
et chaque optimum conduit vers 'optimum global. La deuxieme, chaque optimum concurrence
les autres. Si cela arrive, il est alors nécessaire d’introduire une variable dans chacune des
fonctions, qui permettra de prendre en compte les autres agents. Ainsi, les optimums locaux
seront adaptés pour un objectif global.

Pour un objectif local, chaque agent posséde sa propre fonction et chacun fait de son mieux
par lui-méme.

Une fois 'objectif de commande fixé, nous devons voir comment les agents interagissent a

travers ’architecture de commande.

Architecture de commande

L’architecture de commande ou réseau de communication, permet de qualifier I'interaction
entre les différents agents. Il peut étre décrit grace a un graphe, ses propriétés sont visibles a

travers l’association des matrices d’adjacence et Laplacienne (Gaeini et al. (2017)).

Topologie du réseau de communication Un graphe peut étre complet : chaque couple
d’agent est relié par une liaison directe (Kohler et al. (2018)). Il peut aussi étre connexe :
chaque agent est lié a tous les autres agents par des liaisons qui passent par d’autres agents
(Lobel et al. (2010)). Concernant le flux d’information, il peut étre orienté ou non. S’il est
orienté nous parlons de graphe dirigé. Il est alors possible d’avoir un graphe non-connexe malgré

I'existence d’arétes reliant les agents.

Les caractéristiques du graphe doivent étre décidées en fonction des objectifs qui ont été fixés,
locaux ou globaux, centralisés ou décentralisés. Il est possible d’avoir des graphes centralisés,
décentralisés, hiérarchisés, ou encore distribués. Nous allons voir une description succincte pour

chacune des catégories présentées dans la Figure 5.1 :

Centralisée / Décentralisée Une architecture est dite centralisée lorsqu’il y a un unique
agent qui optimise une fonction objectif obligatoirement global (Rawlings and Stewart (2008)).

Toutes les informations lui sont donc envoyées, et il va faire le calcul pour ’ensemble des
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Centralis¢é Décentralisé Hiérarchisé Distribuée

F1GURE 5.1 — Exemple d’architecture de commande

actionneurs du systeme. Pour 'architecture décentralisée, plusieurs agents optimisent la fonction
objectif pour chaque sous-systéeme. Toutes les deux sont efficaces lorsque la charge de données
est suffisamment faible par rapport a la capacité de calcul de I'agent central ou des agents

centraux.

Hiérarchisée L’architecture hiérarchisée peut avoir plusieurs niveaux. Il peut y avoir un seul
agent-chef pour ’ensemble des agents ou un agent-chef et des agents-sous-chefs qui se partagent

les calculs et propagent I'information dans ’ensemble du réseau.

Distribuée Une architecture distribuée est celle qui permet le plus d’échange avec un mi-
nimum d’interaction (Scattolini (2009)). Cette architecture est également plus robuste car les
liens étant tous de méme importance, la rupture de 'une des connexions impactera uniquement
la communication directe entre les deux agents. Contrairement & une architecture hiérarchisée,
qui sera partiellement ou totalement inopérante si la liaison avec le chef est rompue.

Comme préciser en introduction, c’est cette configuration distribuée que nous utilisons pour

la commande d’un réseau d’échangeurs.

Bien-sir, il est possible de mixer ces architectures en fonction des besoins de commande et
également des interactions physiques qui lient les agents. Une fois cette structure choisie ou

identifiée, nous passons a 'algorithme de commande.

Algorithme de commande

Plusieurs méthodes d’implémentation d’algorithmes de commande existent. Elles different
en fonction des objectifs mais également des connaissances du modele du systeme.

Nous avons la Commande Prédictive a base de Modeles, communément appelée MPC, (
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MPC pour Model Predictive Controller) utilisée par Rawlings and Stewart (2008) ou encore
Kohler et al. (2018). La commande MPC peut s’appliquer sur des architectures hiérarchisées ou

distribuées.

Pour le premier cas, un exemple est donné dans Scattolini (2009). Nous pouvons voir que
I’algorithme MPC hiérarchique peut utiliser un coordinateur afin de calculer en ligne la com-
mande des différents agents. Une autre possibilité vient des systémes multi-agents qui possedent
différentes échelles de temps. 11 faut alors hiérarchiser les agents en fonction de ceux qui au-
ront de Uinfluence sur les autres (Rawlings and Stewart (2008)). Pour le second type, dans
Christofides et al. (2013), les auteurs proposent des algorithmes MPC distribués coopératifs ou
non-coopératifs. Cette distinction se fait au niveau de la fonction a optimiser, elle sera globale
dans le premier cas, locale dans le second. 1l existe également des MPC a optimisation distribuée.
Ces algorithmes combinent des fonctions objectifs locales avec un terme linéaire dépendant des

autres agents Gaeini et al. (2017).

Une autre méthode, pour I'implémentation d’'un algorithme de commande, est celle de la
décomposition primal-dual utilisée par exemple par Feijer and Paganini (2010). Cette derniére
est utilisée lorsque 'objectif dual a celui qui a été identifié, est plus simple a résoudre. Elle
permet de regroupe l'objectif et les contraintes sous une méme fonction qui malgré un nombre
de variables plus important sera plus facile a optimiser. Utilisée lors de 'existence d’un point
selle, cette méthode utilise les propriétés mathématiques du Lagrangien associé pour résoudre

le probleme d’optimisation.

Une troisieme méthode d’implémentation de ’algorithme, celle du gradient, se base sur la
dynamique distribuée du systéme et sur la recherche de I'optimum d’une fonction. Elle effectue
un calcul en ligne du gradient de cette derniere et une adaptation de la commande permettant
de converger vers 'optimum (Extremum-Seeking) (Khong et al. (2014)). Elle est utilisée lorsque
la connaissance de la dynamique du systéme est imprécise, voire inconnue (systéme boite grise)
et/ou lorsque les variables mesurées ne sont pas celles que nous cherchons a optimiser. Nous
pouvons alors trouver un fonction liant les mesures disponibles et les variables dont dépendent

I'objectif.

Pour conclure, nous avons vu que pour commander un systeme multi-agents, plusieurs étapes

étaient nécessaires

— L’objectif de commande doit étre posé avec la fonction objectif a optimiser
— L’architecture de commande doit étre déterminée

— L’algorithme de commande est choisie
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5.3 Méthode par la recherche d’extremum (ou Extremum-Seeking) :

Apercu et bibliographie

La méthode par la recherche d’extremum ou Extremum-Seeking est une méthode de calcul
de commande en boucle fermée. Elle permet d’atteindre 'extremum (minimum ou maximum)
d’une fonction objectif, en estimant son gradient. Cette méthode nécessite un signal d’excita-
tion extérieur au systéme afin de calculer numériquement le gradient de la fonction objectif.
Le réglage de I'amplitude et la fréquence de ce signal extérieur, ainsi que des parametres de
la boucle de commande, demande quelques connaissances du systéme : constantes de temps
(d’établissement du systeme, de réaction, etc.), amplitude des bruits de mesure, etc. C’est une
méthode qui a été développée au début des années 2000 avec Krsti¢ and Wang (2000), puis Tan
et al. (2009), par la suite : Diirr et al. (2013), Chioua et al. (2016) et Wang et al. (2016). Dans
ce qui suit nous faisons un bref rappel de la méthode d’Extremum-Seeking. Soit un systeme de
la forme & = f(x,u) avec z 1’état, u Uentrée et f une fonction quelconque, considérons la sortie
y = h(x) avec h(x) la fonction coiit que nous cherchons & optimiser.

Notons 6 la variable de décision telle que 'entrée est une fonction de cette derniére u = «/(0).
Implicitement, nous avons I’état qui dépend de cette variable 6.

L’Extremum-Seeking se décompose en plusieurs étapes : tout d’abord 'estimation en ligne
du gradient de h(z) par rapport a  puis la loi de commande stabilisante o par retour d’état
u = a(z,0) et enfin 'adaptation qui calcule § optimal. Posons 6* la valeur pour laquelle la sortie
atteint son extremum y* = y(0*). Les hypothéses prises par Krsti¢ and Wang (2000) sont :

— Il existe une fonction [ € C* telle que f(z, a(x,0)) = 0 si et seulement si x = ()

— Pour tout 6 € R, I’équilibre du systéme est localement exponentiellement stable avec une

décroissance et un dépassement constant et uniforme en 6
— 1l existe 6* tel que la dérivée premiere de la fonction h(x) = h(I(6*)) est nulle, et sa

dérivée seconde est négative.

5.3.1 Premiere implémentation de ’Extremum-Seeking : Krsti¢ and Wang
(2000)

Le bloc diagramme de la Figure 5.2 donne la forme de la boucle de retour. Un filtre passe-
haut paramétré par wy est suivi d’un filtre passe-bas dont le parametre est w; et un intégrateur
réglable avec k. Nous avons également le signal d’excitation de la forme sinusoidale a sin(wt).
Afin de régler les différentes variables, nous devons respecter les échelles de temps suivantes : la
dynamique du systéeme doit étre plus rapide que la fréquence du signal d’excitation, elle-méme

plus rapide que les filtres de la boucle de retour.
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FIGURE 5.2 — Schéma d’Extremum-Seeking tiré de Krsti¢ and Wang (2000)

En utilisant des résultats de Khalil (1996) et la méthode des perturbations singuliéres,
les auteurs Krsti¢ and Wang (2000) montrent que le systéme converge dans un voisinage de

I'optimum qui dépend des parametres choisis avec les hypotheses données précédemment.

5.3.2 Implémentation : amplitude du signal d’excitation dépendant du temps :Tan
et al. (2009)

La premiere évolution que nous allons voir, vient de I’article de Tan et al. (2009). Les auteurs
n’utilisent pas de filtres mais ils font dépendre 'amplitude du signal d’excitation des parametres

de la boucle de retour, comme nous pouvons le voir sur la Figure 5.3. Cette modification

6 x=f(x,0(x,0)) y -
y=h(x)
wd
5
sin( wr)

aft)=exp(-sdwt)al

FIGURE 5.3 — Schéma d’Extremum-Seeking tiré de Tan et al. (2009)

permet d’atteindre le maximum global d’une fonction colit méme si celle-ci n’est pas convexe.

Cependant, le temps de convergence est plus long que pour la premiere méthode.

5.3.3 Implémentation : amplitude du signal d’excitation dépendant de la

sortie :Wang et al. (2016)

Afin d’accélérer la précédente version, les auteurs de Wang et al. (2016) ont combiné 'utili-

sation de filtres avec la dépendance de 'amplitude du signal d’excitation. Le bloc diagramme de
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la Figure 5.4 donne la nouvelle implémentation. Nous pouvons voir les méme blocs que la pre-
miere forme avec un signal d’excitation directement dépendant de la sortie y. Cette formulation
de 'Extremum-Seeking permet de réduire fortement les oscillations et le temps de convergence,
cependant, elle nécessite une connaissance plus fine du systéme afin d’avoir un réglage plus fin

des parametres.

A J

s+a,

sin @i

FIGURE 5.4 — Schéma d’Extremum-Seeking tiré de Wang et al. (2016)

5.3.4 Implémentation : gradient calculé avec les "moindres carrés récursifs" :

Chioua et al. (2016)

Les auteurs utilisent la méthode des moindres carrés récursifs avec facteur d’oubli pour
estimer le gradient. Grace a cela, ils parviennent a une convergence plus rapide vers 'optimum
et des oscillations quasiment nulles. Dans la Figure 5.5, nous avons le systeme en boucle fermée

représenté a ’aide du logiciel Simulink.

x' = Ax+Bu
> y = Cx+Du > fu) y
. . State-Space Fen Output

Input

1 y
494_ — g€— dy/du
s ud———
| k

Moindre carrée

a sin(tau)

FIGURE 5.5 — Schéma d’Extremum-Seeking basé sur Chioua et al. (2016)

5.4 Commande avec un graphe de communication complet
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5.4.1 Réseau étudié

Soit le réseau défini par trois échangeurs thermiques en paralléle comme visible en Figure 5.6.

Nous avons deux échangeurs a double voies, et un a triple voies. Voici les hypotheses de travail :

— Les températures des sources (fluides chauds) sont inconnues mais toujours supérieures
a celles des clients (fluides froids).

— Les fluides ont tous les méme propriétés thermodynamiques

— Le client 1 récupere de 1’énergie thermique des sources 1 et 2

— Le client 2 récupere de 1’énergie thermique des sources 2 et 3

— Les débits massiques sont fixes : Qp1 = 0.02kg/s et Qp2 = 0.02kg/s

— Le coefficient o correspond a la fraction du débit massique qui passe par I’échangeur 1
pour le client 1

— Le coefficient 8 correspond a la fraction du débit massique qui passe par I’échangeur 2

pour le client 2

! | ‘ J/ QSOUICG_I

Ech1
Q- N oo Y Tolientt
—— —>
Y(1-w)a- N
+ Ech, _éosource:)
Q- i\ e Y Telient2
M
Yopa.
Ech

{ : | ' Q source3

FIGURE 5.6 — Réseau de trois échangeurs thermiques en parallele

L’objectif de la commande pour ce réseau est de maximiser la puissance totale fournie aux
deux clients. Compte tenu des hypotheses sur les fluides, cela est équivalent a maximiser la
combinaison linéaire des températures suivante : = = Qp 1T crient,1 + @p,2Ttient 2. Pour ce faire,
nous jouons sur les fractions de débits Z(a, 3). De plus, nous avons la sortie qui est égale a
cette fonction : y = E(e, ) = Qp.1Ttiient,1 + @p,2Tctient,2- Nous avons fait une cartographie de
la sortie en fonction de la fraction des débits «, et 5 (Figure 5.7). Cela nous permet de voir que

la fonction possede un optimum.
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FIGURE 5.7 — Sortie du systeme y(«, [3)

5.4.2 Objectif de commande

Nous pouvons noter que le maximum est atteint pour ymq.(a*, 5*) = y(0.52,0.51)

5.4.3 Résultat de commande

Nous avons implémenté la loi de commande par Extremum-Seeking comme sur la Figure 5.8.
Nous voyons que pour chaque entrée nous avons une boucle de retour qui utilise la méthode
des moindres carrés récursifs. Nous avons utilisé des parametres identiques des deux cotés sauf

pour les signaux d’excitation. Nous amorgons le systéeme dans les conditions pour lesquels nous

p = )
- Systeme

=

/P= % <t MCR I«
1 sin(w1t)

q\: % < MCR I«
2 sin(wat)

FIGURE 5.8 — Bloc-diagramme de la commande du réseau

avons identifié la Figure 5.7. En initialisant les valeurs de « et 8 au dessus de leur valeur idéale.

Nous voyons dans la Figure 5.9 que les commandes convergent vers les valeurs qui optimisent

la sortie Yy = Qp,chlient,l + Qp,ZTclient,Q-

5.5 Commande avec un graphe de communication connexe
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FIGURE 5.9 — Commandes «, 3 et fonction cott J = Tijient,1 + %Tdimt,g du systeme

5.5.1 Réseau étudié

Dans le cas du réseau de la Figure 5.10, nous avons cinq échangeurs thermiques qui per-
mettent le transfert de 1’énergie thermique entre les 5 sources chaudes et les 4 clients qui sont
identifiés comme des fluides froids. Les sources des échangeurs sont indépendantes, non réglables
et surtout non mesurées. Nous faisons les hypothéeses suivantes :

— les débits des sources sont constants

— la température des fluides chauds est toujours supérieure a la température des fluides

froids

— les fluides froids et les fluides chauds ont les mémes caractéristiques

— la mesure des températures se fait en entrée et en sortie des fluides froids

— la commande se fait sur les fractions de débits d’entrées des fluides froids

— la température (1) et le débit (®,) d’entrée des fluides froids sont égaux et constants
Le schéma physique est visible dans la Figure 5.10, nous avons les fluides froids en bleu et les

fluides chauds en rouge.

5.5.2 Réseau de communication connexe et commande distribuée

Pour ce réseau thermique, nous mettons en place un réseau de communication. Celui-ci
est calqué sur les connexions physiques entre les clients. L’objectif de commande est toujours
de maximiser la puissance absorbée par les clients. Une image de cette puissance est fournie

par une combinaison linéaire des températures des fluides en sortie d’échangeur pondérés par
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FIGURE 5.10 — Réseau de 5 échangeurs thermiques a contre courant

les débits respectifs : Q7 Tojient. Les variables de commande sont notées o; pour chaque client
qui correspond a un agent pour notre réseau. Dans la Figure 5.11, nous voyons le graphe de
communication associé. Ainsi, les informations peuvent circuler entre chaque agent, mais chacun

n’aura les données que de ses voisins.

. e

> E1
C1 Tcinl Dp1 Tecoutl
>
(1-cg)Dun
— B |/ s
. O @p2 o
C2 Tein2 Tcout2 @
( l-a 1)(1:’};
— E3 ¢——S3
c3 Tein3 O3 Dp3 Teout3 }
L
(1-0l5)Des
—— k4 —— 54
4 Teind Q4D Tcouts
>
o)l gs

I ‘_| o Ai(Tei,0)

FiGURE 5.11 — Définition des agents par les objectifs de commande

Le bloc diagramme de la commande (Figure 5.12) se décompose en deux parties : tout
d’abord un estimateur temps réel distribuée (PIDACE), puis la méthode de I’'Extremum-Seeking

avec les Moindres Carrés Récursifs (MCR). Nous donnons & 'estimateur les températures de
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F1GURE 5.12 — Bloc-diagramme de la commande du réseau

chaque client. A travers les calculs que nous détaillons dans la section suivante, nous trouvons
une fonction coiit pour chaque agent Ji Jo J3 Jy. Ces dernieres seront utilisées dans les boucles

d’E-S pour trouver les commandes adéquates.

5.5.3 Estimateur PIDACE

Grace a I’égalité des débits d’entrées des quatre clients, la puissance absorbée peut étre
représentée d’une maniere équivalente par une autre fonction coiit égale a la somme des tem-
pératures de sorties des clients : J = 221:1 Tt out,i- Dans le cas d'un réseau de communication
complet, il est évident que cette fonction peut étre évaluée par chaque client. Tandis que dans
notre cas, nous assumons un réseau de communication incomplet mais connexe. Afin que chaque
client (agent) puissent estimer la fonction J via des mesures partielles de températures, nous uti-
lisons un estimateur pour chaque agent. Nous avons choisi d’utiliser celui proposé par Freeman
et al. (2006). L’hypothese d’'un réseau de communication connexe suffit pour 'application de cet
estimateur nommé PIDACE (Proportional Integral Distributed Average Consensus Estimator).

Dans la suite, nous introduisons ’expression de ’estimateur PIDACE.

Nous allons estimer, pour chaque agent, la valeur moyenne de la fonction cotit globale, a
savoir : J; = % (car nous avons un réseau thermique avec 4 agent). Nous avons besoin de

définir la matrice Laplacienne L, qui se déduit du graphe de communication et de sa matrice
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d’adjacence A telle que :

0100 1 1 (-1 00
1 010 1 . -1/ 2 |-1] 0

A= ; 1= ; L = diag(Al) — A = (5.1)
0101 1 0 |—-1 2 |-1
0010 1 0|0 |-1]1

Ainsi, nous avons la dynamique de l'estimateur (Freeman et al. (2006)) suivante :

Je ] [ -a-kr kLT[ Je) A
o) || —kiL 0 w(t) 0

Nous avons trois parametres : v est le parametre général de I'estimateur. k,, et k; correspondent

coutl t

(
T out,2(t
(
(

+

cout3 t

)
)
(5.2)
)
)

cout4 t

au poids que nous souhaitons mettre & la matrice Laplacienne en fonction des caractéristique

du réseau. Nous pouvons voir que 'état d’équilibre de cette dynamique correspond a :

awy ] Jol [ =i -
o) | ol

Nous savons également que la matrice laplacienne d’'un graphe connexe a les propriétés sui-

L1 =0et 17L = 0. Ainsi nous avons :

%Ljaw+mLTw@)+7Tmmw“)] (5.3)

—kLJ(t)

vantes :

V() 4+ ky LI(t) = kLTw(t) + vTeout(t) (a)
5 (5.4)

Litt) = 0 (b)

Grace a la propriété de L et a I’équation (5.4)(b) nous pouvons dire que

A

J(t) =1 (5.5)
Ainsi, en multipliant & gauche, la ligne (5.4)(a) par 17 et en simplifiant, nous trouvons :

AT J(t) = ki 17LT w(t) + 4 17 Te ous () (5.6)

=\ =0 =J
AT =T (5.7)
Ay =~J (5.8)

J
A= — .

; (59)

Ainsi, en combinant les égalités (5.5) et (5.9), nous avons : .J (t) =

d’équilibre arrive a une moyenne de la fonction coflit que nous voulions estimer.
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Maintenant que nous avons montré que 1’état d’équilibre correspondait a la valeur qui nous
intéresse, nous allons montrer la stabilité de I'estimateur. Pour ce faire, nous avons besoin de
faire un changement de variables. Notons le vecteur r = % = %]1, et S la matrice telle que [r S]

soit une matrice orthogonale. Le changement de variables est le suivant :

7’T A

— _qT
z(t) = o J(t) et u(t)=5S"w(t)
Avec les nouvelles coordonnées et u la variable de commande, nous pouvons réécrire la dyna-

mique de 'estimateur comme suit :

) -y 0 0 yrT z(t)

z

A(0) =| 0 —AI-kSTLS kSTLTS ~ST u(t) (5.10)
: 0 —kSTLS 0 0

Nous notons I’état d’équilibre :

z=[rTu,0,..,0/" , gp=—-~y(kSTLTS)" 15Ty

z(t z
Ainsi, en changeant 1'origine tel que ((t) = ®) — | |, nous avons :
1u(t) T
—y 0 0
(t)=| 0 —AI—k,STLS kSTLTS | ((t)
0 —k;STLS 0

La matrice est Hurwitz dés le moment ou v et v + € sont positifs avec € la deuxiéme valeur
propre de la matrice L qui est positive pour un graphe connexe. L’estimateur est donc bien
stable et cela assure la convergence vers le oint d’équilibre donné par la moyenne de la fonction

cott J. O

5.5.4 Résultat de commande

Nous avons simulé le réseau avec un profil des températures des sources (Figure 5.13) qui
change au milieu de la simulation (¢ = 7.10°s). Nous ne pouvons pas visualiser, comme pour le
réseau précédent, les valeurs de commande correspondant a I’optimum car le probléme considéré
est multivariable. A la place, nous avons observé le gradient des estimées de la fonctions cofit
en fonction des commandes «; : % (Figure 5.14). En effet, nous voyons que les courbes tendent
toutes vers zéro (gradients nulles), cela signifie que nous avons atteint un point d’équilibre
optimum de la fonction cott. O

Les deux autres graphes de la simulation, Figure 5.15, représentent la commande (Fi-

gure 5.15a) et la température de sortie (Figure 5.15a) de chaque client (agent). Nous pouvons
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voir que lors du changement des sources au milieu de la simulation, la variable de commande
converge plus rapidement vers sa valeur finale. En effet, lors de la mise en route, I'estimation

n’est pas la méme pour les quatre agents, mais lorsque les sources évoluent, le critere est le

méme pour tous, ainsi le calcul est plus rapide que la premiere fois.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons détaillé la commande distribuée d’un réseau de systeme multi-
agents. Les termes d’agent, réseau, communication ou encore optimisation distribuée ont été
définis et développés afin d’expliciter notre objectif. Nous avons vu que certaines notions néces-
sitent d’étre posées en relation avec la nature du probleme considéré. Apres cela, nous devons
connaitre le cahier des charges afin d’adapter au mieux les outils utilisés.

Les réseaux d’échangeurs de chaleur, que nous avons étudié dans ce chapitre, représentent
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FIGURE 5.15 — Résultats de simulation

des exemples académiques pris pour un objectif de validation de la méthodologie de commande
distribuée proposée. La partie estimateur permet de calculer localement une estimation d’une
variable global. C’est-a-dire que chaque agent a une estimation du critére global calculé a partir
de ses informations locales et de celle issues de son voisinage direct. Tant dis que la partie
Extremum-Seeking permet d’optimiser ce critere via I'implémentation d’un algorithme de type
gradient.

Les simulations nous ont permis de valider les résultats théoriques, ainsi que de voir la finesse
des réglages nécessaires a la méthode. En effet, le systeme, avec deux variables de commande,
a d’abord été simulé en boucle ouverte afin d’identifier I'optimum, puis en boucle fermée avec
I'estimateur et la boucle de commande. Nous avons pu affiner nos réglages avant de passer sur
le systeme avec quatre variables de commande, et valider les résultats en analysant les valeurs

de l'estimateur et de I’Extremum-Seeking.
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Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives

Durant cette these, nous avons étudié la représentation dynamique des échangeurs de cha-
leur avec des modeles de dimension finie. Nous avons particulierement mis en évidence une
forme structurée de cette dynamique via une représentation d’état bilinéaire. Nous avons aussi
développé des modeles dynamiques structurés pour la représentation de réseaux thermiques
composés uniquement d’échangeurs de chaleur a contre courant. Ces modeles dynamiques ont,
par la suite, été utilisés pour la synthese d’observateur et de commande non linéaire pour I’échan-
geur thermique ainsi que la synthése de commande distribuée pour le réseau d’échangeur. Cette
commande distribuée permet d’optimiser une fonction cotit globale.

L’apport d'une commande dynamique permet d’améliorer les performances des réseaux exis-
tant notamment en présence de perturbations des conditions opératoires pour lesquels ils ont
été concus initialement.

Nous allons, dans la suite, décliner les conclusions et les perspectives selon les travaux liés

a la modélisation dynamique puis a la commande automatique.

Partie Modélisation

Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié les différentes représentations dynamiques d’un échan-
geur thermique. Celles-ci sont liées au choix des variables d’état : ’enthalpie, 'entropie ou la
température. Ces représentations ont été étudiées dans le Chapitre 1.

L’enthalpie a été retenue comme variable d’état pour la représentation systématique des
échangeurs. Son intérét provient d’une lecture directe des flux convectifs d’enthalpie.

Alors que la représentation en entropie donne des modeles non-linéaires (via des lois consti-

tutives non linéaires et des termes de production irréversible d’entropie), celles en enthalpie
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et en température aboutissent a des modeles bilinéaires. Pour la synthese de commande, nous
avons opté pour la modélisation en température puisque la température est en général celle sur
laquelle les objectifs de commande sont formulés et celle qui est pratiquement mesurée.

Dans le Chapitre 3, nous avons présenté la construction d’un modele systématique pour un
réseau d’échangeurs de chaleur pour des interconnexions en série. Cette modélisation est basée
sur l'interconnexion de blocs élémentaires et 1'utilisation de la matrice d’interconnexion entre
ces blocs.

Ce chapitre permet de considérer des réseaux simples d’échangeurs en série mais également
de considérer un échangeur discret avec un échantillonnage quelconque. Nous pouvons ainsi,
en choisissant un tres petit volume, nous rapprocher d’'un modele continu. Tout cela est rendu
possible par 'utilisation de la matrice d’interconnexion qui est identique pour la cascade de
deux blocs élémentaires ou de deux échangeurs.

Enfin, dans le Chapitre 4, nous avons donné la généralisation de la méthode de modéli-
sation systématique aux réseaux d’échangeurs thermiques avec d’autres interconnexions qu’en
série. Ceci est fait en considérant des interconnexions de type collecteur ou de type répartiteur
avec la possibilité d’avoir un réseaux d’échangeurs hétérogenes, caractérisés par des parametres
thermodynamiques et/ ou géométriques. La matrice d’interconnexion précédemment citée, reste
identique, cependant, les relations entre les matrices qui composent le modele, different d’une
liaison a l'autre. L’ensemble de ce chapitre nous permet de modéliser la grande majorité des

réseaux thermiques uniquement composés d’échangeurs de chaleur.

Perspectives

Si les hypotheses que nous avons posées pour les réseaux sont respectées, il est envisageable
d’utiliser notre modele pour un échangeur a calandre. En effet, dans ces derniers nous avons
une succession de blocs élémentaires avec un réseau d’interconnexion qui peut étre décrit par
un autre graphe convectif. Cependant, les blocs ne seront pas seulement a contre-courant mais
il pourrait y avoir des flux a co-courant et/ou croisés. Il faut alors vérifier que les équations
correspondent toujours aux phénomenes physiques qui se déroulent a I'intérieur de 1’échangeur.

Dans les modeles dynamiques proposés dans ce manuscrit, nous avons supposé que les co-
efficients de transfert de chaleur, les densités et les capacités calorifiques étaient constants et
donc indépendants de la température et de I'hydrodynamique locale. Or, pour les échangeurs
de chaleur qui admettent d’importants gradients de chaleur entre I’entrée et la sortie, I’hypo-
these de la constance des capacités calorifiques et des densités le long de ’échangeur est sujet
a discussion. De plus, 'introduction dans les RET d’échangeurs de chaleur en parallele ou des

by-pass induisent des variations de débits internes qui sont susceptibles de fortement dégrader
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les transfert de chaleur a la paroi et donc de faire varier les coefficients de transfert de chaleur.
Ces phénomenes ne sont pas pris en compte actuellement dans les modeles dynamiques, mais il
serait intéressant de les étudier.

Enfin, nous nous sommes pour le moment focalisé sur les éléments passifs que sont les
échangeurs de chaleur. Nous pourrions envisager la systématisation des modeles pour d’autres
éléments d’un réseau thermique, qu’ils soient passifs (les réservoirs thermiques) ou actifs (les
machines thermodynamiques telles que les pompes & chaleur). Dans ce cas, nous devrions trouver
une forme générale qui utiliserait la méme variable d’état et ainsi permettre, via les sorties et
les entrées, I'interconnexion des modeles. Un autre défi sera d’inclure des modeles dynamiques
pour ces machines thermodynamiques de complexité réduite adaptés a la synthese de lois de

commande.

Partie Commande

Conclusion

Dans le Chapitre 2, nous avons synthétisé un observateur des températures internes d’un
échangeur a contre courant composé de n blocs élémentaires en cascade. Ceci est réalisé en
utilisant un modele bilinéaire et en mesurant les températures d’entrées et de sorties des deux
fluides. En utilisant toujours le modele bilinéaire, nous avons synthétisé une commande non
linéaire via la méthode de forwarding permettant une régulation robuste de la température de
sortie d’'un fluide via la variation du débit de l'autre fluide. Cette derniere est synthétisée en
tenant compte de la saturation physique de 'entrée de commande (débit maximal). Comme en
pratique il n’est pas possible de mesurer entierement le profil de température interne au sein
d’un échangeur, nous avons combiné la loi de commande avec 1’observateur pour obtenir une
commande par retour de sortie assurant le méme objectif de régulation. Enfin, ces deux lois de
commande (sans et avec observateur) ont été testées en simulation sur Matlab® et nous avons

validé leur fonctionnement.

Qs

Dans le Chapitre 5, nous avons considéré le probleme d’optimisation distribuée appliqué
un réseau d’échangeurs thermiques. Cela est fait en prenant une fonction cofit assimilable a
une puissance thermique absorbée par des fluides froids, dits fluides clients, a partir de fluides
chauds, appelés sources chaudes. Les variables de commande considérées sont des fractions de
débit des fluides clients.

Cette approche d’optimisation distribuée est basée sur un réseau de communication connexe
entre les différents clients permettant d’échanger les températures de sorties autour de leur

voisinage. Puis, grice a ce réseau, un estimateur distribué permet a chaque client de reconstruire
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la fonction cotit globale en utilisant seulement des mesures partielles sur le réseau. A partir de
cette estimation, chaque client calcule une adaptation de I’entrée de commande en utilisant un
algorithme de type gradient numérique basé sur la méthode d’extremum seeking.

Apres avoir validé celle-ci par des simulations sur un exemple de réseau simple a deux
échangeurs, nous avons testé la loi de commande sur un réseau a cing échangeurs en parallele

(cing fluides clients). Ces simulations nous ont aussi permis de valider ’estimateur par consensus.

Perspectives

Une extension de la loi de commande par la méthode de forwarding appliquée aux réseaux
est envisagée. Ceci impliquera de résoudre un probléeme de commande multivariable et cela
que ce soit un probléme de régulation ou d’optimisation. Ce dernier peut étre fait en considé-
rant I’état intégrateur de la méthode en lien avec le gradient de la fonction cotit. Une autre
perspective intéressante serait aussi d’utiliser les observateurs pour la détection du seuil d’en-
crassement dans un échangeur thermique et d’adapter la commande pour assurant en temps
réel un fonctionnement efficient.

Tout comme dans le cas de la modélisation, cette étude de commande automatique peut
s’étendre sur des réseaux de chaleur intégrant d’autres éléments, tels que les chaudieres, pompes
a chaleurs (éléments actifs) et les réservoirs thermiques (éléments passifs).

Enfin, nous avons considéré des critéres pour leur pertinence en terme de puissance trans-
mise. Nous pouvons toutefois envisager 'utilisation de criteres différents suivant les besoins du
réseau. Si I'objectif se situe au niveau du volume de fluide utilisé par le systeme, le critere de
commande peut étre I'optimisation du volume, du débit du ou des fluides, ou tout simplement
la minimisation du volume total. Nous pouvons également envisager un critere se basant sur
un modele entropique, qui aura donc pour objectif la minimisation de I’entropie créée lors de
I’échange thermique ce qui se rapproche d’'une approche dite "exergétique'. Enfin, dans 'optique
d’une réduction des énergies primaires, le critere pourrait étre la minimisation de la quantité
d’énergie de la source. Tout ceci n’inclut pas encore la partie financiére qui doit étre quantifiée
et qui peut faire partie du critére. Nous aurions alors un critere multiple incluant les conditions
physiques et thermodynamiques ainsi que les contraintes financieres (cott sur les différentes

utilités).
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Abstract:

This contribution addressed the systematic representation of heat exchanger networks thanks
to graph formalism. The energy representation of one heat exchanger is presented based on the
incidence matrices of the graph related to heat transfer and the graph of the heat convection.
Then the global heat exchanger network is obtained from the heat exchanger graph models
as well as the incidence matrices of the interconnection obtained by adding additional vertices
corresponding to the connector elements. The Port Hamiltonian representation of the heat
network exchanger is given in the case of constant pressure. Then we show the incremental
passivity of one compartment of the heat exchanger.
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1. INTRODUCTION

Cogeneration plants use primal energy to produce electric-
ity and recover the wast heat at the same time. Cogenera-
tion systems are also called ” Combined Heat and Power”
(CHP) systems. The recovered thermal energy can be used
for many and varied uses like cooling, heating or produc-
ing additional electricity through Organic Rankine Cycle
Wang et al. (2017). Thus the global energy efficiency of the
cogeneration system is clearly higher than the electrical
one, which generally does not exceed 40%.

In general waste heat energy is recovered through heat
exchangers.

Some thermodynamic processes like, heat pumps, absorp-
tion chillers, desalination processes can be part of the
cogeneration process. All these components form what we
can call a ”thermal grid”. As a first and simple approach
of modeling of this thermal grid, consists to represent it
as a heat exchangers network which brings thermal energy
from sources (waste heat) and provides some consumers
(end utilities).

One important issue for cogeneration is a good control
of these heat exchangers network face with intermittent
electrical power generation (e.g. solar energy), intermittent
demand or any perturbations occurring in some devices of
the plant Wang et al. (2017); Calise et al. (2017, 2015);
Weber et al. (2014); Sun et al. (2015); Scholten et al.
(2017). One interesting way to respond these issues is
the use of the port Hamiltonian framework by the use
of passivity based control method (Ortega et al. (2002)).
This framework is intensively used in electrical, mechanical
and electromechanical domains since the initial works of
Maschke et al. (2000) has also been used with success

for some thermodynamical systems Hoang et al. (2011);
Ramirez et al. (2016); Zhou et al. (2017).

In this contribution we present in section 2 the model
of the heat exchanger using graph representation thank
to the adjacency and Laplacian matrices of the graph of
the heat transfer flux and the graph of the convective
heat flux of the spatial compartment representation of the
heat exchanger. Identifying the network with a directed
graph we associate with every vertex of the graph a state
variable corresponding to storage, and with every edge
the flow variable. Thanks to this graph representation, the
energy balance of the heat exchanger is proposed. Then in
section 3, the heat exchanger network model is presented
on a simple series-parallel network using the incidence
matrix of the heat exchanger network. It is constructed
based on the subgraph related to each exchanger and the
graphic representation of the interconnection where the
interconnections are based on some connector vertices. The
enthalpy model of any network is then proposed. In section
4 we present the Port Hamiltonian representation of the
heat exchanger. This result is the fist step towards the
Port Hamiltonian representation of the network of heat
exchangers. Finally in section 5 we show the incremental
passivity of one compartment of the heat exchanger in the
case of constant pressure.

2. DYNAMIC MODELING A HEAT EXCHANGER

We will consider a counter-current heat exchanger. For
simplicity we will consider that the hot stream and the
cold stream are divided in 3 homogeneous compartments
as represented in Figure 1. The pressure P is assumed to be
constant and uniform. Moreover we will assume that there
is no energy accumulation in the wall between the two
fluids. The heat transfer coefficients are constant. The hot
and cold fluids remain in a single ideal fluid phase. Their

2405-8963 © 2018, IFAC (International Federation of Automatic Control) Hosting by Elsevier Ltd. All rights reserved.
Peer review under responsibility of International Federation of Automatic Control.
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density p and heat capacity ¢, are assumed to be constant.
Finally there is no heat exchange with the environment
through the wall.

Q hont Q hin
- -
A A VAR AR A N AR A 4
Qhp Q hout
— EELLIN

Fig. 1. Counter current exchanger with inlet and outlet
heat flux

The compartment representation of the heat exchanger is
given in Figure 2. The red and green arrows correspond to
the convective flows and inlet convective ones respectively.
The heat transfer flux is represented by the yellow arrow.

VAR,

Fig. 2. Counter current exchanger with 3 compartments

2.1 Energy balance on compartment 1

Let us consider the compartment 1 containing a constant
volume V of liquid (m?) of constant density p and constant
pressure P. This implies that the inlet and outlet flow rates
change instantaneously in the same manner. Let us denote
by h the specific enthalpy of the fluid. The total energy
present in the compartment follows the same dynamics as
the enthalpy since the term PV remains constant. For this
reason we will write the enthalpy balance equation. The
total amount of enthalpy H7 in the compartment 1 is given
by:

Hy = pVh(T) (1)
with & the specific enthalpy (J/kg). The specific enthalpy
is assumed to be as :

MT) = cp(T = Treg) + hrey (2)
with T' the temperature of the fluid under consideration

(K), Trey and hyes the thermodynamic reference values
associated to the fluids.

With the previous assumptions, the energy balance is
obtained as (see Sandler (1999)):

Q

v 3)
with A the heat transfer coefficient (J/K/s), @Q the mass
flow rate (kg/s) and h;, = h(T},) the specific enthalpy at
the inlet. The right first term corresponds to the energy
transfer flux with the cold compartment of temperature
T} . The second and the third terms correspond to the inlet

Hy = \NTy — Ty) + Qhyn, —

convective flux and outlet convective flux respectively.
Assuming the fluid homogeneity in each compartment, the
outlet enthalpy is equal to the inside one.

2.2 Graph representation of a heat exchanger

First let us give the energy balance over each compartment
of the heat exchanger:

- . Q
H = H —H hin — ——H
1 chp( 1 1)+ Q oy
~ . Q Q
H, = H, — H ——H; — —H.
2 chp( 2 2)+pv 1 oV 2
- 5 Q Q
H; = Hs; — H ——Hy — —H.
3 chp( 3 3)+pV 2= oyt
i Maomys Qa g
l_chp< 1 1)+W 2_W 1
- -\ Q Q _
Hs = Hy, — H. ——Hz — ——
2 chp( 2 2)+pv 3 oV 2
= 2y~ Ho) + Qho — 10
3_pVCp 3 3 n pV 3

The objective is to rewrite these equations using inci-
dence and laplacian matrices of the graphs representing
the different phenomena (heat transfer and convection)
appearing in the process. For this purpose let us recall
some basic definition about graphs.

Preliminaries A directed graph G consists of a pair
(Ve, &), where V, is the vertex set and &€ C V. x V. is
the edge set formed by ordered pairs of vertices.

Let G be a directed graph with n vertices, m edges. This
directed graph without self loop is completely character-
ized its incidence matrix B.

Definition: The matrix B = [b;;] is a n X m matrix associ-
ated with a chosen orientation of the edges of G in which
for each e = (v;,v;), one of the vertices v; or v; is taken as
positive end and the other as negative end, and is defined
—1, if the edge e is directed from v; to v;
by: b;; = { 1, if the edge e is directed from v; to v;
0, otherwise

Several graphic representations of the heat exchanger are
possible. First we present the graph representation by
distinguishing the convective flow terms and the heat
transfer flow terms. Secondly we present an alternative
graph representation by considering a global incidence
matrix including convective and heat transfer flow terms.

Graph representation — Let us consider the graph of the
exchanger as presented in Figure 3.

=|
™)

f

Fig. 3. Graph of the Exchanger
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In this graph, the vertex corresponds to the accumulation
of enthalpy and the edge to the enthalpy flow. The green
and red big arrows correspond to inlet and internal con-
vective flow respectively. The small arrow corresponds to
heat transfer flow.

Let us consider two graphs: the first one corresponding to
heat transfer with incidence matrix B; and the other one
to convective flux with incidence matrix B.. The incidence
matrices are given by :

1 0 0
0 1 0
0o 0 1
Bi=1=7"0 0
0 -1 0
0o 0 -1
-1 0 00 0 O
1 -1 0]0 0 O
0O 1 110 0 O
Be=1=9—0 01 1 0
o o0 0|0 -1 1
o 0 0|0 0 -1
Then the energy balance equations become:
dH
o (-B;R;BI')H + B.R.H + Gu
—cH= |9 ®)
R )
where H* = (H, H, Hy Hy Hy Hj) is the enthalpy
100000 Qhi
T _ v tin
vector, G = 000001 and u = th.Rt and

R, are diagonal matrices related to heat transfer and
convective flows respectively, and given by:

R, L_R with R = diag [\, A\, \]

= pVep
and 1
R.= 7dlag [Q7QaQ7Q7Q7Q]
pV
. 00 £ 0 0 0 _
with C = p 0 and with the
0 0 0 v 0 0.

. o H7,

notation h; = v

The Laplacian matrix B;R;B] corresponds to the irre-
versible phenomena: the heat transfer.

Remark 1. The energy balance can be alternatively be

written as:
dH
dt
Remark 2. Alternative Graph representation : In a first
instance, it would be possible to consider all the phenom-
ena on a single graph. The incidence matrix of this graph
is given by

= (-B;RB/)T + B.R.H + Gu (6)

a b c¢c|d e f|g h i
17-1 0 0|/0O O O]1 0 01
2 1 -1 o0 O O}]0O0 1 O
3 o 1 -1,0 O O|0 0 1

B="

i o o oO|-1t 1 O0|-1 0 O
2 o o o0 -1 1,0 -1 O
300 0 0/0 0 -1/0 0 -1 |

The energy balances can be written as:

% = —BRi.(B— E)"H + Gu (7)

where R;. is a diagonal matrix with strictly positive
diagonal elements:

th - Ldla/g |:Q7QaQaQ7Q7Qa>\7)\a>\
PV % Cp Cp
O 0 00 O O[O0 O O
1 0 0j]0 O O[]0 O O
o 0O 1 0(0 0 0|0 O O
0O 0 0j0 1 0[O0 O O
0O 0 00 O 1|0 O O
0O 0 00 O O0]O0 O O

This representation has interest if the control vector is
the inlet temperatures. But its main drawback is that
the weighed Laplacian BR;.B” has no significant physical
meaning. It does not correspond to bilateral relations as
stated in van der Schaft and Maschke (2008) since it is
not the case for convective terms. So its use for passivity
analysis is problematic.

3. DYNAMIC REPRESENTATION OF A HEAT
EXCHANGERS NETWORK

In the co-generation systems (see Wang et al. (2017);
Calise et al. (2017, 2015); Weber et al. (2014); Sun et al.
(2015) ), the exhaust gas temperature at the fuel or gas en-
gine outlet can get up to 500° C and the one downstream of
the waste heat recovering can get down 120°C for methane
engine and 70°C for fuel engine (that corresponds to the
condensation temperature of water contained in exhaust
gases). To avoid the distortion of heat exchanger material
due to an considerable inside temperature gradients, heat
exchangers in series are advised to recover waste heats at
several temperature levels. Some heat exchangers can also
be designed in parallel at a same temperature level to have
more degrees of freedom. This set-up would not be optimal
in local minimal entropy lost point of view but would allow
a better global heat recovery.

©)—2

&'E

Fig. 4. Graph of the network of heat exchangers

First we consider the example of the network as proposed
in the Figure 4. This network has two heat exchangers in
parallel (E' and E?) and then one in series (E®); This
network will furnish to clients C, Cy and C3 some heated
water at different temperatures and different quantity.
We assume that the three exchangers are modeled with
three compartments so the convection and heat transfer
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incidence matrices B. and B; of the three exchangers
are the same. « is a positive coefficient (0 < a < 1) of
distribution of the mass flow rate @

3.1 Enthalpy model of the network of Fig. 4

Let us consider the enthalpy vector H formed by the
three enthalpy vectors H', H? and H? of the three heat

exchangers. Let us call A" = —B,R!B! + B.R. and
i _ Q°
ci=%.
H' A0 0 H! G0 O u'
HZ | =(0 A%0 H? | +|0 GO u?
H3 0 0 A3 H3 00G u®
yt cto o H!
v =10 C%?o0 H?
y? 0 0 C3 H3
8
i = (L) g () s
Q" hiy, Q"hy '

The interconnection are only on the section of compart-
ments 1 to 3 corresponding to the first control u} and
output yi of the different exchangers. The network can
be represented as given in Figure 5. In this graph two

Fig. 5. Simplified graph of the heat exchangers network

connector vertices are represented: one corresponds to the
distribution of heat fluxes C'p, the second to the collection
of heat fluxes C¢. Let us consider the incidence matrices
of these two connectors :

Bep =14 4

BCCZ[l 1

This incidence matrices are presented here without the
weighting due to the splitting of the flow rate in o and 1—«
parts. The weighting appears below thanks the diagonal

10 0
matrix P= [0 a0

001-«
The heat flux corresponding to edge a, b and ¢ are Qh;p,
ul and wu? respectively. The connector corresponds to

some distribution of the convective heat flux with the
constitutive equations (given with the notation of the

example) as
hin
= Be, PQ (hm ) —0 9)

in

thin
BCD Uy
ui

The temperature at the connector is Tj,. Qh;, represents
the input flux of the network.

The second connector C¢ corresponds to the collection of
heat fluxes corresponding to edges d, e, f that are yi, y?
and u3 respectively. Its constitutive relation is given by:

yi hi

Beo | 47 | =BcoPQ | h3 | =0 (10)
ud h
1 c

For this connector we obtain the specific enthalpy h.. From
the constitutive equation (2), the output temperature of
the connector 7 is deduced.

Finally the edge g corresponds to the flux y; = Qh3 which
is the output of the network.

Gathering equations (8), (10) and (9) the incidence matrix
of the global graph of the system can be obtained as well as
the global representation of the heat exchangers network.

3.2 Enthalpy model of a general network
The reasoning can be generalized to any heat exchanger

network. Let us assume a network of N heat exchangers.
The model is then given by:

H' A0 0 H' GO0 0
: = : + .

HY 0 0 AN HN 00 G
! cto o H!

yN o 0o cV HY

(11)

For the heat exchanger network let us consider connectors
between each exchanger and also at the inputs and the
outputs of the graph. These connectors are of type collec-

tors or distributors with or without weighting. The input
1 1

u Y

: and | :
uN yN
necessary with the inputs and output of the graph (as Qh;,
in the previous example) if these latter are not the inputs
and outputs of exchangers. Let us note theses vectors as U
and Y. Then the constitutive relations of the connectors
can be written as :

and output vectors can be extended if

Bi1¢1U + BagY =0 (12)

The matrices By and Bs are parts of the incidence matrices
of the connectors corresponding to inputs and outputs
respectively; the matrices ¢, ¢ permit to point to the
right input, output with possible weighing.

4. THE PORT HAMILTONIAN REPRESENTATION
OF THE EXCHANGER

In this section we present the port hamiltonian represen-
tation of one exchanger. Let us denote by S the entropy
vector St = (Sl SQ S3 Sl 52 53 )

Let us consider the Hamiltonian H = —17S with 17 =
(111111). From thermodynamic consideration com-
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ing from the Gibbs fundamental equation , the state vec-
tor is the enthalpy vector H and the co vector VHT =

1 1 1 1 1 1 . . a.
— <T1 ?2 ?3 ?1 ?2 Ts) with notation V. = 3H- Let

us consider the vector el = (€, €, €7, —€r, —€r, —€ry)
with e,, = Tiz — T% for i=1 to 3 and let us define the heat
transfer vector f, as f1 = (fry fro frs —fri —fra —frs)
with f,, = %e” fori =1 to 3.

T, T:

We obtain some Port Hamiltonian representation candi-
date :

()= (o) () (74)  (6):

where VIW(H) corresponds to the convective flow term
B.R.H. In the case as the mass flow is considered as an
input the obtained representation is Port Hamiltonian as
expected (see the alternative representation proposed in
Ramirez et al. (2013)). In the case that the mass flow rate
is considered as a constant parameter it has to be inserted
in the port Hamiltonian structure.

5. TOWARDS THE PASSIVITY ANALYSIS OF ONE
EXCHANGER

In order to study the passivity of this term we cannot use
H = —17'S as a storage function since it is not bounded
from below. So we will use the shifted Hamiltonian around
some steady state point that will have the nice property to
be bounded from below and study incremental passivity
of the heat exchanger Jayawardhana et al. (2007). This
shifted Hamiltonian is nothing else that the thermody-
namic availability as used in Ruszkowski et al. (2005);
Hoang et al. (2013).

As a preliminary result we study this incremental passivity
of one compartment that exchanges heat with the envi-
ronment at temperature 7T.,; with the following energy
balance:

H = /\(Text - T) + thn - Qh (14)
—% is the co state variable VH where in this simple case
H = —S where S is the entropy of the compartment.

In order to write the shifted Hamiltonian let us recall some
thermodynamical considerations. From Gibbs fundamen-
tal relation (de Groot and Mazur (1983)) and assumptions
of the constant pressure and constant volume of matter
with constant density, we have :

1 1
= —dH — =dN 1
dS Td Td (15)

with p the chemical potential and N the mole number.

We have VH = ,LT . So from the Euler equation

T
(de Groot and Mazur (1983)), the Hamiltonian H is a
function of the variables H and N

1
H(H,N) = ——H + %N (16)

So let us consider the shifted Hamiltonian :

A(H,N) = H(H,N) — ]I{[ B ]I{/_

— H(H*,N*)

>TVH(H*,N*)

(17)
where the superscript * corresponds to steady state H*.
Obviously we have N = N*. So the shifted Hamiltonian

can be rewritten as:
-1 -1 wooop
H,N) = — H 2 N 1

It can be checked that this shift Hamiltonian is strictly
positive since it is the opposite of the difference between
the entropy that is strictly concave and the tangent plan
of the entropy at the steady state (H*, N*) (see Hoang
et al. (2013) for details).

The system (14) can be written with g7 = (2\20 ) and
P

_ Temt .
u = Tz as:

q

—(A+Qcp)T + gu
f(H) + gu

We define two conjugated outputs as follows: y = g7 Vg H.

(19)

The steady state obtained from (14) is given by h* =

Cp(T* — ref) + href with T* = Aigcp'

Let us define the incremental system with respect to the
steady state H* as:
H = f(H) - f(H")+ g0
= —(A+ Q) (T —-T7) + gu
7 =¢g'VA

(20)

with @ = v — u*.

In the remaining of the section we show that (20) is passive
with respect to A. From thermodynamics (see Ruszkowski
et al. (2005); Hoang et al. (2013) ) we have

i ;1 - —1 . ﬁ B E .
(e ()
So finally, since N = 0, we obtain:
, 11 . X
A= _(T - ?) ( (A +1Qcp)1(T2— T)1+ gul)
— _TT* ) (= gn (22
TT* (A + Qcp) (T T*) (T T*)gu (22)
<0 g7
So we have .
A < (23)

So the model of a single compartment is incrementally
passive.

6. CONCLUSION AND PERSPECTIVES

In this contribution we propose the systematic mathemati-
cal representation of the energy balance of heat exchangers
networks constructed from the incidence matrices of the
graph of the heat fluxes. Furthermore we show that the
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passivity of the incremental model of one generic com-
partment constituting the heat exchanger with respect to
the thermodynamic availability. In perspective it remains
to show that the total thermodynamic availability will
permit to show the passivity of the incremental model of
one exchanger.
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1. INTRODUCTION

The heat exchanger (HEX) is a central module in processes
where thermal energy is needed and transferred between
two (or more) fluid streams. For example, they are inten-
sively used in chemical industries Gu et al. (2015), urban
heating and chilling networks Sakawa et al. (2002) and in
the thermodynamic machines Wu et al. (2016).

A model for a HEX can be obtained in form of a dis-
tributed parameter system by writing energy balance
equations, that is a partial differential equations (PDE)
where the state variables are space and time dependent.
Several authors addressed the control of a HEX based
on a PDE model. See, among them, Maidi et al. (2009);
Ozorio Cassol et al. (2019); Huhtala and Paunonen (2019).
For control purposes, finite dimensional models are also
often used in the literature, see, for instance, Varga et al.
(1995); Scholten et al. (2017); Chandrashekar and Wong
(1982). These models mainly fall into two classes. The first
is based on thermodynamic phenomenological (possibly
non linear) equations, while the second is based on a
linear input output dynamic representation. The control
problem of a HEX has been therefore addressed by using
different techniques, that depend, in general, on the choice
of the model. Among them, we recall the following: lin-
earizing feedback, see Alsop and Edgar (1989); non linear
output-based dynamical controller for a simplified one bi-
compartmental cell model, see Zavala-Rio et al. (2009);
model predictive control techniques for a non linear model,
see Sridhar et al. (2016). Furthermore, PID controllers are
often used for the regulation of the output temperature of
HEX Diaz-Mendez et al. (2014).

In this paper, we propose a new approach for the control
of counter-current HEX based on a finite dimensional

model. The HEX is represented by a cascade of single-
phase homogeneous compartments. The dynamical model
is obtained by writing the energy balance equation on
each compartment in which we considered heat convection,
heat transfer phenomena between cold and hot fluids and
uniform mass flow rates of the cold and hot streams. If the
mass flow rate is considered as the manipulated variable
for control, the HEX model turns out to be a bilinear
system. Then, we analyze the bilinear dynamical model
issued from energy balance equations and we show that
it inherits some properties that will be used for control
purpose. The control law is obtained by following the
forwarding approach as proposed in Praly et al. (2001);
Astolfi and Praly (2017). First, the HEX is extended
by an integrator processing the desired output error.
Then a stabilizing law for the extended system is derived
by using a forwarding approach. The resulting bounded
control law allows to stabilize asymptotically the system
on an operating equilibrium while achieving the output
regulation objective, such that the output temperature
is regulated to a desired constant set-point. The derived
control inherits a robustness property with respect to
parameters variations as shown in Praly et al. (2001),
Astolfi and Praly (2017).

Furthermore, the proposed saturated control law is given
in terms of flow rate and the domain of attraction of the
equilibrium is global with respect to the domain of validity
of the model.

The paper is organized as follows. In Section 2, the bilinear
model of the counter-current HEX is presented. In section
3 we recall the forwarding-based control approach in the
context of output regulation on a general class of input
affine non linear systems and its application to a class of
bilinear systems. Then, in section 4, we give the main

2405-8963 Copyright © 2020 The Authors. This is an open access article under the CC BY-NC-ND license.
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results of the application of this control method on the
HEX model. We present some numerical simulations in
Section 5 and we derive conclusion and perspectives in
Section 6.

2. MODELLING OF THE COUNTER-CURRENT
HEAT EXCHANGER

We consider a counter-current HEX where single phase hot
and cold stream exchange heat. We assume that the pres-
sure P is constant and uniform along the HEX. Moreover
we assume that there is no energy accumulation in the
wall between the two fluids and there is no heat transfer
through the external wall with the environment. We also
assume that the convection velocity is uniform along the
HEX. This convection velocity is considered as an input for
the system, which achieves a spatially uniform steady-state
in a neglected time scale compared to the heat transfer
dynamics. Thus the dynamical model is derived mainly
using an energy balance equation. Naturally, the HEX may
be modelled by a distributed parameter system by writing
where the state variables are space and time dependent.
In this paper we consider a discrete space representation
for the HEX. In doing so, the hot and cold side of the
HEX are represented by a cascade of homogeneous and
uniform compartments. Without loss of generality, and
for simplicity of the presentation, we propose a spatial
subdivision into 3 homogeneous compartments, see Fig-
ure 1. This space resolution may be arbitrarily chosen,
while keeping valid the results of this paper.

T 7 3 el
T,
Y 1 2 3 BN

Fig. 1. Counter-current exchanger with inlet and outlet
heat flux.

The heat transfer coefficients is denoted as A\ (J/K/s) and
considered constant. For the hot and the cold fluid, the
mass density p (Kg/m®) and heat capacity ¢, (J/Kg.K)
are assumed to be constant. The volume V (m?) of the
fluid in all the compartments is constant.

To derive the dynamical model, we write the energy bal-
ance equation for each compartment by taking into ac-
count an accumulation term, exchanged thermal energy
through convection and heat transfer terms. Therefore,
each compartment energy balance equation may be rewrit-
ten as a temperature differential equation, see Zitte et al.
(2018) for more details. The dynamical model is given by

Ty = oo (T =T+ T T,

T2 - p‘i\cp (TQ B T2) * inTl B inTQ

T5 = e, (T3 —Ts) + %Tz - %Ts "
Tl = p‘_/cp (T, —Th) + inTz - inTl

P g T e

Ts = p;cp (Ts—T3) + pi_VTin - inTB
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where T;, T; € R represent the temperature of the
compartment ¢ of the hot (cold) fluid and of the cold
(hot) fluid, respectively, Tiy, Tin € R represent the inlet
temperatures of the hot (or cold) and cold (or hot) fluid
respectively, and ¢,g € R (Kg/s) are the mass flow
rate of the hot (or cold) fluid and of the cold (or hot)
fluid respectively. By using the compact notation x =
(Ty, T2, T5,T1,T2,T3)" € R®, zy, = Tin, Tin = Tin, we
can thus compactly write the dynamical model (1) in the
form

i = Az + (byxiy + Bx)q + (biZin + Bx)q (2)

where
-1 0 0] 1 0 0
0O -1 0|0 1 0
0 0 —-1/0 0 1
A=kl 0 -1 0 0|
o 1 0]0 -1 0
o o0 1]0 0 -1
(1] (-1 0 00 0 0]
0 1 -1 01]0 0 0
poo L0l p_ L 0 1 -1]0 0 0
YTy |0 Ty 00 0 [0 0 0
0 0 0 0|0 0 0
0] L 0 0 01]0 0 O]
(0] [0 0 0[O0 0 0 ]
0 00 0[O0 0 0
oo L |0 g_1]000j0 0 0
YTy |0 Ty |00 01T 1T 0 |
0 00 0|0 -1 1
1] L0 0 0[O0 0 -1 |

where k = ﬁ. System (2) represents a multi-variable
bilinear system with four degrees of freedom which are
mass flow rates ¢,¢ and inlet temperatures wi,,Zi, of
the two fluids. To complete the system (2), we consider
the outlet temperatures of the two fluids as a measured
outputs y,n € R defined as y =Ty, n = T3, that is

(%):(g)x cC=[0 0 0|1 0 0],

D:[O 0 1]0 0 O].
In the following section we recall the forwarding based
approach for output regulation problem on a class of input
affine non linear systems and applied on a class of bilinear
systems. Then its application on the HEX will be given in
section 4.

3. ROBUST CONTROL OF BILINEAR SYSTEMS VIA
FORWARDING

Consider a non linear system of the form
i = f(z)+g(x)u (3)
2 = h(x)
where (z,z) € R™ x R is the state and u € R is the
control input. A methodology that can be used to design
a state-feedback control law ensuring asymptotic stability
of the origin of (3) is the forwarding approach developed
in Praly et al. (2001), Poulain and Praly (2010). For this,
the following assumptions are needed.
Assumption 1. The origin of & = f(x) is globally asymp-
totically stable, that is, there exists a known positive defi-
nite Lyapunov function V : R™ — R>q satisfying
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%
"=
for all x € R™ \ {0}.

Assumption 2. There ezists a C' function M : R* — R
such that M(0) = 0 and satisfying the following properties

O ) = hiwy, 22

—g(0) # 0. 4
g0 # 0
Then, under previous assumptions, we have the following
result, Praly et al. (2001), Poulain and Praly (2010).

Proposition 1. Under Assumptions 1, 2, the origin of sys-
tem (3) in closed loop with

u(e,2) =~ | 9 g@) — (=~ M) Slg(@)|  (5)

18 globally asymptotically stable.

() <0

Proof: A complete proof can be found in Praly et al.
(2001) and references therein. We recall here only the main
arguments. Using the following Lyapunov function

W(,2) = V() + 3z — M@))?
with (4), we obtain: W (z, z) = %f(x) —u(z,2)2.
Thus W (z,z) < 0 for (z,z) # (0,0) and W(z,z) = 0 only
if (z,z) = (0,0) since Ly M(0) # 0. O
Now, let us specialize this result to bilinear systems:
& = Fox + (Box + bo)u
z = Chx
with (z,2) € R" x R and v € R.
Proposition 2. Suppose F, is Hurwitz and CoF, *b, # 0.
Then, the origin of system (6) in closed loop with
u=—(2z"P— (2= Mz)")M)(Box + b,) (7)
is globally asymptotically stable, where M 1is a matric
satisfying

(6)

MF,=C, (8)
and P is a positive definite matrix computed as solution to
PE,+F/P=-Q (9)

where @ 1s a positive definite matrix.

Proof: Since F, is Hurwitz, Assumption 1 is verified
with the Lyapunov function V = z' Pz. Furthermore,
with the definition of M = C,F,; ! in (8), and the fact
that C,F, b, # 0, also Assumption 2 is verified with
M(xz) = Mzx. Then, the result follows by Proposition 1
by noting that the control law (5) coincides with (7) since
L,V =2x" P(Byx +b,) and Ly,M = M(B,z + b,). O

Note that the condition C,F, b, # 0 corresponds to the
fact that the transfer function H(s) = C,(sI — F,)" b,
has no zeros at the origin, see Astolfi and Praly (2017).
Equivalently, this condition is verified if the following

bo

matrix gz 0 } is full rank.

4. MAIN RESULTS
4.1 Control objective for heat exchanger

We consider as a manipulated control input the mass
flow rate u(t) = ¢(t) (even hot or cold fluid), and we
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suppose that the three remaining degrees of freedom g,
Zin and T, are fixed at a nominal constant value (fixed
operative conditions). The control objective is to regulate
the output temperature y = T7 at a desired feasible
temperature reference 717, denoted in the following as r.
Towards potential unknown and bounded perturbations of
the three fixed operative conditions ¢, x;, and Zj,, we aim
to derive a control law which ensures robust regulation.
We assume that the the fluid flow rate u(t) is bounded
and satisfies

u € Du = [UmvuM} :{UER+ :umSUSUM}7 (10)

where u,, and u); are the minimal and the maximal flow
rate. In the rest of the paper, given a compact set A, we
define int(\A) as its interior, namely the set of all interior
points of A. According to this notation, we obtain, for
instance,

int(Dy) = (um,unr) = {u € RY 1wy, < u < upl

Then system (2) can be formulated as follows:
&= Fo+ (Bx+bu+G
y=Czx

with FF = A+ ¢B, b = biziy and G = b1 Zing.

(11)

4.2 Analysis of the heat exchanger model

In this subsection we analyze three important properties of
the HEX model (11) for fixed operative conditions. First,
we show that for bounded inputs v and G, that is, input
temperatures Ti,, T, and flow rates ¢, ¢ in model (1), the
trajectories of (11) evolve in an invariant compact set on
which z; > 0 for all 7+ = 1,...,6, see Lemma 1 below.
Then, we analyze the properties of system (11) at a given
equilibrium, showing the stability of a state matrix, see
Lemma 2. Finally, we characterize the admissible output
regulation set-points for system (12), see Lemma 3.

In the following, we consider, without loss of generality, the
case in which T;,, and T}, are the hot inlet temperature and
the cold inlet one respectively. We have the result:

Lemma 1. For any v € D,, and fized operative conditions,
T and T, (equivalently x;, and Ti,,respectively) the
compact domain D, = {z € RS : Ty, < x; < T} is
invariant with respect to (11).

Proof: The sign of the dynamics on the boundary of the
domain is analysed and we can show that the dynamics
direction remains on the boundary or is such that it enters
in the domain. O

Now let * be the steady-state of system (11) at a given
(constant) input u*, defined by

0= Fa"+ (Bz* 4+ bu" +G
y* = Cz”* (12)

with y* being the corresponding output. We have the
following result concerning the stability of the matrix F +
Bu* in the domain of interest.

Lemma 2. For all u* € D, with D,, defined in (10), the
matriz F' = F + Bu* defined as
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—k —u* 0 0 k 0 0
u* —k—u* 0 0 k 0
0 u* —k—u* 0 0 k
k 0 0 -k—q q 0
0 k 0 0 —-k—-q q

—k‘—(j

18 Hurwitz, namely its eigenvalues have strictly negative
real part.

Proof: Thanks to Gershgorin Theorem, see Gershgorin
(1931), we know that eigenvalue of the matrix F' are in
the union of the following circles:
6
P, = {Z eC: ‘Z— F”| < Z|Fm‘}, 1=1,2,...,6.

j=1

J#i
The previous expression gives 6 circles with two different
centers: ¢; = —k — u* and ¢ = —k — ¢ with radius
r1 = k+u* and ro = k+ @, respectively. This circles are on
the left hand side of the complex plane including the origin.
Hence all the eigenvalues of F' have non-positive real part.
Furthermore, since the only point of the imaginary axes
included in the circle is the origin, F cannot have any
imaginary eigenvalues with zero real part. Finally, it is
possible to show that the origin cannot be an eigenvalue
of F' since the only vector v satisfying Fo=0isv=0.
We conclude that all the eigenvalues of F have strictly
negative real parts. O

Finally, we analyze the domain of admissible constant
reference outputs for model (12).

Lemma 3. For any fized operative condition q, xiy and Tiy
(equivalently, for any given fized F' and G), there exist
yMm > Ym > 0 such that for any r € (ym,yn) there exists
(z*,u*), with u € int(D,,), such that y* = r, with y* given
by (12).

Proof: In view of Lemma 2, the matrix F' = F + Bu*
is invertible for any u* € D,. Hence, for any u*, there
exists a unique equilibrium point satisfying «* (12). It is
computed as z* = —(F + Bu*)~!(bu* + G). Hence, define
the function ¢ : R — R as ¢(u*) = —C(F + Bu*) "1 (bu* +
G). Tt is continuous on the compact set D, and it has a
maximum and a minimum defined as y,,, = inf,«ep, d(u*),
YM = Sup,.cp, ¢(u*). Hence ¢ is surjective on [y, yn]
and the proof is completed. O

4.3 Robust temperature regulation

For the output temperature reference r, we define the

output error variable as follows:

(13)

Based on this error variable we define an extended system

with output error integral dynamics as follows
&t =Fr+ (Bx+bu+G
z=Cx—r.

e=Cx—r.

(14)

In order to design a stabilizing control law for system (14)
achieving the temperature regulation objective y* = r,
we follow the forwarding design procedure highlighted in
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Section 3. For this, let P be a symmetric positive definite
matrix solution of

F'P+ PF = (F+ Bu*)"P+ P(F + Bu*) = —Q, (15)
for some symmetric positive definite matrix ¢ and for
some operative point u* to be fixed. Then, let M be a
matrix solution of

MF = M(F + Bu*) = C, (16)

again, for some operative point ©* to be fixed. Note that
in light of invertibility of F, M can be computed as
M = CF~'. Finally, let us define the following saturation
function satp, : R - R as
Uy, 1 0 < u < Uy,

satp, (u) =< u if w, <u <wup,
Upnr if Upnr S u.

(17)

The following theorem presents the main result of this
paper.

Theorem 1. Let F,G be fixed, and select any desired tem-
perature reference v € (Ym,Ym), With Ym,ynm given by
Lemma 3. Let (x*,u*) be a solution to (12) with y* = r,
and let P, M computed according to (15) and (16), re-
spectively. Then, for any initial condition (2(0),2(0)) €
int(D,) x {0}, with D, given by Lemma 1, the correspond-
ing trajectory of system (14) in closed loop with

u=satp, | u" — {2(53 —z*)TP
( ~(z= Mz — ") M| (Bx+b))

(18)
satisfies x(t) € D, for allt >0 and tlim y(t) =r.

Proof: First, by applying the following change of coordi-
nates x — I := x — 2™, we can rewrite system (11) as

& = Fi+ (Bi+b)(u—u")

Py (19)
with F = A+ §B+u*B and b= b+ Bx*, in which we used
the relation (Bx +b) = (BZ +b). The control law (18) can
be rewritten equivalently as follows

u = satp, (u* — a(Z, 2))
with the compact notation
a(i, z) = (28" P — (z — M&)M)(Bz +b).
Now, by following the results of Propositions 1, 2 let us

consider the following Lyapunov function for the extended
system (19)

W(i,2) =3 Pi+i(z— Mz). (20)

The derivative of W along the closed loop system is given
by

W =—3"Q% + 22" P(Bi + b)(u — u*)
+(z—=M&)"(Ci— MF & — M(B i+ b)(u—u*))
=—3' Qi+ U(Z,zu) (21)
where we defined
U(z,z,u) = a(, z) [ satp, (u* — a(,2)) — u*].

Next, we show that U(Z,z,u) < 0 for all &, z,u. For this
we consider the following three cases, in which we recall
that u,, < u* <wupy.
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1) a(Z,z) € [u* —up, u™ — up]. In this case,
satp, (u* — a(Z,2)) = u* — a(Z, 2)
and therefore U(7, z,u) = —a(7, 2)%.
2) a(Z,z) € [u* — Up,+00). In this case, we have
a(Z,z) > 0 and moreover, —a(Z, z) < Uy, — u*. We
compute satp, (u* — (&, 2)) = Uy, from which we

obtain

U(Z,z,u) =
<
since a(z,z) >0 and (u* —up) > 0.

3) a(Z,z) € (—oo,u* — ups]. In this case, we have
alZ,z) <0 and moreover, —a(Z,z) > upy — u*. We
Compute satp, (u* — a(Z, z)) = ups and therefore

U(Z,z,u) =a(Z, z)(upy —u*) <0
since a(,z) < 0 and (upr — u*) > 0.

—u*) = —a(Z, 2)(u* — up)

o
0
>

Therefore, by combining the above three cases, we obtain
U(Z, z,u) < —|a(, z)| min {|a(, 2)|, (v* —um), (upr—u*)}
and therefore
W < —i'Qi—|a(z, z)| min {|a(Z, 2)|, (u*
Hence, by using LaSalle invariance principle, we conclude
that solutions converge to the largest invariant set con-
tained in Z = {(#,2z) e R" xR : 2 = 0,a(z,2) = 0}. In
the set Z, the z-dynamics satisfy
=0, zMb = 0. (22)

By using the expression of M, we have Mb = CF~'b. We
recall that F' is full rank and that the expressions of b and
C are given by

bT = [ (wm —=i) (2] —23)

C’:[O 0 0|1 O O].
Therefore, it can be verified that for all * € int(D,)
(excluding by fact the case where xy, = a] = x5 = %)

(5 —27) |0 0 0],

the following matrix {F b

H
Mb # 0. We conclude that the largest invariant set
contained in Z is the origin (Z,z) = (0,0). This shows
that the origin is globally asymptotically stable.

is full rank and equivalently

Now, recall that the control law wu is saturated in D,.
Therefore, in light of Lemma 1, the set D, is invariant for
solution of the closed-loop system (14), (18). Hence, any
solution starting in int(D, ) remains in D,, for all forward
times and converges asymptotically to the equilibrium
(Z,z) = 0. Finally, on this equilibrium, 2 = 0 and therefore
r = Cz*, which concludes the proof. |

It is important to note that that even if *, u* are explicitly
used in the control law (18), all the results are robust to
small variations of F,b and G (due to variations of the
operative conditions) thanks to the robustness properties
of the forwarding control method shown in Poulain and
Praly (2010), Astolfi and Praly (2017),

5. SIMULATIONS

The following simulations are done on Matlab software.
Numerical values are listed in Table 1. We choose the hot
stream flow rate as the control input variable u and the
output temperature of the cold stream T’y as the controlled
output. Initial state vector corresponds to the steady state
for u = 0.1Tuyy;.

—Up), (upr—u*)}.
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A=10J/K/s p=997Kg/m3
V = 0.002m3 cp = 4185J/Kg/K (for water)
qg=0.02Kg/s upr = 0.05Kg/s

Tin = Tin = 360K Tin = & = 300K

Table 1. Values of the parameters of the HEX

5.1 Output regulation simulation results

Figure 2 presents the output temperature T of the HEX
(blue) and the regulation temperature reference (green).
Figure 3 shows the corresponding closed loop control input
expressed as a fraction of the maximal flow rate uyy.
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Fig. 2. Output (blue) and reference (green) temperatures
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Fig. 3. Closed loop control as a fraction of uys

The fixed closed loop simulation scenarios start at ¢ = 0
with temperature target fixed to 71 = 315.5K. This
reference is switched to 71 = 316K at ¢t = 10000s, and
finally to T'1 = 315K at t = 20000s. We can observe the
effectiveness of the the designed control law (18) and the
effective asymptotic regulation of the output temperature.

5.2 Robustness: simulation results

Hereafter, we propose one simulation scenario to empha-
size some robustness properties of the designed control
law towards disturbed inlet temperature T;,. The results
of the closed loop dynamics for a perturbation on the
temperature 7Tj, introduced at ¢t = 10000s are depicted
in Figures 4 and 5, showing the rejection of this constant
perturbation by the controller.
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6. CONCLUSION AND PERSPECTIVES

We proposed a robust temperature output regulation con-
trol based on a bilinear dynamical model of the counter-
current HEX. This control law is derived using forwarding
approach through error integral extended system. Simula-
tion results confirm the effectiveness and the robustness of
the proposed control.

Moreover, since the proposed control law depends on all
the state variables of the system, it will be interesting to
design a state observer using only the boundary output
measurements, so that to obtain an output feedback con-
trol law, in the same spirit of Astolfi and Praly (2017).
It will be also interesting, from a practical point of view,
to consider a HEX model with possible different phase
changes along the exchanger (evaporators or condensers).
Finally the proposed control design approach can also be
studied using an infinite dimensional dynamical model of
the HEX.
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1. INTRODUCTION

In the last decades, there is a growing interests on energy
distribution systems. This is especially the consequence
of energy sources diversification from fossil to renewable
energies and also their network integration. Since the
development of modern communication technologies it
makes possible the reduction of the capacity excess of
the energy distribution systems with the consideration of
a (quasi) real-time power consumption matching objec-
tive Gungor et al. (2011) and the implementation of so-
phisticated automation architectures. These technologies
induce flexibility, reliability and resilience of the energy
distribution systems or simply a smart grids Palensky
and Dietrich (2011). From this side, the distributed and
cooperative control approach offers many advantages since
it gives a center-free control architecture. Distributed and
cooperative approach continue to receive a great interest
from theoretical development and also application point
of view. It represents an intermediate paradigm between
decentralized and centralized one. Mainly, this approach
is based on a partial communication between agents over
the network of information (measures, control decisions,..),
without centralized collection. From this perspective, it
makes flexible the network integration and easy to handle
its growing complexity. Other than the energy distribution
systems, the distributed and cooperative approach is suc-
cessfully used in robotics in order to emerge a consensus
behavior (see Olfati-Saber et al. (2007)) of a certain robots
(or agents) populations through elementary interactions
Bai et al. (2011).

In this paper we present a distributed optimization method
for heat exchangers network. As for smart grid systems we
can talk also on ”smart thermal grids” where the trend

is also the construction of thermal energy distribution
networks with possibly heterogeneous, renewable or fossil
energy sources Lund et al. (2014). These networks, can
in general incorporate some thermodynamic machines like
heat pumps, absorption chillers, desalination processes
and also a thermal storage modules. We consider in this
paper an example of heat exchangers network which is
represented by some consumer cold streams connected to
some sources hot streams by means of counter current
heat exchangers. Each consumer cold stream, qualified also
in the sequel as agent, is divided at the inlet, into two
parallels heat exchangers with variable and manipulated
mass flow rate fraction and it is then collected at heat
exchangers outlet Jaschke and Skogestad (2012). For this
network, the considered optimization problem corresponds
to the maximization of the global heating utility of the
network. Using some hypothesis, this utility is expressed
as a function of the consumer’s outlet temperatures.

The adopted optimization method is based on distributed
estimation by all agents of the global utility function us-
ing Proportional Integral Distributed Average Consensus
Estimator (PIDACE) proposed in Freeman et al. (2006).
This is combined with the extremum seeking method as a
real-time implementation of a gradient based optimization
algorithm since it has the advantage to be based on min-
imal knowledge of subsystems dynamics (see Ariyur and
Krstic (2003)).

The paper is organized as follows. In section 2 we give
the dynamical model describing the heat exchangers net-
work and the used assumptions. In section 3, we give an
overview of the extremum seeking method. We present in
section 4 the Proportional Integral Distributed Average
Consensus Estimator. In section 5, we give the overall

2405-8963 © 2018, IFAC (International Federation of Automatic Control) Hosting by Elsevier Ltd. All rights reserved.
Peer review under responsibility of International Federation of Automatic Control.
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optimization structure which combines distributed estima-
tion with extremum seeking method. We give in section 6
simulation results of the used heat exchangers network ex-
ample. Finally,we give some conclusions and perspectives
of the work.

2. MODEL DESCRIPTION AND MODELLING

We will consider a Heat Exchangers Network constructed
upon a counter-current heat exchangers where we dis-
tinguish some hot sources streams and cold consumers
streams. The mass flow rate of each consumer stream
are considered constant and divided, using variable mass
flow rate fraction, through parallel interconnected heat
exchangers with two different hot sources Jaschke and
Skogestad (2012). Along the network we use two different
types of sources: sources connected with a single consumer
using of two fluids heat exchangers and sources shared by
two consumers using of three fluids heat exchangers (see
Kavadiki et al. (2015); Giovannoni et al. (2017)). The con-
sidered network example is illustrated in Fig. 1 where we
use an alternating parallel interconnection of sources and
consumers through heat exchangers.The different sources
are noted S; for ¢ = 1,...,5, consumers C; for ¢ = 1,...,4
and heat exchanger F; fori=1,...,5 .

[
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Fig. 1. Study case of heat exchangers network with four
consumers and five sources

The variables o;, Tt in,i, Tcouti and ¢; for i = 1,...,4
represents, respectively, the controlled mass flow rate frac-
tions, the inlet and the outlet temperatures, the constant
mass flow rate and heat capacity of consumers C;. For
simplicity we will consider that the hot stream and the cold
stream of the heat exchangers are divided in 3 homoge-
neous compartments as represented in Fig. 2. The pressure
P is assumed to be uniform and constant. Moreover we will
assume that there is no energy accumulation in the wall
between the two fluids. The heat transfer coefficients are
constant A(J/K/s). The hot and cold fluids remain as a
single phase ideal fluids. Their density p and heat capacity

Fig. 2. Representation of counter current Exchanger with
3 homogeneous compartments

cp are assumed to be constant. Finally there is no heat
exchange with the environment through the wall.

In Fig. 2. The red and green arrows correspond to the
convective flows and inlet convective ones respectively. The
heat transfer flows is represented by the yellow arrows.

2.1 Energy balance on compartment 1

Let us consider the compartment 1 containing a constant
volume V' of liquid (m?). This implies that the inlet
and outlet flow rates change instantaneously in the same
manner. Let us denote by h(J/Kg) the specific enthalpy
of the fluid. The total energy present in the compartment
follows the same dynamics as the enthalpy since the term
PV remains constant Sandler (1999). For this reason we
will write the enthalpy balance. The total amount of
enthalpy H; in the compartment ¢ is given by:

H, = pVI(T}) (1)

with A the specific enthalpy (J/kg).The specific enthalpy
is assumed to be as:

h(T;) = cp(Ti — Treg) + hrey (2)

with T;(K) the temperature of the fluid in compartment
i, Trep(K) and hyep(J/Kg) the temperature and enthalpy
reference values associated to the fluid.

With the previous assumptions, the energy balance (of
compartment 1) is obtained as (see Sandler (1999)):

H,y :)\(T1—T1)+th—QH1 (3)
pV

with @ the mass flow rate (kg/s) and h;, = h(T;,)
the specific enthalpy at the inlet. The right first term
corresponds to the energy transfer flux with the cold
compartment of temperature T;. The second and the
third terms correspond to the inlet convective flux and
outlet convective flux respectively. This by assuming fluid
homogeneity in each compartment which makes equal the
outlet enthalpy to the inside compartment one. Writing
the enthalpy balance for all compartments we obtain the
following dynamical model of counter current two fluids
heat exchanger:
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In the case of three-fluids heat exchangers where there is
a heat exchange between a source and consumer ¢ and
i+ 1, the dynamical model is extended by the third fluid
enthalpy balance equations as follows:

I} = o (i~ 1)) + Qi — < 11
= o (o= H) + -
= oy~ H}) + <}~ L
iy = p‘_/%( 1= HY) = (- D)
+p%(H2 — Hy)
o = 2 (Hy = H) — —o (o — 1)
+p%(?13 — H,)
+Qhin p%fi%
A p\i\cp(Hl — HY) 4 Qhyy — p%Hl(z‘H)
FGHD — p‘/)\cp(H2 _HY) pcx?/Hl(iH) B p%HQ(H-l)
AU — px;\cp(ﬁ?’ _ HYY 4 p?/Héi+1) _ %Héﬂrl)

(5)

To complete this dynamical model, the inlet splitters
equations have to be defined as follows:

th,in = the,in,i + (1 - O‘)Qhe,in,i+1 (6)
where he in i and he i1 is the specific enthalpies at the
inlet of exchangers number ¢ and (i + 1) respectively.
«a represents the mass flow rate fraction wich is the
manipulated variable for control and optimization. We
consider in our case that these two specific enthalpies are
equal to the main inlet specific enthalpy h., since we
do not consider a change of temperature 7T ;,. The outlet
collectors are modeled by the following equation:

th,out = the,out,i + (1 - a)Qhe,out,i+l (7)
where he oyt,i and he oue,it1 is the specific enthalpies at the
output of exchangers number 7 and (i+1) respectively. The
consumer’s output temperature is then derived from the
output specific enthalpy as follows:

href

hc,out,i -

Tc,out - + TT@f (8)

Cp
2.2 Optimization problem

We consider in this paper a heating utility optimization
problem for the heat exchangers networks. The instanta-
neous extracted thermal power from the sources by the
different agents (consumers) can be expressed using their
input and output temperatures as follows:

n
U= Z Qicpi (Tc,out,i - Tc,in,i) (9)

i=1
where in general n represents the number of agents, @; the
mass flow rate and cp; the heat capacity for the ith agent.

By assuming a constant consumer’s inlet temperatures
T.in,i, a constant and equal consumer’s flow rate Q; = @
and heat capacity cp; = ¢p (for ¢ = 1,...,n), an equivalent
simplified utility function is given as follows:

n
J = § Tc,out,i
=1

So the optimization problem can be written as follows:
(11)

This optimization problem is considered along the possible
trajectories of the dynamical model of the heat exchangers
network.

(10)

mgw(J)

3. EXTREMUM SEEKING BASED OPTIMIZATION:
OVERVIEW

Extremum seeking is a real time method used to compute
the extremum of a measured function without knowing
explicitly its analytical form. It is based on an injected
dithering (sinusoidal) signal in order to estimate in real
time the gradient of the utility function. Originally, this
method goes back to the work of Leblanc (1922) and
since the stability demonstration given in Krsti¢ and Wang
(2000) there is a growing research interests on this method.
Mainly, this method is composed by a gradient estimation
step followed by an adaptation step in order to converge
to either maximum or minimum of the function. There
exists a different implementations of this method which
depends on retained method for the cited two steps. The
first one consists in the use of low and high pass filters
for gradient estimation. This two filters are inter-mediated
by a demodulation operation (see Fig. 3). A positive
(negative) proportional adaptation gain k is then used in
order to achieve the maximum (minimum) of the output
function. The dithering signal is injected at the adaptation
output signal.

Let us consider the following stable nonlinear system
modeled as follows:
{ T =f (xa 0)

y = h(z)
where z is the state space vector, 0 is the input (decision)
variable of the system, y is the measured output. To apply
the extremum seeking method in order to maximize the

output y, we have to assume the following hypothesis
Krsti¢ and Wang (2000):

(12)
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Fig. 3. Extremum-seeking scheme based on high and low
pass filters Krsti¢ and Wang (2000)
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Fig. 4. Extremum-seeking scheme based on Recursive
Least Square (RLS) for gradient estimation
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There exists a different implementations of this method.
We can cite the one given in Wang et al. (2016) where
the dithering signal amplitude is dynamically adapted in
order to remove the steady state oscillations. The third
possible implementation of the extremum seeking consists
in the use of least square algorithm for gradient estimation
step ( see Chioua et al. (2016)). This approach allows to
reduce considerably the convergence time of the extremum
seeking method (see figure 4).

This method has been applied successfully on different sys-
tems like waste-water chemical treatment plants Martinez
(2007), air-source heat pump Dong et al. (2015), chemical
reactors and bio-reactors Cougnon et al. (2011); Guay
et al. (2004). The extremum seeking method is also used
as a free model PID tuning method in Killingsworth and
Krsti¢ (2006) or for system stabilization perspective in
Scheinker and Krstié¢ (2013).

4. DISTRIBUTED AVERAGE ESTIMATION
APPLIED ON THE HEAT EXCHANGER NETWORK

In this section we will apply the distributed average
estimation technique on the heat exchangers network in
order to estimate the global utility function expressed as a
sum of a local ones. This is mainly based on a distributed
average consensus algorithm extended with integral states
and where the local utility functions are transmitted
through a communication graph Freeman et al. (2006);
Ebegbulem and Guay (2017). In the sequel we intend by
agent A;, a cold consumer stream C; characterized by its
dynamic behavior, decision variable a; and its measured
output temperatures Ty o for i =1,...,n.

4.1 Proportional-Integral Distributed Average Consensus
Estimator (PIDACE):

First, we define a communication graph between the
different agents A;. The Fig. 5 shows the considered
communication graph where two agents are considered
adjacent when they share a common thermal source.
The considered communication is characterized by the

Ogo80OBC

Fig. 5. Communication graph between agents

following symmetric laplacian matrix:

1(=1/010
12 =1 0

L=11=12 =1 (13)
010 (=11

Each agent A; will estimates the average value of the
global utility function (Z), noted J;. This estimation is
made using its information 7 o ; as well as that of his
neighborhood. The PIDACE state space equation is given
as follows Freeman et al. (2006); Ebegbulem and Guay
(2017):

Jioy | (== kL kLT [Je) ] L [

[w(t)] l: —k; L 0 w(t) + 0 Tc,out(t)
(14)

where v, k, and k; are positive constants to be assigned,

[J(t),w(t)]” is the internal estimator state vector and
Tc,out(t)T = [Tc,out,l(t)vTc,out,Q(t)7 "'7Tc,out,n(t)] the out-
let agent’s temperatures. We can check easily that the
steady state of this estimator corresponds to the average
value of utility function .J.

{0} | =T (0) = B LI () + ki LT w(t) + YT o (1)
0 —k; LJ(t)

(15)
For the laplacian matrix L, we have L1 = 0 and us-

ing its symmetry we have also 17L = 0. Where 1 =
[1,1,..,1] then

vi(t) = ki LTw(t) + 7T ous(t) (16)
LI(t)=0
From the second equation we deduce that J(t) = pl for
i € R. By left multiplying the first equation by 17 we
obtain:

177 (t) = 17k LTw(t) + 1Ty Tooue(t)  (17)
——
yplT1 0 yJ
Thus we have (with v > 0)
J
’}/MILT]I = 'yJ = nyu = ny = = g
(18)
Finally, the steady state for the J vector is given as follows:
A J
J(t)=—-1 (19)

n
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which corresponds (for each vector components) to the
average value of J. The complete proof of the stability of
this steady state is given in Freeman et al. (2006) where a
general case of possibly non symmetric laplacian matrices
are used differently for the proportional and the integral
part. Fig. 6 shows a simulation results of the implemented
PIDACE on the heat exchangers network example given
in Fig. 1. This simulation results are obtained for different
scenarios of the sources temperatures.
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Fig. 6. Distributed estimation of the utility function by
the agents, with variable source’s temperatures

The obtained results shows the effectiveness of this dis-
tributed estimation.

5. EXTREMUM-SEEKING BASED DISTRIBUTED
OPTIMIZATION

In this section we will give the whole structure of the
optimization method using the extremum seeking method
coupled with the presented distributed estimation of the
utility function J. This approach consists in the implemen-
tation of the extremum seeking methods at the agent’s
level (in non cooperative way). So, each agent estimates
the gradient of the utility function using recursive least
square algorithm and use a positive proportional gain to
update its decision variable «; (see Fig. 7).

ITAA Sys Ty
+
Y PIDACE 1
o
P £ ke RLS
asincuit

Fig. 7. Optimization method structure: PIDACE and least
square based estremum seeking method

6. SIMULATIONS

For the simulation the used values for the different pa-
rameters of the system are give the table 1. The table 2

Parameter Value Parameter Value
cp 4185 J/kg/K | p 997kg/m3
N 0.002 m? Tref 298 K
Q 0.02 kg/s Q 0.05 kg/s
A 10 W/m2 /K | hyey 0 J/kg

Table 1. Heat Exchangers Network parame-
ter’s values

shows the used values for the PIDACE and Extremum
Seeking parameters. Fig. 8 shows the time evolution of

Parameter Value Parameter Value
w; i=1,..,4 [ i.0.01(rad/s)i=1,...4 | k 8.10 7
kp 10 ki 10
¥ 10 a 0.01

Table 2. PIDACE and Extremum Seeking pa-
rameter’s values

decision variables «; for ¢ = 1,...,4 and of the estimated
gradients of the utility function by each agent. The van-
ishing estimated gradients shows a local convergence to
the maximum of the utility function. The optimal values
of the decision variables «; are a priori computed using
a stationary optimization routine. For the first scenario
of the sources temperatures we obtain: aj = 0.20,a) =
0.32, 5 = 0.65,a; = 0.07. For the second scenario we
obtain: o] = 0.37,a35 = 0.5,a5 = 0.55, } = 0.12

« Fraction of the flow (control)
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Fig. 8. Time evolution of the gradient of the estimated
utility function

Fig. 8 shows the output temperatures of the agents and
also the sources temperatures.

7. CONCLUSION

In this paper we present a distributed optimization method
for heat exchangers network using proportional and in-
tegral distributed average consensus estimation together
with extremum seeking method. The presented method
has the inherited advantage from distributed estimation
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Fig. 9. Study case of heat exchanger network

where each agent reconstruct, using only his neighbor-
hood measures, the global utility function. The extremum
seeking method is then used to update in real-time the
controlled variables in order to achieve (locally) the opti-
mal state of the utility function using minimal knowledge
on dynamical properties of the system. We intend in the
future to complete this work by a cooperative structure
for the extremum seeking control, and to characterize
theoretically the stability and the convergence properties
of this proposed methods using graph network tools.
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Abstract:

In this contribution we present an irreversible port Hamiltonian representation of a heat
exchanger. The approach is based on a compartment representation of the heat exchanger.

Keywords: Port Hamiltonian systems, Thermal systems

EXTENDED ABSTRACT

1. INTRODUCTION

In the context of energy, heat exchangers are fundamental
and present in many energy saving processes such de-
salination processes, cogeneration plants, large industrial
plants or district heating and cooling systems. These heat
exchangers are combined together in order to form Heat
Exchanger Networks (HEN). If many efforts have been
done in their conceptions in steady states, HEN are not
robust with respect to perturbations of the operating
conditions. So control design of these HEN is necessary
in order to improve the efficiency of these processes in
these degenerate conditions. These systems are naturally
passive. So it is natural to use this property for control. In
this context, the use of the port Hamiltonian framework
is well suited for modeling and for passivity based control
method. In this contribution we propose an irreversible
port Hamiltonian model of a heat exchanger including heat
transfer and convection phenomena. The approach is based
on a compartment representation of the heat exchanger.

Irreversible port Hamiltonian systems (IPHS) are an ex-
tension of port Hamiltonian systems proposed in Ramirez
et al. (2013). The dynamics of IPHS is defined by

dz oUu 05, _oU oU oU
o~ PG ) 5r @ W@ax)* (@ 554
(1)

ou

where x € R™ is the thermodynamic state vector, & is
the co-state vector representing the intensive variables.
The Hamiltonian function U and the entropy function S
are C>°(R"). The function R(z,2Y,%%) can be written
as: R.(x, 9 95) = y(z, Z0){S, U}J.Where ~ is a positive
function and {S, U} s denotes the Poisson bracket of S and
U:

oS oU

S, Uy =—J—

{ b Ox Ox
W and g are C*°(R™). They are associated with the ports

of the systems. u is the input vector of the system.

Remark 1. The interest of IPHS representation with
respect to other pseudo port Hamiltonian representation
presented in the literature Hoang et al. (2011) is that
the irreversible entropy production term due to internal
phenomena (such reaction in some reactional volume of a
reactor) directly appears when the total entropy balance

. . osT . . .
is written as % = g—f (fl—f. The term is given by the drift

ou as\osT 7o

term R(x, %, )5 Ja—g.

2. THE CLASSICAL MODEL OF THE HEAT
EXCHANGER

We consider a counter-current heat exchanger. For sim-
plicity we will consider that the hot stream and the cold
stream are divided in 3 homogeneous compartments as
presented in Zitte et al. (2018) as represented in Figure 1
where the bar variables (7) are associated to the hot fluid.
The pressure P is assumed to be constant and uniform.

(2 . 2 Qhous
[— —
o | = 3
g | —
Qhin

Fig. 1. Counter current exchanger with inlet and outlet
heat flux

Moreover, we will assume that there is no energy accumu-
lation in the wall between the two fluids. The heat transfer
coefficient A (J/K/s) is constant. The hot and cold fluids
remain in a single ideal fluid phase. Their density p and
heat capacity c, ¢, are assumed to be constant. The
volume V', V(m?) of the matter in all the compartments
is constant. Finally there is no heat exchange with the
environment through the wall.



With these assumptions, the energy balance on each com-
partment of the heat exchanger can be expressed thanks
to the enthalpy variable H = U + PV. It is given by (see
Zitte et al. (2018)):

A A Q

H, = H, —H hin — —H

1 chp( 1 1) +Q oV 1
- A Q Q

Hy = Hy — H. —H, - —H
2 chp( 2 2)+pV 1 oV 2
: = Q Q

Hs = Hs — H. —Hy, — —H.
° pVCP( ’ 3) + pY ° pY ’ (2)
- )\ Q

H, = H —H —~ H,— ~H
1 chp( 1= 1)+pV 2 v 1
. )\ Q Q -

Hy = Hy, — H — Hs— —H,
2 chp( 2 2)+ 1% 3 24

iy = )‘(H—H)+Qh _Qp
3 = ,DVCP 3 3 in pv 3

where H;, H; represent the enthalpy of the compartment of
the cold and of the hot fluids respectively, @ @ (kg/s) the
mass flow rate of the cold and of the hot fluids respectively
and h;, = h(Ty,) and h;, = h(T;,) the specific enthalpy
at the inlet of the cold and the hot fluids resp.

3. MAIN RESULT

Let us consider the vector of enthalpy
"= (Hy Hy Hy Hy H, Hs)

as well as the Hamiltonian H = ", ;, the total entropy

3
= ZSi + S; and their conjugated variables & =

i=1

BT R LT, E = 4 A A

We obtain:

Proposition The heat exchanger dynamics defined by (2)
admits a IPHS representation:

dx i 8H
—|— Bl =+ BQI U+ ( + BQ.’I}) (3)
y BT + 2TBT OH ([ —x3+ x4
] BT + :vTBT o —Z1 4 Tin
with

0 0 0 61 0 0

0 0 0 0 62 0

J - 0 0 0 0 0 ;3
T =i 0 0 0 0 0

0 —0i2 0 0 0 0

0 0 —di3 | 0 0 0

with the Kronecker index such that §;; =1 if i = j, 0 in
the other cases, and the functions
OH 0S8 OH
Ri sy A ) — T\l 7 Si7 H} 5,
(5, 5 50 =l 5181 H,
with
’yi(x, %) = )\TZTZ
Proof Let us consider the compact notations k =
Q g=Q , —_Q 7z __Q

k_ch’u:qu pV’mn_pth’

we obtain :

d _ _
@ = Az +uBsx +uBy x + Biu + Biu (4)

dt
with
r—k 0 0 k 0 0 T
0 -k 0|0 k 0
0 0 —k| o0 0 k
A= -
E0 0 |-k 0 0
0 k 0 0 -k 0
0o 0o kE|O0O 0 —k|
10 000 0 07
1 -1 0l0 0 0
0 1 -1/0 0 0
Be=\——0 070 0 0
0o 0 0|0 0 0
L0 0 0[]0 0 0|
0 0 0l0 0 07
00 0|0 0 o0
_ 00 0|0 0 o0
Be= |0 01 1 0
00 0l0 -1 1
00 0[]0 0 1]

Then it can be easily seen that the heat transfer terms
can be written as Z? Ri(z,%2)J; %2 (). Furthermore the
collocated outputs are also easily deduced. [

These the collocated outputs correspond to the energy
intake of the cold and of the hot fluids. They also cor-
respond up to constants to the difference between outlet
temperature and inlet temperature.

Finally let us compute the time derivative of the Hamilto-
nian with respect to time in order to check passivity:
dH (9]}]1 dx
dt ax dt
OH

= 17K(T, - T;))J,—
; k( 2 z)Jz 5':5
+17(B; + Box)u

=0 v (5)
3 I e N R
= k(T; = T) 1" Ji1 +17 (B + Bax)u

+17(By + Boz)u

gT

_——
+ ]IT(Bl + BQZ‘) U
= yTu + ijﬂ.
with 1 the vector of ones.

4. CONCLUSION AND PERSPECTIVES

In this contribution we propose the irreversible port
Hamiltonian representation of heat exchangers. This ap-
proach gives rise to compact representation. The entropy
production rate is naturally derived as well as passivity
properties. This approach can be generalized to heat ex-
changer networks.
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