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Introduction — Une
approche de la complexité

Mon sujet d’étude principal, et pour lequel je de-
mande une habilitation & diriger des recherches, est
celui des « systémes complexes ». Plus particulié-
rement, ’apparition d’ordre ou de motifs & grande
échelle, comment arriver & les identifier en partant de
mesures sur un processus que 1’on souhaite étudier et
comment modéliser leurs comportements. Je prend
comme définition qu’un tel « systéme » est dit com-
plexe dés lors qu’on observe un découplage entre le
niveau de sophistication de ses éléments constitutifs
(simples, inertes, ou au contraires eux-mémes mobiles
et dotés d’une complexité intrinséque) et celle obser-
vée des phénomeénes collectifs. Ces derniers peuvent
en effet trés bien étre décrits par des modéles as-
sez simples, méme lorsque les éléments constituants
sont complexes (cas par exemple d’un embouteillage).
Ou au contraire, des comportements trés complexes
peuvent étre obtenus & partir d’éléments inertes et
tous identiques (par exemple des billes sphériques,
cas des milieux granulaires).

Les raisons pour ce découplage sont hors propos
pour ce document. La question des comportements
émergents, trés ancienne [I0], a été réanalysée a la
lumiére des progrés scientifiques de chaque époque.
Ce manuscrit n’est donc pas un traité sur le sujet et
n’a pas pour objectif d’établir un état de I’art complet
sur la question, pour autant que ce soit possible. Je

me concentre sur les approches suivantes, utiles pour
comprendre mes travaux et la portée du projet que
je propose.

Traitement de données, interprétabilité des mo-
déles de machine learning Avec 'informatisation
de toutes les étapes du processus scientifique (mesure,
modélisation, prédictions, certaines expériences. . .) il
est devenu possible de traiter des quantités de don-
nées massives, auparavant inconcevables. Les capaci-
tés de mesures et de stockage se sont accrues au point
qu’un humain non aidé ne peut plus, dans de nom-
breux domaines, découvrir de nouvelles structures au
sein de ces données. Cette derniére condition étant
préalable & la modélisation du comportement de ces
structures, de leurs interactions, il n’est plus possible
d’établir de nouveaux modéles pour de nombreux su-
jets d’études sans ’aide d’un traitement de données
informatisé. Et pour découvrir de nouvelles struc-
tures au sein des données, pour aider le scientifique
a4 modéliser les processus naturels mesurés, un des
moyens repose sur 'usage d’algorithmes d’« appren-
tissage machine ».

Pourtant, la plupart des algorithmes actuels d’ap-
prentissage fonctionnent comme des boites noires. Ils
sont le plus souvent équivalents a des fonctions inter-
polant entre les données fournies, en se reposant sur
une base de fonctions capable de représenter n’im-
porte quelle surface suffisamment réguliére dans cet
espace de dimension trés élevée. Ces modeéles sont
tout & fait adaptés en ingénierie quand la perfor-



mance brute en prédiction est le seul critére d’intérét.
Par exemple, pour de la reconnaissance de parole afin
d’entrer du texte sur un terminal mobile, ou pour de
la reconnaissance de caractéres pour trier du cour-
rier. Dans ces deux cas, 'objectif n’est pas ’acqui-
sition d’une connaissance scientifique sur le langage,
parlé ou écrit. Une base de données avec suffisamment
d’exemples permet des taux de reconnaissance excel-
lents, voire méme supérieurs a la plupart des opé-
rateurs humains dans le cas des caractéres. C’est le
plus souvent dans ce cadre qu’ont été développés les
algorithmes de reconnaissance. Dés lors I'usage de ces
algorithmes pour de ’exploration de données scienti-
fiques revient & un détournement d’usage. L’analyse
scientifique implique un objectif un peu différent : la
compréhension et la capacité d’analyse des données
sont placées en premier, les performances brutes en
prédiction n’étant requises qu’a un degré moindre.
Une trop grande précision, supérieure aux erreurs de
mesure par exemple, est méme néfaste pour la généra-
lisation (phénoméne de surentrainement). De méme,
dans le cas ou plusieurs processus naturels inter-
agissent & différentes échelles, il est plus important de
repérer et de dissocier ces processus, que de chercher
& reproduire les données. Prenons le cas d’électrodes
placées sur la peau : les interactions électro-chimiques
entre 1’électrode et la peau provoquent une dérive
a long terme qui n’a rien & voir avec le processus
mesuré (EEG ou ECG par exemple). En supposant
que les données soient mesurées & la bonne échelle,
les petits détails peuvent correspondre & du bruit de
mesure qu’il convient d’ignorer, ou au contraire in-
diquer la présence d’un processus physique distinct.
Or, ces notions de comportements différents & diffé-
rentes échelles sont au coeur de la problématique des
systémes complexes. On les retrouve en médecine par
exemple, mais aussi en ce qui concerne mes collabora-
tions en cours, pour des processus environnementaux.

La plupart des algorithmes d’apprentissage super-
visé actuels fonctionnent comme des approximateurs
universels. Dans le cas de séries temporelles, ils re-
viennent & trouver les paramétres d’une fonction re-
liant les données passées et futures observées. Dans le
cas de classificateurs, cette fonction relie les exemples
a leur classe. Un algorithme de deep learning va cher-
cher & représenter cette fonction par des combinai-

sons de petites unités de type sigmoide ou rectified
linear unit, enchainées séquentiellement (connexions
de type feed-forward). Cette approche sur-spécifie par
construction la quantité d’information contenue dans
le réseau, dans tous les parameétres a calibrer afin
que le modéle colle aux données. Quand les don-
nées disponibles sont de taille comparable au nombre
de paramétres internes, possiblement moins en uti-
lisant des régularisateurs, on peut trouver une solu-
tion mathématique pour une fonction qui approxime
au mieux les données d’entrainement. Cette fonc-
tion est exprimée dans une base implicitement for-
mée par architecture du réseau. Des astuces (comme
désactiver aléatoirement des nceuds « drop units »
pendant l’entrainement) sont utilisées pour éviter
un surentrainement. Mais la méthode d’entrainement
elle-méme, par rétropropagation dans cet exemple,
consiste & modifier 'intégralité de toutes les variables
internes du modéle. Ainsi, la connaissance, 'infor-
mation utile, est diluée sur I’ensemble du réseau. La
représentation des fonctions (architecture du réseau)
combinée & cette méthode d’entrainement ne favo-
risent pas la concentration d’information dans des
variables descriptives de plus haut niveau — des va-
riables qui concentrent ’information nécessaire pour
décrire le comportement du systéme. Les architec-
tures de réseaux A convolution, qui aggrégent de fa-
con hierarchique les résultats de filtres locaux, sont
capables de représenter des corrélations spatiales a
différentes échelles. Mais ces modéles restent sujet
au méme écueil de répartition de l'information sur
I’ensemble du réseau. On peut tenter de modifier
I’architecture, par exemple en forcant un passage
par quelques nceuds (technique des auto-encodeurs),
ou lentrainement (avec des régularisateurs parcimo-
nieux — sparse), afin de concentrer 'information. Je
vois ces étapes comme un pis-aller, afin de contrer
la déficience inhérente a ce genre d’approche. Par
exemple, dans le cas d’un auto-encodeur avec archi-
tecture séquentielle, la couche centrale qui concentre
Iinformation ne fait que définir une base de fonctions
ad-hoc, sur laquelle les couches suivantes construisent
des combinaisons de plus en plus élaborées, le tout
afin d’approximer les données en sortie. On a bien
réduit l'information utile dans ces quelques noceuds
centraux, mais elle est souvent inexploitable et inin-



terprétable par rapport & la physique du processus
étudié. L’algorithme reste fondamentalement un in-
terpolateur, sans fournir de variables d’états pouvant
exprimer les lois de fonctionnement du systéme étu-
dié ou, a défaut, des variables descriptives donnant
des lois effectives pour les motifs observés a grande
échelle et leurs interactions.

Les algorithmes d’apprentissage non supervisé
cherchent & extraire automatiquement des structures
sous-jacentes ou cachées, dans les données mesurées.
IIs se basent le plus souvent par regroupement (clus-
tering) des données mesurées en fonction de critéres
statistiques, comme des corrélations. A moins que ces
critéres aient un sens établi a priori pour le systéme
étudié, les groupes trouvés correspondent rarement
A des variables d’intérét, ou sont constitués en fonc-
tion de seuils arbitraires (e.g. k-means clustering).
Une autre grande famille d’algorithmes pour l’ap-
prentissage non supervisé tente de réduire la dimen-
sion des données (e.g. PCA, DMD, Diffusion Maps. ..
et leurs variantes & noyaux reproduisants). Ces mé-
thodes consistent a trouver une transformation qui va
concentrer l'information sur quelques variables d’in-
térét, dont les valeurs servent de coordonnées pour re-
présenter les données. On suppose alors que la trans-
formation trouvée capture bien ’essentiel de I'infor-
mation pertinente : variance dans le cas de la décom-
positon en composantes principales (PCA), trace du
spectre d’un opérateur d’évolution temporelle (e.g.,
Koopman operator) dans le cas de la décomposition
en mode dynamique (DMD), structure géométrique
comme un manifold approximant les données dans le
cas des Diffusion Maps, etc. Une fois 'information
pertinente concentrée, ces méthodes fournissent un
espace transformé de dimension réduite dans lequel
les données sont représentées. Elles sont ainsi utilisées
le plus souvent en pré-traitement des approximateurs
universels ci-dessus. Une variante des Diffusion Maps
est intégrée dans la méthode que j'expose ci-apres,
afin de concentrer 'information en variables descrip-
tives plus pertinentes.

Supposons maintenant que les données mesurées
capturent bien le comportement d’un processus na-
turel que 'on cherche & étudier. Dans ce cas, les lois
physiques qui régissent ce processus sont vraisem-
blablement d’excellents prédicteurs pour les données.

Les variables d’état sur lesquelles portent ces lois phy-
siques concentrent supposément toute l’information
utile pour décrire le systéme. Ainsi, on peut supposer
qu'un algorithme non supervisé optimal va retrou-
ver ces variables descriptives, ou une reparamétrisa-
tion de ces variables. Un algorithme d’apprentissage
supervisé idéal devrait, en exploitant ces variables,
retrouver les lois physiques du processus mesuré. Le
probléme ci-dessus revient alors & une notion de mi-
nimalité dans ’espace des modéles. Dans ce sens, les
valeurs des paramétres internes d’un modéle d’ap-
prentissage supervisé peuvent étre vues comme une
projection : ils représentent au mieux le cas optimal
des lois physiques régissant le processus mesuré, dans
une base implicitement définie par ’architecture du
modeéle. Ce point de vue peut étre décliné selon les
modéles. Par exemple, décomposition en combinai-
sons linéaires de quelques exemples d’entrainement
dans le cas des machines & vecteur support, décom-
position sur une architecture fixée de noeuds dans le
cas d’un réseau profond, décomposition sur un en-
semble de fonctions aléatoires dans le cas du reservoir
computing, etc.

La suite de mon projet, exposé ci-dessous,
n’échappe évidemment pas & émettre des hypothéses
architecturales. En fait, en régle générale, plus la
classe de processus représentables par le modéle est
large, plus celui-ci est sujet au surentrainement et
moins il devient interprétable. Un cas extréme est
d’entrainer une machine de Turing universelle, ca-
pable de représenter avec une précision arbitraire
n’importe quel jeu de données, mais dont le pro-
gramme de taille minimale pour représenter ce jeu
de données deviendrait lui-méme par définition une
séquence aléatoire (ne pouvant pas étre plus com-
pressé). Le code d’un tel programme serait totale-
ment ininterprétable et ses performances en généra-
lisation ne sont pas non plus garanties.

Ceci étant, il doit étre possible de baser ’archi-
tecture de 'algorithme d’apprentissage elle-méme sur
des critéres physiques et informationnels. Physiques,
car traduisant une certaine forme de causalité. In-
formationels, par la recherche d’échelles et de struc-
tures porteuses d’information dans la phase méme
de modélisation. Ces deux aspects ont été déja pro-
posés pour le cas de données discrétes (ou symbo-



liques), en temps discret, par James P. Cruthfield
avec ses e-machines depuis plus de 30 ans. Celles-
ci sont d’ailleurs, en un sens [39], des prédicteurs
optimaux et de taille minimale. L’extension au cas
continu et données arbitraires sur laquelle je tra-
vaille depuis quelques années étend largement 1’appli-
cabilité de ces travaux. Elle retrouve des paramétres
d’états et peut renconstruire des attracteurs chao-
tiques, parvient & extraire des variables descriptives
de jeux de données naturels et donne un cadre pour
formaliser des lois d’interactions sous forme d’équa-
tion différentielle stochastique. Elle fourni un modéle
prédictif et donne une vision nouvelle sur comment
I'information utile se diffuse avec le temps. Beaucoup
reste encore a faire, ce qui constitue une part essen-
tiel de mon projet pour diriger ces recherches. Les
liens avec d’autres branches des mathématiques et de
la physique hors équilibre, ont une portée bien plus
large que mon approche actuelle basée sur les états
causaux. Je tiens également a valider ces concepts
au fur et & mesure, par des applications sur des pro-
blématiques pluri-disciplinaires concrétes. C'est 14, je
pense, un des points forts de ma méthode comparé
aux travaux antérieurs : elle est relativement facile
& calculer et permet d’ores et déja d’envisager des
applications & grande échelle.

Sciences de [l'information, physique statistique
L’é¢tude du comportement d’ensemble d’'un grand
nombre de particules en interactions est déja I'objet
de la physique statistique. Mais autant cette derniére
part des constituants microscopiques pour en tirer
des modéles d’ensemble de leurs comportements ma-
croscopiques, vérifiables par ’expérience; et autant
les algorithmes d’apprentissages fonctionnent dans
I’autre sens : partant de données mesurées, on tente
de découvrir des structures et des «lois » régissant
leurs interactions. Quels paralléles peut-on donc tirer
entre les approches de machine learning, les variables
descriptives et les lois empiriques qu’elles mettent
en évidence, et celles issues de la physique statis-
tique? Cette derniére nous enseigne que certaines
interactions compliquées entre constituants élémen-
taires (par exemple, des collisions entre molécules
dans un gaz), peuvent étre efficacement condensées en

quelques parameétres statistiques reflétant leur com-
portement moyen, comme la température ou la pres-
sion. Dans ce cas, l'information concernant les po-
sitions relatives, orientations et vitesses de chaque
molécule est sans conséquence et peut étre ignorée
a toutes fins utiles & grande échelle : toutes les confi-
gurations microscopiques de méme niveau d’énergie
sont considérées comme équivalentes d’un point de
vue thermodynamique.

Ce point de vue basé sur une équivalence éner-
gétique est trés efficace pour les systémes quasi-
statiques et proches de I'équilibre. Mais ’appari-
tion de structures stables au cours du temps, d’in-
formation contenue dans ces structures qui ne tend
pas a s’uniformiser, entre en contradiction avec la
notion d’entropie maximale & 1’état limite d’équi-
libre thermodynamique. Cette contradiction dispa-
rait lorsqu’on considére non plus les états d’équi-
libre, mais les régimes dynamiques permanent établis
(steady states). Or, on peut argumenter que de nom-
breux processus naturels se placent justement dans
ce cas, avec un afflux continu d’énergie et sa dissipa-
tion [31]. Par exemple, du sable en écoulement exhibe
des structures complexes qui ne peuvent avoir lieu
au repos. Les cellules biologiques sont constamment
hors équilibre, transformant sans cesse de ’énergie
pour maintenir leur structure, etc. Pour des systémes
ouverts, dissipatifs, avec afflux constant d’énergie, il
n’y a plus aucune limite au maintien d’un ordre loca-
lisé au cours du temps, & 'apparition de structures,
A leurs interactions. Dés lors, ce qui rend ces sys-
témes intéressants n’est pas tellement qu’ils dissipent
de D’énergie, ce qui est un prérequis a leur fonction-
nement, mais comment ils la dissipent. Quel est leur
degreé de structuration ? Est-ce que ’ordre établi a un
role fonctionnel pour le systéme considéré a grande
échelle ? Quantifier l'information présente dans les
structures produites, et comment cette information
est transformée au cours du temps, offrirait une nou-
velle description du systéme, complémentaire & celle
basée sur ’énergie.

En particulier, par analogie avec le spectre de
puissance, on obtiendrait ainsi un spectre d’informa-
tion ou de transformation d’information (si un mo-
dele est lié a évolution des structures détectées).
Le spectre de puissance indique ’énergie dissipée a



chaque échelle. En prenant I’hypothése que ce travail
effectué est celui d’un processus naturel dont on a me-
suré ’effet, on quantifie ainsi les échelles ol ce proces-
sus agit. Par exemple, dans le cas de signaux EEG, on
peut supposer qu’une dissipation d’énergie aux alen-
tours de 8-12Hz dans le cortex moteur correspond a
un mouvement des membres (cas d’une interface BCI,
cerveau-ordinateur). Cette approche est trés utile et
elle est & la base de la plupart des méthodes de trai-
tement du signal actuelles. Elle forme un point de
départ indispensable pour ’analyse de données me-
surées. A contrario, un spectre d’information indique-
rait quelle est le degré de structuration & différentes
échelles, sans se préoccuper de 1’énergie dissipée a ces
échelles. Un tel spectre serait un outil complémen-
taire & lanalyse temps/fréquence en traitement du
signal, possiblement beaucoup plus adapté a I’étude
des sytémes complexes hors équilibre. Pour donner un
exemple, reprenons le cas de 'interface BCI. Un cer-
veau humain en fonctionnement dissipe environ 20-
30W (ordre de grandeur, selon les sources). Il est tout
a fait envisageable, avec un circuit programmable de
type FPGA, de reproduire le spectre de puissance
mesuré en continu, avec la méme dissipation d’éner-
gie aux mémes fréquences. Les deux systémes — cer-
veau, FPGA — seraient ainsi indiscernables par les
méthodes d’analyse de signaux basées sur ’analyse
temps/fréquence. L’objectif, dans cet exercice de pen-
sée, serait d’arriver & discriminer les deux avec un
spectre d’informationﬂ Plus généralement, un tel ou-
til offrirait un nouveau moyen d’investigation pour
les systémes complexes, par sa capacité a détecter
des structures & différentes échelles — un préalable
pour la formalisation de plus haut niveau de l’inter-
action entre ces structures, donc pour une modéli-
sation fonctionnelle du processus étudié. Mais, dés
lors qu’un algorithme d’apprentissage concentre de
I'information utile pour décrire un systéme, retrouve
des variables d’états empiriques et des lois effectives
d’évolution ; alors il devient envisageable de I’exploi-

1. Bien sir, si on garde l'information de phase, les deux
systémes sont déja discriminables avec une analyse temps-
fréquence. Mais l'information contenue dans la phase est diffi-
cilement exploitable. Elle ne fait que rendre la transformation
temps-fréquence réversible et refléte donc le signal d’entrée.
Elle ne rend que rarement ce dernier plus interprétable.

ter pour construire un tel spectre d’information. Les
états causaux, de part leurs propriétés, sont idéale-
ment placés dans cette optique. Cette extension de
mes travaux en cours fera 1’objet de recherches que
je compte diriger grace a cette HDR.

Enfin, I'introduction ci-dessus sur les systémes ou-
verts et dissipatifs appelle & une derniére analogie
avec la physique statistique. Classiquement, le re-
groupement de micro-états dans des classes d’équiva-
lences de méme niveau d’énergie permet de travailler
non plus sur ces micro-états, mais sur les classes
d’équivalences. Leur répartition et les lois d’évolu-
tion entre ces niveaux d’énergie offrent une descrip-
tion statistique & grande échelle du systéme consi-
déré. Un paralléle, inspiré des états causaux mais
non limité & ces derniers, consiste & remplacer les
classes d’équivalence d’énergie par des classes d’équi-
valence informationnelles ou prédictives. Les micro-
états sont ainsi regroupés par niveau d’information
contenue sur le devenir du systéme, ce qui introduit
implicitement une notion de dynamique. On obtien-
drait ainsi la base d’une physique statistique basée
sur I'information, et non ’énergie, appliquable & des
systémes hors équilibre thermodynamique. Ce dernier
étant alors remplacé par un équilibre informationnel,
correspondant par exemple aux structures produites
dans des régimes steady state. Ceci viendrait complé-
menter les travaux mentionnés précédemment ou le
spectre de puissance est étendu en un spectre d’infor-
mation. Ces notions, plus prospectives, sont exposées
a la fin de ce document.

Travaux actuels
Théorie

De nombreux cadres théoriques peuvent étre utili-
sés pour l'inférence de modéles [28]. L’approche uti-
lisée dans ce projet est basée sur la mécanique cal-
culatoire [40], telle que définie depuis la fin des an-
nées 80 [14]. L’idée est de chercher une description
statistique de 1’évolution du systéme et de trouver
des classes d’équivalences causales, qui entrainent les
mémes prédictions. Les transitions entre ces classes



sont reconstructibles & partir des données et donnent
lieu & un modéle prédictif théoriquement optimal [42].

Les sections suivantes exposent de facon bréve et,
je lespére, assez intuitive, les concepts utilisés dans
mes travaux en cours. Pour un exposé plus formel et
les limites de 'approche, cf [12].

Les états causaux

On suppose que le passé observable du systéme,
dont on suppose avoir une influence sur I’état présent,
est représentable par une variable aléatoire X. Par
exemple, X peut étre une série temporelle. De méme,
considérons que Y est une variable aléatoire repré-
sentant le futur observable de ce systéme, pouvant
étre impacté par 1’état actuel. En pratique, des mé-
canismes limitent souvent I'influence causale d’événe-
ments anciens et permettent ainsi de tronquer X et
Y pour en faire des séries finies. Par exemple, dans
le cas de neurones & impulsion, le potentiel de mem-
brane est remis a 0 aprés ’émission d’une impulsion,
ce qui « efface » le passé du systéme [9]. Plus généra-
lement, X et Y peuvent inclure des dimensions spa-
tiales, donnant lieu & des analogies de « cones espace-
temps » [41] 24, [35] 87, 36], quand I'information utile
se propage a vitesse finie.

On prend comme définition [40] qu’un état cau-
sal est une classe d’équivalence sur les observations
X passées, qui induit la méme distribution de fu-
turs Y possibles : s(z) = {w: P (ylw) = P (y|z)}.
Cette définition requiert une hypothése de stationna-
rité conditionelle, de sorte & pouvoir aggréger de telles
distributions au cours du temps en classes d’équiva-
lence. Dés lors, ces classes capturent bien une forme
de causalité : toutes les observations au sein d’un
méme état causal donnent lieu aux mémes prédictions
sur le systéme. Aucune nouvelle observation n’est ca-
pable de distinguer deux passés x et w au sein de la
méme classe : & toutes fins utiles, et a fortiori pour la
modélisation du systéme, ces passés sont strictement
équivalents.

A ce stade, aucune structure interne n’est présup-
posée sur la forme des distributions, ni sur leur évolu-
tion au cours du temps. On a déplacé le probléme sur
la définition que les passés X et futurs Y capturent
bien toute I'information utile, ce qui dans certains cas

Hidden Markov Model

e-machine

Fi1G. 1: Différence entre chaine de Markov (de type
HMM) et e-machine. Les symboles émis sont
{a,b} et les états internes sont s1 2 3.

implique 'usage d’une mémoire infinie. On suppose
également que des mesures existent sur les espaces de
ces X et Y, de sorte & former une distribution condi-
tionnelle. Toutes ces hypothéses peuvent sembler res-
trictives et sont parfois inatteignables. Néanmoins,
elles forment un cadre conceptuel & partir duquel des
approximations peuvent étre établies.

Dans le cas ou X et Y sont discrets, on peut les
voir comme des chaines de caractéres. Si les données
sont fournies sous la forme (x4,y:), avec ¢t une va-
riable de temps également discréte, alors les transi-
tions (¢, x¢41) correspondent a I’ajout d’un nouveau
symbole en bout de chaine. Si on note E la variable
aléatoire donnant ’état causal du systéme & chaque
instant ¢, alors E est modélisable par un modéle Mar-
kovien : un symbole est associé & chaque transition
E; — E;i1 et il est impossible de retracer ’histo-
rique de E avec ce nouveau symbole. Cet automate
Markovien est appelé une e-machine et différe cru-
cialement des chaines de Markov (HMM) classiques
(Fig. [1). Dans le cas des HMMs, les états internes
n’ont que peu de signification physique et les pro-
babilités de transitions entre états sont séparées des
probabilités d’émission de symboles, propres a chaque
état. A contrario, ’e-machine est construite sur des
états d’équivalence causale et les symboles sont émis
lors des transitions entre états, ce qui induit la struc-
ture du graphe. L’e-machine est ainsi propre au sys-
téme étudié : ses états comme sa structure sont to-
talement déterminés, contrairement aux HMMs qui
laissent une part d’arbitraire dans le choix des para-
metres.

Une reconstruction empirique des classes d’équiva-



lence et de leurs transitions est conceptuellement as-
sez simple : il suffit d’aggréger puis de comparer des
distributions de probabilités et de noter les symboles
obtenus lors des transitions. Les approches directes
en ce sens, a base de tests statistiques et de cluste-
ring, sont trop cotteuses en temps de calcul [43] [I8]
pour étre vraiment exploitables. De plus, dans le cas
classique de données mesurées & valeurs réelles, les sé-
ries temporelles doivent étre discrétisées sous forme
de chaines de caractéres. La précision des modéles
est trés rapidement limitée par le besoin de forte-
ment discrétiser les données afin de réduire le nombre
de caractéres de ’alphabet. Une solution est de ne
pas discrétiser les données et d’effectuer un cluste-
ring directement sur les distributions de probabilité
continues [I1], 18]. Malheureusement, les transitions
entre clusters deviennent arbitraires. De nombreux
systémes présentent en effet un continuum d’états,
qui ne peuvent pas étre facilement isolés en clusters
et séparés par des transitions symboliques. En sup-
posant que les clusters soient malgré tout bien sépa-
rés, une étape de post-traitement doit étre ajoutée
pour assurer la cohérence du modeéle [IT]. Ces mé-
thodes sont cotteuses et leurs succés a grande échelle
sont rares [24] [37]. Car bien que les e-machines soient
des prédicteurs théoriquement optimaux [39], en pra-
tique, aucun algorithme ne permet actuellement de
les estimer de facon efficace par une telle approche di-
recte. D’autres classes de modéles, moins contraints,
sont plus faciles & estimer & partir des données et
donnent ainsi de meilleures prédictions.

Pour progresser dans le domaine, il faut changer
la facon d’estimer les états causaux. Mes travaux
en cours [I2] permettent de le faire sur des données
quasiment arbitraires et en temps continu, en repré-
sentant, les distributions de probabilités a ’aide de
noyaux reproduisants.

Représentation des distributions dans des espaces
de Hilbert a noyau reproduisant

Les espaces de Hilbert & noyau reproduisant sont
bien établis et largement utilisés en apprentissage au-
tomatique [4]. L’idée est d’utiliser une fonction noyau,
définie de telle sorte que k™ (z, w) = (¢(z), d(w))yx :
appliquer cette fonction sur x et w est équivalente &

calculer un produit scalaire entre deux fonctions ¢(x)
et ¢(w) dans un espace de Hilbert #X. Ce produit
scalaire n’a généralement pas besoin d’étre explicité :
pour un noyau k¥ donné, son existence suffit pour
convertir un algorithme (linéaire) basé sur des pro-
duits scalaires en algorithme (non-linéaire) basé sur
des évaluations de k¥.

Des avancée récentes [44, 48| 46] montrent com-
ment une distribution de probabilité P(X) est équi-
valente & un point P dans cet espace de Hilbert HX.
La distance ||P — Q||,,;x entre deux distributions P
et Q dans 'espace de Hilbert est nulle si, et seulement
si, P = @ (& un ensemble de mesure nulle prés). On
en tire un nouveau test statistique [I9] pour compa-
rer deux distributions P(X) et Q(X) uniquement par
des évaluations de noyaux sur des échantillons de P
et @ donnés. De méme, les distributions condition-
nelles P(Y|X) peuvent étre vues comme des points
dans D'espace de Hilbert HY, indexés par les valeurs
de X. Un théoréme de représentation [38] associé a
une équivalence entre régression et le test statistique
ci-dessus [20] permet de se limiter au sous-espace en-
gendré par les données au lieu de tout l’espace HY .
Pour les besoins liés & trouver un algorithme d’infé-
rence des états causaux a partir de ces données, ceci
contourne la plupart des problémes mathématiques
associés aux espaces de dimension infinie. Cette ap-
proche étend également les travaux en géométrie de
I'information, souvent difficiles & exploiter en pra-
tique.

Avec ce formalisme, un état causal est vu comme
un point dans un espace de Hilbert, correspondant
a la distribution associée & sa classe d’équivalence.
Or, des noyaux sont disponibles pour de nombreux
types de données (chaines de caractéres, mais aussi
vecteurs, graphes. ..). Des noyaux k4 et k® peuvent
étre combinés pour traiter de données A, B hétéro-
génes dans un espace de Hilbert produit H4@H? [2].
On peut donc envisager pour ce projet des modéles
sur quasiment tout type de données. A ma connais-
sance, aucune publication sur les e-machines ne tire
actuellement parti de cette possibilité. Le test sta-
tistique [19] n’est cité dans l'algorithme présenté en
[18] que comme un des moyens de comparer des dis-
tributions, tout en gardant une approche basée sur
I’aggrégation de ces distributions dans l’espace des



données initiales, similaire & [I1].

Dynamique continue, opérateurs de transfert

Notons S = {s = P(Y|X = x)},, l'ensemble des
états causaux possibles, représentés par des points
s € MY correspondant & la distribution P(Y|s)
unique de cette classe d’équivalence. S est indexé par
toutes les réalisations x possibles de la variable aléa-
toire X considérée. Dans ce sous-ensemble S C HY,
les états causaux vont suivre une trajectoire. Or, pour
un systéme physique, on peut supposer que l’infor-
mation se propage & vitesse finie. La divergence de
Kullback-Leibler D, (s(t + dt)| s(t)) entre un état
et le suivant le long de la trajectoire doit donc tendre
vers 0 quand dt — 0 (sinon, une introduction d’in-
formation instantanée a lieu). Or, en dimension infi-
nie, la topologie issue de la divergence KL est plus
fine que celle associée au test statistique de la sec-
tion précédente [48]. Ainsi, ||s(t + dt) — s(t)|l» — 0
quand dt — 0 et les trajectoires des états causaux
sont continues. Comme S est un espace métrique, il
existe une construction canonique d’un processus de
Wiener W sur I’espace des trajectoires dans S. Ainsi,
on peut représenter I’évolution des états causaux sous
forme d’une équation différentielle stochastique :

dsy = a(s¢)dt + b (st) dWy (1)

Cette équation rentre dans la catégorie des diffu-
sions de Itd inhomogénes. Son générateur G f (sg) =
lim; o (E[f (s¢)|s0,t] — f (s0)) /t, appliqué & une
classe de fonction f adéquates, généralise ’e-machine
en temps continu. Il encode, pour chaque instant, les
taux de transitions entre les états. Si v est la me-
sure de probabilité associée & 'espace des X, alors
une mesure image u est disponible pour S (mais pas
pour le reste de HY). Cette mesure permet d’asso-
cier a chaque état causal une densité de probabilité.
Dés lors, on peut considérer des distributions ¢ de
probabilités d’états causaux et étudier I’évolution de
ces distributions par I’équation de Fokker-Planck as-
sociée a la diffusion de It6 : % (s,t) = G*q(s,1).

Bien str, ’hypothése du continu peut étre mise a
mal lors de I'application pratique de la méthode :

— Les données mesurées sont nécessairement finies,
ce qui impose de tronquer X et Y. Lorsque les dépen-

dances causales décroissent rapidement, on peut ar-
river & justifier cette troncation et son effet est négli-
geable. Dans d’autres cas, tronquer X et Y entraine
des pertes ou gains brutaux d’information.

— Lorsqu’on utilise des fonctions noyaux continues,
la norme dans HY varie de maniére continue en fonc-
tion des données X. Cependant, rien ne garantit que
les données d’entrées varient elle-méme continuement
quand dt — 0. L’information peut étre introduite
de facon instantanée par petits paquets discrets par
exemple, ce qui contredit ’hypothése ci-dessus d’une
vitesse finie pour l'introduction d’information.

— 11 est également possible que les mesures soient
effectuées & une échelle de temps 7 trés largement
supérieure a celle du continu. L’information gagnée
entre deux mesures consécutives peut étre arbitraire-
ment élevée, mais toutefois apparaitre instantannée a
I’échelle 7 & laquelle les données sont mesurées.

Dans le cas usuel de données mesurées a intervales
de temps régulier 7, on se place probablement dans
une combinaison de ces 3 hypothéses. L’hypothése
du continu fournit un cadre conceptuel d’ou tirer
des algorithmes d’inférence, mais en pratique on ob-
tient un opérateur d’évolution s(xty,) = [Frs] (xt).
Cette derniére notation met en évidence une équiva-
lence avec un opérateur de Perron-Froebenius, connu
dans le domaine des systémes dynamiques pour faire
évoluer des distributions de probabilités, et son ad-
joint 'opérateur de Koopman. Ces méthodes, et plus
encore leurs extensions par noyaux (opérateurs de
transfert, [25]), sont ainsi fortement liées aux algo-
rithmes d’inférence d’états causaux utilisés dans mon
projet. Dans le cas usuel des systémes dynamiques,
zest la valeur mesurée & 'instant ¢ et F- agit sur un
modéle m qui travaille directement dans ’espace de
ces données mesurées. Par exemple, si m (z;) est un
classificateur, I agit sur la fonction implicite de m
pour produire la classe des données mesurées en ;.
La différence essentielle est que dans le cas des états
causaux, xr;n’est pas la valeur observée & l'instant ¢
mais tout le passé contenant 'information prédictive
utile. Ceci rend s Markovien par définition et facilite
I’estimation de F.. Dans le cas continu, on retrouve
Péquivalence F, = exp (7G*). Dans le cas discret, ou
partant de données mesurées & intervales réguliers, je
montre comment estimer directement F, sans passer



par G* dans [12]. Cette méthode est & la base des ap-
plications sur des données réelles présentées ci-aprés.

Réduction de dimension, variables d’état et
trajectoires

Le théoréme de représentation [38] indique que les
estimations des états causaux § € S C HY font par-
tie du sous-espace engendré par les données. On peut
donc exprimer § en utilisant les noyaux reproduisants
kY (y;,-) € HY centrés sur les données y; comme

pseudo-base : §(z) = 2N wi(@)kY (yi,-). Les états
causaux ne dépendant que du passé, les coefficients
dans cette pseudo-base ne dépendent que de X. Pour
un observable z donné, le coefficient w;(z) dépend
cependant de toutes les observations x;—;.. n. Un es-
timateur pour un jeu de coefficients w;(z) est donné
par [16} 46, [45]. Il exploite un noyau reproduisant k%
et les similarités entre x et chaque x; observé.

Une autre intuition est obtenue par comparaison
avec des estimateurs de densités. Si on utilise un

noyau k¥ (y1,2) o exp (4 g1 — o * /o2 ), et dans

le cas w;(z;) = 1/N, la formule ci-dessus revient
a un estimateur classique de densité p(Y) pour un
jeu de données y; n donné. Dans le cas de distribu-
tions conditionelles p (Y|X = z), ce qui correspond a
la définition des états causaux, le coefficient dépend
alors de z et de la proximité de x avec chacun des
x; observé. L’usage de noyaux reproduisant permet
d’étendre cette définition & tout type de données, sans
étre limité par des données scalaires ou vectorielles
comme dans le cadre d’une estimation de densité par
mélange de gaussiennes.

Cette représentation a le mérite d’étre calculable
assez simplement, mais ’inconvénient est que ’infor-
mation contenue dans les coefficients w; est répartie
sur ’ensemble des points de mesure. On retombe sur
I’écueil mentionné en introduction des modéles d’ap-
prentissage. Par ailleurs, le nombre de coefficients
dans cette représentation croit avec le nombre d’ob-
servables NV, ce qui est peu pratique.

Mais les états causaux disposent d’un autre avan-
tage. Par définition, ils sont censés concentrer toute
I'information prédictive utile contenue dans le passé,
rendant leur évolution Markovienne. Méme si cette
définition n’est valable que dans le cadre N — oo

et possiblement avec des passés et futurs eux-mémes
infinis, elle a toutefois le mérite de fournir une inter-
prétation utile pour les approximations qui suivent.
Si on suppose que l'information prédictive utile est
concentrée dans un faible nombre de variables d’états,
alors ces variables d’états ne dépendent pas de N et
devraient se retrouver (de fagon combinée) dans les
états causaux. En modifiant ’algorithme de Diffusion
Maps pour exploiter les mesures de similarité dans
S C HY, et en le paramétrisant pour le rendre insen-
sible aux effets d’échantillonnage, on peut retrouver
la géométrie intrinséque sur laquelle évoluent les états
causaux, comme un attracteur. Dans le cas d’une ana-
lyse en composantes principales, chaque composante
incorpore le maximum de variance des données parmi
les dimensions restantes. Dans le cas des Diffusion
Maps, chaque composante est telle que les distances
calculées dans I’espace réduit est la plus proche pos-
sible des distances (de diffusion) dans ’espace d’ori-
gine. Ce qui signifie qu’avec un faible nombre de com-
posantes on retrouve une trés bonne approximation
des similarités entre les distributions de probabilités
initiales, donc entre les états causaux. Ceci peut fa-
ciliter des étapes ultérieures de clustering, mais pré-
sente surtout l'avantage d’étre relativement peu sen-
sible & N. Si une structure géométrique de faible di-
mension existe, par exemple un attracteur ou un en-
semble permis dans ’espace des phases d’'un proces-
sus physique, alors on devrait retrouver cette struc-
ture géométrique par cette méthode. Dans ce cas,
les dimensions réduites devraient refléter les variables
d’état. Pas forcément avec une correspondance par-
faite de 1 pour 1, possiblement avec une transfor-
mation intermédiaire, mais en I’absence de véritables
variables d’états pour des données empiriques on de-
vrait pouvoir utiliser ces composantes comme substi-
tut acceptable. Dés lors, les trajectoires dans cet es-
pace devraient refléter la physique du processus natu-
rel représenté par ces substituts de variables d’états.
Cette description reste & ce stade assez empirique
et de nombreux points mathématiques restent encore
en suspens. En particulier, identifier les conditions ot
cette méthode fait bien ce qu’on attend d’elle comme
exposé ci-dessus, et les cas limites ou elle ne fonc-
tionne pas. Néanmoins, ceci n’empéche pas de l'es-
sayer en pratique et de tester ses limites sur diffé-
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rentes classes de processus. La démarche est alors plus
proche de celle d’'un expérimentateur que d’'un mathé-
maticien. Les sections suivantes montrent quelques
succés qui justifient par eux-méme la tenue du pro-
gramme de recherche que je propose de diriger avec
cette habilitation.

Exemples et Applications

Attracteur chaotique

Dans le cas d’une équation différentielle ordinaire
(ODE) déterministe classique, chaque point dans ’es-
pace des paramétres donne lieu a une trajectoire
unique. Conséquemment, X peut dans ce cas étre ra-
mené & un seul point, la trajectoire passée n’a aucune
importance et ce point détermine complétement le
futur du systéme. Les trajectoires ne se croisant pas,
chaque point de I’espace des parameétres a son propre
futur et est son propre état causal. Ainsi, lorsque la
méthode est appliquée & des données générées par
une ODE, elle doit retrouver a la fois ’espace de
paramétres, ou une combinaison équivalente, comme
variables d’intérét en dimension réduite. En présence
d’un attracteur chaotique, la méthode doit également
retrouver cet attracteur comme trajectoires des états
causaux. Cette théorie est testée sur attracteur de
Lorenz [27]. Cet attracteur emblématique est généré
par le systéme d’équations suivantes :

du = —0o (u—v)dt +ndW
dv = (pu — v — vw) dt + ndW
dw = (—pw + w) dt + ndW

avec le jeu de paramétres habituel (o,p,8) =
(10,28,8/3). Le cas usuel n = 0 correspond & un jeu
d’équations différentielles ordinaires. Pour compléter
cet exemple, I'introduction d’un processus de Weiner
isotropique de variance 7 convertit ces ODE en équa-
tions différentielles stochastiques (SDE). De surcroit,
sur chaque trajectoire générée, je surimpose un bruit
additif : (uf, v}, w)) = (ue + 7% ve + 91, wy +92) avec
~%:1.2 des variables gaussiennes indépendantes, cha-
cune de variance v. La Figure [2| montre le résultat

d’une reconstruction de ’attracteur avec la méthode
précédente.

Le spectre de valeurs propres (diffusion map)
montre une inflection nette & 3 composantes [12].
On voit que la méthode retrouve les 3 paramétres
principaux et arrive & reconstruire un plongement de
Iattracteur trés proche de celui d’origine. Seules des
déformations mineures sur la forme de l'attracteur
subsistent. Pour cet exemple, j'utilise une historique
de 5 points dans passé et le futur pour les défini-
tions des séquences X et Y. Ceci permet & l’algo-
rithme de retrouver également l’attracteur dans le
cas tres fortement bruité » = 1 du centre. En ef-
fet, ajout d’un bruit additif, systématique et indé-
pendant en chaque point des trajectoires, ne change
pas les classes d’équivalences que forment les états
causaux [12]. On obtient ainsi un algorithme trés ro-
buste aux bruits de mesure systématiques, capable
de retrouver un attracteur chaotique en partant des
données. Un avantage important comparé aux mé-
thodes habituelles comme la time-lag reconstruction
[50]. La situation est différente pour le bruit intrin-
séque 77. En temps continu, nous avons vu précédem-
ment ’équivalence entre les trajectoires dans ’espace
des états causaux et une SDE. L’algorithme retrouve
ainsi cette SDE, incluant le bruit n = 1, tout comme
il a reconstruit 'attracteur non bruité du cas ODFE
classique.

Taches solaires

L’activité solaire est mesurée en notant le nombre
de taches solaires qui apparaissent chaque moisﬂ Les
périodes d’activité suivent un rythme d’environ 11
ans, qui sont en fait des demi-cycles si on prend en
compte l'inversion du champs magnétique. La prédic-
tion de ces cycles (ou demi-cycles) solaires est notoire-
ment difficile, mais I’'objet de ce test n’est pas d’amé-
liorer la performance brute en prédiction. Il est de
tester la capacité de 'algorithme & extraire des para-
meétres d’état du systéme et de vérifier leur interpréta-
bilité. L’exemple précédent a montré un cas ot un at-
tracteur chaotique est reconstruit. Dans cet exemple,
les variables d’états étaient de dimension faible et

2. Les données utilisées proviennent du centre SILSO d’ana-
lyse de données solaires, http://sidc.oma.be/silso/datafiles.
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Original series Causal states projection

F1a. 2: Attracteur de Lorenz avec différents niveaux et types de bruits (gauche) et leurs reconstructions a
partir de N = 20000 échantillons sur Iattracteur par la méthode proposée (droite). Bruit additif v,
pouvant simuler un bruit de mesure, et bruit 7 intrinséque aux équations stochastiques, analogue de
fluctuations thermiques autour d’une trajectoire moyenne.
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Fia. 3: Spectre de valeurs propres pour les compo-
santes en dimension réduites des états cau-
saux calculés sur la série de taches solaires.

I’équation de leur évolution connue a priori. Mais la
modélisation du soleil est extrémement difficile et les
meilleures modélisations actuelles ne sont pas encore
capables de rendre compte de tous les phénoménes
observés. Il est impossible, en ’état actuel, d’identi-
fier tous les paramétres d’état du systéme et encore
moins de les retrouver & partir d’un faible nombre de
données, qui plus est mesurées 4 un niveau de des-
cription trés global (un nombre de tache solaires par
mois). Conséquemment, les variables d’état inférées
par ’algorithme ne peuvent concerner que cette dy-
namique globale.

L’algorithme est paramétré avec des séquences X
et Y de 22 ans. On ne suppose ainsi que des dépen-
dances causales & court terme, au plus avec le cycle
précedent. Ce n’est probablement pas vrai, mais doit
couvrir la plus grande partie de 'information pré-
dictive utile. Le spectre de valeurs propres pour la
diffusion map est montré en figure [3 Il indique 2 pa-
ramétres clairement plus importants, un écart dans
le spectre, un troisiéme paramétre qui semble plus
important que le reste, & nouveau un écart puis une
plus longue suite de composantes. La figure [ montre
une projection sur les 3 premiéres composantes. La
trajectoire des états causaux suit clairement sur une
structure conique qui ressemble & un attracteur. Clai-
rement les 2 premiéres composantes encodent, en-

1805

F1G. 4: Attracteur empirique, reconstruit & par-
tir des séries temporelles du nombres
de taches solaires par mois (N = 2735
paires (z;,y;) observées). Les années des
maxima solaires sont indiquées en bleu,
les années de minima en noir. Une version
dynamique, navigable, de cette structure
est disponible en ligne & cette adresse :
https://team.inria.fr /comcausa/continuous-
causal-states/.
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semble, une période d’environ 11 ans ainsi que la
phase dans cette période. Ce qui correspond bien &
la principale caractéristique de ce processus. La troi-
siéme composante encode I’amplitude des cycles, qui
suivent une modulation & plus long terme. Cette mo-
dulation d’environ 80 & 100 ans est connue comme le
cycle de Gleissberg. Elle est visible sur la figure

La méthode retrouve bien des descripteurs inter-
prétables & partir des données, ainsi que des trajec-
toires dans cet espace de paramétres partant desquels
un modéle prédictif peut étre établi. Ce modéle peut,
comme c’est le cas dans la [5} utiliser plus de com-
posantes pour plus de précision (mais moins d’in-
terprétabilité), jusqu’a une certaine limite a partir
de laquelle I'introduction de nouvelles composantes
n’améliore plus les prédictions. Cet effet est discuté
ci-aprés dans les perspectives. Il peut s’agir d’'un
autre moyen pour sélectionner le nombre de com-
posantes utiles. Le modéle consiste d’une part en
un opérateur d’évolution F,, qui est estimé & par-
tir des données avec la méthode présentée ci-dessus
et détaillée dans [12]. D’autre part, un second opé-
rateur Ey [s] exploite la propriété « reproduisante »
des noyaux et donne ’espérance d’une fonction f (s),
ici la prochaine valeur de la série future Y. Le pre-
mier opérateur permet d’établir des prédictions dans
I’espace des états causaux, en faisant évoluer leurs
trajectoires, et le second les convertit en prédictions
dans ’espace des données.

Ces prédictions sont montrées sur la figure [5] et
appellent & quelques commentaires. Comme indiqué
ci-dessus par I'équation [I] en temps continu, le mo-
déle est équivalent & une diffusion dans I'espace des
états causaux. Or, ces états encodent, dans le cas
idéal, toute l'information utile pour prédire le sys-
téme. Autrement dit, I’effet de 'opérateur F. revient
a diffuser 'information prédictive elle-méme! On voit
clairement sur la courbe Noire Peffet d’une telle diffu-
sion. Partant du dernier couple (xy,yn) observé, F;
est appliqué autant de fois que la longueur de la série
future, afin d’obtenir une estimation de I’état présent.
D’autres méthodes sont disponibles [15] [47, 12] pour
calculer un état directement & partir d’observables,
mais elles sont moins précises. Durant cette phase, en
Vert sur la figure [5] les valeurs prédites sont inclues
dans le jeu d’entrainement et les prédictions collent

bien aux données. Partant de cet état courant, au-
cune information n’est plus disponible et F va conti-
nuer a diffuser l'information contenue dans les der-
niers points mesurés. Progressivement, les détails sur
la courbe Noire disparaissent, laissant place & une ver-
sion simplifiée des cycles, puis & une convergence vers
la valeur moyenne des données. La valeur limite cor-
respond & l'espérance mathématique E; [so] qu’on
obtient en appliquant 'opérateur E; sur la distribu-
tion limite so de la diffusion de Itd (eq. [1f ). Une
vérification numérique montre que I'opérateur n’est
pas biaisé et on retrouve bien la moyenne du jeu de
données initial. Autrement dit de fagon intuitive, la
moyenne reste la meilleure prédiction a long terme.
A contrario, en Rouge, chaque nouveau point de la
trajectoire dans l’espace des états causaux est pro-
jeté sur le point le plus proche de la structure co-
nique considérée comme un attracteur. Bien sir, au-
cune information n’est gagnée par ce forcage, cette
projection sur la structure conique : dans le cas d’un
systéme chaotique, ce que ’on peut supposer ici, les
trajectoires réelles et prédites divergent rapidement.
Mais cette derniére permet d’étudier les motifs captu-
rés par l'algorithme & long terme. On retrouve, dans
I’espace des données, un comportement qui ressemble
a celui des données mesurées, y compris I’apparition
de fluctuations lentes de Gleissberg sur les maxima
d’amplitudes. L’algorithme a donc capturé une carac-
téristique du processus, encodée par 1’évolution des
trajectoires sur ’attracteur, & une échelle temporelle
plus grande que les fenétres d’analyses de 22 ans uti-
lisées pour les séries passé X et futur Y.

Dynamique moléculaire

L’exemple précédent montre un cas oil les trajec-
toires semblent suivre un attracteur, mais rien ne ga-
rantit que ce soit le cas pour chaque processus étu-
dié. Tout dépend des coefﬁcientsﬁ a(s) et b(s) dans
I’équation [1} qui encodent les parties déterministes
et stochastiques des trajectoires dans l’espace des
états causaux, c’est & dire des distributions conditio-

3. Un code assez préliminaire est déja disponible pour esti-
mer les coefficients a(s) et b(s) de I’équation [1} mais des tra-
vaux sont encore nécessaires pour terminer I’analyse numérique
de ’exemple présenté dans cette section.
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FiG. 5: Bleu : Série mesurée et prédictions pour le nombre de taches solaires par mois. Rouge : pseudo-
trajectoire simulée. Pour un systéme trés probablement chaotique, il est illusoire d’accorder la
moindre crédibilité a ces prédictions sur 350 ans, mais elles donnent une idée du comportement
a long terme de ’algorithme. Vert : prédictions intermédiaires pour les derniéres valeurs mesurées,
pour lesquelles une série future Y n’est pas complétement disponible. La qualité de ces prédictions
est liée au fait que les données sont partiellement incluses dans le jeu d’entrainement. Noir : pré-
dictions établies & partir des opérateurs Fret E¢ tels que décrit dans le texte principal. Ce sont les

prédictions d’espérance maximale & un temps futur donné.

nelles P (Y|X). A noter que méme avec b(s) = 0,
les trajectoires dans l’espace des données peuvent
présenter une variabilité, inhérente a la distribution
conditionelle associée & chaque s. Par exemple, un
processus de bruit blanc présente une distribution
constante et unique dans ’espace des états causaux,
mais des trajectoires aléatoires dans ’espace des don-
nées. Dans 'exemple précédent, les trajectoires sont
assez « lisses » sur l’attracteur, malgré des variations
instantanées importantes dans I’espace des données.
L’exemple qui suit montre un cas ot les trajectoires
des états causaux suivent des marches aléatoires, et
non un attracteur, mais ou l'algorithme est quand
méme capable d’extraire des variables d’état perti-
nentes.

Le processus étudié est une simulation moléculaire
(fournie par Stefan Klus [49]) du mouvement d’un
molécule de Butane. Les positions des 10 atomes
d’hydrogéne et des 4 atomes de carbone sont simu-
lées, puis échantillonnées toutes les 200 fs. Dans cet
exemple, X et Y consistent en des séries passé/futur
des positions 3D de tous les atomes (42 coordonnées).
La figure[7] montre les premiers résultats d’analyse de
ce processus.

L’algorithme semble totalement insensible au fait
d’inclure ou non les positions des atomes d’hydrogéne
(comparaison haut-gauche vs haut-droit).

Les projections dans les espaces réduits retrouvent
les mémes variables descriptives, donnant lieu aux
mémes trajectoires, les spectres étant indiscer-
nables. De fagon macroscopique, on peut en dé-
duire que seules les positions des atomes de carbone
contiennent 'information prédictive utile pour la dy-
namique de cette molécule (du moins, prise isolément,
comme simulé initialement).

D’un point de vue machine learning, cette méthode
est trés robuste & I'ajout d’information inutile, qu’elle
est capable d’éliminer. Ceci renforce les résulats pré-
cédents sur lattracteur de Lorenz, ou ’ajout d’un
bruit de mesure (additif) n’a pas empéché la recons-
truction de ’attracteur.

Les différences visibles concernent le degré de détail
des trajectoires et sont liées a la taille de ’historique
envisagé (gauche, haut vs bas). Celui-ci agit comme
un filtre passe-bas. Les petits détails, les fluctuations
a Déchelle de 200fs, sont éliminés et seule la trajec-
toire globale (& plus grande échelle temporelle) dans
I’espace des états causaux est conservée. Ces trajec-
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FiG. 6: Effet de la convergence vers la distribution
limite (Noir), et de la projection sur la struc-
ture conique (Rouge) pour les prédictions
partant de la derniére date mesurée (Bleu
puis Vert). Le code couleur est le méme que
pour la figure

toires suivent une marche aléatoire, plus ou moins
détaillée en fonction de la résolution temporelle. En
revanche, les variables d’état reconstruites sont iden-
tiques, avec le méme spectre de valeurs propres, in-
discernable des deux autres paramétrisations de 1’al-
gorithme.

Ces variables d’états sont des reparamétrisations
des angles formés par les liaisons carbone. L’angle
principal, autour de l’aréte centrale de la molécule
lorsque ’on considére le diédre formé par les 3 liai-
sons carbone, peut étre calculé directement & partir
des simulations. Si on applique cette fois la méthode
non plus sur les positions des atomes, mais sur la
série temporelle de ’angle diédre, on trouve les résul-
tats exposés en bas et a droite de la figure[7] L’algo-
rithme ne trouve qu’un seul paramétre d’importance,
qui est précisément cet angle diédreﬁ Si on affiche
néanmoins les trajectoires comme précédemment en
utilisant les 3 premiéres composantes, on met en évi-
dence deux résultats intéressants :

— les 3 configurations principales de la molécule cor-
respondent clairement & des regroupements d’états
causaux, des régions oil les trajectoires restent lon-
guement.

— les transitions entre ces clusters apparaissent
comme une dynamique rapide.

On peut donc discrétiser la dynamique moléculaire
en une dynamique lente, composée de ces 3 états, et
une dynamique rapide, réglant les transitions. Ces ré-
sultats sont connus et déja exposés dans la littérature
[49, 25], mais il est intéressant de les retrouver par la
méthode des états causaux. Ceci montre non seule-
ment la cohérence de cette méthode sur un exemple
connu, mais aussi sa capacité a extraire des variables
descriptives partant de données mesurées. A noter
qu'un découpage en variables lentes et rapides est
typiquement exploité pour l'analyse d’équations de
type Langevin. La méthode proposée, qui revient éga-
lement & une SDF, permet un découpage non pas en
sous-espaces, mais en régions de ’espace des phases
et leurs transitions.

Plus généralement, et considérant aussi les
exemples précédents ot les trajectoires suivent des at-

4. Numériquement, la dépendence entre les deux est quasi-
ment linéaire
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Fi1G. 7: Trajectoires des états causaux et spectres de valeurs propres, calculés & partir des mouvements des
atomes d’une molécule de butane simulée. Gauche : en utilisant les positions des 14 atomes de la
molécule, avec des historiques de 1 échantillon (200 fs, haut) et 100 échantillons (20 ns, bas). Droite,
haut : en utilisant que les positions des 4 atomes de carbone et des historiques de 10 échantillons

(2ns). Droite, bas : en utilisant uniquement ’angle du diédre formé par les 4 atomes de carbone et
des historiques de 10 échantillons.
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tracteurs, on peut donc espérer grace a cette méthode
extraire une connaissance nouvelle partant de don-
nées mesurées. Et ce, tant par ’extraction de para-
meétres d’états pertinents pour décrire la dynamique
globale du processus, que par la modélisation des tra-
jectoires dans Iespace des états causaux. Cette modé-
lisation peut prendre la forme de lois effectives pour
I’évolution des variables d’états inférées des données.
On reste alors a I’échelle de description des données.
Elle permet également de trouver des états macrosco-
piques du systéme par un regroupement des régions
de I’espace, comme montré dans ’exemple ci-dessus,
ainsi qu’une description statistique de leurs transi-
tions. On obtient alors un modéle de plus haut niveau
rappelant I’e-machine du cas discret.

Les sections suivantes exposent deux projets en
cours afin de tester cette méthode sur d’autres don-
nées réelles. Ces projets sont assez exploratoires :
ils portent sur des processus environnementaux com-
plexes, dont on ne connait pas encore tous les aspects
pour réaliser des prédictions fiables.

Projets de recherche

Collaborations en cours

Les premiers résultats ci-dessus ont conduit au
montage d’une Equipe Associée entre Inria - Geo-
stat et University of California at Davis - Complexity
Sciences Center pour continuer & développer la par-
tie théorique de ces méthodes d’investigation de sys-
témes complexes.

J’ai en paralléle démarré deux collaborations pour
appliquer et valider ces travaux en pratique. Les deux
partent du méme constat : 'approche utilisée typi-
quement lors de I’étude d’un processus naturel com-
pliqué, consiste & le compartimenter en de nombreux
sous-systémes dont on espére établir le fonctionne-
ment et les interactions avec les autres sous-systémes.
Par exemple, pour étudier une forét, on pourrait ima-
giner un premier découpage entre sol, plantes et at-
mosphére. Chacun de ces composants pourrait étre
sous-divisé, incluant des modéles de processus trai-
tant de plus en plus d’aspects différents : micro-

organismes, hydrologie, biologie, échanges de matiére
et d’énergie, météorologie... On peut ainsi espérer
comprendre chacun de ces aspects, mais cela ne donne
pas forcément une bonne image du fonctionnement
global de la forét. Cette approche est et reste né-
cessaire pour atteindre un certain niveau de détails
et de précision, par exemple en médecine. Peut-étre,
est-elle la seule & méme de rendre compte d’effets glo-
baux émergents, s’il n’est pas possible de trouver un
modéle qui simule plus simplement le systéme global
de fagon satisfaisante (cas d’une complexité intrin-
séque, incompressible [10]).

Ces modeéles a base de composants hyper-détaillés
en interaction restent donc nécessaires, mais ils sont
malheureusement trés difficiles a caler sur des me-
sures. Un premier effet est I’explosion combinatoire
du nombre de paramétres en interaction, qui de-
mande une quantité de données gigantesque si l'on
souhaite fixer les valeurs de ces paramétres. Un
deuxiéme effet est qu’il devient juste impossible d’ins-
trumenter simultanément chaque partie du modéle en
situation réelle (e.g. mesures in vivo pour un orga-
nisme), donc impossible de collecter les données né-
cessaires pour caler le modéle complet. Dés lors, il
apparait plus avantageux pour étudier un systéme
complexe & une échelle donnée, de le modéliser di-
rectement & cette échelle. On perd peut-étre en pré-
cision théorique par rapport & des modéles hyper-
détaillés mais, en pratique, un modéle global effectif
peut s’avérer beaucoup plus précis et efficace en rai-
son de la facilité de le paramétriser.

C’est cette situation qui m’a menée & proposer la
méthode exposée ci-dessus, par sa possibilité de re-
construire des variables d’état effectives et leurs inter-
actions. Elle répond & un besoin pour les deux projets
suivants. Dans chacun de ces domaines, I’état de ’art
consiste précisement en une myriade de composants
en interaction et dans chaque cas on cherche a dépas-
ser leurs limites afin d’obtenir une meilleure vision
globale. Et cette vision globale est fortement souhai-
table d’un point de vue sociétal, en raison de I'impact
potentiel de ces modéles en cas de succes.
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Echanges de CO; et d’eau dans des écosystémes
terrestres

Cette collaboration se fait principalement avec
Adam Rupe (LANL et UC Davis — physique,
HPC) et Yao Liu (Northumbria University — mo-
délisation en écologie, plantes et écosystémes).
Elle est née d’une participation & un chal-
lenge de 1’Ecological Forecasting Initiative, dé-
crite ici https://projects.ecoforecast.org/neondcast-
docs/theme-carbon-and-water-fluxes.html. Le but est
d’arriver & prédire les flux de COs et d’eau dans 4
écosystémes terrestres : forét dense de feuillus, prai-
rie, arbres éparses, buissons arides semi-désertiques.
Chacun de ces écosystémes réagit differemment aux
conditions environnementales, mais des fondamen-
taux comme la photosynthése, le cycle de 'eau, la
respiration, I’évapotranspiration permettent d’établir
des critéres communs pour étudier leurs différences.
En particulier, nous exploitons en entrée du modéle
des mesures de température, de teneur en eau du
sol (& 10cm de profondeur environ), une mesure de
I’énergie solaire regue par les plantes, de leur évapo-
transpiration, des précipitations et du flux de CO,
au dessus de chaque site. Ces mesures sont prises
toutes les demi-heures par des tours de capteurs du
réseau NEON aux USA et des sondes dans le sol. Des
contacts préliminaires ont été établis avec le réseau
Européen ICOS qui a adopté une méthologie simi-
laire. Le but initial du challenge est d’exploiter ces
données, ainsi que les prévisions météo sur 30 jours,
afin de prédire le comportement de chaque écosys-
téme, plus particuliérement les flux de CO5 et d’éva-
potranspiration. Mais la possibilité d’étudier la dyna-
mique de ces écosystémes avec une méthode comme
celle présentée ci-dessus a pris le pas sur le challenge
en lui-méme. Pour plus d’information, cf le site web
du projet https://team.inria.fr/comcausa/terrestrial-
carbon-water-fluxes,/|

Comparé aux cas présentés précédemment, les don-
nées d’entrée proviennent de sources multiples et sont
hétérogenes. J’exploite la possibilité [2] de combiner
des noyaux reproduisants pour chacun des types de
données dans un espace de Hilbert produit. La mé-
thode reste donc inchangée et applicable dans cet es-
pace produit. Il est cependant possible de spécifier

des temps caractéristiques pour les séries passées et
futur de chaque donnée séparément. Par exemple, on
peut supposer que la dynamique de ’eau contenue
dans le sol est sujette a un effet « réservoir », que les
valeurs mesurées il y a plusieurs jours ou semaines
(en fonction des écosystémes) ont encore un impact
causal sur le présent. En comparaison les valeurs des
flux de CO» sont éphémeéres. Quelques résultats pré-
liminaires, exploitant les données journaliéres sur 13
ans de mesures, sont présentés dans la figure [§| et des
prédictions en figure [9]

La dynamique reconstruite semble correspondre a
une situation intermédiaire des cas étudiés précé-
dents : les trajectoires forment une structure qui res-
semble & un attracteur et qui montre trés clairement
deux lobes, un pour chaque saison été et hiver de ’an-
née. Ce qui correspond bien & ce qu’on pourrait at-
tendre pour une forét de feuillus, & la dynamique trés
différent dans ces saisons. Par contre, une composante
stochastique reste fortement présente sur cet attrac-
teur. La dynamique du systéme pourrait comporter
réellement une partie non déterministe, comme dans
le cas de I’étude sur le butane, ce qui semble plau-
sible pour un écosystéme. Mais trés probablement,
les données d’entrée ne capturent qu’un faible partie
des relations causales et les dépendances restantes ap-
paraissent également comme des fluctuations autour
d’un comportement moyen.

Les prédictions montrées en figure [9] sont issues
d’une unique trajectoire dans ’espace des états cau-
saux et prennent en compte I’ensemble des données
hétérogenes. Seuls les opérateurs Ecoz (s) et Epg (s)
différent, donnant ’espérance des flux de COs et
d’évapotranspiration & partir d’'un méme état cau-
sal s prédit. Avec la méthode proposée, les prédic-
tions dépendent de l'intégralité de toutes les sources
de données, indépendamment de ce que ces prédic-
tions en question soient les valeurs futures de 'une
de ces données ou non. On peut envisager de pré-
dire n’importe quelle autre fonction f (s) des états
causaux qu’il est possible de calculer sur le jeu d’en-
trainement. Les prédictions présentées semblent plau-
sibles, méme si, bien sir, leur fiabilité & un an est
probablement du méme niveau que la moyenne sai-
sonniére. Ce calcul reste a effectuer et montre une
des limites de cette méthode. Comme pour le cas des


https://projects.ecoforecast.org/neon4cast-docs/theme-carbon-and-water-fluxes.html
https://projects.ecoforecast.org/neon4cast-docs/theme-carbon-and-water-fluxes.html
https://team.inria.fr/comcausa/terrestrial-carbon-water-fluxes/
https://team.inria.fr/comcausa/terrestrial-carbon-water-fluxes/
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FiG. 8: Valeurs propres et attracteur reconstruit pour le site Bartlett, une forét de feuillus. Le code couleur
de Pattracteur correspond au jour de ’année. Les deux premiéres composantes encodent le cycle
annuel. La trace en noir correspond a la trajectoire simulée qui donne lieu aux prédictions présentées

en figure
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FiG. 9: Prédictions pour ’évapotranspiration et les échanges de CO-. Les prédictions sur 1 an correspondent
a la trajectoire présentée en noir sur la figure [8) dans I’espace réduit des états causaux.

taches solaires (ﬁgure7 I'information contenue dans
les derniéres mesures finit par se diffuser et les pré-
dictions convergent & long terme vers la moyenne an-
nuelle des données, du moins si on calcule la moyenne
d’ensemble et non une trajectoire individuelle. Dans
le cas des taches solaires, cet effet peut étre interprété
par une désynchronisation progressive des débuts et
fins des cycles prédits, entre chaque réalisation pos-
sible de trajectoires de 1’équation différentielle sto-
chastique. La trajectoire moyenne de cet ensemble
finit donc par converger vers la valeur moyenne sur
un cycle. Mais dans le cas présent, le cycle saison-
nier est un forgage naturel qui devrait étre imposé sur
chaque trajectoire pour que celles-ci soient correctes :
un déphasage de quelques jours peut se comprendre
d’une année a 'autre, mais un décalage de 6 mois
n’aurait aucun sens. Il serait possible de calculer la
moyenne saisonniére puis la soustraire aux données,
et de prédire seulement 1’écart a la moyennne. Mais
ceci ne réglerait pas le probléme qui est plus fonda-
mental : une hypothése du modéle n’est pas respectée.
Une différence d’un degré en été n’a pas forcément
le méme impact qu’en hiver, par exemple, pour ne
prendre en compte que la température. L’hypothése
que les mémes causes donnent lieu aux mémes consé-

quences tout au long de l'année n’est pas correcte
et donc, la stationnarité des distributions condition-
nelles P (Y] X) n’est pas respectée. Ceci souléve le be-
soin d’étendre la méthode au niveau théorique pour
converger vers des moyennes saisonniéres. Une pos-
sibilité serait de travailler sur des processus journa-
liers, dont une réalisation indépendante est observée
chaque année. Mais ceci demanderait un historique
de mesures trop important, seules quelques années
sont disponibles. Rien ne garantit que les processus
écobiologiques soient bien synchronisés au jour prés
d’une année & autre; ceux-ci dépendent de facteurs
meétéorologiques externes qu’il faudrait alors incorpo-
rer au modeéle. Une autre possibilité est de supposer
que, A quelques jours prés, les processus sont quasi-
stationnaires et d’aggréger les valeurs sur des fenétres
glissantes. Puis, d’'une année & 'autre, de mettre en
corrélation ces fenétres afin d’aggréger les données sur
plusieurs années. Ces possibilités restent & explorer.

Enfin, dans le cadre du challenge initial, il est éga-
lement demandé de prendre en compte les prévisions
météorologiques & 30 jours. Ceci est faisable avec
une approche de type filtre de Kalman. Un opera-
teur Eo; est entrainé sur les observations passées.
Il prédit un jeu de paramétres météorologiques pour
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le point suivant d’une trajectoire calculée dans 1’es-
pace des états causaux par 'opérateur d’évolution.
En comparant les valeurs de E0; avec les prévisions
météorologiques pour le méme jour, on peut calculer
I’écart minimal & la trajectoire calculée qu’il faut ap-
pliquer pour que le nouvel état causal soit cohérent
avec les prévisions. Cette méthode se rapproche de la
projection effectuée pour la trajectoire rouge sur la
figure [6] Elle n’est pas encore finalisée mais fait par-
tie des travaux que je compte mener ou diriger dans
le cadre de ce projet. Il est envisagé de recruter un-e
post-doctorant-e en renfort sur cette thématique.

Oscillations El Nifio / La Nifia

Le climat des régions autour de I'océan Pacifique
— de T’Australie & la cote des Amériques — est for-
tement influencé par les oscillations des vents et des
températures de surface de ’océan Pacifique (El Nino
southern oscillation, ENSO). Aux extrémes de ces 0s-
cillations, chaque zone continentale de part et d’autre
de locéan sont impactées de facon opposées. Du-
rant la phase El Nifio (figure , de fortes pluies
générent des innondations désastreuses sur la cote
Sud-Américaine (surtout au Pérou et en Equateur)
tandis que des sécheresses et incendies dévastent les
régions opposées (Australie, Asie du Sud-Est, Inde).
Durant la phase La Nina, les impacts sont inversés.

J’étudie ces phénoménes en collaboration avec Luc
Bourrel (IRD, GET, Toulouse — hydroclimatologie)
et Pedro Rau (UTEC, Lima, Pérou — hydroclimato-
logie). Leurs travaux [6}, 211 [32]33] ont, en particulier,
permis d’établir une base de données exceptionnelle-
ment riche et cohérente sur plus de 50 ans. Ce jeu
de données recense les niveaux d’eau de 49 riviéres,
avec correction des effets anthropiques, des indices
hydroclimatiques aggrégeant les températures de sur-
face sur différentes zones du Pacifique, les précipita-
tions, températures et indicateurs d’évapotranspira-
tion sur différentes zones de la cote sud-américaine,
etc. Ces données permettent d’étudier plus finement
I'impact du phénoméne ENSO sur différentes régions
hydrologiquement et climatologiquement cohérentes
[33, B2] : plaines cotiéres, régions de piedmont et de
haute montagnes (Cordillere des Andes), etc. Avec
ces données, on peut espérer trouver quels sont les
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F1G. 10: Interactions entre températures de surface
des océans et échanges atmosphériques pen-
dant les phases El Nino et La Nina. Images
tirées de [I].

facteurs les plus impactants pour chaque type de
région, ou créer des modeéles prédictifs localisés of-
frant une meilleure précision que les modéles ac-
tuels. Pour plus d’information, cf le site web du pro-
jet https://team.inria.fr /comcausa/el-nino-southern-
oscillation/.

La figure[IT] est un résultat préliminaire qui montre
un attracteur reconstruit, & ’aide de séries X in-
cluant 5 ans de données mensuelles, & relier & leur
futur Y sur 1 an. Ces séries incluent 4 indices des
températures de surface du Pacifique, les précipita-
tions et les débits des rivieres dans 9 régions hy-
droclimatiques distinctes, mesurées sur 50 ans. Ces
sources hétérogénes sont combinées par produit de
noyaux reproduisants, comme indiqué ci-dessus. L’at-
tracteur reconstruit ne semble pas, ou peu, contenir
de partie stochastique. Et ce, contrairement & la va-
riabilité naturelle observée dans les données d’entrée,
comme expliqué précédemment. On peut donc sup-
poser, contrairement & l’exemple en écobiologie, que
les mesures effectuées et les indices sélectionnés cap-
turent suffisamment bien les relations causales pour


https://team.inria.fr/comcausa/el-nino-southern-oscillation/
https://team.inria.fr/comcausa/el-nino-southern-oscillation/
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F1aG. 11: Spectre de valeurs propres et attracteur reconstruit a partir des données mensuelles indiquées dans
le texte principal. Les couleurs évoluent continuement du violet au jaune sur 50 ans, ce qui fait
ressortir les cycles annotés par année.
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la dynamique du systéme au niveau de description
considéré (dynamique mensuelle, étendue globale sur
toute la cote Sud-Ameéricaine). Il est possible que des
fluctuations apparaissent pour des modéles locaux ou
plus finement discrétisés en temps.

Contrairement aux exemples précédents, il n’y a
pas de point d’inflexion nette dans le spectre, ce qui
suggére des paramétres d’états plus nombreux que
dans les cas précédents. Les 2 premiers paramétres
correspondent clairement au cycle annuel, qui reste
la caractéristique macroscopique principale de ce jeu
de données. Le troisiéme semble lié¢ & "amplitude du
phénoméne ENSO : Les 3 événements extrémes de
1997, 1982 et 2016 apparaissent clairement & part
dans cette représentation. Cette détection d’anoma-
lie est rendue possible dés lors que les trajectoires en-
codent la dynamique interannuelle réguliére du pro-
cessus étudié. Les événements hors norme, sortant de
cette dynamique, apparaissent clairement en dehors
des autres trajectoiresﬂ Cet effet est plus ou moins
prononcé en fonction de la paramétrisation de ’al-
gorithme. Il reste & déterminer une facon fiable de
régler ces méta-paramétres, comme |’échelle carac-
téristique utilisée pour normaliser les données dans
chaque noyau reproduisant. Ceci est actuellement en-
visagé en supprimant dans un premier temps les évé-
nements extrémes, de sorte a régler ces parameétres
afin de maximiser la prédictabilité des cycles inter-
annuels normaux. Les événements extrémes n’étant
représentés qu’en peu d’exemplaires, il est difficile
d’établir des statistiques fiables les concernant. Une
détection d’anomalie et une indication de leur am-
pleur, comparée & la dynamique normale, nous suffi-
rait dans un premier temps.

Les travaux que je compte mener ou diriger sur
cette thématique concernent la régionalisation de
cette étude. Il est important pour les populations
concernées de surveiller les critéres qui prédisent au
mieux la venue des phases Nifio / Nifia. Une région

5. A noter que dans la ﬁgure une anomalie est également
présente entre 1778 et 1785. La trajectoire quitte la surface
de la structure conique pour la traverser par le centre. Cette
anomalie pourrait refléter un comportement hors norme réelle-
ment survenu, tout comme il pourrait s’agir d’une erreur dans
les données mesurées. Quoi qu’il en soit, la détection d’ano-
malie présente un intérét général pour l'analyse de données
scientifiques.

coOtiére, sensible essentiellement aux crues et innon-
dations, n’est pas impactée de la méme fagon qu’une
région montagneuse plus reculée, surtout sensible aux
sécheresses [33]. Un premier objectif serait de retrou-
ver ces paramétres d’influence régionaux via des va-
riables d’état effectives, pour chacune des régions.
L’attracteur global ci-dessus doit rendre compte de la
dynamique sur ’ensemble de toutes les régions et né-
cessite apparemment de nombreuses variables d’état.
Il est possible que des modéles locaux, correspon-
dant chacun a une région homogéne, présentent des
variables d’états en quantité plus réduite. Celles-ci
devraient étre interprétables au vu de la littérature
concernant chaque région. Idéalement, de nouvelles
variables, encore inconnues, pourraient étre identi-
fiées par ’algorithme et interprétées par les spécia-
listes. A défaut, il devrait étre au moins possible
d’identifier quelles sont les sources de données qui
ont le plus d’impact sur les prédictions, en jouant sur
les poids affectés & chacun des noyaux reproduisants
dans leur combinaison pour prendre en compte les
sources hétérogénes. Le but, in fine, est d’obtenir une
nouvelle classe de modéles, pouvant prédire de facon
suffisamment fiable et de fagon régionalisée, la venue
d’événements extrémes & 3 mois, 6 mois ou 1 an.
D’autres collégues ont commencé a travailler sur
des indicateurs hydroclimatologiques pour l’océan
Atlantique et sont fortement intéressés par les ré-
sultats de ces travaux. Une collaboration en ce sens
est envisagée & plus long terme, afin de transpo-
ser les premiers résultats de cette étude dans le
contexte Européen. Il est envisagé de recruter un-e
post-doctorant-e en renfort sur cette thématique.

Perspectives

Analyse multi-échelles

L’échelle d’acquisition des données n’est pas forcé-
ment la plus pertinente pour ’analyse du processus
mesuré, comme souligné précédemment dans ce do-
cument. Une approche simple, mais qui peut suffire
dans de nombreux cas, consiste & effectuer une ana-
lyse temps-fréquence pour trouver des échelles tem-
porelles d’intérét. Puis, filtrer et sous-échantillonner
les données, et enfin appliquer les méthodes ci-dessus
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pour une modélisation & la « bonne » échelle. Ceci
suppose qu’on a une séparation claire des échelles,
mais malheureusement la situation est beaucoup plus
complexe dans de nombreux cas. Certains processus
comme la turbulence peuvent faire apparaitre des cas-
cades de dissipation d’énergie sur plusieurs ordres de
grandeur. Dans d’autres cas, des harmoniques ap-
paraissent dans le spectre de puissance, qu’il faut
considérer dans leur ensemble et non séparément. Des
structures ordonnées peuvent apparaitre & différentes
échelles, etc. Dans ces cas, toute tentative de modé-
liser le systéme & une échelle unique, que ce soit celle
d’acquisition des données ou un niveau supérieur, ne
peut & elle seule rendre compte du comportement glo-
bal du systéme considéré. La méthode actuelle per-
met déja de construire des variables X et Y encodant
des relations causales sur des échelles multiples, direc-
tement ou par composition de noyaux reproduisants.
Mais ceci suppose que ’on connaisse déja la structure
et les relations multi-échelles des processus étudiés —
ce qui va & I’encontre de la démarche proposée dans
ce document pour ’analyse des systémes complexes.

Une extension de la méthode des états causaux
pour travailler simultanément & plusieurs échelles
doit alors étre construite. Pour ce faire, une pos-
sibilité est de chercher & renormaliser les équations
différentielles stochastiques décrivant I’évolution des
états causaux. C’est & dire, de trouver un opérateur
de coarse-graining m = C'[s] commutatif avec 1’'opé-
rateur d’évolution F’.. Cet opérateur regrouperait des
états causaux s a une échelle donnée en des classes
m qui devraient elle-méme correspondre & des états
causaux a une échelle supérieure, afin de rester dans
la méme classe de modéle. La renormalisation envi-
sagée ici travaillerait sur les distributions de proba-
bilités produites, et non sur les trajectoires. C’est a
dire, qu’on cherche un opérateur C, un changement
temporel monotone 6 (1) et une loi d’évolution F™
telles que F™ (C'[s],0) soit, en distribution, equiva-
lent & C'[F* (s,7)] : appliquer le changement d’échelle
sur les trajectoires des états causaux a la plus petite
échelle doit retrouver, en distribution, les trajectoires
calculées a la plus grande échelle, partant des mémes
points de départ.

Pour ce faire, il est utile d’étendre ’équation d’évo-
lution des états causaux pour autoriser les processus

A sauts, qui peuvent apparaitre comme expliqué dans
la partie théorique quand on s’éloigne de ’échelle du
continu. Des transitions rapides & 1’échelle des s se-
raient mieux modélisées par des sauts instantanés a
I’échelle supérieure m, plutot que par des coefficients
a(m) ou b(m) tendant vers l'infini. On obtient une
équation d’évolution du type :

dm = a(m)dt 4+ b(m)dW + ¢(m)dJ

avec a(m) la partie déterministe, b(m) la par-
tie stochastique décrivant des trajectoires continues
et ¢(m) déclenchant le processus de saut d.J. Par
construction des états causaux, chacun de ces coeffi-
cients ne doit pas dépendre des instants précédents et
J doit étre un processus Markovien. Une premiére ap-
proche est d’exploiter un processus de Poisson P (m)
pour construire la partie & saut. De sorte que, les
incréments dP ont une taille de soit 0, soit 1, avec
une probabilité infinitésimale A(m) dt pour la valeur
1. Dans le cas de signaux réels unidimensionnels, la
construction de J [I7] consiste & introduire des pro-
cessus différents P, pour toutes les tailles z possibles
de sauts, chacun avec un taux A(z). Ce qui donne
un processus de Poisson composé dJ =) A(z) dP.
En prenant la limite continue pour toutes les tailles
z € R, on obtient un modéle assez générique de pro-
cessus & saut. Quand a, b, ¢ sont constants, la for-
mule de Lévy-Khintchine donne une représentation
explicite de la fonction caractéristique du processus
m. Quand a, b, ¢ dépendent de m, on peut encore
considérer des processus de Lévy séparés a chaque
intervalle dm avec la construction dans [5]. Dans le
cas présent, toute cette méthode devrait étre étendue
pour considérer non plus des tailles de sauts z € R,
mais des sauts vers des états arbitraires m € H dans
I’espace de Hilbert H. En supposant que ce soit fai-
sable, ce modéle serait trés difficile & caler sur les
données, et surtout trés probablement inutile.

Dans le cadre ci-dessus d’une renormalisation, .J
n’est introduit que comme un artifice pour rester
dans la méme classe de modéles, un choix de mo-
délisation pour éviter des coefficients a (m) et b (m)
divergeant vers 'infini. La construction de .J esquissée
ci-dessus par analogie au cas réel est trop générique
pour ces besoins. Par exemple, il n’est pas nécessaire
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de représenter la possibilité d’une infinité de sauts
de taille infinitésimale dans un intervale de temps
donné. Tout ce qui importe ici est la commutativité
en distribution, F™ (C [s],0) ~ C[F* (s,7)]. J peut
étre construit en exploitant un processus de Poisson
comme base de départ, puis en spécifiant pour chaque
m une distribution d’états vers lesquels le saut peut
avoir lieu partant de m. Ce qui, in fine, revient a la
construction des e-machines quand on considére des
régions de ’espace H® comme des états m discrets,
provenant des regroupements d’états s & une échelle
inférieure. C’est le cas, par exemple, pour I’étude sur
la molécule de butane ci-dessus. Dans ce cas, pour
chacun des m, on peut spécifier une distribution de
sauts Z (m™*|m) avec la probabilité associée, ce qui
correspond aux transitions d’une e-machine dans le
cas discret. Enfin, le taux de sauts A (m) peut dans un
premier temps ne dépendre que de m, et non des va-
leurs finales m™, donnant donc un processus de Pois-
son simple P)(,,) et non composé. Ce qui donne un
modeéle du type’|:

dJ =0 ssi dP)\(m) =0

dJ tiré aléatoirement selon Z (m™*|m) sinon

(2)

Mes premiers tests montrent que ce modéle est suf-
fisant pour renormaliser des processus de type « états
lents - transitions rapides » comme le cas de la mo-
lécule de butane. Il peut représenter efficacement des
processus de renouvellement, de type file d’attente,
ou des événements discrets interviennent par dessus
une dynamique continue [29].

Il reste & étendre cette méthode pour inférer, par-
tant de données réelles, a la fois la distribution
Z (m™|m) & une échelle m, et surtout a définir puis
estimer un opérateur de coarse-graining C'(s) com-
patible avec ce modéle & sauts simplifié, si tant est
que ce soit possible de fagon générique.

6. A noter que ce modéle reste continu en probabilité tant
que X (m) est fini. Dans ce cas, A (m)df — 0 quand df — 0.
Le cas d’un A (m) infini peut étre utile pour forcer un saut en
arrivant dans cet état causal m.

Diffusion de I'information

L’exemple d’analyse de séries de taches solaires ci-
dessus a introduit le concept de diffusion de I’infor-
mation prédictive. Comment, partant des derniéres
données disponibles, censées contenir la meilleure in-
formation sur 1’état actuel du processus mesuré, cette
information se diffuse au fur et & mesure que les
prédictions s’éloignent dans le futur, jusqu’a obtenir
une convergence vers la moyenne simple des données
comme meilleur estimateur pour des temps trés longs.
Gréce aux états causaux et a la formalisation de leurs
trajectoires dans le cas continu sous la forme d’une
diffusion de It6 inhomogéne, cette notion de diffusion
n’est pas qu’une simple analogie. Des coefficients de
diffusion peuvent étre calculés en chaque état recons-
truit, en partant des données mesurées. On a ici une
piste assez nouvelle pour caractériser le comporte-
ment d’un systéme complexe.

On obtient un autre point de vue sur cette perte
d’information en considérant que les diffusion maps
utilisées ici sont paramétrisées pour retrouver la
structure intrinséque des états causaux, indépen-
damment de leur densité d’échantillonnage sur cette
structure [I3]. Pour ce faire, la transformation effec-
tuée par les diffusions maps sur des fonctions d’états
causaux définis comme points dans le RKHS H, cor-
respond & D’application d’un opérateur de Laplace-
Beltrami sur ces fonctions. Si on suppose que ces
états causaux évoluent sur un manifold, sa géomé-
trie peut étre retrouvée avec ’opérateur de Laplace-
Beltrami [3]. Aussi, les vecteurs propres de cet opé-
rateur peuvent étre vus comme une transformée de
Fourier généralisée. La premiére composante indique
la partie continue. Elle n’est pas représentée dans
les espaces réduits utilisés ci-dessus car elle donne
lieu & une coordonnée constante, sans intérét pour
la représentation des états causaux. Les composantes
suivantes correspondent & des « fréquences » de plus
en plus élevées. Les composantes non retenues, ana-
logues de petits détails de fréquence élevée, corres-
pondent & du bruit. Cette derniére interprétation est
cohérente avec le fait que les estimateurs pour re-
présenter des distributions de probabilités dans un
RKHS ne sont eux-méme pas parfaits, méme s’ils
convergent vers la valeur théorique avec un nombre
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de données N — oo [19]. Etant donné que les dif-
fusion maps préservent une notion de distance dans
I’espace d’origine H, les petites fluctuations, corres-
pondant aux fréquences élevées, passent sous le seuil
significatif pour les estimateurs des distributions dans
‘H. Donc, du bruit pour les états causaux, eux-méme
vus comme des distributions. Considérons mainte-
nant effet de 'opérateur F-, lorsqu’il est appliqué de
fagon répété a un vecteur s défini dans ’espace réduit.
Par construction, F; a 1 comme valeur propre la plus
élevée. Prendre les puissances successives de F., par
application répétée de cet opérateur sur s, revient a
extraire la composante associée & cette valeur propre,
soit la distribution limite. On obtient ainsi une vue
alternative de comment ’information se perd : diffu-
sion de It6 si on considére des trajectoires continues,
auxquel cas F, = exp (TG*) ou G est le générateur
de cette SDE. Dans le cas de données échantillonnées
en temps discret, application répétée de F’. finit par
transformer n’importe quel état causal de départ en
un point correspondant & la distribution limite. Ses
coordonnées sont (1,0,...,0) dans 'espace réduit :
seule la composante continue persiste. Cette premiére
composante est omise dans la visualisation de la fi-
gure 6] et la courbe Noire converge donc vers 1'origine
de cette représentation.

La définition F, = exp (7G™*) du cas continu ap-
pelle une analogie pour définir une « demi-vie de
I'information prédictive ». Un temps caractéristique
712 au bout duquel la moitié¢ de I'information conte-
nue dans la distribution intiale serait diffusée. La
définition précise de 71,5 reste a effectuer, en fonc-
tion du type d’information auquel on s’intéresse (par
exemple, ’entropie de la distribution des états cau-
saux, cf section suivante). Le probléme est que F,
ne dépend pas que des propriétés intrinséque du pro-
cessus étudié, mais également de la paramétrisation
de l'algorithme. En fait, les paramétres influents sont
les échelles de temps (pour définir X et Y') ainsi que
la résolution du noyau reproduisant appliqué sur les
données. Que ces parameétres aient une influence sur
la vitesse de convergence, donc sur un éventuel 7y 9,
est compréhensible. Il n’est pas surprenant que l'in-
formation prédictive calculée & une échelle donnée
soit différente de celle & une autre échelle (cf aussi
la section suivante). Si on ne s’intéresse pas aux pe-

tits détails des données en entrée de I’algorithme, peu
importe de les perdre en sortie. Si on ne s’intéresse
qu’au comportement moyen en ignorant les fluctua-
tions rapides, alors I’exemple du butane montre qu’on
obtient un filtre passe-bas ou ces fluctuations tempo-
relles de plus petite échelle disparaissent.

Pour la suite des travaux que je compte réaliser
ou encadrer sur ce sujet, j’envisage de formaliser plus
précisément ces notions et d’en déduire un estima-
teur statistique dont les dépendances aux échelles de
temps et de données sont bien établies et comprises.
L’approche constructive des RKHS fait qu’un tel es-
timateur de 7y /5 serait applicable rapidement sur des
jeux de données concrets.

Equivalent informationel d’un spectre de
puisssance

J’ai présenté en introduction l'idée selon laquelle,
une quantification du degré de structure & différentes
échelles permettrait de caractériser de fagcon nouvelle
des systémes complexes. De telles structures appa-
raissent par exemple dans des régimes permanent éta-
blis, ou elles sont stables au cours du temps. Une mé-
thode capable d’identifier ces structures et de carac-
tériser l'information contenue a différentes échelles,
permettrait ainsi de mieux comprendre et analyser
ces processus hors équilibre thermodynamique.

Le cadre présenté ci-dessus permet déja cette quan-
tification, de fagon constructive, en répétant l’ana-
lyse a chaque échelle. Dans le cas discret, on en tire
des indicateurs comme l'information contenue dans
les états causaux, leur entropie, autrement appelée la
complexité statistique C), [39]. Ceci donne une me-
sure de mémoire : la quantité d’information qu’il faut
pour encoder ces états causaux refléte la complexité
d’exploiter le passé afin de prédire le futur. Cette
complexité difféere crucialement de celle de Kolmo-
gorov : dans le cas des états causaux, des données
totalement aléatoires ont une complexité statistique
nulle. Prenons le cas d’un bruit blanc. La distribu-
tion P(Y|X) du futur sachant passé est constante et,
en fait, ne dépend pas des valeurs précédentes. De
méme, par définition, Y se limite au tirage en cours.
En chaque instant, aucune mémoire n’est nécessaire
du passé pour prédire le futur : aucun algorithme
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d’apprentissage ne peut faire mieux que tirer une va-
leur au hasard. Dans ce cas, il n’y a qu’un seul état
causal, donc I'entropie correspondante & sa distribu-
tion est nulle. A opposé, des données totalement or-
données et qui restent figées au cours du temps ne
présentent également qu’un seul état causal. Dans les
deux cas — ordre total ou hasard total — la complexité
statistique C), est nulle. Dans les cas intermédiaires,
lorsque le processus comporte des états internes qui
régissent son comportement, il est nécessaire d’exploi-
ter 'information passée pour estimer cet état interne.
L’entropie des états causaux C,, mesure la difficulté
de cette tache.

D’autres quantités utiles sont définies dans le cadre
discret des états causaux : ’entropy rate de Shannon-
Kolmogorov h,, définit une mesure de la partie aléa-
toire et incompressible du passé. L’entropie excéden-
taire E donne une mesure de corrélation entre passé
et futur. Ces notions et d’autres sont présentées dans
[22]. T est tout & fait possible de définir des spectres
informationnels basés sur ces mesures. En fait, dans
le cas discret, des formules analytiques existent déja
[34] pour la plupart d’entre elles. Cependant, 'ap-
plicabilité de ces notions sur des processus et des
jeux de données concrets reste difficile, en raison de
I’absence d’algorithmes efficaces pour les calculer dés
que le nombre de symboles augmente. Par ailleurs, il
est difficile de changer 1’échelle d’analyse de données
symboliques.

Un probléme majeur se pose pour 'application de
ces méthodes sur des données arbitraires en temps
continu : I'information, telle que calculée par ’entro-
pie de Shannon, dépend fortement de la fagon dont
sont discrétisées les données. De la fagon dont elles
sont regroupées par symbole identique, dans le cas
d’un clustering automatisé. Plus fondamentalement,
on peut se poser la question de quelle est l’'infor-
mation contenue dans un nombre réel. Un contre-
exemple est illustré par le know-it-all number d’Emile
Borel, que ’on peut traduire en termes modernes par
ce qui suit. Prenons l'intégralité de tout Wikipedia et
stockons cette encyclopédie dans un énorme fichier.
Considérons maintenant la séquence des N bits que
contient ce fichier, qui encode donc tout Wikipedia.
Exprimons cette valeur par un nombre & virgule fixe,
utilisant comme résolution 27V. Alors, on obtient

un nombre réel compris entre 0 et 1, qui contient
I'intégralité de Wikipedia. Cette procédure est répé-
table quelle que soit l'information initiale encodée.
Afin d’éviter une divergence vers I'infini, il est néces-
saire de fixer une échelle, une résolution minimale €
en dessous de laquelle on considére que les données
ne sont plus discernables. Pour des données mesu-
rées, cela peut étre la résolution du capteur. Pour un
nombre réel, il faut fixer cette échelle arbitrairement.
Kolmogorov a étendu la notion d’entropie en y inté-
grant cette notion d’échelle [26]. D’autres définitions
sont possibles en lien avec D'effet des systémes dy-
namiques sur les distributions dans leurs espaces de
parameétres. Aucune de ces définitions ne répond com-
plétement au probléme posé dans cette partie, d’une
définition universellement acceptée de ce qu’est I'in-
formation dans le cas continu. Ce probléme est a la
racine de ce qui empéche d’utiliser I'entropie différen-
tielle — [ p(x) log p(x)dz dans le cas d’une densité de
probabilité pour la variable continue x, comme sub-
stitut de I’entropie de Shannon — Zfil p(zi) log p(z;)
dans le cas discret. La premiére n’est pas la limite de
la seconde dans le cas N — oo, mais seulement la
partie qui ne diverge pas de cette limite.

Pour ce qui est des états causaux, le probléme est
donc beaucoup plus complexe que naivement rempla-
cer I’entropie de Shannon par 'entropie différentielle
dans le bestiaire des notions d’information présen-
tées précédemment [22]. Par exemple, la complexité
statistique C), du cas discret diverge, mais elle semble
avoir un analogue continu lié a la dimension (fractale,
informationelle) de l’attracteur sur lequel évoluent les
trajectoires [23] [30]. Méme la, une vision statique glo-
bale comme une dimension fractale ne quantifie pas
I'information contenue dans chaque état causal. En
lien avec les parties précédentes de ce document, il
est également utile de quantifier par des critéres infor-
mationels & quel point chaque variable d’état effective
inférée par I’algorithme est importante pour la dyna-
mique reconstruite. Cette question dépasse largement
le cadre des états causaux et est loin d’étre réglée.

Indépendamment de ces problémes, ’approche la
plus pragmatique consiste encore & reconstruire la
dynamique du processus mesuré & différentes échelles
dans une plage donnée, ou le cas échéant avec une re-
normalisation comme indiqué ci-dessus. Puis, & utili-
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ser une distribution de référence, par exemple la dis-
tribution limite inférée du processus, afin de calculer
une information relative et non absolue (divergence
de Kullback-Leibler). Ou encore, a utiliser une des
notions ci-dessus en connaissant ses limites, comme
I’e-entropy de Kolmogorov, en fixant € avec I’échelle
d’analyse. Les travaux que je compte réaliser ou en-
cadrer sur ce sujet se focaliseront sur la définition de
quelques spectres d’information avec ces approches
pragmatiques, puis surtout & leur application sur des
jeux de données concrets, afin d’en étudier leurs avan-
tages et leurs limites.

Equivalent informationel de la thermodynamique

Cette derniére partie est plus prospective. Je pro-
fite de ce document pour présenter quelques paral-
léles intriguants, que je compte continuer d’explorer.
La littérature sur le sujet du role de l'information
en thermodynamique est trés abondante, des défini-
tions basiques aux sujets plus élaborés comme des
variantes du démon de Maxwell ou de la limite de
Landauerﬂ Dans tous ces cas, la thermodynamique
étudiée reste fondée sur des classes d’équivalence en
énergie. L’information n’est définie que par rapport a
ces états d’énergie ou & leurs transformations. Or, en
reprenant ’idée des états causaux, on obtient une des-
cription du systéme basée sur des états information-
nels, et non des états d’énergie. Tant que les struc-
tures détectées et leurs interactions sont stables au
cours du temps, il importe peu que ces structures ap-
paraissent dans de régimes permanent établis ou a
I’équilibre thermodynamique. Les variables descrip-
tives, inférées dans les sections précédentes, rendent
compte de ces structures et les équations mention-
nées précédemment (opérateurs, SDE) agissent sur
les états informationnels, 14 encore sans présumer de
I’aspect hors équilibre ou non du processus mesuré.
Une étude bibliographique plus approfondie est né-
cessaire, mais je n’ai pas encore trouvé de référence
ol les classes d’équivalence sont basées sur 'informa-
tion, et non sur I’énergie. Voici déja quelques paral-
léles intéressants :

7. Ces exemples sont des sujets actuellement ou récemment
étudiés par le groupe de Jim Cruthfield & UC Davis [7 [8]

- Etats d’énergie < Etats causaux : La mécanique
statistique fait ’hypothése que les configurations mi-
croscopiques avec le méme niveau d’énergie, sont
toutes équivalentes. Dans le cas des états causaux,
on fait I'hypothése (ou plutét, on construit par défi-
nition) des classes d’équivalence prédictive : toutes les
configurations microscopiques avec les mémes consé-
quences sur le futur du systéme sont équivalentes. La
base pour un paralléle avec la thermodynamique est
donc de remplacer la notion d’énergie par la notion
d’information prédictive et d’adapter les concepts.

— Energie < Information propre : Les états e
d’énergie E pour probabilité p(e) x exp(—BE) a
Péquilibre, ou 1/8 = kpT est linverse de la tem-
pérature, avec comme facteur d’échelle la constante
de Boltzmann. Les états causaux ont pour informa-
tion propre I(s) = —log (p (s)). On peut donc établir
le paralléle BE < I(s) , qui est cohérent avec la défi-
nition de l'entropie ci-dessous. Cf aussi la discussion
sur la température.

— Fonction de partition < partition des états cau-
saux : La « fonction » de partition est en fait la
constante de normalisation pour les probabilités p (e),
soit Z. = > exp (—PE). Dans le cas des états cau-
saux, aucune échelle n’est définie explicitement... ou
plutot, dans le cas discret, cette échelle est implicite-
ment définie par la discrétisation a priori des données.
On obtient Z, =1=>"_p(s).

— Equilibre thermodynamique < Distribution li-
mite : Ce paralléle est traité dans le point suivant.

— Entropie < complexité statistique : L’entro-
pie au sens de la thermodynamique est S =
—kp >, p(e)logp(e), la somme s’étendant sur tous
les états d’énergie possibles. L’équivalent direct, dans
le cas des états causaux discrets, est la complexité
statistique C,, = f@ > sp(s)logp(s). Le facteur
log 2 permet d’exprimer C, en bits, mais n’est qu’une
convention. A noter que p(s) correspond & la pro-
babilité de 1’état causal dans la distribution limite
de 'opérateur d’évolution Markovien. Dans un cadre
d’inférence, comme dans les sections précédentes, les
derniéres données mesurées permettent d’établir une
distribution initiale des états causaux, idéalement
une fonction delta centrée sur un seul état. La com-
plexité statistique de cette distribution est alors rela-
tivement faible, voire nulle : elle encode l'incertitude
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sur I’état courant partant des derniéres mesures effec-
tuées. On est alors dans I’équivalent informationnel
d’un état hors équilibre. L’opérateur d’évolution F.
transforme progressivement cette distribution initiale
pour tendre vers la distribution limite, dont la com-
plexité statistique est maximale.

— Ergodicité < composante connexe pour la distri-
bution limite : En thermodynamique, une hypothése
d’ergodicité est requise pour I’échange d’énergie entre
les différentes configurations. Pour les états causaux,
I’analogue est que chaque état causal récurrent doit
pouvoir étre visité depuis n’importe quel autre avec
une probabilité non-nulle. Ceci implique une distribu-
tion limite définie sur une composante connexe dans
le cas de trajectoires d’états causaux définies par une
SDE.

Les points ci dessous présentent une analogie moins
marquée, mais qu’il serait intéressant d’établir :

— Température < Niveau de détails : Dans la for-
mule p (e) x exp (—E/ (kgT)), la température joue le
role d’une échelle caractéristique. Pour des états cau-
saux calculés dans un cadre discret, cette échelle est
implicitement fixée par la discrétisation des données.
L’information propre I(s) est calculée avec les proba-
bilités discrétes. Son équivalent continu, comme indi-
qué dans la section précédente, requiert une échelle
pour effectuer le calcul : I’entropie différentielle n’est
que la partie non divergente de ’entropie de Shannon
si on fait tendre la discrétisation des données en des
intervalles de plus en plus fins. Une vision alternative
serait que ’équivalent de la température est liée a la
partie stochastique b(s) de la SDE décrivant I’évolu-
tion des états causaux. Cette analogie est attractive
si on considére la température d’un point de vue dy-
namique, comme décrivant les fluctuations des parti-
cules autour de trajectoires ou positions moyennes. 11
est possible que les deux notions soient liées : dans ce
cas, "amplitude moyenne des fluctuations b(s) don-
nerait une échelle pour calculer I'information propre,
possiblement avec un prefacteur comme kg dans le
cadre de la thermodynamique.

— Travail < Gain ou perte d’information : Pour un
systéme non isolé, le travail est I’énergie fournie au
systéme, ou prise au systéme si négatif. Une analogie
du travail serait le gain de nouvelle information, par

exemple avec des nouvelles observations. Ces observa-
tions permettent de raffiner la distribution courante
sur les états causaux. L’équivalent pour un travail né-
gatif met en évidence le probléme de cette approche :
le modéle peut fournir une information, mais il ne
la perd pas pour autantﬂ De méme, il peut recevoir
une information, mais le milieu extérieur ne la perd
pas pour autant. Une analyse plus poussée est néces-
saire pour établir un paralléle aux échanges d’énergie,
pour étudier les conséquences de cette différence entre
énergie et information.

— Conservation de 1’énergie < Transition stochas-
tique? Dans un systéme isolé, I’énergie totale est
conservée, méme si la distribution entre états d’éner-
gie peut changer jusqu’a tendre vers la distribution
d’équilibre. Dans le cas des états causaux, la pro-
priété conservée est la « masse de probabilité » to-
tale : la somme de chaque ligne de la matrice de tran-
sition est 1 (intégrale sur I’ensemble des états dans le
cas continu). A noter que ceci suggére pour ’énergie
une équivalence différente de simplement l'informa-
tion propre, qui n’est définie ci-dessus qu’a partir des
distributions & I’équilibre.

Etablir ces liens plus précisément permettrait peut-
étre de renforcer 'interprétabilité des états causaux.
Plus généralement, ces liens posent la question de
la nature de l'information envisagée : les états cau-
saux se concentrent sur une notion de prédictabi-
lité, dans un cadre dynamique. Mais d’autres défi-
nitions sont possibles, cf la section précédente. Ces
deux sections abordent des équivalents informationels
de I’énergie - dans le cadre des spectres de puissance,
et dans le cadre de la thermodynamique. Les déve-
loppements théoriques nécessaires pour les mener &
bien dépassent le cadre des états causaux. Ils permet-
traient de mieux décrire, voire de mieux comprendre,
les systémes complexes dont on peut extraire des va-
riables d’état et des lois effectives, avec la méthode
présentée dans ce document ou d’autres & venir.

8. On retrouve la la différence entre 1’économie de la
connaissance et des services, vs ’économie des biens matériels.
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