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Résumé

On considère le couplage de l’équation de Darcy avec l’équation de convection–diffusion–
réaction instationnaire. On présente deux formulations variationnelles continues.
On s’intéresse à la dérivation des estimations d’erreur a priori et a posteriori pour la
discrétisation des équations du problème par deux méthodes d’élements finis en espace
“RT0” et “Mini-élément” et un schéma d’Euler implicite en temps.
Les estimations d’erreur a priori démontrent une précision d’ordre 1 du schéma.
Les estimations d’erreurs a posteriori sont établies avec deux types d’indicateurs d’erreur :
de discrétisation en temps et de discrétisation en espace. Par la suite, on démontre que
l’estimation d’erreur a posteriori est efficace.
Enfin, on montre des résultats numériques de validation à l’aide du logiciel FreeFem++.

Mots clés : Équation de Darcy, équation de convection–diffusion–réaction instation-
naire, méthode des éléments finis, mini élément, Raviart-Thomas, estimation d’erreur a
priori, estimation d’erreur a posteriori, algorithme adaptatif.





Abstract

We consider the Darcy equation coupled with the time dependent convection–diffusion–
reaction equation. We present two continuous variational formulations. We derive a priori
and a posteriori error estimates for the discretization of the equations of the problem
by two finite element methods in space “RT0” and “Mini-element” and the implicit Euler
method for the discretization in time.
The a priori error estimates demonstrate the first-order convergence of the schemes.
The a posteriori error estimates are obtained with two types of computable error indi-
cators, the first one linked to the time discretization and the second one to the space
discretization. We prove the optimality of the a posteriori error estimates.
Numerical investigations are performed and presented with the FreeFem++ software.

Keywords : Darcy’s equation, convection–diffusion–réaction equation, finite element me-
thod, Mini-element, Raviart-Thomas, a priori error estimates, a posteriori error estimates,
adaptive algorithm.
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Introduction

Motivations

Les équations aux dérivées partielles sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles
apparaissent par exemple en dynamique des structures, en mécanique des fluides, en élec-
tromagnétisme, en thermique, etc. Quelques-unes de leurs solutions exactes sont connues
mais dans la très grande majorité des cas les solutions de ces équations sont inconnues.
C’est dans ce but que de nombreuses recherches se sont penchées sur les méthodes nu-
mériques pour pouvoir approcher les solutions de ces équations. Le but de ces méthodes
numériques est d’approcher les solutions par des fonctions appartenant à un espace fonc-
tionnel de dimension finie.
Plusieurs problèmes se présentent dans la résolution approchée de ces équations. Tout
d’abord, il est important de trouver une bonne estimation de la solution exacte ; en
d’autres termes, il faut que la solution approchée soit de bonne qualité. Ainsi, si la solu-
tion approchée est de bonne qualité alors l’erreur entre la solution exacte et la solution
approchée est petite. Cette question est liée à la précision de la méthode numérique.
De plus, il est nécessaire de bien utiliser les ressources informatiques. Effectivement, la
solution d’un problème physique peut présenter un comportement local dû par exemple
à des conditions de bord, à la présence de termes sources ou de singularités entre autres
causes. Pour cette raison, on raffine ou on déraffine le maillage dans les régions nécessaires
de manière que l’erreur globale soit uniformément répartie sur tout le domaine.
Afin de traiter ces questions, l’analyse d’erreur a posteriori est un outil particulièrement
adapté. En effet, les estimations d’erreur a posteriori ont pour but de donner des bornes
sur l’erreur entre l’approximation numérique et la solution exacte, ce qui garantit la qualité
de l’approximaiton numérique. Ces bornes peuvent être calculées en pratique puisqu’elles
ne dépendent que de la solution numérique calculée et du maillage. De plus, ces bornes
sont composées de quantités locales qui permettent de distinguer les zones où l’on doit raf-
finer le maillage. Cette analyse peut aussi fournir des critères d’arrêt lorsque des méthodes
itératives sont utilisées pour résoudre les systèmes linéaires et non-linéaires d’équations
algébriques qui résultent de la discrétisation.
En outre, pour réaliser des calculs efficaces, il est important de distinguer différentes
composantes de l’erreur. En d’autre termes, dans le cas d’un problème instationnaire, il
faut ajuster les paramètres de calcul de sorte que l’erreur provenant de la discrétisation
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en espace et en temps soient de grandeur similaire et distribuées de façon équilibrée, cf.
Verfürth [51] et Ern et Vohralík [33].

Problème de Darcy

L’étude des milieux poreux est un domaine de recherche très actif du fait du large champ de
ses applications. Par exemple, en mécanique des fluides, l’étude de transport, de l’écoule-
ment de la propagation d’agent polluant, dans l’industrie du pétrole, en génie chimique ....
La loi expérimentale de Darcy a été établie en 1856 par Henry Darcy, après qu’il eut réa-
lisé diverses expérimentations visant à déterminer les lois régissant “l’écoulement de l’eau
à travers le sable”.
La loi de Darcy ainsi établie est une loi physique qui reste jusqu’à présent un élément es-
sentiel de la description mathématique de l’écoulement des fluides dans un milieu poreux.
Cette loi peut enfin éclairer des phénomènes biologiques et processus de type bioméca-
nique impliquant la circulation d’un fluide dans des tissus vivants et poreux.
Nous écrivons ci-dessous l’équation de Darcy dont les inconnues sont la vitesse u et la
pression p et où ν, représentant la viscosité du fluide et f , représentant la densité vo-
lumique des forces extérieures peuvent dépendre d’une variable C représentant selon les
circonstances soit une concentration soit la température :

ν(C(x, t))u(x, t) +∇ p(x, t) = f(x, t, C(x, t)). (1)

Le problème de Darcy est le sujet de nombreuses publications. Par exemple, les équations
de Darcy non linéaires avec viscosité dépendant de la pression ont été étudiées par Ra-
jagopal [46] ou Ahusborde, Azaïez, Belgacem et Bernardi [5]. De plus, un couplage du
système de Darcy avec l’équation de la chaleur, où la viscosité est constante mais la force
extérieure dépend de la température (modèle de type Boussinesq [17]), a été analysé par
Bernardi, Maarouf et Yacoubi [16] et discrétisé par la méthode spectrale.
Un couplage similaire mais dans lequel la viscosité et la force extérieure dépendaient de
la température (ou de la concentration) a été analysé récemment par Bernardi et al. [12].

Équation de convection–diffusion–réaction

L’équation de convection–diffusion–réaction exprime la conservation d’une certaine quan-
tité (concentration d’une certaine substance dans un milieu par exemple) au cours de
ses variations en espace et en temps. Cette équation se rencontre également dans la mo-
délisation du transfert de chaleur à travers un milieu conducteur, ou du transport d’un
polluant dans le sous-sol ou dans l’atmosphère. C’est l’un des modèles les plus fréquem-
ment rencontrés dans les sciences et l’ingénierie. Il décrit comment la température ou
la concentration d’une ou de plusieurs substances (par exemple des polluants) dans un
milieu change sous l’influence de trois processus, à savoir, la convection, la diffusion et la
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réaction. La convection se réfère au déplacement par advection d’une substance dans un
milieu avec un mouvement d’ensemble (par exemple le courant d’une rivière ou le vent
dans l’atmosphère). La diffusion est le mouvement de la substance à partir d’une zone de
forte concentration vers une zone de faible concentration, ce qui a pour effet de tendre vers
la distribution uniforme de la substance. Une réaction chimique est un processus local qui
aboutit à l’interconversion des substances chimiques. Dans les modèles les plus simples,
on ne considère que la disparition de la substance considérée avec un taux proportionnel
à la concentration.
L’équation de convection–diffusion–réaction instationnaire dont l’inconnue est la concen-
tration C, est donnée par

∂C

∂t
(x, t)− α∆C(x, t) + u(x, t) · ∇C(x, t) + r0C(x, t) = g(x, t), (2)

où α est la constante de diffusion, r0 est un réel positif et g est une fonction donnée.
Dans cette équation, −α∆C représente le terme de diffusion, u · ∇C représente le terme
de convection et r0C représente le terme de réaction.

Problème de Darcy couplé avec l’équation de convection–
diffusion instationnaire

On s’intéresse dans ce mémoire à l’étude théorique et numérique du problème de couplage
de l’équation de Darcy avec l’équation de convection–diffusion–réaction instationnaire.
Soit Ω un ouvert borné simplement connexe de Rd, d = 2, 3, de frontière lipschitzienne
qu’on notera Γ = ∂Ω. On considère un intervalle [0, T ] dans R où T est une constante
positive.
Le système d’équations est le suivant :

(P)



ν(C(x, t))u(x, t) +∇ p(x, t) = f(x, t, C(x, t)) dansΩ× [0, T ],

(divu)(x, t) = 0 dansΩ× [0, T ],

∂C

∂t
(x, t)− α∆C(x, t) + (u(x, t) · ∇)C(x, t)

+r0C(x, t) = g(x, t) dansΩ×]0, T [,

(u · n)(x, t) = 0 surΓ× [0, T ],

C(x, t) = 0 surΓ× [0, T ],

C(x, 0) = 0 dansΩ,

où n est le vecteur normal unitaire sortant sur Γ. Les inconnues de ce système sont : le vec-
teur vitesse de l’écoulement u, la pression p, et la concentration C du fluide. La fonction
f représente la densité volumique des forces extérieures qui dépend de la concentration C,
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et g représente une source de concentration externe. On suppose que f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)d),
g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), et que les coefficients α et r0 sont des constantes positives. La visco-
sité ν est une fonction positive, bornée et minorée par une constante strictement positive,
qui dépend de la concentration C.
Pour simplifier, une condition aux limites de Dirichlet homogène est prescrite sur la
concentration C, mais l’analyse effectuée peut être facilement étendue à une condition
aux limites non-homogène.
Ce problème possède plusieurs applications pratiques comme la propagation au cours du
temps des déchets nucléaires dans un milieu souterrain (milieu poreux).

Méthode des éléments finis

En pratique, la solution exacte de ces équations est très difficile à trouver, d’où la nécessité
des méthodes permettant d’approcher cette solution, comme la méthode des éléments fi-
nis. Cette méthode est l’une des nombreuses techniques utilisées pour la discrétisation des
équations aux dérivées partielles modélisant des problèmes de la physique, de la biologie,
etc.
Le nom de la méthode a été proposé par Clough (1960). On touve dans l’introduction des
articles de Oden [44, 45], l’historique du développement de cette méthode du point de vue
des ingénieurs.
La discrétisation consiste à découper le domaine Ω en des sous-domaines polygonaux
ou polyédriques par morceaux (dans le cas où Ω n’est lui-même pas polygonal ou poly-
édrique il y a donc une approximation de la géométrie). Ce pavage du domaine se nomme
"maillage" et les pavés sont les éléments du maillage. Une fois le maillage défini, il faut
choisir un espace d’approximation de la solution du problème. Dans la méthode des éle-
ments finis, cet espace est déterminé par des fonctions définies sur les éléments du maillage
du domaine.

Estimation d’erreur a priori et a posteriori

Une simulation réalisée par une méthode numérique peut prendre beaucoup de temps.
Une élément déterminant dans ce processus est la finesse du maillage. En effet, si le
maillage est grossier uniformément dans le domaine, la durée des calculs sera courte, mais
le résultat ne sera pas forcément satisfaisant en terme de précision de l’approximation
obtenue. En revanche, si le maillage est très fin de façon uniforme, le temps de calcul peut
se révéler prohibitif, alors que dans certaines régions du domaine où la solution recherchée
ne présente pas de variations importantes, on aurait pu se contenter d’un maillage grossier.
Il faut donc trouver un bon compromis de manière à ce que le maillage soit fin uniquement
là où cela est nécessaire.
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Estimation d’erreur a priori

Les estimations d’erreur a priori majorent l’erreur entre la solution exacte et la solution
approchée pour une norme appropriée. Elles sont en général de la forme suivante :

‖(un, pn)− (unh, p
n
h)‖ ≤ C1(u, p, C, h, τ), (3)

et
‖Cn − Cn

h‖ ≤ C2(u, p, C, h, τ). (4)

Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence de la méthode
numérique. Elles sont établies en imposant certaines régularités supplémentaires sur la
solution exacte (ces régularités peuvent ne pas être vérifiées en pratique, par exemple
à cause de la présence de discontinuités, de singularités géométriques, ...). De plus, les
constantes génériques C1 et C2 qui apparaissent dans les estimations (3) et (4) dépendent
en général de la solution exacte, et sont donc non calculables.
Pour pouvoir développer une méthode avec maillage adaptatif, on va avoir recours à des
estimations d’erreur a posteriori.

Estimation d’erreur a posteriori

L’intérêt de ces estimations est de fournir des bornes sur l’erreur qui peuvent être évaluées
dès que la solution approchée a été calculée. L’erreur entre les solutions exacte et approchée
est majorée par la somme de quantités locales en espace et en temps. Si on note Tnh le

maillage à l’instant tn et N =
T

τ
le nombre d’intervalles [tn−1, tn] de temps utilisés,

l’estimation d’erreur a posteriori sera exprimée de la manière suivante :

||(u, p, C)− (unh, p
n
h, C

n
h )||2 ≤ c

( N∑
n=1

∑
k∈Tnh

((ηhn,k)
2 + (ητn,k)

2)
)
, (5)

où ηhn,k et ητn,k sont respectivement les indicateurs en espace et en temps qui dépendent
uniquement de la solution approchée (uh,τ , ph,τ ). La constante c est en général indépen-
dante de la solution exacte dans les problèmes linéaires mais dans le cas des systèmes
d’équations non-linéaires (comme notre cas ici), elle dépend en général de (u, p, C). Dans
ce cas on ne peut pas la calculer, mais ceci ne nous empêche pas d’appliquer la technique
d’adaptation du maillage, qui se base uniquement sur les indicateurs η. En fait, la majora-
tion (5) nous permettra de réadapter (raffiner ou déraffiner) certaines régions du maillage
et aussi de réadapter à chaque itération le pas de temps utilisé. L’objectif est toujours de
faire diminuer les η les plus élevés par raffinement local, et de déraffiner là où les η sont
faibles. Un autre objectif est d’équilibrer l’estimateur temporel et l’estimateur en espace,
de telle sorte que le pas de temps ne soit ni trop faible ni trop important. L’objectif est
d’aboutir à une précision meilleure avec le même nombre de degrés de liberté.



6

Un autre intérêt de l’estimation d’erreur a posteriori est que les indicateurs fournissent
une borne inférieure de l’erreur locale, ce qu’on appelle efficacité locale. Ainsi, il faut
prouver que les indicateurs d’erreur obéissent à l’estimation suivante :

η2
n,k ≤ ||(u, p, C)− (unh, p

n
h, C

n
h )||2∆k,[tn−1,tn], (6)

où l’indice ∆k, [tn−1, tn] signifie que la norme est locale dans un voisinage de l’élément k
et sur l’intervalle temporel [tn−1, tn]. Cette estimation s’interprète comme propriété d’ef-
ficacité ou d’optimalité (locale) puisqu’elle garantit que l’indicateur d’erreur ne surévalue
pas trop l’erreur.
Il y a dans la littérature plusieurs techniques connues d’adaptation de maillage que nous
pourrons utiliser dans notre cas. Nous nous référons aux travaux effectués dans [13, 15, 31]
pour les estimations d’erreur a posteriori appliquées au problème de Stokes instationnaire.
Dans [14], C. Bernardi et T. Sayah ont étudié les estimations d’erreur a posteriori asso-
ciées au problème de Navier-Stokes instationnaire avec des conditions aux bords mixtes.

Plan de la thèse

Dans le chapitre 1, on fixe les notations et on rappelle quelques théorèmes et propositions
utiles pour l’obtention des estimations a priori et a posteriori des chapitres suivants. On
note que le système (P ) possède au moins deux formulations variationnelles (V1) et (V2).
Par la suite, on introduit les problèmes variationnels discrets correspondants à (V1) et (V2)
que l’on note par (Vn,h,1) et (Vn,h,2). La discrétisation en espace dans le premier schéma
est faite par les éléments finis “RT0/P0” en vitesse-pression (“Raviart-Thomas”) et dans le
deuxième schéma par les éléments finis P1 + bulle/P1 en vitesse-pression (“Mini-élément”).
Les deux schémas utilisent une discrétisation P1 conforme pour la concentration. Dans les
deux cas on discrétise en temps par le schéma d’Euler implicite. Puis, on montre l’exis-
tence et l’unicité des solutions (Vn,h,1) et (Vn,h,2) respectivement.

Dans le chapitre 2, on établit les estimations d’erreur a priori correspondant aux deux
schémas numériques. Tout d’abord, on commence par présenter les opérateurs d’inter-
polation qui seront utiles pour la démonstration des théorèmes. Par la suite, on établit
les estimations d’erreur a priori correspondant à la vitesse et à la pression et on termine
par établir celle correspondant à la concentration pour les deux schémas (Vn,h,1) et (Vn,h,2).

Dans le chapitre 3, on établit les estimations d’erreur a posteriori pour les deux schémas
selon l’inégalité (5). Ensuite, on démontre que l’estimation d’erreur a posteriori établie est
optimale pour les deux schémas selon l’inégalité (6). Les principales difficultés rencontrées
sont liées au fait que les équations sont couplées (l’erreur en vitesse/pression dépend de
l’erreur en concentration, et réciproquement) et au caractère non-linéaire du problème.
En particulier, nous sommes amenés à effectuer des hypothèses sur la régularité de la
solution exacte.
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Dans le chapitre 4, on valide les résultats obtenus dans les chapitres 2 et 3 par des simu-
lations numériques en utilisant le logiciel FreeFem++. On considère un cas-test dont on
connaît la solution analytique. Ceci nous permet de comparer l’erreur exacte avec l’erreur
estimée. On fait des tests sur un maillage uniforme et on raffine en temps d’une façon
uniforme sur des versions de difficultés croissantes de ce cas-test, ce qui permet de valider
un par un les différents aspects du couplage entre Darcy et convection-diffusion-réaction ;
les ordres de convergence mesurés sont conformes aux ordres théoriques démontrés dans le
chapitre 2. On compare ensuite les erreurs et les estimateurs obtenus avec ceux issus d’une
méthode basée sur l’adaptation du maillage et du pas de temps. Ceci permet de constater
que la stratégie de raffinement adaptatif est plus efficace que le raffinement uniforme car
l’erreur mesurée est plus faible pour un même nombre de degrés de liberté. On termine
en comparant les deux schémas numériquement.
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Chapitre 1

Problème continu et discret

Dans ce chapitre, on introduit tout d’abord quelques notations puis on présente deux
formulations variationnelles correspondant au problème. Finalement, on introduit les pro-
blèmes variationnels discrets et on montre l’existence et l’unicité de leurs solutions.

1.1 Notations

Dans cette partie, on donne quelques notations et on introduit les espaces fonctionnels
ainsi que les normes correspondantes qu’on l’utilisera dans la suite.
Soit α = (α1, . . . , αd) un vecteur d’entiers positifs et |α| = α1 + · · · + αd, on définit la
dérivée partielle ∂α par :

∂α =
∂|α|

∂α1
x1 . . . ∂

αd
xd

.

1. En coordonnées cartésiennes, dans un espace euclidien de dimension d, on a u =
(ui)1≤i≤d

∇ =

(
∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xd

)
, (u(x, t) · ∇)C(x, t) =

d∑
i=1

ui
∂C

∂xi
(x, t),

∆C(x, t) =
d∑
i=1

∂2C

∂x2
i

(x, t),

et

div(u(x, t)) =
d∑
i=1

∂u

∂xi
(x, t).
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2. • Pour un nombre p supérieur ou égal à 1, on introduit l’espace de Lebesgue
suivant :

Lp(Ω) =

{
v mesurable dans Ω;

∫
Ω

|v(x)|pdx < +∞
}
,

muni de la norme

‖v‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v(x)|pdx
)1/p

.

Le produit scalaire associé à L2(Ω) sera noté simplement (., .).
L2

0(Ω) désigne le sous-espace de L2(Ω) des fonctions dont l’intégrale sur Ω est
nulle :

L2
0(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω);

∫
Ω

v(x)dx = 0

}
,

et on le munit de la norme de L2(Ω).

• Pour un entier m positif et un nombre p supérieur ou égal à 1, on introduit
l’espace de Sobolev suivant (cf. Adams [2], Nečas [43]) :

Wm,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω);∀|α| ≤ m, ∂αv ∈ Lp(Ω)},

qu’on munit de la semi-norme

|v|Wm,p(Ω) =

{ ∑
|α|≤m

∫
Ω

|∂αv(x)|pdx
}1/p

,

et de la norme

‖v‖Wm,p(Ω) =

{ ∑
0≤k≤m

|v|p
Wk,p(Ω)

}1/p

.

Pour p = 2, l’espace de Sobolev Wm,p(Ω) sera noté Hm(Ω) et sera muni de la
semi-norme

|v|m,Ω =

{ ∑
|α|=m

∫
Ω

|∂v(x)|2dx

}1/2

,

et de la norme

‖v‖m,Ω =

{ ∑
0≤k≤m

|v|2k,Ω
}1/2

.

Finalement, H1
0 (Ω) désigne le sous-espace de H1(Ω) des fonctions dont la trace

est nulle sur ∂Ω :
H1

0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω);v|Γ = 0}.

Il est muni de la semi-norme de H1(Ω) qui est une norme équivalente à la
norme complète.
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• L’espace H(div,Ω) désigne l’espace engendré par les fonctions à valeurs vecto-
rielles dont la divergence faible est de carré intégrable :

H(div,Ω) =

{
v ∈ L2(Ω)d; div v ∈ L2(Ω)d

}
.

Cet espace est muni de la norme

‖v‖2
H(div,Ω) = ‖v‖2

L2(Ω)d + ‖div v‖2
L2(Ω)d .

H0(div,Ω) est le sous-espace de H(div,Ω) suivant :

H0(div,Ω) = {v ∈ H(div,Ω);v · n|Γ = 0}.
On note

V = {v ∈ H0(div,Ω); div v = 0}, (1.1)
qu’on munit également de la norme de H(div,Ω).

• Pour un espace de Sobolev W de norme associée ‖.‖W , on introduit l’espace
suivant pour r ∈ [1; +∞[ :

Lr (a, b;W ) =

{
f mesurable sur ]a, b[;

∫ b

a

‖f(t)‖rW dt <∞
}
,

muni de la norme

‖f‖Lr(a,b;W ) =

(∫ b

a

‖f(t)‖rW dt

)1
r

.

Si r =∞, alors

L∞ (a, b;W ) =

{
f mesurable sur ]a, b[; sup

t∈[a,b]

‖f(t)‖W <∞

}
,

muni de la norme

‖f‖L∞(a,b;W ) = inf {c; ‖f(t)‖W ≤ c, p.p sur ]a, b]}

3. On introduit l’ensemble D(Ω) des fonctions à support compact dans Ω et infiniment
dérivables sur Ω et l’ensemble D′(Ω) des distributions dans Ω.
Le crochet de dualité associé à D(Ω)d sera noté 〈·, ·〉D′(Ω)d,D(Ω)d .

4. Soient a, a′, b trois nombres réels et ξ une constante strictement positive, on a

ab ≤ ξ

2
a2 +

1

2ξ
b2, (1.2)

a(a− b) =
1

2
a2 − 1

2
b2 +

1

2
(a− b)2, (1.3)

et ∑
(a+ a′)b ≤

√
2

(∑(
a2 + a′2

))1/2(∑
b2
)1/2

. (1.4)

5. Pour toute fonction h : [0, T ]×Ω −→ R et tout t ∈ [0, T ], h(t) désigne l’application
partielle

h(t) : Ω → R
x 7→ h(t, x)
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1.2 Rappel

Dans cette partie, on énonce quelques théorèmes et propositions qui seront utiles pour la
suite.

Théorème 1.1 (cf. Roberts et Thomas [47]). Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd,
d = 2, 3, de frontière Lipschitzienne. La condition inf–sup entre L2

0(Ω) et H0(div,Ω) est
vérifiée. Ce qui s’écrit ainsi : il existe une constante β > 0 qui ne dépend que du domaine
Ω,

inf
q∈L2

0(Ω)
sup

v∈H0(div,Ω)

∫
Ω

q(x)div v(x)dx

‖q‖L2(Ω)‖v‖H(div,Ω)

≥ β. (1.5)

La condition inf–sup entre H1(Ω) ∩ L2
0(Ω) et L2(Ω)d est également vérifiée et s’écrit :

inf
q∈H1(Ω)∩L2

0(Ω)
sup

v∈L2(Ω)d

∫
Ω

v · ∇ q dx

‖v‖L2(Ω)d|q|H1(Ω)

≥ 1. (1.6)

Proposition 1.2 (Inégalité de Hölder, cf. Lambert [42]). Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec

p et q conjugués
(

1

p
+

1

q
= 1

)
, alors fg ∈ L1(Ω) et on a l’inégalité de Hölder suivante :

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖p‖g‖q. (1.7)

On rappelle les inégalités de Poincaré et Sobolev suivantes :

Lemme 1.3 (Injection de Sobolev, cf. Adams [2]). Pour tout réel p ≥ 1 lorsque d = 1

ou 2, ou pour tout réel p vérifiant 1 ≤ p ≤ 2d

d− 2
lorsque d ≥3, il existe des constantes

positives Sp et S0
p telles que

∀ v ∈ H1
0 (Ω)d, ‖v‖Lp(Ω)d ≤ S0

p |v|H1(Ω)d ,

et
∀ v ∈ H1(Ω)d, ‖v‖Lp(Ω)d ≤ Sp‖v‖H1(Ω)d .

On rappelle le théorème de Lax-Milgram suivant :

Théorème 1.4 ( cf. Chen [19]). Soient X un espace de Hilbert, a : X × X −→ R une
forme bilinéaire, continue et coercive pour la norme de X et l : X −→ R une forme
linéaire continue. Alors, il existe un unique u ∈ X vérifiant

∀v ∈ X, a(u, v) = l(v).
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La forme standard du lemme de Gronwall-Bellman est donnée dans le lemme suivant :

Lemme 1.5 (Gronwall-Bellman, cf. Vidyasagar [53](p. 292), cf. Desoer et al. [26](p. 252)).
Soient f̄ , ḡ et k̄, des fonctions intégrables et définies de R+ dans R.
On suppose que

1. ḡ > 0, k̄ > 0,

2. ḡ ∈ L∞(R+),

3. ḡ × k̄ est intégrable sur R+.

Si y :R+ 7−→ R satisfait la condition suivante

∀t ∈ R+, y(t) ≤ f̄(t) + ḡ(t)

∫ t

0

k̄(τ)y(τ)dτ, (1.8)

alors, pour tout t ∈ R+,

y(t) ≤ f̄(t) + ḡ(t)

∫ t

0

k̄(τ)f̄(τ) exp

(∫ t

τ

k̄(s)ḡ(s)ds

)
dτ. (1.9)

Lemme 1.6 (Lemme de Gronwall discret). Soient (yn)n, (fn)n et (gn)n trois suites posi-
tives qui vérifient :

∀n ≥ 0, yn ≤ fn +
n−1∑
k=0

gkyk.

Alors, on a

∀n ≥ 0, yn ≤ fn +
n−1∑
k=0

fkgk

n−1∏
j=k+1

(1 + gj),

et

∀n ≥ 0, yn ≤ fn +
n−1∑
k=0

fkgk exp(
n−1∑
j=k

gj).

1.3 Étude du problème continu

1.3.1 Formulations variationnelles

Dans cette section, on établit deux formulations variationnelles associées au problème (P ).
Tout d’abord, on commence par donner quelques hypothèses, puis on introduit les deux
formulations variationnelles.



14

Hypothèses 1.7. On suppose que les données f , g et ν vérifient :

• f s’écrit sous la forme suivante :

∀x ∈ Ω, ∀t ∈ [0, T ],∀C ∈ R, f(x, t, C) = f0(x, t) + f1(x, C), (1.10)

avec f0 ∈ C0(0, T ;H1(Ω)d) et f1 est dérivable par rapport à sa deuxième variable et
que sa dérivée partielle par rapport à x : ∂f1

∂xi
∈ L2(Ω)d uniformément en C, f1(C)

est de R à valeurs dans Rd, c∗f1-lipschitzienne, par rapport à la deuxième variable,
uniformément en x. De plus, on suppose qu’il existe une constante positive cf1 tel
que

∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ R, ‖f1(x, ξ)‖Rd ≤ cf1|ξ|. (1.11)

• g ∈ C0 (0, T, L2(Ω)).

• ν est de classe C1 et est λ-Lipschitzienne dans R et il existe deux constantes stric-
tement positives ν1 et ν2 telles que, pour tout θ ∈ R,

ν1 ≤ ν(θ) ≤ ν2. (1.12)

Pour obtenir une formulation faible de (P ), on multiplie chacune des équations par
une fonction test adaptée et on intègre (formellement) par partie la seconde et la troi-
sième égaltiés obtenues en tenant compte des conditions aux limites et de la condition
initiale. On obtient la formulation faible suivante : Trouver (u, p, C) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)d)×
L∞(0, T ;H1(Ω) ∩ L2

0(Ω))× L2(0, T ;H1
0 (Ω)) tel que

(W )



∀v ∈ D(Ω×]0, T [)d,

∫ T

0

∫
Ω

ν(C)u · v dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

∇ p · v dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

f(C) · v dx dt,

∀ q ∈ C∞(Ω̄×]0, T [),

∫ T

0

∫
Ω

∇ q · u dx dt = 0,

∀S ∈ D(Ω× [0, T [), −
∫ T

0

∫
Ω

C
∂S

∂t
dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

∇C · ∇S dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

(u · ∇C)S dx dt+ r0

∫ T

0

∫
Ω

C S dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

g S dx dt .

Un argument simple montre que tout triplet de fonctions (u, p, C) solution de (W ) est so-
lution de (P ) au sens des distributions. Inversement, toute solution (u, p, C) du problème
(P ) vérifiant (u, p, C) dans L∞(0, T ;L2(Ω)d)×L∞(0, T ;H1(Ω)∩L2

0(Ω))×L2(0, T ;H1
0 (Ω))

vérifie les équations de (W ).
Les travaux de Feng [35], Girault et Rivière [38], Chen et Ewing [20] et Fabrie et Gal-
louet [34], Cheng et al [23], Droniou et al. [30] étudient l’existence d’une solution faible
associée à des problèmes très étroitement liés au problème (W ) ; de plus Feng [35] dé-
montre l’unicité des solutions suffisamment régulières. Par conséquent, on suppose dans
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toute la suite de la thèse l’existence et l’unicité de la solution régulière au problème (P ),
en particulier, on considère que la concentration est continue en temps autrement dit :
C ∈ C0(0, T ;L2(Ω)). Dans ce cas, les Hypothèses (1.7) nous permetrons de déduire que
la vistesse u et la pression p sont aussi continues en temps.
En vue de la discrétisation de ce problème, il y a deux choix d’espaces possibles pour
la vitesse u et la pression p de l’équation de Darcy, selon que l’on effectue ou non

une intégration par parties sur les termes
∫

Ω

∇p · v et
∫

Ω

∇q · u. Le premier choix est

L∞(0, T ;H0(div,Ω)) × L∞(0, T ;L2
0(Ω)) ; cela correspond à une formulation mixte. Le

deuxième choix est L∞(0, T ;L2(Ω)d) × L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ L2

0(Ω)) ; il conduit à une for-
mulation variationnelle alternative équivalente à la première pour des solutions régulières.
Dans les deux cas la concentration C est dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)).

1.3.2 Première formulation variationnelle

On présente la première formulation variationnelle suivante au sens de distributions en
temps sur ]0, T [ :

(V1)



Trouver (u(t), p(t), C(t)) ∈ H0(div,Ω)× L2
0(Ω)×H1

0 (Ω) tel que, C(0) = 0 et

∀v ∈ H0(div,Ω),

∫
Ω

ν(C(t))u(t) · v dx −
∫

Ω

p(t)(div v) dx =

∫
Ω

f(., t, C(t)) · v dx ,

∀ q ∈ L2
0(Ω),

∫
Ω

q(div u(t)) dx = 0,

∀S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

d

dt

∫
Ω

C(t)Sdx + α

∫
Ω

∇C(t) · ∇S dx +

∫
Ω

(u(t) · ∇)C(t)S dx

+r0

∫
Ω

C(t)S dx =

∫
Ω

g(t)S dx .

Pour démontrer que le problème (V1) est équivalent au problème (P ), on réfère à Dib
et al. [29], où ils ont démontré cette équivalence en détail. Bref, on montre que, si
(u(t), p(t), C(t)) ∈ H0(div,Ω) × L2

0(Ω) ×H1
0 (Ω) résout les trois premières lignes du Pro-

blème (P ) au sens de distributions dans Ω, et les quatrième et cinquième lignes au sens des
traces dans H−1/2(Γ) et H1/2(Γ), alors c’est une solution de (V1). Inversement, toute so-
lution (u(t), p(t), C(t)) du problème de (V1) résout le problème (P ) dans le sens ci-dessus.

Remarque 1.8. Sous l’hypothèse (1.7) et si la concentration est continue à t = 0, les
deux premières équations de (V1) déterminent de manière unique la vitesse u(0) et la
pression p(0) tel que C(0) = 0, le système correspondant s’écrira comme suit :

Trouver (u(0), p(0)) ∈ H0(div,Ω)× L2
0(Ω) tel que

∀v ∈ H0(div,Ω),

∫
Ω

ν(0)u(0) · v dx −
∫

Ω

p(0)(div v) dx =

∫
Ω

f(., 0, 0) · v dx ,

∀ q ∈ L2
0(Ω),

∫
Ω

q(div u(0)) dx = 0,
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Remarque 1.9. Le terme de convection u ·∇C n’appartient pas nécessairement à H1(Ω),
il est uniquement dans L1(Ω). C’est pour cette raison que, pour pouvoir donner un sens
au terme de convection, on choisit les fonctions tests dans H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Remarque 1.10. Sous les hypothèses 1.7 et si C ∈ C0(0, T ;L2(Ω)), alors la solution
(u, p) est continue en temps.

Théorème 1.11. Toute solution de (V1) telle que C ∈ L∞([0, T ]× Ω) vérifie :

‖C‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) + α‖C‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + 2r0‖C‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ 2
(S0

2)2

α
‖g‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) (1.13)

et
‖u(t)‖L2(Ω)d ≤

1

ν1

(
‖f0(t)‖L2(Ω)d + cf1‖C‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
. (1.14)

Démonstration. On prend S = C(t) dans la dernière équation du problème (V1). En

remarquant que
∫

Ω

(u ·∇C)C = 0, on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :

1

2

d

dt
‖C(t)‖2

L2(Ω) +
α

2
‖∇C(t)‖2

L2(Ω) + r0‖C(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖g(t)‖L2(Ω)‖C(t)‖L2(Ω).

On applique l’inégalité (1.2) avec ξ =
α

(S0
2)2

ainsi que le lemme 1.3, puis on intègre entre

0 et t, et on obtient

‖C(t)‖2
L2(Ω) + α‖C‖2

L2(0,t;H1
0 (Ω)) + 2r0‖C‖2

L2(0,t;L2(Ω)) ≤
(S0

2)2

α
‖g‖2

L2(0,t;L2(Ω)).

Comme C vérifie

‖C(t)‖2
L2(Ω) ≤

(S0
2)2

α
‖g‖2

L2(0,t;L2(Ω)), ∀t ∈ [0, T ],

donc la norme de C vérifie

‖C‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤

(S0
2)2

α
‖g‖2

L2(0,T ;L2(Ω)).

On obtient donc immédiatement la majoration (1.13).
Pour la majoration de u, on prend v = u(t) dans la première équation de (V1) et on
utilise la deuxième équation de (V1). En utilisant les hypothèses (1.10), (1.11) et (1.12),
on obtient la majoration suivante de la norme de u :

‖u(t)‖L2(Ω)d ≤
1

ν1

(
‖f0(t)‖L2(Ω)d + cf1‖C‖L∞(0,T ;L2(Ω))

)
. (1.15)
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1.3.3 Deuxième formulation variationnelle

Le problème variationnel (V1) est bien adapté à un schéma discret localement conservative.
Cependant, la mise en oeuvre numérique de tels schémas n’est pas simple et peut-être
simplifiée en éliminant le terme de divergence dans les deux premières équations de (V1)
à l’aide de la formule de Green, réduisant ainsi la régularité de u. Cela conduit à une
deuxième formulation variationnelle donnée par : pour tout t ∈ [0, T ]

(V2)



Trouver (u(t), p(t), C(t)) ∈ L2(Ω)d × (H1(Ω) ∩ L2
0(Ω))×H1

0 (Ω) tel que C(0) = 0 et

∀v ∈ L2(Ω)d,

∫
Ω

ν(C(t))u(t) · v dx +

∫
Ω

∇ p(t) · v dx =

∫
Ω

f(., t, C(t)) · v dx ,

∀ q ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω),

∫
Ω

∇ q · u(t) dx = 0,

∀S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

d

dt

∫
Ω

C(t)Sdx + α

∫
Ω

∇C(t) · ∇S dx +

∫
Ω

(u(t) · ∇)C(t)S dx

+r0

∫
Ω

C(t)S dx =

∫
Ω

g(t)S dx .

Remarque 1.12. Sous l’hypothèse (1.7) et si la concentration est continue à t = 0, les
deux premières équations de (V2) déterminent de manière unique la vitesse u(0) et la
pression p(0) tel que C(0) = 0, le système correspondant s’écrira comme suit :

Trouver (u(0), p(0)) ∈ L2(Ω)d × (H1(Ω) ∩ L2
0(Ω)) tel que

∀v ∈ L2(Ω)d,

∫
Ω

ν(0)u(0) · v dx +

∫
Ω

∇ p(0) · v dx =

∫
Ω

f(., 0, 0) · v dx ,

∀ q ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω),

∫
Ω

∇ q · u(0) dx = 0,

1.4 Étude du problème discret

Dans cette partie, on introduit les formulations variationnelles discrètes correspondant à
chacune des formulations variationnelles continues, et on démontre l’existence et l’unicité
de leurs solutions.

1.4.1 Cadre discret

Tout d’abord, on précise la construction des pas de temps et des maillages en espace.
Ensuite, on précise quelques notations reliées aux inconnues et aux données du problème.
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1.4.1.1 Discrétisation en temps

Pour la discrétisation en temps, on introduit une partition de l’intervalle [0, T ] en N
intervalles de la forme [tn−1, tn] où 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T . On désigne par τn la
longueur de l’intervalle [tn−1, tn] pour tout n ∈ {1, . . . , N} et par τ le maximum des τn.
Finalement, on note στ le paramètre de régularité en temps défini par :

στ = max
2≤n≤N

τn
τn−1

.

Dans ce qui suit, on suppose que la partition en temps est régulière, c’est-à-dire στ est
borné indépendamment de τ.
On introduit l’opérateur d’interpolation πτ défini comme suit :
Pour tout espace de Banach X et pour toute fonction g continue de ]0, T ] dans X, πτg
désigne la fonction constante par morceaux en temps qui vaut g(tn) sur chaque intervalle
]tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N . De même, à toute fonction (φ1, . . . , φm) ∈ Xm, on associe la fonction
constante par morceaux en temps πτφτ qui est constante égale à φn sur chaque intervalle
]tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N .
De plus, à toute famille (vn)0≤n≤N ∈ Xn+1, on associe la fonction vτ sur [0, T ] qui est affine
sur chaque intervalle [tn−1, tn], 1 ≤ n ≤ N et égale à vn au temps tn. Plus précisement,
cette fonction est donnée par

∀n ∈ [[1, N ]], ∀t ∈ [tn−1, tn], vτ (t) =
t− tn−1

τn
(vn − vn−1) + vn−1.

1.4.1.2 Discrétisation en espace

Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, (Tnh)h désigne une triangulation du domaine Ω. Ces triangu-
lations doivent vérifier les conditions suivantes :

• l’intersection de deux éléments distincts est soit vide, soit un sommet, soit une arête,
soit une face en 3d.

• Ω =
⋃

Kn∈Tnh

Kn.

• le quotient du diamètre d’un élément Kn ∈ Tnh noté hKn , sur le diamètre du cercle
(en dimension 2) ou de la boule (en dimension 3) inscrit(e) dans Kn noté ρKn , est
majoré par une constante σ qui ne dépend ni de n ni de h. Autrement dit,

max
Kn∈Tnh

hKn

ρKn

≤ σ. (1.16)

Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, hn désigne le diamètre maximal des éléments de Tnh. On note
de plus

h = max
1≤n≤N

hn.
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On désigne par [u]en le saut sur une arête en d’une fonction u qui est défini de la manière
suivante :

[u]en = u|Kn − u|K′n
où Kn et K ′n sont deux éléments qui ont en comme arête (ou face) commune.

Notation 1.13. Dans la suite, on note un, pn et Cn les quantités respectives u(tn), p(tn)
et C(tn).

Définition 1.14. Pour tout n ∈ [[1, N ]], on considère la fonction affine par morceaux en
temps Ch définie sur [tn−1, tn] par :

∀t ∈ [tn−1, tn], Ch(t) =
t− tn−1

τn
(Cn

h −Cn−1
h ) +Cn−1

h =
t− tn
τn

(Cn
h −Cn−1

h ) +Cn
h . (1.17)

De plus, on définit la fonction constante par morceaux uh égale à unh sur l’intervalle
]tn−1, tn], pour tout n ∈ [[1, N ]], et la fonction constante par morceaux ph égale à pnh sur
l’intervalle ]tn−1, tn], pour tout n ∈ [[1, N ]].

Remarque 1.15 (Discrétisation de la dérivée en temps). Pour la discrétisation de
∂C

∂t
(x, t),

on utilise le schéma d’Euler implicite d’ordre 1 donné par

Cn
h − Cn−1

h

τn
,∀n ∈ {1, . . . , N}.

Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, la fonction g sera approchée sur tout intervalle [tn−1, tn] par

gn =
1

τn

∫ tn

tn−1

g(t)dt,

et la fonction fn(Cn−1
h ) est donnée sous la forme suivante :

fn(Cn−1
h ) = fn0 + f1(Cn−1

h ),

où
fn0 = f0(tn).

Propriété 1.16. On a l’inégalité inverse suivante : pour tout nombre p ≥ 2, pour toute
dimension d et pour tout entier naturel r, il existe des constantes c0

I(p) et c1
I(p) telles que,

pour toute fonction polynomiale vh de degré r sur Kn, on a

‖vh‖Lp(Kn) ≤ c0
I(p)h

d
p
− d

2

Kn
‖vh‖L2(Kn), (1.18)

|vh|H1(Kn) ≤ c1
I(p)h

d
2
− d

p
−1

Kn
‖vh‖Lp(Kn), (1.19)

et pour p =∞ (cf. Ern et Guermond [32]),

‖vh‖L∞(Ω) ≤
{
c(1 + | log(h)|)‖vh‖1,Ω si d = 2
h−1/2‖vh‖1,Ω si d = 3.

(1.20)
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On va discrétiser le problème (P ) en utilisant deux types d’éléments finis :

• Dans le premier schéma, on approche u par des éléments finis de Raviart-Thomas,
la concentration C par des éléments finis P1 et la pression p par des éléments finis
P0.

• Dans le deuxième schéma, on approche u par des éléments “P1 + bulle”, la concen-
tration C par des éléments finis P1 et la pression p par des éléments finis P1.

1.4.2 Première formulation variationnelle discrète

Dans cette première formulation variationnelle, on discrétise la vitesse u avec les éléments
finis de Raviart-Thomas définis par l’espace discret suivant :

Xnh = {vh ∈ H(div,Ω);∀Kn ∈ Tnh, ∃ aKn ∈ R,∃oKn ∈ Rd;vh|Kn(x) = aKnx + oKn}.

On pose
Xn,h,1 = Xnh ∩H0(div,Ω).

On discrétise p avec les éléments finis P0. On note Mn,h,1 l’espace discret correspondant :

Mn,h,1 = Mnh ∩ L2
0(Ω),

où
Mnh = {qh ∈ L2(Ω);∀Kn ∈ Tnh, qh|Kn est constant}.

On discrétise C avec les éléments finis de Lagrange de degré 1 et on note Yn,h l’espace
discret correspondant :

Yn,h = {vh ∈ C0(Ω);∀K ∈ Tnh, vh|Kn ∈ P1} ∩H1
0 (Ω).

Finalement, On désigne par Vn,h,1 l’espace discret suivant :

Vn,h,1 =

{
vh ∈ Xn,h,1; div vh = 0

}
.

Remarque 1.17. Les espaces Xn,h,1 et Mn,h,1 considérés vérifient la condition inf-sup
discrète (cf. Roberts et Thomas [47]) suivante :

∀qh ∈Mn,h,1, sup
vh∈Xn,h,1

∫
Ω

qh(x)div vh(x)dx

‖vh‖H(div,Ω)

≥ β1‖qh‖L2(Ω), (1.21)

où β1 est une constante positive indépendante du maillage.
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La première formulation variationnelle discrète associée à la formulation variationnelle
continue (V1) s’écrit : pour C0

h = 0, pour tout n ∈ [[1, N ]],

(Vn,h,1)



Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h, trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,1 ×Mn,h,1 ,

∀vh ∈ Xn,h,1,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx −

∫
Ω

pnh(div vh) dx =

∫
Ω

fn(Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,1,

∫
Ω

qh(div unh) dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h, trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn Sh dx,

Remarque 1.18. Le problème (Vn,h,1) permet de calculer unh, pnh et Cn
h pour chaque n ∈

{1, . . . , N} à partir C0
h = 0. Pour compléter cet algorithme, on doit calculer les valeurs

initiales de la vitesse u0
h et la pression p0

h.
Ces valeurs peuvent être déterminées comme suit :

Trouver (u0
h, p

0
h) ∈ X0,h,1 ×M0,h,1 tel que

∀vh ∈ X0,h,1,

∫
Ω

ν(0)u0
h · vh dx −

∫
Ω

p0
h(div vh) dx =

∫
Ω

f0(0) · vh dx ,

∀ qh ∈M0,h,1,

∫
Ω

qh(divu0
h) dx = 0.

1.4.3 Deuxième formulation variationnelle discrète

Dans cette formulation, on discrétise la vitesse u avec les éléments finis “P1 + bulle”. On
introduit l’espace discret suivant :

Xn,h,2 =
{
vh ∈ C0(Ω)d;∀Kn ∈ Tnh,vh|Kn ∈ P(Kn)d

}
,

où pour tout Kn ∈ Tnh,
P(Kn) = P1 ⊕ vect bKn ,

est l’espace associé à la discrétisation dans l’espace par le “mini-élément” introduit par
Arnold et al dans [6] où bKn désigne le produit des coordonnées barycentriques de l’élé-
ment K.
On discrétise p avec les éléments finis de Lagrange de degré 1. On note Mn,h,2 l’espace
discret correspondant :

Mn,h,2 =
{
qh ∈ C0(Ω) ∩ L2

0(Ω);∀Kn ∈ Tnh, qh|Kn ∈ P1

}
.
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Finalement, on désigne par Vn,h,2 l’espace discret suivant :

Vn,h,2 =

{
vh ∈ Xn,h,2;∀qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

vh · ∇qh dx = 0

}
.

Remarque 1.19. Les espaces Xn,h,2 et Mn,h,2 considérés vérifient la condition inf-sup
discrète (cf.Roberts et Thomas [47]) suivante :

∀qh ∈Mn,h,2, sup
vh∈Xn,h,2

∫
Ω

∇qh(x) · vh(x)dx

‖vh‖L2(Ω)d
≥ β2|qh|1,Ω, (1.22)

où β2 est une constante positive qui ne dépend pas du maillage.

Remarque 1.20. Pour effectuer l’analyse numérique du schéma précédent, on va ajouter
un terme de stabilisation au terme (uh · ∇Cn

h , Sh) pour assurer l’existence de la solution
discrète. On introduit alors la forme trilinéaire suivante :

d(unh, C
n
h , Sh) = (unh · ∇Cn

h , Sh) +
1

2
(div unhC

n
h , Sh).

Comme,

d(unh, C
n
h , Sh) =

1

2

(∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Shdx−

∫
Ω

(unh · ∇Sh)Cn
hdx

)
,

le terme non linéaire est donc antisymétrique.

En utilisant la formule de Green-Riemann, on peut vérifier le résultat suivant :

Proposition 1.21. Pour tous u ∈ Xn,h,2 et C ∈ H1
0 (Ω), on a

d(u, C, C) = 0.

La deuxième formulation variationnelle discrète associée à la formulation variationnelle
continue (V2) s’écrit : pour C0

h = 0, pour tout n ∈ [[1, N ]],

(Vn,h,2)



Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h, trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn(Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h, trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (unh)Cn
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h · Sh dx =

∫
Ω

gn Sh dx .
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Remarque 1.22. Le problème (Vn,h,2) permet calculer unh, pnh et Cn
h pour chaque n ∈

{1, . . . , N} à partir C0
h = 0. Pour compléter cet algorithme, on doit calculer les valeurs

initiales de la vitesse u0
h et la pression p0

h.
Ces valeurs peuvent être déterminées comme suit :

Trouver (u0
h, p

0
h) ∈ X0,h,2 ×M0,h,2 tel que

∀vh ∈ X0,h,2,

∫
Ω

ν(0)u0
h · vh dx +

∫
Ω

∇ p0
h · vh dx =

∫
Ω

f0(0) · vh dx ,

∀ qh ∈M0,h,2,

∫
Ω

∇ qh · u0
h dx = 0.

1.4.4 Existence et unicité de la solution discrète

Théorème 1.23. Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, le problème (Vn,h,1) admet une unique so-
lution (unh, p

n
h, C

n
h ) ∈ Xn,h,1 ×Mn,h,1 × Yn,h. De plus, unh ∈ RT0 et donc divunh ∈ Mn,h,1,

ainsi la deuxième équation de Vn,h,1 implique que divunh = 0.

Démonstration. On introduit la forme bilinéaire ã1 définie sur Vn,h,1 × Vn,h,1 par

ã1(uh,vh) = (ν(Cn−1
h )uh,vh).

Puisque unh ∈ Vn,h,1, la première équation de (Vn,h,1) implique qu’on résout, pour tout
vh ∈ Vn,h,1,

ã1(unh,vh) = (fn(Cn−1
h ),vh).

Or ã1 est une forme bilinéaire, coercive et continue sur Vn,h,1. On déduit alors l’existence
et l’unicité de unh ∈ Vn,h,1 par le théorème de Lax-Milgram. De plus, la condition inf-sup
discrète entre Xn,h,1 et Mn,h,1 étant vérifiée, le théorème de Babuška–Brezzi permet de
conclure que le problème (Vn,h,1) admet une solution pnh ∈Mn,h,1.
Pour l’existence et l’unicité de la concentration Cn

h , on considère pour tous c, r ∈ Yn,h la
forme bilinéaire suivante :

ã2(c, r) =
1

τn
(c, r) + α(∇c,∇r) + r0(c, r).

On vérifie que ã2 est une forme bilinéaire coercive et continue. Par le théorème de Lax-
Milgram, on a donc l’existence et l’unicité de Cn

h ∈ Yn,h.

Théorème 1.24. Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, et pour Cn−1
h ∈ Yn,h, toute solution (unh, p

n
h, C

n
h ) ∈

Xn,h,1 ×Mn,h,1 × Yn,h de (Vn,h,1) donnée, vérifie pour tout m = 1, . . . , N , les majorations
suivantes :

‖umh ‖L2(Ω)d ≤
1

ν1

(
‖f0‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) + cf1‖Cm−1

h ‖L2(Ω)

)
(1.23)

et

‖Cm
h ‖2

L2(Ω) + α
m∑
n=1

τn|Cn
h |2H1(Ω) + 2r0

m∑
n=1

τn‖Cn
h‖2

L2(Ω) ≤
(S0

2)2

α
‖g‖2

L2(0,T ;L2(Ω)). (1.24)
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Démonstration. On commence par la majoration de unh. On remplace vh par unh dans
l’équation de Darcy discrétisée. Comme pour tout qh ∈Mn,h,1, (divunh, qh) = 0, on obtient
alors la majoration (1.23).
Pour la majoration de la concentration Cn

h , on suit les mêmes étapes que la preuve du
Théorème 1.11. On remplace Sh par Cn

h dans la dernière équation du problème (Vn,h,1)
puis, on utilise les injections de Sobolev pour obtenir

1

2
(‖Cn

h‖2
L2(Ω) − ‖Cn−1

h ‖2
L2(Ω)) +

α

2
τn|Cn

h |2H1(Ω) + τnr0‖Cn
h‖2

L2(Ω) ≤
(S0

2)2

2α
τn‖gn‖2

L2(Ω).

En sommant sur n allant de 1 jusqu’à m, on obtient la majoration (1.24).

On suit la même démarche que dans le théorème 1.24 pour obtenir le théorème suivant :

Théorème 1.25. Pour tout n ∈ {1, . . . , N} et pour Cn−1
h ∈ Yn,h, le problème (Vn,h,2)

admet une unique solution (unh, p
n
h, C

n
h ) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 × Yn,h, donnée, vérifiant pour

tout m = 1, . . . , N les majorations suivantes :

‖umh ‖L2(Ω)d ≤
1

ν1

(
‖f0‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) + cf1‖Cm−1

h ‖L2(Ω)

)
(1.25)

et

‖Cm
h ‖2

L2(Ω) + α
m∑
n=1

τn|Cn
h |2H1(Ω) + 2r0

m∑
n=1

τn‖Cn
h‖2

L2(Ω) ≤
(S0

2)2

α
‖g‖2

L2(0,T ;L2(Ω)). (1.26)
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Chapitre 2

Estimation d’erreur a priori

Dans ce chapitre, on établit les estimations d’erreur a priori correspondant au schéma
numérique. Tout d’abord, on commence par présenter les opérateurs d’interpolation qui
seront utile pour la démonstration des théorèmes. Par la suite, on établit les estimations
d’erreur a priori correspondant à la vitesse et à la pression et on termine par établir
celle correspondante à la concentration pour les deux schémas (Vn,h,1) et (Vn,h,2). Dans
une dernière section, on effectue des simulations numériques de validation en utilisant le
logiciel FreeFem++.

2.1 Opérateurs d’interpolation

Dans le premier schéma, pour l’estimation de l’erreur de u, on introduit l’opérateur d’in-
terpolation ξ1

nh : H1(Ω)d ∩H0(div,Ω)→ Xn,h,1 (cf. Roberts and J. Thomas[47]) vérifiant

∀u ∈ H1(Ω)d, div u = 0⇒ div (ξ1
nhu) = 0. (2.1)

Proposition 2.1. L’opérateur ξ1
nh vérifie les majorations suivantes :

∀v ∈ H1(Ω)d, ‖v − ξ1
nhv‖L2(Kn)d ≤ c1hn|v|H1(Kn)d ,

et

∀v ∈ H1(Ω)d tel que div v ∈ H1(Ω)d, ‖div(v − ξ1
nhv)‖L2(Kn)d ≤ c2hn|div v|H1(Kn)d ,

où c1, c2 sont deux constantes indépendantes de hn.

Pour l’estimation d’erreur a priori de la pression p, on utilise le résultat suivant :
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Proposition 2.2. Soit l’opérateur ϕnh donné par : ϕnh : L2(Ω)→Mn,h et ϕnh : L2
0(Ω)→

Mn,h,1, tel que :

ϕnhq|Kn =
1

|Kn|

∫
Kn

q(x)dx, ∀Kn ∈ Tnh,

et vérifiant la majoration suivante :

∀q ∈ H1(Ω), ‖q − ϕnhq‖0,Kn ≤ chn|q|1,Kn , (2.2)

où c est une constante indépendante de hn.

Pour l’estimation d’erreur a priori de la concentration C, on utilise le résultat suivant
(Pour d = 2, cf. Bernardi et Girault [10] ou cf. Clément [24] pour d = 2 ou d = 3, voir
aussi cf. Scott and Zhang, [48]) :

Proposition 2.3. Soit l’opérateur d’approximation linéaire et continu
Rnh : W 1,p(Ω) → Yn,h où p est un nombre supérieur ou égal à 2 vérifiant la majoration
suivante :

∀S ∈ W l+1,p(Ω), |S −RnhS|Wm,p(Kn) ≤ chl+1−m
Kn

|S|W l+1,p(∆Kn ), (2.3)

où c est une constante indépendante de h, et m et l deux entiers dans {0, 1}.
De plus, cet opérateur Rnh est stable en norme H1(Ω). En d’autres termes, il existe une
constante c telle que

∀w ∈ H1
0 (Ω), |Rnhw|1,Ω ≤ c|w|1,Ω. (2.4)

Cet opérateur vérifie pour toute fonction v ∈ H1
0 (Ω) les approximations locales suivantes :

‖v −Rnhv‖L2(Kn)d ≤ chKn|v|1,∆Kn
(2.5)

et
‖v −Rnhv‖L2(en)d ≤ ch1/2

en |v|1,∆en (2.6)

où ∆Kn et ∆en désignent l’union des éléments Tnh dont l’intersection avec Kn et en
respectivement est non vide.

Dans le deuxième schéma (Vn,h,2), pour dériver une estimation d’erreur a priori de la
vitesse u, on introduit l’opérateur d’interpolation Fnh : L2(Ω)d → Xn,h,2 défini par

Fnhv = πnhv +
∑
K∈Tnh

αKnbk,

où πnh est une variante de l’opérateur de Scott-Zhang (cf. Badia [7] ou cf. Badia et al. [8]
ou cf. Girault et al. [39] ou cf. Scott et al [48]),

αKn =
1∫

Kn

bKn(x)dx

∫
Kn

(v − πnhv)(x)dx.
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Proposition 2.4. L’opérateur Fnh vérifie la majoration suivante :

∀v ∈ H1(Ω)d, ‖v −Fnh(v)‖L2(K)d ≤ chn‖v‖H1(∆Kn )d , (2.7)
où c est une constante indépendante de hn.

Pour l’estimation d’erreur a priori de la pression p, on utilise le résultat suivant, (cf.
Abboud, Girault, et Sayah[1]) :

Proposition 2.5. Soit l’opérateur rnh : L2
0(Ω)→Mn,h,2 vérifiant la majoration suivante :

∀q ∈ Hs(Ω) ∩ L2
0(Ω), ‖q − rnhq‖m,K ≤ chs−mn |q|s,Kn , (2.8)

où c est une constante indépendante de hn, m = 0 ou 1.

Dans ce qui suit, c, c′, c1, . . . représentent des constantes génériques qui peuvent varier
d’une ligne à une autre mais qui sont toujours indépendantes de h et τ .

2.2 Estimation a priori de l’erreur de la première for-
mulation variationnelle

On commence, tout d’abord, par établir l’estimation d’erreur a priori correspondante à
la vitesse et à la pression et on termine par établir celle de la concentration.
Dans la suite, on note par

u′ =
∂u

∂t
et C ′ =

∂C

∂t
.

Théorème 2.6. Soit (u, p, C) la solution du problème (P ) et (unh, p
n
h, C

n
h ) la solution

de (Vn,h,1). Si u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)d) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)d), u′ ∈ L2(0, T ;L4(Ω)d), p ∈
L∞(0, T ;H1(Ω)), C ∈ L∞(0, T ;W 2,4(Ω)) et C ′ ∈ L2(0, T ;W 1,4(Ω)) et sous l’hypothèse
1.7, il existe des constantes positives c, c1, c′, c′′ dépendantes de u, p et α tel que,

‖un − unh‖L2(Ω)d ≤
1

ν1

(
ch+ (c∗f1 + λ‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d))||Cn − Cn−1

h ||L2(Ω)

)
, (2.9)

‖pn− pnh‖L2(Ω) ≤ c′h+
ν2

β1

‖un−unh‖L2(Ω)d +
1

β1

(c∗f1 +λ‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d))||Cn−Cn−1
h ||L2(Ω),

(2.10)
et

sup
0≤n≤N

‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) + α
N∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω +

N∑
n=1

‖(Cn
h − Cn)− (Cn−1

h − Cn−1)‖2
L2(Ω)

+r0

N∑
n=1

τn‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) ≤ c′′(h2 + τ 2) + c1

N∑
n=1

τn‖unh − un‖2
L2(Ω)d .

(2.11)
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Démonstration. Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les solutions respectives de (V1) et (Vn,h,1).

Tout d’abord, on commence à démontrer (2.9), puis (2.10), et finalement (2.11).
On commence par établir la majoration de l’erreur sur u.
En prenant la différence entre les premières équations de (V1) pour t = tn et de (Vn,h,1) et
pour v = vh ∈ Vn,h,1, on obtient∫

Ω

ν(Cn−1
h (x))(un − unh)(x) · vh(x)dx =

∫
Ω

(f1(Cn(x))− f1(Cn−1
h (x))) · vh(x)dx

+

∫
Ω

(ν(Cn−1
h (x))− ν(Cn(x)))un(x) · vh(x)dx.

(2.12)

On intercale
∫

Ω

ν(Cn−1
h (x))ξ1

nhu
n ·vh(x)dx dans le membre de gauche de l’équation (2.12)

et on obtient :∫
Ω

ν(Cn−1
h (x))(un − ξ1

nhu
n)(x) · vh(x)dx +

∫
Ω

ν(Cn−1
h (x))(ξ1

nhu
n − unh)(x) · vh(x)dx

=

∫
Ω

(f1(Cn(x))− f1(Cn−1
h (x))) · vh(x)dx +

∫
Ω

(ν(Cn−1
h (x))− ν(Cn(x)))un(x) · vh(x)dx.

(2.13)

Comme unh ∈ Xn,h,1 et d’après la deuxième équation du problème (Vn,h,1), on a que
unh ∈ Vn,h,1. De plus, ξ1

nhu
n ∈ Xn,h,1 et comme ξ1

nh vérifie (2.1), alors ξ1
nhu

n ∈ Vn,h,1. Par
suite, on prend vh = unh− ξ1

nhu
n, puis on applique l’inégalité triangulaire et les propriétés

de f1 et de ν, pour obtenir

ν1‖unh − ξ1
nhu

n‖L2(Ω)d ≤ν2‖ξ1
nhu

n − un‖L2(Ω)d + c∗f1‖C
n − Cn−1

h ‖L2(Ω)

+ λ‖Cn−1
h − Cn‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d).

On applique l’inégalité triangulaire suivante :

‖un − unh‖L2(Ω)d ≤ ‖un − ξ1
nhu

n‖L2(Ω)d + ‖ξ1
nhu

n − unh‖L2(Ω)d

Ainsi, on obtient

ν1‖un−unh‖L2(Ω)d ≤ chn‖u‖L∞(0,T ;H1(Ω))+c
∗
f1
||Cn−Cn−1

h ||L2(Ω)+λ||Cn−Cn−1
h ||L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d).

D’où, on déduit (2.9).
Pour la majoration de l’erreur sur p, on prend la différence entre les premières équations
de (V1) pour t = tn et de (Vn,h,1), on intercale ϕnhpn, en prenant vh dans Xn,h,1, et on
obtient∫

Ω

(ϕnhp
n − pnh)(x)div vh(x)dx =

∫
Ω

(ϕnhp
n − pn)(x)div vh(x)dx

+

∫
Ω

ν(Cn−1
h )(un − unh)(x) · vh(x)dx

+

∫
Ω

(ν(Cn(x))− ν(Cn−1
h (x)))un(x) · vh(x)dx

−
∫

Ω

(f1(Cn(x))− f1(Cn−1
h (x))) · vh(x)dx

(2.14)
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D’après la condition inf-sup (1.21), il existe un vh dans Xn,h,1 tel que

div vh = ϕnhp
n − pnh et ‖vh‖H(div,Ω) ≤

1

β1

‖ϕnhpn − pnh‖L2(Ω).

D’où, l’égalité (2.14) devient

‖ϕnhpn − pnh‖2
L2(Ω) ≤

1

β1

‖ϕnhpn − pnh‖L2(Ω)‖ϕnhpn − pn‖L2(Ω)

+
1

β1

(
ν2‖un − unh‖L2(Ω) + λ‖Cn − Cn

h‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)

+ c∗f1‖C
n − Cn−1

h ‖L2(Ω)

)
‖ϕnhpn − pnh‖L2(Ω).

(2.15)

Ensuite, en appliquant l’inégalité triangulaire :

‖pn − pnh‖2
L2(Ω) ≤ ‖pn − ϕnhpn‖2

L2(Ω) + ‖ϕnhpn − pnh‖2
L2(Ω),

on obtient l’inégalité (2.10).
On passe maintenant à la démonstration de (2.11). On choisit Sh = rnh = Cn

h − RnhC
n

dans la troisième équation du problème (V1), et on intègre entre tn−1 et tn pour obtenir(
Cn − Cn−1, rnh

)
+

(∫ tn

tn−1

α∇C(t)dt,∇rnh
)

+

(∫ tn

tn−1

u · ∇C(t)dt, rnh

)
+ r0

(∫ tn

tn−1

C(t)dt, rnh

)
=

(∫ tn

tn−1

g(t)dt, rnh

)
.

(2.16)

La solution discrète Cn
h vérifie

(Cn
h −Cn−1

h , rnh) + τnα(∇Cn
h ,∇rnh) + τn(unh · ∇Cn

h , r
n
h) + τnr0(Cn

h , r
n
h) = τn(gn, rnh). (2.17)

Sachant que τngn −
∫ tn

tn−1

g(t)dt = 0, on retranche (2.16) et (2.17) pour obtenir

(
(Cn

h − Cn−1
h )− (Cn − Cn−1), rnh

)
+ α

(
τn∇Cn

h −
∫ tn

tn−1

∇C(t)dt,∇rnh
)

+

(
τnu

n
h · ∇Cn

h −
∫ tn

tn−1

u · ∇C(t)dt, rnh

)
+ r0

(
τnC

n
h −

∫ tn

tn−1

C(t)dt, rnh

)
= 0.

(2.18)

On commence par majorer le premier terme de gauche de l’égalité (2.18). Tout d’abord,
on intercale ±(RnhC

n, rnh) et ±(RnhC
n−1, rnh) et on obtient(

(Cn
h−Cn−1

h )−(Cn−Cn−1), rnh

)
= (rnh−rn−1

h , rnh)+

(
(Cn−1−RnhC

n−1)−(Cn−RnhC
n), rnh

)
.
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Or, (a− b, a) =
1

2
‖a‖2 − 1

2
‖b‖2 +

1

2
‖a− b‖2, pour tous a, b ∈ Yn,h alors(

(Cn
h − Cn−1

h )− (Cn − Cn−1), rnh

)
=

1

2
‖rnh‖2

L2(Ω) −
1

2
‖rn−1

h ‖2
L2(Ω) +

1

2
‖rnh − rn−1

h ‖2
L2(Ω)

+

(
(Cn−1 −RnhC

n−1)− (Cn −RnhC
n), rnh

)
.

(2.19)

On remarque que∣∣∣∣((Cn−1 −RnhC
n−1)− (Cn −RnhC

n), rnh

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− (∫ tn

tn−1

(RnhC
′ − C ′)(t)dt, rnh

)∣∣∣∣,
d’où, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a∣∣∣∣((Cn−1 −RnhC

n−1)− (Cn −RnhC
n), rnh

)∣∣∣∣ ≤ ∫ tn

tn−1

‖(RnhC
′ − C ′)(t)‖L2(Ω)‖rnh‖L2(Ω)dt.

Par la majoration (2.5) sur l’opérateur Rnh, l’inégalité (1.2) et le Lemme 1.3, on obtient(∫ tn

tn−1

(RnhC
′ − C ′)(t)dt, rnh

)
≤ c2h2

2ξ1

∫ tn

tn−1

‖C ′(t)‖2
H1(Ω)dt+

τnξ1

2
‖rnh‖2

L2(Ω)

≤ c2h2

2ξ1

‖C ′‖2
L2(tn−1,tn;H1(Ω)) + (S0

2)2 τnξ1

2
|rnh |21,Ω.

(2.20)

D’où, en choisissant ξ1 =
α

25(S0
2)2

, on aura∣∣∣∣((Cn−1−RnhC
n−1)−(Cn−RnhC

n), rnh

)∣∣∣∣ ≤ c1h
2‖C ′‖2

L2(tn−1,tn;H1(Ω))+
α

50
τn|rnh |21,Ω, (2.21)

où c1 est une constante positive indépendante de h et τn.
Le second membre de l’égalité (2.18) se majore de la manière suivante : tout d’abord, on

ajoute et on retranche τn(∇RnhC
n,∇rnh) et

∫ tn

tn−1

(∇RnhC(t),∇rnh)dt ainsi, on obtient

α

(
τn∇Cn

h −
∫ tn

tn−1

∇C(t)dt,∇rnh
)
−ατn|rnh |21,Ω = α

∫ tn

tn−1

(∇(RnhC
n −RnhC(t)),∇rnh)dt

+ α

∫ tn

tn−1

(∇(RnhC(t)− C(t)),∇rnh)dt.

(2.22)

Pour la majoration du premier terme du membre de droite de (2.22), on applique l’inégalité

de Cauchy-Schwarz et sachant que Cn − C(t) =

∫ tn

t

C ′(s)ds, on obtient

α

∫ tn

tn−1

(∇(RnhC
n −RnhC(t)),∇rnh)dt = α

∫ tn

tn−1

∫ tn

t

(∇RnhC
′(s),∇rnh)dsdt

≤ α

∫ tn

tn−1

∫ tn

t

|RnhC
′(s)|1,Ω|rnh |1,Ωdsdt.
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Le Théorème de Fubini et la majoration (2.4) sur l’opérateur Rnh permettent d’écrire

α

∫ tn

tn−1

∫ tn

t

|RnhC
′(s)|1,Ω|rnh |1,Ωdsdt ≤ α

∫ tn

tn−1

∫ s

tn−1

|RnhC
′(s)|1,Ω|rnh |1,Ωdtds

≤ αc|rnh |1,Ω
∫ tn

tn−1

|C ′(s)|1,Ω(s− tn−1)ds.

(2.23)

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité (1.2) et on obtient la majoration
suivante :∣∣∣∣α ∫ tn

tn−1

(∇(RnhC
n −RnhC(t)),∇rnh)dt

∣∣∣∣ ≤ αc2τ 2
nξ2

2
√

3
‖∂C
∂t
‖2
L2(tn−1,tn;H1(Ω)) +

τnα

2
√

3ξ2

|rnh |21,Ω.

(2.24)
Pour la majoration du second terme de membre de droite de (2.22), on applique la ma-
joration (2.3) sur l’opérateur Rnh, l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité (1.2) pour
obtenir∣∣∣∣α ∫ tn

tn−1

(∇(RnhC(t)− C(t)),∇rnh)dt

∣∣∣∣ ≤ αξ3

2

∫ tn

tn−1

|(RnhC − C)(t)|21,Ωdt+
τnα

2ξ3

|rnh |21,Ω

≤ αc2h2ξ3

2
‖C‖2

L2(tn−1,tn;H2(Ω)) +
τnα

2ξ3

|rnh |21,Ω.

(2.25)

D’où, en regroupant l’égalité (2.22) et les inégalités (2.24) et (2.25), et en choisissant

ξ2 =
25√

3
et ξ3 = 25 , on obtient

∣∣∣∣α(τn∇Cn
h −

∫ tn

tn−1

∇C(t)dt,∇rnh
)
− ατn|rnh |21,Ω

∣∣∣∣ ≤ c1h
2‖C‖2

L2(tn−1,tn;H2(Ω))

+ c2τ
2
n‖
∂C

∂t
‖2
L2(tn−1,tn;H1(Ω)) +

α

25
τn|rnh |21,Ω,
(2.26)

où c1 et c2 sont deux constantes indépendantes de h et τn.
On note le troisième terme de l’égalité (2.18) par b tel que

b =

(
τnu

n
h · ∇Cn

h −
∫ tn

tn−1

u(t) · ∇C(t)dt, rnh

)
.

On intercale ±
(∫ tn

tn−1

unh ·∇C(t)dt, rnh

)
et ±τn(unh ·∇RnhC

n, rnh) dans b et en remarquant

que (unh · ∇rnh , rnh) = 0, on obtient

b = b1 + b2 =

(∫ tn

tn−1

unh · ∇(RnhC
n − C(t))dt, rnh

)
+

(∫ tn

tn−1

(unh − u(t)) · ∇C(t)dt, rnh

)
.

(2.27)



32

On commence par majorer b1, on intercale ±τn(unh · ∇Cn, rnh) dans b1 et on obtient

b1 =

(∫ tn

tn−1

unh · ∇(RnhC
n − Cn)dt, rnh

)
+

(∫ tn

tn−1

unh · ∇(Cn − C(t))dt, rnh

)
. (2.28)

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la majoration (2.3) sur l’opérateur Rnh, on a∣∣∣∣( ∫ tn

tn−1

unh · ∇(RnhC
n − Cn)dt, rnh

)∣∣∣∣ ≤ τn‖unh‖L2(Ω)d‖RnhC
n − Cn‖W 1,4(Ω)‖rnh‖L4(Ω)

≤ cτnh‖unh‖L2(Ω)d‖Cn‖W 2,4(Ω)‖rnh‖L4(Ω)

≤ cτnh‖unh‖L2(Ω)d‖C‖L∞(0,T ;W 2,4(Ω))‖rnh‖L4(Ω).

(2.29)

Par l’inégalité (1.2) et le Lemme 1.3, on a∣∣∣∣( ∫ tn

tn−1

unh·∇(RnhC
n−Cn)dt, rnh

)∣∣∣∣ ≤ cξ4h
2τn

2
‖unh‖2

L2(Ω)d‖C‖
2
L∞(0,T ;W 2,4(Ω))+

τn(S0
4)2

2ξ4

|rnh |21,Ω.

(2.30)
En choisissant ξ4 = 25(S0

4)2/α, on obtient∣∣∣∣( ∫ tn

tn−1

unh · ∇(RnhC
n − Cn)dt, rnh

)∣∣∣∣ ≤ c3h
2τn‖C‖2

L∞(0,T ;W 2,4(Ω)) +
α

50
τn|rnh |21,Ω, (2.31)

où c3 est une constante indépendante de h et τn.
De même, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le théorème de Fubini, on a(∫ tn

tn−1

unh · ∇(Cn − C(t))dt, rnh

)
=

(∫ tn

tn−1

∫ tn

t

unh · ∇C ′(s)dsdt, rnh
)

=

(∫ tn

tn−1

∫ s

tn−1

unh · ∇C ′(s)dtds, rnh
)

≤ ‖unh‖L2(Ω)d‖rnh‖L4(Ω)

∫ tn

tn−1

‖∇C ′(s)‖L4(Ω)(s− tn−1)ds.

(2.32)

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir(∫ tn

tn−1

unh ·∇(Cn−C(t))dt, rnh

)
≤ τ

3/2
n√

3
‖unh‖L2(Ω)d‖rnh‖L4(Ω)‖

∂C

∂t
‖L2(tn−1,tn;W 1,4(Ω)). (2.33)

D’où, par l’inégalité (1.2)(∫ tn

tn−1

unh · ∇(Cn−C(t))dt, rnh

)
≤ τ 2

nξ5

6
‖unh‖2

L2(Ω)d‖
∂C

∂t
‖2
L2(tn−1,tn;W 1,4(Ω)) +

τn(S0
4)2

2ξ5

|rnh |21,Ω.

(2.34)
On déduit en regroupant les inégalités (2.30) et (2.34)(pour ξ5 = 25(S0

4)2/α) que

|b1| ≤ c3τnh
2‖C‖2

L∞(0,T ;W 2,4(Ω)) + c4τ
2
n‖
∂C

∂t
‖2
L2(tn−1,tn;W 1,4(Ω)) +

α

25
τn|rnh |21,Ω, (2.35)
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avec c3 et c4 sont des constantes indépendantes de h et τn.
On intercale un dans b2 et on obtient

|b2| =
∣∣∣∣( ∫ tn

tn−1

(unh − un) · ∇C(t)dt, rnh

)
+

(∫ tn

tn−1

∫ tn

t

u′(s) · ∇C(t)dsdt, rnh

)∣∣∣∣
≤ τn‖unh − un‖L2(Ω)d‖C‖L∞(0,T ;W 1,4(Ω))‖rnh‖L4(Ω)

+ τ 3/2
n ||C||L∞(0,T ;H1(Ω))||

∂u

∂t
||L2(tn−1,tn;L4(Ω)d)‖rnh‖L4(Ω).

(2.36)

En utilisant (1.2) et en prenant ξ = 25(S0
4)2/α, on obtient :

|b2| ≤ c51τn‖C‖2
L∞(0,T ;W 1,4(Ω))‖unh − un‖2

L2(Ω)d

+ c52τ
2
n||C||2L∞(0,T ;H1(Ω))||

∂u

∂t
||2L2(tn−1,tn;L4(Ω)d) +

α

25
τn|rnh |21,Ω.

(2.37)

Finalement, on regroupe (2.35) et (2.37), et on obtient que

|b| =
∣∣∣∣(τnunh · ∇Cn

h −
∫ tn

tn−1

u(t) · ∇C(t)dt, rnh

)∣∣∣∣ ≤ c3h
2τn‖C‖2

L∞(0,T ;W 2,4(Ω)) + c4τ
2
n‖
∂C

∂t
‖2
L2(tn−1,tn;W 1,4(Ω))

+ c51τn‖C‖2
L∞(0,T ;W 1,4(Ω))‖unh − un‖2

L2(Ω)d

+ c52τ
2
n||C||2L∞(0,T ;H1(Ω))||

∂u

∂t
||2L2(tn−1,tn;L4(Ω)d)

+
2α

25
τn|rnh |21,Ω,

(2.38)

où c3, c4, c51 et c52 sont des constantes positives indépendantes de h et τn.
On traite le dernier terme de (2.18) de la façon suivante : on intercale ±(τnRnhC

n, rnh) et
±τn(Cn, rnh) et on obtient∣∣∣∣(τnCn

h −
∫ tn

tn−1

C(t)dt, rnh

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣τn(Cn
h −RnhC

n, rnh) + τn(RnhC
n − Cn, rnh)

+

(∫ tn

tn−1

(Cn − C(t))dt, rnh

)∣∣∣∣, (2.39)

d’où,∣∣∣∣(τnCn
h−
∫ tn

tn−1

C(t)dt, rnh

)
−τn‖rnh‖2

L2(Ω)

∣∣∣∣ ≤ τn

∣∣∣∣(RnhC
n−Cn, rnh)

∣∣∣∣+(∫ tn

tn−1

(Cn−C(t))dt, rnh

)∣∣∣∣.
(2.40)

Pour le terme τn(RnhC
n−Cn, rnh), on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la majoration

(2.5), pour obtenir

τn(RnhC
n − Cn, rnh) ≤ τn‖RnhC

n − Cn‖L2(Ω)‖rnh‖L2(Ω)

≤ τnh‖rnh‖L2(Ω)|Cn|1,Ω
≤ τnh‖rnh‖L2(Ω)‖C‖L∞(0,T ;H1(Ω)).

(2.41)
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Par l’inégalité (1.2) et le Lemme 1.3, on obtient∣∣∣∣τn(RnhC
n − Cn, rnh)

∣∣∣∣ ≤ c2h2τnξ6

2
‖C‖2

L∞(0,T ;H1(Ω)) +
τn(S0

2)2

2ξ6

|rnh |21,Ω. (2.42)

Pour le terme
(∫ tn

tn−1

(Cn−C(t))dt, rnh

)
, on utilise le théorème de Fubini et l’inégalité (1.2)

et on obtient∣∣∣∣( ∫ tn

tn−1

(Cn − C(t))dt, rnh

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣( ∫ tn

tn−1

∫ tn

t

C ′(s)dsdt, rnh

)∣∣∣∣
≤ τ

3/2
n√

3
‖rnh‖L2(Ω)‖

∂C

∂t
‖L2(tn−1,tn;L2(Ω))

≤ ξ7τ
2
n

6
‖∂C
∂t
‖2
L2(tn−1,tn;L2(Ω)) +

τn(S0
2)2

2ξ7

|rnh |21,Ω.

(2.43)

En regroupant les inégalités (2.40), (2.42) et (2.43) pour ξ6 = ξ7 =
25(S0

2)2

α
, on obtient∣∣∣∣(τnCn

h −
∫ tn

tn−1

C(t)dt, rnh

)
− τn‖rnh‖2

L2(Ω)

∣∣∣∣ ≤ c6h
2τn‖C‖2

L∞(0,T ;H1(Ω)) + c7τ
2
n‖
∂C

∂t
‖2
L2(tn−1,tn;L2(Ω))

+
α

25
τn|rnh |21,Ω,

(2.44)
où c6 et c7 sont des constantes positives indépendantes de τ et h.
On somme l’égalité (2.18) sur n de 1 jusqu’à m, pour tout m ≤ N , et on utilise (2.19),
(2.21), (2.26), (2.38) et (2.44), on obtient

1

2
‖rmh ‖2

L2(Ω) +
1

2

m∑
n=1

‖rnh − rn−1
h ‖2

L2(Ω) + α
m∑
n=1

τn|rnh |21,Ω + r0

m∑
n=1

τn‖rnh‖2
L2(Ω)

≤ c(h2 + τ 2) + c′
m∑
n=1

τn‖unh − un‖2
L2(Ω)d +

9α

50

m∑
n=1

τn|rnh |21,Ω,

où c est une constante positive indépendante de h et τ .
Donc, on applique l’inégalité triangulaire et on utilise les propriétés de Rnh, on obient

‖Cm
h − Cm‖2

L2(Ω) + α
m∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω +

m∑
n=1

‖(Cn
h − Cn)− (Cn−1

h − Cn−1)‖2
L2(Ω)

+r0

m∑
n=1

τn‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) ≤ c(h2 + τ 2) + c′
m∑
n=1

τn‖unh − un‖2
L2(Ω)d ,

(2.45)

Finalement, on obtient

sup
0≤n≤N

‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) + α

N∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω +

N∑
n=1

‖(Cn
h − Cn)− (Cn−1

h − Cn−1)‖2
L2(Ω)

+r0

N∑
n=1

τn‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) ≤ c(h2 + τ 2) + c′
N∑
n=1

τn‖unh − un‖2
L2(Ω)d ,
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où c et c′ sont des constantes positives indépendantes de h et τ .

Remarque 2.7. Si la viscosité ν est constante, indépendante de C, on peut se passer de
l’hypothèse u dans L∞(0, T ;L∞(Ω)d) et ne garder que u dans L∞(0, T ;H1(Ω)d) dans le
Théorème 2.6.
En effet, l’égalité (2.12) devient∫

Ω

ν(un − unh)(x) · vh(x)dx =

∫
Ω

(
f1(Cn(x))− f1(Cn−1

h (x))
)
vh(x)dx.

Corollaire 2.8. Sous les hypothèses du Théorème 2.6, on a les estimations a priori cor-
respondantes à (Vn,h,1) :

sup
0≤n≤N

‖un − unh‖L2(Ω)d ≤ c(h+ τ),

sup
0≤n≤N

‖pn − pnh‖L2(Ω) ≤ c′(h+ τ),

sup
0≤n≤N

‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) + α
N∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω ≤ c′′(h2 + τ 2),

(2.46)

où c, c′ et c′′ sont indépendantes de h et τ .

Démonstration. On considère la majoration (2.9). En insérant Cn−1 dans (2.9) et en
utilisant l’inégalité triangulaire, on a

N∑
n=1

τn‖unh − un‖2
L2(Ω)d ≤ c

( N∑
n=1

τn‖Cn−1
h − Cn−1‖2

L2(Ω) +
N∑
n=1

τn

∫
Ω

|
∫ tn

tn−1

C ′(s)ds|2dx

)
.

(2.47)
On déduit des inégalités (2.45) et (2.47) la majoration suivante

‖Cm
h − Cm‖2

L2(Ω) + α
m∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω ≤ c(h2 + τ 2) + c′

m∑
n=1

τn‖Cn−1
h − Cn−1‖2

L2(Ω).

(2.48)
On déduit d’après le lemme de Gronwall discret que

sup
0≤n≤N

‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) + α
N∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω ≤ c(h2 + τ 2). (2.49)

On note, dans le terme de droite de l’équation (2.48), que
∑N

n=1 est majoré par T , qui est
une quantité indépendante de N , d’où la constante c qui apparait dans l’équation (2.49)
ne dépend pas de τ .
L’inégalité (2.49) et les inégalités (2.9) et (2.10) aboutissent aux majorations de (2.46).
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2.3 Estimation a priori de l’erreur de la deuxième for-
mulation variationnelle

Théorème 2.9. Soit (u, p, C) la solution du problème (V2) et (unh, p
n
h, C

n
h ) la solution du

problème (Vn,h,2). Si u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)d) ∩ L∞(0, T ;L∞(Ω)d), p ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)),
C ∈ L∞(0, T ;W 2,4(Ω)) et C ′ ∈ L2(0, T ;W 1,4(Ω)), il existe des constantes positives c, c1,
c′, c′′ dépendantes de u, p et α tel que,

‖un − unh‖L2(Ω)d ≤
1

ν1

(
ch+ (c∗f1 + λ‖u‖L∞(0,T :L∞(Ω)d))||Cn − Cn−1

h ||L2(Ω)

)
, (2.50)

|pn − pnh|1,Ω ≤ c′h+
ν2

β2

‖un − unh‖L2(Ω)d +
1

β2

(c∗f1 + λ‖u‖L∞(0,T :L∞(Ω)d))||Cn − Cn−1
h ||L2(Ω),

(2.51)
et

sup
0≤n≤N

‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) + α
N∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω +

N∑
n=1

‖(Cn
h − Cn)− (Cn−1

h − Cn−1)‖2
L2(Ω)

+r0

N∑
n=1

τn‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) ≤ c′′(h2 + τ 2) + c1

m∑
n=1

τn‖unn − un‖2
L2(Ω)d .

(2.52)

Démonstration. Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les solutions respectives de (V2) et (Vn,h,2).

Tout d’abord, on commence à établir (2.50), puis (2.51), et finalement (2.52).
On commence par établir la majoration de l’erreur sur u. En prenant la différence entre
les premières équations de (V2) et (Vn,h,2) et en prenant v = vh ∈ Vn,h,2 et comme∫

Ω

∇rnhpn · vhdx = 0, alors on a

∫
Ω

ν(Cn−1
h (x))(un − unh)(x) · vh(x)dx =

∫
Ω

(f1(Cn(x))− f1(Cn−1
h (x))) · vh(x)dx

+

∫
Ω

(ν(Cn−1
h (x))− ν(Cn(x)))un(x) · vh(x)dx

−
∫

Ω

(∇pn −∇rnhpn) · vhdx.

(2.53)
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En intercalant Fnhun, on obtient∫
Ω

ν(Cn−1
h (x))(Fnhun − unh)(x) · vh(x)dx =

∫
Ω

ν(Cn−1
h (x))(Fnhun − un)(x) · vh(x)dx

+

∫
Ω

(f1(Cn(x))− f1(Cn−1
h (x))) · vh(x)dx

+

∫
Ω

(ν(Cn−1
h (x))− ν(Cn(x)))un(x) · vh(x)dx

−
∫

Ω

(∇pn −∇rnhpn) · vhdx.

(2.54)
On prend vh = Fnhun − unh dans Vn,h,2 et on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient :

ν1‖Fnhun − unh‖L2(Ω)d ≤ ν2‖Fnhun − un‖L2(Ω)d + c∗f1‖C
n − Cn−1

h ‖L2(Ω)

+λ‖Cn−1
h − Cn‖L2(Ω)‖un‖L∞(Ω)d + |pn − rnhpn|1,Ω.

(2.55)

Ainsi, en utilisant l’inégalité triangulaire et les propriétés de Fnh et rnh, on obtient (2.50).
On démontre à présent la majoration de l’erreur sur p. On prend la différence des premières
équations des problèmes (V2) et (Vn,h,2), puis on intercale ∇rnhpn, en prenant vh in Xn,h,2,
et on obtient∫

Ω

∇(pnh − rnhpn)(x) · vh(x)dx =

∫
Ω

∇(pn − rnhpn)(x) · vh(x)dx

+

∫
Ω

ν(Cn−1
h )(un − unh)(x) · vh(x)dx

+

∫
Ω

(ν(Cn(x))− ν(Cn−1
h )(x))un(x) · vh(x)dx

−
∫

Ω

(f1(Cn(x))− f1(Cn−1
h (x))) · vh(x)dx

(2.56)
D’après la condition inf-sup (1.22), il existe un vh dans Xn,h,2 tel que

vh = ∇(rnhp
n − pnh) and ‖vh‖L2(Ω)d ≤

1

β2

|rnhpn − pnh|1,Ω.

Pour ce choix de vh et sous l’hypothèse 1.7 on obtient une estimation de |pnh − rnhpn|1,Ω :

|pnh − rnhpn|1,Ω ≤
1

β2

[
|pn − rnhpn|1,Ω + ν2‖un − unh‖L2(Ω)d

+ (c∗f1 + λ‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d))‖Cn − Cn−1
h ‖L2(Ω)

]
.

Par une inégalité triangulaire, on obtient (2.51) en utilisant les propriétés de rnh.
À présent, on démontre (2.52). On choisit la fonction test Sh = rnh = Cn

h −RnhC
n dans la

troisième équation de (V2). Puis, on l’intègre sur [tn−1; tn], ensuite on la retranche avec la
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troisième équation de (Vn,h,2) multipliée par τn. Ainsi, on obtient(
(Cn

h − Cn−1
h )− (Cn − Cn−1), rnh

)
+ α

(
τn∇Cn

h −
∫ tn

tn−1

∇C(t)dt,∇rnh
)

+

(
τnu

n
h · ∇Cn

h −
∫ tn

tn−1

u(t) · ∇C(t)dt, rnh

)
+
τn
2

(div unhC
n
h , r

n
h)

+ r0

(
τnC

n
h −

∫ tn

tn−1

C(t)dt, rnh

)
= 0.

(2.57)

Tous les termes de l’égalité (2.57) sont traités dans la preuve du Théorème 2.6 précédent
(voir (2.21), (2.26), (2.44)) sauf le terme non-linéaire que l’on note par bn .
En intercalant ±τn(unh · ∇RnhC

n, rnh), ±τn
2

(div unhRnhC
n, rnh), bn devient :

bn = τn(unh · ∇(Cn
h −RnhC

n), rnh) + τn(unh · ∇RnhC
n, rnh)−

(∫ tn

tn−1

u(t) · ∇C(t)dt, rnh

)
+
τn
2

(div unh(Cn
h −RnhC

n), rnh) +
τn
2

(div unh RnhC
n, rnh).

Puis, on intercale ±τn(unh ·∇Cn, rnh), ±(

∫ tn

tn−1

unh ·∇C(t)dt, rnh) et ±τn
2

(div unhC
n, rnh) dans

bn et en remarquant d’après la proposition 1.21 que

τn(unh · ∇(Cn
h −RnhC

n), rnh) +
τn
2

(div unh(Cn
h −RnhC

n), rnh) = 0,

on obtient :

bn = τn(unh · ∇(RnhC
n − Cn), rnh) +

∫ tn

tn−1

((unh − u(t)) · ∇C(t), rnh)

+

(∫ tn

tn−1

unh · ∇(Cn − C(t))dt, rnh

)
+
τn
2

(div unh(RnhC
n − Cn), rnh) +

τn
2

(div unh(Cn), rnh)

(2.58)

On note par bn,1, · · · , bn,5 respectivement les termes de droite de l’équation (2.58). Les
premiers termes (bn,i, i = 1, . . . , 3) sont traités exactement comme dans la preuve du
Théorème 2.6 précédent. Les termes qui restent se traitent comme suit :

bn,4 =
τn
2

(div unh(RnhC
n − Cn), rnh)

= −τn
2

(unh · ∇(RnhC
n − Cn), rnh)− τn

2
(unh · ∇rnh , (RnhC

n − Cn))

= b1
n,4 + b2

n,4,

où, en utilisant le Lemme 1.3, l’inégalité (1.2) et la majoration (2.3), on a pour tout ξ̄1 > 0

|b1
n,4| ≤

τn
2
‖unh‖L2(Ω)d‖∇(RnhC

n − Cn)‖L4(Ω)‖rnh‖L4(Ω)

≤ ch2τnξ̄1

8
‖unh‖2

L2(Ω)d‖C‖
2
L∞(0,T ;W 2,4(Ω)) +

τn(S0
4)2

2ξ̄1

|rnh |21,Ω
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et en utilisant (1.18) avec d ≤ 3 et l’inégalité (2.3) pour l = 1, p = 4 et m = 0, on obtient

|b2
n,4| ≤

τn
2
‖unh‖L4(Ω)d‖∇rnh‖L2(Ω)‖RnhC

n − Cn‖L4(Ω)

≤ ch2

2
τn‖unh‖L2(Ω)d × h−d/4|rnh |1,Ω‖Cn‖W 2,4(Ω)

≤ cξ̄2

8
h

8−d
2 τn‖unh‖2

L2(Ω)d‖C‖
2
L∞(0,T ;W 1,4(Ω)) +

τn
2ξ̄2

|rnh |21,Ω.

En suivant la même demarche, le terme bn,5 se décompose et se majore comme suit : (où
div un = 0)

bn,5 =
τn
2

(div (unh − un)Cn, rnh)

= −τn
2

((unh − un) · ∇Cn, rnh)− τn
2

((unh − un) · ∇rnh , Cn)

= b1
n,5 + b2

n,5,

où, en utilisant le Lemme 1.3, l’inégalité (1.2), on a pour tout ξ̄3 > 0

|b1
n,5| = |

τn
2

((unh − un) · ∇Cn, rnh)|

≤ τn
2
‖unh − un‖L2(Ω)d‖C‖L∞(0,T ;W 1,4(Ω))‖rnh‖L4(Ω)

≤ τnξ̄3

8
‖unh − un‖2

L2(Ω)d‖C‖
2
L∞(0,T ;W 1,4(Ω)) +

τn(S4
0)2

2ξ̄3

|rnh |21,Ω

et pour tout ξ̄4 > 0

|b2
n,5| = |

τn
2

((unh − un) · ∇rnh , Cn)|

≤ τn
2
‖unh − un‖L2(Ω)d‖Cn‖L∞(Ω)|rnh |1,Ω

≤ τnξ̄4

8
‖unh − un‖2

L2(Ω)d‖C‖
2
L∞([0,T ]×Ω) +

τn
2ξ̄4

|rnh |21,Ω

En utilisant les majorations obtenues précédement pour un choix convenable de ξ̄i, i =
1, . . . , 4, et en sommant sur n de 1 à m ≤ N , on obtient

1

2
‖rmh ‖2

L2(Ω) +
1

2

m∑
n=1

‖rnh − rn−1
h ‖2

L2(Ω) + α

m∑
n=1

τn|rnh |21,Ω + r0

m∑
n=1

‖rnh‖2
L2(Ω)

≤ c(h2 + τ 2) + c

m∑
n=1

τn‖unn − un‖2
L2(Ω)d ,

et on déduit finalement (2.52).
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Corollaire 2.10. Sous les hypothèses du Théorème 2.9, on a l’estimation a priori cor-
respondant au problème (Vn,h,2) :

sup
0≤n≤N

‖un − unh‖L2(Ω)d ≤ c(h+ τ),

sup
0≤n≤N

|pn − pnh|H1(Ω) ≤ c′(h+ τ),

sup
0≤n≤N

‖Cn
h − Cn‖2

L2(Ω) + α

N∑
n=1

τn|Cn
h − Cn|21,Ω ≤ c′′(h2 + τ 2),

(2.59)

où c, c′ et c′′ sont indépendantes de h et τ .
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Chapitre 3

Estimation d’erreur a posteriori

L’objectif de ce chapitre est d’obtenir un estimateur calculable de l’erreur, qui permettera
de construire un algorithme de raffinement adaptatif des maillages spatio-temporels.
On prouve les estimations d’erreur a posteriori entre la solution exacte du problème (V1)
(resp. (V2)) et la solution numérique du problème (Vn,h,1) (resp. (Vn,h,2)). On commence par
construire les indicateurs, puis on prouve l’estimation d’erreur a posteriori et finalement
on établit l’optimalité correspondante.

3.1 Construction des indicateurs d’erreurs

On définit l’espace :

Znh = {gh ∈ L2(Ω);∀Kn ∈ Tnh, gh|Kn ∈ Pl(Kn)},

où l ≤ 1. On fixe une approximation gnh de gn dans Znh.
Pour tout élément Kn dans Tnh, on note par :

• Enh l’ensemble de toutes les arêtes en si d = 2 ou faces en si d = 3 du maillage,

• E inh l’ensemble des en qui sont contenues dans Ω mais qui n’appartiennent pas à Γ,

• Ebnh l’ensemble des en qui appartiennent à Γ,

• ∆Kn l’union des éléments de Tnh qui ont un sommet commun avec Kn,

• ∆en l’union des éléments de Tnh qui ont en comme arête (d = 2) ou comme face
(d = 3),

• [·]en le saut sur chaque arête en dans E inh,
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• n le vecteur unitaire normal sortant de Kn sur ∂Kn.

Afin d’établir les estimations d’erreur a posteriori, on aura besoin d’une condition sup-
plémentaire quasi-uniforme du maillage. On suppose qu’on a l’hypothèse suivante :

Hypothèse 3.1. Le pas d’espace h et le pas de temps τ vérifient les inégalités suivantes :

τ ≤ ch et hKn ≥ c′h,

où c et c′ sont des constantes indépendantes de τ et h.

Pour la démonstration des théorèmes suivants, on définit pour un élément Kn ∈ Tnh,
la fonction bulle ψKn(resp. ψen pour en) qui est égale au produit des coordonnées ba-
rycentriques associées de Kn (resp. des deux coordonnées barycentriques associées aux
sommets de en).
Pour toute partie A de Ω, on désigne par Pr(Kn) l’ensemble des polynômes de degré plus
petit ou égal à r sur A.

Proposition 3.2. (cf. Verfürth [52]). On a pour tout v ∈ Pr(Kn) on a{
C1‖v‖L2(Kn) ≤ ‖vψ1/2

Kn
‖L2(Kn) ≤ C ′1‖v‖L2(Kn),

|v|1,Kn ≤ c1h
−1
Kn
‖v‖L2(Kn),

(3.1)

où ψKn =
d+1∏
i=1

λi avec λi, pour i = 1, . . . , d + 1, sont les coordonnées barycentriques de

l’élément Kn et hKn le diamètre de Kn et C1, C ′1, c1 sont des constantes.

On considère un opérateur de relèvement Len défini sur l’ensemble des polynômes sur
en qui s’annulent sur ∂en en des polynômes sur les deux élements Kn et K ′n contenant en,
qui s’annulent sur ∂(Kn ∩K ′n)\en. Cet opérateur est réalisé par une transformation affine
à partir de l’opérateur fixe sur l’élément de référence.

Proposition 3.3. On a pour tout v ∈ Pr(en)

C1‖v‖L2(en) ≤ ‖vψ1/2
en ‖L2(en) ≤ C ′1‖v‖L2(en), (3.2)

où ψen =
∏d

i=1 λi avec λi, pour i = 1, · · · , d, sont les coordonnées barycentriques de
l’élément Kn associées aux sommets de en et C1 et C ′1 sont des constantes.
Pour tout polynôme v ∈ Pr(en) qui s’annule sur ∂en, si Kn est un élément qui contient
en, on a

‖Len(v)‖L2(Kn) + hen|Len(v)|1,Kn ≤ c1h
1/2
en ‖v‖L2(en), (3.3)

où c1 est une constante et hen le diamètre de l’arête en.
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Pour chaque arête en du maillage et pour tout n ∈ [[1, N ]], on note :

∀n ∈ [[1, N ]], φenh |]tn−1,tn] =

{
0 si en ∈ E inh,
unh · n si en ∈ Ebnh.

(3.4)

L’erreur de discrétisation correspondante à la concentration sera mesurée par la norme
suivante :

[[C − Ch]](tn) =

(
‖C(tn)− Ch(tn)‖2

L2(Ω)

+ αmax

(∫ tn

0

|C(t)− Ch(t)|21,Ωdt,
n∑

m=1

∫ tm

tm−1

|C(t)− πτCh(t)|21,Ωdt

))
.

(3.5)

Cette norme a été utilisée par C. Bernardi et T. Sayah dans [13]. Les deux premiers
termes sont classiquement utilisés dans ce genre de problème tandis que le troisième a été
introduit afin de pourvoir assurer l’optimalité de l’estimation a posteriori correspondante.
Pour la vitesse et la pression, on utilise les normes classiques pour mesurer l’erreur.

3.2 Estimation d’erreur a posteriori du premier schéma

On dérive une estimation d’erreur a posteriori de la discrétisation RT0, P0, P1 du problème

(V1)



Trouver (u(t), p(t), C(t)) ∈ H0(div,Ω)× L2
0(Ω)×H1

0 (Ω) tel que, C(0) = 0 et

∀v ∈ H0(div,Ω),

∫
Ω

ν(C(t))u(t) · v dx −
∫

Ω

p(t)(div v) dx =

∫
Ω

f(., t, C(t)) · v dx ,

∀ q ∈ L2
0(Ω),

∫
Ω

q(div u(t)) dx = 0,

∀S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

d

dt

∫
Ω

C(t)Sdx + α

∫
Ω

∇C(t) · ∇S dx +

∫
Ω

(u(t) · ∇)C(t)S dx

+r0

∫
Ω

C(t)S dx =

∫
Ω

g(t)S dx .

On s’intéresse à la discrétisation du problème (V1) en espace par le schéma RT0, P0, P1

où on discrétise en espace la vitesse u avec les éléments finis RT0, la pression p avec les
éléments finis P0 et la concentration C avec les éléments finis P1, et en temps avec la
méthode d’Euler implicite. On note les espaces discrets correspondants respectivement
par Xn,h,1,Mn,h,1 et Yn,h. On obtient la formulation variationnelle discrète suivante : Pour
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tout n ∈ [[1, N ]]

(Vn,h,1)



Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,1 ×Mn,h,1 tel queC0

h = 0,

∀vh ∈ Xn,h,1,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx −

∫
Ω

pnh(div vh) dx =

∫
Ω

fn(Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,1,

∫
Ω

qh(div unh) dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn Sh dx.

3.2.1 Résidus pour le problème de Darcy

Dans cette section, on écrit les équations des résidus correspondant au problème de Darcy.
On rappelle qu’à partir de la solution (unh, p

n
h) du problème (Vn,h,1), on construit des

fonctions constantes par morceaux uh(t) et ph(t) selon la Définition 1.14.

Définition 3.4. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout v ∈ H0(div ,Ω), on définit le résidu
Rn

1 (v) sur ]tn−1, tn] par

∀t ∈]tn−1, tn], Rn
1 (v)(t) =

∫
Ω

ν(C(t))u(t) · vdx−
∫

Ω

ν(Ch(t))uh(t) · vdx

−
∫

Ω

(p− ph)(t)div vdx.

(3.6)

Remarque 3.5. En utilisant la première équation du problème continu (V1), on obtient
une définition équivalente du résidu, donnée pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout t ∈]tn−1, tn]
par

Rn
1 (v)(t) =

∫
Ω

f(t, C(t)) · vdx−
∫

Ω

ν(Ch(t))u
n
h · vdx +

∫
Ω

pnhdiv vdx. (3.7)

Lemme 3.6. Pour tout n ∈ [[1, N ]], le résidu Rn
1 vérifie l’égalité suivante : pour tout

v ∈ H0(div,Ω), pour tout vh ∈ Xn,h,1 et pour tout t ∈]tn−1, tn], Rn
1 (v)(t) = R̃n

1 (v)(t), où

R̃n
1 (v)(t) =

∫
Ω

(
f(t, C(t))− fn(Cn−1

h )
)
· vdx +

∫
Ω

(
ν(Cn−1

h )− ν(Ch(t))
)
unh · vdx

+

∫
Ω

(
fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx +

∫
Ω

pnhdiv (v − vh)dx.

(3.8)

Démonstration. Il suffit d’ajouter et de retrancher
∫

Ω

ν(Cn−1
h )unh ·vdx et

∫
Ω

fn(Cn−1
h )·vdx

dans (3.7), et d’utiliser la première équation du système discret (Vn,h,1) pour obtenir le
résultat.
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Définition 3.7. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout q ∈ L2
0(Ω), on définit le résidu Rn

2 (q)
sur ]tn−1, tn] par :

Rn
2 (q)(t) =

∫
Ω

q div(u(t)− unh)dx. (3.9)

Lemme 3.8. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout q ∈ L2
0(Ω), le résidu Rn

2 est nul.

Démonstration. La deuxième équation du problème (V1) implique que div u(t) = 0. De
plus, on refère au Théorème 1.23 et on a donc :

Rn
2 = 0. (3.10)

3.2.2 Résidu pour l’équation de convection-diffusion-réaction

Dans cette section, on écrit l’équation du résidu correspondant à l’équation de convection–
diffusion–réaction, qui est la somme des résidus temporels et spatiaux. L’utilité de cette
forme du résidu réside dans le fait qu’elle permet de distinguer les deux sources d’erreur
de discrétisation : l’erreur temporelle et l’erreur spatiale.

Lemme 3.9. La concentration exacte C solution du problème (V1) vérifie pour tout S ∈
H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), pour tout n ∈ [[1, N ]], pour tout Ch ∈ Yn,h, et pour tout t ∈]tn−1, tn] :(
∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ α(∇(C − Ch)(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇Ch(t), S)

+ r0((C − Ch)(t), S)

= (g(t), S)−
(
∂

∂t
Ch(t), S

)
− (uh(t).∇Ch(t), S)− r0(Ch(t), S)− α(∇Ch(t),∇S).

(3.11)

Démonstration. On part de la troisième équation du problème (V1) :(
∂

∂t
C(t), S

)
+ α(∇C(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t), S) + r0(C(t), S) = (g(t), S)

On intercale
(
∂

∂t
Ch(t), S

)
, α(∇Ch(t),∇S), (uh · ∇Ch(t), S), r0(Ch(t), S) respectivement

dans les termes de l’égalité précédente et on obtient l’égalité (3.11).

Définition 3.10. On introduit le résidu total R(Ch) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), défini pour tout
n ∈ [[1, N ]], pour tout t ∈]tn−1, tn] et pour tout S ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) :

〈R(Ch)(t), S〉 = (g(t), S)−
(

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ), S

)
− (uh(t) · ∇Ch(t), S)

− r0(Ch(t), S)− α(∇Ch(t),∇S).

(3.12)
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Lemme 3.11. Pour tout S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), pour Sh ∈ Yn,h, pour Ch solution du

problème (Vn,h,1), pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout t ∈]tn−1, tn], le résidu R(Ch) vérifie

〈R(Ch)(t), S〉 = 〈g(t)− gn, S〉+ 〈gn − gnh +Rh(Ch)(t), S − Sh〉+ 〈Rτ (Ch)(t), S〉, (3.13)

où Rh est le résidu spatial défini par

〈Rh(Ch)(t), S〉 =
∑

Kn∈Tnh

{∫
Kn

(gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h )(x)× S(x)dx

− 1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[α∇Cn
h · n]en(σ) · S(σ)dσ

}
,

(3.14)

et Rτ est le résidu temporel défini par

〈Rτ (Ch)(t), S〉 =
tn − t
τn

∑
Kn∈Tnh

{∫
Kn

unh · ∇(Cn
h − Cn−1

h )(x)S(x)dx

+ r0

∫
Kn

(Cn
h − Cn−1

h )(x)S(x)dx +

∫
Kn

α∇(Cn
h − Cn−1

h )(x) · ∇S(x)dx

}
.

(3.15)

Démonstration. On intercale Cn
h dans le troisième et le quatrième termes et on intercale

∇Cn
h dans le dernier terme de l’équation (3.12), et on obtient

〈R(Ch)(t), S〉 = (g(t), S)−
(
∂

∂t
Ch(t), S

)
− (uh(t) · ∇(Ch(t)− Cn

h ), S)

− r0((Ch(t)− Cn
h ), S)− α(∇(Ch(t)− Cn

h ),∇S)

− (uh(t) · ∇Cn
h , S)− r0(Cn

h , S)− α(∇Cn
h ,∇S).

(3.16)

Ainsi, en utilisant la troisième égalité de la formulation variationnelle (Vn,h,1) et en appli-
quant la formule de Green sur le terme α(∇Cn

h ,∇S), on obtient

〈R(Ch)(t), S〉 = (g(t)− gn, S) + (gn − gnh , S − Sh)

+ (gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− uh(t) · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h , S − Sh)

− 1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[α∇Cn
h · n]en(σ) · (S − Sh)dσ − (uh(t) · ∇(Ch(t)− Cn

h ), S)

− r0((Ch(t)− Cn
h ), S)− α(∇(Ch(t)− Cn

h ),∇S).

(3.17)

Comme pour tout t ∈ [tn−1, tn]

Ch(t)− Cn
h =

t− tn
τn

(Cn
h − Cn−1

h ),

et
uh(t)|]tn−1,tn] = unh,

on a le résultat souhaité.
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3.2.3 Définition des indicateurs

Pour établir une borne supérieure des indicateurs, on a besoin de travailler avec des poly-
nômes pour pouvoir appliquer l’inégalité inverse dont on a besoin. Il convient d’approximer
la viscosité ν par νh. On note par ν(f) = ν ◦ f . On choisit νh : f ∈ H1(Kn) → νh(f) ∈
P1(Kn) définie par

νh(f)|Kn(x) :=
1

|Kn|

∫
Kn

(ν(f))(y)dy +

[
1

|Kn|

∫
Kn

∇(ν(f))(y)dy

]
· (x− c),∀x ∈ Kn,

(3.18)
où c est le centre de l’élément Kn. On a donc |x− c| ≤ hKn , ∀x ∈ Kn.
Il est clair que si ν(f)|Kn ∈ P1, alors νh(f) = ν(f) sur Kn. On a, pour tous ν et f vérifiant
ν(f) ∈ W l,p(Kn) avec l = 1, 2, et pour tout p ≥ 2,

‖νh(f)− ν(f)‖Lp(Kn) + hKn‖∇(νh(f)− ν(f))‖Lp(Kn) ≤ chlKn
|ν(f)|W l,p(Kn), (3.19)

où c est une constante qui dépend de p mais qui est indépendante de hKn et de Kn.
Lorsque ν ∈ W 2,∞(R), sa dérivée ν ′ est majorée par un réel qu’on note ν ′2 et elle est
λ′-lipschitzienne pour un certain réel λ′. Puisque ν vérifie l’inégalité (1.12), le polynôme
νh(f) vérifie pour tout f ∈ H1(Kn), l’inégalité suivante :

‖νh(f)‖L∞(Kn) ≤ ν2 + ν ′2hKn|Kn|−1/2‖∇f‖L2(Kn). (3.20)

En outre, pour tout p ≥ 2,

‖x− c‖Lp(Kn)d ≤ |Kn|1/phKn , (3.21)

On déduit facilement que pour tous f1 dans H1(Kn)et f2 dans W 1,6(Kn), on a pour tout
p ≥ 2,

‖νh(f1)− νh(f2)‖Lp(Kn)

≤ λ|Kn|
1
p
− 1

2‖f1 − f2‖L2(Kn)

+ hKn|Kn|
1
p
−1
[
ν ′2|Kn|1/2|f1 − f2|H1(Kn) + λ′|Kn|1/3‖f1 − f2‖L2(Kn)|f2|W 1,6(Kn)

]
.

(3.22)

Pour la même raison qu’on a approché ν par νh, on a besoin de travailler avec une
approximation fnh de fn qui doit être P1.
Tout d’abord, on rappelle que

fn(Cn−1
h ) = fn0 + f1(Cn−1

h ).

On définit l’opérateur fnh sous la forme suivante :

fnh (Cn−1
h ) = fn0,h + f1,h(C

n−1
h ).

On note par fn,i0 est la i-ème composante de la fonction vectorielle fn0 = (fn,10 , . . . , fn,d0 ).
On pose alors

fn,i0,h =
1

|Kn|

∫
Kn

fn,i0 dx.
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On note par f i1 la i-ème composante de la fonction vectorielle f1 = (f 1
1 , . . . , f

d
1 ). Pour une

fonction ξ de Ω dans R, on note par f i1(ξ) la fonction qui à x ∈ Ω associe f i1(x, ξ(x)). On
pose alors

f i1,h(ξ)|Kn(x) :=
1

|Kn|

∫
Kn

(f i1(ξ))(y)dy+

[
1

|Kn|

∫
Kn

∇(f i1(ξ))(y)dy

]
·(x−c), ∀i ∈ {1, . . . , d}.

On suppose que la dérivée de f1 par rapport à sa variable de concentration, dont la i-ème
composante est notée par ∂f i1

∂C
pour tout i ∈ {1, . . . , d}, ∂f

i
1

∂C
est bornée uniformément en x et

en C par un réel (indépendant de x) que l’on note ‖f ′2‖∞, où ‖f ′2‖∞ = max(|∂f
1
1

∂C
|, . . . , |∂f

d
1

∂C
|).

De plus, on suppose que cette dérivée est λ′-lipschitzienne (avec λ′ indépendant de x).

Définition 3.12. On définit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,0
, ηhn,Kn,1

, ηhn,Kn,2
et

ηhn,Kn,3
pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout Kn ∈ Tnh par :

(ηhn,Kn,0
)2 = ‖(ν(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h ))unh‖2

L2(Kn)d
+ ‖fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )‖2

L2(Kn)d
, (3.23)

(ηhn,Kn,1
)2 = h2

Kn
‖fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh‖2

L2(Kn)d

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[pnh n]en‖2
L2(en),

(3.24)

(ηhn,Kn,2)2 = h2
Kn
‖ rot(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)‖2

L2(Kn)p

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh)× n]en‖2
L2(en)p ,

(3.25)

où p =

{
1 si d = 2
3 si d = 3.

(ηhn,Kn,3)2 =h2
Kn
‖gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn)

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en),

ainsi que l’indicateur en temps défini par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
. (3.26)

Remarque 3.13. En général, pour une estimation d’erreur a posteriori du problème de
Darcy, on introduit l’indicateur (ηhn,Kn,1

)2 qui provient de la forme du résidu standard.
Or, pour l’élément fini H0(div,Ω), on n’obtient pas l’optimalité avec seulement cet in-
dicateur, d’où l’utilité d’introduire l’indicateur (ηhn,Kn,2

)2 qui provient du fait d’appliquer
l’opérateur rot à l’équation de Darcy discrète. La justification de l’introduction de l’indi-
cateur (ηhn,Kn,2

)2 pour l’obtention de l’optimalité sera expliquée plus tard.



49

3.2.4 Borne supérieure de l’erreur

Dans cette partie, on va dériver une borne supérieure de l’erreur exprimée à l’aide des
indicateurs spatiaux et temporel.
Tout d’abord, on établit la borne supérieure de l’erreur correspondant à l’équation de
Darcy où on majore l’erreur de la vitesse et l’erreur de la pression par les indicateurs
spatio-temporels et par l’erreur de la concentration.
On commence par rappeler un lemme classique pour d = 2 (cf. Girault et al [37]) et
démontré dans Dib et al [28] pour d = 3.

Lemme 3.14. (cf. Dib et al [28]) Soit Ω un domaine simplement connexe dans Rd, d =
2, 3, de bord lipschitz ∂Ω. Pour tout v ∈ V, où V est défini par (1.1), on a une unique
fonction η ∈ H1

0 (Ω)p, où p = 1 si d = 2 et p = 3 si d = 3, tel que

v = rot η, (3.27)

et il existe une constante c indépendante de v et η, tel que

‖η‖H1(Ω)d ≤ c‖v‖L2(Ω)d . (3.28)

Remarque 3.15. Le Lemme 3.14 sera utile car dans la démonstration du Lemme 3.16,
on va choisir v ∈ V et vh = rot(Rnhη) pour éliminer les termes impliquant la pression. Il
faut donc vérifier que vh ∈ Xn,h,1. Ceci est vrai pour les raisons suivantes (démonstration
en dimension 2 ; la démonstration en dimension 3 est donnée en annexe) : Tout d’abord,
puisque Rnhη est une fonction P1 par morceaux, alors vh est constante par morceaux et
donc a fortiori P1 sur chaque élément. De plus, vh · n = rot(Rnh)η · n = ∇(Rnh)η · t, où
n est le vecteur unitaire normal à la face et t est un vecteur unitaire tangent à la face.
Or, cette composante du gradient dans la direction de l’arête ne dépend que des valeurs
de Rnhη aux sommets de celle-ci, et, la fonction Rnhη étant continue sur le maillage, ces
valeurs sont les mêmes de part et d’autre. Ainsi, vh · n est continue sur les interfaces.
Enfin, sur la frontière extérieure, vh · n|Γ = ∇(Rnh)η · t = 0 puisque Rnhη|Γ = 0. D’où,
vh est bien dans l’espace Xn,h,1.

Lemme 3.16 (Erreur de la vitesse et de la pression). Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les

solutions respectives de (V1) et (Vn,h,1). Sous les hypothèses du Théorème 2.6, on a la
borne supérieure suivante pour l’erreur en vitesse et pression : pour tout m = 1, . . . , N,

‖u−uh‖L2(0,tm;L2(Ω)d) + ‖p− ph‖L2(0,tm;L2(Ω))

≤ c‖C − Ch‖L2(0,tm,L2(Ω)) +

(∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt

)1/2

+ c′
( m∑

n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn(ηhn,Kn,0)2 + τn(ηhn,Kn,1)2 + τn(ηhn,Kn,2)2 + (ητn,Kn

)2
))1/2

,

(3.29)

où c et c′ sont des constantes indépendantes de hKn et τn.



50

Démonstration. Majoration de l’erreur de discrétisation de la vitesse
Par la Définition 3.4 et le Lemme 3.6, on a pour tout t ∈]tn−1, tn]∫

Ω

ν(C(t))u(t) · vdx−
∫

Ω

ν(Ch(t))uh(t) · vdx−
∫

Ω

(p− ph)div vdx

=

∫
Ω

(
f(t, C(t))− fn(Cn−1

h )
)
· vdx +

∫
Ω

(
ν(Cn−1

h )− ν(Ch(t))
)
unh · vdx

+

∫
Ω

(
fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx +

∫
Ω

pnhdiv (v − vh)dx.

(3.30)

Pour obtenir une majoration de l’erreur de la vitesse, on élimine tout d’abord la pression
de l’équation précédente, en prenant v ∈ V . Grâce au Lemme 3.14, il existe η ∈ H1

0 (Ω)p,
où p = 1 si d = 2 et p = 3 si d = 3 tel que

v = rot η

et par la Remarque 3.15, on peut choisir

vh = rot(Rnh)η,

où Rnh est l’interpolation de Clément ou de Scott-Zhang qui satisfait (2.3), ainsi on aura∫
Ω

ν(C(t))u(t) · vdx−
∫

Ω

ν(Ch(t))uh(t) · vdx

=

∫
Ω

(
f(t, C(t))− fn(Cn−1

h )
)
· vdx +

∫
Ω

(
ν(Cn−1

h )− ν(Ch(t))
)
unh · vdx

+

∫
Ω

(
fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx.

(3.31)

On intercale les termes
∫

Ω

ν(Cn−1
h )u(t) ·vdx,

∫
Ω

νh(C
n−1
h )unh · (v−vh)dx et

∫
Ω

fnh (Cn−1
h ) ·

(v−vh)dx dans l’égalité précédente, on simplifie en tenant compte de l’égalité uh(t) = unh
sur ]tn−1; tn] et on obtient∫

Ω

ν(Cn−1
h )(u(t)− unh) · vdx =

∫
Ω

(
f(t, C(t))− fn(Cn−1

h )
)
· vdx

+

∫
Ω

(
fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx +

∫
Ω

(
fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )

)
· (v − vh)dx

+

∫
Ω

(ν(Cn−1
h )− ν(C(t)))u(t) · vdx +

∫
Ω

(
νh(C

n−1
h )− ν(Cn−1

h )
)
unh · (v − vh)dx.

(3.32)

On majore le premier terme du membre de droite de l’égalité (3.32) comme suit : on utilise
l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient∣∣∣∣∫

Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · vdx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )‖L2(Ω)d‖v‖L2(Ω)d . (3.33)
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On intercale f(t, Ch(t)) et on utilise les propriétés de f pour obtenir∣∣∣∣∫
Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · vdx

∣∣∣∣
≤ c∗f1

(
‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω) +

t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω)

)
‖v‖L2(Ω)d

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d‖v‖L2(Ω)d .

(3.34)

On passe à la majoration du deuxième terme : on effectue une intégration par parties,
ainsi on aura∫

Ω

(
fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx

=
∑

Kn∈Tnh

[ ∫
Kn

rot
(
fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh

)
· (η −Rnhη)dx

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[
(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n

]
en
· (η −Rnhη)ds

]
.

(3.35)

On note que pour tout vecteur w, w × n est un scalaire en dimension 2.
Ainsi, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura∣∣∣∣∫

Ω

(
fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx

∣∣∣∣
≤ c

∑
Kn∈Tnh

[
hKn‖ rot(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)‖L2(Kn)p|η|H1(∆Kn )d

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

h1/2
en ‖

[
(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n

]
en
‖L2(en)p|η|H1(∆en )d

]
,

(3.36)

avec c une constante indépendante de h et de τ .
On utilise le fait que |η|H1(∆en )d ≤ |η|H1(∆Kn )d et que ‖η‖H1(Ω)d ≤ c‖v‖L2(Ω)d ; on obtient∣∣∣∣∫

Ω

(
fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx

∣∣∣∣
≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

[
h2
Kn
‖ rot(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)‖2

L2(Kn)p

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖
[
(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n

]
en
‖2
L2(en)p

])1/2

‖v‖L2(Ω)d .

(3.37)

Dans la majoration
(∑

Kn∈Tnh
|η|21,∆Kn

)1/2 ≤ c|η|1,Ω, on s’assure qu’un même triangle n’ap-
paraît qu’un nombre borné de fois ceci grâce à la propriété (1.16) ainsi la constante c est
indépendante de n et h.
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Pour la majoration du troisième terme de l’égalité (3.32), on applique l’inégalité de
Cauchy-Schwarz :∣∣∣ ∫

Ω

(
fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )

)
· (v − vh)dx

∣∣∣
≤

∑
Kn∈Tnh

‖fn(Cn−1
h )− fnh (Cn−1

h )‖L2(Kn)d‖v − vh‖L2(Kn)d

≤

( ∑
Kn∈Tnh

‖fn(Cn−1
h )− fnh (Cn−1

h )‖2
L2(Kn)d

)1/2( ∑
Kn∈Tnh

‖v − vh‖2
L2(Kn)d

)1/2

(3.38)

En utilisant les définitions de v et de vh, et par l’inégalité (2.4), on obtient :

‖v − vh‖L2(Ω)d ≤ c1|η − ηh|H1(Ω)d

≤ c2|η|H1(Ω)d .

Ainsi, par l’inégalité (3.28), on obtient

∣∣∣ ∫
Ω

(
fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )

)
· (v − vh)dx

∣∣∣ ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

‖fn(Cn−1
h )− fnh (Cn−1

h )‖2
L2(Kn)d

)1/2

‖v‖L2(Ω)d .

(3.39)

On passe maintenant à la majoration du quatrième terme de l’égalité (3.32).
Comme ν est λ-lipschitzienne, alors par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient∣∣∣∣∫

Ω

(ν(Cn−1
h )− ν(C(t)))u(t) · vdx

∣∣∣∣ ≤λ‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)‖v‖L2(Ω)d .

(3.40)

On intercale Ch(t) dans ‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Ω) et on obtient∣∣∣∣∫

Ω

(ν(Cn−1
h )− ν(C(t)))u(t) · vdx

∣∣∣∣ ≤ λ‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)‖v‖L2(Ω)d

×
(
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Ω)

)
.

(3.41)

On termine par la majoration du dernier terme de l’équation (3.32). Ainsi le dernier terme
de l’équation (3.32) se majore de la même manière qu’on a majoré le troisième terme :∣∣∣∣∫

Ω

(νh(C
n−1
h )− ν(Cn−1

h ))unh · (v − vh)dx

∣∣∣∣
≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

‖(νh(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h ))unh‖2
L2(Kn)d

)1/2

‖v‖L2(Ω)d .

(3.42)
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On prend v = u − unh ∈ Vn,h,1 dans l’égalité (3.32) car div u = 0 et div unh = 0 d’après
le Théorème 1.23, ainsi on utilise les inégalités obtenues (3.34), (3.37), (3.39), (3.41) et
(3.42) et on obtient

‖u− unh‖L2(Ω)d ≤
1

ν1

[
c1‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω) + c2

t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω)

+ c3

( ∑
Kn∈Tnh

(
h2
Kn
‖ rot(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)‖2

L2(Kn)p

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖
[
(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n

]
en
‖2
L2(en)p

+ ‖(νh(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h ))unh‖2
L2(Kn)d + ‖fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )‖2

L2(Kn)d)

))1/2

+ c4‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d

]
.

(3.43)

Finalement, on élève au carré l’inégalité (3.43), on intègre sur [tn−1, tn], on somme sur
n ∈ {1, . . . ,m} et on utilise la définition de (ηhn,Kn,2

)2 et de (ητn,Kn
)2 pour obtenir

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖u− unh‖2
L2(Ω)ddt ≤ c

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖Ch(t)− C(t)‖2
L2(Ω)dt

+ c′
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(tn−1 − t)2

τ 2
n

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω)dt

+ c′′
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∑
Kn∈Tnh

(
(ηhn,Kn,0)2 + (ηhn,Kn,2)2

)
dt+

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt.

(3.44)

Ainsi,

‖u− uh‖2
L2(0,tm;L2(Ω)d)

≤ c‖C − Ch‖2
L2(0,tm;L2(Ω)) +

∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt

+c′
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn(ηhn,Kn,0)2 + τn(ηhn,Kn,2)2 + (ητn,Kn

)2

)
.

(3.45)

Majoration de l’erreur de discrétisation de la pression :

On reprend (3.30), on intercale
∫

Ω

ν(Cn−1
h )u(t) · vdx,

∫
Ω

νh(C
n−1
h )unh · (v − vh)dx et



54

∫
Ω

fnh (Cn−1
h ) · (v − vh)dx et on obtient

∫
Ω

(ph − p)div vdx =

∫
Ω

(
f(t, C(t))− fn(Cn−1

h )
)
· vdx +

∫
Ω

(
ν(Cn−1

h )− ν(C(t))
)
u(t) · vdx

−
∫

Ω

ν(Cn−1
h )(u(t)− unh) · vdx +

∫
Ω

(
fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx

+

∫
Ω

(
fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )

)
· (v − vh)dx

+

∫
Ω

(
νh(C

n−1
h )− ν(Cn−1

h )
)
unh · (v − vh)dx +

∫
Ω

pnhdiv (v − vh)dx.

(3.46)

Pour le terme du membre de gauche de l’égalité (3.46), on utilise la condition inf-sup
usuelle entre H1

0 (Ω)d et L2
0(Ω), où il existe v ∈ H1

0 (Ω)d, tel que∫
Ω

(ph − p)div vdx = ‖ph − p‖2
L2(Ω) (3.47)

et

|v|H1(Ω)d ≤
1

β1

‖ph − p‖L2(Ω). (3.48)

Dans le but de bien choisir vh, on introduit l’opérateur d’interpolation Πnh deH1(Ω)d dans
Xn,h,1 défini dans [22] et dans [47] qui vérifie l’estimation suivante : pour tout v ∈ H1(Ω)d

∀Kn ∈ Tnh, ‖v − Πnhv‖L2(Kn)d ≤ chKn|v|H1(Kn)d (3.49)

et
∀en ∈ E inh ∪ Ebnh, ‖v − Πnhv‖L2(en)d ≤ c̃h1/2

en |v|H1(Kn)d , (3.50)

où c et c̃ sont des constantes indépendates de h et τ .
Pour la majoration du membre de droite de l’égalité (3.46), on traite les trois premiers
termes comme précédemment et pour la majoration du quatrième terme et du dernier
terme, que l’on note par T1, on prend vh = Πnhv et on obtient

T1 =

∫
Ω

(
fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh

)
· (v − vh)dx +

∫
Ω

pnhdiv (v − vh)dx

=
∑

Kn∈Tnh

[ ∫
Ω

(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh
)
· (v − Πnhv)dx

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[pnhn]en · (v − Πnhv)ds

]
.

(3.51)

N.B : Le terme ∇pnh est nul sur chaque triangle Kn ∈ Tnh comme pnh ∈ P0 sur Kn, mais
on préfère le garder pour la forme de l’indicateur de discrétisation.
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On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les inégalités (3.49) et (3.50) ; on a

|T1| ≤ c
∑

Kn∈Tnh

[
hKn‖fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh‖L2(Kn)d|v|H1(Kn)d

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

h1/2
en ‖[p

n
h n]en‖L2(en)|v|H1(Kn)d

]
.

(3.52)

Pour la majoration du cinquième et sixième terme de l’égalité (3.46) que l’on note par T2,
on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité (3.49) :

|T2| ≤ c
∑

Kn∈Tnh

hKn

[
‖fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )‖L2(Kn)d + ‖νh(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )‖L2(Kn)

]
|v|H1(Kn)d .

(3.53)

En regroupant les majorations des termes de (3.46) (cf (3.34), (3.41)) et en utilisant
l’inégalité (3.48), on obtient

‖p− ph‖L2(Ω) ≤c1‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω) + c2
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω)

+ c3‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d + c4‖u− unh‖L2(Ω)d

+ c5

( ∑
Kn∈Tnh

[
h2
Kn
‖fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh‖2

L2(Kn)d

+ h2
Kn
‖fn(Cn−1

h )− fnh (Cn−1
h )‖2

L2(Kn)d + h2
Kn
‖(ν(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h ))unh‖2

L2(Kn)d

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[pnh n]en‖2
L2(en)

])1/2

.

(3.54)

Finalement, on élève au carré l’inégalité (3.54), on intègre sur ]tn−1, tn], on somme sur
n ∈ {1, . . . ,m} et on utilise la définition de (ητn,Kn

)2 et (ηhn,Kn,1
)2 pour obtenir

‖p− ph‖2
L2(0,tm;L2(Ω)) ≤ c‖C − Ch‖2

L2(0,tm;L2(Ω))

+ c′
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn(ηhn,Kn,0)2 + τn(ηhn,Kn,1)2 + (ητn,Kn

)2

)
+ c′′‖u− uh‖2

L2(0,tm;L2(Ω)d) +

∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt.

(3.55)

Finalement, on regroupe les majorations (3.45) et (3.55) pour obtenir la majoration (3.29).

Maintenant, on passe au traitement de l’erreur de la concentration. L’objectif des deux
lemmes suivants est de majorer le résidu spatial et le résidu temporel par les indicateurs
d’erreurs.
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Lemme 3.17. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout S ∈ H1
0 (Ω), on a :

|〈Rh(Ch), S − Sh〉| ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2

)1/2

|S|1,Ω. (3.56)

où Sh = RnhS où Rnh est l’opérateur de Clément.

Démonstration. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur l’égalité (3.14), on ob-
tient :

|〈Rh(Ch)(t), S − Sh〉|

≤
∑

Kn∈Tnh

{∥∥∥∥gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥
L2(Kn)

‖S − Sh‖L2(Kn)

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

‖[α∇Cn
h · n]en‖L2(en)‖S − Sh‖L2(en)

}
.

Par les propriétés (2.5) et (2.6) de l’opérateur de Clément Rnh, on a

|〈Rh(Ch)(t), S − Sh〉|

≤
∑

Kn∈Tnh

{
chKn‖gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn)|S|1,∆Kn

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

ch1/2
en ‖[α∇C

n
h · n]en‖L2(en)|S|1,∆en

}
.

Comme |S|1,∆en ≤ |S|1,∆Kn
, on utilise l’inégalité (1.4) avec

a = ‖gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn),

a′ =
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

h1/2
en ‖[α∇C

n
h · n]en‖L2(en),

et
b = |S|1,∆Kn

,

pour obtenir

|〈Rh(Ch)(t), S − Sh〉|

≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

{
h2
Kn
‖gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn)

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en)

})1/2

|S|1,Ω.

En utilisant la définition de ηhn,Kn,3
, on obtient le résultat voulu.
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Lemme 3.18. On suppose que la solution (u, p, C) du problème (V1) vérifie les conditions
du Théorème 2.6 et sous l’hypothèse 3.1, on a pour tout n ∈ [[1, N ]] :

∀S ∈ H1
0 (Ω),∀t ∈ [tn−1, tn], |〈Rτ (Ch)(t), S〉| ≤ c

tn − t
τ

3/2
n

( ∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)1/2

|S|1,Ω.

(3.57)

Démonstration. On commence par la majoration des deuxième et troisième termes de
l’égalité (3.15), en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev, on
aura ∣∣∣∣∣ ∑

Kn∈Tnh

∫
Kn

(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣
≤ (S0

2)2|Cn
h − Cn−1

h |1,Ω|S|1,Ω

d’où,∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤(S0
2)2

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

De même,∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

∇(Cn
h − Cn−1

h )∇Sdx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

∇(Cn
h − Cn−1

h )∇Sdx

∣∣∣∣
≤ |Cn

h − Cn−1
h |1,Ω|S|1,Ω

≤

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

Pour la majoration du premier terme de l’égalité (3.15)
∫
Kn

unh · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx, on

intercale le terme un (voir Remarque 3.19 ci-dessous qui justifie cette façon de procéder).∫
Kn

unh ·∇(Cn
h−Cn−1

h )Sdx =

∫
Kn

(unh−un)·∇(Cn
h−Cn−1

h )Sdx+

∫
Kn

un ·∇(Cn
h−Cn−1

h )Sdx

Ainsi, en appliquant successivement l’inégalité de Cauchy-Schwarz (L2 − L3 − L6) et
l’inégalité inverse (1.18), on obtient∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c
∑

Kn∈Tnh

‖unh−un‖L2(Kn)d|Cn
h−Cn−1

h |1,Knh
−d/6
Kn
‖S‖L6(Kn).

D’après l’estimation d’erreur a priori (2.6), on a

‖unh − un‖L2(Kn)d ≤ ‖unh − un‖L2(Ω)d ≤ c(h+ τ).
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D’où, par l’hypothèse 3.1 (τ ≤ ch), on obtient :∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c
∑

Kn∈Tnh

hh
−d/6
Kn
|Cn

h − Cn−1
h |1,Kn‖S‖L6(Kn).

Finalement, on utilise l’hypothèse 3.1 (hKn ≥ c′h), l’inégalité de Cauchy-Schwarz discrète
et l’injection de Sobolev, et on a∣∣∣∣∣ ∑

Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

De plus, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz (L∞-L2-L2), on a∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

un · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
Kn∈Tnh

‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)|Cn
h − Cn−1

h |1,Kn‖S‖L2(Kn).

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev, on aura∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

un · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c̃

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

Ainsi, en regroupant les majorations précédentes et en multipliant et divisant par τ 1/2
n ,

on obtient (3.57).

Remarque 3.19. L’estimation d’erreur a priori dit qu’une stratégie cohérente est de
faire tendre τ à la même vitesse que h et donc τ ≤ ch

d/6
Kn

ne constitue pas une contrainte
supplémentaire pour obtenir le résultat précédent. Si on n’avait pas intercalé un dans∫
Kn

unh · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx, on aurait dû majorer ce terme comme suit :∫
Kn

unh · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx ≤ ‖unh‖L∞(Kn)d|Cn
h − Cn−1

h |1,Kn‖S‖L2(Kn)

≤ h−d/2‖unh‖L2(Kn)d|Cn
h − Cn−1

h |1,Kn‖S‖L2(Kn),

On obtient donc une contrainte h ≥ h0, qui est une mauvaise contrainte.

Le lemme suivant donne une borne supérieure de l’erreur de la concentration à l’aide
des indicateurs spatiaux et temporel et à l’aide de l’erreur de la vitesse.

Lemme 3.20 (Erreur de la concentration). Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les solutions

respectives de (V1) et (Vn,h,1). Sous les hypothèses du Théorème 2.6, on a l’estimation
d’erreur suivante : ∀n ∈ [[1, N ]], ∀t ∈]tn−1, tn],

1

2

d

dt
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2
|C(t)− Ch(t)|21,Ω + r0‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω)

≤ c̃1‖g(t)− gn‖2
L2(Ω) + c̃2

∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2 + c̃3

∑
Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

+ c̃4
(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 + c̃5‖uh(t)− u(t)‖2

L2(Ω)d .

(3.58)
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Démonstration. D’après l’égalité (3.11) et la définition 3.10, on a pour tout S ∈ H1
0 (Ω),(

∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ α(∇(C − Ch)(t),∇S) + r0((C − Ch)(t), S)

= 〈R(Ch(t)), S〉+ (uh(t) · ∇Ch(t)− u(t) · ∇C(t), S), ∀n ∈ [[1, N ]], ∀t ∈]tn−1, tn].

(3.59)

On note
T = (uh(t) · ∇Ch(t)− u(t) · ∇C(t), S). (3.60)

On intercale dans T le terme (uh(t) · ∇C(t), S) et on obtient :

T =((uh − u)(t) · ∇C(t), S)− (uh(t) · ∇(C − Ch)(t), S). (3.61)

En prenant S = C − Ch et en tenant compte du fait que (uh · ∇S, S) = 0, T devient :

T = ((uh − u)(t) · ∇C(t), S). (3.62)

D’où, l’inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée donne

|T | ≤ S0
6‖(uh − u)(t)‖L2(Ω)d|C(t)|W 1,3(Ω)|S|1,Ω. (3.63)

En prenant S = C − Ch dans l’égalité (3.59), on obtient

1

2

d

dt
‖C(t)−Ch(t)‖2

L2(Ω) +α|C(t)−Ch(t)|21,Ω + r0‖C(t)−Ch(t)‖2
L2(Ω) = 〈R(Ch)(t), S〉+ T.

(3.64)
Or, en utilisant l’égalité (3.13), les inégalités (3.56) et (3.57), on obtient, pour tout S ∈
H1

0 (Ω) et pour tout Sh = RnhS,

|〈R(Ch)(t), S〉| ≤‖g(t)− gn‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω) + c

( ∑
Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

)1/2

|S|1,Ω

+ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2

)1/2

|S|1,Ω + c
tn − t
τ

3/2
n

( ∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)1/2

|S|1,Ω.

(3.65)

Finalement, on regroupe les majorations (3.63) et (3.65), l’égalité (3.64) permet d’écrire :

1

2

d

dt
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) + α|C(t)− Ch(t)|21,Ω + r0‖C(t)− Ch(t)‖2
L2(Ω)

≤ S0
2‖g(t)− gn‖L2(Ω)|C(t)− Ch(t)|1,Ω

+ c

( ∑
Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

)1/2

|C(t)− Ch(t)|1,Ω

+ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2

)1/2

|C(t)− Ch(t)|1,Ω

+ c
tn − t
τ

3/2
n

( ∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)1/2

|C(t)− Ch(t)|1,Ω

+ S0
6‖(uh − u)(t)‖L2(Ω)d|C(t)|W 1,3(Ω)|C(t)− Ch(t)|1,Ω.

(3.66)
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En appliquant l’inégalité (1.2) pour ξi =
α

4
avec i = 1, . . . , 4, on aura

1

2

d

dt
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2
|C(t)− Ch(t)|21,Ω + r0‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω)

≤ 4(S0
2)2

2α
‖g(t)− gn‖2

L2(Ω) +
4c2

2α

∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2 +
4c2

2α

∑
Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

+
4c2

2α

(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 +

4(S0
6)2

2α
‖(uh − u)(t)‖2

L2(Ω)d|C(t)|2W 1,3(Ω).

(3.67)

Ainsi, on obtient le résultat voulu.

Pour majorer l’erreur de discrétisation de la concentration, il faut qu’on majore le
dernier terme de la norme de l’erreur donnée par l’équation (3.5).

Lemme 3.21. La solution exacte C et la solution approchée Ch vérifient la majoration
suivante :

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|C(s)− πτCh(s)|21,Ωds ≤ c

(∫ tm

0

|C(s)− Ch(s)|21,Ωds+
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)
,

(3.68)
où πτ est défini dans la page 18 et c est une constante positive indépendante de τ et h.

Démonstration. Soit n ∈ [[1, N ]], pour tout t dans ]tn−1, tn], on a

|C(t)− πτCh(t)|21,Ω ≤
(
|C(t)− Ch(t)|1,Ω + |Ch(t)− Cn

h |1,Ω
)2

≤
(
|C(t)− Ch(t)|1,Ω +

tn − t
τn
|Cn

h − Cn−1
h |1,Ω

)2

≤ 2

(
|C(t)− Ch(t)|21,Ω +

(t− tn
τn

)2|Cn
h − Cn−1

h |21,Ω
)
.

On intégre entre tn−1 et tn et on somme sur n. L’estimation découle de la définition de
ητn,Kn

.

Les lemmes 3.16, 3.20 et 3.21 permettent de montrer dans le théorème suivant la borne
d’erreur totale correspondante à nos estimations d’erreur a posteriori.

Théorème 3.22. Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les solutions respectives de (V1) et (Vn,h,1)

et soit [[·]] la norme définie par (3.5). Sous les hypothèses du Théorème 2.6, on a l’esti-
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mation d’erreur suivante pour tout m ∈ {1, . . . , N} :

‖u− uh‖L2(0,tm;L2(Ω)d) + ‖p− ph‖L2(0,tm;H1
0 (Ω)) + [[C − Ch]](tm)

≤ C

(
‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω)) +
m∑
n=1

τn
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

)1/2

+C ′
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn
(
(ηhn,Kn,0)2 + (ηhn,Kn,1)2 + (ηhn,Kn,2)2 + (ηhn,Kn,3)2

)
+ (ητn,Kn

)2

)1/2

+C ′′
(∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt

)1/2

,

(3.69)
où C, C ′ et C ′′ sont des constantes indépendantes de hKn et τn.

Démonstration. On remplace (3.43) dans l’inégalité (3.58), on obtient :

1

2

d

dt
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2
|C(t)− Ch(t)|21,Ω + r0‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω)

≤ K

(
‖g(t)− gn‖2

L2(Ω) +
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +
∑

Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2

+
(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 +

(t− tn−1)2

τ 2
n

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω) + ‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(Ω)d

+
∑

Kn∈Tnh

[
h2
Kn
‖ rot(fn(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)‖2

L2(Kn)d + ‖(νh(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h ))unh)‖2
L2(Kn)d

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖
[
(fn(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n

]
en
‖2
L2(en)d

])
+ K̄‖Ch(t)− C(t)‖2

L2(Ω).

(3.70)

On note par

f : R+ → R
t 7→ f(t)
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tel que

f(t)|]tn−1,tn] = K

(
‖g − gn‖2

L2(Ω) +
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +
∑

Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2

+
(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 +

(t− tn−1)2

τ 2
n

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω) + ‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(Ω)d

+
∑

Kn∈Tnh

[
h2
Kn
‖ rot(fn(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)‖2

L2(Kn)d

+ ‖(νh(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h ))unh)‖2
L2(Kn)d

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖
[
(fn(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n

]
en
‖2
L2(en)d

])
.

(3.71)

On intègre l’inégalité (3.70) entre 0 et t et on obtient :

1

2
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2

∫ t

0

|C(τ)− Ch(τ)|21,Ωdτ + r0

∫ t

0

‖C(τ)− Ch(τ)‖2
L2(Ω)dτ

≤
∫ t

0

f(τ)dτ + K̄

∫ t

0

‖C(τ)− Ch(τ)‖2
L2(Ω)dτ.

(3.72)

On désigne par f̄ la fonction :

f̄ : t→ f̄(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ.

Ainsi, en appliquant le lemme 1.5 de Gronwall-Bellman pour

y(t) =
1

2
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2

∫ t

0

|C(τ)− Ch(τ)|21,Ωdτ + r0

∫ t

0

‖C(τ)− Ch(τ)‖2
L2(Ω)dτ,

ḡ(t) = 1,

et
k̄(τ) = K̄,

on obtient :

y(t) ≤ f̄(t) + K̄ exp(K̄T )

∫ t

0

f̄(τ)dτ. (3.73)

Soit τ entre 0 et t, f̄ étant croissante, on a

f̄(τ) ≤ f̄(t).

D’où, l’inégalité (3.73) s’écrit :

y(t) ≤ f̄(t) + tK̄ exp(K̄T )f̄(t).
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Pour t = tm, on obtient

y(tm) ≤ (1 + TK̄ exp(K̄T ))f̄(tm) ≤ C̄f̄(tm). (3.74)

Or,

f̄(tm) =

∫ tm

0

f(τ)dτ =
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

f(τ)dτ.

D’où, on obtient

f̄(tm) = K

(
‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω)) +
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

+
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

[
τn
(
(ηhn,Kn,2)2 + (ηhn,Kn,3)2

)
+ (ητn,Kn

)2
]

+
m∑
n=1

τn‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω) + ‖f0 − πτ f0‖2

L2(0,tm;L2(Ω)d)

)
.

Comme ‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω) ≤ ‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Ω, par la définition de (ητn,Kn
)2 et d’après

l’inégalité (3.74), on obtient finalement la majoration suivante :

‖C(tm)− Ch(tm)‖2
L2(Ω) + α‖C − Ch‖2

L2(0,tm;H1
0 (Ω)) + 2r0‖C − Ch‖2

L2(0,tm;L2(Ω))

≤ c

(
‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω)) +
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

+
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

[
τn

(
(ηhn,Kn,2)2 + (ηhn,Kn,3)2

)
+ (ητn,Kn

)2

]
+ ‖f0 − πτ f0‖2

L2(0,tm;L2(Ω)d)

)
.

(3.75)

On obtient un estimateur d’erreur a posteriori qui est indépendant de la pression vu
qu’on résout la vitesse dans Vn,h,1, où la pression n’apparait pas. Ainsi, en regroupant les
inégalités (3.75) et (3.29), on obtient le résultat voulu.

Lemme 3.23. Sous les hypothèses du Théorème 2.6, les solutions (u, C) et (uh, πτCh)
des problèmes (V1) et (Vn,h,1) respectivement vérifient l’inégalité suivante pour tout m ∈
{1, . . . , N} :∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch) + u · ∇C − uh · ∇πτCh + r0(C − πτCh)

∥∥∥∥
L2(0,tm;H−1(Ω))

≤ c

( m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

[τn(ηhn,Kn,3)2 + (ητn,Kn
)2] + ‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω))

+
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +

∫ tm

0

|C(s)− Ch(s)|21,Ωds
)1/2

.

(3.76)

où c est une constante qui ne dépend pas de τ et h.
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Démonstration. On part de la troisième équation de (V1) : pour tout n ∈ [[1, N ]], pour
tout t ∈]tn−1, tn](

∂

∂t
C(t), S

)
+ α(∇C(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t), S) + r0(C(t), S) = (g(t), S),

où S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Les hypothèses du Théorème 2.6 impliquent que cette équation a un sens aussi pour
S ∈ H1

0 (Ω).
On rappelle que πτCh(t)|]tn−1,tn = Cn

h . On intercale Ch(t) dans le premier terme, πτCh(t)
dans le second terme, uh(t)·∇πτCh(t) dans le troisième terme et πτCh(t) dans le quatrième
terme, on obtient ainsi en utilisant l’équation (3.14) :(

∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ α(∇(C − πτCh)(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇πτCh(t), S)

+ r0((C − πτCh)(t), S)

= (g(t), S)− (
∂

∂t
Ch(t), S)− α(∇πτCh(t),∇S)− (uh(t) · ∇πτCh(t), S)

− r0(πτCh(t), S).

On utilise la définition de Rh(Ch) donnée par (3.14) pour obtenir l’égalité suivante :(
∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ (u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇πτCh(t), S) + r0(C − πτCh)(t), S)

= −α(∇(C − πτCh)(t),∇S) + 〈g(t)− gnh +Rh(Ch)(t), S〉.

Ainsi, comme 〈Rh(Ch)(t), Sh〉 = 0, pour tout Sh ∈ Yn,h,∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇πτCh(t) + r0(C − πτCh)(t)
∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ sup
S∈H1

0 (Ω)

1

‖S‖H1
0 (Ω)

[(
∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− uh · ∇πτCh(t) + r0(C − πτCh)(t), S

)]
≤ sup

S∈H1
0 (Ω)

−α(∇(C − πτCh)(t),∇S) + 〈g(t)− gnh +Rh(Ch)(t), S〉
‖S‖H1

0 (Ω)

.

Pour le premier terme du second membre de l’inégalité précédente, on a

|(∇(C − πτCh)(t),∇S)| ≤ |C − πτCh|1,Ω|S|1,Ω.

Pour le second et le troisième terme, on intercale gn, on applique l’inégalité de Cauchy-
Schwarz et on utilise l’inégalité (3.56), on obtient∣∣〈g(t)− gn + gn − gnh +Rh(Ch)(t), S〉

∣∣ ≤‖g(t)− gn‖L2(Ω)|S‖L2(Ω) + ‖gn − gnh‖L2(Ω)‖S − Sh‖L2(Ω)

+ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2

)1/2

|S|1,Ω.
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On utilise l’inégalité suivante (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), on obtient∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− uh · ∇πτCh(t) + r0(C − πτCh)(t)
∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ c

(
|C − πτCh|21,Ω + ‖g(t)− gn‖2

L2(Ω) +
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +
∑

Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,3)2

)1/2

.

On élève au carré, on intègre par rapport à t sur ]tn−1, tn] puis on somme sur n allant de
0 à m. On utilise le résultat du lemme 3.21 et on obtient finalement le résultat voulu.

Le Théorème 3.22 et le Lemme 3.23 résument notre estimation d’erreur a posteriori
qui donne une borne supérieure globale, en utilisant les indicateurs définis par la défini-
tion 3.12.

3.2.5 Efficacité des indicateurs

Dans cette section, on montre l’efficacité de l’estimation d’erreur a posteriori, cela en
bornant localement chaque indicateur par l’erreur entre la solution exacte et numérique.
Ces bornes sont appelées bornes inférieures de l’erreur.

On commence par majorer les indicateurs liés à la concentration.

Théorème 3.24. Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, on a

τn(ηhn,Kn,3)2

≤ c

(∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥2

L2(tn−1,tn;H−1(∆Kn ))

+

∫ tn

tn−1

|C − πτCh|21,∆Kn
+ h2

Kn
‖g − πτg‖2

L2(tn−1,tn;L2(∆Kn )) + τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(∆Kn )

)
.

(3.77)

où c est une constante indépendante de τ et h.

Démonstration. On part de la troisième équation du problème (V1), on intercale le terme

(gn + gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h + r0C
n
h , S) et α(∇Cn

h ,∇S), ainsi en appliquant la
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formule de Green pour α(∇Cn
h ,∇S), on obtient :

∫
Ω

∂

∂t
(C − Ch)(t)Sdx + α

∫
Ω

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇Sdx +

∫
Ω

u(t) · ∇C(t)Sdx

−
∫

Ω

unh · ∇Cn
hSdx + r0

∫
Ω

(C(t)− Cn
h )Sdx

=
∑

Kn∈Tnh

[ ∫
Kn

(g(t)− gn)Sdx +

∫
Kn

(gn − gnh)Sdx

+

∫
Kn

(gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h )Sdx

− α

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[∇Cn
h · n]enSds

]
.

(3.78)

N.B : on a intercalé gnh pour la même raison donnée dans la remarque 3.48.
On choisit un Kn particulier, on prend S = SKn dans l’égalité précédente, tel que SKn ∈
H1

0 (Kn), avec

SKn =

 (gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h )ψKn sur Kn

0 sur Ω\Kn.
(3.79)

On obtient ainsi,∫
Kn

(gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h )2ψKndx

=

∫
Kn

∂

∂t
(C − Ch)(t)SKndx + α

∫
Kn

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇SKndx +

∫
Kn

u(t) · ∇C(t)SKndx

−
∫
Kn

unh · ∇Cn
hSKndx + r0

∫
Kn

(C(t)− Cn
h )SKndx

−
∫
Kn

(g(t)− gn)SKndx−
∫
Kn

(gn − gnh)SKndx.

(3.80)

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

∥∥∥∥(gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h )ψ
1/2
Kn

∥∥∥∥2

L2(Kn)

≤ ‖ ∂
∂t

(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h + r0(C(t)− Cn

h )‖H−1(Kn)|SKn|1,Kn

+ α|C(t)− Cn
h |1,Kn|SKn |1,Kn + ‖g(t)− gn‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn) + ‖gn − gnh‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn)

(3.81)
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On applique les inégalités de la proposition 3.2, on aura∥∥∥∥gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥2

L2(Kn)

≤ c1

(
h−1
Kn

∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥
H−1(Kn)

× ‖SKn‖L2(Kn) + h−1
Kn
α|C(t)− Cn

h |1,Kn‖SKn‖L2(Kn)

+ ‖g(t)− gn‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn) + ‖gn − gnh‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn)

)
.

(3.82)

On factorise par ‖SKn‖L2(Kn), on utilise la première inégalité de la proposition 3.2 et
comme |ψKn| ≤ 1, on obtient

‖SKn‖L2(Kn) ≤ c2‖gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn).

On simplifie les deux membres de (3.82) par ce terme, puis on élève l’inégalité ainsi obtenue
au carré et on multiplie par h2

Kn
, on obtient

h2
Kn

∥∥∥∥gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥2

L2(Kn)

≤ c3

(∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥2

H−1(Kn)

+ α2|C(t)− Cn
h |21,Kn

+ h2
Kn
‖g(t)− gn‖2

L2(Kn) + h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

)
.

(3.83)

D’où, la majoration du premier terme de (ηhn,Kn,3
)2.

Pour la majoration du deuxième terme de l’indicateur (ηhn,Kn,3
)2, on choisit une face

interne en du maillage, on prend dans l’égalité (3.78) S = Sen avec

Sen =

{
Len(α[∇Cn

h · n]enψen) sur Kn ∪K ′n
0 sur Ω\Kn ∪K ′n.

(3.84)

où Kn et K ′n sont les éléments de Tnh qui contiennent en. On obtient ainsi,

α

∫
en

[∇Cn
h · n]2enψends

=

∫
Kn∪K′n

(
gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h

)
Sendx

−
∫
Kn∪K′n

( ∂
∂t

(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h + r0(C(t)− Cn

h )
)
Sendx

+

∫
Kn∪K′n

(g(t)− gn)Sdx +

∫
Kn∪K′n

(gn − gnh)Sdx + α

∫
Kn∪K′n

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇Sendx.

(3.85)
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On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

‖α[∇Cn
h · n]enψ

1/2
en ‖

2
L2(en)

≤
∥∥∥∥gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥
L2(Kn∪K′n)

‖Sen‖L2(Kn∪K′n)

+

∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥
(H1

0 (Kn∪K′n))′
|Sen|1,Kn∪K′n

+ ‖g(t)− gn‖L2(Kn∪K′n)‖Sen‖L2(Kn∪K′n) + ‖gn − gnh‖L2(Kn∪K′n)‖Sen‖L2(Kn∪K′n)

+ α|C(t)− Cn
h |1,Kn∪K′n|Sen|1,Kn∪K′n .

(3.86)

On applique les inégalités de la proposition 3.3 et le fait que ψ2
en ≤ ψen , il en résulte que :

‖α[∇Cn
h · n]en‖2

L2(en)

≤ c4

[
h1/2
en ‖g

n
h −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn∪K′n) × ‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

+ h−1/2
en ‖ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn

h + r0(C(t)− Cn
h )‖H−1(Kn∪K′n)

× ‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

+ h1/2
en ‖g(t)− gn‖L2(Kn∪K′n)‖α[∇Cn

h · n]en‖L2(en) + h1/2
en ‖g

n − gnh‖L2(Kn∪K′n)‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

+ αh−1/2
en |C(t)− Cn

h |1,Kn∪K′n‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

]
.

(3.87)

On simplifie par ‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en), on élève au carré puis on multiplie par hen , on

obtient la majoration du second terme de
(
ηhn,Kn,3

)2 :

hen‖α[∇Cn
h · n]en‖2

L2(en)

≤
[ ∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn

h + r0(C(t)− Cn
h )

∥∥∥∥2

H−1(Kn∪K′n)

+ h2
en‖g(t)− gn‖2

L2(Kn∪K′n) + h2
en‖g

n − gnh‖2
L2(Kn∪K′n) + α2|C(t)− Cn

h |21,Kn∪K′n

]
.

(3.88)

Finalement, en regroupant les majorations (3.83) et (3.88) et le fait que hen ≤ hKn et en
intégrant entre tn−1 et tn sur t, on obtient le résultat voulu.

Théorème 3.25. Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, on a l’estimation suivante :(
ητn,Kn

)2 ≤ c̃
(
‖C − Ch‖2

L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖C − πτCh‖2
L2(tn−1,tn;H1(Kn))

)
, (3.89)

où c̃ est une constante indépendante de h et τ .
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Démonstration. On part de la définition (1.17) de Ch et celle de πτCh à la page 18 tel que
pour tout n ∈ {1, · · · , N} et pour tout t ∈ [tn−1, tn],

Ch(t)− πτCh(t) =
t− tn
τn

(Cn
h − Cn−1

h ),

d’où, en intercalant C(t) dans le membre de gauche de l’égalité précédente, on obtient∣∣∣∣t− tnτn

∣∣∣∣ ∣∣∇(Cn
h − Cn−1

h )(x)
∣∣ ≤ |∇(C − Ch)(t,x)|+ |∇(C − πτCh)(t,x)| , ∀x ∈ Ω.

On utilise l’inégalité (a+b)2 ≤ 2(a2 +b2) et on intègre sur chaque triangle Kn du maillage
Tnh, on a(

t− tn
τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
1,Kn
≤ 2

(
‖C(t)− Ch(t)‖2

1,Kn
+ ‖C(t)− πτCh(t)‖2

1,Kn

)
.

On intègre sur t entre tn−1 et tn, on obtient(
ητn,Kn

)2 ≤ 6
(
‖C − Ch‖2

L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖C − πτCh‖2
L2(tn−1,tn;H1(Kn))

)
.

D’où, on obtient le résultat voulu.

Pour les estimateurs concernant la vitesse et la pression, tout d’abord, on commence
par majorer le premier terme de l’indicateur ηhn,Kn,0

.

Lemme 3.26. On suppose que ν ∈ W 2,∞(R), u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d) et C ∈ L∞(0, T ;W 1,6(Ω)).
On a

‖(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))unh‖L2(Kn)d

≤ c
(
h

1/2
Kn
|Cn−1

h − Cn
h |1,Kn + h

1/2
Kn
|C(t)− Ch(t)|1,Kn + ‖u(t)− unh‖L2(Kn)d

+ ‖νh(C(t))− ν(C(t))‖L2(Kn) + ‖Cn−1
h − Cn

h‖L2(Kn) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Kn)

)
.

(3.90)

Démonstration. On désigne par T le terme de gauche de l’inégalité (3.90).
On intercale ν(Cn−1

h )u et νh(Cn−1
h )u dans T et on obtient

T ≤ ‖(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))(unh − u(t))‖L2(Kn)d︸ ︷︷ ︸
T1

+ ‖(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))u(t)‖L2(Kn)d︸ ︷︷ ︸
T2

.

(3.91)
Par l’application de l’inégalité (3.19) pour p =∞ et l = 2, on obtient

T1 ≤ ‖ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )‖L∞(Kn)d‖unh − u(t)‖L2(Kn)d

≤ ch2
Kn
‖∇(∇(ν(Cn−1

h )))‖L∞(Kn)d×d‖unh − u(t)‖L2(Kn)d .
(3.92)

Comme Cn−1
h est un polynôme de degré 1 sur Kn, on a

‖∇(∇(ν(Cn−1
h )))‖L∞(Kn)d×d ≤ ‖ν ′′‖L∞(R)‖∇Cn−1

h ‖2
L∞(Kn)d .
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Comme la norme W 1,∞ n’est pas convenable pour Cn−1
h , on intercale l’opérateur Rh(C),

on utilise l’inégalité inverse et on obtient

‖∇(∇(ν(Cn−1
h )))‖L∞(Kn)d×d ≤ 2‖ν ′′‖L∞(R)‖∇(Cn−1

h −Rh(C))‖2
L∞(Kn)d + 2‖ν ′′‖L∞(R)‖∇Rh(C)‖2

L∞(Kn)d

≤ 2‖ν ′′‖L∞(R)

(
|Kn|−1|Cn−1

h −Rh(C)|21,Kn
+ |Kn|−2/3|Rh(C)|2W 1,3(Kn)

)
.

Ainsi,

T1 ≤ ch2
Kn
‖ν ′′‖L∞(R)

(
|Kn|−1|Cn−1

h −Rh(C)|21,Kn
+|Kn|−2/3|Rh(C)|2W 1,3(Kn)

)
×‖unh−u(t)‖L2(Kn)d .

Pour la majoration du terme |Cn−1
h −Rh(C)|21,Kn

‖unh−u(t)‖L2(Kn)d , on intercale les termes
C et Ch et on obtient :

|Cn−1
h −Rh(C)|21,Kn

‖unh − u(t)‖L2(Kn)d

≤ |Cn−1
h − Ch|21,Kn

‖unh − u(t)‖L2(Kn)d + |Ch − C|21,Kn
‖unh − u(t)‖L2(Kn)d

+ |C −Rh(C)|21,Kn
‖unh − u(t)‖L2(Kn)d .

Le premier et le second terme du membre de droite de l’inégalité précédente se majorent
en utilisant l’estimation d’erreur a priori

‖unh − un‖L2(Kn)d ≤ ‖unh − un‖L2(Ω)d ≤ c(h+ τ),

et par l’hypothèse 3.1 : τ ≤ ch et hKn ≥ c′h.
Le troisième terme du membre de droite se majore en utilisant l’inégalité (2.3).
On utilise aussi l’inégalité (2.3) pour la majoration du terme |Rh(C)|2W 1,3(Kn)‖unh−u(t)‖L2(Kn)d ,
par c‖unh − u(t)‖L2(Kn)d comme C ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)). Ainsi, en regroupant ces majo-

rations, et comme
(
t−tn−1

τn

)2

≤ 1, on a

T1 ≤ c
(
|Cn−1

h − Cn
h |21,Kn

+ |C(t)− Ch(t)|21,Kn
+ ‖u(t)− unh‖L2(Kn)d

)
. (3.93)

Le premier terme de l’inégalité (3.93) : |Cn
h −Cn−1

h |1,Kn|Cn
h −Cn−1

h |1,Kn se majore comme
suit ; grâce à l’inégalité (3.89), on a

|Cn
h − Cn−1

h |1,Kn ≤ ‖Cn
h − Cn−1

h ‖1,Kn

≤ c

τ
1/2
n

(
‖C − Ch‖L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖C − πτCh‖L2(tn−1,tn;H1(Kn))

)
Par suite, à l’aide de l’estimation d’erreur a priori donnée par l’inégalité (2.46) et sous l’hy-
pothèse 3.1, de plus, comme C est suffisament régulière en tout temps, ‖C −Ch‖H1(Kn) +

‖C − πτCh‖H1(Kn) est majoré par ch1/2
Kn

, ainsi,

‖C − Ch‖L2(tn−1,tn;H1(Kn)) =

(∫ tn

tn−1

‖C − Ch‖2
H1(Kn)

)1/2

≤ cτ 1/2
n h

1/2
Kn
.
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De même, pour le second terme de l’inégalité (3.93), on utilise l’estimation d’erreur a
priori, et on obtient que

|C(t)− Ch(t)|21,Kn
≤ h

1/2
Kn
|C(t)− Ch(t)|1,Kn .

Ainsi, en regroupant les majorations, on a

T1 ≤ c
(
h

1/2
Kn
|Cn−1

h − Cn
h |1,Kn + h

1/2
Kn
|C(t)− Ch(t)|1,Kn + ‖u(t)− unh‖L2(Kn)d

)
. (3.94)

Pour majorer T2, on intercale les termes νh(C(t))u et ν(C(t))u et on obtient

T2 ≤‖(νh(Cn−1
h )− νh(C(t)))u(t)‖L2(Kn)d + ‖(νh(C(t))− ν(C(t)))u(t)‖L2(Kn)d

+ ‖(ν(C(t))− ν(Cn−1
h ))u(t)‖L2(Kn)d .

(3.95)

Les deux derniers termes de T2 sont facilement majorés en utilisant l’inégalité de Hölder :

‖(νh(C(t))− ν(C(t)))u(t)‖L2(Kn)d ≤ ‖νh(C(t))− ν(C(t))‖L2(Kn)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Kn)d),

et

‖(ν(C(t))− ν(Cn−1
h ))u(t)‖L2(Kn)d ≤ λ‖C(t)− Cn−1

h ‖L2(Kn)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Kn)d). (3.96)

Finalement, pour la majoration du premier terme de T2, on utilise l’inégalité (3.22) et on
obtient

‖(νh(Cn−1
h )− νh(C(t)))u(t)‖L2(Kn)d

≤ ‖νh(Cn−1
h )− νh(C(t))‖L2(Kn)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Kn)d)

≤
[
λ‖Cn−1

h − C(t)‖L2(Kn) + hKn|Kn|−1/2(ν ′2|Kn|1/2|Cn−1
h − C(t)|1,Kn

+ λ′|Kn|1/3‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Kn)|C(t)|W 1,6(Kn))

]
× ‖u‖L∞(0,T ;L∞(Kn)d).

(3.97)

On intercale Ch(t) dans les termes ‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Kn) et |Cn−1

h − C(t)|1,Kn et puisque
C ∈ L∞(0, T ;W 1,6(Ω)) et u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)), on a

‖(νh(Cn−1
h )− νh(C(t)))u(t)‖L2(Kn)d

≤ c

[
‖Cn−1

h − Cn
h‖L2(Kn) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Kn) + hKn|Cn−1

h − Cn
h |1,Kn + hKn|Ch(t)− C(t)|1,Kn

]
.

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient le résultat voulu.

On majore maintenant le deuxième terme de l’indicateur ηhn,Kn,0
.

Lemme 3.27. On suppose que C ∈ L∞(0, T ;W 1,6(Ω)). On a

‖fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )‖L2(Kn)d

≤ c

[
‖Cn−1

h − Cn
h‖L2(Kn) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Kn) + hKn|Cn

h − Cn−1
h |1,Kn

+ hKn|Ch(t)− C(t)|1,Kn + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

]
.

(3.98)



72

Démonstration. On désigne par T le terme de gauche de l’inégalité (3.98). On intercale
les termes fn(C(t)) et fnh (C(t)), on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

|T | ≤ ‖fnh (Cn−1
h )− fnh (C(t))‖L2(Kn)d + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

+ ‖fn(C(t))− fn(Cn−1
h )‖L2(Kn)d .

(3.99)

Pour la majoration du premier terme du membre de droite de l’inégalité (3.99), on utilise
une inégalité analogue à (3.22) puisque fnh vérifie les mêmes propriétés que νh et on obtient

‖fnh (Cn−1
h )− fnh (C(t))‖L2(Kn)d ≤ λ‖Cn−1

h − C(t)‖L2(Kn) + hKn|Kn|−1/2

×
(
‖f ′2‖∞|Kn|1/2|Cn−1

h − C(t)|1,Kn + λ′|Kn|1/3‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Kn)|C(t)|W 1,6(Kn)

)
.

(3.100)

Ainsi, on déduit des propriétés de fn et fnh et de l’inégalité (3.100) que

|T | ≤ c

[
λ‖Cn−1

h − C(t)‖L2(Kn) + hKn|Kn|−1/2
(
‖f ′2‖∞|Kn|1/2|Cn−1

h − C(t)|1,Kn

+λ′|Kn|1/3‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Kn)|C(t)|W 1,6(Kn)

)
+‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d + ‖C(t)− Cn−1

h ‖L2(Kn)

]
≤ c

[
‖Cn−1

h − C(t)‖L2(Kn) + hKn|Cn−1
h − C(t)|1,Kn

+‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

]
. (3.101)

On intercale Ch(t) dans les deux premiers termes du membre de droite de l’inégalité
précédente, et on obtient :

|T | ≤ c

[
‖Cn−1

h − Cn
h‖L2(Kn) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Kn) + hKn|Cn

h − Cn−1
h |1,Kn

+ hKn|Ch(t)− C(t)|1,Kn + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

]
.

(3.102)

D’où, le résultat voulu.

En regroupant les lemmes 3.26 et 3.27, puis en intégrant sur [tn−1, tn] ensuite en utili-
sant le Théorème 3.25, on obtient la majoration de l’indicateur ηhn,Kn,0

.

Théorème 3.28. On suppose que le maillage satifait l’inégalité (1.16) et que ν ∈ W 2,∞(R)
et que u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d) et C ∈ L∞(0, T ;W 1,6(Ω)). Il existe une constante c indé-
pendante de hKn et de τn telle que pour tout n ∈ [[1, N ]],

τn(ηhn,Kn,0)2 ≤c
(
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖C − πτCh‖2
L2(tn−1,tn;H1(Kn))

+ ‖u(t)− uh(t)‖2
L2(tn−1,tn;L2(Kn)d) + ‖νh(C(t))− ν(C(t))‖2

L2(tn−1,tn;L2(Kn))

+ ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2
L2(tn−1,tn;L2(Kn)d)

)
.
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On passe maintenant au traitement de l’indicateur ηhn,Kn,1
.

Théorème 3.29. On suppose que le maillage satifait l’inégalité (1.16) et que ν ∈ W 2,∞(R)
et que u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d) et C ∈ L∞(0, T ;W 1,6(Ω)). Il existe des constantes c1, c2 et
c3 indépendantes de hKn et de τn telle que pour tout n ∈ [[1, N ]],

τn(ηhn,Kn,1)2 ≤c1h
2
Kn

(
‖f0 − πτ f0‖2

L2(tn−1,tn;L2(∆Kn)d) + ‖fnh (C)− fn(C)‖2
L2(tn−1,tn;L2(∆Kn)d)

+ ‖νh(C)− ν(C)‖2
L2(tn−1,tn;L2(∆Kn)) + ‖C − Ch‖2

L2(tn−1,tn;H1(∆Kn))

+ ‖C − πτCh‖2
L2(tn−1,tn;H1(∆Kn))

)
+ c2hKn‖u− uh‖2

L2(tn−1,tn;L2(∆Kn)d)

+ c3‖p− ph‖2
L2(tn−1,tn;L2(∆Kn)).

(3.103)

Démonstration. D’après le lemme 3.6 et la définition 3.4 de Rn
1 et comme uh|]tn−1,tn] = unh,

on a ∫
Ω

ν(C(t))u(t) · vdx−
∫

Ω

ν(Ch(t))uh(t) · vdx−
∫

Ω

(p− ph)divvdx

=

∫
Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · vdx +

∫
Ω

(ν(Cn−1
h )− ν(Ch(t)))u

n
h · vdx

+

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh) · (v − vh)dx +

∫
Ω

pnhdiv(v − vh)dx.

(3.104)

On prend vh = 0, on simplifie par
∫

Ω

ν(Ch(t))uh(t) · vdx et par
∫

Ω

ν(Cn−1
h )unh · vdx,

on intercale les termes
∫

Ω

fnh (Cn−1
h ) · vdx,

∫
Ω

νh(C(t))u · vdx,
∫

Ω

νh(C
n−1
h )unh · vdx et∫

Ω

νh(C
n−1
h )u(t) · vdx, on effectue une intégration par parties, ainsi on obtient

∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh) · vdx +
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[pnhn] · vds


=

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vdx +

∫
Ω

(ν(C(t))− νh(C(t)))u(t) · vdx

+

∫
Ω

(νh(C(t))− νh(Cn−1
h ))u(t) · vdx +

∫
Ω

νh(C
n−1
h )(u(t)− uh(t)) · vdx

+

∫
Ω

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · vdx−
∫

Ω

(p− ph)divvdx.

(3.105)

On prend v = vKn , où

vKn =

{
(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh)ψKn sur Kn

0 sur Ω\Kn,
(3.106)
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on obtient ainsi,∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh)2ψKndx

=

∫
Kn

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vKndx +

∫
Kn

(ν(C(t))− νh(C(t)))u(t) · vKndx

+

∫
Kn

(νh(C(t))− νh(Cn−1
h ))u(t) · vKndx +

∫
Kn

νh(C
n−1
h )(u(t)− uh(t)) · vKndx

+

∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · vKndx−
∫
Kn

(p− ph)divvKndx.

(3.107)

Le membre de gauche de l’égalité (3.107) est exactement ‖(fnh (Cn−1
h ) − νh(C

n−1
h )unh −

∇pnh)ψ
1/2
Kn
‖2
L2(Kn) et est minoré par C2

1‖fnh (Cn−1
h ) − νh(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Kn) en utilisant

la proposition 3.2.
On note les termes de droite de l’égalité précédente par I1, . . . , I6 respectivement.
On commence par majorer I1 ; pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout t ∈]tn−1, tn], on intercale
f(Ch(t)) et on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puis on utilise les propriétés de f et
on obtient

|I1| =
∣∣∣∣∫
Kn

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vKndx

∣∣∣∣
≤ c∗f1

(
‖C(t)− Ch(t)‖L2(Kn) +

t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Kn)

)
‖vKn‖L2(Kn)d

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

(3.108)

Pour majorer I2, on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et comme u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d),
on obtient :

|I2| =
∣∣∣∣∫
Kn

(ν(C(t))− νh(C(t)))u(t) · vKndx

∣∣∣∣
≤ ‖ν(C(t))− νh(C(t))‖L2(Kn)‖u(t)‖L∞(Kn)‖vKn‖L2(Kn)d

≤ c‖ν(C(t))− νh(C(t))‖L2(Kn)‖vKn‖L2(Kn)d .

(3.109)

On passe à la majoration du terme I3, on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on
obtient :

I3 =

∫
Kn

(νh(C(t))− νh(Cn−1
h ))u(t) · vKndx

≤‖νh(C(t))− νh(Cn−1
h )‖L2(Kn)‖u(t)‖L∞(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

On utilise l’inégalité (3.22), ainsi on a

|I3| ≤
[
λ‖C(t)− Cn−1

h ‖L2(Kn) + hKn|Kn|−1/2
[
ν ′2|Kn|1/2|C(t)− Cn−1

h |H1(Kn)

+ λ′|Kn|1/3‖C(t)− Cn−1
h ‖L2(Kn)|C(t)|W 1,6(Kn)

]]
‖u(t)‖L∞(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .
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Comme u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d) et C ∈ L∞(0, T ;W 1,6(Ω)), et comme, de plus, l’inéga-
lité (1.16) implique que hKn|Kn|−1/2 ≤ ch

−1/2
Kn

, alors on a

|I3| ≤ c
[
‖C(t)− Cn−1

h ‖L2(Kn) + hKn|C(t)− Cn−1
h |H1(Kn) + h

1/2
Kn
‖C(t)− Cn−1

h ‖L2(Kn)

]
‖vKn‖L2(Kn)d .

(3.110)
Pour majorer I4, on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise l’inégalité (3.20),
on aura

|I4| ≤‖νh(Cn−1
h )‖L∞(Kn)‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d

≤
[
ν2 + ν ′2hKn |Kn|−1/2‖∇Cn−1

h ‖L2(Kn)

]
‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

On intercale ∇C dans ‖∇Cn−1
h ‖L2(Kn) et on obtient

|I4| ≤
[
ν2 + ν ′2hKn|Kn|−1/2

(
|Cn−1

h − C(t)|1,Kn + |C|1,Kn

)]
‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d

≤
[
ν2 + ν ′2

(
hKn|Kn|−1/2|Cn−1

h − C(t)|1,Kn + hKn|Kn|−1/2|C|H1(Kn)

)]
× ‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

Le terme hKn|Kn|−1/2|Cn−1
h − C(t)|1,Kn‖unh − u(t)‖L2(Kn)d qui se trouve dans l’inégalité

précédente se majore en utilisant l’estimation d’erreur a priori

‖unh − un‖L2(Kn)d ≤ ‖unh − un‖L2(Ω)d ≤ c(h+ τ),

et par l’hypothèse 3.1 : τ ≤ ch et hKn ≥ c′h, ainsi on a

|I4| ≤ c
[
h

1/2
Kn
|Cn−1

h − C(t)|1,Kn + h
−1/2
Kn
‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d

]
‖vKn‖L2(Kn)d . (3.111)

I5 est majoré en utilisant l’inégalité (3.98), d’où

|I5| ≤ c

[
‖Cn−1

h − C(t)‖L2(Kn) + hKn|Cn−1
h − C(t)|1,Kn

+‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

]
‖vKn‖L2(Kn)d . (3.112)

On termine par la majoration du terme I6. On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et
l’inégalité inverse (1.19), on obtient :

|I6| =
∣∣∣∣∫
Kn

(p− ph)divvKndx

∣∣∣∣
≤ c1

I(2)h−1
Kn
‖p− ph‖L2(Kn)‖vKn‖L2(Kn)d .

(3.113)

On regroupe l’égalité (3.107) et les majorations (3.108) à (3.113) ; de plus la Proposi-
tion 3.2 implique que ‖vKn‖L2(Kn)d ≤ C ′1‖fnh (Cn−1

h )−νh(Cn−1
h )unh−∇pnh‖L2(Kn)d ; en outre,

les normes de (C(t) − Cn−1
h ) se majorent en intercalant Ch(t) et en utilisant la forme de
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Ch(t) qui est donnée par (1.17). Finalement, on obtient

‖fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Kn)d

≤ c̄

(
‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(Kn)d + ‖νh(C(t))− ν(C(t))‖2
L2(Kn) + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2

L2(Kn)d

+ ‖C(t)− Ch(t)‖2
H1(Kn) +

(
t− tn−1

τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
H1(Kn) + h−2

Kn
‖p(t)− ph(t)‖2

L2(Kn)

+ h−1
Kn
‖u(t)− uh(t)‖2

L2(Kn)d

)
.

(3.114)

Ainsi, en multipliant par h2
Kn

, on obtient finalement la majoration du premier terme de
l’indicateur (ηhn,Kn,1

)2 :

h2
Kn
‖fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh‖2

L2(Kn)

≤c̄
(
h2
Kn
‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(Kn)d + h2
Kn
‖νh(C(t))− ν(C(t))‖2

L2(Kn)

+ h2
Kn
‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2

L2(Kn)d + h2
Kn
‖C(t)− Ch(t)‖2

H1(Kn)

+ h2
Kn

(
t− tn−1

τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
H1(Kn) + ‖p(t)− ph(t)‖2

L2(Kn)

+ hKn|Cn−1
h |21,Kn

‖unh − u(t)‖2
L2(Kn)d

)
.

Le terme hKn|Cn−1
h |21,Kn

‖unh − u(t)‖2
L2(Kn)d

se traite comme suit ; on intercale C et on
obtient :

hKn|Cn−1
h |21,Kn

‖unh − u(t)‖2
L2(Kn)d ≤hKn

(
|Cn−1

h − C|21,Kn
+ |C(t)|21,Kn

)
‖unh − u(t)‖2

L2(Kn)d

≤hKn|Cn−1
h − C|21,Kn

|unh − u(t)‖2
L2(Kn)d

+ hKn|C(t)|21,Kn
‖unh − u(t)‖2

L2(Kn)d .

Le premier terme du membre de droite de l’inégalité précédente se majore en utilisant
l’estimation d’erreur a priori

‖unh − un‖L2(Kn)d ≤ ‖unh − un‖L2(Ω)d ≤ c(h+ τ),

et par l’hypothèse 3.1 : τ ≤ ch et hKn ≥ c′h, on a

h2
Kn
‖fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh‖2

L2(Kn)

≤c̄
(
h2
Kn
‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(Kn)d + h2
Kn
‖νh(C(t))− ν(C(t))‖2

L2(Kn)

+ h2
Kn
‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2

L2(Kn)d + h2
Kn
‖C(t)− Ch(t)‖2

H1(Kn)

+ h2
Kn

(
t− tn−1

τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
H1(Kn) + ‖p(t)− ph(t)‖2

L2(Kn)

+ hKn‖unh − u(t)‖2
L2(Kn)d

)
.

(3.115)
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On passe maintenant à la majoration du dernier terme de l’indicateur (ηhn,Kn,1
)2.

L’égalité (3.105) donne :

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[pnhn] · vds

= −
∑

Kn∈Tnh

∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh) · vdx +

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vdx

+

∫
Ω

(ν(C(t))− νh(C(t)))u(t) · vdx +

∫
Ω

(νh(C(t))− νh(Cn−1
h ))u(t) · vdx

+

∫
Ω

νh(C
n−1
h )(u(t)− uh(t)) · vdx +

∫
Ω

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · vdx−
∫

Ω

(p− ph)divvdx.

(3.116)

On prend dans (3.116), vh = 0 et v = ven , où

ven =

{
Len([pnhn]enψen) sur Kn ∪K ′n

0 sur Ω\Kn ∪K ′n.
(3.117)

On obtient,∫
en

|[pnhn]|2 ψends =−
∫
Kn∪K′n

(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh) · vendx

+

∫
Kn∪K′n

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vendx

+

∫
Kn∪K′n

(ν(C(t))− νh(C(t)))u(t) · vendx

+

∫
Kn∪K′n

(νh(C(t))− νh(Cn−1
h ))u(t) · vendx

+

∫
Kn∪K′n

νh(C
n−1
h )(u(t)− uh(t)) · vendx

+

∫
Kn∪K′n

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · vendx

−
∫
Kn∪K′n

(p− ph)divvendx.

(3.118)

Par les idendités (3.2) et (3.3), on a

‖ven‖L2(Kn∪K′n)d ≤ ch1/2
en ‖[p

n
hn]en‖L2(en).

Ainsi, on regroupe les majorations des termes de l’égalité (3.118) et pour le membre de
gauche de l’égalité (3.118) on utilise l’inégalité (3.2), ainsi on a que ‖|[pnhn]|ψ1/2

en ‖2
L2(en) ≥

C1‖[pnhn]en|‖2
L2(en), par suite on simplifie par ‖[pnhn]en|‖L2(en) puis on élève au carré et

on multiplie par hen , et comme hen ≤ hKn et hen ≤ hK′n , on obtient la majoration du
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deuxième terme de (ηhn,Kn,1
)2. Ainsi,

(ηhn,Kn,1)2 ≤c1h
2
Kn

(
‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(∆Kn)d + ‖νh(C(t))− ν(C(t))‖2
L2(∆Kn)

+ ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2
L2(∆Kn)d + ‖C(t)− Ch(t)‖2

H1(∆Kn)

+

(
t− tn−1

τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
H1(∆Kn)

)
+ c2‖p(t)− ph(t)‖2

L2(∆Kn)

+ c3hKn‖u(t)− uh(t)‖2
L2(∆Kn)d .

Ainsi, on intégre cette inégalité sur [tn−1, tn] et en utilisant le Théorème 3.25, on obtient
le résultat voulu.

Théorème 3.30. On suppose que le maillage satifait l’inégalité (1.16) et que ν ∈ W 2,∞(R)
et que u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d) et C ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)). Il existe des constantes c et c̃
indépendantes de hKn et de τn telle que pour tout n ∈ [[1, N ]],

τn(ηhn,Kn,2)2 ≤c
(
‖u(t)− uh(t)‖2

L2(∆Kn)d + ‖C − Ch‖2
L2(tn−1,tn;H1(∆Kn))

+ ‖C − πτCh‖2
L2(tn−1,tn;H1(∆Kn)) + ‖νh(C)− ν(C)‖2

L2(tn−1,tn;L2(∆Kn))

+ ‖fnh (C)− fn(C)‖2
L2(tn−1,tn;L2(∆Kn)d) + ‖f0 − πτ f0‖2

L2(tn−1,tn;L2(∆Kn)d)

)
,

(3.119)

où p =

{
1 si d = 2
3 si d = 3.

Démonstration. On repart de l’expression (3.104), on prend vh = 0, on simplifie par∫
Ω

ν(Ch(t))uh(t) · vdx, on intercale les termes
∫

Ω

fnh (Cn−1
h ) · vdx,

∫
Ω

νh(C
n−1
h )unh · vdx et∫

Ω

ν(Cn−1
h )u(t) · vdx, ainsi, on choisit η ∈ H1

0 (Ω)p et v = rot η ∈ V ;

∑
Kn∈Tnh

[ ∫
Kn

rot(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh) · ηdx

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

[(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh)× n]en · ηds
]

=
∑

Kn∈Tnh

[ ∫
Kn

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · rot ηdx +

∫
Kn

(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))uh(t) · rot ηdx

+

∫
Kn

ν(Cn−1
h )(u(t)− uh(t)) · rot ηdx +

∫
Kn

(ν(C(t))− ν(Cn−1
h ))u(t) · rot ηdx

+

∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · rot ηdx

]
.

(3.120)
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Pour majorer le premier terme de (ηhn,Kn,2
)2, on teste l’égalité (3.120) avec η = ηKn où

ηKn =

{
rot(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)ψKn sur Kn,

0 sur Ω\Kn.
(3.121)

On obtient ainsi,∫
Kn

| rot(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh)|2ψKndx

=

∫
Kn

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · rot ηKndx +

∫
Kn

(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))uh(t) · rot ηKndx

+

∫
Kn

ν(Cn−1
h )(u(t)− uh(t)) · rot ηKndx +

∫
Kn

(ν(C(t))− ν(Cn−1
h ))u(t) · rot ηKndx

+

∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · rot ηKndx

]
.

(3.122)

Le membre de gauche de l’égalité (3.122) est exactement ‖ rot(fnh (Cn−1
h )−νh(Cn−1

h )unh)ψ
1/2
Kn
‖2
L2(Kn)p

et est minoré par C1‖ rot(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh)‖2
L2(Kn)p en utilisant la Proposition 3.2.

On note les termes du membre de droite de l’équation (3.122) par I1, . . . , I5.
On commence par majorer I1, on utilise l’inégalité (3.108) et l’inégalité inverse (1.19) ainsi
on obtient

|I1| ≤ c1
I(2)h−1

Kn

(
c∗f1‖C(t)− Ch(t)‖L2(Kn) + c∗f1

t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Kn)

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Kn)d

)
‖ηKn‖L2(Kn)p .

(3.123)

Pour le terme I2, on utilise l’inégalité inverse (1.19), on a

|I2| =
∫
Kn

(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))uh(t) · rot ηKndx

≤ c1
I(2)h−1

Kn
‖(ν(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h ))uh(t)‖L2(Kn)d‖ηKn‖L2(Kn)p .

Comme u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d) et C ∈ L∞(0, T ;W 1,6(Ω)) et par l’inégalité (3.90), on a

|I2| ≤c1
I(2)h−1

Kn

(
h

1/2
Kn
|Cn−1

h − Cn
h |1,Kn + h

1/2
Kn
|Ch(t)− C(t)|1,Kn + ‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d

+ ‖νh(C)− ν(C)‖L2(Kn) + ‖Cn−1
h − Cn

h‖L2(Kn) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Kn)

)
‖ηKn‖L2(Kn)p

(3.124)

On passe à la majoration de I3, on utilise l’inégalité (1.12) et l’inégalité inverse (1.19)
ainsi on obtient

|I3| =
∫
Kn

ν(Cn−1
h )(u(t)− uh(t)) · rot ηKndx

≤ c1
I(2)h−1

Kn
ν2‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d‖ηKn‖L2(Kn)d .

(3.125)
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Pour la majoration de I4, comme ν est λ-lipschitzienne et par l’inégalité inverse (1.19),
on a

|I4| =
∫
Kn

(ν(C(t))− ν(Cn−1
h ))u(t) · rot ηKndx

≤ c1
I(2)h−1

Kn
λ‖Cn−1

h − C(t)‖L2(Kn)‖u(t)‖L∞(Kn)d‖ηKn‖L2(Kn)p .

(3.126)

On passe à la majoration de I5, on utilise l’inégalité inverse (1.19) et l’inégalité (3.112),
ainsi on obtient

|I5| ≤ c1
I(2)h−1

Kn

[
‖Cn−1

h − C(t)‖L2(Kn) + hKn|Cn−1
h − C(t)|1,Kn

+ ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

]
‖ηKn‖L2(Kn)p

(3.127)

On regroupe l’égalité (3.122) et les majorations (3.123) à (3.127), de plus ‖ηKn‖L2(Kn)p ≤
‖ rot(fnh (Cn−1

h )−νh(Cn−1
h )unh)‖L2(Kn)p ; on simplifie par ‖ rot(fnh (Cn−1

h )−νh(Cn−1
h )unh)‖L2(Kn)p

puis on élève au carré, ainsi on obtient finalement la majoration de ‖ rot(fnh (Cn−1
h ) −

νh(C
n−1
h )unh)‖2

L2(Kn)p . On passe maintenant à la majoration du dernier terme de l’indica-
teur (ηhn,Kn,2

)2.
On prend dans (3.120), η = ηen , où

ηen =

{
Len([(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n]enψen) sur Kn ∪K ′n

0 sur Ω\Kn ∪K ′n.
(3.128)

Ainsi,∫
en

|[(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh)× n]en|2ψends
]

= −
∫
Kn∪K′n

rot(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh) · ηendx

+

∫
Kn∪K′n

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · rot ηendx +

∫
Kn∪K′n

(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))uh(t) · rot ηendx

+

∫
Kn∪K′n

νh(C
n−1
h )(u(t)− uh(t)) · rot ηendx +

∫
Kn∪K′n

(ν(C(t))− ν(Cn−1
h ))u(t) · rot ηendx

+

∫
Kn∪K′n

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · rot ηendx.

(3.129)

Le membre de gauche de l’égalité (3.129) est exactement ‖(fnh (Cn−1
h ) − νh(C

n−1
h )unh) ×

n]en|ψ
1/2
en ‖L2(en)d et est minoré par C1‖(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh)× n]en‖L2(en) par l’inéga-

lité (3.3). Ainsi, pour la majoration des termes de droite de l’égalité (3.129) ; on vient
de majorer le premier terme et pour le deuxième au sixième termes on réfère aux in-
égalités (3.108), (3.90), (3.111), (3.126), (3.112) respectivement ; de plus, on utilise l’in-
égalité (3.3) pour la majoration de ‖ rot ηen‖L2(Kn∪K′n)p , on simplifie par ‖(fnh (Cn−1

h ) −
νh(C

n−1
h )unh) × n]en‖L2(en), on élève au carré et on multiplie par hen , on obtient la majo-

ration de ‖[(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh)× n]en‖2
L2(en)d

.
Ainsi, on trouve le résultat voulu en regroupant les inégalités obtenues, en intégrant sur
[tn−1, tn] et en utilisant le Théorème 3.25.
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3.3 Estimation d’erreur a posteriori du deuxième schéma

On dérive une estimation d’erreur a posteriori de la discrétisation P1b, P1, P1 du problème
(V2) ci-dessous au sens des distributions en temps sur ]0, T [ :

(V2)



Trouver (u(t), p(t), C(t)) ∈ L2(Ω)d × (H1(Ω) ∩ L2
0(Ω))×H1

0 (Ω) tel queC(0) = 0 et

∀v ∈ L2(Ω)d,

∫
Ω

ν(C(t))u(t) · v dx +

∫
Ω

∇ p(t) · v dx =

∫
Ω

f(., t, C(t)) · v dx ,

∀ q ∈ H1(Ω) ∩ L2
0(Ω),

∫
Ω

∇ q · u(t) dx = 0,

∀S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

d

dt

∫
Ω

C(t)Sdx + α

∫
Ω

∇C(t) · ∇S dx +

∫
Ω

(u(t) · ∇)C(t)S dx

+r0

∫
Ω

C(t)S dx =

∫
Ω

g(t)S dx .

On s’intéresse à la discrétisation du problème (V2) par le schéma “P1 + bulle”, P1, P1 où
on discrétise en espace la vitesse u avec les éléments finis “P1 +bulle”, la pression p par les
éléments finis P1 et la concentration C par les éléments finis P1 et on discrétise en temps par
la méthode d’Euler implicite. On note les espaces discrets correspondants respectivement
par Xn,h,2, Mn,h,2 et Yn,h. On obtient la formulation variationnelle suivante : pour tout
n ∈ [[1, N ]]

(Vn,h,2)



Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h, trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel queC0

h = 0,

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn(Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h, trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (unh)Cn
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn Sh dx .

3.3.1 Résidus pour le problème de Darcy

Dans cette section, on écrit les équations des résidus correspondantes au problème de
Darcy.
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Définition 3.31. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout v ∈ L2(Ω)d, on définit le résidu
Rn

1 (v) sur ]tn−1, tn] par

∀t ∈]tn−1, tn], Rn
1 (v)(t) =

∫
Ω

ν(C(t))u(t) · vdx +

∫
Ω

∇p(t) · vdx

−
∫

Ω

ν(Ch(t))uh(t) · vdx−
∫

Ω

∇ph(t) · vdx.

(3.130)

Remarque 3.32. En utilisant la première équation du problème continu, on obtient une
définition équivalente du résidu, donnée pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout t ∈]tn−1, tn] par

Rn
1 (v)(t) =

∫
Ω

f(t, C(t)) · vdx−
∫

Ω

ν(Ch(t))u
n
h · vdx−

∫
Ω

∇pnh · vdx. (3.131)

Lemme 3.33. Pour tout n ∈ [[1, N ]], le résidu Rn
1 vérifie l’égalité : pour tout v ∈ L2(Ω)d

et pour tout t ∈]tn−1, tn], Rn
1 (v)(t) = R̃n

1 (v)(t), où

R̃n
1 (v)(t) =

∫
Ω

(
f(t, C(t))− fn(Cn−1

h )
)
· vdx +

∫
Ω

(
ν(Cn−1

h )− ν(Ch(t))
)
unh · vdx

+

∫
Ω

(
fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh −∇pnh

)
· vdx.

(3.132)

Démonstration. Il suffit d’ajouter et de retrancher
∫

Ω

ν(Cn−1
h )unh ·vdx et

∫
Ω

fn(Cn−1
h )·vdx

dans (3.131) pour obtenir le résultat.

Définition 3.34. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout q ∈ H1(Ω), on définit le résidu Rn
2 (q)

sur ]tn−1, tn] par :

Rn
2 (q)(t) =

∫
Ω

∇q · (u(t)− unh)dx =

∫
Ω

∇q · (u(t)− uh(t))dx. (3.133)

Lemme 3.35. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout q ∈ H1(Ω), le résidu Rn
2 vérifie l’égalité :

Rn
2 (q) = R̃n

2 (q), pour tout t ∈]tn−1, tn],

R̃n
2 (q)(t) =

∑
Kn∈Tnh

[ ∫
Kn

(q−qh)divunhdx−
∑

en∈∂Kn∩Ebnh

∫
en

(unh ·n)(q−qh)ds
]
, ∀qh ∈Mn,h,2.

(3.134)

Démonstration. Soit q ∈ H1(Ω). En utilisant la deuxième équation de (V2), Rn
2 (q) s’écrit :

Rn
2 (q)(t) = −

∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

∇q · unhdx. (3.135)

Comme
∫

Ω

∇qh · unh = 0, alors pour tout qh ∈Mn,h,2,

Rn
2 (q)(t) = −

∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

∇(q − qh) · unhdx. (3.136)
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On effectue une intégration par parties, et on obtient

Rn
2 (q)(t) = −

∑
Kn∈Tnh

[ ∫
Kn

(q − qh)div unhdx−
∫
∂Kn

(unh · n)(q − qh)ds
]
. (3.137)

Or,∑
Kn∈Tnh

∫
∂Kn

(unh·n)(q−qh)ds =
∑

Kn∈Tnh

∫
∂Kn∩Ebnh

(unh·n)(q−qh)ds+
∑

en∈Einh

∫
en

[unh·n]en(q−qh)ds,

mais [unh · n]en = 0 pour en ∈ E inh car unh est continu sur Ω. D’où, on obtient le résultat
voulu.

3.3.2 Résidu pour l’équation de convection-diffusion-réaction

Lemme 3.36. La concentration exacte C et la concentration approchée Ch vérifient pour
tout S ∈ H1

0 (Ω), pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout t ∈]tn−1, tn] :(
∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ α(∇(C − Ch)(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇Ch(t), S)

+ r0((C − Ch)(t), S)− 1

2
(div uh(t)Ch(t), S)

= (g(t), S)−
(
∂

∂t
Ch(t), S

)
− (uh(t).∇Ch(t), S)− 1

2
(div uh(t)Ch(t), S)

− r0(Ch(t), S)− α(∇Ch(t),∇S).

(3.138)

Démonstration. On part de la troisième équation du problème (V2) :(
∂

∂t
C(t), S

)
+ α(∇C(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t), S) + r0(C(t), S) = (g(t), S)

On intercale
(
∂

∂t
Ch(t), S

)
, α(∇Ch(t),∇S), (uh·∇Ch(t), S), 1

2
(div uhCh(t), S), r0(Ch(t), S)

respectivement dans les termes de l’égalité précédente, on obtient(
∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ α(∇(C − Ch)(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇Ch(t), S)

+ r0((C − Ch)(t), S)− 1

2
(div uh(t)Ch(t), S) +

(
∂

∂t
Ch(t), S

)
+ α(∇Ch(t),∇S) + (uh(t) · ∇Ch(t), S) + r0(Ch(t), S) +

1

2
(div uh(t)Ch(t), S)

= (g(t), S).

On obtient donc l’égalité voulue.
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Définition 3.37. On introduit le résidu total R(Ch) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), défini pour tout
n ∈ [[1, N ]], pour tout t ∈]tn−1, tn] et pour tout S ∈ H1

0 (Ω) :

〈R(Ch)(t), S〉 = (g(t), S)−
(

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ), S

)
− (uh(t) · ∇Ch(t), S)

− 1

2
(div uh(t)Ch(t), S)− r0(Ch(t), S)− α(∇Ch(t),∇S).

(3.139)

Lemme 3.38. Pour tout S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), pour tout Sh ∈ Yn,h pour tout n ∈ [[1, N ]]

et pour tout t ∈]tn−1, tn], le résidu R(Ch) vérifie

〈R(Ch)(t), S〉 = 〈g(t)− gn, S〉+ 〈gn − gnh +Rh(Ch)(t), S − Sh〉+ 〈Rτ (Ch)(t), S〉, (3.140)

où Rh est le résidu spatial défini par

〈Rh(Ch)(t), S〉 =
∑

Kn∈Tnh

{∫
Kn

(
gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h − r0C

n
h

+ α∆Cn
h

)
(x)× S(x)dx− 1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[α∇Cn
h · n]en(σ) · S(σ)dσ

}
,

(3.141)

et Rτ est le résidu temporel défini par

〈Rτ (Ch)(t), S〉 =
tn − t
τn

∑
Kn∈Tnh

{
1

2

∫
Kn

unh · ∇(Cn
h − Cn−1

h )(x)S(x)dx

+ r0

∫
Kn

(Cn
h − Cn−1

h )(x)S(x)dx +

∫
Kn

α∇(Cn
h − Cn−1

h )(x)∇S(x)dx

− 1

2

∫
Kn

unh · ∇S(x)(Cn
h − Cn−1

h )(x)dx

}
.

(3.142)

Démonstration. On intercale Cn
h dans le troisième, le quatrième et le cinquième termes

de l’équation (3.139) et on intercale ∇Cn
h dans le dernier terme, et on obtient

〈R(Ch)(t), S〉 = (g(t), S)−
(
∂

∂t
Ch(t), S

)
− (uh(t) · ∇(Ch(t)− Cn

h ), S)

− 1

2
(div uh(t)(Ch(t)− Cn

h ), S)− r0((Ch(t)− Cn
h ), S)− α(∇(Ch(t)− Cn

h ),∇S)

− (uh(t) · ∇Cn
h , S)− 1

2
(div uh(t)C

n
h , S)− r0(Cn

h , S)− α(∇Cn
h ,∇S).

(3.143)

Ainsi, en utilisant la troisième égalité de la formulation variationnelle (Vn,h,2), en ap-
pliquant la formule de Green sur le terme α(∇Cn

h ,∇S) et en intercalant gnh , pour tout
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Sh ∈ Yn,h,

〈R(Ch)(t), S〉 = (g(t)− gn, S) + (gn − gnh , S − Sh)

+ (gnh −
∂

∂t
Ch(t)− uh(t) · ∇Cn

h −
1

2
div uh(t)C

n
h − r0C

n
h − α∆Cn

h , S − Sh)

− 1

2

∑
en∈Einh

∫
en

[α∇Cn
h · n]en(σ) · (S − Sh)dσ − (uh(t) · ∇(Ch(t)− Cn

h ), S)

− 1

2
(div uh(t)(Ch(t)− Cn

h ), S)− r0((Ch(t)− Cn
h ), S)− α(∇(Ch(t)− Cn

h ),∇S).

(3.144)

Comme pour tout t ∈ [tn−1, tn]

Ch(t)− Cn
h =

t− tn
τn

(Cn
h − Cn−1

h ),

et
uh(t)|]tn−1,tn] = unh.

Ainsi, en effectuant une intégration par parties sur le terme
1

2
(divuh(t)(Ch(t) − Cn

h ), S),
on aura le résultat souhaité.

Remarque 3.39. L’utilité de cette forme du résidu réside dans le fait qu’elle permet
de distinguer les deux sources d’erreur de discrétisation : l’erreur temporelle et l’erreur
spaciale.

Définition 3.40. On définit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,1
et ηhn,Kn,2

pour tout
n ∈ [[1, N ]] et pour tout Kn ∈ Tnh par :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn(Cn−1
h )−ν(Cn−1

h )unh−∇pnh‖2
L2(Kn)d+h2

Kn
‖div unh‖2

L2(Kn)+
∑

en∈∂Kn∩Ebnh

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(3.145)
où φenh est défini par (3.4),

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en),

ainsi que l’indicateur en temps défini par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

3.3.2.1 Majorations des résidus pour l’équation de convection-diffusion-réaction

L’objectif de cette partie est de majorer le résidu spatial et le résidu temporel par les
indicateurs d’erreurs.
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Lemme 3.41. Pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout S ∈ H1
0 (Ω), on a :

|〈Rh(Ch), S − Sh〉| ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

)1/2

|S|1,Ω. (3.146)

où Sh = RnhS où Rnh est l’opérateur de Clément.

Démonstration. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur l’égalité (3.141), on ob-
tient :

|〈Rh(Ch)(t), S − Sh〉|

≤
∑

Kn∈Tnh

{∥∥∥∥gnh − ∂

∂t
Ch(t)− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥
L2(Kn)

‖S − Sh‖L2(Kn)

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

‖[α∇Cn
h · n]en‖L2(en)‖S − Sh‖L2(en)

}
.

Par les propriétés (2.5) et (2.6) de l’opérateur de Clément Rnh, on a

|〈Rh(Ch)(t), S − Sh〉|

≤
∑

Kn∈Tnh

{
chKn‖gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn)|S|1,∆Kn
+

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

ch1/2
en ‖[α∇C

n
h · n]en‖L2(en)|S|1,∆en

}
.

Comme |S|1,∆en ≤ |S|1,∆Kn
, on utilise l’inégalité (1.4) avec

a = ‖gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn),

a′ =
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

h1/2
en ‖[α∇C

n
h · n]en‖L2(en),

et
b = |S|1,∆Kn

,

pour obtenir

|〈Rh(Ch)(t), S − Sh〉|

≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

{
h2
Kn
‖gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en)

})1/2

|S|1,Ω.
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Par la définition de ηhn,Kn,2
, on obtient

|〈Rh(Ch)(t), S − Sh〉| ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

)1/2

|S|1,Ω.

Lemme 3.42. On suppose que la solution (u, p, C) du problème (V2) vérifie les conditions
du Théorème (2.9) et sous l’hypothèse 3.1, on a pour tout n ∈ [[1, N ]] :

∀S ∈ H1
0 (Ω),∀t ∈ [tn−1, tn], |〈Rτ (Ch)(t), S〉| ≤ c

tn − t
τ

3/2
n

( ∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)1/2

|S|1,Ω.

(3.147)

Démonstration. On commence par la majoration des deuxième et troisième termes de
l’égalité (3.142), en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz,∣∣∣∣∣ ∑

Kn∈Tnh

∫
Kn

(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
Kn∈Tnh

‖Cn
h − Cn−1

h ‖L2(Kn)‖S‖L2(Kn),

ainsi, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev, on aura∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤
( ∑
Kn∈Tnh

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Kn)

)1/2( ∑
Kn∈Tnh

‖S‖2
L2(Kn)

)1/2

≤ ‖Cn
h − Cn−1

h ‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω)

≤ (S0
2)2|Cn

h − Cn−1
h |1,Ω|S|1,Ω,

d’où, ∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤(S0
2)2

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

De plus, ∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

∇(Cn
h − Cn−1

h )∇Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |1,Kn|S|1,Kn ,

ainsi par l’inégalité de Cauchy Schwarz discrète, on obtient :∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

∇(Cn
h − Cn−1

h )∇Sdx

∣∣∣∣∣ ≤
( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.
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Pour la majoration du terme
∫
Kn

unh · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx, on intercale le terme un (voir

Remarque 3.19 qui justifie cette façon de procéder).∫
Kn

unh ·∇(Cn
h−Cn−1

h )Sdx =

∫
Kn

(unh−un)·∇(Cn
h−Cn−1

h )Sdx+

∫
Kn

un ·∇(Cn
h−Cn−1

h )Sdx

Ainsi, en appliquant successivement l’inégalité de Cauchy-Schwarz (L2 − L3 − L6) et
l’inégalité inverse∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c
∑

Kn∈Tnh

‖unh−un‖L2(Kn)d|Cn
h−Cn−1

h |1,Knh
−d/6
Kn
‖S‖L6(Kn).

D’après l’estimation d’erreur a priori (2.9), on a

‖unh − un‖L2(Kn)d ≤ ‖unh − un‖L2(Ω)d ≤ c(h+ τ),

D’où, par l’injection de Sobolev et par l’hypothèse 3.1 (τ ≤ ch), on a∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c
∑

Kn∈Tnh

hh
−d/6
Kn
|Cn

h − Cn−1
h |1,Kn‖S‖L6(Kn).

Finalement, on utilise l’hypothèse 3.1 (hKn ≥ c′h) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz dis-
crète, on obtient∣∣∣∣∣ ∑

Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

De plus, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz (L∞-L2-L2), on a∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

un · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
Kn∈Tnh

‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)|Cn
h − Cn−1

h |1,Kn‖S‖L2(Kn).

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz discrète et les injections de Sobolev, on aura∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

un · ∇(Cn
h − Cn−1

h )Sdx

∣∣∣∣∣ ≤ c̃

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

Pour le terme
∫
Kn

unh · ∇S(Cn
h − Cn−1

h )dx, on intercale
∫
Kn

un · ∇S(Cn
h − Cn−1

h )dx et on

obtient :∫
Kn

unh ·∇S(Cn
h−Cn−1

h )dx =

∫
Kn

(unh−un)·∇S(Cn
h−Cn−1

h )dx+

∫
Kn

un ·∇S(Cn
h−Cn−1

h )dx.

Ainsi,∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇S(Cn
h − Cn−1

h )dx

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
Kn∈Tnh

‖unh − un‖L2(Kn)d|S|1,Kn‖Cn
h − Cn−1

h ‖L∞(Ω),
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Par l’inégalité inverse (1.20) et l’injection de Sobolev, on a

‖Cn
h − Cn−1

h ‖L∞(Ω) ≤ K(hn)|Cn
h − Cn−1

h |1,Ω,

où,

∀n ∈ [[1, N ]], K(hn) =

{
c(1 + | log(hn)|) si d = 2

h
−1/2
n si d = 3,

(3.148)

avec c une constante indépendante de h et de τ .
Ainsi, par l’estimation d’erreur a priori et sous la condition τ ≤ ch, on a∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

(unh − un) · ∇S(Cn
h − Cn−1

h )dx

∣∣∣∣∣ ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

hK(hn)|S|1,Ω,

d’où par la condtion hKn ≥ c′h, on a∣∣∣∣∣ ∑
Kn∈Tnh

∫
Kn

un · ∇S(Cn
h − Cn−1

h )dx

∣∣∣∣∣ ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

|Cn
h − Cn−1

h |21,Kn

)1/2

|S|1,Ω.

Ainsi, en regroupant les majorations précédentes et en multipliant et divisant par τ 1/2
n ,

on obtient (3.147).

3.3.3 Borne supérieure de l’erreur

Dans cette partie, on va dériver une borne supérieure de l’erreur exprimée à l’aide des
indicateurs spatiaux et temporel.
Tout d’abord, on établit la borne supérieure de l’erreur correspondante à l’équation de
Darcy où on majore l’erreur de la vitesse et l’erreur de la pression par les indicateurs
spatiaux temporel et par l’erreur de la concentration.

Lemme 3.43 (Erreur de la vitesse et de la pression). Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les

solutions respectives de (V2) et (Vn,h,2). On rappelle (ηhn,Kn,1
)2 et (ητn,Kn

)2 définis par

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn(Cn−1
h )−ν(Cn−1

h )unh−∇pnh‖2
L2(Kn)+h

2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn)+
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(3.149)
et

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

Sous les hypothèses du Théorème 2.9, on a l’estimation d’erreur suivante, pour tout m =
1, . . . , N :

‖u−uh‖L2(0,tm;L2(Ω)d) + ‖p− ph‖L2(0,tm;H1
0 (Ω))

≤ c‖C − Ch‖L2(0,tm,L2(Ω)) + c′
( m∑

n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn
(
(ηhn,Kn,1)2 + (ητn,Kn

)2
))1/2

+

(∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt

)1/2

,

(3.150)
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où c et c′ sont des constantes indépendantes de hKn et τn.

Démonstration. Majoration de l’erreur de discrétisation de la vitesse

On prend qh = Rnhq dans l’égalité (3.134) et on utilise les propriétés de l’opérateur
de Clément, on obtient, pour tout q ∈ H1(Ω) ∩ L2

0(Ω)

R̃n
2 (q) ≤ c

∑
Kn∈Tnh

[
hKn‖div unh‖L2(Kn)|q|1,∆Kn

+
∑

en∈∂Kn∩Ebnh

h1/2
en ‖φ

en
h ‖L2(en)|q|1,∆en

]
,

(3.151)
où c est une constante indépendante de h.
Comme |q|1,∆en ≤ |q|1,∆Kn

, en utilisant l’inégalité (1.4) avec

a = hKn‖div unh‖L2(Kn), a′ =
∑

en∈∂Kn

h1/2
en ‖φ

en
h ‖L2(en), et b = |q|1,∆Kn

,

on obtient,

R̃n
2 (q) ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

[
h2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn) +
∑

en∈∂Kn∩Ebnh

hen‖φenh ‖
2
L2(en)

])1/2

|q|1,Ω. (3.152)

Par la condition inf-sup (1.22), il existe z ∈ L2(Ω)d tel que, pour tout q ∈ H1(Ω),

R̃n
2 (q) = (∇q, z)

avec

‖z‖L2(Ω)d ≤ sup
q∈H1(Ω)∩L2

0(Ω)

R̃n
2 (q)

|q|1,Ω
.

On obtient donc

‖z′‖L2(Ω) ≤ c

( ∑
Kn∈Tnh

[
h2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn)+
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en)

])1/2

≤
( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,1)2

)1/2

.

(3.153)
On prend v = z0 dans l’égalité (3.132), on obtient∫

Ω

ν(C(t))u(t) · z0dx−
∫

Ω

ν(Ch(t))u
n
h · z0dx

=

∫
Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · z0dx +

∫
Ω

(ν(Cn−1
h )− ν(Ch(t)))u

n
h · z0dx

+

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh) · z0dx.

On simplifie par
∫

Ω

ν(Ch(t))u
n
h ·z0dx, on ajoute et on retranche le terme

∫
Ω

ν(Cn−1
h )u·z0dx

dans l’égalité précédente, on obtient∫
Ω

(ν(C(t))− ν(Cn−1
h ))u · z0dx +

∫
Ω

ν(Cn−1
h )(u− unh) · z0dx

=

∫
Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · z0dx +

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh) · z0dx.
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Comme u− unh = z0 + z, on aura∫
Ω

ν(Cn−1
h )z0 · z0dx =

∫
Ω

(ν(Cn−1
h )− ν(C(t)))u · z0dx +

∫
Ω

ν(Cn−1
h )z · z0dx

+

∫
Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · z0dx

+

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh) · z0dx

(3.154)

On note I1, I2, I3 et I4 respectivement les quatre termes du membre de droite de l’égalité
(3.154).
Comme ν est λ-lipschitzienne alors par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient,

|I1| ≤‖ν(Cn−1
h )− ν(C(t))‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)‖z0‖L2(Ω)d

≤λ‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)‖z0‖L2(Ω)d .

On intercale Ch(t) dans ‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Ω) et on obtient

|I1| ≤λ‖Cn−1
h − Ch(t)‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)‖z0‖L2(Ω)d

+ λ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)‖z0‖L2(Ω)d .

Ainsi,

|I1| ≤ λ‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)‖z0‖L2(Ω)d

(
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Ω)

)
.

De plus, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|I2| =
∣∣∣∣∫

Ω

ν(Cn−1
h )z · z0dx

∣∣∣∣
≤ ν2‖z‖L2(Ω)d‖z0‖L2(Ω)d ,

et

|I3| =
∣∣∣∣∫

Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · z0dx

∣∣∣∣
≤ ‖f(t, C(t))− fn(Cn−1

h )‖L2(Ω)d‖z0‖L2(Ω)d .

On intercale f(Ch(t)) et on utilise les propriétés de f pour obtenir

|I3| ≤ c∗f1
(
‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω)+

t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω)

)
‖z0‖L2(Ω)d

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d‖z0‖L2(Ω)d

et

|I4| =
∣∣∣∣∫

Ω

(fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh) · z0dx

∣∣∣∣
≤ ‖fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh −∇pnh‖L2(Ω)d‖z0‖L2(Ω)d .
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En regroupant toutes les majorations obtenues, l’égalité (3.154) donne :

ν1‖z0‖L2(Ω)d ≤λ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)

+ λ
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d) + ν2‖z‖L2(Ω)d

+ c∗f1‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω) + c∗f1
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) + ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d

+ ‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖L2(Ω)d .

D’où, avec ‖u− unh‖L2(Ω)d ≤ ‖z0‖L2(Ω)d + ‖z‖L2(Ω)d ,

‖u− unh‖L2(Ω)d ≤
1

ν1

[
λ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)

+ λ
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω)‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d) + (ν1 + ν2)‖z‖L2(Ω)d

+ c∗f1‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω) + c∗f1
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω)

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d + ‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖L2(Ω)d

]
.

(3.155)

Comme u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d), on peut écrire

‖u− unh‖L2(Ω)d ≤c1‖Ch(t)− C(t)‖L2(Ω) + c2
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) + c3‖z‖L2(Ω)d

+ c4‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖L2(Ω)d + c5‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d .

(3.156)

Finalement, on utilise l’inégalité (3.153), on élève au carré, on intègre entre tn−1 et tn et
on somme sur n ∈ {1, . . . ,m}, pour obtenir

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖u− unh‖2
L2(Ω)ddt ≤ c′

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖Ch(t)− C(t)‖2
L2(Ω)dt

+ c′′
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

(tn−1 − t)2

τ 2
n

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω)dt+ c′′′

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,1)2dt

+
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt.

(3.157)

Ainsi, comme Cn
h − Cn−1

h ∈ H1
0 donc ‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

L2(Ω) ≤ |Cn
h − Cn−1

h |21,Ω,

‖u− uh‖2
L2(0,tm;L2(Ω)d) ≤ c′‖C − Ch‖2

L2(0,tm;L2(Ω)) + c′′
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn(ηhn,Kn,1)2 + (ητn,Kn

)2

)
+

∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt.

(3.158)
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Majoration de l’erreur de discrétisation de la pression

On part de l’égalité (3.132) du lemme 3.33, on intercale le terme
∫

Ω

ν(Cn−1
h )u(t) · vdx et

on obtient :∫
Ω

∇(p− pnh) · vdx =

∫
Ω

(f(t, C(t))− fn(Cn−1
h )) · vdx +

∫
Ω

(ν(Cn−1
h )− ν(C(t)))u(t) · vdx

+

∫
Ω

ν(Cn−1
h )(unh − u(t)) · vdx

+

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh) · vdx.

(3.159)

Pour le terme à gauche de l’égalité (3.159), on applique la condition inf-sup (1.6) et on
majore les termes de droite de l’égalité (3.159) comme précédemment, ainsi on obtient :

|p− pnh|1,Ω ≤c∗f1‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω) + c∗f1
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) + ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d

+ λ

(
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) + ‖Ch(t)− C(t)‖L2(Ω)

)
‖u‖L∞(0,T ;L∞(Ω)d)

+ ν2‖unh − u(t)‖L2(Ω)d + ‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖L2(Ω)d .

Comme u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d), on peut écrire

|p− pnh|1,Ω ≤c̃1‖C(t)− Ch(t)‖L2(Ω) + c̃2
t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) + ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Ω)d

+ c̃3‖unh − u(t)‖L2(Ω)d + c̃4‖f(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖L2(Ω)d .

On élève au carré, on intègre entre tn−1 et tn puis on somme sur n = {1, . . . ,m} et on
obtient
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|p− pnh|21,Ωdt ≤c̃1

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖C(t)− Ch(t)‖2
L2(Ω)dt+ c̃2

m∑
n=1

τn|Cn
h − Cn−1

h |21,Ω

+
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt+ c̃3

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

‖unh − u(t)‖2
L2(Ω)ddt

+ c̃4

m∑
n=1

τn‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Ω)d .

D’où, la majoration suivante de l’erreur de discrétisation de la pression

‖p− ph‖2
L2(0,tm;H1

0 (Ω)) ≤c̃1‖C − Ch‖2
L2(0,tm;L2(Ω)) + c̃2

m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn(ηhn,Kn,1)2 + (ητn,Kn

)2

)
+ c̃3‖uh − u‖2

L2(0,tm;L2(Ω)d) +

∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt.

(3.160)

Finalement, on regroupe les majorations (3.158) et (3.160) pour obtenir la majoration
(3.150).
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Le lemme suivant donne une borne supérieure de l’erreur de la concentration à l’aide
des indicateurs spatiaux et temporel et à l’aide de l’erreur de la vitesse.

Lemme 3.44 (Erreur de la concentration). Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les solutions

respectives de (V2) et (Vn,h,2). Sous les hypothèses du Théorème 2.9, on a l’estimation
d’erreur suivante : ∀n ∈ [[1, N ]], ∀t ∈]tn−1, tn],

1

2

d

dt
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2
|C(t)− Ch(t)|21,Ω + r0‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω)

≤ c1‖g(t)− gn‖2
L2(Ω) + c2

∑
Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) + c3

∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

+ c4
(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 + c5‖uh(t)− u(t)‖2

L2(Ω)d .

(3.161)

Démonstration. D’après l’égalité (3.138) et la définition 3.37, on a pour tout S ∈ H1
0 (Ω),(

∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ α(∇(C − Ch)(t),∇S) + r0((C − Ch)(t), S)

=

(
R(Ch(t)), S

)
+ (uh(t) · ∇Ch(t)− u(t) · ∇C(t), S)

+
1

2
(div uh(t)Ch(t), S),∀n ∈ [[1, N ]], ∀t ∈]tn−1, tn],

(3.162)

On note

T = (uh(t) · ∇Ch(t)− u(t) · ∇C(t), S) +
1

2
(div uh(t)Ch(t), S). (3.163)

On intercale dans T les termes (uh(t) · ∇C(t), S) et
1

2
(div uh(t)C(t), S) et on obtient :

T =(uh(t) · ∇(Ch(t)− C(t)), S) + (uh(t) · ∇C(t), S)− (u(t) · ∇C(t), S)

+
1

2
(div uh(t)(Ch − C)(t), S) +

1

2
(div uh(t)C(t), S).

(3.164)

En prenant S = C − Ch et en tenant compte de la proposition 1.21, T devient :

T = (uh(t) · ∇C(t), S)− (u(t) · ∇C(t), S) +
1

2
(div uh(t)C(t), S). (3.165)

De plus, comme div u = 0, alors on aura

T = ((uh − u)(t) · ∇C(t), S) +
1

2
(div (uh − u)(t)C(t), S). (3.166)

On effectue une intégration par partie dans le deuxième terme de T , on obtient :

T =((uh − u)(t) · ∇C(t), S)− 1

2
((uh − u)(t) · ∇C(t), S)

− 1

2
((uh − u)(t) · ∇S,C(t)).

(3.167)
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D’où,

T =
1

2
((uh − u)(t) · ∇C(t), S)− 1

2
((uh − u)(t) · ∇S,C(t)). (3.168)

Ainsi, l’inégalité de Cauchy-Schwarz L2-L3-L6 pour le premier terme et L2-L2-L∞ pour
le deuxième terme de T , donne

|T | ≤ 1

2
S0

6‖(uh − u)(t)‖L2(Ω)d|C(t)|W 1,3(Ω)|S|1,Ω +
1

2
‖(uh − u)(t)‖L2(Ω)d|S|1,Ω‖C(t)‖L∞(Ω).

(3.169)
En prenant S = C − Ch dans l’égalité (3.162), on obtient

1

2

d

dt
‖C − Ch‖2

L2(Ω) + α|C − Ch|21,Ω + r0‖C − Ch‖2
L2(Ω) = 〈R(Ch(t)), S〉+ T. (3.170)

Or, en utilisant l’égalité (3.140), les inégalités (3.146) et (3.147), on obtient

|〈R(Ch), S〉| ≤‖g − gn‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω) + |〈gn − gnh , S −RnhS〉|

+ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

)1/2

|S|1,Ω + c
tn − t
τ

3/2
n

( ∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)1/2

|S|1,Ω.

(3.171)

Finalement, on regroupe les majorations (3.169) et (3.171), l’égalité (3.170) devient :
1

2

d

dt
‖C − Ch‖2

L2(Ω) + α|C − Ch|21,Ω + r0‖C − Ch‖2
L2(Ω)

≤ (S0
2)‖g − gn‖L2(Ω)|C − Ch|1,Ω + c

( ∑
Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

)1/2

|C − Ch|1,Ω

+ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

)1/2

|C − Ch|1,Ω + c
tn − t
τ

3/2
n

( ∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)1/2

|C − Ch|1,Ω

+
1

2
S0

6‖(uh − u)(t)‖L2(Ω)d|C(t)|W 1,3(Ω)|C − Ch|1,Ω

+
1

2
‖(uh − u)(t)‖L2(Ω)d‖C(t)‖L∞(Ω)|C − Ch|1,Ω.

(3.172)

En appliquant l’inégalité (1.2) pour ξ1 =
α

6(S0
2)2

et ξi =
α

6
avec i = 2, . . . , 6, on aura

1

2

d

dt
‖C − Ch‖2

L2(Ω) +
α

2
|C − Ch|21,Ω + r0‖C − Ch‖2

L2(Ω)

≤ 3(S0
2)2

α
‖g − gn‖2

L2(Ω) +
3

α
c
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

+
3c

α

∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2 +
3c

α

(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

+
3S0

6

4α
‖(uh − u)(t)‖2

L2(Ω)d|C(t)|2W 1,3(Ω)

+
3

4α
‖(uh − u)(t)‖2

L2(Ω)d‖C(t)‖2
L∞(Ω).

(3.173)
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Ainsi, on obtient le résultat voulu.

Pour majorer l’erreur de discrétisation de la concentration, il faut qu’on majore le
dernier terme de l’erreur donnée par l’équation (3.5).

Lemme 3.45. La solution exacte C et la solution approchée Ch vérifient la majoration
suivante :

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

|C(s)− πτCh(s)|21,Ωds ≤ c

(∫ tm

0

|C(s)− Ch(s)|21,Ωds+
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2

)
,

(3.174)
où πτ est défini dans la page 18 et c est une constante positive indépendante de τ et h.

Démonstration. Soit n ∈ [[1, N ]], pour tout t dans ]tn−1, tn], on a

|C(t)− πτCh(t)|21,Ω ≤
(
|C(t)− Ch(t)|1,Ω + |Ch(t)− Cn

h |1,Ω
)2

≤
(
|C(t)− Ch(t)|1,Ω +

tn − t
τn
|Cn

h − Cn−1
h |1,Ω

)2

≤ 2

(
|C(t)− Ch(t)|21,Ω +

(t− tn
τn

)2|Cn
h − Cn−1

h |21,Ω
)
.

On intégre entre tn−1 et tn et on somme sur n. L’estimation découle de la définition de
ητn,Kn

.

Les lemmes 3.43, 3.44 et 3.45 permettent de montrer dans le théorème suivant la borne
d’erreur totale correspondante à nos estimations d’erreur a posteriori.

Théorème 3.46. Soient (u, p, C) et (unh, p
n
h, C

n
h ) les solutions respectives de (V2) et (Vn,h,2)

et soit [[·]] la norme définie par (3.5). Sous les hypothèses du Théorème 2.9, on a l’esti-
mation d’erreur suivante pour tout m ∈ {1, . . . , N} :

‖u−uh‖L2(0,tm;L2(Ω)d) + ‖p− ph‖L2(0,tm;H1
0 (Ω)) + [[C − Ch]](tm)

≤ C1

(
‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω)) +
m∑
n=1

τn
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

)1/2

+ C ′1

m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(
τn
(
(ηhn,Kn,1)2 + (ηhn,Kn,2)2

)
+ (ητn,Kn

)2

)1/2

+

(∫ tm

0

‖f0(t)− πτ f0‖2
L2(Ω)ddt

)1/2

,

(3.175)

où C1 et C ′1 sont des constantes indépendantes de h et τ .
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Démonstration. On remplace (3.155) dans l’inégalité (3.161), on obtient :

1

2

d

dt
‖C − Ch‖2

L2(Ω) +
α

2
|C − Ch|21,Ω + r0‖C − Ch‖2

L2(Ω)

≤ c
(
‖g − gn‖2

L2(Ω) +
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +
∑

Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

+
(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 + ‖z‖2

L2(Ω)d +
(t− tn−1)2

τ 2
n

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Ω) + ‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(Ω)d

)
+ c̄‖Ch(t)− C(t)‖2

L2(Ω).

(3.176)

On note par
f : R+ → R

t 7→ f(t)

tel que

f(t)|]tn−1,tn] = c
(
‖g − gn‖2

L2(Ω) +
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +
∑

Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

+
(tn − t)2

τ 3
n

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 + ‖z‖2

L2(Ω) +
(t− tn−1)2

τ 2
n

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω)

+ ‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Ω)d + ‖f0(t)− f0(tn)‖2

L2(Ω)d

)
.

(3.177)

On intègre l’inégalité (3.176) entre 0 et t et on obtient :

1

2
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2

∫ t

0

|C(τ)− Ch(τ)|21,Ωdτ + r0

∫ t

0

‖C(τ)− Ch(τ)‖2
L2(Ω)dτ

≤
∫ t

0

f(τ)dτ + c̄

∫ t

0

‖C(τ)− Ch(τ)‖2
L2(Ω)dτ.

(3.178)

On désigne par f̄ la fonction :

f̄ : t→ f̄(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ.

Ainsi, en appliquant le lemme 1.5 de Gronwall-Bellman pour

y(t) =
1

2
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Ω) +
α

2

∫ t

0

|C(τ)− Ch(τ)|21,Ωdτ + r0

∫ t

0

‖C(τ)− Ch(τ)‖2
L2(Ω)dτ,

ḡ(t) = 1,

et
k̄(τ) = c̄,
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on obtient :

y(t) ≤ f̄(t) + c̄ exp(c̄T )

∫ t

0

f̄(τ)dτ. (3.179)

Soit τ entre 0 et t, f̄ étant croissante, on a

f̄(τ) ≤ f̄(t).

D’où, l’inégalité (3.179) s’écrit :

y(t) ≤ f̄(t) + tc̄ exp(c̄T )f̄(t).

Pour t = tm, on obtient

y(tm) ≤ (1 + T c̄ exp(c̄T ))f̄(tm) ≤ C̄1f̄(tm). (3.180)

Or,

f̄(tm) =

∫ tm

0

f(τ)dτ =
m∑
n=1

∫ tn

tn−1

f(τ)dτ.

D’où, on obtient

f̄(tm) = c
(
‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω)) +
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

τn(ηhn,Kn,2)2

+
1

3

m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

(ητn,Kn
)2 +

m∑
n=1

τn‖z‖2
L2(Ω)d +

1

3

m∑
n=1

τn‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Ω)

+
m∑
n=1

τn‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Ω)d + ‖f0 − πτ f0‖2

L2(0,tm;L2(Ω)d)

)
.

Comme
‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

L2(Ω) ≤ ‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
1,Ω

et en utilisant la majoration (3.153) de ‖z‖, on a

‖z‖2
L2(Ω)d + ‖fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh −∇pnh‖2

L2(Ω)d ≤ (ηhn,Kn,1)2,

et d’après l’inégalité (3.180), on obtient finalement la majoration suivante :

‖C(tm)− Ch(tm)‖2
L2(Ω) + α‖C − Ch‖2

L2(0,tm;H1
0 (Ω)) + 2r0‖C − Ch‖2

L2(0,tm;L2(Ω))

≤ c

(
‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω)) +
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

+
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

[
τn

(
(ηhn,Kn,2)2 + (ηhn,Kn,1)2

)
+ (ητn,Kn

)2

]
+ ‖f0 − πτ f0‖2

L2(0,tm;L2(Ω)d)

)
.

(3.181)

Ainsi, en regroupant les inégalités (3.181) et (3.150) et en utilisant le lemme 3.45, on
obtient le résultat voulu.



99

Lemme 3.47. Sous les hypothèses du Théorème 2.9, les solutions (u, C) et (uh, πτCh)
des problèmes (V2) et (Vn,h,2) respectivement vérifient l’inégalité suivante pour tout m ∈
{1, . . . , N} :∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch) + u · ∇C − uh · ∇πτCh −

1

2
divuhπτCh + r0(C − πτCh)

∥∥∥∥
L2(0,tm;H−1(Ω))

≤ c

( m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

[τn(ηhn,Kn,2)2 + (ητn,Kn
)2] + ‖g − πτg‖2

L2(0,tm;L2(Ω))

+
m∑
n=1

∑
Kn∈Tnh

τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +

∫ tm

0

|C(s)− Ch(s)|21,Ωds
)1/2

.

(3.182)

où c est une constante qui ne dépend pas de τ et h.

Démonstration. On part de la troisième équation de (V2) : pour tout n ∈ [[1, N ]], pour
tout t ∈]tn−1, tn](

∂

∂t
C(t), S

)
+ α(∇C(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t), S) + r0(C(t), S) = (g(t), S),

où S ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Les hypothèses du Corrolaire 2.10 impliquent que cette équation a un sens aussi pour
S ∈ H1

0 (Ω).
On rappelle que πτCh(t)|]tn−1,tn] = Cn

h . On intercale Ch(t) dans le premier terme, πτCh(t)
dans le second terme, uh(t) · ∇πτCh(t) dans le troisième terme et πτCh(t) dans le qua-

trième terme et on intercale le terme
1

2
(div uh(t)πτCh(t), S), on obtient ainsi en utilisant

l’équation (3.141) :(
∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ α(∇(C − πτCh)(t),∇S) + (u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇πτCh(t), S)

+ r0((C − πτCh)(t), S)− 1

2
(divuh(t)πτCh(t), S)

= (g(t), S)− (
∂

∂t
Ch(t), S)− α(∇πτCh(t),∇S)− (uh(t) · ∇πτCh(t), S)

− r0(πτCh(t), S)− 1

2
(divuhπτCh(t), S).

On utilise la définition de Rh(Ch) donnée par (3.141) pour obtenir l’égalité suivante :(
∂

∂t
(C − Ch)(t), S

)
+ (u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇πτCh(t), S)

+ r0(C − πτCh)(t), S)− 1

2
(divuh(t)πτCh(t), S)

= −α(∇(C − πτCh)(t),∇S) + 〈g(t)− gnh +Rh(Ch)(t), S〉.
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D’où,∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− uh(t) · ∇πτCh(t) + r0(C − πτCh)(t)−
1

2
divπτuh(t)πτCh(t)

∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ sup
S∈H1

0 (Ω)

1

‖S‖H1
0 (Ω)

[(
∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− uh · ∇πτCh(t) + r0(C − πτCh)(t)

− 1

2
divuh(t)πτCh(t), S

)]
≤ sup

S∈H1
0 (Ω)

−α(∇(C − πτCh)(t),∇S) + 〈g(t)− gnh +Rh(Ch)(t), S〉
‖S‖H1

0 (Ω)

.

Pour le premier terme du second membre de l’inégalité précédente, on a

|(∇(C − πτCh)(t),∇S)| ≤ |C − πτCh|1,Ω|S|1,Ω.

Pour le second terme, en utilisant la même démarche que dans le lemme 3.38, on intercale
gn et on obtient

〈g(t)− gn + gn − gnh +Rh(Ch)(t), S〉 = 〈g(t)− gn, S〉+ 〈gn − gnh +Rh(Ch)(t), S − Sh〉,

où Sh ∈ Yn,h.
D’où, en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant l’inégalité (3.146), on
obtient∣∣〈g(t)− gn + gn − gnh +Rh(Ch)(t), S〉

∣∣ ≤‖g(t)− gn‖L2(Ω)‖S‖L2(Ω) + ‖gn − gnh‖L2(Ω)‖S − Sh‖L2(Ω)

+ c

( ∑
Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

)1/2

|S|1,Ω.

On prend Sh = RnhC et on utilise l’inégalité suivante (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), on obtient∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− uh · ∇πτCh(t) + r0(C − πτCh)(t)−
1

2
divuhπτCh(t)

∥∥∥∥
H−1(Ω)

≤ c

(
|C − πτCh|21,Ω + ‖g(t)− gn‖2

L2(Ω) +
∑

Kn∈Tnh

h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn) +
∑

Kn∈Tnh

(ηhn,Kn,2)2

)1/2

.

On intègre par rapport à t sur ]tn−1, tn] puis on somme sur n allant de 0 à m. On utilise
le résultat du lemme 3.45 et on obtient finalement le résultat voulu.

Le Théorème 3.46 et le Lemme 3.47 résument notre estimation d’erreur a posteriori
qui donne une borne supérieure globale, en utilisant les indicateurs définis par la définition
3.40.
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3.3.4 Efficacité des indicateurs

Dans cette section, on montre l’efficacité de l’estimation d’erreur a posteriori, cela peut-
être fait en délimitant localement chaque indicateur avec l’erreur entre les solutions exactes
et numériques. Ses bornes sont appelées bornes inférieures de l’erreur.
Pour accomplir la preuve d’efficacité souhaitée, on introduit des approximations fnh de fn

et νh de ν comme suit :
On approche la viscosité ν par une constante sur chaque triangle Kn : On définit l’opéra-
teur νh sur Lp(Kn) par

ξ ∈ Lp(Kn), νh(ξ)|Kn =
1

|Kn|

∫
Kn

ν(ξ(x))dx.

Cet opérateur νh vérifie les propriétés suivantes :

• Pour tout ξ ∈ Lp(Kn), d’après l’inégalité (1.12), on a :

ν1 ≤ νh(ξ) ≤ ν2. (3.183)

• Pour tout ξ1, ξ2 appartenant à l’espace Lp(Kn), comme ν est λ-lipschitzienne, on a :

|νh(ξ1)− νh(ξ2)|Kn ≤
λ

|Kn|

∫
Kn

|ξ1(x)− ξ2(x)|dx. (3.184)

• Pour tout ξ1, ξ2 appartenant à l’espace Lp(Kn), on a :

‖νh(ξ1)− νh(ξ2)‖Lp(Kn) ≤ λ‖ξ1 − ξ2‖Lp(Kn). (3.185)

De même, on approche la fonction fn par une constante sur chaque triangle Kn : On
définit l’opérateur fnh sur Lp(Kn) par

∀ξ ∈ Lp(Kn), fnh (ξ)|Kn =
1

|Kn|

∫
Kn

fn(ξ(x))dx,

fnh vérifie les mêmes propriétés que celle de la viscosité νh cité précédemment.

Remarque 3.48. Il est important de noter que fnh et νh sont dans P0(Kn) sur chaque
triangle Kn, ainsi on peut utiliser les propositions 3.2 et 3.3 qui tiennent sur les fonctions
polynomiales

On commence par la majoration de l’indicateur ητn,Kn
:

Théorème 3.49. Pour tout n ∈ {1, . . . , N}, on a l’estimation suivante :(
ητn,Kn

)2 ≤ c̃
(
‖C − Ch‖2

L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖C − πτCh‖2
L2(tn−1,tn;H1(Kn))

)
, (3.186)

où c̃ est une constante indépendante de h et τ .
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Démonstration. On part de la définition (1.17) de Ch et celle de πτCh dans la page 18 tel
que pour tout n ∈ {1, · · · , N} et pour tout t ∈ [tn−1, tn],

Ch(t)− πτCh(t) =
t− tn
τn

(Cn
h − Cn−1

h ),

d’où, en intercalant C(t) dans le membre de gauche de l’égalité précédente, on obtient∣∣∣∣t− tnτn

∣∣∣∣ ∣∣∇(Cn
h − Cn−1

h )(x)
∣∣ ≤ |∇(C − Ch)(t,x)|+ |∇(C − πτCh)(t,x)| , ∀x ∈ Ω.

On utilise l’inégalité (a+b)2 ≤ 2(a2 +b2) et on intègre sur chaque triangle Kn du maillage
Tnh, on a(

t− tn
τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
1,Kn
≤ 2

(
‖C(t)− Ch(t)‖2

1,Kn
+ ‖C(t)− πτCh(t)‖2

1,Kn

)
.

On intègre sur t entre tn−1 et tn, on obtient le résultat voulu :

(
ητn,Kn

)2 ≤ 6
(
‖C − Ch‖2

L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖C − πτCh‖2
L2(tn−1,tn;H1(Kn))

)
.

D’où, on obtient le résultat voulu.

Dans ce qui suit, on majore les indicateurs ηhn,Kn,1
et ηhn,Kn,2

. Tout d’abord, on com-
mence par la majoration de ηhn,Kn,1

. On note que dans le théorème ci-dessous, le terme
τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Ω) est majoré par l’indicateur (ητn,Kn

)2.

Théorème 3.50. Pour tout n ∈ {1, · · · , N}, on a

τn
(
ηhn,Kn,1

)2 ≤ c̃

(
‖C − Ch‖2

L2(tn−1,tn;H1
0 (Kn)) + τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

L2(Kn)

+ ‖u− uh‖2
L2(tn−1,tn;L2(Kn)d) + ‖ν(C)− νh(C)‖2

L2(tn−1,tn;L2(Kn))

+ ‖p− ph‖2
L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖f0 − πτ f0‖L2(tn−1,tn;L2(Kn)d)

+ ‖fnh (C)− fn(C)‖2
L2(tn−1,tn;L2(Kn)d)

)
.

(3.187)

où c̃ est une constante indépendante de h et τ .

Démonstration. On commence par majorer le premier terme de l’indicateur
(
ηhn,Kn,1

)2.
En partant de la première équation de la formulation variationnelle continue (Vn,h,2) et

en intercalant les termes
∫

Ω

ν(C(t))unh ·vdx,
∫

Ω

fnh (Cn−1
h ) ·vdx et

∫
Ω

νh(C
n−1
h )unh ·vdx, on
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obtient, en utilisant que uh(t) = unh, pour tout t ∈]tn−1, tn],∫
Ω

(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh) · vdx

=

∫
Ω

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vdx +

∫
Ω

∇(p− ph)(t) · vdx +

∫
Ω

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · vdx

+

∫
Ω

(ν(C(t))− ν(Ch(t)))u
n
h · vdx +

∫
Ω

ν(C(t))(u− uh)(t) · vdx

+

∫
Ω

(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))unh · vdx +

∫
Ω

(ν(Ch(t))− ν(Cn−1
h ))unh · vdx.

(3.188)

On prend v égale à vKn dans l’égalité précédente avec

vKn =

{
(fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh)ψKn sur Kn

0 sur Ω\Kn.
(3.189)

Il est important de noter que vKn est une fonction polynomiale grâce aux définitions de
fnh et νh.
On obtient ainsi,∫

Kn

(fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh)2 · ψKndx

=

∫
Kn

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vKndx +

∫
Kn

∇(p− ph)(t) · vKndx

+

∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · vKndx +

∫
Kn

(ν(C(t))− ν(Ch(t)))u
n
h · vKndx

+

∫
Kn

ν(C(t))(u− uh)(t) · vKndx +

∫
Kn

(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))unh · vKndx

+

∫
Kn

(ν(Ch(t))− ν(Cn−1
h ))unh · vKndx.

(3.190)

Le membre de gauche de l’égalité (3.190) est exactement ‖(fnh (Cn−1
h ) − νh(C

n−1
h )unh −

∇pnh)ψ
1/2
Kn
‖2
L2(Kn)d

et est minoré par ‖fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Kn)d

en utilisant la
Proposition 3.2.
On note les termes de droite de l’égalité précédente par I1, . . . , I7 respectivement. On
commence par majorer I1 en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, d’où

I1 =

∫
Kn

(fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))) · vKndx

≤ ‖fn(Cn−1
h )− f(t, C(t))‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d ,

On intercale f(Ch(t)) puis on utilise les propriétés de f et on obtient

|I1| ≤ c∗f1
(
‖C(t)− Ch(t)‖L2(Kn)+

t− tn−1

τn
‖Cn

h − Cn−1
h ‖L2(Kn)

)
‖vKn‖L2(Kn)d

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .
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Pour majorer I2 et I3, on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi

|I2| =
∣∣∣∣∫
Kn

∇(p− ph)(t) · vKndx

∣∣∣∣
≤ |p− ph|1,Kn‖vKn‖L2(Kn)d

et

|I3| =
∫
Kn

(fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )) · vKndx

≤ ‖fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

On passe à la majoration du terme I4, on intercale u et on obtient

I4 =

∫
Kn

(ν(C(t))− ν(Ch(t)))u
n
h · vKndx

=

∫
Kn

(ν(C(t))− ν(Ch(t)))(u
n
h − u(t)) · vKndx

+

∫
Kn

(ν(C(t))− ν(Ch(t)))u(t) · vKndx.

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et comme ν est λ-lipschitzienne, on obtient

|I4| ≤ (ν2−ν1)‖unh−u(t)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d+λ‖C(t)−Ch(t)‖L2(Kn)‖u(t)‖L∞(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

Pour majorer I5, on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et comme ν vérifie l’inégalité
(1.11), on a

|I5| =
∣∣∣∣∫
Kn

ν(C(t))(u− uh)(t) · vKndx

∣∣∣∣
≤ ν2‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

Pour le terme I6, on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

|I6| =
∣∣∣∣∫
Kn

(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))unh · vKndx

∣∣∣∣
≤ ‖(ν(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h ))unh‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

On termine par majorer I7, on intercale u et on obtient

I7 =

∫
Kn

(ν(Ch(t))− ν(Cn−1
h ))unh · vKndx

=

∫
Kn

(ν(Ch(t))− ν(Cn−1
h ))(unh − u(t)) · vKndx

+

∫
Kn

(ν(Ch(t))− ν(Cn−1
h ))u(t) · vKndx.
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On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev et comme ν vérifie
l’Hypothèse 1.7, on a

|I7| ≤ (ν2−ν1)‖unh−u(t)‖L2(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d+
t− tn−1

τn
‖Cn

h−Cn−1
h ‖L2(Kn)‖u‖L∞(Kn)d‖vKn‖L2(Kn)d .

Pour majorer vKn , on utilise la proposition 3.2 et le fait que ψ2
Kn
≤ ψKn comme ψKn ≤ 1,

d’où
‖vKn‖L2(Kn)d ≤ c‖fnh (Cn−1

h )− νh(Cn−1
h )unh −∇pnh‖L2(Kn)d ,

où c est une constante indépendante de h.
Ainsi, en regroupant les majorations précédentes, l’égalité (3.190) donne

‖fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Kn)d

≤ c̄

(
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Kn) + (
t− tn−1

τn
)2‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

L2(Kn) + |p− ph|21,Kn

+ ‖u(t)− uh(t)‖2
L2(Kn)d + ‖(ν(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h ))unh‖2

L2(Kn)d

+ ‖fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )‖2
L2(Kn)d

)
,

(3.191)

où c̄ est une constante indépendante de h.
Pour la majoration du premier terme de (ηhn,Kn,1

)2 défini par (3.149), on utilise l’inégalité
triangulaire et on aura

‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Kn)d

≤ ‖fnh (Cn−1
h )− νh(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Kn)d + ‖(ν(Cn−1

h )− νh(Cn−1
h ))unh‖2

L2(Kn)d

+ ‖fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )‖2
L2(Kn)d

On désigne par εKn la quantité

εKn = ‖(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))unh‖2
L2(Kn)d .

On ajoute et on retranche ν(Cn−1
h )u et νh(Cn−1

h )u dans εKn et on obtient

εKn ≤‖ν(Cn−1
h )(unh − u(t))− νh(Cn−1

h )(unh − u(t))‖2
L2(Kn)d

+ ‖(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))u(t)‖2
L2(Kn)d .

Pour le premier terme du membre de droite de l’inégalité précédente, comme ν et νh
vérifient les inégalités (1.12) et (3.183) respectivement, alors

‖ν(Cn−1
h )(unh − u(t))− νh(Cn−1

h )(unh − u(t))‖2
L2(Kn)d ≤ (ν1 + ν2)‖unh − u(t)‖L2(Kn)d .

Pour le second terme, on intercale les termes νh(C)u et ν(C)u, on obtient

‖(ν(Cn−1
h )− νh(Cn−1

h ))u(t)‖2
L2(Kn)d ≤ ‖(νh(C(t))− νh(Cn−1

h ))u(t)‖2
L2(Kn)d

+ ‖(ν(C(t))− νh(C(t)))u(t)‖2
L2(Kn)d + ‖(ν(Cn−1

h )− ν(C(t)))u(t)‖2
L2(Kn)d .
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On intercale νh(Ch(t)) dans le premier terme et ν(Ch(t)) dans le dernier terme de l’inégalité
précédente. On utilise le fait que ν et νh sont lipschitzienne et u ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)d), on
aura

εKn ≤c̃
(
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Kn) +

(
t− tn−1

τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Kn) + ‖u(t)− uh(t)‖2

L2(Kn)d

+ ‖ν(C(t))− νh(C(t))‖2
L2(Kn)

)
.

On désigne par ε̃Kn la quantité

ε̃Kn = ‖fnh (Cn−1
h )− fn(Cn−1

h )‖2
L2(Kn)d .

On ajoute et on retranche fn(C(t)) et fnh (C(t)) dans ε̃Kn et on obtient

ε̃Kn ≤ ‖fnh (Cn−1
h )− fnh (C(t))‖L2(Kn)d + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

+ ‖fn(C(t))− fn(Cn−1
h )‖L2(Kn)d .

(3.192)

On déduit des propriétés de fn et fnh que

ε̃Kn ≤ ‖Cn−1
h − C(t)‖L2(Kn) + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖L2(Kn)d

+ ‖C(t)− Cn−1
h ‖L2(Kn).

(3.193)

On intercale Ch(t) dans le premier et le troisième terme de (3.193), on obtient donc

ε̃Kn ≤ c

(
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Kn) + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2
L2(Kn)d

+
(tn−1 − t)2

τ 2
n

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Kn)

)
.

(3.194)

Ainsi, on obtient finalement la majoration du premier terme de l’indicateur (ηhn,Kn,1
)2 :

‖fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh −∇pnh‖2
L2(Kn)d

≤ c̃

(
‖C(t)− Ch(t)‖2

L2(Kn) +

(
tn−1 − t
τn

)2

‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Kn)

+ ‖u(t)− uh(t)‖2
L2(Kn)d + ‖ν(C(t))− νh(C(t))‖2

L2(Kn) + |p− ph|21,Kn

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖2
L2(Kn)d + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2

L2(Kn)d

)
.

(3.195)

On passe maintenant à la majoration du deuxième terme de l’indicateur (ηhn,Kn,1
)2.

Pour Kn fixé, on définit

qKn =

{
(divunh)ψKn sur Kn

0 sur Ω\Kn.
(3.196)

On utilise que
∫
Kn

∇qKn ·u(t)dx = 0, donc,
∫
Kn

∇qKn ·(u−uh)(t)dx =

∫
Kn

∇qKn ·uh(t)dx

∫
Kn

∇qKn(u− uh)(t)dx =

∫
Kn

qKndivunhdx−
∑

en∈∂Kn∩Ebnh

∫
en

(unh · n)qKndx

 ,
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Or qKn|en = 0, on obtient ainsi,

‖divunhψ
1/2
Kn
‖2
L2(Kn) ≤ ‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d|qKn|1,Kn .

On utilise les deux inégalités de la proposition 3.2, on obtient

‖divunh‖2
L2(Kn) ≤ h−1

Kn
‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d‖qKn‖L2(Kn). (3.197)

Or, en utilisant la proposition 3.2, on a

‖qKn‖L2(Kn) ≤ c‖divunh‖L2(Kn),

d’où
‖divunh‖2

L2(Kn) ≤ ch−2
Kn
‖u(t)− uh(t)‖2

L2(Kn)d , (3.198)

où c est une constante indépendante de hKn .
Ainsi, en multipliant par h2

Kn
, on obtient la majoration du second terme de

(
ηhn,Kn,1

)2 :

h2
Kn
‖divunh‖2

L2(Kn) ≤ c‖u(t)− uh(t)‖2
L2(Kn)d . (3.199)

On termine par la majoration du dernier terme de l’indicateur (ηhn,Kn,1
)2, c’est-à-dire

hen‖φenh ‖2
L2(en), où en est une arête (en d=2) ou une face (en d=3). Ce terme existe lorsque

Kn ∩ Ebnh est une arête (en d=2) ou une face (en d=3) noté par en.
On définit

qen =

{
Len(φenh ψen) sur Kn

0 sur Ω\Kn.
(3.200)

Comme le support de qen est Kn donc
∫
Kn

∇qen · u(t)dx = 0, et donc
∫
Kn

∇qen · (u −

uh)(t)dx = −
∫
Kn

∇qen · uh(t)dx, ainsi en effectuant une intégration par parties,

∫
Kn

∇qen · (u− uh)(t)dx =

∫
Kn

qendivunhdx−
∫
en

φenh qendx,

donc,∫
Kn

φenh Len(φenh ψen) =

∫
en

(φenh )2ψen =

∫
Kn

qendivunhdx−
∫
Kn

∇qen · (u− uh)(t)dx

Ainsi, on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

‖φenh ψ
1/2
en ‖

2
L2(en) ≤ ‖divunh‖L2(Kn)‖qen‖L2(Kn) + ‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d|qen|1,Kn .

On applique les inégalités de la proposition 3.3 et on aura :

‖φenh ‖
2
L2(en) ≤ c̃

[
h1/2
en ‖divunh‖L2(Kn) + h−1/2

en ‖u(t)− uh(t)‖L2(Kn)d
]
‖φenh ψen‖L2(en), (3.201)

où c̃ est une constante indépendante de h.
D’après l’inégalité (3.2) et comme |ψen| ≤ 1, on a

‖φenh ψen‖L2(en) ≤ ‖φenh ψ
1/2
en ‖L2(en) ≤ c‖φenh ‖L2(en),
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on applique l’inégalité (1.2), puis on multiplie par hen , ainsi on obtient la majoration du
dernier terme de l’indicateur (ηhn,Kn,1

)2 :

hen‖φenh ‖
2
L2(en) ≤ c(h2

en‖divunh‖2
L2(Kn) + ‖u(t)− uh(t)‖2

L2(Kn)d), (3.202)

où c est une constante qui ne dépend pas de h.
Pour obtenir le résultat du Théorème 3.50, tout d’abord, d’après les inégalités (3.195),
(3.199) et (3.202), on a

(
ηhn,Kn,1

)2

≤ c

(
|C(t)− Ch(t)|21,Kn

+
(tn−1 − t

τn

)2‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Kn)

+ ‖u(t)− uh(t)‖2
L2(Kn)d + ‖ν(C(t))− νh(C(t))‖2

L2(Kn) + |p− ph|21,Kn

+ ‖f0(t)− f0(tn)‖2
L2(Kn)d + ‖fnh (C(t))− fn(C(t))‖2

L2(Kn)d

)
.

Ainsi, en intégrant entre tn−1 et tn l’inégalité précédente, on obtient le résultat voulu :

τn
(
ηhn,Kn,1

)2 ≤ c

(
‖C − Ch‖2

L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + τn‖Cn
h − Cn−1

h ‖2
L2(Kn)

+ ‖u− uh‖2
L2(tn−1,tn;L2(Kn)d) + ‖ν(C)− νh(C)‖2

L2(tn−1,tn;L2(Kn))

+ ‖p− ph‖2
L2(tn−1,tn;H1(Kn)) + ‖f0 − πτ f0‖2

L2(tn−1,tn;L2(Kn)d)

+ ‖fnh (C)− fn(C)‖2
L2(tn−1,tn;L2(Kn)d)

)
.

(3.203)

Remarque 3.51. On remarque qu’on n’a pas hKn devant le premier terme ‖fn(Cn−1
h )−

ν(Cn−1
h )unh − ∇pnh‖2

L2(Kn) dans l’expression (3.145) de l’indicateur en espace (ηhn,Kn,1
)2

parce que, tout d’abord, lorsqu’on établit la borne supérieure de l’erreur, on avait comme
fonction test une fonction dans L2 et on voulait à droite une majoration en norme L2 de
la même fonction, d’où on n’a pas introduit la fonction test vh, ainsi on n’a pas à majorer
le terme ‖v−vh‖L2(Ω), qui par le choix de vh fait apparaître h (voir la définition du résidu
R1 dans le lemme 3.33). Au contraîre, pour la majoration du résidu Rh(Ch) (voir lemme
3.41 pour la majoration de Rh), où on choisit une fonction test Sh qui fait apparaître un
h dans la majoration.
Inversement, lorsqu’on passe à établir l’éfficacité de l’indicateur, comme les majorations
sont dans L2 (voir les majorations I1, · · · , I7 dans la démonstation du théorème 3.50),
l’inégalité inverse ne joue pas un rôle dans la majoration, d’où on n’avait pas besoin d’un
hKn pour y compenser le h−1

Kn
de l’inégalité inverse pour avoir l’optimalité.
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Théorème 3.52. Pour tout n ∈ {1, · · · , N} et pour tout Kn ∈ Tnh, on a

τn(ηhn,Kn,2)2

≤ c

(∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch) + u · ∇C − unh · ∇Cn
h −

1

2
divunhC

n
h + r0(C − Cn

h )

∥∥∥∥2

L2(tn−1,tn;H−1(∆Kn ))

+

∫ tn

tn−1

|C − πτCh|21,∆Kn
+ h2

Kn
‖g − πτg‖2

L2(tn−1,tn;L2(Kn)) + τnh
2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(∆Kn )

)
.

(3.204)

où c est une constante indépendante de τ et h.

Démonstration. On part de la troisième équation du problème (V2), on intercale le terme

(gn + gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h ) − unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h + r0C

n
h , S) et α(∇Cn

h ,∇S), ainsi en

appliquant la formule de Green pour α(∇Cn
h ,∇S), on obtient :∫

Ω

∂

∂t
(C − Ch)(t)Sdx + α

∫
Ω

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇Sdx +

∫
Ω

u(t) · ∇C(t)Sdx

−
∫

Ω

unh · ∇Cn
hSdx−

1

2

∫
Ω

divunhC
n
hSdx + r0

∫
Ω

(C(t)− Cn
h )Sdx

=
∑

Kn∈Tnh

[ ∫
Kn

(g(t)− gn)Sdx +

∫
Kn

(gn − gnh)Sdx

+

∫
Kn

(gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h )Sdx

− α

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

∫
en

[∇Cn
h · n]enSds

]
.

(3.205)

N.B : on a intercalé gnh pour la même raison donnée dans la remarque 3.48.
On prend S = SKn dans l’égalité précédente, tel que SKn ∈ H1

0 (Kn), avec

SKn =

 (gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h )ψKn sur Kn

0 sur Ω\Kn.

(3.206)
On obtient ainsi,∫

Kn

(gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h )2ψKndx

=

∫
Kn

∂

∂t
(C − Ch)(t)SKndx + α

∫
Kn

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇SKndx +

∫
Kn

u(t) · ∇C(t)SKndx

−
∫
Kn

unh · ∇Cn
hSKndx−

1

2

∫
Kn

divunhC
n
hSKndx + r0

∫
Kn

(C(t)− Cn
h )SKndx

−
∫
Kn

(g(t)− gn)SKndx−
∫
Kn

(gn − gnh)SKndx.

(3.207)
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On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura∥∥∥∥(gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h )ψ
1/2
Kn

∥∥∥∥2

L2(Kn)

≤
∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥
H−1(Kn)

|SKn|1,Kn

+ α|C(t)− Cn
h |1,Kn|SKn |1,Kn + ‖g(t)− gn‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn) + ‖gn − gnh‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn).

(3.208)

On applique les inégalités de la proposition 3.2 et comme |ψKn| ≤ 1, on aura∥∥∥∥gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥2

L2(Kn)

≤ c1

(
h−1
Kn

∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h −

1

2
divunhC

n
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥
H−1(Kn)

× ‖SKn‖L2(Kn) + h−1
Kn
α|C(t)− Cn

h |1,Kn‖SKn‖L2(Kn)

+ ‖g(t)− gn‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn) + ‖gn − gnh‖L2(Kn)‖SKn‖L2(Kn)

)
.

(3.209)

On factorise par ‖SKn‖L2(Kn) et on utilise la première inégalité de la proposition 3.2, on
obtient

‖SKn‖L2(Kn) ≤ c2‖gnh −
1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn),

on élève au carré et on multiplie (3.209) par h2
Kn

, on obtient

h2
Kn

∥∥∥∥gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥2

L2(Kn)

≤ c3

(∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h −

1

2
divunhC

n
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥2

H−1(Kn)

+ α2|C(t)− Cn
h |21,Kn

+ h2
Kn
‖g(t)− gn‖2

L2(Kn) + h2
Kn
‖gn − gnh‖2

L2(Kn)

)
.

(3.210)

D’où, la majoration du premier terme de (ηhn,Kn,2
)2.

Pour la majoration du deuxième terme de l’indicateur (ηhn,Kn,2
)2, on prend dans l’égalité

(3.205), S = Sen avec

Sen =

{
Len(α[∇Cn

h · n]enψen) sur Kn ∪K ′n
0 sur Ω\Kn ∪K ′n.

(3.211)
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où Kn et K ′n sont les éléments de Tnh qui contiennent en. On obtient ainsi,

α

∫
en

[∇Cn
h · n]2enψends

=

∫
Kn∪K′n

(
gnh −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h

)
Sendx

−
∫
Kn∪K′n

(
∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h + r0(C(t)− Cn

h )

)
Sendx

+

∫
Kn∪K′n

(g(t)− gn)Sdx +

∫
Kn∪K′n

(gn − gnh)Sdx + α

∫
Kn∪K′n

∇(C(t)− Cn
h ) · ∇Sendx.

(3.212)

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

‖α[∇Cn
h · n]enψ

1/2
en ‖

2
L2(en)

≤
∥∥∥∥gnh − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥
L2(Kn∪K′n)

‖Sen‖L2(Kn∪K′n)

+

∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn
h −

1

2
divunhC

n
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥
H−1(Kn∪K′n)

|Sen|1,Kn∪K′n

+ ‖g(t)− gn‖L2(Kn∪K′n)‖Sen‖L2(Kn∪K′n) + ‖gn − gnh‖L2(Kn∪K′n)‖Sen‖L2(Kn∪K′n)

+ α|C(t)− Cn
h |1,Kn∪K′n|Sen|1,Kn∪K′n .

(3.213)

On applique les inégalités de la proposition 3.3 et le fait que ψ2
en ≤ ψen , il en résulte que :

‖α[∇Cn
h · n]en‖2

L2(en)

≤ c4

[
h1/2
en ‖g

n
h −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h‖L2(Kn∪K′n)

× ‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

+ h−1/2
en ‖ ∂

∂t
(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h + r0(C(t)− Cn

h )‖(H1
0 (Kn∪K′n))′

× ‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

+ h1/2
en ‖g(t)− gn‖L2(Kn∪K′n)‖α[∇Cn

h · n]en‖L2(en) + h1/2
en ‖g

n − gnh‖L2(Kn∪K′n)‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

+ αh−1/2
en |C(t)− Cn

h |1,Kn∪K′n‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en)

]
.

(3.214)

On simplifie par ‖α[∇Cn
h · n]en‖L2(en), on multiplie par hen puis on élève au carré, on
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obtient la majoration du second terme de
(
ηhn,Kn,2

)2 :

hen‖α[∇Cn
h · n]en‖2

L2(en)

≤
[∥∥∥∥ ∂∂t(C − Ch)(t) + u(t) · ∇C(t)− unh · ∇Cn

h −
1

2
divunhC

n
h + r0(C(t)− Cn

h )

∥∥∥∥2

H−1(Kn∪K′n)

+ h2
en‖g(t)− gn‖2

L2(Kn∪K′n) + h2
en‖g

n − gnh‖2
L2(Kn∪K′n) + α2|C(t)− Cn

h |21,Kn∪K′n

]
.

(3.215)

Finalement, en regroupant les majorations (3.210) et (3.215) et en intégrant entre tn−1 et
tn sur t, on obtient le résultat voulu.
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Chapitre 4

Simulations numériques adaptatives

Afin de valider les résultats théoriques présentés auparavant, on exploite des résultats
numériques en utilisant le logiciel Freefem++. On s’intéresse à l’adaptation du maillage
qui consiste essentiellement à modifier un maillage afin qu’il distribue équitablement l’er-
reur associée à une solution sur l’ensemble du domaine de calcul. Ainsi, pour rendre la
résolution efficace, autant au niveau de la charge de calculs à réaliser qu’au niveau de la
précision, on adapte le maillage afin de traiter avec plus de soin les parties du domaine
où la solution présente de fortes variations.
On considère une géométrie simple Ω, un carré ; dans la suite on va faire deux types de
calculs : le premier calcul sur un maillage uniforme où chaque arête de Ω est décomposée
en N segments et ainsi Ω est décomposé en 2N2 triangles et un deuxième type de calcul où
l’on part d’un maillage initial uniforme et où on va ensuite utiliser les estimateurs étudiés
dans ce mémoire et la fonction d’adaptation de maillage proposée par FreeFem++ pour
produire des maillages bien adaptés. Afin de pouvoir mesurer les erreurs pour le premier
et le deuxième schéma, on effectue des simulations numériques dans lesquelles on connaît
des solutions exactes u, p, C.

On présente respectivement le premier schéma et le deuxième schéma, ainsi que leurs
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indicateurs correspondants :

(Vn,h,1)



Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,1 ×Mn,h,1 tel que C0

h = 0,

∀vh ∈ Xn,h,1,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx −

∫
Ω

pnh(div vh) dx =

∫
Ω

fn(Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,1,

∫
Ω

qh(div unh) dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn Sh dx.

Les indicateurs correspondants au premier schéma sont les indicateurs locaux en espace
ηhn,Kn,1

, ηhn,Kn,2
et ηhn,Kn,3

pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout Kn ∈ Tnh :

(ηhn,Kn,1)2 = h2
Kn
‖fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh −∇pnh‖2

L2(Kn)d +
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[pnh ·n]en‖2
L2(en),

(4.1)
(ηhn,Kn,2)2 = h2

Kn
‖ rot(fn(Cn−1

h )− ν(Cn−1
h )unh)‖2

L2(Kn)d

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[(fn(Cn−1
h )− ν(Cn−1

h )unh)× n]en‖2
L2(en),

(4.2)

(ηhn,Kn,3)2 =h2
Kn
‖gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h − r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn)

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en),

ainsi que l’indicateur en temps :

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
, (4.3)

et

(Vn,h,2)



Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn(Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (unh)Cn
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h · Sh dx =

∫
Ω

gn Sh dx .
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Les indicateurs correspondants au deuxième schéma sont les indicateurs locaux en espace
ηhn,Kn,1

et ηhn,Kn,2
pour tout n ∈ [[1, N ]] et pour tout Kn ∈ Tnh :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn(Cn−1
h )−ν(Cn−1

h )unh−∇pnh‖2
L2(Kn)d+h2

Kn
‖div unh‖2

L2(Kn)+
∑

en∈∂Kn∩Ebnh

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(4.4)

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gn − 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en),

ainsi que l’indicateur en temps :

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

Les indicateurs ci-dessus diffèrent légèrement des indicateurs utilisés dans la partie théo-
rique ; ils sont plus simplement implémentés car ils ne font pas intervenir les approxima-
tions polynomiales fnh , νh et gnh .
De plus, on note par

ητ =
∑

Kn∈Tnh

(
ητn,Kn

)2

, (4.5)

ηhi =
∑

Kn∈Tnh

τn

(
ηhn,Kn,i

)2

, ∀i ∈ {1, . . . , 3}, (4.6)

et pour le premier schéma

D1 =
N∑
n=1

τn

(
‖uh(tn)‖2

L2(Kn)2 + ‖ph(tn)‖2
L2(Kn) + |Ch(tn)|21,Kn

)
. (4.7)

et pour le deuxième schéma

D2 =
N∑
n=1

τn

(
‖uh(tn)‖2

L2(Kn)2 + |ph(tn)|21,Kn
+ |Ch(tn)|21,Kn

)
. (4.8)

Ainsi, on définit l’indicateur d’erreur temporel relatif

Eτ =

(∑N
n=0 η

τ

Di

)1/2

, ∀i ∈ {1, . . . , 3}, (4.9)

les indicateurs d’erreurs spatiaux relatifs

Ehi =

(∑N
n=0 η

h
i

Dj

)1/2

, ∀i ∈ {1, . . . , 3}, ∀j ∈ {1, 2}

et l’indicateur d’erreur total relatif pour le premier schéma est

Etotale = Eτ + Eh1 + Eh2 + Eh3 , (4.10)
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et pour le deuxième schéma

Etotale = Eτ + Eh1 + Eh2 . (4.11)

On note par Eu l’erreur relative de la vitesse, par Ep l’erreur relative de la pression, par
EC et Ec les erreurs relatives de la concentration, et par err l’erreur totale relative entre
la solution exacte et la solution approchée.

• Pour le premier schéma :

Eu =

(∑N
n=1 τn‖uex(tn)− uh(tn)‖2

L2(Kn)2∑N
n=1 τn‖uh(tn)‖2

L2(Kn)2

)1/2

, (4.12)

Ep =

(∑N
n=1 τn‖pex(tn)− ph(tn)‖2

L2(Ω)∑N
n=1 τn‖ph(tn)‖2

L2(Ω)

)1/2

, (4.13)

EC =

(∑N
n=1 τn|Cex(tn)− Ch(tn)|21,Kn∑N

n=1 τn|Ch(tn)|21,Kn

)1/2

, (4.14)

Ec =

(∑N
n=1 τn‖Cex(tn)− Ch(tn)‖2

L2(Kn)∑N
n=1 τn‖Ch(tn)‖2

L2(Kn)

)1/2

, (4.15)

err =


N∑
n=1

τn
(
‖u(tn)− uh(tn)‖2

L2(Ω)2 + ‖p(tn)− ph(tn)‖2
L2(Ω) + |C(tn)− Ch(tn)|21,Ω

)
N∑
n=1

τn
(
‖u(tn)‖2

L2(Ω)2 + ‖p(tn)‖2
L2(Ω) + |C(tn)|21,Ω

)


1/2

,

(4.16)

• Pour le deuxième schéma :

Eu =

(∑N
n=1 τn‖uex(tn)− uh(tn)‖2

L2(Kn)2∑N
n=1 τn‖uh(tn)‖2

L2(Kn)2

)1/2

, (4.17)

Ep =

(∑N
n=1 τn|pex(tn)− ph(tn)|21,Kn∑N

n=1 τn|ph(tn)|21,Kn

)1/2

, (4.18)

EC =

(∑N
n=1 τn|Cex(tn)− Ch(tn)|21,Kn∑N

n=1 τn|Ch(tn)|21,Kn

)1/2

, (4.19)



117

Ec =

(∑N
n=1 τn‖Cex(tn)− Ch(tn)‖2

L2(Kn)∑N
n=1 τn‖Ch(tn)‖2

L2(Kn)

)1/2

, (4.20)

err =


N∑
n=1

τn
(
‖u(tn)− uh(tn)‖2

L2(Ω)2 + |p(tn)− ph(tn)|21,Ω + |C(tn)− Ch(tn)|21,Ω
)

N∑
n=1

τn
(
‖u(tn)‖2

L2(Ω)2 + |p(tn)|21,Ω + |C(tn)|21,Ω
)


1/2

,

(4.21)

On définit l’ordre de convergence par

β =
ln(e1/e2)

ln(h1/h2)
, (4.22)

où e1, e2 sont les erreurs respectives sur les maillages de pas h1 et h2.
On note

ηhn =

(∑
i

ηhi

)1/2

, ∀i ∈ {1, . . . , 3}, (4.23)

ητn =

( ∑
Kn∈Tnh

(
ητn,Kn

)2

)1/2

, (4.24)

et par ε une tolérance fixée par l’utilisateur.
L’algorithme d’adaptation utilisé est représenté comme suit :

1. Connaissant Cn−1
h :

• On résout le problème pour calculer (unh, p
n
h, C

n
h ).

• On calcule ηhn et ητn définis en (4.23) et (4.24) respectivement.

2. Si ηhn + ητn > ε :

• Si ηhn < ητn : on adapte en temps de façon que le prochain estimateur en temps
soit légèrement inférieur à l’estimateur en espace.

• Si ηhn > ητn :
– Si le nombre maximal de raffinements du maillage n’est pas atteint, on

adapte en espace.
– Sinon, on garde le calcul.

3. Si ηhn + ητn < ε :

• Si ηhn > ητn, on garde le calcul et on augmente le pas de temps quitte à raffiner
en espace à l’itération suivante.

• Sinon, on garde le calcul sans modifier ni le pas de temps ni le maillage.
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4.1 Premier cas test numérique

Tout d’abord, on considère une géométrie simple Ω, le carré ]0, 1[2. On considère α =
1, r0 = 1, f1(C) = C + 1 et ν(C) = sin(C) + 2.
On choisit f0 et g tel que la solution théorique est (uex, pex, Cex) = (exp(−t/4) rotψ, pex, Cex),
telle que pour tout (x, y) ∈ Ω,

ψ(x, y) = e−30((x−.5)2+(y−.5)2),
pex(x, y, t) = (t+ 1) cos (πx) cos (πy),
Cex(x, y, t) = sin t x2(x− 1)2y2(y − 1)2.

(4.25)

Pour les maillages uniformes, on teste le schéma pour N allant de 30 à 120, par un pas

de 10 avec T = 1, h =
1

N
et τ = h. Pour la stratégie adaptative, on part d’un maillage

uniforme avec N = 30 et de τ =
1

N
et on applique l’algorithme de la page 117 pour

différentes valeurs de ε.

4.1.1 Premier schéma

Les figures (4.1) et (4.2) comparent les solutions numérique et exacte de la pression du
schéma (Vn,h,1). De même, les figures (4.3) et (4.4) illustrent une comparaison entre les
vitesses numérique et exacte. Finalement, les solutions numérique et exacte de la concen-
tration sont présentées dans les figures (4.5) et (4.6).
On remarque que la solution numérique calculée à partir du schéma (Vn,h,1) représente
une bonne approximation de la solution exacte pour les problèmes de Darcy et l’équation
de convection–diffusion–réaction instationnaire.

IsoValue
-2.20586
-1.89074
-1.68066
-1.47058
-1.2605
-1.05042
-0.840343
-0.630264
-0.420185
-0.210106
-2.736e-05
0.210051
0.42013
0.630209
0.840288
1.05037
1.26045
1.47052
1.6806
2.2058

Figure 4.1 – Pression numérique.

IsoValue
-2.20588
-1.89075
-1.68067
-1.47059
-1.26051
-1.05043
-0.840351
-0.630271
-0.42019
-0.210109
-2.84979e-05
0.210052
0.420133
0.630214
0.840294
1.05038
1.26046
1.47054
1.68062
2.20582

Figure 4.2 – Pression théorique.
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Vec Value
0
0.194953
0.389905
0.584858
0.77981
0.974763
1.16972
1.36467
1.55962
1.75457
1.94953
2.14448
2.33943
2.53438
2.72934
2.92429
3.11924
3.31419
3.50915
3.7041

Figure 4.3 – Vitesse numérique.

Vec Value
0
0.194978
0.389955
0.584933
0.77991
0.974888
1.16987
1.36484
1.55982
1.7548
1.94978
2.14475
2.33973
2.53471
2.72969
2.92466
3.11964
3.31462
3.5096
3.70457

Figure 4.4 – Vitesse théorique.

IsoValue
-0.000172519
8.62593e-05
0.000258778
0.000431297
0.000603816
0.000776335
0.000948854
0.00112137
0.00129389
0.00146641
0.00163893
0.00181145
0.00198397
0.00215649
0.00232901
0.00250152
0.00267404
0.00284656
0.00301908
0.00345038

Figure 4.5 – Concentration numérique.

IsoValue
-0.000172535
8.62677e-05
0.000258803
0.000431339
0.000603874
0.00077641
0.000948945
0.00112148
0.00129402
0.00146655
0.00163909
0.00181162
0.00198416
0.00215669
0.00232923
0.00250176
0.0026743
0.00284683
0.00301937
0.00345071

Figure 4.6 – Concentration théorique.

Les figures 4.7 et 4.8 présentent respectivement, en échelle logarithmique, l’erreur rela-
tive totale donnée par (4.16) et l’indicateur d’erreur total donné par (4.10) en fonction du
nombre d’inconnues. Ces figures montrent clairement l’avantage de la méthode adaptative
par rapport au raffinement uniforme puisque les erreurs sont plus petites.
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Nombre total des inconnues 

4 4.5 5 5.5 6 6.5 
-1.6 

-1.5 

-1.4 

-1.3 

-1.2 

-1.1 

-1 

-0.9 

uniforme 
adaptative 

Figure 4.7

 

Nombre total des inconnues 

9 10 11 12 13 14 15 
-1.4 

-1.2 

-1 

-0.8 

-0.6 

-0.4 

-0.2 

0 

0.2 

0.4 

uniforme 
adaptative 

Figure 4.8
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N Eu Ep EC Ec
10 0.234 0.156 0.228 3.952× 10−6

20 0.109 0.078 0.116 1.109× 10−6

40 0.053 0.039 0.058 3.632× 10−7

80 0.026 0.019 0.029 1.356× 10−7

Table 4.1 – Erreurs exactes relatives en fonction de N du premier essai du deuxième
schéma

4.1.2 Deuxième schéma

On présente des cas tests de complexité croissante dans une démarche de validation sys-
tématique. Les interprétations des résultats obtenus sont présentées à la fin des tests dans
la section 4.1.2.1.

1. Premier essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations, celle de Darcy et celle de la convection–
diffusion–réaction découplées, c’est à dire, sans le terme de convection, avec ν
constant et le terme source f indépendant de la concentration. On présente le pro-
blème de ces équations comme suit

Trouver (unh, p
n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

νunh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn1 · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx

=

∫
Ω

gn1 Sh dx .

où ν = 1, fn1 = (ν1uex +∇pex)(tn) et gn1 = (∂tCex + r0Cex −∆Cex)(tn).
On présente dans le tableau 4.1 les erreurs (4.17), (4.18), (4.19) et (4.20) de la vi-
tesse, la pression et la concentration.
On présente l’ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.2, où βu , βp, βC et βc sont définis comme la fonction β dans la
définition (4.22) respectivement pour la vitesse, la pression et la concentration.
On présente dans la figure 4.9, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage.
On définit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,1

et ηhn,Kn,2
qui interviennent
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βu βp βC βc
1.09 0.993 0.97 1.833
1.036 0.998 0.992 1.6102
1.016 0.999 0.998 1.421

Table 4.2 – Ordre de convergence du premier essai
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Figure 4.9

dans (4.6) pour tout n ∈ [[1, N ]], Kn ∈ Tnh par :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn1 − ν1u
n
h −∇pnh‖2

L2(Kn) + h2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn) +
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(4.26)
où φenh est défini dans (3.4), et

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gnh,1 −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− r0C

n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn)

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en).

et l’indicateur en temps qui intervient dans (4.5) par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

2. Deuxième essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection–
diffusion–réaction découplées, où u dans le terme de convection est la solution exacte
de l’équation de Darcy mais pas son approximation numérique. On présente le pro-
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N Eτ Eh1 Eh2 Etotale DDL CPU
10 8.491× 10−5 0.887 1.4048× 10−3 0.887 2420 2.744
20 4.37009× 10−5 0.417 7.2355× 10−4 0.417 17640 9.239
40 2.204× 10−5 0.205 3.66365× 10−4 0.205 134480 71.375
80 1.105× 10−5 0.101 1.84192× 10−4 0.101 1049760 597.257

Table 4.3 – Indicateurs d’erreurs en fonction de N du premier essai

N Eu Ep EC Ec
10 0.234 0.156 0.228 3.952× 10−6

20 0.109 0.0785 0.116 1.109× 10−6

40 0.0535 0.0392 0.0585 3.632× 10−7

80 0.026495 0.0196436 0.0293028 1.35637× 10−7

Table 4.4 – Erreurs exactes relatives en fonction de N du deuxième essai

blème de ces équations comme suit

Trouver (unh, p
n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

νunh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn2 · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(uex · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (uex)C
n
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn2 Sh dx .

où gn2 = (∂tCex + r0Cex −∆Cex + uex · ∇Cex)(tn) et fn2 = (ν2uex +∇pex)(tn) .
On présente dans le tableau 4.4 les erreurs de la vitesse, la pression et la concentra-
tion.
On présente l’ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.5, où βu , βp, βC et βc sont définis comme la fonction β dans
l’équation (4.22).
On présente dans la figure 4.10, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,1

et ηhn,Kn,2
pour tout n ∈ [[1, N ]], Kn ∈ Tnh

par :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn2 − ν2u
n
h −∇pnh‖2

L2(Kn) + h2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn) +
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(4.27)
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βu βp βC βc
1.0903 0.9931 0.9709 1.8335
1.0368 0.9989 0.9926 1.6103
1.01606 0.9999 0.9981 1.4211

Table 4.5 – Ordre de convergence du deuxième essai

10
−1

10
−1

10
0

∆x

E
rr
eu

r
Erreur en fonction du pas d’espace

 

 

Vitesse
Pression
Concentration
Indicateur
Référence

Figure 4.10

où φenh est défini dans (3.4), et

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gnh,2 −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− uex · ∇Cn

h −
1

2
div uexC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en).

et l’indicateur en temps défini par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

3. Troisième essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection–
diffusion–réaction dans laquelle la vitesse de convection est le champ élément fini

N Eτ Eh1 Eh2 Etotale DDL CPU
10 8.4915× 10−5 0.8876 1.405× 10−3 0.887 2420 1.575
20 4.37009× 10−5 0.4176 7.236× 10−4 0.417 17640 11.26
40 2.2049× 10−5 0.20505 3.663× 10−4 0.205 134480 89.363
80 1.1059× 10−5 0.101 1.841× 10−4 0.101 1049760 731.546

Table 4.6 – Indicateurs d’erreurs en fonction de N du deuxième essai
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N Eu Ep EC Ec
10 0.234 0.156 0.228 4.006× 10−6

20 0.109 0.0785 0.116 1.115× 10−6

40 0.0535 0.0392 0.0585 3.642× 10−7

80 0.0264 0.0196 0.0293 1.358× 10−7

Table 4.7 – Erreurs exactes relatives en fonction de N du troisième essai

βu βp βC βc
1.0903 0.9931 0.97096 1.8446
1.0368 0.9989 0.9926 1.6144
1.01606 0.9999 0.9981 1.4231

Table 4.8 – Ordre de convergence du troisième essai

issu du calcul de Darcy. Toutefois, ni la viscosité ni le terme source de l’équation de
Darcy ne dépendent de la concentration. On présente le problème de ces équations
comme suit



Trouver (unh, p
n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

νunh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn3 · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h et unh ∈ Xn,h,2,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (unh)Cn
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn3 Sh dx .

où gn3 = (∂tCex + r0Cex −∆Cex + uex · ∇Cex)(tn) et fn3 = (ν3uex +∇pex)(tn).
On présente dans le tableau 4.7 les erreurs de la vitesse, la pression et la concentra-
tion.
On présente l’ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.8, où βu , βp, βC et βc sont définis comme la fonction β dans
l’équation (4.22).
On présente dans la figure 4.11, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,1

et ηhn,Kn,2
pour tout n ∈ [[1, N ]], Kn ∈ Tnh
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Figure 4.11

N Eτ Eh1 Eh2 Etotale DDL CPU
10 8.491× 10−5 0.887 1.52334× 10−3 0.887 2420 1.602
20 4.37009× 10−5 0.417 7.76838× 10−4 0.417 17640 11.001
40 2.204× 10−5 0.205 3.92216× 10−4 0.205 134480 88.728
80 1.105× 10−5 0.10181 1.96956× 10−4 0.101 1049760 709.894

Table 4.9 – Indicateurs d’erreurs en fonction de N du troisième essai

par :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn3 − ν3u
n
h −∇pnh‖2

L2(Kn) + h2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn) +
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(4.28)
où φenh est défini dans (3.4), et

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gnh,3 −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en).

et l’indicateur en temps défini par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

4. Quatrième essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection–
diffusion–réaction. À présent, le terme source de l’équation de Darcy dépend de la
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N Eu Ep EC Ec
10 0.234 0.156 0.228 4.006× 10−6

20 0.109 0.0785 0.116 1.115× 10−6

40 0.0535 0.039 0.0585 3.642× 10−7

80 0.0264 0.0196 0.0293 1.358× 10−7

Table 4.10 – Erreurs exactes relatives en fonction de N du quatrième essai

βu βp βC βc
1.0903 0.9931 0.9709 1.8446
1.0368 0.9989 0.9926 1.6144
1.01606 0.9999 0.9981 1.4231

Table 4.11 – Ordre de convergence du quatrième essai

concentration. On présente le problème de ces équations comme suit

(Vn,h,2)



Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

νunh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn4 (Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h et unh ∈ Xn,h,2,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (unh)Cn
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn4 Sh dx .

où gn4 = (∂tCex + r0Cex − ∆Cex + uex · ∇Cex)(tn) et fn4 = fn0 + fn1 où fn0 =
(ν4uex +∇pex − (Cex + 1))(tn) et fn1 = Cn−1

h + 1.
On présente dans le tableau 4.10 les erreurs de la vitesse, la pression et la concen-
tration :
On présente l’ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.11, où βu , βp, βC et βc sont définis comme la fonction β dans
l’équation (4.22).
On présente dans la figure 4.12, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,1

et ηhn,Kn,2
pour tout n ∈ [[1, N ]], Kn ∈ Tnh

par :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn4 (Cn−1
h )−ν4u

n
h−∇pnh‖2

L2(Kn)+h
2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn)+
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(4.29)
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Figure 4.12

N Eτ Eh1 Eh2 Etotale DDL CPU
10 8.491× 10−5 0.8858 1.523× 10−3 0.8858 2420 1.738
20 4.37009× 10−5 0.4171 7.7683× 10−4 0.4171 17640 11.982
40 2.204× 10−5 0.2049 3.9221× 10−4 0.2049 134480 99.622
80 1.105× 10−5 0.1017 1.9695× 10−4 0.1017 1049760 869.904

Table 4.12 – Indicateurs d’erreurs en fonction de N du quatrième essai

où φenh est défini dans (3.4), et

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gnh,4 −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en).

et l’indicateur en temps défini par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

5. Cinquième essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection–
diffusion–réaction. À présent, la viscosité dépend de la concentration. On présente
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N Eu Ep EC Ec
10 0.126 0.156 0.2282 3.979× 10−6

20 0.0561 0.0785 0.1164 1.112× 10−6

40 0.0269 0.039 0.05853 3.637× 10−7

80 0.0132 0.0196 0.0293 1.357× 10−7

Table 4.13 – Erreurs exactes relatives en fonction de N du cinquième essai

βu βp βC βc
1.17215 0.9932 0.9709 1.8391
1.05873 0.9988 0.9926 1.6124
1.0194 0.9999 0.9981 1.4222

Table 4.14 – Ordre de convergence du cinquième essai

le problème de ces équations comme suit

Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn5 · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h et unh ∈ Xn,h,2,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (unh)Cn
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn5 Sh dx .

où ν(Cn−1
h ) = sin(Cn−1

h ) + 2, fn5 = (ν(Cex)uex +∇pex)(tn) et gn5 = (∂tCex + r0Cex −
∆Cex + uex · ∇Cex)(tn).
On présente dans le tableau 4.13 les erreurs de la vitesse, la pression et la concen-
tration.
On présente l’ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.14, où βu , βp, βC et βc sont définis comme la fonction β dans
l’équation (4.22).
On présente dans la figure 4.13, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,1

et ηhn,Kn,2
pour tout n ∈ [[1, N ]], Kn ∈ Tnh

par :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn5−ν5(Cn−1
h )unh−∇pnh‖2

L2(Kn)+h
2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn)+
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(4.30)
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N Eτ Eh1 Eh2 Etotale DDL CPU
10 8.518× 10−5 0.521 1.45241× 10−3 0.5214 2420 1.746
20 4.372× 10−5 0.2209 7.38835× 10−4 0.2209 17640 12.113
40 2.205× 10−5 0.1060 3.73144× 10−4 0.10605 134480 101.017
80 1.105× 10−5 0.0523 1.87467× 10−4 0.0523 1049760 775.23

Table 4.15 – Indicateurs d’erreurs en fonction de N du cinquième essai

où φenh est défini dans (3.4), et

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gnh,5 −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en).

et l’indicateur en temps défini par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

6. Sixième essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection–
diffusion–réaction. À présent, le couplage est total où f6 et ν6 dépendent de C. On
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N Eu Ep EC Ec
10 0.1265 0.1562 0.22829 3.9795× 10−6

20 0.0561 0.07851 0.11646 1.1122× 10−6

40 0.0269 0.03928 0.05853 3.6374× 10−7

80 0.01329 0.019648 0.029302 1.3572× 10−7

Table 4.16 – Erreurs exactes relatives en fonction de N du sixième essai

βu βp βC βc
1.17215 0.9932 0.9709 1.8391
1.058731 0.9988 0.9926 1.61244
1.0194 0.9999 0.9981 1.4222

Table 4.17 – Ordre de convergence du sixième essai

présente le problème de ces équations comme suit

Sachant queCn−1
h ∈ Yn−1,h,Trouver (unh, p

n
h) ∈ Xn,h,2 ×Mn,h,2 tel que

∀vh ∈ Xn,h,2,

∫
Ω

ν(Cn−1
h )unh · vh dx +

∫
Ω

∇ pnh · vh dx =

∫
Ω

fn6 (Cn−1
h ) · vh dx ,

∀ qh ∈Mn,h,2,

∫
Ω

∇ qh · unh dx = 0,

Sachant que Cn−1
h ∈ Yn−1,h et unh ∈ Xn,h,2,Trouver Cn

h ∈ Yn,h tel que

∀Sh ∈ Yn,h,
∫

Ω

Cn
h − Cn−1

h

τn
Sh dx + α

∫
Ω

∇Cn
h · ∇Sh dx +

∫
Ω

(unh · ∇Cn
h )Sh dx

+
1

2

∫
Ω

div (unh)Cn
h Sh dx + r0

∫
Ω

Cn
h Sh dx =

∫
Ω

gn6 Sh dx .

où fn6 = fn0 + fn1 où fn0 = (ν(Cex)uex + ∇pex − (Cex + 1))(tn) et fn1 = Cn−1
h + 1 et

gn6 = (∂tCex + r0Cex −∆Cex + uex · ∇Cex)(tn).
On présente dans le tableau 4.16 les erreurs de la vitesse, la pression et la concen-
tration.
On présente l’ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.17, où βu , βp, βC et βc sont définis comme la fonction β dans
l’équation (4.22).
On présente dans la figure 4.14, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace ηhn,Kn,1

et ηhn,Kn,2
pour tout n ∈ [[1, N ]], Kn ∈ Tnh

par :

(ηhn,Kn,1)2 = ‖fn6 (Cn−1
h )−ν6(Cn−1

h )unh−∇pnh‖2
L2(Kn)+h

2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn)+
∑

en∈∂Kn

hen‖φenh ‖
2
L2(en),

(4.31)



132

10
−1

10
−1

10
0

∆x

E
rr
eu

r

Erreur en fonction du pas d’espace

 

 

Vitesse
Pression
Concentration
Indicateur
Référence

Figure 4.14

N Eτ Eh1 Eh2 Etotale DDL CPU
10 8.5185× 10−5 0.5214 1.452× 10−3 0.52143 2420 1.918
20 4.372× 10−5 0.2209 7.3883× 10−4 0.22097 17640 12.805
40 2.205× 10−5 0.106 3.73144× 10−4 0.10605 134480 97.393
80 1.105× 10−5 0.0523 1.8746× 10−4 0.052396 1049760 818.503

Table 4.18 – Indicateurs d’erreurs en fonction de N du sixième essai

où φenh est défini dans (3.4), et

(ηhn,Kn,2)2 =h2
Kn
‖gnh,6 −

1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h

− r0C
n
h + α∆Cn

h‖2
L2(Kn) +

1

2

∑
en∈∂Kn∩Einh

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en).

et l’indicateur en temps défini par

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

La figure 4.15 représente, en échelle logarithmique, l’erreur relative totale en fonc-
tion du nombre d’inconnues. Cette figure montre clairement l’avantage de la méthode
adaptative contre l’uniforme puisque les erreurs sont plus petites.

4.1.2.1 Interprétations des résultats

• On remarque que, dans les figures 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 et 4.14, les courbes
d’erreurs exactes de la vitesse, la pression et la concentration sont parallèles à la
courbe de référence dont la pente est égale à 1, ce qui indique bien un schéma
d’ordre 1.
Dans ces mêmes figures, on voit que la courbe de l’indicateur total en jaune est
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Figure 4.15

parallèle aux courbes des erreurs, ce qui indique que les vraies erreurs et l’estimateur
se comportent de la même manière.

• Dans les tableaux 4.2, 4.5, 4.8, 4.11, 4.14, 4.17, on voit que l’ordre de convergence
en norme L2 est proche de 1 pour la vitesse, en norme H1

0 pour la pression et en
norme H1

0 pour la concentration.
On remarque que la concentration converge en norme L2 en ordre compris entre 1
et 2, plus précisement, cet ordre est proche de 2 au début pour un maillage grossier
et se rapproche de 1 pour les maillages plus fins.
Si le problème était stationnaire et si le terme de convection avait été discrétisé par
uex · ∇Ch, c’est un résultat standard d’élément fini P1 que la concentration conver-
gerait à l’ordre 2.
En revanche dans un problème instationnaire lorsqu’on discrétise la dérivée tempo-
relle par un schéma d’Euler implicite, il apparaît de plus une erreur d’ordre 1 en
∆t et après avoir approché uex · ∇Cex par unh · ∇Cn

h cela introduit une autre erreur
d’ordre 1 puisque unh est aussi d’ordre 1.

• On remarque que les tableaux 4.1, 4.4, 4.7, 4.10, 4.13, 4.16 sont proches l’un de
l’autre sauf lorsque ν et f dépendent de la concentration C. Dans ce cas, ν(C) =
sin(C) + 2 et puisque Cex est compris entre −1/256 et 1/256, ν est très proche de 2,
alors que ν = 1 dans les essais précédents. On remarque que les erreurs sur la vitesse
dans les tableaux 4.13 et 4.16 valent la moitié de celles des tableaux 4.1, 4.4, 4.7 et
4.10, ceci est justifié par le fait que l’erreur est proportionnelle à 1/ν.
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4.1.3 Comparaison des deux schémas

Afin de pouvoir comparer l’exactitude des schémas sur un nombre similaire d’inconnues
et d’entrées non nulles dans les matrices associées aux systèmes linéaires, on utilise éga-
lement N = 240 pour le premier schéma et N = 30 pour le second.
Les figures 4.16, 4.17 et 4.18 montrent, en échelle logarithmique, les courbes des erreurs
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Figure 4.16 – Erreur de la pression en
fonction du pas de maillage en échelle lo-
garithmique.

-2.1 -2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4

log(h)

-2.2

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

lo
g(

E
rr

eu
r)

P1b
RT0

Figure 4.17 – Erreur de la vitesse en fonc-
tion du pas de maillage en échelle logarith-
mique.
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Figure 4.18 – Erreur de la concentration
en fonction du pas de maillage en échelle
logarithmique.
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Figure 4.19 – Erreur totale relative en
fonction du pas de maillage en échelle lo-
garithmique.

sur le pression, la vitesse et la concentration, respectivement, selon le pas de maillage h
pour les premier et second schémas (Vn,h,1) et (Vn,h,2).
La figure 4.19 représente, en échelle logarithmique, la courbe de l’erreur relative totale
en fonction du pas de maillage h pour le premier et le second schémas discrets (Vn,h,1)
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et (Vn,h,2). Leurs pentes respectives sont de 0,996 et 1,001, ce qui est conforme à l’ordre
théorique de convergence des deux schémas. On note également que pour la pression, le
schéma RT0 est plus précis que le schéma P1 + bulle.
Afin d’inclure une comparaison plus complète de la précision des deux schémas en ce
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Figure 4.20 – Erreur totale relative en
fonction de nombre d’inconnues.
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Figure 4.21 – Erreur totale relative en
fonction du nombre de coefficients non
nuls.

qui concerne leur complexité numérique, on montre sur les Figures 4.19, 4.20 et 4.21 leur
erreurs totales relatives, non seulement en fonction du pas du maillage, mais aussi en fonc-
tion du nombre d’inconnues des systèmes linéaires à résoudre et du nombre de coefficients
non nuls dans les matrices associées.
Sur les figures 4.19 et 4.20, la courbe du second schéma est en dessous de celle du premier
schéma, ce qui signifie que, pour un nombre d’inconnues donné, le second schéma est plus
précis que le premier pour cet exemple particulier. Il est probable que cet avantage est
lié à la raideur élevée de la solution exacte, qui est mieux saisie par le second schéma qui
utilise des polynômes d’ordre supérieur. En revanche, lorsque l’on mesure la précision en
fonction du nombre de termes non nuls dans les matrices des systèmes linéaires, le premier
schéma est très légèrement plus précis que le second. Ceci est dû au nombre de termes
non nuls dans les matrices, qui est nettement plus élevé dans le second schéma que dans
le premier.
De plus, afin de présenter une comparaison plus complète des deux schémas en ce qui
concerne leur complexité numérique, on montre dans la figure 4.22, en échelle logarith-
mique, l’indicateur d’erreur total en fonction du nombre d’inconnues dans des simulations
uniformes et adaptatives. Dans cette figure, les courbes du second schéma sont en dessous
de celles du premier schéma, ce qui signifie que, pour un nombre d’inconnues donné, le
second schéma est plus précis que le premier pour cet exemple particulier.
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Figure 4.22

4.2 Deuxième cas test numérique

Dans ce cas test, on considère le problème (Vn,h,2) sans la densité volumique des forces
extérieures f , et sans la source de concentration externe g.
On prend T = 3 et Ω =]0, 4[2.
Pour le problème de Darcy, on considère que la viscosité est indépendante de C et est
égale à 1. On suppose que la vitesse du fluide verifie les conditions aux bords suivants, où
ϕ = u · n :

ϕ|[0,4]×{0} = −0.4, ϕ|{4}×[0,4] = 0.4, ϕ|[0,4]×{4} = 0.4, ϕ|{0}×[0,4] = −0.4.

Pour l’équation de la concentration, on prend α = 10−4, r0 = 10−6 et la condition initiale
suivante :

C(x, y, 0) = e−50((x−1)2+(y−1)2),

qui est représenté par une boule centrée au point (1, 1).
Le terme source du problème de Darcy étant nul et l’équation étant indépendante de la
concentration, avec ces conditions limites, le champ de vitesse donné par Darcy est un
champ uniforme qui vaut (0, 4; 0, 4) sur tout le domaine et la pression est nulle. Pour
la concentration, comme le coefficient de diffusion et le coefficient de réaction sont très
faibles, et comme le terme source est nul, on s’attend à ce que la concentration soit
convectée avec la vitesse (0, 4; 0, 4), c’est à dire le long de la diagonale, sans diffusion ni
amortissement.
Dans ce cas , les indicateurs correspondants au problème sont les suivants : pour chaque
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Kn ∈ Tnh, ∀n ∈ [[1, N ]],

(ηhn,Kn,1
)2 = ‖ − unh −∇pnh‖2

L2(Kn)d + h2
Kn
‖div unh‖2

L2(Kn) +
∑

en∈∂Kn∩Γb
h

hen‖φenh − ϕ‖
2
L2(en),

(ηhn,Kn,2
)2 = h2

Kn

∥∥∥∥− 1

τn
(Cn

h − Cn−1
h )− unh · ∇Cn

h −
1

2
div unhC

n
h − r0C

n
h + α∆Cn

h

∥∥∥∥2

L2(Kn)

+
1

2

∑
en∈∂Kn∩Γi

h

hen‖[α∇Cn
h · n]en‖2

L2(en),

et

(ητn,Kn
)2 = τn‖Cn

h − Cn−1
h ‖2

1,Kn
.

Cet algorithme est testé pour un pas initial de temps τ1 = 4
√

2
N

et un maillage initial
correspondant pour N = 40.
Les figures 4.23, 4.24, 4.25 et 4.26 montrent l’évolution du maillage au cours des itérations
temporelles.
On remarque à partir des figures 4.23-4.26 et des figures 4.27-4.30 que la boule de la

Figure 4.23 – Maillage à t = 0 Figure 4.24 – Maillage à t = 0.128

concentration se déplace à travers la diagonale pendant les pas de temps, sans être exces-
sivement diffusée ni amortie, ce qui correspond au comportement attendu.
La figure 4.31 montre une comparaison de l’indicateur d’erreur total Etotale, par rapport
au nombre d’inconnues, en échelle logarithmique, pour les méthodes de raffinement adap-
tatives et uniformes.
On peut clairement voir les avantages du raffinement adaptatif du maillage par rapport
à l’uniformité puisque l’indicateur d’erreur total est beaucoup plus petite dans le cas de
la méthode adaptative.
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Figure 4.25 – Maillage à t = 1.767 Figure 4.26 – Maillage à t = 3
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Figure 4.27 – Concentration à t = 0
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Figure 4.28 – Concentration à t = 0.128
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Figure 4.29 – Concentration à t = 1.767

IsoValue
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
0.55
0.6
0.65
0.7
0.75
0.8
0.85
0.9
0.95
1

Figure 4.30 – Concentration à t = 3
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Annexe

Dans cet annexe, on prouve tout d’abord que rot f · n est continu sur une interface du
maillage, lorsque d = 3 et f est une fonction P1 par cellule, continue globalement sur Ω
et n est un vecteur unitaire normal à la face. On prouve ensuite que sur la frontière Γ, si
f est nulle, alors rot f · n aussi.
On se place dans un cas particulier, où la face est dans un plan horizontal où z = 0. C’est
un cas particulier qui n’enlève rien au cas général, à un changement de repère près. Ainsi,
le vecteur unitaire normal est (0, 0, 1) au plan z = 0.
On note par f g et fd, les fonctions à gauche et à droite de la face respectivement :

f g =

 ag1x+ bg1y + cg1z + dg1
ag2x+ bg2y + cg2z + dg2
ag3x+ bg3y + cg3z + dg3

 et fd =

 ad1x+ bd1y + cd1z + dd1
ad2x+ bd2y + cd2z + dd2
ad3x+ bd3y + cd3z + dd3

 .

Comme f est P1 continue, donc sur la face z = 0, les fonctions f g et fd coïncident, d’où,
agi = adi , b

g
i = bdi et dgi = ddi , pour i = 1, . . . , 3.

Or,

rot f g · n =

 bg3 − c
g
2

cg1 − a
g
3

ag2 − b
g
1

 ·
 0

0
1

 = ag2 − b
g
1,

et

rot fd · n =

 bd3 − cd2
cd1 − ad3
ad2 − bd1

 ·
 0

0
1

 = ad2 − bd1.

Comme ag2 = ad2 et bg1 = bd1, ainsi rot f g · n = rot fd · n. D’où, rot f · n est continu.

De plus, sur la frontière Γ, dans la cellule correspondante, f s’écrit

 a1x+ b1y + c1z + d1

a2x+ b2y + c2z + d2

a3x+ b3y + c3z + d3


et comme f |Γ = 0, où Γ est dans le plan z = 0, donc ai = bi = di = 0, pour tout
i = 1, . . . , 3, d’où rot f · n|Γ = a2 − b1 = 0.
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Conclusions et perspectives

Ce travail a porté d’une part, sur les estimations d’erreur a priori et a posteriori pour
l’équation de Darcy et l’équation de convection–diffusion–réaction instationnaire ; d’autre
part, sur la validation numérique des résultats théoriques obtenus à travers des exemples
académiques.
On a tout d’abord présenté et étudié le couplage de l’équation de Darcy avec l’équation de
convection–diffusion–réaction instationnaire. Par la suite, on a établi deux formulations
variationnelles continues associées au problème, puis on les a discrétisées en utilisant la mé-
thode d’Euler semi-implicite pour la discrétisation en temps et la méthode des éléments
finis pour la discrétisation en espace : élement fini “Raviart-Thomas” pour le premier
schéma et “Mini-élément” pour le second schéma.
Ensuite, on a établi des estimations d’erreur a priori pour les deux schémas, qui indiquent
l’ordre 1 pour leur précision lorsque les solutions sont suffisamment régulières.
On a ensuite obtenu des estimations d’erreur a posteriori dont le but est de contrôler
globalement l’erreur par le biais de bornes calculables et de fournir des indicateurs per-
mettant le raffinement adaptatif en espace et en temps.
La validation numérique des résultats théoriques est effectuée sur des cas-tests pour les-
quels on connaît une solution exacte ; cela permet de s’assurer que les ordres de conver-
gence de l’erreur mesurée sont conformes à ce qui a été démontré. D’autre part, on a
proposé un algorithme adaptatif basé sur les estimations a posteriori et présenté des es-
sais numériques qui montrent l’efficacité de la stratégie adaptative.

Plusieurs perspectives peuvent être envisagées pour cette thèse. Tout d’abord, il serait
intéressant d’implémenter des cas-tests avec des applications physiques, biologiques, . . .
moins académiques. Ensuite, une autre étape importante serait d’étendre les simulations
numériques en dimension 3. Pour se rapprocher plus de la réalité, il serait intéressant d’étu-
dier le cas où le coefficient de diffusion α dans l’équation convection–diffusion–réaction dé-
pend de la concentration C. Dans ce cas le terme α∆C sera remplacer par div(α(C)∇C).
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