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Introduction

Le rayonnement joue un rôle prépondérant à l’échelle astrophysique, de la dynamique du milieu

interstellaire aux échelles cosmologiques, car il interagit avec les différentes formes de matière présentes

dans l’Univers. Les photons observés par nos télescopes et provenant de systèmes particulièrement

éloignés permettent de témoigner de la physique des milieux rencontrés durant leur périple. Certains

évènements particulièrement intenses témoignant d’une physique des hautes densités d’énergie sont

ainsi couramment détectés. Parmi ceux-ci, des sursauts thermonucléaires naissent à la surface d’étoiles à

neutrons, impactant les disques d’accrétion les entourant. Les photons peuvent alors transporter, retirer ou

déposer de l’énergie, modiőant la dynamique de ces milieux. Une bonne compréhension de l’interaction

entre ce rayonnement intense et la matière accrétée pourrait permettre de caractériser la dynamique de ces

écoulements. Cependant, de nombreux phénomènes physiques apparaissent à la lumière de l’interaction

rayonnement-matière, et leur compréhension reste aujourd’hui un challenge pour les théoriciens, les

numériciens et les observateurs.

Nous savons à présent que des phénomènes radiatifs violents sont produits à l’échelle stellaire, comme

dans le cas de l’explosion d’une supernova ou encore lorsque des réactions nucléaires s’emballent à la

surface d’une étoile à neutrons. Notre capacité observationnelle de tels systèmes continue de s’élargir à

l’aide d’observations multi-longueurs d’onde. Cependant, une des problématiques principales posées par

ces outils d’observation reste leur résolution spatiale limitée. Ceci rend parfois impossible la validation

d’hypothèses théoriques ou modèles numériques censés représenter la physique se déroulant au sein de

ces régions d’intérêt.

Durant les dernières décennies, l’avènement des lasers de puissance a permis le développement d’ex-

périences reproduisant, en laboratoire, certains phénomènes se produisant à l’échelle astrophysique et

dans lesquels la matière est soumise à des hautes densités d’énergie. C’est ce que l’on appelle l’astro-

physique de laboratoire. Toute l’approche de l’astrophysique de laboratoire repose sur la possibilité de

lier théoriquement les échelles astrophysique et de laboratoire par les concepts de similarité aboutissant

à l’existence de lois d’échelle. Les phénomènes physiques observés doivent présenter des propriétés

d’invariance d’échelle aőn de pouvoir être modélisés à l’échelle du laboratoire, ceci dans le but de valider

certains modèles théoriques ou numériques. Dans certains régimes physiques extrêmes, comme ceux où

la pression radiative dépasse fortement la pression thermique au sein d’un plasma, on se heurte à une

limite technologique, qu’il n’est pour l’heure possible de contourner que dans certains cas particuliers.

L’objectif principal de ces travaux de thèse est donc de proposer une approche alternative à la similitude
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classique aőn de palier aux difficultés expérimentales rencontrées. Cette nouvelle approche s’avère être

une généralisation du concept de lois d’échelle, actuel pilier de l’astrophysique de laboratoire. Ces travaux

théoriques sont ainsi à la base de la création d’une toute nouvelle classe d’expériences d’astrophysique de

laboratoire, reposant sur une mathématisation des expériences de ressemblances en suivant la classiőcation

de Takabe [2001]. Nous nous sommes en particulier intéressés au problème du transport radiatif dans

les disques d’accrétion lors de phénomènes d’explosion intervenant à la surface d’étoiles à neutrons. Ce

transport se fait sous la forme d’une onde de conduction radiative aussi appelée onde de Marshak. Les

installations laser les plus puissantes (LMJ, NIF) nous permettent aujourd’hui d’envisager reproduire

cette physique dans des régimes de plus en plus radiatifs, ouvrant la voie au projet d’astrophysique de

laboratoire nommé MaTaLE 1 qui vise à créer une plate-forme expérimentale pour cette nouvelle classe

d’expériences.

Dans le chapitre 1, nous présenterons quelques exemples de mécanismes de production de rayonne-

ment en astrophysique, ainsi que de l’interaction des photons avec la matière. L’objectif est d’identiőer

les environnements astrophysiques dans lesquels des ondes radiatives peuvent transporter de manière ef-

őcace l’énergie. Nous verrons également comment il est à présent possible de recréer de telles conditions

physiques à l’échelle du laboratoire grâce aux lasers de puissance.

Dans le chapitre 2, nous détaillerons plus précisément la physique des ondes radiatives et des phé-

nomènes associés dans le cadre de l’interaction entre les sursauts X produits à la surface des étoiles à

neutrons et leur disque d’accrétion environnant. Nous montrerons le rôle central que jouent les ondes

radiatives supersoniques dans le bilan d’énergie de tels systèmes. Pour cela, des simulations numériques

1D ont été effectuées avec le code d’hydrodynamique radiative RAMSES-RT.

Dans le chapitre 3, nous ferons un bilan des expériences d’ondes radiatives menées à l’aide des

lasers de puissance, en parcourant les régimes physiques produits et les matériaux de laboratoire utilisés.

Ensuite, nous appliquerons les concepts de similarité à l’interaction entre un sursaut X et un disque

d’accrétion aőn d’obtenir les lois d’échelle associées. L’application de ces relations permettra de mettre

en perspective les contraintes théoriques à respecter pour obtenir des régimes similaires à l’échelle du

laboratoire.

Dans le chapitre 4, nous décrirons comment une généralisation des symétries de Lie appelées symétries

d’équivalence permet de briser les limites imposées par la similarité et de lier théoriquement des systèmes

et des régimes physiques différents. Le cadre théorique nécessaire à la compréhension et l’application de

ces concepts sera détaillé, ainsi que le calcul des symétries classiques et d’équivalence du modèle étudié.

Dans le chapitre 5, nous appliquerons ces nouveaux concepts d’équivalence au modèle d’ondes ra-

diatives aőn de construire un système théorique à l’échelle du laboratoire accessible expérimentalement.

Des simulations effectuées à l’aide du code d’hydrodynamique radiative FCI2 seront présentées aőn

d’illustrer numériquement les résultats théoriques du chapitre précédent. Nous détaillerons la méthodo-

logie de dimensionnement suivie ainsi que les outils numériques développés permettant de proposer une

maquette d’un système équivalent de laboratoire. Nous déőnirons enőn les contours d’applicabilité de

ces nouveaux outils théoriques.

1. MaTaLE est un acronyme pour Mapping Theory and Laser Experiments. Ce projet est piloté par É. Falize et implique
le CEA, le LULI et le LERMA.
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Dans le chapitre 6, nous proposerons un dimensionnement expérimental sur le Laser MégaJoule ap-

puyé par des simulations 2D effectuées à l’aide du code FCI2. En particulier, nous détaillerons comment

les diagnostics laser utilisables sur cette installation permettent de s’assurer du respect des hypothèses

fondamentales de propagation d’une onde radiative supersonique équivalente à celles pouvant être at-

tendues lors de l’interaction entre un sursaut X et le disque d’accrétion d’une étoile à neutrons. Les

conclusions et perspectives de cette étude permettront d’ouvrir la porte à un élargissement du catalogue

actuel de phénomènes étudiables à l’échelle du laboratoire, constituant ainsi la base d’une nouvelle classe

d’expériences pour l’astrophysique de laboratoire.
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Chapitre 1 De l’astrophysique au laboratoire

1.1 Introduction

L’interaction entre le rayonnement et la matière, qu’elle se déroule à l’échelle astrophysique ou à

celle du laboratoire, produit une physique riche et encore sujette à des problématiques fondamentales. La

compréhension et la modélisation d’une telle physique, au niveau observationnel, théorique et numérique,

reste en effet un challenge pour les physiciens. Le développement des lasers de puissance a aujourd’hui

permis de reproduire à l’échelle du laboratoire des écoulements hydro-radiatifs propres à l’échelle as-

trophysique, ainsi que d’en étudier la dynamique. Les données expérimentales produites apportent de

nouveaux éléments de compréhension et permettent de valider les modèles théoriques et numériques déjà

utilisés. Cette approche expérimentale constitue une opportunité unique d’enrichir la compréhension des

phénomènes astrophysiques ainsi que de sonder des régions inobservables par les télescopes actuels.

Dans ce chapitre introductif, nous commencerons par présenter les différents mécanismes de pro-

duction de rayonnement à l’échelle astrophysique. Ensuite, nous détaillerons différents mécanismes

d’interactions entre ces évènements énergétiques et la matière présente aux alentours. Cela mènera à la

déőnition de quelques processus physiques d’importance capitale dans la structuration de ces environne-

ments astrophysiques. Enőn, nous décrirons quels phénomènes mis en jeu dans l’interaction laser-matière

peuvent permettre de reproduire cette physique à l’échelle du laboratoire à travers quelques expériences

notables en physique des hautes densités d’énergie.

1.2 L’interaction rayonnement-matière

1.2.1 Une diversité de phénomènes énergétiques

Les mécanismes de production de rayonnement ne manquent pas à l’échelle astrophysique. De par

la diversité des environnements présents à cette échelle, la gamme de photons émis parcourt l’ensemble

du spectre électromagnétique, le domaine optique ne représentant qu’une inőme partie des photons

détectables dans l’Univers. Les longueurs d’onde des ondes électromagnétiques associées aux photons,

notées 𝜆, peuvent ainsi varier de quelques centaines de kilomètres (domaine radio) jusqu’à l’échelle de

quelques dizaines de femtomètres (domaine 𝛾). Il est possible d’associer une température de rayonnement

de corps noir pour chaque énergie ℎ𝜈 de ce spectre, où ℎ = 6.62 × 10−27 erg.s est la constante de

Planck et 𝜈 la fréquence des photons. Ces températures, obtenues en considérant 𝑘𝐵𝑇 = ℎ𝜈, avec

𝑘𝐵 = 1.38 × 10−16 erg.K−1 la constante de Boltzmann, appartiennent à un intervalle allant de quelques

Kelvins jusqu’à atteindre plusieurs centaines de millions de Kelvin.

De manière générale, il existe une grande diversité de mécanismes produisant des rayonnements

parcourant l’ensemble de ce spectre. Commençons par le domaine des basses énergies, et les signaux

appartenant au domaine radio. Le rayonnement synchrotron produit par l’accélération de particules

chargées par un champ magnétique produit des ondes électromagnétiques dans une grande gamme

d’énergies, et en particulier le domaine radio [Offringa et al., 2022]. On peut également citer les sursauts

radio rapides [Petroff et al., 2019] dont la nature de la source est probablement liée aux pulsars. Ces

rayonnements sont légèrement moins énergétiques que le rayonnement de fond diffus cosmologique

(𝑇 ∼ 3𝐾), appartenant au domaine des micro-ondes.
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Légèrement au-dessus, de la dizaine au millier de Kelvins, on trouve le domaine infra-rouge, qui

peut correspondre à la température rayonnée par des grains de poussière présents dans certains nuages

moléculaires froids [Steinacker et al., 2010]. Des observations de nuages moléculaires dans l’infrarouge

lointain (quelques centaines de K) ont révélé des structures complexes de gaz et poussières arrangées en

őlaments [Schisano et al., 2014]. Ces őlaments de matière semblent être liés à des processus de formation

stellaire et de chocs d’accrétion [Priestley et Whitworth, 2022].

Pour des températures encore plus élevées, nous entrons dans le domaine du rayonnement visible

observé en partie par le télescope James Webb [Gardner et al., 2006] récemment déployé, et permettant

d’étudier en majorité les étoiles et galaxies.

Dans la gamme de la centaine de milliers de 𝐾 , on trouve le rayonnement ultraviolet (UV) qui est

utilisé pour caractériser la densité, la température, et la composition chimique du milieu interstellaire

et des étoiles chaudes [Gondhalekar et al., 1980]. Ces longueurs d’onde sont en effet particulièrement

importantes dans l’ionisation du milieu interstellaire par le rayonnement des étoiles [Haehnelt et al.,

2001].

Très haut dans le spectre énergétique du rayonnement, nous arrivons dans le domaine du rayonnement

X, pour des températures pouvant atteindre des centaines de millions de Kelvin. Dans ces régimes, il est

usuel d’utiliser des échelles d’électronvolts (1 eV = 11604 K) ou kiloélectronvolts (keV). Notons que

c’est cette gamme d’énergie qui va nous intéresser dans ce manuscrit. À ces énergies extrêmes, la matière

peut être totalement ionisée et le rayonnement peut inŕuencer la dynamique des environnements dans

lesquels il se propage. Un exemple particulièrement intéressant se trouve dans les processus de réactions

thermonucléaires se produisant à la surface des naines blanches ou des étoiles à neutrons provenant

de systèmes binaires [Pringle et Savonĳe, 1979; Lewin et al., 1993]. Ces objets compacts accrètent de

façon permanente de la matière de leur étoile compagnon, provoquant une accumulation à leur surface.

Lorsque la densité et la température de ces régions augmentent trop fortement, des réactions de fusion

se déclenchent. Une forte énergie s’échappe alors sous forme d’un sursaut de rayonnement, que l’on

appelle nova pour les naines blanches [Pringle et Savonĳe, 1979], et sursaut X de type I pour les étoiles

à neutrons [Lewin et al., 1993]. Ces phénomènes de sursauts se déroulant à la surface d’objets compacts

sont capables de produire des rayonnements X intenses, atteignant des luminosités 𝐿𝑆 ∼ 1038−40 erg.s−1

sur une plage de durée relativement conséquente (de la seconde à quelques mois). Ces sursauts vont

alors altérer les écoulements d’accrétion proches de ces astres. Bien que la structure principale de ces

écoulements prenne une forme de disque, les champs magnétiques intenses parfois présents autour de

ces objets compacts peuvent permettre de collimater les ŕots de matière sous la forme d’une colonne

d’accrétion [Warner, 1995]. De récentes observations ont ainsi permis de capturer le phénomène de nova

en provenance de la colonne d’accrétion d’une naine blanche [Scaringi et al., 2022]. Dans ces travaux

de thèse, nous nous intéresserons tout particulièrement à l’effet des sursauts X de type I sur les disques

d’accrétion proches des étoiles à neutrons.

Enőn, les rayonnements les plus énergétiques appartiennent à la catégorie du rayonnement 𝛾, dont la

température équivalente dépasse la centaine de kiloélectronvolts. On peut retrouver ce type de rayonne-

ment proche des trous noirs supermassifs ou encore dans le cas des hypernovae [Paczyński, 1998] pour

les étoiles de très grande masse. L’ensemble des processus précédemment décrits sont présentés sous une

9



Chapitre 1 De l’astrophysique au laboratoire

forme synthétique sur la Figure 1.

Figure 1 ś Exemple de phénomènes physiques se déroulant à l’échelle astrophysique et parcourant le
spectre électromagnétique. De gauche à droite se trouvent : un sursaut radio rapide, une carte du fond
diffus cosmologique, le système terre-Soleil, la colonne d’accrétion à la surface d’une naine blanche dans
un système binaire, un sursaut X irradiant le disque d’accrétion d’une étoile à neutrons dans un système
binaire, un rayon 𝛾 s’échappant d’une étoile en effondrement.

1.2.2 Une interaction complexe entre rayonnement et matière

De manière générale, le rayonnement, quelque soit le domaine d’énergie, va interagir avec la matière

environnante et potentiellement provoquer l’apparition ou la modiőcation de structures à l’échelle astro-

physique. En effet, quand les photons produits par ces mécanismes se propagent dans un milieu autre que

le vide, il est possible qu’ils interagissent avec celui-ci de diverses manières. Dans la plupart des cas,

ces photons interagissent avec les électrons liés du milieu, ou encore, dans un milieu ionisé, avec des

électrons libres 1. Chaque mécanisme d’interaction dépend de l’énergie des photons incidents ainsi que

de la nature du milieu qu’ils traversent.

1.2.2.1 L’effet photoélectrique

Un premier mécanisme est l’effet photoélectrique, appelé aussi photoionisation. C’est un mécanisme

d’absorption du photon, dans lequel celui-ci transfère directement son énergie à un électron lié. Dans

le cas où cette énergie est suffisante par rapport à l’énergie d’ionisation d’une couche de l’atome,

l’électron peut être arraché de cette couche. Ce mécanisme est particulièrement présent dans le milieu

interstellaire, lorsque le rayonnement UV des étoiles interagit avec le milieu ambiant. Ce dernier étant

principalement composé d’hydrogène (seuil d’ionisation à 13.6 eV), les luminosités typiques de ces étoiles

1033 erg.s−1 suffisent à ioniser le milieu. L’effet photoélectrique peut également être observé proche de

nous, lorsque les poussières en lévitation à la surface de la Lune, sont impactées par le rayonnement

1. Pour les rayons 𝛾, l’interaction se déroule même au niveau nucléaire.
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UV du Soleil, conduisant à un phénomène de lueur d’horizon 2. Plus précisément, la lumière du soleil

cause des émissions et ré-absorptions d’électrons dans des micro-cavités formées entre des particules

voisines. Cela peut générer des charges électriques élevées conduisant à des forces de répulsion mettant

en lévitation les poussières à la surface de la lune. Ces poussières diffusent ensuite le rayonnement UV du

soleil, conduisant au phénomène de lueur d’horizon. Notons que ce phénomène a été reproduit à l’échelle

du laboratoire [Sickafoose et al., 2001]. La Figure 2, à gauche, montre une photographie de cette lueur

d’horizon, tandis qu’à droite se trouve un schéma illustrant le principe de base de l’effet photoélectrique.

Soleil 

Lueur 

d’horizon

Lune

Effet photoélectrique
©NASA

Figure 2 ś À gauche, photographie en noir et blanc (Crédit : NASA) illustrant la lueur d’horizon produite
à la surface de la Lune lorsque les poussières lévitent, un phénomène provoqué par l’effet photoélectrique.
Le processus de photoionisation se déroulant grâce au rayonnement du Soleil est schématisé à droite, où
𝐸𝜈 représente l’énergie du photon incident et 𝐸𝑖 l’énergie d’ionisation associée à l’atome représenté. On
constate que le rayonnement incident arrache un électron à l’atome, permettant ainsi de l’ioniser et de
créer un électron libre.

1.2.2.2 Les mécanismes de diffusion

À des énergies plus élevées, on retrouve des mécanismes de diffusion des photons par des électrons

libres ou liés. Dans un premier temps, le photon peut être diffusé dans un milieu sans que sa longueur

d’onde soit altérée. On parle alors de diffusion Thomson, dans laquelle il n’existe pas de transfert d’énergie :

c’est une diffusion qualiőée d’élastique. Ce mécanisme joue un rôle dans le rayonnement de fond diffus

cosmologique [Rees, 1968], ou encore dans des milieux ionisés soumis à des rayonnements d’intensités

proches des dizaines d’eV à quelques keV. En effet, ce phénomène apparaît lorsque l’énergie du photon

incident ℎ𝜈 n’est pas suffisante pour accélérer signiőcativement l’électron d’énergie 𝐸𝑚 = 𝑚𝑒𝑐
2 avec

2. Ce phénomène a été observé pour la première fois dans les années 1960 par la NASA.
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𝑚𝑒 = 9.1 × 10−28 g la masse de l’électron. Il faudrait en moyenne au photon une énergie d’environ

ℎ𝜈 ≃ 512 keV pour que 𝐸𝑚 ≃ ℎ𝜈, menant à des photons X durs. Dans ce dernier cas de őgure,

l’interaction entre un électron et un photon conduit à un gain d’énergie pour l’électron (provenant du

photon) et une perte d’énergie pour le photon. L’interaction entre l’onde électromagnétique et la particule

chargée conduit à une mise en mouvement de l’électron, le photon lui transmettant de l’impulsion. Un

photon est ensuite émis dans une direction autre que sa trajectoire initiale, d’énergie égale à la différence

entre l’énergie initiale du photon et celle cédée à l’électron. Si le photon cède de l’énergie à la particule,

on parle d’effet Compton. Si le photon gagne de l’énergie, on parle alors d’effet Compton inverse,

particulièrement important pour les photons provenant du rayonnement diffus cosmologique [Gurzadyan

et Margarian, 1996] ou des amas de galaxies [Sarazin, 1999; Moskalenko et Strong, 2000]. Pour qualiőer

ces phénomènes, on parle de diffusion inélastique, dans le sens où un échange d’énergie a lieu entre les

deux particules. Ces deux régimes de diffusion (Compton et Thomson) sont illustrés sur la Figure 3.

Figure 3 ś Schéma des processus de diffusion Thomson (à gauche) et Compton (à droite). Dans le premier
cas, à basse énergie, on retrouve un mécanisme de diffusion élastique durant lequel la fréquence (et donc
longueur d’onde) du photon n’est pas modiőée, tandis qu’à haute énergie (à droite), ces grandeurs sont
modiőées, conduisant ainsi à une diffusion inélastique et à un échange d’impulsion entre le photon et
l’électron.

On note également qu’à des énergies extrêmement élevées (> 103 keV), d’autres phénomènes d’in-

teraction peuvent prendre place comme les réactions photonucléaires ou la production de paires électron-

positron provenant d’un photon [Hayward, 1970].

1.2.2.3 Transfert radiatif et loi d’opacité

De manière générale, le rayonnement interagissant avec un milieu peut être absorbé, diffusé ou

encore réémis. Les lois de diffusion et d’absorption peuvent varier selon le milieu traversé par les

photons incidents et ses conditions thermodynamiques. Aőn de caractériser la façon dont ces mécanismes

se produisent dans ces différents milieux, on utilise une loi d’opacité que l’on note 𝜅𝜈 et contenant

l’information sur les différents processus microscopiques mis en jeu. Cette fonction apparaît explicitement

dans l’équation du transfert radiatif qui permet d’obtenir la variation de l’intensité du rayonnement en
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fonction des mécanismes d’absorption/diffusion et des termes sources d’émission :

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
𝐼𝜈 + ®Ω.®∇𝐼𝜈 = 𝜌 𝑗𝜈 − 𝜅𝜈𝜌𝐼𝜈 (1.1)

où 𝐼𝜈 représente l’intensité spéciőque des photons de fréquence 𝜈, ou plus précisément l’énergie par unité

de surface, de temps, de fréquence, et d’angle solide, 𝑐 = 3 × 1010 cm.s−1 est la vitesse de la lumière

dans le vide, 𝑡 est la variable temporelle, ®Ω l’angle solide dans lequel on calcule l’intensité spéciőque

(représenté sur la Figure 4), 𝜌 la densité du matériau, 𝑗𝜈 le terme d’émission et 𝜅𝜈 la loi d’opacité présente

dans le terme d’absorption du rayonnement.

n

Ω

dS

dΩ

Figure 4 ś Représentation de l’angle solide dΩ dans lequel sont contenus les photons traversant la surface
dS, et qui constituent donc l’intensité spéciőque 𝐼𝜈 .

Concrètement, cette relation indique comment le rayonnement, représenté par un faisceau de photon,

gagne, perd et redistribue de l’énergie par différents processus d’émission, d’absorption, et de diffusion.

En pratique, cette équation est trop difficile à résoudre de manière directe, mais il est possible d’en

obtenir des solutions dans certaines limites, comme la limite de diffusion [Castor, 2004]. Généralement,

on simpliőe également l’approche en considérant un milieu à l’équilibre thermodynamique local (ETL),

où la distribution du rayonnement est une Planckienne, notée 𝐵𝜈 (𝑇). Dans ce cas, la loi de Kirchoff

est vériőée : 𝑗𝜈 = 𝜅𝜈𝐵𝜈 [Mihalas et Mihalas, 2013], décrivant l’état stationnaire de l’équation (1.1),

pour 𝐼𝜈 = 𝐵𝜈 . Dans le cas où l’on chercherait à simpliőer encore plus l’approche, il est possible de

moyenner les différents termes présents dans l’équation (1.1) sur les fréquences des photons. On parle

alors d’approximation grise.

Le terme qui nous intéresse tout particulièrement est celui d’absorption, dont l’objectif est de décrire,

par exemple, les différents processus d’interaction rayonnement-matière présentés précédemment, à savoir

la photoionisation et les mécanismes de diffusion. La loi d’opacité 𝜅𝜈 dépend donc, de manière générale,

de la fréquence des photons incidents (et donc de leur énergie ℎ𝜈). Le régime diffusif fait apparaître
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une opacité moyennée sur la plage de fréquences des photons incidents, pondérée par la variabilité de la

Planckienne en fonction de la température : c’est la moyenne de Rosseland. On obtient alors l’expression

suivante :

𝜅𝑅 =

∫ ∞
0

𝜕𝐵𝜈 (𝑇 )
𝜕𝑇

𝑑𝜈
∫ ∞
0

1
𝜅𝜈 (𝑇 )

𝜕𝐵𝜈 (𝑇 )
𝜕𝑇

𝑑𝜈
, avec 𝐵𝜈 (𝑇) =

2ℎ𝜈3

𝑐2

1

𝑒
ℎ𝜈
𝑘𝐵𝑇 − 1

(1.2)

De manière générale, la forme de l’opacité Rosseland 𝜅𝑅 dépend de la physique microscopique du milieu

parcouru par le rayonnement par l’intermédiaire de 𝜅𝜈 , ainsi que de ses conditions thermodynamiques

en termes de densité 𝜌 et de température 𝑇 . Lors d’un processus de diffusion Thomson, par exemple,

l’opacité Rosseland du milieu s’avère devenir complètement indépendante de la température, pour un gaz

ionisé, et prend la forme [Paczynski, 1983] :

𝜅𝑅 =
𝑛𝑒 (𝜌)𝜎𝑇ℎ

𝜌
(1.3)

où 𝑛𝑒 est sa densité électronique et 𝜎𝑇ℎ = 6.65 × 10−25 cm2 est la section efficace de Thomson pour un

électron. Dans le cas d’un gaz composé d’hydrogène, on peut aboutir à l’expression suivante :

𝜅𝑅
[
cm2.g−1

]
= 0.2 (1 + 𝑋) (1.4)

où 𝑋 est la fraction massique d’hydrogène du milieu traversé par les photons incidents. Par exemple,

pour un milieu composé en grande partie d’hydrogène, on considère usuellement 𝑋 = 0.5, ce qui donne

𝜅𝑅 = 0.3 cm2.g−1. Lors d’un processus de diffusion Compton, la détermination de la loi d’opacité

Rosseland correspondante est beaucoup plus complexe, et mène à des formulations différentes [Poutanen,

2017]. Enőn, on peut citer également la formule de Klein-Nishina [Klein et Nishina, 1929; Krajewska

et al., 2015] qui décrit de manière continue la transition entre l’effet Thomson et l’effet Compton dans le

cas d’un plasma où l’énergie cinétique des électrons est faible par rapport à leur énergie de masse.

La connaissance de la loi d’opacité d’un matériau est d’une importance capitale pour comprendre

la dynamique de l’interaction entre rayonnement et matière. En particulier, connaissant la densité du

milieu, elle permet d’obtenir le libre-parcours moyen 𝜆𝑅 = 1/(𝜅𝑅𝜌) des photons. Cette quantité donne

la longueur caractéristique que peut parcourir un photon sans être absorbé ou diffusé dans un milieu. En

prenant un axe de propagation de photon arbitraire noté 𝑥, on peut ainsi déőnir la quantité sans dimension

suivante :

𝜏 =

∫ 𝐿

0

𝑑𝑥

𝜆𝑅
=

∫ 𝐿

0
𝜅𝑅𝜌𝑑𝑥 (1.5)

qui représente l’épaisseur optique d’un matériau de longueur 𝐿. Cette grandeur caractérise le nombre

d’interactions que va subir un photon, en moyenne, sur une longueur 𝐿. Lorsque 𝜏 > 1, on parle de milieu

optiquement épais. Lorsque 𝜏 < 1, on parle de milieu optiquement mince. Dans le cas intermédiaire,

pour 𝜏 ≃ 1, on parle de milieu semi-transparent.
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1.2.3 Divers phénomènes et régimes physiques

1.2.3.1 Quelques exemples

Nous avons pu voir dans les sections précédentes que le rayonnement prenait une place centrale dans

de nombreux environnements astrophysiques, et sur une gamme d’énergies conséquente. Son interaction

avec certaines régions de l’espace a provoqué des modiőcations aussi bien à l’échelle atomique qu’à

l’échelle des plus grandes structures observées jusqu’ici. En particulier, les "Piliers de la création"

présents dans la nébuleuse de l’Aigle résultent de l’ablation de nuages moléculaires par le rayonnement

UV des étoiles aux alentours [Mizuta et al., 2005]. Dans ce cas, la photoionisation du milieu conduit

à un mécanisme de photoévaporation. On peut également observer des mécanismes de photoexcitation

pour la ring nebula [Barker, 1980; Burrows et al., 1995], nébuleuse planétaire dont les données actuelles

permettent de constater une répartition du rayonnement visible en anneaux, dépendant de la composition

du milieu à ces endroits, ainsi que de l’intensité du rayonnement fourni par l’étoile centrale. Des images

de ces deux phénomènes sont présentées sur la Figure 5.

© NASA, Hubble © NASA, Hubble

Figure 5 ś L’image de gauche représente les "Piliers de la création", des nuages moléculaires s’ablatant
par un mécanisme de photoionisation dû au rayonnement ultraviolet des étoiles aux alentours. Les régions
les plus denses de ces piliers sont des régions de formation d’étoiles, et les couleurs représentées sur cette
photographie du télescope Hubble représentent des éléments chimiques différents (bleu pour l’oxygène,
orange pour le souffre, et vert pour l’azote et l’hydrogène). À droite est présentée une photographie du
télescope spatial Hubble de la ring nebula, dans laquelle l’étoile centrale (105 K), une naine blanche en
formation, est entourée d’helium chaud (en bleu), d’hydrogène ionisé (en vert), et enőn d’azote ionisé
(en rouge) dans les zones les plus lointaines de l’étoile.

À l’échelle astrophysique, le rayonnement est parfois si important qu’il peut guider la dynamique de

certains milieux. Aux abords de trous noirs super-massifs, il est par exemple possible qu’un rayonnement

ultra-intense conduise à des pressions de rayonnement, notées P𝑟𝑎𝑑 , si fortes qu’elles pourraient provoquer

un phénomène de vents radiatifs [King et Pounds, 2003; Yamamoto et Fukue, 2021], expulsant la matière

environnante. Ces régimes physiques sont encore peu compris mais sont d’une importance capitale dans

ces systèmes ainsi que dans des étapes de la cosmologie primordiale où le rayonnement jouait un rôle

central [Omukai et Palla, 2001; Baumann, 2018].
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1.2.3.2 Les fronts d’ionisation et ondes de chaleur

Un des phénomènes les plus répandus en astrophysique correspond à la propagation supersonique

d’un rayonnement ionisant dans un milieu neutre. En pratique, les photons incidents ionisent le gaz,

ce qui provoque l’apparition d’une zone de séparation entre l’environnement neutre et le gaz ionisé

que l’on nomme front de photoionisation, mais aussi plus généralement front d’ionisation [Kahn, 1954;

Goldsworthy, 1958]. L’exemple le plus étudié théoriquement reste à ce jour celui de la sphère de Strömgren

[Strömgren, 1939], où un front d’ionisation (limite entre la matière ionisée et non-ionisée) se propage

au sein d’un milieu impacté par le rayonnement d’une étoile centrale, typiquement de quelques dizaines

de milliers de K. Les mécanismes de chauffage sont assez négligeables par rapport à l’ionisation du

milieu, caractérisée par un bilan entre photoionisation et recombinaison. Il constitue encore aujourd’hui

un test classique de validation des codes astrophysiques incluant une résolution du transfert radiatif [Iliev

et al., 2006, 2009]. Notons que les fronts de photoionisation jouent un rôle primordial dans les régions de

formation d’étoiles [Franco et al., 2000], et les phases de transition des nébuleuses planétaires [Gledhill

et Forde, 2015].

De manière générale, les fronts d’ionisation présentent également des mécanismes de chauffage

ainsi qu’une réponse hydrodynamique du milieu à leur propagation. Ces mécanismes ont mené à une

classiőcation théorique des fronts d’ionisation en quatre régions [Axford, 1961]. Ces régions décrivent

différentes situations dans lesquelles le chauffage et la réponse hydrodynamique du système modiőent

plus ou moins la structure d’un front d’ionisation théorique se propageant dans un milieu statique sans

chauffage. Dans la littérature, on retrouve les appellations suivantes : fronts d’ionisation de type D fort,

type D faible, type R fort, et type R faible. Le type D est appelé ainsi car il caractérise un front se

propageant dans un milieu Dense, tandis que le type R est appelé ainsi car il caractérise un front se

propageant dans un milieu Raréőé. Les fronts d’ionisation de type D sont caractérisés par une vitesse

de propagation subsonique dans le milieu neutre, pouvant ainsi être précédés par des ondes de choc ou

de raréfaction. Notons que les fronts de type D fort se propagent tout de même supersoniquement par

rapport au gaz ionisé. Les fronts d’ionisation de type R sont quant à eux caractérisés par une vitesse

de propagation supersonique dans le milieu neutre. Lors de la propagation d’un front de type R fort, le

matériau doit être fortement compressé, et la vitesse du gaz ionisé devrait être subsonique par rapport

au front. Cette solution théorique n’est pas physiquement réalisable car des perturbations acoustiques

mèneraient alors directement à une transition au type D. Notons enőn que les fronts d’ionisation se

situant à la limite entre les catégories "fort" et "faible" sont appelés "critiques".

Pour illustrer ces concepts, intéressons-nous plus en détails au cas d’un nuage moléculaire froid

(𝑇 ∼ 100 K) touché par le rayonnement ionisant (𝑇 ∼ 104 K) d’une étoile à proximité [Whitworth, 1979;

Walch et al., 2012]. Dans une première phase, on observe une expansion rapide du front d’ionisation

accompagné d’une onde chaleur, dans une phase supersonique de type R faible (Figure 6 𝑎)). Les

recombinaisons à l’avant du front d’ionisation conduisent à son ralentissement et mène à la mise en place

d’un régime R critique (Figure 6 𝑏)), pour une vitesse égale à la vitesse du son dans le milieu neutre.

Une onde de choc se libère alors depuis le front d’ionisation et se propage devant celui-ci, comprimant le

milieu neutre avant le passage du front d’ionisation. On arrive dans une situation de type D fort (Figure
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6 𝑐)), où le front d’ionisation se propage à une vitesse subsonique, précédé par un choc.
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Figure 6 ś Illustration des différents types de fronts d’ionisation, avec de haut en bas : 𝑎) un front de type
R faible, 𝑏) un front de type R critique, 𝑐) un front de type D fort. Figure adaptée de Mihalas et Mihalas
[2013].

Lors du chauffage intense d’un milieu (> 0.1 keV), on s’attend donc, de manière générale, à observer

en plus de ces fronts d’ionisation des ondes radiatives, aussi appelées ondes de Marshak [Marshak,

1958]. Elles sont dues au chauffage du milieu et à la diffusion des photons en son sein sans qu’aucune

réponse hydrodynamique ne soit observée dans un premier temps : c’est la phase supersonique de

l’onde correspondant au type R faible pour les fronts d’ionisation. Lorsque les perturbations acoustiques
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rattrapent ce front de chaleur, une transition au type D fort peut être observée pour les fronts d’ionisation.

Pour une onde radiative, c’est ce que l’on appelle la phase subsonique, avec apparition d’un choc dit de

séparation hydrodynamique [Garnier et al., 2006]. Nous reviendrons plus en détails sur cette physique

dans le chapitre 2.

On s’attend à observer de telles entités au sein des disques d’accrétion d’étoiles à neutrons soumis à

d’intenses sursauts X à la surface de celles-ci [Tranchant et al., 2022]. À ces températures de plusieurs

centaines d’eV, les milieux astrophysiques principalement composés d’hydrogène sont instantanément

ionisés par le passage d’une onde radiative. De manière générale, ces ondes radiatives jouent un rôle

important dans de nombreux systèmes astrophysiques [Mihalas et Mihalas, 2013]. Cependant, leur ob-

servation est particulièrement difficile dans les milieux opaques qu’elles traversent, et leur impact n’est

pas toujours discuté. Notons qu’une onde de chaleur a été récemment observée proche d’une proto-étoile

[Burns et al., 2020] conduisant à penser que le processus de formation de telles ondes peut jouer un rôle

important en astrophysique. Nous reviendrons plus en détails sur la physique et la modélisation de ces

phénomènes dans le prochain chapitre, et plus globalement tout au long de ces travaux.

1.2.3.3 Les chocs radiatifs

À l’échelle astrophysique, des phénomènes plus violents peuvent apparaître, tels que des chocs

radiatifs [Drake, 2005], que ce soit dans des environnements optiquement minces [Chevalier et Theys,

1975] ou optiquement épais [Bouquet et al., 2000; Drake, 2007; Koenig et al., 2006]. Les chocs radiatifs

sont des ondes de choc d’une intensité assez élevée pour que les énergie, pression, et ŕux radiatifs

inŕuencent leur dynamique. Cela peut se produire dans le cas où la matière choquée est suffisamment

chaude pour émettre une quantité non-négligeable de rayonnement. Dans des environnements optiquement

épais, les photons ainsi émis par la matière choquée interagissent avec le milieu de propagation en aval du

front de choc. Ces photons peuvent chauffer et ioniser le milieu à la manière d’une onde de Marshak, créant

un précurseur radiatif devant le choc. La discontinuité hydrodynamique se propage alors dans un milieu

profondément modiőé par ce précurseur, entraînant des modiőcations des relations de Rankine-Hugoniot

pour un choc hydrodynamique [Michel et al., 2019].

Dans des régimes optiquement minces, la matière non choquée est bien moins impactée par le

rayonnement de la matière choquée. Les effets du rayonnement sont alors usuellement modélisés par une

fonction de refroidissement agissant comme une perte d’énergie. Cette perte d’énergie est due aux photons

émis par la zone post-choc pouvant librement quitter le système optiquement mince par la suite [Michaut

et al., 2009]. Enőn, notons qu’à la limite entre ces chocs en régime optiquement épais et optiquement

minces, des travaux ont été réalisés pour comprendre la nature de ces chocs radiatifs et lier ces deux

régimes [McClarren et al., 2010].

Les chocs radiatifs, en régimes optiquement épais ou optiquement mince, peuvent se produire dans

un grand nombre de systèmes astrophysiques, comme les jets d’étoiles jeunes [del Valle et al., 2022], les

écoulements super-Eddington proches des trous noirs [Okuda et Singh, 2021], ou encore dans les restes

de supernovae [Dopita et al., 2019]. Une des applications correspond au choc radiatif présent dans le

milieu entourant la supernova SN1987A. Ce gaz circumstellaire est ionisé par le rayonnement émis par la
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matière choquée par les éjecta de la supernova qui sont propulsés à la vitesse de l’ordre de 1000 km.s−1

[Michel, 2019]. Un choc intense se créée ainsi, présentant les caractéristiques typiques d’un choc radiatif,

comme en atteste la présence d’un précurseur radiatif [Pun et al., 2002].

1.2.4 Une problématique fondamentale en astrophysique

Comme nous venons de le voir, l’interaction rayonnement-matière joue un rôle fondamental dans un

un grand nombre d’environnements à l’échelle astrophysique, du transport d’énergie au sein des étoiles

aux disques d’accrétion autour d’objets compacts, en passant par les restes de supernovae. Bien que la

plupart de ces objets soient observés dans un grand domaine de fréquences, les mécanismes d’interaction

du rayonnement intervenant dans des régions opaques sont impossibles à observer directement. De plus,

d’autres facteurs limitent l’obtention de données observationnelles précises comme la limite de sensibilité

des télescopes et les résolutions spatiales nécessaires inatteignables. En effet, les extensions spatiales de

certaines régions étudiées peuvent atteindre la centaine de kilomètres environ, comme dans les parties

internes des disques d’accrétion autour des étoiles à neutrons [Fragile et al., 2020] inŕuencées par les

sursauts X à leur surface.

De manière générale, il existe donc de grandes incertitudes sur la plupart des paramètres caracté-

ristiques et propriétés thermodynamiques des objets astrophysiques (densité, température, masse, dis-

tance, ...) et des modèles qui leur sont associés. En effet, même les outils numériques de plus en plus

puissants manquent de données empiriques permettant de les valider. L’interprétation des phénomènes

physiques ayant lieu à ces échelles devient donc particulièrement ardue, voire impossible dans certains

cas. Malgré la constante progression des télescopes spatiaux et terrestres, ou encore de notre capacité de

calcul numérique, ainsi que l’accroissement des données observationnelles apportant une solide base de

données pour ces études, la caractérisation physique des mécanismes d’interaction entre le rayonnement

et la matière reste difficile.

1.3 L’astrophysique de laboratoire

Les différents phénomènes évoqués dans la section précédente proviennent de l’interaction entre une

source de rayonnement et des milieux aux propriétés microscopiques connues. Ces deux ingrédients ne

sont pas propres à l’astrophysique, et sont accessibles à l’échelle du laboratoire depuis quelques décennies.

Il est tout à fait commun, aujourd’hui, de reproduire des conditions et des mécanismes physiques propres

aux systèmes astrophysiques dans des volumes millimétriques : c’est ce que l’on appelle l’astrophysique

de laboratoire des hautes densités d’énergie [Remington et al., 2006].

1.3.1 La physique des hautes densités d’énergie

Dans le domaine des machines permettant d’atteindre des conditions physiques extrêmes, avec des

températures de plusieurs millions de Kelvins et des densités autour de la centaine de grammes par

centimètre cube, on retrouve une catégorie se servant de champs magnétiques intenses. Citons par

exemple les sphéromaks [Bellan, 2000] ayant récemment permis de modéliser les éjections de masses
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coronales [Asvestari et al., 2022], mais également les tokamaks [Kikuchi et Azumi, 2012], principalement

utilisés dans le cadre de la fusion par conőnement magnétique [Pitts et al., 2011]. Citons également les Z-

pinches, pouvant générer des pressions gigantesques à l’aide de champs électro-magnétiques intenses sur

plusieurs centaines de nanosecondes (voir Ryutov et al. [2000a] pour une revue). Parmi ces installations,

on peut retrouver la machine Z du laboratoire national de Sandia aux États-Unis (voir sur la Figure 7 𝑎)).
Une grande partie des autres installations utilisent la focalisation de lasers de puissance dans des

volumes millimétriques aőn d’y produire des hautes densités d’énergie. Il est possible de les répartir en

trois classes selon l’énergie laser délivrée. Tout d’abord, nous avons les lasers kilojoules, comme le laser

LULI2000 du Laboratoire pour l’Utilisation des lasers Intenses (LULI) à l’école polytechnique (France,

voir sur la Figure 7 𝑏)) qui sont les moins intenses. Ensuite vient la catégorie des lasers multi-kilojoules,

tels que le laser OMEGA au Laboratory for laser Energetics de Rochester aux États-unis, (voir sur la

Figure 7 𝑐)), ou encore les installations GEKKO au Japon et ORION en Angleterre. Enőn, une dernière

catégorie, plus récente, de lasers de puissance a permis de franchir un cap dans les régimes accessibles en

laboratoire, et permet d’espérer atteindre les conditions requises pour la fusion par conőnement inertiel

(FCI). Ces installations visant l’obtention d’énergies de l’ordre du mégajoule sont le National Ignition

Facility (NIF) aux États-unis et le Laser Mégajoule (LMJ) en France, représenté sur la Figure 7 𝑑).

Chambre d’expériences du laser OMEGA 

© Université de Rochester

Figure 7 ś Chambres d’expériences de la machine Z (𝑎) et des lasers de puissance LULI2000 𝑏),
OMEGA 𝑐) et LMJ 𝑑).

À l’aide de ces installations, il est devenu possible de produire des conditions et des régimes physiques
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comparables à celles qui règnent au sein des planètes, étoiles, ou encore dans des processus d’accrétion.

De plus, il est possible de caractériser physiquement des ŕots de matière produits sur des échelles

temporelles de l’ordre de la nanoseconde grâce aux outils de diagnostics disponibles en laboratoire. La

sophistication de ces outils permet aujourd’hui d’obtenir des données expérimentales exploitables pour

valider les modèles théoriques et numériques à l’échelle astrophysique. Sur la Figure 8 est représenté le

diagramme de phase de l’hydrogène en fonction des conditions de température et densité, illustrant les

régimes physiques accessibles par les installations laser de puissance actuelles (LULI2000, OMEGA,

NIF, LMJ). Quelques exemples de chemins thermodynamiques de l’intérieur d’étoiles et planètes sont

également représentés. Il apparaît clairement que les installations de puissance permettent actuellement

de reproduire les conditions thermodynamiques d’un grand nombre d’objets astrophysiques.

Figure 8 ś Diagramme de phase (température-densité) de l’hydrogène couplé aux régimes accessibles
avec les lasers de puissance (LULI2000, OMEGA, NIF et LMJ) et les objets astrophysiques (Soleil,
planètes géantes, naines brunes), tiré de Van Box Som [2018], adapté de Casner et al. [2015], et
originellement publié dans [Council et al., 2003].

21



Chapitre 1 De l’astrophysique au laboratoire

L’interaction laser-matière

Aőn de mettre en condition la matière dans des états plasmas avec les lasers de puissance, deux

approches sont utilisées : l’attaque directe et l’attaque indirecte. Dans le cas de l’attaque directe, le laser

est directement dirigé sur la cible. L’énergie laser ainsi déposée va arracher des électrons, créant un

plasma en amont de la cible sur une échelle temporelle de l’ordre de la picoseconde. Le faisceau laser

est absorbé dans la zone de densité électronique 𝑛𝑒 inférieure à une densité critique (appelée couronne

sous-critique) qui est donnée par l’expression :

𝑛𝑐 = 1.1 × 1021

[
𝜆𝑙

1𝜇m

]−2

cm−3 (1.6)

où 𝜆𝑙 est la longueur d’onde du laser. Une fois l’énergie laser absorbée, elle est transportée vers l’intérieur

de la cible par conduction électronique. Dans cette zone de conduction, la température diminue et la

densité augmente jusqu’au front de conduction, comme nous pouvons le voir sur la Figure 9.

Front de 

choc

Front de 

conduction

Figure 9 ś Absorption et transport lors de l’interaction entre le laser et la matière. Les proőls de
température et de densité sont tracés en fonction de la position. Figure tirée de Van Box Som [2018].

L’ablateur est composé, dans la majorité des cas, de mousses de plastique (CH) d’ionisation 𝑍∗ =

3.5, pouvant être dopées avec des éléments de numéro atomique 𝑍 plus élevés. Suivant le processus
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d’absorption dominant, la pression d’ablation peut être obtenue théoriquement [Mora, 1982], par :

𝑃𝑎𝑏𝑙 [Mbar] = 11.6

[
A

2Z

]7/16 [
𝐼𝑙

1014 W.cm−2

]3/4 [
𝜆𝑙

1 𝜇m

]−1/4 [
Z∗

3.5

]−1/8 [
𝑡𝑖𝑚𝑝

1 ns

]−1/8
(1.7)

où A est le nombre de masse du matériau, Z son numéro atomique, 𝐼𝑙 l’intensité du laser, et 𝑡𝑖𝑚𝑝 la durée

d’impulsion de ce dernier. Dans le cas d’un laser kilojoule à 2𝜔 (521 nm) d’impulsion nanoseconde, et

pour une intensité d’environ 1014 W.cm−2, la relation (1.7) montre que l’on peut atteindre une pression

d’environ 13 Mbar. Par effet fusée, un choc est produit devant le matériau ablaté. La matière est ainsi

chauffée et ionisée, mais également mise en mouvement à plusieurs dizaines voire centaines de kilomètres

par seconde.

Dans ces travaux, nous nous intéresserons à un autre schéma de production de régime de hautes

énergies : l’attaque indirecte (voir la Figure 10). Dans cette conőguration, le laser interagit avec les parois

d’un matériau de Z élevé (en général de l’or). L’énergie laser ainsi déposée est convertie en rayonnement

X caractérisé par des températures allant de 100 eV à 300 eV. Les photons produits au sein de la cavité

interagissent alors avec la matière en contact avec la cavité de conversion. Si la matière est optiquement

épaisse au rayonnement, le chauffage induit la propagation d’une onde radiative supersonique [Marshak,

1958]. Durant cette phase, le système est considéré comme statique. Le chauffage de la matière induit

ensuite la mise en mouvement de la partie chauffée menant à une réponse hydrodynamique du matériau.

Nous verrons au cours du chapitre 3 sous quelles conditions expérimentales le régime supersonique des

ondes radiatives peut être observé.

1.3.2 Principe et expériences d’astrophysique de laboratoire

1.3.2.1 De l’échelle astrophysique à celle du laboratoire

L’obtention de régimes physiques de plus en plus variés à l’aide des différentes installations de

puissance a permis à la communauté scientiőque de produire un certain nombre de phénomènes physiques

en laboratoire [Savin et al., 2012; Takabe et Kuramitsu, 2021]. Dans cette optique, deux cas sont à

distinguer. Les expériences statiques, qui visent à caractériser le comportement de la matière en termes

d’équations d’état et d’opacité par exemple, tentent de reproduire les conditions physiques du système

étudié. On cherche à recréer un même processus physique aőn d’obtenir des données comparables à

des modèles théoriques, des simulations numériques, ou des données observationnelles des phénomènes

astrophysiques associés. Le laser GEKKO XII a par exemple permis d’étudier les conditions au voisinage

d’objets compacts tels que Cygnus X-3 ou Vela X-1, pour un mécanisme de photoionisation [Fujioka

et al., 2009b,a].

Les expériences dynamiques, quant à elles, ont pour but d’étudier l’évolution spatio-temporelle de

phénomènes similaires ou ressemblants aux systèmes astrophysiques. De manière plus générale, des

écarts existent entre les échelles spatio-temporelles astrophysique et de laboratoire, ainsi que certaines

propriétés thermodynamiques (densité, température, . . .) des milieux étudiés. Dans ce cas, il est tout de

même possible, sous certaines conditions, de créer des expériences pouvant être comparées aux environ-

nements astrophysiques de base, en liant théoriquement les différentes échelles d’un même système. Cette
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Capsule

Hohlraum 
(cavité en or)

Laser

Ablateur

Fuel

Conversion en 
rayonnement X

X

Figure 10 ś Schéma d’une expérience typique de fusion par conőnement inertiel menée en conőguration
d’attaque indirecte. Le rayonnement laser impactant la cavité est converti en rayonnement X chauffant
intensément une capsule composée d’un ablateur et d’un matériau pour la fusion (le fuel). Figure adaptée
de la page officielle du Lawrence Livermore National Ignition Facility.

manipulation est rendue possible grâce au concept de lois d’échelles que l’on développera plus en détails

au chapitre 3. En pratique, ces lois d’échelle constituent le pilier de l’astrophysique de laboratoire actuelle

[Ryutov et al., 1999, 2000b; Falize et al., 2009], et permettent de justiőer la pertinence des expériences

censées reproduire des phénomènes observés à l’échelle astrophysique. On parle alors de similarité, ou

similitude, entre les deux systèmes aux échelles si éloignées.

Cependant, aőn de respecter parfaitement l’hypothèse de similarité, ces outils conditionnent très

fortement les propriétés du système de laboratoire en terme de micro-physique (loi d’état, opacité, . . .),

de régime physique 3, et de conditions initiales et aux limites. En effet, il apparaît nécessaire de conserver

les hypothèses fondamentales d’évolution des lois décrivant la micro-physique des plasmas 4, ce qui

peut constituer une véritable limitation. Une autre limite de ces concepts apparaît également dans le

phénomène d’effets d’échelle. Ces effets caractérisent la non prise en compte de certains comportements

physiques propres à l’échelle étudiée (ici du laboratoire) par rapport au système initial observé à l’échelle

3. Des nombres sans dimension provenant du concept d’analyse dimensionnelle doivent être conservés.
4. Par exemple, un système décrit comme un gaz parfait à l’échelle astrophysique doit continuer de se comporter ainsi à

l’échelle du laboratoire dans un système similaire.
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astrophysique. Citons par exemple, dans notre cas, les défauts d’une cible laser pouvant être à la source

d’instabilités hydrodynamiques propres au laboratoire. Ces effets questionnent ainsi notre modélisation

de la physique de tels environnements, et le degré de précision utilisé pour les décrire. En pratique,

bien que cette similarité soit difficile à atteindre, notons qu’il n’est pas impossible de procéder à une

réconciliation des échelles astrophysique et de laboratoire.

1.3.2.2 Exemples d’expériences

Un grand nombre de phénomènes physiques ont en effet pu être étudiés dans le contexte de l’as-

trophysique de laboratoire (voir Takabe et Kuramitsu [2021] pour une revue récente). Certains projets

ont même permis d’apporter de réels approfondissements quant à la compréhension de phénomènes

aux échelles astrophysiques. En particulier, des mesures de photoabsorption du fer chauffé par rayons X

[Da Silva et al., 1992] ont permis de démontrer expérimentalement la variation de l’opacité de celui-ci

avec la température pour des énergies autour de la centaine d’eV. Cela a permis en partie d’expliquer les

oscillations non-linéaires de température dans les régions visibles des étoiles Cépheïdes [Drake, 2010].

On peut également citer les expériences du projet POLAR [Cross et al., 2016; Van Box Som et al., 2018b]

visant à reproduire des colonnes d’accrétion à la surface de naines blanches en laboratoire à l’aide de

lasers de puissance. Dans un domaine différent, il a également été possible de reproduire la physique

des jets magnétisés d’étoiles jeunes à l’échelle du laboratoire [Ciardi et al., 2013; Revet et al., 2021].

Des phénomènes physiques divers et variés sont donc à présent accessibles grâce aux installations de

puissance à travers le monde.

En particulier, on peut s’intéresser plus en détails aux expériences visant à mieux comprendre ou

reproduire les mécanismes d’interaction entre le rayonnement et la matière. Un des phénomènes hydro-

radiatifs les plus étudiés en laboratoire sont les chocs radiatifs. Ces chocs sont produits dans un schéma

d’attaque directe, où un laser impacte une cible constituée d’un ablateur (le plus souvent CH) et d’un

bouclier (le plus souvent de l’or, de l’étain ou du titane) limitant les effets d’un éventuel préchauffage de

la cible. Le choc ainsi créé se propage ensuite généralement dans une cellule de gaz de 𝑍 élevé, comme

par exemple du xénon ou de l’argon. En effet, pour favoriser les effets radiatifs dans ces situations, on

recherche souvent des matériaux à haut nombre atomique Z ou basses densités, d’où l’utilisation de gaz.

Les applications recherchées sont nombreuses et variées, de l’étude des chocs retours observés dans les

variables cataclysmiques [Krauland et al., 2012, 2013], à celle du ralentissement dû aux effets radiatifs

pour la supernova SN1987A [Michel et al., 2019], ou encore dans le but de valider des codes de simulation

numérique [Drake, 2018; Suzuki Vidal et al., 2021] (Figures 11 𝑎) et 𝑏)). On peut citer également l’étude

de l’interaction entre une onde de souffle et un nuage moléculaire récemment effectuée à l’échelle du

laboratoire [Albertazzi et al., 2022].

La formation et l’étude des fronts d’ionisation et ondes de chaleur en laboratoire se fait, elle, souvent

dans une conőguration du type attaque indirecte, où l’énergie laser est convertie en rayonnement X im-

pactant une cible basse densité [Afshar Rad et al., 1994; Back et al., 2000b]. Dans ce cas, le matériau

étant généralement initialement neutre, un front d’ionisation se forme en même temps que la propaga-

tion d’une onde radiative, pour des températures assez conséquentes de l’ordre de quelques centaines
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d’électronvolts.

De manière générale, peu d’expériences présentent l’observation de la propagation d’un front d’io-

nisation motivée par des considérations astrophysiques, comme par exemple les travaux de Afshar Rad

et al. [1994] et Willi et al. [2000]. Cependant, un front de photoionisation astrophysique nécessite la

présence de mécanismes de recombinaisons en amont du front, et l’absence de mécanismes de transport

d’énergie comme la conduction électronique ou le transport radiatif. Il n’a que récemment été prouvé

théoriquement [Drake et al., 2016] et numériquement [Gray et al., 2018, 2019; LeFevre et al., 2021], que,

sous certaines conditions, ce phénomène physique pourrait être produit en laboratoire. En particulier,

l’usage de gaz tels que l’hélium ou l’azote semble être privilégié, à des densités assez conséquentes pour

obtenir des systèmes optiquement épais, et à des températures de l’ordre de la centaine d’électronvolts

pour la source de rayonnement [Drake et al., 2016].

Dans des conditions proches de celles-ci, il est possible d’observer la propagation d’ondes radiatives

dans diverses mousses métalliques [Back et al., 2000b; Moore et al., 2015] optiquement épaisses. Un

rayonnement X intense est tout d’abord produit dans un scénario d’attaque indirecte. Une onde radiative

va alors se propager dans la mousse étudiée, provoquant un chauffage et une ionisation de celui-ci. Les

récentes expériences de Courtois et al. [2021] ont par exemple permis d’étudier plus en détails la transition

entre régimes supersonique et subsonique pour des ondes radiatives (Figure 11 𝑐)).

Figure 11 ś La őgure 𝑎), tirée de Drake et al. [2016], présente une radiographie expérimentale de choc
radiatif accompagnée d’une grille représentant l’échelle de distance (quelques millimètres). Au centre, la
őgure 𝑏) présente une radiographie tirée de Suzuki Vidal et al. [2021] visant à étudier l’interaction entre
deux chocs radiatifs. La őgure 𝑐), tirée de Courtois et al. [2021], présente une radiographie de la cible
de CHOBr dans laquelle une onde de Marshak se propage dans un régime subsonique, et où l’on peut
clairement observer les perturbations en densité.

1.4 Conclusion

Nous avons montré que le rayonnement joue un rôle prépondérant dans la dynamique de nombreux

écoulements astrophysiques. Les différents mécanismes d’interaction entre photons et matière structurent

ainsi de nombreux systèmes à cette échelle. Malgré l’existence reconnue de ces environnements, il est

encore actuellement impossible d’obtenir des données observationnelles assez précises dans un grand

nombre de situations. Les modèles théoriques et les simulations numériques des phénomènes physiques y
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prenant place sont ainsi confrontés à un manque de validation. Nous avons montré que l’astrophysique de

laboratoire était à présent un outil vers lequel peut se tourner la communauté scientiőque, car permettant,

sous certaines contraintes, d’obtenir des données expérimentales approfondissant et validant les modèles

existants.

Cependant, nous verrons dans la suite de ces travaux que cette discipline apporte son lot de contraintes,

aussi bien théoriques que technologiques, qui limitent dans de nombreux cas son domaine d’applicabilité.

En particulier, l’étendue des régimes physiques et états de la matière observés à l’échelle astrophysique

ne peuvent être obtenus en laboratoire. Aőn d’étendre le spectre d’objets astrophysiques pouvant être

reproduits à cette échelle, nous proposons maintenant d’étudier la possible propagation d’ondes radiatives

dans les milieux soumis à des phénomènes de sursauts intenses de rayonnement. Dans le prochain chapitre,

nous présenterons plus en détails la physique contenue dans ces phénomènes ainsi que les environnements

susceptibles de les produire.
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CHAPITRE 2

La propagation d’ondes radiatives en

astrophysique : Modélisation de l’interaction

sursaut X de type I - Disque d’accrétion
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Chapitre 2 La propagation d’ondes radiatives en astrophysique : Modélisation de l’interaction sursaut X de
type I - Disque d’accrétion

2.1 Introduction

L’interaction entre le rayonnement et la matière joue donc un rôle prépondérant dans la formation et

l’évolution de nombreuses structures à l’échelle astrophysique. Parmi les phénomènes physiques décrits

dans le chapitre précédent, nous allons nous intéresser plus précisément à la formation et à la propagation

d’ondes radiatives supersoniques. La modélisation de ce mécanisme de transport d’énergie est d’un intérêt

premier aőn de comprendre la structure et les conditions thermodynamiques de la matière dans certains

environnements. En particulier, on s’attend à observer ces phénomènes lors de l’interaction entre les

sursauts X présents à la surface d’étoiles à neutrons et leur disque d’accrétion.

Ainsi, après une introduction à la physique présente dans cette interaction et aux difficultés observa-

tionnelles qui leur sont liées, nous développerons les outils de modélisation utilisés pour les décrire. Nous

proposerons un modèle simpliőé d’interaction entre le rayonnement et la matière dans ces conditions,

permettant de démontrer la propagation d’ondes radiatives dans ces milieux. Une partie du chapitre sera

ensuite consacrée à la présentation du code RAMSES-RT qui a été adapté aőn de simuler des environ-

nements de hautes énergies. Enőn, un ensemble de simulations numériques viendront illustrer l’analyse

proposée et décrire les différents régimes de propagation que nous pouvons attendre lors de l’interaction

d’un sursaut X avec le disque d’accrétion d’une étoile à neutrons.

2.2 L’interaction entre un sursaut X de type I et le disque d’accrétion

d’une étoile à neutrons

Les étoiles à neutrons sont des objets compacts d’une masse comprise entre 1.4 et 3 fois la masse du

Soleil et d’un rayon 𝑅𝐸𝑁 compris entre 5 et 20 kilomètres. Lorsqu’ils appartiennent à un système binaire

(appelés systèmes binaires X) [Lewin et al., 1997; Schatz et Rehm, 2006], ces objets compacts accrètent

épisodiquement de la masse depuis leur étoile compagnon, composée majoritairement d’hydrogène et

d’hélium. La compréhension et la caractérisation des paramètres physiques (masse, rayon, équation

d’état, ...) de ces étoiles à neutrons constitue une problématique centrale dans l’astrophysique actuelle.

Une des manières de contraindre la physique de ces objets est d’utiliser les évènements particulièrement

énergétiques se déroulant dans leur environnement proche. C’est le cas des sursauts thermonucléaires

apparaissant à la surface de certaines étoiles à neutrons.

2.2.1 Les sursauts X de type I

Un sursaut X de type I (que l’on notera SXI), aussi appelé sursaut thermonucléaire de type I, est le

relâchement soudain d’une grande quantité d’énergie à la surface d’une étoile à neutrons (voir Lewin et al.

[1993] et Galloway et Keek [2021] pour des revues). Ces explosions sont provoquées par le déclenchement

de réactions de fusion du matériel accrété (majoritairement H et He) au niveau de la couche externe de

l’étoile à neutrons [Hansen et Van Horn, 1975]. Les premiers SXI ont été observés dans les années 1970

dans l’amas globulaire NGC 6624 [Grindlay et al., 1976]. Aujourd’hui, de nombreux autres systèmes

binaires dans lesquels on suppose l’existence d’une étoile à neutrons ont montré de tels sursauts dans

30



2.2. L’interaction entre un sursaut X de type I et le disque d’accrétion d’une étoile à neutrons

le domaine X, observés à l’aide des télescopes NICER [Keek et al., 2018; Bult et al., 2021; Güver

et al., 2022] et NuStar [Buisson et al., 2020]. La modélisation théorique et numérique des phénomènes

nucléaires menant à ces libérations d’énergie a fait l’objet de nombreuses études [Woosley et al., 2004;

Fisker et al., 2008] mais l’observation de la surface de l’étoile à neutrons où se déroulent ces réactions

nucléaires est en revanche toujours impossible, rendant particulièrement complexe la validation de ces

modèles. Notons que ces sursauts thermonucléaires sont de plus en plus exploités pour contraindre les

propriétés fondamentales des étoiles à neutrons[Lo et al., 2013; Suleimanov et al., 2017].

Ces sursauts thermonucléaires de type I produisent d’intenses ŕux X [Galloway et al., 2008], carac-

térisés par des temps de montée variant entre moins d’une seconde [Day et Tawara, 1990], et une dizaine

de secondes [Galloway et al., 2017]. Le refroidissement se produit lui sur une plage de temps plus longue,

autour d’une dizaine de secondes à quelques minutes [Tawara et al., 1984]. Le proől des sursauts dépend

fortement de l’énergie des photons émis : la phase de refroidissement est ainsi beaucoup plus courte pour

des hautes énergies (dizaines de keV). Enőn, les luminosités maximales atteintes par ces sursauts varient

entre 1036 et 1040 erg.s−1, quelques ordres de grandeur au-dessus des luminosités attendues à la surface

des étoiles à neutrons en l’absence de sursaut. Ces observations conduisent à la création de divers proőls

temporels pour les SXI [Lewin et al., 1993], dont certains sont présentés en Figure 12.

Lors d’une étude sur les sursauts 𝛾, Norris et al. [2005] ont proposé une formule analytique décrivant

les phases de montée et de descente de ce type de sursauts à l’aide de la formule suivante :

𝐿𝑆 (𝑡) = 𝐿𝑝 exp

[
2

√︂
𝜏1

𝜏2
+ 𝜏1

𝑡0 − 𝑡
+ 𝑡0 − 𝑡

𝜏2

]
(2.1)

où 𝜏1, 𝜏2 et 𝑡0 sont des constantes de temps et 𝐿𝑝 est la luminosité maximale atteinte par le sursaut.

Dans des études sur les SXI, Fragile et al. [2018, 2020] ont proposé d’utiliser la même formulation

(2.1) qui constitue de fait une première approximation pour ces proőls. De plus, une grande partie des

sursauts observés disposent d’un spectre qui peut être approché par une loi de type corps noir en première

approximation. Les températures maximales de corps noir atteintes par les SXI varient autour de quelques

keV (il est généralement admis que cette limite se situe autour de 3 keV) [Cumming, 2004]. Ainsi, la

luminosité se déduit de la température par l’expression suivante :

𝐿𝑆 (𝑡) = 4𝜋𝑅2
𝐸𝑁𝜎𝑇𝑆 (𝑡)4 (2.2)

où 𝜎 est la constante de Stefan-Boltzmann, et 𝑇𝑆 (𝑡) la température de la source de rayonnement. La loi

de Norris (2.1) s’exprime alors sous la forme suivante :

𝑇𝑆 (𝑡) = 𝑇𝑝 exp

[
1

2

√︂
𝜏1

𝜏2
+ 1

4

𝜏1

𝑡0 − 𝑡
+ 1

4

𝑡0 − 𝑡
𝜏2

]
, avec 𝑇𝑝 =

(
𝐿𝑝

4𝜋𝑅2
𝐸𝑁
𝜎

) 1
4

(2.3)

où 𝑇𝑝 correspond donc à la température maximale du SXI. Dans la suite de ces travaux, nous utiliserons

l’équation en température (2.3) pour modéliser les SXI.

Dans le cas où des réactions de fusion impliquant du carbone se produisent [Schatz et al., 2003], le

proől donné par (2.3) n’est plus valable. En effet, dans ce cas on parle de superbursts, ou supersursauts
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Figure 12 ś Courbes de luminosité de sursauts X observés à l’aide du télescope Rossi X-ray Timing
Explorer (RXTE), sur lesquelles sont indiqués le nom de la source et l’intervalle de temps Δ𝑡 entre les
répétitions de tels sursauts. Les trois systèmes présentent respectivement des sursauts X de type I dans
différentes conőgurations avec, de haut en bas : une ignition d’hélium pur, une ignition d’un mélange
d’hydrogène et d’hélium avec une majorité d’hélium, et enőn une ignition d’un mélange d’hydrogène et
d’hélium en quantités équivalentes. Figure tirée de Galloway et Keek [2021].

[Cumming, 2003]. Ces sursauts se déroulent sur des temps beaucoup plus longs, de l’ordre de quelques

heures à quelques jours, impliquant des luminosités légèrement supérieures aux sursauts classiques. Ils

sont donc des milliers de fois plus énergétiques, atteignant des énergies de l’ordre de 1042 ergs. Notons

également l’existence de sursauts X de type II [Basinska et al., 1980] produits par des mécanismes de

conversion d’énergie gravitationnelle au sein du matériel accrété loin de la surface de l’étoile à neutron,
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et qui ne seront pas étudiés dans ce manuscrit.

Dès les premières observations de sursauts X de type I, il est apparu nécessaire de prendre en compte

leur interaction avec l’environnement accrétant autour de l’étoile à neutrons [Fujimoto et al., 1981; Lewin

et al., 1993]. En effet, le rayonnement intense provenant des SXI interagit fortement avec l’environnement

de l’objet compact, ici composé d’un disque d’accrétion [Ballantyne et Everett, 2005]. Notons que les

SXI peuvent ainsi servir de sonde pour déterminer les propriétés physiques des disques [Degenaar et al.,

2018].

2.2.2 Les disques d’accrétion

Aőn d’étudier théoriquement et numériquement ces disques d’accrétion, de nombreux modèles ont

été créés, tous basés sur des hypothèses de géométries diverses et d’épaisseurs optiques plus ou moins

grandes. Dans ces travaux, aőn de modéliser l’interaction d’un SXI avec un disque d’accrétion, nous

allons nous baser sur le modèle de disque 𝛼 développé par Shakura et Sunyaev [1973]. Ces disques sont

caractérisés par une dissipation visqueuse d’amplitude proportionnelle à un paramètre sans dimension

𝛼. De manière générale, la structure complète du disque en termes de paramètres géométriques et de

conditions thermodynamiques est donnée par une résolution des équations de la mécanique des ŕuides,

où l’on peut inclure des effets supplémentaires en fonction des régimes étudiés, comme l’ajout de

rayonnement par exemple [Frank et al., 2002]. Pour simpliőer, considérons un disque géométriquement

mince, pour lequel sa hauteur 𝐻 et sa longueur 𝐿 vériőe 𝐻/𝐿 ≪ 1, et pris initialement à l’équilibre

stationnaire. La modélisation choisie pour cette viscosité dans le cas des modèles de disque 𝛼 est donnée

par la relation suivante [Shakura et Sunyaev, 1973] :

𝜈 = 𝛼𝐻𝑐𝑠 (2.4)

où 𝑐𝑠 est la vitesse du son dans le disque. Le choix de 𝛼 est alors principalement guidé par la comparaison

entre des prédictions de ce modèle et des simulations numériques ou données observationnelles. Il est

intéressant de noter qu’aucun consensus n’est trouvé sur sa valeur effective dans un cas général [King

et al., 2007], oscillant entre 10−1 et 10−2 selon les situations. Cela va grandement modiőer la dynamique

au sein du disque, puisque le temps caractéristique de dissipation visqueuse est donné par :

𝑡𝑣𝑖𝑠𝑐 =
𝑥2

𝜈
=

𝑥2

𝛼𝑐𝑠𝐻
(2.5)

où 𝑥 est la coordonnée spatiale en longueur du disque. Ce temps caractéristique est donc inversement

proportionnel à la valeur de 𝛼. Rappelons que cette modélisation de la viscosité sert à modéliser la

physique microscopique complexe au sein du disque d’accrétion.

En terme d’équation d’état, les conditions thermodynamiques attendues au sein des disques per-

mettent de justiőer une hypothèse de gaz parfait, principalement composé d’hydrogène ionisé de capacité

caloriőque spéciőque à volume constant 𝑐𝑣 ≃ 2.5 × 108 erg.g.K−1 et de coefficient adiabatique 𝛾 = 5/3.

La relation liant la pression, notée 𝑃, et la densité d’énergie interne, notée 𝜌𝑒, est prise sous la forme :
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𝜌𝑒 =
𝑃

(𝛾 − 1) (2.6)

Enőn, la loi d’opacité est considérée dominée par le processus de diffusion Thomson détaillé au chapitre 1,

dont l’opacité Rosseland théorique est donnée par la relation (1.4) pour une fraction massique d’hydrogène

𝑋 = 1/2.

Nous nous intéressons ici en particulier aux régions internes du disque, comprises entre quelques

mètres jusqu’à plusieurs centaines de kilomètres (soit 1% de la taille totale du disque au maximum). Aőn

de modéliser les conditions thermodynamiques de ces régions, nous considérons qu’elles présentent des

densités et températures uniformes, en première approximation. Bien que très restrictive, cette hypothèse

permet de créer un premier modèle simpliőé dans lequel la physique du disque pourra être étudiée. Pour

les valeurs de densité et température au sein des régions internes de ces disques, nous avons considéré

des ordres de grandeurs sur des intervalles relativement grands donnés par :

𝜌0 ∈
[
10−5; 1

]
g.cm−3 et 𝑇0 ∈

[
104; 106

]
K (2.7)

Ces valeurs ont été obtenues en moyennant les valeurs données par des proőls de densité et tempéra-

ture typiques de disques pour des valeurs de 𝛼 comprises entre 1 et 10−3 [Frank et al., 2002]. Nous

avons délibérément élargi les intervalles considérés étant donné notre faible connaissance des conditions

thermodynamiques réellement atteintes au sein de ces régions. Ces grandeurs permettent de calculer les

épaisseurs optiques présentes au sein de ces régions à l’aide de la relation (1.5). De manière générale, en

fonction de la densité considérée, la taille de la région optiquement épaisse va varier. En effet, l’expression

de l’épaisseur optique dans le cas d’une limite Thomson pour l’opacité donne :

𝜏 = 0.2 × 𝐿𝜌0 (1 + 𝑋) (2.8)

On a représenté sur la Figure 13 les valeurs de l’épaisseur optique en fonction de la densité du disque

et de la taille des régions considérées. Pour des densités supérieures à 10−5 g.cm−3, on s’aperçoit que la

taille des régions optiquement épaisses est inférieure à quelques centaines de kilomètres, qui constitue la

limite haute de notre approximation. Ces épaisseurs optiques élevées limitent complètement nos capacités

d’observations de ces régions.

Notons enőn que les caractéristiques physiques des régions internes de nos disques d’accrétion sont

au őnal très peu contraintes. En effet, étant donné le modèle simpliőé utilisé, considérer des intervalles

conséquents de densité et de température de disques permet d’explorer une grande gamme de régimes

physiques variés.

2.2.3 L’interaction entre un sursaut X de type I et un disque d’accrétion

Modélisation de l’interaction

La plupart des travaux récents visant à étudier l’interaction entre un SXI et un disque d’accrétion

se basent sur le travail pionnier de Ballantyne et Everett [2005] qui décrit cette interaction comme
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Figure 13 ś Carte de l’épaisseur optique en fonction de la densité (en abscisse) et de la taille des régions
du disque considérées (en ordonnée), pour 𝑋 = 0.5.

gouvernée par trois mécanismes principaux : les vents radiatifs propulsant la matière dans la direction

opposée à l’étoile [Nobili et al., 1994], les effets liés à la traînée dite de Poynting-Robertson (effet PR)

[Blumenthal, 1974] et les changements structurels liés au chauffage X des régions internes du disque.

Dans le cas du supersursaut 4U 1820−30, Ballantyne et Everett [2005] ont montré que l’énergie libérée

pouvait mener à des ŕux de matière plus importants que les taux d’accrétion supposés au sein du disque

d’accrétion. Globalement, les cas de luminosités super-Eddington sont les seuls à pouvoir produire des

énergies radiatives suffisamment intenses pour outrepasser l’énergie gravitationnelle de la matière du

disque d’accrétion. Dans ce cas de őgure, les temps caractéristiques de création et propagation de ces

vents radiatifs sont de l’ordre d’une dizaine de secondes [Ballantyne et Everett, 2005], environ cent fois

inférieurs à l’échelle de temps caractéristique du supersursaut. Ainsi, ce mécanisme semble jouer un

rôle prépondérant dans la dynamique de l’interaction lorsqu’il peut exister. De plus, l’interaction entre le

rayonnement intense du sursaut X et le disque d’accrétion peut produire, à l’inverse, des ŕux de matière

tournés vers l’étoile centrale. Le mécanisme de traînée de Poynting-Robertson détaille la façon dont le

rayonnement incident peut faire perdre du moment angulaire à l’écoulement d’accrétion, augmentant

localement le taux d’accrétion. Ce mécanisme semble efficace au sein du disque, et ce sur des échelles

temporelles faibles devant l’évolution du sursaut, aux alentours de 10−1 s pour des sursauts typiques
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[Fragile et al., 2020].

Ces modèles théoriques ont récemment été confrontés à des simulations numériques d’hydrodyna-

mique radiative prenant en compte les corrections de la relativité générale [Fragile et al., 2018, 2020].

Dans ce but, Fragile et al. [2020] ont étudié l’interaction entre un sursaut X de type I et les régions

internes (quelques dizaines de kilomètres) du disque d’accrétion d’une étoile à neutrons. Ces simulations

leur ont permis de montrer que sur l’échelle de temps typique des sursauts X, et dans des régions de

disque d’environ quelques dizaines de kilomètres, le rayonnement avait un fort impact sur la dynamique

de l’écoulement d’accrétion. En particulier, Fragile et al. [2020] constatent une augmentation locale d’un

facteur 3 à 4 du taux d’accrétion due à l’effet PR, ainsi qu’une augmentation de la hauteur du disque

de près d’un facteur 2, cette fois due aux mécanismes de chauffage au sein du disque. Ces résultats

ont récemment été mis en lumière par des observations provenant du sursaut X de type I nommé 4U

1636−536 et d’une durée de quelques secondes [Zhao et al., 2022].

Les difficultés d’observations des régions internes des disques d’accrétion rendent pour le moment

impossible la validation de ces modèles. En effet, la taille réduite de ces régions (de quelques mètres à

quelques centaines de kilomètres), ainsi que leurs épaisseurs optiques élevées empêchent l’obtention de

données observationnelles utilisables pour contraindre leur physique. Notons que des approches théoriques

permettent de modéliser de manière qualitative les processus se déroulant dans les régions internes de

ces disques. Une solution pour comprendre de manière plus détaillée la physique de cette interaction

peut être d’étudier chaque mécanisme susceptible de jouer un rôle dans la dynamique de ces systèmes

séparément aőn de simpliőer l’approche dans un premier temps. Cette façon de faire présente l’avantage

d’améliorer pas à pas notre compréhension des mécanismes d’interaction entre le rayonnement et la

matière dans divers régimes physiques. Dans la suite, nous nous intéressons donc aux premiers instants

de l’interaction sursaut X-disque d’accrétion, cruciaux pour comprendre les modiőcations induites sur la

dynamique de l’écoulement. La Figure 14 récapitule la modélisation de l’interaction entre un SXI et un

disque d’accrétion.

Nous considérons donc un milieu de température initiale 𝑇0 et de densité initiale 𝜌0 soumis à son

extrémité, en 𝑥 = 0, à une température de sursaut 𝑇𝑆 (0, 𝑡) donnée par le modèle (2.3). Concrètement, les

photons émis à la source de rayonnement vont immédiatement parcourir le milieu en subissant différents

processus de diffusion dépendant de la composition et de l’état physique de celui-ci. Ces effets peuvent

être représentés théoriquement, comme nous l’avons décrit dans le premier chapitre, par la fonction

d’opacité 𝜅𝑅 donnée par l’équation (1.4) prise ici dans la limite de diffusion Thomson. Nous nous plaçons

dans le cas où l’épaisseur optique du milieu (2.8) est grande devant l’unité. Le milieu sera alors supposé

à l’équilibre thermodynamique local (ETL). Les températures de la matière et du rayonnement sont alors

les mêmes.

Suite à l’inŕuence de la source de rayonnement, la quantité d’énergie au sein du milieu est profondé-

ment modiőée, étant transportée radiativement par un ŕux radiatif, noté ®F𝑟𝑎𝑑 . Étant donné les niveaux de

température, il est également nécessaire de prendre en compte la densité d’énergie radiative, notée E𝑟𝑎𝑑

et la pression radiative, notée P𝑟𝑎𝑑 , dans le bilan énergétique global du système. La densité d’énergie

radiative et la pression radiative sont données respectivement par :
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Disque fin

L = 109-1010 cm >> H

H = 107-108 cm

Régions internes

L <= quelques 107 cm

ρ0 (x,0)

T0 (x,0)

Système modélisé

TS (0,t)

Gaz parfait

Hydrogène ionisé

Opacité Thomson

SX1

Figure 14 ś Illustration de la modélisation choisie pour l’interaction entre un sursaut X de type I et les
régions internes d’un disque d’accrétion. Des sursauts X typiques à différentes luminosités maximales
sont indiqués pour servir d’exemples de source de rayonnement dans nos modèles.

E𝑟𝑎𝑑 (𝑇) = 𝑎𝑅𝑇4, P𝑟𝑎𝑑 (𝑇) =
E𝑟𝑎𝑑 (𝑇)

3
=
𝑎𝑅𝑇

4

3
(2.9)

avec la constante radiative 𝑎𝑅 = 4𝜎/𝑐 = 7.56 × 10−15erg.cm−3.K−4 où 𝜎 est la constante de Stefan-

Boltzmann. La forme du ŕux radiatif sera discutée dans la suite. Il devient alors impératif de résoudre les

équations de l’hydrodynamique en présence de rayonnement [Mihalas et Mihalas, 2013] :

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ®∇. (𝜌®𝑣) = 0 (2.10)

𝜌

[
𝜕

𝜕𝑡
+ ®𝑣.®∇

]
®𝑣 = −®∇ (𝑃 + P𝑟𝑎𝑑) (2.11)

𝑑

𝑑𝑡
(𝜌𝑒 + E𝑟𝑎𝑑) −

𝜌𝑒 + 𝑃 + E𝑟𝑎𝑑 + P𝑟𝑎𝑑
𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −®∇.®F𝑟𝑎𝑑 (2.12)

qui sont respectivement la conservation de la masse, de l’impulsion et de l’énergie d’un ŕuide radiatif sans

conduction électronique. Notons que 𝑑/𝑑𝑡 est ici une dérivée lagrangienne. Dans ce système d’équations,

𝜌 représente la densité du ŕuide, ®𝑣 son champ de vitesse, 𝑃 la pression de la matière et 𝑒(𝜌, 𝑇) l’énergie
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interne spéciőque du plasma. Ces quantités "matière" apparaissent maintenant aux côtés de leurs homo-

logues radiatives données par l’équation (2.9), provenant directement de l’inŕuence du rayonnement sur

la dynamique du ŕuide.

Pour les équations de l’hydrodynamique en absence de rayonnement, on peut caractériser les régimes

physiques de l’écoulement par des nombres sans dimension [Ryutov et al., 1999]. L’introduction des

termes d’énergie et ŕux radiatifs entraîne l’ajout de nombres sans dimension caractérisant les régimes

physiques liés au système d’équations (2.10-2.12). Ces nombres sans dimension doivent permettre de

quantiőer l’importance du mécanisme de transport radiatif par rapport au transport hydrodynamique,

mais également la relative importance de densité d’énergie apportée par le rayonnement comparée à la

densité d’énergie interne du plasma. Falize et al. [2011b] ont montré que les effets du rayonnement sur

l’hydrodynamique d’un système pouvaient en effet être caractérisés par deux nombres sans dimension

supplémentaires : le nombre de Boltzmann, noté Bo, et le nombre de Mihalas, noté R.

Le nombre de Boltzmann caractérise le mécanisme de transport d’énergie dominant dans le plasma,

et est déőni par la relation suivante :

Bo =
[𝜌𝑒(𝜌, 𝑇) + 𝑃(𝜌, 𝑇)] |®𝑣 |

|®F𝑟𝑎𝑑 (𝜌, 𝑇) |
(2.13)

Lorsque Bo ≫ 1, le transport d’énergie se fait essentiellement par des processus hydrodynamiques.

Dans le cas des systèmes étudiés, les forts ŕux radiatifs attendus mènent à des nombres de Boltzmann

Bo ≪ 1. Dans ces régimes, c’est le transport radiatif qui prend le pas sur l’hydrodynamique et devient

le mécanisme de transport d’énergie dominant au sein du plasma. La vitesse |®𝑣 | présente dans la relation

(2.13) doit alors être vue comme une vitesse caractéristique de l’écoulement. Dans le cas d’un régime

supersonique, la vitesse sera celle du son, tandis que dans le cas d’un cas d’un régime subsonique, ce sera

celle du choc. Dans ce cas, le nombre de Boltzmann nous informe donc bien sur le processus de transport

d’énergie dominant au sein du système.

Le nombre de Mihalas, quant à lui, quantiőe la contribution de la densité d’énergie interne du

plasma par rapport à la densité d’énergie radiative. Étant donné les déőnitions données pour ces deux

grandeurs (voir équation (2.9)), il apparaît que ce nombre sans dimension quantiőe également, à un

facteur multiplicatif près, le rapport des pressions radiative et matière, comme nous pouvons le voir dans

sa déőnition :

R =
𝜌𝑒(𝜌, 𝑇)
E𝑟𝑎𝑑 (𝑇)

=
1

3 (𝛾 − 1)
𝑃(𝜌, 𝑇)
P𝑟𝑎𝑑 (𝑇)

(2.14)

Lorsque R ≫ 1, les régimes sont dit faiblement radiatifs. Notons que le nombre de Boltzmann Bo peut

être inférieur ou supérieur à 1 dans ces régimes. Il est donc possible que les mécanismes de transport

radiatif soient dominants au sein du plasma sans que la densité d’énergie radiative ne prenne le pas sur

la densité d’énergie interne du milieu. Dans le cas où R ≤ 1, les régimes sont caractérisés comme étant

extrêmement radiatifs, la densité d’énergie radiative prenant rapidement le pas sur toute autre forme

d’énergie lorsque les températures augmentent.

Nous pouvons à présent évaluer les températures critiques 𝑇Bol et 𝑇Mih à partir desquelles la prise en

compte du ŕux radiatif et de la densité d’énergie radiative est nécessaire. Le ŕux radiatif est approché,
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pour un corps noir, par F𝑟𝑎𝑑 = 𝜎𝑇4. Dans le cas d’un gaz parfait d’hydrogène, on obtient :

𝑇Boltz [eV] ≃ 51.8 ×
[
𝛾

𝛾 − 1

]1/3 [
𝜌

1 g.cm−3

]1/3 [
𝑣

1 km.s−1

]1/3
(2.15)

𝑇Miha [eV] ≃ 3.4 × 103

[
1

𝛾 − 1

]1/3 [
𝜌

1 g.cm−3

]1/3
(2.16)

Ainsi, pour 𝑇 ≥Boltz, le transport radiatif sera dominant, et pour 𝑇 ≥ 𝑇Miha la densité d’énergie radiative

sera plus importante que la densité d’énergie interne du plasma étudié. On constate que les milieux à

faible densité sont d’autant plus propices à des régimes extrêmement radiatifs à faibles températures. Au

contraire, plus le milieu sera dense, et plus des températures élevées seront nécessaires pour atteindre

des régimes extrêmement radiatifs. Ces considérations sont à prendre avec précaution puisqu’il faut, dans

tous les cas, conserver l’hypothèse de diffusion avec 𝜏 ≥ 1.

2.3 Les ondes radiatives supersoniques

2.3.1 Une première description théorique

Le transport d’un rayonnement intense à travers un milieu optiquement épais (𝜏 ≫ 1) donne lieu à la

naissance et à la propagation d’ondes radiatives en son sein [Marshak, 1958]. Ces ondes radiatives sont

caractérisées par l’apparition d’un front radiatif, limite entre la partie du système chauffée et celle non

impactée par le rayonnement. Dans le cas où le rayonnement de la source est assez intense pour que la

vitesse de ce front radiatif (notée 𝑣 𝑓 ) soit très supérieure à la vitesse des perturbations acoustiques se

propageant depuis cette source de rayonnement, l’onde radiative se propage au sein du milieu de manière

supersonique. Dans ce cas, on peut négliger la réponse hydrodynamique de la matière (|®𝑣 | ∼ 0). Dans

cette limite, on considère que l’évolution du système est quasi-statique, de densité constante. Des proőls

spatiaux de température typiques de ces ondes radiatives sont présentés en Figure 15.

En termes de régimes physiques, l’hypothèse supersonique est caractérisée par le fait que le nombre

de Boltzmann tend vers une valeur faible devant l’unité, puisque le transport radiatif devient l’unique

mécanisme de transport d’énergie au sein du système. Le nombre de Mihalas peut, quant à lui, prendre

des valeurs supérieures ou inférieures à l’unité selon les conditions thermodynamiques du système

et l’intensité de la source de rayonnement. Dans ce régime supersonique, le système d’équations de

l’hydrodynamique radiative (2.10- 2.12) se réduit à une équation de transport pour l’énergie totale du

système prenant la forme [Mihalas et Mihalas, 2013] :

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑒 + E𝑟𝑎𝑑) = −®∇.®F𝑟𝑎𝑑 (2.17)

Dans les systèmes optiquement épais que l’on considère, les photons interagissent un grand nombre de

fois avec le plasma sur les distances caractéristiques étudiées. Ainsi, un régime diffusif est rapidement

atteint, et il devient alors possible de se placer dans le cadre de l’hypothèse dite de limite diffusion [Castor,

2004; Mihalas et Mihalas, 2013]. Dans ce cas, nous disposons d’une expression analytique pour le ŕux
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Figure 15 ś À gauche, proőls spatiaux adimensionnés de température typiques d’une onde radiative
supersonique pour trois temps 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3. À droite, représentation de la position du front radiatif en
fonction du temps, évoluant en

√
𝑡 pour une température source constante.

radiatif, donnée par :

®F𝑟𝑎𝑑 = −𝜅𝑟𝑎𝑑 ®∇𝑇, avec 𝜅𝑟𝑎𝑑 =
4𝑎𝑅𝑐

3
𝜆𝑅𝑇

3 (2.18)

où 𝜆𝑅 est le libre parcours moyen Rosseland et 𝜅𝑟𝑎𝑑 (𝑇) est la conduction radiative. On constate que le ŕux

radiatif tend bien à propager l’énergie des zones dont les densités d’énergie radiative sont les plus intenses

aux zones les moins touchées par le rayonnement. Plus le libre parcours moyen des photons est faible

(régime de plus en plus optiquement épais), et plus le gradient d’énergie radiative doit être important

(grande différence d’amplitude énergétique ou faible extension spatiale) pour que le ŕux radiatif puisse

jouer un rôle majeur dans le transport d’énergie du système.

Dans la suite de ce manuscrit, nous considérons que les interactions entre photons incidents et milieu

de propagation sont suffisantes pour permettre la mise en place de l’ETL entre le rayonnement et la

matière. Dans ce cas, on rappelle que les température du rayonnement et de la matière sont les mêmes.

Sous ces hypothèses, et en insérant la déőnition (2.18) dans l’équation de transport (2.17), nous obtenons

l’équation décrivant l’évolution des ondes radiatives en régime optiquement épais pour un milieu à l’ETL :

𝜕

𝜕𝑡

(
𝜌𝑒 + 𝑎𝑅𝑇4

)
=

4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

(
𝜆𝑅𝑇

3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

)
(2.19)

qui sera le modèle principal étudié dans le reste de ce manuscrit. Notons que cette relation constitue une

équation différentielle sur la variable 𝑇 .

Les premiers travaux sur cette équation dans le cadre de l’étude de la propagation des ondes radiatives

au sein d’un milieu statique sont attribués à Marshak [1958]. Des solutions particulières de cette équation

sont communément développées dans le cas d’une alimentation par une température constante [Mihalas et

Mihalas, 2013] ou par une température de type distribution de Dirac [Zel’Dovich et Raizer, 2002; Mihalas
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et Mihalas, 2013]. Ces ondes de Marshak ont également connu un grand nombre de développements

théoriques, dans le but, pour la plupart, d’obtenir des solutions auto-semblables de leur évolution [Barrero

et Sanmartin, 1977; Sanmartin et Barrero, 1978] et de leur transition au régime subsonique [Garnier et al.,

2006; Malka et Heizler, 2022]. Hammer et Rosen [2003] ont également développé une théorie perturbative

permettant d’obtenir des solutions approchées de l’équation pour des équations d’état et lois d’opacité

prenant la forme suivante :

𝑒 = 𝑓 𝑇𝛽𝜌−𝜇,
1

𝜅𝑅
= 𝑔𝑇 𝛼𝜌−𝜆 (2.20)

où 𝑓 , 𝑔, 𝛽, 𝜇, 𝛼, 𝜆 sont des paramètres constants. Dans ce cas la pente de l’onde radiative est caractérisée

par le coefficient 𝜖 = 𝛽/(4 + 𝛼). Un calcul perturbatif en fonction de ce paramètre permet de déterminer

une solution analytique pour la position du front radiatif sous la forme suivante :

𝑥 𝑓 (𝑡) =
√︄

2 + 𝜖
1 − 𝜖

4𝑎𝑅𝑐

3 (4 + 𝛼)
𝑔

𝑓 𝜌2−𝜇+𝜆𝑇𝑆 (𝑡)−𝛽
∫
𝑇𝑆 (𝑡)4+𝛼𝑑𝑡 (2.21)

qui découle de l’équation (2.19) et où 𝑇𝑆 (𝑡) est la température source du rayonnement. Notons que dans le

cas d’une température source 𝑇𝑆 constante, on retrouve un résultat typique des phénomènes de diffusion :

𝑥 𝑓 ∝
√
𝑡 comme on peut le voir sur la Figure 15. Enőn, des modèles plus complets prenant en compte

d’éventuels effets d’albedo aux conditions de bord ont récemment été développés [Hurricane et Hammer,

2006; Cohen et al., 2020].

2.3.2 Les limites du régime supersonique

Dans cette section, nous allons décrire quels phénomènes peuvent venir perturber la propagation

supersonique d’ondes radiatives au sein d’un système.

2.3.2.1 La séparation hydrodynamique

Le régime supersonique ne peut être maintenu indéőniment. Cela est principalement dû au ralentis-

sement du front radiatif, que nous pouvons, par exemple, intuiter dans le cas d’une température source

constante : 𝑣 𝑓 ∝ 1/
√
𝑡. Cela conduit inévitablement à une transition vers un régime subsonique [Garnier

et al., 2006; Shussman et Heizler, 2015], dans lequel l’hydrodynamique du système n’est plus négligeable.

Cette transition s’effectue de manière progressive, et on parle, lorsqu’elle est atteinte, de séparation hydro-

dynamique. Ce phénomène provient de l’accumulation de perturbations acoustiques nées du chauffage

intense du système à son extrémité. Cela se traduit par la propagation d’ondes de pression se déplaçant

à la vitesse du son notée 𝑐𝑠 =
√︁
(𝜕𝑃/𝜕𝜌)𝑆 , avec 𝑆 l’entropie du système. Initialement, la vitesse des

perturbations acoustiques est plus faible que celle correspondant au front radiatif (notée 𝑣 𝑓 ), permet-

tant de négliger la réponse hydrodynamique du système. Lorsque l’apport en énergie du sursaut X ne

permet plus de maintenir une vitesse suffisante de front radiatif 𝑣 𝑓 > 𝑐𝑠, les perturbations acoustiques

commencent à rattraper le front radiatif, et à s’accumuler proche de celui-ci. Lorsque la vitesse du front

diminue trop fortement, jusqu’à atteindre 𝑣 𝑓 = 𝑐𝑠, l’accumulation de perturbations devient trop impor-
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tante, et un choc se forme alors en aval du front radiatif. Cet instant correspond au temps de séparation

hydrodynamique, noté 𝑡𝑠𝑒𝑝. Une transition apparaît alors durant laquelle, dans le cas classique où le front

radiatif continue de décélérer, le front de choc se propage devant le front radiatif modiőant profondément

la dynamique du système. Des proőls spatiaux de densité et température typiques d’ondes radiatives

subsoniques sont présentés en Figure 16. On peut en particulier les comparer aux proőls typiques dans

le cas du régime supersonique (voir la Figure 15), aőn de constater les modiőcations induites par la

séparation hydrodynamique.

xf(t1) xf(t2) ≈ xc xf(t3) < xc

T
/

T
m

a
x /

ρ
ρ

0

x/L

Figure 16 ś Proőls spatiaux adimensionnés de température (en traits pleins) et densité (en pointillés)
typiques d’ondes radiatives présentant une séparation hydrodynamique pour des temps 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3. Un
plateau de température s’installe sur la distance séparant le front radiatif 𝑥 𝑓 et le front de choc 𝑥𝑐.

Il est possible de donner une estimation théorique de ce temps de séparation hydrodynamique en

fonction des propriétés thermodynamiques du plasma et de la température de la source 𝑇𝑆 . Le temps de

séparation hydrodynamique correspond ainsi au moment où la vitesse du front radiatif atteint la valeur de
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la vitesse du son au niveau de la source de rayonnement à la température 𝑇𝑆 . Nous pouvons écrire cette

contrainte en fonction d’un nombre sans dimension que l’on nomme le nombre de Mach radiatif (noté

Ma), déőni comme le rapport entre les vitesses du front radiatif et celle du son au niveau de la source de

rayonnement. Le critère de séparation hydrodynamique s’écrit alors :

Ma =
𝑣 𝑓 (𝑡𝑠𝑒𝑝)
𝑐𝑠 (𝑇𝑆)

= 1 (2.22)

La connaissance du paramètre 𝑡𝑠𝑒𝑝 requiert donc celle de la vitesse de l’onde radiative, qui, même si

elle n’est pas connue exactement, peut être approchée dans certains cas [Hammer et Rosen, 2003], et en

particulier de manière simple dans le cas d’une température source constante.

On considère une source de rayonnement à température constante, irradiant un milieu de densité

d’énergie interne 𝜌𝑒 et de loi d’opacité 𝜅𝑅 =
1

𝜆𝑅𝜌
. Dans le cas où la densité d’énergie radiative est

négligeable, on peut approcher le ŕux d’énergie arrivant au niveau du front radiatif sur un intervalle de

temps 𝛿𝑡 par la formule suivante :

𝜌𝑒(𝑇𝑠)
𝛿𝑡

≃ 4𝑎𝑅𝑐

3

𝜆𝑅 (𝑇𝑠)𝑇4
𝑆

𝑥2
𝑓

(2.23)

où 𝑇𝑆 est la température de la source considérée constante. Dans ce cas, il est possible d’obtenir une

équation approchée d’évolution du front radiatif en fonction des caractéristiques du matériau calculées

au niveau de la condition aux limites, ici à la température 𝑇𝑆 . En considérant qu’à l’instant initial le front

radiatif ne s’est pas encore formé, on obtient :

𝑥 𝑓 (𝑡) ≃

√︄
4𝑎𝑅𝑐

3

𝜆𝑅𝑇
4
𝑆

𝜌𝑒

√
𝑡 (2.24)

Le calcul de la vitesse 𝑣 𝑓 (𝑡) associée est alors immédiat, et permet d’obtenir la relation suivante :

𝑣 𝑓 (𝑡) =
𝑑𝑥 𝑓 (𝑡)
𝑑𝑡

≃

√︄
𝑎𝑅𝑐

3

𝜆𝑅𝑇
4
𝑆

𝜌𝑒

1√
𝑡

(2.25)

En considérant que 𝑀𝑎 = 1 à la séparation hydrodynamique, on peut donc obtenir 𝑡𝑠𝑒𝑝 pour des régimes

peu radiatifs R ≫ 1 donné par :

𝑡𝑠𝑒𝑝 [𝑠] ≃
𝑎𝑅𝑐

3

𝜆𝑅𝑇
4
𝑆

𝜌𝑒𝑐2
𝑠

= 1.26 ×
[

𝜆𝑅

103 cm

] [
𝑇𝑆

1 keV

]4 [
𝜌𝑒

1012 erg.cm−3

]−1 [
𝑐𝑠

107cm.s−1

]−2

(2.26)

On observe, à partir de cette relation, qu’une forte densité d’énergie interne ou un faible libre parcours

moyen des photons conduisent à un ralentissement du front et donc à une séparation hydrodynamique

plus précoce. Cette approche peut présenter un intérêt pour suivre l’évolution du temps de séparation

théorique dans le cas de températures 𝑇𝑆 (𝑡) dépendant explicitement du temps. Elle permet en effet

de vériőer si cette augmentation de température est assez intense, en termes d’amplitude et de durée

caractéristique, pour fournir au front radiatif une vitesse suffisante pour tenir à distance le front de
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perturbations acoustiques. Dans cette conőguration, l’accumulation de ces perturbations ne se ferait alors

jamais de manière suffisante sur les échelles de longueur étudiées pour produire le choc de séparation

attendu, comme nous le verrons plus tard dans le chapitre. De manière intuitive, pour deux systèmes

identiques, une augmentation de température mène à des régimes de plus en plus radiatifs et à des vitesses

d’ondes radiatives de plus en plus élevées. Ainsi, dans le cas de régimes extrêmement radiatifs où 𝑅 ≤ 1,

la vitesse du front radiatif ne peut qu’être approchée à l’aide de la relation (2.25).

2.3.2.2 Gradient de pression et mise en mouvement

Dans des régimes R ≤ 1, une montée en température ou une baisse en densité au niveau de la source de

rayonnement peut conduire à l’obtention de pressions radiatives dépassant fortement la pression thermique

du milieu. Comme nous l’avons vu précédemment avec l’équation (2.9), la pression radiative varie en

𝑇4. Cette quantité est également indépendante de la densité du milieu, ce qui provoque des gradients de

pression extrêmement plus importants que dans le cas d’une pression thermique pour un gaz parfait par

exemple, variant en 𝜌𝑇 . Ainsi, l’apparition de forts gradients de pression provoque irrémédiablement une

compression du milieu à partir d’un temps noté 𝑡𝑐𝑜𝑚𝑝. La température du plasma augmentant (et sa densité

chutant) au niveau de la source de rayonnement, cela provoque de plus un emballement du phénomène

de compression. Cet instant correspond plus ou moins au moment où la pression radiative commence à

dominer nettement la pression thermique au niveau de la source de rayonnement. En utilisant la relation

(2.14), nous estimons que cet instant correspond à l’obtention de nombres de Mihalas 𝑅 ≤ 10−1. Une

illustration de ce phénomène sera présentée dans la suite du chapitre, au paragraphe 2.5.2.

2.3.3 Étude paramétrique des régimes physiques d’onde radiative

L’échelle temporelle d’existence du régime supersonique dépend donc directement des conditions

thermodynamiques du système, telle que sa densité 𝜌0, et de l’intensité de la source de rayonnement

l’irradiant. Il existe une grande variabilité de régimes physiques due à la variation des conditions thermo-

dynamiques (𝜌0, 𝑇0) du disque d’accrétion qui sont ici comprises dans les intervalles de valeur donnés

par (2.7). Ainsi, nous pouvons estimer théoriquement pour quels systèmes décrivant l’interaction d’un

sursaut X de type I avec un disque d’accrétion, des ondes radiatives supersoniques peuvent se propager.

2.3.3.1 La conduction radiative comme phénomène principal

Rappelons tout d’abord que nous nous sommes placés dans le cadre de la théorie des disques 𝛼 pour

donner des ordres de grandeur des conditions thermodynamiques de leurs régions internes. Il est donc

primordial de vériőer que le transport d’énergie par rayonnement est plus important que la dissipation

de cette énergie par effets visqueux présente dans ces disques. Pour cela, nous cherchons à comparer les

échelles de temps caractéristique de ces deux phénomènes. Une onde radiative en régime supersonique se

propage sur des temps caractéristiques 𝑡 𝑓 𝑟𝑜𝑛𝑡 , obtenu en inversant la relation (2.24). L’échelle de temps

caractéristique de diffusion visqueuse est, elle, donnée par la relation (2.5) que l’on peut calculer au

niveau de la position du front radiatif 𝑥 𝑓 . Pour les disques d’accrétion étudiés, le rapport de ces deux

temps caractéristiques peut alors s’écrire sous la forme suivante :

44



2.3. Les ondes radiatives supersoniques

𝑡𝑣𝑖𝑠𝑐

𝑡 𝑓 𝑟𝑜𝑛𝑡
≃ 1.13 ×

[
𝑇𝑆

500 eV

]7/2 [
𝜌0

10−2 g.cm−3

]−2 [ 𝛼

10−1

]−1
[

𝐻

107 cm

]−1

(2.27)

Pour des valeurs du paramètre 𝛼 comprises 1 entre 0.01 et 0.1, et des hauteurs de disque de l’ordre de

quelques centaines de kilomètres, le rapport des temps donné par la relation (2.27) semble très supérieur

à 1 dans les régions étudiées, comme on peut le voir sur la Figure 17 𝑎). Les seules régions où cette

hypothèse n’est pas vériőée sont atteintes lorsque l’on baisse la température source et que l’on augmente

la densité du disque. L’échelle de temps de dissipation visqueuse est donc, de manière générale, quelques

ordres de grandeur supérieure à l’échelle temporelle de propagation d’une onde radiative supersonique.

Enőn, abordons la possible compétition entre les phénomènes de conduction électronique et conduc-

tion radiative. En effet, le transport d’énergie peut également se produire par conduction électronique dans

les milieux étudiés. Aőn de s’assurer de la validité du modèle théorique (2.19) dans les régimes physiques

présentés, comparons les ŕux d’énergie caractérisant ces deux phénomènes physiques. Dans le cadre de

notre modèle, le ŕux radiatif est donné par la relation (2.18). Dans un milieu composé majoritairement

d’hydrogène complètement ionisé, Spitzer et Härm [1953] ont montré que le ŕux d’énergie provoqué par

la conduction électronique prenait quant à lui la forme suivante :

®𝐹𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝑇) = −𝜅𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝑇) ®∇𝑇, avec 𝜅𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝑇) =
𝑘𝐵 (𝑘𝐵𝑇)5/2

𝑒4𝑚
1/2
𝑒 lnΛ

(2.28)

où 𝑒 est la charge élémentaire d’un électron, lnΛ est le logarithme Coulombien 2 et 𝜅𝑐𝑜𝑛𝑑 (𝑇) le coefficient

de diffusion associé au ŕux électronique. Cette formulation est analogue à celle du ŕux radiatif (2.18).

Une comparaison de ces ŕux dans le cas des systèmes étudiés, pour un libre parcours moyen en limite

Thomson, nous donne alors la relation suivante :

F𝑟𝑎𝑑

𝐹𝑐𝑜𝑛𝑑
=
𝜅𝑟𝑎𝑑

𝜅𝑐𝑜𝑛𝑑
≃ 1.2 × 107 ×

[
𝑇

500eV

]1/2
×

[
𝜌

10−2g.cm−3

]−1

(2.29)

Cette grandeur est toujours très grande devant l’unité pour les régimes physiques considérés, comme nous

pouvons le constater sur la Figure 17 𝑏). La conduction radiative est donc le phénomène principal impliqué

dans le transport d’énergie au sein des régions internes optiquement épaisses des disques modélisés.

2.3.3.2 Limites du régime supersonique

Nous nous intéressons à présent aux grandeurs caractérisant l’évolution de l’onde radiative se propa-

geant dans les disques étudiés. Les trois paramètres déőnissant des régimes critiques sont : l’épaisseur

optique du milieu 𝜏(𝜌, 𝑇), le nombre de Mihalas calculé à la source de rayonnement 3 𝑅(𝜌, 𝑇𝑆), et le

temps de séparation hydrodynamique 𝑡𝑠𝑒𝑝 (𝜌, 𝑇). Ces trois grandeurs dépendent des conditions thermody-

namiques du milieu parcouru par l’onde radiative. L’épaisseur optique, le nombre de Mihalas et le temps

1. Rappelons qu’aucun consensus n’a été établi quant à la valeur de ce paramètre entre les estimations observationnelles et
les suggestions provenant de simulations numériques [King et al., 2007].

2. Dans les régimes étudiés, le logarithme Coulombien est proche de l’unité.
3. Ce paramètre donne indirectement le temps 𝑡𝑐𝑜𝑚𝑝 limitant l’applicabilité de l’hypothèse statique pour le milieu étudié.
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Figure 17 ś Cartes des rapports de temps visqueux et radiatifs (équation (2.27)) et des rapports de ŕux
radiatifs et de conduction électronique (équation (2.29)) en fonction des densités de disque et températures
de la source choisies pour𝛼 = 0.1 et𝐻 = 107 cm. Les pointillés blancs en Figure 𝑎) indiquent la séparation
entre les régimes où le transport radiatif est prédominant et celui où les effets visqueux le sont.

de séparation hydrodynamique peuvent se calculer directement à partir de leurs déőnitions respectives et

des hypothèses de modélisation du disque, ce qui nous donne les expressions suivantes :

𝜏 ≃ 3 × 104

[
𝜌0

10−2 g.cm−3

]
(2.30)

𝑅 ≃ 2.6

[
𝜌0

10−2 g.cm−3

] [
𝑇𝑆

500 eV

]−3

(2.31)

𝑡𝑠𝑒𝑝 [s] ≃ 7.2 × 10−4

[
𝜌0

10−2 g.cm−3

]−2 [
𝑇𝑆

500 eV

]2

(2.32)

La distance caractéristique utilisée pour calculer l’épaisseur optique est égale à une centaine de kilomètres

pour rester cohérent avec les régions étudiées. Le temps de séparation hydrodynamique est ici calculé en

utilisant l’hypothèse de gaz parfait pour calculer la vitesse du son au sein du milieu. La Figure 18 représente

l’évolution du temps de séparation hydrodynamique en fonction des conditions thermodynamiques au

niveau de la source de rayonnement, où sont également indiquées les limites théoriques du modèle en

terme d’épaisseur optique et régime physique.

Comme nous pouvons le voir, l’hypothèse de régime optiquement épais est respectée pour les densités

de disque supérieures à 10−5 g.cm−3. La limite de nombre de Mihalas őxée à 𝑅 = 0.1 correspond à l’ins-

tant où la pression radiative devient importante devant la pression thermique du système (voir relation

(2.14)). Dans ce cas, une compression du système liée à l’augmentation de la pression radiative commence

et l’hypothèse de milieu statique n’est plus valable pour toute la région se situant au-dessus des pointillés

blancs. Les seules conditions thermodynamiques permettant d’observer des ondes supersoniques radia-

tives non perturbées par ce phénomène se trouvent donc en dessous de la courbe blanche 𝑅 = 0.1 sur la
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Figure 18 ś Carte du temps de séparation hydrodynamique des systèmes étudiés (gaz parfait en limite de
diffusion Thomson) en fonction de la densité du disque et de la température du sursaut. Sur cette őgure
sont également représentées les limites du modèle théorique (2.19) en tirets blancs, en termes de nombre
de Mihalas et d’épaisseur optique, ainsi que des iso-contours de temps de séparation pour des valeurs
𝑡𝑠𝑒𝑝 = 1 s, 10−3 s, 10−5 s, en tirets noirs. Ces différentes courbes déőnissent un domaine d’application
du modèle théorique (2.19) pour nos systèmes.

Figure 18. Dans ce cas, on peut constater qu’une augmentation de la densité tend à faire diminuer forte-

ment le temps de séparation hydrodynamique attendu, à température source constante, jusqu’à atteindre

des valeurs inférieures à la milliseconde, bien plus faibles que l’échelle temporelle des SXI étudiés. Enőn,

il existe une zone correspondant à des températures (∼ 400 eV) et densités (∼ 10−4g.cm−3) relativement

faibles pour le système astrophysique dans laquelle on retrouve des temps de séparation hydrodynamique

de l’ordre de l’échelle temporelle des sursauts X qui est de quelques secondes. Ces régions correspondent

à des régimes physiques intermédiaires 4, dans lesquels les conditions physiques permettent d’observer

des ondes radiatives supersoniques sur une échelle temporelle proche de celle du sursaut. Pour tous les

systèmes se situant dans les régimes R> 0.1, des ondes radiatives supersoniques se propagent. Les temps

de séparation faibles (aux fortes densités) impliquent cependant que la durée caractéristique du régime

supersonique est beaucoup moins importante que l’échelle temporelle du sursaut. Les ondes radiatives su-

4. Le terme intermédiaire fait référence au fait que l’on se trouve entre les deux limitations du régime supersonique, que ce
soit au niveau de la séparation hydrodynamique ou de la compression du milieu.
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personiques peuvent donc se propager initialement dans n’importe quel système témoin d’une interaction

entre un sursaut X et de la matière.

2.4 Le code de simulation astrophysique RAMSES-RT

Aőn de décrire la dynamique de ces environnements hydro-radiatifs, nous avons décidé d’adapter

le code de simulations numériques RAMSES-RT pour simuler des environnements de hautes densités

d’énergie.

2.4.1 Présentation du code

RAMSES 5 [Teyssier, 2002] est un code 3D de simulation numérique résolvant des problèmes as-

trophysiques multi-échelles en géométrie cartésienne, initialement développé pour étudier les formations

de galaxies. Plusieurs modules ont depuis été ajoutés, de la résolution des équations de la magnéto-

hydrodynamique [Fromang et al., 2006] à un solveur FLD (Flux limited diffusion) [Commercon et al.,

2011] pour l’équation du transfert radiatif, le tout en présence d’auto-gravitation. Depuis quelques années

maintenant, une branche du code baptisée RAMSES-RT [Rosdahl et al., 2013] propose une résolution

multi-groupe du transfert radiatif à l’aide de la méthode M1, avec certaines adaptations permettant de

retrouver correctement la limite diffusion et les effets de pression radiative [Rosdahl et Teyssier, 2015]. Ce

code a permis, entre autres, d’étudier un large éventail de systèmes astrophysiques tels que la formation

d’étoiles [Hennebelle et al., 2011], la croissance de trous noirs supermassifs [Dubois et al., 2012], les

disques protoplanétaires [Faure et al., 2014; Hennebelle et al., 2020], les nuages moléculaires [Iffrig et

Hennebelle, 2015; Kakiichi et Gronke, 2021] le feedback des rayons cosmiques sur les disques de galaxies

[Farcy et al., 2022] et les colonnes d’accrétion à la surface de naines blanches magnétiques [Van Box

Som et al., 2018a].

Dans le code RAMSES, les équations de l’hydrodynamique sont résolues en considérant une approche

de type volumes őnis, en utilisant une méthode de Godunov d’ordre deux [Toro, 1999]. Différents solveurs

de Riemann sont implémentés au sein du code pour résoudre ces équations, à savoir : HLL (Hartex-Lax-

von Leer), HLLC (HLL Contact), acoustique ou Lax-Friedrich. Notons que RAMSES est un code

disposant d’un maillage adaptatif (AMR), d’intérêt tout particulier pour des simulations 3D. Pour le

transfert radiatif, la résolution est effectuée à l’aide d’une méthode calculant les moments de l’équation

du transfert radiatif, avec une relation de fermeture utilisant le tenseur d’Eddington [Levermore, 1984;

Gonzalez et al., 2007; Aubert et Teyssier, 2008]. Deux solveurs sont implémentés pour cette approche, à

savoir HLL et GLF (Global Lax-Friedrich). Pour őnir, le code est écrit de manière à être utilisé sur des

architectures massivement parallèles.

5. Le code est disponible en libre accès sur bitbucket, voir https ://bitbucket.org/rteyssie/ramses/src/master/ pour la version
actuelle.
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2.4.2 Résolution du transfert radiatif avec RAMSES-RT

RAMSES-RT a été principalement développé dans le but de produire des simulations numériques

dans des régimes relativement peu radiatifs, avec des températures n’atteignant pas les niveaux de sursauts

X. Dans cette optique, la résolution de l’interaction rayonnement-matière a été codée de manière à ce que

le rayonnement, séparé en divers groupes de photons, ne puisse se diffuser qu’au contact de poussières.

En particulier, une distinction est effectuée entre des photons appartenant au groupe IR (pour infrarouges)

et les autres. Ces photons IR sont en pratique les seuls à pouvoir être diffusés plusieurs fois sans altération

de fréquence. Tous les photons d’énergies supérieures peuvent photoioniser le gaz, et être absorbés par

les poussières, pour être ensuite réémis dans le domaine IR. Ces particularités numériques sont présentes

au sein de RAMSES de par son objectif initial qui était de modéliser, entre autres, l’évolution de galaxies

en cosmologie.

Diffusion de photons dans un plasma ionisé

Durant ces travaux de thèse, il a ainsi été nécessaire d’adapter RAMSES-RT pour simuler des

environnements de hautes énergies. En effet, les options initiales étaient problématiques, en particulier

dans le cas où l’on souhaite simuler la diffusion de rayonnement par des électrons libres dans un plasma

ionisé. La première difficulté avec l’utilisation de RAMSES-RT est la disparition complète de phénomènes

de diffusion lorsque le milieu est dépourvu de poussière, ce qui arrive lorsque l’on étudie des plasmas

fortement ionisés. Aőn de pouvoir effectuer ces simulations de diffusion dans des milieux dépourvus de

poussières, il a donc été nécessaire d’adapter certaines parties du code.

En particulier, un paramètre noté 𝑓𝑑𝑢𝑠𝑡 représentant la fraction de poussières présentes dans le

milieu a été őxé à une valeur unitaire quoiqu’il arrive, malgré l’ionisation du disque, tout en coupant

les phénomènes de refroidissement liés à la présence effective de ces poussières. Concrètement, cela

revient à forcer la présence d’un milieu pouvant diffuser les photons qui n’est pas considéré comme

une poussière au niveau physique. Les lois d’opacité normalement utilisées pour décrire l’interaction

rayonnement-poussière peuvent donc toujours être utilisées pour ce matériau, en adaptant les valeurs

aux phénomènes physiques étudiés. Dans notre cas, l’opacité 𝜅𝑆𝑐 = 𝜅𝑅 du plasma est gardée constante

pour retrouver la limite Thomson évoquée précédemment. Dans cette conőguration, RAMSES-RT est à

présent capable de simuler la diffusion de rayonnement dans un milieu optiquement épais dépourvu de

poussières. Nous indiquerons pour chaque simulation la grille de simulation utilisée aőn de vériőer la

bonne résolution du libre parcours moyen des photons, nécessaire lors de l’utilisation des solveurs HLL

et GLF disponibles dans le code.

Les conditions initiale et aux limites

L’initialisation dans RAMSES se fait par zones dans lesquelles il est possible de őxer les conditions

physiques (densité et pression) du système étudié. Un problème apparaît dans les cas où la température

initiale du milieu est particulièrement élevée (de quelques eV à plusieurs centaines d’eV). En effet, il est ici

question de la température de la matière, qui diffère dans ce cas profondément de la température radiative

𝑇𝑟 , aucun photon n’étant a priori présent initialement dans le milieu. Dans le cas où l’on cherche à simuler
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un milieu initialement à l’ETL dont les processus de refroidissement sont beaucoup plus lents que la

propagation d’ondes radiatives supersoniques en son sein, il est nécessaire d’initialiser différemment le

milieu. Dans ce cas, nous avons choisi d’initialiser des densités de photons dans les zones choisies, de

sorte à pouvoir modéliser un ETL initial pour les systèmes particulièrement chauds.

Enőn, deux modèles de conditions aux limites ont été ajoutés pour traiter la source de rayonnement

X irradiant le système. Le premier ajout est la possibilité de créer une source de rayonnement respectant

le modèle de Norris (2.3), où les différents paramètres sont directement donnés en initialisation de la

simulation. Un second ajout est la possibilité de créer un őchier de données en termes de température ou

luminosité pour la source de rayonnement qui sera automatiquement lu et traduit par RAMSES en terme

de densité de photons.

2.4.3 Validation du code

Aőn de valider les modiőcations apportées au code, nous effectuons des simulations d’ondes radiatives

dans des régimes pour lesquels nous connaissons certains résultats théoriques.

Limite diffusion à température source constante

La première étape de validation correspond à l’obtention de la limite diffusion pour des simulations

statiques 6 à température source constante. Dans ce cas précis, nous savons que la position du front

radiatif est donnée par 𝑥 𝑓 ∼
√
𝑡. Retrouver ce comportement est gage d’un accord entre la résolution du

transfert radiatif en méthode M1 et la limite diffusion théoriquement modélisée par l’équation (2.19). Il est

cependant nécessaire de comparer la solution 𝑥 𝑓 (𝑡) à une solution analytique pour valider quantitativement

la résolution de RAMSES-RT. Nous avons choisi de comparer les solutions obtenues à l’expression

analytique développée par Hammer et Rosen [2003] et introduite précédemment (voir relation (2.21)).

Le système étudié est composé d’un gaz parfait en limite Thomson, ce qui, en considérant l’équation

(2.20), donne 𝛽 = 1 et 𝛼 = 0, őxant ainsi le paramètre 𝜖 à la valeur 𝜖 = 0.25. Le système est initialement

à la densité 𝜌0 = 0.02 g.cm−3 et température 𝑇0 = 2.5 eV. Le disque est éclairé par une température

source 𝑇𝑆 = 400 eV őxée constante. Cette conőguration n’est physiquement valable que pour des temps

de propagation faibles par rapport à l’échelle temporelle de variation de la source de rayonnement, qui est

d’environ 10−1s. Ainsi, pour des échelles temporelles inférieures à 10−2 s, l’hypothèse d’une source de

rayonnement constante peut être appliquée. On obtient un nombre de Mihalas calculé en 𝑥 = 0 de l’ordre

de 𝑅 ≃ 10, correspondant à un régime dans lequel l’énergie radiative du plasma peut être négligée,

rendant possible l’application de la solution analytique de Hammer et Rosen [2003]. Les simulations

numériques sont effectuées à l’aide du code RAMSES-RT en bloquant toute réponse hydrodynamique

du système, de sorte à obtenir un phénomène purement radiatif décrit par l’équation (2.19) en limite

diffusion. Deux maillages sont utilisés dans cette étude : l’un est résolu en terme de libre parcours moyen

des photons, avec une taille de maille de Δ𝑥 ≃ 5 cm, tandis que l’autre ne l’est pas, avec une taille de

maille Δ𝑥 ≃ 640 cm. Dans ces deux cas, on dispose respectivement de résolutions Δ𝑥/𝜆𝑅 ≃ 0.1 ≪ 1 pour

6. Une simulation statique correspond à une simulation dans laquelle la réponse hydrodynamique du système est artiőciel-
lement bloquée.
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le cas bien résolu, et Δ𝑥/𝜆𝑅 ≃ 10 ≫ 1 dans le second cas. Les résultats de simulation et la comparaison

avec cette solution sont présentés sur la Figure 19.

Figure 19 ś Évolution temporelle de la position des fronts radiatifs 𝑥 𝑓 (𝑡) pour une température source
𝑇𝑆 ≃ 400 eV obtenues à l’aide de simulations statiques RAMSES-RT. La courbe noire en traits pleins
représente le cas spatialement résolu, contrairement à la courbe en pointillés noirs représentant le cas
où le libre parcours moyen des photons n’est pas bien résolu. Les cercles bleus représentent la solution
analytique de Hammer et Rosen [2003], en totale adéquation avec la simulation RAMSES-RT résolue.

Comme on peut le constater, la simulation pour laquelle le libre parcours moyen des photons est plus

faible que la longueur des mailles ne reproduit pas du tout la solution analytique attendue. Ce résultat

n’est pas surprenant, sachant que la diffusion numérique présente dans RAMSES-RT prend le pas sur la

diffusion naturelle des photons dans le milieu étudié. En pratique, les photons se diffusent donc sur un

libre parcours moyen numérique plus important que 𝜆𝑅, de l’ordre de la taille de la maille Δ𝑥. Dans le

cas résolu, et sur l’intervalle de temps étudié, le front radiatif de la simulation suit la solution analytique

(2.21) de façon très précise, avec un écart global ≤ 1%. Grâce à cet exemple, nous pouvons conclure

que la limite diffusion est retrouvée dans RAMSES-RT, et qu’une résolution spatiale suffisante permet

d’obtenir des résultats valides, au moins dans les régimes testés.
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Temps de séparation hydrodynamique à température source constante

Dans le cas où la réponse hydrodynamique du système n’est pas bloquée artiőciellement, on s’attend

à observer une séparation hydrodynamique à un certain temps 𝑡𝑠𝑒𝑝 donné par (2.32). Pour effectuer une

validation dans le cadre d’une simulation d’hydrodynamique radiative, il est possible de vériőer le temps

d’apparition du choc de séparation par rapport à son estimation théorique. En reprenant les conditions

physiques de l’exemple précédent à l’exception d’une température source maintenant de 𝑇𝑆 ≃ 1 keV, on

obtient un nombre de Mihalas R ≃ 0.7 en 𝑥 = 0. Nous nous sommes ainsi placés dans un régime typique

où une certaine compétition existe entre les effets de compression liés à P𝑟𝑎𝑑 et de transition au régime

subsonique à l’instant 𝑡𝑠𝑒𝑝 ≃ 7.2×10−4 s donné par la relation (2.32). Ces régimes diffèrent de l’exemple

précédent, nous permettant de valider la prise en compte de l’énergie radiative dans RAMSES-RT. Pour

ce système, nous avons choisi une région de disque de longueur 𝐿 ∼ 5 km, et de résolution Δ𝑥 = 20 cm.

Les résultats de simulation sont présentés en Figure 20.

Les proőls de température observés dans la simulation 20 𝑎) sont parfaitement représentatifs de la

phénoménologie des ondes radiatives supersoniques et de leur transition en ondes radiatives subsoniques

pour une température source constante évoquées au chapitre 1 (voir Figure 16). La propagation initiale

d’un front de température non perturbé témoigne d’un régime supersonique. Il se termine aux alentours

de 𝑡 ≃ 7 × 10−4 s, lorsque l’accumulation de perturbations acoustiques conduit à l’apparition d’un pic

de densité de rapport 𝜌/𝜌0 ≃ 2. À partir de ce moment, un choc de séparation hydrodynamique va se

former en aval du front, ce qui est conforme à la prédiction théorique effectuée : 𝑡𝑠𝑒𝑝 = 7.2 × 10−4 s.

Quelques millisecondes plus tard, on retrouve un proől typique d’une onde subsonique. RAMSES-RT

est donc capable de reproduire la phénoménologie attendue des ondes radiatives dans ces régimes, du

régime supersonique à la transition au régime subsonique. Le phénomène d’accumulation de perturbations

acoustiques se fait en même temps qu’une pré-compression du milieu apportée par l’excès de pression

radiative en 𝑥 = 0. Ainsi, la matière est mise en mouvement de manière plus importante que dans le

cas où seule une séparation hydrodynamique serait présente, ampliőant le phénomène de modiőcation

de l’allure du choc. Notons cependant que la transition supersonique-subsonique n’est pas altérée par

cette modiőcation, comme en atteste l’obtention du temps de séparation hydrodynamique théorique par

RAMSES-RT. Les modiőcations du code RAMSES-RT permettent donc de retrouver la phénoménologie

attendue lors de la propagation d’ondes radiatives.

2.5 Une situation typique de formation d’ondes radiatives supersoniques

Dans cette section, nous allons étudier un scénario typique de formation d’ondes radiatives superso-

niques lors de l’interaction SXI-disque. Le système décrit constituera l’exemple principal étudié dans ce

manuscrit [Tranchant et al., 2022].

2.5.1 Initialisation de la simulation

Le milieu étudié est considéré comme principalement composé d’hydrogène ionisé, de densité initiale

𝜌0 = 10−4 g.cm−3, et de température initiale 𝑇0 ≃ 50 eV. L’épaisseur optique du milieu est quant à elle de
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/ρ ρ0 ≈ 2

/ρ ρ0 ≈ 5
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du front
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Figure 20 ś En őgure 𝑎) et 𝑏) sont respectivement représentés les proőls spatiaux de température et
densité pour une température source 𝑇𝑆 = 1 keV, obtenus à différents temps à l’aide de simulations
dynamiques RAMSES-RT.

l’ordre de 𝜏 ≃ 100, ce qui correspond bien à un environnement optiquement épais. La taille de maille est

prise telle que le rapport Δ𝑥/𝜆𝑅 ≃ 0.05, de manière à obtenir une bonne résolution du transfert radiatif
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même dans les zones les plus denses. La source de rayonnement est un sursaut X modélisé par l’équation

(2.3), dont les paramètres sont donnés par :

𝑇𝑝 = 1 keV, 𝜏1 = 1 s, 𝜏2 = 1.5 s, 𝑡0 = −0.09 s (2.33)

donnant ainsi la loi de dépôt de température dont l’allure générale est présentée sur la Figure 21. Ce

sursaut typique a été choisi pour permettre l’obtention, dans un premier temps, d’un régime supersonique

pour la propagation de l’onde radiative au sein du plasma.

Figure 21 ś Proől de température du sursaut déőni par les paramètres (2.33). En rouge sont représentés
les premiers instants de la phase de montée du sursaut qui vont nous intéresser pour étudier un régime
supersonique d’onde radiative. En noir est représenté le reste du sursaut durant lequel des phénomènes
hydrodynamiques prennent le pas sur la propagation d’onde radiative supersonique.

En utilisant la forme de ce sursaut et la Figure 18, on constate que, pour des températures inférieures à

environ 300 eV, et donc pour des temps inférieurs à 0.1 s, le régime supersonique devrait être atteint.

En effet, les temps de séparation hydrodynamique parcourus semblent être de l’ordre de grandeur ou

supérieurs à l’échelle temporelle de compression radiative du système ainsi qu’au temps caractéristique

de propagation de l’onde radiative. Cependant, après ce temps, et pour une température 𝑇𝑆 proche de

300 eV, la pression radiative va provoquer une compression du système qui conduit à la brisure de

l’hypothèse d’une propagation énergétique en milieu statique. Durant le sursaut, le nombre de Mihalas
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varie de l’ordre de 10 à des valeurs beaucoup plus basses dépassant la limite de 𝑅 = 0.1. Les régimes

physiques peuvent ainsi être décrits comme étant extrêmement radiatifs. Les résultats des simulations

RAMSES-RT de ce système sont présentés dans la section suivante en Figure 22.

2.5.2 Résultats de la simulation

Figure 22 ś Simulations 1D RAMSES-RT de la propagation d’une onde radiative à travers les régions
internes d’un disque d’accrétion simpliőé. Les proőls de température (en traits pleins) et de densité
(en pointillés) sont représentés à trois temps différents (𝑡 = 0.05 s en jaune, 𝑡 = 0.1 s en orange,
𝑡 = 0.2 s en rouge). La compression du milieu arrive autour de 𝑡𝑐𝑜𝑚𝑝 ≃ 0.1 s et provoque un changement
drastique pour la densité du milieu. La transition entre régime supersonique et subsonique devrait arriver
autour de 𝑡𝑠𝑒𝑝 ≃ 0.2 s, mais est complètement cachée par la compression importante du milieu à ces
temps et l’accélération du front ainsi provoquée. La zone d’applicabilité de l’hypothèse supersonique est
représentée en rouge en terme d’avancée du front radiatif et de température de sursaut.

Nous pouvons constater que la source de rayonnement X produit une onde radiative qui, dans sa

phase initiale de propagation pour un temps 𝑡1 = 0.05 s, conduit à un proől de température caractéristique

des ondes supersoniques. La différence fondamentale intervient dans la température initiale choisie, ici

𝑇0 ≃ 50 eV. Cette valeur est plus proche de la température source que dans les cas plus classiques de

formation d’ondes radiatives, comme ceux développés dans la section de validation de RAMSES-RT.

Nous verrons dans la suite que la valeur de la température 𝑇0 n’inŕue que très peu sur la position du

front radiatif, mais modiőe la courbure des proőls spatiaux de température. La physique globale n’est

quant à elle pas modiőée. Le front radiatif, à ce temps, est donc situé aux alentours de 𝑥 = 80 km, ce qui
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indique une vitesse moyenne de propagation d’environ 1200 km.s−1, bien plus grande que les vitesses

caractéristiques du son (𝑐𝑠 ∼ 300 km.s−1) et de l’écoulement (|®𝑣 | ∼ 100 km.s−1). Près du bord interne du

disque, le proől de densité n’est que légèrement modiőé par l’augmentation de pression radiative, comme

on s’y attendait. Cependant, à 𝑡2 = 0.1 s, en raison de la montée rapide de la température, la pression

radiative croît énormément à la frontière et commence à comprimer les régions internes du disque. En

effet, pendant ce temps, le nombre de Mihalas pris à la frontière interne pour une densité 𝜌0 diminue de

R ≃ 0.2 à 𝑡1 = 0.05 s à R ≃ 0.05 à 𝑡2 = 0.1 s. À des temps plus tardifs (𝑡3 ≃ 0.2 s) la pression radiative

surpasse localement la pression thermique du plasma (R ≃ 1.5 × 10−2). Le rayonnement agit comme

un piston qui balaie la région interne du disque conduisant à une région de faible densité à température

constante, devenue optiquement mince, s’étendant jusqu’à 𝑥 ∼ 150 km. À ce moment, les perturbations

acoustiques provenant de la frontière interne, qui est à la température 𝑇𝑆 ∼ 600 eV, devraient provoquer

une séparation hydrodynamique. Ici, étant donné le temps de montée rapide de la température du SXI, le

front radiatif ne décélère pas. Il continue ainsi à se propager devant le front de perturbation de densité, ce

qui les empêche de s’accumuler au niveau du front radiatif. La compression radiative du système a, elle,

mené à un pic de densité de rapport 𝜌/𝜌0 ≃ 5 à 𝑥 = 175 km. Le front radiatif se déplace alors devant ce

pic de densité, dans une situation rappelant un précurseur de choc radiatif [Drake, 2007], visible sur la

Figure 22 entre 200 km et 300 km.

2.6 Différents régimes de formation d’ondes radiatives

2.6.1 Influence de la température initiale sur la position du front

Un paramètre n’apparaissant pas explicitement dans la solution analytique de position du front radiatif

(2.24) est la température initiale du plasma𝑇0. Cependant, celle-ci joue un rôle primordial dans l’allure du

proől de température de l’onde radiative. En effet, plus 𝑇0 est élevée et moins les gradients de température

seront forts, ce qui implique que le front radiatif sera moins marqué. Cela peut alors provoquer un

aplatissement du proől de température, et même une disparition du front de conduction radiative dans

les cas les plus extrêmes. La question qui se pose est de savoir si des variations de ce paramètre peuvent

entraîner des modiőcations de la vitesse du front radiatif. Pour s’assurer de la possibilité de őxer librement

cette température initiale de plasma, nous avons effectué plusieurs simulations de la situation typique

développée dans la section précédente en la faisant varier, de 𝑇0 = 1 eV à 𝑇0 = 50 eV. Les résultats sont

présentés sur la Figure 23.

Dans un premier temps, on constate que pour des températures initiales relativement faibles par rapport

à celle de la source𝑇𝑆 = 400 eV, les écarts sont négligeables (∼ 1%). Cette observation est valable pour des

températures inférieures ou égales à 10 eV. Ensuite, comme nous le constatons sur la Figure 23, lorsque

l’on se rapproche de valeurs supérieures à un dixième de la température source, les vitesses de front

commencent à augmenter légèrement. Cette observation est à prendre avec précaution, car la position du

front radiatif est de plus en plus difficile à obtenir lorsque les gradients de température diminuent. Pour

des températures d’environ 50 eV, les écarts avec la situation à 1 eV restent peu importants, autour de 5%

pour des temps longs. De plus, ajoutons que cela ne modiőe donc que très peu la dynamique des ondes
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Figure 23 ś Évolution temporelle des positions de fronts radiatifs 𝑥 𝑓 (𝑡) représentant en traits pleins noirs
le cas 𝑇0 ≃ 1 eV, en ronds bleus le cas 𝑇0 ≃ 10 eV, et en croix rouges le cas 𝑇0 ≃ 50 eV.

radiatives, et plus particulièrement les mécanismes de compression ou de séparation hydrodynamique.

En augmentant la vitesse du front, et en diminuant le gradient de pression proche de la condition aux

limites, il est simplement possible de repousser légèrement les temps caractéristiques d’apparition de

ces phénomènes, respectivement 𝑡𝑐𝑜𝑚𝑝 et 𝑡𝑠𝑒𝑝. De manière générale, dans la suite de l’étude, nous

considérerons que la température initiale du plasma 𝑇0 est suffisamment faible devant la température de

la source pour ne pas modiőer la dynamique attendue ainsi que la position du front radiatif en régime

supersonique.

Globalement, la plus grande inŕuence de la température initiale 𝑇0 est la forme de l’onde radiative.

En effet, elle modiőe la structure du gradient de température dans la tête de l’onde radiative. Notons que

cette température peut varier selon le ŕux persistent émis par l’étoile à neutrons ainsi que les mécanismes

de refroidissement au sein du disque. Observons alors comment des variations de ce paramètre inŕuent

sur des proőls spatiaux de température et densité des ondes radiatives. Nous présentons des simulations

effectuées pour les différentes valeurs de 𝑇0 sur la Figure 24.

Comme on peut le constater, les proőls de température ne diffèrent que très peu entre les deux

premiers cas, pour des températures relativement basses par rapport à à la température source. Dès lors

que la température initiale du milieu augmente trop fortement, pour le cas 𝑇0 = 50 eV par exemple, le

proől de température commence à être fortement modiőé. La physique de propagation de l’onde radiative

supersonique est alors modiőée par une baisse des gradients de température en amont du front pour le
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Figure 24 ś Comparaison des proőls spatiaux de température pour les différentes températures initiales
𝑇0 = 1 eV (traits pleins noirs), 10 eV (pointillés bleus), 50 eV (tirets rouges).

cas à 𝑇0 = 50 eV par rapport à ceux où 𝑇0 = 1 eV et 𝑇0 = 10 eV. Dans la suite de ce manuscrit, nous

considérerons que les simulations peuvent être menées à des températures initiales𝑇0 arbitrairement basses

devant la température source du système, ce paramètre étant peu contraint par les modèles théoriques et

données observationnelles à disposition. Nous verrons dans les prochains chapitres que cette hypothèse

est nécessaire pour pouvoir comparer des situations aux échelles astrophysique et de laboratoire. En se

permettant de faire varier ce paramètre sur une plage importante de valeurs, nous gardons également une

certaine généralité dans notre modélisation.

2.6.2 Deux exemples de simulations numériques

Les résultats présentés dans la section 2.5 sont typiques d’un sursaut X intense irradiant les régions

internes d’un disque d’accrétion. Ils montrent que des ondes radiatives supersoniques peuvent exister

dans de telles situations. Cependant, comme nous l’avons vu précédemment, il existe d’autres régimes et

échelles temporelles de propagation de ces ondes dans le cadre de notre étude. Dans cette section, nous

allons observer un peu plus en détails les résultats de simulation de RAMSES-RT dans ces régimes et

parcourir les différents phénomènes physiques que l’on peut rencontrer. En particulier, nous nous placerons
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dans deux régimes physiques que l’on peut qualiőer de "régime limite" pour le modèle supersonique, à

savoir lorsqu’une séparation hydrodynamique quasiment immédiate a lieu, ou lorsque la compression du

système liée à P𝑟𝑎𝑑 est très forte dès les premiers instants de propagation énergétique.

2.6.3 Une séparation hydrodynamique rapide

Le premier exemple correspond à l’irradiation d’une région à la densité 𝜌0 = 10−1g.cm−3 par un

sursaut de température 𝑇𝑆 = 1 keV considérée constante sur l’intervalle temporel observé. Notons que

ce résultat n’est valable que pour des durées inférieures ou égales à quelques millisecondes, car très

inférieures à l’échelle temporelle de variation des sursauts X étudiés. Ce système se situe donc dans une

zone de temps de séparation hydrodynamique très faible (𝑡𝑠𝑒𝑝 ≃ 0.03 ms), ce qui indique que le régime

supersonique ne devrait exister que pour des durées particulièrement courtes (≤ 0.03 ms) par rapport à

l’échelle temporelle du sursaut X. Les simulations numériques sont menées dans les mêmes conditions

que celles présentées dans les sections précédentes, en prenant un maillage donné par Δ𝑥 ≃ 2 cm. Les

résultats sont présentés sur les Figure 25 𝑎) et 𝑏).
Cette simulation présente une séparation hydrodynamique immédiatement provoquée par l’accumu-

lation rapide (𝑡𝑠𝑒𝑝 ≃ 0.03 ms) de perturbations acoustiques près du front radiatif par rapport à la situation

typique évoquée dans la section précédente. Après seulement 0.5 ms, le choc de séparation est déjà

quelques dizaines de mètres en avance par rapport au front radiatif, provoquant une séparation claire et

visible sur les proőls de température en őgure 25 𝑎), sous la forme d’un plateau. Sur la őgure 𝑏), nous

pouvons observer la propagation du choc à une vitesse plus grande que celle du front radiatif, tendant à

étendre la zone de plateau de température.

2.6.4 Une compression radiative du disque

Dans un tout autre régime (R < 0.1), considérons un système de densité 𝜌0 = 10−2g.cm−3 irradié par

un sursaut de température 𝑇𝑆 = 3 keV également prise constante sur un intervalle temporel de 1 ms. Pour

cette situation, on trouve un temps de séparation hydrodynamique de l’ordre de 10−2 s, mais une pression

radiative P𝑟𝑎𝑑 ∼ 100 × 𝑃𝑡ℎ. Dans ce système, on s’attend alors à observer une intense compression du

milieu dès les premiers instants du sursaut, produite par le gradient de pression imposé en 𝑥 = 0. Les

simulations numériques sont menées dans les mêmes conditions que celles présentées dans les sections

précédentes, en prenant un maillage donné par Δ𝑥 ≃ 15 cm. Les résultats sont présentés sur les Figures

25 𝑐) et 𝑑).
Pour le second exemple (Figures 25 𝑐) et 𝑑)), une compression du système se déroule de manière

extrêmement rapide, soufflant les zones du plasma les plus proches du sursaut X. Ainsi, le proől spatial

de température prend une forme très marquée par rapport au cas précédent. En effet, la zone soufflée

par la pression radiative devient optiquement mince, avec des densités extrêmement faibles atteignant

une limite numérique de 10−10g.cm−3 dans les régions supposées vides. Les photons se déplacent donc

librement du bord 𝑥 = 0 jusqu’au front de densité où le mécanisme de conduction radiative reprend le

dessus. Au bout de 𝑡 = 1 ms, on constate d’ailleurs l’apparition d’un proől typique d’onde radiative entre

6.5 km et 7.5 km, correspondant à la position du front radiatif. Notons que le rapport de compression est
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Figure 25 ś Sur les Figures 𝑎) et 𝑏) sont respectivement représentés les proőls spatiaux de température
et densité pour une densité initiale de matériau 𝜌0 = 0.1 g.cm−3 et une température source 𝑇𝑆 =

1 keV, obtenus à différents temps 𝑡1 = 0.01 ms, 𝑡2 = 0.5 ms, et 𝑡3 = 1 ms, à l’aide de simulations
d’hydrodynamique radiative RAMSES-RT. De la même façon, en őgures 𝑐) et 𝑑) sont respectivement
représentés les proőls spatiaux de température et densité pour une densité initiale de matériau 𝜌0 =

0.01 g.cm−3 et une température source 𝑇𝑆 = 3 keV obtenus à différents temps 𝑡1 = 0. ms, 𝑡2 = 0.5 ms, et
𝑡3 = 1 ms, à l’aide de simulations dynamiques RAMSES-RT.

őxe, de valeur 𝜌/𝜌0 ≃ 4 (correspondant à un choc fort pour un gaz parfait) dû à la température supposée

constante durant le faible intervalle temporel simulé.

Que ce soit dans le cas d’une compression radiative instantanée du milieu, ou dans celui de l’apparition

d’une séparation hydrodynamique tout aussi rapide, RAMSES-RT permet de suivre la réponse dynamique

du système au rayonnement intense du sursaut X appliqué en 𝑥 = 0. De manière générale, RAMSES-RT

a donc permis de simuler la propagation d’ondes radiatives supersoniques au sein des régions étudiées,

ainsi que la réponse hydrodynamique de ces systèmes dans divers régimes physiques. En particulier, nous

avons pu montrer que le régime supersonique était atteint sur des échelles temporelles proches de celle du
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sursaut dans des cas typiques de régimes dits intermédiaires. Ces régimes intermédiaires se situent entre

faibles nombres de Mihalas et temps de séparation élevés, et sont donc ceux qui permettront d’étudier les

ondes radiatives dans nos systèmes, sur l’échelle temporelle de montée d’un sursaut.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu démontrer que, sous certaines conditions, l’interaction entre un sursaut

X de type I et un disque d’accrétion donne lieu à la naissance et à la propagation d’ondes radiatives au

sein de ce dernier, modiőant ainsi sa structure et ses conditions thermodynamiques. Dans le cas de notre

modèle, un ensemble de régimes ont pu être étudiés, montrant la richesse de phénomènes pouvant se

produire dans ces systèmes selon les conditions thermodynamiques imposées. L’approche suivie dans ce

chapitre peut, de plus, être généralisée à toute interaction entre rayonnement X intense et un quelconque

modèle de disque, quelles que soient ses caractéristiques en termes d’équations d’état et lois d’opacité

du moment que le régime de diffusion est atteint. Il est cependant nécessaire de mettre en perspective

ces résultats purement théoriques et numériques. Une des possibilités est de chercher à reproduire le

phénomène physique de propagation énergétique par des ondes radiatives dans des milieux à l’échelle

du laboratoire. Des données expérimentales comparables aux simulations astrophysiques RAMSES-RT

pourront alors permettre de valider les résultats présentés dans ce chapitre.
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3.1 Introduction

Les installations de puissance présentes à travers le monde permettent à présent d’atteindre des densités

d’énergie proches de celles observées à l’échelle astrophysique. L’utilité d’expériences d’astrophysique

de laboratoire repose sur le développement de lois d’échelle et propriétés de similarité [Ryutov et al.,

1999; Falize et al., 2011a] des systèmes physiques étudiés. Ces lois d’échelle, piliers de l’astrophysique

de laboratoire actuelle, permettent de tisser des liens théoriques entre les échelles de l’astrophysique et

du laboratoire. Ces concepts, bien qu’ayant contribué à l’essor des expériences laser, sont soumis à un

ensemble de contraintes à confronter aux possibilités expérimentales actuelles. Le développement de ces

outils permet de mieux appréhender la physique des systèmes auxquels ils sont appliqués, et, parfois,

de mener à des lois d’échelle dont les contraintes sont physiquement et expérimentalement réalisables.

Notons que notre degré d’avancement technologique permet à présent d’envisager un agrandissement

conséquent du catalogue de systèmes astrophysiques reproductibles à l’échelle du laboratoire.

L’objectif de ce chapitre est de développer les transformations de similitude associées aux ondes

radiatives étudiées dans ces travaux, et d’explorer l’espace des expériences similaires envisageables. Dans

une première partie, nous présentons une synthèse exhaustive des différentes conditions expérimentales

atteintes lors de la production d’ondes radiatives à l’aide des lasers de puissance. Dans un second temps,

nous développons et appliquons les lois d’échelle associées au modèle théorique d’ondes radiatives en

régime supersonique. Pour cela, nous présenterons le code de simulations numériques FCI2 utilisé pour

simuler les systèmes de laboratoire. Cela conduira, dans une dernière partie, à analyser les limites des

concepts de similitude pour l’étude des ondes radiatives, mettant ainsi en lumière la problématique

principale à laquelle ces travaux tenteront de répondre : comment aller au-delà de la similitude?

3.2 Les ondes radiatives en laboratoire

3.2.1 Une configuration expérimentale typique pour la production d’ondes radiatives

Comme nous avons pu le voir au chapitre précédent, c’est le chauffage intense d’un milieu optiquement

épais qui produit une onde radiative supersonique. Ce processus physique de propagation d’énergie n’est

pas cantonné à des systèmes astrophysiques. Grâce à l’avènement des lasers de puissance, il est en

effet désormais possible de créer des sursauts X intenses à l’échelle du laboratoire. En particulier,

l’irradiation d’une cavité de conversion (hohlraum) en or permet la production d’un important ŕux X

dont les températures de corps noir peuvent à présent atteindre environ 300 eV [Moore et al., 2015]. Ce

rayonnement se propage dans un tube contenant un matériau qui, le plus souvent, est une mousse à basse

densité [Cohen et al., 2020]. Une illustration d’un dispositif expérimental typique est présentée sur la

Figure 26.

Contrairement à notre système astrophysique idéalisé, des effets parasites propres à l’échelle du

laboratoire peuvent modiőer la propagation d’ondes radiatives au sein du tube. En particulier, l’absorption

du rayonnement au niveau des parois de ce tube peut modiőer la structure du front radiatif, en le ralentissant

à ses extrémités, comme schématisé sur la Figure 26. Cela conduit à des ondes radiatives courbées

[Hurricane et Hammer, 2006; Cohen et Heizler, 2018] s’éloignant de la conőguration étudiée dans le
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Figure 26 ś Schéma 2D d’expérience typique menant à la création d’ondes radiatives en laboratoire, où
l’on a noté l’ordre de grandeur des énergies laser (𝐸𝐿) maintenant accessibles sur les installations lasers
les plus énergétiques.

chapitre précédent. À l’échelle du laboratoire, la transition entre les phases supersonique et subsonique

de propagation des ondes radiatives peut également être mesurée [Courtois et al., 2021]. Cette étape de

séparation hydrodynamique peut intervenir sur des échelles temporelles si courtes comparées à la durée

de l’expérience de l’ordre de 10−8 s qu’il peut devenir impossible d’étudier la phase supersonique de

l’onde.

3.2.2 De nombreuses études expérimentales

Depuis les débuts de l’utilisation généralisée de lasers de puissance, un grand nombre d’expériences

de production d’ondes radiatives ont été menées, en particulier, dans le régime supersonique qui nous

intéresse. En pratique, on cherche à identiőer s’il est possible de créer des ondes radiatives supersoniques

susceptibles de permettre la modélisation de l’interaction sursaut-disque simulée dans le chapitre 2. En

parcourant les différentes avancées expérimentales effectuées au cours des dernières années, nous pourrons

obtenir un premier aperçu de l’existence de matériaux de laboratoire et conőgurations expérimentales

répondant à cette problématique.

Très tôt, des ondes radiatives supersoniques ont été observées dans du Xenon [Bozier et al., 1986],

se propageant devant un choc créé par un piston accéléré par laser. Cependant, la première observation

expérimentale d’ondes radiatives générées par laser dans des cibles solides fut l’œuvre de Sigel et al.

[1990]. L’onde radiative se propageait alors dans une mince feuille d’or (∼ 1 𝜇m) sur une échelle de

temps extrêmement courte, de l’ordre de la nanoseconde, pour des températures de cavité de l’ordre de

220 eV. Cette première étude expérimentale a permis de poser les bases des campagnes qui ont suivi. En

particulier, dans les années 1990, Afshar Rad et al. [1994] et Massen et al. [1994] publient les premiers
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résultats concernant la propagation d’ondes radiatives supersoniques dans des mousses à basse densité.

Les expériences d’Afshar Rad et al. [1994] ont été réalisées sur l’installation laser VULCAN [Ross et al.,

1981], avec des mousses basse densité (𝜌0 ≃ 30 mg.cm−3) de CHOCl et pour une température de l’ordre

de 140 eV. Dans cette expérience, la position du front en température coïncide avec la position relevée

du front d’ionisation. De plus, on constate que les perturbations hydrodynamiques ne prennent pas le

pas sur la propagation d’énergie, conduisant à l’observation d’un régime supersonique. Notons enőn que

les ondes radiatives sont ici présentées comme des fronts d’ionisation, bien que les deux phénomènes se

déroulent simultanément.

Les expériences de Massen et al. [1994], réalisées sur GEKKO-XII avec des mousses de CHPb

(𝜌0 ∼ 80 mg.cm−3) ont permis d’observer le même type d’ondes radiatives à l’aide de matériaux plus

adaptés. En effet, l’utilisation d’un dopant de numéro atomique 𝑍 élevé permet d’obtenir une épaisseur

optique 𝜏 plus importante, et donc de respecter d’autant plus la condition de limite diffusion. On note

que la conőguration expérimentale de Massen et al. [1994] correspond, sur le principe, à celle présentée

sur la Figure 26, et que c’est celle qui sera reprise par la suite dans de nombreuses expériences de

propagation d’ondes radiatives. En particulier, sur l’installation OMEGA, Back et al. [2000a,b] ont mené

des expériences similaires sur des mousses de SiO2 et de Ta2O5 qui restent encore aujourd’hui à la base

de toutes les études d’ondes radiatives en laboratoire. Ces mousses subissent un rayonnement allant de

85 eV à 190 eV, permettant dans tous les cas d’observer le régime supersonique voulu. Sur la même

installation laser, nous pouvons également citer les expériences de Keiter et al. [2008] visant à étudier

l’effet d’inhomogénéités dans des mousses de type CHOAu (𝜌0 ≃ 45 − 70 mg.cm−3).

Au début des années 2000, l’installation laser de puissance Shengguang II a permis la création

d’ondes radiatives se propageant dans des mousses pures de CH [Xu et al., 2006; Ji Yan et al., 2010]

ou dopées avec du cuivre [Jiang et al., 2005]. Les températures de cavité atteintes dans ces expériences

sont typiquement de l’ordre de 160 eV, et permettent d’observer différents régimes d’ondes radiatives. Par

exemple, Xu et al. [2006] étudient les différents comportements de groupes de photons pour lesquels le

milieu est optiquement őn ou optiquement épais. En particulier, des temps de propagation différents sont

observés entre ces deux groupes pour ces expériences dont l’épaisseur optique typique était de l’ordre

de 𝜏 ∼ 1, pour des densités de CH de l’ordre de 𝜌0 = 0.05g.cm−3. Dans des conditions beaucoup plus

denses (𝜌0 = 0.16 g.cm−3), Ji Yan et al. [2010] ont obtenu des épaisseurs optiques bien plus importantes

(𝜏 ∼ 10), mais ont, en conséquence, perdu l’hypothèse de régime supersonique. Dans ces expériences, on

observe un proől typique de séparation hydrodynamique où une onde de choc se forme en aval du front

radiatif et se propage plus rapidement que ce dernier.

Enőn, l’avènement des installations laser de type mégajoule (NIF, LMJ) a permis l’obtention de

températures de cavité typiques de plus en plus importantes (autour de 300 eV), et donc la possibilité

d’étudier des régimes de plus en plus diversiőés de façon systématique. Les expériences "Pléïades" (citons

par exemple les expériences de Guymer et al. [2015] et Moore et al. [2015]) menées sur l’installation NIF

ont permis d’atteindre des nombres de Mach radiatif (donné par l’équation (2.22)) extrêmement élevés

(Ma > 10) pour des milieux optiquement épais (𝜏 ∼ 4), à l’aide des mousses de CHCl et SiO2 à des

densités 𝜌0 ≃ 0.1 g.cm−3. Parmi les expériences menées sur l’installation du LMJ, Courtois et al. [2021]

ont récemment mis en évidence la transition entre les régimes supersoniques et subsoniques d’ondes
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radiatives se propageant dans des mousses de CHOBr à basse densité (𝜌0 = 0.05 g.cm−3).

3.2.3 Un panel d’ondes radiatives

En quelques dizaines d’années les expériences se sont ainsi succédées. Des disparités existent entre

ces expériences, que ce soit au niveau de leurs durées, leurs dimensions spatiales, leurs conditions thermo-

dynamiques, ou encore les régimes physiques atteints. De manière générale, ce panorama d’expériences

donne une idée précise des conőgurations expérimentales caractéristiques pour l’étude de la propagation

d’ondes radiatives. Les différentes situations présentées dans la section précédente constituent donc un

étalon des possibilités expérimentales actuellement offertes par les installations laser de puissance. Les

différents régimes et conditions physiques obtenus lors de certaines de ces expériences sont répertoriés

au sein du Tableau 3.1.

Parcourons ce tableau de la gauche vers la droite aőn de déterminer les ordres de grandeur typiques

des expériences présentées. Notons que des contraintes technologiques apparaissent en termes d’échelles

spatiales et temporelles. En effet, les ondes radiatives se propagent sur une échelle temporelle typique

de 1 à 10 ns, dans des mousses de l’ordre du dixième de mm jusqu’à quelques mm. De plus, dans

certaines conőgurations, comme celle de Courtois et al. [2021], le temps de séparation hydrodynamique

est inférieur à la durée de l’expérience (𝑡 ≃ 7 ns), ce qui conduit à des régimes supersoniques encore

plus courts 1. Ces échelles caractéristiques proviennent en partie du choix en densité de matériaux 𝜌0

et en température de la source 𝑇𝑆 . Globalement, les densités initiales 𝜌0 varient entre quelques dizaines

de mg.cm−3 jusqu’à une centaine de mg.cm−3. La limite basse de cette densité s’explique par le fait

que l’on cherche à obtenir des systèmes optiquement épais au rayonnement incident. Les libres parcours

moyens des photons 𝜆𝑅 diminuant lorsque la densité du milieu augmente 2, l’épaisseur optique peut alors

diminuer jusqu’à des valeurs inférieures à 1, brisant l’hypothèse de diffusion et la validité du modèle

(2.19). La limite haute de 𝜌0 s’explique elle par la diminution du temps de séparation hydrodynamique

lorsque la densité du milieu augmente [Garnier et al., 2006], ce qui aurait pour conséquence de briser

l’hypothèse supersonique sur des temps caractéristiques bien plus faibles que la durée caractéristique

de l’expérience, comme observé dans les expériences de Ji Yan et al. [2010]. Enőn, les températures

des sources X varient globalement de 100 eV à 300 eV, majoritairement limitées par les énergies laser

disponibles sur les différentes installations.

Les régimes physiques atteints lors de ces expériences sont caractérisés par les nombres sans dimen-

sion Bo et R présentés dans le tableau 3.1. Les nombres de Boltzmann obtenus sont tous inférieurs à

l’unité, indiquant que la conduction radiative est bien le mécanisme privilégié de transport de l’énergie.

Cependant, ces valeurs sont limitées autour de 10−2 au minimum par les caractéristiques de matériaux et

énergies laser 𝐸𝐿 actuellement disponibles. Les nombres de Mihalas sont toujours largement supérieurs

à l’unité, avec quelques dizaines pour les valeurs les plus basses obtenues sur OMEGA [Back et al.,

2000a,b] et le NIF [Guymer et al., 2015; Moore et al., 2015]. Ainsi, il n’est possible d’obtenir que des

1. Notons que dans ce cas particulier, l’expérience avait été dimensionnée de façon à obtenir une transition au régime
subsonique. Dans notre cas, nous chercherons à éviter ce phénomène sur la durée de l’expérience.

2. La forme de cette dépendance dépend fortement de la nature du milieu considéré, comme le montrent par exemple les
approximations théoriques d’opacité donnés par Cohen et al. [2020].
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Références Installation Matériau 𝐿 [mm] 𝑡 [ns] 𝜌0 [mg.cm−3] 𝐸𝐿 [kJ] 𝑇𝑅 [eV] Bo R Ma 𝜏

Afshar Rad et al. [1994] VULCAN CHOCl 0.1 1 50 ∼ 1 140 0.19 165 2.65 2

Massen et al. [1994] GEKKO XII CHPb 1 − 3 1 80 2.5 150 0.21 200 3.1 4

Back et al. [2000a,b] OMEGA SiO2/Ta2O5 0.25 − 1 4 50/40 10 190 0.05 45 2.5 6

Jiang et al. [2005] SG-II CH/CHCu 0.3 5 50 16 140 0.2 170 5.7 3

Xu et al. [2006] SG-II CH 0.4 3 50 16 160 0.14 110 3 4

Ji Yan et al. [2010] SG-II CH 0.3 2 160 1.5 160 0.43 345 1 10

Guymer et al. [2015] NIF CHCl 2.8 6 100 − 125 370 250 0.06 37 8 4.5

Moore et al. [2015] NIF CHCl/SiO2 2.8 7 100 − 125 370 300 0.045 30 6.25 6

Courtois et al. [2021] LMJ CHOBr 2 10 50 22 170 0.12 90 2 10

Tableau 3.1 ś Récapitulatif des paramètres caractéristiques provenant des expériences d’ondes radiatives supersoniques citées précédemment. Dans
l’ordre, nous avons indiqué la longueur de la mousse étudiée 𝐿, le temps d’acquisition des données 𝑡, la densité initiale du matériau 𝜌0, l’énergie laser
utilisée pour la conversion en rayonnement X notée 𝐸𝐿 , la température maximale diagnostiquée de la source X notée 𝑇𝑅, les nombres de Mihalas R et
de Boltzmann Bo donnés respectivement par les relations (2.14-2.13), le nombre de Mach radiatif Ma donné par l’équation (2.22) et l’épaisseur optique
du milieu donnée par la relation (1.5). Les différentes valeurs de nombres sans dimension Bo, R et Ma sont calculées aux températures 𝑇𝑅, tandis que
l’épaisseur optique est un ordre de grandeur obtenu pour chaque expérience.
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régimes faiblement radiatifs dans le sens où la densité d’énergie radiative du système est négligeable

devant sa densité d’énergie interne (R ≫ 1). Ceci est principalement dû au fait que les températures

atteintes sont au maximum d’environ 300 eV. Cependant, nous avons vu au chapitre précédent, à l’aide de

l’équation (2.16) que des densités moins importantes permettaient d’abaisser la température requise pour

avoir un nombre de Mihalas unitaire 3. Le problème se déplace alors sur le libre parcours moyen des pho-

tons qui, lors d’une baisse de densité ou d’une augmentation en température, tend à augmenter fortement,

et peut même dépasser l’échelle de longueur caractéristique de l’expérience. Dans ce cas, l’hypothèse

optiquement épaisse est perdue. On s’aperçoit que lors du dimensionnement d’une expérience, il est donc

particulièrement important de choisir des caractéristiques de température et densité en adéquation avec

les équation d’état et lois d’opacité des matériaux utilisés. Enőn, notons que les valeurs des nombres de

Mach radiatif et épaisseurs optiques permettent de caractériser le régime statique diffusif que l’on cherche

à observer. De manière générale, le nombre de Mach radiatif varie entre 1, qui est la valeur limite de

l’hypothèse statique (au temps de séparation hydrodynamique 𝑡𝑠𝑒𝑝), et une dizaine. Il en va de même

pour l’épaisseur optique 𝜏, pour laquelle la valeur de 1 signiőe que le milieu n’est plus optiquement épais.

Les expériences décrites dans le Tableau 3.1 ont ainsi permis de caractériser les paramètres typiques

nécessaires à l’obtention d’ondes radiatives supersoniques en laboratoire. La diversité de matériaux

utilisés implique une richesse de comportements en termes d’équations d’état et de lois d’opacité. De

manière générale, on observe deux types de mousses : les mousses de plastique (CH) dopées à l’aide d’un

élément de 𝑍 plus élevé (Cl, Cu, Br), et des mousses de 𝑍 plus élevé telles que le SiO2 et le Ta2O5. Ce

sont ces dernières qui permettent d’obtenir les régimes les plus radiatifs. Concrètement, cela s’explique

par leur nature plus diffusive, qui permet d’obtenir des épaisseurs optiques conséquentes (𝜏 ∼ 6) pour des

densités moindres (𝜌0 ∼ 40 − 50 mg.cm−3), comme on peut le voir pour les expériences de Back et al.

[2000a,b] par exemple, où Bo ≃ 0.05. Ces mousses à basses densités conduisent en effet à des nombres de

Mihalas plus faibles à température source équivalente. De manière générale, toutes ces données ont aidé

à őxer le cadre à respecter pour imaginer une expérience de production d’ondes radiatives supersoniques,

aussi bien en termes d’échelles et régimes physiques, qu’en termes de matériaux disponibles.

3.3 De l’astrophysique au laboratoire : Similitude et lois d’échelle

3.3.1 Similitude et lois d’échelle, piliers de l’astrophysique de laboratoire

Nous cherchons à étudier expérimentalement la propagation d’ondes radiatives supersoniques à

l’échelle astrophysique dans des milieux dont les descriptions théoriques et les simulations numériques

ne peuvent être validées observationnellement. Dans cette optique, nous avons proposé la possibilité de

s’intéresser à la propagation de telles ondes à l’échelle du laboratoire à l’aide des lasers de puissance.

Maintenant que les conditions expérimentales typiques requises ont été détaillées, nous souhaitons obtenir

les outils théoriques permettant de lier quantitativement les systèmes évoluant à ces deux échelles,

de quelques kilomètres à quelques millimètres. Dans ce genre de situations, une grande partie de la

communauté d’astrophysique de laboratoire s’est alors tournée vers la détermination de lois d’échelle et

3. Bien que cette équation (2.16) ait été obtenue à l’aide d’une hypothèse de gaz parfait, la dépendance décroissante en
densité est conservée pour des matériaux typiques de laboratoire.
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de propriétés de similarité des écoulements astrophysiques, de l’hydrodynamique [Ryutov et al., 1999]

à l’hydrodynamique radiative [Falize et al., 2011b], en passant par la magnétohydrodynamique [Ryutov

et al., 2000b; Biskamp et Müller, 2000]. Ces concepts reposent sur le principe de similitude [Buckingham,

1915] qui consiste à créer un lien explicite entre un même phénomène physique exprimé à des échelles

différentes.

Détaillons maintenant en quoi consistent de telles lois d’échelles. La base de ces transformations est

d’effectuer un changement d’échelle sur les variables caractérisant le système physique étudié. Ces mises

à l’échelle correspondent en réalité à l’action de transformations d’homothétie sur ces variables. Notons

qu’à chaque transformation de variable 𝑌 est associé un paramètre que l’on note 𝑎𝑌 , de telle sorte que

l’on puisse écrire la relation suivante :

𝑌 = 𝑎𝑌𝑌 (3.1)

où𝑌 est la nouvelle variable transformée à une échelle différente. Dans ces travaux, les variables du type𝑌

seront principalement celles exprimées à l’échelle du laboratoire. L’application de telles transformations

de changement d’échelle au modèle théorique étudié permet d’obtenir un nouveau système d’équations

qui diffère du système originel par l’apparition de facteurs multiplicatifs dépendant explicitement des

paramètres de transformation. Les systèmes sont alors déclarés similaires si ces transformations préservent

la forme du système initial : c’est ce que l’on appelle des symétries d’invariance d’échelle. Réclamer une

telle invariance conduit à őxer un ensemble de contraintes sur les paramètres des transformations de type

(3.1). Ce sont les homothéties et leurs contraintes qui constituent ce que l’on appelle couramment des lois

d’échelle. De plus, ces contraintes revêtent une signiőcation physique particulièrement importante. Elles

correspondent en effet à la conservation d’entités décrivant le régime physique dans lequel évoluent les

systèmes. Celles-ci sont mathématiquement transcrites par la conservation des nombres sans dimension

qui sont associés à la caractérisation de ces régimes, et qui proviennent de l’analyse dimensionnelle

[Vaschy, 1892; Buckingham, 1914] du modèle théorique étudié. Sous réserve de l’existence de telles

transformations, il est alors possible de créer des systèmes à deux échelles très distinctes mais évoluant

de façon similaire.

3.3.2 Détermination des lois d’échelle des ondes radiatives supersoniques

Il existe plusieurs notions rattachées au principe de similitude et qui vont inŕuencer la forme des

lois d’échelle développées. En effet, en fonction du nombre de paramètres possiblement affectés par les

homothéties de la forme (3.1), il est possible d’obtenir plus ou moins de liberté dans le redimensionnement

du système de base. Dans cette partie, nous allons illustrer ces concepts dans le cas de la propagation

d’ondes radiatives supersoniques, décrite par l’équation d’évolution (2.19), que l’on rappelle ici sous sa

forme générale mono-dimensionnelle :

𝜕

𝜕𝑡

[
𝜌0𝑒(𝜌0, 𝑇) + 𝑎𝑅𝑇4

]
=
𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝜌0, 𝑇)

𝜕𝑎𝑅𝑇
4

𝜕𝑥

]
(3.2)

L’ensemble des six variables constituant le modèle théorique étudié sont : 𝑥, 𝑡, 𝜌0,𝑇 , 𝑒(𝑇), et 𝜆𝑅 (𝑇). Ainsi,
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la recherche de lois d’échelle du système décrit par l’équation (3.2) repose sur l’étude de l’invariance de

celle-ci sous l’action des transformations suivantes :

𝑥 = 𝑎𝑥𝑥, 𝑡 = 𝑎𝑡 𝑡, �̂�0 = 𝑎𝜌𝜌0, 𝑇 = 𝑎𝑇𝑇 (3.3)

𝑒 = 𝑎𝑒𝑒, �̂�𝑅 = 𝑎𝜆𝜆𝑅 (3.4)

où les six paramètres 𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 , 𝑎𝜌, 𝑎𝑇 , 𝑎𝑒 et 𝑎𝜆 sont ce que l’on appelle les facteurs d’échelle associés

respectivement aux variables 𝑥, 𝑡, 𝜌0, 𝑇 , 𝑒 et 𝜆𝑅. Lorsque ces paramètres sont tous égaux à 1, on parle de

transformation d’identité.

Dans un premier temps, si on choisit de ne redimensionner que les échelles spatiales et temporelle du

système, on obtient seulement un paramètre libre que l’on choisit comme étant 𝑎𝑥 . Cela permet d’écrire

les lois d’échelle sous la forme :

𝑥 = 𝑎𝑥𝑥 ⇒ 𝑡 = 𝑎2
𝑥𝑡 (3.5)

qui témoignent de la nature diffusive (𝑥 𝑓 ∼
√
𝑡) du système. Les autres variables, telle que la température

par exemple, sont pour le moment invariantes, ce qui signiőe que les équation d’état et lois d’opacité sont

strictement conservées.

En ajoutant un degré de liberté, nous arrivons au concept de similarité absolue [Falize et al., 2009]

où les grandeurs physiques macroscopiques du système initial sont mises à l’échelle. Ici, cela revient à

autoriser un changement d’échelle sur la température 𝑇 entre les deux systèmes. Les propriétés émanant

de la microphysique des systèmes, et régissant le comportement interne des matériaux caractérisé par les

fonctions 𝑒(𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) conservent leur structure.

Lorsque ces propriétés microscopiques peuvent être mises à l’échelle également, nous pouvons parler

de similarité globale. Dans cette dernière conőguration, nous donnons un maximum de degrés de liberté

aux transformations de changement d’échelle recherchées. Dans un premier temps, l’application des

homothéties (3.3-3.4) au modèle (3.2) donne :

𝑎𝑡
𝜕

𝜕𝑡

[
�̂�0𝑒

𝑎𝜌𝑎𝑒
+ 𝑎𝑅𝑇

4

𝑎4
𝑇

]

=
𝑎2
𝑥𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
�̂�𝑅

𝑎4
𝑇
𝑎𝜆𝑅

𝜕

𝜕𝑥
𝑎𝑅𝑇

4

]

(3.6)

En réclamant l’invariance du modèle théorique par ces homothéties, on obtient alors un ensemble de

contraintes sur les paramètres de transformation, prenant la forme :

𝑎𝜌𝑎𝑒

𝑎4
𝑇

= 1,
𝑎2
𝑥𝑎𝜌𝑎𝑒

𝑎𝑡𝑎
4
𝑇
𝑎𝜆

= 1 (3.7)

On dispose donc de six variables et deux contraintes, ce qui conduit à l’obtention de quatre degrés de

liberté. À partir des contraintes (3.7), il est possible d’obtenir les lois d’échelle des ondes radiatives

supersoniques, sous la forme générale :
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𝑥 = 𝑎𝑥𝑥, 𝑡 = 𝑎𝑡 𝑡, �̂�0 = 𝑎𝜌𝜌, 𝑇 = 𝑎𝑇𝑇

⇒ 𝑒

𝑒
=
𝑎4
𝑇

𝑎𝜌
,

�̂�𝑅

𝜆𝑅
=
𝑎2
𝑥

𝑎𝑡
(3.8)

Les deux facteurs d’échelle 𝑎𝑒 et 𝑎𝜆𝑅
sont donc contraints par le choix des quatre autres (𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 , 𝑎𝜌,

𝑎𝑇 ). Ces lois d’échelle permettent de lier quantitativement les différentes variables décrivant les ondes

radiatives à différentes échelles.

Aőn de conserver une certaine généralité tout en permettant l’obtention de résultats analytiques, on

propose de considérer que la densité d’énergie interne 𝜌0𝑒(𝑇) et le libre parcours moyen 𝜆𝑅 (𝑇) peuvent

s’écrire sous la forme de lois de puissance sur les intervalles de température étudiés. Cette hypothèse est

valide pour le système astrophysique du chapitre 2, mais également de manière assez générale pour les

matériaux de laboratoire [Cohen et al., 2020]. Cela permet d’écrire les fonctions 𝑒(𝜌0, 𝑇) et 𝜆𝑅 (𝜌0, 𝑇)
sous la forme générale suivante :

𝑒(𝜌0, 𝑇) = 𝑒(𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 , 𝜆𝑅 (𝜌0, 𝑇) = 𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇

𝛼 (3.9)

La recherche d’homothéties implique que la forme de ces fonctions se conserve entre les deux échelles

considérées, ce qui permet d’écrire également :

𝑒(𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 , �̂�𝑅 (𝑇) = �̂�0𝑇

𝛼 (3.10)

Ainsi, les lois de comportement du système transformé sont aussi des lois de puissance de la température,

d’exposants égaux au système initial. Cette contrainte est particulièrement importante et sera discutée

plus en détails dans la suite.

En choisissant 𝛼 = 0 (processus Thomson) et 𝛽 = 1 (gaz parfait) nous pouvons constater que nous

obtenons les propriétés du système astrophysique décrit au précédent chapitre. Le redimensionnement des

constantes 𝑒0 et 𝜆0 a permis d’absorber la dépendance en densité initiale 𝜌0. Cela est seulement permis

par le fait qu’elle soit considérée constante. Dans ce cas, on s’aperçoit que le paramètre 𝑎𝜌 est lié aux

transformations sur les paramètres 𝑒0 et 𝜆0. Concrètement, une homothétie sur la densité s’accompagne

d’une contrainte sur le redimensionnement de ces constantes, ce qui ne permet pas d’ajouter un degré de

liberté supplémentaire aux lois d’échelle recherchées. Ainsi, nous disposons de trois paramètres libres

𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 et 𝑎𝑇 pour ces transformations. Sous ces hypothèses, le modèle théorique (3.2) vériőe un ensemble

de lois d’échelle correspondant à la limite statique des lois d’échelles développées par Falize et al.

[2011b] pour des écoulements radiatifs. En utilisant les relations (3.8), on obtient ces transformations de

changement d’échelle sous la forme suivante :

𝑥

𝑥
= 𝑎𝑥 ,

𝑡

𝑡
= 𝑎𝑡 ,

𝑇

𝑇
= 𝑎𝑇 , ⇒ 𝑒0

𝑒0
= 𝑎

4−𝛽
𝑇

,
�̂�0

𝜆0
=

𝑎2
𝑥

𝑎𝑡𝑎
𝛼
𝑇

(3.11)

Il est intéressant de noter que, dans ce formalisme, c’est la liberté prise sur les transformations des

constantes 𝑒0 et 𝜆0 qui a permis l’obtention de trois paramètres libres. Si l’on se place dans le cadre du
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concept de similitude absolue (𝑎𝜆 = 𝑎𝑒 = 1), nous disposons seulement des trois paramètres modiőables

𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 , et 𝑎𝑇 , mais du même nombre de contraintes sur ceux-ci, à savoir deux. Cela impose l’existence

d’un unique paramètre libre pour les lois d’échelle déőnies par :

𝑥

𝑥
= 𝑎𝑥 ⇒ 𝑡

𝑡
= 𝑎2

𝑥 , 𝑎𝑇 = 1 (3.12)

Analyse physique des transformations

Nous venons de voir que, dans le cadre de la similitude globale, les transformations de changement

d’échelle (3.8) impliquent de modiőer les propriétés internes des systèmes en conservant toutefois la

structure mathématique des lois d’état et d’opacité. On dispose donc de trois paramètres libres qui sont

les facteurs d’échelle associés à l’espace 𝑥, au temps 𝑡, et à la température 𝑇 . Le choix de ces paramètres

contraint les relations sur les fonctions 𝑒 et 𝜆𝑅, comme nous l’avons vu dans l’équation (3.11). En pratique,

cela peut limiter l’approche si la nature des matériaux disponibles en laboratoire ne correspond pas du

tout à celle que l’on retrouve en astrophysique, une problématique dont nous discuterons dans la dernière

section de chapitre. En plus de la nature des systèmes, les lois d’échelle (3.8) conduisent à la conservation

de deux quantités, comme le montrent les relations (3.7). Il est possible de réécrire ces quantités sous la

forme de nombres sans dimension, qui sont donc invariants par les transformations (3.3-3.4). Dans un

premier temps, il est possible de construire un nombre sans dimension basé sur le modèle du nombre de

Boltzmann donné par l’équation (2.13) introduit précédemment. On obtient l’invariant suivant :

I1 =
𝜌0𝑒(𝑇)
F𝑟𝑎𝑑

𝑥

𝑡
(3.13)

Bien que, dans sa structure, le nombre I1 corresponde à un nombre de Boltzmann comme celui introduit

au chapitre 2, sa signiőcation n’est pas strictement conservée 4. En effet, la déőnition de I1 fait intervenir

une vitesse caractéristique par le rapport 𝑥/𝑡. Dans le cas des ondes supersoniques, cette vitesse peut

être la vitesse du front radiatif ou encore la vitesse du son locale. C’est cette dernière qui est souvent

utilisée dans la littérature pour les ondes de Marshak. En utilisant la première quantité conservée dans les

relations (3.7), on peut obtenir un second invariant qui est le nombre de Mihalas R, donné par :

I2 =
𝜌0𝑒(𝑇)
E𝑟𝑎𝑑

= R (3.14)

Cet invariant représente toujours le rapport des densités d’énergie considérées dans le système, à savoir

la densité d’énergie interne du milieu et la densité d’énergie radiative. En plus de la conservation de la

physique globale du système initiale, les lois d’échelle (3.8) imposent donc la conservation du régime

physique de l’onde en terme de répartition d’énergie.

3.3.3 Exemple d’application : De l’astrophysique au laboratoire

Commençons par rappeler les caractéristiques du système astrophysique que l’on cherche à reproduire

à l’échelle du laboratoire. Nous avons modélisé de façon simpliőée un disque de densité uniforme

4. Il est cependant concevable de décrire cet invariant comme un nombre de Boltzmann en limite statique.
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𝜌0 = 10−4 g.cm−3 et de température uniforme 𝑇0 = 50 eV. Nous avons supposé que, sous ces conditions,

le plasma se comporte comme un gaz parfait (𝜌0𝑒(𝑇) = 𝜌0𝑐𝑣𝑇) dont le libre parcours moyen est décrit

par la limite Thomson (𝜆𝑅 = 𝜆0). À l’une des extrémités de ce disque se produit un sursaut X modélisé

par la loi déőnie par (2.3). Une onde radiative supersonique se propage alors en son sein sur une distance

caractéristique de 100 km et sur une échelle de temps de 10−1 s, avant que les effets hydrodynamiques ne

prennent le dessus. À cet instant, le sursaut atteint une température maximale 𝑇𝑅 = 400 eV. Notons que le

système est dans un régime extrêmement radiatif (R ≤ 1) pour des températures de la source 𝑇𝑆 > 100 eV.

Aőn d’étudier ces régimes, on propose donc de créer, dans un premier temps, une expérience similaire

à l’échelle du laboratoire. Pour cela, en utilisant les expériences présentées en début de chapitre, nous

considérons que les mousses de laboratoire ont une longueur caractéristique de �̂� = 0.2 cm, permettant

la propagation d’ondes radiatives supersoniques sur des échelles de temps de 𝑡 = 10 ns. Ces choix

contraignent ainsi les paramètres 𝑎𝑥 = 2×10−8 et 𝑎𝑡 = 10−7, de telle sorte qu’il n’est maintenant possible

de őxer qu’un seul des paramètres 𝑎𝑇 , 𝑎𝑒, 𝑎𝜆 restants. À ce stade, rappelons que pour que la similitude

soit vériőée entre les deux échelles, les hypothèses fondamentales sur 𝜌𝑒 et 𝜆𝑅 doivent être conservées à

l’échelle du laboratoire. Si on choisit de őxer 𝑒0 = 𝑐𝑣 = 5× 106 erg.g−1.K−1 et �̂�0 = 0.1 g.cm−3 pour des

expériences typiques de laboratoire, on obtient 𝑎𝑒 = 125, ce qui, en utilisant les relations (3.11) dans le

cas 𝛼 = 0 et 𝛽 = 1, donne les contraintes suivantes :

𝑎𝑇 = 5, 𝑎𝜆 = 4 × 10−9 (3.15)

Notons en particulier que les conditions initiale (𝑇0) et aux limites (𝑇𝑆) sont transformées par la simple

application du facteur d’échelle 𝑎𝑇 . Cela conduit à des températures de matériaux initiales très élevées

(𝑇0 = 250 eV), qui sont en pratique impossibles à atteindre pour des expériences de laboratoire. Comme

on a pu le constater dans le chapitre précédent, ce paramètre n’altère que très peu la physique globale

mise en jeu à l’échelle astrophysique, on se permet d’effectuer les transformations d’échelle pour des

disques caractérisés par 𝑇0 = 1 eV. Ce choix ne modiőant en rien l’application des lois d’échelle (3.11),

ni les résultats énoncés dans ce chapitre, il sera conservé dans la suite du manuscrit 5. On obtient alors,

dans le cas présent, 𝑇0 = 5 eV pour le système de laboratoire. Notons également que dans de tels milieux,

l’hypothèse optiquement épaisse est toujours vériőée (𝜏 ≃ 1500 ≫ 1).

Dans ce chapitre, ainsi que dans la suite du manuscrit, les simulations 1D et 2D menées à l’échelle du

laboratoire ont été réalisées à l’aide du code d’hydrodynamique radiative nommé FCI2, et développé au

CEA [Schurtz et al., 2000; Sentis et al., 2011]. Le traitement du transfert radiatif est pris en compte via un

algorithme de transport multi-groupe (100 groupes). Le code est lagrangien et comporte un algorithme

d’ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Les équations d’état et les opacités nécessaires à la résolution

sont tabulées. La őgure 27 présente la structure générale du code [Busschaert, 2013; Van Box Som, 2018].

Une simulation du système de laboratoire a ainsi été réalisée avec le code FCI2, en bloquant volontairement

la réponse hydrodynamique du système. Une application des lois d’échelle décrites précédemment, et

résumées sur la Figure 28, permet d’obtenir les résultats présentés sur la Figure 29.

La superposition des proőls de température entre l’échelle astrophysique (du jaune au rouge) et du

5. Nous reviendrons plus en détails sur cette limite expérimentale dans les chapitres 5 et 6.
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Figure 27 ś Structure générale du code d’hyrodynamique radiative FCI2.

laboratoire (en bleu) est parfaite durant l’entièreté des simulations. D’un point de vue théorique, ce résultat

est tout à fait attendu, si tant est que l’hypothèse de limite diffusion soit vériőée dans tout le système et

que l’onde reste supersonique. Bien que ces résultats soient encourageants, certaines contraintes liées au

modèle théorique (3.2) limitent l’application des transformations (3.11).

En effet, des limitations engendrées par la non prise en compte d’effets supplémentaires, comme la

réponse hydrodynamique du système, peuvent apparaître. De plus, le système de laboratoire similaire

obtenu dans cet exemple nécessite d’être comparé aux caractéristiques typiques des expériences de pro-

pagation d’ondes radiatives supersoniques étudiées au début de ce chapitre. En particulier, les épaisseurs

optiques présentées dans le Tableau 3.1 sont inférieures ou égales à 10, bien loin de la valeur 𝜏 = 1500

obtenue. De plus, les régimes physiques théoriques (R̂ ≤ 1) sont inatteignables pour les installations de

puissance actuelle. La valeur de température similaire nécessaire 𝑇𝑅 = 2 keV est en effet un ordre de

grandeur supérieure aux températures communément atteintes en laboratoire. L’approche de la similitude

présente donc des limitations fortes qui contrebalancent l’attrait mathématique qu’elles représentent pour

le physicien.
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Figure 28 ś Tableau regroupant les différents paramètres pour l’application des lois d’échelle.

^

^

Figure 29 ś Superposition des proőls spatiaux de température du système de base (RAMSES-RT, en traits
pleins du jaune au rouge) et du système similaire (FCI2, en pointillés bleus) transformé après application
des lois d’échelle (3.11).

76



3.4. Les limites de la similitude : vers les concepts de ressemblance et d’analogie

3.4 Les limites de la similitude : vers les concepts de ressemblance et

d’analogie

3.4.1 Sur les problématiques d’étude des ondes radiatives en astrophysique de laboratoire

Bien que l’application théorique des lois d’échelle soit toujours possible, la mise en place d’une

expérience réelle vériőant toutes les contraintes de la similitude à l’échelle du laboratoire est donc

loin d’être évidente. En effet, malgré les progrès fulgurants effectués en termes d’énergies laser allant

à présent du kilojoule au Mégajoule sur ces installations, certains régimes extrêmes de rayonnement

restent inaccessibles, comme nous l’avons vu dans la première partie de ce chapitre (voir tableau 3.1).

Cette limitation est importante puisque la comparaison de données expérimentales aux modélisations

ou données des systèmes à l’échelle astrophysique ne se fait actuellement quasiment que par identité ou

similitude. Ainsi, la non-conservation des régimes physiques pose un problème pour un certain nombre

de systèmes astrophysiques, et en particulier les ondes radiatives supersoniques étudiées. Pour s’en

convaincre, nous pouvons représenter sur un diagramme en densité et température les régimes physiques

atteints par les expériences typiques présentées précédemment, et y indiquer le système similaire venant

d’être développé en exemple. Ces considérations sont présentées sur la Figure 30.

Comme nous pouvons le voir, l’énergie laser accessible et les densités des matériaux contraignent

l’espace pris par les systèmes de laboratoire, hachuré en bleu. En suivant la courbe iso-R des expériences

de Moore et al. [2015], nous parcourons l’espace des possibilités engendrées par la similitude absolue

(il en va de même pour l’iso-R du système astrophysique, en rouge). Force est de constater qu’il nous

est pour l’instant impossible d’accéder aux régimes souhaités représentés par la zone hachurée en rouge.

Utiliser les concepts de similitude globale revient alors à se déplacer sur le diagramme entre des courbes

de nombre de Mihalas constants, pour deux matériaux similaires. Ici, ce sont des gaz parfaits aux 𝑐𝑣 de

valeurs différentes comme nous l’avons vu au cours de ce chapitre. Cependant, il nous est encore une

fois impossible de lier les deux zones voulues (hachurées en rouge et bleu) entre elles, malgré une liberté

plus grande dans le redimensionnement du système astrophysique. Ces régimes physiques semblent donc

pour le moment complètement hors de portée des installations de puissance actuelles, tout du moins si

l’on cherche à produire des expériences similaires.

En plus des régimes physiques non atteignables à l’échelle du laboratoire, les simulations statiques

présentées en Figure 29 ne prennent pas en compte l’une des principales limitations de la physique

des ondes radiatives supersoniques : la séparation hydrodynamique entraînant la transition au régime

subsonique. Cette étape de séparation est caractérisée par le nombre de Mach radiatif des expériences.

Comme l’ont fait Back et al. [2000b] ainsi que de nombreux auteurs par la suite, nous proposons

de représenter l’évolution de ce nombre sans dimension en fonction de l’épaisseur optique du milieu.

Cela permet de caractériser plus globalement le régime dans lequel se trouve l’onde radiative similaire

théorique par rapport aux paramètres caractéristiques des expériences laboratoire. Ces considérations

sont présentées en Figure 31.

Comme nous pouvons le constater, il existe plusieurs ordres de grandeurs de différence entre les

systèmes produits en laboratoire et ceux observés à l’échelle astrophysique. Les ondes radiatives produites
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Systèmes de 

laboratoire

Systèmes astrophysiques

Interaction sursaut X - disque

Similitude 

absolue

Similitude 

globale

R = 0.4

R = 0.4

RMoore = 30

^

Figure 30 ś Diagramme en densité-température représentant les conditions thermodynamiques typiques
atteintes par les systèmes astrophysiques étudiés (zone hachurée rouge) et les expériences de laboratoire
du Tableau 3.1. Des lignes iso-R (Mihalas constants) sont tracées en pointillés pour l’exemple typique
astrophysique (en rouge) et son système similaire à l’échelle du laboratoire étudié dans ce chapitre (en
bleu), mais également pour l’expérience de Moore et al. [2015] (en noir). Cette dernière ligne iso-
Mihalas a été calculée en utilisant des estimations théoriques d’évolution d’énergie interne. Notons que
la similitude globale nous permet d’obtenir deux lignes iso-Mihalas non confondues mais de valeur
identique R= 0.4 en ayant considéré 𝑒0 ≠ 𝑒0. Ces valeurs de nombres de Mihalas sont calculées à des
températures 𝑇𝑆 ≃ 200 eV et 𝑇𝑆 ≃ 1 keV pour illustrer le fait que même à des temps plus courts, et donc
des températures plus faibles, les conditions requises par la similitude sont impossibles à vériőer.

en laboratoire apparaissent bien moins diffusives (𝜏 plus faibles) et supersoniques (Ma plus faibles) que

leurs homologues astrophysiques. Notons que les valeurs de nombres de Mach radiatifs correspondent aux

valeurs prises au maximum de température𝑇𝑅 des expériences. Ce nombre sans dimension évolue au cours

de l’expérience, et, dans le cas de Courtois et al. [2021], prend des valeurs inférieures à 1 après un certain

temps, lorsque l’énergie de la source ne permet plus au front radiatif d’avoir une vitesse supérieure à la

vitesse du son. Remarquons également que, lors de l’application des concepts de similitude globale, nous

avons construit un système qui, comme on peut le voir, présente des caractéristiques (𝜏 ∼ 103, Ma∼ 0.5)
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Systèmes de 

laboratoire
Exemple 

astrophysique

Ordre de 

grandeur 

d’écart

Similitude

Globale

Figure 31 ś Diagramme du nombre de Mach radiatif caractéristique Ma en fonction de l’épaisseur
optique 𝜏 calculée à la température du matériau pour différentes expériences présentées dans la section
précédente. Ma est une grandeur qui évolue au cours des expériences, et les valeurs indiquées sur ce
graphique sont prises à la température source maximum 𝑇𝑅, comme indiqué dans le tableau 3.1. La zone
rouge correspond à la non-vériőcation du régime d’ondes diffusives supersoniques (𝜏 ≤ 1, Ma≤ 1). La
croix jaune correspondant aux expériences de Afshar Rad et al. [1994] est confondue avec celle des
expériences de Jiang et al. [2005], comme le montre les valeurs de densité et pression prises dans le
Tableau 3.1.

très éloignées des conditions typiques obtenues en laboratoire. L’hypothèse de diffusion est complètement

vériőée dans ce système optiquement épais. Cependant, le nombre de Mach radiatif caractéristique de

cette expérience se trouve être plus petit que l’unité, indiquant l’apparition d’un choc de séparation

hydrodynamique dès les premiers instants de l’expérience 6. Cela brise alors la validité de la similitude

sur l’intervalle temporel étudié d’une dizaine de nanosecondes. Concrètement, la similitude entre les

deux systèmes n’est donc ni réellement applicable, ni valide dans ces régimes.

6. La similitude était vériőée sur la Figure 29 car nous avions simulé des systèmes en bloquant volontairement leur réponse
hydrodynamique.
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En plus de tout cela, une autre limitation apparaît lorsque l’on considère les effets de la micro-physique

associée aux milieux astrophysiques et aux matériaux de laboratoire. Les différences fondamentales de

physique microscopique ou de conditions thermodynamiques entre ces deux échelles conduisent en effet

à l’apparition d’écarts signiőcatifs entre les lois de comportement (loi d’état, opacité, ...) des systèmes

astrophysique et de laboratoire. Ces décalages peuvent conduire à des différences de comportements

entre deux écoulements pourtant observés dans un même régime physique. De la même façon, cer-

tains comportements physiques provoqués en laboratoire mais non observés à l’échelle astrophysique

peuvent modiőer la dynamique des écoulements obtenus. C’est ce que l’on appelle des effets d’échelle.

Ils peuvent en particulier se manifester dans l’étude d’écoulements hydrodynamiques présentant des

différences fondamentales au niveau de leur équation d’état. Ce comportement a été mis en évidence lors

du développement d’outils numériques visant justement à prendre en compte différentes formes de lois

d’état [Carver et al., 2010], où il est apparu évident que le choix d’une loi d’état pouvait grandement

perturber la morphologie de jets entre les échelles astrophysique et de laboratoire. En plus de constituer

une problématique technologique, il est ici également question de limitation théorique dans le lien fait

entre les échelles astrophysique et de laboratoire, qui ne prend donc pour le moment pas en compte ces

effets d’échelle.

Dans le cas de certains matériaux présentés dans le Tableau 3.1, il est possible d’obtenir une expression

analytique approchée pour les équations d’état et libres parcours moyens, de la forme donnée par les

relations (3.9). Cependant, les exposants alors obtenus diffèrent grandement du cas théorique développé

à l’échelle astrophysique, où 𝛼 = 0 et 𝛽 = 1. Si l’on considère le cas des mousses de plastique dopées

au chlore (CHCl) utilisées en particulier par Guymer et al. [2015] et Moore et al. [2015] sur le NIF,

les exposants donnés par Cohen et al. [2020] sont de l’ordre de �̂� = 5.7 et 𝛽 = 0.96. Ainsi, même si

l’hypothèse de gaz parfait peut potentiellement être très proche de la réalité, celle d’un libre parcours

moyen Thomson constant l’est beaucoup moins. Il est possible de se rapprocher de ce type d’hypothèses

(𝛼 = 0) en laboratoire en considérant une mousse de Ta2O5 utilisée par Back et al. [2000a,b], où �̂� = 1.78

et 𝛽 = 1.37 (voir Cohen et al. [2020]). Ainsi, même dans les cas les plus favorables, il est impossible de

vériőer les contraintes imposées par la similitude, que ce soit la conservation des régimes physiques ou

encore les contraintes sur les propriétés internes des matériaux.

3.4.2 Vers des transformations généralisées basées sur des ressemblances et analogies

Malgré l’existence de lois d’échelle, capables de modéliser une même physique à deux échelles

distinctes, les contraintes imposées par la similitude se révèlent donc particulièrement difficiles à respecter

d’un point de vue expérimental. Il semble cependant possible de limiter les écarts à ces contraintes,

moyennant de pouvoir obtenir des matériaux dont les propriétés internes (lois d’état et d’opacité) se

rapprochent de celles attendues pour les systèmes astrophysiques. Même dans ce cas de őgure, nous

ne pourrions tout de même pas affirmer pouvoir vériőer exactement la similitude entre les échelles

astrophysique et du laboratoire, tant les écarts observés entre régimes et systèmes physiques semblent

être rédhibitoires. En particulier, rappelons que les régimes extrêmement radiatifs (R̂ ≤ 1) sont pour le

moment inatteignables en laboratoire, comme nous l’avons remarqué dans le Tableau 3.1. L’astrophysique
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de laboratoire semble ainsi, de manière générale, très limitée par cette problématique dans le cas des

écoulements d’hydrodynamique radiative. Elle n’est cependant pas totalement démunie, puisque des

concepts permettant de contourner certaines contraintes induites par la similitude existent, dans les cas

où celles-ci ne pourraient être respectées.

En effet, lorsque la similitude n’est pas exactement vériőée entre deux systèmes modélisant la même

physique, on parle de systèmes ressemblants [Takabe, 2001]. Dans cette catégorie, il est possible de

prendre en compte ce que l’on nomme la similarité partielle [Basko et Johner, 1998], qui consiste à

reproduire seulement une partie de la physique du système. On peut également citer les concepts d’inva-

riance paramétrique [Falize et al., 2011a], utilisés dans le cadre des expériences POLAR [Cross et al.,

2016]. Dans ce cadre, l’utilisation d’une relation analytique à l’échelle astrophysique pour l’extension

de la zone hydro-radiative de la colonne d’accrétion est extrapolée à l’échelle du laboratoire dans des

conditions expérimentales fondamentalement différentes. Concrètement, une déőnition plus générale du

concept de ressemblance indique que l’on peut étudier qualitativement la même physique à deux échelles

différentes. Dans ce manuscrit, nous montrerons qu’il est possible de développer systématiquement

des transformations quantitatives entre deux systèmes ressemblants. Ainsi, la ressemblance apparaîtra

comme l’extension naturelle des concepts de similitude, et nous pourrons alors plus globalement parler

de similitude généralisée.

Pour aller encore plus loin que cela, il est possible de s’intéresser aux expériences dites d’analogie.

On modélise alors le système étudié par une physique complètement différente, mais dont le modèle

physique correspond exactement à celui du système étudié après l’obtention de transformations liant

leurs variables entre elles. De manière générale, les transformations d’analogie s’obtiennent de manière

évidente, comme pour l’analogie électro-mécanique [Feynman et al., 1965], ou après des développements

théoriques, comme pour les trous noirs acoustiques [Unruh, 1981]. Dans cette analogie, la dynamique

d’un ŕuide en écoulement tourbillonant permet de reproduire partiellement la physique des trous noirs, et

d’étudier des mécanismes tels que le rayonnement d’Hawking que des expériences récentes [Steinhauer,

2016] ont permis d’observer à l’aide de condensats de Bose-Einstein.

Une des différences fondamentales entre ces types de transformations est la possibilité d’obtenir sys-

tématiquement, à l’aide de méthodes générales, la forme de celles-ci pour un modèle donné. Falize et al.

[2011b] ont montré que la détermination de lois d’échelle se ramenait à l’obtention des symétries (d’ho-

mothéties) des modèles théoriques étudiés. La notion d’invariance qui leur est associée guide la possibilité

d’avoir une telle méthode générale de développement de lois d’échelle. Cette notion d’invariance est plus

compliquée à théoriser pour les ressemblances et analogies, puisque ce n’est plus simplement l’équation

modélisant le système de base qui est conservée. L’objectif de ces travaux est, en partie, de proposer des

solutions quant à l’obtention de méthodes générales permettant de déterminer des transformations de ce

type de façon systématique. Dans ce manuscrit, une réŕexion sera menée sur la possibilité de détermi-

ner des transformations de ressemblance permettant de dépasser les concepts de similitude. Enőn, dans

les perspectives de ces travaux seront indiquées des pistes quant à la généralisation de l’obtention de

transformations d’analogie par les méthodes de mapping [Bluman et al., 2010].
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une synthèse exhaustive des différentes conditions expérimen-

tales pouvant être atteintes par les lasers de puissance. Nous avons également pu évaluer l’étendue de

nos connaissances en termes de matériaux utilisables pour la génération d’ondes radiatives supersoniques

en laboratoire. Ces paramètres constituent des éléments nécessaires au dimensionnement d’expériences

laser et permettent de déőnir les régimes physiques accessibles en laboratoire. À la suite de cela, nous

avons introduit les concepts de similitude et lois d’échelles. Ces concepts, appliqués aux ondes radiatives

en régime supersonique, ont permis de développer des transformations de changement d’échelles liant

explicitement les échelles astrophysique et du laboratoire. L’utilisation des codes FCI2 et RAMSES-RT

a permis d’illustrer l’exploitation des lois d’échelle dans le cadre d’une expérience numérique. Enőn, les

limitations intrinsèques de ces lois de transformations ont été explicitées et illustrées aőn de démontrer la

nécessité du développement d’outils mathématiques capables de dépasser les contraintes de la similitude.

Les prochains chapitres se concentrent exclusivement à la détermination de ces outils ainsi que leur

application dans le cadre de l’étude des ondes radiatives supersoniques en laboratoire.
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Chapitre 4 Symétries de Lie et équivalence pour les équations différentielles

4.1 Introduction

Ce chapitre présente le développement des outils théoriques permettant d’étudier ce que l’on nomme

les symétries de Lie des équations différentielles. Un premier objectif est de faire le lien entre ces

théories et les transformations de similitude obtenues au chapitre précédent. Un second objectif est de

proposer une première généralisation des concepts de similitude appliquée aux équations décrivant la

propagation des ondes radiatives en régime supersonique. À travers la théorie des symétries de Lie,

nous développerons ainsi de nouvelles transformations pouvant contourner les contraintes parfois trop

restrictives de la similitude.

Dans une première partie, nous développons les concepts à la base de la détermination des symétries

de Lie des équations différentielles et appliquons ces résultats à l’étude des ondes radiatives en régime

supersonique. L’obtention des symétries du modèle théorique étudié permettra alors de détailler les limites

de ces transformations. Dans une seconde partie, ces limites déőniront les caractéristiques manquantes

de l’approche de la similitude, ce qui mènera vers le développement d’outils plus généraux : les symétries

d’équivalence.

4.2 Les symétries de Lie des équations différentielles

4.2.1 Généralités sur le concept de symétries

Une symétrie est une transformation qui laisse invariante une équation. Cette transformation consiste

en un changement de variable qui laisse la forme des équations étudiées inchangées. Une symétrie de Lie

[Lie, 1880] correspond à une symétrie dépendant continûment d’un paramètre. En physique, on étudie

très souvent des équations dites différentielles, qui lient une fonction à ses dérivées. L’ordre différentiel

de l’équation correspond à l’ordre maximal de dérivée de la fonction en ses différentes variables. Si on

considère une fonction 𝑓 dépendant de 𝑁 variables x = 𝑥𝑖1≤𝑖≤𝑁
, une équation différentielle d’ordre 𝑛 sur

f est de la forme :

𝐹

(
x, 𝑓 (x), 𝜕 𝑓 (x)

𝜕𝑥1
, ...,

𝜕𝑛 𝑓 (x)
𝜕𝑥𝑛

𝑁

)
= 0 (4.1)

Dans ce formalisme, les variables 𝑥𝑖 sont qualiőées de variables indépendantes et que 𝑓 (x) est une

variable qualiőée de dépendante, dans le sens où elle dépend explicitement des variables 𝑥𝑖 . La forme de

l’équation différentielle conservée par les symétries étant 𝐹, les changements de variables :

x → x̂ et 𝑓 → 𝑓 (4.2)

conservent la forme de l’équation (4.1) si l’égalité :

𝐹

(
x̂, 𝑓 , ...,

𝜕𝑛 𝑓 (x̂)
𝜕𝑥𝑛

𝑁

)
= 𝐹

(
x, 𝑓 , ...,

𝜕𝑛 𝑓 (x)
𝜕𝑥𝑛

𝑁

)
= 0 (4.3)

est vériőée. Autrement dit, après transformation, l’équation différentielle déőnie sur 𝑓 a la même forme

que l’équation initiale sur 𝑓 .
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Dans la littérature, il existe plusieurs types de transformations qui dépendent du degré de liberté qui

leur est laissé. Celles qui sont le plus étudiées se nomment les symétries ponctuelles [Olver, 1986], pour

lesquelles seules les variables dépendantes et indépendantes sont modiőées. Les transformations sur les

dérivées de la variable dépendante 𝑓 sont alors directement induites par le changement de variables sur

cette même fonction. Ce type de transformations prend la forme générale :

𝑥𝑖 = Φ𝑖 (x, 𝑓 , 𝑎), 𝑓 = Ψ(x, 𝑓 , 𝑎), ∀𝑖 ∈ [1, 𝑁] (4.4)

où 𝑎 est le paramètre associé à la transformation et Φ𝑖 , Ψ sont des fonctions supposées continues

de 𝑎. Certaines formes de transformation impliquent de modiőer également les dérivées des variables

dépendantes, et présentent très souvent un intérêt physique limité. On les appelle les transformations de

contact [Ibragimov, 2006] et les symétries de Lie-Backlünd [Ibragimov et al., 1998]. Dans ces travaux,

nous étudierons exclusivement la catégorie des symétries dites ponctuelles. Ce sont les symétries les plus

couramment analysées et qui permettent de conserver la cohérence physique des variables d’une équation

à l’autre.

4.2.2 Obtenir les symétries ponctuelles d’une équation différentielle

Dans cette section, nous détaillons la méthode développée par Lie [1880] et reprise par de nombreux

auteurs (voir [Hydon et Hydon, 2000] par exemple) permettant d’obtenir systématiquement l’ensemble de

symétries ponctuelles d’une équation différentielle du type (4.1). On cherche un changement de variables

du type (4.4) où l’on suppose l’existence d’une valeur 𝑎0 du paramètre 𝑎 pour laquelle la transformation

se résume à la transformation d’identité, tel que :

𝑥𝑖 = Φ𝑖 (x, 𝑓 , 𝑎0) = 𝑥𝑖 , 𝑓 = Ψ(x, 𝑓 , 𝑎0) = 𝑓 (4.5)

Pour déterminer ce changement de variables quelle que soit la valeur du paramètre 𝑎, on utilise le fait que

les fonctions Φ𝑖 et Ψ sont continues en 𝑎. On considère alors une variation inőnitésimale de 𝑎 autour de

l’élément 𝑎0, sous la forme :

𝑎 = 𝑎0 + 𝛿𝑎, 𝛿𝑎 ≪ 𝑎0 (4.6)

En effectuant un développement limité des fonctions Φ𝑖 et Ψ sur 𝛿𝑎, on obtient :

𝑥𝑖 = Φ𝑖 (x, 𝑓 , 𝑎0 + 𝛿𝑎) = 𝑥𝑖 + 𝜉𝑖 (x, 𝑓 )𝛿𝑎 + O (𝛿𝑎) , où 𝜉𝑖 (x, 𝑓 ) =
𝑑Φ𝑖 (x, 𝑓 , 𝑎)

𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

(4.7)

𝑓 = Ψ(x, 𝑓 , 𝑎0 + 𝛿𝑎) = 𝑓 + 𝜂(x, 𝑓 )𝛿𝑎 + O (𝛿𝑎) , où 𝜂(x, 𝑓 ) = 𝑑Ψ(x, 𝑓 , 𝑎)
𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

(4.8)

Les fonctions 𝜉𝑖 et 𝜂 sont appelées les fonctions de coordonnées associées respectivement aux variables

indépendantes 𝑥𝑖 et dépendante 𝑓 . On les nomme de cette façon car elles représentent un déplacement

inőnitésimal entre les variables de départ et d’arrivée dans leur espace respectif. À partir de ces fonctions,
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on peut reconstruire la loi de transformation recherchée. En effet, prenons par exemple la fonction 𝜂(x, 𝑓 ).
La relation (4.8) permet d’écrire :

lim
𝑎→𝑎0

[
𝜂(x̂, 𝑓 ) − 𝑑 𝑓

𝑑𝑎

]
= 0 (4.9)

En remarquant que l’expression (4.9) est invariante par translation par rapport à 𝑎, ou, autrement dit,

qu’elle reste valable quelque soit la valeur de 𝑎0, on obtient les relations suivantes :

𝑑 𝑓

𝑑𝑎
= 𝜂(x̂, 𝑓 ), 𝑓 (𝑎0) = 𝑓 (4.10)

En suivant le même raisonnement pour les fonctions 𝝃 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑁 ), on obtient :

𝑑x̂
𝑑𝑎

= 𝝃 (x̂, 𝑓 ), x̂(𝑎0) = x (4.11)

On note donc que la connaissance des fonctions 𝝃 et 𝜂 permet de reconstruire complètement les symétries

recherchées. La question est à présent de savoir comment obtenir explicitement ces fonctions de coor-

données. En pratique, on exploite l’invariance de l’équation différentielle par application des symétries.

Cette condition d’invariance va dépendre de l’ordre différentiel de l’équation étudiée. Si on considère

une équation différentielle d’ordre 0, qui est donc une équation algébrique de type 𝐹 (x, 𝑓 ) = 0, l’action

d’une transformation inőnitésimale s’écrit :

𝐹 (x̂, 𝑓 ) = 𝐹 (x + 𝝃𝛿𝑎, 𝑓 + 𝜂𝛿𝑎) = 𝐹 (x, 𝑓 ) + 𝛿𝑎
[

𝑁∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜂 𝜕𝐹

𝜕 𝑓

]

+ O (𝛿𝑎) = 0 (4.12)

que l’on peut réécrire :

𝐹 (x, 𝑓 ) + 𝐺𝐹 (x, 𝑓 )𝛿𝑎 + O (𝛿𝑎) = 0 (4.13)

L’opérateur 𝐺 est appelé le générateur inőnitésimal de la transformation recherchée et est déőni par :

𝐺 =

[
𝑁∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜂 𝜕

𝜕 𝑓

]

(4.14)

Il contient les fonctions de coordonnées permettant la génération des transformations inőnitésimales de

l’équation étudiée. Notons que les dérivées partielles présentes dans l’expression de 𝐺 s’écrivent de

manière générale sous la forme :

𝜕

𝜕𝑥𝑖
=

(
𝜕

𝜕𝑥𝑖

)����
𝑥 𝑗≠𝑥𝑖 , 𝑓

(4.15)

signiőant que, dans ce formalisme, les variables 𝑥𝑖 et 𝑓 sont indépendantes. Dans la suite du manuscrit

nous conserverons, comme ce qui est usuellement fait dans la littérature, les notations de l’équation (4.14)

par soucis de simpliőcation. D’après l’équation (4.13), la condition d’invariance associée à l’équation
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𝐹 = 0 est donc donnée par :

𝐺𝐹 (x, 𝑓 ) = 0 quand 𝐹 (x, 𝑓 ) = 0 (4.16)

Si on considère une équation différentielle d’ordre 1, de la forme :

𝐹 (x, 𝑓 , 𝑓𝑥1 , ..., 𝑓𝑥𝑁 ) = 0, où 𝑓𝑥𝑖 =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
, ∀𝑖 ∈ [1, 𝑁] (4.17)

la transformation ponctuelle recherchée va induire une transformation sur les dérivées premières de 𝑓

apparaissant maintenant dans l’équation différentielle. On montre que les transformations inőnitésimales

induites sur ces dérivées prennent la forme :

𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜋1𝑖𝛿𝑎 (4.18)

où la notation 1𝑖 correspond à la variable dépendante numéro 1 (dans ce cas la fonction 𝑓 ) et à la variable

indépendante numéro 𝑖. La grandeur 𝜋1𝑖 dépend des fonctions de coordonnées 𝜉𝑖 et 𝜂 et on peut montrer

qu’elles sont données par la relation suivante [Coggeshall et Axford, 1986] :

𝜋1𝑖 =
𝑑𝜂

𝑑𝑥𝑖
−

𝑁∑︁

𝑗=1

𝜕 𝑓

𝜕𝑥 𝑗

𝑑𝜉 𝑗

𝑑𝑥𝑖
(4.19)

En utilisant ce résultat, on peut obtenir, de la même façon que pour les équations (4.12)-(4.13), la relation :

𝐹 (x̂, 𝑓 , 𝑓�̂�1 , ..., 𝑓�̂�𝑁 ) = 𝐹 (x, 𝑓 , ..., 𝑓𝑥𝑁 ) + 𝐺 (1)𝐹𝛿𝑎 + O (𝛿𝑎) = 0 (4.20)

où l’opérateur 𝐺 (1) est donné par :

𝐺 (1)
= 𝐺 +

𝑁∑︁

𝑖=1

𝜋1𝑖
𝜕

𝜕 𝑓𝑥𝑖
(4.21)

Cet opérateur est appelé le générateur prolongé à l’ordre 1 du générateur inőnitésimal (4.14). On note

que les dérivées 𝑓𝑥𝑖 de la variable dépendante 𝑓 sont également considérées comme des variables

indépendantes par rapport aux autres paramètres que sont 𝑥𝑖 et 𝑓 . Dans ce cas, la condition d’invariance

de l’équation différentielle 𝐹 = 0 donnée par l’équation (4.16) se traduit par la relation :

𝐺 (1)𝐹 (x, 𝑓 , 𝑓𝑥1 , ..., 𝑓𝑥𝑁 ) = 0 quand 𝐹 (x, 𝑓 , 𝑓𝑥1 , ..., 𝑓𝑥𝑁 ) = 0 (4.22)

De la même façon, ces résultats peuvent être généralisés à une équation différentielle d’ordre 𝑛 et la

condition d’invariance s’écrit alors :

𝐺 (𝑛)𝐹 = 0 quand 𝐹 = 0 (4.23)

Le générateur prolongé à l’ordre 𝑛, noté 𝐺 (𝑛) tient compte de tous les prolongements d’ordre inférieur,

de telle sorte qu’on puisse l’écrire sous la forme :
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𝐺 (𝑛)
= 𝐺 (1) +

𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁

𝑗=1

𝜅1𝑖 𝑗
𝜕

𝜕 𝑓𝑥𝑖 𝑥 𝑗

+ ... (4.24)

où les 𝜅1𝑖 𝑗 apparaissent dans le prolongement d’ordre 2 du générateur inőnitésimal. Ces fonctions sont

données par [Coggeshall et Axford, 1986] :

𝜅1𝑖 𝑗 =
𝑑𝜋1𝑖

𝑑𝑥 𝑗
−

𝑁∑︁

𝑘=1

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

𝑑𝜉𝑘

𝑑𝑥𝑖
(4.25)

La condition d’invariance (4.23) permet alors d’obtenir un système d’équations différentielles linéaires

sur les fonctions de coordonnées 𝝃 et 𝜂. C’est là tout l’intérêt de cette approche inőnitésimale qui

permet de linéariser le problème de recherche de symétries de l’équation différentielle (4.1). On note que

cette analyse se généralise directement au cas d’un système d’équations différentielles faisant intervenir

plusieurs variables dépendantes [Olver, 1986; Coggeshall et Axford, 1986; Hydon et Hydon, 2000].

Notons pour terminer que l’ensemble des symétries ponctuelles ainsi obtenu est ce que l’on appelle

un groupe de Lie. Dans la littérature, on peut donc rencontrer la notion de groupes de transformations

[Ibragimov, 2006] y faisant référence. Enőn, l’ensemble des générateurs inőnitésimaux constitue une

algèbre de Lie [Erdmann et Wildon, 2006]. Nous allons à présent illustrer ces concepts mathématiques

à travers la détermination des symétries ponctuelles de l’équation décrivant la propagation d’ondes

radiatives supersoniques.

4.2.3 Application à l’équation décrivant la dynamique des ondes radiatives supersoniques

4.2.3.1 Détermination des fonctions de coordonnées

On reprend notre modèle théorique d’ondes radiatives déőni et étudié aux chapitres 2 et 3, qui est

décrit par l’équation différentielle suivante (voir équation (2.19) :

𝜕𝐸 (𝑇)
𝜕𝑡

=
4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
, avec 𝐸 (𝑇) = 𝜌0𝑒(𝑇) + 𝑎𝑅𝑇4 (4.26)

L’intérêt de cette notation est de réunir les densités d’énergie interne 𝜌0𝑒(𝑇) et radiative 𝑎𝑅𝑇4 en une

seule fonction de répartition de densité d’énergie, notée 𝐸 (𝑇). Cette fonction prend donc la forme

𝐸 (𝑇) = 𝜌0𝑒(𝑇) pour des régimes 𝑅 ≫ 1 et 𝐸 (𝑇) = 𝜌0𝑒(𝑇) + 𝑎𝑅𝑇4 pour des régimes 𝑅 ≤ 1. On

peut classer les différentes variables de l’équation différentielle de la même façon que dans la section

précédente. Les variables spatiale 𝑥 et temporelle 𝑡 sont les variables indépendantes, et le champ de

température 𝑇 est l’unique variable dépendante du système. On cherche des changements de variables

prenant la forme :

𝑥 = Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝑎), 𝑡 = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝑎), 𝑇 = Ψ(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝑎) (4.27)

Le générateur inőnitésimal associé à l’équation (4.26) peut alors s’écrire :
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𝐺 = 𝜉 (𝑥, 𝑡, 𝑇) 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑇) 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) 𝜕
𝜕𝑇

(4.28)

où les fonctions de coordonnées 𝜉, 𝜏 et 𝜂 sont données par :

𝜉 (𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝑑Φ1

𝑑𝑎

����
𝑎=0

, 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝑑Φ2

𝑑𝑎

����
𝑎=0

, 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝑑Ψ

𝑑𝑎

����
𝑎=0

(4.29)

Notons que l’on a choisi l’élément neutre 𝑎0 = 0, que nous conserverons dans la suite. On a délibérément

modiőé les notations de la section précédente, en prenant 𝜉1 = 𝜉 et 𝜉2 = 𝜏 aőn de ne pas surcharger les

différentes expressions qui vont suivre. Les fonctions 𝜉, 𝜏 et 𝜂 sont donc associées respectivement aux

variables indépendantes 𝑥 et 𝑡 et à la variable dépendante 𝑇 . Les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont quant à

elles des fonctions données de la température. En remarquant que :

𝜕𝐸

𝜕𝑡
=
𝜕𝐸

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝐸𝑇𝑇𝑡 , et

𝜕𝜆𝑅

𝜕𝑥
=
𝜕𝜆𝑅

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 𝜆𝑅𝑇

𝑇𝑥 (4.30)

on peut réécrire l’équation différentielle (4.26) sous la forme :

𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑇 (𝑥, 𝑡), 𝑇𝑡 , 𝑇𝑥 , 𝑇𝑥𝑥) = 𝑇𝑡 −
4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

[(
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝑇2𝜆𝑅

)
𝑇2
𝑥 + 𝜆𝑅𝑇3𝑇𝑥𝑥

]
= 0 (4.31)

qui fait apparaître explicitement les dérivées de la température. La relation (4.31) constitue donc une

équation différentielle sur la variable 𝑇 , d’ordre 1 en temps, et d’ordre 2 en espace. Cette équation est

donc globalement d’ordre 2, et la condition d’invariance (4.23) est obtenue en appliquant le générateur

prolongé deux fois :

𝐺 (2)𝐹 = 0, lorsque 𝐹 = 𝑇𝑡 −
4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

[(
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝑇2𝜆𝑅

)
𝑇2
𝑥 + 𝜆𝑅𝑇3𝑇𝑥𝑥

]
= 0 (4.32)

où 𝐺 (2) est donné par :

𝐺 (2)
= 𝐺 + 𝜋11

𝜕

𝜕𝑇𝑥
+ 𝜋12

𝜕

𝜕𝑇𝑡
+ 𝜅111

𝜕

𝜕𝑇𝑥𝑥
(4.33)

et où des couleurs sont utilisées pour mettre en valeur les différentes dérivées de la variable dépendante

𝑇 . Les fonctions 𝜋11, 𝜋12 et 𝜅111 sont données par les relations (4.19) et (4.25), qui s’écrivent ici :

𝜋11 = 𝜂𝑥 + 𝑇𝑥 [𝜂𝑇 − 𝜉𝑥] − 𝑇𝑡𝜏𝑥 − 𝑇2
𝑥 𝜉𝑇 − 𝑇𝑡𝑇𝑥𝜏𝑇 (4.34)

𝜋12 = 𝜂𝑡 + 𝑇𝑡 [𝜂𝑇 − 𝜏𝑡 ] − 𝑇𝑥𝜉𝑡 − 𝑇2
𝑡 𝜏𝑇 − 𝑇𝑡𝑇𝑥𝜉𝑇 (4.35)

𝜅111 = 𝜂𝑥𝑥 + 2𝜂𝑥𝑇𝑇𝑥 + 𝑇𝑥𝑥 [𝜂𝑇 − 2𝜉𝑥] + 𝑇𝑥 [𝜂𝑇𝑇𝑇𝑥 − 𝜉𝑥𝑥 − 2𝜉𝑥𝑇𝑇𝑥] − 2𝑇𝑡 𝑥𝜏𝑥

−𝑇𝑡 (𝜏𝑥𝑥 + 2𝜏𝑥𝑇𝑇𝑥) − 3𝑇𝑥𝑇𝑥𝑥𝜉𝑇 − 𝑇3
𝑥 𝜉𝑇𝑇 − 2𝑇𝑥𝑡𝑇𝑥𝜏𝑇 − 𝑇𝑡𝑇𝑥𝑥𝜏𝑇 − 𝑇𝑡𝑇2

𝑥 𝜏𝑇𝑇 (4.36)

L’application de 𝐺 (2) à l’équation (4.31) donne alors :
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𝐸𝑇𝑇𝑇𝑡𝜂 + 𝐸𝑇𝜋12 −
4𝑎𝑅𝑐

3

[
𝜆𝑅

(
6𝑇𝑇2

𝑥𝜂 + 6𝑇2𝑇𝑥𝜋11 + 3𝑇2𝑇𝑥𝑥𝜂 + 𝑇3𝜅111

)]

−4𝑎𝑅𝑐

3

[
𝜆𝑅𝑇𝑇

(
𝑇2
𝑥𝑇

3𝜂
)
+ 𝜆𝑅𝑇

(
6𝑇2

𝑥𝑇
2𝜂 + 2𝑇𝑥𝑇

3𝜋11 + 𝑇3𝑇𝑥𝑥𝜂
)]

= 0

lorsque 𝑇𝑡 −
4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

[(
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝑇2𝜆𝑅

)
𝑇2
𝑥 + 𝜆𝑅𝑇3𝑇𝑥𝑥

]
= 0 (4.37)

En remplaçant à présent les variables 𝑇𝑡 , 𝜋11, 𝜋12, et 𝜅111 par leurs expressions respectives (4.31), (4.34),

(4.35), (4.36), on obtient :

(
𝐸𝑇𝜂𝑡 −

4𝑎𝑅𝑐

3
𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑥𝑥

)
−

(
𝐸𝑇𝜉𝑡 +

4𝑎𝑅𝑐

3

[
2
(
𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑥

)

𝑇
− 𝜆𝑅𝑇3𝜉𝑥𝑥

] )
Tx

+4𝑎𝑅𝑐

3

( [
𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

𝜂 + (2𝜉𝑥 + 𝜂𝑇 − 𝜏𝑡 )
] (
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
−

(
𝜂𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇𝑇
+ 4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

𝜏𝑥𝑥𝜆𝑅𝑇
3
(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇

)
T2

x

+4𝑎𝑅𝑐

3

((
𝜉𝑇𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
+ 4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

[
2
(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇

(
𝜏𝑥𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
+ 2𝜏𝑥𝜆𝑅𝑇

3

((
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇𝑇
− 𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇

)] )
T3

x

+
(
4𝑎𝑅𝑐

3

)2 1

𝐸𝑇

(
𝜏𝑇

(
𝜆𝑅𝑇

3
)2

𝑇
+ 𝜏𝑇𝑇𝜆𝑅𝑇3

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
+ 2𝜏𝑇

[(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇𝑇
+ 𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇

] )
T4

x

+4𝑎𝑅𝑐

3

(
𝜂

[
𝜆𝑅𝑇

3𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

−
(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇

]
+ 𝜆𝑅𝑇3 [2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 ] + 𝜏𝑥𝑥

4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

𝜆𝑅𝑇
3

)
Txx

4𝑎𝑅𝑐

3
𝜆𝑅𝑇

3

(
2𝜉𝑇 + 4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

[
8𝜏𝑥

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
+ 2𝜏𝑥𝑇𝜆𝑅𝑇

3 − 𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

2𝜏𝑥

] )
TxTxx

(
4𝑎𝑅𝑐

3

)2
𝜆𝑅𝑇

3

𝐸𝑇

(
7𝜏𝑇

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
+ 𝜏𝑇𝑇𝜆𝑅𝑇3 − 2𝜏𝑇

𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

𝜆𝑅𝑇
3

)
T2

xTxx

+
(
4𝑎𝑅𝑐

3

)2 1

𝐸𝑇

2𝜏𝑥
(
𝜆𝑅𝑇

3
)2

Txxx +
(
4𝑎𝑅𝑐

3

)2 1

𝐸𝑇

2𝜏𝑇
(
𝜆𝑅𝑇

3
)2

TxTxxx = 0 (4.38)

L’équation (4.38) est une équation polynomiale en les dérivées de la variable dépendante 𝑇 , que l’on a

mises en évidence en couleurs. Étant donné que les fonctions de coordonnées ne dépendent pas de ces

dérivées, cette équation ne peut être satisfaite qu’à la condition où chaque terme en facteur d’une dérivée

est nul. On obtient alors un système de 11 équations aux dérivées partielles qui constituent l’ensemble des

contraintes nécessaires à la détermination des fonctions de coordonnées 𝜉 (𝑥, 𝑡, 𝑇), 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑇) et 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇).
La résolution complète de ce système d’équations est présentée en Annexe A.1.
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On peut montrer que ces 11 équations peuvent se réduire à 7 équations déterminantes pour les

différentes fonctions de coordonnées, données par :

𝜉𝑇 = 0, 𝜏𝑇 = 0, 𝜏𝑥 = 0 (4.39)

𝐸𝑇𝜂𝑡 =
4𝑎𝑅𝑐

3
𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑥𝑥 (4.40)

−𝐸𝑇𝜉𝑡 =
4𝑎𝑅𝑐

3

[
2
(
𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑥

)

𝑇
− 𝜆𝑅𝑇3𝜉𝑥𝑥

]
(4.41)

[
𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

𝜂 + (2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 )
] (
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
=

(
𝜂𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇𝑇
(4.42)

𝜂

[(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
− 𝜆𝑅𝑇

3𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

]
= 𝜆𝑅𝑇

3 [2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 ] (4.43)

On constate que ces contraintes font explicitement intervenir les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇). Cela signiőe

que le choix de la forme de ces fonctions joue sur les dépendances des fonctions de coordonnées. Après

une résolution détaillée dans l’Annexe A.1, on constate en effet que les fonctions de coordonnées vont

dépendre de l’expression d’une fonction notée 𝐷 (𝑇) et associé aux éléments 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) :

𝐷 (𝑇) = 4𝑎𝑅𝑐

3

[
𝜆𝑅𝑇

3

𝐸𝑇

]
(4.44)

Dans le cas où le coefficient 𝐷 (𝑇) est une fonction non constante quelconque de la température, on obtient

la forme générale des fonctions de coordonnées donnée par :

𝜉 (𝑥) = 𝑏1 + 𝑏3𝑥, 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡, 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 0 (4.45)

où les 𝑏𝑖 sont des paramètres constants et indépendants. La nullité de la fonction 𝜂 indique que la seule

transformation possible pour la température 𝑇 est la transformation identité (𝑇 = 𝑇). Cette contrainte

s’explique par le fait que l’on a laissé les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) (et donc 𝐷 (𝑇)) libres, ce qui donne

une forme très générale à l’équation (4.26). Lorsque l’on impose les contraintes :

𝐷 (𝑇) = 𝐷0exp(𝑇), ou 𝐷 (𝑇) = 𝐷0𝑇
𝑏 (4.46)

où 𝑏 est une constante non nulle, de nouvelles symétries apparaissent. Les fonctions de coordonnées

s’écrivent en effet :

𝜉 (𝑥) = 𝑏1 + (𝑏3 + 𝑏4) 𝑥 + 𝑏5𝑥
2, 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡, 𝜂(𝑥, 𝑇) = 𝐷

𝐷𝑇

[2𝑏4 + 4𝑏5𝑥] (4.47)

où les 𝑏𝑖 sont des paramètres constants et indépendants. Ici, la fonction 𝜂 n’est plus nulle et fait intervenir

directement le coefficient 𝐷 (𝑇) et sa dérivée. Cette fonction de coordonnée est donc contrainte par la

91



Chapitre 4 Symétries de Lie et équivalence pour les équations différentielles

forme que prend ce coefficient et donc par les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇). Cela se traduit par l’existence de

contraintes sur les paramètres 𝑏4 et 𝑏5. Les différentes étapes de calculs de ces contraintes sont présentées

en Annexe A.1.1, et s’écrivent :

𝑏4 ≠ 0 ⇐⇒ 𝐸 (𝑇) = 𝑒0 exp

(
𝑇

𝑇1

)
, 𝜆𝑅 (𝑇) =

𝜆0

𝑇3
exp

(
𝑇

𝑇2

)
ou 𝐸 (𝑇) = 𝑒0𝑇

𝛽 , 𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇
𝛼 (4.48)

𝑏5 ≠ 0 ⇐⇒ 𝑇1 = −1

3
𝑇2, ou 𝛽 = −3 (4 + 𝛼) (4.49)

où 𝑇1, 𝑇2, 𝛼 et 𝛽 sont des paramètres constants et conservés par les changements de variables.

Ces différentes contraintes traduisent le fait que la structure interne de l’équation différentielle (4.20)

dépend fortement du choix de 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇). Ainsi, les symétries de Lie de l’équation (4.26) sont

conditionnées au choix arbitraire de ces paramètres. Les différentes contraintes sont regroupées dans

les trois premières colonnes du Tableau 4.1. Notons que si le coefficient 𝐷 (𝑇) est indépendant de la

température (de valeur notée 𝐷 (𝑇) = 𝐷0), l’équation (4.26) se ramène à l’équation linéaire de la chaleur.

La recherche des symétries dans ce cas particulier est alors modiőée, comme le montrent les calculs en

Annexe A.1.2. On obtient un ensemble de contraintes regroupées dans les trois premières colonnes du

Tableau 4.2.

4.2.3.2 Détermination des générateurs de Lie

On s’intéresse ici au cas général où le coefficient 𝐷 (𝑇) ≠ 𝐷0 n’est pas constant, ce qui permet

de considérer seulement les fonctions de coordonnées et contraintes données par les équations (4.47) à

(4.49). On peut alors écrire le générateur inőnitésimal des symétries de l’équation (4.26) sous la forme

(4.28), ce qui donne dans notre cas :

𝐺 = 𝑏1
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏2

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑏3

[
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡

]
+ 𝑏4

[
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2

𝐷

𝐷𝑇

𝜕

𝜕𝑇

]
+ 𝑏5

[
𝑥2 𝜕

𝜕𝑥
+ 4𝑥

𝐷

𝐷𝑇

𝜕

𝜕𝑇

]
(4.50)

Le générateur inőnitésimal 𝐺 est une composition de cinq générateurs en facteur des cinq constantes 𝑏𝑖 .

Ces paramètres étant indépendants entre eux, on peut légitimement les considérer tous nuls sauf un, et

ce à tour de rôle. À chaque choix arbitraire d’un paramètre non nul, on va donc obtenir un générateur

associé. Il est alors possible de complètement séparer le générateur inőnitésimal donné par la relation

(4.50) en un ensemble de cinq opérateurs indépendants générant chacun une symétrie 1. On dispose donc

d’un ensemble de cinq générateurs inőnitésimaux𝐺1 à𝐺5. Les trois premiers générateurs existent quelle

que soit la forme des fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) et sont donnés par :

𝐺1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝐺2 =

𝜕

𝜕𝑡
, 𝐺3 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡
(4.51)

1. On peut résumer cela en déclarant que toute combinaison linéaire de générateurs de Lie de l’équation (4.26) reste un
générateur de Lie de cette équation.

92



4.2. Les symétries de Lie des équations différentielles

Il existe également deux générateurs notés 𝐺4 et 𝐺5, n’apparaissant que si les contraintes (4.48-4.49)

pesant sur les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont vériőées. Dans le cas où le paramètre 𝑏4 est non nul, on

obtient alors :

𝐺4 = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2

𝐷

𝐷𝑇

𝜕

𝜕𝑇
(4.52)

tandis que dans le cas où le paramètre 𝑏5 est non nul, on obtient :

𝐺5 = 𝑥2 𝜕

𝜕𝑥
+ 4𝑥

𝐷

𝐷𝑇

𝜕

𝜕𝑇
(4.53)

On note que ces générateurs, de même que leurs contraintes, font intervenir explicitement le coefficient

𝐷 (𝑇) et donc les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇). Les différents générateurs calculés en fonction des contraintes

(4.48-4.49) sont regroupés dans la quatrième colonne du Tableau 4.1. Les seuls générateurs faisant

intervenir explicitement la variable dépendante 𝑇 sont 𝐺4 et 𝐺5. On peut l’expliquer par le fait que ce

sont également les seuls générateurs contraints par la forme des fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇).

4.2.3.3 Détermination des symétries de Lie

On dispose donc de trois générateurs inőnitésimaux, quelle que soit la forme des fonctions 𝐸 (𝑇)
et 𝜆𝑅 (𝑇). Ce nombre peut atteindre au maximum la valeur de cinq, si les contraintes (4.48-4.49) sont

vériőées. On peut alors obtenir la forme explicite des transformations sur les variables indépendantes 𝑥,

𝑡 et la variable dépendante 𝑇 en utilisant les relations (4.7-4.8). Prenons par exemple le cas particulier où

les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) peuvent s’écrire sous la forme de lois de puissance satisfaisant les contraintes

(4.48-4.49). On a dans ce cas :

𝐸 (𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 , 𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇

𝛼, 𝛽 = −3(4 + 𝛼), ⇒ 𝐷 (𝑇) = 4𝑎𝑅𝑐

3

𝜆0𝑇
4(4+𝛼)

𝛽𝑒0
(4.54)

Notons que, dans ce cas particulier, la densité d’énergie radiative est négligée dans la fonction 𝐸 (𝑇), ce

qui conduit à des régimes caractérisés par R >> 1. Le générateur 𝐺5 s’écrit alors (voir le Tableau 4.1) :

𝐺5 = 𝑥2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑥𝑇

(4 + 𝛼)
𝜕

𝜕𝑇
(4.55)

La transformation associée à ce générateur est obtenue en résolvant les équations (4.7-4.8), qui s’écrivent :

𝑑𝑥

𝑑𝑎
= 𝑥2,

𝑑𝑡

𝑑𝑎
= 0,

𝑑𝑇

𝑑𝑎
=

𝑥𝑇

4 + 𝛼 (4.56)

𝑥(0) = 𝑥, 𝑡 (0) = 𝑡, 𝑇 (0) = 𝑇 (4.57)

En intégrant ces relations, on obtient :
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∫ �̂�

𝑥

𝑑𝑥

𝑥2
=

∫ 𝑎

0
𝑑𝑎,

∫ 𝑡

𝑡

𝑑𝑡 = 0, (4 + 𝛼)
∫ �̂�

𝑇

𝑑𝑇

𝑇
=

∫ �̂�

𝑥

𝑑𝑥

𝑥
(4.58)

ce qui permet d’écrire :

(
1

𝑥
− 1

𝑥

)
= 𝑎, 𝑡 − 𝑡 = 0, (4 + 𝛼) ln

(
𝑇

𝑇

)
= ln

(
𝑥

𝑥

)
(4.59)

où 𝑎 est le paramètre de la transformation. Nous choisissons de noter 𝛾5 = 𝑎 le paramètre associé à

la symétrie provenant du générateur 𝐺5, aőn de le différencier des paramètres provenant des différents

générateurs 𝐺1 à 𝐺4. Cela nous conduit à la transformation de paramètre 𝛾5 :

S5 : 𝑥 =
𝑥

1 − 𝛾5𝑥
, 𝑡 = 𝑡, 𝑇 = 𝑇

(
1

1 − 𝛾5𝑥

) 1
4+𝛼

(4.60)

On constate que cette symétrie ne modiőe pas la variable temporelle qui est donc invariante pour cette

transformation. Cependant, elle modiőe la structure spatiale de l’onde radiative de façon bien différente

de ce que l’on a pu obtenir pour les lois d’échelle au chapitre 3. On peut choisir de vériőer que cette

transformation laisse invariante l’équation (4.26). On a donc :

𝜕

𝜕𝑥
=
𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
=

(
𝑥

𝑥

)2
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑇 = 𝑇

(
𝑥

𝑥

)− 1
4+𝛼

,
𝑥

𝑥
=

1

1 − 𝛾5𝑥
(4.61)

qui, injectée dans l’équation (4.26), donne :

(
1

1 − 𝛾5𝑥

)3
𝜕𝑒0𝑇

−3(4+𝛼)

𝜕𝑡
=

4𝑎𝑅𝑐

3

(
𝑥

𝑥

)2
𝜕

𝜕𝑥

[

𝜆0

(
1

1 − 𝛾5𝑥

)−1

𝑇3+𝛼
(

1

1 − 𝛾5𝑥

)2
𝜕𝑇

𝜕𝑥

]

(4.62)

En simpliőant par les différentes puissances du terme 1/(1 − 𝛾5𝑥) de chaque côté de l’équation, et en

notant que 𝑡 = 𝑡 pour cette transformation, on obtient ainsi :

𝜕𝐸 (𝑇)
𝜕𝑡

=
4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
, 𝐸 (𝑇) = 𝑒0𝑇

−3(4+𝛼) , 𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇
𝛼 (4.63)

On a bien conservé la structure de l’équation différentielle (4.20), en laissant les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇)
invariantes. Plus précisément les paramètres 𝑒0, 𝛽, 𝜆0, 𝛼 sont conservés d’un système à l’autre.

Il est possible d’effectuer le même raisonnement pour les différents générateurs présentés dans le

Tableau 4.1. Dans le cas des fonctions en loi de puissance, on dispose du générateur𝐺4 donné en sixième

ligne du Tableau 4.1, et qui génère une homothétie sur les variables indépendantes 𝑥 et 𝑡 et le champ de

température 𝑇 . Nous pouvons le vériőer en écrivant, de la même façon que pour les relations (4.58-4.59) :

𝑑𝑥

𝑑𝑎
= 𝑥,

𝑑𝑡

𝑑𝑎
= 0,

𝑑𝑇

𝑑𝑎
=

2

4 + 𝛼 − 𝛽 (4.64)

qui conduisent à :
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ln

(
𝑥

𝑥

)
= 𝑎, 𝑡 − 𝑡 = 0, ln

(
𝑇

𝑇

)
=

2𝑎

4 + 𝛼 − 𝛽 (4.65)

On obtient alors la transformation de paramètre 𝛾4 = 𝑒𝑎 :

S4 : 𝑥 = 𝛾4𝑥, 𝑡 = 𝑡, 𝑇 = 𝛾
1

2(4+𝛼)
4 𝑇 (4.66)

Pour őnir, il existe dans le cas général uniquement trois symétries associées aux générateurs𝐺1,𝐺2 et𝐺3

qui sont respectivement deux translations spatiale (notée T1) et temporelle (notée T2), et une homothétie

(notée H3), qui s’écrivent :

T1 : 𝑥 = 𝑥 + 𝛾1, 𝑡 = 𝑡, 𝑇 = 𝑇 (4.67)

T2 : 𝑥 = 𝑥, 𝑡 = 𝑡 + 𝛾2, 𝑇 = 𝑇 (4.68)

H3 : 𝑥 = 𝛾3𝑥, 𝑡 = 𝛾2
3𝑡, 𝑇 = 𝑇 (4.69)

où 𝛾1 = 𝑎, 𝛾2 = 𝑎 et 𝛾3 = 𝑒𝑎 sont les paramètres libres associés aux transformations. On remarque que

ces trois symétries laissent invariant le champ de température 𝑇 . Tous ces résultats sont regroupés au

sein du Tableau 4.1 qui résume les différentes symétries de l’équation (4.20) ainsi que leurs contraintes

et générateurs inőnitésimaux associés. De la même façon, les résultats du cas 𝐷 (𝑇) = 𝐷0 sont regroupés

dans le Tableau 4.2.

Considérons alors en particulier le quatrième cas du Tableau 4.1, correspondant au choix des fonctions

𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) en loi de puissance. On obtient dans ce cas les quatre symétries T1, T2, H3, et S4. En

composant ces symétries entre elles, on obtient le groupe de transformations à quatre paramètres :




𝑥 = 𝛾3𝛾4 (𝑥 + 𝛾1)
𝑡 = 𝛾2

3 (𝑡 + 𝛾2)

𝑇 = 𝛾
2

4+𝛼−𝛽
4 𝑇

(4.70)

qui laisse invariante l’équation (4.26). Ces symétries se trouvent être les lois d’échelles en invariance

absolue [Falize et al., 2011b] des ondes radiatives, dans la limite de nombres de Mihalas R, R̂ ≫ 1.

Dans le cas d’un 𝐷 (𝑇) quelconque (voir les trois premières lignes du Tableau 4.1), la seule trans-

formation possible sur le champ de température est une transformation d’identité (𝑇 = 𝑇). Cela conduit

directement à la perte de la symétrie associée au générateur 𝐺4. Ainsi, seules les translations et homo-

théties spatio-temporelles 2 sont conservées dans ce cas. C’est aussi le cas lorsque l’on ne néglige plus la

densité d’énergie radiative dans la fonction 𝐸 (𝑇). De manière générale, on retrouve le résultat que l’on ne

peut pas construire de lois d’échelles sur le champ de température dans ces régimes ou pour des fonctions

𝐷 (𝑇) quelconques.

2. Ces symétries sont complètement indépendantes du choix des fonctions arbitraires, car découlent des générateurs de Lie
non-contraints 𝐺1, 𝐺2 et 𝐺3.
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Ces symétries de Lie ont donc conduit en partie aux lois d’échelles de l’invariance absolue décrites

dans le précédent chapitre. Cela ne permet pas pour autant de répondre à la problématique initiale posée

par les concepts de similitude. En effet, on rappelle que l’on cherche à obtenir des lois de transformation

permettant de lier différents régimes d’ondes radiatives, ou encore des matériaux à la microphysique

fondamentalement différente. De manière générale, aucune des lois de transformation présentées dans

la dernière colonne des Tableaux 4.1 et 4.2 ne permettent d’obtenir l’effet escompté. Cela est dû à la

conservation des fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) dans l’approche classique de Lie. Aőn de généraliser ces

concepts, ces éléments doivent maintenant être considérés comme des variables à part entière.
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4.2.L
es

sym
étries

de
L
ie

des
équations

différentielles

𝐷 (𝑇) 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 (𝑇) Générateurs Symétries

𝐺1 =
𝜕
𝜕𝑥

𝑥 = 𝑥 + 𝛾1 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇

Quelconque Quelconque Quelconque 𝐺2 =
𝜕
𝜕𝑡

𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝑡 + 𝛾2 𝑇 = 𝑇

𝐺3 =
𝜕
𝜕𝑥

+ 2𝑡 𝜕
𝜕𝑡

𝑥 = 𝛾3𝑥 𝑡 = 𝛾2
3𝑡 𝑇 = 𝑇

𝐺4 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 2 𝑇1𝑇2
(𝑇1−𝑇2 )

𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝛾4𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 + 2 𝑇1𝑇2
(𝑇1−𝑇2 ) ln (𝛾4)

𝑇1𝜆0
𝑒0

exp
(
𝑇
𝑇2

− 𝑇
𝑇1

)
𝑒0 exp

(
𝑇
𝑇1

)
𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0

𝑇3 exp
(
𝑇
𝑇2

)
Si 𝑇1 = −𝑇2

3 , alors :
𝑥 = 𝑥

1−𝛾5𝑥
𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 + 𝑇2 ln

(
1

1−𝛾5𝑥

)

𝐺5 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑥𝑇2
𝜕
𝜕𝑇

𝐺4 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 2𝑇
4+𝛼−𝛽

𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝛾4𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇𝛾
2

4+𝛼−𝛽
4

𝜆0
𝛽𝑒0
𝑇 (4+𝛼)−𝛽 𝑒0𝑇

𝛽 𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇
𝛼 Si 𝛽 = −3 (4 + 𝛼), alors :

𝑥 = 𝑥
1−𝛾5𝑥

𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇
(

1
1−𝛾5𝑥

) 1
4+𝛼

𝐺5 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑥𝑇
4+𝛼

𝜕
𝜕𝑇

Tableau 4.1 ś Générateurs et symétries de Lie de l’équation différentielle (4.20) sous différentes contraintes pour les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) dans le
cas 𝐷 (𝑇) ≠ 𝐷0.
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𝐷 (𝑇) 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 (𝑇) Générateurs Symétries

𝐺1 =
𝜕
𝜕𝑥

𝑥 = 𝑥 + 𝛾1 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇

Quelconque Quelconque Quelconque 𝐺2 =
𝜕
𝜕𝑡

𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝑡 + 𝛾2 𝑇 = 𝑇

𝐺3 =
𝜕
𝜕𝑥

+ 2𝑡 𝜕
𝜕𝑡

𝑥 = 𝛾3𝑥 𝑡 = 𝛾2
3𝑡 𝑇 = 𝑇

𝐺4 = 𝑥𝑡 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑡2 𝜕
𝜕𝑡

− 𝑇1

(
𝑡
2 + 𝑥2

4𝐷0

)
𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝑥
(

1
1−𝛾4𝑡

)
𝑡 =

(
𝑡

1−𝛾4𝑡

)

𝑇 = 𝑇 − 𝑇1
2

[
ln

(
1

1−𝛾4𝑡

)
+ 𝛾4𝑥

2

2𝐷0

(
1

1−𝛾4𝑡

)]

𝑒0 exp
(
𝑇
𝑇1

)
𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0

𝑇3 exp
(
𝑇
𝑇1

)
𝐺5 = 𝑡 𝜕

𝜕𝑥
− 𝑇1𝑥

2𝐷0

𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝑥 + 𝛾5𝑡 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 − 𝑇1
4𝐷0

𝛾5 [2𝑥 + 𝛾5𝑡]

𝐺6 =
𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 + 𝛾6

𝐷0
𝐺4 = 𝑥𝑡 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑡2 𝜕

𝜕𝑡
− 𝑇

(4+𝛼)

(
𝑡
2 + 𝑥2

4𝐷0

)
𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝑥
(

1
1−𝛾4𝑡

)
𝑡 =

(
𝑡

1−𝛾4𝑡

)

𝑇 = 𝑇

[(
1

1−𝛾4𝑡

)− 1
2(4+𝛼)

exp
(
− 𝛾4𝑥

2

4𝐷0 (4+𝛼)
1

1−𝛾4𝑡

)]

𝑒0𝑇
4+𝛼 𝜆0𝑇

𝛼 𝐺5 = 𝑡 𝜕
𝜕𝑥

− 𝑇𝑥
2𝐷0 (4+𝛼)

𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝑥 + 𝛾5𝑡 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 exp
(
− 𝛾5 (2𝑥+𝛾5𝑡 )

4𝐷0 (4+𝛼)

)

𝐺6 = 𝑇 𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝛾6𝑇

Équation linéaire de la chaleur : 𝛼 = −3 𝐺∞ = Γ2(𝑥, 𝑡) 𝜕
𝜕𝑇

𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 (𝑥, 𝑡) + Γ2(𝑥, 𝑡)

Tableau 4.2 ś Générateurs et symétries de Lie de l’équation différentielle (4.20) sous différentes contraintes pour les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) dans le
cas 𝐷 (𝑇) = 𝐷0.
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4.3 Les symétries d’équivalence

4.3.1 Fonctions arbitraires et classes d’équations différentielles

Dans la méthode de détermination des symétries de Lie ponctuelles d’une équation différentielle de

type (4.1), la possibilité de modiőer des fonctions ou éléments arbitraires 3 n’est pas traitée. Dans notre

cas, ces éléments arbitraires sont les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇), déterminées par la nature du plasma. Elles

subissent ainsi l’effet des transformations sur les variables dépendantes et indépendantes sans pouvoir

être elles-mêmes modiőées. Cependant, au chapitre 3, on a insisté sur le fait que la structure de ces

éléments pouvait être très différente entre les échelles astrophysique et de laboratoire. Or, l’hypothèse

d’invariance de ces fonctions est propre aux symétries de Lie classiques développées précédemment et

qui nous ont permis de retrouver les lois d’échelles du chapitre 3. C’est en particulier pour cela que le

groupe de symétries de Lie (4.70) obtenu dans la section précédente dépend de la forme que prennent ces

fonctions.

L’objet de cette section est donc l’introduction des fonctions arbitraires comme des variables modi-

őables au sens de Lie. Cette modiőcation des fonctions arbitraires que l’on cherche à maîtriser doit être

intégrée à la méthode développée dans la section précédente. En pratique, cela revient à réclamer l’inva-

riance d’une structure plus générale que la seule donnée de l’équation différentielle (4.26). L’invariance

de la forme de l’équation n’est alors plus seulement considérée, car on s’intéresse à présent à celle de

l’ensemble du modèle. En particulier, les symétries classiques permettent d’obtenir une invariance stricte,

ou absolue, de l’équation différentielle (4.26), prenant la forme :

𝜕𝐸 (𝑇)
𝜕𝑡

=
4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
→ 𝜕𝐸 (𝑇)

𝜕𝑡
=

4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
(4.71)

Les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont écrites en bleu pour souligner leur importance ainsi que les changements

structurels les concernant. On constate donc ici que les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) n’ont pas été modiőées.

Considérer l’invariance de l’ensemble du modèle, en tenant compte d’une possible modiőcation de ces

éléments, permet alors d’écrire :

𝜕𝐸 (𝑇)
𝜕𝑡

=
4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
→ 𝜕�̂� (𝑇)

𝜕𝑡
=

4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
�̂�𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
(4.72)

où on observe la présence des nouvelles fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇). On cherche donc à obtenir de nouvelles

symétries qui reposent sur un principe d’invariance généralisée de l’équation (4.26). Dans ce contexte, on

parle alors de l’invariance d’une classe d’équations [Ovsiannikov, 1982]. Ce concept de classe d’équations

intervient dans le cadre de la recherche d’une classiőcation des équations différentielles et permet de

tenir compte des différentes formes que peuvent revêtir les éléments arbitraires apparaissant au sein

des modèles théoriques étudiés. Les symétries de Lie de telles entités sont appelées symétries de Lie

d’équivalence pour une classe d’équations [Ovsiannikov, 1982; Olver, 1986; Lisle, 1992]. Dans la suite

du manuscrit, on se réfère à ces transformations par le nom de symétries d’équivalence, et aux symétries

de Lie de la section précédente par le nom de symétries classiques.

3. Dans la littérature, on retrouve parfois la notion de fonctions constitutives qui se rapporte au même concept [Lisle, 1992].
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4.3.2 Obtenir les symétries d’équivalence d’une équation différentielle

Reprenons à présent l’équation différentielle (4.1), où l’on considère l’existence de 𝑀 fonctions

arbitraires g = 𝑔𝑖1≤𝑖≤𝑀
( 𝑓 ) dépendant explicitement de la variable dépendante 𝑓 . La classe de cette

équation différentielle est alors déőnie comme l’ensemble formé par l’équation différentielle :

𝐹

(
x, 𝑓 (x), 𝜕 𝑓 (x)

𝜕𝑥1
, ...,

𝜕𝑛 𝑓 (x)
𝜕𝑥𝑛

𝑁

, 𝑔1( 𝑓 ), ..., 𝑔𝑀 ( 𝑓 ), 𝜕𝑔1( 𝑓 )
𝜕 𝑓

, ...,
𝜕𝑔𝑀 ( 𝑓 )
𝜕 𝑓

)
= 0 (4.73)

ainsi que les équations déőnissant la dépendance des éléments arbitraires 𝑔𝑖1≤𝑖≤𝑀
, données ici 4 par :

𝜕𝑔𝑖

𝜕𝑥 𝑗
= 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 (𝐴) (4.74)

où le système d’équations (𝐴) est appelé système auxiliaire. Considérer l’invariance d’une telle classe

d’équations permet de modiőer les fonctions arbitraires 𝑔𝑖 , mais pas leurs dépendances. C’est ce qu’on

appelle le principe d’équivalence forte, en opposition à l’équivalence faible [Torrisi et Tracina, 1998]

où la conservation de la dépendance des fonctions arbitraires n’est plus assurée. C’est sur ce concept

d’équivalence forte que notre attention se porte naturellement, aőn de conserver une cohérence physique

pour les fonctions arbitraires.

À présent, on montre comment généraliser le cheminement effectué pour l’analyse classique de Lie,

dans le cas où les éléments arbitraires propres à l’équation étudiée ne sont plus considérés comme

őxés. Cela revient à choisir l’objet étudié comme la classe (4.73-4.74), et non plus seulement l’équation

différentielle (4.1). Dans ce cadre, on propose de considérer les éléments arbitraires 𝑔𝑖 de la classe

d’équations (4.73-4.74) comme des variables dépendantes au sens de Lie. On dispose alors d’un espace

étendu de variables par rapport au cas classique pour les ondes radiatives :

Approche classique : (𝑥, 𝑡, 𝑇) → Approche d’équivalence : (𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅) (4.75)

On cherche donc un changement de variables sur cet espace étendu, de la même façon que pour l’analyse

classique (4.2), sous la forme :

x → x̂, 𝑓 → 𝑓 et g → ĝ (4.76)

tels que :

𝐹

(
x̂, 𝑓 (x̂), ..., 𝜕

𝑛 𝑓 (x̂)
𝜕𝑥𝑛

𝑁

, ĝ( 𝑓 ), 𝜕ĝ( 𝑓 )
𝜕 𝑓

)
= 𝐹

(
x, 𝑓 (x), ..., 𝜕

𝑛 𝑓 (x)
𝜕𝑥𝑛

𝑁

, g( 𝑓 ), 𝜕g( 𝑓 )
𝜕 𝑓

)
= 0 (4.77)

Après transformation, on conserve la forme de l’équation différentielle 𝐹 = 0 ainsi que les dépendances

4. On traite ici le cas de fonctions arbitraires dépendant de la variable 𝑓 , qui servira pour l’application de la section suivante.
En pratique, la dépendance des fonctions arbitraires peut être quelconque. De plus, on se cantonne à la présence de dérivées
d’ordre 1 maximum pour ces dérivées arbitraires, la généralisation au cas de dérivées d’ordre 𝑛 étant immédiate, comme pour
l’analyse de la section précédente.
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des fonctions arbitraires. En ce sens, on conserve la classe déőnie par les relations (4.73-4.74).

Dans cette section, nous allons montrer comment déterminer les symétries ponctuelles d’équivalence

de cette classe. Tout d’abord, cela revient à reprendre le changement de variables déőni par la relation

(4.4), et à y ajouter celui sur les nouvelles variables dépendantes 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇). On obtient :

𝑥𝑖 = Φ𝑖 (x, 𝑓 , 𝑎), 𝑓 = Ψ(x, 𝑓 , 𝑎), �̂� 𝑗 = 𝜁 𝑗 (x, 𝑓 , g, 𝑎), ∀𝑖 ∈ [1, 𝑁], ∀ 𝑗 ∈ [1, 𝑀] (4.78)

où 𝑎 est toujours le paramètre associé à la transformation et Φ𝑖 , Ψ, 𝜁 𝑗 sont des fonctions supposées

continues de 𝑎. Pour garantir la cohérence physique des variables de l’équation différentielle (4.73), les

transformations sur les variables indépendantes 𝑥𝑖 et la variable dépendante 𝑓 ne dépendent pas des

éléments arbitraires 𝑔 𝑗 .

En suivant le même raisonnement que pour les relations (4.5), on note 𝑎0 la valeur de 𝑎 telle que le

changement de variables (4.78) évalué en 𝑎0 se rapporte à la transformation identité :

𝑥𝑖 = Φ𝑖 (x, 𝑓 , 𝑎0) = 𝑥𝑖 , 𝑓 = Ψ(x, 𝑓 , 𝑎0) = 𝑓 , �̂� 𝑗 = 𝜁 𝑗 (x, 𝑓 , g, 𝑎0) = 𝑔 𝑗 (4.79)

On considère de nouveau une variation inőnitésimale de 𝑎 autour de l’élément 𝑎0 donnée par la relation

(4.6). En utilisant la continuité des fonctions 𝜁 𝑗 en 𝑎, et en effectuant un développement limité en 𝛿𝑎 de

la même façon que pour les relations (4.7-4.8), on obtient :

�̂� 𝑗 = 𝑔 𝑗 + 𝜖 𝑗 (x, 𝑓 , g)𝛿𝑎 + O (𝛿𝑎) , où 𝜖 𝑗 (x, 𝑓 , g) =
𝑑𝜁 𝑗 (x, 𝑓 , g, 𝑎)

𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

(4.80)

où les fonctions 𝜖 𝑗 sont donc les fonctions de coordonnées associées aux éléments arbitraires 𝑔 𝑗 . À

partir de ces fonctions, il est possible de reconstruire les transformations d’équivalence recherchées, en

résolvant :

𝑑x̂
𝑑𝑎

= 𝝃 (x̂, 𝑓 ), x̂(𝑎0) = x (4.81)

𝑑 𝑓

𝑑𝑎
= 𝜂(x̂, 𝑓 ), 𝑓 (𝑎0) = 𝑓 (4.82)

𝑑ĝ
𝑑𝑎

= 𝝐 (x̂, 𝑓 , ĝ), ĝ(𝑎0) = g (4.83)

On remarque par ailleurs que les fonctions de coordonnées 𝝃 et 𝜂 ne dépendent pas des éléments arbitraires

𝑔 𝑗 . Cela provient du fait que l’on a considéré que les changements de variable associés aux entités x et 𝑓

donnés par (4.79) ne dépendaient pas de ces fonctions.

Aőn d’obtenir les fonctions de coordonnées 𝝃, 𝜂 et 𝝐 , on procède de façon similaire à l’analyse

classique, en exploitant l’invariance de l’équation différentielle (4.71). On procède alors par étapes, en

considérant tout d’abord l’action de transformations inőnitésimales sur une équation algébrique du type

𝐹 (x, 𝑓 (x), g( 𝑓 )) = 0. De la même façon que pour la relation (4.13), on obtient alors :
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𝐹 (x̂, 𝑓 , ĝ) = 𝐹 (x, 𝑓 (x), g( 𝑓 )) + 𝐺𝐹𝛿𝑎 + O (𝛿𝑎) (4.84)

L’opérateur différentiel𝐺 est appelé le générateur inőnitésimal d’équivalence et prend la forme suivante :

𝐺 =



𝑁∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜂 𝜕

𝜕 𝑓
+

𝑀∑︁

𝑗=1

𝜖 𝑗
𝜕

𝜕𝑔 𝑗


(4.85)

On constate que ce générateur est quasiment identique à celui des symétries classiques (4.14), à la

différence près de la présence du terme supplémentaire lié à l’introduction des éléments arbitraires

comme variables dépendantes. D’après l’équation (4.84), la condition d’invariance associée à l’équation

𝐹 = 0 est donc donnée par :

𝐺𝐹 (x, 𝑓 (x), g( 𝑓 )) = 0 quand 𝐹 (x, 𝑓 (x), g( 𝑓 )) = 0 (4.86)

qui correspond bien à celle de la méthode classique (4.16). Pour ce qui est des équations différentielles

faisant intervenir les dérivées des variables dépendantes, on a vu dans la première partie de ce chapitre que

l’on pouvait obtenir le même genre de conditions d’invariance (4.23) en faisant intervenir les différents

prolongements du générateur inőnitésimal 𝐺 donnés par (4.24). De la même façon, les dérivées des

éléments arbitraires peuvent également être présentes dans l’équation différentielle, en tant que dérivées

d’une variable dépendante à présent. Dans le cadre de la recherche de symétries ponctuelles d’équivalence,

les transformations inőnitésimales d’équivalence vont ainsi induire des transformations inőnitésimales

sur ces dérivées. Dans le cas de dérivées d’ordre 1, présentes dans l’équation différentielle (4.73), ces

transformations prennent la forme suivante :

𝜕�̂� 𝑗

𝜕 𝑓
=
𝜕𝑔 𝑗

𝜕 𝑓
+ 𝜋 ( 𝑗+1) (𝑁+1)𝛿𝑎 (4.87)

où la notation ( 𝑗 + 1) (𝑁 + 1) correspond à l’élément arbitraire numéro 𝑗 = variable dépendante numéro

( 𝑗+1) et à la variable indépendante numéro (𝑁+1). On constate que, dans ce cadre, la variable dépendante

𝑓 est traitée comme une variable indépendante, ce qui explique le chiffre (𝑁 + 1) dans les notations,

bien que l’on ait seulement deux variables indépendantes dans l’étude. Cette propriété de la variable

dépendante 𝑓 ne concerne que l’approche d’équivalence. On peut obtenir la grandeur 𝜋 ( 𝑗+1) (𝑁+1) en

fonction des fonctions de coordonnées 𝜉𝑖 , 𝜂 et 𝜖 𝑗 [Lisle, 1992], ce qui donne :

𝜋 ( 𝑗+1) (𝑁+1) =
𝑑𝜖 𝑗

𝑑𝑓
− 𝜕𝑔 𝑗

𝜕 𝑓

[
𝜕𝜂

𝜕𝑇
+

𝑁∑︁

𝑖=1

𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑑𝜉𝑖

𝑑𝑓

]

avec
𝑑𝜖 𝑗

𝑑𝑓
=

[
𝜕

𝜕 𝑓
+

𝑀∑︁

𝑖=1

𝜕𝑔𝑖

𝜕 𝑓

𝜕

𝜕𝑔𝑖

]

𝜖 𝑗 (4.88)

Ces fonctions apparaissent dans l’expression du générateur prolongé 𝐺 (1) , qui, de la même façon que

pour l’analyse classique et l’équation (4.22), intervient dans une condition d’invariance du type :

𝐺 (1)𝐹 (x, 𝑓 , 𝑓x, g, g 𝑓 ) = 0 quand 𝐹 = 0 (4.89)
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Le générateur d’équivalence prolongé à l’ordre 1 s’écrit alors, en considérant les relations (4.20) et (4.21),

de la façon suivante :

𝐺 (1)
= 𝐺 +

𝑀∑︁

𝑗=1

𝜋 ( 𝑗+1) (𝑁+1)
𝜕

𝜕𝑔 𝑓 𝑗

(4.90)

Cette analyse se généralise directement au cas de dérivées d’ordre 𝑛, comme pour l’analyse de Lie de la

première section, mais aussi au cas d’un système d’équations différentielles [Lisle, 1992]. À ce stade, on

a donc adapté l’approche des symétries classiques dans le cas où les fonctions arbitraires sont considérées

comme des variables dépendantes. Cependant, l’analyse d’équivalence requiert une étape supplémentaire.

En effet, la classe d’une équation est, comme on a pu le voir, déőnie par la donnée d’une équation

différentielle mais aussi des dépendances des éléments arbitraires la constituant, modélisée par le système

auxiliaire (𝐴) donné en (4.74). Ainsi, réclamer l’invariance d’un tel objet ne peut se faire sans prendre en

compte l’invariance de la dépendance des éléments arbitraires associés, et donc du système auxiliaire (𝐴).
On dispose donc de 𝑁 × 𝑀 relations supplémentaires devant être soumises à la condition d’invariance

(4.89). Cependant, de nouvelles dérivées de variables dépendantes sont maintenant apparues, ce qui

conduit à ajouter de nouveaux termes au générateur prolongé 𝐺 (1) . En reprenant l’expression de ce

générateur (4.90), on ajoute simplement les termes manquants en facteur des dérivées des variables non

contenues dans l’équation de départ (4.73). On obtient, dans le cas de notre étude, les relations suivantes :

𝐺 (1)
= 𝐺 +

𝑁∑︁

𝑖=1

𝑀∑︁

𝑗=1

𝜋 ( 𝑗+1)𝑖
𝜕

𝜕𝑔 𝑗𝑥𝑖
⇒ 𝜋 ( 𝑗+1)𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 (4.91)

où les fonctions 𝜋 ( 𝑗+1)𝑖 sont données, pour une variable indépendante de numéro 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 , par :

𝜋 ( 𝑗+1)𝑖 =
𝑑𝜖 𝑗

𝑑𝑥𝑖
−

[
𝜕𝑔 𝑗

𝜕 𝑓

𝜕𝜂

𝜕𝑥𝑖
+

𝑁∑︁

𝑘=1

𝜕𝑔 𝑗

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝜉𝑘

𝜕𝑥𝑖

]

avec
𝑑𝜖 𝑗

𝑑𝑥𝑖
=
𝜕𝜖 𝑗

𝜕𝑥𝑖
+

𝑀∑︁

𝑘=1

𝜕𝑔𝑘

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜖 𝑗

𝜕𝑔𝑘
(4.92)

Ces relations vont contraindre les dépendances des fonctions de coordonnées plus ou moins fortement

selon la taille du système auxiliaire, et donc des dépendances des éléments arbitraires. En pratique,

l’invariance du système auxiliaire permet de propager cette dépendance des éléments arbitraires à celle

des fonctions de coordonnées qui leur sont associées. On s’assure donc que les transformations ne

modiőent pas ces dépendances. Nous allons à présent illustrer ces concepts mathématiques à travers notre

exemple d’application sur les ondes radiatives.

4.3.3 Application aux ondes radiatives

On rappelle que l’on cherche à obtenir les symétries d’équivalence associées au modèle d’ondes

radiatives suivant :

𝐸𝑇𝑇𝑡 =
4𝑎𝑅𝑐

3

[
𝑇2
𝑥

(
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝜆𝑅𝑇
2
)
+ 𝜆𝑅𝑇3𝑇𝑥𝑥

]
(4.93)

De la même façon que pour l’analyse classique, on peut classer les différentes variables de l’équation

différentielle, en considérant à présent que les fonctions 𝐸 et 𝜆𝑅 en font partie. Les variables 𝑥 et 𝑡 sont
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toujours des variables indépendantes, tandis que les variables 𝑇 , 𝐸 et 𝜆𝑅 sont des variables dépendantes.

On cherche donc des changements de variables sous la forme (4.78) qui s’écrivent :

𝑥 = Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝑎), 𝑡 = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝑎), 𝑇 = Ψ(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝑎) (4.94)

�̂� = 𝜁1(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅, 𝑎), �̂�𝑅 = 𝜁2(𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅, 𝑎) (4.95)

Le générateur inőnitésimal associé à l’équation (4.93) prend alors la forme :

𝐺 = 𝜉 (𝑥, 𝑡, 𝑇)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑇) 𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) 𝜕

𝜕𝑇
+ 𝜖1 (𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅)

𝜕

𝜕𝐸
+ 𝜖2 (𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅)

𝜕

𝜕𝜆𝑅
(4.96)

avec les fonctions de coordonnées 𝜉, 𝜏, 𝜂, 𝜖1 et 𝜖2 données par :

𝜉 (𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝑑Φ1

𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

, 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝑑Φ2

𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

, 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝑑Ψ

𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

(4.97)

𝜖1 (𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅) =
𝑑𝜁1

𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

, 𝜖2 (𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅) =
𝑑𝜁2

𝑑𝑎

����
𝑎=𝑎0

(4.98)

Les notations de la section précédente ont été respectées aőn de pouvoir faire un parallèle entre les deux

méthodes. Les fonctions de coordonnées 𝜉, 𝜏, 𝜂, 𝜖1 et 𝜖2 sont donc associées respectivement aux variables

indépendantes 𝑥 et 𝑡, et aux variables dépendantes 𝑇 , 𝐸 , et 𝜆𝑅.

On réécrit à présent le modèle (4.93) étudié sous une forme appropriée aux notations de la section

précédente. On considère ainsi la classe déőnie par l’ensemble de l’équation différentielle :

𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅) = 𝐸𝑇𝑇𝑡 −
4𝑎𝑅𝑐

3

[(
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝜆𝑅𝑇
2
)
𝑇2
𝑥 + 𝜆𝑅𝑇3𝑇𝑥𝑥

]
= 0 (4.99)

et du système auxiliaire (𝐴) donné par (4.74), s’écrivant ici :

𝐸𝑥 = 0 (4.100)

𝐸𝑡 = 0 (4.101)

𝜆𝑅𝑥
= 0 (4.102)

𝜆𝑅𝑡
= 0 (4.103)

Pour se référer à ces relations, nous parlerons dans la suite de la classe d’équation (4.99-4.103). La condi-

tion d’invariance associée à la classe d’équation (4.99-4.103) s’écrit alors en deux temps. Premièrement,

l’invariance du système auxiliaire (𝐴) donne :
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𝐺 (1) (𝐴) = 0 quand (𝐴) est vériőé (4.104)

où le générateur inőnitésimal prolongé une fois 𝐺 (1) est donné par :

𝐺 (1)
= 𝐺 + 𝜋21

𝜕

𝜕𝐸𝑥

+ 𝜋22
𝜕

𝜕𝐸𝑡

+ 𝜋31
𝜕

𝜕𝜆𝑅𝑥

+ 𝜋32
𝜕

𝜕𝜆𝑅𝑡

(4.105)

pour la condition d’invariance associée au système auxiliaire (𝐴). On obtient alors l’ensemble de

contraintes décrit par :




𝜋21 = 0 ⇒ 𝜖1𝑥 + 𝐸𝑇𝜂𝑥 = 0 ⇒ 𝜖1𝑥 = 𝜂𝑥 = 0

𝜋22 = 0 ⇒ 𝜖1𝑡 + 𝐸𝑇𝜂𝑡 = 0 ⇒ 𝜖1𝑡 = 𝜂𝑡 = 0

𝜋31 = 0 ⇒ 𝜖2𝑥 + 𝜆𝑅𝑇
𝜂𝑥 = 0 ⇒ 𝜖2𝑥 = 𝜂𝑥 = 0

𝜋32 = 0 ⇒ 𝜖2𝑡 + 𝜆𝑅𝑇
𝜂𝑡 = 0 ⇒ 𝜖2𝑡 = 𝜂𝑡 = 0

(4.106)

où l’on s’est servi de la déőnition des 𝜋 ( 𝑗+1)𝑖 donnée par les relations (4.92). Les couleurs utilisées servent

à mettre en valeur les différentes combinaisons des dérivées des éléments arbitraires. On a également

utilisé l’hypothèse que les fonctions de coordonnées ne peuvent dépendre des dérivées des variables

dépendantes 𝐸𝑇 et 𝜆𝑅𝑇
dans le cas de la recherche de symétries ponctuelles. On constate que l’invariance

du système auxiliaire impose des contraintes fortes sur les dépendances des fonctions de coordonnées des

variables dépendantes 𝜖1 et 𝜖2. Ces contraintes sont directement liées à la dépendance initiale des fonctions

arbitraires 𝐸 et 𝜆𝑅 qui leur sont respectivement associées. En effet, ces éléments ne dépendant pas des

variables indépendantes 𝑥 et 𝑡, l’équivalence forte propage cette dépendance aux symétries obtenues.

Enőn, on constate que la fonction de coordonnée 𝜂 est elle aussi touchée par ces mêmes contraintes.

Cela provient également de la dépendance des fonctions arbitraires en la variable 𝑇 associée à cette

fonction de coordonnée. L’équivalence forte propage donc la dépendance des fonctions arbitraires aux

transformations de toutes les variables intervenant dans leur déőnition, ici 𝑇 , 𝐸 et 𝜆𝑅.

Dans un second temps, l’invariance de l’équation différentielle (4.99) donne :

𝐺 (2)𝐹 = 0 lorsque 𝑇𝑡 =
4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

[(
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝑇2𝜆𝑅

)
𝑇2
𝑥 + 𝜆𝑅𝑇3𝑇𝑥𝑥

]
(4.107)

où le générateur inőnitésimal prolongé deux fois 𝐺 (2) est donné par :

𝐺 (2)
= 𝐺 + 𝜋11

𝜕

𝜕𝑇𝑥
+ 𝜋12

𝜕

𝜕𝑇𝑡
+ 𝜋23

𝜕

𝜕𝐸𝑇

+ 𝜋33
𝜕

𝜕𝜆𝑅𝑇

+ 𝜅111
𝜕

𝜕𝑇𝑥𝑥
(4.108)

Ainsi, la dernière contrainte de la condition d’invariance associée à la classe d’équations (4.99-4.103)

s’écrit :

𝐸𝑇𝜋12 + 𝜋23𝑇𝑡 −
4𝑎𝑅𝑐

3

[
𝜆𝑅

(
6𝑇𝑇2

𝑥𝜂 + 6𝑇2𝑇𝑥𝜋11 + 3𝑇2𝑇𝑥𝑥𝜂 + 𝑇3𝜅111

)]

−4𝑎𝑅𝑐

3

[
𝜖2

(
𝑇3𝑇𝑥𝑥 + 3𝑇2𝑇2

𝑥

)
+ 𝜋33

(
𝑇3𝑇2

𝑥

)
+ 𝜆𝑅𝑇

(
3𝑇2

𝑥𝑇
2𝜂 + 2𝑇𝑥𝑇

3𝜋11

)]
= 0
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lorsque 𝑇𝑡 =
4𝑎𝑅𝑐

3𝐸𝑇

[(
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝑇2𝜆𝑅

)
𝑇2
𝑥 + 𝜆𝑅𝑇3𝑇𝑥𝑥

]
(4.109)

Les fonctions 𝜋11, 𝜋12 et 𝜅111 n’ont pas été modiőées par rapport à l’analyse classique, et sont donc

décrites par les relations (4.34-4.36). Les fonctions 𝜋23 et 𝜋33 sont quant à elles données par l’équation

(4.88), s’écrivant ici :

𝜋23 = 𝜖1𝑇 +
(
𝜖1𝐸 − 𝜂𝑇

)
𝐸𝑇 − 𝐸𝑇 (𝜉𝑇𝑇𝑥 + 𝜏𝑇𝑇𝑡 ) + 𝜆𝑅𝑇

𝜖1𝜆𝑅 (4.110)

𝜋33 = 𝜖2𝑇 +
(
𝜖2𝜆𝑅 − 𝜂𝑇

)
𝜆𝑅𝑇

− 𝜆𝑅𝑇
(𝜉𝑇𝑇𝑥 + 𝜏𝑇𝑇𝑡 ) + 𝐸𝑇𝜖2𝐸 (4.111)

La condition d’invariance d’équivalence (4.109) diffère de la contrainte d’invariance classique (4.37) de

par la nature de variable dépendante des éléments 𝐸 et 𝜆𝑅. Ici, en remplaçant 𝑇𝑡 , 𝜋11, 𝜋12, 𝜋23, 𝜋33 et 𝜅111

par leurs expressions, on obtient une contrainte explicite faisant intervenir des combinaisons des variables

dépendantes et de leurs dérivées. Aőn d’éviter de surcharger le propos, on détaille le système d’équations

et sa résolution complète en Annexe A.2. On montre que la condition d’invariance (4.109) donne lieu à

un ensemble de contraintes sur les fonctions de coordonnées 𝜉 (𝑥, 𝑡, 𝑇), 𝜏(𝑥, 𝑡, 𝑇), 𝜂(𝑇), 𝜖1(𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅) et

𝜖2(𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅), qui peuvent, au őnal, s’écrire :

𝜉 (𝑥) = 𝑏1 + (𝑏3 + 𝑏4 + 𝑏5)𝑥, 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡, 𝜂 = 𝜂(𝑇) (4.112)

𝜖1(𝐸) = −2𝑏4𝐸, 𝜖2(𝑇, 𝜆𝑅) = 𝜆𝑅
(
2𝑏5 −

[
𝜂𝑇 + 3

𝜂

𝑇

] )
(4.113)

où les 𝑏𝑖 sont des paramètres réels indépendants. On constate que les contraintes sur les fonctions 𝐸 (𝑇) et

𝜆𝑅 (𝑇) de l’analyse classique (4.47) à (4.49) ont disparu. En particulier, le coefficient 𝐷 (𝑇) n’apparaît plus

dans les fonctions de coordonnées. Cela est dû à la prise en compte des éléments arbitraires en tant que

variables dépendantes au sens de Lie, qui vont maintenant être transformées au même titre que les autres

variables du système. On constate également que la fonction 𝜂(𝑇) n’est à présent seulement contrainte que

par sa dépendance en la température. De manière générale, on obtient donc des fonctions coordonnées

très différentes de ce que l’on a pu obtenir pour les symétries classiques (4.47), à la différence des termes

faisant intervenir les paramètres 𝑏1, 𝑏2 et 𝑏3. Cette particularité témoigne de la conservation de certaines

symétries, comme on le verra dans la suite.

4.3.3.1 Détermination des générateurs d’équivalence

On peut ainsi écrire le générateur de Lie d’équivalence 𝐺 associé à la classe (4.99-4.103) de la façon

suivante :
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𝐺 = 𝑏1
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏2

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑏3

[
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡

]
+ 𝑏4

[
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
− 2𝐸

𝜕

𝜕𝐸

]

+ 𝑏5

[
𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝜆𝑅

𝜕

𝜕𝜆𝑅

]
+ 𝜂(𝑇)

[
𝜕

𝜕𝑇
− 𝜆𝑅

(
𝜂𝑇

𝜂
+ 3

𝑇

)
𝜕

𝜕𝜆𝑅

]
(4.114)

Cet opérateur est une composition de six générateurs en facteur des cinq paramètres 𝑏𝑖 et de la fonction

𝜂(𝑇). De la même façon que pour l’analyse classique, on peut donc séparer l’opérateur 𝐺 en un ensemble

de six générateurs, notés de 𝐺1 à 𝐺6. Les trois premiers générateurs sont 𝐺1, 𝐺2 et 𝐺3 (voir Tableau

4.1), conservés depuis l’analyse classique, et qui, on le rappelle, prennent la forme suivante :

𝐺1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝐺2 =

𝜕

𝜕𝑡
, 𝐺3 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡
(4.115)

Les trois derniers générateurs sont complètement nouveaux par rapport à l’analyse classique puisqu’ils

font intervenir explicitement les opérateurs de dérivée par rapport aux nouvelles variables dépendantes

𝐸 et 𝜆𝑅. Ils sont donnés par les relations :

𝐺4 = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
− 2𝐸

𝜕

𝜕𝐸
, 𝐺5 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝜆𝑅

𝜕

𝜕𝜆𝑅
, 𝐺6 = 𝜂(𝑇) 𝜕

𝜕𝑇
− 𝜆𝑅

[
𝜂𝑇 + 3

𝜂

𝑇

] 𝜕

𝜕𝜆𝑅
(4.116)

La connaissance de ces générateurs va maintenant permettre d’obtenir explicitement les symétries d’équi-

valence de la classe des ondes radiatives.

4.3.3.2 Détermination des symétries d’équivalence

L’existence des générateurs 𝐺1 à 𝐺6 n’étant conditionnée à aucune contrainte, il existe donc toujours

six symétries d’équivalence pour la classe (4.99-4.103). On constate que l’on a conservé les translations

spatiale T1 (4.67) et temporelle T2 (4.68) ainsi que la symétrie d’homothétie H3 (4.69) sur ces mêmes

variables, associées aux trois premiers générateurs du groupe d’équivalence, et présentées dans les

trois premières lignes du Tableau 4.1. On note que dans notre cas, les contraintes �̂� (𝑇) = 𝐸 (𝑇) et

�̂�𝑅 (𝑇) = 𝜆𝑅 (𝑇) sont ajoutées. Il existe également deux nouvelles symétries d’homothétie faisant intervenir

explicitement les éléments arbitraires 𝐸 et 𝜆𝑅, données par :

H4 : 𝑥 = 𝛾4𝑥, 𝑡 = 𝑡, 𝑇 = 𝑇, �̂� (𝑇) = 1

𝛾2
4

𝐸 (𝑇), �̂�𝑅 (𝑇) = 𝜆𝑅 (𝑇) (4.117)

H5 : 𝑥 = 𝛾5𝑥, 𝑡 = 𝑡, 𝑇 = 𝑇, �̂� (𝑇) = 𝐸 (𝑇), �̂�𝑅 (𝑇) = 𝛾2
5𝜆𝑅 (𝑇) (4.118)

Les 𝛾𝑖 sont ici toujours les paramètres indépendants des transformations associées aux 𝐺𝑖 . Enőn, il

existe une dernière symétrie prenant la forme d’une transformation arbitraire sur la variable dépendante

𝑇 induisant celle sur la fonction 𝜆𝑅 (𝑇). De la même façon que pour l’analyse classique, on peut écrire,

en utilisant les relations (4.81-4.83) :
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S6 :
𝑑𝑇

𝑑𝑎
= 𝜂(𝑇), 𝑑�̂�𝑅

𝑑𝑎
= −�̂�𝑅

(
𝑑𝜂(𝑇)
𝑑𝑇

+ 3
𝜂

𝑇

)
(4.119)

où 𝑎 est toujours le paramètre de groupe. La dernière transformation est clairement différente de ce que

l’on a pu rencontrer jusqu’à présent, car elle est a priori valable pour n’importe quelle fonction 𝜂 liée à la

loi de transformation sur la température. On peut obtenir la transformation sur 𝜆𝑅 explicitement si l’on

remplace 𝑑𝑎 dans le second membre par son expression obtenue dans le premier :

𝑇 = 𝜙(𝑇, 𝑎), avec
𝑑𝜙

𝑑𝑎
=

𝑑�̂�𝑅

�̂�𝑅
= −

(
𝑑𝜂(𝑇)
𝜂

+ 3
𝑑𝑇

𝑇

)
(4.120)

En gardant à l’esprit que �̂�𝑅 (𝑇, 𝜆𝑅, 0) = 𝜆𝑅 et 𝑇 (𝑇, 0) = 𝑇 , on obtient :

�̂�𝑅

𝜆𝑅
=
𝜂(𝑇)
𝜂(𝑇)

𝑇3

𝑇3
=

(
𝑑𝑇

𝑑𝑇

)−1
𝑇3

𝑇3
(4.121)

Dans la suite, on remplacera 𝑎 par 𝛾6 pour conserver la cohérence des différentes notations. Ainsi, la

symétrie d’équivalence de paramètre 𝛾6 et associée au générateur 𝐺6 s’écrit, sous une forme générale :

S6 : 𝑥 = 𝑥, 𝑡 = 𝑡, 𝑇 = 𝜙(𝑇, 𝛾6), �̂� (𝑇) = 𝐸 (𝑇), �̂�𝑅 = 𝜆𝑅

(
𝑇

𝑇

)3 (
𝑑𝑇

𝑑𝑇

)−1

(4.122)

À présent, si on applique cette loi de transformation au modèle théorique (4.71), on obtient :

𝜕�̂�

𝜕𝑡
=

4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
�̂�𝑅𝑇

3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
→ 𝜕𝐸

𝜕𝑡
=

4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[

𝜆𝑅𝑇
3

(
𝑑𝑇

𝑑𝑇

)−1
𝜕𝑇

𝜕𝑥

]

(4.123)

Le changement de variables 𝑇 = 𝜙(𝑇, 𝑎) ne dépendant que de la variable de température 𝑇 et d’un

paramètre 𝑎, on peut écrire :

𝜕𝑇

𝜕𝑥
=
𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑥
(4.124)

Cette relation conduit à la validation de l’invariance de la classe associée à l’équation différentielle (4.71),

puisqu’on retrouve exactement la même structure d’équation et les mêmes dépendances des fonctions

arbitraires après transformation. La loi de transformation 𝜙 peut donc en effet être considérée comme

complètement arbitraire. L’ensemble des générateurs et symétries d’équivalence sont regroupés dans le

Tableau 4.3.

On peut également composer les transformations T1, T2, H3, H4, H5 et S6 aőn d’obtenir la transfor-

mation d’équivalence la plus générale associée à la classe (4.99-4.103) :
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es

sym
étries

d’équivalenceGénérateurs Symétries

𝐺1 =
𝜕
𝜕𝑥

𝑥 = 𝑥 + 𝛾1 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 𝐸 (𝑇) = 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 = 𝜆𝑅

𝐺2 =
𝜕
𝜕𝑡

𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝑡 + 𝛾2 𝑇 = 𝑇 𝐸 (𝑇) = 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 = 𝜆𝑅

𝐺3 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 2𝑡 𝜕
𝜕𝑡

𝑥 = 𝛾3𝑥 𝑡 = 𝛾2
3𝑡 𝑇 = 𝑇 𝐸 (𝑇) = 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 = 𝜆𝑅

𝐺4 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

− 2𝐸 𝜕
𝜕𝐸

𝑥 = 𝛾4𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 𝐸 (𝑇) = 𝛾−2
4 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 = 𝜆𝑅

𝐺5 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥

+ 2𝜆𝑅
𝜕

𝜕𝜆𝑅
𝑥 = 𝛾5𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝑇 𝐸 (𝑇) = 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 = 𝛾2

5𝜆𝑅

𝐺6 = 𝜂(𝑇) 𝜕
𝜕𝑇

+ 𝜆𝑅
(
𝑑𝜂

𝑑𝑇
+ 3 𝜂

𝑇

)
𝜕

𝜕𝜆𝑅
𝑥 = 𝑥 𝑡 = 𝑡 𝑇 = 𝜙(𝑇, 𝑎) 𝐸 (𝑇) = 𝐸 (𝑇) 𝜆𝑅 = 𝜆𝑅

(
𝑇

𝑇

)3 (
𝑑𝑇
𝑑𝑇

)−1

Tableau 4.3 ś Générateurs et symétries d’équivalence de la classe (4.99-4.100).
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𝑥 = 𝛾3𝛾4𝛾5 (𝑥 + 𝛾1)
𝑡 = 𝛾2

3 (𝑡 + 𝛾2)
𝑇 = 𝜙(𝑇, 𝛾6)
�̂� (𝑇) = 𝛾−2

4 𝐸 (𝑇)

�̂�𝑅 (𝑇) = 𝛾2
5𝜆𝑅

(
𝑇

�̂�

)3
𝑑𝑇

𝑑�̂�

(4.125)

Au őnal, on obtient un groupe de transformations à six paramètres 𝛾𝑖 quelle que soit la forme des

fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇). Parmi ces paramètres, 𝛾6 illustre le fait que la transformation sur le champ de

température est complètement arbitraire. Dans le cas général, on dispose donc de trois paramètres libres

supplémentaires par rapport aux symétries classiques regroupées dans le Tableau 4.1.

Dans nos applications, le paramètre de redimensionnement spatial, ici 𝛾3𝛾4𝛾5, est un paramètre qui

sera őxé par les dimensions expérimentales, de même que celui sur la variable temporelle, ici 𝛾2
3 . Ainsi,

on peut redéőnir les différents paramètres de transformations en choisissant 𝑎𝑥 = 𝛾3𝛾4𝛾5 et 𝑎𝑡 = 𝛾2
3 . On

obtient alors la forme suivante pour les transformations (4.125) :




𝑥 = 𝑎𝑥 (𝑥 + 𝛾1)
𝑡 = 𝑎𝑡 (𝑡 + 𝛾2)
𝑇 = 𝜙(𝑇, 𝛾6)
�̂� (𝑇) = 𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥
𝐸 (𝑇)

�̂�𝑅 (𝑇) = 𝛾2
5𝜆𝑅

(
𝑇

�̂�

)3
𝑑𝑇

𝑑�̂�

(4.126)

Ces transformations d’équivalence constituent une généralisation de l’approche classique de la similitude

et leur portée, ainsi que la façon de les appliquer, feront l’objet d’une étude détaillée au chapitre 5.

4.3.3.3 Retrouver les lois d’échelle en invariance globale

Pour illustrer l’utilisation de ce nouveau groupe de symétries, prenons 𝜙(𝑇, 𝛾6) = 𝛾6𝑇 , avec 𝛾6 le

paramètre de la transformation. Dans ce cas, la symétrie S6 donne :

𝑇 = 𝛾6𝑇, �̂�𝑅 (𝑇) = 𝛾2
5𝛾

−4
6 𝜆𝑅 (𝑇) (4.127)

qui n’est autre qu’une symétrie d’homothétie de paramètre 𝛾6 pour le champ de température et de

paramètre 𝛾2
5𝛾

−4
6 pour la fonction arbitraire 𝜆𝑅. Si on reprend l’exemple de lois de puissance pour les

fonctions arbitraires du système initial 𝐸 (𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 , 𝜆𝑅 = 𝜆0𝑇

𝛼, le groupe d’équivalence (4.125) donne

les transformations sur les variables dépendantes 𝑇 , 𝐸 et 𝜆𝑅 sous la forme :

𝑇 = 𝛾6𝑇, �̂� (𝑇) = 𝛾−2
4 𝑒0𝑇

𝛽
= 𝛾−2

4 𝛾
−𝛽
6 𝑒0𝑇

𝛽 , �̂�𝑅 (𝑇) = 𝛾2
5𝛾

−4
6 𝜆0𝑇

𝛼
= 𝛾2

5𝛾
−4−𝛼
6 𝜆0𝑇

𝛼 (4.128)

La relation homothétique entre les champs de température du système initial 𝑇 et transformé 𝑇 őxe donc
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la forme des fonctions arbitraires transformées, pour lesquelles on obtient :

�̂� (𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 , avec 𝑒0 =

𝑒0

𝛾2
4𝛾

𝛽

6

, et �̂�𝑅 (𝑇) = �̂�0𝑇
𝛼, avec �̂�0 =

𝛾2
5𝜆0

𝛾4+𝛼
6

(4.129)

On conserve donc les exposants des fonctions arbitraires 𝛼 et 𝛽, et plus globalement leur structure, de

la même façon que pour les lois d’échelle développées au chapitre 3. Par ailleurs, en restant dans ce cas

de őgure, on peut noter qu’en omettant les symétries de translation (𝛾1 = 𝛾2 = 0), on peut écrire les

symétries (4.125) de la façon suivante :

𝑥 = 𝑎𝑥𝑥, 𝑡 = 𝑎𝑡 𝑡, 𝑇 = 𝑎𝑇𝑇, 𝑒0 = 𝑎𝑒𝑒0, �̂�0 = 𝑎𝜆𝜆0 (4.130)

où ont été volontairement reprises les notations du chapitre 3. On montre que les paramètres de transfor-

mation 𝑎𝑖 (où 𝑖 correspond au nom de la variable transformée) sont liés aux paramètres 𝛾 𝑗 de la façon

suivante :

𝛾3 = 𝑎
1/2
𝑡 , 𝛾4 = 𝑎

1/2
𝑒 𝑎

𝛽/2
𝑇
, 𝛾5 = 𝑎

1/2
𝜆
𝑎
(4+𝛼)/2
𝑇

, 𝛾6 = 𝑎𝑇 (4.131)

On a donc introduit cinq paramètres 𝑎𝑖 associés aux cinq variables de l’espace étendu (4.75) étudié.

Cependant, on ne dispose que de quatre paramètres libres 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5 et 𝛾6 associés aux transformations

(4.125). Cela implique l’existence d’une contrainte sur les paramètres 𝑎𝑖 . On peut ainsi réécrire les

symétries d’équivalence (4.125) sous la forme de lois d’échelles à quatre paramètres libres que l’on

désigne arbitrairement comme étant 𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 , 𝑎𝑇 et 𝑎𝜆. En utilisant la relation 𝑎𝑥 = 𝛾3𝛾4𝛾5, on obtient

alors :

𝑥

𝑥
= 𝑎𝑥 ,

𝑡

𝑡
= 𝑎𝑡 ,

𝑇

𝑇
= 𝑎𝑇 ,

�̂�0

𝜆0
= 𝑎𝜆 ⇒ 𝑒0

𝑒0
=

𝑎𝑡𝑎𝜆

𝑎2
𝑥𝑎

𝛽−(4+𝛼)
𝑇

(4.132)

qui ne sont autres que les lois d’échelle pour les ondes radiatives caractérisées par R ≫ 1 et R̂ ≫ 1, en

invariance globale. Le même raisonnement peut être mené dans le cas de régimes extrêmement radiatifs

(R ≤ 1, R̂ ≤ 1), où les fonctions arbitraires des deux systèmes s’écrivent à présent :

𝐸 (𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 + 𝑎𝑅𝑇4, 𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇

𝛼, �̂� (𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 + 𝑎𝑅𝑇4, �̂�𝑅 (𝑇) = �̂�0𝑇

𝛼 (4.133)

Si l’on reprend les notations déőnies dans l’équation (4.130), on a à présent des contraintes différentes

sur les paramètres 𝑎𝑖 , décrites par les relations :

𝛾3 = 𝑎
1/2
𝑡 , 𝛾4 = 𝑎4

𝑇 = 𝑎𝑒𝑎
𝛽

𝑇
, 𝛾5 = 𝑎

1/2
𝜆
𝑎
(4+𝛼)/2
𝑇

, 𝛾6 = 𝑎𝑇 (4.134)

La seule contrainte supplémentaire est donc imposée au paramètre 𝛾4 qui est le coefficient de proportion-

nalité entre les répartitions de densités d’énergie �̂� (𝑇) et 𝐸 (𝑇). On obtient ainsi des lois d’échelle à trois

paramètres libres que l’on désigne comme étant 𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 et 𝑎𝑇 . On a alors :
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𝑥

𝑥
= 𝑎𝑥 ,

𝑡

𝑡
= 𝑎𝑡 ,

𝑇

𝑇
= 𝑎𝑇 ⇒ 𝑒0

𝑒0
= 𝑎

4−𝛽
𝑇

,
�̂�0

𝜆0
=

𝑎2
𝑥

𝑎𝑡𝑎
𝛼
𝑇

(4.135)

qui ne sont autres que les lois d’échelle pour les ondes radiatives caractérisées par R ≤ 1 et R̂ ≤ 1, en

invariance globale (3.11). En ce sens, les symétries d’équivalence (4.125) constituent une généralisation

des concepts d’invariance globale, et des lois d’échelle en découlant.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode permettant de répondre aux attentes posées au

chapitre 3. Rappelons que l’on cherchait à obtenir des transformations permettant de briser les contraintes

strictes imposées par la similitude sur les ondes radiatives supersoniques. En s’appuyant sur les concepts

de symétries de Lie dans leur forme classique et dans le cadre de l’analyse d’équivalence, nous avons

réussi à obtenir un ensemble de transformations généralisant les lois d’échelle de l’invariance globale. De

plus, ces outils ont permis de mieux appréhender la structure du modèle théorique étudié, mais également

de caractériser l’invariance de celui-ci. Nous disposons donc à présent d’un ensemble de transformations

conservant la structure du modèle théorique tout en modiőant les différentes variables y apparaissant. En

particulier, il est maintenant possible de modiőer les dépendances des fonctions arbitraires 𝐸 et 𝜆𝑅 des

deux systèmes, liant ainsi des systèmes aux échelles, régimes et propriétés physiques éloignés.

Les symétries d’équivalence s’imposent donc comme la solution à la problématique posée en début

de chapitre. Cependant, elles ne constituent pour autant pas une extension systématique des concepts

de similitude pour tout phénomène physique. De plus, l’étude de l’invariance d’une classe d’équations

a permis de prendre en compte la modiőcation des éléments arbitraires y apparaissant, mais pas du

modèle théorique associé. En particulier, la forme de l’équation différentielle (4.26) est conservée par

les nouvelles transformations obtenues. Il est alors légitime de se poser la question de l’existence de

concepts plus généraux permettant de prendre en compte la modiőcation de ces structures différentielles.

Ces nouvelles approches, basées sur des transformations d’analogie, trouveraient leur source dans les

théories dites de mapping [Bluman et al., 2010], sur lesquelles nous reviendrons dans les perspectives

de ces travaux. Dans la suite, nous appliquerons les symétries d’équivalence développés au sein de ce

chapitre au modèle physique étudié, aőn de proposer une nouvelle classe d’expériences d’astrophysique

de laboratoire basées sur le concept de ressemblance.
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5.1 Introduction

Nous disposons à présent d’un ensemble de transformations permettant de lier explicitement des

systèmes aux propriétés microscopiques fondamentalement différentes et évoluant dans différents régimes

radiatifs. Ces symétries d’équivalence permettent théoriquement d’augmenter le nombre de degrés de

liberté initialement permis par les transformations de similitude. Elles s’inscrivent dans la catégorie des

transformations de ressemblance, concept introduit au chapitre 3. L’application de ce nouveau type de

transformations requiert une attention particulière sur la façon dont les fonctions arbitraires sont modiőées,

ce qui constitue leur intérêt principal. En effet, les possibilités mathématiques offertes par l’équivalence

sont limitées par la physique complexe de l’interaction entre un rayonnement X intense et un matériau de

laboratoire dont les propriétés fondamentales sont contenues dans les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇).
Dans ce chapitre, l’objectif est d’interpréter la physique contenue dans les transformations présentées

au chapitre 4. Plus précisément, nous cherchons à caractériser les possibilités d’application de ces

transformations ainsi que leur effet sur la physique des systèmes étudiés. Dans ce sens, une analyse des

quantités conservées par cette approche permettra d’en obtenir une première vision globale. Quelques

exemples théoriques et numériques parcourant les différentes possibilités offertes par l’équivalence seront

présentés. Pour őnir, un premier modèle de système de laboratoire dont le milieu de propagation est un

matériau réel sera présenté.

5.2 La physique des transformations d’équivalence

Les symétries d’équivalence obtenues au chapitre précédent prennent la forme générale donnée par

l’équation (4.126). Dans la suite de ce chapitre, nous simpliőerons l’écriture des transformations en őxant

les coefficients des translations spatiale et temporelle à 𝛾1 = 𝛾2 = 0. On obtient alors des symétries

d’équivalence prenant la forme suivante :




𝑥 = 𝑎𝑥𝑥

𝑡 = 𝑎𝑡 𝑡

𝑇 = 𝜙(𝑇, 𝛾6)
�̂� (𝑇) = 𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥
𝐸 (𝑇)

�̂�𝑅 (𝑇) = 𝛾2
5𝜆𝑅

(
𝑇

�̂�

)3
𝑑𝑇

𝑑�̂�

(5.1)

où 𝜙, rappelons-le, représente la transformation de paramètre 𝛾6, supposée libre, sur le champ de tempé-

rature. Nous utiliserons désormais ces relations (5.1) dans toute la suite du manuscrit, lorsqu’on se réfère

aux symétries d’équivalence du modèle théorique d’ondes radiatives :

𝜕𝐸 (𝑇)
𝜕𝑡

=
4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
(5.2)

où l’on rappelle que la fonction 𝐸 (𝑇) prend la forme générale 𝐸 (𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 + 𝑎𝑅𝑇4. De manière

générale, l’objectif de ce chapitre est de développer des modèles de laboratoire équivalents au système
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astrophysique décrit et étudié au chapitre 2. En faisant cela, nous lierons non plus seulement les échelles

astrophysique et du laboratoire, mais également des comportements de matériaux et régimes physiques

différents. Les simulations que nous présenterons sont menées à l’aide du code RAMSES-RT pour

l’échelle astrophysique et du code FCI2 pour l’échelle du laboratoire. L’approche générale proposée par

l’équivalence est résumée sur la Figure 32.

Système astrophysique Système de laboratoire

TS(t) TS(t)^ ^

ρ0, T0

ρ0 cv T + aR T4, λTh

L, t

ρ0, T0

ρ0 e(T), λR(T)

L, t^ ^

^ ^^^^

^ ^

^ ^^

Équivalence entre les systèmes :
régimes physiques, échelles, et propriétés des milieux

Bo ≈ 10-4, R ≈ 10-1 Bo ≈ 10-2, R ≈ 10 ^^

Disque fin

L = 109-1010 cm >> H

H = 107-108 cm

Régions internes

L <= quelques 107 cm

ρ0 (x,0)

T0 (x,0)

Système modélisé

TS (0,t)

Gaz parfait

Hydrogène ionisé

Opacité Thomson

SX1

Figure 32 ś Schéma d’application de l’équivalence pour les exemples du chapitre.

L’objectif est donc de lier les systèmes astrophysiques étudiés dans le chapitre 2, évoluant dans des

régimes extrêmement radiatifs (Bo ≪ 1, R ≤ 1) à des systèmes réalisables à l’échelle du laboratoire

pour lesquels les régimes sont faiblement radiatifs (B̂o ≪ 1, R̂ ≫ 1). Les transformations d’équivalence

permettent de plus de modiőer les propriétés internes des milieux, ce qui nous permet de lier des

environnements dont les lois d’état 𝜌0𝑐𝑣𝑇 , �̂�0𝑒 et les lois d’opacités𝜆𝑇ℎ, �̂�𝑅 sont profondément différentes.

Notons que les échelles spatio-temporelles des deux systèmes sont très éloignées et seront donc également

transformées, de la même manière que pour les lois d’échelle du chapitre 3, par l’action d’homothéties.

5.2.1 Analyse des transformations

Les transformations (5.1) font intervenir quatre paramètres libres choisis comme étant 𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 , 𝛾5,

et 𝛾6. Ces symétries agissent sur un espace étendu de cinq variables : la variable spatiale 𝑥, la variable

temporelle 𝑡, le champ de température 𝑇 (𝑥, 𝑡), la loi de répartition de densité d’énergie 𝐸 (𝑇) et le libre

parcours moyen 𝜆𝑅 (𝑇). Dans la formulation (5.1), c’est donc le paramètre de transformation 𝑎𝑡𝛾2
5/𝑎𝑥
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sur la fonction 𝐸 (𝑇) qui est contraint. Nous avons vu dans le chapitre 4 qu’il était possible de modiőer

cela en őxant par exemple le coefficient 𝑎𝑥 en fonction d’autres paramètres libres. Autrement dit, chaque

paramètre de transformation peut être redéőni pour devenir un paramètre libre, ce qui conduit à őxer

les autres paramètres. De manière générale, il existe un ensemble de formulations où les paramètres

libres peuvent être associés à n’importe quel ensemble de cinq variables de l’espace étendu. Le choix des

variables disposant de paramètres libres est donc purement arbitraire.

Si l’on s’intéresse un peu plus en détails à l’action de ces transformations sur les différentes variables du

modèle, on s’aperçoit tout d’abord que les variables spatiale et temporelle ne subissent qu’une homothétie.

Ce genre de comportements, typique des lois d’échelles, ne présente aucune particularité supplémentaire

par rapport à celles-ci. On notera que dans le cas où 𝑎𝑥 = 𝑎𝑡 = 1, la position du front radiatif est conservée

à chaque instant, et, par conséquent, la vitesse de l’onde l’est également. Sur le champ de température,

l’action des transformations (5.1) est très différente. En effet, la fonction 𝜙 étant arbitraire, il existe a

priori une inőnité de lois de transformation pour la variable 𝑇 .

Les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) représentent, dans le cas du modèle d’ondes radiatives, des entités phy-

siques très particulières. En ce sens, leur signiőcation physique inŕue sur leurs valeurs (données tabulées

ou modélisations analytiques). La façon dont se transforment ces fonctions n’est donc pas totalement

libre. En effet, ces considérations vont introduire des contraintes supplémentaires dans l’application des

symétries (5.1), comme nous le verrons dans la suite.

L’application des symétries (5.1) conduit à une homothétie de paramètre 𝑎𝑡𝛾2
5/𝑎2

𝑥 sur la variable

𝐸 (𝑇), introduisant une relation de proportionnalité entre les fonctions �̂� (𝑇) et 𝐸 (𝑇), malgré leurs

structures possiblement différentes. En particulier, notons qu’il est possible de lier des systèmes dans

lesquels l’énergie radiative peut être, d’un côté, prépondérante (𝑅 < 1), et de l’autre, négligeable (R̂ > 1).

De la même façon, rendre possible une modiőcation de la fonction 𝜆𝑅 (𝑇), et donc de la loi d’opacité

d’un système, permet de changer la façon dont le rayonnement se propage dans un milieu. L’action des

symétries (5.1) conduit à une homothétie associée à une transformation plus générale directement liée

à celle sur le champ de température. La liberté apparente de la transformation sur la variable 𝑇 amène

donc la possibilité de modiőer de façon arbitraire la fonction 𝜆𝑅 (𝑇). Pour illustrer cela, notons qu’un

libre parcours moyen constant à l’échelle astrophysique peut ainsi devenir une fonction dépendante de la

température à l’échelle du laboratoire, résolvant ainsi une des plus grandes contraintes des transformations

de similitude.

Nous voyons que les symétries d’équivalence des ondes radiatives permettent théoriquement l’exis-

tence d’une grande variété de systèmes équivalents. Cependant, il existe, en plus de la nature physique

des fonctions arbitraires 𝐸 et 𝜆𝑅, un facteur contraignant ces transformations. C’est la façon dont sont

modiőées les conditions initiales 𝑇0, 𝑇0 et aux limites 𝑇𝑆 (𝑡), 𝑇𝑆 (𝑡) entre les deux systèmes qui va imposer

des contraintes supplémentaires sur les transformations d’équivalence.

5.2.2 De nouveaux invariants

On rappelle que les symétries d’équivalence (5.1) peuvent, dans un cas très particulier, se rapporter

aux lois d’échelle obtenues au chapitre 3 à l’aide du concept d’invariance globale. En ce sens, elles
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généralisent cette approche, en permettant de modiőer de manière plus large les variables 𝑇 , 𝐸 (𝑇) et

𝜆𝑅 (𝑇). Cette généralisation se matérialise à travers les nombres sans dimension et invariants associés

aux symétries d’équivalence. Pour illustrer cela, reprenons les symétries (5.1) où on utilise la relation

suivante :

𝑑𝑇

𝑑𝑇
=
𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥

𝐸𝑇

�̂��̂�

(5.3)

On peut alors obtenir, en introduisant cette équation dans la transformation sur le libre parcours moyen

présente dans les symétries (5.1), la relation suivante :

𝐼 =
�̂�𝑅 (𝑇)𝑇3

�̂��̂�

𝑡

𝑥2
=
𝜆𝑅𝑇

3

𝐸𝑇

𝑡

𝑥2
(5.4)

Le paramètre I est donc l’invariant associé aux symétries d’équivalence des ondes radiatives. En outre,

lors du développement des lois d’échelle (3.8) associées au modèle d’ondes radiatives supersoniques

(5.2), on a pu constater que l’application de ces transformations conduisait à la conservation de deux

nombres sans dimension :

𝐼1 =
𝜌0𝑒(𝑇)
F𝑟𝑎𝑑 (𝑇)

𝑥

𝑡
et 𝐼2 = 𝑅 =

𝜌0𝑒(𝑇)
E𝑟𝑎𝑑 (𝑇)

(5.5)

L’application des symétries d’équivalence (5.1) permet ainsi de réunir ces deux quantités sous la forme

d’un nouveau paramètre adimensionné, noté Π et déőni par :

Π = 𝐼1

(
1 + 1

𝑅

)
(5.6)

Cette grandeur Π doit être conservée aőn de pouvoir appliquer les symétries d’équivalence (5.1). Ce

nombre sans dimension est donc plus général que les nombres sans dimension conservés par la similitude,

puisque l’on doit conserver une combinaison de 𝐼1 et R et non leur valeur.

5.3 Exemples d’application

5.3.1 Détails sur l’utilisation des transformations

En observant les transformations (5.1), on constate que la possibilité de őxer les fonctions 𝐸 (𝑇) et

𝜆𝑅 (𝑇) est conditionnée par la forme de transformation sur le champ de température 𝑇 . Si l’on souhaite

őxer une des fonctions 𝐸 (𝑇) ou 𝜆𝑅 (𝑇) pour les systèmes de départ et d’arrivée, c’est le champ de

température qui sera lui même őxé, ainsi que l’autre fonction laissée libre. Ces trois variables 𝑇 , 𝐸 (𝑇),
et 𝜆𝑅 (𝑇) voient donc leurs lois de transformation être couplées entre elles. Aőn de mieux appréhender

cette particularité, examinons les différents cas auxquels nous pouvons être confrontés.

Une première situation est celle que l’on a rencontrée dans la dernière section du chapitre 4. Dans

ce cas, on a őxé les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) du système initial, et, sans faire d’hypothèse sur la forme

de ces fonctions pour le système transformé, on a réclamé une forme de transformation pour le champ
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de température. Nous avons appliqué ceci au cas d’une transformation homothétique, ce qui a conduit à

des fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇) aux structures similaires de celle du système de départ. Cependant, cette

application reste valable quelque soit le choix de transformation 𝜙(𝑇, 𝛾6), conduisant théoriquement à

une inőnité de possibilités pour les fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇). Ce premier exemple correspond donc au cas

où on őxe arbitrairement la forme de la transformation du champ de température. Dans ce cas particulier,

on peut résumer l’action des symétries d’équivalence sous la forme suivante :

[𝐸 (𝑇), 𝜆𝑅 (𝑇), 𝜙(𝑇, 𝛾6)] choisies ⇒
[
�̂� (𝑇), �̂�𝑅 (𝑇)

]
őxées par l’équivalence (5.7)

Dans cette approche, les fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇) sont őxées, contraignant ainsi la nature du milieu

équivalent. Pour contourner les contraintes pesant sur ces fonctions, il est possible de les őxer au préalable,

déplaçant ainsi la contrainte sur la forme de la transformation du champ de température 𝜙.

Une seconde situation apparaît où nous prenons, en plus du système initial, une répartition de densité

d’énergie �̂� (𝑇) connue. En laboratoire, on sait que la densité d’énergie radiative sera en effet négligeable,

et donc que la fonction �̂� (𝑇) ne peut pas prendre n’importe quelle forme, ce qui va donc imposer des

contraintes. Dans ce cas, la transformation sur le champ de température est obligatoirement őxée par la

relation homothétique entre les répartitions de densité d’énergie 𝐸 (𝑇) et �̂� (𝑇) provenant des symétries

d’équivalence (5.1). Par conséquent, la fonction �̂�𝑅 (𝑇) est contrainte par le reste des relations (5.1). Dans

ce cas particulier, on peut résumer l’action des symétries d’équivalence sous la forme suivante :

[
𝐸 (𝑇), 𝜆𝑅 (𝑇), �̂� (𝑇)

]
choisies ⇒

[
𝜙(𝑇, 𝛾6), �̂�𝑅 (𝑇)

]
őxées par l’équivalence (5.8)

Nous avons contourné une limitation de l’approche précédente. En effet, on peut à présent considérer que

c’est la physique des milieux considérés qui őxe la forme mathématique des symétries d’équivalence.

Notons qu’il n’est cependant pas possible de őxer complètement le système équivalent déterminé par la

connaissance des fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇).
La dernière situation que nous voyons apparaître est donc celle où l’on connaît, en plus du système

initial, l’évolution du libre parcours moyen �̂�𝑅 (𝑇) du système équivalent. En laboratoire, ces fonctions

sont croissantes avec la température, imposant ainsi des contraintes physiques sur les transformations

(5.1). Dans ce cas, la transformation sur le champ de température est obtenue indirectement à l’aide de

l’intégration de la relation entre les libres parcours moyens 𝜆𝑅 (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇) provenant des symétries

d’équivalence (5.1). Par conséquent, la fonction �̂� (𝑇) est contrainte par la relation homothétique entre

les répartitions de densité d’énergie. Dans ce cas particulier, on peut résumer l’action des symétries

d’équivalence sous la forme suivante :

[
𝐸 (𝑇), 𝜆𝑅 (𝑇), �̂�𝑅 (𝑇)

]
choisies ⇒

[
𝜙(𝑇, 𝛾6), �̂� (𝑇)

]
őxées par l’équivalence (5.9)

Dans n’importe laquelle de ces approches, une homothétie en espace et en temps est de plus possible.
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Les applications recherchées concernent la mise en correspondance de systèmes complètement déőnis

en termes de 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) entre les échelles astrophysique et du laboratoire. Ainsi, dans la suite, on ne

considère que les situations représentées par les relations (5.8) et (5.9), où la physique des milieux, et donc

la forme des fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇), guide la forme des transformations d’équivalence. De manière

générale, on cherche ainsi à construire un lien explicite entre un système initial décrit par les fonctions

𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) et un système transformé, décrit par les fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇), comme présenté sur la

Figure 32.

5.3.2 Équivalence en régime peu radiatif

Aőn d’illustrer les concepts d’équivalence, considérons tout d’abord le cas de deux systèmes dans

lesquels la densité d’énergie radiative 𝑎𝑅𝑇4 est négligeable devant la densité d’énergie interne 𝜌𝑒 (𝑅 ≫ 1).

Nous faisons l’hypothèse que ces densités d’énergie interne peuvent s’écrire sous la forme d’une loi de

puissance de la température :

𝐸 (𝑇) = 𝑒0𝑇
𝛽 , �̂� (𝑇) = 𝑒0𝑇

𝛽 (5.10)

où 𝑒0, 𝛽, 𝑒0 et 𝛽 sont des paramètres constants. De la même façon, on suppose que les lois de libre parcours

moyen des deux systèmes peuvent s’écrire sous la forme d’une loi de puissance de la température :

𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇
𝛼, �̂�𝑅 (𝑇) = �̂�0𝑇

�̂� (5.11)

où 𝜆0, 𝛼, �̂�0 et �̂� sont des paramètres constants. L’application des symétries d’équivalence (5.1), sous les

hypothèses (5.10-5.11), permet d’obtenir une loi de transformation de la température sous deux formes

distinctes selon le choix que l’on effectue.

Si on considère la relation de proportionnalité entre les densités d’énergie interne des deux systèmes

en se plaçant dans la situation (5.8), on obtient :

𝑇 =

[
𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥

𝑒0

𝑒0

] 1
�̂�

𝑇
1
𝛾6 , avec 𝛾6 =

𝛽

𝛽
(5.12)

Cette relation fait partie d’une solution particulière des transformations d’équivalence (5.1). Cependant,

nous nous focaliserons plus particulièrement sur la situation (5.9), où la loi de transformation sur les

libres parcours moyens permet d’obtenir :

𝑇 =

[
𝛾2

5𝛾6

(
𝜆0

�̂�0

)] 1
4+�̂�
𝑇

1
𝛾6 , avec 𝛾6 =

4 + �̂�
4 + 𝛼 (5.13)

Dans ces deux cas, la loi de transformation 𝜙(𝑇, 𝛾6) est őxée par la physique des milieux, que ce soit �̂� (𝑇)
ou �̂�𝑅 (𝑇). En faisant le choix arbitraire de őxer �̂�𝑅 (𝑇), on montre que les transformations d’équivalence

peuvent s’écrire sous la forme de lois d’échelle généralisées à cinq paramètres libres :
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𝑥

𝑥
= 𝑎𝑥 ,

𝑡

𝑡
= 𝑎𝑡 ,

�̂�0

𝜆0
= 𝑎𝜆,

4 + �̂�
4 + 𝛼 = 𝛾6,

√√
𝑇4+�̂�
𝑅

𝑇4+𝛼
𝑅

1

𝛾6𝑎𝜆
= 𝛾5 (5.14)

Comme nous pouvons le constater, le choix d’une loi �̂�𝑅 (𝑇) őxe 𝑎𝜆 et 𝛾6, tandis que 𝑎𝑥 et 𝑎𝑡 sont őxés

par les dimensions spatiales et temporelles du système transformé. Le paramètre 𝛾5 peut lui s’écrire, en

considérant la relation (5.11), en fonction des paramètres 𝛾6 et 𝑎𝜆, ainsi que des températures maximales

𝑇𝑅 et 𝑇𝑅 des systèmes étudiés. Notons que ce choix est purement arbitraire, et peut être effectué pour

différentes valeurs de températures. En pratique, ce choix permet de limiter la température maximale

requise par l’équivalence, aux températures communément atteintes à l’échelle du laboratoire. On obtient

alors les lois d’échelles généralisées :

𝑒0

𝑒0
= 𝛾

2( 1
𝜖
−1)

5

𝑎𝑡𝑎
1
𝜖

𝜆

𝑎2
𝑥

,
𝛽

𝛽
= 𝛾6, 𝑇 =

[
𝛾2

5𝛾6

𝑎𝜆

] 1
4+�̂�

𝑇
1
𝛾6 , 𝜖 =

𝛽

4 + 𝛼 =
𝛽

4 + �̂� (5.15)

où la variable 𝜖 = 𝛽/(4 + 𝛼) correspond au paramètre déőni par Hammer et Rosen [2003] caractérisant la

raideur du front radiatif. On parle ici de loi d’échelle généralisée dans le sens où la loi de transformation

consiste seulement en partie à un redimensionnement des différents paramètres du système. En effet,

pour le champ de température, les transformations prennent une forme plus générale qu’une simple

homothétie, donnée par la relation (5.13). Il est donc possible d’appliquer ces transformations à des

systèmes respectant les hypothèses (5.10-5.11).

Considérons un milieu initial pris à l’échelle du laboratoire 1 se comportant comme un gaz parfait

(𝜌𝑒(𝑇) = 𝜌0𝑐𝑣𝑇) en limite Thomson (𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0). On choisit une densité 𝜌0 = 0.1 g.cm−3, et on décide

de őxer un libre parcours moyen à 𝜆0 = 10−2 cm. On s’attend à observer la propagation d’une onde

radiative sur une échelle spatiale 𝐿 = 0.2 cm et temporelle 𝑡 = 10−8 s. En terme de conditions aux limites,

on considère un sursaut de type Norris donné par la relation (2.3) et redimensionné aux conditions de

laboratoire. Celui-ci est décrit ici par les paramètres suivants :

𝑇𝑝 = 1 keV, 𝜏1 = 10−7 s, 𝜏2 = 1.5 × 10−7 s, 𝑡0 = −0.09 × 10−7 s (5.16)

Sur l’intervalle temporel considéré, la température maximale est 𝑇𝑅 = 400 eV à 10 ns. Le nombre de

Mihalas dans cette situation est estimé à R ≃ 50. Enőn, le milieu est initialement pris à une température

de 𝑇0 = 1 eV.

On choisit de considérer un système d’arrivée où l’on conserve exactement les positions et vitesses du

front à tout temps, impliquant ainsi 𝑎𝑥 = 𝑎𝑡 = 1. On choisit également de őxer les paramètres suivants :

�̂�0 = 10−1 g.cm−3, �̂�0 ≃ 2.82 × 10−28 cm.K− �̂�, �̂� = 4, 𝑇𝑅 = 250 eV (5.17)

Notons que le paramètre �̂� a été choisi de manière à présenter un cas particulièrement éloigné de la

limite Thomson (𝛼 = 0) du système initial. De cette manière, nous pouvons illustrer les transformations

1. Notons ainsi que, dans cet exemple, les variables notées sans chapeau concernent également un milieu pris à l’échelle du
laboratoire, et qui n’a valeur que d’exemple ici. Les transformations d’équivalence peuvent en effet se faire entre deux échelles
spatiales et temporelles identiques.
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d’équivalence pour des écarts conséquents en termes de propriétés de matériaux. L’application des

transformations (5.14-5.15) permet d’obtenir les contraintes d’équivalence à respecter dans ce cas, qui

s’écrivent :

𝑒0 ≃ 3.72 × 103 erg.cm−3.K−𝛽 , 𝛽 = 2, R̂ ≃ 5.8 × 104 ≫ 1, 𝑇0 ≃ 7𝑒𝑉 (5.18)

On obtient bien un système équivalent dans un régime similaire R̂ ≫ 1, où les exposants �̂� et 𝛽 des

fonctions déterminant la nature du milieu transformé ont pu être fortement modiőés. On représente sur la

Figure 33 les fonctions �̂�0𝑒(𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇) du système transformé, où l’on a également rappelé les différents

paramètres des deux systèmes équivalents dans le tableau de droite.

Figure 33 ś À gauche, fonctions �̂�0𝑒(𝑇) (en pointillés, őxée par l’équivalence) et �̂�𝑅 (𝑇) (en traits
pleins, choisie arbitrairement) du système transformé. À droite, tableau des paramètres d’application de
l’équivalence.

Cette densité d’énergie interne et ce libre parcours moyen ont permis de construire un matériau

théorique équivalent au système initial. Dans ce matériau, les ondes supersoniques radiatives se propagent

à la même vitesse (𝑎𝑥 = 𝑎𝑡 = 1) que dans le système initial. Après application des transformations (5.14-

5.15), les proőls de température se superposent, comme illustré sur la Figure 34.

L’équivalence est parfaitement vériőée sur les 10 ns de simulations. Les échelles spatiales et temporelles

sont bien conservées pour les deux systèmes, malgré des propriétés microscopiques très différentes. Les

nombres de Boltzmann des deux systèmes ne sont pas identiques, mais inférieurs à l’unité, tandis que le

nombre de Mihalas du système transformé est cent fois supérieur à celui du système initial. On rappelle

que les systèmes sont tous deux en régimes faiblement radiatifs (R, R̂ ≫ 1). Enőn, on peut voir que

les différences dans les températures sources 𝑇𝑆 (𝑡) et 𝑇𝑆 (𝑡) sont bien effacées lors de l’application de

l’équivalence. On constate que les concepts d’équivalence permettent de lier deux systèmes de laboratoire

dont les propriétés de matériaux diffèrent fortement (𝛼 = 0 ≠ �̂� = 4 et 𝛽 = 1 ≠ 𝛽 = 2). De plus, les
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Figure 34 ś Les őgures 𝑎 et 𝑏) présentent respectivement les simulations RAMSES-RT du système initial
et FCI2 du système équivalent. La superposition des proőls spatiaux de température du système de base
et du système équivalent transformé après application des symétries d’équivalence (5.1) est présentée en
Figure 𝑐).

régimes physiques des deux systèmes étudiés (Bo, B̂o ≪ 1 et R, R̂ ≫ 1) permettent d’envisager une

validation expérimentale de cette nouvelle approche de similitude généralisée.

5.3.3 Équivalence en régime extrêmement radiatif

5.3.3.1 Imposer les répartitions d’énergie

Une particularité des transformations d’équivalence est de pouvoir modiőer les répartitions d’énergie

entre le rayonnement et la matière, et pas seulement les formes de densités d’énergie interne comme on l’a

vu dans l’exemple précédent. Cela permet de passer d’un régime extrêmement radiatif typique de notre

cas astrophysique (R ≤ 1) à un régime faiblement radiatif (R̂ ≫ 1) obtenu lors d’expériences réalisées en

laboratoire. Dans ce cas, les répartitions de densité d’énergie des systèmes initial et transformé prennent

les formes suivantes :

𝐸 (𝑇) = 𝜌0𝑒(𝑇) + 𝑎𝑅𝑇4, �̂� (𝑇) = �̂�0𝑒(𝑇) (5.19)

Si on considère notre système astrophysique de base, on connaît la fonction d’énergie interne 𝑒(𝑇) = 𝑐𝑣𝑇

122



5.3. Exemples d’application

ainsi que le libre parcours moyen 𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0. On décide de se placer dans le cas d’un milieu à la densité

𝜌0 = 10−4 g.cm−3 et température initiale 𝑇0 = 1 eV. La condition aux limites est déőnie comme étant

un sursaut de Norris dont les paramètres sont donnés par la relation (2.33). La température maximale

atteinte sur l’intervalle temporel étudié de 0.05 s est de 𝑇𝑅 = 250 eV.

À présent, on cherche à créer un matériau théorique permettant d’obtenir une onde radiative équiva-

lente en laboratoire, pour un régime radiatif déőni par un nombre de Mihalas accessible à cette échelle :

R̂ ≫ 1. On suppose dans un premier temps que la loi de densité d’énergie interne �̂�0𝑒(𝑇) de ce matériau

est connue. On se place alors dans le cadre de l’application (5.8) de l’équivalence. En supposant que

cette fonction �̂� (𝑇) puisse se mettre sous la forme d’une loi de puissance (5.10) sur les intervalles de

température considérés, on obtient la loi de transformation sur le champ de température suivante :

𝑇 =

(
𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥

1

𝑒0

) 1
�̂� [
𝜌0𝑐𝑣𝑇 + 𝑎𝑅𝑇4

] 1
�̂� (5.20)

Cette relation étant őxée, cela permet d’obtenir la contrainte sur le libre parcours moyen du système

équivalent, que l’on écrit sous la forme :

�̂�𝑅 (𝑇) = 𝛾2
5𝜆0𝛽𝑇

3

(
𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥

1
�̂�0

[
𝜌0𝑐𝑣𝑇 + 𝑎𝑅𝑇4

] )1− 4
�̂�

(
𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥

1
�̂�0

[
𝜌0𝑐𝑣 + 4𝑎𝑅𝑇3

] ) (5.21)

On constate qu’il existe une forme explicite pour �̂�𝑅 (𝑇), ce qui n’est pas le cas pour �̂�𝑅 (𝑇). En effet, la

relation entre les champs de température (5.20) n’est plus aussi directe qu’auparavant, dans le sens où on

considère l’énergie radiative dans le système initial. La détermination analytique de la fonction �̂�𝑅 (𝑇)
nécessiterait de pouvoir inverser la relation (5.20) pour toute valeur de 𝛽.

Premièrement, on considère que l’on travaille à une échelle typique de laboratoire, discutée au chapitre

3, et décrite par �̂� = 0.2 cm et 𝑡 = 10 ns. Ces choix őxent les paramètres 𝑎𝑥 = 2 × 10−8 et 𝑎𝑡 = 2 × 10−7.

Ensuite, on choisit de considérer des caractéristiques de matériaux typiques de laboratoire :

�̂�0 = 0.04 g.cm−3, 𝑒0 = 1.2 × 104 erg.cm−3.K−𝛽 , 𝛽 = 1.4, 𝑇𝑅 = 250 eV (5.22)

On note que ces paramètres appartiennent à l’intervalle de données approchées par Cohen et al. [2020].

Ce choix particulier permet d’obtenir, à l’échelle du laboratoire, un régime physique décrit par un nombre

de Mihalas R̂ ≃ 25 ≫ 1. L’application des symétries d’équivalence (5.1) permet de développer les

contraintes à respecter sur les différents paramètres restants, à savoir �̂�𝑅 (𝑇) et 𝑇0. Aőn d’écrire une

relation explicite pour �̂�𝑅 (𝑇), nécessaire pour les simulations, on peut approximer la fonction déőnie par

(5.21) sur l’intervalle de température considéré (0 → 250 eV) par l’équation suivante :

�̂�𝑅 (𝑇) ≃
2.493 × 10−5𝑇5 − 0.03626𝑇4 + 29.11𝑇3 + 2620 × 103𝑇2 − 5115𝑇 + 3953

𝑇5 − 32.39𝑇4 + 3916𝑇3 − 1.337 × 105𝑇2 + 3.273 × 106𝑇 − 3.773 × 104
(5.23)
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Cette formule permet d’être extrêmement précis sur l’application de l’équivalence (coefficient de corré-

lation 𝑟2 ≃ 0.999). On représente sur la Figure 35 les fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇) du système transformé,

avec l’approximation décrite par la relation (5.23).

Figure 35 ś À gauche, fonctions �̂� (𝑇) (en traits pleins, choisie arbitrairement) et �̂�𝑅 (𝑇) (en pointillés,
őxée par l’équivalence) du système transformé. À droite, tableau des paramètres d’application de l’équi-
valence.

On constate que la variation de densité d’énergie interne est bien croissante avec la température, ce

qui n’est pas le cas du libre-parcours moyen �̂�𝑅 (𝑇) sur tout l’intervalle de températures, allant de 1 eV

à 50 eV. En effet, nous pouvons voir que cette fonction est décroissante pour des températures au-delà

de 40 eV, ce qui est un comportement contraire aux propriétés des matériaux typiques de laboratoire.

Cette forme de libre parcours moyen est imposée par l’équivalence pour contrebalancer le changement

de régime physique entre l’échelle astrophysique et l’échelle du laboratoire. Notons cependant que la

forme analytique (5.23) correspond parfaitement à la fonction attendue, obtenue numériquement à l’aide

du code EQUIV_OK 2.

Bien que la forme de libre parcours moyen du système de laboratoire ne soit pas représentative de

la physique à cette échelle, observons si les transformations d’équivalence permettent bel et bien de lier

les deux systèmes étudiés malgré leurs différences d’échelles, régimes, et propriétés microscopiques.

Après application des transformations (5.14-5.15), la simulation du système astrophysique correspond

exactement à celle du système équivalent en laboratoire, comme illustré sur la Figure 36.

On obtient des proőls de température extrêmement différents de ceux qu’on avait l’habitude de voir

en terme de concavité du front d’onde. Cela semble être dû à la forme si particulière du libre parcours

moyen �̂�𝑅 (𝑇), qui est décroissant sur la majeure partie de l’intervalle de température considéré. Pourtant,

après application des transformations (5.14-5.15), la simulation du système astrophysique correspond

2. Le code EQUIV_OK est un outil développé lors de ces travaux de thèse (en langage Python) et qui permet d’appliquer
les transformations d’équivalence à des systèmes dont les équations d’état et lois d’opacité ne sont pas forcément connues
théoriquement. Cela permet de pouvoir appliquer l’équivalence de manière systématique entre deux systèmes.
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a)

b)

Figure 36 ś La Figure 𝑎) présente la simulation FCI2 du système équivalent (les simulations RAMSES-
RT du système initial ont déjà été présentées sur la Figure 24. La superposition des proőls spatiaux de
température du système de base et du système équivalent transformé après application des symétries
d’équivalence (5.1) est présentée en Figure 𝑏). Les températures du système initial ne sont pas indiquées
sur l’axe de droite pour illustrer le fait que la relation (5.20) ne donne explicitement que 𝑇 en fonction de
𝑇 .

exactement à celle du système équivalent de laboratoire. De la même façon que pour l’exemple précédent,

les transformations d’équivalence permettent la superposition parfaite des proőls spatiaux de tempéra-

ture à tout instant. Malgré leurs régimes physiques non-similaires (𝑅 ≤ 1 ≪ R̂), des comportements

microscopiques fondamentalement différents (𝜆𝑅, �̂�𝑅), et des échelles spatio-temporelles très éloignées

(𝑎𝑥 = 2 × 10−8, 𝑎𝑡 = 2 × 10−7), nous avons réussi à lier explicitement ces deux systèmes.

5.3.3.2 Imposer les libre-parcours moyens

On se place à présent dans le cas modélisé par la relation (5.9), où l’on őxe le libre parcours moyen

�̂�𝑅 (𝑇) du système à l’échelle du laboratoire. On fait l’hypothèse que, pour les matériaux de laboratoire

considérés, cette fonction peut se mettre sous la forme d’une loi de puissance de la température comme pour

l’équation (5.11). En se plaçant dans l’intervalle d’approximation de matériaux typiques de laboratoire,

comme dans le cas précédent, on peut choisir les paramètres suivants :

�̂�0 = 0.04 g.cm−3, �̂�0 = 1.02 × 10−16 cm.K− �̂�, �̂� = 2.22, 𝑇𝑅 = 250 eV (5.24)

On peut alors utiliser la loi de transformation sur le champ de température donnée par la relation (5.13).

Pour s’assurer de l’obtention d’un régime peu radiatif R̂ ≫ 1 pour ce système de laboratoire, nous avons

őxé les différents paramètres libres de telle sorte que la contribution de la densité d’énergie radiative soit

négligeable. La fonction �̂� (𝑇) du système équivalent s’écrit alors sous la forme :
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�̂� (𝑇) = �̂�0𝑒(𝑇) =
𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥

[
𝜌0𝑐𝑣𝑇 + 𝑎𝑅𝑇4

]
(5.25)

On représente sur la Figure 37 les fonctions �̂�0𝑒(𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇) du système transformé.

Figure 37 ś À gauche, fonctions �̂�0𝑒(𝑇) (en pointillés, őxée par l’équivalence) et �̂�𝑅 (𝑇) (en trait plein,
choisie arbitrairement). À droite, tableau des paramètres d’application de l’équivalence.

On constate que l’on obtient des fonctions �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇) aux allures beaucoup plus proches de

ce qu’on peut observer en laboratoire, c’est-à-dire croissantes avec la température. L’avantage de cette

approche (5.9) apparaît comme étant la conservation de la cohérence physique des fonctions décrivant le

matériau de laboratoire équivalent. Pour s’assurer de la pertinence des paramètres choisis, nous appliquons

les transformations d’équivalence au système ainsi déőni, aőn de comparer les proőls de température à

ceux de la simulation à l’échelle astrophysique. On obtient les résultats présentés sur la Figure 38.

Le choix des paramètres du système de laboratoire se retranscrit sur l’allure générale des proőls

spatiaux de température de la simulation FCI2, qui correspondent également à des proőls typiques

obtenus pour des matériaux de laboratoire 3. De la même façon que pour les deux exemples précédents, les

transformations d’équivalence permettent la superposition parfaite des proőls spatiaux de température, à

tout instant. L’équivalence est donc parfaitement respectée durant toute la durée des simulations, comme

attendu. Nous avons effectué le même type d’approches que dans l’exemple précédent, en modiőant

seulement le choix de la fonction őxée entre �̂� (𝑇) et �̂�𝑅 (𝑇). Pourtant, la cohérence physique de ces

fonctions est mieux respectée dans le cas présent. En effet, le fait de conserver des fonctions �̂� (𝑇) et

�̂�𝑅 (𝑇) croissantes avec la température démontre que cette façon de procéder correspond mieux à ce

que l’on cherche à obtenir : un système de laboratoire équivalent le plus proche possible de matériaux

réels. Cette conclusion reste cependant à prendre avec précautions. En effet, rien ne dit que la forme

d’équation d’état obtenue correspond à un matériau réel. Ainsi, chaque approche dispose de ses avantages

3. Pour cette observation, on se réfère aux proőls obtenus dans le chapitre 3.
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Figure 38 ś La Figure 𝑎) présente la simulation FCI2 du système équivalent (les simulations RAMSES-
RT du système initial ont déjà été présentées sur la Figure 24. La superposition des proőls spatiaux de
température du système de base et du système équivalent transformé après application des symétries
d’équivalence (5.1) est présentée en Figure 𝑏).

et inconvénients, que l’on prendra en compte dans la suite de l’étude dans le but de construire un modèle

de dimensionnement d’expériences.

À travers ces trois exemples, nous avons pu montrer que les symétries d’équivalence (5.1) fonction-

naient de manière parfaite dans leur domaine d’application. Nous avons ainsi pu illustrer le fait que cette

approche aille au-delà des concepts de similitude. Cependant, ces exemples ont également soulevé cer-

taines questions sur les limites d’application de ces transformations. Dans la suite, on propose d’aborder

ces problématiques menant à de potentiels écarts à l’équivalence.

5.4 Les limites du groupe d’équivalence

5.4.1 Les mécanismes produisant des écarts à l’équivalence

Il existe plusieurs effets susceptibles de créer des écarts à la théorie d’équivalence par rapport aux

situations idéalisées étudiées dans la section précédente. Parmi eux, on peut s’intéresser au non-respect des

conditions d’application du modèle théorique (5.2), que ce soit par l’hypothèse supersonique (apparition

d’une séparation hydrodynamique) ou de la limite de diffusion. Après avoir détaillé les régimes physiques

de propagation d’ondes radiatives supersoniques pour le système astrophysique au chapitre 2, il est donc

nécessaire d’effectuer le même genre de raisonnement pour chaque système de laboratoire considéré.

Une des plus importantes limitations est la mise en situation physique des contraintes imposées sur

les matériaux transformés. En effet, on rappelle qu’en choisissant la répartition de densité d’énergie

�̂� (𝑇) ou la loi d’évolution du libre parcours moyen �̂�𝑅 (𝑇) du système transformé, l’équivalence őxe

automatiquement l’autre fonction déterminant la nature du milieu. Ainsi, bien qu’on puisse considérer
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connaître exactement l’évolution d’un libre parcours moyen pour un matériau, il n’existe aucune garantie

que l’équivalence impose une forme de densité d’énergie interne compatible avec ce même matériau.

En plus de ne pas pouvoir choisir arbitrairement tous les paramètres des transformations, on se rend

très vite compte qu’il est difficile de maîtriser la physique des matériaux réels au point que requiert

l’équivalence. En effet, certains comportements obtenus dans les exemples précédents ne peuvent être

reproduits par des matériaux connus de laboratoire. La décroissance du libre parcours moyen sur un

intervalle de température conséquent, représentée sur la Figure 35, en est la parfaite illustration. Remar-

quons que cette approche pourrait cependant être rendue possible par l’utilisation de méta-matériaux

[Leonhardt, 2006], un nouveau type de matériaux créés en laboratoire et pour lesquels nous aurions

une complète maîtrise de la physique microscopique. Dans l’état actuel des choses, il est nécessaire de

chercher à minimiser les écarts entre les matériaux théoriques et réels aőn d’obtenir un système équivalent

au système astrophysique étudié au chapitre 2.

Aőn de quantiőer les écarts à l’équivalence, on introduit deux paramètres, notés 𝜋1 et 𝜋2 :

𝜋1(𝑡) =
1

�̂�

∫ �̂�

0

|𝑇 (𝑥, 𝑡) − 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑙 (𝑥, 𝑡) |
𝑇 (𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥, 𝜋2(𝑡) =
|𝑥 𝑓 (𝑡) − 𝑥 𝑓𝑟𝑒𝑒𝑙 (𝑡) |

𝑥 𝑓 (𝑡)
(5.26)

où 𝑇𝑟𝑒𝑒𝑙 (𝑥, 𝑡) et 𝑥 𝑓𝑟𝑒𝑒𝑙 (𝑡) correspondent aux températures et positions de front radiatif du système de

laboratoire simulé à l’aide des équations d’état et lois d’opacité tabulées de matériaux. Ces paramètres

permettent de quantiőer, respectivement, l’écart aux proőls spatiaux de température et à la position

du front radiatif du système équivalent. En pratique, on calcule donc l’écart entre les données de la

simulation équivalente 𝑇 (𝑥, 𝑡), 𝑥 𝑓 (𝑡), et les données du système réel à l’échelle du laboratoire. Il est

également possible de s’intéresser à l’écart à l’équivalence en moyenne, sur un intervalle de temps choisi

𝑡 = [0, 𝑡 𝑓 𝑖𝑛], en utilisant les paramètres �̄�1 et �̄�2, donnés par :

�̄�1 =
1

𝑡 𝑓 𝑖𝑛

∫ 𝑡 𝑓 𝑖𝑛

0
𝜋1(𝑡)𝑑𝑡, �̄�2 =

1

𝑡 𝑓 𝑖𝑛

∫ 𝑡 𝑓 𝑖𝑛

0
𝜋2(𝑡)𝑑𝑡 (5.27)

C’est donc à ces paramètres que l’on se référera lorsque l’on parlera d’écarts en moyenne.

5.4.2 Les écarts aux matériaux théoriques

5.4.2.1 Une méthode générale pour déterminer un système optimal

On cherche à obtenir un système à l’échelle du laboratoire le plus proche possible d’un matériau réel

connu, et qui soit équivalent à notre système astrophysique de base, rappelé dans les tableaux des Figures

35 et 37. Dans cette optique, le système initial est complètement déőni en terme de ses fonctions 𝐸 (𝑇)
et 𝜆𝑅 (𝑇), mais aussi en terme de conditions aux limites 𝑇𝑆 (𝑡) et initiale 𝜌0, 𝑇0. Supposons à présent que

la loi de libre parcours moyen �̂�𝑅 (𝑇) puisse se mettre sous la forme d’une loi de puissance (5.11). En

se plaçant dans le cas décrit par la relation (5.9), on peut alors réécrire les symétries d’équivalence (5.1)

sous la forme suivante :
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𝑥 = 𝑎𝑥𝑥

𝑡 = 𝑎𝑡 𝑡

𝑇 =

[
𝛾2

5𝛾6

(
𝜆0

�̂�0

)] 1
4+�̂�
𝑇

1
𝛾6

𝛾6 =
4+�̂�

4

�̂�0𝑒(𝑇) =
𝑎𝑡𝛾

2
5

𝑎2
𝑥

(
𝜌0𝑐𝑣𝑇 + 𝑎𝑅𝑇4

)

𝛾5 =

√︂
�̂�4+�̂�
𝑅

𝛾6𝑇
4+𝛼
𝑅

�̂�0
𝜆0

(5.28)

où les paramètres restant à être őxés sont donc : 𝑎𝑥 , 𝑎𝑡 , �̂�0 et 𝑇𝑅. Autrement dit, il est encore possible

de choisir les dimensions spatiale et temporelle, la densité initiale, et la température source maximale du

système de laboratoire, ce qui revient à déőnir une forme particulière de sursaut ainsi qu’une vitesse de

front équivalentes.

Dans la suite, on s’intéresse à différents matériaux de laboratoire, et en particulier les mousses de

SiO2 [Back et al., 2000a; Moore et al., 2015], CHOGe [Cohen et al., 2004] (initialement utilisé dans

les ablateurs), CHOBr [Courtois et al., 2021], CHCu [Jiang et al., 2005] et Ta2O5 [Back et al., 2000a].

Pour chaque matériau, nous considérons des densités �̂�0 cohérentes avec les expériences qui leur sont

associées, ce qui va conduire à différentes vitesses de front pour le système de laboratoire réel. L’intérêt

des transformations d’équivalence (5.28), comme nous venons de le voir, réside également dans la

possibilité de modiőer les dimensions du système équivalent en jouant sur les paramètres 𝑎𝑥 et 𝑎𝑡 . Or,

ces dimensions ne peuvent être choisies aléatoirement, et doivent respecter les contraintes introduites au

chapitre 3. En effet, dans l’optique de construire un dimensionnement réalisable permettant la mise en

place de diagnostics spatiaux et temporels, on cherche à obtenir des systèmes de taille �̂� ∈ [0.1, 0.3] cm et

d’échelle temporelle caractéristique 𝑡 ∈ [2, 10] ns. Ainsi, l’objectif est de trouver la densité �̂�0 permettant

d’obtenir les coefficients 𝑎𝑥 et 𝑎𝑡 adéquats aőn de réaliser ce dimensionnement.

À la différence du paramètre 𝑎𝑥 , le choix du paramètre 𝑎𝑡 n’est pas complètement décorrélé des autres

paramètres du système. En particulier, le choix d’une nouvelle échelle temporelle modiőe directement la

forme du sursaut 𝑇𝑆 (𝑡) constituant la condition aux limites en laboratoire. Pour cette raison, on décide de

őxer une valeur 𝑎𝑡 = 2×10−7 aőn de représenter les 5×10−3 premières secondes de propagation de l’onde

radiative au sein du disque d’accrétion entourant une étoile à neutron sur 10 ns pour le système équivalent

de laboratoire. Nous verrons dans la suite ce qu’un choix différent implique sur les écarts de la situation

réelle à l’équivalence. Aőn de complètement őxer la condition aux limites 𝑇𝑆 (𝑡), on choisit de prendre

𝑇𝑆 = 250 eV, une température consistante avec les possibilités offertes par les installations laser actuelles

les plus énergétiques (NIF, LMJ) [Moore et al., 2015] sur les échelles temporelles considérées. D’autres

choix de température peuvent être effectués, menant à une modiőcation des paramètres d’application

de l’équivalence. Pour chaque système de laboratoire, l’objectif est tout d’abord d’obtenir des ondes

radiatives supersoniques, qui pourront ensuite être utilisées dans le cadre de l’équivalence pour modéliser

le système astrophysique. Ainsi, des températures élevées sont nécessaires à l’échelle du laboratoire aőn

de conserver l’hypothèse supersonique sur des temps assez longs pour être diagnostiqués. Nous verrons

dans la őn de ces travaux comment le mécanisme de séparation hydrodynamique peut impacter les choix
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Matériaux �̂�0 [g.cm−3] �̂�𝑅 (𝑇) [cm] 𝑎𝑥 �̂� [cm] �̄�1 �̄�2

Ta2O5 0.08 7.24 × 10−17𝑇2.2 2.54 × 10−8 0.19 0.1 0.07

SiO2 0.2 5.731 × 10−28𝑇4 2.02 × 10−8 0.15 0.18 0.15

CHCu 0.1 8.092 × 10−17𝑇2.3 3.3 × 10−8 0.25 0.12 0.12

CHOBr 0.2 5.647 × 10−24𝑇3.4 1.57 × 10−8 0.12 0.24 0.18

CHOGe 0.2 1.032 × 10−21𝑇3 1.60 × 10−8 0.12 0.23 0.15

Tableau 5.1 ś Caractéristiques et paramètres optimaux de dimensionnement pour les différents matériaux
considérés. Le calcul de la longueur �̂� du système de laboratoire a été effectué en prenant une longueur
de système astrophysique de 75 km environ, qui correspond à la distance parcourue par l’onde radiative
sur l’échelle de temps considérée.

de température source.

Le système de laboratoire est donc maintenant déterminé, à la seule exception de la dimension spatiale,

őxée par le paramètre 𝑎𝑥 . C’est ce paramètre que l’on cherche à optimiser, aőn d’obtenir ce que l’on

qualiőe de meilleur matériau. On le déőnit comme le matériau le plus adéquat en terme de différents

critères : l’écart le plus faible à l’équivalence sur l’intervalle temporel d’intérêt, la vériőcation de la limite

diffusion et la faisabilité de l’expérience associée en terme de dimensions spatio-temporelles. La question

qui se pose est de savoir ce que l’on entend par l’écart le plus faible à l’équivalence. En pratique, dans

un premier temps, nous avons choisi une méthode directe, où nous avons privilégié la minimisation de

l’écart moyen représenté par le couple (�̄�1, �̄�2). En appliquant cette façon de procéder aux cinq différents

matériaux considérés, on obtient cinq ensembles de paramètres optimaux, à savoir les densités initiales

et extensions spatiales des systèmes de laboratoire. Ces résultats sont présentés dans le Tableau 5.1, avec

les caractéristiques de chaque matériau en terme de loi de libre parcours moyen. On obtient donc un

ensemble de cinq systèmes complètement caractérisés, dont les écarts à l’équivalence sont discutés dans

la suite.

5.4.2.2 Résultats pour les différents matériaux

Chaque matériau présente des caractéristiques différentes puisqu’ils ont un libre parcours moyen

�̂�𝑅 (𝑇) spéciőque, ce qui conduit à des lois de sursaut différentes pour chaque système. La comparaison

de ces conditions aux limites est présentée sur la Figure 39, où les lois de transformation de la température

sont spéciőées.

Chaque loi de température 𝑇𝑆 (𝑡) fait correspondre les valeurs 𝑇𝑅 = 250 eV et 𝑇𝑅 = 250 eV, et provient

d’une transformation en loi de puissance d’un même sursaut à l’échelle astrophysique. Quel que soit le

matériau étudié, la température source s’écrit 𝑇𝑆 (𝑡) = 𝐴 × 𝑇𝑆 (𝑡)4/(4+�̂�) , avec 𝑇𝑆 (𝑡) la loi de sursaut du
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Figure 39 ś Différentes lois de sursaut 𝑇𝑆 (𝑡) pour les matériaux considérés pour le dimensionnement
d’expérience de laboratoire. Les différentes lois de transformation de la température sont indiquées en
bas à droite pour chaque courbe.

système astrophysique représentée sur la Figure 21. Étant donné que ces lois de température ont une faible

dépendance en les valeurs de �̂� et que celles-ci ne changent pas d’ordre de grandeur (voir Tableau 5.1),

on obtient alors des lois assez proches temporellement, avec des écarts moyens de quelques pourcents. À

partir de ces conditions aux limites, et en considérant les différents paramètres détaillés dans le Tableau

5.1, les systèmes de laboratoire sont complètement déőnis. Nous avons donc effectué des simulations 1D

à l’aide du code FCI2 pour chaque matériau mentionné, et appliqué l’équivalence à chaque fois.

Nous détaillons l’analyse menée pour le matériau Ta2O5, qui servira à illustrer ce qui a été effectué

pour les autres matériaux. L’application des transformations d’équivalence (5.1) contraint la loi de

densité d’énergie interne �̂�𝑒(𝑇) de chaque matériau de manière plus ou moins forte. Quelle que soit

la loi de transformation sur la température, la densité d’énergie interne du système équivalent doit être

proportionnelle à celle du système astrophysique. La problématique à laquelle nous sommes confrontés

se trouve être la différence entre la densité d’énergie interne réelle du matériau et cette loi imposée par

l’équivalence. La différence entre ces deux fonctions pour une mousse de Ta2O5 est illustrée sur la Figure

40.

On constate que l’écart en densité d’énergie interne n’est pas constant sur tout l’intervalle de tempé-

rature. En particulier, il est ici maximal à la température 𝑇𝑅 = 250 eV, tandis que la première partie de
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Figure 40 ś Comparaison du logarithme des fonctions de densité d’énergie interne réelle du Ta2O5 pour
une densité �̂�0 = 0.08 g.cm−3 (en traits pleins) et celle imposée par l’équivalence (en pointillés). Le cadre
rouge insiste sur la différence de ces fonctions modélisée en terme de Nombres de Mihalas du matériau
R̂𝑟𝑒𝑒𝑙 et du système équivalent théorique R̂.

ces fonctions semble correspondre de manière correcte (écarts inférieurs à 5% jusqu’à 𝑇𝑆 = 150 eV). On

peut choisir de modéliser la différence en terme de nombres de Mihalas équivalent et réel, dont le rapport

vaut ici environ 6.

L’application des transformations (5.1) permet de transposer ce système de laboratoire à l’échelle

astrophysique. On obtient les résultats présentés sur la Figure 41.

Les proőls spatiaux de température présentent une convexité marquée typique des régimes peu radiatifs

obtenus en laboratoire, pour un nombre de Mihalas R̂𝑟𝑒𝑒𝑙 ≃ 30 ≫ 1. En comparant les simulations FCI2

transformées (en pointillés bleus) avec les simulations RAMSES-RT (en traits pleins du jaune au rouge),

on constate des écarts immédiats à l’équivalence, que ce soit au niveau du front radiatif ou au niveau des

proőls de température. Cela est dû à la méthode employée pour optimiser le paramètre 𝑎𝑥 . En effet, comme

expliqué précédemment, nous avons tout d’abord choisi de minimiser le couple (�̄�1, �̄�2), représentant
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Figure 41 ś Proőls spatiaux de température du système astrophysique (en traits pleins rouges) superposés
avec ceux du système de laboratoire pour le matériau Ta2O5 (en pointillés bleus).

l’erreur moyenne sur les proőls de température et sur le front radiatif. En choisissant de placer ces deux

erreurs sur le même niveau d’importance, il s’avère que cela tend à rendre l’écart à l’équivalence élevé

(≥ 5%) sur un intervalle temporel conséquent.

Ainsi, comme on peut le voir sur la Figure 41, l’écart en température augmente considérablement

lorsqu’on se rapproche des températures maximales 𝑇𝑅 et 𝑇𝑅. Cela semble s’expliquer par deux facteurs

que sont l’accumulation de l’erreur au cours du temps 4, et l’évolution de l’onde radiative astrophysique

vers un régime de plus en plus radiatif (𝑅(𝑇𝑅) ≃ 0.2). Ainsi, en cherchant à minimiser l’erreur sur les

deux grandeurs que sont le proől de température et le front radiatif, nous réduisons majoritairement, dans

ce cas, l’écart aux temps longs, autour de 10 ns pour le système de laboratoire.

Il est possible d’augmenter la précision à l’équivalence dans les premiers instants de la propagation

de l’onde radiative, qui nous intéressent particulièrement. En effet, sachant que l’erreur augmente de

façon inexorable au ől de la propagation des ondes radiatives, nous pouvons chercher à la minimiser sur

les premiers instants de la propagation de l’onde radiative, en modiőant le paramètre 𝑎𝑥 en conséquence.

4. En explorant la fonction de densité d’énergie interne sur un intervalle de température de plus en plus grand, nous avons
vu sur la Figure 39 que l’écart à l’équivalence augmenterait.
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Concrètement, nous cherchons à minimiser la variable �̄�2(𝑡 𝑓 𝑖𝑛) dans le cas où le paramètre 𝑡 𝑓 𝑖𝑛 est

inférieur à la durée totale de la simulation. Dans le cas du Ta2O5, cette méthode permet d’améliorer

globalement l’adéquation entre les proőls sur un intervalle d’environ 5 − 6 ns, comme nous pouvons le

voir sur la Figure 42.

Figure 42 ś Proőls spatiaux de température du système astrophysique (en traits pleins rouges) superposés
avec ceux du système de laboratoire pour le matériau Ta2O5 (en pointillés bleus).

On constate que l’écart au front radiatif sur environ 6 ns est inférieur à 5%. L’écart aux proőls

de température, quant à lui, augmente rapidement après 5 ns, comme attendu, mais reste correct pour

des temps plus courts. La valeur de 𝑎𝑥 utilisée pour cette superposition est de 2.24 × 10−8, légèrement

inférieure à sa précédente valeur donnée dans le Tableau 5.1.

On peut effectuer la même approche pour les différents matériaux introduits dans le tableau 5.1.

Notons que les différentes valeurs de 𝑎𝑥 pour cette seconde approche appliquée à tous les matériaux sont

toutes réunies dans la Tableau 5.2 à la őn de cette section. Nous présentons à présent les résultats obtenus

pour un second matériau, le CHOBr, sur la Figure 43.

Dans ce cas, les écarts aux équations d’état sont plus importants en moyenne. Cela va provoquer

des écarts à l’équivalence d’autant plus importants. Pour respecter l’échelle spatiale que l’on souhaite

imposer au système de laboratoire, le paramètre 𝑎𝑥 prend la valeur 1.15 × 10−8 inférieure à sa valeur

précédemment őxée de 1.57×10−8. Cette dernière contrainte impose le paramètre de redimensionnement
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Figure 43 ś Comparaison du logarithme des fonctions de densité d’énergie interne réelle du CHOBr pour
une densité �̂�0 = 0.2 g.cm−3 (en traits pleins) et celle imposée par l’équivalence (en pointillés). Le cadre
rouge insiste sur la différence de ces fonctions modélisée en terme de Nombres de Mihalas du matériau
R̂𝑟𝑒𝑒𝑙 et du système équivalent théorique R̂.

de la densité d’énergie de laboratoire. Dans le cas du CHOBr, notre dimensionnement est donc moins

bien adapté que pour le Ta2O5, comme le montrent les applications de l’équivalence sur la Figure 44.

L’écart à l’équivalence augmente très rapidement, produisant des divergences théoriques supérieures

à 10% sur quelques nanosecondes. En comparant directement les résultats présentés sur la Figure 42 et

sur la Figure 44, nous pouvons constater que l’équivalence est, de manière générale, mieux respectée

pour une mousse de Ta2O5. Cette conclusion peut s’étendre à tous les matériaux considérés, comme nous

allons le voir dans la suite, en comparant de manière quantitative les différentes situations explorées.

5.4.2.3 Choix du meilleur matériau

Au őnal, on dispose d’un ensemble de simulations pour lesquelles on peut tracer les écarts à l’équiva-

lence 𝜋1(𝑡) et 𝜋2(𝑡) donnés par (5.26), au cours du temps. Cela peut être effectué pour les deux approches

135



Chapitre 5 L’équivalence : applications physiques et premier modèle de dimensionnement

Figure 44 ś Proőls spatiaux de température du système astrophysique (en traits pleins rouges) superposés
avec ceux du système de laboratoire pour le matériau CHOBr (en pointillés bleus), pour une valeur du
paramètre 𝑎𝑥 de 1.15 × 10−8.

utilisées dans le cadre de l’optimisation du paramètre 𝑎𝑥 . En particulier, on a obtenu un ensemble de

nouvelles valeurs pour ce paramètre, dans le cas où l’on minimise l’écart au front radiatif sur les premiers

instants de propagation, et qui sont regroupées dans le Tableau 5.2. Il est ainsi possible de représenter

l’évolution temporelle de la fonction 𝜋1(𝑡), caractérisant l’écart aux proőls de température, pour les

deux approches introduites précédemment. On obtient les résultats présentés sur la Figure 45 𝑎) pour les

données du Tableau 5.1 et sur la Figure 45 𝑏) pour les données du Tableau 5.2.

On constate qu’une certaine hiérarchie se créée au sein des différents matériaux, en terme d’amplitude

d’écart à l’équivalence. Les possibilités sont nombreuses pour expliquer ce comportement, mais on

retiendra que cela est principalement dû au numéro atomique du matériau, ainsi qu’à la précision de la

loi de puissance utilisée pour modéliser la fonction �̂�𝑅 (𝑇). La dynamique globale du paramètre 𝜋1(𝑡),
dans la première approche, consiste à minimiser l’écart le plus longtemps possible. On constate donc un

plateau de stabilité de l’écart jusqu’à environ 8 ns. Dans le cas de la seconde approche, on obtient des

écarts à l’équivalence initialement plus faibles, mais qui deviennent rapidement supérieurs à 10%, même

pour les meilleurs matériaux, au bout d’environ 3 ns. Pour le Ta2O5, les écarts restent tout de même

limités (≤ 10%) sur 5 ns.
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Matériaux �̂�0 [g.cm−3] 𝑎𝑥 �̂� [cm] �̄�2(5 ns)

Ta2O5 0.08 2.24 × 10−8 0.17 0.02

SiO2 0.2 1.6 × 10−8 0.12 0.04

CHCu 0.1 2.64 × 10−8 0.2 0.05

CHOBr 0.2 1.15 × 10−8 0.09 0.03

CHOGe 0.2 1.20 × 10−8 0.09 0.04

Tableau 5.2 ś Caractéristiques et paramètres optimaux de dimensionnement pour les différents matériaux
considérés, dans le cas d’une minimisation de l’écart au front dans les premiers instants de propagation
des ondes radiatives.

a) b)

Figure 45 ś Les őgures 𝑎) et 𝑏) présentent l’évolution temporelle de la fonction log
[
𝜋1(𝑡)

]
pour les

différents matériaux étudiés, dans le cas des deux approches d’optimisation du paramètre 𝑎𝑥 . La őgure 𝑎)
correspond à la minimisation du couple (�̄�1, �̄�2), tandis que la őgure 𝑏) correspond à la minimisation de
l’écart au front (�̄�2) durant les premiers instants de la propagation de l’onde radiative, pour 𝑡 𝑓 𝑖𝑛 = 5 ns.

De la même façon, il est possible d’observer l’évolution de l’écart au front radiatif, modélisé par la

fonction 𝜋2(𝑡). On obtient les résultats présentés sur la Figure 46 𝑎) pour les données du Tableau 5.1 et

sur la Figure 46 𝑏) pour les données du Tableau 5.2.

Comme précédemment, une hiérarchie des matériaux s’installe, avec toujours le Ta2O5 en première

position. Dans la première approche, l’écart au front est conséquent pour les temps initiaux, lorsque

l’écart aux proőls se fait peu ressentir. Cependant, la dynamique est inverse par rapport au cas précédent,
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a) b)

Figure 46 ś Les őgures 𝑎) et 𝑏) présentent l’évolution temporelle de la fonction 𝜋2(𝑡) pour les différents
matériaux étudiés, dans le cas des deux approches d’optimisation du paramètre 𝑎𝑥 . La őgure 𝑎) correspond
à la minimisation du couple (�̄�1, �̄�2), tandis que la őgure 𝑏) correspond à la minimisation de l’écart au
front (�̄�2) durant les premiers instants de la propagation de l’onde radiative, pour 𝑡 𝑓 𝑖𝑛 = 5 ns.

puisqu’ici l’écart diminue, comme attendu, pour les temps longs. Cette dynamique est inversée dans la

seconde approche, où les écarts augmentent fortement autour de 5 à 6 nanosecondes, dépassant les 10%

pour tous les matériaux.

Dans le but d’obtenir le meilleur matériau possible en terme de minimisation des écarts à l’équivalence,

cette méthode présente l’avantage d’établir une première hiérarchie entre les différents matériaux. Parmi

eux s’est clairement distingué le Ta2O5, qui constitue, pour le moment, la meilleure alternative en terme

de matériau réel. Notons que nous sommes tout de même limités en terme de choix de matériaux, ce

qui fait que des écarts importants apparaissent par rapport au système équivalent idéalisé. La seule façon

de progresser dans l’obtention des systèmes de plus en plus proches de l’équivalence serait de disposer

de matériaux dont la microphysique peut être totalement maîtrisée. Pour le moment, nos connaissances

actuelles permettent d’appliquer l’équivalence sur des échelles temporelles réduites.

5.4.3 Limite de l’hypothèse supersonique : une réponse hydrodynamique du système

Une limite inhérente aux transformations d’équivalence est le domaine d’application de celles-ci.

En effet, les symétries d’équivalence (5.1) sont propres au modèle théorique de diffusion donné par la

relation (5.2). Ainsi, n’importe quel écart à ce modèle conduit inévitablement à l’existence d’écarts dans

les applications des transformations. Dans cette optique, nous pouvons effectuer des simulations non-

statiques aőn d’observer une éventuelle réponse hydrodynamique du système rendant le modèle théorique

(5.2) inapplicable. En particulier, une séparation hydrodynamique peut modiőer de manière drastique les

proőls de température obtenus en laboratoire. C’est ce que l’on observe pour trois matériaux présentant les

densités les plus importantes : CHOGe, CHOBr et SiO2. Les résultats de simulations d’hydrodynamique
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radiative réalisées à l’aide du code FCI2 sont présentés, après transformation, sur la Figure 47 dans le cas

du CHOBr.

Figure 47 ś Superposition des proőls spatiaux de température du système de base et du système équivalent
transformé après application des symétries d’équivalence (5.1) pour une mousse de CHOBr.

On constate qu’une séparation hydrodynamique apparaît dès les premiers instants de la propagation de

l’onde radiative, et modiőe profondément les proőls de température qui lui sont associés. Une estimation

du temps de séparation hydrodynamique peut être réalisée à l’aide des approximations analytiques pour

les lois d’état et lois d’opacité des différents matériaux. Dans le cas du CHOBr, la montée en température

au niveau de la source de rayonnement ne permet pas de donner au front radiatif une vitesse suffisante

pour dépasser la vitesse du son, ce qui donne un temps de séparation de l’ordre de 𝑡𝑠𝑒𝑝 ≃ 1 ns. Le

nombre de Mach radiatif varie entre Ma ≃ 1 et Ma ≃ 0.4 selon la température de la source. Les écarts à

l’équivalence augmentent alors d’autant plus que les vitesses de front ne correspondent plus du tout à ce

que l’on s’attendait à obtenir en régime supersonique.

Pour ce qui est du Ta2O5, les simulations réalisées à l’aide du code FCI2 sont présentées sur la Figure

48, également superposées après transformation aux simulations RAMSES-RT du système astrophysique.

Pour ce système de laboratoire, on ne décèle aucun signe d’une éventuelle séparation hydrodynamique

dans les premiers instants de propagation de l’onde radiative, et ce jusqu’à 10 ns. Une estimation théorique

de ce temps de séparation hydrodynamique donne en effet 𝑡𝑠𝑒𝑝 ≃ 12 ns. L’accumulation de perturbations

acoustiques se produit tout de même, mais la vitesse du front radiatif reste suffisante par rapport à la
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Figure 48 ś Superposition des proőls spatiaux de température du système de base et du système équivalent
transformé après application des symétries d’équivalence (5.1) pour une mousse de Ta2O5.

vitesse du son (Ma ≃ 3). Notons qu’un choix de température plus faible aurait pu conduire à l’apparition

d’une séparation hydrodynamique dans ce cas pour des temps plus courts. À l’inverse, un choix de

température plus élevé aurait pu mener à la perte de l’hypothèse optiquement épaisse. Ainsi, la prise en

compte d’effets hydrodynamiques a permis de conőrmer le choix de notre dimensionnement avec une

mousse de Ta2O5 en tant que meilleur matériau pour le modèle 1D étudié.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons parcouru les différentes possibilités offertes par la nouvelle approche de

l’équivalence appliquée aux ondes radiatives. Dans le cadre d’application des symétries d’équivalence

(5.1), les résultats obtenus numériquement sont parfaitement en accord avec la théorie. En considérant

plus en détails la physique contenue dans les matériaux utilisés en laboratoire, nous avons pu construire

des systèmes équivalents à notre situation astrophysique d’étude. Cependant, les écarts introduits par la

nature des matériaux ou la physique non-comprise dans le modèle a conduit à proposer une méthode

d’optimisation permettant de les limiter. Ainsi, un modèle de meilleur matériau a été obtenu dans

la dernière partie de ces travaux, permettant d’entamer la dernière partie de ce projet : un premier

dimensionnement d’expérience ressemblante de laboratoire.

140



CHAPITRE 6

Dimensionnement d’une expérience

équivalente

Sommaire

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.2 Mise en place de l’expérience laser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.2.1 Présentation de la conőguration expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.2.2 Une source de rayonnement à maîtriser : La cavité de conversion . . . . . . . . 144

6.2.3 L’expérience laser : Résultats attendus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.2.4 Les diagnostics plasmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

6.3 Simulations de la configuration expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.3.1 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.3.2 Comparaison modèle 1D - dimensionnement 2D . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.3.3 Résultats de diagnostics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

6.3.4 Résumé des résultats du dimensionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.4 Études paramétriques sur les incertitudes expérimentales . . . . . . . . . . . . . . 157

6.4.1 Quantiőer les incertitudes expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

6.4.2 Simulations et résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

6.4.3 Du laboratoire à l’échelle astrophysique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

6.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

141



Chapitre 6 Dimensionnement d’une expérience équivalente

6.1 Introduction

Les transformations d’équivalence ont permis de relier des écoulements fortement radiatifs que l’on

rencontre dans les environnements de haute énergie à l’échelle astrophysique (R ≤ 1) à des écoulements

que l’on peut reproduire à l’échelle du laboratoire à l’aide des lasers de puissance dans des régimes

faiblement radiatifs (R̂ > 1). Cependant, des écarts à l’équivalence pourraient provenir de la mauvaise

détermination des caractéristiques du matériau (équation d’état, loi d’opacité), ou encore d’effets non

pris en compte dans la modélisation. Ainsi, aőn de boucler complètement la méthode présentée dans ce

manuscrit, nous proposons à présent d’effectuer un dimensionnement d’expérience laser visant à produire

des ondes radiatives supersoniques équivalentes à celles se propageant dans les disques d’accrétion autour

des étoiles à neutrons.

Dans ce chapitre, nous présenterons tout d’abord un schéma de cible adapté au laser de puissance de

la classe Mégajoule qui produit des ondes radiatives supersoniques ainsi que les diagnostics permettant de

suivre l’évolution de ces structures. Ensuite, nous décrirons l’évolution attendue de la propagation d’une

onde radiative dans les conditions expérimentales choisies visant à respecter au maximum les contraintes

d’équivalence données dans le chapitre 5. Nous verrons qu’il est ainsi possible d’obtenir un régime

supersonique sur une échelle de temps diagnosticable à l’échelle du laboratoire, ainsi que de suivre toute

la dynamique des ondes radiatives. Enőn, nous détaillerons l’application de l’analyse d’équivalence à ces

simulations d’expérience aőn d’illustrer l’intérêt que de telles méthodes présentent pour l’assimilation

d’incertitudes.

6.2 Mise en place de l’expérience laser

Dans cette section, nous détaillons une conőguration expérimentale qui permet d’obtenir, sur un

intervalle de temps suffisant, une évolution d’onde radiative correspondant aux résultats 1 D présentés

dans le chapitre précédent. En effet, nous obtiendrons une expérience de laboratoire équivalente au

système astrophysique étudié. Au ől de cette section, nous allons donc déőnir les valeurs choisies pour

les différents paramètres caractéristiques de l’expérience que constituent les choix de matériaux, de

dimensions du tube et de l’énergie laser utilisée. De plus, nous détaillerons quels diagnostics présents sur

le LMJ [Miquel et Prene, 2018] permettent d’étudier la propagation d’ondes radiatives.

6.2.1 Présentation de la configuration expérimentale

La conőguration expérimentale correspond à celle précédemment introduite au chapitre 3 et présentée

sur la Figure 49. Elle est constituée d’une cavité en or utilisée aőn de convertir l’énergie laser en rayon-

nement X, irradiant uniformément une mousse métallique de basse densité. Trois outils de diagnostics,

que nous présenterons dans la suite, sont disposés de part et d’autre du tube (DMX, SSXI) ainsi que

transversalement (GXI-1). L’énergie laser requise est de l’ordre de 𝐸𝐿 ∼ 600 kJ.

Le choix des matériaux se fait en accord avec les résultats présentés dans le chapitre 5. En particulier,

la situation la plus favorable à l’équivalence s’est avérée être celle d’une mousse de Ta2O5 à la densité

𝜌0 = 0.08 g.cm−3. Aőn de démontrer l’adaptabilité des théories d’équivalence, nous avons choisi d’étudier
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Figure 49 ś Schéma du dispositif expérimental utilisé pour étudier la propagation d’ondes radiatives au
sein de mousses de Ta2O5 et CHOBr (dopé à 30% en brome).

également le cas d’une mousse de CHOBr dopée à 30% en brome, prise à la densité caractéristique

𝜌0 = 0.1 g.cm−3. Ce matériau présentera donc des caractéristiques différentes de la première mousse

métallique en terme d’équation d’état et de loi d’opacité. Dans les deux cas, la propagation d’une onde

radiative supersonique peut cependant être observée sur une échelle de temps diagnosticable, que l’on

considère égale à une dizaine de nanosecondes.

Le diamètre et la longueur du tube constituent deux grandeurs jouant des rôles particulièrement

importants dans la dynamique de propagation de l’onde radiative de laboratoire. Tout d’abord, le diamètre

du tube, noté 𝐷, qui détermine la façon dont les effets multi-dimensionnels vont jouer un rôle. Le

rayonnement se propageant au sein du tube est en partie absorbé au niveau des parois du tube en 𝑦 = 𝐷/2,

conduisant à un effet d’albedo dépendant fortement de la composition de celui-ci 1. Cet effet tend à courber

le front radiatif [Hurricane et Hammer, 2006] en le ralentissant à ses extrémités tout d’abord, puis se

propageant progressivement au sein de la cible. En augmentant le diamètre du tube, nous permettons

donc de retarder l’arrivée des effets d’absorption du rayonnement au centre du tube.

Du fait de l’absorption du rayonnement par les parois du tube, ce dernier est également ablaté, ce qui

conduit à la propagation d’une onde de pression au sein de la mousse basse densité se dirigeant vers son

1. Plus le matériau est de numéro atomique Z et densité élevés et moins cet effet se fera ressentir, de par la plus grande
difficulté pour le rayonnement à pénétrer le milieu.
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centre. Le tube cylindrique voit alors sa partie la plus proche de la source de rayonnement se refermer,

empêchant le rayonnement de contribuer à la propagation de l’onde radiative en aval, comme nous le

verrons dans la suite. Ainsi, le choix du diamètre du tube est primordial dans l’optique d’obtenir des

résultats correspondants au cas unidimensionnel, et nous verrons dans la suite que la valeur 𝐷 = 0.4 cm

permet de s’en assurer.

En ce qui concerne la longueur du tube 𝐿, celle-ci doit, comme nous avons pu le voir dans le chapitre

précédent, être suffisamment importante pour observer l’onde radiative sur l’échelle de temps souhaitée.

Dans notre cas décrit au chapitre 5, une longueur de mousse 𝐿 ≃ 0.2 cm est suffisante. La position du

front radiatif au centre de la mousse en fonction du temps est possible à obtenir en considérant différentes

longueurs de tube. On peut alors mesurer le temps de sortie du rayonnement à l’extrémité de la mousse

pour ces différentes longueurs de tube, comme dans les expériences de Back et al. [2000b].

6.2.2 Une source de rayonnement à maîtriser : La cavité de conversion

La conőguration laser est primordiale pour obtenir la température d’attaque de la mousse 𝑇𝑆 (𝑡)
recherchée. Dans nos expériences, on cherche à obtenir une montée en température sous la forme d’une

rampe d’une durée d’au moins une dizaine de nanosecondes. Cette augmentation de température s’arrête

aux environs de 250 eV. Une énergie laser d’environ 600 kJ est alors nécessaire, justiőant la nécessité de

recourir à des installations laser de puissance telles que le NIF et le LMJ. Notons que, parallèlement à

l’énergie laser utilisée pour la source de l’expérience, certains quads (4 faisceaux) seront utilisés pour les

diagnostics. Aőn d’obtenir une montée en température correspondant à celle imposée par l’équivalence

obtenue au chapitre précédent, il est nécessaire d’augmenter progressivement la puissance laser délivrée.

L’évolution de la puissance laser déposée sur les parois de la cavité, ainsi que celle de la température

du rayonnement dans celle-ci, peut être obtenue à l’aide d’un spectromètre X : le DMX, que nous

présenterons en détails dans la suite. À partir de simulations FCI2, il est donc possible de simuler ces

grandeurs vues par le DMX, que l’on présente sur la Figure 50. On constate bien une augmentation de

la température atteinte dans la cavité, sous forme de rampe sur une échelle de temps de l’ordre de 10 ns.

Les températures atteintes dans la cavité sont légèrement supérieures, d’environ 4%, à la température

d’attaque de la mousse. Ensuite cette température chute lorsque la source d’énergie n’est plus maintenue.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, l’application de l’équivalence ne se ferait de toute

façon pas au-delà de 10 ns dans nos applications.

6.2.3 L’expérience laser : Résultats attendus

Les conőgurations présentées sur la Figure 49 permettront d’obtenir des données expérimentales

caractérisant la propagation d’une onde radiative dans les mousses choisies. En particulier, on cherche

à obtenir deux grandeurs d’intérêt de manière quantitative : la position 1D du front radiatif au centre

de la cible en fonction du temps, ainsi que les proőls 1D de température au sein de la mousse qu’ils

soient temporels ou spatiaux. La première grandeur représente la position du front radiatif telle qu’elle

devrait être sans aucun effet multi-dimensionnel, limitant ainsi les effets d’albedo des parois du tube. De

la même façon, la seconde grandeur correspond aux proőls de température dans la conőguration la moins
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Profil 
en rampe sur 10 ns

Figure 50 ś Température vue par le DMX dans la cavité de conversion

affectée par les effets multi-dimensionnels. Dans un second temps, il sera important de caractériser si

la propagation de l’onde radiative respecte les différentes hypothèses fondamentales du modèle diffusif

supersonique (équation (3.2)) étudié dans ce manuscrit. En particulier, les proőls de densité au sein de la

mousse renseigneront sur la position du front de perturbations acoustiques en fonction de celle du front

radiatif. Ceci permettra de vériőer la validité de l’hypothèse supersonique. Notons que les effets de bord

au niveau des parois du tube pourraient également être suivis à l’aide des diagnostics d’imagerie que nous

présenterons dans la suite.

6.2.4 Les diagnostics plasmas

Les spectromètres X

Dans l’ordre, le premier paramètre à diagnostiquer est la température atteinte au sein de la cavité, au

plus proche de la mousse. Comme nous venons de l’introduire, cela est réalisé à l’aide d’un diagnostic

nommé DMX, qui est un spectromètre X. Il permet d’analyser le rayonnement X dans une gamme allant
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de 100 eV à 100 keV. Par reconstruction du ŕux spectral, on peut en déduire une température de cavité

équivalente. Comme nous pouvons le voir sur le dispositif expérimental schématisé sur la Figure 49,

ce diagnostic se situe en amont de l’expérience, aőn de pouvoir atteindre l’intérieur de la cavité. Sur

l’installation du LMJ, un autre spectromètre nommé mini-DMX peut être utilisé, en aval de l’expérience

cette fois-ci. Ce dispositif permettrait donc de diagnostiquer l’arrivée du front radiatif en sortie de tube.

Le mini-DMX n’a pas de résolution spatiale et intègre le ŕux sur toute la surface du tube en sortie, ne

permettant donc pas de caractériser l’éventuel ralentissement du front dû en particulier à l’effet d’albedo

aux parois.

L’imagerie X

Pour caractériser les propriétés spatiales du front, il est nécessaire d’exploiter les diagnostics d’image-

rie X. Ces diagnostics reposent sur l’analyse de l’émission du plasma dans une certaine bande énergétique.

Aőn de caractériser l’onde radiative, cette bande d’énergie est centrée dans les X mous caractérisés par

quelques centaines d’eV pour le SSXI. Il est possible d’utiliser le SSXI en sortie de tube à l’aide d’une

fente, comme indiqué sur la Figure 49. Dans ce cas, l’imageur est utilisé en mode streak, où on aura le ŕux

rayonné par le plasma dans la direction de propagation de l’onde en fonction du temps. On obtient alors

une carte spatiale (en fonction du rayon du tube) et temporelle du rayonnement en sortie d’expérience.

Cela permet de caractériser la position du front radiatif, mais également les effets de ralentissement de

celui-ci au niveau des parois du tube. C’est dans cette conőguration que nous utiliserons le diagnostic

dans la suite de ces travaux.

La radiographie X

Un dernier diagnostic peut être placé le long du tube, nommé le GXI-1. Il est possible de produire

une source X intense qui traverse la cible transversalement et qui permet de réaliser une radiographie

de l’édiőce expérimental. Dans ce cas, on ne parle plus d’un diagnostic d’émission propre, puisque le

principe de la radiographie est de créer une source X (d’énergies appartenant aux X durs) qui traverse la

mousse et que l’on récupère de l’autre côté du tube pour diagnostiquer le milieu de propagation. Dans notre

cas, on utilise le diagnostic GXI-1, et la source X est produite à l’aide d’un backlighter (ici, du Scandium)

sur lequel une partie des faisceaux lasers est appliquée. Le principe est le même que pour la création de

rayonnement X dans la cavité. Les photons issus de cette source X vont interagir avec la mousse étudiée,

permettant ainsi de caractériser les zones de fortes densités dans le plasma, sous la forme de zones de

contraste de rayonnement moins élevées. Remarquons que si le tube n’est pas transparent aux photons

provenant de cette source X, il est nécessaire de créer une fente dans le tube. Dans le cas du Scandium,

l’énergie de la source X est d’environ 4.3 keV, pour laquelle un tube en PMMA (principalement CHON)

est transparent. Cela permet de ne pas avoir à effectuer une fente latérale dans les tubes expérimentaux

qui pourraient impliquer d’éventuels effets 3D. Nous verrons dans la suite de ces travaux l’inŕuence de

la composition et des dimensions de ce tube sur les résultats expérimentaux.
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6.3 Simulations de la configuration expérimentale

Dans cette section, nous présentons les résultats de simulation du schéma d’expérience présenté

en Figure 49 dans le cas des mousses de Ta2O5 à la densité 𝜌0 = 0.08 g.cm−3 et CHOBr à deux

densités : 𝜌0 = 0.1 g.cm−3 et 𝜌0 = 0.2 g.cm−3. Le code FCI2 a été utilisé en géométrie bi-dimensionnelle

axi-symétrique pour un cylindre rempli de ces matériaux.

6.3.1 Résultats de simulation

Tout d’abord, observons les résultats de simulations 2D au sein du tube. Sur la Figure 51 sont

représentées des cartes de température et densité adimensionnées à deux temps différents : 5 ns et 10 ns.

On constate la propagation d’un front radiatif courbé par l’absorption de rayonnement au niveau des

parois. Cette courbure s’intensiőe au cours du temps et impacte de plus en plus les zones proches du

centre de la mousse. Au bout de 5 ns, on constate tout de même que dans plus des deux tiers du tube

l’onde radiative se propage de manière non altérée par ces effets de bords. À 10 ns, ce résultat n’est plus

valable qu’au niveau d’un tiers du tube. De manière générale, on constate tout de même que la position

du front radiatif au niveau du tube est très différente de celle au centre de la mousse.

Le nombre de Mach radiatif est quant à lui d’environ Ma ≃ 2, ce qui caractérise un régime super-

sonique. Cependant, force est de constater que les perturbations acoustiques peuvent se propager à des

vitesses proches de celle du front radiatif. En observant les proőls spatiaux de densité à 5 ns et 10 ns sur

la Figure 52 𝑏), on s’aperçoit que le maximum de densité, que l’on peut caractériser comme l’endroit où

s’accumulent les perturbations acoustiques, se situe bien en amont du front radiatif, mais présentent des

rapports de densité environ 2 fois inférieurs à ceux nécessaires pour la création d’un choc. La propagation

de perturbations en densité au niveau des parois du tube est également visible, en particulier à 10 ns, où

un choc commence à se propager au sein de la mousse, ce qui va forcément altérer l’expérience en régime

supersonique. On voit que ces perturbations, autour de 10 ns, n’impactent pour le moment que la moitié

de la mousse, et donc loin de son centre. Cela est dû au choix de diamètre 𝐷 = 0.4 cm qui a permis de

pouvoir négliger ces effets perturbateurs sur la propagation de l’onde radiative au centre de la mousse.

6.3.2 Comparaison modèle 1D - dimensionnement 2D

La première étape à effectuer est la comparaison des données de simulations de la conőguration

présentée en Figure 49 avec les résultats du modèle 1D obtenu dans le précédent chapitre lors de l’analyse

d’équivalence pour le cas du Ta2O5 à la densité 𝜌0 = 0.08 g.cm−3.

Comparaison des profils de température

Commençons par la comparaison des proőls de température au centre du tube. En effet, comme

nous l’avons précédemment expliqué, c’est au centre du tube que les effets bi-dimensionnels se font

le moins ressentir. Les simulations numériques FCI2 permettent d’obtenir ces proőls de température

dans la mousse, représentés en Figure 52 𝑎). La superposition des proőls de température (1𝐷 versus

2𝐷), est, comme on peut le constater, bien respectée sur l’échelle temporelle typique de propagation de
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Figure 51 ś À gauche, carte d’intensité du rayonnement (température adimensionnée) au sein de la
mousse de Ta2O5 pour 𝑡 = 5 ns et 𝑡 = 10 ns dans le cas d’un tube en CHON. Le rayonnement impacte le
matériau à l’entrée du tube (𝑥 = 0), ce qui provoque la propagation d’une onde radiative d’un côté et une
détente de la cavité de l’autre côté qui n’est pas représentée ici. Les effets d’absorption de rayonnement
aux parois sont visibles sur les simulations où le tube est représenté en jaune. À droite, carte de densité
adimensionnée au sein de la mousse de Ta2O5 pour 𝑡 = 5 ns et 𝑡 = 10 ns. La densité est adimensionnée
par 4 fois la densité initiale de la mousse, caractéristique de l’apparition d’un choc fort. On peut donc
constater l’ablation du tube et l’accumulation de perturbations acoustiques suivant la propagation de
l’onde radiative sans créer de choc de séparation hydrodynamique.

l’onde radiative supersonique. Le front semble commencer à ralentir à partir de 10 ns, mais l’effet reste

négligeable en produisant des écarts d’à peine 1%. Les nombres de Boltzmann et les nombres de Mihalas

obtenus lors de cette expérience concordent avec les données du cas 1D, comme attendu. Ces nombres

sans dimension sont respectivement de l’ordre de Bo ≃ 10−2 et R ≃ 25. Numériquement, la conőguration

expérimentale choisie permet donc de reproduire les résultats attendus de manière très précise.

Comparaison des profils de densité

Une seconde étape est la comparaison des proőls de densité, également au centre du tube. Notons que,

contrairement aux simulations effectuées dans les précédents chapitres, nos simulations expérimentales

présentent une condition de ŕux de matière libre à l’entrée du tube (𝑥 = 0). Dans les modèles 1D

développés précédemment, un mur y était placé, ce qui provoque quelques différences sur la détente
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Figure 52 ś En Figure 𝑎), comparaison des proőls spatiaux de température des simulations 1D en traits
pleins bleus avec les proőls spatiaux de température au centre du tube en traits pointillés du gris au noir
pour quatre temps. La superposition est très bonne sur une échelle temporelle d’environ 10 ns, que ce soit
au niveau de la source de rayonnement (cavité) ou du front radiatif. En Figure 𝑏), comparaison des proőls
spatiaux de densité des simulations 1D en traits pleins bleus avec les proőls spatiaux de température au
centre du tube en traits pointillés du gris au noir pour quatre temps. La superposition est très bonne sur
une échelle temporelle d’environ 10 ns, au niveau du front radiatif et de l’accumulation des perturbations
acoustiques. Cependant, les condition aux limites proches de la cavité conduisent à des écarts signiőcatifs
en densité proche de 𝑥 = 0.
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provoquée par l’ablation de la matière proche de cette condition aux limites. On observe en effet une

détente plus importante lors de nos simulations expérimentales qui ne devraient pas pour autant modiőer

le proől de densité de la mousse étudiée. Ces résultats sont présentés en Figure 52 𝑏).
Comme attendu, la détente du milieu chauffé implique une baisse de densité en 𝑥 = 0 plus importante

que dans les simulations 1D où celle-ci était légèrement sous-évaluée. Comme on peut le constater,

cela n’entache que très peu l’accumulation de perturbations acoustiques proches du front radiatif qui

se produit bien de façon beaucoup plus lente que la propagation de l’onde supersonique. En effet, le

nombre de Mach radiatif caractéristique de ces expériences est proche de Ma ≃ 2. Le temps de séparation

hydrodynamiques est lui d’environ 15 ns, lorsque la température de la source diminue de façon drastique

et ne permet plus au front radiatif d’avoir une vitesse suffisante. Ici, sur 10 ns, on ne constate pas de

séparation hydrodynamique qu’aurait pu induire un éventuel ralentissement du front radiatif dû aux effets

multi-dimensionnels. Encore une fois, le dimensionnement expérimental choisi permet de reproduire les

résultats attendus de manière convaincante, avec des écarts de position de front de densité inférieurs à

2%.

La position 1D du front radiatif

À l’aide des résultats de simulation, observons l’évolution du front radiatif au sein de nos mousses à

différents rayons notés 𝑦. Les données sont obtenues sans utiliser de diagnostic laser, mais en observant

seulement les proőls de température (voir Figure 52) au sein du matériau. Ces résultats sont présentés sur

la Figure 53.

Comme nous pouvons le constater, dans un premier temps, l’onde radiative se propage à une vitesse

quasiment égale dans toute la mousse, même au niveau des parois. Cependant, après une courte durée

(environ 2 − 3 ns), la vitesse du front radiatif au niveau des parois du tube (𝑦 = 0.2 cm) commence à

diminuer, jusqu’à accumuler un retard important à 5 ns. Au niveau du quart du rayon du tube (𝑦 = 0.1 cm),

la vitesse du front reste globalement la même (écarts ≤ 3%) qu’au centre du tube (𝑦 = 0 cm) sur

l’échelle caractéristique de propagation de l’onde radiative d’environ 10 ns. C’est à partir de ce temps

que l’absorption du rayonnement aux parois commence à freiner l’onde à des rayons d’environ 0.1 cm,

provoquant l’apparition d’un écart de plus en plus grand entre les positions de front radiatif présentées

en Figure 53. Le dimensionnement expérimental choisi permet donc la propagation d’ondes radiatives

supersoniques faiblement impactées par les effets parasites liés aux parois du tube sur des échelles

temporelles de l’ordre de 10 ns.

6.3.3 Résultats de diagnostics

Bien que les proőls de température et de densité au sein de la mousse permettent d’être conőants sur

la validité des paramètres expérimentaux choisis, nous devons vériőer que les différents diagnostics laser

présentés permettent de caractériser correctement ces résultats expérimentaux.
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Figure 53 ś Comparaison de l’évolution du front radiatif au sein de la mousse pour différentes hauteurs,
𝑦 = 0 au centre du tube, 0.09 au quart du tube, 0.2 à la paroi cm, respectivement en croix rouges, ronds
bleus et carrés noirs, sur une échelle temporelle de 10 ns.

Diagnostiquer le rayonnement au sein de l’expérience

L’objectif principal est d’obtenir la position du front radiatif au centre du tube pour les mousses

étudiées de Ta2O5 et CHOBr. Dans le cas qui nous intéresse, il est donc possible d’utiliser l’imageur

X-mous SSXI pour capter le rayonnement en sortie de tube sur tout son diamètre. En fonction de la

longueur du tube, on obtiendra une information différente, et une valeur de la position du front radiatif,

au moment de l’arrivée du rayonnement sur le capteur. Les résultats de simulation de ce diagnostic sont

présentés en Figure 54 𝑎) pour un tube de longueur 𝐿 = 0.1 cm et en Figure 54 𝑏) pour un tube de

longueur 𝐿 = 0.2 cm.

En parcourant la őgure de gauche à droite, plusieurs phénomènes sont observés au cours de la

simulation de ce diagnostic. Tout d’abord, on constate que l’arrivée du front radiatif coïncide avec une

augmentation signiőcative de l’intensité du rayonnement autour de 10 ns, au centre de la cible. Ce

front arrive avec un léger décalage de plus en plus marqué lorsque l’on s’approche des parois. Ceci

caractérise la façon dont le rayonnement y est absorbé, ralentissant au fur et à mesure la propagation

de l’onde radiative. En continuant de parcourir la őgure, pour 𝑡 ∼ 15 ns, le rayonnement commence
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a)

b)

Figure 54 ś Sur les Figures 𝑎) et 𝑏) sont respectivement représentées des simulations du diagnostic
d’imagerie X pour des tubes de longueur 𝐿 = 1 mm et 𝐿 = 2 mm sur toute la hauteur du tube jusqu’à ses
parois. Nous avons représenté l’évolution temporelle de l’intensité du rayonnement (axe des abscisses)
traversant une fente parcourant tout le diamètre du tube (axe des ordonnées). Nous y avons indiqué
l’arrivée du front radiatif en pointillés blancs ainsi que le moment de fermeture du tube par ablation des
parois en pointillés noirs.

à faiblir, et chute drastiquement à des niveaux proches de ceux observés au niveau du front radiatif.

Ce comportement commence au niveau des parois du tube et se propage en quelques nanosecondes au
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niveau de son centre. Cela correspond au moment où l’ablation des parois du tube provoque sa fermeture

quasi-totale au rayonnement incident provenant de la cavité. Ce phénomène agit déjà sur la propagation

du front, et on peut considérer qu’au niveau de son arrivée au quart du tube, la dynamique de l’onde

radiative peut être modiőée. En effectuant des simulations d’expérience répondant au dimensionnement

présenté en Figure 49, mais pour des diamètres de tube plus faibles, le phénomène d’ablation des parois

affecte beaucoup plus rapidement la propagation de l’onde. En particulier, pour des diamètres de tube

d’environ 0.3 cm, on arrive à des durées inférieures à 10 ns, et pour des diamètres 𝐷 ≃ 0.2 cm, des

durées inférieures à 7.5 ns, indiquant que le diamètre choisi initialement permet de limiter l’inŕuence des

effets de bord sur la dynamique de l’onde radiative pour des temps supérieurs à sa durée caractéristique

de propagation d’environ une dizaine de nanosecondes.

La radiographie X de la mousse

Il est également intéressant de pouvoir suivre expérimentalement les perturbations de densité (et donc

de pression) se propageant dans le milieu chauffé. En effet, comme nous l’avons déjà introduit, l’ablation

des parois du tube ou les perturbations acoustiques provenant du chauffage intense de la mousse basse

densité peuvent grandement modiőer la propagation de l’onde radiative supersonique. Considérons alors

un système composé d’une mousse de CHOBr (dopée à 30% en brome) de densité 𝜌0 = 0.2 g.cm−3. Cette

conőguration produit une accumulation importante d’ondes de perturbations acoustiques sur une échelle

de temps de l’ordre de la dizaine de nanosecondes. Dans cette situation, un diagnostic de radiographie

X peut être mis en place pour suivre l’évolution de la densité dans cette mousse. Ce diagnostic de

radiographie utilise l’imageur GXI-1 couplé à un backlighter composé de scandium. L’imageur X est

utilisé dans la conőguration présentée en Figure 49, de sorte à parcourir le tube longitudinalement. Les

résultats de simulation du diagnostic sont présentés sur la Figure 55.

Les radiographies X permettent de constater les deux phénomènes énoncés précédemment. En effet,

au niveau des parois du tube tout d’abord, on constate qu’une ablation du matériau se produit, provoquant

des perturbations dans les proőls proches de cette zone. Pour des temps supérieurs à 10 ns, cette ablation

provoquera une densiőcation de la mousse en amont du front radiatif menant à la formation de chocs

obliques (comme observé par Doss et al. [2015]). Au centre du tube à présent, pour la mousse de

CHOBr (Figure 55 𝑎)), on constate également l’apparition d’un front dense synonyme d’accumulation de

perturbations acoustiques. Une transition s’effectue rapidement entre 5 et 10 ns, conduisant à une intense

densiőcation de ce front. Dans notre cas, l’accélération du front radiatif lié à la montée en température

de la cavité n’est pas suffisante et un choc de séparation hydrodynamique apparaît, pour un écart au ŕux

mesuré à la densité nominale d’environ 90%. De manière générale, ces résultats permettent d’affirmer

qu’il nous est possible d’accéder aux proőls de densité au sein des mousses étudiées. Dans le cas du

Ta2O5, aucune séparation hydrodynamique n’est observée (Ma ≃ 2) pour des temps inférieurs à 10 ns,

l’accumulation des perturbations acoustiques étant plus lente que pour le CHOBr, pour lequel Ma ≃ 1.

Sur la radiographie présentée en Figure 55 𝑏), on observe donc aucune zone de contraste particulièrement

bas témoignant d’un choc. L’écart au ŕux mesuré à la densité nominale est au maximum de 40% à 10 ns,

très loin des 80% observés lors du choc de séparation hydrodynamique pour la mousse de CHOBr. On

153



Chapitre 6 Dimensionnement d’une expérience équivalente

C
o

n
tra

ste

t = 1 ns t = 4 ns t = 7 ns

Front de 

perturbations

Densification et 

création d’un choc

Propagation du choc de 

séparation hydrodynamique

Ablation du tube

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

t = 10 ns

Tube CHON

Mousse

CHOBr

t = 1 ns

Tube CHON

Mousse

Ta2O5

t = 4 ns t = 7 ns t = 10 ns

Apparition d’un front de  faibles

perturbations acoustiques

C
o

n
tra

ste

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figure 55 ś Sur la őgure du haut est présentée des radiographies X d’une mousse de CHOBr et sur
celle du bas des radiographies X d’une mousse de Ta2O5, pour cinq temps croissants de gauche à droite,
réalisées à l’aide d’un backlighter en Sc. Nous avons calculé le contraste qui est le rapport entre le ŕux
obtenu lors de la propagation de l’onde radiative et le ŕux mesuré à la densité nominale 𝜌0 du matériau.
Les zones les plus sombres représentent donc les différences les plus importantes entre la mousse non
perturbée et celle où des perturbations en densité existent.

considère alors que ce rapport n’est pas suffisant pour détecter une perturbation importante de la densité

de la mousse. On retrouve le résultat donné par les proőls de densité simulés au centre du tube (voir

Figure 52 𝑏)).
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6.3.4 Résumé des résultats du dimensionnement

L’objectif de ce travail était de démontrer la possibilité d’effectuer des expériences de laboratoire

représentatives des conőgurations 1D supersoniques étudiées dans le chapitre 5. Les différents choix ef-

fectués pour les paramètres de dimensionnement (résumés en Figure 49) nous ont déjà permis de valider

numériquement cette approche pour les ondes radiatives se propageant au centre de la mousse choisie.

De plus, nous venons d’observer que l’échelle temporelle sur laquelle les résultats des simulations 1D et

des simulations expérimentales 2D concordent est d’environ une dizaine de nanosecondes. Cette durée

englobe le domaine de validité de la théorie de l’équivalence appliquée aux systèmes astrophysiques

présentés dans ce manuscrit. De manière générale, nous avons donc obtenu un exemple de dimensionne-

ment permettant d’étudier la propagation d’ondes radiatives en régime supersonique dans des conditions

d’applicabilité de l’analyse d’équivalence.

Dans un second temps, nous avons montré comment les diagnostics présents sur les installations de

puissance (ici sur le LMJ) permettaient de suivre la propagation de l’onde radiative créée et de quantiőer les

écarts aux hypothèses fondamentales du modèle. En particulier, les diagnostics de radiographie X peuvent

suivre l’évolution des phénomènes hydrodynamiques se produisant au sein de la mousse (accumulation

des perturbations acoustiques) et au niveau des parois du tube (absorption du rayonnement et ablation).

Ainsi, nous avons pu déterminer que le diamètre de tube choisi (𝐷 = 0.4 cm) permet de limiter ces

phénomènes sur des durées caractéristiques d’une dizaine de nanosecondes. Enőn, la position du front

radiatif au centre de la cible, obtenue à l’aide des diagnostics d’imagerie X, donne une comparaison avec

les modèles de propagation 1D étudiés dans le chapitre précédent. Les résultats de dimensionnement sont

résumés sur la Figure 56 pour une mousse de CHOBr à la densité 𝜌0 = 0.1 g.cm−3, pour laquelle aucune

séparation hydrodynamique n’est observée sur l’échelle temporelle étudiée.

En parcourant la őgure de gauche à droite et de haut en bas, nous pouvons suivre l’évolution

temporelle du front radiatif simulé, donné par la frontière entre les zones de rayonnement intense et la

zone à température constante la plus basse. Ce front se comporte, pendant les 5 premières nanosecondes,

comme le front 1D. De plus, la position du front radiatif au centre de la mousse, obtenue en diagnostiquant

les différentes longueurs de tube modélisées par les points expérimentaux, suit également de manière

très proche (écart ≤ 2%) cette évolution, jusqu’à des temps 𝑡 ≃ 7.5 ns. À ces temps, les fronts de

densité et de température à la paroi sont beaucoup moins avancés que l’onde radiative supersonique. Le

ralentissement du front commence en effet à se faire sentir, puisqu’aux alentours de 10 ns, on observe un

écart d’environ 10% entre le modèle 1D et l’évolution du front radiatif donnée par la simulation et les

diagnostics d’imagerie. On retrouve le fait qu’aucune séparation hydrodynamique n’a lieu sur l’échelle

temporelle étudiée puisque le front de densité ne dépasse pas le front radiatif.

Les résultats de dimensionnement pour une mousse de Ta2O5 à la densité 𝜌0 = 0.08 g.cm−3 sont

résumés sur la Figure 57. Ces résultats sont globalement très similaires au cas précédent pour une mousse

de CHOBr. Dans le cadre d’un dimensionnement d’expériences, nous nous attendions à ce résultat dans

le sens où le choix d’un matériau n’inŕuence pas aussi fortement la précision des résultats pour la phase

supersonique que dans le cas de l’analyse d’équivalence. Nous constatons tout de même un meilleur

accord à l’équivalence sur la position du front radiatif pour la mousse de Ta2O5, et ce sur une durée
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Figure 56 ś Carte de température adimensionnée en fonction du temps (en abscisse) et de l’espace (en
ordonnée) pour la mousse de CHOBr à 𝜌0 = 0.1g.cm−3. Le front radiatif peut être suivi comme la limite
entre les températures plus élevées que le milieu initial en bas à gauche. En pointillés blancs est représentée
l’évolution du front radiatif 1D du chapitre précédent. Les croix rouges représentent les positions de front
obtenues avec une simulation d’imageur X-mous en sortie de tube pour diverses longueurs de ce dernier.
Les carrés violets représentent les données de front radiatif obtenues à l’aide de simulations 2D le long
des parois du tube. Enőn, les cercles noirs donnent la position du maximum de densité au centre de la
mousse, obtenu par radiographie.

étendue de 10 ns. L’écart entre le cas 1D, l’évolution numérique du front radiatif expérimental 2D, et

les valeurs obtenues par diagnostic d’imagerie est en effet quasiment nul sur cette échelle temporelle.

On constate que, dans ce cas aussi, la position du front de densité est bien inférieure à celle du front

radiatif sur la durée de l’expérience. En pratique, nous venons donc de démontrer numériquement l’intérêt

expérimental de l’approche proposée dans ce manuscrit, dans le cadre du dimensionnement choisi.

Une expérience menée dans les conditions présentées permettra donc d’obtenir des données expéri-

mentales d’un système équivalent aux ondes radiatives supersoniques étudiées à l’échelle astrophysique du

chapitre 2. Ces données pourront permettre de valider les modèles théoriques et simulations numériques

étudiés jusqu’à présent, et ce dans les régimes souhaités grâce à l’équivalence.
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Figure 57 ś Carte de température adimensionnée en fonction du temps et de l’espace pour la mousse
de Ta2O5 à 𝜌0 = 0.08g.cm−3. Le front radiatif peut être suivi comme la limite entre les températures
plus élevées que le milieu initial en bas à gauche. En pointillés blancs est représenté l’évolution du front
radiatif 1D du chapitre précédent. Les croix rouges représentent les positions de front obtenues avec une
simulation d’imageur X-mous en sortie de tube pour diverses longueurs de ce dernier. Les carrés violets
représentent les données de front radiatif obtenues à l’aide du même diagnostic le long des parois du
tube. Enőn, les cercles noirs donnent la position du maximum de densité au centre de la mousse, obtenu
par radiographie.

6.4 Études paramétriques sur les incertitudes expérimentales

6.4.1 Quantifier les incertitudes expérimentales

Dans toute la section précédente, les résultats de simulation expérimentale ont été exposés dans le

cas où tous les paramètres choisis pour le dimensionnement de l’expérience étaient parfaitement connus.

Cependant, les incertitudes pesant sur les propriétés des mousses synthétisées [Fryer et al., 2016],

ainsi que celle pesant sur la température atteinte dans la cavité peuvent modiőer les résultats présentés

dans la première partie de ce chapitre. Tous les paramètres choisis dans le cadre du dimensionnement

expérimental ne sont pas sujets aux mêmes incertitudes et ne provoquent pas les mêmes écarts au

modèle. En particulier, nous avons démontré dans la section précédente que de faibles modiőcations du

dimensions du tube n’entacheraient pas les résultats expérimentaux, étant donné la marge prise dans notre

étude. Par exemple, il faudrait des écarts d’environ 25% sur le diamètre 𝐷 du tube pour que l’ablation des
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parois de celui-ci entachent l’expérience sur des échelles temporelles 𝑡 < 10 ns. Il existe tout de même

certains paramètres dont l’incertitude pourrait fortement entacher les expériences de propagation d’ondes

radiatives en régime supersonique. Les paramètres en question sont présents dans le modèle décrivant

l’onde, à savoir : la densité de la mousse 𝜌0, ses caractéristiques d’équation d’état 𝜌0𝑒 et d’opacité 𝜅𝑅,

ainsi que la condition aux limites 𝑇𝑆 (𝑡) provenant de la cavité éclairée par l’énergie laser 𝐸𝐿 .

Les incertitudes portant sur les matériaux utilisés vont inŕuencer la dynamique des ondes radiatives

étudiées. Inversement, la caractérisation des lois de comportement régissant les milieux de propagation,

telles que l’équation d’état et la loi d’opacité, peut être testée à l’aide de telles expériences [Guymer

et al., 2015]. De manière générale, les incertitudes liées aux différents modèles utilisés pour quantiőer

ces grandeurs peuvent conduire à des écarts d’autant plus élevés sur les proőls de température attendus

pour l’onde radiative ainsi que sur la position du front radiatif. Dans le chapitre précédent, nous avons

montré comment les symétries d’équivalence pouvaient permettre de compenser les écarts observés

dans un redimensionnement adéquat des différents paramètres de transformation. Dans notre cas, la

liberté laissée au redimensionnement sur la variable d’espace 𝑥 permettait de minimiser l’écart entre

différentes équations d’état pour une application entre astrophysique et laboratoire. Lors de la mise en

place d’expériences, les paramètres de l’équivalence peuvent ainsi toujours être adaptés à la situation aőn

d’absorber l’écart aux propriétés des matériaux. Il est cependant impossible de séparer les considérations

entre équation d’état et loi d’opacité, car les transformations sur ces deux entités sont liées. Dans

l’hypothèse où l’une de ces grandeurs serait parfaitement connue, les écarts à l’autre de ces paramètres

peuvent tout de même être déterminés. Dans le cadre de notre approche, nous avons fait l’hypothèse que

la loi d’opacité des mousses utilisées était assez bien connue pour servir de modèle pour caractériser la

forme des transformations d’équivalence (voir chapitre 5). Il est donc primordial de s’assurer que des

incertitudes sur 𝜆𝑅 entachent aussi peu que possible les résultats expérimentaux.

Dans cette section, nous allons donc nous intéresser à l’effet des incertitudes de trois paramètres

en particulier sur la propagation de l’onde radiative et l’obtention de l’évolution du front radiatif dans

le cas du meilleur matériau. Ces trois paramètres sont : la densité 𝜌0 de la mousse utilisée, l’énergie

laser déposée 𝐸𝐿 et le libre parcours moyen 𝜆𝑅. Ces trois paramètres sont autorisées à varier de 10% en

amplitude, jusqu’à des valeurs que l’on dénotera donc par des indices du type 𝜌−10% pour une baisse de

densité et 𝜌+10% pour une augmentation de densité.

Focus sur la notion d’incertitude

Les notions d’incertitudes et d’erreurs sont, au premier abord, très générales. Présentons d’abord ce

que l’on entend vraiment par ces termes, en les déőnissant de manière analytique. Lorsque l’on cherche

à caractériser les écarts expérimentaux associés à une incertitude donnée sur un paramètre (par exemple

[𝜌−10%, 𝜌0, 𝜌+10%]), nous décidons d’utiliser la notion d’écart relatif. Ces écarts relatifs (ou erreurs

relatives), notés 𝐸𝑟𝑒𝑙𝑇 et 𝐸𝑟𝑒𝑙𝑥 sont associés respectivement aux proőls spatiaux de température et aux

positions de front radiatif. Ils sont déőnis par les relations suivantes :
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𝐸𝑟𝑒𝑙𝑥 (𝑡) =
|𝑥 𝑓 (𝑡)𝜌+10% − 𝑥 𝑓 (𝑡)𝜌−10% |

𝑥 𝑓 (𝑡)𝜌0

, 𝐸𝑟𝑒𝑙𝑇 (𝑡) =
∫ 𝑥 𝑓 (𝑡 )

0

|𝑇 (𝑥, 𝑡)𝜌+10% − 𝑇 (𝑥, 𝑡)𝜌−10% |
𝑇 (𝑥, 𝑡)𝜌0

𝑑𝑥 (6.1)

Cette équation écrite pour le paramètre de densité se généralise à tout autre paramètre de manière

immédiate. Les avantages de cette méthode résident dans le caractère local des écarts calculés. Ces

paramètres caractérisent en effet l’erreur maximale que l’on peut effectuer à un temps donné pour se

situer dans l’intervalle de conőance [𝜌−10%, 𝜌+10%]. On obtient donc environ une valeur deux fois plus

élevée que ce que nous donnerait un calcul d’erreur absolue par rapport à la situation voulue. Enőn,

lorsqu’il sera question d’incertitude sur les proőls de température ou sur la position du front radiatif à un

temps őxé 𝑡 𝑓 𝑖𝑥𝑒, nous ferons référence aux grandeurs déőnies respectivement par les relations suivantes :

𝐼𝑇 (𝑡 𝑓 𝑖𝑥𝑒) =
∫ 𝑡 𝑓 𝑖𝑥𝑒

0
𝐸𝑟𝑒𝑙𝑇 (𝑡)𝑑𝑡, 𝐼𝑥 (𝑡 𝑓 𝑖𝑥𝑒) =

∫ 𝑡 𝑓 𝑖𝑥𝑒

0
𝐸𝑟𝑒𝑙𝑥 (𝑡)𝑑𝑡 (6.2)

Nous illustrons plus en détails les concepts introduits dans les relations (6.1) et (6.2) sur la Figure 58.

Y0

Y+10 %

Y-10 %

Erreur relative 

à ± 10 %

Incertitude 

moyennée

Erreur effective

à 10%

t

t0

Figure 58 ś Illustration des notions d’erreur relative et d’incertitude telles qu’introduites dans le manuscrit
pour une variable őctive 𝑌0 (traits pleins) soumise à une incertitude variant entre +10% (tirets) et −10%
(pointillés). Dans ce cas, l’erreur relative à l’instant 𝑡0 est indiquée en rouge par l’écart entre les valeurs
𝑌+10% et 𝑌−10%, moyennée par la valeur souhaitée théoriquement 𝑌0. En vert, l’erreur effective calculée
à un instant quelconque entre la solution théorique et celle obtenue dans le cas d’un incertitude à 10%.
Enőn, l’aire représentée en bleue représente l’incertitude globale à moyenner sur l’intervalle de temps
choisi pour obtenir la valeur d’incertitude moyennée.

Sur la Figure 58, nous suivons l’évolution de la variable őctive 𝑌0 en fonction du temps. En parcou-

rant la őgure de gauche à droite, nous illustrons les notions d’erreur relative et d’incertitude moyennée

introduites précédemment. On constate que l’erreur relative (double ŕèche rouge) n’est autre que l’écart
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maximal entre les variables 𝑌+10% et 𝑌−10%, calculé à chaque instant. Elle permet de caractériser l’incer-

titude dans laquelle un expérimentateur se trouve, et non pas simplement l’écart entre le modèle parfait

et une valeur expérimentale qui s’avèrerait différente (en vert par exemple). Ainsi, cette incertitude, qui

n’est autre que l’aire moyennée de cette courbe, peut s’interpréter comme la précision maximale que l’on

obtient pour se situer dans l’intervalle de conőance +/−10%. Cette quantiőcation des erreurs nous paraît

donc être la meilleure manière de caractériser les incertitudes liées aux expériences présentées.

6.4.2 Simulations et résultats

Étude paramétrique

Nous avons choisi de faire varier la densité de la mousse de +/− 10% et d’observer l’effet que cela a

sur la propagation de l’onde radiative au centre du tube. Soulignons que ces incertitudes sur la densité de la

mousse sont particulièrement élevées par rapport à celles communément observées dans les expériences

récemment menées 2. De la même manière, nous faisons également varier l’énergie laser déposée sur les

parois de la cavité de conversion d’environ +/− 10%, menant à des écarts de température 𝑇𝑆 (𝑡) avoisinant

les +/− 3% selon la loi de conversion de l’énergie laser en rayonnement X. En considérant les incertitudes

expérimentales usuellement observées en laboratoire lors d’expériences récentes [Moore et al., 2015],

nous pouvons estimer se situer dans un ordre de grandeur pertinent. Enőn, nous faisons également varier

le libre parcours moyen (ou de manière équivalente la loi d’opacité) du milieu de propagation de l’onde

radiative supersonique d’environ +/− 10%.

Nous avons donc mené six simulations supplémentaires suivant toujours la conőguration présentée

sur la Figure 49, dans le cas de densités 𝜌−10% et 𝜌+10%, d’énergies laser 𝐸𝐿−10% et 𝐸𝐿+10% et de libres

parcours moyens 𝜆𝑅−10% et 𝜆𝑅+10% . Les résultats sont présentés respectivement sur les Figures 59 𝑎) à 𝑐)
pour les proőls spatiaux de température et 𝑑) à 𝑓 ) pour les proőls spatiaux de densité.

Sur les Figures 59 𝑎) et 𝑑), on peut voir que l’écart initial sur les densités du milieu conduisent

à l’accumulation d’une erreur sur la position du front radiatif, et plus globalement sur les proőls de

température et densité. Les écarts relatifs observés varient de 20% à 𝑡 = 5 ns jusqu’à être complètement

dé-corrélés autour de 10 ns. Ces barres d’erreur importantes proviennent du fait que l’on ait considéré

des incertitudes particulièrement élevées sur la densité initiale des milieux de propagation. Par ailleurs,

nous pouvons constater que la physique attendue de l’onde radiative est bien respectée. En effet, pour des

densités de plus en plus importantes, le front radiatif ralentit, ayant plus de mal à se propager dans des

milieux denses. Cela conduit à une accumulation de perturbations acoustiques plus rapide au niveau de ce

front, et donc à une densiőcation plus importante, visible sur la Figure 59 𝑑). Un phénomène intéressant à

noter sur cette őgure est la position constante du maximum de densité pour les trois expériences, indiquant

une faible dépendance à la densité initiale du milieu. Le front de perturbations, de même que le front

radiatif, est quant à lui plus lent pour les densités les plus importantes.

Pour les Figures 59 𝑏) et 𝑒), on peut voir que l’écart initial sur les énergies laser conduisent également

à l’accumulation d’une erreur sur la position du front radiatif, et plus globalement sur les proőls de

2. Dans le cas des expériences de Courtois et al. [2021], les incertitudes sur la densité du matériau utilisé sont d’environ
5%.
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a)

b)

c)

d)

e)

f)

Figure 59 ś Les őgures 𝑎) et 𝑑) présentent respectivement des proőls de température et densité d’une
onde radiative pour trois valeurs de densités 𝜌0 (en traits pleins), 𝜌−10% (en tirets) et 𝜌+10% (en pointillés),
à deux temps 𝑡 = 5 ns (en bleu) et 𝑡 = 10 ns (en noir). Les őgures 𝑏) et 𝑒) présentent respectivement
des proőls de température et densité d’une onde radiative pour trois valeurs de énergies laser 𝐸𝐿 (en
traits pleins), 𝐸𝐿−10% (en tirets) et 𝐸𝐿+10% (en pointillés), à deux temps 𝑡 = 5 ns (en bleu) et 𝑡 = 10 ns
(en noir). Les őgures 𝑐) et 𝑓 ) présentent respectivement des proőls de température et densité d’une onde
radiative pour trois valeurs de libres parcours moyens 𝜆𝑅 (en traits pleins), 𝜆𝑅−10% (en tirets) et 𝜆𝑅+10% (en
pointillés), à deux temps 𝑡 = 5 ns (en bleu) et 𝑡 = 10 ns (en noir).
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température et densité. Les écarts relatifs observés varient de 10% à 𝑡 = 5 ns jusqu’à atteindre 30% autour

de 10 ns. Ces barres d’erreur sont relativement inférieures à celles observées pour la densité, provenant

du fait que l’énergie laser inŕuence indirectement la propagation du front par la température de cavité.

Par ailleurs, nous pouvons constater qu’encore une fois la physique attendue de l’onde radiative est bien

respectée. En effet, pour des énergies laser de plus en plus importantes, le front radiatif accélère, ayant

un réservoir d’énergie plus important pour l’aider à se propager au sein de la mousse. Cela conduit à

une accumulation de perturbations acoustiques légèrement plus faible au niveau de ce front, et donc à

une densiőcation moins importante, visible sur la Figure 59 𝑒). De manière générale, l’écart provoqué

par la variation de 𝐸𝐿 est relativement plus faible que pour le cas précédent sur les proőls spatiaux de

température.

Enőn, pour les Figures 59 𝑐) et 𝑓 ), on peut voir que l’écart initial sur les lois d’opacité conduisent

encore une fois à l’accumulation d’une erreur sur la position du front radiatif, et plus globalement sur

les proőls de température et densité. Les écarts relatifs observés varient de 10% à 𝑡 = 5 ns jusqu’à

atteindre 25% autour de 10 ns. Ces barres d’erreur sont relativement semblables à celles observées pour

l’énergie laser. La physique attendue de l’onde radiative est bien respectée. En effet, pour des libres

parcours moyens de plus en plus importants, le front radiatif ralentit, les photons subissant un plus grand

nombre de processus de diffusion au sein du plasma. Cela conduit à une accumulation de perturbations

acoustiques légèrement plus forte au niveau de ce front, et donc à une densiőcation plus importante,

visible sur la Figure 59 𝑓 ).

Incertitude totale

Dans cette étude, nous avons implicitement effectué l’hypothèse que chaque incertitude était to-

talement indépendante l’une de l’autre. Aőn de vériőer cette hypothèse, nous pouvons effectuer deux

simulations supplémentaires prises dans les cas les plus écartés du système équivalent idéalisé. Dans la

première situation, on considère des densités plus faibles, des libres parcours moyens plus élevés, et des

énergies laser plus élevées. Dans ce cas, la vitesse de l’onde radiative est accélérée par ces trois choix,

et on se place donc dans le cas d’une incertitude totale notée à +10%. Dans le cas contraire, on se place

dans le cas d’une incertitude totale notée à −10%. On représente donc ces résultats de simulations par les

termes Tot−10% et Tot+10%. Dans ce cas, on choisit de représenter les écarts au système équivalent idéalisé

par l’évolution du front radiatif dans chaque simulation. Les résultats sont présentés sur la Figure 60.

On constate que l’incertitude totale liée aux situations les plus éloignées en terme de vitesse du front

radiatif correspond à la somme des incertitudes calculées indépendamment sur les différents paramètres

étudiés. Ainsi, ces paramètres sont bien indépendants pour le calcul d’incertitudes. Il est particulièrement

intéressant de noter que ces cas les plus éloignés du système prévu initialement à l’échelle du laboratoire

suivent globalement la même physique. Cela traduit le fait que l’on se trouve loin des seuils limitant

le modèle d’ondes radiatives supersoniques. En particulier, les temps de séparation hydrodynamiques

des systèmes Tot−10% et Tot+10% diffèrent du cas prévu mais ne deviennent pas inférieurs à la durée

de l’expérience. Lorsque la vitesse du front radiatif augmente (cas Tot+10%), 𝑡𝑠𝑒𝑝 augmente également.

Cependant, dans le cas Tot−10%, la vitesse du front diminue, et on obtient des nombres de Mach radiatifs
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Figure 60 ś Les Figures 𝑎), 𝑏) et 𝑐) représentent l’évolution des positions de fronts radiatifs pour les
simulations avec, respectivement, une incertitude sur la densité de la mousse, l’énergie du laser et le libre
parcours moyen de la mousse. La Figure 𝑑) représente le cas d’incertitude totale à +/- 10%, où l’aire
remplie correspond à l’intervalle de conőance des expériences proposées. Cet intervalle correspond à la
somme des intervalles calculés pour les différentes incertitudes prises séparément.

de plus en plus proches de l’unité (Ma−10% ≃ 1.7) autour de 10 ns. Cependant, aucune séparation

hydrodynamique n’est observée avant environ 12 ns, ce qui prouve que le dimensionnement effectué nous

permet de rester loin du seuil de cessation de l’hypothèse supersonique.

Également, la situation Tot+10% fait diminuer l’épaisseur optique du milieu à des valeurs proches de

l’unité (𝜏 ≃ 5 dans les pires cas). L’hypothèse de diffusion (𝜏 > 1) est ainsi toujours vériőée dans le

milieu étudié, car le choix du matériau Ta2O5 à une densité 𝜌0 = 0.08 g.cm−3 a permis de se situer loin

du seuil de l’obtention de milieux semi-transparents (𝜏 ≃ 1). C’est la nature diffusive (Z élevé) de ce

matériau qui permet un tel résultat, que l’on ne pourrait pas forcément obtenir dans le cas de mousses

de plastique par exemple. Notons enőn que les régimes physiques (B̂o ≪ 1, R̂ ≫ 1) sont conservés dans

l’intervalle de conőance. Nous discuterons de l’inŕuence de la modiőcation des nombres de Boltzmann

et de Mihalas à l’échelle du laboratoire dans la dernière section de ce manuscrit.
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6.4.3 Du laboratoire à l’échelle astrophysique

Retour à l’échelle astrophysique

À ce point de l’étude, nous venons de démontrer la faisabilité d’expériences de propagation d’ondes

radiatives équivalentes au système astrophysique SXI-disque d’accrétion à l’échelle du laboratoire, en

particulier avec une mousse de Ta2O5. Rappelons que l’objectif de produire de telles ondes expérimentale-

ment est de pouvoir remonter au système astrophysique pour l’étudier de manière directe et ainsi pourvoir

au manque de données comparatives pour ces environnements. On applique à présent les transforma-

tions d’équivalence (5.1) aux simulations expérimentales 2D présentées dans ce chapitre. On présente

sur la Figure 61 le cas de référence à l’échelle astrophysique (traits pleins rouges) étudié au chapitre 2

(Figure 24) et simulé à l’aide du code RAMSES-RT. On ajoute à cela la simulation 1D FCI2 du système

équivalent (non idéal, en pointillés bleus) composé de Ta2O5 et étudié au chapitre 5 (Figure 48). Enőn,

nous représentons donc également les résultats de dimensionnement 2D (tirets noirs) développés dans

ce chapitre pour ce même système (Figure 52 𝑏)). Ces simulations, effectuées à l’échelle du laboratoire,

sont projetées à l’échelle astrophysique à l’aide des transformations d’équivalence (5.1).

On constate que l’équivalence est bien respectée sur les premiers instants de propagation de l’onde

radiative, pour des temps inférieurs à 5 ns. La position du front est elle également retrouvée. Cependant,

comme démontré au chapitre 5, les écarts à la situation équivalente idéale (qui se superposerait avec

la courbe rouge, comme démontré au chapitre 5), principalement en terme d’équation d’état, induisent

une déviation entre les solutions aux deux échelles. Pour le laboratoire, l’échelle temporelle de validité

de l’approche (c’est-à-dire avec un seuil d’erreur acceptable) est donc d’environ 5 ns. Pour l’échelle

astrophysique, cela peut correspondre à diverses durées, selon le choix fait lors de l’application des

transformations d’équivalence. Dans notre cas, nous modélisons ici, comme expliqué au chapitre 5, les

0.025 premières secondes du système astrophysique.

Propagation des incertitudes

Théoriquement, il serait possible de complètement annuler l’écart observé entre les échelles astro-

physique et du laboratoire en considérant un matériau équivalent parfait qui, rappelons-le, ne correspond

pour l’instant pas à un matériau connu en laboratoire, comme nous l’avons montré au chapitre 5. Des

déviations à l’équivalence existent ici entre les fonctions 𝐸 (𝑇) et �̂� (𝑇), qu’il faut également coupler avec

les incertitudes étudiées dans la section précédente. En effet, expérimentalement, certaines incertitudes

persistent sur les paramètres caractérisant la propagation des ondes radiatives à l’échelle du laboratoire.

Bien que l’on ait été capable de caractériser leur effet à cette échelle, qu’en est-il de la propagation de ces

incertitudes à l’échelle astrophysique?

Les simulations effectuées sur les incertitudes expérimentales nous ont permis de quantiőer l’intervalle

de conőance dans lequel nous sommes sûrs de trouver la solution à l’échelle du laboratoire. Nous avons

caractérisé les situations les plus éloignées du système réel où des écarts de 10% existent sur la densité

initiale de la mousse de Ta2O5, sur l’énergie fournie par le laser, ainsi que sur la loi de libre parcours

moyen de cette mousse. Ces nouveaux paramètres vont induire des changements sur l’invariant 𝐼 donné

par la relation (5.4) et propre aux transformations d’équivalence. En particulier, une augmentation de la
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Figure 61 ś Comparaison des proőls spatiaux de température provenant des simulations RAMSES-RT à
l’échelle astrophysique (en traits pleins rouges), des simulations FCI2 1D (en pointillés bleus) et 2D (en
tirets noirs) à l’échelle du laboratoire. Les simulations à cette échelle sont présentées après application des
transformations d’équivalence aőn de superposer les solutions temporellement et spatialement à l’échelle
astrophysique.

densité va conduire à des nombres de Mihalas plus élevés que ceux attendus, avec un rapport de l’ordre

d’une dizaine de %. Pour les faibles nombres de Mihalas (R ≤ 1) obtenus à l’échelle astrophysique, cela ne

provoque pas de changement de régime, puisqu’un nombre de Mihalas de 0.1 prendrait alors des valeurs

proches de 0.11. Cependant, l’application de l’équivalence s’en trouve modiőée puisque l’écart entre R

et R̂ peut augmenter ou diminuer selon la situation. Un redimensionnement de l’échelle expérimentale

(�̂�, 𝑡) peut permettre d’absorber ces écarts tant que les régimes physiques ne sont pas modiőés, et donc

que la physique des systèmes reste équivalente entre les deux échelles. Dans cette optique, on constate

que le nombre de Boltzmann en version statique 𝐼1 sera lui aussi modiőé, d’une façon qui dépendra de la

loi d’opacité du matériau. Cependant, B̂o ≪ 1 est une conséquence de la propagation d’ondes radiatives
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supersoniques, et les incertitudes étudiées ne modiőent pas cette hypothèse. Ainsi, en appliquant les

transformations d’équivalence (5.1) à la situation Tot+10%, on obtient les résultats présentés sur la Figure

62, qui correspond globalement à la Figure 61, où l’on a remplacé la courbe noire par celles des systèmes

présentant des incertitudes de +/− 10%.

Figure 62 ś Comparaison des proőls spatiaux de température provenant des simulations RAMSES-RT
à l’échelle astrophysique (en traits pleins rouges), des simulations FCI2 1D (en pointillés bleus) et 2D
(en tirets noirs) à l’échelle du laboratoire. L’aire en jaune représente l’intervalle de conőance pour les
situations Tot+/−10%. Les simulations à cette échelle sont présentées après application des transformations
d’équivalence aőn de superposer les solutions temporellement et spatialement.

De la même façon que précédemment, l’intervalle de conőance augmente avec le temps, les écarts de

vitesse entre les fronts radiatifs augmentant. Il est intéressant de remarquer que, sur la durée de l’expérience

d’environ 10 ns, la position du front radiatif reste comprise dans cette plage de valeurs, en jaune sur la

Figure 62. On dispose donc d’un intervalle de conőance dans lequel le front radiatif astrophysique doit se
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trouver s’il est bien équivalent au système expérimental. Remarquons que cet intervalle peut être modiőé

en pratique lors de la mise en place d’expériences. En effet, des mesures complémentaires des mousses de

laboratoire peuvent redéőnir le système initial (tout de même compris dans l’intervalle de conőance). Par

exemple, après expérience, imaginons que la densité de Ta2O5 passe en réalité à 0.75 g.cm−3 moyennant

quelques incertitudes résiduelles. Alors, une nouvelle application des transformations d’équivalence (5.1)

pourra permettre d’absorber cela aőn d’éviter des écarts supplémentaires.

Enőn, notons que, comme expliqué précédemment, toutes ces considérations sont permises par le fait

que, sur l’intervalle de conőance déőni, la physique est encore conservée entre l’échelle astrophysique et

celle du laboratoire. Cela signiőe bien que l’on se situe loin des seuils limitant le modèle d’ondes radiatives

supersoniques. Concrètement, il est possible d’étudier la même physique aux échelles astrophysique et

du laboratoire. De plus, nous avons montré ici que l’approche proposée dans ce manuscrit permet bien

d’étudier, sur un intervalle temporel déőni, les ondes radiatives supersoniques se propageant dans les

disques d’accrétion d’étoiles à neutrons soumises à des SXI.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un dimensionnement expérimental permettant d’étudier, en

laboratoire, la propagation d’ondes radiatives en régime supersonique sur des échelles temporelles de

l’ordre de la dizaine de nanosecondes. Dans un premier temps, des simulations numériques ont conduit

à valider la possibilité d’une telle approche sur ces durées caractéristiques pour les mousses étudiées

de Ta2O5 et CHOBr. Dans un second temps, la simulation de diagnostics laser a permis de comparer

les résultats expérimentaux effectivement accessibles et attendus aux résultats de simulation. Dans le

cadre d’un dimensionnement parfaitement reproduit, nous avons donc pu démontrer l’intérêt de telles

expériences dans le cadre d’application des théories d’équivalence présentées dans ce manuscrit. Enőn,

l’étude paramétrique menée sur les incertitudes expérimentales a permis de mettre en perspective les

possibilités offertes par ces nouvelles méthodes de transformation ainsi que de vériőer la précision des

prédictions réalisées sur les modèles étudiés.

Les techniques d’équivalence permettent en particulier de prendre en compte les écarts aux caracté-

ristiques des matériaux au sein même des transformations. Cette possibilité permet un début de réponse

au paradigme posé par notre connaissance relative des équations d’état et lois d’opacité des matériaux

couramment utilisés dans les expériences d’hydrodynamique radiative. Notons que les simulations du

système expérimental étudié dans ce chapitre ont tout de même mis en lumière les possibilités offertes

par l’installation du LMJ dans le cas où ces paramètres seraient connus assez précisément. Ce travail

permet en outre de conclure le travail initié au début de ce manuscrit où l’on introduisait les systèmes

astrophysiques étudiés, les transformations d’équivalence développées dans ces travaux ayant fait le lien

entre ces échelles inatteignables et celle du laboratoire. Le chemin inverse est à présent possible, puisque

les données expérimentales produites par le type de dimensionnement présenté ont permis de modéliser,

à l’échelle du laboratoire, les ondes radiatives supersoniques pouvant naître lors de l’interaction entre un

SXI à la surface d’une étoile à neutrons et son disque d’accrétion. Nous pouvons conclure que ces expé-

riences peuvent permettre d’étudier en détails ces processus de propagation d’ondes radiatives à l’échelle
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astrophysique et constituent ainsi les prémices d’une nouvelle classe d’expériences pour l’astrophysique

de laboratoire.
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Conclusion et Perspectives

Dans ces travaux, nous avons étudié la propagation d’ondes radiatives supersoniques lors de l’inter-

action entre un sursaut X et un disque d’accrétion. Nous avons décidé de valider ces résultats développés

à l’échelle astrophysique par le biais d’expériences à l’échelle du laboratoire. Les différences fonda-

mentales entre les régimes et la physique microscopique de ces deux échelles semblaient alors limiter

considérablement l’intérêt d’une telle approche. Aőn de dépasser cela, nous avons réuni des modélisations

théoriques, numériques et expérimentales dans une nouvelle approche pour l’astrophysique de labora-

toire. La possibilité de rechercher systématiquement des transformations de similitude généralisée a été

théorisée à l’aide des symétries d’équivalence. Les concepts présentés dans ce manuscrit ont ainsi permis

de proposer une première validation des outils de simulation d’ondes radiatives supersoniques dans ces

régimes astrophysiques et d’améliorer notre compréhension de la physique des hautes énergies présente

dans ces systèmes. De plus, nous avons ici posé les bases d’une nouvelle approche pour l’astrophysique de

laboratoire se reposant sur des analogies et ressemblances théorisées entre les deux échelles si éloignées

de l’astrophysique et du laboratoire.

Dans le chapitre 1, nous avons donné un aperçu de la richesse naissant de l’interaction entre le rayon-

nement et la matière, que ce soit à l’échelle de l’astrophysique et du laboratoire. Parmi les phénomènes

présentés, nous avons pu identiőer que les ondes radiatives pouvaient se propager dans des systèmes

optiquement épais soumis à un intense rayonnement dans le domaine X. Les facteurs limitant l’obser-

vation de ces phénomènes ont conduit à s’intéresser à leur modélisation expérimentale dans le cadre

de l’astrophysique de laboratoire. Nous avons ainsi introduit certains aspects de la physique des hautes

densités d’énergie présente au sein de l’interaction laser-matière. Ces concepts ont permis d’introduire la

problématique principale de cette discipline à laquelle nous avons donc apporté un premier élément de

réponse.

Les premiers travaux présentés dans ce manuscrit portent ainsi sur la physique des ondes radiatives

apparaissant lors de l’interaction entre un sursaut X et un disque d’accrétion. Dans le chapitre 2, nous avons

présenté une modélisation de tels systèmes permettant d’étudier la physique contenue dans l’interaction

entre l’écoulement d’accrétion et les photons du sursaut X. Nous avons ainsi pu montrer que cette

interaction pouvait mener à la propagation d’ondes radiatives sur des échelles temporelles généralement

plus courtes que celle du sursaut X. Suite à cela, motivés par les problématiques observationnelles de ces

systèmes, nous avons tourné notre regard vers un outil de simulations numériques : le code RAMSES-

RT. Après avoir détaillé et validé les modiőcations faites au code, nous avons effectué des simulations
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parcourant différents régimes d’ondes radiatives. Cette étude a permis de montrer que RAMSES-RT était

capable de simuler la phénoménologie attendue des ondes radiatives dans des régimes de rayonnement

extrême. Ces simulations ne permettaient cependant pas de tirer des conclusions déőnitives sur la physique

des systèmes étudiés, dès lors qu’aucune comparaison directe avec des données observationnelles n’est

actuellement possible. Dans l’optique de résoudre ce problème, nous avons choisi de modéliser cette

physique à l’échelle du laboratoire.

Dans le chapitre 3, nous avons ainsi développé la physique des ondes radiatives produites à l’échelle

du laboratoire à l’aide des installations laser de puissance. Pour cela, nous avons tout d’abord procédé à

un état de l’art des expériences menées à l’échelle du laboratoire, permettant ainsi de dresser un proől

type de conőguration expérimentale accessible technologiquement. Nous avons ainsi pu décrire une carte

des régimes physiques pouvant être atteints en laboratoire. Aőn de comprendre comment ces expériences

pouvaient permettre de modéliser les systèmes étudiés à l’échelle astrophysique, nous avons introduit

les notions d’identité, similitude, ressemblance et analogie. Nous avons, dans ce chapitre, insisté sur la

similitude et le concept de lois d’échelle, piliers de l’astrophysique de laboratoire actuelle. En particulier,

nous avons développé et appliqué les lois d’échelle des ondes radiatives supersoniques dans le cas de

l’interaction entre un sursaut X et un disque d’accrétion à l’échelle astrophysique et des expériences

laser à l’échelle du laboratoire. En plus de vériőer ces transformations de changement d’échelle, nous

avons ainsi mis en lumière les limites de la similitude dans les régimes extrêmement radiatifs étudiés.

Ces considérations ont permis de poser les bases de la réŕexion menant à une généralisation des lois

d’échelle.

Dans le chapitre 4, nous avons tout d’abord introduit les outils nécessaires à l’étude des symétries de

Lie des équations différentielles. Ces objets mathématiques ont permis de revenir à la base du concept

d’invariance et de déterminer un ensemble de transformations applicables aux ondes radiatives superso-

niques. Cependant, pour dépasser l’approche de la similitude et offrir des degrés de liberté supplémentaire

lors de la transformation des systèmes étudiés, une étape supplémentaire était nécessaire. Nous avons

ainsi présenté la théorie des symétries dites d’équivalence qui permettent d’obtenir un nouveau type de

transformations relevant maintenant de la ressemblance. L’approche présentée dans ce chapitre se voulait

être générale, et a ici été appliquée au cas des ondes radiatives supersoniques. Nous avons ainsi pu

démontrer, dans ce cas, que les transformations d’équivalence généralisent les lois d’échelle développées

au chapitre 3. De manière générale, les lois d’échelle apparaissent alors comme la limite naturelle des

symétries d’équivalence.

Dans le chapitre 5, nous avons analysé les transformations d’équivalence développées au chapitre

4 aőn de caractériser les possibilités et les limitations d’une telle approche. Nous avons ainsi pu ob-

server comment ces lois d’échelle généralisées transformaient les régimes physiques d’ondes radiatives

supersoniques ainsi que les propriétés (équation d’état, loi d’opacité) des milieux dans lesquels ces phé-

nomènes se propagent. Des exemples d’applications ont été développés aőn d’illustrer les possibilités

d’utilisation de ces transformations, permettant de mettre en lumière la principale problématique de

l’étude : à quel point les systèmes pouvant être réalisables en laboratoire pouvaient-ils être équivalents au

système astrophysique étudié au chapitre 2. Aőn d’y répondre, nous avons cherché à appliquer la théorie

d’équivalence à des situations typiques obtenues en laboratoire aőn de déterminer si certains matériaux
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pouvaient répondre aux critères demandés. Nous avons alors montré que sous des conditions atteintes

dans les installations laser les plus énergétiques (NIF, LMJ), il était possible de reproduire une partie du

système astrophysique. Une fois ce modèle 1D validé à l’aide du code FCI2, l’objectif a été d’effectuer le

dimensionnement expérimental réel correspondant.

Enőn, un dimensionnement complet d’expérience laser équivalente a été présenté au chapitre 6,

permettant de lier les plasmas de laboratoire aux phénomènes astrophysiques étudiés. La conőguration

présentée a été imaginée en s’inspirant des différentes expériences menées au cours des décennies de

recherche sur la propagation d’ondes radiatives supersoniques. Les conditions choisies pour la mise en

place d’un tel dispositif avaient été obtenues lors de l’analyse du chapitre 5. Les résultats de simulations ont

montré que ces ondes radiatives équivalentes pouvaient être obtenues dans des conditions expérimentales

sur une installation laser de type LMJ. Nous avons également montré que les différents diagnostics

présents sur cette installation pourraient permettre de suivre l’évolution du front radiatif se propageant

dans des mousses basses densités. La position expérimentale du front radiatif coïncide alors avec les

simulations unidimensionnelles équivalentes effectuées au chapitre 5. Nous avons également souligné

la possibilité de vériőer la validité de l’hypothèse de propagation supersonique à l’aide d’un diagnostic

de radiographie X pouvant suivre d’éventuelles perturbations hydrodynamiques donnant naissance à des

chocs de séparation hydrodynamique dans la mousse. Enőn, une étude d’incertitudes a été effectuée

aőn de quantiőer les écarts potentiellement observés lors de futures campagnes expérimentales. À l’aide

de la théorie d’équivalence, ces incertitudes peuvent être très fortement atténuées en permettant un

redimensionnement des variables a posteriori. Cette nouvelle approche pour l’astrophysique de laboratoire

s’affirme alors comme l’instigatrice de nouvelles possibilités menant à une meilleure caractérisation des

propriétés des matériaux de laboratoire pour des expériences d’hydrodynamique radiative qui constitue

une véritable problématique à cette échelle.

Le degré d’avancement technologique offert à l’échelle du laboratoire constitue, quelle que soit

l’approche, une limitation parmi les plus contraignantes. Malgré les nouveaux degrés de liberté obtenus

par le développement de cette nouvelle approche d’équivalence, ces limitations technologiques réduisent le

domaine d’application de celle-ci. Une piste prometteuse qui permettrait d’obtenir une plus grande liberté

au niveau technologique est le développement de méta-matériaux, comme introduit au chapitre 5. Une plus

grande maîtrise de la microphysique des systèmes étudiés, couplée aux méthodes théoriques sophistiqués

présentées dans ce manuscrit, pourraient attester d’un futur empli de promesses pour l’astrophysique de

laboratoire, visant à améliorer notre compréhension de l’interaction entre le rayonnement et la matière.

Une perspective intéressante apparaît dans les méthodes dites de mapping. Bien que nous n’ayons pu

rentrer pleinement dans le détail de cette technique mathématique, certains résultats d’importance ont pu

être développés en parallèle des travaux présentés dans ce manuscrit, sur lesquels nous nous appuyons

à présent pour illustrer la potentielle importance de telles méthodes dans le futur. Ces techniques de

mapping consistent globalement à obtenir des transformations liant les symétries de deux systèmes, et

donc par extension leurs modèles théoriques entre eux. La théorie permettant de telles possibilités est

encore loin d’être totalement maîtrisée, mais peut arriver à des résultats d’intérêt dans certains cas. Un

exemple d’application des plus connus est la possibilité de passer de l’équation linéaire de la chaleur à

une équation de type Burgers par le biais de la transformation de Hopf-Cole [Bluman et al., 2010]. Lors
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Conclusion

de ces travaux de thèse, nous nous sommes attelés à proposer une version simpliőée du théorème de

mapping permettant de l’appliquer à différents systèmes d’intérêt pour l’astrophysique de laboratoire. En

particulier, nous nous sommes intéressés à deux systèmes : une analogie des écoulements en eaux peu

profondes [Landau et Lifshitz, 2013] reprise pour l’astrophysique de laboratoire par Foglizzo et al. [2012]

et la dualité explosion-implosion de O’C. Drury et Mendonca [2000]. Dans ces deux cas, les techniques

de mapping ont permis de montrer que les analogies développées par les auteurs existaient bel et bien,

et constituaient également l’unique possibilité pour lier les systèmes étudiés. Dans le cas des travaux de

O’C. Drury et Mendonca [2000], les systèmes de départ et d’arrivée sont modélisés par le même système

d’équations. Nous avons ainsi pu montrer que l’analogie développée constituait en réalité une symétrie

cachée de ce système d’équations. Nous pensons que ces techniques présentent un intérêt pour développer

des analogies entre certains systèmes à la manière de ces auteurs, mais de façon systématique.

De manière générale, les travaux présentés dans ce manuscrit s’inscrivent dans une nouvelle dyna-

mique pour l’astrophysique de laboratoire, visant à créer des liens quantitatifs de plus en plus généraux

entre les échelles astrophysique et du laboratoire. Les avancées technologiques couplées aux dévelop-

pements théoriques de plus en plus sophistiqués nous donnent alors la certitude de pouvoir progresser

de manière importante vers un agrandissement du catalogue des systèmes reproductibles à l’échelle du

laboratoire.
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ANNEXE A

Symétries de Lie et symétries d’équivalence

pour les ondes radiatives

A.1 Obtention des symétries de Lie des ondes radiatives

On rappelle que l’on cherche à obtenir les symétries de Lie du modèle d’ondes radiatives décrit par

l’équation différentielle (4.26) qui s’écrit :

𝜕𝐸 (𝑇)
𝜕𝑡

=
4𝑎𝑅𝑐

3

𝜕

𝜕𝑥

[
𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 𝜕𝑇

𝜕𝑥

]
(A.1)

où les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont invariantes. La méthode présentée au chapitre 4 nous a permis

d’obtenir la condition d’invariance (4.38) qui contient onze différentes combinaisons des dérivées de la

variable dépendante. Or, l’hypothèse de recherche de symétries de Lie ponctuelles rend impossible la

dépendance des fonctions de coordonnées en ces dérivées. Chaque terme en facteur des dérivées de la

température présentes dans cette équation doit donc être nul pour vériőer la condition d’invariance de

l’équation (A.1). Les termes en facteur de Txxx et TxTxxx nous donnent immédiatement des contraintes

sur la fonction 𝜏 :

𝜏𝑥 = 𝜏𝑇 = 0 ⇒ 𝜏(𝑡) (A.2)

En utilisant ce résultat pour simpliőer d’autres relations, la contrainte issue du terme TxTxx s’écrit :

𝜉𝑇 = 0 ⇒ 𝜉 (𝑥, 𝑡) (A.3)

En introduisant ces nouvelles dépendances des fonctions de coordonnées 𝜉 et 𝜏 dans les autres équations,

on obtient, respectivement pour les termes en facteur de 1, Tx, T2
x et Txx :

𝐸𝑇𝜂𝑡 =
4𝑎𝑅𝑐

3
𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑥𝑥 (A.4)

−𝐸𝑇𝜉𝑡 =
4𝑎𝑅𝑐

3

[
2
(
𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑥

)

𝑇
− 𝜆𝑅𝑇3𝜉𝑥𝑥

]
(A.5)

173



Symétries de Lie et symétries d’équivalence pour les ondes radiatives

[
𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

𝜂 + (2𝜉𝑥 + 𝜂𝑇 − 𝜏𝑡 )
] (
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
=

(
𝜂𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇𝑇
(A.6)

𝜂

[(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
− 𝜆𝑅𝑇

3𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

]
= 𝜆𝑅𝑇

3 [2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 ] (A.7)

En pratique, on dispose donc d’un ensemble de sept équations déterminantes (A.2) à (A.7) pour les

fonctions de coordonnées 𝜉, 𝜏 et 𝜂. Ces contraintes font intervenir explicitement les fonctions 𝐸 (𝑇) et

𝜆𝑅 (𝑇) par l’intermédiaire d’un coefficient 𝐷 (𝑇) donné par :

𝐷 (𝑇) = 4𝑎𝑅𝑐

3

𝜆𝑅𝑇
3

𝐸𝑇

(A.8)

Notons que l’on peut alors réécrire les quatre dernières contraintes (A.4-A.7) en introduisant ce coefficient :

𝜂𝑡 = 𝐷 (𝑇)𝜂𝑥𝑥 (A.9)

−𝜉𝑡 = 𝐷 (𝑇)
[

2𝜂𝑥𝑇 − 𝜉𝑥𝑥 +
(
𝜆𝑅𝑇

3
)
𝑇

𝜆𝑅𝑇3
2𝜂𝑥

]

(A.10)

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇

[
𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

𝜂 + (2𝜉𝑥 + 𝜂𝑇 − 𝜏𝑡 )
]
= 𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑇𝑇 + 2𝜂𝑇
(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
+ 𝜂

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇𝑇
(A.11)

𝜂
𝐷𝑇

𝐷
= 2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 (A.12)

La contrainte (A.11) peut être simpliőée en y insérant la relation (A.12), ce qui nous donne :

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇

[
𝐸𝑇𝑇

𝐸𝑇

𝜂 + 𝐷𝑇

𝐷
𝜂

]
= 𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑇𝑇 + 𝜂𝑇
(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
+ 𝜂

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇𝑇
(A.13)

En injectant la déőnition du coefficient 𝐷 (𝑇) dans la relation (A.8), on obtient, après quelques manipu-

lations, la contrainte suivante :

𝜂𝑇 + 𝜂 𝜕
𝜕𝑇

ln
(
𝜆𝑅𝑇

3
)
= 𝜔(𝑥, 𝑡) (A.14)

où 𝜔(𝑥, 𝑡) est une fonction quelconque des variables indépendantes 𝑥 et 𝑡. Enőn, en utilisant cette

expression dans la condition (A.10), on obtient une contrainte sur la fonction 𝜔(𝑥, 𝑡) de la forme :

−𝜉𝑡 = 𝐷 (𝑇)
[
2
𝜕𝜔(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥

− 𝜉𝑥𝑥
]

(A.15)

Étant donné que le coefficient 𝐷 (𝑇) et ses dérivées apparaissent dans ces contraintes, la résolution

nécessite de séparer le cas 𝐷 (𝑇) = 𝐷0 constant et 𝐷 (𝑇) ≠ 𝐷0 non constant. Notons que le cas 𝐷0 = 0

correspond à un ŕux radiatif nul et ne sera donc pas étudié.
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A.1.1 Cas 𝐷 (𝑇) ≠ 𝐷0

Lorsque le coefficient 𝐷 (𝑇) est une fonction quelconque non constante de la température, l’équation

(A.12) peut alors s’écrire :

𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝐷

𝐷𝑇

[2𝜉𝑥 (𝑥, 𝑡) − 𝜏𝑡 (𝑡)] (A.16)

En utilisant cette expression dans la contrainte (A.9), on obtient des conditions sur les dépendances de

toutes les fonctions de coordonnées :

𝜂𝑡 = 𝜂𝑥𝑥 = 0 ⇒ 2𝜉𝑥𝑡 = 𝜏𝑡𝑡 , et 𝜉𝑥𝑥𝑥 = 0 (A.17)

Sachant que les fonctions 𝜉 et 𝜔 ne dépendent pas de la variable 𝑇 , la relation (A.15) permet d’écrire :

𝜉𝑡 = 0 ⇒ 𝜏𝑡𝑡 = 0 et 𝜉𝑥𝑥 = 2𝜔𝑥 ⇒ 𝜂𝑥 =
4𝐷

𝐷𝑇

𝜔𝑥 (A.18)

La dernière contrainte à considérer est donc l’équation (A.14). Dans un premier temps, on constate que

les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) doivent avoir une certaine forme pour vériőer cette contrainte. Dans le cas

général où les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont quelconques, 𝜂 = 0 est l’unique solution. Les fonctions de

coordonnées 𝜉 et 𝜏 sont alors données par :

𝜉 (𝑥, 𝑡) = 𝑏1 + 𝑏3𝑥 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡 (A.19)

Il existe donc, dans ce cas, trois générateurs inőnitésimaux 𝐺1, 𝐺2 et 𝐺3 qui s’écrivent :

𝐺1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝐺2 =

𝜕

𝜕𝑡
, 𝐺3 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡
(A.20)

Des générateurs supplémentaires apparaissent lorsque certaines contraintes sont vériőées. Pour les iden-

tiőer, remarquons tout d’abord que la prise en compte de (A.16) dans la relation (A.14) conduit à l’égalité

suivante :

𝜂𝑇 + 𝜂 𝜕
𝜕𝑇

ln (𝐸𝑇 ) = 𝜔(𝑥, 𝑡) − (2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 ) (A.21)

On peut alors montrer que les contraintes (A.14) et (A.21) contraignent la forme de la fonction de

coordonnée 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) de la façon suivante :

𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = Γ1(𝑥, 𝑡)𝑇 + Γ2(𝑥, 𝑡) (A.22)

La fonction 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) est donc un polynôme de degré 1 en la température dont les coefficients Γ1(𝑥, 𝑡)
et Γ2(𝑥, 𝑡) sont des fonctions quelconques des variables indépendantes 𝑥 et 𝑡. On peut séparer l’étude

en deux cas distincts selon que la fonction Γ1(𝑥, 𝑡) est nulle ou non. Lorsque Γ1(𝑥, 𝑡) = 0, les équations

(A.14) et (A.21) conduisent aux contraintes :

𝜆𝑅 (𝑇) =
𝜆0

𝑇3
exp

(
𝑇

𝑇2

)
, 𝐸 (𝑇) = 𝐸0 exp

(
𝑇

𝑇1

)
(A.23)
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où 𝑇1 et 𝑇2 (avec 𝑇2 ≠ 𝑇1) sont des constantes homogènes à une température. Les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇)
sont donc des lois exponentielles de la température. Les contraintes (A.23) insérées dans les relations

(A.14) et (A.21) nous donnent :

Γ2(𝑥, 𝑡) =
(2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 )(

1
𝑇2

− 1
𝑇1

) (A.24)

et la contrainte (A.18) se traduit par la relation :

4𝑇2 =
1

1
𝑇2

− 1
𝑇1

⇒ 𝑇1 = −𝑇2

3
(A.25)

Lorsque la fonction Γ1(𝑥, 𝑡) est non nulle, on obtient les contraintes :

𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇
𝛼, 𝐸 (𝑇) = 𝐸0𝑇

𝛽 (A.26)

où 𝛼 et 𝛽 (avec 𝛽 ≠ 4 + 𝛼) sont des constantes sans dimension. Les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont donc

des lois de puissance de la température. Dans ce cas de őgure, on note que la fonction Γ2(𝑥, 𝑡) est toujours

nulle. Les contraintes (A.26) insérées dans les relations (A.14) et (A.21) nous donnent :

Γ1(𝑥, 𝑡) =
(2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 )
(4 + 𝛼 − 𝛽) (A.27)

Dans ce cas, la contrainte (A.18) se traduit par la relation :

4

4 + 𝛼 − 𝛽 =
1

4 + 𝛼 , ⇒ 𝛽 = −3 (4 + 𝛼) (A.28)

Dans chacun des cas énoncés, que ce soit pour des fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇)𝑇3 en lois exponentielles

(A.23) ou en lois de puissance (A.26), les fonctions de coordonnées prennent la forme générale suivante :

𝜉 (𝑥, 𝑡) = 𝑏1 + (𝑏3 + 𝑏4) 𝑥 + 𝑏5𝑥
2 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡 𝜂(𝑇) = 𝐷

𝐷𝑇

(2𝑏4 + 4𝑏5𝑥) (A.29)

où la non-nullité des constantes 𝑏4 et 𝑏5 est conditionnée au respect des contraintes (A.23-A.25) ou

(A.26-A.28). On obtient alors, en considérant les hypothèses (A.23) (fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) en lois

exponentielles) et (A.25), deux générateurs inőnitésimaux supplémentaires notés𝐺4 et𝐺5 et donnés par :

𝐺4 = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2

𝑇1𝑇2

(𝑇1 − 𝑇2)
𝜕

𝜕𝑇
, 𝐺5 = 𝑥2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑥𝑇2

𝜕

𝜕𝑇
(A.30)

De la même façon, en considérant les hypothèses (A.26) (fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) en lois de puissance)

et (A.28), on obtient deux autres générateurs notés également 𝐺4 et 𝐺5 et donnés par :

𝐺4 = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑇

(4 + 𝛼 − 𝛽)
𝜕

𝜕𝑇
, 𝐺5 = 𝑥2 𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑥𝑇

4 + 𝛼
𝜕

𝜕𝑇
(A.31)

Les différents générateurs et leurs symétries associées, calculées en suivant la méthode illustrée en section

4.2.3.3, sont présentés dans le Tableau 4.1.

176



A.1. Obtention des symétries de Lie des ondes radiatives

A.1.2 Cas 𝐷 (𝑇) = 𝐷0

Lorsque la fonction 𝐷 (𝑇) est constante, on dispose du résultat :

𝜆𝑅𝑇
3
=

3𝐷0

4𝑎𝑅𝑐
𝐸𝑇 (A.32)

qui suit la forme (A.8) du coefficient. On peut alors réécrire les contraintes (A.9), (A.12) et (A.15) sous

la forme :

𝜂𝑡 = 𝐷0𝜂𝑥𝑥 , 2𝜉𝑥 = 𝜏𝑡 ⇒ 𝜉𝑥𝑥 = 0, 𝜉𝑡 = −2𝐷0𝜔𝑥 (A.33)

en notant que les fonctions de coordonnées 𝜉 (𝑥) et 𝜏(𝑡) ne peuvent pas dépendre de la variable dépendante

𝑇 . On peut ensuite montrer que l’équation (A.14) contraint la forme de la fonction de coordonnée 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇)
de la même façon que pour le cas précédent (équation (A.22)). On note que la fonction 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) est encore

un polynôme de degré 1 en la température dont les coefficients Γ1(𝑥, 𝑡) et Γ2(𝑥, 𝑡) sont des fonctions

quelconques des variables indépendantes 𝑥 et 𝑡. Dans le cas où ces deux fonctions sont nulles, la fonction

𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) l’est donc également et la résolution des différentes contraintes est immédiate.

Supposons à présent que l’on ait seulement Γ1(𝑥, 𝑡) = 0. La relation (A.14) nous donne alors :

𝜕

𝜕𝑇
ln

(
𝜆𝑅𝑇

3
)
=
𝜔(𝑥, 𝑡)
Γ2(𝑥, 𝑡)

(A.34)

qui est donc une fonction indépendante de la température. On peut montrer que cette contrainte (A.34),

associée à la relation (A.32), mène au résultat suivant :

𝜆𝑅 (𝑇) =
𝜆0

𝑇3
exp

(
𝑇

𝑇1

)
, 𝐸 (𝑇) = 𝐸0 exp

(
𝑇

𝑇1

)
avec 𝐸0 =

4𝑎𝑅𝑐

3𝐷0
𝜆0𝑇1 (A.35)

où 𝑇1 est une constante homogène à une température. Les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont donc des lois

exponentielles de la température. En insérant cette relation dans l’équation (A.34), on obtient alors :

Γ2(𝑥, 𝑡) = 𝑇1𝜔(𝑥, 𝑡) (A.36)

Si l’on suppose à présent que Γ1(𝑥, 𝑡) ≠ 0, la contrainte (A.14) s’écrit :

Γ1(𝑥, 𝑡)
(
1 + 𝑇 𝜕

𝜕𝑇
ln

(
𝜆𝑅𝑇

3
))

+ Γ2(𝑥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑇
ln

(
𝜆𝑅𝑇

3
)
= 𝜔(𝑥, 𝑡) (A.37)

Sachant que la fonction Γ1(𝑥, 𝑡) est différente de 0, cette équation indique que la fonction Γ2(𝑥, 𝑡) est

nulle sauf si la contrainte suivante est respectée :

(
𝜆𝑅𝑇

3
)

𝑇
= 0 ⇒ 𝐸𝑇𝑇 = 0 (A.38)

Cela revient à étudier l’équation linéaire de la chaleur, qui est la forme de l’équation (A.1) dans laquelle

on insère les contraintes (A.38). Ce cas particulier a déjà été abordé à de nombreuses reprises dans la

littérature (voir par exemple Ibragimov [2006]) et on ne détaille pas ici les calculs menant à ses symétries.

Dans le cas où Γ2(𝑥, 𝑡) = 0, on obtient alors :

177



Symétries de Lie et symétries d’équivalence pour les ondes radiatives

(
1 + 𝑇 𝜕

𝜕𝑇
ln

(
𝜆𝑅𝑇

3
))

=
𝜔(𝑥, 𝑡)
Γ1(𝑥, 𝑡)

(A.39)

qui est donc une fonction indépendante de la température. Cette équation (A.39), associée à la relation

(A.32), mène au résultat suivant :

𝜆𝑅 (𝑇) = 𝜆0𝑇
𝛼, 𝐸 (𝑇) = 𝐸0𝑇

𝛼+4 avec 𝐸0 =
4𝑎𝑅𝑐

3𝐷0

𝜆0

(4 + 𝛼) (A.40)

où 𝛼 est une constante sans dimension. Les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont donc des lois de puissance de

la température. En insérant cette relation dans l’équation (A.39), on obtient alors :

Γ1(𝑥, 𝑡) =
𝑇

(4 + 𝛼)𝜔(𝑥, 𝑡) (A.41)

La forme générale des fonctions de coordonnées 𝜉, 𝜏 et 𝜂 s’écrit :

𝜉 (𝑥, 𝑡) = 𝑏1 + 𝑏3𝑥 + 𝑏4𝑥𝑡 + 𝑏5𝑡, 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡 + 𝑏4𝑡
2, 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = Γ1(𝑥, 𝑡)𝑇 + Γ2(𝑥, 𝑡) (A.42)

où les paramètres 𝑏𝑖 sont des constantes indépendantes. La fonction 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) revêt différentes formes

selon le choix des fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇). Dans le cas où les fonctions Γ1(𝑥, 𝑡) et Γ2(𝑥, 𝑡) sont toutes

les deux nulles, on a simplement 𝜂 = 0, ce qui conduit à la nullité des paramètres 𝑏4 et 𝑏5. Dans ce cas,

on a :

𝜉 (𝑥, 𝑡) = 𝑏1 + 𝑏3𝑥, 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡, 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 0 (A.43)

Dans le cas où les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont des lois exponentielles de la forme (A.35), on obtient les

fonctions de coordonnées :

𝜉 (𝑥, 𝑡) = 𝑏1 + 𝑏3𝑥 + 𝑏4𝑥𝑡 + 𝑏5𝑡, 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡 + 𝑏4𝑡
2 (A.44)

𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑏6 − 𝑇1

[(
𝑡

2
+ 𝑥2

4𝐷0

)
𝑏4 +

𝑏5

2𝐷0
𝑥

]
(A.45)

Enőn, dans le cas où les fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) sont des lois de puissance de la forme (A.40), on obtient

les fonctions de coordonnées :

𝜉 (𝑥, 𝑡) = 𝑏1 + 𝑏3𝑥 + 𝑏4𝑥𝑡 + 𝑏5𝑡, 𝜏(𝑡) = 𝑏2 + 2𝑏3𝑡 + 𝑏4𝑡
2 (A.46)

𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇) = 𝑇
(
𝑏6 −

1

(4 + 𝛼)

[(
𝑡

2
+ 𝑥2

4𝐷0

)
𝑏4 +

𝑏5

2𝐷0
𝑥

] )
(A.47)

Enőn, comme expliqué dans le chapitre 4, on peut obtenir un ensemble de générateurs inőnitésimaux

associés à ces fonctions de coordonnées, en annulant un à un les paramètres 𝑏𝑖 . On obtient toujours trois

générateurs, donnés par :
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𝐺1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝐺2 =

𝜕

𝜕𝑡
, 𝐺3 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡
(A.48)

Ensuite, dans le cas de fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) en lois exponentielles de la forme (A.35), on obtient les

trois générateurs supplémentaires suivants :

𝐺4 = 𝑥𝑡
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑡2 𝜕

𝜕𝑡
− 𝑇1

(
𝑡

2
+ 𝑥2

4𝐷0

)
𝜕

𝜕𝑇
, 𝐺5 = 𝑡

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑇1𝑥

2𝐷0

𝜕

𝜕𝑇
, 𝐺6 =

𝜕

𝜕𝑇
(A.49)

Enőn, dans le cas des fonctions de fonctions 𝐸 (𝑇) et 𝜆𝑅 (𝑇) en lois de puissance de la forme (A.40), on

obtient également trois générateurs supplémentaires, donnés par :

𝐺4 = 𝑥𝑡
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑡2 𝜕

𝜕𝑡
− 𝑇

(4 + 𝛼)

(
𝑡

2
+ 𝑥2

4𝐷0

)
𝜕

𝜕𝑇
, 𝐺5 = 𝑡

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑇𝑥

2𝐷0 (4 + 𝛼)
𝜕

𝜕𝑇
, 𝐺6 = 𝑇

𝜕

𝜕𝑇
(A.50)

Si on compare ces derniers générateurs donnés par (A.50) à ceux de l’équation linéaire de la chaleur

[Ibragimov, 2006], on se rend compte qu’on dispose des six mêmes générateurs de base. Cependant,

dans le cas particulier où la contrainte (A.38) est vériőée, on obtient un générateur supplémentaire noté

𝐺∞ = Γ2(𝑥, 𝑡)𝜕/𝜕𝑇 où la fonction Γ2(𝑥, 𝑡) vériőe l’équation linéaire de la chaleur. Ces résultats, ainsi

que les symétries associées aux différents générateurs inőnitésimaux, sont résumés dans le Tableau 4.2.

A.2 Condition d’invariance pour les symétries d’équivalence

De la même façon que pour l’analyse classique, on obtient un ensemble de contraintes sur les

fonctions de coordonnées 𝜉 (𝑥, 𝑡), 𝜏(𝑡), et 𝜂(𝑥, 𝑡, 𝑇), mais aussi sur 𝜖1(𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅) et 𝜖2(𝑇, 𝐸, 𝜆𝑅). On

obtient, en prenant en compte les différentes dépendances de ces fonctions, l’équation suivante :

𝑇𝑥

(
4𝑎𝑅𝑐

3
𝜉𝑥𝑥 − 𝐸𝑇𝜉𝑡

)
+𝑇2

𝑥

4𝑎𝑅𝑐

3

( [
𝜖1𝐸 − 𝜏𝑡 +

𝜖1𝑇

𝐸𝑇

+ 𝜆𝑅𝑇

𝐸𝑇

𝜖1𝜆𝑅

] (
𝜆𝑅𝑇

𝑇3 + 3𝜆𝑅𝑇
2
)
− 𝜆𝑅𝑇

(
3𝑇2𝜂 + 2𝑇3 [𝜂𝑇 − 𝜉𝑥]

))

−𝑇2
𝑥

4𝑎𝑅𝑐

3

(
3𝜖2𝑇

2 + 𝑇3
[
𝜖2𝑇 + 𝜆𝑅𝑇

[
𝜖2𝜆𝑅 − 𝜂𝑇

]
+ 𝐸𝑇𝜖2𝐸

]
+ 𝜆𝑅

(
6𝑇𝜂 + 6𝑇2 [𝜂𝑇 − 𝜉𝑥] + 𝜂𝑇𝑇𝑇3

))

−𝑇𝑥𝑥
4𝑎𝑅𝑐

3
𝜆𝑅𝑇

3

(
𝜖1𝐸 − 𝜏𝑡 +

𝜖1𝑇

𝐸𝑇

+ 𝜆𝑅𝑇

𝐸𝑇

𝜖1𝜆𝑅 − 𝜖2

𝜆𝑅
− 3

𝑇
𝜂 − 𝜂𝑇 + 2𝜉𝑥

)
+

(
𝐸𝑇𝜂𝑡 −

4𝑎𝑅𝑐

3
𝜆𝑅𝑇

3𝜂𝑥𝑥

)
= 0

(A.51)

L’équation (4.112) est une équation polynomiale en les différentes combinaisons de dérivées des variables

dépendantes 𝑇 , 𝐸 , et 𝜆𝑅, que l’on a mises en évidence en couleurs. Étant donné que les fonctions de

coordonnées ne peuvent dépendre de ces dérivées, cette équation ne peut être satisfaite qu’à la condition où

chaque terme en facteur de celles-ci sont nuls. On obtient ainsi un ensemble de 10 équations déterminantes

données par :
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𝜉𝑡 = 𝜉𝑥𝑥 = 0, 𝜖1𝑇 = 𝜖1𝜆𝑅 = 𝜖2𝐸 = 0, 𝜂𝑡 = 𝜂𝑥𝑥 = 0 (A.52)

(𝜖1𝐸 − 𝜏𝑡 ) 𝑇3 − 3𝑇2𝜂 − 𝜂𝑇 + 2𝑇3𝜉𝑥 − 𝑇3𝜖2𝜆𝑅 = 0 (A.53)

(𝜖1𝐸 − 𝜏𝑡 ) 3𝜆𝑅𝑇
2 − 3𝜖2𝑇

2 − 𝑇3𝜖2𝑇 − 𝜆𝑅
(
6𝑇𝜂 + 6𝑇2 [𝜂𝑇 − 𝜉𝑥] + 𝜂𝑇𝑇𝑇3

)
= 0 (A.54)

(𝜖1𝐸 − 𝜏𝑡 ) −
𝜖2

𝜆𝑅
− 3

𝑇
𝜂 − 𝜂𝑇 + 2𝜉𝑥 = 0 (A.55)

Les trois dernières équations permettent d’obtenir trois contraintes déőnissant les fonctions de coordon-

nées, que l’on écrit sous la forme :

𝜉 (𝑥), 𝜏(𝑡), 𝜂(𝑇), 𝜖1(𝐸), 𝜖2(𝑇, 𝜆𝑅) (A.56)

(2𝜉𝑥 − 𝜏𝑡 ) + 𝜖1𝐸 − 𝜖2𝜆𝑅 = 𝜂𝑇 + 3

𝑇
𝜂, 𝜖2𝜆𝑅 =

𝜖2

𝜆𝑅
, 𝜖2𝑇 = −𝜆𝑅

[
𝜂𝑇𝑇 + 3

( 𝜂
𝑇

)

𝑇

]
(A.57)

Ces différentes équations nous permettent d’obtenir la forme générale des fonctions de coordonnées, sans

aucune contrainte sur la forme des fonctions 𝐸 et 𝜆𝑅. La suite de l’étude est présentée dans le chapitre 4.
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