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Introduction

1
Au début du 18éme sicele, Euler s’intéresse a la série Z — . Il conjecture sa valeur
n
n>1
en 1735 et le démontre en 1743. Il introduit ensuite pour les nombres complexes s de
partie réelle strictement supérieure a 1 la fonction qu’on appelle désormais fonction zéta

de Riemann pour n > 2,
1
C(s) =" vl

n>1

Cette fonction a été ensuite généralisée par Dedekind pour tout corps de nombres,
¢’est-a-dire toute extension finie de Q.
Soit K/Q une extension finie. On appelle fonction zéta de Dedekind la fonction

suivante, définie pour les nombres complexes s de partie réelle strictement supérieure a
1:

1
= 2 Naly

ICOk

ol Nk est 'application norme. En particulier, lorsque K = Q, on retrouve bien la
fonction zéta de Riemann. De plus, on a le théoréme suivant, appelé "formule du nombre
de classes", reliant cette fonction zéta ainsi que les invariants du corps de nombres en
question (voir [23]|Chapter 7, Corollary 5.11] pour plus de détails).

Théoréme 0.0.1. Soit K/Q une extension finie.Alors (k(s) converge absolument pour
tout nombre complexe s tel que R(s) > 1. De plus, elle se prolonge en une fonction
méromorphe définie pour tout nombre complexe s avec un seul pole simple en s =1, de



résidu om . (o0) . R h
lim(s — 1)Cie(s) = 2o T - Regic - hue

s—1 wK"/|DK‘

Ces notions présentes dans les corps de nombres ont ensuite été développées dans les
corps de fonctions. On commence par rappeler certaines des analogies entre ces corps
globaux.

Dans le cadre des corps de nombres, on travaille avec des Z-modules. Le corps de
fractions de cet anneau Z est Q et si 'on compléte ce corps pour la norme infinie, on
retrouve R. Le corps C est une cloture algébrique de R et reste complet.

Pour le cas des corps de fonctions, on fixe p un nombre premier et ¢ une puissance
de p. On prend 6 une indéterminée sur le corps fini F,. On pose A = F,[f], 'anneau des
polynomes en 6 a coefficients dans F,. Dans ce cadre, on va considérer des A-modules.
Le corps de fractions de cet anneau est k = F,(0) et le complété par rapport a la norme
infinie qu’on note ko, est ko = F,((671)). Les clotures algébriques de ce corps ne sont
pas complétes, on pose alors C.,, le complété d’une cloture algébrique de k.

On donne un tableau récapitulatif de ces analogies.

Analogies corps de nombres/corps de fonctions
Y/ A=TF,[0]

Q k= Fq(e)

R koo = Fg((67))

C Coo = koo

N* A" = {a € A, unitaire}

En 1935, dans [10], Carlitz a développé un analogue a la fonction zéta de Riemann
en caractéristique positive : pour s € N*,

= 1
Cals) = ) ps
acAt
qui converge dans k...

Dans cet article, Carlitz a également introduit le module de Carlitz C' et déve-
loppé I'application exponentielle notée exp.. De nouveau, on retrouve de nombreuses
analogies entre corps de nombres et corps de fonctions : ’exponentielle usuelle et 1’ex-
ponentielle de Carlitz, 27 et ™ qui engendrent le noyau de ces applications comme
Z-module et A-module (voir [18][Chapter 3]).

On note 7 I’élévation a la puissance g et on pose Co{7} I'anneau des polynomes
non commutatifs en 7 & coefficients dans C, qui vérifie ar’br? = ab? 77+ pour a et b
des éléments de C, et 7,7 € N. On rappelle la définition du module de Carlitz comme
étant le morphisme de F,-algebres C': A — C tel que Cy = 0 + 7.
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Ce module a été généralisé par Drinfeld en 1974 dans |13]. Soit L une extension finie
de k =F,(#). On note Oy, la fermeture intégrale de A dans L. Un module de Drinfeld

défini sur Oy, est un morphisme de Fg-algebres ¢ : A — Op{7} tel que ¢y = Zaﬂ‘i

i=0
ou ag = 6 et a; € O, pour tout i € [1;7]. On renvoie le lecteur & [18][Chapter 4] pour
plus de détails.

Ce module de Drinfeld permet de munir une A-algébre B d’une structure de A-
module induite par ¢. On la note ¢(B). En 2010, Taelman a introduit les notions de
modules de classes et de modules des unités associés aux modules de Drinfeld. Il a
énoncé une conjecture lorsque A = F,[0] (voir |25]|Conjecture 1|). Le cas particulier ou
L =k =TF,(0) et ot le module de Drinfeld considéré est le module de Carlitz était déja
connu (voir [10]) et correspond a ’égalité

Ca(l) =logq(1).

En 2012, Taelman a démontré cette conjecture en reliant la fonction L associée a
un module de Drinfeld aux précédents modules introduits. C’est ce qu’on appelle la
"formule du nombre de classes" en caractéristique positive. Soient L une extension finie
de k =F,(0) et ¢ un module de Drinfeld défini sur Q. On définit alors la fonction L
de la maniére suivante :

T Fitt4(Oy/POy)

L(¢(Or)) = Fitt4(¢(OL/POL))

P idéal premier de A

Théoréme 0.0.2. [26/[Theorem 1] On a

L(¢(OL)) = [Or : U(o(OL))] Fitta(H(¢(OL)))

ot U(¢(Opr)) et H(¢(OL)) correspondent respectivement au module des unités et au
module de classes.

L’élément Fitt4(H(¢(Op))) correspond a l'idéal de Fitting du module de classes.
C’est I’analogue en caractéristique positive du cardinal hy, du groupe de classes d’idéaux
d’un corps de nombres L.

La formule de classes a ensuite été prouvée par Fang [15] pour les modules d’Ander-
son qui sont une généralisation des modules de Drinfeld et par Demeslay dans [12] pour
les modules d’Anderson avec variables. Les méthodes utilisées sont différentes, celles
de Demeslay reprenant les idées de Taelman. Cette formule de classes a également été
étendue par Mornev pour certains modules de Drinfeld dans le cadre ou A est général
(voir [22]).



L’étude de cette formule de classes dans le cadre équivariant a d’abord été faite
lorsque A est d’ordre premier a p, en utilisant la décomposition en caractéres, comme
par Anglés et Taelman dans [6] et Anglés et Tavares Ribeiro dans [7] pour les modules
de Drinfeld. Cela a ensuite été généralisé par Fang dans [16] aux modules d’Anderson.

En 2020, dans [17|, Ferrara, Green, Higgins et Popescu ont traité le cas ou G est
un groupe abélien fini sans restriction sur son cardinal en utilisant la méme ligne de
preuve que celle de Taelman et en généralisant tous les objets introduits dans le contexte
équivariant.

En 2021, dans 5], Anglés, Ngo Dac et Tavares Ribeiro ont démontré une formule
de classes lorsque A est général et plus nécessairement principal pour certains modules
d’Anderson, notamment pour les modules de Drinfeld. Leur approche est différente des
précédentes et utilise les unités de Stark, notion développée par eux mémes dans |3, 7, 4]

L’objectif de cette thése est 'obtention de formules de classes équivariantes dans
différents contextes : d'une part lorsque A = F,[0], G est un groupe abélien fini et E est
un module d’Anderson et d’autre part lorsque A est général, d, = 1, A est un groupe
d’ordre premier & p et E est un module d’Anderson admissible (voir Définition 3.3.1).

Pour ce faire, dans un premier chapitre, nous rappelons d’abord les définitions d’idéal
de Fitting, de réseaux puis celles de modules d’Anderson ainsi que les objets associés
en regardant plus précisément le cas du module de Carlitz. Ensuite, nous rappelons les
objets définis par Taelman tels que le module de classes et le module des unités associés
a un réseau et & un module d’Anderson dans |25] puis les notions introduites par Angleés,
Ngo Dac et Tavares Ribeiro dans [4] telles que la z-déformation associée a un module
d’Anderson et le module des unités de Stark associé & un module d’Anderson et a un
réseau.

Dans le Chapitre 2, on démontre une formule de classes équivariante pour la z-
déformation (voir Théoréme 2.7.3) lorsque A = F [f], G est un groupe abélien quel-
conque et F est un module d’Anderson. Cette démonstration reprend les idées dévelop-
pées par Ferrara, Green, Higgins et Popescu dans [17]| pour les modules de Drinfeld et
pour ¢ = [F,. On montre que les arguments utilisés fonctionnent également dans le cas
des modules d’Anderson ot ¢ = F, ou ¢ = F,(z). Pour cela, on rappelle les notions d’an-
neaux de groupes de caractéristique p, la formule de trace équivariante, les idéaux de
Fitting équivariants, les volumes et les régulateurs équivariants. Grace a cette formule
de classes pour la z-déformation, nous allons donner une formule de classes partielle
(voir Théoréme 2.7.11) et nous étudierons certains cas ot nous obtenons cette formule
de classes (voir Proposition 2.7.13 et Corollaire 2.7.16). Dans cette partie, on utilise
le fait qu’on travaille sur un anneau principal. Le prochain chapitre n’utilise pas les
mémes techniques, la généralisation n’étant pas possible dans le cadre d’une étude sur
un anneau plus général.
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Enfin, dans le dernier chapitre, nous travaillons dans le cadre ou A est général,
dss = 1, A est d’ordre premier a p. On démontre une formule de classes équivariante
pour la z-déformation (voir Théoréme 3.5.4) et une formule de classes équivariante (voir
Théoréme 3.8.5) pour certains modules d’Anderson, notamment pour les modules de
Drinfeld. Cette démonstration reprend les idées développées par Anglés, Ngo Dac et
Tavares Ribeiro dans |[5].






CHAPITRE 1

Modules et unités

1.1 Notations

Soit p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On prend k un corps global
de fonctions sur F,. On fixe une place oo de k£ de degré d-. On pose A I'anneau des
éléments de k qui sont réguliers en dehors de co. On note k., la complétion co-adique
de k. Elle est munie de la valuation v, : K — ZU{oc0}. On note C, le complété d’une
cloture algébrique de k., et on garde la notation v, pour I'unique valuation définie sur
Cs qui étend vo. On définit le morphisme continu de [F -algébres

7: Ctp — C,

r — %

Soit L une extension finie k. On note Of, la fermeture intégrale de A dans L. On pose
Lo = L ® koo. Soit m une uniformisante de k. On a alors ko, = Fy((7)).
Soit z une indéterminée sur k.. On note v, pour la valuation oo-adique de Gauss

sur ko (z) c’est-a-dire la valuation telle que pour P € ky[z] ou P(z) = Zaizi avec
i=0
a; € koo 0n ait v (P) = min{v(a;)}. On note T, (ko) la complétion de k2] pour ve

c’est-a-dire T, (k) = Zanz"|an € koo, lim v (a,) = +oo}. C’est ’algebre de Tate

n—oo
n>0

en une variable z & coefficients dans k.. On peut montrer que T,(ko) = F,[2]((7)).

On pose T, (L) = Loo Qi T,(ks). On note 7%00 la complétion de k. (z) pour vy et
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A= A®p, Fy(2). Le Fy(2)-espace vectoriel engendré par T, (k) est dense dans Foo. On

pose Lo, = L ®j, ks. On note O, le F,(2)-espace vectoriel engendré par Oy, dans L.

O, est la fermeture intégrale de A dans L.

1.2 Idéaux de Fitting

Dans cette section, on rappelle d’abord la définition d’un idéal de Fitting sur R un
anneau commutatif ainsi que quelques propriétés. Nous verrons par la suite dans §2.4.2
le cas particulier ot R =T [6][G] et G est un groupe abélien quelconque et dans §3.1.2
celui ot R = A[A] et A est un groupe de cardinal premier a p.

Soit R un anneau commutatif.

Définition 1.2.1. Soit M un R-module de type fini ot R* — R® — M — 0 est
une présentation. On pose X la matrice de R* — R’. Alors Fittg(M) est I'idéal de R
engendré par les mineurs de taille b x b si b < a et Fittg(M) =0si b > a.

L’idéal Fittg(M) est indépendant du choix de la présentation de M. Nous donnons
une liste de certaines propriétés de ces idéaux, présentes dans |21, Appendix :Fitting
ideals|

— Si M = M; x Ms est le produit direct de deux R-modules de présentation finie

alors FittR(M) = FittR(Ml) FittR(Mg).

— Si Anng(M) est I'idéal annulateur de M alors Fittg(M) C Anng(M). De plus,

si M est engendré par b éléments, alors Anng(M)® C Fittg(M).

— Si I C R est un idéal alors Fittr, (M /IM) est 'image de Fittz(A) dans R/I.

— Si My — M — My — 0 est exacte, alors Fittg(M;) Fittg(Ms) C Fittg(M).

On a également que pour R — R’ un homomorphisme d’anneaux alors Fitt g (R’ ®g
M) = R ®@p Fittg(M) (voir [14, Corolarry 20.5]).

Si en plus R est un anneau de Dedekind et M est un R-module de torsion et de
type fini, alors il existe I,..., I, des idéaux de R tels que M = R/I} X ... X R/I,.

Dans ce cas, on a Fittg(M) = HIZ‘ De plus, si M; — M — M, — 0 est exacte,

i=1

alors FittR(Ml) FittR(Mg) = FittR(M).

1.3 Modules d’Anderson

1.3.1 Définitions

Soit R une F, -algébre. On note M,,(R) les matrices de taille n x n a coefficients
dans R. On pose M,,(R){7} 'anneau des polynomes a coefficients dans M,,(R) tel que
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pour B,C € M,(R) et i,7 € N, on ait
Br'C7) = BOW i+

ott CO = (C1,).

On regarde maintenant la définition de t-modules, introduite par Anderson en 1986
dans [1]. Pour cela, on se donne R une extension de F,, munie de ’homomorphisme de
[F,-algébres . : A — R.

Définition 1.3.1. Un A-module d’Anderson E de dimension d € N* sur R est un
morphisme de F -algebres

E:A — MyR){7}

a — Z Ea,ﬂ‘i

1=0

qui vérifie (E, o — t(a)l;)? = 04 et il existe a € A tel que E, # E, .

On dit que ce module est défini sur Ok ou k C K si pour tout a € A et i € [0;7,],
E,; est a coefficients dans Ok-.

Les modules de Drinfeld sont les t-modules de dimension 1.

On se fixe £ un module d’Anderson de dimension d défini sur Ok ou K est une
extension finie de k. Soit B une Og-algébre. On note E(B) le A-module B? muni de la
structure of A-module induite par E et Lieg(B) le A-module B? dont la structure de
A-module est donnée par

5E:A — Md(OK)
a — E‘%O '

On peut étendre ce morphisme

5E : ]{Zoo — Md(Koo)

Zbia_i — ZbZEa_,(Z)

>m >m

et munir ainsi Lieg(Ls ) d’une structure de ko-espace vectoriel (voir |12, Section 2.1.2]).
De plus, Anderson a montré dans [1] qu’a chaque module d’Anderson, on peut lui
associer une fonction exponentielle.

Théoréme 1.3.2. [18, Theorem 5.9.6] Soit E un module d’Anderson défini sur Ok de
dimension d. Il existe une unique série entiére 4 coefficients dans My(Cy) qu’on note
expp veérifiant :

— eg = Ig,
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— pour tout a € A, exppdp(a) = E, expg.

De plus, Anderson a montré qu’elle converge sur Lieg (K, ). De la méme maniére, il
a montré l'existence d’une unique série entiére a coefficients dans M4(C,,) notée log
vérifiant [y = I et pour tout a € A, dg(a)logy = logy E,. De plus, on a la relation
expplogy = logpexpp = I4. Ces séries sont appelées I'exponentielle et le logarithme
associés au module d’Anderson E. Contrairement a ’exponentielle, le logarithme ne
converge que dans un voisinage de 0 .

On regarde comme exemple la n-iéme puissance tensorielle du module de Carlitz,
notée C®", introduite par Anderson dans [2]. Pour cet exemple, A = F[0].

Définition 1.3.3. La n-iéme puissance tensorielle du module de Carlitz est 'homo-
morphisme de F-algébres C®" : A — M,,(Co){7} tel que C5" = dy + N7 ol

6 1 0O --- 0 0O -« - o0
0 :

0p = 0| et N =
0 --- --- 0 6 1 0 - - 0

D’aprés le théoreme 1.3.2, il existe une unique série exponentielle associée a ce
module et elle est partout convergente. Il existe une unique série logarithme associée
a ce module. De plus, elle converge pour tout élément (z1,...,z,) € Cy tel que ,

Voo (X)) > M — i — ﬂl pour tout ¢ € [1;n] (voir [2|[Proposition/Definition 2.4.3|). On

renvoie a |12][Section 1.1.2| pour plus de détails sur ces séries.

Nous allons maintenant voir plus en détails les modules d’Anderson de dimension
un : les modules de Drinfeld.

1.3.2 Modules de Drinfeld
Définition 1.3.4. Un A-module de Drinfeld ¢ sur R est un morphisme de F, -algebres

qui vérifie ag = a et il existe a € A tel que ¢, # a.
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Soit ¢ un module de Drinfeld défini sur O ou K est une extension finie de k. Soit
B une Okg-algebre. On a alors que Liey(B) correspond au A-module B dont la structure
de A-module est donnée par la multiplication standard.

Lemme 1.3.5. Soit ¢ un A-module de Drinfeld défini sur Ok. Soit a € A. On note

= Zaﬂ'i our € N et a; € Og. Alors lexponenticelle associée a ¢ notée exp, =

i=0
g et ou e; € Ko vérifie
i>0
— €y — 1,
max T‘Z

— pourt € N*, e; = —,
a?" —a
— exp, converge sur Cs

Démonstration. L’exponentielle associée a ¢ vérifie expy(a) = da(expy). On a donc

S eut's —ZW (Z W)

i>0 3>0
k
—E:ak<§:e k+]>
7>0
7>0 =
max(r,i)
=2 2 axel "
i>0
max(r,i)
Soit ¢ € N*. On regarde les coefficients devant 7°. On a e;a? = E agel .. De plus,
k=0

ag = a. On obtient bien le résultat souhaité.
Pour montrer la convergence de expy, on reprend les éléments de la preuve de [18,

Theorem 4.6.9]. On veut montrer que pour tout x € C,, lim ezl = 0, c’est-a-dire,
1—00

lim (veo(€;) + ¢'veo(7)) = 00 et donc lim Um(,ei> = 00
oo 1—+00 ql

Soit a € A\ F, tel que ¢, = Zakrk. D’aprés ce qu’on vient de montrer, pour
i=0
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T
m k . .
m >r,on aalors (a9 —a)e,, = g arel . Cela implique que
k=1

Voo (a7 = a)ep) = Voo <Z akef:;_k> > min(veo (ag) + ¢ Voo (€m_t))-

k=1

Comme a € A\ F,, voo((a?" — a)en) = ¢ (a) + Voo (€r,). On obtient

Um;§m> > min (U‘Xélgjk) + qk_mvoo(em—k)) — Uso(a).

On prend b tel que vy (a) < b < 0. Pour m suffisamment grand, on a min (Uoo(ak)) >
qm

—b + voo(a). Cela nous donne alors

M > min (%) —b.

qm
En utilisant la formule de maniére récursive et comme lim (—mb) = oo, on obtient

m—r0o0
lim —eAom) (em)

= 00, ce qui entraine la convergence de I’exponentielle. O
m—00 qm

On va maintenant s’intéresser plus particuliérement & un module de Drinfeld, le
module de Carlitz. Pour ce qui suit, A = F,[6].

Définition 1.3.6. Le module de Carlitz est 'homomorphisme de F-algébres C : A —>
Coo{7} tel que Cp =0 + 1.
i
D’aprés le lemme 1.3.5, on peut montrer que exp, = Z . ou Dy =1et D; =
i>0 0
(09 — 9)DY_| pour i > 0. On pose [i] =89 — . On a alors D; = [i][i — 1]9...[1]¢

De la méme maniére que dans le lemme 1.3.5, en utilisant la relation 0log, =
i

T i
log Cy, on peut montrer que log, = Z T ou Ly =1let L; =—(07 —0)L;_,. Cela
i>0
nous donne alors que L; = (—1)%[d][i — 1]...[1].
Dans la prochaine proposition, on retrouve bien le résultat souhaité du rayon de
convergence du logarithme associé a C®" lorsque n vaut 1.

i—1

Proposition 1.3.7. [18, Proposition 3.4.1] Le rayon de convergence du logarithme

associé au module de Carlitz est
q —_
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Démonstration. On a

=3 =Y o =L

=1 =1 q

i

q

8

tend vers oo pour ¢ assez grand.

h

Donc log.(x) converge si et seulement si v (
l’q
L

L g 1—¢ 1—g , 1—g
ol . ) S— 4 _ 1 4 pour tout 7. Comme 4

q' l-q ¢ ¢g—1 ¢ q'
tend vers oo, log-(z) converge si et seulement si v(z) >

Comme v ( ) = ¢'v(z) — v(L;) > 0, logs(x) converge si et seulement si v(z) >

tend vers -1 quand ¢
—_—. O
qg—1

1.4 Réseaux

Soit F une extension finie de F,. On pose ko o(F) = F(2)((7)) si
ke o(F) =F((m)) si £ = F,. De la méme maniére, on définit ((F) par F(z
et juste Fsi £ =F, et Ay =(®p, A..

0= IF()
) si

Définition 1.4.1. Soit [F une extension finie de F,. Soit V' un k. ((F)-espace vectoriel
de dimension finie. Un A,(F)-réseau de V est un Ay(F)-sous-module de V' qui est discret
dans V' et qui contient une base de V' comme ko ¢(F)-espace vectoriel.

Lemme 1.4.2. Soient V un ko o(F)-espace vectoriel de dimension finie et M un sous-
Ay(F)-module de V. Alors M est discret dans V' si et seulement si il existe ey, ..., e, €

M sont linéairement indépendants sur ko o(IF) et tels que le quotient M/@Ag(F)€

i=1
est un {(F)-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. Soit 0 € Ag(F) \ ((IF).
Si on écrit Ay(F @ ((IF)[6] f;, alors

F) = DU ()
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On suppose que M est discret dans V. Soit W le k. ¢(IF)-espace vectoriel engendré
par M. Il existe alors ey, ..., e, € M tels que

W = ket - BN
i=1
On pose
N = @ @F elfj
i=1

Comme M est discret dans W (car M discret dans V' et W sous-espace vectoriel de V),

il existe n € N* tel que
M) @ Jleif; = o

On a alors l'injection suivante de E( )-espaces vectoriels

%H—@(@ elfj>.

1 1 1
De plus, K(F)((E)) = ((F)][0] & éf( )[[9]] Donc ~ O (@ e,f]) est un
((IF)-espace vectoriel de dimension finie. Comme on a I'injection ci-dessus, cela implique
M

que c’est également le cas pour N

On suppose maintenant qu'’il existe ey, ..., e, € M sont linéairement indépendants
m

sur koo s(F) et tels que le quotient M/@Ag(F)Si est un /(F)-espace vectoriel de di-
i=1
mension finie. Il existe alors a € ¢(IF)[0] non nul tel que aM C @AZ(F)Q. On pose

i=1

d = degy(a). On a alors

Mﬂ@ 9n+1 6ij - {0}

D’ou M est discret dans V. O

Proposition 1.4.3. Soient V' un ks ¢(IF)-espace vectoriel de dimension finie et M un
sous-Ag(F)-module de V. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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— M est un Ay(F)-réseau de V.

— M est discret dans V', de type fini comme Ay(F)-module et dimpyac(a,w)) M @a,(w)
Frac(A,(F)) = dimy_ ) V.

— 1l existe une base ey .. .e, de V sur ks o(IF) telle que pour tout i € [1;n], e; € M

et ———  est un ((IF)-espace vectoriel de dimension finie.
P Au(F)e;
i=1

Démonstration. Les deux premiéres assertions sont équivalentes de par la définition de
réseau. On obtient celle des deux derniéres par le lemme précédent. O

En particulier, lorsque A = F,[0] et F = F,, la définition 1.4.1 est équivalente a la
suivante. Soit V' un k g-espace vectoriel de dimension n.

Définition 1.4.4. Un A-sous-module de V est un A,-réseau de V ¢’il contient une
base de V' comme ko -espace vectoriel et s’il est discret.

Soient L/k une extension finie et £ un module d’Anderson de dimension d défini
sur O ou k C K C L.

D’aprés |12, Proposition 2.1.6], Lieg(Op) est un A-réseau de Lieg(Ly ). On va voir
dans la partie suivante un autre exemple de réseau de Liep(Lo).

1.5 Unités

En 2010, dans |25], Taelman a introduit le module de classes et le module des
unités associés a 'anneau des entiers pour un module de Drinfeld. Ces définitions ont
ensuite été généralisées par Demeslay dans [11] et par Fang dans [15] pour les modules
d’Anderson . Soient L/k une extension finie et £ un module d’Anderson de dimension
d défini sur O ou k C K C L. Soit M un sous-A-module de L% tel que Lieg(M) (M
muni de la structure de A-module induit par 0g) est un A-réseau de Lieg(Ly) et M est
un Og{7}-module. On note E(M) le A-module M muni de la structure de A-module
donnée par ¢g.

Définition 1.5.1. On pose

E(Lx)
E(M) + expg(Lieg(Ls))

H(E(M)) =

le module de classes associé & M et
UE(M)) ={x € Lieg(Ly),expg(z) € E(M)}

le module des unités associé a M.
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Soit z une indéterminée sur k.. On rappelle que 7 : L, —> L associe x a
x9. On note encore 7 : T,(Ls) — T.(Lo) l'unique extension de ce morphisme a
un morphisme continu de F,[z]-algébres. On rappelle également que Oy, est le F,(2)-
espace vectoriel engendré par O dans Zoo. La z-déformation d’un module d’Anderson
a d’abord été introduite dans |7] pour les modules de Drinfeld puis dans [4] pour les
modules d’Anderson.

Si F s’écrit ¢op(a) = Z E, ;7" pour tout a € A alors on appelle E la z-déformation
i=0
de E I'homomorphisme de F,(z)-algébres :

a +— Z ziEa7i7i
i=0

Pour R un Og[z]-module, on a les deux structures de A[z]-module sur R? :

— Liegz(R) ou pour tout a € A, a agit sur R? via dg(a) et

— E(R) ou a agit via ¢z(a).

Ces structures de A[z]-modules peuvent étre étendues a des structures de A-modules
par linéarité si R est une F (z)-algébres.

On peut montrer (voir [5, Lemma 2.1]) que si expp = Z e;7" alors expp = Z e,

i>0 i>0

est I'unique élément de Iy + My(K|[2]){{7}}7 vérifiant

Va € A,exppop(a) = ¢p(a) expy .

De la méme maniére, si logy = E ¢;t" alors log E = g 2'0;7" est 'unique élément
i>0 i>0

de I+ My(K[2]){{7}}7 vérifiant
Va € A,0p(a)logs = logs ¢z(a).

On pose M = M ®,4 A. On définit alors comme Demeslay dans [11]

U(E(M)) = {x € Lieg(La), expy(x) € E(M)},

(AT E(EOO)
H(E(M)) = =—— —
E(M) + expgz(Lieg(Loo))
Par la suite, on va prendre ¢ = F, ou Fy(z) et on va poser :
— Ey=FEsil=F,et E sinon,
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— My=Msil=TF, et~]\~4 sinon,
— Ay =Asil=F, et Asinon,
— Loy = Lo si ¢ =F, et L, sinon.

Proposition 1.5.2. [11, Proposition 2.6/ Le A;-module H(E,(M;)) est un (-espace
vectoriel de dimension finie.

Démonstration. Soit V un voisinage de 0 dans L% , tel que expp , est une isométrie sur
d

o0,

M, +V

est un f-espace vectoriel de dimen-

2y R 2y
— = : . Comme : —
M, +V M+ expg (V) M+ expg (V)

V et tel que expg, (V) = V. On a alors que

sion finie. Par choix de V/,

d
Loo,(

Mg + eXpEx(LieEZ (Loo’g))
de dimension finie. O

est surjective, H(FEy(M,)) est également un {-espace vectoriel

En particulier, H(E(M)) est un A-module fini.

Proposition 1.5.3. [11, Proposition 2.6] Le A;-module U(E¢(M,;)) est un Ag-réseau
de LieEg(Loo,Z)~

Démonstration. Comme Lieg, (M) est un A,-réseau de Lieg, (L ¢), il est discret. De
plus, le noyau de ’exponentielle qu’on note A est également discret. Il existe donc V'
un voisinage de 0 dans Lgo,z tel que expp, est une isométrie sur V, expg, (V) =V,
M,V ={0} et VN A ={0}. On a donc expy (M, NV) = {0} et expy (M, NV) =
eXp;Jll(Mg) N eXp]}el(V) = eXp;Jll(Mg) NV.D’ou exp,}j(Mg) NV ={0}. Donc U(E,(M,))
est discret dans Lieg, (Looy)-

d d
Par choix de V, on a l'injectivité de oot — L De plus, on a vu que
! V"‘GXPE?(M@) V+Mg P d
Lot oiuns cotiel de dimension fiuie. Cela imoli L.
= est un f-espace vectoriel de dimension finie. Cela implique que ’
V+ M, v PV eyl

est également un (-espace vectoriel de dimension finie et donc que U(E,;(M;)) contient
une base de Lieg, (Lo ).
Donc U(E,(My)) est bien un Ag,-réseau de Lieg, (Lo ). O

1.6 Unités de Stark

On garde les notations de la partie précédente.
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On pose
H(B(MLE) = BT Lec)
BOE) + exp(Licg (T-(1))

et

U(B(M)) = { € Lieg(T. (L)), expi(e) € BOMLED)}

Proposition 1.6.1. [7, Proposition 1] On a les assertions suivantes :
— U(E(M)) est le F,(2)-espace vectoriel engendré par U(E(M|z])),
— U(E(M|z])) est un A[z]-module de type fini.

Démonstration. 1) On note W le F,(z)-espace vectoriel engendré par U(E(M[2))).
Soient x € U(E(M[z])) et A € Fy(z). Comme exp est un morphisme de F,(z)-algébres,
expz(Ar) = Aexpg(x). Par choix de z, expz(z) € E(M[z]) D’otl expg(Az) € E(]\/Z) et
W C U(E(M)).

Soit V' un voisinage ouvert de 0 dans ZZO qui est un F,(z)-espace vectoriel tel que
expz(V) = V. On note W’ le Fy(z)-espace vectoriel engendré par T,(Ls)? On a alors
LY = W'+ V. Soit € U(E(M)). Il existe donc a € W' et b € V tels que z = a+b. On
a alors expz(z) = expg(a) + expgz(b). Par choix de V, expg(b) € V. De plus, comme
expz(z) et expz(a) € W' (car expp @ To(Loo)® — T1(Loo)?), on a expz(b) € W'. D'on
expz(b) € W N V. 1l existe donc v € Fy(z) tel que yexpz(b) € T.(Lo)? NV. Comme
exp est une isométrie sur V et que T,(Loo)? est complet, on a vb € T,(Lo)?NV. Donc
b e W' 1l existe alors A € Fy(2) et ¢ € T,(Ly)? tels que = Ae. Comme expz(z) € M
et expz(Ac) = Aexpz(c), expg(c) € Tz(Loi)d/_\r:' M = M]z]. Dou ¢ EU(E(M[Z])) et
z € W. On a bien 'inclusion suivante U(E(M)) C W. Donc U(E(M)) est le Fy(z)-
espace vectoriel engendré par U(E(M[z]))

2) Comme U(E(M)) est le F,(z)-espace vectoriel engendré par U(E(M]z])) et

U(E(M)) est discret dans L (car résean), U(E(M[z])) est discret dans T.(Loo)® De

plus, par définition de réseau, il existe ey, . . ., e, € U(E(M][z])) tels que L4, = @ Eooei.
i=1

On pose N = @A[z]ei et V = @']Tz(k‘oo)ei. On note W le T, (ks )-module en-
i=1 i=1

gendré par U(E(M|z])). Comme les e; € U(E(M[z])), V. C W C T.(Ly)% W est

donc un T, (ks )-module libre de rang inférieur ou égal & m car T,(k.) est un mo-

dule principal et T, (L. )? est de rang m sur T,(ks ). Comme V est libre de rang m et

V. C W, W est libre de rang m. On note fi,..., f,, une base de W comme T, (k.)-

module. Comme U(E(M)) est le F,(z)-espace vectoriel engendré par U(E(M]2])) et
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F,(2)N = U(E(M)), on a U(E(M[z])) C F,(2)N. Donc pour tout ¢ = 1,...,m, il
existe \; € F,[z] non nuls tels que A; ifi € N. On note A le ppcm des \;. On a donc

AW C V.Dou \U(E(M[z])) € VNF 4(z)N = N. Donc U(E(M[z])) est un A[z]-module
de type fini.
0

Proposition 1.6.2. [7, Proposition 2/
Le Alz]-module H(E(M|z])) est un Fq[z]-module de type fini et de torsion, sans
z-torsion. De plus, H(E(M )) {0}.

Démonstration. Soit V un voisinage de 0 dans T,(Lo,)? tel que expz est une isométrie
B(T(L) __ B(T.(Ly)
B EM[z)+V E(M[z]) +expz(V)
E(T,(Ly ) E(T,(Ly
M est un [F [z]-module de type fini. Comme —= (T- (L)
EM[=]) +V E(M[z]) + expz(V)
_ E(T.(Lo))
E(M[2]) + expp(Lieg(T:(Loo)))
de type fini.
On a expz = I, mod z. Dot T,(Ly)? = 2T.(Loo)® + expp(T.(Loo)?). Donc pour
x € T,(Lo)?, il existe a,b € T,(Ls)? tels que 2 = za + expz(b). On a alors za
mod (M[z] + expp(T.(Loo)?)) =  mod (M|z] + expg(T.(Lso)?))). Cela implique que
la multiplication par z est surjective. On obtient alors la suite exacte suivante

sur V' et tel que expz(V) = V. Par choix de V,

est surjectif, H (E(M]z]) est également un F,[z]-module

0—s {a: e H(E(M[2)), 2z = o} s H(BE(M[2))) —** H(E(M[2])) — 0.

Cela implique que {x e H(E(M[2])), 2z = o} — {0}. Donc H(E(M]z])) wa pas de
z-torsion.
Comme H(E(M][z])) est un module de type fini sur IF,[2] qui est un anneau principal,
il exister e N, s € Net Qy,...,Qs € F,[z] tels que H(E(M[z])) = F,[z]" x Fy[z]/Q1 X
.. xF,[z]/Qs. Comme la multiplication par z est surjective, cela implique que r = 0 et
donc que H(E(M][z])) est un F ¢[z]-module de torsion. De plus, le Fy(z)-module engendré
par T (La) est dense dans Lo,. Cela implique que H(E(M)) 2 H(E(M[z]))@Fq 1 Fq(2).
Don H(E(M)) = {0}. 0

On pose ev : Lieg(T.(Ls)) — Lieg(Lo) I'évaluation en z = 1. On définit les
unités de Stark de M de la maniére suivante :

Usi(E(M)) = ev(U(E(M[2])))-
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On peut voir que ev(expz) = expp.

Soit # € Ugi(E(M)). Par définition, il existe y € T,(Ly)? et P € M|[z] tels que
expz(y) = P et x = ev(y). On obtient alors expg(z) = P(1) € M. Cela implique que
Ust(E(M)) est un A-sous module de U(E(M)).

On définit ’homomorphisme de F,[z]-modules suivant o : T,(Loo)? — T.(Loo)?

expg(z) — expy ()
z—1 '
Pour f € Alz], on pose

qui a x associe

HEM[D)I) = { € HEM[]), fr =0}

Proposition 1.6.3. /7, Proposition 3/ On a l'isomorphisme de A-modules induit par
a

L UBM)
& gomam S HEQE)LE -1

I

Démonstration. On veut montrer que « induit un homomorphisme surjectif de A-

modules U(E(M)) — H(E(M]z]))[z — 1] de noyau Ug:(E(M)).

Soit x € U(E(M)). On a alors (z — 1)z = expg(z) — expg(x). Comme expg(z) €
E(M) par définition et Lo, C T.(Ls), (2 — 1)z € M + expz(T.(La)?). Dot (2 —
Da(U(E(M))) € M + expp(T,(L)?). Donc application est bien définie.

Soient a € A et x € U(E(M)). On a

a(az) — Bula(z) = SLEE) —oPpled) (eXpE@) - expE<x>)

z—1 ¢ z—1
(E. - B.) (exps(a))
B z—1

Comme E, = Z b et E, = Zbizifi, on a alaz) — E,(a(z)) € M]z]. Donc c’est
i=0 i=0
un homomorphisme de A-modules.

Soit # € H(E(M[z]))[z — 1]. On prend x € T,(Ls)? un représentant de 7. Il existe
(a;b) € M[2] X T,(Loo)* tel que (z—1)z = a+expz(b) par définition de H(E(M[2)))[z—
1]. 1l existe également (c;d) € M x M|z] tel que a = ¢+ (z — 1)d. De méme, il existe
(e;f) € LY x T,(Loo)? tel que b = e + (z — 1)f. En remplacant a et b par les égalités
ci-dessus on a alors

(z—1Dz=c+(z—1)d+expgle+ (z—1)f).



1.6. UNITES DE STARK 23

En évaluant en z = 1, on obtient 0 = ¢ + expg(e). Comme expg(e) = —c € M,
e € U(E(M)). De plus,

(z = D — d — expg(f)) = expg(e) — expp(e) = (z — Nafe).

Dot x—d—expz(f) = a(e). L'image de x dans H(E(M[ 1))[z—1] est la méme que celle
de a(e). Donc lapphcatlon est surjective. Comme Ug(E(M)) = ev(U(E(M|[z]))) =

({ € Lieg(T )).expg(x) € E(M[ ])}), pour x € Ug (E(M)), il existe a €
UE(M][z])) et b € T (L )? tels que © = a + (2 — 1)b. On a expz(x) = expz(a) +
(2 —1)expz(b). En évaluant en z =1, on a

expp(r) = ev(expp(x)) = ev(expg(z)) = ev(expg(a)).

D’oti ev(expz(a)—expg(x)) = 0. De plus, expz(a)—expg(x) € M[z] cara € U(E(M[z]))
et x € Ugi(E(M)). Donc expg(a) — expp(x) € (2 — 1)M[z]. On a alors

exp(r) — expg(x) = expp(a) + (z—1) expE(b) —expg(x) € (z—1)(M|[z] —i—expE(Tz(Loo)d)).

On a donc a(z) € M[z] + expz(T,(Loo)?). Cela implique Ugi(E(M)) C Ker(a).
Réciproquement, soit z € U(E(M)) tel que a(z) € M[z] + expz(T.(Loo)?). Comme
ate) — 25~ 59
o

, on a alors

expz(z) = (2 — Da(z) + expg(r) € M[z] + (2 — 1) expE(']I‘z(Loo)d).

Dou z € U(E(M[2])) + (z — D)T.(Lso)®. Comme z € L, z = ev(z) et donc z €
ev(U(E(M[2])) = Usi(E(M)).

On a donc Iisomorphisme suivant

UEOD) o
TaEan) -~ HEMED)E -1
U
Théoréme 1.6.4. [7, Theorem 1] Le A-module % est un A-module fini. De
St

plus,

Fitt 4 (%) = Fitt,(H(E(M))).
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Démonstration. Par la proposition précédente, on a I'isomorphisme de A-modules

. w >~ H(E(M[2]))[z —
TaEan) - HEMED)E 1]

D’aprés la preuve de la proposition 1.6.2, il existe @Q1,...,Qs € F,[z] tels que

H(E(M[z])) = F,lz]/Q1 x ... x F,[z]/Qs. Donc H(E(M|z])) est un F,-espace vec-

toriel de dimension finie. En particulier, il est fini. Donc H(E(M|z])) est un A-module

> U(E(M))

fini. Cela implique que H(E(M|z]))|z —1| et ————— sont également des A-modules

finis.
On veut maintenant montrer que Fitt, <H(E(M[z]))[z — 1]) = Fitta(H(E(M))).
La multiplication par z — 1 induit la suite exacte de A-modules :
. ) S ls Sl H(E(M]])
0 — H(E(M[2]))[z — 1] — H(E(M]|z])) — H(E(M]|z])) — G DHEME) — 0.

L’évaluation en z = 1 nous donne une nouvelle suite exacte de A-modules :

0— (z—1)H(E(M[z])) — H(E(M][z])) — H(E(M)) — 0.

Ces deux suites nous donnent une troisiéme :

fI(E(M[Zm H(E(M][z H(E(M 0.
H(E(M[z]))[z—l]—> (E(M[z])) — H(E(M)) —

De cette suite exacte, comme A est un anneau de Dedekind, on en déduit

H(E(M[2)
H(E(M)[ — 1

Fitt 4 (H(E(M[z]))) — Fitt, < ) Fitt 4 (H(E(M))).

De plus, comme Fitt ( fl(E(M[z])) ) _ Fitt 5 (ff (E(M[z]))) on a bien
H(E(M[2]))[z =1] ) Fitty (H(E(M[z]))[z - 1])
Fitt, (H(E(M[z]))[z - 1]) = Fitt4(H(E(M))).

U(E(M)) >
S

Comme on a lisomorphisme de A-modules finis —————— = H(E(M|z]))|z — 1],
b GaEan = HEMEE -1

on a bien

Fitt 4 (%) — Fitt, (H(E(M[z]))[z - 1]) — Fitt o (H(E(M))).
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On regarde 'exemple suivant, traité par Tavares Ribeiro dans |27, Section 7.5.3],
lorsqu’on est avec A = F,[0] et le module de Drinfeld ¢ tel que ¢p = 6 + (—0)?r.
Lorsque d # 1 (mod ¢ — 1) alors H(¢(A)) = {0} et U(¢(A)) = Ust(¢(A)). Sid =1

alors H(¢(A)) = {0} et U(p(A)) T

B i
~(—=0)VaDg
du module de Carlitz et (—6)Y@~V est la racine (¢ — 1)-iéme fixée de —60 dans C
apparaissant dans sa définition. On renvoie a [18, Section 3.2| pour plus de détails.

Dans le cas ot d =1 (mod ¢—1) et d # 1, alors U(¢(A)) = (_9)1/(q_1;;(d_1)/(q_1)14 et

A ou T est ce qu'on appelle la période

1
il existe B; € A de degré 1 tel que |H(¢p(A))|a = By.
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CHAPITRE 1. MODULES ET UNITES
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CHAPITRE 2

Formule de classe équivariante : le cas A = F,[0]

Le but de ce chapitre est de montrer une formule de classe équivariante. La formule
de classes a été introduite par Taelman pour les modules de Drinfeld dans [26] puis a
été généralisée par Fang (voir [15]) pour les modules d’Anderson et par Demeslay (voir
[11, 12]) pour les modules d’Anderson avec variables. Cette partie se base sur l'article
[17] de Ferrara, Green, Higgins et Popescu. On introduit en plus la notion de module

presque modéré et ’on travaille sur k. Cela nous permet d’avoir la proposition 2.7.1 et
le théoréme 2.7.3. Ce chapitre fait I’objet d'un article, actuellement en soumission.

2.1 Notations

Soit p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On prend # une indéterminée sur
F,. On pose A = F,[f] 'anneau des polynomes de 6 a coefficients dans F, et k = F,(6)

son corps des fractions. On a koo = Fy((5)). On note C, le complété d’une cloture

algébrique de k.. On pose vy : Coo — Q U {oo} la valuation normalisée de sorte
que vy (671) = 1. Soit 2 une indéterminée sur C,,. On note également v, : Coo(2) —

QU {oo} la valuation telle que pour P € Cy[z] ou P(z) = Z a;z" avec a; € Co, on ait

i=0
Voo (P) = min{vy(a;) }.
Soit K un sous-corps de C., contenant k., et complet pour v,. On note T,(K) la
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complétion de K pour v, ¢’est-a-dire les éléments E a;z' ot a; € K et lim voo(a;) =
1— 00
>0

1 -
00. On a T,(ks) = Fq[z]((g)) On note K la complétion de K(z) pour v,. En par-

~ 1
ticulier, ko, = Fq((é)) Le F,(z)-espace vectoriel engendré par T,(K) est dense dans

K.

Soit K /k une extension finie. On note Ko, = K ®j, ks, Ok la fermeture intégrale
de A dans K et Sy (K) les places de K au dessus de oo. Pour v € S (K), on pose
L, : K — C4 le morphisme de k-algébres correspondant a v.

On note K, le corps engendré par ¢, (K) par k. On a K, = H K,. On pose

VESso (K)
l?oo =K ®; Eoo. De la méme maniére, on a [}Oo = H [?V. On note 7 : l~(oo — [~(Oo
VESc K
le morphisme continu de F,(z)-algébres qui envoie x € K sur z¢. On note Ok le
F,(2)-espace vectoriel engendré par O dans Ko. On note A = F,(2)[6]. Ok est la
fermeture intégrale de A dans K.

2.2 Anneaux de groupes de caractéristique p

Dans cette section, on rappelle les résultats de |17, Section 7.1]. Si G est un groupe
fini et M est un Z[G]-module, on note f[i(G, M) le i-éme groupe de cohomologie de
Tate pour le groupe M pour ¢ € Z. On dit que M est G-cohomologiquement trivial si
pour tout H sous-groupe de G et tout i € Z, H'(H, M) = 0.

Dans ce qui suit, A est un anneau commutatif de caractéristique p, G' est un groupe
fini et abélien et M est un A[G]-module.

On note I I'idéal augmentation de I’anneau de groupe A[G], ¢’est-a-dire le noyau
du morphisme augmentation de A-algébres s : A[G] — A qui envoit g sur 1 pour
tout g € G.

Lemme 2.2.1. [17, Lemma 7.1.1] Si G est un p-groupe alors
— il y a une correspondance qui préserve les idéaur marimauz :

Spec(A) —  Spec(A[G])
P — PG = (P, lg)

ou I est [idéal augmentation.
— Si A est local (par exemple un corps) alors A[G] est local.
— Pour tout P € Spec(A), on a A[G|p, = Ap[G] et Mp, = Mp.
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Démonstration. (1) On montre d’abord que tout élément de I est nilpotent et donc I

inclus dans tout idéal premier de A. Soit z € I5. On peut donc écrire x = Z%(U -
ceG

1),a, € Acomme Iz =< 0—1,0 € G > par définition. Comme A est de caractéristique

p et G est un p-groupe, !¢ = Za'f‘(a'G‘ — 1) = 0. Donc tout élément de Ig est

celG
nilpotent. Il existe donc n € N tel que 2" = 0 qui appartient a chaque idéal premier de

A donc z est dans chaque premier de A. D’ou I est inclus dans chaque premier de A.
A[G]/A est une extension entiére d’anneaux (car G est un groupe fini). Donc chaque
idéal premier (maximal) de A[G] contient un unique idéal premier (maximal) de A. De
plus, on a les isomorphismes suivants A[G]/ Pz = A/P et A[G]/Is = A.

(2) D’aprés 1), il y a une correspondance 1-1 entre les premiers de A et ceux de
A[G]. Donc si A local, alors A[G] est local.

3) Soit P € Spec(A). On a l'inclusion Ap|G] C A[G]p,. On s’intéresse maintenant
a 'inclusion inverse. Soit x € A[G] \ P = A[G] \ (P, I¢). On a alors sg(z) € A[G] \ P.
Comme G est un p-groupe,

Gl — sG(:v)‘G|a
LG

W. D’ou A[G]pc C

Ap[G]. On a Mp, = Mp de la méme maniére. O

pour a € N grand. Donc z est inversible dans Ap[G] d’inverse

Lemme 2.2.2. [17, Lemma 7.1.2] Soit G un p-groupe. On suppose que A est un anneau
de valuation discrete et M de type fini ou A est un corps et M quelconque. Les assertions
sutvantes sont équivalentes.

— M est A[G]-libre.

— M est A|G]-projectif.

— M est A libre et G-cohomologiquement trivial.

Démonstration. Comme A[G] local car A est local, les deux premiéres sont équivalentes.
Les deux derniéres équivalences se montrent de la méme maniére que [8, Theorem 6] si
A est un corps et |8, Theorem 8| si A est un anneau de valuation discréte. O

Lemme 2.2.3. [17, Lemma 7.1.3] Soit G un p-groupe. On suppose que A est anneau
de Dedekind et M de type fini sur A[G|. Les assertions suivantes sont équivalentes.

— M est A|G]-projectif.

— M est A projectif et G-cohomologiquement trivial.

Démonstration. Comme M est de type fini, d’aprés le lemme 2.2.1, M est A[G]-projectif
si et seulement si M, est A,,[G]|-projectif pour tout m € MSpec(A). Comme A,, est
un anneau de valuation discréte, on peut appliquer le lemme précédent. D’ou M est
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A[G]-projectif si et seulement si M,, est A,,-projectif et G-cohomologiquement tri-
vial pour tout m € MSpec(A). On a pour tout i € Z et H sous-groupe de G l'iso-
morphisme de R,,-modules ]?Ii(H, M), = I?IZ(H, M,,). D’ou M,, est A,,-projectif et
G-cohomologiquement trivial pour tout m € MSpec(A) si et seulement si M est A-
projectif et G-cohomologiquement trivial. O

On regarde maintenant le cas ot G n’est pas un p-groupe. On pose G = H x A ot H
est le p-Sylow de G. On suppose que A est un anneau de Dedekind. Pour xy : A — Q(A)
a valeurs dans la cloture séparable du corps des fractions de A, on note Y sa classe
d’équivalence sous la relation d’équivalence suivante x ~ o o x pour ¢ dans le groupe
de Galois absolu Gg(ay. On a alors que les idempotents de A[G] sont indexés par ces

classes d’équivalence et sont donnés par

ey X O

PeEY,0EA

pour tout ¥ € A(A) oit A(A) représente les classes d’équivalence de caracteéres décrites
au dessus.
On a l'isomorphisme d’anneaux :

Al6] = P eAlGl= P ANH]
ReA(4) ReA(4)
ou A(x) est 'anneau de Dedekind obtenu en ajoutant les valeurs de y. On se sert de
'isomorphisme egA[G] = A(x)[H] avec I’évaluation en x. Pour chaque A[G]-module
M, on a de la méme maniére

V= @ arz @
TEA(A) REA(A)

ot MX = M ®ac) A(x)[H]. On pose Iy = ker(s,) ou s, est la composition des mor-
phismes de A-algébres suivants :

syt A[G] = A(x)[H] =2 A(x).

Pour chaque P, € Spec(A(x)), on pose Py g = s

221

(Py). On a donc d’apreés le lemme

Spec(A[G]) = Uy Spec(A(x)[H]),
Spec(A(X)[H]) = {PyclPy € Spec(A(x))},
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AlGlp, o = AX)p [P,

et
MPX,G = MPX = (MX)pX.

Les idéaux premiers minimaux de A(x)[H] sont les I5. Donc les composantes connexes
de Spec(A[G]) sont les Spec(A(x)[H]).

Corollaire 2.2.4. [17, Corollary 7.1.7] Soient A un anneau de Dedekind ou un corps
de caractéristique p, G un groupe fini abélien et M de type fini sur A[G].
— M est A[G]-projectif si et seulement si M est A projectif et H-cohomologiquement
trivial si et seulement si M est A projectif et G-cohomologiquement trivial.
— Si A est un anneau de valuation discréte ou un corps alors A[G] est un anneau
semi-local ow pour tout X, A(x)[H] est local.
— Si A est un anneau de valuation discréte ou un corps alors M est un A|G|-module
libre si et seulement si M est un A[G]-module projectif de rang constant.

2.3 Modules projectifs particuliers

Soient L/k une extension finie, £ un t-module défini sur O ou K vérifie k C K et
L/K est une extension abélienne de groupe de Galois G.

Définition 2.3.1. Soit V' un k. ¢-espace vectoriel de dimension finie. On a les défini-
tions suivantes :
— Un /[0][G]-réseau de V est un £[6][G]-sous module de V' qui est un ¢[f]-réseau de
V.
— Un ([0][G]-réseau projectif (respectivement libre) dans V' est un ([f][G]-réseau
de V qui est projectif (respectivement libre) comme ¢[0][G]-module.

Proposition 2.3.2. [17, Prop. 7.2.1] On a les assertions suivantes :
— Lieg,(Looy) est un £((071))[G] module libre.
— Si A est un L[0][G]-réseau de Lieg,(Looy), L(O)A est un €(0)[G]-module libre.
— Pour deux (|0][|G]-réseaux Ay, Ay de Lieg, (Lo o) tels que £(6) Ay = £(0) Ay il existe
un ([0)[|G]-réseau libre A tels que Ay, Ay C A.

Démonstration. 1) On a Gal(Ly/K,;) = G. On adonc Ly = K;|G] comme K;|G]-modules
d’aprés le théoréme de la base normale. D’ot Loy = Ly @k, Kooy = Koo [G].

De plus, on a Koo = Ky Q) (((071)) = H £((671)). Si on pose n = |{v €

vEKy,v|o0

S Z(L((O)IGH™™.

Ky, v|oo}|, on obtient alors
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2)On pose V' = ((#).A. Par définition de réseau, on a
V @0y loo = loo.V = L2, 2 (£((67)[G])™.

0ol —

Donc V ®yg) £ est G-cohomologiquement trivial. D’ou pour tout i € Z et H sous-
groupe de G, on a }AI’(H, V ®g9)lss) = 0. De plus, }AI’(H, V @) los) = ]?Ii(H, V) ®6) oo
car (o est un £(A)-module plat. On en déduit Hi(H,V) = 0. D’ou V est un £(6)[G]-
module G-cohomologiquement trivial.

De plus, le rang local de V' sur Spec(£(0)[G]) est le méme que celui de V @y £(671))
sur Spec(£(671))[G]). Donc le rang local est constant de valeur nm. Par le corollaire
2.2.4, V est un {(#)|G]-module libre de rang nm.

3) Soit V' = £(0)A; = ((0)Ay. D’aprés 2), c’est un £(0)[G]-module libre de rang nm.
On prend ey, . .., €y, une base de V sur £(0)[G]. Il existe fi,..., fam et fi,..., f),, dans

L7, tels que Ay = @ﬁ[ﬁ]fi et Ay = @ (0] f! par définition de réseau. On a f; € A; C
i=1

i=1
nm

V. Comme ey, . .., €y, est une £(0)[G]-base de V', on peut écrire f; = Z (Z am-aj) e,

b r=1

41 ot b j,cij € £]0] et sont premiers entre
,J

eux. On pose hy = ppem(c; ;) € £[0]. D’ou fi,..., fam € @6[9][@%. De la méme
i=1 !

avec a;; € {(0) et 0; € G. On a donc a;; =

maniére, il existe hy € £[0] tel que f,..., f € @6[9] [G]%. On pose h = hihs et
i=1 2
A= @6[9] [G]%. C’est bien un ([0][G]-réseau libre contenant A; et A,. O
i=1

Dans ce qui suit, pour v un premier de k, on note k, et fAlv la complétion de k en v
et son anneau des entiers. On a K, = H Ky et Ok, = HAw

wlv wlv

Définition 2.3.3. [17, Def. 7.2.3]

Soit R un anneau de Dedekind dont le corps des fractions est K. Soit S sa fermeture
intégrale dans L. Un R{7}|G]-sous module M de S est appelé module modéré pour
S/R si

— M est R|G]-projectif de rang constant local 1,

— S/ M est fini et S/M ®g R, = 0 lorsque v € MSpec(R) est modéré dans L/K.

Définition 2.3.4. |17, Def. 7.2.7] Un module modéré pour O /O est appelé un mo-
dule modéré pour L/K.
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Cela veut dire quun Ox{7}[G]-module M de O, est dit modéré si
— M est Og|G]-projectif de rang constant local 1,
— O/ M est fini et O/ M®oe, (’3;(7,, = 0 lorsque v € MSpec(Of) est modéré dans
L/K.
On note Ok~ (respectivement Of, ) l'intersection des anneaux de valuation cor-
respondant aux premiers infinis de K (respectivement L).

Définition 2.3.5. |17, Def. 7.2.7] Un module modéré pour Of /O « est appelé un
module co-modéré pour L/K.

Cela veut dire qu'un module co-modéré pour L/ K est un O o[G]-module projectif
de rang local constant 1 qu’on note W> tel que W C Oy, « et le quotient O, /W™
est fini.

On genéralise la définition de module modéré introduite par Ferrara, Green, Higgins
et D. Popescu dans [17] par la définition suivante.

Définition 2.3.6. Un module presque modéré pour L,/ K, est un ¢[f]-module M qui
vérifie

— Lieg, (M) est un £[f]-réseau de Lieg, (L 0),

— M est (]0]|G]-projectif,

— M est un Ok {7 }-module.

En particulier, si M est un module modéré alors M" est presque modéré ou n est
la dimension de F.

On appelle une paire presque modérée le couple (M,, W>) ou M, est un module
presque modéré pour L,/ K, et W™ est co-modéré.

Proposition 2.3.7. Si M est un module modéré pour L/K, alors M est un module
modéré pour L/ K.

Démonstration. Par définition, M est Ok |[G]-projectif de rang constant local 1, Or/M
est fini et Op/M ®p,. Ok, = 0 lorsque v € MSpec(Ok) est modéré dans L/K.

Il existe alors un Ok [G]-module N et n € N tel que M@&N = Ok |[G]". En tensorisant
par F,(z), on obtient M @& N = Og[G]". Donc M est un Ok |[G]-module projectif.

De plus, M est Ok [G]-projectif de rang constant local 1. Pour P € MSpec(Ok|G)),
on a donc Mp = Ok[G]p. Comme le produit tensoriel et la localisation commutent, on
a pour P € MSpec(Ok|G]), Mp = Z’)\;[G]P. Cela implique que M est O[Gl-projectif
de rang constant local 1

OL/M est le F (z)-espace vectoriel engendré par les éléments de O /M. C’est donc
un F,(z)-espace vectoriel de dimension finie.
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Pour O, /M ®¢,, @K,U = (/QZ/M Q5 (/’)\/KU = 0 lorsque v € MSpec(Of) est modéré
dans L/K.
Donc M est modéré pour L/K. O

De la méme maniére, on peut voir que si M est presque modéré pour L/K alors M
est presque modéré pour L/K.

2.4 Elements unitaires et idéaux de Fitting

2.4.1 Eléments unitaires

Toute cette section a été traitée par [17, Section 7.3] lorsque ¢ = F,. Les mémes
arguments fonctionnent pour £ = F (z).

Comme G est fini, on a ¢[G] [07] = ([07][G] et £[G] (071)) = £((671)) [G].
On pose G = H x A ou H est le p-Sylow de G.

Définition 2.4.1. On définit ¢ ((~')) [H]" comme sous-groupe des ¢léments unitaires
de € ((671)) [H]* pax

C(o ) = J o+ o e o).

ne”L

On utilise la décomposition en caractére de ¢[G| pour avoir la somme directe

oa (G ((071)) = @ 0)H] ((071).

xeA
Cela nous premet d’avoir la définition suivante.

Définition 2.4.2. On définit £((07'))[G]T, sous-groupe des éléments unitaires de
C((671) [G]* par

(7)) (61 = 63" | @D e ((07Y)

x€A
Remarque 2.4.3. On dit qu’'un polynome f € ¢[G][0] est unitaire si

f e (aer = (@ N e ((671) [GT
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Théoréme 2.4.4. Soit (O, m) un anneau local complet. Soit f € O[X] \ m[X] tel

que f = ZaiXi. On suppose que n est le plus petit n tel que a, & m. Alors [ a
ieN

lunique décomposition de Weierstrass f = (X" + b, 1 X"+ ... +by).u avec b; € m et

u e O[X]*.

Cela nous permet d’avoir la proposition suivante.
Proposition 2.4.5. On a
() (G =e((671)) [GI" x )G

Démonstration. Comme ¢ (¢[G][0]°) = @E(X) [H][6]*, il suffit de montrer la propo-
x€EA
sition lorsque G est un p-groupe.
D’aprés le lemme 2.2.1, (¢[H], Ig) est local. De plus, d’aprés la preuve ce méme
lemme, I est nilpotent. Il y a donc une bijection entre ¢[H] et li%n ([H]/I} [ H]. Cela

implique que ([H]| est Iy-adiquement complet. Soit g = Zaﬁ_i € f((@‘l)) [H]*
>n

avec a; € ([H] et a, # 0. Soit s : £((07')) [H] — £((6~")) le morphisme de ¢ ((671))-

algébres d’augmentation. Comme ¢ est une unité, s(g) = Zs(ai)e_i Pest aussi. On
>n

pose 7 le plus petit entier supérieur ou égal a n tel que s(a,) # 0. Cela veut dire que r

est le plus petit entier supérieur ou égal a n tel que a, € Iy. On applique le théoréme

précédent & g € ([H][0" ] oug = 0"g = Z ;6= ™. On a donc 'unique décomposition

>n
§ = (bo + b19‘1 + ...+ br_19_(’“_1) + 9_T)u oub, € Igetuec E[[@‘l]][H]X
Dot u = Zuzﬂ_i avec u; € ([H| et ug & I. On obtient donc

>0
g = H—n”g“ = (Uob(]er + uoblﬁ“l + ...+ uobr_lﬁ + uo)ﬁ_"_r(l + ualul(?_l + .. )

On pose
T=07" (gm0 ) € 0((071) [H]Y

et
Yy = (UQbQQT + Uleer_l + ...+ ugb_10 + UQ) € 6[9] [H]X

En effet, comme s(b;) = 0 et s(ug) € £*, ona s(y) = s(ug) € £*. D'ouy € ({*+1gy[f]) =
([0][H]* par le lemme 2.2.1. On a bien g = zy avec x € £((07")) [H]T et y € ([0][H]*.
L’écriture est unique comme £ ((671)) [H]TNL[O][H]* = {1}. On obtient alors le résultat

souhaité.
O
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Corollaire 2.4.6. On a l'isomorphisme
C((07h) lG1/aeer = e((07)) 61

qui a § associe g7

2.4.2 Idéaux de Fitting

Dans ce qui suit R est un anneau noethérien semilocal, c’est-a-dire R noethérien
tel que R = @Ri ou R; local pour tout i. Soit N un R[f]-module de type fini et

un R-module projectif. Par exemple, comme dans [17] R = F,[G] et N = M /v pour
M un module modéré L/K et v € MSpec(A) ou N = A;/Ay ou Ay C A; sont deux
A|G]-réseaux projectifs de L.

On peut aussi regarder R = F,(z)[G] ou les mémes objets avec M un module
presque modéré.

Proposition 2.4.7. /17, Prop. 7.4.1] Soit N un R-module de type fini qui est un R-
module projectif.

— Si R est local et rgr(N) = n alors Fittgp (N) est principal et a un unique

générateur |N| g € R[0]T qui est de degré n et est donné par |N|gj) = %[ee‘?(ﬁfn—

Ag) ou Ag € M,(R) est la matrice du R-endomorphisme de N donné par la
multiplication par 6 dans n’importe quelle R-base de N.
— Si R est semilocal alors Fittpyg(N) est principal et a un unique générateur

|N|gje) € R[0T donné par |N|gg = Z IN @r R;

R;[0]-

Démonstration. On suppose que R est local. Soit B une base de N sur R. N est libre
car projectif sur un anneau local. On a la suite exacte :

RIO" —T RO —™ N — 0

ou f € End(R[A]) a comme matrice 01, — Ay ou Ay € M,(R) est la matrice du R-
endomorphisme de N donné par la multiplication par # dans B et 7 envoie la base
usuelle de R[A]" sur B. En effet, 7 est surjective car N de type fini et 7o f = 0 par
choix de f.

On veut montrer que Ker(r) = Im(f). On note ey,...,e, la base de R[A]" et
fis..., fncelle R™ et i : R — R[A]" qui envoie les f; sur les e;.
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On va d’abord montrer que Im(f) 4+ Im(i) = R[f]". On a f(e;) = (01, — Ap)e,

et A; est & valeurs dans R. Cela implique que @GR[Q]ej C Im(f) + Im(). De plus,
i=1

Im(i) = @ Re;. Donc Im(f) 4+ Im(i) = R[6]".

ComrznelN est libre de rang n sur R, m o4 est un isomorphisme de R"™ dans N. D’ou
Ker(m) NIm(i) = {0}.

On a donc Im(f) + Im(i) = R[A]", Im(f) C Ker(m) et Ker(mw) NIm(i) = {0}. Soit
z € Ker(rm). Il existe zy € Im(f) et z; € Im(7) tels que x = zy+2;,. Onadonc 0 = 7(z) =
m(zys) + w(x;) = 7(z;), ce qui entraine que x; = 0. On a donc bien Ker(7) C Im(f) et
donc Ker(7) = Im(f). Par définition des idéaux de Fitting, Fitt g (N) = %%(9]” — Ay).

Le générateur est bien unique comme R[0]" N R[f]* = {1}. O

On rappelle que /[G][0]" = ¢[G][6] N ¢[G] ((6=1))" . Cela nous permet d’avoir la
prochaine définition, introduite dans [17] lorsque R = I [G].

Définition 2.4.8. Si M est un ¢[f][G]-module qui est un ¢-espace vectoriel de dimension
finie et G-cohomologiquement trivial (c’est-a-dire ¢[G]-projectif et de rang fini), alors

on pose
(M| = |M|qac) € (G][0]7.

Comme /[f] est un anneau principal, il existe un unique générateur unitaire de
Fitte)(X). On note cet élément | X |y

Lemme 2.4.9. [17, Prop. 7.4.3] Soit R un anneau noethérien semi-local. Soient B, C, D
des R[0]-modules de type fini et projectif comme R-modules. Si on a une suite exacte
de R[0]-modules

0—B—C—D—70

alors on a 'égalité | B|g)| D|rjg) = |C|rjg)-

Démonstration. De la méme maniére que pour la proposition 2.4.7, il suffit de le montrer
pour R local. Si R local, alors B,C' et D sont R libres. On prend B et D des bases
pour B et D respectivement. On pose n le nombre d’éléments de B et m le nombre
d’éléments de D. Pour simplifier les notations, on voit B U D comme une base de C.
Par la proposition précédente, dans cette base, |C|gp = %%(erm — Ap) ou Ay est

la matrice de la multiplication par 8 ou B U D. De plus, comme Ay est une matrice
diagonale de blocs Ap et Ap qui sont respectivement les matrices de la multiplication
par 6 dans B et D. On a donc bien

= I, — A I, —Ap)=1|B D .
|C|Rpo %%(9n B)%%t](em p) = |B|Rrig)| D|rey
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O

2.5 Formule de trace équivariante

2.5.1 Opérateurs nucléaires

Dans ce qui suit, Ry = ([G] ou ¢ = F, ou F,(z). Tout ce qui suit a été traité dans [17]
pour le cas ou ¢ = F,. On vérifie que les mémes arguments fonctionnent pour ¢ = IF (2).

Soit V un R,-module qui est Ry-projective.

On regarde le déterminant de V' comme R,-module et non pas comme /(-espace
vectoriel. Dans ce cas, on regarde les déterminants d’endomorphismes continus de R,-
modules de type fini et projectifs.

Définition 2.5.1. Soit U = {U;};>m, une suite de R,-sous modules de V' ouverts qui
vérifient :

— pour tout i, V/Uj; est de type fini,

— chaque U; est G-cohomologiquement trivial,

— pour tout ¢ > m,U; 11 C Uj,

— U est une base de voisinage d’ouverts de 0 dans V.

On suppose d’abord que U existe et on définit tout ce qui suit pour (V,U). On verra
ensuite que les prochaines définitions ne dépendent pas du U choisi.

Définition 2.5.2. Soit ¢ un endomorphisme de V. On dit que ¢ est localement contrac-
tant pour U §'il existe I € N supérieur a M tel que ¢(U;) C U;4q pour tout ¢ > I. Un
voisinage U = U; de 0 avec cette propriété est appelé un nucleus pour ¢.

En particulier, si V' est un R,-module de type fini, on peut prendre U; = {0} pour
¢ > 1. Chaque endomorphisme de V est alors localement contractant dans ce cas.

Proposition 2.5.3. Chaque ensemble fini d’endomorphismes localement contractants
de V' pourU ont un nucleus commun.

Démonstration. Chaque endomorphisme ¢; admet un nucleus qu’on note Uj,. On pose
I = max; [;. L’ouvert U; est un nucleus commun pour ces endomorphismes. ]

Proposition 2.5.4. Si ¢ et ¢ sont localement contractants pour U alors ¢+ et pop
le sont également.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, on peut prendre U; un nucléus com-
mun pour ¢ et ¢. On a donc par définition ¢(U;) C U1 et ¥(U;) C U1 pour tout
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i>1.Dou (¢+¢)(U;) C Usq pour tout i > I. Donc ¢ + 1 est localement contractant
pour U.

De méme comme ¢ (U;) C U;yq pour tout i > I, pop(U;) C ¢(Uir1) C Uiro C Usyq
pour tout ¢ > I. Donc ¢ o v est localement contractant pour U. 0

Soit R,[Z] 'anneau des séries formelles en Z a coefficients dans R,. On considére
les R;[Z]-modules

VIZ])ZN =V @g, R Z])Z" et V[Z] = 1%11 V[z])Z".

Chaque endomorphisme continu Ry[Z]-linéaire ¢ de V[Z] (respectivement R,[Z]/ZN

endomorphisme linéaire de V[Z]/Z") est de la forme ¢ = Z@Z’“ (respectivement

r>0
N-1

Y= Z ¢ Z") ou les ¢, sont des endomorphismes de V.
r>0
Si V est un R,-module de type fini et projectif alors V[Z]/Z™ et V[Z] sont respec-
tivement des R,[Z]/Z" et R;[Z]-modules projectifs de type fini. On note dorénavant

Jot (WIV) = det (WVIZD et det (V)= RZH%Z]V(@DIVHZ]]/ZN)-

Pour la suite, on suppose que V n’est pas nécessairement de type fini mais que ¢’est un
R-module G-cohomologiquement trivial. On va voir comment prendre le déterminant
dans ce cas. Pour j > ¢ > m, V et les U; sont G-cohomologiquement triviaux donc les
V/U; et U;/U; le sont également. Les R,-modules V/U; et U;/U; sont donc de type fini
et projectifs.

Définition 2.5.5. On dit qu’un endomorphisme R,[Z]-linéaire continu ¢ de V[Z]
(respectivement V[Z]/Z") est nucléaire si pour tout r > 0 (respectivement tout r tel
que N > r > 0) les endomorphismes ¢, de V sont localement contractants.

Proposition 2.5.6. [17, Proposition 2.1.9] Soit ¢ : V[Z]/ZN — V[Z]/ZN un en-
domorphisme nucléaire. Soient U = Uy et W = Uy des nucler communs pour les ¢,.

Alors
det 1+9|V/U)= det 1+|V/W).
RZ[[ZG]]}/ZN( ¢| / ) RZ[[ZG]]}/ZN( ¢| / )

Démonstration. On suppose que I < J, c’est-a-dire U C W. On a donc la suite suivante

W=U,2U412...2U0;1,2U;=U



40 CHAPITRE 2. FORMULE DE CLASSE EQUIVARIANTE : LE CAS A =F,[0]

ot ¢,(U;) C Uiyq pour v € [0; N — 1] et ¢ € [I;J — 1]. Alors (1 + ¢) induit U'identité
sur les U;/U;41. On a donc

J-1
det (1 V/U)= det (1 VW det (1 U:,/U;
St (L OVIO) = ot (1 IV T dot (1-40103/Uis)

= det (1+9|V/W).
st (L+ YV

O

Par cette proposition, on voit que le déterminant ne dépend pas du nucléus choisi.
On peut donc avoir la définition suivante.

Définition 2.5.7. Soit ¢ un endomorphisme nucléaire de V[Z]/Z". On définit

det (1+9v|V)= det (1+v|V/U
Rg[[Z?/ZN ( vIv) Re[[Z?/ZN ( vIv/U)
ou U est un nucléus commun aux ¢,.

De plus, si ¢ est un endomorphisme nucléaire pour V[Z], on définit le déterminant
de (1 +1) dans R,[Z] = h%Ile[[Z]]/ZN par

det (1+¢|V)=1lim det (1+|V).
det (1 01V) =lim  det (14 0[V)

Proposition 2.5.8. [17, Proposition 2.1.12] Soient ¢ et ¢ deux endomorphismes nu-
cléaires de V[Z]. Alors l'endomorphisme (14 ¢)(1 + 1) — 1 est nucléaire et

det ((1+9)(1+9)|V) = det ﬂ(1+¢lv) detﬂ(1+¢|v>

R[Z]

Démonstration. D’aprés la proposition 2.5.4, (1 + ¢)(1 + 1) — 1 est nucléaire. De plus,
le déterminant est multiplicatif. O

Proposition 2.5.9. /17, Proposition 2.1.13] Soit V! C V' un Ry-sous-module fermé de
V' qui est G-cohomologiquement trivial. On pose V" = V/V'. Soient U' = {U!};, ou
U =UnV'etld ={U"}; ou U/ est limage de U; dans V/V'. On suppose que les
U] et U sont G-cohomologiquement triviauz. Soit ¢ = Z@Z’" :V[Z] — V[Z] un
endormorphisme nucléaire tel que ¢, (V') C V' pour tout r. Alors les endomorphismes
induits par 1 sur (V' U") et (V" ,U") sont nucléaires. De plus,

det (1 + |V 14|V det (1 + |V").
et (1+9[V) = det (1+¢[V') det (1+|V")
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Démonstration. On a le diagramme commutatif

0 s V7’ > V s VI > 0

[

> V7 > 0
qui nous donne le résultat souhaité.

\
7

0

O

On suppose que V est un compact, R;-module G-cohomologiquement trivial. On
veut montrer que le déterminant de V ne dépend pas du choix de la base. Soient
U = {U;}; et U = {U!}; deux bases de V commme dans la définition 2.5.1. Soient
Y € Endg, (V) et ¢ = ¢,Z" € Endg,[2)(V[Z]) tels que 1 est localement contractant et
¢ nucléaire en U et U'.

Définition 2.5.10. [17, Definition 2.2.1] On dit que U domine U’ en 1, on lécrit
U =, U' sl existe N € N tel que pour i > N, il existe j > N tels que U; 2 Uj et
v(U;) € U;.

On dit que U domine U’ en ¢, on Pécrit U >4 U’ si pour tout r, U >4 U'.

Lemme 2.5.11. Soient V1, U et U’ tels que U =, U'. Alors

/
det (1 +9|V) = det (1 + V).
det (14+6lV) = det (1 0[V)

Démonstration. Soit N € N*. Pour i et j suffisamment grands, on a U; 2 U} et ¢,(U;) C
Uj pour r < N et Uy, U} des nucléi communs pour ¢y, ..., ¢n—_1. On regarde la suite
exacte de R-modules de type fini et G-cohomologiquement triviaux :

0 — U;/U; — V/U; — V/U; — 0.
Comme ¢, est application nulle sur U; /U, on a

1 ) = 1 /
et (L4IV/U) = det (14 0{V/0))

ce qui nous donne le résultat souhaité en faisant tendre N vers oo. O

2.5.2 Quelques bonnes bases

On va voir maintenant des exemples de R,-modules compacts et projectifs, ainsi que
des bases d’ouverts et G-cohomoloqiquement triviaux associés que ’on pourrait utiliser
pour calculer nos déterminants.
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Soit (M, W) une paire presque modérée pour L/K. Pour P € Spec(A), on note
A\Rg la complétion P-adique de ¢[0] et f/(\Q)P la complétion P-adique de ¢(f). On pose
M, = M ®g, . Cela veut dire que M, = M quand £ = F, et M; = M quand £ = F,(z).
De la méme maniére, Wi° = W ®,_£. On pose pour ¢ > 0,

Uipe = My Qg P'Apy et Uy poy = WE° Reypo-17 0 C[07].

Ces Ui py et U; ¢ sont G-cohomologiquement triviaux par choix de M et W™ et
forment une suite décroissante pour l'inclusion.

Soit V' un élément de la classe C qui correspond aux ¢[G]-modules compacts qui
vérifie une suite exacte 0 — Lieg,(Loos)/A — V. — H — 0 ou A est un /[0][G]-
réseau de Lieg, (Lo ) et H est un ¢(f)-espace vectoriel de dimension finie qui est un
([0]|G]-module. On veut construire une base U de V. Pour ce faire, on va utiliser des
Ry-sous-modules de L ¢ qui sont G-cohomologiquement triviaux. Pour ¢ > 0, on prend
Usi,sot © Loo -

Ce sont bien des Rj-sous-modules G-cohomologiquement triviaux de Lo et ils
forment une base de voisinage ouverts de 0 dans Lo 4.

Comme A est discret, il existe r > 0 tel que (U, o0¢)” N A = {0}. Pour ¢ > r, on
associe (U; )" avec son image dans la suite exacte. Si on définit U = {U; oo ¢}i>r, alors
U" nous donne une bonne base de V.

Soit S un ensemble fini de premiers de k contenant co. On pose V; le £(6)-espace
vectoriel engendré par M, (i.e.,V = M; ®qq ¢(0)). Pour P un premier irréductible
unitaire de £[f)], on note Vpy = Vi®y9)£(0) p, Mps = My®gjg 0[] p. On définit également

Vse = H Ve et Mgy = My Qgjg £[0]s ot £[0]s est 'anneau des S-entiers (i.e., {[0]s =
Pes
{a € £(0)|Vv & S,v(a) > 0}). On va d’abord voir que Mg, est un réseau de Vg,.

Lemme 2.5.12. Soit S un ensemble fini de premiers de k contenant oo. Alors Mg,
est discret dans Vs .

Démonstration. On procéde par récurrence sur le cardinal de S.
Pour |S| = 1. On a Mgy = M, est bien discret dans

Voot = (M @401 £(0)) ®10) L((67")) = Lieg, (Loc,)

car c¢’est un réseau.

On cherche a montrer que si pour tout S de cardinal n € N* Mg, est discret dans Vg,
alors pour tout S’ de cardinal n + 1, Mg , est discret dans Vg . Soit S’ de cardinal
n+ 1. Il existe S C S’ de cardinal n et P # oo tels que S = S U {P}. Soit U un
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voisinage de 0 dans Vg 4 tel que UN (Mg, x Vpy) C {0} x {z|vp(z) > 0}. C’est possible
de prendre un tel U car Mg, est discret dans Vg,.

On prend o € UNMg 4 non nul. Alors a € Mg o\ Mg,. Cela veut dire que vp(a) < 0
ce qui est absurde par choix de U. Donc o« = 0 et Mg, est discret dans Vg . O

Lemme 2.5.13. Soit S un ensemble fini de premiers de k contenant oo. Alors Mg,
est un réseau de Vgy.

Démonstration. Soit S = {00, Py, ..., Ps}. On construit de maniére itérative pour i =
PO, 1 —1 . .
1,...,s,0;,= % en considérant que 6y = 0. On pose pouri = 1,...,s, 00; = ;!
i
et 009 = 00. Par choix de 6;, pour i = 1,...,s, Vo, ,(8;) = —1 et vp,(0;) = —1. Par
construction, on a donc que les places au dessus de 6, sont les éléments de S. On pose

k, = £(05) et A, = (]f;]. La fermeture intégrale de £[f,] dans ¢(6) correspond donc a
¢[f]s. On prend ey, ..., e, une base de ¢[f|s sur Aj, c’est-a-dire, ([0]s = @A}ei. On

i=1
pose M), = M, ®a4, Aj. Soit fi,..., f, une base de M, sur A,.

On a donc
Mgy = My ®q0) Asye

- (@ f[ﬂfg‘) Refo) (@ Aéez')

Mg est donc de rang nm sur Aj.
De la méme maniére,

Vsi = H Vo
Qes

= (Mg Q] f(e)) Re(6) H E(Q)Q
QeS

= (My @) £(0)) @) (£(0) Oy kp o)

- (Br0n) oo (1)
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Vs,¢ est donc un kg,oos espace vectoriel de dimension nm. Vs, est donc engendré par
Mg, sur £((671)). De plus, d’aprés le lemme 2.5.12, Mg, est discret dans Vs,. Cela
implique donc que Mg, est un réseau dans Vg,.

O

On peut voir que Vg, est G-cohomologiquement trivial comme les Vp, le sont et

Vs = H V.
pes
Comme M, est ([0][G]-projectif alors Mg, est ([6]s]|G]-projectif. Donc Mg, est G-
cohomologiquement trivial, ce qui implique que Vs, /Mg, l'est également.
Donc Vgy/Msy est un Re-module projectif compact. Comme précédemment, on
prend une base de Ry,-modules G-cohomologiquement triviaux de Vg, qui induit une
base de Ry-sous modules ouverts de Vgy/Mg,. Pour i > 0 et P € S N Spec(£[d]), on

o~

note U; pe = My ®qjg) PU[0] p. Pour i > 0, on a Us o p = W;° @qpp-17 0~ £[07']. On pose

Uise = H Uiwve X Ul'so 0 © H Voo = Vs

veS\oo veS

(Ui s.0)i>o0 forme une base de R,-modules projectifs de Vg,. Comme Mg, est discret
dans Vg, il existe r € N* tel que U, g, N Mg = {0}. Pour ¢ > r, on identifie U; g, avec
leur image dans Vg,/Mgy. On pose U = (U;s)i>r. Cela nous donne une bonne base
pour VS,Z/MSj-

On fixe d’abord une paire presque modérée (M,W>) pour L/K. On va voir que le
déterminant de dépend pas du choix de cette base. On pose Ok 5, = Ok s @, .

Lemme 2.5.14. Soit S un ensemble fini de premiers de £(6) contenant co. Soit ¢ = at®

pour a € M, (Okse) et s > 1. Alors ¢ est un endomorphisme localement contractant
de Vs /Mgy pour la base induite par (M, W>).

Démonstration. Comme Mg, est un Ok g,{7}-module, ¢ est un endormophisme de
Vse/Mg,. Soit m € N* tel que m > (1 — v(a)) pour tout v € S. Par définition, on
a 7(Uye) C Uyy. Donc pour ¢ > m, on a ¢(U;e) C Uis14e. En effet, pour v € S et
z € Uiy, v(P(x)) =v(a) + ¢°v(x) > 1 —m+q¢%i > i+ 1. O

Corollaire 2.5.15. Soit S un ensemble fini de premiers de £(6) contenant co. Chaque
¢ € Mp(Ok.s0){7}7 est un endomorphisme localement contractant de Vso/Mg, pour
la base induite par (M, W>). De plus, p € M,(Ok s0){7}7[Z] est un endomorphisme
nucléaire de (Vso/Mso)[Z] pour cette base.
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Démonstration. D’aprés le lemme précédent, ¢ = am™ avec a € M,,(Ox s¢) et m > 1
est un endomorphisme localement contractant de Vg ,/Mg . Donc d’aprés la proposition
254, on a ¢ € M, (Okse){7}7 est un endomorphisme localement contractant de
Vse/Ms,. O

Proposition 2.5.16. Soit S un ensemble fini de premiers de £(0) contenant co. Soient
a € Gl,(Okss) et b e Mp(Ok.s0) et ¢ =br° pour s > 1. Alors pour tout m > 1,

det (1 4+ apZ™|\Vse/Mgy) = det (1 4+ paZ™|Vse/Msgy).
le( ¢Z" Vs Ms ) Re[[Z]]( paZ™|Vse/Ms,)
Démonstration. On suppose b # 0. On pose

6o  Vso/Msy — Vso/Msy
T — ax ’

D’aprés le lemme 2.5.14, ¢, ¢,¢ et ¢¢, sont localement contractants.
Soit k£ € N* tel que

— Uk,g0N Mg, = {0},

— Uy, est un nucléus pour ¢, p,¢ et @@,

— j=min ({k +v(b)|v € S}) > max ({0} U {—v(a)|v € S}).

On a le diagramme commutatif de Ry,-modules

Vse/Mse 6o Vsuo/Msy

7

07 (Uk,s,0) Uk.se

l¢¢a l(baqﬁ

Vse/Msy ¢ Vsu/Msy
¢z (Uk,s,0) Uk,s,¢
Les fleches horizontales sont des isomorphismes comme a est inversible

On a choisi & de sorte que ¢, (Urss) = Ukse (car Ugse N Mg, = {0}). D’ou
¢7 (U 5.0) est G-cohomologiquement trivial.

Vse/Msy ) : . .
Donc det |1+ ¢p¢p, 2" |———""-] est bien défini. De par le diagramme, on ob-
R[Z] ( ¢ Gt (U,s,0) b s
tient Ve M Ve /M
det (14 b,z 7) — dot (1 s zmju) .
Ry[Z] ( & ¢t (U,s,0) Ry[Z] baf Uk,s,t
De plus, Uy s est un nucléus pour ¢,¢, donc
Vso/M
det (1 + ¢padZ™|Vie/Msy) = det (1 + ¢G¢ZM)M) :
R[Z] R[Z] Uk.s,
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Comme j = min{k + v(b)|v € S}, gbgba( YUksse)) C Ugyjse De plus, j >
max ({0} U {—v(a)lv € S}). D’ott Upyjs0 C &, " (Ukﬁ,g) Par ce choix de j, on a donc

¢¢a(¢ "(Uk,s0)) C Uppjse C 05 (Ursp)-

D’ou det (1 + gbgbaZ’”‘ %0 (Us, SZ)) = 1. On a la suite exacte de Ry-modules projectifs
R.[Z] Uk+,5,0
de type fini :

—1
¢q (Uk,s,0) R Vise/Msy R Vs.l,z/Ms,z
Uk+j,s Ujik,s Gt (Uk,s,0)

Comme Uy, g est un nucléus pour ¢¢, et j > 0, on a que U4 s I'est aussi.
On a donc

0— — 0.

Rdﬁt}](l + 0P 2™ |\ Vs /Mg y) = dft]] <1 + ¢¢azm‘
74

Vs,e/Ms,z)
Uktj,s
Vse/Ms.e )
= det |1+ ¢, 27| ——
Ry[Z] ( & ¢a ' (Ur,s.0)

= det (1 + ¢,0Z™|\Vge/Msg,) .
Re[[Z]]( a0 Z™ |Vse/Msy)

O

Lemme 2.5.17. Soit S un ensemble fini de premiers de ¢(0) contenant co. Soit 1 €
Mo (Ok s){THZ]T vu comme R, Z]-endomorphisme de Ry[Z]. Alors le déterminant
Rd%ﬂ (14 |Vse/Msy) est indépendant du choiz de la paire presque modérée.

72

Démonstration. Soient (M” W>) et (M', W) deux paires presque modérées pour
L/K. Soient U et U' deux bases de voisinages ouverts de 0 dans Vg/Mg construits
comme ce qu'on a vu. Soit ¢ € M, (Ok.se){rT}7. On montre d’abord que U =, U’
Soit v € S, il existe a,, b, € N tels que U, ., € U/, , et U’y ., € Uj,, pour tout i
suffisamment grand.

On pose a = max(a,) et b = max(b,). On a Ui, ¢, € U's, et Ul\y o, C Ujg,
pour ¢ suffisamment grand. Comme ¢ € M, (Ok s¢){7}7, il existe k € N tel que
V(Ul's) € Uy}, s pour i suffisamment grand.

Si ¢ vérifie i — k > 14+ b+ a et ¢ suffisamment grand, alors

V(Ui'se) €Uy 5o C Ulvprase C Ulvase

Donc Uj,, 50 € Ul'sy et ¥(Uise) € Uy, s, pour i suffisamment grand et i >>
a+b+k On adoncU” =4 U'. Dans ce cas, le déterminant est le méme pour U”
et U'. On a donc le résultat souhaité pour les bases induites par deux paires presque

modérées O
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2.5.3 Formule de traces

Dans cette section, on prend (M, W) une paire presque modérée pour L/ K. Cette
section a été traitée dans [17] pour ¢ = F, et £ un module de Drinfeld.

Lemme 2.5.18. Soit S un ensemble fini de premiers de £(0) contenant oco. Soit P €
MSpec(¢[0]) \ S et S’ = SU{P}. Alors pour f € M, (Oks){T}HZ]|7Z, on a

d?ﬁﬂ(l —+ f|VS’ /MS’ )
Z

det (1 4 f|Vs/M '
det (1+ 71Va/ M)

det (1 + f|M,/PM
ReEZH( [ M,/ 0) =

Démonstration. On rappelle que Vi = M; Qg9 €(0), Vpy = ‘/g®g(9)£(/¢9\)P, Vs = H Vb,
PesS

—

Vo= Vs x Vpy, Mpy = My ®qo) L[0]p et Mg = My qpo) £[0] 5.
On veut d’abord montrer qu’on a la suite exacte suivante

v Voo o Vsy

— 0
Mg o Mg,

0—> ]/\ij

Vs . Comme E(/Q\)P = ([f]s + f/[g]P, on a
.

ou pour a € ]\/4\137@, Y(a) = (0,a) €

Ve = Vi Qo) 5(/9\)1:
= (My @0 0)) @0y (016] + £16] )
= M @y (465 + 001,

—

= My Qqg) £[0]s + My @yj0) £[0] p
= Mg o+ Mpy.

Donc pour b € Vpy, il existe a’ € Mg etV € J/\/[\p,g tels que b = a’ +b'. On définit 7
tel que pour a € Vg et b € Vpy, n((a,b)) = a — d’.
On montre d’abord que n est bien définie, c’est-a-dire qu’elle ne dépend ni du choix de
Iécriture de b, ni du choix du représentant de la classe. On écrit b = a’ + ' = a” + V"
oud,d" € Mslg et b',0" € Mpy. On a donc @' —a”" =V -0 € Mg o0 Mpy = Mgy

comme /[0] s [ |p = {]0]s. Cela implique qu’'on a bien a —a’ =a —a”.
Soient (a;b) et (¢;d) deux représentants de la méme classe. Il existe donc m € Mg 4
tel que (¢;d) = (a; b)+m = (a+m; b+m). On obtient alors que d = a’+m+0b'si b = a+.
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Comme a' +m € Mgy, on a n((c,d)) = c— (¢’ +m) =a+m—d —m = n((a,b)).
Pour b € ]\/4\137@, on a bien n(1(b)) = 0.

Soit (a,b) mod Mg, € Ker(n). Il existe donc o' € Mgy, ' € Mp, tels que b =
a +b.

Comme o' € Mg 4, b' € Mpy, on a (a,b) — (¢/,d') = (a —d',b—a') = (0,V). D’ou
Ker(n) C Im(v)).

On a les voisinages ouverts de 0 : U et U’ sur Vg, /Mgy et Vs y/Mg 4, induits par la
paire presque modérée (M, W>). .

Onald = H U, x UL et U = H U, x UL ot Uy, = { My Qg9 v'(]0)],}i>1 pour

veS\oo vES’\oco

v € Spec(l[0]) et Use = { Wi Rypo-17 07L[07 [ }iz1. OnanU') =U et v~ (U') = Up.

Comme f € M, (Oks){7}[Z]7Z, on a f. € M, (Ok.s,){7}7. Donc ils commutent
avec 1 et 1 et sont localement contractants pour Up, U et U'.

On obtient alors

det (1 + f|Vqg o/ Mg ) = det (1 4+ f|M det (1 4+ o|Vg,e/Mg,).
Rem( Vs o/ Mg o) le( 1l P’£>RzﬂZﬂ( | Vse/Ms,)

Comme f € M, (Ong){T}[[ 72 et P & S, fT(P]/\ZPg) C P]/W\pg Cela implique
qu’on peut prendre PMpg comme nucleus commun pour les f,.. De plus, Mpg/PMpg
M,;/PM,. On a donc

det (1 + f|VS/g/MS/ )

R[Z]
det (1+ f|Mpy) = det 1+ f|M,/PM, .
RZ[[Zﬂ( f| Pf) ( f| f/ 5) d[[;ﬂ(]- + f|VS,Z/MS,€)
Z

O

Le prochain théoréme est le méme que |11, Proposition 3.5 mais pour ¢[G] au lieu
de ¢, ou (|G] a la place de F,[G] pour [17, Theorem 3.0.2].

Théoréme 2.5.19. Soit S un ensemble fini de premiers de €(0) contenant oo. Soit
P € Spec([0])\ S et "= SU{P}. Soit p € Mp(Oks0){T}Z]7Z. On a

| | det (1 + ¢|My/vMy) = det (1 +|Vse/Msgye)™"
([7] Ry(Z]
veEMSpec(£[0]s)

Démonstration. Soit ¢ = Z%ZT’ € M, (Ok.s0){7}[Z]7Z. On veut montrer qu’on a

r=1
I'égalité
det (1 M, /vM, det (1 Vo /Mg )t
11 ritypn (¥ VIMe/oMe) = | et W IVs/Ms)

vEMSpec(£[0]s)
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D
Soit D = Dy tel que deg, ¥, < % pour tout 7 < N. On pose

T=Tp=5SU {U c MSpec(ﬁ[@]S) | Vw\v, [OK’SJ/’UJ : 6] < D}
En appliquant successivement le lemme précédent, on obtient

det (1 -+ ¢‘VT,Z/MT,Z>

R([[Zﬂ/ZN
[T  det (1+wMy/vMy) = .
ver\s AV ZY RZ[[%%ZN(I + Y|Vs,e/Ms,)

De plus, MSpec(¢[f]s) = T\ S U MSpec(¢[f]r). On a donc

II x.= I X J[ X ot Xu=det (1+[M/vMy).

vESpec(£[f]s) vESpec(£[0]T) veT\S Rel21/2%
Il suffit donc de montrer que
det (1 +v¢|My/vM;) = det (1 Vi /Mr )™t
H Re[[Z?/ZN( | M, /vMy) Rg[[Z?/ZN( + |V /Mr,)

vEMSpec(¢[0]1)

On pose Sp.ny C M, (Oxr0){7}[Z]/Z" de la maniére suivante

N-1
rD
Spn = {1 + Z . Z" mod ZN|deg (1) < - pour tout r < N} :
r=1
C’est un groupe multiplicatif auquel appartient (1 + 1) mod ZV par choix de D.
On a choisi T" de sorte que O 1y n’ait pas de groupe résiduel de degré d < D sur
¢. Donc pour tout d < D, il existe My € N, fg,aq € Og e pour 1 < 5 < My tels que

My
d
1= Z fdj (agj — adj).
j=1

En effet, pour d < D, on note I; I'idéal de Ok 1 engendré par {aqd —a,a € OK7T7g}.
On suppose que Iy # Ok 1y Il existe donc my un idéal maximal tel que Iy C my &
Ok 4. On a donc pour tout a € Ok 1y, a? —a =0 mod I; donc a? —a=0 mod mgy.

Cela implique que dimy O 1¢/mq < d. C’est absurde par choix de T'. Donc I; = Ok 1.
My

Il existe donc My € N, fy,a45 € O 1o pour 1 < j < M, tels que 1 = Z fdj(af; — ag;).
=1
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On pose Fy = f4l, et Ay = agl,. Soient B € M,,(Okrs), 7 < N et d < D.On a

My
1= BriZ" =1-Y BFy(r"Ay — Agr")Z" cest-a-dire

j=1
Md Md
1 - Br'Z" =Y BFjAyr'Z" =1-Y BFyr'AyZ".
j=1 Jj=1

De plus, on a

Mgy My
1—Br'Z" =Y BF;AyrZ" = (1— Br'Z") <H 1— Adj(BFdde)Z’"> mod 2"+

j=1 =1
et
My My
1= BFym'AyZ" = [[1 - (BFy7")AyZ" mod Z"*.
j=1 i=1
Dot 1 — Brizr ﬁ 1-— (RFdde>AdeT d Z?“—i—l
oul— DT = mo .
1— Adj(BFdj’Td)ZT

=1
1— (StHAZ"
1— A(Std)Zr

Cela implique que { A S e /\/ln(OKT,g)} est un systéme de généra-

teurs de Sp n.

1— (StHAzZ"
O det ———— M, /oM, ) =1 MS l0)r).
n a RZ[[Z?/ZN (1 A7 /v g) pour v € MSpec(¢[0]r)
1— (STHAZ" |V,
Par la proposition 2.5.16 , on a également Rg[[%(ﬁ}:ZN (1 — (A(;jd)ZT’ ]\/2‘2) =1.0n a
donc bien
det (1+v|My/vMy)=1= det (1+|Vpo/Mp,)™"
11 rufiy L T VM oMe) raityin(F VIVEe/ M)
vEMSpec(£[0]T)
qui nous donne le résultat souhaité. O
On définit £, comme E si ¢ =F, et Esil= F,(2).
o 1—9p(0)Z : 1—¢p(0)2 .
On définit 'ng comme W —1s1il= Fq et m —1si/l= Fq(Z)
Corollaire 2.5.20. ¢, est un opérateur nucléaire de (L7, ,/M)[Z] et
‘ LleE (ME/U)|G
det (14 oy|L% ,/My) = ! :
g ettty = 11 S5,

veEMSpec(£[6])
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Démonstration. On peut voir que

_1—-9¢g50)Z
V=g Sp(0)Z !
= (1—9¢g(0)2) Z(AOZ)i -1
= Z(AOZ)i — ¢5,(0)Z Z(AOZ)i
= Z (05(0) — ¢,(0) 2755 (0).

Donc 9y € M, (Ok){7}[Z]7Z. Par le corollaire 2.5.15, ¢’est donc un opérateur nu-
cléaire sur Lgo,e/MZ et My /v M, pour tout v.
On applique le théoréme précédent dans le cas ot S = {oo}. Comme V., = L% , et
det (1 — 5E( )Z‘ME/UMg)

RlZ | Lieg, (Mg/vMy)|gc
pour v & MSpectfel): Rgﬁtﬂa —on O 2 oM B o e
donne
R%ft (L= lLl /M) = ] zgf%](l — | My /o My) ™
veMSpec(£[6])
o H | LieEZ(Mg/UMg)Mg”G} .
venspectetgy | LM/ VM) ey
]

Cela nous permet d’avoir la définition suivante.

Définition 2.5.21. On définit les fonctions L-équivariantes

Lieg, (M;/v
Lo(E(My)) = H | \EE(Z]\; /é/)‘)mgm].
vEMSpec(¢]6]) ¢ ¢/U)leee)

2.6  Volume

Dans cette section, on généralise les énoncés de [17, Section 5| a £ et aux modules
d’Anderson.

Les arguments restent les mémes mais il y a quelques changements dans les condi-
tions & cause du fait que 6 et dz(0) peuvent avoir des normes différentes.
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2.6.1 Définition et premiéres propriétés

Soient A et A’ deux ([0][G]-réseaux libres de Lieg, (L ¢) de bases B et B'. Par défi-
nition, ce sont des £ ((#~')) [G]-bases pour Lieg,(Ls ). Il existe X € Gl (¢ ((671)) [G])
(m = [K : k]) tel que B' = XB. Alors det(X) dépend des choix de B et B’ mais pas
det(X)* qui est I'image de det(X) par

(O ) G = e((07h) [ar/aaar = e((67)) 6]
d’aprés le corollaire 2.4.6.
Définition 2.6.1. Pour A et A’ deux ¢[0][G]-réseaux libres, on définit
(A NG = det(X)".

Si A et A’ sont des £[0][G]-réseaux libres et A’ C A alors A/A’ est un ([f][G]-module
de type fini et G-cohomologiquement trivial. On peut montrer que

(A AMeoriar = [A/Neggriar-

De plus, si A", A" et A sont des ([f][G]-réseaux libres alors
(A Aoy = [N Negyien [A = Aoy

On veut maintenant étendre cette notion aux ([f][G]-réseaux projectifs. Pour ce
faire, nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.6.2. Soit A un ([0]|G]-réseau projectif dans Lieg,(Looy). Alors
— il existe un L[0][G]-réseau libre de Lieg,(Loo o) tel que A C F,
— pour ce F', F/A est un (-espace vectoriel de dimension finie et un £[0)[G]-module
G-cohomologiquement trivial.

Démonstration. 1) On a cette assertion d’aprés la proposition 2.3.2.
2) Pour ce F, on a ((0)A = ((0)F. Soit ey, ...,e, une base de F. Pour tout i =

1,...,n, il existe a;,b; € £]0] tels que ¢; € %A. On pose b = ppem(e;). D’ou bF C A.

De plus, A et F' sont GG-cohomologiquement triviaux et on a la suite exacte
0—A—F— F/A—0.

D’ou F'/A est G-cohomologiquement trivial.
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F
D’apres la proposition 2.4.7, pour un tel F', Fittqq (X) est principal et admet

un unique générateur |F/Algge € €((07")) [G]" qui est inversible. Cela nous permet
d’avoir la prochaine définition.

Définition 2.6.3. Soient A, A’ deux ([f]|[G]-réseaux projectifs dans Lieg,(Loos). On
prend F, F’ deux ([0][G]-réseaux libres tels que A C F' et A’ C F'. On définit alors
[F' /N g1
9]G] |F/A|£[9}G :
On vérifie maintenant que cette définition est indépendante du choix de F' et F” et
que l'on a les mémes relations que pour les modules libres.

[A . A/]g[g]g = [F . F/]g[

Lemme 2.6.4. On a les assertions suivantes :
— [N Nygye) est indépendant de F' et F.
— Si A, N et A" sont des (]0]|G]-réseauz projectifs alors
(A A]goycy = [N Neggyia [N Ao
— Si N C A sont des ([0][G]-réseaus projectifs alors [A : N'ggc) = |A/N | goycr-
Démonstration. 1) D’aprés la proposition 2.3.2, pour Fi, Fy des ([f][G]-réseaux libres
qui contiennent A, il existe F3 un £[0][G]-réseau libre qui contient I} et Fy. On peut donc
supposer qu’on prend des ([0][G]-réseaux libres tel que A C Fy C Fy et A C F| C F.
On a la suite exacte
0—>F1—>F2—>F2—>0
A A F '
On en déduit d’apres le lemme 2.4.9

Fy Fy Fy
A

aoie) | A lgear 1B Ly
De la méme maniére, on obtient

F, | A F,
Moy 1V Loy 1Y gorey
Cela implique
F jo)
|FY /N oy A goyier 11 Loy
2N d PP e Vet U ISy § AN o
[F1 : F]eana /Ao LY Fileeya) I P
Filgoer | A Loy
P s
= [F : Fylygye ﬁ / N :
e e
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Cela nous donne le résultat souhaité.

2) On a
|F' /N |g [01[G] |F///A//|5[9][G}
A A A A F F LAl el £ 21154 F/ . F// A e e Lt §
[ Jeioyicl eyicy = [ laone N | b |E" [N oy
|F" [N | a1
=[F: oo —
TR A oy
= [A - Aoy

3) On peut prendre le méme module libre pour A et A’ ¢’est-a-dire F/ = F. On a

la suite exacte
A F F
0— — - — - = 0.

A A A
F F
D’aprés le lemme 2.4.9 'N = 'N n . On a alors
0| 201G 201G
|F/N | oy
[A3AI]ZGG = TreA | |ze
e = TR /A o ol

O

On définit la classe C comme celle des ([f][G]-modules compacts V' qui sont G-
cohomologiquement triviaux et qui vérifient une suite exacte de ¢[f][G]-modules

0 — Lieg, (Loos)/A —25 V -5 H — 0

o A est un ([f][G]-réseau de Lieg, (Lo ) et H est un £[0][G]-module qui est un ¢-espace
vectoriel de dimension finie.

L7 /A est £[0] divisible donc £[¢]-injectif comme £ ((#7")) /€[6] Dest. Cela implique
I'existence d’une section dans la catégorie des ¢[f]-modules. On a 'isomorphisme de
¢[f]-modules suivant, induit par (f,id)

L /A x s(H) 2 V.

On s'intéresse a la structure de L7 ,/A x s(H) comme ([f][G]-module. Pour un
élément (z,s(h)) € LT, /A x s(H) et g € G, on pose g.(z,5(h)) = (9.7 + agn; byn) ot
(ag,n; bgn) est associé & g.s(h) par I'isomorphisme L7 ,/A x s(H) = V. On va montrer
qu’on a les relations suivantes b, , = s(gh) et ag,400 = G1Ggy n + Qgy goh-

Comme s est une section de 7, pour h € H, on a w o s(h) = h. De plus, 7 est un
morphisme de ¢[f][G]-modules, donc pour g € G, gm o s(h) = 7(gs(h)) = gh. On en
déduit by, = s(gh).
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Soient g € G, (71,5(h)), (2,5(h2)) € LT, ,/A x s(H). Comme V est un £[0][G]-
module et s(hy),s(hy) € V, g.(s(h1) + s(h2)) = g.s(h1) + g.s(h2). D’ou ¢.(0, s(hy) +
s(ha)) = (agn, + agny; by ny + by ny). De plus, LT ,/A est un £[¢][G]-module d’ot

9-l(@1, s(h1)) + (w2, s(h2))] = (9-21 + agn, + 9-T2 + A,y bgny + bypny)-
Soient g1,92 € G et h € H. On a alors

(91-(g25(h)) = g1(ag,.n + s(g2h))
= G10gy 1 + gy gon + S(g192N).
Dot g1.(92(0;5(h))) = (g1agyn + Ggy.gon; S(g192R) = (9192(0;s(h))). La loi définie
ci-dessus est bien une structure de £[0][G]-module sur L7 ,/A x s(H).
Avec cette nouvelle structure, on peut obtenir la prochaine définition.

Définition 2.6.5. Un ([0][G]-réseau A’ de Lieg,(Looy) est dit (V, A, H, s)-admissible
s’il vérifie les conditions suivantes

— ACN,

— A est ([0]|G]-projectif,

— N'/A x s(H) est un ¢[0][G]-sous module de V.

Un ([0][G]-réseau A’ est dit V-admissible s'il est (V, A, H, s)-admissible pour un
certain s.

Proposition 2.6.6. 1l existe des réseaux (V, A, H, s)-admissibles qui sont £[0][G]-libres.
Démonstration. On a la suite exacte
0 — Lieg, (o) /A —— V —Z5 H — 0.

D’aprés la proposition 2.3.2, il existe un £[f][G]-réseau libre A” tel que A C A”. Soient
re€HetgeG Onag.(0,s(x) = (age bye) € LY /A X s(H)=V.

Comme £[f] est un anneau principal, H est un ¢[f]-module de type fini et un ¢-espace
vectoriel de dimension finie. Cela implique que H est un ¢[f]-module de torsion. Comme
s(H) est un module de torsion (car H 'est), il existe f € £[f] non nul tel que fs(x) =0
pour tout x € H. Comme 'action de G et ([f] sur V commutent, fa,, = 0 pour tout
x et g.

1
On pose A" = —A”. On a bien A C A’ et A’ est un ¢[f][G]-module libre. Soient
r€Hetge G Onag.(0,s(z)) = (ag4,by.). Par choix du f, il existe A € A tel que
A
fag, = A. Dot a,, = 7 € N'. De plus, A" est un /[f][G]-module. Dot A’/A x s(H)

est un /[0][G]-sous module de V. A" est donc bien (V, A, H, s) admissible et libre.
U
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Soit A’ un réseau (V, A, H, s)-admissible. On a donc une suite exacte de ([0][G]-

modules
0 —AN/Axs(H)—V — L ,/N —0.

Comme V' et L7, ,/A’ sont G-cohomologiquement triviaux, alors A'/A x s(H) I'est aussi.
C’est également un ([f][G]-module qui est un f-espace vectoriel de dimension finie.
D’aprés la proposition 2.4.7, cela implique que |[A’/A X s(H)|ggc) est bien défini et
appartient a £((671))[G]".

On fixe maintenant un ¢[f][G]-réseau projectif Ay qui va nous permettre de définir
le volume équivariant. Le quotient de deux volumes, ce qui va nous intéresser par la
suite, ne dépend pas du choix de ce module.

Proposition 2.6.7. Soit V € C tel que 0 — Lieg,(Looy)/A — V — H — 0.
— Soit s une section pour V et Ay, Ny deux (V, A, H, s)-réseaux admissibles. On a

(A /A X s(H) ooy _ |A5/A X s(H) oo
[A1 2 Aolegyay [A2 = Aoeaye

— Soient s1,8y deux sections pour Vet N un réseau qui est (V,A\, H,sy) et

(V, A, H, s9)-admissible. Alors
[A/A X s1(H) gy [A/A X s9(H) eggyjo
[A” 2 AoJeggyic (A2 NoJegic)

Démonstration. 1) D’aprés la proposition 2.3.2, il existe A3 un ¢[6][G]-réseau libre qui
contient A; et As. On suppose donc A; C A,. Cela nous donne la suite exacte de
([0][G]-modules de type fini qui sont G-cohomologiquement triviaux :

0 —)Al/A X S(H) —)AQ/A X S(H) — Ag/Al — 0.

On en déduit d’apres le lemme 2.4.9,
|Ao/A < s(H)|goic) = [Ar/A x s(H)| e Ao/ Al goric-

De plus, |A2/A1|g[9”g] = [AQ . Al]Z[OHG] = [AQ . A()]g[g”g] [AO . Al]g[g][g} d’aprés le lemme
2.6.4.
On a bien

[Ao/A X s(H)|gayc) 1M1/ A X s(H)eayic1] A2/ M leoya)
Az Aolgre) [Az : Aolegyiey
A /A X s(H) goa|[Az = Aoeoyicy[Mo = Aileoan
B [Ag = Aoleayay
_ |A1/A X s(H)go)c
A AoJugre
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2) On choisit un réseau A’ suffisamment grand pour qu’il soit a la fois (V, A, H, s1)
et (V, A, H, so)-admissible (c’est possible d’aprés la construction faite dans la preuve de
la proposition 2.6.6) et de sorte que pour tout x € H, s;(z) — so(z) € A’/A. On a alors
'isomorphisme de £[0][G]-modules A’/A x s1(H) = A’'/A x s3(H). Cela nous donne bien
le résultat souhaité, c’est-a-dire |A'/A x s1(H)|goyc) = |A' /A x s2(H)|e01c- O

Définition 2.6.8. Soit V' € C tel que 0 — Lieg(Loos)/A — V — H — 0. Soient s
une section et A" un (V, A, H, s)-réseau admissible. On définit

|A//A X S(H)MQHG]

Volp, (V) = (A" Aoleare

D’aprés la proposition précédente, Voly, (M) est indépendant de la section choisie
et du réseau (V, A, H, s)-admissible.

Proposition 2.6.9. La fonction Voly, : C — £ ((671)) vérifie :
— VOlAO (LieEl(Loqg)/Ao) =1.

Voly, (V;
—sivivec, Yo

————— est indépendant du choiz de A.
Voly, (V) est indépendant du choiz de Ay

Démonstration. 1) Ay est (Lieg,(Loor)/No, Ao, {0})-admissible. Ce qui nous donne le
résultat souhaité.
2) Soient Vi, V5 € C. On a

0 — Lieg,(Looy)/A1 = VI — Hy — 0

et
0 — Lieg, (Lo ) /A2 — Vo — Hy — 0.

Soient A} et A des réseaux (Vi, Ay, Hy,s1) et (Va, Ay, Ho, $o)-admissibles respective-
ment. D’apres le lemme 2.6.4, on a alors

Volu, (Vi) Ay /A x si(H)lgae) [As 2 Aoleyiey

Voly, (Vo) [A7 1 Aoleeya |AS/ Ay X so(Ha)|ge)c)
|A /Al X Sl(Hl)|f[9 1G] [A/ A/]Z[e
AL/ Ag X s2(Ha) oy
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2.6.2 Application tangente & I’identité
On rappelle que Ry = ([G]. Cette section est inspirée de [17] et |12].

On munit L ¢ de la norme sup des normes locales qu’on note ||.||. On la norma-

lise de sorte que ||0|| = ¢. On note encore [|.|| pour L7 ,. Soient ¢,d € N tels que

[[max HH(SE(G)ZH = q° et ||0g(0)|] = ¢%. On note Or__ ¢ les éléments de Ly, , de norme
1€[0;q"—1

inférieure a 1. On a pris la norme de sorte que Of,__ 4 soit un Ry,-module (sous Iaction
de G, la norme des éléments reste inférieure a 1 comme c’est le sup).

Soient Vi,V2 € C qui vérifient 0 — Lieg(Looy)/A; AN V; EIN H; — 0 pour
j=1,2.

Soit r suffisamment grand pour que ('O ,)"NA; = {0} pouri > ret j = 1,2. On
identifie (07'Oy__,)" avec son image dans Lieg(Leo¢)/A;. On fixe un module co-modéré
W pour L,/ K.

On a vu précédemment que {is(U o0)™ }isr est une bonne base de voisinages ouverts
de 0 dans V; qui sont Ry-projectifs ot U = 6=W>. Pour a suffisamment grand et
i >, 07700 CUi o COOL . On munit ¢;(07°Oy, ¢) de la norme de sorte que
Lj 1070 0 — 1j(07°Of ) soit une isométrie bijective pour j =1, 2.

Définition 2.6.10. Soit N € N. Un Ry-morphisme continu v : V; — V5 est dit
N-tangent a l'identité s’il existe ¢ > r tel que

— 7 induise une isométrie bijective v; = (1" 0o you) : 6707, — 67O},

— (@) — 2|l < 10117 =*/|z|| pour tout z € (6" Op.0)".
Si v est N-tangent a l'identité pour tout N > 0, alors on dit que 7 est oco-tangent a
I'identité.

Proposition 2.6.11. Soit I' : LT, , — L7, une application Ry-linéaire qui est donnée
par la série partout convergente qui appartient a I,, + TMy,(Loog){T}. On suppose que
[(A1) C Ay, On note T i (Loog)" /A1 — (Loos)™/ Ay Uapplication induite. On suppose
que v : Vi — V4 est un morphisme Ry-linéaire tel que L2_1 oyou =T sur (H_i(’)Lomg)",
Alors v est co-tangente a l'identité.

Démonstration. Soit N > 0. On veut montrer que vy est N-tangent a l'identité. On
a [' partout convergent donc ses coefficients qu’on note A; sont bornés. On pose a =
sup ||(4;)rs||. Pour i > r suffisamment grand et = € (67O 4)",

4,7,

i) = ] = [|[A12? + Asa®” + .|| < o ]|,

Si i est suffisamment grand, 7; est une isométrie différentiable telle que ~/(0) = I,,.
Par le théoréme des fonctions inverses non archimédiennes, pour ¢ suffisamment grand
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et i > 71,y (0700 )" — (07O )" est une isométrie bijective. De plus, pour
z € (07'Ofr ¢)™ non nul,

|1vi() — =]

< allz||”t < aflgl| Y.
|||

On peut toujours choisir 4 de sorte que «f|d]|~*@" < [|0||~¥¢, ce qui nous donne le
résultat souhaité. O
En particulier, expp, est co-tangent a I'identité.

Définition 2.6.12. Soient Vi, V5 € C et v : V; — V5 un isomorphisme R,-linéaire. On
définit 'endomorphisme A, de Vi[Z] par

1— 7_15E(9)7Z
A, = —1= A
S 5,002 20

ot 0, = (0p(0) — v 10r(0).7)0% () pour s > 1.
On rappelle que max 10%(0)|] = ¢°.
1= 7___7qn_
Lemme 2.6.13. Soit~y : V; — V5 un isomorphisme Ry-linéaire N'-tangent a l'identité.
—1
Si N € N vérifie pour tout m < N, N’ — q”LEJ —c>1let N — q”LLJ —2c>1
q q

alors A, mod ZV est un endomorphisme nucléaire pour V1[Z]/Z".
Si vy : Vi — Va un isomorphisme Ry-linéaire oo-tangent a lidentité alors (1 + A,)
est un endomorphisme nucléaire pour Vi[Z].

Démonstration. Soit N € N* vérifiant la condition précédente. On veut montrer que 9,,
est localement contractante pour tout m < N. Soit m < N qu’on écrit sous la forme
m=q"a+ f.

Soit i > r qui vérifie v induit une isométrie bijective ; = (15 0you) : (07O )" —
(0720 0" et ||yi(x) — || < [10]]7V'~%|=|| pour tout z € ('O ,)". On pose & =
(6p(0) —~; " 6p(0)7:)dE(0)™ 1. Comme ~; est une isométrie bijective, pour montrer que
., est localement contractante, on va montrer que §° est localement contractante.

On montre d’abord que pour j suffisamment grand, pour x € (6770 ,)", 7 (0)x €

(9_1'(9%07()”.
107 ()| = [162(0)" ||
= [105(0)"*([162(0) ||
<1017 [|05(8)" ]| |||
<1017+ ]
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Soit 7 > ¢"a + ¢+ i. De la méme maniére, quitte a prendre j encore plus grand, on
peut supposer que x € (0770, )", 0 (0)x € (0770, )"
De plus, sur (0770, )", comme dans [17, Lemma 5.1.5], on a les égalités suivantes

Om = (0p(0) =7 0p(0)3)0p ()" ™" =77 (v — 1)dp(0)™ + 77 "6 (0)(1 — %:)dr(0)" .

Par définition, v; est une isométrie et ||v;(z) — || < [|0]|7N'~?||z|| pour tout = €
(0O 4)". Dot pour z € (0770 ,)",

167 ()] < max{|ly; (%05 (0)"x — 6£(0)"2)|[; |17 (95(0) v — 5E(9)%5E( )" )l
< max{||(v:05(6)"x — 0 (0)")||;]|05(0) (0p(0)" v — %idp(0)" " 2)|[}
< max{[|9]| 7" /(35(0) ") [[; |165(0)|[[165(0)"™ ' — %8 ()™ x|}
< max{||6]| =611 55(0)° ||| ¢~ 165 (6)" ][}
< max{ |97 0|7 ][ |6]] g 6|4 D ]}
< g Ja]|.
Donc si x € Ul'y,,, 05,(z) € (0777170 ¢)". On rappelle que a est choisi de sorte
que pour j > 7, 07Oy C Ujop C OO0 . Dot 8, (x) € Uy, ., Donc 9§, est

localement contractante.
O

2.6.3 Endomorphismes de L} ,/A

On regarde le cas particulier on V; = Vo = (Looy)™/A ot A est un ([0][G]-réseau
projectif. On rappelle que 7 et a sont fixés de sorte que (07O )" N A = {0} et pour
j=r,

Q_G_jOLomg C uj,oo,é C Q_jOLomg.

Définition 2.6.14. Un endomorphisme continu R,-linéaire ¢ : L7, ,/A — L7 ,/A est
appelé m-contraction locale pour m € N s’il existe ¢ > r tel que

llo(2)[] < |01~ ||| pour tout = € (7' Op.¢)".

Remarque 2.6.15. Si ¢ est une m-contraction locale pour m > a alors ¢ est localement

contractante sur (Lo ¢)"/A pour U™ et donc det(1 + ¢|(Loos)™/A) est bien défini. En

effet, soit i > r tel que ||¢(z)|| < |]0]|~™||z|| pour tout = € 6Oy 4. Pour j > i, on a
¢(Ulr) C OO0} _ ) CO7"OF_, C g0} ot C UM oop

Donc ¢ est localement contractante pour U™ et U est un nucléus.
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On rappelle que ||6z(0)]| = ¢%

Proposition 2.6.16. Soit v : (Leoy)” /A — (Looy)™ /A un isomorphisme Ry-linéaire
continu qui est N-tangent a 'identité pour N > 0. Soit ) : (Loos)" /A — (Loce)"/A
une m-contraction locale Ry-linéaire pour m > 2a + d. Soit f = 0g(0)~y. Alors

— fy et Y f sont des (m — d)-contractions locales de (Lo o)™ /A.

— det(1 + f|(Loo,e)"/A) = det(1 4+ ¢ f[(Looe)" /A)

Démonstration. 1) Soit i > r tel que vy : 7O}, — 07O} _, est une isométrie
bijective et tel que ||[o(x)|| < ||0]]7™||x|| pour tout x € 9_(1'_6)(920075. (c’est possible car
v est N-tangent a l'identité et ¢ est une m-contraction).

Pour z € §7'O}__,, on a donc

e f @I < 01 186@)y (@)1 < 11017 [[6p@)]|=]] < 1017+ |]].

De la méme maniére, on a || f(z)¥|| < [|0]|7™F¢||z||. Donc f1 et ¢ f sont des m — d-
contractions sur L7, ,/A par choix de m d’aprés la remarque 2.6.15.

2) D’apres 1), fi et ¢ f sont des m — d-contractions sur L7, ,/A. Par choix de
m (m —d > a), d’aprés la remarque, ils sont donc localement contractants donc le
déterminant a du sens.

D’aprés cette méme remarque, ¢, f1 et ¥ f sont localement contractantes de nuclei
commun U} , pour j > i par choix de m.

Comme v est un isomorphisme et dg(6) est inversible, f est surjective. On pose
V = (Loo,)"/A. Donc on a lisomorphisme de R-modules : V/f~1(Ul) = V/U..
Comme AN U, = {0}, on a

F7HUr) = {2 € (Loo)" /AloE(0)7(2) € Upic}
= {2 € (Loc)"/Ay(2) € 05(0) 7' Ul U d(0) ' A/A}
={z €77 (0p(0) " Ul) Uy~ (9p(0) A/},

c’est-a-dire,
U =77 (0p(0) " A/A) @ v (0p(0)7 UL,

On pose f~(Ul')* = v ' (05(0)"'U"). Comme ~ est un isomorphisme Ry-linéaire et
que U; o, et A sont G-cohomologiquement triviaux, on en déduit que v~ (dz(6) ' A/A),
Y1 (0p(0)T'U) et f7H(U]') le sont également.

Comme 7! est une isométrie sur ~DO} et par choix de a, on a

Sp(0)71 07O _, C 8p(0) 7 UL, C 3p(0)7 0O},

,O0
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On obtient donc '

op(0)7'07 0, C fTHULL)"
Comme ¢ est m-contractante sur 67O} _,, (Vf)f~1(Ul,) = ¥(Ul,) C 677™0F_,.
Par choix de m, cela nous donne

W) (Ul) 077 70L, Cop(0) 07O o € f7 (Uiso)" € [T (Uf0)-

On a donc le diagramme commutatif suivant de R,-modules projectifs de type fini
ou les fléches horizontales sont des isomorphismes :

(Loo,f)n/A f N (L 00,t)" /A
U0 Ul'se

lwf lflb

(Looo)"/A 1, (Loct)"/A

4

S U) Uf,

7,00

On en déduit det (1 v fzb’%#) — det (1 +¢f’Lﬂ)\).
On a vu précédemment que (1/1}3}_1( Ul,) € fFUUM)" € f7H(U])- On obtient

alors ¢ f =0 sur f~1(U)/fH(UM)*

De plus, on a la suite de R,-modules projectifs :

0— fH U/ Ue) — VI (Ul)” — V/fHU]) — 0

qui nous donne 1’égalité

det <1+¢f‘%) (HW’L/])\)'

Comme 1 f est une m — d-contraction sur 6-'O}_ ,, on a

VT URL)) Cof(Ep(0)07°0L ) € 0p(0)7'07 O],

Par choix de m, on a donc,
DI UR)T) € op(0)7 077 HOL , C op(0)707 0, C O fTH UL
De la méme maniére,

U f(Op(0) ' Ul) C U f(Ep(0) 070, ,) C op(0) 07T HOL O THUR)"
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De plus, 6~ f~1 (U )* C 5E(9)_1U" et 9~ f~ 1 UM ) C f7HU,)*. Cela implique

que ¥ f = 0 sur 5E( )~ /07 fTHUR,)* et sur f‘f(U[foo)*/Q a ( ') On a donc
les suites de R;-modules prOJectlfs

0 — 0p(0) U /07 [ (Ul')” — V/0~ [T (U)" — V/ép(6) " Ul — 0

qui nous donne 1'égalité

det (1+¢f‘—9_iLf°ff();éA)) det (1+¢f‘7§ Oog)lU/,i\ )

et

0 — fH UL 07 f (UL — VIO f (UF) — VT (U1 — 0
qui nous donne 1’égalité
(LOO,Z)n/A - 00 f /A
det <1+wf‘W) det (1+¢f’f )*) .

On obtient alors

det<1+fw‘ 0. /A) det

1+ f 7%” ’E).H/A )

Y
(Looé)n/A
Y

( o
det (1 +yf _17”)
e /A

Looe)”
Ll )
(Loo,)"/A )
0p(0) Ui/

= det <1 +of

On peut que montrer si U, est un nuclei alors 5E(9)_1U{foo I’est aussi a partir d’un
certain rang. Comme ce sont des nuclei, on a bien det(1 + fi|(Lee)"/A) = det(1 +
Y f|(Loog)™/A), ce qui nous donne le résultat souhaité.

]

Remarque 2.6.17. Soit v : (Leoy)”/A — (Looy)™/A un isomorphisme R,-linéaire
continu qui est N-tangent a l'identité pour N > 0. Soit ¢ : (Loos)"/A —> (Looy)™/A
une m-contraction locale Ry-linéaire. Soit f = dg(0)7. Soit ¢ € Ry{f, 1} une somme de
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monodmes de degré au plus r < m telle que chaque mondme contient un . Alors ¢ est
une m — 1+ 1 — ¢ contraction sur L7 ,/A. En effet, ¢ = ijwk ouk>0ethk+j<r.

Soit 7 > 7 tel que v : 9_("_7’)(’)20075 — 9_(“’")(’)2&! est une isométrie bijective et tel que
[ (2)[| < [16]|7™|||| pour tout z € 6=~ OF _,. Pour x € =" O} _,, on a alors

o (2)|| < max || /¢ ()|
< ||6p(0)y ... 0p(0)y0* (z)|
<1050V (x)]*
< ||0s(@) 101~ |||
< 101101 ||
< 6]~ ).

Corollaire 2.6.18. Soit v : (Looy)"/A —> (Looe)™/A un isomorphisme Ry-linéaire
continu qui est 2N -tangent a l'identité pour N > a+c— 14 d. Alors

det (1+A|V[Z]/Z2N) =1.
pdet (4 A VIZY/ZY)

L' — 1. Ce sont des endomorphismes

Ry-linéaires, continus de (Looy)"/A. Onal+ A, = 1 _ L(;?J_j)ljgg

Comme ! est 2N-tangente a 'identité, 1) est une (2N + a)-contraction locale. En
effet, il existe 7 > 7 tel que ||y(x) — z|| < [|6]|7*Y~*||z|| pour tout z € 'O} _, par

Démonstration. On pose f = 0g(0)y et » = v~

définition. De plus, ||z — v 1(z)|| = ||7(z) — || comme ~y est une isométrie.
N-1
1-wW+1)fZ L —pf2° N
On a mod ZV = ————— mod Z ou les ¢; sont des poly-
=T 0Z =57

nomes dans R,{f, 1} de degré au plus s contenant au moins un facteur de ). D’aprés
la remarque précédente, 1 est une (2N + a — s — ¢ + 1)-contraction locale. C’est
donc une (N + a — ¢ + 1)-contraction locale sur (L ¢)"/A pour s < N. Comme
m = N+a—c+1 > 2a + d par choix de N, on applique la proposition 2.6.16 a
[, ¥s et m pour obtenir det(1 + fi))|(Loos)™/A) = det(1 + s f)|(Loo )™ /A). Dol

N—
1 - %st

det (1+A)|V[Z])Z2Y) = <7
RM/ZN( IVIZL H Rem/ZN 1- f@szS)

V[Z] /ZN) =1
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2.6.4 Relation volume-déterminant

Le but de cette section est d’obtenir une relation entre volume et déterminant. Cela
nous servira par la suite comme les idéaux de Fitting peuvent étre exprimés comme des
déterminants.

Lemme 2.6.19. Soient Vi, V,y = Lieg,(Looy)/As 00 Ay est un L[0][G]-réseau projectif

~Y

de Lieg,(Looy), deur modules dans la classe C et v1,7v2 : Vi = Vo deux isomorphismes

Ry-linéaires, continus qui sont 2N'-tangents a l'identité. Pour N > a+c—1+d vérifiant

—1
pour tout m < N, N’—q"Lﬁj —c>1cet N’—q"LLJ —2c¢>1, alors
qr qr

det (1+A,|Vi)= det (1+A,[V).
et (1AL ) = det (14 4,,[)

Démonstration. On a .
14 A«ﬂ . 1-— ’)/1_ 5E(9>VIZ

L+A,  1—="0p(0)17

_ M2 Yoy 68 (0)nZ
Y2 — 5E(9)72Z

_ 1 — vy @)y Z
10002
=1+ A,ywzfl.

Comme ~; est 2N'-tangent a 'identité, il est N'-tangent a l'identité. De plus, la
composition de deux applications N’-tangentes a I'identité reste N'-tangente a 'identité.
En effet,

Im(@)rz (@) = 2ll = Im@)y (@) — 7' (@) + 737 (2) — 2]
< max(|[n (@) (2) — 72 @) |1z (@) — 2ll)
< max(|[9]] 7" g (@)I; 1017 =] ])
< 116117 .

Donc d’apres le lemme 2.6.13, A, , A, A,m;l mod Z¥ sont nucléaires. Cela implique

det (14+A V) = det (14+A._)[Va) det (1+AL)[Vi).
Re[[Z?/ZN( +A5)[V1) Rg[[Z?/ZN( + 71721)‘ 2>R¢[[Z€]]:/ZN( + A,) V)

Comme 71,72 sont 2N'-tangents a l'identité et N/ > N, ils sont également 2N-

tangents a 'identité. D’aprés le corollaire 2.6.18, on a Rg[[%(}?}ZN(l + A,Yl,y;l)|‘/2) =1, ce

qui nous donne le résultat souhaité. O
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On rappelle que A est un ([0][G]-réseau projectif fixé qui nous sert pour définir le
volume et que le quotient de deux volumes ne dépend pas du choix de Ay.

Lemme 2.6.20. Soient V; € C et Ay le réseau associé, Vo = Lieg,(Los)/N2. On
suppose qu’il existe A un ([0||G]-réseau contenant Ay et Ay. Soit v : Vi = Vi un iso-

morphisme Ry-linéaire qui est 2N'-tangent a lidentité. Soit N > a+ ¢ — 1+ d vérifiant

—1
pour tout m < N, N’—q"Lﬁj —c>1cet N’—q"LLJ —2c>1, alors
qr qr

|
det (1+A,V}) = Vol (V2) mod Z%.

R([2]/ZN Voly, (V1)

Démonstration. Soit s; une {([f]-section pour 7. D’aprés la proposition 2.6.6 et sa
preuve, on peut prendre A pour qu'il soit (Vi, Ay, Hy, s1)-admissible et ¢[0][G]-libre.
D’ou A/A; x s(Hy) est un ([f][G]-module projectif de type fini. Soit ey, ..., e, une

([0][G]-base pour A. On pose U = @9_16[[9_1]][6']61- qui est un ouvert de L% ,. Pour
i=1

simplifier les notations, on voit f; comme l'identité, c’est-a-dire Vi = L7 ,/Ay X s1(Hy).

On a

Vi LN /A x si(Hy) = (A@ U) /Ay x si(Hy) = UED(A/AL x s1(Hy)).

De plus, Vo = L7, ,/A2 = U & A/A;. On a donc Iisomorphisme de R;-modules 7 : V; =
UEDA/AL x s1(Hy)) 2 U & A/Ay = V.

On va montrer que cela implique qu’il existe un R,-isomorphisme (pas nécessaire-
ment induit par ) tel que A/A; X s1(Hy) = A/As.

On prend ¢ > r suffisament grand pour que v : 67'OF__, = 67O} _, soit une
isométrie et #'OF_, C U. On a alors I'isomorphisme suivant

v U7} B AN X 51 (Hy) = U070}, & AJAs.

De plus, on a R, = ®Ry; ou Ry ; local pour tout j et pour M un R,-module, on a
M = ®M; ou M; = M ®g, Ry ;. Pour tout j, v induit un isomorphisme de Ry j-modules

Vi (U007 )5 @ (M)A X s1(Hy)); = (U070 0); ® (A/As);.

D’ou (A/A; x s1(Hy)); et (A/As); sont deux f-espaces vectoriels de méme dimension.
On a alors (A/Ay x s1(Hy)); = (A/As); comme Ry j-modules pour tout j. Cela implique
A/Ayxs1(Hy) =2 AJ/Ay comme Rpi-modules. On fixe £ un isomorphisme : A /A x s (H;) =
A/Ayetonpose p: UBA/A1 xs1(Hy) = UBA/A; tel que pjy = idy et pasa, xs, (#,) = &-
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Comme A/A; X s1(H;) est de dimension finie, on a p est oo-tangent a l'identité (on
prend un voisinage ne contenant pas A/A; x s1(H;), p est 'identité sur ce voisinage).
On peut donc appliquer le lemme précédent et obtenir

det (1+A,Vi)= det (1+A,W).
Re[2]/2% Re[2]/2%
De plus, on a le diagramme commutatif qui représente deux modules de la classe C,
dont les lignes sont des applications Ry[f]-linéaires (on travaille avec des modules admis-
sibles) et les verticales sont des isomorphismes R,-linéaires, 2N'-tangents a l'identité :

0 —— A/Ay X s1(Hy) s V1 > Lgojg/A — 0

Kbk

0 — A/A, > Va » L% /A —— 0.

On obtient alors les égalités suivantes

det (14+A Vi) = det (1+ A¢A/A H det (14 Ajg|LL, /A
et (A= | det (14 AJA/AL > s1(F)) | det (14 AaalL/A)

= det (14 A¢A/A Hy)).
RZ[[Z?/ZN( + AelA/A1 X 51(H1))

De plus, A/A; x s1(Hy)) est un £[0][G]-module projectif de type fini, on a l'isomorphisme
A/Al X Sl(Hl) = A/A2 Cela implique

|A/Aslc VolAO(Vg)
det (1 + AfA/A; X s1(H = —
plstyL+ A AxaH) = roR Sl TS T Vola ()

d’aprés la preuve de la proposition 2.6.9. On a bien
det (1+A«/|Vl) = det (1+AP|V1)

Ry[2]/ZN Ry[2]/ZN

= det (14 A¢A/A H
Re[[Ze]])/ZN( T Aeld/Ar s (H))

= det (1 + A¢|A/A1 X s1(H mod ZN
Rem( ¢|A/A1 x s1(H1))

B Volp, (Va)

= mod ZV.
Vola, (V1)

Ces deux lemmes nous permettent d’obtenir le théoréme.
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Théoréme 2.6.21. Soient Vi, Vs = Lieg,(Loog) /N2 0t Ay est un ([0][G]-réseau projec-
tif, deuxr modules dans la classe C et v : Vi = V5 un isomorphisme R,-linéaire, continu
qui est co-tangent a l'identité. Alors

VOIA (‘/2)
det (1 4+ A |V}) = ——2 22,
RefZﬂ( A4 0) Voly, (V1)

Démonstration. Soit s; une ([f]-section pour 7. On prend A} un ([f][G]-réseau libre
qui est (Vi, Ay, Hy,sp)-admissible et A5 un ¢[0][G]-réseau libre contenant A,. Soient
By = (e1,...,ey) une ([0][G]-base de A} et By = (fi,..., fm) une ([0][G]-base de Aj.
On pose X € GL,,,(¢((671))[G]) tel que By = X By.

On munit M,,(¢((671))[G]) de la topologie induite par ||.||.

Gl (0((071)[G]) est ouvert dans M,,(¢((671)[G]) et (1 + 07 M,,(£[07'][G]))i0
forme une base de voisinage de 1.

De plus, Gl,,,(¢(0)[G]) est dense dans Gl,,,(¢((671))[G]) (comme £((671)) est la com-
plétion de ¢(f) pour la norme infinie). Donc pour N’ suffisamment grand, il existe
B € Gl,,(¢(0)[G]) et Xo € 14072V M,,(¢]671][G]) tels que X = BX,.

On pose ¢x, ¢x, et ¢p les isomorphismes £((6~"))[G]-linéaires de L7, , dans lui-
méme dont les matrices dans la base B; correspondent a X, Xy et B. On rappelle que
Vi = Ly, /A x s1(Hy). On pose p = Vi — LT /A1, A = dxo (A1) et Vi =Vixpn a
L2 /A = {(zy) € Vi x L, /A|p(z) = ¢ (y)}. ¢x, induit un isomorphisme entre
Vi et V' qu’on note ¢. En effet, si my # ma, ¢(mq) # ¢(ms). ¢ est linéaire car p et ¢x,
le sont. Pour 2’/ = (z;y) € V/, 2/ = ¢(z).

On a le diagramme commutatif suivant de R,[f]-modules :

™

0 —— L% /M > V) —— H > 0

lﬁﬁxo l@ﬁ / lid

™

0 —— L2 ,/A} » V] —— H, > 0.

A} est un ([0][G]-réseau projectif comme A; lest et ¢x, est un isomorphisme de ¢[0][G]-
modules. Donc V/ appartient a la classe C. De plus, ¢ est 2N'-tangent a l'identité par
choix de Xj. On a également v o ¢! : V/ = V, est 2N-tangent a I'identité car v est
oo-tangent a 'identité donc en particulier 2/N'-tangent a 'identité. ¢ est 2’ N-tangent a
I'identité car la tangence a 'identité est stable par inverse et composition.

On a A} = XoA1 C XoA} et Ay C Ay C BXoA;. Comme B € Gl,,(¢(0)[G]), en
utilisant la proposition 2.3.2, il existe un ¢[0][G]-réseau A contenant A} et Ay. Pour N >

—1
a+c—1+d vérifiant pour tout m < N, N’—q"LﬁJ —c>1let N’—q"LLJ —2c>1,
q" q"

on applique le lemme précédent & yo ¢! :
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det (1 + A o5-1|V)) = Voly, (V2) mod Z%.

Re[Z] Voly, (V/)
Comme ¢ est Ry[f]-linéaire, ¢~105(0)¢ = dp(f), donc 1 + A, = 1 sur V4. D’apreés la
preuve de la proposition 2.6.19,

det (14+A,|Vi)= det (14 Aos—1|VY) det (14 AyV1).

Rel2)/2™ Re[Z]/ZV R([7]/2Y
71 VOIA (‘/é) '
D’ou R([&?}ZN(I +A,|[V1) = m mod ZV. Comme 7, 0 51 = idy, et 7, = 7} 0 ¢,

8] = ¢ o s1 est une section pour 7.

On pose A" = ¢x,(A}). Comme Ay C Af, on a alors A] C A, A} est un ([0][G]-
réseau projectif comme A} l'est et ¢y, est un isomorphisme ¢[f][G]-linéaire.

AY/AN) x s1(Hy) est un sous-¢[f][G]-module de V| comme Aj/A; x s|(H;) est un
sous-£[0][G]-module de V} et ¢ est un isomorphisme ¢[6][G]-linéaire. D’ou A} est un
(V{, A}, Hy, s})-réseau admissible. On a donc I'isomorphisme ¢[0][G]-linéaire

qb : AT/AI X Sl(Hl) = A/l*/A/l X S/I(Hl)
Cela implique donc
AT /AT % s1(Hy)lgoey = [AT/ A % s1(Hy)legorjc-

. VOIA (‘/1) |A>{/A1 X 51(H1)|G
D’aprés la preuve du lemme 2.6.9, ; = A 2 Atlg. On en
pres fa p Vol (V) 187 /A x (gt

déduit
VOIA (‘/1) * * * * /
m = [All . Al]G = [¢X0(A1) . Al]G = det(XO) = ]_ mOd Z2N = ]_ mOd ZN
Cela entraine
VOIA (Vg) VOIA (‘/1/) N VOIA (‘/2) N
det (1+A,|V]) = 0 0 dzV = —" = d Z%.
it (L + AW Voly, (V{) Volp, (Vi) ¢ Volp, (1)
Si on fait tendre N’ vers l'infini, N peut lui étre aussi grand que ’on veut et on obtient
ainsi le résultat souhaité. O

2.7 Formules de classes équivariantes

2.7.1 Formule de classes équivariante pour la z-déformation

Soient L /K une extension abélienne finie de groupe de Galois G et E un module
d’Anderson défini sur Og. Soit M un module presque modéré pour L/K.
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Proposition 2.7.1. Le module U(E(M)) est A|G]-projectif.
Démonstration. On a la suite exacte
0 — Lieg(Loo) /U(E(M)) — E(Lo)/E(M) — H(E(M)) — 0.
Comme H(E(M)) = {0}, on a I'isomorphisme de A[G]-modules
B(Loo)/ E(M) 2 Lie(Loo) /U(E(M))
induit par expgz.

E(Ls)/E(M) est G-cohomologiquement trivial car L, Uest (théoréme de la base

normale) et M également ( car M est Z[G]—projectif). Donc LieE(zm)/U(E(M)) est
G-cohomologiquement trivial. De plus, on a la suite exacte de A[G]-modules,

0 — U(E(M)) — Liez(Loo) — Lieg(Loo)/U(E(M)) — 0.

Cela implique que U (@M )) est G-cohomologiquement trivial. Comme A est un anneau
de Dedekind et U(E(M)) est un A-module projectif (car libre), par le corollaire 2.2.4,

U(E(M)) est bien A[G]-projectif. O
Théoréme 2.7.2. On a l’égalité dans 1+ 07'F,(2)[071][G] :

e BT - Voly, ((E(Ls)/E(M))
¢ Vol (Lieé(foo) /LieE(fT/fJ)).

Démonstration. On pose Vi = E(Ly)/E(M) et Va = LieE(zoo)/LieE(]\/Z). On a la
suite exacte

0 beplo) u, Bllew) H(E(M)) — 0.
U(E(M)) E(M)

Comme H(E(M)) est trivial par la proposition 1.6.2, on a I'isomorphisme de A[G]-
modules B o
Liey(Lo) - E(Lo)

UE(M)) E(M)

D’aprés la proposition 1.5.3, U(E(M)) est un A[G]-réseau. Donc V; et Vs sont dans C.
Ils ont la méme FF,(2)[G]-structure mais I’action de 6 est différente. 6 agit sur V5 via

dp et via E sur Vi. On pose v = id : V} — V4, lapplication F,(z)[G]-linéaire. On sait
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que expg : LieE(Zoo) — E(Ly,) est convergente partout. On note &xpg : Vo — W
I'application induite par expz. Comme exXp; = 7 o 1, d’aprés la proposition 2.6.11,
est oo-tangent a l'identité. On peut donc appliquer le théoréme 2.6.21 pour obtenir

Voly, (Lieg(L-)/ Lieg(11))
Voly, (E(Lw)/E(M))

et (1 + A7|E(Loo)/E(M)> -

Par définition de l'action de 6 sur Vj et V5 et comme v = id, on a

~ ~ ~ —~ 1—-906g(0).72 |~ ~)
det 1+ ALE(Ly)/E(M)) = e ——— L /M | .
Fo(2)[GIIZ] < 1B (L) B )> Fo(2)[G]12] <1 — ¢5(0)2 /
D’aprés le corollaire 2.5.20,
1-— 5E(9)Z =~ "") N |
det L \[" /M| = Loa(E(M )
Fq(2)[G)[Z] (1 —¢5(0)2 oo! o(E(M))
On a donc bien le résultat souhaité. O

Cela nous permet d’obtenit la formule de classes équivariante suivante.
Théoréme 2.7.3. On a
[Liep(M) : U(E(M))| 1 = LolEOD).

Démonstration. Comme H(E(M)) = {0}, on a la suite exacte
Liogllz) _, Bl
U(E(M)) E(M)

1
UEQD) : Al

— 0.

On a donc Vol,, <E(Zoo)/ﬁ(]\7)> = . D’apreés le théoréme préceé-

AG)
dent, on obtient alors
EG(E(M)): VOle‘(E(Eoo)/E'(M)f)V
Voly, (Lieg(Loo)/ Lieg M))
! [Liep(37) : Ay
UEQD) Ao

- [LieE(M) : U(E(M))]

AlG)

aq)



72 CHAPITRE 2. FORMULE DE CLASSE EQUIVARIANTE : LE CAS A =F,[0]

2.7.2 Déterminant

Soit G un groupe abélien fini. Soit x € koo[G], on note M, la matrice de la mul-
tiplication par x dans ko [G] vu comme un k.-endomorphisme de ky[G]. On note
dgt(m) = det(M,).

Pour i,7 =1,...,|G|, on note [3; j] 'entier k € [1;|G|] vérifiant grg; = g;.
1G]

En particulier, si x = ingi, on apour 4,j =1,..., |G|, (My)u;) = Zpij-
i=1

Proposition 2.7.4. x est inversible dans A[G] si et seulement si dgtz elF,.

Démonstration. On suppose que x est inversible dans A[G]. Il existe donc y € A[G]*
tel que zy = id. On a donc M,, M, € Mg (A) telles que M, M, = M;; = I. D’out
dgt(:v) dgt(y) = 1. Cela implique que dgt(:v) € A* =T,

Réciproquement, on suppose que dgt(m) € ;.
t

1
On a alors M ! = ) Com(M,) € Mg (A). Pour i = 1,...,|G|, on pose y; =
G

|G|

(M) et y = Z:yzgZ Comme pour i,57 = 1,...,|G|, [i;]] est Pentier k € [1;|G]]
i=1

vérifiant gxg; = ¢;, on a alors

1G] |G| Gl [ 1G]

vy =Y wyiggi = Y | D vt | 9
j=1

k=1 j=1 i=1

G|

Comme Z y;2i;;) correspond au coefficient de la colonne 1 ligne i de la matrice M, M, !,
j=1

on a zy = id. Donc x est bien inversible dans A[G]. O

Le théoréme suivant va nous permettre de relier les régulateurs et les idéaux de
Fitting de A[G] a ceux sur A.

Théoréme 2.7.5. [19] Soit R un anneau commutatif. On suppose que N est une ma-
trice par blocs m x m de blocs N“J € Mat, (R) qui commutent deuz a deuz. Alors

IN|=| > e(o)NLeON2e@  Nmatm|

c€Sm
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Proposition 2.7.6. Soient P et ) deuxr A[G|-réseaux libres de Lieg(Ls). On a alors
dgt[P t Qlag) = [P Qla.

Démonstration. Soient P et () deux A[G]-réseaux libres de rang m, de bases respectives

e1y...em et fi,..., frn Il existe X € Gl,,(kso|G]) qui envoie fi,..., fo, sur e, ..., en.
On pose (X);; = 2;;. On a [P : Qlag = det X = Z £(0)T1,61)%2,0(2) - - - Lm0 (m)-
gESm
D’ou dgt[P D Qlajg = Z e(0) Mz, ,yMay oy - - Ma,, oy | - On n0te €, €] 6 et
O’GSm
fiy, f,’n‘G| les bases de P et (Q comme A-modules. La matrice qui envoie fi, ..., 7’n‘G|
sur e}, ..., e’m|G‘ est une matrice par blocs mxm ot les blocs sont les M., . € Mat g (ko).

Les blocs commutent deux a deux comme ils représentent les multiplications par les x; ;.
Comme [P : Q]a = det M, par le théoréme précédent, on a bien

det[P : Qlajg) = > e(0)May My, - M, | =det M =[P :Qla.

O’GSm

O

Proposition 2.7.7. Soient N un A[G]-module de type fini et projectif comme F,|G]-
module. Alors dgt |IN|c = |N|a.

Démonstration. 11 suffit de le montrer lorsque F,[G] est local. On pose m = rg(NV).
Comme N est projectif et F,[G] est local, N est libre. On a

— . — . o o m,o(m)
IN|q g[th](efm Ag) =Y (o) (0L — Ap)1.0(1) (0T — Aoy - - - (01, — Ap)

O’GSm
ou Ay est la multiplication par 6 dans une F [G]-base de N. On a alors

|G| |G|

dgt |N|g = dgt Z e(o) H(Qfm — Ap)iog) | = det Z e(o) H Mio1,,-A¢); 0

0ESm i=1 gE€ESm i=1

On note By la matrice de la multiplication par ¢ dans une F, base de N. On a alors
que 01\gjm — By est une matrice par blocs qui sont les M(@I,m_Ag)i’U(i). Comme ces blocs
commutent deux a deux, on a par le théoréme 2.7.5

|G|
IN|a = det(9]|g‘m — By) Z (o) HM(GIM_AQ)i,J(i)) .

oc€Sm i=1
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On a bien dgt |IN|c = |N]|a.
U

Proposition 2.7.8. Soient P et ) deur A[G]-réseauz projectifs de Lieg(Ls). On a
alors

dgt[P :Qlag) = [P Qla.
Démonstration. Soient F' et F' deux A[G]-réseaux libres tels que P C F et Q C F'.

Par définition, on a
[F"/ Q| aq)

[PZQ]AG :[FZF/]AG .
“ VF/Plag

Comme d(e;t est multiplicatif,

dGet |F'/Q i

det[P : =det[F : I’ qa+ B/ Pl
et[P 1 Qagq) = det] Jage det | F/P|jc)

D’apreés les propositions précédentes, cela implique que

N F
det[P : Qlajg = [F : F]A‘|F//§“: =[P Qla.

Remarques 2.7.9. D’apreés la proposition 2.7.7, on a dgt(E(E(M))) = L(E(M)).

De méme, pour N et N’ deux A[G|-réseaux projectifs, d’aprés la proposition 2.7.8,
on a dgt([N : N'ajg) = [N : N')4.

Remarques 2.7.10. Toutes ces propositions restent vraies en prenant F(z), AV, 7%00 a
la place de Fy, A, ko

2.7.3 Formule de classes équivariante partielle

Théoréme 2.7.11. Soit E un module d’Anderson défini sur Ok. Soit A un A|G|-réseau
projectif contenu dans Ugy(E(M)). Alors

Le(E(M)) ' Liep(M) : Alajg € AlG].

De plus,

det <[L1€E(M) . A]A[G]

Lo(E(M)) ) = [Usi(E(M)) = Ala.
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Démonstration. Soit P un premier irréductible unitaire de A. D’aprés la proposition
2.4.7, il existe zp € A[G][z] tel que

)) — zpA[G],

~( M

— Fittajq (LieE <%)) = zp(0)A[G],

— Fittag (E (%)) = zp(1)A[G]. ~

Soit B une base de Liep(Ls) sur ks[G]. C'est également une base de Lieg(Ls) sur

koG] et une base de Lieg(T. (L)) sur T.(ks)[G]. On note N le A[G]-module engendré
par B.
On a [LieE(M) : N} s = Fal2)[Lies(M) N et

Liez(M) : N

[N : U(E(M))] .

[LieE(JTI) : U(E(M))} -

AlG] - [ ]Z[G]
De plus, d’aprés 1.6.1, U(E(M)) est le F,(z)-espace vectoriel engendré par U(E(M][z])).
D’aprés le théoréme 2.7.3, on a

[LieE(M) : U(E(ﬂ))hm C Lo(E(M)).

Comme A C Ugi(E(M)), le déterminant d’éléments de A dans la base B provient
de 'évaluation en z = 1 du déterminant d’éléments de U(E(M|z])). Comme

. 8] o

[1\7 : U(E(M))L,[G} c [LieE(M) N|_ Lo(E(M)),

A[q)
on a
[N : Mag) C [M 2 Nl Lo(E(M)).
Cela implique que
[N : A]A[G][LieE(M) : N]A[G} - ﬁg(E(M))
On a donc bien
[Lieg(M) : Alajg C La(E(M)).

De plus, d’aprés le théoréme 3.6.2, on a [Lieg(M) : Usi(E(M))]a = L(E(M)). D’aprés
la remarque 2.7.9, cela implique que

d ([LieE(M) . A]A[G]) _ [LieE(M) : A]A

G La(E(M)) L(E(M))

== [USt(E(M)) ZA]A.
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Remarque 2.7.12. En particulier, si Us;(E(M)) est A[G]-projectif, alors [Lieg(M) :
Use(E(M))|aic) = La(E(M)).

Proposition 2.7.13. Soit E un module d’Anderson défini sur Ok tel que H(E(M))
est G-cohomologiquement trivial. Alors U(E(M)) et Usi(E(M)) sont des A|G]-modules
projectifs. On a alors

[Lieg(M) : Usi(E(M))|aq) = La(E(M)).
De plus,
[Lieg(M) : U(E(M))]aje|H(E(M))|ae) = La(E(M)).

Démonstration. On a la suite exacte

Liep(Lxe) _ E(Lx)
U(E(M)) E(M)

0— — H(E(M)) — 0.

Comme M est un module A[G]-projectif, il est G-cohomologiquement trivial. De
plus, Lo, et H(E(M)) sont également G-cohomologiquement triviaux. Il en est alors
de méme pour U(E(M)). Comme A est un anneau de Dedekind et que U(E(M)) est
A-projectif, il est A[G]-projectif d’apres le corollaire 2.2.4. On a les suites exactes

0 — H(E(M[z]))[z —1] — H(E(M[z])) — ( = 1)H(E(M|[z])) — 0

et

0 —> (2 — 1) H(E(M[2]))) — H(E(M[z])) — H(E(M)) — 0.

Comme H(E(M)) est G-cohomologiquement trivial, (z—1)H (E(M]z])) et H(E(M][z]))
ont la méme cohomologie. Cela implique que H(E(M]z]))[z — 1] est lui aussi un A-
module G-cohomologiquement trivial. De plus, on peut montrer que l'isomorphisme
U(E(M))

Ust(E(M))
cohomologiquement trivial. Comme U(E(M)) 'est également, il en est de méme pour
Usi(E(M)). De la méme maniére que précédemment, A est un anneau de Dedekind et
Usi(E(M)) est A-projectif, il est donc A|G]-projectif d’aprés le corollaire 2.2.4.

Comme Ug(E(M)) est A[G]-projectif, d’aprés le théoréme 2.7.11, on obtient

1.6.3 est méme un isomorphisme de A[G]-modules. D’ou est également G-

Cela implique que

[Liep(M) : U(E(M))]a@[U(E(M)) : Us((E(M))]aic) = La(E(M)).
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D’aprés le théoréme |17, Theorem 6.2.1], on a

1
[Lieg (M) : U(E(M))]A[G}

L(E(M)) € Fitt ey (H(E(M))).

D'ou [U(E(M)) : Usi(E(M))] aicy

U(E(M)) (M))

Usi(E(M)) | 4
UE(M))

Usi(E(M))

€ Fittajq(H(E(M))). De plus,

E
z

d’aprés le théoréme 1.6.4, \H(E(M))|A De la méme maniére que

précédemment, on a alors = |H(E(M)|g et donc le résultat souhaiteé.

A[G]
]

C’est le cas en particulier lorsque H(E(M)) est trivial.

On retrouve les théorémes de Anglés et Tavares Ribeiro pour les modules de Drinfeld
(voir [7, Théoréme 2|) et de Fang pour les modules d’Anderson (voir [16, Théoréme
1.12]).

Corollaire 2.7.14. Sip [|G|, alors

[Lieg(OL) : U(E(OL))]aje|H (E(OL))|aiq) = La(E(OL))

et
[Lieg(Or) : Usi(E(OL))]ajq) = La(E(OL)).

On va maintenant voir grace au théoréme suivant une condition suffisante pour que
le modules de classes associé a M soit G-cohomologiquement trivial.

Théoréme 2.7.15. [8, Theorem 6] Soit G un p-groupe et soit N un Z[G]-module tel
que pN = 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— N est un F,[G]-module libre ;

— N est un module induit ;

— N est cohomologiquement trivial ;

— Hi(G,N) = {0} pour un entier i.

Corollaire 2.7.16. On pose N = Trg(M). Si H(E(N)) est trivial alors U(E(M)) et
Ust(E(M)) sont A|G|-projectifs. On a alors

De plus,

[Lieg (M) : UCE(M))]aey|H (E(M))|aq) = La(E(M)).
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Démonstration. On a supposé H(E(N)) trivial. On a donc expgy(KZ)+ N = K. On
veut montrer que H(E(M)) est G-cohomologiquement trivial. On a la suite exacte

0 — M+ expg(LL) — L, — H(E(M)) — 0.

Comme L, est G-cohomologiquement trivial, pour montrer que H(E(M)) est G-

cohomologiquement trivial, il suffit de montrer que M + expy (L% ) l'est.
On a
Tra(M + expg(LL,)) = N + expp(KL) = K.

De plus, si on regarde les G-invariants on obtient

(M +expp(LL,)) € (L) = K.
L’inclusion Trg(M + expp(L™)) C (M + expp(L2))¢ implique que

Tig(M + expg(LL,)) = (M + expp(Ly,))" = KX,

On a donc HY(G, M + expp(Ls)) = {0}.

D’aprés le théoréme 2.7.15, comme il y a un groupe de cohomologie qui est tri-
vial, M + expg(L%) est G-cohomologiquement trivial. On a donc H(E(M)) est G-
cohomologiquement trivial. On obtient les résultats souhaités par la proposition 2.7.13.

O

Corollaire 2.7.17. Soit M un module presque modéré. Soit p un module de Drinfeld
tel que log, a pour rayon de convergence (. Si Trq(M) = @Ae; ou pour tout w|oo et i,
w(e;) > B — 1 alors H(Trg(M)) est trivial.

1
Démonstration. On a ko, = A @ EFQ[[Q_l]]. D’ou
1
Ko = ®kye; = @ Trg(M) @ EFq[[H_l]]ei.

€;

Si pour tout w|oo et i, w <§> > [ c’est-a-dire w(e;) > B — 1 alors %Fq[[ﬁ_l]]ei C
exp,(Kx). On a done H(Trg(M)) est trivial, ce qui nous permet d’obtenir £(p(M))
[M = Usi(p(M))] ae) et L(p(M)) = [M : U(p(M))] ajcy| H (p(M))| ajc

O

2.7.4 Exemple

Dans cette section, on va voir un exemple de fonctions-L associées a un réseau qui
n’est pas contenu dans ’anneau des entiers. On se place dans le cas ou ¢ = p.
D’abord, on rappelle la définition du d-éme symbole de puissance résiduelle.
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Définition 2.7.18. Soient b € A, P € A un polynome irréductible unitaire et d un
diviseur de p — 1

b
— Si P b, (F) est I'unique élement de F tel que
d
pdeg(P)71 b
T (ﬁ) (mod P).

— si Plb, <%)d = 0.

S
On peut étendre cette définition aux éléments non nuls de A. Si ¢ = sgn(c) H sz
1=1

ou P; sont des irréductibles unitaires deux a deux disjoints. Alors pour b € A,

(0).-1(7).

On renvoie a [24, Chapter 3| pour plus de détails.
Soit C' le module de Carlitz

C:A — ko{r}
6 +— O0+7

1 . i
On peut montrer que expo = Z 57'2 ou Dy =1et D; = (07 —0)D ;.
On peut écrire '
deg(P) .
Cp(z) = Z [P, i)z
i=0
ou [P,i] € A, [P,deg(P)] =1 et Vi € [0;deg(P) — 1]], P | [P, 4] (voir [24, Chapter 12]).
On a donc Cp(z) = 27" (mod P).

Soient Q(x) = 2P —x — 7 € F,[07'] et L le corps de décomposition de @ sur k i.e.,

L =F,() ol « est une racine de ). On pose G = Gal(L/k). On peut voir facilement
que G =Z/pZ.
p—1
Par [9, Theorem 2.1|, on peut montrer que O = A @ G A’ et @ est le seul premier
i=1
ramifié dans L/k.
On veut d’abord montrer que fa?~! est une base normale.
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Pour ¢ € IF,,
p—1
oi(faP™ ) =0(a+i)P =40 ( , )z’ja”_l_j.
7=0

En écrivant o;(0aP~1) en fonction de 1, O, 6a?, ..., aP~!, on obtient la matrice

suivante
0 60 B2 s 0 1
0 (o) ()2 (o) (=17
0 () ()2 ¢ )(p 1=
0 () ()2 (") —1)
1 1 1 1
Comme son déterminant est inversible dans k, on a L = 0k[G]a?™'. On pose M =
p—1
0A[G]aP~!. De cette matrice, on a M = @HAO/. On pose 6 = "V1+ 61 et M' =
i=0

dM = §0A[GlaP~L.
Par choix de d, on remarque que M’ ¢ O et M’ est un module presque modéré
pour L/k.

On regarde d’abord la fonction L associée a M’.
1

On a (60a?=1)P = 6707 (o + 5)1”_1 = (1460771000 + 1)P~L. D’ou 7(06aP~ 1) = 66
(mod 0)M'. D’aprés |9, Lemme 2.3] Trg(fa?~!) = —6. Cela implique que C(M'/0M")
est annulé 6 + Trg.

Soit P un premier irréductible de A, différent de 6 et op le morphisme de Frobenius
associé a P.

On rappelle que Cp = 798") (mod P). On a alors
Cp(05ar~) = g7 57" (P~ 1)P"* " (1nod P)

dcg(P)

=0(1+6" 1) =1 gp(a?™') (mod P)

1+ gr-!
=600 < o ) op(a?™)  (mod P).
P b1

1+t
P

On obtient donc |C(M'/PM')|¢ = Plg — ( ) op. Cela implique qu’on a la
p—1
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fonction L-équivariante suivante :

\Liec(M’/GM’)\G H ‘Llec(M//PM/)‘G

EG(C(M,>> = ‘C(M//HM/”G |C(M//PM/>|G

PeMSpec(A)\{6}

P

—ime 11
0+ Tre PeMSpec(A\{0} P — (%) oP
.

(-t y B

acA™t (a,0)=1 acAt (a,0)
(a,14+6P~1)=1 (a,146P~ 1)

Comme ko, = A D O0'F,[07'], on a
p—1
Lo = M' © @F,[;]6a
i=0

p—1
1 )
De plus, @Fp[[g]]éal C expo(Lss). On en déduit que H(C(M')) = {0} et donc
0

Ugt(C(M’)): = U(C(M)). Cela implique également que le module des unités est un
module A[G]-projectif. On obtient alors

<1+6P*1> o <1+9P*1>
a p—1 a a —1
g —— | Tre.

(M :U(C(M))]aje) = E - — 7
acAT (a,0)=1 acA™T (a,0)=1
(a,1+0P~1)=1 (a,1+0P~1)=1

On regarde maintenant la fonction L-équivariante associée a M.

M M M’
F
——[2] ®F, 5 Fp(z). Comme P ]

IIZ

On a Disomorphisme de A[G]-modules

/

A
est un ——[z][G]-module libre, on a

PA
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Par les mémes arguments utilisés précédemment, on obtient 5]3 = pdeg(P)deg(P)
(mod P). De la méme maniére, pour P irréductible de A différent de 6 on trouve

N 1 460!
GO/ PI)| = Plg — 24(P) (*—) op
p—1

P
et o
|C(M'/OM")|c = 01 + 2 Trg .
On obtient donc
ydeg(a) (M) oa ydeg(a)+1 ( 1_,_9;;71)
Lo(C)) = Y = > — =L | Trg .
a€AT ,(a,0)=1 acAt (a,0)=1
(a,14+0P~1)=1 (a,1+6P~1)=1

Pour terminer cet exemple, on regarde les fonctions L-équivariantes associées a [NV
ot N = Trg(M’). Comme Trg(0a?P™t) = —6 par [9, Lemma 2.3], N = §Ad. Pour un
. . . . 14+ gr-1
premier qui ne divise pas 1+ ¢?~!, C(N/PN) est annulé par P — (T) . En
p—1
effet, pour x € N, on peut écrire x = fad ou a € A. D’ou

— pies®) (1 + gr—1

C (M)pl(z): 2 )p_laeé (mod P)

P={—p

deg(P) -1

= af0""*" — 0o "V/1+ 61PN/ 1+ o1 (mod P)
=0 (mod P).

deg(P)

De la méme maniére, on peut montrer que si P divise 1+ 67!, alors C(N/PN) est
annulé par P. On obtient alors la fonction L :

| Liec(N/PN)|a
H |C(N/PN)|a

L(C(N)) =
PeMSpec(A)

- 11 P
p_ (M)p_l

PeMSpec(A) P
(P,1+6P~1)=1

<1+0P*1>
A
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D’aprés le corollaire 2.7.17, U(C(N)) = Ugi(C(N)) et

146r—1
b
Usi(C(OF, 0] " V1+or-1) = Y #9&[9} "V14 601
Gt 1)1

De la méme maniére, on obtient

L(C(N)) = Z 2
(b,1i§?j1):1
° (%{1) deg(b)
U(C(0F,(2)[6]6)) = Z g_l OF ,(2)[0]0
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CHAPITRE 3

Formule de classe équivariante : le cas A général

Le but de ce chapitre est de démontrer une formule de classe équivariante pour
certains modules d’Anderson, en particulier pour les modules de Drinfeld. On généralise
ainsi les résultats de Anglés, Ngo Dac et Tavares Ribeiro |5]. Pour ce faire, on généralise
d’abord les notions de régulateurs et de facteurs locaux introduits dans |5][Section 1.3 et
Section 3| dans le contexte équivariant en utilisant la méthode présente dans [7][Section
2.1]. On regarde ensuite si on peut étendre leurs résultats en travaillant sur A[A] en
se servant encore de la décomposition en caractéres, ce qui nécessite la condition "p ne
divise pas le cardinal de A."

3.1 Généralités

3.1.1 Notations

On rappelle d’abord les notations du chapitre 1. Soit p un nombre premier et ¢ une
puissance de p. On prend k un corps global de fonctions sur F,. On fixe une place co
de k de degré d... On supposera pour simplifier que d,, = 1. On pose A I'anneau des
éléments de k qui sont réguliers en dehors de co. On note k., la complétion co-adique
de k. Elle est munie de la valuation vy, : & — ZU{oo}. On note C, le complété d’une
cloture algébrique de k., et on garde la notation v, pour I'unique valuation définie sur
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Cx qui étend voo. On définit le morphisme continu de [Fg-algébres

Cw

x4,

11

Soient K une extension finie de k£ et L une extension finie abélienne de K de groupe de
Galois A de cardinal premier & p. On note Ok et Oy, les fermetures intégrales respectives
de A dans K et L. On pose Lo, = L ®, ko. Soit 7 une uniformisante de k.. On a alors

koo = Fy((7)).
Soit z une indéterminée sur k... On note la notation v,, pour la valuation oo—adique

de Gauss sur ko (2) c’est-a-dire la valuation telle que pour P € ky[z] ou P(z Z a;z"

avec a; € koo 0N ait Voo (P) = min{ve(a;)}. On note T, (k) la complétion de ko [ ] pour
Uso- Clest l'algébre de Tate en une variable z a coefficients dans k... On a T, (ko) =
F,[z]((7)). On pose T.(Lso) = Loo Rk, To(koo)-

On note koo la complétion de koo (z) pour Voo €t A=A | ®F, F,(2). Le F,(z)-espace
vectoriel engendré par T (ks ) est dense dans keo. On . pose Leo = L ®y, kso. On note 0L

le F (2 ) -espace vectoriel engendré par O, dans Loo. Oy est la fermeture intégrale de A
dans Lo

On va garder les notations des parties précédentes (voir §1.4), ¢’est-a-dire £ = F,, ou
0 =Ty(2) et kooy = £((7)), A = { @p, A.

On prend F, une cloture algébrique de F,. On pose A= Hom(A,TF,). Pour x € 3,

on pose e, = Zx(g)g_l. Soit [F un corps contenant y(g) pour x € A et g € A. Pour
geEA

N un A[A]-module, on pose N(x) = ey(N ®p, F). On a N ®p, F = @N(X)

x€A

Soit o € Gal(F/F,). On a o(e,) = = A Za o x(9)g7" = €yoy- Comme dans |7,
geA
Section 2.41], on pose [x] = {1 € A, 1) = ¢ o x pour un élément o € Gal(F/F,}. On a
alors
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3.1.2 Idéaux de Fitting

Soit N un A[G]-module de type fini. Soient
A[F)[A]* — A[F)[A) — N @, F — 0
une présentation de N @p, F et X la matrice de A[F][A]* — A[F][A]°. On rappelle
que Fitt appa)(IV @, F) est I'idéal de A[F][A] engendré par les mineurs de taille b x b si
b < a et que c’est I'idéal trivial sinon. On a X;; = Z aey. On pose X(x) = ey (X) =

xeA
(aey)ij. Comme les e, sont orthogonaux deux a deux, on a

Z idéal engendré par mineur de X (x)ey A[F][A] = Fitt opma) (N ®r, F).

xeA
De plus, X(x) est une matrice de relation pour N(x). Par définition, I'idéal engen-
dré par les mineurs de X (x) est Fitt @) (N (x)). Soit o € Gal(F/F,). On observe que
(X (x)) est une matrice de relation pour o(N(x)) = N(o o x). Or X (o o ) est éga-
lement une matrice de relation pour N (o o ). Ces matrices engendrent donc le méme
idéal Fitt 4wy (N (o 0 x)). On a donc o (Fitt 4y N(x)) = Fittag) (N (o 0 x)). On a d’une
part FittA[F][A} (N ®]Fq F) = FittA[A}(N)A[F] [A] et d’autre part FittA[F}[A] (N ®]Fq F) =

Z Fitta) N(x)ey | A[F][A]. Cela implique que

xeA
Gal(F/F,)

Fittaia)(N) = | Y Fittap N(x)ex A[F][A] = | ) Fittay N(x)ey | A[A].

xeﬁ XE&
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On obtient donc
Fittaa)(N) = ) Fittagy (N (X)) €y
x€A
Lemme 3.1.1. Soit 0 — M; — M — My — 0 une suite ezacte de A[A]-modules.

Alors
FittA[A}(M) = FittA[A](Ml) FittA[A](Mg).

Démonstration. Soit F tel que x(g) € F pour tout x € A et g € A. On a alors la
suite de A(F)-modules, 0 — Mi(x) — M (x) — M3(x) — 0. Comme A(F) est un
anneau de Dedekind, on obtient alors

Fitt am (M (x)) = Fittam (Mi(x)) Fittam (M2(x)).

De plus,
Fitt aia)(M) = > Fittage(M(x))ex

xeA

=) Fittag (Mi(x)) Fittag) (Ma(x))ex

YEA
= FittA[A] (Ml) FittA[A] (Mg)

On obtient donc bien le résultat souhaité. O

3.1.3 Régulateurs
Régulateurs classiques

Cette partie reprend les ratio de co-volumes introduits dans |5, Section 1.3| lorsque
A est général. Soit F une extension finie de F,. On rappelle que ky(F) = F(z)((7)) si
t=TF,(z) et ky(F) =F((m)) si ¢ =F,, que A, = Asil= F,(2) et Ay =Asil =T, et
que {(F) =F(2) si ¢ =F,(z) et juste F si { =TF,.

On rappelle également la définition de réseau, énoncée dans §1.4. Soit V un k. ¢(F)-
espace vectoriel de dimension finie. Un Ay-réseau de koo (F) est un sous-Ag-réseau de
V' qui est discret dans V' et qui contient une base de V' comme k ¢(F)-espace vectoriel.

Soit V' un k. ¢(IF)-espace vectoriel de dimension 1. On écrit V' = ky ¢(F)e. Soit M
un Ay(F)-réseau de V. D’aprés la proposition 1.4.3, il existe un idéal fractionnaire Iy,
de Ay(F), anr € koo o(F)* tels que M = aypylpre. De la méme maniére, il existe pour M’
un Ay(F)-réseau de V' Iy et aypyr tels que M = appIype. On définit alors

[M' 2 M]a,@) = anagy Iy



3.1. GENERALITES 89

On peut voir facilement que cette définition ne dépend pas de la base. Si on prend f = fe
une autre base alors M = ay Iy 87 f, M' = ay I8~ f et on retrouve bien [M' :
Ma,@ = auB N B aw) Iy = anay i Iyly. De plus, si M C M', ona M =
Fitt 4, (M'/M)M’'. On obtient alors [M’ : M]a,m) = amayy Fitta,@ (M’ /M)y,
c’est-a-dire

[M,ZM] Ag(F) = FlttAe (M/M)

Si My, My, M3 sont trois A,(IF)-réseaux de V', alors on peut également montrer que
[My + Msa, ) = [My 2 Mo]a, @[ Mz : Ms]a,m)

On regarde maintenant comment généraliser cette définition lorsque V' n’est plus de
dimension 1 sur ky ¢(IF). Soit V' un ko ¢(IF)-espace vectoriel de dimension n € N*. On
pose T"(V') = {xl Ok o(F) - - - koo o(F) Tn|Ti € V} et N le sous-espace de T"(V) tel que
N = {21 @k ,F) - - - Bhow o (F) Tn|F2i = 25,4 # j}. On pose \"(V) =T"(V)/N. Cest un
Kooe(IF) espace vectoriel de dimension 1 (si e, ..., e, est une base de V alors e; ®y__ ()
... @k () €n est une base de A\"(V)). On pose A" : V" — A"(V) I'application
koo ¢(F)-linéaire. Soient M et M’ deux Ay(F)-réseaux de V. On note N et N’ les images
respectives de M™ et M'™ dans A\"(V) via A". on a alors que N et N’ sont des Ay(F)-
réseaux de A\"(V). On pose

[M": M]a,@) = [N : N]a,m)-

Z

Comme Ay(F) est un anneau de Dedekind, il existe e;,...,e, et fi,..., f, des
koo o(F)-bases de V et Iy, ]M/ des idéaux fractionnaires de Ay(F) tels qu’'on ait M =

@ Ay(Fe; @ Iye, et M = @ Ay(F) fi ® Iy fr. On pose o : V. — V I'isomorphisme

=1
koo ¢(F)-linéaire tel que o(e;) = fZ Ona N = IyeiA.. . Ne, et N' = det(o)ypeiN. . . Aey,.
On a donc [M' : M] 4, = det(o) "Iy I;;. De la méme maniére, on peut montrer que

[M = M), = det(o) I Tnp = [M" 2 Mg

Proposition 3.1.2. Soient M et M' deur Ay(F)-réseauxr de V' qui est un koo o(F)-
espace vectoriel de dimension finie tels que M' C M. Alors M/M' est de torsion et

M
[M : M/]Ae( F) = FlttAe (M/) .

Démonstration. Par la proposition 1.4.3, M est contenu dans un réseau libre sur A,(F)
qu’on note F'. On a donc la suite exacte

0— M —F— F/M —0.
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Si e1,...,e, est une base de F, et N est 'image de M"™ dans A\"(V) alors N =
Tey N...Ney ou I est l'idéal de Ay(TF) engendré par les déterminants n x n des éléments
de M écrits dans la base eq, ..., e,. On a donc bien [F': M]a,@) = Fitta,w) (F/M).

De plus, on a la suite exacte suivante

0— M/M" — F/M' — M/M — 0.
Comme Ay(F) est un anneau de Dedekind, on a
Fitt 4, (M/M') = Fitt 4, (F/M") Fitta, ) (F/M) ™"

Dot Fitt 4,y (M/M') = [F : M| p,)[F : M) ) = [M : M']a,8). O

(F)

Corollaire 3.1.3. Soient M et M’ deux Ay(F)-réseauzr de V' qui est un koo o(F)-espace
vectoriel de dimension finie. Soit o : V. — V un ke o(F)-isomorphisme tel que o(M) C
M'. On a alors

. M
[M, . M]AZ(F) =deto 1F1ttAg(F) (m) .

Démonstration. On a

(M- M),y = [M': a(M)]a,m)lo(M) : M]a,m)

!/

M
= FlttAg(F) (m) det U_l

Régulateurs équivariants

Dans cette partie, on définit la notion de régulateurs équivariants de la méme ma-
niére que Anglés et Tavares Ribeiro dans |7, Section 2.1] pour A = F [f] et on vérifie
que ces régulateurs vérifient les propriétés espérées.

Soit V' un ke ¢[A]-module libre. On dit que M est un A,[A]-réseau de V' si M est
un Ag-réseau et un Ay[Al-module.

On rappelle d’abord les notations suivantes. On pose F un corps contenant x(g)
pour x € A et g € A. Pour N un A[A]-module et y € ﬁ, on pose N(x) = ey (N ®p, F).
Comme pour ¢ € Gal(F/F,), d(ey) = €soy, on a 6(N(x)) = N(d 0 x).

Soient M, M’ deux Ay[Al]-réseaux de V. On peut donc écrire

n—1
M(x) = P Ac(F)e; ® Insyen
=1
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et
EBA@ ) fi © Tngrix) fo-

Cela implique que

S(M(x) = M(5ox) = @Ag 8(es) @ 6(L))0(en)

et
n—1
S(M'(x)) = M'(8 0 x) = D AcF)(f)) ® 6(Inrrx0))d(f).
i=1
De plus, si B est la matrice de passage de la base (eq, ..., e,) alabase (f1,..., f,) alors

d(B) = (0(B;;;)) est celle de (d(e1),...,(en)) & (6(f1),...,0(fn)). On obtient alors

[M'(80x) : M(8 0 X)]ayr) = 6(det(0) )0 (Tar0)d (Iypyy) = 6 ([M'(x) = M(X)]anee)) -

Cela nous permet alors de définir

(M : M) aa =Y _[M'(x) : M()]a,m)ex € koot Al

XEA
car [M': M), a] € (Koo (F)[A])CEFD) = [A]X.
Corollaire 3.1.4. Soient M et M' deur A,[A]-réseaur de V' tels que M' C M. Alors
(M : M) 1 = Fitta,a) (%) .

Démonstration. Si M et M’ sont deux A,[A]-réseaux de V' alors pour x € A, M(x) et
M’(x) sont deux réseaux de V(F). On peut donc appliquer la proposition 3.1.2 pour
obtenir

(M = M) a0 = > M (%) = M(X)]a,006x

XEA

_ Z Fitt 4, (]]\\4{(&))) x

XEA

M
FlttAZ[A (M’) .
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3.2 Facteurs locaux équivariants

Soit E un module d’Anderson défini sur O de dimension d ot L/K est une ex-
tension abélienne de groupe de Galois A de cardinal premier a p et £ C K. Soit M un
A[A]-réseau de Ly, qui est un Og{7}-module.

Pour I un idéal non nul de A. On définit

_ Fitta)(Lieg(M/IM))
Z1a(E(M)) = Fitt aja)(E(M/IM))

C koolA]

21 s (BT — Fitt 55 (Liez(M/IM)) CEm
e Fitt g (E(M/IM))

Si P est un idéal premier non nul de A, on appelle Zp A le facteur local équivariant
de P.

Lemme 3.2.1. Soient I et J deux idéaux premiers entre eux non nuls de A. Alors on
a

Zia(E(M)) = Zia(E(M))Z;a(E(M)),

Z15a(E(M)) = Zya(E(M)) Za(E(M)).

Démonstration. D’aprés le théoréme des restes chinois, comme [ et J sont premiers
entre eux, on a l'isomorphisme de A[A]-modules

AllT= A/l x A/ J.
Cet isomorphisme nous donne
M/IJM = M/IM x M/JM.
On obtient alors
Fitt spa)(Lieg(M/1JM)) = Fitt gja)(Liep(M/IM)) Fitt oo (Lieg (M /JM))

et
FittA[A}(E(M/[JM)) = FittA[A](E(M/]M)) FittA[A](E(M/JM)).
Cela implique que Zija(E(M)) = ZiA(E(M))Z;A(E(M)). De la méme maniére, on

peut montrer que Zrja(E(M)) = Zra(E(M))Zja(E(M)). O
Lemme 3.2.2. Soient I un idéal non nul de A et n € N*. Alors on a

Z1a(E(M)) = Zm a(E(M)),

Zia(E(M)) = Zm a(E(M)).
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Démonstration. On montre par récurrence que pour n > 1, on a Z;A(E(M)) =
Zima(E(M)). Pour n = 1, on a bien Z;A(E(M)) = Zp A(E(M)). On suppose que
Zia(E(M)) = Zm a(E(M)) pour n € N*. On cherche a montrer que cela implique
Zia(E(M)) = Zm+1 A(E(M)). On a la suite exacte de A[A]-modules :

0— I"M/I"'M — M/T""*M — M/I"M — 0.
D’aprés le lemme 3.1.1, on obtient
Fittspa)(Liep(M/I" M) = Fitt aja) (Lieg (I" M /T" M) Fitt o) (Lies (M/I"M)),

Fitt apa)(E(M/I" M) = Fittapa) (E(I"M /I M) Fitt aja (E(M/I"M)).

Soient x € (I"M)? et a € A. On a E,(x) = dg(a)z mod I"*'M. De plus, pour
ge A, gE=FEg. Dou

E(I"M/I" ™ M) = Lieg(I"M/I" ' M)
comme A[A]-modules. En particulier,
Fitt apa)(Lieg(I"M /1" M) = Fitt aja)(E(I"M/I"T M)).

Dot Zin aA(E(M)) = Zn+1r a(E(M)). De plus, par hypothése de récurrence, on peut en
déduire Zn A(E(M)) = Zi a(E(M)). On a donc bien Zpnii aA(E(M)) = Z; a(E(M)).

De la méme maniére, on peut montrer que Zya(E(M)) = Zm a(E(M)) pour n €
N*. O

Proposition 3.2.3. Soit [ un idéal non nul de A. Alors

Zia(E(M)) = H Zpa(E(M)),
P|I

Zr a(E(M)) = [[ Zra(E(M)).
P|I

Démonstration. Soit I un idéal non nul de A. On écrit [ = P ... P avec des idéaux

premiers Py, ..., P,. Par le lemme 3.2.1, Z; A(E(M)) = HZP}A(E(M))' D’aprés le
i=1

lemme 3.2.2, cela donne alors Z; A(E(M)) = H Zp, A(E(M)). O
i=1
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Soit I = (&) un idéal de A. Il existe alors un unique module d’Anderson défini sur

Ok tel que pour tout a € A, EE! = E,£. En effet, si £, = ZAn‘i ou A; € M(Ok),

1=0

E, =Bl =€) ATE=) ¢ AT
=0 =0

on a

Si M est un Og{7}-module, il est bien stable sous E’. En particulier, on remarque que
-1 4, = Ay et donc dp(a) = dg(a). Cela implique que les structures de A-modules
sous Lieg et Lieg sont les mémes.

Lemme 3.2.4. Soit I = (§) un idéal de A et E' le module d’Anderson défini sur Ok
tel que EE! = E,& pour tout a € A. IU(E'(M)) est un sous-A[A]-module de U(E(M)).
De plus, IU(E'(M)) =U(E(IM)).

Démonstration. On a

U(E'(M)) = {w € Le|expp (x) € M}
= {z € LL|¢ " expp(ér) € M}
= {2 € LY |expp(€x) € EM}

D’ou
IU(E'(M)) = U(E'(M))

= {€r € L | expp(§w) € EM"}
= {y € L |expp(y) € EM’}
= {y € L | expp(y) € IM*} .
Donc IU(E'(M)) est un sous-A[A]-module de U(E(M)) et IU(E'(M)) = U(E(IM)).
U

Lemme 3.2.5. Soient I = (§) un idéal de A et E' le module d’Anderson défini sur Ok
tel que EE! = E,& pour tout a € A. On a alors

Fittqa)(H(E(M)))

ZLA(E(M)) = [U(E/(M)) : U(E(MHA[A} FittA[A](H(E/(M))).

Démonstration. Par définition de E’ et comme il existe une unique série exponentielle

associée a ce module d’Anderson, on peut montrer que expy = £ Lexpp£.
On a la suite de A[A]-modules :

o UEM) v, ( M) E(M) + expp(Lieg (L))

T E(EM) + expp(Lien(Lw))
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M
En effet, soit m € F (—) tel que pour m un représentant, sa classe soit 0 dans

M
E(M) + expp(Lieg(Lso))

E(¢M) + expp(Liegp(Ls))
U(E(M)).
D’aprés le lemme 3.1.1, on en déduit

v (2(8)) o s o Py e

. Il existe b € Lieg(Ly) tel que m = expg(h). D’ou b €

On a également la suite exacte suivante

B(M) + expp(Liep (L)) E(Loo) . E(Loo)
BE(EM) +expp(Liep(Leo)) — E(EM) +expg(Liep(Lo)) — E(M) + expp(Lieg(Leo))

B(L) ) o

De la méme maniére, on a l'égalité¢ entre Fittya -
E(EM) + expp(Lieg(Loo))

B(M) + expp(Licg(Ly)) B(L..)

Fitt Fitt
Al (E(gM) + expE<LieE<Loo>>> Al (E(M) + expp(Lieg(Lao))
comme ELy, = Lo et expp = Eexpg E71,

0— — 0.

. De plus,

E(Lx) _ E(Ls)
E(EM) + expp(Liep(Lo))  EE'(M) + Eexpp(E o)
_ E' (L)
- E'(M) +expg(Loo)
= H(E'(M)).
D’ou
Fitt ) ( f?((gj\ﬂ?)ie;i ((Lﬁf;(éi;)) — Fitt qa)(H (E'(M))) Fittaa (H(E(M))) .

Puisque U(E'(M)) et Lieg(M) sont deux réseaux de Lieg(Lw), cela implique que

En particulier,

Fotn (SEODY e (e (1)),

On a donc bien



96 CHAPITRE 3. FORMULE DE CLASSE EQUIVARIANTE : LE CAS A GENERAL

Zra(E(M)) = - <LleE (%))

) M

i E(M) + oxpp(Lien(Lo))
>) Fttany (E(gM) - expp(Ties( >>)

= [U(E'(M)) : U(E(M))]aja) Fittaa (H (E'(M))) ™ Fittaa) (H(E(M))).

O

Corollaire 3.2.6. Soit £ € A non nul. On note Py, ..., P, les premiers de A apparais-
sant dans la décomposition de EA. Soit E' le module de A-module d’Anderson défini
sur Ok vérifiant pour tout a € A, {E! = E&. Alors

Fitt 4ja)(H (E(M)))
Fittaja)(H (E'(M)))

[12r.a(BOD) = [U(E'(M))  U(BQM)]aay

le lemme 3.2.5, Z; A(E(M)) = [U(E'(M)) : U(E(M)]A[A}

donc bien le résultat souhaité. O

Proposition 3.2.7. Soit £ € A non nul. Soit E' le module de A-module d’Anderson
défini sur Ok vérifiant pour tout a € A, B! = E&. Alors

Zia(E(M)) = |U(E'(M)) : U(E(M))

Ala]
Démonstration. On a la suite exacte :
E(M) + expz(Liez(Loo E(Lo E(Lo
(D) + expp(Lieg(Lo)) (Foo) . ()

——— = —— = —— = 0.
E(EM) + expE(LieE(Loo)) E(EM) + expE(LieE(Loo)) E(M) + expE(LieE(Loo)) —>

De plus, s
E(Ly) _ E'(Ls)
E(EM) + exps(Lies(La))  E'(M) + expg(Lieg(Loo))
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Par la propostition 1.6.2, on a donc

_ E'(Ly) o E(Ly) .
E'(M) + expg (Lieg(Loo))  E(M) + expg(Lies(Loo))

D’ou o _
E(M) + expp(Lieg(Loo))

E(EM) + expg(Lie (L))

On a également

U(E(D) _ons | = < J\Z) _, BQD +expp(Licg(La))
LU(E"(M)) &M E(EM) + expp(Lieg(Loo))

0— — 0.

Comme expg est un morphisme de g[A]—modules, cela implique que

Fitt - | F E = Fitt + @ :
Al EM AR\ Tu B (M)

M
On s’intéresse maintenant a Fittgm Liez | —= | |-
EM
Comme Liez(M) et U(E’(M)) sont deux A[A]-réseaux de LieE(Zoo), ils ont le méme

M U(E' (M
rang. En particulier, on obtient Fittgm] Lieg | — = Fittg[A} M .

IM IU(E'(M))
Cela implique

[ UEM))
) FlttA[A] <7IU(E/’(]\7))>

.. [ UEDD))

G (w@“/(m))

— [U(EV’(M))  TU(E'(M )] i {JU(EVI(M’)) UEM)]
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O

Proposition 3.2.8. Soit £ € A non nul. Soit E' le module de A-module d’Anderson
défini sur Ok vérifiant pour tout a € A, (B! = E,&. Alors

— si€ € P, Zpa(E/(M)) = A[A] et Zpa(E'(M)) = A[A], -
— SiEZ P, Zpa(E'(M)) = Zpa(E(M)) et Zpa(B'(M)) = Zpa(E(M)).

Démonstration. On rappelle que pour a € A, si B, = ZAiTi alors on a E! =
i=0

ZAigqi—lTi. Si & € P,on adonc E/(x) =0g(z) (mod P). On a donc

1=0
FittA[A} <LieE/ (fﬁM)) = FittA[A] (E, <§£M)) .

D'ot Z; A(E'(M)) = A[A]. De la méme maniére, Zpa(E'(M)) = A[A].

Si & ¢ P, alors la multiplication par £ induit I'isomorphisme sur AL D’ou

()65
o ()

M
~ B — ).
(717)

3.3 Module admissible

Soient L/k une extension finie et £ un A-module d’Anderson dont le corps de
définition de E noté K vérifie L/ K est abélienne de groupe de Galois A d’ordre premier
a p. Soit M un A-réseau de Lo, qui est un Og{7}-module.

Définition 3.3.1. On dit que E est un module A-admissible pour M si les conditions
(P) et (C) sont vérifiées :

Condition (P) : il existe S un ensemble fini de premiers de A tels que pour tout
premier B de A n’appartenant pas a S, il existe xp € A[z]|[A] tel que
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— Fitt g, <E (i)) = zpA[A],
PM

— ity (Lics (7 ) ) = an(0)404]

PM
— Fittan (B (2L = 2p)41a]
1 AlA] W =Tp .
Condition (C') : Le produit infini H xl;(o) converge dans ks[A].
P

Pgs

La condition (P) correspond au fait que pour presque tout premier B de A, les

~( M M M
idéaux Fittgw <E <ﬁ>) , Fitt 4(a (LieE (m)) et Fitt4(a (E (m)) soient

principaux. La condition (C) nous donne la convergence du produit infini H ﬁ,
Trp
Pgs

qui est presque égal a la fonction L-équivariante que ’'on va définir ensuite.
On pose alors

— r= H zp(0) et

pgs TP
LL’p(O)
oy = _
Iggxzﬂ(l)

Pour de tels modules, on peut donc définir

LA(E(M)) = (z) [ [ Zpa(E(M))

et

D’apres le chapitre précédent, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2. On suppose A = F,[0]. Soient E un module d’Anderson défini sur
Ok et M un A-réseau de Lo, qui est un Og{7}-module. Alors E est A-admissible pour
M.

Dans ce cas, on peut prendre S = {oco}.
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3.4 Ecriture des unités et des régulateurs

Dans cette partie, on rappelle d’abord le lemme [5, Lemma 4.4] ainsi que sa preuve
qui correspond a ’écriture de certaines unités puis on vérifie que la proposition [5,
Proposition 4.5] a bien une version équivariante.

Soient L/k une extension finie et £ un A-module d’Anderson de dimension d défini
sur Ok ou L/K une extension abélienne finie de groupe de Galois A ot pged(|A],p) =1
et k C K. On pose Fy[2](.) la localisation de Fy[z] en 2z et expy = Z ext”.

k>0

Lemme 3.4.1. Soit n € N* tel que pour tout k € [0;n — 1], e, € M(QOf). Alors tout

x € U(E(M)) non nul peut s’écrire de la maniére suivante z*(a + 2" ) avec a € Z,
a € (Fy[2] ) M[2])? non divisible par z et B € (Fy[2] T (Loo))?.

On a également pour oo € (Fylz],)M|[2])?, il existe B € (Fyl2]»T(Lao))? tel que
(a+2"B) € Folz] ) U(E(M).

Démonstration. On pose logy, = ZEka. On peut montrer en regardant modulo les
k>0

puissances de z que comme ¢, € M(Ok) pour k € [0;n — 1], on a également ¢, €
M(Ok) pour k € [0;n — 1].

On montre d’abord que tout u € U(E(M[z])) peut s’écrire de la maniére suivante
u= 2%z + 2"y) ot a € N, x € M[2]? non divisible par z et y € T,(L )"

Soit u € U(E(M[z]). On a donc u = logi expz u € Loo[2]¢. Comme expz € M|[z]?
et , € M(Ok) pour k € [0;n — 1], on au € M[z]¢ mod (2"T,(Lw)?).

Soit u € T,(Lu)? tel que zu € U(E(M[z]) Par définition, il existe v € U(E(M[z]))
tels que zu = v. On a donc

zexpgp(u) = expp(v) € M[z]".

D’ot z| expg(v). Cela implique que u € U(E(M[2))).

Soit u € U(E(M[z])) non nul. 1l existe a € N tel que u = 2% ot z ne divise pas v.
De la méme maniére que précédemment, on peut montrer que u € U(E(M[z])) implique
v E U(E(M[z])) Dot v = x + 2"y ot € M|z]¢ non divisible par z et y € T,(Ls)%
u s’écrit donc bien sous la forme u = 2%(x + 2"y) ot x € M|[z]¢ non divisible par z et
y € T.(Loo)?

On montre maintenant que cela implique que tout z € U(E(M)) non nul peut
s'écrire comme z%(a + 2"(3) avec a € Z, a € (F,[z]:)M[2])* non divisible par z et
8 € (Fylel o T (L)) o

D’aprés la proposition 1.6.1, U(E(M)) est le F,(z)-espace vectoriel engendré par
U(E(M)[2])). Pour u € U(E(M)), il existe donc A € Fy[2] tel que Au € U(E(M][z])).
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On écrit A = 2¢Q(z) ot Q n’est pas divisible par z. Comme Au € U(E(M]2])), il existe
a € N, a € M[z]? non divisible par z et 8 € T.(Ls)? tels que Au = 2%(a + 2"3). On a

donc . 8
“:Z”(w+w)'

Il existe donc a' € Z, o € (Fylz])M[z])? et ' € (Fy[z]:)To(Loo))? tels que u =
2% (o/ + 2"B'). On a donc la premiére partie du lemme.

On prend maintenant o € M|[z]¢. Comme e}, € M(Of) pour k € [0;n — 1] et M
est un Og-module, il existe z € M[z]? et y € T,(Ls)? tels que eXpE(a) =z + 2"y. Par
la proposition 1.6.2, il existe f € F [z] non divisible par z, y; € M[ 9 et ys € T.(Loo)?
tels que fy =y + eXpE y2. On veut montrer que fa — 2"y € U(E(M]|z])) car dans ce

cas, on a bien a — 2"7 € Fyl2] )U(E(]\/Z))

expp(fa—2"ys) = fexpp(a) — 2" expz yo
= frx+2"fy—2"exppyo
= fo+2"(y1 +exppy2) — 2" expg Yo
= fo+ 2"y;.

Comme z,y; € M[2]" et f € Fy[z], on a bien expp(fa — 2"y2) € M][z]* et donc

2]
fa— 2"y, € U(E(ML2])).
Soit o/ € (F,[z])M[2])%. 1l existe P € Fylz], @ € F,[z] non divisible par z et

P
a € M[2]? tels que o/ = —a. Il existe f € F,[z] non divisible par z et yo € T.(L) tels

Q
que o — Z"% € Fylz] o U(E(M)).
On a donc Ea—z E% eF,[z ](Z)U(E(M)) ol g% € Fy[2](: T.(Loo)®. Ce qui nous

donne bien le résultat souhaité.
O

Proposition 3.4.2. Soit n € N* tel que pour tout k € [0;n — 1], e, € M(Of). Alors
tout élément non nul de |Lieg(M) : U(E(M))] PR peut s’écrire comme z*(a+ 2"3) ot
a € Z,a € Fyl2] () A[A] non divisible par z et § € Fylz]:)T.(Loo)[A].

Démonstration. Soient N un sous-A[A]-réseau libre de Lieg(M) et B une de ses bases
comme A[A]-module. B est également une base de N comme A[A]-module. On a

Lie (M) : U(E(M))L{A] - [LieE(zTJ) : N] " {N : U(E(M))]Z[A].
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De plus, [LieE(M) : ]ﬂ = Fy(2) [Liep(M) : N] 5 On s'intéresse donc a I'écriture

AA]
des élements de [N UEGD)]

Soit m € Liep(M). D’aprés le lemme 3.4.1, il existe 8 € (Fy[2](»)T.(Lao))? tel que
(m+ 2"B) € Fylz](-) U(E(M)). On a donc la suite exacte

0 — 2F[2] ) U(E(MI2])) — Fy[2] o) U(E(M[2])) =" Lieg(M) — 0.

De plus, M¢ est un module A-module projectif car il est sans torsion et de type fini
sur A qui est un anneau de Dedekind. Comme p ne divise pas le cardinal de A, c’est
méme un A[A]-module projectif. Il existe donc une section comme A[A]-module ¢ :
M? —s Fq[z](z)U(E(M)) tel que pour m € Lieg(M),t(m) = m (mod z). On montre
par récurrence que pour b € N* et tout u € F[2] (Z)U(E(M[z])), il existe mg,...,my_1 €
Lieg(M) tels que

b—1

szL(mj) =u mod 2°.

=0

Pour n = 1, on a bien l'existence de mqy € Lieg(M) tel que ¢(m) = u (mod z) par
la suite exacte. _

On suppose que pour b € N* et tout u € Fy[2], \U(E((M]z])), il existe my, ..., mp—1 €
Lieg(M) tels que

(=

1
Zi(mj) =u mod 2°.

=0
_ b—1

Il existe donc y € Fy[z])U(E(M][z]) tel que u — Z 2i(my) = 2%y. De plus, il existe
=0

b
my, € Lieg(M) tel que t(my) =2y (mod z). On a alors u — Z Zi(m;) =0 mod 2T
=0
Soit s le rang de Lieg(M) sur A[A]. Soient uy, ..., us, vi,...,vs € U(E(M)). On
pose u = (u1,...,us) et v = (vy,...,vs). On s’intéresse a dgt(u) + dgt(v). Comme

U(E(M)) est le F,(z)-espace vectoriel engendré par U(E(M]2])), on peut supposer que
Uty ..oy Us, V1, -, Us € Fo2])U(E(M]2])). On suppose que dgt(u) +dgt(v) est non nul.
On pose a le plus grand entier tel que 2* divise dgt(u) +d§t(v). En appliquant le rai-

sonnement précédent aux u; et v;, i € [1; 5], il existe Mi0s -y Migrn—1 €L N0, ..., Njgpn—1 €
Lieg(M) tels que
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§=0
et

a+n—1

2u(nij) =v; mod 2.

§=0

On pose
a+n—1 " a+n—1 .
wp= Y Zumi;) € FElU(EM]) et vf = ) 2u(niy) € Fyl2]U(E(M[2])).
5=0 §=0

On a donc dgt(u) + dgt(v) = dgt(u’) + dgt(z/) mod 2*"". De plus,

a+n—1

dgt( +det Z ZJ +Z+_ ‘(dgt(L(ml,h)v (ms is )+det( (nl,h)v ceey L(ns,is)) mod ZaJrn'
i1+ +is=]

On suppose que a est non nul.
On montre par récurrence forte que pour tout 0 < j < a,

Z (dgt(b(ml,i1)> o t(ms,) + dgt(b(nul), oo t(nss,)) = 0.
741++Zs:]
Pour j = 0, comme 2z divise (dgt(u) + dgt(v)) et a non nul, I'évaluation en z = 0

donne ev ( Z dgt(mw, Cey M) + dgt(nw, . ,ns,0)> = 0. On a donc

i1+---+is:0
Z (dgt(L(mul), cot(mg,) + dgt(L(nl,il), o t(ng,)) =0.
’i1+---+is:0
Supposons que pour j tel que 0 < j <a—1et
> (det(e(mg), - t(mag,) + det(un,), - o(n,) = 0
i1+...+is=n
pour 0 < n < j. On regarde
dgt(u') + dgt(’v ) at+n—1
S — Z - (j+1) Z (dgt(L(mul), cet(ms i) + dgt(a(n17i1), e t(nsgy ).

k=j+1 i1 tis =k
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De la méme maniére, par choix de j, I’évaluation en z = 0 nous donne encore 0.
Cela implique que quelque soit a, on a bien dgt(u’) + dgt(v') est congru a

a+n—1

Z Z (det(e(mas,), - e(mas) + det(e(ni), - o(nas.)

=a 114 Fis=

modulo z*" N

D’apreés le lemme 3.4.1, pour j € [1;s], on a t(my; ;) € Fy[2])U(E£(M][2])) non nul
peut s’écrire de la maniére suivante z%(a; + 2" ;) avec a; € Z, a; € (Fy[2])M|[z])*
non divisible par z et §; € (Fy[2](:)T:(Loo))?. De plus, ¢(my, ;) = m;,; mod z. Dol
t(mi; ;) = my; ; + 2"B;. On a donc

dgt(L(ml,il), o t(mgy,) = dgt(mihl + 2By, my, s+ 27 0y)
= dgt(mihl, .o.ymy,s) mod 2",
On applique le méme raisonnement avec ¢(n;; ;) pour j € [1;s] qui nous donne égale-

ment
dgt(L(nl,il), cot(ng,) = dgt(nihl, .o.yny,s) mod 2"

On obtient alors

det(u) + det(v') = 2° Z P Z (det(miy 1y ..., m4, ) +det(ng 1,...,n5,5)) mod 2™,
b 5 k=0 itotiemk © o
Comme dgt(mil,l, ey M, s),s dgt(nil,l, oy Myys) € [N 2 Lieg(M)] apa) et dgt(u)—i—dgt(v) =
dgt(u')+dgt(v’) mod %™, on al'existence de a € F[z],)A[A] et B € Fylz](5)T.(Loo)[A]
tels que dgt(u) + dgt(v) = z2%a+2"p).
U

3.5 Formule de classes équivariante avec une variable

Théoréme 3.5.1. Soit & un module d’Anderson A-admissible pour M défini sur O.
Alors - o .

[LieE(M) UEGD)| L C La(EOD)
Démonstration. On suit les deux étapes de la preuve de |5, Theorem 4.3|. La premiére
consiste & montrer que l'inclusion est vrai pour les modules A-admissibles qui ont
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tous leurs facteurs locaux principaux. La seconde est la généralisation a I’ensemble des
modules A-admissibles.

Etape 1 :

Soit expp = Z ex7". Tout ey est une matrice ot les coefficients sont sous la forme

k>0
P
0’ P,@Q) € Ok. On pose Q; = ppem(Q). Soit t € A\ F,. Pour tout n € N, on pose
&n = HQiDn ot Dg=1et D; = (tqi —t)D] | pour i > 1.
i<n

On rappelle que pour £ € A non nul, il existe un unique module d’Anderson E’

vérifiant {E' = E€ et que 'exponentielle associée est quk_lem'k.
k>0

Pour tout n € N, on définit E"” comme étant le module d’Anderson vérifiant

& EM =E¢,. On a

Lie (M) : U(E(M))]Z[A] - [LieE(M) : U(EF](JTJ))] [U(Eﬁ(ﬂ)) . U(E(M))

AlA] AlA]
Lieg(OD) : U(ERIGD)] T Zea(EQD)
§n€P
Soit y,, le générateur de H ZPA(E(M)). Par choix de &, (&|&+1 et tout premier P
§n€P

contient au moins un §;) et le fait que c¢’est un module admissible, on a une suite (y,,)
qui converge vers y = HZP,A(E(M)). Il existe x,, € [LieE(M) : U(EM(M)) tel
P

AlA]
que Lieﬁ(ﬂ) : U(E(M))] P TnYn. Cela implique la convergence de (z,,) vers un
élément qu’on note x. Par choix de &,, comme les coefficients eL"] de 'exponentielle de
EM sont £4"~'e, on a egﬂ pour k € [0;n — 1]. Par la proposition 3.4.2, on peut écrire
z, de la maniére suivante : x, = 2% (a,, + 2"3,) avec a,, € Z,a, € (Fy[2]:)A[A])? non
divisible par z et 8, € (Fy[z])T:(Loo)[A])?. 11 existe donc a € Z tel que lim a, = a

n—oo
comme Z est discret.

De plus, pour tout ng € N, comme z,, tend vers z, on a que x,, mod 2" converge
vers & mod 2" dans (F,[z])A[A])? qui est discret (comme Fy[z](,)/2"0F,[z] ) Dest).
En regardant modulo 2%, on a donc lim (o, + 2"8,) € (2°Fy[2](-)A[A])?. Cela implique

n—oo

que z € A. On a donc [LieE(]\/Z) : U(E(]\/Z))}gw =y € EA(E(]\/Z)) Ce qui donne
bien le résultat souhaité :

[LieE(M) : U(E(ﬂ))hw c La(E(M)).
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Etape 2 : On cherche maintenant a se ramener au cas précédent. Soit £ un module
A-admissible pour M. Par définition, il existe un ensemble fini S tels que les facteurs
locaux des premiers contenus dans S ne sont pas principaux. Soit £ € P pour tout
P € S. On pose E' le module d’Anderson vérifiant Va € A,(E! = E,£. D’aprés la
proposition 3.2.8, B

—siée P Zpa(B(M)) = A[A].

— si& ¢ P, Zpa(E'(M)) = Zpa(E(M)).
Cela implique

LA(EM)) =] Zra(E(D))

— [ Zra(BEQD) [] ZealEQD))

§gP cep

= La(E'(M) [ ] Zpa(E(M)).

De plus, par choix de E’, tous ses facteurs locaux sont principaux. D’aprés 1'étape
1, il vérifie donc

[LieE,(M) : U(’E"f(]\?))] i La(E/(M)).

Daprés la proposition 3.2.7, [[ Zea(E(M)) = [U(EVI(M)) : U(E(JTJ))] sy O T
fep

pelle que pour tout a € A, dg(a) = dg/(a). On a donc bien

Lies (M) : U(E(M))hw — [Lieg(M) : U(E'(M))| i U(E(M)) : U(E(M))| i
c [12e(EGD)£(E (D))
ep
c’est-a-dire,

[LieEuTI) : U(E(ﬂ))hw C La(E(M)).
]

On cherche & montrer que cette inclusion est en fait une égalité. Pour ce faire, nous
allons suivre la méthode de la preuve |5, Theorem 4.7| en utilisant le lemme suivant de
Taelman (voir |25, Lemma 2|) dont nous voyons une preuve différente.
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Lemme 3.5.2. Soient F' un corps et t une indéterminée sur F. Soit V un F((t71))-
espace vectoriel de dimension finie, U C V' un ouvert compact, sous F-espace vectoriel
et Ay, Ay C V discrets et co-compacts sous F[t]-modules. Soit o : V. — V' qui envoie
une base de Ay sur Ay. Pouri = 1,2, on pose §; : Nj+U — V qui a (N, 1) associe A — 1.
On pose x; = dimp ker(d;) — dimpg coker(6;).
On a alors
Voo (det o) = x1 — Xo-

Démonstration. On montre d’abord que x; — x2 ne dépend pas du choix de U. On
prend U et U’ deux ouverts compacts de V' vérifiant les conditions du lemme et U” un
autre ouvert de V vérifiant les conditions du lemme et qui est contenu dans U et U’.
On définit alors 61, 91, 07, 9o, 05 et 65. On veut donc

X1—Xz=X1—Xo=X]— X5

On a les suites exactes

v v v
A+U" AN+ U" A+ U

0 0

et
AnNU U Ao+ U

NSV A T W

A
qui nous donnent les égalités dimp <ﬁ) = dimp <A221_Uq’_’) +dimp <A2‘i U)

A A
et dimp (E) = dimp (LU) + dimpg (#—i_(][{/) . Cela implique que
2 2

0 —0

dimg(coker(d5)) = dimg(coker(dz)) + dimp(ker(dy)) — dimp(ker(ds)) + dimp <%) :

En remplacant As par A;, on obtient

dimp(coker(8))) = dimp(coker(dy)) + dimg(ker(87)) — dimp(ker(d;)) 4+ dimp <%) :

Cela entraine que x1—x2 = X/ —x4. De la méme maniére, on trouve xj —x5 = X7 —x5.
Cela montre bien que le résultat souhaité ne dépend pas du choix de U.

On suppose d’abord que o(U) est inclus dans U. On verra ensuite comment se
ramener a ce cas.

Si o(U) C U, on a la suite exacte :



108 CHAPITRE 3. FORMULE DE CLASSE EQUIVARIANTE : LE CAS A GENERAL

Ay +U _ \% _ |4 .
AQ—I—O'(U) AQ—I—O'(U) AQ—I—U

On a aussi la suite exacte :

0—

0. (3.5.1)

R AonNU o U o Ao+ U
Ano(U) o(U) Ao +0o(U)
V V

M+U - A to(U)

, par 3.5.1 on a ’égalité

0 — 0. (3.5.2)

par 0. Comme coker(d;) ~ et coker(dy) =~

De pl
e plus, N U

v
A+ U

A
dimp coker(d;) = dimp coker(dy) + dimp < 2+ U )

Az +o(U)

Par 3.5.2, on a

dimp Ty = dimr Ty A Ay

c’est-a-dire,

Ao+ U

) + dimp ker(dy) — dimpg ker(d;)

car ker(6;) ~ o(U)N Ay =o(U N Ay).
On obtient bien

Voo (det o) = dimp coker(d;) — dimp coker(ds) + dimp ker(d2) — dimp ker(d1) = x2 — x1-

n
On cherche maintenant & se ramener au cas précédent. On a A; = @ Fltle; et Ay =
i=1

D s U = %F[%]ei.

1 .
Pour un m suffisamment grand, t_mfi € U pour tout 7 =1, ..., n.

! 1 i ! i
On pose A, = t—mAg, o =1/t"ocgetdy: Ny+U — V qui a (A1) associe A — [.

On a donc o' (U) C U et o' (Ay) = A,. De plus, det(o) = det(a) * (1/t)™. D’ou
Uoo(det o) = voo(det o) + mn.
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1
Comme t_mU C U, on a les deux suites exactes

MU VoV
M+U  M+U A +T

0— 0

et

ANU Ay A+ U
W_)__) — 0.

O 4
- A Mt U

v = dimp ———— + dim A,2+U
A+ U AU FAg+ U

Ay +U AyNU
Par la /deuxiéme, on a dimFA_z = dimpg Az :[ i + dimp Az T

A+ U
dimp Az i i + dimp ker(9%) — dimp ker(dz).
En regroupant ces deux égalités, on obtient

De la premiére, on obtient 1’égalité dimp

c’est-a-dire mn =

dimp coker(d2) = dimp coker(dy) + mn — dimg ker(d5) + dim g ker(ds),

c’est-a-dire, xo = x5 — mn.
On a alors bien v (det o) = x2 — Xx1- O

Lemme 3.5.3. Soit E un module d’Anderson défini sur Ok. Soit M un A-réseau de
Lo qui est un Or{71}-module. Soitt € A\ F,. Pour tout x € A, on a

o ([Lies D00 s 0B, ) o

Démonstration. On cherche a appliquer le lemme 3.5.2. Par restriction, on regarde £
comme un F,[t]-module d’Anderson. Soit x € A. On prend U un ouvert suffisant petit

de LZ (x) pour que expz(U) = U et Uﬂ]\?(x) =U(E(M))(x)NU = {0}. Dans ce cas,
on a la suite exacte
Lieg(Lo))  ewp, B(L)) Bl
U(E(M))(x) ®U EM(x)eU  EM(X))® expg(Lieg(Le))(x)

D’aprés la proposition 1.6.2, H(E(]\/Z)) = {0}. On obtient alors

Lieg(Loo)(X) . E(La))

UEM)x)@U EBEMKX)eU
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On veut appliquer le lemme 3.5.2 4 V = LZ (x), A1 = M%(x) et Ay = U(E(M))(x).

FE(Lo Liez(Loo
Dans notre cas, coker(d;) = N,g,7> , coker(dy) = iep(Loo)(X)

EQM)&U UE(M))(x) ® U
ker(dy) = {0}. On obtient alors

et ker(dy) =

VUse ([LieE(M)(X)  U(E(M))(x) ) = dimg coker(d;) — dimy coker(d,) = 0.

} F(2)[1]
0

Théoréme 3.5.4. Soit E un module d’Anderson défini sur Ok qui est A-admissible
pour M. Soit M un A-réseau de Lo, qui est un Ox{7}-module. Alors

[LieE(M) : U(E(M))] i

= La(E(M)).

Démonstration. Comme on a supposé que E est A-admissible pour M, il existe u une
unité de koo [A]* tel que L(E(M)) = uA[A]. On rappelle que

(BT = Fitt 7 <Lie§(M/PM)> - Fitt ;. (LieE(M/P]TJ)(X)) 6
_peA Fitt 5 (E(M/PM)> _XEAPGA Fitt ;. <E(M/P]\7)(X)) X

Fitt 7, (LieE(M /PM )(X))

pea Fitty, (E(M/PM)(x))

On pose pour x € 3, Uy = . D’aprés le théoréme 3.5.1,

on a

[LieE(M) : U(E(JTJ))L[A] C La(E(M)).

On rappelle que [LieE(M) : U(E(M))}M -3 [LieE(M)(X) L U(E())(x) e
xEA

Soit y € A. On a donc [Lieﬁ(ﬁ)(x) : U(E(M))(X)]g C uX/T]F. Comme Ap est un
F

anneau de Dedekind, il existe v € Ap \ {0} et h € N tels que

— [Lies(D 00 - UEGN )], = o

Soit ¢ € Ay \ F(z). D’aprés le lemme 3.5.3,

o ([Lies (D00 s UEEN], ) =0
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Il existe donc 8 € EOO(IF) de valuation nulle tel que

[Liez (D)0 : UEGD) ()], = BRI
Comme
1 L~ ~ ~ h
Niwyeen (@) = Ney e (g [LleE(M )(X) : U(E(M ))(X)] ZF) €F~

et o € Ay non nul, cela implique que a € F(z)*. D’ou

[Liez(M)(x) : U(E(M)) ()], = ul.

Comme on a également 'inclusion [Lieﬁ(ﬂ)(x) : U(E(M))(X)]g C uy Ag, on obtient

F

I’égalité [LieE(M)(X) : U(E(M))(X)] = UXAVF. Cela implique qu’on a bien le résultat
souhaité ’

[LieE(M) : U(E(M))]A[A] = LA(E(M)).

3.6 Formules de classes équivariante

De la méme maniére que la partie précédente, on va montrer que [Lieg(M) :
Usi(E(M))]aja) = La(E£(M)) pour un module A-admissible pour M.

Théoréme 3.6.1. Soit E' un module d’Anderson défini sur Og. Soit M un A-réseau
de Lo qui est un Og{7}-module. Soit t € A\ F,. Pour tout x € A, on a

v ([Lies(M)(x) : UGEM)) (0l Fitteg (H(E(M))(0)) =0.

De plus,
s ([Liex(M)(x) : Ust( EO))(0lgyy) = 0.

Démonstration. Soit y € A. On cherche a montrer que

voe ([Lies(M)(x) : UE)()]eyg ) = dim (Fittary (H(EQD)(0))
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On prend U un ouvert suffisant petit pour que U N M4(x) = U(E(M))(x) NU = {0}
et expp(U) = U. Dans ce cas, on a la suite exacte
Liep(Loo)(X) eXPp E(Lso)(x) E(Lso)(x)

" TEOn) o T "EM ()@ U  BE(M)(x) @ expp(Lier(Lo)) (x)

Cela implique que

: E(Lo)(x) \ _ . Liep(Loo)(X) : E(Ls)(x)
i (E(M)(x) o U) = dime (U(E(M))(X) o U) - dim (E(M)(x) & expp(Licn (L )

On applique maintenant le lemme 3.5.2 en prenant A; = M%(y) et Ay = U(E(M)

)-

: . BE(L)(X) Lieg(Loo) (X

choix de U, A; et Ay, on a coker(d;) = EOD() & U’ coker(dy) = TEM)) () & U
et ker(d;) = ker(d9) = {0}.

D’aprés le lemme 3.5.2, on obtient

Par
)

Voo ([LieE(M)(X) : U(E(M))(X)]Fm) — dimg coker(8;) — dimyg coker ().
Comme dimg (H (E(M)(x)) = dimp coker(d;) — dimp coker(dy), on a bien

voe ([Lie(M)(x) : U(BO)) (0] ) = dime (Fistr (H(E(M)) ()

U(E(M))
Ust(E(M))

montrer en tensorisant par [F les mémes suites exactes puis en regardant les y-parties

UEM)) \ _ g o
Usi(E (M))(X))—Ftth)(H(E(M))(X))-O donc b

le résultat souhaité. O

D’aprés le théoréme 1.6.4, on a Fitty ( ) = Fitt4 (H(E(M))) . On peut

pour y € A que Fitt 4 <

Théoréme 3.6.2. Soit E un module d’Anderson A-admissible défini sur Ok . Soit M
un A-réseau de Lo, qui est un Og{7}-module. Alors

[Lieg(M) : Usi(E(M))] 412 = La(E(M)).

Démonstration. Soit P un premier A. On a pris £ un module A-admissible pour M. Il
existe donc zp € A[A][z] tel que
(M ~
Al 5 M) PA[A]

bt (i (1)) = o013
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bt (2 (24)) = st

— H zr(0) converge dans ks [A].
pgs TP
On prend B une base de Lieg(L) sur k[A] contenue dans Lieg (M ). On note N = A[A]B.

On a [N : Lieé(ﬂ)} = F,(2) [N : Liep(M)] 4o)- D’apres le théoréme 3.5.1, on a

Aa]
[LieEuTI) : U(E(ﬂ))hw c La(B(M)).
Soit x € A. Cela entraine
N(x): U(E(M Liez(M)(x) : N()] e (£ 1
(0 : DB ;€ [Lies(D00) : N ex (£aBEOD ©1).
De plus, le déterminant d’éléments de Us;(E(M))(x) dans la base de Liep(L)(x) induite

par B provient de I’évaluation en z = 1 du déterminant d’éléments de U(E(M[ D) (x)-
On obtient alors

[N(X) : Ust(BE(M) () agey € [Lien(M)(x) : N a) ex (La(EM)) © 1)
qui nous donne l'inclusion
[Lieg (M)(x) : Ust(E(M)) ()] ag) C ex (La(E(M)) @ 1).
On écrit e, (LA(E(M)) ® 1) = u, A(F) ot uy, € koo(x)*™.
Comme A(F) est un anneau de Dedekind, il existe o € A(IF) \ {0} et h € N tels que
% [Lieg(M)(x) : USt(E(M))(X)]Z(F) = aA(F). Soit t € A(F) \ F. D’aprés le théoréme

X
3.6.1, v ([LieE(M)( ) Use(E(M)) ()]s t])) — 0. Il existe donc 3 € ko (F) de valuation

nulle tel que [Liep(M)(x) : Usi(E(M))(X)]gy = BF[{]. Comme

Niwy/re) (@) = Niw)y/re) (% [Lieg(M)(x) : USt(E(M))(X)]Z(IF)) €~

X

et @ € A(F) non nul, cela implique que « € F*. On obtient alors
[Lies(M)(x) : Ust(B(M))(x))ye) = uy A(F)

et donc [Lieg(M)(x) : Ust(E(M))(X)] r) = uxA(F). Comme cette égalité est vrai pour
tout y, on a bien le résultat souhaité.
0
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3.7 Modules d’Anderson A-admissibles

Lemme 3.7.1. Soit L/K une extension cyclique de degré m telle que Gal(L/K) =
d >. Soit z une indéterminée sur K. On a dz = 26. Soient d > 1 et f € Mgxa(L[2]){6}

tels que [ = ZAiziéi avec A; € Maxa(L). On définit alors ’élément x(X,z) =
i=0
I(j(l((et) (Xid—flry) € K[X,2]. On a
1. x(X,2) € KX, 2™].

2. degx(X(X,2) = x(X,0)) < degx (x(X,2)) = —

Démonstration. On pose V = L(2)%, W = L(2) @, V. ¢ agit sur W via 1 ® 6 et f
agit sur W via 1 ® f. On a donc x(X, z2) = g(et)(X id — f|w). On écrit V™ = @™, V; ou

V; =V comme K (z)-espaces vectoriels et L agit sur V; via b.v = §*"*(b)v pour v € V.

On pose o : V™ — V™ donné par o(vy,...,0m) = (8(Um),0(v1), ..., 0(Um-1)). 0 est
un isomorphisme de L(z)-espaces vectoriels. En effet, pour b € L et (vq,...,v,) € V™,
on a

o(b.vy,b.vy, ..., by) = a(buy, §(b)vy, ..., 0™ H(b)vy,)
= (6(6™ 1(b 5(bv1) e () )

= (b3(vm (1), 8" (0)8(0m1))
:ba(vl,..., )

On a bien o(v +v') = 0(v) + (') et que o est un isomorphisme par définition de 4.
Soit g : V™ — V™ Papplication définie par g(vy, . . Z AiZ'at(vr, ..., vp) Ol

A; € Mgxa(L) et (vy,...,0,) € V™. I, Paction de A; est la multlphcatlon classique :
A(vy,y ... vm) = (Avy, ..., Avy,). De plus, g est L(z)-linéaire car o 'est.

On définit ¢» : W — V™ D'application K(z)-linéaire telle que pour tout v € V,
P(b@v) = (bv,5(b)v, ..., 6™ L (b)v). ¢ est un isomorphisme de K (z)-espaces vectoriels
car K (z) agit sur V' comme il agit sur les V;.

On montre que ¥ 0§ = g 0. Soient b € L(z) et v € V. En effet, on a

b@ v b®5(v) —— (b6(v), 5(D)3(v), ..., 6™ (b)3(v)),

b v (bv, 3(b)v, ..., 0™ (b)v) =T (5(6™ (b)), 6(bv), ..., 5(0 (b)) .
De plus, (6(3™1(b)v), 8(bv), . .., 8(8™2(b)v)) = (b8(v), 5(B)5(v), ..., (6™ 1(B)S(v)).
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On a donc bien 1 0 = ¢ 0. On montre également que ¥ o f = go 1.
b vt b® f(v) —— (bf(v),5(B)f(v),...,6m L(b)f(v)),

b® v (v, 5(b), ..., 6™ (b)) = (bf(v),8(b) F(v), . ..,0™ 1 (B)f(v)),
car o'(v,...,v) = 6'(v,...,v) et g est L-linéaire.

Comme 1) est un isomorphisme de L(z)-espaces vectoriels, on a donc

X,z) =det(Xid — =det(X id — .
X( ) L(z)( f\w) L(z)( Q\W)

Soit (eq, ..., eq), la L(z)-base canonique de V. Pour 1 < j <m et 1 <i <d, on prend
e;; 'élément de V™ : (0,...,0,¢;,0,...,0) ol e; apparait a la position j . On pose B =
(€11« -y €d1y -y Elmy -+ €am). Cest une L(z)-base de V™. On a alors o%(e;;) = €; 1
(0 décale le 1 d’un cran vers la droite). On obtient donc

T

g(eij) = Z ZkAkez’,j—i-k
k=0

T

|
N
ol
—
s
Bl
~—
z
2
[
+
ol

@
Il
i
ol

=0,k=s—j mod m Il=1

On définit la matrice AY) par AY ap) = 07 ((Ap)(ap ). De par I’action de L sur V™,
k k /(asb) (asb)
on a donc

m r d m
gleig) =) > YA aens = Y > > Zk(A;gl_S))(z;i)~6z,s-

s=1 k=0,k=s—j mod m =1 s=1k=0,k=s—j mod m =1
On obtient alors

g(e1;) - g(ei ;) - g(ea;)
1—s —s —s
61,5 Z Zk(AA}EC ))(1;1) e Z Zk(AI(Cl ))(111) e Z Zk(AI(Cl ))(1;11)
k=s—j mod m k=s—j mod m k=s—j mod m
1-s -5 - -5
€l,s Z zk(AEC ))([;1) cee Z Zk(AI(Cl ))(l,z) NN Z Zk(AI(Cl ))(l;d)
k=s—j mod m k=s—j mod m k=s—j mod m
1-s 1-s - 1-s
€d,s oo AT Ny - > AT @ S AN ) w

k=s—j mod m k=s—j mod m k=s—j mod m
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La matrice de g dans B qu’on note N est donc une matrice par blocs de la forme
T

( > z’“A;l‘8>>

k=0,k=s—j mod m s,je[1;m]

On sait déja que x(X, z) € K[X, z].
! fj1
On peut donc écrire cette matrice sous la forme z d d b;; ou b;; € L(z™) pour

i,j € [1;md]. Donc

md 1 U(i)

det(N Z HNza(z - Z E(U)H’Z’—E.'_[ d b"’(l

€S md c€Smd 1=1

Comme Z < -] - [—1) =0, det(N) € F;(2™)[X]. On a donc det(N) € K[X, z| N

L(=")[X] = K[X, 2",
On veut maintenant montrer que degy (x(X,z) — x(X,0)) < degy(x(X,2)) — mn

Soit n € [0;m]. On s’intéresse au coefficient devant X”. On a une matrice de taille md.
Le coefficient devant X™ provient de la multiplication de dm — n termes avant du z
qui sont de degré au plus r. De plus, le polynéome degy(x (X, z)) € K[X, 2™]. Ce n’est
donc pas possible d’avoir un monoéme dont le degré en z soit dans [1;m — 1]. Donc

m
(md —n)r < m équivaut & n > md — —. Cela implique que tous les monémes de degré
r

supérieur ou égal a md — — ne peuvent pas avoir de coefficients en z.
r
O

On note AF(z™) le F(z™)-sous-module de Ag engendré par A.

Proposition 3.7.2. Soit F'/F une extension cyclique de degré m et de générateur 0 et
E/F" un module d’Anderson de dimension d. On note E : Ap — Mxa(F'[2]){d} la
z-déformation de E. Alors il existe un idéal I de AF(z™) tel que Fitt; (E(F'(2)) = [ Ay.

Démonstration. On note V = F/[z]? qui est un Ap[z]-module via E, A’ = F' @5 Ap et
W =F ®pV qui est un A’[z]-module. Comme précédemment, on a un isomorphisme de
F’-espaces vectoriels ¢ : W — V™ un automorphisme o de V™ tel que ¥ o (1 ® J) =

oo1. Soient a € Ay et Ea = Z A;2'8". On définit F, : V™ — V™ homomorphisme de
i=0

F'[z]-algébres donné par Fi(vy,...,v,) = Z AiZ'a'(vy, ..., vp). De la méme maniére
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que précédemment, on peut déduire que ¢ est un homomorphisme de A’[z]-module. On

V{s} o ' . N
pose U = ———————= = Vo' ou V{o} vérifie vo'v'¢? = vo"(v')6". On a V =
(om —1)V{d} ;
[F'[2]?, ¢’est un module libre de rang md sur F[z]. Donc U est un module libre de rang

dm? sur F[z]. On voit U comme un F-espace vectoriel via b. Z v;0" = Z 00" (b)o"
avec b € " et vq,...,v,, € V. Ay agit sur U via l’applicatiori:ﬁ;[z]—linéafi:r; a.u= E,(u)
mod (0™ — 1) pour a € Ap et u € U. -
On pose p : V™ — U qui envoie (vy, ..., v,) sur Z v;0°" L. On veérifie d’abord que
¢’est un morphisme de A’[z]-modules. Soient a € A eit:;; e V™ On a
av =a.(vy,...,Up)

= (a.vy,...,a.0y)

= (i A28 (vy), ..., i Aizi(si(vm))
_ <ZA 250 (0,)6 ZA 267 (0,) ) :

On a donc p(a.v) = Z 2 A8 (0;) 07,
j=1 i=0
De plus,

a.p(vi, ..., vm) = Eu(p(v)) mod (6™ — 1)

Il
NE

2 A;0"(v)8"7 71 mod (6™ — 1).

<.
o
.
Il
-

C’est donc bien un morphisme de A’[z]-modules. On voit par définition que c’est un
isomorphisme. On obtient alors

FlttA/ W = FlttA/[ ] V= FlttA/[z} U.

>_A

d m—
Soit (eq,...,eq) une [F'[z] base de V. On a alors U = Z Alz]e; 0.

i=1 j=0
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On a donc un morphisme surjectif de A’[z]-modules 7 : A’[2]™? — U. On pose

R =kerm = {(O&l’o, ey OGOy A1y e e Oéd,m_l) c A/[Z]md‘ Zai,j-eiéj = 0} .

1,J

Par définition de I'idéal de Fitting, on a Fitt4,)(U) = Z det(ay, ..., agm)A'[2].
alv"'va’rndeR

On pose
RO = {(041’0, e OG0y 1y - - ,Oéd,m_l) c R‘E'j(] S [[O, m — 1]], o5 € Zj+j0A/[Zm]} .
On va montrer que R = RyA'[z].

On regarde V{§} = F'[2]*{6} comme un F-espace vectoriel via l.z = xl pour z € V
et [ € F' et comme Ap-module via a.x = E,(x) pour x € V et a € Ap. On étend F a
un homomorphisme de F-algébres A" — F' @ M gxa(F'[2]){0}.

Soit A=Y "1; ® A; € F' @ Maxa(F'). On pose A®) =" 5*(1;) @ A;.

Soit (1,0, Q40 -y M1, - -+, Adm—1) € R. On écrit a; j = g Qjjpz" Ol ik €

k=0
Tijk

A et Eaijk = ZAijklzlél avec Aijkl S F’ Xp ded(F/).
=0
On a

. . .
E Q; j.€;07 = g (Oéijk;z ).eic?]
1,7 1,5,k
k~ .
= g 2" By, (€:)d
i7j7k
Tijk
= E Zk E Aijklzlél .€i(5j
i,k 1=0
_ k+l A(G)  sl+j
= g 2 A e .
i?j7k7l

Comme (10, Qg oy -y Mm—1,---,Xam—1) € R, on a alors

> aj.ed € (0" - HV{5}.
2%

Cela veut dire que pour 0 < Iy < m — 1, le coefficient devant 6 est nul. D’ou

Z Agilz“rkei =0.

i,,5,k,l=lpo—j mod m
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Cela implique que les coefficients devant chaque puissance de z sont nuls. En particulier,
pour 0 < kg <m — 1,

0, _
E : Aijklei =0
2%
k=ko+7 mod m,

I=lp—j mod m

car E AEJLleZ = 0 représente la somme des coefficients devant zFotlo  kotlotm

i3
k=ko+7 mod m,
I=lp—7 mod m

zko+l0+2m7 ... Pour 0 < kO < m— 17 on définit Oéf’(; = E aijkzk. On a donc

k=ko+j7 mod m
m—1

;= Z aff. On fixe maintenant ky. On obtient alors
ko=0

ZO&kO €Z(SJ Z < Z aijkzk> .eiéj

@] k=ko+7 mod m

-y (3 e

4,5, \k=ko+j mod m

m—1
_ Z Z Z A(Jklzl-l—keiél-i-j

lo=0 %, k=ko+j mod m,
I=lp—j mod m

= 0.
Cela implique que (/) € R et donc R = RyA'[2).
Soit (aq,...,amq) € Ro. Alors il existe ji, ..., jma tels que la matrice dont les lignes
sont (z7'ay, ..., z"ma,,q) soit une matrice par blocs de la forme (A;;); jeq1.m) O chaque

Azy € Myxa(A'[z]) et les degrés des mondmes comme polynomes en z sont congruents
a 7 —t mod m. On a donc de la méme fagon que pour le lemme 3.7.1,

St tima det(al, . amd) c A/[zm].

Soient A’ = F' @5 A et A'F(z™) le sous F(z ™)-module de A engendré par A’ Il
existe donc un idéal J de AF(2™) tel que Fittz_ (E(F'(2)))A" = JA'. Si I est un idéal
de Ap et Iz = TA" C A’ alors pour (fi,..., fm) une base de F//F, on a Al = @AF]}.
Cela implique que Ir = ®If; = JA'. Soit i € I. 1l existe donc jeJetac A’ tels que
ify = ja c’est-a-dire i = f; 'ja. De plus, j = a’Zjl oud € F et j; € AF(2z™). On
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obtient alors i = f; 'aa’ Zjl. Comme i € Ay et j, € AF(z™), on a f; 'ad’ € Ag. On a
donc l'existence d'un idéal J’ de AF(2™) tel que Fitt g (E(F'(2))) = LA[F). O

OnaAr = AQp, F~ AlF]viaa® f — af.

Lemme 3.7.3. L’application naturelle Pic(Ar) — Pic(Ag) est injective et on a Uégalité
Pic(Ap)iors = Pic(Ag). En particulier, pour m > 1, Uapplication naturelle suivante
(Pic(ApF(2™)) — Pic(Ap) est injective.

Démonstration. Soit I un idéal non nul de Ag tel que I Ag est principal. Alors IAF =
fz )AF On peut écrire f = Fg oul F est sans racine dans F. g est inversible dans Ap.
Donc il existe F(z) € Ag|z] sans racine dans F tel que IAg = F(2)Ap. Soit n € N* tel
que I™ est principal. Alors I" Ap = F(z )"AF Comme I™ principal, il existe donc a € Ap
et § € F(z) tels que a = F(2)"J. Pour une raison de degré sur z, cela implique que
F(z)" € Ap et § € F*.

Comme Ap est intégralement clos dans ZF et que F'(z) est solution d’'un polynome
a coefficients dans Ap cela implique que F'(z) € Ap. Cela implique que I = F(2)Ar et
donc que I est principal. Donc Pic(Ap) —» Pic(Ag) est une injection.

Soit X /F une courbe projective non singuliére associ¢e a k(F)/F et J/F la variété
jacobienne associée & X. On a alors les isomorphismes de groupes CI°(k(F)) ~ J(F)
et CI°(k(F)(z)) ~ J(F(z)). D’aprés le théoréme de Mordell-Weil, on a J(F(z)) de type
fini et donc J(F(2))irs €st un groupe fini abélien.

Soient P € J(F(2))tors €t ¢(P) le point obtenu en élevant chaque coordonnée de P a
la puissance #(IF). Comme J(IF(2))iors €st un groupe fini, il existe deux entiers distincts
r et s tels que ¢"(P) = ¢*(P). On obtient alors que P € J(F) N J(F(z)) = J(F).
Cela entraine que J(F(2))ors = J(F). D’ou ClI°(k(F)) — CI°(k(F(z))) est injective et
CI(k(F)) = ClO(k(F(2)))ors-

De plus, comme on est dans le cas ou do, = 1, on a CI°(k(F)) = Pic(Ap) et
CLO(k(F(2)))tors = Pic(Ap)iors. Donc Pic(Ag) = Pic(Ap)iors.

Soit m € N* un entier en I un idéal de AgF(z™) tel que IAg = (z) est principal.
On a k(F)(2)/k(F)(z™) est une extension finie de degré m. De plus, N(IAg) = I™ et
N(IAp) = N(zAg) = N(z)AgF(z™). Cela implique que I™ est principal et donc que /
est de torsion. Il existe donc un idéal J de Ag et § € k(F)(2™) tels que I = JoApF(2"™).
On a alors JA = 61T A ce qui entraine que JA est principal. Comme Pic(A) — Pic(A)
est injective, J est un idéal principal. Donc I est un idéal principal de AF(z™) et donc
Pic(ApF(z™)) —» Pic(Ag) est injective. O

Lemme 3.7.4. Soit K" un corps contenu dans C. Soit F(z) € K'\ {0} un polynome
de degré inférieur ou égal a r € N*. On suppose que F(0) =1 et qu’il existe C > 1 avec



3.7. MODULES D’ANDERSON A-ADMISSIBLES 121

Voo (F'(2) = 1) > C. Alors

avec ; € Coo, Voo () >

3 Q

Démonstration. Soit o € CX tel que F(a™!) = 0. Par hypothése, on peut donc écrire

F(z)=1+ E a;z" avec a; € K',vy(a;) > C. Comme F(a™!) =0, on a g S 1
al
i=1

i=1

Donc il existe ¢ € [1;7] tel que voo(a—i.) < 0. Comme voo(a—i.) = Uno(a;) — v (), On a
o’ ot
donc v(a) > Y (.a ) Comme voo(a;) > Cet i <r,onav,(a) > —. O
) r

Soient L/K une extension abélienne finie de groupe de Galois A d’ordre premier a
p et B un A-module d’Anderson défini sur Og.

Soit IF un corps contenant x(g) pour tout y € A et g € A. On étend F a A(F).

Soit P un idéal premier de A tels que tous les premiers dans K soient non ramifiés
dans L/K. On pose Py, ..., P, les premiers de Ok au dessus de P et I3, ; les premiers de
Op, au dessus de P;. On fixe un i € [1;7] et on pose P’ = P, P =P, 1 et Fy = O /P.
On note Ay le groupe de décomposition de B. On a Fy(2) ®p, F = @ ey (Fyp(2) @p, F).

XEAy
De plus, pour y € &B, ey (Fp(2) ®r, F) = Fp,(2) ®F, F.

On regarde maintenant les différentes actions sur Fp/(2) ®p, F. Pour § € A, on a
z®y) =2 x(0)y.

Soit Fpr = F, (). Soit () le polynéme minimal de « sur F,. On pose @); les premiers
au dessus de () dans F. Comme l’extension est galoisienne, tous les ; ont le méme
degré.

On note F} le corps de décomposition de @); sur F ¢’est-a-dire F; = F(¢;) out o est
une racine de @);.

On pose

FPI ®Fq F — HF(O@)
a® 1 — (Oéj)

On regarde maintenant 'action de 7 sur F(c;) qu’on note dorénavant 6 . 7(«) est
une racine de @) car celui-ci est & coefficients dans F,. On doit donc avoir que d(«;)

est une racine de ();. On pose s = [F : F,]. On doit donc avoir §(«;) = ad”

; ou
i € [0;deg(Q;) — 1]. On voit donc que ¢"(a;) pour r € [0;deg(Q;) — 1] nous donne

toutes les racines de @);. Cela implique que Gal(F;/F) =< § >.
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On a F(a;) = F(a) pour tout j. On le note F'.
On s’intéresse a Fitt 3, (E E(Op/POL(z)). On rappelle que POy = P ... P On
a donc la suite exacte

0—J] PiOLL(z) — POOLL () — ] Or (z) —> 0.

Comme §(P;0r) C P?Op, on obtient donc

e (2 (1 25:)) - (2 (11 ,25,) ) - I (2 (15

De plus, on a I'isomorphisme Or,/P; = O /B @4ja,) A[A]. On obtient alors

Fitt 75 (E(OL/POL(2) HFI“A[A( (P?(;L(Z)))

_ HFittg[Ami’l} (BOw/PBi)(=)) AlA]

T > Fitt g (eX(E(OL/‘Bi,l(Z))(@Fq F)) ex | AlA]
=1 XEA‘Bi,l

1| S (Tt (BEE)) e | A
=1 XEA%J

Théoréme 3.7.5. Soit E/Or un module de A-module d’Anderson ot L/K est une ex-
tension finie. On suppose que E vérifie la condition suivante notée (P') : il existe un en-
semble fini S de premiers de A contenant tous les premiers en dessous des premiers ra-
mifiés tel que pour tout premier P & S, avec les notations précédentes, Fitt ; ]F](E(F’( z))
est principal. Alors E est A-admissible pour Op,.

Démonstration. On montre d’abord que E vérifie la condition (C'). Soit t € A\ F,

tel que K/F,(t) est une extension finie séparable. On a E, = ZA,’ZiTi avec A; dans

i=0

Mixa(Or).
Soit i € [1;r]. D’aprés le lemme 3.7.1, Fitte)o) (E(F;(2)) = GiF(2)[t] ou G;(z) =
x(t, z) € F[t, 2] ou m; = [F, : F]. On pose F;(z) = gZEO§ On a bien F;(0) = 1. De
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plus, deg,(Gi(z) — Gi(0)) < deg,(Gi(z)) — % Dot —v,(G;(2) — G;(0)) ot
On obtient alors

Voo (Fi(2) = 1) = vec (%@?(O))

m;
> —.
,
D’aprés le lemme 3.7.4, gZES; = H(l — 20;) avec f; € Cy tels que voo(f5;) >
i i
i 1 i - . i
mT/(Tmi) > =l On a donc ngS; = 91:[1(1 —;2"), a; € Cy, 0l Uso(arj) > 7:—2

Par la proposition 3.7.2, il existe un idéal I; de AF(2") tel que Fitt 5 (E(F;(2))) =
[,/T(F) Comme E vérifie (P') et P &€ S, [,/T(F) est principal. De plus, par le lemme
3.7.3, cela implique que I; est principal. D'ou I; = (z;) ou z; € A(F)[z™]. Comme
Fittp(z)[t}(E(F;(Z))) = NK(F)/IF(t)(z) (xZ)FZ(z) [t], on obtient

Il existe donc " € [1;7] et v, € Cu tels que v(7y;) > KL zi(2) _ H(l B

o z;(0) Pl
v;2™). Cela implique que v zi(2) = 0. On a donc que Z H zi(2) ey, €
T = \@i(0) ' " z;(0))

XEA‘Bi,l
T (koo (F)[Ag, ] est inversible d’inverse Z (H %) ey Cela entraine que

XEA‘Bi,l

11 > (11

PES i xelq,,

2)
)

EEO ) € T(koo)[A]”.
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On rappelle que

<

Fitt ( (01 /POL( ) 3 (HFittgm (E(F;(z)))ex A[A]

=1 XEA‘BZ‘J

On a donc

Fitt 30, (E (O /POL(Z))> o) =[] 3 (H :Ei(z)>

¢ XEA‘Bi,l

ce qui implique

I1 WG RETINES

Pgs zp(0)

Donc E vérifie la condition (C'). On regarde maintenant si £ vérifie bien la condition
(P). On observe que

Fitt g (E(F}(2))) = Fittage)() (B(Fi[2])) AF),

Fittage) (E(F7)) = Fittag) (E(F[2])) 2=,
Fitta(F}) = Fittam s (E(F[2]) -0
Il existe G1(2),...,Gs(z) € x;(2)A(F)|z] tels que

Fittaceys (E(F)[2]) = G1(2)AF)[2] + . . . + Gu(2) A(F)|[2).

On a donc Fitt age) (E(F;) C 2;(1)A et Fitt 4wy (F;) C 2;(0)A(F).

Si I; est un idéal non nul de A(F) (respectivement A(F)), on dit que deg(l;) =
dimp(A(F)/I), (respectivement, deg(/) = dimF(z)(Z(Iﬁ‘)/I)). De plus, si I C J sont des
idéaux non nuls de A(F) (respectivement A(F)) tels que deg(I) = degJ alors I = J.
On a également,

deg(Fitt ye (E(F'))) = deg(Fittyge(FL)) = deg(Fitt 1 (B(FL(2))).
On a également
Voo (2i(2)) = Voo (4(1)) = Voo (2:(0)).

)
Comme Fitt ) (E(F})) C z;(1) A(F) et deg(Fittaw) (E(F)))) = deg(Fitt 55 (E( L(2)))),
on a alors voo(:cl( )) = Vso(zi(1)). D "ot deg(FlttA W(E(F))) = deg(a:l(l)A(IF)), on a
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alors Fittqe)(E(F;)) = x;(1)A(F). De la méme maniére, on obtient Fitt,mm) (F;) =
On a alors que

T

Fittaia) (E(OL/POL) =] | . (H xi(1)> ey | AlA]

=1 XGA%J

et

T

Fittaa(Lie(0r/PO)) = [[| 3 (Hx,.(())) e, | AlA].

i=1 XGA‘/‘%J

Cela entraine que E vérifie (P), donc ¢’est un module admissible pour Oy. O

3.8 Modules d’Anderson A-admissibles pour Oy,

On reprend dans cette partie la section 6 de [5| sur les modules d’Anderson A-fini
pour montrer que ces modules sont A-admissibles pour Oy, et on utilise le résultat de
Maurischat qui montre 1’équivalence entre les modules A-finis et abéliens. Anglés, Ngo
Dac et Tavares Ribeiro ont montré que les modules d’Anderson abéliens sont admissibles
(voir [5, Section 6.2]).

Soit F' = K?*/. Soit O la fermeture intégrale de A dans F'. Pour tout premier
de O, il existe un unique premier £ de Op au dessus de PB. L’inclusion O C Op
induit un isomorphisme O /B = Op/Q.

Soit 7: F — F qui & z associe 27 et 0 : F — F qui & x associe 2/,

Soit Ap = A®p, F' et Ap{c} 'anneau des polynomes tel que o(a ® 1) = (a ® 1)o
et c(1®a) = (1® a0,

3.8.1 Modules d’Anderson A-fini

Soit £ un module d’Anderson de dimension d défini sur O. On définit le A motif
dual associé a E noté M(E(F)) = F{r}. C’est un F'{o}-module libre ou F' agit via
multiplication & droite et o agit via multiplication & droite par 7. M(E(F)) est un
A-module via multiplication & gauche par E.

On a donc que M(E(F)) est un Ap{o}-module a gauche tel que

. (a®1—-1®a)M(E(F)) C o M(E(F)) par définition du module d’Anderson.
2. M(E(F)) est un F{o}-module libre de rang d comme F' est un corps parfait.
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On dit que E est A-fini si M(E(F)) est un Ap-module de type fini. Cette définition
ne dépend pas du choix de F'. Dans ce cas, M(E(F)) est un Ap-module projectif. Soit
T € A\ F,. Pour le montrer, on utilise [18, Lemma 5.4.10] qu’on rappelle.

Lemme 3.8.1. Soit F un corps parfait. Soit M un F[T, 7|-module & gauche qui est de
type fini comme F[T]-module et comme F[1]-module. Alors M est libre sur F[T| de rang
fini si et seulement si M est libre sur F[r] de rang fini.

M(E(F)) est un F'{o} module libre et c’est Ap-module de type fini comme E est
A-fini. D’aprés le lemme, cela implique qu’il est F'[T]-libre. Comme il est sans torsion
comme F[T]-module, il 'est également comme Ap-module. Comme il est de type fini
comme Ap-module, cela implique qu'il est Ap-projectif.

Soit P" un idéal premier de Q. On peut regarder cette définition pour F' = Fp =

(A ®g, Fpr){o}-module M(E/Fp:) et on dit que £ mod P’

est A-fini si M(E/Fp:) est de type fini comme A ®p, Fp-module.
On rappelle |5, Lemma 6.1] ainsi que sa preuve.

Lemme 3.8.2. Soit E un A-module d’Anderson défini sur Og. Alors pour presque tous
les idéauz mazimauz P de Ok, E (mod P)’ est A-fini.

Démonstration. Soit (ey, ..., e,) la base canonique de F¢. On a F{r}? = @ F{r}e;.

Comme E est un A-module de d’Anderson fini défini sur Ok, cela veut dire par deﬁn1t1on
que F{7}?% est un Ap-module de type fini. On a donc pour tout j € [1;d], 'existence

m(j) - m(j)—1
de m(j) > 1 tel que 7™We; Z Aptlej Cest-a-dire 7)e; Z E,,, Teja; ol
1=0 1=0

a; € Aet ;€ F.

Comme il y a un nombre fini de z;;, on peut regarder ces égalités modulo presque
tous les idéaux maximaux de Op. Pour P’ un idéal maximal de Op, il existe un
unique idéal @) de Op au dessus de P. Pour presque tous les idéaux maximaux P’

Ok Or

de Ok, on pose alors Fp = B = el et £ = E (mod P)’. On obtient alors
m(j)—

Tm0)e Z 7‘6]1131] ce qui veut dire que Fp {7} = Z Z AFP,T e; ol

m = maxjeﬂld( m(7)). O

Théoréme 3.8.3. Soit E un module d’Anderson qui est A-fini. Alors c¢’est A-admissible
pour Op.
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Démonstration. Soit P un premier de A tel que pour tout premier P; de Ok au dessus
de P on ait £ (mod P) est A-fini et P; est non ramifié dans L/K. Soit P; un premier
de Ok au dessus de P. On pose F; = Ok /P,Ok. On a vu que M(E(F;)) est Ap,-
projectif. De plus, comme M(O./P,0L) = M(Ok/P,Ok) ®k L, cela implique qu’il
est Ap,[A]-projectif d’aprés le théoréme de la base normale et donc A[A]-projectif.
On a alors que (Or/PB;0p){7}¢ est A[A;]-projectif ou B; est un premier de O au
dessus de P; et A; est son groupe de décomposition. Soit x € 3, Cela entraine que
ex((OL/PBiOL) {7} @r, F) est A(F)-projectif et donc que F}{§}¢ 'est également. On
pose V(E(F})) = Fi{0} @) k(F). C'est un k(FF)-espace vectoriel de dimension finie
car Fi{5}? est un A(F)-module de type fini. On note encore o I'application k(IF)-linéaire
induite par o : multiplication & droite par ¢. Soit Q;(X) = g(%(X idy(pr)) —0) €

A(F)[X] car F/{6}¢ est A(F)-projectif.
Soient z € Fid et a € A. On a E, = ZAiéi. Dans F;{§}%, on a alors
i=0

=0 i=0

On a donc la suite exacte de X(F)—module induite par la multiplication a droite par
0—2z:

0 — B(Fj(2){0}) === B(Fj(2){6}) — E(Fj(2)) — 0.
D’aprés le corollaire 3.1.3, cela implique qu’on obtient E(F;(z){é}) . E (F;(z){é})] =

det(f~1) Fitt (f(EE(gé;((sz{?}?))) ot f =0d—2. Dot Q;(2) = det(f) = Fittap E(F;(z))

Donc d’apreés le théoréme 3.7.5, E est admissible pour Op,. O

3.8.2 Modules d’Anderson abéliens

Soit £ un module d’Anderson de dimension d défini sur O. On pose M(E/F) =
My.q4(F{7}) ou F agit dessus via la multiplication & gauche, 7 via la multiplication a
gauche et la structure de A-module est donnée via la multiplication & droite par E. On
a alors que M (E(F)) est un Ap{7}-module & gauche tel que

1. (a®1—-1®a)'M(E(F)) C cM(E(F)) par définition du module d’Anderson.
2. M(E(F)) est un F{7} module libre de rang d comme F' est un corps parfait.
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On dit que E est abélien si M (E(F)) est un Agp-module de type fini. Cette définition
ne dépend pas du choix de F'. De la méme maniére que pour les modules A-finis, cela
implique qu’il est Ap-projectif.

Théoréme 3.8.4. [20, Corollary 8.1] Pour un A-module d’Anderson E, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

— FE est A-fini,

— E est abélien.

Cela implique que les modules d’Anderson abéliens sont A-admissibles pour Op.

3.8.3 Formule de classes équivariante

Théoréme 3.8.5. Soit E un module d’Anderson défini sur Ok abélien ou A-fini tel
que pged(Gal(L/K);p) = 1. Alors on a la formule de classe équivariante

[Lieg(OL) : Ust(E(OL))] aja) = La(E(OL)).
Proposition 3.8.6. Les modules de Drinfeld sont A-finis.

Démonstration. Soit E un module de Drinfeld de rang n. Soit " € A\F,. Donc A est un
F,[T]-module de type fini. On pose dr le degré de T" en co. D’aprés [18, lemma 4.5.1], E
se retreint & un module de Drinfeld de rang n.dr sur F,[T]. On peut montrer que F'{7}
est un F[T| = F,[T] @, F-module libre de rang n.dr engendré par {7°|0 < i < n.dr}.
Donc F{r} est un A ®p, F' module de type fini, ce qui veut dire par définition que £
est A-fini. O

Corollaire 3.8.7. Soit ¢ un module de Drinfeld qui est défini sur Ok tel qu’on ait
pged(Gal(L/K);p) = 1. Alors on a la formule de classe équivariante

(01 = Usi($(O0)] agay = [Or : UD(OL)] oy Fittaiay (H(6(O1)) = La(6(O1)).
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