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INTRODUCTION 3

Introdution

Au début du 18ème sièle, Euler s'intéresse à la série

∑

n≥1

1

n2
. Il onjeture sa valeur

en 1735 et le démontre en 1743. Il introduit ensuite pour les nombres omplexes s de
partie réelle stritement supérieure à 1 la fontion qu'on appelle désormais fontion zêta

de Riemann pour n ≥ 2,

ζ(s) =
∑

n≥1

1

ns
.

Cette fontion a été ensuite généralisée par Dedekind pour tout orps de nombres,

'est-à-dire toute extension �nie de Q.
Soit K/Q une extension �nie. On appelle fontion zêta de Dedekind la fontion

suivante, dé�nie pour les nombres omplexes s de partie réelle stritement supérieure à

1 :

ζ(s) =
∑

I⊂OK

1

NK/Q(I)s

où NK/Q est l'appliation norme. En partiulier, lorsque K = Q, on retrouve bien la

fontion zêta de Riemann. De plus, on a le théorème suivant, appelé "formule du nombre

de lasses", reliant ette fontion zêta ainsi que les invariants du orps de nombres en

question (voir [23℄[Chapter 7, Corollary 5.11℄ pour plus de détails).

Théorème 0.0.1. Soit K/Q une extension �nie.Alors ζK(s) onverge absolument pour

tout nombre omplexe s tel que ℜ(s) > 1. De plus, elle se prolonge en une fontion

méromorphe dé�nie pour tout nombre omplexe s ave un seul p�le simple en s = 1, de
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résidu

lim
s→1

(s− 1)ζK(s) =
2r1 · (2π)r2 · RegK · hK

wK ·
√
|DK |

.

Ces notions présentes dans les orps de nombres ont ensuite été développées dans les

orps de fontions. On ommene par rappeler ertaines des analogies entre es orps

globaux.

Dans le adre des orps de nombres, on travaille ave des Z-modules. Le orps de

frations de et anneau Z est Q et si l'on omplète e orps pour la norme in�nie, on

retrouve R. Le orps C est une l�ture algébrique de R et reste omplet.

Pour le as des orps de fontions, on �xe p un nombre premier et q une puissane
de p. On prend θ une indéterminée sur le orps �ni Fq. On pose A = Fq[θ], l'anneau des

polyn�mes en θ à oe�ients dans Fq. Dans e adre, on va onsidérer des A-modules.

Le orps de frations de et anneau est k = Fq(θ) et le omplété par rapport à la norme

in�nie qu'on note k∞ est k∞ = Fq((θ−1)). Les l�tures algébriques de e orps ne sont
pas omplètes, on pose alors C∞, le omplété d'une l�ture algébrique de k∞.

On donne un tableau réapitulatif de es analogies.

Analogies orps de nombres/orps de fontions

Z A = Fq[θ]
Q k = Fq(θ)
R k∞ = Fq((θ−1))

C C∞ = ˆ̄k∞
N∗ A+ = {a ∈ A, unitaire}

En 1935, dans [10℄, Carlitz a développé un analogue à la fontion zêta de Riemann

en aratéristique positive : pour s ∈ N∗,

ζA(s) =
∞∑

a∈A+

1

as

qui onverge dans k∞.
Dans et artile, Carlitz a également introduit le module de Carlitz C et déve-

loppé l'appliation exponentielle notée expC . De nouveau, on retrouve de nombreuses

analogies entre orps de nombres et orps de fontions : l'exponentielle usuelle et l'ex-

ponentielle de Carlitz, 2πi et π̃ qui engendrent le noyau de es appliations omme

Z-module et A-module (voir [18℄[Chapter 3℄).

On note τ l'élévation à la puissane q et on pose C∞{τ} l'anneau des polynomes

non ommutatifs en τ à oe�ients dans C∞ qui véri�e aτ ibτ j = abq
i

τ i+j pour a et b
des éléments de C∞ et i, j ∈ N. On rappelle la dé�nition du module de Carlitz omme

étant le morphisme de Fq-algèbres C : A −→ C∞ tel que Cθ = θ + τ .
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Ce module a été généralisé par Drinfeld en 1974 dans [13℄. Soit L une extension �nie

de k = Fq(θ). On note OL la fermeture intégrale de A dans L. Un module de Drinfeld

dé�ni sur OL est un morphisme de Fq-algèbres φ : A −→ OL{τ} tel que φθ =

r∑

i=0

aiτ
i

où a0 = θ et ai ∈ OL pour tout i ∈ [[1; r]]. On renvoie le leteur à [18℄[Chapter 4℄ pour

plus de détails.

Ce module de Drinfeld permet de munir une A-algèbre B d'une struture de A-
module induite par φ. On la note φ(B). En 2010, Taelman a introduit les notions de

modules de lasses et de modules des unités assoiés aux modules de Drinfeld. Il a

énoné une onjeture lorsque A = Fq[θ] (voir [25℄[Conjeture 1℄). Le as partiulier où
L = k = Fq(θ) et où le module de Drinfeld onsidéré est le module de Carlitz était déjà

onnu (voir [10℄) et orrespond à l'égalité

ζA(1) = logC(1).

En 2012, Taelman a démontré ette onjeture en reliant la fontion L assoiée à

un module de Drinfeld aux préédents modules introduits. C'est e qu'on appelle la

"formule du nombre de lasses" en aratéristique positive. Soient L une extension �nie

de k = Fq(θ) et φ un module de Drinfeld dé�ni sur OL. On dé�nit alors la fontion L

de la manière suivante :

L(φ(OL)) =
∏

P idéal premier de A

FittA(OL/POL)

FittA(φ(OL/POL))
.

Théorème 0.0.2. [26℄[Theorem 1℄ On a

L(φ(OL)) = [OL : U(φ(OL))] FittA(H(φ(OL)))

où U(φ(OL)) et H(φ(OL)) orrespondent respetivement au module des unités et au

module de lasses.

L'élément FittA(H(φ(OL))) orrespond à l'idéal de Fitting du module de lasses.

C'est l'analogue en aratéristique positive du ardinal hL du groupe de lasses d'idéaux
d'un orps de nombres L.

La formule de lasses a ensuite été prouvée par Fang [15℄ pour les modules d'Ander-

son qui sont une généralisation des modules de Drinfeld et par Demeslay dans [12℄ pour

les modules d'Anderson ave variables. Les méthodes utilisées sont di�érentes, elles

de Demeslay reprenant les idées de Taelman. Cette formule de lasses a également été

étendue par Mornev pour ertains modules de Drinfeld dans le adre où A est général

(voir [22℄).
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L'étude de ette formule de lasses dans le adre équivariant a d'abord été faite

lorsque ∆ est d'ordre premier à p, en utilisant la déomposition en aratères, omme

par Anglès et Taelman dans [6℄ et Anglès et Tavares Ribeiro dans [7℄ pour les modules

de Drinfeld. Cela a ensuite été généralisé par Fang dans [16℄ aux modules d'Anderson.

En 2020, dans [17℄, Ferrara, Green, Higgins et Popesu ont traité le as où G est

un groupe abélien �ni sans restrition sur son ardinal en utilisant la même ligne de

preuve que elle de Taelman et en généralisant tous les objets introduits dans le ontexte

équivariant.

En 2021, dans [5℄, Anglès, Ngo Da et Tavares Ribeiro ont démontré une formule

de lasses lorsque A est général et plus néessairement prinipal pour ertains modules

d'Anderson, notamment pour les modules de Drinfeld. Leur approhe est di�érente des

préédentes et utilise les unités de Stark, notion développée par eux mêmes dans [3, 7, 4℄

L'objetif de ette thèse est l'obtention de formules de lasses équivariantes dans

di�érents ontextes : d'une part lorsque A = Fq[θ], G est un groupe abélien �ni et E est

un module d'Anderson et d'autre part lorsque A est général, d∞ = 1, ∆ est un groupe

d'ordre premier à p et E est un module d'Anderson admissible (voir Dé�nition 3.3.1).

Pour e faire, dans un premier hapitre, nous rappelons d'abord les dé�nitions d'idéal

de Fitting, de réseaux puis elles de modules d'Anderson ainsi que les objets assoiés

en regardant plus préisément le as du module de Carlitz. Ensuite, nous rappelons les

objets dé�nis par Taelman tels que le module de lasses et le module des unités assoiés

à un réseau et à un module d'Anderson dans [25℄ puis les notions introduites par Anglès,

Ngo Da et Tavares Ribeiro dans [4℄ telles que la z-déformation assoiée à un module

d'Anderson et le module des unités de Stark assoié à un module d'Anderson et à un

réseau.

Dans le Chapitre 2, on démontre une formule de lasses équivariante pour la z-
déformation (voir Théorème 2.7.3) lorsque A = Fq[θ], G est un groupe abélien quel-

onque et E est un module d'Anderson. Cette démonstration reprend les idées dévelop-

pées par Ferrara, Green, Higgins et Popesu dans [17℄ pour les modules de Drinfeld et

pour ℓ = Fq. On montre que les arguments utilisés fontionnent également dans le as

des modules d'Anderson où ℓ = Fq ou ℓ = Fq(z). Pour ela, on rappelle les notions d'an-

neaux de groupes de aratéristique p, la formule de trae équivariante, les idéaux de

Fitting équivariants, les volumes et les régulateurs équivariants. Grâe à ette formule

de lasses pour la z-déformation, nous allons donner une formule de lasses partielle

(voir Théorème 2.7.11) et nous étudierons ertains as où nous obtenons ette formule

de lasses (voir Proposition 2.7.13 et Corollaire 2.7.16). Dans ette partie, on utilise

le fait qu'on travaille sur un anneau prinipal. Le prohain hapitre n'utilise pas les

mêmes tehniques, la généralisation n'étant pas possible dans le adre d'une étude sur

un anneau plus général.
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En�n, dans le dernier hapitre, nous travaillons dans le adre où A est général,

d∞ = 1, ∆ est d'ordre premier à p. On démontre une formule de lasses équivariante

pour la z-déformation (voir Théorème 3.5.4) et une formule de lasses équivariante (voir

Théorème 3.8.5) pour ertains modules d'Anderson, notamment pour les modules de

Drinfeld. Cette démonstration reprend les idées développées par Anglès, Ngo Da et

Tavares Ribeiro dans [5℄.
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CHAPITRE 1

Modules et unités

1.1 Notations

Soit p un nombre premier et q une puissane de p. On prend k un orps global

de fontions sur Fq. On �xe une plae ∞ de k de degré d∞. On pose A l'anneau des

éléments de k qui sont réguliers en dehors de ∞. On note k∞ la omplétion ∞-adique

de k. Elle est munie de la valuation v∞ : k −→ Z∪{∞}. On note C∞ le omplété d'une

l�ture algébrique de k∞ et on garde la notation v∞ pour l'unique valuation dé�nie sur

C∞ qui étend v∞. On dé�nit le morphisme ontinu de Fq-algèbres

τ : C∞ → C∞
x 7→ xq.

Soit L une extension �nie k. On note OL la fermeture intégrale de A dans L. On pose

L∞ = L⊗k k∞. Soit π une uniformisante de k∞. On a alors k∞ = Fq((π)).
Soit z une indéterminée sur k∞. On note v∞ pour la valuation ∞-adique de Gauss

sur k∞(z) 'est-à-dire la valuation telle que pour P ∈ k∞[z] où P (z) =
n∑

i=0

aiz
i
ave

ai ∈ k∞ on ait v∞(P ) = min{v∞(ai)}. On note Tz(k∞) la omplétion de k∞[z] pour v∞

'est-à-dire Tz(k∞) =

{∑

n≥0

anz
n|an ∈ k∞, lim

n→∞
v∞(an) = +∞

}
. C'est l'algèbre de Tate

en une variable z à oe�ients dans k∞. On peut montrer que Tz(k∞) = Fq[z]((π)).
On pose Tz(L∞) = L∞ ⊗k∞ Tz(k∞). On note k̃∞ la omplétion de k∞(z) pour v∞ et
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Ã = A⊗Fq Fq(z). Le Fq(z)-espae vetoriel engendré par Tz(k∞) est dense dans k̃∞. On

pose L̃∞ = L ⊗k k̃∞. On note ÕL le Fq(z)-espae vetoriel engendré par OL dans L̃∞.

ÕL est la fermeture intégrale de Ã dans L̃∞.

1.2 Idéaux de Fitting

Dans ette setion, on rappelle d'abord la dé�nition d'un idéal de Fitting sur R un

anneau ommutatif ainsi que quelques propriétés. Nous verrons par la suite dans �2.4.2

le as partiulier où R = Fq[θ][G] et G est un groupe abélien quelonque et dans �3.1.2

elui où R = A[∆] et ∆ est un groupe de ardinal premier à p.
Soit R un anneau ommutatif.

Dé�nition 1.2.1. Soit M un R-module de type �ni où Ra −→ Rb −→ M −→ 0 est

une présentation. On pose X la matrie de Ra −→ Rb
. Alors FittR(M) est l'idéal de R

engendré par les mineurs de taille b× b si b ≤ a et FittR(M) = 0 si b ≥ a.

L'idéal FittR(M) est indépendant du hoix de la présentation de M . Nous donnons

une liste de ertaines propriétés de es idéaux, présentes dans [21, Appendix :Fitting

ideals℄

� Si M ∼= M1 ×M2 est le produit diret de deux R-modules de présentation �nie

alors FittR(M) = FittR(M1) FittR(M2).
� Si AnnR(M) est l'idéal annulateur de M alors FittR(M) ⊂ AnnR(M). De plus,

si M est engendré par b éléments, alors AnnR(M)b ⊂ FittR(M).
� Si I ⊂ R est un idéal alors FittR/I(M/IM) est l'image de FittR(M) dans R/I.
� Si M1 −→ M −→M2 −→ 0 est exate, alors FittR(M1) FittR(M2) ⊂ FittR(M).
On a également que pour R −→ R′ un homomorphisme d'anneaux alors FittR′(R′⊗R

M) = R′ ⊗R FittR(M) (voir [14, Corolarry 20.5℄).

Si en plus R est un anneau de Dedekind et M est un R-module de torsion et de

type �ni, alors il existe I1, . . . , In des idéaux de R tels que M ∼= R/I1 × . . . × R/In.

Dans e as, on a FittR(M) =
n∏

i=1

Ii. De plus, si M1 −→ M −→ M2 −→ 0 est exate,

alors FittR(M1) FittR(M2) = FittR(M).

1.3 Modules d'Anderson

1.3.1 Dé�nitions

Soit R une Fq-algèbre. On note Mn(R) les matries de taille n × n à oe�ients

dans R. On pose Mn(R){τ} l'anneau des polyn�mes à oe�ients dans Mn(R) tel que
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pour B,C ∈ Mn(R) et i, j ∈ N, on ait

Bτ iCτ j = BC(i)τ i+j

où C(i) = (Cqi

r,s).
On regarde maintenant la dé�nition de t-modules, introduite par Anderson en 1986

dans [1℄. Pour ela, on se donne R une extension de Fq, munie de l'homomorphisme de

Fq-algèbres ι : A −→ R.

Dé�nition 1.3.1. Un A-module d'Anderson E de dimension d ∈ N∗ sur R est un

morphisme de Fq-algèbres
E : A → Md(R){τ}

a 7→
ra∑

i=0

Ea,iτ
i

qui véri�e (Ea,0 − ι(a)Id)
d = 0d et il existe a ∈ A tel que Ea 6= Ea,0.

On dit que e module est dé�ni sur OK où k ⊂ K si pour tout a ∈ A et i ∈ [[0; ra]],
Ea,i est à oe�ients dans OK .

Les modules de Drinfeld sont les t-modules de dimension 1.

On se �xe E un module d'Anderson de dimension d dé�ni sur OK où K est une

extension �nie de k. Soit B une OK-algèbre. On note E(B) le A-module Bd
muni de la

struture of A-module induite par E et LieE(B) le A-module Bd
dont la struture de

A-module est donnée par

δE : A → Md(OK)
a 7→ Ea,0

.

On peut étendre e morphisme

δE : k∞ → Md(K∞)∑

i≥m

bia
−i 7→

∑

i≥m

biE
−i
a,0

et munir ainsi LieE(L∞) d'une struture de k∞-espae vetoriel (voir [12, Setion 2.1.2℄).
De plus, Anderson a montré dans [1℄ qu'à haque module d'Anderson, on peut lui

assoier une fontion exponentielle.

Théorème 1.3.2. [18, Theorem 5.9.6℄ Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK de

dimension d. Il existe une unique série entière à oe�ients dans Md(C∞) qu'on note

expE véri�ant :

� e0 = Id,
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� pour tout a ∈ A, expE δE(a) = Ea expE.

De plus, Anderson a montré qu'elle onverge sur LieE(K∞). De la même manière, il

a montré l'existene d'une unique série entière à oe�ients dans Md(C∞) notée logE
véri�ant l0 = Id et pour tout a ∈ A, δE(a) logE = logE Ea. De plus, on a la relation

expE logE = logE expE = Id. Ces séries sont appelées l'exponentielle et le logarithme

assoiés au module d'Anderson E. Contrairement à l'exponentielle, le logarithme ne

onverge que dans un voisinage de 0 .

On regarde omme exemple la n-ième puissane tensorielle du module de Carlitz,

notée C⊗n, introduite par Anderson dans [2℄. Pour et exemple, A = Fq[θ].

Dé�nition 1.3.3. La n-ième puissane tensorielle du module de Carlitz est l'homo-

morphisme de Fq-algèbres C⊗n : A −→ Mn(C∞){τ} tel que C⊗nθ = δθ +Nτ où

δθ =




θ 1 0 · · · 0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 1
0 · · · · · · 0 θ




et N =




0 · · · · · · · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 · · · · · · 0



.

D'après le théorème 1.3.2, il existe une unique série exponentielle assoiée à e

module et elle est partout onvergente. Il existe une unique série logarithme assoiée

à e module. De plus, elle onverge pour tout élément (x1, . . . , xn) ∈ C∞ tel que ,

v∞(xi) > n− i− nq

q − 1
pour tout i ∈ [[1;n]] (voir [2℄[Proposition/De�nition 2.4.3℄). On

renvoie à [12℄[Setion 1.1.2℄ pour plus de détails sur es séries.

Nous allons maintenant voir plus en détails les modules d'Anderson de dimension

un : les modules de Drinfeld.

1.3.2 Modules de Drinfeld

Dé�nition 1.3.4. Un A-module de Drinfeld φ sur R est un morphisme de Fq-algèbres

φ : A → R{τ}

a 7→
ra∑

i=0

aiτ
i

qui véri�e a0 = a et il existe a ∈ A tel que φa 6= a.
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Soit φ un module de Drinfeld dé�ni sur OK où K est une extension �nie de k. Soit
B une OK-algèbre. On a alors que Lieφ(B) orrespond au A-module B dont la struture

de A-module est donnée par la multipliation standard.

Lemme 1.3.5. Soit φ un A-module de Drinfeld dé�ni sur OK . Soit a ∈ A. On note

φa =
r∑

i=0

aiτ
i
où r ∈ N et ai ∈ OK . Alors l'exponentielle assoiée à φ notée expφ =

∑

i≥0

eiτ
i
où ei ∈ K∞ véri�e

� e0 = 1,

� pour i ∈ N∗, ei =

max(r,i)∑

k=1

ake
qk

i−k

aqi − a
,

� expφ onverge sur C∞.

Démonstration. L'exponentielle assoiée à φ véri�e expφ(a) = φa(expφ). On a don

∑

i≥0

eia
qiτ i =

r∑

k=0

akτ
k

(∑

j≥0

ejτ
j

)

=

r∑

k=0

ak

(∑

j≥0

eq
k

j τ
k+j

)

=
∑

j≥0

(
r∑

k=0

ake
qk

j τ
k+j

)

=
∑

i≥0




max(r,i)∑

k=0

ake
qk

i−kτ
i


 .

Soit i ∈ N∗. On regarde les oe�ients devant τ i. On a eia
qi =

max(r,i)∑

k=0

ake
qk

i−k. De plus,

a0 = a. On obtient bien le résultat souhaité.

Pour montrer la onvergene de expφ, on reprend les éléments de la preuve de [18,

Theorem 4.6.9℄. On veut montrer que pour tout x ∈ C∞, lim
i→∞

eix
qi = 0, 'est-à-dire,

lim
i→∞

(v∞(ei) + qiv∞(x)) = ∞ et don lim
i→∞

v∞(ei)

qi
= ∞.

Soit a ∈ A \ Fq tel que φa =
r∑

i=0

akτ
k
. D'après e qu'on vient de montrer, pour
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m ≥ r, on a alors (aq
m − a)em =

r∑

k=1

ake
qk

m−k. Cela implique que

v∞((a
qm − a)em) = v∞

(
r∑

k=1

ake
qk

m−k

)
≥ min(v∞(ak) + qkv∞(em−k)).

Comme a ∈ A \ Fq, v∞((aq
m − a)em) = qmv∞(a) + v∞(em). On obtient

v∞(em)

qm
≥ min

(
v∞(ak)

qm
+ qk−mv∞(em−k)

)
− v∞(a).

On prend b tel que v∞(a) < b < 0. Pour m su�samment grand, on a min

(
v∞(ak)

qm

)
>

−b+ v∞(a). Cela nous donne alors

v∞(em)

qm
≥ min

(
v∞(em−k)

qm−k

)
− b.

En utilisant la formule de manière réursive et omme lim
m→∞

(−mb) = ∞, on obtient

lim
m→∞

v∞(em)

qm
= ∞, e qui entraîne la onvergene de l'exponentielle.

On va maintenant s'intéresser plus partiulièrement à un module de Drinfeld, le

module de Carlitz. Pour e qui suit, A = Fq[θ].

Dé�nition 1.3.6. Le module de Carlitz est l'homomorphisme de Fq-algèbres C : A −→
C∞{τ} tel que Cθ = θ + τ.

D'après le lemme 1.3.5, on peut montrer que expC =
∑

i≥0

τ i

Di
où D0 = 1 et Di =

(θq
i − θ)Dq

i−1 pour i > 0. On pose [i] = θq
i − θ. On a alors Di = [i][i− 1]q . . . [1]q

i−1
.

De la même manière que dans le lemme 1.3.5, en utilisant la relation θ logC =

logC Cθ, on peut montrer que logC =
∑

i≥0

τ i

Li
où L0 = 1 et Li = −(θq

i − θ)Li−1. Cela

nous donne alors que Li = (−1)i[i][i− 1] . . . [1].
Dans la prohaine proposition, on retrouve bien le résultat souhaité du rayon de

onvergene du logarithme assoié à C⊗n lorsque n vaut 1.

Proposition 1.3.7. [18, Proposition 3.4.1℄ Le rayon de onvergene du logarithme

assoié au module de Carlitz est

−q
q − 1

.
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Démonstration. On a

v(Li) =
i∑

l=1

v([l]) =
i∑

l=1

−ql = −q1− qi

1− q
.

Don logC(x) onverge si et seulement si v

(
xq

i

Li

)
tend vers ∞ pour i assez grand.

Comme v

(
xq

i

Li

)
= qiv(x) − v(Li) > 0, logC(x) onverge si et seulement si v(x) >

v(Li)

qi
=

−q
1− q

1− qi

qi
=

q

q − 1

1− qi

qi
pour tout i. Comme

1− qi

qi
tend vers -1 quand i

tend vers ∞, logC(x) onverge si et seulement si v(x) >
−q
q − 1

.

1.4 Réseaux

Soit F une extension �nie de Fq. On pose k∞,ℓ(F) = F(z)((π)) si ℓ = Fq(z) et

k∞,ℓ(F) = F((π)) si ℓ = Fq. De la même manière, on dé�nit ℓ(F) par F(z) si ℓ = Fq(z)
et juste F si ℓ = Fq et Aℓ = ℓ⊗Fq A..

Dé�nition 1.4.1. Soit F une extension �nie de Fq. Soit V un k∞,ℓ(F)-espae vetoriel
de dimension �nie. Un Aℓ(F)-réseau de V est un Aℓ(F)-sous-module de V qui est disret

dans V et qui ontient une base de V omme k∞,ℓ(F)-espae vetoriel.

Lemme 1.4.2. Soient V un k∞,ℓ(F)-espae vetoriel de dimension �nie et M un sous-

Aℓ(F)-module de V . Alors M est disret dans V si et seulement si il existe e1, . . . , em ∈

M sont linéairement indépendants sur k∞,ℓ(F) et tels que le quotient M/

m⊕

i=1

Aℓ(F)ei

est un ℓ(F)-espae vetoriel de dimension �nie.

Démonstration. Soit θ ∈ Aℓ(F) \ ℓ(F).

Si on érit Aℓ(F) =
s⊕

j=1

ℓ(F)[θ]fj, alors

k∞,ℓ(F) =
s⊕

j=1

ℓ(F)((
1

θ
))fj.
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On suppose que M est disret dans V . Soit W le k∞,ℓ(F)-espae vetoriel engendré
par M . Il existe alors e1, . . . , em ∈M tels que

W =
m⊕

i=1

k∞,ℓ(F)ei =
⊕

i,j

ℓ(F)((
1

θ
))eifj .

On pose

N =

m⊕

i=1

Aℓ(F)ei =
⊕

i,j

Fq[θ]eifj .

CommeM est disret dans W (arM disret dans V et W sous-espae vetoriel de V ),
il existe n ∈ N∗ tel que

M
⋂⊕

i,j

1

θn
ℓ(F)[[

1

θ
]]eifj = {0}.

On a alors l'injetion suivante de ℓ(F)-espaes vetoriels

M

N
−→ W

N
⊕
(⊕

i,j

1

θn
ℓ(F)[[

1

θ
]]eifj

)
.

De plus, ℓ(F)((
1

θ
)) = ℓ(F)[[θ]] ⊕ 1

θ
ℓ(F)[[

1

θ
]]. Don

W

N
⊕
(⊕

i,j

1

θn
ℓ(F)[[

1

θ
]]eifj

)
est un

ℓ(F)-espae vetoriel de dimension �nie. Comme on a l'injetion i-dessus, ela implique

que 'est également le as pour

M

N
.

On suppose maintenant qu'il existe e1, . . . , em ∈M sont linéairement indépendants

sur k∞,ℓ(F) et tels que le quotient M/

m⊕

i=1

Aℓ(F)ei est un ℓ(F)-espae vetoriel de di-

mension �nie. Il existe alors a ∈ ℓ(F)[θ] non nul tel que aM ⊂
m⊕

i=1

Aℓ(F)ei. On pose

d = degθ(a). On a alors

M
⋂⊕

i,j

1

θn+1
ℓ(F)[[

1

θ
]]eifj = {0}.

D'où M est disret dans V .

Proposition 1.4.3. Soient V un k∞,ℓ(F)-espae vetoriel de dimension �nie et M un

sous-Aℓ(F)-module de V . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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� M est un Aℓ(F)-réseau de V .
� M est disret dans V , de type �ni omme Aℓ(F)-module et dimFrac(Aℓ(F))M⊗Aℓ(F)

Frac(Aℓ(F)) = dimk∞,ℓ(F) V .
� Il existe une base e1 . . . en de V sur k∞,ℓ(F) telle que pour tout i ∈ [[1;n]], ei ∈ M

et

M
n⊕

i=1

Aℓ(F)ei

est un ℓ(F)-espae vetoriel de dimension �nie.

Démonstration. Les deux premières assertions sont équivalentes de par la dé�nition de

réseau. On obtient elle des deux dernières par le lemme préédent.

En partiulier, lorsque A = Fq[θ] et F = Fq, la dé�nition 1.4.1 est équivalente à la

suivante. Soit V un k∞,ℓ-espae vetoriel de dimension n.

Dé�nition 1.4.4. Un Aℓ-sous-module de V est un Aℓ-réseau de V s'il ontient une

base de V omme k∞,ℓ-espae vetoriel et s'il est disret.

Soient L/k une extension �nie et E un module d'Anderson de dimension d dé�ni

sur OK où k ⊂ K ⊂ L.
D'après [12, Proposition 2.1.6℄, LieE(OL) est un A-réseau de LieE(L∞). On va voir

dans la partie suivante un autre exemple de réseau de LieE(L∞).

1.5 Unités

En 2010, dans [25℄, Taelman a introduit le module de lasses et le module des

unités assoiés à l'anneau des entiers pour un module de Drinfeld. Ces dé�nitions ont

ensuite été généralisées par Demeslay dans [11℄ et par Fang dans [15℄ pour les modules

d'Anderson . Soient L/k une extension �nie et E un module d'Anderson de dimension

d dé�ni sur OK où k ⊂ K ⊂ L. Soit M un sous-A-module de Ld∞ tel que LieE(M) (M
muni de la struture de A-module induit par δE) est un A-réseau de LieE(L∞) etM est

un OK{τ}-module. On note E(M) le A-module M muni de la struture de A-module

donnée par φE.

Dé�nition 1.5.1. On pose

H(E(M)) =
E(L∞)

E(M) + expE(LieE(L∞))

le module de lasses assoié à M et

U(E(M)) = {x ∈ LieE(L∞), expE(x) ∈ E(M)}

le module des unités assoié à M .
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Soit z une indéterminée sur k∞. On rappelle que τ : L∞ −→ L∞ assoie x à

xq. On note enore τ : Tz(L∞) −→ Tz(L∞) l'unique extension de e morphisme à

un morphisme ontinu de Fq[z]-algèbres. On rappelle également que ÕL est le Fq(z)-
espae vetoriel engendré par OL dans L̃∞. La z-déformation d'un module d'Anderson

a d'abord été introduite dans [7℄ pour les modules de Drinfeld puis dans [4℄ pour les

modules d'Anderson.

Si E s'érit φE(a) =
r∑

i=0

Ea,iτ
i
pour tout a ∈ A alors on appelle Ẽ la z-déformation

de E l'homomorphisme de Fq(z)-algèbres :

φ̃E : Ã → Mn(ÕK){τ}

a 7→
r∑

i=0

ziEa,iτ
i .

Pour R un OK [z]-module, on a les deux strutures de A[z]-module sur Rd
:

� LieẼ(R) où pour tout a ∈ A, a agit sur Rd
via δE(a) et

� Ẽ(R) où a agit via φẼ(a).
Ces strutures de A[z]-modules peuvent être étendues à des strutures de Ã-modules

par linéarité si R est une Fq(z)-algèbres.

On peut montrer (voir [5, Lemma 2.1℄) que si expE =
∑

i≥0

eiτ
i
alors expẼ =

∑

i≥0

zieiτ
i

est l'unique élément de Id +Md(K[z]){{τ}}τ véri�ant

∀a ∈ A, expẼ δE(a) = φẼ(a) expẼ .

De la même manière, si logE =
∑

i≥0

ℓiτ
i
alors log Ẽ =

∑

i≥0

ziℓiτ
i
est l'unique élément

de Id +Md(K[z]){{τ}}τ véri�ant

∀a ∈ A, δE(a) logẼ = logẼ φẼ(a).

On pose M̃ =M ⊗A Ã. On dé�nit alors omme Demeslay dans [11℄

U(Ẽ(M̃)) =
{
x ∈ LieẼ(L̃∞), expẼ(x) ∈ Ẽ(M̃)

}
,

H(Ẽ(M̃)) =
Ẽ(L̃∞)

Ẽ(M̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
.

Par la suite, on va prendre ℓ = Fq ou Fq(z) et on va poser :

� Eℓ = E si ℓ = Fq et Ẽ sinon,
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� Mℓ =M si ℓ = Fq et M̃ sinon,

� Aℓ = A si ℓ = Fq et Ã sinon,

� L∞,ℓ = L∞ si ℓ = Fq et L̃∞ sinon.

Proposition 1.5.2. [11, Proposition 2.6℄ Le Aℓ-module H(Eℓ(Mℓ)) est un ℓ-espae
vetoriel de dimension �nie.

Démonstration. Soit V un voisinage de 0 dans Ld∞,ℓ tel que expE,ℓ est une isométrie sur

V et tel que expEℓ
(V ) = V . On a alors que

Ld∞,ℓ
Mℓ + V

est un ℓ-espae vetoriel de dimen-

sion �nie. Par hoix de V ,
Ld∞,ℓ

Mℓ + V
=

Ld∞,ℓ
Mℓ + expE,ℓ(V )

. Comme

Ld∞,ℓ
Mℓ + expE,ℓ(V )

−→

Ld∞,ℓ
Mℓ + expE,ℓ(LieEℓ

(L∞,ℓ))
est surjetive, H(Eℓ(Mℓ)) est également un ℓ-espae vetoriel

de dimension �nie.

En partiulier, H(E(M)) est un A-module �ni.

Proposition 1.5.3. [11, Proposition 2.6℄ Le Aℓ-module U(Eℓ(Mℓ)) est un Aℓ-réseau
de LieEℓ

(L∞,ℓ).

Démonstration. Comme LieEℓ
(Mℓ) est un Aℓ-réseau de LieEℓ

(L∞,ℓ), il est disret. De
plus, le noyau de l'exponentielle qu'on note Λ est également disret. Il existe don V
un voisinage de 0 dans Ld∞,ℓ tel que expEℓ

est une isométrie sur V , expEℓ
(V ) = V ,

Mℓ ∩ V = {0} et V ∩ Λ = {0}. On a don exp−1Eℓ
(Mℓ ∩ V ) = {0} et exp−1Eℓ

(Mℓ ∩ V ) =
exp−1Eℓ

(Mℓ)∩ exp−1Eℓ
(V ) = exp−1Eℓ

(Mℓ)∩ V . D'où exp−1Eℓ
(Mℓ)∩ V = {0}. Don U(Eℓ(Mℓ))

est disret dans LieEℓ
(L∞,ℓ).

Par hoix de V , on a l'injetivité de

Ld∞,ℓ
V + exp−1Eℓ

(Mℓ)
−→

Ld∞,ℓ
V +Mℓ

. De plus, on a vu que

Ld∞,ℓ
V +Mℓ

est un ℓ-espae vetoriel de dimension �nie. Cela implique que

Ld∞,ℓ
V + exp−1Eℓ

(Mℓ)
est également un ℓ-espae vetoriel de dimension �nie et don que U(Eℓ(Mℓ)) ontient
une base de LieEℓ

(L∞,ℓ).
Don U(Eℓ(Mℓ)) est bien un Aℓ-réseau de LieEℓ

(L∞,ℓ).

1.6 Unités de Stark

On garde les notations de la partie préédente.
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On pose

H(Ẽ(M [z])) =
Ẽ(Tz(L∞))

Ẽ(M [z]) + expẼ(LieẼ(Tz(L∞)))

et

U(Ẽ(M [z])) =
{
x ∈ LieẼ(Tz(L∞)), expẼ(x) ∈ Ẽ(M [z])

}
.

Proposition 1.6.1. [7, Proposition 1℄ On a les assertions suivantes :

� U(Ẽ(M̃)) est le Fq(z)-espae vetoriel engendré par U(Ẽ(M [z])),

� U(Ẽ(M [z])) est un A[z]-module de type �ni.

Démonstration. 1) On note W le Fq(z)-espae vetoriel engendré par U(Ẽ(M [z])).

Soient x ∈ U(Ẽ(M [z])) et λ ∈ Fq(z). Comme expẼ est un morphisme de Fq(z)-algèbres,

expẼ(λx) = λ expẼ(x). Par hoix de x, expẼ(x) ∈ Ẽ(M [z]). D'où expẼ(λx) ∈ Ẽ(M̃) et

W ⊂ U(Ẽ(M̃)).

Soit V un voisinage ouvert de 0 dans L̃d∞ qui est un Fq(z)-espae vetoriel tel que

expẼ(V ) = V . On note W ′
le Fq(z)-espae vetoriel engendré par Tz(L∞)d. On a alors

L̃d∞ = W ′+V . Soit x ∈ U(Ẽ(M̃)). Il existe don a ∈ W ′
et b ∈ V tels que x = a+b. On

a alors expẼ(x) = expẼ(a) + expẼ(b). Par hoix de V , expẼ(b) ∈ V . De plus, omme

expẼ(x) et expẼ(a) ∈ W ′
(ar expẼ : Tz(L∞)d −→ Tz(L∞)d), on a expẼ(b) ∈ W ′

. D'où

expẼ(b) ∈ W ′ ∩ V . Il existe don γ ∈ Fq(z) tel que γ expẼ(b) ∈ Tz(L∞)d ∩ V . Comme

expẼ est une isométrie sur V et que Tz(L∞)d est omplet, on a γb ∈ Tz(L∞)d∩V . Don
b ∈ W ′

. Il existe alors λ ∈ Fq(z) et c ∈ Tz(L∞)d tels que x = λc. Comme expẼ(x) ∈ M̃

et expẼ(λc) = λ expẼ(c), expẼ(c) ∈ Tz(L∞)d ∩ M̃ = M [z]. D'où c ∈ U(Ẽ(M [z])) et

x ∈ W . On a bien l'inlusion suivante U(Ẽ(M̃)) ⊂ W . Don U(Ẽ(M̃)) est le Fq(z)-
espae vetoriel engendré par U(Ẽ(M [z])).

2) Comme U(Ẽ(M̃)) est le Fq(z)-espae vetoriel engendré par U(Ẽ(M [z])) et

U(Ẽ(M̃)) est disret dans L̃d∞ (ar réseau), U(Ẽ(M [z])) est disret dans Tz(L∞)d. De

plus, par dé�nition de réseau, il existe e1, . . . , em ∈ U(Ẽ(M [z])) tels que L̃d∞ =
m⊕

i=1

k̃∞ei.

On pose N =

m⊕

i=1

A[z]ei et V =

m⊕

i=1

Tz(k∞)ei. On note W le Tz(k∞)-module en-

gendré par U(Ẽ(M [z])). Comme les ei ∈ U(Ẽ(M [z])), V ⊂ W ⊂ Tz(L∞)d. W est

don un Tz(k∞)-module libre de rang inférieur ou égal à m ar Tz(k∞) est un mo-

dule prinipal et Tz(L∞)d est de rang m sur Tz(k∞). Comme V est libre de rang m et

V ⊂ W , W est libre de rang m. On note f1, . . . , fm une base de W omme Tz(k∞)-
module. Comme U(Ẽ(M̃)) est le Fq(z)-espae vetoriel engendré par U(Ẽ(M [z])) et
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Fq(z)N = U(Ẽ(M̃)), on a U(Ẽ(M [z])) ⊂ Fq(z)N . Don pour tout i = 1, . . . , m, il

existe λi ∈ Fq[z] non nuls tels que λifi ∈ N . On note λ le ppm des λi. On a don

λW ⊂ V . D'où λU(Ẽ(M [z])) ⊂ V ∩Fq(z)N = N . Don U(Ẽ(M [z])) est un A[z]-module

de type �ni.

Proposition 1.6.2. [7, Proposition 2℄

Le A[z]-module H(Ẽ(M [z])) est un Fq[z]-module de type �ni et de torsion, sans

z-torsion. De plus, H(Ẽ(M̃)) = {0}.

Démonstration. Soit V un voisinage de 0 dans Tz(L∞)d tel que expẼ est une isométrie

sur V et tel que expẼ(V ) = V . Par hoix de V ,
Ẽ(Tz(L∞))

Ẽ(M [z]) + V
=

Ẽ(Tz(L∞))

Ẽ(M [z]) + expẼ(V )

et

Ẽ(Tz(L∞))

Ẽ(M [z]) + V
est un Fq[z]-module de type �ni. Comme

Ẽ(Tz(L∞))

Ẽ(M [z]) + expẼ(V )
−→

Ẽ(Tz(L∞))

Ẽ(M [z]) + expẼ(LieẼ(Tz(L∞)))
est surjetif,H(Ẽ(M [z]) est également un Fq[z]-module

de type �ni.

On a expẼ ≡ In mod z. D'où Tz(L∞)d = zTz(L∞)d + expẼ(Tz(L∞)
d). Don pour

x ∈ Tz(L∞)d, il existe a, b ∈ Tz(L∞)d tels que x = za + expẼ(b). On a alors za
mod (M [z] + expE(Tz(L∞)

d)) = x mod (M [z] + expE(Tz(L∞)
d))). Cela implique que

la multipliation par z est surjetive. On obtient alors la suite exate suivante

0 −→
{
x ∈ H(Ẽ(M [z])), zx = 0

}
−→ H(Ẽ(M [z])) −→×z H(Ẽ(M [z])) −→ 0.

Cela implique que

{
x ∈ H(Ẽ(M [z])), zx = 0

}
= {0}. Don H(Ẽ(M [z])) n'a pas de

z-torsion.
CommeH(Ẽ(M [z])) est un module de type �ni sur Fq[z] qui est un anneau prinipal,

il existe r ∈ N, s ∈ N et Q1, . . . , Qs ∈ Fq[z] tels que H(Ẽ(M [z])) ∼= Fq[z]r × Fq[z]/Q1 ×
. . .×Fq[z]/Qs. Comme la multipliation par z est surjetive, ela implique que r = 0 et

don queH(Ẽ(M [z])) est un Fq[z]-module de torsion. De plus, le Fq(z)-module engendré

par Tz(L∞) est dense dans L̃∞. Cela implique que H(Ẽ(M)) ∼= H(Ẽ(M [z]))⊗Fq [z]Fq(z).

D'où H(Ẽ(M)) = {0}.

On pose ev : LieẼ(Tz(L∞)) −→ LieE(L∞) l'évaluation en z = 1. On dé�nit les

unités de Stark de M de la manière suivante :

USt(E(M)) = ev(U(Ẽ(M [z]))).
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On peut voir que ev(expẼ) = expE.
Soit x ∈ USt(E(M)). Par dé�nition, il existe y ∈ Tz(L∞)d et P ∈ M [z] tels que

expẼ(y) = P et x = ev(y). On obtient alors expE(x) = P (1) ∈ M . Cela implique que

USt(E(M)) est un A-sous module de U(E(M)).
On dé�nit l'homomorphisme de Fq[z]-modules suivant α : Tz(L∞)d −→ Tz(L∞)d

qui à x assoie

expẼ(x)− expE(x)

z − 1
.

Pour f ∈ A[z], on pose

H(Ẽ(M [z]))[f ] =
{
x ∈ H(Ẽ(M [z])), fx = 0

}
.

Proposition 1.6.3. [7, Proposition 3℄ On a l'isomorphisme de A-modules induit par

α :

ᾱ :
U(E(M))

USt(E(M))
∼= H(Ẽ(M [z]))[z − 1].

Démonstration. On veut montrer que α induit un homomorphisme surjetif de A-
modules U(E(M)) −→ H(Ẽ(M [z]))[z − 1] de noyau USt(E(M)).

Soit x ∈ U(E(M)). On a alors (z − 1)x = expẼ(x) − expE(x). Comme expE(x) ∈
E(M) par dé�nition et L∞ ⊂ Tz(L∞), (z − 1)x ∈ M + expẼ(Tz(L∞)

d). D'où (z −
1)α(U(E(M))) ⊂M + expẼ(Tz(L∞)

d). Don l'appliation est bien dé�nie.

Soient a ∈ A et x ∈ U(E(M)). On a

α(ax)− Ẽa(α(x)) =
expẼ(ax)− expE(ax)

z − 1
− Ẽa

(
expẼ(x)− expE(x)

z − 1

)

=

(
Ẽa − Ea

)
(expE(x))

z − 1

Comme Ea =

r∑

i=0

biτ
i
et Ẽa =

r∑

i=0

biz
iτ i, on a α(ax)− Ẽa(α(x)) ∈M [z]. Don 'est

un homomorphisme de A-modules.

Soit x̄ ∈ H(Ẽ(M [z]))[z − 1]. On prend x ∈ Tz(L∞)d un représentant de x̄. Il existe

(a; b) ∈M [z]×Tz(L∞)d tel que (z−1)x = a+expẼ(b) par dé�nition de H(Ẽ(M [z]))[z−
1]. Il existe également (c; d) ∈ M ×M [z] tel que a = c + (z − 1)d. De même, il existe

(e; f) ∈ Ld∞ × Tz(L∞)d tel que b = e + (z − 1)f . En remplaçant a et b par les égalités
i-dessus on a alors

(z − 1)x = c+ (z − 1)d+ expẼ(e+ (z − 1)f).
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En évaluant en z = 1, on obtient 0 = c + expE(e). Comme expE(e) = −c ∈ M ,

e ∈ U(E(M)). De plus,

(z − 1)(x− d− expẼ(f)) = expẼ(e)− expE(e) = (z − 1)α(e).

D'où x−d−expẼ(f) = α(e). L'image de x dans H(Ẽ(M [z]))[z−1] est la même que elle

de α(e). Don l'appliation est surjetive. Comme USt(E(M)) = ev(U(Ẽ(M [z]))) =

ev
({
x ∈ LieE(Tz(L∞)), expẼ(x) ∈ Ẽ(M [z])

})
, pour x ∈ USt(E(M)), il existe a ∈

U(Ẽ(M [z])) et b ∈ Tz(L∞)d tels que x = a + (z − 1)b. On a expẼ(x) = expẼ(a) +
(z − 1) expẼ(b). En évaluant en z = 1, on a

expE(x) = ev(expE(x)) = ev(expẼ(x)) = ev(expẼ(a)).

D'où ev(expẼ(a)−expE(x)) = 0. De plus, expẼ(a)−expE(x) ∈M [z] ar a ∈ U(Ẽ(M [z]))
et x ∈ USt(E(M)). Don expẼ(a)− expE(x) ∈ (z − 1)M [z]. On a alors

exp
Ẽ
(x)− expE(x) = exp

Ẽ
(a)+ (z− 1) exp

Ẽ
(b)− expE(x) ∈ (z− 1)(M [z] + exp

Ẽ
(Tz(L∞)d)).

On a don α(x) ∈M [z] + expẼ(Tz(L∞)
d). Cela implique USt(E(M)) ⊂ Ker(α).

Réiproquement, soit x ∈ U(E(M)) tel que α(x) ∈M [z] + expẼ(Tz(L∞)
d). Comme

α(x) =
expẼ(x)− expE(x)

z − 1
, on a alors

expẼ(x) = (z − 1)α(x) + expE(x) ∈M [z] + (z − 1) expẼ(Tz(L∞)
d).

D'où x ∈ U(Ẽ(M [z])) + (z − 1)Tz(L∞)d. Comme x ∈ Ld∞, x = ev(x) et don x ∈
ev(U(Ẽ(M [z]))) = USt(E(M)).

On a don l'isomorphisme suivant

U(E(M))

USt(E(M))
∼= H(Ẽ(M [z]))[z − 1].

Théorème 1.6.4. [7, Theorem 1℄ Le A-module

U(E(M))

USt(E(M))
est un A-module �ni. De

plus,

FittA

(
U(E(M))

USt(E(M))

)
= FittA(H(E(M))).
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Démonstration. Par la proposition préédente, on a l'isomorphisme de A-modules

ᾱ :
U(E(M))

USt(E(M))
∼= H(Ẽ(M [z]))[z − 1].

D'après la preuve de la proposition 1.6.2, il existe Q1, . . . , Qs ∈ Fq[z] tels que

H(Ẽ(M [z])) ∼= Fq[z]/Q1 × . . . × Fq[z]/Qs. Don H(Ẽ(M [z])) est un Fq-espae ve-

toriel de dimension �nie. En partiulier, il est �ni. Don H(Ẽ(M [z])) est un A-module

�ni. Cela implique que H(Ẽ(M [z]))[z−1] et
U(E(M))

USt(E(M))
sont également des A-modules

�nis.

On veut maintenant montrer que FittA

(
H(Ẽ(M [z]))[z − 1]

)
= FittA(H(E(M))).

La multipliation par z − 1 induit la suite exate de A-modules :

0 −→ H(Ẽ(M [z]))[z − 1] −→ H(Ẽ(M [z])) −→ H(Ẽ(M [z])) −→ H(Ẽ(M [z]))

(z − 1)H(Ẽ(M [z]))
−→ 0.

L'évaluation en z = 1 nous donne une nouvelle suite exate de A-modules :

0 −→ (z − 1)H(Ẽ(M [z])) −→ H(Ẽ(M [z])) −→ H(E(M)) −→ 0.

Ces deux suites nous donnent une troisième :

0 −→ H(Ẽ(M [z]))

H(Ẽ(M [z]))[z − 1]
−→ H(Ẽ(M [z])) −→ H(E(M)) −→ 0.

De ette suite exate, omme A est un anneau de Dedekind, on en déduit

FittA

(
H(Ẽ(M [z]))

)
= FittA

(
H(Ẽ(M [z]))

H(Ẽ(M [z]))[z − 1]

)
FittA(H(E(M))).

De plus, omme FittA

(
H(Ẽ(M [z]))

H(Ẽ(M [z]))[z − 1]

)
=

FittA

(
H(Ẽ(M [z]))

)

FittA

(
H(Ẽ(M [z]))[z − 1]

)
, on a bien

FittA

(
H(Ẽ(M [z]))[z − 1]

)
= FittA(H(E(M))).

Comme on a l'isomorphisme de A-modules �nis

U(E(M))

USt(E(M))
∼= H(Ẽ(M [z]))[z − 1],

on a bien

FittA

(
U(E(M))

USt(E(M))

)
= FittA

(
H(Ẽ(M [z]))[z − 1]

)
= FittA(H(E(M))).
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On regarde l'exemple suivant, traité par Tavares Ribeiro dans [27, Setion 7.5.3℄,

lorsqu'on est ave A = Fq[θ] et le module de Drinfeld φ tel que φθ = θ + (−θ)dτ .
Lorsque d 6≡ 1 (mod q − 1) alors H(φ(A)) = {0} et U(φ(A)) = USt(φ(A)). Si d = 1

alors H(φ(A)) = {0} et U(φ(A)) =
π̃

(−θ)1/(q−1)θA où π̃ est e qu'on appelle la période

du module de Carlitz et (−θ)1/(q−1) est la raine (q − 1)-ième �xée de −θ dans C∞
apparaissant dans sa dé�nition. On renvoie à [18, Setion 3.2℄ pour plus de détails.

Dans le as où d ≡ 1 (mod q− 1) et d 6= 1, alors U(φ(A)) =
π̃

(−θ)1/(q−1)θ(d−1)/(q−1)A et

il existe Bd ∈ A de degré

d− 1

q − 1
tel que |H(φ(A))|A = Bd.
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CHAPITRE 2

Formule de lasse équivariante : le as A = Fq[θ]

Le but de e hapitre est de montrer une formule de lasse équivariante. La formule

de lasses a été introduite par Taelman pour les modules de Drinfeld dans [26℄ puis a

été généralisée par Fang (voir [15℄) pour les modules d'Anderson et par Demeslay (voir

[11, 12℄) pour les modules d'Anderson ave variables. Cette partie se base sur l'artile

[17℄ de Ferrara, Green, Higgins et Popesu. On introduit en plus la notion de module

presque modéré et l'on travaille sur k̃. Cela nous permet d'avoir la proposition 2.7.1 et

le théorème 2.7.3. Ce hapitre fait l'objet d'un artile, atuellement en soumission.

2.1 Notations

Soit p un nombre premier et q une puissane de p. On prend θ une indéterminée sur

Fq. On pose A = Fq[θ] l'anneau des polyn�mes de θ à oe�ients dans Fq et k = Fq(θ)

son orps des frations. On a k∞ = Fq((
1

θ
)). On note C∞ le omplété d'une l�ture

algébrique de k∞. On pose v∞ : C∞ −→ Q ∪ {∞} la valuation normalisée de sorte

que v∞(θ
−1) = 1. Soit z une indéterminée sur C∞. On note également v∞ : C∞(z) −→

Q∪ {∞} la valuation telle que pour P ∈ C∞[z] où P (z) =
n∑

i=0

aiz
i
ave ai ∈ C∞ on ait

v∞(P ) = min{v∞(ai)}.
Soit K un sous-orps de C∞ ontenant k∞ et omplet pour v∞. On note Tz(K) la
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omplétion de K pour v∞, 'est-à-dire les éléments

∑

i≥0

aiz
i
où ai ∈ K et lim

i→∞
v∞(ai) =

∞. On a Tz(k∞) = Fq[z]((
1

θ
)). On note K̃ la omplétion de K(z) pour v∞. En par-

tiulier, k̃∞ = Fq((
1

θ
)). Le Fq(z)-espae vetoriel engendré par Tz(K) est dense dans

K̃.

Soit K/k une extension �nie. On note K∞ = K ⊗k k∞, OK la fermeture intégrale

de A dans K et S∞(K) les plaes de K au dessus de ∞. Pour ν ∈ S∞(K), on pose

ιν : K −→ C∞ le morphisme de k-algèbres orrespondant à ν.

On note Kν le orps engendré par ιν(K) par k∞. On a K∞ =
∏

ν∈S∞(K)

Kν . On pose

K̃∞ = K ⊗k k̃∞. De la même manière, on a K̃∞ =
∏

ν∈S∞K

K̃ν . On note τ : K̃∞ −→ K̃∞

le morphisme ontinu de Fq(z)-algèbres qui envoie x ∈ K∞ sur xq. On note ÕK le

Fq(z)-espae vetoriel engendré par OK dans K̃∞. On note Ã = Fq(z)[θ]. ÕK est la

fermeture intégrale de Ã dans K̃∞.

2.2 Anneaux de groupes de aratéristique p

Dans ette setion, on rappelle les résultats de [17, Setion 7.1℄. Si G est un groupe

�ni et M est un Z[G]-module, on note Ĥ i(G,M) le i-ème groupe de ohomologie de

Tate pour le groupe M pour i ∈ Z. On dit que M est G-ohomologiquement trivial si

pour tout H sous-groupe de G et tout i ∈ Z, Ĥ i(H,M) = 0.
Dans e qui suit, A est un anneau ommutatif de aratéristique p, G est un groupe

�ni et abélien et M est un A[G]-module.

On note IG l'idéal augmentation de l'anneau de groupe A[G], 'est-à-dire le noyau
du morphisme augmentation de A-algèbres sG : A[G] −→ A qui envoit g sur 1 pour

tout g ∈ G.

Lemme 2.2.1. [17, Lemma 7.1.1℄ Si G est un p-groupe alors

� il y a une orrespondane qui préserve les idéaux maximaux :

Spec(A) → Spec(A[G])
P 7→ PG = (P, IG)

où IG est l'idéal augmentation.

� Si A est loal (par exemple un orps) alors A[G] est loal.
� Pour tout P ∈ Spec(A), on a A[G]PG

= AP [G] et MPG
=MP .
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Démonstration. (1) On montre d'abord que tout élément de IG est nilpotent et don IG
inlus dans tout idéal premier de A. Soit x ∈ IG. On peut don érire x =

∑

σ∈G

aσ(σ −

1), aσ ∈ A omme IG =< σ−1, σ ∈ G > par dé�nition. Comme A est de aratéristique

p et G est un p-groupe, x|G| =
∑

σ∈G

a|G|σ (σ|G| − 1) = 0. Don tout élément de IG est

nilpotent. Il existe don n ∈ N tel que xn = 0 qui appartient à haque idéal premier de

A don x est dans haque premier de A. D'où IG est inlus dans haque premier de A.
A[G]/A est une extension entière d'anneaux (ar G est un groupe �ni). Don haque

idéal premier (maximal) de A[G] ontient un unique idéal premier (maximal) de A. De
plus, on a les isomorphismes suivants A[G]/PG ∼= A/P et A[G]/IG ∼= A.

(2) D'après 1), il y a une orrespondane 1-1 entre les premiers de A et eux de

A[G]. Don si A loal, alors A[G] est loal.
3) Soit P ∈ Spec(A). On a l'inlusion AP [G] ⊂ A[G]PG

. On s'intéresse maintenant

à l'inlusion inverse. Soit x ∈ A[G] \ PG = A[G] \ (P, IG). On a alors sG(x) ∈ A[G] \ P .
Comme G est un p-groupe,

x|G|
a

= sG(x)
|G|a

pour a ∈ N grand. Don x est inversible dans AP [G] d'inverse
x|G|

a−1

sG(x)|G|
a . D'où A[G]PG

⊂
AP [G]. On a MPG

=MP de la même manière.

Lemme 2.2.2. [17, Lemma 7.1.2℄ Soit G un p-groupe. On suppose que A est un anneau

de valuation disrète etM de type �ni ou A est un orps etM quelonque. Les assertions

suivantes sont équivalentes.

� M est A[G]-libre.
� M est A[G]-projetif.
� M est A libre et G-ohomologiquement trivial.

Démonstration. Comme A[G] loal ar A est loal, les deux premières sont équivalentes.

Les deux dernières équivalenes se montrent de la même manière que [8, Theorem 6℄ si

A est un orps et [8, Theorem 8℄ si A est un anneau de valuation disrète.

Lemme 2.2.3. [17, Lemma 7.1.3℄ Soit G un p-groupe. On suppose que A est anneau

de Dedekind et M de type �ni sur A[G]. Les assertions suivantes sont équivalentes.
� M est A[G]-projetif.
� M est A projetif et G-ohomologiquement trivial.

Démonstration. CommeM est de type �ni, d'après le lemme 2.2.1,M est A[G]-projetif
si et seulement si Mm est Am[G]-projetif pour tout m ∈ MSpec(A). Comme Am est

un anneau de valuation disrète, on peut appliquer le lemme préédent. D'où M est
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A[G]-projetif si et seulement si Mm est Am-projetif et G-ohomologiquement tri-

vial pour tout m ∈ MSpec(A). On a pour tout i ∈ Z et H sous-groupe de G l'iso-

morphisme de Rm-modules Ĥ i(H,M)m ∼= Ĥ i(H,Mm). D'où Mm est Am-projetif et
G-ohomologiquement trivial pour tout m ∈ MSpec(A) si et seulement si M est A-
projetif et G-ohomologiquement trivial.

On regarde maintenant le as où G n'est pas un p-groupe. On pose G = H×∆ où H
est le p-Sylow de G. On suppose que A est un anneau de Dedekind. Pour χ : ∆ −→ ¯Q(A)
à valeurs dans la loture séparable du orps des frations de A, on note χ̂ sa lasse

d'équivalene sous la relation d'équivalene suivante χ ∼ σ ◦ χ pour σ dans le groupe

de Galois absolu GQ(A). On a alors que les idempotents de A[G] sont indexés par es
lasses d'équivalene et sont donnés par

eχ̂ =
1

|∆|
∑

ψ∈χ̂,δ∈∆

ψ(δ)δ−1

pour tout χ̂ ∈ ∆̂(A) où ∆̂(A) représente les lasses d'équivalene de aratères dérites
au dessus.

On a l'isomorphisme d'anneaux :

A[G] =
⊕

χ̂∈∆̂(A)

eχ̂A[G] ∼=
⊕

χ̂∈∆̂(A)

A(χ)[H ]

où A(χ) est l'anneau de Dedekind obtenu en ajoutant les valeurs de χ. On se sert de

l'isomorphisme eχ̂A[G] ∼= A(χ)[H ] ave l'évaluation en χ. Pour haque A[G]-module

M , on a de la même manière

M =
⊕

χ̂∈∆̂(A)

eχ̂M ∼=
⊕

χ̂∈∆̂(A)

Mχ

où Mχ = M ⊗A[G] A(χ)[H ]. On pose Iχ̂ = ker(sχ) où sχ est la omposition des mor-

phismes de A-algèbres suivants :

sχ : A[G]
χ−−→ A(χ)[H ]

sH−−−→ A(χ).

Pour haque Pχ ∈ Spec(A(χ)), on pose Pχ,G = s−1χ (Pχ). On a don d'après le lemme

2.2.1

Spec(A[G]) = ∪χ̂ Spec(A(χ)[H ]),

Spec(A(χ)[H ]) = {Pχ,G|Pχ ∈ Spec(A(χ))} ,
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A[G]Pχ,G
= A(χ)Pχ

[P ],

et

MPχ,G
=MPχ

= (Mχ)Pχ
.

Les idéaux premiers minimaux de A(χ)[H ] sont les Iχ̂. Don les omposantes onnexes

de Spec(A[G]) sont les Spec(A(χ)[H ]).

Corollaire 2.2.4. [17, Corollary 7.1.7℄ Soient A un anneau de Dedekind ou un orps

de aratéristique p, G un groupe �ni abélien et M de type �ni sur A[G].
� M est A[G]-projetif si et seulement siM est A projetif et H-ohomologiquement

trivial si et seulement si M est A projetif et G-ohomologiquement trivial.

� Si A est un anneau de valuation disrète ou un orps alors A[G] est un anneau

semi-loal où pour tout χ̄, A(χ)[H ] est loal.
� Si A est un anneau de valuation disrète ou un orps alorsM est un A[G]-module

libre si et seulement si M est un A[G]-module projetif de rang onstant.

2.3 Modules projetifs partiuliers

Soient L/k une extension �nie, E un t-module dé�ni sur OK où K véri�e k ⊂ K et

L/K est une extension abélienne de groupe de Galois G.

Dé�nition 2.3.1. Soit V un k∞,ℓ-espae vetoriel de dimension �nie. On a les dé�ni-

tions suivantes :

� Un ℓ[θ][G]-réseau de V est un ℓ[θ][G]-sous module de V qui est un ℓ[θ]-réseau de

V .
� Un ℓ[θ][G]-réseau projetif (respetivement libre) dans V est un ℓ[θ][G]-réseau

de V qui est projetif (respetivement libre) omme ℓ[θ][G]-module.

Proposition 2.3.2. [17, Prop. 7.2.1℄ On a les assertions suivantes :

� LieEℓ
(L∞,ℓ) est un ℓ((θ

−1))[G] module libre.

� Si Λ est un ℓ[θ][G]-réseau de LieEℓ
(L∞,ℓ), ℓ(θ)Λ est un ℓ(θ)[G]-module libre.

� Pour deux ℓ[θ][G]-réseaux Λ1,Λ2 de LieEℓ
(L∞,ℓ) tels que ℓ(θ)Λ1 = ℓ(θ)Λ2 il existe

un ℓ[θ][G]-réseau libre Λ tels que Λ1,Λ2 ⊂ Λ.

Démonstration. 1) On aGal(Lℓ/Kℓ) = G. On a don Lℓ ∼= Kℓ[G] ommeKℓ[G]-modules

d'après le théorème de la base normale. D'où L∞,ℓ = Lℓ ⊗Kℓ
K∞,ℓ = K∞,ℓ[G].

De plus, on a K∞,ℓ ∼= Kℓ ⊗ℓ(θ) ℓ((θ
−1)) ∼=

∏

v∈Kℓ,v|∞

ℓ((θ−1)). Si on pose n = |{v ∈

Kℓ, v|∞}|, on obtient alors

Lm∞,ℓ
∼= (ℓ((θ−1))[G])nm.
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2)On pose V = ℓ(θ).Λ. Par dé�nition de réseau, on a

V ⊗ℓ(θ) ℓ∞ ∼= ℓ∞.V = Lm∞,ℓ
∼=
(
ℓ((θ−1))[G]

)nm
.

Don V ⊗ℓ(θ) ℓ∞ est G-ohomologiquement trivial. D'où pour tout i ∈ Z et H sous-

groupe de G, on a Ĥ i(H, V ⊗ℓ(θ)ℓ∞) = 0. De plus, Ĥ i(H, V ⊗ℓ(θ)ℓ∞) = Ĥ i(H, V )⊗ℓ(θ)ℓ∞
ar ℓ∞ est un ℓ(θ)-module plat. On en déduit Ĥ i(H, V ) = 0. D'où V est un ℓ(θ)[G]-
module G-ohomologiquement trivial.

De plus, le rang loal de V sur Spec(ℓ(θ)[G]) est le même que elui de V ⊗ℓ(θ) ℓ(θ
−1))

sur Spec(ℓ(θ−1))[G]). Don le rang loal est onstant de valeur nm. Par le orollaire

2.2.4, V est un ℓ(θ)[G]-module libre de rang nm.

3) Soit V = ℓ(θ)Λ1 = ℓ(θ)Λ2. D'après 2), 'est un ℓ(θ)[G]-module libre de rang nm.

On prend e1, . . . , enm une base de V sur ℓ(θ)[G]. Il existe f1, . . . , fnm et f ′1, . . . , f
′
nm dans

Lm∞,ℓ tels que Λ1 =
nm⊕

i=1

ℓ[θ]fi et Λ2 =
nm⊕

i=1

ℓ[θ]f ′i par dé�nition de réseau. On a fi ∈ Λ1 ⊂

V . Comme e1, . . . , enm est une ℓ(θ)[G]-base de V , on peut érire fi =

nm∑

r=1

(∑
ai,jσj

)
er

ave ai,j ∈ ℓ(θ) et σj ∈ G. On a don ai,j =
bi,j
ci,j

, où bi,j, ci,j ∈ ℓ[θ] et sont premiers entre

eux. On pose h1 = ppcm(ci,j) ∈ ℓ[θ]. D'où f1, . . . , fnm ∈
nm⊕

i=1

ℓ[θ][G]
ei
h1
. De la même

manière, il existe h2 ∈ ℓ[θ] tel que f ′1, . . . , f
′
nm ∈

nm⊕

i=1

ℓ[θ][G]
ei
h2
. On pose h = h1h2 et

Λ =
nm⊕

i=1

ℓ[θ][G]
ei
h
. C'est bien un ℓ[θ][G]-réseau libre ontenant Λ1 et Λ2.

Dans e qui suit, pour v un premier de k, on note kv et Âv la omplétion de k en v

et son anneau des entiers. On a Kv =
∏

w|v

Kw et OKv
=
∏

w|v

Âw

Dé�nition 2.3.3. [17, Def. 7.2.3℄

SoitR un anneau de Dedekind dont le orps des frations est K. Soit S sa fermeture

intégrale dans L. Un R{τ}[G]-sous module M de S est appelé module modéré pour

S/R si

� M est R[G]-projetif de rang onstant loal 1,

� S/M est �ni et S/M⊗R R̂v = 0 lorsque v ∈ MSpec(R) est modéré dans L/K.

Dé�nition 2.3.4. [17, Def. 7.2.7℄ Un module modéré pour OL/OK est appelé un mo-

dule modéré pour L/K.
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Cela veut dire qu'un OK{τ}[G]-module M de OL est dit modéré si

� M est OK [G]-projetif de rang onstant loal 1,

� OL/M est �ni et OL/M⊗OK
ÔK,v = 0 lorsque v ∈ MSpec(OK) est modéré dans

L/K.

On note OK,∞ (respetivement OL,∞) l'intersetion des anneaux de valuation or-

respondant aux premiers in�nis de K (respetivement L).

Dé�nition 2.3.5. [17, Def. 7.2.7℄ Un module modéré pour OL,∞/OK,∞ est appelé un

module ∞-modéré pour L/K.

Cela veut dire qu'un module ∞-modéré pour L/K est un OK,∞[G]-module projetif

de rang loal onstant 1 qu'on note W∞
tel que W∞ ⊂ OL,∞ et le quotient OL,∞/W∞

est �ni.

On genéralise la dé�nition de module modéré introduite par Ferrara, Green, Higgins

et D. Popesu dans [17℄ par la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.3.6. Un module presque modéré pour Lℓ/Kℓ est un ℓ[θ]-module M qui

véri�e

� LieEℓ
(M) est un ℓ[θ]-réseau de LieEℓ

(L∞,ℓ),
� M est ℓ[θ][G]-projetif,
� M est un OK,ℓ{τ}-module.

En partiulier, si M est un module modéré alors Mn
est presque modéré où n est

la dimension de E.
On appelle une paire presque modérée le ouple (Mℓ,W∞

) où Mℓ est un module

presque modéré pour Lℓ/Kℓ et W∞
est ∞-modéré.

Proposition 2.3.7. Si M est un module modéré pour L/K, alors M̃ est un module

modéré pour L̃/K̃.

Démonstration. Par dé�nition, M est OK [G]-projetif de rang onstant loal 1, OL/M
est �ni et OL/M ⊗OK

ÔKv = 0 lorsque v ∈ MSpec(OK) est modéré dans L/K.

Il existe alors unOK [G]-moduleN et n ∈ N tel queM⊕N ∼= OK [G]
n
. En tensorisant

par Fq(z), on obtient M̃ ⊕ Ñ ∼= ÕK [G]
n
. Don M̃ est un ÕK [G]-module projetif.

De plus, M est OK [G]-projetif de rang onstant loal 1. Pour P ∈ MSpec(OK [G]),
on a don MP

∼= OK [G]P . Comme le produit tensoriel et la loalisation ommutent, on

a pour P ∈ MSpec(ÕK [G]), M̃P
∼= ÕK [G]P . Cela implique que M̃ est ÕK [G]-projetif

de rang onstant loal 1

ÕL/M̃ est le Fq(z)-espae vetoriel engendré par les éléments de OL/M . C'est don

un Fq(z)-espae vetoriel de dimension �nie.
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Pour OL/M ⊗OK
ÔK,v = ÕL/M̃ ⊗ÕK

̂̃OK,v = 0 lorsque v ∈ MSpec(OK) est modéré

dans L/K.

Don M̃ est modéré pour L̃/K̃.

De la même manière, on peut voir que si M est presque modéré pour L/K alors M̃

est presque modéré pour L̃/K̃.

2.4 Elements unitaires et idéaux de Fitting

2.4.1 Eléments unitaires

Toute ette setion a été traitée par [17, Setion 7.3℄ lorsque ℓ = Fq. Les mêmes

arguments fontionnent pour ℓ = Fq(z).
Comme G est �ni, on a ℓ[G] [[θ−1]] = ℓ[[θ−1]][G] et ℓ[G] ((θ−1)) = ℓ ((θ−1)) [G].
On pose G = H ×∆ où H est le p-Sylow de G.

Dé�nition 2.4.1. On dé�nit ℓ ((θ−1)) [H ]+ omme sous-groupe des éléments unitaires

de ℓ ((θ−1)) [H ]× par

ℓ
((
θ−1
))

[H ]+ =
⋃

n∈Z

θn(1 + θ−1ℓ[H ][[θ−1]]).

On utilise la déomposition en aratère de ℓ[G] pour avoir la somme direte

φ∆ : ℓ[G]
((
θ−1
)) ∼=

⊕

χ∈∆̂

ℓ(χ)[H ]
((
θ−1
))
.

Cela nous premet d'avoir la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.4.2. On dé�nit ℓ ((θ−1)) [G]+, sous-groupe des éléments unitaires de

ℓ ((θ−1)) [G]× par

ℓ
((
θ−1
))

[G]+ = φ−1∆


⊕

χ∈∆̂

ℓ(χ)[H ]
((
θ−1
))+

 .

Remarque 2.4.3. On dit qu'un polyn�me f ∈ ℓ[G][θ] est unitaire si

f ∈ ℓ[G][θ]+ = ℓ[G][θ] ∩ ℓ
((
θ−1
))

[G]+.
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Théorème 2.4.4. Soit (O, m) un anneau loal omplet. Soit f ∈ O[[X ]] \ m[[X ]] tel

que f =
∑

i∈N

aiX
i
. On suppose que n est le plus petit n tel que an 6∈ m. Alors f a

l'unique déomposition de Weierstrass f = (Xn+ bn−1X
n−1+ . . .+ b0).u ave bi ∈ m et

u ∈ O[[X ]]×.

Cela nous permet d'avoir la proposition suivante.

Proposition 2.4.5. On a

ℓ
((
θ−1
))

[G]× = ℓ
((
θ−1
))

[G]+ × ℓ[θ][G]×.

Démonstration. Comme φ∆(ℓ[G][θ]
×) =

⊕

χ∈∆̂

ℓ(χ)[H ][θ]×, il su�t de montrer la propo-

sition lorsque G est un p-groupe.
D'après le lemme 2.2.1, (ℓ[H ], IH) est loal. De plus, d'après la preuve e même

lemme, IH est nilpotent. Il y a don une bijetion entre ℓ[H ] et lim
←−n
ℓ[H ]/InHℓ[H ]. Cela

implique que ℓ[H ] est IH-adiquement omplet. Soit g =
∑

i≥n

aiθ
−i ∈ ℓ

((
θ−1
))

[H ]×

ave ai ∈ ℓ[H ] et an 6= 0. Soit s : ℓ ((θ−1)) [H ] → ℓ ((θ−1)) le morphisme de ℓ ((θ−1))-

algèbres d'augmentation. Comme g est une unité, s(g) =
∑

i≥n

s(ai)θ
−i

l'est aussi. On

pose r le plus petit entier supérieur ou égal à n tel que s(ar) 6= 0. Cela veut dire que r
est le plus petit entier supérieur ou égal à n tel que ar 6∈ IH . On applique le théorème

préédent à g̃ ∈ ℓ[H ][[θ−1]] où g̃ = θng =
∑

i≥n

aiθ
−(i−n)

. On a don l'unique déomposition

g̃ = (b0 + b1θ
−1 + . . .+ br−1θ

−(r−1) + θ−r)u où bi ∈ IH et u ∈ ℓ[[θ−1]][H ]×.

D'où u =
∑

i≥0

uiθ
−i

ave ui ∈ ℓ[H ] et u0 6∈ IH . On obtient don

g = θ−ng̃ = (u0b0θ
r + u0b1θ

r−1 + . . .+ u0br−1θ + u0)θ
−n−r(1 + u−10 u1θ

−1 + . . .).

On pose

x = θ−n−r(1 + u−10 u1θ
−1 + . . .) ∈ ℓ

((
θ−1
))

[H ]+

et

y = (u0b0θ
r + u0b1θ

r−1 + . . .+ u0br−1θ + u0) ∈ ℓ[θ][H ]×.

En e�et, omme s(bi) = 0 et s(u0) ∈ ℓ×, on a s(y) = s(u0) ∈ ℓ×. D'où y ∈ (ℓ×+IH[θ]) =
ℓ[θ][H ]× par le lemme 2.2.1. On a bien g = xy ave x ∈ ℓ ((θ−1)) [H ]+ et y ∈ ℓ[θ][H ]×.
L'ériture est unique omme ℓ ((θ−1)) [H ]+∩ℓ[θ][H ]× = {1}. On obtient alors le résultat

souhaité.
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Corollaire 2.4.6. On a l'isomorphisme

ℓ
((
θ−1
))

[G]×
/
ℓ[θ][G]× = ℓ

((
θ−1
))

[G]+

qui a ĝ assoie g+.

2.4.2 Idéaux de Fitting

Dans e qui suit R est un anneau noethérien semiloal, 'est-à-dire R noethérien

tel que R =
⊕

i

Ri où Ri loal pour tout i. Soit N un R[θ]-module de type �ni et

un R-module projetif. Par exemple, omme dans [17℄ R = Fq[G] et N = M/v pour

M un module modéré L/K et v ∈ MSpec(A) ou N = Λ1/Λ2 où Λ2 ⊆ Λ1 sont deux

A[G]-réseaux projetifs de L∞.

On peut aussi regarder R = Fq(z)[G] ou les mêmes objets ave M un module

presque modéré.

Proposition 2.4.7. [17, Prop. 7.4.1℄ Soit N un R-module de type �ni qui est un R-
module projetif.

� Si R est loal et rgR(N) = n alors FittR[θ](N) est prinipal et a un unique

générateur |N |R[θ] ∈ R[θ]+ qui est de degré n et est donné par |N |R[θ] = det
R[θ]

(θIn−
Aθ) où Aθ ∈ Mn(R) est la matrie du R-endomorphisme de N donné par la

multipliation par θ dans n'importe quelle R-base de N .

� Si R est semiloal alors FittR[θ](N) est prinipal et a un unique générateur

|N |R[θ] ∈ R[θ]+ donné par |N |R[θ] =
∑

i

|N ⊗R Ri|Ri[θ].

Démonstration. On suppose que R est loal. Soit B une base de N sur R. N est libre

ar projetif sur un anneau loal. On a la suite exate :

R[θ]n −→f R[θ]n −→π N −→ 0

où f ∈ End(R[θ]) a omme matrie θIn − Aθ où Aθ ∈ Mn(R) est la matrie du R-
endomorphisme de N donné par la multipliation par θ dans B et π envoie la base

usuelle de R[θ]n sur B. En e�et, π est surjetive ar N de type �ni et π ◦ f = 0 par

hoix de f .

On veut montrer que Ker(π) = Im(f). On note e1, . . . , en la base de R[θ]n et

f1, . . . , fn elle Rn
et i : Rn −→ R[θ]n qui envoie les fj sur les ej .
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On va d'abord montrer que Im(f) + Im(i) = R[θ]n. On a f(ej) = (θIn − Aθ)ej

et Aj est à valeurs dans R. Cela implique que

n⊕

i=1

θR[θ]ej ⊂ Im(f) + Im(i). De plus,

Im(i) =

n⊕

i=1

Rej. Don Im(f) + Im(i) = R[θ]n.

Comme N est libre de rang n sur R, π ◦ i est un isomorphisme de Rn
dans N . D'où

Ker(π) ∩ Im(i) = {0}.
On a don Im(f) + Im(i) = R[θ]n, Im(f) ⊂ Ker(π) et Ker(π) ∩ Im(i) = {0}. Soit

x ∈ Ker(π). Il existe xf ∈ Im(f) et xi ∈ Im(i) tels que x = xf+xi. On a don 0 = π(x) =
π(xf) + π(xi) = π(xi), e qui entraîne que xi = 0. On a don bien Ker(π) ⊂ Im(f) et
don Ker(π) = Im(f). Par dé�nition des idéaux de Fitting, FittR[θ](N) = det

R[θ]
(θIn−Aθ).

Le générateur est bien unique omme R[θ]+ ∩ R[θ]× = {1}.
On rappelle que ℓ[G][θ]+ = ℓ[G][θ] ∩ ℓ[G] ((θ−1))

+
. Cela nous permet d'avoir la

prohaine dé�nition, introduite dans [17℄ lorsque R = Fq[G].

Dé�nition 2.4.8. SiM est un ℓ[θ][G]-module qui est un ℓ-espae vetoriel de dimension

�nie et G-ohomologiquement trivial ('est-à-dire ℓ[G]-projetif et de rang �ni), alors

on pose

|M |G = |M |ℓ[θ][G] ∈ ℓ[G][θ]+.

Comme ℓ[θ] est un anneau prinipal, il existe un unique générateur unitaire de

Fittℓ[θ](X). On note et élément |X|ℓ[θ].
Lemme 2.4.9. [17, Prop. 7.4.3℄ Soit R un anneau noethérien semi-loal. Soient B,C,D
des R[θ]-modules de type �ni et projetif omme R-modules. Si on a une suite exate

de R[θ]-modules

0 −→ B −→ C −→ D −→ 0

alors on a l'égalité |B|R[θ]|D|R[θ] = |C|R[θ].
Démonstration. De la même manière que pour la proposition 2.4.7, il su�t de le montrer

pour R loal. Si R loal, alors B,C et D sont R libres. On prend B et D des bases

pour B et D respetivement. On pose n le nombre d'éléments de B et m le nombre

d'éléments de D. Pour simpli�er les notations, on voit B ∪ D omme une base de C.
Par la proposition préédente, dans ette base, |C|R[θ] = det

R[θ]
(θIn+m − Aθ) où Aθ est

la matrie de la multipliation par θ où B ∪ D. De plus, omme Aθ est une matrie

diagonale de blos AB et AD qui sont respetivement les matries de la multipliation

par θ dans B et D. On a don bien

|C|R[θ] = det
R[θ]

(θIn −AB) det
R[θ]

(θIm − AD) = |B|R[θ]|D|R[θ].
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2.5 Formule de trae équivariante

2.5.1 Opérateurs nuléaires

Dans e qui suit, Rℓ = ℓ[G] où ℓ = Fq ou Fq(z). Tout e qui suit a été traité dans [17℄
pour le as où ℓ = Fq. On véri�e que les mêmes arguments fontionnent pour ℓ = Fq(z).

Soit V un Rℓ-module qui est Rℓ-projetive.

On regarde le déterminant de V omme Rℓ-module et non pas omme ℓ-espae
vetoriel. Dans e as, on regarde les déterminants d'endomorphismes ontinus de Rℓ-

modules de type �ni et projetifs.

Dé�nition 2.5.1. Soit U = {Ui}i≥m une suite de Rℓ-sous modules de V ouverts qui

véri�ent :

� pour tout i, V/Ui est de type �ni,
� haque Ui est G-ohomologiquement trivial,

� pour tout i ≥ m,Ui+1 ⊂ Ui,
� U est une base de voisinage d'ouverts de 0 dans V .

On suppose d'abord que U existe et on dé�nit tout e qui suit pour (V,U). On verra

ensuite que les prohaines dé�nitions ne dépendent pas du U hoisi.

Dé�nition 2.5.2. Soit φ un endomorphisme de V . On dit que φ est loalement ontra-

tant pour U s'il existe I ∈ N supérieur à M tel que φ(Ui) ⊂ Ui+1 pour tout i ≥ I. Un
voisinage U = UI de 0 ave ette propriété est appelé un nuleus pour φ.

En partiulier, si V est un Rℓ-module de type �ni, on peut prendre Ui = {0} pour

i ≥ 1. Chaque endomorphisme de V est alors loalement ontratant dans e as.

Proposition 2.5.3. Chaque ensemble �ni d'endomorphismes loalement ontratants

de V pour U ont un nuleus ommun.

Démonstration. Chaque endomorphisme φi admet un nuleus qu'on note UIi. On pose

I = maxi Ii. L'ouvert UI est un nuleus ommun pour es endomorphismes.

Proposition 2.5.4. Si φ et ψ sont loalement ontratants pour U alors φ+ψ et φ ◦ψ
le sont également.

Démonstration. D'après la proposition préédente, on peut prendre UI un nuléus om-

mun pour φ et ψ. On a don par dé�nition φ(Ui) ⊂ Ui+1 et ψ(Ui) ⊂ Ui+1 pour tout
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i ≥ I. D'où (φ+ψ)(Ui) ⊂ Ui+1 pour tout i ≥ I. Don φ+ψ est loalement ontratant

pour U .
De même omme ψ(Ui) ⊂ Ui+1 pour tout i ≥ I, φ ◦ ψ(Ui) ⊂ φ(Ui+1) ⊂ Ui+2 ⊂ Ui+1

pour tout i ≥ I. Don φ ◦ ψ est loalement ontratant pour U .

Soit Rℓ[[Z]] l'anneau des séries formelles en Z à oe�ients dans Rℓ. On onsidère

les Rℓ[[Z]]-modules

V [[Z]]/ZN = V ⊗Rℓ
Rℓ[[Z]]/Z

N
et V [[Z]] = lim

←−
N

V [[Z]]/ZN .

Chaque endomorphisme ontinu Rℓ[[Z]]-linéaire ψ de V [[Z]] (respetivement Rℓ[[Z]]/Z
N

endomorphisme linéaire de V [[Z]]/ZN
) est de la forme ψ =

∑

r≥0

φrZ
r
(respetivement

ψ =
N−1∑

r≥0

φrZ
r
) où les φr sont des endomorphismes de V .

Si V est un Rℓ-module de type �ni et projetif alors V [[Z]]/Zn
et V [[Z]] sont respe-

tivement des Rℓ[[Z]]/Z
N
et Rℓ[[Z]]-modules projetifs de type �ni. On note dorénavant

det
Rℓ[[Z]]

(ψ|V ) = det
Rℓ[[Z]]

(ψ|V [[Z]]) et det
Rℓ[[Z]]/ZN

(ψ|V ) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(ψ|V [[Z]]/ZN).

Pour la suite, on suppose que V n'est pas néessairement de type �ni mais que 'est un

R-module G-ohomologiquement trivial. On va voir omment prendre le déterminant

dans e as. Pour j ≥ i ≥ m, V et les Ui sont G-ohomologiquement triviaux don les

V/Ui et Ui/Uj le sont également. Les Rℓ-modules V/Ui et Ui/Uj sont don de type �ni
et projetifs.

Dé�nition 2.5.5. On dit qu'un endomorphisme Rℓ[[Z]]-linéaire ontinu φ de V [[Z]]
(respetivement V [[Z]]/ZN

) est nuléaire si pour tout r ≥ 0 (respetivement tout r tel
que N > r ≥ 0) les endomorphismes φr de V sont loalement ontratants.

Proposition 2.5.6. [17, Proposition 2.1.9℄ Soit ψ : V [[Z]]/ZN −→ V [[Z]]/ZN
un en-

domorphisme nuléaire. Soient U = UJ et W = UI des nulei ommuns pour les φr.
Alors

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/U) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/W ).

Démonstration. On suppose que I ≤ J , 'est-à-dire U ⊂W . On a don la suite suivante

W = UI ⊇ UI+1 ⊇ . . . ⊇ UJ−1 ⊇ UJ = U
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où φr(Ui) ⊆ Ui+1 pour r ∈ [[0;N − 1]] et i ∈ [[I; J − 1]]. Alors (1 + ψ) induit l'identité
sur les Ui/Ui+1. On a don

det
R[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/U) = det
R[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/W )

J−1∏

i=I

det
R[[Z]]/ZN

(1 + ψ|Ui/Ui+1)

= det
R[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/W ).

Par ette proposition, on voit que le déterminant ne dépend pas du nuléus hoisi.

On peut don avoir la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.5.7. Soit ψ un endomorphisme nuléaire de V [[Z]]/ZN
. On dé�nit

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V ) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/U)

où U est un nuléus ommun aux φr.
De plus, si ψ est un endomorphisme nuléaire pour V [[Z]], on dé�nit le déterminant

de (1 + ψ) dans Rℓ[[Z]] = lim
←−
N

Rℓ[[Z]]/Z
N
par

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|V ) = lim
←−
N

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V ).

Proposition 2.5.8. [17, Proposition 2.1.12℄ Soient φ et ψ deux endomorphismes nu-

léaires de V [[Z]]. Alors l'endomorphisme (1 + φ)(1 + ψ)− 1 est nuléaire et

det
Rℓ[[Z]]

((1 + ψ)(1 + φ)|V ) = det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|V ) det
Rℓ[[Z]]

(1 + φ|V ).

Démonstration. D'après la proposition 2.5.4, (1 + φ)(1 + ψ)− 1 est nuléaire. De plus,

le déterminant est multipliatif.

Proposition 2.5.9. [17, Proposition 2.1.13℄ Soit V ′ ⊂ V un Rℓ-sous-module fermé de

V qui est G-ohomologiquement trivial. On pose V ′′ = V/V ′. Soient U ′ = {U ′i}i, où
U ′i = Ui ∩ V ′ et U ′′ = {U ′′i }i où U ′′i est l'image de Ui dans V/V

′
. On suppose que les

U ′i et U
′′
i sont G-ohomologiquement triviaux. Soit ψ =

∑
φrZ

r : V [[Z]] −→ V [[Z]] un

endormorphisme nuléaire tel que φr(V
′) ⊂ V ′ pour tout r. Alors les endomorphismes

induits par ψ sur (V ′,U ′) et (V ′′,U ′′) sont nuléaires. De plus,

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|V ) = det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|V ′) det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|V ′′).
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Démonstration. On a le diagramme ommutatif

0 V ′ V V ′′ 0

0 V ′ V V ′′ 0

ψ ψ ψ

qui nous donne le résultat souhaité.

On suppose que V est un ompat, Rℓ-module G-ohomologiquement trivial. On

veut montrer que le déterminant de V ne dépend pas du hoix de la base. Soient

U = {Ui}i et U ′ = {U ′i}i deux bases de V ommme dans la dé�nition 2.5.1. Soient

ψ ∈ EndRℓ
(V ) et φ = φrZ

r ∈ EndRℓ[[Z]](V [[Z]]) tels que ψ est loalement ontratant et

φ nuléaire en U et U ′.

Dé�nition 2.5.10. [17, De�nition 2.2.1℄ On dit que U domine U ′ en ψ, on l'érit

U �ψ U ′ s'il existe N ∈ N tel que pour i ≥ N , il existe j ≥ N tels que Ui ⊇ U ′j et
ψ(Ui) ⊆ U ′j .

On dit que U domine U ′ en φ, on l'érit U �φ U ′ si pour tout r, U �φr U ′.

Lemme 2.5.11. Soient V, ψ, U et U ′ tels que U �ψ U ′. Alors

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|V ) =
′

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|V ).

Démonstration. SoitN ∈ N∗. Pour i et j su�samment grands, on a Ui ⊇ U ′j et φr(Ui) ⊆
U ′j pour r < N et UI , U

′
j des nuléi ommuns pour φ0, . . . , φN−1. On regarde la suite

exate de R-modules de type �ni et G-ohomologiquement triviaux :

0 −→ Ui/U
′
j −→ V/U ′j −→ V/Ui −→ 0.

Comme φr est l'appliation nulle sur Ui/U
′
j , on a

det
R[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/Ui) = det
R[[Z]]/ZN

(1 + ψ|V/U ′j),

e qui nous donne le résultat souhaité en faisant tendre N vers ∞.

2.5.2 Quelques bonnes bases

On va voir maintenant des exemples de Rℓ-modules ompats et projetifs, ainsi que

des bases d'ouverts et G-ohomoloqiquement triviaux assoiés que l'on pourrait utiliser

pour aluler nos déterminants.
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Soit (M,W∞) une paire presque modérée pour L/K. Pour P ∈ Spec(A), on note

ÂP,ℓ la omplétion P -adique de ℓ[θ] et ℓ̂(θ)P la omplétion P -adique de ℓ(θ). On pose

Mℓ =M ⊗Fq ℓ. Cela veut dire que Mℓ =M quand ℓ = Fq et Mℓ = M̃ quand ℓ = Fq(z).
De la même manière, W∞

ℓ = W∞ ⊗Fq ℓ. On pose pour i ≥ 0,

Ui,P,ℓ =Mℓ ⊗ℓ[θ] P
iÂP,ℓ et Ui,∞,ℓ = W∞

ℓ ⊗ℓ(z)[[θ−1]] θ
−iℓ[[θ−1]].

Ces Ui,P,ℓ et Ui,∞,ℓ sont G-ohomologiquement triviaux par hoix de M et W∞
et

forment une suite déroissante pour l'inlusion.

Soit V un élément de la lasse C qui orrespond aux ℓ[G]-modules ompats qui

véri�e une suite exate 0 −→ LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ −→ V −→ H −→ 0 où Λ est un ℓ[θ][G]-

réseau de LieEℓ
(L∞,ℓ) et H est un ℓ(θ)-espae vetoriel de dimension �nie qui est un

ℓ[θ][G]-module. On veut onstruire une base U de V . Pour e faire, on va utiliser des

Rℓ-sous-modules de L∞,ℓ qui sont G-ohomologiquement triviaux. Pour i ≥ 0, on prend

Ui,∞,ℓ ⊆ L∞,ℓ.
Ce sont bien des Rℓ-sous-modules G-ohomologiquement triviaux de L∞,ℓ et ils

forment une base de voisinage ouverts de 0 dans L∞,ℓ.
Comme Λ est disret, il existe r ≥ 0 tel que (Ur,∞,ℓ)

n ∩ Λ = {0}. Pour i ≥ r, on
assoie (Ui,∞)

n
ave son image dans la suite exate. Si on dé�nit U = {Ui,∞,ℓ}i≥r, alors

Un
nous donne une bonne base de V .

Soit S un ensemble �ni de premiers de k ontenant ∞. On pose Vℓ le ℓ(θ)-espae
vetoriel engendré par Mℓ (i.e.,V = Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ(θ)). Pour P un premier irrédutible

unitaire de ℓ[θ], on note VP,ℓ = Vℓ⊗ℓ(θ) ℓ̂(θ)P ,MP,ℓ =Mℓ⊗ℓ[θ] ℓ̂[θ]P . On dé�nit également

VS,ℓ =
∏

P∈S

VP,ℓ et MS,ℓ = Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ[θ]S où ℓ[θ]S est l'anneau des S-entiers (i.e., ℓ[θ]S =

{a ∈ ℓ(θ)|∀v 6∈ S, v(a) ≥ 0}). On va d'abord voir que MS,ℓ est un réseau de VS,ℓ.

Lemme 2.5.12. Soit S un ensemble �ni de premiers de k ontenant ∞. Alors MS,ℓ

est disret dans VS,ℓ.

Démonstration. On proède par réurrene sur le ardinal de S.
Pour |S| = 1. On a MS,ℓ =Mℓ est bien disret dans

V∞,ℓ = (Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ(θ))⊗ℓ(θ) ℓ((θ
−1)) = LieEℓ

(L∞,ℓ)

ar 'est un réseau.

On herhe à montrer que si pour tout S de ardinal n ∈ N∗ MS,ℓ est disret dans VS,ℓ
alors pour tout S ′ de ardinal n + 1, MS′,ℓ est disret dans VS′,ℓ. Soit S

′
de ardinal

n + 1. Il existe S ⊂ S ′ de ardinal n et P 6= ∞ tels que S ′ = S ∪ {P}. Soit U un
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voisinage de 0 dans VS′,ℓ tel que U ∩ (MS,ℓ×VP,ℓ) ⊂ {0}×{x|vP (x) > 0}. C'est possible
de prendre un tel U ar MS,ℓ est disret dans VS,ℓ.

On prend α ∈ U∩MS′,ℓ non nul. Alors α ∈MS′,ℓ\MS,ℓ. Cela veut dire que vP (α) < 0
e qui est absurde par hoix de U . Don α = 0 et MS′,ℓ est disret dans VS′,ℓ.

Lemme 2.5.13. Soit S un ensemble �ni de premiers de k ontenant ∞. Alors MS,ℓ

est un réseau de VS,ℓ.

Démonstration. Soit S = {∞, P1, . . . , Ps}. On onstruit de manière itérative pour i =

1, . . . , s, θi =
Piθi−1 − 1

Pi
en onsidérant que θ0 = θ. On pose pour i = 1, . . . , s,∞i = θ−1i

et ∞0 = ∞. Par hoix de θi, pour i = 1, . . . , s, v∞i−1
(θi) = −1 et vPi

(θi) = −1. Par
onstrution, on a don que les plaes au dessus de θs sont les éléments de S. On pose

k′ℓ = ℓ(θs) et A
′
ℓ = ℓ[θs]. La fermeture intégrale de ℓ[θs] dans ℓ(θ) orrespond don à

ℓ[θ]S. On prend e1, . . . , en une base de ℓ[θ]S sur A′ℓ, 'est-à-dire, ℓ[θ]S =

n⊕

i=1

A′ℓei. On

pose M ′ℓ =Mℓ ⊗Aℓ
A′ℓ. Soit f1, . . . , fm une base de Mℓ sur Aℓ.

On a don

MS,ℓ =Mℓ ⊗ℓ[θ] AS,ℓ

=

(
m⊕

j=1

ℓ[θ]fj

)
⊗ℓ[θ]

(
n⊕

i=1

A′ℓei

)

=
m⊕

j=1

(
n⊕

i=1

A′ℓeifj

)
.

MS,ℓ est don de rang nm sur A′ℓ.
De la même manière,

VS,ℓ =
∏

Q∈S

VQ,ℓ

=
(
Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ(θ)

)
⊗ℓ(θ)

∏

Q∈S

ℓ(θ)Q

= (Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ(θ))⊗ℓ(θ)

(
ℓ(θ)⊗k′

ℓ
k′ℓ,∞s

)

=

(
m⊕

j=1

ℓ(θ)fj

)
⊗ℓ(θ)

(
n⊕

i=1

k′ℓ,∞s
ei

)

=
m⊕

j=1

(
n⊕

i=1

k′ℓ,∞s
eifj

)
.
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VS,ℓ est don un k
′
ℓ,∞s

espae vetoriel de dimension nm. VS,ℓ est don engendré par
MS,ℓ sur ℓ((θ

−1)). De plus, d'après le lemme 2.5.12, MS,ℓ est disret dans VS,ℓ. Cela
implique don que MS,ℓ est un réseau dans VS,ℓ.

On peut voir que VS,ℓ est G-ohomologiquement trivial omme les VP,ℓ le sont et

VS,ℓ =
∏

P∈S

VP,ℓ.

Comme Mℓ est ℓ[θ][G]-projetif alors MS,ℓ est ℓ[θ]S[G]-projetif. Don MS,ℓ est G-
ohomologiquement trivial, e qui implique que VS,ℓ/MS,ℓ l'est également.

Don VS,ℓ/MS,ℓ est un Rℓ-module projetif ompat. Comme préédemment, on

prend une base de Rℓ-modules G-ohomologiquement triviaux de VS,ℓ qui induit une
base de Rℓ-sous modules ouverts de VS,ℓ/MS,ℓ. Pour i ≥ 0 et P ∈ S ∩ Spec(ℓ[θ]), on

note Ui,P,ℓ =Mℓ ⊗ℓ[θ] P
iℓ̂[θ]P . Pour i ≥ 0, on a Ui,∞,ℓ = W∞

ℓ ⊗ℓ[[θ−1]] θ
−iℓ[[θ−1]]. On pose

Ui,S,ℓ =
∏

v∈S\∞

Ui,v,ℓ × Un
i,∞,ℓ ⊆

∏

v∈S

Vv,ℓ = VS,ℓ.

(Ui,S,ℓ)i≥0 forme une base de Rℓ-modules projetifs de VS,ℓ. Comme MS,ℓ est disret

dans VS,ℓ, il existe r ∈ N∗ tel que Ur,S,ℓ ∩MS = {0}. Pour i ≥ r, on identi�e Ui,S,ℓ ave
leur image dans VS,ℓ/MS,ℓ. On pose U = (Ui,S)i≥r. Cela nous donne une bonne base

pour VS,ℓ/MS,ℓ.

On �xe d'abord une paire presque modérée (M,W∞) pour L/K. On va voir que le

déterminant de dépend pas du hoix de ette base. On pose OK,S,ℓ = OK,S ⊗Fq ℓ.

Lemme 2.5.14. Soit S un ensemble �ni de premiers de ℓ(θ) ontenant ∞. Soit φ = aτ s

pour a ∈ Mn(OK,S,ℓ) et s ≥ 1. Alors φ est un endomorphisme loalement ontratant

de VS,ℓ/MS,ℓ pour la base induite par (M,W∞).

Démonstration. Comme MS,ℓ est un OK,S,ℓ{τ}-module, φ est un endormophisme de

VS,ℓ/MS,ℓ. Soit m ∈ N∗ tel que m ≥ (1 − v(a)) pour tout v ∈ S. Par dé�nition, on

a τ(Uv,ℓ) ⊂ Uv,ℓ. Don pour i ≥ m, on a φ(Ui,v,ℓ) ⊂ Ui+1,v,ℓ. En e�et, pour v ∈ S et

x ∈ Ui,v,ℓ, v(φ(x)) = v(a) + qsv(x) ≥ 1−m+ qsi ≥ i+ 1.

Corollaire 2.5.15. Soit S un ensemble �ni de premiers de ℓ(θ) ontenant ∞. Chaque

φ ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}τ est un endomorphisme loalement ontratant de VS,ℓ/MS,ℓ pour

la base induite par (M,W∞). De plus, ψ ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}τ [[Z]] est un endomorphisme

nuléaire de (VS,ℓ/MS,ℓ)[[Z]] pour ette base.
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Démonstration. D'après le lemme préédent, φ = aτm ave a ∈ Mn(OK,S,ℓ) et m ≥ 1
est un endomorphisme loalement ontratant de VS,ℓ/MS,ℓ. Don d'après la proposition

2.5.4, on a φ ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}τ est un endomorphisme loalement ontratant de

VS,ℓ/MS,ℓ.

Proposition 2.5.16. Soit S un ensemble �ni de premiers de ℓ(θ) ontenant ∞. Soient

a ∈ Gln(OK,S,ℓ) et b ∈ Mn(OK,S,ℓ) et φ = bτ s pour s ≥ 1. Alors pour tout m ≥ 1,

det
Rℓ[[Z]]

(1 + aφZm|VS,ℓ/MS,ℓ) = det
Rℓ[[Z]]

(1 + φaZm|VS,ℓ/MS,ℓ).

Démonstration. On suppose b 6= 0. On pose

φa : VS,ℓ/MS,ℓ → VS,ℓ/MS,ℓ

x 7→ ax
.

D'après le lemme 2.5.14, φ, φaφ et φφa sont loalement ontratants.

Soit k ∈ N∗ tel que
� Uk,S,ℓ ∩MS,ℓ = {0},
� Uk,S,ℓ est un nuléus pour φ, φaφ et φφa,
� j = min ({k + v(b)|v ∈ S}) > max ({0} ∪ {−v(a)|v ∈ S}).
On a le diagramme ommutatif de Rℓ-modules

VS,ℓ/MS,ℓ

φ−1a (Uk,S,ℓ)

VS,ℓ/MS,ℓ

Uk,S,ℓ

VS,ℓ/MS,ℓ

φ−1a (Uk,S,ℓ)

VS,ℓ/MS,ℓ

Uk,S,ℓ
.

φφa

φa

φaφ

φa

Les �èhes horizontales sont des isomorphismes omme a est inversible.

On a hoisi k de sorte que φ−1a (Uk,S,ℓ) ∼= Uk,S,ℓ (ar Uk,S,ℓ ∩ MS,ℓ = {0}). D'où
φ−1a (Uk,S,ℓ) est G-ohomologiquement trivial.

Don det
Rℓ[[Z]]

(
1 + φφaZ

m
∣∣∣ VS,ℓ/MS,ℓ

φ−1a (Uk,S,ℓ)

)
est bien dé�ni. De par le diagramme, on ob-

tient

det
Rℓ[[Z]]

(
1 + φφaZ

m
∣∣∣ VS,ℓ/MS,ℓ

φ−1a (Uk,S,ℓ)

)
= det

Rℓ[[Z]]

(
1 + φaφZ

m
∣∣∣VS,ℓ/MS,ℓ

Uk,S,ℓ

)
.

De plus, Uk,S,ℓ est un nuléus pour φaφ, don

det
Rℓ[[Z]]

(1 + φaφZ
m|VS,ℓ/MS,ℓ) = det

Rℓ[[Z]]

(
1 + φaφZ

m
∣∣∣VS,ℓ/MS,ℓ

Uk,S,ℓ

)
.
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Comme j = min{k + v(b)|v ∈ S}, φφa(φ−1a (Uk,S,ℓ)) ⊂ Uk+j,S,ℓ. De plus, j >
max({0} ∪ {−v(a)|v ∈ S}). D'où Uk+j,S,ℓ ⊂ φ−1a (Uk,S,ℓ). Par e hoix de j, on a don

φφa(φ
−1
a (Uk,S,ℓ)) ⊂ Uk+j,S,ℓ ⊂ φ−1a (Uk,S,ℓ).

D'où det
Rℓ[[Z]]

(
1 + φφaZ

m
∣∣∣φ
−1
a (Uk,S,ℓ)

Uk+j,S,ℓ

)
= 1. On a la suite exate de Rℓ-modules projetifs

de type �ni :

0 −→ φ−1a (Uk,S,ℓ)

Uk+j,S
−→ VS,ℓ/MS,ℓ

Uj+k,S
−→ VS,ℓ/MS,ℓ

φ−1a (Uk,S,ℓ)
−→ 0.

Comme Uk,S,ℓ est un nuléus pour φφa et j > 0, on a que Uj+k,S l'est aussi.

On a don

det
Rℓ[[Z]]

(1 + φφaZ
m|VS,ℓ/MS,ℓ) = det

Rℓ[[Z]]

(
1 + φφaZ

m
∣∣∣VS,ℓ/MS,ℓ

Uk+j,S

)

= det
Rℓ[[Z]]

(
1 + φφaZ

m
∣∣∣ VS,ℓ/MS,ℓ

φ−1a (Uk,S,ℓ)

)

= det
Rℓ[[Z]]

(1 + φaφZ
m|VS,ℓ/MS,ℓ) .

Lemme 2.5.17. Soit S un ensemble �ni de premiers de ℓ(θ) ontenant ∞. Soit ψ ∈
Mn(OK,S,ℓ){τ}[[Z]]τ vu omme Rℓ[[Z]]-endomorphisme de Rℓ[[Z]]. Alors le déterminant

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|VS,ℓ/MS,ℓ) est indépendant du hoix de la paire presque modérée.

Démonstration. Soient (M ′′,W∞) et (M ′,W ′∞) deux paires presque modérées pour

L/K. Soient U et U ′ deux bases de voisinages ouverts de 0 dans VS/MS onstruits

omme e qu'on a vu. Soit ψ ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}τ . On montre d'abord que U �ψ U ′.
Soit v ∈ S, il existe av, bv ∈ N tels que U ′i+av ,v,ℓ ⊆ U ′′i,v,ℓ et U

′′
i+bv,v,ℓ

⊆ U ′i,v,ℓ pour tout i
su�samment grand.

On pose a = max(av) et b = max(bv). On a U ′i+a,S,ℓ ⊆ U ′′i,S,ℓ et U
′′
i+b,S,ℓ ⊆ U ′i,S,ℓ

pour i su�samment grand. Comme ψ ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}τ , il existe k ∈ N tel que

ψ(U ′′i,S,ℓ) ⊆ U ′′iq−k,S pour i su�samment grand.

Si i véri�e iq − k > i+ b+ a et i su�samment grand, alors

ψ(U ′′i,S,ℓ) ⊆ U ′′iq−k,S,ℓ ⊂ U ′′i+b+a,S,ℓ ⊂ U ′i+a,S,ℓ.

Don U ′i+a,S,ℓ ⊆ U ′′i,S,ℓ et ψ(Ui,S,ℓ) ⊆ U ′i+a,S,ℓ pour i su�samment grand et i >>
a + b + k. On a don U ′′ �ψ U ′. Dans e as, le déterminant est le même pour U ′′
et U ′. On a don le résultat souhaité pour les bases induites par deux paires presque

modérées
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2.5.3 Formule de traes

Dans ette setion, on prend (M,W∞
) une paire presque modérée pour L/K. Cette

setion a été traitée dans [17℄ pour ℓ = Fq et E un module de Drinfeld.

Lemme 2.5.18. Soit S un ensemble �ni de premiers de ℓ(θ) ontenant ∞. Soit P ∈
MSpec(ℓ[θ]) \ S et S ′ = S ∪ {P}. Alors pour f ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}[[Z]]τZ, on a

det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |Mℓ/PMℓ) =

det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |VS′,ℓ/MS′,ℓ)

det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |VS/MS,ℓ)
.

Démonstration. On rappelle que Vℓ =Mℓ⊗ℓ[θ] ℓ(θ), VP,ℓ = Vℓ⊗ℓ(θ) ℓ̂(θ)P , VS,ℓ =
∏

P∈S

VP,ℓ,

VS′,ℓ = VS,ℓ × VP,ℓ, M̂P,ℓ =Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ̂[θ]P et MS,ℓ =Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ[θ]S.
On veut d'abord montrer qu'on a la suite exate suivante

0 −→ M̂P,ℓ
ψ−−→ VS′,ℓ

MS′,ℓ

η−−→ VS,ℓ
MS,ℓ

−→ 0

où pour a ∈ M̂P,ℓ, ψ(a) = (0, a) ∈ VS′,ℓ

MS′,ℓ

. Comme ℓ̂(θ)P = ℓ[θ]S′ + ℓ̂[θ]P , on a

VP = Vℓ ⊗ℓ(θ) ℓ̂(θ)P

=
(
Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ(θ)

)
⊗ℓ(θ)

(
ℓ[θ]S′ + ℓ̂[θ]P

)

=Mℓ ⊗ℓ[θ]

(
ℓ[θ]S′ + ℓ̂[θ]P

)

=Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ[θ]S′ +Mℓ ⊗ℓ[θ] ℓ̂[θ]P

=MS′,ℓ + M̂P,ℓ.

Don pour b ∈ VP,ℓ, il existe a
′ ∈MS′,ℓ et b

′ ∈ M̂P,ℓ tels que b = a′ + b′. On dé�nit η

tel que pour a ∈ VS,ℓ et b ∈ VP,ℓ, η((a, b)) = a− a′.
On montre d'abord que η est bien dé�nie, 'est-à-dire qu'elle ne dépend ni du hoix de

l'ériture de b, ni du hoix du représentant de la lasse. On érit b = a′ + b′ = a′′ + b′′

où a′, a′′ ∈ MS′,ℓ et b
′, b′′ ∈ MP,ℓ. On a don a′ − a′′ = b′′ − b′ ∈ MS′,ℓ ∩ M̂P,ℓ = MS,ℓ

omme ℓ[θ]S′ ∩ ℓ̂[θ]P = ℓ[θ]S. Cela implique qu'on a bien a− a′ = a− a′′.
Soient (a; b) et (c; d) deux représentants de la même lasse. Il existe don m ∈MS′,ℓ

tel que (c; d) = (a; b)+m = (a+m; b+m). On obtient alors que d = a′+m+b′ si b = a+b′.
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Comme a′ + m ∈ MS′,ℓ, on a η((c, d)) = c− (a′ +m) = a+m− a′ −m = η((a, b)).

Pour b ∈ M̂P,ℓ, on a bien η(ψ(b)) = 0.
Soit (a, b) mod MS′,ℓ ∈ Ker(η). Il existe don a′ ∈ MS′,ℓ, b

′ ∈ MP,ℓ tels que b =
a′ + b′.

Comme a′ ∈ MS′,ℓ, b
′ ∈ MP,ℓ, on a (a, b) − (a′, a′) = (a − a′, b − a′) = (0, b′). D'où

Ker(η) ⊂ Im(ψ).
On a les voisinages ouverts de 0 : U et U ′ sur VS,ℓ/MS,ℓ et VS′,ℓ/MS′,ℓ, induits par la

paire presque modérée (M,W∞
).

On a U =
∏

v∈S\∞

Uv × Un
∞ et U ′ =

∏

v∈S′\∞

Uv × Un
∞ où Uv = {Mℓ ⊗ℓ[θ] v

iℓ̂[θ]v}i≥1 pour

v ∈ Spec(ℓ[θ]) et U∞ = {Wℓ ⊗ℓ[[θ−1]] θ
−iℓ[[θ−1]]}i≥1. On a η(U ′) = U et ψ−1(U ′) = UP .

Comme f ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}[[Z]]τZ, on a fr ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}τ . Don ils ommutent

ave ψ et η et sont loalement ontratants pour UP ,U et U ′.
On obtient alors

det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |VS′,ℓ/MS′,ℓ) = det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |MP,ℓ) det
Rℓ[[Z]]

(1 + φ|VS,ℓ/MS,ℓ).

Comme f ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}[[Z]]τZ et P 6∈ S, fr(PM̂P,ℓ) ⊂ PM̂P,ℓ. Cela implique

qu'on peut prendre PM̂P,ℓ omme nuleus ommun pour les fr. De plus, M̂P,ℓ/PM̂P,ℓ
∼=

Mℓ/PMℓ. On a don

det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |M̂P,ℓ) = det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |Mℓ/PMℓ) =

det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |VS′,ℓ/MS′,ℓ)

det
Rℓ[[Z]]

(1 + f |VS,ℓ/MS,ℓ)
.

Le prohain théorème est le même que [11, Proposition 3.5℄ mais pour ℓ[G] au lieu

de ℓ, ou ℓ[G] à la plae de Fq[G] pour [17, Theorem 3.0.2℄.

Théorème 2.5.19. Soit S un ensemble �ni de premiers de ℓ(θ) ontenant ∞. Soit

P ∈ Spec(ℓ[θ]) \ S et S ′ = S ∪ {P}. Soit ψ ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}[[Z]]τZ. On a

∏

v∈MSpec(ℓ[θ]S)

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψ|Mℓ/vMℓ) = det
Rℓ[Z]]

(1 + ψ|VS,ℓ/MS,ℓ)
−1.

Démonstration. Soit ψ =
∞∑

r=1

ψrZ
r ∈ Mn(OK,S,ℓ){τ}[[Z]]τZ. On veut montrer qu'on a

l'égalité

∏

v∈MSpec(ℓ[θ]S)

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|Mℓ/vMℓ) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|VS/MS,ℓ)
−1.
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Soit D = DN tel que degτ ψr <
rD

N
pour tout r < N . On pose

T = TD = S ∪ {v ∈ MSpec(ℓ[θ]S) | ∀w|v, [OK,S,ℓ/w : ℓ] < D}.

En appliquant suessivement le lemme préédent, on obtient

∏

v∈T\S

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|Mℓ/vMℓ) =

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|VT,ℓ/MT,ℓ)

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|VS,ℓ/MS,ℓ)
.

De plus, MSpec(ℓ[θ]S) = T \ S ∪MSpec(ℓ[θ]T ). On a don

∏

v∈Spec(ℓ[θ]S)

Xv =
∏

v∈Spec(ℓ[θ]T )

Xv

∏

v∈T\S

Xv où Xv = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|Mℓ/vMℓ).

Il su�t don de montrer que

∏

v∈MSpec(ℓ[θ]T )

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|Mℓ/vMℓ) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|VT/MT,ℓ)
−1.

On pose SD,N ⊂ Mn(OK,T,ℓ){τ}[[Z]]/ZN
de la manière suivante

SD,N =

{
1 +

N−1∑

r=1

ψrZ
r mod ZN | degτ (ψr) <

rD

N
pour tout r < N

}
.

C'est un groupe multipliatif auquel appartient (1 + ψ) mod ZN
par hoix de D.

On a hoisi T de sorte que OK,T,ℓ n'ait pas de groupe résiduel de degré d < D sur

ℓ. Don pour tout d < D, il existe Md ∈ N, fdj , adj ∈ OK,T,ℓ pour 1 ≤ j ≤ Md tels que

1 =

Md∑

j=1

fdj

(
aq

d

dj − adj

)
.

En e�et, pour d < D, on note Id l'idéal de OK,T,ℓ engendré par

{
aq

d − a, a ∈ OK,T,ℓ

}
.

On suppose que Id 6= OK,T,ℓ. Il existe don md un idéal maximal tel que Id ⊂ md  
OK,T,ℓ. On a don pour tout a ∈ OK,T,ℓ, a

qd −a ≡ 0 mod Id don a
qd −a ≡ 0 mod md.

Cela implique que dimℓOK,T,ℓ/md ≤ d. C'est absurde par hoix de T . Don Id = OK,T,ℓ.

Il existe don Md ∈ N, fdj , adj ∈ OK,T,ℓ pour 1 ≤ j ≤ Md tels que 1 =

Md∑

j=1

fdj(a
qd

dj − adj).
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On pose Fdj = fdjIn et Adj = adjIn. Soient B ∈ Mn(OK,T,ℓ), r < N et d < D. On a

1−BτdZr = 1−
Md∑

j=1

BFdj(τ
dAdj −Adjτ

d)Zr
'est-à-dire

1− BτdZr −
Md∑

j=1

BFdjAdjτ
dZr = 1−

Md∑

j=1

BFdjτ
dAdjZ

r.

De plus, on a

1− BτdZd −
Md∑

j=1

BFdjAdjτ
dZr ≡ (1− BτdZr)

(
Md∏

j=1

1− Adj(BFdjτ
d)Zr

)
mod Zr+1

et

1−
Md∑

j=1

BFdjτ
dAdjZ

r ≡
Md∏

j=1

1− (BFdjτ
d)AdjZ

r mod Zr+1.

D'où 1−BτdZr ≡
Md∏

j=1

1− (RFdjτ
d)AdjZ

r

1−Adj(BFdjτd)Zr
mod Zr+1

.

Cela implique que

{
1− (Sτd)AZr

1− A(Sτd)Zr

∣∣∣A, S ∈ Mn(OK,T,ℓ)

}
est un système de généra-

teurs de SD,N .
On a det

Rℓ[[Z]]/ZN

(
1− (Sτd)AZr

1−A(Sτd)Zr

∣∣∣Mℓ/vMℓ

)
= 1 pour v ∈ MSpec(ℓ[θ]T ).

Par la proposition 2.5.16 , on a également det
Rℓ[[Z]]/ZN

(
1− (Sτd)AZr

1− A(Sτd)Zr

∣∣∣ VT,ℓ
MT,ℓ

)
= 1. On a

don bien

∏

v∈MSpec(ℓ[θ]T )

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|Mℓ/vMℓ) = 1 = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ψ|VT,ℓ/MT,ℓ)
−1

qui nous donne le résultat souhaité.

On dé�nit Eℓ omme E si ℓ = Fq et Ẽ si ℓ = Fq(z).

On dé�nit ψℓ omme

1− φE(θ)Z

1 − δE(θ)Z
− 1 si ℓ = Fq et

1− φẼ(θ)Z

1− δE(θ)Z
− 1 si ℓ = Fq(z).

Corollaire 2.5.20. ψℓ est un opérateur nuléaire de (Ln∞,ℓ/Mℓ)[[Z]] et

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ψℓ|Ln∞,ℓ/Mℓ) =
∏

v∈MSpec(ℓ[θ])

|LieEℓ
(Mℓ/v)|G

|Eℓ(Mℓ/v)|G
.
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Démonstration. On peut voir que

ψℓ =
1− φEℓ

(θ)Z

1− δE(θ)Z
− 1

= (1− φEℓ
(θ)Z)

∑

i≥0

(A0Z)
i − 1

=
∑

i≥1

(A0Z)
i − φEℓ

(θ)Z
∑

i≥0

(A0Z)
i

=
∑

r≥1

(δE(θ)− φEℓ
(θ))Zrδr−1E (θ).

Don ψℓ ∈ Mn(OK,ℓ){τ}[[Z]]τZ. Par le orollaire 2.5.15, 'est don un opérateur nu-

léaire sur Ln∞,ℓ/Mℓ et Mℓ/vMℓ pour tout v.
On applique le théorème préédent dans le as où S = {∞}. Comme V∞,ℓ = Ln∞,ℓ et

pour v ∈ MSpec(ℓ[θ]),

det
Rℓ[[Z]]

(1− δE(θ)Z|Mℓ/vMℓ)

det
Rℓ[[Z]]

(1− φEℓ
(θ)Z|Mℓ/vMℓ)

=
|LieEℓ

(Mℓ/vMℓ)|ℓ[θ][G]

|Eℓ(Mℓ/vMℓ)|ℓ[θ][G]

ela nous

donne

det
Rℓ[[Z]]

(1− ψℓ|Ln∞,ℓ/Mℓ) =
∏

v∈MSpec(ℓ[θ])

det
Rℓ[[Z]]

(1− ψℓ|Mℓ/vMℓ)
−1

=
∏

v∈MSpec(ℓ[θ])

|LieEℓ
(Mℓ/vMℓ)|ℓ[θ][G]

|Eℓ(Mℓ/vMℓ)|ℓ[θ][G]

.

Cela nous permet d'avoir la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.5.21. On dé�nit les fontions L-équivariantes

LG(Eℓ(Mℓ)) =
∏

v∈MSpec(ℓ[θ])

|LieEℓ
(Mℓ/v)|ℓ[θ][G]

|Eℓ(Mℓ/v)|ℓ[θ][G]

.

2.6 Volume

Dans ette setion, on généralise les énonés de [17, Setion 5℄ à ℓ et aux modules

d'Anderson.

Les arguments restent les mêmes mais il y a quelques hangements dans les ondi-

tions à ause du fait que θ et δE(θ) peuvent avoir des normes di�érentes.
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2.6.1 Dé�nition et premières propriétés

Soient Λ et Λ′ deux ℓ[θ][G]-réseaux libres de LieEℓ
(L∞,ℓ) de bases B et B′. Par dé�-

nition, e sont des ℓ ((θ−1)) [G]-bases pour LieEℓ
(L∞,ℓ). Il existe X ∈ Glmn(ℓ ((θ

−1)) [G])
(m = [K : k]) tel que B′ = XB. Alors det(X) dépend des hoix de B et B′ mais pas

det(X)+ qui est l'image de det(X) par

ℓ
((
θ−1
))

[G]× ։ ℓ
((
θ−1
))

[G]×/ℓ[θ][G]× ∼= ℓ
((
θ−1
))

[G]+

d'après le orollaire 2.4.6.

Dé�nition 2.6.1. Pour Λ et Λ′ deux ℓ[θ][G]-réseaux libres, on dé�nit

[Λ : Λ′]ℓ[θ]G = det(X)+.

Si Λ et Λ′ sont des ℓ[θ][G]-réseaux libres et Λ′ ⊂ Λ alors Λ/Λ′ est un ℓ[θ][G]-module

de type �ni et G-ohomologiquement trivial. On peut montrer que

[Λ : Λ′]ℓ[θ][G] = |Λ/Λ′|ℓ[θ][G].

De plus, si Λ′′,Λ′ et Λ sont des ℓ[θ][G]-réseaux libres alors

[Λ : Λ′′]ℓ[θ][G] = [Λ : Λ′]ℓ[θ][G][Λ
′ : Λ′′]ℓ[θ][G].

On veut maintenant étendre ette notion aux ℓ[θ][G]-réseaux projetifs. Pour e

faire, nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.6.2. Soit Λ un ℓ[θ][G]-réseau projetif dans LieEℓ
(L∞,ℓ). Alors

� il existe un ℓ[θ][G]-réseau libre de LieEℓ
(L∞,ℓ) tel que Λ ⊂ F ,

� pour e F , F/Λ est un ℓ-espae vetoriel de dimension �nie et un ℓ[θ][G]-module

G-ohomologiquement trivial.

Démonstration. 1) On a ette assertion d'après la proposition 2.3.2.

2) Pour e F , on a ℓ(θ)Λ = ℓ(θ)F . Soit e1, . . . , en une base de F . Pour tout i =

1, . . . , n, il existe ai, bi ∈ ℓ[θ] tels que ei ∈
ai
bi
Λ. On pose b = ppcm(ei). D'où bF ⊂ Λ.

De plus, Λ et F sont G-ohomologiquement triviaux et on a la suite exate

0 −→ Λ −→ F −→ F/Λ −→ 0.

D'où F/Λ est G-ohomologiquement trivial.
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D'après la proposition 2.4.7, pour un tel F , Fittℓ[θ][G]

(
F

Λ

)
est prinipal et admet

un unique générateur |F/Λ|ℓ[θ][G] ∈ ℓ ((θ−1)) [G]+ qui est inversible. Cela nous permet

d'avoir la prohaine dé�nition.

Dé�nition 2.6.3. Soient Λ,Λ′ deux ℓ[θ][G]-réseaux projetifs dans LieEℓ
(L∞,ℓ). On

prend F, F ′ deux ℓ[θ][G]-réseaux libres tels que Λ ⊂ F et Λ′ ⊂ F ′. On dé�nit alors

[Λ : Λ′]ℓ[θ]G = [F : F ′]ℓ[θ][G]

|F ′/Λ′|ℓ[θ]G
|F/Λ|ℓ[θ]G

.

On véri�e maintenant que ette dé�nition est indépendante du hoix de F et F ′ et
que l'on a les mêmes relations que pour les modules libres.

Lemme 2.6.4. On a les assertions suivantes :

� [Λ : Λ′]ℓ[θ][G] est indépendant de F et F ′.
� Si Λ,Λ′ et Λ′′ sont des ℓ[θ][G]-réseaux projetifs alors

[Λ : Λ′′]ℓ[θ][G] = [Λ : Λ′]ℓ[θ][G][Λ
′ : Λ′′]ℓ[θ][G].

� Si Λ′ ⊂ Λ sont des ℓ[θ][G]-réseaux projetifs alors [Λ : Λ′]ℓ[θ][G] = |Λ/Λ′|ℓ[θ][G].

Démonstration. 1) D'après la proposition 2.3.2, pour F1, F2 des ℓ[θ][G]-réseaux libres

qui ontiennent Λ, il existe F3 un ℓ[θ][G]-réseau libre qui ontient F1 et F2. On peut don

supposer qu'on prend des ℓ[θ][G]-réseaux libres tel que Λ ⊂ F1 ⊂ F2 et Λ ⊂ F ′1 ⊂ F ′2.
On a la suite exate

0 −→ F1

Λ
−→ F2

Λ
−→ F2

F1
−→ 0.

On en déduit d'après le lemme 2.4.9∣∣∣∣
F2

Λ

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

=

∣∣∣∣
F1

Λ

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

∣∣∣∣
F2

F1

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

.

De la même manière, on obtient∣∣∣∣
F ′2
Λ′

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

=

∣∣∣∣
F ′1
Λ′

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

∣∣∣∣
F ′2
F ′1

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

.

Cela implique

[F1 : F
′
1]ℓ[θ][G]

|F ′1/Λ′|ℓ[θ][G]

|F1/Λ|ℓ[θ][G]

= [F1 : F
′
1]ℓ[θ][G]

∣∣∣∣
F ′2
Λ′

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]∣∣∣∣

F ′2
F ′1

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

∣∣∣∣
F2

F1

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]∣∣∣∣

F2

Λ

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

= [F2 : F
′
2]ℓ[θ][G]

∣∣∣∣
F ′2
Λ′

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

/

∣∣∣∣
F2

Λ

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

.
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Cela nous donne le résultat souhaité.

2) On a

[Λ : Λ′]ℓ[θ][G][Λ
′ : Λ′′]ℓ[θ][G] = [F : F ′]ℓ[θ][G]

|F ′/Λ′|ℓ[θ][G]

|F/Λ|ℓ[θ][G]
[F ′ : F ′′]ℓ[θ][G]

|F ′′/Λ′′|ℓ[θ][G]

|F ′/Λ′|ℓ[θ][G]

= [F : F ′′]ℓ[θ][G]

|F ′′/Λ′′|ℓ[θ][G]

|F/Λ|ℓ[θ][G]

= [Λ : Λ′′]ℓ[θ][G].

3) On peut prendre le même module libre pour Λ et Λ′, 'est-à-dire F ′ = F . On a

la suite exate

0 −→ Λ

Λ′
−→ F

Λ′
−→ F

Λ
−→ 0.

D'après le lemme 2.4.9

∣∣∣∣
F

Λ′

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

=

∣∣∣∣
Λ

Λ′

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

∣∣∣∣
F

Λ

∣∣∣∣
ℓ[θ][G]

. On a alors

[Λ : Λ′]ℓ[θ][G] =
|F/Λ′|ℓ[θ][G]

|F/Λ|ℓ[θ][G]

= | Λ
Λ′

|ℓ[θ][G].

On dé�nit la lasse C omme elle des ℓ[θ][G]-modules ompats V qui sont G-
ohomologiquement triviaux et qui véri�ent une suite exate de ℓ[θ][G]-modules

0 −→ LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ

f−−→ V
π−−→ H −→ 0

où Λ est un ℓ[θ][G]-réseau de LieEℓ
(L∞,ℓ) et H est un ℓ[θ][G]-module qui est un ℓ-espae

vetoriel de dimension �nie.

Ln∞,ℓ/Λ est ℓ[θ] divisible don ℓ[θ]-injetif omme ℓ ((θ−1)) /ℓ[θ] l'est. Cela implique

l'existene d'une setion dans la atégorie des ℓ[θ]-modules. On a l'isomorphisme de

ℓ[θ]-modules suivant, induit par (f, id)

Ln∞,ℓ/Λ× s(H) ∼= V.

On s'intéresse à la struture de Ln∞,ℓ/Λ × s(H) omme ℓ[θ][G]-module. Pour un

élément (x, s(h)) ∈ Ln∞,ℓ/Λ× s(H) et g ∈ G, on pose g.(x, s(h)) = (g.x+ ag,h; bg,h) où
(ag,h; bg,h) est assoié à g.s(h) par l'isomorphisme Ln∞,ℓ/Λ× s(H) ∼= V . On va montrer

qu'on a les relations suivantes bg,h = s(gh) et ag1g2,h = g1ag2,h + ag1,g2h.
Comme s est une setion de π, pour h ∈ H , on a π ◦ s(h) = h. De plus, π est un

morphisme de ℓ[θ][G]-modules, don pour g ∈ G, gπ ◦ s(h) = π(gs(h)) = gh. On en

déduit bg,h = s(gh).
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Soient g ∈ G, (x1, s(h1)), (x2, s(h2)) ∈ Ln∞,ℓ/Λ × s(H). Comme V est un ℓ[θ][G]-
module et s(h1), s(h2) ∈ V , g.(s(h1) + s(h2)) = g.s(h1) + g.s(h2). D'où g.(0, s(h1) +
s(h2)) = (ag,h1 + ag,h2; bg,h1 + bg,h2). De plus, L

n
∞,ℓ/Λ est un ℓ[θ][G]-module d'où

g.[(x1, s(h1)) + (x2, s(h2))] = (g.x1 + ag,h1 + g.x2 + ag,h2; bg,h1 + bg,h2).

Soient g1, g2 ∈ G et h ∈ H . On a alors

(g1.(g2s(h)) = g1(ag2,h + s(g2h))

= g1ag2,h + ag1,g2h + s(g1g2h).

D'où g1.(g2(0; s(h))) = (g1ag2,h + ag1,g2h; s(g1g2h) = (g1g2(0; s(h))). La loi dé�nie

i-dessus est bien une struture de ℓ[θ][G]-module sur Ln∞,ℓ/Λ× s(H).
Ave ette nouvelle struture, on peut obtenir la prohaine dé�nition.

Dé�nition 2.6.5. Un ℓ[θ][G]-réseau Λ′ de LieEℓ
(L∞,ℓ) est dit (V,Λ, H, s)-admissible

s'il véri�e les onditions suivantes

� Λ ⊂ Λ′,
� Λ′ est ℓ[θ][G]-projetif,
� Λ′/Λ× s(H) est un ℓ[θ][G]-sous module de V .

Un ℓ[θ][G]-réseau Λ′ est dit V -admissible s'il est (V,Λ, H, s)-admissible pour un

ertain s.

Proposition 2.6.6. Il existe des réseaux (V,Λ, H, s)-admissibles qui sont ℓ[θ][G]-libres.

Démonstration. On a la suite exate

0 −→ LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ

f−−→ V
π−−→ H −→ 0.

D'après la proposition 2.3.2, il existe un ℓ[θ][G]-réseau libre Λ′′ tel que Λ ⊂ Λ′′. Soient
x ∈ H et g ∈ G. On a g.(0, s(x)) = (ag,x, bg,x) ∈ Ln∞,ℓ/Λ× s(H) ∼= V .

Comme ℓ[θ] est un anneau prinipal,H est un ℓ[θ]-module de type �ni et un ℓ-espae
vetoriel de dimension �nie. Cela implique que H est un ℓ[θ]-module de torsion. Comme

s(H) est un module de torsion (ar H l'est), il existe f ∈ ℓ[θ] non nul tel que fs(x) = 0
pour tout x ∈ H . Comme l'ation de G et ℓ[θ] sur V ommutent, fag,x = 0 pour tout

x et g.

On pose Λ′ =
1

f
Λ′′. On a bien Λ ⊂ Λ′ et Λ′ est un ℓ[θ][G]-module libre. Soient

x ∈ H et g ∈ G. On a g.(0, s(x)) = (ag,x, bg,x). Par hoix du f , il existe λ ∈ Λ tel que

fag,x = λ. D'où ag,x =
λ

f
∈ Λ′. De plus, Λ′ est un ℓ[θ][G]-module. D'où Λ′/Λ × s(H)

est un ℓ[θ][G]-sous module de V . Λ′ est don bien (V,Λ, H, s) admissible et libre.
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Soit Λ′ un réseau (V,Λ, H, s)-admissible. On a don une suite exate de ℓ[θ][G]-
modules

0 −→ Λ′/Λ× s(H) −→ V −→ Ln∞,ℓ/Λ
′ −→ 0.

Comme V et Ln∞,ℓ/Λ
′
sont G-ohomologiquement triviaux, alors Λ′/Λ×s(H) l'est aussi.

C'est également un ℓ[θ][G]-module qui est un ℓ-espae vetoriel de dimension �nie.

D'après la proposition 2.4.7, ela implique que |Λ′/Λ × s(H)|ℓ[θ][G] est bien dé�ni et

appartient à ℓ((θ−1))[G]+.
On �xe maintenant un ℓ[θ][G]-réseau projetif Λ0 qui va nous permettre de dé�nir

le volume équivariant. Le quotient de deux volumes, e qui va nous intéresser par la

suite, ne dépend pas du hoix de e module.

Proposition 2.6.7. Soit V ∈ C tel que 0 −→ LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ −→ V −→ H −→ 0.

� Soit s une setion pour V et Λ1,Λ2 deux (V,Λ, H, s)-réseaux admissibles. On a

|Λ1/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]

[Λ1 : Λ0]ℓ[θ][G]

=
|Λ′2/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]

[Λ2 : Λ0]ℓ[θ][G]

.

� Soient s1, s2 deux setions pour V et Λ′ un réseau qui est (V,Λ, H, s1) et

(V,Λ, H, s2)-admissible. Alors

|Λ′/Λ× s1(H)|ℓ[θ][G]

[Λ′ : Λ0]ℓ[θ][G]

=
|Λ′/Λ× s2(H)|ℓ[θ][G]

[Λ′ : Λ0]ℓ[θ][G]

.

Démonstration. 1) D'après la proposition 2.3.2, il existe Λ3 un ℓ[θ][G]-réseau libre qui

ontient Λ1 et Λ2. On suppose don Λ1 ⊂ Λ2. Cela nous donne la suite exate de

ℓ[θ][G]-modules de type �ni qui sont G-ohomologiquement triviaux :

0 −→ Λ1/Λ× s(H) −→ Λ2/Λ× s(H) −→ Λ2/Λ1 −→ 0.

On en déduit d'après le lemme 2.4.9,

|Λ2/Λ× s(H)|ℓ[θ][G] = |Λ1/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]|Λ2/Λ1|ℓ[θ][G].

De plus, |Λ2/Λ1|ℓ[θ][G] = [Λ2 : Λ1]ℓ[θ][G] = [Λ2 : Λ0]ℓ[θ][G][Λ0 : Λ1]ℓ[θ][G] d'après le lemme

2.6.4.

On a bien

|Λ2/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]

[Λ2 : Λ0]ℓ[θ][G]

=
|Λ1/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]|Λ2/Λ1|ℓ[θ][G]

[Λ2 : Λ0]ℓ[θ][G]

=
|Λ1/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]|[Λ2 : Λ0]ℓ[θ][G][Λ0 : Λ1]ℓ[θ][G]

[Λ2 : Λ0]ℓ[θ][G]

=
|Λ1/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]

[Λ1 : Λ0]ℓ[θ][G]

.
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2) On hoisit un réseau Λ′ su�samment grand pour qu'il soit à la fois (V,Λ, H, s1)
et (V,Λ, H, s2)-admissible ('est possible d'après la onstrution faite dans la preuve de

la proposition 2.6.6) et de sorte que pour tout x ∈ H , s1(x)− s2(x) ∈ Λ′/Λ. On a alors

l'isomorphisme de ℓ[θ][G]-modules Λ′/Λ×s1(H) ∼= Λ′/Λ×s2(H). Cela nous donne bien
le résultat souhaité, 'est-à-dire |Λ′/Λ× s1(H)|ℓ[θ][G] = |Λ′/Λ× s2(H)|ℓ[θ][G].

Dé�nition 2.6.8. Soit V ∈ C tel que 0 −→ LieE(L∞,ℓ)/Λ → V −→ H −→ 0. Soient s
une setion et Λ′ un (V,Λ, H, s)-réseau admissible. On dé�nit

VolΛ0(V ) =
|Λ′/Λ× s(H)|ℓ[θ][G]

[Λ′ : Λ0]ℓ[θ][G]
.

D'après la proposition préédente, VolΛ0(M) est indépendant de la setion hoisie

et du réseau (V,Λ, H, s)-admissible.

Proposition 2.6.9. La fontion VolΛ0 : C −→ ℓ ((θ−1)) véri�e :

� VolΛ0(LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ0) = 1.

� Si V1, V2 ∈ C, VolΛ0(V1)

VolΛ0(V2)
est indépendant du hoix de Λ0.

Démonstration. 1) Λ0 est (LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ0,Λ0, {0})-admissible. Ce qui nous donne le

résultat souhaité.

2) Soient V1, V2 ∈ C. On a

0 −→ LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ1 → V1 −→ H1 −→ 0

et

0 −→ LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ2 → V2 −→ H2 −→ 0.

Soient Λ′1 et Λ′2 des réseaux (V1,Λ1, H1, s1) et (V2,Λ2, H2, s2)-admissibles respetive-

ment. D'après le lemme 2.6.4, on a alors

VolΛ0(V1)

VolΛ0(V2)
=

|Λ′1/Λ1 × s1(H1)|ℓ[θ][G]

[Λ′1 : Λ0]ℓ[θ][G]

[Λ′2 : Λ0]ℓ[θ][G]

|Λ′2/Λ2 × s2(H2)|ℓ[θ][G]

=
|Λ′1/Λ1 × s1(H1)|ℓ[θ][G]

|Λ′2/Λ2 × s2(H2)|ℓ[θ][G]

[Λ′2 : Λ
′
1]ℓ[θ][G].
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2.6.2 Appliation tangente à l'identité

On rappelle que Rℓ = ℓ[G]. Cette setion est inspirée de [17℄ et [12℄.

On munit L∞,ℓ de la norme sup des normes loales qu'on note ||.||. On la norma-

lise de sorte que ||θ|| = q. On note enore ||.|| pour Ln∞,ℓ. Soient c, d ∈ N tels que

max
i∈[[0;qn−1]]

||δE(θ)i|| = qc et ||δE(θ)|| = qd. On note OL∞,ℓ les éléments de L∞,ℓ de norme

inférieure à 1. On a pris la norme de sorte que OL∞,ℓ soit un Rℓ-module (sous l'ation

de G, la norme des éléments reste inférieure à 1 omme 'est le sup).

Soient V1, V2 ∈ C qui véri�ent 0 −→ LieE(L∞,ℓ)/Λj
ιj−−→ Vj

πj−−→ Hj −→ 0 pour

j = 1, 2.
Soit r su�samment grand pour que (θ−iOL∞,ℓ

)n∩Λj = {0} pour i ≥ r et j = 1, 2. On
identi�e (θ−iOL∞,ℓ

)n ave son image dans LieE(L∞,ℓ)/Λj. On �xe un module ∞-modéré

W∞
pour Lℓ/Kℓ.

On a vu préédemment que {ιs(Ui,∞)n}i≥r est une bonne base de voisinages ouverts
de 0 dans Vj qui sont Rℓ-projetifs où Ui,∞ = θ−iW∞

. Pour a su�samment grand et

i ≥ r, θ−a−iOL∞,ℓ ⊂ Ui,∞ ⊂ θ−iOL∞,ℓ. On munit ιj(θ
−iOL∞,ℓ) de la norme de sorte que

ιj : θ
−iOL∞,ℓ −→ ιj(θ

−iOL∞,ℓ) soit une isométrie bijetive pour j = 1, 2.

Dé�nition 2.6.10. Soit N ∈ N. Un Rℓ-morphisme ontinu γ : V1 −→ V2 est dit

N-tangent à l'identité s'il existe i ≥ r tel que
� γ induise une isométrie bijetive γi = (ι−12 ◦ γ ◦ ι1) : θ−iOn

L∞,ℓ −→ θ−iOn
L∞,ℓ,

� ||γi(x)− x|| ≤ ||θ||−N−a||x|| pour tout x ∈ (θ−iOL∞,ℓ)
n
.

Si γ est N-tangent à l'identité pour tout N ≥ 0, alors on dit que γ est ∞-tangent à

l'identité.

Proposition 2.6.11. Soit Γ : Ln∞,ℓ −→ Ln∞,ℓ une appliation Rℓ-linéaire qui est donnée

par la série partout onvergente qui appartient à In + τMn(L∞,ℓ){τ}. On suppose que

Γ(Λ1) ⊂ Λ2. On note Γ̄ : (L∞,ℓ)
n/Λ1 −→ (L∞,ℓ)

n/Λ2 l'appliation induite. On suppose

que γ : V1 −→ V2 est un morphisme Rℓ-linéaire tel que ι
−1
2 ◦ γ ◦ ι1 = Γ̄ sur (θ−iOL∞,ℓ)

n
.

Alors γ est ∞-tangente à l'identité.

Démonstration. Soit N ≥ 0. On veut montrer que γ est N-tangent à l'identité. On

a Γ partout onvergent don ses oe�ients qu'on note Ai sont bornés. On pose α =
sup
i,r,s

||(Ai)r,s||. Pour i ≥ r su�samment grand et x ∈ (θ−iOL∞,ℓ)
n
,

||γi(x)− x|| = ||A1x
q + A2x

q2 + . . . || ≤ α||x||q.

Si i est su�samment grand, γi est une isométrie di�érentiable telle que γ′i(0) = In.
Par le théorème des fontions inverses non arhimédiennes, pour i su�samment grand
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et i ≥ r, γi : (θ
−iOL∞,ℓ)

n −→ (θ−iOL∞,ℓ)
n
est une isométrie bijetive. De plus, pour

x ∈ (θ−iOL∞,ℓ)
n
non nul,

||γi(x)− x||
||x|| ≤ α||x||q−1 ≤ α||θ||−i(q−1).

On peut toujours hoisir i de sorte que α||θ||−i(q−1) ≤ ||θ||−N−a, e qui nous donne le

résultat souhaité.

En partiulier, expEℓ
est ∞-tangent à l'identité.

Dé�nition 2.6.12. Soient V1, V2 ∈ C et γ : V1 −→ V2 un isomorphisme Rℓ-linéaire. On

dé�nit l'endomorphisme ∆γ de V1[[Z]] par

∆γ =
1− γ−1δE(θ)γZ

1− δE(θ)Z
− 1 =

∑

s≥1

δsZ
s

où δs = (δE(θ)− γ−1δE(θ).γ)δ
s−1
E (θ) pour s ≥ 1.

On rappelle que max
i=0,...,qn−1

||δiE(θ)|| = qc.

Lemme 2.6.13. Soit γ : V1 −→ V2 un isomorphisme Rℓ-linéaire N
′
-tangent à l'identité.

Si N ∈ N véri�e pour tout m < N,N ′ − qn⌊m
qn

⌋ − c ≥ 1 et N ′ − qn⌊m− 1

qn
⌋ − 2c ≥ 1

alors ∆γ mod ZN
est un endomorphisme nuléaire pour V1[[Z]]/Z

n.
Si γ : V1 −→ V2 un isomorphisme Rℓ-linéaire ∞-tangent à l'identité alors (1 + ∆γ)

est un endomorphisme nuléaire pour V1[[Z]].

Démonstration. Soit N ∈ N∗ véri�ant la ondition préédente. On veut montrer que δm
est loalement ontratante pour tout m < N . Soit m < N qu'on érit sous la forme

m = qnα + β.
Soit i ≥ r qui véri�e γ induit une isométrie bijetive γi = (ι−12 ◦γ◦ι1) : (θ−iOL∞,ℓ)

n →
(θ−iOL∞,ℓ)

n
et ||γi(x) − x|| ≤ ||θ||−N ′−a||x|| pour tout x ∈ (θ−iOL∞,ℓ)

n
. On pose δim =

(δE(θ)− γ−1i δE(θ)γi)δE(θ)
m−1

. Comme γi est une isométrie bijetive, pour montrer que

δm est loalement ontratante, on va montrer que δim est loalement ontratante.

On montre d'abord que pour j su�samment grand, pour x ∈ (θ−jOL∞,ℓ)
n
, δmE (θ)x ∈

(θ−iOL∞,ℓ)
n
.

||δmE (θ)x|| = ||δE(θ)q
nα+βx||

= ||δE(θ)q
nα||||δE(θ)βx||

≤ ||θ||qnα||δE(θ)β||||x||
≤ ||θ||qnα+c||x||.
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Soit j ≥ qnα+ c+ i. De la même manière, quitte à prendre j enore plus grand, on
peut supposer que x ∈ (θ−jOL∞,ℓ)

n
, δm−1E (θ)x ∈ (θ−jOL∞,ℓ)

n
.

De plus, sur (θ−jOL∞,ℓ)
n
, omme dans [17, Lemma 5.1.5℄, on a les égalités suivantes

δm = (δE(θ)− γ−1i δE(θ)γi)δE(θ)
m−1 = γ−1i (γi − 1)δE(θ)

m + γ−1i δE(θ)(1− γi)δE(θ)
m−1.

Par dé�nition, γi est une isométrie et ||γi(x) − x|| ≤ ||θ||−N ′−a||x|| pour tout x ∈
(θ−iOL∞,ℓ)

n
. D'où pour x ∈ (θ−jOL∞,ℓ)

n
,

||δim(x)|| ≤ max{||γ−1i (γiδE(θ)
mx− δE(θ)

mx)||; ||γ−1i (δE(θ)
mx− δE(θ)γiδE(θ)

m−1x)||}
≤ max{||(γiδE(θ)mx− δE(θ)

mx)||; ||δE(θ)(δE(θ)m−1x− γiδE(θ)
m−1x)||}

≤ max{||θ||−N ′−a||(δE(θ)mx)||; ||δE(θ)||||δE(θ)m−1x− γiδE(θ)
m−1x||}

≤ max{||θ||−N ′−a||θ||qnα||δE(θ)β||||x||; qcq−N
′−a||δE(θ)m−1x||}

≤ max{||θ||−N ′−a||θ||qnα+c||x||; ||θ||cq−N ′−a||θ||qn⌊(m−1)/qn⌋+c||x||}
≤ q−1−a||x||.

Don si x ∈ Un
j,∞,ℓ, δ

i
m(x) ∈ (θ−j−1−aOL∞,ℓ)

n
. On rappelle que a est hoisi de sorte

que pour j ≥ r, θ−a−jOL∞,ℓ ⊂ Uj,∞,ℓ ⊂ θ−jOL∞,ℓ. D'où δ
i
m(x) ∈ Un

j+1,∞,ℓ. Don δ
i
n est

loalement ontratante.

2.6.3 Endomorphismes de Ln
∞,ℓ/Λ

On regarde le as partiulier où V1 = V2 = (L∞,ℓ)
n/Λ où Λ est un ℓ[θ][G]-réseau

projetif. On rappelle que r et a sont �xés de sorte que (θ−rOL∞,ℓ)
n ∩ Λ = {0} et pour

j ≥ r,
θ−a−jOL∞,ℓ ⊂ Uj,∞,ℓ ⊂ θ−jOL∞,ℓ.

Dé�nition 2.6.14. Un endomorphisme ontinu Rℓ-linéaire φ : Ln∞,ℓ/Λ −→ Ln∞,ℓ/Λ est

appelé m-ontration loale pour m ∈ N s'il existe i ≥ r tel que

||φ(x)|| ≤ ||θ||−m||x|| pour tout x ∈ (θ−iOL∞,ℓ)
n.

Remarque 2.6.15. Si φ est unem-ontration loale pourm > a alors φ est loalement

ontratante sur (L∞,ℓ)
n/Λ pour Un

et don det(1 + φ|(L∞,ℓ)n/Λ) est bien dé�ni. En

e�et, soit i ≥ r tel que ||φ(x)|| ≤ ||θ||−m||x|| pour tout x ∈ θ−iOL∞,ℓ. Pour j ≥ i, on a

φ(Un
j,∞,ℓ) ⊂ φ(θ−jOn

L∞,ℓ) ⊂ θ−j−mOn
L∞,ℓ ⊂ θ−j−a−1On

L∞,ℓ ⊂ Un
j+1,∞,ℓ.

Don φ est loalement ontratante pour Un
et Un

i,∞ est un nuléus.
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On rappelle que ||δE(θ)|| = qd.

Proposition 2.6.16. Soit γ : (L∞,ℓ)
n/Λ −→ (L∞,ℓ)

n/Λ un isomorphisme Rℓ-linéaire

ontinu qui est N-tangent à l'identité pour N > 0. Soit ψ : (L∞,ℓ)
n/Λ −→ (L∞,ℓ)

n/Λ
une m-ontration loale Rℓ-linéaire pour m > 2a+ d. Soit f = δE(θ)γ. Alors

� fψ et ψf sont des (m− d)-ontrations loales de (L∞,ℓ)
n/Λ.

� det(1 + fψ|(L∞,ℓ)n/Λ) = det(1 + ψf |(L∞,ℓ)n/Λ)

Démonstration. 1) Soit i > r tel que γ : θ−iOn
L∞,ℓ −→ θ−iOn

L∞,ℓ est une isométrie

bijetive et tel que ||ψ(x)|| ≤ ||θ||−m||x|| pour tout x ∈ θ−(i−c)On
L∞,ℓ. ('est possible ar

γ est N-tangent à l'identité et ψ est une m-ontration).

Pour x ∈ θ−iOn
L∞,ℓ, on a don

||ψf(x)|| ≤ ||θ||−m||δE(θ)γ(x)|| ≤ ||θ||−m||δE(θ)||||x|| ≤ ||θ||−m+d||x||.

De la même manière, on a ||f(x)ψ|| ≤ ||θ||−m+d||x||. Don fψ et ψf sont des m−d-
ontrations sur Ln∞,ℓ/Λ par hoix de m d'après la remarque 2.6.15.

2) D'après 1), fψ et ψf sont des m − d-ontrations sur Ln∞,ℓ/Λ. Par hoix de

m (m − d > a), d'après la remarque, ils sont don loalement ontratants don le

déterminant a du sens.

D'après ette même remarque, ψ, fψ et ψf sont loalement ontratantes de nulei

ommun Un
j,∞,ℓ pour j ≥ i par hoix de m.

Comme γ est un isomorphisme et δE(θ) est inversible, f est surjetive. On pose

V = (L∞,ℓ)
n/Λ. Don on a l'isomorphisme de R-modules : V/f−1(Un

i,∞)
∼= V/Un

i,∞.

Comme Λ ∩ Un
i,∞ = {0}, on a

f−1(Un
i,∞) = {x ∈ (L∞,ℓ)

n/Λ|δE(θ)γ(x) ∈ Un
i,∞}

= {x ∈ (L∞,ℓ)
n/Λ|γ(x) ∈ δE(θ)

−1Un
i,∞ ∪ δE(θ)−1Λ/Λ}

= {x ∈ γ−1(δE(θ)
−1Un

i,∞) ∪ γ−1(δE(θ)−1Λ/Λ)},
'est-à-dire,

f−1(Un
i,∞) = γ−1(δE(θ)

−1Λ/Λ)⊕ γ−1(δE(θ)
−1Un

i∞).

On pose f−1(Un
i,∞)

∗ = γ−1(δE(θ)
−1Un

i∞). Comme γ est un isomorphisme Rℓ-linéaire et

que Ui,∞ et Λ sont G-ohomologiquement triviaux, on en déduit que γ−1(δE(θ)
−1Λ/Λ),

γ−1(δE(θ)
−iUn

i∞) et f−1(Un
i,∞) le sont également.

Comme γ−1 est une isométrie sur θ−(i+1)On
L∞,ℓ et par hoix de a, on a

δE(θ)
−1θ−i−aOn

L∞,ℓ ⊂ δE(θ)
−1Un

i,∞ ⊂ δE(θ)
−1θ−iOn

L∞,ℓ.
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On obtient don

δE(θ)
−1θ−i−aOn

L∞,ℓ ⊂ f−1(Un
i,∞)

∗.

Comme ψ est m-ontratante sur θ−iOn
L∞,ℓ, (ψf)f

−1(Un
i,∞) = ψ(Un

i,∞) ⊂ θ−i−mOn
L∞,ℓ.

Par hoix de m, ela nous donne

(ψf)f−1(Un
i,∞) ⊂ θ−i−2a−dOn

L∞,ℓ ⊂ δE(θ)
−1θ−i−aOn

L∞,ℓ ⊂ f−1(Ui,∞)
∗ ⊂ f−1(Un

i,∞).

On a don le diagramme ommutatif suivant de Rℓ-modules projetifs de type �ni

où les �èhes horizontales sont des isomorphismes :

(L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Un
i,∞)

(L∞,ℓ)
n/Λ

Un
i,∞

(L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Un
i,∞)

(L∞,ℓ)
n/Λ

Un
i,∞

.

ψf

f

fψ

f

On en déduit det

(
1 + fψ

∣∣∣(L∞,ℓ)
n/Λ

Un
i,∞

)
= det

(
1 + ψf

∣∣∣(L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Un
i,∞)

)
.

On a vu préédemment que (ψf)f−1(Un
i,∞) ⊂ f−1(Un

i,∞)
∗ ⊂ f−1(Un

i,∞). On obtient

alors ψf = 0 sur f−1(Un
i,∞)/f

−1(Un
i,∞)

∗
.

De plus, on a la suite de Rℓ-modules projetifs :

0 −→ f−1(Un
i,∞)/f

−1(Un
i,∞)

∗ −→ V/f−1(Un
i,∞)

∗ −→ V/f−1(Un
i,∞) −→ 0

qui nous donne l'égalité

det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Un
i,∞)

∗

)
= det

(
1 + ψf

∣∣∣(L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Un
i,∞)

)
.

Comme ψf est une m− d-ontration sur θ−iOn
L∞,ℓ, on a

ψf(f−1(Un
i,∞)

∗) ⊂ ψf(δE(θ)
−1θ−iOn

L∞,ℓ) ⊂ δE(θ)
−1θ−i−m+dOn

L∞,ℓ.

Par hoix de m, on a don,

ψf(f−1(Un
i,∞)

∗) ⊂ δE(θ)
−1θ−i−m+dOn

L∞,ℓ ⊂ δE(θ)
−1θ−i−2aOn

L∞,ℓ ⊂ θ−af−1(Un
i,∞)

∗.

De la même manière,

ψf(δE(θ)
−1Un

i,∞) ⊂ ψf(δE(θ)
−1θ−iOn

L∞,ℓ) ⊂ δE(θ)
−1θ−i−m+dOn

L∞,ℓ ⊂ θ−af−1(Un
i,∞)

∗.
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De plus, θ−af−1(Un
i,∞)

∗ ⊂ δE(θ)
−1Un

i,∞ et θ−af−1(Un
i,∞)

∗ ⊂ f−1(Un
i,∞)

∗
. Cela implique

que ψf = 0 sur δE(θ)
−1Un

i,∞/θ
−af−1(Un

i,∞)
∗
et sur f−1(Un

i,∞)
∗/θ−af−1(Un

i,∞)
∗
. On a don

les suites de Rℓ-modules projetifs :

0 −→ δE(θ)
−1Un

i,∞/θ
−af−1(Un

i,∞)
∗ −→ V/θ−af−1(Un

i,∞)
∗ −→ V/δE(θ)

−1Un
i,∞ −→ 0

qui nous donne l'égalité

det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

θ−af−1(Un
i,∞)

∗

)
= det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

δE(θ)−1Un
i,∞

)

et

0 −→ f−1(Un
i,∞)

∗/θ−af−1(Un
i,∞)

∗ −→ V/θ−af−1(Un
i,∞)

∗ −→ V/f−1(Un
i,∞)

∗ −→ 0

qui nous donne l'égalité

det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

θ−af−1(Un
i,∞)

∗

)
= det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Un
i,∞)

∗

)
.

On obtient alors

det

(
1 + fψ

∣∣∣(L∞,ℓ)
n/Λ

Un
i,∞

)
= det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Ui,∞)n

)

= det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

f−1(Un
i,∞)

∗

)

= det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

θ−af−1(Un
i,∞)

∗

)

= det

(
1 + ψf

∣∣∣ (L∞,ℓ)
n/Λ

δE(θ)−1Un
i,∞

)
.

On peut que montrer si Un
i,∞ est un nulei alors δE(θ)

−1Un
i,∞ l'est aussi à partir d'un

ertain rang. Comme e sont des nulei, on a bien det(1 + fψ|(L∞,ℓ)n/Λ) = det(1 +
ψf |(L∞,ℓ)n/Λ), e qui nous donne le résultat souhaité.

Remarque 2.6.17. Soit γ : (L∞,ℓ)
n/Λ −→ (L∞,ℓ)

n/Λ un isomorphisme Rℓ-linéaire

ontinu qui est N-tangent à l'identité pour N > 0. Soit ψ : (L∞,ℓ)
n/Λ −→ (L∞,ℓ)

n/Λ
une m-ontration loale Rℓ-linéaire. Soit f = δE(θ)γ. Soit φ ∈ Rℓ{f, ψ} une somme de
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mon�mes de degré au plus r < m telle que haque mon�me ontient un ψ. Alors φ est

une m− r+1− c ontration sur Ln∞,ℓ/Λ. En e�et, φ =
∑

f jψk où k > 0 et k+ j ≤ r.

Soit i > r tel que γ : θ−(i−r)On
L∞,ℓ −→ θ−(i−r)On

L∞,ℓ est une isométrie bijetive et tel que

||ψ(x)|| ≤ ||θ||−m||x|| pour tout x ∈ θ−(i−n)On
L∞,ℓ. Pour x ∈ θ−(i−r)On

L∞,ℓ, on a alors

||φ(x)|| ≤ max ||f jψk(x)||
≤ ||δE(θ)γ . . . δE(θ)γψk(x)||
≤ ||δE(θ)||j||ψ(x)||k

≤ ||δE(θ)||r−1||θ||−km||x||
≤ ||θ||r−1+c||θ||−m||x||
≤ ||θ||−(m−r+1−c)||x||.

Corollaire 2.6.18. Soit γ : (L∞,ℓ)
n/Λ −→ (L∞,ℓ)

n/Λ un isomorphisme Rℓ-linéaire

ontinu qui est 2N-tangent à l'identité pour N > a + c− 1 + d. Alors

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ |V [[Z]]/ZN) = 1.

Démonstration. On pose f = δE(θ)γ et ψ = γ−1 − 1. Ce sont des endomorphismes

Rℓ-linéaires, ontinus de (L∞,ℓ)
n/Λ. On a 1 + ∆γ =

1− (ψ + 1)fZ

1− f(ψ + 1)Z
.

Comme γ−1 est 2N-tangente à l'identité, ψ est une (2N + a)-ontration loale. En

e�et, il existe i ≥ r tel que ||γ(x) − x|| ≤ ||θ||−2N−a||x|| pour tout x ∈ θ−iOn
L∞,ℓ par

dé�nition. De plus, ||x− γ−1(x)|| = ||γ(x)− x|| omme γ est une isométrie.

On a

1− (ψ + 1)fZ

1− f(ψ + 1)Z
mod ZN =

N−1∏

s=1

1− ψsfZ
s

1− fψsZs
mod ZN

où les ψs sont des poly-

n�mes dans Rℓ{f, ψ} de degré au plus s ontenant au moins un fateur de ψ. D'après
la remarque préédente, ψs est une (2N + a − s − c + 1)-ontration loale. C'est

don une (N + a − c + 1)-ontration loale sur (L∞,ℓ)
n/Λ pour s < N . Comme

m = N + a − c + 1 > 2a + d par hoix de N , on applique la proposition 2.6.16 à

f , ψs et m pour obtenir det(1 + fψs)|(L∞,ℓ)n/Λ) = det(1 + ψsf)|(L∞,ℓ)n/Λ). D'où

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ)|V [[Z]]/ZN ) =

N−1∏

s=1

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(
1− ψsfZ

s

1− fψsZs
)
∣∣∣V [[Z]]/ZN

)
= 1.
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2.6.4 Relation volume-déterminant

Le but de ette setion est d'obtenir une relation entre volume et déterminant. Cela

nous servira par la suite omme les idéaux de Fitting peuvent être exprimés omme des

déterminants.

Lemme 2.6.19. Soient V1, V2 = LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ2 où Λ2 est un ℓ[θ][G]-réseau projetif

de LieEℓ
(L∞,ℓ), deux modules dans la lasse C et γ1, γ2 : V1 ∼= V2 deux isomorphismes

Rℓ-linéaires, ontinus qui sont 2N
′
-tangents à l'identité. Pour N > a+c−1+d véri�ant

pour tout m < N , N ′ − qn⌊m
qn

⌋ − c ≥ 1 et N ′ − qn⌊m− 1

qn
⌋ − 2c ≥ 1, alors

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ1 |V1) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ2 |V1).

Démonstration. On a

1 + ∆γ1

1 + ∆γ2

=
1− γ−11 δE(θ)γ1Z

1− γ−12 δE(θ)γ2Z

=
γ2 − γ2γ

−1
1 δE(θ)γ1Z

γ2 − δE(θ)γ2Z

=
1− γ2γ

−1
1 δE(θ)γ1γ

−1
2 Z

1− δE(θ)Z

= 1 +∆γ1γ
−1
2
.

Comme γ1 est 2N ′-tangent à l'identité, il est N ′-tangent à l'identité. De plus, la

omposition de deux appliationsN ′-tangentes à l'identité resteN ′-tangente à l'identité.
En e�et,

||γ1(x)γ−12 (x)− x|| = ||γ1(x)γ−12 (x)− γ−12 (x) + γ−12 (x)− x||
≤ max(||γ1(x)γ−12 (x)− γ−12 (x)||; ||γ−12 (x)− x||)
≤ max(||θ||−N ′−a||γ−12 (x)||; ||θ||−N ′−a||x||)
≤ ||θ||−N ′−a||x||.

Don d'après le lemme 2.6.13, ∆γ1 ,∆γ2 ,∆γ1γ
−1
2

mod ZN
sont nuléaires. Cela implique

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ1)|V1) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ1γ
−1
2
)|V2) det

Rℓ[[Z]]/ZN
(1 + ∆γ2)|V1).

Comme γ1, γ2 sont 2N ′-tangents à l'identité et N ′ ≥ N , ils sont également 2N-

tangents à l'identité. D'après le orollaire 2.6.18, on a det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ1γ
−1
2
)|V2) = 1, e

qui nous donne le résultat souhaité.
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On rappelle que Λ0 est un ℓ[θ][G]-réseau projetif �xé qui nous sert pour dé�nir le

volume et que le quotient de deux volumes ne dépend pas du hoix de Λ0.

Lemme 2.6.20. Soient V1 ∈ C et Λ1 le réseau assoié, V2 = LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ2. On

suppose qu'il existe Λ un ℓ[θ][G]-réseau ontenant Λ1 et Λ2. Soit γ : V1 ∼= V2 un iso-

morphisme Rℓ-linéaire qui est 2N
′
-tangent à l'identité. Soit N > a+ c− 1+ d véri�ant

pour tout m < N , N ′ − qn⌊m
qn

⌋ − c ≥ 1 et N ′ − qn⌊m− 1

qn
⌋ − 2c ≥ 1, alors

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ |V1) ≡
VolΛ0(V2)

VolΛ0(V1)
mod ZN .

Démonstration. Soit s1 une ℓ[θ]-setion pour π1. D'après la proposition 2.6.6 et sa

preuve, on peut prendre Λ pour qu'il soit (V1,Λ1, H1, s1)-admissible et ℓ[θ][G]-libre.
D'où Λ/Λ1 × s(H1) est un ℓ[θ][G]-module projetif de type �ni. Soit e1, . . . , em une

ℓ[θ][G]-base pour Λ. On pose U =

m⊕

i=1

θ−1ℓ[[θ−1]][G]ei qui est un ouvert de Ln∞,ℓ. Pour

simpli�er les notations, on voit f1 omme l'identité, 'est-à-dire V1 = Ln∞,ℓ/Λ1×s1(H1).
On a

V1 ∼= Ln∞,ℓ/Λ1 × s1(H1) = (Λ⊕ U)/Λ1 × s1(H1) = U
⊕

(Λ/Λ1 × s1(H1)).

De plus, V2 = Ln∞,ℓ/Λ2 = U ⊕Λ/Λ2. On a don l'isomorphisme de Rℓ-modules γ : V1 =

U
⊕

(Λ/Λ1 × s1(H1)) ∼= U ⊕ Λ/Λ2 = V2.

On va montrer que ela implique qu'il existe un Rℓ-isomorphisme (pas néessaire-

ment induit par γ) tel que Λ/Λ1 × s1(H1) ∼= Λ/Λ2.

On prend i ≥ r su�sament grand pour que γ : θ−iOn
L∞,ℓ

∼= θ−iOn
L∞,ℓ soit une

isométrie et θ−iOn
L∞,ℓ ⊂ U . On a alors l'isomorphisme suivant

γ : U/θ−iOn
L∞,ℓ ⊕ Λ/Λ1 × s1(H1) ∼= U/θ−iOn

L∞,ℓ ⊕ Λ/Λ2.

De plus, on a Rℓ = ⊕Rℓ,j où Rℓ,j loal pour tout j et pour M un Rℓ-module, on a

M = ⊕Mj oùMj =M⊗Rℓ
Rℓ,j. Pour tout j, γ induit un isomorphisme de Rℓ,j-modules

γj : (U/θ
−iOn

L∞,ℓ)j ⊕ (Λ/Λ1 × s1(H1))j ∼= (U/θ−iOn
L∞,ℓ)j ⊕ (Λ/Λ2)j .

D'où (Λ/Λ1 × s1(H1))j et (Λ/Λ2)j sont deux ℓ-espaes vetoriels de même dimension.

On a alors (Λ/Λ1×s1(H1))j ∼= (Λ/Λ2)j omme Rℓ,j-modules pour tout j. Cela implique

Λ/Λ1×s1(H1) ∼= Λ/Λ2 ommeRℓ-modules. On �xe ξ un isomorphisme : Λ/Λ1×s1(H1) ∼=
Λ/Λ2 et on pose ρ : U⊕Λ/Λ1×s1(H1) ∼= U⊕Λ/Λ2 tel que ρ|U = idU et ρΛ/Λ1×s1(H1) = ξ.
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Comme Λ/Λ1 × s1(H1) est de dimension �nie, on a ρ est ∞-tangent à l'identité (on

prend un voisinage ne ontenant pas Λ/Λ1 × s1(H1), ρ est l'identité sur e voisinage).

On peut don appliquer le lemme préédent et obtenir

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ |V1) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆ρ|V1).

De plus, on a le diagramme ommutatif qui représente deux modules de la lasse C,
dont les lignes sont des appliations Rℓ[θ]-linéaires (on travaille ave des modules admis-

sibles) et les vertiales sont des isomorphismes Rℓ-linéaires, 2N
′
-tangents à l'identité :

0 Λ/Λ1 × s1(H1) V1 Ln∞,ℓ/Λ 0

0 Λ/Λ2 V2 Ln∞,ℓ/Λ 0.

ξ ρ id

On obtient alors les égalités suivantes

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆ρ|V1) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆ξ|Λ/Λ1 × s1(H1)) det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆id|Ln∞,ℓ/Λ)

= det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆ξ|Λ/Λ1 × s1(H1)).

De plus, Λ/Λ1 × s1(H1)) est un ℓ[θ][G]-module projetif de type �ni, on a l'isomorphisme

Λ/Λ1 × s1(H1) ∼= Λ/Λ2. Cela implique

det
Rℓ[[θ−1]]

(1 + ∆ξ|Λ/Λ1 × s1(H1))) =
|Λ/Λ2|G

|Λ/Λ1 × s1(H1)|G
=

VolΛ0(V2)

VolΛ0(V1)

d'après la preuve de la proposition 2.6.9. On a bien

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ |V1) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆ρ|V1)

= det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆ξ|Λ/Λ1 × s1(H1))

= det
Rℓ[[Z]]

(1 + ∆ξ|Λ/Λ1 × s1(H1)) mod ZN

=
VolΛ0(V2)

VolΛ0(V1)
mod ZN .

Ces deux lemmes nous permettent d'obtenir le théorème.
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Théorème 2.6.21. Soient V1, V2 = LieEℓ
(L∞,ℓ)/Λ2 où Λ2 est un ℓ[θ][G]-réseau proje-

tif, deux modules dans la lasse C et γ : V1 ∼= V2 un isomorphisme Rℓ-linéaire, ontinu

qui est ∞-tangent à l'identité. Alors

det
Rℓ[[Z]]

(1 + ∆γ |V1) =
VolΛ0(V2)

VolΛ0(V1)
.

Démonstration. Soit s1 une ℓ[θ]-setion pour π1. On prend Λ∗1 un ℓ[θ][G]-réseau libre

qui est (V1,Λ1, H1, s1)-admissible et Λ∗2 un ℓ[θ][G]-réseau libre ontenant Λ2. Soient

B1 = (e1, . . . , em) une ℓ[θ][G]-base de Λ∗1 et B2 = (f1, . . . , fm) une ℓ[θ][G]-base de Λ∗2.
On pose X ∈ Glm(ℓ((θ

−1))[G]) tel que B2 = XB1.

On munit Mm(ℓ((θ
−1))[G]) de la topologie induite par ||.||.

Glm(ℓ((θ
−1))[G]) est ouvert dans Mm(ℓ((θ

−1))[G]) et (1 + θ−iMm(ℓ[[θ
−1]][G]))i≥0

forme une base de voisinage de 1.

De plus, Glm(ℓ(θ)[G]) est dense dans Glm(ℓ((θ
−1))[G]) (omme ℓ((θ−1)) est la om-

plétion de ℓ(θ) pour la norme in�nie). Don pour N ′ su�samment grand, il existe

B ∈ Glm(ℓ(θ)[G]) et X0 ∈ 1 + θ−2N
′

Mm(ℓ[[θ
−1]][G]) tels que X = BX0.

On pose φX , φX0 et φB les isomorphismes ℓ((θ−1))[G]-linéaires de Ln∞,ℓ dans lui-

même dont les matries dans la base B1 orrespondent à X,X0 et B. On rappelle que

V1 ∼= Ln∞,ℓ/Λ1× s1(H1). On pose p = V1 −→ Ln∞,ℓ/Λ1, Λ
′
1 = φX0(Λ1) et V

′
1 = V1×Ln

∞,ℓ
/Λ

Ln∞,ℓ/Λ
′
1 = {(x; y) ∈ V1 × Ln∞,ℓ/Λ

′
1|p(x) = φ−1X0

(y)}. φX0 induit un isomorphisme entre

V1 et V
′
1 qu'on note φ. En e�et, si m1 6= m2, φ(m1) 6= φ(m2). φ est linéaire ar p et φX0

le sont. Pour x′ = (x; y) ∈ V ′1 , x
′ = φ(x).

On a le diagramme ommutatif suivant de Rℓ[θ]-modules :

0 Ln∞,ℓ/Λ1 V1 H1 0

0 Ln∞,ℓ/Λ
′
1 V ′1 H1 0.

φX0
φ

π1

id

π′

1

Λ′1 est un ℓ[θ][G]-réseau projetif omme Λ1 l'est et φX0 est un isomorphisme de ℓ[θ][G]-
modules. Don V ′1 appartient à la lasse C. De plus, φ est 2N ′-tangent à l'identité par

hoix de X0. On a également γ ◦ φ−1 : V ′1
∼= V2 est 2N-tangent à l'identité ar γ est

∞-tangent à l'identité don en partiulier 2N ′-tangent à l'identité. φ est 2′N-tangent à

l'identité ar la tangene à l'identité est stable par inverse et omposition.

On a Λ′1 = X0Λ1 ⊂ X0Λ
∗
1 et Λ2 ⊂ Λ∗2 ⊂ BX0Λ

∗
1. Comme B ∈ Glm(ℓ(θ)[G]), en

utilisant la proposition 2.3.2, il existe un ℓ[θ][G]-réseau Λ ontenant Λ′1 et Λ2. Pour N >

a+c−1+d véri�ant pour tout m < N , N ′−qn⌊m
qn

⌋−c ≥ 1 et N ′−qn⌊m− 1

qn
⌋−2c ≥ 1,

on applique le lemme préédent à γ ◦ φ−1 :
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det
Rℓ[[Z]]

(1 + ∆γ◦φ−1 |V ′1) ≡
VolΛ0(V2)

VolΛ0(V
′
1)

mod ZN .

Comme φ est Rℓ[θ]-linéaire, φ
−1δE(θ)φ = δE(θ), don 1 + ∆φ = 1 sur V1. D'après la

preuve de la proposition 2.6.19,

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ |V1) = det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ◦φ−1 |V ′1) det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆φ|V1).

D'où det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ |V1) =
VolΛ0(V2)

VolΛ0(V
′
1)

mod ZN . Comme π1 ◦ s1 = idH1 et π1 = π′1 ◦ φ,
s′1 = φ ◦ s1 est une setion pour π′1.

On pose Λ′∗1 = φX0(Λ
∗
1). Comme Λ1 ⊂ Λ∗1, on a alors Λ′1 ⊂ Λ′∗1 . Λ

′∗
1 est un ℓ[θ][G]-

réseau projetif omme Λ∗1 l'est et φX0 est un isomorphisme ℓ[θ][G]-linéaire.
Λ′∗1 /Λ

′
1 × s′1(H1) est un sous-ℓ[θ][G]-module de V ′1 omme Λ∗1/Λ1 × s′1(H1) est un

sous-ℓ[θ][G]-module de V1 et φ est un isomorphisme ℓ[θ][G]-linéaire. D'où Λ′∗1 est un

(V ′1 ,Λ
′
1, H1, s

′
1)-réseau admissible. On a don l'isomorphisme ℓ[θ][G]-linéaire

φ : Λ∗1/Λ1 × s1(H1) ∼= Λ′∗1 /Λ
′
1 × s′1(H1).

Cela implique don

|Λ′∗1 /Λ′1 × s′1(H1)|ℓ[θ][G] = |Λ∗1/Λ1 × s1(H1)|ℓ[θ][G].

D'après la preuve du lemme 2.6.9,

VolΛ0(V1)

VolΛ0(V
′
1)

=
|Λ∗1/Λ1 × s1(H1)|G
|Λ′∗1 /Λ′1 × s′1(H1)|G

[Λ′∗1 : Λ∗1]G. On en

déduit

VolΛ0(V1)

VolΛ0(V
′
1)

= [Λ′∗1 : Λ∗1]G = [φX0(Λ
∗
1) : Λ

∗
1]G = det(X0) ≡ 1 mod Z2N ′ ≡ 1 mod ZN .

Cela entraîne

det
Rℓ[[Z]]/ZN

(1 + ∆γ |V1) ≡
VolΛ0(V2)

VolΛ0(V
′
1)

VolΛ0(V
′
1)

VolΛ0(V1)
mod ZN ≡ VolΛ0(V2)

VolΛ0(V1)
mod ZN .

Si on fait tendre N ′ vers l'in�ni, N peut lui être aussi grand que l'on veut et on obtient

ainsi le résultat souhaité.

2.7 Formules de lasses équivariantes

2.7.1 Formule de lasses équivariante pour la z-déformation

Soient L/K une extension abélienne �nie de groupe de Galois G et E un module

d'Anderson dé�ni sur OK . Soit M un module presque modéré pour L/K.
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Proposition 2.7.1. Le module U(Ẽ(M̃)) est Ã[G]-projetif.

Démonstration. On a la suite exate

0 −→ LieẼ(L̃∞)/U(Ẽ(M̃)) −→ Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃) −→ H(Ẽ(M̃)) −→ 0.

Comme H(Ẽ(M̃)) = {0}, on a l'isomorphisme de Ã[G]-modules

Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃) ∼= LieẼ(L̃∞)/U(Ẽ(M̃))

induit par expẼ .

Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃) est G-ohomologiquement trivial ar L∞ l'est (théorème de la base

normale) et M̃ également ( ar M̃ est Ã[G]-projetif). Don LieẼ(L̃∞)/U(Ẽ(M̃)) est

G-ohomologiquement trivial. De plus, on a la suite exate de Ã[G]-modules,

0 −→ U(Ẽ(M̃)) −→ LieẼ(L̃∞) −→ LieẼ(L̃∞)/U(Ẽ(M̃)) −→ 0.

Cela implique que U(Ẽ(M̃)) est G-ohomologiquement trivial. Comme Ã est un anneau

de Dedekind et U(Ẽ(M̃)) est un Ã-module projetif (ar libre), par le orollaire 2.2.4,

U(Ẽ(M̃)) est bien Ã[G]-projetif.

Théorème 2.7.2. On a l'égalité dans 1 + θ−1Fq(z)[[θ−1]][G] :

LG(Ẽ(M̃)) =
VolΛ0

(
Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃)

)

VolΛ0

(
LieẼ(L̃∞)/LieẼ(M̃)

) .

Démonstration. On pose V1 = Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃) et V2 = LieẼ(L̃∞)/LieẼ(M̃). On a la

suite exate

0 −→ LieẼ(L̃∞)

U(Ẽ(M̃))

ι1−−→ Ẽ(L̃∞)

Ẽ(M̃)
−→ H(Ẽ(M̃)) −→ 0.

Comme H(Ẽ(M̃)) est trivial par la proposition 1.6.2, on a l'isomorphisme de Ã[G]-
modules

LieẼ(L̃∞)

U(Ẽ(M̃))
∼= Ẽ(L̃∞)

Ẽ(M̃)
.

D'après la proposition 1.5.3, U(Ẽ(M̃)) est un Ã[G]-réseau. Don V1 et V2 sont dans C.
Ils ont la même Fq(z)[G]-struture mais l'ation de θ est di�érente. θ agit sur V2 via

δE et via Ẽ sur V1. On pose γ = id : V1 −→ V2 l'appliation Fq(z)[G]-linéaire. On sait
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que expẼ : LieẼ(L̃∞) −→ Ẽ(L̃∞) est onvergente partout. On note expẼ : V2 −→ V1
l'appliation induite par expẼ. Comme expẼ = γ ◦ ι1, d'après la proposition 2.6.11, γ
est ∞-tangent à l'identité. On peut don appliquer le théorème 2.6.21 pour obtenir

det
Fq(z)[G][[Z]]

(
1 + ∆γ|Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃)

)
=

VolΛ0

(
LieẼ(L̃∞)/LieẼ(M̃)

)

VolΛ0

(
Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃)

) .

Par dé�nition de l'ation de θ sur V1 et V2 et omme γ = id, on a

det
Fq(z)[G][[Z]]

(
1 + ∆γ|Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃)

)
= det
Fq(z)[G][[Z]]

(
1− δE(θ).Z

1− φẼ(θ)Z

∣∣∣L̃n∞/M̃
)
.

D'après le orollaire 2.5.20,

det
Fq(z)[G][[Z]]

(
1− δE(θ).Z

1− φẼ(θ)Z

∣∣∣L̃n∞/M̃
)

= LG(Ẽ(M̃))−1.

On a don bien le résultat souhaité.

Cela nous permet d'obtenit la formule de lasses équivariante suivante.

Théorème 2.7.3. On a

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[G]

= LG(Ẽ(M̃)).

Démonstration. Comme H(Ẽ(M̃)) = {0}, on a la suite exate

0 −→ LieẼ(L̃∞)

U(Ẽ(M̃))
−→ Ẽ(L̃∞)

Ẽ(M̃)
−→ 0.

On a don VolΛ0

(
Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃)

)
=

1[
U(Ẽ(M̃)) : Λ0

]
Ã[G]

. D'après le théorème préé-

dent, on obtient alors

LG(Ẽ(M̃)) =
VolΛ0(Ẽ(L̃∞)/Ẽ(M̃))

VolΛ0(LieẼ(L̃∞)/LieẼ M̃))

=
1[

U(Ẽ(M̃)) : Λ0

]
Ã[G]

[
LieẼ(M̃) : Λ0

]
Ã[G]

=
[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[G]

.
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2.7.2 Déterminant

Soit G un groupe abélien �ni. Soit x ∈ k∞[G], on note Mx la matrie de la mul-

tipliation par x dans k∞[G] vu omme un k∞-endomorphisme de k∞[G]. On note

det
G
(x) = det(Mx).

Pour i, j = 1, . . . , |G|, on note [i; j] l'entier k ∈ [[1; |G|]] véri�ant gkgj = gi.

En partiulier, si x =

|G|∑

i=1

xigi, on a pour i, j = 1, . . . , |G|, (Mx)(i;j) = x[i;j].

Proposition 2.7.4. x est inversible dans A[G] si et seulement si det
G
x ∈ F∗q.

Démonstration. On suppose que x est inversible dans A[G]. Il existe don y ∈ A[G]∗

tel que xy = id. On a don Mx,My ∈ M|G|(A) telles que MxMy = Mid = I|G|. D'où
det
G
(x) det

G
(y) = 1. Cela implique que det

G
(x) ∈ A∗ = F∗q .

Réiproquement, on suppose que det
G
(x) ∈ F∗q.

On a alors M−1x =
1

det
G
(x)

t

Com(Mx) ∈ M|G|(A). Pour i = 1, . . . , |G|, on pose yi =

(M−1x )(i;1) et y =

|G|∑

i=1

yigi. Comme pour i, j = 1, . . . , |G|, [i; j] est l'entier k ∈ [[1; |G|]]

véri�ant gkgj = gi, on a alors

xy =

|G|∑

k=1

|G|∑

j=1

xkyjgkgj =

|G|∑

i=1



|G|∑

j=1

yjx[i;j]


 gi.

Comme

|G|∑

j=1

yjx[i;j] orrespond au oe�ient de la olonne 1 ligne i de la matrieMxM
−1
x ,

on a xy = id. Don x est bien inversible dans A[G].

Le théorème suivant va nous permettre de relier les régulateurs et les idéaux de

Fitting de A[G] à eux sur A.

Théorème 2.7.5. [19℄ Soit R un anneau ommutatif. On suppose que N est une ma-

trie par blos m×m de blos N i,j ∈Matn(R) qui ommutent deux à deux. Alors

|N | =
∣∣∣∣∣
∑

σ∈Sm

ε(σ)N1,σ(1)N2,σ(2) . . . Nm,σ(m)

∣∣∣∣∣ .
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Proposition 2.7.6. Soient P et Q deux A[G]-réseaux libres de LieE(L∞). On a alors

det
G
[P : Q]A[G] = [P : Q]A.

Démonstration. Soient P et Q deux A[G]-réseaux libres de rang m, de bases respetives

e1, . . . em et f1, . . . , fm Il existe X ∈ Glm(k∞[G]) qui envoie f1, . . . , fm sur e1, . . . , em.

On pose (X)i;j = xi,j. On a [P : Q]A[G] = detX =
∑

σ∈Sm

ε(σ)x1,σ(1)x2,σ(2) . . . xm,σ(m).

D'où det
G
[P : Q]A[G] =

∣∣∣∣∣
∑

σ∈Sm

ε(σ)Mx1,σ(1)
Mx2,σ(2)

. . .Mxm,σ(m)

∣∣∣∣∣ . On note e′1, . . . , e
′
m|G| et

f ′1, . . . , f
′
m|G| les bases de P et Q omme A-modules. La matrie qui envoie f ′1, . . . , f

′
m|G|

sur e′1, . . . , e
′
m|G| est une matrie par blosm×m où les blos sont lesMxi,j ∈Mat|G|(k∞).

Les blos ommutent deux à deux omme ils représentent les multipliations par les xi,j.
Comme [P : Q]A = detM , par le théorème préédent, on a bien

det
G
[P : Q]A[G] =

∣∣∣∣∣
∑

σ∈Sm

ε(σ)Mx1,σ(1)
Mx2,σ(2)

. . .Mxm,σ(m)

∣∣∣∣∣ = detM = [P : Q]A.

Proposition 2.7.7. Soient N un A[G]-module de type �ni et projetif omme Fq[G]-
module. Alors det

G
|N |G = |N |A.

Démonstration. Il su�t de le montrer lorsque Fq[G] est loal. On pose m = rg(N).
Comme N est projetif et Fq[G] est loal, N est libre. On a

|N |G = det
A[G]

(θIm −Aθ) =
∑

σ∈Sm

ε(σ)(θIm − Aθ)1,σ(1)(θIm − Aθ)2,σ(2) . . . (θIm −Aθ)
m,σ(m)

où Aθ est la multipliation par θ dans une Fq[G]-base de N . On a alors

det
G

|N |G = det
G


∑

σ∈Sm

ε(σ)

|G|∏

i=1

(θIm − Aθ)i,σ(i)


 = det


∑

σ∈Sm

ε(σ)

|G|∏

i=1

M(θIm−Aθ)i,σ(i)


 .

On note Bθ la matrie de la multipliation par θ dans une Fq base de N . On a alors

que θI|G|m −Bθ est une matrie par blos qui sont les M(θIm−Aθ)i,σ(i)
. Comme es blos

ommutent deux à deux, on a par le théorème 2.7.5

|N |A = det(θI|G|m − Bθ)

∣∣∣∣∣∣
∑

σ∈Sm

ε(σ)

|G|∏

i=1

M(θIm−Aθ)i,σ(i)
)

∣∣∣∣∣∣
.
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On a bien det
G

|N |G = |N |A.

Proposition 2.7.8. Soient P et Q deux A[G]-réseaux projetifs de LieE(L∞). On a

alors

det
G
[P : Q]A[G] = [P : Q]A.

Démonstration. Soient F et F ′ deux A[G]-réseaux libres tels que P ⊂ F et Q ⊂ F ′.
Par dé�nition, on a

[P : Q]A[G] = [F : F ′]A[G]

|F ′/Q|A[G]

|F/P |A[G]

.

Comme det
G

est multipliatif,

det
G
[P : Q]A[G] = det

G
[F : F ′]A[G]

det
G

|F ′/Q|A[G]

det
G

|F/P |A[G]

.

D'après les propositions préédentes, ela implique que

det
G
[P : Q]A[G] = [F : F ′]A

|F ′/Q|A
|F/P |A

= [P : Q]A.

Remarques 2.7.9. D'après la proposition 2.7.7, on a det
G
(L(E(M))) = L(E(M)).

De même, pour N et N ′ deux A[G]-réseaux projetifs, d'après la proposition 2.7.8,

on a det
G
([N : N ′]A[G]) = [N : N ′]A.

Remarques 2.7.10. Toutes es propositions restent vraies en prenant Fq(z), Ã, k̃∞ à

la plae de Fq, A, k∞

2.7.3 Formule de lasses équivariante partielle

Théorème 2.7.11. Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK. Soit Λ un A[G]-réseau
projetif ontenu dans USt(E(M)). Alors

LG(E(M))−1[LieE(M) : Λ]A[G] ∈ A[G].

De plus,

det
G

(
[LieE(M) : Λ]A[G]

LG(E(M))

)
= [USt(E(M)) : Λ]A.
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Démonstration. Soit P un premier irrédutible unitaire de A. D'après la proposition

2.4.7, il existe xP ∈ A[G][z] tel que

� FittÃ[G]

(
Ẽ

(
M̃

PM̃

))
= xP Ã[G],

� FittA[G]

(
LieE

(
M

PM

))
= xP (0)A[G],

� FittA[G]

(
E

(
M

PM

))
= xP (1)Ã[G].

Soit B une base de LieE(L∞) sur k∞[G]. C'est également une base de LieẼ(L̃∞) sur

k̃∞[G] et une base de LieẼ(Tz(L∞)) sur Tz(k∞)[G]. On note N le A[G]-module engendré

par B.
On a

[
LieẼ(M̃) : Ñ

]
Ã[G]

= Fq(z)[LieE(M) : N ]A[G] et

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[G]

=
[
LieẼ(M̃) : Ñ

]
Ã[G]

[
Ñ : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[G]

.

De plus, d'après 1.6.1, U(Ẽ(M̃)) est le Fq(z)-espae vetoriel engendré par U(Ẽ(M [z])).
D'après le théorème 2.7.3, on a

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[G]

⊂ LG(Ẽ(M̃)).

Comme Λ ⊂ USt(E(M)), le déterminant d'éléments de Λ dans la base B provient

de l'évaluation en z = 1 du déterminant d'éléments de U(Ẽ(M [z])). Comme

[
Ñ : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[G]

⊂
[
LieẼ(M̃) : Ñ

]−1
Ã[G]

LG(Ẽ(M̃)),

on a

[N : Λ]A[G] ⊂ [M : N ]−1A[G]LG(E(M)).

Cela implique que

[N : Λ]A[G][LieE(M) : N ]A[G] ⊂ LG(E(M)).

On a don bien

[LieE(M) : Λ]A[G] ⊂ LG(E(M)).

De plus, d'après le théorème 3.6.2, on a [LieE(M) : USt(E(M))]A = L(E(M)). D'après
la remarque 2.7.9, ela implique que

det
G

(
[LieE(M) : Λ]A[G]

LG(E(M))

)
=

[LieE(M) : Λ]A
L(E(M))

= [USt(E(M)) : Λ]A.
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Remarque 2.7.12. En partiulier, si USt(E(M)) est A[G]-projetif, alors [LieE(M) :
USt(E(M))]A[G] = LG(E(M)).

Proposition 2.7.13. Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK tel que H(E(M))
est G-ohomologiquement trivial. Alors U(E(M)) et USt(E(M)) sont des A[G]-modules

projetifs. On a alors

[LieE(M) : USt(E(M))]A[G] = LG(E(M)).

De plus,

[LieE(M) : U(E(M))]A[G]|H(E(M))|A[G] = LG(E(M)).

Démonstration. On a la suite exate

0 −→ LieE(L∞)

U(E(M))
−→ E(L∞)

E(M)
−→ H(E(M)) −→ 0.

Comme M est un module A[G]-projetif, il est G-ohomologiquement trivial. De

plus, L∞ et H(E(M)) sont également G-ohomologiquement triviaux. Il en est alors

de même pour U(E(M)). Comme A est un anneau de Dedekind et que U(E(M)) est
A-projetif, il est A[G]-projetif d'après le orollaire 2.2.4. On a les suites exates

0 −→ H(Ẽ(M [z]))[z − 1] −→ H(Ẽ(M [z])) −→ (z − 1)H(Ẽ(M [z])) −→ 0

et

0 −→ (z − 1)H(Ẽ(M [z])) −→ H(Ẽ(M [z])) −→ H(E(M)) −→ 0.

CommeH(E(M)) est G-ohomologiquement trivial, (z−1)H(Ẽ(M [z])) et H(Ẽ(M [z]))

ont la même ohomologie. Cela implique que H(Ẽ(M [z]))[z − 1] est lui aussi un A-
module G-ohomologiquement trivial. De plus, on peut montrer que l'isomorphisme

1.6.3 est même un isomorphisme de A[G]-modules. D'où

U(E(M))

USt(E(M))
est également G-

ohomologiquement trivial. Comme U(E(M)) l'est également, il en est de même pour

USt(E(M)). De la même manière que préédemment, A est un anneau de Dedekind et

USt(E(M)) est A-projetif, il est don A[G]-projetif d'après le orollaire 2.2.4.
Comme USt(E(M)) est A[G]-projetif, d'après le théorème 2.7.11, on obtient

[LieE(M) : USt(E(M))]A[G] = LG(E(M)).

Cela implique que

[LieE(M) : U(E(M))]A[G][U(E(M)) : USt(E(M))]A[G] = LG(E(M)).
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D'après le théorème [17, Theorem 6.2.1℄, on a

1

[LieE(M) : U(E(M))]A[G]

LG(E(M)) ∈ FittA[G](H(E(M))).

D'où [U(E(M)) : USt(E(M))]A[G] =

∣∣∣∣
U(E(M))

USt(E(M))

∣∣∣∣
A[G]

∈ FittA[G](H(E(M))). De plus,

d'après le théorème 1.6.4,

∣∣∣∣
U(E(M))

USt(E(M))

∣∣∣∣
A

= |H(E(M))|A. De la même manière que

préédemment, on a alors

∣∣∣∣
U(E(M))

USt(E(M))

∣∣∣∣
A[G]

= |H(E(M)|G et don le résultat souhaité.

C'est le as en partiulier lorsque H(E(M)) est trivial.
On retrouve les théorèmes de Anglès et Tavares Ribeiro pour les modules de Drinfeld

(voir [7, Théorème 2℄) et de Fang pour les modules d'Anderson (voir [16, Théorème

1.12℄).

Corollaire 2.7.14. Si p 6 ||G|, alors

[LieE(OL) : U(E(OL))]A[G]|H(E(OL))|A[G] = LG(E(OL))

et

[LieE(OL) : USt(E(OL))]A[G] = LG(E(OL)).

On va maintenant voir grâe au théorème suivant une ondition su�sante pour que

le modules de lasses assoié à M soit G-ohomologiquement trivial.

Théorème 2.7.15. [8, Theorem 6℄ Soit G un p-groupe et soit N un Z[G]-module tel

que pN = 0. Alors les onditions suivantes sont équivalentes :
� N est un Fp[G]-module libre ;

� N est un module induit ;

� N est ohomologiquement trivial ;

� Ĥ i(G,N) = {0} pour un entier i.

Corollaire 2.7.16. On pose N = TrG(M). Si H(E(N)) est trivial alors U(E(M)) et
USt(E(M)) sont A[G]-projetifs. On a alors

[LieE(M) : USt(E(M))]A[G] = LG(E(M)).

De plus,

[LieE(M) : U(E(M))]A[G]|H(E(M))|A[G] = LG(E(M)).
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Démonstration. On a supposé H(E(N)) trivial. On a don expE(K
n
∞) +N = Kn

∞. On

veut montrer que H(E(M)) est G-ohomologiquement trivial. On a la suite exate

0 −→M + expE(L
n
∞) −→ Ln∞ −→ H(E(M)) −→ 0.

Comme L∞ est G-ohomologiquement trivial, pour montrer que H(E(M)) est G-
ohomologiquement trivial, il su�t de montrer que M + expE(L

n
∞) l'est.

On a

TrG(M + expE(L
n
∞)) = N + expE(K

n
∞) = Kn

∞.

De plus, si on regarde les G-invariants on obtient

(M + expE(L
n
∞))

G ⊂ (Ln∞)
G = Kn

∞.

L'inlusion TrG(M + expE(L
n
∞)) ⊂ (M + expE(L

n
∞))

G
implique que

TrG(M + expE(L
n
∞)) = (M + expE(L

n
∞))

G = Kn
∞.

On a don Ĥ0(G,M + expE(L∞)) = {0}.
D'après le théorème 2.7.15, omme il y a un groupe de ohomologie qui est tri-

vial, M + expE(L
n
∞) est G-ohomologiquement trivial. On a don H(E(M)) est G-

ohomologiquement trivial. On obtient les résultats souhaités par la proposition 2.7.13.

Corollaire 2.7.17. Soit M un module presque modéré. Soit ρ un module de Drinfeld

tel que logρ a pour rayon de onvergene β. Si TrG(M) = ⊕Aei où pour tout w|∞ et i,
w(ei) ≥ β − 1 alors H(TrG(M)) est trivial.

Démonstration. On a k∞ = A⊕ 1

θ
Fq[[θ

−1]]. D'où

K∞ = ⊕k∞ei = ⊕TrG(M)⊕ 1

θ
Fq[[θ

−1]]ei.

Si pour tout w|∞ et i, w
(ei
θ

)
≥ β 'est-à-dire w(ei) ≥ β − 1 alors

1

θ
Fq[[θ−1]]ei ⊂

expρ(K∞). On a don H(TrG(M)) est trivial, e qui nous permet d'obtenir L(ρ(M)) =
[M : USt(ρ(M))]A[G] et L(ρ(M)) = [M : U(ρ(M))]A[G]|H(ρ(M))|A[G].

2.7.4 Exemple

Dans ette setion, on va voir un exemple de fontions-L assoiées à un réseau qui

n'est pas ontenu dans l'anneau des entiers. On se plae dans le as où q = p.
D'abord, on rappelle la dé�nition du d-ème symbole de puissane résiduelle.
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Dé�nition 2.7.18. Soient b ∈ A, P ∈ A un polyn�me irrédutible unitaire et d un

diviseur de p− 1

� Si P 6 |b,
(
b

P

)

d

est l'unique élement de F∗p tel que

b
pdeg(P )

−1
p−1 ≡

(
b

P

)
(mod P ).

� si P |b,
(
b

P

)

d

= 0.

On peut étendre ette dé�nition aux éléments non nuls de A. Si c = sgn(c)

s∏

i=1

P fi
i

où Pi sont des irrédutibles unitaires deux à deux disjoints. Alors pour b ∈ A,

(
b

c

)

d

=
s∏

i=1

(
b

Pi

)fi

d

.

On renvoie à [24, Chapter 3℄ pour plus de détails.

Soit C le module de Carlitz

C : A → k∞{τ}
θ 7→ θ + τ

On peut montrer que expC =
∑ 1

Di
τ i où D0 = 1 et Di = (θq

i − θ)Dq
i−1.

On peut érire

CP (x) =

deg(P )∑

i=0

[P, i]xp
i

où [P, i] ∈ A, [P, deg(P )] = 1 et ∀i ∈ [[0; deg(P )− 1|]], P | [P, i] (voir [24, Chapter 12℄).
On a don CP (x) ≡ xp

deg(P )
(mod P ).

Soient Q(x) = xp − x− 1

θ
∈ Fp[θ−1] et L le orps de déomposition de Q sur k i.e.,

L = Fp(α) où α est une raine de Q. On pose G = Gal(L/k). On peut voir failement

que G ∼= Z/pZ.

Par [9, Theorem 2.1℄, on peut montrer que OL = A

p−1⊕

i=1

θAαi et θ est le seul premier

rami�é dans L/k.
On veut d'abord montrer que θαp−1 est une base normale.
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Pour i ∈ Fp,

σi(θα
p−1) = θ(α + i)p−1 = θ

p−1∑

j=0

(
p− 1

j

)
ijαp−1−j.

En érivant σi(θα
p−1) en fontion de 1, θα, θα2

, . . . , θαp−1, on obtient la matrie

suivante 


0 θ
(
p−1
p−1

)
θ
(
p−1
p−1

)
2p−1 . . . θ

(
p−1
p−1

)
(p− 1)p−1

0
(
p−1
p−2

) (
p−1
p−2

)
2p−2 . . .

(
p−1
p−2

)
(p− 1)p−2

0
(
p−1
p−3

) (
p−1
p−3

)
2p−3 . . .

(
p−1
p−3

)
(p− 1)p−3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0
(
p−1
1

) (
p−1
1

)
2 . . .

(
p−1
1

)
(p− 1)

1 1 1 . . . 1



.

Comme son déterminant est inversible dans k, on a L = θk[G]αp−1. On pose M =

θA[G]αp−1. De ette matrie, on a M =

p−1⊕

i=0

θAαi. On pose δ = p−1
√
1 + θp−1 et M ′ =

δM = δθA[G]αp−1.

Par hoix de δ, on remarque que M ′ 6⊂ OL et M ′ est un module presque modéré

pour L/k.

On regarde d'abord la fontion L assoiée à M ′.

On a (δθαp−1)p = δpθp(α +
1

θ
)p−1 = (1 + θp−1)δθ(θα + 1)p−1. D'où τ(θδαp−1) ≡ θδ

(mod θ)M ′. D'après [9, Lemme 2.3℄ TrG(θα
p−1) = −θ. Cela implique que C(M ′/θM ′)

est annulé θ + TrG.

Soit P un premier irrédutible de A, di�érent de θ et σP le morphisme de Frobenius

assoié à P .

On rappelle que CP ≡ τdeg(P ) (mod P ). On a alors

CP (θδα
p−1) ≡ θp

deg(P )

δp
deg(P )

(αp−1)p
deg(P )

(mod P )

≡ θ(1 + θp−1)
pdeg(P )

p−1 σP (α
p−1) (mod P )

≡ θδ

(
1 + θp−1

P

)

p−1

σP (α
p−1) (mod P ).

On obtient don |C(M ′/PM ′)|G = P1G −
(
1 + θp−1

P

)

p−1

σP . Cela implique qu'on a la
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fontion L-équivariante suivante :

LG(C(M ′)) =
|LieC(M ′/θM ′)|G
|C(M ′/θM ′)|G

∏

P∈MSpec(A)\{θ}

|LieC(M ′/PM ′)|G
|C(M ′/PM ′)|G

=
θ

θ + TrG

∏

P∈MSpec(A)\{θ}

P

P −
(

1+θp−1

P

)
p−1

σP

=

(
1− TrG

θ

) ∑

a∈A+,(a,θ)=1
(a,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

a

)
p−1

σa

a

=
∑

a∈A+,(a,θ)=1
(a,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

a

)
p−1

σa

a
−




∑

a∈A+,(a,θ)=1
(a,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

a

)
p−1

aθ


TrG .

Comme k∞ = A⊕ θ−1Fp[[θ
−1]], on a

L∞ =M ′ ⊕
p−1⊕

i=0

Fp[[
1

θ
]]δαi.

De plus,

p−1⊕

i=0

Fp[[
1

θ
]]δαi ⊂ expC(L∞). On en déduit que H(C(M ′)) = {0} et don

USt(C(M
′)) = U(C(M)). Cela implique également que le module des unités est un

module A[G]-projetif. On obtient alors

[M : U(C(M))]A[G] =
∑

a∈A+,(a,θ)=1
(a,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

a

)
p−1

σa

a
−




∑

a∈A+,(a,θ)=1
(a,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

a

)
p−1

aθ


TrG .

On regarde maintenant la fontion L-équivariante assoiée à M̃ .

On a l'isomorphisme de Ã[G]-modules

M̃ ′

PM̃ ′
∼= M ′

PM ′
[z]⊗Fp[z]Fp(z). Comme

M ′

PM ′
[z]

est un

A

PA
[z][G]-module libre, on a

∣∣∣∣∣
M̃ ′

PM̃

∣∣∣∣∣
G

= P1G.
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Par les mêmes arguments utilisés préédemment, on obtient C̃P ≡ zdeg(P )τdeg(P )

(mod P ). De la même manière, pour P irrédutible de A di�érent de θ on trouve

|C̃(M̃ ′/PM̃ ′)|G = P1G − zdeg(P )

(
1 + θp−1

P

)

p−1

σP

et

|C̃(M̃ ′/θM̃ ′)|G = θ1G + z TrG .

On obtient don

LG(C̃(M̃ ′)) =
∑

a∈A+,(a,θ)=1
(a,1+θp−1)=1

zdeg(a)
(
1+θp−1

a

)

p−1

σa

a −




∑

a∈A+,(a,θ)=1
(a,1+θp−1)=1

zdeg(a)+1

(
1+θp−1

a

)

p−1

aθ


TrG .

Pour terminer et exemple, on regarde les fontions L-équivariantes assoiées à N
où N = TrG(M

′). Comme TrG(θα
p−1) = −θ par [9, Lemma 2.3℄, N = θAδ. Pour un

premier qui ne divise pas 1 + θp−1, C(N/PN) est annulé par P −
(
1 + θp−1

P

)

p−1

. En

e�et, pour x ∈ N , on peut érire x = θaδ où a ∈ A. D'où

C
P−

(
1+θp−1

P

)

p−1

(x) ≡ xp
deg(P ) −

(
1 + θp−1

P

)

p−1

aθδ (mod P )

≡ aθδp
deg(P ) − θa

p−1
√
1 + θp−1

p−1
√
1 + θp−1

pdeg(P )−1
(mod P )

≡ 0 (mod P ).

De la même manière, on peut montrer que si P divise 1+ θp−1, alors C(N/PN) est
annulé par P . On obtient alors la fontion L :

L(C(N)) =
∏

P∈MSpec(A)

|LieC(N/PN)|A
|C(N/PN)|A

=
∏

P∈MSpec(A)
(P,1+θp−1)=1

P

P −
(
1+θp−1

P

)
p−1

=
∑

b∈A+

(b,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

b

)
p−1

b
.
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D'après le orollaire 2.7.17, U(C(N)) = USt(C(N)) et

USt(C(θFp[θ]
p−1
√
1 + θp−1)) =

∑

b∈A+

(b,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

b

)
p−1

b
θFp[θ]

p−1
√
1 + θp−1.

De la même manière, on obtient

L(C̃(Ñ)) =
∑

b∈A+

(b,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

b

)
p−1

zdeg(b)

b

et

U(C̃(θFq(z)[θ]δ)) =
∑

b∈A+

(b,1+θp−1)=1

(
1+θp−1

b

)
p−1

zdeg(b)

b
θFq(z)[θ]δ.
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CHAPITRE 3

Formule de lasse équivariante : le as A général

Le but de e hapitre est de démontrer une formule de lasse équivariante pour

ertains modules d'Anderson, en partiulier pour les modules de Drinfeld. On généralise

ainsi les résultats de Anglès, Ngo Da et Tavares Ribeiro [5℄. Pour e faire, on généralise

d'abord les notions de régulateurs et de fateurs loaux introduits dans [5℄[Setion 1.3 et

Setion 3℄ dans le ontexte équivariant en utilisant la méthode présente dans [7℄[Setion

2.1℄. On regarde ensuite si on peut étendre leurs résultats en travaillant sur A[∆] en
se servant enore de la déomposition en aratères, e qui néessite la ondition "p ne
divise pas le ardinal de ∆."

3.1 Généralités

3.1.1 Notations

On rappelle d'abord les notations du hapitre 1. Soit p un nombre premier et q une
puissane de p. On prend k un orps global de fontions sur Fq. On �xe une plae ∞
de k de degré d∞. On supposera pour simpli�er que d∞ = 1. On pose A l'anneau des

éléments de k qui sont réguliers en dehors de ∞. On note k∞ la omplétion ∞-adique

de k. Elle est munie de la valuation v∞ : k −→ Z∪{∞}. On note C∞ le omplété d'une

l�ture algébrique de k∞ et on garde la notation v∞ pour l'unique valuation dé�nie sur
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C∞ qui étend v∞. On dé�nit le morphisme ontinu de Fq-algèbres

τ : C∞ → C∞
x 7→ xq.

Soient K une extension �nie de k et L une extension �nie abélienne de K de groupe de

Galois∆ de ardinal premier à p. On note OK et OL les fermetures intégrales respetives

de A dans K et L. On pose L∞ = L⊗k k∞. Soit π une uniformisante de k∞. On a alors

k∞ = Fq((π)).

Soit z une indéterminée sur k∞. On note la notation v∞ pour la valuation∞-adique

de Gauss sur k∞(z) 'est-à-dire la valuation telle que pour P ∈ k∞[z] où P (z) =

n∑

i=0

aiz
i

ave ai ∈ k∞ on ait v∞(P ) = min{v∞(ai)}. On note Tz(k∞) la omplétion de k∞[z] pour
v∞. C'est l'algèbre de Tate en une variable z à oe�ients dans k∞. On a Tz(k∞) =
Fq[z]((π)). On pose Tz(L∞) = L∞ ⊗k∞ Tz(k∞).

On note k̃∞ la omplétion de k∞(z) pour v∞ et Ã = A ⊗Fq Fq(z). Le Fq(z)-espae

vetoriel engendré par Tz(k∞) est dense dans k̃∞. On pose L̃∞ = L⊗k k̃∞. On note ÕL

le Fq(z)-espae vetoriel engendré par OL dans L̃∞. ÕL est la fermeture intégrale de Ã

dans L̃∞.

On va garder les notations des parties préédentes (voir �1.4), 'est-à-dire ℓ = Fq ou
ℓ = Fq(z) et k∞,ℓ = ℓ((π)), Aℓ = ℓ⊗Fq A.

On prend Fq une loture algébrique de Fq. On pose ∆̂ = Hom(∆,Fq). Pour χ ∈ ∆̂,

on pose eχ =
∑

g∈∆

χ(g)g−1. Soit F un orps ontenant χ(g) pour χ ∈ ∆̂ et g ∈ ∆. Pour

N un A[∆]-module, on pose N(χ) = eχ(N ⊗Fq F). On a N ⊗Fq F =
⊕

χ∈∆̂

N(χ).

Soit σ ∈ Gal(F/Fq). On a σ(eχ) =
1

|∆|
∑

g∈∆

σ ◦ χ(g)g−1 = eσ◦χ. Comme dans [7,

Setion 2.41℄, on pose [χ] = {ψ ∈ ∆̂, ψ = σ ◦ χ pour un élément σ ∈ Gal(F/Fq}. On a

alors
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e[χ] =
∑

ψ∈[χ]

eχ

=
∑

σ∈H

eσ◦χ

=
1

|∆|
∑

g∈∆,σ∈H

σ ◦ χ(g)g−1

=
1

|∆|
∑

g∈∆

TrF′/Fq(χ(g))g
−1 ∈ Fq[∆].

3.1.2 Idéaux de Fitting

Soit N un A[G]-module de type �ni. Soient

A[F][∆]a −→ A[F][∆]b −→ N ⊗Fq F −→ 0

une présentation de N ⊗Fq F et X la matrie de A[F][∆]a −→ A[F][∆]b. On rappelle

que FittA[F][∆](N ⊗Fq F) est l'idéal de A[F][∆] engendré par les mineurs de taille b× b si

b ≤ a et que 'est l'idéal trivial sinon. On a Xij =
∑

χ∈∆̂

aijχ eχ. On pose X(χ) = eχ(X) =

(aijχ eχ)ij. Comme les eχ sont orthogonaux deux à deux, on a

∑

χ∈∆̂

idéal engendré par mineur de X(χ)eχA[F][∆] = FittA[F][∆](N ⊗Fq F).

De plus, X(χ) est une matrie de relation pour N(χ). Par dé�nition, l'idéal engen-

dré par les mineurs de X(χ) est FittA(F)(N(χ)). Soit σ ∈ Gal(F/Fq). On observe que

σ(X(χ)) est une matrie de relation pour σ(N(χ)) = N(σ ◦ χ). Or X(σ ◦ χ) est éga-
lement une matrie de relation pour N(σ ◦ χ). Ces matries engendrent don le même

idéal FittA(F) (N(σ ◦ χ)). On a don σ
(
FittA(F)N(χ)

)
= FittA(F) (N(σ ◦ χ)). On a d'une

part FittA[F ][∆]

(
N ⊗Fq F

)
= FittA[∆](N)A[F][∆] et d'autre part FittA[F ][∆]

(
N ⊗Fq F

)
=

∑

χ∈∆̂

FittA(χ)N(χ)eχ


A[F][∆]. Cela implique que

FittA[∆](N) =


∑

χ∈∆̂

FittA(χ)N(χ)eχA[F][∆]




Gal(F/Fq)

=


∑

χ∈∆̂

FittA(χ)N(χ)eχ


A[∆].
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On obtient don

FittA[∆](N) =
∑

χ∈∆̂

FittA(χ) (N(χ)) eχ.

Lemme 3.1.1. Soit 0 −→M1 −→M −→ M2 −→ 0 une suite exate de A[∆]-modules.

Alors

FittA[∆](M) = FittA[∆](M1) FittA[∆](M2).

Démonstration. Soit F tel que χ(g) ∈ F pour tout χ ∈ ∆̂ et g ∈ ∆. On a alors la

suite de A(F)-modules, 0 −→ M1(χ) −→ M(χ) −→ M2(χ) −→ 0. Comme A(F) est un
anneau de Dedekind, on obtient alors

FittA[F](M(χ)) = FittA[F](M1(χ)) FittA[F](M2(χ)).

De plus,

FittA[∆](M) =
∑

χ∈∆̂

FittA(F)(M(χ))eχ

=
∑

χ∈∆̂

FittA(F)(M1(χ)) FittA(F)(M2(χ))eχ

= FittA[∆](M1) FittA[∆](M2).

On obtient don bien le résultat souhaité.

3.1.3 Régulateurs

Régulateurs lassiques

Cette partie reprend les ratio de o-volumes introduits dans [5, Setion 1.3℄ lorsque

A est général. Soit F une extension �nie de Fq. On rappelle que kℓ(F) = F(z)((π)) si
ℓ = Fq(z) et kℓ(F) = F((π)) si ℓ = Fq, que Aℓ = Ã si ℓ = Fq(z) et Aℓ = A si ℓ = Fq et
que ℓ(F) = F(z) si ℓ = Fq(z) et juste F si ℓ = Fq.

On rappelle également la dé�nition de réseau, énonée dans �1.4. Soit V un k∞,ℓ(F)-
espae vetoriel de dimension �nie. Un Aℓ-réseau de k∞,ℓ(F) est un sous-Aℓ-réseau de

V qui est disret dans V et qui ontient une base de V omme k∞,ℓ(F)-espae vetoriel.

Soit V un k∞,ℓ(F)-espae vetoriel de dimension 1. On érit V = k∞,ℓ(F)e. Soit M
un Aℓ(F)-réseau de V . D'après la proposition 1.4.3, il existe un idéal frationnaire IM
de Aℓ(F), αM ∈ k∞,ℓ(F)× tels que M = αMIMe. De la même manière, il existe pour M ′

un Aℓ(F)-réseau de V IM ′
et αM ′

tels que M ′ = αM ′IM ′e. On dé�nit alors

[M ′ :M ]Aℓ(F) = αMα
−1
M ′IMI

−1
M ′ .
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On peut voir failement que ette dé�nition ne dépend pas de la base. Si on prend f = βe
une autre base alors M = αMIMβ

−1f , M ′ = αM ′IM ′β−1f et on retrouve bien [M ′ :
M ]Aℓ(F) = αMβ

−1(β−1αM ′)−1IMI
−1
M ′ = αMα

−1
M ′IMI

−1
M ′ . De plus, si M ⊂ M ′, on a M =

FittAℓ(F)(M
′/M)M ′. On obtient alors [M ′ : M ]Aℓ(F) = αMα

−1
M ′ FittAℓ(F)(M

′/M)IM ′I−1M ′

'est-à-dire

[M ′ :M ]Aℓ(F) = FittAℓ(F)(M
′/M).

Si M1,M2,M3 sont trois Aℓ(F)-réseaux de V , alors on peut également montrer que

[M1 :M3]Aℓ(F) = [M1 :M2]Aℓ(F)[M2 :M3]Aℓ(F).

On regarde maintenant omment généraliser ette dé�nition lorsque V n'est plus de

dimension 1 sur k∞,ℓ(F). Soit V un k∞,ℓ(F)-espae vetoriel de dimension n ∈ N∗. On
pose T n(V ) =

{
x1 ⊗k∞,ℓ(F) . . .⊗k∞,ℓ(F) xn|xi ∈ V

}
et N le sous-espae de T n(V ) tel que

N = {x1 ⊗k∞,ℓ(F) . . .⊗k∞,ℓ(F) xn|∃xi = xj , i 6= j}. On pose

∧n(V ) = T n(V )/N . C'est un

k∞,ℓ(F) espae vetoriel de dimension 1 (si e1, . . . , en est une base de V alors e1⊗k∞,ℓ(F)

. . . ⊗k∞,ℓ(F) en est une base de

∧n(V )). On pose

∧n : V n −→
∧n(V ) l'appliation

k∞,ℓ(F)-linéaire. Soient M et M ′ deux Aℓ(F)-réseaux de V . On note N et N ′ les images

respetives de Mn
et M

′n
dans

∧n(V ) via
∧n

. on a alors que N et N ′ sont des Aℓ(F)-
réseaux de

∧n(V ). On pose

[M ′ :M ]Aℓ(F) = [N ′ : N ]Aℓ(F).

Comme Aℓ(F) est un anneau de Dedekind, il existe e1, . . . , en et f1, . . . , fn des

k∞,ℓ(F)-bases de V et IM , IM ′
des idéaux frationnaires de Aℓ(F) tels qu'on ait M =

n−1⊕

i=1

Aℓ(F)ei ⊕ IMen et M ′ =

n−1⊕

i=1

Aℓ(F)fi ⊕ IM ′fn. On pose σ : V −→ V l'isomorphisme

k∞,ℓ(F)-linéaire tel que σ(ei) = fi. On aN = IMe1∧. . .∧en etN ′ = det(σ)IM ′e1∧. . .∧en.
On a don [M ′ :M ]Aℓ(F) = det(σ)−1IMI

−1
M ′ . De la même manière, on peut montrer que

[M :M ′]Aℓ(F) = det(σ)I−1M IM ′ = [M ′ :M ]−1Aℓ(F)
.

Proposition 3.1.2. Soient M et M ′ deux Aℓ(F)-réseaux de V qui est un k∞,ℓ(F)-
espae vetoriel de dimension �nie tels que M ′ ⊂ M . Alors M/M ′ est de torsion et

[M :M ′]Aℓ(F) = FittAℓ(F)

(
M

M ′

)
.

Démonstration. Par la proposition 1.4.3, M est ontenu dans un réseau libre sur Aℓ(F)
qu'on note F . On a don la suite exate

0 −→M −→ F −→ F/M −→ 0.
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Si e1, . . . , en est une base de F , et N est l'image de Mn
dans

∧n(V ) alors N =
Ie1∧ . . .∧ en où I est l'idéal de Aℓ(F) engendré par les déterminants n×n des éléments

de M érits dans la base e1, . . . , en. On a don bien [F :M ]Aℓ(F) = FittAℓ(F)(F/M).
De plus, on a la suite exate suivante

0 −→M/M ′ −→ F/M ′ −→M/M −→ 0.

Comme Aℓ(F) est un anneau de Dedekind, on a

FittAℓ(F)(M/M ′) = FittAℓ(F)(F/M
′) FittAℓ(F)(F/M)−1.

D'où FittAℓ(F)(M/M ′) = [F :M ′]Aℓ(F)[F :M ]−1Aℓ(F)
= [M :M ′]Aℓ(F).

Corollaire 3.1.3. Soient M et M ′ deux Aℓ(F)-réseaux de V qui est un k∞,ℓ(F)-espae
vetoriel de dimension �nie. Soit σ : V −→ V un k∞,ℓ(F)-isomorphisme tel que σ(M) ⊂
M ′. On a alors

[M ′ :M ]Aℓ(F) = det σ−1 FittAℓ(F)

(
M ′

σ(M)

)
.

Démonstration. On a

[M ′ :M ]Aℓ(F) = [M ′ : σ(M)]Aℓ(F)[σ(M) :M ]Aℓ(F)

= FittAℓ(F)

(
M ′

σ(M)

)
det σ−1

Régulateurs équivariants

Dans ette partie, on dé�nit la notion de régulateurs équivariants de la même ma-

nière que Anglès et Tavares Ribeiro dans [7, Setion 2.1℄ pour A = Fq[θ] et on véri�e

que es régulateurs véri�ent les propriétés espérées.

Soit V un k∞,ℓ[∆]-module libre. On dit que M est un Aℓ[∆]-réseau de V si M est

un Aℓ-réseau et un Aℓ[∆]-module.

On rappelle d'abord les notations suivantes. On pose F un orps ontenant χ(g)

pour χ ∈ ∆̂ et g ∈ ∆. Pour N un A[∆]-module et χ ∈ ∆̂, on pose N(χ) = eχ(N ⊗Fq F).
Comme pour δ ∈ Gal(F/Fq), δ(eχ) = eδ◦χ, on a δ(N(χ)) = N(δ ◦ χ).

Soient M,M ′ deux Aℓ[∆]-réseaux de V . On peut don érire

M(χ) =
n−1⊕

i=1

Aℓ(F)ei ⊕ IM(χ)en
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et

M ′(χ) =

n−1⊕

i=1

Aℓ(F)fi ⊕ IM ′(χ)fn.

Cela implique que

δ(M(χ)) =M(δ ◦ χ) =
n−1⊕

i=1

Aℓ(F)δ(ei)⊕ δ(IM(χ))δ(en)

et

δ(M ′(χ)) =M ′(δ ◦ χ) =
n−1⊕

i=1

Aℓ(F)δ(fi)⊕ δ(IM ′(χ))δ(fn).

De plus, si B est la matrie de passage de la base (e1, . . . , en) à la base (f1, . . . , fn) alors
δ(B) = (δ(Bi;j)) est elle de (δ(e1), . . . , δ(en)) à (δ(f1), . . . , δ(fn)). On obtient alors

[M ′(δ ◦ χ) :M(δ ◦ χ)]Aℓ(F) = δ(det(σ)−1)δ(IM(χ))δ(I
−1
M ′(χ)) = δ

(
[M ′(χ) :M(χ)]Aℓ(F)

)
.

Cela nous permet alors de dé�nir

[M ′ :M ]Aℓ[∆] =
∑

χ∈∆

[M ′(χ) :M(χ)]Aℓ(F)eχ ∈ k∞,ℓ[∆]×

ar [M ′ :M ]Aℓ[∆] ∈ (k∞,ℓ(F)[∆]×)Gal(F/Fq) = k∞,ℓ[∆]×.

Corollaire 3.1.4. Soient M et M ′ deux Aℓ[∆]-réseaux de V tels que M ′ ⊂ M . Alors

[M :M ′]Aℓ[∆] = FittAℓ[∆]

(
M

M ′

)
.

Démonstration. Si M et M ′ sont deux Aℓ[∆]-réseaux de V alors pour χ ∈ ∆̂, M(χ) et
M ′(χ) sont deux réseaux de V (F). On peut don appliquer la proposition 3.1.2 pour

obtenir

[M :M ′]Aℓ[∆] =
∑

χ∈∆

[M ′(χ) :M(χ)]Aℓ(χ)eχ

=
∑

χ∈∆

FittAℓ(F)

(
M(χ)

M ′(χ)

)
eχ

= FittAℓ[∆]

(
M

M ′

)
.
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3.2 Fateurs loaux équivariants

Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK de dimension d où L/K est une ex-

tension abélienne de groupe de Galois ∆ de ardinal premier à p et k ⊂ K. Soit M un

A[∆]-réseau de L∞ qui est un OK{τ}-module.

Pour I un idéal non nul de A. On dé�nit

ZI,∆(E(M)) =
FittA[∆](LieE(M/IM))

FittA[∆](E(M/IM))
⊂ k∞[∆],

ZI,∆(Ẽ(M̃)) =
FittÃ[∆](LieẼ(M̃/IM̃))

FittÃ[∆](Ẽ(M̃/IM̃))
⊂ k̃∞[∆].

Si P est un idéal premier non nul de A, on appelle ZP,∆ le fateur loal équivariant

de P .

Lemme 3.2.1. Soient I et J deux idéaux premiers entre eux non nuls de A. Alors on
a

ZIJ,∆(E(M)) = ZI,∆(E(M))ZJ,∆(E(M)),

ZIJ,∆(Ẽ(M̃)) = ZI,∆(Ẽ(M̃))ZJ,∆(Ẽ(M̃)).

Démonstration. D'après le théorème des restes hinois, omme I et J sont premiers

entre eux, on a l'isomorphisme de A[∆]-modules

A/IJ ∼= A/I × A/J.

Cet isomorphisme nous donne

M/IJM ∼=M/IM ×M/JM.

On obtient alors

FittA[∆](LieE(M/IJM)) = FittA[∆](LieE(M/IM)) FittA[∆](LieE(M/JM))

et

FittA[∆](E(M/IJM)) = FittA[∆](E(M/IM)) FittA[∆](E(M/JM)).

Cela implique que ZIJ,∆(E(M)) = ZI,∆(E(M))ZJ,∆(E(M)). De la même manière, on

peut montrer que ZIJ,∆(Ẽ(M̃)) = ZI,∆(Ẽ(M̃))ZJ,∆(Ẽ(M̃)).

Lemme 3.2.2. Soient I un idéal non nul de A et n ∈ N∗. Alors on a

ZI,∆(E(M)) = ZIn,∆(E(M)),

ZI,∆(Ẽ(M̃)) = ZIn,∆(Ẽ(M̃)).
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Démonstration. On montre par réurrene que pour n ≥ 1, on a ZI,∆(E(M)) =
ZIn,∆(E(M)). Pour n = 1, on a bien ZI,∆(E(M)) = ZI1,∆(E(M)). On suppose que

ZI,∆(E(M)) = ZIn,∆(E(M)) pour n ∈ N∗. On herhe à montrer que ela implique

ZI,∆(E(M)) = ZIn+1,∆(E(M)). On a la suite exate de A[∆]-modules :

0 −→ InM/In+1M −→M/In+1M −→ M/InM −→ 0.

D'après le lemme 3.1.1, on obtient

FittA[∆](LieE(M/In+1M)) = FittA[∆](LieE(I
nM/In+1M)) FittA[∆](LieE(M/InM)),

FittA[∆](E(M/In+1M) = FittA[∆](E(I
nM/In+1M)) FittA[∆](E(M/InM)).

Soient x ∈ (InM)d et a ∈ A. On a Ea(x) ≡ δE(a)x mod In+1M . De plus, pour

g ∈ ∆, gE = Eg. D'où

E(InM/In+1M) ∼= LieE(I
nM/In+1M)

omme A[∆]-modules. En partiulier,

FittA[∆](LieE(I
nM/In+1M)) = FittA[∆](E(I

nM/In+1M)).

D'où ZIn,∆(E(M)) = ZIn+1,∆(E(M)). De plus, par hypothèse de réurrene, on peut en

déduire ZIn,∆(E(M)) = ZI,∆(E(M)). On a don bien ZIn+1,∆(E(M)) = ZI,∆(E(M)).

De la même manière, on peut montrer que ZI,∆(Ẽ(M̃)) = ZIn,∆(Ẽ(M̃)) pour n ∈
N∗.

Proposition 3.2.3. Soit I un idéal non nul de A. Alors

ZI,∆(E(M)) =
∏

P |I

ZP,∆(E(M)),

ZI,∆(Ẽ(M̃)) =
∏

P |I

ZP,∆(Ẽ(M̃)).

Démonstration. Soit I un idéal non nul de A. On érit I = P n1
1 . . . P nr

r ave des idéaux

premiers P1, . . . , Pr. Par le lemme 3.2.1, ZI,∆(E(M)) =

r∏

i=1

ZP i
i ,∆

(E(M)). D'après le

lemme 3.2.2, ela donne alors ZI,∆(E(M)) =
r∏

i=1

ZPi,∆(E(M)).
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Soit I = (ξ) un idéal de A. Il existe alors un unique module d'Anderson dé�ni sur

OK tel que pour tout a ∈ A, ξE ′a = Eaξ. En e�et, si Ea =
r∑

i=0

Aiτ
i
où Ai ∈ M(OK),

on a

E ′a = ξ−1Eaξ = ξ−1
r∑

i=0

Aiτ
iξ =

r∑

i=0

ξq
i−1Aiτ

i.

Si M est un OK{τ}-module, il est bien stable sous E ′. En partiulier, on remarque que

ξq
0−1A0 = A0 et don δE(a) = δE′(a). Cela implique que les strutures de A-modules

sous LieE et LieE′
sont les mêmes.

Lemme 3.2.4. Soit I = (ξ) un idéal de A et E ′ le module d'Anderson dé�ni sur OK

tel que ξE ′a = Eaξ pour tout a ∈ A. IU(E ′(M)) est un sous-A[∆]-module de U(E(M)).
De plus, IU(E ′(M)) = U(E(IM)).

Démonstration. On a

U(E ′(M)) =
{
x ∈ Ld∞| expE′(x) ∈Md

}

=
{
x ∈ Ld∞|ξ−1 expE(ξx) ∈Md

}

=
{
x ∈ Ld∞| expE(ξx) ∈ ξMd

}
.

D'où

IU(E ′(M)) = ξU(E ′(M))

=
{
ξx ∈ Ld∞| expE(ξx) ∈ ξMd

}

=
{
y ∈ Ld∞| expE(y) ∈ ξMd

}

=
{
y ∈ Ld∞| expE(y) ∈ IMd

}
.

Don IU(E ′(M)) est un sous-A[∆]-module de U(E(M)) et IU(E ′(M)) = U(E(IM)).

Lemme 3.2.5. Soient I = (ξ) un idéal de A et E ′ le module d'Anderson dé�ni sur OK

tel que ξE ′a = Eaξ pour tout a ∈ A. On a alors

ZI,∆(E(M)) = [U(E ′(M)) : U(E(M)]A[∆]

FittA[∆](H(E(M)))

FittA[∆](H(E ′(M)))
.

Démonstration. Par dé�nition de E ′ et omme il existe une unique série exponentielle

assoiée à e module d'Anderson, on peut montrer que expE′ = ξ−1 expE ξ.
On a la suite de A[∆]-modules :

0 −→ U(E(M))

IU(E ′(M))

expE−−−−→ E

(
M

ξM

)
−→ E(M) + expE(LieE(L∞))

E(ξM) + expE(LieE(L∞))
−→ 0.
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En e�et, soit m̄ ∈ E

(
M

ξM

)
tel que pour m un représentant, sa lasse soit 0 dans

E(M) + expE(LieE(L∞))

E(ξM) + expE(LieE(L∞))
. Il existe b ∈ LieE(L∞) tel que m = expE(b). D'où b ∈

U(E(M)).
D'après le lemme 3.1.1, on en déduit

FittA[∆]

(
E

(
M

ξM

))
= FittA[∆]

(
U(E(M))

IU(E ′(M))

)
FittA[∆]

(
E(M) + expE(LieE(L∞))

E(ξM) + expE(LieE(L∞))

)
.

On a également la suite exate suivante

0 → E(M) + expE(LieE(L∞))

E(ξM) + expE(LieE(L∞))
→ E(L∞)

E(ξM) + expE(LieE(L∞))
→ E(L∞)

E(M) + expE(LieE(L∞))
→ 0.

De la même manière, on a l'égalité entre FittA[∆]

(
E(L∞)

E(ξM) + expE(LieE(L∞))

)
et

FittA[∆]

(
E(M) + expE(LieE(L∞))

E(ξM) + expE(LieE(L∞))

)
FittA[∆]

(
E(L∞)

E(M) + expE(LieE(L∞))

)
. De plus,

omme ξL∞ = L∞ et expE = ξ expE′ ξ−1,

E(L∞)

E(ξM) + expE(LieE(L∞))
=

E(L∞)

ξE ′(M) + ξ expE′(ξ−1L∞)

=
E ′(L∞)

E ′(M) + expE′(L∞)

= H(E ′(M)).

D'où

FittA[∆]

(
E(M) + expE(LieE(L∞))

E(ξM) + expE(LieE(L∞))

)
= FittA[∆](H(E ′(M))) FittA[∆](H(E(M)))−1.

Puisque U(E ′(M)) et LieE(M) sont deux réseaux de LieE(L∞), ela implique que

U(E ′(M))

IU(E ′(M))
∼= LieE

(
M

IM

)
.

En partiulier,

FittA[∆]

(
U(E ′(M))

IU(E ′(M))

)
= FittA[∆]

(
LieE

(
M

IM

))
.

On a don bien
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ZI,∆(E(M)) =

FittA[∆]

(
LieE

(
M

IM

))

FittA[∆]

(
E

(
M

IM

))

=

FittA[∆]

(
U(E ′(M))

IU(E ′(M))

)

FittA[∆]

(
U(E(M))

IU(E ′(M))

)
FittA[∆]

(
E(M) + expE(LieE(L∞))

E(ξM) + expE(LieE(L∞))

)

= [U(E ′(M)) : U(E(M))]A[∆] FittA[∆](H(E ′(M)))−1 FittA[∆](H(E(M))).

Corollaire 3.2.6. Soit ξ ∈ A non nul. On note P1, . . . , Pr les premiers de A apparais-

sant dans la déomposition de ξA. Soit E ′ le module de A-module d'Anderson dé�ni

sur OK véri�ant pour tout a ∈ A, ξE ′a = Eaξ. Alors

r∏

i=1

ZPi,∆(E(M)) = [U(E ′(M)) : U(E(M)]A[∆]

FittA[∆](H(E(M)))

FittA[∆](H(E ′(M)))
.

Démonstration. D'après la proposition 3.2.3, ZI,∆(E(M)) =
∏

P |I

ZP,∆(E(M)). D'après

le lemme 3.2.5, ZI,∆(E(M)) = [U(E ′(M)) : U(E(M)]A[∆]

FittA[∆](H(E(M)))

FittA[∆](H(E ′(M)))
. On a

don bien le résultat souhaité.

Proposition 3.2.7. Soit ξ ∈ A non nul. Soit E ′ le module de A-module d'Anderson

dé�ni sur OK véri�ant pour tout a ∈ A, ξE ′a = Eaξ. Alors

ZI,∆(Ẽ(M̃)) =
[
U(Ẽ ′(M̃)) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

.

Démonstration. On a la suite exate :

0 −→
Ẽ(M̃ ) + expẼ(LieẼ(L̃∞))

Ẽ(ξM̃ ) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
−→ Ẽ(L̃∞)

Ẽ(ξM̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
−→ Ẽ(L̃∞)

Ẽ(M̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
−→ 0.

De plus,

Ẽ(L̃∞)

Ẽ(ξM̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
=

Ẽ ′(L̃∞)

Ẽ ′(M̃) + expẼ′
(LieẼ(L̃∞))

.
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Par la propostition 1.6.2, on a don

Ẽ ′(L̃∞)

Ẽ ′(M̃) + expẼ′(LieẼ(L̃∞))
=

Ẽ(L̃∞)

Ẽ(M̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
= 0.

D'où

Ẽ(M̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))

Ẽ(ξM̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
= 0.

On a également

0 −→ U(Ẽ(M̃))

IU(Ẽ ′(M̃))

exp
Ẽ−−−−→ Ẽ

(
M̃

ξM̃

)
−→ Ẽ(M̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))

Ẽ(ξM̃) + expẼ(LieẼ(L̃∞))
−→ 0.

Comme expẼ est un morphisme de Ã[∆]-modules, ela implique que

FittÃ[∆]

(
Ẽ

(
M̃

ξM̃

))
= FittÃ[∆]

(
U(Ẽ(M̃))

IU(Ẽ ′(M̃))

)
.

On s'intéresse maintenant à FittÃ[∆]

(
LieẼ

(
M̃

ξM̃

))
.

Comme LieẼ(M̃) et U(Ẽ ′(M̃)) sont deux Ã[∆]-réseaux de LieẼ(L̃∞), ils ont le même

rang. En partiulier, on obtient FittÃ[∆]

(
LieẼ

(
M̃

IM̃

))
= FittÃ[∆]

(
U(Ẽ ′(M̃))

IU(Ẽ ′(M̃))

)
.

Cela implique

ZI,∆(Ẽ(M̃)) =

FittÃ[∆]

(
LieẼ

(
M̃

IM̃

))

FittÃ[∆]

(
Ẽ

(
M̃

ξM̃

))

=

FittÃ[∆]

(
U(Ẽ ′(M̃))

IU(Ẽ ′(M̃))

)

FittÃ[∆]

(
U(Ẽ(M̃))

IU(Ẽ ′(M̃))

)

=
[
U(Ẽ ′(M̃)) : IU(Ẽ ′(M̃))

]
Ã[∆]

[
IU(Ẽ ′(M̃)) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

=
[
U(Ẽ ′(M̃)) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

.
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Proposition 3.2.8. Soit ξ ∈ A non nul. Soit E ′ le module de A-module d'Anderson

dé�ni sur OK véri�ant pour tout a ∈ A, ξE ′a = Eaξ. Alors

� si ξ ∈ P, ZP,∆(E
′(M)) = A[∆] et ZP,∆(Ẽ ′(M̃)) = Ã[∆],

� si ξ 6∈ P , ZP,∆(E
′(M)) = ZP,∆(E(M)) et ZP,∆(Ẽ ′(M̃)) = ZP,∆(Ẽ(M̃)).

Démonstration. On rappelle que pour a ∈ A, si Ea =
r∑

i=0

Aiτ
i
alors on a E ′a =

r∑

i=0

Aiξ
qi−1τ i. Si ξ ∈ P , on a don E ′a(x) = δE(x) (mod P ). On a don

FittA[∆]

(
LieE′

(
M

ξM

))
= FittA[∆]

(
E ′
(
M

ξM

))
.

D'où ZI,∆(E
′(M)) = A[∆]. De la même manière, ZP,∆(Ẽ ′(M̃)) = Ã[∆].

Si ξ 6∈ P , alors la multipliation par ξ induit l'isomorphisme sur

M

PM
. D'où

E

(
M

PM

)
∼= E

(
ξ
M

PM

)

∼= ξE ′
(
M

PM

)

∼= E ′
(
M

PM

)
.

3.3 Module admissible

Soient L/k une extension �nie et E un A-module d'Anderson dont le orps de

dé�nition de E noté K véri�e L/K est abélienne de groupe de Galois∆ d'ordre premier

à p. Soit M un A-réseau de L∞ qui est un OK{τ}-module.

Dé�nition 3.3.1. On dit que E est un module ∆-admissible pour M si les onditions

(P ) et (C) sont véri�ées :
Condition (P ) : il existe S un ensemble �ni de premiers de A tels que pour tout

premier P de A n'appartenant pas à S, il existe xP ∈ A[z][∆] tel que
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� FittÃ[∆]

(
Ẽ

(
M̃

PM̃

))
= xP Ã[∆],

� FittA[∆]

(
LieE

(
M

PM

))
= xP (0)A[∆],

� FittA[∆]

(
E

(
M

PM

))
= xP (1)A[∆].

Condition (C) : Le produit in�ni
∏

P 6∈S

xP (0)

xP
onverge dans k̃∞[∆].

La ondition (P ) orrespond au fait que pour presque tout premier P de A, les

idéaux FittÃ[∆]

(
Ẽ

(
M̃

PM̃

))
,FittA[∆]

(
LieE

(
M

PM

))
et FittA[∆]

(
E

(
M

PM

))
soient

prinipaux. La ondition (C) nous donne la onvergene du produit in�ni

∏

P 6∈S

xP (0)

xP
,

qui est presque égal à la fontion L-équivariante que l'on va dé�nir ensuite.

On pose alors

� x =
∏

P 6∈S

xP (0)

xP
et

� y =
∏

P 6∈S

xP (0)

xP (1)
.

Pour de tels modules, on peut don dé�nir

L∆(Ẽ(M̃)) = (x)
∏

P∈S

ZP,∆(Ẽ(M̃))

et

L∆(E(M)) = (y)
∏

P∈S

ZP,∆(E(M)).

D'après le hapitre préédent, on a le théorème suivant.

Théorème 3.3.2. On suppose A = Fq[θ]. Soient E un module d'Anderson dé�ni sur

OK et M un A-réseau de L∞ qui est un OK{τ}-module. Alors E est ∆-admissible pour

M .

Dans e as, on peut prendre S = {∞}.
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3.4 Eriture des unités et des régulateurs

Dans ette partie, on rappelle d'abord le lemme [5, Lemma 4.4℄ ainsi que sa preuve

qui orrespond à l'ériture de ertaines unités puis on véri�e que la proposition [5,

Proposition 4.5℄ a bien une version équivariante.

Soient L/k une extension �nie et E un A-module d'Anderson de dimension d dé�ni
sur OK où L/K une extension abélienne �nie de groupe de Galois∆ où pgcd(|∆|, p) = 1

et k ⊂ K. On pose Fq[z](z) la loalisation de Fq[z] en z et expE =
∑

k≥0

ekτ
k
.

Lemme 3.4.1. Soit n ∈ N∗ tel que pour tout k ∈ [[0;n − 1]], ek ∈ M(OK). Alors tout

x ∈ U(Ẽ(M̃)) non nul peut s'érire de la manière suivante za(α + znβ) ave a ∈ Z,
α ∈ (Fq[z](z)M [z])d non divisible par z et β ∈ (Fq[z](z)Tz(L∞))d.

On a également pour α ∈ (Fq[z](z)M [z])d, il existe β ∈ (Fq[z](z)Tz(L∞))d tel que

(α+ znβ) ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M̃).

Démonstration. On pose logE =
∑

k≥0

ℓkτ
k
. On peut montrer en regardant modulo les

puissanes de z que omme ek ∈ M(OK) pour k ∈ [[0;n − 1]], on a également ℓk ∈
M(OK) pour k ∈ [[0;n− 1]].

On montre d'abord que tout u ∈ U(Ẽ(M [z])) peut s'érire de la manière suivante

u = za(x+ zny) où a ∈ N, x ∈M [z]d non divisible par z et y ∈ Tz(L∞)d.
Soit u ∈ U(Ẽ(M [z]). On a don u = logẼ expẼ u ∈ L∞[[z]]

d
. Comme expẼ ∈ M [z]d

et ℓk ∈ M(OK) pour k ∈ [[0;n− 1]], on a u ∈M [z]d mod (znTz(L∞)d).
Soit u ∈ Tz(L∞)d tel que zu ∈ U(Ẽ(M [z]). Par dé�nition, il existe v ∈ U(Ẽ(M [z]))

tels que zu = v. On a don

z expẼ(u) = expẼ(v) ∈M [z]d.

D'où z| expẼ(v). Cela implique que u ∈ U(Ẽ(M [z])).

Soit u ∈ U(Ẽ(M [z])) non nul. Il existe a ∈ N tel que u = zav où z ne divise pas v.

De la même manière que préédemment, on peut montrer que u ∈ U(Ẽ(M [z])) implique

v ∈ U(Ẽ(M [z])). D'où v = x + zny où x ∈ M [z]d non divisible par z et y ∈ Tz(L∞)d.
u s'érit don bien sous la forme u = za(x + zny) où x ∈ M [z]d non divisible par z et

y ∈ Tz(L∞)d.
On montre maintenant que ela implique que tout x ∈ U(Ẽ(M̃)) non nul peut

s'érire omme za(α + znβ) ave a ∈ Z, α ∈ (Fq[z](z)M [z])d non divisible par z et

β ∈ (Fq[z](z)Tz(L∞))d.

D'après la proposition 1.6.1, U(Ẽ(M̃)) est le Fq(z)-espae vetoriel engendré par

U(E(M)[z])). Pour u ∈ U(Ẽ(M̃)), il existe don λ ∈ Fq[z] tel que λu ∈ U(Ẽ(M [z])).
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On érit λ = zcQ(z) où Q n'est pas divisible par z. Comme λu ∈ U(Ẽ(M [z])), il existe
a ∈ N, α ∈M [z]d non divisible par z et β ∈ Tz(L∞)d tels que λu = za(α + znβ). On a

don

u = za−c
(

α

Q(z)
+

znβ

Q(z)

)
.

Il existe don a′ ∈ Z, α′ ∈ (Fq[z](z)M [z])d et β ′ ∈ (Fq[z](z)Tz(L∞))d tels que u =
za

′

(α′ + znβ ′). On a don la première partie du lemme.

On prend maintenant α ∈ M [z]d. Comme ek ∈ M(OK) pour k ∈ [[0;n − 1]] et M
est un OK-module, il existe x ∈M [z]d et y ∈ Tz(L∞)d tels que expẼ(α) = x+ zny. Par
la proposition 1.6.2, il existe f ∈ Fq[z] non divisible par z, y1 ∈ M [z]d et y2 ∈ Tz(L∞)d
tels que fy = y1 + expẼ y2. On veut montrer que fα− zny2 ∈ U(Ẽ(M [z])) ar dans e

as, on a bien α− zn
y2
f

∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M̃)).

expẼ(fα− zny2) = f expẼ(α)− zn expẼ y2

= fx+ znfy − zn expẼ y2

= fx+ zn(y1 + expẼ y2)− zn expẼ y2

= fx+ zny1.

Comme x, y1 ∈ M [z]d et f ∈ Fq[z], on a bien expẼ(fα − zny2) ∈ M [z]d et don

fα− zny2 ∈ U(Ẽ(M [z])).
Soit α′ ∈ (Fq[z](z)M [z])d. Il existe P ∈ Fq[z], Q ∈ Fq[z] non divisible par z et

α ∈M [z]d tels que α′ =
P

Q
α. Il existe f ∈ Fq[z] non divisible par z et y2 ∈ Tz(L∞) tels

que α− zn
y2
f

∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M̃)).

On a don

P

Q
α−znP

Q

y2
f

∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M̃)) où
P

Q

y2
f

∈ Fq[z](z)Tz(L∞)d. Ce qui nous
donne bien le résultat souhaité.

Proposition 3.4.2. Soit n ∈ N∗ tel que pour tout k ∈ [[0;n− 1]], ek ∈ M(OK). Alors

tout élément non nul de

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

peut s'érire omme za(α+ znβ) où

a ∈ Z, α ∈ Fq[z](z)A[∆] non divisible par z et β ∈ Fq[z](z)Tz(L∞)[∆].

Démonstration. Soient N un sous-A[∆]-réseau libre de LieE(M) et B une de ses bases

omme A[∆]-module. B est également une base de Ñ omme Ã[∆]-module. On a

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

=
[
LieẼ(M̃) : Ñ

]
Ã[∆]

[
Ñ : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

.
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De plus,

[
LieẼ(M̃) : Ñ

]
Ã[∆]

= Fq(z) [LieE(M) : N ]A[∆]. On s'intéresse don à l'ériture

des éléments de

[
Ñ : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

.

Soit m ∈ LieE(M). D'après le lemme 3.4.1, il existe β ∈ (Fq[z](z)Tz(L∞))d tel que

(m+ znβ) ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M̃)). On a don la suite exate

0 −→ zFq[z](z)U(Ẽ(M [z])) −→ Fq[z](z)U(Ẽ(M [z]))
ev0−−−→ LieE(M) −→ 0.

De plus, Md
est un module A-module projetif ar il est sans torsion et de type �ni

sur A qui est un anneau de Dedekind. Comme p ne divise pas le ardinal de ∆, 'est

même un A[∆]-module projetif. Il existe don une setion omme A[∆]-module ι :

Md −→ Fq[z](z)U(Ẽ(M̃)) tel que pour m ∈ LieE(M), ι(m) ≡ m (mod z). On montre

par réurrene que pour b ∈ N∗ et tout u ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M [z])), il existe m0, . . . , mb−1 ∈
LieE(M) tels que

b−1∑

j=0

zjι(mj) ≡ u mod zb.

Pour n = 1, on a bien l'existene de m0 ∈ LieE(M) tel que ι(m) ≡ u (mod z) par
la suite exate.

On suppose que pour b ∈ N∗ et tout u ∈ Fq[z](z)U(Ẽ((M [z])), il existem0, . . . , mb−1 ∈
LieE(M) tels que

b−1∑

j=0

zjι(mj) ≡ u mod zb.

Il existe don y ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M [z]) tel que u −
b−1∑

j=0

zjι(mj) = zby. De plus, il existe

mb ∈ LieE(M) tel que ι(mb) ∼= y (mod z). On a alors u−
b∑

j=0

zjι(mj) ≡ 0 mod zb+1
.

Soit s le rang de LieE(M) sur A[∆]. Soient u1, . . . , us, v1, . . . , vs ∈ U(Ẽ(M̃)). On
pose u = (u1, . . . , us) et v = (v1, . . . , vs). On s'intéresse à det

B
(u) + det

B
(v). Comme

U(Ẽ(M̃)) est le Fq(z)-espae vetoriel engendré par U(Ẽ(M [z])), on peut supposer que

u1, . . . , us, v1, . . . , vs ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M [z])). On suppose que det
B
(u)+det

B
(v) est non nul.

On pose a le plus grand entier tel que za divise det
B
(u)+det

B
(v). En appliquant le rai-

sonnement préédent aux ui et vi, i ∈ [[1; s]], il existemi,0, . . . , mi,a+n−1 et ni,0, . . . , ni,a+n−1 ∈
LieE(M) tels que
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a+n−1∑

j=0

zjι(mi,j) ≡ ui mod za+n

et

a+n−1∑

j=0

zjι(ni,j) ≡ vi mod za+n.

On pose

u′i =
a+n−1∑

j=0

zjι(mi,j) ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M [z])) et v′i =
a+n−1∑

j=0

zjι(ni,j) ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M [z])).

On a don det
B
(u) + det

B
(v) = det

B
(u′) + det

B
(v′) mod za+n. De plus,

det
B

(u′)+det
B

(v′) =

a+n−1∑

j=0

zj
∑

i1+...+is=j

(det
B

(ι(m1,i1 ), . . . , ι(ms,is)+det
B

(ι(n1,i1 ), . . . , ι(ns,is)) mod za+n.

On suppose que a est non nul.

On montre par réurrene forte que pour tout 0 ≤ j < a,

∑

i1+...+is=j

(det
B
(ι(m1,i1), . . . , ι(ms,is) + det

B
(ι(n1,i1), . . . , ι(ns,is)) = 0.

Pour j = 0, omme za divise (det
B
(u) + det

B
(v)) et a non nul, l'évaluation en z = 0

donne ev

( ∑

i1+...+is=0

det
B
(m1,0, . . . , ms,0) + det

B
(n1,0, . . . , ns,0)

)
= 0. On a don

∑

i1+...+is=0

(det
B
(ι(m1,i1), . . . , ι(ms,is) + det

B
(ι(n1,i1), . . . , ι(ns,is)) = 0.

Supposons que pour j tel que 0 ≤ j < a− 1 et

∑

i1+...+is=n

(det
B
(ι(m1,i1), . . . , ι(ms,is) + det

B
(ι(n1,i1), . . . , ι(ns,is)) = 0

pour 0 ≤ n ≤ j. On regarde

det
B

(u′) + det
B

(v′)

zj+1
=

a+n−1∑

k=j+1

zk−(j+1)
∑

i1+...+is=k

(det
B

(ι(m1,i1 ), . . . , ι(ms,is ) + det
B

(ι(n1,i1), . . . , ι(ns,is).
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De la même manière, par hoix de j, l'évaluation en z = 0 nous donne enore 0.

Cela implique que quelque soit a, on a bien det
B
(u′) + det

B
(v′) est ongru à

a+n−1∑

k=a

zk
∑

i1+...+is=k

(det
B
(ι(m1,i1), . . . , ι(ms,is) + det

B
(ι(n1,i1), . . . , ι(ns,is))

modulo za+n.
D'après le lemme 3.4.1, pour j ∈ [[1; s]], on a ι(mij ,j) ∈ Fq[z](z)U(Ẽ(M [z])) non nul

peut s'érire de la manière suivante zaj (αj + znβj) ave aj ∈ Z, αj ∈ (Fq[z](z)M [z])d

non divisible par z et βj ∈ (Fq[z](z)Tz(L∞))d. De plus, ι(mij ,j) ≡ mij ,j mod z. D'où
ι(mij ,j) = mij ,j + znβj . On a don

det
B
(ι(m1,i1), . . . , ι(ms,is) = det

B
(mi1,1 + znβ1, . . . , mis,s + znβs)

≡ det
B
(mi1,1, . . . , mis,s) mod zn.

On applique le même raisonnement ave ι(nij ,j) pour j ∈ [[1; s]] qui nous donne égale-

ment

det
B
(ι(n1,i1), . . . , ι(ns,is) ≡ det

B
(ni1,1, . . . , nis,s) mod zn.

On obtient alors

det
B
(u′) + det

B
(v′) = za

n−1∑

k=0

zk
∑

i1+...+is=k

(det
B
(mi1,1, . . . ,mis,) + det

B
(ni1,1, . . . , nis,s)) mod za+n.

Comme det
B
(mi1,1, . . . , mis,s), det

B
(ni1,1, . . . , nis,s) ∈ [N : LieE(M)]A[∆] et det

B
(u)+det

B
(v) =

det
B
(u′)+det

B
(v′) mod za+n, on a l'existene de α ∈ Fq[z](z)A[∆] et β ∈ Fq[z](z)Tz(L∞)[∆]

tels que det
B
(u) + det

B
(v) = za(α + znβ).

3.5 Formule de lasses équivariante ave une variable

Théorème 3.5.1. Soit E un module d'Anderson ∆-admissible pour M dé�ni sur OK.

Alors [
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

⊂ L∆(Ẽ(M̃)).

Démonstration. On suit les deux étapes de la preuve de [5, Theorem 4.3℄. La première

onsiste à montrer que l'inlusion est vrai pour les modules ∆-admissibles qui ont
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tous leurs fateurs loaux prinipaux. La seonde est la généralisation à l'ensemble des

modules ∆-admissibles.

Etape 1 :

Soit expE =
∑

k≥0

ekτ
k
. Tout ek est une matrie où les oe�ients sont sous la forme

P

Q
, P,Q ∈ OK . On pose Qk = ppcm(Q). Soit t ∈ A \ Fq. Pour tout n ∈ N, on pose

ξn =
∏

i≤n

QiDn où D0 = 1 et Di = (tq
i − t)Dq

i−1 pour i ≥ 1.

On rappelle que pour ξ ∈ A non nul, il existe un unique module d'Anderson E ′

véri�ant ξE ′ = Eξ et que l'exponentielle assoiée est
∑

k≥0

ξq
k−1ekτ

k
.

Pour tout n ∈ N, on dé�nit E[n]
omme étant le module d'Anderson véri�ant

ξnE
[n] = Eξn. On a

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

=
[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ[n](M̃))

]
Ã[∆]

[
U(Ẽ[n](M̃)) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

=
[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ[n](M̃))

]
Ã[∆]

∏

ξn∈P

ZP,∆(Ẽ(M̃)).

Soit yn le générateur de
∏

ξn∈P

ZP,∆(Ẽ(M̃)). Par hoix de ξn (ξi|ξi+1 et tout premier P

ontient au moins un ξi) et le fait que 'est un module admissible, on a une suite (yn)

qui onverge vers y =
∏

P

ZP,∆(Ẽ(M̃)). Il existe xn ∈
[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ[n](M̃))

]
Ã[∆]

tel

que

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

= xnyn. Cela implique la onvergene de (xn) vers un

élément qu'on note x. Par hoix de ξn, omme les oe�ients e
[n]
k de l'exponentielle de

Ẽ[n]
sont ξq

k−1
n ek, on a e

[n]
k pour k ∈ [[0;n− 1]]. Par la proposition 3.4.2, on peut érire

xn de la manière suivante : xn = zan(αn + znβn) ave an ∈ Z, αn ∈ (Fq[z](z)A[∆])d non
divisible par z et βn ∈ (Fq[z](z)Tz(L∞)[∆])d. Il existe don a ∈ Z tel que lim

n→∞
an = a

omme Z est disret.

De plus, pour tout n0 ∈ N, omme xn tend vers x, on a que xn mod zn0
onverge

vers x mod zn0
dans (Fq[z](z)A[∆])d qui est disret (omme Fq[z](z)/zn0Fq[z](z) l'est).

En regardant modulo za, on a don lim
n→∞

(αn+ znβn) ∈ (zaFq[z](z)A[∆])d. Cela implique

que x ∈ Ã. On a don

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

= xy ∈ L∆(Ẽ(M̃)). Ce qui donne

bien le résultat souhaité :

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

⊂ L∆(Ẽ(M̃)).
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Etape 2 : On herhe maintenant à se ramener au as préédent. Soit E un module

∆-admissible pour M . Par dé�nition, il existe un ensemble �ni S tels que les fateurs

loaux des premiers ontenus dans S ne sont pas prinipaux. Soit ξ ∈ P pour tout

P ∈ S. On pose E ′ le module d'Anderson véri�ant ∀a ∈ A, ξE ′a = Eaξ. D'après la

proposition 3.2.8,

� si ξ ∈ P, ZP,∆(Ẽ ′(M̃)) = Ã[∆],

� si ξ 6∈ P , ZP,∆(Ẽ ′(M̃)) = ZP,∆(Ẽ(M̃)).
Cela implique

L∆(Ẽ(M̃)) =
∏

P

ZP,∆(Ẽ(M̃))

=
∏

ξ 6∈P

ZP,∆(Ẽ(M̃))
∏

ξ∈P

ZP,∆(Ẽ(M̃))

= L∆(Ẽ ′(M̃))
∏

ξ∈P

ZP,∆(Ẽ(M̃)).

De plus, par hoix de E ′, tous ses fateurs loaux sont prinipaux. D'après l'étape

1, il véri�e don [
LieẼ′(M̃) : U(Ẽ ′(M̃))

]
Ã[∆]

⊂ L∆(Ẽ ′(M̃)).

D'après la proposition 3.2.7,

∏

ξ∈P

ZP,∆(Ẽ(M̃)) =
[
U(Ẽ ′(M̃)) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

. On rap-

pelle que pour tout a ∈ A, δE(a) = δE′(a). On a don bien

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

=
[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ ′(M̃))

]
Ã[∆]

[
U(Ẽ ′(M̃)) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

⊂
∏

ξ∈P

ZP (Ẽ(M̃))L(Ẽ ′(M̃)),

'est-à-dire, [
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

⊂ L∆(Ẽ(M̃)).

On herhe à montrer que ette inlusion est en fait une égalité. Pour e faire, nous

allons suivre la méthode de la preuve [5, Theorem 4.7℄ en utilisant le lemme suivant de

Taelman (voir [25, Lemma 2℄) dont nous voyons une preuve di�érente.
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Lemme 3.5.2. Soient F un orps et t une indéterminée sur F . Soit V un F ((t−1))-
espae vetoriel de dimension �nie, U ⊂ V un ouvert ompat, sous F -espae vetoriel
et Λ1,Λ2 ⊂ V disrets et o-ompats sous F [t]-modules. Soit σ : V → V qui envoie

une base de Λ1 sur Λ2. Pour i = 1, 2, on pose δi : Λi+U → V qui à (λ, l) assoie λ− l.
On pose χi = dimF ker(δi)− dimF coker(δi).

On a alors

v∞(det σ) = χ1 − χ2.

Démonstration. On montre d'abord que χ1 − χ2 ne dépend pas du hoix de U . On
prend U et U ′ deux ouverts ompats de V véri�ant les onditions du lemme et U ′′ un
autre ouvert de V véri�ant les onditions du lemme et qui est ontenu dans U et U ′.
On dé�nit alors δ1, δ

′
1, δ
′′
1 , δ2, δ

′
2 et δ

′′
2 . On veut don

χ1 − χ2 = χ′1 − χ′2 = χ′′1 − χ′′2.

On a les suites exates

0 → Λ2 + U

Λ2 + U ′′
→ V

Λ2 + U ′′
→ V

Λ2 + U
→ 0

et

0 → Λ2 ∩ U
Λ2 ∩ U ′′

→ U

U ′′
→ Λ2 + U

Λ2 + U ′′
→ 0

qui nous donnent les égalités dimF

(
V

Λ2 + U ′′

)
= dimF

(
Λ2 + U

Λ2 + U ′′

)
+dimF

(
V

Λ2 + U

)

et dimF

(
U

U ′′

)
= dimF

(
Λ2 ∩ U
Λ2 ∩ U ′′

)
+ dimF

(
Λ2 + U

Λ2 + U ′′

)
. Cela implique que

dimF (coker(δ
′′
2)) = dimF (coker(δ2)) + dimF (ker(δ

′′
2 ))− dimF (ker(δ2)) + dimF

(
U

U ′′

)
.

En remplaçant Λ2 par Λ1, on obtient

dimF (coker(δ
′′
1)) = dimF (coker(δ1)) + dimF (ker(δ

′′
1 ))− dimF (ker(δ1)) + dimF

(
U

U ′′

)
.

Cela entraîne que χ1−χ2 = χ′′1−χ′′2. De la même manière, on trouve χ′1−χ′2 = χ′′1−χ′′2.
Cela montre bien que le résultat souhaité ne dépend pas du hoix de U.

On suppose d'abord que σ(U) est inlus dans U . On verra ensuite omment se

ramener à e as.

Si σ(U) ⊂ U , on a la suite exate :
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0 → Λ2 + U

Λ2 + σ(U)
→ V

Λ2 + σ(U)
→ V

Λ2 + U
→ 0. (3.5.1)

On a aussi la suite exate :

0 → Λ2 ∩ U
Λ2 ∩ σ(U)

→ U

σ(U)
→ Λ2 + U

Λ2 + σ(U)
→ 0. (3.5.2)

De plus,

V

Λ1 + U
≃ V

Λ2 + σ(U)
par σ. Comme coker(δ1) ≃ V

Λ1 + U
et coker(δ2) ≃

V

Λ2 + U
, par 3.5.1 on a l'égalité

dimF coker(δ1) = dimF coker(δ2) + dimF

(
Λ2 + U

Λ2 + σ(U)

)
.

Par 3.5.2, on a

dimF
U

σ(U)
= dimF

Λ2 + U

Λ2 + σ(U)
+ dimF

Λ2 ∩ U
Λ2 ∩ σ(U)

,

'est-à-dire,

v∞(det σ) = dimF

(
Λ2 + U

Λ2 + σ(U)

)
+ dimF ker(δ2)− dimF ker(δ1)

ar ker(δ1) ≃ σ(U) ∩ Λ2 = σ(U ∩ Λ1).
On obtient bien

v∞(det σ) = dimF coker(δ1)− dimF coker(δ2) + dimF ker(δ2)− dimF ker(δ1) = χ2 − χ1.

On herhe maintenant à se ramener au as préédent. On a Λ1 =

n⊕

i=1

F [t]ei et Λ2 =

n⊕

i=1

F [t]fi, U =

n⊕

i=1

1

t
F [

1

t
]ei.

Pour un m su�samment grand,

1

tm
fi ∈ U pour tout i = 1, ..., n.

On pose Λ
′

2 =
1

tm
Λ2, σ

′

= 1/tm ◦ σ et δ
′

2 : Λ
′

2 + U → V qui à (λ, l) assoie λ− l.

On a don σ
′

(U) ⊂ U et σ
′

(Λ1) = Λ
′

2. De plus, det(σ
′

) = det(σ) ∗ (1/t)mn. D'où
v∞(det σ

′

) = v∞(det σ) +mn.
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Comme

1

tm
U ⊂ U , on a les deux suites exates

0 → Λ
′

2 + U

Λ2 + U
→ V

Λ2 + U
→ V

Λ2
′ + U

→ 0

et

0 → Λ
′

2 ∩ U
Λ2 ∩ U

→ Λ
′

2

Λ2
→ Λ

′

2 + U

Λ2 + U
→ 0.

De la première, on obtient l'égalité dimF
V

Λ2 + U
= dimF

V

Λ2
′ + U

+ dimF
Λ

′

2 + U

Λ2 + U
.

Par la deuxième, on a dimF
Λ

′

2

Λ2
= dimF

Λ
′

2 + U

Λ2 + U
+ dimF

Λ
′

2 ∩ U
Λ2 ∩ U

'est-à-dire mn =

dimF
Λ

′

2 + U

Λ2 + U
+ dimF ker(δ′2)− dimF ker(δ2).

En regroupant es deux égalités, on obtient

dimF coker(δ2) = dimF coker(δ′2) +mn− dimF ker(δ′2) + dimF ker(δ2),

'est-à-dire, χ2 = χ′2 −mn.
On a alors bien v∞(det σ) = χ2 − χ1.

Lemme 3.5.3. Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK. Soit M un A-réseau de

L∞ qui est un OK{τ}-module. Soit t ∈ A \ Fq. Pour tout χ ∈ ∆̂, on a

v∞

([
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
F(z)[t]

)
= 0.

Démonstration. On herhe à appliquer le lemme 3.5.2. Par restrition, on regarde E
omme un Fq[t]-module d'Anderson. Soit χ ∈ ∆̂. On prend U un ouvert su�sant petit

de Ld∞(χ) pour que expẼ(U) = U et U ∩ M̃(χ) = U(Ẽ(M̃))(χ)∩U = {0}. Dans e as,
on a la suite exate

0 −→ LieẼ(L̃∞)(χ)

U(Ẽ(M̃))(χ)⊕ U

exp
Ẽ−−−−→ Ẽ(L̃∞)(χ)

Ẽ(M̃(χ))⊕ U
−→ Ẽ(L̃∞)(χ)

Ẽ(M̃(χ))⊕ expẼ(LieẼ(L̃∞))(χ)
.

D'après la proposition 1.6.2, H(Ẽ(M̃)) = {0}. On obtient alors

LieẼ(L̃∞)(χ)

U(Ẽ(M̃))(χ)⊕ U
∼= Ẽ(L̃∞)(χ)

Ẽ(M̃(χ))⊕ U
.
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On veut appliquer le lemme 3.5.2 à V = Ld∞(χ), Λ1 =Md(χ) et Λ2 = U(Ẽ(M̃))(χ).

Dans notre as, coker(δ1) =
Ẽ(L̃∞)

Ẽ(M̃)⊕ U
, coker(δ2) =

LieẼ(L̃∞)(χ)

U(Ẽ(M̃))(χ)⊕ U
et ker(δ1) =

ker(δ2) = {0}. On obtient alors

v∞

([
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
F(z)[t]

)
= dimF coker(δ1)− dimF coker(δ2) = 0.

Théorème 3.5.4. Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK qui est ∆-admissible

pour M . Soit M un A-réseau de L∞ qui est un OK{τ}-module. Alors

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

= L∆(Ẽ(M̃)).

Démonstration. Comme on a supposé que E est ∆-admissible pour M , il existe u une

unité de k̃∞[∆]× tel que L(Ẽ(M̃)) = uÃ[∆]. On rappelle que

L(Ẽ(M̃)) =
∏

P∈A

FittÃ

(
LieẼ(M̃/PM̃)

)

FittÃ

(
Ẽ(M̃/PM̃)

) =
∑

χ∈∆̂

∏

P∈A

FittÃF

(
LieẼ(M̃/PM̃)(χ)

)

FittÃF

(
Ẽ(M̃/PM̃)(χ)

) eχ.

On pose pour χ ∈ ∆̂, uχ =
∏

P∈A

FittÃF

(
LieẼ(M̃/PM̃)(χ)

)

FittÃF

(
Ẽ(M̃/PM̃)(χ)

) . D'après le théorème 3.5.1,

on a [
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

⊂ L∆(Ẽ(M̃)).

On rappelle que

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

=
∑

χ∈∆̂

[
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
ÃF

eχ.

Soit χ ∈ ∆̂. On a don

[
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
ÃF

⊂ uχÃF. Comme ÃF est un

anneau de Dedekind, il existe α ∈ ÃF \ {0} et h ∈ N tels que

1

uhχ

[
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]h
ÃF

= αÃF.

Soit t ∈ ÃF \ F(z). D'après le lemme 3.5.3,

v∞

([
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
F(z)[t]

)
= 0.
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Il existe don β ∈ k̃∞(F) de valuation nulle tel que

[
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
F(z)[t]

= βF(z)[t].

Comme

Nk̃(F)/F(z)(t)(α) = Nk̃(F)/F(z)(t)

(
1

uhχ

[
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]h
ÃF

)
∈ F×

et α ∈ ÃF non nul, ela implique que α ∈ F(z)×. D'où

[LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)]h
ÃF

= uhχ.

Comme on a également l'inlusion

[
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
ÃF

⊂ uχÃF, on obtient

l'égalité

[
LieẼ(M̃)(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
ÃF

= uχÃF. Cela implique qu'on a bien le résultat

souhaité [
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

= L∆(Ẽ(M̃)).

3.6 Formules de lasses équivariante

De la même manière que la partie préédente, on va montrer que [LieE(M) :
USt(E(M))]A[∆] = L∆(E(M)) pour un module ∆-admissible pour M .

Théorème 3.6.1. Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK . Soit M un A-réseau
de L∞ qui est un OK{τ}-module. Soit t ∈ A \ Fq. Pour tout χ ∈ ∆̂, on a

v∞

(
[LieE(M)(χ) : U(E(M))(χ)]F[t] FittF[t] (H(E(M))(χ))

)
= 0.

De plus,

v∞

(
[LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]F[t]

)
= 0.

Démonstration. Soit χ ∈ ∆̂. On herhe à montrer que

v∞

(
[LieE(M)(χ) : U(E(M))(χ)]F[t]

)
= dimF

(
FittF[t] (H(E(M))(χ))

)
.
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On prend U un ouvert su�sant petit pour que U ∩Md(χ) = U(E(M))(χ) ∩ U = {0}
et expE(U) = U . Dans e as, on a la suite exate

0 −→ LieE(L∞)(χ)

U(E(M))(χ) ⊕ U

expE−−−−−→ E(L∞)(χ)

E(M)(χ) ⊕ U
−→ E(L∞)(χ)

E(M)(χ) ⊕ expE(LieE(L∞))(χ)
.

Cela implique que

dimF

(
E(L∞)(χ)

E(M)(χ) ⊕ U

)
= dimF

(
LieE(L∞)(χ)

U(E(M))(χ) ⊕ U

)
+ dimF

(
E(L∞)(χ)

E(M)(χ)⊕ expE(LieE(L∞))(χ)

)
.

On applique maintenant le lemme 3.5.2 en prenant Λ1 =Md(χ) et Λ2 = U(E(M)).Par

hoix de U , Λ1 et Λ2, on a coker(δ1) =
E(L∞)(χ)

E(M)(χ)⊕ U
, coker(δ2) =

LieE(L∞)(χ)

U(E(M))(χ)⊕ U
et ker(δ1) = ker(δ2) = {0}.

D'après le lemme 3.5.2, on obtient

v∞

(
[LieE(M)(χ) : U(E(M))(χ)]F[t]

)
= dimF coker(δ1)− dimF coker(δ2).

Comme dimF (H(E(M)(χ)) = dimF coker(δ1)− dimF coker(δ2), on a bien

v∞

(
[LieE(M)(χ) : U(E(M))(χ)]F[t]

)
= dimF

(
FittF[t](H(E(M))(χ)

)
.

D'après le théorème 1.6.4, on a FittA

(
U(E(M))

USt(E(M))

)
= FittA (H(E(M))) . On peut

montrer en tensorisant par F les mêmes suites exates puis en regardant les χ-parties

pour χ ∈ ∆̂ que FittA(F

(
U(E(M))(χ)

USt(E(M))(χ)

)
= FittA(χ) (H(E(M))(χ)) . On a don bien

le résultat souhaité.

Théorème 3.6.2. Soit E un module d'Anderson ∆-admissible dé�ni sur OK . Soit M
un A-réseau de L∞ qui est un OK{τ}-module. Alors

[LieE(M) : USt(E(M))]A[∆] = L∆(E(M)).

Démonstration. Soit P un premier A. On a pris E un module ∆-admissible pour M . Il

existe don xP ∈ A[∆][z] tel que

� FittÃ[∆]

(
Ẽ

(
M̃

PM̃

))
= xP Ã[∆],

� FittA[∆]

(
LieE

(
M

PM

))
= xP (0)A[∆],
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� FittA[∆]

(
E

(
M

PM

))
= xP (1)A[∆],

�

∏

P 6∈S

xP (0)

xP
onverge dans k̃∞[∆].

On prend B une base de LieE(L) sur k[∆] ontenue dans LieE(M). On note N = A[∆]B.
On a

[
Ñ : LieẼ(M̃)

]
Ã[∆]

= Fq(z) [N : LieE(M)]A[∆]. D'après le théorème 3.5.1, on a

[
LieẼ(M̃) : U(Ẽ(M̃))

]
Ã[∆]

⊂ L∆(Ẽ(M̃)).

Soit χ ∈ ∆̂. Cela entraîne

[
Ñ(χ) : U(Ẽ(M̃))(χ)

]
Ã(F)

⊂
[
LieẼ(M̃)(χ) : Ñ(χ)

]−1
Ã(F)

eχ

(
L∆(Ẽ(M̃)⊗ 1

)
.

De plus, le déterminant d'éléments de USt(E(M))(χ) dans la base de LieE(L)(χ) induite

par B provient de l'évaluation en z = 1 du déterminant d'éléments de U(Ẽ(M [z]))(χ).
On obtient alors

[N(χ) : USt(E(M)(χ))]A(F) ⊂ [LieE(M)(χ) : N(χ)]−1A(F) eχ (L∆(E(M))⊗ 1)

qui nous donne l'inlusion

[LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]A(F) ⊂ eχ (L∆(E(M))⊗ 1) .

On érit eχ(L∆(E(M))⊗ 1) = uχA(F) où uχ ∈ k∞(χ)
×
.

Comme A(F) est un anneau de Dedekind, il existe α ∈ A(F) \ {0} et h ∈ N tels que

1

uhχ
[LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]hA(F) = αA(F). Soit t ∈ A(F) \ F. D'après le théorème

3.6.1, v∞

(
[LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]F[t])

)
= 0. Il existe don β ∈ k∞(F) de valuation

nulle tel que [LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]F[t]) = βF[t]. Comme

Nk(F)/F(t)(α) = Nk(F)/F(t)

(
1

uhχ
[LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]hA(F)

)
∈ F×

et α ∈ A(F) non nul, ela implique que α ∈ F×. On obtient alors

[LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]hA(F) = uhχA(F)

et don [LieE(M)(χ) : USt(E(M))(χ)]A(F) = uχA(F). Comme ette égalité est vrai pour

tout χ, on a bien le résultat souhaité.
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3.7 Modules d'Anderson ∆-admissibles

Lemme 3.7.1. Soit L/K une extension ylique de degré m telle que Gal(L/K) =<
δ >. Soit z une indéterminée sur K. On a δz = zδ. Soient d ≥ 1 et f ∈ Md×d(L[z]){δ}

tels que f =

r∑

i=0

Aiz
iδi ave Ai ∈ Md×d(L). On dé�nit alors l'élément χ(X, z) =

det
K(z)

(
X id−f |L(z)d

)
∈ K[X, z]. On a

1. χ(X, z) ∈ K[X, zm].

2. degX(χ(X, z)− χ(X, 0)) ≤ degX(χ(X, z))−
m

r
.

Démonstration. On pose V = L(z)d, W = L(z) ⊗K(z) V . δ agit sur W via 1 ⊗ δ et f
agit sur W via 1 ⊗ f . On a don χ(X, z) = det

L(z)
(X id−f |W ). On érit V m = ⊗m

i=1Vi où

Vi = V omme K(z)-espaes vetoriels et L agit sur Vi via b.v = δi−1(b)v pour v ∈ Vi.
On pose σ : V m → V m

donné par σ(v1, . . . , vm) = (δ(vm), δ(v1), . . . , δ(vm−1)). σ est

un isomorphisme de L(z)-espaes vetoriels. En e�et, pour b ∈ L et (v1, . . . , vm) ∈ V m
,

on a

σ(b.v1, b.v2, . . . , b.vm) = σ(bv1, δ(b)v2, . . . , δ
m−1(b)vm)

=
(
δ(δm−1(b)vm), δ(bv1), . . . , δ(δ

m−2(b)vm−1)
)

=
(
bδ(vm), δ(b)δ(v1), . . . , δ

m−1(b)δ(vm−1)
)

= b.σ(v1, . . . , vm).

On a bien σ(v + v′) = σ(v) + σ(v′) et que σ est un isomorphisme par dé�nition de δ.

Soit g : V m → V m
l'appliation dé�nie par g(v1, . . . , vm) =

r∑

i=0

Aiz
iσi(v1, . . . , vm) où

Ai ∈ Md×d(L) et (v1, . . . , vm) ∈ V m
. Ii, l'ation de Ai est la multipliation lassique :

A(v1, . . . , vm) = (Av1, . . . , Avm). De plus, g est L(z)-linéaire ar σ l'est.

On dé�nit ψ : W → V m
l'appliation K(z)-linéaire telle que pour tout v ∈ V,

ψ(b⊗ v) = (bv, δ(b)v, . . . , δm−1(b)v). ψ est un isomorphisme de K(z)-espaes vetoriels
ar K(z) agit sur V omme il agit sur les Vi.

On montre que ψ ◦ δ = σ ◦ ψ. Soient b ∈ L(z) et v ∈ V . En e�et, on a

b⊗ v
δ7−−→ b⊗ δ(v)

ψ7−−→
(
bδ(v), δ(b)δ(v), . . . , δm−1(b)δ(v)

)
,

b⊗ v
ψ7−−→
(
bv, δ(b)v, . . . , δm−1(b)v

) σ7−−→
(
δ(δm−1(b)v), δ(bv), . . . , δ(δm−2(b)v)

)
.

De plus, (δ(δm−1(b)v), δ(bv), . . . , δ(δm−2(b)v)) = (bδ(v), δ(b)δ(v), . . . , (δm−1(b)δ(v)) .
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On a don bien ψ ◦ δ = σ ◦ ψ. On montre également que ψ ◦ f = g ◦ ψ.

b⊗ v
f7−−→ b⊗ f(v)

ψ7−−→ (bf(v), δ(b)f(v), . . . , δm−1(b)f(v)),

b⊗ v
ψ7−−→ (bv, δ(b)v, . . . , δm−1(b)v)

g7−−→ (bf(v), δ(b)f(v), . . . , δm−1(b)f(v)),

ar σi(v, . . . , v) = δi(v, . . . , v) et g est L-linéaire.
Comme ψ est un isomorphisme de L(z)-espaes vetoriels, on a don

χ(X, z) = det
L(z)

(X id−f |W ) = det
L(z)

(X id−g|W ).

Soit (e1, . . . , ed), la L(z)-base anonique de V . Pour 1 ≤ j ≤ m et 1 ≤ i ≤ d, on prend

eij l'élément de V m
: (0, . . . , 0, ei, 0, . . . , 0) où ei apparaît à la position j . On pose B =

(e11, . . . , ed,1, . . . , e1m, . . . , edm). C'est une L(z)-base de V
m
. On a alors σk(eij) = ei,j+k

(σ déale le 1 d'un ran vers la droite). On obtient don

g(ei,j) =

r∑

k=0

zkAkei,j+k

=

r∑

k=0

d∑

l=1

zk(Ak)(l;i)el,j+k

=
m∑

s=1

r∑

k=0,k≡s−j mod m

d∑

l=1

zk(Ak)(l;i)el,s.

On dé�nit la matrie A
(j)
k par (A

(j)
k )(a;b) = δj((Ak)(a;b)). De par l'ation de L sur V m

,

on a don

g(ei,j) =
m∑

s=1

r∑

k=0,k≡s−j mod m

d∑

l=1

zk(Ak)(l;i)el,s =
m∑

s=1

r∑

k=0,k≡s−j mod m

d∑

l=1

zk(A
(1−s)
k )(l;i).el,s.

On obtient alors




g(e1,j) . . . g(ei,j) . . . g(ed,j)

e1,s
∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(1;1) . . .

∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(1;i) . . .

r∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(1;d)

.

.

.

el,s
∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(l;1) . . .

∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(l;i) . . .

r∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(l;d)

.

.

.

ed,s
∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(d;1) . . .

∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(d;i) . . .

r∑

k≡s−j mod m

zk(A
(1−s)
k )(d;d)
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La matrie de g dans B qu'on note N est don une matrie par blos de la forme(
r∑

k=0,k≡s−j mod m

zkA
(1−s)
k

)

s,j∈[[1;m]]

.

On sait déjà que χ(X, z) ∈ K[X, z].

On peut don érire ette matrie sous la forme z
⌈
i

d
⌉−⌈

j

d
⌉
bij où bij ∈ L(zm) pour

i, j ∈ [[1;md]]. Don

det(N) =
∑

σ∈Smd

ǫ(σ)
md∏

i=1

Niσ(i) =
∑

σ∈Smd

ǫ(σ)
md∏

i=1

z
⌈
i

d
⌉−⌈

σ(i)

d
⌉
biσ(i).

Comme

md∑

i=1

(
⌈ i
d
⌉ − ⌈σ(i)

d
⌉
)

= 0, det(N) ∈ Fj(zm)[X ]. On a don det(N) ∈ K[X, z] ∩

L(zm)[X ] = K[X, zm].

On veut maintenant montrer que degX(χ(X, z) − χ(X, 0)) ≤ degX(χ(X, z)) −
m

r
.

Soit n ∈ [[0;m]]. On s'intéresse au oe�ient devant Xn
. On a une matrie de taille md.

Le oe�ient devant Xn
provient de la multipliation de dm − n termes avant du z

qui sont de degré au plus r. De plus, le polyn�me degX(χ(X, z)) ∈ K[X, zm]. Ce n'est
don pas possible d'avoir un mon�me dont le degré en z soit dans [[1;m − 1]]. Don

(md− n)r ≤ m équivaut à n ≥ md− m

r
. Cela implique que tous les mon�mes de degré

supérieur ou égal à md− m

r
ne peuvent pas avoir de oe�ients en z.

On note AF(zm) le F(zm)-sous-module de ÃF engendré par A.

Proposition 3.7.2. Soit F′/F une extension ylique de degré m et de générateur δ et

E/F′ un module d'Anderson de dimension d. On note Ẽ : AF −→ Md×d(F′[z]){δ} la

z-déformation de E. Alors il existe un idéal I de AF(zm) tel que FittÃF
(Ẽ(F′(z)) = IÃF.

Démonstration. On note V = F′[z]d qui est un AF [z]-module via Ẽ, A′ = F′ ⊗F AF et

W = F′⊗FV qui est un A′[z]-module. Comme préédemment, on a un isomorphisme de

F′-espaes vetoriels ψ : W −→ V m
, un automorphisme σ de V m

tel que ψ ◦ (1⊗ δ) =

σ◦ψ. Soient a ∈ AF et Ẽa =

ra∑

i=0

Aiz
iδi. On dé�nit Fa : V

m −→ V m
homomorphisme de

F′[z]-algèbres donné par Fa(v1, . . . , vm) =
ra∑

i=0

Aiz
iσi(v1, . . . , vm). De la même manière
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que préédemment, on peut déduire que ψ est un homomorphisme de A′[z]-module. On

pose U =
V {δ}

(δm − 1)V {δ}
∼=

m−1∑

i=0

V δi où V {δ} véri�e vδiv′δj = vδi(v′)δi+j. On a V =

F′[z]d, 'est un module libre de rang md sur F[z]. Don U est un module libre de rang

dm2
sur F[z]. On voit U omme un F′-espae vetoriel via b.

m∑

i=1

viδ
i =

m∑

i=1

viδ
i−1(b)δi−1

ave b ∈ F′ et v1, . . . , vm ∈ V . AF agit sur U via l'appliation F[z]-linéaire a.u ≡ Ẽa(u)
mod (δm − 1) pour a ∈ AF et u ∈ U .

On pose ρ : V m −→ U qui envoie (v1, . . . , vm) sur
m∑

i=1

viδ
i−1

. On véri�e d'abord que

'est un morphisme de A′[z]-modules. Soient a ∈ AF et v ∈ V m
. On a

a.v = a.(v1, . . . , vm)

= (a.v1, . . . , a.vm)

=

(
ra∑

i=0

Aiz
iδi(v1), . . . ,

ra∑

i=0

Aiz
iδi(vm)

)

=

(
ra∑

i=0

Aiz
iδi(v1)δ

i, . . . ,

ra∑

i=0

Aiz
iδi(vm)δ

i

)
.

On a don ρ(a.v) =
m∑

j=1

ra∑

i=0

ziAiδ
i(vj)δ

i+j−1
.

De plus,

a.ρ(v1, . . . , vm) = Ẽa(ρ(v)) mod (δm − 1)

=

ra∑

i=0

m∑

j=1

ziAiδ
i(vjδ

j−1) mod (δm − 1)

=
ra∑

i=0

m∑

j=1

ziAiδ
i(vj)δ

i+j−1 mod (δm − 1).

C'est don bien un morphisme de A′[z]-modules. On voit par dé�nition que 'est un

isomorphisme. On obtient alors

FittA′[z]W = FittA′[z] V
m = FittA′[z]U.

Soit (e1, . . . , ed) une F′[z] base de V . On a alors U =
d∑

i=1

m−1∑

j=0

A′[z]eiδ
j
.
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On a don un morphisme surjetif de A′[z]-modules π : A′[z]md −→ U . On pose

R = ker π =

{
(α1,0, . . . , αd,0, . . . , α1,m−1, . . . , αd,m−1) ∈ A′[z]md

∣∣∑

i,j

αi,j.eiδ
j = 0

}
.

Par dé�nition de l'idéal de Fitting, on a FittA′[z](U) =
∑

a1,...,amd∈R

det(a1, . . . , adm)A
′[z].

On pose

R0 =
{
(α1,0, . . . , αd,0, . . . , α1,m−1, . . . , αd,m−1) ∈ R

∣∣∃j0 ∈ [[0;m− 1]], αi,j ∈ zj+j0A′[zm]
}
.

On va montrer que R = R0A
′[z].

On regarde V {δ} = F′[z]d{δ} omme un F′-espae vetoriel via l.x = xl pour x ∈ V

et l ∈ F′ et omme AF-module via a.x = Ẽa(x) pour x ∈ V et a ∈ AF. On étend Ẽ à

un homomorphisme de F′-algèbres A′ −→ F′ ⊗F Md×d(F′[z]){δ}.
Soit A =

∑

i

li ⊗Ai ∈ F′ ⊗F Md×d(F
′). On pose A(k) =

∑

i

δk(li)⊗Ai.

Soit (α1,0, . . . , αd,0, . . . , α1,m−1, . . . , αd,m−1) ∈ R. On érit αi,j =

si,j∑

k=0

αijkz
k
où αijk ∈

A′ et Ẽαijk
=

rijk∑

l=0

Aijklz
lδl ave Aijkl ∈ F′ ⊗F Md×d(F′).

On a

∑

i,j

αi,j.eiδ
j =

∑

i,j,k

(
αijkz

k
)
.eiδ

j

=
∑

i,j,k

zkẼαi,j,k
(ei)δ

j

=
∑

i,j,k

zk

( rijk∑

l=0

Aijklz
lδl

)
.eiδ

j

=
∑

i,j,k,l

zk+lA
(j)
ijkleiδ

l+j.

Comme (α1,0, . . . , αd,0, . . . , α1,m−1, . . . , αd,m−1) ∈ R, on a alors

∑

i,j

αij .eiδ
j ∈ (δm − 1)V {δ}.

Cela veut dire que pour 0 ≤ l0 ≤ m− 1, le oe�ient devant δl0 est nul. D'où
∑

i,,j,k,l≡l0−j mod m

A
(j)
ijklz

l+kei = 0.
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Cela implique que les oe�ients devant haque puissane de z sont nuls. En partiulier,
pour 0 ≤ k0 ≤ m− 1,

∑

i,j
k≡k0+j mod m,
l≡l0−j mod m

A
(j)
ijklei = 0

ar

∑

i,j
k≡k0+j mod m,
l≡l0−j mod m

A
(j)
ijklei = 0 représente la somme des oe�ients devant zk0+l0 , zk0+l0+m,

zk0+l0+2m, . . .. Pour 0 ≤ k0 ≤ m − 1, on dé�nit αk0i,j =
∑

k≡k0+j mod m

αijkz
k. On a don

αij =

m−1∑

k0=0

αk0ij . On �xe maintenant k0. On obtient alors

∑

ij

αk0ij .eiδ
j =

∑

i,j

( ∑

k≡k0+j mod m

αijkz
k

)
.eiδ

j

=
∑

i,j,l

( ∑

k≡k0+j mod m

zk+lA
(j)
ijkl

)
eiδ

l+j

=

m−1∑

l0=0

∑

i,j

∑

k≡k0+j mod m,
l≡l0−j mod m

A
(j)
ijklz

l+keiδ
l+j

= 0.

Cela implique que (αk0i ) ∈ R et don R = R0A
′[z].

Soit (a1, . . . , amd) ∈ R0. Alors il existe j1, . . . , jmd tels que la matrie dont les lignes

sont (zj1a1, . . . , z
jmdamd) soit une matrie par blos de la forme (Aij)i,j∈[[1;m]] où haque

Aij ∈ Md×d(A
′[z]) et les degrés des mon�mes omme polyn�mes en z sont ongruents

à j − i mod m. On a don de la même façon que pour le lemme 3.7.1,

zj1+...+jmd det(a1, . . . , amd) ∈ A′[zm].

Soient Ã′ = F′ ⊗F Ã et A′F(zm) le sous F(zm)-module de Ã′ engendré par A′. Il

existe don un idéal J de A′F(zm) tel que FittÃF
(Ẽ(F′(z)))Ã′ = JÃ′. Si I est un idéal

de ÃF et IF = IÃ′ ⊂ Ã′ alors pour (f1, . . . , fm) une base de F′/F, on a Ã′ = ⊕ÃFfi.
Cela implique que IF = ⊕Ifi = JÃ′. Soit i ∈ I. Il existe don j ∈ J et a ∈ Ã′ tels que

if1 = ja 'est-à-dire i = f−11 ja. De plus, j = a′
∑

jl où a
′ ∈ F′ et jl ∈ AF(zm). On
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obtient alors i = f−11 aa′
∑

jl. Comme i ∈ ÃF et jl ∈ AF(zm), on a f−11 aa′ ∈ ÃF. On a

don l'existene d'un idéal J ′ de AF(zm) tel que FittÃ[F](Ẽ(F
′(z))) = IÃ[F].

On a AF = A⊗Fq F ≃ A[F] via a⊗ f 7→ af .

Lemme 3.7.3. L'appliation naturelle Pic(AF) → Pic(ÃF) est injetive et on a l'égalité

Pic(ÃF)tors = Pic(AF). En partiulier, pour m ≥ 1, l'appliation naturelle suivante

(Pic(AFF(zm)) −→ Pic(ÃF) est injetive.

Démonstration. Soit I un idéal non nul de AF tel que IÃF est prinipal. Alors IÃF =
f(z)ÃF. On peut érire f = Fg où F est sans raine dans F̄. g est inversible dans ÃF.

Don il existe F (z) ∈ AF[z] sans raine dans F tel que IÃF = F (z)ÃF. Soit n ∈ N∗ tel
que In est prinipal. Alors InÃF = F (z)nÃF. Comme In prinipal, il existe don a ∈ AF
et δ ∈ F(z) tels que a = F (z)nδ. Pour une raison de degré sur z, ela implique que

F (z)n ∈ AF et δ ∈ F×.
Comme AF est intégralement los dans ÃF et que F (z) est solution d'un polyn�me

à oe�ients dans AF ela implique que F (z) ∈ AF. Cela implique que I = F (z)AF et

don que I est prinipal. Don Pic(AF) −→ Pic(ÃF) est une injetion.
Soit X/F une ourbe projetive non singulière assoiée à k(F)/F et J/F la variété

jaobienne assoiée à X . On a alors les isomorphismes de groupes Cl0(k(F)) ≃ J(F)
et Cl0(k(F)(z)) ≃ J(F(z)). D'après le théorème de Mordell-Weil, on a J(F(z)) de type
�ni et don J(F(z))tors est un groupe �ni abélien.

Soient P ∈ J(F(z))tors et φ(P ) le point obtenu en élevant haque oordonnée de P à

la puissane #(F). Comme J(F(z))tors est un groupe �ni, il existe deux entiers distints

r et s tels que φr(P ) = φs(P ). On obtient alors que P ∈ J(F̄) ∩ J(F(z)) = J(F).
Cela entraîne que J(F(z))tors = J(F). D'où Cl0(k(F)) −→ Cl0(k(F(z))) est injetive et
Cl0(k(F)) = Cl0(k(F(z)))tors.

De plus, omme on est dans le as où d∞ = 1, on a Cl0(k(F)) = Pic(AF) et

Cl0(k(F(z)))tors = Pic(ÃF)tors. Don Pic(AF) = Pic(ÃF)tors.

Soit m ∈ N∗ un entier en I un idéal de AFF(zm) tel que IÃF = (x) est prinipal.

On a k(F)(z)/k(F)(zm) est une extension �nie de degré m. De plus, N(IÃF) = Im et

N(IÃF) = N(xÃF) = N(x)AFF(zm). Cela implique que Im est prinipal et don que I
est de torsion. Il existe don un idéal J de AF et δ ∈ k(F)(zm) tels que I = JδAFF(zm).
On a alors JÃ = δ−1IÃ e qui entraîne que JÃ est prinipal. Comme Pic(A) −→ Pic(Ã)
est injetive, J est un idéal prinipal. Don I est un idéal prinipal de AF(zm) et don
Pic(AFF(zm)) −→ Pic(ÃF) est injetive.

Lemme 3.7.4. Soit K ′ un orps ontenu dans C∞. Soit F (z) ∈ K ′ \ {0} un polyn�me

de degré inférieur ou égal à r ∈ N∗. On suppose que F (0) = 1 et qu'il existe C ≥ 1 ave
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v∞(F (z)− 1) ≥ C. Alors

F (z) =
r∏

i=1

(1− αiz)

ave αi ∈ C∞, v∞(αi) ≥
C

r
.

Démonstration. Soit α ∈ C×∞ tel que F (α−1) = 0. Par hypothèse, on peut don érire

F (z) = 1 +
r∑

i=1

aiz
i
ave ai ∈ K ′, v∞(ai) ≥ C. Comme F (α−1) = 0, on a

r∑

i=1

ai
αi

= −1.

Don il existe i ∈ [[1; r]] tel que v∞(
ai
αi

) ≤ 0. Comme v∞(
ai
αi

) = v∞(ai) − iv∞(α), on a

don v(α) ≥ v∞(ai)

i
. Comme v∞(ai) ≥ C et i ≤ r, on a v∞(α) ≥

C

r
.

Soient L/K une extension abélienne �nie de groupe de Galois ∆ d'ordre premier à

p et E un A-module d'Anderson dé�ni sur OK .

Soit F un orps ontenant χ(g) pour tout χ ∈ ∆̂ et g ∈ ∆. On étend E à A(F).
Soit P un idéal premier de A tels que tous les premiers dans K soient non rami�és

dans L/K. On pose P1, . . . , Pr les premiers de OK au dessus de P et Pi,j les premiers de

OL au dessus de Pi. On �xe un i ∈ [[1; r]] et on pose P ′ = Pi, P = Pi,1 et FP = OL/P.

On note ∆P le groupe de déomposition de P. On a FP(z)⊗FqF =
⊕

χ∈∆̂P

eχ(FP(z)⊗FqF).

De plus, pour χ ∈ ∆̂P, eχ(FP(z)⊗Fq F) = FPi
(z)⊗Fq F.

On regarde maintenant les di�érentes ations sur FP ′(z) ⊗Fq F. Pour δ ∈ ∆, on a

δ(x⊗ y) = x⊗ χ(δ)y.
Soit FP ′ = Fq(α). Soit Q le polyn�me minimal de α sur Fq. On pose Qj les premiers

au dessus de Q dans F. Comme l'extension est galoisienne, tous les Qj ont le même

degré.

On note Fj le orps de déomposition de Qj sur F 'est-à-dire Fj = F(αj) où αj est
une raine de Qj .

On pose

FP ′ ⊗Fq F →
∏
F(αj)

α⊗ 1 7→ (αj)

On regarde maintenant l'ation de τ sur F(αj) qu'on note dorénavant δ . τ(α) est
une raine de Q ar elui-i est à oe�ients dans Fq. On doit don avoir que δ(αj)

est une raine de Qj . On pose s = [F : Fq]. On doit don avoir δ(αj) = αq
is

j où

i ∈ [[0; deg(Qj) − 1]]. On voit don que δr(αj) pour r ∈ [[0; deg(Qj) − 1]] nous donne
toutes les raines de Qj . Cela implique que Gal(Fj/F) =< δ >.
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On a F(αj) = F(α) pour tout j. On le note F′.
On s'intéresse à FittÃ[∆](Ẽ(OL/POL(z)). On rappelle que POK = P e1

1 . . . P er
r . On

a don la suite exate

0 −→
r∏

i=1

PiOL

P ei
i OL

(z) −→ OL

POL
(z) −→

r∏

i=1

OL

PiOL
(z) −→ 0.

Comme δ(PiOL) ⊂ P 2
i OL, on obtient don

Fitt
Ã[∆]

(
Ẽ

( OL

POL
(z)

))
= Fitt

Ã[∆]

(
Ẽ

(
r∏

i=1

OL

PiOL
(z)

))
=

r∏

i=1

Fitt
Ã[∆]

(
Ẽ

( OL

PiOL
(z)

))
.

De plus, on a l'isomorphisme OL/Pi ∼= OL/P⊗A[∆P] A[∆]. On obtient alors

FittÃ[∆](Ẽ(OL/POL(z)) =
r∏

i=1

FittÃ[∆]

(
Ẽ

( OL

PiOL
(z)

))

=

r∏

i=1

FittÃ[∆Pi,1
]

(
Ẽ(OL/Pi,1)(z)

)
Ã[∆]

=
r∏

i=1



∑

χ∈∆̂Pi,1

FittÃ[F]

(
eχ(Ẽ(OL/Pi,1(z))⊗Fq F)

)
eχ


 Ã[∆]

=

r∏

i=1



∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏
FittÃ[F]

(
Ẽ(F′i)(z)

))
eχ


 Ã[∆].

Théorème 3.7.5. Soit E/OL un module de A-module d'Anderson où L/K est une ex-

tension �nie. On suppose que E véri�e la ondition suivante notée (P ′) : il existe un en-

semble �ni S de premiers de A ontenant tous les premiers en dessous des premiers ra-

mi�és tel que pour tout premier P 6∈ S, ave les notations préédentes, FittÃ[F](Ẽ(F
′
i(z))

est prinipal. Alors E est ∆-admissible pour OL.

Démonstration. On montre d'abord que E véri�e la ondition (C). Soit t ∈ A \ Fq
tel que K/Fq(t) est une extension �nie séparable. On a Ẽt =

r∑

i=0

Aiz
iτ i ave Ai dans

Md×d(OK).
Soit i ∈ [[1; r]]. D'après le lemme 3.7.1, FittF(z)(t)(E(F′i(z)) = GiF(z)[t] où Gi(z) =

χ(t, z) ∈ F[t, zmi ] où mi = [F′i : F]. On pose Fi(z) =
Gi(z)

Gi(0)
. On a bien Fi(0) = 1. De
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plus, degt(Gi(z) − Gi(0)) ≤ degt(Gi(z)) −
mi

r
. D'où −v∞(Gi(z) − Gi(0)) ≤ mi −

mi

r
.

On obtient alors

v∞(Fi(z)− 1) = v∞

(
Gi(z)−Gi(0)

Gi(0)

)

= v∞(Gi(z)−Gi(0))− v∞(Gi(0))

≥ −mi +
mi

r
− v∞(Gi(0))

≥ −mi +
mi

r
+mi

≥ mi

r
.

D'après le lemme 3.7.4,

Gi(z)

Gi(0)
=

rm∏

j=1

(1 − zβj) ave βj ∈ C∞ tels que v∞(βj) ≥

mi

r
/(rmi) ≥

1

r2
. On a don

Gi(z)

Gi(0)
=

r∏

j=1

(1− αjz
mi), αj ∈ C∞, où v∞(αj) ≥

mi

r2
.

Par la proposition 3.7.2, il existe un idéal Ii de AF(zmi) tel que FittÃ(F)(E(F
′
i(z))) =

IiÃ(F). Comme E véri�e (P ′) et P 6∈ S, IiÃ(F) est prinipal. De plus, par le lemme

3.7.3, ela implique que Ii est prinipal. D'où Ii = (xi) où xi ∈ A(F)[zmi ]. Comme

FittF(z)[t](E(F′i(z))) = NK(F)/F(t)(z)(xi)Fi(z)[t], on obtient

Gi(z)

Gi(0)
= Nk(F)(z)/F(t)(z)

(
xi(z)

xi(0)

)
= Nk̃(F)∞/F(z)((t−1))

(
xi(z)

xi(0)

)
.

Il existe don r′ ∈ [[1; r]] et γj ∈ C∞ tels que v∞(γj) ≥ mi

r
et

xi(z)

xi(0)
=

r′∏

j=1

(1 −

γjz
mi). Cela implique que v∞

(
xi(z)

xi(0)

)
= 0. On a don que

∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏ xi(z)

xi(0)

)
eχ ∈

Tz(k∞(F)[∆Pi,1
]× est inversible d'inverse

∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏ xi(0)

xi(z)

)
eχ. Cela entraîne que

∏

P 6∈S

∏

i

∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏ xi(z)

xi(0)

)
∈ T(k∞)[∆]×.
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On rappelle que

FittÃ[∆]

(
Ẽ(OL/POL(z)

)
=

r∏

i=1



∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏
FittÃ[F]

(
Ẽ(F′i(z)

))
eχ


 Ã[∆].

On a don

FittÃ[∆]

(
Ẽ (OL/POL(z))

)
= xP (z) =

∏

i

∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏
xi(z)

)

e qui implique

∏

P 6∈S

xP (z)

xP (0)
∈ T(k∞)[∆]×.

Don E véri�e la ondition (C). On regarde maintenant si E véri�e bien la ondition

(P ). On observe que

FittÃ(F)(E(F
′
i(z))) = FittA(F)[z](E(F

′
i[z]))Ã(F),

FittA(F)(E(F
′
i)) = FittA(F)[z](E(F

′
i[z]))|z=1,

FittA(F
′
i) = FittA(F)[z](Ẽ(F

′
i[z])|z=0.

Il existe G1(z), . . . , Gs(z) ∈ xi(z)A(F)[z] tels que

FittA(F)[z](Ẽ(F
′
i[z])) = G1(z)A(F)[z] + . . .+Gs(z)A(F)[z].

On a don FittA(F)(E(F′i) ⊂ xi(1)A et FittA(F)(F′i) ⊂ xi(0)A(F).

Si Ii est un idéal non nul de A(F) (respetivement Ã(F)), on dit que deg(Ii) =

dimF(A(F)/I), (respetivement, deg(I) = dimF(z)(Ã(F)/I)). De plus, si I ⊂ J sont des

idéaux non nuls de A(F) (respetivement Ã(F)) tels que deg(I) = deg J alors I = J .
On a également,

deg(FittA(F)(E(F
′
i))) = deg(FittA(F)(F

′
i)) = deg(FittÃ(F)(Ẽ(F

′
i(z)))).

On a également

v∞(xi(z)) = v∞(xi(1)) = v∞(xi(0)).

Comme FittA(F) (E(F′i)) ⊂ xi(1)A(F) et deg(FittA(F)(E(F′i))) = deg(FittÃ(F)(Ẽ(F
′
i(z)))),

on a alors v∞(xi(z)) = v∞(xi(1)). D 'où deg(FittA(F)(E(F′i))) = deg(xi(1)A(F)), on a
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alors FittA(F)(E(F′i)) = xi(1)A(F). De la même manière, on obtient FittA(F)(F′i) =
xi(0)A(F).

On a alors que

FittA[∆] (E(OL/POL)) =
r∏

i=1



∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏
xi(1)

)
eχ


A[∆]

et

FittA[∆](LieE(OL/POL)) =

r∏

i=1



∑

χ∈∆̂Pi,1

(∏
xi(0)

)
eχ


A[∆].

Cela entraîne que E véri�e (P ), don 'est un module admissible pour OL.

3.8 Modules d'Anderson ∆-admissibles pour OL

On reprend dans ette partie la setion 6 de [5℄ sur les modules d'Anderson A-�ni
pour montrer que es modules sont ∆-admissibles pour OL et on utilise le résultat de

Maurishat qui montre l'équivalene entre les modules A-�nis et abéliens. Anglès, Ngo
Da et Tavares Ribeiro ont montré que les modules d'Anderson abéliens sont admissibles

(voir [5, Setion 6.2℄).

Soit F = Kperf
. Soit OF la fermeture intégrale de A dans F . Pour tout premier P

de OK , il existe un unique premier Q de OF au dessus de P. L'inlusion OL ⊂ OF

induit un isomorphisme OL/P ∼= OF/Q.

Soit τ : F −→ F qui à x assoie xq et σ : F −→ F qui à x assoie x1/q.
Soit AF = A ⊗Fq F et AF{σ} l'anneau des polyn�mes tel que σ(a ⊗ 1) = (a⊗ 1)σ

et σ(1⊗ α) = (1⊗ α1/q)σ.

3.8.1 Modules d'Anderson A-�ni

Soit E un module d'Anderson de dimension d dé�ni sur OK . On dé�nit le A motif

dual assoié à E noté M(E(F )) = F{τ}. C'est un F{σ}-module libre où F agit via

multipliation à droite et σ agit via multipliation à droite par τ . M(E(F )) est un

A-module via multipliation à gauhe par E.

On a don que M(E(F )) est un AF{σ}-module à gauhe tel que

1. (a⊗ 1− 1⊗ a)dM(E(F )) ⊂ σM(E(F )) par dé�nition du module d'Anderson.

2. M(E(F )) est un F{σ}-module libre de rang d omme F est un orps parfait.
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On dit que E est A-�ni si M(E(F )) est un AF -module de type �ni. Cette dé�nition

ne dépend pas du hoix de F . Dans e as, M(E(F )) est un AF -module projetif. Soit

T ∈ A \ Fq. Pour le montrer, on utilise [18, Lemma 5.4.10℄ qu'on rappelle.

Lemme 3.8.1. Soit F un orps parfait. Soit M un F[T, τ ]-module à gauhe qui est de

type �ni omme F[T ]-module et omme F[τ ]-module. Alors M est libre sur F[T ] de rang
�ni si et seulement si M est libre sur F[τ ] de rang �ni.

M(E(F )) est un F{σ} module libre et 'est AF -module de type �ni omme E est

A-�ni. D'après le lemme, ela implique qu'il est F [T ]-libre. Comme il est sans torsion

omme F [T ]-module, il l'est également omme AF -module. Comme il est de type �ni

omme AF -module, ela implique qu'il est AF -projetif.
Soit P ′ un idéal premier de OK . On peut regarder ette dé�nition pour F = FP ′ =

OK

P ′
. On obtient alors un (A⊗Fq FP ′){σ}-module M(E/FP ′) et on dit que E mod P ′

est A-�ni si M(E/FP ′) est de type �ni omme A⊗Fq FP ′
-module.

On rappelle [5, Lemma 6.1℄ ainsi que sa preuve.

Lemme 3.8.2. Soit E un A-module d'Anderson dé�ni sur OK . Alors pour presque tous

les idéaux maximaux P ′ de OK , E (mod P )′ est A-�ni.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) la base anonique de Fdq . On a F{τ}d =
d⊕

j=1

F{τ}ej.

CommeE est un A-module de d'Anderson �ni dé�ni surOK , ela veut dire par dé�nition

que F{τ}d est un AF -module de type �ni. On a don pour tout j ∈ [[1; d]], l'existene

de m(j) ≥ 1 tel que τm(j)ej =

m(j)−1∑

l=0

AF τ
lej 'est-à-dire τ

m(j)ej =

m(j)−1∑

l=0

Eal,jτ
lejxl,j où

al,j ∈ A et xl,j ∈ F .
Comme il y a un nombre �ni de xl,j , on peut regarder es égalités modulo presque

tous les idéaux maximaux de OF . Pour P
′
un idéal maximal de OK , il existe un

unique idéal Q de OF au dessus de P . Pour presque tous les idéaux maximaux P ′

de OK , on pose alors FP ′ =
OK

P ′
∼= OF

Q
et Ē = E (mod P )′. On obtient alors

τm(j)ej =

m(j)−1∑

l=0

Ēal,jτ
lejxl,j e qui veut dire que FP ′{τ}d =

d∑

j=1

m(j)−1∑

l=0

AFP ′
τ lej où

m = maxj∈[[1;d]](m(j)).

Théorème 3.8.3. Soit E un module d'Anderson qui est A-�ni. Alors 'est ∆-admissible

pour OL.
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Démonstration. Soit P un premier de A tel que pour tout premier Pi de OK au dessus

de P on ait E (mod P ) est A-�ni et Pi est non rami�é dans L/K. Soit Pi un premier

de OK au dessus de P . On pose Fi = OK/PiOK . On a vu que M(E(Fi)) est AFi-
projetif. De plus, omme M(OL/PiOL) = M(OK/PiOK) ⊗K L, ela implique qu'il

est AFi[∆]-projetif d'après le théorème de la base normale et don A[∆]-projetif.
On a alors que (OL/PiOL){τ}d est A[∆i]-projetif où Pi est un premier de OL au

dessus de Pi et ∆i est son groupe de déomposition. Soit χ ∈ ∆̂i. Cela entraîne que

eχ((OL/PiOL){τ}d ⊗Fq F) est A(F)-projetif et don que F′i{δ}d l'est également. On

pose V (E(F′i)) = F′i{δ}d ⊗A(F) k(F). C'est un k(F)-espae vetoriel de dimension �nie

ar F′i{δ}d est un A(F)-module de type �ni. On note enore σ l'appliation k(F)-linéaire
induite par σ : multipliation à droite par δ. Soit Qi(X) = det

k(F)
(X idV (E(F′i))

−σ) ∈
A(F)[X ] ar F′i{δ}d est A(F)-projetif.

Soient x ∈ F′di et a ∈ A. On a Ea =

r∑

i=0

Aiδ
i. Dans F′i{δ}d, on a alors

a.x =

r∑

i=0

Aiδ
i(x)δi ≡

r∑

i=0

Aiδ
i(x)zi mod F′i{δ}d(δ − z).

On a don la suite exate de Ã(F)-module induite par la multipliation à droite par

δ − z :

0 −→ E(F′i(z){δ})
δ−z−−−−→ E(F′i(z){δ}) −→ Ẽ(F′i(z)) −→ 0.

D'après le orollaire 3.1.3, ela implique qu'on obtient

[
Ẽ(F′i(z){δ}) : Ẽ (F′i(z){δ})

]
=

det(f−1) Fitt

(
E (F′i(z){δ})

f(E (F′i(z){δ}))

)
où f = δ−z. D'où Qi(z) = det(f) = FittA[F] Ẽ(F

′
i(z)).

Don d'après le théorème 3.7.5, E est admissible pour OL.

3.8.2 Modules d'Anderson abéliens

Soit E un module d'Anderson de dimension d dé�ni sur OK . On pose M(E/F ) =
M1;d(F{τ}) où F agit dessus via la multipliation à gauhe, τ via la multipliation à

gauhe et la struture de A-module est donnée via la multipliation à droite par E. On
a alors que M(E(F )) est un AF{τ}-module à gauhe tel que

1. (a⊗ 1− 1⊗ a)dM(E(F )) ⊂ σM(E(F )) par dé�nition du module d'Anderson.

2. M(E(F )) est un F{τ} module libre de rang d omme F est un orps parfait.
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On dit que E est abélien siM(E(F )) est un AF -module de type �ni. Cette dé�nition

ne dépend pas du hoix de F . De la même manière que pour les modules A-�nis, ela
implique qu'il est AF -projetif.

Théorème 3.8.4. [20, Corollary 8.1℄ Pour un A-module d'Anderson E, les assertions
suivantes sont équivalentes :

� E est A-�ni,
� E est abélien.

Cela implique que les modules d'Anderson abéliens sont ∆-admissibles pour OL.

3.8.3 Formule de lasses équivariante

Théorème 3.8.5. Soit E un module d'Anderson dé�ni sur OK abélien ou A-�ni tel
que pgcd(Gal(L/K); p) = 1. Alors on a la formule de lasse équivariante

[LieE(OL) : USt(E(OL))]A[∆] = L∆(E(OL)).

Proposition 3.8.6. Les modules de Drinfeld sont A-�nis.

Démonstration. Soit E un module de Drinfeld de rang n. Soit T ∈ A\Fq. Don A est un

Fq[T ]-module de type �ni. On pose dT le degré de T en ∞. D'après [18, lemma 4.5.1℄, E
se retreint à un module de Drinfeld de rang n.dT sur Fq[T ]. On peut montrer que F{τ}
est un F [T ] = Fq[T ]⊗Fq F -module libre de rang n.dT engendré par {τ i|0 ≤ i < n.dT}.
Don F{τ} est un A ⊗Fq F module de type �ni, e qui veut dire par dé�nition que E
est A-�ni.

Corollaire 3.8.7. Soit φ un module de Drinfeld qui est dé�ni sur OK tel qu'on ait

pgcd(Gal(L/K); p) = 1. Alors on a la formule de lasse équivariante

[OL : USt(φ(OL))]A[∆] = [OL : U(φ(OL))]A[∆] FittA[∆] (H(φ(OL))) = L∆(φ(OL)).
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