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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ■◆❖❱❊ ❛✉ ●■P❙❆✲❧❛❜✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧✐✜és
♣♦✉r ❧❡s ❛♠♦rt✐ss❡✉rs é❧❡❝tr♦r❤é♦❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①❤✐❜❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r ❊❘ ✭♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❡t ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞és ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts t❡sts s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
■◆❖❱❊ ❞❡ ●■P❙❆✲❧❛❜✳

❼ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❇✐♥❣❤❛♠ ét❡♥❞✉

{
Fd = k0xp + c0ẋp + Fer

τ(u)Ḟer + Fer = σuβs✐❣♥(ẋp)

❼ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ●✉♦ ét❡♥❞✉

{
Fd = k0xp + c0ẋp + Fer

τ(u)Ḟer + Fer = fc.u.tanh(k1xp + c1ẋp)
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✿ ❜❛sés s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❢♦r❝❡ ré❡❧❧❡ ✲ Pr♦✜❧ r♦✉t✐❡r ■❙❖

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ q✉❛rt ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ét❡♥❞✉s✱ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡t ❞❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ✖ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ q✉❛rt ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ét❡♥❞✉
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ q✉❛rt ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ▲❚■ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✭▲✐♣s❝❤✐t③ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛♥t✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r ❊❘
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❧❡
❝♦♥trô❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✿

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❍✐♥❢ ✉♥✐✜é ♣♦✉r ❧❡s
❙②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ▲✐♣s❝❤✐t③ s♦✉♠✐s à ❞❡s ❜r✉✐ts ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s ♦❜✲
❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❜♦r♥é❡s ❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
❈r✐tèr❡ ❍✐♥❢✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡✉r é❧❡❝tr♦r❤é♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❊❘✮ ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ■◆❖❱❊
❞❡ ●■P❙❆✲❧❛❜ ✭✈é❤✐❝✉❧❡ ré❡❧ ✶✴✺ é❝❤❡❧❧❡✮ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✉♥✐✜é ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝♦♥s✐❞éré H∞ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r





ż = Nz + Jy +HΦ(x̂)u+Mv

v̇ = Pz +Qy +Gv

x̂ = Rz + Sy
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ‖e/ωn‖✲ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✉♥✐✜é H∞

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❛♥t ✭◆▲P❱✮ ♣♦✉r ❡s✲
t✐♠❡r✱ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡✉r é❧❡❝tr♦r❤é♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❊❘✮ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡t ❞❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡
s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st tr❛✐té ✈✐❛ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❍✐♥❢✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡✉r ✭❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✮ ❡st
❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆▲P❱ ✈✐❛ ✉♥❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②t♦♣✐q✉❡✮ ❡t ✉♥❡
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ à ♣❛r❛♠ètr❡✲❞é♣❡♥❞❛♥t ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛❞r✐❧❧❛❣❡✮✳ P♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs s♦♥t ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ s✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ■◆❖❱❊ ❞❡



①✈✐✐✐ ❘és✉♠é ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮

●■P❙❆✲❧❛❜ ✭✈é❤✐❝✉❧❡ ré❡❧ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✶✴✺✮✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r NLPV ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t

{
˙̂x = Ax̂+ L(ρ)(y − Cx̂) +B(ρ)Φ(x̂)

ẑe = Czx̂
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ‖e/ωn‖✲❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆▲P❱ ✇✳r✳t✳ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✲
♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②t♦♣✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ‖e/ωn‖✲❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆▲P❱ ✇✳r✳t✳ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✲
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛❞r✐❧❧❛❣❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ✭❖❜s❡r✈❛t❡✉r ❍✐♥❢ ❡t ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ◆▲P❱✮✳ ❚r♦✐s ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ét✉❞✐és ✿ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ r♦✉t❡ ✐♥❝♦♥♥✉✱
❜✮ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❝❛♣t❡✉r s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝✮ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✳
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Quarter-car model

żr

(z̈s, z̈us)

Unified H∞ observer

NLPV-Polytopic method

NLPV-Gridding method
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡
s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦✿ ✭❤❛✉t✮ ❋♦r❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r✱ ✭❜❛s✮ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
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▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲P❱ t♦❧ér❛♥t❡ ❛✉① ❞é❢❛✉ts ♣♦✉r ❧❛
s✉s♣❡♥s✐♦♥ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s②stè♠❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t
s✉r ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r✳ ❙②♥t❤ét✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❞♦✉❜❧❡s ✿ ✐✮ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ❞é❢❛✉ts ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r ❝❡s ❛♠♦rt✐ss❡✉rs ❡t ✐♥❝♦r♣♦r❡ ❧❡✉r ❡✛❡t s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é✱ q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥❀ ✐✐✮ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t♦❧ér❛♥t❡ ❛✉① ❞é❢❛✉ts
❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲P❱ ❡t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♦♥t été ✐♥✐t✐és ❡t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ♦♥t été
♦❜t❡♥✉s✳ ❙❡❧♦♥ ♥♦✉s✱ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s s❡♠❜❧❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❡t
♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ♣♦✉rs✉✐✈✐ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✿

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ t♦❧ér❛♥t ❛✉① ❢❛✉t❡s ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝✲
t✉é❡ s✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ■◆❖❱❊ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣r♦♣♦sé❡✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❛♥s ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r s❡♠✐✲❛❝t✐❢ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
♠❛✐♥t❡♥✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ à ♣❛r❛♠ètr❡s ✈❛r✐❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r❛❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭▲❋❚✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞♦♥♥❡r❛✐t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❡t ♠❡ttr❛✐t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❍✐♥❢ ✉♥✐✜é ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡♥tr❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❡t ét✉❞✐❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛ ❧✬ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ét✉❞✐é❡s ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❣❛r❛♥t❡s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉
✈é❤✐❝✉❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t♦❧ér❛♥t ❛✉① ❞é❢❛✉ts✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡
❞é❝r✐t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡

❚♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❡ q✉❛rt ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❢✉t✉r✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡r♦♥t ét❡♥❞✉❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆▲P❱ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s❝é♥❛r✐♦ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡
♣♦✉r ❛ss♦✉♣❧✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ tr♦✐s r❛✐s♦♥s ✭♣r♦❜❧è♠❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ❢✉✐t❡ ❞✬❤✉✐❧❡ ❡t
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✮ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r✳ ❈❤❛q✉❡ r❛✐s♦♥ ❛ ✉♥
❡✛❡t ❞✐✛ér❡♥t s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❋❚❈ ❞♦✐✈❡♥t
s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é❢❛✉t✳





▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❙②stè♠❡ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❬❙❛✈❛r❡s✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐

✷ ❋♦r❝❡ ✈s ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣✐st♦♥✿ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❛♠♦rt✐ss❡✉rs ♣❛ss✐❢s ✐❞é❛✉① ✭à
❣❛✉❝❤❡✮✱ s❡♠✐✲❛❝t✐❢s ✭❛✉ ♠✐❧✐❡✉✮ ❡t ❛❝t✐❢s ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐✐

✸ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❢♦r❝❡ ✴ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣✐st♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s ❛♠♦rt✐ss❡✉rs ♣❛ss✐❢s ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱
s❡♠✐✲❛❝t✐❢s ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐✐

✹ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ■◆❖❱❊ ❬❚✉❞ó♥✲▼❛rtí♥❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪ ✳ ✳ ①✐✐✐

✺ ▲❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ■◆❖❱❊ ❛✉ ●■P❙❆✲❧❛❜✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐✈

✻ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✿ ❜❛sé s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♣r♦✜❧ ❞❡ r♦✉t❡ s✐♥✉s♦ï❞❛❧ à
❢♦r❝❡ ré❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✈

✼ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡s ❛♠♦rt✐ss❡✉rs ✲ Pr♦✜❧ r♦✉t✐❡r s✐♥✉✲
s♦ï❞❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✈

✽ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✿ ❜❛sés s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❢♦r❝❡ ré❡❧❧❡ ✲ Pr♦✜❧ r♦✉t✐❡r ■❙❖ ①✈✐

✾ ‖e/ωn‖✲ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✉♥✐✜é H∞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✈✐✐

✶✵ ‖e/ωn‖✲❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆▲P❱ ✇✳r✳t✳ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✲
♠ét❤♦❞❡ ♣♦❧②t♦♣✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✈✐✐✐

✶✶ ‖e/ωn‖✲❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❇♦❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ◆▲P❱ ✇✳r✳t✳ ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✲
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ q✉❛❞r✐❧❧❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐①

✶✷ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡
s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①

✶✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦✿ ✭❤❛✉t✮ ❋♦r❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡✉r✱ ✭❜❛s✮ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ①①

✶✳✶ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈♦♠♠♦♥ ❱❡❤✐❝❧❡ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❙②st❡♠ ❬❙❛✈❛r❡s✐
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷ ❋♦r❝❡ ✈s✳ P✐st♦♥ ❱❡❧♦❝✐t②✿ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✐❞❡❛❧ P❛ss✐✈❡ ✭❧❡❢t✮✱ ❙❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮
❛♥❞ ❆❝t✐✈❡ ✭r✐❣❤t✮ ❞❛♠♣❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸ ❋♦r❝❡ ✈s✳ P✐st♦♥ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ r❡❛❧ P❛ss✐✈❡ ✭❧❡❢t✮✱ ❙❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ✭r✐❣❤t✮
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❧❡❢t✮ ze3 = żus✱ ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ze4 = Fer✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✶✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✷✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✶✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✷✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✹✳✶✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✲❧❡❢t✮ ze1 = zs − zus✱ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮ ze2 = żs✱ ✭❜♦tt♦♠✲
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✹✳✶ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✺✳✶ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆▲P❱ ❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✺✳✷ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✺✳✸ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬0− 15s❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✹ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬0− 2s❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✺ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬13− 15s❪ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✻ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

①①✐①





❚❛❜❧❡ ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s

❊❘ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧
▲❚■ ▲✐♥❡❛r ❚✐♠❡ ■♥✈❛r✐❛♥t
▲P❱ ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣
◆▲P❱ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣
▼P❈ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
▲▼■ ▲✐♥❡❛r ▼❛tr✐① ■♥❡q✉❛❧✐t②
❇▼■ ❇✐❧✐♥❡❛r ▼❛tr✐① ■♥❡q✉❛❧✐t②
❙❉P ❙❡♠✐✲❉❡✜♥✐t❡ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
❉❖❋ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❈❖● ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t②
❋❉ ❋❛✉❧t ❉✐❛❣♥♦s✐s
❋❚❈ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧
P❉▲❋ P❛r❛♠❡t❡r ❉❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❋✉♥❝t✐♦♥

R ❘❡❛❧ ✈❛❧✉❡s s❡t
C ❈♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s s❡t
A∗ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ A ∈ C

AT ❚r❛♥s♣♦s❡ ♦❢ A ∈ R

A ≺ (�)0 ▼❛tr✐① A ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s❡♠✐✮❞❡✜♥✐t❡
A ≻ (�)0 ▼❛tr✐① A ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭s❡♠✐✮❞❡✜♥✐t❡
Co(X) ❈♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ s❡t X
A = AT ▼❛tr✐① A ✐s r❡❛❧ s②♠♠❡tr✐❝
He(A) = AT +A

①①①✐





❚❤❡s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
✵✳✶ ❚❤❡s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✵✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✵✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✵✳✸✳✶ P❛rt ■✿ ❙②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✵✳✸✳✷ P❛rt ■■✿ ❙♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✵✳✸✳✸ P❛rt ■■■✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✵✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✵✳✶ ❚❤❡s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ②❡❛rs P❤❉ ✇♦r❦ ✭❢r♦♠ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✼ t♦ ❆♣r✐❧
✷✵✷✵✮✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙▲❘ ✭❙②stè♠❡s ▲✐♥é❛✐r❡s ❡t ❘♦❜✉st❡ss❡✮ t❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙②s✲
t❡♠s ❞❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ●■P❙❆✲▲❛❜✱ ♦♥ t❤❡ ▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ❋❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢

✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❖❧✐✈✐❡r ❙❊◆❆▼❊ ✭Pr♦❢❡ss♦r ●r❡♥♦❜❧❡ ■◆P✮ ❛♥❞ ▲✉❝ ❉❯●❆❘❉
✭❘❡s❡❛❝❤❡r ❉✐r❡❝t♦r ❈◆❘❙✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✾✶✶ s❝❤♦❧❛rs❤✐♣
❢r♦♠ t❤❡ ❱✐❡t♥❛♠❡s❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ■❚❊❆✸ ❊✉r♦♣❡❛♥ Pr♦❥❡❝t t❤r♦✉❣❤ ❊▼P❍❨❙■❙ ✭❊♠✲
❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠s ❲✐t❤ P❤②s✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❈♦❞❡ ❙♦❢t✇❛r❡✮ ✉♥❞❡r ●r❛♥t ✶✺✵✶✻✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❢♦r♠❡r
P❤❉ st✉❞❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❙▲❘ t❡❛♠✿

❼ ❘✐❝❛r❞♦ ❘❛♠✐r❡③✲▼❡♥❞♦③❛ ✭s❡❡ ❬❘❛♠✐r❡③ ▼❡♥❞♦③❛ ✶✾✾✼❪✮✱ ✧❙✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s✧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ✜rst st✉❞② ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜rst
❛tt❡♠♣ts ♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❛❝t✐✈❡ ❝r✉✐s❡ ❝♦♥tr♦❧✳

❼ ❉❛♠✐❡♥ ❙❛♠♠✐❡r ✭s❡❡ ❬❙❛♠♠✐❡r ✷✵✵✶❪✮✱ ✧❙✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s✧ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✭✉s✐♥❣ H∞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ▲❚■ s②st❡♠✮✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇❡r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❛ P❙❆ P❡✉❣❡♦t✲❈✐tr♦ë♥ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r✳

❼ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❩✐♥ ✭s❡❡ ❬❩✐♥ ✷✵✵✺❪✮✱ ✧❙✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s
❡♥ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝❤âss✐s✧✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣
❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ H∞/LPV ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ r♦❜✉st♥❡ss
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛ss✐s ❝♦♥tr♦❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s✉s♣❡♥s✐♦♥s
✇❛s ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥t✐✲r♦❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶



✷ ❚❤❡s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❼ ❈❤❛r❧❡s P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧ ✭s❡❡ ❬P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧ ✷✵✵✽❛❪✮ ✧❈♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ▲P❱ ♠✉❧t✐✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛ss✐s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✧ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦♦❧s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♠❢♦rt ❛♥❞ s❛❢❡t② ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡
t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭✉s✐♥❣ ❛♥ ▲P❱ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡r ❝♦♠❢♦rt ❛♥❞ r♦❛❞ ❤♦❧❞✐♥❣✮ ❛♥❞
t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ❈❤❛ss✐s ❈♦♥tr♦❧ ✭✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❜r❛❦✐♥❣ ❛♥❞ st❡❡r✐♥❣ ❛❝t✉❛t♦rs
❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❛❝t✐✈❡ s❛❢❡t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✮✳

❼ ❙é❜❛st✐❡♥ ❆✉❜♦✉❡t ✭s❡❡ ❬❆✉❜♦✉❡t ✷✵✶✵❪✮✧❙❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❙❖❇❊◆ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♥tr♦❧✧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r t♦
❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ❛❞❥✉st ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛r❧❡s P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧✱ ❢♦r s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❡r❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝❛r✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛ ♣♦❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❛
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠♣❡r ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛ s❡♠✐✲
❛❝t✐✈❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❙❖❇❊◆✳

❼ ❆♥❤✲▲❛♠ ❉❖ ✭s❡❡ ❬❉♦ ✷✵✶✶❪✮ ✧❆♣♣r♦❝❤❡ ▲P❱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s✿ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✉ ❝♦♥❢♦rt ❡t ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té✧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛
❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠❢♦rt ❛♥❞ r♦❛❞ ❤♦❧❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛ ▲P❱
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧
✭♣❛ss✐t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❼ ❙♦❤❡✐❜ ❋❡r❣❛♥✐ ✭s❡❡ ❬❋❡r❣❛♥✐ ✷✵✶✹❪✮ ✧❘♦❜✉st ▼✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✧
♣r❡s❡♥t❡❞ ●❧♦❜❛❧ ❈❤❛ss✐s ▼■▼❖ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs
✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ LPV/H∞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
t❤❡ ❜r❛❦✐♥❣✱ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ❚❤❡♥✱ s♦♠❡ str❛t❡t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♥tr♦❧✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs ❢❛✐❧✉r❡s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
s❛❢❡t②✳

❼ ▼❛♥❤ ◗✉❛♥ ◆❣✉②❡♥ ✭s❡❡ ❬◆❣✉②❡♥ ✷✵✶✻❪✮ ✧▲P❱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❝❛r ♣✐❧♦t ♣❧❛♥t ✇✐t❤ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✧ ♣r❡s❡♥t❡❞
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ✭▲P❱✮ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭▼P❈✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢❛✉❧t ✐♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤❡♥✱
❛♥ ▲P❱✴❋❚❈ ❢❛✉❧t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡t❡✲
r✐♦r❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛✉❧t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✳



✵✳✷✳ ●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✸

✵✳✷ ●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✐♥❞✉str② ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞s s❛❢❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♠♦❞❡r♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t s✉❜s②st❡♠s ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥✲
tr♦❧✳ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❛t
❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥tr♦❧
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■t ❝♦♥❝❡r♥s
♠❛♥② ❛❝t✉❛t♦rs ✭❊❙❈✲ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✱ ❆❇❙✲ ❛♥t✐✲❧♦❝❦ ❜r❛❦✐♥❣ s②st❡♠✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
s✉s♣❡♥s✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❝♦♠❢♦rt✱ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s❛❢❡t②✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡s❡ ❛❝t✉❛t♦rs✱ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡✿ t❤❡② ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❜♦❞②✱ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✭r♦❧❧✱
♣✐t❝❤✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡✐r ✉♥s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♠♦t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
s②st❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧②
❢♦❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

❼ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❊❘ ❞❛♠♣❡rs
❡q✉✐♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡❞ ♦❢ ●■P❙❆✲❧❛❜ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳

❼ ❚❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐❛❣✲
♥♦s✐s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤r❡❡ r♦❜✉st ♦❜s❡r✈❡rs ✭✐♥ t❤❡ H∞ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ◆♦♥❧✐♥❡❛r
▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ s②st❡♠s✮ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✲
✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳

❼ ❚❤❡ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
▲P❱ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❞❛♠♣❡r ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧✳

✵✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✿

✵✳✸✳✶ P❛rt ■✿ ❙②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❣✐✈❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r✲❝❛r ♠♦❞❡❧ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✿

❼ ❈❤❛♣t❡r 1 ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st✉❞② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s
❢♦r ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✱✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣t✉r❡
t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝✮✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t❡sts ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t✲❢♦r♠ ♦❢ ●■P❙❆✲❧❛❜✳



✹ ❚❤❡s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❼ ❈❤❛♣t❡r 2 ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ ♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✖t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞②✲
♥❛♠✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r s②st❡♠ ✐s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥ ▲❚■ s②st❡♠ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t✇♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✭◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣✲
s❝❤✐t③ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r ♦❜s❡r✈❡r
❞❡s✐❣♥✳

✵✳✸✳✷ P❛rt ■■✿ ❙♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❚❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✐♥ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢
❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s ❛s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✿

❼ ❈❤❛♣t❡r 3 ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠s s✉❜❥❡❝t t♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s
❛r❡ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥
H∞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ✐♥
❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ ❢r♦♠
●■P❙❆✲❧❛❜ ✭✶✴✺✲s❝❛❧❡❞ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✮ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳

❼ ❈❤❛♣t❡r 4 ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ✭◆▲P❱✮ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ✐♥
r❡❛❧✲t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ✐♥ t❤❡ r♦❛❞ ✈❡❤✐❝❧❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✈✐❛ t❤❡ H∞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮ ✐s ❜♦✉♥❡❞ ❜② ❛
▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✈✐❛ ❛
❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞✮ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❋♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ ♦❢ ●■P❙❆✲❧❛❜ ✭✶✴✺✲s❝❛❧❡❞ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✮✳

❼ ❈❤❛♣t❡r 5 ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤r❡❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
✭H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ t✇♦ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs✮✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ st✉❞✐❡❞✿
❜❡❤❛✈✐♦r ❛❣❛✐♥st ✉♥❦♥♦✇♥ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ❜✮ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ❝✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

✵✳✸✳✸ P❛rt ■■■✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧✱ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✿



✵✳✸✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✺

❼ ❈❤❛♣t❡r ✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▲P❱ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❢❛✉❧ts ♦❝❝✉r ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❙②♥t❤❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t✇♦✲❢♦❧❞✿ ✐✮ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✉❧ts
♦♥ t❤❡s❡ ❞❛♠♣❡rs ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s❀ ✐✐✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲P❱ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛✉❧t
♠♦❞❡❧✳



✻ ❚❤❡s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

✵✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r

❏✶ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢

♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ r❡❛❧ ❊❘ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧

❙②st❡♠s ▲❡tt❡rs✱ ✸✭✹✮✱ ✽✶✼✲✽✷✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ✺✽t❤
■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳

❏✷ ▼♦r❛t♦✱ ▼✳▼✱ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❙✐♠♣❧❡ ❊❘
❉❛♠♣❡r ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❉❡s✐❣♥✱ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❇r❛③✐❧✐❛♥

❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭❛❝❝❡♣t❡❞✮✳

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s

❈✶ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧❛ss

♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ r❡❛❧ ❊❘ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ 58th ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ◆✐❝❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✾✳

❈✷ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐✲

♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤✱
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 3rd ■❋❆❈ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r✲❱❛r②✐♥❣ ❙②st❡♠s✱
❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✾✳

❈✸ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ❛♥❞ ❱✉✱ ❱✳❚✳✭✷✵✶✾✮✳ ▲P❱ ❢♦r❝❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✲

s✐❣♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 7th ■❋❆❈ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙②st❡♠s ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ❙✐♥❛✐❛✱ ❘♦♠❛♥✐❛✱
❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✾✳

❈✹ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤r❡❡ r♦❜✉st
♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 8th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❝❤❛tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡ ✱ ❏✉❧② ✷✵✶✾✳

❈✺ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❛♠♣✐♥❣

❋♦r❝❡ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❙②st❡♠✿ ❛ ♥❡✇ H∞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 9th ■❋❆❈ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥

❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✱ ❖r❧é❛♥s✱ ❋r❛♥❝❡ ✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✾✳

❈✻ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ❛♥❞ ❱✉✱ ❱✳❚✳✭✷✵✶✽✮✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❉❛♠♣✐♥❣ ❋♦r❝❡ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 16th ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱❡❤✐❝❧❡ ❙②st❡♠ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥♦♠❛❧✐❡s✱
❇✉❞❛♣❡st✱ ❍✉♥❣❛r② ✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✽✳

❈✼ ❱✉✱ ❱✳❚✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳✱ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ P❤❛♠✱ ❚✳❚✳ ❛♥❞ ❉✐♥❤✱ ❱✳P✳
✭✷✵✶✽✮✳ H∞✴▲P❱ ❆❝t✐✈❡ ❇r❛❦✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ t♦ Pr❡✈❡♥t ❘♦❧❧♦✈❡r ♦❢ ❍❡❛✈② ❱❡❤✐❝❧❡s✱
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 16th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱❡❤✐❝❧❡ ❙②st❡♠ ❉②♥❛♠✐❝s✱

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥♦♠❛❧✐❡s✱ ❇✉❞❛♣❡st✱ ❍✉♥❣❛r② ✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✽✳



✵✳✹✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✼

◆❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs ✇✐t❤ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s

❈✽ ❱✉✱ ❱✳❚✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳✱ ❉✐♥❤✱ ❱✳P✳✱ P❤❛♠✱ ❚✳P✳ ✭✷✵✶✽✮✳ H∞✴▲P❱

❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛♥t✐✲r♦❧❧ ❜❛r s②st❡♠ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❧❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❡❛✈② ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ 10th ◆❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❍❛♥♦✐✱ ❱✐❡t♥❛♠ ✱ ❉❡❝❡♠❜❡r✱
✷✵✶✼✳

❙✉❜♠✐tt❡❞ ❥♦✉r♥❛❧

❏✸ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r

❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✱
❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧ ✭❘❡✈✐s✐♦♥✮✳





P❛rt ■

❙②st❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

♠♦❞❡❧❧✐♥❣

✾





❈❤❛♣t❡r ✶

❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r

♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ♦♥ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✹ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳✶ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳✷ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✺ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✺✳✶ ▲✐♥❡❛r t❡r♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✺✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✺✳✸ ❚❤❡ ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✶✳✻ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✻✳✶ ❈❛s❡ ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✶✳✻✳✷ ❈❛s❡ ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✶✳✻✳✸ ❈❛s❡ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✶✳✻✳✹ ❈❛s❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st✉❞② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s
❢♦r ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡rs ✉s❡❞ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡ ✐s
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡s❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡s✐st❛♥❝❡
❛❣❛✐♥st s❤❡❛r✐♥❣ t❤❛t ✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ str✉❝✲
t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛♠♣❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✉s❡s ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✉s✐♥❣ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t❡sts ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣❧❛t✲❢♦r♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✮✳ ❚❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ 2 ▼❛st❡r st✉❞❡♥ts ✭▼❛♥✉❡❧
❆ ▼♦❧✐♥❛ ❱✐❧❧❛ ❛♥❞ ▼❛r❝❡❧♦ ▼❡♥❡③❡s ▼♦r❛t♦✮✳

✶✶







✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❛♥❞ 3) ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡rs✱ ❜♦t❤ ❞❛♠♣❡r t②♣❡s ❜❡✐♥❣ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❘❤❡✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢✉✐❞ t❤❛t ✈❛r✐❡s ✐ts ❛♣♣❛r❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✭s❡❡ ❬❈❛r❧s♦♥✱
❈❛t❛♥③❛r✐t❡✱ ❛♥❞ ❙t✳ ❈❧❛✐r ✶✾✾✻❪✮ ♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❬❆❝❡r❜✐ ❛♥❞ ▼✐♥❣✐♦♥❡ ✷✵✵✷❪✮✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ■◆❖❱❊ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♠♦st❧② ❞❡❛❧s
✇✐t❤ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❞❛♠♣❡rs✱ t❤❡ r❡❛❞❡r
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦s ❣✐✈❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✳

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❈❤♦✐✱ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❈❤❛♥❣ ✷✵✵✶❀ ❑❛♠❡❧r❡✐t❡r✱ ❑❡♠♠❡t♠ü❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❑✉❣✐ ✷✵✶✷❪✱
❊❘ ❞❛♠♣❡rs ✉s❡❞ ✐♥ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❛ ❝❛r✬s ❞r✐✈❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♣✉r♣♦s❡✱ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧s
✭t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡rs✮ ♠✉st ❜❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r✉♥ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ❯♥✐t ✭❊❈❯✮ ♦❢ t❤❡s❡
♠♦❞❡r♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭t❤❛t ✉s✉❛❧❧② r✉♥ ✇✐t❤✐♥ 1 t♦ 10 ♠s✮✳

✶✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ♦♥ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✱ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞
✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❊❘ ❞❛♠♣❡r
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ st✉❞✐❡s✱ t❤❡s❡ ❡✐t❤❡r ✉s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

❼ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ❜② s♣❡❝✐❛❧✱ ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝✱ ❞❡❧❛②❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡t❝ ❬❈❤♦✐✱ ▲❡❡✱ ❛♥❞ P❛r❦ ✷✵✵✶❪✮ ♦r ❜②
❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✭❢✉③③② ❧♦❣✐❝s✱ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❡t❝ ❬❑✐♠✱ ▲❛♥❣❛r✐✱ ❛♥❞
❍✉r❧❡❜❛✉s ✷✵✵✾❪✱ ❬❙❛✈❛r❡s✐✱ ❇✐tt❛♥t✐✱ ❛♥❞ ▼♦♥t✐❣❧✐♦ ✷✵✵✺❪✱ ❬❲✐tt❡rs ❛♥❞ ❙✇❡✈❡rs ✷✵✶✵❪✮✳
❆s t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉s✉❛❧❧② st❛♥❞ ❢♦r q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡② ❛r❡ ♦✉t
♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❼ P❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs
♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣✱ ❞❛s❤♣♦ts ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛rts ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡✐r ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛r❡❛✮ ❬❉②❦❡ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻❪✳ ❙♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦s ❛r❡✿ ❬●❛♠♦t❛ ❛♥❞
❋✐❧✐s❦♦ ✶✾✾✶❪✱ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ♠♦❞❡r❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s❀
❬❑❛♠❛t❤ ❛♥❞ ❲❡r❡❧❡② ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❬▼❛❦r✐s✱ ❇✉rt♦♥✱ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ✶✾✾✻❪ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧s ❞❡✲
r✐✈❡❞ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡✱ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧❛✇s✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❬❍❡r♥á♥❞❡③✲❆❧❝á♥t❛r❛ ❡t ❛❧✳
✷✵✶✻❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❡✈❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❛✉❧t② s✐t✉❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬●✉♦✱ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ P❛♥ ✷✵✵✻❪✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

❼ ❙t❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬❙t❛♥✇❛②✱ ❙♣r♦st♦♥✱
❛♥❞ ❙t❡✈❡♥s ✶✾✽✼❪✮✱ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❬●✉♦✱ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ P❛♥ ✷✵✵✻❪✱ ❬❏ ▲♦③♦②❛✲
❙❛♥t♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✮✳





✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r❝❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ± 50N ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❋❧✉❞✐❝♦♥➞ ✳ ❚❤❡s❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs
❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ [0 , 5000]V✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♠♣❧✐✜❡r
♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ❛t 25 kHz✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛♣t✉r✐♥❣
t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤✐s t❡st❜❡❞ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡♥s♦rs ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ 8 ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣r✉♥❣ ❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳

❼ ❆♥ ❆tt✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❍❡❛❞✐♥❣ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❙②st❡♠ ✭❆❍❘❙✮ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s♣r✉♥❣
♠❛ss ✐♥ t❤r❡❡ ❛①❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣✐t❝❤✱
r♦❧❧✱ ❛♥❞ ②❛✇ r❛t❡s✳

❼ 12 ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t s❡♥s♦rs t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳

❼ 4 ❢♦r❝❡ s❡♥s♦rs t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡rs✬ ❢♦r❝❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s✱ ❢♦✉r ❧✐♥❡❛r s❡r✈♦♠♦t♦rs ♣❧❛❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦✉r ✇❤❡❡❧s ♦❢ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ❆ ♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❝❛r ■◆❖❱❊ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t✲❧❡❢t
❊❘ ❞❛♠♣❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st❜❡❞ ■◆❖❱❊ ❛t ●■P❙❆✲❧❛❜✳

❋♦r s❛❢❡t②✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ✐♥ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ [0, 0.3] ❛♣♣❧✐❡❞ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✭t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✈♦❧t❛❣❡s ❢r♦♠ 0❱ t♦ 1500❱✮ ❛♥❞
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ [−0.15 , 0.15] ms ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡✿

❼ ■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡s ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❡❛❧ ✶✴✺✲s❝❛❧❡❞ ❝❛r ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❢♦r ♣❛ss❡♥❣❡r ❝♦♠❢♦rt ❛♥❞
r♦❛❞ ❤♦❧❞✐♥❣✮❀



✶✳✹✳ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✼

❼ ■♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st ❜❡♥❝❤✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞✐r❡❝t❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❛r✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞✱ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❜✉t ❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ s❡r✈♦♠♦t♦rs t❤❛t
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✉♥✐q✉❡ ✶✴✺ s❝❛❧❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❝❛r✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ♥♦r ❜r❡❛❦✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛r✳

✶✳✹ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t✇♦ ♠♦❞❡❧s s✉✣❝✐❡♥t❧② s✐♠♣❧❡ ❢♦r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r✮ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
❞❛♠♣❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ r✉♥ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✇✐t❤
❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✭✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ✇✐t❤✐♥ ✶♠s t♦ ✶✵
♠s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❛ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲
♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡❀ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛❝❝✉r❛❝② r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❤❡r❡✐♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✶✳✹✳✶ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❊❘ s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s t✇♦
❝❤❛♠❜❡rs ✭✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r✮✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣✐st♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦r❝❡✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❞❡s t❤❛t
✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦✈❡r ❛♥ ❊❘ ✢✉✐❞✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♠❜❡rs ❛r❡ ❢✉❧❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧
✢✉✐❞✳ ❆s t❤❡ ♣✐st♦♥ ♠♦✈❡s✱ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ✢♦✇s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❤❛♠❜❡r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❛♥♥✉❧❛r ❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝②❧✐♥❞❡rs✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s s❝❤❡♠❛t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡
❇✐♥❣❤❛♠ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s ♦❢ ❊❘ ✢✉✐❞ ❬❇✐r❞✱ ❉❛✐✱ ❛♥❞ ❨❛r✉ss♦ ✶✾✽✸❪✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✐s t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❚❤❡ ✢✉✐❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❘ s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡rs ✐s ❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✈✐s❝♦s✐t②
✈❛r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❘❡❛❞❡r ♠✉st ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❛♠♣❡rs
✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❣❛s ❝❤❛♠❜❡r ❧♦❝❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝❤❛♠❜❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✻✮✱ t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛♥
❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐st♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞✱ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❝❛✉s❡❞ s♦❧❡❧② ❜② t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞ r❡s✐st❛♥❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣
❢♦r❝❡ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥✲
❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♠♣✐♥❣ r❛t❡✿ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✱ ♥❛♠❡❧② Fd✱ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ❣❛s ❝❤❛♠❜❡r ♣r❡ss✐♦♥ ✭Pa✮✱ ♦❢ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ∆Pa ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♠❜❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛t❤❡r





✶✳✹✳ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✾

♥♦♠✐♥❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✭µ✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡ ✭❧❡♥❣t❤ Ld✱ r❛❞✐✉s Rd ❛♥❞ ❣❛♣
d✮✳

❆s st❛t❡ ✐♥ ❬❈❤♦✐ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✽❪✱ t❤❡ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❊❘ ✢✉✐❞s ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧② ❝❤❛♥❣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E✳ ❘♦✉❣❤❧②✱ ❢r♦♠ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱
t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ ❇✐♥❣❤❛♠ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❝♦♠❡
❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛✐♥ ❢♦r♠s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ E❀ ❛s ❞✐s❝✉ss❡s ❬❏♦r❞❛♥ ❛♥❞ ❙❤❛✇ ✶✾✽✾❪✱ t❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
✭✇✐t❤ α ❛♥❞ β ❜❡✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞✮ ❛♥❞ c✱ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t st❛♥❞s ❢♦r
t❤❡ ✢✉✐❞✬s ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✳

❚❤❡r❡❜②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥✱
❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❛ ✜♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ❛♣♣❛r❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ✭✇❤❡♥ ♥♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✮ ❛♥❞
t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❙t❛t✐❝❛❧
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ ✐♥ ❬❘❡✐♥❡❤ ❛♥❞ P❡❧♦s✐ ✷✵✶✸❪✳

Fd = PaAs +
6µLd

πd3Rd
ẋp + (Ap −As)

cLd

d
αEβs✐❣♥(ẋp) ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ Ld ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❧❡♥❣t❤✱ d ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡ ❣❛♣ ❛♥❞ E ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ✧s✐❣♥(ẋp)✧ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ Fd✱
❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡✬s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐st♦♥✬s ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦r ✐♥ r❡❧❡❛s❡ ✭t❤✉s ✐❢ ✐t ✐s ♣♦st✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ r✉♥ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❊❈❯s ♦❢ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ✜rst ❢❛❝t♦r ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✷✮ ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡
❊❘ ❞❛♠♣❡r✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝❤❛♠❜❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s✱ ❛♥❞ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ s♣r✐♥❣✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥t ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧s✿ ❛s
st❛t❡❞ ✐♥ ❬❈❤♦✐ ❛♥❞ ❍❛♥ ✷✵✵✸❪✱ k0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡✳

PaAs ≈ k0xp ✭✶✳✸✮

❼ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ c0 ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts
(

6µLd

πd3Rd

)



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❼ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

E = −
U

d
= −

Um

d
u ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ U(t) ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡❀ Um ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧t❛❣❡❀ u ✐s t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼
❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ t❡st✲❜❡❞✱ u ♠❛② ♦♥❧② ✈❛r② ❢r♦♠ 0 t♦ 0.3✳ ❋r♦♠ t❤✐s
♣♦✐♥t ♦♥✇❛r❞s✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ✜❡❧❞
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ u = 0.3✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭❄❄✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✱ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥s✿

(Ap −As)
cLd

d
αEβs✐❣♥(ẋp) = (Ap −As)

cLd

d
α(−

Um

d
)βuβs✐❣♥(ẋp)

= σuβs✐❣♥(ẋp) ✭✶✳✺✮

✇❤❡r❡ σ = (Ap −As)
cLd

d
α(−Um

d
)β

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✶✳✸✮✲✭✶✳✺✮ ✐♥t♦ ✭✶✳✷✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

Fd = k0xp + c0ẋp + σuβs✐❣♥(ẋp) ✭✶✳✻✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✻✮ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❊❘
❞❛♠♣❡r✳ ❚♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ❜② s✉❝❤ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✱
❊q✳ ✭✶✳✻✮ ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥s✳ ❍❡r❡✐♥✱ ❛ t✐♠❡✲✇✐s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✿ ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡sts✱
✐t ✇❛s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡♥♦✉❣❤ ❜② ❛
✜rst ♦r❞❡r s②st❡♠✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τ(·) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦♥ ▼❛❣♥❡t♦✲❘❡❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡rs ✭s❡❡ ❬❑♦♦✱ ●♦♥❝❛❧✈❡s✱ ❛♥❞
❆❤♠❛❞✐❛♥ ✷✵✵✻❪✮✱t❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s τ(u)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡
②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢✉✐❞✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s st❛t✐❝✱ ❜✉t ❞②♥❛♠✐❝✱ ❛s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

τ(u)Ḟer + Fer = σuβs✐❣♥(ẋp) ✭✶✳✼✮

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❧❛✇ ✭✶✳✼✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✿

{
Fd = k0xp + c0ẋp + Fer

τ(u)Ḟer + Fer = σuβs✐❣♥(ẋp)
✭✶✳✽✮

✶✳✹✳✷ ❆♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛✉t❤♦rs
✐♥ ❬●✉♦✱ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ P❛♥ ✷✵✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧

Fd = a2(ẋp +
V0

X0
xp) + a1tanh(a3(ẋp +

V0

X0
xp)) ✭✶✳✾✮



✶✳✺✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✷✶

✇❤❡r❡ Fd ✐s t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ xp ❛♥❞ ẋp ❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐st♦♥ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ a1 ✐s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ②✐❡❧❞ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞✱ a2 ❛♥❞ a3 ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦st✲②✐❡❧❞
❛♥❞ ♣r❡✲②✐❡❧❞ ✈✐s❝♦✉s ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ V0 = |ẋ0| ❛♥❞ X0 = |x0| ✇❤❡r❡ ẋ0
❛♥❞ x0 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣✐st♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ Fd ✐s ③❡r♦✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✾✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❬❏ ▲♦③♦②❛✲❙❛♥t♦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Fd = k0xp + c0ẋp + fc · u · tanh(k1xp + c1ẋp) ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ c0, c1, k0, k1, fc ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ u ✐s ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✶✵✮ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❡r♠ fc · u · tanh(k1xp + c1ẋp)

τ(u)Ḟer + Fer = fc · u · tanh(k1xp + c1ẋp) ✭✶✳✶✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❛♠♣❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

{
Fd = k0xp + c0ẋp + Fer

τ(u)Ḟer + Fer = fc.u.tanh(k1xp + c1ẋp)
✭✶✳✶✷✮

❆ ✉♥✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

✶✳✺ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✶✳✹✳✶ ❛♥❞ ✶✳✹✳✷✱ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
❧❡❛st sq✉❛r❡ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r♦♥t✲❧❡❢t ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♦❢ t❤❡ ■◆❖❱❊ ❙♦❜❡♥✲❈❛r
✈❡❤✐❝❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❡✛❡❝t✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❇♦✉❝✲❲❡♥
♠♦❞❡❧s ❬■s♠❛✐❧✱ ■❦❤♦✉❛♥❡✱ ❛♥❞ ❘♦❞❡❧❧❛r ✷✵✵✾❪ ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ t❡r♠s ❬▼❛rt✐♥s ❛♥❞
❆❣✉✐rr❡ ✷✵✶✻❪✳ ❇✉t✱ ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤✐s t❤❡s✐s✬s ❛✐♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦❞❡❧
✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐st♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐♣✐❡♥t
❢r✐❝t✐♦♥ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳

❉✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭✶✳✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✷✮ ✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ❝♦♥s✐st ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❊❘ s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡r ✭❱❡❧♦❝✐t②✱ ❊❧❡❝tr✐❝ ❋✐❡❧❞✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤❡❝❦
t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♦✉t♣✉t ✭❋♦r❝❡✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉ts ✭❱❡❧♦❝✐t②✱ ❊❧❡❝tr✐❝ ❋✐❡❧❞✱ ❡t❝✮✳

❆❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

✶✳✺✳✶ ▲✐♥❡❛r t❡r♠s

❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭k0✱ c0✮ ✐♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❝♦♥s✐st ✐♥ s✉❜♠✐tt✐♥❣
t❤❡ ❞❛♠♣❡r t♦ ❛ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✭u = 0✮✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠
❛ ♣❛ss✐✈❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ k0 ❛♥❞ c0 ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r t❤❡ ✷ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❧♦❝❦✲s❝❤❡♠❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠

Vehicle

Road profile zr

PWM signal (u = 0)

Damper force Fd

Damper deflection xp

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u = 0

❼ ❚❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡ s✐♥❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶✳✽✱ ✶✳✾ ❛♥❞ ✶✳✶✵✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤r❡❡ t❡sts ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✳

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠
♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✽✱ ✶✳✾ ❛♥❞ ✶✳✶✵✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ▲✐♥❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❚❡st ✶✮✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❜♦tt♦♠✮
❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ▲✐♥❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❚❡st ✷✮✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❜♦tt♦♠✮
❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ▲✐♥❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❚❡st ✸✮✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✭❜♦t✲
t♦♠✮ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ t❡sts✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✱ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❊❘ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❝❡✱
t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Fd(t) = k0xp(t) + c0ẋp(t)

= [xp(t), ẋp(t)]

[
k0
c0

]
✭✶✳✶✸✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs k0 ❛♥❞ c0 ✐♥ ✭✶✳✶✸✮ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ▼❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❬▲❥✉♥❣
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✶✾✾✾❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✐❞❡s ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

min
θ1

1

N

N∑

i=1

(yi − xiθ1)
2 ✭✶✳✶✹✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ θ1 =

[
k0
c0

]
✱ yi ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ xi ❛r❡ t❤❡

s❡♥s♦rs ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭xp(t)✱ ẋp(t)✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ✈s ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✈s✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡
r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ k0 ❛♥❞ c0✳

✶✳✺✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞
str❡ss ♦❢ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ✈❛❧✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❛t ❛
❣✐✈❡♥ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✭U(t)✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②
❛ P❲▼ s✐❣♥❛❧✮ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs k0 ❛♥❞ c0 ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱
t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❧❛✇s ❛r❡ α ❛♥❞ β ✐♥ t❤❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✽✮ ❛♥❞ fc✱ k1 ❛♥❞ c1 ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✶✷✮✳ ❚❤❡② ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✭❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ E(t)✮ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ t❡st❜❡❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡
✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶❀ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣✐st♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t



✶✳✺✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✷✼

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✿ P❲▼ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❚❡♥s✐♦♥

P❲▼ ❙✐❣♥❛❧ v(t) U(t)

0% 0 kV

20% 1kV

40% 2kV

60% 3kV

80% 4kV

100% 5kV

❛♣♣❧✐❡❞ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦✲s❝❤❡♠❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠✳

Vehicle

Road profile zr

Damper force Fd

Damper deflection xp

PWM signal (u = 0.1÷ 0.3)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❞❛t❛ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ P❲▼ s✐❣♥❛❧s ✈❛r② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡t [10 , 30]%✳

❼ ❚❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡ s✐♥❡ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s❤♦✇♥ ❛t t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✶✸✱
✶✳✶✹ ❛♥❞ ✶✳✶✺✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✶✸✱ ✶✳✶✹ ❛♥❞ ✶✳✶✺✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡
❞♦ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ t❤❡
s❡t [10 , 30]%✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤r❡❡ t❡sts ✇✐t❤ u = 0.1✱ u = 0.2 ❛♥❞ u = 0.3✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❚❡st ✷ ✭◆♦♥❧✐♥❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ u = 0.1✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❚❡st ✷ ✭◆♦♥❧✐♥❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ u = 0.2✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❚❡st ✸ ✭◆♦♥❧✐♥❡❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✮ u = 0.3✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✈s ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡
r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs σ✱ β fc✱ k1 ❛♥❞ c1 ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ▼❡t❤♦❞
❬▼❛rq✉❛r❞t ✶✾✻✸❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t P❲▼ s✐❣♥❛❧s ✭u = 0.1 ÷ 0.3✮✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs k0 ❛♥❞ c0 ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦
②✐❡❧❞ str❡ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

FY S(t) = Fd(t)− k0xp(t)− c0ẋp(t) ✭✶✳✶✺✮

✇❤❡r❡ FY S(t) r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ ❊❘
✢✉✐❞✳

❈❛s❡ ✶✿ ■❞❡♥t✐❢② σ ❛♥❞ β ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✽✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✽✮✱ FY S(t) ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

FY S = σuβsign(ẋp)

=





σuβ ẋp > 0

0 ẋp = 0

−σuβ ẋp < 0

✭✶✳✶✻✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs δ ❛♥❞ β ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s ▼❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

J1 = min
θ2

N∑

i=1

(y2i − f2i(x2i, θ2))
2 ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r θ2 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭σ✱ β✮✱ y2i ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦❢ FY S(t)✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮✱ f2i(x2i, θ2) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ ②✐❡❧❞ str❡ss ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✭✶✳✶✻✮✱ x2i ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭u✮ ❛♥❞ ♣✐st♦♥✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✭ẋp✮✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ t❡st❜❡❞✳

❈❛s❡ ✷✿ ■❞❡♥t✐❢② fc✱ k1✱ c1 ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✶✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✶✷✮✱ FY S(t) ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s

FY S(t) = fc · u · tanh(k1xp + c1ẋp) ✭✶✳✶✽✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs fc✱ k1 ❛♥❞ c1 ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s
▼❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✿

J2 = min
θ3

N∑

i=1

(y2i − f3i(x3i, θ3))
2 ✭✶✳✶✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r θ3 ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭fc✱ k1✱ c1✮✱ y2i ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ♦❢
FY S(t) ✐♥ ❡q✳ ✭✶✳✶✺✮✱ f3i(x3i, θ3) ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✶✽✮✱ x3i ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t
✭u(t)✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭xp(t)✮ ❛♥❞ ♣✐st♦♥✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✭ẋp(t)✮✳ ❆❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✳✷ ❛♥❞ ✶✳✸

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ■❞❡♥t✐✜❡❞ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧

P❛r❛♠❡t❡rs
❱❛❧✉❡

❯♥✐t
❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❘❡❧❡❛s❡

k0 263.1168 170.4045 N/m

c0 64.6433 68.8289 N.s/m

σ 12.8157 17.0442 N

β 0.2373 0.3948 −

❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ■❞❡♥t✐✜❡❞ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧

P❛r❛♠❡t❡rs
❱❛❧✉❡

❯♥✐t
❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❘❡❧❡❛s❡

k0 263.1168 170.4045 N/m

c0 64.6433 68.8289 N.s/m

fc 29.2780 28.0699 N

k1 204.0283 218.1615 1/m

c1 492.6448 512.6200 s/m

✶✳✺✳✸ ❚❤❡ ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② τ(u)✱ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
τ(u) ✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ 5 ✜①❡❞ P❲▼ ✭✐✳❡✳ ueq✮ s✐❣♥❛❧s {0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3}✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥



✶✳✻✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✸✸

♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
❙t❡♣ ✶✿ ❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ueq✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r❝❡ Fer

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡st ❜❡❞ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮ ✇❤✐❧❡ Fnl ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Fnl = σuβeq ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜①❡❞ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τ(ueq) ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉❝♥t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ Fer ❛♥❞ Fnl✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥ts τ ❢♦r ❛❧❧ ueq ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✹✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t P❲▼ s✐❣♥❛❧s

P❲▼ τ ❯♥✐t
0.1 0.0137 s
0.15 0.0221 s
0.2 0.0365 s
0.25 0.055 s
0.3 0.0631 s

❙t❡♣ ✷✿ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✹✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ τ ❛♥❞ u ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✮

τ(u) = 0.3643u2 + 0.1124u+ 0.002 ✭✶✳✷✶✮

0 5 10 15 20 25 30 35
PWM (%)

0
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ τ ❛♥❞ u

✶✳✻ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

◆♦✇✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ■◆❖❱❊ ❙♦❜❡♥✲❈❛r ♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝
t❡st✲r✐❣✳



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✶✳✻✳✶ ❈❛s❡ ✶

■♥ ❝❛s❡ ✶✱ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥
✶✳✺✳✷✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛❞❥✉st❡❞ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❉❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❉❡✢❡❝t✐♦♥ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡
❣✐✈❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✶✽ ❛♥❞ ✶✳✶✾✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡♥s♦rs ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ t❤❡s❡ ❋✐❣✉r❡s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❋✐♥❛❧ ▼♦❞❡❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts✿ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❈❛s❡ ✶✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ❋✐♥❛❧ ▼♦❞❡❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts✿ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❱❡❧♦❝✐t②
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✶✳✻✳✷ ❈❛s❡ ✷

■t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❛t t❤❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✵✮ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❣r❛♣s
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ❜② ❛♥ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✭♦✈❡r t✐♠❡✮✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✷✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❈❛s❡
1✱ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ✭♠❡❛s✉r❡❞✮ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ r❡s✉❧ts ✭❢r♦♠ ❜♦t❤ st❛t✐❝❛❧
❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✳✷✵ ❛♥❞ ✶✳✷✶✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❋✐❣✉r❡s✱ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ♦♥❡ ✇❤❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s
③❡r♦✳
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Damper Vel/For (static non-parametric model)
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts✿ ❙t❛t✐❝ ✈s✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ●✉♦ ♠♦❞❡❧

✶✳✻✳✸ ❈❛s❡ ✸

❖♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ r✉♥♥✐♥❣ ❛t 120 km/h ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ♦♥ ❛ ❞r② r♦❛❞
✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ 10mm s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❜✉♠♣s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✮ ❛♥❞ P❲▼ s✐❣♥❛❧
u = 0.2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✭♠❡❛s✉r❡❞✮
❢♦r❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡s ✶✳✷✹ ❛♥❞ ✶✳✷✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡rr♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✸✳ ❈❧❡❛r❧②✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇❡❧❧ ❛❞❥✉st❡❞✳
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✶✳✻✳✹ ❈❛s❡ ✹

■♥ t❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ❛♥ ■❙❖ ✽✻✵✽ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✺✮ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡
P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✐s u = 0.225✳ ❚❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✻✳
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❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ❊❧❡❝tr♦✲
❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s
❛❝❝✉r❛❝②✱ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❝❛s❡s 3 ❛♥❞ 4✳
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❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❋✐♥❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs

❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ◆❘▼❙❊ ❊①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ◆❘▼❙❊

s✐♥❡ ✇❛✈❡ 0.1036 ✵✳✵✽✺✶

■❙❖ r♦❛❞ 0.0780 0.0734

✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛♥ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ✭s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡✮ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❇✐♥❣❤❛♠ ❧❛✇✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ ●✉♦ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
❧❡❛st sq✉❛r❡ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t❡sts ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠
✭s♠❛❧❧ s❝❛❧❡❞ ❝❛r✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❘ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ❧❡t ✐t ❜❡ str❡ss❡❞ t❤❛t✿

❼ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✱ ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ t♦ r✉♥ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♥
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❼ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡s✐❣♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τ(u) ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭τ = 0.0365✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ(u)✳ ◆♦✇ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇s

{
Fd = k0xp + c0ẋp + Fer

τḞer + Fer = fc.u.tanh(k1xp + c1ẋp)
✭✶✳✷✷✮

❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s

Fd = k0xp + c0ẋp + σuβs✐❣♥(ẋp) ✭✶✳✷✸✮

❛♥❞ t❤❡ ♣r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡



✶✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✹✶

❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ■❞❡♥t✐✜❡❞ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧

P❛r❛♠❡t❡rs ❱❛❧✉❡ ❯♥✐t
k0 263.1168 N/m

c0 64.6433 N.s/m

fc 29.2780 N

k1 204.0283 1/m

c1 492.6448 s/m

τ 0.0365 s

σ 12.8157 N

β 0.2373 −

❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✷✷✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❊❘
❞❛♠♣❡r❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ st❛t✐❝ ❇✐♥❣❤❛♠ ♠♦❞❡❧
✭✶✳✷✸✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✱ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢❛✉❧t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❊❘
❞❛♠♣❡r✳ ■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧✲❧✐❢❡ ♠✐s♠❛t❝❤❡s ✭❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ✇✐t❤ ♦✉r
♠♦❞❡❧✮ ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❜② r♦❜✉st♥❡ss q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✉s❡❞ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳





❈❤❛♣t❡r ✷

❊①t❡♥❞❡❞ ◗✉❛rt❡r ❈❛r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❈♦♥t❡♥ts
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✷✳✷ ❊①t❡♥❞❡❞ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐ ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ s✉❜s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✷✳✷ ❆ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✷✳✸ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✷✳✹ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❉❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦✉r ❡①t❡♥❞❡❞ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✭❡①t❡♥❞❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❊❘ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋♦r ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s②st❡♠s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r s②st❡♠ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✷ ❛♥❞ ❛ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ◆♦♥❧✐♥❡❛r
▲✐♣s❝❤✐t③ ❉❡s❝r✐♣t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✿

❼ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ r❡❛❧ ❊❘

❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ▲❡tt❡rs✱ ✸✭✹✮✱ ✽✶✼✲✽✷✷✳

❼ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥✲

▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤✱ 3rd ■❋❆❈ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r✲❱❛r②✐♥❣

❙②st❡♠s✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ✷✵✶✾✳

❼ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❛♠♣✐♥❣ ❋♦r❝❡ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❙②st❡♠✿

❛ ♥❡✇ H∞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ 9th ■❋❆❈ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥

❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✶✾✳

✹✸





✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✺

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❩✐♥ ✷✵✵✺❪✱ ❬❘❛t❤❛✐✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❆❧❛♠✐r ✷✵✶✾❪✱ ❬❈❛♥❛❧❡✱ ▼✐❧❛♥❡s❡✱ ❛♥❞
◆♦✈❛r❛ ✷✵✵✻❪

❼ ❋✉❧❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬◆❣✉②❡♥ ✷✵✶✻❪✳ ❬❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡✱ ❙✈❛r✐❝❡❦✱ ❛♥❞ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✷✵✶✽❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛
❢✉❧❧ ❝❛r ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
❢❛✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r s✉❝❤ ❛s ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡s✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐ss✉❡s❀
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡✐r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ s❛❢❡t② ❛♥❞ ❋❚❈ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ r❡❛❧ ❝❛rs✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❢❡✇ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❧♦ss ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❬❍❡r♥á♥❞❡③✲❆❧❝á♥t❛r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❢❛✉❧ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ✭s❡❡ ❬▼♦r❛t♦ ❡t
❛❧✳ ✷✵✶✾❪✱ ❬◆❣✉②❡♥✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✻❪✮✱ ❬◆❣✉②❡♥✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✺❛❪✱ ❬❉♦✱
❑♦❡♥✐❣✱ ❛♥❞ ❚❤❡✐❧❧✐♦❧ ✷✵✶✽❪✳ ■♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ t❤❡ ❧♦ss ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ❢❛✉❧t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢❛✉❧t ♦❜s❡r✈❡r❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❢❛✉❧t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ✐s ♥♦t
r❡❛❧✐st✐❝✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣
❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢❛✉❧t ❞②♥❛♠✐❝s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ●✉♦ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 1✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s
❢♦✉r ❡①t❡♥❞❡❞ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥
❝❤❛♣t❡rs 3✲6✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s②st❡♠s✿ ▲❚■ ❛♥❞ q▲P❱ s②st❡♠s ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✈✐❛ ▲❚■
❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ q▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢♦r❝❡ s✉❜s②st❡♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ▲P❱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s
s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 6✳

❼ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s s②st❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ❢♦r♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮
✇❤❡r❡ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦
❞❡s✐❣♥ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 3✳

❼ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡
q✉❛rt❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✈✐❛ ❛ ◆▲P❱ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
❛♥ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 4✳

❼ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ s②st❡♠ st❛t❡s ❛♥❞ ❢❛✉❧t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥
❝❤❛♣t❡r 5✳
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❚❤❡ s♣r✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐r❡ ❢♦r❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s✿

Fs = ks(zs − zus) ✭✷✳✷✮

Ft = kt(zus − zr) ✭✷✳✸✮

❚❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ Fd ✐s ❣✐✈❡♥
❛s ✐♥ ✭✶✳✷✷✮ ✭❈❤❛♣t❡r 1✮ ✇✐t❤ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ zdef = zs − zus ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s xp ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 1✮ ❛♥❞
❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ẋp = żdef = żs − żus✳

{
Fd = k0(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer

τḞer + Fer = fc · u · tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus))
✭✷✳✹✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r✲❝❛r ♠♦❞❡❧ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❘ ❞❛♠♣❡r

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❯♥✐t
ms ❙♣r✉♥❣ ♠❛ss ✷✳✷✼ ❦❣
mus ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ✵✳✷✺ ❦❣
ks ❙♣r✐♥❣ st✐✛♥❡ss ✶✸✾✻ ◆✴♠
kt ❚✐r❡ st✐✛♥❡ss ✶✷✷✼✵ ◆✴♠
k0 P❛ss✐✈❡ ❞❛♠♣❡r st✐✛♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✷✻✸✳✶✶✻✽ ◆✴♠
c0 ❱✐s❝♦✉s ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✻✹✳✻✹✸✸ ◆✳s✴♠
k1 ❍②st❡r❡s✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✷✵✹✳✵✷✽✸ ◆✴♠
c1 ❍②st❡r❡s✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦ ✈❡❧♦❝✐t② ✹✾✷✳✻✹✹✽ ◆✳s✴♠
fc ❉②♥❛♠✐❝ ②✐❡❧❞ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❊❘ ✢✉✐❞ ✷✾✳✷✼✽✵ ◆
τ ❚✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t 0.0365 s

❙✉❜t✐t✉t✐♥❣ ✭✷✳✷✮✱ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✶✮ ❧❡❛❞s t♦✿




z̈s = − 1
ms

[(ks + k0)(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer]

z̈us = 1
mus

[(ks + k0)(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer − kt(zus − zr)]

Ḟer = − 1
τ
Fer +

fc
τ
· u · tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus))

✭✷✳✺✮

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✶✳ ■♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱

Fer ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

Fer = fc · u · tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus)) ✭✷✳✻✮

❚❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✷✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛rt❡r ✈❡❤✐❝❧❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s
✐♥❝❧✉❞❡ t✇♦ s✉❜s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② s✉❜s②st❡♠ ✶ ❛♥❞ s✉❜s②st❡♠ ✷✳ ❚❤❡ s✉❜s②st❡♠ ✶ r❡♣r❡s❡♥ts ❢♦r
q✉❛rt❡r ❝❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉ts Fer ❛♥❞ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ✷ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t u✳
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Σ2 :
{
Ḟer = − 1

τ
Fer +

fc
τ
· u · tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus)) ✭✷✳✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜s②st❡♠✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✲
✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q▲P❱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

Σ2 :
{
ẋlc = Alcxlc +Blc(ρlc) · u ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ xlc = Fer✱ ρlc = tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus))✱ Alc = − 1
τ
✱ Blc(ρlc) =

fc
τ
ρlc

✷✳✷✳✷ ❆ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ✐♥
t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 3✳

❇② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s ❛s x = [x1, x2, x3, x4, x5]
T = [zs−zus, żs, zus−zr, żus, Fer]

T ∈

R5✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

{
ẋ = Ax+BΦ(x)u+D1ωr ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ωr = żr ✐s t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱

Φ(x) = tanh




[
k1 c1 0 −c1 0

]




x1
x2
x3
x4
x5







= tanh(Γx) ✭✷✳✶✷✮

✇✐t❤ Γ =
[
k1 c1 0 −c1 0

]
✳

❚❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s A✱ B✱ D1 ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A =




0 1 0 −1 0

− (ks+k0)
ms

− c0
ms

0 c0
ms

− 1
ms

0 0 0 1 0
(ks+k0)
mus

c0
mus

− kt
mus

− c0
mus

1
mus

0 0 0 0 − 1
τ



, B =




0

0

0

0
fc
τ



, D1 =




0

0

−1

0

0



,

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ Φ(x) s❛t✐s✜❡s ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ωr ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ✭❈❤❛♣t❡r 3✮✳



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ◗✉❛rt❡r ❈❛r ▼♦❞❡❧✐♥❣

✷✳✷✳✸ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ s②st❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ✭◆▲P❱✮
❢♦r♠ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 4✳

❇② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s ❛s x = [x1, x2, x3, x4, x5]
T = [zs−zus, żs, zus−zr, żus, Fer]

T ∈

R5 ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ = u ∈ R ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆▲P❱ ❢♦r♠✿

{
ẋ = A(x, ρ) +D1ωr

A(x, ρ) = Ax+B(ρ)Φ(x)
✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ωr✱ Φ(x) ❛♥❞ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s ✭A✱ D1✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

B(ρ) =




0

0

0

0
fc
τ
ρ



, ✭✷✳✶✹✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❘❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡ u

❈♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
u ❉✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ ❝❤❛♥♥❡❧ ❬0✱ 1❪

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠ ✭✷✳✶✸✮ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r s✐♥❝❡
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② Φ(x) ✐s ❦❡♣t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✈❛r②✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
✐s r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳

✷✳✷✳✹ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❉❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦ss ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s✐❣♥
t❤❡ ❢❛✉❧t ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❉❡s❝r✐♣t♦r
s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❢❛✉❧t ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 5✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ Fd ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❧t❤② ❝❛s❡ ✭✶✳✷✷✮ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
{
Fd = k0(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer

Ḟer = − 1
τ
Fer +

fc
τ
· u · tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus))

✭✷✳✶✺✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ F f
d ✐♥ t❤❡ ❢❛✉❧t ❝❛s❡ ✐s

❣✐✈❡♥ ❛s✿
F f
d = Fd − αFd = Fd − f ✭✷✳✶✻✮



✷✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✺✶

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ❧♦ss ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r α ∈ [0, 1] ❛♥❞ f = αFd ✐s t❤❡ ❧♦ss ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✳✶✺✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✶✻✮✱ t❤❡ ❢❛✉❧t② ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ F f
d ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{
F f
d = k0(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer − f

Ḟer = − 1
τ
Fer +

fc
τ
· u · tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus))

✭✷✳✶✼✮

❚❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ✐s t❤❡♥ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿




z̈s = − 1
ms

[(ks + k0)(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer − f ]

z̈us = 1
mus

[(ks + k0)(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer − f − kt(zus − zr)]

Ḟer = − 1
τ
Fer +

fc
τ
· u · tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus))

✭✷✳✶✽✮

❇② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s ❛s xe = [x1, x2, x3, x4, x5, x6]
T = [zs − zus, żs, zus −

zr, żus, Fer, f ]
T ∈ R6 ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ = u ∈ R ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❉❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠✿
{
Eẋe = Afxe +B(ρ)Φ(xe) +D1ωr ✭✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ Φ(xe) = tanh(Γexe) ✇✐t❤ Γe =
[
Γ 0

]
✳

E =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



, Af =




0 1 0 −1 0 0

− (ks+k0)
ms

− c0
ms

0 c0
ms

− 1
ms

1
ms

0 0 0 1 0 0
(ks+k0)
mus

c0
mus

− kt
mus

− c0
mus

1
mus

− 1
mus

0 0 0 0 − 1
τ

0



,

B(ρ) =




0

0

0

0
fc
τ
ρ




✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❡✈❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r s②s✲
t❡♠ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡❧
♠❛❞❡ ♦❢ ❛ q✉❛rt❡r✲❝❛r ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❋♦r ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ▲❚■ ❛♥❞ q▲P❱ s✉❜s②st❡♠s✳ ❇❡s✐❞❡s✱
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
◆▲P❱ ❢♦r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛rt ■■ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ q✉❛rt❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❢❛✉❧t ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ◗✉❛rt❡r ❈❛r ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ♦✉t♣✉t ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ 2 ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s y = [z̈s, z̈us]

T ✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ✭✷✳✷✵✮
❜❡❝♦♠❡s {

ẋ = Ax+BΦ(x)u+D1ωr

y = Cx+D2ωn

✭✷✳✷✵✮

❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠ ✭✷✳✷✳✸✮ ❜❡❝♦♠❡s

{
ẋ = Ax+B(ρ)Φ(x) + D̄1ω

y = Cx+ D̄2ω
✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ ωn ✐s t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡ ω =

(
ωr

ωn

)
❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s C =

[
− (ks+k0)

ms
− c0

ms
0 c0

ms
− 1

ms
(ks+k0)
mus

c0
mus

− kt
mus

− c0
mus

1
mus

]
✱ D2 ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ωn✱ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ D2 = βI✱ ✇✐t❤ β ∈ R+✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ β ✐s t✉r♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st

D2 =

[
0.01

0.01

]
✱ D̄1 =

[
D1 0

]
✱ D̄2 =

[
0 D2

]
✳



P❛rt ■■

❙♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡

❡st✐♠❛t✐♦♥

✺✸





✺✺

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 1✱ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
s②st❡♠s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s s❛❢❡t② ❛♥❞ ❝♦♠❢♦rt ❢♦r ♦♥✲❜♦❛r❞
♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡✈❡r❛❧
❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ❬❙❛✈❛r❡s✐ ❛♥❞ ❙♣❡❧t❛ ✷✵✵✽❪✱ ❬❚✉❞♦♥✲▼❛rt✐♥❡③
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪✱ ❬P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❛♠♣❡r
❢♦r❝❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♠♦❞❡❧ ♦r ❧♦♦❦✲✉♣
t❛❜❧❡s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❬◆❣✉②❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✱
❬❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡✱ ❙✈❛r✐❝❡❦✱ ❛♥❞ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✷✵✶✽❪✮✳ ❖t❤❡rs ✉s❡ ❛♥ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧
s❝❤❡♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛tt❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✭❬Pr✐②❛♥❞♦❦♦✱ ▼❛✐❧❛❤✱ ❛♥❞ ❏❛♠❛❧✉❞❞✐♥ ✷✵✵✾❪✱
❬❆✉❜♦✉❡t ✷✵✶✵❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ✭❛♥❞ ❛❧s♦ ❞✐❛❣♥♦s✐s✮
♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥st❛❧❧
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳

❚❤❡ ❦❡② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇✲❝♦st ♦♥✲❜♦❛r❞ s❡♥s♦rs ✭s✉❝❤ ❛s ❛❝✲
❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✮✳

❼ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠✉st t❛❦❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞❛♠♣❡r ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❼ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐ ✈✐s❝♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡
❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧✳

❼ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r s❤♦✉❧❞ ❤❛♥❞❧❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❡✛❡❝✲
t✐✈❡❧②✳

❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ▲▼■✲❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ▲✐♣s❝❤✐t③ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛r❡
❛ttr❛❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❊❘ ♠♦❞❡❧ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮
❞❛♠♣❡r ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳

❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r✲
❛t✉r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❬❑♦❝❤✱ ❑❧♦✐❜❡r✱ ❛♥❞ ▲♦❤♠❛♥♥ ✷✵✶✵❪ ✉s❡s t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❜✉t ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❇❛s❡❞



✺✻

♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✱ ❬❙❛✈❛r❡s✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ❞❛♠♣❡r✱ ❬❊str❛❞❛✲❱❡❧❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ H∞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❜s❡r✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤r❡❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛s ✐♥♣✉ts
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ ▼❘ ❞❛♠♣❡r✱ ❛♥ ▲P❱✲H∞ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❚✉❞♦♥✲▼❛rt✐♥❡③ ❡t ❛❧✳
✷✵✶✽❪ ✉s✐♥❣ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛ ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦st❧② ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♠♠♦♥
s❡♥s♦rs✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✿

✶✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✱ ❬P❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪ ❛♥❞ ❬P❤❛♠✱
❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❜❪ ♣r♦♣♦s❡❞ H2 ❛♥❞ H∞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❞②♥❛♠✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② t❡r♠✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✮ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ H2 ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s
❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❛♥❞ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ♦♥ t❤❡ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❜② ✉s✐♥❣ ❛ H∞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r
❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥ ❬P❤❛♠✱ ❙❡♥❛♠❡✱
❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❛❪✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❡rs ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳ ❬P❤❛♠✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❞❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✉s✐♥❣ t✇♦ ❛❝✲
❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ t♦ ♠✐♥✲
✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜② ✉s✐♥❣ H∞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r 3✳

✸✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥♣✉t✱
❛♥ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ ❬P❤❛♠✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❝❪ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ❛❝✲
❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ✭s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✮ ❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ q✉❛rt❡r✲❝❛r
✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥ t✇♦ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❜② ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s✮ ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✈✐❛ t❤❡ H∞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❤❛♣t❡r 4✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ Fd✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ st❡♣



✺✼

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 2✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ F̂d ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

F̂d = k0x̂1 + c0(x̂2 − x̂4) + x̂5 ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ x̂ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s x✱ ✇✐t❤ x = [zs− zus, żs, zus− zr, żus, Fer]
T ∈ R5✳





❈❤❛♣t❡r ✸

❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢

◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✷ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷✳✶ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷✳✸ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✸✳✸ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸✳✷ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸✳✸ ❉❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✹ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✹✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✹✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ H∞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✐s✜❡s ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠❀
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ ❢r♦♠ ●■P❙❆✲❧❛❜ ✭✶✴✺✲s❝❛❧❡❞ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✮
❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❇♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡

✺✾



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✱ ❢❛❝❡ t♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❛♥❞ r♦❛❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s✲
♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❥♦✉r♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬P❤❛♠✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞
❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❞❪ ✿

❼ P❤❛♠✱ ❚✳P✳✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞✱ ▲✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧❛ss

♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ r❡❛❧ ❊❘ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ■❊❊❊

❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ▲❡tt❡rs✱ ✸✭✹✮✱ ✽✶✼✲✽✷✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞

❛t ✺✽t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭■❊❊❊ ❈❉❈ ✷✵✶✾✮✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ P❛rt ■■✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③
s②st❡♠ ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r
❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✭s❡❡ ❬❘❛❥❛♠❛♥✐ ✶✾✾✽❀ ❩❡♠♦✉❝❤❡ ❛♥❞
❇♦✉t❛②❡❜ ✷✵✶✸❀ P❡rt❡✇✱ ▼❛rq✉❡③✱ ❛♥❞ ❩❤❛♦ ✷✵✵✻❀ ❉❛r♦✉❛❝❤✱ ❇♦✉t❛t✲❇❛❞❞❛s✱ ❛♥❞ ❩❡rr♦✉❣✉✐
✷✵✶✶❀ ❑♦❡♥✐❣ ✷✵✵✻❪✮ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❜r♦❛❞❧②
❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❛✮ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❖❜s❡r✈❡rs ✭P❖✮ ❛♥❞ ❜✮ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧ ❖❜s❡r✈❡rs ✭P■❖✮✳
▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r
❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥ ❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✱ ❢♦r ▲P❱ s②st❡♠s ✐♥ ❬Pér❡③✲❊str❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪✱ ❢♦r ▲✐♣✲
s❝❤✐t③ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❬●❛♦✱ ❉❛r♦✉❛❝❤✱ ❛♥❞ ❆❧♠❛ ✷✵✶✽❪ ❛♥❞ ❢♦r
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠ ✐♥ ❬❖s♦r✐♦✲●♦r❞✐❧❧♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✾❪✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛✐♠ ✜rst t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ t♦
▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❡♥ t❤✐s
♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ♦♥❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡
t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ❆ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ▲✐♣❝❤✐t③ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐s✲
t✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✱ ✐♥ ❛♥ L2✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣❛✐♥ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ❛♥❞ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳

❼ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ s❝❛❧❡❞✲✈❡❤✐❝❧❡ t❡st ❜❡♥❝❤✱ t❤r♦✉❣❤
▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❲♦r❦s❤♦♣✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛ss❡ss❡❞
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✳



✸✳✷✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✶

✸✳✷ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✸✳✷✳✶ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ♦❢ ❛ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✷✿ {

ẋ = Ax+BΦ(x)u+D1ωr

y = Cx+D2ωn

✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② Φ(x) ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ x✱ ✐✳❡✳✿ ∀x, x̂ ∈ Rn

‖Φ(x)− Φ(x̂)‖ 6 γl‖(x− x̂)‖, ∀x, x̂, ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ γl ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❩❡♠♦✉❝❤❡ ❛♥❞ ❇♦✉t❛②❡❜ ✷✵✶✸❀
P❤❛♥♦♠❝❤♦❡♥❣ ❛♥❞ ❘❛❥❛♠❛♥✐ ✷✵✶✵❪✱ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❤❡r❡ ❛s ✭✇✐t❤ Γ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛tr✐①✮

‖Φ(x)− Φ(x̂)‖ 6 ‖Γ(x− x̂)‖, ∀x, x̂. ✭✸✳✸✮

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❆✶✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ |u| 6 U ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ U ✐s 1

✭U = 1✮ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ u ✐s t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉❧❧✲♦r❞❡r ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②




ż = Nz + Jy +HΦ(x̂)u+Mv

v̇ = Pz +Qy +Gv

x̂ = Rz + Sy

✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ z ∈ Rn ✐s t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ v ∈ Rn ✐s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ✈❡❝t♦r✱ x̂ ∈ Rn

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s N, J,H,M,P,Q,G,R, S ✭♦❢
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✶✳ ❼ ❋♦r M = 0 ✭♦r P = 0✱ Q = 0 ❛♥❞ G = 0✮✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ t❤❡

❢♦r♠ ✭✸✳✹✮ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P❖
{

ż = Nz + Jy +HΦ(x̂)u

x̂ = Rz + Sy
✭✸✳✺✮

❼ ❋♦r M = −CR✱ Q = I − CS ❛♥❞ G = 0✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r✭✸✳✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ P■❖ 



ż = Nz + Jy +HΦ(x̂)u+Mv

v̇ = y − Cx̂

x̂ = Rz + Sy

✭✸✳✻✮

✸✳✷✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❋✐rst✱ ❧❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡rr♦r ǫ ❛s

ǫ = z − Tx, ✭✸✳✼✮



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① T ∈ Rn×n ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ✭✸✳✹✮ ❢♦r s②st❡♠
✭✸✳✶✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ωn = 0 ❛♥❞ ❆✶✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✳ ❋♦r ωn = 0 ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✳✹✮

❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✶✮ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞

✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛tr✐① T s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞

NT − TA+ JC = 0 ✭✸✳✽✮

TD1 = 0 ✭✸✳✾✮

H − TB = 0 ✭✸✳✶✵✮

PT +QC = 0 ✭✸✳✶✶✮

RT + SC = I ✭✸✳✶✷✮

✷✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ζ̇ =

(
N M

P G

)
ζ−

(
TB

0

)
∆Φ ·u ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ ζ ∈ R2n ❛♥❞

∆Φ = Φ(x)− Φ(x̂).

Pr♦♦❢✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✭✸✳✼✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✮✱ ❧❡❛❞s t♦✿




ǫ̇ = Nǫ+ (NT − TA+ JC)x− TD1ωr + JD2ωn

+(H − TB)Φ(x̂)u− TB(Φ(x)− Φ(x̂))u+Mv

v̇ = Pǫ+ (PT +QC)x+QD2ωn +Gv

x̂ = Rǫ+ (RT + SC)x+ SD2ωn.

✭✸✳✶✸✮

❉❡♥♦t✐♥❣ ζ =

(
ǫ

v

)
✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s





ζ̇ =

(
N M

P G

)
ζ +

(
NT − TA+ JC

PT +QC

)
x+

(
TD1

0

)
ωr

+

(
H − TB

0

)
Φ(x̂)u−

(
TB

0

)
∆Φ · u+

(
JD2

QD2

)
ωn

x̂ =
(
R 0

)
ζ + (RT + SC)x+ SD2ωn

✭✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ∆Φ = Φ(x)− Φ(x̂).

▲❡t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

NT − TA+ JC = 0 ✭✸✳✶✺✮

TD1 = 0 ✭✸✳✶✻✮

H − TB = 0 ✭✸✳✶✼✮

PT +QC = 0 ✭✸✳✶✽✮

RT + SC = I ✭✸✳✶✾✮



✸✳✷✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✸

t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✶✹✮ ❜❡❝♦♠❡s




ζ̇ =

(
N M

P G

)
ζ −

(
TB

0

)
∆Φ · u+

(
JD2

QD2

)
ωn

e =
(
R 0

)
ζ + SD2ωn

✭✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ e = x̂− x ✐s t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ωn = 0✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✷✵✮ ❜❡❝♦♠❡s

ζ̇ =

(
N M

P G

)
ζ −

(
TB

0

)
∆Φ · u ✭✸✳✷✶✮

e =
(
R 0

)
ζ ✭✸✳✷✷✮

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✷✶✮ st❛❜❧❡✱ t❤❡♥ limt→∞ ζ(t) = 0 ❛♥❞ limt→∞ e(t) = 0✱ t❤❡ ❧❡♠♠❛
✐s ♣r♦✈❡♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ r❡❞✉❝❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s
N ✱ J ✱ H✱ M ✱ P ✱ Q✱ G✱ R✱ S s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✽✮✲✭✸✳✶✷✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✷✵✮ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ωn = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r ωn 6= 0 t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ωn ♦♥
t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤✐❧❡ ∆Φ · u ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✱
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❤❡♦r❡♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥
♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✉s❡s t❤❡ S−♣r♦❝❡❞✉r❡
❛♥❞ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❛♥❞ ❬❉❛r♦✉❛❝❤✱ ❇♦✉t❛t✲❇❛❞❞❛s✱
❛♥❞ ❩❡rr♦✉❣✉✐ ✷✵✶✶❪✳

✸✳✷✳✸ P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s N ✱ J ✱ H✱ M ✱ P ✱ Q✱ G✱ R✱ S ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♦❜s❡r✈❡r s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✸✳✽✮✲✭✸✳✶✷✮✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✽✮✲✭✸✳✶✷✮ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳

❋✐rst❧②✱ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s
(
P Q

R S

)(
T

C

)
=

(
0

I

)
. ✭✸✳✷✸✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮ ✐s s♦❧✈❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

rank




T

C

0

I


 = rank

(
T

C

)
= n. ✭✸✳✷✹✮



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

◆❡①t✱ ❧❡t ♠❛tr✐① E ∈ Rn×n ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛tr✐① ♦❢ ❢✉❧❧ r♦✇ r❛♥❦ s✉❝❤ t❤❛t✿

rank

(
E

C

)
= rank

(
T

C

)
= n. ✭✸✳✷✺✮

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① K s✉❝❤ t❤❛t✿

(
T

C

)
=

(
I −K

0 I

)(
E

C

)
⇔ T = E −KC. ✭✸✳✷✻✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

(
P Q

R S

)(
I −K

0 I

)(
E

C

)
=

(
0

I

)
. ✭✸✳✷✼✮

❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✭✸✳✷✼✮✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢

(
P Q

R S

)
=

[(
0

I

)
Σ+ − Ym

(
I − ΣΣ+

)](I K

0 I

)
, ✭✸✳✷✽✮

✇❤❡r❡ Σ =

(
E

C

)
✱ Σ+ ✐s ❛♥② ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ♠❛tr✐① Σ s❛t✐s❢②✐♥❣ ΣΣ+Σ = Σ✱ Ym ✐s ❛ ❢r❡❡

♠❛tr✐① ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

P = −Ym1β1, Q = −Ym1β2, ✭✸✳✷✾✮

R = α1 − Ym2β1, S = α2 − Ym2β2, ✭✸✳✸✵✮

✇✐t❤

Ym1 =
(
I 0

)
Ym, Ym2 =

(
0 I

)
Ym, α1 = Σ+

(
I

0

)
,

α2 = Σ+

(
K

I

)
, β1 =

(
I − ΣΣ+

)(I
0

)
, β2 =

(
I − ΣΣ+

)(K
I

)
. ✭✸✳✸✶✮

❇❡s✐❞❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✻✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

KCD1 = ED1, ✭✸✳✸✷✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

rank

(
ED1

CD1

)
= rank

[(
E

C

)
D1

]
= rankD1 = rankCD1. ✭✸✳✸✸✮

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸✷✮✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

K = ED1(CD1)
+. ✭✸✳✸✹✮



✸✳✷✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✺

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

H = TB = (E −KC)B = (E − ED1(CD1)
+C)B. ✭✸✳✸✺✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✸✳✷✻✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✽✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

N(E −KC)− (E −KC)A+ JC = 0

⇔
(
N J −NK

)
Σ = (E − ED1(CD1)

+C)A, ✭✸✳✸✻✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛s
(
N K1

)
Σ = Θ, ✭✸✳✸✼✮

✇❤❡r❡

K1 = J −NK, ✭✸✳✸✽✮

Θ = (E − ED1(CD1)
+C)A. ✭✸✳✸✾✮

❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ♦❢ ✭✸✳✸✼✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
(
N K1

)
= ΘΣ+ − Ym3(I − ΣΣ+), ✭✸✳✹✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

N = α3 − Ym3β1, ✭✸✳✹✶✮

K1 = α4 − Ym3β3, ✭✸✳✹✷✮

✇❤❡r❡ Ym3 ✐s ❛ ❢r❡❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞

α3 = ΘΣ+

(
I

0

)
, α4 = ΘΣ+

(
0

I

)
, β3 = (I − ΣΣ+)

(
0

I

)
. ✭✸✳✹✸✮

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✷✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s P,Q,R, S,H,N, J ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✷✾✮✱ ✭✸✳✸✺✮✱

✭✸✳✹✶✮✱ ❛♥❞ ✭✸✳✸✽✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✽✮✲✭✸✳✶✷✮ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✽✮✲✭✸✳✶✷✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠
✭✸✳✶✹✮ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





ζ̇ =

(
N M

P G

)
ζ −

(
TB

0

)
∆Φ · u+

(
JD2

QD2

)
ωn

e =
(
R 0

)
ζ + SD2ωn.

✭✸✳✹✹✮

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s②st❡♠ ✭✸✳✹✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A1 =

(
N M

P G

)
= A11 − ZA12, ✭✸✳✹✺✮

B1 =

(
JD2

QD2

)
= B11 − ZB12, ✭✸✳✹✻✮



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

✇❤❡r❡

A11 =

(
α3 0

0 0

)
, Z =

(
Ym3 M

Ym1 G

)
, A12 =

(
β1 0

0 −I

)
,

B11 =


ΘΣ+

(
K

Ip

)
D2

0


 , B12 =

(
β2D2

0

)
. ✭✸✳✹✼✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e → 0 ✇❤❡♥ ζ → 0✳ ❙✐♥❝❡ Ym2 ✐s ❛ ❢r❡❡ ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s
✜①❡❞ t♦ Ym2 = 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ R = α1 ❛♥❞ S = α2✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

C1 =
(
R 0

)
=
(
α1 0

)
, ✭✸✳✹✽✮

D1 = SD2 = α2D2. ✭✸✳✹✾✮

❇❡s✐❞❡s✱ ❧❡t ❞❡♥♦t❡

W1 =

(
−TB

0

)
. ✭✸✳✺✵✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A11✱ A12✱ B11✱ B12✱ W1✱ C1✱ D1 ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

✸✳✸ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥

✸✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❯s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✸✳✹✺✮✲✭✸✳✺✵✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✸✳✹✹✮ ✐s r❡✇r✐t✲
t❡♥ ❛s✿

{
ζ̇ = A1ζ +W1∆Φ · u+ B1ωn

e = C1ζ + D1ωn.
✭✸✳✺✶✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Φ(x) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Z s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✸✳✺✶✮ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r ωn(t) = 0✳

❼ ‖e(t)‖L2
< γ‖ωn(t)‖L2

❢♦r ωn(t) 6= 0✳

✸✳✸✳✷ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✐♥t♦ ❛♥ ▲▼■ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳



✸✳✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✻✼

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭✸✳✹✮✳ ●✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡

s❝❛❧❛rs γ ❛♥❞ ǫl✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡

♠❛tr✐① X ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐① Y s❛t✐s❢②✐♥❣



Ω11 Ω12 Ω13

ΩT
12 −ǫlI 0

ΩT
13 0 ǫlU

TDT
1 Γ

TΓD1U + DT
1 D1 − γ2I


 < 0 ✭✸✳✺✷✮

✇❤❡r❡

Ω11 = AT
11X −AT

12Y
T +XA11 − Y A12

+ ǫlU
TCT

1 Γ
TΓC1U + CT

1 C1,

Ω12 = XW1,

Ω13 = XB11 − Y B12 + ǫlU
TCT

1 Γ
TΓD1U + CT

1 D1,

t❤❡ ♠❛tr✐① Z ✐s t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛s Z = X−1Y ✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

V (·) = ζ(·)TXζ(·). ✭✸✳✺✸✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ V (·) ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✺✶✮ ②✐❡❧❞s

V̇ (·) = ζ̇(·)TXζ(·) + ζ(·)TXζ̇(·) ✭✸✳✺✹✮

= [A1ζ +W1∆Φ · u+ B1ωn]
TXζ + ζTX[A1ζ +W1∆Φ · u+ B1ωn]

=




ζ

(∆Φ · u)

ωn



T 

AT
1 X +XA1 XW1 PB1

WT
1 X 0 0

BT
1 X 0 0






ζ

∆Φ · u

ωn


 . ✭✸✳✺✺✮

❉❡✜♥❡ η =




ζ

∆Φ · u

ωn


✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

V̇ = ηTQ1η, ✭✸✳✺✻✮

✇❤❡r❡ Q1 =



AT
1 X +XA1 XW1 XB1

WT
1 X 0 0

BT
1 X 0 0


✳

❋r♦♠ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

∆ΦT∆Φ 6 eTΓTΓe. ✭✸✳✺✼✮



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

❋r♦♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✶✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✺✼✮ ✐♠♣❧✐❡s

(∆Φ · u)T∆Φ · u 6 UT (C1ζ + D1ωn)
TΓTΓ(C1ζ + D1ωn)U

⇔




ζ

(∆Φ · u)

ωn



T 

−UTCT

1 Γ
TΓC1U 0 −UTCT

1 Γ
TΓD1U

0 I 0

−UTDT
1 Γ

TΓC1U 0 −UTDT
1 Γ

TΓD1U






ζ

∆Φ · u

ωn


 6 0

⇔ηTQ2η 6 0, ✭✸✳✺✽✮

✇❤❡r❡ Q2 =



−UTCT

1 Γ
TΓC1U 0 −UTCT

1 Γ
TΓD1U

0 I 0

−UTDT
1 Γ

TΓC1U 0 −UTDT
1 Γ

TΓD1U


✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇✳r✳t✳ t❤❡ L2 ❣❛✐♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
H∞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

J = eT e− γ2ωT
nωn

= (C1ζ + D1ωn)
T (C1ζ + D1ωn)− γ2ωT

nωn

=




ζ

(∆Φ · u)

ωn



T 

CT
1 C1 0 CT

1 D1

0 0 0

DT
1 C1 0 DT

1 D1 − γ2I






ζ

∆Φ · u

ωn




= ηTQ3η, ✭✸✳✺✾✮

✇❤❡r❡ Q3 =



CT
1 C1 0 CT

1 D1

0 0 0

DT
1 C1 0 DT

1 D1 − γ2I


✳

◆♦✇✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹❪ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛✐♥ts ✭✸✳✺✼✮ ❛♥❞ J > 0✱
t❤❡♥ V̇ < 0 ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st s❝❛❧❛rs ǫl > 0 ❛♥❞ ǫn > 0 s✉❝❤ t❤❛t

V̇ − ǫl(η
TQ2η) + ǫnJ < 0. ✭✸✳✻✵✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② V̇ +eT e− γ2ωT
nωn︸ ︷︷ ︸

J

< 0✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ǫn = 1✳ ◆♦✇✱ ✭✸✳✻✵✮ ❜❡❝♦♠❡s

ηT (Q1 − ǫlQ2 +Q3)η < 0

⇔



M11 M12 M13

MT
12 −ǫlI 0

MT
13 0 ǫlU

TDT
1 Γ

TΓD1U + DT
1 D1 − γ2I


 < 0 ✭✸✳✻✶✮

✇❤❡r❡ M11 = (A11 − ZA12)
TX +X(A11 − ZA12) + ǫlU

TCT
1 Γ

TΓC1U + CT
1 C1✱ M12 = XW1✱

M13 = X(B11 − ZB12) + ǫlU
TCT

1 Γ
TΓD1U + CT

1 D1✳

▲❡t ❞❡✜♥❡ Y = XZ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ ✐♥t♦ ✭✹✳✷✸✮✱ t❤❡ ▲▼■ ✭✸✳✺✷✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳



✸✳✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✻✾

■❢ ✭✸✳✺✷✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢r♦♠ ✭✸✳✺✽✮✱ ✭✸✳✻✵✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

V̇ + J < 0

⇔V̇ < γ2ωT
nωn − eT e ✭✸✳✻✷✮

❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ✭✸✳✻✷✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

∫ ∞

0
V̇ (τ)dτ <

∫ ∞

0
γ2ωn(τ)

Tωn(τ)dτ −

∫ ∞

0
e(τ)T e(τ)dτ

⇔V (∞)− V (0) < γ2‖ωn(t)‖
2
L2

− ‖e(t)‖2L2
. ✭✸✳✻✸✮

❯♥❞❡r ③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✭✸✳✻✸✮ ❜❡❝♦♠❡s

V (∞) < γ2‖ωn(t)‖
2
L2

− ‖e(t)‖2L2
✭✸✳✻✹✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

‖e(t)‖2L2
< γ2‖ωn(t)‖

2
L2
. ✭✸✳✻✺✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✶ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✶✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s M ✱ P ✱ ❛♥❞ Q ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ♥✉❧❧ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✮✱

t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r r❡❞✉❝❡s✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t♦ ❛ P ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ▲▼■ ✭✸✳✺✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

Q+BY C+ (BY C)T < 0 ✭✸✳✻✻✮

✇❤❡r❡

Q =



Q11 Q12 Q13

QT
12 −ǫlI 0

QT
13 0 ǫlU

TDT
1 Γ

TΓD1U + DT
1 D1 − γ2I




Q11 = AT
11X +XA11 + ǫlU

TCT
1 Γ

TΓC1U + CT
1 C1

Q12 = XW1✱ Q13 = XB11 + ǫlU
TCT

1 Γ
TΓD1U + CT

1 D1✱ B =



−I

0

0


 ,C =

[
A12 0 B12

]
✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸✳✶✷ ✭❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡♠♠❛✮ ✐♥ ❬❙❦❡❧t♦♥✱ ■✇❛s❛❦✐✱ ❛♥❞ ●r✐❣♦✲

r✐❛❞✐s ✶✾✾✼❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✻✻✮✳ ❘❡❢❡r t♦ ❬●❛♦

❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✸✳✸✳✸ ❉❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥
■♥♣✉t✿ ❚❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s A✱ B✱ C✱ D1✱ D2

❖✉t♣✉t✿ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s N ✱ J ✱ H✱ M ✱ P ✱ Q✱ G✱ R✱ S
✶ ❈❤❡❝❦ t❤❡ r❛♥❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✸✮✱

• ■❢ rank(D1) = rank(CD1)✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ st❡♣ ✷✳
• ■❢ rank(D1) 6= rank(CD1)✱ st♦♣✳

✷ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♠❛tr✐① E ∈ Rn×n ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✱ ✐✳❡✳

rank

(
E

C

)
= n

✳
✸ ❈♦♠♣✉t❡ ♠❛tr✐❝❡s K✱ T ✱ Θ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✹✮✱ ✭✸✳✷✻✮✳ ✭✸✳✸✾✮
✹ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s α1✱ α2✱ α3✱ α4✱ β1✱ β2✱ β3 ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✶✮ ❛♥❞

✭✸✳✹✸✮✳
✺ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A11✱ A12✱ B11✱ B12✱ W1✱ C1✱ D1 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭✸✳✹✼✮✲✭✸✳✺✵✮✳
✻ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ▲▼■ ✭✸✳✺✷✮ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ X✱ Y ✱ γ✱ ǫl✳
✼ ❯s❡ X ❛♥❞ Y ✐♥ st❡♣ 6 t♦ ❣❡t t❤❡ ♠❛tr✐① Z ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✶✳
✽ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s ✭N ✱ J ✱ H✱ M ✱ P ✱ Q✱ G✱ R✱ S✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① Z

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ st❡♣ 7✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ✐s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t |u| 6 U ✳ ❚❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞

♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ st❡♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ U ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❛s

❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭✸✳✶✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{
ẋ = Ax+BΦ(x)u+D1ωr

y = Cx+D2ωn

✭✸✳✻✼✮

❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ = u✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

{
ẋ = Ax+B(ρ)Φ(x) +D1ωr

y = Cx+D2ωn

✭✸✳✻✽✮

■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❣✐✈❡♥ ❜②✿





ż = Nz + Jy +H(ρ)Φ(x̂) +Mv

v̇ = Pz +Qy +Gv

x̂ = Rz + Sy

✭✸✳✻✾✮



✸✳✹✳ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✼✶

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

NT − TA+ JC = 0 ✭✸✳✼✵✮

TD1 = 0 ✭✸✳✼✶✮

H(ρ)− TB(ρ) = 0 ✭✸✳✼✷✮

PT +QC = 0 ✭✸✳✼✸✮

RT + SC = I ✭✸✳✼✹✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥ st❡♣s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞✿

{
ζ̇ = A1ζ +W1(ρ)∆Φ + B1ωn

e = C1ζ + D1ωn,
✭✸✳✼✺✮

✇❤❡r❡ W1(ρ) =

(
−TB(ρ)

0

)
. ❚❤❡♥ t❤❡ ▲▼■ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳✶ ❜❡❝♦♠❡s



Ω̄11 Ω̄12 Ω̄13

Ω̄T
12 −ǫlI 0

Ω̄T
13 0 ǫlD

T
1 Γ

TΓD1 + DT
1 D1 − γ2I


 < 0 ✭✸✳✼✻✮

✇❤❡r❡

Ω̄11 = AT
11X −AT

12Y
T +XA11 − Y A12

+ ǫlC
T
1 Γ

TΓC1 + CT
1 C1,

Ω̄12 = XW1(ρ),

Ω̄13 = XB11 − Y B12 + ǫlC
T
1 Γ

TΓD1 + CT
1 D1,

❚❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❣r✐❞❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ▲▼■ ✭✸✳✼✻✮✳

✸✳✹ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲
❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳

❋✐rst ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✿ {

ẋ = Ax+BΦ(x)u+D1ωr

y = Cx+D2ωn

✭✸✳✼✼✮

✇❤❡r❡ x = [zs−zus, żs, zus−zr, żus, Fer]
T ∈ R5 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s✱ y = [z̈s, z̈us]

T ∈ R2

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉ts✱ ωr = żr ✐s t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t✮
❛♥❞ ωn ✐s t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u ✭❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ s✐❣♥❛❧✮ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

r❛♥❣❡ ♦❢ [0, 1]✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② Φ(x) = tanh(Γx) ✇✐t❤ Γ =
[
k1 c1 0 −c1 0

]
✱ t❤❡ s②st❡♠

♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

A =




0 1 0 −1 0

− (ks+k0)
ms

− c0
ms

0 c0
ms

− 1
ms

0 0 0 1 0
(ks+k0)
mus

c0
mus

− kt
mus

− c0
mus

1
mus

0 0 0 0 − 1
τ



, B =




0

0

0

0
fc
τ



, D1 =




0

0

−1

0

0



,

C =

[
− (ks+k0)

ms
− c0

ms
0 c0

ms
− 1

ms
(ks+k0)
mus

c0
mus

− kt
mus

− c0
mus

1
mus

]
, D2 =

[
0.01

0.01

]
.

✸✳✹✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✭✸✳✹✮ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ s②st❡♠ ✭✸✳✼✼✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e = x − x̂ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳

❼ ❙t❡♣ ✶✿ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✸✮ ✐s ❢✉❧❧✜❧❧❡❞

rank(D1) = rank(CD1) = 1

❼ ❙t❡♣ ✷✿ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛tr✐① E ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

E = p

[
CT
⊥

R

]
✭✸✳✼✽✮

✇❤❡r❡ C⊥ ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♥✉❧❧ s♣❛❝❡ ♦❢ C ✐✳❡✳ CC⊥ = 0✱ R ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ◗❘ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐① C✱ ✐✳❡✳ C = Q · R✱ ❛♥❞ p > 0 ✐s ❛ t✉r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ♠❛tr✐① E ✐s ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

E =




0.2078 −11.0380 0 −0.0020 8.5889e− 05

0.2078 0.0020 3.1966e− 18 11.0380 8.5889e− 05

−0.0091 −8.5889e− 05 0 8.5889e− 05 11.0400

5.3669e+ 04 1.0107e+ 03 −5.3932e+ 05 −1.0107e+ 03 44.3668

−10.0219 −1.5689e− 13 −5.2259e+ 04 1.5689e− 13 −1.9611e− 14




❛♥❞ rank(E) = rank

([
E

C

])
= 5✳

❼ ❙t❡♣ ✸✿ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s K✱ T ❛♥❞ Θ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣



✸✳✹✳ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✼✸

K =




0 0

0 0

0 0

0 10.9885

0 1.0648



✱

T =




0.2078 −11.0380 0 −0.002 8.5889e− 5

0.2078 0.002 0 11.038 8.5889e− 5

−0.0091 −8.5889e− 05 0 8.5889e− 05 11.0400

499.2354 9.4016 0 −9.4016 0.4127

−5.1621e+ 03 −97.0246 7.2760e− 12 0 −4.2591



✱

Θ =




0.0052e6 0.0001e6 0.0001e6 −0.0001e6 4.2693

0.0534e6 0.0010e6 −0.5417e6 −0.0010e6 44.1502

0.4559 −5.3850e− 04 −4.2155 5.3850e− 04 −157.7139

−0.0499e6 0.0045e6 −4.7620e6 −0.0045e6 −47.1463

0.5150e6 0.0045e6 −4.7620e6 −0.0045e6 0.0005e6



✳

❼ ❙t❡♣s ✻✲✽✿ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▲▼■ ✭✸✳✺✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ L2✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣❛✐♥ γ = 0.1270✱ ǫl = 80✱
❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s N ✱ J ✱ H✱ M ✱ P ✱ Q✱ G✱ R ❛♥❞ S✳

N =




351.2952 351.2968 −15.4219 2.1258e+ 05 2.0558e+ 04

−22.8322 −22.8332 1.0014 −1.3805e+ 04 −1.3350e+ 03

−1.5984e+ 04 −1.5984e+ 04 687.3905 −9.6715e+ 06 −9.3534e+ 05

297.1736 297.1687 −15.5640 2.0715e+ 05 2.0034e+ 04

−3.5038e+ 03 −3.5037e+ 03 179.8412 −2.4027e+ 06 −2.3238e+ 05




J =




0.2519 −0.0020

−1.1418 11.0380

−9.3096 4.9084e− 05

−2.4625 −9.4016

24.6414 97.0246



, Q =




0.1385 1.5769e− 07

0.1248 4.4160e− 08

0.1467 −7.6048e− 08

0.0574 −1.2023e− 07

−0.1821 −1.1265e− 07




M =




2.4529e+ 06 4.7061e+ 05 −0.1179 −0.1172 −0.0812

−7.2526e+ 05 −6.9237e+ 05 1.5819e+ 05 5.7920e+ 05 7.2210e+ 05

−4.8875e+ 06 7.6475e+ 07 7.9674e+ 07 2.8641e+ 07 −1.2562e+ 07

−2.1106e+ 06 −3.3044e+ 06 −1.4177e+ 06 1.1828e+ 06 2.5429e+ 06

9.6594e+ 06 2.9720e+ 07 1.9238e+ 07 −1.7527e+ 06 −1.4433e+ 07




P =




1.1349e+ 03 1.1349e+ 03 −49.8201 6.8670e+ 05 6.6411e+ 04

758.7158 758.7159 −33.3056 4.5907e+ 05 4.4397e+ 04

153.3809 153.3811 −6.7330 9.2805e+ 04 8.9752e+ 03

−635.2470 −635.2470 27.8857 −3.8436e+ 05 −3.7172e+ 04

−1.0551e+ 03 −1.0551e+ 03 46.3157 −6.3839e+ 05 −6.1740e+ 04






✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

H =




0.0012

0.0012

157.7142

5.8958

−60.8446



, S =




−1.2081e− 05 −3.6733e− 18

−1.3844e− 04 1.8243e− 16

−1.7056e− 06 −2.0375e− 05

1.3844e− 04 −6.8118e− 18

−6.0770e− 06 −1.7777e− 17




G =




8.1850e+ 05 −4.9005e+ 06 −4.7546e+ 06 −2.5593e+ 06 3.7595e+ 05

5.9513e+ 06 −2.6474e+ 04 −5.7130e+ 06 −6.0137e+ 06 −4.4158e+ 06

4.3932e+ 06 3.9719e+ 06 −1.0112e+ 06 −4.2251e+ 06 −5.0540e+ 06

6.1833e+ 05 4.0555e+ 06 3.8110e+ 06 8.5602e+ 05 −7.6813e+ 05

−5.3702e+ 05 4.3647e+ 06 5.0924e+ 06 1.4737e+ 06 −6.1263e+ 05




R =




0.0017 0.0017 −7.4710e− 05 1.8433e− 05 −1.9070e− 04

−0.0906 1.6206e− 05 −7.1142e− 07 3.4945e− 07 8.9622e− 06

−3.2373e− 07 −3.2373e− 07 −3.2373e− 07 −3.5062e− 09 −1.8944e− 05

−1.6206e− 05 0.0906 7.1142e− 07 −3.4945e− 07 −8.9622e− 06

7.1142e− 07 7.1142e− 07 0.0906 1.5340e− 08 3.9342e− 07
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ σ̄(e/ωn)✲ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚r❛♥s❢❡r ‖e/ωn‖✲ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r

✸✳✹✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ωn ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✷
❛♥❞ ✸✳✶✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ t❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥♣✉t ωn ✭s❡♥s♦r
♥♦✐s❡✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ✭t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ 5 ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ei, i = 1 ÷ 5✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♦❜s❡r✈❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❞❡❝r❡❛s❡s
r❛♣✐❞❧② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡s ❬3❍③✲1000❍③❪



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

✸✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤r❡❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r q✉❛rt❡r✲❝❛r
♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

x0 =
[
0, 0, 0, 0, 0

]T
,

z0 =
[
0.01, −0.4, 0.001, −0.15, 2

]T
,

v0 =
[
0, 0, 0, 0, 0

]T
.

Observer

(z̈s, z̈us)

Fd

F̂d

u
Quarter car system

żr x1, x2, x4, x5

Damper

model

Damper

modelx̂1, x̂2, x̂4

x̂5

Φ(Γx)

×

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r

❋r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t♦
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳

RMSE =

√∑n
i=1(Fdi − F̂di)

n
✭✸✳✼✾✮

NRMSE =
RMSE

Fdmax − Fdmin
✭✸✳✽✵✮

❚❤r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r✱
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳



✸✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✼✼

✸✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 1

■♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ❝❤✐r♣ s✐❣♥❛❧ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❢r♦♠ 0 ❍③ t♦ 10 ❍③✮✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ ❝❤✐r♣ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ 0 ❍③ t♦ 10 ❍③ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❛t 4 · 10−3 (m)✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✭t♦♣✮✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭u = 0.35✮ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✭❜♦tt♦♠✮✳
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PWM signal

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

❜❧✉❡ ❞❛s❤ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❢♦r❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r 1 s❡❝♦♥❞✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❚❛✲
❜❧❡ ❄❄ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭NRMSE = 1.2%✮ ✐♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❝❝✉r❛❝② ❛t ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

✸✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 2

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❛ t②♣✐❝❛❧ r♦❛❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✸✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✼✾

❼ ❆♥ ■❙❖ ✽✻✵✽ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✭❚②♣❡ ❈✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭u = 0.35✮✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✭❜♦tt♦♠✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✷✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡
❡rr♦r ✭0.9%✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❄❄ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣
s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✳



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✷✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠✉st ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✱ ❛
♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 3

❚❤❡ ✜♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜✲
s❡r✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳



✸✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✽✶

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦✉t♣✉t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤

u =

{
umax if żsżdef ≥ 0

umin if żsżdef < 0
✭✸✳✽✶✮

❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❆♥ ■❙❖ ✽✻✵✽ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✭❚②♣❡ ❈✮ ✐s ✉s❡❞✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❚❤❡ ■❙❖ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ✐♥ t❤✐s t❡st ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✸✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❡st ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❡s ✈❡r②
q✉✐❝❦❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s 2.58%✱ s❤♦✇♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ❄❄✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✸✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❋♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡
■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ ♦❢ ●■P❙❆✲❧❛❜✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳



✸✳✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✽✸

✸✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✴✺ ❝❛r s❝❛❧❡❞ ❝❛r ■◆❖❱❊ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ●■P❙❆✲❧❛❜✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 1✳

❚❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❛r✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ t❡st❜❡♥❝❤
✉s✐♥❣ t✇♦ s❡♥s♦rs✿ t❤❡ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss z̈us ❛♥❞ t❤❡ s♣r✉♥❣ ♠❛ss z̈s ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✳ ❋♦r ✈❛❧✐✲
❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦♥❧②✱ ❛ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❧♦❝❦✲s❝❤❡♠❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

Vehicle

Observer

(z̈s, z̈us)

Fd

F̂d

zr

PWM signal

u

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥♣✉ts ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s z̈s
❛♥❞ z̈us✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ u✳

❼ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ F̂d✳

❼ ❚❤❡ s❡♥s♦r ❢♦r❝❡ Fd ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥❧②✳

❼ ❉✐✛❡r❡♥t r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s zr ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✱ t❤❡ r❡❛❧ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡ r❡❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✇❤❡❡❧✱ ♥♦t t❤❡ s❡t✲♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ [0; 0.3]✳



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

❚✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜✲
s❡r✈❡r ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✿

✸✳✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶

■♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠
✇✐t❤ t❤❡ s❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ r♦❛❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s t❡st ✐s ❛ s✐♥❡✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
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Duty cycle of PWM signal

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧

❼ ❚❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❜✉♠♣s ✭s❡❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✮✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢



✸✳✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✽✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡st ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳
❚❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❡✇❛✈❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤✐s t❡st ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ✐s 4.4%✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✭■❙❖ st❛♥❞❛r❞ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❆♥ ■❙❖ ✽✻✵✽ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✭❚②♣❡ ❈✮ ✐s ✉s❡❞ ✭s❡❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✮✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✮✳
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Duty cycle of PWM channel

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ❚❤❡② s❤♦✇
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ❛❝❝✉r❛❝②✱ t❤❡
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭NRMSE = 5.47%✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r❝❡s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✭◆❘▼❙❊✮

❘♦❛❞ Pr♦✜❧❡ ◆❘▼❙❊

❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❜✉♠♣s 0.0440

■❙❖ ✽✻✵✽ r♦❛❞ 0.0547



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥
❛✉t♦♠♦t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢♦r♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✇❤✐❧❡
✉s✐♥❣ t✇♦ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥
r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② t❡r♠ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ▲✐♣❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❇♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❘ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡
❞❛♠♣❡r✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞H∞ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛♥ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿

❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣

❆♣♣r♦❛❝❤

❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✷ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✸ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✸✳✷ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✸✳✸ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✹ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✹✳✹✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✹✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✹✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✹✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✺✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✺✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✹✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ ✭◆▲P❱✮ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ✐♥ r❡❛❧✲
t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ✐♥ t❤❡ r♦❛❞ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r✲
❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ H∞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮

✽✾



✾✵

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✐s ❤❛♥❞❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❜② t✇♦ ❧♦✇✲
❝♦st s❡♥s♦rs ✭t✇♦ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss✮✳ ❋♦r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ ♦❢ ●■P❙❆✲❧❛❜
✭✶✴✺✲s❝❛❧❡❞ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✮✳ ❇♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✲
♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡
❛♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❛♥❞ r♦❛❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r
❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬P❤❛♠✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❝❪✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ P❛rt ■■✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r
❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧✳
▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✷✳✷✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 2✿

{
ẋ = Ax+BΦ(x) · u+D1ωr

y = Cx+D2ωn.
✭✹✳✶✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ u✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
♠❛✐♥ ✐ss✉❡ t♦ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲▲P❱ ❢♦r♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r
s✉❝❤ ❛ q✉❛s✐✲▲P❱ s②st❡♠ ✭s❡❡ ✐♥ ❬❚✉❞♦♥✲▼❛rt✐♥❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❪✱ ❬❙❛t♦ ✷✵✶✷❪✱ ❬Pér❡③✲❊str❛❞❛
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❛❪✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❬❚✉❞♦♥✲▼❛rt✐♥❡③ ❡t ❛❧✳
✷✵✶✽❪✱ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ✈✐❛ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❬❙❛t♦ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❬Pér❡③✲❊str❛❞❛ ❡t ❛❧✳
✷✵✶✽❛❪ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞
t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r
❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐s♠✳

❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ t❤❡ ◆▲P❱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r
❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✈✐❛ ❛ ❝♦♥st❛♥t
▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞✮ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❣r✐❞✲
❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ✭s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✮ ❛s ✐♥♣✉ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ❚✇♦ ◆▲P❱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✮ ❢♦r ▲✐♣❝❤✐t③ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✱ ✐♥ ❛♥ L2✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣❛✐♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉ts ✭r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s✮✳

❼ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ s❝❛❧❡❞✲✈❡❤✐❝❧❡ t❡st ❜❡♥❝❤✳ ❚❤❡
♦❜s❡r✈❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✳



✹✳✷✳ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✶

✹✳✷ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥

▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✷✳✸✮✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✿ {

ẋ = Ax+B(ρ)Φ(x) + D̄1ω

y = Cx+ D̄2ω
✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ x = [zs−zus, żs, zus−zr, żus, Fer]
T ∈ R5 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s✱ y = [z̈s, z̈us]

T ∈ R2

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉ts✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ = u ∈ ∆ρ ⊂ R ❛♥❞ ω =

(
ωr

ωn

)
✱ ✐♥

✇❤✐❝❤✱ ωr ✐s t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ωn ✐s t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s✳

▲❡t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡

ze = [x1, x2, x4, x5]
T = Czx ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ Cz =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs 2 ❛♥❞ 3✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② Φ(x) ✐♥ x✱ ✐✳❡✳✿ ∀x, x̂ ∈ R5

‖Φ(x)− Φ(x̂)‖ 6 ‖Γ(x− x̂)‖, ∀x, x̂. ✭✹✳✹✮

❚❤❡ NLPV ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ q✉❛rt❡r✲❝❛r s②st❡♠ ✭✹✳✷✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s✿

{
˙̂x = Ax̂+ L(ρ)(y − Cx̂) +B(ρ)Φ(x̂)

ẑe = Czx̂
✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ x̂ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡s ✈❡❝t♦r ♦❢ x✱ ẑe r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ze✳ ❚❤❡
♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L(ρ) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣s✳

✹✳✸ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥

✹✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s

e(t) = x(t)− x̂(t) ✭✹✳✻✮



✾✷

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ e(t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s




ė = ẋ− ˙̂x

= Ax+B(ρ)Φ(x) + D̄1ω

−Ax̂− L(ρ)(y − Cx̂)−B(ρ)Φ(x̂)

= (A− L(ρ)C)e+B(ρ)(Φ(x)− Φ(x̂))

+(D̄1 − L(ρ)D̄2)ω

ez = Cze

✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ ez = ze − ẑe✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s t❤❡♥ st❛t❡❞ ❛s✿

❼ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✼✮ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r ω(t) = 0

❼ ▼✐♥✐♠✐③❡ γ s✉❝❤ t❤❛t ‖ez(t)‖L2
< γ‖ω(t)‖L2

❢♦r ω(t) 6= 0

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ▲▼■ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ t✇♦ s✉s❜s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t
s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ r♦❜✉st st❛t❜✐❧✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ✭◗✉❛❞r❛t✐❝ ❙t❛❜✐❧✐t②✮ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✼✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐❢

t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ Vp(e) = eTPe > 0✱ P > 0 ❢♦r ❡✈❡r② e 6= 0 ❛♥❞ Vp(0) = 0 s✉❝❤

t❤❛t

dVp

dt
(e) < 0 ✭✹✳✽✮

❢♦r ❡✈❡r② e 6= 0 ❛♥❞ V̇p(0, ρ) = 0 ❢♦r ❛❧❧ ρ ∈ ∆ρ✳ ❙✉❝❤ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦

❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ✭❘♦❜✉st ❙t❛❜✐❧✐t②✮ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✼✮ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r♦❜✉st❧② st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡

❡①✐st ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ Vg(e, ρ) = eTP (ρ)e > 0✱ P (ρ) > 0 ❢♦r ❡✈❡r② e 6= 0 ❛♥❞ Vg(0) = 0

s✉❝❤ t❤❛t

dVg

dt
(e, ρ) < 0 ✭✹✳✾✮

❢♦r ❡✈❡r② e 6= 0 ❛♥❞ V̇g(0, ρ) = 0 ❢♦r ❛❧❧ ρ ∈ ∆ρ✳ ❙✉❝❤ ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦

❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L(ρ)ρ

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ γ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Lp(ρ) ❛♥❞ γp ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ Lg(ρ) ❛♥❞ γg ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✹✳✸✳✷ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✹✳✼ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✳



✹✳✸✳ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✾✸

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❆♣❦❛r✐❛♥✱ ●❛❤✐♥❡t✱ ❛♥❞ ❇❡❝❦❡r ✶✾✾✺❪✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① B(ρ) ✐s ❛✣♥❡ ✐♥ ρ

❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ✈❛r✐❡s ✐♥ ❛ ♣♦❧②t♦♣❡ Y ♦❢ ✷ ✈❡rt✐❝❡s ρ ∈ [ρ, ρ]✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

B(ρ) =

2∑

i=1

αi(ρ)Bi, αi(ρ) > 0,

2∑

i=1

αi(ρ) = 1 ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ B1 = B(ρ)✱ B2 = B(ρ) ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ Lp(ρ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Lp(ρ) =
2∑

i=1

αi(ρ)Lpi ✭✹✳✶✶✮

✇✐t❤ Lpi ∈ R5×2✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✈❡rt❡① ♠❛tr✐❝❡s Lpi ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭✹✳✺✮✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥

♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P ✱ ❛ ♠❛tr✐① Yi ✇✐t❤ i = 1, 2

❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r ǫlp ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ γp s✉❝❤ t❤❛t✿




Ωi PBi PD̄1 + YiD̄2

BT
i P −ǫlpI 0

D̄T
1 P − D̄T

2 Y
T
i 0 −γ2pI


 < 0 ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Ωi = ATP + PA+ YiC + CTY T
i + ǫlpΓ

TΓ + CT
z Cz

t❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✈❡rt❡① ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ Lpi = −P−1Yi✱ i = 1, 2✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

Vp(e) = eTPe. ✭✹✳✶✸✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ Vp(e) ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✼✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts

dVp

dt
(e) = ė(t)TPe(t) + e(t)TP ė(t)

=




e

Φ(x)− Φ(x̂)

ω



T 


Ω1p(ρ) PB(ρ) P (D̄1 − Lp(ρ)D̄2)

B(ρ)TP 0 0

(D̄1 − Lp(ρ)D̄2)
TP 0 0






e

Φ(x)− Φ(x̂)

ω




✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ Ω1p(ρ) = (A− Lp(ρ)C)TP + P (A− Lp(ρ)C)✳

❉❡✜♥✐♥❣ η =




e

Φ(x)− Φ(x̂)

ω


✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

V̇p(t) = ηTMpη ✭✹✳✶✺✮



✾✹

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

✇❤❡r❡

Mp =




Ω1p(ρ) PB(ρ) P (D̄1 − Lp(ρ)D̄2)

B(ρ)TP 0 0

(D̄1 − Lp(ρ)D̄2)
TP 0 0




❋r♦♠ ✭✹✳✹✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

(Φ(x)− Φ(x̂))T (Φ(x)− Φ(x̂)) 6 eTΓTΓe

⇔ηTQpη 6 0 ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ Qp =



−ΓTΓ 0 0

0 I 0

0 0 0




❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ω = 0✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ❜❡❝♦♠❡

V̇p0 =

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]T
Mp0

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]
✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Mp0 =

[
Ω1p(ρ) PB(ρ)

B(ρ)TP 0

]
❛♥❞ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]T
Qp0

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]
6 0 ✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ Qp =

[
−ΓTΓ 0

0 I

]
✳

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❬❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹❪✮ t♦ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✹✳✶✽✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡

✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r ǫlp0 s✉❝❤ t❤❛t

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]T
Mp0

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]
− ǫlp0

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]T
Qp0

[
e

Φ(x)− Φ(x̂)

]
< 0

⇔Mp0 − ǫlp0Qp0 < 0 ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✭✹✳✼✮✮ ✇❤❡♥ ω = 0 ✐s t❤❛t

[
Ω1p(ρ) + ǫlp0Γ

TΓ PB(ρ)

B(ρ)TP −ǫlp0I

]
< 0 ✭✹✳✷✵✮

◆♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ L2 ❣❛✐♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱
t❤❡ H∞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Jp = eTz ez − γ2pω
Tω

= ηTRpη ✭✹✳✷✶✮



✹✳✸✳ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✾✺

✇❤❡r❡ Rp =



CT
z Cz 0 0

0 0 0

0 0 −γ2pI




❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❬❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹❪✮ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛✐♥ts ✭✹✳✶✻✮ ❛♥❞ Jp ≥ 0✱
V̇p < 0 ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❝❛❧❛r ǫlp > 0 s✉❝❤ t❤❛t

V̇p − ǫlp(η
TQpη) + Jp < 0

⇔ηT (Mp − ǫlpQp +Rp)η < 0 ✭✹✳✷✷✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✷✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

Mp − ǫlpQp +Rp < 0

⇔



Ω1p(ρ) + ǫlpΓ

TΓ + CT
z Cz PB(ρ) P (D̄1 − Lp(ρ)D̄2)

B(ρ)TP −ǫlpI 0

(D̄1 − Lp(ρ)D̄2)
TP 0 −γ2pI


 < 0 ✭✹✳✷✸✮

▲❡t ❞❡✜♥❡ Yi = −PLpi ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ ✭✹✳✶✵✮✱ ✭✹✳✶✶✮ ✐♥t♦ ✭✹✳✷✸✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✶✷✮ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✳

■❢ ✭✹✳✶✷✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✻✮✱ ✭✹✳✷✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

V̇p + Jp < 0 ✭✹✳✷✹✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

‖ez(t)‖
2
L2

< γ2p‖ω(t)‖
2
L2

✭✹✳✷✺✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

❚❤❡ s②st❡♠ ✭✹✳✼✮ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✭✹✳✸✳✶✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ r♦❜✉st st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ◆▲P❱
♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ r♦❜✉st st❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭P❉▲❋✮✳

■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ̇ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❜♦✉♥❞❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ P❉▲❋ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜❡❧❧♦✇✳



✾✻

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭✹✳✺✮✳ ▲❡t ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐✳❡✳ |ρ̇| ≤ ν✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐❢

t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P (ρ)✱ ❛ ♠❛tr✐① Y (ρ) ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r ǫlg
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ γg s✉❝❤ t❤❛t✿




Ω1g(ρ) P (ρ)B(ρ) P (ρ)D̄1 + Y (ρ)D̄2

B(ρ)TP (ρ) −ǫlgI 0

(D̄1P (ρ) + D̄2)
TY (ρ)T 0 −γ2gI


 < 0 ✭✹✳✷✻✮

✇❤❡r❡ Ω1g(ρ) = ATP (ρ) + P (ρ)A+ Y (ρ)C + CTY (ρ)T ± ν ∂P
∂ρ

+ ǫlgΓ
TΓ + CT

z Cz

❚❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ ✐s Lg(ρ) = −P (ρ)−1Y (ρ)

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

Vg(e, ρ) = eTP (ρ)e. ✭✹✳✷✼✮

❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ Vg(e, ρ) ❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✼✮ ②✐❡❧❞s

dVg

dt
(e, ρ) = ė(t)TP (ρ)e(t) + e(t)TP (ρ)ė(t) + e(t)T Ṗ (ρ)e(t)

= ė(t)TP (ρ)e(t) + e(t)TP (ρ)ė(t) + e(t)T ρ̇
∂P

∂ρ
e(t)

= ηTMgη ✭✹✳✷✽✮

✇❤❡r❡

Mg =



(A− Lg(ρ)C)TP (ρ) + P (ρ)(A− Lg(ρ)C) + ρ̇∂P

∂ρ
P (ρ)B(ρ) P (ρ)(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)

B(ρ)TP (ρ) 0 0

(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)
TP (ρ) 0 0


✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✭✹✳✶✻✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✹✮

(Φ(x)− Φ(x̂))T (Φ(x)− Φ(x̂)) 6 eTΓTΓe,

⇔ηTQgη 6 0, ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ Qg =



−ΓTΓ 0 0

0 I 0

0 0 0


✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✸✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✷✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞②♥❛♠✐❝s

s②st❡♠ ✭✹✳✼✮ ✐s r♦❜✉st❧② st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ω = 0 ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r ǫlg0 s✉❝❤

t❤❛t
[
(A− Lg(ρ)C)TP (ρ) + P (ρ)(A− Lg(ρ)C) + ρ̇∂P

∂ρ
+ ǫlg0Γ

TΓ P (ρ)B(ρ)

B(ρ)TP (ρ) −ǫlg0I

]
< 0 ✭✹✳✸✵✮



✹✳✸✳ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ✾✼

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ L2 ❣❛✐♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ H∞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Jg = eTz ez − γ2gω
Tω

= ηTRgη ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ Rg =



CT
z Cz 0 0

0 0 0

0 0 −γ2gI




❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ S✲♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❬❇♦②❞ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✹❪✮ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛✐♥ts ✭✹✳✷✾✮ ❛♥❞ Jg ≥ 0✱
t❤❡♥ V̇g < 0 ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❝❛❧❛r ǫlg > 0 s✉❝❤ t❤❛t

V̇g − ǫlg(η
TQgη) + Jg < 0

⇔ηT (Mg − ǫlgQg +Rg)η < 0 ✭✹✳✸✷✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✸✷✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

Mg − ǫlgQg +Rg < 0

⇔



Ωg(ρ) + ρ̇∂P

∂ρ
+ ǫlgΓ

TΓ + CT
z Cz P (ρ)B(ρ) P (ρ)(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)

B(ρ)TP (ρ) −ǫlgI 0

(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)
TP (ρ) 0 −γ2gI


 < 0 ✭✹✳✸✸✮

✇❤❡r❡ Ωg(ρ) = (A− Lg(ρ)C)TP (ρ) + P (ρ)(A− Lg(ρ)C)✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✸✸✮ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s



Ωg(ρ)± ν ∂P

∂ρ
+ ǫlgΓ

TΓ + CT
z Cz P (ρ)B(ρ) P (ρ)(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)

B(ρ)TP (ρ) −ǫlgI 0

(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)
TP (ρ) 0 −γ2gI


 < 0 ✭✹✳✸✹✮

▲❡t ❞❡✜♥❡ Y (ρ) = −P (ρ)Lg(ρ) ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ ✐♥t♦ ✭✹✳✸✹✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✷✻✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

■❢ ✭✹✳✷✻✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✸✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿

V̇g + Jg < 0 ✭✹✳✸✺✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

‖ez(t)‖
2
L2

< γ2g‖ω(t)‖
2
L2

✭✹✳✸✻✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✷ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P (ρ) ❛♥❞ Y (ρ) ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ρ✳ ❚♦ r❡❧❛① t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✷✻✮✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣



✾✽

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❣r✐❞❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ρ✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠ ✐s
❝❤♦s❡♥ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s P (ρ)✱ Lg(ρ) ❛♥❞ Y (ρ) ♦♥ ρ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

P (ρ) = P0 + ρP1 ✭✹✳✸✼✮

Lg(ρ) = Lg0 + ρLg1 ✭✹✳✸✽✮

❋r♦♠ ✭✹✳✸✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✽✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

Y (ρ) = −P (ρ)Lg(ρ) = −P0Lg0 − ρ(P1Lg0 + P0Lg1)− ρ2P1Lg1

= Y0 + ρY1 + ρ2Y2 ✭✹✳✸✾✮

✇❤❡r❡

Y0 = −P0Lg0 ✭✹✳✹✵✮

Y1 = −P1Lg0 − P0Lg1 ✭✹✳✹✶✮

Y2 = −P1Lg1 ✭✹✳✹✷✮

❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s P (ρ) ❛♥❞ Y (ρ) ❛t ❣r✐❞❞❡❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s P0✱ P1✱ Y0✱ Y1✱ Y3 ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞✳

❋r♦♠ ✭✹✳✹✵✮✲✭✹✳✹✷✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

−



P0 0

P1 P0

0 P1



[
Lg0

Lg1

]
=



Y0
Y1
Y2


 ✭✹✳✹✸✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s L0 ❛♥❞ L1 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

[
Lg0

Lg1

]
= −



P0 0

P1 P0

0 P1



+ 

Y0
Y1
Y2


 ✭✹✳✹✹✮

✇❤❡r❡ (·)+ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ♠❛tr✐① (·)✳

✹✳✹ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋✐rst ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ◆▲P❱ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r s②st❡♠
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿ {

ẋ = Ax+B(ρ)Φ(x) + D̄1ω

y = Cx+ D̄2ω
✭✹✳✹✺✮



✹✳✹✳ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✾✾

✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

A =




0 1 0 −1 0

− (ks+k0)
ms

− c0
ms

0 c0
ms

− 1
ms

0 0 0 1 0
(ks+k0)
mus

c0
mus

− kt
mus

− c0
mus

1
mus

0 0 0 0 − 1
τ



, B(ρ) =




0

0

0

0
fc
τ
ρ



, D̄1 =




0 0

0 0

−1 0

0 0

0 0



,

C =

[
− (ks+k0)

ms
− c0

ms
0 c0

ms
− 1

ms
(ks+k0)
mus

c0
mus

− kt
mus

− c0
mus

1
mus

]
, D̄2 =

[
0 0.01

0 0.01

]
,

t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ρ̇ ✐s ❜♦✉♥❡❞ |ρ̇| ≤ ν ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❤❛♥❣❡ ✈❡r② ❢❛st ✭❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✮
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳

✹✳✹✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u ✐♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡❞ ✭❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼
s✐❣♥❛❧✮ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ [0, 1]✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❼ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ = 0✳

❼ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ = 1✳

❼ ❚❤❡ r❛t❡✲❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ν =
ρ−ρ

Ts
= 200 ✇❤❡r❡ Ts = 0.005s✳

✶✮ ❋✐rst ❝❛s❡ ✭❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✮

❙♦❧✈✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ρ = 0 ❛♥❞ ρ = 1✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
L2✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣❛✐♥ γp = 1.0001✱ ǫlpl = 4 ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✈❡rt❡① ♠❛tr✐❝❡s

Lp1 =




−3.4572 −0.0015

−3.7771 −0.0022

−5.1680 −4.8398

−0.4777 0.9998

107.9617 −0.9147



, Lp2 =




−3.4397 −0.0015

−3.7503 −0.0022

−5.1910 −4.8392

−0.4750 0.9998

42.2868 0.0204




❚❤❡♥✱ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ Lp(ρ) ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Lp(ρ) =
|ρ− ρ|

ρ− ρ
Lp1 +

∣∣ρ− ρ
∣∣

ρ− ρ
Lp2. ✭✹✳✹✻✮

✷✮ ❙❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✭♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮
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❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✷ ❛t t❤❡ ❣r✐❞❞❡❞ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ρ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

ρ = [0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1] . ✭✹✳✹✼✮

❧❡❛❞s t♦ γg = 1.4142✱ ǫlg = 154.3930 ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛tr✐❝❡s Lg0 ❛♥❞ Lg1

Lg0 =




−0.0164 0.0001

0.7678 0.0009

−20.6704 −0.0162

−0.0233 1.0001

0.1226 −4.1288e− 05



, Lg1 =




0.0001 1.2217e− 06

0.0023 4.5395e− 06

−0.1327 −1.6305e− 06

0.0002 4.7422e− 07

−0.0481 0.0001




❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ Lg(ρ) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥

Lg(ρ) = Lg0 + ρLg1. ✭✹✳✹✽✮

✹✳✹✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞②♥❛♠✐❝s s②st❡♠ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ė = (A− L(ρ)C)e+B(ρ)(Φ(x)− Φ(x̂)) + (D̄1 − L(ρ)D̄2)

(
ωr

ωn

)
✭✹✳✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e = x− x̂ ✇✐t❤ x = [zs − zus, żs, zus − zr, żus, Fer]
T ✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s②st❡♠ ✭✹✳✹✾✮ ❤❛s t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥♣✉ts s✉❝❤ ❛s ωr✱ ωn ❛♥❞ Φ(x) − Φ(x̂)✱ ❛♥❞ t❤❡
♦✉t♣✉t ❜❡✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts ♦♥ e ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t e✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭Φ(x) − Φ(x̂)✮ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✻✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❋✐❣✉r❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ s❤♦✇ t❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r s②st❡♠s ♦❢ t❤❡
♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ✭ρ = ρ = 0 ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ρ = ρ = 1

✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t✮✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✶✶ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✭r❡❞
❧✐♥❡✮ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t ωr ✭r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ei ✇✐t❤ i = 1 ÷ 5 ✭t❤❡ st❛t❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✺ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs e✳

❼ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs ♥♦✐s❡s ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ωn ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡



✹✳✹✳ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✶✵✶

❋✐❣✉r❡s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ e5/ωr ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✹✳

❼ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✻ s❤♦✇ t❤❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❛♥❞ r❡❛❧ ♦♥❡ ✭Φ(x)−Φ(x̂)✮ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡
✹✳✺ ❣✐✈❡s t❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ‖e/(Φ(x)− Φ(x̂))‖ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝
♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ✭ρ = 0.01 ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ρ = 1 ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t✮✮ ✇❤✐❧❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛t ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❛t tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ✶✶ ❣r✐❞
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
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♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚r❛♥s❢❡r ‖e/(Φ(x)−Φ(x̂))‖✲ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✇✳r✳t✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✲
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❋✐❣✉r❡s ✹✳✼ ❛♥❞ ✹✳✽ s❤♦✇ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s σ̄(e/ωr) ❛♥❞ σ̄(e/ωn)✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❡s σ̄(e/ωr) ❛t ❢♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝
◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ σ̄(e/ωr) ❛t ❢♦③❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✶
❣r✐❞❞❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❣r✐❞❞✐♥❣ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s ❞❡❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡s ❬10❍③✲1000❍③❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ σ̄(e/ωr)✲ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t✮ P♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ●r✐❞❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ σ̄(e/ωn)✲ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t✮ P♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ●r✐❞❞✐♥❣
♠❡t❤♦❞✳

✹✳✺ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❢♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠
✭✹✳✷✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
q✉❛rt❡r ❝❛r s②st❡♠ ✭x0✮✱ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✭x̂p0✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r
✭x̂g0✮ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

x0 =
[
0, 0, 0, 0, 0

]T

x̂p0 = x̂g0 =
[
0.01, −0.1, 0.001, −0.1, 5

]T

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ Fd ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ Fd = k0x̂1 + c0(x̂2 − x̂4) + x̂5✳

❚❤❡ ❢♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♦❜s❡r✈❡rs✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

✹✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 1

■♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛ ❝❤✐r♣ s✐❣♥❛❧ ❛s t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ✈❛r✐♦✉s r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❢r♦♠ 0 ❍③ t♦ 10 ❍③✮✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ❚❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ ❝❤✐r♣ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t 4 · 10−3 (m)✱ s❤♦✇♥ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✭t♦♣✮✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭u = 0.35✮ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✭❜♦tt♦♠✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭t♦♣✮ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✭s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝
◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✭❜❧✉❡ ❞❛s❤ ❧✐♥❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✭s♦❧✐❞
❣r❡❡♥ ❞♦t ❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ 0 ❛❢t❡r 2 s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡
❣r✐❞❞✐♥❣ ◆▲P❱ ♠❡t❤♦❞ ✭❣r❡❡♥ ❞♦t ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ 3 s❡❝♦♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ◆▲P❱ ♠❡t❤♦❞ ✭❜❧✉❡
❧✐♥❡✮❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❤✐❣❤ ♦✈❡rs❤♦♦t ♦❝❝✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s ♣r♦✈❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ẑe ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ze✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
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ze3 = żus✱ ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ze4 = Fer✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠✉st ✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✱
t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✺✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ 4

❚❤❡ ✜♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs
✇❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❡s ✈❡r② q✉✐❝❦❧②✳

❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✿

❼ ❆♥ ■❙❖ ✽✻✵✽ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✭❚②♣❡ ❈✮ ✐s ✉s❡❞✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r



✹✳✺✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✶✶✾

0 5 10 15Time(s)
-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

z
r (

m
)

Road profile

0 5 10 15
Time(s)

-0.5

0

0.5

1

1.5
Scheduling parameter

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✹✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ P❲▼ s✐❣♥❛❧



✶✷✵

❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤

0 5 10 15Time(s)

-20

-10

0

10

F
o
rc

e
 (

N
)

Force Estimation

Simulated force

Estimated force-Polytopic method

Estimated force-Gridding method

0 5 10 15
Time(s)

-6

-4

-2

0

2

4

6

E
rr

o
r 

(N
)

Estimation Error

Polytopic method

Gridding method

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✹✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❡st ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✾ ❛♥❞ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❡s ✈❡r② ❢❛st✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛
r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✲❧❡❢t✮ ze1 = zs− zus✱ ✭t♦♣✲r✐❣❤t✮ ze2 = żs✱ ✭❜♦tt♦♠✲❧❡❢t✮
ze3 = żus✱ ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t✮ ze4 = Fer✳

✹✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❋♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤
♦❢ ●■P❙❆✲❧❛❜✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✳ ❚✇♦
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs✱
❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✿

✹✳✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶

■♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠
♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❜✉♠♣s ✭s❡❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ ✮✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡st ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥❡✇❛✈❡ r♦❛❞
♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤✐s t❡st ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮ ✐s 4.81% ❢♦r
t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ 4.16% ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

✹✳✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✳ ❚❤❡② s❤♦✇
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❚❛❜❧❡
✹✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ✭NRMSE = 7.63%✮ ❛♥❞ ✭NRMSE =

7.08%✮ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❣r✐❞❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r❝❡s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮

❘♦❛❞ Pr♦✜❧❡ P♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ●r✐❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❜✉♠♣s 0.0481 0.0416

■❙❖ ✽✻✵✽ r♦❛❞ 0.0763 0.0708

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ NLPV ♦❜s❡r✈❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ q✉❛rt❡r✲❝❛r s②st❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❛ ◆▲P❱ ❢♦r♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞❛♠♣❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
t❡r♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs✱ t✇♦ NLPV ♦❜s❡r✈❡rs
❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✐♥❞❡♣❡❞❡♥t ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡② ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ♠✐♥✐✲
♠✐③❡❞✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉ts ✭r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♥♦✐s❡s✮✳ ❇♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❘ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✳



❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥s

❈♦♥t❡♥ts
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✺✳✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✺✳✸✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛✐♠s ❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤r❡❡ r♦❜✉st ♦❜s❡r✈❡rs ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡
♦❢ ❡❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭❊❘✮ ❞❛♠♣❡r ✐♥ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ♥❛♠❡❧②
✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r✱ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 4✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡
st✉❞✐❡❞✿ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❣❛✐♥st ✉♥❦♥♦✇♥ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ❜✮ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡ ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ❝✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♦❜s❡r✈❡rs ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r 4✳ ▲❡t ✉s ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③
s②st❡♠ ✭✷✳✷✵✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠ ✭✷✳✷✶✮ ♦❢ ❛ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧✱
❛s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✿

❼ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
{
ẋ = Ax+BΦ(x)u+D1ωr

y = Cx+D2ωn

✭✺✳✶✮

❼ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❧❡❞ ❜②✿
{
ẋ = Ax+B(ρ)Φ(x) + D̄1ω

y = Cx+ D̄2ω
✭✺✳✷✮

✶✷✼



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥s

✇❤❡r❡ x = [zs − zus, żs, zus − zr, żus, Fer]
T ∈ R5 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②st❡♠ st❛t❡s✱ y =

[z̈s, z̈us]
T ∈ R2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉ts✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ = u ∈ ∆ρ ⊂ R

❛♥❞ ω =

(
ωr

ωn

)
✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ωr ✐s t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ωn ✐s t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s✳

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ❛♥❞ ✹✳✷✳

❼ ❚❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿




ż = Nz + Jy +HΦ(x̂)u+Mv

v̇ = Pz +Qy +Gv

x̂ = Rz + Sy

✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ z ∈ R5✱ v ∈ R5

❼ ❚❤❡ t✇♦ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
{
˙̂x = Ax̂+ L(ρ)(y − Cx̂) +B(ρ)Φ(x̂)

ẑe = Czx̂
✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡ x̂ =∈ R5

❋r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡
▲✉❡♥❜❡r❣❡r✲❧✐❦❡ ❢♦r♠s ✭❝♦♥s✐❞❡r ❛s Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❖❜s❡r✈❡rs✮❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ✐s s✐♠♣❧❡ ✭♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥ L(ρ)✮✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞

♦❜s❡r✈❡r ✉s❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st✳

❼ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r♠s ✭✺✳✹✮ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✭✺✳✸✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✱ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❣❛✐♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡✳

❼ ❚❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭ωr✮ ❛♥❞ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s ✭ωn✮ ❛s
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✭ω✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ω ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ H∞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❛r❡ t♦ ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ωr ❛♥❞ t♦ ♦♥❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ωn

♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e ✈✐❛ ❛♥ H∞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r
✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs✳

❼ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❼ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❡♥s♦rs✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡rs ♥❡❡❞ ♦♥❧② t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ z̈s✱ ❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ z̈us✳



✺✳✷✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✶✷✾

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❞❛♠♣❡r
❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆▲P❱ ❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡rs

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥s ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r

❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ♥♦ ②❡s

❍❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ②❡s ♥♦

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❡✛❡❝t ②❡s ②❡s

■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ♥♦ ②❡s

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ st❡♣s s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣❧❡①

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ❧♦✇ ❤✐❣❤

❚❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ❚❤r❡❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳

❼ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ s❝❛❧❡❞✲✈❡❤✐❝❧❡ t❡st ❜❡♥❝❤
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❲♦r❦s❤♦♣✱ t♦ ❛ss❡ss
t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹ ❛♥❞ ✹✳✹ ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♥♦✐s❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥♦✐s❡s
✭ωn✮ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭e✮ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ✭✉♥✐✜❡❞ H∞✱ ◆▲P❱
♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ◆▲P❱ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦❜s❡r✈❡rs✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷ ❛♥❞
✺✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs✱ t❤❡s❡
❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✜❣✉r❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡
s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥♦✐s❡s ♦♥ 5 st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ei✱ i = 1÷5✳
■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡s ✭10❍③✲1000❍③✮✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥♦✐s❡s ♦♥ 4 st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ei✱ i = 1 ÷ 4✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜❢t❤ st❛t❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r e5 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❛♠♣❡r
❢♦r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✷✷✮ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 1

{
Fd = k0(zs − zus) + c0(żs − żus) + Fer

τḞer + Fer = fc.u.tanh(k1(zs − zus) + c1(żs − żus))
✭✺✳✺✮
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■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✜❢t❤ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ✐s Fer✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ◆▲P❱ ❣r✐❞❞✐♥❣
♦❜s❡r✈❡r ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳
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♥♦✐s❡s✳
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❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✭✈✐♦❧❡t ❧✐♥❡✮✱ ◆▲P❱ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❡r ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮
❛♥❞ ◆▲P❱ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥s

✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

✺✳✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✶✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✳

Quarter-car model

żr

(z̈s, z̈us)

Unified H∞ observer

NLPV-Polytopic method

NLPV-Gridding method

Fd

F̂d1

F̂d2

F̂d3

PWM signal

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❝❡✲
♥❛r✐♦ ✶✳

■♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✳ ✐t ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✿

❼ ❆ st❡♣ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✉s❡❞ ✭t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✮✳
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Duty cycle of PWM signal

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❈♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ ✭P❲▼ s✐❣♥❛❧✮

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❛r❡ s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛♠♣❡r
❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✱ ❞♦t✲❞❛s❤❡❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ♣✐♥❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❣r✐❞❞✐♥❣
◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r
✇✐t❤ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ❣r✐❞❞✐♥❣ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✱ ❞♦t✲❞❛s❤❡❞ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞♦tt❡❞ ♣✐♥❦ ❧✐♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡
✺✳✼✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭✶ s❡❝♦♥❞✮ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ✭✷ s❡❝♦♥❞s✮✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ❡rr♦rs✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r❝❡s



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥s

❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ◆❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲P❱ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡r
✐s ❤✐❣❤❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦✈❡rs❤♦♦t ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✶✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮

❖❜s❡r✈❡rs ◆❘▼❙❊

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ 0.0767

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ 0.1023

❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r 0.0212



✺✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✸✼

✺✳✸✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✷✿ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡rs s✉❜❥❡❝t
t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✳

Quarter-car model

żr

(z̈s, z̈us)

Unified H∞ observer

NLPV-Polytopic method

NLPV-Gridding method

Fd

F̂d1

F̂d2

F̂d3

PWM signal

+
Noise

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❝❡✲
♥❛r✐♦ 2✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✭■❙❖ st❛♥❞❛r❞✮ ❛s t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡
❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❼ ❆♥ ■❙❖ st❛♥❞❛r❞ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✭t②♣❡ ❈✮ ✐s ✉s❡❞✱ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭s❡❡
❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✮

❼ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ❛❞❞❡❞ t♦ z̈s ❛♥❞ z̈us ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ s♣r✉♥❣ ♠❛ss ✭z̈s✮ ❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ✭z̈s✮ ❛❝❝❡❧❡r♦♠✲
❡t❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ 0.025 (m/s2)✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡
s♣r✉♥❣ ♠❛ss ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛✛❡❝t✐♥❣ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♥♦✐s❡✳
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Duty cycle of PWM signal

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✷✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❈♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✭P❲▼
s✐❣♥❛❧✮



✺✳✸✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✸✾
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡♥❛r✐♦ ✷✿ ✭t♦♣✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ s❤♦✇s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✐❞ r❡❞
❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ✭♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❣r✐❞❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮
❛♥❞ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ s♦❧✐❞✱ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❛♥❞ ♣✐♥❦ ❞♦tt❡❞
❧✐♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ t❤❛♥ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❞♦✳ ❚❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲
❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷
♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❡tt❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r s✉❜❥❡❝t t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s✳ ❚❤❡
❚❛❜❧❡s ✺✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺ s❤♦✇ t❤❡ ◆❘▼❙❊ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬0− 2s❪ ❛♥❞ ❬13− 15s❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡②
s❤♦✇ t❤❡ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬0− 2s❪ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡tt❡r
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬13− 15s❪✳



✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥s

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬0− 15s❪

❖❜s❡r✈❡rs ◆❘▼❙❊

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ 0.0262

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ 0.0277

❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r 0.0142

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬0− 2s❪

❖❜s❡r✈❡rs ◆❘▼❙❊

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ 0.0712

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ 0.0756

❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r 0.0386

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❬13− 15s❪

❖❜s❡r✈❡rs ◆❘▼❙❊

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ 0.0148

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ 0.0081

❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r 0.0057

✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❚♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛ss❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡
t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✴✺ ❝❛r s❝❛❧❡❞ ❝❛r ■◆❖❱❊ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
●■P❙❆✲❧❛❜✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 1✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❧♦❝❦✲s❝❤❡♠❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✮✳
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❚❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✐s ❛♥ ■❙❖ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u ✭❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ s✐❣♥❛❧✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✭s❡❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✮✳
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Duty cycle of PWM channel

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♥❛r✐♦✿ ✭t♦♣✮ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✱ ✭❜♦tt♦♠✮ ❈♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✭P❲▼
s✐❣♥❛❧✮

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r❝❡ s❡♥s♦r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡
❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ ◆▲P❱ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❣r✐❞❞✐♥❣
♦❜s❡r✈❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣✐♥❦ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❡①❤✐❜✐ts
❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❞♦ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✱ t❤❡
✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ◆❘▼❙❊ ✐s 5.63% ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐t❤ ♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞
◆❘▼❙❊ ✐s 7.63% ❛♥❞ ❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ◆❘▼❙❊ 7.45%✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠ ❛ ❧✐tt❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡✳



✺✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✶✹✺
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡♥❛r✐♦✿ ✭❛❜♦✈❡✮ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✱ ✭❜❡❧♦✇✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❘♦♦t✲▼❡❛♥✲❙q✉❛r❡ ❊rr♦rs ✭◆❘▼❙❊✮

❖❜s❡r✈❡rs ◆❘▼❙❊

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞ 0.0763

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r✲❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ 0.0745

❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r 0.0563



✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥s

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳ ❇♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❘ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡
❞❛♠♣❡r✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐s❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✿

❖❜s❡r✈❡rs ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❉r❛✇❜❛❝❦s

❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r

❼ ❉❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✲
✜❧❡✳

❼ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❡✛❡❝t✳

❼ ❙❤♦rt ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✳

❼ ◆❡❡❞ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❞❡❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❼ ❈♦♠♣❧❡① ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡✳

❼ ❍✐❣❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❝♦st ✭✾ ♠❛tr✐❝❡s ◆❀
❏❀❍❀▼❀ P❀ ◗❀ ●❀❘❀ ❙✮✳

◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs

❼ ❍❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡✳

❼ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♥♦✐s❡s ❡✛❡❝t✳

❼ ▲♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❝♦st ✭✷ ❣❛✐♥s L0 ❛♥❞
L1✮✳

❼ ❙✐♠♣❧❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❼ ▲♦♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡



P❛rt ■■■

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧

✶✹✼





❈❤❛♣t❡r ✻

❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡

s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

❈♦♥t❡♥ts
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✻✳✸ ❋❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ▲P❱ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
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✻✳✸✳✷ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✻✳✹ ❙♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼
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❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▲P❱ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❢❛✉❧ts ♦❝❝✉r ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❙②♥t❤❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s st✉❞②
✐s t✇♦✲❢♦❧❞✿ ✐✮ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✉❧ts ♦♥ t❤❡s❡ ❞❛♠♣❡rs ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s
t❤❡✐r ❡✛❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ r❡❧✐❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s❀ ✐✐✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ▲P❱ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s st✉❞②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ 1/5✲s❝❛❧❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡ t❡st❜❡❞✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦
✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❋❚❈ ♦❢ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
r❡s✉❧ts ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢❛✉❧ts ✐♥ ❙❡♠✐✲❆❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r②
❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❬❍❡r♥á♥❞❡③✲❆❧❝á♥t❛r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ❋❛✉❧ts t❤❛t
♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✉♥✐ts ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤

✶✹✾



✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❋❚❈
♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❙❆ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✿ ✐♥ ♣❛♣❡rs ❬❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡ ❛♥❞ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✷✵✶✻❪✱ ❬❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡✱
❙✈❛r✐❝❡❦✱ ❛♥❞ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✷✵✶✼❪ ❛♥❞ ❬❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡✱ ❙✈❛r✐❝❡❦✱ ❛♥❞ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✷✵✶✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢❛✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t✉♥❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡❀ ✐♥ ❬▼♦r❛❞✐ ❛♥❞ ❋❡❦✐❤ ✷✵✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ P■❉✲s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧❀ ✐♥ ❬◆❣✉②❡♥✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✺❜❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡
✐ss✉❡ ✈✐❛ ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞✱ r❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥ ❬▼♦r❛t♦✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❪✱ ✇❤❡r❡ s❡✈❡♥
❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡
s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✱ t❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡
❞❛♠♣❡r ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ t❤❡ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ✭❋❚❈✮ ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❢❛✉❧t ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❚❈ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲
❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳

❼ ❚♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢❛✉❧ts t❤❛t ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r
♦♥ t❤❡s❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ❛♥❞ ❤❡❛✈✐❧② ❞❡❣r❛❞❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐❢ ♥♦t ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s
♦♣❡♥s ❞♦♦rs t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❋❚❈ str❛t❡❣✐❡s✳

❼ ❋❚❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❙❆ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢❛✉❧t ❛♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳

✻✳✷ ❈♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✿ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✮ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 1✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❢❛✉❧t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧❀ t❤✐s ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ✐s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡
♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❦✐♥❞s ♦❢ ❢❛✉❧ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✱ ❢r♦♠
❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t✲♦❢✲✈✐❡✇✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡✳

❙✉❝❤ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss t❡r♠s ✭✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❆ s②st❡♠ ❛❝t✉❛t♦rs✱ ❞❛♠♣❡rs✮
❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛✉❧ts ✭s❡❡ ❬❍❡r♥á♥❞❡③✲❆❧❝á♥t❛r❛ ❡t
❛❧✳ ✷✵✶✻❀ ▼♦r❛t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✾❀ ◆❣✉②❡♥✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✺❛❪✮✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❋❚❈✴❋❉❉ ✇♦r❦s✳

❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❛✉❧t ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡s ✐ts ❡✛❡❝t ✭❧♦ss✮ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳ ❇② ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡
♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❢❛✉❧ts✱ ♦♥❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② s②♥t❤❡s✐③❡ ❋❉❉
s❝❤❡♠❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❛✐♠ t♦ ❞❡❡♣❧②
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❢❛✉❧t② s✐t✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✱ ❜✉t t♦ ❣r❛s♣ t❤❡ ❞✐r❡❝t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡✳

❖♥❡ ♠✉st r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❛s ❢♦✉r s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♠❛♥✲



✻✳✷✳ ❈♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✿ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✶✺✶

✉❢❛❝t✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✐♥❣ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢❛✉❧t② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ ❞❛♠♣❡rs ✐s ♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦
❛✈♦✐❞ t❤❡✐r ❞❡str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❢❛✉❧ts ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❞✉t②✲❝②❝❧❡ s✐❣♥❛❧ u(t) ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ❢❛✉❧t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✏❢❛✉❧t ♠✐♠✐❝❦✐♥❣✑ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞♦♥❡ ❜② t❤❡
❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬▼♦r❛t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✾❪ ❛♥❞ ❬◆❣✉②❡♥✱ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✺❛❪✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✭✶✳✻✮ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

{
Fd = k0xp + c0ẋp + Fer

Fer = σuβs✐❣♥(ẋp) = FERs✐❣♥(ẋp)
✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ FER = σuβ ✱ u ✐s t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ s✐❣♥❛❧✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡

✻✳✷✳✶ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐ss✉❡s

❚❤❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✜rst ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢
❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥❧② ✈❛r✐❡s t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss t❡r♠ ✲ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ Fd(t)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢❛✉❧ts ✐♥ s✉❝❤ ❝✐r❝✉✐ts ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs
✉♣♦♥ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉✐t
s✉st❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❛✐❧s✱ t❤❡♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❡ss ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛✉❧t ❢❛❝t♦r f1(t) ✐s s❡t ♦♥❧② ✉♣♦♥ Fer(t)✱ ❛s ❞❡✲
♣✐❝ts ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r f1(t) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦ss❡s ♦♥
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❢❛✐❧✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ E(t)❀ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❤❡r❡✐♥✳

F faulty
d = k0xp + c0ẋp + f1FERs✐❣♥(ẋp) ✭✻✳✷✮

❘❡♠❛r❦ t❤❛t f1 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0 , 1]✱ ✇❤❡r❡ f1 = 0 r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✐r❝✉✐t ❝r❛s❤✳
❚♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ❞✉t②
❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ ❝❤❛♥♥❡❧ uf1 ✱ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❢❛✉❧t ❝❛s❡✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❢❛✉❧t❧❡ss ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t u✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ P❲▼ s✐❣♥❛❧ uf1 ✭✉s❡❞ t♦
s✐♠✉❧❛t❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❢❛✉❧ts✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s

uf1 = f
1

β

1 u ✭✻✳✸✮



✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❢❛✉❧ts ✭✻✳✸✮ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ♦❢ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❢❛✉❧t ♦♥ t❤❡ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❤❡❛❧t❤② ❛♥❞ ❢❛✉❧t② ❝❛s❡s✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳
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Damping force in Electrical fault case

Real force

Electrical fault model
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Damper Vel/For in Electrical fault case in sequence test

Healthy case test

Electrical fault mimic test with f
2
=80%

Electrical fault model with f
2
=80%

Electrical fault mimic test with f
2
=20%

Electrical fault model with f
2
=20%

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ❋❛✉❧ts✿ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ✲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈s✳ ♠♦❞❡❧

✻✳✷✳✷ ❖✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞
s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡rs✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢❛✉❧ts ❛r❡ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡s✳
❉✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦r s✐♠♣❧② ❛♥ ✐♠♣❛❝t✱ t❤❡
s②st❡♠ ♠❛② ♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦ss ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐ts ❞❛♠♣✐♥❣ ✢✉✐❞✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡r✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❢❛✉❧t ✐s ♦❢ ♠♦st ✐♥t❡r❡st t♦ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ✢✉✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❞❛♠♣❡r ❝❤❛♠❜❡r ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✬s ❢♦r❝❡✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛✉❧t② ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ❢❛✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢♦r♠ ✉♣♦♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥
r❡♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❛ ❢❛✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❍❡r♥á♥❞❡③✲
❆❧❝á♥t❛r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡
❡✛❡❝t✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦r s❧♦✇✲✈❛r②✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥②t❤✐♥❣
t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r
❡✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛✐r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ❞✉❝t✮✳
❚❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r f2 ✐s ✭♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✮ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡t [0 , 1]✱ ✇❤❡r❡ f2 = 1

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢❛✉❧t❧❡ss ❛♥❞ f2 = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❊❘ ✢✉✐❞ ❤❛s ❧❡❛❦❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❝❤❛♠❜❡r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❛t❤❡r ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✐♥✮✳ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡
s✉❝❤ ❢❛✉❧ts✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r f2 ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧ ✭❄❄✮✱
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

F faulty
d = f2[k0xp + c0ẋp + FERs✐❣♥{ẋp}] ✭✻✳✹✮



✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

❚♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ❛ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ❢♦r P❲▼ s✐❣♥❛❧ uf2 t♦ ❡♠✉❧❛t❡ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡
t❤❛t ♠✐♠✐❝s t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Fmimicf2
d = k0xp + c0ẋp + F f2

ERs✐❣♥(ẋp) ✭✻✳✺✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✹✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✮✱ F f2
ER ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t Fd = Fmimicf2

d ✿

F f2
ER = (f2 − 1)(k0xp + c0ẋp)s✐❣♥(ẋp) + f2FER ✭✻✳✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ P❲▼ s✐❣♥❛❧ uf2 t❤❛t ♠✐♠✐❝s t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❛✉❧ts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

uf2 =

[
(f2 − 1)

σ
(k0xp + c0ẋp)s✐❣♥(ẋp) + f2u

β

] 1

β

✭✻✳✼✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✱ t❤❡ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❢❛✉❧t ❢❛❝t♦r f2 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s 90% ✭✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s 10% ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ❤❛s ❧❡❛❦❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❝❤❛♠❜❡r✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛
✭xp✱ ẋp✮ ❛♥❞ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❤❡❛❧t❤② ❝❛s❡ u = 0.3✱ t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✭uf2✮ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺
❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❢❛✉❧t② ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r❝❡ t❤❛t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦
❡♠✉❧❛t❡ ❛ ❢❛✉❧t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ❣✐✈❡s t❤❡ ❋♦r❝❡ ✈s ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
❤❡❛❧t❤② ❛♥❞ ❢❛✉❧t② ❝❛s❡s ✭♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠✐♠✐❝✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❖✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡✿ ❋❛✉❧t✲♠✐♠✐❝ P❲▼ s✐❣♥❛❧
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Damper Vel/For in loss efficiency due to oil leakage

Healthy case test

Oil leakage fault model f
2
=90%

Oil leakage mimic test f
2
=90%

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❖✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡✿ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ✲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈s✳ ♠♦❞❡❧

✻✳✷✳✸ P❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❛✉❧ts✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st❛t❡ t❤❛t ♠♦st ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ♦❢ ♥♦✈❡❧
❊❘ ❞❛♠♣❡rs ❛❞❞ s♦♠❡ s♣✐r❛❧s t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ❞✉❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛♠♣❡rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
♣❛t❤ t❤❛t t❤❡ ✢✉✐❞ ♠✉st tr❛✈❡❧ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❆s t❤❡ ✢✉✐❞ ❤❛s ❛
❧♦♥❣❡r ♣❛t❤ t♦ tr❛✈❡❧✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛♠♣❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✢✉✐❞
❝❤❛♠❜❡r ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤❡r ♣r❡ss✉r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜r❛♥❞✲♥❡✇ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ❤❛s ❛❧s♦ t♦
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ t❤✐r❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❢❛✉❧ts✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥



✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✳

❲❤❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✉❧❛r ❞✉❝t ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ ❜♦t❤ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈✐s❝♦s✐t②❀ t❤❡ ❣❛s
❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❢❛✉❧t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✽✮✱ ✇❤❡r❡ f3 ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❢♦r❝❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss
❢❛❝t♦r ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡ ❢❛✉❧t t❡r♠ f3 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ [0 , 1]✱ ✇✐t❤ f3 = 0

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡str♦②❡❞ t❤❡ ✐♥♥❡r ✢✉✐❞ ♣❛t❤✳ ❋❛✉❧t
❡♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤✐s ❢❛✉❧t ❝❛t❡❣♦r② s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳

F faulty
d = f2(k0xp + f3[c0ẋp ✭✻✳✽✮

+ f1FERs✐❣♥{ẋp}]) ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡♠✉❧❛t❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✉❧ts ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ t❡st✲r✐❣✱ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ P❲▼ s✐❣♥❛❧ uf3 t❤❛t ❛❝ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❢♦r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ ❢❛✉❧t② s✐t✉❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✉❧t ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐t❡♥ ❛s✿

Fmimicf3
d = k0xp + c0ẋp + F f3

ERs✐❣♥(ẋp) ✭✻✳✾✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✾✮✱ F f3
ER ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t F f3

d = Fmimicf3
d ✿

F f3
ER = (f3 − 1)cvisẋps✐❣♥(ẋp) + f3FER ✭✻✳✶✵✮

❚❤✉s✱ t❤❡ P❲▼ s✐❣♥❛❧ vf3 ✱ ✉s❡❞ t♦ ❡♠✉❧❛t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✉❧ts✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

uf3 =

[
(f3 − 1)

σ
cvis|ẋp|+ f3u

β

] 1

β

✭✻✳✶✶✮

❚❤❡ ❢❛✉❧t✲♠✐♠✐❝ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✭uf3✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮ ✇✐t❤ f3 = 90%

✭✇❤✐❝❤ st❛♥❞s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ✢✉✐❞ ❞✉❝t ✇❤✐❝❤ ✐s 10% ❞❡❢♦r♠❡❞✮ ❛♥❞ u = 0.3✱ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ♣r❡s❡♥ts ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❢♦r❝❡ ✭✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❢❛✉❧t② ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡
✻✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❋♦r❝❡ ✈s ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❤❡❛❧t❤② ❛♥❞ ❢❛✉❧t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❡♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❡st❜❡❞✮✳
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Damping force in physical deformation fault case

Real force

Physical deformation fault model
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Damper Vel/For in loss efficiency due to physical deformation
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ P❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❋♦r❝❡ ✈s✳ ❱❡❧♦❝✐t② ❞✐❛❣r❛♠ ✲ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈s✳ ♠♦❞❡❧

✻✳✸ ❋❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ▲P❱ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ❜♦t❤ t❤❡
❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ✭❬P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✮✱ ❛
❦✐♥❞ ♦❢ ▲P❱ ❛♥t✐✲✇✐♥❞✉♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ✐s s✐♠♣❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ st❛t✐❝ ♠❛♣ ♦❢ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❢♦r❝❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥ D(żdef )✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✧ε✧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❛♠♣❡r
❢♦r❝❡ Fd ✭♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♦♥❡ F⊥

d ✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ D(żdef )✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♥♦♠✐♥❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✳❡ ✇✐t❤♦✉t ❢❛✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❢❛✉❧ts ✭♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡s✱ ❡❧❡❝tr✐❝ s❤♦rt❛❣❡s ♦r ♣❤②s✐❝❛❧
❞❡✜❛♥❝❡s✮ ♦❝❝✉r ✉♣♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❙❆ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ ✭❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✮✱ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❋❚❈ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♠✉st ❜❡ ♣✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ ❣r❛❝❡❢✉❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳✳

▲✐t❡r❛t✉r❡ s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❚❈ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❙❆ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❛✉❧t② ❞❛♠♣❡rs✱
❛s ✐♥ ❬❚✉❞♦♥✲▼❛rt✐♥❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✱ ❬❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡✱ ❙✈❛r✐❝❡❦✱ ❛♥❞ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✷✵✶✼❪✱ ❬▼♦r❛t♦✱
❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✾❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❧❛✇ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛❧✇❛②s r❡s♣❡❝t❡❞✱ ❛s ❣✐✈❡s✿

Fd(t) ∈ D(ẋp, xp, f) ✳ ✭✻✳✶✷✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ Fd(t) ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡❧♦♥❣ t♦
t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② s❡t D ❞❡s♣✐t❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❢❛✉❧ts f(t)✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢❛✉❧ts ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✿ ❢❛✉❧ts ❧❡❛❞ t♦ s♠❛❧❧❡r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❛♠♣✐♥❣





✶✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ❋❚❈✴▲P❱ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ s❝❤❡♠❡

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✭✻✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ▲P❱ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r K(ρ) r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r y ✭y = zdef ✮ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❢♦r❝❡s uer✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣❛rt ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❢♦r❝❡s ✭Fpassive =

k0zdef + c0żdef ✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ▲P❱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s❝❤❡❞✲
✉❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ♦r ♥♦t✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r❝❡s Fd r❡♠❛✐♥ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❢❛✉❧t s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧♦ss ♦❢
❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ❞♦♠❛✐♥ D

f̂
(zdef , żdef , f̂) ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲

❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D
f̂
(zdef , żdef , f̂) ✐♥ ❝❛s❡

♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❞✉❡ t♦ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡✳ ❚❤❡ D
f̂
(zdef , żdef , f̂) ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡

❞♦♠❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ F f
dmax ❛♥❞ F f

dmin ❛s ❢♦❧❧♦✇s

D
f̂
(zdef , żdef , f̂) :

{
F f
dmax = f̂2(k0zdef + c0żdef + σ · uβmax · sign(żdef ))

F f
dmin = f̂2(k0zdef + c0żdef + σ · uβmin · sign(żdef ))

✭✻✳✶✹✮

✇❤❡r❡ f̂2 ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r ❞✉❡ t♦ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡✱ umax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✭umax = 1✮✱ umin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉t②
❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ P❲▼ s✐❣♥❛❧ ✭umin = 0✮✳



✻✳✸✳ ❋❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ▲P❱ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✶✻✶
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Force vs. deflection velocity 

Maximum force without fault

Minimum force without fault

Maximum force with oil leakage fault f
2
=0.6

Minimum force with fault oil leakage fault f
2
=0.6

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❚❤❡ r❡❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❞♦♠❛✐♥ Df ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❢❛✉❧t ✇✐t❤ f2 = 60%

❚❤❡ r❡❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❊❘ ❞❛♠♣❡r ✐♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✷✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ r❡❞✲❞♦t ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t❤② ❞❛♠♣❡r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛✉❧t② ❞❛♠♣❡r ✭f2 = 60%✮ ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✲❞♦t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✸✳✶✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡❛❧t❤② ❞❛♠♣❡r ✭f2 = 1✮✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D
f̂
(zdef , żdef , f̂) ❜❡❝♦♠❡s

D
f̂
(zdef , żdef , f̂) :

{
Fdmax = k0zdef + c0żdef + σ · uβmax · sign(żdef )

Fdmin = k0zdef + c0żdef + σ · uβmin · sign(żdef )
✭✻✳✶✺✮

❘❡♠❛r❦ ✻✳✸✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r ✐s ❦♥♦✇♥ ❜②

✉s✐♥❣ ❢❛✉❧t ♦❜s❡r✈❡r✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❡r✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢❛❝t♦r ♦♥ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r

♦❢ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡❞✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬▼♦r❛t♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✾❪✱ ❛ P❤✳❉✳ st✉❞❡♥t ♦❢ t❤❡

❙▲❘ t❡❛♠✳

✻✳✸✳✶✳✶ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❙♦♠❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❼ Wzr = 7 · 10−2 ✐s ✉s❡❞ t♦ s❤❛♣❡ t❤❡ r♦❛❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❡✛❡❝ts zr

❼ Wzs = 2 2πf1
s+2πf1

r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❝♦♠❢♦rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❼ Wzus =
2πf2

s+2πf2
r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ r♦❛❞✲❤♦❧❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❼ Wu(ρ) = ρ 2π50
s+2π50 ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ ✭♠♦r❡ ♦r ❧❡ss✮ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ρ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f1 ❛♥❞ f2✱ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥❢❡r zs/zr✱ zus/zr ❛♥❞
zdef/zr ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r✲❝❛r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❛ss✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✭uer = 0✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s
✻✳✶✸✱ ✻✳✶✹✱ ✻✳✶✺✳



✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

10
0

10
1

-30

-20

-10

0

10

20

30

M
a

g
n

it
u

d
e

 (
d

B
)

z
s
/z

r

Frequency  (Hz)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❚r❛♥s❢❡r ‖zs/zr‖✲P❛ss✐✈❡ ❞❛♠♣❡r

10
0

10
1

-10

-5

0

5

10

15

20

M
a

g
n

it
u

d
e

 (
d

B
)

z
us

/z
r

Frequency  (Hz)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❚r❛♥s❢❡r ‖zus/zr‖✲P❛ss✐✈❡ ❞❛♠♣❡r

10
0

10
1

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

M
a

g
n

it
u

d
e

 (
d

B
)

z
def

/z
r

Frequency  (Hz)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❚r❛♥s❢❡r ‖zdef/zr‖✲P❛ss✐✈❡ ❞❛♠♣❡r

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠s ❛t 4 ❍③ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ 20 ❍③✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f1 = 4❍③ ❛♥❞ f2 = 20

❍③✳



✻✳✸✳ ❋❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ▲P❱ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✶✻✸

✻✳✸✳✶✳✷ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦❢ ❬P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ❬◆❣✉②❡♥✱
❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❉✉❣❛r❞ ✷✵✶✺❜❪ ❢♦r ❛ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥t✱ ❛✐♠s ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✜❧t❡r Wu ♦♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r
❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r❝❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♦r ♥♦t
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r❝❡ r❡♠❛✐♥s ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
❡①t❡♥❞❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❛✉❧t② ❞❛♠♣❡r✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ρ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t✉♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ✇❤❡♥ ρ ✐s ❧♦✇✱ Wu(ρ) ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u✳

❼ ✇❤❡♥ ρ ✐s ❤✐❣❤✱ Wu(ρ) ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✐t ❛tt❡♥✉❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡
s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣② ρ(ε) ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

ρ(ε) :=





ρ ✐❢ ε < µ

ρ+
ρ−ρ

µ
(ε− µ) ✐❢ µ ≤ ε ≤ 2µ

ρ ✐❢ ε > 2µ

✭✻✳✶✻✮

ε = F f
d − F⊥

d ✭✻✳✶✼✮

✇❤❡r❡ F f
d = f2(k0zdef + c0zdef ) + uer✱ F⊥

d ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ F f
d ♦♥ ❞♦♠❛✐♥

D
f̂
(zdef , żdef , f̂)✱ µ ✐s ❛ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❞❡❛❞✲③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ρ(ε) ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭µ

✐s ❝❤♦s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✱ ❡✳❣ µ = 0.1✮✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❼ ❆s ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ρ(ε) ❜❡❧♦♥❣s t♦ [ρ, ρ] ✇❤✐❝❤ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ▲P❱

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭ρ = 0.01, ρ = 1✮✳

❼ ε 6= 0 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r❝❡ ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D
f̂
(zdef , żdef , f̂)✳ ❈♦♥✲

✈❡rs❡❧②✱ ε = 0 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦r❝❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

D
f̂
(zdef , żdef , f̂)✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❞❡✲

s✐❣♥❡❞ ♦✉t♣✉t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

✻✳✸✳✶✳✸ H∞/LPV ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❋❚❈

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛r ✐s ❛ ▲❚■ s②st❡♠✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❧❛♥t ✭✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧ ✭✻✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✮✮ ✐s ▲P❱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Wu(ρ)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥t



✶✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❧❛♥t ✭Σs(ρ)✮✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②✿

Σs(ρ) :





ẋg = A(ρ)xg +B1(ρ)ws +B2uer
z = C1(ρ)xg +D11(ρ)ws +D12uer
y = C2xg

✭✻✳✶✽✮

✇❤❡r❡ xg ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
z = [z1 z2 z3]

T ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦✉t♣✉ts✱
ws = [zr]✿ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱
y = [zdef ]✿ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✉t♣✉t✳
u =er✿ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ H∞/LPV ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
ρ : t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ρ ∈ [0.01 1]✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❆♣❦❛r✐❛♥✱ ●❛❤✐♥❡t✱ ❛♥❞ ❇❡❝❦❡r ✶✾✾✺❪✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛tr✐❝❡s ✭A(ρ)✱
B1(ρ)✱ C1(ρ)✱ D11(ρ) ❛r❡ ❛✣♥❡ ✐♥ ρ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ✈❛r✐❡s ✐♥ ❛ ♣♦❧②t♦♣❡
Y⌋ ♦❢ ✷ ✈❡rt✐❝❡s ρ ∈ [ρ✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❧❛♥t ✭✻✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② N = 2 ✈❡rt✐❝❡s✿

Σs(ρ) =
2∑

i=1

αi(ρ)Σsi , αi(ρ) > 0,
2∑

i=1

αi(ρ) = 1. ✭✻✳✶✾✮

✇❤❡r❡ Σs1 = Σs(ρ) ❛♥❞ Σs2 = Σs(ρ)

❚❤❡ ▲P❱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r K(ρ) ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

K(ρ) :

[
ẋc
uer

]
=

[
Ac(ρ) Bc(ρ)

Cc(ρ) Dc(ρ)

] [
xc
y

]
✭✻✳✷✵✮

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r K(ρ) ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

K(ρ) =
2∑

i=1

αi(ρ)

[
Aci Bci

Cci Dci

]
✭✻✳✷✶✮

❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✭CL(ρ)✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❧❛♥t ✭Σs(ρ)✮ ❛♥❞ t❤❡
▲P❱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭K(ρ)✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

CL(ρ) :

[
η̇

z

]
=

[
A(ρ) B(ρ)

C(ρ) D(ρ)

] [
η

w

]
✭✻✳✷✷✮

✇❤❡r❡ η = [xg, xc]
T ✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s②st❡♠ ✭✻✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t♦ ❛ ♣♦❧②t♦♣✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ 2

✈❡rt✐❝❡s ρ ∈ [ρ, ρ]

CL(ρ) =
2∑

i=1

αi(ρ)CLi ✭✻✳✷✸✮

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ▲P❱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r K(ρ) ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮ s✉❝❤ t❤❛t✿



✻✳✸✳ ❋❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ▲P❱ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✶✻✺

❼ ❚❤❡ s②st❡♠ ✭✻✳✷✷✮ ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② st❛❜❧❡

❼ ▼✐♥✐♠✐③❡ γ∞ s✉❝❤ t❤❛t ‖z‖L2
< γ∞‖ω‖L2

❚❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❇♦✉♥❞❡❞ ❘❡❛❧ ▲❡♠♠❛ ✭❇❘▲✮✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s s♦❧✈❡❞ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① P s✉❝❤ t❤❛t ✭s❡❡ ❬❙❝❤❡r❡r✱ ●❛❤✐♥❡t✱
❛♥❞ ❈❤✐❧❛❧✐ ✶✾✾✼❪✮✿ 


AT

i P + PAi PBi CT
i

BT
i P −γ2∞I DT

i

Ci Di −I


 < 0, i = 1, 2 ✭✻✳✷✹✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✻✳✷✹✮ ✐s ❛ ❇✐❧✐♥❡❛r ▼❛tr✐① ■♥❡q✉❛❧✐t② ✭❇▼■✮✳ ❱✐❛ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ ❬❙❝❤❡r❡r✱ ●❛❤✐♥❡t✱ ❛♥❞ ❈❤✐❧❛❧✐ ✶✾✾✼❪✱ ❇▼■ ✭✻✳✷✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞❡❞ ✭✇✐t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s
X✱ Y ✱ Ãi✱ B̃i✱ C̃i ❛♥❞ D̃✮✳




AiX +XAT
i +B2C̃i + C̃i

T
BT

2 ∗ ∗ ∗

Ãi +AT
i + CT

2 D̃i

T
BT

2 Y Ai +AT
i Y + B̃iC2 + CT

2 B̃i

T
∗ ∗

BT
1i

BT
1i
Y −γ∞Inu ∗

C1iX +D12C̃i C1i +D12D̃iC2 D11i −γ∞Iny



< 0

[
X In
In Y

]
> 0

✭✻✳✷✺✮
❙♦❧✈✐♥❣ ✭✻✳✷✺✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ H∞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ M ❛♥❞ N s✉❝❤ t❤❛t MNT =

In −XY ✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣✿





D̃i = Dci

C̃i = DciC2X + CciM
T

B̃i = Y B2Dci +NBci

Ãi = Y AiX + Y B2DciC2X +NBciC2X

+ Y B2CciM
T +NAciM

T

✭✻✳✷✻✮

✻✳✸✳✷ ❙②♥t❤❡s✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s

❙♦❧✈✐♥❣ ▲▼■s ✻✳✷✺ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s ρ = 0.01 ❛♥❞ ρ = 1✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ L2✲✐♥❞✉❝❡❞
❣❛✐♥ γ∞ = 0.1903 ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✈❡rt❡① ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ▲P❱✲❋❚❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛
❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡①✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

uer =

(
|ρ− ρ|

(ρ− ρ)
K(ρ) +

|ρ− ρ|

(ρ− ρ)
K(ρ)

)
y ✭✻✳✷✼✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✮
❛♥❞ ✉♥s♣r✉♥❣ ♠❛ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✱ ✻✳✶✻ ❛♥❞ ✻✳✶✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✻ ❣✐✈❡s t❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ zs/zr ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✇✐t❤
▲P❱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛t t❤❡ ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ✭ρ = 0.01 ✭r❡❞ ❞❛s❤ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ρ = 1 ✭❣r❡❡♥ ❞❛s❤ ❧✐♥❡✮✮✱



✶✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣r✉♥❣ ♠❛ss
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭zs✮ ❛♥❞ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✭zr✮ ♦❢ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❚❤❡
❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ zus/zr ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
s②st❡♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤ ❛♥❞ r❡❞ ❞❛s❤ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ❢♦r
t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ❢r♦③❡♥ ✈❛❧✉❡s ρ = 0.01 ❛♥❞ ρ = 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡s❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ tr❛♥s❢❡rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✮✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
❝♦♠❢♦rt ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 − 10❍③ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✮ ❛♥❞ r♦❛❞ ❤♦❧❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 − 5❍③✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r♦❛❞
♣r♦✜❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ zs ❛♥❞ zus✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❚r❛♥s❢❡r ‖zs/zr‖✲❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠



✻✳✹✳ ❙♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✶✻✼
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ❚r❛♥s❢❡r ‖zus/zr‖✲❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠

✻✳✹ ❙♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❛♥ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡
❢❛✉❧t ♦❝❝✉rs ✉♣♦♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡r✳ ❚♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲P❱✴❋❚❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■t ✐s
▲P❱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r✳

✻✳✹✳✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✶

❚❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❆ st❡♣ t❤❡ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✉s❡❞✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ ✳

❼ ❚❤❡ ❞❛♠♣❡r ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛♥ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ❢❛✉❧t ✇✐t❤ f2 = 60%✳



✶✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠
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-3 Road profile

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✾ ❛♥❞ ✻✳✷✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❋❚❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
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❼ ❆♥ ■❙❖ r♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✉s❡❞✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶ ✳

❼ ❚❤❡ ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ✭f2 = 60%✮✳

0 1 2 3 4 5Time(s)

-5

0

5

10

z
r (

m
)

10
-3 Road profile

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ❘♦❛❞ ♣r♦✜❧❡



✶✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Time(s)

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02
d

e
fl
e

c
ti
o

n
 (

m
)

Deflection

LPV fault tolerance controller

Nominal controller

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡✢❡❝t✐♦♥

0 1 2 3 4 5Time(s)

-10

0

10

D
a

m
p

e
r 

 f
o

rc
e

 (
N

)

Damper force

LPV-Fault tolerance controller

LPV nominal controller

0 0.05 0.1

-2

0

2

4

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ❉❛♠♣❡r ❢♦r❝❡

❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✷ ❛♥❞ ✻✳✷✸ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ 2✳ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ✭s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✮♦❢ t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ❧♦✇❡r ✇✐t❤ t❤❡
❋❚❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡♥✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ LPV/H∞ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠
✇❤❡♥ ❛ ❢❛✉❧t✱ s✉❝❤ ❛s ♦✐❧ ❧❡❛❦❛❣❡s✱ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢❛✉❧ts t❤❛t ♠✐❣❤t
♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡s❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ▲P❱ ❋❚❈ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r
❞✐ss✐♣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❋❚❈♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s r❡❝♦♥✜❣✉r✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡
t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛✉❧t s✐t✉❛t✐♦♥✱ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼✶

t❤❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s uer = Fer✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡❞✱ t❤❡ ✐♥♥❡r ❢♦r❝❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ P❲▼
s✐❣♥❛❧ u✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛✈❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
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σ
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

●❡♥❡r❛❧ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❛ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s✲
♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✸ ♣❛rts ❛♥❞ ✻ ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✿

❼ ❚✇♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ✭♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤②st❡r❡s✐s ❜❛s❡❞✮ ✭❈❤❛♣t❡r 1✮❀

❼ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t❡sts ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡❞✳
✭❈❤❛♣t❡r 1✮✳

❼ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ q✉❛rt❡r ❝❛r ♠♦❞❡❧s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❛♠♣❡r
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ✭❞②♥❛♠✐❝
❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❈❤❛♣t❡r 2✮✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✿

❼ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③
s②st❡♠s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥
t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ ❢r♦♠
●■P❙❆✲❧❛❜ ✭✶✴✺✲s❝❛❧❡❞ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡✮ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✭❈❤❛♣t❡r 3✮✳

❼ ❚✇♦ ◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡rs ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✱ t❤❡
❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ r♦❛❞ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ✈✐❛ ❛ ❝♦♥st❛♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭♣♦❧②t♦♣✐❝ ♠❡t❤♦❞✮ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❣r✐❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ s❝❛❧❡❞✲✈❡❤✐❝❧❡ t❡st ❜❡♥❝❤ t♦
❛ss❡ss ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✭❈❤❛♣t❡r 4✮✳

❼ ❆♥ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❜s❡r✈❡rs
✭✉♥✐✜❡❞ H∞ ❛♥❞ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡rs✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭❈❤❛♣t❡r 5✮✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✿

❼ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛✉❧ts ❛r❡
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥ ❛ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥❝❡ ❈♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲P❱ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❢❛✉❧t ♠♦❞❡❧ ✭❈❤❛♣t❡r 6✮✳

✶✼✸



✶✼✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s✱ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥✐t❛t❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛❧s♦ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢✉rt❤❡r✿

❙❤♦rt✲t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✿

❼ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ■◆❖❱❊ t❡st❜❡♥❝❤ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❼ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥✿ ■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r
♠♦❞❡❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲✈❛r②✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✉s✐♥❣ ❛ ▲✐♥❡❛r ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭▲❋❚✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✳

❼ ❯♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✿❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ♦r❞❡r ✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r
✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ♦❜✲
s❡r✈❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞✲♦r❞❡r ❛♥❞ ❢✉❧❧ ♦r❞❡r
✉♥✐✜❡❞ H∞ ♦❜s❡r✈❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❼ ❋❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 6✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛✉❧t
♦❜s❡r✈❡r ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❢❛❝t♦r ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛✉❧t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡
s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❉❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠✳ ❚❤✐s
♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❢❛✉❧t ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

▲♦♥❣✲t❡r♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✿

❼ ❋✉❧❧ ❝❛r s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✿ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ q✉❛rt❡r ❝❛r
♠♦❞❡❧✳ ❋♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦ t❤❡
❢✉❧❧ ❝❛r s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳

❼ ❘♦❜✉st st❛❜✐❧✐t②✿ ■♥ ❝❤❛♣t❡r 4✱ t❤❡ r♦❜✉st st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ̇✱ ✐✳❡✳ |ρ̇| ≤ ν✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ▲▼■ ✭✹✳✸✸✮



Ωg(ρ) + ρ̇∂P

∂ρ
+ ǫlgΓ

TΓ + CT
z Cz P (ρ)B(ρ) P (ρ)(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)

B(ρ)TP (ρ) −ǫlgI 0

(D̄1 − Lg(ρ)D̄2)
TP (ρ) 0 −γ2gI


 < 0 ✭✻✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ρ̇ ∈ ∆ρ̇✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ▲▼■ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t
♦❢ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ̇✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ρ̇✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❈❛❧❛✜♦r❡ ❛♥❞ ❈❛♠♣✐ ✷✵✵✻❪ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❧❛① t❤❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ρ̇✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✼✺

❼ ❋❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✿ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 6✱ t❤r❡❡ r❡❛s♦♥s ✭❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✱ ♦✐❧
❧❡❛❦❛❣❡✱ ❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❝♦♥❝❡r♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣❡r✳
❊❛❝❤ r❡❛s♦♥ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❋❚❈
str❛t❡❣✐❡s s❤♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛✉❧t✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆❝❡r❜✐✱ ❊♠✐❧✐♦ ❛♥❞ ●✐✉s❡♣♣❡ ▼✐♥❣✐♦♥❡ ✭✷✵✵✷✮✳ ✏❘❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② ❡❧❡❝tr♦✲
r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢✉✐❞s✳✑ ■♥✿ ❆r❝❤✐✈❡ ❢♦r ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ✶✻✹✳✸✱ ♣♣✳ ✷✶✸✕✷✺✾
✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✹✮✳

❆❤♠❛❞✐❛♥✱ ▼❡❤❞✐✱ ❳✉❜✐♥ ❙♦♥❣✱ ❛♥❞ ❙t❡✈❡ ❈ ❙♦✉t❤✇❛r❞ ✭✷✵✵✹✮✳ ✏◆♦✲❥❡r❦ s❦②❤♦♦❦ ❝♦♥tr♦❧
♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❡♠✐❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳✑ ■♥✿ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❙▼❊✲▲✲❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❱✐❜r❛t✐♦♥

❛♥❞ ❆❝♦✉st✐❝s ✶✷✻✳✹✱ ♣✳ ✺✽✵ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✺✮✳
❆♣❦❛r✐❛♥✱ P✐❡rr❡✱ P❛s❝❛❧ ●❛❤✐♥❡t✱ ❛♥❞ ●r❡❣ ❇❡❝❦❡r ✭✶✾✾✺✮✳ ✏❙❡❧❢✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ H∞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢

❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✲✈❛r②✐♥❣ s②st❡♠s✿ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❡①❛♠♣❧❡✳✑ ■♥✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛ ✸✶✳✾✱ ♣♣✳ ✶✷✺✶✕✶✷✻✶
✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✾✸✱ ✶✻✹✮✳

❆s❤❢❛❦✱ ❆✱ ❑❑ ❆❜❞✉❧ ❘❛s❤❡❡❞✱ ❛♥❞ ❏ ❆❜❞✉❧ ❏❛❧❡❡❧ ✭✷✵✶✸✮✳ ✏▼♦❞❡❧✐♥❣✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❣♥❡t♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r✳✑ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❆❞✈❛♥❝❡❞ ◆❛♥♦♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❊♠❡r❣✐♥❣ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ■❊❊❊✱ ♣♣✳ ✷✻✼✕✷✼✹ ✭❝✐t✳
♦♥ ♣✳ ✶✸✮✳

❆✉❜♦✉❡t✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏❙❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❙❖❇❊◆ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳✑ P❤❉
t❤❡s✐s✳ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✲■◆P● ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✷✱ ✶✸✱ ✺✺✮✳
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r❡s♣♦♥s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳✑ ■♥✿ ❙♠❛rt ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ✺✳✺✱ ♣✳ ✺✻✺ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✹✮✳

❊str❛❞❛✲❱❡❧❛✱ ❆❧❢♦♥s♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ✏❍✐♥❢ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ✐♥ ❛ ❙❡♠✐✲❆❝t✐✈❡ ❙✉s✲
♣❡♥s✐♦♥✳✑ ■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡ ✺✶✳✶✶✱ ♣♣✳ ✼✻✹✕✼✻✾ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✺✻✮✳

❋❡r❣❛♥✐✱ ❙ ✭✷✵✶✺✮✳ ✏❈♦♠♠❛♥❞❡ ❘♦❜✉st❡ ▲P❱✴H∞ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡✳✑
P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❯♥✐✈❡rs✐té ●r❡♥♦❜❧❡ ❆❧♣❡s ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✹✹✮✳

❋❡r❣❛♥✐✱ ❙♦❤❡✐❜ ✭✷✵✶✹✮✳ ✏❘♦❜✉st ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳✑ P❤❉ t❤❡s✐s ✭❝✐t✳
♦♥ ♣✳ ✷✮✳

❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❛♥❞ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏▲P❱ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉❧❧✲✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❞②♥❛♠✐❝s ✉s✐♥❣ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❞❛♠♣❡rs✳✑ ■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡ ✹✾✳✶✶✱ ♣♣✳ ✹✸✷✕✹✸✾ ✭❝✐t✳ ♦♥
♣✳ ✶✺✵✮✳

❋❧❡♣s✲❉❡③❛ss❡✱ ▼✐❝❤❛❡❧✱ ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ❙✈❛r✐❝❡❦✱ ❛♥❞ ❏♦♥❛t❤❛♥ ❇r❡♠❜❡❝❦ ✭✷✵✶✼✮✳ ✏❉❛♠♣❡r ❢❛✉❧t✲
t♦❧❡r❛♥t ❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r✲✈❛r②✐♥❣ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳✑ ■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡
✺✵✳✶✱ ♣♣✳ ✽✺✾✷✕✽✺✾✾ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✶✺✵✱ ✶✺✽✮✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✼✾

✖ ✭✷✵✶✽✮✳ ✏❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❆❝t✐✈❡ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ▲P❱ ❱❡rt✐❝❛❧
❉②♥❛♠✐❝s ❈♦♥tr♦❧❧❡r✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✾✾✱ ♣♣✳ ✶✕✽
✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✹✹✱ ✹✺✱ ✺✺✱ ✶✺✵✮✳

●❛♠♦t❛✱ ❉❘ ❛♥❞ ❋❊ ❋✐❧✐s❦♦ ✭✶✾✾✶✮✳ ✏❉②♥❛♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛t❡✲
r✐❛❧s✿ ♠♦❞❡r❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳✑ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ r❤❡♦❧♦❣② ✸✺✳✸✱ ♣♣✳ ✸✾✾✕✹✷✺ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✹✮✳

●❛♦✱ ◆❛♥✱ ▼♦❤❛♠❡❞ ❉❛r♦✉❛❝❤✱ ❛♥❞ ▼❛r♦✉❛♥❡ ❆❧♠❛ ✭✷✵✶✽✮✳ ✏❉②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r
❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳✑ ■♥✿ ✷✵✶✽ ■❊❊❊ ✸r❞ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❊❧❡❝✲

tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭■❆❊❆❈✮✳ ■❊❊❊✱ ♣♣✳ ✸✼✸✕✸✼✻ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✻✵✮✳
●❛♦✱ ◆❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏◆❡✇ ✉♥✐✜❡❞ H∞ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤

✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉ts✳✑ ■♥✿ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛ ✻✺✱ ♣♣✳ ✹✸✕✺✷ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✺✾✱ ✻✵✱ ✻✸✱ ✻✾✮✳
●✐❧❧❡s♣✐❡✱ ❚❤♦♠❛s ❉ ✭✶✾✾✷✮✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❡❝❤✳ r❡♣✳ ❙❆❊ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧

P❛♣❡r ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✶✷✱ ✹✹✮✳
●✉♦✱ ❙❤✉q✐✱ ❙❤❛♦♣✉ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ ❈✉♥③❤✐ P❛♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❉②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❞❛♠♣❡r ❜❡❤❛✈✐♦rs✳✑ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ✶✼✳✶✱ ♣♣✳ ✸✕
✶✹ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✶✹✱ ✷✵✮✳

❍❡r♥á♥❞❡③✲❆❧❝á♥t❛r❛✱ ❉✐❛♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏▼♦❞❡❧✐♥❣✱ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✉❛t♦r
❢❛✉❧ts ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳✑ ■♥✿ ❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ Pr❛❝t✐❝❡ ✹✾✱ ♣♣✳ ✶✼✸✕✶✽✻ ✭❝✐t✳ ♦♥
♣♣✳ ✶✹✱ ✹✺✱ ✶✹✾✱ ✶✺✵✱ ✶✺✸✮✳

■s♠❛✐❧✱ ▼♦❤❛♠♠❡❞✱ ❋❛②ç❛❧ ■❦❤♦✉❛♥❡✱ ❛♥❞ ❏♦sé ❘♦❞❡❧❧❛r ✭✷✵✵✾✮✳ ✏❚❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ❇♦✉❝✲❲❡♥
♠♦❞❡❧✱ ❛ s✉r✈❡②✳✑ ■♥✿ ❆r❝❤✐✈❡s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✻✳✷✱ ♣♣✳ ✶✻✶✕
✶✽✽ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✷✶✮✳

❏ ▲♦③♦②❛✲❙❛♥t♦s✱ ❏♦r❣❡ ❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏▼❛❣♥❡t♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r✖❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✳✑
■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▼❛t❡r✐❛❧ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s ✷✸✳✶✶✱ ♣♣✳ ✶✷✶✸✕✶✷✸✷ ✭❝✐t✳ ♦♥
♣♣✳ ✶✸✱ ✶✹✱ ✷✶✮✳

❏♦r❞❛♥✱ ❚❤❡r❡s❡ ❈ ❛♥❞ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❚ ❙❤❛✇ ✭✶✾✽✾✮✳ ✏❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣②✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

♦♥ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ■♥s✉❧❛t✐♦♥ ✷✹✳✺✱ ♣♣✳ ✽✹✾✕✽✼✽ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✾✮✳
❑❛♠❛t❤✱ ●♦♣❛❧❛❦r✐s❤♥❛ ▼ ❛♥❞ ◆♦r♠❛♥ ▼ ❲❡r❡❧❡② ✭✶✾✾✼✮✳ ✏❆ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝

♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢✉✐❞s✳✑ ■♥✿ ❙♠❛rt ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s ✻✳✸✱ ♣✳ ✸✺✶ ✭❝✐t✳ ♦♥
♣✳ ✶✹✮✳

❑❛♠❡❧r❡✐t❡r✱ ▼✐❝❤❛❡❧✱ ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❑❡♠♠❡t♠ü❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛s ❑✉❣✐ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏❉✐❣✐t❛❧❧② ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛❧✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞❛♠♣❡rs✳✑ ■♥✿▼❡❝❤❛tr♦♥✐❝s

✷✷✳✺✱ ♣♣✳ ✻✷✾✕✻✸✽ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✹✮✳
❑✐❡♥❝❦❡✱ ❯✇❡ ❛♥❞ ▲❛rs ◆✐❡❧s❡♥ ✭✷✵✵✺✮✳ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✿ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡✱ ❞r✐✈❡❧✐♥❡✱ ❛♥❞

✈❡❤✐❝❧❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✹✹✮✳
❑✐♠✱ ❨❡❡s♦❝❦✱ ❘❡③❛ ▲❛♥❣❛r✐✱ ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❍✉r❧❡❜❛✉s ✭✷✵✵✾✮✳ ✏❙❡♠✐❛❝t✐✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢

❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r s②st❡♠✳✑ ■♥✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧

Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✷✸✳✷✱ ♣♣✳ ✸✵✵✕✸✶✺ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✹✮✳
❑❧♦✐❜❡r✱ ❚✳✱ ●✳ ❑♦❝❤✱ ❛♥❞ ❇✳ ▲♦❤♠❛♥♥ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏▼♦❞✐✜❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❝t✐✈❡

s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠✳✑ ■♥✿ ✹✾t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭❈❉❈✮✱ ♣♣✳ ✺✺✼✷✕
✺✺✼✼ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✹✹✮✳

❑♦❝❤✱ ●✉✐❞♦✱ ❚♦❜✐❛s ❑❧♦✐❜❡r✱ ❛♥❞ ❇♦r✐s ▲♦❤♠❛♥♥ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✜❧t❡r ❜❛s❡❞ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳✑ ■♥✿ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭❈❉❈✮✱ ✷✵✶✵ ✹✾t❤ ■❊❊❊

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣♣✳ ✺✺✾✷✕✺✺✾✼ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✺✺✮✳



✶✽✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❑♦❡♥✐❣✱ ❉❛♠✐❡♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❖❜s❡r✈❡rs ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s
✈✐❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ✵✻✱ ♣♣✳ ✶✵✹✼✕✶✵✺✷
✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✻✵✮✳

❑♦♦✱ ❏❡♦♥❣✲❍♦✐✱ ❋❡r♥❛♥❞♦ ❉ ●♦♥❝❛❧✈❡s✱ ❛♥❞ ▼❡❤❞✐ ❆❤♠❛❞✐❛♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ▼❘ ❞❛♠♣❡rs✳✑ ■♥✿ ❙♠❛rt ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ✶✺✳✷✱
♣✳ ✸✺✶ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✷✵✮✳

▲❥✉♥❣✱ ▲❡♥♥❛rt ✭✶✾✾✾✮✳ ✏❙②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳✑ ■♥✿ ❲✐❧❡② ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊❧❡❝✲

tr♦♥✐❝s ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♣♣✳ ✶✕✶✾ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✷✺✮✳
▼❛❦r✐s✱ ◆✐❝♦s✱ ❙❝♦tt ❆ ❇✉rt♦♥✱ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s P ❚❛②❧♦r ✭✶✾✾✻✮✳ ✏❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡r ✇✐t❤

❛♥♥✉❧❛r ❞✉❝ts ❢♦r s❡✐s♠✐❝ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✑ ■♥✿ ❙♠❛rt ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s ✺✳✺✱
♣✳ ✺✺✶ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✹✮✳

▼❛rq✉❛r❞t✱ ❉♦♥❛❧❞ ❲ ✭✶✾✻✸✮✳ ✏❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✳✑ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s♦❝✐❡t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✶✶✳✷✱ ♣♣✳ ✹✸✶✕✹✹✶
✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✸✶✮✳

▼❛rt✐♥s✱ ❙❛♠✐r ❆♥❣❡❧♦ ▼✐❧❛♥✐ ❛♥❞ ▲✉✐s ❆♥t♦♥✐♦ ❆❣✉✐rr❡ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
r❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤②st❡r❡s✐s ✐♥ ❛✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳✑ ■♥✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s

❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✼✺✱ ♣♣✳ ✻✵✼✕✻✶✼ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✷✶✮✳
▼❡t❡r❡❞✱ ❍✱ P ❇♦♥❡❧❧♦✱ ❛♥❞ ❙❖ ❖②❛❞✐❥✐ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡✲

t♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛♠♣❡rs ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳✑ ■♥✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞

s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✷✹✳✹✱ ♣♣✳ ✾✼✻✕✾✾✹ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✸✮✳
▼✐❧❧✐❦❡♥✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❋ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ▲ ▼✐❧❧✐❦❡♥ ✭✶✾✾✺✮✳ ❘❛❝❡ ❝❛r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❱♦❧✳ ✹✵✵✳

❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❊♥❣✐♥❡❡rs ❲❛rr❡♥❞❛❧❡ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✹✹✮✳
▼♦r❛❞✐✱ ▼♦rt❡③❛ ❛♥❞ ❆❢❡❢ ❋❡❦✐❤ ✭✷✵✶✸✮✳ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ P■❉✲s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧

❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧ts✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

♦♥ ❱❡❤✐❝✉❧❛r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✻✸✳✸✱ ♣♣✳ ✶✵✹✶✕✶✵✺✹ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✺✵✮✳
▼♦r❛t♦✱ ▼❛r❝❡❧♦ ▼ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ✏❋❛✉❧t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❊❧❡❝tr♦✲❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧

❞❛♠♣❡rs✿ ▲P❱✲❜❛s❡❞ ♦❜s❡r✈❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳✑ ■♥✿ ❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ Pr❛❝t✐❝❡ ✽✺✱ ♣♣✳ ✶✶✕
✷✷ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✹✺✱ ✶✺✵✱ ✶✺✶✱ ✶✻✶✮✳

▼♦r❛t♦✱ ▼❛r❝❡❧♦ ▼❡♥❡③❡s✱ ❖❧✐✈✐❡r ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ▲✉❝ ❉✉❣❛r❞ ✭✷✵✶✾✮✳ ✏❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢
❙❡✈❡r❛❧ ❙t❛t❡✲❋❡❡❞❜❛❝❦ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❙❡♠✐✲❆❝t✐✈❡ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥s✳✑
■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡ ✺✷✳✶✼✱ ♣♣✳ ✹✽✕✺✸ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✶✺✵✱ ✶✺✽✱ ✶✺✾✮✳

◆❣✉②❡♥✱ ▼✳ ◗✳✱ ❖✳ ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ▲✳ ❉✉❣❛r❞ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r
❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠s✳✑ ■♥✿ ✷✵✶✻ ✸r❞ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥

❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❙②st❡♠s ✭❙②s❚♦❧✮✱ ♣♣✳ ✷✷✼✕✷✸✷ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✹✺✮✳
◆❣✉②❡♥✱ ▼❛♥❤ ◗✉❛♥ ✭✷✵✶✻✮✳ ✏▲P❱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✿

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦❛ s♠❛❧❧ ❝❛r ♣✐❧♦t ♣❧❛♥t ✇✐t❤ ❊❘ ❞❛♠♣❡rs✳✑ P❤❉ t❤❡s✐s ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✷✱ ✹✹✱ ✹✺✮✳
◆❣✉②❡♥✱ ▼❛♥❤ ◗✉❛♥✱ ❖❧✐✈✐❡r ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ▲✉❝ ❉✉❣❛r❞ ✭✷✵✶✺❛✮✳ ✏❆ s✇✐t❝❤❡❞ ▲P❱ ♦❜s❡r✈❡r

❢♦r ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ❡st✐♠❛t✐♦♥✳✑ ■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡ ✹✽✳✷✻✱ ♣♣✳ ✶✾✹✕✶✾✾ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✹✺✱
✶✺✵✱ ✶✺✶✮✳

✖ ✭✷✵✶✺❜✮✳ ✏❆♥ ❧♣✈ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❜② ❢❛✉❧t ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✳✑ ■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡ ✹✽✳✷✶✱ ♣♣✳ ✹✷✕✹✼ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✶✺✵✱ ✶✺✾✱ ✶✻✸✮✳

◆❣✉②❡♥✱ ▼❛♥❤✲◗✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ✏❙❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❙♦♠❡ ♥❡✇ r❡s✉❧ts
✉s✐♥❣ ❛♥ ▲P❱✴❍✐♥❢ st❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧✳✑ ■♥✿ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧

✭❈❉❈✮✱ ✷✵✶✺ ■❊❊❊ ✺✹t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣♣✳ ✽✻✸✕✽✻✽ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✺✺✮✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✽✶

❖s♦r✐♦✲●♦r❞✐❧❧♦✱ ●❧♦r✐❛✲▲ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ✏●❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ▲✐♣s❝❤✐t③
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡s❝r✐♣t♦r s②st❡♠s✳✑ ■♥✿ ■❊❚ ❈♦♥tr♦❧ ❚❤❡♦r② ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✸✳✶✹✱ ♣♣✳ ✷✷✼✵✕
✷✷✽✵ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✻✵✮✳

Pér❡③✲❊str❛❞❛✱ ❆✲❏ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽❛✮✳ ✏●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r q✉❛s✐✲▲P❱ s②st❡♠s ✇✐t❤
✉♥♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳✑ ■♥✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜✉st ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r

❈♦♥tr♦❧ ✷✽✳✶✼✱ ♣♣✳ ✺✷✻✷✕✺✷✼✽ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✾✵✮✳
Pér❡③✲❊str❛❞❛✱ ❆❜r❛❤❛♠✲❏❛s❤✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽❜✮✳ ✏❍✐♥❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉ts

♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ▲P❱ s②st❡♠s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✇✐♥❞ t✉r❜✐♥❡✳✑ ■♥✿ ❊✉r♦♣❡❛♥
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧ ✹✹✱ ♣♣✳ ✹✵✕✹✾ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✻✵✮✳

P❡rt❡✇✱ ❆♠r ▼✱ ❍♦r❛❝✐♦ ❏ ▼❛rq✉❡③✱ ❛♥❞ ◗✐♥❣ ❩❤❛♦ ✭✷✵✵✻✮✳ ✏❍✐♥❢ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❧✐♣s❝❤✐t③
♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ✺✶✳✼✱ ♣♣✳ ✶✷✶✶✕✶✷✶✻ ✭❝✐t✳
♦♥ ♣✳ ✻✵✮✳

P❤❛♠✱ ❚❤❛♥❤✲P❤♦♥❣✱ ❖❧✐✈✐❡r ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ▲✉❝ ❉✉❣❛r❞ ✭✷✵✶✾❛✮✳ ✏❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤r❡❡
r♦❜✉st ♦❜s❡r✈❡rs ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❞❛♠♣❡r ❢♦r❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳✑ ■♥✿ ■❖P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✿
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✖ ✭✷✵✶✾❜✮✳ ✏❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ H∞ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❱❡❤✐❝❧❡ ❉❛♠♣❡r

❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥✳✑ ■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡ ✺✷✳✺✱ ♣♣✳ ✻✼✸✕✻✼✽ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✺✻✮✳
✖ ✭✷✵✶✾❝✮✳ ✏❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❉❛♠♣❡r ❋♦r❝❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❊❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥✿ ❆

◆♦♥▲✐♥❡❛r P❛r❛♠❡t❡r ❱❛r②✐♥❣ ❆♣♣r♦❛❝❤✳✑ ■♥✿ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs❖♥▲✐♥❡ ✺✷✳✷✽✱ ♣♣✳ ✾✹✕✾✾ ✭❝✐t✳
♦♥ ♣♣✳ ✺✻✱ ✾✵✮✳

✖ ✭✷✵✶✾❞✮✳ ✏❯♥✐✜❡❞ ❍✐♥❢ ❖❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛ ❈❧❛ss ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ▲✐♣s❝❤✐t③ ❙②st❡♠s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
❛ r❡❛❧ ❊❘ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ▲❡tt❡rs ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✺✻✱ ✻✵✮✳

P❤❛♠✱ ❚❤❛♥❤✲P❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ✏❘❡❛❧✲t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r❝❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡
❡❧❡❝tr♦r❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳✑ ■♥✿ ❱❙❉■❆ ✷✵✶✽ ✲ ❚❤❡ ✶✻t❤ ▼✐♥✐ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❱❡❤✐❝❧❡

❙②st❡♠ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥♦♠❛❧✐❡s✳ ❇✉❞❛♣❡st✱ ❍✉♥❣❛r② ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✺✻✮✳
P❤❛♥♦♠❝❤♦❡♥❣✱ ● ❛♥❞ ❘ ❘❛❥❛♠❛♥✐ ✭✷✵✶✵✮✳ ✏❖❜s❡r✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ▲✐♣s❝❤✐t③ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s

✉s✐♥❣ ❘✐❝❝❛t✐ ❡q✉❛t✐♦♥s✳✑ ■♥✿ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❆❈❈✮✱ ✷✵✶✵✳ ■❊❊❊✱ ♣♣✳ ✻✵✻✵✕
✻✵✻✺ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✻✶✮✳

P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧✱ ❈❤❛r❧❡s ✭✷✵✵✽❛✮✳ ✏❈♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ ▲P❱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛ss✐s ❛✉t♦♠♦✲
❜✐❧❡✳✑ P❤❉ t❤❡s✐s✳ ●r❡♥♦❜❧❡ ■◆P● ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✷✱ ✹✹✮✳

✖ ✭✷✵✵✽❜✮✳ ✏❘♦❜✉st ▲P❱ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❆✉t♦♠♦t✐✈❡ ●❧♦❜❛❧ ❈❤❛ss✐s ❈♦♥tr♦❧✳✑ P❤❉ t❤❡s✐s✳
■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ●r❡♥♦❜❧❡✲■◆P● ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✹✹✮✳

P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧✱ ❈❤❛r❧❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ✏❆ ♥❡✇ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② t❤r♦✉❣❤
▲P❱ t❡❝❤♥✐q✉❡✳✑ ■♥✿ ❈♦♥tr♦❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ Pr❛❝t✐❝❡ ✶✻✳✶✷✱ ♣♣✳ ✶✺✶✾✕✶✺✸✹ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✺✺✱
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P♦✉ss♦t✲❱❛ss❛❧✱ ❈❤❛r❧❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ✏❙✉r✈❡② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ s♦♠❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡
s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❤♦❞s✿ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲❝♦r♥❡r ♠♦❞❡❧✳✑
■♥✿ ❆♥♥✉❛❧ ❘❡✈✐❡✇s ✐♥ ❈♦♥tr♦❧ ✸✻✳✶✱ ♣♣✳ ✶✹✽✕✶✻✵ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣♣✳ ✶✸✱ ✺✺✮✳

Pr✐②❛♥❞♦❦♦✱ ●✐❣✐❤✱ ▼✉s❛ ▼❛✐❧❛❤✱ ❛♥❞ ❍✐s❤❛♠✉❞❞✐♥ ❏❛♠❛❧✉❞❞✐♥ ✭✷✵✵✾✮✳ ✏❱❡❤✐❝❧❡ ❛❝t✐✈❡ s✉s✲
♣❡♥s✐♦♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ s❦②❤♦♦❦ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✉r♦ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♥tr♦❧✳✑ ■♥✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s
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❘❛❥❛♠❛♥✐✱ ❘❛❥❡s❤ ✭✶✾✾✽✮✳ ✏❖❜s❡r✈❡rs ❢♦r ▲✐♣s❝❤✐t③ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ✹✸✳✸✱ ♣♣✳ ✸✾✼✕✹✵✶ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✻✵✮✳
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✈é❤✐❝✉❧❡s ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡s✳✑ P❤❉ t❤❡s✐s✳ ●r❡♥♦❜❧❡ ■◆P● ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✶✮✳

❘❛t❤❛✐✱ ❑❛rt❤✐❦ ▼✉r❛❧✐ ▼❛❞❤❛✈❛♥✱ ❖❧✐✈✐❡r ❙❡♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ▼❛③❡♥ ❆❧❛♠✐r ✭✷✵✶✾✮✳ ✏●P❯✲❇❛s❡❞
P❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ◆▼P❈ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❍❛❧❢ ❈❛r ❱❡❤✐❝❧❡ ❲✐t❤ ❙❡♠✐✲❆❝t✐✈❡ ❙✉s♣❡♥✲
s✐♦♥ ❙②st❡♠✳✑ ■♥✿ ■❊❊❊ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ▲❡tt❡rs ✸✳✸✱ ♣♣✳ ✻✸✶✕✻✸✻ ✭❝✐t✳ ♦♥ ♣✳ ✹✺✮✳

❘❡✐♥❡❤✱ ▼❛r②❛♠ ❙❛❞❡❣❤✐ ❛♥❞ ▼❛tt❡♦ P❡❧♦s✐ ✭✷✵✶✸✮✳ ✏P❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♦❢ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ r❛❝✐♥❣ s❤♦❝❦ ❛❜s♦r❜❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ✶❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧
❆▼❊❙✐♠✳✑ ■♥✿ ❙❆❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❛ss❡♥❣❡r ❈❛rs✲▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✻✳✷✵✶✸✲
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