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Premiere partie

Introduction et éléments de base.



Introduction

Un systéme dynamique métrique mesuré est la donnée d'un triplet (M, T, 1) ot M
est un espace métrique complet, 7' : M — M une application mesurable pour la tribu des

boréliens et 7z une mesure sur M invariante par T, i.e pour tout borélien A C M,

AT~ A) = n(A).

Lorsque la mesure 7 est une mesure de probabilité, les notions dynamiques sur celui-ci
donnent des propriétés stochastiques sur les observables qui sont caractéristiques du sys-
teme. Par exemple, I'ergodicité via le théoreme de Birkhoff implique pour toute observable
intégrable f : M ~ R une convergence de type Loi des grands nombres lorsque n tend
vers l'infini :

1 = i @—p.s —
E;foT s /Mfd,u. (1)

Si le systeme est mélangeant avec de bonnes vitesses de mélange certaines observables
¢ € L?(M) peuvent vérifier un théoréme limite central

1 n—1 —
W Zo ¢ ol £> N(O’02(¢))v (2)

ott N(0,0?%(¢)) désigne la loi normale centrée en 0 et de variance o%(¢). De maniére
générale, les relations avec les propriétés stochastiques sont naturelles car les systemes
dynamiques donnent des représentations d’espaces probabilisés (€, II, P) associés a une
suite de variable aléatoires stationnaires (X,,),en qui peuvent étre décrites par une suite
(f o T™)pen Ol f est une observable sur un systéme dynamique (M, T, ) bien choisi.

Dans les systemes (M, T, i) o p est une mesure infinie, les notions d’ergodicité (ergo-
dicité récurrente) et de mélange n’entrainent plus les convergences (1) et (2) précédentes

telles quelles. Le théoreme de Hopf par exemple implique la convergence suivante lorsque



n — oo pour tout f € L*(M),
1 n—1

—ZfoTiIi;O.
5 o

Dans le cas de systémes ergodiques conservatifs, on peut tout de méme se ramener a
des systeme dynamiques probabilisés en remarquant que les informations sur les sommes
itérées le long des orbites dans le systeme sont contenues dans toute portion A C M de
mesure p(A) > 0 via les excursions. On peut alors définir un systeme (A, T4, p1a) ou Thx
donne le prochain point d’arrivée dans la cellule A d’une orbite partant de x € A. Etudier
les sommes itérées revient a étudier la dynamique sur (A, T4, pa) et le temps de retour
7(z) := inf{n > 0,7"x € A}. Au temps de retour, on peut associer la notion duale de
temps local N, (A) de la cellule A qui est une notation probabiliste (N, (A) := N,(A,.))
donnant le nombre de passages de l'orbite (T%z)ren jusqu’a la n-éme itération dans la

cellule A.

Dans ce manuscrit c’est cette notion de temps locale qui est exploitée pour étudier
certaines observables sur des Z9-extensions. Une Z%extension périodique au dessus d'un
systéme dynamique probabiliste (M, T, i) par un changement de cellule ¢ : M — Z9 est
la donnée du systéme (M x Z4, T, Y peza i ® 6,) ot T(x,a) = (Tx,a + ¢(x)). Les orbites
d’un point (z,a) sur un tel systéme sont décrites par T"(x,a) = (T x, S,(x) + a) ol S,
est une somme de Birkhoff S, (z) = S0 ¢ o T" ().

Ainsi, si f : M x Z¢ — R est mesurable et constante sur les cellules M x {n} alors la

somme de Birkhoff donne

Ti: foT'(-,0) = Z f(a)Ny(a),

a€Z

et ’étude de sommes itérées sur f dans M x Z¢ fait apparaitre les sommes ergodiques pour
¢ sur M et donc son temps local N,, (pour a € Z, N,(a) est la fonction mesurable sur M
décrite par N,(a) := 31 1s,—¢}). La somme de Birkhoff d’une application mesurable
f: M xZ*— R se décompose en

n—1 Nn(a)
ZfoTi(x,b):Z Z f(T"z,b+a), (3)
=0 a€Z i=0

Ou les n; sont les entiers inférieurs a n vérifiant S,,,¢ = a. Si on ajoute de bonnes hy-

potheses de mélange, on peut espérer, en utilisant ’ergodicité du systeme induit A =



M x {b+ a}, garder le comportement ergodique

1 Nn(a) .
FT"eb+a) = [ f(.b+a)dn ()
Nld) 2

ce qui nous ramenerait a I’étude du cas précédant > cza f(a) Ny, (a). Plus généralement,
pour une fonction f(.,.) vérifiant pour (z, a), (y,b) € (MXZ)? f(z,a,y,b) = g(x,y) e},
lorsque la décorrélation des orbites (f o T%);en du systéme le permet,

n—1n—1

>3 ST, 0), T, 0)) ,HOOZ ||t dmdan ). (5)

=0 j=0

Ces sommes itérées ont toutes un comportement limite dicté par celui du temps local
dynamique (N, ),en associé a la somme de Birkhoff S,,. Le temps local est un objet fré-
quement étudié en théorie des probabilités notamment par Kesten et Spitzer dans le cadre
des marche aléatoires en paysage aléatoire [22] ainsi que Guillotin-Plantard et Dombry
qui en donnent un comportement limite a partir d’'une marche aléatoire stationnaire (voir
[13]). Adapter ces résultats a la marche dynamique S,, donne le comportement des obser-
vables décrites plus hauts. Cette thése en donne une illustration pour des Z-extensions
dont le quotient (M, T, 1) est hyperbolique.

Plan de la theése et résultats principaux

La these se décompose en cinq chapitres, une premiere partie est consacrée a l'intro-
duction formelle des systemes ainsi que des notions et résultats employés dans la démons-
tration des théoremes limites. On donne notamment des rappels généraux de probabilité
dont on pourra trouver de plus amples informations dans [6] ou [44] ainsi que les résultats
cités plus haut de Guillotin Plantard et Dombry [13]. Cette section décrit aussi des pro-
priétés dynamiques des Z?-extensions et leur caractérisation qui résultent entre autre des
travaux de Hopf, Schmidt [38] et Conze [11]. On présente aussi 'opérateur de transfert
dont le spectre étudié notamment par Bowen, Guivar’ch, Hardy, Young, Szasz et Varju
[46],[17] pour les systemes dynamiques hyperboliques probabilisés donne des propriétés er-
godiques (ergodicité, vitesse de mélange, théoréme limite central, théoréme limite local...).

Dans le deuxieme chapitre on introduit deux modeles qui ont motivé ce travail : le
gaz de Lorentz Z-périodique et le flot géodésique sur une surface Z-périodique a courbure

strictement négative. L’étude de ces systémes en mesure infinie se déduit (via un flot
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de suspension au-dessus d’'une Z-extension) de 'étude de systémes dynamiques hyperbo-
liques en mesure finie, c’est a dire des systémes dynamiques (M, T, i) dont la variété M
se décompose au voisinage de chaque point en une feuille localement stable et une feuille
localement instable. Les exemples donnés sont des variétés de dimension deux et peuvent
étre étudiés via I'approche de Bowen (voir [7]) dans 1’étude de ces derniers via les feuilles
stables et instables. Les propriétés dynamiques et stochastiques de ces systemes ont fait
I'objet de nombreux travaux depuis ceux de Bowen et Sinai (voir notamment [41], [11]
128],]29], [46] pour le gaz de Lorentz ou [7], [35] ou [37] pour les surfaces hyperboliques).
On y donne notamment les propriétés de mélanges exponentiels issues de 1’étude des opé-
rateurs de transfert et les théorémes limites locaux qui en découlent via la méthode de
perturbation des opérateurs de Nagaev-Guivarc’h et sont issus des travaux de Guivarc’h,
Hardy [17], Szész et Varju [43] et Hennion et Hervé [20].

La deuxieme partie de ce manuscrit est consacrée a I’étude de convergences stochas-
tiques sur des Z?-extensions de certains processus issus des sommes ergodiques présentées
en introduction.

Le troisieme chapitre s’intéresse au comportement d’une fonction de gain G dans un flip-
per aléatoire : aux obstacles (O; + a)icrqez d'un gaz de Lorentz Z-périodique en horizon
fini, on associe un gain aléatoire §; , tel que la valeur &;, sera gagnée a chaque fois qu'un
obstacle de la forme O; + a sera touché. La somme des gains obtenus jusqu’a la n-eme
collision est noté G,,.

Si G, peut s’écrire sous la forme d’une somme de Birkhoff (3) avec (f(-,a))qsez remplacé
par une suite de variables aléatoires indépendantes de la marche dynamique (S,,)nen €t
indépendantes entre elles, 'intégrale obtenue dans (4) dépend du paysage et est donc
aléatoire, le résultat est donc similaire au cas d’une marche aléatoire en paysage aléatoire
comme étudié par Kesten et Spitzer dans [22] aboutissant a un théoréme limite équivalent :

Théoreme 0.0.1. Pour un flipper aléatoire composé d’un jeu d’obstacles différents O; en
nombre fini I, dont les copies engendrent de fagcon Z-périodiques une famille d’obstacles
(Oi + x)icr zen auzquels on associe les gains (& 1 )icr vez ; la suite de processus (nTl/AlGLntJ)t
converge en loi pour la métrique Jy dans l'espace D(0,00) des fonctions continues a droite

avec limite a gauche (cid-lag) vers le processus

s 2
(Z cm?) [00 Li(x)dZ(x)

ot (L(2))t>0zer est le temps local d’un mouvement brownien (Bi)i>o et ot Z est un

mouvement Brownien de variance 1 défini sur R indépendant du mouvement brownien

11



(By)t, ¢ la variance des & et p; =PIy = i) = (%).

Le quatrieme chapitre concerne une illustration des sommes itérées vues en (5). Enoncé
ci-dessous dans le cas ot (M, @Y, Lg) est le gaz de Lorentz Z-périodique en horizon fini,
le théoréme limite étudié dans le chapitre 4 (dans un cadre plus général) porte sur le
comportement asymptotique du nombre N; d’auto-intersections de la trajectoire jusqu’au
temps t. Dans le cas out (M, ¢°, Lg) est le gaz de Lorentz Z-périodique, le systéme quotient

modulo Z correspond au flot (M, ¢, L) du billard de Sinai correspondant.

Théoréme 0.0.2 (Nombre d’auto-intersections). Le processus (7Ni)i=o converge for-
tement en loi pour la mesure Ly vers e} [ L?(z)dx ot ¢, désigne le nombre moyen d’in-
tersections entre deux trajectoires indépendantes sur une durée unitaire pour le systéme
quotient modulo Z. (M, py, L), et Ly le temps local d’un mouvement Brownien limite en
distribution du processus (#\IJ o gp?u)t>0 ou VU est l'application qui associe a un point
l’indice de la copie de M le contenant dans la Z-extension M.

Si on dispose d’'un résultat de convergence presque siire vers une constante du nombre
d’auto-intersections dans un gaz de Lorentz Z2-périodique comme démontré par Péne dans
[30], ce théoréeme donne un autre mode de convergence dans le cas des Z-extensions et
s’applique aussi au flot géodésique unitaire sur Z-revétement d’une surface hyperbolique
compacte S a courbure strictement négative. Dans ce cas, le systeme quotient modulo Z
est le flot géodésique unitaire sur la surface compacte S. On retrouve notament dans théo-
reme 0.0.1 la constante €; obtenue par Lalley dans [25] pour le nombre d’auto-intersections
de la trajectoire issue d’une orbite d’un flot géodésique sur une surface compacte.

On montre notamment au chapitre 6 que cette constante €, correspond aussi apres
renormalisation au nombre asymptotique d’auto-intersections sur le billard de Sinai (i.e.
le billard compact). Le chapitre traite aussi d'un autre résultat mineur pour les auto-
intersections dans les Z?-extensions avec d > 3 (le cas d = 2 étant déja traité dans [30]).

En troisieme partie on étudie sur une Z-extension périodique, ergodique et récurrente
(M, T, ), le comportement de la solution z§(z,w) d'une équation différentielle dite per-

turbée de condition initiale xf(z,w) = = pour w € M et de la forme

dzf(z,w) . t
WL _ P, w), T W) (©

avec F'(.,.) : R?x M — R? une fonction Lipschitz en sa premiére variable et mesurable en

la deuxieme. A l'instar des études faites notamment par Khasminskii, Kifer, ou Péne (voir

12



[18], [23] et [27]) pour des systémes en mesure finie, on donne des résultats de convergence
asymptotique des solutions lorsqu’on accélere la dynamique (c’est a dire lorsque € — 0)
et ceux ci dépendent entre autre de la nature de I'intégrabilité de F'(x,.). Dans un cas (ou
F(z,.) est a support uniformément compact) on montre le théoréme suivant

Théoréme 0.0.3. Soit T'> 0 et (M, T, ) le gaz de Lorentz en temps discret (décrivant
la dynamique auz instants de réflexions), la solution (z§(x,w))icpo,r avec w € M wérifie
un théoréme limite :

(H72) 5 (10 P,

t€[0,T]

ou L, représente la convergence forte en loi par rapport a la mesure .

Ce comportement asymptotique des solutions perturbées differe nettement de celles
obtenues lorsque F(.,.) se décompose pour z € R et w € M en

F(x,w) = f(wi) + F(ZE),

avec f(x,.) centrée. En effet dans ce cas et sauf si F et nulle, F'(z,.) n’est jamais inté-
grable. On montre alors au chapitre 9 que la solution z{(x,.) de ’équation différentielle
perturbée (6) converge lorsqu’on accélere la dynamique vers la solution moyennée wy(x),

i.e la solution de I’équation

dwy(x)
dt

= F(w(z)), et wo(z) = . (7)

Théoréme 0.0.4. Pour (M, T, ) le gaz de Lorentz en temps discret, et une telle fonction
F' suivant quelques hypotheses de régqularité, [’erreur
es(x,.) == zf(x,.) —w(x) entre la solution perturbée x¢(x,.) de (6) et la solution moyennée

wi(z) de (7) se comporte de la maniére suivante :

_ B Il;
(e73/e(x, ) reory i (Ye)eeo,)s (8)

ou L, désigne la convergence forte en loi pour la mesure i et (y:(x,w))ejo.r) est la solution
au sens faible de l’équation différentielle

o
Ye(z,.) = Bft a(ws (z))dL,(0) +/0 DF(ws(x)).ys(x, .)ds, (9)

0

ot (Bt)i>0 est un mouvement Brownien standard et (L.)s>o est le temps local d’un mou-
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vement brownien (Bj})i>o indépendant de (B)i>o et ot a: x € R — a(z) est une somme
de “type" Green Kubo (voir [24]) :

a(r) =YL, (f(e. T f(x,.)) = Z/ Fla, T ) f (2, )dp.
l€Z ez’ M
La preuve de ce théoreme s’articule autour d’un résultat important en soi, un théoreme
limite central sur des Z-extensions de sommes de Birkhoff perturbées auquel le chapitre
10 est consacré et qui s’appuie et développe un travail de Péne et Thomine [32] montrant
le théoreme limite central pour des Z-extensions lorsque l'observable f est constante sur

les cellules :

Théoréme 0.0.5. Soit ¢y > 0 on se place sur le gaz de Lorentz en temps discret (M, T, 1)
décrit comme une Z-extension dun systéme (M, T, 1) de fonction de pas ¢ : M — Z.
Soit f: R x M x Z — R vérifiant un certain nombre d’hypothéses de régqularité et telle
que pour tout x € R, f(z,.) soit centrée. Soit T > 0, on pose pour x € R, t € [0,T] et
weM,

t/e
vi(w,w) = e[ flwe (@), T w)ds,
0

ot s — wy(x) est une fonction Lipschitz, alors

€ ‘CPH””OO
(vi(, ) epo o (Bfta(ws(:c))dL’s(O))tE[OyT]>

0

ou L, désigne la convergence forte en loi pour p, (Bt)i>o désigne un mouvement brow-

nien standard, (L))s>o est le temps local d’un mouvement brownien (Bj)i>¢ indépendant

de (B et a(x) =} Siez L (f(@, ) f (2, TI()).

Enfin I'annexe est consacrée aux preuves des parties les plus techniques de certaines
démonstrations et I'annexe B détaille les preuves de diverses propriétés du temps local

d’un mouvement brownien unidimensionnel.

14



Chapitre 1

Outils et définitions générales.

Ce chapitre décrit dans une premiere partie des constructions formelles de systemes
dynamiques a partir d’un systéme de base que sont les Z-extensions et les flots spéciaux.
On y énonce certaines propriétés ergodiques qui peuvent étre portés sur ces constructions
a partir de celles connues sur le systeme sous-jacent et qui découlent entre autre des tra-
vaux de Conze et Schmidt [11],[38]. La deuxiéme partie rappelle les liens connus entre
les propriétés ergodiques d'un systeéme dynamique probabilisé et le spectre de l'opéra-
teur de transfert. Dans la suite, les propriétés stochastiques d’observables de nombres de
systemes étudiés découlent du spectre d’un opérateur perturbé. Enfin les deux dernieres
parties présentent des notions probabilistes liées aux temps locaux dont un résultat de
Guillotin-Plantard et Dombry [13], de métrique de Skorohod et présentent la notion de
convergence forte en loi ( dont les travaux de Zweimiiller [47]).

Dans tout le manuscrit on considere deux types de systemes dynamiques :
Les systemes dynamiques (& temps) discrets qui sont la donnée d’un triplet (M, T, i) tel
que
— M est un espace métrique munit de la tribu Borélienne,
— la transformation 1" : M — M est une application mesurable
— p est une mesure positive o-finie qui est invariante (pour la transformation 7") au
sens ot pour tout A mesurable, u(T'A) = u(A).
Les systemes dynamiques (a temps) continu qui sont la donnée dun triplet (M, ¢, L)
tel que :
— M est un espace métrique munit d’une tribu borélienne,
— ¢ : Ry x M — M est un flot continu a un parametre, i.e. une application continue
¢ telle que pour z € M, t,s € Ry, pri(2) = pu(ips(2)),
— L est une mesure positive o-finie et invariante dans le sens ou pour tout A mesurable
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et pour tout t > 0, L(p_¢(A)) = L(A).

1.1 Définitions préliminaires de systemes et proprié-

tés dynamiques

On donne ici quelques éléments de théorie ergodique ainsi qu’une description sommaire
du modele type de systeme dynamique étudié dans cette these. On commence par les
notions de récurrence et d’ergodicité qui sont des propriétés qui se lisent sur les orbites

d’un systéme dynamique.

Définition 1.1.1. Un systéme dynamique mesuré (M, T, ) est dit récurrent si pour tout
A C M mesurable et pour pu presque tout (u-p.t) x € A, il existe n(x) € N* tel que
T@ g € A. Cette notion peut se traduire de facon ensembliste : pour tout A C M

mesurable,

0 (A\ U T”A) =0. (1.1)

n>0

Remarque 1.1.2. La notion de récurrence donnée par ’équation (1.1) est équivalente d

la relation : pour tout B C M mesurable tel que p(B) > 0, il existe ng € N* tel que
w(BNT™™8B) > 0. (1.2)

Cette relation est clairement impliquée par (1.1), et dans lautre sens, ['ensemble B :=
A\ U,ns0 T7"A ne vérifie par définition pas (1.2) donc est de mesure nulle. C’est cette
caractérisation par la formule (1.2) qui sera employée dans les preuves de cette section.
Enfin la définition passe naturellement aux systémes de dynamiques continus, si (M, p, L)
est un flot, le systéeme est récurrent si pour A de mesure non nulle et L-p.t x € A, il existe

t > 0 arbitrairement grand tel que @i(x) € A et I’équation (1.1) devient

1 (AN oo (4)) = 0.

Plusieurs notions d’ergodicité se cotoient dans la littérature pour les systemes dyna-
miques en mesure infinie. On donne ici celle qui nous intéresse et sera employée dans tout

le manuscrit :

Définition 1.1.3. Un systéme dynamique mesuré (M, T, n) est dit ergodique (ergodicité
récurrente) si pour tout B C M mesurable tel que p(B) > 0, pour p-p.t © € M, il existe
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n(z) € N* tel que T"Wx € B. Autrement dit,

1 (M\ ( U T‘”B)) = 0. (1.3)

Cette définition est aussi équivalente aux formulations suivantes :

(1) VA, B C M mesurables de mesure non nulles, il existe n € N* tel que
uw(T"BNA) >0, (1.4)
(2) Pour tout A C M mesurable,
T'AC A= u(A) =0 ou u(“A) = 0. (1.5)

La premiere relation implique bien notre définition en posant pour B de mesure non nulle
A = M\ (Upen- T7"B), A est nécessairement de mesure nulle car il ne vérifie pas par
définition I'inégalité (1.4). L’autre implication est claire, (1.3) impliquant que les T~"B
recouvrent tout ’espace.

Le deuxiéme point est une conséquence du précédent, en choisissant pour B vérifiant
T~'B C B, en choisissant A := B, ces deux ensembles ne vérifient pas (1.4) donc I'un
des deux est de mesure nulle. Réciproquement, si on suppose (1.5) vrai, alors pour B de
mesure non nulle, U'ensemble A := U, cn- 7" B satisfait 77! A C A et son complémentaire
est donc de mesure nulle (B étant de mesure non nulle 7! B non plus par invariance de
wupar T).

L’ergodicité définie par la relation (1.3) est une notion plus contraignante que la définition
alternative donnée parfois dans la littérature (voir chapitre 1.2 [2]) qui est la suivante :

TAZ A= pu(A) =0 ou u(°A) =0, (1.6)

ot “ 227 désigne une identification & un ensemble de mesure nulle prés. En effet Pergodi-
cité donnée par la définition 1.1.3 implique que le systeme (M, T, u) est récurrent ((1.4)
implique (1.2)).Ce n’est pas le cas de la relation (1.6) :
Prenons un systeme dissipatif, par exemple le systeme (Z,D,m) avec m la mesure de
comptage et D : k € Z — k + 1. D ne laisse invariant aucun ensemble et est donc ergo-
dique au sens de la relation (1.6) mais comme toutes ses orbites partent a U'infini, il n’est
pas récurrent.

Proposition 1.1.4. La notion d’ergodicité donnée pour un systéme (M, T, u) par la re-

lation (1.3) est exactement équivalente a la relation (1.6) si et seulement si (M, T, ) est
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récurrent.

Démonstration. En effet, si (M, T, p) est récurrent, 'ensemble M\ (U,en- T~ "B) appa-
raissant dans (1.3) est bien presque slirement invariant au sens de (1.6) (car d’apres la
récurrence, B C U,en+ 77" B & un ensemble de mesure nulle pres). ]

Dans la suite nous regarderons essentiellement des systémes récurrents et les deux no-
tions coincideront sans ambiguité, pour le reste la notion d’ergodicité appliquée est celle

de la définition.

Enfin la définition avec les orbites passe aussi au flot : (M, ¢, L) un systeme dynamique
continu est dit ergodique si pour tout ensemble A, B C M de mesure non nulle, pour
presque tout x € B, il existe t > 0 tel que ¢;(x) € A et la relation (1.3) est substituée par

1 (M\@)w)(B)) = 0.

Définition 1.1.5. Une Z-extension d’un systéme dynamique probabilisé (M, T, Ji) par la
fonction de pas ¢ : M — 7 est le systéme dynamique mesuré (M X Z, T, ez T ® 6,) 0ol
la transformation T est définie par

T(x,n):= (Tx,n+ ¢(x)). (1.7)

Remarque 1.1.6. Un tel systéme (M, T, ) induit ’existence d’une action du groupe Z
sur M wia le générateur D satisfaisant

ToD=DoT,

Ou D correspond a Uapplication (x,k) — (z,k+ 1) vue sur M x Z. Quitte a identifier M
et M x {0}, on suppose que M C M, et la relation (1.7) devient

T(z) = D*@(T(z)) V& € M.

La formule de Kac suivante permet de substituer ’étude d’un systéme dynamique

ergodique récurrent par celle d'un systéme ergodique probabilisé.

Proposition 1.1.7 (formule de Kac). Soit (M, T, u) un systéme dynamique ergodique et
récurrent, et soit A un borélien de M tel que 0 < u(A) < co. Le systéme (A, Ta, pta) ot

fa est la mesure conditionnelle pa(.) := “/5'&?) telle que Ty := T% avec ¢4 : M — N*
définie pour x € M par ¢pa(x) := inf{n € N*,T"(z) € A}, est alors un systéme dynamique

probabilisé et ergodique.
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Démonstration. Soit B C A, alors

Ti'B=An {J ((¢pa=n)nT"B)

neN*

avec (pa =n)NT "B = (T""BNA) NNicpen_1 T (°A) qui est bien mesurable et

ATy B) = pa (A N U ((ea=n)n T‘"B))

neN*
- lim u(lA)EV WA (64 =n) N T B) (1.8)

en remarquant que (¢4 < n) = T dpa < n—1)UT (AN (¢4 > n)), puis, comme

B C A, que

(Ga<m)NT " 'B=T""((¢a<n—1)NT"B)UT (AN (¢a>n—1)NT"B)
=T ((pa <n—1)NT"B)UT " (AN (2 =n))NT"B).

L’union étant disjointe, en réintroduisant le terme dans (1.8), et par T-invariance de p,

pa(Ti'B) = lim —— Z p((pa <n)NT " 'B) — ((¢A <n-1)N T_”B)

N—>oo/,L n<N

) 1 _N-1 1
nggom(u(mgi\f)ﬂT B) — u((¢4 < 0)NT'B))

. 1 —N-1
= Jim (1(B) = p((¢a > N)NTN"'B)). (1.9)
Remarquons que
pA(Ti'B) = —— (u(B) —lim (64 > N) N TV"'B)) < pa(B),

1(A)

et en appliquant cette inégalité & un ensemble de la forme A\ B,
pa(Th'B) = pua(A) — pa(Ti ' (A\B)) > pa(A) — pa(A\B) = pua(B).

L’ergodicité du nouveau systéme découle de celle de (M, u, T) et de sa récurrence, il suffit
de remarquer que pour B C A tel que u(B) # 0, lergodicité (et la récurrence) impose
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U, T "B =M p.p dou
1=pa (Aﬂ (UT‘”B)) = [ia (Aﬂ (UT;’CB)) :

Le systeme (M, T', i) peut alors étre vu comme une tour au dessus du systéme (A, T4, p14)

]

par l'application ¢4 ot x € M est repéré par des coordonnées = := (x4,7) qui corres-
pondent & x := T%(x,). Lorsque (M, T, ) est un systéme dynamique probabilisé, il en
découle le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.8. Soit (M, T, ) un systeme dynamique ergodique probabilisé. Alors pour
tout ensemble mesurable A tel que u(A) # 0, alors

[ oadu =1
A
ot ¢4(z) :=inf{n € N*,T"(x) € A}.

Démonstration. Le systéme étant ergodique et récurrent,

u<M>:u(U<¢A=n>).

neN
Or
T (pa>n)=T"((pa >n)NA)U(pa>n+1)
ou 'union est disjointe donc

w(da =z n) = p(daoT =2 n) = pu((¢a 2n)NA)+ pu(¢a 2 n+1).

Comme p(pa =n) = pu(dpa >n) — u(pa >n+1) = pu((pa > n) N A), on en déduit

L= (M) = ¥ pl(6a = m) N A) = [ Gadp

n>1

]

En mesure infinie, la formule de Kac nécessitant en particulier que le systéme soit
récurrent pour étre appliqué, on donne ici un critere de récurrence sur les Z-extensions
donné par Schmidt dans [38].
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Proposition 1.1.9. On se donne une Z-extension (M,T,u) dun systéme dynamique
ergodique (M, T, 11) tel que la fonction (dite fonction de pas) ¢ soit finie presque stirement
et vérifie

1
—Sp9 — 0
n

ou plus simplement [ ¢pdp = 0. Alors (M, T, ) est un systéme dynamique récurrent.

A partir d'un systéme (M, T, ) et d'une “fonction plafond" 7, on peut construire un

systeme continu (M., ¢, \') appelé flot de suspension.

Définition 1.1.10. Etant donné un systéme dynamique (M,T,pn) et une fonction de
suspension T : M — R’ mesurable, un flot special sur (M, T, ) est le systéme (M-, ps, X')
ot
- M. ={(z,s),z € M,0<s<7(z)}
- pour tout (x,5) € M, @y(x,s) == (T t 45— 1o TH(2)) avee ny(z) =
sup{n, 525 7o T*(x) < t}
- dN(z,s) = du(x)ds pour (z,s) € M, est une mesure (p;);-invariante.

Remarque 1.1.11. Ld encore, M peut-étre identifié avec M x {0} C M.

Proposition 1.1.12. De plus, le systéeme (M, T, 1) est ergodique si et seulement si le flot
de suspension (M, ¢, 1 @ \) est ergodique

Démonstration. A est un ensemble de mesure non nulle sur M ssi

B = {(z,s),x € A,s € [0,7(x)[} est de mesure non nulle dans M,. En remarquant
que T71(A) C A si et seulement si ¢_;(B) C B pour tout ¢, on en déduit la condition
nécessaire. Pour I'autre sens, si B C M, est mesurable de mesure non nulle tel que pour
tout t € R*, ¢ 4B C B, alors A :={x € M :3s € [0,7(x)), (z,s) € B} est de p-mesure
positive et vérifie T-'A C A. O

Le résultat ne tient pas pour le mélange, si on choisit un systeme (M, T, i) mélangeant
et une fonction plafond 7 := 1, le projection du flot de suspension
(M, ¢, 1 @ A) selon la deuxiéme coordonnée donne une translation du tore (M, p;, \)

qui est alors un facteur non mélangeant.

1.2 Opérateur de transfert et systemes hyperboliques.

On rappelle la notion d’opérateur de transfert ainsi que certaines propriétés ergodiques

qu’on peut lire dans son spectre (on pourra voir [2] notamment).
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Définition 1.2.1 (opérateur de transfert). Soit (M, T,fi) un systéme dynamique proba-
bilisé, on note P 'opérateur de transfert sur LP(M) pour p €]1,00] comme le dual de
Uopérateur de Koopman f v+ foT sur L1(M) pour 14 l = 1. Pf peut aussi étre définit

d(T I/f

pour f € LY(M) comme la dérivée de Radon Nzkodym (par rapport a p) de la

mesure image par T de la mesure vy := fdu (mesure de densité f par rapport d ).

Remarquons que P est un opérateur positif (si f est a valeurs réelles positives, alors
Pf est a valeurs réelles positives) et vérifie pour f € LP et g € L9,

P(foTg) = gPf. (1.10)
Certaines propriétés ergodiques se lisent directement sur le spectre de cet opérateur.

Proposition 1.2.2. Soit (M, T, 1) un systéme dynamique probabilisé, on note P son
opérateur de transfert.

(1) La mesure [ est ergodique si et seulement si 1y; est l'unique vecteur propre de P
sur L% pour la valeur propre 1. Si le systéeme est ergodique, la valeur propre est
simple.

(2) Sile systeme dynamique (M, T, i) est mélangeant alors 1 est l'unique valeur propre
de P sur Ll sur le disque unité et 137 en est l'unique vecteur propre. Si de plus il
eziste un espace de Banach (B, ||.||) stable par P, contenant 137, s’injectant conti-
niment dans L' et tel que l'opérateur P admet un trou spectral sur B, i.e le spectre
essentiel de P est contenu dans une boule de rayon r < 1 centrée en 0 (ici cela
signifie que 1 est une valeur spectrale isolée) alors on dispose d’un mélange expo-
nentiel : il eviste a < 1, tel que pour f € L™= et g € B,

[ rotgdn~ [ tdn [ gdn| < Ca”llflllgl.

Démonstration. (1) Supposons que (M, T, ) soit ergodique, soit p € L% tel que Pp = p
et A C M un ensemble mesurable. D’aprés le théoréme de Birkhoff et le théoréme de

convergence dominée,

1 Td A
/Mnkzvo pdfi — Ti(A)

donc .
17

di= [ 3" Plpdp — 74

/Apu i pdi — Ti(A)

ce qui assure [, pdii = fi(A). 157 est donc 'unique vecteur propre de P pour 1.
Réciproquement, si 137 est le seul vecteur propre de P dans L% associé a la valeur propre
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1 alors, pour tout A mesurable tel que T-'A = A & un ensemble de Ji-mesure nulle preés,

onap.s:
P(1a)=P(1y0T) =14,
donc 14 = 157 ce qui prouve 'ergodicité.
(2) Si €? est valeur propre de vecteur propre f € L', alors

1 oT"di = ™ / 1 dp.
/Mf (=0} I | Lir=o0y i
Ce dernier terme converge seulement si § = 0 mod Z.

Si P admet un trou spectral, alors quitte a choisir un contour contenant le spectre
essentiel, P se décompose en une somme de deux opérateurs P = 7i(.) 157+ N orthogonaux
(vérifiant (7i(.)157)oN = No(1l37) = 0). Leur spectre est donc complémentaire et le spectre
sur le cercle unité n’étant composé que d’une valeur propre isolée, N vérifie p(N) <r < 1

(ou p(N) désigne le rayon spectral de N). Ainsi

|_teTgdn= [_fPigdn= [ fauti(g)+O(a).
L]

La suite fait usage de décompositions similaires pour des opérateurs perturbés (i.e de
la forme P,(.) := P(e™X.) pour une certaine variable aléatoire réelle X sur (M, T, 1) ).

1.3 Convergence forte en loi

La convergence forte en loi présentée ici est une notion de convergence en loi adaptée
pour des systemes en mesure infinie. Elle est aussi intéressante en mesure finie ou elle est

alors plus contraignante que la convergence forte en loi.

Définition 1.3.1 (Convergence forte en loi). Soit (M,I1, ) un systéme mesuré fini ou
o-fini. Une suite (R, )nen converge fortement en loi (ou converge fortement en loi) vers R
(qui n'est pas définie sur le méme espace mais d valeurs dans le méme espace métrique)
si pour toute mesure de probabilité P < p (absolument continue par rapport d u), R,
converge en lot pour P vers R.

Remarque 1.3.2. Pour vérifier la propriété de convergence forte en loi, il suffit de vérifier
la convergence en loi des R, pour chaque

plE = p(.NE)/u(E)
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pour tout E mesurable tel que p(E) < oo

Remarque 1.3.3. La convergence forte en loi est une notion plus forte que la convergence
en loi pour une mesure finie.

En effet, si on choisit X une loi de Rademacher centrée (i.e i(X =1) = (X = —1) =3
définie sur un espace probabilisé (M, ). Alors la suite de variables aléatoires (X,)n>1
telle que pour tout n € N*, X, := (=1)"X converge en loi i vers une variable aléatoire
de Rademacher centrée. Cependant, elle ne converge pas en loi pour la mesure de proba

v() = m(.|X > 0).

Le théoreme suivant de Zweimiiller dans [47] donne un critére ramenant la convergence

forte en loi a la convergence en loi d’'une mesure bien choisie.

Théoréme 1.3.4 (Zweimiiller). Pour (M, T, u) un systéme dynamique ergodique o-fini
et (R,)nen une suite de fonction mesurable d valeur dans l'espace métrique (E,d), on
suppose que

d(R,,R,oT) 5 0

n—oo

ot &5 désigne la convergence en probabilité pour toute mesure de probabilité P absolument
continue par rapport a . Alors R, converge fortement en loi vers R ssi elle converge en

loi pour une mesure de probabilité P < p.

La majeure partie des systemes étudiés dans le chapitre 2 et plus généralement dans
cette these sont ergodiques (et conservatifs), on pourra donc se ramener deés que possible a
un probléme de convergence en loi standard et appliquer les techniques liées. On présente
ici un critere d’évaluation de la convergence en loi d’une variable aléatoire par le calcul

de ses moments, le critere de Carleman (voir [39]).

Proposition 1.3.5. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, X et (X,)nen des variables
aléatoires réelles admettant des moments de tous ordres tels que pour tout k € N,

lim E(X*) = B(X"),

n— o0

et d’autre part la suite composée des termes M, = E(XF) vérifie

1
—— =0
e

Alors la suite (X,,)nen converge en loi vers X.
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SKOHOROD

1.4 Convergence en loi, métrique M; et J; sur ’es-

pace de Skohorod

On rappelle ici des résultats connus sur les espaces de Skorohod dotés respectivement
des métriques M; et Jj, ces espaces sont plus amplement détaillés dans les livres [6] et
[44].

Définition 1.4.1. Pour T > 0, on peut munir l’espace D([0,T]) des fonctions da valeur
dans R cdd-lag (continue a droite et admettant des limites d gauche) de la métrique J;
définie par la distance d; suivante : pour tous z,y € D([0,T]),

dy(,9) = it {0 A= yllao V A ~ Tl

ou A est 'ensemble des homéomorphismes croissants sur [0,T] tels que A(0) = 0 et
ANT)=T.

Cette métrique est plus fine que la métrique M; que nous tachons de définir ci-dessous :

Définition 1.4.2. Pour x € D([0,T]) on définit le graphe complet T',, de x par
Ly o={(azx(t™) 4+ (1 —a)x(t),t),t € [0,T],a € [0,1]}.

On munit I',, d’une relation d’ordre en posant (g,r) < (h,s) si et seulement sir < s ou
bienr =s et
[2(r7) — gl < |z(r7) — Al

On appelle alors représentation paramétrique de 'y, la donnée d’une application crois-
sante et continue (g,r) de [0,1] sur I'y. On note Il(x) l'ensemble des représentations
paramétriques de T',.

On définit alors la métrique M; de la fagon suivante.

Définition 1.4.3. Pour x1, x5 € D(]0,T]), on définit la métrique M, comme la distance
dyr construite a l'aide des représentations paramétriques :

dAl(x17x2):::(ghrﬂef&nijE{LQ}{Hgl-_ ngoov HT1 —’T2Hoo}~

On rappelle ici le lemme 1 du chapitre 3 de [5].

Proposition 1.4.4. Pour x € D([0,T]) et € > 0, il existe une famille finie d’éléments
0=ty < ---<t,=1 tels que
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we(to, .. tn) == sup |z(s) — x(t)|
0<i<n—1,t;<s<t<tj41

vérifie
wx(to, N ,tn) S €.

Démonstration. On note 7 le plus grand élément de [0, 7] tel qu’il existe n € N et une

subdivision 0 =ty < --- < t,, = 7 vérifiant
Wy (to, -y tn) < e

Montrons dans un premier temps que 7 := sup({t,In € Nty < --- < t, = tt.quw,(to,...,t,) <
€}) est atteint :

Soit (T});en une suite de [0, TN qui croit vers 7, le processus (x;)¢>o admettant une limite

a gauche, il existe z € R et s > 0 tel que pour tout s <t < 7,

lz(s) — x| < €/2. (1.11)

Soit N € N tel que Ty > t, comme T; < 7, il existe n € Net tg < --- < t, =Ty
tel que wy(to,...,t,) < €. La relation (1.11) permet de conclureque 7 est atteint et
Wy (to, -y tn, T) < €.

Comme x est continue a droite, 7 > 0. Si on suppose 7 < T alors quitte a ajouter un cran
a la subdivision, la continuité a droite de x(.) permettrait de prolonger la propriété sur
un voisinage de 7 ce qui contredit la maximalité, 7 =T.

]

Proposition 1.4.5. L’espace C°([0,T]) des fonctions continues a valeurs réelles est dense
dans D([0,T]) pour la métrique M,

Démonstration. Soit x € D([0,T]) et € > 0; on choisit 0 =ty < --- < t, =1 tels que
’wx(t(), c. ;tn) <e.

On pose alors la fonction

1

n

l‘n(t) = Z:O x(ti)l[tht“l_twiﬁi[
n—1
ti+1 —t ti+1 —1
+ P (ntzﬂ_tlaj(tz) + <1 - ntzﬂ—tl> Qf(u-&-l)) 1[ti+l_ti+}17ti toal
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N . . 7 . N . t _t
Comme z(.) et z,,(.) sont a une distance inférieure a e sur les intervalles [t;, ;1 —=—"],
on peut se contenter de les reparamétrer sur les intervalles de longueur % restant. On peut
se donner des paramétrisations respectives de z| tii1—t; et x,| tii1—t; . Choi-
[ti+1—T,ti+ﬂ [ti+1—T,tz‘+ﬂ
sissons une paramétrisation (u,r) quelconque de

{(u,5) € Ta, (w(tipr — ")ty — H25) < (u,5) < (2(tigr), tion)}-

On construit ensuite la paramétrisation (u,,7,) de {(u,s) € Iy, : tiyq — =1 < s <
tir1} de la forme : u,(t) = x,(r,(t)) telle que
— si |z(ti) — x(t)] > €, u,(t) = u(t) des que |u(t) — z(t;)| > € (ce qui impose la
valeur de 7, (t)) et r, est affine sur {¢ : |u(t) — x(t;)| < €}.
— si |z(tip1) — z(t;)| <€, on prend r,(t) = r(t).

Dans tous les cas on a :

T
I — 7|00 < . et |Jun — uf|0o < €.
Donc dyy, (2, ) < min(%, €). On vient de construire une suite (uy, 1, )neny de paramétri-
sations aussi proche que souhaitée de (u,r) pour la métrique M;. O

Lemme 1.4.6. Si ((v0(t))tcjo,1))nen est une suite de processus croissants et continus sur
[0,T] qui converge pour les lois finies dimensionnelles vers un processus X continu sur
0, T], alors la convergence se fait aussi en loi au sens des processus sur (CO([0, T],R), |||l )-

Démonstration. Les processus (v (t))sepo,r] étant croissants, ceux-ci vérifient le critére de
Skorohod (voir les théoremes 3.1 et 3.2 [42]) pour la métrique M;,

ws,g(v)) =0
wsu(Z) = sup M(Z(t1), Z(t), Z(t2)).

0<ty <t<t2<1,‘t1—t2|§5

Avec M désignant la fonction d’oscillations

0sizy € [x1, 73]

min(|z; — @9, |x3 — z3|) sinon

M (x4, 9, x3) :{

La suite de processus (12(.)),en vérifie le critére de Skorohod et converge au sens des
lois finies dimensionnelles vers X, d’apres les théoremes 3.1 et 3.2 de [42] elle converge
donc en loi vers X pour la métrique M; (voir chap 12 [44]).

Soit f une application uniformément continue et bornée sur U'espace C°([0,T],R) (i.e,
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'espace des fonctions continues de [0,7] dans R muni de la norme infinie) et a valeur
réelle.La topologie induite par M; est équivalente a la topologie induite par la norme
infinie, f est encore continue sur cet espace pour la métrique M. L’espace C°([0,T])
étant dense dans 'espace D([0,T]) pour la métrique M;, f peut se prolonger de maniére
unique en une fonction continue bornée f sur le complété de D([0,T]) pour la métrique
M;. La convergence en loi de la suite de processus continus (12(.))nen vers X permet
d’écrire

E(f(v) = Eu(f(v) = E(f(X)) = B(f(X)).

(18(.))nen converge donc en loi vers X pour ||.|/sc-
[

On donne ici un critére de tension pour une famille de processus dans D[0, 7] issu du

théoréme 15.6 donné dans le livre de Billingsley [5] pour la métrique J;.

Théoreme 1.4.7. Une suite de processus ((Xf)te[o’ﬂ) . est tendue s’il existe 5 > 0,

a > % et une application croissante F : [0,T] — R telle que pourr < s <t :

E (X2 = XPPP| X7 = XPPP7) < (F(t) — F(r)™.

1.5 Temps local

Le temps local associé & un processus a temps continu (X;);>o est une notion courante
en probabilité et calcul stochastique traduisant la densité du nombre de passages d’un
processus (X;);>o dans un petit voisinage d'un point considéré. On pourra voir le livre
de Le Gall [15] pour une description détaillée de ses propriétés, on en donne ici une
caractérisation usitée ainsi que les propriétés essentielles qui apparaitront au cours des

chapitres suivants.

Définition 1.5.1. Le temps local (L(.))t>0 associé a un mouvement Brownien unidi-
mensionnel (By)i>o peut étre donné par le processus suivant, qui d un élément a € R

associe

1ot
Lt(a) = 11_{%2—6/0 1{a—e§BS§a+e}d5-

Autrement dit, Li(.) est la densité de la mesure image de la mesure de Lebesque sur [0, 1]
par s — By.

Proposition 1.5.2. Soit (2, F,P) un espace probabilisé et (X;);en une suite de variables
aléatoires L? i.i.d de variance ¥ tel que le groupe engendré par {a — b,P(X; = a)P(X; =
b) > 0} soit Z. Soit (Sy)nen décrit par S, := S0=5 X;. Alors en notant
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. -l 4 Nint . .
N, =371 lis,—0y son temps local en zéro, ( T )tzo converge en loi au sens des lois fi-
ies dimensionnell Li)so : P Ry, (Moot M
nies dimensionnelles vers (Ly)i>o : Pour tout ty, ...t € Ry, Jn e Tum ) converge

vers Ly, ..., Ly,).

Proposition 1.5.3. Poura € R, a € R*, le temps local (L(.))i>0 associé a un mouvement

Brownien (By)i>o de variance ¥ vérifie pour tout 0 < s < t,
c a a
(Lar(0) = Las(@))izo = a(Lifa) = Li(@)rzo £ (0 (L) ~ L)) )

ot = désigne 'égalité en loi et Ly est le temps local du mouvement brownien (B = Bat),>,

de variance ax.

Démonstration. Via un changement de variable dans la définition du temps local,

) ]_ at
(Lat(a) = Las(a))izo = (ll_{%% g 1{a—e§Bu§a+e}d“>t20
lim & [ d 1.12
o (55%25/3 {ame<Bousate} u)t>0 (1.12)

0[1/2 t
= | lim — 1 A du
e—=0 2¢ Js {041/2_ESBU§041/2+6} t>0

(o (1) = i)

I~

avec (Bt = %)Qo £ (Bt)i>0. En remarquant que (1.12) montre la premiere égalité, la
proposition est démontrée. O

On donne ici quelques propriétés élémentaires sur les moments du temps local évalué
en 0 qui permettent a ’aide du critére de Carleman (proposition 1.3.5) de I'identifier sur

des processus. Les deux propositions qui suivent sont démontrées dans ’annexe B.

Proposition 1.5.4. Soit (Ls)s>0 le temps local d’un mouvement brownien B de variance
Y. On fize des réels ey, ...,en et 51 < --- < sy tels que s; +¢; < ;11 et 0 < e; pour tout
t. Pour tout M >0, ny,...,n; €N,
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i=1
[ 1 (T ] s
] J J 1 n;
uel ;5 =1 mX) Y2 (uf — i y)? !
avec E = {u = (u{)jzl ..... pi=l,n; | 5j < uf < - < u,j%_ < sj+e;} et avec la convention

J _ 1.j—1 . Jj _ ,9-1 0 _
ko =k~ et la convention ug = uj, ~ et ug = 0.

1 1

En particulier, les moments du temps local en 0 vérifient le critere de Carleman.
Corollaire 1.5.5. Etant donné des coefficients oy, ..., ay € R,
et 0 <ty <--- <ty <T, les moments de Zjﬂil a; Ly, vérifient le critére de Carleman (

k
proposition 1.3.5) : en posant My := E ((Zjul athj> >, M, satisfait

M,i/k = O(k) et ainsi >

k>1

1
Ter — -
e

Démonstration. Avec les notations de 1’énoncé, et la croissance du temps local en t € R
et de la proposition 1.5.4,

M k M k
E (> oLy, <E[ (> |ayl| Lk
j=1

j=1
< (k) /T du )"

— 272k \Jo Vu

< C*(kY)
Ainsi,
1 1 1
—_— > — — .
Z My~ C mz ((2k))"/¥

Or la formule de Stirling donne (2k)! = O ((2@2#) et ainsi

((Qk)!)i =0 ((2]5)1*%) = O(k) qui donne le terme général d’une série divergente.
[

On peut en déduire avec la proposition suivante une description d’une partie du “bassin

d’attraction" du temps local du mouvement brownien standard. La preuve est donnée en
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annexe B a l’aide de la proposition 1.5.2

Proposition 1.5.6. Soit (L;):>o le temps local d’un mouvement brownien de variance X.
Soit (Sy)nen une suite de variables aléatoires d valeurs dans 7 sur un espace probabilisé
(M, P) vérifiant un théoréme limite local au sens ot pour tout ky < --- < ky, en fivant

ko =0,

(O (5, —0> (D e ) ot bl

avec pour 1 < i < N, |e;(ky,...,ky)| < e(k; — ki_1) avec €(.) une application réelle telle
que lim;_,, €(t) = 0.

Alors la famille de processus ((nll/QNL"tOte[o T]) issue du temps local en 0, ou N, est
) neN

défini par N, = 372, Lis,=0y converge en loi pour Jy vers (Ly)ieo,n-
On rappelle ici une version adaptée de la proposition 2.1 de [13].

Proposition 1.5.7. Soit (S, )nen une marche aléatoire sur Z, dont on note
Ny(a) ==Y, l{s,—a}y le temps local. Si on suppose que

(1) la suite de processus ((nll/QSLntJ)DO) converge en loi pour la métrique J, vers
=Y/ neN
un mouvement Brownien (By)i>o de temps local (Ly)i>o,

(2) Spaes 172 No(@) 12 < oo,
(8) limsup,_o lim, s [|[n7Y2N,(|n'2a]) — n= 2N, ([n*?(a + b)])||z2 = 0,

alors la suite de processus ((n1/2Ntntj(t.n1/2j))t>0> converge au sens des lois
=Y/ neN

finies dimensionnelles sur Uespace métrique (L?,||.|l2) vers (Li(.)),so le temps local du
mouvement brownien (By)i>o-
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Chapitre 2

Exemples de systemes chaotiques
étudiés.

Dans ce chapitre on présente des exemples de systemes dynamiques qui seront traités
dans la suite ainsi que leurs propriétés ergodiques. Le premier est le systeme probabilisé
du sous-shift de type fini qui permet de coder et d’étudier les propriétés ergodiques de
systemes plus complexes tels que les flots géodésiques sur des surfaces hyperboliques
compactes. On présente aussi les Z-extensions périodiques que sont le gaz de Lorentz
et le flot géodésique d’un Z-revétement d’une surface hyperbolique. Dans chaque cas
on détaille des propriétés ergodiques, et notamment, pour une bonne observable ¢, un
théoréme limite local pour sa somme de Birkhoff issu des travaux de Szasz et Varju [43]
et adaptés, selon le systéme dynamique considéré, des travaux par Péne, Saussol [31] et
Yassine [45].

2.1 Sous-shift de type fini.
Définition 2.1.1. Un sous-shift de type fini (3,0) est la donnée de
3 = {(wn)nez € A%, Vi € Z, M (w;, w;1) = 1}

ot A est un alphabet fini et M est une application sur A? a valeurs dans {0,1} et d’un

opérateur de décalage

b — b
g .
(xn)nEZ — (anrl)nGZ-

On définit aussi le sous-shift unilatéere (X, 0,) par projections sur les coordonnées
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2.1. SOUS-SHIFT DE TYPE FINI.

posttives :
E—I— = {(wn)neNa (wn)nEZ € 2},

et

04 ((Wn)nen) := (Wns1)nen-

On note aussi m: X — X, Uapplication définie par m((wn)nez) = (Wn)nen-

Proposition 2.1.2. [7] Lorsque la matrice M™ est a coefficients strictement positifs d
partir d’un certain rang n, alors % (et 3 ) est topologiquement mélangeant.

On peut munir 3 (resp. X) d'une distance d (resp. d) entre deux éléments z :=

(Tn)nez et Y := (Yn)nez qui coincide avec avec la topologie produit :

d(z,y) =) LCs(xic,yk) et di(z,y) =) i5($k,yk),

k k
keZ 214 keN 2

ot d(x,y) = 1 si z # y et 0 sinon. Cette distance donne par projection une distance d
sur 3. Le sous-shift est alors compact pour cette distance et on note pour n > 0 fixé,
H(X,) l'ensemble des fonctions n-Holdériennes a valeurs complexes pour cette distance,
on munit H(3,) de la norme ||.|| holdérienne usuelle définie pour ¢ € H(X ) par

o1l := lI¢lloe + 4],

ou [¢] := sup{%, x,y € X, }. On introduit les cylindres

Cllaoran] = AW = (Wi)keny € Xy, Vi=0,...,m, Wy = a;}

(resp Ol oy ={w = (Wi)rez € B, Vi =0,...,m, Wpy; = a;}).

an) :

Les indicatrices des cylindres C",  , sont dans H(X.). On notera, pour k > [ € Z, C¥

(resp C'} ;) 'ensemble des cylindres Cf, . (resp C!

" a0rar_y) POUT tOUt ag, ..., ag—

tels que M(a;, a;41) = 1.

Dans la suite on introduit I'opérateur de transfert P pour une mesure de Gibbs ainsi
qui dispose, via le théoréeme de Ionesco-Tulcea-Marinescu présentée dans [17], d'un trou
spectral :

Proposition 2.1.3. Pour un sous-shift de type fini (X,,3,,vy) ou vy est une mesure
de Gibbs de potentiel h € H(X%.), on note P l'opérateur adjoint de f € H(X,) — foo
dans H(X,) pour la mesure v. Cet opérateur se décompose en

P =11y + Ny,
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2.1. SOUS-SHIFT DE TYPE FINI.

Dans H(X,), oully = E,, (.)1s, avec Ilgo Ny = Nyolly = 0. En particulier, T = L,
A=Al e et p(No) < 1.

L’opérateur de transfert P s’écrit de la fagon suivante, pour f € H(X,) et z € 3,

(PAx) = > " f(w). (2.1)

wes—1(z)

Soit U, € H(X,), tel que [W dv =0 et ¥ := lim, oo n 2E(]S,¥,|?) existe avec
S, Wy =725 ¥y oo”. On note aussi P, l'opérateur sur H(X,) donné par :

Pu(f) = P(e"™"* f)

pour tout f € H(X,). on obtient I'identité P"(f) = P(e®5»¥+ f).
La méthode de Nagaev-Guivarc’h [17] étendue par Hennion et Hervé [20] permet d’éta-
blir le théoreme de perturbation suivant.

Proposition 2.1.4. [l existe By > 0 tel que pour tout B €| — [y, Po| il existe o €]0, 1],
C' > 0 tel que pour tout f € H(X,) et tout u € [—f, ] :

Bi(f) = ATLu(f) + Ny (f),

ol :
1) A € C=([—8, B],R) vérifie \, =1 — 2% + O(u?),
2) u — I, € C°([-p,0], L(H(X,))) vérifie lIy(.) = E,(.), de plus pour tout u €
(-0, 8], I, est un projecteur donc vérifie 117 = 11,.
3) N, € L(H(X,)) vérifie [N < Ca™
4) Pour tout u tel que ™ > |u| > 3, [|P|| < Ca™.

Théoréme 2.1.5. [45]
Soit ¢ € H(X) constante sur les cylindres de C§, telle que ¥ > 0, on note S,p =
1o wpoar. Il eviste C > 0 tel que pour tout k € N* et tout élément A (resp B) union
de cylindres dans C*, (resp C>,) , on a pour n > 2k et N € R,
N2
e Em-2F) kv(B)

V(AN (Spp=N)No "(B)) — (2m5) 2 (1 — Qk)l/ZV(A)V(B) < Cn — o

Pour montrer cela, on s’appuie sur le lemme suivant :
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2.1. SOUS-SHIFT DE TYPE FINI.

Lemme 2.1.6. Pour q € N, il existe une constante C' > 0 tel que pour tout cylindre
Ae Ci%;

s [PIPIL)] < Cr(d),
Démonstration. Soit u € [—m, x|, on considere ||[PY(P%(14))]|c0, comme
P|f| > |Pf], il suffit de considérer ||P??(14)]|o. Il suffit donc de montrer que
[P%(14)||0c < Cv4(A) pour q en général et A € C3Y.
D’apres (2.1),

(P14)(y) = 3 €51, (w) = 5" oy 4 (y), (2.2)

weo21(y)

ot wy, désigne I'élément w € AN tel que w € AN o ({y}) qui est réduit & un singleton.
Et Sf,h = Y30 hoak.

Pour z,y € ¥, comme h est n-holderienne pour la distance d., on a

2q—1
d(Sy,h(wy), S3,h(w,)) < d(h o o"(w,), h o c"(w,))

k=0

2q-1 1\ "7(2a—k)

<Y n(;) @)
k=0
on
21 —1

IN

[h]d"(z, y).

On en déduit, pour z,y € 3,

e 27] 1[h]KTI S h(wy) < eszqh(wﬂc) < 6277 1[h]K S+ (wy)

ou K représente le diametre du compact 3.
Comme E,, (P?14) = v, (A), a I'aide de I'inéquation ci-dessus et de la formule 2.2, on a

pour y € 3, :

[, e TS @ (de) S v (A) < [ eSO (@) (d)
n +

qui se traduit par

eS%h(wy) < e2’7CK’7 V+2<;4) ) (23>
v (05 (A))

Soit A = C? T [0s 2] €0 SOIb @2q 11 tel que c? oo € Aet V+(Cgo,...,z2q)' Ainsi

- T2q+1]
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2 .
C’?n[mqﬂ] C 04%(A) puis

v (03(A) 2 v (04 (CL ) = aESVi_;_n(fCl)>0 v4(Cq) =: Co.

le membre de droite formant une borne inférieure uniforme, on en déduit

+l(’+2(;z)A)) < V*éOA). On en déduit que pour tout 2¢-cylindre A, pour tout y € 0374 et
12 O-JF

tout ¢ € N*.

On déduit de ceci et de (2.3) une majoration de e 2q/(y)

qui donne avec (2.2)
1P*(1a) [l < Cri(A)

pour A € C7%, et ainsi | P(P1(14))]|e < Cvy(A) pour tout A € CF%,.
Il reste a majorer [P4(P4(14))] :
toujours d’apres (2.1),

PS(Pq(lA))(y) _ Z €S;Ih(w)6iusq\p(w)1A<w) _ es;qh(wy)eius;\hr(wy)l 2‘1A(y)'
9+

—2
wea *(y)

ol w, est le mot contenu dans AN o>/ ({y}) (siyo = Tag).
avec 'inégalité

| exp(z1) — exp(z2)| < max (| exp(z1)], [ exp(z2)]) |21 — 22
appliquée a Fj, ,(wy) 1= tuSq(wy) + Sagh(wy) et Fj 4(w,)

| PP (La))(y) — PI(PY(14))(2)] < Cv(A)|Fhq(wy) = Fhq(w:)]

2q—1

q—1
1 1
[Fhg(wy) = Frg(wo)] < Jul Y g lly = 21+ Y- 55 [lly — =]
k=0 k=0

< ([0 + [P+ [ul)ly = 2|.

On en déduit que
[P (P1(14))] < ClR](1 + u)vi(A).
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Démonstration. 2.1.5 Comme A et B sont des unions de cylindres de C*,, il existe A, B,
des cylindres de X vérifiant 1171 (A,) = 07 %(A) et II71(A,) = 07 %(A) ot II désigne la
projection de ¥ sur 3, . De méme, comme 1 est constante sur les cylindres de C}, il existe
Wy X — Z tel que ¢y oIl = 1), on notera encore S := EZ;& . oo,. Par conséquent,

avec l'invariance de v par o,

v(ANS,=NnNo "B)=uv(o kA ﬂa_k(Sn = N)no *(B))
= (I (o7"(A) No™"(S, = N) N o™ 7(B)))
=v(A; (S ook =N)no"By).

I/+(A+ﬁa;k(5: N)Nno"By) = < / la,e” oa+e ZN“lB+oa+du>
1 T —iNu n +
= %LWEV+ (e 1, P (1A+e ocr+)) du
1 T —iNu wSt pn—k —iSt upk
= %/ﬂTE,,+ (e N 1p e"?x P (e n—k" P (1A+))) du
1

=5 /_7r E,, (e_iNulB+ei“S:Pj}_k (Pk(1A+)>) du

On applique alors le résultat de perturbation de la proposition 2.1.4 & PP*(P*(14,)),
on trouve en fixant § assez petit tel que pour tout u € R tel que |u| < 5, A, <e -3’

Py (PM(1a,)) = Xy L (P (PR (1a,))) + N7 (P (PF(14,)))

pour u] < B et [|[PP7*|| = O(a™*) uniformément en u pour |u| > 3. En fixant 8 > 0

suffisamment petit, on trouve en scindant I'intégrale,

vi(Ay No"(SH=N)No"By) = E, + Ey + B3

avec
1 B ) )
By = o [ B (e, S (NI (PP (L))
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1 /8 . ,
By =5 [ B (e g, oSN (PP (L, )

1 p —iNu iuSt n—
=5 /—6EU+(6 Nulp, ™5 O™ v, (Ay))du
=0(a" v (By )i (Ay)),

ou on a appliqué le point (3) de la proposition 2.1.4 avec le lemme 2.1.6 qui assure
supjy<g || Py (P*(1a, )] < o0

1 | .
E ::7/ EV —lNul uS Pn—2k: Pk Pk 1
’ 21 Jp<|u|<2n +(€ By €y ( U( (A+>>))du
1

- —iNu S, n—2k
T om /ﬁ<|u<2ﬂ By lp, e Ola™ Try (A4))du
=0(a" vy (By)vy (Ay)).

Pour la deuxieéme égalité, on applique le point (4) de la proposition 2.1.4 avec le lemme
2.1.6. On précise E; avec le changement de variable u :=

— 22 > (77,7 —212:)1/2 et 17eXpIeSSiOH )\{L =
e 2 ) 2( 1 Su2;
v O(Usje v (Jf )) — ( )(8773) lE , u n -

5 1 B(n—2k)'/2
YT on(n — 2k)12 /_5(n—2k)l/2

—iN v i v S+ 3
EV+ (6 (n—2k)1/2 1B+€ (n—2i)172 2k (Ai .
(n—2:)1/2  (n—2k)1/

B(n—2k)1/2 . v ) v +
:1/ (n—2k) 5 . zN<n72k)1/2 15 ez(n72k)1/2 S,
2m(n — 2k)42 J_pm—aryriz " *

_Z,2 v? _Z,2 k k
(75 0 (™) Mot (Pl P00 )

(PE(P*(14,)))))du

Comme u — IT,, est C'' en 0, IT, = Iy + O(u) on décompose E; comme suit,

E, = En + By,

avec
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1L e g
b ::—12/ ozt )
2m(n — 2k)Y2 J_gm-2k1/2 " (n — 2k)Y/
—iN—2—— j— v gt
EU+ (6 (n—2k)1/2 1B+€ (n—2k)1/27Fk (HW(PZ7£)1/2 (Pk<1A+))))> du
V+(A+) * _Z,2
0 (5o [ N gl an)
-0 vy (By)ve(Ay)
n — 2k

Dans la formule ci-dessus, on a appliqué le lemme 2.1.6.

et

Eu =

1 B(n—2k)1/2 . i by
ST L e s o (P (PH(LD)
e‘%ﬂe‘mme <1B+eiw—22)1/25k+> o

Remarquons que

i v + i v
‘Emr (1B+€ (n—2k)1/2sk> . V+(B+) S Ez/+ < e (n—2k)1/2 Sk i 1’ 1B+>
(%
< WHS:HOOW(BJF)

et de méme
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B (P (PF(LL)) —(A)

(n—2k)1/2

i—Y S took
e (n72k)1/2 k + 1

)

SEU+(

IA

W”Sk ||ooV+(A+)

-0 (G g0

On en déduit

1 Iz SN
B = 27T(n—2k)1/2”+<‘4+)”+(3+)/_006 202 TN 02 gy
k
+0 <(n_|2|k>1/2V+(A+)V+(B+)>
G I
=vi (A vy (By) + O(kvy (By)vi(Ay) ),

(25m)172(n — 2k)1/2 n— 2k

ce qui conclut la démonstration.

2.2 Gaz de Lorentz

On présente ici le modele du gaz de Lorentz a une dimension comme un billard Z-

périodique, on consideére le tube 7 x R ~ T2 x Z ou T = R4/Z¢, sur lequel on place des

obstacles (O, +1)1<m<11cz représentés par des ouverts strictement convexes de bords o

avec une courbure non nulle et d’adhérences deux a deux disjointes (ou O,, +1 pour | € Z
désigne l'ensemble O,, + 1 := {(z,1), (x,0) € O,,}) . I est fini et représente le nombre
d’obstacles O; C T2 x {0} et [ représente le numéro de la cellule ou se situe 'obstacle.

De plus on suppose que les obstacles du billard sont placés de telle sorte que le billard est

d’horizon fini, ¢’est a dire que le temps entre deux rebonds d’une particule est fini et borné.

En notant

TXR\U (Om + 1),
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2.2. GAZ DE LORENTZ

FIGURE 2.1 — Tllustration de gaz de Lorentz Z-périodique en horizon fini, ici avec |I| = 2.

le gaz de Lorentz est une description de la trajectoire d'une particule ponctuelle se
déplacant a vitesse unitaire R := (7 x R)\ U,,;(Op, + 1), de maniére rectiligne dans R en
rebondissant sur les obstacles selon la loi de réflexion de Descartes. On le représente par
le systéme dynamique (M, ¢, Leb) ou

M:=R xSt
représente ’ensemble des couples positions vitesses d'une particule de R et

W RxM — M
tz) = ¢

désigne le flot qui a une particule de couple position-vitesse (qo, vg) € M associe le nouveau

couple position-vitesse de la particule au bout d'un temps ¢ :
@g(CJo,Uo) = (qr, ve).
Ainsi, si il n’y a pas eu de rebonds jusqu’a 'instant ¢ (go + svg € 703 pour tout s <t)
7 (90, v0) = (qo + two, vo).
Autrement, si gg + tvg € OR alors
gt = qo + 1o

et
v = vo — 2(vo, n(q:))n(ar)

ou n(q;) désigne le vecteur unitaire normal sortant de I'obstacle O; au point ¢; avec ¢; € O;.
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2.2. GAZ DE LORENTZ

Enfin, Leb désigne la mesure de Lebesgue restreinte a M.
Comme le gaz de Lorentz est supposé d’horizon fini, on peut introduire l'application
7 : M — R définie par

7(q,v) = inf{t > 0,¢ + tv € 7x(M)}
avec TR la projection sur les coordonnées de positions et

M:= U {(g,v), ¢€00;+1,veES, (v,n(q) >0}

i<IlcZ

I’ensemble des vecteurs réfléchis sur les obstacles.

En introduisant I'application T': M — M définie par
Tz = ¢l (2).

Le gaz de Lorentz (M, ¢°, Leb) s’avére étre isomorphe au flot de suspension de fonction
plafond 7 au dessus du systeme dynamique (M, T, 1) ou p est la mesure donnée par

w(dr,df) = cos(6)drdo,

avec r représentant I'abscisse curviligne dans le sens direct sur les 00; + [ et 6 I'angle
{(v,n(q)) on pourra voir [26].
Par construction, Z agit transitivement sur M par translation des coordonnées de position
et la configuration Z-périodique de M assure la Z-périodicité de T
On peut donc associer au systéme (M, T, i) le systéme dynamique probabilisé (M, T, i)
ou

— M :=Ui<i{(q,v), ¢ € 900;,v € S*, t.q.{v,n(q)) > 0},

— q(dr,df) := m cos(0)drdo,

— pour = = (¢,v) € M, en notant (¢,v') := T(z), T(z) = (¢ mod Z,v").

Sinai a montré dans [8] que ce systéme dynamique qui porte désormais son nom est
ergodique. De plus, presque slirement, toute trajectoire partant de M heurte un obstacle
du billard en temps borné. On définit sur M la courbe Ry := {(q,v) € M, < v,n(q) >= 0}
correspondant aux vecteurs tangents a un obstacle. On note aussi R; := T'(Ry) pour i € Z
et R = Uf:i R;. Ry, est une union de courbes C! et on note §f la partition de M\R@k en

composantes connexes.
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2.2. GAZ DE LORENTZ

On peut identifier la fonction de changement de cellule ¢ : M — Z pour tout x € M
et tout [ € Z par
ToD =D oT

ot D' : M — M tel que D'(q,v) := (q + [,v). L’hypotheése d’horizon fini impose que la
fonction ¢ soit bornée. ¢ est mesurable et constante sur les éléments de £°,. De plus,
cette application est de moyenne nulle sur M. On peut définir la cellule courante dune

particule apres n rebonds que 1’on note
n—1 .
Sp=3 ¢oT. (2.4)
=0

On définit pour | € Z le nombre N, (l) de passages dans la cellule [ avant le n-eme

rebond,

n—1
Np(D)() := >~ 1ig(a)=13-
k=0

Pour disposer des propriétés d'un opérateur de transfert P quasi-compact, on se place
sur la construction des tours de L.S Young d'un facteur (M, 77, 1) d'une extension
(Mo, To, p1o) de (M, T, f1). Sur ce facteur, on considére les espaces de Banach introduits
par Young dans [46] : Pour tout ¢ > 1, il existe ¢; > 0, 1 > 1 > 0 tel que I'espace de
Banach (V(g,.c0)» |-l (80,0)) @vec 0 < By < 51 et €1 > €9 > 0 soit tel qu’il existe Cy > 0 tel
que

[-llze < Coll-llgo,e0)-

Dans la suite on notera ||.|| := ||.|/(39.c0)-

On peut détailler 'espace (V(g,¢0)s ||-ll(80,e0)) €0 donnant quelques information supplémen-
taires sur la structure de (M, T4, p1) :

M est doté d’une partition (A; ;)i ken et d'un temps de séparation s : My x M; — N tels
que pour tout i,k € N, et tout z,y € Ay, s(z,y) > 1

et s(Thz,Tvy) = s(x,y) — 1. De plus, toujours pour x,y € A, il existe une bijection X :

T ({x}) — T ({y}) qui respecte les temps de séparations : s(z, Xo(2)) = 1 + s(z,y).

Remarquons aussi que cette structure construite par Young [46] est compatible avec
les partitions ", pour n € N : Pour n € N, étant donnée une application f (vue dans
M) a valeurs dans R, constante sur les éléments de la partition £”,, il existe f € ViBo,e0)
telle que pour tout x,y € M,

s(z,y) > 2n = f(z) = f(y),
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2.2. GAZ DE LORENTZ

et
foTno7r0:fo7r1. (2.5)
ou 7y désigne la projection de M, dans M et m; celle de M, vers M;.

L’espace de Banach (Vg ), ||-||) peut étre décrit comme suit : une fonction intégrable
f: M — R est dans V(Bo,e0) Si

1A= 1A 15 =+ 11 s

est finie avec

11y = sup €=l fllinare et 1l = 5D €™ fllooas
l,keN 1,keN
Ot [ Fllin.av = 5uPsyen, LEEE et 1 oo = I fars oo

L'opérateur de transfert P sur (M, T, 1) est quasi-compact sur Vg, ) et peut s’écrire

Pf(x)= Y " f(w)

weT~1({z})

[h(z)=h(y)

avec h € B une fonction Lipschitz au sens ot ||Al|j;, = Sup; pen SUP, yea, , — gww | est fini.

Comme ¢ (la fonction de pas pour la Z-extension) est constante sur £°; il se releve
en une application bornée ¢ de M, et opérateur P, := P(e™?.) vérifie un théoreme de
perturbation :

Proposition 2.2.1. (voir [{3]) Il existe By > 0 tel que pour tout B €0, By arbitrairement
petit tel qu’il existe oo, C > 0 tel que pour tout f € Vg, ) et tout u € [=f,0] :

Br(f) = NILu(f) + Ny (f),

Ou
— X\ € CY[—B,8],C) vérifie \, =1 — 2% + O(u?),
—u — I, € C*([-5,B), LW(po.e0))) vérifie o(.) = E,(.)1, de plus pour tout u €
(-0, 8], I, est un projecteur donc vérifie 117 = 11,.
— Ny € L(V(gy,e0)) vérifie |[N]]| < Ca™.
De plus, pour tout u € [—m, w|\[-5, 0], || P! < Ca™.

44
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Du théoréme de perturbation on peut déduire le théoreme limite local avec décorréla-

tion suivant qui est une application du théoreme de [43] :

Théoréme 2.2.2. [31]

Soit p > 1 tel que % + % =1, il existe C' > 0 tel que pour tout k € N* et tous les
ensembles A soit réunions d’éléments de €%, et B réunions d’éléments de £, , on a pour
n > 2k,

(AN (S, =N)nT (B i A Aa(B)| < o, BN
7i( (S =N) (B)) — (2#2)1/2(71—216)1/2”( JA(B)| < P ok

2.3 Flot géodésique sur une surface riemannienne hy-

perbolique.

On présente ici rapidement le modeéle d’un flot géodésique C? d'un Z-revétement sur
une surface Riemannienne compacte de courbure strictement négative.

On étudie ici le flot géodésique unitaire d’une variété riemannienne a courbure stric-
tement négative, dont le motif serait Z-périodique. On s’intéresse alors au comportement

du nombre d’auto-intersections du flot issu de cette variété.

Définition 2.3.1. On considére une surface de Riemann R connexe compacte a courbure
strictement négative. A cette surface on associe le fibré tangent unitaire T'R et le flot
géodésique ¢ : R x TVR — TR ou on note pi(x) := p(t,x). A cet ensemble, on associe
la mesure de Liouville L.

On reprend la définition de Z-revétement donnée dans l'article [37].

Définition 2.3.2. Une surface connexe hyperbolique Rq est un Z-revétement d’une sur-
face hyperbolique connexe compacte a courbure strictement négative R s’il existe une ap-
plication surjective p : Ry — R telle que
(1) pour tout x € R, il existe un voisinage V, tel que pour toute composante connexe
C Cp V), p:C —V, est isométrique.
(2) Le groupe

Cell(Ro,p) :={D": Ro — Ro, D' est une isométrie vérifiant po D' = p}

est isomorphe a 7
(3) pour tout x € R, il existe xy € Ry tel que

pH(z) = {D' () : D' € Cell(Ry,p)}.
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L’identification en (2) permet d’écrire Cell(Ro,p) := {D",n € Z} pour un certain
D € Cell(Ro,p). Lapplication ¢ se releve par la différentielle en une application sur
TRy et on reléve ainsi le groupe entier. Le flot géodésique sur T 'Ry se projette sur
(¢)ter celui sur T'R via p :

dp o @] = ¢y o dp.

On se place désormais sur la surface de Riemann R a laquelle on adjoint la mesure de
Liouville L. Le systeme (T'R, o, L) forme alors un systéme dynamique.

On peut s’inspirer des constructions de Bowen et Ratner sur les flots d’Anosov ([7],[35])ainsi
que des traveaux de Hasselblatt [19] sur la régularité des feuilles stables et instables pour
identifier le systéme (T'R, ¢, L) a un flot de suspension sur un codage par un sous-shift
de type fini dont la section de Poincaré notée
M := UL, II; € T'R vérifie les hypothesess suivantes :

Hypotheses 2.3.3. — Les 11; sont disjoints et chaque I1; est une portion connexe de
TR de diamétre inférieure a la moitié du rayon d’injectivité § sur T'R et de bord
régulier C'.

— La projection canonique de chaque I1; sur R forme une portion géodésique de R. Il
existe n > 0 petit tel que pour tout i, en coordonnées locales, {0, exp;ﬂl(x, 0,) € 11}
est contenu dans un ouvert (/2 —n,m/2 +n).

— Pour tout v € M, Pp,s((x) N M +0

On définit les applications de premier retour T sur le fibré unitaire tangent T'R de la
surface de Riemann R a partir du flot géodésique (z,t) € T*R x R — ¢4(z) (qui est une
application continue) :

Tx = Or(a) ()

ot 7(z) := inf{t > 0,¢4(r) € M}. En notant R; := {z € T'R,T 'z € OM} , Ces
applications sont C'! sur T*R\ R_; et définissent notamment une bijection de notre section
de Poincaré M sur elle méme de réciproque

ot 7(z) := inf{t > 0,p_4(z) € M}.
Proposition 2.3.4. L’application T ainsi définie est C* sur T'R .

Démonstration. Soit xg € T*R\R_;, par construction de la section de Poincaré, la tra-

jectoire (yi(zo))ter coupe nécessairement la section. Cette derniere étant transverse au
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flot, 7(z) existe et est atteint : il existe yo € M et 7(x¢) tel que

Pr(xo) (330) =Y

ce qui une fois reporté par exp,, en coordonnées locales peut s’écrire

Pr(z0) (T0) — Yo = 0.

On applique le théoréeme des fonctions implicites : on pose ¥(z,t,y) = ¢(z) — y (qui
est C') ou localement t et y sont des valeurs décrites sur des espaces de dimension 1
et 2 tandis que x est de dimension 3. Enfin 031 (x, 2y, ¥0) = (f(y0),1) avec f(yo) non
colinéaire a vy (la section étant transverse au flot), et en notant xo = (qo, vo), 2% = J(qo+
tvg, v9) = (vo,0) qui est encore inversible. on en déduit que 95 3¢ (0, to, Yo) est isomorphe
vo  f(¥o)
0 1
existe une application C' f définie sur un voisinage de g telle que f(xo) = (7(x0), yo) et

qui est inversible. Le théoreme des fonctions implicites s’applique et il

U(z, f(z)) =0

autrement dit
p(pi(f(z)),2) € M,
ou p; désigne la projection selon la premiere coordonnée. On en déduit que
T(x) = o(x,p1(f(z))) est bien C* sur T'R.
O

On définit aussi I'espace M, := {(z,t),z € II,t € [0,7(x)[} auquel on associe le flot

de suspension

=

T

Sz, t) =T 2, s+t— XN 7T '2))

M. xR
7 (x,t,s)

_>
_>

ASY

ol N est le plus petit entier tel que S5, T(Tkilm) >s+t.
Le couple (M, ¢) s’identifie avec (T'R, ¢) via Papplication

g: M, — T'R
(z,1) = @ilx)
et go @, = ;0 g. Dans la suite on montre qu’on peut munir notre systeme d’une mesure

p telle que (M-, @, 10 ® Agz.) (avec X la mesure de Lebesgue sur R) soit un systéme
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dynamique isomorphe au systéme (T'R, ¢, L). En particulier, (M, T, 1) forme un systéme
dynamique. Le résultat suivant est bien connu (on pourra regarder le chapitre 19 du livre

[36])

Proposition 2.3.5. On peut construire une mesure i sur M telle que
L = g.(u® N). La mesure u décrite localement pour un élément x € M d laide des
coordonnées curvilignes (r, ) ou ¢ est l'angle entre la direction dans T, R et la normale
a l’élément dr, par

du = cos(¢)drdeo

vérifie L = g.(n® A).

Démonstration. On pose v := g,L. On couvre M par un recouvrement fini d’ouverts O;
de taille plus petite que le rayon d’injectivité afin de se placer en coordonnées locales.
Pour xp € M, on se fixe un petit voisinage dans M ( en coordonnées locales on écrit
x = (q,0) ou 0 représente la direction angulaire de notre vitesse par rapport a la normale)

de o := (qo, ¢o) noté
Oc = o q(exp,, (B(q,€)x]0y — €,00 + €[)) compris dans le rayon d’injectivité. Le flot
porté sur ces coordonnées via exp,, se décrit comme

expy, (¢e(x)) = (¢ + tvg + o(t), 0 + o(t)), (2.6)

olt o(t) est uniforme en la donnée de z car on dispose d'un flot C'!' chaque fois décrit sur
un nombre finit de cartes. En particulier, quitte a choisir € plus petit on peut choisir un

1. arbitrairement petit tel que

lexpg, (i) — (g + tvg, O)| < meft].

Pour ¢' C]0 — €,6 + €[, On peut comparer sur nos cartes le parallélépipede

Be:={(¢ +tvy,¢'),(d,¢) € Blg,e)x]00 — €,00 + e[, t € [0,¢e]} = |J B

te[0,¢]

avec 'ensemble

A= eXp;ol (90[076} (exp,,(B(q,€)x]0 — €,0y + e[)))
= {exp:r_ol (@t(expxo (q', ¢/>)’ ((]/, gb,) S B(Qa 6) X]QU -6 o + 6[7t S [07 6]} :

D’apres l'inégalité (2.6), 'ensemble A.AB, est compris dans une bande de taille 27.¢
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autour de la frontiere de B, qui est une courbe C! de longueur de l'ordre de €2.

La mesure image de la mesure de Liouville L portée par l'injection est comparable a
la mesure de Lebesgue dans le sens ou pour € > 0 assez petit, pour tout ouvert O dans
une boule de rayon e autour de zo, L(O) = (1 + O(€)) Leb(exp,' O),

Leb(B / / / cos(¢')drdd'dt = 2¢* / cos(¢')dg’
0—e,0+¢] (g,€) 100—¢,00+€]

ou dr représente la petite variation de I’abscisse curviligne de la boule B(q, €). On a alors

(1= O(e))(Leb(Be) — O(nee®)) < L(wpjo.q(exp (B(q, €)x]00 — €, 00 + €]))
(1+

<
< O(e))(Leb(Be) + O(nee®)).

Il existe C' > 0 uniforme en la donnée de z tel que pour tout = € M,
(1 —m)Leb(Be) < L(wp,q(exp (B(g,€)x]00 — €,00 + €)) < (1 + n.)Leb(B).

En se plagant en coordonnées locales (par exemple une carte h : O; x R — U x R ou U
est un ouvert de R?), on obtient

Sur les ouverts B(q, €)x]0y — €,00 + €[x]t,t + €[, la mesure u ® A donne
@ N B(q,€)x]0p — €,00 + e[x]t, t +¢€]) = 6/ / cos(p)drdp = Leb(B.),
100—e€,00+€[ J B(g,€)
on a alors

(1 —=n)pu @ X(B(q,€)%x]0 — €,00 + €]) ,€)xX]00 — €,00 + €])

(g
(14 7ne)p © M B(g, €) <100 — €, 00 + €]).

Si on considere un pavé P de la carte, on peut 'approcher par union intérieure A,

(resp extérieure A,,) d’ouverts de la forme O1 :

lim > p®@XNO)=p@ANP)=lim Y p@MNO).

n—oo
O€A, O€A4,
On en déduit que
lim ( Zu@)\ ) < h;'w(P) < lim (1+O(n Z,u@)\

On en déduit que p® A\(P) = h'v(P). Les pavés engendrant tout les boréliens, on en
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déduit que p @ X\ = h'v ou v = g,L.
O

Les arguments de Bowen et Series [7], [35] permettent de choisir M tel que (M, 7, T)
est isomorphe a un sous-shift de type fini mélangeant comme nous le supposerons dans la
suite . Des rappels sur les sous-shifts de type finis sont présentés en annexe 2.1.

Proposition 2.3.6. II existe une famille (11;).. 4 vérifiant les hypothéses 2.5.3 sur (T'R, o, L)
tel que le systéeme dynamique (M, T, i) est isomorphe a un sous-shift (voir la section 2.1

de type fini (X,0,v) ot v est une mesure de Gibbs de potentiel h € H(X) (ou H(X)
désigne ’ensemble des fonctions holderiennes).

On identifie par isomorphisme les cylindres CF sur (¥, 0,v) a une partition ¢ sur
(M, T, ) puis sur (M,T,u) en itérant I'application D sur chaque élément de £F. On
déduit du théoreme 2.1.5 de la premiere section de ce chapitre le théoreme limite local

avec décorrélation sur p

Théoréme 2.3.7. Soit ¢ : M — Z une application centrée, constante sur les éléments de
& qui ne soit pas un cobord, on note S, == Y} poT* et

=k
B=> Ep(¢oT9).
keZ
Il existe C' > 0 tel que pour tout k € N* et tous les ensembles mesurables A et (resp. B)
s’écrivant respectivement comme réunion d’éléments de £*, (resp. de £€%,) ot £F, désigne

la partition de M en composantes connexes de la forme ﬂfz_k Tﬁjﬂij, on a pour n > 2k,

HAN (S, = NINT " (B) = st o Aa()] < C htB),

La variété R g’identifie avec un domaine fondamental noté R de Ry. Et de méme,
on peut identifier T'R et TR. Pour tout i € {1,...,d}, on note I C Ry un ensemble

connexe tel que p(I1Y) = II; et on définit alors :
B d
R :={y € Ry,3x € Q)H?, Yy € gp?oj(dp(w)))(:p)}

forme un domaine fondamental de Ry. Les sections de Poincaré M se transportent donc
en des sections M° := UL, II% . L’action du groupe engendré par D permet d’étendre

les sections de Poincaré Z-périodiques sur T'R entier en notant I1¥ := D*(II;) pour
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i € {1,...,d} et k € Z. On obtient ainsi M comme I'union des sections M := UL, o 115,

On définit I'application T sur T'R par

Tx = @hoy(x)

ot 70(x) ;= inf{t > 0, (x) € M} = 7(dp(x)). En notant u° la mesure issue de 7z portée
par M on construit la mesure invariante pour 7'y := 3, oy D2l

Le systeme (M, T, o ]ﬁj[o)) est alors la Z-extension du systéme (M, T, i) par ¢ et le systéme

dynamique (M, 3%, u®\) ainsi obtenu (qui est alors une extension du systéme dynamique
(M., $,11)) est isomorphe & (T'R, ¢, L). On définit alors le changement de cellule ¢ sur
M comme 'application de M vers Z définie pour = € M par :

¢(x) =k

si x € DI(MP) et Tz € DF(My). La fonction de pas ¢ ainsi définie dépend seulement de
la donnée de dp(x) € M. ¢ est en particulier constante sur les éléments de £°;.

2.4 Un lemme commun : caractére Lipschitz du temps

local discret.

On démontre ici un lemme commun aux Z-extensions (M, T, 1) au dessus de systemes
(M, T, q) présentées aux sections 2.2 et 2.3 dont on reprend la notation commune notam-
ment les éléments ¢, S, et les partitions £",.. On pose aussi le temps local discret définit

pour x € Z par

n—1
No(z) =Y lisp=al-
k=0
Lemme 2.4.1. [ existe C' > 0 tel que pour tout x,y € Z et tout n € N*,
E((Na(a) = Na())?) < Clar = y|n'/?, (2.7)

Démonstration. L’identité (2.7) s’obtient en réécrivant le temps local dans le bon espace
quotient (My, Ty, 1) (i.e le facteur de la tour de Young page 43 pour le billard ou celui
du sous-shift unidimensionnel pour le flot géodésique) : En effet, comme ¢ est constante
sur &, il existe b : My — 7 telle que d’apres équation (2.5),

bpom =dom.
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Ainsi, en notant S, := " bo TF pourz #y €7 :

Ly (|Nn(I) - Nn(y)|2) =Ly (ri ni(l{si:m} — Lisi=y}) (1gs, =y — 1{Sjy})>

i=0 j=0
=Ly ( Z (1{51'71':0} - 1{5j7i:y—a:}> °© Tll{Si:x} (2.8)
0<i<j<n-—1
+ (15, im0y = Lsyimay}) 0 T (s )
= ( > (s sy~ gy 0 Tilgs o (2.9)
0<i<j<n—1
+ (Lg, im0y — gy imomsy) © Tilisinyy)
= Y Bu (P m — Ysymyen) PLismny) (2.10)
0<i<j<n—1
T Eul (Pjii((l{gj—i:()} - 1{§J_1:a:—y})Pl<1{S'l:y})) (211)

ou P désigne l'opérateur de transfert sur (M, T}, 1) En appliquant le théoréme 2.2.1 pour
le facteur correspondant au billard ou 2.1.4 pour celui correspondant au flot géodésique et
en reprenant les notations avec P,(f) := p(em&f)’ on constate pour m € N* et z € Z\{0}
et f € Vigy,eo) pour le billard (ou H(M;) pour le flot géodésique),

P (L mny — Lgsee)) = P7 (5 [ (0= )5 fau)

™ J—7
r m=, . .
=5 [ (0= PN
g,
= 5 [ (1= AL ()du + O(a” | f1])du

1 b2 iu—= m n
B 2mml/2 /—bm1/2(1 —e m )/\U/ml/QHU/ml/QU)dU + O™ | fI)du.
(2.12)

En remarquant les majorations suivantes tirées des propriétés des fonctions apparais-
sant respectivement dans les théoreémes 2.2.1 et 2.1.4,

1— 6an71/2 =0 (@uﬁ)
m _ —Xu?/2 —Xu?/4 ] 3
Au/ml/Q =€ / +0 (e / m_-3m

M) = To(F) +0 (1257)

I'équation (2.12) devient
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2.4. UN LEMME COMMUN : CARACTERE LIPSCHITZ DU TEMPS LOCAL
DISCRET.

m 1 bml/2 sy ’Z'
P"((Ls=0y — Lisn=23)f) = py—y [bm1/2(1 — " w2 )e P T0 (f ) du + O(m3/2 1£1)

:C;2g1m(1—65L£5ﬁ>+0<$iﬂf0.

On peut alors controler les termes (2.10) et (2.11) avec I'identité ci-dessus avec [ :=
P'(1{s,=ay) = O(o(1(s,=a})) = O(;7 :

j—i i l—e ~
Eul (Pj (1{*§j—i:0} B 1{§j—i:y—x})P (1{5’1:m}>) - O | (j,i)1/2i1/2

L
| —1 7 . 1—
B (P77 (g, im0y = Ly mamp) P (Lgsimy) = O | i

Pour conclure, on montre que

‘1 e 22m|
> O(z])-
m>1
2
La majoration 1 — e~ mm < min(2, %) induit
55
1 —e” 2Em\ =2 22
2;1 mi2z = mz:: i T Z 2N m3/2
m m>[ 221+1

2

351 dw Sy
_/ z1/? />[Zﬁ 9532
2\ 2 ~L/2 1\Y2 2
<4 elDY <dl2) (1+ = .
<(22W> "oy <[22 ) = |Z|< +22) MRCOIEE

En appliquant cette majoration aux termes (2.10) et (2.11) et en sommant pour 1 <7 <

7 < n, on obtient bien

Eg (|Na(@) = Na(y)?) = O(n'? — y]).
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Deuxieme partie

Nombre d’auto-intersections.
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Chapitre 3

Flipper aléatoire.

A partir du modele de Gaz de Lorentz, on peut construire un modele de flipper aléa-
toire. Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’évolution asymptotique d’une fonction de gain
Gy décrite sur un modele de flipper aléatoire construit sur la base d’'un gaz de Lorentz en

s’inspirant des travaux de Kesten et Spitzer ([22]) pour des marches aléatoires.

3.1 Hypotheses et résultat

Dans ce chapitre, on se place dans les hypothéses du gaz de Lorentz (M, ¢?, L)
présenté en 2.2 du chapitre 4.2 dont on reprendra les notations. On se fixe un espace
probabilisé (€2, F, P) afin d’associer a chacun de ces obstacles O; + [, une valeur &
indépendamment des valeurs associées aux autres obstacles, selon une loi & L? centrée.
On s’intéresse aux gains GGy accumulé jusqu’au temps ¢ par une particule se déplagant sur
le tube selon des trajectoires rectilignes et rebondissant contre les obstacles O; + [ selon le
principe de réflexion de Descartes en gagnant la valeur &(; ;) qui leur est associée. On note

(Lt)ter le temps local associé au mouvement Brownien (By);>¢ défini a l'aide des sommes

de Birkhoff S, := X"} ¢ o T .

( Sm” Lz, 1

nl/2 )

(Bt)i=0

On va prouver dans ce cas le résultat du théoreme 3.2.1, c’est a dire la convergence du
processus (G ), vers (Zle p? [ Li(x)dZ (x))t ol (Z;)i>0 est un mouvement Brownien
indépendant de (B;):>o.
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3.1. HYPOTHESES ET RESULTAT

Théoreme 3.1.1. Pour un flipper aléatoire composé d’un nombre fini I de motifs d’obs-
tacles O;, engendrant de fagon Z-périodiques une famille d’obstacle (O; + l)icr ez, on
associe a chaque obstacle O; + 1 un potentiel aléatoire centré (1) de loi &;, les &(1) étant
mutuellement indépendants. La suite de processus (ﬁGLntJ)t converge en loi pour la

métrique J; dans D(0,00) vers le processus

s 2
(Z cm?) [00 Li(x)dZ(x)

Ou Z est un mouvement Brownien de variance 1 défini sur R indépendant du mouvement
brownien (By); (de variance c), ¢; la variance des &; et
o 190
b=\ oo, )
Ce résultat découle du théoréeme pour le systeme discret associé (M, T, 1) dont on note
G, le gain engendré par la particule jusqu’au n-eme rebond, on montre le théoréme limite
suivant :

Théoréme 3.1.2. Dans le cas de notre flipper aléatoire a horizon fini (M, T, ) vu comme
Z-extension du systéme dynamique probabilisé (M, T, i) par la fonction de pas ¢, la suite
de processus (#GWJ)QO converge en loi dans D(0,00) pour la métrique Jy vers le pro-
cessus

(ZI; cﬂﬁ) " /_ O:O Li(z)dZ(z)

Ou Z est un mouvement Brownien défini sur R indépendant de (B,),, § est la variance
|00;]

S 01051

Le comportement asymptotique de G, est lié a 1’étude des temps d’auto-intersections

de la loi & et p; ==

V,, de la transformation billard définis par :
Vi(z) = {(j, k) € [|0,n —1|]tg30 <i < I, | € Z,T"(x) € 00; + 1, T’(z) € O; + 1}|.

Autrement dit, Vi, (x) = > peqrixz(V5(1)? ott N (1) est le nombre de visites a 'obstacle
O; + | avant le n-éme rebond. On montre pour V,, le théoreme limite suivant :

Théoréme 3.1.3. Dans le billard Z-périodique, la suite de variable aléatoires n=>/? Z(i,l)e[\l,IHXZ(NriL(l

converge en loi vers celle de
2
. (%) [ Li(x)dx. Ou Ly désigne un temps local par rapport d un mouve-
j=1 J
ment brownien et évalué au temps un.
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

On note Iy : M — I la fonction donnant I'indice de l'obstacle courant : pour z =
(q,v) € M,
Iy(z) =i ssi q € 00;.

On notera dans la suite Ix(x) = Iy o Tk(:c) pour désigner l'obstacle courant apres k
rebonds vu dans M. Si on s’intéresse & un obstacle O; en particulier, on désigne par
Ni() == ZZ;& 1s,=i3147,—iy La fonction de gain apres n rebonds d’une particule partant
avec les coordonnées initiales x € M s’écrit :

n—1
Gn(2) =D &) suta) = 2 EanNa (D) ().
=0 leZ

3.2 Convergence vers le processus de Kesten et Spit-

zer.

Dans cette section on démontre le théoreme 3.1.2. Rappelons d’une part qu’avec le
théoreme 2.2.2, pour tout k € N la forme linéaire Hy : f € B — E(lyg,—0}f) vérifie

lorsque f est de la forme f := 1,4 avec A une réunion d’éléments de £, E(1yg,—0yf) =
B(A)
kl/2

+ O (H(Ak) Up) est continue. Montrons le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses de notre section, N, vérifie
E( Y [Na(@)pi — Ni(x)2) = o(n?/?).
Démonstration.

E(Y INa(a)pi - Ni@)P) = B(Y| 2 sumey (i — L)1)

T

n—1
- E(Z Z 1{Sk:w}1{5‘z:m}(pi - 1{Ik:z'})(pz’ - 1{11:2'}))
T k=0
=2B(Y. Y Lm0 0 T'lsmay (0 — L=y o T (i = Lpgpmiy o ) (3.1)

T n—1>k>1>0

n—1
+3° > B(lgs,=ay (0i — L=y)?).

T k=0

Comme Y, 1fg,—z3 = 1, le dernier terme de la derniere égalité est en O(n) donc en

o(n3/?).
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

n—1

> > E(lgsy=a) (i — Lyz=iy)? Z BE(p? + L—iy — 20l (=)
T k=0

= Z pz z (n3/2)'

Interessons-nous au terme dans (3.1), la continuité de E(1;7,—0y.) nous permet d’ap-
pliquer le corollaire 4.3 de [12], on peut ensuite utiliser une comparaison somme-intégrale

pour conclure :

E(Y 3 Usi im0y © T sy (01 — 1z =iy © T (pi — L=y © TY))
T k>l

- ZE(l{Sk—FO}( — Yn=ip) (pi — L= Z}))
k>1

=" E((pi — Lyromiy) PP ' (Lisy_ im0y (00 — Liro=i}))
k>l

=Y 0( 7|| — Lir=i) -, | (0 — Lzo=iy) |l 37)

k>l

k—1
1
= O(|(pi = Lzo=i)- | 8,80 | Ps = Lizo=it |1 3 Z > 7
1=0

= O(||(pi = Yzo=iy) -8l (Pi = Lzo=it)l| 3 Z In(k))
k=1

= O(nln(n))
= o(n3/2).

Corollaire 3.2.2. Sous les hypothéses du lemme précédent, pour tout
byt € Ry el tout 0,0, € R, la suite n™/> 2, 20 [ 3252, 0; N, (2)[* converge
en loi vers 3o, p? [X55 |8, 0Ly, (2)Pda.

Démonstration. Soit r € R, on va comparer les fonctions caractéristiques. A partir de
I'identité remarquable |a® — b%| = |a — b||a + b| et I'inégalité de Holder,
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

( ~3/2 ZZ (| zk: O;N:, (z)]* — | iejpiNntj<w>’2)) ‘

T =1

ot

2@ = PilVo, (2 ))) Zej(Nf;tj(x)vaiij(ﬂf)))‘

z =1 j=1 j=1
s . 1/2 k 1/2
<n YN E (\Z@ = PilNoy; (% ))|2) (!Z% ) + PilNn, (2 ))\2)
z =1 j=1 j=1

Ik 2\ 1/2 : 1/2
<32 ZZZMHJPE <’(N7itj (7) = pilNpy, (x))‘ ) / E (’(Nfztj(w) + Pi Ny, (37))’2) :

T 3=1j=1

D’aprés le lemme 3.2.1, la premiére espérance est en o((nT)*?) on peut donner le com-
portement de la seconde a I'aide du théoréme limite local (||Ho,.|| = O(n'/?)).

n—1n—1

E(|(Naf@) + piNa(@)P) = BCZ 3 st L= 01+ L)

n—1 n—1

==k
E(Z Z 1{Sk:$}1{sj7k:0} oT (pi + 1{Ik:i}))
k=0 j=k+1

n—1 n—1

E(Z Z ]'{Sj—k:O})

k=0 j=k+1

n—1 n—1

<4d > [Hojxll

k=0 j=k+1
< 4002,

On en déduit apres passage a la racine et en notant 7" un majorant des ¢,

E (z (IS 0N (@) = 1323 09N, (x)!2)> ‘ = o((nT)*?).  (32)

T g=14=1 i g=1

Comme les t; sont fixés, il s’agit dun o(n*/?) et

w2 E (Z 5 (12 5, () =1 32 0V @)'Z))

T =1 j=1

converge vers (.
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

Soit r € R, comme 'exponentielle complexe est lipschitzienne, on en déduit que

T =

£ (v (i S5 00,07

r =1

e on 3/225@9% )

Converge vers 0 avec n. De plus,

E (exp (irn_3/2 Zi} zk:l )) (3.3)

T

I o k
—F (exp (ir pr/ 1> 0L, ()] dm))‘
i=1 - =1

<|E (exp (irn_gﬂzz Z )) (3.4)
—F (exp (M‘n 3/2 Zsz 29 Ny, (z ))‘ (3.5)
+|E (exp (zrn 3/222192 ZQ Ny, (z )) (3.6)

=1

_E (exp (irz P2 [ Ze Ly, (z)] dx))‘ (3.7)

On a vu avec (3.2) que le premier terme (3.5) convergeait vers 0. En notant que

k
n=3/2 Z | Z 0; Nng, () 2

z€Z j=1
= Z/ - |Z€ V2N, L$n1/2J)| de = / |29 2N, (Liml/QJ)’Qdm?
€27 172 e =

On peut appliquer la proposition 1.5.7 page 31 (la vérification des hypothese de ce théo-
reme est faite avec (5.10) & la page 90 dans un cadre un peu plus général dans la deuxiéme
partie de ce manuscrit) et ainsi, avec la continuité de G : CP™([0,T],L2) — R (ot

(CP™([0,T], L2),]|.|l) désigne I'espace des fonctions continues par morceaux de [0, T] dans
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

L% et || (Xt)ieo,m|| == sup, ||Xt||L%) définie pour (Xy)¢cpo,r) par

G<<Xt)teOT = || 29 XltJHL2

Cela assure la convergence en loi de G (n_l/ 2N, ([ 2J) vers
STk 0,14, (2)]*da et ainsi la convergence du deuxieme terme de (3.7) vers 0. On
obtient la convergence simple des fonctions caractéristiques et donc la convergence en loi

vers la loi voulue.

]

Avant de démontrer le théoreme 3.1.2, montrons un dernier lemme,

—3/4

Lemme 3.2.3. Avec les hypothéses de notre section, n=**sup ., Ny (z) converge vers 0

en probabilité.

Démonstration. Remarquons avec les comparaisons séries intégrales et la majoration ||H,, .|| <

C’W due a la proposition 2.2.1 que

n

E( %: |Nn(ff)|5) = %: E( 2% z_: "E: > 1{sk:x}1{sj:x}1{sl:x}1{si:x})

=0

n—ln—1n—-1n—1n-—1

= E( DI 1{sk=sl=sj=5i=5m})

i=0 k=0 j=0 (=0 m=0
m el ol ol T
< 245( 3 P (s, =0y o T 1s,_=0y o T Lys,_ =y o T Iys,_—oy o T") )

0<i<j<k<l<m<n—1

<24 > E (Pm_l (1{Sm4=0}Pl_k (1{Ssz=0}Pk_j (1{Skfj=0}Pj_i1{53'71':0}))))

0<k<j<I<m<n—1

1 1 1 1
< 240" _ —
- O<k<j<lz<m<n1 (m—l+DV2(1—k+DYV2(k—7+1)Y2(j —i+1)1/2
+ o(n?)
S an

Montrons que n~**sup, ., N,(x) converge vers 0 en probabilité : soit ¢ > 0, avec
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

I'inégalité de Markov, on a :

I (Supn_3/4Nn( ) > > <u(3z, |z| > An'/%, N,(z) > 0)

+ 73z, |z| < AnY?, n AN, (2) > €)
<f(3z, |z| > An'/?, N,(z) > 0)
+ Y T HE (Na(a)?)
|x|<Anl/2

<f(3z, |z| > An'?, N,(z) > 0) + Cse *An~/4

La derniere inégalité converge vers 0 pour A assez grand et n — 0o ce qui nous donne le
résultat. O]

Montrons maintenant la convergence des lois finies dimensionnelles associées au pro-

cessus (TF3/4 erzz 1 &) Ny (2 ))tZO:

Soient ti,...,tg, 01,...,0, des réels, et soit U > 0 un majorant des ¢;, on souhaite
montrer la convergence en loi de " 5 Z{Zl Zle &(m)wajHj vers
S p? [ 0L, (x)dZ(x) on Z représente un mouvement Brownien indépendant
de (L;); par un calcul explicite de la fonction caractéristique @, 1, (01, ..., 0) associée

Par indépendance des §;(x) entre eux et vis a vis de la marche, en notant \;(6) la fonction

caractéristique associée a la loi &, on obtient

E(exp(in73/4 Z Z Z fi(x)NriLtj (95)9])) =

z€Z i=1 j=1
(HEe:cp in 3/422@ )0)) [N}y, i €1, t €RL))
i=1j5=1

- E(HH)\ ( _3/42 ”tJ ) {supyez In~ 3/42 Z] nt x); ‘>5})
+E(1;[HA( _3/42 03)) Lisup, ez ln-94 3, 5, @0, <q)-

Fixons 79 > 0 et 1 > ¢y > 0 tels que pour tout ¢ € I et tout u € R vérifiant |u| < € on
ait :
I\ (u) — e~ | < un.
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

Les fonctions caractéristiques pouvant se majorer par 1, la premiere espérance se ma-

jore par :

Al ™ SN (00> )

TEZ

: : ~3/4 i
qui converge vers 0 avec n par convergence en loi de n=3/* 3, 225 Ny, (x)0; vers 0.

E(Hw I\ (n*3/4 > Nfltj(x)e )>1{Supxez\n YYDV, Vi ()6 \<60}) peut étre dominé de
la facon suivante,

E(E[HA( *3/42 00) Youp,co ln3/4 55, 55, N (1<c0))
(exp Zn 3/22C1| Z 9 ‘ 1{SuPzeZ In— 3/42 Z] m 2)0; <60}>‘

2
k
—3/4 )
<El X (” / Z%Nntj(l“')) M0 sup, ez In=3/4 32, 57, Vi, @010}
=1 '

T€Z,0<i<T

< (T mael e} 3 11)° (z (n3/4NnU<x’>)2) .

L’espérance de la derniere inégalité est bornée, en effet, en utilisant la propriété 2.2.1,
on a |[Hnollrs) = O(n'/?) et ainsi

L (Z (N"T(x/))2) = E(Zni ni 1{51‘:Sk}1{5k:$})

TEL T =0 k=0

=n-+ QE( Z ]-{Sk—iZO} o TZ)

0<i<k<|Un]—1

=n+2 Y E(Ho(y)

0<i<k<|Un|-1

< 3|Un]?2. (3.8)

En remarquant que sup, n=**32; 33, N, ()8; converge vers 0 en loi donc en probabilité,

I’équation trouvée plus haut donne la convergence suivante, pour tout r € R :
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

k
Jim ey (/ D) D WILLYH ej) )

Tz =1 j=1

(ea;p( chpl/_; ]29 Ly, (2 |d.7c)>

- B(E (exp (—i (i cm?) /_ Zojzlethj (x)dZ(x))

=1

— B(eap (—z‘jéej <§; cm?) - [ ;OO Ltj(x)dZ(x)) ).

<Lt>t) )

Ou Z correspond a un mouvement Brownien de variance 1 indépendant de (L;);>o. Le
passage a la derniere ligne se fait en identifiant le terme dans ’exponentielle a la fonction
caractéristique d’une intégrale d’une fonction déterministe contre un mouvement Brow-
nien (on pourra voir la proposition 7 [15]).

Montrons enfin la tension de la famille

(nf3/4 Za)GZ Zz 1 Z] 151( ) ntJ ])ti,lgigk
INi, — NEy | < |Npt — Ny, |, il suffit d’appliquer le résultat du théoréme [15.6] de [6] (voir
proposition 1.4.7 de la page 28) en montrant que

. Pour cela, en remarquant que

E (INnt = Nt || Nty — No|) < C(ty — 1)%?
L’équation (3.8), implique
E(INaty = Naws|*) = E(INjnta) - o) P) < C|lnt1] — | nta] P2,

Ainsi, comme les & sont centrés et indépendants des autres données,

B(n L L 6@ Nt = Nut) @) <07 323 B (1N () ) E(ED)

< CTmax B(&}) <Hnt1j - Lnt2j|>3/2

2 )3/2.

<Ot~ ti+

Deux cas se présentent :

soit n(to —t1) > 1 et dans ce cas le dernier terme de I'inégalité précédente peut se majorer
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3.2. CONVERGENCE VERS LE PROCESSUS DE KESTEN ET SPITZER.

par 90](t2 - t1)3/2.

Soit n(te — t1) < 1, dans ce cas on a deux possibilités ou ¢ et t; se situent dans le méme

intervalle [%, %) et alors |N,s — Ny, | = 0. Ou alors ce sont t et to qui sont dans un
intervalle de la forme [£,“2) et dans ce cas [Ny, — Ny = 0, et Pinégalité voulue est

encore vérifiée.
E(lemlj—Lntgj ($)|2> <2 (ty — t1)%2.
Le théoréme (15.6) du [6] permet de conclure sur la tension du processus (n—3/ DY fz(x)Nﬁt(il‘))

On a bien la convergence en loi dans D(0, o) pour la métrique .J; du processus (n_3/ Y &) NEL(:
vers le processus

Y cp? J13 Li(x)dZ ().
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Chapitre 4

Nombre d’auto-intersections :
résultat et applications.

On démontre ici un théoreme limite fonctionnel pour une classe de systemes dyna-
miques qui se traduit pour les Z-extensions présentées au chapitre 2 en un théoreme
limite fonctionnel du nombre d’auto-intersections du flot d'un gaz de Lorentz et du flot
géodésique respectivement. Ce résultat s’inspire de I’étude de Peéne [30] pour le gaz de

Lorentz Z2-périodique et fait 'objet d'une soumission [34].

4.1 Reésultat général sur les auto-intersections

Soit R un ensemble. Etant donné un flot (Mg, ¢°, ¥) préservant une mesure L et
une projection
mr : My — R, nous nous intéressons au comportement asymptotique, quand ¢ tend vers
I'infini, du nombre A; d’auto-intersections de la trace mx o ¢¥ des trajectoires du flot (°

sur R jusqu’au temps ¢ :

Ni(z) = {(s,u) € [0,1]" : mr(s(x)) = mr(u(2))}.

Dans le cas de flots Z-périodiques on montre pour ces flots selon des hypotheses assez

générales le résultat de convergence en loi suivant :
-A/;f L, /
— — €V
t3/2 tsoo 1 !
Ou €] est 'espérance du nombre d’auto-intersections modulo Z de deux trajectoires in-

dépendantes de longueur unitaire et ou V; est une variable aléatoire liée au temps local

d’un mouvement Brownien jusqu’au temps 1.
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4.1. RESULTAT GENERAL SUR LES AUTO-INTERSECTIONS

On considére une section de Poincaré (M, T, u) avec M C Mg et T définit sur M (et
par extension sur Mj) par

T(x) = ¢ ()

avec 7(z) = inf{t > 0,0 (z) € M}.

On suppose que inf7 > 0 et sup7 < 0o et que i est une mesure invariante vérifiant :

/MO fdLo = /M ( /O " f (so?(x))dt> du(z)

de sorte que (M, ©°, Lg) est isomorphe par I'application m;'(z,s) := ©°(z) au flot de
suspension au dessus de (M, T, i) de fonction plafond 7 avec M une variété Riemannienne.
On suppose qu’il existe une transformation bijective D : M — M et M C M tel que
M = |,ez, D"M vérifiant T oD =D oT et 7 oD = 7. L’application définie par

' (2,1) = Dla.

est ainsi un isomorphisme de (M, T, ﬁ) vers la Z-extension de (M, T, 1) par applica-

tion ¢ : M — Z définie pour tout x € M,
T(z) € D*@M.
En particulier, T, T et ¢ sont liés sur M par la relation
T(z) = D*@(T(x)).

7 est donné par la relation 7i(.) := ﬁ

On supposera dans la suite que ¢ est uniformément bornée et on définit aussi le flot du
systéme “quotient’ (M, ¢, L) par :

M= {g}(x),x € M,t € [0,7(z))}
ou ¢¢(x) est 'unique y € M tel qu’il existe n € Z vérifiant

y =D"(¢}(w)),
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4.1. RESULTAT GENERAL SUR LES AUTO-INTERSECTIONS

et L est la mesure de probabilité définie pour toute fonction f mesurable par

[ra= ([ reaton) ant)

Afin d’étudier (NV,)ier, , nous allons tout d’abord étudier le comportement asymptotique
du nombre d’auto-intersections v, dans R des trajectoires du flot issu de x € M jusqu’au
n-iéme passage du flot dans M.

Cette quantité, assez naturelle est donnée par la formule suivante

n—1
vo() =Y 2k > 1 (rity o T"(x) + > n(T'x) (4.1)
k>1 0<i<j<n—1 F i=0

ou vy := [{(s,t) € [0,7(x)] : s £t : mr(VV(2)) = TR(P) (7))} et Vk(x) désignant l'en-
semble
Vi = {y € M, [y 0 [l = k)

olt [#] := TR (Po,r(2))(x)) désigne pour x € M I'ensemble des points de R dans la trajec-
toire issue de x avant d’atteindre T'(z), (dans nos exemples il s’agira d’'un morceau de
géodésique).

On définit aussi pour la suite V& := Uycy Vk(x) qui n’est autre que la donnée de

{y € M, [y] N [z] # 0}

Avant de poser les hypotheses techniques, on introduit quelques notations

supplémentaires : On suppose que M est dotée d’une famille de partitions essentielles
(& )ijez,i<j en composantes connexes telle que pour tout ¢ < j, des éléments de ) forment
une partition essentielle de M ~ M x {0} (i.e le éléments de la partition sont disjoints &

un ensemble de mesure nulle pres et leur réunion est de mesure pleine).
o n—1 Ak
Enfin, on notera S, :=>";_g¢o 1" .

Hypotheses 4.1.1. Soit D > 0, on suppose que les systémes (M, T, u), (M, T, 1), l’ap-

plication ¢ et la suite de partitions (& )i<; vérifient les propositions suivantes :

(a) (M, T,7i) est un systeme dynamique ergodique et ¢ est constant sur les éléments
de 9.
(b) Deux portions connezxes de trajectoires ne peuvent se couper qu’un nombre essen-

tiellement borné de fois avant de toucher la section de Poincaré :
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pour tout x € M et tout k € N,
p{y € M|zl Nyl > D}) =0 (4.2)
et pour tout k > 1,
n({y € M, [y N [T™y]| > D}) = 0. (4.3)

De plus on suppose que |v1| < D et Uapplication ¢ est constante sur les éléments
de £°, On dispose aussi d'une hypothése dite d’horizon borné : pour tout v € M et
ke, |o(x) <D etV cUR__, DVNM.
(¢) D =V
(d) S, :=1"b¢o T vérifie
Iulliz = O

(e) Pour tout réel \/g > p > 1, il existe C, > 0 tel que pour tout N € Z, pour tout
élément A, B C M avec A s’écrivant comme union d’éléments de ¥, et B comme
union d’éléments de £, et pour tout n > 2k + 1 vérifie le théoréme limite local

avec décorrélation suivant :

e—ﬁi%) N kii(B)Y/P
< -~ 7
) 2 — e ARB) < G r o

(AN (S, =N)NT "(B)) -

ot S, ="t po T,
(f) ((iﬁ*}g)) converge en distribution vers un mouvement Brownien (By); de va-
riance ¥ et le temps local de S définit par N,(I) = i Lis,=y (ot l € Z )

vérifie

By (INo(z) = Na@)2) = O (n'2]z — o). (4.4)

ot la majoration se fait uniformément en x,y € Z et n € N.

(9) On introduit pour un ensemble mesurable A C M, ’ensemble

Al = U Z,
Zeg™, \ZNA#D
et
Al = U Z.
zZegr, , ZCA
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Soit trois constantes 1 > a > 0, C > 0 et a > 0 telles que pour tout e > 0 et k € N,
il existe une partition p-essentielle P. de M contenant C’fﬂ 2o ¢léments A C M
vérifiant

fi(A) < Ce™

et
(@A) < Cear

De plus, pour A € P., on peut construire un ensemble B, comme union d’éléments
de ¥, tels que pour tout z,y € A

U (VEYEAV® ¢ B,.

m>1

De plus il existe K > 0 tel que Ba C Ujpj<k D"M et vérifie
#(Ba) < Cle+a).

Remarque 4.1.2. L’hypothése (e) est un théoréme limite local pour S, avec décorréla-
tion. L’hypothése (f) écrite par commodité découle souvent de théoréme de perturbations a
Uorigine de I’hypotheése (e) comme le théoréme 2.2.1 ou 2.1.4 et de critére d’uniformité :

En effet, le Théoréme limite local donne uniformément en N,
P(S, = N) =n~12e"N*/Cn) L o(n=12) et on peut en déduire un théoréme limite central,

P(n_1/2Sn € [a,b]) = Z n 12K/ (En) 4 o(]b — al)

ant/2<k<bnl/2?

_ / (k+1)n /(En)dt
kn

an1/2<k<b 1/2 o
b ( Lnl/2¢) ) .2
:/ e \E2)qt 4 o(1 / e~ = dt.
a n— OO

L’équation (4.4) de Uhypothese (f) a d’ailleurs été traitée au lemme 2.4.1 en employant

uniquement des propriétés desquelles découlent U'hypothése (e) (les théorémes 2.2.1 ou

2.1.4).

Théoréme 4.1.3. Pour (M, T, i) isomorphe a une Z-extension d’un systéme probabilisé
(M, T,q) par une fonction de saut ¢ telle que (M, T, u), (M, T, i) et ¢ satisfassent les
hypothéses 4.1.1 ci-dessus, il existe une mesure de probabilité po absolument continue

par rapport a i telle que la suite de processus (#VWJ) ., converge fortement en lot
n

pourt € [0,T] vers un processus aléatoire non dégénéré (e;T =2 fR(Lt)Qdm)te[O 7 0t (Ls)s>0
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désigne le temps local du mouvement brownien B apparaissant dans l'hypothése (f), défini
presque surement pour a € R

L
Li(a) := ll—%?e/o La—e<B <ate}ds,
[':=pu(M x0) et

er:= | Iyl N le]ldu(y)du(z).

Remarque 4.1.4. En introduisant une hypothese supplémentaire

(b’) La mesure p est D-invariante et pour tout x € M, et tout i € Z,
mr([z]) Nmr([D'z]) =0 et 7o D(z) = 7(z).

Sur le systeme (Mo, 2, Ly), quitte a prolonger la bijection D définie sur M en Dy
définie sur My en posant pour x € M,

Do(gy () = @] (Do()),

on peut définir la "projection” modulo 7. w1 sur Mgy en posant

r(x) = R (2)

pour x € M et vérifiant Tr(Dox) = mr(x) pour tout x € My. er peut alors se réécrire

— (0 — (0
er: = T )N dL(y)dL(x).
I MxM\ R(@[O,T(x))( ) R(@[o,f(x))(ym (y)dL(z)
On note m := my o m; la projection d’'un élément de M, sur M et on introduit la
notation X
ny(z) = sup{n, Y 70 T"(x) <t}
k=0

définie pour x € M.

Théoréme 4.1.5. Soit T > 0. On considére le systeme dynamique (Mo, ¢Y, o) décrit
plus haut comme isomorphe a un flot de suspension au dessus de (M, T, u) de fonction
plafond T bornée, avec 0 < infy, 7 et on suppose que (M, T, ) vérifie les hypothéses du
théoréme 5.2.1 précédant ainsi que l’assertion (b’). Le processus (ﬁ]\/’ts)se[oj] converge
alors fortement en loi pour la mesure Yo vers (e’l Jr Z)g(a:)dx)se[oﬂ lorsque t tend wvers

71
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Uinfini. Ou
= [ IR(ehn(@) N (el (1)l ()dLi)

= MM |777R(90?0,1)($>) A 7?R(‘P([)o,l)(?J))|dL(?J)dL(1‘)

désigne le nombre moyen d’intersections entre mr(¢o1)(x)) et Tr(p1(y)) pour x et y

choisis indépendamment sur le systéme (M, ¢y, L) pour la loi L et (Ly)s>o le temps local

d’un mouvement Brownien (B)i>o. Le processus (B)i>o peut-étre décrit comme la limite

- a1
en loi du processus (tl/Q Shyp © W('))ue[O,T] lorsque t — 0.

4.2 Propriétés du gaz de Lorentz et du flot géodé-
sique

On vérifie ici que les systemes présentés en introduction que sont le gaz de Lorentz

Z-périodique et le flot géodésique sur un Z-recouvrement de variété compacte de cour-
bure strictement négative, vérifient bien nos hypotheéses pour I'application 7% (q,v) := ¢
donnant la position d’un élément a la phase (g, v).
Pour nos deux systémes, la constante o des hypotheses (g) et (h) est donnée par la régu-
larité de la transformation 7. Ainsi, dans le billard T est %—Hélder sur les composantes
connexes de M\R_1 et on prend («a = %) tandis que dans le cas du flot géodésique, T'
est Lipschitzienne sur ces mémes composantes et on choisit a = 1.

L’hypothese (a) est vérifiée car les deux systémes sont des systémes dynamiques hy-
perboliques donc ergodiques, et la fonction ¢ est constante par construction de £°2,.

Hypothese (b) : dans les deux systemes, les trajectoires sont des géodéqiques, ainsi,
lorsqu’elles ne sont pas confondues, la fréquence de leurs intersections est majorée par 'in-
verse du rayon d’injectivité (apres s’étre coupées une fois, les trajectoires ne se recouperont
que lorsque leur distance a cette premiere intersection dépassera le rayon d’injectivité)
Ainsi pour tous z,y € M dont les géodésiques ne sont pas confondues, |[z] N [y]| est bien
majoré par une constante D > 0. En fait le cas de trajectoires confondues entre, mettons
[y] et [T*y], intervient avec mesure nulle. En effet elles reléveraient d’orbites périodiques
ou du moins d’orbites non ergodiques (les trajectoires seraient bornées) par conséquent
w({y, [[y] N [T*y]| > D}) = 0 pour tout k. De plus les orbites sur (Mo, 9?, ko) touchent
la section de Poincaré M en temps borné donc

Vo € M, |p(z)| < D
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et Vk(x), I’ensemble des éléments dont les trajectoires coupe la trajectoire issue de x avant
un passage sur la section de Poincaré est bornée aussi.

Hypothese (c) : les hypotheses (c¢) et (b’) sont satisfaites dans les deux systémes car
7 la projection sur les coordonnées de position est Z-périodique.

Hypothese (d) est une conséquence du théoreme de perturbation 2.2.1 de [43].

Hypothese (f) :la convergence de ((iﬁ*}gj >t) est un résultat connu pour les deux sys-
n

temes et peut aussi étre vu comme la conséquence direct du Théoréme de perturbation
2.2.1 de [12]. L’équation (4.4) découle elle directement du lemme 2.4.1.

Montrons I'hypothese (g),

Pour nos deux systémes, comme M peut se plonger dans une variété compacte, on peut
le munir d’'un atlas U fini dont les ouverts sont des boules d’un diametre plus petit que
la moitié du rayon d’injectivité qu’on note ici R. A T'atlas U on associe la partition finie
Noecu O. On forme alors une partition essentielle P, en prenant l'intérieur des éléments de
la partition précédente car la mesure i est absolument continue par apport a la mesure
de Lebesgue. A chaque élément
A € Py, on peut associer un élément x4 tel que pour tout y € A, d(z4,y) < R. Enfin, a
chaque élément A on associe une carte (O4,exp,) ot expy(z4) = 0. On peut choisir € > 0
et construire pour m € N* une partition essentielle P,, de M, donnée par les éléments

non vides de la forme

Y Y

, — 1 4+ 1 ) — 1 )+ 1
expzl(Aﬂ]Z +€ 1+ +e[x}] +€ 7+ +6D

me me me mo

avec |i| < ?"%Tma,

Cette partition est finie car exp,(04) C B(O, R); si on note N le nombre d’ouverts
de la partition essentielle P,, de M, on trouve

|Pn| < N[2RIm>*.

Enfin on se donne la partition essentielle P, dont les éléments sont les composantes

connexes de

A\R_l,o

73
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pour A € P,,. Par construction on a bien

1
i(A) < O—.
mOl

Pour nos deux systemes, R_; o est constitué d’un nombre fini de courbes transverses
C' qui recoupent M en un nombre fini de composantes connexes, ainsi P,, est encore
20c>

constitué de O(m?**) éléments et le bord de A\R_; est délimité par un nombre fini de

courbes C! de courbure uniformément bornée. La longueur du bord de A, A est donc de
Pordre du diametre de A en O(-%).

Enfin, pour nos deux systémes, les éléments de €%, ont un diameétre exponentiellement
décroissant : il existe 0 < a < 1 tel que pour tout k et B € £,

diam(B) = O(a").

Et ainsi,

H((0A) < K (b —).

mOl

Pour A un élément de P, avec m assez grand, A C B(xq,€)\R_1 o (qui est un ouvert
de M donc connexe par arcs) pour z4 un élément de A fixé et € > 0. Pour y € A,

‘/k(xA)AVk(y) C BA

ol By :=T Y (rz'mrA)UT (7T7EI7TR(T(A))) Urs'mrAUTS mr(T(A)) est un ensemble
qui se controle par (7" et T sont C* (dans le cas d'une variété hyperbolique & courbure
strictement négative) ou 1/2-Hoélderienne (pour le billard) sur M\R_1 ) :

By C T (r'mr (B(T(y), Ce) U B(xo, €))) U mr <B(m0, €) U B(T (), ea)>

Une trajectoire [z] intersecte [z] autant de fois qu’elle intersecte [x4] sauf si elle passe
entre x et x4 ou bien entre Tx et T'x 4.

Montrons désormais pour y € A

U (V@D FAY @) (B,

meN

pour k arbitrairement grand.
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En notant que V,W\V.(#4) C B,

VON (Ve K o (o ek - plHl

et d’autre part,

(VTgIA))[k}\VTSJ) C (VT)(’LmA))[k]\VT)(’LZA) U VTELIA)\VTS/)
C (avn(lﬂfA))[k} U Vrng)\Vngy)

Or comme T ( et T ) est continue, seul I'image par T des extrémité du segment géodé-

sique [z4] ne sont pas dans un voisinage ouvert de V,(*4) ou de son complémentaire,
(9\/,,(1“) = T_l(ﬂ{zlmg(am)) uT- (7r Yr(T(z ))) Unp'mr(ra) UnTr'mr(T(14)) C By
Ainsi,
(Vi) < By

Il reste a s’assurer du controle de u(BY [k }) qui est donné, d’une part, a l'aide de I'hy-

pothese (d), par l'inclusion

BY ¢ T (g mr(B(T(x), C(e" + Ca™*)) U B(x, e + Cd")))
Unp'mrB(z,¢) U B(T(z), e + Ca™¥)
et d’autre part par le fait que notre mesure u prise dans le cas du billard et du flot géo-
désique sont équivalentes a la mesure de Lebesgue (elles s’écrivent localement du(r, 6) =

cos(@)drdf). En appliquant la mesure sur 'inclusion ci-dessus et l'invariance de 7', on
constate que M(BE‘C}) =0 (e + C’Qak)a.

Nos systemes vérifient donc les hypotheses du théoreme 5.2.1 on peut expliciter e
pour les deux systemes.

Lemme 4.2.1. Avec les notations précédentes, pour x € M, On rappelle que

crim [, b lldntuto) = [ B, (300 ) duta)
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Pour les deux systemes, ey suit la relation

€ —= 4FEE(T) y

ou I := u(M).
Démonstration. A partir du systeme (M, T, u), on construit une section de Poincaré
(M, T', i) en ajoutant la section (virtuelle) constituée de
[z] := [mr(x), 7= (T (x))] X S. La mesure y’ coincide avec la mesure p sur
M = M'\[z] x S et est toujours donnée en coordonnées locales par
w(dr,df) = cos(0)drdo.
Si on note pour y € M, ¢y (y) := inf{n € N* Tz € M}, on constate
pour y € Vk(z), ¢rm(y) = k+ 1. En utilisant la formule de Kac, on obtient alors

D
W) = [ o = [ oudp = p01)+ [ > Flygods

On en déduit que

et
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Chapitre 5

Preuve du théoréme limite du
nombre d’auto-intersections 4.1.5.

5.1 Controle de ’espérance.

Dans la suite, en reprenant les notations de 'hypothese (h) 68, on fixe
e = n~1/(202) ot on note A, := Pa/oay| et pour chaque n € N et chaque A € A, on se

o
fixe 4 € A. On note de plus k, := |log(n)?].
On s’attaque d’abord au cas discret et au théoreme 5.2.1 le cas des auto-intersections
pour le flot en découlera dans la section 5.4 . On montre d’abord que v, tel que décrit

par (4.1) & la page 68 peut s’exprimer directement a partir de parametres sur M :

Soit x € M x {0} ~ M, les orbites (T"x)nen sont décrites par
Ti(z) = D%@(T'(x)), ot S; et T' sont deux transformations sur M, on peut des lors

réécrire v, : d’apres I'hypothese (b),
() € V'@

si et seulement si
D

Ti(m) c U (D(N+sj(x))<M)mvk(Tf(x))>

=—D

ou autrement dit,

Si(z) = Sj(x) + N |
Tz@’) eMn D_(N‘FSJ‘(I))(‘/k(T”(z)))

ce qui se traduit avec I'hypothese (d) par

77



5.1. CONTROLE DE L’ESPERANCE.

T'(z) e M D N(WT @,

Pour x € M, v, définit donc une fonction sur M ~ M x {0} s’écrivant

D D , n—1

Vn<£L'> = Z Z 2k Z 1{5i=5j+N}1 OTz(l’) + Z Vl(Tix).

D*N(V(ij))ﬁﬂ
N=—Dk=1 0<i<j<n—1 k i=0

Afin d’appliquer notre hypotheése de décorrélation (e), on approche notre suite v, par des
variables mesurables selon les cylindres 55’;% :

D D . .
Vn(x) = Z ZQk Z 1{Si:Sj+N} Z 1AOT](I)1D*N(VI§IA))QMOT<x)'

N=—-D k=1 0<i<j<n—1 AcA,

Le proposition 5.1.1 qui suit nous assure que cette approximation ait bien lieu. Avant de
donner I'énoncé formel et sa preuve, supposons que 1’objet étudié soit bien V), et donnons
une esquisse de la preuve du théoreme 5.2.1 :

L’équation (5.1) et 'hypothese (f) assurent que la somme de Birkhoff S,, se comporte
comme une marche aléatoire tandis que I’hypothese de décorrélation (e) implique que
€ij) = YoAcAa, 14 © Tj(x)lDfN(V,fﬂ”A))mM o Tz(x) va se comporter lorsque 'écart entre i
et j devient grand comme le nombre d’intersections entre deux portions de trajectoires
générées indépendamment 'une de I'autre. En particulier e(7, j) a une espérance qui s’ap-
proche, lorsque I’écart entre 7 et j est important, vers e; (on disposera méme d’un controle
de cet écart). Ainsi V, peut étre séparé entre une suite de variables croissantes et une par-
tie qui n’est autre qu'une somme de variables (presque) centrées qui modulo un certains

controle devrait représenter une quantité négligeable.

D D
Vo= > > Usi=senyer+ Y. > Us=samler —eag)

N=-D 0<i<j<n—1 N=-D 0<i<j<n-—1
D
Vi > Y NN+ 1N, (Des
N=—-D IeZ

Ou N,(N) := Y 1{s,=n} est le temps local de la “marche aléatoire" S,. Les résultats

de théorie des probabilités tel que la proposition 1.5.7 assurent que le temps local discret
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de la marche aléatoire converge en loi vers le temps local d’'un mouvement brownien :

1 w Loo»
N (L0275 (L)

En remplacant les > ;c7 du cas discret par des intégrales en passant au cas continue, on

récupere la bonne normalisation en n®/? :

1 n Loo» 2
ey Vint T /]RLt (x)dx
ce qui prouvera le théoreme.

Reprenons la preuve formellement : on souhaite montrer dans le reste de cette partie

le résultat suivant (utile pour le théoreme ).

Proposition 5.1.1. Sous les hypothéses du théoréme,

(1)

V0 = Vallrr = 0(n3/2)
m

(2)

. _ . _ 4 _ €r
lim n 2 E(vy) = lim n 2R (V) = gf 2@. (5.2)
ou T' := p(M) désigne la constante de renormalisation de Ji, ¥ est la variance

apparaissant dans Uhypothése (e) de 4.1.1 et e; est la constante donnée dans le
théoreme 5.2.1.

Dans le cas des systémes présentés en section 4.2, le lemme 4.2.1 donne

e; = 4I'Ez(7), on en déduit une limite "explicite” :

16

Tim 82 ) = T4 (200) 2 E(r),
Preuve de la proposition 5.1.1. On note
J— i D __ i I
EE =0T (") = ((Sn N+ S)NT "D NI N M)) |
N=-D

Pour x € M, on peut réécrire v,(z) pour n € M sous la forme

D n—1
va(z) =2> k> 1g (x)+ ) n(T).
k=1 oO<i<j<n—1 i=0
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Pour A € A, on note V(A := /(@)

et on approche AN Ef, par AN T-((VI*) k1) On dispose de D'inclusion

(B AT (V) A (AN EE,,)

C ((A[k”]\A_) AT (Bl[fn} U (Vk(A))[kn]» U (A[k:n] N T_n(Bj[f"]))

On applique alors nos théoremes limites locaux avec décorrélation en décomposant les

ensembles de la forme A’ N T~ B’ selon leur cellules :

D
A/mTan/: U AlmT—n(,DfNB/mM)ﬂ(Sn:N)

N=—-D

Pour E C M, comme pu(E) = I'(E). On en déduit avec le théoréme limite local de
I'hypothese (e)

D
M(A[kn] N T—nBj[fn}) — Z FM((A)[k"] N {Sn _ N} mT*TL(D—N(BI[fn]) ﬂM))

N=-D
D N2
e =(n—2kn) B o
N;D (272 (n — 2k,,))1/? A

+ ek AR VP ( — an)‘1>

Or d’apres les hypotheses (g) et (h),

1
Ainsi le deuxiéme terme dans 'inégalité ci-dessus est en O(n~ %) avec p > 1 (hypo-

these (e)) et on obtient la majoration

M(A[kn] N Tanj[j;n}) — O(n713/20)'

Le méme raisonnement (théoréme limite locale avec décorrélation de ’hypothese (e)
puis majorations de I’hypothese (h)) appliqué a
(At AlL=) A7 (BT U () ]) donne
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(<A“f"]\A“f"]-> NT (B U (D))

= 3 T s, = M) T B U )

N2
D e I=(n—2kn)

-3

N—p |\ 2nE(n — 2k,))

(@A (B U (K
+ekp(BYT U (VD) )P (1 — Qk’n)il)

On a toujours avec ’hypothese (h) et en majorant largement,

(BA) ] = O (n=3/2)
(1B U (V)R < 2D

= =

donnant ’encadrement suivant :

u((A[kn}\A[kn]f) nT(BE Y (Vk(A)>[kn]))) — O(n~13/20),

la majoration étant uniforme sur les éléments A choisis.

On en déduit que

p (AT (VD) A(A N E,) ) = O(n~ /%) (5.3)

On obtient ainsi le premier point de la proposition 5.1.1 : en effet, en constatant
d’apres I’hypothese ( ) que Y74 v (T'z) = O(n), et en remarquant que pour z € M,
2,7

0,7—1

fjk; S Y 40T (x o)lgs o T'(z) + O(n).

k=1 i<j=1AecA,

On en déduit, a l'aide de la relation (5.3), de comparaisons séries-intégrales, et |A,| =
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5.1. CONTROLE DE L’ESPERANCE.

o),

D n
lom = Vol =23k > 3 p (AR a0V M)) A(ANE,))

i<j=1 A€ A,

Montrons le deuxiéme point du théoreme :

En décomposant

. ( () Ab AT (D (Vo) AT (1 (5, = N)) a(Ang)

N=-D

< Cpn 19/,

On en déduit en appliquant le théoreme limite local avec décorrélation (hypothese (e))
et le développement e /2 =1 — % + o(z?) que

D a(M N DN ((VD)lyy - w2
(A Ek; _ 9273 —-1/2— A[kn] ,u( k 25 (n—kn)1/2
(AN O,n) (NZ_:D( ™) Ju ) (n— kn)l/Q €

+ Con713/20

A 0D (V)

CES T
N — Kn

= (20%) (AR >

N=-D

En remarquant que pour z € A, [p((VENED)) — (V)| < wBEY) < n=1/40 et
a(AFl) = O(n=119) on en déduit

D D D  —(77 —Ny/(a)

f ] e AMNDNWEY))
> H(ANES,) = (2n%) Y Al 3 ES TS en P (54)
k=1 k=1 N=-D n

D Vk(wA)
= (27%) VAT p(A) Y k@fﬁgkn))lﬂ

k=1

+ con /40, (5.5)

La derniere ligne se déduit des hypotheéses (g) et (h) pour A C M un élément de A,
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5.1. CONTROLE DE L’ESPERANCE.

avec la majoration pour n assez grand

S AR E) = [ 3 o) (5:6)
< 3k (@A) + p(A)(BE)
< Col Ay, 61)
Avec C' > 0 uniformément en A. On rappelle que
er= [ ) @) N (). iR @ @) du)dntz) (55
_ /M ’i kp (V) dp(z). (5.9)

D’ou

D
1
S OS k(AN EE) = (278) V202, —— £ eyn /0| A,
AcA, k=1 ' nl/2

1
= (2%2)_1/2F_2€]W + ¢yn~2/40

Enfin, on peut calculer F(v,) en exploitant I'invariance de @ par T et en rappelant
que Ef; = E¥ et TEf; ;= Ef

0,j—1 (R

k=14,j=0
n—1 D n—i—1 n—1 D
—2 ZkZEu(u__)JrEﬁ( ZmE,_C_)
i=1 k=1  j=1 Bt j=0k=1 "’
n—1 D D
=9 (n—z—l)Eﬁ (Z klEéi) —|—’I’LEE <Z k1E§0>
i=1 k=1 ' k=1



5.2. CONTROLE EN NORME L! : ENONCE

ce qui nous donne,

n—1

Eﬁ(l/n) - Z(n —k— 1)]?71/2(27'(2)71/21—‘7261 + O(n59/40)
k=1

n—1
= (2#2)’1/211’261 Z(n — k- 1)]{71/2 + O(n59/40)

k=1
et
n—1 / y n—1 k41
(n—k—l)k‘122n32 —n_
> & Ty 7
1] — Lozl
— n3/2 I

En remarquant que [nx] > % pour % <z <1, on dispose de la majoration
[nx]
n 1—z

(nzlfn) 2 = (@/2)

et le théoreme de convergence dominée permet de conclure

n—1 . 11—
Z(n—k—l)k’l/Qan/Q/ i
k=1 " o zl/?

n—0o0 n—oo

~ 4
lim n =32 Fy(v,) = lim n=*2E;(V,) = 5(27&])*1/21“*261.

5.2 Controéle en norme L' : énoncé
On rappelle ici le théoreme 5.2.1 qu'on démontre dans ce qui suit.

Théoréeme 5.2.1. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe une mesure de probabilité py

absolument continue par rapport a p telle que la suite de processus <<n31/2VWJ)t>1
=/ n>1
converge fortement en loi pourt € [0, T| vers un processus aléatoire non dégénéré (e;I 2 fR(Lt)de)te[o

ot (Ls)s>0 désigne le temps local du mouvement brownien B apparaissant dans l’hypothése
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5.2. CONTROLE EN NORME L! : ENONCE

(i) et
eri= [yl elldu(v)du(a).

Lorsque le systeme est I'un de ceux présentés en section 5, ( —75Vp)n>1 Cconverge en loi
vers la variable 41 En(7) [p L3 (z)dx

Toujours avec les notations de la partie précédente

Proposition 5.2.2. En reprenant les hypothéses et notations de notre théoréme,

1

Y5 — 0.

Ll
=

vy, — 7% > N2 (z)

TE€EZ

On rappelle que

D . . .
>0> 22 > klawaoT e oT ls, —nyoT.

IN|<D A€A, k=1 0<i<j<n—1

Ot on note C% y := DN (V) kaly A DT
La proposition 5.1.1 assure la convergence L%

4 (Vo — ) vers 0. On montre donc la

proposition en deux étapes;

on montre d’abord (Etape 1) la convergence L2

1
(3/2 n_T/zZZkZMA[kn CAN ZN (JI+N)> LQO'

IN[<D k=1 A€A, z€Z

Puis (Etape 2)

D
E(m/z S YEY Y AAFYECE s, vy o T
N|<D k=1 A€cA, 0<i,j<n—1
SRS S BARNECE )Y Nala )ﬁo
k=1 |N|<D A€A, z€Z

pour conclure avec la convergence en loi de ce dernier terme.
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5.3. CONTROLE EN NORME L! : PREUVE

5.3 Controle en norme L' : preuve

On admet le lemme technique suivant démontré dans 'annexe A et qui repose essen-

tiellement sur une application itérée de I'hypothese (e) :

Lemme 5.3.1. Etant donné N, N' < D des entiers, et f,qg, f', g des fonctions telles que
l'une d’entre elles puisse s’écrire 14 — [i(A) avec A une union d’éléments de SE‘C”, les
autres étant des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques 1g avec B € fﬁ’,}
alors

Z Eg ((f oTjiil{Sjii:N}g) oT' (g'f’ oTlikl{Slik:N/ﬁ o Tk) = o(n?).

0<i,j,k,l<n—1

ou la majoration o(n?) est uniforme en || flloos ||/ |loos lgllce €t 119 |oo-

On démontre dans cette section la proposition 5.2.2 dont on reprend les notations.
Etape 1 :

Lemme 5.3.2. La suite

(n3/2( Zk > > > AAME(CE §)Na(w + N)No(z )))

k=1 |N|<Dz€Z ACA,

converge dans L% vers 0.

Démonstration. En utilisant des inégalités de convexité et en remarquant que

> Ny(zx+N)Np(z)=n+2 > Y l{gjﬂ.:N}oTj_i,

IN|<D 1<i<j<n |N|<D

on peut majorer la quantité qui suit.

( ZkZZZM AlDE(CE 3N, ($+N)N()) <

k=1 |N|<D z€Z AE€A,

D . iy
SEY Y2 % (e - AAR) 0Ty oT

(kl IN|<D AcA, 0<i<j<n-—1

2
+ H(A[k"])(lczw — H(Cfl,N» o T]) 1{Sj,i:N} o TZ> ) + 0(n2)

< 4(E, + BEy).

86
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Ou

2
D i—1 =14
Ei = E; (Z kY2 > > ((Laww — AP 1or 0T s, mny) 0 T)

k=1 |N|<D A€A, 0<i<j<n—1

et

Ey = Ey (Z k Z 2 Z Z (H(A[kn})(lcﬁ,zv - E(CIIZ,N)) o Tj_il{sjfi:N}) oTi)

k=1 |N|<D A€Ay0<i<j<n—1
Dans les deux cas, les expressions dans la somme s’écrivent sous la forme
=1 el
JgoT" lys, .—nyoT.

En posant (f,9) = (lox , — A(C 5L 1cy ) pour By ot (fg) = (AARDL, (1o | ~
i(C% x)1) pour Es.
On est amené & majorer pour N et N’ fixés :

Z Z Z Eﬁ (fg © Tjiil{sj—z:N} (f/g/ © Tlikl{sszﬂ\”}) © kal) :

S0 Hht v x>

On applique alors le lemme 5.3.1 en distinguant les indices 7 < j et k < [; dans chaque
cas une de fonctions f, g et f’, ¢’ étant centrée, le terme principal est nul ne laissant que
le terme de reste en o(n?®). D’ou

Ce qui démontre notre lemme.

Pour la deuxieme étape, on utilise le lemme suivant :
Etape 2 :

Lemme 5.3.3. Pourl € Z,

3" N2(x) — No(a)No(z + 1)

TE€EZ

) = o(n*?).
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Démonstration. Montrons le lemme a 1’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la majo-
ration E;(|N,(z) — N,(y)[?) = O(n'/?|x — y|) de I'hypothese (f) :

il )=

Eg (j{%\fvh(lﬂ(fVﬁ(lﬁ —-JV5(174-1))!)
1/2 1/2
<5, (z |Nn<x>|2) (z Na(e) - N+ D) ) .

TEL TEL

S°N2(z) = Ny(2) Ny (z +1)

TEZ

3 No(@ <A%(x—+l)4>

TEZ

Montrons que Ej ( zc7 | Nn

comme suit, en choisissant a € [4;

() = Np(xz +1)| ) = o(n%*?) : on peut le décomposer
1. l[
172

et en appliquant I'hypothese (f),

(Z INo( x+Z>|) m( sup | zna“/?)

=) 0<k<n

+EM( > | Ny (2) —Nn(x+l)|2)

_na+1/2§wgna+1/2

1
< nQWE ( sup (Sk)> +0 (n“H/Qll\nlm) :

0<k<n

D’aprés I'hypothese (¢) Ez(|S,|?) = O(n), un résultat de Patrick Billingsley ([5] page
102) donne l'existence d'un réel K > 0 tel que 'inégalité

E( up <sz>) < Kn(log(n))

0<k<n

tienne pour tout n > 0. On lintroduit dans I'inégalité précédente

TEZ

(Z |N, () — Np(x + 1) ) O(nQHiHn(ln(n)) + O(n*2|1nt/?)

= o(n®?).
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D’autre part, avec le théoréme limite local (hypothese (e)), on avait déja

z€Z z€Z \i=0 j=0

B (Z Nn(l‘)z) =Eg | > (gj > 1{si:x}1{sj=x}>

= Z 2 Z Eﬁ(l{sjfiﬂ)} o le{Sz:x}) + O(n)

T€Z i<j

=23 Exll(s,n) + O(n)

1<j

<2y Cn'? 4+ 0(n)
1<j

= O(n*?).

On trouve bien

Z Ni(x) - Nn(I)Nn<x + l)

TEZ

@( ):wﬁw

Ce dernier lemme permet de terminer la preuve de la proposition 5.2.2

preuve de la proposition 5.2.2. D’apres la proposition 5.1.1 et la proposition 5.1.1 et les
lemmes 5.3.2 et 5.3.3 montrés au-dessus

1

On montre ici que les hypotheses (e) et (f) permettent de réaliser les hypotheses de la

Vo= > > wAu(Chy) D Ny(x)

IN|<D A€ An z€Z

proposition 2.1 de [13] rappelées dans la section 1.5.7 page 31.
En effet 'hypothese (f) assure la convergence en loi pour la métrique J; des processus

(n=Y2S ) )i>0 vers un mouvement Brownien ainsi que l'assertion (3) du théoreme,

limsup lim In~ 2Ny ([n'?a)) — n~ PN, ([n' 2 (a + b)))]|72 =
b0 T

limsup lim O(|n""2|n'?a] — n=12[n'%(a 4 b)]|) = o(1).

b—0 n—oo
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5.4. CONVERGENCE EN LOI

Enfin 'hypothese (2) est vérifiée en appliquant 'assertion (e), et en utilisant des com-
paraisons séries-intégrales,

_ 2 _
Ez(n™'[No(a)]?) = - Y. Eal(lgsy =0y o T Lyg—inirzap}) (5.10)
0<i<j<n—1
9 n—1 n—1 ﬁ(su — )
(n 2 G B
2 n—1n—1 1 1

ol O est pris uniformément en a et n. Les assertions de la proposition 2.1 de [13] sont donc
vérifiées et donnent la convergence des lois finies dimensionnelles de la suite de processus
(nl/QNLntJ(Ln1/2.J))t€R+ vers celles du processus (Ly(.))er, -

L’application L(.) — [z L?*(z)dz est continue sur l'espace des fonctions L?*(R), on
obtient donc

la convergence des lois finies dimensionnelles de la suite de processus

((7131/2 > wez Niu) (a:))teR+> _, vers celles du processus ([ L7 (2)dx)er, -

Comme ’équation (5.6) de la page 83 donne la convergence presque siire de

Sk > > mARE(C Yk Y Y pARu(Ch )

k=1 |N|<D AcA, k=1 |N|<D AcA,

vers I'"2e;, nous sommes donc en mesure de conclure avec le lemme de Slutsky la conver-

gence au sens des lois finies dimensionnelles de ( 573 V| nt J) vers
(I %er Jp L?(x)dx)tz()'

5.4 Convergence en loi

Ce passage est consacré a la preuve du théoreéme 4.1.5. Dans ce qui suit, on désigne
par (M., ¢", ;) le flot de suspension de fonction plafond 7 au-dessus de (M, T, iu). Pour
rappel, (M, o7, i) est isomorphe a (Mo, ©°, Lg).

On pose sur M la mesure pq(.) := u(. N M).

Remarque 5.4.1. Remarquons que pour f une fonction continue bornée sur l’espace des

fonctions cad-lag (continues da droite et limite a gauche) munit de la métrique usuelle J
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(voir annexe 1.4),

b (1) = () - 21 (25)-
(

Dans la suite, on note v2(t) :=

[nt| + 1 —nt)vpny + (nt — [nt])V |41 le processus
linéarisé issu de v,,.

Remarque 5.4.2. En remarquant que

1 1
3 I0) = Vi e < =575t = [nt])(2Unt] + 1D

on en déduit que —z||V3(t) — Vjn)llocjo.r) = 0, po presque sirement. Ainsi la conver-

gence pour la métrique Jy (resp pour les lois finies dimensionnelles) de ((n;/zug(t))te[o T]>
neN

équivaut a la convergence de ((n?’l“ym”)te[o T]> vers la méme limite pour la mesure
, €

Ho- !

Lemme 5.4.3. Si ((v0(t))tejo,1))nen est une suite de processus croissants et continus sur

[0,T] qui converge pour les lois finies dimensionnelles vers un processus X continu sur

0, T], alors la convergence se fait aussi au sens des distributions sur C°([0, T],R).

Démonstration. Les processus (v9(t))ieor) étant croissants, ceux-ci vérifient le critére de
Skorohod (voir les théoremes 3.1 et 3.2 [42]) pour la métrique M,

w(;,H(Vg) =0

ou

ws,i(Z) = sup M(Z(t1), Z(t), Z(t2)).

0<t1<t<t2<1,‘t1—t2|§(5
Avec M désignant la fonction d’oscillations

0sizy € [x1, 73]

M(.Tl,ﬂ?g,l’g) - {

min(|z; — xsl, |x3 — 23|) sinon

La suite de processus (12(.)),en vérifie le critére de Skorohod et converge au sens des
lois finies dimensionnelles vers X, d’apres les théoremes 3.1 et 3.2 de [42] elle converge

donc en loi vers X pour la métrique M; (voir chap 12 [44]).

Soit f une application uniformément continue et bornée sur l'espace C°([0,7T]) des

fonctions continues de [0,7] dans R muni de la norme infinie ||.||». La topologie induite
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par M est équivalente a la topologie induite par la norme infinie, f est encore continue
sur cet espace pour la métrique M. L’espace C°([0, T]) étant dense dans 'espace D([0,T])
pour la métrique M;, f peut se prolonger de maniére unique en une fonction continue
bornée f sur le complété de D([0,T]) pour la métrique M;. La convergence en loi de la

suite de processus continus (v9(.)),en vers X permet d’écrire
E.(f(v) = Bu(f (1)) = E(f(X)) = E(f(X)).

(8(.))nen converge donc en distribution vers X pour ||.|/sc-
[

Le théoreme 5.2.1 et le lemme précédent permettent d’établir la convergence J; de
(ﬁufi(t))te[o 7 Vers (D2e; [ L(z)dx)iejor) pour i sur M. Avec la remarque 5.4.2 on

peut établir le corollaire qui suit.

Corollaire 5.4.4. Pour tout S > 0, le processus (nglﬁl/wj)te[o,g] converge en loi pour la
métrique Jy vers (I'"2er [ L(x)dx)ep,s) pour la mesure fig.

On rappelle ici le nombre n; de "collisions" avec la section de Poincaré avant le temps
t:pour n € N, et x € M, on note

ny(z) = sup {n:z;éT oTF(z) < t} :

Comme (n);>0 croit presque sirement avec t, est non majorée et i est une mesure finie,

le théoréme de Birkhoff donne, pour Ji-presque tout x € M C M

ot 13
tlir?oﬁt_tlir?oﬁt,;TOT ;SEH(T). (5.12)

La convergence s’étend a presque tout point dans M pour la mesure po. En particulier,
pour tout s € [0,.5], lim;_,o, n%s = EFT(T) pour po-presque tout point de M.

On rappelle que 7 désigne la projection sur M x {0}, m(z, s) := = pour
(x,s) € M,.

Proposition 5.4.5. Pour tout S € R, le processus (t?,%l/ms o7 )selo,5] converge fortement
en loi sur le flot de suspension (M, o™, i, ) pour la métrique J; vers (EE(T)_3/2F_2€[ [ Lg(m)d:E) 0.
lorsque t tend vers l’infini. 7
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Démonstration. Remarquons que quitte a comparer (#VUS J> c0.5] et
S )

(W{WVLSU ] J)se[O,S}’ le processus (ﬁ%uus J>se[0,S] converge encore lorsque t tend vers I'infini

vers le processus (F’261 Jr Lz(ff)dl‘)se[o,s]-

D’apres le théoreme 3.9 de [6], la convergence en distribution pour la métrique J; et

la mesure py de ﬁ%’/Lt- | et la convergence presque stire de (%)56[075] vers EHS(T)> 08
S

pour 1 implique la convergence en loi de

1 L
}g& t3/2y’ﬂt5 MO F 2 /LS/E* )(x)dx

A T'aide des identités du temps local, on peut préciser le terme [ L? B(7) (x)dz : en effet,
m

pour toute fonction mesurable f sur R a valeur réelle, en utilisant les identités du temps

local et 'auto-similarité du mouvement Brownien et quelques changement de variable,

[ 1) Lagiyyin = [ g3
= Ei(r)™! /Osf(Bt/EM(T))dt
=) [ f (E,Al)WB) “
/ S Pl
—/f 1/2L’(uE (7)2)du.

Ou B’ désigne un mouvement Brownien de méme loi que B et (L.)s>o son temps local.
On en déduit que Ly/p_(r) = Ep(T)” vz (uEH( )1/2) pour presque tout u et tout s. Ainsi

1 Ly L
lim w5, = T / Loy (@)de £ Bg(r) T2y | L(aEx(r)/*)da

t—vo0 $3/2
—E 3/21’\ /L2

Comme

— 0.
00,[0,8] =0

1 1
H (tg/gynts> ol — t;m’/nts

La famille de processus ((ti‘%y’“s)szo)»o vérifie les hypotheses du théoreme 1 de [47]
pour la mesure de probabilité 1, il converge donc fortement en loi au sens de la métrique
Ji pour le systéme (M, T, i) vers le processus Eyn(7)™%/2I2e; [ L2(x)dx lorsque ¢ tend
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vers 'infini.

Il reste a montrer la convergence en loi de la famille de processus ((tg%l/ms o 7T)520>t>0

pour le flot de suspension (M, @™, i, ) :

Pour P une mesure de probabilité absolument continue par rapport a p, et F une
application continue sur R, on a en écrivant dP(z,u) = g(z, u)dp, (x,u) :

Ep (f ((tgl/z’/ms o 7r>820>> _ /M /Or(z) f ((t:’)l/2yms o ﬂ(x,u))sz()) g(x,u)d\dp
= /Mf ((tglﬂyms(x,()))sz()) /()T(z)g(x,u)d)\d,u.

Or la mesure [g @) g(z,u)dAdp est une mesure de probabilité sur M absolument conti-

nue par rapport a la mesure p. la convergence forte en loi de <(t31/2]/0 )8>0) sur
20/ >0

Nts

(M, T, ) permet de conclure pour S > 0,

B <f <<t31/2yn“>se[o,s}>> t—_>>oo B (f <(F_2€I/RLg(x)dx) se[O,S]>> '

La famille de processus ((31/21/7”) ) converge donc fortement en loi sur (M., ¢, 1i,)
t s€[0,5] >0

vers (Eﬁ(T)_g/QF_Qef fR Lg(x)dx)se[oﬁ]_ ]

On achéve la preuve du théoréme 4.1.5 avec Iencadrement du nombre N; d’auto-
intersections jusqu’au temps ¢ par le nombre d’auto-intersections jusqu’aux collisions pré-

cédentes et suivantes :
Un, (7)) < Ni(z,8) < vpyi1(Tx) < vy, (Tw) + 2(ny + 1) D. (5.13)

la derniére majoration étant induite par ’hypothése (a) d’'un nombre d’intersections des
trajectoires entre deux passages sur la section de Poincaré bornée (par D),
L’encadrement 5.13 assure que pour toute loi de probabilité P absolument continue par
rapport a p., et tout S > 0,

1
Ee (gl Oz = (N (00w ) 2, O
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5.5. DISCUSSION SUR LES CONSTANTES

On en déduit avec le théoreme de Slutsky et la convergence de nit,

N; v c
1i (s) — | ( nts) éo (E —3/21-\—2 /LQ d ) )
tE{}O +3/2 5€[0,8] tiglo +3/2 5€[0,9] u(T) er R s(flf) X 0]

Par isomorphisme, le nombre d’auto-intersections converge fortement en loi pour la

loi v sur M.

5.5 Discussion sur les constantes

Il reste a vérifier que la limite donnée au dessus donne bien les constantes données
dans le théoreme 4.1.5.

Par construction, on rappelle que le domaine fondamental pour D (M, ¢, L) est iso-
morphe au flot de suspension (M, @7, i,/ Ez(7)) de fonction plafond 7.

Lemme 5.5.1. Sous l'hypothése (b’) de la remarque 4.1.4, e vérifie

er =T [ | [l riay () N (i (9) () ().

Démonstration. On peut réécrire e; de la fagon suivante :

e,://| [yl|dp(x)du(y)

=12 [ [ 5 Jla] 0 (D4l dn(y)

keZ

= |3 1w o (@)] 0 (2 (DF )N i) ).

keZ
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5.5. DISCUSSION SUR LES CONSTANTES

Remarquons que pour z,y € M, avec ’hypothése (b),

Dl n [Pyl =3 {s € [0.7(1)), mr(£5(D*y)) € [a]}]

keZ keZ

= U{s €[0.7()), (D55 (y)) € [a]}]

= {5 €[0,7(y)), 3k € Z, mr(Dy e, (y)) € TR(#fo,r(ay ()}
= s €[0,7(y), 3k € Z,u € ¢fp (1 (%), 7= (D5 1Y) = mr(u)}]
= [{s €[0,7(y)), Fu € ¢, T(x)]( ), r(p3(y)) = Tr(w)}|

= TR (D[0 (1) (£)) O TR(L1 0 (W)

Donc,

er =T [ | 7Rl () O 7 (o ) () () ().

Proposition 5.5.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.2.1,

EE(T)_3/2F_261/RL§(x)d:E = e}/R[Z(x)dx

o

€= .y 7= (0.1 () N 7R (¢[0.1)(¥))|dEo(y)dL(x)

= [ Iy (2) 0 e () L)L)
est Uespérance du nombre d’intersection de Tr(pjoq)()) avec Tr(pp1(y)) pour x et y
choisis indépendamment pour la loi L, et (IN/t)tZO est le temps local associé au mouvement
. 5 o7e . 1
Brownien B limite du processus (msmu o 7T('>>ue[0,T]'

Démonstration. A l'instar de (5.12) a la page 92, le théoreme de Birkhoff assure

nt ;>s ]_
t En(r)

‘;

L’hypothese (f) donne la convergence en loi pour la métrique J; de (nil/ %S | nt J)t>0 vers

(Bi)i>0 pour la mesure fi. En remarquant que pour S > 0, d'une part

[67728 0y — 7128 |

N
00,[0,5] t—o0
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5.5. DISCUSSION SUR LES CONSTANTES

‘ (1 - (@) _1/2> Ss[]]

cjo.5 COmverse donc en loi vers le mouvement Brownien (B;)sefo,s)
s€|o0,

lorsque t — oo. Pour tout S > 0, le théoréme (3.9) de [6] donne alors la convergence en

et d’autre part

roba
P,

t—o0
007 [O’S]

le processus (t‘l/QSLstD
loi pour la métrique J; et la mesure [ :

(7250.) 0.5 o (Bt seloss

(til/QS”tS)se[o 5 converge Vers (Bs)se[o,s] = (EH(T)A/QB

)

S)SE[O,S].

On explicite le temps local L associé & B : pour toute fonction mesurable f sur R
a valeur réelle, en utilisant les identités du temps local, 'auto-similarité du mouvement

Brownien et quelques changement de variable,

/Os f(Ex(1)~ 2B)dt = /f 1/2)L (x)dz
_/f V2L (Ex(r)?u)du.

On en déduit que Lg/p.(r) = EL(m)Y2L, (F@(T)l/ 2u) pour presque tout observable et
presque tout s, d’ou

/R [2(2)dx = /R Ea(7) Ly (Eg(r)/*u) du = Eg(r)"? /R L, (z) dz

On peut donc réécrire
EH(T)_?’/QF_QGI/ L (z)dx = EE(T)_QF_QGI/ L2(z)dx
R R

Lemme 5.5.3. Pour le systéme (Mo, 9, 1o) de la section 4.1 vérifiant les hypothéses du
théoreme 4.1.5 page 71,
EL (1)’ T %e; = €.

Démonstration. On garde ici les notation T (resp mr) par passage au systeme isomorphe
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5.5. DISCUSSION SUR LES CONSTANTES

(M., @7, i), on souhaite montrer que I'"2e; correspond a la mesure

L L e 0) 0w 0, ) et sy

= Ba(r)? [ [ 17R(poa(a.) N r(o (v, 9)|dLdL.

Avec la derniere équation, on obtient une écriture de comme espérance du nombre

€r
1—‘2Eﬁ(7')2
d’intersections de la trace de deux flots unitaires pris aléatoirement uniformément selon la
loi L. Cette constante est bien indépendante du choix de la section de Poincaré (M, T, p)

vérifiant les hypotheses 4.1.1 du systéme (Mo, ¢, Li).

Soit B un ensemble mesurable tel que pour fi_-presque tout z
{s €0,1],5i(z,t) € B} < D.

On note pour x € M,
F(x) = [{s € [0,7(x)], ¢i(x) € B},

et pour (z,t) € M,
flz.t) = [{s € [0,1], g (z,1) € B}|.

On suppose ces deux fonctions bornées par une constante D sur leurs ensembles de défi-

nitions respectifs. On montre dans un premier temps que
Ea(F) = Ez (f).

On reprend la notation n,(x) := sup{n,¥{—37 o T*(x) < t} qui est définie aussi sur
M x {0} quitte a I'identifier avec M. On a toujours

t oo Eg(T)

Le théoreme de Birkhoff et ce résultat de convergence presque siire assure pour presque
tout x € M,

1nilFoT x B ExlF)
P t—o00 Eﬁ(T)

La somme a gauche correspond a

{s € 10,35 TH), B1lr) € B}|
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5.5. DISCUSSION SUR LES CONSTANTES

D’autre part,

! ! s EH
I fogiwnas Eﬂf((Tf))

et 'intégrale a gauche donne par définition de f,

/OTfo¢;(m,t)ds = Y A0.TIN[s—Ls]) = [{s € [L.T), ¢ (x.t) € B}| £ 2D.

s€[0,00],7 (w,)€B

Ainsi, pour (z,u) € M,

+ neg—1 .
\/ fogiwuds— 3 FoT on(a,u)| <
0 k=0
10+ \fs €0 U3 7o T bt ul 2o € B
k=0
< 4D +2[u]D
<6D.

En passant a la limite dans les sommes pondérées de Birkhoff ci-dessus on obtient
I’égalité

ExlF) _ En(f)

Eg(r)  Eg(7)

Enfin on applique le résultat avec d’une part B := f‘l(fn(gohr(y)] (y))) et Fubini :

|| 7R (B0 () 1 T (0 () () i)
[ B, 5)) 0 T (B () () )

= [ B, ) 0 7 (B ) ) dd(z)

Puis en prenant B := 7p' (Tr(¥],1)(7))), on répete le résultat pour la dernicre intégrale
en dfi :

/M/om) /M TR (G0, (@, 8)) N TR(Blo,r (¥)|dA(y) dtdfi(z)

= L L e o) 0T G 0 ) sty dedg(o).
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5.5. DISCUSSION SUR LES CONSTANTES

On déduit du lemme 5.5.3 I'identification
Ey(r) =322 / L2(x)dx = el/ (@

]

On montre dans ce qui suit que sous de bonnes hypotheses toujours valable dans le cas
du billard et du flot géodésique de surfaces a courbure strictement négative, les constantes
apparaissant dans notre théoreme ne dépendent que de la géométrie du systeme et de la
nature du flot. En particulier elles sont indépendantes du choix de la section de Poincaré

pour ces systemes.

On se place ici dans le cas ou 'application D est une isométrie. On suppose de plus
'existence d'un point de référence xg € M tel que la suite (D"zg),cz n'admette pas de
point d’accumulation. On note M C M, une image de M, par I'isomorphisme entre les
systemes (M, ¢?, Lo) et (M., o7, fir).

On souhaite montrer ici que les constantes apparaissant dans la limite de notre théo-
reme ne dépendent pas du choix de la section de Poincaré :

Pour cela on peut se donner une fonction “naturelle" v continue sur M, a valeurs
dans R telle que

[W(¢!(m1(x,5))) = Sp, o m(x, 5)| = o(t*?) (5.14)

N . , 1 0
presque siirement uniformément pour (x, s) € M,. Dans ce cas le processus (W¢ o (’Ots)se[o .

converge en loi vers (e’I Jr Iig(x)dx)se[o’s].

Si on suppose que 'application Dy est une isométrie et qu’il existe un point de référence
xo € My tel que la suite (D"xg)nez n'admette pas de point d’accumulation comme dans
le cas du gaz de Lorentz Z-périodique et des Z-revétements de surfaces compactes a
courbure strictement négative, on peut identifier M avec le groupe fondamental Mg /Dy.

L’application ¢ : My — Z définie par
Y(z) = inf{n € Z,d(D"x¢p,x) = ]1€161£ d(D"z¢, )}
est bien définie et bornée sur M et vérifie pour = € My,
(Djx) = ¥(x) + n. (5.15)
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5.5. DISCUSSION SUR LES CONSTANTES

En remarquant par définition de n; quitte a identifier M, et M,
—Sn, s 0
Dy " (g () € M.
Ainsi, il existe une constante K > 0 telle que pour tout z € M,
¥ 0 @} (x) = S (2)] < [h(2)] < K.

Avec (5.15) on en déduit que l'inégalité est valable sur My et on obtient la relation (5.14)

et la méme conclusion.
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Chapitre 6

Autres résultats sur les
auto-intersections.

On détaille dans ce chapitre quelques résultats annexes concernant 1’étude des auto-

intersections pour d’autres Z?-extensions et des systémes en mesure finie.

6.1 Convergence en plus grande dimension.

On s’intéresse ici au comportement du nombre d’auto-intersections pour des Z%-extensions
lorsque d > 3. Le cas d = 2 a déja été traité dans le cas du gaz de Lorentz Z2-périodique

par Péne dans [30], aboutissant a une convergence déterministe pour une normalisation en

1
nln(n)
lement avec des trajectoires générées en des temps voisins de celui regardé. Ainsi, regarder

. Ici on étudie des systemes transients, les intersections se produisent donc essentiel-

le nombre d’auto-intersections jusqu’a un temps t revient peu ou prou a se donner une
subdivision ([t;, t;11])icr assez large de I'intervalle de temps [0, t] et sommer sur la taille de
la subdivision, le nombre d’auto-intersections de la portion de la trajectoire générée entre
les temps t; et t;,1. On s’attend donc a une croissance linéaire de ces auto-intersections.
Pour le montrer on fait des hypotheses proches de celles choisies dans le chapitre 4.

Définition 6.1.1. Soit (M, p, L) un flot ergodique préservant une mesure de probabilité
L et (G,+) un groupe abélien infini dénombrable munit de la mesure de comptage g.
Pour hy : R x M — G un cocycle, (i.e hiys(x) = hi(x) + hs(p(z))), on définit la G-
extension (Mo, ©°, Lo) de (M, @, L) en posant My :== M x G, ©° le flot tel que (z,a) €
Mo,

i (2, a) = (pi(2), a + h(2)),

et la mesure Lo est définie par la somme formelle Ly := 3 e L ® g.
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6.1. CONVERGENCE EN PLUS GRANDE DIMENSION.

Théoréme 6.1.2. Soit (G,+) un groupe abélien infini dénombrable, R un ensemble,
(Mo, ©°, Ly) une G-extension du flot ergodique préservant une mesure de probabilité (M, @, L)
et mr 1 Mo — R une application telle que pour (z,a) et (',a’) € My,

mr(z,a) = r(2,d') & r(x,0) = (2, d' — a). (6.1)
Alors la quantité définie pourt > 0 et y € Mg par

Ni(y) = [{(s,u) € [0,1] 5 # u, 7R (5 (y)) = mr(Pu(y))}]
satisfait : /\7/;

; hzpr g,

I(z) = [{(s,u) € [0,1[* s # u, 7R (](2, 0)) = Tr(u(,0))}
+2[{(s,u) € [0, 1[x[1, +o0[: 5 # u, Tr(¥1(2,0)) = mr(py(z,0))}

Remarque 6.1.3. Supposons que :
1. G:=7% qvec d > 1

2. les intersections ne se produisent que localement en espace, et en nombre bornées :
il existe M > 0 tel que pour presque tout x € M et pour tout k € N,

[{(s,u) € [0, 1[x [k, k + 1] s # u, mr(03(2,0)) = T(¢5(2,0))} < Mg, )<
3. Le temps passé a distance bornée d’un point donné est intégrable :

k>0

Alors Er(I) est fini.

Ces hypotheses sont vérifiées en dimension d > 3 pour des flots spéciaux au dessus
d'une Z4-extension qui vérifient pour (hy)r>o un théoréme limite local ou une approxima-

tion de la forme

Ll < M) = 0()

k—o0 W

comme c’est le cas pour les Z-revétements du flot géodésique sur une surface a courbure
strictement négative (voir [43]).
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Preuve du théoréme 6.1.2. Afin de montrer le théoréme, on peut approcher N, en comp-
tant les blocs Jj,, des auto-intersections comptées sur des morceaux de trajectoires de

durée unitaire : pour (z,a) € My

Jrem(z,a) = [{(s,u) € [m,m + 1[x[k, k +1[: s # u, 7= (©%(x,0)) = m= (> (x,0))},

et pour ¢t > 0,
[t]
Ni(z,a) < Z Jim (T, @) (6.2)
k,m=0
11
<Y Jep(zia)+2 0 > Jem(x,a). (6.3)
k=0 0<k<m<|t]

Et dans 'autre sens, pour N € N* et t > N,

[t]—1
,/\/;(ZL‘,CL)Z Z Jk,m(xva)

k,m=0
[t]-1 [t|-N k+N
> ZJkk—i-Q Z Z Jem(z,a). (6.4)
k=0 m=k+1

Notons avec (6.1), que pour s,u € R, et k € N,

TR (3 0 pp(x,0)) = Tr(Lhpr(x,0))
= TR(s © r(2), () + hs 0 () = TR(Pu © Yi(T), hi(x) + hy © i(2))
= mr(ps(pr(2),0)) = TR (Pul(pr(z),0)).

Il en découle que l'ensemble Jj ,, est bien une observable itérée par ¢} au sens ol pour
(x,a) € My, et m >k,

T (2, 0) = Jom-r(ep(x,a)) = Jom—i(@r(),0).

Ainsi, en appliquant cette relation aux sommes dans (6.4) et (6.3), pour N € N* ¢t > N,
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et (x,a) € My,

k=

1 [t]-1 lt|-N N
n > Joolee(z),0) +2 > > Jomler(x),0)
k=0 0 m=1

< Ni(z,a)
- t
L
Z (Joo oe(z),0) +2 > Jo,m(SOk(JC),O)) :

On peut remarquer que

Lt)

[t]+1 [t]-1
/0 Jom (¢t 0 9_1(2),0) > > Jom(pr(z) >/ Jo.m(pi(x),0).
k=0

En effet, (M, ¢, L) étant ergodique, on peut appliquer le théoreme de Birkhoff : pour tout
N € N* et Lo-p.p-t (x,a),

Ep(Iy) < hmlnf/\—[(:lr a) < hmsup/\—[(x a) < EL(I).
t—o00 t—o0 t

Avec Iy := Joo(-,0) + 25N _ Jom(.,0) et en remarquant que

I=Joo(-,0) + 25N, Jom(.,0), le théoréme de convergence monotone assure que

Ce qui acheve la preuve du théoréme. O

6.2 Nombre d’auto-intersections en mesure finie.

Cette section fait le lien avec 1’étude des auto-intersections pour des systemes dyna-
miques en mesure finie tels que les résultats de Lalley dans [25] pour le flot géodésique.
Pour ces systémes le nombre d’auto-intersections convenablement normalisé converge vers
la constante €} vue au chapitre 4 (dans le théoreme 4.1.5) qui se traduit comme ’espé-
rance du nombre d’intersections entre deux trajectoires de durée 1 générées depuis deux
points choisis uniformément et indépendamment. Ceci confirme la vision de la dynamique
dans les Z-extensions comme s’apparentant au produit d’une marche aléatoire sur Z et

des orbites vues localement dans le systeme fondamental de mesure finie.
Théoréme 6.2.1. Soit (M, p;, L) un flot de suspension au dessus du systéme dynamique
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ergodique probabilisé (M, T, 1) de fonction plafond T avec Ex(t) = 1 et inf7 > 0. Soir
R un ensemble et 7r : M — R. On suppose de plus que (M, T, 11) dispose d’une suite
de partitions essentielles congruentes (€% ,); ren et (M, iy, L), (M, T, 1), (€*,)iken et mr
vérifient Uhypothése (g) de 4.1.1 et les relations (4.2) et (4.3) de Uhypothése (b) (autrement
deux trajectoires ne se coupent qu’un nombre uniformément borné de fois avant de toucher
la section de Poincaré).

Dans ce cas on définit le nombre d’auto-intersections jusqu’au n-éme passage sur la section

de Poincaré M, v, pour x € M par

n—1
(@) =22k 3 1 o T (x)+ > n(T')
E>1 0<i<j<n—1 F i=0

ou v = {(s,t) € [0,7(x)] : s # t: Tr(¥%(x)) = 7R (0(x)}] et V) désignant Uensemble
Vi = {y € M, |ly] 0 [a]] = k3.

avec [x] = Tr(Ppr@)(x)). Ce dernier vérifie

1
o—p.s
72Vn — €r,
n
ol ey a €té défini dans le lemme J.2.1. De méme, le nombre d’auto-intersections pour le
flot, a savoir

Ni(y) = {(s,u) € [0,1]" : s # u, mr(23(y) = Tr(wu ()}

vérifie

Tel que formulé, le théoreme ci-dessus s’applique aux systemes en mesure finie pré-
sentés au chapitre 4.2 tels que le billard de Sinai ou le flot géodésique sur des surfaces
compactes de courbure strictement négative. Remarquons que des résultats sur les auto-
intersections dans des systemes dynamiques probabilisés tels que le flot géodésique ont
déja été prouvés notamment par Lalley dans [25] en employant la proposition 2.10 suivante

qu’on va adapter pour nos systemes.

Proposition 6.2.2. Etant donné un systéme dynamique ergodique probabilisé (M, T, i)
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avec M compacte, et une application continue f : M x M — R, alors

X T [ Fydadn()

2
n 0<4,57<n—1 MxM

Démonstration. D’aprés le théoréme de Birkhoff, pour tout y € M et f-presque tout
x € M,

n—1

Tll > Fly 1) - | F(y,)dn(z).
Or La compacité de M assure 'uniforme continuité de F' sur M x M et ainsi pour

presque tout z, la suite de fonction (% S F(, Ti:c))ne _ est uniformément continue et

par le théoréme d’Arzela-Ascoli converge uniformément vers [37 F(., x)dpu(z).

Ainsi, pour presque tout € M, en réappliquant le théoréme de Birkhoff,

hmi Z F(T'z, T7x) = lim — Z/ Tz, y)dp(y)

. — /M/MF(x,y)dﬁ(l”)dﬁ(y)-

]

Ce résultat ne tient cependant pas si on considere f seulement mesurable et bornée.
En effet, il suffit de choisir pour f l'indicatrice selon les orbites
flz,y) =1 U, ., T} () qui est mesurable bornée d’intégrale nulle par rapport a @ X 1
mais vérifie
1
n2

Z T'z, Tz) = 1.

On suppose ici que le systéme dynamique (M, T, 1) est ergodique, de mesure finie et

vérifie 'hypothese (g) et on passe plutot par la proposition suivante :

Proposition 6.2.3. Etant donné un systéme dynamique ergodique probabilisé (M, T, i),
une application F': M x M — R et une suite de partitions essentielles (A, )nen de M

vérifiant
n(A)u(B) [ sup F — inf F| — 0,
X (s F = prr) o,
Alors ] . .
~ F(T'%, 7)™ | Fle,y)dn(e)daty).
n? Ogi,jzg:n—l ( ) MxM
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Démonstration. Par définition, pour tout z,y € M,

> 1u(x 1an<F(x y) < Y. la(z)lp(y) sup F.
A,BEA, A,BEA, AxB

Et en sommant le long des couples (T"z,T"z),

£ e g (5o

A,BEA,
1 I — 1 & 4

< Y FT2Ta)< Z < ZlA (T'x) )(ZlB(TZx)> sup F
N 0<ij<n—1 ABe n =0 AxB

En passant a la limite on obtient par ergodicité du systeme dynamique, pour presque tout
reM,
1 L
> inf Fa(A)a(B) <lim— Y FTz,T’z)< Y sup Fu(A)a(B).

= =02
A,Bed, B N" o<ij<n—1 A,BEA,, AXB

L’hypothese de notre proposition permet de conclure que

1 i
— Y F(T,T'2)™3 /qudu
0<i,j<n—1
]
Preuve du théoréme 6.2.1. Pour x € M, on rappelle que Vk(x) désigne 1’ensemble
Vi = {y € M, |y N [a]] = k}.
avec [r] := Tr(¥pr@)(®)). Le nombre v, d’auto-intersections avant la n-eme collision
peut étre décrite pour presque tout x € M
va(z) = > f(T(x), T'(x)),
0<i,j<n—1
ot f(z,y) :=min(Xx> le@ ( ) d’aprés la relation (4.2) page 69.
Posons k,, := |lnn] et 4, := k , et en reprenant la partition P, de I'hypothese (g)

avec n € N, pour A, B € Ak, en notant P4 I’ élément de Py, tel que (PA)[’“"} contienne
A, f est constante sur A x B si B ¢ Bgf:]. Ainsi,

S HAEB) <§ugf— inf f) <D Y mAmBL)

A,BEA,,



6.2. NOMBRE D’AUTO-INTERSECTIONS EN MESURE FINIE.

D’apres 'hypothese (g), cette derniére somme converge bien vers 0 lorsque n tend vers

I'infini. La proposition 6.2.3 appliquée a f assure alors que
1 ps o
—Vn = /f _ J(z,y)dudp.
n MxM

Cette derniere intégrale correspond avec (5.8) page 83 au terme e;.
Par un bon encadrement, on obtient le résultat pour (NV;);>¢ : on distingue pour ¢ > 0
le nombre de collisions de la section de Poincaré avant le temps ¢ pour (z,0) € M :

n—1
ny(z) ==sup{n, » 7 oTk(:p) < t}.
k=0
Pour rappel,
nt & ne+1 4
10T () <t< > 70T (2). (6.5)
k=0 k=0

Par hypothese inf 7 > 0, donc n; tend presque stirement vers l'infini lorsque ¢ tend vers

Iinfini et le systéme dynamique (M, T, i) étant ergodique,

LS o T @) P Eo(r). (6.6)

Nt 1 2o

La relation (6.5) assure alors que lim;_, n% = Ez(7). Les définitions de (v,)nen €t (N)i>0
permettent 'encadrement qui suit pour (z,s) € M avec x € M et s € [0, 7(x)),

1 Ni(z, 1
(@) =Dy <MD L )

.. ~ 1 1
Ainsi, 6.6 et la convergence presque stire (myn>n€N, assure celle de w2V lorsque t tend

vers l'infini, ce qui avec I'inégalité plus haut aboutit a la conclusion
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Troisieme partie

Probléme de moyennisation sur les

Z~extensions.
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Chapitre 7

Introduction.

Dans cette partie on considere une Z-extension périodique, ergodique et récurrente
(M, T, 1) d’un systéme dynamique ergodique (M, T, i) par une fonction de pas ¢ : M — Z
et on fixe F'(.,.) : R?x M — R? une fonction Lipschitz en la premiére variable et mesurable
en la deuxieme.

On s’intéresse alors au comportement asymptotique des solutions z§(zo,.) de I’équation

différentielle perturbée

dxf(xg,w)

02— F(a(ao,w), TH W) (7.1)

avec x?tzo)(xo, .) = xo, lorsqu’on accélere la dynamique (e — 0).L’étude de ces sys-
temes est motivée entre autre par le moyennisation pour probléemes physiques perturbés
par des flots continus comme le modele du Gaz de Lorentz de 1905.

Bien qu’a ma connaissance aucune étude n’ait été faite en mesure infinie pour des
Z~extensions, le comportement de ces équations perturbées est néanmoins bien connu en
mesure finie, notamment lorsque la deuxieme coordonnées appartient a un systemes dy-
namiques (billards ou flots d’Anosov) exponentiellement mélangeant, via les travaux de
Khasminskii [18], Kifer [23], Péne [27], Anosov [3] et Arnold [4] entre autres. La moyennisa-
tion a aussi été étudiée par Chevyrev, Friz, Korepanov et Melbourne [21] entre autre pour
d’autres dynamiques comme les Pomeau—Manneville qui peuvent admettre une mesure
infinie. Dans le cas des dynamiques (M, T,7i) en mesure finie, le résultat attendu est de
voir les solutions perturbées converger vers une solution “moyennée" lorsque la dynamique
s’accélere. Pour y parvenir, une fagon assez classique en mesure finie est de distinguer une
partie mobile et centrée F(.,.) pour la dynamique et une partie constante F(.) qui est

obtenue en intégrant F(.,.) selon sa deuxieme variable. Cette solution “moyennée’, sous
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de bonnes hypotheses, a la forme d'une solution de I’équation

dw;i””) - /MF(wt(m),.)dﬁ, wolw) = . (7.2)

Or cette approche ne fonctionne plus telle quelle dans le cas de la mesure infinie, les
fonctions constantes n’étant pas intégrables en mesure infinie. Aussi, cette partie considere
séparément deux cas, un premier cas mettant en jeu une application F(.,.) intégrable et
un deuxiéme ou F'(.,.) se sépare en un morceau constant au regard de la dynamique et
I’autre centré. Dans chaque cas la solution perturbée présente une solution moyennée w;
dont 'erreur ej vérifie un théoreme limite mais les vitesses de convergence different d’un
cas a l'autre.

On notera dans toute cette partie S, = Y720 ¢ o T* et le temps local en 0 associé
Ny o= 3320 Lisy=o0-
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Chapitre 8

Equations différentielles perturbées :
Cas de fonctions intégrables.

Cette section traite le cas oul pour tout x € R?, F(x,.) est un cas particulier de fonc-
tion intégrable, une fonction a support compact. On rappelle qu’on identifie M a M x {0}
et 71 & la restriction de g & M. On peut, quitte & voir M comme une Z-extension de
M x [| — a,al|] pour a € N* bien choisi, supposer que F(z,.) est & support dans M et
établir le théoreme suivant :

Théoreme 8.0.1. On suppose que

1. pour tout x € RY, F(x,.) est fi-intégrable et a support dans M et on note F(z) :=
Ju F(z, )dp = [57 F(x,.)di. On suppose aussi que F(.,.) (et donc F(.)) est bornée.

2. pour tout w € M, F(.,w) est Lipschitz de constante de Lipschitz [F|(w) uniformé-
ment bornée en w par [F].

3. [Nallzz = O(Vn).

Soit S > 0. Alors pour tout zo € R, la solution (x(z,.))wcior) de Uéquation perturbée
(7.1) vérifie

x(xg,.) — o —
sup tT - 61/2F($0)Ntt/ej

0<t<S

= o(1). (8.1)

, €0
Lﬁ

Si de plus (S,)nen vérifie un théoréme limite local de la forme :
1l existe ¥ > 0, tel que pour tout 0 = ko < k1 < --- < ky,
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z:l

avec pour tout i, |)(ko,..., kn)| < e(ki — ki_1) o €(.) est une application telle que
limg o €(k) = 0. Alors

5 (2o, .) — o Lol loc —
< €l/2 ) - (Lt(O)F(xO))tE[O,T] ’
tel0,5]

ou L, représente la convergence forte en lot par rapport a la mesure fu.

Démonstration. On prouve (8.1) de proche en proche : on pose dans un premier temps

(wt(70,w)) 5o la solution sur la Z-extension (M, T, u) de 'équation différentielle

dw;
dt

(w9, w) = F(w(xo, w))lM(TWEJw), (8.3)

avec wo(zo,w) = To. Le processus (wi (o, .)),c(o 7 vérifie le lemme suivant.

Lemme 8.0.2. Pour zo € R? et S > 0,

w§ (g, .) — o

v A CONIT

= O('?).
1

sup
0<t<S

Démonstration. I'équation (8.3) implique
sup |wy(xo,.) — xo — €F(20) N1/
Sle __ —
< e [ Pt (o, )~ Flao)izr o T (s + 0 (0
o 15
<e [ ]HFHOOENLs/ejl ot ()dS—f—O”.HOO(E)
< [FUF[lo€® NEspe) + Oy (€) = Oy, (€)-

]

Pour montrer (8.1), il ne reste plus qu’a vérifier que wy(x,.) est une bonne approxi-
mation de z§(z,.).

Lemme 8.0.3. Pour z, € R?,
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x¢(xg,.) — wi(zo, .)
/2

sup
t€[0,5]

1 ejo 0(1>
LF

Démonstration. Comme F(x,.) est a support dans M ~ M x {0} pour tout = € R, on
peut remarquer que

6_1/2(95§($0> ) —wi(xg,.)) = l/? /Ot/6 (F(a:f%(:zro, .),TLSJ.) — F(w (o, ))) 1M(TL5J.)ds

_ 1/2 t/e € sl \ _ € Ls] €
=) F(z$ (xg,.), T*.) — F(wS (xo,.), T .)ds + vi(xy, .)

(8.4)
en notant F(a,b) := F(a,b) — F(a) et en posant
t/e .
v (zo,.) = 61/2/0 F(ws,, TN (T ds.
On note également
0 12 [ - L] L]
W2¥(z, ) = € /O F(wo, TN 1T ds.
Par définition de (w$)o<s<s, [wE(xo,.) — wo(wo,.)| < €[[F || Nfs/e et ainsi
sup ‘Ute(%a ) = v (o, )‘
0<t<S
t/e -
< sup €'/? / | F(wes (o, .), TH) — F (o, T 157 0 T () ds
0<t<S 0
< e 2[F)|| FllsceNise). (8.5)

Comme Eﬁ(eth/EJ) est borné, le dernier terme est en O(e'/?) dans L.

Si on note (M,T57, 1) le systéme induit a partir de (M, T, u) sur la cellule M, le
théoreme de Kac (voir proposition 1.1.7 page 18) assure que ce systéme est ergodique. Le
théoreme de Birkhoff peut alors s’appliquer et le processus F,(zo,.) := %EZ:O F (o, T%)
converge presque strement vers 0. Il est aussi borné par hypothese.

Le processus vy (2o, .) peut étre majoré pour tout ¢ € [0, 7] par

|U?’€($O, )| < EI/QNLt/EJ—1|FNLt/ | + €1/2||F(m0aTLt/6J)HOO'

e]—1
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Fixons S’ > 0, la récurrence du systeme (M, T, u) impose que N|¢/ 50 0o ce qui
€E—r

vers 0 :

impose la convergence en probabilité de sup,eges/s ‘FNU Jel1
en effet, avec le théoréme de Birkhoff, pour n > 0, il existe N € N* et A C M mesurable
tels que 7i(°A) < n et pour tout n > N et tout w € A,

|[En (0, W) < 1.

Dans ces conditions,

u( sup |Fw,,,.,_| 277) <CA) + 7 (N g, 0 S N).

s€[Sed/4.T)

Dot la convergence en probabilité de sup,cges/a gy [Fiv, ., |- Enfin, comme F,(zo,.) est

uniformément bornée on a l'uniforme intégrabilité de (SUpse[S/ESM g | F, J%WJ 1|> . et la
’ i €>

convergeince,

— 0.
e—0

1.2
™

sup ‘FNU/EJA
s€[9’e3/4,9)

: ) 0,¢ .
Comme N,, < n, on dispose d'un encadrement pour || sup;c( g |0y ]| Ly

sup v?’e‘ < [N . | s [Fagll +OE).
t€[0,S) L 7 ||te[sred/2, 8] 12
m
Avec (8.5), on en déduit
L} L}
sup [v)| = o(1) et sup |vf| = o(1) (8.6)
t€[0,T] te[0,T]

lorsque € tend vers 0. On pose
a0, ) = € 2 (5(20, ) — wi(zo,.)),
via (8.4), |a$(xy,.)| vérifie
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t/e
aj(zo, )| < € [ [Fllat, (xo, ds + of (zo, )
t
< [ 1Fllas(ao, lds + e (o, ).
En appliquant le lemme de Gronwall,
t
aj(eo. )] < (o, )|+ [ os(ao, )l s,

D’ou, d’apres (8.6),

< (14 Te™H)
LL
I

sup_|vy]
tel0,5]

=o(1).

LL
m

sup |ag(xo, .)|
tel0,5]

Ce qui prouve le lemme 8.0.3.
]

La conclusion (8.1) du théoreme 8.0.1 résulte directement des lemmes 8.0.2 et 8.0.3.

Montrons a présent le second point, pour cela on applique la proposition 1.5.6 qui
assure la convergence :

Lot
(61/2NW€J)te[o,S} o (Lo)eefo.s), 8.7)

ot Lz désigne la convergence en loi pour 7 et (L;)icp,s) est le temps local d'un mou-
vement Brownien de variance Y. L’équation (8.1) issue du premier point du théoréme

assure que la distance uniforme ||.|[o 0,5 (et donc la distance pour la métrique J;) entre
x5 (x0,.)—x0 1/276

( 172 )te[O,T] et (6 F(xO)NLt/GJ)tE[O,T]

(8.7) la convergence suivante, sous la loi [ :

converge en probabilité vers 0. Cela assure avec
x;(IOJ ) - xO ‘C;mJl -
<61/2> = (L(O)F (x()))te[O,S] '
t€[0,5]

On peut alors conclure sur la convergence forte en loi du processus z§ a ’aide du théoreme
de Zweimiiller (théoreme 1.3.4 page 24 (voir [47]), en montrant que pour tout w € M,

zi(o, T(W)) — z§(z0, ) (8.8)

uf(w,w) = o =
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uniformément en ¢.
Remarquons que (4, (%o, w))s>o vérifie la méme équation différentielle que

(xf(x (20, w), T'(w))i>0 avec la méme condition initiale. Par conséquent, pour t > ¢,

|U§| _ x;<x07 T(w>> - ‘igl/;(x:(xm w)? T(w) (89)
<12 /ti F (2 (2, T(w))) ds (8.10)
RpESYE /0 T (20, T(w)) — 25 (25 (w0, ), T(w))|ds. (8.11)

Or

|7(w0, T(w)) = wi(wc(w0,w), T(W))] < |0 — (20, W)

+ [ 1Pl (0, Tw)) — 24 (@(z0,w), Tw))ldu
donc |z¢(xo, T'(w)) — x5 (xS (20, w), T'(w))| vérifie 'inégalité de Gronwall et
|75 (20, T(w)) — a5 (2¢(20, w), T(w))| = O(lzo — z(o, w)]) = O(e),

uniformément en s € [0, S].
On en déduit bien (8.8) ce qui vérifie les hypotheéses du théoreme 1.3.4 page 24 dont la
conclusion est la convergence forte en loi de notre théoreme.

xi(IOJ ) - xO 'C;mJl -
(=) (L0 ),
t€[0,5]

car (M, T, u) est ergodique. Comme tous les processus ont des trajectoires continues, on
conclut que la convergence en loi a aussi lieu dans I'espace des fonctions continues sur

[0, 7] muni de la norme uniforme. O
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Chapitre 9

Résultat de moyennisation.

9.1 Résultats et hypotheses

Dans cette partie on s’intéresse aux solutions des équations différentielles perturbées
(7.1) présentées page 111 pour des systémes (M, T, i) dont le systeme quotient (M, T, i)
est un facteur de tour de Young (a U'instar des systemes discrets dans 2) et F': Rx M — R
se décompose a l'aide de deux fonctions, I'une f : R x M — R centrée pour la mesure u
et lautre F : R — R indépendante de la dynamique :

F(z,w) = f(z,w) + F(z).

Dans ce cas on dispose d'un résultat de convergence lorsqu’on accélere la dynamique
(¢ — 0) des solutions de 1'équation différentielle perturbée vers la solution moyennée

(we(x))s>0 de I'équation différentielle moyennée

dw, ()

o = Fu(a)), (0.

avec wy(z) = x. Fixons 7" > 0. On peut définir l'erreur e§(z,w) pour ¢t € [0,7"], x € R et
w € M par
es(r,w) = xi(z,w) — w(x).

Lorsque le systéme étudié est une Z-extension d’'un systeme (M, T, ) admettant une
factorisation de type "tours de Young"' comme explicité dans la section 9.1.1, I'erreur eg
vérifie le théoréme limite suivant qui est le but de ce chapitre et sera démontré dans la

section 9.2. Dans la suite on notera ||.||;;;, la constante de Lipschitz.

Théoréme 9.1.1. Soit € > 0, on se place sur un systeme (M, T, ) décrit comme une
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9.1. RESULTATS ET HYPOTHESES

Z-extension d’'un systéme (M, T, Ti) satisfaisant Uhypothése 9.1.5, de fonction de pas ¢ :
M — 7Z bornée. Soit f : R x M x Z — R vérifiant les hypothéses du théoréme 9.1.2 et
on suppose de plus que pour tout (w,a) € M, f(.,w,a) est dérivable (on note D f cette
dérivée) et satisfait :

sup Z(l + |a|)2(1+€°)||D1f(x, H0)|lee < 00 et supz | D1f(z,.,a)llup < oo.

z€R a€Z z€R a€Z

Soit F: R — R une application C' bornée et de dérivée bornée. On suppose que l'appli-
cation F définie pour tout (x,(w,a)) € R x M, par

F(z,w,a) = f(z,w,a) + F(x)

est C? en la premiére variable, uniformément bornée, de dérivées premicre et secondes
uniformément bornées sur R uniformément.

Alors pour tout x € R, Uerreur (ef(x,.))wcjo,r) vérifie un théoreme limite pour la conver-
gence forte en loi :

—3/4 ¢ Lyl Jloo
(€ 3/4et($ ))tefo.1] ijo (Yt )reo,r (9.2)

ot L, désigne la convergence forte en loi pour la mesure p et

(yt(% w))te[o,T'] =

CR— (93)

4 / DF((2)) B sz 0) () 5D ( / t DF(wu(:c))du> ds> L (94)

t€[0,77]

ot (By)i>o est un mouvement Brownien standard (de variance 1) et (L))s>o est le temps
local d’un mouvement brownien (By);>o de variance ¥ (ou 3 est donné dans les hypothéses
9.1.4), indépendant de (B;)i>0, et a:x € R — a(x) est la fonction définie par

=31, ( ST f Z/ x, TV ) f(z, )dp.

leZ lez

ou I, désigne pour g mesurable,

) = /M gdp

Notons que I'application ¢ + fj a(w,(z))dL’(0) apparaissant dans le théoréme cor-
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9.1. RESULTATS ET HYPOTHESES

respond a un terme de variance qui n’est pas sans rappeler celle obtenu dans le cas de
systéme en mesure finie (voir [27], [23]). En effet, dans le cas ou (M, T, u) est le billard de
Sinai, le terme de variance dans le processus gaussien s’écrivait [y a(ws(z))ds. Le temps
local dans I'intégration pour les Z-extensions est attendu, du fait de la dynamique, celui-ci
apparaissait déja dans le théoréeme limite central [33] dans le cas particulier des obser-
vables de la forme f(w,l) := 5(1).

Pour parvenir a démontrer le théoreme 9.1.1, on prouve dans le chapitre 10, un ré-
sultat intéressant en soit, un théoreme limite central perturbé sur des Z-extensions. La
démonstration s’inspire fortement du travail fait par Péne et Thomine dans [32].

Théoréme 9.1.2. Soit ¢g > 0 et (M, T, ) un systéme dynamique métrique décrit comme
une Z-extension d'un systéme (M,T,Ti) satisfaisant I’hypothése 9.1.5 de fonction de pas
¢ : M — Z bornée. Soit f: R x M x Z — R vérifiant

— SUP,eR Dacz ||f(ZE, ) a)””p <00

— f(z,.) est d’intégrale nulle sur (M,T, u).

— ez |1+ a2 0| f(z,.,a)||le est uniformément borné

— les fonctions f(.,w) sont uniformément lipschitziennes (uniformément en w € M.

Pour x € R, soit s — ws(x) une fonction Lipschitz, on pose pourt € [0,T'] et w € M,
t/e
v (T, w) = 61/4/ f(wes(x), T w)ds.
0

Alors pour T > 0 et x € R,

€ ‘CH7H||OO
(v (, '))te[O,T’] ejO <Bf0t a(ws(z))dL}, (0)) 1e[0.7]

Ou L, désigne la convergence forte en loi pour pu, (Byi)i>o désigne un mouvement brow-
nien standard et (L.)s>o est le temps local d’un mouvement brownien (Bj)i>o de va-
riance ¥ (avec Y tel que défini dans Uhypothése 9.1.4) indépendant de (By)i>o. Enfin
a(2) = Sien L (£, )£ (2, TI())).

De plus, pour tout p € N*, et x € R, il existe K > 0 tel que pour tout

0<s<t<T,

v — el 2 < K (=)' (9.5)

Dans le cas particulier ott F' est la fonction constante nulle, on retrouve le théoréme
limite central pour les sommes de Birkhoff sur nos systemes. Notamment, dans le cadre

d’une Z-extension du billard de Sinai, on peut établir un théoreme limite central a 'instar
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9.1. RESULTATS ET HYPOTHESES

des travaux [33] avec une classe d’observables f qui ne sont cette fois-ci plus nécessairement
constantes sur les cellules de la forme D™ (M).

Corollaire 9.1.3. Soit (M, T, u) le systéme dynamique en temps discret correspondant
a la section de Poincaré du gaz de Lorentz présenté dans la section 2.2, qui est une Z-
extension au dessus du billard de Sinai (M, T, ). Soit f : M — R une fonction mesurable
satisfaisant :

Sacz 1f (s a)|lup est bornée.
— f(.) est d’intégrale nulle sur (M, T, u).

— Taez [alPF O (., a)||oo est finie.
On pose pourt € [0,T'], w € M et n € N,

1 [nt]
vt (w) = i kz: f(T*w)ds
=0

Alors pourt > 0 et v € R,

Lqul (

(07 Oeetorr) 12 (Brio) oz

ot (By)iepo,rm est un mouvement Brownien de variance

o*(f) = (M>< o z / AT F()dp,

Et (L) scpo,rm le temps local d’un mouvement brownien (By)icpo,r indépendant de (By)icio,r]

2
Y= lim By <S>
n—oo n

Ou S, est définie dans l’équation (2.4) de la page /3.

et de variance Y vérifiant

La preuve du théoreme détaillée dans la section 10.1 repose en grande partie sur les
travaux de Thomine et Péne dans [32] pour établir un théoreme limite central pour le gaz
de Lorentz Z2-périodique notamment.

9.1.1 Hypotheses

On donne ici les hypotheses correspondant a des dynamiques de type facteur de tour
de Young, hypotheses que vérifient les différents systemes dynamiques discret donnés dans

le chapitre 2. Ces hypotheses sont en réalité celles d'une structure de tour de Young auquel
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9.1. RESULTATS ET HYPOTHESES

s’ajoute la propriété du théoreme de perturbation de Szasz et Varju [43]. Notons qu’'une

régularité assez forte pour la valeur propre dominante A, est exigé pour faire les preuves

qui suivent.

Hypothéses 9.1.4 (H1). On dit qu’un systéme dynamique probabilisé (M,T,ﬁ) et une

application ¢ M= Z vérifient (H1) si le systéme est muni d’un espace de Banach B

complexe contenant la fonction constante 1y, et tel que E= est une forme linéaire continue

sur B

(0)

(1)

(2)

(3)

et satisfait les propriétés suivantes :

la fonction constante 1, est dans B et Eﬁ() est une forme linéaire continue sur

B.

On suppose que M est doté d’une partition (A;x)iken et d’un temps de séparation
s: M x M — N tels que pour tout i,k € N, et tout z,y € Ak, s(z,y) > 1. On
suppose de plus que pour tout z,y € M tel que s(z,y) > 1, S(Tx,fy) = s(x,y)—1.

il existe B €]0,1] et € > 0 tel que l'espace de Banach (B, ||.|s) décrit comme suit
soit inclus dans L% : une fonction f : M — R est dans B si

115 = 1o + 1l < 00

avec

1l = lsllle%€*d|!f||up,m,k et || fll% = S;l%efd\lf“oo,m,k-

5

Ou

Fllip.ac, = sup, yea,, LT et || Fllooar, = [l Farelloo-

Remarquons qu’une telle norme vérifie :

1z < W fllslle?™ g,
W W

en notant [(x) = si il existe k € N tel que x € A.
L opérateur de transfert P sur (M, T,ﬁ) peut s’écrire pour f € B

Pflx)= Y " f(w)

weT~1({z})

avec h € B une fonction Lipschitz au sens ou
1]l = SUP; pen SUPs yea, , % est fini, et on a pour tous i,k € N et z,y €
A,y une bijection Xo : T7'({x}) — T '({y}) qui respecte les temps de sépara-

tions : s(z, Xo(2)) =1+ s(z,y).
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9.1. RESULTATS ET HYPOTHESES

(4) Pour tout x,y € M tels que s(x,y) > 1, é(x) = é(y)
Si on note Sy, == Y1, b o T*, il existe By > 0 tel que pour tout b €10, Bol, il existe
a €]0,1[, C > 0 tel que pour tout f € B et tout u € [—b,b] :

Py(f) = P(e" f) = ML ()" + Ny (f),

ot

— A\ € CY[~b,b],C) vérifie \, =1 — 2% + O(u?),

— u — 1L, € C*([=b,b], L(B)) vérifie Iy(.) = E;(.)1, de plus pour tout u € [, ],
I1,, est un projecteur donc vérifie 117 = 11,.

— N, € L(B) vérifie |N*|| < Ca™.

De plus, pour tout u € [—m, w)\[=b,b], | P|| < Ca™.

On suppose de plus que f(z,.,.) peut-étre approchée uniformément par une fonction
qui admet une représentation dans (M T, 7).

Hypotheéses 9.1.5. On suppose que M est muni d’'une métrique d et on note pour une

application g : M — R, ||gllip := sup, ,c57 %. On suppose aussi que (M, T,Ti) et

(M,T,ﬁ) sont les facteurs commun d’un systéme dynamique (My, T, 1) par les projec-
tions respectives mp et mo. On suppose qu’il existe
b: M — 7 tel que (M,T,ﬁ) et ¢ vérifient Uhypothése 9.1.4 et

Sno’/Tl:SnOWQ.

pour tout n € N ou S, := ZZ;& ¢ oTF et la notation S, est celle de I’hypothése 9.1.4).
De plus il existe 0 < Sy < 1 et C > 0 tel que pour tout n € N, et pour tout g : M — R
lipschitzienne et bornée, il existe pour n € N, g, fi-centrée (au sens ot E:(gu(w,.a)) =0)
vérifiant :

lgoT" o — go o allo < CB3 gl (96)

[gnlloo < 1glloo

et que pour tous x,y € M,

s(x,y) > 2n = gu(z) = ga(y). (9.7)
Remarque 9.1.6. Ces hypothéses s’appliquent auz systemes présentés au chapitre 2 en
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prenant pour (M,T,ﬁ) un facteur symbolique (tour de Young pour le billard ou sous-
shift de type fini pour le systéme issu du flot géodésique) et en associant a M la distance
d(z,y) = @) ou so(x,y) désigne le plus grand n > 0 tel que x et y soient dans le
méme atome de £",. En effet, en posant

hn = Eg(fI€,),

ho(z,T"(.)) est constante sur les atomes de £2" et il existe gy (x,.) sur M de méme régu-
larité selon x telle que

n
h,oT" om = g,oms.

Le caractére Lipschitz de [ assure bien
lgoT" o mi — gn o mallee < @ flluip-

De plus ||gnllooc = [Pnlloe < ||flleo €t (9.7) est vérifiée.

9.2 Preuve du théoréeme de moyennisation.

On se concentre ici sur la démonstration du théoreme 9.1.1 en admettant le théoreme
9.1.2. La preuve suit a peu pres celle appliquée au chapitre 8, c’est a dire en controlant
la propagation de l'erreur e; au cours du temps entre I’équation perturbée et 1’équation
moyennée a l'aide de 'inégalité de Gronwall.

Afin de démontrer le théoreme, on admet le lemme technique suivant qui est démontré
dans la section 10.3 :

Lemme 9.2.1. On se place sur un systéme dynamique une Z-extension (M, T, p) suivant
Ihypothese 9.1.4. Soit eg > 0 et p € N*, étant donné
hi,.... hy : Ry x M — R tels que pour tout i =1,...,p,

— Jy hi(s, . )dp = 0 pour tout s > 0,

— P Yaez (1 + [a)*THORy(s, ., )| < 00,

— hy(s,.,a) est Lipschitz dans M

sup > _ ||hi(s, ., a)|lup < 0.

520 qez7
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Alors

Eg <ﬁ hi(u;, TM))

i=1

leJ
b—a)?
[ - m=o((59)). s

Preuve du théoréme 9.1.1. Pour x € R, w € M et t € [0,7"], en reprenant les notations
du théoreme 9.1.1, on pose dans tout ce qui suit vy 'application décrit par

t/e
v (T, w) = 61/4/ f(wes(), T w)ds.
0
Lemme 9.2.2. Pour T >0 et p > 1, en rappelant que ef(z,.) = z{(x,.) — w(z,.),

sup [l ef(z, )|z = O(1). (9.9)

t€[0,77]

En particulier, la famille (( —3e ))t>0> est tendue dans C°([0,T'],R).

e>0

Démonstration. Dans un premier temps on montre (9.9). On rappelle que
F:=F — f, que (z§(x,.))ep,r] et (wi(x))eepr) satisfont respectivement (7.1) et (9.1).
Pour tout w € M,

e (w,w) = zi(z,w) — wi(, )

= /OtF(x (z,w) TL J )) ds — /OtF(ws(a:))ds
- /otf (1s(2), T (w)) ds (9.10)
“L/otF( (@), T (W) = F (ws(x), TH (w)) ds. (9.11)

En posant )
vi(z,w) = eV 5 f (wes(x),TLSJ (w)) ds = e 34 [1 f (ws(x),TLfJ (w)) ds dans (9.10), on
obtient

e el (1, w) = (9.12)
i)+ [ P (a5(e,w), T W) = F (w(0), THE @) ds. (9.13)

L’inégalité des accroissements finis donne alors
t
i w)] < o, w)| + [ 1Dl | e )| ds.
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En appliquant I'inégalité de Gronwall,
‘6_3/4€§($, w)‘ < ’,Ut6<x7w)’eT,HD1FHoo.

Ainsi pour p € N*,

sup. [l ei(e, Yz < sup [vi(e, ) ppe™ 1P

t€[0,T] t€[0,77]

Or d’apres le lemme 9.2.1, ||vf(z,.)|| > est uniformément borné en e. Ceci acheve la preuve
w

de (9.9).

Pour montrer la tension, il suffit de montrer pour tout p € N* qu’il existe C' > 0 tel
que

_ € € 1
sup e (ef(a,.) — e(, ) e < Ot — )1
0<s<t<T" Z

On obtient alors la relation du théoreme 1.4.7 en choisissant § = 2, a = g > %, p =20 et
en appliquant Cauchy-Schwarz :

B (et — ef[le; — ef*) < K(s—r) ¥ (t—5)%

K(s—
K(t—r)*.

IN

Soient 0 < s <t < T, d’apres (9.12) et I'inégalité des accroissements finis,

eulr, W)
3/4

t
e Mei(z,.) = ecl, )] < |vi(z,.) - vi(z, )] +/S D1 F oo du,

et ainsi avec le lemme 9.2.1 et 'encadrement (9.5) du théoreme 9.1.2, pour tout p € N*,

M eie, ) — exe, Mgz < i) — v, ) o

¢u(,w)
£3/4

+ (t — 8)|[|D1F||so sup
u€[0,77]

N

< C(t—s)1.
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On pose (y§(z,w)):>0 la solution de I’équation différentielle :
t
Y (z,w) = v (z,w) —1—/0 DF(ws(x)).ys(x,w)ds. (9.14)

La théorie des équations différentielles donne une expression explicite pour (y(z,w)):>o :

Y (z,w) = v (z,w) + /Ot DF(wg(z))vi(x,w) exp (/St DF(wu(x))du) ds. (9.15)

En particulier,
(4 (2. seory = F ((05(2.9)) o)

ott F est un opérateur linéaire et continu sur C°([0,7"],R¢) donné par (9.3), I’équation
du théoreme 9.1.1 de la page 119 :

F((ve)e0) = (Ut + /Ot DF(wy(x))vs exp </$t DF(wu(x))du> ds)

t€[0,77]

Comme (v§(zx,. , converge en loi vers le processus <B ¢ , ) définie
(0 (2, ))repo g P Jo atwe@)drLy©) ) o
au théoréme 9.1.2 dans (C°([0,7"], R), ||-|lso);
Lyl-[o0
(vt (z,.), v (=, ))te[OT’ — (B fo‘””? )AL (0)’ yt@’-))te[&T’}' (9.16)

Lemme 9.2.3. Sous les hypotheses du théoreme, pour tout p > 1,

sup [l ej(z,.) — yi(x, Iz = O(E").
tE[O,T’] w e—0

Démonstration. On étudie
t
a;(z,w) = 3/4e§(x w) — v (z,w) —6_3/4/ Dy F(ws(z), Tle J( )).€5(z,w)ds.
0
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D’apres (9.12), et par développement de Taylor,

i) = | [ (F (a0, TH @)
—F (wa(x), T (w))) = DiF(wa(x), TV (w)) €5 (2, w)ds|

T
< [V IDIFll (el(a,0)) ds

T e (x,w) ?
2 s\
/0 ||D1F||oo< i )ds.

< B4

Ainsi,
2

ef(x,.)

e3/4

=0 (), (9.17)

L
i

sup [la(z,w)||p < €/ DIF|T" sup
t€[0,T) " t€[0,7]

d’apres le lemme 9.2.2.

Posons
by(z,w) = y;(z,w) — vi(z,w) — /Ot Dy F(wy(z), TH (w)).ys (2, w)ds
= [ Daf sl T [ [ fafa), T @) du
+ /0 " DF(wy()) exp ( /b | DF(wa(x))da) /0 " (), T2 (w))dudb] ds

= /0<u<s<t Koy oD f(ws(x), Tl (). f (wu(z), Tl (w))duds,

ou pour tout u < s,

S

K,s:=1 +/ DF(wy(x)) exp </b5 DF(wa(x))da) db

u

vérifie || Kyslloe < 1+ T'||DF||se™PFlle = K;. On peut donc en appliquant le lemme
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9.2.2 conclure que pour p € N*,

1012, < Kgre e [

-
" 0<u1<s1<t 0<u1<s1<t

du1d51 Ce dUdeSQP

2 (li Dy f(wi(), TH (). f(wa(w), TH (w)))

Alinsi,

sup ||t (@, )|z = O(e¥) (9.18)

t€[0,77]
ce qui devient en comparant avec (9.17),

73/46;(1‘7("]) - yf(w,w) = CL;(:U?W) - b;(ac,w)

+ /ot Dy F(wy(z), TV (w)) (1€ (2, w) — yS(, w))ds.

€

On peut des lors appliquer le lemme de Gronwall

—3/4 e

5 (2, w) — Y (z,0)| < |af(w,w) = b (x,w)| 1P FI=,

e
et obtenir ainsi avec (9.18) et (9.17),

- € € € € 3
sup |le 3/461‘,(557‘*)) — Y (an)HL%p = Sul;v (lag(z, )HL? + {05 (, )HL%p = O(e1).

te[0,7] t€(0,77]

]

, . P P 2
On peut désormais montrer le théoreme en déduisant de la convergence en norme Lﬁp

du lemme précédent et de celle de (9.16) un théoréme limite pour 'erreur (e§(x, .))teo,r

Ll Nloo

(5_3/4e§(a:,w))te[0,T’] €:>0 <yt>te[0’T/].

Pour conclure sur la convergence forte en loi, on vérifie les hypotheses du théoreme 1.3.4
page 24 de Zweimiiller a I'instar de ce qui est fait au chapitre 8, i.e, pour x € Ret w € M :

ei(@o, T(w)) —€f(zo.w) o (9.19)

U;([E,W) = 63/4 e—0
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uniformément en ¢ € [0, T"].

On peut remarquer d’'une part que

zj (20, T'(w)) — i (20, w)
3/4

us(x,w) =

et z§(xo,.) vérifie la méme relation (8.9) que celle du chapitre 8 page 118,

(1) = 2§ (20, T(w)) — :Z/Z(:c:(:co,w), T(w)
<[ R () ds

+e ! /OtE[FHxZ(HTOa T(w)) — zy(we (w0, w), T'(w))|ds
= 0(61/4).

En effet

|2 (0, T'(w)) — 2 (c(w0, w), T(w))| < [0 — (20, W)
+ [Tl (w0, T(w)) = s, ). Tw))ldu,
donc |z(zo, T'(w)) — &(z¢(x0, w), T'(w))| vérifie I'inégalité de Gronwall et
|7 (w0, T(w)) = z(wc(w0,w), T(w))| = O|zo — (0, w)|) = O(e),
uniformément en s € [0, 77].

Comme (M, T, i) est ergodique et (9.19) et vérifiée,

Lyisli o

(6_3/4e§(x,w))te[0,T’] ej() <yt>tE[O’T/]'

Ou L, désigne la convergence forte en loi pour . Les processus (ef(x,w)):cio,r et leur
limite étant continus, la convergence pour la métrique J; implique la convergence en norme

||.]|lco ce qui prouve le théoréme. O
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Chapitre 10

Sommes ergodiques perturbées.

Dans ce chapitre, on prouve le théoreme 9.1.2 de la page 121 en trois propositions.
Une premiere proposition démontrée a la section 10.1 montre un résultat de convergence
en loi unidimensionnel (i.e pour ¢t € [0,7”] et x € R fixé) de la variable aléatoire o5(z,.)
alors proche de v§(z,.) décrite par :

LWel ke

o (z, w) = '/? Z/ f(Wepres, TF(w))ds. (10.1)

a(ws(z))dLg(0)"
La preuve se fait en établissant la convergence des moments de tous ordres de ¥ selon

La limite en loi correspond bien a la loi unidimensionnelle de la variable aléatoire B f

la méme technique utilisée dans [32] mais adaptée a une factorisation de type tours de
Young (hypotheses 9.1.4 et 9.1.5) plutot que la méthode de Demers et Zhang [12] : cela
nécessite d’étudier la convergence d’une formule de type Green-Kubo dans le cadre d'une

Z-extension : pour r1,Ty € R,

(w1, 22) =1, ( f g, T ))f(:cg,.)),
Iz
et de contréler de proche en proche les perturbations apparaissant dans le premier terme.
La convergence au sens des distributions finies de o puis vj est faite séparément dans
la section 10.2 dans un souci de lisibilité. La preuve reprend une partie des équations
obtenues a la section 10.1. Enfin la derniére section 10.3 prouve le lemme 9.2.1 et en

déduit la tension de vf en montrant notamment 1’équation (9.5) du théoréme 9.1.2 :
lvf = vl 20 < K (= 5)V%.
In
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10.1 Convergence unidimensionnelle.

Proposition 10.1.1. Pour (M,T,u) un systéme décrit comme une Z-extension d’un
systeme (M, T, 1) satisfaisant Uhypothése 9.1.5 de fonction de pas ¢ : M — Z bornée.
Soit f: R x M x Z — R vérifiant les hypothéses du théoréme 9.1.2 qu’on rappelle ici :
— Yaez I f(z, ., a)llup est uniformément bornée en x € R.
— f(z,.) est d’intégrale nulle sur (M, T, u).
— Yuez (14 ]a)) 20| f(x, ., a)||s est uniformément borné.
— La fonction f est uniformément lipschitzienne en sa premiére variable (i.e. les
fonctions f(.,w) sont uniformément lipschitziennes).
On pose pour x € R, t € [0,T] et w € M,

t/e]
U (7,w) == YT flwg(w), THw).

k=1

Alors pour T'> 0 et x € R,

o) E N ( / ta(ws(m))dL’s(O))l/2,

e—0

ou Ly désigne la convergence en loi pour @i, N est une loi normale centrée réduite et
((Li(a))s>0),er st le temps local d’un mouvement brownien (Bj)i>o de variance X (avec
Y tel que défini dans 9.1.4) indépendant de N'. Enfin

a(ac) = ZZGZ ],u (f(l’, )f(ZL', Tl”(')))'

Avant de montrer la proposition 10.1.1, on rappelle ici quelques résultats classiques
sur les tours de Young notamment les propriétés commodes de régularisation et de décor-
rélation de 'opérateur de transfert P sur le facteur (M T, 7i) : le lemme 10.1.2 donne des
propriétés de régularisation de I'opérateur de transfert P(.) sur (M ,T,ﬁ) tandis que la
proposition 10.1.3 s’appuie sur le trou spectral de 'opérateur P, pour montrer une vitesse
de mélange pour 'opérateur perturbé qui nous intéresse.

Enfin, 'approximation des quantités étudiées qui nous permettra de nous placer sur le
“bon" facteur des tours de Young (M , T ,7i) sera faite avec le lemme 10.1.4 dans la preuve

de la proposition 10.1.1.

Lemme 10.1.2. ]| existe C' > 0 tel que pour tout g € B une application bornée telle que
pour tout z,y € M, g(x) = g(y) si s(z,y) > n, alors

1P (9)||lLes,8) < Cllg]loo-

133



10.1. CONVERGENCE UNIDIMENSIONNELLE.

Démonstration. Soit f € B, on détermine ||P?*"(gf)||’, dans un premier temps : On se
fixe un A; ; et on note [(.) € B I'application définie par [(w) =i si il existe 7 € N tel que
w € A; ;. la positivité de P impose que pour z € A,

[P (g ) (@)] < [P (llgllo|f D ()]
< llgllocl 1P £l o™

et ainsi, avec le caractére uniformément borné de P** pour n, il existe C' > 0 tel que

1P (g/)ll5% < Cligllllfll5- (10.2)

Pour ||[P**(gf)ll};, on se fixe A;, et pour z,y € A, on note X une bijection entre

T=2n({x}) et T72"({y}) telle que pour tout z € T-2"({x}), s(z, X(2)) = 2n + s(z,y). On
obtient alors en regardant P**(gf) pour f € B :

P (gf) () — P (gf)())

<| X e T (g f) (w) (10.3)

weT =2 ({z})

Y e XA (g 1) (X (w)

weT =2 ({z})
2n1 i 2n1 2n z
< Y e XT3 mEL XD ] jlg ]I f e

weT—2n({z})

+ Y e LX) gl fw) — (X ()]

weT—27({z})

-1, g o 201 )
<lgllooll flle D0 €7 2ima MWD N |, 32 el ) gatey)
1=0

weT—2n({z})

2t [ w e(w s(x n
Y e R MO g et g

weT-1({z})

5 n €Ll . X n € x
< mﬂhllzzp 1P, n, 1B NI glloo L. f N5 + glloo 1 1 1P €4 oo, 3.
(10.4)

Comme ||eM) || < 1, et (P™),en est une suite d’opérateurs uniformément bornés, il existe
Cy > 0 tel que

1P (g /)i < Cllgllocll f1l5-
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D’ou la conclusion du lemme. O

A

Proposition 10.1.3. Soit ¢¢ > 0. Pour un systéme dynamique probabilisé (M,T,ﬁ)
d’opérateur de transfert P vérifiant 9.1.4. Pourl € Z et n € N,

1

P s = Grgmiz

Ho(.) + Gna(.)

Ou ||Gri()|ls = O ((H“DHE()), uniformément en le choiz de l.

1+

Démonstration. En remarquant que sur M,

Lis,=1y = /_ e gy

et en fixant b tel que By > b > 0 dans 'hypothese 9.1.4,

1
P(Ls,m) = 5 [ P )du

1 /7 )
= %/_ﬂ e_Z“lPS(.)du

1
_ f/ e ™AL, (.)du + O(a")
27 J-b

1 bnl/2 L/
= —iul/n /2\n n
T ornl/2 /—bn1/2 € A /n1/21_—[u/n1/2( )du + O(a )

1 bnl/2 iul/ml/? ) )
- W Lbnl/z € / u/nl/2 (HO( ) +un 1/21_[6()) du + O(?’L 3/2)7
(10.5)

ou les approximations O(.) sont uniformes en le choix de [ pour la norme d’opérateur

(5.5
On reprend l'identité (10.6) du livre de Feller [14], on a pour A, B € Ret r € N,

r.Bm B™ r+1
27'_‘ —€B‘+ €B— <€AVB<’A—B’+‘|>. (106)
m=0 m! (r+1)!
En développant ); sous forme exponentielle,
)\n71/2t = 67%t2+nw(n1t/2)
ot P(t) = t24h5(t) + t*)(t) avec une partie polynomiale 1y (t) := L1®(0) + L@ (0) et

un reste 1 continue avec 1(0) = 0.
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On a alors en utilisant 10.6 avec A := ny(un=1?), B 1= u®y(un=?) et r =2 :

ey (u%ﬂun‘”z))m‘ , <e_zf <u4¢(unl/2) L ))

A —1/2 — € 2
un = m! n n3/2

Développement qui se simplifie en

2 ) su?
)\TuLn_l/Q = effu (1 + ui:gw 3 (0)> + O (64Q(u)1/n) .

nt/2 3|

Ou @ est un polynome. Injectée dans (10.5) on aboutit au développement pour la norme

d’opérateur ||.||L(s,n)

1 Bnl/Z

. —iul/n
P (Lgs,=iy.) = omnl/2 /—Bn1/2 e

I e Ll o s
~ 2mnl/? /—Bn1/2 © nl/2 * n ¢

(HO(.) + I () + YR HO(.)> du+ O(n=*?)

nl/2
1 Bnl/2 iul " uB ¢(3)(0)
= 3 |y (1 - m) (HOO el + g Ho<.>)

2,2 1+ [1])iteo
6722 du + O <(—i_1|+|€)0> .
2

1/2 A"

u/n

vz (o) +un™ T (.)) du + O(n™=*/?)

n

(Zw?
En effet, [ |u|™e™ = du < oo pour tout m € N et

|e‘ix—1—ix|§%2§11;0 six <1
lem™® — 1 —ix| < (1+|z]) < |zt siz > 1.

Avec la domination O(.) uniforme en | € Z. Les termes en — ayant des facteurs

symétriques leur intégrale s’annule. D’ou la conclusion du lemme,

1

WHO(') + Gn,l(‘)

Pn(]'{Sn:l}’) -

avec

1_|_ l 149
1GosOll 2.3 = O (<”>) |
nT2
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Preuve de la proposition 10.1.1. On cherche a démontrer la proposition 10.1.1 en appli-
quant la méthode des moments et la proposition 1.3.5 de Carleman. On donne ici une

expression du moment d’ordre N de of(z,.) pour z € R fixé

N

1£]
Fy (f;f(x, )N> =B || S f(wek($)7Tk(w)’p)1{Sk=p}

k=0 peZ

= V4 > > Eg (H (f(wekz(@,Tki(-%pi)l{ski:pi}))

0<ki,....kn<|t/€] P1s--,PNEL =1

N
= 6N/4 Z Z C’N14e,q,N7

=1 N;>1,371 | Ni=N

en rassemblant les éléments k; a permutation pres des indices, en posant Cy le cardinal

= [{o € [IL,al™, Jo~" ({i})] = N},

tandis que A, , N est décrit par

q
AcgN = ) Y. En (H (Wen, (x nl()»“i)le{Sni:ai})

1<n; < <ng<|t/e] a1,...,aq€Z

= > Y. B

1<ly,...,lg<|t/€] ,éqSLt/EJ Q1,...,aq€EL

1 i N =l
rllf(wéqli(x),T (.),a;) ]1{§li:ai—ai—l} o™ ],
J:

Ol\l él = j-:(] lj
Avec A, , n donné ainsi, on est en mesure d’exploiter les propriétés de décorrélation asymp-
totiques qui font I’objet des lemmes suivants en transposant I’étude de A, , n sur le systeme

(M, T, %) a laide du lemme suivant.

Lemme 10.1.4. En posant k. = [(log(£))?], et pour v € R, a € Z, (gr.(,.,a)). une
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approzimation uniforme de f(x,.,a) satisfaisant Uhypothése 9.1.5 selon 'expression (9.6).

> 2 P ((ﬁ f(x"’Tli<'>’“i)le{sli:ai—ai_l}) °li_1>

1<ty lg< L /e) 1 < t/e) @10 €L

_ 3 > B (10.7)

10y, lg <[ t/e) 1, <[t /€] a1,saq €T

q
((H g (23, TV (), ;)N L, =a;—a;—1} © Tke) o Tl”) | (10.8)
j=1

_ 0 ((i)"ﬁge 11 (Z<||f<xi,.,a>||h-p+ ||f<xi,.,a>r|oo>)) -

n—00 -
=1 \a€Z

Uniformément en la donnée des x4, ...,x, € R.

Démonstration. En effet, on peut tout composer par T" dans I'espérance de A, , N et se
ramener sur (My, T}, ) via les projections m; et my. En appliquant expression (9.6), on

a pour tout 1 <19 < gq,

2 2

1<ly,..,1g<|t/€] ,lqut/eJ a1,...,04qEL

t0—1

li+ke f ) L

E,, (( [[ flaimoTy™ (), a) 15, _4—a,_y om0 Y ) o Th-1
=1

L1

lig+ke i Li i e
(f(wiole ore (')7pio)N0 LT ($i0,7T2 oTy 0(')7 aio)NO)l{Sliozaio*aiofl} om0 le ) °

q
( H gke(xi7 T © Tlli(')7 ai)Nil{Slizaz‘—aFl} O M2 0 lee) ’ Tlil)

1=19+1
< 556 Z H-f(xiov '7a)Hlip

a€Z

Z Z (1;[ ||f(l’“ 'vai)| é\foz) ake

1<ly,. o lq< [t/ e) L, <[t/€] at,.aq€Z

~0 ((1)%31““/6”2 [1 (Zurf(xi, o @)l + 1 f i .,a>uoo>)) -

=1 \a€Z

o0

f(xh ) ai) Hlip

Par chainage, on obtient bien la majoration recherchée (10.7). O]
D’apres le lemme, on est ramené a étudier pour f € B le comportement asymptotique
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d’éléments de la forme

bao,m,e,l,N(f) =
q
Z Eﬁ (f <H Gk (we*l(li-l-m) (ZE), Tli(')7 a’i>Nj 1{512-:(11'—112‘71} © Tke) © Tlil) :
ai,...,aq€ZL i=1

En posant 1 := (ly,...,l,). Comme E-(P(.)) = E3(.), On peut appliquer Plathe
dans 'espérance ci-dessus et itérer 'identité de I'opérateur de transfert P™(G o m f) =

GP™(f).

bag,m,e,l,N(f) =
Eﬁ (Pke ((gke (we—l(Lqum) (37), ) aq)Nqué,lq,aqfaq,l) O...
(g (Wer 1y 1) (@), 1)V He ity oy —a0) () )) (10.9)

ou
m ke
er,m,a(-> = P (1{Sm:a} O T )

Pour m > 2k., ce dernier peut se réécrire sous la forme

Heoma(l) =2 s = P (145, —a—y P*())
leZ

=3 Uy P (L5, mamtoiy PR (s cy PR())

l€EZ UV EL

A linstar de [32], on va décomposer Hy_,.4(.) de la fagon suivante afin de faire apparaitre

le mélange : si on note pour m > 2k., Q,,(.) opérateur

Qma(.) == P"(1s,=a});

Celui-ci peut se décomposer avec la proposition (10.1.3) en

Qma() = Q) + QLL()

ou
1

Q'gg?a(') = WHO(-) et Qg’rlz)a<) = Gpal.)
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On introduit

g ()= Hy oo stm < 2k,
pome 2lez 1{Sk€:l} drez Gmfzkc,a,z(Pke(1{5k€:l,}(Pke_)) Sinon

et lorsque 2k, < m,

0 0
HY () =3 152 QW 0 (PH() = Q9 .

IEZ

Ainsi, en posant E(1) := {(e;)1<i<q, st €; =0 alorsl; > 2k.} et
Gle) :={,>;l; < |t/e], etec EN)},

Z bao,m,e,l,N = Z Z bao,m ¢, ,N»

1<l lg<me L, <ne ec{0,1}7 1€G(e)
ou pour € = (eq,...,¢€,),
0 mean(F) = 3 B (P (g (et m) (2), - ag) O HS) ) o
at,..., aq€Z
(. (We(t 2y (2), - a)) H, () - (10.10)

L’objet de ce qui suit est de repérer les couples (N, e) qui vont peser dans le moment

d’ordre N et d’écarter les autres. Le terme Qﬁg?a(.) =1 1

@r=n)12 Eﬁ(.)l apparaissant dans

H ,go)ma() nous permet de séparer les compositions ci-dessus dans (10.10) en notant pour
0<:1<q:
(e,0,e”) (0,e")
bao,m,e,(l,li,l'),N(G> bz(),m,E,l,N(G)bﬂ,m+£i71,e,(li,l'),(Ni,N')(1)
1
—— be ' N (ke (Wemary (), ., ai) ™) . (10.11)
a ,m, e,l,N a;,m+L e 1’ N e e(m+1;) g oy Wy
= syt a;z wer )
On se fixe e € {0,1}9, et on note a1 < --- < ag les indices tels que e,, = 0, on pose

aussi par convention axi1 = ¢+ 1 et e,y = 0. Pour 1 € G(e), on peut alors décomposer
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ﬁbg,o,e,l,N(D en

N/4b§0,07E,l,N (1)

1 Ni+-+Ngp—1

_ (1,..1)
- (27(2)](/26 4 bao,O,e,(ll,...,lal,1),(N1,..‘,Na1,1)(1)

M 1,..1) N
X H 1/2 bala ’Es (lDt +150la 1— 1)( a;+1,-- »Na, 1*1) (gkk(wgéa‘(m), ,7(1) Z) ’
=1 l wel Qg4 Qg4 i
(10.12)
,1) )
On montre désormais que la masse Y,z ba L ellagstindagsy—0:(NagitveNagy-1) B est pas
déterminante. Si on note K, ..., K, les indices dans [lai+1, ..., ai1—1]] tels que lg, > 2k,
(on pourra aussi fixer Ky := «a; + 1 et K,yq := a;11) , et
Bi,j,m<ai717 R &j) L= <gk6( G(ZJ letm) (-T), . aj)Ndee,lj,ajaj1> o...
o (gke (wﬁ(lﬂrm)(x)’ X ai)Nin?aliaai_ai—l(')) .
Soit h € B,
(1771)
bavm'i'Lai=€=(lai+l7---7lai+171)7(N042'+17---7Nai+171) (h)
= Z Eﬁ (szn ([BKT+17KT+1—1JKT(GKM“‘aKr+1—1)o

i —1—a—1
(Garg415s8ay g —1)ELTIHLT 7%

(Z (1{Sk€:z}9ke (We(tye, +m) (2), - ax,) ¥

leZ

lVeZ

> QlK —%ke,ax, —ag,_1—l—1' © Pke(l{ske_l/}Pk%)))] o...

© [BK1+1,K2*1JK1 (CLKl’ - 'aKzfl)o

(Z (L5t =0 9 (Wette m) (2), - @)V

leZ

Z Ql(;()l—ks,aKl—aKl,l—l—l’ (Pke(l{skel’}PkE())))>)]
ez

0 By syt (@ -, -1)()))

141



10.1. CONVERGENCE UNIDIMENSIONNELLE.

= 2. 2.

L i—l—as—1 i
(aai+1,...,aai+171)€Z°‘1+1 i lKlu"lKr-l»l €L

k
Ex <[le,l'Kr+l_1 o P 0 By, 41,k 1-14,, (K, - - - @K,y —1)0

N 1
( Z 1{Sk€:l}gke(we(lKT+m)(x)7-7aK7-) KTQI(K)»,AleyaKraKr—lll}(T)

li|<Dk.
kn
o [le,z’Kz o P 0 Br,41,Kk0- 115, (K, - - - Qcy—1)0
Ni, »H(D)
( Z 1{Sk5:z}gke(we(lK1+m)<w)7-aaKl) 1QlK1*2ke,aK1*aK1—1*l*l/K1
[{|<Dke J

Qi iy, © P 0 Bico i 1m+1,, (@, arcy - aK171)(h)) :

(10.13)

on a appliqué ici le fait que par hypothese le systeme soit d’horizon fini, c¢’est a dire qu’il

existe D > 0 tel que ||¢|lc < D, pour en déduire que 1ys, ;3 = 0 pour tout |I| > Dk.

A Tinstar de (10.9),

le’llffi+1 © Pke © BKi+1,Ki+1—1,lKi (aKw s aKi+1_1)(]‘{Sk€:l}gke (we(lKi-f-m) (l’)7 o aKi)NKi ) peut

se réécrire sous la forme

K,
2ke+>
P u=K;+1 ham(a;{i,...amﬂ,l).

avec hem(ak,, K, 41, - - - 0k, ,) un élément de B tel que pour tout x,y € M,

Kit1

S(.CE, y) > le + Z lu = he,m(aKia QR;+15- - - aKi+1)<x) = héﬂn(aKw QK41
u=K;+1

et pour tout €, m et ak, € Z,
Kit1

lrem(ar, axsns - are Moo < TT |0k (e, 1m (), - 05)]
j=K;

N

o

(10.14)

. 'a’Ki+1)(y)

(10.15)

En appliquant le lemme 10.1.2 sur la formule (10.14), et la proposition 10.1.3, on peut
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encadrer les termes :

2. 2.

€L Iy, €L

k
Qkﬁl}(iﬂ,l oP%o BKi+1yKi+1*1:LKi (CLKN . 'G’K'Hrl*l)o

L(B,B)

) 1
(Z 1{5166 :l}ng (wdl}(i +m) (x)’ 0 aKi)NKZ QZ(K)Z.—QICE,CLKZ. _aKil_l_l/K.)
leZ ‘

Kit

<Y 2 e @), o)

<Dk |l |<Dke j=K;

K. — AK.—1 — -1 ) 1+eo
O 7 7 Kl
g, — 2k "7

N;

o0

) Kit1 Nj

< (2Dke) H Hgke<we(£j+m)($)7 '7aj)‘ 0o
J=K;
+ 1|

0 (m% |ari—1f + 1|1 + k‘eP)ﬁw) .

|lKi - 2k6‘1+€70

On remplace dans 1’équation (10.13) en remarquant que pour tout 1 € G(e) I; < k.
pour tout ¢ # Ki,..., K,. Dans la majoration qui suit, on applique les hypotheses de

convergence de Y ,c7(1 + |a|)?3)||gx. |l et (10.15) :

> X

ac’Z legai+1’ai+1 ,1(e)

1,...,1 a;
Hb( ) Nai+17-~-,Nai+l—1)(Z le?l (ng <w6£ai (‘Z)7 o a)N ' )) HB

avm'f‘Lai757(lai+17~~-7lai+1—1)7(

leZ
< KI(2D(1 + k))rEHTe) (10.16)
cxi+1—1
SUPzeR Z H (1 + |au|)2(1+60) ||gk5n<w7 ) au) ||£u
(aaﬁ_l7...,aai+1_1)ezai+1*2*ai u=0a;+1
K, «
S O(T] (1 — 2k~ 0F2))
ke<lr,--lk, i=Ky
(10.17)

_ O(kQ+T(2+1+EU)).
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Ou g, ;(e) :=={(;,...,1l;),1€ G(e)}. Et ainsi pour 1 <i < K,

Noy;+++Ng,,

i+1—1
e 7 >

1€Ga;+1,0;,1-1(€)

(1, 7) No,
Zbam+l (lai+1a~~-,lai+1fl),(Nai+l7 ) a+1 1 ZQk ! gk El (-7:)7 ) ) l))

a€Z leZ

+7(2414€0) M_l
— O(k e ).

B*

Ce terme tend vers 0 en O(€'/®) deés que Ny, ++ -+ Ny, -1 > 3 et il est en O (k2 +1+0))
lorsque Ny, + -+ + Noy o1 = 2.

Enfin, dans le cas particulier ot Ny, 4 -+ + Nq,,,—1 = 1 (donc a1 = 1+ et Ny, = 1),
en rappelant que gi, est de moyenne nulle

0,0,e
bﬁu,m,e,)(lai,l’,l),(l,Ng,N)(G> = Eﬁ (gke (w6(lai+m) (x)a o aq)Eﬁ(‘ .. )) =0.

Ainsi, en sommant (10.12) selon les vecteurs 1 possibles,

1 LL
ca/t ) [b50.0,c18 ()] 5:% 0 (10.18)

I elaly<[t/e]

des qu’il existe un indice 1 < ¢ < K tel que Ny, + -+ + Nqu,,,—1 > 3. Les couples (e, N)
pour lesquels €?/* Dl Aad <Lt/e] b 070767171\1(1) n’est pas négligeables sont donc ceux tels que
pour tout 1 <i < K (avec K =%, ou bien

2+O{i:OZZ‘+1 etNai:N

Qit1

=1, (10.19)
ou bien
1+ O = 41 et Nozl- =2 (1020)

Pour la donnée d’un tel couple (e,N), on note par Jy I’ensemble des indices ¢ vérifiant
(10.19) et J; ceux vérifiant (10.20). Pour 1 € G(e), aOOel,N(l) se décompose alors en

appliquant (10.11) et en remarquant que les termes bo L e(lidicy)y(1,1) D€ dépendent pas

du premier indice aq (car Q{,(.) ne dépend pas de a)

e (0,1) 0)
0.0cin(l) = ( bO,li_l,e,(li,lH_l),(l,l)(1)> (H bag,li_l,e,(li),@)(l)) :
i€J2

i€J1
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Avec la convention [, = 0. En remarquant que g, est de moyenne nulle (hypothése 9.1.5)

Ql(lojl 2(9x.) = 0 et en appliquant la relation,

B etz (1) = (27@1[)1/2 > bos i), ) (Gr (W, (2), ., a1))
) . a1 €Z
B l_ﬂ%; 1oy (27E0)12
ZGZ (gke Wel, ( ) )1{51 =a1—as} © T k. (welwl( )7Tli+1('>7 G’Q)) .
ai,az

Pour rassembler ces derniers termes b5, ., n(1) et calculer les moments directement,

on se replace dans le systeme (M, T, i), ce qui nous est permis par le lemme suivant

Lemme 10.1.5. Pour tout 1,z € R?,

L (@, T f(22,)) = O~ o/)

uniformément en xy et xo. En particulier,

o (f) (1, 22) = ZI( f(xy, TV ))f(xQ,.)>

leZ

converge et

lim Z Z (gk€ ws(l )(l‘l) Tl(,), al)l{gl:al_@} o) Tk‘gke (we@i—&-l) (xg), . ag))

—0 0<i<|t/e] a1,a2€Z
= hmZI Fwen (1), TH)) f (weq, ) (22), ) (10.21)

l>0

Démonstration. Pour montrer le premier point, d’apres le lemme 10.1.4, pour [ € N*

Z E- (gk xlvT ( )a a1>1{S’l=a1—a2} o Tkegke (x27 X a?))|

a1,a2€7
= O35 1 £1I2.)

L, (f(ar, T () f (2,))

est un terme sommable. Il suffit donc de montrer que en posant k] := [log(1)*],

< Q0.

Z E- (gk'(xlvTl(')7a1)1{sl:a1—a2}OTkégkz(xQ’wcm))

a1,a2€7%

lim Z

e
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Ce qu’on obtient par application des majorations des lemmes 10.1.2 et 10.1.3 page 135

> Es (gk; (21, T"(.), a1) 1 {8,201 —az} © T gay (22, -, ag))

a1,a2€Z
| S B T G (0@ o (@i (Pt .,a2>)))]
a1,a2€7Z uEZ VEZ
(10.22)
- Z Eﬁ Z Z Pk; (Qk’;,u(gk’{(xh ) al)Gl—2k;,a2—a1—u—v (Qk{,v (Pk;gk{(x% ) a2>)>)]
a1,a2€Z | uE€EZ vEZ
(10.23)
= Z Z Z Hszle’,u(gkf(mla-aal)-)”L(B,B)

a1,a2€Z u€Z |v|< Dk

|G 12k s sl 5.5 | Qg (PH (kg (2, -, 02))) ||

< (DK Y F ()l (s, )50 <<<|azr + (o] + 1><2k;>>1+€0>

a1,a2€%Z (l - 21{:{)14_%0

_0 (“ﬁ’)““’ ) |
(i — 2k}) %

Le passage de la ligne (10.22) a (10.23) se fait en remarquant que

2 QL kpaz—a1—u (P 91y (T2, -, @ ) > QY k.0 (szgki(l)f%-,a?)) =0.

as€Z as€Z

La majoration de la derniére ligne se fait elle en remarquant avec I’hypothese de I’énoncé
Saez(1+]a])20+<0)]| f(z, ., a)|| < co. L'identité ci-dessus est valable pour I > 2 et repré-

sente un terme sommable, donc

S b (£ T O 2,

leZ

converge. Enfin, le lemme 10.1.4 assure la convergence de

Z Eﬁ (gkg(xb Tl(')a al)l{Sl:alfag} o Tkngk{(aj% X &2))

a1,a2€%

vers la limite de (10.21). O
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Avec le lemme 10.1.5 on en déduit que pour (e, N) vérifiant (10.19) ou (10.20),

lim EN/4 Z bao 0,61, N(l)

e—0 1€G(e)
0
= ll_r}%ENM Z (H b (i), (1, 1)(1)) (H bg()),lil,e,(li),(Z)(l))
leG(e) \i€J2 i€Jy
=lime
e—0 (QWZ)N/‘l 16G(e) \izi l1/2

(HI( wa )f(wezm(w),T“*l(-))) (,H fu<f<wezi<x>,.>2>)

i€Ja

e 1 N/ LS|
~ 50 (2rm) VA 2 1177

1<ly,..., lKl <|t/e]

l
(H >~ 1 (f (wa( >f<weli<x>,Tl<.>))

i€Ja I=1

('H Lu(f (wey, (), -)2)) : (10.24)

ou (10.24) est obtenu en remarquant que le lemme 10.1.5 permet de négliger certaines
perturbations dans le premier terme de f : en effet, d'une part

Sajora<i<ityel L (f(wdi (), ) f(we, +1(x), Tl())) converge vers 0 (uniformément en les [;)
et d’autre part, le caractere uniformément Lipschitz de s — f(ws(z),.) implique qu’il
existe C'y > 0 tel que

S (flwa, @), ) fwaa(@), ') = L (Fwa (@), ) f (wa, (@), T'()))|

I<(1/e)/4

> L (If(wa (@), )]) Cpe
1<(1/e)1/4
O( 3/4)‘

|/\ A

Uniformément en les /;. Ainsi, on peut substituer dans (10.24)
Zlgli+1§Lt/eJ—li ‘[# (f(wflz ('T> )f(wElHrl( )’ Tli+1('>>
par 322%, I, ( f(wa, (), ) f (wa, (x), T'(.)).
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Lemme 10.1.6. La fonction G décrite comme suil est uniformément continue

Gl (H AV 1uk<x>,.>f<w21lukm,Tl(.)))

i€Jo =1

(AH L(flwg (@) '>2>) .

i€Jy

Démonstration. Montrons formellement 'uniforme continuité : w est Lipschitzienne, il
suffit donc de montrer que z € R* — 337°, I, (f(x, ) f(z, Tl())> est uniformément conti-
nue, ce qui découle de l'uniforme convergence de I, (f(ac, .)f(x,Tl(.)> en O(]~(+eo/4))
dans le lemme 10.1.5 et du caractere Lipschitz de f(.,.) : Pour K un compact et tout
r,y € K,

1, () T'0) - ZI( | y,m)))‘

<G YD P+ ON Yz —yll.

[t=N

Cette différence fait uniquement intervenir ||z — y|| d’ou 'uniforme continuité.

O

En remarquant que pour u,v > e, % — %

uU—v
uv

< (%) lu — v, on a alors la
convergence des sommes de Riemann :

Ko

k2 3 (H 1/2>

0
< Wyl b <[tfe) Ni=1 |

(H SN L(f ( we, (2),.) f(we, (), )) (H L (f (we,( )2))

i€Js 1=1 i€J1

. 1
= lim ¥ .- 1 5
€00 hotem<t;  Ji—1<up<ix i (Juile) (Tu]e)l/2

l1y...y Ik, lK<Lt/EJ

G(eluil,. .., elug])dus, ... dug

,’:lw

K
pum— 1.
D50 0<ut,cur <|t/e),3 Tui/e|<[t/e] (an [u;/ee 1/2>
G(e[uy /€], ..., e[ux/€e])du,. .., duk (10.25)

LS |

0< 3o, i<t <H u1/2> Gur, ... up)duy, . .., dug. (10.26)
UL yeeny UK, iui— =1 3
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Le passage vers la derniere intégrale se fait par convergence dominée. En effet le terme de
(10.25) est majoré par
K
1{0<u¢§t+1}
e(fi o),
i= i

ou C' > 0 viens du caractere borné de G(.) (continue sur un compact).

Pour résumer, on peut remarquer que chaque couple (N, e) admissible est entierement
encodé par la structure du vecteur N qui détermine aussi les ensembles J;(N), Jo(N) et
en notant C(N,q) 'ensemble des couples N admissibles de longueur ¢ on constate que
pour N impair C(N, q) = () donc

: € N
lim E (Ut (x,.) ) = 0.
On traite désormais le cas ou N est pair

N
lg%Eﬁ (Uf(x, )N) = lim ¥4 3" > ONAcgN

e—0
=1 N;>1,%71 | Ni=N

=lime*y Y On 3 be, 0.can(l) (10.27)

q=1 (e7N)eC(N7Q) l17---,lq,LqSI_t/6J

= 1 K
Z Z N (27TE>N/4 OSul,...,qul,Zi ;<1 <H U1/2>

7=1(N,e)eC(N,q) i=1 U;

( S (flwg @) flwss <x>,Tl<.>)) (10.25)
i€J2(N) I=1 = =

( 1T ]“(f(w221uk(x)")2)) duy, ..., dug.
i€J1(N) -

La donnée de ¢, N € C(q), Cn et J1(N) est entierement déterminée par la donnée de
Jo(N) : on a,
N/2 = ||+ ]|, ¢ = ]| + 2[5

et par récurrence sur le cardinal de Jy(IN), Cn = 2172 ]IX/'Q Tandis que pour ¢ fixé, 1 : N €

2
C(g) — Jo(IN) est injectif (donc bijectif sur son image ce qui impose N). Ceci implique

d’une part que le moment d’ordre N est non nul si et seulement si N est pair auquel cas
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celui ci peut se réécrire

(27)N/AN! ol

. € NY) __
lg%Eﬁ (Ut (SE, ) ) - W

J2€P([|1:N/2]])

N/2

1
v | Y
( /) 0<un, 2,y ), wi<t (21_[1 ull/Q)

( 1AL Z,@_luk@c),.>f<vuuz;;_luk<ac>7Tl<.>))

icJa(N) I=1

( H ]H<f(w22:1uk (a}), )2>> duq, . .. ,d’LLN/g

i€ Jy (N)

(27%)~N/AN | Nz
= o N[ s e \ 1L 172
! SUL,-.--y UN/27 iuzi i=1 u’L

J2(N)eP([I1N/2[])

(M(N) 2 Z Ly ( (ws~i o, (@), ) fws  (2), T’(.)))

=1

( ), )2)> dul, . ,dUN/Q
(ZGJl(N Zk Lk

S(2m%)~NA(N/2)!

2N/2(N/2)
I 14
i . l
/03“1 ----- uny2,), uist (Zl_ll u ) IEZZ I ( ZZ=1 Uk <x)’ ')f(wzzzl m (I)vT ())
duy, ..., duyys.

| . . .
Le terme en QN/QN ' coincide avec le moment d’ordre N/2 d’une loi normale standard

!
(de variance 1) O;Néﬂfrement dit de la variable By pour (B;);>0 un mouvement brownien
standard tandis que le second facteur s’identifie avec le moment d’ordre N d’une variable
de la forme (fg a(ws(yc))dl}’s(0))1/2 ou
a(ws(x)) == Ypez Ly (f(x, T ) f(, )) et (L))s>0 désigne le temps local d’'un mouvement
Brownien (B}):>o de variance ¥ indépendant de (B;)¢>o. Cette identification résulte de la
proposition B.1.3 de 'annexe a la page 174. On peut donc conclure que pour tout N € N :

N N
lﬂ%E ( i(z,.) ):E<<Bfga(ws(x>)dLg(0)) )

Le processus a droite dans 1’équation vérifie le critere de Carleman :
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DIMENSIONNELLES.

Lemme 10.1.7. Pour tout t € [0,T], les moments de Bfta

, . veérifie le critéere de
o a(ws(2))dL;(0) fi

1/(2N
Carleman : en notant My := E (Bj\{) (100 (&)L 0 )), MY = O(N) et
T MYEN
N>0
diverge.

Démonstration. en effet,si on calcule les moments d’ordres 2N, par indépendance,

E ((N ( /0 t a(ws(x))dLs(O))1/2> N) =E(NM)E (( /0 ta(ws(x))d[/s(o))N)

(2V)!
= 2NN

la () loc,wio 2y () E(LT')- (10.29)

Or la formule de Stirling donne (2N)! = O ((21\;)221\I,V+1) et ainsi

((QN)!)ﬁ =0 ((2]\/)1*%) = O(N) et d’autre part, avec le corollaire 1.5.5 page 30, le
terme (10.29) est en O(N) dont l'inverse est le terme général d'une série divergente.
O

Avec le théoreme de Carleman 1.3.5 de la page 24, on obtient bien la convergence en
1/2
loi pour ¢ fixé de v§(x,.) vers N (fot a(ws(x))dLs(O)) ” e qui conclut la proposition.
O

10.2 Preuve du théoréeme de moyennisation : lois fi-
nies dimensionnelles.
Pour conclure, on dispose de la convergence en loi au sens des distributions finies :

Lemme 10.2.1. Sous les mémes hypotheses et notations que 9.1.2, On rappelle que pour
reR, te€[0,T] etwe M,

t/e
vi (T, w) = 61/4/ flwes(z), T w)ds.
=1

Alors le processus (vi(x,w))icpm converge en loi (pour la mesure fi) au sens des dis-

¢ s |, ot (B est un mouvement
s a(ws ())dLL (0 )) (Bi)ictoy

Brownien standard et (L.)s>o est le temps local d’un mouvement brownien (Bj);>o de

tributions finies wvers le processus (Bf
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variance ¥ (avec ¥ tel que défini dans 9.1.4) indépendant de (By)icjor tandis que a(x) :=
Siez I (F(2, ) (a2, TH())).

Démonstration. Soit x € R Pour montrer la convergence en loi de 1’énoncé du processus
(V§)tejo,m), il suffit de montrer la convergence du processus

56(x, ) = /A fwa(2), T1*w) en effet, en utilisant le caractére uniformément Lip-
schitz et borné de f en sa premiere variable ainsi que le caracteére Lipschitz de (ws(z))s,

sup [[vi(z, ) = 55 (z, s

t€[0,T]
/el e
= sup |57 [0 flwae), T = flua(@), Tds + [ flwta), THo)ds
te[0,1] || k=g 7 5=k~ [t/e] 1
m
< SHTC + ).
La convergence en loi de I'un entraine donc celle de 'autre.
Soit T'>0,0=1ty <t <---<t, €[0,T], pour montrer la convergence au sens des dis-

tributions finies du processus (61/ 4¢(, .))t>0 vers , on peut étudier

B )
Jo alws @)dL4(0) ) g

o (z,.),..., e o5 (x, )) ce qui revient par combinaison linéaires
p

la convergence de (61/ 4

N 1/45¢ _ 1/4xe p ()
a montrer la convergence de (6 o5 (x,.) — e/toy (x, '))z‘:1 vers (Bf:;_1 i )
ol les B sont des mouvements Browniens standards mutuellement indépendants et in-

dépendants de (B;),c( 7}, en effet ceux-ci vérifient bien

(1) £ — ,7
(Bﬁzaws(x))dmo)).l - (Bf(fiwwsw»dw B 1a<ws<w>>dvs<o>)“ »
11— 1=1,...,p 2.

On souhaite appliquer la méthode des moments, pour cela il suffit de montrer le lemme
suivant :

Lemme 10.2.2. Pour tout M, ..., M, >0,

) M;
Démonstration. En notant ¢, == 2%, q;, Eu( [ (ﬂf (x,.) =05 (x, )) ) peut se dé-

i
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composer sous la forme

joR (ﬁ (55, (2,.) — 55, («. .))Mi> _

=1
M, Mp p
Z ce. Z Z (H C(qu_1+17_,,7qu)> AcgN- (10.30)
=1 Qp:]. 1§N17"'7ng7Mi: gl:q L NJ =1
avec
AcqN = Z e Z
1§TL1<~-~<TLQ1SL1€1/EJ Ltpfl/EJ<ngp71+1<-..<ngp§up/€J
q,
Z Eﬁ (H f(wen,<m)7 T Z('); ai)Nj 1{Sni=ai})
al,...,agpez 7j=1
= Y bogein(1),
1€Ec(t1,....tp)
ou

E(ty,...,ty) ={l; > 1: |tj-1/e] <l < [tj/e],Vi, 1 +q,_, <i<q,Vj1<) < p}.

On pose aussi N := > | M;. D’aprés (10.18), les seuls vecteurs (N, e) admissibles sont
ceux vérifiant (10.19) ou (10.20) a la page 144. Ainsi I'ensemble C(N, 3", ¢;) (introduit
page 148) des couples admissibles peut-étre decr1t par

(N i1 i) = C(My, q1) x -+ x C(M,, q,) UUSZ 5 A; avec
= {(N,e) € C(N, X! 1q,) Nﬁ_ = N1+gj =1le =0, 11 = 1}. Si on considére un
element (N,e) dans A;, on a égj < tjfe < éng et ¢, € Jo(N) (avec Jo(N) suivant la
notation Jy de la page 144), la contribution de ces termes (N, e) va étre négligeable, en
effet les deux cas possibles pour 4 I8 o, L?j lq 41> keettj/e— ‘YJ < k. donnent des
termes négligeables. On va montrer cela plus rlgoureusement I’équation (10.24) donne

en notant oy, les indices tels que e,, = 0,
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DIMENSIONNELLES.

e/ Z |b§,0,5,1,N(1) ‘

1€Ec(t1,...,tp)

< N/ Z |b8,0,e,1,N(1) |

1€Ec(t1,...,tp)

N/2
<My (Hl;;/Q) (10.31)
k=1

1€Ec(t1,...,tp)

( I |7 (f(wa (), ) fwa,,, (@), T’i“(-))\) (10.32)

i€J2(N)

( II \fu (f (wa, (@), -)2)\) (10.33)

1€J1(N)
(10.34)

les termes (10.31), (10.32) et (10.33) sont bornés du fait du lemme 10.1.5 & la page 145.
Seulement q; € Jo(N) donc la somme sur les 1 € E.(ty,...,t,) tels que lgj+1 > k. de
(10.32) converge vers 0 lorsque € — 0 (comme reste d'une série convergente).

a l'opposé, la somme sur les 1 € E(t,...,1,) tels que ¢, /e — iqj < ke de (10.31) converge
vers 0.

Les couples (N, e) dans A; sont donc négligeables

Ainsi, si un des M; est impair alors (10.30) tend vers 0 ce qui coincide avec le fait que

T (R M
E B 0
(1_[1 ( [ a(ws<w>>dL;<0>> )

car ((Bt(i))t>0)ieN sont mutuellement indépendants, indépendants de (L})¢>0, & accroisse-

dans ce cas

ments indépendants et de lois symétriques.
Supposons a présent que My, ..., M, soient tous pairs. Pour
(N,e) € C(My,q1) x---xC(M,,q,), les contributions des autres termes étant négligeables,
en appliquant (10.26), et en posant
Edty,... t)) ={1< byl @ [t fe] < Lo < [t/e] VE, Mt it 1 1<k <
Mt My

2 )
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li_{% 24 > 0.0.c1n (L)

IEEG(I‘J ..... tp)
(o), (1)
= lime T
p M; 1/2
—0 j=1 (27’(’2) /4 leEe(tl .... tp) \i= 1 l /
( AT >f<wdi<x>,Tl<.>))
i€J2(N) I=1

( [T 7.(f(wa,(2), )2))
ieJ1(N)

’ 1 N2
:(H@zw) i (H/)

i€ Ja(N) =1

( IT I« w,. 1+Zz_1%($),.)2)) duy ... duy;,

i€J1(N)

ou

.....

1<y, une gy o |t /€] <uy < [t/€], VE, M+1<k<w}
2

On rappelle que I'ensemble C'(M, q) des couples admissibles pertinent est décrit par
le produit C'(M, q) :=C(Mj,q1) X --- x C(Mp, qp), d’ott

lim £ (ﬁ (55 (=, ) —17;1(:10,.)>Mi> _

=1

My M, p 1 " 1
YooY v (Mo o), e (o

=1 ap=1 (N,e)eC’'(M,q) \i=1

( > (f(wt]._ﬁz;c1uk<x>,.>f<wtj_l+zz1uk<x>,Tl<.>))

i€Jo(N) I=1

( H I( w, 1+22_1“k(l‘)7')2)) duy, ..., duynys.

i€ J1(N)
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Ce qui, a U'instar de (10.27) page 149, donne toujours avec N := Y"F | M; est pair,

e—0

lim B (ﬁ CACPRLNC ')>Mi>

i=1
B =1 gp=li=1 2Mi/2(M; /2)V (2w ) Mi/4
N
y 1 afwss ., (z)
(2)! / e duy . duns
Foy,... v Hj:l u;

_ ﬁ E(BY)E (ﬁ (/titil a(ws(x))dL's(O))Mj/z)

ol *

M;
B f:,l a(ws(x))dL, (0)) )
d’apres la proposition B.1.2 de la page 173 (voir 'annexe B) et l'indépendance des
(B(l),...,B(P),L/).

O
Par combinaisons linéaires, les moments des combinaisons linéaires de
(61/417§1 (x,.), ..., "% (z, )) convergent vers celles de
(Bfotl a(wa(@)dLL(0) " Bfotp aws (x))dL;(0)> . Or ces dernieres vérifient d’apres le lemme 10.1.7

page 150 le critére de Carleman (proposition 1.3.5 page 24) ce qui prouve la convergence

en loi au sens des distribution finies et le lemme.
O

10.3 Preuve du théoréme de moyennisation : tension.

On démontre ici le lemme 9.2.1 qui va nous étre utile pour montrer la tension du

processus (v(, .))eecpo,1)-

Lemme 10.3.1. Soit p € N*, étant donné hy,...,h, : Rp x M — R tels que pour tout
1=1,...,p,

— Jy hi(s,)dp = 0 pour tout s > 0,

— 8P,z Laez (L + [al)*THO|hi(s, ., a) [l < 00,

— hi(s,.,a) est Lipschitz dans M et en notant || f|lip := sup, 37 H@)=ry)]

d(z,y) 7’

sup > (1 + [a)* (s, ., a)llip < oo

520 4ez7
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Alors
- Lui b—a\?t?
/2§u1§ cup<t By <1=H1hi<%T : )) duy ...du, = O < - ) . (10.35)
Démonstration. On fixe ke := [(In((b— a)/€))*] et on note h; . (z,.,a) une approxima-

tion uniforme de h;(z, ., a) satisfaisant ’hypothése 9.1.5 selon 'expression (9.6) page 124.

D’apres le lemme 10.1.4, le comportement asymptotique en (10.35) est donné par celui de

p
Nk / E- h ) TLuiJ d d
o o e .
€ @<y <o Sup <Y H Z:]:E i,ke (Uzy ) Uq Uy
qui peut étre majoré de la fagon suivante,
515) 7 P A Tluily )| 4 d
- /Z<u1<~~~<Up<Z 8 ,:1—[1 “Ce(uw ) Uy ... dtp

< eéLgJ Z sup

|2 <ny < <np<| 2] P

Ex (ﬁ hi k. (ui, Tm)) ‘

i=1

(]

Si on reprend la notation b5, ., .1 n(.) de la section 10.1 en remplagant les

I (Wer +m) (2), -, a,)™r par des h; (z,.,a,), i.e pour h € B :

bso,m,n,l(

Z Eﬁ (Pan ((hp,ke (up7 ) ap)ngiZ:l)q,aqfapr ©

ai,...,ap€EZL

o(the (Ub . al)HIE:il,l)hm—ao)(h)))‘ )

h):= sup

UL yennsUp EL

Alors les relations (10.12) et (10.17) tiennent toujours, ce qui impose que seuls certains
des vecteurs admissibles e vérifiant (10.19) peuvent avoir un poids dans (10.35). Il s’agit
donc des vecteurs e qui s’écrivent comme alternance de 0 et de 1 et nécessairement eg), = 1
(autrement

0 mman(h) = SUD, o cr [Saapez B (PP hy i (t, -, @) Eg(..)| = 0). Donc le seul
vecteur e admissible vérifie eg; = 1 et eg;_1 = 0 pour 1 <7 < p. Par conséquent, en notant
1(u) le vecteur tel que [;(u) = |u; | — |wi_1]
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2p
L2 / - (g Tl
11_{%62 ey E; (izlhz’ké(u“T )) duy .. .du,
—— T e
S llj}(l) €2 %§u1ggup§g 71_[1 bO,O,e,l(u)<1)dul e du2p

<lime2 317 / !
€0 & <up<<up<t i 27TE(L“2¢—1J - |_U2(z'71)J)

sup ’E ( i,ke (tgi, irLuQiJ_LuQF1J -)hi,ke (tgi_l, ))’ du1 . dng

tai,t2i—1€ER

p
< lim E%LPJ H

- b b— 2p b
e—=0 2<s1 <L 0<s3 < g <2 T i<

o L]

271'2821 1)1/2
Eﬁ <hi,k5 (tgi, TLEJzil SjJ_LZj:l 53 -)hi,ke (tQi—la )) ‘ dU1 R dUQp

sup
taitai—1E€ER
1
< lim sup  |Eg (hi, (tos, TV )i g, (taiy, - 10.36
HO(M)U%W lER) (i, (tar, TV )b, (i1, ) )| (10.36)
%U’J/ / f[ g (10.37)
T Jeca<t Jocayccon <tz 1 sa?, “ i

D’apres le lemme 10.1.5, la somme apparaissant dans (10.36) converge, le compor-
tement asymptotique de (10.35) est donc dictée par celui de (10.37). (10.35) est donc
démontré en remarquant que d’une part

b—a
- 1 b—a
f =y

et d’autre part avec I'inégalité b* — a® < (b — a)? pour b > a, i.e Vb2 —a? < (b—a) =

NN -

b—a
g 1/2du_\/* \/7

Proposition 10.3.2. Pour T > 0, la famille de processus ((Uf)te[O,T]) - est tendue dans
D([0,T]) muni de la métrique J;.

]

Démonstration. D’apres le théoreme de Billingsley 1.4.7, il suffit de montrer qu’il existe
BZO,a>%etC>0,telsquepourtous()grgsgth,

B (|05 — 06|05 — 05*) < C(t = )™ (10.38)
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10.3. PREUVE DU THEOREME DE MOYENNISATION : TENSION.

Or l'inégalité de Cauchy-Schwarz établit
€ € € € € €12 € e|14
By ([og — v o — of*") < llog — w32 10f — vell35a, (10.39)
B w
et le lemme 9.2.1 appliqué pour p € N* et h;(s,.) = f(wes(x),.),

'/t /; f(weu(x),TL“J(.))du

||U§ - UEHLEP =
M

. L%P
p
=/t (p!/ |E <H f(weui(x),TL“iJ(.))> duy . .. dup>
fgulg“'gu%gg i=1
<K(t—s)7. (10.40)
En l'introduisant dans (10.39) on peut conclure en choisissant f = 2, o = g > % et
p=205:
B (05— viPPof — i) < K(s — )% (t—5)%
< K(t—r)*.
Ce qui acheve la preuve de la tension de (v§(z,.)),5- O
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Annexe A

Lemme technique de la partie II.

Dans ce chapitre annexe, on démontre le lemme 5.3.1 de la page 86. On reprend donc

les notations et hypotheses du chapitre 4. La preuve se base essentiellement sur I'itération
de ’hypothese (e).

Lemme A.0.1. Etant donné N, N’ < D des entiers, et f,g, [, ¢ des fonctions telles
que l'une d’entre elles puisse s’écrire 14 — [i(A) avec A une union d’éléments de fﬁ’,;n, les
autres étant des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques 1g avec B € 55’}%,
alors

S B ((FoT s mmg) o T (¢'f o T "ys_onn) o T') = 0(n®), (A1)

0<i,j,k,l<n—1
ou la majoration o(n?) est uniforme en || flsos ||/ |loos |glloe €t 119 || oo-
Pour montrer ces résultats, on utilise le lemme intermédiaire suivant

Lemme A.0.2. [l existe Cy > 0 tel que pour tout a > 1,

z 6—7’2/a < C’oal/Q.

r|<a

Démonstration. Par comparaison entre l'intégrale et les séries de Riemann, pour tout
r>1,
,
e—TZ/a S/ €_t2/adt,
r—1

puis en sommant,

1 00
—r2) —t2/a
7(7?@)1/2 Y e < (7a)1/? /_Ooe dt.

1<|r|<a
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On conclut en effectuant le changement de variable v = af/g. O

preuve du lemme 5.3.1. Pour démontrer le lemme, via la multilinéarité des expressions,
on peut sans perte de généralité supposer que les fonctions considérer sont des fonctions
caractéristiques de la forme 14 avec A une union d’éléments de fﬁ*,;n et de montrer que
I'expression (A.1) se décompose de la fagon suivante

Z Eﬁ ((f o Tjiil{iji:N}g) o Tl (g/f/ o Tlikl{sl,kzN/}) o Tk) _

o Yo () a(f)Eg)a(f) +o(n®) (A.2)

0<i,j,k,l1<n—1

en recombinant ces termes, I’hypothése d’'une moyenne nulle fera disparaitre les termes
dominants.

Premier cas : 0 <i < k<5<

On traite en premier les termes tels que 0 < i < k < j < [, les autres suivent le
méme principe a une nuance technique pres. La preuve repose sur 'application itérée de
I’hypothese (e). Remarquons qu’il n’est besoin uniquement de considérer les termes k — i,
7 —k et I —k tels que au plus 'un d’entre eux soit inférieur a 2k,,, les autres combinaisons
arrivent trop rarement pour peser dans la somme (il y a o(n®) tels termes). Supposons
d’abord que k — i > 2k, + 1, en appliquant la T-invariance de 7z et 'hypothese (e),

F—i =i -k =k
Ex((f o T "5, =wvyg) o T (¢'f o T "lyg_=nvy) o T")
l—k -k ki
- > Er(ls_i=n-n9(d' f o T g _y=nr-nyf o T' "Nys, ) o T )
|r|<min(k—i+1,l—k+1,j—14+1)D

e~ (N=1?/((@D(k=i=2kn)) cf T7(A,)V/P
_ —— 4 AT A.
Z (N(g)ﬂ( r) rX)V2(k —i — 2k )2 T k—i— 2kn> (A.3)

|r|<min(k—i+1,l—k+1,j—1+1)D

on A, =g f oTlik(l{Slfj:N/,r}f) oijkl{ijk:T}. Lorsque k —i < 2k, 'espérance dans

(A.1) est majorée par X <min(k—i+1,j—k+1,—j+1)D F(Ar).

Le passage de la premiére a la seconde ligne pour ’équation (A.3) vient de la décom-
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position suivante,

T*i(sji:N)mT*’%slk: ')
= T ' {Seei =N =} nT "8 =r)nT 7 {S_; = N' = r}).

reZ

Comme ¢ est majoré par D,
[Snlloc < nD

par conséquent {Sy_; = N —r,Sj_ = r, S = N’ —r} est non vide si et seulement si
N—-—r<(k—i)D,r<(j—k)Det N —r < (l—k)D ce qui signifie

TS, =N)NT "(Six = N')

= | | T (Sei=N—r)NT "(S;_e=r)NT (S, = N —r).
r<min(k—i+1,l—k+1,j—k+1)D

ce qui nous donne la somme en r dans (A.3).

On applique encore 'hypothese (e) sur A, lorsque j — k > 2k,

A(A) =1 (5L, y (£ 0T 7Ly oimy) o T
o2/ (25(—k~2kn)) ck,fi( B,) P
= 7i(g")a(B;) 27X)2(5 — k — 2k)V2 7§ —k — 2k, (8.4
1/p
< L+ chn)i(By) (A.5)

(G — k — 2k,)1/2

ou B, := ff’oTlijl{Slfj:N/,r}. Lorsque j—k < 2k,, i(A,) < (B,), et on peut appliquer
a nouveau 'hypothese (e) a B, deés que [ — j > 2k, + 1,

A(fp(f)e” NI EHETROD chi(f)1P
(27X)1/2(l — j — 2k,) /2 l—j— 2k,
1+ ck,

= (1= 5 — 2k,)V/2

f(B,) =

(A.6)

(A7)

Traitons en détails les indices 7, j, k, [ tels que exactement I'un des kK —i, ) — ket [ —j
est inférieur a 2k,
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Supposons k — i < 2k, la somme qui suit est majorée par (A.5) et (A.7) :

kz—: ; ‘ Eﬁ ((f © Tj_il{sj—i=N}g> © Tz (g,f, o Tl_kl{sl—k:N/}> o Tk>

(A.5) implique (A,) < (lgfi”fg,if{l)ff < (j,‘,if;'iigl 7z lorsque j — k > 2k, + 1, et ainsi

i+2k, n—1 n-—1 (1+Cl€n)

. > Z(]—k—% )1/2+2k3 "= on?).

En appliquant le méme raisonnement que celui qui suit (A.3) avec k > i+ 2k, on obtient

=—j—i =i Ik —k
Ex((foT s, enyg) o T (¢ f' o T "lys_onn) o T")
(1+ cky)
(h—i— 2k,

<2Dmin(k—i+1,l—k+1,j—1+1)

On dispose alors des mémes majorations pour les sommes partielles lorsque k — j < 2k,

Y X Y Y E((foT s mmg) o T (df oT s y=nny) o T") = o(n’)

puis lorsque | — k < 2k,

n—1 n—1j+2kp

Z S Y B ((FoT s, o) o T (¢f o T Mys_,nn) o T") = o(n?).

1=0 k=i+2k, j=k I=j

Ainsi les seuls termes restant susceptibles de ne pas étre en o(n?) sont les 7, j, k tels que
k—1i>2k,, j—k>2k,etl—7j>2k,, traitons désormais ceux la :

L’équation (A.5) pour A,, I'équation de décorrélation (A.3) et la borne supérieure

(A.7) dans le premier terme d’erreur de A, donne le développement suivant :

164



e~ (N=1)?/((25)(k—i—2kn)) Cknﬁ(Ar)l/p
QrY)2(k — i — 2k)V2 Kk —i— 2k,
N 72/ (29)(—h—2kn) ChnTi(B) /P em (N1 /@E(h=i=2kn)
= 7l9) <"(9 B sy 2 — k= 2k 2 T = 2kn> (2rS) 2 (k — i — 2ky)1/?
+ ckin < (1+ Ckn)N(Br)l/p> "
k—i— 2k \ (j — Kk — 2kn) 12
—(N—7r)2/(22(k—i—2ky))

A(9)f(A,)

° g g gy gy €/ @BUR2En)) = (N1 =)/ (22(1 =5~ 2kn))
JECOEECETE 27%)1/2“(9) <M(g R (27)V2(j — k — 2k, )V2(1 — j — 2k,) 1/

(A.8)
ckai(g)a(f)'" chn(1 + chyp) /P
(2r%)2(j — k — 2ka) (L = j = 2kn) © (G =k —2kn)(I —j — 2kn)1/(2p))
ck, (1 + ck,) 1/p
j:2k—i—2k: ((j_]{;_gk )1/2)
A e W =P HEEE DN Y g eyt \ Y
(( = _an)1/2 ) + (l_j_gkn> > (A.9)

A T’exception du terme principal (A.8) qui donne le terme dominant dans (A.2), tous
les autres termes sont des erreurs en o(n?) une fois sommées selon
0<i<k<j<l<n—1letr <Dmin(k—1i,7—k,l—7). On donne ici le développement
pour le premier terme (celui avec un facteur exponentiel) dans I’équation (A.9) les autres
termes pouvant étre traités de la méme fagon :

. . . 3\1/2
posons u =k —i,v =7 — k et w=1— 7, et rappelons que p < (5) ,

o= (N=r)?/ (20 20)

u,vl/pwl/(?P

(A.10)

T
ML L]
g
N
g
S ©

1/pqpl/(2p?) >
=0 u—kn v—Fp, w—kn, (uv w
1 )

(uvl/l’wl/ (2p?)

= O(k%(In n)n®?n'"mp'" 2P2) o(n?).



On a aussi pour étudier (A.9),

w k2 _1_1
Z Z Z Z m = O (/{in4 2p  p2 ln(n)) = 0(77,3). (All)

Le terme d’erreur est bien en o(n?) ce qui conclut 'obtention de (A.2) pour
1<j<k<l

Deuxieme cas : 0 <1 <3<k <1

On suppose dans un premiers temps min(j — i,k — j,1 — k) > 2k, + 1, et on applique
la T-invariance de 7i.

EE ((f ° Tj_il{sj_i:N}g) ° Tz (g/f/ © Tl_kl{sz_k:]\f’}> © Tk) (A12>
- |r|<(sz:'+1)D br <(f ° Tj_il{sj*i:N}@ Lis_j=ry © I (9’f’ ° Tl_kl{sl—k:N'}> o Tk_i>
= > Er(lsemg (Flise,on (0 0T s pony) o T 7)o T ).

Ir|<(k—j+1)D
(A.13)

Comme ||Sy |0 < nD, la somme se fait seulement sur les indices r tels que
r < (k—j+1)D. On applique alors plusieurs fois I'hypothese (e) comme pour le premier
cas et on obtient

By (Lsyo-m9 (Flisisy=ny (0 o T Lsiymny) o T ) o T7)

B e—N2/(2E(j—i—2k"))ﬁ(g)ﬁ(fm) knﬁ(fAr)l/p
(2eE)2(j =i =2kt (=1 = 2ky)

avec fa, = flyg,_,—r(g'f 0 Tl_kl{gl_k:N,}) oT" 7. Puis

—r2 /(2% (k—j—2kn)) kT 1/p
,U(fAT) - ﬂ(f):u(fBr) (27‘(‘2)1/2(16 —j _ an)l/Z k — ] _ Qk-n

(1 + Ckn)ﬁ(fBr)l/p
(k—j — 2k, /2

IN

ou fg, =g f'o Tlikl{slfk:]w}. Et enfin
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ﬁ(f/)ﬁ(g/)efN’z/((QE)(lfkakn)) Ckﬁﬁ(f/)l/p
Qo2 — k — 2k)/2 1 — k- 2k,
1+ ck,
= (= k= 2k /2

a(fs.) =

En injectant ces majorations dans (A.12), on obtient

ik ki i
Eﬁ(l{sjfi:N}g(f]‘{Sk—j:T}(g/f/ oT 1{Ssz=N/}) ol ]) o Tj )

_ e_N2/((22(j_i_2kn)ﬁ(g> ﬁ(f) ﬁ(f/)ﬁ(g/)e_N,2/(22((l_k_2kn)) 6_T2/(22(k_j_2kn))
(272)172(j — i — 2k,) 2rD)2(1 — k — 2kn) 2 ) (27%)2(k — j — 2ky,)1/2

e—N2/(22(] i—2kn)) (g) ck Iu(f/)l/p e—r2/(22(k—j—2kn))
(2 WV2(5 —i— an) I —k— 2k, 2nX)V2(k — j — 2k,)1/?
efN2 (22 (j—i—2kn)) (g> 1—|—C/{? 1/p Ck?n
(27@)1/2(] —i— 2k \(I—k—2k)172) % —j— 2k,
. Lbck, o e—r2/<22<k—f—2kn>> g
(U—k— 2k 2" arsyi2(e —j —2k)2) (G —i— 2kn)
+ ( 1+ chy, )I/P cky "k, (A.14)
(I—k—2k)2) k—j—2k,) (j—i—2ky) '

A Dexception du premier terme qui a la forme du terme dominant souhaitée dans (A.2),
les autres termes sont négligeables. En effet, si on note encore u,v et w les écarts d’indices,
les termes au dessus sont tous dominés (a I'exception de (A.14) qui suit I’équation (A.11))
car sont dominés par le terme général de la série apparaissant dans I’équation (A.10) et

donne donc une majoration en o(n?).

On considere désormais le cas ou 'un des termes v :=j — i, v:=k—jouw:=1—Fk
est plus petit que 2k, + 1. On peut supposer sans perte de généralité que u > 2k, + 1 et
w < 2k, + 1. On applique alors I'hypothese (e) a j — 4,

167



i — Ik —k
|Eﬁ((f oT’ 1{Sj—i_N}g) oT (g/f/ oT 1{5171@:1\7’}) oT )’
<|Ea(f o T "Uys, 1=ny9)]
NN g (f) | k)
(27X)V2(5 — i — 2k, )1/2 (j—i—2k,)
1 k.,

< .
= ) 2 (u— 22 = 2k

La somme sur les indices autorisés donne encore une majoration en o(n?).

Troisieme cas : 0 <1 < k<[ <y

On applique I'invariance par T et ’hypothése (e) & I’expression suivante lorsque k—i >
2%, + 1,

Ey ((f o Tj*il{sj,izN}g) oT" (g’f’ o Tlikl{slszN'ﬁ . Tk>
- Z Ey (1{Sk—¢=7“}g (A.15)

r<min(k—i,l—k,j—1)D
—l—k -k , ik ki
(g/f/ ol 1{Sj,l=NfN/fr} oT f o TJ 1{Sl7k=N/}> oT )

—r2 /(25 (k—i—2kn)) k 1i(A)Y/P

o e cknfi(Ar)

_ A + Al

E (M(g)ﬂ( r) (2rX)V2(k — i — 2k,)12 Tk —i— an> (A.16)

r<min(k—i,l—k,j—1)D

avec A, 1= g’(f’l{sjfl:N_N/_r})oTlikl{Slfk:N/}foijk et ¢ > 0 la constante de I’hypothese
(e). Pour k—i < 2k, notre espérance se majore directement par 3=, <in(k—i,1—k,j—1)p B(Ar)-
En réappliquant ’hypothese (e) sur I'expression de A pour | — k > 2k, + 1 :

B B i —I—k
A(A) = 7 (9 Vs (Ff 0T Lys,imv-niony) o T ) (A.17)
—N"2/(28(1—k—2ky)) L 1i(B.)/P
€ C n:u( T)
A18
= BB 72—k — 2y £ 1=k — 2k, (A-18)
(1 + ck,)m(B, )P

IN

(B
(k=212 (A.19)

avec B, = f’foTj_ll{Sj_l:N_N/_r}. On peut majorer directement fi(A,) par 7z(B,.) lorsque
| — k < 2k,. On applique encore 'hypothese (e) sur B, pour | —j > 2k, + 1 :
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ﬁ(f/)p(f)ef(NfNLr)Q/(ZE(jflf%n)) ckoi(f)MP
(27r2)1/2(j—l—2kn)1/2 j—1-2k,
1+ ck,

= (=1 =2k,

(B,) = (A.20)

(A.21)

Comme dans le cas précédent, on est en mesure de séparer les sommes selon les valeurs
respectives de k —i, | — k, j — [ et 2k, + 1. Lorsque I'un des trois premiers termes est plus
petit que 2k,,, on dispose de majorations (A.19) et (A.19) semblables a celles (A.5) et (A.7)
du premier cas et les sommes sur Ez((f oTj_il{Sj_i:N}g) oT'(¢'f oTl_kl{Slfk:N/}) oT")
avec k —i < 2k,, | — k < 2k, ou j — I < 2k, sont en o(n?).

Lorsque k — i, | — k, j — [ sont supérieurs a 2k, + 1, on réintroduit I’écriture de A,
apres décorrélation dans (A.16) puis on applique la majoration (A.21) dans le premier
terme d’erreur de A, :

6—r2/(22(k—i—2kn)) ck H(A )1/p
— — Ar n T
PO s e =i = 22 & h—i — 2k,
e~ N"?/(25(1—k—2kn))
=T & AT BT
pi(g) (u(g )i ) om0~k — 212
ckngi(B, )P o2/ (25 (k—i—2kn)) N ck, (1+ cky)a(B,)» 1/p
[~k — 2k, ) (@re)2(k —i— 2k)2 " k—i— 2k, ( (= — 2k,) 12 )
e~/ (25(k—i—2kn))
2rS)2(k —i— 2/<;n)1/2“<9)
o~ (N')2/(22(1—k~2kn))

((27?2)1/2(1 — k= 2k, )V2(5 -1 — an)l/Qe

Ak, n cky(ck,)/? )
I —k—2k,)V2(5 —1—2k,) ~ (I —k —2k,)(j — | — 2k,)//@)

L, chy (1+cky) 7
k—i— 2k, \ (1 — k — 2k,)1/2

e~ (N=r=N")?/(25(j—1—2kn)) 1w L cky, )1/102

On somme alors pour 0 < i < k < j <[, etr < Dmin(k—i,j—k,l—j) en appliquant

—(N=N'=7)?/(25(j~1~2kn))

al

le lemme A.0.2 sur les termes d’erreur. La encore, la somme sur les termes d’erreur est en

o(n?).
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Annexe B

Moments du temps local et

approximation.

Dans cette annexe, nous nous intéressons a des questions de convergence en loi du
processus des temps locaux discrets en 0 vers le processus d'un temps local en 0 d'un
mouvement brownien, mais aussi a des questions d’identification de la loi de 'intégrale
d’une fonction continue par rapport au temps local en 0 d’'un mouvement brownien. La
stratégie utilisée ici consiste a étudier les moments des produits des accroissements de ces
processus.

B.1 Moments du temps local d’un mouvement Brow-

nien.

Lemme B.1.1. Soit (S,)nen une suite de variables aléatoires d valeurs dans 7 sur un
espace probabilisé (M, P) vérifiant un théoréme limite local au sens ou il existe 33 > 0 tel
que pour tout N € N* et ky < --- < ky, en fixant ko = 0,

X N N Oky, ... ky
P<ﬂ<5’“‘ ) <ﬂl (B = )>:,Hl(27r21>f/2<1k(:i—ki_1+)1>1/2’ B

i=1

avec pour 1 < i < N, |Y(ky,... k)| < e(k; —ki_1) ot €(.) est une application réelle telle

que limy_,, €(t) = 0 uniformément.

Alors pour tout M € N*, tous nq,...,ny € N* et tous réels e1, ..., ey et
S1 < .-+ < 8y tels que s;+e; < s;1 et 0 < e; pour tout ©. En notant
N, = ZZ;(% Lis,—o0y le temps local en 0 associé a (Sy,)nen, celui-ci vérifie pourny, ... ,ny €
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B.1. MOMENTS DU TEMPS LOCAL D’'UN MOUVEMENT BROWNIEN.

N et en posant N = 37;n;,

M n;
: NL"(Sz'-i-ei)J _ NLnSiJ ’
ﬁ@E<H< e

i=1
M n; 1
= . dul ... dul | B.2
8j Su <--<ud, <(sj+ej). =1, 1:[ H (2r2)2(u) — )12 b " (B2)
avec la convention ul = ul et ug = 0.
Démonstration. Sous les hypotheses du lemme, toujours avec la convention
kj—kN et kg =0,
Mo N — N, "
n(s;+e)) — Nins,)
k&E(H( e J))
7=1
1 il =
= Jim —z 2| 11 | ! X 11 L¢si,=0) (B.3)
=1 Lns; | <k] <<k <|(sj+ej)n] -1 =1
. 1

[ns1|<kj <<kl <(sitei)n|—1

> (ﬁ nj!) P ((Aﬁ ﬁ(ski,km = 0)) . (B.5)

|_n5MJ§kM< <k3]\1 <|(sp+enr)n|—1 Jj=li=1

Dans la ligne (B.3), on s’est débarrassé des sommes pour lesquelles K =k 1 quin’ajoutent
qu’'un facteur ﬁ a la somme et sont donc négligeables.

En appliquant (B.8) a (B.5) on aboutit au développement :

O | (1)) e L

keA, j=1 1= 1 2 E 1/2 kJ kjg—l+1)1/2

:nNZH”'H L+ a (k)

kcA, j=1  i=1 (QWZJ)l/?(ikf*ki*lH)l/Z

n; 1 Lns ]"<Ln(8j+€j)J*1}(1 + Gg(LRUJJ))

{ . .

/uEE H 5 Z]‘_[ (QWE)l/Q(LHU§J*L:“§71J+1)1/2 1 J
ou A, = {(k )] Leopii=lyom; Lnsjj <k << kﬁ;j < |(sj+ej)n| —1} et E =
{(uj)j 1 pri=1,... s <ul < < u{lj < 8; + €} et avec la convention k:] = kflj 11 et
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B.1. MOMENTS DU TEMPS LOCAL D’'UN MOUVEMENT BROWNIEN.

0 _ A J o gi—1 0 _
ko = 0 et de méme up = u;, " et uyg = 0.

Le dernier terme dans l'intégrale converge presque stirement (en les (u])o<j<aro<i<n;)

n
vers [[,2, — 1

—— 7 majoré par
CEEINTE et est majore pa

M e 1{L"SJJ ui g lnteiten] 1}(1+€(L”uﬁ — [nui_1])) M 1 s <us<site;}

[IntI1 —— <C]I H e
J [nul | —|nul_, |+1 — 1/2°

=1 i (2ry) V2 (Xt iZ1im (u] — )

Le théoreme de convergence dominée nous permet donc de conclure

M n;
. Ninsite] — Ninsi) \
Jim B (H ( Y

Jj=1

dul .. duj .

ni
1
J
u;

/ 1;[ 5! H (27%) /2 (u

Ug—l)lﬂ
O]

Proposition B.1.2. Soit (Ls(a))s>0qecr le temps local d’un mouvement brownien B de
variance . On fize des réels e, ..., ey et 51 < --- < sy tels que s; +¢; < 5,01 et 0 < ¢;
pour tout i. Pour tout M >0, ny,...,n; €N,

M
e L W s ™

— Ay . . J J . A ;
avec B = {(u])j=1,..pi=t,.n; * 5§ S U < <w,, < s+ e;} et avec la convention

j_ 1j-1 SR S | 0_
ko =k}, et la convention ug = ], ~ et ug = 0.

Démonstration. Pour démontrer la proposition, on applique le lemme B.1.1, avec la pro-
position 1.5.2, en choisissant (X;);ey une suite de variable aléatoires L? i.i.d de de va-
riance 3 tel que le groupe engeendré par {a — b, P(X; = a)P(X; = b) > 0} soit Z. Soit
(Sp)nen la suite décrit par S, := Zz;é X;.Pour une telle marche aléatoire, le processus
(#N Lntj)tE[QT} issu de son temps local en 0 converge en loi au sens des distributions
finies vers le temps local en 0 (L¢(0))sejo,r) du mouvement brownien de variance . Re-

, Nin(s;4e;))~Nins; | \"9
marquons que la suite (Hf‘il ( L”“”Zg)) L"S”)

est uniformément intégrable : en
neN*
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B.1. MOMENTS DU TEMPS LOCAL D’'UN MOUVEMENT BROWNIEN.

effet, la majoration des moments d’ordre 2 donne

M 2n; 2N
Ningsi+en)) — Ninsi |~ Nint|
E I | — - < E
el (&1 ( nl/2 = eh n!/2 ’

ou N := Zj]\il n;. Or d’apres le lemme B.1.1 le terme de droite est borné, et la suite est
bien uniformément intégrable. Avec la convergence des distributions finies et le lemme
B.1.1 on en déduit

n; M N siren] — Nins 1\
J n(s;+e;) ns;
(1;[ ( si+e; — ) (0)) (T}g{}o 1;[ ( L +n1J/2 : J) )
~ 1 <NL”“"“”5/2 )]

[ Il

1 . ,
J J

> duy ... duy, .

l

| @R (]l )

1=

Proposition B.1.3. Soit T > 0, s € [0,T] — as une fonction continue de R et (Ls)s>0
le temps local d’un mouvement brownien B de variance . Pour tout M > 0, 0 = t5 <
h<---<ty<T, N1y, Ty e N,

o(f{1 o))

n; _ éd s{ i
(272 M/2 (H 7" ) /(J)1<J<M1<Z<nj7t i<sd <t]j1_[“1_[1 —sf 1)1/2 ( ),J

SIS MLt

) ; J _ -1 1 _
Ou par convention, sy = Sh._, €t sy = 0.

Démonstration. Via les sommes de Riemann, on peut réécrire via I'uniforme continuité de
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B.1. MOMENTS DU TEMPS LOCAL D’'UN MOUVEMENT BROWNIEN.

u — ay, et le théoreme de convergence dominée (L;,, admet des moments de tous ordres),

E (ﬁl (/;:audLs(O)>nj> — lim B (ﬁ ( v /’“ audLu(O))nj)

j=1 \i=|mt;_1] "“"m

M nj
- > T (o200 2,

= lim (Hl(nj!))

M
[mto] <si<--<sk <|mit] Lth,ljgs{V<---<s%<Lthj j=11 o ™

3 ‘sc"u
—
(=}
~—
~—
N——
—~
os;
=2
~—

Le dernier terme est obtenu par invariance de l’argument

II (GZ(L%JI (0) — L:(O))) _ 1j]1 (anp (Laggot2 (0) = Leo (0>))

m

pour toute permutation o, et par le fait qu’on puisse négliger les indices doublons :

i.e les sommes dans dans Iéquation B.6 sur les indices s! tels que deux d’entre eux

soient égaux. Quitte a renuméroter, on peut considérer les termes pour lesquels , s; = ss.
La somme a alors la forme suivante

0<s1=52,3,...,s N < |mtpr] =1

[mitns] 2
< llallooori E (ng;l > (Lo (0)~ L2 (0)) (o>)
s1=0

< llalloo,jo,m & (Lifl _gmax (LJ (0) = L=x (0))>-

E( > I (s (Lo —Ls¢><o>))

Or ce terme converge vers 0 lorsque m — oo. La proposition 1.5.4 assurant que L;,, admet

des moments de tous ordres, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée et
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B.2. CONVERGENCE DES TEMPS LOCAUX.

négliger ces termes. Avec la proposition 1.5.4,

™ 1 ;
: q - duj = 1= ng:*
e o B B P

En substituant ce terme dans (B.7) on obtient les moments recherchés,

/tg

E (ﬁ( tj; audLs(O)>nj) = lim (ﬁ(nj!))
3 3

[mto| s} <l Slmta)  lmty- ] s} <o<sh, <[ty ]
J sj +1
() Mo j/m -
Lo o T e )i tizsean,
U=0y "= j=14= 1 27T ui—l)

. 11‘—/[[ nj!
a j=1 (27T>Nj/2
M7 Q. .
/J itj_1<s] <tJ,V] 1,...,MYi=1,.. ’nﬂjl_[lzl_[l< Z 1>1/2> ( l)] Lo Mg=1,..mg s

oll par convention, s} = s/~1

1 _
hy et sg =0.

B.2 Convergence des temps locaux.

En reprenant les hypotheses du lemme B.1.1, on donne ici une condition suffisante
pour étre dans le bassin d’attraction du temps local (L;)i>o :

Proposition B.2.1. Soit (L;)i>o le temps local d’un mouvement brownien de variance
3.
Soit (Sp)nen une suite de variable aléatoire d valeur dans Z sur un espace probabilisé

(M, P) vérifiant un théoréme limite local au sens ot pour tout ky < --- < ky, en fivant
ko =0,

N N N 1—|—€Z<k1 k'N)
PN (S =0)] =P(\(Sk_r = AL . (BS
(A6 =0) =BG =0 - T a2 @9
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B.2. CONVERGENCE DES TEMPS LOCAUX.

avec pour 1 < i < N, |e;(ky,...,kn)| < e(k; — ki_1) avec €(.) une application réelle telle
que limy_, . €(t) = 0.

Alors la famille de processus ((nll/?NL”tJ)te[o T]> issue du temps local en 0 N, défini
) neN

par N, := Y728 Lis,—o0y converge en loi pour Jy vers (Ly)icpo,r)-

Démonstration. Pour montrer la convergence des lois finies dimensionnelles, il suffit de
. 1 M

montrer pour t; < -+ <ty et a1,...,ay € Rla convergence en loi de —7 3270, ajNjny)

M . . . SN .

vers 3571 &N ng; |- On souhaite faire cela en appliquant le critere de Carleman (proposi-

tion 1.3.5) de convergence des moments, or d’apres le corollaire 1.5.5, montrer la conver-

gence des moments d’ordre N des sommes ci-dessus revient a assurer la convergence des

espérances suivantes

. 1~ ng ad n
nhl%oE (Nn/Q ]1;.[1 (Ntnth - NW;‘AJ) ) =E (;1;[1 (Lty‘ - Ltj—l) ) ) (B.9)

qui découlent du lemme B.1.1 et de la proposition B.1.2.

Pour montrer la convergence en loi dans Jy, il reste a montrer la tension de ((nll/zN nt] ) (o T])

en vérifiant les hypotheses du théoreme 1.4.7 : On souhaite montrer pour tout K > 1 et

pour tous t > s > 0,

Nint) = Nins) | © K/2
E<<nyz < Ot =)™

Nn _an K _ K
E(( LtJnl/2 | J) ):n K/2 ) > P ﬂ(Ski:()))

[ns| <ki<--<kg<|nt] i=1
K/2 K 1
< Cn 72K
= 0n Z H (kz . k‘ifl + 1)1/2

[ns]<ki<-<kg<|nt|i=1

(Lnt) + 1) = (s )"
nl/2 :

<C

Pour étudier le dernier terme on distingue deux cas : Si |nt] — |ns] < 1, le terme
Nint)=N{ns]
— = est nul.

n

Donc seul le cas ou |[nt| — [ns| > 1 est pertinent pour notre majoration et dans ce cas,
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B.2. CONVERGENCE DES TEMPS LOCAUX.

avec I'inégalité pour a < b, Vb — \/a < Vb — a,

o ((z\w)ff) < oLt + 1= sy

nl/2 nl/2

(nt —ns + 2)%/2
nl/2

<C < K20t — 5)K/2.

En choisissant K = 3, on vérifie bien les hypotheses du théoreme 1.4.7 de la page 28
avec f =32 a=3/4et F(t) =C't avec C" > 0.
O
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Théoremes Limites en mesure infinie : auto-intersections et flots perturbés moyennés

Mot clés : théorie ergodique,flots géodésiques a courbure négative, gaz de Lorentz, Z-extensions, flots per-

turbés, tours de Young

Résumé : Résumé : Cette thése de doctorat porte
sur les propriétés stochastiques de systemes dyna-
miques en mesure infinie et plus précisément de Z-
extensions au-dessus d’un systeme dynamique chao-
tique. Ce travail est motivé par I'étude du gaz de Lo-
rentz Z-périodique (en horizon fini) et du flot géodé-
sique sur un Z-revétement de surface compacte de
courbure strictement négative. Cette thése comporte
trois parties. La premiere partie générale présente le
contexte et les principaux résultats obtenus, introduit
les modéles considérés ainsi que différents outils et
notions. La seconde partie est consacrée a I'étude
du comportement asymptotique du nombre d’auto-
intersections des trajectoires. Le résultat principal de
cette partie est un théoréme limite établi dans le cadre
général de Z-extensions vérifiant des hypothéses na-
turelles, ce résultat est appliqué aux deux modéles
mentionnés ci-dessus (gaz de Lorentz et flot géodé-

sique).

Cette seconde partie contient d’autres résultats
en lien avec le nombre d’auto-intersections, notam-
ment I'étude du flipper aléatoire dans le gaz de Lo-
rentz Z-périodique, une nouvelle approche de I'étude
du nombre d’auto-intersections dans le cas de sys-
temes ergodiques préservant une mesure de proba-
bilité ainsi que I'étude du nombre d’auto-intersections
dans le cas d’extensions non récurrentes (notamment
en dimension supérieure ou égale a 3). La troisieme et
derniere partie de cette thése porte sur I'étude des so-
lutions d’équations différentielles perturbées par une
Z-extension dans les deux cas suivants : d’'une part
dans le cas ou I'équation différentielle est donnée par
une fonction intégrable (par rapport a la mesure du
systeme dynamique) et d’autre part dans le cas ou
I'équation différentielle est obtenue en ajoutant a un
champ de vecteur une fonction d’intégrale nulle.

Limit theorems in infinite measure : self-intersections and slow-fast systems.

Keywords: ergodic theory,geodesic on negatively curved surfaces, Lorentz gas, Z-extensions, perturbed

flows, Young towers

Abstract: This PhD thesis deals with the stochastic
properties of dynamical systems in infinite measure
and more precisely of Z-extensions over a chaotic dy-
namical system. This work is motivated by the study
of the Z-periodic Lorentz gas (in finite horizon) and the
geodesic flow on a Z-cover of a compact negatively
curved surface. This thesis consists of three parts.
The first general part presents the background and the
main results obtained, introduces the models consid-
ered as well as different tools and notions. The second
part is devoted to the study of the asymptotic behav-
ior of the number of self-intersections of trajectories.
The main result of this part is a limit theorem estab-
lished in the general framework of Z-extensions verify-
ing natural hypotheses, this result is applied to the two
models mentioned above (Lorentz gas and geodesic
flow). This second part contains other results related

to the number of self-intersections, in particular the
study of the random pinball in the Z-periodic Lorentz
gas, a new approach to the study of the number of
self-intersections in the case of ergodic systems pre-
serving a probability measure as well as the study of
the number of self-intersections in the case of non re-
current extensions (in particular in dimension greater
than or equal to 3). The third and last part of this the-
sis deals with the study of the solutions of differential
equations perturbed by a Z-extension in the following
two cases: on the one hand in the case where the
differential equation is given by an integrable function
(with respect to the measure of the dynamical system)
and on the other hand in the case where the differen-
tial equation is obtained by adding to a vector field a
zero integral function.
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