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Résumé vii

Optique géométrique multiphasée pour les systèmes hyperboliques de lois de
conservation

Résumé

Cette thèse porte sur des développements d’optique géométrique multiphasée, pour des problèmes aux
limites hyperboliques et quasi-linéaires, c’est-à-dire des développements asymptotiques de solutions
approchées de ces systèmes, pour lesquels le terme de bord oscille à une fréquence élevée suivant plusieurs
phases planes au bord. On se place dans un cadre faiblement non-linéaire, c’est-à-dire que le terme de
bord est d’ordre O(ε) quand les fréquences sont d’ordre O(1/ε).
Dans une première partie, on s’intéresse à un problème aux limites satisfaisant la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme, et l’on construit pour ce problème le premier terme d’un développement BKW pour
la solution approchée. La multiplicité des fréquences au bord engendre, à l’intérieur du domaine, un nombre
infini dénombrable de fréquences, nous contraignant à utiliser un cadre de fonctions presque-périodiques,
ici au sens de Bohr. La principale difficulté de ce travail réside dans le défaut de symétrie dans le système
vérifié par le profil principal, et l’occurence d’une infinité de résonances (à l’inverse du cas d’une seule phase
étudié précédemment). Le profil principal est alors obtenu comme la solution d’un problème quasi-linéaire,
qui est résolu à l’aide d’estimations a priori sans perte de dérivée. Les hypothèses de cette partie sont
illustrées avec l’exemple des équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension deux d’espace.
La deuxième partie est consacrée à l’étude de l’instabilité de développements d’optique géométrique pour
des problèmes aux limites faiblement stables, où le terme de forçage au bord subit une perturbation de
petite amplitude, oscillant suivant une fréquence transversale. Puisque les fréquences au bord appartenant
au lieu d’annulation du déterminant de Lopatinskii, les amplifications au bord donnent lieu à un système
hautement couplé d’équations pour les profils. Un modèle jouet de ce système est résolu dans un cadre de
fonctions analytiques, à l’aide du théorème de Cauchy-Kovalevskaya, et d’une version de celui-ci assurant
l’analyticité en temps et en espace. On montre ensuite que, à travers les résonances et les amplifications,
une configuration particulière de fréquences au bord peut donner lieu à une instabilité, c’est-à-dire que
la petite perturbation au bord peut intervenir à l’ordre principal dans le développement asymptotique.
On étudie enfin la possibilité qu’une telle configuration de fréquences au bord existe pour l’exemple des
équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension trois d’espace.

Mots clés : optique géométrique, systèmes hyperboliques d’équations aux dérivées partielles, problèmes
aux limites, limite haute fréquence, fonctions analytiques, condition au bord, instabilité.

Multiphase geometric optics for hyperbolic systems of conservation laws
Abstract

This thesis deals with multiphase geometric optics expansions, for hyperbolic quasilinear boundary value
problems, that is, asymptotic expansions of approximate solutions for these systems, for which the forcing
boundary term oscillate at high frequency with multiple planar phases on the boundary. The framework is
weakly nonlinear, namely the boundary term is of order O(ε), when the frequencies are of order O(1/ε).
In a first part, interest is made on a boundary value problem satisfying the uniform Kreiss-Lopatinskii
condition, and the first term of a WKB expansion is constructed for this problem. The multiple frequencies
on the boundary generate a countable infinite number of phases inside the domain, and we therefore use
an almost periodic functional framework, here in the sense of Bohr. The major difficulties of this work are
the lack of symmetry in the leading profile equation and the occurrence of infinitely many resonances
(opposite to the simple phase case studied earlier). The leading profile is constructed as the solution of a
quasilinear problem, which is solved using a priori estimates without loss of derivatives. The assumptions
of this work are illustrated with the example of isentropic Euler equations in space dimension two.
The second part is devoted to the study of instabilities for geometric optics expansions of weakly stable
problems, where the forcing boundary term is perturbated by a small amplitude oscillating function, of
transverse frequency. Since the boundary frequencies lie in the locus where the Lopatinskii determinant
is zero, the amplifications on the boundary give rise to a highly coupled system of equations for the
profiles. A toy model of this system is solved in an analytical framework, using the Cauchy-Kovalevskaya
theorem as well as a version of it ensuring analyticity in space and time for the solution. Then it is
proven that, through resonances and amplification, a particular configuration for the phases may create
an instability, in the sense that the small perturbation on the boundary may interfere at the leading order
in the asymptotic expansion. Finally we study the possibility for such a configuration of frequencies to
happen for the isentropic Euler equations in space dimension three.

Keywords: geometric optics, hyperbolic systems of partial differential equations, boundary value prob-
lems, high frequency asymptotic, analytic functions, boundary conditions, instability.
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Notations

Constantes

· d dimension d’espace.
· N dimension du système.
· m nombre de fréquences au bord.
· ε longueur d’onde du problème.
· Aj , j = 1, . . . , d, coefficients matriciels du système (peuvent dépendre de l’inconnue).
· B matrice de la condition de bord.
· M nombre de conditions de bord (Chapitres 2, 3, 4), ordre de la perturbation (Chapitre 5).
· p valeurs propres strictement positives de Ad(0) et dimension du sous-espace stable E−(ζ).

Vecteurs, matrices

· Mn(K) espace des matrices carrées de taille n à coefficients dans le corps K.
· Mk×n(K) espace des matrices de k lignes et n colonnes à coefficients dans le corps K.
· u · v produit scalaire des vecteurs u = (u1, . . . , un) et v = (v1, . . . , vn) : u · v :=

∑n
i=1 uivi.

· u ⊗ v produit tensoriel des vecteurs u = (u1, . . . , un) et v = (v1, . . . , vn) : u ⊗ v :=(
uivj)16i,j6n ∈Mn(R).

· | . | module sur C, ou norme hermitienne de Cn : |u| := ∑n
i=1 |ui|.

· A∗ matrice conjuguée de A.
· diag(a1, . . . , an) matrice diagonale de coefficients a1, . . . , an.
· diag(A1, . . . , An) matrice diagonale par blocs, donnés par A1, . . . , An.
· B|E matrice dans la base canonique de la restriction à E de la fonction associée à B dans
la base canonique.

Variables, espaces de variables

· Td tore de dimension d.
· T temps d’existence de la solution.
· t variable de temps.
· ΩT espace global des variables.
· z variable globale
· x = (x1, . . . , xd) variable d’espace.
· y = (x1, . . . , xd−1) variable d’espace tangentielle.
· xd variable d’espace normale.
· ωT bord de l’espace global.
· z′ variable de bord.
· O ouvert de RN , espace d’arrivée.
· θ variable rapide tangentielle.
· ψd (χd au Chapitre 5) variable rapide normale.

xv
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Fonctions

· uε inconnue du problème.
· gε terme de forçage au bord.
· G profil au bord.
· f(u, v) fonction polynomiale.
· uε,app série formelle, solution approchée.
· U , Uosc, U ev, Uk, Uosc

k , U ev
k profils du développement asymptotique.

· U∗ moyenne de U .
· σλ,n,ξ, σnζ,j,λ fonction scalaire associée à un mode.
· anζ,λ fonction scalaire de bord.

· δba fonction delta, valant 1 si a = b et 0 sinon.
· 1P fonction indicatrice, vaut 1 si P est vérifiée, et 0 sinon.
· χ fonction réelle d’une variable réelle, infiniment dérivable à support compact.

Fréquences, résonances

· Ξ, Ξ0, Σ, Σ0 espaces de fréquences.
· Υ lieu de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii.
· α fréquence intérieure, duale de z.
· τ , η, ξ variables duales de t, y, xd.
· ζ fréquence au bord, duale de z′.
· ζ1, . . . , ζm fréquences au bord.
· ϕ,ψ fréquences au bord du Chapitre 5.
· η vecteur des fréquences η1, . . . , ηm.
· ζ vecteur des fréquences au bord ζ1, . . . , ζm.
· n vecteur de Zm, paramètre des fréquences au bord.
· BZm ensemble d’indices de Zm.
· Fb, F ensembles de fréquences au bord, à l’intérieur.
· Γ
(
(n, ξ), (n′, ξ′)

)
coefficients de résonance.

· R1(n, ξ), R2(n, ξ), R(ζ, j) ensembles de résonance.

Opérateurs différentiels, symboles, autres opérateurs

· ∂kt , ∂kxi dérivée partielle d’ordre k par rapport au temps t, à xi.
· ∇x opérateur gradient défini par ∇x := (∂xi)16i6d.
· v · ∇x défini comme

∑d
i=1 vi ∂xi .

· vα vitesse de groupe associée à α.
· Xα champ de vecteur associé à α.
· L(∂), L(∂z), L(u, ∂z), L(0, ∂z) opérateurs différentiels des systèmes principaux.
· L(α), L(0, α) symboles associés aux opérateurs L(∂z), L(0, ∂z).
· L(∂ψd), L(∂θ, ∂ψd), L(∂θ, ∂χd) opérateurs différentiels rapides.
· M(., .) opérateur différentiel rapide quadratique.
· f̂ transformée de Fourier de f , définie par f̂(ξ) :=

∫
f(x)eix·ξ dx.

· f ̂ transformée de Fourier partielle de f .
· 〈 . 〉 crochet japonais défini par 〈x〉 := (1 + |x|2)1/2.
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Espaces fonctionnels, opérateurs sur les espaces fonctionnels

· Ck(X) espace des fonctions dont la dérivée k-ème est continue.
· C∞(X) espace des fonctions dont les dérivées à tout ordre sont continues.
· Cb(X) espace des fonctions continues et bornées.
· C∞0 (X) espace des fonctions de classe C∞ à support compact.
· Lp(X) espace de Lebesgue des fonctions p-intégrables.
· L∞(X) espace de Lebesgue des fonctions bornées presque partout.
· Hs(X) espace de Sobolev de régularité s.
· H∞(X) espace de Sobolev de régularité infinie.
· F∞,m,s,γ , Fm,s,γ , F∞,m,s:γ , Fm,s:γ espaces de fonctions de ΩT et ωT .
· Aθ(B) espace des algèbres de Wiener.
· Posc, Posc

s,T , Posc
T espaces des profils oscillants.

· Pev, Pev
s,T , Pev

T espaces des profils évanescents.
· P, Ps,T , PT espaces des profils.
· Es,T espace latent de Ps,T , des fonctions continues bornées sur R2

+ à valeurs dans Hs(ωT ×
Tm).

· E, Ei, Eev, Eosc, Ẽi projecteurs sur les espaces de profils.
· Q, Qev, Qosc opérateurs sur les espaces de profils.
· 〈. | .〉in, 〈. | .〉out, 〈. | .〉K produits scalaires sur l’espace des profils.
· Ys, Ys, Eρ, Eρ, Xr, Xr espaces de fonctions analytiques.
· Fper

ζ opérateur bilinéaire sur Ys.

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces stables

· p(τ, η, ξ) polynôme caractéristique de L(α).
· C, C(n), C(ζ) ensembles de fréquences caractéristiques.
· τk(η, ξ) opposées des valeurs propres de A(η, ξ).
· Ek(η, ξ) vecteurs propres de A(η, ξ).
· πk(η, ξ), πα projecteurs spectraux de CN .
· π̃k(η, ξ), π̃α projecteurs de CN .
· Qα inverse partiel de L(0, α).
· A(ζ) symbole associé à la propagation en xd pour L(0, ∂z).
· E−(ζ), E+(ζ) sous-espaces stable, instable de A(ζ).
· Ej−(ζ), Ej+(ζ) sous-espaces de E−(ζ), E+(ζ).
· iξj(ζ) valeurs propres de A(ζ).
· G(ζ) valeurs propres de A(ζ) glancing.
· G ensemble des fréquences glancing.
· R(ζ) (I(ζ) dans le Chapitre 5) valeurs propres de A(ζ) rentrantes.
· S(ζ) (O(ζ) dans le Chapitre 5) valeurs propres de A(ζ) sortantes.
· P(ζ) valeurs propres de A(ζ) de partie imaginaire négative.
· N (ζ) valeurs propres de A(ζ) de partie imaginaire positive.
· Πe
−, Πj

− projecteurs de E−(ζ) sur la partie elliptique stable, sur Ej−(ζ).

· Πe
CN , Πe,+

CN projecteurs de CN sur les parties elliptiques stable, instable.



xviii Notations



Table des figures

4.1 Fréquences caractéristiques pour le système (4.1.4) d’Euler compressible isentro-
pique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2 Champs de vecteurs rentrant (r), sortant (s) et glancing (g). . . . . . . . . . . . 83
4.3 Régions de Ξ0 pour les équations d’Euler compressible isentropique . . . . . . . 85
4.4 Signe du discriminant ∆j(ζ) au voisinage de ζ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.5 Position de ζp,q en fonction de p et q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.6 Suite de fréquences approchant la zone glancing, dont la vitesse de groupe tend

vers 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.7 Zone de propagation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.1 Frequencies lifted from ϕ, ψ and ν. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
5.2 Creation of instability through amplification. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
5.3 Features of functional spaces and links between them . . . . . . . . . . . . . . . 214

xix



xx Table des figures



Chapitre1
Introduction

Sommaire du présent chapitre

1.1 Contexte général, motivations et résultats 1
1.1.1 Systèmes de lois de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2 Problèmes aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.3 Asymptotique haute fréquence et optique géométrique . . . . . . . . 3
1.1.4 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Problème de Cauchy linéaire et développements asymptotiques 5
1.2.1 Caractère bien posé et hypothèse d’hyperbolicité . . . . . . . . . . . 5
1.2.2 Développement d’optique géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Problèmes aux limites et conditions de bord 11
1.3.1 Nombre de conditions au bord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.2 Analyse des modes normaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.3 Description des sous-espaces stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 Optique géométrique multiphasée et cadre fonctionnel 20
1.4.1 Cas non-linéaire monophase : fonctions quasi-périodiques . . . . . . . 21
1.4.2 Cas semi-linéaire multiphasé : algèbres de Wiener . . . . . . . . . . . 25
1.4.3 Problème de Cauchy quasi-linéaire multiphasé : fonctions presque-pé-

riodiques au sens de Bohr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.4.4 Adaptation aux problèmes aux limites quasi-linéaires multiphasés . . 30

1.5 Résolution d’EDP dans des espaces analytiques : théorèmes de
Cauchy-Kovalevskaya 32
1.5.1 Théorème de Cauchy-Kovalevskaya classique . . . . . . . . . . . . . . 32
1.5.2 Analyticité en temps dans le théorème de Cauchy-Kovalevskaya . . . 35

1.6 Organisation du manuscrit 38

1.1 Contexte général, motivations et résultats

1.1.1 Systèmes de lois de conservation

La présente thèse s’intéresse aux systèmes de lois de conservation, qui s’écrivent de manière
générale comme

(1.1.1) ∂t u+
d∑

j=1

∂xjfj(u) = 0,

1
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où u est une fonction de I × Rd avec I un intervalle de R, à valeurs dans un ouvert O de
RN , avec N > 1, et les fonctions fj sont des fonctions de O dans RN . Ces systèmes de lois de
conservation apparaissent naturellement dans de nombreux problèmes physiques, où la quantité u
peut représenter un volume, une densité, une pression, ou encore une vitesse. On peut se rapporter
à [Ser99 ; Ser00] pour une étude générale des lois de conservation.

Un exemple particulier de ces systèmes est celui des équations d’Euler compressibles isentro-
piques modélisant l’évolution d’un fluide. Elles sont données par les les lois de conservation de la
masse et du moment suivantes (voir [GM84], et, plus récemment, [BGS07, Chapitre 13])

(1.1.2)




∂t ρ+∇x ·

(
ρu
)

= 0,

∂t
(
ρu
)

+∇x ·
(
ρu⊗ u

)
+∇x p = 0,

où ρ à valeurs dans R+ représente la densité du fluide, u à valeurs dans RN , avec N > 1, représente
sa vitesse, et où la pression du fluide p à valeurs dans R est donnée par une loi de pression

ρ 7→ p(ρ).

Ce système (1.1.2) constitue un exemple intéressant pour ce manuscrit puisqu’on peut facilement
conduire les calculs visant à vérifier si le système (1.1.2) satisfait les différentes hypothèses que
l’on sera amené à faire au cours de l’analyse, et qu’il constitue par ailleurs un système physique
pertinent. On renvoie donc aux Chapitres 4 et 5 de ce manuscrit pour une étude plus approfondie
de cet exemple. On y étudiera les cas de la dimension 2 et 3 d’espace, c’est-à-dire les cas N = 2
et N = 3.

Sous des hypothèses de régularité C1 sur l’inconnue u et les fonctions fj pour j = 1, . . . , d, le
système (1.1.1) se réécrit

(1.1.3) ∂t u+
d∑

j=1

dfj(u) ∂xju = 0,

où dfj désigne la différentielle de fj pour j = 1, . . . , d. On considère donc dans tout ce mémoire
la forme générale de système suivante

(1.1.4) ∂t u+
d∑

j=1

Aj(u) ∂xju = f,

où u est une fonction régulière de (−∞, T ]× Rd à valeurs dans un ouvert O de RN , N > 1, les
coefficients Aj sont des fonctions régulières de O à valeurs dans l’espace des matricesMN (R), et
la fonction f est à valeurs dans RN .

Les contributions de ce manuscrit se placent en général dans le cas où la fonction f dans
(1.1.4) est nulle (mais il ne serait pas difficile de généraliser ces résultats à des termes sources f
qui ne dépendent pas de l’inconuue u). Ce cadre de travail, où les coefficients Aj pour j = 1, . . . , d
dans (1.1.4) dépendent de l’inconnue u, est appelé quasi-linéaire. On s’intéressera également,
lors d’exemples ou en rappelant des travaux antérieurs, à des cadres plus simples que celui
quasi-linéaire, à savoir le cadre linéaire, où les coefficients Aj pour j = 1, . . . , d ne dépendent
pas de l’inconnue u, et le cadre semi-linéaire, pour lequel les coefficients Aj pour j = 1, . . . , d
ne dépendent pas de l’inconnue u mais l’on fait dépendre le terme source f de u, de manière
polynomiale. On verra que la différence principale entre le cadre semi-linéaire et le cadre quasi-
linéaire tient au cadre fonctionnel que l’on doit considérer. Supprimer les non-linéarités et se
placer dans le cadre linéaire permet quant à lui de décomposer les solutions, et notamment de
travailler harmonique par harmonique, dans le cas de fonctions périodiques.
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On détaillera dans les Chapitres 4 et 5 les formes (1.1.4) pour l’exemple des équations d’Euler
(1.1.2) en dimension deux et trois d’espace.

1.1.2 Problèmes aux limites

Les contributions de cette thèse portent sur des problèmes aux limites associés au système
(1.1.4), c’est-à-dire des problèmes où le système (1.1.4) est posé dans un demi-espace, à savoir
dans ΩT := (−∞, T ] × Rd−1 × R+, dont la frontière par rapport à la variable normale, notée
xd, est donnée par ωT := (−∞, T ]× Rd−1. Il nous faut alors imposer une condition sur le bord,
portant sur la trace u|xd=0. On verra par la suite que prescrire totalement la trace sur le bord
u|xd=0 induit une sur-détermination du problème, ce qui nous amène à la forme de condition au
bord suivante :

B u|xd=0 = g,

où B est une matrice deMp,N (R) de rang maximal, avec un entier p 6 N à préciser en fonction
des données du problème, et le terme de forçage au bord g est une fonction de ωT à valeurs dans
Rp.

Il faut également imposer une condition initiale, et l’on choisit dans tout ce manuscrit d’imposer
que la solution doit être nulle pour les temps négatifs. On obtient donc la forme générale de
problème aux limites non linéaire suivante

(1.1.5)





∂t u+

d∑

j=1

Aj(u) ∂xju = f dans ΩT ,

B u|xd=0 = g sur ωT ,

u|t60 = 0,

à laquelle on s’intéressera dans tout ce manuscrit.

1.1.3 Asymptotique haute fréquence et optique géométrique

Dans tous les problèmes de la forme (1.1.5) étudiés dans ce manuscrit, le terme de forçage
au bord g et éventuellement le terme source f (lorsque celui-ci est non-nul et ne dépend pas de
l’inconnue u) sont, dans leur forme la plus générale, des fonctions oscillantes selon des fréquences
d’ordre 1/ε, où la longueur d’onde ε est un paramètre positif amené à être petit. Plus précisément,
les termes de forçage f et g seront toujours des fonctions quasi-périodiques selon des fréquences
d’ordre 1/ε dont les amplitudes sont des puissances entières de la longueur d’onde ε. Le problème
(1.1.5) s’écrit alors sous une forme générale comme

(1.1.6)





∂t u
ε(t, x) +

d∑

j=1

Aj(u
ε) ∂xju

ε(t, x) = f ε
(
t, x,

Ψ(t, x)

ε

)
∀(t, x) ∈ ΩT ,

B uε|xd=0(t, y) = gε
(
t, y,

Φ(t, y)

ε

)
∀(t, y) ∈ ωT ,

uε|t60(x) = 0,

où l’inconnue uε dépend maintenant de ε > 0, les fonctions f ε et gε sont périodiques par rapport
à leurs dernières variables, et où l’on a noté x = (y, xd) ∈ Rd−1 × R+.

On s’intéresse ici à la limite de la solution uε du problème (1.1.6) lorsque la longueur d’onde
ε tend vers zéro, c’est-à-dire dans l’asymptotique haute fréquence. La solution d’un problème de
la forme (1.1.6) est en général non-explicite, puisqu’elle est donnée par des théorèmes d’existence
abstraits ou bien obtenue comme la limite d’une suite de fonctions. Même dans le cadre très
simple du problème de Cauchy analogue à (1.1.6), dans le cas linéaire, la formule donnant la
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solution est en général abstraite puisqu’elle s’écrit en fonction de l’opérateur de transformée de
Fourier prolongé à l’espace L2. Il est donc difficile, en l’absence d’expression explicite, de connaître
les propriétés qualitatives de la solution uε du problème (1.1.6).

C’est pourquoi l’on cherche à déterminer, dans l’asymptotique haute fréquence, une solution
approchée de (1.1.6) : c’est l’objet de l’optique géométrique. Celle-ci consiste à construire cette
solution approché sous la forme d’une développement formel BKW (pour Brillouin-Kramers-
Wentzel), c’est-à-dire une série formelle en puissances de ε, de la forme

(1.1.7) uε,app(t, x) ∼
∑

n>0

εn Un

(
t, x,

Λ(t, x)

ε

)
.

Les premières constructions d’un tel développement sont dues à Peter Lax dans [Lax57] et Yvonne
Choquet-Bruhat dans [CB64] pour le cas quasi-linéaire. On peut également citer les contributions
majeures lors des débuts de la discipline d’Andrew Majda et Rodolofo Rosales dans [MR83 ;
MR84], puis avec John K. Hunter dans [HMR86], et de Jean-Luc Joly et Jeffrey Rauch dans
[JR92], puis avec Guy Métivier dans [JMR93 ; JMR94 ; JMR95].

Bien souvent, et comme on pourra le voir dans les différents développements d’optique géomé-
trique que l’on construit dans ce mémoire, les amplitudes Un vérifient des équations bien plus
simples que celles du système général (1.1.4). Plus précisément, ici, les amplitudes Un vérifieront
des équations de transports scalaires à coefficients constants, avec éventuellement un terme
quasi-linéaire de type Burgers, pour lesquelles ou bien l’on connait une expression explicite de
la solution (pour les équations de transport linéaires), ou bien l’on connait bien les propriétés
qualitatives de cette solution. Pour rappel, pour une fonction scalaire σ de (t, x) ∈ [0, T ]× Rd,
le problème de Cauchy associé à une équation de transport scalaire à coefficients constants de
vitesse v dans Rd s’écrit

(1.1.8)

{
∂t σ + v · ∇x σ = f,

σ|t=0 = σ0,

et sa solution est alors donnée par

σ(t, x) = σ0(x− tv) +

∫ t

0
f
(
s, x− (t− s)v

)
ds.

La notion de terme de Burgers désigne quant à elle un terme quadratique portant une dérivée
d’ordre 1. Par exemple, si maintenant σ est une fonction de (t, x, θ) ∈ [0, T ]× Rd × T à valeurs
réelles, sous des hypothèses de régularité, c’est un terme s’écrivant c σ ∂θσ, donnant lieu au
problème de Cauchy suivant

{
∂t σ + v · ∇x σ + c σ ∂θσ = f,

σ|t=0 = σ0.

On rappelle que la solution approchée uε,app en (1.1.7) est, pour le moment, donnée par une
série formelle. Usuellement, on tronque cette série formelle à un ordre M donné, et l’on cherche à
quantifier la convergence de cette série tronquée uε,app

M vers la solution exacte uε lorsque ε tend
vers zéro. Connaissant les équations vérifiées par les amplitudes Un de la solution approchée, on
pourra donc plus facilement en déduire des propriétés qualitatives de la solution approchée uε,app

M ,
et donc obtenir des propriétés qualitatives de la solution exacte.

1.1.4 Résultats

Les problèmes d’optique géométrique associés à (1.1.6) donnent lieu dans cette thèse à deux
contributions distinctes.
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Dans le Chapitre 4, on construit le premier terme d’un développement asymptotique de la
forme (1.1.7) pour le problème (1.1.6) sous la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme au bord,
c’est-à-dire que, ayant déterminé formellement le système que doit vérifier le premier terme du
développement (1.1.7), on montre qu’il existe une solution à ce système dans un cadre de fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr, voir [Kil22]. Cela constitue une extension de [Wil96] aux
problèmes quasi-linéaires, et de [JMR95] aux problèmes aux limites.

On adopte une approche différente au Chapitre 5, puisque l’on montre que, sous une condition
de Kreiss-Lopatinskii faible, le développement asymptotique (1.1.7) pour (1.1.6) peut présenter des
instabilités. Ce résultat est cependant obtenu seulement pour des “modèles jouets”, et l’on montre
également, toujours pour des “modèles jouets”, qu’il existe une solution au système d’équations
obtenues pour les coefficients du développement (1.1.7), dans un cadre de fonctions analytiques.

1.2 Problème de Cauchy linéaire et développements asympto-
tiques

1.2.1 Caractère bien posé et hypothèse d’hyperbolicité

On s’intéresse ici au caractère bien posé du problème de Cauchy linéaire associé au système
(1.1.4), qui s’écrit

(1.2.1)





∂t u+

d∑

j=1

Aj ∂xju = f dans R+ × Rd,

u|t=0 = h sur Rd.

On dit que le problème de Cauchy (1.2.1) est fortement bien posé si pour toute donnée initiale
h et tout terme source f dans des espaces de Sobolev de régularité fixée, il existe une unique
solution u au problème (1.2.1) de même régularité que la donnée initiale h et le terme source f ,
et dont l’on contrôle, dans une norme de Sobolev, la solution par la donnée initiale h et le terme
source f . On peut affaiblir cette notion en celle de problème faiblement bien posé, en autorisant
une perte de régularité pour la solution par rapport à la donnée initiale et au terme source.

Il semble naturel de s’intéresser au caractère bien posé du problème de Cauchy (1.2.1) associé
au problème aux limites (1.1.5) pour étudier le caractère bien posé de ce dernier. Pour la même
raison, on s’intéresse dans un premier temps au problème linéaire, où, dans (1.1.5), les matrices
Aj pour j = 1, . . . , d ne dépendent pas de l’inconnue u.

Si l’on applique formellement la transformée de Fourier en espace au système (1.2.1), on
obtient 




∂t û(t, η) +
( d∑

j=1

iηjAj

)
û(t, η) = f̂(t, η) ∀(t, η) ∈ R+ × Rd,

û|t=0(η) = ĥ(η) ∀η ∈ Rd,

et donc, formellement, en résolvant l’équation différentielle ordinaire vérifiée par t 7→ û(t, η) pour
tout η ∈ Rd, on a

û(t, η) =

∫ t

0
exp

(
− (t− s)

d∑

j=1

iηjAj

)
f̂(s, η) ds+ exp

(
− t

d∑

j=1

iηjAj

)
ĥ(η).
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Pour conserver la même régularité pour u que pour f et h, on souhaite donc que la matrice

exp
(
− t

d∑

j=1

iηjAj

)

soit bornée uniformément par rapport à (t, η) ∈ R+ × Rd, c’est-à-dire, par homogénéité,

(1.2.2) sup
η∈Rd

∥∥∥∥∥∥
exp

d∑

j=1

iηjAj

∥∥∥∥∥∥
< +∞.

Cette condition est ce que l’on appelle l’hypothèse d’hyperbolicité de l’opérateur L(∂) := ∂t +∑d
j=1Aj ∂xj . On peut montrer (voir par exemple [BGS07, Théorème 1.1]) que le système (1.2.1)

est fortement bien posé si et seulement si l’opérateur L(∂) est hyperbolique.
En utilisant une reformulation de la condition (1.2.2) dûe à Heinz-Otto Kreiss ([Kre59], voir

aussi [BGS07]), on adopte dans notre cas une condition plus forte, impliquant l’hyperbolicité de
l’opérateur L(∂). L’énoncé de Kreiss requiert que les matrices

∑d
j=1 ηjAj soient diagonalisables

uniformément par rapport à η ∈ Rd, c’est-à-dire diagonalisables avec des matrices de passage
bien conditionnées relativement à η ∈ Rd. L’hypothèse d’hyperbolicité à multiplicité constante
que l’on choisit de considérer demande de plus que les valeurs propres de la matrice

∑d
j=1 ηjAj

soient de multiplicité constante dans Rd \ {0}, et s’énonce précisément comme suit.

Hypothèse 1.1 (hyperbolicité à multiplicité constante). Il existe un entier q, des fonctions
analytiques réelles τ1 < · · · < τq sur Rd\{0} et des entiers ν1, . . . , νq tels que pour tout η ∈ Rd\{0}
et pour tout τ ∈ R,

det
(
τI +

d∑

j=1

ηjAj

)
=

q∏

k=1

(
τ − τk(η)

)νk

où les valeurs propres −τk(η) de
∑d

j=1 ηjAj sont semi-simples, (i.e. que leur multiplicité algébrique
νk est égale à leur multiplicité géométrique dim ker

(
τk(η)I +

∑d
j=1 ηjAj

)
).

Dans le cas où l’entier q est égal à N , et donc où les valeurs propres −τk(η) pour k = 1, . . . , N
sont simples, l’opérateur L(∂) est dit strictement hyperbolique. Par soucis de clarté on énonce
l’adaptation au cas q = N de l’Hypothèse 1.1 précédente.

Hypothèse 1.2 (stricte hyperbolicité). Il existe des fonctions analytiques réelles τ1 < · · · < τN
sur Rd \ {0} telles que pour tout η ∈ Rd \ {0} et pour tout τ ∈ R,

det
(
τI +

d∑

j=1

ηjAj

)
=

N∏

k=1

(
τ − τk(η)

)

où les valeurs propres −τk(η) de
∑d

j=1 ηjAj sont par conséquent simples.

C’est cette hypothèse légèrement restrictive que l’on considérera dans les Chapitres 4 et 5
pour simplifier l’analyse.

Une autre classe d’opérateurs L(∂) vérifie la condition (1.2.2) d’hyperbolicité, les opérateurs
Friedrichs symétriques, d’après Kurt Otto Friedrichs. Un opérateur L(∂) = ∂t +

∑d
j=1Aj ∂xj est

dit Friedrichs symétrique si les matrices Aj pour j = 1, . . . , d sont symétriques, à multiplication à
gauche par une même matrice symétrique définie positive près. Friedrichs montre dans [Fri54]
que, pour de tels opérateurs, le problème de Cauchy (1.2.1) est fortement bien posé.

Dans le cadre de problèmes d’optique géométrique du type (1.1.6), l’inconnue uε représente
une perturbation autour de l’état d’équilibre zéro, et il semble donc naturel d’imposer la condition



1.2. Problème de Cauchy linéaire et développements asymptotiques 7

d’hyperbolicité (1.2.2), ou celle associée d’hyperbolicité à multiplicité constante (Hypothèse 1.1),
pour le système linéarisé autour de 0, c’est-à-dire pour l’opérateur L(0, ∂) := ∂t +

∑d
j=1Aj(0) ∂xj .

1.2.2 Développement d’optique géométrique

On détaille maintenant les principales étapes et idées de la construction d’un développement
d’optique géométrique pour le problème de Cauchy linéaire (1.2.1), que l’on retrouvera dans
toutes les constructions de développements d’optique géométrique de ce manuscrit. Pour simplifier
les calculs on considère un terme source f ε nul. D’autre part, on rappelle que l’on souhaite en
toute généralité considérer une condition initiale hε (correspondant au terme de bord gε pour les
problèmes aux limites) quasi-périodique suivant plusieurs fréquences. Par linéarité du système,
on peut se retreindre à une seule fréquence, et même une seule harmonique. On s’intéresse donc
au problème de Cauchy suivant

(1.2.3)





∂t u
ε +

d∑

j=1

Aj ∂xju
ε = 0 dans R+ × Rd,

uε|t=0(x) = a(x) eix·η/ε ∀x ∈ Rd,

avec ε > 0, η une fréquence de Rd \ {0}, et a une amplitude à valeurs dans CN . Ici l’amplitude est
choisie d’ordre O(1) relativement à ε, mais, dans le cas linéaire, ce choix n’influence que l’ordre
de l’amplitude de la solution, qui sera le même que celui de la condition initiale.

La première étape de l’optique géométrique consiste à expliciter un ansatz, c’est-à-dire préciser
le développement asymptotique (1.1.7) en imposant la forme sous laquelle on va chercher les
profils Un pour n > 1. On postule que la fréquence η ∈ Rd \ {0} va être relevée en une fréquence
α = (τ, η) ∈ Rd+1 pour les temps positifs, et on cherche donc une solution uε sous la forme d’une
série formelle

(1.2.4) uε(t, x) ∼
∑

n>0

εn an(t, x) ei(t τ+x·η)/ε,

où les amplitudes an pour n > 0 sont des fonctions de R+ × Rd à valeurs dans RN . Le fait de
supposer que la fréquence η est relevée pour des temps positifs semble naturel pour des systèmes
hyperboliques, on peut le voir par exemple sur l’exemple très simple du problème de Cauchy
associée à l’équation de transport scalaire à coefficient constant (1.1.8). Si dans le système (1.1.8)
le terme source f est choisi nul et le terme initial σ0 est pris égal à a(x) eix·η/ε, alors la solution σ
est donnée par

σ(t, x) = a(x− tv) ei(x·η−tv·η)/ε,

et donc dans ce cas la fréquence η est relevée pour les temps positifs en la fréquence α =
(
−v ·η, η

)
.

On notera que dans ce cas on obtient a0(t, x) = a(x− tv) et an ≡ 0 pour n > 1.
En toute généralité il nous faudrait prendre pour ansatz une superposition de tous les

relèvements α = (τ, η) possibles de la fréquence η, c’est-à-dire

(1.2.5) uε(t, x) ∼
∑

n>0

εn
∑

k

akn(t, x) ei(t τk+x·η)/ε,

où la somme en k est finie. Cependant puisque le système (1.2.4) est linéaire, on peut ne considérer
qu’un relèvement et on superposera les développements.

On écrit maintenant la cascade d’équations vérifiée par les profils (an)n>0 dans (1.2.4). On
souhaite que la série formelle uε vérifie formellement le système (1.2.3), c’est-à-dire, si l’on note
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L(∂) := ∂t +
∑d

j=1Aj ∂xj , que l’on ait, au sens des séries formelles,

L(∂)

{∑

n>0

εn an(t, x) ei(t τ+x·η)/ε

}
∼ 0.

En appliquant l’opérateur L(∂) à chaque terme de la série (1.2.4) et en réordonnant suivant les
puissances de ε, on obtient la cascade d’équations suivante

L(α) a0 = 0,(1.2.6a)
L(α) an+1 − iL(∂) an = 0, ∀n > 0,(1.2.6b)

où l’on a noté L(α) le symbole de l’opérateur L(∂) associé à la fréquence α = (τ, η), c’est-à-dire

L(α) := τ I +
d∑

j=1

ηj Aj .

De même, la condition initiale uε|t=0(x) = a(x) eix·η/ε de (1.2.3) nous donne formellement

(1.2.7) (a0)|t=0 = a, et ∀n > 1, (an)|t=0 = 0.

La cascade (1.2.6) est sous forme triangulaire, et il nous faut donc nous intéresser à la matrice
L(α) pour la résoudre.

On remarque en effet que l’équation (1.2.6a) affirme que l’amplitude a0 appartient au noyau
kerL(α) de cette matrice, et chaque équation (1.2.6b) pour n > 0 implique que le terme iL(∂) an
appartient à son image ImL(α). On fait l’observation fondamentale que si le noyau kerL(α) est
trivial, alors d’après (1.2.6a) l’amplitude a0 est nulle, et par cascade, d’après (1.2.6b), toutes les
amplitudes an pour n > 1 le sont aussi. Il est donc nécessaire, pour obtenir une solution non
triviale, que la fréquence α soit telle que kerL(α) est non trivial, c’est-à-dire que

(1.2.8) detL(α) = det
(
τ I +

d∑

j=1

ηj Aj

)
= 0.

C’est la notion centrale de fréquence caractéristique. On verra que pour les problèmes non-linéaires,
les non-linéarités peuvent créer, pour les ordres supérieurs, des combinaisons de fréquences
caractéristiques qui ne sont pas elles-mêmes caractéristiques. D’après l’Hypothèse 1.1, si α = (τ, η)
est caractéristique, alors il existe k entre 1 et q tel que τ = τk(η). Ainsi, dans l’ansatz (1.2.5), la
somme en k porte sur k = 1, . . . , q, et les réels τk sont donnés par τk(η). On note que pour le
problème de Cauchy associé à l’équation de transport scalaire à coefficient de vitesse v (1.1.8),
l’égalité (1.2.8) s’écrit simplement

τ + η · v = 0,

conduisant naturellement à τ = −v · η, comme cela avait déjà été trouvé par résolution explicite.
On se donne donc à partir de maintenant un relèvement α = (τ, η) de la fréquence η qui soit

caractéristique. L’Hypothèse 1.1 nous permet alors de montrer que le noyau kerL(α) et l’image
ImL(α) sont en somme directe, et l’on note πα le projecteur sur le noyau kerL(α) parallèlement
à l’image ImL(α). L’équation (1.2.6a), énonçant que l’amplitude a0 est dans le noyau kerL(α),
se réécrit donc

(1.2.9a) a0 = πα a0.

On dira que l’amplitude a0 est polarisée. D’autre part, l’équation (1.2.6b) pour n = 0 implique



1.2. Problème de Cauchy linéaire et développements asymptotiques 9

que le terme L(∂) a0 est dans l’image ImL(α), c’est-à-dire,

(1.2.9b) πα L(∂) a0 = 0.

Cela revient à avoir multiplié à gauche l’équation (1.2.6b) pour n = 0 par πα. On a donc découplé
la cascade (1.2.6) pour a0, et il nous faut maintenant résoudre les équations obtenues (1.2.9). On
note que d’après les équations (1.2.9), on a

πα L(∂)πα a0 = 0.

Une observation fondamentale, dûe à Peter D. Lax dans [Lax57], est que, dans le cas d’un
opérateur L(∂) hyperbolique à multiplicité constante (Hypothèse 1.1), l’opérateur πα L(α)πα est
en fait un opérateur de transport scalaire à coefficient constant, de vitesse vα donnée par

vα := −∇ητk(η),

si k est l’entier entre 1 et q tel que τ = τk(η). La preuve se fait en différentiant relativement à η
l’égalité L

(
(τk(η), η)

)
πα = 0. Ce résultat, dénommé lemme de Lax, s’énonce précisément comme

suit :
πα L(∂)πα =

(
∂t −∇ητk(η) · ∇x

)
πα.

On obtient donc, avec (1.2.9),

(1.2.10)
(
∂t −∇ητk(η) · ∇x

)
πα a0 = 0.

On peut alors résoudre l’équation de transport (1.2.10) à l’aide de la condition initiale (1.2.7) qui
s’écrit, pour πα a0, (

πα a0

)
t=0

= πα a,

pour trouver
a0 = πα a0 = πα a

(
x+ tvα

)
.

On comprend ici l’intérêt de l’optique géométrique. Si l’on admet que la série formelle (1.2.4)
tronquée à n = 0 approche bien la solution exacte du système (1.2.3), on obtient une solution
approchée sous une forme explicite très simple

(t, x) 7→ πα a
(
x+ tvα

)
ei(t τ+x·η)/ε

d’une solution exacte abstraite. On note d’autre part que dans le cas d’un problème aux limites,
l’équation de transport (1.2.10) serait posée dans un demi-espace R+

t × Rd−1 × R+
xd
. Suivant le

signe de la composante du vecteur vα en facteur de l’opérateur ∂xd , c’est-à-dire suivant le signe de
∂ηdτk(η), il faudrait donc éventuellement déterminer une condition au bord pour résoudre cette
équation de transport. Cela constituera une question centrale pour les problèmes aux limites.

On cherche maintenant à découpler pour l’amplitude a1 les équations

L(α) a1 − iL(∂) a0 = 0,(1.2.11a)
L(α) a2 − iL(∂) a1 = 0.(1.2.11b)

L’équation (1.2.11a) détermine la partie de a1 sur laquelle L(α) est inversible, c’est-à-dire
(I − πα) a1, que l’on appelle partie non polarisée de a1. À cet effet, on introduit l’inverse partiel
de L(α), noté Qα, vérifiant

Qα L(α) = L(α)Qα = I − πα.
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Si l’on multiplie l’équation (1.2.11a) à gauche par Qα on obtient précisément

(I − πα) a1 = Qα iL(∂) a0.

On s’intéresse maintenant à déterminer la partie polarisée de a1, c’est-à-dire πα a1, selon une
méthode analogue à celle pour a0. On utilise pour cela l’équation (1.2.11b) que l’on multiplie à
gauche par πα et l’on décompose a1 comme a1 = πα a1 + (I − πα) a1 pour obtenir

πα L(∂)πα a1 = −πα L(∂) (I − πα) a1 = −πα L(∂)Qα iL(∂) a0.

Le lemme de Lax permet d’écrire cette équation comme
(
∂t −∇ητk(η) · ∇x

)
πα a1 = −πα L(∂)Qα iL(∂) a0,

que l’on résout avec la condition initiale (1.2.7), ce qui conduit à une formule explicite pour a1.
On se convainc facilement que la méthode précédente s’itère pour les profils d’ordre supérieur

an, pour n > 2, voir [Rau12, Chapitre 5]. On trouve que la partie non polarisée (I − πα) an de an
est donnée par

(I − πα) an = Qα iL(∂) an−1,

et sa partie polarisée πα an est solution de l’équation de transport suivante

(1.2.12)
(
∂t −∇ητk(η) · ∇x

)
πα an = −πα L(∂)Qα iL(∂) an−1.

On note que dans le terme source −πα L(∂)Qα iL(∂) an−1 de l’équation de transport précédente
(1.2.12), l’amplitude an−1 porte un opérateur de dérivation d’ordre 2, et l’amplitude an subie
donc une perte de régularité d’ordre 2 par rapport à l’amplitude an−1. Si l’on veut construire un
développement d’optique géométrique à tout ordre, il nous faut donc considérer une amplitude
initiale a de régularité infinie.

La dernière étape de l’optique géométrique consiste à justifier la validité du développement,
c’est-à-dire montrer que la série formelle (1.2.4) tronquée converge dans une certaine norme vers
la solution exacte. On note vε la solution exacte du problème de Cauchy (1.2.3), et uε,M la série
formelle (1.2.4) tronquée à l’ordre M > 0, c’est-à-dire

uε,M (t, x) =
M∑

n=0

εn an(t, x) ei(t τ+x·η)/ε,

où les amplitudes an pour n > 0 ont été précédemment construites. L’observation clé est que, par
construction des amplitudes an pour n > 0, la fonction vε − uε,M vérifie le problème de Cauchy
suivant

(1.2.13)





L(∂)
(
vε − uε,M

)
(t, x) = −εM ei(t τ+x·η)/ε L(∂) aM (t, x) ∀(t, x) ∈ R+ × Rd,

uε|t=0(x) = 0 ∀x ∈ Rd.

Puisque l’opérateur L(∂) est hyperbolique, le problème de Cauchy précédent (1.2.13) est fortement
bien posé, et l’on dispose donc, dans une norme de Sobolev, d’une estimation de la différence
vε − uε,M en fonction du terme source −εM ei(t τ+x·η)/ε L(∂) aM (t, x). En modifiant la norme
de Sobolev pour absorber les puissances de ε qui apparaissent avec la dérivation de (t, x) 7→
ei(t τ+x·η)/ε, on montre alors que la différence vε−uε,M est de l’ordre de O(εM ) dans cette nouvelle
norme.

En conclusion, il existe, sous des hypothèses de régularité et de polarisation sur la condition
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initiale a, un développement d’optique géométrique sous la forme d’une série formelle (1.2.4) pour
le problème de Cauchy (1.2.3), où les amplitudes an pour n > 0 dans la série formelle (1.2.4) sont
déterminées par des expressions simples et explicites, et la série formelle (1.2.4) tronquée à l’ordre
M > 0 converge vers la solution exacte de (1.2.3) à une vitesse de l’ordre de O(εM ), dans une
norme bien choisie.

1.3 Problèmes aux limites et conditions de bord

On s’intéresse maintenant au caractère bien posé du problème aux limites (1.1.5). De la
même manière que pour le problème de Cauchy, puisque l’optique géométrique s’intéresse à des
perturbations de l’état d’équilibre 0 du problème (1.1.5), il parait naturel de s’intéresser à la
linéarisation du problème (1.1.5) autour de 0, c’est-à-dire,

(1.3.1)





∂t u+
d∑

j=1

Aj(0) ∂xju = f dans ΩT ,

B u|xd=0 = g sur ωT ,

u|t60 = 0.

L’opérateur L(0, ∂) := ∂t+
∑d

j=1Aj(0) est supposé hyperbolique, et l’on s’intéresse aux conditions
sur la matrice B pour que le problème (1.3.1) soit bien posé. On rappelle que, sans perte de
généralité, on peut supposer que la matrice B ∈Mp,N (R) est de rang maximal, c’est-à-dire égal
à p.

On suit dans les parties 1.3.1 et 1.3.2 de cette section la présentation de [BGS07, Chapitre 4].

1.3.1 Nombre de conditions au bord

On commence par une étude simple visant à prédire le nombre de conditions au bord nécessaire
pour que le problème (1.3.1) soit bien posé. Supposons que la dimension d soit égale à 1. On est
alors ramené au problème

(1.3.2)





∂t u+Ad(0) ∂xdu = f dans (−∞, T ]× R+,

B u(t, 0) = g(t) ∀t ∈ (−∞, T ],

u(0, xd) = 0 ∀xd ∈ R+.

Par hypothèse d’hyperbolicité, on sait que la matrice Ad(0) est diagonalisable, et, quitte à
multiplier à droite la matrice B par une matrice inversible, ce qui ne change pas son rang, on
peut supposer que la matrice Ad(0) est diagonale. On écrit alors,

Ad(0) = diag
(
a1, . . . , aq, aq+1, . . . , aN

)
,

avec, quitte à permuter les vecteurs de la base canonique de RN , a1 > · · · > aq > 0 > aq+1 >
· · · > aN . Les composantes du vecteurs u = (u1, . . . , uN ) vérifient alors les équations de transport
suivantes, pour k = 1, . . . , N ,

(1.3.3) ∂t uk + ak ∂xduk = fk,

où l’on a décomposé le terme source f dans RN comme f = (f1, . . . , fN ). Pour k = q + 1, . . . , N ,
le coefficient ak est négatif, l’équation de transport (1.3.3) est donc sortante, et il ne faut alors pas
de condition au bord associée à celle-ci. À l’inverse, si k = 1, . . . , q et que donc ak est strictement
positif, il est nécessaire d’avoir une condition au bord pour résoudre l’équation de transport
rentrante (1.3.3). Il est donc nécessaire que le nombre de conditions au bord, donné par le rang p
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de la matrice B, soit égal au nombre de coefficients strictement positifs sur la diagonale de Ad(0),
c’est-à-dire q. Plus précisément, puisque les p conditions au bord doivent permettre de déterminer
les traces des q premières coordonnées du vecteur u, il est nécessaire que

CN = kerB ⊕
(
Rq × {0}N−q

)
,

et donc en particulier on retrouve p = q.
Si l’on revient au cas général du problème (1.3.2) où la matrice Ad(0) est seulement supposée

diagonalisable, on obtient la formulation suivante

(1.3.4) CN = kerB ⊕ Eu
(
Ad(0)

)
,

où Eu
(
Ad(0)

)
désigne le sous-espace instable de la matrice Ad(0), c’est-à-dire le sous-espace

propre de Ad(0) associé à ses valeurs propres strictement positives. Ainsi, en particulier, le rang p
de la matrice B doit être égal au nombre de valeurs propres strictement positives comptées avec
multiplicité de la matrice Ad(0). On peut ainsi justifier que la condition (1.3.4) est nécessaire et
suffisante pour que le problème (1.3.2) soit bien posé dans L2.

On peut montrer que la condition demandant que la rang de la matrice B soit égal au nombre
de valeurs propres strictement positives comptées avec multiplicité de la matrice Ad(0) est en
fait nécessaire pour que le problème (1.1.5) de dimension d quelconque soit bien posé dans L2.
D’autre part, dans la sous-partie suivante, la condition (1.3.4) sera généralisée pour les problèmes
linéarisés généraux de la forme (1.3.1).

1.3.2 Analyse des modes normaux

Maintenant que le rang de la matrice B est prescrit, on s’intéresse aux conditions précises
sur celle-ci, nécessaires et suffisantes, pour que le problème (1.3.1) soit bien posé. On étudie à
cet effet le problème (1.3.1) homogène, c’est-à-dire où le terme source f et le terme de bord
g dans (1.3.1) sont nuls. On conduit pour cela une analyse par modes normaux, que l’on peut
trouver dans [Her63 ; Sar65 ; Ika68 ; Kre70]. On souhaite réaliser une analyse formelle à l’aide de
la transformée de Fourier en espace et la transformée de Laplace en temps comme on l’a fait en
section 1.2.1, et l’on rend ce raisonnement rigoureux en considérant des solutions particulières de
(1.3.1) de la forme

(1.3.5) u(t, y, xd) = ei(τ t+η·y) U(xd),

avec τ ∈ C et η ∈ Rd−1. Puisque l’on s’intéresse à des solutions qui pourraient contredire
le caractère bien posé, on suppose Im τ < 0. En injectant la solution (1.3.5) dans l’équation
L(0, ∂)u = 0, on obtient

(1.3.6) i
(
τI +

d−1∑

j=1

ηjAj(0)
)
U(xd) +Ad(0) ∂xd U(xd) = 0.

On note ici que le caractère inversible de la matrice Ad(0) joue un rôle. Dans toute cette thèse,
on fait l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1.3. La frontière {xd = 0} est non-caractéristique, c’est-à-dire que la matrice Ad(0)
est inversible.

Sous cette hypothèse, l’équation (1.3.6) devient

(1.3.7) ∂xd U(xd)−A(τ, η)U(xd) = 0,
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où l’on a défini la matrice A(τ, η) comme

(1.3.8) A(τ, η) := −iAd(0)−1
(
τI +

d−1∑

j=1

ηjAj(0)
)
.

On note alors que le comportement de l’équation (1.3.7) dépend des valeurs propres de la matrice
A(τ, η). Le lemme de Hersh, fondamental, apporte des précisions sur celles-ci.

Lemme 1.3.1 ([Her63]). Pour tout (τ, η) ∈ {τ ∈ C| Im τ < 0}×Rd−1, la matrice A(τ, η) n’a pas
de valeur propre de partie réelle nulle, et le sous-espace stable de A(τ, η) associé à ses valeurs
propres de partie réelle strictement négative, noté E−(τ, η), est de dimension constante égale à p,
le nombre de valeurs propres strictement négatives de Ad(0).

On note alors E+(τ, η) le sous-espace stable de A(τ, η) associé à ses valeurs propres de partie
réelle strictement positive, et l’on décompose l’espace CN comme

(1.3.9) CN = E−(τ, η)⊕ E+(τ, η).

On fixe à partir de maintenant (τ, η) dans {τ ∈ C| Im τ < 0} × Rd−1. Si l’on écrit la trace au
bord U(0) selon la décomposition (1.3.9) de CN comme U(0) = U−0 + U+

0 , alors la solution U de
l’équation différentielle ordinaire (1.3.7) s’écrit U = U− + U+, où

U−(xd) = exdA(τ,η) U−0 , U+(xd) = exdA(τ,η) U+
0 .

Le terme U+ est exclu puisqu’il n’appartient pas à l’espace des distributions tempérées. Puisque
U−0 appartient au sous-espace propre E−(τ, η) associé aux valeurs propres de A(τ, η) de partie
réelle strictement négative, si la trace U−0 est non-nulle, alors on obtient pour (1.3.7) une solution
U non nulle et de carré intégrable. Cela mène alors à une solution u du problème homogène
associé à (1.3.1), non nulle, ce qui représente une obstruction au caractère bien posé. On étudie
donc la possibilité qu’il existe une trace U−0 non nulle. D’après la condition de bord B u|xd=0 = 0,
la trace U−0 ∈ E−(τ, η) doit vérifier

U−0 ∈ E−(τ, η), B U−0 = 0.

Une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation n’ait que des solutions triviales
s’énonce alors comme

(1.3.10) kerB ∩ E−(τ, η) = {0} .

Puisque, d’après le lemme de Hersh, la dimension du sous-espaces stable E−(τ, η) est égale à p,
la condition (1.3.10) est équivalente à

CN = kerB ⊕ E−(τ, η),

et l’on retrouve la formulation (1.3.4) de la partie précédente en dimension 1.
En appliquant le précédent raisonnement pour toute fréquence (τ, η) dans {τ ∈ C| Im τ < 0}×

Rd−1 on obtient la condition nécessaire suivante pour que le problème (1.3.1) soit bien posé.

Hypothèse 1.4. Le problème (1.3.1) vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii, c’est-à-dire que,
pour tout (τ, η) dans {τ ∈ C| Im τ < 0} × Rd−1, on a,

(1.3.11) kerB ∩ E−(τ, η) = {0} .

Cette condition est ainsi dénommée d’après Heinz-Otto Kreiss et Yaroslav B. Lopatinskii,
pour leurs travaux [Kre70 ; Lop53 ; Lop70]. Bien que nécessaire, la condition de Kreiss-Lopatinskii
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n’est en fait pas suffisante pour que le problème (1.3.1) soit fortement bien posé, voir [CP82], et
il nous faut donc la renforcer.

On étudie dans un premier temps le caractère fortement bien posé du problème aux limites
(1.3.1), et l’on suit pour cela la présentation faite dans [Ben15, section 1.2.1] du travail de Kreiss
[Kre70].

On note que la condition de Kreiss-Lopatinskii (Hypothèse 1.4) implique que pour tout
(τ, η) dans {τ ∈ C| Im τ < 0} × Rd−1, la matrice B restreinte au sous-espace stable E−(τ, η) est
inversible. Ainsi, pour (τ, η) dans {τ ∈ C| Im τ < 0} × Rd−1, il existe une constante C(τ, η) > 0
telle que pour tout vecteur V de E−(τ, η), on a

(1.3.12) |V | < C(τ, η) |B V |,

où l’on a noté |.| la norme euclidienne sur CN . La constante C(τ, η), bien qu’homogène de degré 0
en (τ, η), n’est pas uniforme par rapport à (τ, η). Or Kreiss montre dans [Kre70] qu’une condition
nécessaire pour que le problème (1.3.1) soit bien posé est que la constante C(τ, η) dans (1.3.12)
soit uniforme par rapport à (τ, η) dans {τ ∈ C| Im τ < 0} × Rd−1. Cela mène à la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme, qui requiert qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
(τ, η) dans {τ ∈ C| Im τ < 0} × Rd−1, on a,

(1.3.13) |V | < C |B V | ∀V ∈ E−(τ, η).

Cette condition est difficile à manipuler en pratique puisque le calcul de la meilleure constante
C(τ, η) dans (1.3.12) n’est pas aisé, et l’on cherche donc à la reformuler. Dans ce but, l’idée de
Kreiss est de compactifier la demi-sphère

{
(τ, η) ∈ C× Rd−1

∣∣∣ Im τ < 0, |τ |2 + |η|2 = 1
}

pour utiliser la continuité des sous-espaces stable E−(τ, η) pour obtenir l’uniformité de la constante
C(τ, η). Pour cela il faut considérer les points (τ, η) ∈ C×Rd−1 tels que τ est réel, et on introduit
donc les espace de fréquences suivants

Ξ :=
{

(τ, η) ∈
(
C× Rd−1

)
\ {0}

∣∣∣ Im τ 6 0
}
,

et son compactifié,
Σ :=

{
(τ, η) ∈ Ξ

∣∣ |τ |2 + |η|2 = 1
}
.

Cependant, les sous-espaces stables E±(τ, η) ne sont définis par le lemme de Hersh que pour
(τ, η) ∈ Ξ tels que Im τ < 0. Kreiss montre dans [Kre70] que ces sous-espaces E±(τ, η) s’étendent
par continuité à tout l’espace Ξ, et l’on note encore E±(τ, η) leurs prolongements par continuité
à l’espace Ξ. La preuve de Kreiss se place sous l’hypothèse de stricte hyperbolicité (Hypothèse
1.2), et le résultat a été étendu aux opérateurs hyperboliques à multiplicité constante (Hypothèse
1.1) par Métivier dans [Mét00]. On peut alors donner une formulation équivalente de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme (1.3.13), en utilisant un argument de compacité.

Hypothèse 1.5 (condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme). Pour tout (τ, η) dans Ξ, on a

(1.3.14) kerB ∩ E−(τ, η) = {0} .

Pour un opérateur L(0, ∂) satisfaisant l’Hypothèse 1.1 d’hyperbolicité à multiplicité constante
et l’Hypothèse 1.3 de bord non-caractéristique, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
(Hypothèse 1.5) est nécessaire et suffisante pour que le problème aux limites (1.3.1) soit fortement
bien posé dans les espaces de Sobolev, comme montré dans [Kre70] pour les opérateur strictement
hyperboliques (Hypothèse 1.2), et étendu aux opérateurs hyperboliques à multiplicité constante
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(Hypothèse 1.1) grâce à [Mét00].

Cependant, de nombreux problèmes physiques donnent lieu à des problèmes aux limites
pour lesquels la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas satisfaite, comme cela est
mis en évidence notamment dans [BG+02] pour l’équation des ondes, dans [Tay79 ; ST88] pour
des problèmes de l’élastodynamique avec les ondes de Rayleigh, et dans [Mil58 ; Maj83] pour
des ondes de chocs ou des discontinuités de contact en mécanique des fluides compressible. La
question se pose donc de savoir si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (Hypothèse 1.5)
peut être affaiblie pour obtenir un caractère faiblement bien posé du problème (1.3.1). On a vu
qu’il est nécessaire, pour obtenir tout type de caractère bien posé, même faible, que la condition
de Kreiss-Lopatinskii (1.3.11) soit vérifiée pour toute fréquence (τ, η) de Ξ telle que Im τ < 0
(Hypothèse 1.4). Ainsi, la condition (1.3.14) peut ne pas être satisfaite seulement au bord de Ξ,
que l’on note

Ξ0 := {(τ, η) ∈ Ξ | Im τ = 0} = Rd \ {0} ,
ainsi que son compactifié

Σ0 :=
{

(τ, η) ∈ Ξ0

∣∣ |τ |2 + |η|2 = 1
}

= Sd−1.

On s’autorise donc la forme suivante de condition de Kreiss-Lopatinskii faible.

Hypothèse 1.6 (condition de Kreiss-Lopatinskii faible). • La condition de Kreiss-Lopatinskii
est satisfaite, c’est-à-dire que pour toute fréquence (τ, η) dans Ξ \ Ξ0, on a

kerB ∩ E−(τ, η) = {0} .

• L’ensemble Υ, défini comme

Υ :=
{

(τ, η) ∈ Σ0

∣∣∣ kerB ∩ E−(τ, η) 6= {0}
}
,

qui est l’ensemble des fréquences (τ, η) de la sphère Σ0 telles que l’intersection entre le noyau
kerB et le sous-espace stable E−(τ, η) est non triviale, est non vide.

On pourra demander des hypothèses supplémentaires sur l’intersection non triviale kerB ∩
E−(τ, η) lorsque (τ, η) appartient au lieu Υ de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme, comme par exemple imposer qu’elle soit de dimension 1. Le sous-espace stable E−(τ, η)
étant homogène de degré 0 en (τ, η), on choisit, pour définir Υ, de travailler avec la sphère Σ0

plutôt que l’espace Ξ0.
On cherche maintenant à classifier les différentes conditions de Kreiss-Lopatinskii faibles

possibles, suivant l’endroit de la sphère Σ0 où se trouve Υ le lieu de dégénérescence de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme. Le lemme de Hersh apporte une description précise des espaces
E±(τ, η) pour (τ, η) ∈ Ξ \Ξ0, mais l’on ne sait rien pour l’instant de leurs prolongements à Ξ0. La
partie suivante s’intéresse donc à préciser ces espaces E±(τ, η) pour (τ, η) ∈ Ξ0, afin de classifier
les possibilités de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii (1.3.14) dans Ξ0.

1.3.3 Description des sous-espaces stables

On sait que pour (τ, η) dans Ξ \ Ξ0, les sous-espaces stables E±(τ, η) sont les sous-espaces
propres généralisés associés aux valeurs propres de partie réelle respectivement strictement positive
et strictement négative de la matrice A(τ, η). Ainsi, afin de pouvoir décrire les espaces E±(τ, η)
sur le bord Ξ0, on s’intéresse au comportement des valeurs propres de A(τ, η) à la limite lorsque
(τ, η) ∈ Ξ0. On commence par donner une description précise des valeurs propres de la matrice
A(τ, η) lorsque (τ, η) ∈ Ξ0.
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Le résultat suivant affirme que, au voisinage dans Ξ de tout point de Ξ0, les valeurs propres de
la matrice A(τ, η) peuvent avoir trois types de comportement différents, que l’on commente après
son énoncé. La preuve de ce résultat est à l’origine de Kreiss dans [Kre70] pour le cas strictement
hyperbolique (Hypothèse 1.2), puis a été étendu aux opérateurs hyperboliques à multiplicité
constante (Hypothèse 1.1) par Métivier dans [Mét00], et par Métivier-Zumbrun dans [MZ05] à un
cadre encore plus général.

Proposition 1.3.2 (structure de blocs). Pour tout (τ , η) ∈ Ξ, il existe un voisinage V de (τ , η)
dans Ξ, un entier L > 1, une partition N = ρ1 + · · ·+ ρL et une matrice inversible T analytique
sur V telle que pour tout (τ, η) ∈ V, on a

T (τ, η)A(τ, η)T (τ, η)−1 = diag
(
A1(τ, η), . . . ,AL(τ, η)

)
,

où, pour tout j = 1, . . . , L, la matrice Aj(τ, η) est de taille ρj, et vérifie l’une des propriétés
suivantes :

(i) la partie réelle de la matrice Aj(τ, η), définie par (Aj(τ, η)+Aj(τ, η)∗)/2, est définie positive,
(ii) la partie réelle de la matrice Aj(τ, η) est définie négative,
(iii) ρj = 1, Aj(τ, η) est imaginaire pur lorsque τ est réel, et ∂Im τAj(τ , η) ∈ R∗,
(iv) ρj > 1, les coefficients de Aj(τ, η) sont imaginaires purs lorsque τ est réel, il existe ξj ∈ R

tel que

Aj(τ , η) =




i ξj i 0
. . . i

0 i ξj


 ,

et le coefficient en bas à gauche de ∂Im τAj(τ , η) est réel non nul.

Ainsi, d’après la Proposition 1.3.2 précédente, au voisinage dans Ξ d’un point (τ , η) de Ξ0, les
valeurs propres de A(τ, η) peuvent avoir l’un des trois comportements suivants.

(a) Une partie des valeurs propres de A(τ, η) sont de partie réelle non nulles et de signe constant
pour (τ, η) au voisinage de (τ , η) dans Ξ, correspondant aux blocs de type (i) et (ii) de
la Proposition 1.3.2 précédente. Ces valeurs propres de la matrice A(τ, η) pour (τ, η) au
voisinage de (τ , η) dans Ξ sont appelées elliptiques.

(b) Certaines valeurs propres, d’après le point (iii) de la Proposition 1.3.2 précédente, sont, au
voisinage de (τ , η) dans Ξ, des valeurs propres semi-simples de la matrice A(τ, η), et de partie
réelle nulle dans Ξ0. On les appelle hyperboliques puisqu’elles correspondent à un phénomène
de propagation par rapport à la variable normale xd.

(c) Enfin, certaines valeurs propres de la matrices A(τ, η) ont un comportement plus compliqué
au voisinage de (τ , η) dans Ξ. Le point (iv) de la Proposition 1.3.2 précédente affirme que
celles-ci sont imaginaires pures et dégénérées 1 en (τ , η), mais que, au voisinage de (τ , η)
dans le bord Ξ0, celles-ci peuvent devenir de partie réelle non nulle, rester imaginaires pures
et devenir semi-simples, ou encore rester dégénérées et imaginaires pures. De telles valeurs
propres sont dénommées glancing.

Williams montre dans [Wil00] que s’il existe des fréquences (τ , η) dans Ξ0 pour lesquelles,
dans les notations de la Proposition 1.3.2 précédente, il existe un bloc Aj de type (iv) de taille
ρj strictement plus grande que deux, cela peut entraîner une explosion en temps arbitrairement
court de solutions fortement oscillantes, et l’on fait donc l’hypothèse que les fréquences glancing
sont d’ordre deux, c’est-à-dire que pour tout (τ , η) dans Ξ0, les blocs Aj de type (iv) sont de
taille 2.

1. Une valeur propre est dite dégénérée si sa multiplicité algébrique est strictement plus grande que sa multiplicité
géométrique
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On rappelle que les sous-espaces stables E±(τ , η) pour (τ , η) dans Ξ0 sont définis comme les
limites, lorsque (τ, η) dans Ξ \ Ξ0 tend vers (τ , η), des sous-espaces propres généralisés E±(τ, η)
associés aux valeurs propres de partie réelle respectivement strictement positive et strictement
négative de la matrice A(τ, η). Ainsi, il est raisonnable d’affirmer que les sous-espaces stables
E±(τ , η) pour (τ , η) dans Ξ0 sont les sous-espaces propres généralisés associés aux valeurs propres
de A(τ , η) obtenues comme limite, lorsque (τ, η) dans Ξ \ Ξ0 tend vers (τ , η), des valeurs propres
de partie réelle respectivement strictement positive et strictement négative de la matrice A(τ, η).

Il nous faut donc déterminer, pour (τ , η) dans Ξ0, pour chacun des trois types (a), (b) et
(c) précédents, si les valeurs propres associées proviennent de valeurs propres de partie réelle
strictement positive ou strictement négative.

• Pour le type (a) correspondant aux valeurs propres de parties réelles non nulle, la réponse est
claire, ces valeurs propres elliptiques proviennent de valeurs propres de A(τ, η) pour (τ, η)
dans Ξ de parties réelles non nulles du même signe, et contribuent donc, selon le signe de
leur partie réelle, aux sous-espaces stables E−(τ , η) ou E+(τ , η).

• Dans le cas (b), toute valeur propre hyperbolique de A(τ, η) au voisinage de (τ , η) dans Ξ0,
étant semi-simple, provient d’une valeur propre de partie réelle non nulle de A(τ, η) pour
(τ, η) au voisinage de (τ , η) dans Ξ \ Ξ0, mais dont on ne peut pas encore déterminer le signe
à ce stade. Il nous faudra donner un critère plus précis pour cela.

• Le cas (c) des valeurs propres glancing est plus délicat. En effet, celles-ci étant dégénérées, elles
pourraient (c’est en fait le cas pour les glancing d’ordre 2) provenir de deux valeurs propres de
A(τ, η) pour (τ, η) au voisinage de (τ , η) dans Ξ \ Ξ0 différentes, de parties réelles non nulle,
de signe opposé. Le sous-espace propre généralisé associé à la valeur propre glancing considéré
ne contribue donc totalement ni au sous-espace stable E−(τ , η), ni au sous-espace stable
E+(τ , η). On peut trouver par exemple dans [Mét00] une étude précise du comportement
des valeurs propres glancing au voisinage de (τ , η), dont les arguments sont rappelés dans la
preuve de la Proposition 4.1.21 ci-après.

On cherche maintenant un critère permettant de déterminer si, pour (τ , η) dans Ξ0, une
valeur propre hyperbolique iξj(τ , η) de A(τ , η) contribue au sous-espace stable E−(τ , η) ou bien
E+(τ , η). D’après le point (iii) de la Proposition 1.3.2 précédente, ceci dépend du signe de la
partie réelle de ∂Im τAj(τ , η), c’est-à-dire du signe de la partie imaginaire de ∂Im τξj(τ , η). Or on
note que, puisque iξj(τ , η) est imaginaire pure et est une valeur propre de la matrice A(τ , η),
alors, par définition de A(τ , η), on a

detL
(
0, (τ , η, ξj(τ , η))

)
= 0,

c’est-à-dire que la fréquence réelle
(
τ , η, ξj(τ , η)

)
est caractéristique. Ainsi, d’après l’Hypothèse

1.1 d’hyperbolicité à multiplicité constante, il existe un entier k entre 1 et q tel que

τ = τk
(
η, ξj(τ , η)

)
.

Le théorème des fonctions implicites nous invite donc à nous intéresser au signe de ∂ξτk(η, ξ)
pour (η, ξ) ∈ Rd−1 × R, et l’on fait la définition suivante.

Définition 1.3.3. Soit α = (τ, η, ξ) ∈ Rd+1 \ {0} une fréquence caractéristique réelle, et soit k
entre 1 et q tel que τ = τk(η, ξ). On dit que la fréquence α est glancing (resp. rentrante, sortante)
si ∂ξτk(η, ξ) est nul (resp. strictement négatif, strictement positif).

On peut montrer, à l’aide du théorème des fonctions implicites, que la notion de fréquence
glancing introduite dans la définition 1.3.3 correspond à la notion de valeur propre glancing
introduite précédemment, au sens où, pour (τ, η) dans Ξ0, le complexe iξ est une valeur propre
glancing de la matrice A(τ, η) (c’est-à-dire associée à un bloc de type (iv) dans le Proposition 1.3.2
précédente) si et seulement si la fréquence (τ, η, ξ) est une fréquence glancing selon la Définition
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1.3.3 précédente. On peut alors reformuler l’hypothèse qui requiert que les valeurs propres glancing
sont d’ordre 2 de la manière suivante, qui énonce que dans le cas d’une dégénérescence glancing
de la valeur propre τk en (η, ξ), cette dégénérescence est d’ordre 2.

Hypothèse 1.7. Pour tout k = 1, . . . , q, et pour tout (η, ξ) ∈ Rd \ {0}, on a

∂τk
∂ξ

(η, ξ) = 0 ⇒ ∂2τk
∂ξ2

(η, ξ) 6= 0.

On note d’autre part que la dénomination rentrante et sortante est cohérente, au regard du
lemme de Lax introduit dans la section 1.2.2 précédente. En effet, on a vu que dans le cas du
développement d’optique géométrique pour le problème de Cauchy linéaire (1.2.3), l’évolution
du profil associé à la fréquence caractéristique α = (τ, η, ξ), avec τ = τk(η, ξ), est dirigée par un
champ de vecteurs scalaire à coefficients constants de vitesse vα donné par

vα = −∇η,ξτk(η, ξ).

On verra que ces champs de vecteurs apparaissent également dans les développements d’optique
géométrique pour les problèmes aux limites que l’on considère dans ce manuscrit. Dans le cas
de problèmes aux limites, le signe de la dernière composante du vecteur vα, en facteur de
l’opérateur de dérivation ∂xd , détermine le caractère rentrant ou sortant de l’équation de transport
correspondante. Cette dernière composante de vα est précisément −∂ξτk(η, ξ). Le caractère
rentrant ou sortant prescrit en particulier si l’on a besoin de déterminer une condition
au bord pour résoudre l’équation de transport associée.

Enfin, pour (τ , η) dans Ξ0, on peut montrer, à l’aide du théorème des fonctions implicites,
que pour une valeur propre hyperbolique iξ (correspondant au point (iii) de la Proposition 1.3.2
précédente) de la matrice A(τ , η), les deux affirmations suivantes sont équivalentes.

1) La valeur propre iξ provient d’une valeur propre de A(τ, η) pour (τ, η) au voisinage de
(τ , η) dans Ξ \ Ξ0 de partie réelle strictement négative, et donc contribue au sous-espace
stable E−(τ , η).

2) La fréquence caractéristique réelle associée (τ , η, ξ) est rentrante, c’est-à-dire ∂ξτk(η, ξ) <
0, où τ = τk(η, ξ).

On dispose d’un résultat analogue pour le sous-espace stable E+(τ , η).

On peut alors conclure quant à la description précise des sous-espaces stable E±(τ, η) pour
(τ, η) dans Ξ0. On rappelle que le sous-espace stable E−(τ , η) est défini comme la limite, lorsque
(τ, η) dans Ξ \ Ξ0 tend vers (τ , η), du sous-espace propre généralisé E−(τ, η) associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative de la matrice A(τ, η). Ainsi, d’après l’analyse
précédente, il est constitué des trois types de sous-espaces suivants.

• Les sous-espaces propres généralisés associés aux valeurs propres elliptiques de partie réelle
strictement négative de la matrice A(τ , η) du point (ii) de la Proposition 1.3.2 précédente.

• Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres iξ hyperboliques du point (iii) de
la Proposition 1.3.2 tels que la fréquence caractéristique réelle (τ , η, ξ) associée est une
fréquence rentrante. On note que dans ce cas, le sous-espace propre associé à une valeur
propre hyperbolique iξ de la matrice A(τ , η) est donné par le noyau kerL

(
0, (τ , η, ξ)

)
.

• Une partie de chaque sous-espace propre généralisé associé à une valeur propre glancing du
point (iv) de la Proposition 1.3.2.

Cela mène au résultat suivant, qui décrit précisément les sous-espaces stables E±(τ, η) pour (τ, η)
dans Ξ0, dont la formulation provient de [Wil96], et a été adaptée à l’Hypothèse 1.7 assurant que
les fréquences glancing sont d’ordre 2. On énonce également le résultat sous l’Hypothèse 1.2 de
stricte hyperbolicité pour simplifier les notations, et puisque c’est cette hypothèse, plutôt que
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l’Hypothèse 1.1 d’hyperbolicité à multiplicité constante, qui sera adoptée dans le reste de cette
thèse.

Proposition 1.3.4 ([Wil96], Proposition 3.4). Soit (τ, η) ∈ Ξ0. On note i ξj(τ, η) pour j =
1, . . . ,M(τ, η) les valeurs propres complexes distinctes de la matrice A(τ, η), et si ξj(τ, η) est
réel, on note αj(τ, η) := (τ, η, ξj(τ, η)) la fréquence caractéristique réelle associée. L’ensemble {1,
2, . . . ,M(τ, η)} s’écrit alors comme l’union disjointe

{1, . . . ,M(τ, η)} = G(τ, η) ∪R(τ, η) ∪ P(τ, η) ∪ S(τ, η) ∪N (τ, η),

où les ensembles G(τ, η), R(τ, η), P(τ, η), S(τ, η) et N (τ, η) correspondent aux indices j tels que
respectivement αj(τ, η) est glancing, αj(τ, η) est rentrante, Im ξj(τ, η) est strictement positive,
αj(τ, η) est sortante et Im ξj(τ, η) est strictement négative.

On a alors la décomposition de E−(τ, η) suivante

(1.3.15) E−(τ, η) =
⊕

j∈G(τ,η)

Ej−(τ, η)⊕
⊕

j∈R(τ,η)

Ej−(τ, η)⊕
⊕

j∈P(τ,η)

Ej−(τ, η),

où pour chaque indice j, le sous-espace Ej−(τ, η) est précisément décrit comme suit.

i) Si j ∈ P(τ, η), l’espace Ej−(τ, η) est l’espace propre généralisé de A(τ, η) associé à la valeur
propre i ξj(τ, η).

ii) Si j ∈ R(τ, η), on a Ej−(τ, η) = kerL
(
0, αj(τ, η)

)
, qui est de dimension 1.

iii) Si j ∈ G(τ, η), alors Ej−(τ, η) est de dimension 1 et est engendré par un vecteur propre de
A(τ, η) associé à la valeur propre iξj(τ, η).

De même, le sous-espace instable E+(τ, η) s’écrit

(1.3.16) E+(τ, η) =
⊕

j∈G(τ,η)

Ej+(τ, η)⊕
⊕

j∈S(τ,η)

Ej+(τ, η)⊕
⊕

j∈N (τ,η)

Ej+(τ, η),

avec une description similaire des sous-espaces Ej+(τ, η).

On note que d’après ce résultat, si pour une fréquence (τ, η) de Ξ0, l’ensemble G(τ, η) est vide,
alors CN s’écrit comme la somme directe

CN = E−(τ, η)⊕ E+(τ, η).

C’est une des constatations qui, dans toute la suite, nous pousse à supposer que les ensembles
de fréquences considérés dans les problèmes ne contiennent pas de fréquence (τ, η) telle que
l’ensemble G(τ, η) est non vide.

On conclut cette sous-partie par une classification des fréquences du bord Ξ0 au regard de la
décomposition des espaces E±(τ, η) de la Proposition 1.3.4 précédente, et donc une classification
des types de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii. On distingue 4 types de
fréquences (τ, η) de Ξ0, en utilisant la structure de blocs de la Proposition 1.3.2 et les notations
de la Proposition 1.3.4 précédente.

• Une fréquence (τ, η) de Ξ0 est dite elliptique si la matrice A(τ, η) n’admet que des valeurs
propres elliptiques, c’est-à-dire de partie réelle non nulle, et donc si son écriture par blocs de
la Proposition 1.3.2 ne contient que des blocs de type (i) ou (ii). De manière équivalente,
une fréquence (τ, η) est elliptique si les ensembles G(τ, η), R(τ, η) et S(τ, η) sont vides.

• À l’inverse, une fréquence (τ, η) de Ξ0 est dite hyperbolique si la matrice A(τ, η) n’admet
que des valeurs propres hyperboliques, c’est-à-dire si son écriture par blocs de la Proposition
1.3.2 ne contient que des blocs de type (iii). En d’autres termes, une fréquence (τ, η) est
hyperbolique si les ensembles G(τ, η), P(τ, η) et N (τ, η) sont vides.
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• Une fréquence (τ, η) de Ξ0 est dite mixte elliptique-hyperbolique, ou simplement mixte, si la
matrice A(τ, η) admet des valeurs propres elliptiques et hyperboliques, mais pas glancing,
c’est-à-dire si son écriture par blocs de la Proposition 1.3.2 ne contient pas de bloc de type (iv).
De manière équivalente, une fréquence (τ, η) est mixte elliptique-hyperbolique si l’ensemble
G(τ, η) est vide.

• Enfin, une fréquence (τ, η) de Ξ0 est dite glancing si la matrice A(τ, η) admet au moins une
valeur propre glancing, donc si sa décomposition par blocs de la Proposition 1.3.2 admet
au moins un bloc de type (iv). En d’autres termes, une fréquence (τ, η) est dite glancing si
l’ensemble G(τ, η) est non vide.

Cela donne alors une classification des conditions Kreiss-Lopatinskii faibles possibles, suivant
la partie de l’ensemble Σ0, parmi les quatre définis précédemment, dans laquelle se trouve Υ le
lieu de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans Σ0. On suit dans la fin
de cette sous-partie la présentation de [Ben15].

Historiquement, le premier cas étudié est celui où la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
dégénère sur des fréquences (τ , η) elliptiques de Σ0, c’est-à-dire où l’ensemble de dégénérescence
Υ ne contient que des fréquences (τ , η) elliptiques et où, pour (τ , η) dans Υ,

dim kerB ∩ E−(τ , η) = 1.

Sablé-Tougeron montre dans [ST88], que, sous cette condition de Kreiss-Lopatinskii faible, le
problème aux limites non-linéaire associé est faiblement bien posé dans les espaces de Sobolev, au
prix d’une perte de dérivée entre le terme de forçage au bord et la trace au bord de la solution.

Coulombel traite dans [Cou02] du cas d’une dégénérescence dans la zone mixte elliptique-
hyperbolique et, dans [Cou05], de celui d’une dégénérescence dans la zone hyperbolique pour
laquelle l’espace kerB ∩E−(τ , η) est de dimension 1. Les deux travaux traitent du cas linéaire,
et montrent que les problèmes aux limites associés sont faiblement bien posés. En utilisant des
développements d’optique géométrique, Benoit montre dans [Ben14] que les estimations avec
perte de dérivées obtenues dans [Cou02 ; Cou05] sont optimales. Serre prouve dans [Ser05] des
estimations sans pertes de dérivées mais pour des opérateurs filtrés, pour une certains classe de
problèmes ne satisfaisant pas le condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.

Le cas d’une dégénérescence dans la zone hyperbolique pour un problème non-linéaire est
traité, dans le cas d’une frontière caractéristique (c’est-à-dire lorsque Ad(0) n’est pas inversible),
dans [CS08].

Dans le Chapitre 5 de cette thèse, on s’intéressera à un problème aux limites satisfaisant
une condition de Kreiss-Lopatinskii faible, pour laquelle l’ensemble de dégénérescence Υ est
inclus dans la zone hyperbolique de Σ0. On supposera également que lorsque l’instersection
kerB ∩E−(τ, η) est non-triviale, elle est de dimension 1, ainsi qu’une seconde condition technique
sur cette intersection.

1.4 Optique géométrique multiphasée et cadre fonctionnel

Dans cette thèse, on s’intéresse à des problèmes d’optique géométrique multiphasés, c’est-à-dire
que dans le problème (1.1.6), le terme source f ε ou le terme de forçage au bord gε oscillent suivant
plusieurs phases non-colinéaires. Pour simplifier la discussion de cette partie, on suppose ici que le
terme source f ε est nul. Concernant le terme de forçage au bord gε, on suppose plus précisément
qu’il existe des fréquences ϕ1, . . . , ϕm dans Rd \ {0}, avec m > 2, indépendantes sur Q, telles que
gε s’écrive

(1.4.1) gε
(
t, y,

Φ(t, y)

ε

)
= εn0 G

(
t, y,

(t, y) · ϕ1

ε
, . . . ,

(t, y) · ϕm
ε

)
,
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où G est une fonction de (−∞, T ]t × Rd−1
y × Tθ1 × · · · × Tθm , où l’on a noté T := R/2πZ le

tore à une dimension, et l’on notera Tm le tore à m dimensions. Une telle fonction donnée
par (1.4.1) est appelée quasi-périodique. En effet, si m > 2 et si les fréquences ϕ1, . . . , ϕm sont
indépendantes sur Q, la fonction donnée par (1.4.1) n’est pas périodique. On peut cependant
utiliser le développement en séries de Fourier de la fonction G pour écrire

gε
(
t, y,

Φ(t, y)

ε

)
= εn0

∑

λ1,...,λm∈Z
Gλ1,...,λm(t, y) eiλ1(t,y)·ϕ1/ε · · · eiλm(t,y)·ϕm/ε.

On sera même amené, dans le Chapitre 5 de ce manuscrit, à considérer une forme plus générale
de terme de forçage au bord, où les ordres en ε des amplitudes associées à chaque fréquence sont
différents, c’est-à-dire

(1.4.2) gε
(
t, y,

Φ(t, y)

ε

)
= εn1 G1

(
t, y,

(t, y) · ϕ1

ε

)
+ · · ·+ εnm Gm

(
t, y,

(t, y) · ϕm
ε

)
,

où les fonctions G1, . . . , Gm sont des fonctions de (−∞, T ]t×Rd−1
y ×Tθ. On a vu que l’on cherche

une solution approchée du problème (1.1.6) sous la forme d’une série formelle de la forme (1.1.7)
que l’on rappelle ici :

(1.4.3) uε,app(t, x) ∼ εN0
∑

n>0

εn Un

(
t, x,

Λ(t, x)

ε

)
,

où le profil principal U0, d’amplitude d’ordre εN0 , est a priori non nul. La question est de
déterminer un cadre fonctionnel adapté pour les profils (Un)n>0 du développement asymptotique
(1.4.3).

Dans le cas d’un problème linéaire tel que le problème de Cauchy (1.2.3), on peut, par linéarité,
ne considérer qu’une phase ϕ au bord (dans le cas du problème (1.2.3) on s’intéressait au problème
de Cauchy, et donc les oscillations se trouvaient à l’instant initial et non au bord), et même ne
considérer qu’une harmonique de la fonction périodique en jeu. On note également que l’on peut
ne considérer dans l’ansatz pour la solution approchée qu’un seul relèvement de la fréquence ϕ,
c’est-à-dire, pour le cas de la section 1.2.2, une seule fréquence caractéristique (τ, ϕ) avec τ ∈ R.
On opère ensuite une superposition des solutions obtenues par linéarité.

Ainsi, dans le cas linéaire, comme on a pu le voir en section 1.2.2, un cadre fonctionnel
simple suffit pour construire un développement asymptotique, comme celui des espaces de Sobolev
de régularité infinie si l’on souhaite construire le développement asymptotique à tout ordre.
Cependant, si le problème présente des non-linéarités, on ne peut plus superposer les solutions par
linéarité, et il n’est donc pas toujours possible de ne considérer qu’une seule fréquence au bord,
ni un seul relèvement de celle-ci pour la solution approchée. On cherche donc dans cette partie à
étudier l’ensemble des fréquences qui pourraient être créées à partir des fréquences ϕ1, . . . , ϕm au
bord, et à en déduire un cadre fonctionnel adapté pour construire le développement asymptotique
associé. Dans toute cette partie, on réalise la discussion pour des problèmes aux limites, puisque
ce sont ceux qui nous intéressent dans ce manuscrit, mais celle-ci est également valable pour des
problèmes de Cauchy, et certaines références que l’on donne se placent d’ailleurs dans ce cadre.
D’autre part, tous les problèmes aux limites mentionnés dans cette partie sont supposés stables,
c’est-à-dire vérifiant la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (Hypothèse 1.5).

1.4.1 Cas non-linéaire monophase : fonctions quasi-périodiques

On commence par s’intéresser au cadre monophasé (c’est-à-dire avec une seule phase dans
le terme source, le terme initial ou le terme de bord) non-linéaire puisque l’on a vu que celui-ci
présente déjà des différences avec le cadre linéaire. On considère donc un terme de bord périodique
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de la forme

(1.4.4) gε
(
t, y,

Φ(t, y)

ε

)
= εn0 G

(
t, y,

(t, y) · ϕ
ε

)
,

où G est une fonction de (−∞, T ]t × Rd−1
y × Tθ. Pour prescrire le cadre fonctionnel adapté à

l’étude d’un problème d’optique géométrique avec un tel terme de bord, il nous faut dans un
premier temps réaliser une étude des fréquences qui pourraient être présentes dans la solution,
créées à partir de la fréquence au bord ϕ.

De la même manière que pour le problème de Cauchy traité dans la section 1.2.2, la fréquence
η ∈ Rd \{0} est relevée pour des temps positifs en une fréquence (τ, η) avec τ ∈ R, ici, la fréquence
au bord ϕ crée, par relèvement à l’intérieur du domaine ΩT , des fréquences (ϕ, ξ), avec ξ dans
C. Ici ξ peut être complexe puisque l’opérateur L(0, ∂) n’est pas hyperbolique dans la direction
normale xd, et c’était l’hyperbolicité de l’opérateur L(0, ∂) dans la direction du temps t qui nous
permettait d’affirmer que τ était réel dans la section 1.2.2. On discute maintenant des valeurs
possibles du complexe ξ.

On verra que dans tout développement d’optique géométrique, le profil principal U0 est
polarisé, de manière analogue à la condition de polarisation (1.2.6a) de l’amplitude principale
a0 du développement asymptotique de la section 1.2.2. On verra plus précisément que, dans le
cas des problèmes aux limites, cette condition de polarisation impose que le produit iξ soit une
valeur propre de la matrice A(ϕ) définie en (1.3.8), de la même manière qu’en section 1.2.2 le
réel −τ devait être une valeur propre de la matrice

∑d
j=1 ηjAj . On a fait une description précise

des valeurs propres de la matrice A(ϕ) dans la section 1.3.3, à l’aide de la Proposition 1.3.4, qui
tombent en effet dans trois catégories :

• les valeurs propres iξ hyperboliques, c’est-à-dire imaginaires pures, et qui sont rentrantes ou
sortantes dans les termes de la Définition 1.3.3 ;

• les valeurs propres iξ elliptiques, c’est-à-dire de partie réelle non-nulles ;
• et les valeurs propres iξ glancing, c’est-à-dire imaginaires pures et glancing suivant la Définition
1.3.3.

D’une part, puisque seules les valeurs propres iξ hyperboliques qui sont rentrantes nécessitent une
condition au bord, qui oscille à la fréquence ϕ, seules ces valeurs propres parmi les valeurs propres
hyperboliques sont créées dans un premier temps. D’autre part, les valeurs propres elliptiques iξ
de partie réelle strictement positive génèrent des ondes de fréquences (ϕ, ξ) s’écrivant

a(t, x) ei(t,y)·ϕ/ε+ixdξ/ε,

qui sont donc non bornées, et qui ne sont même pas des distributions tempérées. Ces valeurs
propres ne sont ainsi pas présentes lorsque l’on considère des solutions bornées. Enfin, on a déjà
mentionné que les valeurs propres iξ glancing posent un certain nombre de problèmes, c’est
pourquoi, dans ce manuscrit, on suppose qu’elles ne sont pas présentes dans les ensembles de
fréquences mis en jeu. Dans les termes de la sous-partie 1.3.3, cela revient à supposer ici que la
fréquence au bord ϕ n’est pas glancing. En résumé, on obtient donc à ce stade, par relèvement à
l’intérieur du domaine de la fréquence ϕ et polarisation, les fréquences (ϕ, ξ) où, ou bien iξ est
une valeur propre hyperbolique rentrante dans la matrice A(ϕ), ou bien iξ est une valeur propre
elliptique de partie réelle strictement négative de la matrice A(ϕ), c’est-à-dire, avec les notations
de la Proposition 1.3.4,

F0 :=
{(
ϕ, ξj(ϕ)

)
, j ∈ R(ϕ) ∪ P(ϕ)

}
.

Interviennent alors les non-linéarités du problème. Par non-linéarité, deux fréquences réelles
(ϕ, ξ1) et (ϕ, ξ2) de l’ensemble des fréquences F0 peuvent interagir pour créer la fréquence réelle
(2ϕ, ξ1 + ξ2). De manière schématique, s’il se trouve dans le développement asymptotique deux
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ondes
a1(t, x) ei(t,y)·ϕ+ixdξ1 et a2(t, x) ei(t,y)·ϕ+ixdξ2 ,

les non-linéarités du problème peuvent faire se multiplier ces deux ondes, résultant dans l’onde

a1(t, x) a2(t, x) ei(t,y)·2ϕ+ixd(ξ1+ξ2)

de fréquence (2ϕ, ξ1 + ξ2). Cependant, on a vu que, par polarisation, pour le profil principal U0,
seules les fréquences réelles (ϕ, ξ) (et leurs harmoniques) telles que iξ est hyperbolique, c’est-à-dire
qui sont caractéristiques, sont conservées. Ainsi, la fréquence (2ϕ, ξ1 + ξ2) créée par linéarité est
conservée dans le profil principal seulement s’il existe une valeur propre iξ3 de A(ϕ) hyperbolique
telle que

ξ1 + ξ2 = 2 ξ3.

C’est ce que l’on appelle le phénomène de résonance. Plus généralement, on dira qu’il y a résonance
lorsque trois fréquences caractéristiques réelles α1, α2 et α3 vérifient

α1 + α2 + α3 = 0.

On a considéré, pour les résonances, que des fréquences réelles, puisque les fréquences évanescentes
ne sont pas significatives dans les interactions non-linéaires, de part leur décroissance exponentielle
dans la direction normale.

Ainsi, pour notre problème, à cette étape, il peut se créer par résonance les fréquences (ϕ, ξ)
où iξ est hyperbolique, et telles que (ϕ, ξ) n’est pas déjà présente dans l’ensemble de fréquences
F0, c’est-à-dire les fréquences sortantes

(
ϕ, ξj(ϕ)

)
avec j ∈ S(ϕ). On obtient alors l’ensemble de

fréquences suivant
F1 :=

{(
ϕ, ξj(ϕ)

)
, j ∈ R(ϕ) ∪ P(ϕ) ∪ S(ϕ)

}
.

À ce stade, une résonance entre deux fréquences réelles de l’ensemble F1 ne crée pas de nouvelle
fréquence, et l’ensemble F de fréquences créées par relèvement et interaction non-linéaire à partir
de la fréquence au bord ϕ est donc finalement donné par

F := F1 =
{(
ϕ, ξj(ϕ)

)
, j ∈ R(ϕ) ∪ P(ϕ) ∪ S(ϕ)

}
.

En résumé, la fréquence au bord ϕ engendre à l’intérieur du domaine des fréquences réelles
rentrantes, et des fréquences évanescentes, et les fréquences réelles rentrantes peuvent résonner
entre-elles pour créer des fréquences réelles sortantes. Dans le cas d’une fréquence au bord,
l’ensemble F est fini.

Quant à eux, les profils (Un)n>1 d’ordres supérieurs ne vérifient plus de condition de polarisa-
tion, et ils peuvent donc contenir des fréquences non caractéristiques. On étudie alors la forme
que peuvent prendre celles-ci. Les correcteurs (Un)n>1 héritent de l’ensemble de fréquences F du
profil principal U0, et d’autres fréquences peuvent être créées par interaction non-linéaire. On ne
considère là encore que des fréquences réelles, les fréquences évanescentes n’étant pas significatives.
En d’autres termes, deux fréquences réelles (ϕ, ξ1) et (ϕ, ξ2) de F peuvent interagir pour former
la fréquence réelle (2ϕ, ξ1 + ξ2) qui sera conservée même si elle n’est pas caractéristique. On
obtient alors l’ensemble provisoire de fréquences suivant, pour les correcteurs (Un)n>1,

F0 := F ∪
{(

2ϕ, ξj(ϕ) + ξk(ϕ)
) ∣∣ j, k ∈ R(ϕ) ∪ S(ϕ)

}
.

Pour les correcteurs (Un)n>2 d’ordre supérieur à 2, ce procédé d’interactions non-linéaires peut se
répéter entre des fréquences de l’ensemble F0, pour donner, pour ces correcteurs, l’ensemble

F1 := F0 ∪
{(

3ϕ, ξj(ϕ) + ξk(ϕ) + ξ`(ϕ)
) ∣∣ j, k, ` ∈ R(ϕ) ∪ S(ϕ)

}
.

On voit que puisque l’on s’intéresse à des correcteurs d’ordre quelconque, ce processus peut
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se répéter une infinité de fois. On note ξ1, . . . , ξh les valeurs propres hyperboliques ξj(ϕ), avec
j ∈ R(ϕ) ∪ S(ϕ), et l’on obtient donc l’ensemble infini dénombrable de fréquences suivant pour
les correcteurs (Un)n>1 d’ordre quelconque,

F := F ∪
{(

(λ1 + · · ·+ λh)ϕ, λ1 ξ1 + · · ·+ λh ξh

) ∣∣∣ (λ1, . . . , λh) ∈ Zh \ {0}
}
.

Maintenant que l’ensemble des fréquences F pouvant être a priori présentes dans les profils
(Un)n>0 du développement asymptotique (1.4.3) est connu, on s’intéresse à ce que prescrit cet
ensemble de fréquences sur le cadre fonctionnel nécessaire pour construire les profils (Un)n>0.

Le cadre fonctionnel choisi pour les profils (Un)n>0 doit permettre de considérer une superpo-
sition quelconque de profils de fréquences dans F , c’est-à-dire des séries de la forme

(1.4.5)
∑

α∈F

Uα(t, x) ei(t,x)·α/ε.

On décompose l’ensemble F comme l’union disjointe de l’ensemble fini des fréquences de partie
réelle strictement négative, Fev et de l’ensemble infini dénombrable des fréquences réelles Fosc,
c’est-à-dire,

Fev
:=
{(
ϕ, ξj(ϕ)

)
, j ∈ P(ϕ)

}
,

Fosc
:=
{(

(λ1 + · · ·+ λh)ϕ, λ1 ξ1 + · · ·+ λh ξh

) ∣∣∣ (λ1, . . . , λh) ∈ Zh \ {0}
}
,

et l’on décompose la somme (1.4.5) selon cette union :
∑

α∈F

Uα(t, x) ei(t,x)·α/ε =
∑

α∈Fev

Uα(t, x) ei(t,x)·α/ε +
∑

α∈Fosc

Uα(t, x) ei(t,x)·α/ε.

Concernant la partie évanescente

(1.4.6)
∑

α∈Fev

Uα(t, x) ei(t,x)·α/ε =
∑

j∈P(ϕ)

U ev
j (t, x) ei(t,y)·ϕ/ε eixdξj(ϕ)/ε,

constituée de profils associés à des fréquences
(
ϕ, ξj(ϕ)

)
où la valeur propre elliptique iξj(ϕ) est de

partie réelle strictement négative, on choisit de la représenter par une décroissance exponentielle
par rapport à xd/ε, uniforme par rapport à j ∈ P(ϕ), puisque l’ensemble P(ϕ) est fini. On définit
ψd := xd/ε dans R+ la nouvelle variable rapide normale. On note par ailleurs que les profils de
la forme (1.4.6) sont périodiques par rapport à la variable rapide tangentielle θ := (t, y) · ϕ/ε.
L’espace des profils évanescents est donc défini comme l’ensemble des fonctions U ev de (t, x) dans
ΩT , périodiques par rapport à θ, et exponentiellement décroissantes par rapport à ψd.

On écrit la partie oscillante comme
(1.4.7)∑

α∈Fosc

Uα(t, x) ei(t,x)·α/ε =
∑

(λ1,...,λh)

∈Nh\{0}

Uλ1,...,λh(t, x) ei(λ1+···+λh)(t,y)·ϕ/ε eiλ1ξ1xd/ε · · · eiλhξhxd/ε.

On note alors qu’une telle fonction est là encore périodique par rapport à la variable rapide
tangentielle θ = (t, y)·ϕ/ε, et quasi-périodique par rapport à la variable rapide normale ψd = xd/ε,
suivant des fréquences ξ1, . . . , ξh. On représente donc les profils oscillants de la forme (1.4.7)
comme des fonctions périodiques par rapport à θ et quasi-périodiques de fréquences ξ1, . . . , ξh
par rapport à ψd, qui s’écrivent

U
(
t, x, θ, ξ1ψd, . . . , ξhψd

)
,
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où U est périodique par rapport à ses h+ 1 dernières variables.
En résumé, on a déterminé qu’un cadre fonctionnel adapté à la construction d’un dévelop-

pement d’optique géométrique à tout ordre pour un problème non-linéaire monophasé (c’est-à-dire
avec une donnée au bord monophasée) est donné par des fonctions à décroissance exponentielle
pour les profils évanescents, et des fonctions quasi-périodiques pour les profils oscillants. C’est le
type d’espaces fonctionnels considérés par exemple dans les travaux d’optique géométrique pour
des problèmes aux limites quasi-linéaires [CGW11 ; CW13 ; Her15].

1.4.2 Cas semi-linéaire multiphasé : algèbres de Wiener

On conserve le cadre non-linéaire, et plus précisément dans cette sous-partie un cadre semi-
linéaire, et l’on considère maintenant un problème multiphasé, c’est-à-dire avec plusieurs phases
ϕ1, . . . , ϕm, m > 2, au bord. On se donne donc un terme de forçage au bord gε de la forme (1.4.1),
et l’on cherche à déterminer un cadre fonctionnel adapté pour construire un développement
d’optique géométrique pour le problème aux limites semi-linéaire associé. On justifie ici que la
multiplicité des fréquences au bord engendre pour la solution approchée, par non-linéarité, une
infinité dénombrable de fréquences à l’intérieur du domaine, et ce dès le profil principal U0. On
a vu que les correcteurs (Un)n>1 dans le développement asymptotique (1.4.3) comportent une
infinité de fois plus de fréquences que le profil principal U0, et l’on se concentre donc ici sur la
construction du profil principal et le cadre fonctionnel adapté à celle-ci.

De la même manière que pour le cadre monophasé, il nous faut dans un premier temps
déterminer les fréquences pouvant a priori se trouver dans la solution approchée, à partir des
fréquences au bord ϕ1, . . . , ϕm.

Premièrement, les fréquences au bord ϕ1, . . . , ϕm interagissent à travers les non-linéarités,
pour former toute fréquence au bord s’écrivant comme une combinaison

λ1ϕ1 + · · ·+ λmϕm

avec λ1, . . . , λm ∈ Z, autrement dit, le groupe de fréquences au bord

Fb := ϕ1 Z⊕ · · · ⊕ ϕm Z.

De la même manière que pour le cas monophasé de la sous-partie 1.4.1 précédente, toute fréquence
ζ non nulle de l’ensemble dénombrable de fréquences au bord Fb est relevée à l’intérieur du domaine
en des fréquences (ζ, ξ). Là encore, le profil principal U0 étant polarisé, seuls les relèvements (ζ, ξ)
tels que iξ est une valeur propre de la matrice A(ζ) sont conservées dans le profil principal U0.
Une fois de plus, on suppose qu’il n’existe pas de telles valeurs propres iξ glancing, c’est-à-dire
que l’ensemble Fb ne rencontre pas la zone glancing de Ξ0, notée G. On formalise cette hypothèse
puisqu’on la retrouvera tout au long de ce manuscrit.

Hypothèse 1.8. On suppose qu’il n’y a pas de fréquence glancing dans le groupe de fréquences
au bord Fb, c’est-à-dire,

Fb ∩ G = ∅.
D’autre part, puisque l’on considère des solutions bornées, on ne prend en compte, parmi

les valeurs propres iξ de partie réelle non nulle, que celles de partie réelle strictement négative.
Concernant les valeurs propres hyperboliques iξ imaginaires pures, seulement celles correspondant
aux fréquences caractéristiques réelles (ζ, ξ) rentrantes sont créées à la première étape. On obtient
alors l’ensemble provisoire de fréquences créées par relèvement à l’intérieur du domaine suivant

F0 := {0} ∪
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ) ∪ P(ζ)
}
.

Par non-linéarité, deux fréquences réelles (ζ1, ξ1) et (ζ2, ξ2) de F0 \ {0} peuvent alors interagir
pour former la fréquence (ζ1 + ζ2, ξ1 + ξ2). Le profil principal U0 étant polarisé, seules de telles
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fréquences (ζ1 + ζ2, ξ1 + ξ2) qui sont caractéristiques sont conservées dans la solution. En d’autres
termes, si l’on note ζ := ζ1 + ζ2 ∈ Fb \ {0}, la fréquence (ζ1 + ζ2, ξ1 + ξ2) est conservée si et
seulement si il existe j dans R(ζ)∪S(ζ) tel que ξ1 + ξ2 = ξj(ζ). C’est une forme plus générale du
phénomène de résonance, qui s’écrit

(ζ1, ξ1) + (ζ2, ξ2) =
(
ζ, ξj(ζ)

)
.

De tels résonances induisent, dans les équations pour les profils, des termes quadratiques qui
peuvent s’avérer difficiles à traiter, c’est pourquoi l’on fait en général des hypothèses sur les
résonances possibles, concernant leur nombre, le type de fréquences qu’elles impliquent, ou encore
des propriétés qu’elles vérifient.

Ainsi, par non-linéarité, il peut se créer des fréquences
(
ζ, ξj(ζ)

)
avec ζ ∈ Fb \{0} qui n’étaient

pas déjà présentes dans l’ensemble F0, c’est-à-dire des fréquences sortantes, avec j ∈ S(ζ). On
obtient donc l’ensemble infini dénombrable de fréquences

F1 := {0} ∪
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ) ∪ P(ζ) ∪ S(ζ)
}
.

De nouvelles résonances entre fréquences de l’ensemble F1 ne créent pas de fréquences qui n’étaient
pas déjà présentes dans l’ensemble F1, et donc l’ensemble des fréquences créées à l’intérieur du
domaine par relèvement et interaction non-linéaire à partir des fréquences au bord ϕ1, . . . , ϕm est
donné par

F := F1 = {0} ∪
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ) ∪ P(ζ) ∪ S(ζ)
}
.

D’après l’étude que l’on vient de mener, un cadre fonctionnel adapté à la construction du
profil principal U0 doit pouvoir permettre de considérer des superpositions d’ondes de la forme

U∗(t, x) +
∑

α∈F\{0}

Uα(t, x) ei(t,x)·α/ε

= U∗(t, x) +
∑

α∈Fev

U ev
α (t, x) ei(t,x)·α/ε +

∑

α∈Fosc

Uosc
α (t, x) ei(t,x)·α/ε,

où l’on a décomposé l’ensemble F \ {0} comme l’union disjointe de l’ensemble des fréquences
évanescentes, de partie réelle strictement négative Fev, et de l’ensemble des fréquences réelles
Fosc, définis comme

Fev :=
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ P(ζ)
}
,

Fosc :=
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ) ∪ S(ζ)
}
.

On écrit la partie oscillante comme
∑

α∈Fosc

Uosc
α (t, x) ei(t,x)·α/ε =

∑

ζ∈Fb\{0}

∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

Uosc
ζ,j (t, x) ei(t,y)·ζ/ε eiξj(ζ)xd/ε

=
∑

ζ∈Fb\{0}

∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

Uosc
ζ,j (t, x) eiθ·ζ eiξj(ζ)ψd ,

où l’on a utilisé les variables rapides tangentielles θ := (t, y)/ε et normale ψd = xd/ε. À l’inverse
de le groupe engendré par l’ensemble Fosc de la sous-partie 1.4.1 précédente, l’ensemble Fosc n’est
en général pas finiment engendré, et le profil oscillant n’est donc pas quasi-périodique. On est
contraint de se placer dans un cadre de fonctions presque-périodiques, c’est-à-dire qui s’écrivent
formellement comme des séries de polynômes trigonométriques. Pour donner un sens rigoureux à
cette série, plusieurs approches sont possibles. Williams choisit dans [Wil96], pour la construction
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du profil principal d’un développement d’optique géométrique multiphasé pour un problème
aux limites semi-linéaire, celle des algèbres de Wiener, voir aussi [JMR94] pour le problème de
Cauchy. Elle consiste à requérir une convergence de type `1 de la série, c’est-à-dire dans notre cas,
demander

(1.4.8)
∑

ζ∈Fb\{0}

∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

∥∥Uosc
ζ,j

∥∥ < +∞,

dans une certaine norme d’espaces de fonctions ‖.‖. Il reste à convenir de cette norme ‖.‖, qui
devra être adaptée à l’étude des équations pour le profil principal U0. Cela définit un espace de
profils oscillants.

Concernant la partie évanescente
∑

α∈Fev U ev
α (t, x) ei(t,x)·α/ε, on écrit de la même manière,

dans les variables rapides tangentielles θ = (t, y)/ε et normale ψd = xd/ε,
∑

α∈Fev

U ev
α (t, x) ei(t,x)·α/ε =

∑

ζ∈Fb\{0}

eiθ·ζ
∑

j∈P(ζ)

U ev
ζ,j(t, x) eiξj(ζ)ψd .

On note que le profil évanescent est donc quasi-périodique par rapport aux variables rapides
tangentielles θ, et l’on représente chaque profil

U ev
ζ (t, x, ψd) :=

∑

j∈P(ζ)

U ev
ζ,j(t, x) eiξj(ζ)xd/ε

à travers une décroissance exponentielle par rapport à la variable rapide ψd, uniforme par rapport
à j ∈ P(ζ), mais dont le taux de décroissance dépend de ζ ∈ Fb \ {0}. On écrit donc les profils
évanescents U ev comme

U ev(t, x, θ, ψd) =
∑

ζ∈Fb\{0}

eiθ·ζ U ev
ζ

(
t, x, ψd

)
,

où chaque fonction U ev
ζ est exponentiellement décroissante (dont le taux de décroissance dépend

de ζ) par rapport à ψd. On choisit, par cohérence avec les profils oscillants, une convergence de
type `1 de la série, c’est-à-dire, ∑

ζ∈Fb\{0}

∥∥U ev
ζ

∥∥ < +∞,

pour une certaine norme de fonctions ‖.‖. Le cadre fonctionnel décrit ici pour les profils évanescents
est, comme pour les profils oscillants, celui introduit dans [Wil96].

En résumé, pour la construction du profil principal d’un développement d’optique géométrique
multiphasé semi-linéaire, un cadre fonctionnel adapté est constitué des fonctions presque-pério-
diques au sens des algèbres de Wiener pour les profils oscillants, et des fonctions quasi-périodiques
à décroissance exponentielle pour les profils évanescents. En outre de [Wil96], on peut retrouver
l’utilisation de ce cadre fonctionnel des fonctions presque périodiques des algèbres de Wiener dans
[JMR94]. On décrit au Chapitre 3 de cette thèse comment, dans [Wil96], le cadre fonctionnel
introduit ici permet de construire le profil principal d’un développement d’optique géométrique
pour un problème aux limites semi-linéaire.

1.4.3 Problème de Cauchy quasi-linéaire multiphasé : fonctions presque-pé-
riodiques au sens de Bohr

Le cœur de notre discussion se situe dans les problèmes quasi-linéaires, puisque les contributions
de cette thèse se placent dans ce cadre. Bien que l’étude des fréquences créées à l’intérieur du
domaine à partir des fréquences au bord ϕ1, . . . , ϕm ne change pas par rapport au cas semi-linéaire
de la section 1.4.2, la différence de type de non-linéarités entre les cas semi-linéaire et quasi-linéaire
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induit des différences dans les cadres fonctionnels à considérer. On se place toujours dans un
cadre multiphasé, c’est-à-dire où le terme de forçage gε dans (1.4.1) oscille suivant des fréquences
ϕ1, . . . , ϕm de Rd \ {0}, avec m > 2.

De la même manière que pour le cas semi-linéaire de la section 1.4.2, les fréquences au bord
engendrent, par non-linéarité, le groupe de fréquences au bord

Fb := ϕ1 Z⊕ · · · ⊕ ϕm Z,

qui, à son tour, par relèvement et résonances, crée l’ensemble de fréquences à l’intérieur du
domaine

F := {0} t Fev t Fosc

où les ensembles Fev de fréquences évanescentes et Fosc de fréquences oscillantes sont définis
comme

Fev :=
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ P(ζ)
}
,

Fosc :=
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ) ∪ S(ζ)
}
.

et où le symbole t désigne l’union disjointe.
Ainsi, puisque l’on est en présence du même ensemble F de fréquences que dans le cas de la

section 1.4.2 précédente, il nous faut là encore, pour les profils oscillants, considérer des espaces
de fonctions presque-périodiques. On justifie maintenant, de manière schématique, pourquoi le
cadre des algèbres de Wiener de la section 1.4.2 n’est pas adapté à l’étude des problèmes aux
limites quasi-linéaires.

Pour un problème semi-linéaire tel que celui de la section 1.4.2, le profil principal U0 du
développement asymptotique (1.4.3) vérifie un problème semi-linéaire de la forme

LU0 = f
(
U0

)
,

associée à des conditions au bord et initiales, et où L est un opérateur linéaire à coefficients
constants, et f est une fonction polynomiale. Ce problème est résolu à l’aide d’un schéma itératif
de la forme

(1.4.9) LUk+1
0 = f

(
Uk0
)
,

et les non-linéarités se trouvent alors totalement dans le terme source f(Uk0 ). On étudie donc le
problème linéaire

(1.4.10) LV = F,

et l’on cherche notamment à obtenir des estimations a priori pour celui-ci, utiles pour faire
converger le schéma itératif (1.4.9). Par linéarité du problème, on peut étudier l’équation (1.4.10)
fréquence par fréquence et en déduire des estimations pour la norme ‖.‖ utilisée dans (1.4.8).
On somme alors ces estimations pour obtenir une estimation a priori dans la norme (1.4.8) des
algèbres de Wiener.

Ce type de raisonnement n’est pas applicable pour un problème quasi-linéaire, et une conver-
gence de type `1 n’est donc pas adaptée à ce type de non-linéarités. Il nous faut ainsi une notion
différente, au sens des espaces fonctionnels, pour qualifier la presque-périodicité, c’est-à-dire une
autre façon de rendre rigoureuses les séries de la forme

∑

ζ∈Fb\{0}

∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

Uosc
ζ,j (t, x) eiθ·ζ eiξj(ζ)ψd .
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Dans [JMR95], les auteurs construisent le premier terme d’un développement asymptotique pour
un problème de Cauchy quasi-linéaire. On va donc décrire le cadre fonctionnel adopté dans ce
travail, et, dans la sous-partie suivante, déterminer comment celui-ci peut être adapté au cadre
des problèmes aux limites.

Dans [JMR95], le cadre est celui de problèmes de Cauchy, et l’on considère donc non pas des
fréquences au bord ϕ1, . . . , ϕm, mais des fréquences à l’instant initial η1, . . . , ηm de Rd \ {0}, avec
m > 2, indépendantes sur Q. Une même étude que celles précédentes peut être menée quant aux
fréquences créées pour les temps positifs, à partir des fréquences initiales η1, . . . , ηm. La seule
différence est que, dans le cadre des problèmes de Cauchy, l’opérateur L(0, ∂) étant hyperbolique
dans la direction t, les relèvements de fréquences initiale η en des fréquences (τ, η) pour des
temps positifs sont toujours réels. Plus précisément, si η est une fréquence initiale, (τ, η) est un
relèvement de η qui sera conservé dans la solution si et seulement si (τ, η) est caractéristique
réelle, c’est-à-dire si et seulement si −τ est une valeur propre de la matrice

∑d
j=1 η

jAj(0), où
l’on a décomposé η dans Rd comme η = (η1, . . . , ηd).

On obtient tout d’abord l’ensemble de fréquences initiales

Fi := η1 Z⊕ · · · ⊕ ηm Z.

En utilisant les notations de l’Hypothèse 1.1 d’hyperbolicité à multiplicité constante, cet ensemble
Fi crée, par relèvement et résonances l’ensemble de fréquences pour les temps positifs suivant

F := {0} ∪
{(
τk(η), η

) ∣∣ η ∈ Fi \ {0} , k = 1, . . . , q
}
.

On souhaite donc un cadre fonctionnel permettant de considérer des superpositions d’ondes de la
forme

∑

η∈Fi\{0}

q∑

k=1

Uη,k(t, x) eix·η/ε eiτk(η)t/ε

=
∑

λ=(λ1,...,λm)
∈Zm\{0}

q∑

k=1

Uλ,k(t, x) eiλ1x·η1/ε · · · eiλmx·ηm/ε eiτk(λ1η1+···+λmηm)t/ε

=
∑

λ=(λ1,...,λm)
∈Zm\{0}

q∑

k=1

Uλ,k(t, x) eiλ1θ1 · · · eiλmθm eiτk(λ1η1+···+λmηm)δ,

où l’on a décomposé toute fréquence initiale η ∈ Fi \ {0} comme η = λ1η1 + · · · + λmηm avec
(λ1, . . . , λm) ∈ Zm \ {0}, et où l’on a utilisé les variables rapides d’espace θj := x · ηj/ε, pour
j = 1, . . . ,m, et de temps δ := t/ε. On note qu’ici la définition des variables rapides θ diffère
des précédentes puisqu’elle comprend les fréquences au bord η1, . . . , ηm, et les profils seront
donc périodiques par rapport à θ1, . . . , θm, et non quasi-périodiques. On souhaite ainsi pouvoir
considérer des séries de la forme

∑

τ∈R
Uτ (t, x, θ1, . . . , θm) eiτδ,

où la somme en τ porte sur un ensemble infini dénombrable, ici {τk(η), η ∈ Fi \ {0} , k = 1, . . . , q},
et où les fonctions Uτ sont périodiques par rapport à θ1, . . . , θm. On introduit pour cela les
fonctions presque-périodiques au sens de Bohr, qui sont définies comme les fonctions qui sont
limites uniformes en δ, dans un certain espace fonctionnel pour (t, x, θ1, . . . , θm), de sommes
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trigonométriques de la forme ∑

τ∈R
Uτ (t, x, θ1, . . . , θm) eiτδ,

où la somme en τ est finie. Il nous faut alors choisir la norme utilisée pour les variables (t, x, θ1, . . . ,
θm). Puisque l’on est en présence d’un problème de Cauchy, il est naturel de considérer la norme
de la convergence uniforme pour la variable de temps t, et l’on munit les variables (x, θ1, . . . , θm)
d’une norme de Sobolev.

Les fonctions presque-périodiques au sens de Bohr sont ainsi appelées d’après Harald Bohr,
et on été introduites par celui-ci, on peut par exemple citer la série de papiers (en allemand)
[Boh25a ; Boh25b ; Boh26]. La théorie a été ensuite développée notamment conjointement avec
Abram Besicovitch, voir [BB31]. Pour une présentation détaillée et moderne de la théorie générale
des fonctions presque-périodiques, on peut renvoyer à [Cor09].

En conclusion, dans [JMR95], pour la construction du profil principal d’un développement
d’optique géométrique multiphasé pour un problème de Cauchy quasi-linéaire, les auteurs choi-
sissent, pour les profils oscillants, un cadre de fonctions presque-périodiques au sens de Bohr,
avec un contrôle uniforme pour la variable de temps, et un contrôle de régularité de Sobolev pour
les variables d’espace lentes et rapides. On discute dans la sous-partie suivante comment ce choix
d’espaces fonctionnels peut être adapté au cadre des problèmes aux limites.

1.4.4 Adaptation aux problèmes aux limites quasi-linéaires multiphasés

Le Chapitre 4 de ce manuscrit est consacré à la construction du premier terme d’un déve-
loppement d’optique géométrique multiphasé pour un problème aux limites quasi-linéaire. On y
considère donc un problème de la forme (1.1.6) où le terme de forçage au bord gε s’écrit comme
la fonction quasi-périodique (1.4.1) oscillant suivant des fréquences ϕ1, . . . , ϕm, avec m > 2,
indépendantes sur Q. On a vu, dans les sections 1.4.2 et 1.4.3 que l’ensemble F des fréquences
créées à l’intérieur du domaine, donné par

F := {0} t Fev t Fosc,

avec

Fev :=
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ P(ζ)
}
,

Fosc :=
{(
ζ, ξj(ζ)

) ∣∣ ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ) ∪ S(ζ)
}
.

et
Fb := ϕ1 Z⊕ · · · ⊕ ϕm Z,

n’est en général pas finiment engendré, et qu’il nous faut donc choisir un cadre de fonctions
presque-périodiques. On a également vu en section 1.4.2 que le cadre des algèbres de Wiener n’est
pas adapté aux problèmes quasi-linéaires. En section 1.4.3, on a décrit le cadre fonctionnel utilisé
dans [JMR95] pour le problème de Cauchy associé au problème aux limites (1.1.6). On cherche
donc à adapter ce cadre fonctionnel aux problèmes aux limites.

Comme on l’a déjà fait plus haut, on écrit la partie oscillante d’un profil générique comme
∑

ζ∈Fb\{0}

∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

Uosc
ζ,j (t, x) eiθ·ζ eiξj(ζ)ψd

=
∑

λ=(λ1,...,λm)
∈Zm\{0}

∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

Uλ,j(t, x) eiλ1(t,y)·ϕ1/ε · · · eiλm(t,y)·ϕm/ε eiξj(λ1ϕ1+···+λmϕm)xd/ε
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=
∑

λ=(λ1,...,λm)
∈Zm\{0}

∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

Uλ,j(t, x) eiλ1θ1 · · · eiλmθm eiξj(λ1ϕ1+···+λmϕm)ψd ,

où l’on a décomposé toute fréquence au bord ζ ∈ Fb \ {0} comme ζ = λ1ϕ1 + · · ·+ λmϕm avec
(λ1, . . . , λm) ∈ Zm \ {0}, et où l’on a utilisé les variables rapides tangentielles θj := (t, y) · ϕj/ε,
pour j = 1, . . . ,m, et normale ψd := xd/ε. On souhaite donc pouvoir considérer des profils de la
forme plus générale suivante ∑

ξ∈R
Uξ
(
t, x, θ1, . . . , θm

)
eiξψd ,

où la somme en ξ porte sur un ensemble fini, dans notre cas donné par {ξj(ζ), ζ ∈ Fb \ {0} ,
j ∈ R(ζ) ∪ S(ζ)} et où les fonctions Uξ sont périodiques par rapport à θ1, . . . , θm. On reprend
l’idée de [JMR95], et l’on considère pour cela des fonctions presque-périodiques au sens de Bohr,
c’est-à-dire, les fonctions obtenues comme limite uniforme en ψd de polynômes trigonométriques
de la forme ∑

ξ∈R
Uξ
(
t, x, θ1, . . . , θm

)
eiξψd ,

où la somme en ξ est finie. Il nous faut alors déterminer le cadre fonctionnel relativement aux
variables (t, x, θ1, . . . , θm). Dans [JMR95], il est choisi un contrôle uniforme pour la variable de
temps t. Cependant, ce contrôle uniforme relativement au temps, adapté pour des problèmes de
Cauchy, ne l’est pas pour des problèmes aux limites. En effet, pour résoudre les équations vérifiées
par le profil principal, on sera amené à voir ces équations comme des équations de propagation
par rapport à la variable normale xd, et non plus des équations d’évolution en temps. Ainsi, de
manière analogue à [JMR95], en échangeant le rôle des variables t et xd, on choisit pour notre
problème un contrôle uniforme par rapport à la variable normale xd, et un contrôle de type
Sobolev pour la variable de temps t. On conserve le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev
pour les variables rapides tangentielles θ1, . . . , θm.

Il nous faut également définir un cadre fonctionnel pour les profils évanescents, que l’on écrit,
comme en section 1.4.2, comme

∑

α∈Fev

U ev
α (t, x) ei(t,x)·α/ε =

∑

ζ∈Fb\{0}

eiθ·ζ
∑

j∈P(ζ)

U ev
ζ,j(t, x) eiξj(ζ)ψd .

Chaque profil
U ev
ζ (t, x, ψd) :=

∑

j∈P(ζ)

U ev
ζ,j(t, x) eiξj(ζ)ψd

est exponentiellement décroissant, mais dont le taux de décroissance, uniforme en j ∈ P(ζ),
dépend de ζ ∈ Fb \ {0}. On est donc tentés de définir les profils évanescents comme les séries de
la forme ∑

ζ∈Fb\{0}

eiθ·ζ U ev
ζ

(
t, x, ψd

)
,

où chaque fonction U ev
ζ est exponentiellement décroissante selon un taux dépendant de ζ, avec

un contrôle de la série de type `2, c’est-à-dire
∑

ζ∈Fb\{0}

∥∥U ev
ζ

∥∥2
< +∞,

pour une certaine norme ‖.‖. On note cependant que puisque le taux de décroissance exponentielle
dépend de la fréquence ζ, un tel espace ne vérifie pas de propriété d’algèbre. On verra ultérieurement
comment définir les profils évanescents de manière plus large selon une décroissance vers 0 à
l’infini en la variable normale rapide ψd. On définit donc l’espace des profils évanescents comme
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l’ensemble des fonctions U ev
ζ de (t, x, θ1, . . . , θm) dans ΩT × Tm × R+ convergeant vers 0 lorsque

ψd tend vers +∞ dans un espace de Sobolev par rapport à (t, y, θ1, . . . , θm), et ponctuellement
en xd. Par cohérence avec les profils oscillants, on munit cet espace d’un contrôle uniforme par
rapport aux variables normales lente et rapide xd et ψd, et d’un contrôle de type Sobolev par
rapport aux variables tangentielles lentes et rapides (t, y, θ1, . . . , θm).

En résumé, dans le Chapitre 4, pour la construction du profil principal d’un développement
d’optique géométrique multiphasé pour un problème aux limites quasi-linéaire, on adapte le cas du
problème de Cauchy de [JMR95] en se donnant, pour les profils oscillants, un cadre de fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr, avec un contrôle uniforme pour la variable normale, et un
contrôle de régularité de Sobolev pour les variables tangentielles lentes et rapides, et, pour les
profils évanescents, on considère les fonctions convergeant vers 0 à l’infini en la variable normale
rapide ψd, avec également un contrôle uniforme pour la variable normale, et de Sobolev pour les
variables tangentielles lentes et rapides.

1.5 Résolution d’EDP dans des espaces analytiques : théorèmes
de Cauchy-Kovalevskaya

Dans le Chapitre 5, pour montrer l’existence de solutions au système obtenu pour les profils
du développement asymptotique, on choisit d’utiliser le théorème de Cauchy-Kovalevskaya, que
l’on présente ci-après. C’est un théorème d’existence et d’unicité pour des équations aux dérivées
partielles, dans un cadre de fonctions analytiques. On explique plus bas pourquoi et comment
le système pour les profils est modifié, de manière non équivalente, pour s’adapter au cadre des
fonctions analytiques.

1.5.1 Théorème de Cauchy-Kovalevskaya classique

Le théorème de Cauchy-Kovalevskaya peut être vu comme un analogue, pour les équations aux
dérivées partielles, du théorème de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles ordinaires.
Étant donné E un espace de Banach (généralement Rn ou Cn), I un intervalle réel contenant 0,
et une fonction f continue de I ×E dans E, localement lipschitzienne par rapport à sa deuxième
variable, le théorème de Cauchy-Lipschitz affirme l’existence et l’unicité d’une solution maximale
au problème de Cauchy

(1.5.1)

{
u′(t) = f

(
t, u(t)

)
, t ∈ I

u(0) = u0,

pour toute condition initiale u0 dans E.

Une équation aux dérivées partielles d’évolution peut également être mise sous une forme
similaire, à savoir

(1.5.2)

{
u′(t) = F

(
t, u(t)

)
, t ∈ I

u(0) = u0,

où l’inconnue u : I → X est à valeurs dans un certain espace normé de fonctions X, la condition
initiale u0 est une fonction dans X, et où F est un opérateur sur cet espace de fonctions X,
portant des opérateurs de dérivation. Pour appliquer directement le théorème de Cauchy-Lipschitz,
il faudrait que l’opérateur F soit continu et localement lipschitzien par rapport à sa deuxième
variable u dans X, c’est-à-dire, concernant le caractère lipschitzien,

(1.5.3) ‖F (t, u)− F (t, v)‖ 6 C ‖u− v‖ , ∀u, v ∈ X,
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où la constante C > 0 est localement uniforme dans X, et où ‖.‖ désigne la norme de X. Or,
compte tenu des opérateurs de dérivation dans la fonction F , une telle propriété (1.5.3) ne peut
pas être vérifiée dans une norme d’espace de fonctions raisonnable.

On illustre cela en se donnant X l’espace de Sobolev Hs(R) de régularité s ∈ N∗, et l’opérateur
F donné par la dérivée partielle par rapport à x dans R, c’est-à-dire

F (t, u) := ∂xu

pour u ∈ Hs(R) et t > 0, de façon à ce que le problème de Cauchy (1.5.2) s’écrive comme
l’équation de transport scalaire

{
∂tu− ∂xu = 0 dans R+ × R,
u|t=0 = u0.

La “meilleure” estimation que l’on peut alors obtenir sur la différence F (t, u)− F (t, v) pour u, v
dans Hs(R), s’écrit

(1.5.4) ‖F (t, u)− F (t, v)‖Hs(R) 6 ‖u− v‖Hs+1(R) .

Du fait de l’opérateur ∂x, il y a une perte d’une dérivée dans l’estimation (1.5.4).

L’idée du théorème de Cauchy-Kovalevskaya est de considérer des espaces de fonctions où
cette perte de régularité dans (1.5.4) peut être rendue aussi petite que l’on veut. Plus précisément,
on se donne une chaine continue d’espaces de Banach (Xs)0<s61, munis de normes ‖.‖s pour
0 < s 6 1, et décroissante, c’est-à-dire telle que pour 0 < s′ 6 s 6 1, on a

Xs ⊂ Xs′ et ‖.‖s′ 6 ‖.‖s .

On suppose alors que l’opérateur F est tel que pour 0 < s < s′ 6 1 et pour u, v dans Xs, on a

(1.5.5) ‖F (t, u)− F (t, v)‖s′ 6
C

s− s′ ‖u− v‖s ,

pour tout t dans R, où la constante C > 0 est locale, c’est-à-dire que pour tout T,R > 0, il
existe une constante C > 0 telle que l’inégalité (1.5.5) est vérifiée pour u, v tels que ‖u‖s < R,
‖v‖s < R et pour |t| < T . Dans (1.5.5), il y a une perte de régularité de s à s′, mais où cette
perte s − s′ est arbitrairement petite, et la constante de Lipschitz n’explose pas plus vite que
(s− s′)−1. Avec une telle propriété (1.5.5) de caractère lipschitzien dégradé pour F (à laquelle
on ajoute des hypothèses), et si la condition initiale u0 appartient à X1, un théorème du type
Cauchy-Lipschitz est vérifié, c’est le théorème de Cauchy-Kovalevskaya.

La première preuve d’un tel résultat est due à Augustin Cauchy en 1842, pour le cas parti-
culier des équations d’évolution quasi-linéaires du premier ordre, et a été généralisée par Sofia
Kovalevskaya en 1874. La formulation que l’on reprend dans notre travail est due à [Nir72] et
[Nis77], et l’on se base sur la preuve d’une telle formulation donnée par [BG78].

L’énoncé précis de ce résultat sera donné dans le Chapitre 5, et affirme, sous des hypothèses
sur l’opérateur F , comprenant la propriété (1.5.5), que si la condition initiale u0 appartient à X1,
alors il existe une unique solution u au problème de Cauchy (1.5.2), de classe C1 par rapport au
temps, à valeurs dans les espaces (Xs)0<s61.

On justifie maintenant en quoi le cadre des fonctions analytiques est celui adapté pour le
théorème de Cauchy-Kovalevskaya. Pour simplifier les exemples, on considère des espaces de
fonctions d’une variable réelle x ∈ R, et l’opérateur F := ∂x de dérivation par rapport à cette
variable x.
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Une fonction u : R→ R est dite analytique sur (−r, r) si elle est développable en série entière
en tout point de cet intervalle, ou, de manière équivalente, si la série

(1.5.6)
∑

n>0

xn

n!

∣∣u(n)(0)
∣∣

est de rayon de convergence r. Ainsi, s’il existe une constante M > 0 telle que, pour n > 0, on a

(1.5.7)
∣∣u(n)(0)

∣∣ 6 M n!

rn (n2 + 1)
,

alors la série (1.5.6) est convergente, et la fonction u est donc analytique sur (−r, r). C’est la
façon la plus classique de quantifier l’analyticité : l’ensemble des fonctions u vérifiant la propriété
(1.5.7) est noté Xr, et la plus petite constante M satisfaisant cette propriété est utilisée comme
norme sur Xr, que l’on note ‖u‖r. On montre maintenant que l’opérateur F = ∂x possède bien
le caractère lipschitzien dégradé de la propriété (1.5.5), et puisque F est linéaire, on s’attache à
estimer la fonction ∂xu. Soit 0 < r′ < r 6 1, et u dans Xr. On a, pour n > 0, d’après (1.5.7),

∣∣(∂xu)(n)(0)
∣∣ =

∣∣u(n+1)(0)
∣∣ 6 ‖u‖r (n+ 1)!

rn+1 ((n+ 1)2 + 1)
.

Ainsi, on a

∣∣(∂xu)(n)(0)
∣∣ 6 ‖u‖r (n+ 1)!

rn+1 ((n+ 1)2 + 1)
6

‖u‖r n!

(r′)n (n2 + 1)
(n+ 1)

(r′)n

rn+1

n2 + 1

(n+ 1)2 + 1

et l’on cherche donc à borner uniformément par rapport à n > 0 la quantité

(n+ 1)
(r′)n

rn+1

n2 + 1

(n+ 1)2 + 1
,

pour pouvoir estimer ∂xu dans Xr′ . D’une part on remarque immédiatement que n2+1
(n+1)2+1

est
borné par 1 uniformément par rapport à n, et d’autre part, à l’aide du binôme de Newton, on
trouve, pour n > 1

rn+1 = (r′ + r − r′)n+1 > (n+ 1) (r′)n (r − r′).
Ainsi, on a, pour n > 0,

∣∣(∂xu)(n)(0)
∣∣ 6 1

r − r′
‖u‖r n!

(r′)n (n2 + 1)
,

et donc
‖∂xu‖Xr′ 6

1

r − r′ ‖u‖Xr .

On obtient bien l’estimation (1.5.5) recherchée.

En utilisant les propriétés de la dérivation et de la transformée de Fourier, et le développement

∑

n>0

ρn

n!
|ξ|n = eρ|ξ|,

on note que l’on peut également quantifier l’analyticité au moyen d’une décroissance exponentielle
de la transformée de Fourier. On se donne la convention, pour une fonction u de L1(R), que sa
transformée de Fourier û est donnée sur R par

û(ξ) :=

∫

R
u(x) e−ixξ dx,
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et l’on étend l’opérateur de transformée de Fourier à L2(R) par le théorème de Plancherel. On
définit alors, pour 0 < ρ 6 1, l’espace Yρ comme l’ensemble des fonctions u de L2(R) satisfaisant

‖u‖2Yρ :=

∫

R
e2ρ|ξ|∣∣û(ξ)

∣∣2 dξ < +∞,

qui nous fournit une chaine (Yρ)0<ρ61 d’espaces de Banach. De la même manière que précédemment,
pour 0 < ρ′ < ρ 6 1, et pour u dans Yρ, on cherche à estimer ∂xu dans Yρ′ . On a,

∫

R
e2ρ′|ξ|∣∣∂̂xu(ξ)

∣∣2dξ =

∫

R
e2ρ′|ξ||ξ|2

∣∣û(ξ)
∣∣2dξ =

∫

R
e2ρ|ξ|∣∣û(ξ)

∣∣2
(
|ξ|2 e2|ξ|(ρ′−ρ)

)
dξ.

De même, l’étude de la fonction y 7→ y2e2y(ρ−ρ′) sur [0,+∞) nous montre que l’on a, pour ξ ∈ R,

|ξ|2 e2|ξ|(ρ′−ρ) 6
4e−2

(ρ− ρ′)2
,

et donc ∫

R
e2ρ′|ξ|∣∣∂̂xu(ξ)

∣∣2 dξ 6 4e−2

(ρ− ρ′)2

∫

R
e2ρ|ξ|∣∣û(ξ)

∣∣2dξ,

c’est-à-dire,

‖∂xu‖Yρ′ 6
2e−1

ρ− ρ′ ‖u‖Yρ ,

ce qui est exactement l’estimation (1.5.5) recherchée.

À l’aide de ces deux exemples de chaines d’espaces analytiques, on a montré en quoi le
cadre des fonctions analytiques semble être celui prescrit pour appliquer le théorème de Cauchy-
Kovalevskaya classique. On développe dans la partie suivante en quoi cette formulation du
théorème de Cauchy-Kovalevskaya n’est pas suffisante pour notre problème, et comment on
l’adapte à notre cas.

1.5.2 Analyticité en temps dans le théorème de Cauchy-Kovalevskaya

Dans le Chapitre 5, où l’on suppose que la condition de bord dans (1.1.6) satisfait une
condition de Kreiss-Lopatinskii faible, la détermination de la trace au bord de certains profils du
développement asymptotique (1.1.7) implique des fonctions inconnues, dont on montre qu’elles
satisfont elles-mêmes des problèmes d’évolution. De manière très schématique, on considère alors
un problème de la forme suivante. On s’intéresse à une inconnue scalaire σ : [0, T ]×R×R+ → R,
figurant les profils du développement (1.1.7), qui vérifie le problème aux limites associé à une
équation de transport rentrante suivant

(1.5.8)





∂tσ + v ∂yσ + ∂xσ = 0, sur [0, T ]t × Ry × R+
x ,

σ(t, y, 0) = a(t, y), ∀(t, y) ∈ [0, T ]× R,

σ(0, y, x) = 0, ∀(y, x) ∈ R× R+,

où le terme de forçage au bord a : [0, T ] × R → R satisfait lui-même le problème de Cauchy
associé à une équation de transport suivant

(1.5.9)




∂t a+ c ∂y a = h, sur [0, T ]t × Ry,

a(0, y) = 0, ∀y ∈ R,
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avec h : [0, T ]× R→ R un terme source donné. Ici, les conditions initiales dans (1.5.8) et (1.5.9)
prennent la forme d’une trace nulle en t = 0, et non plus d’une donnée nulle dans le passé comme
c’est le cas pour le système (1.1.6). Cela constitue une modification non équivalente des systèmes,
que l’on opère afin de pouvoir les étudier dans un cadre de fonctions analytiques. En effet, une
fonction analytique nulle pour t 6 0 est nulle partout.

L’idée est de voir le problème aux limites (1.5.8) comme le problème de Cauchy associé à
l’équation de propagation suivant

(1.5.10)




∂xσ + v ∂yσ + ∂tσ = 0, sur [0, T ]t × Ry × R+

x ,

σ(t, y, 0) = a(t, y), ∀(t, y) ∈ [0, T ]× R,

où la donnée au bord a, qui constitue maintenant l’analogue d’une condition initiale, vérifie
toujours le problème de Cauchy (1.5.9). On souhaite appliquer le théorème de Cauchy-Kovalevskaya
au problème au bord (1.5.9) et à l’intérieur (1.5.10). Si l’on applique l’énoncé classique de ce
théorème, on obtient pour l’équation au bord (1.5.9) une solution a de classe C1 par rapport au
temps, et analytique en y, pourvu que le terme source h soit analytique en y. Seulement, si l’on
veut ensuite appliquer le théorème de Cauchy-Kovalevskaya au problème à l’intérieur (1.5.10), il
est nécessaire que le terme de bord a soit analytique par rapport à y et par rapport au temps
t, ce qui n’est a priori pas le cas de la solution a du problème au bord (1.5.9) obtenu avec le
théorème de Cauchy-Kovalevskaya classique.

Il nous faut donc raffiner le résultat du théorème de Cauchy-Kovalevskaya pour l’équation
au bord (1.5.9). Par une argument de bootstrap, on obtient une régularité C∞ en temps de la
solution a de (1.5.9), à valeurs dans un espace de fonctions analytiques en y, mais ce n’est pas
suffisant. Dans des notes de cours non publiées, Mouhot prouve une version du théorème de
Cauchy-Kovalevskaya où la solution obtenue est analytique dans toutes ses variables, mais dont
on ne sait pas a priori quantifier l’analyticité en temps dans un espace de fonctions analytiques,
ce dont on a pourtant besoin pour appliquer le théorème de Cauchy-Kovalevskaya classique pour
le problème à l’intérieur (1.5.10). On cherche donc à montrer un résultat du type du théorème
de Cauchy-Kovalevskaya, fournissant une solution dans un espace de fonctions analytiques par
rapport à toutes leurs variables.

L’idée, en suivant [BG78], est de ramener le problème (1.5.9) à un problème de point fixe, et de
construire un espace de fonctions où l’opérateur associé au problème de point fixe est contractant.
En définissant, pour (t, y) ∈ [0, T ]× R, la fonction b : [0, T ]× R→ R de la manière suivante,

a(t, y) :=

∫ t

0
b(s, y) ds,

on écrit donc le problème (1.5.9) comme le problème de point fixe sur la fonction b suivant,

(1.5.11) b(t, y) = −c
∫ t

0
∂y b(s, y) ds+ h(t, y), ∀(t, y) ∈ [0, T ]× R.

Pour obtenir le caractère contractant de l’opérateur associé au problème de point fixe (1.5.11), il
nous faut estimer

(1.5.12)
∫ t

0
∂y b(s, y) ds,

dans un bon espace de fonctions. On note que dans la quantité (1.5.12), la fonction b porte une
dérivation en espace et une intégration en temps. L’idée clef est de choisir un espace fonctionnel
qui permette d’équilibrer cette perte de régularité en espace et ce gain de régularité en temps
pour obtenir un caractère contractant. Ceci est réalisé à l’aide de la théorie des séries majorantes,
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et du phénomène de régularisation par intégration en temps, introduits dans [Uka01], et que l’on
peut également retrouver dans [Mét09 ; Mor20], que l’on aborde maintenant.

On dit que la série formelle ϕ à valeurs dans un espace X, donnée par

ϕ(T ) :=
∑

n>0

ϕn T
n,

avec ϕn ∈ X pour n > 0 admet pour série majorante la série réelle ψ donnée par

ψ(t) :=
∑

n>0

ψn t
n,

avec ψn > 0 pour n > 0, si on a
‖ϕn‖ 6 ψn, ∀n > 0,

où ‖.‖ est une norme sur X. Dans [Uka01 ; Mor20] on fixe une certaine série réelle Φ, et l’on
considère l’ensemble des fonctions analytiques dont le développement en série entière par rapport
au temps t admet comme série majorante Φ, c’est-à-dire, l’ensemble des fonctions analytiques
u : R→ X vérifiant qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour n > 0,

(1.5.13)
∥∥∥u(n)(0)

∥∥∥ 6 C Φn,

où l’on a développé Φ en série entière comme Φ(t) =
∑

n>0 Φn t
n/n!. Alors, en munissant cet

espace de fonctions d’une norme (qui est la meilleure constante C > 0 dans (1.5.13)), on peut
montrer une estimation sans perte de régularité de la quantité (1.5.12). C’est le phénomène de
régularisation par intégration en temps, et c’est la méthode que l’on cherche à appliquer ici. Il
nous faut pour cela définir une série majorante Φ adaptée à notre problème.

Dans [BG78], les auteurs résolvent un problème de point fixe dans un espace de fonctions u
analytiques en espace, et vérifiant une majoration du type

(1.5.14) ‖u(t)‖Xρ 6
C

1− ρ

(
1− |t|

a(1− ρ)

)−1/2

, ∀ρ ∈ (0, 1),∀|t| < a(1− ρ),

pour un certain paramètre a ∈ (0, 1), où (Xρ)0<ρ61 est une chaine d’espaces de fonctions
analytiques en espace, et où la constante C est uniforme en ρ ∈ (0, 1) et |t| < a(1 − ρ). On
fait donc un choix de série majorante Φ qui nous permette de retrouver l’estimation (1.5.14),
c’est-à-dire que l’on considère l’ensemble des fonctions u analytiques, telles que leur série entière
relativement à t admette comme série majorante la série entière de la fonction

t 7→ 1

1− ρ

(
1− |t|

a(1− ρ)

)−1/2

.

Plus précisément, si le développement en série entière de la fonction t 7→ (1 − t)−1/2 s’écrit∑
n>0 ψn t

n/n! pour |t| < 1, alors on demande qu’il existe une constante M > 0 telle que pour
tout n > 0, on a

(1.5.15) ‖∂nt u(0)‖Xρ 6
M

1− ρ
ψn

an(1− ρ)n
.

L’infimum des constantes M > 0 satisfaisant l’estimation (1.5.15) est noté ‖.‖a, et cela nous
fournit alors une chaine d’espaces de fonctions analytiques relativement au temps t et à l’espace,
indexée par a ∈ (0, 1).

On verra que cette chaine d’espaces fonctionnels suffit à notre problème puisqu’on peut y
montrer le caractère contractant de l’opérateur associé au point fixe (1.5.11), et donc obtenir
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une unique solution à ce point fixe, qui fournit à son tour une unique solution a au problème au
bord (1.5.9), analytique en temps et en espace. On peut alors résoudre le problème à l’intérieur
(1.5.10), puisque son terme initial a est maintenant donné dans un espace de fonctions analytiques
en (t, y).

1.6 Organisation du manuscrit

La présente introduction s’est attachée à introduire les concepts et les hypothèses qui seront
utilisés tout au long du manuscrit, à les replacer dans la littérature, et à situer les contributions
de cette thèse au regard des travaux antérieurs. Les deux chapitres suivants reprennent deux de
ces travaux antérieurs pour se familiariser avec les concepts, les outils et les problématiques que
l’on retrouvera dans les deux derniers chapitres de ce manuscrit, consacrés aux contributions de
cette thèse.

Dans le Chapitre 2, on détaille la construction d’un développement d’optique géométrique
à tout ordre pour un problème aux limites linéaire fortement stable. Ce chapitre reprend la
présentation de [Ben14], qui se place cependant sous des hypothèses moins restrictives, puisque
le travail [Ben14] est consacré à des problèmes aux limites faiblement stables. Dans ce chapitre
on tente d’illustrer l’influence des conditions au bord dans le cadre de l’optique géométrique
fortement stable.

On reprend le travail de [Wil96] au Chapitre 3, dans lequel Williams construit le premier
terme d’un développement d’optique géométrique multiphasé pour des problèmes aux limites
semi-linéaires fortement stables. Le travail de [Wil96] est également consacré à la justification
du développement d’optique géométrique, partie que l’on ne reprend pas ici. On explique dans ce
chapitre les spécificités de l’optique géométrique non-linéaire dans le cadre multiphasé, contraignant
à considérer des fonctions presque-périodiques, et l’on détaille l’utilisation d’un cadre de fonctions
presque-périodiques, ici celui des algèbres de Wiener, pour la construction d’un développement
d’optique géométrique non-linéaire multiphasé.

Le Chapitre 4 est consacré à la première contribution de cette thèse, la construction du
premier terme d’un développement d’optique géométrique multiphasé pour des problèmes aux
limites quasi-linéaires fortement stables. En utilisant un cadre de fonctions presque-périodiques
au sens de Bohr, on y montre l’existence d’une solution au système quasi-linéaire vérifié par le
profil principal à l’aide d’estimations a priori sans perte de dérivée. La principale difficulté de ce
chapitre réside dans le défaut de symétrie des termes de résonance et l’occurrence d’une infinité
de résonances. Ce travail a donné lieu à l’article [Kil22], en cours de publication.

La seconde contribution de cette thèse, présentée au Chapitre 5, s’intéresse à la création
d’instabilités dans des développements d’optique géométrique pour des problèmes aux limites
quasi-linéaires faiblement stables, dont le terme de forçage au bord subit une petite perturba-
tion selon une phase transversale. Le but est de montrer comment, à travers les amplifications au
bord dues à la mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, une configuration
particulière de fréquences peut créer, au moyen de résonances, une instabilité dans le dévelop-
pement asymptotique. Après avoir dérivé la cascade d’équations vérifiées par le développement
asymptotique, on montre sur un “modèle jouet” que ce système est bien posé dans un cadre de
fonctions analytiques, en utilisant le théorème de Cauchy-Kovalevskaya ainsi qu’une variante de
celui-ci assurant l’analyticité en temps. On montre également qu’il peut y avoir une création
d’instabilité en justifiant sur un “modèle jouet” que la petite perturbation dans le terme de forçage
au bord peut influencer l’ordre principal du développement asymptotique. Ce travail va donner
lieu à un article : Transverse instability of high frequency weakly stable quasilinear boundary value
problems, C. Kilque ; en cours d’écriture au moment de la rédaction de cette thèse. Puisqu’il
provient d’un article en cours de rédaction, le Chapitre 5 est présenté en anglais.

Enfin, on dresse une conclusion, et l’on dessine quelques perspectives.

Pour plus de clarté et afin de fixer les notations, on rappellera, dans chaque chapitre, toutes
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les hypothèses et résultats nécessaires à l’étude, même dans le cas où ils ont déjà été introduits
dans cette introduction et dans les chapitres précédents.
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Chapitre2
Construction et justification d’un
développement d’optique géométrique pour un
problème aux limites linéaire

Sommaire du présent chapitre

2.1 Notations et hypothèses 42
2.2 Ansatz et résultat principal 45
2.3 Détermination des équations 46
2.4 Résolution des équations 48

2.4.1 Résolution des équations pour le profil principal . . . . . . . . . . . . 48
2.4.2 Résolution des équations du premier correcteur . . . . . . . . . . . . 49
2.4.3 Profils d’ordre supérieur et résultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.5 Justification du développement d’optique géométrique 51

Dans ce chapitre on se propose de détailler la construction d’un développement d’optique
géométrique pour un problème aux limites dans le cas très simple d’un problème linéaire, pour
comprendre les mécanismes propres à la résolution des équations de profils dans le cadre des
problèmes aux limites. La spécificité, par rapport aux problèmes de Cauchy, des problèmes aux
limites dans le cadre de l’optique géométrique réside dans les conditions de bord sur les profils.
Celles-ci s’expriment à travers la matrice B, dont on a vu qu’elle n’est pas inversible sur tout
l’espace CN . On verra dans ce chapitre que, sous l’hypothèse de Lopatinskii uniforme, la matrice
B est précisément inversible pour les profils dont on a besoin de déterminer une condition au
bord. On détaille également la justification du développement d’optique géométrique, c’est-à-dire
que l’on montre que si l’on tronque la série formelle construite, la somme obtenue converge vers
la solution exacte du problème étudié, et l’on quantifie cette convergence dans un bon espace
fonctionnel.

Pour des problèmes semi-linéaires et quasi-linéaires tels qu’abordés aux Chapitres 3 et 4,
le traitement des conditions au bord est analogue à celui de ce chapitre et ne présente pas de
difficulté supplémentaire. Ce sont les équations de propagation pour les profils ainsi que les espaces
fonctionnels requis qui se complexifient. Enfin, dans le Chapitre 5, on ne suppose plus que la
condition de Lopatinskii uniforme est vérifiée, ce qui empêche de déterminer a priori la trace des
profils. L’on verra que cela entraine de l’amplification, et éventuellement crée de l’instabilité.

Le présent chapitre reprend la structure et les formulations de l’article de Antoine Benoit
[Ben14], bien que ce dernier se place dans des hypothèses moins restrictives où l’on ne suppose
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pas que la condition de Lopatinskii uniforme est vérifiée, et ce chapitre constitue donc une
simplification de [Ben14]. Les travaux [CG10 ; Mar10] traitent deux cas de lieux de l’ensemble des
fréquences où la condition de Lopatinskii uniforme n’est pas satisfaite, dans un cadre non-linéaire
pour [Mar10], et [Ben14] s’intéresse à deux autres cas dans un cadre linéaire.

La chapitre est organisé comme suit. Dans une première partie, on définit le problème auquel
on s’intéresse, et l’on fait une série d’hypothèses structurelles classiques sur l’opérateur linéaire
et la condition de bord, ainsi que des définitions et résultats préliminaires. Dans une deuxième
partie, après avoir défini un cadre fonctionnel adapté, on énonce l’ansatz précis choisi dans cette
étude, et l’on énonce le résultat principal, à savoir l’existence d’un développement d’optique
géométrique à tout ordre pour le problème étudié, et la convergence de toute somme tronquée
de ce développement vers la solution exacte. On procède ensuite à la preuve de ce résultat, avec
dans une troisième partie la détermination de la cascade BKW vérifiée par les profils, que l’on
découple en résolvant un problème rapide, puis dans une quatrième partie la résolution de ce
système triangulaire. Enfin, la cinquième partie s’intéresse à la justification du développement
d’optique géométrique.

2.1 Notations et hypothèses

Étant donné un temps T > 0 et un entier d > 2, on pose ΩT le domaine ΩT := (−∞, T ]×
Rd−1 × R+ et ωT := (−∞, T ] × Rd−1 sa frontière. On note t ∈ (−∞, T ] la variable de temps,
x = (y, xd) ∈ Rd−1 × R+ la variable d’espace, avec y ∈ Rd−1 la variable tangentiel et enfin
xd ∈ R+ la variable normale. Pour j = 1, . . . , d, la dérivée partielle par rapport à xj est notée ∂j .
On s’intéresse aux problèmes de la forme

(2.1.1)





L(∂)uε := ∂tu
ε +

∑d
j=1Aj ∂ju

ε = f ε, dans ΩT

Buε|xd=0 = gε, dans ωT
uε|t60 = 0,

où l’inconnue uε est une fonction de ΩT dans un ouvert de RN contenant 0 avec N > 1, les
matrices Aj appartiennent àMN (R), la matrice B appartient àMp×N (R) et est de rang maximal
et les fonctions gε et f ε sont quasi-périodiques de fréquences d’ordre 1/ε. L’entier p est précisé
dans l’Hypothèse 2.2 ci-dessous, et les hypothèses précises sur les termes source et de forçage au
bord f ε et gε sont données plus bas.

Définition 2.1.1. Pour α = (τ, η, ξ) ∈ R×Rd−1 ×R, on définit L(α) le symbole associé à L(∂z)
comme

L(α) := τI +
d−1∑

i=1

ηiAi(0) + ξAd(0).

On définit alors p(τ, η, ξ) := detL
(
(τ, η, ξ)

)
son polynôme caractéristique. On dit que α ∈ R1+d

est une fréquence caractéristique si elle est racine du polynôme p.

On fait les hypothèses suivantes qui nous assurent que le problème est bien posé.

Hypothèse 2.1 (Hyperbolicité à multiplicité constante). Il existe un entier q, des fonctions
analytiques réelles τ1 < · · · < τq sur Rd \ {0} et des entiers ν1, . . . , νq tels que pour tout (η, ξ) ∈
Rd \ {0} et pour tout τ ∈ R,

p(τ, η, ξ) = det
(
τI +

d−1∑

j=1

Aj ηj +Ad ξ
)

=

q∏

k=1

(
τ − τk(η, ξ)

)νk

où les valeurs propres −τk(η, ξ) de A(η, ξ) :=
∑d−1

j=1 Aj ηj +Ad ξ sont semi-simples.
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Hypothèse 2.2. Le rang p de la matrice B est égal au nombre de valeurs propres strictement
positives comptées avec multiplicité de la matrice Ad, et la matrice Ad est inversible.

On définit les espaces de fréquences suivants

Ξ :=
{
ζ = (σ = τ − iγ, η) ∈ (C× Rd−1) \ {0} | γ > 0

}
,

Ξ0 := {ζ ∈ Ξ | γ = 0} .

On définit également la matrice qui apparait lorsque l’on applique la transformée de Fourier-
Laplace à l’opérateur L(∂), pour tout ζ = (σ, η) ∈ Ξ,

A(ζ) := −i(Ad)−1
(
σI +

d−1∑

j=1

ηjAj

)
.

Le lemme de Hersh ([BGS07, Lemme 4.1]) nous assure que pour ζ ∈ Ξ \ Ξ0 la matrice A(ζ)
n’a pas de valeur propre de partie réelle nulle et que le sous-espace stable associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative, que l’on note E−(ζ), est de dimension constante
égale à p. On note E+(ζ) le sous-espace stable de A(ζ) associé aux valeurs propres de partie
réelle strictement positive qui est de dimension N − p.

Dans [Kre70] (pour une hypothèse plus restrictive que l’Hypothèse 2.1) et [Mét00] (dans le
cadre de l’Hypothèse 2.1), il est montré que les sous-espaces stables E± s’étendent de manière
continue à tout l’espace Ξ. On peut alors formuler l’hypothèse principale de ce travail.

Hypothèse 2.3. On suppose que le système vérifie la condition de Lopatinskii uniforme, c’est-à-
dire que pour tout ζ ∈ Ξ,

kerB ∩ E−(ζ) = {0}.
Le résultat suivant du à Kreiss ([Kre70]), et dont l’extension aux problèmes hyperboliques à

multiplicité constante tient à [Mét00] nous assure que le système (2.1.1) est bien posé. On définit
les espaces de Sobolev à poids de la manière suivante. Pour s ∈ R et γ > 0, on pose

Hs
γ(ΩT ) :=

{
u ∈ D′(ΩT ) | e−γtu ∈ Hs(ΩT )

}

associé à la norme évidente, et on définit Hs
γ(ωT ) de manière similaire.

Théorème 2.1.2. Pour tout f ∈ L2(ΩT ) et tout g ∈ L2(ωT ) s’annulant pour t négatif, il existe
une unique solution u ∈ L2(ΩT ) au problème (2.1.1). De plus la trace de u sur ωT est dans L2

γ(ωT )
et il existe C > 0 tel que pour tout γ > 0,

(2.1.2) γ‖u‖2L2
γ(ΩT ) + ‖u|xd=0‖2L2

γ(ωT ) 6 C
(1

γ
‖f‖2L2

γ(ΩT ) + ‖g‖2L2
γ(ωT )

)
,

où C ne dépend pas de f , g, u.

On s’attache maintenant à décrire plus précisément la matrice A(ζ) et les espaces E±(ζ) pour
ζ ∈ Ξ0. Le théorème suivant, dû à Métivier ([Mét00]), donne la décomposition de la matrice A(ζ)
lorsque ζ appartient à Ξ0, pour des problèmes hyperboliques à multiplicité constante (Hypothèse
2.1).

Théorème 2.1.3. Si l’Hypothèse 2.1 est vérifiée, alors pour tout ζ ∈ Ξ0, il existe un voisinage V
de ζ dans Ξ, un entier L > 0, une partition N = ν1 + · · ·+ νL et une matrice inversible T de
classe C∞ sur V telle que pour tout ζ ∈ V,

T (ζ)A(ζ)T (ζ)−1 = diag(A1(ζ), . . . ,AL(ζ))

où pour tout j la matrice Aj est de taille νj et vérifie une des propriété suivantes :
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i) les valeurs propres de Aj(ζ) sont de partie réelle strictement positive
ii) les valeurs propres de Aj(ζ) sont de partie réelle strictement négative
iii) νj = 1, Aj(ζ) est imaginaire pur et ∂γAj(ζ) ∈ R∗

iv) νj > 1, il existe iξj ∈ iR tel que

Aj(ζ) =




iξj i 0
. . . i

0 iξj




et le coefficient en bas à gauche de ∂γAj(ζ) est réel non nul.

On note G l’ensemble des fréquences ζ ∈ Ξ0 telles que dans la décomposition de A(ζ) du
Théorème 2.1.3, il y ait au moins un bloc de type iv). De telles fréquences sont appelées glancing.
On peut montrer que pour tout ζ ∈ Ξ0 \ G, on a les décompositions suivantes

(2.1.3) CN = E−(ζ)⊕ E+(ζ)

et

(2.1.4) E±(ζ) = Ee±(ζ)⊕ Eh±(ζ)

où Ee−(ζ) (resp. Ee+(ζ) ) est l’espace stable de A(ζ) associé aux valeurs propres de partie réelle
strictement négative (resp. positive) et Eh±(ζ) sont sommes d’espaces propres de A(ζ) associés à
des valeurs propres imaginaires pures. On cherche alors à décrire plus précisément les espaces
Eh±(ζ).

Définition 2.1.4. Pour ζ = (τ, η) ∈ Ξ0, on note i ξj(ζ) pour j = 1, . . . ,M(ζ) les valeurs
propres complexes distinctes de la matrice A(ζ). Si ξj(ζ) est réel, on vérifie que l’on a alors
detL

(
(ζ, ξj(ζ))

)
= 0, et donc, d’après l’Hypothèse 2.1, il existe un entier kj entre 1 et q tel que

τ = τkj (η, ξj(ζ)). On note alors αj(ζ) := (τ, η, ξj(τ, η)) la fréquence caractéristique réelle associée
à ξj(ζ). La vitesse de groupe vαj(ζ) ∈ Rd associée à αj(ζ) est dans ce cas définie par

vαj(ζ) := ∇η,ξ τkj
(
η, ξj(ζ)

)
.

On dira que la fréquence αj(ζ) est rentrante (resp. sortante, glancing) si ∂ξτkj
(
η, ξj(ζ)

)
est

strictement négative (resp. strictement positive, nulle). Le champ de vecteur Xαj(ζ) associé à
αj(ζ) est alors défini comme

(2.1.5) Xα := ∂t − vαj(ζ) · ∇x.

Enfin, on note R(ζ) (resp. S(ζ), G(ζ)) l’ensemble des indices j entre 1 etM(ζ) tels iξj(ζ) est
imaginaire pure et tels que la fréquence αj(ζ) est rentrante (resp. sortante, glancing).

On peut montrer que la notion de fréquence glancing introduite dans la définition précédente
correspond à celle du paragraphe qui la précède, et que donc l’ensemble G est donné par l’ensemble
des fréquences ζ de Ξ0 telles que l’ensemble G(ζ) est non vide.

On peut alors décrire précisément les espaces Eh±(ζ).

Lemme 2.1.5. Pour tout ζ ∈ Ξ0 \ G,

(2.1.6) Eh−(ζ) =
⊕

j∈R(ζ)

kerL
(
αj(ζ)

)
, Eh+(ζ) =

⊕

j∈S(ζ)

kerL
(
αj(ζ)

)
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En particulier d’après les décomposition de CN et E±(ζ) (2.1.3) et (2.1.4),

(2.1.7) E−(ζ) = Ee−(ζ)⊕
⊕

j∈R(ζ)

kerL
(
αj(ζ)

)
,

et

(2.1.8) CN = E+(ζ)⊕ Ee−(ζ)⊕
⊕

j∈R(ζ)

kerL
(
αj(ζ)

)
.

Définition 2.1.6. Selon la décomposition (2.1.8), on note Πe
±(ζ) le projecteur sur Ee±(ζ), et, pour

j ∈ R(ζ), Πj(ζ) le projecteur sur kerL
(
αj(ζ)

)
et Qj(ζ) l’inverse partiel de L

(
αj(ζ)

)
, c’est-à-dire

vérifiant

Qj(ζ)L
(
αj(ζ)

)
= L

(
αj(ζ)

)
Qj(ζ) = I −Πj(ζ),(2.1.9a)

Qj(ζ) Πj(ζ) = Πj(ζ)Qj(ζ) = 0.(2.1.9b)

Le résultat suivant, faisant intervenir les champs de vecteurs Xαj(ζ) introduits dans la
Définition 2.1.4, est fondamental dans la suite de l’analyse, puisqu’il énonce que certains opérateurs
apparaissant de manière naturelle dans les équations que l’on étudiera, s’exprime comme des
opérateurs de transport scalaire à coefficient constant. Ce résultat est du à [Lax57].

Lemme 2.1.7 ([Lax57]). Soit ζ ∈ Ξ0, et j entre 1 et M(ζ) tel que iξj(ζ) est imaginaire pure.
On rappelle que kj est l’entier entre 1 et q tel que τ = τkj (η, ξj(ζ)). Alors on a

Πj(ζ)L(∂) Πj(ζ) = Xαj(ζ) Πj(ζ).

2.2 Ansatz et résultat principal

Dans (2.1.1), on considère pour simplifier les calculs un terme source f ε nul. L’équation (2.1.1)
étant linéaire, pour le terme de forçage au bord gε, on peut ne considérer qu’une fréquence, et
même une seule harmonique de cette fréquence. On prend donc un terme de forçage au bord de
la forme

gε(t, y) := eiϕ(t,y)/ε g(t, y)

avec g ∈ H∞(ωT ) telle que g|t60 = 0, et ϕ(t, y) = τt + η · y, où ζ := (τ , η) ∈ Ξ0 \ G. On exclu
ainsi la possibilité que la matrice A(ζ) ait des valeurs propres associées à des fréquences glancing,
mais la matrice A(ζ) peut admettre des valeurs propres de partie réelle non-nulle. On note iξj ,
j = 1, . . . ,H les valeurs propres imaginaires pures de la matrice A(ζ) distinctes deux à deux, et
l’on suppose sans perte de généralité que la numérotation des valeurs propres iξj(ζ) pour ζ ∈ Ξ0

est telle que, pour j = 1, . . . ,H
ξj = ξj(ζ).

Puisque la fréquence ζ est fixée, dans toute la suite du chapitre, on s’autorise à noter

Πe
±(ζ) = Πe

±, et, pour j = 1, . . . ,H, Πj(ζ) = Πj , et Qj(ζ) = Qj .

On introduit, en suivant [Ben14], les espaces de profils suivants adaptés à la fois aux modes
évanescents associés aux valeurs propres de A(ζ) de partie réelle strictement positive et aux
modes oscillants associés aux fréquences αj(ζ) pour j = 1, . . . ,H.

Définition 2.2.1 ([Ben14, Définition 2.4]). 1) On note Pev l’ensemble des fonctions U(t, x, ψd)
de H∞(ΩT × R+) telles qu’il existe δ > 0 tel que eδψdU(t, x, ψd) est dans H∞(ΩT × R+).
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2) On note Posc l’ensemble des fonctions u(t, x, ψd) de C∞(ΩT × R+) qui s’écrivent

u(t, x, ψd) =
H∑

j=1

eiξjψduj(t, x)

avec (u1, . . . , uH) ∈ (H∞(ΩT ))H .
3) On définit enfin l’espace des profils P comme

P := Pev ⊕ Posc.

On cherche une solution approchée uε,app de la solution de (2.1.1) sous la forme

(2.2.1) uε,app(t, x) ∼
∑

k>0

εk eiϕ(t,y)/ε Uk(t, x, xd/ε)

où pour k > 0, Uk ∈ P et se décompose dans P = Posc ⊕ Pev de la façon suivante

Uk =: Uosc
k + U ev

k =:
H∑

j=1

eiξjψd Uosc
k,j + U ev

k

avec pour k > 0, U ev
k ∈ Pev, et pour j = 1, . . . ,H, Uosc

k,j ∈ H∞(ΩT ).

Le résultat principal est le suivant, il suit la formulation de [Ben14, Théorème 2.3] mais se
place sous des hypothèses bien plus simples que le cas de [Ben14].

Théorème 2.2.2. Il existe une suite (Uk)k>0 de fonctions de P satisfaisant la cascade d’équations
(2.3.1a)-(2.3.2b) ci-après. De plus, si on note uεn la série formelle (2.2.1) tronquée à l’ordre n > 0 :

uεn(t, x) :=
n∑

k=0

εk eiϕ(t,y)/ε Uk(t, x, xd/ε),

et uε la solution exacte du système (2.1.1), alors pour tout n > 0, pour tout α ∈ N1+d, il existe
Cα > 0 tel que pour tout ε ∈ (0, 1],

(2.2.2) ε|α|‖∂α(uεn − uε)‖L2(ΩT ) 6 Cαε
n+1.

En particulier, ∥∥uε − eiϕ/εU0

∥∥
L∞(ΩT )

−→
ε→0

0.

La suite du chapitre est consacrée à la preuve du Théorème 2.2.2. Elle est décomposée en trois
parties. On détermine d’abord le système d’équations vérifié par les profils Uk, en conduisant dans
un premier temps une analyse BKW formelle, puis en découplant la cascade obtenue au moyen
de la résolution d’un problème rapide. On résout ensuite récursivement les équations obtenues
en utilisant le Lemme de Lax 2.1.7. On conclut en justifiant le développement, c’est-à-dire en
montrant l’estimation (2.2.2) au moyen de l’estimation (2.1.2) du Théorème 2.1.2.

2.3 Détermination des équations

Si l’on applique formellement l’opérateur L(∂) à la série formelle
∑

k>0 ε
k eiϕ/ε Uk(t, x, xd/ε)

et si l’on ordonne le résultat obtenu en puissances croissantes de ε on obtient

eiϕ/ε


1

ε
L(∂ψd)U0 +

∑

k>0

εk
(
L(∂)Uk + L(∂ψd)Uk+1

)

 (t, x, xd/ε).
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où l’opérateur rapide L(∂ψd) est défini comme L(∂ψd) := Ad(∂ψd −A(ζ)).
Ainsi, la première équation du système (2.1.1) implique formellement que les profils (Uk)k>0

doivent satisfaire la suite d’équations

L(∂ψd)U0 = 0(2.3.1a)

L(∂ψd)Uk + L(∂)Uk−1 = 0, ∀k > 1.(2.3.1b)

D’autre part, pour que la série formelle uε satisfasse les deux dernières équations de (2.1.1),
la condition au bord et la condition initiale, on impose

(BUk)|xd,ψd=0 = δk0 g, ∀k > 0,(2.3.2a)

(Uk)|t60 = 0, ∀k > 0.(2.3.2b)

On va réécrire les équations (2.3.1a) et (2.3.1b) de manière équivalente grâce à un résultat de
résolution du problème rapide L(∂ψd)U = F dont la preuve se trouve dans [Les07].

Lemme 2.3.1 ([Les07, Théorème 2.14]). Dans l’espace P, il existe des projecteurs E,Ei et un
inverse partiel Q tels que pour F ∈ P, l’équation L(∂ψd)U = F admet une solution dans P si et
seulement si EiF = 0, et dans ce cas toute solution est de la forme

U = EU + QF.

En particulier, E, Ei et Q se décomposent selon P = Pev ⊕Posc. Sur Pev, Ei = 0 et E = Eev où

(2.3.3) Eev U(t, x, ψd) := eψdA(ζ)Πe
−U(t, x, 0)

tandis que Q = Qev où pour F ∈ Pev,

(2.3.4) Qev F (t, x, ψd) :=

∫ ψd

0
e(ψd−s)A(ζ)Πe

−A
−1
d F (t, x, s) ds

−
∫ +∞

ψd

e(ψd−s)A(ζ)Πe
+A
−1
d F (t, x, s) ds.

Sur Posc, on a E = Ei = Eosc et Q = Qosc où

(2.3.5) EoscV =
H∑

j=1

eiξjψd Πj Vj , QoscV =
H∑

j=1

eiξjψd Qj Vj

où V est donnée par V =
∑H

j=1 e
iξjψd Vj.

On peut alors réécrire les équations (2.3.1)-(2.3.2) vérifiées par la suite d’amplitudes (Uk)k>0.
Le profil principal U0 satisfait le système suivant,

(2.3.6a) U0 = EU0, Ei L(∂)EU0 = 0, (B U0)|xd,ψd=0 = g, (U0)|t60 = 0,

et, pour k > 1, le correcteur Uk vérifie le système

(2.3.6b)





(I −E)Uk = −QL(∂)Uk−1

Ei L(∂)Uk = 0

(B Uk)|xd,ψd=0 = 0

(Uk)|t60 = 0

Maintenant que la cascade d’équations (2.3.1)-(2.3.2) est sous la forme triangulaire (2.3.6),



48 CHAPITRE 2. Optique géométrique pour un problème aux limites linéaire

on peut résoudre celle-ci.

2.4 Résolution des équations

Bien que notre cas se place sous des hypothèses simplificatrices de [Ben14], on suit les idées
de la partie 3 de ce travail.

2.4.1 Résolution des équations pour le profil principal

En utilisant la décomposition P = Pev ⊕ Posc, on réécrit le système (2.3.6a) que doit vérifier
le profil principal U0 :

(2.4.1)





U ev
0 = Eev U ev

0

Uosc
0 = Eosc Uosc

0

Eosc L(∂)Eosc Uosc
0 = 0

B (U ev
0 + Uosc

0 )|xd,ψd=0 = g

(U ev
0 )|t60 = (Uosc

0 )|t60 = 0.

Détermination du profil principal oscillant

D’après la deuxième équation de (2.4.1) et en utilisant la décomposition (2.1.6), d’après la
forme (2.3.5) du projecteur Eosc, pour tout j = 1, . . . ,H, on trouve

U0,j = Πj U0,j

et de même, d’après la troisième équation de (2.4.1), pour tout j = 1, . . . ,H, l’amplitude U0,j

doit satisfaire
Πj L(∂) Πj U0,j = 0.

Ainsi, d’après le lemme de Lax 2.1.7, U0,j est solution de l’équation de transport
(
∂t − vαj(ζ) · ∇x

)
U0,j = 0.

Si j est un indice sortant, c’est-à-dire si la dernière composante du vecteur vαj(ζ) est strictement
positive, alors U0,j est entièrement déterminée par sa donnée initiale U0,j(0, x). Celle-ci est nulle
d’après la dernière équation de (2.4.1) et ainsi U0,j est uniformément égal à 0. Si j est maintenant
un indice rentrant, c’est-à-dire si la dernière composante du vecteur vαj(ζ) est strictement négative,
il nous faut déterminer la valeur au bord de U0,j . Pour cela on écrit, d’après la quatrième équation
de (2.4.1), et en utilisant U ev

0 = EevU ev
0 ,

(2.4.2) B
[
Πe
− U

ev
0 (t, y, 0, 0) +

∑

j∈R(ζ)

Πj U0,j(t, y, 0)
]

= g −B
[ ∑

j∈S(ζ)

Πj U0,j(t, y, 0)
]

= g,

où on a utilisé U0,j ≡ 0 pour j ∈ S(ζ).
D’après la Définition 2.1.6 introduisant les projecteurs Πe

− et Πj et la décomposition (2.1.7) du
sous-espace stable E−(ζ), le terme en facteur de B dans le membre de gauche de l’équation (2.4.2)
est dans le sous-espace stable E−(ζ). Or, d’après l’Hypothèse 2.3, la matrice B est inversible sur
E−(ζ). Ainsi,

(2.4.3) Πe
− U

ev
0 (t, y, 0, 0) +

∑

j∈R(ζ)

Πj U0,j(t, y, 0) =
(
B|E−(ζ)

)−1
g
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et en décomposant le terme de droite de l’équation (2.4.3) selon la décomposition (2.1.7) du
sous-espace stable E−(ζ), on détermine la trace au bord Πj

(
U0,j

)
|xd=0

pour tout j ∈ R(ζ) ainsi
que la trace au bord Πe

−
(
U ev

0

)
|xd,ψd=0

. Ainsi l’amplitude U0,j est solution du système

(
∂t − vαj(ζ) · ∇x

)
U0,j = 0,

(
U0,j

)
|t60

= 0,
(
U0,j

)
|xd=0

= Πj

(
B|E−(ζ)

)−1
g

que l’on résout en intégrant le long des caractéristiques pour obtenir

U0,j(t, x) = 1xd6tvdαj(ζ)
Πj

(
B|E−(ζ)

)−1
g
(
t+ xd/v

d
αj(ζ)

, y − xd v′αj(ζ)/v
d
αj(ζ)

)
,

où l’on a décomposé le vecteur vαj(ζ) dans Rd−1 × R comme vαj(ζ) =
(
v′αj(ζ),v

d
αj(ζ)

)
. Ainsi U0,j

appartient à H∞(ΩT ), et s’annule pour t 6 0 puisque g appartient à H∞(ΩT ).

Profil principal évanescent

D’après la première équation de (2.4.1), U ev
0 est donné par

U ev
0 = eψdA(ζ)Πe

−U
ev
0 (t, x, 0).

Il nous faut donc déterminer la trace Πe
−U

ev
0 (t, x, 0). En utilisant (2.4.3) et en projetant la fonction

(B|E−(ζ))
−1g sur Ee−(ζ) on obtient l’expression de la double trace Πe

−U
ev
0 (t, y, 0, 0) suivante

Πe
− U

ev
0 (t, y, 0, 0) = Πe

−(B|E−(ζ))
−1g.

On relève alors cette double trace selon la procédure de [Les07] pour obtenir Πe
− U

ev
0 (t, y, xd, 0) =

χ(xd) Πe
− U

ev
0 (t, y, 0, 0) avec χ une fonction de C∞0 (R) vérifiant χ(0) = 1. On a alors déterminé

U ev
0 comme

U ev
0 (t, x, ψd) = eψdA(ζ) χ(xd) Πe

−(B|E−(ζ))
−1g.

Le profil U ev
0 appartient bien à Pev puisque le projecteur Πe

− est le projecteur sur le sous-espace
stable Ee−(ζ) associé aux valeurs propres de A(ζ) de parties réelles strictement négatives.

2.4.2 Résolution des équations du premier correcteur

D’après le système (2.3.6b) pour n = 1, le premier correcteur U1 doit vérifier les équations

(2.4.4)





(I −Eev)U ev
1 = −Qev L(∂)U ev

0

(I −Eosc)Uosc
1 = −Qosc L(∂)Uosc

0

Eosc L(∂)Uosc
1 = 0

B(U ev
1 + Uosc

1 )|xd,ψd=0 = 0

(U ev
1 )|t60 = (Uosc

1 )|t60 = 0

Partie oscillante du premier correcteur

La résolution est similaire à celle du profil principal. D’après la deuxième équation de (2.4.4)
et la décomposition (2.1.6), on a, pour tout j = 1, . . . ,H,

(I −Πj)U1,j = −Qj L(∂)U0,j

ce qui détermine la partie non polarisée de U1,j . Concernant la partie polarisée, en utilisant la
troisième équation de (2.4.4) on a

Πj L(∂) Πj U1,j = Πj L(∂)Qj L(∂)U0,j .
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On utilise alors le lemme de Lax 2.1.7 de la même manière que pour l’amplitude principale. On a
alors

(2.4.5)
(
∂t − vαj(ζ) · ∇x

)
U1,j = Πj L(∂)Qj L(∂)U0,j .

Si l’indice j est sortant alors l’équation de transport scalaire à coefficients constants (2.4.5) suffit
à déterminer U1,j , qui est nul puisque si j est sortant, U0,j est égal à zéro et que la donnée initiale
de U1,j est également nulle. Dans le cas contraire, si l’indice j est rentrant, on utilise la quatrième
équation de (2.4.4) pour obtenir

B
[
Πe
− U

ev
1 (t, y, 0, 0) +

∑

j∈R(ζ)

Πj U1,j(t, y, 0)
]

= B
[
QevL(∂)U ev

0 + QoscL(∂)Uosc
0 −

∑

j∈S(ζ)

Πj U0,j(t, y, 0)
]

= B
[
QevL(∂)U ev

0 + QoscL(∂)Uosc
0

]

puisqu’on vient de montrer que les profils U1,j pour j ∈ S(ζ) sont nuls. Ainsi, par les mêmes
arguments que pour le profil principal,

(2.4.6) Πe
− U

ev
1 (t, y, 0, 0) +

∑

j∈R(ζ)

Πj U1,j(t, y, 0)

= (B|E−(ζ))
−1B

[
QevL(∂)U ev

0 + QoscL(∂)Uosc
0

]
.

En décomposant le terme de droite selon la décomposition (2.1.7) du sous-espace stable E−(ζ),
on détermine, pour j ∈ R(ζ), la trace au bord (U1,j)|xd=0 en fonction du profil principal U0 qui
est à ce stade entièrement déterminé :

Πj

(
U1,j

)
|xd=0

= Πj (B|E−(ζ))
−1B

[
QevL(∂)U ev

0 + QoscL(∂)Uosc
0

]
.

On en déduit alors le profil U1,j en résolvant l’équation de transport (2.4.5) dont le profil U1,j est
solution :

Πj U1,j(t, x) = 1xd6tvdαj(ζ)
Πj (B|E−(ζ))

−1B

×
[
QevL(∂)U ev

0 + QoscL(∂)Uosc
0

](
t+ xd/v

d
αj(ζ)

, y − xd v′αj(ζ)/v
d
αj(ζ)

)
.

Partie évanescente du premier correcteur

La première équation du système (2.4.4) donne (I −Eev)U ev
1 la partie non polarisée du profil

U ev
1 , puisqu’à ce stade le profil U ev

0 a été déterminé, et il nous faut alors déterminer la partie
polarisée EevU ev

1 de U ev
1 . Pour cela on détermine d’abord la double trace Πe

−(U ev
1 )|xd,ψd=0.

On utilise l’équation (2.4.6) en décomposant le terme de droite selon (2.1.4) pour obtenir

Πe
− U

ev
0 (t, y, 0, 0) = Πe

− (B|E−(ζ))
−1
[
QevL(∂)U ev

0 + QoscL(∂)Uosc
0

]
.

On pose Πev
− U

ev
1 (t, y, xd, 0) = χ(xd) Π− U

ev
1 (t, y, 0, 0) ce qui mène à

Eev U ev
1 (t, x, ψd) = eψdA(ζ) χ(xd) Πe

− (B|E−(ζ))
−1
[
QevL(∂)U ev

0 + QoscL(∂)Uosc
0

]
.
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2.4.3 Profils d’ordre supérieur et résultat

On se convainc facilement que le procédé utilisé pour le premier correcteur s’itère pour les
correcteurs d’ordre supérieur. On obtient alors, pour n > 1, que le profil oscillant Un,j pour
j ∈ S(ζ) est nul, le profil oscillant Un,j pour j ∈ R(ζ) est donné par sa partie non-polarisée

(I −Πj)Un,j = −Qj L(∂)Un−1,j ,

et sa partie polarisée

Πj Un,j(t, x) = 1xd6tvdαj(ζ)
Πj (B|E−(ζ))

−1B

×
[
QevL(∂)U ev

n−1 + QoscL(∂)Uosc
n−1

](
t+ xd/v

d
αj(ζ)

, y − xd v′αj(ζ)/v
d
αj(ζ)

)
,

et que le profil évanescent U ev
n est donné par sa partie non-polarisée

(I −Eev)U ev
n = −Qev L(∂)U ev

n−1,

et sa partie polarisée

Eev U ev
n (t, x, ψd) = eψdA(ζ) χ(xd) Πe

− (B|E−(ζ))
−1
[
QevL(∂)U ev

n−1 + QoscL(∂)Uosc
n−1

]
.

On a alors montré la première partie du Théorème 2.2.2.

2.5 Justification du développement d’optique géométrique

On justifie maintenant que la série formelle
∑

k>0 ε
k eiϕ/ε Uk(t, x, xd/ε) construite dans la

partie précédente approche bien la solution exacte de (2.1.1) lorsque la longueur d’onde ε tend
vers 0. On énonce dans un premier temps un résultat qui précisé des propriétés des fonctions de
Pev et de Posc.

Proposition 2.5.1 ([Ben14, Proposition 4.1]). Si U est une fonction de Pev (resp. Posc ), alors
les fonctions U(t, x, xd/ε) et

(
L(∂)U(t, x, ψd)

)
|ψd=xd/ε

sont de l’ordre de O(ε1/2) (resp. O(1) )
dans L2(ΩT ).

On se reporte à [Ben14] pour la preuve de ce résultat. On rappelle le résultat de stabilité que
l’on va montrer.

Théorème 2.5.2. On rappelle que uεn est la série formelle uε tronquée à l’ordre n > 0 et vε la
solution exacte du système (2.1.1). Pour tout n > 0, pour tout α ∈ N1+d, il existe Cα > 0 tel que
pour tout ε ∈]0, 1],

(2.5.1) ε|α| ‖∂α(uεn − vε)‖L2(ΩT ) 6 Cαε
n+1.

Preuve. Soit n > 0. Par construction des profils (Uk)k>0, la fonction uεn+1 − vε est solution du
problème





L(∂)
(
uεn+1 − vε

)
= eiϕ/εεn+1

(
L(∂)U ev

n+1 + L(∂)Uosc
n+1

)
|ψd=xd/ε

dans ΩT

B
(
uεn+1 − vε

)
|xd=0

= 0 dans ωT(
uεn+1 − vε

)
|t60

= 0.

Ainsi, d’après l’estimation (2.1.2) et la Proposition 2.5.1,

∥∥uεn+1 − vε
∥∥
L2
γ(ΩT )

6 Cεn+1
(∥∥L(∂)U ev

n+1

∥∥
L2
γ(ΩT )

+
∥∥L(∂)Uosc

n+1

∥∥
L2
γ(ΩT )

)
6 Cεn+1.
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Si α′ ∈ Nd, la dérivée tangentielle ∂α′t,y
(
uεn+1 − vε

)
est solution du problème aux limites





L(∂) ∂α
′

t,y

(
uεn+1 − vε

)
= ∂α

′
t,y

[
eiϕ/εεn+1

(
L(∂)Un+1

)
|ψd=xd/ε

]
dans ΩT

B
(
∂α
′

t,y(u
ε
n+1 − vε)

)
|xd=0

= 0 dans ωT(
∂α
′

t,y(u
ε
n+1 − vε)

)
|t>0

= 0

et donc, toujours d’après (2.1.2) et en utilisant la formule de Leibniz on obtient de la même
manière que précédemment

∥∥∂α′t,y
(
uεn+1 − vε

)∥∥
L2
γ(ΩT )

6 Cεn+1 ε−|α
′|.

Si maintenant α = (α′, k) ∈ N1+d, on exprime les dérivées partielles normales ∂kxd
(
uεn+1 − vε

)

comme combinaison linéaire de dérivées tangentielles à l’aide de l’opérateur L(∂) pour trouver
finalement le résultat

∥∥∂α
(
uεn+1 − vε

)∥∥
L2
γ(ΩT )

6 Cεn+1 ε−|α|.

Pour conclure il nous suffit de voir que d’après des arguments déjà développés, pour tout α ∈ N1+d,
il existe C > 0 tel que,

ε|α|‖∂α(uεn+1 − uεn)‖L2
γ(ΩT ) 6 Cεn+1.

On choisit ensuite γ = 1/T ce qui nous permet d’obtenir l’estimation (2.5.1).
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On détaille dans ce chapitre la construction du premier terme d’un développement d’optique
géométrique multiphasée pour des problèmes aux limites semi-linéaires, telle qu’accomplie dans
[Wil96], dont on reprend la présentation. Contrairement au cas du chapitre précédent, les non-
linéarités du problème engendrent, à l’intérieur du domaine, à partir des multiples phases au bord,
une infinité de fréquences pour la solution approchée. Cela nous contraint à nous placer dans
le cadre des fonctions presque-périodiques, et l’on explique ici comme ce cadre fonctionnel peut
être utilisé pour la construction de développements d’optiques géométrique. Le cas semi-linéaire
permet de considérer des fonctions presque-périodiques au sens des algèbres de Wiener, et l’on
verra que dans le Chapitre 4 suivant que le cas quasi-linéaire préconise plutôt les fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans une première partie on introduit le problème
étudié, et l’on fait une série d’hypothèses structurelles classiques sur le problème et la condition
au bord, et l’on énonce un certain nombre de résultats préliminaires. On introduit également
le cadre fonctionnel qui sera utilisé ensuite pour résoudre les équations de profils. Dans une
deuxième partie, une analyse BKW formelle conduit, à partir d’un ansatz que l’on aura précisé,
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à la cascade BKW d’équations vérifiées par les profils, que l’on découple de manière classique
à l’aide de projecteurs de polarisation. Enfin, dans une troisième partie, on résout le système
d’équation ainsi obtenu pour le profil principal. On donne d’abord des résultats utiles pour les
espaces fonctionnels mis en jeu, puis l’on donne des estimations dans ces espaces fonctionnels
pour les équations de transport associées à chaque mode. On utilise alors ces estimations pour
prouver l’existence d’une solution au système linéarisé. On montre enfin l’existence d’une solution
pour le système d’origine grâce à la convergence d’un schéma itératif sur le système linéarisé.

3.1 Notations et hypothèses

On cherche à déterminer le profil principal d’un développement d’optique géométrique pour
les solutions de problèmes fortement oscillants de la forme

(3.1.1)





L(∂z)u
ε := ∂tu

ε +
∑d

j=1Aj∂ju
ε = hε + f(uε, uε) dans ΩT

Buε|xd=0 = gε sur ωT
uε|t60 = 0

où T > 0, le domaine ΩT est défini comme (−∞, T ]× Rd−1 × R+, sa frontière (selon xd) ωT est
donnée par ωT := (−∞, T ]× Rd−1, l’inconnue uε est une fonction de ΩT dans CN , les matrices
Aj appartiennent à MN (R) et la matrice B appartient à MM×N (R) et est de rang maximal.
L’entier M est précisé dans l’Hypothèse 3.2 ci dessous.

On note z = (t, y, xd) ∈ R+ × Rd−1 × R+, z′ = (t, y) ∈ R+ × Rd−1 et α = (τ, η, ξ) ∈ Rd+1 la
variable duale de z = (t, y, xd).

La fonction f est une fonction polynomiale dont le coefficient du terme constant est nul, que
l’on écrit

(3.1.2) f(u, v) =
∑

16α+β6df

fα,β u
αvβ,

où df > 1 est le degré de f . Le terme source hε et le terme de bord gε sont donnés par

(3.1.3) hε(z) = H(z, z/ε), gε(z′) = G(z′, z′/ε),

où H et G sont également précisés plus bas.

3.1.1 Stricte hyperbolicité

Définition 3.1.1. Pour α = (τ, η, ξ) ∈ Rd+1, on définit L(α) le symbole associé à L(∂z) comme

L(α) = L(τ, η, ξ) := τI +
d−1∑

j=1

ηjAj + ξAd.

On définit alors p(τ, η, ξ) := det(L(τ, η, ξ)) son polynôme caractéristique. On dit que α ∈ R1+d

est une fréquence caractéristique si elle est racine du polynôme p.

Hypothèse 3.1 (stricte hyperbolicité). Il existe des fonctions analytiques réelles τ1 < · · · < τN
sur Rd \ {0} telles que pour tout (η, ξ) ∈ Rd \ {0} et pour tout τ ∈ R,

p(τ, η, ξ) = det
(
τI +

d−1∑

j=1

ηjAj + ξAd

)
=

N∏

k=1

(
τ − τk(η, ξ)

)
.
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Pour tout (η, ξ) ∈ Rd, on a donc la décomposition de CN en sous-espaces de dimension 1 suivante

(3.1.4) CN = kerL
(
τ1(η, ξ), η, ξ

)
⊕ · · · ⊕ kerL

(
τN (η, ξ), η, ξ

)
.

L’hypothèse de stricte hyperbolicité est préférée ici à l’hypothèse d’hyperbolicité à multiplicités
constantes, moins restrictive, pour des raisons techniques, mais il n’y a pas d’obstacle apparent à
conduire l’étude avec cette deuxième hypothèse.

Définition 3.1.2. Si α = (τ, η, ξ) ∈ R1+d \ {0} est caractéristique, alors τ = τk(η, ξ) pour
un certain k entre 1 et N . On note πα la projection de CN sur kerL

(
τk(η, ξ), η, ξ

)
selon la

décomposition (3.1.4). Si α ∈ R1+d \ {0} n’est pas caractéristique, on note πα := 0 et si α = 0 on
note π0 = I.

Remarque 3.1.3. Pour tout α = (τ, η, ξ) ∈ R1+d \ {0} caractéristique, π(τ(η,ξ),η,ξ) est homogène
de degré 0 en (η, ξ). D’autre part, par stricte hyperbolicité, (η, ξ) 7→ π(τ(η,ξ),η,ξ) est analytique.
Ainsi, par compacité, pour tout α ∈ Rd, πα est borné uniformément par rapport à α.

3.1.2 Condition de Lopatinskii uniforme

On définit les espaces de fréquences

Ξ := {ζ = (σ = τ − iγ, η) ∈ (C× Rd−1) \ {0} | γ > 0},
Σ :=

{
ζ ∈ Ξ | τ2 + γ2 + |η|2 = 1

}
,

Ξ0 := {ζ ∈ Ξ | γ = 0},
Σ0 := Ξ0 ∩ Σ.

On définit également la matrice qui apparait lorsque l’on applique la transformée de Fourier-
Laplace à l’opérateur L(∂z), pour tout ζ = (σ, η) ∈ Ξ,

A(ζ) := −(Ad)
−1i
(
σI +

d−1∑

j=1

ηjAj

)
.

Le lemme de Hersh ([BGS07, Lemme 4.1]) nous assure que pour ζ ∈ Ξ \ Ξ0 la matrice A(ζ)
n’a pas de valeur propre de partie réelle nulle et que le sous-espace stable associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative, que l’on note E−(ζ), est de dimension constante
égale à p. On note E+(ζ) le sous-espace stable de A(ζ) associé aux valeurs propres de partie
réelle strictement positive qui est de dimension N − p.

Dans [Kre70] il est montré que que les sous-espaces stables E± s’étendent de manière continue
à tout l’espace Ξ. On peut alors formuler l’hypothèse principale de ce travail.

Hypothèse 3.2. On suppose que le système vérifie la condition de Lopatinskii uniforme, c’est-à-
dire que pour tout ζ ∈ Ξ,

kerB ∩ E−(ζ) = {0}.
En particulier, cela impose que le rang de la matrice B soit égal à la dimension de E−(ζ),
c’est-à-dire M = p.

Remarque 3.1.4. Puisque E−(ζ) est homogène de degré 0, et par compacité de Σ, on remarque que
la condition de Lopatinskii uniforme implique que la matrice

(
B|E−(ζ)

)−1 est bornée uniformément
par rapport à ζ ∈ Σ.

On s’attache maintenant à décrire plus précisément la matrice A(ζ) et les espaces E±(ζ) pour
ζ ∈ Ξ0. Le théorème suivant, dû à Kreiss ([Kre70]), donne la décomposition de la matrice A(ζ)
lorsque ζ appartient à Ξ0, pour des problèmes strictement hyperboliques.
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Proposition 3.1.5. Si l’Hypothèse 3.1 est vérifiée, alors pour tout ζ ∈ Ξ0, il existe un voisinage
V de ζ dans Ξ, un entier L > 0, une partition N = ν1 + · · ·+ νL et une matrice inversible T de
classe C∞ sur V telle que pour tout ζ ∈ V,

T (ζ)A(ζ)T (ζ)−1 = diag(A1(ζ), . . . ,AL(ζ))

où pour tout j la matrice Aj est de taille νj et vérifie une des propriété suivantes :

i) les valeurs propres de Aj(ζ) sont de partie réelle strictement positive
ii) les valeurs propres de Aj(ζ) sont de partie réelle strictement négative
iii) νj = 1, Aj(ζ) est imaginaire pur lorsque γ est nul et ∂γAj(ζ) ∈ R∗

iv) νj > 1, les coefficients de Aj(ζ) sont imaginaires purs lorsque γ est nul, il existe iωj ∈ iR
tel que

Aj(ζ) =




iωj i 0
. . . i

0 iωj




et le coefficient en bas à gauche de ∂γAj(ζ) est réel non nul.

Définition 3.1.6. Si α = (τ, η, ξ) ∈ Rd \ {0} est caractéristique, alors τ = τk(η, ξ) pour un
certain k entre 1 et M . On définit Xα le champ de vecteurs associé à α comme

(3.1.5) Xα = ∂t −∇ητk(η, ξ) · ∇x − ∂ξτk(η, ξ) · ∂xd .

On dit que α est glancing (resp. rentrante, sortante) si ∂ξτk(η, ξ) est nul (resp. strictement négatif,
strictement positif).

Proposition 3.1.7 ([Wil96], (3.4)). Soit ζ = (τ, η) ∈ Ξ0. On note iξj(ζ) pour j = 1, . . . ,M(ζ)
les valeurs propres distinctes de A(ζ), et si ξj(ζ) est réel, la fréquence caractéristique associée
αj(ζ) := (τ, η, ξj(τ, η)). L’ensemble {1, 2, . . . ,M(ζ)} s’écrit comme l’union disjointe

(3.1.6) {1, 2, . . . ,M(ζ)} = G(ζ) ∪R(ζ) ∪ P(ζ) ∪ S(ζ) ∪N (ζ)

où les ensembles G(ζ), R(ζ), P(ζ), S(ζ) et N (ζ) correspondent aux indices j tels que respectivement
αj(ζ) est glancing, αj(ζ) est rentrant, Im(ξj(ζ)) est strictement positive, αj(ζ) est sortant et
Im(ξj(ζ)) est strictement négative.

On a alors la décomposition de E−(ζ) suivante

(3.1.7) E−(ζ) =
⊕

j∈G(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈R(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈P(ζ)

Ej−(ζ).

On a de plus une description de Ej−(ζ) suivant l’indice j.

i) Si j ∈ P(ζ), l’espace Ej−(ζ) est l’espace propre généralisé associé à la valeur propre iξj(ζ).

ii) Si j ∈ R(ζ), on a Ej−(ζ) = kerL
(
αj(ζ)

)
.

iii) Si j ∈ G(ζ), on note mj la multiplicité de la valeur propre imaginaire pure iξj(ζ). Pour
γ > 0 petit, iξj(τ, η) se sépare en mj valeurs propres simples iξkj (τ − iγ, η), k = 1, . . . ,mj,
de partie réelle non nulle. On note µj(ζ) le nombre de valeurs propres iξkj (τ − iγ, η) de
partie réelle strictement positive. Alors Ej−(ζ) est de dimension µj(ζ) et est engendré par
les vecteurs propres généralisés w vérifiant [iξj(ζ)−A(ζ)]µjw = 0. De plus, si mj est pair,
µj = mj/2 et si mj est impair, µj est égal à (mj − 1)/2 ou (mj + 1)/2.

Hypothèse 3.3. Pour tout ζ ∈ Ξ, la multiplicité mi des valeurs propres imaginaires pures de
A(ζ) est inférieure ou égale à 2.
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Dans [Wil00], il est montré que sans l’Hypothèse 3.3 précédente, il peut exister des solutions
fortement oscillantes qui explosent en temps arbitrairement petit. Concernant notre problème, il
est montré dans [Wil00] que, sans cette hypothèse, les projecteurs introduits dans la définition
suivante pourraient ne pas être bornés, alors que le caractère borné de ceux-ci est un résultat
crucial dans notre analyse.

Définition 3.1.8. Pour ζ ∈ Ξ0 et, avec les notations de la Proposition 3.1.7, pour un indice j
dans G(ζ)∪R(ζ)∪P(ζ), on note Πj

−(ζ) la projection de E−(ζ) sur Ej−(ζ) selon la décomposition
(3.1.7).

On note également Πe
−(ζ) la projection de E−(ζ) sur la partie elliptique ⊕j∈P(ζ)E

j
−(ζ) selon

la décomposition (3.1.7).

Les preuves des deux résultats suivants, omises dans [Wil96], sont rappelées au chapitre
suivant, voir Propositions 4.1.21 et 4.5.16.

Proposition 3.1.9 ([Wil96, (3.5)]). Sous l’Hypothèse 3.3, pour ζ ∈ Ξ0 et pour j dans G(ζ)∪S(ζ),
Πj
−(ζ) est uniformément borné par rapport à ζ et Πe

−(ζ) est uniformément borné par rapport à ζ.

Proposition 3.1.10. Sous l’Hypothèse 3.3, la matrice etA(ζ)Πe
−(ζ) est uniformément bornée par

rapport à ζ ∈ Ξ0 et t > 0.

3.1.3 Cadre fonctionnel

On note 〈·〉 := (1 + | · |2)1/2 le crochet japonais, où | · | désigne, selon le contexte, le module
d’un nombre complexe ou bien la norme euclidienne.

Pour m, s > 0, on note Hm,s
+ (Rd) l’ensemble des fonctions u(t, x) s’annulant pour t négatif, et

telles que
τ, η 7→ 〈τ〉m 〈η〉s û(τ, η)

soit une fonction de L2(Rd). On définit de même, pour m, s, p > 0, l’espace Hm,s,p
+ (Rd+1) des

fonctions u(t, y, ψd) s’annulant pour t négatif, et telles que

τ, η, β 7→ 〈τ〉m 〈η〉s 〈β〉p û(τ, η, β)

soit une fonction de L2(Rd+1). On note alors Cb(R+, H
m,s
+ (Rd)) (resp. Cb(R+, H

m,s,p
+ (Rd+1)))

l’ensemble des fonctions u(xd) continues bornées en xd dans R+ à valeurs dans Hm,s
+ (Rd) (resp.

Hm,s,p
+ (Rd+1)).

Définition 3.1.11. Pour m, s, p > 0 et γ > 0, on définit les espaces de fonctions suivants.

i) F∞,m,s,γ, l’ensemble des fonctions u de eγtCb(R+, H
m,s
+ (Rd)) telles que

‖u‖∞,m,s,γ :=
∥∥∥‖û (τ − iγ, η, xd)‖L∞(xd) 〈τ − iγ〉m 〈η〉s

∥∥∥
L2(τ,η)

< +∞

où û (τ − iγ, η, xd) désigne la transformée de Fourier partielle en (t, y) de la fonction
e−γtu(t, y, xd). On notera Fc∞,m,s,γ l’ensemble des fonctions de F∞,m,s,γ dont le support en
xd est compact.

ii) Fm,s,γ, l’ensemble des fonctions u de eγtHm,s
+ (Rd) telles que

‖u‖m,s,γ := ‖û(τ − iγ, η) 〈τ − iγ〉m 〈η〉s‖L2(τ,η) < +∞.

iii) F∞,m,s:γ est défini comme l’ensemble des fonctions u de Cb(R+, H
m,s
+ (Rd)) telles que

‖u‖∞,m,s:γ :=
∥∥∥‖û (τ, η, xd)‖L∞(xd) 〈τ − iγ〉m 〈η〉s

∥∥∥
L2(τ,η)

< +∞
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où û (τ, η, xd) désigne la transformée de Fourier partielle en (t, y) de u. On notera là encore
F c∞,m,s:γ les fonctions de F∞,m,s:γ à support compact en xd.

iv) Fm,s:γ, l’ensemble des fonctions u de Hm,s
+ (Rd) telles que

‖u‖m,s:γ := ‖û(τ, η) 〈τ − iγ〉m 〈η〉s‖L2(τ,η) < +∞.

Remarque 3.1.12. i) On note que u ∈ F∞,m,s,γ (resp. Fm,s,γ) si et seulement si e−γtu ∈
F∞,m,s:γ (resp. Fm,s:γ).

ii) Les espaces F∞,m,s,γ , Fm,s,γ , F∞,m,s:γ et Fm,s:γ sont des espaces de Banach.

Proposition 3.1.13 ([Wil96, Proposition 6.2]). Pour m > 1/2, s > (d − 1)/2 et p > 1/2, les
espaces F∞,m,s:γ et Fm,s:γ sont des algèbres normées, c’est-à-dire qu’il existe C > 0 indépendant
de γ > 0 tel que pour tout u, v ∈ F∞,m,s:γ,

(3.1.8) ‖uv‖∞,m,s:γ 6 C ‖u‖∞,m,s:γ ‖v‖∞,m,s:γ

avec une estimation analogue pour Fm,s:γ. D’après la remarque précédente, il existe alors C > 0
tel que pour tout (u, v) ∈ F∞,m,s,γ × F∞,m,s:γ,

(3.1.9) ‖uv‖∞,m,s,γ 6 C ‖u‖∞,m,s,γ ‖v‖∞,m,s:γ

où l’on note que l’une des normes dans le membre de droite de l’inégalité est celle de l’espace
F∞,m,s:γ. On a là encore un résultat similaire pour Fm,s,γ × Fm,s:γ.
Définition 3.1.14. Si B est un espace vectoriel normé, on définit l’algèbre de Wiener Aθ(B) des
fonctions presque périodiques de θ ∈ Rd comme l’ensemble des fonctions U de θ ∈ Rd à valeurs
dans B qui s’écrivent

(3.1.10) U =
∑

ζ∈Rd
Uζ e

iζ·θ

et qui vérifient

(3.1.11) ‖U‖Aθ(B) :=
∑

ζ∈Rd
‖Uζ‖B < +∞.

Remarque 3.1.15. Si B est un espace de Banach, alors l’espace Aθ(B) est aussi un espace de
Banach, et si B est une algèbre normée, alors Aθ(B) est aussi une algèbre normée.

Définition 3.1.16. Pour m, s > 0 et γ > 0, on définit les espaces suivants.
i) L’espace Poscm,s,γ est l’ensemble des fonctions U de la forme U(z, ψd) =

∑
ξ∈R e

iξψdUξ(z) où
la somme est finie et pour tout ξ ∈ R, la fonction Uξ est dans F∞,m,s,γ. On munit cet espace
de la norme

‖U‖Poscm,s,γ
:=
∑

ξ∈Rd
‖Uξ‖F∞,m,s,γ .

ii) On définit Pevm,s,γ comme l’ensemble des fonctions U(z, ψd) de Cb(R+,F∞,m,s,γ) (c’est-à-dire
l’ensemble des fonctions U de ψd dans R+, continues bornées à valeurs dans F∞,m,s,γ) telles
qu’il existe δ > 0 tel que eδψdU(z, ψd) soit dans Cb(R+,F∞,m,s,γ). On associe à Pevm,s,γ la
norme

‖U(z, ψd)‖Pevm,s,γ := ‖U‖Cb(R+,F∞,m,s,γ) .

iii) Enfin, on prend Pm,s,γ := Poscm,s,γ ⊕ Pevm,s,γ auquel on associe la norme évidente

‖·‖Pm,s,γ := ‖·‖Poscm,s,γ
+ ‖·‖Pevm,s,γ .
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Pour U ∈ Pm,s,γ (resp. Aθ(Pm,s,γ)), on note U =: Uosc+U ev avec Uosc ∈ Poscm,s,γ (resp. Aθ(Poscm,s,γ))
et U ev ∈ Pevm,s,γ (resp. Aθ(Pevm,s,γ)).

Remarque 3.1.17. On note que l’espace Pevm,s,γ muni de sa norme n’est ni une algèbre ni un espace
de Banach.

Définition 3.1.18. Pour m, s > 0 et γ > 0, on définit les espaces suivants.

i) L’espace P oscm,s:γ est l’ensemble des fonctions U de la forme U(z, ψd) =
∑

ξ∈R e
iξψdUξ(z) où

la somme est finie et pour tout ξ ∈ R, la fonction Uξ est dans F∞,m,s:γ munit de la norme

‖U‖P oscm,s:γ
:=
∑

ξ∈Rd
‖Uξ‖F∞,m,s:γ .

ii) On définit P evm,s:γ comme l’ensemble des fonctions U(z, ψd) de Cb(R+, F∞,m,s:γ) telles qu’il
existe δ > 0 tel que eδψdU(z, ψd) soit dans Cb(R+, F∞,m,s:γ) que l’on munit de la norme

‖U(z, ψd)‖P evm,s:γ := ‖U‖Cb(R+,F∞,m,s:γ) .

iii) Enfin, on prend Pm,s:γ := P oscm,s:γ ⊕ P evm,s:γ auquel on associe la norme évidente

‖·‖Pm,s:γ := ‖·‖P oscm,s:γ
+ ‖·‖P evm,s:γ .

3.2 Ansatz et équations de profil

3.2.1 Position du problème

Dans (3.1.3) on se donne G de la forme

(3.2.1) G(y, θ) = G1(y) eiζ1θ +G2(y) eiζ2θ

avec ζ1, ζ2 ∈ Rd rationnellement indépendants. et G1, G2 ∈ Fm,s:γ pour un certain couple
(m, s) ∈ R+.

On étudie maintenant l’ensemble des fréquences F créées par relèvement et résonance à partir
de ζ1 et ζ2. La résonance sur le bord crée l’ensemble ζ1Z ⊕ ζ2Z. Ces fréquences sont ensuite
relevées pour obtenir des fréquences à l’intérieur du domaine. Compte tenu de la polarisation de
la solution, seules les fréquences α = (ζ, ξ) ∈ Rd−1 × C vérifiant detL(ζ, ξ) = 0 subsistent. Pour
ζ = p ζ1 + q ζ2 ∈ ζ1Z ⊕ ζ2Z \ {0}, on cherche les fréquences α = (ζ, ξ) créées par relèvement à
partir des fréquences du bord, qui sont donc rentrantes, on cherche ainsi ξ = ξj(ζ) où j est dans
R(ζ),P(ζ) avec les notations de la Proposition 3.1.7. On a donc obtenu l’ensemble

F0 = {0} ∪
{

(ζ, ξj(ζ)), ζ ∈ ζ1Z⊕ ζ2Z \ {0} , j ∈ R(ζ),P(ζ)
}
.

On s’intéresse maintenant aux fréquences créées par résonance à l’intérieur du domaine, c’est-
à-dire les fréquences α = p (ζ, ξ) + q (ζ̃, ξ̃) avec (ζ, ξ), (ζ̃, ξ̃) ∈ F0, pζ + qζ̃ 6= 0 et telles que
detL(pζ + qζ̃, pξ + qξ̃) = 0. On a alors pξ + qξ̃ = ξj(pζ + qζ̃). On fait l’hypothèse que pour toute
fréquence α de cette forme, j n’est pas dans G(pζ+qζ̃). Puisque pζ+qζ̃ ∈ ζ1Z⊕ζ2Z, les nouvelles
fréquences sont celles telles que j ∈ S(pζ + qζ̃). On obtient alors l’ensemble

F1 = {0} ∪
{

(ζ, ξj(ζ)), ζ ∈ ζ1Z⊕ ζ2Z \ {0} , j ∈ R(ζ),P(ζ),S(ζ)
}
.

Les fréquences créées par résonance à partir de cette ensemble en font déjà partie, on a donc
trouvé F .
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On va donc chercher une solution uε de (3.1.1) sous la forme

(3.2.2)
∑

n>0

εnUn(z, z/ε)

où pour n ∈ N, Un est dans Aθ(Pm,s,γ), c’est-à-dire que Un s’écrit

(3.2.3) Un := Uoscn,0 +
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θUn,ζ(z, ψd) := Uoscn,0 +
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θ
[
Uoscn,ζ + U evn,ζ

]
(z, ψd)

où Uoscn,0 ∈ F∞,m,s,γ et pour tout ζ ∈ Rd \ {0}, Uoscn,ζ =
∑

j∈R(ζ)∪S(ζ) e
iξj(ζ)ψdUoscn,ζ,ξj(ζ)

est dans
Poscm,s,γ et correspond aux fréquences réelles rentrantes et sortantes et où U evn ∈ Pevm,s,γ correspond
aux fréquences positives.

Puisque les termes non polarisés du terme source H n’interviennent pas dans le profil principal,
on considère H de la forme

(3.2.4) H(z, θ, ψd) = H0(z) +
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θ
∑

j∈R(ζ)∪S(ζ)

eiξj(ζ)ψdHζ,ξj(ζ)(z)

dans Aθ(Poscm,s,γ).

3.2.2 Obtention des équations de profil

On cherche les équations que doivent vérifier les profils (Un)n>0 pour que la série formelle
(3.2.2) soit formellement solution de (3.1.1). On commence par écrire

(3.2.5) f
(∑

n>0

εnUn,
∑

n>0

εnUn

)
= f

(
U0, U0

)
+
∑

n>1

εnFn

où pour n > 1, Fn est un polynôme en U0, U0, U1, U1, . . . , Un, Un dont les coefficients dépendent
de z.

Remarque 3.2.1. Ici le terme f
(
U0, U0

)
n’est à priori pas bien défini puisque Aθ(Pm,s,γ) n’est pas

une algèbre. Dans la suite on considérera cependant une troncature régulière en t de U0 à la place
de U0 ce qui nous assurera que f

(
U0, U0

)
est bien défini dans Aθ(Pm,s,γ).

Si on applique l’opérateur L(∂z) à la série (3.2.2) on obtient

(3.2.6) L(∂z)
(∑

n>0

εnUn(z, z/ε)
)

= L(∂z)
(∑

n>0

εnUn(z, θ, ψd)
)
|θ=z′/ε,ψd=xd/ε

+ ε−1
d∑

j=0

Aj∂θj

(∑

n>0

εnUn(z, θ, ψd)
)
|θ=z′/ε,ψd=xd/ε

.

Ainsi, si l’on note L(∂θ) :=
∑d

j=0Aj∂θj et que l’on réordonne les termes de (3.2.6) en puissances
croissantes de ε on obtient, pour (Un(z, θ, ψd))n>0,

(3.2.7) L(∂z)
(∑

n>0

εnUn

)
= ε−1L(∂θ)U0 +

∑

n>0

εn
(
L(∂z)Un + L(∂θ)Un+1

)
.

Pour que la série formelle (3.2.2) soit solution de (3.1.1), on cherche donc que pour les amplitudes
(Un(z, θ, ψd))n>0,

ε−1L(∂θ)U0 +
∑

n>0

εn
(
L(∂z)Un + L(∂θ)Un+1

)
= H + f

(
U0, U0

)
+
∑

n>1

εnFn.



3.2. Ansatz et équations de profil 61

Pour obtenir cela on impose que chaque terme en facteur d’une puissance de ε soit nul. Avec les
termes en facteur de ε−1 et ε0 on obtient alors, pour U0 et U1

L(∂θ)U0 = 0(3.2.8a)

L(∂z)U0 + L(∂θ)U1 = H + f
(
U0, U0

)
.(3.2.8b)

On étudie alors l’opérateur L(∂θ) agissant sur l’algèbre de Wiener Aθ(Pm,s,γ).

Lemma 3.2.2. Pour tout m, s > 0 et pour tout γ > 0, il existe sur Aθ(Pm,s,γ) (resp. Aθ(Pm,s:γ))
des projecteurs E et Ei et un opérateur E de Aθ(Pm,s,γ) (resp. Aθ(Pm,s:γ)) tels que pour tout H
dans Aθ(Pm,s,γ) (resp. Aθ(Pm,s:γ)), l’équation

L(∂θ)U = H

admet une solution dans Aθ(Pm,s,γ) (resp. Aθ(Pm,s:γ)) si et seulement si EiH = 0 et dans ce cas
la solution est unique et donnée par

U = EU + EH.

Si U =
∑

ζ∈R e
iζ·θUζ(z, ψd) avec Uζ ∈ Pm,s,γ (resp. Pm,s:γ), alors E, Ei et E agissent sur

chaque profil Uζ , c’est-à-dire que

EU =
∑

ζ∈R
eiζ·θEζUζ(z, ψd)

avec des formules similaires pour Ei et E. De plus, pour tout ζ ∈ Rd, Eζ , Eiζ et Eζ se décomposent
selon Pm,s,γ = Poscm,s,γ ⊕ Pevm,s,γ (resp. Pm,s:γ = P oscm,s:γ ⊕ P evm,s:γ). Sur Poscm,s,γ (resp. P oscm,s:γ), on a
Eζ = Eiζ = Eosζ et Eζ = Eoscζ où

(3.2.9) Eoscζ Uζ =
∑

ξ∈R
eiξψd π(ζ,ξ) U

osc
ζ,ξ ,

où Uζ est donnée par Uζ =
∑

ξ∈R e
iξψd Uoscζ,ξ . On rappelle que la définition de π(ζ,ξ) a été donnée

dans la Définition 3.1.2. Sur Pevm,s,γ (resp. P evm,s:γ), Eiζ = 0 et Eζ = Eevζ où

(3.2.10) Eev0 U(z, ψd) := 0, Eevζ U(z, ψd) := eψdA(ζ)Πe
−(ζ)U(z, 0),∀ζ 6= 0.

Preuve. Si la fonction U de Aθ(Pm,s,γ) (resp. Aθ(Pm,s:γ)) s’écrit U(z, θ, ψd) =
∑

ζ∈Rd e
iζ·θUζ(z, ψd),

alors
L(∂θ)U(z, θ, ψd) =

∑

ζ∈Rd
eiζ·θAd (∂ψd −A(ζ))Uζ(z).

Si on note L(∂ψd) := Ad (∂ψd −A(ζ)), on est alors ramené à étudier

L(∂ψd)Uζ = Hζ

pour tout ζ dans Rd. On se rapporte pour cela à [Les07, Théorème 2.14], qui nous donne
l’expression de Eζ , Eiζ et Eζ .

Avec les projecteurs E et Ei, les équations (3.2.8) se réécrivent donc

EU0 = U0

Ei L(∂z)U0 = Ei
[
H + f

(
U0, U0

)]
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auxquelles on ajoute la condition initiale et la condition au bord,

(BU0)|xd=0,ψd=0 = G

(U0)|t60 = 0.

3.2.3 Résultat principal

Théorème 3.2.3 (Existence d’un profil principal semi-linéaire). Soit s > (d − 1)/(2), soit G
donné par (3.2.1) avec G1, G2 dans F1,s;0 et soit H donné par (3.2.4) dans Aθ(P1,s:0). Il existe
alors T > 0 et un profil principal U de Aθ(P1,s, 1

T
) vérifiant sur ΩT ×R1+d le système d’équations

EU = U(3.2.11a)

Ei L(∂z)U = Ei
[
H + f

(
U,U

)]
(3.2.11b)

B U|xd=0,ψd=0 = G(3.2.11c)

U|t60 = 0.(3.2.11d)

Pour montrer ce théorème, on va utiliser le résultat suivant.

Théorème 3.2.4 (Existence d’un profil principal linéaire). Soit γ0 > 0, m, s > 0, soit G
donné par (3.2.1) avec G1, G2 dans Fm,s,γ pour tout γ > γ0 et soit H dans Aθ(Pm,s,γ) pour tout
γ > γ0. Il existe alors un unique profil principal U de Aθ(Pm,s,γ) pour tout γ > γ0 vérifiant sur
Rd × R+ × Rd × R+ le système d’équations

EU = U(3.2.12a)

Ei L(∂z)U = EiH(3.2.12b)
B U|xd=0,ψd=0 = G(3.2.12c)

U|t60 = 0.(3.2.12d)

De plus il existe C > 0 telle que pour tout γ > γ0, le profil principal U vérifie l’estimation

(3.2.13)
∥∥U|xd=0,ψd=0

∥∥
Aθ(Fm,s,γ)

+ ‖U‖Aθ(Pm,s,γ) 6 C
[1

γ
‖Hosc‖Aθ(Poscm,s,γ) + ‖G‖Aθ(Fm,s,γ)

]

où Hosc ∈ Aθ(Poscm,s,γ) est la partie oscillante de H.
Enfin, U ev s’écrit

(3.2.14) U ev(z, θ, ψd) = χ(xd)
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θeA(ζ)ψdΠe
−(ζ)Ũ evζ (y)

avec, pour ζ ∈ Rd \ {0}, Ũ evζ ∈ Fm,s,γ et χ une fonction de C∞0 (R) valant 1 en 0.

3.3 Résolution des équations de profil

3.3.1 Résultats sur les espaces fonctionnels

On donne ici des résultats sur les espaces fonctionnels définis plus haut qui nous seront utiles
pour la suite.

Proposition 3.3.1 ([Wil96, Proposition 6.3]). Soit m, s > 0, et soit U ∈ Aθ(Fm,s:0). Alors
U ∈ Aθ(Fm,s,γ) pour tout γ > 0, et il existe de plus une constante Cm,s > 0 indépendante de
γ > 0 telle que

‖U‖Aθ(Fm,s,γ) 6 Cm,s ‖U‖Aθ(Fm,s:0) .
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Proposition 3.3.2 ([Wil96, Corollaire 6.17]). On considère β une fonction de C∞0 (R) dont le
support est contenu dans l’intervalle ]− 2, 2[, et pour tout T > 0, on pose βT (t) := β(t/T ). Soit
s > 0 et 0 < T 6 1. Si U ∈ Aθ(Posc1,s, 1

T

) alors βTU ∈ Aθ(Posc1,s, 1
T

) et βTU ∈ Aθ(P osc1,s: 1
T

). D’autre part

si V ∈ Aθ(P osc1,s:0) alors βTV ∈ Aθ(Posc1,s, 1
T

). De plus il existe une constante Cβ > 0 indépendante
de T telle que

‖βTU‖Aθ(Posc
1,s, 1

T

) 6 CβT
−1/2 ‖U‖Aθ(Posc

1,s, 1
T

)(3.3.1)

‖βTU‖Aθ(P osc
1,s: 1

T

) 6 Cβ ‖U‖Aθ(Posc
1,s, 1

T

)(3.3.2)

‖βTV ‖Aθ(Posc
1,s, 1

T

) 6 CβT
−1/2 ‖V ‖Aθ(P osc1,s:0) .(3.3.3)

Proposition 3.3.3 ([Wil96, Lemmes 2.8 et 2.9]). Soit f une fonction polynomiale de la forme
(3.1.2), soit m > 1/2, s > (d − 1)/2 et γ > 0, et soit U une fonction de Aθ(Pm,s,γ). Si la
fonction U est aussi dans Aθ(Pm,s:γ), alors f(U,U) est bien définie dans Aθ(Pm,s,γ), on a
f(U,U)osc = f(Uosc, Uosc), et il existe Cm,s > 0 indépendante de γ > 0 telle que

(3.3.4)
∥∥f(U,U)osc

∥∥
Aθ(Poscm,s,γ)

6 Cm,s ‖Uosc‖Aθ(Poscm,s,γ)

[ ∥∥g1(Uosc, Uosc)
∥∥
Aθ(P oscm,s:γ)

+
∥∥g2(Uosc, Uosc)

∥∥
Aθ(P oscm,s:γ)

+ Cf

]

où Cf > 0 ne dépend que de f et où g1 et g2 sont deux fonctions polynomiales qui envoient les
parties bornées de Aθ(P oscm,s:γ) dans les parties bornées de Aθ(P oscm,s:γ).

Si de plus on considère V dans Aθ(Pm,s,γ) telle que V appartienne à Aθ(Pm,s:γ), alors il existe
Cm,s > 0 indépendante de γ > 0 telle que

(3.3.5)
∥∥f(U,U)osc − f(V, V )osc

∥∥
Aθ(Poscm,s,γ)

6 Cm,s ‖Uosc − V osc‖Aθ(Poscm,s,γ)

[ ∥∥h1(Uosc, V osc, Uosc)
∥∥
Aθ(P oscm,s:γ)

+
∥∥h2(V osc, Uosc, V osc)

∥∥
Aθ(P oscm,s:γ)

]

où h1 et h2 sont deux fonctions polynomiales qui envoient les parties bornées de Aθ(P oscm,s:γ) dans
les parties bornées de Aθ(P oscm,s:γ).

Preuve. On montre d’abord le résultat dans Pm,s,γ dont découlera alors immédiatement le résultat
pour Aθ(Pm,s,γ). Si l’on considère U = Uosc + U ev dans Pm,s,γ ∩ Pm,s:γ , alors pour α + β > 1,
UαU

β est une combinaison linéaire de termes de la forme

(Uosc)α1(U ev)α2(Uosc)β1(U ev)β2

avec α1 + α2 = α et β1 + β2 = β. Si α2 = β2 = 0, alors puisque Uosc ∈ Pm,s,γ ∩ Pm,s:γ , d’après
(3.1.9),

(3.3.6)
∥∥∥(Uosc)α1(Uosc)β1

∥∥∥
Pm,s,γ

6 C ‖Uosc‖Pm,s,γ ‖U
osc‖α1+β1−1

Pm,s:γ
.

Si maintenant α2 > 0 ou β2 > 0, alors on vérifie avec (3.1.9) que (Uosc)α1(U ev)α2(Uosc)β1(U ev)β2

appartient à Pevm,s,γ et que l’on a
∥∥∥(Uosc)α1(U ev)α2(Uosc)β1(U ev)β2

∥∥∥
Pevm,s,γ

6 C ‖U ev‖Pevm,s,γ ‖U
ev‖α2+β2−1

Pm,s:γ
‖Uosc‖Pm,s:γ .
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On en déduit que f(U,U) appartient à Pm,s,γ et que f(U,U)osc = f(Uosc, Uosc). Enfin, d’après
(3.3.6) et en écrivant

f(u, u) = u
(
g1(u, u) + f1,0

)
+ u
(
g2(u, u) + f0,1

)

où g1, g2 sont des fonctions polynomiales, on obtient l’estimation (3.3.4) pour Poscm,s,γ . Puisque
g1 et g2 sont des fonctions polynomiales et que P oscm,s:γ est une algèbre, g1 et g2 envoient bien les
parties bornées de P oscm,s:γ dans les parties bornées de P oscm,s:γ .

L’estimation (3.3.5) se montre alors de la même manière en utilisant

f(u, u)− f(v, v) = (u− v)h1(u, v, u) + (u− v)h2(v, u, v)

où h1, h2 sont des fonctions polynomiales.

3.3.2 Résolution des équation associées à chaque mode

Proposition 3.3.4 (Lemme de Lax). Soit α une fréquence caractéristique, πα le projecteur
associé donné par la Définition 3.1.2, et soit Uα telle que πα Uα = Uα. Alors on a

πα L(∂z)Uα = Xα Uα

où Xα est le champ de vecteur associé à α défini par (3.1.5).

On résout maintenant les équations de transport qui seront obtenues dans l’analyse mode
par mode des équations pour le profil principal, suivant le sens du champ de vecteur Xα selon la
Définition 3.1.6.

Proposition 3.3.5. Soit γ0 > 0, m, s > 0, soit α une fréquence caractéristique et soit Hα ∈
F∞,m,s,γ et Gα ∈ Fm,s,γ pour tout γ > γ0.

i) Si Xα est sortant, il existe une unique solution Uα dans F∞,m,s,γ pour tout γ > γ0 au
système

(3.3.7)
{
Xα Uα = Hα

(Uα)|t<0 = 0

et de plus cette solution Uα vérifie l’estimation

(3.3.8)
∥∥(Uα)|xd=0

∥∥
Fm,s,γ

+ ‖Uα‖F∞,m,s,γ 6
2

γ
‖Hα‖F∞,m,s,γ

pour tout γ > γ0.

ii) Si Xα est rentrant, il existe une unique solution Uα dans F∞,m,s,γ pour tout γ > γ0 au
système

(3.3.9)





Xα Uα = Hα

(Uα)|xd=0 = Gα

(Uα)|t<0 = 0

et de plus cette solution Uα vérifie l’estimation

(3.3.10)
∥∥(Uα)|xd=0

∥∥
Fm,s,γ

+ ‖Uα‖F∞,m,s,γ 6
1

γ
‖Hα‖F∞,m,s,γ + 2 ‖Gα‖Fm,s,γ

pour tout γ > γ0.
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iii) Si α est nul, il existe une unique solution Uα dans F∞,m,s,γ pour tout γ > γ0 au système

(3.3.11)





L(∂z)Uα = Hα

(BUα)|xd=0 = Gα

(Uα)|t<0 = 0

et de plus cette solution Uα vérifie l’estimation

(3.3.12) ‖(Uα)xd=0‖Fm,s,γ + ‖Uα‖F∞,m,s,γ 6
2

γ
‖Hα‖F∞,m,s,γ + ‖Gα‖Fm,s,γ

pour tout γ > γ0.

Preuve. On note α =
(
τk(η, ξ), η, ξ

)
avec les notations de l’Hypothèse 3.1. On a alors

Xα = ∂t −∇ητk(η, ξ) · ∇x − ∂ξτk(η, ξ) · ∂xd .

On note c1 := −∇ητk(η, ξ) et c2 := −∂ξτk(η, ξ), si bien que Xα = ∂t + c1 · ∇x + c2 · ∂xd .
On montre d’abord le point ii), et on suppose donc c2 = −∂ξτk(η, ξ) > 0. Pour γ > γ0, on

réalise la transformée de Fourier partielle du système (3.3.9), appliquée en (τ − iγ, η), pour tout
(τ, η) ∈ Rd. On obtient, en notant aα(τ − iγ, η) =

(
i(τ − iγ) + ic1 · η)/(−c2) et en omettant les

arguments (τ − iγ, η, xd), 



(
∂xd − aα

)
(Uα)̂ = 1

−c2 (Hα)̂(
(Uα)̂

)
|xd=0

= Ĝα

(Uα)|t<0 = 0.

Ainsi,

(Uα)̂ (τ − iγ, η, xd) =
−1

c2

∫ xd

0
e(xd−x′d)aα(τ−iγ,η)(Hα)̂ (τ − iγ, η, xd) dx′d

+ exdaα(τ−iγ,η)Ĝα(τ − iγ, η).

Il existe donc une unique solution Uα, qui vérifie de plus, par la formule de Plancherel, puisque
Re
(
aα(τ − iγ, η)

)
= −γ/c2 est strictement négative,

‖(Uα)̂ (τ − iγ, η, xd)‖L∞(xd) 6
−1

Re
(
aα(τ − iγ, η)

)
‖(Hα)̂ (τ − iγ, η, xd)‖L∞(xd)

c2
+
∣∣∣Ĝα(τ − iγ, η)

∣∣∣

6
‖(Hα)̂ (τ − iγ, η, xd)‖L∞(xd)

γ
+
∣∣∣Ĝα(τ − iγ, η)

∣∣∣ .

On en déduit donc par définition de la norme F∞,m,s,γ que

(3.3.13) ‖Uα‖F∞,m,s,γ 6
1

γ
‖Hα‖F∞,m,s,γ + ‖Gα‖Fm,s,γ .

D’autre part (Uα)̂ (τ − iγ, η, 0) = Ĝα(τ − iγ, η) et donc

(3.3.14)
∥∥(Uα)|xd=0

∥∥
Fm,s,γ

6 ‖Gα‖Fm,s,γ .

On déduit alors de (3.3.13) et (3.3.14) l’estimation (3.3.10). Enfin le théorème de Paley-Wiener
nous assure que U1

α est bien nul pour t négatif.

Pour le point i), en appliquant une transformée de Fourier partielle au système, où l’on a
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prolongé Hα par 0 pour xd négatif, on obtient
{ (

∂xd − aα
)
(Uα)̂ = 1

−c2 (Hα)̂

(Uα)|t<0 = 0,

et donc

(Uα)̂ (τ − iγ, η, xd) =
1

c2

∫ +∞

xd

e(xd−x′d)aα(τ−iγ,η)(Hα)̂ (τ − iγ, η, x′d) dx′d.

On en déduit de la même manière que précédemment l’estimation (3.3.10).
Enfin pour le point iii) on se rapporte à [BGS07, (4.5.31)].

3.3.3 Existence d’un profil linéaire

Preuve (Théorème 3.2.4). On écrit U dans Aθ(Pm,s,γ) comme

U(z, θ, ψd) =
∑

ζ∈Rd
eiζ·θUζ(z, ψd),

avec, pour ζ ∈ Rd

Uζ(z, ψd) = Uoscζ (z, ψd) + U evζ (z, ψd) =
∑

ξ∈R
eiξψdUoscζ,ξ (z) + U evζ (z, ψd).

La condition de polarisation EU = U est équivalente, d’après la décomposition de E et les
expressions (3.2.9) et (3.2.10), aux conditions

π(ζ,ξ)U
osc
ζ,ξ = Uoscζ,ξ ,∀(ζ, ξ) ∈ Rd+1

U ev0 = 0, U evζ (z, ψd) = eψdA(ζ)Πe
−(ζ)U evζ (z, 0),∀ζ ∈ Rd \ {0} .

Ainsi, d’après l’expression de πα donnée dans la Définition 3.1.2, U s’écrit
(3.3.15)

U(z, θ, ψd) = Uosc0,0 (z) +
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θ


 ∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

eiψdξj(ζ)Uoscαj(ζ)
(z) + eψdA(ζ)Πe

−(ζ)U evζ (z, 0)


 .

L’équation (3.2.12c) s’écrit alors

(3.3.16) B Uosc0,0 (y, 0) +
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θB


 ∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

Uoscαj(ζ)
(y, 0) + Πe

−(ζ)U evζ (y, 0, 0)




= G1(y) eiζ1θ +G2(y) eiζ2θ

On résout alors les équations (3.2.12b) - (3.2.12d) pour chaque mode ζ ∈ Rd. Si H s’écrit

H(z, θ, ψd) = Hosc(z, θ, ψd) +Hev(z, θ, ψd) =
∑

ζ∈Rd
eiζ·θ

[∑

ξ∈R
eiξψdHosc

ζ,ξ (z) +Hev
ζ (z, ψd)

]
,

on a, pour ζ = 0,

(3.3.17)





L(∂z)U
osc
0,0 = Hosc

0,0

(B Uosc0,0 )|xd=0 = 0

(Uosc0,0 )|t60 = 0.



3.3. Résolution des équations de profil 67

On applique alors le point iii) de la Proposition 3.3.5 pour trouver qu’il existe une unique solution
Uosc0,0 dans F∞,m,s,γ pour tout γ > γ0 au système (3.3.17) et que de plus cette solution vérifie
l’estimation

(3.3.18)
∥∥(Uosc0,0 )xd=0

∥∥
Fm,s,γ

+
∥∥Uosc0,0

∥∥
F∞,m,s,γ

6
C

γ

∥∥Hosc
0,0

∥∥
F∞,m,s,γ

pour tout γ > γ0.
On étudie maintenant l’équation donnée pour ζ 6= 0. On obtient le système

EiζL(∂z)
[ ∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

eiψdξj(ζ)Uoscαj(ζ)
+ eψdA(ζ)Πe

−(ζ)(U evζ )|ψd=0

]
= Eiζ

[∑

ξ∈R
eiξψdHosc

ζ,ξ +Hev
ζ

]
(3.3.19a)

B
[ ∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

Uoscαj(ζ)
+ Πe

−(ζ)(U evζ )|ψd=0

]
|xd=0

= Gζ(3.3.19b)

[ ∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

eiψdξj(ζ)Uoscαj(ζ)
+ eψdA(ζ)Πe

−(ζ)(U evζ )|ψd=0

]
|t60

= 0

(3.3.19c)

où on a noté Gζ = Gi si ζ = ζi pour i = 1, 2 et Gζ = 0 sinon. Les équations (3.3.19a) et (3.3.19c)
se décomposent dans Pm,s,γ = Poscm,s,γ ⊕ Pevm,s,γ .
a.) Partie oscillante. Sur Poscm,s,γ les équations (3.3.19a) et (3.3.19c) donnent

Eoscζ L(∂z)
∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

eiψdξj(ζ)Uoscαj(ζ)
= Eoscζ

∑

ξ∈R
eiξψdHosc

ζ,ξ(3.3.20)

[ ∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

eiψdξj(ζ)Uoscαj(ζ)

]
|t60

= 0.(3.3.21)

Les équations (3.3.20) et (3.3.21) se décomposent par rapport à j ∈ S(ζ) ∪ R(ζ). Il nous
faut alors distinguer les indices j sortants et rentrants.

i.) Indice j sortant. D’après l’expression de Eoscζ donnée en (3.2.9) et la Proposition 3.3.4,
le profil Uoscαj(ζ)

vérifie le système

{
Xαj(ζ)U

osc
αj(ζ)

= παj(ζ)H
osc
αj(ζ)

(Uoscαj(ζ)
)|t60 = 0.

La Proposition 3.3.5 nous assure qu’il existe une unique solution Uoscαj(ζ)
à ce système

qui vérifie de plus d’après (3.3.8)

(3.3.22)
∥∥∥(Uoscαj(ζ)

)|xd=0

∥∥∥
Fm,s,γ

+
∥∥∥Uoscαj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

6
C

γ

∥∥∥Hosc
αj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

.

ii.) Indice j rentrant. Puisque j est rentrant il nous faut déterminer une condition au bord
pour Uoscαj(ζ)

. Pour cela on écrit d’après (3.3.19b),

(3.3.23) B
[ ∑

j∈R(ζ)

Uoscαj(ζ)
+ Πe

−(ζ)(U evζ )|ψd=0

]
|xd=0

= Gζ −B
[ ∑

j∈S(ζ)

Uoscαj(ζ)

]
|xd=0

,

où le membre de droite de l’égalité a été déterminé. Or on sait d’après les conditions de
polarisation, que pour j dans R(ζ), le profil Uoscαj(ζ)

appartient à l’espace caractéristique
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kerL(αj(ζ)), qui est égal, d’après la Proposition 3.1.7, au sous-espace stable Ej−(ζ).
Ainsi l’expression en facteur de B dans le membre de gauche de l’égalité (3.3.23)
appartient au sous-espace stable E−(ζ), sur lequel B est inversible d’après l’Hypothèse
3.2. On obtient alors

(3.3.24)
∑

j∈R(ζ)

(
Uoscαj(ζ)

)
|xd=0

+ Πe
−(ζ)

(
U evζ

)
|ψd=0,xd=0

= (B|E−(ζ))
−1
[
Gζ −B

∑

j∈S(ζ)

(
Uoscαj(ζ)

)
|xd=0

]
=: G̃ζ .

On projette enfin sur les sous-espaces stables de E−(ζ) pour obtenir, puisque d’après
les conditions de polarisation et la Proposition 3.1.7, Πj

−(ζ)Uoscαj(ζ)
= Uoscαj(ζ)

,

(
Uoscαj(ζ)

)
|xd=0

= Πj
−(ζ) G̃ζ , j ∈ R(ζ)(3.3.25a)

Πe
−(ζ)

(
U evζ

)
|ψd=0,xd=0

= Πe
−(ζ) G̃ζ .(3.3.25b)

Là encore, d’après l’expression de Eosc
ζ donnée en (3.2.9) et La Proposition 3.3.4, le

profil Uoscαj(ζ)
vérifie le système





Xαj(ζ)U
osc
αj(ζ)

= παj(ζ)H
osc
αj(ζ)(

Uoscαj(ζ)

)
|xd=0

= Πj
−(ζ)G̃ζ

(Uoscαj(ζ)
)|t60 = 0.

Ainsi d’après la Proposition 3.3.5 il existe une unique solution Uoscαj(ζ)
à ce problème

qui vérifie de plus l’estimation

(3.3.26)
∥∥∥(Uoscαj(ζ)

)|xd=0

∥∥∥
Fm,s,γ

+
∥∥∥Uoscαj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

6
C

γ

∥∥∥Hosc
αj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

+ 2
∥∥∥Πj
−(ζ)G̃ζ

∥∥∥
Fm,s,γ

.

On utilise alors le fait que les projecteur Πj
−(ζ) sont bornés uniformément par rapport

à ζ, et que d’après l’Hypothèse 3.2, la matrice (B|E−(ζ))
−1 est bornée uniformément

par rapport à ζ pour obtenir l’estimation
∥∥∥Πj
−(ζ)G̃ζ

∥∥∥
Fm,s,γ

6 C ‖Gζ‖Fm,s,γ + C
∑

j∈S(ζ)

∥∥∥(Uoscαj(ζ)
)|xd=0

∥∥∥
Fm,s,γ

6 C ‖Gζ‖Fm,s,γ +
C

γ

∑

j∈S(ζ)

∥∥∥Hosc
αj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

(3.3.27)

grâce à l’estimation (3.3.22). On en déduit alors avec (3.3.26),

(3.3.28)
∥∥∥(Uoscαj(ζ)

)|xd=0

∥∥∥
Fm,s,γ

+
∥∥∥Uoscαj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

6 C
[1

γ

∥∥∥Hosc
αj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

+ ‖Gζ‖Fm,s,γ +
1

γ

∑

j∈S(ζ)

∥∥∥Hosc
αj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

]
.

On a ainsi construit un profil oscillant Uoscζ =
∑

j∈R(ζ)∪S(ζ) e
iψdξj(ζ)Uoscαj(ζ)

qui vérifie d’après
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(3.3.22) et (3.3.28),

(3.3.29)
∥∥(Uoscζ )|xd=0,ψd=0

∥∥
Fm,s,γ

+
∥∥Uoscζ

∥∥
Poscm,s,γ

6 C
[
‖Gζ‖Fm,s,γ +

1

γ

∑

j∈S(ζ)∪R(ζ)

∥∥∥Hosc
αj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

]

b.) Partie évanescente. On s’intéresse maintenant à la partie évanescente U evζ . D’après les
conditions de polarisation on sait que

U evζ (z, ψd) = eψdA(ζ)Πe
−(ζ)U evζ (z, 0),

il nous faut donc déterminer la trace Πe
−(ζ)(U evζ )|ψd=0. On remarque que la double trace

Πe
−(ζ)(U evζ )|xd=0,ψd=0 est donnée par Πe

−(ζ)(U evζ )|ψd=0,xd=0 = Πe
−(ζ)G̃ζ(y) d’après (3.3.25b).

On relève alors cette double trace grâce à une fonction χ de C∞0 (R) valant 1 en 0 :
Πe
−(ζ)U evζ (z, 0) := χ(xd)Π

e
−(ζ)U evζ (y, 0, 0) et on pose ainsi

U evζ (z, ψd) := eψdA(ζ)χ(xd)Π
e
−(ζ)G̃ζ(y).

On a alors, puisque eψdA(ζ)Πe
−(ζ) est uniformément borné par rapport à ζ ∈ Ξ0 et ψd > 0

et d’après l’estimation (3.3.27),
(3.3.30)

∥∥(U evζ )|xd=0,ψd=0

∥∥
Fm,s,γ

+
∥∥U evζ

∥∥
Pevm,s,γ

6 C ‖Gζ‖Fm,s,γ +
C

γ

∑

j∈S(ζ)

∥∥∥Hosc
αj(ζ)

∥∥∥
F∞,m,s,γ

.

On a ainsi montré l’existence d’un profil U solution de (3.2.12) qui avec (3.3.18), (3.3.29) et
(3.3.30) vérifie l’estimation

∥∥U|xd=0,ψd=0

∥∥
Aθ(Fm,s,γ)

+ ‖U‖Aθ(Pm,s,γ) 6 C
[
‖G‖Aθ(Fm,s,γ) +

1

γ
‖Hosc‖Aθ(Poscm,s,γ)

]
.

3.3.4 Existence d’un profil semi-linéaire

Preuve (Théorème 3.2.3). On se donne une fonction troncature β de C∞0 (R) telle que supp(β) ⊂
]− 2, 2[ et β ≡ 1 sur [−1, 1]. Pour T > 0, on note βT la fonction définie par βT (t) = β(t/T ). On
veut montrer qu’il existe T > 0 et un profil U dans Aθ(P1,s, 1

T
) vérifiant sur Rd × R+ × Rd × R+,

EU = U

Ei L(∂z)U = Ei
[
βTH + f

(
βTU, βTU

)]

BU|xd=0,ψd=0 = G

U|t60 = 0.

On considère alors le schéma itératif défini par U0 ≡ 0 et pour tout ν > 0,

EUν+1 = Uν+1

Ei L(∂z)Uν+1 = Ei
[
βTH + f

(
βTUν , βTUν

)]

(BUν+1)|xd=0,ψd=0 = G

(Uν+1)|t60 = 0.
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D’après les propositions 3.3.2 et 3.3.3, le terme f
(
βTUν , βTUν

)
est bien défini dans Aθ(Posc1,s, 1

T

)

pour tout Uν dans Aθ(Posc1,s, 1
T

). D’autre part d’après la Proposition 3.3.1, le terme de bord G est
dans Aθ(F1,s, 1

T
) et on a de plus

(3.3.31) ‖G‖Aθ(Fm,s,γ) 6 ‖G‖Aθ(F1,s:0) .

Ainsi, d’après le Théorème 3.2.4, le schéma itératif définit une suite (Uν)ν>0 de Aθ(P1,s, 1
T

) qui
vérifie de plus

(3.3.32)
∥∥(Uν+1)|xd=0,ψd=0

∥∥
Aθ(F

1,s, 1
T

)
+ ‖Uν+1‖Aθ(P

1,s, 1
T

)

6 C
[
‖G‖Aθ(F

1,s, 1
T

) + T ‖βTH‖Aθ(Posc
1,s, 1

T

) + T
∥∥f
(
βTUν , βTUν

)osc∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)

]
.

On montre dans un premier temps par récurrence sur ν > 0 qu’il existe T1 > 0 tel que pour
tout 0 < T 6 T1,

‖Uoscν ‖Aθ(P
1,s, 1

T
) 6 C(K + 1)

où C > 0 est la constante apparaissant dans (3.2.13) et K := ‖G‖Aθ(F1,s:0). On suppose que pour
un certain ν > 0 il existe T2 > 0 tel que pour tout 0 < T 6 T2, ‖Uoscν ‖Aθ(P

1,s, 1
T

) 6 C(K + 1). On

a d’une part, d’après l’estimation (3.3.1),

(3.3.33) ‖βTH‖Aθ(Posc
1,s, 1

T

) 6 CβT
−1/2 ‖H‖Aθ(Posc

1,s, 1
T

) .

D’autre part, d’après l’estimation (3.3.4),
∥∥f
(
βTUν , βTUν

)osc∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)
(3.3.34)

6 Cs ‖(βTUν)osc‖Aθ(Posc
1,s, 1

T

)

[ ∥∥∥g1

(
(βTUν)osc, (βTUν)osc

)∥∥∥
Aθ(P osc

1,s: 1
T

)

+
∥∥∥g2

(
(βTUν)osc, (βTUν)osc

)∥∥∥
Aθ(P osc

1,s: 1
T

)
+ Cf

]
.

On observe alors que d’après (3.3.1) et par hypothèse de récurrence, pour 0 < T 6 T2,

(3.3.35) ‖(βTUν)osc‖Aθ(Posc
1,s, 1

T

) 6 CβT
−1/2 ‖Uoscν ‖Aθ(Posc

1,s, 1
T

) 6 CβT
−1/2C(K + 1)

et d’après (3.3.2), pour des fonctions g̃1, g̃2 : R+ → R+ appropriées, pour i = 1, 2

∥∥∥gi
(
(βTUν)osc, (βTUν)osc

)∥∥∥
Aθ(P osc

1,s: 1
T

)
6 g̃i

(
‖Uoscν ‖Aθ(P osc

1,s: 1
T

)

)

6 g̃i

(
Cs ‖Uoscν ‖Aθ(Posc

1,s, 1
T

)

)

6 g̃i
(
CsC(K + 1)

)
(3.3.36)

pour tout 0 < T 6 T2 par hypothèse de récurrence. Ainsi, pour tout 0 < T 6 T2, d’après (3.3.34),
(3.3.35) et (3.3.36),

(3.3.37)
∥∥f
(
βTUν , βTUν

)osc∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)

6 CβT
−1/2C(K + 1)

[
g̃1

(
CsC(K + 1)

)
+ g̃2

(
CsC(1 +K)

)
+ Cf

]
.
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Avec (3.3.32), (3.3.31), (3.3.33) et (3.3.37) on en conclut qu’il existe T1 > 0 indépendant de ν tel
que pour 0 < T 6 T1, ∥∥Uoscν+1

∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)
6 C(K + 1).

On montre maintenant la convergence de la suite (Uν)ν>0 dans Aθ(P1,s, 1
T

). Pour cela on
s’intéresse séparément à la partie oscillante et la partie évanescente. Pour faire converger (Uoscν )ν>0

dans Aθ(Posc1,s, 1
T

), on étudie le problème vérifié par la fonction Uν+1 − Uν , pour un certain ν > 0,
et on obtient d’après (3.2.13),

(3.3.38)
∥∥∥
(
Uν+1 − Uν

)
|xd=0,ψd=0

∥∥∥
Aθ(F

1,s, 1
T

)
+ ‖Uν+1 − Uν‖Aθ(P

1,s, 1
T

)

6 CT
∥∥f
(
βTUν , βTUν

)osc − f
(
βTUν−1, βTUν−1

)osc∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)
.

On applique alors l’estimation (3.3.5) pour trouver, puisque (Uoscν )ν>0 est uniformément bornée
dans Aθ(Posc1,s, 1

T

) et donc (βTU
osc
ν )ν>0 est uniformément bornée dans Aθ(P osc1,s: 1

T

), pour 0 < T 6 T1,

(3.3.39)
∥∥f
(
βTUν , βTUν

)osc − f
(
βTUν−1, βTUν−1

)osc∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)

6 Cs
∥∥βTUoscν − βTUoscν−1

∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)
,

et on en déduit, d’après (3.3.38), (3.3.39) et (3.3.1), pour 0 < T 6 T1,

(3.3.40)
∥∥∥
(
Uν+1 − Uν

)
|xd=0,ψd=0

∥∥∥
Aθ(F

1,s, 1
T

)
+ ‖Uν+1 − Uν‖Aθ(P

1,s, 1
T

)

6 CT 1/2CsCβ
∥∥Uoscν − Uoscν−1

∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)
.

Ainsi, il existe T ′ > 0 tel que pour tout 0 < T 6 T ′,

(3.3.41)
∥∥∥
(
Uν+1 − Uν

)
|xd=0,ψd=0

∥∥∥
Aθ(F

1,s, 1
T

)
+ ‖Uν+1 − Uν‖Aθ(P

1,s, 1
T

)

6

(
1

2

)ν
‖Uosc1 − Uosc0 ‖Aθ(Posc

1,s, 1
T

) .

Avec
∥∥Uoscν+1 − Uoscν

∥∥
Aθ(Posc

1,s, 1
T

)
6
∥∥∥
(
Uν+1 − Uν

)
|xd=0,ψd=0

∥∥∥
Aθ(F

1,s, 1
T

)
+ ‖Uν+1 − Uν‖Aθ(P

1,s, 1
T

)

et puisque Aθ(Posc1,s, 1
T

) est un espace de Banach, on en déduit que la suite (Uoscν )ν>0 converge

dans Aθ(Posc1,s, 1
T

) pour tout 0 < T 6 T ′. De même, l’estimation (3.3.41) montre que la suite
(
(U evν )|xd=0,ψd=0

)
ν>0

, dont le terme général s’écrit, d’après (3.2.14),

(U evν )|xd=0,ψd=0 =
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θ Πe
−(ζ) Ũ evζ,ν(y)

converge dans Aθ(F1,s, 1
T

) vers une fonction
∑

ζ∈Rd\{0} e
iζ·θŨ evζ (y). Puisque eA(ζ)ψdΠe

−(ζ) est
uniformément borné par rapport à ζ ∈ Rd \{0} et ψd > 0, la suite (U evν )ν>0, dont le terme général
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s’écrit, d’après (3.2.14),

U evν = χ(xd)
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θeA(ζ)ψd Πe
−(ζ) Ũ evζ,ν(y),

converge dans Aθ(Pev1,s, 1
T

) vers

U ev = χ(xd)
∑

ζ∈Rd\{0}

eiζ·θeA(ζ)ψd Πe
−(ζ) Ũ evζ (y),

pour 0 < T 6 T ′. Ainsi, pour 0 < T 6 T ′, la suite (Uν)ν>0 converge dans Aθ(P1,s, 1
T

) vers une
solution U de (3.2.11), ce qui conclut la preuve du Théorème 3.2.4.
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dont le terme de forçage au bord oscille à une fréquence élevée. On cherche à approcher, dans
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l’asymptotique haute fréquence, la solution exacte de ce problème, sous la forme d’un dévelop-
pement BKW. C’est le type de question sur lequel porte l’optique géométrique. L’idée générale
est de considérer un problème hyperbolique dont le terme source, le terme initial ou encore le
terme de bord (dans le cas de problèmes aux limites) est hautement oscillant, c’est-à-dire de
fréquence d’ordre 1/ε, et de chercher une solution approchée à ce problème sous la forme d’un
développement asymptotique. Les équations satisfaites par les termes de ce développement sont
d’abord déterminées, puis résolues dans un cadre fonctionnel adapté. Une fois cette série formelle
construite, on peut s’attacher à montrer que la série formelle tronquée approche effectivement
la solution exacte dans l’asymptotique haute fréquence. Le présent chapitre est consacré à la
première partie de ce cadre de travail, c’est-à-dire plus précisément que l’on montre l’existence du
premier terme du développement asymptotique.

L’étude de l’optique géométrique hyperbolique remonte à [Lax57] pour le problème de Cauchy
linéaire. Lorsque le système est non-linéaire, la multiplicité des phases dans le terme source, le terme
initial ou le terme de bord est importante puisque des interactions non-linéaires peuvent intervenir
entre les phases. Dans le cas d’une seule phase, la première construction d’un développement
asymptotique est due à [CB64]. Pour la justification de ce développement asymptotique, on peut
renvoyer à [JR92] dans le cas semi-linéaire et [Guè93] dans le cas quasi-linéaire. La première
étude formelle du cas multiphase pour le problème de Cauchy remonte à [HMR86]. La question a
ensuite été largement traitée par J.L. Joly, G. Métivier et J. Rauch, voir en particulier [JMR93 ;
JMR94 ; JMR95]. La question naturelle est maintenant d’obtenir des résultats pour les problèmes
aux limites similaires à ceux pour les problèmes de Cauchy. Dans [Chi91], l’auteur traite un
problème aux limites semi-linéaire pour un système de deux équations, le cas général d’un système
de plusieurs équations étant traité par exemple dans [Wil96] et [Wil00]. Le cas quasi-linéaire
mais avec seulement une phase au bord est notamment abordé dans [Wil02 ; CGW11 ; CW13]
(ce dernier s’intéressant à la justification du développement, point qui n’est pas abordé dans ce
chapitre) et [Her15]. Ce travail est une extension au cas multiphase : on traite du même problème
aux limites quasi-linéaire, mais avec plusieurs phases au bord.

Étant donné la multiplicité des fréquences au bord, les non-linéarités du problème engendrent
un nombre infini de phases planes à l’intérieur du domaine, nous contraignant à considérer un
cadre de fonctions presque-périodiques, le groupe de fréquence n’étant, en général, pas finiment
engendré. Ce cadre fonctionnel a été utilisé précédemment pour la construction de solutions
approchées de problèmes semi-linéaires, dans le cadre des algèbres de Wiener, par [JMR94] pour
le problème de Cauchy et [Wil96] pour le problème aux limites, ainsi que pour des problèmes
quasi-linéaires dans le cadre des espaces de Bohr-Besicovitch, notamment par [JMR95] pour le
problème de Cauchy. On s’intéresse ici à l’étape suivante, qui consiste à montrer un résultat
similaire à celui de [JMR95] pour le problème aux limites quasi-linéaire. On adapte le cadre
fonctionnel de leur analyse au contexte d’un problème aux limites, en considérant des espaces
de fonctions quasi-périodiques pour les variables rapides tangentielles, et presque périodiques
pour la variable rapide normale. Concernant la régularité de ces fonctions, on se place dans un
cadre de type Sobolev pour les variables tangentielles (lentes et rapides), et de fonctions bornées
pour les variables normales. Le profil principal du développement BKW est alors obtenu comme
solution d’un problème quasi-linéaire qui tient compte de l’infinité potentielle de résonances entre
les phases. Ce problème quasi-linéaire est résolu de manière classique en montrant des estimations
sans perte de dérivées. L’exemple du système de la dynamique des gaz sert de fil conducteur
pour éclairer les hypothèses générales qu’on est amené à faire au cours de l’analyse. La principale
différence avec [JMR95] est le défaut de symétrie dans le problème. En effet, en partant d’un
problème d’évolution en temps, on le modifie pour obtenir un problème de propagation par rapport
à la variable normale xd, et le système n’est pas hyperbolique par rapport à xd. Dans [JMR95],
ces symétries sont utilisées dans l’obtention des estimations a priori, pour traiter les termes
de résonance apparaissant dans les équations. Bien qu’il soit relativement aisé de créer, dans
notre problème, des symétries pour les termes d’auto-interaction, c’est plus délicat concernant les
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termes de résonance, qui, à l’inverse de [CGW11], sont en nombre infini. La dernière hypothèse
faite dans ce chapitre est faite pour adresser ce problème, et, en un sens, contrôle le manque
de symétrie des termes de résonance. Les notions associées à cette hypothèse apparaissent dans
[Rau12, Chapitre 11].

La preuve de l’existence du profil principal est divisée en trois parties : la dérivation formelle
des équations satisfaites par le profil principal, la réduction et le découplage de ces équations, et
enfin des estimations d’énergie pour ces équations. La dérivation formelle de la cascade BKW est
relativement classique en optique géométrique, et consiste à remplacer formellement la série dans
le système exact (système (4.1.1) dans la suite). De manière classique, la cascade est découplée en
un système pour le profil principal à l’aide de projecteurs et d’un opérateur sur l’espace des profils.
L’opérateur en question reste formel dans ce chapitre, et les projecteurs requièrent une hypothèse
de petits diviseurs pour pouvoir être rigoureusement définis. La seconde partie de la preuve est
consacrée au découplage et à la réduction du système obtenu pour le profil principal, en un
système pour les modes oscillants résonants, un système pour chaque mode oscillant non résonant,
et un système pour la partie évanescente. Dans ce but, en écrivant le système en extension selon
chaque mode, on commence par montrer que la moyenne vérifie un problème découplé avec des
termes source et de bord nuls, et est donc nulle. On montre ensuite que les modes sortants sont
également nuls, en dérivant des estimations d’énergie pour ces modes. À cet effet on utilise un
produit scalaire adapté sur l’espace des profils, qui requière un support compact dans la direction
normale. On montre donc d’abord une propriété de propagation à vitesse finie. Une fois qu’il
ne reste plus que des modes rentrants et des modes évanescents, il est aisé de déterminer une
condition au bord pour chaque mode à partir de la condition au bord initiale, et donc de découpler
le système. L’équation satisfaite pour la partie évanescente prescrit l’expression de celle-ci et
implique sa double trace au bord, la construction de la partie évanescente est donc relativement
directe. Il nous faut cependant vérifier que la solution ainsi construite appartient bien à l’espace
des profils évanescents que l’on aura défini. Pour construire la partie oscillante, on montre des
estimations d’énergie sans perte de régularité pour les linéarisations des systèmes oscillants, qui
nous permettent de montrer le caractère bien posé de ces systèmes linéarisés, puis, à l’aide d’un
schéma itératif, l’existence de solution pour les systèmes d’origine. Pour obtenir ces estimations
d’énergie on utilise un produit scalaire alternatif qui profite de la propagation dans la direction
normale. Plusieurs termes doivent être traités. Les termes de transport et de type Burgers sont
relativement classiques à aborder, et l’hypothèse faite sur l’ensemble des résonances est utilisée
pour traiter les termes de résonance. Puisque la construction d’une solution aux systèmes linéarisés
et l’utilisation de schémas itératifs sont classiques, ils ne sont pas détaillés ici. En rassemblant les
profils ainsi construits on obtient finalement le profil principal solution du système d’origine.

Le chapitre est organisé comme suit. Après cette introduction, la première section introduit le
problème et présente les hypothèses classiques sur le système. Tout d’abord on décrit précisément
le problème qui sera étudié ici, et l’on introduit l’exemple des équations d’Euler qui sera utilisé tout
au long de cette analyse, puis on étudie les fréquences caractéristiques et l’hypothèse de stricte
hyperbolicité. Enfin on s’intéresse aux propriétés et hypothèse sur la condition de bord. Sous les
hypothèses de cette première section, le problème aux limites considéré dans ce chapitre est bien
posé, localement en temps. Cependant, du fait des hautes fréquences dans le terme de forçage au
bord, on ne sait pas si le temps d’existence de la solution exacte est uniforme par rapport à la
petite longueur d’onde. La deuxième section est consacrée au cadre fonctionnel de ce chapitre.
Après une motivation de celui-ci à l’aide d’une étude formelle des fréquences créées à l’intérieur
du domaine et des hypothèses sur cet ensemble, on décrit les espaces de profils qui seront utilisés,
et on introduit des produits scalaires sur ceux-ci. Après cette longue introduction du problème
et de ses hypothèses, on pose l’ansatz pour le développement asymptotique, et l’on énonce le
résultat principal du chapitre en section 3. Sa preuve est alors divisée en deux sections. Dans la
quatrième, on dérive formellement les équations vérifiées par le profil principal. On commence
par obtenir la cascade d’équations satisfaite par les profils avec une analyse BKW formelle. Cela
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fait apparaitre un certain problème rapide, qui est résolu dans une seconde partie, ce qui nous
permet enfin d’écrire le problème découplé vérifié par le profil principal. La dernière section du
chapitre est consacrée au cœur de la preuve. On commence par introduire des coefficients associés
aux résonances, et faire la dernière hypothèse de ce travail, portant sur ces coefficients, afin de
contrôler le défaut de symétrie des termes de résonance. On rend ensuite rigoureux les résultats
de la section 4 qui seront utilisés par la suite. La partie suivante est consacrée à la réduction et
au découplage du système vérifié par le profil principal, en un système pour la partie évanescente,
et des systèmes pour la partie oscillante résonante et chaque mode oscillant non résonant. De
nombreuses techniques utilisées dans cette partie le sont également dans les deux suivantes, qui
réalisent l’étape principale de la preuve, consistant à prouver des estimations d’énergie pour
les systèmes linéarisés associés à la partie oscillante résonante et chaque partie oscillante non
résonante. Ces estimations sont ensuite utilisées dans la partie suivante pour construire une
solution oscillante, à l’aide d’un schéma itératif. On y montre également que la partie évanescente
que l’on a construite appartient à l’espace des profils évanescents. Enfin, on fait une conclusion et
dessine quelques perspectives. On donne en appendice un rapide rappel de la théorie des fonctions
presque-périodiques, un exemple de la dynamique des gaz dérivé de celui développé dans l’analyse,
ainsi que le détail de certains calculs omis dans le corps du chapitre.

Dans tout ce chapitre, et sauf mention contraire, C représente une constante positive qui peut
varier au cours de l’analyse, sans que ce soit forcément précisé.

4.1 Notations et hypothèses

4.1.1 Position du problème

Soit un temps T > 0, un entier d > 2, soit ΩT le domaine défini comme ΩT := (−∞, T ] ×
Rd−1 × R+ et soit ωT sa frontière donnée par ωT := (−∞, T ] × Rd−1. On note t ∈ (−∞, T ]
la variable de temps, x = (y, xd) ∈ Rd−1 × R+ la variable d’espace, avec y ∈ Rd−1 la variable
tangentielle et xd ∈ R+ la variable normale et enfin z = (t, x) = (t, y, xd). D’autre part on note
z′ = (t, y) ∈ ωT la variable du bord {xd = 0}. Pour i = 1, . . . , d, on note ∂i l’opérateur de dérivée
partielle par rapport à la variable xi. Enfin on note α ∈ Rd+1 et ζ ∈ Rd les variables duales de
z ∈ ΩT et z′ ∈ ωT . On étudie le problème suivant

(4.1.1)





L(uε, ∂z)u
ε := ∂tu

ε +
d∑

i=1

Ai(u
ε) ∂iu

ε = 0 dans ΩT ,

B uε|xd=0 = ε gε dans ωT ,

uε|t60 = 0,

où l’inconnue uε est une fonction de ΩT à valeurs dans un ouvert O de RN contenant 0 avec
N > 1, les matrices Aj sont des fonctions régulières de O à valeurs dansMN (R) et la matrice
B appartient àMM×N (R) et est de rang maximal. L’entier M est précisé dans l’Hypothèse 4.3
ci-dessous. Pour simplifier les notations et clarifier les preuves, on considère ici des conditions
aux limites linéaires, mais il serait possible de traiter des conditions aux limites non-linéaires.
On suppose en outre que le bord n’est pas caractéristique, c’est-à-dire que l’on fait l’hypothèse
suivante.

Hypothèse 4.1 (Bord non caractéristique). Pour tout u dans O, la matrice Ad(u) est inversible.

La dépendance en ε > 0 du système (4.1.1) provient du terme source ε gε sur le bord ωT , où
la fonction quasi-périodique gε est définie, pour z′ dans ωT , par

(4.1.2) gε(z′) = G

(
z′,

z′ · ζ1

ε
, . . . ,

z′ · ζm
ε

)
,
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où G est une fonction de l’espace de Sobolev H∞(Rd × Tm), pour m > 2, nulle pour t négatif
et de moyenne nulle par rapport à θ dans Tm, et ζ1, . . . , ζm sont des fréquences de Rd \ {0}. Ici
l’espace T représente le tore R/2πZ. On note ζ le m-uplet ζ := (ζ1, . . . , ζm). La fonction G étant
périodique de moyenne nulle par rapport à θ, on peut écrire

(4.1.3) G(z′, θ) =
∑

n∈Zm\{0}

Gn(z′) ein·θ,

où Gn est dans H∞(Rd) et est nul pour t négatif, pour tout n dans Zm \ {0}. On choisit ici le
cadre de l’optique géométrique faiblement non-linéaire, c’est-à-dire que l’on s’attend à ce que
le profil principal dans le développement asymptotique soit d’amplitude ε, ce qui explique la
présence du facteur ε devant gε dans le condition de bord. Notons qu’on peut supposer, sans
perte de généralité, que les fréquences ζ1, . . . , ζm sont rationnellement indépendantes.

La condition uε|t60 = 0 dans (4.1.1) traduit la nullité des conditions initiales. Le temps
d’existence T > 0 n’est pas fixé au départ et est amené à devenir suffisamment petit pour assurer
l’existence d’un profil principal.

Dans [Wil02], [CGW11] et [Her15], les auteurs étudient le même problème aux limites quasi-
linéaire, mais avec une seule phase sur le bord (c’est-à-dire m = 1). Ici on étend l’étude au cas de
plusieurs fréquences sur le bord. On ne fait aucune hypothèse sur le groupe de fréquences au bord
engendré par les fréquences (ζ1, . . . , ζm), si ce n’est qu’il est finiment engendré. En particulier
celui-ci peut ne pas être discret.

On souhaite approcher la solution exacte de (4.1.1), dans l’asymptotique où ε tend vers 0,
par une solution approchée se comportant comme ε en amplitude, et 1/ε en fréquences. C’est le
régime de l’optique géométrique faiblement non-linéaire, voir [Rau12] et [Mét09]. On rappelle que
dans ce chapitre on ne prouve pas la stabilité, c’est-à-dire que la solution approchée converge
effectivement vers la solution exacte, puisque l’on ne sait pas si cette dernière existe sur un
intervalle de temps indépendant de ε. Pour montrer l’existence d’une solution approchée il nous
faut faire des hypothèses convenables sur le problème de départ. C’est l’objet de la suite de cette
partie, qui s’intéresse aux fréquences caractéristiques du problème. Mais détaillons au préalable
l’exemple qui motive le cadre général développé ici.

Exemple 4.1.1. Les équations d’Euler compressible isentropique en dimension deux d’espace
fournissent un exemple de système de la forme (4.1.1). Sous des hypothèses de régularité de la
solution, le problème aux limites associé s’écrit,

(4.1.4)





∂tV
ε +A1(V ε) ∂1V

ε +A2(V ε) ∂2V
ε = 0 dans ΩT ,

B V ε
|xd=0 = ε gε dans ωT ,

V ε
|t60 = 0,

avec V ε = (vε,uε) ∈ R3, où vε ∈ R∗+ représente le volume du fluide, et uε ∈ R2 sa vitesse, et où
les fonctions A1 et A2 sont définies sur R∗+ × R2 par

(4.1.5) A1(V ) :=




u1 −v 0

−c(v)2/v u1 0

0 0 u1


 , A2(V ) :=




u2 0 −v
0 u2 0

−c(v)2/v 0 u2


 ,

avec c(v) > 0 représentant la vitesse du son dans le fluide, qui dépend de son volume v. On
discute maintenant de l’Hypothèse 4.1 de bord non caractéristique pour le système (4.1.4). Dans
ce chapitre, on s’intéresse, par convention (et quitte à effectuer une translation des variables), à un
développement d’optique géométrique pour le système (4.1.1) construit comme une perturbation
autour de l’équilibre 0. Pour le système d’Euler on utilise plutôt les coefficients naturels A1, A2,
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et l’on se place au voisinage d’un équilibre V0 = (v0, 0, u0), où v0 > 0 est un volume fixé, et (0, u0)
est une vitesse rentrante subsonique, c’est-à-dire telle que 0 < u0 < c0, où l’on note c0 := c(v0).

On s’intéresse donc à l’inversibilité de la matrice A2(V ) pour V = (v, u1, u2) ∈ R∗+ × R2 au
voisinage de V0. La matrice A2(V ) est de déterminant detA2(V ) = u2 (u2

2 − c(v)2), qui est non
nul si la vitesse u2 vérifie 0 < u2 < c(v). Puisque l’état d’équilibre V0 vérifie cette condition, tout
voisinage O de V0 suffisamment petit convient pour satisfaire l’Hypothèse 4.1.

Dans la suite de cette partie on s’intéresse aux fréquences caractéristiques du problème et aux
hypothèses associées.

4.1.2 Stricte hyperbolicité

La définition suivante introduit la notion de fréquence caractéristique.

Définition 4.1.2. Pour α = (τ, η, ξ) ∈ R × Rd−1 × R, on définit L(0, α) le symbole associé à
L(0, ∂z) comme

L(0, α) := τI +
d−1∑

i=1

ηiAi(0) + ξAd(0).

On définit alors p(τ, η, ξ) := detL
(
0, (τ, η, ξ)

)
son polynôme caractéristique. On dit que α ∈ R1+d

est une fréquence caractéristique si elle est racine du polynôme p, et on note C l’ensemble des
fréquences caractéristiques.

On fait l’hypothèse suivante, dite de stricte hyperbolicité (voir [BGS07, Définition 1.2]). Les
hypothèses 4.1 et d’hyperbolicité (stricte ou à multiplicité constante) sont très courantes, voir
par exemple [Wil96 ; CGW11 ; JMR95], et sont relatives à la structure du problème. L’hypothèse
d’hyperbolicité à multiplicité constante, plus générale que celle de stricte hyperbolicité, est parfois
préférée comme dans [CGW11 ; JMR95]. On choisit ici de travailler avec cette dernière pour des
raisons techniques.

Hypothèse 4.2 (Stricte hyperbolicité). Il existe des fonctions réelles τ1 < · · · < τN analytiques
par rapport à (η, ξ) dans Rd \ {0} telles que pour tout (η, ξ) ∈ Rd \ {0}, et pour tout τ ∈ R, on
ait la factorisation

p(τ, η, ξ) = det
(
τI +

d−1∑

i=1

ηiAi(0) + ξAd(0)
)

=

N∏

k=1

(
τ − τk(η, ξ)

)
,

où les valeurs propres −τk(η, ξ) de A(η, ξ) :=
∑d−1

i=1 ηiAi(0) + ξAd(0) sont par conséquent simples.
Pour tout (η, ξ) ∈ Rd \ {0} on a donc les décompositions de CN en sous-espaces propres de
dimension 1 suivantes

CN = kerL
(
0, τ1(η, ξ), η, ξ

)
⊕ · · · ⊕ kerL

(
0, τN (η, ξ), η, ξ

)
,(4.1.6)

CN = Ad(0)−1 kerL
(
0, τ1(η, ξ), η, ξ

)
⊕ · · · ⊕Ad(0)−1 kerL

(
0, τN (η, ξ), η, ξ

)
.(4.1.7)

Pour k = 1, . . . , N et pour (η, ξ) dans Rd \ {0}, on définit les projecteurs πk(η, ξ) et π̃k(η, ξ),
associés respectivement aux décompositions (4.1.6) et (4.1.7).

Pour k = 1, . . . , N et (η, ξ) ∈ Rd \{0}, on note également Ek(η, ξ) un vecteur propre de norme
1 engendrant l’espace propre kerL

(
0, τk(η, ξ), η, ξ

)
, si bien que

(4.1.8) E1(η, ξ), . . . , EN (η, ξ)

est une base réelle normée de CN adaptée à la décomposition (4.1.6). On note que la famille

(4.1.9) Ad(0)−1E1(η, ξ), . . . , Ad(0)−1EN (η, ξ)
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forme alors une base réelle de CN adaptée à la décomposition (4.1.7).

Remarque 4.1.3. i) Dans la suite on sera amené à considérer l’opérateur modifié

L̃(0, ∂z) := Ad(0)−1 L(0, ∂z).

Ceci motive l’introduction du symbole modifié L̃(0, α) := Ad(0)−1 L(0, α), et donc les projec-
teurs π̃k(η, ξ), puisque les symboles L(0, α) et L̃(0, α) n’ont pas la même image.

ii) Puisque la matrice A(η, ξ) =
∑d−1

i=1 ηiAi(0) + ξAd(0) est réelle pour (η, ξ) ∈ Rd et que les
valeurs propres τ1, . . . , τN sont réelles, les décompositions (4.1.6) et (4.1.7) sont aussi vraies
pour RN , mais puisque certaines fonctions étudiées ci-dessous sont à valeurs complexes, ce
sont les décompositions de CN qui nous intéressent ici.

iii) Si α = (τ, η, ξ) est une fréquence caractéristique, alors par définition et d’après l’Hypothèse
4.2, le triplet (τ, η, ξ) vérifie

N∏

k=1

(
τ − τk(η, ξ)

)
= 0.

Il existe ainsi un unique k entre 1 et N tel que τ = τk(η, ξ). Autrement dit, la variété
caractéristique C est la réunion des N hypersurfaces {τ = τk(η, ξ)}, k = 1, . . . , N .

Remarque 4.1.4. On vérifie que dans l’Hypothèse 4.2, les fonctions τk pour k = 1, . . . , N sont
positivement homogènes de degré 1 sur Rd \ {0}. Les projecteurs πk et π̃k pour k = 1, . . . , N sont
donc positivement homogènes de degré 0 sur Rd \ {0}.
Exemple 4.1.5. On reprend l’Exemple 4.1.1. Pour le système (4.1.4) linéarisé autour de V0 =
(v0, 0, u0), le polynôme caractéristique p s’écrit

p(τ, η, ξ) = det




τ + ξ u0 −v0 η −v0 ξ

−c2
0 η/v0 τ + ξ u0 0

−c2
0 ξ/v0 0 τ + ξ u0


 = (τ + ξ u0)

(
(τ + ξ u0)2 − c2

0 (η2 + ξ2)
)
.

Ainsi, les valeurs propres de A(η, ξ) = η A1(V0) + ξ A2(V0) sont les opposées des racines en τ du
polynôme p, données par

(4.1.10) τ1(η, ξ) := −u0 ξ − c0

√
η2 + ξ2, τ2(η, ξ) := −u0 ξ, τ3(η, ξ) := −u0 ξ + c0

√
η2 + ξ2.

Les fonctions τ1, τ2 et τ3 sont analytiques et distinctes sur R2 \ {0}. Le système (4.1.4) est ainsi
strictement hyperbolique, c’est-à-dire qu’il vérifie l’Hypothèse 4.2 de stricte hyperbolicité. On a
représenté en Figure 4.1 les fréquences caractéristiques α = (τ, η, ξ) ∈ R3 pour le système (4.1.4).

On définit maintenant des projecteurs issus de la décomposition (4.1.6) de CN , que l’on
prolonge pour les fréquences non caractéristiques. On établit également des égalités, très utiles
dans la suite, entre les images et noyaux des projecteurs πα et π̃α et des matrices L(0, α) et
L̃(0, α). La preuve est inspirée de celle de [CG10, Lemme 3.2].

Définition 4.1.6. Soit α = (τ, η, ξ) ∈ R1+d \ {0} une fréquence caractéristique, et soit k l’entier
entre 1 et N tel que τ = τk(η, ξ). On note πα := πk(η, ξ) (resp. π̃α := π̃k(η, ξ)) la projection
de CN sur l’espace propre kerL

(
0, τk(η, ξ), η, ξ

)
(resp. l’espace Ad(0)−1 kerL

(
0, τk(η, ξ), η, ξ

)
)

selon la décomposition (4.1.6) (resp. (4.1.7)). Si α ∈ R1+d \ {0} n’est pas caractéristique, on note
πα = π̃α := 0 et si α = 0 on note π0 := π̃0 := I. Pour tout α dans Rd+1, on vérifie alors que le
projecteur πα satisfait

(4.1.11) kerL(0, α) = ker L̃(0, α) = Imπα,
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η

ξ

τ

τ = τ1(η, ξ)

τ = τ2(η, ξ)

τ = τ3(η, ξ)

Figure 4.1 – Fréquences caractéristiques pour le système (4.1.4) d’Euler compressible isentropique

et

(4.1.12) ImL(0, α) = kerπα,

et que le projecteur π̃α vérifie

(4.1.13) Im L̃(0, α) = ker π̃α,

où l’on rappelle que l’on désigne par L̃(0, α) le symbole modifié L̃(0, α) := Ad(0)−1 L(0, α).
Pour tout α ∈ R1+d \{0}, on note Qα l’inverse partiel de L(0, α), c’est-à-dire l’unique matrice

Qα telle que Qα L(0, α) = L(0, α)Qα = I − πα. Si α = 0, on définit Qα := I.

Preuve. Soit α = (τ, η, ξ) dans Rd+1. L’égalité (4.1.11) est vérifiée par définition de πα, et par
égalité des noyaux kerL(0, α) = ker L̃(0, α), la matrice Ad(0) étant inversible. Concernant l’égalité
(4.1.12), on remarque d’abord que d’après le théorème du rang et la définition de πα, les espaces
ImL(0, α) et kerπα ont la même dimension. On note k0 l’indice entre 1 et N tel que τ = τk0(η, ξ).
On se donne alors L(0, α)X un élément de ImL(0, α), avec X dans CN que l’on décompose,
selon (4.1.6), comme X =

∑N
k=1 πk(η, ξ)X. Puisque, pour k = 1, . . . , N , le projecteur πk(η, ξ) a

pour image l’espace propre de la matrice A(η, ξ) associé à la valeur propre −τk(η, ξ), on a

L(0, α)X =

N∑

k=1

(
τk0(η, ξ) I +A(η, ξ)

)
πk(η, ξ)X

=
∑

k 6=k0

(
τk0(η, ξ)− τk(η, ξ)

)
πk(η, ξ)X.

Puisque l’égalité (4.1.11) est vérifiée, on en déduit que L(0, α)X appartient à
⊕

k 6=k0

kerL
(
0, (τk(η, ξ), η, ξ)

)
,

qui est égal, par définition des projecteurs πk, au noyau de πk0(η, ξ) = πα. Par égalité des
dimensions l’identité (4.1.12) est alors vérifiée. La preuve de l’égalité (4.1.13) est similaire : on se
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donne X dans CN que l’on décompose comme X =
∑N

k=1 πk(η, ξ)X, et l’on écrit alors

L̃(0, α)X = Ad(0)−1
N∑

k=1

(
τk0(η, ξ) I +A(η, ξ)

)
πk(η, ξ)X

= Ad(0)−1
∑

k 6=k0

(
τk0(η, ξ)− τk(η, ξ)

)
πk(η, ξ)X,

et donc L̃(0, α)X appartient à
⊕

k 6=k0

Ad(0)−1 kerL
(
0, (τk(η, ξ), η, ξ)

)
= ker π̃α.

Par égalité des dimensions on peut également conclure quant à l’identité (4.1.13).

Remarque 4.1.7. i) Pour tout k = 1, . . . , N , les projecteurs πk(η, ξ) et π̃k(η, ξ) sont positivement
homogènes de degré 0 en (η, ξ) ∈ Rd\{0}. D’autre part, par hypothèse de stricte hyperbolicité,
les bases E1(η, ξ), . . . , EN (η, ξ) et Ad(0)−1E1(η, ξ), . . . , Ad(0)−1EN (η, ξ) sont analytiques en
(η, ξ) ∈ Rd\{0}, et les applications (η, ξ) 7→ πk(η, ξ) et (η, ξ) 7→ π̃k(η, ξ) sont donc analytiques
sur Rd \ {0}. Ainsi, par compacité de la sphère Sd−1, pour tout k = 1, . . . , N , les projecteurs
πk(η, ξ) et π̃k(η, ξ) sont uniformément bornés par rapport à (η, ξ) ∈ Rd \ {0}. Les projecteurs
πα et π̃α sont donc bornés uniformément par rapport à α dans R1+d.

ii) À la différence des projecteurs πk et π̃k, k = 1, . . . , N , les projecteurs πα et π̃α sont homogènes
de degré 0 en α dans Rd+1, et non seulement positivement homogènes. En effet, le résultat est
évident si α est nul ou non caractéristique, et si α est une fréquence caractéristique non nulle,
et λ un réel non nul, alors puisque kerL(0, λ α) = kerL(0, α) et ImL(0, λ α) = ImL(0, α),
on a πλα = πα. L’argument est similaire pour les projecteurs π̃α.

4.1.3 Condition de Lopatinskii uniforme et quelques résultats préliminaires

On définit les espaces de fréquences

Ξ := {ζ = (σ = τ − iγ, η) ∈ (C× Rd−1) \ {0} | γ > 0},
Σ :=

{
ζ ∈ Ξ | τ2 + γ2 + |η|2 = 1

}
,

Ξ0 := {ζ ∈ Ξ | γ = 0},
Σ0 := Ξ0 ∩ Σ.

On définit également la matrice qui apparait lorsque l’on applique la transformée de Fourier-
Laplace à l’opérateur L(0, ∂z). Pour tout ζ = (σ, η) ∈ Ξ, on pose

A(ζ) := −i Ad(0)−1
(
σI +

d−1∑

i=1

ηj Aj(0)
)
.

L’hypothèse 4.1 de bord non caractéristique est utilisée ici pour définir la matrice A(ζ). On
remarque que si ζ = (τ, η) ∈ Ξ0, et si iξ est une valeur propre imaginaire pure de la matrice A(ζ),
alors la fréquence (τ, η, ξ) est une fréquence caractéristique réelle, et réciproquement.

Le lemme de Hersh [Her63, Lemme 1] nous assure que pour ζ dans Ξ \ Ξ0, la matrice A(ζ)
n’a pas de valeur propre de partie réelle nulle et que le sous-espace stable associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative, que l’on note E−(ζ), est de dimension constante
notée p. L’entier p est de plus obtenu comme le nombre de valeurs propres strictement positives
de la matrice Ad(0). On note E+(ζ) le sous-espace instable de A(ζ) associé aux valeurs propres
de partie réelle strictement positive, qui est de dimension N − p.
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Dans [Kre70] (voir aussi [CP82, Théorème 3.5] et [BGS07, Lemma 4.5]) il est montré que les
sous-espaces stables E± s’étendent de manière continue à tout l’espace Ξ dans le cas strictement
hyperbolique (Hypothèse 4.2). On note encore E± les prolongements continus à Ξ. On peut alors
faire l’hypothèse principale de ce travail, qui, avec les Hypothèses 4.1 et 4.2, nous assure que
le problème aux limites (4.1.1) est bien posé localement en temps. En effet les hypothèse 4.1,
4.2 et 4.3 perdurent lorsque l’on réalise une petite perturbation du système autour d’un point
d’équilibre. Tout comme les Hypothèses 4.1 et 4.2, l’hypothèse suivante a trait à la structure du
problème.

Hypothèse 4.3 (Condition de Lopatinskii uniforme). Pour tout ζ ∈ Ξ, on a

kerB ∩ E−(ζ) = {0}.

En particulier, cela impose que le rang de la matrice B soit égal à la dimension de E−(ζ),
c’est-à-dire M = p.

Remarque 4.1.8. Historiquement, la première définition qui a été donnée de la condition de
Lopatinskii uniforme n’utilise pas le prolongement continu de E− à Ξ0. Elle énonce que pour tout
ζ ∈ Ξ \ Ξ0, on a

kerB ∩ E−(ζ) = {0} ,

et que l’application linéaire
(
B|E−(ζ)

)−1 est bornée uniformément par rapport à ζ ∈ Ξ \ Ξ0, voir
[Sar65]. Puisque l’espace E−(ζ) est homogène de degré 0 et continu par rapport à ζ ∈ Ξ, et par
compacité de la demi-sphère unité Σ, on remarque en effet que l’Hypothèse 4.3 implique que
l’application linéaire

(
B|E−(ζ)

)−1 est bornée uniformément par rapport à ζ ∈ Ξ.

On a vu que pour ζ ∈ Ξ \ Ξ0, la matrice A(ζ) n’a pas de valeur propre imaginaire pure. On
s’attache maintenant à décrire plus précisément la matrice A(ζ) pour ζ dans Ξ0 ainsi que les
prolongement par continuité à Ξ0 des espaces E±(ζ). Le théorème suivant, dû à Kreiss [Kre70] pour
le cas strictement hyperbolique qui nous intéresse ici, Métivier [Mét00] pour le cas hyperbolique à
multiplicité constante, et étendu par Métivier et Zumbrun [MZ05] à un cadre encore plus général,
donne une décomposition très utile de la matrice A(ζ) lorsque ζ appartient à Ξ0.

Proposition 4.1.9 (Structure de blocs). Si l’Hypothèse 4.2 est vérifiée, alors pour tout ζ ∈ Ξ,
il existe un voisinage V de ζ dans Ξ, un entier L > 1, une partition N = ρ1 + · · ·+ ρL et une
matrice inversible T analytique sur V telle que pour tout ζ ∈ V,

T (ζ)A(ζ)T (ζ)−1 = diag
(
A1(ζ), . . . ,AL(ζ)

)
,

où pour tout j la matrice Aj(ζ) est de taille ρj et vérifie l’une des propriétés suivantes :
i) la partie réelle de la matrice Aj(ζ), définie par (Aj(ζ) +Aj(ζ)∗)/2, est définie positive,
ii) la partie réelle de la matrice Aj(ζ) est définie négative,
iii) ρj = 1, Aj(ζ) est imaginaire pur lorsque γ est nul et ∂γAj(ζ) ∈ R∗,
iv) ρj > 1, les coefficients de Aj(ζ) sont imaginaires purs lorsque γ est nul, il existe ξj ∈ R tel

que

Aj(ζ) =




i ξj i 0
. . . i

0 i ξj


 ,

et le coefficient en bas à gauche de ∂γAj(ζ) est réel non nul.

Ce résultat, dénommé communément "structure de blocs" [BGS07, Section 5.1.2], est fon-
damental pour la preuve de la Proposition 4.1.21 ci-dessous. En vue de décrire les sous-espaces
E±(ζ) pour ζ ∈ Ξ0, on définit maintenant le champ de vecteurs associé à chaque phase réelle
caractéristique.
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Figure 4.2 – Champs de vecteurs rentrant (r), sortant (s) et glancing (g).

Définition 4.1.10. Soit α = (τ, η, ξ) ∈ Rd+1 \ {0} une fréquence caractéristique, et soit k entre 1
et N tel que τ = τk(η, ξ). On définit vα la vitesse de groupe associée à α comme

vα := ∇η,ξ τk(η, ξ).

On dit que α est glancing (resp. rentrante, sortante) si ∂ξτk(η, ξ) est nul (resp. strictement négatif,
strictement positif). On définit alors Xα le champ de vecteurs associé à α comme

(4.1.14) Xα := ∂t − vα · ∇x = ∂t −∇ητk(η, ξ) · ∇y − ∂ξτk(η, ξ) ∂xd .

On représente le champ de vecteur Xα dans le cas rentrant, sortant, et glancing en Figure 4.2.

Exemple 4.1.11. On commence par donner un exemple de condition au bord pour le système de
l’Exemple 4.1.1 qui vérifie la condition de Lopatinskii uniforme. On cherche pour cela une matrice
B deM2,3(R) de rang maximal, qui donne des conditions de bord strictement dissipatives (voir
[BGS07, Définition 9.2]), c’est-à-dire telle que son noyau, de dimension 1, soit engendré par un
vecteur E vérifiant

tE S(V )A2(V )E < 0

pour tout V au voisinage de V0, où la matrice S(V ) est un symétriseur du système. Des conditions
de bord strictement dissipatives vérifient en particulier la condition de Lopatinskii uniforme, voir
[BGS07, Proposition 4.4]. Dans notre exemple on peut considérer le symétriseur donné par la
matrice diagonale

S(V ) = diag
(
c(v)2, v2, v2

)
.

On rappelle que, avec les notations de notre exemple, un symétriseur S(V ) est une fonction
du voisinage de V0, O, dans l’ensemble des matrices symétriques définies positives telle que
les matrices S(V )A1(V ) et S(V )A2(V ) sont symétriques pour tout V au voisinage de V0. On
détermine alors qu’un vecteur E qui convient est donné par E = (v0, 0, u0), puisque dans ce cas
l’on a

tE S(V0)A2(V0)E = u0 v
2
0 (u2

0 − c2
0)

qui est strictement négatif par hypothèse sur V0, et le reste donc au voisinage de V0. Une matrice
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B de rang maximal et de noyau engendré par le vecteur E est par exemple donnée par

B :=

(
0 v0 0
−u0 0 v0

)
,

qui fournit donc un exemple de condition au bord satisfaisant la condition de Lopatinskii uniforme.
On s’intéresse maintenant aux valeurs propres de la matrice A(τ, η) pour le système de

l’Exemple 4.1.1. Leurs expressions, pour (τ, η) ∈ R2 \ {0}, dépend du signe de τ2 − η2 (c2
0 − u2

0),
comme représenté sur la Figure 4.3.

Si |τ | >
√
c2

0 − u2
0 |η|, c’est-à-dire si ζ = (τ, η) se situe dans la zone dite hyperbolique H

([BGS07, Définition 8.1]), alors la matrice A(ζ) admet trois valeurs propres simples imaginaires
pures données par

i ξ1(τ, η) := i
τ u0 + sign(τ) c0

√
τ2 − η2 (c2

0 − u2
0)

c2
0 − u2

0

,(4.1.15a)

i ξ2(τ, η) := i
τ u0 − sign(τ) c0

√
τ2 − η2 (c2

0 − u2
0)

c2
0 − u2

0

,(4.1.15b)

i ξ3(τ, η) := i
−τ
u0
,(4.1.15c)

où sign(x) := x/|x| pour x 6= 0. Puisque ξ1(τ, η) est réel, la fréquence α1(τ, η) :=
(
τ, η, ξ1(τ, η)

)

est une fréquence caractéristique réelle. On détermine alors que l’on a τ = τ3

(
η, ξ1(τ, η)

)
si τ > 0

et τ = τ1

(
η, ξ1(τ, η)

)
si τ < 0. Un calcul nous donne, si τ > 0,

∂ξτ3

(
η, ξ1(τ, η)

)
=

√
τ2 − η2(c2

0 − u2
0)

η2 + ξ2
1(τ, η)

,

et, si τ < 0,

∂ξτ1

(
η, ξ1(τ, η)

)
=

√
τ2 − η2(c2

0 − u2
0)

η2 + ξ2
1(τ, η)

.

La fréquence α1(τ, η) =
(
τ, η, ξ1(τ, η)

)
est donc toujours sortante. De même, on détermine que

la fréquence caractéristique réelle α2(τ, η) :=
(
τ, η, ξ2(τ, η)

)
est toujours rentrante, et que la

fréquence α3(τ, η) :=
(
τ, η, ξ3(τ, η)

)
est également toujours rentrante.

Si ζ se situe dans la zone dite glancing G, c’est-à-dire si |τ | =
√
c2

0 − u2
0 |η|, alors la matrice

A(ζ) possède une valeur propre simple et imaginaire pure i ξ3(ζ) toujours donnée par la formule
(4.1.15c), et une valeur propre double et imaginaire pure donnée par

i ξ1(ζ) = i ξ2(ζ) = i
τ u0

c2
0 − u2

0

.

Dans ce cas on a toujours τ = τ3

(
η, ξ1(τ, η)

)
si τ > 0 et τ = τ1

(
η, ξ1(τ, η)

)
si τ < 0, et concernant

la fréquence caractéristique α3(τ, η) =
(
τ, η, ξ3(τ, η)

)
, on a toujours τ = τ2

(
η, ξ3(τ, η)

)
. On

détermine alors que
∂ξτ1

(
η, ξ1(τ, η)

)
= ∂ξτ3

(
η, ξ1(τ, η)

)
= 0,

et donc quelque soit le signe de τ , la fréquence α1(τ, η) est glancing. La fréquence α3(τ, η) est
quant à elle toujours rentrante.

Enfin si |τ | <
√
c2

0 − u2
0 |η| et donc si ζ est dans la zone dite mixte elliptique-hyperbolique

EH, alors la matrice A(ζ) possède une valeur propre simple imaginaire pure i ξ3(ζ) donnée par
(4.1.15c), et deux valeurs propres de partie réelle non nulle (symétriques par rapport à l’axe des
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√
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√
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Figure 4.3 – Régions de Ξ0 pour les équations d’Euler compressible isentropique

imaginaires purs), que l’on note encore i ξ1 et i ξ2 et dont les expressions sont données par

i ξ1(τ, η) := i
τ u0 + i c0 sign(τ)

√
η2 (c2

0 − u2
0)− τ2

c2
0 − u2

0

,

i ξ2(τ, η) := i
τ u0 − i c0 sign(τ)

√
η2 (c2

0 − u2
0)− τ2

c2
0 − u2

0

.

La fréquence caractéristique réelle α3(τ, η) =
(
τ, η, ξ3(τ, η)

)
est là encore rentrante.

Dans la suite, afin d’avoir la matrice identité en facteur de l’opérateur de dérivée partielle
par rapport à la variable normale xd dans les équations, on considérera l’opérateur modifié
L̃(u, ∂z) := Ad(u)−1 L(u, ∂z). Pour j = 1, . . . , d − 1, on note Ãj := A−1

d Aj et Ã0 := A−1
d . Le

résultat suivant, qui est une adaptation due à [CGW11, Lemme 2.11] d’un résultat de [Lax57],
montre que, dans certains cas, l’opérateur π̃α L̃(0, ∂z)πα est donné par un opérateur de transport
scalaire à coefficients constants, et donc que l’opérateur π̃α L̃(0, ∂z) agit sur les profils polarisés
(c’est-à-dire les profils U tels que πα U = U) comme un opérateur plus simple.

Lemme 4.1.12 ([CGW11, Lemme de Lax]). Soit α = (τ, η, ξ) ∈ R1+d \ {0} une fréquence
caractéristique réelle non glancing et k entre 1 et N tel que τ = τk(η, ξ). Alors on a

π̃α L̃(0, ∂z)πα =
−1

∂ξτk(η, ξ)
Xα π̃α πα,

où Xα est le champ de vecteur associé à α défini par (4.1.14). On note alors

X̃α :=
−1

∂ξτk(η, ξ)
Xα = ∂xd −

1

∂ξτk(η, ξ)
∂t +

1

∂ξτk(η, ξ)
∂t∇ητk(η, ξ) · ∇y.

Dans un souci de complétude, on rappelle ici la preuve donnée dans [CGW11].

Preuve. D’après l’identité (4.1.11), on a

(4.1.16) L̃
(
0, (τk(η, ξ), η, ξ)

)
πk(η, ξ) =

(
τk(η, ξ) Ã0(0) +

d−1∑

i=1

ηi Ãi(0) + ξ I
)
πk(η, ξ) = 0.

La formule de Dunford et le théorème des fonctions implicites nous assurent que dans le cas
strictement hyperbolique, les projecteurs πk ainsi que les réels τk sont différentiables par rapport
à (η, ξ) dans Rd \ {0} (ils dépendent même analytiquement de (η, ξ)). On différencie donc l’égalité



86 CHAPITRE 4. Optique géométrique pour des problèmes aux limites quasi-linéaires

(4.1.16) par rapport à ξ sur un voisinage d’une fréquence (η, ξ) dans Rd \ {0} pour trouver

(
∂ξτk(η, ξ) Ã0(0) + I

)
πk(η, ξ) +

(
τk(η, ξ) Ã0(0) +

d−1∑

i=1

ηi Ãi(0) + ξ I
)
∂ξπk(η, ξ) = 0,

et donc, en multipliant par π̃k(η, ξ) à gauche, d’après l’identité (4.1.13), on obtient

(4.1.17) π̃k(η, ξ) Ã0(0)πk(η, ξ) = − 1

∂ξτk(η, ξ)
π̃k(η, ξ)πk(η, ξ).

De même, pour i = 1, . . . , d− 1, on différencie l’égalité (4.1.16) par rapport à ηi puis on multiplie
à gauche par le projecteur π̃k(η, ξ) pour obtenir

π̃k(η, ξ)
(
∂ηjτk(η, ξ) Ã0(0) + Ãi(0)

)
πk(η, ξ) = 0,

et donc, avec (4.1.17), on a

π̃k(η, ξ) Ãi(0)πk(η, ξ) =
∂ηiτk(η, ξ)

∂ξτk(η, ξ)
π̃k(η, ξ)πk(η, ξ),

ce qui conclut la preuve.

Les résultats suivants utilisent l’énoncé classique du Lemme de Lax, dont la preuve est similaire
et plus simple que celle du Lemme 4.1.12. On le rappelle ici.

Lemme 4.1.13 ([Lax57]). Soit α = (τ, η, ξ) ∈ R1+d \ {0} une fréquence caractéristique réelle et
k entre 1 et N tel que τ = τk(η, ξ). Alors on a

πα L(0, ∂z)πα = Xα πα,

où Xα est le champ de vecteur associé à α défini par (4.1.14).

Le premier lemme ci-dessous, classique, affirme que les vitesses de groupe vα sont bornées. Le
résultat présenté ici n’est pas optimal, la constante C pouvant être prise égale à 1, mais il suffit
pour notre analyse, et sa preuve est plus simple.

Lemme 4.1.14. Il existe une constante C > 0 telle que, pour k = 1 . . . , N et (η, ξ) dans Rd \{0},
on a

|∇η,ξτk(η, ξ)| 6 C sup
(η,ξ)∈Sd−1

ρ
(
A(η, ξ)

)
,

où l’on rappelle que A(η, ξ) a été définie pour (η, ξ) dans Rd \ {0} dans l’Hypothèse 4.2, et où
ρ
(
A(η, ξ)

)
désigne le rayon spectral de la matrice A(η, ξ). On note alors V∗ la quantité finie

V∗ := C sup
(η,ξ)∈Sd−1

ρ
(
A(η, ξ)

)
,

qui borne la norme des vitesses de groupe.

Preuve. On note d’abord que la quantité V∗ est bien finie, puisque d’après l’Hypothèse 4.2, on a

ρ
(
A(η′, ξ′)

)
= max

k=1,...,N

∣∣τk(η′, ξ′)
∣∣ ,

et que les fonctions τ1, . . . , τN sont analytiques sur Rd \ {0}, et donc bornées sur Sd−1.
Soit maintenant (η, ξ) dans Rd \ {0} et k entre 1 et N . D’après le Lemme de Lax 4.1.13, on a,

pour (η′, ξ′) dans Sd−1,

πk(η, ξ)A(η′, ξ′)πk(η, ξ) = −dτk(η, ξ) · (η′, ξ′)πk(η, ξ).
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Or on a
|∇η,ξτk(η, ξ)| = sup

(η′,ξ′)∈Sd−1

∣∣dτk(η, ξ) · (η′, ξ′)
∣∣ ,

et donc

(4.1.18) |∇η,ξτk(η, ξ)| 6 ‖πk(η, ξ)‖ sup
(η′,ξ′)∈Sd−1

∥∥A(η′, ξ′)
∥∥ .

D’autre part, d’après la Remarque 4.1.7, il existe une constante C > 0 telle que

(4.1.19) ‖πk(η, ξ)‖ 6 C, k = 1, . . . , N,

uniformément par rapport à (η, ξ) dans Rd \ {0}. Enfin, en vertu de l’Hypothèse 4.2 qui affirme
que la matrice A(η′, ξ′) est diagonalisable et bien conditionnée, il existe une constante C > 0 telle
que

(4.1.20) sup
(η′,ξ′)∈Sd−1

∥∥A(η′, ξ′)
∥∥ 6 C sup

(η′,ξ′)∈Sd−1

ρ
(
A(η′, ξ′)

)
.

On peut alors conclure avec (4.1.18), (4.1.19), et (4.1.20).

Le deuxième résultat nous permet de relier quantitativement le vecteur π̃αEk(η, ξ) avec le
vecteur Ek(η, ξ), ce qui nous sera utile dans la suite pour obtenir un contrôle de minoration de ce
premier. Il est mentionné, pour sa deuxième partie, dans [CG10].

Lemme 4.1.15. Soit α = (τ, η, ξ) ∈ R1+d \ {0} une fréquence caractéristique réelle et k entre 1
et N tel que τ = τk(η, ξ). Alors on a

π̃αEk(η, ξ) = −∂ξτk(η, ξ)Ad(0)−1Ek(η, ξ).

En particulier, si la fréquence α n’est pas glancing, le projecteur π̃α induit un isomorphisme de
Imπα dans Im π̃α.

Preuve. On décompose le vecteur Ek(η, ξ) dans la base (4.1.9) adaptée à la décomposition (4.1.7) :

(4.1.21) Ek(η, ξ) =
N∑

j=1

λj Ad(0)−1Ej(η, ξ),

si bien que l’on a π̃αEk(η, ξ) = λk Ad(0)−1Ek(η, ξ). On cherche donc à déterminer le coefficient
λk. On a, puisque παEk(η, ξ) = Ek(η, ξ), et d’après la décomposition (4.1.21),

Ad(0)παEk(η, ξ) =

N∑

j=1

λj Ej(η, ξ),

et donc
παAd(0)παEk(η, ξ) = λk Ek(η, ξ).

On peut conclure avec le Lemme de Lax 4.1.13 qui affirme que l’on a παAd(0)πα = −∂ξτk(η, ξ)πα.
Pour montrer que le projecteur π̃α induit un isomorphisme de Imπα dans Im π̃α, puisque les

deux espaces Imπα et Im π̃α ont la même dimension, il s’agit de montrer que l’intersection

ker π̃α ∩ Imπα

est triviale. On se donne donc X un vecteur de CN appartenant à cette intersection, qui s’écrit,



88 CHAPITRE 4. Optique géométrique pour des problèmes aux limites quasi-linéaires

X appartenant à Imπα, par définition du vecteur Ek(η, ξ),

X = λEk(η, ξ),

où k est l’entier entre 1 et N tel que α =
(
τk(η, ξ), η, ξ

)
et λ ∈ R. D’après le résultat précédent

on a
π̃αX = −∂ξτk(η, ξ)Ad(0)−1X.

Or, π̃αX = 0 par hypothèse et ∂ξτk(η, ξ) 6= 0 puisque α n’est pas glancing. On en déduit donc
X = 0, ce qui est le résultat recherché.

On peut maintenant décrire la décomposition du sous-espace stable E−(ζ) pour ζ ∈ Ξ0, qui
utilise l’Hypothèse 4.2 de stricte hyperbolicité.

Proposition 4.1.16 ([Wil96], Proposition 3.4). Soit ζ = (τ, η) ∈ Ξ0. On note i ξj(ζ) pour
j = 1, . . . ,M(ζ) les valeurs propres complexes distinctes de la matrice A(ζ), et si ξj(ζ) est réel,
on note αj(ζ) := (τ, η, ξj(τ, η)) la fréquence caractéristique réelle associée. Si ξj(ζ) est réel, on
note également kj l’indice entre 1 et N tel que τ = τkj (η, ξj(ζ)). L’ensemble {1, 2, . . . ,M(ζ)}
s’écrit alors comme l’union disjointe

(4.1.22) {1, 2, . . . ,M(ζ)} = G(ζ) ∪R(ζ) ∪ P(ζ) ∪ S(ζ) ∪N (ζ),

où les ensembles G(ζ), R(ζ), P(ζ), S(ζ) et N (ζ) correspondent aux indices j tels que respectivement
αj(ζ) est glancing, αj(ζ) est rentrante, Im ξj(ζ) est strictement positive, αj(ζ) est sortante et
Im ξj(ζ) est strictement négative.

On a alors la décomposition de E−(ζ) suivante

(4.1.23) E−(ζ) =
⊕

j∈G(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈R(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈P(ζ)

Ej−(ζ),

où pour chaque indice j, le sous-espace Ej−(ζ) est précisément décrit comme suit.

i) Si j ∈ P(ζ), l’espace Ej−(ζ) est l’espace propre généralisé de A(ζ) associé à la valeur propre
i ξj(ζ).

ii) Si j ∈ R(ζ), on a Ej−(ζ) = kerL
(
0, αj(ζ)

)
, qui est de dimension 1.

iii) Si j ∈ G(ζ), on note nj la multiplicité algébrique de la valeur propre imaginaire pure iξj(ζ).
Pour γ > 0 petit, la valeur propre multiple i ξj(τ, η) se sépare en nj valeurs propres simples,
notées i ξkj (τ − iγ, η), k = 1, . . . , nj, toutes de partie réelle non nulle. On note µj le nombre
(indépendant de γ > 0) de valeurs propres i ξkj (τ − iγ, η) de partie réelle strictement négative.
Alors Ej−(ζ) est de dimension µj et est engendré par les vecteurs propres généralisés w
vérifiant [A(ζ)− iξj(ζ)]µjw = 0. De plus, si nj est pair, µj = nj/2 et si nj est impair, µj
est égal à (nj − 1)/2 ou (nj + 1)/2.

De même, le sous-espace instable E+(ζ) s’écrit

(4.1.24) E+(ζ) =
⊕

j∈G(ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈S(ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈N (ζ)

Ej+(ζ),

avec une description similaire des sous-espaces Ej+(ζ). En particulier, si G(ζ) est vide, alors

CN = E−(ζ)⊕ E+(ζ).

Remarque 4.1.17. La notation ξj(ζ) ne doit pas être perçue comme étant une fonction ξj dépendant
de ζ ∈ Ξ0, puisque par exemple le nombre de valeurs propres distinctes M(ζ) dépend de ζ.
Cependant, on remarque que la matrice A(ζ) est homogène de degré 1 en ζ dans Ξ0. Ainsi, le
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nombreM(ζ) ainsi que le cardinal des ensembles G(ζ), R(ζ)∪S(ζ) et P(ζ)∪N (ζ) ne dépendent
que de la direction de ζ dans Ξ0. On suppose donc que, à ζ ∈ Ξ0 fixé, pour λ ∈ R∗, les indices
1, . . . ,M(λ ζ) sont ordonnés de telle sorte que, pour j = 1, . . . ,M(ζ),

ξj(λ ζ) = λ ξj(ζ), et donc αj(λ ζ) = λαj(ζ).

Avec cette numérotation, on remarque que si, pour ζ ∈ Ξ0, αj(ζ) est glancing, rentrant ou sortant
(resp. ξj(ζ) est de partie imaginaire non nulle), c’est-à-dire si j ∈ G(ζ) ∪ S(ζ) ∪ R(ζ) (resp.
j ∈ P(ζ) ∪N (ζ)), alors pour λ ∈ R∗, αj(λ ζ) = λαj(ζ) est encore glancing, rentrant ou sortant
(resp. ξj(λ ζ) est encore de partie imaginaire non nulle), c’est-à-dire que j ∈ G(λ ζ)∪S(λ ζ)∪R(λ ζ)
(resp. j ∈ P(λ ζ) ∪ N (λ ζ)). Plus précisément, si j ∈ P(ζ) (resp. N (ζ)), alors j ∈ N (−ζ) (resp.
P(−ζ)).

Définition 4.1.18. Soit ζ ∈ Ξ0. On dit que ζ est un point glancing et on note ζ ∈ G si avec
les notations de la Proposition 4.1.16, il existe un indice j entre 1 et M(ζ) tel que j ∈ G(ζ),
c’est-à-dire si ζ est tel qu’il existe ξ ∈ R \ {0} tel que la fréquence (ζ, ξ) soit caractéristique et
glancing.

On fait maintenant une hypothèse qui nous permet de montrer que les projecteurs associés à
la décomposition (4.1.23) sont bornés uniformément par rapport à ζ dans Ξ0. Cette hypothèse a
déjà été faite dans les travaux de [Sar65] et [Wil96], et semble nécessaire, voir [Wil00].

Hypothèse 4.4. Pour tout k = 1, . . . , N , et pour tout (η, ξ) ∈ Rd \ {0}, on a

∂τk
∂ξ

(η, ξ) = 0 ⇒ ∂2τk
∂ξ2

(η, ξ) 6= 0.

Remarque 4.1.19. On verra ci-dessous, au cours de la preuve de la Proposition 4.1.21, que
l’Hypothèse 4.4 implique, avec les notations de la Proposition 4.1.16, que pour tout ζ dans Ξ0,
pour tout indice j dans G(ζ), on a nj = 2. On en déduit que µj = 1 et que la composante Ej−(ζ)
du sous-espace stable E−(ζ) est de dimension 1 et est donnée par kerL

(
0, αj(ζ)

)
.

Définition 4.1.20. Pour ζ ∈ Ξ0 et, avec les notations de la Proposition 4.1.16, pour un indice
j dans G(ζ) ∪ R(ζ), on note Πj

−(ζ) la projection de E−(ζ) sur la composante Ej−(ζ) selon la
décomposition (4.1.23).

On note également Πe
−(ζ) la projection de E−(ζ) sur la partie elliptique stable Ee−(ζ) :=

⊕j∈P(ζ)E
j
−(ζ) selon la décomposition (4.1.23).

Enfin, si ζ n’est pas glancing, c’est-à-dire si G(ζ) est vide, alors d’après la Proposition 4.1.16
on a la décomposition de CN suivante

(4.1.25) CN =
⊕

j∈S(ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈N (ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈R(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈P(ζ)

Ej−(ζ).

On note dans ce cas Πe
CN (ζ) la projection de CN sur la partie elliptique stable Ee−(ζ) selon

cette décomposition, et Πe,+
CN (ζ) la projection de CN sur la partie elliptique instable Ee+(ζ) :=

⊕j∈N (ζ)E
j
+(ζ) selon cette même décomposition.

Le résultat suivant sera fondamental dans la suite. Il utilise de manière cruciale l’Hypothèse
4.4, ainsi que l’Hypothèse 4.2 de stricte hyperbolicité.

Proposition 4.1.21 ([Wil96]). Sous les Hypothèses 4.2 et 4.4, pour ζ ∈ Ξ0 les projecteurs Πj
−(ζ)

pour j dans G(ζ)∪R(ζ), et les projecteurs Πe
−(ζ) sont uniformément bornés par rapport à ζ dans

Ξ0.

On détaille ici la preuve de ce résultat, qui est omise dans [Wil96].
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Preuve. Dans toute la preuve on s’autorise à noter indistinctement e toute fonction analytique
ne s’annulant pas en un point particulier α précisé plus bas, et qui est donc non nulle sur un
voisinage de ce point α. Puisque les projecteurs Πj

−(ζ), j ∈ G(ζ)∪R(ζ) et Πe
−(ζ) sont homogènes

de degré 0 en ζ, on montre le résultat localement dans Σ0, et on conclut par compacité de la
sphère unité Σ0. On est donc ramené à une étude locale au voisinage de tout point de Σ0.

Soit ζ = (τ , η) ∈ Σ0. On s’intéresse au comportement au voisinage de ζ dans Σ0 des projecteurs
Πj
−(ζ), j ∈ G(ζ)∪R(ζ) et Πe

−(ζ), et donc au comportement au voisinage de ζ des valeurs propres
de A(ζ). D’après la Proposition 4.1.9 il existe un voisinage V de ζ dans Σ0, un entier L > 0, une
base régulière de CN dans laquelle la matrice A(ζ) est diagonale par blocs de la forme

(4.1.26) diag
(
A−(ζ),A+(ζ),A1(ζ), . . . ,AL(ζ)

)
,

où le bloc A−(ζ) (resp. A+(ζ)), éventuellement de taille nulle, est de partie réelle définie négative
(resp. définie positive), et où les blocs Aj(ζ) sont de type iii) ou iv) avec les notations de la
Proposition 4.1.9. D’après cette proposition, les valeurs propres associées aux blocs de type iii)
restent imaginaires pures pour ζ ∈ Σ0 au voisinage de ζ et donc ne contribuent pas à la partie
elliptique des sous-espaces stable et instable. En revanche, les valeurs propres des blocs de type
iv) peuvent avoir une partie réelle non nulle au voisinage de ζ et donc contribuer à la partie
elliptique. Ainsi, au voisinage de ζ dans Σ0, la partie elliptique ⊕j∈P(ζ)E

j
−(ζ) s’écrit comme la

somme directe du sous-espace stable pour A(ζ) associé au bloc A−(ζ) et des espaces propres
généralisés associés aux éventuelles valeurs propres de partie réelle strictement négative des blocs
Aj(ζ) de type iv). La description détaillée de ces espaces propres constitue le point central de
l’analyse ci-dessous.

Dans la base adaptée à la décomposition par blocs (4.1.26), analytique par rapport à ζ ∈ Σ0,
on considère les premiers vecteurs associés au bloc A−(ζ) et on cherche à compléter cette famille
en une base analytique du sous-espace stable E−(ζ). On souhaite construire, au voisinage de ζ,
une détermination continue par rapport à ζ des valeurs propres stables de A(ζ) associées aux
blocs Aj(ζ) de type iii) et iv) (qui sont donc imaginaires pures en ζ) et en déduire l’existence
d’une famille libre de vecteurs propres généralisés associés qui dépende continûment de ζ. On va
pour cela suivre et adopter l’analyse de [Mét00].

Soit i ξ
j
une valeur propre imaginaire pure de A(ζ) de multiplicité algébrique nj . Par définition

de A(ζ) et avec les notations de l’Hypothèse 4.2, il existe un unique indice kj entre 1 et N tel que

τ = τkj (η, ξj).

Il y a alors deux cas possibles, suivant le degré d’annulation de la quantité
∂τkj
∂ξ (η, ξ

j
). Dans

le premier cas, on verra qu’il existe un prolongement régulier de la valeur propre i ξ
j
qui reste

imaginaire pur pour ζ ∈ Σ0 au voisinage de ζ, et qu’il existe un projecteur régulier sur le
sous-espace propre associé. Dans le second cas, la valeur propre i ξ

j
est dégénérée (i.e. n’est pas

semi-simple) et se prolonge en une valeur propre continue i ξj , qui, suivant où se trouve ζ dans la
voisinage de ζ, peut devenir de partie réelle non nulle, ou bien imaginaire pure et simple, ou bien
encore rester imaginaire pure et dégénérée.

On suppose donc dans un premier temps que

∂τkj
∂ξ

(η, ξ
j
) 6= 0,

c’est-à-dire que (τ , η, ξ
j
) est rentrant ou sortant. On sait que, pour (ζ, ξ) dans Rd+1 \ {0}, d’après

l’Hypothèse 4.2,

(4.1.27) det
(
A(ζ)− iξI

)
= det(Ad(0))−1iN detL

(
0, (ζ, ξ)

)
=
(
τ − τkj (η, ξ)

)
e(ζ, ξ),
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où e(ζ, ξ
j
) 6= 0. Puisque

∂τkj
∂ξ (η, ξ

j
) 6= 0, d’après le théorème de préparation de Weierstrass

[Hör90], il existe une unique fonction analytique réelle ξj définie au voisinage de ζ dans Σ0

vérifiant ξj(ζ) = ξ
j
et telle qu’au voisinage de (ζ, ξ

j
) dans Σ0 × R on ait

(4.1.28) τ − τkj (η, ξ) =
(
ξ − ξj(ζ)

)
e(ζ, ξ),

où e(ζ, ξ
j
) 6= 0. Ainsi dans un voisinage de (ζ, ξ

j
) dans Σ0 × R on a

det
(
A(ζ)− iξI

)
=
(
ξ − ξj(ζ)

)
e(ζ, ξ),

où e(ζ, ξ
j
) 6= 0 et donc dans un voisinage de ζ dans Σ0, i ξj(ζ) est une valeur propre (analytique en

ζ) deA(ζ) de multiplicité algébrique 1. D’autre part d’après l’égalité (4.1.28), on a τ = τkj
(
η, ξj(ζ)

)

et ainsi
A(ζ)πkj (η, ξj(ζ)) = i ξj(ζ)πkj (η, ξj(ζ)).

Au voisinage de ζ dans Σ0, i ξj(ζ) est donc une valeur propre de A(ζ) de multiplicité géométrique
1, et elle est donc simple. En outre le projecteur πkj

(
η, ξj(ζ)

)
est un projecteur analytique en ζ

sur l’espace propre de A(ζ) associé à i ξj(ζ). Ainsi, dans la décomposition par blocs (4.1.26), il y
a un unique bloc scalaire parmi les blocs Al(ζ) qui coïncide avec la valeur propre i ξj(ζ). Pour
le cas rentrant, on obtient alors des vecteurs propres associés qui dépendent analytiquement de
ζ ∈ Σ0 au voisinage de ζ, et qui contribuent au sous-espace stable E−(ζ).

Si maintenant
∂τkj
∂ξ (η, ξ

j
) = 0, alors d’après l’Hypothèse 4.4,

∂2τkj
∂ξ2

(η, ξ
j
) 6= 0 et dans ce cas on

dit que ξ
j
est glancing. Ainsi il existe une fonction e définie au voisinage de ξ

j
avec e(ξ

j
) 6= 0

telle que pour ξ proche de ξ
j
,

τ − τkj (η, ξ) = (ξ − ξ
j
)2 e(ξ).

On en déduit d’après (4.1.27) que pour ξ proche de ξ
j
,

det
(
A(ζ)− iξI

)
=
(
ξ − ξ

j

)2
e(ξ),

où e(ξ
j
) 6= 0. La multiplicité algébrique nj de la valeur propre iξ

j
est donc égale à 2 alors que sa

multiplicité géométrique est égale à 1 puisque

ker
(
A(ζ)− i ξ

j
I
)

= kerL
(
0, (ζ, ξ

j
)
)

= Imπkj (η, ξj),

et que le projecteur πkj (η, ξj) est de rang 1. Il nous faut donc trouver une base de l’espace propre
généralisé associé à i ξ

j
, qui est de dimension 2. Par définition de la fonction analytique τkj et du

projecteur πkj , on a, pour ξ proche de ξ
j
,

L
(
0, τkj (η, ξ), η, ξ

)
πkj (η, ξ) = 0.

Si on dérive cette relation par rapport à ξ, on obtient, en ξ = ξ
j
, puisque τkj (η, ξj) = τ ,

∂ξτkj (η, ξj) ∂τL
(
0, τ , η, ξ

j

)
πkj (η, ξj) + ∂ξL

(
0, τ , η, ξ

j

)
πkj (η, ξj) + L

(
0, τ , η, ξ

j

)
∂ξπkj (η, ξj) = 0,

c’est-à-dire, d’après l’expression de L
(
0, (τ, η, ξ)

)
et en utilisant ∂ξτkj (η, ξj) = 0,

Ad(0)πkj (η, ξj) + iAd(0)
(
A(ζ)− iξ

j

)∂πkj
∂ξ

(η, ξ
j
) = 0.
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Si on note P 0 := πkj (η, ξj) et P 1 :=
∂πkj
∂ξ (η, ξ

j
) on a donc

(4.1.29)
(
A(ζ)− iξ

j

)
P 1 = iP 0.

On note alors Ej un vecteur non nul de la droite vectorielle Imπkj (η, ξj). D’après (4.1.29), on a
donc,

(4.1.30)
(
A(ζ)− iξ

j

)
P 1Ej = iEj .

On vérifie alors que la famille Ej , P 1Ej est une famille libre et qu’elle forme donc une base du
sous-espace propre généralisé associé à i ξ

j
. Dans cette base, d’après (4.1.30), l’opérateur A(ζ)

restreint au sous-espace propre généralisé associé à i ξ
j
est donné par la matrice

(4.1.31) Q(ζ) =

(
iξ
j

i

0 iξ
j

)
.

On a ainsi obtenu une triangularisation de la matrice A(ζ) restreinte au sous-espace propre
généralisé associé à i ξ

j
, et on cherche maintenant à étendre cette structure au voisinage de ζ et à

étudier le comportement des valeurs propres stables de la matrice A(ζ) restreinte au sous-espace
propre généralisé associé à i ξ

j
au voisinage de ζ. Dans [Mét00] et à l’aide d’un résultat de [Ral71],

il est montré qu’il existe une famille libre E0
j (ζ), E1

j (ζ), analytique en ζ ∈ Σ au voisinage de ζ,
qui engendre un sous-espace Fj(ζ) stable par A(ζ), telle que E0

j (ζ) = Ej et E1
j (ζ) = P 1Ej et

telle que la restriction de A(ζ) à l’espace Fj(ζ) soit donnée par

(4.1.32) Q(ζ) = i

(
ξ
j

+ q1(ζ) 1

q2(ζ) ξ
j

)
,

où q1(ζ) = q2(ζ) = 0 et où ∂q2
∂τ (ζ) 6= 0. Parmi les blocs Al(ζ) de la diagonalisation par blocs

(4.1.26) de la matrice A(ζ) au voisinage de ζ, il y a donc un bloc de taille 2× 2 donné par Q(ζ).

On veut maintenant étudier les valeurs propres du bloc Q(ζ) de taille 2×2 ci-dessus et trouver
une détermination continue de la valeur propre stable au voisinage de ζ dans Σ (et non plus dans
Σ0), c’est-à-dire que l’on va autoriser le paramètre de Laplace γ à être strictement positif. On
cherche d’abord l’expression du polynôme caractéristique de Q(ζ). Celui-ci est de degré 2, ce qui
nous permet d’obtenir une formule explicite pour les valeurs propres de Q(ζ). D’après (4.1.27) on
sait que, au voisinage de (ζ, ξ

j
),

det
(
A(ζ)− iξI

)
=
(
τ − τkj (η, ξ)

)
e(ζ, ξ),

et d’autre part d’après le théorème de préparation de Weierstrass, puisque ∂ξτkj (η, ξj) = 0 et
∂2
ξ τkj (η, ξj) 6= 0, il existe un couple (f0, f1) de fonctions analytiques réelles définies au voisinage

de ζ, vérifiant f0(ζ) = f1(ζ) = 0 et telles que pour (ζ, ξ) proche de (ζ, ξ
j
),

(4.1.33) τ − τkj (η, ξ) =
(
ξ2 −

(
2ξ
j

+ f1(ζ)
)
ξ + ξ2

j
+ f0(ζ)

)
e(ζ, ξ),

où e(ζ, ξ
j
) 6= 0. Ainsi

det
(
A(ζ)− iξI

)
=
(
ξ2 −

(
2ξ
j

+ f1(ζ)
)
ξ + ξ2

j
+ f0(ζ)

)
e(ζ, ξ),
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où e(ζ, ξ
j
) 6= 0. Or d’après la décomposition par blocs de A(ζ) on a

det
(
A(ζ)− iξI

)
= det

(
Q(ζ)− iξI

)
e(ζ, ξ),

où e(ζ, ξ
j
) 6= 0 et ainsi,

ξ2 −
(
2ξ
j

+ f1(ζ)
)
ξ + ξ2

j
+ f0(ζ) = det

(
Q(ζ)− iξI

)
e(ζ, ξ),

où e(ζ, ξ
j
) 6= 0. Puisque d’après (4.1.32) le polynôme en ξ donné par det

(
Q(ζ) − iξI

)
est de

degré 2 et de coefficient dominant égal à −1, on obtient

det
(
Q(ζ)− iξI

)
= −

(
ξ2 −

(
2ξ
j

+ f1(ζ)
)
ξ + ξ2

j
+ f0(ζ)

)
.

Par identification, d’après (4.1.32), on note qu’on a alors f1 = q1 et f0 = ξ
j
q1 − q2.

On s’intéresse maintenant au comportement des valeurs propres de Q(ζ), et donc aux racines
du polynôme ξ2 −

(
2ξ
j

+ f1(ζ)
)
ξ + ξ2

j
+ f0(ζ), pour ζ au voisinage de ζ dans Σ. La théorie

des développements de Puiseux affirme que pour γ > 0 petit, les valeurs propres de Q(ζ) avec
ζ = (τ − iγ, η) admettent un développement de la forme

ξ(ζ) = ξ
j

+ α1,2 γ
1/2 +O(γ),

où les coefficients α1,2 s’obtiennent en résolvant

α2
1,2 = i

(
∂τf0(ζ)− ∂τf1(ζ) ξ

j

)
.

Or puisque f1 = q1 et f0 = ξ
j
q1 − q2, on a

∂τf0(ζ)− ∂τf1(ζ) ξ
j

= −∂τq2(ζ) 6= 0,

et donc Imα1,2 = ±c où c > 0. Ainsi pour γ > 0, Q(τ − iγ, η) admet une unique valeur propre
stable ξ−j (ζ) (c’est-à-dire telle que Im ξ−j (ζ) > 0) et une unique valeur propre instable ξ+

j (ζ) (telle
que Im ξ+

j (ζ) < 0). On en déduit que pour ζ au voisinage de ζ dans Σ \Σ0, Q(ζ) admet une seule
valeur propre stable que l’on notera ξj(ζ). On cherche alors à prolonger continûment la valeur
propre ξj pour γ = 0, c’est-à-dire que l’on s’intéresse à la racine de ξ2−

(
2ξ
j
+f1(ζ)

)
ξ+ξ2

j
+f0(ζ)

qui prolonge ξj(ζ) à un voisinage de ζ dans Σ. Le comportement de ce prolongement ξj va alors
dépendre du signe du discriminant (réel pour ζ réel) ∆j(ζ) := 4 ξ

j
f1(ζ) + f1(ζ)2 − 4f0(ζ) que

l’on a représenté en Figure 4.4 plus bas.

τ = τgj (η)

∆j = 0

Σ0

∆j > 0
ξj(ζ) ∈ R

∆j < 0
Im ξj(ζ) > 0

•
ζ

Figure 4.4 – Signe du discriminant ∆j(ζ) au voisinage de ζ.

Lorsque le discriminant de ce polynôme ∆j(ζ) est strictement négatif, la valeur propre ξj(ζ)
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est nécessairement donnée par

ξj(ζ) =
2 ξ

j
+ f1(ζ) + i

√
4f0(ζ)− 4 ξ

j
f1(ζ)− f1(ζ)2

2
,

puisqu’elle doit être de partie imaginaire positive ou nulle. Lorsque le discriminant ∆j(ζ) est nul,
ξj(ζ) est donnée par

ξj(ζ) =
2 ξ

j
+ f1(ζ)

2
.

On peut même préciser le lieu des zéros du discriminant, puisque celui-ci vérifie ∂τ∆j(ζ) =

4
(
∂τf1(ζ) ξ

j
− ∂τf0(ζ)

)
6= 0, et donc d’après le théorème des fonctions implicites, il existe

une fonction analytique τ gj définie au voisinage de η qui paramètre au voisinage de ζ dans Σ0

l’ensemble des zéros du discriminant ∆j , voir la Figure 4.4. Enfin, lorsque le discriminant ∆j(ζ)
est strictement positif, il nous faut déterminer laquelle des deux racines réelles

(4.1.34)
2 ξ

j
+ f1(ζ)±

√
4 ξ

j
f1(ζ) + f1(ζ)2 − 4f0(ζ)

2
,

étend continûment la valeur propre stable ξj(ζ) lorsque γ = 0. Si ξj(ζ) désigne la valeur propre
recherchée jusqu’en γ = 0, et si on note ζ = (σ, η) := (τ − iγ, η), puisque ξj(ζ) est réelle lorsque
γ = 0 et que Im ξj(ζ) > 0 lorsque γ > 0, il est nécessaire que

∂ Im ξj
∂ Imσ

∣∣∣
γ=0

6 0,

et donc d’après les équation de Cauchy-Riemann, il est nécessaire que

∂τ
(

Re ξj
)
|γ=0 6 0.

Ainsi, si ∂τf0(ζ)− ∂τf1(ζ) ξ
j
> 0, c’est la racine réelle

2 ξ
j

+ f1(ζ) +
√

4 ξ
j
f1(ζ) + f1(ζ)2 − 4f0(ζ)

2

qui étend continûment la valeur propre stable ξj(ζ) lorsque γ = 0, et dans le cas contraire c’est
l’autre racine qu’il est nécessaire de considérer. On a ainsi obtenu une détermination continue
de la valeur propre stable ξj(ζ) de la matrice Q(ζ) au voisinage de ζ. On remarque maintenant
qu’un vecteur propre de la matrice

(
ξ
j

+ q1(ζ) 1

q2(ζ) ξ
j

)

associé à la valeur propre ξj(ζ) s’écrit
(

1, q2(ζ)
ξj(ζ)−ξj

)
. On obtient donc, à l’aide de la famille libre

E0
j (ζ), E1

j (ζ), un vecteur propre de A(ζ) associé à la valeur propre stable i ξj(ζ) continu par
rapport à ζ 1.

En résumé, au voisinage de ζ dans Σ0, la valeur propre dégénérée et imaginaire pure i ξ
j
se

prolonge de manière continue en une valeur propre stable i ξj(ζ) dont le comportement dépend

1. Puisque ξj(ζ) est racine du polynôme ξ2 −
(
2ξ
j

+ q1(ζ)
)
ξ + ξ2

j
+ ξ

j
q1(ζ) − q2(ζ) d’après l’identification

f1 = q1 et f0 = ξ
j
q1 − q2, on a q2(ζ)

ξj(ζ)−ξj
= ξj(ζ)− ξ

j
− q1(ζ). Ainsi on a bien q2(ζ)

ξj(ζ)−ξj
−→ 0
ζ→ζ

, et le vecteur propre

considéré dépend bien continûment de ζ au voisinage de ζ
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du signe du discriminant ∆j(ζ) au voisinage de ζ, qui a été représenté en Figure 4.4. Si ∆j(ζ)
est strictement négatif, alors i ξj(ζ) est de partie réelle strictement négative et la valeur propre
i ξj(ζ) contribue donc à la partie elliptique du sous-espace stable E−(ζ). Si ∆j(ζ) est strictement
positif, alors i ξj(ζ) est une valeur propre imaginaire pure et simple de A(ζ) et contribue donc à
un espace El−(ζ) avec l dans R(ζ). Enfin si ∆j(ζ) est nul, la valeur propre i ξj(ζ) reste imaginaire
pure et dégénérée et contribue donc à un espace El−(ζ) avec l dans G(ζ).

On note maintenant i ξ
l
, l = 1, . . . , r les valeurs propres réelles rentrantes et i ξ

l
, l = r +

1, . . . , r+ g les valeurs propres réelles glancing de la matrice A(ζ). Avec les notations du début de
la preuve, on a donc trouvé des prolongements continus i ξl, l = 1, . . . , r+g, de ces valeurs propres
au voisinage de ζ. On a ainsi trouvé une détermination continue des valeurs propres stables des
blocs A1(ζ), . . . ,AL(ζ) ainsi qu’une base continue de l’espace stable E−(ζ) formée de vecteurs
propres généralisés de la matrice A−(ζ) ainsi que de vecteurs propres de A(ζ) associés aux valeurs
propres i ξl(ζ) pour l = 1, . . . , r + g. On note alors Π̃e

−(ζ) le projecteur analytique de E−(ζ) sur
l’espace stable associé au bloc elliptique A−(ζ), et, pour l = 1, . . . , r + g, Π̃l

−(ζ) le projecteur
continu de E−(ζ) sur l’espace propre associé à i ξl(ζ). Puisque ces projecteurs sont continus par
rapport à ζ dans un voisinage de ζ, on peut les supposer bornés sur ce même voisinage.

Si l = 1, . . . , r, la valeur propre i ξl(ζ) est imaginaire pure et simple au voisinage de ζ, et donc,
pour tout ζ, le projecteur Π̃l

−(ζ) contribue à un projecteur Πj
−(ζ) pour un certain j (qui dépend

de ζ) dans R(ζ). Si l = r + 1, . . . , r + g, alors la valeur propre i ξl(ζ) peut, suivant le signe de ∆l,
être imaginaire pure et simple, imaginaire pure et dégénérée, ou encore de partie réelle non nulle,
et donc suivant où se trouve ζ au voisinage de ζ, le projecteur Π̃l

−(ζ) contribue à Πe
−(ζ) (lorsque

∆l < 0), à Πj
−(ζ) pour un certain j dans G(ζ) (lorsque ∆l = 0) ou à Πj

−(ζ) pour un certain j
dans R(ζ) (lorsque ∆l > 0). Le projecteur Π̃e

−(ζ) contribue quant à lui toujours à Πe
−(ζ).

On cherche maintenant à décrire explicitement les projecteurs Πe
−(ζ) et Πj

−(ζ) pour j ∈
R(ζ)∪G(ζ). Pour simplifier l’écriture, on suppose que parmi les valeurs propres imaginaires pures
i ξ
l
, il en existe une seule qui soit glancing, c’est-à-dire que g = 1. L’expression de ces projecteurs

dépend de si la valeur propre i ξr+1(ζ) est rentrante, glancing, ou de partie réelle strictement
négative, et donc de l’endroit du voisinage de ζ dans lequel on se place, comme représenté en
Figure 4.4. Si ζ appartient à la partie du voisinage de ζ telle que ∆r+1(ζ) > 0, alors la valeur
propre i ξr+1(ζ) est rentrante et donc R(ζ) est de cardinal r + 1 et G(ζ) est vide. Dans ce cas on
a alors, pour tout indice j dans R(ζ),

Πj
−(ζ) = Π̃l

−(ζ),

pour un certain l entre 1 et r + 1, et

Πe
−(ζ) = Π̃e

−(ζ).

Si ζ est, dans le voisinage de ζ, sur l’hypersurface définie par ∆r+1 = 0, alors i ξr+1(ζ) est glancing
et dans ce cas R(ζ) est de cardinal r et G(ζ) est de cardinal 1. On a alors, pour tout indice j
dans R(ζ),

Πj
−(ζ) = Π̃l

−(ζ),

pour un certain l entre 1 et r, pour l’indice j de G(ζ),

Πj
−(ζ) = Π̃r+1

− (ζ),

et
Πe
−(ζ) = Π̃e

−(ζ).

Enfin, si ζ se trouve dans la partie du voisinage de ζ telle que ∆j(ζ) < 0, alors i ξr+1(ζ) est de
partie réelle strictement négative et contribue donc à la partie elliptique de E−(ζ). Ainsi R(ζ) est
de cardinal r, G(ζ) est vide et le prolongement de la valeur propre dégénérée iξr+1(ζ) contribue à
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la partie elliptique. Dans ce cas on a, pour tout indice j dans R(ζ),

Πj
−(ζ) = Π̃l

−(ζ),

pour un certain l entre 1 et r, et

Πe
−(ζ) = Π̃e

−(ζ) + Π̃r+1
− (ζ).

Ainsi, puisque les projecteurs Π̃l
−(ζ), l = 1, . . . , r + 1 et Π̃e

−(ζ) sont bornés uniformément par
rapport à ζ au voisinage de ζ, on en déduit que les projecteurs Πe

−(ζ) et Πj
−(ζ) pour j ∈ R(ζ)∪G(ζ)

sont bornés uniformément par rapport à ζ au voisinage de ζ, ce qui conclut la démonstration de
la Proposition 4.1.21.

Dans le cas général où il y a plusieurs valeurs propres i ξ
l
glancing (c’est-à-dire où g > 1),

on peut encore calculer les projecteurs Πe
−(ζ) et Πj

−(ζ) pour j ∈ R(ζ) ∪ G(ζ) en fonction des
projecteurs Π̃l

−(ζ), l = 1, . . . , r + g et Π̃e
−(ζ). Puisqu’on aura besoin de l’expression de Πe

−(ζ)
dans la preuve de la Proposition 4.5.16 ci-dessus, on la donne ici. On a, pour ζ au voisinage de ζ
dans Σ0,

(4.1.35) Πe
−(ζ) = Π̃e

−(ζ) +

r+g∑

j=r+1

1∆j(ζ)<0 Π̃j
−(ζ).

L’Hypothèse 4.4 nous permet également de montrer le résultat suivant, qui suit le Lemme
4.1.15, et établit un contrôle minorant sur la composante normale des vitesses de groupe, et donc
sur le vecteur π̃αEk(η, ξ) pour tout α =

(
τk(η, ξ), η, ξ

)
, en fonction de la distance de

(
τk(η, ξ), η

)

à l’ensemble glancing G.

Lemme 4.1.22. Il existe une constante C > 0 telle que si α = (τ, η, ξ) dans R1+d \ {0} est une
fréquence caractéristique réelle, et si k entre 1 et N est tel que τ = τk(η, ξ), alors on a

|∂ξτk(η, ξ)| > C
dist

(
(τ, η),G

)1/2

|(τ, η)|1/2 .

Avec le Lemme 4.1.15, on peut donc en déduire l’estimation

(4.1.36) |π̃αEk(η, ξ)| > C
dist

(
(τ, η),G

)1/2

|(τ, η)|1/2 .

Preuve. On commence par s’intéresser à la première inégalité, que l’on montre par compacité en
utilisant l’homogénéité de degré 0 de ∂ξτk(η, ξ) et de degré 1 de la distance. On se place donc sur
la sphère Σ0, et on pose, pour ζ dans Σ0,

mg(ζ) =





1 si sp(A(ζ)) ∩ iR = ∅,

min
j∈G(ζ)∪
R(ζ)∪S(ζ)

∣∣∂ξτkj
(
η, ξj(ζ)

)∣∣ sinon,

où sp(A(ζ)) désigne le spectre de la matrice A(ζ), et où les notations kj et ξj(ζ) ont été introduites
dans la Proposition 4.1.16. On va montrer en utilisant la compacité de la sphère Σ0 que mg vérifie

(4.1.37) mg(ζ) > C dist(ζ,G)1/2,

pour tout ζ dans Σ0, où C > 0 est une constante fixée convenablement. On se donne donc
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ζ := (τ , η) dans Σ0, et on montre qu’il existe un voisinage V de ζ sur lequel l’inégalité (4.1.37)
précédente est vérifiée.

On reprend les résultats de la preuve de la Proposition 4.1.21 dans laquelle on a construit une
détermination continue des valeurs propres de A(ζ) pour ζ au voisinage de ζ. La preuve s’attachait
à décrire les valeurs propres stables, mais peut s’étendre à toutes les valeurs propres de A(ζ). On
note i ξ

j
les valeurs propres imaginaires pures de A(ζ). Si la valeur propre imaginaire pure i ξ

j
n’est

pas glancing, la preuve de la Proposition 4.1.21 nous fournit au voisinage de ζ un prolongement
continu i ξj(ζ), valeur propre de A(ζ). Si i ξ

j
est glancing, on obtient alors, au voisinage de ζ, deux

valeurs propres continues i ξ−j (ζ) et i ξ+
j (ζ) qui prolongent i ξ

j
, et sont éventuellement confondues

(lorsqu’elles sont glancing). Enfin, la structure de blocs (voir Proposition 4.1.9) et la Proposition
4.1.21 nous fournit une base de CN dans laquelle la matrice A(ζ) est, au voisinage de ζ, diagonale
par blocs, avec un bloc A±(ζ) dont les valeurs propres sont toutes de partie réelle non nulle, et
des blocs scalaires correspondant aux valeurs propres iξj(ζ). Trois cas sont alors à distinguer.
◦ Les valeurs propres de A±(ζ) sont toutes de partie réelle non nulle au voisinage de ζ, et ne

contribuent donc pas à mg(ζ).
◦ Si i ξ

j
est imaginaire pure et ∂ξτkj

(
η, ξj(τ , η)

)
6= 0, c’est-à-dire si la fréquence caractéristique

αj(ζ) est rentrante ou sortante, alors on a montré que la valeur propre i ξj(ζ) est encore
rentrante ou sortante au voisinage de ζ. De plus d’après l’équation (4.1.28) que l’on dérive
par rapport à ξ et évalue en ξ = ξj(ζ), on a, pour ζ au voisinage de ζ,

∂ξτkj
(
η, ξj(ζ)

)
= −e

(
η, ξj(ζ)

)
,

où e est une fonction analytique ne s’annulant pas en ζ, et qui est donc uniformément minorée
au voisinage de

(
ζ, ξj(ζ)

)
. Ainsi, pour ζ au voisinage de ζ, on a

∣∣∂ξτkj
(
η, ξj(ζ)

)∣∣ > C,

avec C > 0.
◦ Enfin, si i ξ

j
est glancing, c’est-à-dire si i ξ

j
est imaginaire pure et ∂ξτkj (η, ξj) = 0, alors i ξ

j

est prolongé par deux valeurs propres i ξ±j (ζ), donc le comportement dépend de la position de
ζ dans le voisinage de ζ, voir Figure 4.4. Si ζ est tel que ∆j(ζ) < 0, où ∆j(ζ) est le discriminant
du polynôme caractéristique du bloc 2× 2 associé à la valeur propre glancing, alors les deux
valeurs propres i ξ±j (ζ) sont de partie réelle non nulle, et donc ne contribuent pas à mg(ζ).
Si maintenant ∆j(ζ) = 0, alors ξ−j (ζ) = ξ+

j (ζ) et la fréquence caractéristique
(
ζ, ξ±j (ζ)

)
est

glancing, et donc l’inégalité (4.1.37) est trivialement vérifiée. Enfin, si ∆j(ζ) > 0, alors les
deux valeurs propres distinctes i ξ±j (ζ) sont imaginaires pures, et contribuent donc à mg(ζ).
D’après la relation (4.1.33), que l’on dérive par rapport à ξ et que l’on évalue en ξ = ξ+

j (ζ),
on a, pour ζ = (τ, η) au voisinage de ζ,

∂ξτkj
(
η, ξ+

j (ζ)
)

= 2
(
f1(ζ)/2 + ξ

j
− ξ+

j (ζ)
)
e
(
ζ, ξ+

j (ζ)
)
,

où e est une fonction analytique ne s’annulant pas en (ζ, ξ
j
). D’après l’expression (4.1.34)

des racines ξ±j (ζ), on a donc

∂ξτkj
(
η, ξ+

j (ζ)
)

= ±
√

∆j(ζ) e
(
ζ, ξ+

j (ζ)
)
.

Or, d’après le preuve de la Proposition 4.1.21 précédente, on peut écrire, pour ζ = (τ, η) au
voisinage de ζ,

∆j(ζ) =
(
τ − τ gj (η)

)
e(ζ),

où e est une fonction analytique ne s’annulant pas en ζ et où la fonction τ gj paramètre la
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surface d’annulation de ∆j . On a donc finalement,

∣∣∣∂ξτkj
(
η, ξ+

j (ζ)
)∣∣∣ > C

∣∣∣τ − τ gj (η)
∣∣∣
1/2

= C
∣∣∣(τ, η)−

(
τ gj (η), η

)∣∣∣
1/2

> C dist
(
ζ,G

)1/2
,

puisque la fréquence
(
τ gj (η), η

)
est glancing par construction de τ gj . Le même raisonnement

peut être appliqué à la valeur propre i ξ−j (ζ).
Quitte à réduire la constante C, on a montré l’existence d’un voisinage V sur lequel l’inégalité
(4.1.37) est vérifiée. On peut donc conclure par compacité de la sphère Σ0 et par homogénéité.

La deuxième inégalité du Lemme 4.1.22 s’obtient immédiatement en utilisant le résultat du
Lemme 4.1.15.

4.2 Cadre fonctionnel

4.2.1 Ensemble de fréquences à l’intérieur du domaine

Pour définir le cadre fonctionnel qui sera utilisé, il nous faut déterminer quelles fréquences
peuvent a priori se trouver dans la solution de (4.1.1). Pour une discussion détaillée de cette
question, on renvoie à [Rau12, Chapitres 9 et 10] et [MA88]. La présence au bord des fréquences
ζ1, . . . , ζm crée, par interaction non-linéaire, le groupe de fréquences au bord

(4.2.1) Fb := ζ1 Z + · · ·+ ζm Z ⊂ Rd.

On fait alors l’hypothèse que ce groupe ne rencontre pas de point glancing, introduit dans
la Définition 4.1.18. Cette hypothèse se retrouve souvent dans la littérature, afin d’éviter les
difficultés créées par les modes glancing, voir par exemple [CG10 ; CGW11].

Hypothèse 4.5. On a (
Fb \ {0}

)
∩ G = ∅,

c’est-à-dire, avec les notations de la Proposition 4.1.16, que pour tout ζ ∈ Fb \ {0}, l’ensemble
G(ζ) des indices j entre 1 etM(ζ) tels que la fréquence caractéristique

(
ζ, ξj(ζ)

)
est glancing, est

un ensemble vide.

Il faut cependant prendre garde que malgré l’Hypothèse 4.5, l’ensemble Fb \ {0} peut contenir
des fréquences arbitrairement proches de l’ensemble G des fréquences glancing, c’est à dire des
fréquences ζ admettant un relèvement à l’intérieur du domaine α =

(
τk(η, ξ), η, ξ

)
dont la vitesse

de groupe dans la direction xd donnée par −∂ξτk(η, ξ) est arbitrairement proche de zéro. Ce
phénomène est bien illustré dans l’Exemple 4.2.1 des équations d’Euler isentropique compressible
en dimension 2 décrit plus bas. Dans la suite, il nous faudra aussi contrôler, pour ζ dans le groupe
Fb \ {0}, les projecteurs Πe

CN (ζ) définis pour ζ non glancing, et dont la norme augmente lorsque ζ
se rapproche de l’ensemble glancing G. C’est pourquoi l’on fait une hypothèse de petits diviseurs,
qui contrôle la distance entre ζ dans Fb et G pour ζ grand, qui nous permet d’obtenir notamment
la Proposition 4.5.16 plus bas.

Hypothèse 4.6. Il existe un réel a1 et une constante c > 0 tels que pour tout ζ dans Fb \ {0},
on a

dist
(
ζ,G

)
> c |ζ|−a1 .

On note que l’Hypothèse 4.5 est une conséquence de l’Hypothèse 4.6, et pourrait donc être
omise. On choisit cependant de conserver les deux puisqu’elles jouent des rôles différents dans les
preuves. Cette dernière hypothèse est relativement peu usuelle, et joue un rôle technique dans les
preuves.

Puisque l’opérateur L(0, ∂z) est hyperbolique, les fréquences au bord ζ ∈ Fb \ {0} sont ensuite
relevées à l’intérieur du domaine en des fréquences (ζ, ξ). On verra que les conditions de polarisation
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pour le profil principal annulent les profils associés à des fréquences non caractéristiques à l’ordre
principal. Ainsi, puisque l’on cherche une solution bornée, les fréquences créées pour le profil
principal à cette étape sont les relèvements de fréquences au bord en des fréquences caractéristiques
rentrantes et évanescentes. On utilise ici l’Hypothèse 4.5 pour exclure la possibilité d’obtenir
une fréquence réelle

(
ζ, ξj(ζ)

)
glancing, c’est-à-dire avec j ∈ G(ζ). On a donc obtenu à ce stade

pour le profil principal l’ensemble de fréquences {0} ∪F in ∪Fev où les ensembles F in et Fev sont
donnés par
(4.2.2)
F in :=

{(
ζ, ξj(ζ)

)
, ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ)

}
, Fev :=

{(
ζ, ξj(ζ)

)
, ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ P(ζ)

}
.

Sauf cas exceptionnels, le groupe engendré par F in n’est pas finiment engendré, ce qui nous
impose un cadre presque-périodique pour la variable normale rapide.

On s’intéresse maintenant aux résonances à l’intérieur du domaine. Par interaction non-linéaire,
deux fréquences αjp(ζp) =

(
ζp, ξjp(ζp)

)
et αjq(ζq) =

(
ζq, ξjq(ζq)

)
de F in peuvent résonner pour

donner une fréquence caractéristique αjr(ζr) =
(
ζr, ξjr(ζr)

)
de la manière suivante :

np αjp(ζp) + nq αjq(ζq) = nr αjr(ζr), np, nq, nr ∈ Z \ {0} .

Si l’indice jr appartient à l’ensemble S(ζr), c’est-à-dire si αjr(ζr) est une fréquence caractéristique
réelle sortante, une nouvelle fréquence à l’intérieur du domaine est ainsi créée, qui n’appartenait
pas au premier ensemble F in défini ci-dessus. On fait l’hypothèse simplificatrice que cela n’arrive
pas, et qu’il n’y a donc aucune fréquence caractéristique sortante créée au travers d’un triplet
résonant. Plus précisément, on suppose que les fréquences rentrantes et les fréquences sortantes
ne résonnent pas entre-elles. On définit l’ensemble des fréquences sortantes Fout comme

(4.2.3) Fout :=
{(
ζ, ξj(ζ)

)
, ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ S(ζ)

}
.

Hypothèse 4.7. i) Il n’existe pas de couple (αp, αq) de fréquences réelles rentrantes dans F in

et de couple d’entiers relatifs (np, nq) tels que la fréquence

np αp + nq αq

soit caractéristique réelle sortante.
ii) Il n’existe pas de couple (αp, αq) de fréquences réelles sortantes dans Fout et de couple d’entiers

relatifs (np, nq) tels que la fréquence

np αp + nq αq

soit caractéristique réelle rentrante.

C’est une hypothèse forte, qui, à notre connaissance, ne se trouve pas dans la littérature
antérieure. Celle-ci assure qu’il n’y a pas de modes sortants dans le profile principal du dévelop-
pement. Dans [CGW11] par exemple, il n’est pas fait ce type d’hypothèse, mais puisqu’il n’y
a qu’une fréquence au bord, il existe un nombre fini de résonances, contrairement à notre cas.
Quand il existe des modes sortants, ceux-ci sont couplés avec les modes rentrants via les traces au
bord. Ceci pose un problème puisqu’il semble que le cadre fonctionnel adapté aux modes sortants,
conçu pour une évolution en temps, est très différent de celui pour les modes rentrants, adapté
à une propagation par rapport à la variable normale. Cela complique aussi le processus itératif
utilisé pour construire une solution. On choisit ici de se concentrer plutôt sur la construction d’un
cadre fonctionnel adapté aux modes rentrants qui nous permette de résoudre le problème.

On remarque que si trois fréquences caractéristiques réelles αp, αq, αr résonnent comme

np αp + nq αq = nr αr, np, nq, nr ∈ Z,
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alors d’après l’hypothèse précédente, les trois fréquences αp, αq, αr sont soit toutes rentrantes
soit toutes sortantes. D’autre part, en dépit de l’Hypothèse 4.7, il peut y avoir une infinité de
résonances entre les fréquences rentrantes, comme c’est le cas dans l’Exemple 4.2.1 des équations
d’Euler compressible isentropique en dimension 2.

À ce stade, pour qu’une nouvelle fréquence soit créée à partir de F in, il faut qu’il y ait une
résonance entre deux fréquences de F in, pour donner une fréquence caractéristique réelle qui n’est
pas encore dans F in. Les fréquences de F in sont rentrantes, et d’après l’Hypothèse 4.7 précédente,
une résonance entre deux fréquences rentrantes ne peut donner qu’une fréquence rentrante, qui
est déjà dans F in. Il n’y a donc pas de nouvelle fréquence créée, et l’ensemble des fréquences
créées par interactions non-linéaires sur le bord et relèvement à l’intérieur du domaine est donc
donné par

(4.2.4) F := {0} ∪
{
αj(ζ), ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ R(ζ) ∪ P(ζ)

}
.

On s’attend à ce que la solution de (4.1.1) présente, pour le profil principal, toutes les fréquences
de F créées par relèvement. Cela nous invite à considérer en toute généralité toutes les fréquences
de F . Or il semble peu vraisemblable, hors cas exceptionnels, que le groupe engendré par F
puisse être finiment engendré, ce qui exclut a priori de chercher un développement asymptotique
de la solution uε sous la forme de fonctions quasi-périodiques. En suivant [JMR95] et [CGW11]
ensuite, on adopte cependant un cadre de fonctions quasi-périodiques pour les variables rapides
tangentielles, et l’on considère un cadre de fonctions presque-périodiques pour la variable rapide
normale. C’est l’objet de la partie suivante qui définit le cadre fonctionnel que l’on considère dans
notre analyse. On conclut cette partie en vérifiant, pour l’Exemple 4.1.1 des équations d’Euler
isentropique compressible en dimension 2, les différentes hypothèses et assertions que l’on a faites
dans cette partie.

Exemple 4.2.1. On reprend les notations de l’Exemple 4.1.1 et de ceux qui ont suivi. Les Hypothèses
4.5, 4.6 et 4.7 portent sur l’ensemble de fréquences au bord Fb, il nous faut donc nous donner pour
l’Exemple 4.1.1 des fréquences au bord adéquates. On considère, pour simplifier les calculs, deux
fréquences au bord ζ1 et ζδ données par ζ1 := (c0 η0, η0) et ζδ := (c0 δ η0, η0), avec η0 > 0 et δ un
irrationnel strictement plus grand que 1, de sorte que ζ1 et ζδ sont dans la zone hyperbolique H.
On rappelle que c0 = c(v0) > 0 désigne la vitesse du son et que l’état d’équilibre V0 = (v0, 0, u0)
vérifie 0 < u0 < c0. Le réseau de fréquences au bord Fb est donné dans cet exemple par

Fb =
{(
c0 η0 (p+ δ q), η0 (p+ q)

)
| p, q ∈ Z

}
.

On note, pour p, q dans Z, ζp,q := (τp,q, ηp,q) :=
(
c0 η0 (p + δq), η0 (p + q)

)
la fréquence de Fb

donnée par p ζ1 + q ζδ.
Une fréquence ζp,q non nulle est glancing si et seulement si |τp,q| =

√
c2

0 − u2
0 |ηp,q|, c’est-à-dire

si et seulement si 2

(4.2.5)
p

q
∈
{√

1−M2 − δ
1−
√

1−M2
,
−
√

1−M2 − δ
1 +
√

1−M2

}
.

On a noté M le nombre de Mach donné par M := u0/c0 compris strictement entre 0 et 1. Si les
réels

(4.2.6) K− :=

√
1−M2 − δ

1−
√

1−M2
et K+ :=

−
√

1−M2 − δ
1 +
√

1−M2

sont irrationnels, il n’existe alors pas de relation du type (4.2.5), et donc il n’existe pas de

2. Si q = 0, alors d’après la relation |τp,q| =
√
c20 − u2

0 |ηp,q|, on a p2 = (1− u2
0/c

2
0) p2 et donc p est également

nul, c’est-à-dire que la fréquence ζp,q est nulle, ce qui est exclu par hypothèse.
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p/q > K+ K+ > p/q > −δ p/q < −δ

q > 0
ζp,q est dans la zone
hyperbolique H avec

τp,q > 0

ζp,q est dans la zone
mixte EH

ζp,q est dans la zone
hyperbolique H avec

τp,q < 0

q < 0
ζp,q est dans la zone
hyperbolique H avec

τp,q < 0

ζp,q est dans la zone
mixte EH

ζp,q est dans la zone
hyperbolique H avec

τp,q > 0

Figure 4.5 – Position de ζp,q en fonction de p et q.

fréquence de Fb \ {0} qui soit glancing. On suppose donc que les deux réels K− et K+ sont
irrationnels, et l’Hypothèse 4.5 est alors vérifiée. On peut par exemple considérer M =

√
3/2 et

δ > 1 irrationnel. On résume maintenant les différents cas sur p, q et la zone dans laquelle se
trouve ζp,q. On note d’abord que l’on a 0 > K+ > K− > −δ. On rappelle que ζp,q est dans la zone
hyperbolique (resp. mixte elliptique-hyperbolique) si et seulement si |τp,q| >

√
c2

0 − u2
0 |ηp,q| (resp.

|τp,q| <
√
c2

0 − u2
0 |ηp,q|), et on en déduit donc la classification de la figure 4.5. On ne détaille pas

les calculs qui nous ont permis de l’obtenir, mais un cas est explicité dans le paragraphe suivant.

On illustre maintenant la remarque concernant les vitesses de groupe qui suit l’Hypothèse 4.5.
On se donne pour cela une suite de fréquences au bord qui se rapprochent de la zone glancing,
voir la Figure 4.6. Puisque le réel K+ donné par (4.2.6) est irrationnel, il existe deux suites (pk)k
et (qk)k d’entiers relatifs avec telles que pour tout k > 0, pk et qk soient premiers entre eux,
qk > 0, et telles que

pk
qk

>−−−−→
k→+∞

−
√

1−M2 − δ
1 +
√

1−M2
= K+.

On note que puisque K+ > K− > −δ, pour tout k > 0, on a pk/qk > K− > −δ, et donc d’une part
on a pk+δqk > 0, et d’autre part, quel que soit le signe de pk+qk, on a pk+δqk >

√
1−M2|pk+qk|.

Les fréquences ζpk,qk sont ainsi dans la partie de la zone hyperboliqueH où τ > 0, et se rapprochent
de la zone glancing G, voir la Figure 4.6. Puisque τpk,qk > 0, d’après l’Exemple 4.1.11, la dernière
composante de la vitesse de groupe associée à la fréquence à l’intérieur α1(τpk,qk , ηpk,qk) est donnée
par

∂ξτ3

(
ηpk,qk , ξ1(τpk,qk , ηpk,qk)

)
6

√
τ2
pk,qk

− η2
pk,qk

(c2
0 − u2

0)

η2
pk,qk

(4.2.7)

= c0

√
qk

(
1 +

√
1−M2

) pk + δqk − (pk + qk)(1−M2)

(pk + qk)2

√
pk
qk
− −
√

1−M2 − δ
1 +
√

1−M2
.(4.2.8)

On remarque que la quantité sous la première racine de (4.2.8) est positive, puisque pour tout
k > 0, qk > 0 et pk/qk > K− donc pk + δqk − (pk + qk)(1−M2) > 0. Cette quantité étant bornée,
la quantité (4.2.8) tend vers 0 par construction de (pk, qk). On voit donc que la vitesse de groupe
normale (4.2.7) des fréquences hyperboliques ζpk,qk tend vers zéro lorsque k tend vers +∞. La
vitesse de groupe normale des fréquences hyperboliques, bien que non nulle, peut donc bien être
arbitrairement proche de zéro.

On s’intéresse maintenant à l’Hypothèse 4.7 et aux résonances entre les fréquences caractéris-
tiques réelles. On reprend les notations de l’Exemple 4.1.11, et on détermine tout d’abord que,
dans la zone hyperbolique, les valeurs propres i ξ1(ζ), i ξ2(ζ) et i ξ3(ζ), définies par (4.1.15), sont
données, pour ζ = ζp,q dans Fb \ {0}, par

i ξ1(ζp,q) = i η0
M (p+ δq) + sign(p+ δq)

√
(p+ q)2M2 + 2pq(δ − 1) + q2(δ2 − 1)

1−M2
,
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i ξ2(ζp,q) = i η0
M (p+ δq)− sign(p+ δq)

√
(p+ q)2M2 + 2pq(δ − 1) + q2(δ2 − 1)

1−M2
,

i ξ3(ζp,q) = −i η0
p+ δq

M
.

Le cas de la zone glancing est exclu par hypothèse, et celui de la zone mixte elliptique-hyperbolique
est inclus dans l’analyse que l’on fait maintenant, puisqu’il n’y qu’une valeur propre imaginaire
pure, qui est la valeur propre linéaire i ξ3(ζ). On observe d’abord que, la valeur propre i ξ3(ζp,q)
étant linéaire, celle-ci engendre une infinité de résonances du type

α3(ζp,q) + α3(ζr,s) = α3(ζp+r,q+s).

La fréquence α3(ζp,q) étant toujours rentrante, on a donc une infinité de résonances entre des
fréquences rentrantes. La notation α1,2 désigne dorénavant l’une des fréquences caractéristiques
α1 ou α2. Puisque par linéarité de α3, la résonance entre deux fréquences α3 et une fréquence
α1,2 est impossible, il nous reste à étudier les deux types de résonance suivants :

α1,2(ζp,q) + α1,2(ζr,s) = α3(ζp+r,q+s) et α1,2(ζp,q) + α1,2(ζr,s) = α1,2(ζp+r,q+s).

Pour le premier cas, cela équivaut à ce que la relation

(4.2.9)
[
(p+ q)2 − (r + s)2

]
M8 + C6(p, q, r, s, δ)M6

+ C4(p, q, r, s, δ)M4 + C2(p, q, r, s, δ)M2 + (p+ r + δq + δs)2 = 0

soit vérifiée, où les coefficients C6(p, q, r, s, δ), C4(p, q, r, s, δ) et C2(p, q, r, s, δ) sont précisés en
appendice lors du détail de l’obtention de l’équation (4.2.9). On note en particulier que l’expression
de C6(p, q, r, s, δ) comporte le facteur [(p + q)2 − (r + s)2] et C6(p, q, r, s, δ) est donc nul si ce
facteur est nul. Deux cas peuvent alors advenir, suivant si le coefficient devant M8 dans l’équation
(4.2.9) est nul ou non.

i) Soit (p+ q)2 − (r + s)2 6= 0, auquel cas l’équation (4.2.9) est une équation de degré 4 dans
Q[δ] vérifiée par M2.

ii) Soit (p+ q)2 = (r + s)2, et dans ce cas C6(p, q, r, s, δ) est nul, et l’équation (4.2.9) est une
équation de degré au plus 2 sur M2 dans Q[δ]. Si une fois encore les coefficients C4(p, q, r, s, δ)

η

τ

G

H

EH

• • • •
• •

•

ζp1,q1

ζp2,q2

ζp3,q3

ζp4,q4

. .
.

Figure 4.6 – Suite de fréquences approchant la zone glancing, dont la vitesse de groupe tend
vers 0.
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et C2(p, q, r, s, δ) devant M4 et M2 sont nuls, alors on obtient p + r + δq + δs = 0. On en
déduit que l’on a r = −p et s = −q, c’est à dire que ζr,s = −ζp,q, et donc que la résonance
est en fait l’auto-interaction de la fréquence ζp,q avec elle même pour donner la fréquence
nulle. Ainsi, si (p+ q)2 = (r + s)2, les seuls cas constituant une véritable résonance sont ceux
où M2 est solution d’une équation de degré 1 ou 2 dans Q[δ].

On a donc déterminé que si une résonance du premier type advient (qui ne soit pas de l’auto-
interaction), alors M2 est solution d’une équation de degré inférieur ou égal à 4 dans Q[δ].

Pour le deuxième type de résonance, on vérifie qu’une telle relation est vérifiée si et seulement
si

(4.2.10) (ps− qr)2(1−M2)(δ − 1)2 = 0,

c’est-à-dire, puisque 0 < M < 1 et δ > 1, si et seulement si les deux fréquences ζp,q et ζr,s sont
colinéaires. On peut donc écrire ζp,q = λ ζt,w et ζr,s = µ ζt,w, avec ζt,w une fréquence hyperbolique,
et λ, µ dans Z∗. On vérifie alors, puisque sign(λ (t − w)) = sign(λ) sign(t − w), que l’on a
ξ1(λ ζt,w) = λ ξ1(ζt,w) et ξ2(λ ζt,w) = λ ξ2(ζt,w), et de même pour les deux fréquences µ ζt,w et
(λ+ µ) ζt,w. Les deux seules résonances qui adviennent sont donc

λα1(ζt,w) + µα1(ζt,w) = (λ+ µ)α1(ζt,w) et λα2(ζt,w) + µα2(ζt,w) = (λ+ µ)α2(ζt,w),

qui constituent en fait de l’auto-interaction des fréquences α1(ζt,w) et α2(ζt,w) avec elles-mêmes :
l’évolution des harmoniques λ et µ sera couplée avec celle de l’harmonique λ+µ. En particulier les
trois fréquences impliquées dans la résonance sont soit toutes rentrantes soit toutes sortantes. Ainsi,
si M2 n’est pas solution d’une équation de degré inférieure ou égal à 4 dans Q[δ], l’Hypothèse 4.7
est vérifiée pour le système d’Euler compressible isentropique.

On s’intéresse enfin à l’Hypothèse 4.6 de petits diviseurs. On vérifie que 3, suivant le signe et
l’ordre de p, q, la distance entre la fréquence ζp,q et l’ensemble glancing G est donnée par

dist(ζp,q,G) = C
∣∣∣p+ δq ±

√
1−M2(p+ q)

∣∣∣ = Cq
(
1±

√
1−M2

) ∣∣∣∣
p

q
−K±

∣∣∣∣ .

Si p et q n’ont pas le même ordre de grandeur, alors il en est de même de p+ δq et p+ q, et donc
la distance précédente est minorée par une constante. On peut donc supposer dans la suite que
l’on a

(4.2.11) C1|p| 6 |q| 6 C2|p|.

D’après le théorème de Roth, voir [Sch91, Théorème 2A], si les réels K+ et K− donnés par (4.2.6)
sont algébriques (et irrationnels, ce que l’on a déjà supposé), alors ils vérifient,

∣∣∣∣K± −
p

q

∣∣∣∣ > C |q|−(2+ε),

pour tous q ∈ N∗, p ∈ Z et ε > 0. Ainsi, pour tout ζp,q dans Fb \ {0}, on a, en utilisant (4.2.11),

dist(ζp,q,G) > C|q|−3/2 > C|ζp,q|−3/2,

et donc l’Hypothèse 4.6 est vérifiée.

3. En utilisant le fait que l’ensemble glancing est ici constitué de deux droites, un raisonnement géométrique
élémentaire nous permet de nous rapporter à la distance selon η seulement, où la constante C est donnée par

C :=
η0 sin arctan(

√
c20 − u2

0)√
1−M2

.
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Pour que le système d’Euler compressible isentropique satisfasse les Hypothèses 4.5, 4.6 et
4.7, il suffit donc que son nombre de Mach M et le paramètre δ > 1 soient tels que K+ et K−
sont irrationnels et algébriques et que M2 n’est pas solution d’une équation de degré inférieur ou
égal à 4 dans Q[δ]. L’ensemble des solutions de telles équations étant dénombrable, on peut se
convaincre que l’ensemble des réels M entre 0 et 1 vérifiant ces deux propriétés n’est pas vide.
On peut par exemple choisir M :=

√
3/2, ce qui nous donne K− = 1− 2δ et K+ = −(1 + 2δ)/3,

et l’on choisit également δ = 7
√

2 > 1. De cette façon, les réels K+ et K− sont bien irrationnels et
algébriques. D’autre part, une relation du type (4.2.9) n’est pas vérifiée, hors cas triviaux sur
p, q, r, s 4, puisqu’elle constitue une équation algébrique de degré 4 en δ, qui n’est pas algébrique
de degré 4.

4.2.2 Espaces de profils

D’après l’analyse des fréquences pouvant intervenir dans le développement asymptotique de
la solution de (4.1.1), il nous faut définir pour le profil principal un cadre fonctionnel permettant
de considérer des superpositions d’ondes de la forme

a(z) ei α·z/ε,

pour α une fréquence caractéristique dans F . Puisque l’on choisit une description quasi-périodique
pour les variables rapides tangentielles, on écrit une telle onde comme

a(z) ei n1 ζ1·z′/ε · · · ei nm ζm·z′/ε ei ξ xd/ε,

où α = (ζ, ξ) avec ζ = n1 ζ1 + · · ·+nm ζm ∈ Fb et ξ ∈ C. On note alors θ = (θ1, . . . , θm) ∈ Tm les
variables rapides tangentielles qui se substituent à (z′ · ζ1/ε, . . . , z

′ · ζm/ε) et ψd ∈ R+ la variable
rapide normale qui se substitue à xd/ε.

Pour chaque entier s > 0 et pour T > 0, on note Hs
+(ωT × Tm) l’ensemble des fonctions de

(t, y, θ) ∈ ωT × Tm s’annulant pour t négatif, dont toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal à s
sont dans L2(ωT × Tm).

On définit maintenant l’espace général dans lequel s’injecteront les espaces de profils oscillants
et évanescents. On choisit un contrôle seulement uniforme par rapport aux variables normales
lente et rapide puisque l’on verra qu’il est difficile de contrôler les dérivées du profil principal par
rapport à ces deux variables.

Définition 4.2.2. Pour un entier s > 0 et pour T > 0, on définit l’espace Es,T comme l’ensemble
des fonctions U de (z′, xd, θ, ψd) ∈ ωT × R+ × Tm × R+, continues bornées par rapport à (xd, ψd)
dans R+ × R+et à valeurs dans Hs

+(ωT × Tm), muni de la norme évidente

‖U‖Es,T := sup
xd>0,ψd>0

‖U( . , xd, . , ψd)‖Hs
+(ωT×Tm) .

On peut maintenant introduire l’espace des profils oscillants, correspondant aux fréquences
caractéristiques réelles αj(ζ). On choisit ici, en suivant [JMR95], un cadre quasi-périodique
en θ et presque périodique en ψd, c’est-à-dire que l’on considère l’adhérence des polynômes
trigonométriques en ψd dans l’espace Es,T de fonctions quasi-périodiques en θ. On peut se reporter
à l’Appendice 4.A.1 pour plus de détails sur les fonctions presque-périodiques à valeurs dans un
espace de Banach.

Définition 4.2.3 ([Cor09]). On appelle polynôme trigonométrique en ψd toute fonction U de

4. Le polynôme dont δ est racine est de degré non nul sauf lorsque r = −p et s = −q, ce qui constitue de
l’auto-interaction.
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Es,T s’écrivant comme une somme finie en des réels ξ,

U(z, θ, ψd) =
∑

ξ

Uξ(z, θ) e
i ψd ξ,

avec Uξ dans Cb(R+
xd
, Hs

+(ωT × Tm)) pour tout ξ.
L’espace des profils oscillants Posc

s,T est alors défini comme l’adhérence de l’ensemble des
polynômes trigonométriques en ψd dans Es,T . On munit cet espace de la norme de l’espace Es,T .

Concernant les profils évanescents, on considère des fonctions quasi-périodiques en θ′. Les
facteurs ei ξ ψd avec Im ξ > 0 sont traduits par une décroissance exponentielle en ψd.

Définition 4.2.4. Pour s > 0 et T > 0, l’espace Pev
s,T des profils évanescents est défini comme

l’ensemble des fonctions U de Es,T tendant vers 0 dans Hs(ωT × Tm) lorsque ψd tend vers +∞,
à xd > 0 fixé. L’espace Pev

s,T est muni de la norme de Es,T .

On peut maintenant définir l’espace des profils construits comme la somme d’une partie
oscillante et d’une partie évanescente.

Définition 4.2.5. Pour T > 0 et s > 0, on définit l’espace des profils Ps,T de régularité s comme

Ps,T := Posc
s,T ⊕ Pev

s,T ,

muni de sa norme évidente. Si U appartient à Ps,T , on note Uosc ∈ Posc
s,T et U ev ∈ Pev

s,T les profils
tels que U = Uosc + U ev.

La preuve du fait que les deux espaces Posc
s,T et Posc

s,T sont en somme directe est faite plus bas,
après l’introduction d’un produit scalaire utile à la démonstration.

On trouve dans [JMR95] une preuve partielle du résultat suivant, que l’on rappelle ici pour
plus de clarté.

Lemme 4.2.6 ([JMR95, Lemme 6.1.2]). Pour tout T > 0 et pour s > (d + m)/2, les espaces
Es,T , Posc

s,T , Pev
s,T et Ps,T sont des algèbres normées. De plus, si U et V se décomposent dans

Ps,T = Posc
s,T ⊕Pev

s,T comme U = Uosc +U ev et V = V osc + V ev, alors la partie oscillante du profil
UV est donnée par UoscV osc et sa partie évanescente par UoscV ev + U evV osc + U evV ev.

D’autre part pour T > 0 et s > 0, les espaces Es,T et Posc
s,T sont des espaces de Banach.

Preuve. La propriété d’algèbre pour Es,T et Pev
s,T découle immédiatement de la propriété d’algèbre

de Hs
+(ωT ×Tm). Il en va de même pour Posc

s,T puisque l’ensemble des polynômes trigonométriques
est stable par produit. Enfin, cette propriété d’algèbre sur Hs

+(ωT × Tm) permet de montrer que
si U appartient à Posc

s,T et V à Pev
s,T , alors le produit UV appartient à Pev

s,T , et donc l’espace Ps,T
est également une algèbre.

Les propriétés de complétude sont quant à elles évidentes.

4.2.3 Produits scalaires sur l’espace des profils oscillants

On définit maintenant trois produits scalaires qui nous seront utiles dans la suite pour obtenir
des estimations a priori. Cette partie est adaptée de [JMR95] au cadre des problèmes aux limites
étudiés ici. On utilisera à la fois un produit scalaire où l’on fixe la variable de temps t (comme
dans [JMR95], a priori adapté à l’étude du problème de Cauchy) et un produit scalaire où l’on
fixe la variable de bord xd, plus adapté à l’étude du problème au limite.

Pour U, V deux fonctions de ωT × R+ × Tm × R+, on pose, lorsque c’est bien défini, pour
xd > 0,

〈U |V 〉in (xd) := lim
R→+∞

1

R

∫ R

0
〈U |V 〉L2(ωT×Tm) (xd, ψd) dψd,(4.2.12)
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pour 0 < t < T ,

〈U |V 〉out (t) := lim
R→+∞

1

R

∫ R

0
〈U |V 〉L2(Rd−1×R+×Tm) (t, ψd) dψd.(4.2.13)

et, si K est un domaine de ΩT borné dans la direction xd,

〈U |V 〉K := lim
R→+∞

1

R

∫ R

0
〈U |V 〉L2(K×Tm) (ψd) dψd.(4.2.14)

Le premier produit scalaire est adapté à l’étude des modes rentrants quand le deuxième l’est à
l’étude des modes sortants, et le dernier produit scalaire nous servira pour montrer la propagation
à vitesse finie de la partie oscillante du profil principal.

Si U et V sont des polynômes trigonométriques de Posc
s,T de la forme 5

U(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
Un,ξ(z) e

in·θ ei ξ ψd , V (z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
Vn,ξ(z) e

in·θ ei ξ ψd ,

alors le Théorème 3.4 et la Remarque 4.17 de [Cor09] nous assurent que les produits scalaires
〈U |V 〉in (xd) et 〈U |V 〉K sont bien définis et vérifient, pour xd > 0,

〈U |V 〉in (xd) = (2π)m
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
〈Un,ξ |Vn,ξ〉L2(ωT ) (xd),(4.2.15)

et

〈U |V 〉K = (2π)m
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
〈Un,ξ |Vn,ξ〉L2(K) .(4.2.16)

En effet, toute fonction U de Posc
s,T appartient bien à L2(K×Tm) et sa trace en xd appartient bien

à L2(ωT × Tm) pour tout xd > 0. Si U et V sont de plus à supports compacts en xd et si l’on a
s > 1, alors la trace de U et V en t appartient bien à L2(Rd−1×R+×Tm) et les mêmes résultats
de [Cor09] nous assurent que le produit scalaire 〈U |V 〉out (t) est bien défini et vérifie, pour t > 0,

(4.2.17) 〈U |V 〉out (t) = (2π)m
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
〈Un,ξ |Vn,ξ〉L2(Rd−1×R+) (t).

En résumé, les produits scalaires (4.2.12) et (4.2.14) (resp. (4.2.13)) sont bien définis sur
l’espace de profils Posc

s,T , s > 0 (resp. pour les profils de Posc
s,T à support compact en xd avec s > 1),

et les formules (4.2.15), (4.2.16) et (4.2.17) sont vérifiées dans ce cas.
Le produit scalaire rentrant (4.2.12) nous permet de montrer le résultat suivant.

Lemme 4.2.7. Pour tout T > 0, les espaces Posc
0,T et Pev

0,T sont en somme directe.

Preuve. On se donne un profil U dans Posc
0,T ∩ Pev

0,T qui s’écrit, en tant que profil oscillant,

U(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ

Un,ξ(z) e
in·θ ei ξ ψd ,

la somme en ξ étant dénombrable. Puisque le profil U est évanescent, pour tout xd > 0, la fonction
ψd 7→ U(., xd, ., ψd) tend vers 0 dans L2(ωT × Tm) lorsque ψd tend vers +∞. Ainsi, pour tout
xd > 0, on a

〈U |U〉in (xd) = 0,

5. Les sommes en ξ sont nécessairement finies.
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puisque la moyenne (au sens de (4.2.12)) d’une fonction continue sur R+ tendant vers 0 à l’infini
est nulle. Or on sait que l’on a, U étant un profil oscillant,

〈U |U〉in (xd) = (2π)m
∑

n∈Zm

∑

ξ

‖Un,ξ‖2L2(ωT ) (xd),

et donc, pour tout n, ξ, l’amplitude Un,ξ(xd) est nulle dans L2(ωT × Tm), et le profil U est donc
nul.

4.3 Ansatz et résultat principal

On cherche à construire une solution approchée de (4.1.1) sous la forme d’une série formelle
uε,app(z, z′ · ζ1/ε, . . . , z

′ · ζm/ε, xd/ε), où uε,app est donnée par

(4.3.1) uε,app(z, θ, ψd) :=
∑

k>1

εk Uk(z, θ, ψd),

avec au moins U1 dans Ps,T pour un certain s > 0. Quant à eux, les correcteurs (Uk)k>2 présentent
a priori dans leur développement des combinaisons de fréquences caractéristiques qui ne sont pas
forcément caractéristiques. La convergence des séries associées repose alors sur une hypothèse de
petits diviseurs qui diffère de l’Hypothèse 4.6 déjà faite. C’est pourquoi l’on considère simplement
des correcteurs qui sont des séries trigonométriques formelles mettant en jeu toutes les fréquences
du groupe 〈F〉 engendré par l’ensemble F .

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce travail. Il se place sous les Hypothèses
4.1 à 4.7, ainsi que l’Hypothèse 4.8 que l’on sera amené à faire ensuite. On note h un entier
supérieur à (3 − a1)/2 où a1 est le réel introduit dans l’Hypothèse 4.6 de petits diviseurs. On
note alors s0 := h+ (d+m)/2.

Théorème 4.3.1. Soit s un entier tel que s > s0. Sous les hypothèses listées plus haut, il existe
un temps T > 0 tel que le système (4.4.11) décrit plus bas et qui régit l’évolution du profil principal
du développement asymptotique (4.3.1) admet comme unique solution un profil principal U1 dans
Ps,T .

On rappelle que l’on a considéré G dans H∞(Rd × Tm), nulle pour t négatif et de moyenne
nulle par rapport à θ dans Tm, mais la régularité infinie est simplement simplificatrice, et les
estimations, et donc le temps d’existence, ne dépendent que de la norme Hs(Rd × Tm) de G.
Plus précisément, le temps d’existence T dépend de l’opérateur L(0, ∂z), les fréquences au bord
ζ1, . . . , ζm, de l’ordre de régularité s, et de la norme Hs(ωT × Tm) du terme de bord G.

L’étude BKW formelle de la partie suivante nous montre que la fonction

z 7→ εU1(z, z′ · ζ1/ε, . . . , z
′ · ζm/ε, xd/ε)

est, formellement, une solution approchée du système (4.1.1).
On commence par dériver formellement la cascade d’équations que doivent vérifier les ampli-

tudes (Uk)k>1. En résolvant, formellement puis en partie rigoureusement, un certain problème
rapide, on parvient ensuite à triangulariser cette cascade et extraire un système d’équations pour
le profil principal. Après une discussion sur les différents types de résonances qui apparaissent, on
réduit le système à deux systèmes découplés sur les parties oscillante et évanescente, où celui sur
la partie oscillante ne porte que sur les modes rentrants. On découple même le système portant
sur la partie oscillante en un système sur les modes résonants, et des systèmes découplés sur
chaque mode non résonant. On montre alors des estimations a priori pour la partie oscillante
sur les systèmes réduits linéarisés, qui nous permettent d’obtenir une solution de ceux-ci. De
telles estimations a priori nous assure en particulier l’unicité d’une solution de (4.4.11). On
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utilise ensuite un schéma itératif pour construire des solutions oscillantes aux système réduits
non-linéaires, et on détermine enfin la partie évanescente. La principale différence avec l’analyse
conduite dans [JMR95, Partie 6], sur laquelle on s’appuie en très grande partie, est l’absence de
symétrie, puisque, partant d’un problème d’évolution en temps, on se ramène ici à un problème
de propagation relativement à la variable normale xd, par rapport à laquelle le système n’est pas
hyperbolique. Dans [JMR95], ces symétries sont notamment utilisées pour traiter les termes de
résonances dans les estimations a priori. Pour les termes d’auto-interaction il est assez facile de
faire apparaître de telles symétries, mais c’est plus délicat pour les termes de résonances, qui
sont, à la différence de [CGW11], en nombre infini. L’Hypothèse 4.8, portant sur l’ensemble des
résonances à l’exception éventuelle d’un nombre fini d’entre-elles, nous permet de contourner ce
problème et d’obtenir des estimations sur les termes associés. Cette hypothèse sera soigneusement
vérifiée pour les équations d’Euler que l’on étudie dans ce chapitre.

4.4 Étude BKW formelle

4.4.1 Cascade d’équations pour les profils

On cherche à déterminer formellement les équations que doivent vérifier les profils (Un)n>1

pour que la série formelle z 7→ uε,app(z, z′ ·ζ1/ε, . . . , z
′ ·ζm/ε, xd/ε) donnée par (4.3.1) soit solution

de (4.1.1). Dans la suite on souhaite que le coefficient (dépendant en principe de uε,app) en facteur
de la dérivée partielle par rapport à xd dans le système obtenu soit égal à la matrice identité,
afin que sa différentielle soit nulle. La propriété analogue pour la dérivée partielle en temps est
cruciale dans l’analyse de [JMR95] dont on s’inspire largement. Ce choix est motivé ici par le rôle
particulier que joue la variable normale xd dans les estimations pour les équations de profil. C’est
pourquoi l’on cherche à partir de maintenant à résoudre le système équivalent

(4.4.1)





L̃(uε,app, ∂z)u
ε,app = 0 dans ΩT ,

B uε,app
|xd=0 = ε gε dans ωT ,

uε,app
|t60 = 0

où l’on pose

L̃(u, ∂z) := Ad(u)−1 L(u, ∂z) = Ã0(u) ∂t +
d−1∑

i=1

Ãi(u) ∂i + ∂d,

où l’on a noté Ãi(u) := Ad(u)−1Ai(u) pour i = 0, . . . , d − 1, avec A0(u) := I. On s’autorise
dorénavant à noter ∂0 := ∂t.

Cascade BKW à l’intérieur du domaine

On peut maintenant déterminer les équations que doivent vérifier les profils Uk, k > 1. On
commence par écrire, pour i = 0, . . . , d− 1, le développement de Taylor :

Ãi(u
ε,app) = Ãi(0) + ε dÃi(0) · U1 +

∑

k>2

εk
[
dÃi(0) · Uk +Gik−1

]
,

où, pour k > 2, Gik−1 ne dépend que de U1, . . . , Uk−1. Ainsi l’opérateur L̃
(
uε,app, ∂z

)
s’écrit

(4.4.2) L̃
(
uε,app, ∂z

)
= L̃(0, ∂z) +

∑

k>1

εkL̃k(Uk, ∂z′),
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où

L̃1

(
U1, ∂z′

)
:=

d−1∑

i=0

dÃi(0) · U1 ∂i, L̃k
(
Uk, ∂z′

)
:=

d−1∑

i=0

(
dÃi(0) · Uk +Gik−1

)
∂i, ∀k > 2.

Pour k > 2, bien que l’on ne fasse apparaître que la dépendance en Uk dans les opérateurs correctifs
L̃k(Uk, ∂z′), ces opérateurs dépendent également des profils U1, . . . , Uk−1, via les fonctions Gik−1.
L’opérateur L̃1(U1, ∂z′) dépend en revanche bien de U1 seulement.

On comprend ici l’intérêt d’avoir considéré l’opérateur modifié L̃(u, ∂z) : il n’y a une dérivée
en xd que dans l’opérateur principal L̃(0, ∂z), et pas dans les opérateurs correctifs L̃k(Uk, ∂z′).
On vérifie par ailleurs que l’on a

L̃(uε,app, ∂z)
[
uε,app(z, z′ · ζ1/ε, . . . , z

′ · ζm/ε, xd/ε)
]

(4.4.3)

=
[
L̃(uε,app, ∂z)u

ε +
1

ε

m∑

j=1

L̃(uε,app, ζj) ∂θju
ε,app +

1

ε
∂ψdu

ε,app
]

(z, z′ · ζ1/ε, . . . , z
′ · ζm/ε, xd/ε).

où, pour j = 1, . . . ,m, le symbole L̃(uε,app, ζj) est défini par
∑d−1

i=0 ζ
i
j Ãi(u

ε,app) avec ζj =

(ζ0
j , . . . , ζ

d−1
j ). On déduit du développement (4.4.2) de l’opérateur L̃(uε,app, ∂z) ceux, analogues,

des symboles L̃(uε,app, ζj) pour j = 1, . . . ,m :

(4.4.4) L̃
(
uε,app, ζj

)
= L̃(0, ζj) +

∑

k>1

εkL̃k(Uk, ζj)

où

L̃1

(
U1, ζj

)
:=

d−1∑

i=0

ζij dÃi(0) · U1, L̃k
(
Uk, ζj

)
:=

d−1∑

i=0

ζij

(
dÃi(0) · Uk +Gik−1

)
, ∀k > 2.

Ainsi, d’après les développements (4.4.2), (4.4.3) et (4.4.4), on a un développement asymptotique

L̃(uε,app, ∂z)
[
uε,app(z, z′ · ζ1/ε, . . . , z

′ · ζm/ε, xd/ε)
]

=
1

ε

{ m∑

j=1

L̃(0, ζj) ∂θju
ε,app + ∂ψdu

ε,app
}

+ L̃(0, ∂z)u
ε +

m∑

j=1

L̃(U1, ζj) ∂θju
ε,app

+
∑

k>1

εk
{
L̃k(Uk, ∂z′)u

ε,app +
m∑

j=1

L̃k+1(Uk+1, ζj) ∂θju
ε,app

}
,

où l’expression du membre de droite est évaluée en (z, z′ · ζ1/ε, . . . , z
′ · ζm/ε, xd/ε). L’opérateur

L(uε,app, ∂z) appliqué à uε,app(z, z′ · ζ1/ε, . . . , z
′ · ζm/ε, xd/ε) est donc donné par la série formelle

(4.4.5)

L(uε,app, ∂z)
[
uε,app(z, z′ ·ζ1/ε, . . . , z

′ ·ζm/ε, xd/ε)
]

=
∑

k>0

εkWk(z, z
′ ·ζ1/ε, . . . , z

′ ·ζm/ε, xd/ε),

où, si l’on substitue les variables θ et ψd à (z′ · ζ1/ε, . . . , z
′ · ζm/ε) et xd/ε, les termes (Wk)k>0 de

la série formelle (4.4.5) sont donnés par

(4.4.6a) W0 =
{ m∑

j=1

L̃(0, ζj) ∂θj + ∂ψd

}
U1,
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(4.4.6b) W1 =
{ m∑

j=1

L̃(0, ζj) ∂θj + ∂ψd

}
U2 +

{
L̃(0, ∂z) +

m∑

j=1

L̃1(U1, ζj) ∂θj

}
U1,

et pour k > 2,

(4.4.6c) Wk =
{ m∑

j=1

L̃(0, ζj) ∂θj + ∂ψd

}
Uk+1 +

{
L̃(0, ∂z) +

m∑

j=1

L̃1(U1, ζj) ∂θj

}
Uk

+
k−1∑

l=1

{
L̃k−1(Uk−l, ∂z′) +

m∑

j=1

L̃k−l+1(Uk−l+1, ζj) ∂θj

}
Ul.

On retrouve les expressions (4.4.6a) et (4.4.6b) pour le cas m = 1 dans [CGW11].
Pour que la série formelle (4.3.1) soit solution de (4.1.1), on souhaite donc que la série formelle

donnée par (4.4.5) soit nulle, c’est-à-dire que l’on ait

Wk = 0, ∀k > 0.

On remarque que chacune des équations Wk = 0 fait intervenir l’opérateur rapide

L(∂θ, ∂ψd) :=

m∑

j=1

L̃(0, ζj) ∂θj + ∂ψd ,

qui est un opérateur linéaire à coefficients constants, comme cela est standard en optique
géométrique faiblement non-linéaire, voir [Rau12]. L’objet de la sous-partie suivante est d’étudier
cet opérateur pour pouvoir réécrire les équations (4.4.6) de manière équivalente. On détermine
auparavant la cascade BKW sur le bord et les conditions initiales.

Cascade BKW sur le bord

Puisque l’on veut que la série formelle (4.3.1) vérifie la condition au bord

B uε,app
|xd=0 = ε gε,

les profils (Uk)k>1 doivent vérifier, dans les variables (z′, θ), les conditions au bord

(B U1)|xd=0,ψd=0 = G

(B Uk)|xd=0,ψd=0 = 0, k > 2.

Conditions initiales

De même, les profils (Uk)k>1 doivent vérifier dans les variables (z′, θ) les conditions initiales

(Uk)|t60 = 0, k > 1.

4.4.2 Résolution du problème rapide L(∂θ, ∂ψd)U = H

On cherche dans cette sous-partie à résoudre dans le cadre des séries trigonométriques formelles
l’équation

L(∂θ, ∂ψd)U = H,

et plus précisément à déterminer, formellement, le noyau et l’image de l’opérateur L(∂θ, ∂ψd). On
suit dans cette sous-partie l’analyse, dans un cadre formel, de [Les07, Partie 3]. On se donne donc
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U de la forme

U(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd +

∑

n∈Zm
U ev
n (z, ψd) e

in·θ,

et de même H de la forme

H(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
Hosc

n,ξ(z) e
in·θ ei ξ ψd +

∑

n∈Zm
Hev

n (z, ψd) e
in·θ,

où, pour tout n dans Zm, la somme en ξ est dénombrable. On a alors, par définition de l’opérateur
rapide L(∂θ, ∂ψd),

L(∂θ, ∂ψd)U(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
i L̃
(
0, (n · ζ, ξ)

)
Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd

+
∑

n∈Zm

{
i L̃
(
0, (n · ζ, 0)

)
+ ∂ψd

}
U ev
n (z, ψd) e

in·θ,

où l’on rappelle que ζ désigne le m-uplet d’élements de Rd donné par ζ = (ζ1, . . . , ζm). Ainsi, le
profil U est solution de L(∂θ, ∂ψd)U = H si et seulement si, pour tout n dans Zm et pour tout ξ
dans R, on a

i L̃
(
0, (n · ζ, ξ)

)
Uosc
n,ξ (z) = Hosc

n,ξ(z),(4.4.7a)

et
(
i L̃
(
0, (n · ζ, 0)

)
+ ∂ψd

)
U ev
n (z, ψd) = Hev

n (z, ψd).(4.4.7b)

Pour n dans Zm et pour ξ dans R, l’équation (4.4.7a) admet une solution si et seulement si Hosc
n,ξ

appartient à l’image de la matrice L̃(0, (n ·ζ, ξ)), c’est-à-dire, d’après la Définition 4.1.6, au noyau
ker π̃(n·ζ,ξ). D’après la Définition 4.1.6 de l’inverse partiel Qα, toute solution est alors de la forme

Uosc
n,ξ = Xn,ξ − iQ(n·ζ,ξ)Ad(0)Hosc

n,ξ ,

avec Xn,ξ un élément de Imπ(n·ζ,ξ), et vérifie donc

Uosc
n,ξ = π(n·ζ,ξ) U

osc
n,ξ − iQ(n·ζ,ξ)Ad(0)Hosc

n,ξ .

L’équation différentielle (4.4.7b) admet quant à elle une solution formelle pour tout n dans Zm.
Pour n = 0, la solution est formellement donnée par

U ev
0 (z, ψd) = −

∫ +∞

ψd

Hev
0 (z, s) ds,

et, pour n dans Zm \ {0}, d’après la formule de Duhamel, par

U ev
n (z, ψd) =eψdA(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)U ev
n (z, 0) +

∫ ψd

0
e(ψd−s)A(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)Hev
n (z, s) ds(4.4.8)

−
∫ +∞

ψd

e(ψd−s)A(n·ζ)
(
I −Πe

CN (n · ζ)
)
Hev

n (z, s) ds,

en remarquant que l’on a i L̃
(
0, (n · ζ, 0)

)
= −A(n · ζ). En effet, d’après l’Hypothèse 4.5, la

fréquence n · ζ n’est pas glancing et le projecteur Πe
CN (n · ζ) est donc bien défini. La formule de
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Duhamel s’applique alors séparément à Πe
CN (n ·ζ)U ev

CN et (I−Πe
CN (n ·ζ))U ev

CN . Le premier terme
à droite de l’égalité (4.4.8) est donc bien défini, et l’intégrale du second terme converge puisque,
d’après la Proposition 4.5.16 montrée en appendice, la matrice etA(n·ζ) Πe

CN (n · ζ) est bornée par
une exponentielle décroissante pour t > 0. En revanche, on ne peut pas affirmer que l’intégrale
du troisième terme est convergente. En effet, Hev

n n’est que décroissant vers zéro à l’infini, et
la matrice etA(n·ζ) (I − Πe

CN (n · ζ)) est simplement bornée pour t 6 0, d’après la proposition
4.5.16. Le problème concernant l’intégrale impliquée dans la définition de U ev

0 est essentiellement
le même. On en déduit le résultat suivant.

Lemme 4.4.1 ([Les07, Théorème 2.14]). L’équation L(∂θ, ∂ψd)U = H admet une solution dans
le cadre des séries trigonométriques formelles si et seulement si ẼiH = 0, et toute solution est de
la forme

U = EU + QH,

où les projecteurs E et Ẽi et l’opérateur Q sont formellement définis plus bas. En particulier, on a

kerL(∂θ, ∂ψd) = ImE et ImL(∂θ, ∂ψd) = ker Ẽi.

Si U est donné par

U(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd +

∑

n∈Zm
U ev
n (z, ψd) e

in·θ,

alors Ẽi U est défini comme

(4.4.9) Ẽi U(z, θ, ψd) :=
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
π̃(n·ζ,ξ) U

osc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd ,

EU comme

EU(z, θ, ψd) :=
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
π(n·ζ,ξ) U

osc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd(4.4.10)

+
∑

n∈Zm\{0}

eψdA(n·ζ) Πe
CN (n · ζ)U ev

n (z, 0) ein·θ,

et QU comme

QU(z, θ, ψd) :=−
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
iQ(n·ζ,ξ)Ad(0)Uosc

n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd −
∫ +∞

ψd

U ev
0 (z, s) ds

+
∑

n∈Zm\{0}

(∫ ψd

0
e(ψd−s)A(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)U ev
n (z, s) ds

−
∫ +∞

ψd

e(ψd−s)A(n·ζ)
(
I −Πe

CN (n · ζ)
)
U ev
n (z, s) ds

)
ein·θ.

On note que, pour le moment, les projecteurs E et Ẽi ainsi que l’opérateur Q ne sont définis
qu’au niveau formel. Les projecteurs E et Ẽi, qui sont les seuls à intervenir pour le profil principal,
peuvent être construits rigoureusement sur l’espace Ps,T , et cela fera l’objet d’un paragraphe
dans la partie suivante. À l’inverse, l’opérateur Q ne peut pas être défini rigoureusement dans
le cadre fonctionnel choisi ici (les problèmes tiennent à un contrôle de petits diviseurs, d’une
manière analogue à [JMR95], ainsi qu’une absence de décroissance exponentielle pour les profils
évanescents).
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4.4.3 Système d’équations vérifié par le profil principal

D’après les expressions (4.4.6a) et (4.4.6b) des termes W0 et W1, et en utilisant le Lemme
4.4.1 précédent on obtient le système d’équations suivant pour le profil principal U1, que l’on note
à partir de maintenant U :

EU = U(4.4.11a)

Ẽi
[
L̃(0, ∂z)U +

m∑

j=1

L̃1(U, ζj) ∂θjU
]

= 0(4.4.11b)

B U|xd=0,ψd=0 = G(4.4.11c)

U|t60 = 0.(4.4.11d)

Le profil principal U1 est bien polarisé, au sens où il vérifie l’équation (4.4.11a), et donc d’après
l’équation (4.4.10) définissant le projecteur E, seules des fréquences caractéristiques apparaissent
dans son développement en série de Fourier. On verra dans la partie suivante que la partie
oscillante Uosc du profil U vérifie le problème

EUosc = Uosc(4.4.12a)

Ẽi
[
L̃(0, ∂z)U

osc +

m∑

j=1

L̃1(Uosc, ζj) ∂θjU
osc
]

= 0(4.4.12b)

B
(
Uosc + U ev

)
|xd=0,ψd=0

= G(4.4.12c)

Uosc
|t60 = 0.(4.4.12d)

Le problème est de savoir si la condition au bord (4.4.12c) détermine à elle seule la trace
Uosc
|xd=0,ψd=0 ou non. Cela dépend, comme dans [CGW11] et [CW17], de l’existence de triplets

résonants impliquant deux fréquences rentrantes et une fréquence sortante. Une telle configuration
est exclue ici par l’Hypothèse 4.7. Dans ce cas la condition au bord (4.4.12c) détermine également
la trace U ev

|xd=0,ψd=0, ce qui, d’après les conditions de polarisation, permet d’obtenir immédiatement
la partie évanescente du profil U .

4.5 Construction du profil principal

Maintenant que le système (4.4.11) que doit vérifier le profil principal U a été dérivé for-
mellement, on peut en construire une solution U . On commence, dans une première partie, par
une discussion sur les différents types de résonances qui peuvent intervenir dans le système. En
particulier on fait l’hypothèse technique que les résonances dont on ne contrôle pas polymialement
l’absence de symétrie sont en nombre fini. Cette hypothèse est faite pour traiter le manque
de symétrie des termes de résonance comparé au cas de [JMR95]. Dans une deuxième partie
on définit rigoureusement les projecteurs apparaissant dans le système (4.4.11), et l’on prouve
certains résultats de la section 4.4, en utilisant l’Hypothèse 4.6 de petits diviseurs. On poursuit
alors avec les trois étapes principales de la preuve, à savoir le découplage du système (4.4.11), la
dérivation d’estimations d’énergie pour des systèmes linéarisés et la construction de la solution.
La première étape est réalisée en section 4.5.3, où l’on réduit le système (4.4.11) en un système
pour la partie évanescente, un système pour la partie oscillante résonante et un système pour
chaque mode oscillant non résonant. En écrivant l’équation (4.4.11b) mode par mode, on parvient
à extraire une équation d’évolution vérifiée par la moyenne pour montrer que celle-ci est nulle.
On prouve alors, au moyen d’une estimation d’énergie pour la partie oscillante sortante, que
chaque mode sortant est nul. Pour obtenir cette estimation, on doit utiliser un produit scalaire
défini seulement pour les profils à support compact en xd. On doit donc montrer avant cela que
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toute solution de (4.4.11) se propage à vitesse finie dans la direction normale. La preuve de ce
résultat est faite après avoir introduit les outils qui y seront utilisés, en section 4.5.4. Enfin,
en utilisant le fait que les modes sortants sont nuls, on peut découpler la condition au bord
(4.4.11c) pour chaque mode évanescent et chaque mode rentrant, ce qui conclue le découplage
du système. La dérivation d’estimation a priori sans perte de dérivée est réalisée en sections
4.5.4 et 4.5.5, la première pour les modes rentrants résonants, et la seconde pour chaque mode
rentrant non résonant, c’est-à-dire des équations de type Burgers. Ces modes doivent être traités
individuellement pour éviter l’apparition d’un facteur non borné par rapport à la fréquence, mais
cette partie ne présente pas de difficulté supplémentaire puisqu’elle réutilise les techniques de la
précédente. La dérivation d’estimations a priori pour le système linéarisé pour la partie rentrante
résonante est présentée en section 4.5.4, en commençant par l’estimation L2. Elle est obtenue en
prenant, pour le produit scalaire adapté aux modes rentrants, le produit scalaire entre l’équation
de propagation linéarisé et un profil modifié. Quatre termes sont alors à traiter. Le terme de
transport ainsi que le terme de type Burgers (correspondant à l’auto-interaction) sont traités
de manière classique (par intégration par parties et en utilisant les symétries pour les termes
d’auto-interaction), tandis que l’hypothèse sur l’ensemble des résonances est utilisée pour les deux
termes de résonances. Plus précisément, cette hypothèse assure que les termes de résonance (sauf
pour un nombre fini d’entre-eux, qui sont traités séparément), sont tels que le manque de symétrie
est contrôlé d’une telle manière que l’on peut adapter les techniques utilisées pour les termes de
type Burgers. La même méthode d’estimation d’énergie, avec un produit scalaire différent, est
utilisée dans cette section pour montrer la propagation à vitesse finie. Les dérivations pour les
dérivées sont alors obtenues de manière classique en utilisant des estimations de commutateur. La
section 4.5.6 est consacrée à la construction d’une solution. La partie oscillante est construite aux
moyen des estimations d’énergie selon une procédure que l’on ne détaille pas, et qui consiste à
montre l’existence d’une solution au système linéarisé avec un schéma aux différences finies, puis
l’existence de la solution recherchée avec un schéma itératif. L’unicité se déduit immédiatement
des estimées d’énergie. Concernant la partie évanescente, son expression est prescrite par la
condition de polarisation, et l’on montre que le profil ainsi construit appartient bien à l’espace
des profils évanescents. Cela conclue la preuve du Théorème 4.3.1, et la section 4.5.7 donne une
conclusion et quelques perspectives.

4.5.1 Coefficient de résonance et hypothèse supplémentaire

L’ensemble suivant nous permettra dans la suite de regrouper les fréquences caractéristiques
par colinéarité.

Définition 4.5.1. On considère le sous ensemble de Zm \ {0} noté BZm constitué de tous les
m-uplets d’entiers relatifs premiers entre eux dont le premier terme non nul est positif :

BZm :=

{
(n1, . . . , nm) ∈ Zm \ {0}

∣∣∣∣∣
n1 ∧ · · · ∧ nm = 1,

∃k ∈ {0, . . . ,m− 1} , n1, . . . , nk = 0, nk+1 > 0

}
.

On vérifie que pour tout n de Zm \ {0}, il existe un unique élément n0 de BZM et un unique entier
relatif non nul λ tel que n = λn0.

On introduit ensuite une notation pour les relèvements en des fréquences caractéristiques
réelles de fréquences au bord.

Définition 4.5.2. Pour n dans Zm \ {0}, on note C(n) l’ensemble fini des réels ξ tels que la
fréquence (n · ζ, ξ) soit caractéristique réelle, c’est-à-dire

C(n) := {ξ ∈ R | (n · ζ, ξ) ∈ C} .
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On note également Cin(n) (resp. Cout(n)) l’ensemble des réels ξ tels que la fréquence (n · ζ, ξ) soit
caractéristique réelle rentrante (resp. sortante), c’est-à-dire

Cin(n) = {ξj(n · ζ) | j ∈ R(n · ζ)} , Cout(n) = {ξj(n · ζ) | j ∈ S(n · ζ)} ,

avec les notations de la Proposition 4.1.16.

On rappelle qu’en vertu de l’Hypothèse 4.5, il n’y a pas de fréquence glancing dans F , et donc
on a l’union disjointe

C(n) = Cin(n) ∪ Cout(n)

pour tout n dans Zm \ {0}. On a listé ici toutes les fréquences caractéristiques réelles, mais il
existe aussi des fréquences non réelles relevées de n · ζ.
Remarque 4.5.3. On vérifie que, d’après la Remarque 4.1.17, les ensembles C, Cin et Cout sont
homogènes de degré 1. Ainsi, si n appartient à Zm \ {0} et ξ à C(n), et si n0 dans BZm et λ dans
Z∗ sont tels que n = λn0, alors il existe ξ0 dans C(n0) tel que ξ = λ ξ0.

On introduit maintenant des notations pour les résonances.

Définition 4.5.4. Pour n dans Zm \ {0} et ξ dans C(n), on note E(n, ξ) le vecteur de la base
E1, . . . , EN de CN donnée par (4.1.8) qui engendre la droite vectorielle kerL

(
0, (n · ζ, ξ)

)
.

Remarque 4.5.5. On note que, pour n dans Zm \{0}, ξ dans C(n) et λ dans Z∗, puisque les espaces
kerL

(
0, (n · ζ, ξ)

)
et kerL

(
0, (λn · ζ, λξ)

)
sont égaux, on a E(n, ξ) = E(λn, λξ), c’est-à-dire que

le vecteur E(n, ξ) est homogène de degré 0.

La définition suivante s’inspire de [Rau12, Chapitre 11].

Définition 4.5.6. Soit np, nq deux éléments de Zm \ {0}, et soit (ξp, ξq) dans C(np)×C(nq) tels
que la fréquence

(np · ζ, ξp) + (nq · ζ, ξq) =: (nr · ζ, ξr)
est caractéristique réelle (c’est-à-dire tels qu’il y a résonance). On définit le coefficient de résonance
Γ
(
(np, ξp), (nq, ξq)

)
comme le réel vérifiant

π̃(nr·ζ,ξr) L̃1

(
E(np, ξp),nq · ζ

)
E(nq, ξq) = Γ

(
(np, ξp), (nq, ξq)

)
π̃(nr·ζ,ξr)E(nr, ξr),

qui existe par définition des projecteurs π̃k, pour k = 1, . . . , N et d’après le Lemme 4.1.15.

Remarque 4.5.7. i) Puisque toutes les quantités impliquées dans la définition de Γ sont homo-
gènes de degré 0 ou 1, le coefficient Γ est homogène de degré 1, c’est-à-dire que pour np, nq
dans Zm \ {0}, (ξp, ξq) dans C(np)× C(nq) tels que la fréquence (np · ζ, ξp) + (nq · ζ, ξq) est
caractéristique réelle (c’est-à-dire tels qu’il y a résonance) et pour tout λ dans Z∗, on a

(4.5.1) Γ
(
(λnp, λξp), (λnq, λξq)

)
= λΓ

(
(np, ξp), (nq, ξq)

)
.

De plus, par définition et pour la même raison, on a, pour n0 dans Zm \ {0} et ξ0 dans C(n0),
et pour λ1, λ2 dans Z∗,

(4.5.2) Γ
(
λ1(n0, ξ0), λ2(n0, ξ0)

)
= λ2 Γ

(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
.

ii) Puisque d’après la Remarque 4.1.7 les projecteurs π̃α sont bornés et que les vecteurs E(n, ξ)
sont de norme 1, pour tout n dans Zm \ {0} et tout ξ dans C(n), on a

∣∣Γ
(
(n, ξ), (n, ξ)

)∣∣ 6 C
|n|∣∣π̃(n·ζ,ξ)E(n, ξ)

∣∣ .
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Ainsi, d’après la minoration (4.1.36) du Lemme 4.1.22 et l’Hypothèse 4.6 de petits diviseurs,
pour tout n dans Zm \ {0} et tout ξ dans C(n), on a

(4.5.3)
∣∣Γ
(
(n, ξ), (n, ξ)

)∣∣ 6 C|n|h,

où h est un entier supérieur à (3 + a1)/2 avec les notations de l’Hypothèse 4.6.
iii) La quantité π̃(nr·ζ,ξr) L̃1

(
E(np, ξp),nq · ζ

)
E(nq, ξq) étant homogène de degré 1 en nq, le

coefficient de résonance Γ
(
(np, ξp), (nq, ξq)

)
correspond formellement à une dérivée par rapport

aux variables tangentielles rapides portant sur le profil associé à la fréquence (nq · ζ, ξq).
Les coefficients Γ définis au dessus apparaîtront dans les calculs pour obtenir des estimations

a priori sur le système (4.4.11). En particulier, lorsque ceux-ci présentent une certaine propriété
de symétrie, la résonance associée est facile à contrôler dans les estimations a priori. On distingue
donc maintenant les résonances qui présentent cette propriété de symétrie du reste des résonances.

Définition 4.5.8. On fixe une constante C0 > 0. Soit nr dans BZm, et soit ξr dans C(nr). On
considère l’ensemble des 7-uplets (λp, λq, λr,np,nq, ξp, ξq) avec λp, λq, λr dans Z∗, np,nq dans
BZm, (ξp, ξq) dans C(np)× C(nq), (np · ζ, ξp) et (nq · ζ, ξq) non colinéaires et λp, λq, λr premiers
entre eux, qui résonnent pour donner la fréquence λr (nr · ζ, ξ) de la manière suivante

λp (np · ζ, ξp) + λq (nq · ζ, ξq) = λr (nr · ζ, ξr),

et l’on écrit cet ensemble comme l’union disjointe

R1(nr, ξr) tR2(nr, ξr),

où les ensembles R1(nr, ξr) et R2(nr, ξr) sont définis comme suit.
i) L’ensemble R1(nr, ξr) est constitué des 7-uplets (λp, λq, λr,np,nq, ξp, ξq) vérifiant

(4.5.4)∣∣Γ
(
(λp np, λp ξp), (λq nq, λq ξq)

)
+ Γ

(
(λp np, λp ξp), (−λr nr,−λr ξr)

)∣∣ 6 C0|λp np, λp ξp|

où C0 > 0 est la constante qui a été fixée au début et qui ne dépend pas de λp, λq, λr, np,
nq, nr, ξp, ξq, ξr. On dit que ce sont des résonances de type 1.

ii) Les 7-uplets (λp, λq, λr,np,nq, ξp, ξq) qui ne vérifient pas cette propriété forment l’ensemble
des résonances de type 2 que l’on a noté R2(nr, ξr).

Remarque 4.5.9. i) On note que les deux ensembles R1(n, ξ) et R2(n, ξ) dépendent de la
constante C0 > 0 fixée au départ, bien que cette dépendance ne soit pas indiquée.

ii) D’après l’Hypothèse 4.7, on remarque que si la fréquence (n · ζ, ξ) est sortante (resp. ren-
trante), alors les deux ensembles R1(n, ξ) et R2(n, ξ) ne sont constitués que de septuplets
correspondant à des couples de fréquences sortantes (resp. rentrantes).

iii) On remarque que puisque les coefficients Γ ne sont pas symétriques, le type d’une résonance

λp (np · ζ, ξp) + λq (nq · ζ, ξq) = λr (nr · ζ, ξr),

dépend de la manière dont on l’écrit. Cependant, puisque la condition (4.5.4) est symétrique
en (q, r), la résonance

λp (np · ζ, ξp) + λq (nq · ζ, ξq) = λr (nr · ζ, ξr),

est de type 1 si et seulement si la résonance

λp (np · ζ, ξp)− λr (nr · ζ, ξr) = −λq (nq · ζ, ξq),

est de type 1.
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iv) On note également que si l’on a une résonance du type

λp (np · ζ, ξp) + λq (nq · ζ, ξq) = λr (nr · ζ, ξr),

alors pour tout k dans Z∗, la résonance suivante est aussi vérifiée

k λp (np · ζ, ξp) + k λq (nq · ζ, ξq) = k λr (nr · ζ, ξr).

C’est pourquoi l’on choisit dans la Définition 4.5.8 de ne considérer que des triplets (λp, λq, λr)
d’entiers premiers entre eux et des m-uplets np, nq et nr de BZm .
Cette définition nous permet de faire la dernière hypothèse de ce travail. Elle est faite pour

des raisons techniques, et il n’est pas clair à ce stade si elle est nécessaire.

Hypothèse 4.8. Il existe une constante C0 > 0 telle que les ensembles R1(n, ξ) et R2(n, ξ),
pour n dans Zm \ {0} et ξ dans C(n) définis dans la Définition 4.5.8 vérifient les deux propriétés
suivantes.

a) Les ensembles de résonances rentrantes de type 2 et sortantes de type 1 et 2,
⋃

n∈BZm
ξ∈Cin(n)

R2(n, ξ),
⋃

n∈BZm
ξ∈Cout(n)

(
R1(n, ξ) ∪R2(n, ξ)

)
,

sont des ensembles finis.

b) Pour toute fréquence rentrante (n, ξ) de BZm × Cin(n) telle que l’ensemble R1(n, ξ) est non
vide, on a la minoration

(4.5.5)
∣∣π̃(n·ζ,ξ)E(n, ξ)

∣∣ > 1

C0
.

Remarque 4.5.10. i) L’auto-interaction entre deux fréquences colinéaires est toujours résonante,
mais ces termes ne posent pas de problème dans la suite, car ils induisent des termes de
type Burgers qu’il est très usuel de traiter dans les estimations. En revanche les résonances
de type 2 se contrôlent “mal”, c’est pourquoi l’on fait une hypothèse de finitude sur cet
ensemble, alors que la propriété (4.5.4) vérifiée par les résonances de type 1 nous permet d’en
traiter une infinité (au prix d’un contrôle uniforme). Un telle infinité de résonances apparaît
irrémédiablement dans l’Exemple 4.1.1 des équations d’Euler isentropique compressible en
dimension 2, et c’est là l’une des principales difficultés supplémentaires qu’on traite ici par
rapport au cas monophasé de [CGW11].

ii) On sait déjà que pour tout (n, ξ) de BZm × C(n), le vecteur π̃(n·ζ,ξ)E(n, ξ) est borné, d’après
la remarque 4.1.7, et qu’il n’est autorisé à s’approcher de 0 que de manière contrôlée, d’après
l’estimation (4.1.36) et l’Hypothèse 4.6. Dans le cas d’une infinité de résonances, c’est-à-dire
pour les résonances rentrantes de type 1, il nous faut également supposer que ce vecteur
ne devient pas arbitrairement petit, pour une raison technique qui sera expliquée plus bas.
C’est pourquoi on fait l’hypothèse de minoration uniforme (4.5.5). Cette hypothèse exclut
la possibilité qu’il existe une suite de fréquences (n, ξ) telles que R1(n, ξ) est non vide se
rapprochant de l’ensemble glancing.

On sait déjà, d’après l’Hypothèse 4.7, que les ensembles de fréquences rentrantes et sortantes
F in et Fout définis en (4.2.2) et (4.2.3) ne résonnent pas entre eux. On va maintenant affiner
cette décomposition de l’ensemble des fréquences en ensembles qui ne résonnent pas entre eux, ce
qui nous permettra ensuite de découpler les systèmes étudiés selon ces ensembles.

Définition 4.5.11. On confond dans cette définition la fréquence (n · ζ, ξ) et le couple (n, ξ). Soit
C0 > 0 la constante fixée par l’Hypothèse 4.8. On note Fout

res l’ensemble des fréquences sortantes
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(n, ξ) de BZm ×Cout(n) impliquées dans des résonances, qu’elles soient de type 1 ou 2, c’est-à-dire
telles que R1(n, ξ) ∪R2(n, ξ) est non vide. On a alors

(4.5.6) {(n, ξ) ∈ BZm × Cout(n)} = Fout
res t

⊔

(n,ξ)∈(BZm×Cout(n))\Fout
res

{(n, ξ)} ,

où les ensembles dont on fait l’union disjointe ne résonnent pas entre eux. On définit de manière
analogue l’ensemble F in

res pour les fréquences rentrantes, et on a donc la décomposition

(4.5.7) {(n, ξ) ∈ BZm × Cin(n)} = F in
res t

⊔

(n,ξ)∈(BZm×Cin(n))\F in
res

{(n, ξ)} ,

où les ensembles dont on fait l’union disjointe ne résonnent pas entre eux.

Remarque 4.5.12. Dans l’Hypothèse 4.8, le contrôle (4.5.5) s’applique a priori uniquement aux
couples (n, ξ) tels que l’ensemble R1(n, ξ) est non vide. Mais puisque d’après l’Hypothèse 4.8 il y
a un nombre fini de résonances rentrantes de type 2, on peut supposer sans perte de généralité que
cette estimation s’applique également aux couples (n, ξ) tels que R1(n, ξ) est vide mais R2(n, ξ)
est non vide, c’est-à-dire à tous les éléments de F in

res. On en déduit que pour tout (n, ξ) de F in
res,

on a

(4.5.8)
∣∣Γ
(
(n, ξ), (n, ξ)

)∣∣ 6 C|n|,

où l’on note que l’estimation précédente diffère de l’estimation (4.5.3) par un contrôle linéaire et
non algébrique de degré h.

On définit enfin des projecteurs analogues à E et Ẽi qui ne sélectionnent que les fréquences
résonantes rentrantes, avant de vérifier l’Hypothèse 4.8 pour l’exemple des équations d’Euler que
l’on considère dans ce chapitre.

Définition 4.5.13. Pour toute série trigonométrique formelle U s’écrivant

U(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd +

∑

n∈Zm
U ev
n (z, ψd) e

in·θ,

on définit Ẽi
in

res U comme

(4.5.9) Ẽi
in

res U(z, θ, ψd) :=
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
π̃(λn0·ζ,λξ0) U

osc
λn0,λξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd ,

et Ein
res U comme

Ein
res U(z, θ, ψd) :=

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
π(λn0·ζ,λξ0) U

osc
λn0,λξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd .(4.5.10)

Exemple 4.5.14. On reprend l’Exemple 4.1.1 des équations d’Euler isentropique compressible
en dimension 2, pour lequel on vérifie la dernière hypothèse de ce travail, l’Hypothèse 4.8 sur
le contrôle des résonances. On reprend les notations et résultats déjà trouvés dans l’Exemple
4.1.1 et ceux qui le suivent, et notamment l’analyse des résonances faite dans l’Exemple 4.2.1, et
l’on se place sous les hypothèses faites sur le nombre de Mach M . On a montré que si M2 n’est
pas solution d’une équation de degré inférieur à 4 dans Q[δ], alors les seules résonances, hors
auto-interaction, qui interviennent sont celles impliquant la fréquence linéaire α3(ζ), qui sont
en nombre infini, même à colinéarité près, et entre fréquences rentrantes. On va montrer qu’il
existe une constante C0 > 0 telle que ces résonances vérifient la propriété (4.5.4) et telle que les
fréquences α3(ζp,q) vérifient la minoration (4.5.5), ce qui nous permettra de vérifier l’Hypothèse
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4.8 pour le système (4.1.4). On cherche donc en premier lieu à calculer les coefficients Γ pour
ce type de résonance. On se donne (p, q) et (r, s) dans Z2 \ {0}, et l’on cherche à déterminer le
coefficient

Γ
(
(p, q), ξ3(ζp,q), (r, s), ξ3(ζr,s)

)

relatif à la résonance
α3(ζp,q) + α3(ζr,s) = α3(ζp+r,q+s),

que l’on note plus succinctement Γ
(
(p, q), (r, s)

)
. Puisque, pour ζ dans R2 \ {0}, la fréquence

caractéristique réelle α3(ζ) = (τ, η, ξ3(ζ)) vérifie τ = τ2

(
η, ξ3(ζ)

)
, on a

E
(
(p, q), ξ3(ζp,q)

)
= E2

(
ηp,q, ξ3(ζp,q)

)
, E

(
(r, s), ξ3(ζr,s)

)
= E2

(
ηr,s, ξ3(ζr,s)

)
,

E
(
(p+ r, q + s), ξ3(ζp+r,q+s)

)
= E2

(
ηp+r,q+s, ξ3(ζp+r,q+s)

)
,

où E2(η, ξ) est le vecteur de la base (4.1.8) de CN donné dans cet exemple par

E2(η, ξ) :=
1√

η2 + ξ2




0
ξ
−η


 , (η, ξ) ∈ R2 \ {0} .

Ainsi, le vecteur de la base (4.1.9) correspondant est donné par

A2(V0)−1E2(η, ξ) =
1

(u2
0 − c2

0)
√
η2 + ξ2



−η v0

ξ
u20−c20
u0

−η u0


 , (η, ξ) ∈ R2 \ {0} .

En calculant également les vecteurs E1(η, ξ) et E3(η, ξ), on détermine que le projecteur impliqué
dans le coefficient Γ

(
(p, q), (r, s)

)
, qui s’écrit π̃((p+r,q+s)·ζ,ξ3(ζp+r,q+s)), est donné dans cet exemple

par π̃2(ηp+r,q+s, ξ3(ζp+r,q+s)) où, pour (η, ξ) dans R2 \ {0},

π̃2(η, ξ) =
1

u0(u2
0 − c2

0)(η2 + ξ2)




−u0 c
2
0 η

2 −u2
0 v0 η ξ u2

0 v0 η
2

η ξ c2
0 (u2

0 − c2
0)/v0 ξ2 u0 (u2

0 − c2
0) −η ξ u0 (u2

0 − c2
0)

−η2 c2
0 u

2
0/v0 −η ξ u3

0 u3
0 η

2


 .

On vérifie alors que π̃2(η, ξ)E2(η, ξ) est donné par u0A2(V0)−1E2(η, ξ), pour (η, ξ) dans R2 \ {0}.
Cela affirme donc en particulier que la deuxième partie de l’Hypothèse 4.8 est vérifiée, car on a la
minoration uniforme
∣∣π̃α3(ζp,q)E

(
(p, q), ξ3(ζp,q)

)∣∣ =
∣∣π̃2

(
ηp,q, ξ3(ζp,q)

)
E2

(
ηp,q, ξ3(ζp,q)

)∣∣
=
∣∣u0A2(V0)−1E2

(
ηp,q, ξ3(ζp,q)

)∣∣ > C
∣∣E
(
(p, q), ξ3(ζp,q)

)∣∣ = C.

On poursuit maintenant le calcul des coefficients Γ
(
(p, q), (r, s)

)
. En calculant les différentielles

dÃi(V0), on obtient finalement

L̃1

(
E2

(
ηp,q, ξ3(ζp,q)

)
, ζr,s

)
E2

(
ηr,s, ξ3(ζr,s)

)

=
τp,q ηr,s − τr,s ηp,q√

η2
p,q + τ2

p,q/u
2
0

√
η2
r,s + τ2

r,s/u
2
0




v0 ηr,s/[u0 (u2
0 − c2

0)]

τr,s/u
3
0

ηr,s/(u
2
0 − c2

0)


 .

On a utilisé ici la formule ξ3(ζ) = −τ/u0, pour ζ = (τ, η) dans R2 \ {0}. On a alors
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π̃2(ηp+r,q+s, ξ3(ζp+r,q+s)) L̃1

(
E2

(
ηp,q, ξ3(ζp,q)

)
, ζr,s

)
E2

(
ηr,s, ξ3(ζr,s)

)

=
(τp,q ηr,s − τr,s ηp,q)(τp+r,q+s τr,s + u2 ηp+r,q+s ηr,s)

u2
0 (u2

0 − c2
0)
√
η2
p,q + τ2

p,q/u
2
0

√
η2
r,s + τ2

r,s/u
2
0

(
η2
p+r,q+s + τ2

p+r,q+s/u
2
0

)




ηp+r,q+s v0/u0

τp+r,q+s (u2
0 − c2

0)/u3
0

ηp+r,q+s


 .

On déduit alors de la relation π̃2(η, ξ)E2(η, ξ) = u0A2(V0)−1E2(η, ξ), la formule suivante pour
le coefficient Γ

(
(p, q), (r, s)

)
que l’on cherchait à déterminer :

(4.5.11) Γ
(
(p, q), (r, s)

)
= − (τp,q ηr,s − τr,s ηp,q)(τp+r,q+s τr,s + u2

0 ηp+r,q+s ηr,s)

u4
0

√
η2
p,q + τ2

p,q/u
2
0

√
η2
r,s + τ2

r,s/u
2
0

√
η2
p+r,q+s + τ2

p+r,q+s/u
2
0

.

On s’attache maintenant à vérifier l’estimation (4.5.4) avec ces coefficients. On se donne (p, q),
(r, s) et (t, w) dans Z2 \ {0} tels que (p, q) + (r, s) + (t, w) = (0, 0). On vérifie alors que l’on a, en
utilisant les formules τp,q = c0 (p+ δq) η0, ηp,q = (p+ q) η0, p+ r = −t et q + s = −w,

Γ
(
(p, q), (r, s)

)

=
(1− δ)(ps− qr)

(
(t+ δw) (r + δs) +M2 (t+ w) (r + s)

)
√

(p+ q)2 + (p+ δq)2/M2
√

(r + s)2 + (r + δs)2/M2
√

(t+ w)2 + (t+ δw)2/M2

η0 c
3
0

u4
0

.

En remarquant que ps− qr = −(pw − qt), on obtient ainsi

Γ
(
(p, q), (r, s)

)
+ Γ

(
(p, q), (t, w)

)
= 0,

et donc l’estimation (4.5.4) est en particulier trivialement vérifiée, et l’Hypothèse 4.8 est donc
satisfaite. On note que dans cet exemple, l’ensemble Fout

res est vide et l’ensemble F in
res est donné

par
F in

res = {α3(ζ) | ζ ∈ Fb} .
Cela vient conclure l’analyse de l’exemple des équations d’Euler isentropique compressible en
dimension 2, qui, avec les paramètres que l’on a choisis, vérifient toutes les hypothèses de ce
travail.

Remarque 4.5.15. On note que le coefficient Γ que l’on a trouvé correspond à celui [Rau12,
(11.5.9)].

Dans la sous-partie suivante, l’on va montrer rigoureusement certains résultats sur les projec-
teurs E et Ẽi, en utilisant l’Hypothèse 4.6.

4.5.2 Définition rigoureuse des projecteurs E, Ẽi, Ein
res et Ẽi

in

res

Cette sous-partie s’appuie sur [JMR95, Partie 6.2]. Avant de s’intéresser aux projecteurs E,

Ẽi, Ein
res et Ẽi

in

res, il nous faut montrer le résultat suivant de contrôle de projecteurs spectraux, ce
qui nous permettra de définir les projecteurs E et Ein

res.

Proposition 4.5.16. Sous l’Hypothèse 4.6, il existe une constante c1 > 0 et un réel b1 tels que,
pour tout ζ dans Fb \ {0}, on a les estimations

∣∣∣etA(ζ) Πe
−(ζ)

∣∣∣ 6 c1 e
−c1 t |ζ|−b1 6 c1, ∀t > 0,(4.5.12a)

∣∣∣etA(ζ) Πe
CN (ζ)

∣∣∣ 6 c1 |ζ|b1 e−c1 t |ζ|
−b1
, ∀t > 0,(4.5.12b)

∣∣∣etA(ζ)
(
I −Πe

CN (ζ)
)∣∣∣ 6 c1 |ζ|b1 , ∀t 6 0.(4.5.12c)
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Preuve. On rappelle que le projecteur Πe
−(ζ) est le projecteur de E−(ζ) sur la partie elliptique

Ee−(ζ) selon la décomposition (4.1.23), quand le projecteur Πe
CN (ζ) est le projecteur de CN sur la

partie elliptique Ee−(ζ) selon la décomposition (4.1.25), qui n’est défini que lorsque ζ n’est pas
glancing.

On utilise l’homogénéité de degré 1 de la matrice A(ζ) et de degré 0 des projecteurs Πe
−(ζ) et

Πe
CN (ζ), et la compacité de la sphère unité Σ0, et l’on raisonne donc au voisinage de tout point

ζ de Σ0. On étend ensuite le résultat par homogénéité à un recouvrement fini de Ξ0 par des
voisinages coniques. Puisque le projecteur Πe

CN (ζ) n’est défini que pour ζ non glancing, pour les
inégalités (4.5.12b) et (4.5.12c) le faisant intervenir, on ne s’intéresse qu’aux points du voisinage
de ζ qui sont non glancing. On se donne ainsi un point ζ de Σ0 et on reprend les notations et les
résultats de la preuve de la Proposition 4.1.21.

On s’intéresse d’abord à la première estimation (4.5.12a). Dans la preuve de la Proposition
4.1.21, on a construit, au voisinage de ζ, une base continue de E−(ζ) associée à une matrice de
changement de base régulière T (ζ) dans laquelle la matrice A(ζ) restreinte à E−(ζ) est la matrice
diagonale par blocs de taille p× p suivante,




A−(ζ) 0
iξ1(ζ)Iω1

. . .

0 iξr+g(ζ)Iωr+g


 ,

constituée d’un bloc A−(ζ) de partie réelle définie négative, de blocs diagonaux iξj(ζ) Iωj ,
j = 1, . . . , r associés aux valeurs propres ξ

j
rentrantes et de blocs diagonaux iξj(ζ)Iωj , j =

r + 1, . . . , r + g associés aux valeurs propres ξ
j
glancing en ζ. Dans ce cas, d’après l’expression

(4.1.35) du projecteur Πe
−(ζ) au voisinage de ζ dans Σ0, l’application linéaire etA(ζ) Πe

−(ζ) de
E−(ζ) dans lui même est donnée dans la base associée à la matrice T (ζ) par la matrice de taille
p× p suivante




etA−(ζ)

0

ei t ξr+1(ζ) 1∆r+1(ζ)<0 Iωr+1

. . .

ei t ξr+g(ζ) 1∆r+g(ζ)<0 Iωr+g



.

D’une part, le bloc A−(ζ) est de partie réelle définie négative uniformément par rapport à ζ.
D’autre part on vérifie que l’on a

Im ξr+l(ζ) = |∆r+l(ζ)|1/2/2,

pour l = 1, . . . , g, où ∆r+l(ζ) désigne le discriminant du polynôme caractéristique associé à la
valeur propre glancing ξ

r+l
défini dans la preuve de la Proposition 4.1.21 et représenté en Figure

4.4. Or on peut écrire, au voisinage de ζ dans Σ0,

∆j(ζ) =
[
τ − τ gj (η)

]
e(ζ),

avec e(ζ) 6= 0, où l’on rappelle que la fonction τ gj paramètre l’hypersurface de Σ0 d’annulation de
∆j . On en déduit l’estimation suivante sur ∆j ,

(4.5.13) |∆j(ζ)| > C
∣∣τ − τ gj (η)

∣∣ = C
∣∣ζ − (τ gj (η), η)

∣∣ > C dist(ζ,G).

Puisque la matrice T est régulière, donc uniformément bornée ainsi que son inverse, pour tout ζ
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au voisinage de ζ dans Σ0, on a d’après (4.5.13),

(4.5.14)
∣∣∣etA(ζ) Πe

−(ζ)
∣∣∣ 6 Ce−C dist(ζ,G)1/2 t.

On se donne maintenant ζ dans un voisinage conique de ζ dans Ξ0 avec ζ = λζ∗ où λ = |ζ| ∈ R∗+
et ζ∗ est dans un voisinage de ζ dans Σ0. On a alors, par homogénéité, d’après (4.5.14) et en
utilisant l’Hypothèse 4.6,
∣∣∣etA(ζ) Πe

−(ζ)
∣∣∣ =

∣∣∣eλtA(ζ∗) Πe
−(ζ∗)

∣∣∣ 6 Ce−C dist(ζ∗,G)1/2 λt

= Ce−C dist(λζ∗,G)1/2 λ1/2t 6 Ce−C|ζ|
(a1+1)/2 t.

On utilise enfin la compacité de Σ0 pour étendre cette inégalité à tout Ξ0, et donc obtenir
l’estimation (4.5.12a) recherchée pour tout ζ dans Fb \ {0}.

Concernant l’estimation (4.5.12b), on remarque que l’on a, pour t > 0 et pour ζ non glancing,

etA(ζ) Πe
CN (ζ) = etA(ζ) Πe

−(ζ) Π−CN (ζ),

où Π−CN (ζ) est le projecteur de CN sur l’espace stable E−(ζ) selon la décomposition (4.1.25),
défini pour ζ non glancing. On va donc contrôler le projecteur Π−CN (ζ) et utiliser l’estimation
précédente (4.5.12a) pour conclure. On se place toujours au voisinage de ζ dans Σ0 et on suppose
pour simplifier l’écriture qu’il existe en ζ une unique valeur propre glancing ξ

g
de multiplicité

algébrique 2.
Si l’on applique également le raisonnement de la preuve de la Proposition 4.1.21 à la partie

instable E+(ζ), on obtient une base analytique

E1(ζ), . . . , EN (ζ)

de CN associée à une matrice de changement de base T̃ (ζ) analytique au voisinage de ζ dans Σ0,
telle que dans cette base, la matrice A(ζ) s’écrit

T̃ (ζ)−1A(ζ) T̃ (ζ) = diag
(
A−(ζ),A1(ζ), Q(ζ),A+(ζ),A2(ζ)

)
,

où A−(ζ) est de partie réelle définie négative, A1(ζ) est le bloc diagonal associé aux valeurs
propres rentrantes, A+(ζ) est de partie réelle définie positive, A2(ζ) est le bloc diagonal associé
aux valeurs propres sortantes, et l’unique bloc de taille 2 × 2 Q(ζ), associé à la valeur propre
glancing ξ

g
, s’écrit

Q(ζ) = i

(
ξ
g

+ q1(ζ) 1

q2(ζ) ξ
g

)
,

où q1(ζ) = q2(ζ) = 0 et ∂q2
∂τ (ζ) 6= 0.

On souhaite à partir de la base E1, . . . , EN construire une base F1, . . . , FN adaptée à la
décomposition

CN = E−(ζ)⊕ E+(ζ)

pour ζ non glancing. Si E1(ζ), . . . , Ep−1(ζ) sont les p−1 premiers vecteurs correspondant aux blocs
A−(ζ) et A1(ζ) de la base de CN associée à T (ζ), on pose, pour j = 1, . . . , p− 1, Fj(ζ) := Ej(ζ).
On note que F1(ζ), . . . , Fp−1(ζ) est ainsi une famille libre de l’espace stable E−(ζ). De même on
pose Fj(ζ) := Ej(ζ) pour j = p+ 2, . . . , N , où Ep+2(ζ), . . . , EN (ζ) sont les vecteurs de la base de
CN définie par T (ζ) associés aux blocs A+(ζ) et A2(ζ), qui forment une famille libre de E+(ζ).

Il nous faut maintenant déterminer les vecteurs Fp(ζ) et Fp+1(ζ) qui sont les vecteurs propres
stable et instable de A(ζ) associés au bloc Q(ζ). Si ξ−(ζ), ξ+(ζ) sont les deux valeurs propres
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(confondues pour ζ glancing) stable et instable proches de la valeur propre glancing ξ
g
, alors les

vecteurs propres stable et instable pour A(ζ) associés à ξ−(ζ) et ξ+(ζ) sont donnés par

Fp(ζ) := Ep(ζ) +
q2(ζ)

ξ−(ζ)− ξ
g

Ep+1(ζ), Fp+1(ζ) := Ep(ζ) +
q2(ζ)

ξ+(ζ)− ξ
g

Ep+1(ζ).

En effet, un vecteur propre de la matrice T̃ (ζ)−1A(ζ) T̃ (ζ) associé à la valeur propre ξ±(ζ) est
donné par t(0, . . . , 0, 1, q2(ζ)

ξ±(ζ)−ξ
g

, 0, . . . , 0). On note que lorsque ζ est glancing, c’est-à-dire que

ξ−(ζ) = ξ+(ζ) et que q2(ζ) = 0, alors Fp(ζ) = Fp+1(ζ) = Ep(ζ).

La matrice de passage de la base canonique de CN à la base F1, . . . , FN est ainsi donnée par
le produit de T (ζ) et de la matrice diagonale par blocs

P (ζ) := diag


Ip−1,




1 1
q2(ζ)

ξ−(ζ)− ξ
g

q2(ζ)

ξ+(ζ)− ξ
g


 , IN−p−1


 .

On en déduit que le projecteur Π−CN s’écrit

Π−CN = T (ζ)P (ζ)

(
Ip 0
0 0

)
P (ζ)−1 T (ζ)−1.

La matrice T (ζ) est analytique donc bornée ainsi que son inverse au voisinage de ζ. Puisque l’on
a déjà montré que q2(ζ)

ξ−(ζ)−ξ
g

et q2(ζ)
ξ+(ζ)−ξ

g

sont bornés au voisinage de ζ, les matrices P (ζ) et tcomP (ζ)

sont bornées. Il nous faut alors estimer le déterminant detP (ζ). Puisque ξ−(ζ) et ξ+(ζ) sont les
deux racines (éventuellement confondues) du polynôme ξ2−

(
2ξ
g

+ q1(ζ)
)
ξ+ ξ2

g
+ ξ

g
q1(ζ)− q2(ζ),

on a (
ξ−(ζ)− ξ

g

)(
ξ+(ζ)− ξ

g

)
= −q2(ζ),

et donc

detP (ζ) =
q2(ζ)

(
ξ−(ζ)− ξ+(ζ)

)
(
ξ−(ζ)− ξ

g

)(
ξ+(ζ)− ξ

g

) = −
(
ξ−(ζ)− ξ+(ζ)

)
.

On en déduit
| detP (ζ)| = |∆g(ζ)|1/2 > C dist(ζ,G)1/2,

d’après l’estimation (4.5.13). Le contrôle (4.5.12b) s’ensuit de la même manière que le contrôle
(4.5.12a) en utilisant l’estimation (4.5.12a) et l’Hypothèse 4.6.

Enfin, pour l’estimation (4.5.12c), si l’on reprend les notations et les résultats du point
précédent, on peut écrire la matrice etA(ζ)

(
I −Πe

CN (ζ)
)
comme

etA(ζ)
(
I −Πe

CN (ζ)
)

=

T̃ (ζ)−1 P (ζ)−1




0

etA1(ζ) 0

etQ(ζ)1∆g(ζ)>0

0 etA+(ζ)

etA2(ζ)



P (ζ) T̃ (ζ).

On remarque que les valeurs propres des matrices A1(ζ), A2(ζ) ainsi que de la matrice Q(ζ)
lorsque ∆g(ζ) > 0, sont imaginaires pures, et que la matrice A+(ζ) est de partie réelle définie
positive uniformément par rapport à ζ. Ainsi, en utilisant l’estimation sur la matrice de passage
P (ζ)−1 démontrée plus haut, on peut conclure quant à l’estimation (4.5.12c).
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On peut maintenant définir rigoureusement les projecteurs E et Ẽi. La partie concernant la
partie oscillante du résultat suivant est tirée de [JMR95, Proposition 6.2.1] et [CGW11, Proposition
2.2], dont on rappelle la preuve ici. La preuve du résultat concernant la partie évanescente est
plus simple et consiste à montrer qu’une certaine série converge.

Lemme 4.5.17 ([JMR95, Proposition 6.2.1]). Pour tout T > 0 et s > 0, les projecteurs Ẽi et E
définis selon (4.4.9) et (4.4.10) sur l’espace des polynômes trigonométriques admettent chacun
une unique extension par continuité de l’espace de profils Posc

s,T dans lui-même. De plus, pour tout
T0 > 0, la norme de ces projecteurs est uniformément bornée par rapport à T dans ]0, T0].

D’autre part, pour tout T > 0 et s > 0, le projecteur E est bien défini sur l’espace Pev
s+db1e,T et

envoie cet espace dans Pev
s,T . Il est de plus uniformément borné par rapport à s et T . On rappelle

que b1 désigne le réel intervenant dans la Proposition 4.5.16.

Enfin, pour tout T > 0 et s > 0, les projecteurs Ein
res et Ẽi

in

res définis selon (4.5.10) et (4.5.9)
sur l’espace des polynômes trigonométriques admettent chacun une unique extension par continuité
de l’espace de profils Posc

s,T dans lui-même. De plus, pour tout T0 > 0, la norme de ces projecteurs
est uniformément bornée par rapport à T dans ]0, T0].

Preuve. On montre d’abord le résultat pour la partie oscillante. On se donne Uosc un polynôme
trigonométrique de la forme

Uosc(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd ,

où chaque somme en ξ est finie, et on note, pour n ∈ Zm,

(4.5.15) Uosc
n (z, ψd) :=

∑

ξ

Uosc
n,ξ (z) ei ξ ψd .

D’après l’expression (4.4.10) du projecteur E et puisque les projecteurs πα sont nuls pour toute
fréquence α non caractéristique, on a, pour n ∈ Zm,

EUosc
n (z, ψd) =

∑

ξ∈C(n)

π(n·ζ,ξ) U
osc
n,ξ (z) ei ξ ψd ,

et donc, d’après la Remarque 4.1.7 qui affirme que les projecteurs πα sont uniformément bornés,

|EUosc
n (z, ψd)|2 6 C N

∑

ξ∈C(n)

∣∣Uosc
n,ξ (z)

∣∣2 ,

en utilisant le fait que l’ensemble C(n) est de cardinal au plus N . D’autre part on a, d’après
(4.5.15), pour n dans Zm et ξ dans R,

Uosc
n,ξ (z) = lim

R→+∞

1

R

∫ R

0
Uosc
n (z, ψd) e

−i ξ ψd dψd,

et donc par Cauchy-Schwarz,

|EUosc
n (z, ψd)|2 6 C N2 lim

R→+∞

1

R

∫ R

0
|Uosc

n (z, ψd)|2 dψd.

On applique alors le Lemme de Fatou à la sommation en n dans Zm et l’intégration par rapport
à z′ dans ωT pour obtenir

∑

n∈Zm
‖EUosc

n (., xd, ψd)‖2L2(ωT ) 6 C N2 lim inf
R→+∞

1

R

∫ R

0

∑

n∈Zm
‖Uosc

n (., xd, ψd)‖2L2(ωT ) dψd,
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et donc

‖EU(., xd, ., ψd)‖2L2(ωT×Tm) 6 C N2 sup
ψd>0

‖Uosc(., xd, ., ψd)‖2L2(ωT×Tm) ,

c’est-à-dire
‖EU‖E0,T 6

√
C N ‖U‖E0,T .

Le projecteur E admet donc une unique extension uniformément bornée de Posc
0,T dans Posc

0,T . Le
résultat pour Posc

s,T pour s > 1 s’obtient en observant que le projecteur E commute avec les

dérivées partielles par rapport à z′ et θ. Le même raisonnement s’applique au projecteur Ẽi, ce
qui conclut la preuve relative à la partie oscillante.

Concernant la partie évanescente de E, il nous faut montrer que si U ev de la forme

U ev(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm
U ev
n (z, ψd) e

in·θ

appartient à Pev
s+db1e,T , alors EU

ev est dans Pev
s,T . Par définition de la norme de Es,T et d’après la

formule de Plancherel on a

‖EU ev‖2Es,T = sup
xd>0,ψd>0

∑

n∈Zm\{0}

s∑

l=0

(1 + |n|2)s−l
∥∥∥eψdA(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)U ev
n (., 0)

∥∥∥
2

Hl
+(ωT )

6 sup
xd>0,ψd>0

∑

n∈Zm\{0}

s∑

l=0

(1 + |n|2)s−l c2
1 |n · ζ|2 b1 ‖U ev

n (., 0)‖2Hl
+(ωT ) ,

d’après l’estimation (4.5.12b) de la Proposition 4.5.16, en reprenant les notations de cette
proposition. On en déduit donc l’estimation

‖EU ev‖Es,T 6 C ‖U ev‖Es+db1e,T .

On s’intéresse maintenant à la convergence vers zéro dans Hs(ωT × Tm) du profil EU ev(xd, ψd),
pour tout xd > 0 fixé. Soit ε > 0. La somme

∑

n∈Zm\{0}

s∑

l=0

(1 + |n|2)s−l |n · ζ|2 b1 ‖U ev
n (., xd, 0)‖2Hl

+(ωT ) ,

bornée par C ‖U ev‖2Es+db1e,T , est convergente, et donc il existe M > 0 tel que

∑

|n|>M

s∑

l=0

(1 + |n|2)s−l |n · ζ|2 b1 ‖U ev
n (., xd, 0)‖2Hl

+(ωT ) 6 ε.

On a alors

‖EU ev(xd, ψd)‖2Hs(ωT×Tm) =
∑

0<|n|6M

s∑

l=0

(1 + |n|2)s−l
∥∥∥eψdA(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)U ev
n (., 0)

∥∥∥
2

Hl
+(ωT )

+
∑

|n|>M

s∑

l=0

(1 + |n|2)s−l
∥∥∥eψdA(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)U ev
n (., 0)

∥∥∥
2

Hl
+(ωT )

.

D’après l’estimation (4.5.12b) de la Proposition 4.5.16 et par construction de M , la deuxième
somme du terme de droite est majoré par c2

1 ε. Pour la première somme, d’après la même estimation
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(4.5.12b), on a

∑

0<|n|6M

s∑

l=0

(1 + |n|2)s−l
∥∥∥eψdA(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)U ev
n (., 0)

∥∥∥
2

Hl
+(ωT )

6
∑

0<|n|6M

s∑

l=0

c2
1 (1 + |n|2)s−l |n · ζ|2 b1 e−2 c1 ψd |n·ζ|−b1 ‖U ev

n (., 0)‖2Hl
+(ωT ) .

Le terme de droite est une somme finie de fonction de ψd convergeant vers zéro à l’infini, et
donc il existe B > 0 tel que pour tout |ψd| > B, le terme de droite est majoré par ε. On obtient
finalement

‖EU ev(xd, ψd)‖2Hs(ωT×Tm) 6 (1 + c2
1) ε,

pour tout ψd tel que |ψd| > B, et la convergence recherchée s’en suit. Le profil EU ev vérifie donc
bien la Définition 4.2.4 des profils évanescents de Pev

s,T , ce qui conclut la preuve.

Concernant les projecteurs Ein
res et Ẽi

in

res, la preuve est analogue à celle pour la partie oscillante
des projecteurs E et Ẽ.

A présent que les projecteurs E, Ẽi, Ein
res et Ẽi

in

res sont bien définis, on peut montrer que le
noyau dans Ps,T de l’opérateur rapide L(∂θ, ∂ψd) est bien donné par l’image du projecteur E.

Définition 4.5.18. Pour s > 0 et T > 0, on note Ns,T l’image dans Ps,T de Ps+db1e,T par le
projecteur E. On note également N osc

s,T := Ns,T ∩ Posc
s,T et N ev

s,T := Ns,T ∩ Pev
s,T .

Lemme 4.5.19 ([JMR95, Lemme 6.2.3.]). L’espace Ns,T est le noyau dans Ps,T de l’opérateur
L(∂θ, ∂ψd).

Preuve. Puisque Ns,T est égal au noyau ker I −E dans Ps,T , il nous faut montrer l’égalité des
noyaux ker I − E = kerL(∂θ, ∂ψd) dans Ps,T . On se donne U = Uosc + U ev dans kerL(∂θ, ∂ψd),
que l’on écrit

U(z, θ, ψd) = U∗(z, ψd) +
∑

n∈Zm\{0}

Un(z, ψd) e
in·θ,

où Un se décompose dans Ps,T = Posc
s,T ⊕Pev

s,T comme Un = Uosc
n +U ev

n , pour tout n dans Zm \{0}.
On obtient alors les équations différentielles suivantes,

∂ψd U
∗ = 0, et

(
−A(n · ζ) + ∂ψd

)
Un = 0, ∀n ∈ Zm \ {0} .

Ainsi, d’une part, on a U∗(z, ψd) = U∗(z), qui appartient donc à Posc
s,T . D’autre part, pour tout n

dans Zm, le profil Un admet la décomposition suivante, d’après la décomposition (4.1.25) de CN
en sous-espaces stables de A(n · ζ),

Un = Πe
CN (n · ζ)Un + Πe,+

CN (n · ζ)Un +
∑

ξ∈C(n)

π(n·ζ,ξ) Un,

où, en utilisant les notations de la Définition 4.1.20, Πe
CN (n ·ζ)Un (resp. Πe,+

CN (n ·ζ)Un) appartient
à la partie elliptique stable (resp. instable) Ee−(n ·ζ) (resp. Ee+(n ·ζ)), et pour ξ = ξj(n ·ζ) ∈ C(n),
π(n·ζ,ξ) Un appartient au sous-espace kerL

(
0, αj(n · ζ)

)
(on rappelle que d’après la Proposition

4.1.16, pour j dans R(n ·ζ), on a Ej−(n ·ζ) = kerL
(
0, αj(n ·ζ)

)
, avec une propriété similaire pour

j dans S(n · ζ)). En utilisant A(n · ζ) = −iL̃(0,n · ζ) et les propriétés des projecteurs π(n·ζ,ξ), on
obtient les équations différentielles suivantes

∂ψd
(
Πe

CN (n · ζ)Un

)
= A(n · ζ)

(
Πe

CN (n · ζ)Un

)
,(4.5.16a)
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∂ψd
(
Πe,+

CN (n · ζ)Un

)
= A(n · ζ)

(
Πe,+

CN (n · ζ)Un

)
,(4.5.16b)

∂ψd
(
π(n·ζ,ξ) Un

)
= i ξ

(
π(n·ζ,ξ) Un

)
, ∀ξ ∈ C(n).(4.5.16c)

En résolvant l’équation (4.5.16a), il vient

Πe
CN (n · ζ)Un(z, ψd) = eψdA(n·ζ) Πe

CN (n · ζ)Un(z, 0),

qui tend vers zéro lorsque ψd croit vers l’infini, et appartient donc à Pev
s,T . De la même manière,

avec (4.5.16b), on a

Πe,+
CN (n · ζ)Un(z, ψd) = eψdA(n·ζ) Πe,+

CN (n · ζ)Un(z, 0).

Mais puisque Πe,+
CN (n · ζ) est le projecteur sur la partie elliptique instable, si Πe,+

CN (n · ζ)Un(z, 0)

est non nul, alors Πe,+
CN (n · ζ)Un n’est pas borné, et on a donc nécessairement

Πe,+
CN (n · ζ)Un = 0.

Enfin, l’équation (4.5.16c) implique, pour ξ dans C(n),

π(n·ζ,ξ) Un(z, ψd) = ei ξ ψd π(n·ζ,ξ) Un(z, 0),

qui appartient à Posc
s,T . En résumé, le profil Un = Uosc

n + U ev
n est donné par

Uosc
n (z, ψd) =

∑

ξ∈C(n)

π(n·ζ,ξ) Un(z, 0) ei ξ ψd , U ev
n (z, ψd) = eψdA(n·ζ) Πe,+

CN (n · ζ)Un(z, 0),

et donc l’égalité EU = U est clairement vérifiée.
Réciproquement, si U ev = EU ev, on obtient immédiatement L(∂θ, ∂ψd)U

ev = 0. D’autre part,
si l’on suppose Uosc = EUosc, on se donne une suite (Uosc

ν )ν de polynômes trigonométriques
convergeant dans Es+db1e,T vers Uosc. Par continuité du projecteur E, la suite de polynômes
trigonométriques (EUosc

ν )ν converge dans Es,T vers Uosc. Or on vérifie immédiatement que ces
polynômes trigonométriques vérifient L(∂θ, ∂ψd)EU

osc
ν = 0, et en passant à la limite on obtient

alors L(∂θ, ∂ψd)U
osc = 0.

Remarque 4.5.20. Dans la preuve précédente, on a en particulier montré que si U = Uosc + U ev

appartient à N osc
s,T ⊕N ev

s,T , alors le profil Uosc s’écrit

(4.5.17) Uosc(z, θ, ψd) = U∗(z) +
∑

n∈Zm\{0}

∑

ξ∈C(n)

Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd ,

avec, pour n dans Zm \ {0} et ξ dans C(n), π(n·ζ,ξ) U
osc
n,ξ = Uosc

n,ξ , et le profil U ev s’écrit

(4.5.18) U ev(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm\{0}

eψdA(n·ζ) Πe
CN (n · ζ)U ev

n (z, 0) ein·θ.

La remarque précédente nous permet de montrer le résultat suivant, faisait le lien entre la
norme Cb(R+

ψd
, L2(ωT ×Tm)) d’un profil de N osc

0,T et son produit scalaire rentrant (4.2.12) avec lui
même. Il sera utilisé dans la suite pour déduire d’estimations a priori sur le produit scalaire des
estimations a priori sur les normes Posc

s,T . Il est l’analogue de [JMR95, Lemme 6.2.4], dans une
forme plus faible (compte tenu d’un manque de symétrie dans notre cas).

Lemme 4.5.21. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout profil Uosc de N osc
0,T , on a, pour
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tout xd > 0,

C ‖Uosc‖2Cb(R+
ψd
,L2(ωT×Tm))

(xd) 6 〈Uosc |Uosc〉in (xd) 6 ‖Uosc‖2Cb(R+
ψd
,L2(ωT×Tm))

(xd).

Preuve. La deuxième inégalité est immédiate par définition du produit scalaire 〈. | .〉in, puisque
l’on a

〈Uosc |Uosc〉in (xd) = lim
R→+∞

1

R

∫ R

0
‖Uosc‖2L2(ωT×Tm) (xd, ψd) dψd 6 sup

ψd>0
‖Uosc‖2L2(ωT×Tm) (xd, ψd).

D’autre part, d’après la Remarque 4.5.20, si Uosc appartient à N osc
0,T , alors le profil s’écrit

Uosc(z, θ, ψd) = U∗(z) +
∑

n∈Zm\{0}

∑

ξ∈C(n)

Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd ,

où, pour n dans Zm \ {0} et ξ dans C(n), on a Uosc
n,ξ = π(n·ζ,ξ) U

osc
n,ξ . On a alors, par l’égalité de

Plancherel,

‖Uosc‖2L2(ωT×Tm) (xd, ψd) = ‖U∗‖2L2(ωT ) +
∑

n∈Zm\{0}

∥∥∥∥∥∥
∑

ξ∈C(n)

Uosc
n,ξ (z) ei ξ ψd

∥∥∥∥∥∥

2

L2(ωT )

et donc, puisque pour tout n dans Zm \ {0}, l’ensemble C(n) est de cardinal au plus N ,

‖Uosc‖2L2(ωT×Tm) (xd, ψd) 6 ‖U∗‖2L2(ωT ) +N
∑

n∈Zm\{0}

∑

ξ∈C(n)

∥∥Uosc
n,ξ

∥∥2

L2(ωT )
(xd)

6 C 〈Uosc |Uosc〉in (xd),

d’après la formule (4.2.15). On obtient alors la première inégalité du Lemme 4.5.21 en passant à
la borne supérieure en ψd > 0.

4.5.3 Réduction du système

Dans cette partie on montre que toute solution du système (4.4.11) ne présente en fait que
des modes rentrants (en particulier toute solution est à moyenne nulle), et est supportée sur un
intervalle fini en xd. On montre également que le système (4.4.11) se découple selon les parties
oscillantes et évanescentes, et même, pour la partie oscillante, selon l’ensemble F in

res des modes
résonants et chacun des modes non résonants. On prouve plus précisément le résultat suivant. On
rappelle que s0 est donné par s0 = h+ (d+m)/2 où h est un entier supérieur à (3 + a1)/2, qui
apparait dans l’estimation (4.5.3), avec a1 le réel de l’Hypothèse 4.6.

Proposition 4.5.22. Soit T > 0, et soit s > s0. Toute solution U dans Ps,T du système (4.4.11)
est telle que sa partie oscillante Uosc ne présente que des modes rentrants. De plus, le système
(4.4.11) portant sur U = Uosc + U ev dans Ps,T est équivalent aux systèmes découplés suivants, le
premier portant sur les modes rentrants résonants,

Ein
res U

osc
res = Uosc

res(4.5.19a)

Ẽi
in

res

[
L̃(0, ∂z)βTU

osc
res +

m∑

j=1

L̃1(βTU
osc
res , ζj) ∂θjβTU

osc
res

]
= 0(4.5.19b)

(
Uosc

res

)
|xd=0,ψd=0

= Hosc
res(4.5.19c)

(
Uosc

res

)
|t60

= 0,(4.5.19d)
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puis le système vérifié par chaque mode rentrant non résonant, pour (n0, ξ0) dans
(
BZm×Cin(n0)

)
\

F in
res,

X̃(n0·ζ,ξ0)Sn0,ξ0 + Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)1

2
∂ΘS

2
n0,ξ0 = 0(4.5.20a)

(
Sn0,ξ0

)
|xd=0

= hn0,ξ0(4.5.20b)
(
Sn0,ξ0

)
|t60

= 0,(4.5.20c)

et enfin le système portant sur la partie évanescente U ev,

EU ev = U ev(4.5.21a)
U ev
|xd=0,ψd=0 = Hev,(4.5.21b)

où, si la solution Uosc (qui ne présente donc que des modes rentrants et est polarisée) s’écrit

Uosc(z, θ, ψd) =
∑

n0∈BZm
ξ0∈Cin(n0)

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd E(n0, ξ0),

avec σλ,n0,ξ0des fonctions scalaire, alors la partie résonante Uosc
res est donnée par

Uosc
res (z, θ, ψd) =

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd E(n0, ξ0),

et les composantes scalaires par direction non résonante Sn0,ξ0 de ΩT × T dans C, pour (n0, ξ0)
dans

(
BZm × Cin(n0)

)
\ F in

res, sont données par

Sn0,ξ0(z,Θ) :=
∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) eiλΘ,

où la fonction βT de xd, de classe C∞, vaut 1 sur [0,V∗T ] et 0 sur [2V∗T,+∞) (où V∗ a été
défini dans le Lemme 4.1.14), et où Hosc

res , hn0,ξ0 pour (n0, ξ0) dans
(
BZm ×Cin(n0)

)
\F in

res, et Hev

sont déterminés à partir de G par les équations

Hosc
res (z′, θ) :=

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
Π
j(λn0,λξ0)
− (λn0 · ζ)

(
B|E−(λn0·ζ)

)−1
Gλn0(z′) eiλn0·θ,(4.5.22a)

hn0,ξ0(z′,Θ) :=
∑

λ∈Z∗

〈
Π
j(λn0,λξ0)
− (λn0 · ζ)

(
B|E−(λn0·ζ)

)−1
Gλn0(z′)

∣∣∣E(n0, ξ0)
〉
CN

eiλΘ,

(4.5.22b)

Hev(z′, θ) :=
∑

n∈Zm\{0}

Πe
−(n · ζ)

(
B|E−(n·ζ)

)−1
Gn(z′) ein·θ,(4.5.22c)

où, pour n dans Zm \{0} et ξ dans Cin(n), j(n, ξ) est l’indice tel que ξ = ξj(n,ξ)(n ·ζ). On rappelle
que les amplitudes Gn de la fonction G ont été définies par (4.1.3), et que les projecteurs Ein

res et

Ẽi
in

res ont été introduits dans la définition 4.5.13. On note que dans ces notations, la solution U
se décompose comme

U(z, θ, ψd) = Uosc
res (z, θ, ψd) +

∑

(n0,ξ0)∈
(BZm×Cin(n0))\F in

res

Sn0,ξ0

(
z,n0 · θ + ξ0 ψd

)
E
(
n0, ξ0

)
+ U ev(z, θ, ψd).

Pour montrer le Théorème 4.3.1, il est ainsi équivalent de prouver qu’il existe des solutions
Uosc

res , Sn0,ξ0 et U ev aux systèmes (4.5.19), (4.5.20) et (4.5.21).
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Dans cette partie consacrée à la preuve de la Proposition 4.5.22, on se donne donc U une
solution de (4.4.11) suffisamment régulière, et on commence par montrer que sa moyenne U∗ est
nulle, en isolant dans l’équation (4.4.11) la moyenne dont on montre qu’elle vérifie un problème
aux limites hyperbolique linéaire et homogène. Pour montrer qu’il n’y a pas de modes sortants,
on utilise le produit scalaire (4.2.13) pour les modes sortants, défini pour des profils à support
compact en xd. On montre donc dans un premier temps que la solution U considérée est à support
compact en xd, avant d’isoler les modes sortants de l’équation (4.4.11) pour en déduire qu’ils sont
nuls. On commence par réécrire le terme de gauche de l’équation (4.4.11b).

Réécriture de l’équation d’évolution

D’après la Remarque 4.5.20, puisque U vérifie l’équation de polarisation (4.4.11a), d’après la
Remarque 4.5.20, le profil s’écrit U = Uosc + U ev, où

(4.5.23a) Uosc(z, θ, ψd) = U∗(z) +
∑

n∈Zm\{0}

∑

ξ∈C(n)

Uosc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ ψd ,

et

(4.5.23b) U ev(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm\{0}

eψdA(n·ζ) Πe
CN (n · ζ)U ev

n (z, 0) ein·θ,

avec π(n·ζ,ξ) U
osc
n,ξ = Uosc

n,ξ pour tous n, ξ. On réécrit alors Uosc pour tirer partie des colinéarités, en
utilisant les notations de la Partie 4.5.1. On se donne n dans Zm \ {0}, et n0 dans BZm , λ dans
Z∗ tels que n = λn0, et l’on se donne également ξ dans C(n). Puisque l’ensemble C est homogène
de degré 1, on a C(n) = λ C(n0), et donc il existe ξ0 dans C(n0) tel que ξ = λ ξ0. Par polarisation
du profil U , l’amplitude Uosc

n,ξ appartient au noyau de L
(
0, (n · ζ, ξ)

)
, qui est donné d’après la

Définition 4.5.4 par VectE(n, ξ) = VectE(n0, ξ0). On peut donc noter

Uosc
n,ξ (z) = σλ,n0,ξ0(z)E(n0, ξ0),

où σλ,n0,ξ0 est une fonction scalaire de ΩT . Le profil Uosc étant supposé réel, les coefficients σλ,n0,ξ0

vérifient σ−λ,n0,ξ0 = σλ,n0,ξ0 pour tout λ, n0 et ξ0. Dans ces notations, le profil Uosc s’écrit

Uosc(z, θ, ψd) = U∗(z) +
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd E(n0, ξ0).

On note que d’après l’identité (4.2.17) et puisque les vecteurs E(n0, ξ0) sont de norme 1, lorsqu’il
est bien défini, le produit scalaire 〈Uosc |Uosc〉out (t) est dans ces notations donné par

〈Uosc |Uosc〉out (t) = (2π)m ‖U∗‖2L2(Rd−1×R+) (t) + (2π)m
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (t).

On rappelle que le produit scalaire 〈. | .〉out n’est défini que pour les profils à support compact en
xd, mais l’on montrera que la solution de (4.4.11) est effectivement a support compact dans la
direction normale avant d’utiliser ce produit scalaire.

Le projecteur Ẽi intervenant dans l’équation (4.4.11b) agissant seulement sur l’espace des pro-
fils oscillants, il nous faut déterminer la partie oscillante du terme L̃(0, ∂z)U+

∑m
j=1 L̃1(U, ζj) ∂θjU .

D’une part, la partie oscillante de L̃(0, ∂z)U est donnée par

L̃(0, ∂z)U
osc = L̃(0, ∂z)U

∗ +
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
L̃(0, ∂z)σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd E(n0, ξ0).
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Ces deux termes correspondent aux termes (4.5.25a) et (4.5.25b) de l’équation (4.5.25) plus bas.
D’autre part d’après le lemme 4.2.6 concernant les propriétés d’algèbre de l’espace des profils

Ps,T , la partie oscillante du terme quadratique
∑m

j=1 L̃1(U, ζj) ∂θjU est quant à elle donnée par

m∑

j=1

L̃1(Uosc, ζj) ∂θjU
osc =

∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
L̃1(U∗, i λn0 · ζ)E(n0, ξ0)σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd

(4.5.24)

+
∑

n1,n2∈BZm

∑

ξ1∈C(n1)
ξ2∈C(n2)

∑

λ1,λ2∈Z∗
L̃1(E(n1, ξ1), i λ2n2 · ζ)E(n2, ξ2)

σλ1,n1,ξ1 σλ2,n2,ξ2 e
i (λ1n1+λ2n2)·θ ei (λ1ξ1+λ2ξ2)ψd .

Le premier terme du membre de droite de l’équation (4.5.24) constitue le terme (4.5.25c) de
l’équation (4.5.25) ci-dessous. Dans le deuxième terme du membre de droite de l’équation (4.5.24),
par la présence des projecteurs π̃α dans le projecteur Ẽi, seules les fréquences

(
(λ1n1 + λ2n2) ·

ζ, λ1ξ1 + λ2ξ2

)
qui sont caractéristiques seront conservées.

i) Si n1 = n2, ξ1 = ξ2 et λ1 = −λ2, la fréquence ainsi créée est nulle, donc caractéristique. Ce
terme non oscillant correspond au terme (4.5.25d) de l’équation (4.5.25) plus bas.

ii) Si n1 = n2, ξ1 = ξ2 et λ1 + λ2 6= 0, alors la fréquence non nulle obtenue est donnée par
(λ1 + λ2) (n1 · ζ, ξ1) qui est caractéristique. C’est ce que l’on appelle l’auto-interaction de
la fréquence (n1 · ζ, ξ1) avec elle-même, et cela constitue le terme (4.5.25e) de l’équation
(4.5.25).

iii) Enfin, dans les cas restants, si la fréquence non nulle obtenue λ1 (n1 · ζ, ξ1) + λ2 (n2 · ζ, ξ2)
est caractéristique, alors cela correspond à une résonance au sens de la Définition 4.5.8.
C’est-à-dire qu’il existe λ0 dans Z∗, n0 dans BZm et ξ0 dans C(n0) tels que

λ1 (n1 · ζ, ξ1) + λ2 (n2 · ζ, ξ2) = λ0 (n0 · ζ, ξ0),

et donc il existe ` dans Z∗ tel que (λ1, λ2, λ0) = ` (λp, λq, λr) où le septuplet (λp, λq, λr,np,
nq, ξp, ξq) appartient à l’un des ensembles R1(n0, ξ0) ou R2(n0, ξ0), c’est-à-dire où n1 · ζ et
n2 · ζ sont non colinéaires. Ces résonances constituent les termes (4.5.25f) et (4.5.25g) de
l’équation (4.5.25).

D’après l’expression du projecteur Ẽi et puisque π̃0 = Id, le terme Ẽi
[
L̃(0, ∂z)U +∑m

j=1 L̃1(U, ζj) ∂θjU
]
est donc donné par

Ẽi
[
L̃(0, ∂z)U +

m∑

j=1

L̃1(U, ζj) ∂θjU
]

= L̃(0, ∂z)U
∗(4.5.25a)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
π̃(n0·ζ,ξ0) L̃(0, ∂z)E(λn0, λξ0)σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd ,(4.5.25b)

qui constituent les termes de transport de la moyenne et des modes oscillants, puis les termes de
résonance avec la moyenne ainsi que de résonance pour donner une fréquence nulle

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
π̃(n0·ζ,ξ0) L̃1(U∗, i λn0 · ζ)E(λn0, λξ0)σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd(4.5.25c)
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+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
L̃1(E(−λn0,−λξ0), i λn0 · ζ)E(λn0, λξ0)σλ,n0,ξ0 σ−λ,n0,ξ0 ,(4.5.25d)

et enfin l’auto-interaction

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

π̃(n0·ζ,ξ0) L̃1(E(λ1n0, λ1ξ0), i λ2 n0 · ζ)(4.5.25e)

E(λ2n0, λ2ξ0)σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 e
i λn0·θ ei λξ0 ψd ,

et les résonances de type 1 et 2

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R1(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
π̃(n0·ζ,ξ0) L̃1(E(`λpnp, `λpξp), i`λqnq · ζ)(4.5.25f)

E(`λqnq, `λqξq)σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq e
i ` λr n0·θ ei ` λrξ0 ψd

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
π̃(n0·ζ,ξ0) L̃1(E(`λpnp, `λpξp), i`λqnq · ζ)(4.5.25g)

E(`λqnq, `λqξq)σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq e
i ` λr n0·θ ei ` λrξ0 ψd .

On a utilisé ici l’homogénéité de degré 0 des projecteurs π̃α. Dans la suite on utilisera la Définition
4.5.6 des coefficients Γ pour réécrire les différents terme de (4.5.25). Dans l’équation (4.5.25),
les vecteurs E(n, ξ) étant homogènes de degré 0, on peut faire apparaitre ou non les coefficients
λ, λ1, λ2, λp, λq et `. On choisit ici de les indiquer puisque ils nous seront utiles dans un calcul
plus bas. On s’autorisera cependant à les enlever sans forcément le mentionner.

La moyenne est nulle

On montre maintenant que la moyenne U∗ est nulle, en isolant le système vérifié par celle-ci.
D’après l’équation (4.5.25), la moyenne du terme Ẽi

(
L̃(0, ∂z)U +

∑m
j=1 L̃1(U, ζj) ∂θjU

)
est a

priori donnée par

(4.5.26) L̃(0, ∂z)U
∗ +

∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
L̃1(E(n0, ξ0), iλn0 · ζ)E(n0, ξ0)σλ,n0,ξ0 σ−λ,n0,ξ0 .

On montre alors par le changement de variable λ = −λ que le deuxième terme de (4.5.26) est en
fait nul. On a en effet

∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
L̃1(E(n0, ξ0), iλn0 · ζ)E(n0, ξ0)σλ,n0,ξ0 σ−λ,n0,ξ0

=
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
L̃1(E(n0, ξ0),−iλn0 · ζ)E(n0, ξ0)σ−λ,n0,ξ0 σλ,n0,ξ0

=−
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
L̃1(E(n0, ξ0), iλn0 · ζ)E(n0, ξ0)σλ,n0,ξ0 σ−λ,n0,ξ0 = 0.

Le deuxième terme de (4.5.26) étant nul, les termes non oscillants de (4.5.25) sont donnés par
le terme L̃(0, ∂z)U

∗ seulement. On déduit donc du système (4.4.11) que la moyenne U∗ vérifie le
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système découplé 



L̃(0, ∂z)U
∗ = 0,

B U∗|xd=0 = 0,

U∗|t60 = 0

puisque G est à moyenne nulle. La moyenne U∗ satisfait donc un problème aux limites vérifiant la
condition de Lopatinskii uniforme dont l’opérateur L̃(0, ∂z) est strictement hyperbolique. D’après
[Kre70], le problème est ainsi bien posé et la moyenne U∗ est donc nulle sur ΩT .

On note qu’à ce stade, l’équation (4.5.25) peut être découplée entre les modes rentrants et les
modes sortants, grâce à l’Hypothèse 4.7 et le fait que les termes (4.5.25a), (4.5.25c) et (4.5.25d)
soient nuls. La difficulté pour découpler le système tient maintenant à découpler la condition au
bord, et l’on utilise pour cela le fait qu’il n’y ait pas de termes sortants. Ce fait repose à son tour
sur l’annulation de la moyenne.

Propagation à vitesse finie

On peut montrer que si U est une solution de (4.4.11) suffisamment régulière, alors elle est
supportée dans un intervalle fini en xd, et on a même plus précisément le résultat suivant.

Lemme 4.5.23. Soit T > 0 et s > s0, et soit U dans Ps,T solution du système (4.4.11). Alors sa
partie oscillante Uosc est nulle en dehors du dièdre {(t, y, xd) ∈ ΩT | 0 6 xd 6 V∗t} (voir Figure
4.7).

La preuve de ce lemme utilise des techniques développées plus bas, et, afin de se concentrer
sur la dérivation des estimations a priori, l’on reporte donc sa démonstration. On utilise le fait
que la vitesse à laquelle se propage la solution U dans la direction normale est finie, d’après le
Lemme 4.1.14.

D’après ce résultat, dans le système (4.4.11) et les systèmes linéarisés associés, on peut
remplacer Uosc par βT Uosc où βT est la fonction de C∞0 (R+

xd
) définie dans la Proposition 4.5.22,

qui vaut 1 sur [0,V∗T ] et 0 sur [2V∗T,+∞). On peut ainsi utiliser dans la suite le produit scalaire
(4.2.13) adapté aux modes sortants, qui n’est défini que pour les profils à support compact en xd.

Il n’y a pas de fréquence sortante

On cherche maintenant à déterminer les équations vérifiées par les modes sortants. D’après
l’équation (4.5.25), puisque la moyenne U∗ est nulle, on a

∑

n0∈BZm
ξ0∈Cout(n0)

∑

λ∈Z∗
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)(4.5.27a)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈Cout(n0)

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 Γ
(
λ1(n0, ξ0), λ2(n0, ξ0)

)
(4.5.27b)

ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈Cout(n0)

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,ξp,ξq)
∈R1(n0,ξ0)∪R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq Γ

(
`λp(np, ξp), `λq(nq, ξq)

)
(4.5.27c)

ei ` λrn0·θ ei ` λrξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0) = 0.

On a utilisé le Lemme de Lax 4.1.12 pour écrire le terme (4.5.25b) comme le terme (4.5.27a), en
utilisant le fait que l’on a par définition E(n0, ξ0) = π(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0), et on a également utilisé
la Définition 4.5.6 des coefficients Γ pour écrire les termes (4.5.25e) et (4.5.25g) comme (4.5.27b)
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et (4.5.27c). On note qu’en vertu de l’Hypothèse 4.7, tous les modes Uosc
n,ξ en jeu dans l’équation

(4.5.27) sont des modes sortants, et également que l’on s’est ainsi ramené à des équations scalaires,
modulo un vecteur constant ne dépendant que des modes.

L’équation (4.5.27) est couplée aux conditions initiales

(4.5.28)
(
Uosc
n,ξ

)
|t60

= 0, n ∈ Zm \ {0} , ξ ∈ Cout(n).

On cherche donc à résoudre le problème (4.5.27), (4.5.28), et on va pour cela obtenir des estimations
a priori en utilisant le produit scalaire (4.2.13). On va utiliser la décomposition (4.5.6) de la
Définition 4.5.11, et traiter à part l’ensemble Fout

res des modes impliqués dans des résonances, qui,
d’après l’Hypothèse 4.8, sont, à colinéarité près, en nombre fini.

Modes non résonants. On commence par s’intéresser aux modes qui n’entrent pas en jeu
dans les résonances, c’est-à-dire qu’on se donne n0 dans BZm et ξ0 dans Cout(n0) tels que (n0, ξ0)
n’appartient pas à Fout

res . Les ensembles R1(n0, ξ0) et R2(n0, ξ0) sont donc vides, et ainsi, d’après
l’équation (4.5.27), on a

∑

λ∈Z∗
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)(4.5.29a)

+
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 Γ
(
λ1(n0, ξ0), λ2(n0, ξ0)

)
(4.5.29b)

ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0) = 0.

On a utilisé ici l’identité (4.5.2) pour obtenir le terme (4.5.29b). On note que si l’on pose, pour z
dans ΩT et Θ dans T,

Sn0,ξ0(z,Θ) :=
∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) eiλΘ,

alors en utilisant l’identité (4.5.2) on vérifie que la fonction à valeurs réelles Sn0,ξ0 vérifie l’équation
de Burgers scalaire

X̃(n0·ζ,ξ0)Sn0,ξ0 + Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
Sn0,ξ0∂ΘSn0,ξ0 = 0,

que l’on pourrait résoudre classiquement. En effet on rappelle que X̃(n0·ζ,ξ0), défini dans le Lemme
4.1.12, est donné par

X̃(n0·ζ,ξ0) =
−1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)
∂t +

1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)
∇ητk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0) · ∇y + ∂xd .

Si, pour k = 1, . . . ,m, on a noté ηk les k − 1 dernières coordonnées de ζk, alors on note
η := (η1, . . . , ηm) de manière similaire à ζ. Dans cette notation, n0 · η correspond aux d − 1
dernières coordonnées de n0 · ζ. On préfère cependant ici expliciter sur ce premier exemple
simple les techniques qui seront appliquées dans la suite à des équations qui sortent du cadre des
équations de Burgers.

On prend donc le produit scalaire 〈. | .〉out de l’égalité (4.5.29) avec la quantité

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd
π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

∣∣2 ,

pour obtenir
∑

λ∈Z∗

〈
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0

∣∣∣σλ,n0,ξ0

〉
L2(Rd−1×R+)

(t)(4.5.30a)
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+
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
〈σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t) = 0.

(4.5.30b)

On a utilisé l’identité (4.5.2) pour obtenir le terme (4.5.30b). On note que le produit scalaire
est ici bien défini puisque Uosc est à support compact dans xd. Par intégration par parties, on
détermine que le terme de transport (4.5.30a) vérifie

2 Re (4.5.30a) =
∑

λ∈Z∗

−1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)
∂t ‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (t)

−
∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1) (t, 0).

On a noté k(n0, ξ0) l’entier entre 1 et N tel que si (τ, η, ξ0) := (n0 ·ζ, ξ0), alors τ = τk(n0,ξ0)(η, ξ0).
On en déduit l’égalité suivante :

2 Re (4.5.30a) =
−1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

d

dt

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (t)(4.5.31)

−
∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1) (t, 0).

On étudie maintenant le terme de type Burgers (4.5.30b), et plus précisément les sommes
suivantes, dont la première, S, est donnée par

S :=
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ 〈σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t, xd),

et, pour j = 1, 2,

Sj :=
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λj 〈σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t, xd),

le terme (4.5.30b) étant donné par Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
S2. Or, d’une part, on note immédiatement

que l’on a S = S1 + S2 et S1 = S2. D’autre part, on a,

S =
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ 〈σλ1,n0,ξ0 σλ,n0,ξ0 |σλ2,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t, xd)

puis, avec les changements de variable consécutifs λ2 = λ1 + λ2 et λ1 = −λ1,

S =
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ2−λ1=λ

i λ2 〈σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t, xd)

=
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ2+λ1=λ

i λ2 〈σ−λ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t, xd)

enfin, puisque, le profil Uosc étant réel, on a σ−λ1,n0,ξ0 = σλ1,n0,ξ0 , on obtient

S =
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ2+λ1=λ

i λ2 〈σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t, xd)
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= −S2.

On déduit donc de S = 2S2 que S2 = 0, et que le terme (4.5.30b) est ainsi nul. Avec les égalités
(4.5.30) et (4.5.31), on obtient alors

d

dt

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (t) + ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1) (t, 0) = 0,

et donc, avec la condition initiale (4.5.28), pour t > 0,

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (t) + ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

∫ t

0

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1) (ρ, 0) dρ = 0.

Puisque, la fréquence (n0 · ζ, ξ0) étant sortante, la quantité ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0) est strictement
positive, on en conclut que σλ,n0,ξ0 est nul pour tout λ dans Z∗ et donc Uosc

λn0,λξ0
est nul pour n0

dans BZm , ξ0 dans Cout(n0) tels que R2(n0, ξ0) et R2(n0, ξ0) sont vides, et λ dans Z∗.

Modes résonants. On s’intéresse alors aux modes sortants impliqués dans des résonances,
c’est-à-dire les couples (n0, ξ0) de l’ensemble Fout

res , qui sont couplés dans l’équation (4.5.27),
du fait des résonances, et qu’il faut donc traiter ensemble. De l’équation (4.5.27), on déduit
l’équation pour les modes résonants, qui contient, en plus d’un terme de transport et d’un terme
d’auto-interaction de type Burgers, un terme de résonance. On a

∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)(4.5.32a)

+
∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
(4.5.32b)

ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

+
∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,ξp,ξq)
∈R1(n0,ξ0)∪R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i ` σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)
(4.5.32c)

ei ` λrn0·θ ei ` λrξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0) = 0.

On a utilisé ici les identités (4.5.1) et (4.5.2). On définit deux profils construits à partir des modes
résonants sortants, que l’on va manipuler ensuite. On pose

Uosc
Rout(z, θ, ψd) :=

∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd E(n0, ξ0),

Ũosc
Rout(z, θ, ψd) :=

∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0).

En prenant le produit scalaire sortant 〈. | .〉out de l’égalité (4.5.32) avec le profil Ũosc
Rout on obtient

∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2
〈
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0

∣∣∣σλ,n0,ξ0

〉
L2(Rd−1×R+)

(t)(4.5.33a)

+
∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

) ∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2(4.5.33b)

〈σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(Rd−1×R+) (t)
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+
∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,ξp,ξq)
∈R1(n0,ξ0)∪R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i `Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

) ∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2(4.5.33c)

〈
σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq

∣∣σ`λr,n0,ξ0

〉
L2(Rd−1×R+)

(t) = 0.

Les deux premiers termes se traitent de la même manière que pour les modes non résonants, et
on a donc

2 Re (4.5.33a) =−
∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

d

dt

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (t)(4.5.34)

−
∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1) (t, 0)

6− C d

dt

〈
Ũosc
Rout

∣∣∣ Ũosc
Rout

〉
out

(t),

avec C > 0, en utilisant le fait que l’ensemble Fout
res est fini et que la vitesse de groupe ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 ·

η, ξ0) est strictement positive. D’autre part on obtient également, avec les mêmes techniques que
pour les modes non résonants, (4.5.33b) = 0. On étudie enfin le terme de résonance (4.5.33c), et
l’on utilise le fait que les ensembles Fout

res et
⋃

(n0,ξ0)∈Fout
res

(
R1(n0, ξ0)∪R2(n0, ξ0)

)
sont finis pour

réaliser la majoration
∣∣Γ
(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)∣∣ ∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2 6 C,

où la constante C > 0 est indépendante de np,nq,nr, ξp, ξq et ξr. On obtient alors dans (4.5.33c)
un terme de la forme 〈f ∗ g | g〉, que l’on estime avec les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young pour
la convolution, et l’injection de L2(Tm) dans L1(Tm), ce qui nous donne l’estimation suivante sur
le terme (4.5.33c) :

(4.5.35) |2 Re (4.5.33c)| 6 C ‖Uosc
Rout‖Es,T

〈
Ũosc
Rout

∣∣∣ Ũosc
Rout

〉
out

(t).

On déduit des équations (4.5.32), (4.5.34) et (4.5.35) l’inéquation différentielle

d

dt

〈
Ũosc
Rout

∣∣∣ Ũosc
Rout

〉
out

(t) 6 C ‖Uosc
Rout‖Es,T

〈
Ũosc
Rout

∣∣∣ Ũosc
Rout

〉
out

(t)

Les conditions initiales (4.5.28) nous assurent que
(
Ũosc
Rout

)
|t=0

= 0, et on en déduit donc, pour
tout t > 0,

〈
Ũosc
Rout

∣∣∣ Ũosc
Rout

〉
out

(t) =
∑

(n0,ξ0)∈Fout
res

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (t) = 0.

Ainsi, pour tous (n0, ξ0) dans Fout
res et λ dans Z∗, et pour tout t > 0, la fonction σλ,n0,ξ0(t, .) est

nulle, et il en est donc de même de l’amplitude sortante Uosc
λn0,λξ0

, pour tous (n0, ξ0) dans Fout
res et

λ dans Z∗.
On a donc montré que si il existe un profil U suffisamment régulier solution du système

(4.4.11), alors sa moyenne U∗ ainsi que tous ses modes sortants Uosc
n,ξ , n ∈ Zm \ {0}, ξ ∈ Cout(n),

sont nuls.

Découplage du système oscillant selon les modes résonants

Par propriété d’algèbre de l’espace de profils Ps,T , et puisque les projecteurs E et Ẽi préservent
la décomposition Ps,T = Posc

s,T ⊕ Pev
s,T , les équations (4.4.11a) et (4.4.11b) se découplent selon les
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parties oscillante et évanescente, et il en est de même de l’équation (4.4.11d). La partie évanescente
vérifie donc l’équation

EU ev = U ev

et la partie oscillante les équations

EUosc = Uosc

Ẽi
[
L̃(0, ∂z)U

osc +
m∑

j=1

L̃1(Uosc, ζj) ∂θjU
osc
]

= 0,

et l’on peut réécrire la deuxième équation, avec des notations pour Uosc déjà introduites, comme
∑

n0∈BZm
ξ0∈Cin(n0)

∑

λ∈Z∗
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)(4.5.36a)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈Cin(n0)

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
(4.5.36b)

ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈Cin(n0)

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,ξp,ξq)
∈R1(n0,ξ0)∪R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i ` σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)
(4.5.36c)

ei ` λrn0·θ ei ` λrξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0) = 0.

Cette équation se découple alors selon l’ensemble F in
res des modes résonants, et chacun des modes

non résonants. Pour tout mode (n0, ξ0) de (BZm×Cin(n0))\F in
res, qui est donc tel que les ensembles

R1(n0, ξ0) et R2(n0, ξ0) sont vides, si l’on pose

Sn0,ξ0(z,Θ) :=
∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) eiλΘ,

alors, d’après les équations (4.5.36a) et (4.5.36b), cette fonction vérifie l’équation de Burgers
scalaire

X̃(n0·ζ,ξ0)Sn0,ξ0 + Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
Sn0,ξ0 ∂ΘSn0,ξ0 = 0.

L’ensembles des modes résonants de F in
res vérifient d’autre part l’équation indépendante

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

+
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)

ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

+
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,ξp,ξq)
∈R1(n0,ξ0)∪R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i ` σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)

ei ` λrn0·θ ei ` λrξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0) = 0,

que l’on peut réécrire, avec des notations déjà introduites,

Ẽi
in

res

[
L̃(0, ∂z)U

osc
res +

m∑

j=1

L̃1(Uosc
res , ζj) ∂θjU

osc
res

]
= 0.
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On note que par hypothèse sur l’ensemble F in
res, tous les modes mis en jeu dans cette équation

font partie de l’ensemble F in
res. Il est par ailleurs clair que l’équation de polarisation EUosc = Uosc

ainsi que la condition initiale se découplent de la même manière. Il nous faut donc, pour conclure
quant à la proposition 4.5.22, établir que les conditions au bord se découplent également.

Détermination de la trace au bord

Le fait qu’il n’y a que des modes rentrants nous permet de déterminer les traces au bord
(Uosc

res )|xd=0,ψd=0, (Sn0,ξ0)xd=0 et U ev
|xd=0,ψd=0 à partir de la condition de bord (4.4.11c), et donc de

découpler le système comme annoncé. D’après les conditions de polarisation (4.5.23a) et (4.5.23b),
et puisqu’il n’y a que des fréquences rentrantes, on a, pour n dans Zm \ {0},

(4.5.37) B
[ ∑

ξ∈Cin(n)

π(n·ζ,ξ) U
osc
n,ξ (z′, 0) + Πe

CN (n · ζ)U ev
n (z′, 0, 0)

]
= Gn(z′),

où les amplitudes Gn ont été définies par (4.1.3). Pour tout ξ dans Cin(n), le terme π(n·ζ,ξ) U
osc
n,ξ

appartient à kerL
(
0, (n · ζ, ξ)

)
qui est inclus dans E−(n · ζ) d’après la Proposition 4.1.16, puisque

la fréquence (n · ζ, ξ) est rentrante. De même, par définition du projecteur Πe
CN (n · ζ), le terme

Πe
CN (n · ζ)U ev

n (z, 0) appartient à l’espace E−(n · ζ). Le vecteur sur lequel agit la matrice B
dans (4.5.37) appartient donc à l’espace E−(n · ζ), sur lequel la matrice B est inversible d’après
l’Hypothèse 4.3 de Lopatinskii uniforme. On en déduit alors par projection sur les espaces Ej−(n ·ζ)
et Ee−(n · ζ) les conditions au bord suivantes :

π(n·ζ,ξ) U
osc
n,ξ (z′, 0) = Π

j(n,ξ)
− (n · ζ)

(
B|E−(n·ζ)

)−1
Gn(z′), ξ ∈ Cin(n),(4.5.38a)

Πe
CN (n · ζ)U ev

n (z′, 0, 0) = Πe
−(n · ζ)

(
B|E−(n·ζ)

)−1
Gn(z′),(4.5.38b)

où, pour ξ dans Cin(n), j(n, ξ) est l’indice tel que ξ = ξj(n,ξ)(n · ζ). Ainsi, d’après (4.5.38) et les
conditions de polarisation (4.5.23a) et (4.5.23b), les profils Hosc

res et Hev définis par (4.5.22) sont
tels que (Uosc

res )|xd=0,ψd=0 = Hosc
res et U ev

|xd=0,ψd=0 = Hev. D’autre part, puisque l’on a, pour tout
mode (n0, ξ0) de (BZm × Cin(n0)) \ F in

res, d’après (4.5.38a),

(σλ,n0,ξ0)|zd=0E(n0, ξ0) = Π
j(λn0,λξ0)
− (λn0 · ζ)

(
B|E−(λn0·ζ)

)−1
Gλn0 ,

et que les vecteurs E(n0, ξ0) sont de norme 1, la fonction hn0,ξ0 définie par (4.5.22b) vérifie
bien (Sn0,ξ0)xd=0 = hn0,ξ0 . On vérifie enfin que les termes de bords Hosc

res , hn0,ξ0 et Hev sont
contrôlés dans Hs(ωT ) par G. D’une part, d’après l’Hypothèse 4.3 de Lopatinskii uniforme,
la matrice inverse (B|E−(n·ζ))

−1 est uniformément bornée, voir Remarque 4.1.8. D’autre part,
d’après la Proposition 4.1.21, les projecteurs Π

j(n,ξ)
− (n · ζ) et Πe

−(n · ζ) sont uniformément bornés
par rapport à n dans Zm \ {0}. D’après les expressions (4.1.3) et (4.5.22) ainsi que la formule
de Plancherel, cela nous assure le contrôle en norme L2(ωT ) recherché. On obtient le contrôle
Hs(ωT × Tm) pour tout s > 0 en utilisant le fait que les quantités Π

j(n,ξ)
− (n · ζ)

(
B|E−(n·ζ)

)−1 et
Πe
−(n · ζ)

(
B|E−(n·ζ)

)−1 ne dépendent pas de z′ dans ωT :
(4.5.39)
‖Hosc

res ‖2Hs(ωT×Tm) +
∑

(n0,ξ0)∈
(BZm×Cin(n0))\F in

res

‖hn0,ξ0‖2Hs(ωT×T) + ‖Hev‖2Hs(ωT×Tm) 6 C ‖G‖2Hs(ω×Tm) ,

où la constante C ne dépend pas de T et s. Cela conclut la preuve de la Proposition 4.5.22.
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4.5.4 Estimation a priori du système linéarisé pour la partie oscillante réso-
nante

D’après la Proposition 4.5.22, on peut donc se restreindre à l’étude des systèmes (4.5.19),
(4.5.20) et (4.5.21). On s’intéresse dans cette partie au premier, et l’on va montrer des estimations
a priori sur le système linéarisé associé, que l’on utilisera pour prouver la convergence d’un schéma
itératif. On a symétrisé le système linéarisé de telle sorte que ce soit les coefficients symétriques Γ
qui apparaissent dans les équations. On rappelle que s0 est donné par s0 = h + (d + m)/2 où
h est un entier supérieur à (3 + a1)/2, qui apparait dans l’estimation (4.5.3), avec a1 le réel de
l’Hypothèse 4.6.

Proposition 4.5.24. Soit s > s0 et soient Uosc
res dans Posc

s,T et V osc
res dans N osc

s,T ne présentant que
des modes rentrants résonants, et F osc

res dans Posc
s,T , satisfaisant le système

Ein
res U

osc
res = Uosc

res(4.5.40a)

Ẽi
in

res

[
L̃(0, ∂z)βTU

osc
res +

m∑

j=1

L̃1(βTV
osc

res , ζj) ∂θjβTU
osc
res

]
= Ẽi F osc

res(4.5.40b)

(
Uosc

res

)
|xd=0,ψd=0

= Hosc
res(4.5.40c)

(
Uosc

res

)
|t60

= 0,(4.5.40d)

où Hosc est défini par l’équation (4.5.22a). Alors le profil Uosc
res vérifie l’estimation a priori

(4.5.41) ‖Uosc
res ‖2Es,T 6 C1 e

C(V )V∗T ‖G‖2Hs(ωT×Tm) + V∗T eC(V )V∗T ‖F osc
res ‖2Es,T ,

où C(V ) := C1

(
1 + ‖V osc

res ‖2Es,T
)
, avec C1 > 0 une constante qui ne dépend que de l’opérateur

L(0, ∂z) et de s. On rappelle que le réel V∗, qui borne les vitesses de groupe vα, a été défini dans
le Lemme 4.1.14.

On se donne à partir de maintenant un entier s > s0.

Réécriture du système linéarisé oscillant

Dans le système (4.5.40) qui est le linéarisé de (4.5.19) autour de V osc
res dans Posc

s,T , on a ajouté
un terme source F osc

res de Posc
s,T , qui nous sera utile pour déduire des estimations L2 les estimations

d’ordre supérieur, ainsi que dans les schémas itératifs utilisés pour construire des solutions au
système linéarisé (4.5.40) et au système (4.5.19). On a également symétrisé le terme non-linéaire,
pour obtenir les coefficients Γ symétrisés. Pour simplifier les écritures, on omet dans la suite
d’écrire la fonction βT .

On reproduit maintenant l’analyse conduite dans la sous-partie précédente pour réécrire le
terme à gauche de l’égalité (4.5.40b). Puisque le profil Uosc

res vérifie la condition de polarisation
(4.5.40a) et qu’il ne présente que des modes rentrants résonants, d’après la Remarque 4.5.20,
celui-ci s’écrit

(4.5.42) Uosc
res (z, θ, ψd) =

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
Uosc
λn0,λξ0(z) eiλn0·θ eiλξ0 ψd ,

avec Uosc
λn0,λξ0

= π(λn0·ζ,λξ0) U
osc
λn0,λξ0

pour tous n0, ξ0, λ. De même, puisque V osc
res est dans N osc

s,T

avec seulement des modes rentrants résonants, on a

(4.5.43) V osc
res (z, θ, ψd) =

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
V osc
λn0,λξ0(z) eiλn0·θ eiλξ0 ψd ,
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avec V osc
λn0,λξ0

= π(λn0·ζ,λξ0) V
osc
λn0,λξ0

pour tous n0, ξ0, λ. On écrit alors à nouveau, pour (n0, ξ0)

dans F in
res et λ dans Z∗, puisque les profils U et V sont polarisés,

Uosc
λn0,λξ0(z) = σλ,n0,ξ0(z)E(n0, ξ0),

V osc
λn0,λξ0(z) = ωλ,n0,ξ0(z)E(n0, ξ0).

On note qu’ici, et d’après l’identité (4.2.15), le produit scalaire 〈Uosc
res |Uosc

res 〉in (xd) est dans ces
notations donné par

〈Uosc
res |Uosc

res 〉in (xd) = (2π)m
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(ωT ) (xd).

Puisque l’on applique le projecteur Ẽi
in

res au terme source F osc
res , on peut supposer sans perte de

généralité que celui-ci s’écrit

F osc
res (z, θ, ψd) =

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
Fλ,n0,ξ0(z) ein·θ eiξ ψd .

On note alors, pour (n0, ξ0) dans F in
res et λ dans Z∗, fλ,n0,ξ0 la fonction scalaire de ΩT telle que

π̃(n0·ζ,ξ0) Fλ,n0,ξ0 = fλ,n0,ξ0 π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

si bien que Ẽi
in

res F
osc
res s’écrit

Ẽi
in

res F
osc
res (z, θ, ψd) =

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
fλ,n0,ξ0(z) ein·θ eiξ ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0).

D’après l’estimation (4.5.5) de l’Hypothèse 4.8, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
(n0, ξ0) de F in

res et tout λ de Z∗, on a

(4.5.44) ‖fλ,n0,ξ0‖L2(ΩT ) 6 C ‖Fλ,n0,ξ0‖L2(ΩT ) .

On utilise également les coefficients Γ de la Définition 4.5.6. Les modes rentrants résonants

vérifient l’équation couplée qui relie la partie du terme source Ẽi
in

res F
osc
res

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
fλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)(4.5.45a)

et la somme d’un terme de transport,

=
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0),(4.5.45b)

d’un terme d’auto-interaction,

+
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
(4.5.45c)

ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0),
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et enfin de termes de résonances de type 1,

+
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R1(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i ` ω`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)
(4.5.45d)

ei ` λrn0·θ ei ` λrξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0),

et de type 2,

+
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i ` ω`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)
(4.5.45e)

ei ` λrn0·θ ei ` λrξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0).

On note que dans les termes (4.5.45c), (4.5.45d) et (4.5.45e), les facteurs Γ
(
λ1(n0, ξ0),

λ2(n0, ξ0)
)
et Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)
font porter sur le profil U une dérivée par rapport à

θ. Pour obtenir des estimations a priori sans perte de dérivée, il nous faut donc faire passer les
facteurs de dérivation entièrement sur le profil V osc

res , et c’est tout l’objet de la section suivante.
Les termes (4.5.45c) et (4.5.45e) se traitent avec des techniques similaires à leurs analogues pour
les sortants, alors que l’on a besoin de l’Hypothèse 4.8 pour traiter le terme (4.5.45d).

Estimation L2

On va montrer dans cette section le lemme suivant.

Lemme 4.5.25. Soient s > s0 et T > 0, et soient Uosc
res dans Posc

1,T , F
osc
res dans Posc

0,T et V osc
res dans

N osc
s,T ne présentant que des modes rentrants résonants, satisfaisant le système (4.5.40). On a

l’estimation, pour xd > 0,

(4.5.46)
d

dxd
〈Uosc

res |Uosc
res 〉in (xd) 6 C 〈F osc

res |F osc
res 〉in (xd)+C

(
1 + ‖V osc

res ‖Es,T
)
〈Uosc

res |Uosc
res 〉in (xd).

On s’intéresse aux profil modifié Ũosc
res donné par

Ũosc
res (z, θ, ψd) :=

∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd

π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

|π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)|2 .

On note que, malgré la présence d’un facteur |π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)|−1 qui pourrait poser problème,
le profil Ũosc

res est bien défini, puisque l’ensemble F in
res vérifie la propriété (4.5.5) qui assure

que ce facteur est uniformément borné. Celui-ci a été introduit afin de compenser les facteurs
|π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)| qui vont apparaître dans les estimations. Ce facteur n’est pas forcément
uniformément borné par rapport à (n0, ξ0) variant dans l’ensemble (potentiellement infini) des
fréquences non colinéaires (n0, ξ0) de BZm ×Cin(n0) telles que R1(n0, ξ0)∪R2(n0, ξ0) est vide, ce
qui nous a poussé à traiter celles-ci individuellement plus loin.

On prend alors le double de la partie réelle du produit scalaire de l’égalité (4.5.45) avec le
profil Ũosc

res . On obtient alors une égalité, avec d’un côté de celle-ci le terme

2 Re

〈
Ẽi

in

res F
osc
res

∣∣∣∣ Ũosc
res

〉

in

(xd),

que l’on estime de la manière suivante :
∣∣∣∣2 Re

〈
Ẽi

in

res F
osc
res

∣∣∣∣ Ũosc
res

〉

in

(xd)

∣∣∣∣ =
∣∣∣2 Re

〈
F̂ osc

res

∣∣∣ Ûosc
res

〉
in

(xd)
∣∣∣
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6 C
〈
F̂ osc

res

∣∣∣ F̂ osc
res

〉1/2

in
(xd)

〈
Ûosc

res

∣∣∣ Ûosc
res

〉1/2

in
(xd)

6 C 〈F osc
res |F osc

res 〉in (xd) + C 〈Uosc
res |Uosc

res 〉in (xd),(4.5.47)

où l’on a noté

F̂ osc
(n0,ξ0)(z, θ, ψd) :=

∑

λ∈Z∗
fλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd

π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣ ,

et

Ûosc
(n0,ξ0)(z, θ, ψd) :=

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ ei λξ0 ψd

π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣ ,

si bien que le profil Ûosc
res est tel que son produit scalaire 〈. | .〉in avec lui même est égal à celui

de Uosc
(n0,ξ0) avec lui même, et que d’après l’estimation (4.5.44), le produit scalaire de F̂ osc

res avec
lui même est majoré, à une constante multiplicative près, par celui de F osc

res avec lui-même.
L’estimation (4.5.5) n’étant en général pas vérifiée pour les modes non résonants, l’analogue de
l’estimation (4.5.47) parait faux, et on ne peut donc pas traiter ces modes comme on le fait pour
les modes résonants dans cette partie, ce qui nous pousse à se ramener pour ces premiers à des
équations scalaires.

On s’intéresse maintenant aux termes de droite de l’inégalité obtenue en prenant le double de
la partie réelle du produit scalaire de l’égalité (4.5.45) avec le profil Ũosc

res . L’analyse des termes
correspondant aux termes (4.5.45b), (4.5.45c) et (4.5.45e) est analogue à celle faite pour les modes
sortants.

Concernant le terme de transport (4.5.45b), on obtient, d’après l’identité (4.2.15), par inté-
gration par parties,

(4.5.48) 2 Re
〈
(4.5.45b)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd) =
d

dxd
〈Uosc

res |Uosc
res 〉in (xd)

+ (2π)m
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

−1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1) (T ).

On note que puisqu’ici tous les modes sont rentrants, la quantité −∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0) est
strictement positive pour tout (n0, ξ0), ce qui permettra d’oublier le deuxième terme à droite de
l’égalité dans les estimations.

Pour le terme (4.5.45c) d’auto-interaction, on a,
〈
(4.5.45c)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd)

= (2π)m
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

iλ2 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
〈ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(ωT ) (xd)

(4.5.49a)

= (2π)m
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

iλΓ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
〈ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(ωT ) (xd)

(4.5.49b)

− (2π)m
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

iλ1 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
〈ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(ωT ) (xd).

(4.5.49c)
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Or par des calculs identiques à ceux déjà conduits, on a (4.5.49b) = −(4.5.49a), et donc

2 Re
〈
(4.5.45c)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd) =

− (2π)m
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

iλ1 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
〈ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(ωT ) (xd).

On note que ce terme diffère de (4.5.49a) de par le coefficient λ1 au lieu de λ2, ce qui fait passer
la dérivée en θ sur le coefficient V osc

res . Avec la majoration (4.5.8), on obtient

∣∣∣2 Re
〈
(4.5.45c)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd)
∣∣∣

6 C
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

|λ1n0|
∣∣∣〈ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(ωT ) (xd)

∣∣∣ .

Le terme de droite dans l’inégalité est de la forme 〈fg | g〉, et on obtient donc,

(4.5.50)
∣∣∣2 Re

〈
(4.5.45c)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd)
∣∣∣ 6 C ‖V osc

res ‖Es,T 〈U
osc
res |Uosc

res 〉in (xd).

Pour le terme (4.5.45e) des résonances de type 2, on écrit

〈
(4.5.45e)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd) =
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i`Γ
(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)

〈
ω`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq

∣∣σ`λr,nr,ξr
〉
L2(ωT )

(xd).

On majore alors, pour tous (λp, λq, λr,np,nq, ξp, ξq) ∈ R2(n0, ξ0) avec n0 ∈ BZm , ξ0 ∈ Cin(n0) (ce
qui constitue un ensemble fini, d’après l’Hypothèse 4.8),

∣∣Γ
(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)∣∣ 6 C|λp| |np, ξp| ,

où la constante C > 0 est indépendante de np,nq,n0, ξp, ξq et ξ0. Là encore, cette majoration
nous permet de faire basculer la dérivée en θ de Uosc

res à V osc
res . On en déduit donc l’estimation

(4.5.51)
∣∣∣2 Re

〈
(4.5.45e)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd)
∣∣∣ 6 C ‖V osc

res ‖Es,T 〈U
osc
res |Uosc

res 〉in (xd).

On s’intéresse enfin au terme (4.5.45d) des résonances de type 1, que l’on traite en suivant
[Rau12, Chapitre 11]. Là encore le but est de faire passer la dérivée sur le profil V osc

res . On commence
par paramétrer différemment l’ensemble sur lequel porte la somme (4.5.45d). On définit l’ensemble
R1 des 6-uplets résonants rentrants de type 1 comme

R1 :=

{ (
` λp np, ` λp ξp, ` λq nq,

` λq ξq,−` λr n0,−` λr ξ0

)
∣∣∣∣

` ∈ Z∗, n0 ∈ BZm , ξ0 ∈ Cin(n0),
(λp, λq, λr,np,nq, ξp, ξq) ∈ R1(n0, ξ0)

}
.

On note que si (np, ξp,nq, ξq,nr, ξr) est dans R1, alors np + nq + nr = 0, et ξp + ξq + ξr = 0. On
note également que, d’après la Remarque 4.5.9, un 6-uplet (np, ξp,nq, ξq,nr, ξr) est dans R1 si
et seulement si le 6-uplet symétrique (np, ξp,nr, ξr,nq, ξq) est dans R1. On a, d’après l’identité
(4.5.1),

(4.5.45d) =
∑

(n0,ξ0)∈F in
res

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R1(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i ω`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq Γ

(
(`λpnp, `λpξp), (`λqnq, `λqξq)

)
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ei `λrn0·θ ei `λrξ0 ψd π̃(`λrn0·ζ,`λrξ0)E(`λrn0, `λrξ0)

=
∑

(np,ξp,nq ,ξq ,
nr,ξr)∈R1

i ωnp,ξp σnq ,ξq Γ
(
(np, ξp), (nq, ξq)

)
e−inr·θ e−iξr ψd π̃(nr·ζ,ξr)E(nr, ξr).

On a noté, si n dans Zm\{0} et ξ dans C(n) s’écrivent (n, ξ) = λ (n0, ξ0) avec n0 ∈ BZm , ξ ∈ C(n0)
et λ ∈ Z∗,

σn,ξ := σλ,n0,ξ0 , et ωn,ξ := ωλ,n0,ξ0 .

On a donc
〈
(4.5.45d)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd) =
∑

(np,ξp,nq ,ξq ,
nr,ξr)∈R1

iΓ
(
(np, ξp), (nq, ξq)

) 〈
ωnp,ξp σnq ,ξq

∣∣σ−nr,−ξr
〉
L2(ωT )

(xd)

=
∑

(np,ξp,nq ,ξq ,
nr,ξr)∈R1

iΓ
(
(np, ξp), (nq, ξq)

)〈
ω−np,−ξp σ−nr,−ξr

∣∣σnq ,ξq
〉
L2(ωT )

(xd)

=
∑

(np,ξp,nq ,ξq ,
nr,ξr)∈R1

−iΓ
(
(np, ξp), (nr, ξr)

)〈
ωnp,ξp σnq ,ξq

∣∣σ−nr,−ξr
〉
L2(ωT )

(xd).

On a utilisé le fait que, V osc étant réel, on a ωnp,ξp = ω−np,−ξp , un changement de variables
(np,nq,nr, ξp, ξq, ξr) = −(np,nq,nr, ξp, ξq, ξr), le fait que −R1 = R1 et l’identité (4.5.1). On a
donc

2 Re
〈
(4.5.45d)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd)

=
∑

(np,ξp,nq ,ξq ,
nr,ξr)∈R1

i
{

Γ
(
(np, ξp), (nq, ξq)

)
+ Γ

(
(np, ξp), (nr, ξr)

)} 〈
ωnp,ξp σnq ,ξq

∣∣σ−nr,−ξr
〉
L2(ωT )

(xd).

En utilisant la majoration uniforme (4.5.4) fournie par l’Hypothèse 4.8, on obtient alors
∣∣∣2 Re

〈
(4.5.45d)

∣∣∣ Ũosc
res

〉
in

(xd)
∣∣∣ 6 C

∑

(np,ξp,nq ,ξq ,
nr,ξr)∈R1

∣∣(np, ξp
)∣∣
∣∣∣
〈
ωnp,ξp σnq ,ξq

∣∣σ−nr,−ξr
〉
L2(ωT )

(xd)
∣∣∣

6 C
∥∥V osc
Rin

∥∥
Es,T
〈Uosc

res |Uosc
res 〉in (xd).(4.5.52)

On obtient les profils V osc
res et Uosc

res dans l’estimation puisque seules les fréquences de F in
res appa-

raissent dans R1.
Avec les équations (4.5.45) et (4.5.48) et les estimations (4.5.47), (4.5.50), (4.5.51) et (4.5.52),

on obtient enfin

(4.5.53)
d

dxd
〈Uosc

res |Uosc
res 〉in (xd) 6 C 〈F osc

res |F osc
res 〉in (xd)+C

(
1 + ‖V osc

res ‖Es,T
)
〈Uosc

res |Uosc
res 〉in (xd),

qui est l’inéquation différentielle désirée.

Preuve du Lemme 4.5.23

On a maintenant explicité les techniques nécessaires pour montrer le Lemme 4.5.23, on peut
donc en donner la preuve ici. Celle-ci est tirée de [BGS07, Section 1.3.1]. On rappelle qu’à ce
stade, on s’est donné une solution U de (4.4.11) suffisamment régulière, et l’on a montré que sa
moyenne est nulle.
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Preuve (Lemme 4.5.23). On a montré que si U est solution de (4.4.11), alors, avec des notations
déjà introduites, on a

∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
X̃(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)(4.5.54a)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
(4.5.54b)

ei λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R1(n0,ξ0)∪R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i ` σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq(4.5.54c)

Γ
(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)
ei ` λrn0·θ ei ` λrξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0) = 0.

Notons que malgré le fait que l’équation (4.5.54) ressemble à l’équation (4.5.36), cette dernière
utilise seulement que la moyenne U∗ est nulle, et fait apparaître à la fois des modes rentrants et
sortants.

Pour 0 6 t0 6 T et x0
d > 0, on considère le domaine K(t0, x

0
d) borné en xd donné par

K(t0, x
0
d) :=

{
(t, y, xd) ∈ ΩT

∣∣V∗t 6 xd 6 x0
d + V∗(t0 − t), 0 6 t 6 t0

}
,

voir Figure 4.7. On va montrer que Uosc est nulle sur la frontière haute de ce domaine, c’est-à-dire
pour t = t0 et V∗t0 6 xd 6 x0

d, ce qui suffira pour obtenir le fait que Uosc est nulle en dehors de
{0 6 xd 6 V∗t} pour tout t dans [0, T ]. Si on prend le produit scalaire (4.2.14) de l’expression
(4.5.54) avec le profil modifié

−
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)σλ,n0,ξ0 e

i λn0·θ ei λξ0 ψd π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0),

on obtient, d’après (4.2.16),

∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗

〈
X(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0

∣∣σλ,n0,ξ0

〉
L2(K(t0,x0d))

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2

(4.5.55a)

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
〈σλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(K(t0,x0d))

(4.5.55b)

(
− ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

) ∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2

+
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

(λp,λq ,λr,np,nq ,
ξp,ξq)∈R1(n0,ξ0)∪R2(n0,ξ0)

∑

`∈Z∗
i `Γ

(
λp(np, ξp), λq(nq, ξq)

)(
− ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

)(4.5.55c)

〈
σ`λp,np,ξp σ`λq ,nq ,ξq

∣∣σλ,n0,ξ0

〉
L2(K(t0,x0d))

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2 = 0.

Le terme (4.5.55a) s’obtient en remarquant qu’avec les notations de la Définition 4.1.10 et du
Lemme 4.1.12, on a

(
− ∂ξτk(η, ξ)

)
X̃α = Xα. On s’intéresse d’abord au terme (4.5.55a). Par la



4.5. Construction du profil principal 147

xd

t

y

6≡ 0 K(t0, x0d)

T

t0

V∗TV∗t0 x0d x0d + V∗t0

Figure 4.7 – Zone de propagation.

formule de Green, pour tout n0 dans BZm , ξ0 dans C(n0) et λ dans Z∗, on a

2 Re
〈
X(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0

∣∣σλ,n0,ξ0

〉
L2(K(t0,x0d))

= 2 Re

∫

∂K(t0,x0d)

(
nt + ~nx · v(n0·ζ,ξ0)

)
|σλ,n0,ξ0 |2 dS,

où la notation vα a été introduite dans la Définition 4.1.10, ~n := (nt, ~nx) est le vecteur normal
extérieur à ∂K(t0, x

0
d), et dS est la mesure de surface. Le vecteur ~n est donné (voir Figure 4.7),

pour la frontière haute par ~n = (1, 0, . . . , 0), pour la frontière basse par ~n = (−1, 0, . . . , 0), pour
la frontière latérale gauche par ~n = (V∗, 0, . . . , 0,−1)/

√
1 + (V∗)2 et pour la frontière latérale

droite par ~n = (V∗, 0, . . . , 0, 1)/
√

1 + (V∗)2. On a ainsi

2 Re
〈
X(n0·ζ,ξ0) σλ,n0,ξ0

∣∣σλ,n0,ξ0

〉
L2(K(t0,x0d))

=2 ‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×[V∗t0,x0d]) (t0)− 2 ‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×[0,x0d]) (0)

+
2√

1 + (V∗)2

∫

{(t,y,V∗t),06t6t0}

(
V∗ − ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

)
|σλ,n0,ξ0 |2 dS

+
2√

1 + (V∗)2

∫

{(t,y,x0d+V∗(t0−t)),06t6t0}
(
V∗ + ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

)
|σλ,n0,ξ0 |2 dS.

On remarque alors que l’on a d’une part ‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×R+) (0) = 0 d’après la condition initiale
(4.4.11d), et d’autre part, d’après le Lemme 4.1.14, que les quantités

(
V∗ − ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

)

et
(
V∗ + ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

)
sont positives. Ainsi,

(4.5.56) 2 Re (4.5.55a) > 2
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×[V∗t0,x0d]) (t0)

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2 .

Les termes (4.5.55b) et (4.5.55c) se traitent quant à eux comme précédemment. Pour le terme
d’auto-interaction (4.5.55b), on montre de la même manière que pour le terme (4.5.30b) qu’il
vérifie

2 Re (4.5.55b) = 0.

Pour le terme de résonances (4.5.55c), on utilise les mêmes techniques que pour les termes (4.5.51)
et (4.5.52). D’après le Lemme 4.1.14, on peut majorer uniformément les vitesses de groupe(
− ∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)

)
pour obtenir

(4.5.57) |2 Re (4.5.55c)| 6 C ‖Uosc‖Es,T
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(K(t0,x0d))

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2 .
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En remarquant que l’on a

∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(K(t0,x0d))

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2

=

∫ t0

0

∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×[V∗t,x0d+V∗(t0−t)]) (t)

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2 dt,

avec les équations (4.5.55), (4.5.56) et (4.5.57) et par le lemme de Grönwall on obtient
∑

n0∈BZm
ξ0∈C(n0)

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2L2(Rd−1×[V∗t0,x0d]) (t0)

∣∣π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)
∣∣2 = 0.

Ainsi, pour tout n0 dans BZm , ξ0 dans C(n0) et λ dans Z∗, la fonction σλ,n0,ξ0 est nulle sur{
t = t0,V∗t0 6 xd 6 x0

d

}
, et le profil Uosc est donc également nul sur cet ensemble, ce qui conclut

la preuve du lemme.

Estimation des dérivées

On revient à la preuve de l’estimation a priori, et on prouve maintenant la Proposition 4.5.24
en utilisant l’estimation (4.5.46) du Lemme 4.5.25. On se donne α un multi-indice de Nd+m tel

que |α| 6 s. Puisque l’opérateur ∂αz′,θ commute avec les projecteurs Ein
res et Ẽi

in

res, le profil ∂αz′,θU
osc

vérifie un système de la forme (4.5.40), avec ∂αz′,θG comme terme de bord, et Ẽi
in

res

[
∂αz′,θF

osc
res +Fα

]

comme terme source, où Fα est le commutateur

Fα :=
[ m∑

j=1

L̃1(V osc
res , ζj) ∂θj , ∂

α
z′,θ

]
Uosc

res .

D’après (4.5.46) on a alors, par inégalité triangulaire,

(4.5.58)
d

dxd

〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(xd) 6 C
〈
∂αz′,θF

osc
res

∣∣ ∂αz′,θF osc
res

〉
in

(xd) + C 〈Fα |Fα〉in (xd)

+ C
(

1 + ‖V osc
res ‖Es,T

) 〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(xd).

On note que d’après le Lemme 4.5.21 on a

〈Fα |Fα〉in (xd) 6 ‖Fα‖2Cb(R+
ψd
,L2(ωT×Tm))

(xd),

et de même

〈
∂αz′,θF

osc
res

∣∣ ∂αz′,θF osc
res

〉
in

(xd) 6
∥∥∂αz′,θF osc

res

∥∥2

Cb(R+
ψd
,L2(ωT×Tm))

(xd).

D’autre part, par propriété d’algèbre de Hs(ωT ×Tm) (puisque s > (d+m)/2 + 1), on a, d’après
l’estimation de commutateur [BGS07, Proposition C.13],

‖Fα‖2Cb(R+,L2(ωT×Tm)) (xd) 6 C ‖V osc
res ‖2Cb(R+,Hs(ωT×Tm)) (xd) ‖Uosc

res ‖2Cb(R+,Hs(ωT×Tm)) (xd)

6 C ‖V osc
res ‖2Es,T ‖U

osc
res ‖2Cb(R+,Hs(ωT×Tm)) (xd).
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Enfin, on remarque que l’on a, par définition de la norme Hs(ωT × Tm) et d’après le Lemme
4.5.21,

‖Uosc
res ‖2Cb(R+,Hs(ωT×Tm)) (xd) =

∑

|α|6s

∥∥∂αz′,θUosc
res

∥∥2

Cb(R+,L2(ωT×Tm))
(xd)(4.5.59)

6 C
∑

|α|6s

〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(xd).

En sommant les estimations (4.5.58) pour |α| 6 s, on obtient donc

(4.5.60)
d

dxd

∑

|α|6s

〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(xd) 6 C ‖F osc
res ‖2Cb(R+

ψd
,Hs(ωT×Tm))

(xd)

+ C
(

1 + ‖V osc
res ‖2Es,T

) ∑

|α|6s

〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(xd).

On obtient ainsi, grâce au lemme de Grönwall, l’estimation

(4.5.61)
∑

|α|6s

〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(xd) 6 eC(V )xd
∑

|α|6s

〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(0)

+

∫ xd

0
eC(V )(xd−x′d) ‖F osc

res ‖2Cb(R+
ψd
,Hs(ωT×Tm))

(x′d) dx
′
d,

où C(V ) = C(1 + ‖V osc
res ‖2Es,T ). La trace au bord de Uosc

res est donnée par
(
Uosc

res

)
|xd=0,ψd=0

= Hosc
res

où Hosc
res est déterminé par l’équation (4.5.22a). La Remarque 4.1.8, la Proposition 4.1.21 et le

Lemme 4.5.21 nous assurent alors que l’on a, pour |α| 6 s,
〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(0) 6
∥∥∂αz′,θUosc

res (0)
∥∥2

L2(ωT×Tm)
=
∥∥∂αz′,θHosc

res

∥∥2

L2(ωT×Tm)
(4.5.62)

6 C
∥∥∂αz′,θG

∥∥2

L2(ωT×Tm)
.

On obtient donc, avec (4.5.59), (4.5.61) et (4.5.62),

(4.5.63) ‖Uosc
res ‖2Cb(R+

ψd
,Hs(ωT×Tm))

(xd) 6 CeC(V )xd ‖G‖2Hs(ωT×Tm)

+

∫ xd

0
eC(V )(xd−x′d) ‖F osc

res ‖2Cb(R+
ψd
,Hs(ωT×Tm))

(x′d) dx
′
d.

En utilisant la présence de la fonction βT dans l’équation (4.5.40b), on peut majorer xd par
2V∗T puis passer à la borne supérieure en xd dans l’estimation (4.5.63) précédente pour obtenir
l’estimation (4.5.41) désirée, ce qui conclut la preuve de le Proposition 4.5.24.

4.5.5 Estimation a priori sur les équations de Burgers linéarisées

On montre maintenant des estimations a priori pour les équations de Burgers (4.5.20) linéari-
sées, qui correspondent aux modes rentrants non résonants. Ces estimations a priori nous serviront
à montrer l’existence d’une solution à ces équations de Burgers. Il nous faudra cependant sommer
les estimations obtenues par rapport à (n0, ξ0), et l’on souhaite donc obtenir des constantes
indépendantes de ceux-ci. On montre dans cette partie le résultat suivant.

Proposition 4.5.26. Soit (n0, ξ0) ∈ (BZm × Cin(n0)) \ F in
res, soit s > s0 et soient Sn0,ξ0, Wn0,ξ0

et Fn0,ξ0 dans C(R+
xd
, Hs(ωT × T)) à moyenne nulle, satisfaisant le problème aux limites scalaire

X̃(n0·ζ,ξ0)Sn0,ξ0 + Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
Wn0,ξ0∂ΘSn0,ξ0 = Fn0,ξ0(4.5.64a)
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(
Sn0,ξ0

)
|xd=0

= hn0,ξ0(4.5.64b)
(
Sn0,ξ0

)
|t60

= 0,(4.5.64c)

où hn0,ξ0 est défini par l’équation (4.5.22b). Alors la fonction Sn0,ξ0 vérifie l’estimation a priori

(4.5.65) ‖Sn0,ξ0‖2C(R+
xd
,Hs(ωT×T))

6 C1 e
C(W )V∗T ‖hn0,ξ0‖2Hs(ωT×Tm) + V∗T eC(W )V∗T ‖Fn0,ξ0‖2C(R+

xd
,Hs(ωT×T))

,

où C(W ) := C1

(
1 + ‖Wn0,ξ0‖2C(R+

xd
,Hs(ΩT×T))

)
, avec C1 > 0 une constante qui ne dépend que de

l’opérateur L(0, ∂z) et de s, mais pas de n0, ξ0. On rappelle que le réel V∗, qui borne les vitesses
de groupe vα, a été défini dans le Lemme 4.1.14.

On commence par montrer une estimation L2(ωT × T) analogue à l’estimation (4.5.46) pour
les modes résonants, et on réécrit d’abord l’équation (4.5.64a). On écrit Sn0,ξ0 , Wn0,ξ0 et Fn0,ξ0

dans C(R+
xd
, Hs(ωT × T)) comme

Sn0,ξ0(z,Θ) =
∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) eiλΘ, Wn0,ξ0(z,Θ) =

∑

λ∈Z∗
ωλ,n0,ξ0(z) eiλΘ,

Fn0,ξ0(z,Θ) =
∑

λ∈Z∗
fλ,n0,ξ0(z) eiλΘ,

avec σλ,n0,ξ0 , ωλ,n0,ξ0 et fλ,n0,ξ0 des fonctions scalaires de ΩT . L’équation (4.5.64a) s’écrit alors

∑

λ∈Z∗
fλ,n0,ξ0(z) ei λn0·θ eiλΘ = X̃(n0·ζ,ξ0)

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0 e

iλΘ,

(4.5.66a)

+ Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

) ∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

i λ2 ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 e
iλΘ.(4.5.66b)

On rappelle que X̃(n0·ζ,ξ0), défini dans le Lemme 4.1.12, est donné par

X̃(n0·ζ,ξ0) =
−1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)
∂t +

1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)
∇ητk(η0,ξ0)(n0 · η, ξ0) · ∇y + ∂xd .

On prend alors le double de la partie réelle du produit scalaire L2(ωT ×T) de l’égalité (4.5.66)
avec la fonction Sn0,ξ0 . On obtient ainsi une égalité, avec d’un côté de celle-ci le terme

2 Re 〈Fn0,ξ0 |Sn0,ξ0〉L2(ωT×T) (xd),

que l’on estime de manière analogue au cas des fréquences résonantes rentrantes,
(4.5.67)∣∣∣2 Re 〈Fn0,ξ0 |Sn0,ξ0〉L2(ωT×T) (xd)

∣∣∣ 6 C ‖Fn0,ξ0‖L2(ωT×T) (xd) + C ‖Sn0,ξ0‖L2(ωT×T) (xd).

On note ici l’intérêt de s’être ramené à des équations de Burgers scalaires pour les modes non
résonants, puisque les coefficients |π̃(n0·ζ,ξ0)E(n0, ξ0)|−1 n’apparaissent plus, ceux-ci n’étant pas
uniformément majorés pour les modes (n0, ξ0) non résonants.

On s’intéresse maintenant aux termes de droite de l’inégalité obtenue en prenant le double de
la partie réelle du produit scalaire de l’égalité (4.5.66) avec le profil Sn0,ξ0 . L’analyse des termes
correspondant aux termes (4.5.66a) et (4.5.66b) est analogue à celle faite pour les modes sortants
et les modes rentrants non résonants.

Concernant le terme de transport (4.5.66a), on obtient, d’après l’identité (4.2.15), par inté-



4.5. Construction du profil principal 151

gration par parties,

(4.5.68) 2 Re 〈(4.5.66a) |Sn0,ξ0〉L2(ωT×T) (xd) =
d

dxd
‖Sn0,ξ0‖L2(ωT×T) (xd)

− 1

∂ξτk(n0,ξ0)(n0 · η, ξ0)
‖Sn0,ξ0‖2L2(Rd−1×T) (T ).

On note que puisque (n0, ξ0) est un mode rentrant, la quantité−∂ξτk(n0,ξ0)(n0·η, ξ0) est strictement
positive, ce qui permettra d’oublier le deuxième terme à droite de l’égalité dans les estimations.

Pour le terme (4.5.66b) d’auto-interaction, on a, par des calculs analogues à ceux déjà conduits
pour les modes rentrants résonants,

2 Re 〈(4.5.66b) |Sn0,ξ0〉L2(ωT×T) (xd) =

− (2π)m
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

iλ1 Γ
(
(n0, ξ0), (n0, ξ0)

)
〈ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(ωT ) (xd).

Avec la majoration (4.5.3), on obtient

∣∣∣2 Re 〈(4.5.66b) |Sn0,ξ0〉L2(ωT×T) (xd)
∣∣∣

6 C
∑

λ∈Z∗

∑

λ1,λ2∈Z∗
λ1+λ2=λ

|λ1n0|h
∣∣∣〈ωλ1,n0,ξ0 σλ2,n0,ξ0 |σλ,n0,ξ0〉L2(ωT ) (xd)

∣∣∣ .

Ici il nous faut dégrader à l’ordre h étant donné que l’on souhaite obtenir une majoration
indépendante de n0, puisque l’on va sommer par rapport à n0 les inégalités. On pourrait obtenir
une majoration du type C(n0)|λ1| au lieu de C|λ1n0|h, mais où la constante C(n0) dépend de
n0, et peut être arbitrairement grande puisque l’on traite des modes n0 proches de l’ensemble
glancing. Le terme de droite dans l’inégalité étant de la forme 〈fg | g〉, on obtient donc

∣∣∣2 Re 〈(4.5.66b) |Sn0,ξ0〉L2(ωT×T) (xd)
∣∣∣ 6 C ‖Wn0,ξ0‖C(R+

xd
,Hs(ωT×T)) ‖Sn0,ξ0‖L2(ωT×T) (xd),

(4.5.69)

par injection de Sobolev, l’indice de régularité s étant tel que s > h + (d + m)/2. Avec les
équations (4.5.66) et (4.5.68) et les estimations (4.5.67) et (4.5.69), on obtient enfin l’inéquation
différentielle

(4.5.70)
d

dxd
‖Sn0,ξ0‖L2(ωT×T) (xd)

6 C ‖Fn0,ξ0‖L2(ωT×T) (xd) + C
(

1 + ‖Wn0,ξ0‖C(R+
xd
,Hs(ωT×T))

)
‖Sn0,ξ0‖L2(ωT×T) (xd).

Pour obtenir l’estimation Hs(ωT × T) recherchée, on réalise des estimations de commutateurs
analogues à celles pour les modes rentrants résonants, que l’on ne détaille donc pas ici. On trouve
enfin l’estimation (4.5.65) désirée.

Les estimation a priori (4.5.46) et (4.5.65) (pour s = 0) ainsi que la Proposition d’équivalence
des systèmes 4.5.22 nous assurent l’unicité d’une solution au système (4.4.11).

4.5.6 Construction d’une solution
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Construction d’une solution oscillante au système linéarisé pour les modes rentrants
résonants

Grâce à l’estimation a priori (4.5.41) de la Proposition 4.5.24 sur le système linéarisé (4.5.40),
on peut construire une solution à celui-ci, et montrer ainsi le résultat suivant.

Proposition 4.5.27. Soient s > s0 et T > 0, et soit V osc
res un profil de N osc

s,T ne présentant
que des modes rentrants résonants, F osc

res dans Posc
s,T et G dans Hs(ωT × Tm). Alors il existe une

unique solution Uosc
res dans Posc

s,T au système (4.5.40), ne présentant que des modes rentrants, et
qui satisfait de plus l’estimation

‖Uosc
res ‖2Es,T 6 C1 e

C(V )V∗T ‖G‖2Hs(ωT×Tm) + V∗T eC(V )V∗T ‖F osc
res ‖2Es,T ,

où C(V ) := C1(1 + ‖V osc
res ‖2Es,T ), avec C1 > 0 une constante qui ne dépend que de l’opérateur

L(0, ∂z), des fréquences au bord ζ1, . . . , ζm, et de s.

La preuve d’un tel résultat à partir d’une estimation a priori du type (4.5.41) est donnée dans
[JMR95, Théorème 6.3.3]. On en rappelle ici les idées principales.

L’unicité de la solution se déduit immédiatement de l’estimation a priori (4.5.41). Concernant
l’existence, on utilise un schéma aux différences finies. Puisque les opérateurs ∂θj pour j = 1, . . . ,m
sont anti-symétriques, il nous faut considérer des opérateurs de différences finies anti-symétriques.
Si on note e1, . . . , em la base canonique de Rm, on pose, pour toute fonction U de ΩT ×Tm×R+,

δhj U(z, θ, ψd) :=
(
U(z, θ + hej)− U(z, θ − hej

)
/2h,

pour j = 1, . . . ,m et h > 0. La preuve consiste ensuite à montrer qu’il existe, pour h > 0, une
unique solution Uosc

h au système régularisé

Ein
res U

osc
h = Uosc

h(4.5.71a)

Ẽi
in

res

[
L̃(0, ∂z)U

osc
h +

m∑

j=1

L̃1(V osc
res , ζj) δ

h
j U

osc
h

]
= Ẽi

in

res F
osc
res(4.5.71b)

(
Uosc
h

)
|xd=0,ψd=0

= Hosc
res(4.5.71c)

(
Uosc
h

)
|t60

= 0,(4.5.71d)

et que cette solution vérifie l’estimation uniforme en h > 0,

‖Uosc
h ‖2Es,T 6 C1 e

C(V )V∗T ‖G‖2Hs(ωT×Tm) + V∗T eC(V )V∗T ‖F osc
res ‖2Es,T ,

où C(V ) := C1(1 + ‖V osc
res ‖2Es,T ), avec C1 > 0 une constante qui ne dépend que de l’opérateur

L(0, ∂z), des fréquences au bord ζ1, . . . , ζm, et de s. Cette estimation uniforme permet d’extraire
une suite (Uosc

hn
)n convergeant faiblement vers Uosc

res dans Es,T . En passant à la limite dans le
système (4.5.71) on obtient alors le résultat de la Proposition 4.5.27.

Construction d’une solution oscillante des systèmes (4.5.19) et (4.5.20)

Ce paragraphe est consacré au résultat suivant, qui constitue une partie du Théorème 4.3.1.

Proposition 4.5.28. Soit s > s0, et G dans H∞(Rd × Tm), nulle pour t négatif. Il existe
un temps T > 0, ne dépendant que de l’opérateur L(0, ∂z), des fréquences au bord ζ1, . . . , ζm,
de la norme Hs(Rd × Tm) de G et de s, tel que le système (4.5.19) et, pour (n0, ξ0) dans
(BZm × Cin(n0)) \ F in

res, le système (4.5.20), admettent des solutions Uosc
res et Sn0,ξ0 dans Posc

s,T et
C(R+, H

s(ωT × T)), où les fonctions Sn0,ξ0 sont à moyenne nulle. De plus, si l’on note, pour
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(n0, ξ0) dans (BZm × Cin(n0)) \ F in
res,

Sn0,ξ0(z,Θ) =:
∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) eiλΘ,

alors le profil Uosc défini, pour (z, θ, ψd) dans ΩT × Tm × R+, par
(4.5.72)

Uosc(z, θ, ψd) := Uosc
res (z, θ, ψd) +

∑

(n0,ξ0)∈
(BZm×Cin(n0))\F in

res

∑

λ∈Z∗
σλ,n0,ξ0(z) eiλn0·θ eiλξ0ψd E

(
n0, ξ0

)
,

appartient à l’espace Posc
s,T .

Lorsque l’on a un résultat d’existence d’une solution au système linéarisé avec une estimation
du type (4.5.41), l’existence d’une solution au système initial s’ensuit de manière classique. On
rappelle ici les grandes idées de la méthode utilisée dans [BGS07, Théorème 10.1].

On s’intéresse d’abord au système (4.5.19), et on considère le schéma itératif défini par

Ein
res U

osc
ν+1 = Uosc

ν+1(4.5.73a)

Ẽi
in

res

[
L̃(0, ∂z)βTU

osc
ν+1 +

m∑

j=1

L̃1(βTU
osc
ν , ζj) ∂θjβTU

osc
ν+1

]
= 0(4.5.73b)

(
Uosc
ν+1

)
|xd=0,ψd=0

= Hosc
res(4.5.73c)

(
Uosc
ν+1

)
|t60

= 0,(4.5.73d)

et initialisé à Uosc
0 (., xd, ., ψd) := Hosc

res , pour tout xd, ψd dans R+. La proposition 4.5.27 nous
assure que la suite (Uosc

ν )ν est bien définie dans Posc
s,T . La démonstration consiste alors à montrer

que la suite (Uosc
ν )ν est bornée en grande norme et contractante en petite norme, pour en déduire

sa convergence faible dans l’espace de Banach Posc
s,T .

Borné en grande norme. D’après l’estimation (4.5.41), on a, pour ν > 0,

(4.5.74)
∥∥Uosc

ν+1

∥∥2

Es,T
6 C1e

C(Uosc
ν )V∗T ‖G‖2Hs(ωT×Tm) ,

où C(Uosc
ν ) = C1

(
1 + ‖Uosc

ν ‖2Es,T
)
. Si l’on choisit T > 0 suffisamment petit de telle sorte que

exp
[
C1

(
1 + 2C1 ‖G‖2Hs(ωT×Tm)

)
V∗T

]
6 2,

alors on montre par récurrence que la suite (Uosc
ν )ν est bornée dans Es,T par

√
2C1 ‖G‖Hs(ωT×Tm).

En effet l’initialisation est évidente, quitte à supposer que C1 > 1/2, et si l’on a ‖Uosc
ν ‖Es,T 6√

2C1 ‖G‖Hs(ωT×Tm) pour un certain ν > 0, alors d’après (4.5.74) et l’hypothèse sur T , on a

∥∥Uosc
ν+1

∥∥2

Es,T
6 C1 exp

[
C1

(
1 + ‖Uosc

ν ‖2Es,T
)
V∗T

]
‖G‖2Hs(ωT×Tm)

6 C1 exp
[
C1

(
1 + 2C1 ‖G‖2Hs(ωT×Tm)

)
V∗T

]
‖G‖2Hs(ωT×Tm)

6 2C1 ‖G‖2Hs(ωT×Tm) ,

ce qui est l’estimation attendue.
Contractant en petite norme. On note, pour ν > 1, W osc

ν := Uosc
ν − Uosc

ν−1, qui satisfait le
système

Ein
resW

osc
ν+1 = W osc

ν+1(4.5.75a)



154 CHAPITRE 4. Optique géométrique pour des problèmes aux limites quasi-linéaires

Ẽi
in

res

[
L̃(0, ∂z)βTW

osc
ν+1 +

m∑

j=1

L̃1(βTU
osc
ν , ζj) ∂θjβTW

osc
ν+1

]
= Ẽi

in

res Fν+1(4.5.75b)

(
W osc
ν+1

)
|xd=0,ψd=0

= 0(4.5.75c)
(
W osc
ν+1

)
|t60

= 0,(4.5.75d)

où Fν+1 est donné par

Fν+1 :=
m∑

j=1

(
L̃1(βTU

osc
ν−1, ζj)− L̃1(βTU

osc
ν , ζj)

)
∂θjβTU

osc
ν .

D’après l’estimation (4.5.41) appliquée au système (4.5.75) pour s = 0, on a donc
∥∥W osc

ν+1

∥∥2

E0,T
6 V∗T eC(Uosc

ν )V∗T ‖Fν+1‖2E0,T .

On remarque d’abord que par hypothèse sur T , et puisque la suite (Uosc
ν )ν est bornée dans Es,T

par
√

2C1 ‖G‖Hs(ωT×Tm), on a, pour ν > 0,

(4.5.76) eC(Uosc
ν )V∗T 6 2.

On estime maintenant la norme E0,T de Fν+1. Par estimation de produit et choix de l’indice de
régularité s, on a

‖Fν+1‖2E0,T 6C
m∑

j=1

∥∥∥
(
L̃1(βTU

osc
ν−1, ζj)− L̃1(βTU

osc
ν , ζj)

)∥∥∥
2

E0,T
‖Uosc

ν ‖2Es,T ,

D’après l’inégalité des accroissements finis, et puisque la suite (Uosc
ν )ν est bornée dans Es,T , on

obtient alors

(4.5.77) ‖Fν+1‖2E0,T 6 C ‖Wν‖2E0,T ‖G‖
2
Hs(ωT×Tm) .

Ainsi, d’après les estimations (4.5.76) et (4.5.77), on a
∥∥W osc

ν+1

∥∥2

E0,T
6 CV∗T ‖G‖2Hs(ωT×Tm) ‖W osc

ν ‖2E0,T .

Pour T > 0 suffisamment petit, la suite (Uosc
ν )ν est donc convergente dans E0,T .

La suite (Uosc
ν )ν est ainsi une suite de Cauchy dans l’espace de Banach Posc

0,T , et converge donc
vers une fonction Uosc

res de Posc
0,T . On peut montrer, par des arguments qu’on ne rappelle pas ici, que

le profil Uosc
res est en fait dans Posc

s,T et qu’il satisfait le système (4.5.19), voir [BGS07, Théorème
10.1] pour un résultat similaire.

La preuve de l’existence d’une solution au système (4.5.20) est identique, et on ne la détaille
pas ici. Elle s’appuie sur un résultat d’existence d’une solution du système linéarisé (4.5.64),
analogue à la Proposition 4.5.27, que l’on a pas explicité. On note cependant que le temps
d’existence T est bien indépendant de (n0, ξ0), puisque l’estimation (4.5.65) est réalisée avec
des constantes indépendantes de (n0, ξ0), et puisque d’après l’estimation (4.5.39), chaque terme
de bord hn0,ξ0 est contrôlé dans Hs(ωT × T) par C ‖G‖Hs(ωT×Tm), uniformément par rapport à
(n0, ξ0).

Enfin, on montre que le profil Uosc défini par (4.5.72) appartient bien à Posc
s,T . En effet, d’après

le Lemme 4.5.21, on a

‖Uosc‖2Es,T 6 C sup
xd>0

∑

|α|6s

〈
∂αz′,θU

osc
∣∣ ∂αz′,θUosc

〉
in

(xd)
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6 C sup
xd>0

∑

|α|6s

〈
∂αz′,θU

osc
res

∣∣ ∂αz′,θUosc
res

〉
in

(xd)

+ C sup
xd>0

∑

(n0,ξ0)∈
(BZm×Cin(n0))\F in

res

∑

λ∈Z∗
‖σλ,n0,ξ0‖2Hs(ωT ) (xd)

6 C ‖Uosc
res ‖2Es,T + C

∑

(n0,ξ0)∈
(BZm×Cin(n0))\F in

res

‖Sn0,ξ0‖2C(R+,Hs(ωT×T)) ,

et donc, avec les estimations a priori (4.5.41) et (4.5.65) ainsi que l’estimation des termes de bord
(4.5.39), on obtient
(4.5.78)
‖Uosc‖2Es,T 6 C ‖G‖2Hs(ωT×Tm) + C

∑

(n0,ξ0)∈
(BZm×Cin(n0))\F in

res

‖hn0,ξ0‖2Hs(ωT×T) 6 C ‖G‖2Hs(ωT×Tm) .

Détermination de la partie évanescente et conclusion

Pour conclure la preuve du Théorème 4.3.1, il nous faut alors montrer qu’il existe une solution
U ev dans Pev

s,T au système (4.5.21), où les paramètres s et T sont ceux donnés pas la Proposition
4.5.28.

La condition de polarisation (4.5.21a) se traduit, d’après la Remarque 4.5.20, comme

U ev(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm\{0}

eψdA(n·ζ) Πe
CN (n · ζ)U ev

n (z, 0) ein·θ,

et il nous faut donc, pour déterminer le profil U ev, trouver les traces
(
Πe

CN (n · ζ)U ev
n

)
|ψd=0

pour
n dans Zm \ {0}. La condition au bord (4.5.21b) nous donne la double trace au bord, pour n
dans Zm \ {0},

Πe
CN (n · ζ)U ev

n (z′, 0, 0) = Πe
−(n · ζ)

(
B|E−(n·ζ)

)−1
Gn(z′).

On relève cette trace par rapport à xd en utilisant une fonction χ de C∞0 (R+), valant 1 en 0.
C’est-à-dire que l’on pose

U ev(z, θ, ψd) :=
∑

n∈Zm\{0}

χ(xd) e
ψdA(n·ζ) Πe

−(n · ζ)
(
B|E−(n·ζ)

)−1
Gn(z′) ein·θ.

On note que, par construction, le profil U ev vérifie bien la condition de polarisation (4.5.21a) ainsi
que la condition au bord (4.5.21b). Il nous faut maintenant vérifier que celui-ci appartient bien à
l’espace des profils évanescents Pev

s,T . On remarque en premier lieu que le profil U ev appartient
à L∞

(
R+
xd
× R+

ψd
, Hs

+(ωT × Tm)
)
. En effet, d’une part, les fonctions Gn étant nulles pour t

négatif, le profil U ev est bien nul pour t négatif. D’autre part, la fonction χ étant bornée, la
matrice inverse

(
B|E−(n·ζ)

)−1 étant uniformément bornée d’après la Remarque 4.1.8, et les termes
eψdA(n·ζ) Πe

−(n · ζ) étant également uniformément bornés d’après l’estimation (4.5.12a) de la
Proposition (4.5.16), on a, pour xd, ψd > 0, l’estimation

(4.5.79) ‖U ev‖2Hs(ωT×Tm) (xd, ψd) 6 C
∑

n∈Zm\{0}

‖Gn‖2Hs(ωT ) = C ‖G‖2Hs(ωT×Tm) .

On note maintenant, pour n dans Zm \ {0},

U ev
n (z, ψd) := χ(xd) e

ψdA(n·ζ) Πe
−(n · ζ)

(
B|E−(n·ζ)

)−1
Gn(z′),
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si bien que U ev(z, θ, ψd) =
∑

n∈Zm\{0} U
ev
n (z, ψd) e

in·θ.
On montre maintenant que le profil U ev est continu par rapport à (xd, ψd) dans R+ × R+ à

valeurs dans Hs(ωT × Tm). Soit (x0
d, ψ

0
d) dans R+ × R+, et soit ε > 0. On a, pour xd, ψd > 0,

∥∥U ev(xd, ψd)− U ev(x0
d, ψ

0
d)
∥∥
Hs(ωT×Tm)

6
∥∥U ev(xd, ψd)− U ev(x0

d, ψd)
∥∥
Hs(ωT×Tm)

+
∥∥U ev(x0

d, ψd)− U ev(x0
d, ψ

0
d)
∥∥
Hs(ωT×Tm)

,

et on cherche alors à estimer les deux termes du membre de droite de cette inégalité. Pour le
premier, on a, d’après l’estimation (4.5.12a) de la Proposition (4.5.16) et la Remarque 4.1.8, pour
ψd > 0,

∥∥U ev(xd, ψd)− U ev(x0
d, ψd)

∥∥
Hs(ωT×Tm)

6 C
∣∣χ(xd)− χ(x0

d)
∣∣ ‖G‖Hs(ωT×Tm) .

Par continuité de χ, il existe donc δ1 > 0, ne dépendant que de ε, tel que pour tout xd tel que
|xd − x0

d| < δ1 et pour tout ψd > 0, on a
∥∥U ev(xd, ψd)− U ev(x0

d, ψd)
∥∥
Hs(ωT×Tm)

< ε.

Pour le deuxième terme, on note M un entier tel que
∥∥∥∥∥∥
∑

|n|>M

Gn e
in·θ

∥∥∥∥∥∥
Hs(ωT×Tm)

< ε.

On a alors, pour ψd > 0,
∥∥U ev(x0

d, ψd)− U ev(x0
d, ψ

0
d)
∥∥
Hs(ωT×Tm)

6

∥∥∥∥∥∥
∑

0<|n|6M

[
U ev
n (y, x0

d, ψd)− U ev
n (y, x0

d, ψ
0
d)
]
ein·θ

∥∥∥∥∥∥
Hs(ωT×Tm)

(4.5.80a)

+

∥∥∥∥∥∥
∑

|n|>M

[
U ev
n (y, x0

d, ψd)− U ev
n (y, x0

d, ψ
0
d)
]
ein·θ

∥∥∥∥∥∥
Hs(ωT×Tm)

.(4.5.80b)

La somme du terme (4.5.80a) étant finie et les fonctions U ev
n étant continues par rapport à ψd, il

existe δ2 > 0 tel que pour tout ψd tel que |ψd−ψ0
d| < δ2, on a (4.5.80a) < ε. D’autre part d’après

l’estimation (4.5.12a), la Remarque 4.1.8 et puisque χ est bornée, on a, par construction de M ,
pour tous ψd > 0, (4.5.80b) < Cε où C > 0 ne dépend pas de ε. On peut alors conclure : pour
tout (xd, ψd) tel que |(xd, ψd)− (x0

d, ψ
0
d)| < min(δ1, δ2), on a

∥∥U ev(xd, ψd)− U ev(x0
d, ψ

0
d)
∥∥
Hs(ωT×Tm)

< (2 + C)ε,

ce qui montre la continuité désirée.
Enfin, par des arguments similaires à ceux développés pour la continuité, on montre que le

profil U ev tend vers 0 dans C
(
R+
xd
, Hs(ωT ×Tm)

)
lorsque ψd tend vers +∞ (et donc en particulier

dans Hs(ωT × Tm) à xd fixé).
On a ainsi vérifié tous les points de la Définition 4.2.4 des profils évanescents, et donc montré

que le profil U ev appartient à l’espace Pev
s,T des profils évanescents.

Remarque 4.5.29. On a montré dans le paragraphe précédent, dans l’estimation (4.5.78), que la
partie oscillante Uosc est contrôlée dans Es,T par la norme Hs(ωT × Tm) du terme de bord G.
D’autre part, d’après l’estimation (4.5.79), la partie évanescente U ev est également contrôlée par
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la norme Hs(ωT × Tm) de G. On note ainsi que le profil principal U vérifie

‖U‖Ps,T 6 C ‖G‖Hs(ωT×Tm) .

4.5.7 Conclusion et perspectives

On a ainsi montré que pour s > h+ (d+m)/2, il existe un temps T > 0 suffisamment petit
tel que les systèmes (4.5.19), (4.5.20) et (4.5.21) admettent des solutions Uosc

res , Sn0,ξ0 et U ev dans
Posc
s,T , C(R+, H

s(ωT × T)) et Pev
s,T . D’après la Proposition 4.5.22, le profil U = Uosc + U ev (où

Uosc est défini à partir de Uosc
res et Sn0,ξ0 par l’équation (4.5.72)) est donc solution dans Ps,T du

système (4.4.11). Cela conclut la preuve du Théorème 4.3.1.
L’estimation (4.5.41) n’est pas une estimation douce puisque le contrôle est réalisé par une

norme de V osc qui n’est pas fixe par rapport à l’indice de régularité s. Il n’est a priori pas possible
d’obtenir l’existence d’une solution Uosc de régularité infinie en considérant un terme de bord G
de régularité infinie, puisqu’en l’absence d’estimation douce, le temps d’existence T d’une solution
dépend a priori de l’ordre de régularité s considéré. Il a été choisi de ne pas tenter de conserver
des estimations douces jusqu’à la fin de l’analyse par souci de simplification, par exemple dans
l’estimation (4.5.46), mais il est cependant envisageable de parvenir à ce résultat plus précis dans
des travaux ultérieurs.

On discute maintenant des possibles extensions du résultat de ce chapitre à des hypothèses
moins restrictives. Dans ce chapitre, on se place sous l’Hypothèse 4.2 de stricte hyperbolicité, mais
cette hypothèse semble faite pour des raison techniques, et il est donc raisonnable d’envisager un
résultat similaire sous l’hypothèse que le système étudié est hyperbolique à multiplicité constante
(voir Hypothèse 1.1 dans l’introduction). De même, l’Hypothèse 4.7 assurant qu’il n’y a pas de
résonance entre des fréquences rentrantes et des fréquences sortantes pourrait être levée pour
autoriser des fréquences sortantes à exister à l’intérieur du domaine. C’est une situation de ce type
qui est considérée dans [CGW11]. Mais dans ce cas, certains modes sortants étant possiblement
non nuls, il n’est alors plus possible de déterminer au préalable les traces des modes rentrants,
comme cela est fait à la Proposition 4.5.22. Cela peut également ouvrir la voie à une infinité de
résonances avec des phases sortantes, compliquant le cadre fonctionnel. En effet, on a vu que
le cadre fonctionnel adapté à des modes sortants, dont on peut voir les problèmes aux limites
d’évolution comme des problèmes de propagation par rapport à xd, est celui d’un contrôle uniforme
par rapport à la variable normale xd, et de Sobolev notamment par rapport au temps, quand celui
adapté pour les modes sortants, vérifiant des équations d’évolution pouvant être vues comme
étant à frontière libre, est un contrôle uniforme par rapport au temps, et de Sobolev par rapport
à la variable normale xd, comme cela est fait dans [JMR95]. Il se trouve donc une difficulté
dans le fait de conjuguer ces deux cadres fonctionnels. L’affaiblissement de l’Hypothèse 4.3 de
Kreiss-Lopatinskii uniforme est discutée au Chapitre 5 suivant, où l’on considère des problèmes
aux limites faiblement stables. Concernant les fréquences glancing, l’Hypothèse 4.4 que toute les
fréquences glancing sont d’ordre 2 apparait comme cruciale, voir [Wil00]. De même, il semble
compliqué de se passer de l’Hypothèse 4.5 assurant qu’il n’y a pas de fréquence glancing créée au
bord.

Enfin, il se pose la question de la justification du développement d’optique géométrique que
l’on a construit, c’est-à-dire de montrer que la fonction

z 7→ εU1(z, z′ · ζ1/ε, . . . , z
′ · ζm/ε, xd/ε)

approche effectivement la solution exacte du système (4.1.1) sur un intervalle de temps fixe,
lorsque ε tend vers 0. Pour ce faire, deux méthodes principales s’offrent à nous. Comme cela
est fait dans [Wil96], si l’on dispose d’une solution exacte existant sur un intervalle de temps
indépendant du paramètre ε, il est envisageable de montrer que cette solution exacte et la fonction
définie plus haut se rapprochent lorsque ε tend vers 0, voir également [JMR95 ; CGW11]. Le
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problème est qu’ici on ne dispose pas d’une solution exacte existant sur un intervalle de temps
fixé. Une autre approche consiste à utiliser un très grand nombre de correcteurs, ce dont on ne
dispose pas ici (construire des correcteurs repose sur un contrôle exact de petits diviseurs pour les
modes caractéristiques, qui va plus loin que l’Hypothèse 4.6). L’un comme l’autre de ces points
(obtenir un temps d’existence de la solution exacte indépendant d’epsilon et construire un grand
nombre de correcteurs) ne semblent pas être à notre portée pour le moment, mais pourront être
l’objet de travaux ultérieurs.

4.A Appendices

4.A.1 Fonctions presque-périodiques à valeurs dans un espace de Banach

Soit E un espace de Banach complexe. Dans toute cette partie on étudie des fonctions U de
R dans E, mais on pourrait tout aussi bien obtenir les mêmes résultats avec des fonctions de R+

dans E. On note Cb(R, E) l’ensemble des fonctions continues bornées de R dans E, muni de la
norme de la convergence uniforme. On étudie ici trois notions de presque-périodicité, que l’on
cherche à relier. La définition suivante est celle de la presque-périodicité au sens de Bohr.

Définition 4.A.1 ([Cor09, Définition 3.1]). Soit U une fonction continue de R dans E. On dit
que U est presque-périodique (ou uniformément presque-périodique) si pour tout ε > 0, il existe
un réel `(ε) > 0 tel que dans tout intervalle de R de longueur `(ε), il existe un réel τ tel que

sup
t∈R
‖U(t+ τ)− U(t)‖E < ε.

À ε > 0 fixé, les réels τ de la définition précédente sont appelés des ε-pseudo-périodes.

Remarque 4.A.2. Une fonction U périodique de période T est presque périodique. On peut en
effet prendre `(ε) = T pour tout ε > 0.

Proposition 4.A.3 ([Cor09, Proposition 3.16]). Toute fonction presque périodique est unifor-
mément continue et bornée.

Preuve. Soit U une fonction presque périodique, soit `(1) le réel associé à ε = 1 dans la Définition
4.A.1, et M un majorant de la fonction continue

t 7→ ‖U(t)‖E

sur [0, `(1)]. Pour t quelconque, l’intervalle [−t,−t+ `(1)] de longueur `(1) contient une 1-pseudo-
période τ , et donc

‖U(t)‖E 6 ‖U(t+ τ)− U(t)‖E + ‖U(t+ τ)‖E 6 1 +M

par propriété de la pseudo-période τ et puisque t+ τ appartient à l’intervalle [0, `(1)]. La fonction
U est ainsi bornée par 1 +M .

Concernant le caractère uniformément continue, on se donne ε > 0, `(ε) > 0 le réel donné
par la Définition 4.A.1, et 0 < δ < 1 un réel tel que si t′, t′′ appartiennent à [−1, 1 + `(ε)] et si
|t′ − t′′| < δ, on a ∥∥U(t′)− U(t′′)

∥∥
E
< ε,

qui existe par uniforme continuité de la fonction t 7→ ‖U(t)‖ sur [−1, 1 + `(ε)]. On se donne
maintenant t1, t2 deux réels tels que |t1 − t2| < δ, et τ une ε-pseudo-période de l’intervalle
[−t1,−t1 + `(ε)]. On a alors

‖U(t2)− U(t1)‖E 6 ‖U(t2)− U(t2 + τ)‖E + ‖U(t2 + τ)− U(t1 + τ)‖E + ‖U(t1 + τ)− U(t1)‖E
6 3ε,
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puisque τ est une ε-pseudo-période et que t2 + τ, t1 + τ sont dans [−1, 1 + `(ε)]. Cela conclut la
preuve de la proposition.

On peut montrer avec des arguments similaires le résultat suivant.

Proposition 4.A.4 ([Cor09, Proposition 3.20]). L’ensemble des fonctions presque périodiques
est fermé dans Cb(R, E).

Le résultat suivant caractérise la presque-périodicité au sens de Bohr (Définition 4.A.1), ce
qui nous donne une définition équivalente de celle-ci. Pour une fonction U de Cb(R, E), on note,
pour h dans R, Uh la fonction translatée de U de rapport h définie par Uh : t 7→ U(t+ h).

Théorème 4.A.5 ([Cor09, Théorème 3.2]). Une fonction U de Cb(R, E) est presque-périodique
si et seulement si l’ensemble des translatées {Uh, h ∈ R} est relativement compact dans Cb(R, E).

On en déduit aisément le résultat suivant.

Proposition 4.A.6 ([Cor09, Proposition 3.17, 3.19]). L’ensemble des fonctions presque-périodi-
ques est une espace vectoriel complexe.

On définit maintenant une troisième notion de presque-périodicité, que l’on cherchera à relier
à la première.

Définition 4.A.7. On appelle polynôme trigonométrique de E toute fonction U qui s’écrit comme

U(t) =
n∑

k=1

Uk e
iλkt,

où n > 1, Uk ∈ E et λk ∈ R pour tout k = 1, . . . , n. On dit qu’une fonction U de R dans E a la
propriété d’approximation (ou propriété d’approximation uniforme) si U est limite uniforme de
polynômes trigonométriques.

L’ensemble des fonctions ayant la propriété d’approximation étant la fermeture dans Cb(R, E)
d’une ensemble de fonctions uniformément continues, le résultat suivant est évident.

Proposition 4.A.8. Toute fonction U ayant la propriété d’approximation est uniformément
continue, et l’ensemble de ces fonctions est fermé dans Cb(R, E).

Un polynôme trigonométrique étant presque-périodique (puisque l’ensemble des fonctions
presque-périodiques est un espace vectoriel), la Proposition 4.A.4 nous donne le résultat suivant,
qui constitue un sens de l’équivalence recherchée.

Proposition 4.A.9 ([Cor09, Proposition 3.20]). Tout fonction U ayant la propriété d’approxi-
mation est presque-périodique.

Pour montrer le sens réciproque de cette équivalence, il nous faut introduire la notion de
moyenne d’une fonction presque périodique.

Théorème 4.A.10 ([Cor09, Théorème 3.4]). Pour tout fonction presque périodique U , la quantité
suivante, notée M{U}, est bien définie dans E :

M{U} := lim
R→+∞

1

R

∫ R

0
U(t) dt.

Il s’agit de montrer que la fonction de R > 0 donc on prend la limite est de Cauchy, en
utilisant la définition de la presque-périodicité.
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Remarque 4.A.11. Si U est une fonction périodique de période T , alors on a

M{U} = lim
R→+∞

1

R

∫ R

0
U(t) dt = lim

R→+∞

1

R

[
k

∫ T

0
U(t) dt+

∫ R

kT
U(t) dt

]

= lim
k→+∞

[
k

kT + α

∫ T

0
U(t) dt+

1

kT + α

∫ kT+α

kT
U(t) dt

]
=

1

T

∫ T

0
U(t) dt

où pour R > 0 on note k la partie entière de R/T et α := R − kT . Ainsi, pour une fonction
périodique U , la quantité M{U} coïncide avec la moyenne classique T−1

∫ T
0 U(t) dt des fonctions

périodiques.

On utilise maintenant la notion de moyenne pour donner un sens au développement en série
de Fourier d’une fonction presque-périodique.

Proposition 4.A.12 ([Cor09, Proposition 4.10]). Si U est une fonction presque périodique, alors
la quantité

a(λ,U) := M{t 7→ U(t) e−iλt}
est non nulle pour un nombre au plus dénombrable de λ réels.

La preuve de cette proposition utilise des résultats d’approximation diophantienne.

Définition 4.A.13 ([Cor09, Définition 4.2]). Soit U une fonction presque périodique, et soit λk,
k > 1 les réels tels que la quantité ak := a(λk, U) est non nulle pour k > 1. On note alors

U(t) ∼
+∞∑

k=1

ak e
iλk t,

et l’on appelle la série à droite de cette équation la série de Fourier associée à U .

La série de Fourier d’une fonction presque-périodique la caractérise complètement, comme
l’assure le résultat suivant.

Théorème 4.A.14 ([Cor09, Théorème 4.7]). Soit U et V deux fonctions presque-périodiques. Si
U et V ont la même série de Fourier, c’est-à-dire si pour tout λ dans R on a a(λ,U) = a(λ, V ),
alors U = V dans Cb(R, E).

Enfin, le résultat suivant implique en particulier la réciproque de l’équivalence recherchée.

Théorème 4.A.15 ([Cor09, Théorème 4.8]). Soit U une fonction presque-périodique, donnée par

U(t) ∼
+∞∑

k=1

ak e
iλk t,

alors la suite

Um(t) :=

n(m)∑

k=1

rk,m ak e
iλk t,

converge uniformément vers la fonction U , où les rationnels rk,m dépendent de k mais pas de ak,
et où pour k > 1, rk,m −−−−−→

m→+∞
1.

Remarque 4.A.16. Toute fonction presque-périodique (au sens de la Définition 4.A.1) est donc
limite uniforme de polynômes trigonométriques, et vérifie ainsi la propriété d’approximation. En
conclusion, étant donné une fonction continue U de Cb(R, E), les trois définitions suivantes de la
presque-périodicité sont équivalentes.
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(i) Pour tout ε > 0, il existe un réel `(ε) > 0 tel que dans tout intervalle de R de longueur `(ε),
il existe un réel τ tel que

sup
t∈R
‖U(t+ τ)− U(t)‖E < ε.

(ii) L’ensemble de fonctions {Uh, h ∈ R} est relativement compact dans Cb(R, E).

(iii) La fonction U est limite uniforme de polynômes trigonométriques.

Si l’on dispose d’une structure hilbertienne, c’est-à-dire si X = H où H est un espace de
Hilbert complexe, alors on a un analogue de la formule de Plancherel. On note 〈. | .〉H le produit
scalaire Hilbertien de H.

Proposition 4.A.17 ([Cor09, Remarque 4.17]). Si U, V sont deux fonctions de C(R, H) presque-
périodiques données par

U(t) ∼
+∞∑

k=1

ak e
iλk t, V (t) ∼

+∞∑

k=1

bk e
iλk t,

alors la formule de Plancherel suivante est vérifiée :

M{t 7→ 〈U |V 〉H (t)} =

+∞∑

k=1

〈ak | bk〉H .

4.A.2 Exemple d’un système engendrant une infinité de fréquences sortantes

L’exemple des équations d’Euler compressible isentropique en dimension 2 que l’on a développé
dans ce travail (Exemple 4.1.1 et ceux qui suivent) satisfait les hypothèses que l’on a faites, mais
un autre choix de couple de fréquences au bord peut engendrer un comportement différent. On
discute ici l’exemple d’un couple de fréquences au bord telle qu’il y a une infinité de résonances
entre des fréquences rentrantes et des fréquences sortantes, ce qui crée potentiellement une infinité
de fréquences sortantes à l’intérieur du domaine.

On reprend donc les Exemples 4.1.1 et 4.1.11 ainsi que les notations de ceux-ci, et l’on considère
un réseau de fréquences au bord différent de celui donné dans l’exemple 4.2.1. On considère
cette fois-ci deux fréquences au bord ζ+ et ζ− données par ζ+ := (c0 η0, η0) et ζ− := (−c0 η0, η0),
avec η0 > 0, de sorte que ζ+ et ζ− sont là encore dans la zone hyperbolique H. On rappelle que
c0 = c(v0) > 0 désigne la vitesse du son et que l’état d’équilibre V0 = (v0, 0, u0) vérifie 0 < u0 < c0.
Le réseau de fréquences au bord Fb est donc donné dans cet exemple par

Fb =
{(
c0 η0 (p− q), η0 (p+ q)

)
| p, q ∈ Z

}
.

On note de manière analogue à l’Exemple 4.2.1, pour p, q dans Z, ζp,q := (τp,q, ηp,q) :=
(
c0 η0 (p−

q), η0 (p+ q)
)
la fréquence de Fb donnée par p ζ+ + q ζ−. On commence par vérifier que ce réseau

Fb satisfait bien, sous certains conditions, les Hypothèses 4.5 et 4.6.
Une fréquence ζp,q non nulle est glancing si et seulement si |τp,q| =

√
c2

0 − u2
0 |ηp,q|, c’est-à-dire

si et seulement si 6

(4.A.1)
∣∣∣∣
p− q
p+ q

∣∣∣∣ =
√

1−M2,

où l’on rappelle que le nombre de Mach M est donné par M := u0/c0. Si le réel
√

1−M2 est
irrationnel, il n’existe ainsi pas de relation du type (4.A.1), et donc il n’existe pas de fréquence

6. Si p+ q = 0, alors ηp,q = 0, et donc τp,q = 0 d’après la relation |τp,q| =
√
c20 − u2

0 |ηp,q|, c’est-à-dire que la
fréquence ζp,q est nulle, ce qui est exclu par hypothèse.
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de Fb \ {0} qui soit glancing. On suppose donc que
√

1−M2 est irrationnel, et l’Hypothèse 4.5
est alors vérifiée.

Concernant l’Hypothèse 4.6 de petits diviseurs, on vérifie que, suivant le signe et l’ordre de
p, q, la distance entre la fréquence ζp,q et l’ensemble glancing G est donnée par

dist(ζp,q,G) = C
∣∣∣(p− q)±

√
1−M2(p+ q)

∣∣∣ .

D’après le théorème de Roth, voir [Sch91, Théorème 2A], si le réel
√

1−M2 est algébrique (et
irrationnel, ce que l’on a déjà supposé), alors

√
1−M2 vérifie

∣∣∣
√

1−M2 − r

s

∣∣∣ > C s−(2+ε),

pour tous s ∈ N∗, r ∈ Z et ε > 0. Ainsi, pour tout ζp,q dans Fb \ {0},

dist(ζp,q,G) > C(p+ q)−3/2 > C|ζp,q|−3/2,

et donc l’Hypothèse 4.6 est vérifiée.
Le réseau Fb satisfait donc bien, sous les hypothèses que

√
1−M2 est irrationnel et algébrique,

les Hypothèses 4.5 et 4.6. On détaille maintenant pourquoi il ne satisfait pas l’Hypothèse 4.7.
On reprend les notations de l’Exemple 4.1.11, et on détermine tout d’abord que, dans la zone
hyperbolique, les valeurs propres i ξ1(ζ), i ξ2(ζ) et i ξ3(ζ), définies par (4.1.15), sont données, pour
ζ = ζp,q dans Fb \ {0}, par

i ξ1(ζp,q) = i η0
M (p− q) + sign(p− q)

√
(p+ q)2M2 − 4pq

1−M2
,

i ξ2(ζp,q) = i η0
M (p− q)− sign(p− q)

√
(p+ q)2M2 − 4pq

1−M2
,

i ξ3(ζp,q) = i η0
(q − p)
M

.

On note d’abord que là encore la valeur propre linéaire i ξ3(ζp,q) engendre une infinité de résonances
du type

α3(ζp,q) + α3(ζr,s) = α3(ζp+r,q+s),

qui sont des résonances entre fréquences rentrantes. On remarque maintenant que dans les
expressions de i ξ1(ζp,q) et i ξ2(ζp,q), la quantité sous la racine est symétrique en (p, q). Ainsi,
étant donné p, q dans Z∗, on a les relations suivantes

ξ1(ζp,q) + ξ1(ζq,p) = 0, ξ2(ζp,q) + ξ2(ζq,p) = 0.

Puisque ξ3(ζp+q,q+p) = 0, les résonances suivantes sont vérifiées :

α1(ζp,q) + α1(ζq,p) = α3(ζp+q,q+p), α2(ζp,q) + α2(ζq,p) = α3(ζp+q,q+p).

La fréquence α3(ζp+q,q+p) étant toujours rentrante, et les fréquences α1(ζp,q) et α1(ζq,p) étant
toujours sortantes, on a donc une infinité de résonances où deux fréquences sortantes engendrent
une fréquence rentrante. Ce type de résonance est exclu dans l’Hypothèse 4.7, et notre analyse ne
s’applique donc pas à cet exemple.

4.A.3 Détails de certains calculs

On détaille ici comment on a obtenu l’équation (4.2.9) de l’Exemple 4.2.1 ainsi que l’expression
explicite des coefficients C2(p, q, r, s, δ), C4(p, q, r, s, δ) et C6(p, q, r, s, δ).
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On cherche à trouver à caractériser la résonance

α1,2(ζp,q) + α1,2(ζr,s) = α3(ζp+r,q+s)

pour p, q, r, s dans Z. On remarque d’abord que cette résonance a lieu si et seulement si la relation

ξ1,2(ζp,q) + ξ1,2(ζr,s) = ξ3(ζp+r,q+s)

est vérifiée. En réduisant au même dénominateur, on établit que cette égalité est équivalente à

±M
√

(p+ q)2M2 + 2pq(δ − 1) + q2(δ2 − 1)

±M
√

(r + s)2M2 + 2rs(δ − 1) + s2(δ2 − 1) = (p+ r + δq + δs).

On passe une première fois au carré pour trouver l’équation équivalente

± 2M2
(
M4(p+ q)2(r + s)2 +M2

[
(p+ q)2

(
2rs(δ − 1) + s2(δ2 − 1)

)

+ (r + s)2
(
2pq(δ − 1) + q2(δ2 − 1)

) ]

+ 4pqrs(δ − 1)2 + q2s2(δ2 − 1)2 + 2(pqs2 + rsq2)(δ2 − 1)(δ − 1)
)1/2

=M4
[
(p+ q)2 + (r + s)2

]
+M2

[
2(pq + rs)(δ − 1) + (q2 + s2)(δ2 − 1)

]

− (p+ r − q − s)2.

On obtient donc après une deuxième mise au carrée l’expression (4.2.9) rappelée ici

(4.A.2)
[
(p+ q)2 − (r + s)2

]
M8 + C6(p, q, r, s, δ)M6 + C4(p, q, r, s, δ)M4

+ C2(p, q, r, s, δ)M2 + (p+ r + δq + δs)2 = 0,

où

C6(p, q, r, s, δ) :=2
[
(p+ q)2 − (r + s)2

](
2(rs− pq)(δ − 1) + (s2 − q2)(δ2 − 1)

)
,

C4(p, q, r, s, δ) :=2
[
(p+ q)2 + (r + s)2

]
(p+ r + δq + δs)2

−
[
2(pq − rs)(δ − 1) + (q2 − s2)(δ2 − 1)

]2
,

C2(p, q, r, s, δ) :=8(p+ r + δq + δs)2
[
2(pq + rs)(δ − 1) + (q2 + s2)(δ2 − 1)

]
.

Si maintenant le coefficient dominant de (4.A.2) est nul, c’est-à-dire si (p+ q)2 = (r + s)2, alors
on a également C6(p, q, r, s, δ) = 0.

On détaille maintenant l’obtention de l’équation (4.2.10). Ici encore la résonance

α1,2(ζp,q) + α1,2(ζr,s) = α1,2(ζp+r,q+s)

advient si et seulement si la relation

ξ1,2(ζp,q) + ξ1,2(ζr,s) = ξ1,2(ζp+r,q+s)

est vérifiée, c’est-à-dire si et seulement si l’équation

±
√

(p+ q)2M2 + 2pq(δ − 1) + q2(δ2 − 1)

±
√

(r + s)2M2 + 2rs(δ − 1) + s2(δ2 − 1)

=±
√

(p+ q + r + s)2M2 + 2(p+ r(q + s)(δ − 1) + (q2 + s2)(δ2 − 1)
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est satisfaite. Une première mise au carré nous donne l’équation équivalente

2M2(p+ q)(r + s) + 2(δ − 1)(ps+ qr) + 2(δ2 − 1)qs

=± 2
{
M4(p+ q)2(r + s)2 +M2

[
(p+ q)2

(
2rs(δ − 1) + s2(δ2 − 1)

)

+ (r + s)2
(
2pq(δ − 1) + q2(δ2 − 1)

)]

+ 4pqrs(δ − 1)2 + q2s2(δ2 − 1)2 + 2(pqs2 + rsq2)(δ − 1)2(δ + 1)
}1/2

,

puis une deuxième mis au carré, après de nombreuses simplifications nous assure que celle-ci est
équivalente à l’équation (4.2.10)

(ps− qr)2(1−M2)(δ − 1)2 = 0.



Chapter5
Transverse instability of high frequency weakly
stable quasilinear boundary value problems

Outline of the current chapter

5.1 Notation and assumptions 168
5.1.1 Position of the problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
5.1.2 Weak Kreiss-Lopatinskii condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
5.1.3 Oscillations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

5.2 Derivation of the system 179
5.2.1 Ansatz and WKB cascade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
5.2.2 Rewriting the equations: leading profile and first corrector . . . . . . 181
5.2.3 General system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

5.3 Existence of an analytic solution 200
5.3.1 First toy model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
5.3.2 Functional framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
5.3.3 A Cauchy-Kovalevskaya theorem for boundary equations . . . . . . . 208
5.3.4 Second toy model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
5.3.5 Additional functional framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
5.3.6 Time analyticity on the boundary and Cauchy-Kovalevskaya theorem

for incoming equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
5.4 Instability 226

5.4.1 Linearization around a particular solution . . . . . . . . . . . . . . . 226
5.4.2 Instability on toy models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

5.5 The example of gas dynamics 237

This chapter takes interest into the (in)-stability of multiphase geometric optics expansions
for weakly stable quasilinear hyperbolic boundary value problems. The formal construction of
such geometric optics expansions goes back to Majda, Artola, and Rosales, in [MR83; MR84;
AM87; MA88]. In this chapter, we prove that, for toy models, this expansion can be unstable, in
the sense that a small perturbation of the boundary forcing term interferes at the leading order
in the asymptotic expansion.

For uniformly stable problems, the construction of a multiphase asymptotic expansion is
performed, for Cauchy problems, notably in [HMR86] for the linear case, and in [JMR95] for
the quasilinear one. In the case of boundary value problems, [Wil96] studies the semilinear case
with multiple frequencies on the boundary, and the quasilinear case is treated in [CGW11] for
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one phase on the boundary, the case of multiple phases being addressed in the present thesis
in Chapter 4. In the weakly stable case, that is, when the weak Kreiss-Lopatinksii condition
is satisfied, an amplification phenomenon occurs, as shown in works of Coulombel, Guès and
Williams. The first rigorous construction of a geometric optics expansion in the weakly stable
case is performed in [CG10] for the linear boundary value problem. Nonlinear cases are treated
in [CGW14; CW14] for the semilinar case, and [CW17] for the quasilinear one. In [CGW14;
CW14; CW17], the authors consider one phase on the boundary, and the present chapter intends
to address the extension of [CW17] to the multiphase case. Here, allowing multiple phases on
the boundary permits us to consider a particular configuration of frequencies on the boundary,
which, thanks to the amplification phenomenon, will lead to an instability for the asymptotic
expansion. We show however that, fixing a locus of breaking of the Kreiss-Lopatinskii condition,
this configuration of frequencies creating an instability cannot happen for the example of gas
dynamics. This leaves hope to justify the validity of the geometric optics expansion for the gas
dynamics. This work is divided in three main parts: (i) the derivation of the equations satisfied
by the profiles in the multiphase case, following [CW17]; (ii) the proof of existence of solutions
to the obtained system in an analytical framework; and (iii) the proof of instability for this
system, namely, that there exists a perturbation of the boundary forcing term interfering at a
leading order in the expansion. The general system being out of our reach for the moment, both
for existence and for instability, we treat toy models of the general system of equations for the
profiles.

For the boundary value problem considered in this chapter, the boundary is assumed to
satisfy the weak Kreiss-Lopatinskii condition, namely that the Kreiss-Lopatinskii condition
breaks on a certain locus of the space of frequencies. More precisely, we assume here that the
locus where the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied lies in the hyperbolic region (see
[BGS07, Definition 2.1]). For boundary frequencies for which the Kreiss-Lopatinskii condition is
not satisfied, an amplification phenomenon occurs on the boundary. The idea is to consider a
particular configuration of frequencies on the boundary which will turn this amplification into
a strong instability. For this purpose, we consider a boundary forcing term G oscillating at a
frequency ϕ, belonging to the locus where the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied, and
we perturb this boundary forcing term G with a perturbation term H, oscillating at a transverse
frequency ψ also belonging to the locus where the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied,
of small amplitude compared to the one of G. Then we assume that two well chosen resonance
relations between ϕ and ψ exists, which will allow the perturbation H to ascend towards the
leading order, through repeated amplification and resonances. We study in this chapter the
possibility for such a configuration of frequencies to happen for the isentropic compressible
Euler equations in space dimension 3. We prove that for a particular choice of locus where the
Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied, the configuration of boundary frequencies considered
here is impossible for the Euler system.

The derivation of equations for the amplitudes from the BKW cascade follows the one detailed
in [CW17]. The main difference with the iterative process in the uniform stable case, and in
particular with the derivation of equations in Chapter 4, is that, for boundary frequencies lying
in the locus where the Kreiss-Lopatinski condition is not satisfied, we cannot a priori determine
a boundary condition for incoming profiles. Indeed, because of the weak Kreiss-Lopatinskii
condition, for such boundary frequencies, the traces of incoming profiles are expressed through an
unknown scalar function. For a given order, the evolution equations satisfied by these boundary
terms are derived using equations on profiles of the next order. This is where amplification occurs.
The main difference with [CW17] is that, because of resonances, equations for each profiles and
for boundary terms are coupled with each other. Also, in comparison with [CW17], in equations
for the boundary term of a given order, there is a term involving the trace of a profile of the next
order, which was proven to be zero in [CW17], because resonances were absent in that work. This
results to a highly coupled system. We discuss two points about this system, the existence of a
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solution to it, and creation of an instability.

The existence of a solution to the system of equations for the profiles is proven in an analytical
setting. The aim is to use the abstract Cauchy-Kovalevskaya theorem, whose proof can be found
in [Nir72] and [Nis77]. We use in this chapter the formulation of [BG78]. The system of equations
for the profiles is made of incoming and outgoing equations for interior profiles, whose traces
of incoming profiles are expressed with boundary terms that in turn satisfy coupled evolution
equations on the boundary. As already mentioned, the general system is difficult to treat, so we
consider two different toy models for the study of existence. Both retain only a few profiles (which
are the ones of interest), and remove some couplings between equations. The first one is only
constituted by coupled equations on the boundary terms, and we make this first toy model more
complex into a second one by incorporating interior equations, whose traces on the boundary are
given by the solutions to the equations on the boundary. For the first toy model, containing only
equations on the boundary, the formulation of [BG78] can be applied, using a chain of spaces
quantifying analyticity by means of the Fourier transform. The only difficulty is to show that
a certain bilinear operator appearing in the equations is semilinear in the considered spaces of
functions, and this is a straightforward adaptation of a result of [CW17]. For the second toy
model, incorporating interior equations, the aim is to apply the Cauchy-Kovalevskaya theorem
to the interior equations, seen as propagation equations in the normal direction. Therefore, we
need the boundary terms, solutions to boundary equations, to be analytical with respect to all
their variables: both tangential space variables and time. However, if we apply the classical
Cauchy-Kovalevskaya theorem to the boundary equations, we obtain a solution analytical only
with respect to tangent space variables, and not with respect to time. In unpublished lecture
notes, Clément Mouhot proves a version of the Cauchy-Kovalevskaya theorem with analytic
solutions, but, in this work, the analyticity is not quantified in a space of analytical functions.
Therefore, we need to adapt the Cauchy-Kovalevskaya theorem to obtain analyticity with respect
to all variables for solutions to boundary equations. This is done using the method of majoring
series, and the phenomenon of regularization by integration in time introduced in [Uka01], see
also [Mét09; Mor20]. We define for this purpose a chain of functional spaces of analytic functions,
with a formulation adapted from [BG78] to the framework of majoring series, and prove the
result using a fixed point theorem. We also define a chain of functional spaces suited to apply the
Cauchy-Kovalevskaya theorem for interior equations, having constructed analytic boundary terms.
Applying the Cauchy-Kovalevskaya theorem to interior equations in this chain of functional spaces
then presents no difficulty.

To prove that there is an instability, namely, that a small perturbation H of the boundary
forcing term G interferes at a leading order, since the perturbation H is small compared to G,
we consider the linearized version of the general system, around the particular solution of this
system when the perturbation H is zero. We obtain a linearized system with a small boundary
forcing term given by H, and we prove that there exists a boundary term H such that this system
admits a solution whose first order profiles are not all zero. It shows that the small perturbation
H interferes at a leading order for the linearized system, which constitutes an instability. This is
proven by contradiction: we assume that for all boundary terms H, all leading profiles are zero,
and we contradict a certain condition by constructing the second order profiles. As for the part
about existence, we work here with toy models, as the coupling of the general system of equations
is too difficult to handle. The first toy model allows us to construct explicitly the solution to the
linearized system, solving the considered transport equations by the method of characteristics.
For the second one, the coupling is more complex, preventing us to apply the latter method, and
we use a perturbation method and solve equations with a fixed point theorem.

This chapter is organized as follows. First we state the problem that we study here, make
structural assumptions about it, and specify some assumptions and preliminary results about
the oscillations at stake. Then, in a second part, the general system of equations for the profiles
is derived, by detailing the iterative process for the leading profile and then the first corrector,
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and by writing down the general system satisfied by higher order correctors. We proceed in a
third part with the proof of existence of a solution to toy models of this general system. We
start by detailing the obtaining of the first toy model, then defining the functional framework
which will be used, specifying the toy model according to this functional framework, and applying
the Cauchy-Kovalevskaya theorem for boundary equations. Then we detail how this first toy
model is made more complex into a second one, we define additional functional spaces and specify
the second toy model accordingly, and finally we prove existence and analyticity of solutions to
boundary equations, leading to existence of solutions to interior equations, using the classical
Cauchy-Kovalevskaya theorem. The fifth part is devoted to the proof of instability, first by deriving
the linearization of the general system around the particular solution where the perturbation H
is zero, and then by proving, for two different toy models, that an instability is created. Finally,
in a sixth part, the example of isentropic compressible Euler equations in space dimension 3 is
studied.

In all the chapter the letter C denotes a positive constant that may vary during the analysis,
possibly without any mention being made.

5.1 Notation and assumptions

5.1.1 Position of the problem

Given a time T > 0 and an integer d > 2, let ΩT be the domain ΩT := (−∞, T ]× Rd−1 × R+

and ωT := (−∞, T ] × Rd−1 its boundary. We denote as t ∈ (−∞, T ] the time variable, x =
(y, xd) ∈ Rd−1 × R+ the space variable, with y ∈ Rd−1 the tangential variable and xd ∈ R+ the
normal variable, and at last z = (t, x) = (t, y, xd). We also denote by z′ = (t, y) ∈ ωT the variable
of the boundary {xd = 0}. For i = 1, . . . , d, we denote by ∂i the partial derivative operator with
respect to xi. Finally we denote as α ∈ Rd+1 and ζ ∈ Rd the dual variables of z ∈ ΩT and
z′ ∈ ωT . We consider the following problem

(5.1.1)





L(uε, ∂z)u
ε := ∂tu

ε +
d∑

i=1

Ai(u
ε) ∂iu

ε = 0 in ΩT ,

B uε|xd=0 = ε2 gε + εM hε on ωT ,

uε|t60 = 0,

where the unknown uε is a function from ΩT to an open set O of RN containing zero, N > 1, the
matrices Aj are smooth functions of O with values inMN (R), the matrix B belongs toMp̃,N (R)
and is of maximal rank (integer p̃ > 1 will be made precise below).

The boundary term is a superposition of a reference forcing oscillating term ε2 gε (of charac-
teristic wavelength ε) and a smaller, transverse, oscillating term εM hε with M > 3, namely, for
z′ ∈ ωT ,

gε(z′) = G

(
z′,

z′ · ϕ
ε

)
,(5.1.2a)

hε(z′) = H

(
z′,

z′ · ψ
ε

)
,(5.1.2b)

where G,H are functions of the Sobolev space of infinite reguarity H∞(Rd × T), are zero for
negative time t, and with boundary frequencies ϕ,ψ given in Rd \ {0}. Frequencies ϕ and ψ are
taken linearly independent over R, that is, ψ /∈ Rϕ. We denote by ζ the couple ζ := (ϕ,ψ). In
this paper we wish to place ourselves in the framework of weakly nonlinear geometric optics.
Usually to obtain this framework the amplitude of the boundary forcing term must be of order
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O(ε). Here, because we will assume that the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied for
ϕ (and ψ), an amplification phenomenon will happen at the boundary for this frequency, so a
forcing term of amplitude of order O(ε2) should be chosen on the boundary. This scaling has
been studied in [AM87; MR83; MR84; CW17]. Note that if we set hε = 0 in system (5.1.1), we
obtain the system studied in [CW17].

To simplify the equations and computations we assume that the coefficients are affine maps,
that is, for j = 1, . . . , d,

Aj(u) = Aj(0) + dAj(0) · u.
We make the following structural and classical assumption on the boundary.

Assumption 5.1 (noncharacteristic boundary). The boundary is noncharacteristic, that is,
matrix Ad(0) is invertible.

To simplify the equations and the computations we will study here the case M = 3, but there
is no apparent obstacle to generalize this analysis to any integer M > 4. For the same purpose
we choose to work with the particular case of 3-dimensional vectors (N = 3) since it is sufficient
in this analysis to create instabilities.

In this paper we study a geometric optics asymptotic expansion for system (5.1.1), namely,
we look for an approximate solution to (5.1.1) in the form of a formal series

(5.1.3) uε,app(z) =
∑

n>1

εn Un

(
z,

Φ(z)

ε

)
,

where the collection of phases Φ will be made precise later. The approximate solution is expected
to be of order O(ε) because of the weakly nonlinear framework. The aim is to show that, with a
well chosen configuration of frequencies, there is an instability in this asymptotic expansion, in
the sense that, despite its small amplitude order O

(
ε3
)
, the perturbation ε3 hε may interfere at

the leading order, i.e. in the construction of the leading profile U1. In addition to this instability,
we will study well-posedness for a toy model associated with the equations for the profiles, and
the possibility for such a frequency configuration to occur in the case of Euler equations in space
dimension 3.

We start by making a series of structural assumptions on system (5.1.1) and detailing the
configuration of frequencies considered here.

The following definition introduces the notion of characteristic frequency.

Definition 5.1.1. For α = (τ, η, ξ) ∈ R× Rd−1 × R, the symbol L(0, α) associated with L(0, ∂z)
is defined as

L(0, α) := τI +

d−1∑

i=1

ηiAi(0) + ξAd(0).

Then we define its characteristic polynomial as p(τ, η, ξ) := detL
(
0, (τ, η, ξ)

)
. We say that

α ∈ R1+d is a characteristic frequency if it is a root of the polynomial p.

The following assumption, called strict hyperbolicity (see [BGS07, Definition 1.2]), is made.
Assumptions of hyperbolicity, whether strict or with constant multiplicity, are very usual, see
e.g. [Wil96; CGW11; JMR95], and related to the structure of the problem. Assumption of
hyperbolicity with constant multiplicity, which is more general than Assumption 5.2 of strict
hyperbolicity below, is sometimes preferred like in [CGW11; JMR95]. We chose here to work
with the latter for technical reasons. Recall that we placed ourselves in the particular case where
the size of the system is N = 3.
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Assumption 5.2 (strict hyperbolicity). There exist real functions τ1 < τ2 < τ3, analytic with
respect to (η, ξ) in Rd \ {0}, such that for all (η, ξ) ∈ Rd \ {0} and for all τ ∈ R, the following
factorisation is verified

p(τ, η, ξ) = det
(
τI +

d−1∑

i=1

ηiAi(0) + ξAd(0)
)

=

3∏

k=1

(
τ − τk(η, ξ)

)
,

where the eigenvalues −τk(η, ξ) of the matrix A(η, ξ) :=
∑d−1

i=1 ηiAi(0) + ξAd(0) are therefore
simple.

5.1.2 Weak Kreiss-Lopatinskii condition

We define the following space of frequencies

Ξ := {ζ = (σ = τ − iγ, η) ∈ (C× Rd−1)\{0} | γ > 0},
Σ :=

{
ζ ∈ Ξ | τ2 + γ2 + |η|2 = 1

}
,

Ξ0 := {ζ ∈ Ξ | γ = 0},
Σ0 := Ξ0 ∩ Σ.

We also define the matrix valued symbol which we get when applying the Laplace-Fourier
transform to the operator L(0, ∂z). For all ζ = (σ, η) ∈ Ξ, let

A(ζ) := −i Ad(0)−1
(
σI +

d−1∑

i=1

ηj Aj(0)
)
.

The Hersh lemma ([Her63]) ensures that for ζ in Ξ\Ξ0, the matrix A(ζ) ∈ M3(C) has no
eigenvalue of zero real part, and that the stable subspace associated with the eigenvalues of
negative real part, denoted by E−(ζ), is of constant dimension, denoted p. Furthermore, the
integer p is obtained as the number of positive eigenvalues of the matrix Ad(0). We denote by
E+(ζ) the unstable subspace A(ζ) associated with eigenvalues of positive real part, which is of
dimension 3− p.

In [Kre70] (see also [CP82] and [BGS07]) it is shown that the stable and unstable subspaces
E± extend continuously to the whole space Ξ in the strictly hyperbolic case (Assumption 5.2).
We still denote by E± the extensions to Ξ. The hyperbolic region, denoted by H, is defined as the
set of frequencies ζ such that matrix A(ζ) has only purely imaginary eigenvalues.

The following assumption is very structural to the problem (see for example [CG10, Assummp-
tion 2.5]), and is the one which allows amplification on the boundary, and thus instability.

Assumption 5.3 (weak Kreiss-Lopatinskii condition).
• For all ζ ∈ Ξ \ Ξ0, kerB ∩ E−(ζ) = {0}.
• The set Υ := {ζ ∈ Σ0 | kerB ∩ E−(ζ) 6= {0}} is nonempty and included in the hyperbolic
region H.
• There exist a neighborhood V of Υ in Σ, a real valued C∞ function κ defined on V, a basis
E1(ζ), . . . , Ep(ζ) of E−(ζ) and a matrix P (ζ) ∈ GLp(C) which are of class C∞ with respect
to ζ ∈ V such that, for all ζ in V,

B
(
E1(ζ) · · ·Ep(ζ)

)
= P (ζ) diag

(
γ + iκ(ζ), 1, . . . , 1

)
.

Remark 5.1.2. First point of Assumption 5.3, requiring that kerB∩E−(ζ) = {0} for all ζ ∈ Ξ\Ξ0,
implies in particular that p̃, the rank of B, equals p, the dimension of E−(ζ). These two equal
integers will be denoted by p in the following. Assumption 5.5 below sets furthermore the integer
p = p̃ to be equal to 2.
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The so-called Kreiss-Lopatinskii condition is the first point of Assumption 5.3 that stands in
Ξ \ Ξ0, and the next two points detail how this condition breaks on the boundary Ξ0 of Ξ (for
the uniform Kreiss-Lopatinskii condition to hold, equality kerB ∩ E−(ζ) = {0} is assumed to
be satisfied everywhere in Ξ, see [Kre70]). The second point asserts that the Kreiss-Lopatinskii
condition breaks only in the hyperbolic region H, and the third one ensures that when it breaks,
the space kerB ∩ E−(ζ) is of dimension 1, and that the default of injectivity of B on E−(ζ) is
parameterize by the C∞ function κ. In particular, κ must be zero on Υ, and nonzero on Σ0 \Υ.

Together with Assumptions 5.1 and 5.2, Assumption 5.3 ensures that for all ε > 0, system
(5.1.1) is weakly well-posed locally in time (which depends on ε). A proof of a similar result, for
characteristic free boundary problems can be found in [CS08]. Indeed, the three assumptions 5.1,
5.2 and 5.3 are stable under small perturbations around the equilibrium, see [BGS07, Section 8.3].

5.1.3 Oscillations

The notion of incoming, outgoing and glancing frequencies is now introduced.

Definition 5.1.3. Let α = (τ, η, ξ) ∈ Rd+1\ {0} be a characteristic frequency, and k the integer
between 1 and 3 such that τ = τk(η, ξ). The group velocity vα ∈ Rd associated with α is defined as

vα := ∇η,ξ τk(η, ξ).

We shall say that α is glancing (resp. incoming, outgoing) if ∂ξτk(η, ξ) is zero (resp. negative,
positive). When α is not glancing, the vector field Xα associated with α is defined as

(5.1.4) Xα :=
−1

∂ξτk(η, ξ)

(
∂t − vα · ∇x

)
=

−1

∂ξτk(η, ξ)

(
∂t −∇ητk(η, ξ) · ∇y − ∂ξτk(η, ξ) ∂xd

)
.

Lax lemma, see Lemma 5.1.10 below, ensures that these constant coefficients scalar transport
operators Xα appear naturally in the equations satisfied by the profiles arising in weakly nonlinear
asymptotic expansions (see [Rau12]).

We describe now a decomposition of the stable subspace E−(ζ) for ζ ∈ Ξ0, that uses strict
hyperbolicity (Assumption 5.2).

Proposition 5.1.4 ([Wil96], Proposition 3.4). Consider ζ = (τ, η) ∈ Ξ0. We denote by i ξj(ζ)
for j = 1, . . . ,M(ζ) the distinct complex eigenvalues of the matrix A(ζ), and if ξj(ζ) is real, we
shall denote by αj(ζ) := (τ, η, ξj(τ, η)) the associated real characteristic frequency. If ξj(ζ) is
real, we also denote by kj the integer between 1 and 3 such that τ = τkj (η, ξj(ζ)). Then the set
{1, 2, . . . ,M(ζ)} decomposes as the disjoint union

(5.1.5) {1, 2, . . . ,M(ζ)} = G(ζ) ∪ I(ζ) ∪ P(ζ) ∪ O(ζ) ∪N (ζ),

where the sets G(ζ), I(ζ), P(ζ), O(ζ) and N (ζ) correspond to indexes j such that respectively
αj(ζ) is glancing, αj(ζ) is incoming, Im(ξj(ζ)) is positive, αj(ζ) is outgoing and Im(ξj(ζ)) is
negative.

Then the following decomposition of E−(ζ) holds

(5.1.6) E−(ζ) =
⊕

j∈G(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈R(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈P(ζ)

Ej−(ζ),

where for each index j, the subspace Ej−(ζ) is precisely described as follows.

i) If j ∈ P(ζ), the space Ej−(ζ) is the generalized eigenspace A(ζ) associated with the eigenvalue
i ξj(ζ).

ii) If j ∈ R(ζ), we have Ej−(ζ) = kerL
(
0, αj(ζ)

)
, which is of dimension 1.
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iii) If j ∈ G(ζ), we denote by nj the algebraic multiplicity of the imaginary eigenvalue iξj(ζ).
For small positive γ, the multiple eigenvalue i ξj(τ, η) splits into nj simple eigenvalues,
denoted by i ξkj (τ − iγ, η), k = 1, . . . , nj, all of nonzero real part. We denote by µj the
number (independent of γ > 0) of the eigenvalues i ξkj (τ − iγ, η) of negative real part. Then
Ej−(ζ) is of dimension µj and is generated by the vectors w satisfying [A(ζ)− iξj(ζ)]µjw = 0.
Furthermore, if nj is even, µj = nj/2 and if nj is odd, µj is equal to (nj−1)/2 or (nj+1)/2.

Likewise, the unstable subspace E+(ζ) decomposes as

(5.1.7) E+(ζ) =
⊕

j∈G(ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈S(ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈N (ζ)

Ej+(ζ),

with similar description of the subspaces Ej+(ζ). In particular, if the set G(ζ) is empty, then

C3 = E−(ζ)⊕ E+(ζ).

For ζ ∈ Ξ0, we denote by C(ζ) the set of indices such that αj(ζ) is real characteristic, that is

C(ζ) := I(ζ) ∪ O(ζ) ∪ G(ζ).

Definition 5.1.5. A frequency ζ in Ξ0 is said to be glancing if there exists j = 1, . . . ,M(ζ) such
that αj(ζ) is glancing, i.e. if G(ζ) is nonempty, hyperbolic if A(ζ) has only purely imaginary
eigenvalues, that is if P(ζ) ∪ N (ζ) is empty and mixed if P(ζ) ∪ N (ζ) is nonempty. We shall
denote by G (resp. H, EH) the set of glancing (resp. hyperbolic, mixed) frequencies.

Definition 5.1.6. For ζ ∈ Ξ0 not glancing, according to Proposition 5.1.4, we have the following
decomposition of C3:

C3 =
⊕

j∈O(ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈N (ζ)

Ej+(ζ)⊕
⊕

j∈I(ζ)

Ej−(ζ)⊕
⊕

j∈P(ζ)

Ej−(ζ).

In that case we denote by Πe(ζ) the projection from C3 on the stable elliptic component Ee−(ζ) :=

⊕j∈P(ζ)E
j
−(ζ) according to this decomposition.

The following result is adapted from [CG10, Lemma 3.2] to the case of mixed frequencies.

Lemma 5.1.7. For all ζ ∈ Ξ0 nonglancing, the following decompositions hold

C3 =
⊕

j∈C(ζ)

kerL
(
0, αj(ζ)

)
⊕ Fζ(5.1.8a)

C3 =
⊕

j∈C(ζ)

Ad(0) kerL
(
0, αj(ζ)

)
⊕Ad(0)Fζ ,(5.1.8b)

where Fζ is the generalized eigenspace of A(ζ) associated with the eigenvalues of nonzero real part.
Furthermore, if we denote by Pj(ζ) and PFζ (resp. Qj(ζ) and QFζ ) the projectors associated with
the decomposition (5.1.8a) (resp. (5.1.8b)), then we have

(5.1.9) ImL
(
0, αj(ζ)

)
= kerQj(ζ),

for all j.

In [CG10], the result is proven only for frequencies ζ hyperbolic, and the proof is slightly simpler
using directly the diagonalizability of matrix A(ζ). Here the matrix is only block-diagonalizable,
and we have to deal with eigenvalues of nonzero real part.
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Proof. The two decompositions come from the block-diagonalizability of matrix A(ζ), the fact
that ζ is not glancing and the invertibility of matrix Ad(0). Indeed, for any nonglancing frequency
ζ ∈ Ξ0, there exists therefore an invertible matrix T (ζ) such that T (ζ)A(ζ)T (ζ)−1 is the block
diagonal matrix

T (ζ)A(ζ)T (ζ)−1 = diag
(
iξ1(ζ), . . . , iξmζ (ζ),A±(ζ)

)

where the ξj(ζ) are real scalars, and the spectrum of the block A±(ζ) is contained in C \ iR. The
proof decomposes in two main steps. First we construct a sequence of diagonalizable matrix
converging toward A(ζ), in order to be able to adapt the method used in [CG10]. Then using
projectors defined for this sequence of matrix, analogous to Pj(ζ) and Qj(ζ), we are able to prove
relation (5.1.9), using diagonalizability.

Step 1. We consider a sequence (Ak±(ζ))k>0 of diagonalizable matrices converging toward
A±(ζ). For k > 0, we denote by T̃k(ζ) the invertible matrix such that

T̃k(ζ)Ak±(ζ) T̃k(ζ)−1 = diag(iλ1, . . . , iλ3−mζ ).

We also denote by Tk(ζ) the block diagonalizable matrix

Tk(ζ) := diag(Imζ , T̃k(ζ)),

and we finally define, for k > 0 the matrix Ak(ζ) as

Ak(ζ) := T (ζ)Tk(ζ) diag
(
iξ1(ζ), . . . , iξmζ (ζ), iλ1, . . . , iλ3−mζ

)
Tk(ζ)−1 T (ζ)−1.

Note that the sequence
(
Ak(ζ)

)
k>0

is by definition a sequence of diagonalizable matrices which
converges toward A(ζ). Using this diagonalizability we get the two following decompositions of
C3, for k > 0:

C3 =

mζ⊕

j=1

ker
(
Ak(ζ)− iξj(ζ)I

)
⊕

3−mζ⊕

j=1

ker
(
Ak(ζ)− iλjI

)
(5.1.10a)

=

mζ⊕

j=1

Ad(0) ker
(
Ak(ζ)− iξj(ζ)I

)
⊕

3−mζ⊕

j=1

Ad(0) ker
(
Ak(ζ)− iλjI

)
.(5.1.10b)

First we note that, by definition of the matrix Ak(ζ), the eigenspace ker
(
Ak(ζ) − iξj(ζ)I

)
is

equal to kerL
(
0, αj(ζ)

)
and that

3−mζ⊕

j=1

ker
(
Ak(ζ)− iλjI

)
= Fζ .

Thus we define the projectors P k,j± (ζ) (resp. Qk,j± (ζ)) on ker
(
Ak(ζ) − iλjI

)
(resp. Ad(0)

ker
(
Ak(ζ)− iλjI

)
) associated with the decomposition (5.1.10a) (resp. (5.1.10b)). According to

the previous remark we then have

I = P1(ζ) + · · ·+ Pmζ (ζ) + P k,1± (ζ) + · · ·+ P
k,3−mζ
± (ζ)(5.1.11a)

= Q1(ζ) + · · ·+Qmζ (ζ) +Qk,1± (ζ) + · · ·+Q
k,3−mζ
± (ζ).(5.1.11b)

Step 2. For j0 between 1 and mζ , analogously to L
(
0, αj0(ζ)

)
, we define

Lk
(
0, αj0(ζ)

)
:= iAd(0)

(
Ak(ζ)− iξj0(ζ)I

)
.
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By definition and since the following relation is satisfied

L
(
0, αj0(ζ)

)
= iAd(0)

(
A(ζ)− iξj0(ζ)I

)
,

the sequence
(
Lk
(
0, αj0(ζ)

))
k>0

converges to L
(
0, αj0(ζ)

)
. We consider Lk

(
0, αj0(ζ)

)
X an

element of ImLk
(
0, αj0(ζ)

)
withX ∈ C3, and the aim is to prove that it belongs to kerQj0(ζ). The

latter is a closed space, so, since the sequence
(
Lk
(
0, αj0(ζ)

)
X
)
k>0

converges to L
(
0, αj0(ζ)

)
X,

it will follow that ImL
(
0, αj0(ζ)

)
⊂ kerQj0(ζ) and the conclusion then infers because of equality

of dimension of the two spaces.
We have, by definition of the projectors Pj(ζ) and P k,j± (ζ) and because of the decomposition

(5.1.11a),

Lk
(
αj0(ζ)

)
X = iAd(0)

(
Ak(ζ)− iξj0(ζ)I

){ mζ∑

j=1

Pj(ζ)X +

3−mζ∑

j=1

P k,j± (ζ)X
}

= iAd(0)

mζ∑

j=1
j 6=j0

(
iξj(ζ)− iξj0(ζ)

)
Pj(ζ)X + iAd(0)

3−mζ∑

j=1

(
iλj(ζ)− iξj0(ζ)

)
P k,j± (ζ)X,

and the last term belongs to

mζ⊕

j=1
j 6=j0

Ad(0) ker
(
Ak(ζ)− iξj(ζ)I

)
⊕

3−mζ⊕

j=1

Ad(0) ker
(
Ak(ζ)− iλjI

)
= kerQj0(ζ),

concluding the proof.

The interest is now made on the frequencies created on the boundary and then lifted inside
the domain. Recall that we considered a quasi-periodic boundary forcing term of frequencies ϕ/ε
and ψ/ε, with ϕ,ψ ∈ Rd \ {0}. In the following we will make restricting assumptions on ϕ and ψ
in order to obtain a particular frequency configuration, eventually creating an instability.

By nonlinear interaction, frequencies ϕ and ψ on the boundary create the following lattice of
frequencies on the boundary:

Fb := ϕZ⊕ ψ Z.

To avoid the complications induced by the glancing modes, we assume that there is no glancing
frequency in Fb \ {0}. This is a common assumption, see [CG10; CGW11].

Assumption 5.4. We have (
Fb \ {0}

)
∩ G = ∅.

To parameterize Fb we introduce the following subset of Z2 \ {0}:

BZ2 :=

{
(n1, n2) ∈ Z2 \ {0}

∣∣∣∣∣
n2 ∧ n2 = 1,

n1 > 0 or n1 = 0, n2 > 0

}
,

of couples of coprime integers of which the first nonzero term is positive. Then, each frequency
ζ := n1 ϕ+n2 ψ of Fb \ {0} is parameterized in a unique way by n0 := (n0

1, n
0
2) ∈ BZ2 and λ ∈ Z∗

such that (n1, n2) = λ (n0
1, n

0
2).

In the following, we will allow ourselves to alternate without mentioning it between the
following representations of a frequency of ζ ∈ Fb \ {0}: n = (n1, n2) in Z2 \ {0} such that
ζ = n1 ϕ+ n2 ψ and n0 = (n1

0, n
2
0) in BZ2 and λ in Z∗ such that n = λn0.

Because of the hyperbolicity of the system, boundary frequencies ζ of Fb are lifted into
frequencies (ζ, ξ) inside the domain, which must be characteristic frequencies due to polarization
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conditions. Furthermore, frequencies (ζ, ξ) with Im ξ < 0 are excluded to obtain bounded
solutions, and we have already discarded glancing frequencies by Assumption 5.4. Therefore, the
set F of frequencies inside the domain is given by

F := {0} ∪
{(
ζ, ξj(ζ)

)
| ζ ∈ Fb \ {0} , j ∈ C(ζ) ∪ P(ζ)

}
.

The following assumption details the configuration of frequencies which is assumed to hold in
order to create an instability. It is a generalization to our case of [CW17, Assumptions 1.7 and
1.9], where the only frequency of the problem, ϕ, was supposed to be nonresonant, hyperbolic,
and in Υ. Assumption 5.5 below requires in particular that frequencies ϕ and ψ are nonresonant 1,
hyperbolic, and in Υ. We additionally assume two resonances between frequencies lifted from ϕ
and ψ to hold, which will eventually allow us to create an instability.

Assumption 5.5. There exists a frequency ν in Fb \ {0} defined by

λϕ ϕ+ λψ ψ + ν = 0

with coprime integers λϕ, λψ such that (−λϕ,−λψ) is in BZ2 , and such that the following conditions
hold.

i.) Frequencies ϕ, ψ and ν are in the hyperbolic region H.
ii.) Frequencies lifted from ϕ,ψ, ν, denoted by ϕj , ψj , νj, j = 1, 2, 3 are such that ϕj , ψj , νj,

j = 1, 3 are incoming frequencies and ϕ2, ψ2, ν2 are outgoing frequencies.

iii.) We have Fb ∩Υ = {ϕ,−ϕ,ψ,−ψ} (so in particular we have ϕ,ψ ∈ Υ and ν ∈ Ξ0 \Υ).

iv.) The following two resonances hold:

λϕ ϕ1 + λψ ψ1 + ν2 = 0,(5.1.12a)
λϕ ϕ3 + λψ ψ2 + ν2 = 0.(5.1.12b)

v.) There is no other resonance between frequencies inside the domain. More precisely, if there
exists a resonance relation of the form

λ1 α1 + λ2 α2 + λ3 α3 = 0,

with λ1, λ2, λ3 ∈ Z∗ and α1, α2, α3 ∈ F \ {0} noncolinear, then, there exists λ ∈ Z∗, such
that up to a renumbering, λ1 = λλϕ, λ2 = λλψ, λ3 = λ and (α1 = ϕ1, α2 = ψ1 and
α3 = ν2) or (α1 = ϕ3, α2 = ψ2 and α3 = ν2).

Frequencies lifted inside from frequencies ϕ, ψ and ν are depicted in Figure 5.1. There is
an amplification in the lifting of ϕ and ψ because these frequencies are in the region Υ where
the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied, in contrast to ν. Amplification arise since, for a
frequency in Υ, there is an ascent of small amplitudes toward higher one, namely, a boundary
source term of order O

(
εn+1

)
occurs in the equations for the profile of order O

(
εn
)
. Therefore,

when amplification occurs, inside profiles lifted from boundary terms of order O
(
εn+1

)
are one

order higher, namely O
(
εn
)
.

Remark 5.1.8. — Point i.) of Assumption 5.5 asserts that each frequency ϕ, ψ and ν is lifted
into three real characteristic frequencies inside the domain.

— Point ii.) of Assumption 5.5 implies in particular that the integer p, which is the rank of B
and the dimension of the stable subspace E−(ζ) for ζ in Ξ, is equal to 2.

— In relations (5.1.12), the numeration of the frequencies occurring in the resonances (5.1.12) is
arbitrary. For the first resonance (5.1.12a), each of the two incoming frequencies lifted from

1. In the sense that two frequencies lifted from ϕ cannot resonate with each other, and the same for ψ.
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Figure 5.1 – Frequencies lifted from ϕ, ψ and ν.

ϕ and ψ can be chosen. It sets the numbering of the frequencies lifted from ϕ and ψ. Next,
for the second resonance (5.1.12b), there is no choice, the incoming frequency lifted from ϕ
which occurs in the resonance must be the one which did not occur in the first one, ϕ3 in
our fixed numbering, since we already required that λϕ ϕ1 + ν2 = −λψ ψ1, and ψ2 is the only
outgoing frequency associated with ψ.

— We choose a numbering of αj(ζ) for ζ = ϕ,ψ, ν such that, for any j = 1, 2, 3, we have

αj(ζ) = ζj ,

where the ζj are the hyperbolic frequencies defined in Assumption 5.5.
— The condition (−λϕ,−λψ) ∈ BZ2 is not restrictive and only relies on permuting the notation

for ϕ and ψ or −ϕ and ϕ. It is made to simplify notation in the following.
A useful notation is now introduced for the resonances.

Definition 5.1.9. For ζ ∈ {ϕ,ψ, ν}, and j = 1, 2, 3, the set R(ζ, j) is defined as the set of
quadruples (ζ1, ζ2, j1, j2) in {ϕ,ψ, ν}2 × {1, 2, 3}2 such that the following resonance holds

λζ αj(ζ) + λζ1 αj1(ζ1) + λζ2 αj2(ζ2) = 0,

where we have denoted λν := 1.

For example, we have, according to Assumption 5.5,

R(ϕ, 1) = {(ψ, ν, 1, 2), (ν, ψ, 2, 1)} , R(ϕ, 2) = ∅, R(ϕ, 3) = {(ψ, ν, 3, 2), (ν, ψ, 2, 3)} , and

R(ν, 2) = {(ϕ,ψ, 1, 1), (ϕ,ψ, 3, 2), (ψ,ϕ, 1, 1), (ψ,ϕ, 2, 3)} .

We conduct now a formal discussion on how the configuration of frequencies ϕj , ψj and νj ,
j = 1, 2, 3 and the two resonances (5.1.12) are expected to create an instability, as represented
in Figure 5.2. First, the boundary profiles ε2 gε and ε3 hε of frequencies ϕ and ψ in (5.1.1)
create, because of the amplification due to the breaking of Kreiss-Lopatinskii condition for those
frequencies, incoming interior profiles of frequencies ϕ1, ϕ3, and ψ1, ψ3 of orders respectively
O
(
ε
)
and O

(
ε2
)
. Then because of the resonance relation (5.1.12a), the profiles associated with

ϕ1 and ψ1 resonate to create a profile of outgoing frequency ν2 and of order O
(
ε2
) 2. This profile

2. One of the quadratic term in the equations has a factor 1/ε in front of it, because the product Ai(uε) ∂iuε

involves a derivative which counts as 1/ε for oscillating wave packets at frequency of order 1/ε.
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interacts, through resonance relation (5.1.12b), with the one of frequency ϕ3 and of order O
(
ε
)
,

which is lifted from the boundary forcing term ε2 gε. This resonance leads to a profile of frequency
ψ2 and amplitude O

(
ε2
)
, which is an outgoing profile, so a reflection and thus an amplification

occur. Indeed, it creates a boundary profile of frequency ψ and order O
(
ε2
)
: we obtain instability.

Indeed, this boundary profile creates, through amplification on the boundary for ψ, a profile
of frequency ψ1 and order O

(
ε
)
, which is one order higher than the profile of frequency ψ1 we

started with. Iterating this process leads to an explosion.

ε−1

ε−1

xd

y

t

ΩT

ωTε3

ψ

ε2

ψ

ε2
φ

ε2 φ

ε1

φ1

ε2

ψ1

ε2 ν2

ε1

φ3

ε2

ψ2
ε1

ψ1

ε1
ψ3

Amplification

Resonance

Boundary profile

Interior profile

ε2
Order of profile’s

amplitude

Legend

Figure 5.2 – Creation of instability through amplification.

We make now a small divisors assumption, which is adapted from [CW17, Assumption 1.9].
This assumption is needed only for frequencies for which the uniform Kreiss-Lopatinskii condition
is not satisfied, so, in our case, for ϕ and ψ. Analogously to [CW17, Assumption 1.9], it requires
a polynomial control of the determinant of the symbol associated with combinations of incoming
frequencies, using the fact that frequencies lifted from ϕ do not resonate, and the same for ψ.
The formulation is simpler than the one of [CW17, Assumption 1.9] since in our case there is
only two incoming frequencies, so the only possibility for a combination of it is λ1ϕ1 + λ3ϕ3, with
λ1, λ3 ∈ Z∗, and the same for ψ.

Assumption 5.6. There exists a constant C > 0 and a real positive number m0 such that, for
ζ = ϕ,ψ, for all λ1, λ3 ∈ Z∗,

∣∣ detL
(
0, λ1 ζ1 + λ3 ζ3

)∣∣ > C
∣∣(λ1, λ3)

∣∣−m0 .

Finally, we define several vectors associated with the previously introduced eigenspaces. For ζ
in Fb \ {0} and j ∈ C(ζ), we denote by rζ,j a unit column vector of the one dimensional space
kerL

(
0, αj(ζ)

)
, and `ζ,j a row vector such that

(5.1.13) `ζ,j L
(
0, αj(ζ)

)
= 0
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with the following normalization: for all ζ in Fb \ {0} and for all j, j′ in C(ζ), we have

(5.1.14) `ζ,j′ Ad(0) rζ,j = δjj′ .

The projectors Pj(ζ), Qj(ζ) (defined in Lemma 5.1.7) and the vectors rζ,j and `ζ,j are chosen
to be homogeneous of degree 0 with respect to ζ. Accordingly, we define the partial inverses Rζ,j ,
which satisfy, for ζ in Fb \ {0} represented by n0, λ in BZ2 × Z∗,

(5.1.15) Rζ,j L
(
0, αj(ζ)

)
= L

(
0, αj(ζ)

)
Rζ,j = λ

(
I − Pζ,j

)
.

Consider ζ ∈ Υ. Assumption 5.3 asserts that the space kerB ∩ E−(ζ) is one dimensional, so
we denote by eζ a unit vector in this space. Now, since, according to the same assumption, Υ is
included in the hyperbolic region H and because of Proposition 5.1.4, we can decompose eζ as

(5.1.16) eζ =
∑

j∈I(ζ)

eζ,j ,

with eζ,j ∈ Span rζ,j for j ∈ I(ζ). We also denote by bζ a vector of C2 such that

(5.1.17) BE−(ζ) =
{
X ∈ C2

∣∣ bζ ·X = 0
}
,

that is, a nonzero vector of ker tB|E−(ζ), which is of dimension 1. Notation bζ ·X refers to the
complex scalar product in C2.

Using vectors rζ,j and `ζ,j , we have the following lemma, analogous to the one of [Lax57].
The proof of this particular result can be found in [CGW11], and is recalled here for the sake of
clarity.

Lemma 5.1.10 ([CGW11, Lemma 2.11]). For ζ ∈ Fb \ {0} and j ∈ C(ζ), we have

`ζ,j L(0, ∂z) rζ,j = Xαj(ζ),

where Xαj(ζ) is the vector field defined in Definition 5.1.3.

Proof. Denote by k the integer between 1 and 3 such that, if αj(ζ) = (τ, η, ξ), then τ = τk(η, ξ).
Since ζ ∈ Fb \ {0}, the frequency ζ is not glancing, so, according to definition 5.1.3, we have
∂ξτk(η, ξ) 6= 0. Therefore, according to the implicit function theorem, the function ζ ′ 7→ ξj(ζ

′) is
differentiable near ζ. Indeed, ξj is such that, if ζ ′ = (τ ′, η′),

(5.1.18) τk
(
η′, ξj(τ

′, η′)
)
− τ ′ = 0.

Therefore 3, seen as a function of ζ, the vector rζ,j is also differentiable with respect to ζ.
Differentiating relation (5.1.18) even proves the following relations:

(5.1.19) ∂τξj(τ, η) =
1

∂ξτk(η, ξ)
, ∂ηpξj(τ, η) =

−∂ηpτk(η, ξ)
∂ξτk(η, ξ)

, ∀p = 1, . . . , d− 1.

Now, differentiating the relation

L
(
0, (τ, η, ξj(τ, η))

)
rζ,j = 0

with respect to τ and ηp, p = 1, . . . , d− 1, and multiplying on the left by `ζ,j , gives

`ζ,j rζ,j + ∂τξj(τ, η) `ζ,j Ad(0) rζ,j = 0,

3. Here we extend the definition of rζ,j to any frequency ζ in Ξ \ G.
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and, for p = 1, . . . , d− 1,

`ζ,j Ap(0) rζ,j + ∂ηpξj(τ, η) `ζ,j Ad(0) rζ,j = 0.

With relations (5.1.19), the result follows.

The following result could be seen as an analogue to Lax lemma, for the boundary. Indeed, it
asserts that a certain operator appearing in the boundary equations is actually a linear transport
operator with constant velocity. The result is due to [CG10], and its technical proof is not recalled
here.

Lemma 5.1.11 ([CG10, Proposition 3.5]). Let ζ = ϕ,ψ, and recall that κ is the scalar function
of the weak Kreiss-Lopatinskii condition, see Assumption 5.3. Then, there exists a nonzero real
scalar βζ such that

bζ ·B
(
Rζ,1 L(0, ∂z) eζ,1 +Rζ,3 L(0, ∂z) eζ,3

)
= βζ


∂τκ(ζ) ∂t +

d−1∑

j=1

∂ηjκ(ζ) ∂xj


 .

Moreover, the coefficient ∂τκ(ζ) is equal to 1.

Remark 5.1.12. In particular, the previous result ensures that the operator bζ ·B
(
Rζ,1 L(0, ∂z) eζ,1

+Rζ,3 L(0, ∂z) eζ,3
)
is tangent to the boundary.

5.2 Derivation of the system

This section is devoted to the derivation of the general system studied in this article. We
start by detailing the ansatz we choose here, and by displaying the WKB cascade associated with
system (5.1.1). Then we proceed by trying to decouple this cascade for the profiles.

5.2.1 Ansatz and WKB cascade

The ansatz for each amplitude Un of (5.1.3) must allow to consider both oscillating modes
(associated with characteristic frequencies αj(ζ) for ζ ∈ Fb \ {0} and j ∈ C(ζ)) and evanescent
modes (associated with evanescent frequencies αj(ζ) for ζ ∈ Fb \ {0} and j ∈ P(ζ)). We define
at this purpose the following spaces of profiles. We denote by T the one-dimensional torus.

Definition 5.2.1. The space of evanescent profiles Pev
T is defined as the set of functions U ev of

Cb
(
R+
χd
, H∞(ΩT × T2)

)
which converge to zero as χd goes to infinity.

The space of oscillating profiles Posc
T is defined as the set of formal trigonometric functions in

χd with values in the Sobolev space H∞(ΩT × T2), that is, formal series

Uosc(z, θ1, θ2, χd) =
∑

ξ∈R
Uosc
ξ (z, θ1, θ2) ei ξ χd ,

with Uosc
ξ ∈ H∞(ΩT × T2) for ξ ∈ R.

Finally, PT is defined as the direct sum

PT := Posc
T ⊕ Pev

T .

The ansatz is the following: we look for an approximate solution

uε,app(z) := vε
(
z,
z′ · ϕ
ε

,
z′ · ψ
ε

,
xd
ε

)
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where the formal series vε is given by

(5.2.1) vε
(
z, θ1, θ2, χd

)
:=
∑

n>1

εn Un
(
z, θ1, θ2, χd

)
,

where, for n > 1, Un belongs to PT .
Formally plugging ansatz (5.2.1) in system (5.1.1), we obtain the following WKB cascade 4

(see [CW17]) for the profiles (Un)n>1:

L(∂θ, ∂χd)U1 = 0(5.2.2a)

L(∂θ, ∂χd)U2 + L(0, ∂z)U1 +M(U1, U1) = 0(5.2.2b)

L(∂θ, ∂χd)Un+1 + L(0, ∂z)Un +

n∑

k=1

M(Un−k+1, Uk) +

n−1∑

k=1

N (Un−k, Uk) = 0,(5.2.2c)

where (5.2.2c) should hold for any n > 2. In (5.2.2), the fast operator L(∂θ, ∂χd) and the quadratic
operatorsM and N are defined by

L(∂θ, ∂χd) :=L(0, ϕ) ∂θ1 + L(0, ψ) ∂θ2 +Ad(0) ∂χd ,

M(u, v) :=L1(u, ϕ) ∂θ1v + L1(u, ψ) ∂θ2v + dAd(0) · u ∂χdv

=
d−1∑

k=1

dAk(0) · u
(
ϕk ∂θ1 + ψk ∂θ2

)
v + dAd(0) · u ∂χdv,

N (u, v) :=L1(u, ∂z) v :=
d∑

k=1

dAk(0) · u ∂kv,

where we have denoted by, for X in C3 and ζ = (ζ0, . . . , ζd−1) ∈ Rd,

L(0, ζ) := L
(
0, (ζ, 0)

)
=

d−1∑

k=1

ζkAk(0), L1(X, ζ) :=
d−1∑

k=1

ζk dAk(0) ·X.

The boundary and initial conditions of (5.1.1) reads (recall that M = 3)

B
(
U1

)
|xd,χd=0

(z′, θ1, θ2) = 0, B
(
U2

)
|xd,χd=0

(z′, θ1, θ2) = G(z′, θ1)(5.2.3a)

B
(
U3

)
|xd,χd=0

(z′, θ1, θ2) = H(z′, θ2), B
(
Un
)
|xd,χd=0

(z′, θ1, θ2) = 0, ∀n > 4,(5.2.3b)

and

(5.2.4)
(
Un
)
|t60

= 0, ∀n > 1.

The aim is now to decouple cascade (5.2.2). First we use polarization equation (5.2.2a) to
obtain the form of the leading profile U1, and proceed to show that the mean value U∗1 of U1 is
zero using evolution equation (5.2.2b). Then we need to determine the oscillating part of U1.
Equation (5.2.2b) leads to a transport equations for each mode. When the equation is outgoing
(that is, when the frequency is outgoing), the transport equation can be solved with a source
term eventually depending on other leading profiles, due to resonances. When it is incoming (i.e.
when the frequency is incoming), we need to determine a boundary condition from first equation
of (5.2.3a). Two cases may occur. If the associated boundary frequency ζ is not in Υ, that is,
for ζ 6= ϕ,ψ, we can write boundary condition (5.2.3a) for ζ as BX = F , where source term F

4. We have used here the assumption that coefficients Aj are affine maps.
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depends on the trace of the outgoing leading profile for this boundary frequency ζ, and where
X (containing traces of incoming leading profiles) belongs to E−(ζ). Since B is invertible on
E−(ζ) according to Assumption 5.3 and the fact that ζ /∈ Υ, this boundary condition BX = F
leads to a boundary condition for traces of incoming leading profiles. The second case is more
complicated. If ζ ∈ Υ, that is, if ζ = ϕ,ψ, matrix B is no longer invertible on E−(ζ). Therefore,
boundary condition BX = F cannot be inverted, and leads to both a compatibility condition
(which we shall see will over-determine the system), and expressions for traces of incoming leading
profiles for ϕ and ψ depending on unknown scalar functions a1

ϕ and a1
ψ. Then, to determine these

functions a1
ϕand a1

ψ, we need investigate first corrector U2.
According to equation (5.2.2b), the first corrector U2 is not polarized. But this equation

allows us to determine a formula for its nonpolarized part, depending on the leading profiles. We
write second equation of boundary condition (5.2.3a) with these expressions for the nonpolarized
parts which leads to equations on the traces of the nonpolarized parts, and therefore, equations
on the traces of leading profiles, namely a1

ϕ and a1
ψ. However, the system of equations obtained is

still not closed, since equations on a1
ϕ and a1

ψ involve traces of the first corrector U2.
The next step is to obtain equations on the polarized part of the first corrector U2, which is

achieved using equation (5.2.2c) for n = 3. Once again, depending on the frequency, we obtain
incoming or outgoing transport equations with source term depending on leading profile and
first corrector. For incoming equations, when the associated frequency ζ is not in Υ, boundary
condition (5.2.3a) can be inverted to obtain a closed system. Otherwise, when ζ belongs to Υ, the
same arguments as for the leading profiles leads to compatibility conditions (that are these time
always satisfied by previous construction) and expressions for traces of incoming first corrector
profiles for ϕ and ψ depending on unknown scalar functions a2

ϕ and a2
ψ.

Investigating the nonpolarized part of the second corrector U3 leads, in its turn, to equations
on a2

ϕ and a2
ψ, depending once again on trace of the second corrector U2, preventing to close the

system. This method applies recursively to any order.

5.2.2 Rewriting the equations: leading profile and first corrector

This subsection is devoted to the almost-decoupling of the cascade (5.2.2), (5.2.3) and (5.2.4).
The computations are, for the most part of it, formal. Except for the leading profile, we will
not detail the obtaining of formulas for the evanescent part, as it will not be interesting for the
instability analysis, since all three frequencies ϕ, ψ and ν are hyperbolic.

Leading profile

We start by deriving the polarization condition for U1 from (5.2.2a), recalling the analysis of
[Les07]. If we write U1 in PT as

U1(z, θ, χd) = Uosc
1 (z, θ, χd) + U ev

1 (z, θ, χd)

=
∑

n∈Zm

∑

ξ∈R
U1,osc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ χd +

∑

n∈Zm
U1,ev
n (z, χd) e

in·θ,

equation (5.2.2a) reads

∑

n∈Z2

∑

ξ∈R
iL
(
0, (n · ζ, ξ)

)
U1,osc
n,ξ (z) ein·θ ei ξ χd

+
∑

n∈Z2

{
iL(0,n · ζ) +Ad(0) ∂χd

}
U1,ev
n (z, χd) e

in·θ = 0.
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Therefore, on one hand, for the oscillating part, we get L
(
0, (n · ζ, ξ)

)
U1,osc
n,ξ = 0 for every

n ∈ Z2 \ {0} and ξ ∈ R, so, if (n · ζ, ξ) is noncharacteristic, U1,osc
n,ξ = 0 and if ξ = ξj(n · ζ) for

some j ∈ C(n · ζ), we find that U1,osc
n,ξ belongs to kerL

(
0, αj(n · ζ)

)
= Span rn·ζ,j . Thus we write

U1,osc
n,ξ = σ1

n0,j,λ rn0·ζ,j ,

if n = λn0 with n0 ∈ BZ2 and λ ∈ Z∗, and where σ1
n0,j,λ

is a scalar function of ΩT . On the other
hand, for the evanescent part, we get U1,ev

0 = 0, and, for n ∈ Z2 \ {0},

U1,ev
n (z, χd) = eχdA(n·ζ) Πe(n · ζ)U1,ev

n (z, 0).

In short, polarization equation (5.2.2a) asserts that U1 reads

(5.2.5) U1(z, θ, χd) = U∗1 (z) +
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
σ1
n,j,λ(z) ei λn·θ ei λ ξj(n·ζ)χd rn·ζ,j

+
∑

n∈Z2\{0}

eχdA(n·ζ) Πe(n · ζ)U1,ev
n (z, 0) ein·θ.

We start by showing that the mean value U∗1 is zero, using equation (5.2.2b). The oscillating
part of L(0, ∂z)U1 +M(U1, U1) is given by L(0, ∂z)U

osc
1 +M(Uosc

1 , Uosc
1 ) and according to (5.2.5)

and the expression of the quadratic operatorM, the latter reads

L(0, ∂z)U
∗
1 +

∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
L(0, ∂z)σ

1
n,j,λ e

iλn·θ eiλξj(n·ζ)χd rn·ζ,j(5.2.6a)

+
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
L1

(
U∗1 , i λ αj(n · ζ)

)
rn·ζ,j σ

1
n,j,λ e

iλn·θ eiλξj(n·ζ)χd(5.2.6b)

+
∑

n1,n2∈BZ2

∑

j1∈C(n1·ζ)
j2∈C(n2·ζ)

∑

λ1,λ2∈Z∗
L1

(
rn1·ζ,j1 , i λ2 αj2(n2 · ζ)

)
rn2·ζ,j2(5.2.6c)

σ1
n1,j1,λ1 σ

1
n2,j2,λ2 e

i (λ1n1+λ2n2)·θ ei (λ1ξj1 (n1·ζ)+λ2ξj2 (n2·ζ))χd ,

where, for α = (α0, α1, . . . , αd) ∈ Rd+1 and X ∈ C3, we have denoted

L1(X,α) :=
d∑

k=1

αk dAk(0) ·X.

We now isolate the nonoscillating terms in (5.2.6), to obtain a system satisfied by the mean value
U∗1 . In equation (5.2.6), the terms in the sums in (5.2.6a) and (5.2.6b) are always oscillating
since n ∈ BZ2 . As for them, the terms in the sum in (5.2.6c)are not oscillating if and only if
λ1n1 + λ2n2 = 0 and λ1 ξj1(n1 · ζ) + λ2 ξj2(n2 · ζ) = 0, that is, if n1 = n2, λ1 = −λ2 and j1 = j2.
Therefore, we deduce from (5.2.6) that we have

(5.2.7) L(0, ∂z)U
∗
1 +

∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
L1

(
rn·ζ,j ,−i λ αj(n · ζ)

)
rn·ζ,j σ

1
n,j,λ σ

1
n,j,−λ = 0.

By a change of variable λ = −λ we prove that the second term in the left-hand side of (5.2.7) is
actually zero, so we have the following linear constant coefficient equation

L(0, ∂z)U
∗
1 = 0.
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With the following boundary and initial conditions obtained from (5.2.3a) and (5.2.4),

B
(
U∗1
)
|xd,χd=0

= 0,
(
U∗1
)
|t60

= 0,

we get that the mean value U∗1 satisfies a system which is weakly well-posed, see [Cou05], with
zero source term, boundary forcing term and initial term, so the mean value U∗1 is zero.

Since U∗1 is zero, equation (5.2.2b) now reads, for each nonzero characteristic mode λαj(n · ζ),
with n ∈ BZ2 , j ∈ C(n · ζ) and λ ∈ Z∗,

(5.2.8) i L
(
0, αj(n · ζ)

)
U2,osc
n,ξj(n·ζ) + L(0, ∂z)σ

1
n,j,λ rn·ζ,j

+
∑

(n1,n2,j1,j2,λ1,λ2)

L1

(
rn1·ζ,j1 , i λ2 αj2(n2 · ζ)

)
rn2·ζ,j2σ

1
n1,j1,λ1 σ

1
n2,j2,λ2 = 0,

where the sum is over the set of 6-tuples (n1,n2, j1, j2, λ1, λ2) in
(
BZ2

)2×C(n1 ·ζ)×C(n2 ·ζ)×(Z∗)2

such that λ1αj1(n1 · ζ) +λ2αj2(n2 · ζ) = λαj(n · ζ). There are two possibilities for that to happen.

— Either frequencies λ1 αj1(n1 ·ζ) and λ2 αj2(n2 ·ζ) are colinear (therefore colinear to αj(n·ζ)),
that is to say n1 = n2 = n and j1 = j2 = j. This is called self-interaction of frequency
αj(n · ζ) with itself. Note that the obtained frequency λ1αj1(n1 · ζ) + λ2αj2(n2 · ζ) is then
always real characteristic.

— Or frequencies λ1 αj1(n1 ·ζ) and λ2 αj2(n2 ·ζ) are noncolinear, in which case a true resonance
in the sense of Assumption 5.5 occurs, namely (5.1.12a) or (5.1.12b). For example, if
αj(n · ζ) = ψ2 (i.e. if n = (0, 1) and j = 2), then according to Assumption 5.5, it implies
that λ = kλψ for some k ∈ Z∗ and, up to a permutation, n1 = (1, 0), j1 = 3, λ1 = −kλψ
and n2 = (−λϕ,−λψ), j2 = 2, λ2 = −k.

Recall that, for a frequency λ ζ = λn · ζ ∈ Fb \ {0} with n ∈ BZ2 and λ ∈ Z∗, we alternate from
the representations λ ζ and (λ,n), so we shall denote

σ1
ζ,j,λ := σ1

n,j,λ, ∀j = 1, 2, 3,∀λ ∈ Z∗.

According to the previous analysis, we can now write the system satisfied by the leading
profiles. For example, for ψ2 which is involved in resonance (5.1.12b), multiplying equation (5.2.8)
for n = (0, 1) and j = 2 by the vector `ψ,2 cancels the first term of (5.2.8), according to (5.1.13).
Thus we obtain, for λ ∈ Z∗,

`ψ,2 L(0, ∂z) rψ,2 σ
1
ψ,2,λ + `ψ,2 L1

(
rψ,2, ψ2

)
rψ,2

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 σ
1
ψ,2,λ1 σ

1
ψ,2,λ2

+ 1λ=kλψ`ψ,2

{
L1

(
rϕ,3,−ν2

)
rν,2 + L1

(
rν,2,−λϕϕ3

)
rϕ,3

}
ik σ1

ϕ,3,−kλϕ σ
1
ν,2,−k = 0.

In the left-hand side of the previous equation, the first term, the transport one, corresponds to the
second term of the left-hand side of (5.2.8), the second one, the Burgers type term corresponds
to the self-interaction part of the third term of the left-hand side of (5.2.8), while the last one,
the resonant term, corresponds to the resonance part of the third term of the left-hand side of
(5.2.8). This splitting between transport, self-interaction and resonance terms can be generalized
to any frequency. For ζ = ϕ,ψ, ν, j = 1, 2, 3 and λ ∈ Z∗, we have

(5.2.9a) Xαj(ζ) σ
1
ζ,j,λ +Dζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 σ
1
ζ,j,λ1 σ

1
ζ,j,λ2

+ 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

Jζ1,j1ζ2,j2
ik σ1

ζ1,j1,−kλζ1
σ1
ζ2,j2,−kλζ2

= 0,
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and for other frequencies ζ ∈ Fb \ {0, ϕ, ψ, ν}, j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗,

(5.2.9b) Xαj(ζ) σ
1
ζ,j,λ +Dζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 σ
1
ζ,j,λ1 σ

1
ζ,j,λ2 = 0.

We have denoted, for ζ ∈ Fb and j ∈ C(ζ), the vector field Xαj(ζ) and the self-interaction
coefficient Dζ,j as

Xαj(ζ) := `ζ,j L(0, ∂z) rζ,j , Dζ,j := `ζ,j L1

(
rζ,j , αj(ζ)

)
rζ,j ,(5.2.10a)

and, for (ζ1, ζ2, j1, j2) ∈ R(ζ, j) (in the case ζ = ϕ,ψ, ν), the resonance coefficient Jζ1,j1ζ2,j2
as

Jζ1,j1ζ2,j2
:= `ζ,j L1

(
rζ1,j1 , λζ2 αj2(ζ2)

)
rζ2,j2 .(5.2.10b)

According to the Lax Lemma 5.1.10, the operator `ζ,j L(0, ∂z) rζ,j of (5.2.10a) is equal to the
vector field (5.1.4) which has already been denoted by Xαj(ζ), so the notation is coherent. In
the following, for ζ ∈ Fb \ {0} and j ∈ C(ζ), we denote by Xζ,j the vector field Xαj(ζ) and
vζ,j := vαj(ζ) the velocity vector associated with it.

For all frequencies ζ = n · ζ with n ∈ BZ2 except for ζ = ϕ,ψ, ν, and for all j ∈ C(ζ), since
the frequency αj(ζ) does not occur in any resonance, if we denote by σ1

ζ,j the series

σ1
ζ,j(z,Θ) :=

∑

λ∈Z∗
σ1
ζ,j,λ(z) eiλΘ,

then, according to (5.2.9b), we have the Burgers type equation

(5.2.11) Xζ,j σ
1
ζ,j +Dζ,j σ

1
ζ,j∂Θσ

1
ζ,j = 0,

along with the initial condition (σ1
ζ,j)t=0 = 0, which is a nonlinear scalar transport equation in

the half space ΩT . If the frequency αj(ζ) is outgoing, i.e. if the last component of vζ,j is positive,
there is no need for a boundary condition, so we deduce from (5.2.11) that σ1

ζ,j is zero. Therefore,
for λ ∈ Z∗, we have σ1

ζ,j,λ = 0. The same arguments can be applied for the outgoing frequency
ϕ2 since there is no resonance for it.

If αj(ζ) is incoming we need in this case a boundary condition to determine the trace of
σ1
ζ,k(z,Θ) at xd = 0. From boundary condition (5.2.3a) for the frequency λζ, λ ∈ Z∗, writing of
U1 (5.2.5) and the fact that all outgoing frequencies for ζ have been proved to be zero, we deduce
that

(5.2.12) B
∑

j∈I(ζ)

(
σ1
ζ,j,λ

)
|xd=0

rζ,j +BΠe(ζ)
(
U1,ev
λζ

)
|xd,χd=0

= 0.

Since λζ ∈ Fb \Υ (because for now we consider ζ 6= ϕ,ψ) and, according to decomposition (5.1.6)
of the stable subspace E−(ζ), the vector in (5.2.12) to which matrix B applies lies in E−(λζ),
on which B is invertible, according to Assumption 5.3. Therefore we deduce from the previous
equation (5.2.12), using vectors `ζ,j , that

(5.2.13)
(
σ1
ζ,j

)
|xd=0

= 0, ∀j ∈ I(ζ).

Along with (5.2.11) we get σ1
ζ,j,λ = 0 for all λ ∈ Z∗. We have therefore proven that for all

frequencies ζ = n ·ζ with n ∈ BZ2 except for ζ = ϕ,ψ, ν, and for all j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗, we have

σ1
ζ,j,λ = 0.
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In the same way we deduce from (5.2.12), using decomposition (5.1.6),
(
U1,ev
λζ

)
|xd,χd=0

= 0,

so, according to (5.2.5), we can set the evanescent part U1,ev of U1 to be zero.

We now need to determine boundary conditions for the incoming frequencies ϕj , ψj and νj
for j = 1, 3 as well. For the frequency ν we obtain, in the same fashion as before, since ν is in the
hyperbolic region H, for λ ∈ Z∗,

B
((
σ1
ν,1,λ

)
|xd=0

rν,1 +
(
σ1
ν,2,λ

)
|xd=0

rν,2 +
(
σ1
ν,3,λ

)
|xd=0

rν,3

)
= 0,

so, for j = 1, 3, according to the normalization (5.1.14),
(
σ1
ν,j,λ

)
|xd=0

= −`νj Ad(0)
(
B|E−(ν)

)−1
B
(
σ1
ν,2,λ

)
|xd=0

rν,2.

We denote by µν,j , for j = 1, 3, the coefficient

(5.2.14) µν,j := −`ν,j Ad(0)
(
B|E−(ν)

)−1
B rν,2,

so that, for j = 1, 3, we have

(5.2.15)
(
σ1
ν,j,λ

)
|xd=0

rν,j = µν,j
(
σ1
ν,2,λ

)
|xd=0

rν,j .

For ϕ we have, in a similar manner, since σ1
ϕ,2,λ is zero for λ ∈ Z∗,

B
((
σ1
ϕ,1,λ

)
|xd=0

rϕ,1 +
(
σ1
ϕ,3,λ

)
|xd=0

rϕ,3

)
= 0,

for every λ in Z∗, so, according to (5.1.6), the vector in factor of B in the left-hand side belongs
to kerB ∩ E−(ϕ). But since ϕ is in Υ, the latter space is of dimension 1 and reads Span eϕ, so
there exists a scalar function aϕ,λ of ωT such that,

(
σ1
ϕ,1,λ

)
|xd=0

rϕ,1 +
(
σ1
ϕ,3,λ

)
|xd=0

rϕ,3 = a1
ϕ,λ eϕ.

Therefore, according to decomposition (5.1.16) of eζ , for j = 1, 3,

(5.2.16)
(
σ1
ϕ,j,λ

)
|xd=0

rϕ,j = a1
ϕ,λ eϕ,j .

Finally the case of the phase ψ gather the two previous ones. We have, for λ ∈ Z∗,

B
((
σ1
ψ,1,λ

)
|xd=0

rψ,1 +
(
σ1
ψ,2,λ

)
|xd=0

rψ,2 +
(
σ1
ψ,3,λ

)
|xd=0

rψ,3

)
= 0.

In particular, because of (5.1.6), it implies

B
(
σ1
ψ,2,λ

)
|xd=0

rψ,2 ∈ ImB|E−(ψ) =
(

ker tB|E−(ψ)

)⊥
.

Therefore, according to the definition of bψ, the following necessary condition follows:

bψ ·B
(
σ1
ψ,2,λ

)
|xd=0

rψ,2 = 0.
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But since the scalar bψ ·B rψ,2 is not zero 5, we necessarily have

(5.2.17)
(
σ1
ψ,2,λ

)
|xd=0

= 0.

When it is satisfied we can write, in the same way as for ϕ, for j = 1, 3,

(5.2.18)
(
σ1
ψ,j,λ

)
|xd=0

rψ,j = a1
ψ,λ eψ,j ,

with aψ,λ a scalar function of ωT .
At this point we have obtained a constant coefficient equation for U∗1 , and transport equations

(5.2.9a) and (5.2.11), associated with (when incoming) boundary conditions (5.2.13), (5.2.15),
(5.2.16) and (5.2.18), but the last two ones are expressed through scalar functions a1

ζ,λ which are
still to be determined, so the system is not closed at this stage. Also note that condition (5.2.17)
might raise an issue of over-determination of the system.

To determine the equations satisfied by coefficients a1
ϕ,λ and a1

ψ,λ, we need to study the
nonpolarized part of the first corrector U2.

Nonpolarized part of the first corrector

For the first corrector we no longer have a polarization condition such as (5.2.2a), so nonchar-
acteristic modes may appear through quadratic interaction of characteristic modes. Thus the
first corrector U2 reads

U2(z, θ, χd) = U∗2 (z) +
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
U2,osc
n,j,λ(z) ei λn·θ ei λ ξj(n·ζ)χd

+
∑

n∈BZ2

∑

λ∈Z∗
U2,ev
n,λ (z, χd) e

i λn·θ + U2,nc(z, θ, χd),

where U∗2 is the mean value of U2 and U2,nc corresponds to the noncharacteristic modes. According
to (5.2.2b), the noncharacteristic part U2,nc satisfies (since there are only characteristic modes in
L(0, ∂z)U1),

(5.2.19) L(∂θ, ∂χd)U
2,nc = −

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2,
λ1,λ2)∈NR

L1(rζ1,j1 , αj2(ζ2)) rζ2,j2 iλ2 σ
1
ζ1,j1,λ1 σ

1
ζ2,j2,λ2

ei(λ1n1+λ2n2)·θ ei(λ1ξj1 (ζ1)+λ2ξj2 (ζ2))χd ,

where NR denotes the set of 6-tuples (ζ1, ζ2, j1, j2, λ1, λ2) such that the frequency

λ1 αj1(ζ1) + λ2 αj2(ζ2)

is noncharacteristic (which is such that there is no resonance). Note that in (5.2.19), only occur
the boundary frequencies ϕ,ψ and ν, since for all the others, the first profile is zero. Since all
frequencies in U2,nc are noncharacteristic, equation (5.2.19) determine U2,nc totally. Indeed, for
each mode of noncharacteristic frequency λ1 αj1(ζ1) + λ2 αj2(ζ2) with (ζ1, ζ2, j1, j2, λ1, λ2) ∈ NR,
the operator L(∂θ, ∂χd) reads i L

(
0, λ1αj1(ζ1) + λ2αj2(ζ2)

)
, which is an invertible matrix.

Since for every boundary frequency ζ = n · ζ ∈ Fb \ {0, ϕ, ψ, ν}, the oscillating profile σ1
ζ,j,λ

is zero for j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗ and since there is no resonances generating theses frequencies,
according to (5.2.2b), the profile U2,osc

n,j,λ satisfies

L
(
0, αj(ζ)

)
U2,osc
n,j,λ = 0,

5. the linear form bψ ·B is not uniformly zero and is already zero on two of the three vectors rψ,1, rψ,2 and
rψ,3 constituting a basis of C3, so cannot be on the third one
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so it is polarized, and we denote by σ2
ζ,j,λ the scalar function of ΩT such that

U2,osc
n,j,λ = σ2

ζ,j,λ rζ,j .

With the same arguments as for the leading profile, we get the following polarization condition
for the evanescent part: U2,ev

0 = 0, and, for n ∈ Z2 \ {0},

U2,ev
n (z, χd) = eχdA(n·ζ) Πe(n · ζ)U2,ev

n (z, 0).

Therefore, U2 reads as the more precise following way,

U2(z, θ, χd) = U∗2 (z) +
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
U2,osc
n,j,λ(z) ei λn·θ ei λ ξj(n·ζ)χd(5.2.20)

+
∑

n∈BZ2

∑

λ∈Z∗
eχdA(n·ζ) Πe(n · ζ)U2,ev

n (z, 0) ei λn·θ + U2,nc(z, θ, χd).

Writing down boundary equation (5.2.3a) for U2 will lead to equations on boundary terms
a1
ϕ and a1

ψ. Thus we need to determine the nonpolarized part of the amplitudes associated with
frequencies lifted from ϕ,ψ, ν. For ζ = n · ζ ∈ {ϕ,ψ, ν}, j = 1, 2, 3, and λ ∈ Z∗, from polarization
equation (5.2.2a), we get, (using the notation U2,osc

ζ,j,λ := U2,osc
n,j,λ),

i L
(
0, αj(ζ)

)
U2,osc
ζ,j,λ =− L(0, ∂z)σ

1
ζ,j,λ rζ,j − L1

(
rζ,j , αj(ζ)

)
rζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 σ
1
ζ,j,λ1 σ

1
ζ,j,λ2

− 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

ik
{
L1

(
rζ1,j1 , λζ2 αj2(ζ2)

)
rζ2,j2

+ L1

(
rζ2,j2 , λζ1 αj1(ζ1)

)
rζ1,j1

}
σ1
ζ1,j1,−kλζ1

σ1
ζ2,j2,−kλζ2

.

Then we multiply this equation on the left by the partial inverse Rζ,j to obtain, according to
relation (5.1.15),

iλ
(
I−Pζ,j

)
U2,osc
ζ,j,λ =(5.2.21)

−Rζ,j L(0, ∂z)σ
1
ζ,j,λ rζ,j −Rζ,j L1

(
rζ,j , αj(ζ)

)
rζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 σ
1
ζ,j,λ1 σ

1
ζ,j,λ2

−Rζ,j 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

ik
{
L1

(
rζ1,j1 , λζ2 αj2(ζ2)

)
rζ2,j2

+ L1

(
rζ2,j2 , λζ1 αj1(ζ1)

)
rζ1,j1

}
σ1
ζ1,j1,−kλζ1

σ1
ζ2,j2,−kλζ2

.

We now write the boundary conditions for the first corrector U2, for the frequencies ϕ and ψ.

Note that since ϕ is in the hyperbolic region, the stable elliptic component Ee−(ϕ) is zero,
so Πe(ϕ) is also zero. Therefore, boundary condition (5.2.3a) for mode ϕ reads, according to
equation (5.2.20),

B Pϕ,1
(
U2
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B Pϕ,3
(
U2
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

(5.2.22)

+B (I − Pϕ,1)
(
U2
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pϕ,3)
(
U2
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2,nc
ϕ,λ

)
|xd,χd=0

= Gλ,
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where we have expanded the source term G in Fourier series as

G(z′,Θ) =
∑

λ∈Z
Gλ(z′) eiλΘ,

and where we have denoted by U2,nc
ϕ,λ the sum of all the terms of U2,nc of which the trace on the

boundary of the associated frequency is equal to λϕ, namely,

U2,nc
ϕ,λ = −

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2,
λ1,λ2)∈NR

λ1ζ1+λ2ζ2=λϕ

L
(
0, λ1αj1(ζ1)+λ2αj2(ζ2)

)−1
L1(rζ1,j1 , αj2(ζ2)) rζ2,j2 λ2 σ

1
ζ1,j1,λ1 σ

1
ζ2,j2,λ2

ei(λ1n1+λ2n2)·θ ei(λ1ξj1 (ζ1)+λ2ξj2 (ζ2))χd .

We investigate now which frequencies occur in this sum. If we denote by, for i = 1, 2, ζi = miϕ+niψ
with (mi, ni) ∈ BZ2 , since there are only frequencies lifted from ϕ,ψ, ν in NR, we necessarily
have (mi = 1 and ni = 0) or (mi = 0 and ni = 1) or (mi = λϕ and ni = λψ). In this notation, the
condition λ1ζ1 + λ2ζ2 = λϕ is equivalent to

{
λ1 m1 + λ2 m2 = λ
λ1 n1 + λ2 n2 = 0,

and using that λϕ, λψ are coprime integers, we find that this system admits the following solutions




(m1, n1) = (1, 0)
(m2, n2) = (1, 0)
λ1 + λ2 = λ

,





(m1, n1) = (0, 1)
(m2, n2) = (λϕ, λψ)
(λ, λ1, λ2) = k (λϕ,−λψ, 1)

, and





(m1, n1) = (λϕ, λψ)
(m2, n2) = (0, 1)
(λ, λ1, λ2) = k (λϕ1,−λψ)

.

Selecting only 6-tuples of NR, we obtain that U2,nc
ϕ,λ is equal to

U2,nc
ϕ,λ = 1λ=kλϕ

∑

j1,j2=1,2,3
(j1,j2) 6=(2,1),(2,2)

L
(
0, kνj1 − λψkψj2

)−1 {
λψ L1(rν,j1 , ψj2) rψ,j2(5.2.23)

− L1(rψ,j2 , νj1) rν,j1
}
k σ1

ν,j1,k σ
1
ψ,j2,−λψk e

ikλϕθ1 ei(kξj1 (ν)−λψkξj2 (ψ))χd

−
∑

λ1+λ2=λ

L
(
0, λ1ϕ1 + λ2ϕ3

)−1{
λ1 L1(rϕ,3, ϕ1) rϕ,1

+ λ2 L1(rϕ,1, ϕ3) rϕ,3
}
σ1
ϕ,1,λ1 σ

1
ϕ,3,λ2 e

iλ θ1 ei(λ1ξ1(ϕ)+λ2ξ3(ϕ))χd .

Since the vectors Pϕ,1
(
U2
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

and Pϕ,3
(
U2
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

in (5.2.22) are respectively in
E1
−(ϕ) and E3

−(ϕ), by definition (5.1.17) of bϕ, we have

bϕ ·B Pϕ,1
(
U2
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

= bϕ ·B Pϕ,3
(
U2
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

= 0.

So if we take the scalar product of bϕ with equality (5.2.22) multiplied by iλ, using (5.2.21),
(5.2.23) and the boundary conditions (5.2.16) for the leading profile associated with λϕ, we get
the amplitude equation

(5.2.24) XLop
ϕ a1

ϕ,λ +DLop
ϕ

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 a
1
ϕ,λ1 a

1
ϕ,λ2 + iλ

∑

λ1+λ3=λ

γϕ(λ1, λ3) a1
ϕ,λ1 a

1
ϕ,λ3

+ 1λ=kλϕ Γϕ,k1 ik a1
ψ,−kλψ

(
σ1
ν,2,−k

)
|xd=0

= iλ bϕ ·B
(
U2
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

− iλ bϕ ·Gλ,



5.2. Derivation of the system 189

with

XLop
ϕ := bϕ ·B

(
Rϕ,1 L(0, ∂z) eϕ,1 +Rϕ,3 L(0, ∂z) eϕ,3

)
,(5.2.25a)

DLop
ϕ := bϕ ·B

(
Rϕ,1 L1

(
eϕ,1, ϕ1

)
eϕ,1 +Rϕ,3 L1

(
eϕ,3, ϕ3

)
eϕ,3

)
,(5.2.25b)

γϕ(λ1, λ3) := bϕ ·B L
(
λ1ϕ1 + λ3ϕ3

)−1{
λ1 L1(eϕ,3, ϕ1) eϕ,1 + λ3 L1(eϕ,1, ϕ3) eϕ,3

}
,(5.2.25c)

Γϕ := bϕ ·BRϕ,1
(
L1(eψ,1,−ν2) rν,2 + L1(rν,2,−λψψ1) eψ,1

)
(5.2.25d)

+ λϕ bϕ ·B
∑

j1=1,3,j2=1,2,3
(j1,j2)6=(1,2)

µν,j2 L
(
νj2 − λψψj1

)−1
{
L1(rψ,j1 , νj2) rν,j2

− L1(rν,j2 , ψj1) rψ,j1 λψ

}
.

Equation (5.2.24) differs from the analogous one of [CW17, equation (2.19)] by the two terms
1λ=kλϕ Γϕ ik a1

ψ,−kλψ
(
σ1
ν,2,−k

)
|xd=0

and iλ bϕ · B
(
U2
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

. The first one appears here
because of the resonances, and the second one wasn’t in [CW17] because profiles U2

ϕ,2,λ were
zero 6. Computing L

(
λ1ϕ1 + λ2ϕ3

)−1 on rϕ,2 leads to the following alternative expression for
γϕ(λ1, λ3):

γϕ(λ1, λ3) = bϕ ·B rϕ,2
iλ1 `ϕ,2E

ϕ
3,1 + iλ3 `ϕ,2E

ϕ
1,3

λ1

(
ξ1(ϕ)− ξ2(ϕ)

)
+ λ3

(
ξ3(ϕ)− ξ2(ϕ)

) ,

where we have denoted

Eϕ3,1 := L1(eϕ,3, ϕ1) eϕ,1, Eϕ1,3 := L1(eϕ,1, ϕ3) eϕ,3.

This rewriting, which can be found in [CW17], will be useful in the following to study the bilinear
operator associated with the symbol γϕ(λ1, λ2) of (5.2.25c). Finally, according to Lemma 5.1.11,
the operator XLop

ϕ is actually equal to the tangential vector field

βϕ

(
∂t +∇ηκ(ϕ) · ∇y

)
,

which we still denote by XLop
ϕ .

Similarly, for ψ we have

B Pψ,1
(
U2
ψ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B Pψ,3
(
U2
ψ,3,λ

)
|xd,χd=0

(5.2.26)

+B (I − Pψ,1)
(
U2
ψ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pψ,3)
(
U2
ψ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2,nc
ψ,λ

)
|xd,χd=0

= 0,

where the vector U2,nc
ψ,λ is given by

U2,nc
ψ,λ = 1λ=kλψ

∑

j1=1,3,j2=1,2,3
(j1,j2)6=(1,2),(3,2)

L
(
0, kνj2 − λϕkϕj1

)−1 {
λϕ L1(rν,j2 , ϕj1) rϕ,j1(5.2.27)

− L1(rϕ,j1 , νj2) rν,j2
}
k σ1

ν,j2,k σ
1
ϕ,j1,−λϕk e

ikλϕθ1 ei(kξj2 (ν)−λϕkξj1 (ϕ))χd

6. Note that here, with a more precise analysis, we could also show that every profile Unϕ,2,λ is zero, since
frequency ϕ2 does not occur in any resonance. We choose however to not detail it, in order to simplify the whole
analysis, and since Unψ,2,λ will not be zero, and proving that Unϕ,2,λ would not simplify the solving of the equations
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−
∑

j1,j2=1,2,3
j1 6=j2

∑

λ1+λ2=λ

L
(
0, λ1ψj1 + λ2ψj2

)−1
L1(rψ,j1 , ψj2) rψ,j2 λ2

σ1
ψ,j1,λ1 σ

1
ψ,j2,λ2 e

iλ θ2 ei(λ1ξj1 (ψ)+λ2ξj2 (ψ))χd .

If we take the scalar product of bψ with equality (5.2.26) multiplied by iλ, using (5.2.21), (5.2.23)
and the boundary conditions (5.2.26) for the leading profile associated with λψ, we get the second
amplitude equation

(5.2.28) XLop
ψ a1

ψ,λ + vψ
∑

λ1+λ2=λ

iλ2 a
1
ψ,λ1 a

1
ψ,λ2 + iλ

∑

λ1+λ3=λ

γψ(λ1, λ3) a1
ψ,λ1 a

1
ψ,λ3

+ 1λ=kλψ Γψ ik
(
σν,2,k

)
|xd=0

a1
ϕ,−λϕk = iλ bψ ·B

(
U2
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

.

with, using once again Lemma 5.1.11,

XLop
ψ := bψ ·B

(
Rψ,1 L(0, ∂z) eψ,1 +Rψ,3 L(0, ∂z) eψ,3

)

= βψ

(
∂t +∇ηκ(ψ) · ∇y

)
,(5.2.29a)

vψ := bψ ·B
(
Rψ,1 L1

(
eψ,1, ψ1

)
eψ,1 +Rψ,3 L1

(
eψ,3, ψ3

)
eψ,3

)
,(5.2.29b)

γψ(λ1, λ3) := bψ ·B L
(
λ1ψ1 + λ3ψ3

)−1{
λ1 L1(eψ,3, ψ1) eψ,1 + λ3 L1(eψ,1, ψ3) eψ,3

}
(5.2.29c)

Γψ := bψ ·BRψ,1
(
L1(eϕ,1,−ν2) rν,2 + L1(rν,2,−λϕϕ1) eϕ,1

)
(5.2.29d)

+ λψ bψ ·B
∑

j1=1,3,j2=1,2,3
(j1,j2)6=(1,2),(3,2)

µν,j2 L
(
νj2 − λϕϕj1

)−1 {
L1(eϕ,j1 , νj2) rν,j2

− λϕ L1(rν,j2 , ϕj1) eϕ,j1
}
.

Again, comparing to [CW17, equation (2.19)], equation (5.2.28) features two additional terms
1λ=kλψ Γψ ik

(
σν,2,k

)
|xd=0

a1
ϕ,−λϕk and iλ bψ · B

(
U2
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

for the same reason. The is no
boundary forcing term here because the one for ψ is of order O(ε3). In the same way as for ϕ we
have

γψ(λ1, λ3) = bψ ·B rψ,2
iλ1 `ψ,2E

ψ
3,1 + iλ3 `ψ,2E

ψ
1,3

λ1

(
ξ1(ψ)− ξ2(ψ)

)
+ λ3

(
ξ3(ψ)− ξ2(ψ)

) ,

where we have denoted

Eψ3,1 := L1(eψ,3, ψ1) eψ,1, Eψ1,3 := L1(eψ,1, ψ3) eψ,3.

In conclusion, in this paragraph, we have determined the nonpolarized part of the first
corrector, with (5.2.21), and the evolution equations (5.2.24) and (5.2.28) satisfied by a1

ϕ,λ and
a1
ψ,λ. However, the obtained system of equation is still not closed since equations (5.2.24) and

(5.2.28) involve traces of the first corrector U2, of which the polarized part is still undetermined.
Therefore we proceed inductively, by deriving equations for the polarized part of the first

corrector U2, and then studying the nonpolarized part of the second corrector U3, in order to
obtain evolution equations on the boundary terms for the polarized part of U2.

Polarized part of the first corrector

For ζ = n · ζ ∈ Fb \ {0} with n ∈ BZ2 , for j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗, we decompose the profile
U2,osc
n,j,λ as U2,osc

n,j,λ = Pζ,j U
2,osc
n,j,λ + (I−Pζ,j)U2,osc

n,j,λ . Recall that the nonpolarized part (I−Pζ,j)U2,osc
n,j,λ
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is given by (5.2.21), so it remains to determine the polarized part, which is written as

Pζ,j U
2,osc
n,j,λ = σ2

ζ,j,λ rζ,j ,

with σ2
ζ,j,λ a scalar function on ΩT . We start by determining the mean value U∗2 , as in the general

case of a corrector Un, the mean value U∗n appears in equations for the polarized components.
According to equation (5.2.2b), U∗2 satisfies the equation

L(0, ∂z)U
∗
2 +

∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
L1

(
rn·ζ,j ,−i λ αj(n · ζ)

)
rn·ζ,j

(
σ1
n,j,λ σ

2
n,j,−λ + σ2

n,j,λ σ
1
n,j,−λ

)

+
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
L1

(
(I − Pn·ζ,j)U

2,osc
n,j,λ ,−i λ αj(n · ζ)

)
σ1
n,j,−λ rn·ζ,j

+
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
L1

(
σ1
n,j,λ,−i λ αj(n · ζ)

)
(I − Pn·ζ,j)U

2,osc
n,j,−λ rn·ζ,j

+
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
L1

(
U1,osc
n,j,λ , ∂z

)
U1,osc
n,j,λ = 0.

The change of variable λ = −λ shows that the second term in first line of previous equation is
zero. Boundary and initial condition (5.2.3a) and (5.2.4) as well as writing (5.2.20) for U2 leads
to the following boundary and initial condition for U∗2 :

B
(
U∗2
)
|xd=0

= G0 −B
(
U2,nc

0

)
|xd,χd=0

, B
(
U∗2
)
|t60

= 0,

where G0 is the mean value of the forcing term G and U2,nc
0 is the sum of all terms of U2,nc of

which the trace on the boundary has zero frequency. According to expressions (5.2.21) of the
nonpolarized parts and (5.2.19) of U2,nc, the mean value U∗2 satisfies an initial boundary value
problem which is weakly well posed and of which the source and boundary terms depend only on
the leading profile U1 (with possibly a first order derivative applied to it).

We consider now modes λαj(ζ) with ζ = n · ζ ∈ Fb \ {0, ϕ, ψ, ν}, n ∈ BZ2 , j ∈ C(ζ) and
λ ∈ Z∗. Recall that it has been proven in the previous part that for these modes, the profile
U2,osc
n,j is polarized, that is

U2,osc
n,j = σ2

ζ,j,λ rζ,j .

Since there is no resonance generating frequency αj(ζ), since the mean value U∗1 is zero and since
profiles σ1

ζ,j,λ are also zero, the termsM(U1, U2),M(U2, U1), and N (U1, U1) contain no term of
frequency αj(ζ). Therefore, analogously as for the leading profile, multiplying equation (5.2.2c)
for n = 3 on the left by `ζ,j leads to the following system of transport equations for the scalar
functions σ2

ζ,j,λ:

(5.2.30a) Xαj(ζ) σ
2
ζ,j,λ = 0,

(
σ2
ζ,j,λ

)
|t60

= 0.

When frequency αj(ζ) is outgoing, transport equation (5.2.30a) leads to σ2
ζ,j,λ = 0. When

frequency αj(ζ) is incoming, according to boundary condition (5.2.3a) and decomposition (5.2.20)
of U2, since ζ is not in Υ, since G does not contain any oscillation in ζ and since the outgoing
profile σ2

ζ,j,λ, j ∈ O(ζ), is zero, we have

(5.2.30b)
(
σ2
ζ,j,λ

)
|xd=0

= −`ζ,j Ad(0)
(
B|E−(ζ)

)−1
B
(
U2,nc
ζ,λ

)
|xd,χd=0

,

where U2,nc
ζ,λ is the sum of all terms of U2,nc of which the trace on the boundary is λ ζ. It is fully

determined by (5.2.19), and thus depends only on
(
σ1
ζ,j,λ

)
|xd=0

for ζ = ϕ,ψ, ν. Therefore, if the
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traces
(
σ1
ζ,j,λ

)
|xd=0

for ζ = ϕ,ψ, ν are determined, system (5.2.30) allows us to construct the
profiles σ2

ζ,j,λ, for ζ ∈ Fb \ {0, ϕ, ψ, ν} and j ∈ I(ζ).

We now take interest into modes ϕj , ψj and νj for j = 1, 2, 3. Applying `ζ,j to equation
(5.2.2c) for n = 3 leads to the following equation for σ2

ζ,j,λ,

Xζ,j σ
2
ζ,j,λ +Dζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ σ2
ζ,j,λ1 σ

1
ζ,j,λ2 + 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

Jζ2,j2ζ1,j1
ik σ1

ζ1,j1,−kλζ1
σ2
ζ2,j2,−kλζ2

(5.2.31)

=− `ζ,j L(0, ∂z) (I − Pζ,j)U2
ζ,j,λ − `ζ,j

∑

λ1+λ2=λ

L1

(
(I − Pζ,j)U2

ζ,j,λ1 , ζj
)
rζ,j iλ2 σ

1
ζ,j,λ2

− `ζ,j
∑

λ1+λ2=λ

L1

(
rζ,j , ζj

)
(I − Pζ,j)U2

ζ,j,λ2 iλ2 σ
1
ζ,j,λ1

− 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

`ζ,j ik
{
L1

(
rζ1,j1 ,−λζ2αj2(ζ2)

)
(I − Pζ2,j2)U2

ζ2,j2,−kλζ2
σ1
ζ1,j1,−kλζ1

+ L1

(
(I − Pζ2,j2)U2

ζ2,j2,−kλζ2
,−λζ1αj1(ζ1)

)
rζ1,j1 σ

1
ζ1,j1,−kλζ1

}

− `ζ,j
∑

λ1+λ2=λ

L1

(
σ1
ζ,j,λ1 rζ,j , ∂z

)
σ1
ζ,j,λ2 rζ,j

− 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

`ζ,j L1

(
σ1
ζ1,j1,−kλζ1

rζ1,j1 , ∂z
)
σ1
ζ2,j2,−kλζ2

rζ2,j2 .

Note that the source term on the right-hand side of equation (5.2.31) only depends on the leading
profile U1, according to formula (5.2.21) for nonpolarized parts, with possibly second order
derivatives applied to it (since in the expression of the nonpolarized part, first order derivatives
are applied to U1).

For the incoming frequencies ϕ1, ϕ3 and so on, boundary conditions must be determined
to solve the above transport equations (5.2.31). We have already seen that boundary equation
(5.2.3a) for U2 reads, for mode λϕ, as (5.2.22). From this boundary condition, according to
decomposition (5.1.6) of E−(ζ) and relation (5.1.17) defining the vector bϕ, we get the following
necessary solvability condition

bϕ ·
(
B (I − Pϕ,1)

(
U2
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pϕ,3)
(
U2
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2,nc
ϕ,λ

)
|xd,χd=0

)
= bϕ ·Gλ,

which is satisfied as soon as the scalar functions aϕ,λ satisfy the evolution equation (5.2.24), since
these two equations are different writings of the same one. Thus we obtain, for j = 1, 3, in a
similar manner than for the leading profile,

(5.2.32)
(
σ2
ϕ,j,λ

)
|xd=0

rϕ,j = a2
ϕ,λ eϕ,j + F̃ 2

ϕ,j,λ,

with a2
ϕ,λ a scalar function defined on ωT and where, for j = 1, 3, we have denoted by F̃ 2

ϕ,j,λ the
function

F̃ 2
ϕ,j,λ := `ϕ,j ·Ad(0)

(
B|E−(ϕ)

)−1
(
Gλ −B (I − Pϕ,1)

(
U2
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

−B (I − Pϕ,3)
(
U2
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

−B (I − Pϕ,2)
(
U2
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0



5.2. Derivation of the system 193

−B
(
σ2
ϕ,2,λ

)
|xd=0

rϕ,2 −B
(
U2,nc
ϕ,λ

)
|xd,χd=0

)
rϕ,j .

In the same way, for ψ, from (5.2.26), the following condition must be satisfied:

bψ ·
(
B (I − Pψ,1)

(
U2
ψ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pψ,3)
(
U2
ψ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2,nc
ψ,λ

)
|xd,χd=0

)
= 0,

and it is the case when aψ,λ verify equation (5.2.28). Therefore, for j = 1, 3,
(
σ2
ψ,j,λ

)
|xd=0

rψ,j = a2
ψ,λ eψ,j + F̃ 2

ψ,j,λ,(5.2.33)

with a2
ψ,λ a scalar function of ωT , and where we have denoted by F̃ 2

ψ,j,λ the function

F̃ 2
ψ,j,λ := −`ψ,j ·Ad(0)

(
B|E−(ψ)

)−1
(
B (I − Pψ,1)

(
U2
ψ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pψ,3)
(
U2
ψ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pψ,2)
(
U2
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

−B
(
σ2
ψ,2,λ

)
|xd=0

rψ,2 +B
(
U2,nc
ψ,λ

)
|xd,χd=0

)
.

Note that expressions (5.2.32) and (5.2.33) of incoming traces
(
σ2
ϕ,j,λ

)
|xd=0

and
(
σ2
ψ,j,λ

)
|xd=0

for
j = 1, 3 is respectively coupled to the outgoing trace

(
σ2
ϕ,2,λ

)
|xd=0

and
(
σ2
ψ,2,λ

)
|xd=0

through

terms F̃ 2
ϕ,j,λ and F̃ 2

ψ,j,λ.

Finally, for amplitudes associated with the boundary phase ν, we need to write a boundary
condition for the first corrector. Boundary condition (5.2.3a) for U2 reads

B Pν,1
(
U2
ν,1,λ

)
|xd,χd=0

+B Pν,3
(
U2
ν,3,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pν,1)
(
U2
ν,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pν,3)
(
U2
ν,3,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2
ν,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2,nc
ν,λ

)
|xd,χd=0

= 0,

where U2,nc
ν,λ is the sum of all the terms of U2,nc of which the trace on the boundary of the

associated frequency is equal to λ ν, which is fully determined by (5.2.19). Therefore, since
ν ∈ Fb \Υ, we get, for j = 1, 3,

(
σ2
ν,j,λ

)
|xd=0

rν,j = µν,j
(
σ2
ν,2,λ

)
|xd=0

rν,j + F̃ 2
ν,j,λ,(5.2.34)

where µν,j has been defined in equation (5.2.14) and where we have denoted by F̃ 2
ν,j,λ the function

F̃ 2
ν,j,λ := −`ν,j ·Ad(0)

(
B|E−(ν)

)−1
(
B (I − Pν,1)

(
U2
ν,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pν,3)
(
U2
ν,3,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pν,2)
(
U2
ν,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U2,nc
ν,λ

)
|xd,χd=0

)
.

In the same way as for the leading profile, we need to investigate the nonpolarized part of the
second corrector to find equations on a2

ϕ,λ and a2
ψ,λ.
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Nonpolarized part of the second corrector

We follow the same analysis as for the first corrector. With similar arguments we get that the
second corrector U3 reads

U3(z, θ, χd) = U∗3 (z) +
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n·ζ)

∑

λ∈Z∗
U3,osc
n,j,λ(z) ei λn·θ ei λ ξj(n·ζ)χd(5.2.35)

+
∑

n∈BZ2

∑

λ∈Z∗
eχdA(n·ζ) Πe(n · ζ)U3,ev

n (z, 0) ei λn·θ + U3,nc(z, θ, χd),

with U∗3 the mean value of U3, U3,nc the noncharacteristic terms, and where, for ζ = n·ζ ∈ Fb\{0},
n ∈ BZ2 , j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗, profile U3,osc

n,j,λ decomposes as

U3,osc
n,j,λ = σ3

ζ j,λ rζ,j +
(
I − Pζ,j

)
U3,osc
n,j,λ ,

with σ3
ζ,j,λ a scalar function of ΩT . Furthermore, according to (5.2.2c) for n = 2, the noncharac-

teristic part U3,nc is given by

L(∂θ, ∂χd)U
3,nc =(5.2.36)

−
∑

(ζ1,ζ2,j1,j2,
λ1,λ2)∈NR

(
L1

(
U1,osc
ζ1,j1,λ1

, i λ2αj2(ζ2)
)
U2,osc
ζ2,j2,λ2

+ L1

(
U2,osc
ζ1,j1,λ1

, i λ2αj2(ζ2)
)
U1,osc
ζ2,j2,λ2

+ L1

(
U1,osc
ζ1,j1,λ1

, ∂z
)
U1,osc
ζ2,j2,λ2

)
ei(λ1n1+λ2n2)·θ ei(λ1ξj1 (ζ1)+λ2ξj2 (ζ2))χd ,

where the set NR of nonresonant frequencies has already been defined. Since all frequencies in
U3,nc are noncharacteristic, equation (5.2.36) totally determines U3,nc. Note that opposite to
what was done for the first corrector, this is no longer true that in U3,nc there are only profiles of
modes ϕj , ψj and νj , since now second order profiles σ2

ζ,j,λ for ζ ∈ Fb \ {0, ϕ, ψ, ν} are possibly
nonzero.

For the same reason, profiles U3,osc
n,j,λ for n · ζ ∈ Fb \ {0, ϕ, ψ, ν} are not necessarily polarized.

Therefore we derive now the nonpolarized part for each frequency ζ = n · ζ ∈ Fb \ {0}, n ∈ BZ2

and j ∈ C(ζ), λ ∈ Z∗. Multiplying equation (5.2.2c) for n = 2 and frequency λαj(ζ) on the left
by the partial inverse Rζ,j leads to the relation

iλ
(
I−Pζ,j

)
U3,osc
n,j,λ =(5.2.37)

−Rζ,j L(0, ∂z)σ
2
ζ,j,λ rζ,j −Rζ,j L1

(
rζ,j , αj(ζ)

)
rζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ σ1
ζ,j,λ1 σ

2
ζ,j,λ2

−Rζ,j 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

L1

(
rζ1,j1 ,−λζ2αj2(ζ2)

)
rζ2,j2 ik σ

1
ζ1,j1,−kλζ1

σ2
ζ2,j2,−kλζ2

−Rζ,j ∂z terms in
(
U1, (I − P )U2, U

∗
2

)
,

where notation ∂z terms in
(
U1, (I−P )U2

)
refers to quadratic terms involving the leading profile

U1, the nonpolarized parts of the first corrector U2 and the mean value U∗2 , with possibly first
order derivative in front of it. The key point is that since the leading profile is polarized and
since the mean value U∗1 is zero, all the terms involving a profile σ2

ζ′,j′,λ′ depend only on leading
order polarized profiles σ1

ζ′′,j′′,λ′′ , and not on (I − P )U2 or U∗2 . We now write the boundary
conditions for the second corrector, for the frequencies ϕ and ψ, which will lead to equations on
the amplitudes a2

ϕ and a2
ψ.

For ϕ we have, according to boundary condition (5.2.3b) and writing (5.2.35) of U3, since the
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elliptic component Ee−(ϕ) of the stable subspace E−(ζ) is zero,

B Pϕ,1
(
U3
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B Pϕ,3
(
U3
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

(5.2.38)

+B (I − Pϕ,1)
(
U3
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pϕ,3)
(
U3
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U3,osc
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U3,nc
ϕ,λ

)
|xd,χd=0

= 0,

where U3,nc
ϕ,λ is the sum of all the terms of U3,nc of which the trace on the boundary of the

associated frequency is equal to λϕ, namely, according to expression (5.2.36) of U3,nc,

U3,nc
ϕ,λ = 1λ=kλϕ

∑

j1,j2=1,2,3
(j1,j2) 6=

(2,1),(2,2)

L
(
0, kνj1 − λψkψj2

)−1 {
λψL1(rν,j1 , ψj2) rψ,j2 − L1(rψ,j2 , νj1) rν,j1

}(5.2.39)

k
{
σ1
ν,j1,k σ

2
ψ,j2,−λψk + σ2

ν,j1,k σ
1
ψ,j2,−λψk

}
eikλϕθ1 ei(kξj1 (ν)−λψkξj2 (ψ))χd

−
∑

λ1+λ2=λ

L
(
0, λ1ϕ1 + λ2ϕ3

)−1{
λ1 L1(rϕ,3, ϕ1) rϕ,1 + λ2 L1(rϕ,1, ϕ3) rϕ,3

}

{
σ1
ϕ,1,λ1 σ

2
ϕ,3,λ2 + σ2

ϕ,1,λ1 σ
1
ϕ,3,λ2

}
eiλ θ1 ei(λ1ξ1(ϕ)+λ2ξ3(ϕ))χd

+ ∂z,θ terms in
(
U1, (I − P )U2, (P U2)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
2

)
,

where the notation ∂z terms in
(
U1, (I −P )U2, (P U2)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
2

)
refers to quadratic terms in U1,

the nonpolarized part of U2, the polarized part of U2 of which the associated modes are different
from λϕj , λψj and λνj , and the mean value U∗2 , with possibly one derivative in front of it. Once
again, the key point here is that since U1 is polarized and of zero mean value, and since only the
profiles σ1

ζ,j,λ for ζ = ϕ,ψ, ν are nonzero, in U3,nc
ϕ,λ , every term involving σ2

ζ,j,λ′ for ζ = ϕ,ψ, ν, is
a quadratic term with a profile σ1

ζ′,j′,λ′′ for ζ
′ = ϕ,ψ, ν.

Similarly as for the leading profile, taking the scalar product of bϕ with equation (5.2.38)
multiplied by iλ, using (5.2.37), (5.2.39) and expression of traces (5.2.32), (5.2.33) and (5.2.34),
we get

XLop
ϕ a2

ϕ,λ +DLop
ϕ iλ

∑

λ1+λ2=λ

a1
ϕ,λ1 a

2
ϕ,λ2 + iλ

∑

λ1+λ2=λ

γϕ(λ1, λ2)
(
a1
ϕ,λ1 a

2
ϕ,λ2 + a2

ϕ,λ1 a
1
ϕ,λ2

)
(5.2.40)

+ 1λ=kλϕ Γϕ ik
{(
σ1
ν,2,−k

)
|xd=0

a2
ψ,−kλψ +

(
σ2
ν,2,−k

)
|xd=0

a1
ψ,−kλψ

}

+ ∂z,θ terms in
[
F̃ 2
ϕ,
(
F̃ 2
ϕ, a

1
ϕ

)
,
(
F̃ 2
ψ, (σ

1
ν,2)|xd=0

)
,
(
(σ2
ϕ)|xd=0, a

1
ϕ

)
,
(
(σ2
ψ)|xd=0, (σ

1
ν,2)|xd=0

)]

= iλ bψ ·B
(
U3,osc
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

+ ∂z,θ terms in
(
U1, (I − P )U2, (P U2)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
2

)
|xd,χd=0

,

where XLop
ϕ , DLop

ϕ , γϕ(λ1, λ2) and Γϕ have already been defined in (5.2.25), and where

∂z,θ terms in
[
F̃ 2
ϕ,
(
F̃ 2
ϕ, a

1
ϕ

)
,
(
F̃ 2
ψ, (σ

1
ν,2)|xd=0

)
,
(
(σ2
ϕ)|xd=0, a

1
ϕ

)
,
(
(σ2
ψ)|xd=0, (σ

1
ν,2)|xd=0

)]

refers to linear terms in F̃ 2
ϕ,j,λ for j = 1, 2 and λ ∈ Z∗, and quadratic terms in

(
F̃ 2
ϕ,j,λ, a

1
ϕ,λ

)
,(

F̃ 2
ψ,j,λ, (σ

1
ν,2,λ)|xd=0

)
,
(
(σ2
ϕ,j,λ)|xd=0, a

1
ϕ,λ

)
or
(
(σ2
ψ,j,λ)|xd=0, (σ

1
ν,2,λ)|xd=0

)
for j = 1, 2 and λ ∈ Z∗,

with, for all these terms, possibly one derivative in front of them. Recall that terms F̃ 2
ϕ and F̃ 2

ψ

depend on the traces
(
σ2
ϕ,2,λ)|xd=0 and

(
σ2
ψ,2,λ)|xd=0.
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For phase ψ we have the following boundary condition

B Pψ,1
(
U3
ψ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B Pψ,3
(
U3
ψ,3,λ

)
|xd,χd=0

(5.2.41)

+B (I − Pψ,1)
(
U3
ψ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pψ,3)
(
U3
ψ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U3
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
U3,nc
ψ,λ

)
|xd,χd=0

= Hλ,

where we have expanded H in Fourier series as

H(z′,Θ) =
∑

λ∈Z
Hλ(z′) eiλΘ,

and U3,nc
ψ,λ is the sum of all the terms of U3,nc of which the trace on the boundary of the associated

frequency is equal to λψ, that is,

U3,nc
ψ,λ = 1λ=kλψ

∑

j1=1,3,j2=1,2,3
(j1,j2)

6=(1,2),(3,2)

L
(
kνj2 − λϕkϕj1

)−1 {
λϕ L1(rν,j2 , ϕj1) rϕ,j1 − L1(rϕ,j1 , νj2) rν,j2

}(5.2.42)

k
{
σ1
ν,j2,k σ

2
ϕ,j1,−λϕk + σ2

ν,j2,k σ
1
ϕ,j1,−λϕk

}
eikλϕθ1 ei(kξj2 (ν)−λϕkξj1 (ϕ))χd

−
∑

j1,j2=1,2,3
j1 6=j2

∑

λ1+λ2=λ

L
(
λ1ψj1 + λ2ψj2

)−1
L1(rψ,j1 , ψj2) rψ,j2 λ2

{
σ1
ψ,j1,λ1 σ

2
ψ,j2,λ2

+ σ2
ψ,j1,λ1 σ

1
ψ,j2,λ2

}
eiλ θ2 ei(λ1ξj1 (ψ)+λ2ξj2 (ψ))χd

+ ∂z,θ terms in
(
U1, (I − P )U2, (P U2)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
2

)
.

If we take the scalar product of bψ with the equality (5.2.41) multiplied by λ, using (5.2.37),
(5.2.39) and expression of traces (5.2.32), (5.2.33) and (5.2.34), we get the amplitude equation

XLop
ψ a2

ψ,λ +DLop
ψ iλ

∑

λ1+λ2=λ

a1
ψ,λ1 a

2
ψ,λ2 + iλ

∑

λ1+λ2=λ

γψ(λ1, λ2)
(
a1
ψ,λ1 a

2
ψ,λ2 + a2

ψ,λ1 a
1
ψ,λ2

)
(5.2.43)

+ 1λ=kλψ Γψ ik
{(
σ1
ν,2,k

)
|xd=0

a2
ϕ,−λϕk +

(
σ2
ν,2,k

)
|xd=0

a1
ϕ,−λϕk

}

+ ∂z,θ terms in
[
F̃ 2
ψ,
(
F̃ 2
ψ, a

1
ψ

)
,
(
F̃ 2
ϕ, (σ

1
ν,2)|xd=0

)
,
(
(σ2
ψ)|xd=0, a

1
ψ

)
,
(
(σ2
ϕ)|xd=0, (σ

1
ν,2)|xd=0

)]

= iλ bψ ·B
(
U3,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

− iλ bψ ·Hλ

+ ∂z,θ terms in
(
U1, (I − P )U2, (P U2)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
2

)
|xd,χd=0

,

where XLop
ψ , DLop

ψ , γψ(λ1, λ2), and Γψ have already been defined in (5.2.29), and where

∂z,θ terms in
[
F̃ 2
ψ,
(
F̃ 2
ψ, a

1
ψ

)
,
(
F̃ 2
ϕ, (σ

1
ν,2)|xd=0

)
,
(
(σ2
ψ)|xd=0, a

1
ψ

)
,
(
(σ2
ϕ)|xd=0, (σ

1
ν,2)|xd=0

)]

refers to linear terms in F̃ 2
ϕ,j,λ for j = 1, 2 and λ ∈ Z∗, and quadratic terms in

(
F̃ 2
ψ,j,λ, a

1
ψ,λ

)
,(

F̃ 2
ϕ,j,λ, (σ

1
ν,2,λ)|xd=0

)
,
(
(σ2
ψ,j,λ)|xd=0, a

1
ψ,λ

)
or
(
(σ2
ϕ,j,λ)|xd=0, (σ

1
ν,2,λ)|xd=0

)
for j = 1, 2 and λ ∈ Z∗,

with, for all these terms, possibly one derivative in front of them.

Note that equations (5.2.40) and (5.2.43) can be seen as linearizations around the trace of the
leading profile U1 of equations (5.2.24) and (5.2.28). This is usual in weakly nonlinear geometric
optics, where equations for the leading profile are nonlinear, and equations for higher order are
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linearizations of the former equations around the leading profile U1. Again, the obtained system of
equations is still not closed since traces of the second corrector U3 appear in amplitude equations
(5.2.40) and (5.2.43).

With the obtained equations, can have the intuition on how lower terms ascent toward higher
order terms, eventually leading to an instability. In equation (5.2.43) for amplitudes a2

ψ,λ, the
boundary forcing term H occurs, and therefore this forcing term ascents to first corrector profiles
σ2
ψ,j,λ for j = 1, 3 and λ ∈ Z∗ through boundary conditions (5.2.33). Eventually, because of the

resonances (5.1.12) leading to resonances terms in transport equations (5.2.31) for first corrector
profiles, the boundary term H arises in profiles σ2

ψ,2,λ for λ ∈ Z∗. In their turn, these profiles
σ2
ψ,2,λ for λ ∈ Z∗ interfere in amplitude equation (5.2.28) for a1

ψ,λ, for λ ∈ Z∗, because of the
trace

(
U2
ψ,2,λ

)
|xd,ξd=0

. Then this reasoning can be applied recursively to obtain that the boundary
forcing term H interferes in leading profiles σ1

ζ,j,λ, for ζ = ϕ,ψ, ν, j = 1, 2, 3 and λ ∈ Z∗.

5.2.3 General system

The above arguments can be extended recursively to any corrector Un, n > 3. Doing so we
get that the n-th profile Un reads

(5.2.44) Un(z, θ, χd) = U∗n(z) +
∑

n∈BZ2

∑

j∈C(n)

∑

λ∈Z∗
Un,osc
n,j,λ e

iλn·θ eiλξj(n·ζ)χd

+
∑

n∈BZ2

∑

λ∈Z∗
eχdA(n·ζ) Πe(n · ζ)Un,ev

n (z, 0) ei λn·θ + Un,nc(z, θ, χd),

with U∗n the mean value of Un, Un,nc the noncharacteristic terms, and where, for ζ = n·ζ ∈ Fb\{0},
n ∈ BZ2 , j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗, the oscillating profile Un,osc

n,j,λ decomposes as

Un,osc
n,j,λ = σnζ j,λ rζ,j +

(
I − Pζ,j

)
Un,osc
n,j,λ ,

with σnζ,j,λ a scalar function defined on ΩT . According to equation (5.2.2c) for n− 1 and since U1

is polarized and of zero mean value, Un,nc is determined by the formula

L(∂θ, ∂χd)U
n,nc = −

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2,
λ1,λ2)∈NR

L1(rζ1,j1 , αj2(ζ2)) rζ2,j2 iλ σ
1
ζ1,j1,λ1 σ

n−1
ζ2,j2,λ2

(5.2.45)

ei(λ1n1+λ2n2)·θ ei(λ1ξj1 (ζ1)+λ2ξj2 (ζ2))χd

+ ∂z,θ terms in
(
U1, . . . , Un−2, (I − P )Un−1, U

∗
n−1

)
,

where notation ∂z,θ terms in
(
U1, . . . , Un−2, (I−P )Un−1, U

∗
n−1

)
refers to quadratic terms involving

the profiles U1, . . . , Un−2, the nonpolarized parts of the corrector Un−1 and the mean value U∗n−1,
with possibly first order derivatives in front of it. As for it, for ζ = n · ζ ∈ Fb \ {0}, n ∈ BZ2 and
j ∈ C(ζ), λ ∈ Z∗, the nonpolarized part

(
I − Pζ,j

)
Un,osc
ζ,j,λ of Un,osc

ζ,j,λ is given by

iλ
(
I−Pζ,j

)
Un,osc
n,j,λ =(5.2.46)

−Rζ,j L(0, ∂z)σ
n−1
ζ,j,λ rζ,j −Rζ,j L1

(
rζ,j , αj(ζ)

)
rζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ σ1
ζ,j,λ1 σ

n−1
ζ,j,λ2

−Rζ,j 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

L1

(
rζ1,j1 ,−λζ2αj2(ζ2)

)
rζ2,j2 ik σ

1
ζ1,j1,−kλζ1

σn−1
ζ2,j2,−kλζ2

−Rζ,j ∂z,θ terms in
(
U1, . . . , Un−2, (I − P )Un−1, U

∗
n−1

)
.
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This formula is obtained by multiplying equation (5.2.2c) for n− 1 by the partial inverse Rζ,j ,
using that U1 is polarized and of zero mean value.

We specify now equations satisfied by the mean value U∗n and the polarized components σnζ,j,λ.
Since U1 is polarized and of zero mean value, equations (5.2.2c), (5.2.3b) for n and (5.2.4) lead
to the following system for the mean value U∗n:

(5.2.47)





L(0, ∂z)U
∗
n = ∂z,θ terms in

(
U1, . . . , Un−1, (I − P )Un

)

B
(
U∗n
)
|xd=0

= 1n=3H0 −B
(
Un,nc

0

)
|xd,χd=0

B
(
U∗n
)
|t60

= 0,

where Un,nc
0 refers to the sum of all terms of Un,nc of which the trace on the boundary is of zero

frequency.
For a frequency ζ = n · ζ ∈ Fb \ {0, ϕ, ψ, ν}, n ∈ BZ2 , j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗, multiplying

equation (5.2.2c) by `ζ,j leads to, since all harmonics σ1
ζ,j,λ′ , λ ∈ Z∗ are zero and since U1 is

polarized and of zero mean value,

Xαj(ζ) σ
n
ζ,j,λ = ∂z,θ terms in

(
U1, . . . , Un−1, (I − P )Un, U

∗
n

)
(5.2.48a)

(
σnζ,j,λ

)
|t60

= 0,(5.2.48b)

with initial condition (5.2.4), and, if j ∈ I(ζ), boundary condition (5.2.3b) gives, since ζ ∈ Fb \Υ,

(
σnζ,j,λ

)
|xd=0

= −`ζ,j Ad(0)
(
E−(ζ)

)−1
B
(
Un,nc
ζ,λ

)
|xd,χd=0

.(5.2.48c)

Finally, for ζ = n · ζ ∈ {ϕ,ψ, ν}, j ∈ C(ζ) and λ ∈ Z∗, multiplying equation (5.2.2c) by `ζ,j
gives, with the same arguments,

Xζ,j σ
n
ζ,j,λ +Dζ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ σnζ,j,λ1 σ
1
ζ,j,λ2 + 1λ=kλζ

∑

(ζ1,ζ2,j1,j2)
∈R(ζ,j)

Jζ2,j2ζ1,j1
ik σ1

ζ1,j1,−kλζ1
σnζ2,j2,−kλζ2

(5.2.49a)

= ∂z,θ terms in
(
U1, . . . , Un−1, (I − P )Un, U

∗
n

)
,

where the notation are defined by (5.2.10). Equation (5.2.49a) is coupled with the following
initial condition,

(5.2.49b)
(
σnζ,j,λ

)
|t60

= 0.

It remains to determine the traces on the boundary of the corresponding incoming frequencies.
The trace of the amplitudes associated with the boundary phase ϕ on the boundary is given by,
for j = 1, 3,

(5.2.50a)
(
σnϕ,j,λ

)
|xd=0

rϕ,j = anϕ,λ eϕ,j + F̃nϕ,j,λ,

with anϕ,λ a scalar function defined on ωT and

F̃nϕ,j,λ := −`ϕ,j ·Ad(0)
(
B|E−(ϕ)

)−1
(
B (I − Pϕ,1)

(
Un,osc
ϕ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pϕ,3)
(
Un,osc
ϕ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pϕ,2)
(
Un,osc
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
σnϕ,2,λ

)
|xd=0

rϕ,2 +B
(
Un,nc
ϕ,λ

)
|xd,χd=0

)
rϕ,j .
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For ψ we have, for j = 1, 3,
(
σnψ,j,λ

)
|xd=0

rψ,j = anψ,λ eψ,j + F̃nψ,j,λ,(5.2.50b)

with anψ,λ a scalar function of ωT and

F̃nψ,j,λ := −`ψ,j ·Ad(0)
(
B|E−(ψ)

)−1
(
− 1n=3Hλ +B (I − Pψ,1)

(
Un,osc
ψ,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pψ,3)
(
Un,osc
ψ,3,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pψ,2)
(
Un,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
σnψ,2,λ

)
|xd=0

rψ,2 +B
(
Un,nc
ψ,λ

)
|xd,χd=0

)
rψ,j .

Note that F̃nϕ,j,λ and F̃nψ,j,λ, for j = 1, 3 and λ ∈ Z∗ depends respectively on the traces
(
σnϕ,2,λ

)
|xd=0

and
(
σnψ,2,λ

)
|xd=0

. Finally, for ν,we have for j = 1, 3,

(
σnν,j,λ

)
|xd=0

rν,j = µν,j
(
σnν,2,λ

)
|xd=0

rν,j + F̃nν,j,λ,(5.2.50c)

with

F̃nν,j,λ := −`ν,j ·Ad(0)
(
B|E−(ν)

)−1
(
B (I − Pν,1)

(
Unν,1,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pν,3)
(
Unν,3,λ

)
|xd,χd=0

+B (I − Pν,2)
(
Unν,2,λ

)
|xd,χd=0

+B
(
Un,nc
ν,λ

)
|xd,χd=0

)
rν,j .

Coefficients µν,j have been introduced in (5.2.14).

Scalar functions anϕ,λ and anψ,λ satisfy the following equations, which are derived using boundary
condition (5.2.3b) and formulas (5.2.45) and (5.2.46),

XLop
ϕ anϕ,λ +DLop

ϕ iλ
∑

λ1+λ2=λ

a1
ϕ,λ1 a

n
ϕ,λ2 + iλ

∑

λ1+λ2=λ

γϕ(λ1, λ2)
(
a1
ϕ,λ1 a

n
ϕ,λ2 + anϕ,λ1 a

1
ϕ,λ2

)
(5.2.51a)

+ 1λ=kλϕ Γϕ ik
{(
σ1
ν,2,−k

)
|xd=0

anψ,−kλψ +
(
σnν,2,−k

)
|xd=0

a1
ψ,−kλψ

}

+ ∂z,θ terms in
[
F̃nϕ ,

(
F̃nϕ , a

1
ϕ

)
,
(
F̃nψ , (σ

1
ν,2)|xd=0

)
,
(
(σnϕ)|xd=0, a

1
ϕ

)
,
(
(σnψ)|xd=0, (σ

1
ν,2)|xd=0

)]

= iλ bϕ ·B
(
Un+1,osc
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

+ ∂z,θ terms in
(
U1, . . . , Un−1, (I − P )Un, (P Un)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
n

)
|xd,χd=0

,

and

XLop
ψ anψ,λ +DLop

ψ iλ
∑

λ1+λ2=λ

a1
ψ,λ1 a

n
ψ,λ2 + iλ

∑

λ1+λ2=λ

γψ(λ1, λ2)
(
a1
ψ,λ1 a

n
ψ,λ2 + anψ,λ1 a

1
ψ,λ2

)
(5.2.51b)

+ 1λ=kλψ Γψ ik
{(
σ1
ν,2,k

)
|xd=0

anϕ,−λϕk +
(
σnν,2,k

)
|xd=0

a1
ϕ,−λϕk

}

+ ∂z,θ terms in
[
F̃nψ ,

(
F̃nψ , a

1
ψ

)
,
(
F̃nϕ , (σ

1
ν,2)|xd=0

)
,
(
(σnψ)|xd=0, a

1
ψ

)
,
(
(σnϕ)|xd=0, (σ

1
ν,2)|xd=0

)]

= iλ bψ ·B
(
Un+1,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

− 1n=3 bψ ·Hλ

+ ∂z,θ terms in
(
U1, . . . , Un−1, (I − P )Un, (P Un)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
n

)
|xd,χd=0

,

where the notation have been defined in (5.2.25) and (5.2.29). These two equations come with
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the following initial conditions

(5.2.51c)
(
anϕ,λ

)
|t60

= 0,
(
anψ,λ

)
|t60

= 0.

The system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) is highly coupled.
In all equations for the corrector of order n, there are terms depending on U1, . . . , Un−1, (I −
P )Un, (P Un)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
n, but this is not a big issue, since, if the lower order correctors U1, . . . ,

Un−1 are constructed, (I − P )Un, (P Un)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U
∗
n can be determined with (5.2.46), (5.2.47)

and (5.2.48). The terms inducing coupling which seem the most problematic are the terms
λ bψ ·B

(
Un+1,osc
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

and λ bψ ·B
(
Un+1,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

in (5.2.51a) and (5.2.51b) which couple
evolution equations for anϕ,λ and anψ,λ (and therefore evolution equations for the corrector Un

of order n), with the corrector of one order higher, Un+1. In equations (5.2.51) there are also
traces of profiles of order n, which prevents to solve this equations (having determined lower
order correctors) before solving the evolution equations for Un.

In addition to being highly coupled, system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50)
and (5.2.51) seems also over-determined. Indeed, condition (5.2.17) imposing that the outgoing
leading profile σ1

ψ,2,λ is of zero trace on the boundary gives one more boundary condition than
the two boundary conditions prescribed by the structure of the problem. Therefore, this is not
clear at all that the system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) admits
a solution satisfying the additional condition (5.2.17).

5.3 Existence of an analytic solution

In this section we focus on the well-posedness of (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and
(5.2.51). Both because of the high coupling of the system, and the over-determination of it, we
choose to concentrate on a toy model and try to prove well-posedness for it. This toy model
should focus on the profiles associated with frequencies ϕj , ψj and νj , because on one hand
it greatly reduces the number of equations, and therefore complexity of the system and of the
functional framework, and on the other hand because it seems that, due to amplification and
resonances, equations on the profiles associated with ϕj , ψj and νj carry the main difficulties
of system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49) and (5.2.51). Indeed, we already pointed out
that if profiles σnζ,j,λ for n > 1, ζ = ϕ,ψ, ν, j = 1, 2, 3 and λ ∈ Z∗ are determined, system
(5.2.47)-(5.2.48) becomes upper triangular, and could be studied in a rather classical way, see for
example Chapter 4. Since we wish to study toy models of the system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49),
(5.2.50) and (5.2.51) in an analytical setting, the initial conditions in (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49)
and (5.2.51), requiring that the profiles σζ,j,λ and their boundary terms aζ,λ are zero for negative
times t are not suited for analytic functions, since it would imply that these profiles and boundary
terms are zero everywhere. Therefore, in the toy models, we modify, in a non equivalent way,
these boundary conditions into conditions requiring that the solutions are zero at t = 0, which
are now adapted for analytic functions.

We start by describing a first toy model, very simple, which concentrate on boundary equations,
and detail the functional framework which will be used to prove well-posedness of it, and proceed
with the proof. Then we describe a second toy model, more elaborate, which incorporates interior
(incoming) equations, introduce additional functional framework , make some specifications on the
toy model with regard to the functional framework, and state the main result, before proceeding
by proving it.
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5.3.1 First toy model

For the first toy model, we focus only on boundary equations (5.2.51). In these equations,
terms

XLop
ϕ anϕ,λ, DLop

ϕ iλ
∑

λ1+λ2=λ

a1
ϕ,λ1 a

n
ϕ,λ2 and iλ

∑

λ1+λ2=λ

γϕ(λ1, λ2)
(
a1
ϕ,λ1 a

n
ϕ,λ2 + anϕ,λ1 a

1
ϕ,λ2

)

as well as the analogous ones for ψ appear in the chosen first toy model, and the last one is
rewritten as a semilinear term. On the contrary, terms

1λ=kλϕ Γϕ ik
{(
σ1
ν,2,−k

)
|xd=0

anψ,−kλψ +
(
σnν,2,−k

)
|xd=0

a1
ψ,−kλψ

}
,

∂z,θ terms in
[
F̃nϕ ,

(
F̃nϕ , a

1
ϕ

)
,
(
F̃nψ , (σ

1
ν,2)|xd=0

)
,
(
(σnϕ)|xd=0, a

1
ϕ

)
,
(
(σnψ)|xd=0, (σ

1
ν,2)|xd=0

)]

and the analogous ones for ψ are removed in the toy model, since they involved traces of
outgoing interior profiles (recall that F̃nϕ,j,λ and F̃nψ,j,λ depend respectively on

(
σnϕ,j,λ

)
|xd=0

and(
σnψ,j,λ

)
|xd=0

). For the same reasons, terms

iλ bϕ ·B
(
Un+1,osc
ϕ,2,λ

)
|xd,χd=0

and iλ bψ ·B
(
Un+1,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

are not kept. Finally, source terms

∂z,θ terms in
(
U1, . . . , Un−1, (I − P )Un, (P Un)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
n

)
|xd,χd=0

involves quadratic terms in the traces of profiles σkζ,j,λ for 1 6 k 6 n, ζ ∈ Fb \ {0}, j ∈ C(ζ) and
λ ∈ Z∗, with possibly derivatives of order up to n in front of it. They are simplified in three
ways: we keep only traces of profiles associated with boundary frequencies ϕ, ψ and ν, we express
traces only through functions akζ,λ for ζ = ϕ,ψ, and we choose only first order derivatives in Θ
(but we shall see in the following that considering derivatives in y would present no additional
difficulty). Finally, boundary terms G and H are represented by functions Hn

ζ , belonging to a
space specified later on. Multiplying equations (5.2.51) by eiλΘ for Θ ∈ T a periodic variable
therefore leads to the following toy model amplitude equations

XLop
ϕ anϕ +DLop

ϕ ∂Θ

(
a1
ϕ a

n
ϕ

)
+ wϕ Fper

ϕ

[
∂Θ a

1
ϕ, ∂Θ a

n
ϕ

]
= Hn

ϕ +KLop
ϕ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ a

n−k
ψ

)
,(5.3.1a)

XLop
ψ anψ +DLop

ψ ∂Θ

(
a1
ψ a

n
ψ

)
+ wψ Fper

ψ

[
∂Θ a

1
ψ, ∂Θ a

n
ψ

]
= Hn

ψ +KLop
ψ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ a

n−k
ψ

)
,(5.3.1b)

where, for ζ = ϕ,ψ, we have denoted by anζ the function of ωT × T defined as

anζ (z,Θ) :=
∑

λ∈Z∗
anζ,λ(z) eiλΘ,

where, for ζ = ϕ,ψ, the bilinear operator Fper
ζ is defined as

(5.3.2) Fper
ζ

[
a, b
]

:=
∑

λ∈Z∗

∑

λ1+λ3=λ
λ1λ3 6=0

i aλ1 bλ3
λ1 δ1

ζ + λ3 δ3
ζ

eiλΘ,
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with δ1
ζ and δ3

ζ scalars defined as

δ1
ζ :=

ξ1(ζ)− ξ2(ζ)

ξ3(ζ)− ξ1(ζ)
, δ3

ζ :=
ξ3(ζ)− ξ2(ζ)

ξ3(ζ)− ξ1(ζ)
,

and where wϕ,wψ,K
Lop
ϕ ,KLop

ψ ∈ R. Here we have used analysis of [CW17, Section 3.1] to
rewrite terms involving the γζ(λ1, λ3) coefficients in (5.2.51) as wϕ Fper

ϕ

[
∂Θ a

1
ϕ, ∂Θ a

n
ϕ

]
, up to

changing definition of the coefficients DLop
ζ . Note that since ϕ and ψ are nonresonant, the

denominators in equation (5.3.2) defining Fper
ζ are nonzero. Up to changing all notation by a

harmless multiplicative constant, we can assume that, for ζ = ϕ,ψ, vector fields XLop
ζ read

(5.3.3) XLop
ζ = ∂t − vLop

ζ · ∇y,

with vLop
ζ ∈ Rd−1. Equations (5.3.1) are coupled with the initial conditions

(5.3.4)
(
anϕ
)
|t=0

= 0,
(
anψ
)
|t=0

= 0.

Again, these initial conditions (5.3.4) are not the same as (5.2.51c), and are written in this (non
equivalent) form to be suited for the analytical framework. Note that equations (5.3.1) are
quasilinear for a1

ϕ, a
1
ψ when n = 1, and linear for anϕ, anψ when n > 2. As we will prove later that

terms Fper
ϕ

[
∂Θ a

1
ϕ, ∂Θ a

n
ϕ

]
and Fper

ψ

[
∂Θ a

1
ψ, ∂Θ a

n
ψ

]
are semilinear, equations (5.3.1) are transport

equations, with a Burgers type term (when n = 1), a semilinear term, a source term and a
convolution type term. System of equations (5.3.1), (5.3.4) is a simplification of system (5.2.51)
for which we propose to set up the analytical tools to solve it.

The aim is to solve system (5.3.1)-(5.3.4) with the following Cauchy-Kovalevskaya theorem.
First proofs of this kind of result are due to [Nir72] and then [Nis77], and the proof of the following
formulation goes back to [BG78].

Theorem 5.3.1 ([BG78]). Let (Br)r06r6r1 be a decreasing sequence of Banach spaces (with
0 6 r0 6 r1 6 1), i.e. such that, for r0 6 r′ < r 6 r1,

Br ⊂ Br′ , ‖.‖r′ 6 ‖.‖r .

Let T,R,C and M be positive real numbers, and consider a continuous function F from [−T, T ]×
{u ∈ Br | ‖u‖r < R} to Br′ for every r0 6 r′ < r 6 r1 which satisfies

(5.3.5) sup
|t|6T

‖F (t, u)− F (t, v)‖r′ 6
C

r − r′ ‖u− v‖r

for all r0 6 r′ < r 6 r1, |t| < T , and for all u, v in Br such that ‖u‖r 6 R, ‖v‖r 6 R, and

(5.3.6) sup
|t|6T

‖F (t, 0)‖r 6
M

r1 − r
,

for every r0 6 r < r1.
Then there exists a real number δ in (0, T ) and a unique function u, belonging to C1

(
(−δ(r1−

r), δ(r1 − r)), Br
)
for every r0 6 r 6 r1, satisfying

sup
|t|<δ(r1−r)

‖u(t)‖r < R,
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and the system {
u′(t) = F

(
t, u(t)

)
for |t| < δ(r1 − r)

u(0) = 0.

We therefore need to define a chain of Banach spaces of analytic functions adapted to our
problem (5.3.1).

5.3.2 Functional framework

Functional spaces

For a function u of L2(Rd−1), the symbol û refers to the Fourier transform of u, with the
following convention

û(ξ) :=

∫

Rd−1

u(y) e−i ξ·y dy, ∀ξ ∈ Rd−1.

For a complex vector X, notation |X| refers to the norm
√
X ·X∗, and we denote by 〈.〉 the

Japanese bracket, that is, for a complex vector X,

〈X〉 :=
(
1 + |X|2

)1/2
.

We set d∗ to be an integer such that d∗ > m̃0 + 2 + (d + 1)/2, where m̃0 is the nonnegative
real number of Lemma 5.3.7. The following definition quantifies analyticity by means of an
exponential decay of the Fourier transform.

Definition 5.3.2. For s ∈ (0, 1), the space Ys is defined as the space of all functions u of
L2(Rd−1 × T) such that, if their Fourier series expansion in Θ reads

u(y,Θ) =
∑

λ∈Z
uλ(y) eiλΘ,

then
‖u‖2Ys :=

∫

Rd−1

∑

λ∈Z
e2s|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉2d∗

∣∣ûλ(ξ)
∣∣2 dξ < +∞.

The following results make precise how y and Θ derivatives act on Ys, and assert that Ys is a
Banach algebra.

Lemma 5.3.3. There exists C > 0 such that, for 0 6 s′ < s 6 1, for u in Ys, functions ∇y u
and ∂Θu belong to Ys′, and we have

(5.3.7) ‖∇y u‖Y ′
s′
6

C

s− s′ ‖u‖Ys and ‖∂Θu‖Ys′ 6
C

s− s′ ‖u‖Ys .

Proof. We prove the estimate for ∇y u, the one for ∂Θu being similar. We have, by definition of
the Ys′-norm,

‖∇y u‖2Ys′ =

∫

Rd−1

∑

λ∈Z
e2s′|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉2d∗ |ξ|2

∣∣ûλ(ξ)
∣∣2 dξ

6
C2

(s− s′)2

∫

Rd−1

∑

λ∈Z
e2s|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉2d∗

∣∣ûλ(ξ)
∣∣2 dξ =

C2

(s− s′)2
‖u‖2s ,

since |ξ|2 exp(2s′|ξ|) 6 C2 exp(2s|ξ|)/(s− s′)2 for ξ in Rd, with C > 0 independent of s, s′ and ξ,
which reads precisely C = 2e−1.
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Lemma 5.3.4. For s ∈ (0, 1), the space Ys is a Banach algebra, up to a positive constant, that
is, there exists C > 0 (independent of s), such that for u, v in Ys, the function uv belongs to Ys
and we have

‖uv‖Ys 6 C ‖u‖Ys ‖v‖Ys .

Proof. Let s be in (0, 1), and consider u, v in Ys. We have,
∫

Rd−1

∑

λ∈Z
e2s|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉2d∗

∣∣(̂uv)λ(ξ)
∣∣2 dξ

=

∫

Rd−1

∑

λ∈Z
e2s|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉2d∗

∣∣∣∣∣∣

∫

Rd−1

∑

µ∈Z
ûµ(η)v̂λ−µ(ξ − η) dη

∣∣∣∣∣∣

2

dξ

6
∫

Rd−1

∑

λ∈Z



∫

Rd−1

∑

µ∈Z

〈(λ, ξ)〉2d∗

〈(µ, η)〉2d∗ 〈(λ− µ, ξ − η)〉2d∗
dη




∫

Rd−1

∑

µ∈Z
e2s|(µ,η)| 〈(µ, η)〉2d∗

∣∣ûµ(η)
∣∣2e2s|(λ−µ,ξ−η)| 〈(λ− µ, ξ − η)〉2d∗

∣∣v̂λ−µ(ξ − η)
∣∣2 dη dξ

6 C ‖u‖2Ys ‖v‖
2
Ys
,

by Cauchy-Schwarz inequality, if
∫
Rd−1

∑
µ∈Z

〈(λ,ξ)〉2d
∗

〈(µ,η)〉2d∗ 〈(λ−µ,ξ−η)〉2d∗
dη is bounded uniformly with

respect to (λ, ξ). We conclude by making the proof of this latter result.
For µ, λ ∈ Z and ξ, η ∈ Rd−1, we have

∣∣(λ, ξ)
∣∣2 6 2

∣∣(µ, η)
∣∣2 + 2

∣∣(λ− µ, ξ − η)
∣∣2

so
〈(λ, ξ)〉2 6 2 〈(µ, η)〉2 + 2 〈(λ− µ, ξ − η)〉2 ,

and
〈(λ, ξ)〉2d∗ 6 2d

∗+1 〈(µ, η)〉2d∗ + 2d
∗+1 〈(λ− µ, ξ − η)〉2d∗

Therefore, by a change of variables (η, µ) = (ξ − η, λ− µ),

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

〈(λ, ξ)〉2d∗

〈(µ, η)〉2d∗ 〈(λ− µ, ξ − η)〉2d∗
dη 6 2d

∗+2

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

1

〈(µ, η)〉2d∗
dη 6 C 2d

∗+2

with C depending only on d∗, since d∗ is such that d∗ > d/2.

As we work with sequences of functions (anϕ)n>1 and (anψ)n>1, we define a functional space
accordingly. We also specify the norm chosen on the product space, since we will work with
couples of sequences.

Definition 5.3.5. For s ∈ (0, 1), the space Ys is defined as the set of sequences a =
(
an
)
n∈N of

Ys such that
|||a|||2Ys

:=
∑

n>1

e2sn 〈n〉2d∗ |||an|||2Ys < +∞.

For s ∈ (0, 1), the norm on the product space Y2
s is defined, for (a,b) ∈ Y2

s , as
∣∣∣∣∣∣(a,b

)∣∣∣∣∣∣2
Y2
s

:= |||a|||2Ys
+ |||b|||2Ys

.

The space Ys satisfies analogous properties as the ones of Lemmas 5.3.3 and 5.3.4 (with the
convolution on sequences for product), but they will not be used directly.
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Specifications on the toy model

We are now able to precise some properties of the toy system (5.3.1), (5.3.4).
Boundary source terms Hn

ϕ , Hn
ψ for n > 1 are taken such that, defining H :=

(
Hϕ,Hψ

)
:=(

Hn
ϕ , H

n
ψ

)
n>1

, function H is in C
(
[−T, T ], Y 2

1

)
. In the statement 5.3.9 below of existence and

uniqueness for system (5.3.1), (5.3.4), there will be an additional assumption on H, requiring
that there exists M > 0 such that, for 0 6 s < 1,

sup
|t|<T

|||H|||Y2
s
6

M

1− s.

This assumption on H is stronger than requiring H and G of (5.1.1) to be in H∞(Rd × T), as it
imposes analyticity with respect to space variables, but with bound on the norm increasing with
regularity. We denote by γ0 > 0 a positive constant such that, for ζ = ϕ,ψ,

(5.3.8a)
∣∣vLop
ζ

∣∣ 6 γ0,
∣∣DLop

ζ

∣∣ 6 γ0, |wζ | 6 γ
1/2
0 and

∣∣KLop
ζ

∣∣ 6 γ0,

and, for s ∈ (0, 1), for u, v in Ys, and for ζ = ϕ,ψ,

(5.3.8b)
∥∥∥Fper

ζ

[
∂Θ u, ∂Θ v

]∥∥∥
Ys

6 γ
1/2
0 |||u|||Ys |||v|||Ys .

All estimates relies on the fact that scalars DLop
ζ , wζ and KLop

ζ , vectors vLop
ζ and operators Fper

ζ

are in finite number. As for it, estimate (5.3.8b) asserting that the operator Fper
ζ , composed with

derivation in Θ, acts as a semilinear operator, is a result of [CW17, Theorem 3.1]. The proof in
our case is a straightforward adaptation to our functional framework of the one of [CW17], which
we detail here.

Proposition 5.3.6 ([CW17, Theorem 3.1]). There exists a constant C > 0 such that for s ∈ [0, 1],
for u, v in Ys and ζ = ϕ,ψ, we have

(5.3.9)
∥∥∥Fper

ζ

[
∂Θ u, ∂Θ v

]∥∥∥
Ys

6 C |||u|||Ys |||v|||Ys .

Proof. The result relies on the following lemma, which constitutes a reformulation of the small
divisors Assumption 5.6. Its proof is the same as the one in [CW17], and is recalled here for the
sake of completeness.

Lemma 5.3.7 ([CW17, Lemma 3.2]). There exists a constant C > 0 and a real number m̃0 such
that, for λ1, λ3 ∈ Z∗, and for ζ = ϕ,ψ, we have

(5.3.10)
1∣∣λ1 δ1

ζ + λ3 δ3
ζ

∣∣ 6 C min
(
|λ1|m̃0 , |λ3|m̃0

)
.

Proof. Without loss of generality, we consider ζ = ϕ. The aim is to use the bound of Assumption
5.6. Using equality L(0, ϕ2) rϕ,2 = 0, we get,

L
(
0, λ1 ϕ1 + λ3 ϕ3

)
rϕ,2 =

[
λ1

(
ξ1(ϕ)− ξ2(ϕ)

)
+ λ3

(
ξ3(ϕ)− ξ2(ϕ)

)]
Ad(0) rϕ,2,

so the quantity λ1

(
ξ1(ϕ)− ξ2(ϕ)

)
+ λ3

(
ξ3(ϕ)− ξ2(ϕ)

)
is nonzero since otherwise rϕ,2 would be a

nonzero vector in the kernel of L
(
0, λ1 ϕ1 + λ3 ϕ3

)
, contradicting Assumption 5.5 asserting that

λ1 ϕ1 + λ3 ϕ3 is never characteristic for λ1, λ3 ∈ Z∗. Therefore we have

1∣∣∣λ1

(
ξ1(ϕ)− ξ2(ϕ)

)
+ λ3

(
ξ3(ϕ)− ξ2(ϕ)

)∣∣∣
6 C

∥∥∥L
(
0, λ1 ϕ1 + λ3 ϕ3

)−1
∥∥∥ ,
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with a constant C > 0 independent on λ1, λ3. Using Assumption 5.6 and a polynomial bound on
the transpose of the comatrix, we get that there exists a nonnegative real number m̃0 such that

1∣∣∣λ1

(
ξ1(ϕ)− ξ2(ϕ)

)
+ λ3

(
ξ3(ϕ)− ξ2(ϕ)

)∣∣∣
6 C

∣∣(λ1, λ3)
∣∣m̃0 ,

with a new constant C > 0 independent on λ1, λ3. Up to changing constant C > 0, we obtain,

(5.3.11)
1∣∣λ1 δ1

ϕ + λ3 δ3
ϕ

∣∣ 6 C
∣∣(λ1, λ3)

∣∣m̃0 .

To get the formulation of (5.3.11) with a minimum, we see that two cases may occur. Either∣∣λ1 δ
1
ϕ + λ3 δ

3
ϕ

∣∣ > |δ1
ϕ|, and in this case, with C > 1/|δ1

ϕ|, we have

1∣∣λ1 δ1
ϕ + λ3 δ3

ϕ

∣∣ 6
1∣∣δ1
ϕ

∣∣ 6 C 6 C |λ1|m̃0

since m̃0 > 0. In the other case, if
∣∣λ1 δ

1
ϕ + λ3 δ

3
ϕ

∣∣ 6 |δ1
ϕ|, we have

|λ3| 6
1∣∣δ3
ϕ

∣∣
∣∣λ1 δ

1
ϕ + λ3 δ

3
ϕ

∣∣+
1∣∣δ3
ϕ

∣∣
∣∣λ1 δ

1
ϕ

∣∣ 6 2

∣∣δ1
ϕ

∣∣
∣∣δ3
ϕ

∣∣ |λ1|,

so, up to changing constant C, estimate (5.3.11) rewrites

1∣∣λ1 δ1
ϕ + λ3 δ3

ϕ

∣∣ 6 C |λ1|m̃0 .

Applying the same arguments for λ3 leads to the aimed estimate (5.3.10).

The proof of Proposition 5.3.6 also relies on the following technical result, whose formulation
is the one of [CW17]. Its proof is an immediate adaptation of a result of [RR82], and is not
recalled here.

Lemma 5.3.8 ([RR82, Lemma 1.2.2],[CW17, Lemma 3.3]). Let K : Rd−1 × Z× Rd−1 × Z→ C
be a locally integrable measurable function such that, either

sup
(ξ,λ)∈Rd−1×Z

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

∣∣K(ξ, λ, η, µ)
∣∣2 dη < +∞,

or
sup

(η,µ)∈Rd−1×Z

∫

Rd−1

∑

λ∈Z

∣∣K(ξ, λ, η, µ)
∣∣2 dξ < +∞.

Then the map

(f, g) 7→
∫

Rd−1

∑

µ∈Z
K(ξ, λ, η, µ) f(ξ − η, λ− µ) g(η, µ) dη

is bounded on L2(Rd−1 × Z)× L2(Rd−1 × Z) with values in L2(Rd−1 × Z).

We now proceed with the proof of Proposition 5.3.6, and we consider without loss of generality
ζ = ϕ. For ξ ∈ Rd−1, λ ∈ Z and for u, v in Ys, the Fourier transform of the λ-th term of the
Fourier series expansion of Fper

ζ

[
∂Θ u, ∂Θ v

]
is given by

̂Fper
ζ

[
∂Θ u, ∂Θ v

]
λ
(ξ) = −i

∫

Rd−1

∑

µ∈Z
µ 6=0,λ

µ(λ− µ)

(λ− µ)δ1
ϕ + µδ3

ϕ

ûλ−µ(ξ − η) v̂µ(η) dη.
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Therefore, to obtain inequality (5.3.9), we have to estimate the quantity

∫

Rd−1

∑

λ∈Z

∣∣∣∣∣∣

∫

Rd−1

∑

µ∈Z
es|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉d∗ F(λ, µ) ûλ−µ(ξ − η) v̂µ(η) dη

∣∣∣∣∣∣

2

dξ,

where we have denoted, for λ, µ ∈ Z,

F(λ, µ) :=

{
µ(λ−µ)

(λ−µ)δ1ϕ+µδ3ϕ
if µ 6= 0, λ

0 otherwise,

and we will do it using Lemma 5.3.8. We consider two nonnegative functions χ1, χ2 on Rd × Rd
such that χ1 + χ2 ≡ 1 and

χ1(ξ, λ, η, µ) = 0 if 〈(η, µ)〉 > (2/3) 〈(ξ, λ)〉
χ2(ξ, λ, η, µ) = 0 if 〈(η, µ)〉 6 (1/3) 〈(ξ, λ)〉 .

We first consider the quantity
∫

Rd−1

∑

µ∈Z
χ1(ξ, λ, η, µ) es|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉d∗ F(λ, µ) ûλ−µ(ξ − η) v̂µ(η) dη,(5.3.12a)

rewritten as

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

χ1(ξ, λ, η, µ) es|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉d∗ F(λ, µ)

es|(λ−µ,ξ−η)| 〈(λ− µ, ξ − η)〉d∗ es|(µ,η)| 〈(µ, η)〉d∗
(5.3.12b)

×
(
es|(λ−µ,ξ−η)| 〈(λ− µ, ξ − η)〉d∗ ûλ−µ(ξ − η)

)(
es|(µ,η)| 〈(µ, η)〉d∗ v̂µ(η)

)
dη.

We have
e2s|(λ,ξ)| 6 e2s|(µ,η)|e2s|(λ−µ,ξ−η)|,

and, on the support of χ1,

〈(λ− µ, ξ − η)〉 > 〈(λ, ξ)〉 − 〈(µ, η)〉 > 1

3
〈(λ, ξ)〉 ,

so

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

∣∣∣∣∣
χ1(ξ, λ, η, µ) es|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉d∗ F(λ, µ)

es|(λ−µ,ξ−η)| 〈(λ− µ, ξ − η)〉d∗ es|(µ,η)| 〈(µ, η)〉d∗

∣∣∣∣∣

2

dη 6 C

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

∣∣∣∣∣
F(λ, µ)

〈(µ, η)〉d∗

∣∣∣∣∣

2

dη.

Using Lemma 5.3.7 we get

∣∣∣∣
µ(λ− µ)

(λ− µ)δ1
ϕ + µδ3

ϕ

∣∣∣∣ =
1∣∣δ1
ϕ

∣∣

∣∣∣∣∣µ−
δ3
ϕ µ

2

(λ− µ)δ1
ϕ + µδ3

ϕ

∣∣∣∣∣ 6 C|µ|m̃0+2,

so

sup
(ξ,λ)∈Rd−1×Z

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

∣∣∣∣∣
χ1(ξ, λ, η, µ) es|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉d∗ F(λ, µ)

es|(λ−µ,ξ−η)| 〈(λ− µ, ξ − η)〉d∗ es|(µ,η)| 〈(µ, η)〉d∗

∣∣∣∣∣

2

dη

6 C

∫

Rd−1

∑

µ∈Z

|µ|2(m̃0+2)

〈(µ, η)〉2d∗
dη < +∞,
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since we chose d∗ > m̃0 + 2 + (d+ 1)/2. Applying Lemma 5.3.8 to the quantity in (5.3.12) we
obtain

∫

Rd−1

∑

λ∈Z

∣∣∣∣∣∣

∫

Rd−1

∑

µ∈Z
χ1(ξ, λ, η, µ) es|(λ,ξ)| 〈(λ, ξ)〉d∗ F(λ, µ) ûλ−µ(ξ − η) v̂µ(η) dη

∣∣∣∣∣∣

2

dξ

6 C ‖u‖2Ys ‖v‖
2
Ys
.

Applying similar arguments for χ2 leads to the analogous estimate for χ2, and combining estimates
for χ1 and χ2 gives the sought one (5.3.9), concluding the proof.

We are now able to prove well-posedness for system (5.3.1), (5.3.4), using Theorem 5.3.1, with
the above properties.

5.3.3 A Cauchy-Kovalevskaya theorem for boundary equations

System (5.3.1), (5.3.4) reads

(5.3.13)




∂t a = F

(
t,a) := La− ∂Θ DLop

(
a,a
)
− Fper

(
∂Θ a, ∂Θ a

)
+ H + KLop

(
a,a
)
,

a(0) = 0,

where a := (aϕ,aψ) :=
(
anϕ, a

n
ψ

)
n>1

, and, if c :=
(
cnϕ, c

n
ψ

)
n>1

,

La :=
(
vLop
ϕ · ∇y anϕ,vLop

ϕ · ∇y anψ
)
n>1

,

DLop(a, c) :=
(
DLop
ϕ a1

ϕ c
n
ϕ, D

Lop
ψ a1

ψ c
n
ψ

)
,

Fper(a, c) :=
(
wϕ Fper

ϕ [a1
ϕ, c

n
ϕ],wψFper

ψ [a1
ψ, c

n
ψ]
)
n>1

,

KLop(a, c) :=
(
KLop
ϕ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ c

n−k
ψ

)
,KLop

ψ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ c

n−k
ψ

))
n>1

.

System (5.3.13) is now in the right shape to apply Theorem 5.3.1, and we prove the following
result.

Proposition 5.3.9. For M0 > 0, there exists δ ∈ (0, T ) such that for all H in C
(
[−T, T ],Y2

1)
satisfying, for 0 < s < 1,

(5.3.14) sup
|t|<T

|||H(t)|||Y 2
s
6

M0

1− s,

system (5.3.13) admits a unique solution a in C1
(
(−δ(1− s), δ(1− s)),Y2

s

)
for every 0 < s 6 1.

The key estimates to prove this result are the following. These are classical, and their proof is
recalled here for the sake of completeness.

Lemma 5.3.10. There exists a constant C > 0 such that for 0 < s′ < s 6 1, for b, c in Y2
s , the

following estimates hold

|||Lb|||Y2
s′
6
C γ0 |||b|||Y2

s

s− s′ ,(5.3.15a)

∣∣∣∣∣∣∂Θ DLop
(
b, c

)∣∣∣∣∣∣
Y2
s′
6
C γ0 |||b|||Y2

s
|||c|||Y2

s

s− s′ ,(5.3.15b)



5.3. Existence of an analytic solution 209

∣∣∣∣∣∣Fper
(
∂Θb, ∂Θc

)∣∣∣∣∣∣
Y2
s
6 C γ0 |||b|||Y2

s
|||c|||Y2

s
,(5.3.15c)

∣∣∣∣∣∣KLop
(
b, c

)∣∣∣∣∣∣
Y2
s′
6
C γ0 |||b|||Y2

s
|||c|||Y2

s

s− s′ .(5.3.15d)

Proof. First, estimate (5.3.15a) follows directly from estimate (5.3.8a) and Lemma 5.3.3 since
L is a linear combination of a bounded vector and a first order derivative. For the second one
(5.3.15b), we have, according to Lemma 5.3.4, for ζ = ϕ,ψ and n > 1,

∥∥∥DLop
ζ b1ζ c

n
ζ

∥∥∥
Ys

6 C γ0

∥∥b1ζ
∥∥
Ys

∥∥cnζ
∥∥
Ys

6 C γ0 ‖b‖Y2
s

∥∥cnζ
∥∥
Ys
.

Therefore, according to Lemma 5.3.3,
∥∥∥∂ΘD

Lop
ζ b1ζ c

n
ζ

∥∥∥
Y 2
s′
6

C

s− s′
∥∥∥DLop

ζ b1ζ c
n
ζ

∥∥∥
Ys

6
C γ0

s− s′ ‖b‖Y2
s

∥∥cnζ
∥∥
Ys
.

Multiplying by e2sn 〈n〉2d∗ and summing over n > 1 and ζ = ϕ,ψ gives the estimate (5.3.15b) for
the Y2

s -norm. With (5.3.8b), the proof of (5.3.15c) is analogous but simpler since the operator is
semilinear. Finally, for (5.3.15d), according to Lemmas 5.3.3 and 5.3.4, we have, for n > 1,

∥∥∥∥∥
n−1∑

k=1

∂Θ

(
bkϕ c

n−k
ψ

)
∥∥∥∥∥
Ys′

6
C

s− s′
n−1∑

k=1

∥∥∥bkϕ
∥∥∥
Ys

∥∥∥cn−kψ

∥∥∥
Ys
.

Thus, by Cauchy-Schwarz inequality,

2
∑

n>1

e2s′n 〈n〉2d∗
∥∥∥∥∥
n−1∑

k=1

∂Θ

(
bkϕ c

n−k
ψ

)
∥∥∥∥∥

2

Ys′

6
C2

(s− s′)2

∑

n>1

e2sn 〈n〉2d∗
(
n−1∑

k=1

∥∥∥bkϕ
∥∥∥
Ys

∥∥∥cn−kψ

∥∥∥
Ys

)2

6
C2

(s− s′)2

∑

n>1

(
n−1∑

k=1

〈n〉2d∗

〈k〉2d∗ 〈n− k〉2d∗
)

×
n−1∑

k=1

e2sk 〈k〉2d∗
∥∥∥bkϕ
∥∥∥

2

Ys
e2s(n−k) 〈n− k〉2d∗

∥∥∥cn−kψ

∥∥∥
2

Ys

6
C2

(s− s′)2
|||b|||2Y2

s
|||c|||2Y2

s
,

since
∑n−1

k=1
〈n〉2d

∗

〈k〉2d∗ 〈n−k〉2d∗
is bounded uniformly with respect to n > 1, and the result follows.

We proceed with proof of Proposition 5.3.9, which essentially amounts to verify assumptions
of Theorem 5.3.1.

Proof (Proposition 5.3.9). We apply Theorem 5.3.1 to system (5.3.31) with the scale of Banach
spaces

(
Y2
s

)
0<s61

. First note that assumption (5.3.6) is satisfied as soon as assumption (5.3.14)
for H is verified. Next we take interest into continuity assumption for F and assumption (5.3.5).
For 0 < s′ < s 6 1, and for t, t′ ∈ (−T, T ) and b, c in Y2

s , we have,

F
(
t,b
)
− F

(
t′, c
)

= L
(
b− c

)
− ∂Θ DLop

(
b,b− c

)
− ∂Θ DLop

(
b− c, c

)

− Fper
(
∂Θ b, ∂Θ (b− c)

)
− Fper

(
∂Θ (b− c), ∂Θ c

)
+ H(t)−H(t′)
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+ KLop
(
b,b− c

)
+ KLop

(
b− c, c

)

so, according to estimates of Lemma 5.3.10,

(5.3.16)
∣∣∣∣∣∣F
(
t,b
)
− F

(
t′, c
)∣∣∣∣∣∣

Y2
s′

6
∣∣∣∣∣∣H(t)−H(t′)

∣∣∣∣∣∣
Y2
s

+ C γ0

(
1 + 3|||b|||Y2

s
+ 3|||c|||Y2

s

) |||b− c|||Y2
s

s− s′ .

Therefore, since H is continuous from [−T, T ] to Y2
1, if we set R > 0 (which is therefore arbitrary),

we both get, from (5.3.16), continuity of F from [−T, T ]×
{
b ∈ Y2

s | |||b|||Y2
s
< R

}
to Y2

s′ , and

(setting t′ = t) estimate (5.3.5), with constant C given by C γ0

(
1 + 6R

)
. Theorem 5.3.1 therefore

applies here and gives the sought result.

Here we used that system (5.3.1), (5.3.4) presents quadratic nonlinearities, but, using the
same arguments, other types of nonlinearities could also be treated.

5.3.4 Second toy model

We now refine the previous toy model by incorporating interior equations in it. According
to remarks from the introduction of this section, in the new chosen toy model, we remove the
coupling with profiles of frequencies different from ϕj , ψj and νj , which were appearing in (5.2.49a)
in terms ∂z,θ terms in

(
U1, . . . , Un−1, (I − P )Un, U

∗
n

)
. The latter terms are also simplified since

they carry derivatives of order higher than one 7, and we keep only first order derivatives in Θ
(once again, considering derivatives in y presents no additional difficulty). They are therefore
represented through terms of the form

∑

ζ1,ζ2=ϕ,ψ,ν

∑

j1,j2=1,3

n−1∑

k=1

∂y,Θ
(
σkζ1,j1 σ

n−k
ζ2,j2

)
.

We also remove couplings with outgoing frequencies ϕ2, ψ2 and ν2, as incoming equations will be
solved seen as propagation in the normal variable equations, a form which is not suited to solve
outgoing equations. Finally, we multiply equations (5.2.49) by eiλΘ for Θ ∈ T a periodic variable.
It leads to the following toy interior evolution equations, for n > 1, ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3,

(5.3.17) Xζ,j σ
n
ζ,j +Dζ,j ∂Θ

(
σnζ,j σ

1
ζ,j

)
+

∑

ζ1,ζ2{ϕ,ψ,ν}
j1,j2∈{1,3}

∂Θ Jζ2,j2ζ1,j1

[
σ1
ζ1,j1 , σ

n
ζ2,j2

]

= Kζ,j

∑

ζ1,ζ2{ϕ,ψ,ν}
j1,j2∈{1,3}

n−1∑

k=1

∂Θ

(
σkζ1,j1 σ

n−k
ζ2,j2

)
,

where we have defined σnζ,j , a function of ΩT × T, as

σnζ,j(z,Θ) :=
∑

λ∈Z∗
σnζ,j,λ(z) eiλΘ,

and where Kζ,j ∈ R for ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3. For (ζ1, ζ2, j1, j2) ∈ {ϕ,ψ, ν}2 × {1, 3}2, the
bilinear operator Jζ2,j2ζ1,j1

is defined as

(5.3.18) Jζ2,j2ζ1,j1

[
σ, τ
]

= Jζ2,j2ζ1,j1

∑

λ∈Z∗
σλτλ e

iλΘ,

7. In expression (5.2.46) of nonpolarized parts, there are already derivatives.
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with some coefficients Jζ2,j2ζ1,j1
. Similarly as for the boundary equations, up to changing all notation

by a harmless multiplicative constant, according to expression (5.1.4) of vector field Xζ,j , it can
be assumed to read

Xζ,j = ∂t − vζ,j · ∇x,
where vector vζ,j has been defined in Definition 5.1.3. Recall last component of each vector vζ,j
is positive. Equation (5.3.17) is not provided with an initial condition, as we will see it as a
propagation in the normal variable equation.

For boundary conditions for profiles σnζ,j , j = 1, 3, the coupling terms in
(
σnζ,2

)
|xd=0

(appearing

in terms in F̃nζ,j,λ for boundary conditions for profiles associated with ϕ and ψ) are not kept, since
it would require trace estimates to solve interior equations, and we do not have such estimates in
our possession. Terms in F̃nζ,j,λ also convey first order derivatives of lower order terms a1

ζ , . . . , a
n−1
ζ .

For the functional framework chosen later, these derivatives are an issue, and since coupling with
lower order terms a1

ζ , . . . , a
n−1
ζ will be expressed in evolution equations for anζ , terms F̃nζ,j,λ are

only represented in the toy equations by boundary terms gnζ,j , belonging to one of the spaces
defined later on. This lead to the following toy boundary conditions, for j = 1, 3,

(
σnϕ,j

)
|xd=0

= (eϕ,j · rϕ,j) anϕ + gnϕ,j ,
(
σnψ,j

)
|xd=0

= (eψ,j · rψ,j) anψ + gnψ,j ,(5.3.19a)
(
σnν,j
)
|xd=0

= gnν,j ,(5.3.19b)

where, for ζ = ϕ,ψ, we have denoted by anζ the function of ΩT × T defined as

anζ (z,Θ) :=
∑

λ∈Z∗
anζ,λ(z) eiλΘ.

Finally, equations for boundary terms anϕ and anψ are the same as for the first toy model,
namely,

XLop
ϕ anϕ +DLop

ϕ ∂Θ

(
a1
ϕ a

n
ϕ

)
+ wϕ Fper

ϕ

[
∂Θ a

1
ϕ, ∂Θ a

n
ϕ

]
= Hn

ϕ +KLop
ϕ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ a

n−k
ψ

)
,(5.3.20a)

XLop
ψ anψ +DLop

ψ ∂Θ

(
a1
ψ a

n
ψ

)
+ wψ Fper

ψ

[
∂Θ a

1
ψ, ∂Θ a

n
ψ

]
= Hn

ψ +KLop
ψ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ a

n−k
ψ

)
,(5.3.20b)

coupled with the initial conditions

(5.3.21)
(
anϕ
)
|t=0

= 0,
(
anψ
)
|t=0

= 0.

The strategy to solve the above system of equations (5.3.17), (5.3.19), (5.3.20) and (5.3.21)
is to apply a Cauchy-Kovalevskaya theorem such as Theorem 5.3.1 to interior system (5.3.17),
(5.3.19), seen as a propagation equation in the normal variable. In order to do that, we need the
boundary terms in (5.3.19) to be analytical with respect to all variables (even with respect to
time). For the first toy model, in Proposition 5.3.9, we obtained only continuity with respect to
time. Therefore we need to refine this result to obtain analyticity with respect to all variables. In
the next part we define functional spaces which will be used for this purpose.

5.3.5 Additional functional framework

Functional spaces

We define two different types of spaces, which all are spaces of functions defined on ωT × T,
analytical with respect to all variables (t, y,Θ). The first ones, which will be denoted by Eρ and
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Eρ, will be used to solve boundary equations (5.3.20)-(5.3.21), which will be viewed as a fixed
point problem in Eρ. The second one, denoted by Xr, Xr, are the one fitted for interior system
(5.3.17)-(5.3.19), where equation (5.3.17) will be seen as a differential equation with values in
Xr. Features and relations of this spaces are summarized in Figure 5.3. In addition to defining
the functional spaces, we have to describe action of differentiation on it, and to prove that every
function of Eρ is in Xr.

Previously introduced spaces Ys, s ∈ (0, 1), are used to defined spaces Eρ, ρ ∈ (0, 1). If I ⊂ R
is an interval and E a Banach space, we denote by Cω(I, E) the space of analytic functions from
I to E.

Definition 5.3.11. For ρ ∈ (0, 1), the space Ẽρ is defined as

Ẽρ :=
⋂

s∈(0,1)

Cω
((
− ρ(1− s), ρ(1− s)

)
, Ys

)
.

In the next definition we use the Catalan numbers (see [Com74]), defined by, for n > 0,

Cn :=
1

n+ 1

(
2n

n

)
.

They satisfy, for n > 0,

(5.3.22)
n∑

i=0

Ci Cn−i = Cn+1.

The Catalan numbers appear in the power series expansion of x 7→ (1− x)−1/2:

(5.3.23)
1√

1− x =
∑

n>0

1

n!

(n+ 1)!Cn
4n

xn, ∀|x| < 1.

Next definition takes inspiration from the method of majoring series, see for example [Joh91,
Chapter II], since, in this formalism, it requires for a function to admit a dilatation of x 7→
(1− x)−1/2 as a majoring series.

Definition 5.3.12. For ρ ∈ (0, 1), the space Eρ is defined as the set of functions a of Ẽρ such
that there exists M > 0 such that for all s ∈ (0, 1) and ν ∈ N,

(5.3.24) ‖∂νt a(0)‖Ys 6
M

(1− s)ν+1

(ν + 1)!Cν
(4ρ)ν

.

The infimum of all M satisfying condition (5.3.24) is denoted by |||a|||Eρ .

If a is in Eρ for some ρ ∈ (0, 1), then, for s ∈ (0, 1), for |t| < ρ(1 − s), by expanding a in
power series with respect to t at 0, using estimate (5.3.24) and the power series expansion of
x 7→ (1− x)−1/2, we get

‖a(t)‖Ys 6
|||a|||Eρ
1− s

(
1− |t|

ρ(1− s)

)−1/2

.

We find here the formulation of [BG78].
Since we work with couples of sequences of functions, we define a space accordingly, and we

specify the norm used on the product space.
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Definition 5.3.13. For ρ ∈ (0, 1), the space Eρ is defined as the set of sequences a =
(
an
)
n∈N of

Eρ such that
|||a|||2Eρ :=

∑

n>1

e2 ρn 〈n〉2d∗ |||an|||2Eρ < +∞.

For ρ ∈ (0, 1), the norm on the product space E2
ρ is defined, for (a,b) ∈ E2

ρ, as

∣∣∣∣∣∣(a,b
)∣∣∣∣∣∣2

E2
ρ

:= |||a|||2Eρ + |||b|||2Eρ .

Spaces Eρ and Eρ are not normed algebras, and neither do they satisfy a derivation property
such as (5.3.7). Indeed, for a function a of Eρ with ρ ∈ (0, 1), we have, by Lemma 5.3.3, for
0 < s′ < s < 1,

‖∂νt ∂Θ a(0)‖Ys′ 6
1

s− s′ ‖∂
ν
t a(0)‖Ys 6

1

s− s′
|||a|||Eρ

(1− s)ν+1

(ν + 1)!Cν
(4ρ)ν

.

To obtain an estimate for (5.3.24), it seems that we should have the existence of C > 0 such that
for all 0 < s′ < s < 1 and ν > 0,

1

(s− s′)(1− s)ν+1
6

C

(1− s′)ν+1
,

which is false. However, as we shall see later, estimating t 7→
∫ t

0 ∂Θ a(s) ds instead of ∂Θ a could
solve the problem. This is what is referred to as regularization by integration in time, see [Uka01;
Mor20]. These spaces seem well suited to prove existence of solutions to boundary system (5.3.20),
analytical with respect to all variables, but the absence of above mentioned properties prevents
to apply a Cauchy-Kovalevskaya theorem with these spaces for interior system. This is why we
need to define other, more appropriate spaces.

Spaces for interior equations are spaces in (t, y,Θ) variables since interior equations will
be seen as propagation equation in xd, valued in these spaces. In the following, Hd∗ denotes
the Sobolev space Hd∗(Rd−1

y × TΘ) of regularity d∗. Recall that d∗ has been chosen such that
d∗ > m̃0 + 2 + (d+ 1)/2, where m̃0 is the real nonnegative number of Lemma 5.3.7. The next
definition is based on the classical way to characterize analytic functions. For a (d + 1)-tuple
α = (α0, . . . , αd) ∈ Nd+1, notation α! refers to α! := α0! · · ·αd!.

Definition 5.3.14. Consider ρ ∈ (0, 1). For r ∈ (0, 1), the space Xr is defined as the set of
smooth functions a of (t, y,Θ) ∈ [−ρ/2, ρ/2]× Rd−1 × T with values in C such that there exists
M > 0 such that for every α in Nd+1,

∥∥∂αt,y,Θa(0, ., .)
∥∥
Hd∗ 6

Mα!

r|α| (|α|2d+1 + 1)
.

The infimum of such M > 0 is denoted by |||a|||Xr .

Note that in the previous definition, the space Xr depends on the fixed constant ρ ∈ (0, 1),
but we chose not to include this dependence in the notation since in the following ρ will be fixed.
The time interval of the form [−ρ/2, ρ/2] is required because, in the following, functions of Xr

will come from functions of Eρ, which are defined on time intervals
(
− ρ(1 − s), ρ(1 − s)

)
for

s ∈ (0, 1), so we choose arbitrarily s = 1/2. Analogously as for Eρ, we define a space for sequences
of Xr.

Definition 5.3.15. For r ∈ (0, 1), the space Xr is defined as the set of sequences a =
(
an
)
n∈N

of Xr such that
|||a|||2Xr

:=
∑

n>1

e2 r n 〈n〉2d∗ |||an|||2Xr < +∞.
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(
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Figure 5.3 – Features of functional spaces and links between them

For r ∈ (0, 1), the norm on the product space X6
r is defined, for a = (a1, . . . ,a6) ∈ X6

r, as

|||a|||2X6
r

:= |||a1|||2Xr
+ · · ·+ |||a6|||2Xr

.

The following result asserts that, for every ρ ∈ (0, 1), there exists r ∈ (0, 1) such that space
Eρ is continuously injected in Xr, with a constant independent of ρ. The proof is recalled here
for the sake of clarity.

Lemma 5.3.16. There exists C > 0, such that, for ρ ∈ (0, 1), if a is in Eρ then there exists
r ∈ (0, 1) such that a belongs to Xr (for the same ρ) and, furthermore,

|||a|||Xr
6 C|||a|||Eρ .

Proof. Let a = (an)n>1 be in Eρ for some ρ ∈ (0, 1). For α = (α0, α
′, β) = (α0, α1, . . . , αd−1, β)

in N× Nd−1 × N, we have, for s ∈ (0, 1) and n > 1,

∥∥∂αt,y,Θan(0, ., .)
∥∥2

Hd∗ =

∫

Rd−1

∑

λ∈Z
ξ2α1

1 · · · ξ2αd−1

d−1 λ2β 〈(ξ, λ)〉2d∗
∣∣∣∂α0
t ânλ(0, ξ)

∣∣∣
2
dξ

6
∫

Rd−1

∑

λ∈Z

α′!2β!2

s2(|α′|+β)
e2s|(ξ,λ)| 〈(ξ, λ)〉2d∗

∣∣∣∂α0
t ânλ(0, ξ)

∣∣∣
2
dξ

=
α′!2β!2

s2(|α′|+β)
‖∂α0

t an(0)‖2Ys ,
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using the inequality
(sξ)α

′
(sλ)β

α′!β!
6 es|(ξ,λ)|.

Since an is in Eρ (because a is in Eρ), we therefore have

∥∥∂αt,y,Θan(0, ., .)
∥∥
Hd∗ 6

α′!β!

s|α′|+β

|||an|||Eρ (α0 + 1)!Cα0

(1− s)α0+1 (4ρ)α0
6

α′!β!

s|α′|+β

C |||an|||Eρ α0!

(1− s)α0+1 (3ρ)α0

using (α0 + 1)C|α0|/(4ρ)α0 6 C/(3ρ)α0 . Finally, we have, if s 6 min(ρ, 2/3),

∥∥∂αt,y,Θan(0, ., .)
∥∥
Hd∗ 6

α!

s|α|

C |||an|||Eρ
3

6
C |||an|||Eρα!

s′|α| (|α|2d+1 + 1)
,

with s′ < s, because s′|α| (|α|2d+1 + 1) 6 Cs|α|. Therefore,

(5.3.25) |||an|||Xs′ 6 C|||an|||Eρ ,

with a constant C which does not depend on n > 1. Therefore, multiplying inequality (5.3.25) by
e2s′n 〈n〉2d∗ and summing over n > 1 leads to

|||a|||Xs′
6 C|||a|||Eρ ,

so a belongs to Xr with r < min(ρ, 2/3) which depends only on ρ, concluding the proof.

Following results state that partial derivatives with respect to t, y,Θ act on Xr in the same
way as partial derivatives with respect to y,Θ act on Ys, and that spaces Xr satisfy an algebra
property. For the sake of completeness, we recall the proof of these classical results.

Lemma 5.3.17. There exists C > 0 such that, for 0 6 r′ < r 6 1, for a in Xr and for ej in
Nd+1 with |ej | = 1, function ∂ejt,y,Θa belongs to Xr′ and satisfies

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣∂ejt,y,Θa

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Xr′

6
C

r − r′ |||a|||Xr
.

Proof. In the same way as for the previous Lemma 5.3.16, proving the estimate for the space Xr

leads to the one for Xr and the associate result, by multiplying by e2s′n 〈n〉2d∗ and summing over
n > 1. Let a be in Xr. Without loss of generality, we make the proof for ej = e0 = (1, 0, . . . , 0).
For α = (α0, α

′, β) in N× Nd−1 × N, we have, by definition of Xr-norm,

∥∥∥∂αt,y,Θ∂e0t,y,Θa(0, ., .)
∥∥∥
Hd∗

6 |||a|||Xr
(α+ e0)!

r|α|+1 (|α+ e|2d+1 + 1)

= |||a|||Xr
α!

(r′)|α| (|α|2d+1 + 1)

(|α|2d+1 + 1)

(|α+ e|2d+1 + 1)
(α0 + 1)

(r′)|α|

r|α|+1
.

Since (|α|2d+1 + 1)/(|α+ e|2d+1 + 1) is bounded uniformly with respect to α ∈ Nd+1 and since

(α0 + 1)
(r′)|α|

r|α|+1
6
(
|α|+ 1

)(r′)|α|

r|α|+1
6

1

r − r′ ,

the result follows.

Lemma 5.3.18. For r ∈ (0, 1), spaces Xr and Xr are Banach algebras (the latter for the
convolution on sequences), up to a positive constant, that is, there exists C > 0 (independent of
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r ∈ (0, 1)), such that for a,b in Xr, the function ab belongs to Xr and we have

|||ab|||Xr
6 C|||a|||Xr

|||b|||Xr
,

and the analogous estimate for Xr.

Proof. We make the proof for spaces Xr, and the result for Xr follows using the same arguments
as in the proof of Lemma 5.3.4. Let r be in (0, 1) and consider a, b in Xr. We need to show that
there exists C > 0 such that for all α ∈ Nd+1, we have

∥∥∂αt,y,Θ
(
ab
)
(0, ., .)

∥∥
Hd∗ 6

C|||a|||Xr |||b|||Xr α!

r|α| (|α|2d+1 + 1)

So consider α ∈ Nd+1. We have, since d∗ > d/2, so Hd∗ is an algebra,

∥∥∂αt,y,Θ
(
ab
)
(0, ., .)

∥∥
Hd∗ 6 C

∑

β6α

(
α

β

)∥∥∥∂βt,y,Θa(0, ., .)
∥∥∥
Hd∗

∥∥∥∂α−βt,y,Θb(0, ., .)
∥∥∥
Hd∗

6 C
∑

β6α

(
α

β

) |||a|||Xr β!

r|β| (|β|2d+1 + 1)

|||b|||Xr (α− β)!

r|α|−|β| (|α− β|2d+1 + 1)

=
C |||a|||Xr |||b|||Xrα!

r|α| (|α|2d+1 + 1)

∑

β6α

(|α|2d+1 + 1)

(|β|2d+1 + 1) (|α− β|2d+1 + 1)
,

and the result follows since
∑

β6α
(|α|2d+1+1)

(|β|2d+1+1) (|α−β|2d+1+1)
is bounded uniformly with respect to

α ∈ Nd+1.

We summarize the main features of the functional spaces introduced in this section in Figure
5.3. The concept of regularization by integration in time is detailed below, in Lemma 5.3.21.

Specifications on the toy model and main result

In view of the functional spaces defined above, we are able to make precise the toy system
(5.3.17)-(5.3.19)-(5.3.20)-(5.3.21).

Boundary terms gnζ,j appearing in (5.3.19) are taken such that, if we define gζ,j :=
(
gnζ,j
)
n∈N,

then function gζ,j is in X1 for ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3. Analogously, source terms Hn
ζ of boundary

equations (5.3.20) are taken such that, defining Hζ :=
(
Hn
ζ

)
n>1

, sequence Hζ is in E1 for ζ = ϕ,ψ.
Once again, assumption on Hζ imposing it to be analytical with respect to all its variables is
stronger than requiring H and G to be in H∞(Rd × T). We also denote by γ0 > 0 a positive
constant such that, for ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3,

(5.3.26a) |vζ,j | 6 γ0,
∣∣Dζ,j

∣∣ 6 γ0 and
∣∣Kζ,j

∣∣ 6 γ0,

for ζ = ϕ,ψ,

(5.3.26b)
∣∣vLop
ζ

∣∣ 6 γ0,
∣∣DLop

ζ

∣∣ 6 γ0, |wζ | 6 γ
1/2
0 , and

∣∣KLop
ζ

∣∣ 6 γ0,

for r ∈ (0, 1) and for σ, τ in Xr, for ζ1, ζ2 = ϕ,ψ, ν and j1, j2 = 1, 3,

(5.3.26c)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣Jζ2,j2ζ1,j1

[
σ, τ
]∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Xr

6 γ0 |||σ|||Xr |||τ |||Xr ,

and, for s ∈ (0, 1), for u, v in Ys, and for ζ = ϕ,ψ,

(5.3.26d)
∥∥∥Fper

ζ

[
∂Θ u, ∂Θ v

]∥∥∥
Ys

6 γ
1/2
0 ‖u‖Ys ‖v‖Ys .
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All estimates relies on the fact that scalars Dζ,j , Kζ,j , D
Lop
ζ , wζ and KLop

ζ , vectors vζ,j and
vLop
ζ and operators Jζ1,j1ζ2,j2

and Fper
ζ are indexed by finite sets. Estimate (5.3.26d) is the result of

Proposition 5.3.6, and (5.3.26c) is the result of the following lemma.

Lemma 5.3.19. There exists a constant C > 0 such that, for r ∈ (0, 1), for σ, τ in Xr, ζ1, ζ2

in{ϕ,ψ} and j1, j2 in {1, 3}, we have

(5.3.27)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣Jζ2,j2ζ1,j1

[
σ, τ
]∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Xr

6 C |||σ|||Xr |||τ |||Xr .

Proof. Without loss of generality, we make the proof for ζ1 = ζ2 = ϕ and j1 = j2 = 1. Recall
that Jϕ,1ϕ,1 is defined by (5.3.18) as

Jϕ,1ϕ,1

[
σ, τ
]

= Jϕ,1ϕ,1

∑

λ∈Z∗
σλτλ e

iλΘ.

For α = (α′, αd) in Nd × N, we want to estimate in Hd∗ the following function

(5.3.28) ∂αt,y,ΘJ
ϕ,1
ϕ,1

[
σ, τ
]
(0, ., .) = Jϕ,1ϕ,1

∑

λ∈Z∗

∑

β′6α′

(
α′

β′

)(
iλ
)αd∂β′t,yσλ(0, .) ∂α

′−β′
t,y τλ(0, .) eiλΘ.

We prove now an intermediate result. For every function u, v defined on Rd−1 × T, whose Fourier
series expansions read

u(y,Θ) :=
∑

λ∈Z
uλ(y) eiλΘ, v(y,Θ) :=

∑

λ∈Z
vλ(y) eiλΘ,

we have,
∥∥∥∥∥(y,Θ) 7→

∑

λ∈Z
uλ(y)vλ(y) eiλΘ

∥∥∥∥∥

2

Hd∗

=
∑

k∈Z∗

∫

Rd−1

〈(λ, ξ)〉2d∗
∣∣∣∣
∫

Rd−1

ûλ(η) v̂λ(ξ − η) dη

∣∣∣∣
2

dξ

6
∑

k∈Z∗

∫

Rd−1

(∫

Rd−1

〈(λ, ξ)〉2d∗

〈(λ, η)〉2d∗ 〈(λ, ξ − η)〉2d∗
dη

)

×
∫

Rd−1

〈(λ, η)〉2d∗
∣∣ûλ(η)

∣∣2 〈(λ, ξ − η)〉2d∗
∣∣v̂λ(ξ − η)

∣∣2 dη dξ

6 C

∥∥∥∥∥(y,Θ) 7→
∑

λ∈Z
uλ(y) eiλΘ

∥∥∥∥∥

2

Hd∗

∥∥∥∥∥(y,Θ) 7→
∑

λ∈Z
vλ(y) eiλΘ

∥∥∥∥∥

2

Hd∗
,(5.3.29)

with a constant C > 0 independent on u and v, since
∫
Rd−1

〈(λ,ξ)〉2d
∗

〈(λ,η)〉2d∗ 〈(λ,ξ−η)〉2d∗
dη is bounded

uniformly with respect to (λ, ξ). We have, according to (5.3.28),

(5.3.30)
∥∥∥∂αt,y,ΘJϕ,1ϕ,1

[
σ, τ
]
(0, ., .)

∥∥∥
2

Hd∗

6
(
Jϕ,1ϕ,1

)2 ∑

β′6α′

(
α′

β′

)∥∥∥∥∥(y,Θ) 7→
∑

λ∈Z∗

(
iλ
)αd∂β′t,yσλ(0, .) ∂α

′−β′
t,y τλ(0, .) eiλΘ

∥∥∥∥∥ ,
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so, applying inequality (5.3.29) to quantity (5.3.30) we get
∥∥∥∂αt,y,ΘJϕ,1ϕ,1

[
σ, τ
]
(0, ., .)

∥∥∥
2

Hd∗

6 C
(
Jϕ,1ϕ,1

)2 ∑

β′6α′

(
α′

β′

)∥∥∥∥∥(y,Θ) 7→
∑

λ∈Z

(
iλ
)αd∂β′t,yσλ(0, y) eiλΘ

∥∥∥∥∥

2

Hd∗

×
∥∥∥∥∥(y,Θ) 7→

∑

λ∈Z
∂α
′−β′

t,y τλ(0, y) eiλΘ

∥∥∥∥∥

2

Hd∗

= C
(
Jϕ,1ϕ,1

)2 ∑

β′6α′

(
α′

β′

)∥∥∥∂(β′,αd)
t,y,Θ σ(0, ., .)

∥∥∥
2

Hd∗

∥∥∥∂(α′−β′,0)
t,y,Θ τ(0, ., .)

∥∥∥
2

Hd∗
.

Therefore, by definition of the Xr-norm,
∥∥∥∂αt,y,ΘJϕ,1ϕ,1

[
σ, τ
]
(0, ., .)

∥∥∥
2

Hd∗

6 C
∑

β′6α′

(
α′

β′

) |||σ|||Xr β′!αd!
r|β′|+αd (|(β, αd)|2d+1 + 1)

|||b|||Xr (α′ − β′)!
r|α′|−|β′| (|α′ − β′|2d+1 + 1)

=
C |||a|||Xr |||b|||Xrα!

r|α| (|α|2d+1 + 1)

∑

β′6α′

(|α|2d+1 + 1)

(|(β′, αd)|2d+1 + 1) (|α′ − β′|2d+1 + 1)
,

and the result follows since
∑

β′6α′
(|α|2d+1+1)

(|(β′,αd)|2d+1+1) (|α′−β′|2d+1+1)
is bounded uniformly with respect

to α ∈ Nd+1.

The rest of the section is devoted to the proof of the following existence and uniqueness result.

Theorem 5.3.20. For every M0,M1 > 0, there exist 0 < r1 < 1 and δ > 0 such that for
every g in X6

r1 and H in E2
1 satisfying respectively |||H|||E2

1
< M0 and |||g|||X6

r1
< M1, system

of equations (5.3.17), (5.3.19), (5.3.20) and (5.3.21) admits a unique solution given by σ in
C1
(
(−δ(r1 − r), δ(r1 − r)),X6

r

)
for each 0 < r < r1 and a in X2

r1, where we have denoted σ :=(
σnϕ,1, σ

n
ϕ,3, σ

n
ψ,1, σ

n
ψ,3, σ

n
ν,1, σ

n
ν,3

)
n>1

, g :=
(
gϕ,1,gϕ,3,gψ,1,gψ,3,gν,1,gν,3

)
and H :=

(
Hϕ,Hψ

)
.

To prove this result, we will start by proving existence for boundary system (5.3.20)-(5.3.21),
with the Banach fixed point theorem applied in a closed ball of E2

ρ for some ρ ∈ (0, 1). We will
therefore have a solution a of (5.3.20)-(5.3.21) analytical both with respect to space and time.
The strategy is to write equations (5.3.20) as a fixed point, by the change of variables b := ∂t a,
to obtain a problem like the one of [BG78]. This will allow us to prove that the operator at
stake is a contraction, using the phenomenon of regularization by integration in time. Then we
proceed with the existence of solution for interior system (5.3.17)-(5.3.19), by applying a classical
Cauchy-Kovalevskaya result, in X6

r for some r ∈ (0, 1). For this purpose, equations (5.3.17) will
be seen as propagation equations in the normal variable. Verifying assumptions of Theorem 5.3.1
for interior equations presents no difficulty. Finally Lemma 5.3.16 will be used to assert that the
obtained solution a of (5.3.20)-(5.3.21) in E2

ρ is actually in X2
r for some r ∈ (0, 1).

5.3.6 Time analyticity on the boundary and Cauchy-Kovalevskaya theorem
for incoming equations

Existence and time analyticity for boundary equations

This part is devoted to solving boundary system (5.3.20)-(5.3.21). The goal is to obtain
solutions which are analytical not only with respect to (y,Θ) but also with respect to time. In
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the same way as for the first toy model, system (5.3.20)-(5.3.21) can be displayed in the form

(5.3.31)




∂t a = La− ∂Θ DLop

(
a,a
)
− Fper

(
∂Θ a, ∂Θ a

)
+ H + KLop

(
a,a
)
,

a(0) = 0,

where a := (aϕ,aψ) :=
(
anϕ, a

n
ψ

)
n>1

, H :=
(
Hϕ,Hψ

)
, and, if c :=

(
cnϕ, c

n
ψ

)
n>1

,

La :=
(
vLop
ϕ · ∇y anϕ,vLop

ϕ · ∇y anψ
)
n>1

,

DLop(a, c) :=
(
DLop
ϕ a1

ϕ a
n
ϕ, D

Lop
ψ a1

ψ a
n
ψ

)
n>1

,

Fper(a, c) :=
(
wϕ Fper

ϕ [a1
ϕ, c

n
ϕ],wψFper

ψ [a1
ψ, c

n
ψ]
)
n>1

,

KLop(a, c) :=
(
KLop
ϕ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ c

n−k
ψ

)
,KLop

ψ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
akϕ c

n−k
ψ

))
n>1

.

Setting b := ∂ta, system (5.3.31) is equivalent to

(5.3.32) b(t) = L

∫ t

0
b(σ) dσ − ∂Θ DLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0
b(σ) dσ

)

− Fper
(
∂Θ

∫ t

0
b(σ) dσ, ∂Θ

∫ t

0
b(σ) dσ

)
+ KLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0
b(σ) dσ

)
+ H(t),

with a(t) =
∫ t

0 b(σ) dσ. The aim is to solve equation (5.3.32) with a fixed point theorem in E2
ρ,

so we start by proving the following key estimates, which will allow us to prove contraction for
the operator at stake.

Estimates (5.3.33a), (5.3.33b) and (5.3.33d) below constitute what we call regularization by
integration in time, where composing derivation in (y,Θ) with integration in time leads to no
loss of regularity. This phenomenon was introduced by [Uka01], and can also be found in [Mét09;
Mor20].

Lemma 5.3.21. There exists C > 0 such that for ρ ∈ (0, 1), for b, c in E2
ρ, the following

estimates hold
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣t 7→ L

∫ t

0
b(σ) dσ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
E2
ρ

6 C ργ0 |||b|||E2
ρ
,(5.3.33a)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣t 7→ ∂Θ DLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0
c(σ) dσ

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
E2
ρ

6 C ρ2 γ0 |||b|||E2
ρ
|||c|||E2

ρ
,(5.3.33b)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣t 7→ Fper

(
∂Θ

∫ t

0
b(σ) dσ, ∂Θ

∫ t

0
c(σ) dσ

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
E2
ρ

6 C ρ2 γ0 |||b|||E2
ρ
|||c|||E2

ρ
,(5.3.33c)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣t 7→ KLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0
c(σ) dσ

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
E2
ρ

6 C ρ2 γ0 |||b|||E2
ρ
|||c|||E2

ρ
.(5.3.33d)

Proof. First note that since b, c are in E2
ρ, functions which we wish to estimate are in

(
ẼN∗
ρ

)2.
In all this proof, we denote

b := (bϕ,bψ) :=
(
bnϕ, b

n
ψ

)
n>1

, c := (cϕ, cψ) :=
(
cnϕ, c

n
ψ

)
n>1

.

For ν > 1 and s ∈ (0, 1), we define sν := s+ 1
ν+1(1− s) which is such that sν > s and satisfy, for
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ν > 1,

(5.3.34)
1− s
sν − s

= ν + 1 and
1− s
1− sν

= 1 +
1

ν
.

We proceed with the proof of estimate (5.3.33a) dealing with function V := L
∫ t

0 b(σ) dσ, and
we denote V := (Vϕ,Vψ) :=

(
V n
ϕ , V

n
ψ

)
n>1

. According to Definition 5.3.12, the aim is to estimate,
for s ∈ (0, 1), ν > 0, ζ = ϕ,ψ and n > 1, the Ys-norm of ∂νt V n

ζ (0). Fix s ∈ (0, 1), ζ = ϕ,ψ and
n > 1, and recall that

V n
ζ (t) = vLop

ζ · ∇y
∫ t

0
bnζ (σ) dσ.

Therefore we have V n
ζ (0) = 0 and, for ν > 1,

∂νt V
n
ζ (0) = vLop

ζ · ∇y ∂ν−1
t bnζ (0),

so, for s ∈ (0, 1), using (5.3.7) with 0 < s < sν 6 1, estimate (5.3.26a) and definition (5.3.24) of
Eρ-norm,

∥∥∂νt V n
ζ (0)

∥∥
Ys

6 γ0

∥∥∇y ∂ν−1
t bnζ (0)

∥∥
Ys

6
C γ0

sν − s
∥∥∂ν−1

t bnζ (0)
∥∥
Ysν

6
C γ0

sν − s
1

(1− sν)ν
ν!Cν−1

(4ρ)ν−1

∣∣∣∣∣∣bnζ
∣∣∣∣∣∣
Eρ
.

Therefore, using relations (5.3.34),

∥∥∂νt V n
ζ (0)

∥∥
Ys

6 C γ0

∣∣∣∣∣∣bnζ
∣∣∣∣∣∣
Eρ

1

(1− s)ν+1

(ν + 1) ν!Cν−1

(4ρ)ν−1

(
1 +

1

ν

)ν

6 C ργ0

∣∣∣∣∣∣bnζ
∣∣∣∣∣∣
Eρ

(ν + 1)!Cν
(1− s)ν+1 (4ρ)ν

,

so that
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣V n
ζ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

6 C ργ0

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣bnζ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

. Since this estimate is independent of n, ζ, multiplying it by

e2ρn 〈n〉2d∗ and summing over n > 1 leads to the analogous one for E2
ρ, which reads as (5.3.33a).

For V := ∂Θ DLop
( ∫ t

0 b(σ) dσ,
∫ t

0 c(σ) dσ
)

which we decompose in
(
ẼN∗
ρ

)2 as V =:

(Vϕ,Vψ) =:
(
V n
ϕ , V

n
ψ

)
n>1

, with, for n > 1 and ζ = ϕ,ψ,

V n
ζ := ∂ΘD

Lop
ζ

∫ t

0
b1ζ(σ) dσ ·

∫ t

0
cnζ (σ) dσ,

for n > 1 and ζ = ϕ,ψ, we compute V n
ζ (0) = ∂tV

n
ζ (0) = 0, and for ν > 2,

∂νt V
n
ζ (0) = DLop

ζ ∂Θ

ν−1∑

µ=1

(
ν

µ

)
∂µ−1
t b1ζ(0) ∂ν−µ−1

t cnζ (0).

Therefore, for s ∈ (0, 1), using (5.3.7) with 0 < s < sν 6 1 and estimates (5.3.26a) and (5.3.24),
we have

∥∥∂νt V n
ζ (0)

∥∥
Ys

6
C γ0

sν − s
ν−1∑

µ=1

(
ν

µ

)∥∥∥∂µ−1
t b1ζ(0)

∥∥∥
Ysν

∥∥∥∂ν−µ−1
t cnζ (0)

∥∥∥
Ysν
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6
C γ0

sν − s

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣b1ζ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣cnζ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

(4ρ)ν−2

ν−1∑

µ=1

(
ν

µ

)
µ!Cµ−1

(1− sν)µ
(ν − µ)!Cν−µ−1

(1− sν)ν−µ
.

Again with relations (5.3.34) we get

∥∥∂νt V n
ζ (0)

∥∥
Ys

6
C γ0 (ν + 1)

1− s

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣b1ζ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣cnζ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

(4ρ)ν−2

ν!

(1− s)ν
ν−1∑

µ=1

Cµ−1 Cν−µ−1

(
1 +

1

ν

)ν

6 C ρ2 γ0 e
∣∣∣∣∣∣b1ζ

∣∣∣∣∣∣
Eρ

∣∣∣∣∣∣cnζ
∣∣∣∣∣∣
Eρ

(ν + 1)!

(1− s)ν+1 (4ρ)ν

ν−1∑

µ=1

Cµ−1 Cν−µ−1.

We can conclude using (5.3.22):

ν−1∑

µ=1

Cµ−1 Cν−µ−1 =

ν−2∑

µ=0

Cµ Cν−2−µ = Cν−1 6 Cν .

Last inequality follows from relation (5.3.22) and C0 = 1.

The proof of estimate (5.3.33c) for V := Fper
(
∂Θ

∫ t
0 b(σ) dσ, ∂Θ

∫ t
0 c(σ) dσ

)
follows the same

argument as the previous one, but it is simpler since, according to (5.3.26d), Fper
ζ (∂Θ a, ∂Θ a) acts

as a semilinear term in a. It is therefore omitted.

Finally, we take interest into V := KLop
( ∫ t

0 b(σ) dσ,
∫ t

0 c(σ) dσ
)
which we decompose in

(
ẼN∗
ρ

)2 as V =: (Vϕ,Vψ) =:
(
V n
ϕ , V

n
ψ

)
n>1

, with, for n > 1 and ζ = ϕ,ψ,

V n
ζ := KLop

ζ

n−1∑

k=1

∂Θ

(
bkϕ, c

n−k
ψ

)

For n > 1 and ζ = ϕ,ψ, we compute V n
ζ (0) = ∂tV

n
ζ (0) = 0, and for ν > 2,

∂νt V
n
ζ (0) = KLop

ζ

n−1∑

k=1

∂Θ

ν−1∑

µ=1

(
ν

µ

)
∂µ−1
t bkϕ(0) ∂ν−µ−1

t cn−kψ (0),

so, for s ∈ (0, 1), using (5.3.26b) and (5.3.7) with 0 < s < sν 6 1 and then (5.3.24),

∥∥∂νt V n
ζ (0)

∥∥
Ys

6
C γ0

sν − s
n−1∑

k=1

ν−1∑

µ=1

(
ν

µ

)∥∥∥∂µ−1
t bkϕ(0)

∥∥∥
Ysν

∥∥∥∂ν−µ−1
t cn−kψ (0)

∥∥∥
Ysν

6
C γ0

sν − s
1

(4ρ)ν−2

n−1∑

k=1

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣bkϕ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣cn−kψ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

ν−1∑

µ=1

(
ν

µ

)
µ!Cµ−1

(1− sν)µ
(ν − µ)!Cν−µ−1

(1− sν)ν−µ

6 C ρ2 γ0
(ν + 1)!Cν

(1− s)ν+1(4ρ)ν

n−1∑

k=1

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣bkϕ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣cn−kψ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ
,
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using (5.3.22) as before. Therefore we get

∣∣∣∣∣∣V n
ζ

∣∣∣∣∣∣
Eρ

6 C ρ2 γ0

n−1∑

k=1

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣bkϕ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣cn−kψ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ
,

so that, multiplying by e2 ρn 〈n〉2d∗ and summing over n > 1, we obtain
∑

ζ=ϕ,ψ

∑

n>1

e2 ρn 〈n〉2d∗
∣∣∣∣∣∣V n

ζ

∣∣∣∣∣∣2
Eρ

6 C2 ρ4 γ2
0

∑

ζ=ϕ,ψ

∑

n>1

e2 ρn 〈n〉2d∗
(
n−1∑

k=1

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣bkϕ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣cn−kψ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
Eρ

)2

6 C2 ρ4 γ2
0

∑

n>1

(
n−1∑

k=1

〈n〉2d∗

〈k〉2d∗ 〈n− k〉2d∗
)

n−1∑

k=1

e2 ρ k 〈k〉2d∗
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣bkϕ
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

Eρ
e2 ρ (n−k) 〈n− k〉2d∗

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣cn−kψ

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

Eρ
,

using Cauchy-Schwarz inequality. Therefore, since
∑n−1

k=1
〈n〉2d

∗

〈k〉2d∗ 〈n−k〉2d∗
is bounded uniformly with

respect to n > 1, we get

|||V|||2E2
ρ

=
∑

ζ=ϕ,ψ

∑

n>1

e2 ρn 〈n〉2d∗
∣∣∣∣∣∣V n

ζ

∣∣∣∣∣∣2
Eρ

6 C2 ρ4 γ2
0 |||b|||2E2

ρ
|||c|||2E2

ρ
,

which is the sought inequality (5.3.33d).

We are now in place to prove existence for (5.3.32) (which is equivalent to (5.3.31)) in the
space E2

ρ, of analytic functions with respect to (t, y,Θ). We follow here the method of [Uka01;
Mor20].

Proposition 5.3.22. For every M0 > 0, there exists ρ ∈ (0, 1) such that for every H in E2
ρ

satisfying |||H|||E2
ρ
< M0, equation (5.3.32) admits a unique solution b in E2

ρ.

Proof. In all this proof, for R > 0, Bρ(0, R) denotes the closed ball of E2
ρ centered at 0 and of

radius R. For b and H in E2
ρ, we denote

F
(
H,b

)
:= L

∫ t

0
b(σ) dσ − ∂Θ DLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0
b(σ) dσ

)

− Fper
(
∂Θ

∫ t

0
b(σ) dσ, ∂Θ

∫ t

0
b(σ) dσ

)
+ KLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0
b(σ) dσ

)
+ H,

so that solving (5.3.32) amounts to find a fixed point of F
(
H, .

)
: b 7→ F

(
H,b

)
. Therefore,

we will prove that there exist R > 0 and ρ ∈ (0, 1) such that for every H in E2
ρ satisfying

|||H|||E2
ρ
< M0, the map F

(
H, .

)
is a contraction from the complete space Bρ(0, R) to itself.

Consider M0 > 0 and H in E2
ρ such that |||H|||E2

ρ
< M0. First we need to show that there

exist ρ ∈ (0, 1) and R > 0 such that F
(
H, .

)
maps Bρ(0, R) to itself. Lemma 5.3.21 asserts that

F
(
H, .

)
is well defined from E2

ρ to itself and that it satisfies, for b in E2
ρ,

∣∣∣∣∣∣F
(
H,b

)∣∣∣∣∣∣
E2
ρ
6 C ργ0 |||b|||E2

ρ
+ C ρ2 γ0 |||b|||2E2

ρ
+M0,

for a new positive constant C > 0 independent on ρ, H, M0 and b. Therefore, setting R := 2M0,
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for 0 < ρ < C(γ0,M0), with

C(γ0,M0) := min
([

4C γ0

]−1
,
[
8C γ0M0

]−1/2
)
,

the application F
(
H, .

)
maps the ball Bρ(0, R) to itself.

Now we need to show that this map is a contraction, for ρ < C(M0, γ0) small enough. We
compute, for 0 < ρ < C(M0, γ0) and for b, c in Bρ(0, R),

F
(
H,b

)
− F

(
H, c

)
=

L

∫ t

0

(
b− c

)
(σ) dσ − ∂Θ DLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0

(
b− c

)
(σ) dσ

)

− ∂Θ DLop

(∫ t

0

(
b− c

)
(σ) dσ,

∫ t

0
c(σ) dσ

)
− Fper

(
∂Θ

∫ t

0
b(σ) dσ, ∂Θ

∫ t

0

(
b− c

)
(σ) dσ

)

− Fper

(
∂Θ

∫ t

0

(
b− c

)
(σ) dσ, ∂Θ

∫ t

0
c(σ) dσ

)
+ KLop

(∫ t

0
b(σ) dσ,

∫ t

0

(
b− c

)
(σ) dσ

)

+ KLop

(∫ t

0

(
b− c

)
(σ) dσ,

∫ t

0
c(σ) dσ

)
.

Therefore using estimates of Lemma 5.3.21 and the fact that b, c are in Bρ(0, R), we get,

∣∣∣∣∣∣F
(
H,b

)
− F

(
H, c

)∣∣∣∣∣∣
E2
ρ
6 C ργ0

(
1 + ρ

(
|||b|||E2

ρ
+ |||c|||E2

ρ

))
|||b− c|||E2

ρ

6 C ργ0

(
1 + ρR

)
|||b− c|||E2

ρ
,

up to changing the constant C > 0 in every line. Thus, for ρ < C̃(γ0,M0), with

C̃(γ0,M0) := min
([

4 γ0M0

]−1
,
[
8 γ0M

2
0

]−1/2
,
[
2C γ0

(
1 + 2M0

)]−1
)
,

the map F
(
H, .

)
is a contraction from Bρ(0, R) to itself.

Since Bρ(0, R) is a closed subspace of the Banach space E2
ρ, the Banach fixed-point theorem

gives a unique solution to (5.3.32).

A Cauchy-Kovalevskaya theorem for incoming interior equations

The aim is now to prove existence of solution to (5.3.17)-(5.3.19) with the Cauchy-Kovalevskaya
type Theorem 5.3.1 using the chain of Banach spaces

(
Xr

)
r∈(0,1)

.
We start by writing system (5.3.17)-(5.3.19) in a form suited to apply Theorem 5.3.1. Up

to multiplying (5.3.17) by a nonzero constant (which is the xd-component of −vζ,j), system
(5.3.17)-(5.3.19) can be written as

(5.3.35)




∂xdσ = Lσ − ∂Θ D

(
σ,σ

)
− ∂Θ J

(
σ,σ

)
+ ∂Θ K

(
σ,σ

)

σ|xd=0 = ã + g,

where σ :=
(
σϕ,1,σϕ,3,σψ,1,σψ,3,σν,1,σν,3

)
:=
(
σnϕ,1, σ

n
ϕ,3, σ

n
ψ,1, σ

n
ψ,3, σ

n
ν,1, σ

n
ν,3

)
n>1

, function a

is the solution to (5.3.20)-(5.3.21), function ã is defined from a by ã :=
(
(eϕ,1 · rϕ,1)aϕ, (eϕ,3 ·

rϕ,3)aϕ, (eψ,1 · rψ,1)aψ, (eψ,3 · rψ,3)aψ, 0, 0
)
, boundary term g is defined as g :=

(
gϕ,1, . . . ,gν,3

)
,

and, if τ :=
(
τnϕ,1, . . . , τ

n
ν,3

)
n>1

,

Lσ :=
(
vϕ,1 · ∇t,y σϕ,1, . . . ,vν,3 · ∇t,y σν,3

)
,
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D
(
σ, τ

)
:=
(
Dϕ,1 σ

n
ϕ,1 τ

1
ϕ,1, . . . , Dν,3 σ

n
ν,3 τ

1
ν,3

)
n>1

,

J
(
σ, τ

)
:=


 ∑

ζ1,ζ2∈{ϕ,ψ,ν}

∑

j1,j2∈{1,3}

Jζ2,j2ζ1,j1

[
σ1
ζ1,j1 , τ

n
ζ2,j2

]


ζ=ϕ,ψ,ν
j=1,3
n>1

,

K
(
σ, τ

)
:=


Kζ,j

∑

ζ1,ζ2∈{ϕ,ψ,ν}

∑

j1,j2∈{1,3}

n−1∑

k=1

σkζ1,j1 σ
n−k
ζ2,j2



ζ=ϕ,ψ,ν
j=1,3
n>1

,

with new 8 vζ,j , Dζ,j , Kζ,j and Jζ2,j2ζ1,j1
, satisfying the same assumptions as the old ones (5.3.26a)

and (5.3.26c). Note that there exists a constant C > 0 such that for any a in X2
r, we have

|||ã|||X6
r
6 C|||a|||X2

r
.

For N0 > 0, denote by F̃ the function of [−N0, N0]×X6
r defined by, for |xd| 6 N0 and σ ∈ X6

r ,

F̃ (xd,σ) := Lσ − ∂Θ D
(
σ,σ

)
− ∂Θ J

(
σ,σ

)
+ ∂Θ K

(
σ,σ

)
,

and set σ0 := ã + g. Now system (5.3.35) is equivalent to the following one, with τ := σ − σ0,

(5.3.36)

{
τ ′(xd) = F̃

(
xd, τ (xd) + σ0

)

τ (0) = 0,

which is, with F
(
xd, τ (xd)

)
:= F̃

(
xd, τ (xd) + σ0

)
for |xd| < N0, in the right form to apply

Theorem 5.3.1. Note that the operator F actually does not depend on xd, so all suprema in xd
in assumptions of Theorem 5.3.1 may be removed below when verifying the assumptions of this
theorem on our particular problem (5.3.36). We will therefore omit to indicate the dependency in
xd of F and simply write F (τ ). It remains to check the assumption of Theorem 5.3.1 to obtain
existence of solutions to (5.3.36). The key estimates to do so are the following ones.

Lemma 5.3.23. There exists C > 0 such that for 0 6 r′ < r 6 1, for σ, τ in X6
r, the following

estimates hold

|||Lσ|||X6
r′
6

C γ0

r − r′ |||σ|||X6
r

(5.3.37a)

∣∣∣∣∣∣D
(
σ, τ

)∣∣∣∣∣∣
X6
r
6 Cγ0|||σ|||X6

r
|||τ |||X6

r
(5.3.37b)

∣∣∣∣∣∣J
(
σ, τ

)∣∣∣∣∣∣
X6
r
6 Cγ0|||σ|||X6

r
|||τ |||X6

r
(5.3.37c)

∣∣∣∣∣∣K
(
σ, τ

)∣∣∣∣∣∣
X6
r
6 Cγ0|||σ|||X6

r
|||τ |||X6

r
.(5.3.37d)

Proof. Estimate (5.3.37a) follows directly from Lemma 5.3.17 and assumption (5.3.26a) on vζ,j ,
for ζ = ϕ,ψ, ν, and j = 1, 3. As for them, estimates (5.3.37b) and (5.3.37c) rely on the algebra
property of Xr and assumptions (5.3.26a) and (5.3.26c) on Dζ,j and Jζ2,j2ζ1,j1

. Finally, estimate
(5.3.37d) is proven using assumption (5.3.26a) on Kζ,j for ζ = ϕ,ψ, ν, and j = 1, 3, and the same
arguments used to prove algebra property of Xr.

The main result of this part is the following one, which, along with Proposition 5.3.22, will
prove Theorem 5.3.20.

Proposition 5.3.24. Consider 0 < r1 < 1, and a a solution to system (5.3.20)-(5.3.21) given in
X2
r1. Then, for every M1 > 0, the following existence and uniqueness result holds: there exists

8. Due to the fact that we multiplied equation (5.3.17) by a nonzero coefficient to obtain a propagation equation
in the normal variable.
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δ > 0 such that for every g in X6
r1 satisfying |||g|||X6

r1
< M1, system (5.3.36) admits a unique

solution in C1
(
(−δ(r1 − r), δ(r1 − r)),X6

r

)
for each r ∈ (0, r1).

Proof. The aim is to apply Theorem 5.3.1 with the scale of Banach spaces
(
X6
r

)
0<r6r1

. Fix now
a constant M1 > 0 as well as 9 R > 0, and consider g in X6

r1 such that |||g|||X6
r1
< M1. We will

now verify assumptions (5.3.5) and (5.3.6). We compute that for τ in X6
r1 , we have

F
(
τ
)

=L τ + Lσ0 − ∂Θ D
(
τ , τ

)
− ∂Θ D

(
σ0, τ

)
− ∂Θ D

(
τ ,σ0

)
− ∂Θ D

(
σ0,σ0

)

− ∂Θ J
(
τ , τ

)
− ∂Θ J

(
τ ,σ0

)
− ∂Θ J

(
σ0, τ

)
− ∂Θ J

(
σ0,σ0

)

+ ∂Θ K
(
τ , τ

)
+ ∂Θ K

(
τ ,σ0

)
+ ∂Θ K

(
σ0, τ

)
+ ∂Θ K

(
σ0,σ0

)
.

Therefore,
F (0) = Lσ0 − ∂Θ D

(
σ0,σ0

)
− ∂Θ J

(
σ0,σ0

)
+ ∂Θ K

(
σ0,σ0

)
,

so, using Lemmas 5.3.17 and 5.3.23, we get that there exists a constant C > 0 such that for all
0 < r′ < r < r1,

|||F (0)|||X6
r′
6

C γ0

r − r′
(∣∣∣∣∣∣σ0

∣∣∣∣∣∣
X6
r

+
∣∣∣∣∣∣σ0

∣∣∣∣∣∣2
X6
r

)
6

C γ0

r − r′
(∣∣∣∣∣∣σ0

∣∣∣∣∣∣
X6
r

+
∣∣∣∣∣∣σ0

∣∣∣∣∣∣2
X6
r

)
,

and then, using the fact that |||ã|||X6
r
6 C|||a|||X2

r
and |||g|||X6

r1
< M1,

|||F (0)|||X6
r′
6

C γ0

r − r′
(
|||a|||X2

r
+ |||a|||2X2

r
+M1 +M2

1

)
,

so assumption (5.3.6) is satisfied with M := C γ0

(
|||a|||X2

r
+ |||a|||2X2

r
+M1 +M2

1

)
.

On the other hand, we have, for τ ,ω in X6
r ,

F
(
τ
)
− F

(
ω
)

= L
(
τ − ω

)
− ∂Θ D

(
τ − ω, τ

)
− ∂Θ D

(
ω, τ − ω

)
− ∂Θ D

(
σ0, τ − ω

)

− ∂Θ D
(
τ − ω,σ0

)
− ∂Θ J

(
τ − ω, τ

)
− ∂Θ J

(
ω, τ − ω

)
− ∂Θ J

(
σ0, τ − ω

)

− ∂Θ J
(
τ − ω,σ0

)
+ ∂Θ K

(
τ − ω, τ

)
+ ∂Θ K

(
ω, τ − ω

)
+ ∂Θ K

(
σ0, τ − ω

)

+ ∂Θ K
(
τ − ω,σ0

)
.

Therefore, using Lemmas 5.3.17 and 5.3.23, we get that there exists C > 0 such that for all
0 < r′ < r < r1, for each τ ,ω in

{
σ ∈ X6

r

∣∣∣|||σ|||X6
r
< R

}
,

∣∣∣∣∣∣F
(
τ
)
− F

(
ω
)∣∣∣∣∣∣

X6
r′
6 C γ0

(
1 + |||τ |||X6

r
+ |||ω|||X6

r
+
∣∣∣∣∣∣σ0

∣∣∣∣∣∣
X6
r

) |||τ − ω|||X6
r

r − r′

6
C γ0

(
1 +R+ |||a|||X2

r
+M1

)

r − r′ |||τ − ω|||X6
r
.

This estimate asserts that both the continuity property of F and assumption (5.3.5) with
C := C γ0

(
1 + R + |||a|||X2

r
+ M1

)
are satisfied. We can therefore apply Theorem 5.3.1 which

gives the sought result.

Proof of Theorem 5.3.20 is now straightforward. Fix two positive constants M0 and M1.
Proposition 5.3.22 asserts the existence of ρ1 ∈ (0, 1) such that for all H in E2

1 satisfying
|||H|||E2

1
< M0, there exists a solution a in E2

ρ1 to system (5.3.20)-(5.3.21). Then, Lemma 5.3.16
ensures that there exists r1 (depending only on ρ1), such that the solution a to (5.3.20)-(5.3.21)
is in Xr1 . Proposition 5.3.24 gives the existence of δ > 0 such that for every g in X6

r1 satisfying

9. Constant R takes part only in the proof, and can be chosen arbitrarily large.
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|||g|||X6
r1
< M1, there exists a solution σ in C1

(
(−δ(r1− r), δ(r1− r)),X6

r

)
, for each r ∈ (0, r1), to

system (5.3.17)-(5.3.19). This is precisely the statement of Theorem 5.3.20.

To make the toy model (5.3.17), (5.3.19), (5.3.20) and (5.3.21) more complicated and closer
to the general system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51), several aspects could be
incorporated in the former one. Outgoing equations associated with boundary frequencies ϕ, ψ
and ν could be integrated in interior equations (5.3.17). It raises mainly an issue of functional
framework, as we solved incoming equations (5.3.17) as propagation equations in the normal
variable, which is not a framework suited for outgoing equations. Then it would be possible to
incorporate traces of outgoing profiles in boundary conditions (5.3.19) and boundary evolution
equations (5.3.20). For that we would need trace estimates for the chosen functional framework.
In a more distant perspective, we could integrate profiles associated with boundary frequencies
different from ϕ, ψ and ν in interior equations (5.3.17) and boundary equations (5.3.20), which
would require a total change of the functional framework, since we would have to work with
almost-periodic functions. We could also consider derivatives of order higher than one in source
terms of theses equations (5.3.17) and (5.3.20)

5.4 Instability

This section is devoted to the proof of instability. More precisely, the aim is to show that the
perturbation H in (5.1.1) interferes at a leading order in the asymptotic expansion (5.2.1). This
is not the case in general, where the perturbation ε3 hε only interferes at order ε2 and higher, see
[MA88]. As the perturbation ε3 hε of ε2 gε in (5.1.1) is small, we will work with the linearized
system of system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51), around the particular solution
when the perturbation is zero. To simplify even more the computations we will prove instability
on toy models of the linearized system. The first part of the section focuses on deriving the
linearized system for the profiles.

5.4.1 Linearization around a particular solution

If the perturbation H is uniformly zero in (5.1.1), then we are brought back to the case
of [CW17], and the solution obtained in the mentioned work is thus a solution to our cascade
of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) in this particular case. Therefore,
according to [CW17], we have the following result.

Proposition 5.4.1 ([CW17, Theorem 1.10]). Let T0 > 0, and consider G in C∞
(
(−∞, T0],

H∞(Rd−1 × T)
)
, zero for negative times t, and H ≡ 0. Then there exists T ∈ (0, T0] and

unique sequences of functions
(
U
∗
n

)
n>0

, and
(
σnζ,j,λ

)
n>0

for ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 2, 3 in
C∞
(
(−∞, T0], H∞(Rd−1 × R+ × T)

)
and sequences

(
anζ,λ

)
n>1

for ζ = ϕ,ψ in C∞
(
(−∞, T0],

H∞(Rd−1 × T)
)
, solution of the cascade of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and

(5.2.51).

Note that Theorem 5.3.20 constitute a version of Proposition 5.4.1 in the case where H is
possibly nonzero, but only on a toy model of system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and
(5.2.51), and with a different functional framework. Note also that since H is zero, we have, for
n > 1, λ ∈ Z∗, for the solution of Proposition 5.4.1,

(5.4.1) σnζ,j,λ = 0 for ζ 6= ϕ and j ∈ C(ζ), and anψ,λ = 0.

The aim of this part is to derive the linearization of system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50)
and (5.2.51) around the particular solution of Proposition 5.4.1. Schematically, in order to
study the general problem of the form F(u) = (G,H, 0, . . . ), we linearize this problem around
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the particular solution u of F(u) = (G, 0, 0, . . . ) to obtain the linearized problem dF(u) · u =
(0, H, 0, . . . ). We will also simplify the linearized system during its derivation, since for some
profiles it is easy to show that they are zero.

We only detail the linearized equations for the order we are interested in, which are first
and second orders, and only for profiles of interest, that is, σnψ,1,λ, σ

n
ψ,2,λ, σ

n
ν,2,λ and anψ,λ, for

λ ∈ Z∗ and n = 1, 2. Here, opposite to the formulation of (5.2.49), we write down each equation
separately, as they are now different since σnζ,j,λ is zero for ζ 6= ϕ. We also adopt a new color
code for these equations.

For the leading profile, starting from equations (5.2.9), we get, for the phases ψ1, ψ2 and ν2,
and for λ ∈ Z∗,

Xψ,1 σ
1
ψ,1,λ + 1λ=kλψ J

ϕ,1
ν,2 ik σ

1
ϕ,1,−kλϕ σ

1
ν,2,−k = 0,(5.4.2a)

Xψ,2 σ
1
ψ,2,λ + 1λ=kλψ J

ϕ,3
ν,2 ik σ

1
ϕ,3,−kλϕ σ

1
ν,2,−k = 0,(5.4.2b)

Xν,2 σ
1
ν,2,λ + Jϕ,1ψ,1 iλ σ

1
ϕ,1,−λλϕ σ

1
ψ,1,−λλψ + Jϕ,3ψ,2 iλ σ

1
ϕ,3,−λλϕ σ

1
ψ,2,−λλψ = 0.(5.4.2c)

In equations (5.4.2a) and (5.4.2b), if λ /∈ λψZ, no resonance happens, but if λ = kλψ for some
k ∈ Z∗, then, for example for the phase ψ1, the resonance kλϕ ϕ1 + kλψ ψ1 + k ν2 = 0 occurs.
This explains the presence of factors 1λ=kλψ in equations (5.4.2a) and (5.4.2b). We also have, for
j = 1, 3 and λ ∈ Z∗, the transport equation

(5.4.3) Xϕ,j σ
1
ϕ,j,λ +Dϕ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 σ
1
ϕ,j,λ1 σ

1
ϕ,j,λ2 = 0.

As for them, the linearized equations for boundary terms a1
ϕ and a1

ψ read
(5.4.4)
XLop
ϕ a1

ϕ,λ + vϕ
∑

λ1+λ2=λ

iλ2 a
1
ϕ,λ1 a

1
ϕ,λ2 + λ

∑

λ1+λ2=λ

γϕ(λ1, λ2)
(
a1
ϕ,λ1 a

1
ϕ,λ2 + a1

ϕ,λ1 a
1
ϕ,λ2

)
= 0,

and

(5.4.5) XLop
ψ a1

ψ,λ + 1λ=kλψ Γψ ik
(
σ1
ν,2,k

)
|xd=0

a1
ϕ,−λϕk = iλ bψ ·B

(
U2
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

.

There is no term in G in equation (5.4.4) since we linearized around the solution given by
Proposition 5.4.1 corresponding to the source term H = 0 and we study the influence of a small
source term H on the leading amplitudes σ1.

Equations for the boundary phase ϕ are decoupled from the others, they can therefore be
solved, using for example [CW17, Theorem 1.10]. From (5.4.4), along with the initial condition(
a1
ϕ,λ

)
|t60

= 0, we obtain a1
ϕ,λ = 0 for λ ∈ Z∗. Using boundary condition (5.2.16) as well as initial

condition
(
σ1
ϕ,j,λ

)
|t60

= 0, we also get σ1
ϕ,j,λ = 0 for j = 1, 3 and λ ∈ Z∗. Summing up, we have

(5.4.6) σ1
ϕ,λ,j = 0, a1

ϕ,λ = 0, ∀λ ∈ Z∗,∀j = 1, 3.

The other frequencies ψ1, ψ2 and ν2 are totally coupled through equations (5.4.2) and (5.4.5),
and we need to determine the function a1

ψ on the boundary and thus the outgoing amplitude
σ2
ψ,2,λ.

In the same way as for the leading profile, for the first corrector, starting from (5.2.31), we
get, for the phases ψ1, ψ2 and ν2,

Xψ,1 σ
2
ψ,1,λ + 1λ=kλψ J

ϕ,1
ν,2 ik

(
σ1
ϕ,1,−kλϕ σ

2
ν,2,−k + σ2

ϕ,1,−kλϕ σ
1
ν,2,−k

)
(5.4.7a)

= terms in
(
U1, (I − P )U2

)
,
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Xψ,2 σ
2
ψ,2,λ + 1λ=kλψJ

ϕ,3
ν,2 ik

(
σ1
ϕ,3,−kλϕ σ

2
ν,2,−k + σ2

ϕ,3,−kλϕ σ
1
ν,2,−k

)
(5.4.7b)

= terms in
(
U1, (I − P )U2

)
,

Xν,2 σ
2
ν,2,λ + Jϕ,1ψ,1 iλ

(
σ1
ϕ,1,−λλϕ σ

2
ψ,1,−λλψ + σ2

ϕ,1,−λλϕ σ
1
ψ,1,−λλψ

)
(5.4.7c)

+ Jϕ,3ψ,2 iλ
(
σ1
ϕ,3,−λλϕ σ

2
ψ,2,−λλψ + σ2

ϕ,3,−λλϕ σ
1
ψ,2,−λλψ

)
= terms in

(
U1, (I − P )U2

)
,

where terms in
(
U1, (I − P )U2

)
refer to quadratic terms in U1 or the nonpolarized parts of U2,

both of them for frequencies ζj , with ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3, terms which therefore will be zero
if the corresponding profiles are zero. Equations on other profiles σ2

ζ,j,λ, for ζ ∈ Fb \ {ψ, ν} and
(ζ, j) = (ψ, 3), (ν, 1), (ν, 3), are not of interest so we do not write them.

For the boundary term a2
ψ, we have, according to (5.2.43),

XLop
ψ a2

ψ,λ + X̃Lop
ψ

(
σ2
ψ,2,λ

)
|xd=0

(5.4.8)

+ 1λ=kλψ Γψ ik
{(
σ1
ν,2,k

)
|xd=0

a2
ϕ,−λϕk +

(
σ2
ν,2,k

)
|xd=0

a1
ϕ,−λϕk

}

= iλ bψ ·B
(
U3,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

− iλ bψ ·Hλ

+ ∂z,θ terms in
(
U1, (I − P )U2, (P U2)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U

∗
2

)
|xd,χd=0

.

Again, here, equations for ψ1, ψ2 and ν2 are coupled. As the coupling is difficult to handle,
especially with the term iλ bψ ·B

(
U3,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

, we will simplify equations (5.4.7) and (5.4.8)
to reduce the coupling, in order to study instability.

We have obtained the system (5.4.2), (5.4.5), (5.4.7) and (5.4.8), which is the linearization
of system of equations (5.2.49) and (5.2.51), around the particular solution of (5.2.47), (5.2.48),
(5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) of Proposition 5.4.1 for which the boundary term H is zero.

5.4.2 Instability on toy models

The aim of this section is to show that the system (5.1.1) considered in this article is unstable,
namely that a small perturbation H in the boundary term may interfere up to the leading order.
More precisely we prove that there exists a boundary term H such that, for toy models of the
linearized system (5.4.2), (5.4.5), (5.4.7) and (5.4.8), the leading perturbations σ1

ψ,j,λ and σ1
ν,j,λ

are not all zero. For this purpose, we argue by contradiction and assume that for every boundary
term H, all amplitudes σ1

ψ,j,λ and σ1
ν,j,λ, for j = 1, 3 and λ ∈ Z∗ are zero. Then we seek for a

contradiction. In particular, according to (5.2.18), it implies that a1
ψ,λ = 0 for all λ ∈ Z∗.

Recall that we have shown above that for the linearized system, profiles σ1
ϕ,j,λ for j = 1, 3 and

λ ∈ Z∗ are zero. Therefore, all leading profiles of frequencies ζj , ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3 are zero.
Furthermore, according to formula (5.2.21) giving the nonpolarized parts of the first corrector,
the nonpolarized parts of U2 for frequencies ζj , ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3 are consequently also
zero. We can also show in a similar manner, that the mean value U∗2 and the polarized parts of
frequencies different from ζj , ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3, are also zero.

Therefore, equation (5.4.5) now reads

(5.4.9)
(
σ2
ψ,2,λ

)
|xd=0

= 0,

since U2
ψ,2,λ is polarized, a1

ψ,λ is zero for λ ∈ Z∗ and the scalar bψ ·B rψ,2 is nonzero. Equation
(5.4.9) is the condition which we wish to contradict.

The general linearized equations (5.4.2), (5.4.5), (5.4.7) and (5.4.8) being too difficult to
handle at this stage of comprehension, two toy models are investigated.
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First toy model

We focus first on a very simple toy model, for which computations can be easily followed
through the end, and reflect the general idea of the instability mechanism. In equations (5.4.7),
most of the resonant terms, which couple the equations, are removed. We also use that both
leading profiles and nonpolarized parts of U2 of frequencies ζj for ζ = ϕ,ψ, ν and j = 1, 3 are
zero. We retain at the end, for phases ψ1, ψ2 and ν2, the incoming evolution equation

Xψ,1 σ
2
ψ,1,λ = 0,(5.4.10a)

and the two outgoing evolution equations with resonance terms

Xψ,2 σ
2
ψ,2,λ + 1λ=kλψ J

ϕ,3
ν,2 ik σ

1
ϕ,3,−kλϕ σ

2
ν,2,−k = 0,(5.4.10b)

Xν,2 σ
2
ν,2,λ + Jϕ,1ψ,1 iλ σ

1
ϕ,1,−λλϕ σ

2
ψ,1,−λλψ = 0.(5.4.10c)

As for the boundary amplitudes a2
ψ,λ for λ ∈ Z∗, we remove all traces of first or second pro-

file, and, as usual, iλ bψ · B
(
U3,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

, and we use that terms of ∂z,θ terms in
(
U1, (I −

P )U2, (P U2)ζ 6=ϕ,ψ,ν , U
∗
2

)
|xd,χd=0

are zero to retain the simple forced transport equation

(5.4.11) XLop
ψ a2

ψ,λ = −iλ bψ ·Hλ.

According to above remarks, boundary condition (5.2.33) for the incoming amplitude σ2
ψ,1,λ now

reads

(5.4.12)
(
σ2
ψ,1,λ

)
|xd=0

rψ,1 = a2
ψ,λ eψ,1.

Although system (5.4.10), (5.4.11) and (5.4.12) is coupled, it is in an upper triangular form, so
it can be solved using explicit formulas, since we are in presence of transport equations with
constant coefficients. This is made precise now, with the proof of the following result.

Theorem 5.4.2. There exists a boundary term H in L2
(
(−∞, T ]t × Rd−1

y × Tθ2
)
such that, if

the sequence (σ2
ψ,1,λ, σ

2
ψ,2,λ, σ

2
ν,2,λ)λ∈Z∗ of tuples of C

(
R+
xd
, L2
(
(−∞, T ]t×Rd−1

y

))
and the sequence

(a2
ψ,λ)λ∈Z∗ of L2

(
(−∞, T ]t × Rd−1

y

)
are solutions to the system (5.4.10), (5.4.11) and (5.4.12),

then the trace
(
σ2
ψ,2,λψ

)
|xd=0

is nonzero.

Proof. We consider any boundary term H in L2
(
(−∞, T ]t × Rd−1

y × Tθ2
)
, and we look for an

expression of the trace
(
σ2
ψ,2,λ

)
|xd=0

of the associated solution of (5.4.10), (5.4.11) and (5.4.12).
First of all, the transport equation (5.4.11) on the boundary {xd = 0} can be solved to find

a2
ψ,λ(t, y) =

∫ t

0
−iλ bψ ·Hλ

(
s, y − vLop

ψ (t− s)
)
ds,

recalling the notation 10

XLop
ψ = ∂t + vLop

ψ · ∇y.

According to boundary condition (5.4.12), it follows, with notation 11

Xψ,1 = ∂t − vψ,1 · ∇x =: ∂t − v′ψ,1 · ∇y + ∂xd ,

10. Without lost of generality, we have set βψ = 1 in Lemma 5.1.11, to simplify the equations.
11. We assumed here that, with notation of Definition 5.1.3, −1/∂ξτk(η, ξ) is equal to 1.
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using the incoming transport equation (5.4.10a),

σ2
ψ,1,λ(t, y, xd) = −1xd6t

∫ t−xd

0
iλ pψ,1 bψ ·Hλ

(
s, y + xd

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (t− s)
)
ds,

with a coefficient pψ,1 ∈ R such that eψ,1 = pψ,1 rψ,1. To simplify notation, the coefficient pψ,1
will be omitted in the following. Thus, with notation 12

Xν,2 = ∂t − vν,2 · ∇x =: ∂t − v′ν,2 · ∇y − ∂xd ,

according to the outgoing transport equation (5.4.10c), we have

σ2
ν,2,λ(t, y, xd) = −

∫ t

0
Jϕ,1ψ,1 iλ σ

1
ϕ,1,−λλϕ(s, x+ vν,2(t− s))1xd62s−t

×
∫ 2s−xd−t

0
iλλψ bψ ·H−λλψ

(
τ, y + v′ν,2 (t− s)

+ (xd + t− s)
(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (s− τ)
)
dτ ds.

In the same way, with similar notation, the outgoing transport equation (5.4.10b) leads to

σ2
ψ,2,λ(t, y, xd) =

∫ t

0
1λ=kλψ J

ϕ,3
ν,2 ik σ

1
ϕ,3,−kλϕ

(
s, x+ vψ,2(t− s)

)

×
∫ s

0
Jϕ,1ψ,1 ik σ

1
ϕ,1,kλϕ

(
τ, x+ vψ,2(t− s) + vν,2(s− τ)

)
1xd62τ−t

×
∫ 2τ−xd−t

0
ikλψ bψ ·Hkλψ

(
σ, y + v′ν,2 (s− τ) + v′ψ,2 (t− s)

+ (xd + t− τ)
(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (τ − σ)
)
dσ dτ ds.

The trace of σ2
ψ,2,λ on the boundary {xd = 0} is therefore given by

σ2
ψ,2,λ(t, y, 0) = −i

∫ t

0

∫ s

0

∫ 2τ−t

0
1λ=kλψ J

ϕ,3
ν,2 J

ϕ,1
ψ,1 k

3 λψ σ
1
ϕ,3,−kλϕ

(
s, y + vψ,2(t− s)

)
(5.4.13)

× σ1
ϕ,1,kλϕ

(
τ, y + vψ,2(t− s) + vν,2(s− τ)

)

× bψ ·Hkλψ

(
σ, y + v′ν,2 (s− τ) + v′ψ,2(t− s)

+ (t− τ)
(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (τ − σ)
)
dσ dτ ds.

We justify now why there is a choice of a boundary term H such that this trace is nonzero.
We take interest into the trace

(
σ2
ψ,2,λψ

)
|xd=0

, which is given by formula (5.4.13) with λ = λψ
and therefore k = 1, namely,

σ2
ψ,2,λψ

(t, y, 0) = −i
∫ t

0

∫ s

0

∫ 2τ−t

0
Jϕ,3ν,2 J

ϕ,1
ψ,1 λψ σ

1
ϕ,3,−λϕ

(
s, y + vψ,2(t− s)

)
(5.4.14)

× σ1
ϕ,1,λϕ

(
τ, y + vψ,2(t− s) + vν,2(s− τ)

)

× bψ ·Hλψ

(
σ, y + v′ν,2 (s− τ) + v′ψ,2(t− s)

+ (t− τ)
(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (τ − σ)
)
dσ dτ ds.

We start by constructing σ1
ϕ,1,λϕ

and σ1
ϕ,3,−λϕ suited for our purpose. It is proven in [CW17,

12. See footnote 11.
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section 2.2] that a1
ϕ,λ, solution to equation (5.2.51a) in the particular case where H is zero, is the

solution to the following equation, for λ ∈ Z∗

(5.4.15) XLop
ϕ a1

ϕ,λ+DLop
ϕ

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 a
1
ϕ,λ1 a

1
ϕ,λ2+iλ

∑

λ1+λ3=λ

γϕ(λ1, λ3) a1
ϕ,λ1 a

1
ϕ,λ3 = −iλ bϕ·Gλ.

We set Gλ = 0 for λ ∈ Z \ {λϕ,−λϕ} and Gλϕ , G−λϕ real, non-negative, and equal to one on the
set [1/2, 2]t × [−(h + 2)V, (h + 2)V]d−1

y , where we have denoted V :=
∣∣vLop
ϕ

∣∣ and with h > 1.
Solving the transport equation (5.4.15), we get a1

ϕ,λ = 0 for λ ∈ Z \ {λϕ,−λϕ} and a1
ϕ,λϕ

, a1
ϕ,−λϕ

real, non-negative, and greater than 1/2 on the set [1, 2]t × [−(h+ 1)V, (h+ 1)V]d−1
y . Now we

know that, according to the condition (5.4.1) on profiles σ1
ζ,j,λ for ζ = ψ, ν, j = 1, 2, 3 and λ ∈ Z∗,

there are no resonance terms in the evolution equation (5.2.9a) for σ1
ϕ,j,λ for j = 1, 3 and λ ∈ Z∗,

so theses profiles σ1
ϕ,j,λ for j = 1, 3 and λ ∈ Z∗ satisfy the following incoming transport equation

(5.4.16a) Xϕ,j σ
1
ϕ,j,λ +Dϕ,j

∑

λ1+λ2=λ

iλ2 σ
1
ϕ,j,λ1 σ

1
ϕ,j,λ2 = 0,

with the following boundary condition (5.2.16)

(5.4.16b)
(
σ1
ϕ,j,λ

)
|xd=0

rϕ,j = a1
ϕ,λ eϕ,j .

Solving system (5.4.16) seen as a transport propagation equation in the normal direction, with
notation 13

Xϕ,j =: ∂t − v′ϕ,j · ∇y + ∂xd ,

we get σ1
ϕ,j,λ = 0 for j = 1, 3 and λ ∈ Z \ {λϕ,−λϕ}, and that σ1

ϕ,1,λϕ
, σ1

ϕ,3,−λϕ are real, non-
negative, and larger than A/2 on the set [1 +V/(2w), 2 +V/(2W)]t× [−hV, hV]y × [0,V/W]xd ,
where A := min

(
|eϕ,1 · rϕ,1|, |eϕ,3 · rϕ,3|

)
, w := min

(
|v′ϕ,1|, |v′ϕ,3|

)
and W := max

(
|v′ϕ,1|, |v′ϕ,3|

)
.

Now that σ1
ϕ,1,λϕ

and σ1
ϕ,3,−λϕ have been constructed appropriately, we make precise a suitable

choice of boundary term H. We denote t := 1 + V/(2w) and T := 2 + V/(2W), and we set the
integer h such that

h >
8(T− t)

V
max

(∣∣v′ψ,2
∣∣,
∣∣v′ν,2

∣∣,
∣∣v′ψ,1

∣∣,
∣∣vLop
ψ

∣∣
)
.

We also take the boundary term H such that bψ · Hλψ is pure imaginary, and such that its
imaginary part is of the sign of Jϕ,3ν,2 J

ϕ,1
ψ,1 λψ and of modulus one on [t,T]t × [−hV, hV]y, namely,

bψ ·Hλψ = i sign
(
Jϕ,3ν,2 J

ϕ,1
ψ,1 λψ

)
on [t,T]t × [−hV, hV]y.

Then we note that, according to (5.4.14), the trace
(
σ2
ψ,2,λψ

)
|xd=0

satisfies, for t ∈ [t,T] and
y ∈ [−hV/2, hV/2],

σ2
ψ,2,λψ

(t, y, 0) > −i
∫ t

t

∫ s

t

∫ 2τ−t

t
Jϕ,3ν,2 J

ϕ,1
ψ,1 λψ σ

1
ϕ,3,−λϕ

(
s, y + vψ,2(t− s)

)

× σ1
ϕ,1,λϕ

(
τ, y + vψ,2(t− s) + vν,2(s− τ)

)

× bψ ·Hλψ

(
σ, y + v′ν,2 (s− τ) + v′ψ,2(t− s)

+ (t− τ)
(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (τ − σ)
)
dσ dτ ds

>
∣∣Jϕ,3ν,2 J

ϕ,1
ψ,1 λψ

∣∣A
2

4
,

13. See footnote 11.
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since, for t 6 σ 6 2τ−t, t 6 τ 6 s 6 t 6 T and y ∈ [−hV/2, hV/2], according to the assumption
on h, we have σ, τ, s ∈ [t,T] and

y + vψ,2(t− s) ∈ [−hV, hV]y × [0,V/W]xd ,

y + vψ,2(t− s) + vν,2(s− τ) ∈ [−hV, hV]y × [0,V/W]xd ,

y + v′ν,2 (s− τ) + v′ψ,2(t− s)
+(t− τ)

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (τ − σ) ∈ [−hV, hV]y,

because T− t 6 V/2W, up to shrinking w.
It concludes the proof of Theorem 5.4.2 since we proved that there exists a choice of H such

that the trace
(
σ2
ψ,2,λψ

)
|xd=0

is nonzero.

Theorem 5.4.2, stating that the trace
(
σ2
ψ,2,λψ

)
|xd=0

is nonzero, contradicts the condition
(5.4.9), so instability is proven. Indeed, we have assumed that for all boundary terms H, the
associated amplitudes σ1

ψ,j,λ and σ1
ν,j,λ for j = 1, 3 and λ ∈ Z∗ are zero, and, for the toy model

equations (5.4.10), (5.4.11) and (5.4.12), we found a contradiction. Therefore, for this toy model,
there exists a boundary term H such that the leading profiles σ1

ψ,j,λ and σ1
ν,j,λ for j = 1, 3 and

λ ∈ Z∗ are not all zero. It proves that the boundary term H may interfere at the leading order,
which constitutes an instability.

Second toy model

The second toy model that we shall consider features additional resonance coupling terms
which add difficulties. This time we keep the formulation of toy models of section 5.3 and multiply
equations (5.4.7) and (5.4.8) by eiλΘ, to obtain, for the phases ψ1, ψ2 and ν2, the incoming
evolution equation with a resonance term

Xψ,1 σ
2
ψ,1 + ∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, σ

2
ν,2

)
= 0,(5.4.17a)

and the two outgoing evolution equations with resonance terms

Xψ,2 σ
2
ψ,2 + ∂Θ Jϕ,3ν,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ν,2

)
= 0,(5.4.17b)

Xν,2 σ
2
ν,2 + ∂Θ Jϕ,1ψ,1

(
σ1
ϕ,1, σ

2
ψ,1

)
+ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)
= 0,(5.4.17c)

where operators Jζ1,j1ζ2,j2
have been defined in (5.3.18), and equations on the boundary are kept as

in the first toy model (5.4.11) and (5.4.12), namely,

XLop
ψ a2

ψ = −bψ · ∂ΘH,(5.4.18)
(
σ2
ψ,1

)
|xd=0

rψ,1 = a2
ψ eψ,1.(5.4.19)

Note that this time, the toy model features all resonance terms of the general equations.
The obtained system is no longer triangular since additional resonance terms in (5.4.17)

relatively to (5.4.10) couple each equation with the others, so we cannot solve it as a sequence of
transport equations as before. We use a perturbation method and solve equations (5.4.17) with a
fixed point theorem. We start by solving (5.4.18) as a transport equation, and then we deduce,
using the incoming transport equations (5.4.17a) and boundary condition (5.4.19), an expression
of σ2

ψ,1 depending on σ2
ν,2. We use this expression in (5.4.17c) to obtain an equation in σ2

ν,2 with
a source term depending only on σ2

ψ,2. This equation is solved with a fixed point method, using
that the source term depending on σ2

ν,2 is “small”, in a convenient topology, comparing to the



5.4. Instability 233

transport term, and we get an expression of σ2
ν,2 depending on σ2

ψ,2. This expression is finally
used in (5.4.17b) which is solved with the same fixed point method. The result is the following.

Theorem 5.4.3. There exists a boundary term H in C
(
[0, T ]t, H

∞(Rd−1
y × Tθ2)

)
such that, if

σ2
ψ,1, σ

2
ψ,2, σ

2
ν,2 in C1

(
[0, T ]t, H

∞(Rd−1
y × R+

xd
× TΘ)

)
and a2

ψ in C1
(
[0, T ]t, H

∞(Rd−1
y × TΘ)

)
are

solutions to the system (5.4.17), (5.4.18) and (5.4.19), then the trace
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

is nonzero.

Proof. Similarly as for the first toy model, from equation (5.4.18), reusing previous notation, we
get

a2
ψ(t, y) = −

∫ t

0
bψ · ∂ΘHλ

(
s, y − vLop

ψ (t− s)
)
ds.

Then system (5.4.17a), (5.4.19) seen as a transport equation with a source term depending on
σ2
ν,2, leads to

σ2
ψ,1(t, y, xd) = −1xd6t

∫ t−xd

0
bψ · ∂ΘH

(
s, y + xd

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (t− s)
)
ds

+

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, σ

2
ν,2

)(
s, x+ vψ,1 (t− s)

)
ds.

Therefore, equation (5.4.17c) now reads

Xν,2 σ
2
ν,2 + ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)
(5.4.20a)

− ∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1,1xd6t

∫ t−xd

0
bψ · ∂ΘH

(
s, y + xd

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (t− s)
)
ds

]
(5.4.20b)

+ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1,

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, σ

2
ν,2

)(
s, x+ vψ,1 (t− s)

)
ds

]
= 0.(5.4.20c)

This is a transport equation but with a perturbation term (5.4.20c) depending on the unknowns
σ2
ν,2,λ. It is solved using the following result. For s ∈ [0,+∞), we denote by Hs the Sobolev space
Hs(Rd−1

y × R+
xd
× TΘ) of regularity s, and H∞ :=

⋂
s>0H

s.

Lemma 5.4.4. There exists T > 0 such that, for any function f in C([0, T ], H∞), the transport
equation

Xν,2 σ
2
ν,2

+∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1,

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, σ

2
ν,2

)(
s, x+ vψ,1 (t− s)

)
ds
]

= f(t, x),(5.4.21a)
(
σ2
ν,2

)
|t=0

= 0,(5.4.21b)

admits a unique solution σ2
ν,2 in C1([0, T ], H∞).

If, for f in C([0, T ], H∞) we denote by Ψf the solution σ2
ν,2 of (5.4.21) in C1([0, T ], H∞),

then, for any s > 0, there exists Cs > 0 such that for f in C([0, T ], Hs), we have

(5.4.22) ‖Ψf‖C([0,Ts],Hs) 6 Cs T ‖f‖C([0,Ts],Hs) .

Before proving Lemma 5.4.4, we prove the following preliminary result, asserting that the
operators u 7→ ∂Θ Jϕ,jζ,k

[
σ1
ϕ,j , u

]
for (j, ζ, k) ∈ {(1, ψ, 1), (1, ν, 2), (3, ν, 2), (3, ψ, 2)} are bounded

from C([0, T ], Hs) to itself, for s ∈ [0,+∞).

Lemma 5.4.5. For s ∈ [0,+∞) and σ1
ϕ,1 ∈ C([0, T ], H∞), there exists Cs > 0 such that for u in

C([0, T ], Hs), functions ∂Θ Jϕ,jζ,k
[
σ1
ϕ,j , u

]
for (j, ζ, k) ∈ {(1, ψ, 1), (1, ν, 2), (3, ν, 2), (3, ψ, 2)} belong



234 CHAPTER 5. Transverse instability of high frequency weakly stable quasilinear BVPs

to C([0, T ], Hs) and satisfy

(5.4.23)
∥∥∥∂Θ Jϕ,jζ,k

[
σ1
ϕ,1, u

]∥∥∥
C([0,T ],Hs)

6 Cs ‖u‖C([0,T ],Hs) .

Proof. We make the proof for the operator u 7→ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1, u

]
, namely, (j, ζ, k) = (1, ψ, 1).

According to the expression (5.3.18) of the operator Jϕ,1ψ,1, we want to estimate, for t ∈ [0, T ], the
following quantity:

∥∥∥∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1, u

]
(t)
∥∥∥
Hs

=

∥∥∥∥∥(x,Θ) 7→ Jζ2,j2ζ1,j1

∑

λ∈Z∗
λσ1

ϕ,1,λ(t, x)uλ(t, x) eiλΘ

∥∥∥∥∥
Hs

.

Using the same proof as the one of estimate (5.3.29), we get
∥∥∥∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1, u

]
(t)
∥∥∥
Hs

6

∥∥∥∥∥(x,Θ) 7→ Jζ2,j2ζ1,j1

∑

λ∈Z∗
λσ1

ϕ,1,λ(t, x) eiλΘ

∥∥∥∥∥
Hs

∥∥∥∥∥(x,Θ) 7→
∑

λ∈Z∗
uλ(t, x) eiλΘ

∥∥∥∥∥
Hs

6 C
∥∥σ1

ϕ,1(t)
∥∥
Hs+1 ‖u(t)‖Hs ,

which, taking the supremum in t ∈ [0, T ], leads to the sought estimate (5.4.23), since σ1
ϕ,1 is in

C([0, T ], Hs+1) according to Proposition 5.4.1. This is sufficient since we do not seek here for a
tame estimate.

Proof (Lemma 5.4.4). From now on we fix an integer s > 0, and the aim is to use the Banach
fixed point theorem in the Banach space C([0, T ], Hs). For v in C([0, T ], Hs), we denote by Φ v
the solution in C([0, T ], Hs) of {

Xν,2 u+ v = 0,

u|t=0 = 0,

which is therefore given by

Φ v(t, x,Θ) = −
∫ t

0
v
(
s, x+ vν,2 (t− s),Θ

)
ds.

Note that Φ is continuous from C([0, T ], Hs) to itself, and satisfies

(5.4.24) ‖Φ v‖C([0,T ],Hs) 6 T ‖v‖C([0,T ],Hs) .

Now, if σ2
ν,2 is a solution to (5.4.21), it is in this notation a fixed point of the map F, where, for

w in C([0, T ], Hs), F(w) is defined by

F(w) : (t, x,Θ) 7→ Φ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1,

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, w

)(
s, x+ vψ,1 (t− s),Θ

)
ds
]
(t, x,Θ)

−Φ f(t, x,Θ).

We derive now an estimate on the difference F(w)−F(w′) for w,w′ in C([0, T ], Hs). By linearity
of the operators, we have

F(w)− F(w′) = Φ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1,

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, w − w′

)(
s, x+ vψ,1 (t− s),Θ

)
ds
]
.
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Therefore, according to estimates (5.4.24) and (5.4.23), we have
∥∥F(w)− F(w′)

∥∥
C([0,T ],Hs)

6 Cs T

∥∥∥∥∥

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, w − w′

)(
s, x+ vψ,1 (t− s),Θ

)
ds

∥∥∥∥∥
C([0,T ],Hs)

6 Cs T
2
∥∥∥∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1, w − w′

)∥∥∥
C([0,T ],Hs)

6 C2
s T

2
∥∥w − w′

∥∥
C([0,T ],Hs)

.

Therefore, for T > 0 small enough, F is a contraction of C([0, T ], Hs), and the Banach fixed point
theorem therefore gives a unique solution Ψf in C([0, T ], Hs). By linearity of system (5.4.21), the
solution Ψf may be extended to any time interval, so the time of existence T does not depend on
the regularity s ∈ [0,+∞). Finally, using equation (5.4.21a), we obtain

(5.4.25) ∂t Ψf(t, x,Θ) = f(t, x,Θ) + vν,2 · ∇x Ψf(t, x,Θ)

− ∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1,

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1,Ψf

)(
s, x+ vψ,1 (t− s),Θ

)
ds
]
(t, x,Θ)

so ∂tΨf belongs to C([0, T ], H∞) and therefore Ψf is actually in C1([0, T ], H∞). We have proven
the first part of Lemma 5.4.4.

The interest is now made on the boundedness of Ψ. We have, since Ψf = F(Ψf),

Ψf(t, x,Θ) = Φ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

[
σ1
ϕ,1,

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1,Ψf

)(
s, x+ vψ,1 (t− s),Θ

)
ds
]
(t, x,Θ)

−Φ f(t, x,Θ),

and therefore, using estimates (5.4.24) and (5.4.23), we have, for s ∈ [0,+∞),

‖Ψf‖C([0,T ],Hs) 6 Cs T

∥∥∥∥∥

∫ t

max(0,t−xd)
∂Θ Jϕ,1ν,2

(
σ1
ϕ,1,Ψf

)(
s, x+ vψ,1 (t− s),Θ

)
ds

∥∥∥∥∥
C([0,T ],Hs)

+ T ‖f‖C([0,T ],Hs)

6 C2
s T

2 ‖Ψf‖C([0,T ],Hs) + T ‖f‖C([0,T ],Hs) .

Thus, for T small enough (depending on s ∈ [0,+∞)), we have

(5.4.26) ‖Ψf‖C([0,T ],Hs) 6 C T ‖f‖C([0,T ],Hs) .

Once again, by linearity of system (5.4.21), the estimate (5.4.26) is propagated to the whole
interval [0, T ], which concludes the proof.

Returning to (5.4.20) and using Lemma 5.4.4, by linearity, the solution σ2
ν,2 of equation

(5.4.20) reads

(5.4.27)

σ2
ν,2 = Ψ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

(
σ1
ϕ,1,1xd6t

∫ t−xd

0
bψ · ∂ΘH

(
s, y + xd

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (t− s),Θ
)
ds

)

−Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)
.

We proceed now with equation (5.4.17b) which now reads, according to the expression (5.4.27)
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of σ2
ν,2,

Xψ,2 σ
2
ψ,2 − ∂Θ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)]
(5.4.28)

= −∂Θ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

(
σ1
ϕ,1,

1xd6t

∫ t−xd

0
bψ · ∂ΘH

(
s, y + xd

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (t− s)
)
ds

)]
.

This equation is solved using the same method as the one of Lemma 5.4.4. For v in C([0, T ], H∞),
we still denote by Φ v the solution in C([0, T ], H∞) of

{
Xψ,2 u+ v = 0,

u|t=0 = 0,

and we recall that it satisfies, for s ∈ [0,+∞),

(5.4.29) ‖Φ v‖C([0,T ],Hs) 6 T ‖v‖C([0,T ],Hs) .

Now, σ2
ψ,2 is a solution to (5.4.28) if and only if it is a fixed point of the map F of C([0, T ], H∞)

given by

F : w 7→ −Φ ∂Θ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, w

)]
+ Φ ∂Θ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

(
σ1
ϕ,1,

1xd6t

∫ t−xd

0
bψ · ∂ΘH

(
s, y + xd

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (t− s),Θ
)
ds

)]
.

For w,w′ in C([0, T ], H∞), the difference F(w)− F(w′) is given by

F(w)− F(w′) = Φ ∂Θ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, w

′ − w
)]
.

Therefore, for s ∈ [0,+∞), according to estimates (5.4.23) and (5.4.22), we have

∥∥F(w)− F(w′)
∥∥
C([0,T ],Hs)

6 Cs T
∥∥∥Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, w

′ − w
)∥∥∥
C([0,T ],Hs)

6 Cs T
2
∥∥w − w′

∥∥
C([0,T ],Hs)

,

so, for T > 0 small enough, F is a contraction of C([0, T ], Hs). The Banach fixed point theorem
therefore gives a unique solution σ2

ψ,2 to (5.4.28) in C([0, T ], Hs) for s ∈ [0,+∞), that reads,

σ2
ψ,2(t, x) = Φ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)]

− Φ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

(
σ1
ϕ,1,

1xd6t

∫ t−xd

0
bψ · ∂ΘH

(
s, y + xd

(
vLop
ψ + v′ψ,1

)
− vLop

ψ (t− s),Θ
)
ds

)]
.

Therefore, according to the expression of Φ and taking the trace in xd = 0, we have

(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

(t, y)− Φ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)]
|xd=0

(t, y)(5.4.30)

=

∫ t

0
∂Θ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,1ψ,1

(
σ1
ϕ,1,

∫ t

0
bψ · ∂ΘH

(
s, y − vLop

ψ (t− s)
)
ds

)]
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(
s, y + vψ,2 (t− s)

)
ds.

Using similar arguments as the one of Theorem 5.4.2, we can construct profiles σ1
ϕ,1 and σ1

ϕ,3

and choose a boundary term H such that the right-hand side of equation (5.4.30) is nonzero.
Therefore, we obtain

(5.4.31) C :=

∥∥∥∥
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

− Φ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)]
|xd=0

∥∥∥∥
C([0,T ],L2(Rd−1×T))

> 0.

Now note that, using the exact same arguments as the one used to prove estimates (5.4.22),
(5.4.23) and (5.4.29), we can prove that theses estimates (5.4.22), (5.4.23) and (5.4.29) still hold
for the traces, in C([0, T ], L2(Rd−1 × T)). Therefore, we get

C 6
∥∥∥
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

∥∥∥
C([0,T ],L2)

+

∥∥∥∥Φ Jϕ,3ν,2

[
σ1
ϕ,3,Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)]
|xd=0

∥∥∥∥
C([0,T ],L2)

6
∥∥∥
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

∥∥∥
C([0,T ],L2)

+ C T
∥∥∥Ψ ∂Θ Jϕ,3ψ,2

(
σ1
ϕ,3, σ

2
ψ,2

)
|xd=0

∥∥∥
C([0,T ],L2)

6
∥∥∥
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

∥∥∥
C([0,T ],L2)

+ C T 2
∥∥∥
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

∥∥∥
C([0,T ],L2)

=
(
1 + C T 2

) ∥∥∥
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

∥∥∥
C([0,T ],L2)

.

In conclusion, we obtain that the norm
∥∥∥
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

∥∥∥
C([0,T ],L2(Rd−1)×T))

is positive, so, for T

sufficiently small, the trace
(
σ2
ψ,2

)
|xd=0

is nonzero, which is the sought result, concluding the
proof.

In the same manner as for the first toy model, Theorem 5.4.3 proves that an instability is
created for the toy model (5.4.17), (5.4.18) and (5.4.19).

Once again, as in section 5.3, it is conceivable to consider a more complex toy model than
(5.4.17), (5.4.18) and (5.4.19), by integrating, in the equations (5.4.17), coupling terms with
profiles σζ,j with ζ 6= ϕ,ψ, ν. What seems to be a further step is to add, in equation (5.4.18),
terms involving the traces of interior profiles. Among these terms, the one that seems to raise
the most difficult issue is iλ bψ ·B

(
U3,osc
ψ,2,λ

)
|xd,χd=0

, since it couples equation (5.4.18) on the first
corrector with the second corrector U3.

5.5 The example of gas dynamics

We study here the example of three dimensional compressible isentropic Euler equations. The
aim is to determine whether or not the configuration of frequencies considered in this chapter can
happen for this system. For C1 solutions, away from vacuum, the equations read

(5.5.1)





∂tV
ε +A1(V ε) ∂1V

ε +A2(V ε) ∂2V
ε +A3(V ε) ∂3V

ε = 0 in ΩT ,

B V ε
|x3=0 = ε2 gε + εM hε on ωT ,

V ε
|t=0 = 0,

with V ε = (vε,uε) ∈ R∗+ × R3, where vε ∈ R∗+ represents the fluid volume, and uε ∈ R3 its
velocity, and where the functions Aj , j = 1, 2, 3 are defined on R∗+ × R3 as

(5.5.2) Aj(V ) :=

(
uj −v tej

−c(v)2/v ej uj I3

)
∈M4(R),
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where ej is the j-th vector of the canonical basis, with c(v) > 0 representing the sound velocity
in the fluid, depending on its volume v. We study here a perturbation of this system around the
equilibrium V0 := (v0, 0, 0, u0) with v0 > 0 a fixed volume and (0, 0, u0) an incoming subsonic
velocity, that is, such that 0 < u0 < c(v0). We denote by c0 := c(v0) the sound velocity in a fluid
of the fixed volume v0.

In order to study the possibility of existence of a configuration of frequencies satisfying
Assumption 5.5, we need to determine a matrix B satisfying Assumption 5.3. For which we need
to know the dimension of the stable subspace E−(ζ), and construct a basis of it.

Although it will not be used in this part, we derive the expression of various quantities
related to hyperbolicity of the Euler system. For (η, ξ) ∈ R2 × R, the matrix A(η, ξ) :=
η1A1(V0) + η2A2(V0) + ξ A3(V0) associated with the system (5.5.1) is given by

A(η, ξ) =




u0 ξ −v0
tη −v0 ξ

−c2
0/v0 η u0 ξ I2 0

−c2
0/v0 ξ 0 u0 ξ


 ,

so the polynomial p defined as p(τ, η, ξ) := det
(
τ I4 +A(η, ξ)

)
reads

p(τ, η, ξ) = (τ + ξ u0)2
(
(τ + ξ u0)2 − c2

0(|η|2 + ξ2)
)
.

Thus the matrix A(η, ξ) admits a double eigenvalue −τ2(η, ξ) and two simple eigenvalues −τ1(η, ξ)
and −τ3(η, ξ) given by

τ1(η, ξ) = −ξ u0 − c0

√
|η|2 + ξ2, τ2(η, ξ) = −ξ u0, τ3(η, ξ) = −ξ u0 + c0

√
|η|2 + ξ2.

Note that since −τ2(η, ξ) is a double eigenvalue, the Euler system is not strictly hyperbolic, but
hyperbolic with constant multiplicity. Despite this difference with Assumption 5.2, we study this
system since Assumption 5.2 seems to be a technical assumption.

Now to determine the expression of the stable subspace E−(ζ), we need to study the eigenvalues
of the matrix

A(τ, η) := −i A3(V0)−1
(
τI + η1A1(V0) + η2A2(V0)

)
.

We determine that in this case, the hyperbolic region 14 is given by

H :=

{(
τ, η
) ∣∣∣∣ |τ | >

√
c2

0 − u2
0 |η|

}
.

Then, for (τ, η) in H, the eigenvalues of A(τ, η) are given by

i ξ1(τ, η) := i
τ u0 − sign(τ) c0

√
τ2 − |η|2 (c2

0 − u2
0)

c2
0 − u2

0

,(5.5.3a)

i ξ2(τ, η) := i
τ u0 + sign(τ) c0

√
τ2 − |η|2 (c2

0 − u2
0)

c2
0 − u2

0

,(5.5.3b)

i ξ3(τ, η) := i
−τ
u0
,(5.5.3c)

where sign(x) := x/|x| for x 6= 0. The eigenvalue i ξ3 is double, when the two others are simple.
We determine that, if we denote αj(τ, η) :=

(
τ, η, ξj(τ, η)

)
, the frequency α2(τ, η) is outgoing

when frequencies α1(τ, η) and α3(τ, η) are incoming. Since i ξ3(τ, η) is a double eigenvalue, the
dimension p of the stable subspace E−(ζ) is therefore equal to 3. This could also have been

14. That is, the region where A(τ, η) has only pure imaginary eigenvalues and is diagonalizable.



5.5. The example of gas dynamics 239

determined by the number of positive eigenvalues of A3(V0).
The interest is now made on a basis for E−(ζ), which, according to (5.1.6), can be constructed

with eigenvectors ofA(ζ) associated with incoming frequencies. We determine that the eigenvectors
associated with eigenvalues i ξ1(ζ) and i ξ3(ζ) are respectively given by

λ



|(η, ξ2(τ, η))| v0

c0 η
c0 ξ2(τ, η)


 ,

(
0
a

)
,

with λ ∈ R and where a is any vector satisfying a ·
(
η, ξ3(τ, η)

)
= 0. For a we can choose for

example the two linearly independent vectors (τ η, |η|2 u0) and (c0 η2,−c0 η1, 0) to obtain the
following basis of the stable subspace E−(ζ):

r1(ζ) :=



|(η, ξ2(τ, η))| v0

c0 η
c0 ξ2(τ, η)


 , r1

3(ζ) :=




0
τ η
|η|2 u0


 , r2

3(ζ) :=




0
c0 η2

−c0 η1

0


 ,

We look now for a matrix B, of size 3× 4, satisfying the weak Kreiss-Lopatinskii condition 5.3.
More precisely, we want a matrix B such that kerB ∩ E−(ζ) is nonzero on the specific frequency
τ = c0 |η|. Note that here we make a restrictive choice, about the locus where kerB ∩ E−(ζ)
should be nontrivial. This choice is made since it makes the following computations easier. Since
every quantity is homogeneous of degree 1, we can make the computations for |η| = 1. For
τ = c0 |η| we have ξ2(τ, η) = 0, so, denoting η = (cos θ, sin θ), basis

{
r1(ζ), r1

3(ζ), r2
3(ζ)

}
reads

r1(ζ) =




v0

c0 cos θ
c0 sin θ

0


 , r1

3(ζ) =




0
c0 cos θ
c0 sin θ
u0


 , r2

3(ζ) =




0
c0 sin θ
−c0 cos θ

0


 .

The condition that kerB ∩ E−(ζ) is trivial is equivalent to the three vectors B r1(ζ), B r1
3(ζ),

B r2
3(ζ) being linearly dependent. To study this condition, we write B in column as

B =
(
b1 b2 b3 b4

)
,

and, since B has to be of rank 3, we can assume that column b4 is a linear combination of the
three linearly independent vectors b1, b2, b3 which we chose to be the canonical basis of R3. We
write b4 = µ1 b1 + µ2 b2 + µ3 b3, with µ1, µ2, µ3 ∈ R. In this notation, the linear dependence of
B r1(ζ), B r1

3(ζ), B r2
3(ζ) is equivalent to

v0 c
2
0 = µ1 u0 c

2
0 and µ2 v0 c0 cos θ = µ3 v0 c0 sin θ, ∀θ ∈ T,

so µ1 = v0/u0 and µ2 = µ3 = 0. Multiplying B by a nonzero constant we obtain

B =



u0 0 0 v0

0 u0 0 0
0 0 u0 0


 ,

which gives an example of a matrix B for which kerB ∩ E−(ζ) is nonzero, and actually of
dimension 1, on τ = c0 |η|.

We investigate now if kerB ∩ E−(ζ) is nontrivial only on τ = c0 |η|. At this purpose we
introduce a practical tool, the Lopatinskii determinant (see [BGS07, section 4.2.2]), denoted by
∆(σ, η) for (σ, η) ∈ Ξ. It is a scalar function such that its zeros are exactly the frequencies for
which kerB ∩ E−(ζ) is nontrivial. Its construction can be found in [BGS07, section 4.6.1]. If we
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write E−(σ, η) as 15

E−(σ, η) = `(σ, η)⊥,

the Lopatinskii determinant is given by the following block determinant:

∆(σ, η) =

∣∣∣∣
B

`(σ, η)

∣∣∣∣ .

Calculations made in [BGS07, section 14.3.1] show that, for (σ, η) ∈ Ξ, we can choose

`(σ, η) :=
(
a,−v0 u0

tη, v0 σ
)

with
a := u0 σ − ξ− (c2

0 − u2
0),

ξ− being the root of negative real part of the following dispersion relation

(σ + u0 ξ)
2 − c2

0 (ξ2 + |η|2) = 0.

Thus the Lopatinskii determinant is given by

∆(σ, η) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣

u0 0 0 v0

0 v0 0 0
0 0 v0 0
a −v0 u0 η1 −v0 u0 η2 v0 σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= v3

0

[
u0 σ − a

]
= v3

0 ξ−(c2
0 − u2

0).

It is zero if and only if ξ− is zero, and this is the case only when σ is real (i.e. for (σ, η) = (τ, η) ∈ Ξ0)
and τ = c0 |η|. Therefore kerB ∩ E−(ζ) is nontrivial only on τ = c0 |η|, and thus matrix B
satisfies Assumption 5.3, with

Υ := {(τ, η) | τ = c0 |η|} .

Now that we have determined a boundary condition B suited for our problem, we take interest
into oscillations. Thus we consider two hyperbolic frequencies ϕ and ψ on the boundary which
will satisfy our assumptions. First, according to Assumption 5.5, frequencies ϕ and ψ must be
zeros of the Lopatinskii determinant, thus satisfy τ = c0|η|. If we still take |η| = 1, it leads to
consider

ϕ := (c0, cos θϕ, sin θϕ) and ψ := (c0, cos θψ, sin θψ),

with θϕ, θψ ∈ [0, 2π). An immediate computation then gives

ξ1(ϕ) = ξ1(ψ) = 0, ξ2(ϕ) = ξ2(ψ) =
2M

1−M2
, ξ3(ϕ) = ξ3(ψ) = − 1

M
,

with M := u0/c0 ∈ (0, 1) being the Mach number. Therefore, in order to have no resonances
between frequencies lifted from ϕ and no resonances between frequencies lifted from ψ, it is
sufficient to assume M2 irrational.

We now look for a boundary frequency ν := −λϕ ϕ− λψ ψ with λϕ, λψ ∈ Z∗, which satisfies
Assumption 5.5. Frequency ν reads

ν =
(
− c0(λϕ + λψ),−λϕ cos θϕ − λψ cos θψ,−λϕ sin θϕ − λψ sin θψ

)
.

First we determine in which case ν is not in Υ. If we denote ν = (τ, η), we have

τ2 = c2
0(λϕ + λψ)2 and c2

0 |η|2 = c2
0(λ2

ϕ + λ2
ψ) + 2c2

0λϕλψ cos(θϕ − θψ),

15. Notation ⊥ refers to the orthogonal complement relatively to the complex scalar product.
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so, according to the description of Υ, frequency ν is not in Υ if and only if θϕ 6= θψ. Generalizing
this to any frequency ζ = λ1 ϕ+λ2 ψ ∈ Fb \{0} asserts that Fb∩Υ = {ϕ,−ϕ,ψ,−ψ} as required
by Assumption 5.5. This assumption also demands ν to be in the hyperbolic region. We have, if
we still denote ν = (τ, η),

τ2 − |η|2(c2
0 − u2

0) = u2
0(λϕ + λψ)2 + 2λϕλψ(c2

0 − u2
0)
[
1− cos(θϕ − θψ))

]
,

so the hyperbolicity condition τ2 − |η|2(c2
0 − u2

0) > 0 reads

(5.5.4) M2(λϕ + λψ)2 + 2λϕλψ(1−M2)
[
1− cos(θϕ − θψ))

]
> 0,

which is satisfied for example when λϕ and λψ are positive.
We take interest now in resonance assumptions (5.1.12a) and (5.1.12b). We compute

ξ1(ν) =
−M(λϕ + λψ)

1−M2

+
sign(λϕ + λψ)

√
2λϕλψ

[
1− cos(θϕ − θψ)

]
+M2

[
λ2
ϕ + λ2

ψ + 2λϕλψ cos(θϕ − θψ)
]

1−M2

ξ2(ν) =
−M(λϕ + λψ)

1−M2

−
sign(λϕ + λψ)

√
2λϕλψ

[
1− cos(θϕ − θψ)

]
+M2

[
λ2
ϕ + λ2

ψ + 2λϕλψ cos(θϕ − θψ)
]

1−M2

ξ3(ν) =
λϕ + λψ
M

.

Recalling Remark 5.1.8 about the numbering of frequencies, we need to check the four possibilities
for the couple of resonance, namely,

λϕ ϕ1 + λψ ψ1 + ν2 = 0 and λϕ ϕ3 + λψ ψ2 + ν2 = 0,(5.5.5a)
λϕ ϕ1 + λψ ψ3 + ν2 = 0 and λϕ ϕ3 + λψ ψ2 + ν2 = 0,(5.5.5b)
λϕ ϕ3 + λψ ψ1 + ν2 = 0 and λϕ ϕ1 + λψ ψ2 + ν2 = 0,(5.5.5c)
λϕ ϕ3 + λψ ψ1 + ν2 = 0 and λϕ ϕ1 + λψ ψ2 + ν2 = 0.(5.5.5d)

— Since ξ1(ϕ) = ξ1(ψ) = 0, relation λϕ ϕ1 + λψ ψ1 + ν2 = 0 implies that ξ2(ν) = 0, and therefore
λϕ + λψ = 0 which is impossible, since it contradicts condition (5.5.4).

— We determine that λϕ ϕ1 + λψ ψ3 + ν2 = 0 is equivalent to

2M2λϕλψ
[
2− cos(θϕ − θψ)

]
+M4

[
λ2
ψ + 2λϕλψ cos(θϕ − θψ)

]
− λ2

ψ = 0

and

(5.5.6) (λϕ + λψ)(λϕM
2 − λψ) > 0.

The corresponding second resonance is λϕ ϕ3 + λψ ψ2 + ν2 = 0, which is equivalent to

2M2λϕλψ
[
2− cos(θϕ − θψ)

]
+M4

[
λ2
ϕ + 2λϕλψ cos(θϕ − θψ)

]
− λ2

ϕ = 0

and

(5.5.7) (λϕ + λψ)(λψM
2 − λϕ) > 0.

Now conditions (5.5.6) and (5.5.7) are incompatible, so the configuration of resonances (5.5.5a)
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is impossible.

— The case of (5.5.5c) is analogous, and is not detailed here.

— Finally, if for the first resonance we have λϕ ϕ3 + λψ ψ3 + ν2 = 0, then the second one must be
λϕ ϕ1 + λψ ψ2 + ν2 = 0, which is equivalent to

[
1− cos(θϕ − θψ)

]
+M2

[
1 + cos(θϕ − θψ)

]
= 0 and (λϕ + λψ)(λψ − λϕ) > 0.

First equation rewrites

cos(θϕ − θψ) =
1 +M2

1−M2
,

which cannot be satisfied byM2 ∈ (0, 1). Thus the fourth possibility (5.5.5d) is also impossible.

Therefore, in this case, a situation like the one described in Assumption 5.5 cannot happen.
To conclude as for the Euler system, we need to have a discussion about where we have made

a choice which puts us in a particular case. The above analysis about frequencies ϕ, ψ and ν
does not depend on B, but only on the location of cancellation of the Lopatinskii determinant.
Thus the only restrictive choice we made is to choose this location as τ = c0 |η|. Therefore, for
the compressible isentropic Euler equations in space dimension 3, in this particular case, the
configuration of frequencies considered in this chapter which leads to an instability cannot happen.

We have considered here the Euler system in space dimension 3, since, in space dimension 2,
the condition τ = c |η| leads to τ = ±c η, preventing to obtain a transverse oscillation. We could
also consider the shock problem for the Euler equations, which is the original problem of Majda
and Rosales in [MR83; MR84].



Conclusion

On résume ici les deux contributions de cette thèse.

Développement asymptotique multiphase pour des problèmes aux limites quasi-
linéaires fortement stables

Dans le Chapitre 4, on a construit le premier terme d’un développement asymptotique pour
un problème aux limites quasi-linéaire dont le terme de forçage au bord oscille à une fréquence
élevée, de longueur d’onde d’ordre O(ε), et d’amplitude d’ordre O(ε). La multiplicité des phases
au bord engendre, à l’intérieur du domaine pour la solution approchée, un ensemble infini de
fréquences qui n’est, en général, pas finiment engendré. Cela nous contraint à considérer un cadre
de fonctions presque-périodiques, et l’on adapte donc le cadre fonctionnel utilisé dans [JMR95]
pour le problème de Cauchy au cas des problèmes aux limites. On choisit donc des fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr, avec un contrôle uniforme par rapport aux variables normales
lentes et rapides, et de Sobolev pour les variables tangentielles lentes et rapides.

Une étude BKW formelle nous fournit la cascade d’équations vérifiée par les profils, que
l’on découple de manière classique. Les outils et résultats de cette partie faisant intervenir
le profil principal sont ensuite rendus rigoureux. On obtient alors un système découplé pour
le profil principal, dont on montre qu’il en existe une solution à l’aide d’estimations a priori
sans perte de dérivée. Pour cela on commence par découpler le système obtenu pour le profil
principal, en montrant d’abord que la moyenne est nulle. On isole ensuite les modes sortants, en
utilisant l’Hypothèse 4.7 assurant qu’il n’y a pas de résonance entre des fréquences rentrantes
et sortantes. Des estimations d’énergies, obtenues à l’aide d’un produit scalaire tirant partie de
l’évolution en temps, nous permettent de prouver que ces modes sortants sont nuls. On peut
donc découpler les conditions au bord pour les modes rentrants, et donc obtenir un système
pour les modes évanescents, un système pour les modes rentrants résonants, et un système pour
chaque mode rentrant non résonant. On montre alors des estimations d’énergie sur les systèmes
oscillants, à l’aide cette fois-ci d’un produit scalaire tirant partie de la propagation par rapport à
la variable normale. Pour le système associé aux modes résonants, les termes de transport et de
type Burgers sont aisés à traiter, mais les termes de résonance, de part leur manque de symétrie
par rapport au cas de [JMR95], présentent des difficultés. On surmonte cette difficulté en faisant
une hypothèse sur l’ensemble des résonances, qui énonce que les résonances dont le manque de
symétrie n’est pas contrôlé polynomialement sont en nombre fini, permettant de les traiter à part
dans les estimations. Les estimations a priori ainsi obtenues permettent de construire des solutions
aux systèmes oscillants, et donc, avec le profil évanescent construit à travers la condition de
polarisation, d’obtenir un profil principal du développement asymptotique. Au cours de l’analyse
on étudie l’exemple des équations d’Euler isentropiques compressibles en dimension deux d’espace,
et l’on montre qu’il existe des configurations de ce système satisfaisant les hypothèses menant au
résultat du chapitre.

243



244 Conclusion

Instabilité de développements d’optique géométrique multiphase pour des problèmes
aux limites quasi-linéaires faiblement stables

Dans le Chapitre 5, on s’intéresse à des développements d’optique géométrique pour des
problèmes aux limites faiblement stables, dont le terme de bord est toujours donné par une fonction
quasi-périodique oscillant suivant plusieurs phases planes de fréquence d’ordre O(1/ε). Cette
fois-ci on considère pour ce terme de forçage au bord une fonction périodique G de fréquence dans
le lieu d’annulation du déterminant de Lopatinskii et d’amplitude d’ordre O(ε2), que l’on perturbe
par une fonction H périodique selon une fréquence transverse également dans le lieu d’annulation
du déterminant de Lopatinskii, et de petite amplitude O(εM ), avec M > 3, relativement à celle
de G.

Une analyse formelle telle que celle conduite dans [CW17] nous permet d’obtenir le système
d’équations vérifiées par les profils du développement asymptotique. En raison de l’amplification
au bord due à la mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme au bord, ce
système est hautement couplé. La première partie du chapitre s’intéresse alors à l’existence de
solutions à ce système, constitué d’équations couplées à l’intérieur, dont les termes de bord vérifie
des équations couplées au bord. La complexité du système nous pousse à montrer le caractère bien
posé sur des “modèles jouet”. Le premier de ces modèles n’est constitué que de certaines équations
au bord, dont on a réduit le couplage. Celles-ci sont résolues classiquement dans un espace de
fonctions analytiques à l’aide du théorème de Cauchy-Kovalevskaya. La principale difficulté réside
dans le fait de montrer qu’un certain opérateur impliqué dans ces équations est semi-linéaire, ce
qui est fait en adaptant une preuve de [CW17]. Le deuxième modèle jouet intègre les équations à
l’intérieur, que l’on souhaite résoudre à l’aide du théorème de Cauchy-Kovalevskaya. Il faut donc
que les solutions des équations au bord soient analytiques par rapport à toutes leurs variables.
On raffine pour cela le théorème de Cauchy-Kovalevskaya en s’inspirant des espaces fonctionnels
utilisés dans [BG78] et à l’aide des séries majorantes et du phénomène de régularisation par
intégration en temps.

Dans une deuxième partie, on souhaite montrer qu’il peut se créer de l’instabilité dans le
développement asymptotique, au sens où la petite perturbation H du terme de bord G peut
intervenir à l’ordre principal dans le développement asymptotique. On travaille pour cela avec
le système général linéarisé autour de la solution particulière non perturbée, c’est-à-dire pour
laquelle H est nul. On montre qu’il existe un terme de bord H tel que le profil principal de la
solution de ce système linéarisé est non nul, et l’on procède par l’absurde en supposant que tout
terme de bord H donne lieu à des profils principaux nuls. Là encore la complexité du problème
justifie que l’on considère des modèles jouet. Pour le premier modèle jouet, on en construit
explicitement la solution à l’aide de la méthode des caractéristiques, ce qui nous permet de trouver
une contradiction. Pour le deuxième, dont le couplage interdit cette méthode, on utilise une
méthode perturbative à l’aide de points fixes, ce qui mène également à une contradiction.

On conclut ce chapitre avec l’exemple des équations d’Euler isentropiques compressibles
en dimension trois d’espace. On montre que pour un choix particulier de lieu d’annulation du
déterminant de Lopatinskii, la configuration particulière de fréquences que l’on a considéré dans
ce chapitre, dont on a vu qu’elle peut créer des instabilités dans le développement asymptotique,
ne peut pas arriver pour le système d’Euler considéré.
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Optique géométrique multiphasée pour les systèmes hyperboliques de lois de
conservation

Résumé

Cette thèse porte sur des développements d’optique géométrique multiphasée, pour des problèmes aux
limites hyperboliques et quasi-linéaires, c’est-à-dire des développements asymptotiques de solutions
approchées de ces systèmes, pour lesquels le terme de bord oscille à une fréquence élevée suivant plusieurs
phases planes au bord. On se place dans un cadre faiblement non-linéaire, c’est-à-dire que le terme de
bord est d’ordre O(ε) quand les fréquences sont d’ordre O(1/ε).
Dans une première partie, on s’intéresse à un problème aux limites satisfaisant la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme, et l’on construit pour ce problème le premier terme d’un développement BKW pour
la solution approchée. La multiplicité des fréquences au bord engendre, à l’intérieur du domaine, un nombre
infini dénombrable de fréquences, nous contraignant à utiliser un cadre de fonctions presque-périodiques,
ici au sens de Bohr. La principale difficulté de ce travail réside dans le défaut de symétrie dans le système
vérifié par le profil principal, et l’occurence d’une infinité de résonances (à l’inverse du cas d’une seule phase
étudié précédemment). Le profil principal est alors obtenu comme la solution d’un problème quasi-linéaire,
qui est résolu à l’aide d’estimations a priori sans perte de dérivée. Les hypothèses de cette partie sont
illustrées avec l’exemple des équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension deux d’espace.
La deuxième partie est consacrée à l’étude de l’instabilité de développements d’optique géométrique pour
des problèmes aux limites faiblement stables, où le terme de forçage au bord subit une perturbation de
petite amplitude, oscillant suivant une fréquence transversale. Puisque les fréquences au bord appartenant
au lieu d’annulation du déterminant de Lopatinskii, les amplifications au bord donnent lieu à un système
hautement couplé d’équations pour les profils. Un modèle jouet de ce système est résolu dans un cadre de
fonctions analytiques, à l’aide du théorème de Cauchy-Kovalevskaya, et d’une version de celui-ci assurant
l’analyticité en temps et en espace. On montre ensuite que, à travers les résonances et les amplifications,
une configuration particulière de fréquences au bord peut donner lieu à une instabilité, c’est-à-dire que
la petite perturbation au bord peut intervenir à l’ordre principal dans le développement asymptotique.
On étudie enfin la possibilité qu’une telle configuration de fréquences au bord existe pour l’exemple des
équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension trois d’espace.

Mots clés : optique géométrique, systèmes hyperboliques d’équations aux dérivées partielles, problèmes
aux limites, limite haute fréquence, fonctions analytiques, condition au bord, instabilité.

Multiphase geometric optics for hyperbolic systems of conservation laws
Abstract

This thesis deals with multiphase geometric optics expansions, for hyperbolic quasilinear boundary value
problems, that is, asymptotic expansions of approximate solutions for these systems, for which the forcing
boundary term oscillate at high frequency with multiple planar phases on the boundary. The framework is
weakly nonlinear, namely the boundary term is of order O(ε), when the frequencies are of order O(1/ε).
In a first part, interest is made on a boundary value problem satisfying the uniform Kreiss-Lopatinskii
condition, and the first term of a WKB expansion is constructed for this problem. The multiple frequencies
on the boundary generate a countable infinite number of phases inside the domain, and we therefore use
an almost periodic functional framework, here in the sense of Bohr. The major difficulties of this work are
the lack of symmetry in the leading profile equation and the occurrence of infinitely many resonances
(opposite to the simple phase case studied earlier). The leading profile is constructed as the solution of a
quasilinear problem, which is solved using a priori estimates without loss of derivatives. The assumptions
of this work are illustrated with the example of isentropic Euler equations in space dimension two.
The second part is devoted to the study of instabilities for geometric optics expansions of weakly stable
problems, where the forcing boundary term is perturbated by a small amplitude oscillating function, of
transverse frequency. Since the boundary frequencies lie in the locus where the Lopatinskii determinant
is zero, the amplifications on the boundary give rise to a highly coupled system of equations for the
profiles. A toy model of this system is solved in an analytical framework, using the Cauchy-Kovalevskaya
theorem as well as a version of it ensuring analyticity in space and time for the solution. Then it is
proven that, through resonances and amplification, a particular configuration for the phases may create
an instability, in the sense that the small perturbation on the boundary may interfere at the leading order
in the asymptotic expansion. Finally we study the possibility for such a configuration of frequencies to
happen for the isentropic Euler equations in space dimension three.

Keywords: geometric optics, hyperbolic systems of partial differential equations, boundary value prob-
lems, high frequency asymptotic, analytic functions, boundary conditions, instability.
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