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Résumé vil

OPTIQUE GEOMETRIQUE MULTIPHASEE POUR LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES DE LOIS DE
CONSERVATION

Résumé

Cette thése porte sur des développements d’optique géométrique multiphasée, pour des problémes aux
limites hyperboliques et quasi-linéaires, c’est-a-dire des développements asymptotiques de solutions
approchées de ces systémes, pour lesquels le terme de bord oscille & une fréquence élevée suivant plusieurs
phases planes au bord. On se place dans un cadre faiblement non-linéaire, c’est-a-dire que le terme de
bord est d’ordre O(e) quand les fréquences sont d’ordre O(1/e).

Dans une premiére partie, on s’intéresse & un probléme aux limites satisfaisant la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme, et I’'on construit pour ce probléme le premier terme d’un développement BKW pour
la solution approchée. La multiplicité des fréquences au bord engendre, & I'intérieur du domaine, un nombre
infini dénombrable de fréquences, nous contraignant & utiliser un cadre de fonctions presque-périodiques,
ici au sens de Bohr. La principale difficulté de ce travail réside dans le défaut de symétrie dans le systéme
vérifié par le profil principal, et 'occurence d’une infinité de résonances (a I'inverse du cas d’une seule phase
étudié précédemment). Le profil principal est alors obtenu comme la solution d’un probléme quasi-linéaire,
qui est résolu a l'aide d’estimations a priori sans perte de dérivée. Les hypothéses de cette partie sont
illustrées avec ’exemple des équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension deux d’espace.
La deuxiéme partie est consacrée a I’étude de l'instabilité de développements d’optique géométrique pour
des problémes aux limites faiblement stables, ot le terme de forcage au bord subit une perturbation de
petite amplitude, oscillant suivant une fréquence transversale. Puisque les fréquences au bord appartenant
au lieu d’annulation du déterminant de Lopatinskii, les amplifications au bord donnent lieu & un systéme
hautement couplé d’équations pour les profils. Un modéle jouet de ce systéme est résolu dans un cadre de
fonctions analytiques, & I’aide du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya, et d’une version de celui-ci assurant
Panalyticité en temps et en espace. On montre ensuite que, a travers les résonances et les amplifications,
une configuration particuliére de fréquences au bord peut donner lieu & une instabilité, c’est-a-dire que
la petite perturbation au bord peut intervenir a I’ordre principal dans le développement asymptotique.
On étudie enfin la possibilité qu’une telle configuration de fréquences au bord existe pour 'exemple des
équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension trois d’espace.

Mots clés : optique géométrique, systémes hyperboliques d’équations aux dérivées partielles, problémes
aux limites, limite haute fréquence, fonctions analytiques, condition au bord, instabilité.

MULTIPHASE GEOMETRIC OPTICS FOR HYPERBOLIC SYSTEMS OF CONSERVATION LAWS
Abstract

This thesis deals with multiphase geometric optics expansions, for hyperbolic quasilinear boundary value
problems, that is, asymptotic expansions of approximate solutions for these systems, for which the forcing
boundary term oscillate at high frequency with multiple planar phases on the boundary. The framework is
weakly nonlinear, namely the boundary term is of order O(e), when the frequencies are of order O(1/¢).
In a first part, interest is made on a boundary value problem satisfying the uniform Kreiss-Lopatinskii
condition, and the first term of a WKB expansion is constructed for this problem. The multiple frequencies
on the boundary generate a countable infinite number of phases inside the domain, and we therefore use
an almost periodic functional framework, here in the sense of Bohr. The major difficulties of this work are
the lack of symmetry in the leading profile equation and the occurrence of infinitely many resonances
(opposite to the simple phase case studied earlier). The leading profile is constructed as the solution of a
quasilinear problem, which is solved using a priori estimates without loss of derivatives. The assumptions
of this work are illustrated with the example of isentropic Euler equations in space dimension two.

The second part is devoted to the study of instabilities for geometric optics expansions of weakly stable
problems, where the forcing boundary term is perturbated by a small amplitude oscillating function, of
transverse frequency. Since the boundary frequencies lie in the locus where the Lopatinskii determinant
is zero, the amplifications on the boundary give rise to a highly coupled system of equations for the
profiles. A toy model of this system is solved in an analytical framework, using the Cauchy-Kovalevskaya
theorem as well as a version of it ensuring analyticity in space and time for the solution. Then it is
proven that, through resonances and amplification, a particular configuration for the phases may create
an instability, in the sense that the small perturbation on the boundary may interfere at the leading order
in the asymptotic expansion. Finally we study the possibility for such a configuration of frequencies to
happen for the isentropic Euler equations in space dimension three.

Keywords: geometric optics, hyperbolic systems of partial differential equations, boundary value prob-
lems, high frequency asymptotic, analytic functions, boundary conditions, instability.

Institut de Mathématiques de Toulouse
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Notations

Constantes

- d dimension d’espace.

- N dimension du systéme.

- m nombre de fréquences au bord.

- ¢ longueur d’onde du probléme.

- Aj, j=1,...,d, coefficients matriciels du systéme (peuvent dépendre de I'inconnue).

- B matrice de la condition de bord.

- M nombre de conditions de bord (Chapitres 2, 3, 4), ordre de la perturbation (Chapitre 5).

- p valeurs propres strictement positives de A4(0) et dimension du sous-espace stable E_(().

Vecteurs, matrices

- M, (K) espace des matrices carrées de taille n a coefficients dans le corps K.

- Mpxn(K) espace des matrices de k lignes et n colonnes a coefficients dans le corps K.

- u - v produit scalaire des vecteurs u = (u1,...,up) et v = (v1,...,0n) 1 -V =D | U,

- u ® v produit tensoriel des vecteurs u = (u1,...,up) et v = (Vi,...,0,) : URV =
(uivj)léi,jén € My, (R).

- | .| module sur C, ou norme hermitienne de C™ : |u| := """ |u;].

- A* matrice conjuguée de A.
- diag(ay,...,a,) matrice diagonale de coefficients ay, ..., ay.
- diag(Ai, ..., A,) matrice diagonale par blocs, donnés par Ay, ..., A,.

- Bjp matrice dans la base canonique de la restriction a £ de la fonction associée a B dans
la base canonique.

Variables, espaces de variables

- T? tore de dimension d.

- T temps d’existence de la solution.
- t variable de temps.

- Q7 espace global des variables.

- z variable globale

-z = (x1,...,xq) variable d’espace.
-y = (x1,...,x4-1) variable d’espace tangentielle.
- x4 variable d’espace normale.

- wr bord de I'espace global.

- 2 variable de bord.

- O ouvert de RY, espace d’arrivée.
- variable rapide tangentielle.

- g (xq au Chapitre 5) variable rapide normale.
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XVl Notations

Fonctions

- u® inconnue du probléme.

- ¢¢ terme de forgage au bord.

- G profil au bord.

- f(u,v) fonction polynomiale.

- u®®PP gérie formelle, solution approchée.

- U, U, U, Uy, U, UpY profils du développement asymptotique.
- U* moyenne de U.

© Oangs 02‘7 i fonction scalaire associée 4 un mode.

. az y fonction scalaire de bord.

- 62 fonction delta, valant 1 si a = b et 0 sinon.

- 1p fonction indicatrice, vaut 1 si P est vérifiée, et 0 sinon.

- x fonction réelle d’une variable réelle, infiniment dérivable & support compact.

Fréquences, résonances

—_

- =, Zo, 2, Yo espaces de fréquences.

- T lieu de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii.
- « fréquence intérieure, duale de z.

- 7, n, & variables duales de t, y, xg4.

- ¢ fréquence au bord, duale de 2.

- (1,...,(n fréquences au bord.

-, fréquences au bord du Chapitre 5.

- 1 vecteur des fréquences 11, ..., Nm.

- ¢ vecteur des fréquences au bord (y, ..., (n.

- mn vecteur de Z™, paramétre des fréquences au bord.
- Bzm ensemble d’indices de Z™.

- Fp, F ensembles de fréquences au bord, a l'intérieur.
- T((n,€),(n,¢)) coefficients de résonance.

- Ri(n,§), Re(n,§), R((,7) ensembles de résonance.

Opérateurs différentiels, symboles, autres opérateurs

- oF, 8!;_ dérivée partielle d’ordre k£ par rapport au temps ¢, a x;.
-V, opérateur gradient défini par V, := (0,)1<i<d-

- v -V, défini comme Zle V; Oy, -

- v, vitesse de groupe associée a a.

- X, champ de vecteur associé & a.

- L(0), L(0;), L(u, 0;), L(0,0,) opérateurs différentiels des systémes principaux.
- L(a), L(0, ) symboles associés aux opérateurs L(9,), L(0,0,).

- L(0y,), L(0p,0y,), L(0g,0y,) opérateurs différentiels rapides.

- M(.,.) opérateur différentiel rapide quadratique.

. ftransformée de Fourier de f, définie par f(f) =[f (z)e'™€ da.
- f7 transformée de Fourier partielle de f.

- (.} crochet japonais défini par (z) := (1 + |z|?)!/2.



Notations xvil

Espaces fonctionnels, opérateurs sur les espaces fonctionnels

- C*(X) espace des fonctions dont la dérivée k-éme est continue.

- C*>(X) espace des fonctions dont les dérivées a tout ordre sont continues.

- Cp(X) espace des fonctions continues et bornées.

- C§°(X) espace des fonctions de classe C*> & support compact.

- LP(X) espace de Lebesgue des fonctions p-intégrables.

- L*®(X) espace de Lebesgue des fonctions bornées presque partout.

- H*(X) espace de Sobolev de régularité s.

- H*®(X) espace de Sobolev de régularité infinie.

© Fooym,sys Fmuseys Foom,siys Fm,siy €spaces de fonctions de (7 et wr.

- Ay(B) espace des algébres de Wiener.

- PO, PET, P espaces des profils oscillants.

- P, P, Py espaces des profils évanescents.

- P, Ps 1, Pr espaces des profils.

- &1 espace latent de P, 7, des fonctions continues bornées sur Ri a valeurs dans H*(wp X
™).

- E, E', E®V, E>¢, Ei projecteurs sur les espaces de profils.

- Q, Q°, Q¢ opérateurs sur les espaces de profils.

{1 Dime Gl outs (1) produits scalaires sur I'espace des profils.

<Y, Y, B, E,, X, X, espaces de fonctions analytiques.

. nger opérateur bilinéaire sur Y.

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces stables

- p(7,1n,&) polyndme caractéristique de L(«).

- C, C(n), C(C) ensembles de fréquences caractéristiques.

- 16(n, £) opposées des valeurs propres de A(n,§).

- Ey(n, &) vecteurs propres de A(n,&).

- mr(n,€), To Projecteurs spectraux de CV.

- Tre(n, €), To projecteurs de CV.

- Qq inverse partiel de L(0, ).

- A(¢) symbole associé a la propagation en x4 pour L(0,d,).

- E_((), E+(C) sous-espaces stable, instable de A(().

- E7 (), Eﬂ_(() sous-espaces de E_((), E+(Q).

- 1&;(¢) valeurs propres de A(().

- G(¢) valeurs propres de A(¢) glancing.

- G ensemble des fréquences glancing.

- R(¢) (Z(¢) dans le Chapitre 5) valeurs propres de A(¢) rentrantes.
- 8§(¢) (O(¢) dans le Chapitre 5) valeurs propres de A({) sortantes.
- P(¢) valeurs propres de A(¢) de partie imaginaire négative.

- N(¢) valeurs propres de A(¢) de partie imaginaire positive.

- IIe, I projecteurs de E_(() sur la partie elliptique stable, sur EY (€).

CN s Hg;& projecteurs de CV sur les parties elliptiques stable, instable.
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1.1 Contexte général, motivations et résultats

1.1.1 Systémes de lois de conservation

La présente thése s’intéresse aux systémes de lois de conservation, qui s’écrivent de maniére
générale comme

d
(1.1.1) Oru+ Y O fi(u) =0,
j=1

1



2 CHAPITRE 1. Introduction

ou u est une fonction de I x R% avec I un intervalle de R, a valeurs dans un ouvert @ de
RN avec N > 1, et les fonctions fj sont des fonctions de O dans RN, Ces systémes de lois de
conservation apparaissent naturellement dans de nombreux problémes physiques, ou la quantité u
peut représenter un volume, une densité, une pression, ou encore une vitesse. On peut se rapporter
a [Ser99; Ser00] pour une étude générale des lois de conservation.

Un exemple particulier de ces systémes est celui des équations d’Euler compressibles isentro-
piques modélisant I’évolution d’un fluide. Elles sont données par les les lois de conservation de la
masse et du moment suivantes (voir [GM84], et, plus récemment, [BGS07, Chapitre 13])

Oip+ V- (pu) =0,
(1.1.2)
O (pu) +Vy - (pu®u) + Vup =0,

oil p & valeurs dans R représente la densité du fluide, u a valeurs dans RY, avec N > 1, représente
sa vitesse, et ou la pression du fluide p & valeurs dans R est donnée par une loi de pression

p = p(p).

Ce systéme (1.1.2) constitue un exemple intéressant pour ce manuscrit puisqu’on peut facilement
conduire les calculs visant a vérifier si le systéme (1.1.2) satisfait les différentes hypothéses que
I’on sera amené a faire au cours de I'analyse, et qu’il constitue par ailleurs un systéme physique
pertinent. On renvoie donc aux Chapitres 4 et 5 de ce manuscrit pour une étude plus approfondie
de cet exemple. On y étudiera les cas de la dimension 2 et 3 d’espace, c’est-a-dire les cas N = 2
et N = 3.

Sous des hypothéses de régularité C' sur l'inconnue u et les fonctions fijpour j=1,...,d,1le
systéme (1.1.1) se réécrit

d
(1.1.3) Opu+ Y dfj(u) Onu =0,
j=1
ou df; désigne la différentielle de f; pour j = 1,...,d. On considére donc dans tout ce mémoire

la forme générale de systéme suivante
d

(1.1.4) dru+ > Aj(u)dpyu = f,
j=1

oil u est une fonction réguliére de (—oo,T] x R? & valeurs dans un ouvert O de RN, N > 1, les
coefficients A; sont des fonctions réguliéres de O a valeurs dans ’espace des matrices My (R), et
la fonction f est a valeurs dans RY.

Les contributions de ce manuscrit se placent en général dans le cas ol la fonction f dans
(1.1.4) est nulle (mais il ne serait pas difficile de généraliser ces résultats a des termes sources f
qui ne dépendent pas de I'inconuue u). Ce cadre de travail, ot les coefficients A; pour j =1,...,d
dans (1.1.4) dépendent de I'inconnue u, est appelé quasi-linéaire. On s’intéressera également,
lors d’exemples ou en rappelant des travaux antérieurs, a des cadres plus simples que celui
quasi-linéaire, a savoir le cadre linéaire, ou les coefficients A; pour j = 1,...,d ne dépendent
pas de 'inconnue u, et le cadre semi-linéaire, pour lequel les coefficients A; pour j =1,...,d
ne dépendent pas de 'inconnue v mais l'on fait dépendre le terme source f de u, de maniére
polynomiale. On verra que la différence principale entre le cadre semi-linéaire et le cadre quasi-
linéaire tient au cadre fonctionnel que 'on doit considérer. Supprimer les non-linéarités et se
placer dans le cadre linéaire permet quant a lui de décomposer les solutions, et notamment de
travailler harmonique par harmonique, dans le cas de fonctions périodiques.
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On détaillera dans les Chapitres 4 et 5 les formes (1.1.4) pour 'exemple des équations d’Euler
(1.1.2) en dimension deux et trois d’espace.

1.1.2 Problémes aux limites

Les contributions de cette thése portent sur des problémes aux limites associés au systéme
(1.1.4), c’est-a~dire des problémes ou le systéme (1.1.4) est posé dans un demi-espace, & savoir
dans Qp := (—o0,T] x R¥1 x R, dont la frontiére par rapport a la variable normale, notée
x4, est donnée par wy := (—o0, T] X R1_ 1l nous faut alors imposer une condition sur le bord,
portant sur la trace uj,,—o. On verra par la suite que prescrire totalement la trace sur le bord
Ujz,—0 induit une sur-détermination du probléme, ce qui nous amene a la forme de condition au
bord suivante :

B Ujzg=0 = 9,

ol B est une matrice de M, x(R) de rang maximal, avec un entier p < N a préciser en fonction
des données du probléme, et le terme de forcage au bord g est une fonction de wp & valeurs dans
RP.

11 faut également imposer une condition initiale, et ’on choisit dans tout ce manuscrit d’imposer
que la solution doit étre nulle pour les temps négatifs. On obtient donc la forme générale de
probléme aux limites non linéaire suivante

d
Oru+ Y Aj(u)dpu=f dans Qr,

(1.1.5) j=1
Bujz,—0=9 sur wr,

Upe<o = 0,

a laquelle on s’intéressera dans tout ce manuscrit.

1.1.3 Asymptotique haute fréquence et optique géométrique

Dans tous les problémes de la forme (1.1.5) étudiés dans ce manuscrit, le terme de forgage
au bord g et éventuellement le terme source f (lorsque celui-ci est non-nul et ne dépend pas de
I'inconnue u) sont, dans leur forme la plus générale, des fonctions oscillantes selon des fréquences
d’ordre 1/e, ou la longueur d’onde € est un parameétre positif amené a étre petit. Plus précisément,
les termes de forcage f et g seront toujours des fonctions quasi-périodiques selon des fréquences
d’ordre 1/e dont les amplitudes sont des puissances entiéres de la longueur d’onde e. Le probléme
(1.1.5) s’écrit alors sous une forme générale comme

U(t,x)
€

d
O (t,w) + Y Aj(u) Oy (t,w) = (1, ) V(o) € r,
=1

(1.1.6) <I>(t,y)>
9

B udeZO (t) y) = g€ (t7 Y, V(t, y) € wr,

uftgo(x) =0,

ot I'inconnue u® dépend maintenant de € > 0, les fonctions f€ et g° sont périodiques par rapport
a leurs derniéres variables, et ot I'on a noté x = (y,r4) € R™! x R,

On s’intéresse ici & la limite de la solution u® du probléme (1.1.6) lorsque la longueur d’onde
€ tend vers zéro, c’est-a-dire dans I’asymptotique haute fréquence. La solution d’un probléme de
la forme (1.1.6) est en général non-explicite, puisqu’elle est donnée par des théorémes d’existence
abstraits ou bien obtenue comme la limite d’une suite de fonctions. Méme dans le cadre trés
simple du probléme de Cauchy analogue a (1.1.6), dans le cas linéaire, la formule donnant la
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solution est en général abstraite puisqu’elle s’écrit en fonction de l'opérateur de transformée de
Fourier prolongé a l'espace L. Il est donc difficile, en I'absence d’expression explicite, de connaitre
les propriétés qualitatives de la solution u® du probléme (1.1.6).

C’est pourquoi ’on cherche & déterminer, dans I’asymptotique haute fréquence, une solution
approchée de (1.1.6) : c’est 'objet de I'optique géométrique. Celle-ci consiste & construire cette
solution approché sous la forme d’une développement formel BKW (pour Brillouin-Kramers-
Wentzel), c’est-a-dire une série formelle en puissances de ¢, de la forme

)).

Les premiéres constructions d’'un tel développement sont dues a Peter Lax dans [Lax57| et Yvonne
Choquet-Bruhat dans [CB64] pour le cas quasi-linéaire. On peut également citer les contributions
majeures lors des débuts de la discipline d’Andrew Majda et Rodolofo Rosales dans [MRS&3;
MR84], puis avec John K. Hunter dans [HMRS86], et de Jean-Luc Joly et Jeffrey Rauch dans
[JR92], puis avec Guy Métivier dans [JMR93; JMR94 ; JMRI5].

Bien souvent, et comme on pourra le voir dans les différents développements d’optique géomé-
trique que l'on construit dans ce mémoire, les amplitudes U, vérifient des équations bien plus
simples que celles du systéme général (1.1.4). Plus précisément, ici, les amplitudes U, vérifieront
des équations de transports scalaires & coefficients constants, avec éventuellement un terme
quasi-linéaire de type Burgers, pour lesquelles ou bien I’on connait une expression explicite de
la solution (pour les équations de transport linéaires), ou bien 'on connait bien les propriétés
qualitatives de cette solution. Pour rappel, pour une fonction scalaire o de (¢,z) € [0,T] x R?,
le probléme de Cauchy associé a une équation de transport scalaire a coefficients constants de
vitesse v dans R? s’écrit

A(t,x
1.1.7 SAPP (¢ 1) ~ "Up (2, ——
(L.17) w (7)Y Ut =2

n>=0

Ojt=0 = 00,

et sa solution est alors donnée par

J(t,a:)—ao(x—tv)—i—/o f(s,z—(t—s)v)ds.

La notion de terme de Burgers désigne quant & elle un terme quadratique portant une dérivée
d’ordre 1. Par exemple, si maintenant ¢ est une fonction de (¢, x,0) € [0,T] x R? x T a valeurs
réelles, sous des hypothéses de régularité, c’est un terme s’écrivant co dyo, donnant lieu au
probléme de Cauchy suivant

{8ta+v'vxa+coaga:f,

U|t:0 = 09.-

On rappelle que la solution approchée u®*PP en (1.1.7) est, pour le moment, donnée par une
série formelle. Usuellement, on tronque cette série formelle & un ordre M donné, et ’on cherche a
quantifier la convergence de cette série tronquée u3;T¥ vers la solution exacte u¢ lorsque € tend
vers zéro. Connaissant les équations vérifiées par les amplitudes U,, de la solution approchée, on
pourra donc plus facilement en déduire des propriétés qualitatives de la solution approchée uj ™",

et donc obtenir des propriétés qualitatives de la solution exacte.

1.1.4 Reésultats

Les problémes d’optique géométrique associés a (1.1.6) donnent lieu dans cette thése a deux
contributions distinctes.
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Dans le Chapitre 4, on construit le premier terme d’un développement asymptotique de la
forme (1.1.7) pour le probléme (1.1.6) sous la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme au bord,
c’est-a-dire que, ayant déterminé formellement le systéme que doit vérifier le premier terme du
développement (1.1.7), on montre qu'il existe une solution a ce systéme dans un cadre de fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr, voir [Kil22|. Cela constitue une extension de [Wil96] aux
problémes quasi-linéaires, et de [JMR95] aux problémes aux limites.

On adopte une approche différente au Chapitre 5, puisque ’'on montre que, sous une condition
de Kreiss-Lopatinskii faible, le développement asymptotique (1.1.7) pour (1.1.6) peut présenter des
instabilités. Ce résultat est cependant obtenu seulement pour des “modéles jouets”, et 'on montre
également, toujours pour des “modéles jouets”, qu’il existe une solution au systéme d’équations
obtenues pour les coefficients du développement (1.1.7), dans un cadre de fonctions analytiques.

1.2 Probléme de Cauchy linéaire et développements asympto-
tiques
1.2.1 Caractére bien posé et hypothése d’hyperbolicité

On s’intéresse ici au caractére bien posé du probléme de Cauchy linéaire associé au systéme
(1.1.4), qui s’écrit

d
(1.2.1) 8tu+jz_:1Aj Oz;u=f dans R, x R?,
Ujg=0 = h sur RY.

On dit que le probléme de Cauchy (1.2.1) est fortement bien posé si pour toute donnée initiale
h et tout terme source f dans des espaces de Sobolev de régularité fixée, il existe une unique
solution u au probléme (1.2.1) de méme régularité que la donnée initiale h et le terme source f,
et dont I’on controle, dans une norme de Sobolev, la solution par la donnée initiale h et le terme
source f. On peut affaiblir cette notion en celle de probléme faiblement bien posé, en autorisant
une perte de régularité pour la solution par rapport a la donnée initiale et au terme source.

Il semble naturel de s’intéresser au caractére bien posé du probléme de Cauchy (1.2.1) associé
au probléme aux limites (1.1.5) pour étudier le caractére bien posé de ce dernier. Pour la méme
raison, on s’intéresse dans un premier temps au probléme linéaire, o, dans (1.1.5), les matrices
Aj pour j =1,...,d ne dépendent pas de 'inconnue wu.

Si 'on applique formellement la transformée de Fourier en espace au systéme (1.2.1), on
obtient

d
ot + (Y imA;) altn) = flt.n)  V(t.m) € Ry xR,
j=1
je—o(n) = h(n) v € RY,

et donc, formellement, en résolvant I’équation différentielle ordinaire vérifiée par ¢ — u(t,n) pour
tout n € R%, on a

d d

u(t,n) = /Ot exp ( —(t—2s) Z injAj>f(s, n) ds + exp ( - tz injAj) h(n).

j=1 j=1
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Pour conserver la méme régularité pour v que pour f et h, on souhaite donc que la matrice
d
exp ( — tz injAj)
=1

soit bornée uniformément par rapport a (t,n) € Ry x R?, c’est-a-dire, par homogénéité,

d

(1.2.2) sup epoinjAj < +00.
neR4

j=1

Cette condition est ce que I'on appelle 'hypothése d’hyperbolicité de I'opérateur L(0) := 0y +
Z?:l Aj Oz;. On peut montrer (voir par exemple [BGS07, Théoréme 1.1]) que le systéme (1.2.1)
est fortement bien posé si et seulement si 'opérateur L(9) est hyperbolique.

En utilisant une reformulation de la condition (1.2.2) diie & Heinz-Otto Kreiss (|[Kre59|, voir
aussi [BGS07]), on adopte dans notre cas une condition plus forte, impliquant I’hyperbolicité de
lopérateur L(0). L’énoncé de Kreiss requiert que les matrices Z;l:1 n;A; soient diagonalisables
uniformément par rapport & n € R?, c’est-a-dire diagonalisables avec des matrices de passage
bien conditionnées relativement a n € R?. L’hypothése d’hyperbolicité a multiplicité constante
que 'on choisit de considérer demande de plus que les valeurs propres de la matrice 2?21 n;Aj

soient de multiplicité constante dans R?\ {0}, et s’énonce précisément comme suit.

Hypothése 1.1 (hyperbolicité a multiplicité constante). Il existe un entier q, des fonctions
analytiques réelles Ty < --- < 75 sur R4\ {0} et des entiers vy, ..., v, tels que pour tout n € R4\ {0}
et pour tout T € R,

det (TI + injAj) = ﬁ (r— Tk(n))y"
k=1

j=1

ot les valeurs propres —7i(n) de Z?:l njA; sont semi-simples, (i.e. que leur multiplicité algébrique

v, est égale a leur multiplicité géométrique dim ker (Tk(n)l + Z?:l njAj)).

Dans le cas ou U'entier ¢ est égal a N, et donc o les valeurs propres —7(n) pour k =1,..., N
sont simples, 'opérateur L(0) est dit strictement hyperbolique. Par soucis de clarté on énonce
I’adaptation au cas ¢ = N de I’'Hypothése 1.1 précédente.

Hypothése 1.2 (stricte hyperbolicité). Il existe des fonctions analytiques réelles 71 < -+ < Tn
sur R4\ {0} telles que pour tout n € R\ {0} et pour tout T € R,

d N
det (TI+ Z??jAj) = H (T — Tk(’n))
k=1

=1
ot les valeurs propres —7(n) de Z?Zl n;Aj sont par conséquent simples.

C’est cette hypothése légérement restrictive que 'on considérera dans les Chapitres 4 et 5
pour simplifier ’analyse.

Une autre classe d’opérateurs L(0) vérifie la condition (1.2.2) d’hyperbolicité, les opérateurs
Friedrichs symétriques, d’aprés Kurt Otto Friedrichs. Un opérateur L(9) = 0y + Z?:l Aj Oy, est
dit Friedrichs symétrique si les matrices A; pour j = 1,...,d sont symétriques, a multiplication a
gauche par une méme matrice symétrique définie positive prés. Friedrichs montre dans [Fri54]
que, pour de tels opérateurs, le probléme de Cauchy (1.2.1) est fortement bien posé.

Dans le cadre de problémes d’optique géométrique du type (1.1.6), 'inconnue u° représente
une perturbation autour de ’état d’équilibre zéro, et il semble donc naturel d’imposer la condition
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d’hyperbolicité (1.2.2), ou celle associée d’hyperbolicité & multiplicité constante (Hypothese 1.1),
pour le systéme linéarisé autour de 0, c’est-a-dire pour 'opérateur L(0,0) := J; + 2?21 Aj(0) O, -

1.2.2 Développement d’optique géométrique

On détaille maintenant les principales étapes et idées de la construction d’un développement
d’optique géométrique pour le probléme de Cauchy linéaire (1.2.1), que l'on retrouvera dans
toutes les constructions de développements d’optique géométrique de ce manuscrit. Pour simplifier
les calculs on considére un terme source f¢ nul. D’autre part, on rappelle que I'on souhaite en
toute généralité considérer une condition initiale h® (correspondant au terme de bord ¢g° pour les
problémes aux limites) quasi-périodique suivant plusieurs fréquences. Par linéarité du systéme,
on peut se retreindre a une seule fréquence, et méme une seule harmonique. On s’intéresse donc
au probléme de Cauchy suivant

d
(1.2.3) Oput+ Y AjOput =0 dans Ry x R,
2. =
ulstzo(x) = a(x) e *N/E Vr € RY,

avec £ > 0, 1) une fréquence de R?\ {0}, et a une amplitude & valeurs dans CN. Ici 'amplitude est
choisie d’ordre O(1) relativement a €, mais, dans le cas linéaire, ce choix n’influence que l'ordre
de 'amplitude de la solution, qui sera le méme que celui de la condition initiale.

La premiére étape de I'optique géométrique consiste & expliciter un ansatz, c’est-a-dire préciser
le développement asymptotique (1.1.7) en imposant la forme sous laquelle on va chercher les
profils U,, pour n > 1. On postule que la fréquence n € R?\ {0} va étre relevée en une fréquence
a=(rn) € R4 pour les temps positifs, et on cherche donc une solution u¢ sous la forme d’une
série formelle

(1.2.4) uE(t,z) ~ > eMan(t,z) e ETHEIE

n=0

ott les amplitudes a,, pour n > 0 sont des fonctions de Ry x R¢ a valeurs dans RY. Le fait de
supposer que la fréquence 7 est relevée pour des temps positifs semble naturel pour des systémes
hyperboliques, on peut le voir par exemple sur I’exemple trés simple du probléme de Cauchy
associée a I’équation de transport scalaire & coefficient constant (1.1.8). Si dans le systéme (1.1.8)
le terme source f est choisi nul et le terme initial o est pris égal a a(z) /¢ alors la solution o

est donnée par ‘
o(t,z) = a(x — tv)@ntvn/e

et donc dans ce cas la fréquence n est relevée pour les temps positifs en la fréquence o = (—V -n, 7]).
On notera que dans ce cas on obtient ag(t,x) = a(x — tv) et a,, = 0 pour n > 1.

En toute généralité il nous faudrait prendre pour ansatz une superposition de tous les
relévements a = (7,7) possibles de la fréquence 7, c’est-a-dire

(1.2.5) w () ~ 3 e S k() e,

n=0 k
ou la somme en k est finie. Cependant puisque le systéme (1.2.4) est linéaire, on peut ne considérer

qu’un relévement et on superposera les développements.

On écrit maintenant la cascade d’équations vérifiée par les profils (ay)n>0 dans (1.2.4). On
souhaite que la série formelle u® vérifie formellement le systéme (1.2.3), c’est-a-dire, si 'on note
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L(0) =0y + Z;l:l Aj Oy, que l'on ait, au sens des séries formelles,

L(0) {25" an(t, x) ei(””'”)/‘g} ~ 0.

n=0

En appliquant 'opérateur L(9) a chaque terme de la série (1.2.4) et en réordonnant suivant les
puissances de €, on obtient la cascade d’équations suivante

(1.2.6a) L(a)ag =0,
(1.2.6Db) L(a)ant1 —iL(0)a, =0, VYn =0,

ot 'on a noté L(«) le symbole de l'opérateur L(0) associé a la fréquence o = (7, 7), c’est-a-dire
d
L(a) =71+ Z?’]j Aj.
j=1

De méme, la condition initiale u’lftzo(ac) = a(z) /¢ de (1.2.3) nous donne formellement
(1.2.7) (ao)j=0 = a, et Vn > 1, (an)p=o = 0.

La cascade (1.2.6) est sous forme triangulaire, et il nous faut donc nous intéresser a la matrice
L(a) pour la résoudre.

On remarque en effet que 'équation (1.2.6a) affirme que 'amplitude ag appartient au noyau
ker L(a) de cette matrice, et chaque équation (1.2.6b) pour n > 0 implique que le terme iL(0) a,,
appartient & son image Im L(«). On fait 'observation fondamentale que si le noyau ker L(«) est
trivial, alors d’aprés (1.2.6a) Pamplitude ag est nulle, et par cascade, d’aprés (1.2.6b), toutes les
amplitudes a, pour n > 1 le sont aussi. Il est donc nécessaire, pour obtenir une solution non
triviale, que la fréquence « soit telle que ker L(a) est non trivial, ¢’est-a-dire que

d
(1.2.8) det L(a) = det (T] +3 Aj) ~0.
j=1

C’est la notion centrale de fréquence caractéristique. On verra que pour les problémes non-linéaires,
les non-linéarités peuvent créer, pour les ordres supérieurs, des combinaisons de fréquences
caractéristiques qui ne sont pas elles-mémes caractéristiques. D’aprés 'Hypothése 1.1, si a = (7, 1)
est caractéristique, alors il existe k entre 1 et g tel que 7 = 7%(n). Ainsi, dans ansatz (1.2.5), la
somme en k porte sur k = 1,...,q, et les réels 7 sont donnés par 7;(n). On note que pour le
probléme de Cauchy associé a ’équation de transport scalaire a coefficient de vitesse v (1.1.8),
I'égalité (1.2.8) s’écrit simplement
T+n-v=0,

conduisant naturellement & 7 = —v - 7, comme cela avait déja été trouvé par résolution explicite.

On se donne donc a partir de maintenant un relévement o = (7,7) de la fréquence n qui soit
caractéristique. L’Hypothése 1.1 nous permet alors de montrer que le noyau ker L(a) et I'image
Im L(c) sont en somme directe, et I'on note 7, le projecteur sur le noyau ker L(«v) parallélement
a I'image Im L(«). L’équation (1.2.6a), énongant que 'amplitude ag est dans le noyau ker L(«),
se réécrit donc

(1.2.9a) ag = Ta Q9.

On dira que 'amplitude ag est polarisée. D’autre part, ’équation (1.2.6b) pour n = 0 implique
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que le terme L(0) ap est dans I'image Im L(«), c’est-a-dire,
(1.2.9b) 7o L(0) ag = 0.

Cela revient a avoir multiplié a gauche 'équation (1.2.6b) pour n = 0 par 7,. On a donc découplé
la cascade (1.2.6) pour ag, et il nous faut maintenant résoudre les équations obtenues (1.2.9). On
note que d’aprés les équations (1.2.9), on a

Ta L(0) T ag = 0.

Une observation fondamentale, diie & Peter D. Lax dans [Lax57], est que, dans le cas d'un
opérateur L(0) hyperbolique & multiplicité constante (Hypothése 1.1), Popérateur m, L() 74 est
en fait un opérateur de transport scalaire & coefficient constant, de vitesse v, donnée par

Vo 1= —V11(n),

si k est entier entre 1 et ¢ tel que 7 = 71(n). La preuve se fait en différentiant relativement a n
Pégalité L((71(n),n)) 7o = 0. Ce résultat, dénommé lemme de Laz, s'énonce précisément comme
suit :

o L(O) T = <8t - V() - Vx>ﬂ'a.

On obtient donc, avec (1.2.9),
(1.2.10) (&g — Vy7i(n) - Vx)ﬂ'a ap = 0.

On peut alors résoudre 1’équation de transport (1.2.10) a I’aide de la condition initiale (1.2.7) qui
s’écrit, pour m, ag,
(7r04 ao)t:() = T Q,

pour trouver
ag = Tq Ag = Waa(x + tva).

On comprend ici 'intérét de 'optique géométrique. Si 'on admet que la série formelle (1.2.4)
tronquée & n = 0 approche bien la solution exacte du systéme (1.2.3), on obtient une solution
approchée sous une forme explicite trés simple

(t,z) = maa(z+tvy) it THan)/e

d’une solution exacte abstraite. On note d’autre part que dans le cas d’un probléme aux limites,
I’équation de transport (1.2.10) serait posée dans un demi-espace R;” x R4~1 x R;C'rd. Suivant le
signe de la composante du vecteur v, en facteur de I'opérateur d,,,, c’est-a-dire suivant le signe de
On,Tk(n), il faudrait donc éventuellement déterminer une condition au bord pour résoudre cette
équation de transport. Cela constituera une question centrale pour les problémes aux limites.

On cherche maintenant & découpler pour 'amplitude a; les équations

(1.2.11a) L(a)ay —iL(0) ag =0,
(1.2.11b) L(a)ay —iL(0)a; = 0.

L’équation (1.2.11a) détermine la partie de a; sur laquelle L(a) est inversible, c’est-a-dire
(I —7,) a1, que I'on appelle partie non polarisée de ay. A cet effet, on introduit I'inverse partiel
de L(«), noté Q,, vérifiant

Qo L(a) = L(a) Qo = I — mq.
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Si 'on multiplie I'équation (1.2.11a) a gauche par @, on obtient précisément
(I — 7o) a1 = Qo 1L(D) ag.

On s’intéresse maintenant & déterminer la partie polarisée de a1, c’est-a-dire m, a1, selon une
méthode analogue a celle pour ag. On utilise pour cela I’équation (1.2.11b) que I'on multiplie a
gauche par 7, et 'on décompose a; comme a; = 74 a1 4+ (I — m,) a1 pour obtenir

Ta L(0) o a1 = —7o L(0) (I — 7o) a1 = —7q L(0) Qo 1L(0) ap.

Le lemme de Lax permet d’écrire cette équation comme
(at — V() - vz)wa a1 = —7a L(9) Qu iL(9) ap,

que 'on résout avec la condition initiale (1.2.7), ce qui conduit & une formule explicite pour a;.

On se convainc facilement que la méthode précédente s’itére pour les profils d’ordre supérieur
ap, pour n = 2, voir [Raul2, Chapitre 5|. On trouve que la partie non polarisée (I — 7,) ay, de ay,
est donnée par

(I - 7Ta) an = Qq ZL(@) Gp—1,

et sa partie polarisée 7, a,, est solution de I’équation de transport suivante
(1.2.12) (at — V() - vx)wa tn = — 70 L(0) Qo iL(D) an_1.

On note que dans le terme source —m, L(0) Qo i1L(D) an—1 de 'équation de transport précédente
(1.2.12), Pamplitude a,—1 porte un opérateur de dérivation d’ordre 2, et 'amplitude a,, subie
donc une perte de régularité d’ordre 2 par rapport & 'amplitude a,_1. Si I’on veut construire un
développement d’optique géométrique a tout ordre, il nous faut donc considérer une amplitude
initiale a de régularité infinie.

La derniére étape de 'optique géométrique consiste a justifier la validité du développement,
c’est-a-dire montrer que la série formelle (1.2.4) tronquée converge dans une certaine norme vers
la solution exacte. On note v° la solution exacte du probléme de Cauchy (1.2.3), et usM la série
formelle (1.2.4) tronquée a 'ordre M > 0, c¢’est-a-dire

M
ua,M(t7 iL') _ Z =g an(t, .le) ei(tT—i—x-n)/a’
n=0

ot les amplitudes a,, pour n > 0 ont été précédemment construites. L’observation clé est que, par

construction des amplitudes a,, pour n > 0, la fonction v° — u>M vérifie le probléme de Cauchy
suivant

L(8) (v5 - u‘S’M)(t,x) = —eM giltTrem/e [(9) apy(t, z) V(t,z) € Ry x RY,
(1.2.13)

uletzo(x) =0 Vx € R%.

Puisque l'opérateur L(0) est hyperbolique, le probléme de Cauchy précédent (1.2.13) est fortement
bien posé, et I'on dispose donc, dans une norme de Sobolev, d’une estimation de la différence
v® &M en fonction du terme source —eM e/t 7He /e [(9) aps(t, z). En modifiant la norme
de Sobolev pour absorber les puissances de € qui apparaissent avec la dérivation de (¢, z) —
etttz n)/e on montre alors que la différence v® —usM est de I'ordre de O(eM) dans cette nouvelle
norme.

—Uu

En conclusion, il existe, sous des hypothéses de régularité et de polarisation sur la condition
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initiale a, un développement d’optique géométrique sous la forme d’une série formelle (1.2.4) pour
le probléme de Cauchy (1.2.3), ou les amplitudes a,, pour n > 0 dans la série formelle (1.2.4) sont
déterminées par des expressions simples et explicites, et la série formelle (1.2.4) tronquée a l'ordre
M > 0 converge vers la solution exacte de (1.2.3) & une vitesse de I'ordre de O(¢™), dans une
norme bien choisie.

1.3 Problémes aux limites et conditions de bord

On s’intéresse maintenant au caractére bien posé du probléme aux limites (1.1.5). De la
méme maniére que pour le probléme de Cauchy, puisque 'optique géométrique s’intéresse a des
perturbations de ’état d’équilibre 0 du probléme (1.1.5), il parait naturel de s’intéresser a la
linéarisation du probléme (1.1.5) autour de 0, c’est-a-dire,

d
8tu—|—ZAj(0) Oz;u = f dans Qr,

(1.3.1) J=1
Bujg,—0=9 sur wr,

U‘tgo = 0.

L’opérateur L(0,0) := 0y + Z;l:l A;(0) est supposé hyperbolique, et I’on s’intéresse aux conditions
sur la matrice B pour que le probléme (1.3.1) soit bien posé. On rappelle que, sans perte de
généralité, on peut supposer que la matrice B € M, v(R) est de rang maximal, c’est-a-dire égal
ap.

On suit dans les parties 1.3.1 et 1.3.2 de cette section la présentation de [BGS07, Chapitre 4.

1.3.1 Nombre de conditions au bord

On commence par une étude simple visant & prédire le nombre de conditions au bord nécessaire
pour que le probléme (1.3.1) soit bien posé. Supposons que la dimension d soit égale a 1. On est
alors ramené au probléme

Oru+ Ag(0) Op,u = f dans (—oo, T x R4,
(1.3.2) Bu(t,0) = g(t) Vt € (—o0,T1,
u(0,z4) =0 Vag € Ry.

Par hypothése d’hyperbolicité, on sait que la matrice A4(0) est diagonalisable, et, quitte a
multiplier & droite la matrice B par une matrice inversible, ce qui ne change pas son rang, on
peut supposer que la matrice A;(0) est diagonale. On écrit alors,

Aq(0) = diag (al, N P PR T ,aN),

avec, quitte & permuter les vecteurs de la base canonique de RN, ar = -2 aq > 02 a1 2
-+« > ap. Les composantes du vecteurs u = (ul, RN 7} N) vérifient alors les équations de transport
suivantes, pour k=1,..., N,

(133) at U, + ag 8xduk = fkv

oil 'on a décomposé le terme source f dans RY comme f = (f1,..., fn). Por k=¢q¢+1,...,N,
le coefficient ay, est négatif, I’équation de transport (1.3.3) est donc sortante, et il ne faut alors pas
de condition au bord associée a celle-ci. A l'inverse, si k = 1,...,q et que donc aj, est strictement

positif, il est nécessaire d’avoir une condition au bord pour résoudre I’équation de transport
rentrante (1.3.3). Il est donc nécessaire que le nombre de conditions au bord, donné par le rang p
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de la matrice B, soit égal au nombre de coefficients strictement positifs sur la diagonale de A4(0),
c’est-a-dire ¢g. Plus précisément, puisque les p conditions au bord doivent permettre de déterminer
les traces des ¢ premiéres coordonnées du vecteur u, il est nécessaire que

CY =ker B® (R x {O}N_q),

et donc en particulier on retrouve p = q.

Si l'on revient au cas général du probléme (1.3.2) o la matrice A;4(0) est seulement supposée
diagonalisable, on obtient la formulation suivante

(1.3.4) CN =ker B® E*(44(0)),

ot E“(A4(0)) deésigne le sous-espace instable de la matrice 44(0), c’est-a-dire le sous-espace
propre de A4(0) associé a ses valeurs propres strictement positives. Ainsi, en particulier, le rang p
de la matrice B doit étre égal au nombre de valeurs propres strictement positives comptées avec
multiplicité de la matrice A4(0). On peut ainsi justifier que la condition (1.3.4) est nécessaire et
suffisante pour que le probléme (1.3.2) soit bien posé dans L2.

On peut montrer que la condition demandant que la rang de la matrice B soit égal au nombre
de valeurs propres strictement positives comptées avec multiplicité de la matrice A4(0) est en
fait nécessaire pour que le probléme (1.1.5) de dimension d quelconque soit bien posé dans L?.
D’autre part, dans la sous-partie suivante, la condition (1.3.4) sera généralisée pour les problémes
linéarisés généraux de la forme (1.3.1).

1.3.2 Analyse des modes normaux

Maintenant que le rang de la matrice B est prescrit, on s’intéresse aux conditions précises
sur celle-ci, nécessaires et suffisantes, pour que le probléme (1.3.1) soit bien posé. On étudie a
cet effet le probléme (1.3.1) homogene, c’est-a-dire ou le terme source f et le terme de bord
g dans (1.3.1) sont nuls. On conduit pour cela une analyse par modes normauz, que 'on peut
trouver dans [Her63; Sar65; Tka68; Kre70]. On souhaite réaliser une analyse formelle & 1'aide de
la transformée de Fourier en espace et la transformée de Laplace en temps comme on 'a fait en
section 1.2.1, et I'on rend ce raisonnement rigoureux en considérant des solutions particuliéres de
(1.3.1) de la forme

(1.3.5) u(t,y,a) = €7 Uzy),

avec 7 € C et n € R* 1. Puisque I'on s’intéresse a des solutions qui pourraient contredire
le caractére bien posé, on suppose Im7 < 0. En injectant la solution (1.3.5) dans 1’équation
L(0,0)u = 0, on obtient

d—1
(1.3.6) i(TI +y njAj(O)) U(2q) + Ag(0) 8y, U(zq) = 0.
j=1

On note ici que le caractére inversible de la matrice A4(0) joue un role. Dans toute cette thése,
on fait 'hypothése suivante.

Hypothése 1.3. La frontiére {xq = 0} est non-caractéristique, c’est-a-dire que la matrice Aq(0)
est inversible.

Sous cette hypothése, ’équation (1.3.6) devient

(1.3.7) Oy, U(zg) — A(t,m) Ulzg) = 0,
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ou l'on a défini la matrice A(7,7n) comme

d—1
(1.3.8) Alr,) = —iAg(0)~! (TI + anAj(O)).
j=1

On note alors que le comportement de 1'équation (1.3.7) dépend des valeurs propres de la matrice
A(1,1n). Le lemme de Hersh, fondamental, apporte des précisions sur celles-ci.

Lemme 1.3.1 ([Her63]). Pour tout (1,n) € {7 € C|Im7 < 0} x R~ la matrice A(7,n) n'a pas
de valeur propre de partie réelle nulle, et le sous-espace stable de A(T,n) associé a ses valeurs
propres de partie réelle strictement négative, noté E_(T,n), est de dimension constante égale a p,
le nombre de valeurs propres strictement négatives de Agy(0).

On note alors E4(7,n) le sous-espace stable de A(7,n) associé a ses valeurs propres de partie
réelle strictement positive, et 'on décompose 'espace CV comme

(1.3.9) CN = E_(1,n) @ E4+(1,1).

On fixe & partir de maintenant (7,7) dans {7 € C|Im7 < 0} x R4~1. Si I’on écrit la trace au
bord U(0) selon la décomposition (1.3.9) de C comme U(0) = U, + Uy, alors la solution U de
I'équation différentielle ordinaire (1.3.7) s’écrit U = U~ + U™, o

U (xq) = exaA(Tn) Uy, Ut(zg) = eTaATM) UJ.

Le terme U™ est exclu puisqu’il n’appartient pas a I’espace des distributions tempérées. Puisque
U, appartient au sous-espace propre E_(7,n) associé aux valeurs propres de A(7,7) de partie
réelle strictement négative, si la trace U, est non-nulle, alors on obtient pour (1.3.7) une solution
U non nulle et de carré intégrable. Cela méne alors & une solution v du probléme homogéne
associé & (1.3.1), non nulle, ce qui représente une obstruction au caractére bien posé. On étudie
donc la possibilité qu'il existe une trace U, non nulle. D’apres la condition de bord Buj,,—o = 0,
la trace U, € E_(7,n) doit vérifier

Uy, € E_(1,7m), BU, =0.

Une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation n’ait que des solutions triviales
s’énonce alors comme

(1.3.10) ker BN E_(7,n) = {0}.

Puisque, d’aprés le lemme de Hersh, la dimension du sous-espaces stable E_(7,n) est égale a p,
la condition (1.3.10) est équivalente a

CN =kerB® E_(r,7),

et 'on retrouve la formulation (1.3.4) de la partie précédente en dimension 1.
En appliquant le précédent raisonnement pour toute fréquence (7,71) dans {r € C|Im7 < 0} x
R~ on obtient la condition nécessaire suivante pour que le probléme (1.3.1) soit bien posé.

Hypothése 1.4. Le probléme (1.3.1) vérifie la condition de Kreiss-Lopatinskii, ¢’est-a-dire que,
pour tout (1,m) dans {T € C|Im7 < 0} x R*"! on q,

(1.3.11) ker BN E_(r,n) ={0}.

Cette condition est ainsi dénommée d’aprés Heinz-Otto Kreiss et Yaroslav B. Lopatinskii,
pour leurs travaux [Kre70; Lop53; Lop70]. Bien que nécessaire, la condition de Kreiss-Lopatinskii
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n’est en fait pas suffisante pour que le probléme (1.3.1) soit fortement bien posé, voir [CP82], et
il nous faut donc la renforcer.

On étudie dans un premier temps le caractére fortement bien posé du probléme aux limites
(1.3.1), et I'on suit pour cela la présentation faite dans [Benl5, section 1.2.1] du travail de Kreiss
[Kre70].

On note que la condition de Kreiss-Lopatinskii (Hypothése 1.4) implique que pour tout
(1,m) dans {7 € C|Im7 < 0} x R?! la matrice B restreinte au sous-espace stable E_(1,7) est
inversible. Ainsi, pour (7,71) dans {7 € C|Im7 < 0} x R%"1 il existe une constante C(7,1) > 0
telle que pour tout vecteur V- de E_(7,7), on a

(1.3.12) V| <C(r,n)|BV],

oil I'on a noté |.| la norme euclidienne sur CV. La constante C(7,7), bien qu’homogéne de degré 0
en (7,7m), n’est pas uniforme par rapport a (7,7). Or Kreiss montre dans [Kre70] qu'une condition
nécessaire pour que le probléme (1.3.1) soit bien posé est que la constante C'(7,7n) dans (1.3.12)
soit uniforme par rapport a (7,7) dans {7 € C[Im7 < 0} x R?"!. Cela méne & la condition de
Kreiss-Lopatinskii uniforme, qui requiert qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
(7,m) dans {r € C|Im7 < 0} x R*"! on a,

(1.3.13) V| < C|BV] vV e E_(1,n).

Cette condition est difficile & manipuler en pratique puisque le calcul de la meilleure constante
C(7,n) dans (1.3.12) n’est pas aisé, et 'on cherche donc a la reformuler. Dans ce but, 'idée de
Kreiss est de compactifier la demi-sphére

{(T,n) cC xR Imr < 0, |T]2 + \7]|2 = 1}

pour utiliser la continuité des sous-espaces stable E_(7,7) pour obtenir 'uniformité de la constante
C(r,m). Pour cela il faut considérer les points (7,1) € C x R4~! tels que 7 est réel, et on introduit
donc les espace de fréquences suivants

E:= {(7‘,77) € (Cx Rd_l) \ {0} ‘ Im7 < O},

et son compactifié,
2= {(rn) eE[|rf +nf* =1}.

Cependant, les sous-espaces stables E(7,7) ne sont définis par le lemme de Hersh que pour
(1,m) € = tels que Im 7 < 0. Kreiss montre dans [Kre70| que ces sous-espaces F (7,7) s’étendent
par continuité a tout I’espace Z, et I'on note encore F4(7,7n) leurs prolongements par continuité
a l'espace Z. La preuve de Kreiss se place sous I’hypothése de stricte hyperbolicité (Hypothése
1.2), et le résultat a été étendu aux opérateurs hyperboliques & multiplicité constante (Hypothése
1.1) par Métivier dans [Mét00]. On peut alors donner une formulation équivalente de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme (1.3.13), en utilisant un argument de compacité.

Hypothése 1.5 (condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme). Pour tout (1,7n) dans Z, on a

(1.3.14) ker BN E_(r,n) = {0}.

Pour un opérateur L(0, 0) satisfaisant ’'Hypothése 1.1 d’hyperbolicité a multiplicité constante
et ’Hypothése 1.3 de bord non-caractéristique, la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
(Hypothése 1.5) est nécessaire et suffisante pour que le probléme aux limites (1.3.1) soit fortement
bien posé dans les espaces de Sobolev, comme montré dans [Kre70| pour les opérateur strictement
hyperboliques (Hypothése 1.2), et étendu aux opérateurs hyperboliques a multiplicité constante
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(Hypotheése 1.1) grace a [Mét00].

Cependant, de nombreux problémes physiques donnent lieu & des problémes aux limites
pour lesquels la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est pas satisfaite, comme cela est
mis en évidence notamment dans [BG+02] pour ’équation des ondes, dans [Tay79; ST88| pour
des problémes de ’élastodynamique avec les ondes de Rayleigh, et dans [Mil58; Maj83| pour
des ondes de chocs ou des discontinuités de contact en mécanique des fluides compressible. La
question se pose donc de savoir si la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (Hypothése 1.5)
peut étre affaiblie pour obtenir un caractére faiblement bien posé du probléme (1.3.1). On a vu
qu’il est nécessaire, pour obtenir tout type de caractére bien posé, méme faible, que la condition
de Kreiss-Lopatinskii (1.3.11) soit vérifiée pour toute fréquence (7,7) de = telle que Im7 < 0
(Hypothese 1.4). Ainsi, la condition (1.3.14) peut ne pas étre satisfaite seulement au bord de =,
que 'on note

Zo:={(r,n) € E|Im7 = 0} = R%\ {0},

ainsi que son compactifié
= 2 2 d—1
So = {(r,n) € Eo| |7]* + |n]* =1} =87,
On s’autorise donc la forme suivante de condition de Kreiss-Lopatinskii faible.

Hypothése 1.6 (condition de Kreiss-Lopatinskii faible). e La condition de Kreiss-Lopatinskii
est satisfaite, c’est-a-dire que pour toute fréquence (1,7n) dans Z\ 2, on a

ker BN E_(7,n) = {0} .
e L’ensemble Y, défini comme

T .— {(T,n) c 20‘ ker BN E_(r,n) # {0} }

qui est ’ensemble des fréquences (T,m) de la sphére ¥ telles que l'intersection entre le noyau
ker B et le sous-espace stable E_(1,n) est non triviale, est non vide.

On pourra demander des hypothéses supplémentaires sur l'intersection non triviale ker B N
E_(1,m) lorsque (7,7n) appartient au lieu T de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme, comme par exemple imposer qu’elle soit de dimension 1. Le sous-espace stable E_(7,7)
étant homogeéne de degré 0 en (7,7), on choisit, pour définir T, de travailler avec la sphére 3
plutét que 'espace =.

On cherche maintenant & classifier les différentes conditions de Kreiss-Lopatinskii faibles
possibles, suivant ’endroit de la sphére Y ot se trouve T le lieu de dégénérescence de la condition
de Kreiss-Lopatinskii uniforme. Le lemme de Hersh apporte une description précise des espaces
E.(1,n) pour (1,m) € 2\ Zp, mais 'on ne sait rien pour I'instant de leurs prolongements a =¢. La
partie suivante s’intéresse donc & préciser ces espaces EL(7,n) pour (7,1) € E, afin de classifier
les possibilités de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii (1.3.14) dans =y.

1.3.3 Description des sous-espaces stables

On sait que pour (7,7) dans =\ =, les sous-espaces stables F (7,7) sont les sous-espaces
propres généralisés associés aux valeurs propres de partie réelle respectivement strictement positive
et strictement négative de la matrice A(7, 7). Ainsi, afin de pouvoir décrire les espaces E4(7,7)
sur le bord Zp, on s’intéresse au comportement des valeurs propres de A(7,n) a la limite lorsque
(1,m) € Zp. On commence par donner une description précise des valeurs propres de la matrice
A(7,n) lorsque (7,m) € Zp.
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Le résultat suivant affirme que, au voisinage dans = de tout point de =, les valeurs propres de
la matrice A(7,n) peuvent avoir trois types de comportement différents, que I’'on commente aprés
son énoncé. La preuve de ce résultat est a l'origine de Kreiss dans [Kre70] pour le cas strictement
hyperbolique (Hypothése 1.2), puis a été étendu aux opérateurs hyperboliques a multiplicité
constante (Hypothése 1.1) par Métivier dans [Mét00], et par Métivier-Zumbrun dans [MZ05] & un
cadre encore plus général.

Proposition 1.3.2 (structure de blocs). Pour tout (7,7) € E, il existe un voisinage V de (7,1)
dans =, un entier L > 1, une partition N = p1 + - -- 4+ pr et une matrice inversible T' analytique
sur V telle que pour tout (T,m) € V, on a

T(r,n) A(t,n) T(r,n)" ! = diag (Ai(r,n), ..., AL(T,m)),

ou, pour tout j = 1,...,L, la matrice A;j(,n) est de taille pj, et vérifie 'une des propriétés
sutvantes :

i) la partie réelle de la matrice A;(7,n), définie par (A;(1,n)+A;(1,1)*)/2, est définie positive,
j j j
i1) la partie réelle de la matrice A;(7,n) est définie négative,
G\T> 1 g
(iii) pj =1, A;j(7,m) est imaginaire pur lorsque T est réel, et O -+A;(T,n) € R*,
(iv) pj > 1, les coefficients de A;(T,m) sont imaginaires purs lorsque T est réel, il existe £ € R
tel que
i& i 0
Aj (Ia ﬂ) = . 7
0 i&j

et le coefficient en bas a gauche de O+ Aj(T,1) est réel non nul.

Ainsi, d’aprés la Proposition 1.3.2 précédente, au voisinage dans = d'un point (7,7) de o, les
valeurs propres de A(7,7n) peuvent avoir I'un des trois comportements suivants.

(a) Une partie des valeurs propres de A(7,n) sont de partie réelle non nulles et de signe constant
pour (7,7) au voisinage de (7,7) dans Z, correspondant aux blocs de type (i) et (i) de
la Proposition 1.3.2 précédente. Ces valeurs propres de la matrice A(7,7n) pour (7,7) au
voisinage de (7,7) dans = sont appelées elliptiques.

(b) Certaines valeurs propres, d’aprés le point (7ii) de la Proposition 1.3.2 précédente, sont, au
voisinage de (7,7n) dans E, des valeurs propres semi-simples de la matrice A(T,7), et de partie
réelle nulle dans Zg. On les appelle hyperboliques puisqu’elles correspondent a un phénoméne
de propagation par rapport a la variable normale x4.

(c) Enfin, certaines valeurs propres de la matrices A(7,7n) ont un comportement plus compliqué
au voisinage de (7,7n) dans E. Le point (i) de la Proposition 1.3.2 précédente affirme que
celles-ci sont imagiﬁaires pures et dégénérées! en (7,7), mais que, au voisinage de (7, 7)
dans le bord =, celles-ci peuvent devenir de partie réelle non nulle, rester imaginaires pures
et devenir semi-simples, ou encore rester dégénérées et imaginaires pures. De telles valeurs
propres sont dénommées glancing.

Williams montre dans [Wil00] que s’il existe des fréquences (7,7) dans =g pour lesquelles,
dans les notations de la Proposition 1.3.2 précédente, il existe un bloc Aj de type (iv) de taille
p; strictement plus grande que deux, cela peut entrainer une explosion en temps arbitrairement
court de solutions fortement oscillantes, et ’on fait donc I’hypothése que les fréquences glancing
sont d’ordre deur, c’est-a-dire que pour tout (r,7) dans Zy, les blocs A; de type (iv) sont de
taille 2.

1. Une valeur propre est dite dégénérée si sa multiplicité algébrique est strictement plus grande que sa multiplicité
géométrique
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On rappelle que les sous-espaces stables Ey(7,n) pour (7,n) dans Zy sont définis comme les
limites, lorsque (7,7) dans 2\ Zg tend vers (r,7), des sous-espaces propres généralisés (7, 7)
associés aux valeurs propres de partie réelle resE)ectivement strictement positive et strictement
négative de la matrice A(7,7n). Ainsi, il est raisonnable d’affirmer que les sous-espaces stables
Ey(1,n) pour (7,n) dans =y sont les sous-espaces propres généralisés associés aux valeurs propres
de A(z,n) obtenues comme limite, lorsque (1,m) dans =\ Zg tend vers (7, n), des valeurs propres
de partie réelle respectivement strictement positive et strictement négative de la matrice A(r,m).

Il nous faut donc déterminer, pour (7,7) dans =g, pour chacun des trois types (a), (b) et
(c) précédents, si les valeurs propres associées proviennent de valeurs propres de partie réelle
strictement positive ou strictement négative.

e Pour le type (a) correspondant aux valeurs propres de parties réelles non nulle, la réponse est
claire, ces valeurs propres elliptiques proviennent de valeurs propres de A(7,7n) pour (7,7)
dans = de parties réelles non nulles du méme signe, et contribuent donc, selon le signe de
leur partie réelle, aux sous-espaces stables £_(7,7) ou E4(7,7).

e Dans le cas (b), toute valeur propre hyperbolique de A(7,7n) au voisinage de (7,7n) dans =y,
étant semi-simple, provient d’une valeur propre de partie réelle non nulle de A7(7', 1) pour
(1,m) au voisinage de (7,7n) dans Z \ Zp, mais dont on ne peut pas encore déterminer le signe
a ce stade. Il nous faudra donner un critére plus précis pour cela.

e Le cas (c) des valeurs propres glancing est plus délicat. En effet, celles-ci étant dégénérées, elles
pourraient (c’est en fait le cas pour les glancing d’ordre 2) provenir de deux valeurs propres de
A(,n) pour (7,7) au voisinage de (7,7) dans =\ Zq différentes, de parties réelles non nulle,
de signe opposé. Le sous-espace propre généralisé associé & la valeur propre glancing considéré
ne contribue donc totalement ni au sous-espace stable E_(7,7), ni au sous-espace stable
E,(7,n). On peut trouver par exemple dans [Mét00] une étude précise du comportement
des valeurs propres glancing au voisinage de (7,7), dont les arguments sont rappelés dans la
preuve de la Proposition 4.1.21 ci-aprés. a

On cherche maintenant un critére permettant de déterminer si, pour (r,7) dans =y, une
valeur propre hyperbolique i§;(7,n) de A(z,7) contribue au sous-espace stable E_(r, 1) ou bien
E.(1,n). D’aprés le point (i) de la Proposition 1.3.2 précédente, ceci dépend du signe de la
partie réelle de Om+A;(1,n), c’est-a-dire du signe de la partie imaginaire de Oy, &;(7,1). Or on
note que, puisque i&;(7,7) est imaginaire pure et est une valeur propre de la matrice A(7,n),
alors, par définition de .Ai(z, 1), on a ;

det L(0, (z,n,&;(z,m))) =0,

c’est-a-dire que la fréquence réelle (I 1, &5(T, ﬁ)) est caractéristique. Ainsi, d’aprés ’'Hypothése
1.1 d’hyperbolicité & multiplicité constante, il existe un entier k entre 1 et ¢ tel que

7 ="1(n,&(7,1)).

Le théoréme des fonctions implicites nous invite donc & nous intéresser au signe de Og7x (1, §)
pour (n,&) € R¥™1 x R, et I'on fait la définition suivante.

Définition 1.3.3. Soit a = (1,71,£) € R4\ {0} une fréquence caractéristique réelle, et soit k
entre 1 et q tel que T = (1, £). On dit que la fréquence o est glancing (resp. rentrante, sortante)
si OgTi(n, &) est nul (resp. strictement négatif, strictement positif ).

On peut montrer, a ’aide du théoréme des fonctions implicites, que la notion de fréquence
glancing introduite dans la définition 1.3.3 correspond & la notion de valeur propre glancing
introduite précédemment, au sens ou, pour (7,7) dans =g, le complexe i€ est une valeur propre
glancing de la matrice A(7,n) (c’est-a-dire associée a un bloc de type (iv) dans le Proposition 1.3.2
précédente) si et seulement si la fréquence (7,7, &) est une fréquence glancing selon la Définition
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1.3.3 précédente. On peut alors reformuler 'hypothése qui requiert que les valeurs propres glancing
sont d’ordre 2 de la maniére suivante, qui énonce que dans le cas d’une dégénérescence glancing
de la valeur propre 71 en (n,§), cette dégénérescence est d’ordre 2.

Hypothése 1.7. Pour tout k = 1,...,q, et pour tout (n,&) € R4\ {0}, on a

Ok

On note d’autre part que la dénomination rentrante et sortante est cohérente, au regard du
lemme de Lax introduit dans la section 1.2.2 précédente. En effet, on a vu que dans le cas du
développement d’optique géométrique pour le probléme de Cauchy linéaire (1.2.3), I’évolution
du profil associé a la fréquence caractéristique a = (7,1,&), avec 7 = 7%(n, ), est dirigée par un
champ de vecteurs scalaire a coefficients constants de vitesse v, donné par

Vo = —Vn,ng(n,f)'

On verra que ces champs de vecteurs apparaissent également dans les développements d’optique
géométrique pour les problémes aux limites que ’on considére dans ce manuscrit. Dans le cas
de problémes aux limites, le signe de la derniére composante du vecteur v, en facteur de
I'opérateur de dérivation 0,,, détermine le caractére rentrant ou sortant de I’équation de transport
correspondante. Cette derniére composante de v, est précisément —0:7(n,§). Le caractére
rentrant ou sortant prescrit en particulier si ’on a besoin de déterminer une condition
au bord pour résoudre 1’équation de transport associée.

Enfin, pour (7,7) dans Z¢, on peut montrer, a ’aide du théoréme des fonctions implicites,
que pour une valeur propre hyperbolique ¢ (correspondant au point (ii7) de la Proposition 1.3.2
précédente) de la matrice A(7,7), les deux affirmations suivantes sont équivalentes.

1) La valeur propre i§ provient d’une valeur propre de A(7,7) pour (7,7) au voisinage de
(1,m) dans Z\ Eqg de partie réelle strictement négative, et donc contribue au sous-espace
stable E_(7,7).

2) La fréquence caractéristique réelle associée (7,7, {) est rentrante, c’est-a-dire Oz 7x(n, §) <
0,our= Tk(ﬂa é)

On dispose d’un résultat analogue pour le sous-espace stable £, (7,7).

On peut alors conclure quant a la description précise des sous-espaces stable E(7,7) pour
(1,m) dans Eg. On rappelle que le sous-espace stable E_(7,n) est défini comme la limite, lorsque
(7,n) dans 2\ Zg tend vers (r,7), du sous-espace propre généralisé E_(7,7) associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative de la matrice A(1,n). Ainsi, d’aprés 'analyse
précédente, il est constitué des trois types de sous-espaces suivants.

e Les sous-espaces propres généralisés associés aux valeurs propres elliptiques de partie réelle
strictement négative de la matrice A(7,n) du point (i7) de la Proposition 1.3.2 précédente.

e Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres i hyperboliques du point (%ii) de
la Proposition 1.3.2 tels que la fréquence caractéristique réelle (1,7n,&) associée est une
fréquence rentrante. On note que dans ce cas, le sous-espace propre associé a une valeur
propre hyperbolique i{ de la matrice A(z,7) est donné par le noyau kerL((), (z,n,¢ ))

e Une partie de chaque sous-espace propre généralisé associé & une valeur propre glancing du
point (iv) de la Proposition 1.3.2.

Cela meéne au résultat suivant, qui décrit précisément les sous-espaces stables E(,7n) pour (7,7)
dans E¢, dont la formulation provient de [Wil96], et a été adaptée a I'Hypothése 1.7 assurant que
les fréquences glancing sont d’ordre 2. On énonce également le résultat sous 'Hypothése 1.2 de
stricte hyperbolicité pour simplifier les notations, et puisque c’est cette hypothése, plutdt que



1.3. Problémes aux limites et conditions de bord 19

I’Hypothése 1.1 d’hyperbolicité & multiplicité constante, qui sera adoptée dans le reste de cette
these.

Proposition 1.3.4 (|Wil96|, Proposition 3.4). Soit (1,17) € Z9. On note i&;(T,n) pour j =

1,...,M(r,n) les valeurs propres complexes distinctes de la matrice A(t,n), et si (7,n) est
réel, on note o (T,n) = (7,1,&(7,n)) la fréquence caractéristique réelle associée. L’ensemble {1,
2,...,M(7,n)} s’écrit alors comme l'union disjointe

{1, M(m,n)} = G(r,m) UR(T,n) UP(,n) US(T,m) UN(T,1),

ou les ensembles G(1,m), R(T,n), P(r,n), S(T,n) et N(7,1) correspondent auzx indices j tels que
respectivement o (7,mn) est glancing, o;(T,n) est rentrante, Im&;(T,n) est strictement positive,
a;(1,m) est sortante et Im&;(7,n) est strictement négative.

On a alors la décomposition de E_(1,n) suivante

(1.3.15) E_(1,n) = @ E (1,n) & @ E’ (1,n) & @ E? (1,n),

J€G(Tm) JER(T,M) JEP(T,m)

ot pour chaque indice j, le sous-espace E (1,m) est précisément décrit comme suit.
i) Sij € P(r,n), Uespace E’ (1,m) est lespace propre généralisé de A(T,n) associé a la valeur
propre i £;(T,m).
i) Sij e R(r,n), on a B (r,n) = ker L(0, aj(7,n)), qui est de dimension 1.
iit) Si j € G(r,n), alors El (1,m) est de dimension 1 et est engendré par un vecteur propre de
A(7,n) associé a la valeur propre i§;(T,n).

De méme, le sous-espace instable E(T,n) s’écrit

(1.3.16) Ey(rn) = @ Flenwe @ Elrnne @ Firn),

J€G(T,m) JES(TM) JEN (T,1)

avec une description similaire des sous-espaces E7_(T,1).

On note que d’apreés ce résultat, si pour une fréquence (7,7) de Zg, U'ensemble G(,7) est vide,
alors CV s’écrit comme la somme directe

CN = E_(1,n) ® E4(1,n).

C’est une des constatations qui, dans toute la suite, nous pousse & supposer que les ensembles
de fréquences considérés dans les problémes ne contiennent pas de fréquence (7,7) telle que
I'ensemble G(7,7) est non vide.

On conclut cette sous-partie par une classification des fréquences du bord Zg au regard de la
décomposition des espaces E4(7,n) de la Proposition 1.3.4 précédente, et donc une classification
des types de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii. On distingue 4 types de
fréquences (7,m) de Zp, en utilisant la structure de blocs de la Proposition 1.3.2 et les notations
de la Proposition 1.3.4 précédente.

e Une fréquence (7,7m) de Z¢ est dite elliptique si la matrice A(7,n) n’admet que des valeurs
propres elliptiques, c’est-a-dire de partie réelle non nulle, et donc si son écriture par blocs de
la Proposition 1.3.2 ne contient que des blocs de type (i) ou (ii). De maniére équivalente,
une fréquence (7,7) est elliptique si les ensembles G(7,7), R(7,n) et S(7,7n) sont vides.

e A Dinverse, une fréquence (7,7) de Zq est dite hyperbolique si la matrice A(7,7) n’admet
que des valeurs propres hyperboliques, c’est-a-dire si son écriture par blocs de la Proposition
1.3.2 ne contient que des blocs de type (iii). En d’autres termes, une fréquence (7,7) est
hyperbolique si les ensembles G(7,7), P(1,n) et N(7,7) sont vides.
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e Une fréquence (7,7n) de Zg est dite mizte elliptique-hyperbolique, ou simplement mizte, si la
matrice A(7,7n) admet des valeurs propres elliptiques et hyperboliques, mais pas glancing,
c’est-a~dire si son écriture par blocs de la Proposition 1.3.2 ne contient pas de bloc de type (iv).
De maniére équivalente, une fréquence (7,7) est mixte elliptique-hyperbolique si I’ensemble
G(7,n) est vide.

e Enfin, une fréquence (7,7) de Z¢ est dite glancing si la matrice A(7,n) admet au moins une
valeur propre glancing, donc si sa décomposition par blocs de la Proposition 1.3.2 admet
au moins un bloc de type (). En d’autres termes, une fréquence (7,7) est dite glancing si
I'ensemble G(7,7) est non vide.

Cela donne alors une classification des conditions Kreiss-Lopatinskii faibles possibles, suivant
la partie de 'ensemble ¥y, parmi les quatre définis précédemment, dans laquelle se trouve T le
lieu de mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme dans . On suit dans la fin
de cette sous-partie la présentation de [Benl5].

Historiquement, le premier cas étudié est celui ou la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
dégénére sur des fréquences (7,7) elliptiques de X, c’est-a-dire ot I'ensemble de dégénérescence
T ne contient que des fréquences (7, n) elliptiques et ou, pour (,n) dans T,

dimker BNE_(7,n) = 1.

Sablé-Tougeron montre dans [ST8§|, que, sous cette condition de Kreiss-Lopatinskii faible, le
probléme aux limites non-linéaire associé est faiblement bien posé dans les espaces de Sobolev, au
prix d’une perte de dérivée entre le terme de forcage au bord et la trace au bord de la solution.

Coulombel traite dans [Cou02] du cas d’une dégénérescence dans la zone mixte elliptique-
hyperbolique et, dans [Cou05], de celui d’une dégénérescence dans la zone hyperbolique pour
laquelle I'espace ker BN E_(1,7n) est de dimension 1. Les deux travaux traitent du cas linéaire,
et montrent que les problémes aux limites associés sont faiblement bien posés. En utilisant des
développements d’optique géométrique, Benoit montre dans [Benl4| que les estimations avec
perte de dérivées obtenues dans [Cou02; Cou05] sont optimales. Serre prouve dans [Ser05]| des
estimations sans pertes de dérivées mais pour des opérateurs filtrés, pour une certains classe de
problémes ne satisfaisant pas le condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme.

Le cas d'une dégénérescence dans la zone hyperbolique pour un probléme non-linéaire est
traité, dans le cas d’une frontiére caractéristique (c’est-a-dire lorsque A4(0) n’est pas inversible),
dans [CS08].

Dans le Chapitre 5 de cette theése, on s’intéressera & un probléme aux limites satisfaisant
une condition de Kreiss-Lopatinskii faible, pour laquelle ’ensemble de dégénérescence Y est
inclus dans la zone hyperbolique de ¥y. On supposera également que lorsque l'instersection
ker BN E_(7,n) est non-triviale, elle est de dimension 1, ainsi qu'une seconde condition technique
sur cette intersection.

1.4 Optique géométrique multiphasée et cadre fonctionnel

Dans cette thése, on s’intéresse a des problémes d’optique géométrique multiphasés, c’est-a-~dire
que dans le probléme (1.1.6), le terme source f€ ou le terme de forgage au bord ¢° oscillent suivant
plusieurs phases non-colinéaires. Pour simplifier la discussion de cette partie, on suppose ici que le
terme source f€ est nul. Concernant le terme de forgage au bord ¢, on suppose plus précisément
qu’il existe des fréquences o1, ..., @, dans R? \ {0}, avec m > 2, indépendantes sur Q, telles que
g°© s’écrive

(1.4.1) g‘E(t,y, (I)(iay)) _ €n0G<t, ” (t,yi. (,01’.“7 (t,y)g. (Pm>7
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ot G est une fonction de (—oo, T]; x Rg_l x Ty, x --- x Ty, , ott 'on a noté T := R/27Z le
tore & une dimension, et I’on notera T™ le tore & m dimensions. Une telle fonction donnée
par (1.4.1) est appelée quasi-périodique. En effet, si m > 2 et si les fréquences @1, ..., @, sont
indépendantes sur Q, la fonction donnée par (1.4.1) n’est pas périodique. On peut cependant
utiliser le développement en séries de Fourier de la fonction G pour écrire

o (b, B0 oo S Gy, g O e
< A, AmEZ

On sera méme amené, dans le Chapitre 5 de ce manuscrit, a considérer une forme plus générale
de terme de forcage au bord, ou les ordres en € des amplitudes associées & chaque fréquence sont
différents, c’est-a-dire

(1.4.2) 9 (t,y, (I)(i’ y)> =" Gy (t,y, W) + " Gy <t,y7 (t’y)gwm),

ou les fonctions G, . .., Gy, sont des fonctions de (—oo, Ty X Rg_l X Ty. On a vu que 'on cherche
une solution approchée du probléme (1.1.6) sous la forme d’une série formelle de la forme (1.1.7)
que l’on rappelle ici :

(143) w2 (1, 2) N0 3 Uy (1,2, M0,

£
n=>0

ou le profil principal Uy, d’amplitude d’ordre ™o, est a priori non nul. La question est de
déterminer un cadre fonctionnel adapté pour les profils (U, )n>0 du développement asymptotique
(1.4.3).

Dans le cas d'un probléme linéaire tel que le probléme de Cauchy (1.2.3), on peut, par linéarité,
ne considérer qu’une phase ¢ au bord (dans le cas du probléme (1.2.3) on s’intéressait au probléme
de Cauchy, et donc les oscillations se trouvaient a I'instant initial et non au bord), et méme ne
considérer qu’'une harmonique de la fonction périodique en jeu. On note également que 1’on peut
ne considérer dans l’ansatz pour la solution approchée qu’un seul relévement de la fréquence o,
c’est-a-dire, pour le cas de la section 1.2.2, une seule fréquence caractéristique (7, ¢) avec 7 € R.
On opére ensuite une superposition des solutions obtenues par linéarité.

Ainsi, dans le cas linéaire, comme on a pu le voir en section 1.2.2, un cadre fonctionnel
simple suffit pour construire un développement asymptotique, comme celui des espaces de Sobolev
de régularité infinie si 'on souhaite construire le développement asymptotique & tout ordre.
Cependant, si le probléme présente des non-linéarités, on ne peut plus superposer les solutions par
linéarité, et il n’est donc pas toujours possible de ne considérer qu’une seule fréquence au bord,
ni un seul relévement de celle-ci pour la solution approchée. On cherche donc dans cette partie &
étudier I’ensemble des fréquences qui pourraient étre créées a partir des fréquences @1, ..., Ym au
bord, et & en déduire un cadre fonctionnel adapté pour construire le développement asymptotique
associé. Dans toute cette partie, on réalise la discussion pour des problémes aux limites, puisque
ce sont ceux qui nous intéressent dans ce manuscrit, mais celle-ci est également valable pour des
problémes de Cauchy, et certaines références que ’'on donne se placent d’ailleurs dans ce cadre.
D’autre part, tous les problémes aux limites mentionnés dans cette partie sont supposés stables,
c’est-a-~dire vérifiant la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (Hypothése 1.5).

1.4.1 Cas non-linéaire monophase : fonctions quasi-périodiques

On commence par s’intéresser au cadre monophasé (c’est-a-dire avec une seule phase dans
le terme source, le terme initial ou le terme de bord) non-linéaire puisque 'on a vu que celui-ci
présente déja des différences avec le cadre linéaire. On considére donc un terme de bord périodique
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de la forme

(1.4.4) g° (t,y, Q(i’ y)) =™ G(t,y, W),

ot G est une fonction de (—oo, T|; X Rgfl x Ty. Pour prescrire le cadre fonctionnel adapté a
I’étude d’un probléme d’optique géométrique avec un tel terme de bord, il nous faut dans un
premier temps réaliser une étude des fréquences qui pourraient étre présentes dans la solution,
créées & partir de la fréquence au bord ¢.

De la méme maniére que pour le probléme de Cauchy traité dans la section 1.2.2, la fréquence
neRe \ {0} est relevée pour des temps positifs en une fréquence (7,7) avec 7 € R, ici, la fréquence
au bord ¢ crée, par relévement a l'intérieur du domaine Qp, des fréquences (¢, §), avec £ dans
C. Ici &€ peut étre complexe puisque l'opérateur L(0,d) n’est pas hyperbolique dans la direction
normale x4, et ¢’était 'hyperbolicité de 'opérateur L(0,0) dans la direction du temps ¢ qui nous
permettait d’affirmer que 7 était réel dans la section 1.2.2. On discute maintenant des valeurs
possibles du complexe &.

On verra que dans tout développement d’optique géométrique, le profil principal Uy est
polarisé, de maniére analogue & la condition de polarisation (1.2.6a) de 'amplitude principale
ag du développement asymptotique de la section 1.2.2. On verra plus précisément que, dans le
cas des problémes aux limites, cette condition de polarisation impose que le produit £ soit une
valeur propre de la matrice A(yp) définie en (1.3.8), de la méme maniére qu’en section 1.2.2 le
réel —7 devait étre une valeur propre de la matrice Z;-lzl n;A;j. On a fait une description précise
des valeurs propres de la matrice A(y) dans la section 1.3.3, a laide de la Proposition 1.3.4, qui
tombent en effet dans trois catégories :

e les valeurs propres ¢£ hyperboliques, c¢’est-a-dire imaginaires pures, et qui sont rentrantes ou
sortantes dans les termes de la Définition 1.3.3;
e les valeurs propres £ elliptiques, c’est-a-dire de partie réelle non-nulles ;

e et les valeurs propres i€ glancing, c’est-a-dire imaginaires pures et glancing suivant la Définition
1.3.3.

D’une part, puisque seules les valeurs propres ¢£ hyperboliques qui sont rentrantes nécessitent une
condition au bord, qui oscille a la fréquence ¢, seules ces valeurs propres parmi les valeurs propres
hyperboliques sont créées dans un premier temps. D’autre part, les valeurs propres elliptiques £
de partie réelle strictement positive générent des ondes de fréquences (i, £) s’écrivant

qui sont donc non bornées, et qui ne sont méme pas des distributions tempérées. Ces valeurs
propres ne sont ainsi pas présentes lorsque I'on considére des solutions bornées. Enfin, on a déja
mentionné que les valeurs propres £ glancing posent un certain nombre de problémes, c’est
pourquoi, dans ce manuscrit, on suppose qu’elles ne sont pas présentes dans les ensembles de
fréquences mis en jeu. Dans les termes de la sous-partie 1.3.3, cela revient & supposer ici que la
fréquence au bord ¢ n’est pas glancing. En résumé, on obtient donc & ce stade, par relévement &
I'intérieur du domaine de la fréquence ¢ et polarisation, les fréquences (¢, &) o, ou bien i€ est
une valeur propre hyperbolique rentrante dans la matrice A(p), ou bien i{ est une valeur propre
elliptique de partie réelle strictement négative de la matrice A(yp), c’est-a-dire, avec les notations
de la Proposition 1.3.4,

Fo:={(¢,&(9),j € R(p) UP(p)} -

Interviennent alors les non-linéarités du probléme. Par non-linéarité, deux fréquences réelles
(¢, &1) et (p,&2) de Pensemble des fréquences Fy peuvent interagir pour créer la fréquence réelle
(2¢, &1 + &2). De maniére schématique, s’il se trouve dans le développement asymptotique deux
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ondes
al(t, x) ei(tvy)'90+’i$dfl et as (t, x) ei(t,y)'SO"(‘iIde’

les non-linéarités du probléme peuvent faire se multiplier ces deux ondes, résultant dans I’onde

a1 (t, ) ag(t, x) ' ty) 2etizal€i+€2)

de fréquence (2¢,&1 + &2). Cependant, on a vu que, par polarisation, pour le profil principal Uy,
seules les fréquences réelles (p, &) (et leurs harmoniques) telles que i€ est hyperbolique, c’est-a-dire
qui sont caractéristiques, sont conservées. Ainsi, la fréquence (2p,&; + &2) créée par linéarité est
conservée dans le profil principal seulement s'il existe une valeur propre i¢3 de A(y) hyperbolique
telle que

§1+& =2&.

C’est ce que 'on appelle le phénomene de résonance. Plus généralement, on dira qu’il y a résonance
lorsque trois fréquences caractéristiques réelles aq, as et ag vérifient

a; + a4+ a3 =0.

On a considéré, pour les résonances, que des fréquences réelles, puisque les fréquences évanescentes
ne sont pas significatives dans les interactions non-linéaires, de part leur décroissance exponentielle
dans la direction normale.

Ainsi, pour notre probléme, a cette étape, il peut se créer par résonance les fréquences (¢, &)
ou £ est hyperbolique, et telles que (¢, &) n’est pas déja présente dans 'ensemble de fréquences
Fo, c’est-a-dire les fréquences sortantes (cp, @(gp)) avec j € S(¢). On obtient alors I’ensemble de
fréquences suivant

Fi={(¢,&(¥)),i € R(p) UP(p) US(p)}.

A ce stade, une résonance entre deux fréquences réelles de I’ensemble F; ne crée pas de nouvelle
fréquence, et 'ensemble F de fréquences créées par relévement et interaction non-linéaire & partir
de la fréquence au bord ¢ est donc finalement donné par

Fi=F1={(¢.4(¥),j € R(p) UP(p) US(¢)}.

En résumé, la fréquence au bord ¢ engendre & l'intérieur du domaine des fréquences réelles
rentrantes, et des fréquences évanescentes, et les fréquences réelles rentrantes peuvent résonner
entre-elles pour créer des fréquences réelles sortantes. Dans le cas d’une fréquence au bord,
I’ensemble F est fini.

Quant a eux, les profils (U,,)n>1 d’ordres supérieurs ne vérifient plus de condition de polarisa-
tion, et ils peuvent donc contenir des fréquences non caractéristiques. On étudie alors la forme
que peuvent prendre celles-ci. Les correcteurs (Up,),>1 héritent de 'ensemble de fréquences F du
profil principal Up, et d’autres fréquences peuvent étre créées par interaction non-linéaire. On ne
considére 1a encore que des fréquences réelles, les fréquences évanescentes n’étant pas significatives.
En d’autres termes, deux fréquences réelles (p,&1) et (¢, &2) de F peuvent interagir pour former
la fréquence réelle (2¢, & + £2) qui sera conservée méme si elle n’est pas caractéristique. On
obtient alors I’ensemble provisoire de fréquences suivant, pour les correcteurs (Up)n>1,

Fo:=FU{(20,&(0) +&(9) |4k € R(e) US(p)} .

Pour les correcteurs (U, ),>2 d’ordre supérieur a 2, ce procédé d’interactions non-linéaires peut se
répéter entre des fréquences de I'ensemble F, pour donner, pour ces correcteurs, I’ensemble

Fri=FoU{(3p,&(p) + &rle) + &(0)) | 4,k L € R(p) US(9) } -

On voit que puisque 'on s’intéresse & des correcteurs d’ordre quelconque, ce processus peut



24 CHAPITRE 1. Introduction

se répéter une infinité de fois. On note &1, ..., &, les valeurs propres hyperboliques &;(¢), avec
Jj € R(p) US(¢), et I'on obtient donc ’ensemble infini dénombrable de fréquences suivant pour
les correcteurs (Uy)n>1 d’ordre quelconque,

?::fu{((Al+--~+Ah)¢,A1§1+---+Ah§h)‘(Al,...,Ah)eZh\{o}}.

Maintenant que ’ensemble des fréquences F pouvant étre a priori présentes dans les profils
(Un)n=0 du développement asymptotique (1.4.3) est connu, on s’intéresse & ce que prescrit cet
ensemble de fréquences sur le cadre fonctionnel nécessaire pour construire les profils (Uy,)n>0-

Le cadre fonctionnel choisi pour les profils (U, )n>0 doit permettre de considérer une superpo-
sition quelconque de profils de fréquences dans F, c’est-a-dire des séries de la forme

(1.4.5) > Ualt,x)eltbmole,
aEF

On décompose I’ensemble F comme 1'union disjointe de 1’ensemble fini des fréquences de partie
réelle strictement négative, F*¥ et de l'ensemble infini dénombrable des fréquences réelles fosc,
c’est-a-dire,

Fi={(0:&(9), 5 € P(#)},
Fr= {(()\1+~-'+/\h)<P,>\1§1+~-+)\h§h) ’()\17"-7 )GZh\{O}}

et 'on décompose la somme (1.4.5) selon cette union :

Z U, t m ta:) aje _ Z Ua(t,l’) ei(t,a:)a/e + Z a(t, x) ei(t,z)-a/s‘

aEF acF? aeF e

Concernant la partie évanescente

(146) Z Ua(t7$) ei(tvx)'a/a — Z UeV t l' ty) Lp/& Zxdf](cp)/e’f
acF JEP(p)

constituée de profils associés a des fréquences (gp, fj(go)) ott la valeur propre elliptique i&;(¢p) est de
partie réelle strictement négative, on choisit de la représenter par une décroissance exponentielle
par rapport & x4/e, uniforme par rapport a j € P(¢), puisque 'ensemble P(¢) est fini. On définit
Vg = x4/e dans Ry la nouvelle variable rapide normale. On note par ailleurs que les profils de
la forme (1.4.6) sont périodiques par rapport a la variable rapide tangentielle 6 := (t,y) - p/e.
L’espace des profils évanescents est donc défini comme 1'ensemble des fonctions U de (¢, x) dans
Qr, périodiques par rapport a 6, et exponentiellement décroissantes par rapport & 4.
On écrit la partie oscillante comme

(1.4.7)
Z Ua(ty T tz) o/e - Z U)\l t x) iattAn)(by)-e/e ei)\lélxd/e cee €i)\h£hxd/8.
OAG}—OSC ()‘17 ’)‘h)

eNM\ {0}

On note alors qu’une telle fonction est 14 encore périodique par rapport & la variable rapide
tangentielle § = (t,y)- /e, et quasi-périodique par rapport a la variable rapide normale g = z4/¢,
suivant des fréquences &i,...,&,. On représente donc les profils oscillants de la forme (1.4.7)
comme des fonctions périodiques par rapport a 8 et quasi-périodiques de fréquences &1, ...,&,
par rapport a 14, qui s’écrivent

U(ta $797§1¢d7 v 7£h1/}d)7
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ou U est périodique par rapport & ses h + 1 derniéres variables.

En résumé, on a déterminé qu’un cadre fonctionnel adapté a la construction d’un dévelop-
pement d’optique géométrique a tout ordre pour un probléme non-linéaire monophasé (c’est-a-dire
avec une donnée au bord monophasée) est donné par des fonctions a décroissance exponentielle
pour les profils évanescents, et des fonctions quasi-périodiques pour les profils oscillants. C’est le
type d’espaces fonctionnels considérés par exemple dans les travaux d’optique géométrique pour
des problémes aux limites quasi-linéaires [CGW11; CW13; Herl5].

1.4.2 Cas semi-linéaire multiphasé : algébres de Wiener

On conserve le cadre non-linéaire, et plus précisément dans cette sous-partie un cadre semi-
linéaire, et ’on considére maintenant un probléme multiphasé, c’est-a-dire avec plusieurs phases
©1y -5 ©m, m = 2, au bord. On se donne donc un terme de forgage au bord ¢° de la forme (1.4.1),
et I'on cherche & déterminer un cadre fonctionnel adapté pour construire un développement
d’optique géométrique pour le probléme aux limites semi-linéaire associé. On justifie ici que la
multiplicité des fréquences au bord engendre pour la solution approchée, par non-linéarité, une
infinité dénombrable de fréquences a l'intérieur du domaine, et ce dés le profil principal Uy. On
a vu que les correcteurs (Uy)n>1 dans le développement asymptotique (1.4.3) comportent une
infinité de fois plus de fréquences que le profil principal Uy, et ’'on se concentre donc ici sur la
construction du profil principal et le cadre fonctionnel adapté a celle-ci.

De la méme maniére que pour le cadre monophasé, il nous faut dans un premier temps
déterminer les fréquences pouvant a priori se trouver dans la solution approchée, a partir des
fréquences au bord 1, ..., ©m.

Premiérement, les fréquences au bord ¢, ..., ., interagissent a travers les non-linéarités,
pour former toute fréquence au bord s’écrivant comme une combinaison

Apr + - Anpm
avec Ay, ..., A\m € Z, autrement dit, le groupe de fréquences au bord
Fo=p1Z D D pnZ.

De la méme maniére que pour le cas monophasé de la sous-partie 1.4.1 précédente, toute fréquence
¢ non nulle de I’ensemble dénombrable de fréquences au bord Fy est relevée a I'intérieur du domaine
en des fréquences (¢, ). La encore, le profil principal Uy étant polarisé, seuls les relévements (, &)
tels que i€ est une valeur propre de la matrice A(() sont conservées dans le profil principal U.
Une fois de plus, on suppose qu’il n’existe pas de telles valeurs propres i€ glancing, ¢’est-a-dire
que l’ensemble F; ne rencontre pas la zone glancing de Zp, notée G. On formalise cette hypothése
puisqu’on la retrouvera tout au long de ce manuscrit.

Hypothése 1.8. On suppose qu’il n’y a pas de fréquence glancing dans le groupe de fréquences
au bord Fy, c’est-a-dire,
FoNG = .

D’autre part, puisque ’on considére des solutions bornées, on ne prend en compte, parmi
les valeurs propres £ de partie réelle non nulle, que celles de partie réelle strictement négative.
Concernant les valeurs propres hyperboliques £ imaginaires pures, seulement celles correspondant
aux fréquences caractéristiques réelles (¢, €) rentrantes sont créées a la premiére étape. On obtient
alors ’ensemble provisoire de fréquences créées par relévement a I'intérieur du domaine suivant

Fo = {0} U{(¢.&(O) [¢e A\{0}, 5 € RIOUPE)}-

Par non-linéarité, deux fréquences réelles ((1,£1) et (C2,&2) de Fo \ {0} peuvent alors interagir
pour former la fréquence ({1 + (2, &1 + &2). Le profil principal Uy étant polarisé, seules de telles
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fréquences ({1 + (2, &1 + &2) qui sont caractéristiques sont conservées dans la solution. En d’autres
termes, si 'on note ¢ := (1 + (2 € Fp \ {0}, la fréquence ({1 + (2,&1 + &2) est conservée si et
seulement si il existe j dans R(¢) US(Q) tel que & + &2 = &;((). C’est une forme plus générale du
phénoméne de résonance, qui s’écrit

(¢1,&) + (G, &2) = (¢.£(0)).

De tels résonances induisent, dans les équations pour les profils, des termes quadratiques qui
peuvent s’avérer difficiles & traiter, c’est pourquoi 'on fait en général des hypothéses sur les
résonances possibles, concernant leur nombre, le type de fréquences qu’elles impliquent, ou encore
des propriétés qu’elles vérifient.

Ainsi, par non-linéarité, il peut se créer des fréquences (C ,&5(¢C )) avec ¢ € Fp\ {0} qui n’étaient
pas déja présentes dans ’ensemble Fy, c’est-a-dire des fréquences sortantes, avec j € S(¢). On
obtient donc I’ensemble infini dénombrable de fréquences

Fir={0} U{(¢.4(0)|¢e RN\{0},j €ROUPUS)}-

De nouvelles résonances entre fréquences de I’ensemble F; ne créent pas de fréquences qui n’étaient
pas déja présentes dans 'ensemble Fi, et donc I’ensemble des fréquences créées a I'intérieur du
domaine par relévement et interaction non-linéaire & partir des fréquences au bord 1, ..., @, est
donné par

Fi=F1={0}U{(¢,&(Q) e F\{0}, j € RIOUPEUSQ)}-

D’aprés ’étude que 'on vient de mener, un cadre fonctionnel adapté a la construction du
profil principal Uy doit pouvoir permettre de considérer des superpositions d’ondes de la forme

U* (t, (L‘) + Z Ua(t, .CL‘) ei(t,x)a/s
acF\{0}
Z Uev t, .73 i(t,x) a/€+ Z Uosc t, .CC) (25,:1?)-04/57

agFev agFose

ou l'on a décomposé 'ensemble F \ {0} comme l'union disjointe de I’ensemble des fréquences
évanescentes, de partie réelle strictement négative F°V, et de ’ensemble des fréquences réelles
JFO5¢, définis comme

V= {(6&Q) [ CeRN{0}, F PO},
Foo = {(¢,€(0) [ ¢ € Fy\ {0}, 5 € R(OUSK)}-

On écrit la partie oscillante comme

Z Uaosc(t’ ) i(t,z)a/e _ Z Z UOSC( ) i(t,y)-C/e eiﬁj(é)md/s

g JFosc Cefb\{o}jeR C)US( )

Z Z Ugs(t, o) ¢0C 16 (Y

CEFp\{0} JER(C)US(C)

oil I'on a utilisé les variables rapides tangentielles 6 := (¢,y)/e et normale ¢g = x4/c. A l'inverse
de le groupe engendré par I'ensemble F*° de la sous-partie 1.4.1 précédente, ensemble FO5¢ n’est
en général pas finiment engendré, et le profil oscillant n’est donc pas quasi-périodique. On est
contraint de se placer dans un cadre de fonctions presque-périodiques, c’est-a-dire qui s’écrivent
formellement comme des séries de polynomes trigonométriques. Pour donner un sens rigoureux a
cette série, plusieurs approches sont possibles. Williams choisit dans [Wil96], pour la construction
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du profil principal d’'un développement d’optique géométrique multiphasé pour un probléme
aux limites semi-linéaire, celle des algébres de Wiener, voir aussi [JMR94] pour le probléme de
Cauchy. Elle consiste a requérir une convergence de type ¢! de la série, c’est-a-dire dans notre cas,
demander

(1.4.8) > > Uy < +oo,

CeF\{0} JER(OUS(C)

dans une certaine norme d’espaces de fonctions ||.||. Il reste & convenir de cette norme |.||, qui
devra étre adaptée & I’étude des équations pour le profil principal Uy. Cela définit un espace de
profils oscillants.

Concernant la partie évanescente ) rev US'(t,2) € , on écrit de la méme maniére,
dans les variables rapides tangentielles § = (¢, y)/e et normale 1y = z4/¢,

Z US (t, ) eiltr)al/e _ Z ei0-¢ Z Uffj(t,az) 163 (Ova

acFev ceF\{0} JEP(C)

i(t,z)-a/e

On note que le profil évanescent est donc quasi-périodique par rapport aux variables rapides
tangentielles 0, et I’on représente chaque profil

U (t, z, %) : Z ) eiéi(Qzale

JEP(()

& travers une décroissance exponentielle par rapport & la variable rapide 14, uniforme par rapport
a j € P(¢), mais dont le taux de décroissance dépend de ¢ € Fp, \ {0}. On écrit donc les profils
évanescents U®Y comme

U (t,2,0,0a) = Y €U (t,2,9a),
CeFp\{0}

ou chaque fonction UC'eV est exponentiellement décroissante (dont le taux de décroissance dépend
de () par rapport a 14. On choisit, par cohérence avec les profils oscillants, une convergence de

type ¢! de la série, c’est-a-dire,
> vE] < +ee,

¢eFp\{0}

pour une certaine norme de fonctions ||.||. Le cadre fonctionnel décrit ici pour les profils évanescents
est, comme pour les profils oscillants, celui introduit dans [Wil96].

En résumé, pour la construction du profil principal d’un développement d’optique géométrique
multiphasé semi-linéaire, un cadre fonctionnel adapté est constitué des fonctions presque-pério-
diques au sens des algébres de Wiener pour les profils oscillants, et des fonctions quasi-périodiques
a décroissance exponentielle pour les profils évanescents. En outre de [Wil96], on peut retrouver
I'utilisation de ce cadre fonctionnel des fonctions presque périodiques des algébres de Wiener dans
[JMRI94]. On décrit au Chapitre 3 de cette thése comment, dans [Wil96], le cadre fonctionnel
introduit ici permet de construire le profil principal d’un développement d’optique géométrique
pour un probléme aux limites semi-linéaire.

1.4.3 Probléme de Cauchy quasi-linéaire multiphasé : fonctions presque-pé-
riodiques au sens de Bohr

Le cceur de notre discussion se situe dans les problémes quasi-linéaires, puisque les contributions
de cette thése se placent dans ce cadre. Bien que I’étude des fréquences créées a l'intérieur du
domaine & partir des fréquences au bord ¢, . .., ¢, ne change pas par rapport au cas semi-linéaire
de la section 1.4.2, la différence de type de non-linéarités entre les cas semi-linéaire et quasi-linéaire



28 CHAPITRE 1. Introduction

induit des différences dans les cadres fonctionnels & considérer. On se place toujours dans un
cadre multiphasé, c’est-a-dire ou le terme de forgage ¢° dans (1.4.1) oscille suivant des fréquences
©15- -, om de RT\ {0}, avec m > 2.

De la méme maniére que pour le cas semi-linéaire de la section 1.4.2, les fréquences au bord
engendrent, par non-linéarité, le groupe de fréquences au bord

Fo =1 Z® - D pnl,

qui, & son tour, par relévement et résonances, crée l'ensemble de fréquences & l'intérieur du
domaine

f‘ — {0} l_l fev L FOSC

ou les ensembles F¢V de fréquences évanescentes et F°¢ de fréquences oscillantes sont définis
comme

V= {(¢&0) [¢e BA{0}, j € PO},
= {(CHQ) [Ce AN\ {0} € ROUSO}-

et ol le symbole U désigne 'union disjointe.

Ainsi, puisque I'on est en présence du méme ensemble F de fréquences que dans le cas de la
section 1.4.2 précédente, il nous faut 14 encore, pour les profils oscillants, considérer des espaces
de fonctions presque-périodiques. On justifie maintenant, de maniére schématique, pourquoi le
cadre des algébres de Wiener de la section 1.4.2 n’est pas adapté a I'étude des problémes aux
limites quasi-linéaires.

Pour un probléme semi-linéaire tel que celui de la section 1.4.2, le profil principal Uy du
développement asymptotique (1.4.3) vérifie un probléme semi-linéaire de la forme

LUy = f(Uo),

associée & des conditions au bord et initiales, et ot L est un opérateur linéaire a coefficients
constants, et f est une fonction polynomiale. Ce probléme est résolu & ’aide d’un schéma itératif
de la forme

(1.4.9) LU = £(U}),

et les non-linéarités se trouvent alors totalement dans le terme source f(UL). On étudie donc le
probléme linéaire

(1.4.10) LV =F,

et I'on cherche notamment & obtenir des estimations a priori pour celui-ci, utiles pour faire
converger le schéma itératif (1.4.9). Par linéarité du probléme, on peut étudier I'équation (1.4.10)
fréquence par fréquence et en déduire des estimations pour la norme ||.|| utilisée dans (1.4.8).
On somme alors ces estimations pour obtenir une estimation a priori dans la norme (1.4.8) des
algébres de Wiener.

Ce type de raisonnement n’est pas applicable pour un probléme quasi-linéaire, et une conver-
gence de type ¢! n’est donc pas adaptée a ce type de non-linéarités. Il nous faut ainsi une notion
différente, au sens des espaces fonctionnels, pour qualifier la presque-périodicité, c¢’est-a-dire une
autre facon de rendre rigoureuses les séries de la forme

Z Z UOSC( z)e i0-C i€ ()¢

CeFp\{0} JER(OUS(Q)
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Dans [JMR95], les auteurs construisent le premier terme d’un développement asymptotique pour
un probléme de Cauchy quasi-linéaire. On va donc décrire le cadre fonctionnel adopté dans ce
travail, et, dans la sous-partie suivante, déterminer comment celui-ci peut étre adapté au cadre
des problémes aux limites.

Dans [JMR95], le cadre est celui de problémes de Cauchy, et 'on considére donc non pas des
fréquences au bord @1, . . ., @, mais des fréquences a I'instant initial 71, . .., 7, de R? \ {0}, avec
m > 2, indépendantes sur Q. Une méme étude que celles précédentes peut étre menée quant aux
fréquences créées pour les temps positifs, & partir des fréquences initiales 7, ..., 7. La seule
différence est que, dans le cadre des problémes de Cauchy, 'opérateur L(0, ) étant hyperbolique
dans la direction ¢, les relévements de fréquences initiale 1 en des fréquences (7,7) pour des
temps positifs sont toujours réels. Plus précisément, si 7 est une fréquence initiale, (7,7) est un
relévement de 7 qui sera conservé dans la solution si et seulement si (7,7) est caractéristique
réelle, c’est-a-dire si et seulement si —7 est une valeur propre de la matrice Z;'l:1 0 A;(0), ou
'on a décomposé n dans R comme 1 = (n,...,7n%).

On obtient tout d’abord I’ensemble de fréquences initiales
FimmZ& &0

En utilisant les notations de I’'Hypothése 1.1 d’hyperbolicité & multiplicité constante, cet ensemble
JF; crée, par relévement et résonances I’ensemble de fréquences pour les temps positifs suivant

F={0yU{(re(n),n) [n € F\{0}, k=1,...,q}.

On souhaite donc un cadre fonctionnel permettant de considérer des superpositions d’ondes de la
forme

q
Z ZUn,k(t, x) etz n/e gite(n)t/e
neF;\{0} k=1

q
_ Z Z U)\Jg(t, x) ei/\1x-771/5 L ei/\mz-nm/a eiTk()\1771+'“+/\m77m)t/8
A=(A1,Am) k=1

€z™\{0}
q
= Y S Unalt ) €Mt im Ot Ao
; ’ )
A=(AL,.Am) k=1
ez™\{0}

ot 'on a décomposé toute fréquence initiale nn € F; \ {0} comme 7 = Ay + -+ + A\, avec
(A1,...,Am) € Z™\ {0}, et ot I'on a utilisé les variables rapides d’espace 6; := z - n;/e, pour
j=1,...,m, et de temps § := t/e. On note qu’ici la définition des variables rapides 6 différe
des précédentes puisqu’elle comprend les fréquences au bord n1,...,ny, et les profils seront
donc périodiques par rapport a 64, ...,60,,, et non quasi-périodiques. On souhaite ainsi pouvoir
considérer des séries de la forme

Z UT(t7$7 917 s 79m) eiT67

TER
ou la somme en 7 porte sur un ensemble infini dénombrable, ici {7x(n),n € F; \ {0}, k=1,...,¢},
et ou les fonctions U, sont périodiques par rapport a 6y,...,0,. On introduit pour cela les

fonctions presque-périodiques au sens de Bohr, qui sont définies comme les fonctions qui sont
limites uniformes en §, dans un certain espace fonctionnel pour (¢,z,01,...,60,,), de sommes
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trigonométriques de la forme

Z Ur(t,x,01,...,0m) e,
TER

ou la somme en 7 est finie. Il nous faut alors choisir la norme utilisée pour les variables (¢, x, 01, . . .,
0,,). Puisque l'on est en présence d’un probléme de Cauchy, il est naturel de considérer la norme
de la convergence uniforme pour la variable de temps ¢, et 'on munit les variables (x, 61, ...,60,,)
d’une norme de Sobolev.

Les fonctions presque-périodiques au sens de Bohr sont ainsi appelées d’aprés Harald Bohr,
et on été introduites par celui-ci, on peut par exemple citer la série de papiers (en allemand)
[Boh25a; Boh25b ; Boh26]. La théorie a été ensuite développée notamment conjointement avec
Abram Besicovitch, voir [BB31]. Pour une présentation détaillée et moderne de la théorie générale
des fonctions presque-périodiques, on peut renvoyer a [Cor09].

En conclusion, dans [JMR95], pour la construction du profil principal d’un développement
d’optique géométrique multiphasé pour un probléme de Cauchy quasi-linéaire, les auteurs choi-
sissent, pour les profils oscillants, un cadre de fonctions presque-périodiques au sens de Bohr,
avec un contréle uniforme pour la variable de temps, et un controle de régularité de Sobolev pour
les variables d’espace lentes et rapides. On discute dans la sous-partie suivante comment ce choix
d’espaces fonctionnels peut étre adapté au cadre des problémes aux limites.

1.4.4 Adaptation aux problémes aux limites quasi-linéaires multiphasés

Le Chapitre 4 de ce manuscrit est consacré a la construction du premier terme d’un déve-
loppement d’optique géométrique multiphasé pour un probléme aux limites quasi-linéaire. On y
considére donc un probléme de la forme (1.1.6) o le terme de forgage au bord ¢° s’écrit comme
la fonction quasi-périodique (1.4.1) oscillant suivant des fréquences 1, ..., @m, avec m > 2,
indépendantes sur Q. On a vu, dans les sections 1.4.2 et 1.4.3 que 'ensemble F des fréquences
créées & l'intérieur du domaine, donné par

F = {0} UF L Foe,

avec
FV
Fose

{(¢.&(0) [¢e RN{0}, 7€ PO},
{(¢:&(Q) [¢e F\{0},j €R(OUS)}-

et
Foi=01Z&--- B ponZ,

n’est en général pas finiment engendré, et qu’il nous faut donc choisir un cadre de fonctions
presque-périodiques. On a également vu en section 1.4.2 que le cadre des algébres de Wiener n’est
pas adapté aux problémes quasi-linéaires. En section 1.4.3, on a décrit le cadre fonctionnel utilisé
dans [JMRI5| pour le probléme de Cauchy associé au probléme aux limites (1.1.6). On cherche
donc & adapter ce cadre fonctionnel aux problémes aux limites.

Comme on I’a déja fait plus haut, on écrit la partie oscillante d’un profil générique comme

Z Z UgSJ?(t’ z) e10-C i€ (O)ba
CeF\{0} JER(US(C)
= Z Z Uy ;(t,x) eMEy)ei/e | pdm(ty)em/e pi&G (A1t FAmpm)za/e

A=(A1,.Am) FER(OUS(C)
€Z™\{0}
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— Z Z Usj(t, ) €101 ... gimdm i€ Oaprt+Amem)a,
A=(A1,-,Am) JER(C)US(C)
€z™\{0}

ou I'on a décomposé toute fréquence au bord ¢ € Fp \ {0} comme ( = A1 + -+ + Ao avec
(A1, .., Am) € Z™\ {0}, et ot I'on a utilisé les variables rapides tangentielles 6; := (t,y) - ¢;/e,
pour j = 1,...,m, et normale ¢4 := x4/¢. On souhaite donc pouvoir considérer des profils de la

forme plus générale suivante
D Ue(t,z,61,...,0m) ¥4,
£ER

ou la somme en § porte sur un ensemble fini, dans notre cas donné par {£;(¢),¢ € F \ {0},
J € R(C)US(Q)} et o les fonctions Ug sont périodiques par rapport a 61,...,6,,. On reprend
I'idée de [JMR95], et 'on considére pour cela des fonctions presque-périodiques au sens de Bohr,
c’est-a-dire, les fonctions obtenues comme limite uniforme en ¢y de polynomes trigonométriques

de la forme |
Z Ue(t,,01,...,0m) e,
¢ER

ou la somme en £ est finie. Il nous faut alors déterminer le cadre fonctionnel relativement aux
variables (¢,z,601,...,0y,). Dans [JMR95], il est choisi un contréle uniforme pour la variable de
temps t. Cependant, ce controle uniforme relativement au temps, adapté pour des problémes de
Cauchy, ne l'est pas pour des problémes aux limites. En effet, pour résoudre les équations vérifiées
par le profil principal, on sera amené a voir ces équations comme des équations de propagation
par rapport & la variable normale x4, et non plus des équations d’évolution en temps. Ainsi, de
maniére analogue a [JMR95], en échangeant le role des variables ¢ et x4, on choisit pour notre
probléme un contréle uniforme par rapport & la variable normale x4, et un controle de type
Sobolev pour la variable de temps ¢. On conserve le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev
pour les variables rapides tangentielles 61, ..., 0,,.

Il nous faut également définir un cadre fonctionnel pour les profils évanescents, que 1’on écrit,
comime en section 1.4.2, comme

Z Ugv(t,x) ei(t,z).a/a‘ — Z eiO( Z Ufz(t,iﬁ) elgj(<)¢d

aEFeY ¢ceFp\{0} JEP(C)

Chaque profil
U (t, @, 1bq) : Z 163 (O

JEP(C

est exponentiellement décroissant, mais dont le taux de décroissance, uniforme en j € P((),
dépend de ¢ € Fp \ {0}. On est donc tentés de définir les profils évanescents comme les séries de

la forme
> MU (b va),
CeF\{0}
ou chaque fonction Uf" est exponentiellement décroissante selon un taux dépendant de (, avec
un controle de la série de type £2, c’est-a-dire

> el <+,

CeFp\{0}

pour une certaine norme ||.||. On note cependant que puisque le taux de décroissance exponentielle
dépend de la fréquence (, un tel espace ne vérifie pas de propriété d’algebre. On verra ultérieurement
comment définir les profils évanescents de maniére plus large selon une décroissance vers 0 a
I'infini en la variable normale rapide 4. On définit donc I'espace des profils évanescents comme
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I’ensemble des fonctions U Cev de (t,z,01,...,60,) dans Qp x T™ x R, convergeant vers 0 lorsque
14 tend vers +o0o dans un espace de Sobolev par rapport & (t,y,61,...,60,), et ponctuellement
en xg4. Par cohérence avec les profils oscillants, on munit cet espace d’un contréle uniforme par
rapport aux variables normales lente et rapide x4 et ¥g, et d’'un controle de type Sobolev par
rapport aux variables tangentielles lentes et rapides (¢,y,601,...,60n).

En résumé, dans le Chapitre 4, pour la construction du profil principal d’un développement
d’optique géométrique multiphasé pour un probléme aux limites quasi-linéaire, on adapte le cas du
probléme de Cauchy de [JMR95] en se donnant, pour les profils oscillants, un cadre de fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr, avec un contréle uniforme pour la variable normale, et un
controle de régularité de Sobolev pour les variables tangentielles lentes et rapides, et, pour les
profils évanescents, on considére les fonctions convergeant vers 0 a I'infini en la variable normale
rapide 14, avec également un contréle uniforme pour la variable normale, et de Sobolev pour les
variables tangentielles lentes et rapides.

1.5 Résolution dA’EDP dans des espaces analytiques : théorémes
de Cauchy-Kovalevskaya

Dans le Chapitre 5, pour montrer 'existence de solutions au systéme obtenu pour les profils
du développement asymptotique, on choisit d’utiliser le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya, que
I’on présente ci-aprés. C’est un théoréme d’existence et d’unicité pour des équations aux dérivées
partielles, dans un cadre de fonctions analytiques. On explique plus bas pourquoi et comment
le systéme pour les profils est modifié, de maniére non équivalente, pour s’adapter au cadre des
fonctions analytiques.

1.5.1 Théoréme de Cauchy-Kovalevskaya classique

Le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya peut étre vu comme un analogue, pour les équations aux
dérivées partielles, du théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles ordinaires.
Etant donné F un espace de Banach (généralement R™ ou C"), I un intervalle réel contenant 0,
et une fonction f continue de I x E dans F, localement lipschitzienne par rapport & sa deuxiéme
variable, le théoréme de Cauchy-Lipschitz affirme ’existence et 'unicité d’une solution maximale
au probléme de Cauchy

(1.5.1) {u/(t)z (t,ut), tel

u(0)

uo,

pour toute condition initiale ug dans F.

Une équation aux dérivées partielles d’évolution peut également étre mise sous une forme
similaire, & savoir

(1.5.2) {U'(t) = F(t,u(t), tel

u(0) = uy,

ou l'inconnue u : I — X est & valeurs dans un certain espace normé de fonctions X, la condition
initiale ug est une fonction dans X, et ou F' est un opérateur sur cet espace de fonctions X,
portant des opérateurs de dérivation. Pour appliquer directement le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
il faudrait que 'opérateur F' soit continu et localement lipschitzien par rapport a sa deuxiéme
variable v dans X, c’est-a-dire, concernant le caractére lipschitzien,

(1.5.3) IF(t,u) — F(t,0)]| < Cllu—v|, YuwveX,
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ou la constante C' > 0 est localement uniforme dans X, et ou ||.|| désigne la norme de X. Or,
compte tenu des opérateurs de dérivation dans la fonction F', une telle propriété (1.5.3) ne peut
pas étre vérifiée dans une norme d’espace de fonctions raisonnable.

On illustre cela en se donnant X I'espace de Sobolev H*(R) de régularité s € N*| et I'opérateur
F donné par la dérivée partielle par rapport & x dans R, c’est-a-dire

F(t,u) := 0yu

pour u € H*(R) et ¢ > 0, de fagon a ce que le probléme de Cauchy (1.5.2) s’écrive comme
I’équation de transport scalaire

{atu —0zu =0 dans Ry xR,

U|t:0 = Uuqp-.

La “meilleure” estimation que l'on peut alors obtenir sur la différence F'(¢t,u) — F(t,v) pour u,v
dans H*(R), s’écrit

(1.5.4) [E(tu) = F@0) | o my < llu— 0l gorig) -
Du fait de l'opérateur 0, il y a une perte d’une dérivée dans I'estimation (1.5.4).

L’idée du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya est de considérer des espaces de fonctions ou
cette perte de régularité dans (1.5.4) peut étre rendue aussi petite que 'on veut. Plus précisément,

on se donne une chaine continue d’espaces de Banach (X;)o<s<1, munis de normes |.||, pour
0 < s < 1, et décroissante, c’est-a-dire telle que pour 0 < ' < s < 1, on a

Xs C Xs’ et ||”5’ < HHs .

On suppose alors que 'opérateur F' est tel que pour 0 < s < s’ < 1 et pour u,v dans X, on a

C

s— s

(1.5.5) IF(t ) = F(t0) ]y € —— [lu— o],
pour tout ¢t dans R, ol la constante C' > 0 est locale, c’est-a-dire que pour tout T, R > 0, il
existe une constante C' > 0 telle que 'inégalité (1.5.5) est vérifiée pour u,v tels que ||Jul|, < R,
|lv]l, < R et pour |t| < T. Dans (1.5.5), il y a une perte de régularité¢ de s a s’, mais ou cette
perte s — s’ est arbitrairement petite, et la constante de Lipschitz n’explose pas plus vite que
(s — s’)7L. Avec une telle propriété (1.5.5) de caractére lipschitzien dégradé pour F' (a laquelle
on ajoute des hypothéses), et si la condition initiale ug appartient & X1, un théoréme du type
Cauchy-Lipschitz est vérifié, c’est le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya.

La premiére preuve d’un tel résultat est due & Augustin Cauchy en 1842, pour le cas parti-
culier des équations d’évolution quasi-linéaires du premier ordre, et a été généralisée par Sofia
Kovalevskaya en 1874. La formulation que 'on reprend dans notre travail est due a [Nir72] et
[Nis77|, et I'on se base sur la preuve d’une telle formulation donnée par [BGT78|.

L’énoncé précis de ce résultat sera donné dans le Chapitre 5, et affirme, sous des hypothéses
sur 'opérateur F', comprenant la propriété (1.5.5), que si la condition initiale uy appartient & X7,
alors il existe une unique solution u au probléme de Cauchy (1.5.2), de classe C! par rapport au

temps, & valeurs dans les espaces (Xs)o<s<1-

On justifie maintenant en quoi le cadre des fonctions analytiques est celui adapté pour le
théoreme de Cauchy-Kovalevskaya. Pour simplifier les exemples, on considére des espaces de
fonctions d’une variable réelle x € R, et 'opérateur F' := J, de dérivation par rapport a cette
variable x.
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Une fonction u : R — R est dite analytique sur (—r,r) si elle est développable en série entiére
en tout point de cet intervalle, ou, de maniére équivalente, si la série

(1.5.6) > %7: |u(")(0))]

n>0

est de rayon de convergence r. Ainsi, s’il existe une constante M > 0 telle que, pour n > 0, on a

n M n!

(1.5.7) [ul™(0)] < D

alors la série (1.5.6) est convergente, et la fonction u est donc analytique sur (—r,r). Cest la
facon la plus classique de quantifier I’analyticité : I’ensemble des fonctions u vérifiant la propriété
(1.5.7) est noté X, et la plus petite constante M satisfaisant cette propriété est utilisée comme
norme sur X,, que l'on note ||ul|,. On montre maintenant que l'opérateur F' = 0, posséde bien
le caractére lipschitzien dégradé de la propriété (1.5.5), et puisque F' est linéaire, on s’attache a
estimer la fonction dyu. Soit 0 <7’ < r <1, et u dans X,.. On a, pour n > 0, d’apreés (1.5.7),

ul|,. (n+ 1)!
G 0)] = (0] < il L

Ainsi, on a

[ul, (n+ 1Y ], n! () n?+1

)
(@™ O < ST G e 1) S e+ 1) T (1) 4 1

et ’on cherche donc & borner uniformément par rapport & n > 0 la quantité

(n+1) (" n?41
rotl (n+1)2 417
pour pouvoir estimer d,u dans X,. D’une part on remarque immédiatement que (nﬁ% est

borné par 1 uniformément par rapport a n, et d’autre part, & ’aide du binéme de Newton, on

trouve, pour n > 1
= e =) > (n 1) () (= ).

Ainsi, on a, pour n > 0,
1 [[ull, !

r—r ()" (n?+1)’

|(05u)™(0)] <

et donc
1

|0l < — lully, -

On obtient bien 'estimation (1.5.5) recherchée.

En utilisant les propriétés de la dérivation et de la transformée de Fourier, et le développement
P e _ kel
Z ﬁ ‘£| =e€ )
n=0

on note que l'on peut également quantifier 'analyticité au moyen d’une décroissance exponentielle
de la transformée de Fourier. On se donne la convention, pour une fonction u de L'(R), que sa
transformée de Fourier u est donnée sur R par

i) = [ ule)e e da,
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et 'on étend 'opérateur de transformée de Fourier & L?(R) par le théoréme de Plancherel. On
définit alors, pour 0 < p < 1, 'espace Y, comme l'ensemble des fonctions u de L?(R) satisfaisant

—~ 2
Jull?, = /R 918l G(6)| de < +oo,

qui nous fournit une chaine (Y,)o<,<1 d’espaces de Banach. De la méme maniére que précédemment,
pour 0 < p' < p <1, et pour u dans Y),, on cherche a estimer d,u dans Y. On a,

/R e l)0,u(6) [*de = /]R e ¥l|g 2 [a(e)["ag = /]R 219 () | (Jef 0= ) .

De méme, létude de la fonction y — y2e2¥(P=r") sur [0, +00) nous montre que l'on a, pour £ € R,

4e~2

£[2 2l —) < 7
§ T

et donc
4e~2

2011\ w(€)|? de <
foeime s <

/ 201€l () e
R

c’est-a-dire,
2¢~ !
H@nggjpmhw

ce qui est exactement l'estimation (1.5.5) recherchée.

A Taide de ces deux exemples de chaines d’espaces analytiques, on a montré en quoi le
cadre des fonctions analytiques semble étre celui prescrit pour appliquer le théoréme de Cauchy-
Kovalevskaya classique. On développe dans la partie suivante en quoi cette formulation du
théoréme de Cauchy-Kovalevskaya n’est pas suffisante pour notre probléme, et comment on
I’adapte & notre cas.

1.5.2 Analyticité en temps dans le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya

Dans le Chapitre 5, ot 'on suppose que la condition de bord dans (1.1.6) satisfait une
condition de Kreiss-Lopatinskii faible, la détermination de la trace au bord de certains profils du
développement asymptotique (1.1.7) implique des fonctions inconnues, dont on montre qu’elles
satisfont elles-mémes des problémes d’évolution. De maniére trés schématique, on considére alors
un probléme de la forme suivante. On s’intéresse & une inconnue scalaire o : [0, 7] x R x Ry — R,
figurant les profils du développement (1.1.7), qui vérifie le probléme aux limites associé & une
équation de transport rentrante suivant

0o +vOoyo + 0,0 =0, sur [0,T]; x Ry, x RY,
(1.5.8) o(ty,0) =alty),  V(Ly) € 0,T] xR,
o(0,y,z) =0, V(y,x) € R x Ry,

ot le terme de forcage au bord a : [0,7] x R — R satisfait lui-méme le probléme de Cauchy
associé & une équation de transport suivant

Ora+cOdya=nh, sur[0,T]; xRy,
(1.5.9)
a(0,y) =0, Vy € R,
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avec h : [0,7] x R — R un terme source donné. Ici, les conditions initiales dans (1.5.8) et (1.5.9)
prennent la forme d’une trace nulle en ¢ = 0, et non plus d’une donnée nulle dans le passé comme
c’est le cas pour le systéme (1.1.6). Cela constitue une modification non équivalente des systémes,
que l'on opére afin de pouvoir les étudier dans un cadre de fonctions analytiques. En effet, une
fonction analytique nulle pour ¢ < 0 est nulle partout.

L’idée est de voir le probléme aux limites (1.5.8) comme le probléme de Cauchy associé a
I’équation de propagation suivant

0y0 +vIyo + 00 =0, sur [0,T] x R, x R},
(1.5.10) ’ ! o
o(t,y,0) = a(t,y), v(t,y) € [0, T] xR,

ou la donnée au bord a, qui constitue maintenant 1’analogue d’une condition initiale, vérifie
toujours le probléme de Cauchy (1.5.9). On souhaite appliquer le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya
au probléme au bord (1.5.9) et a l'intérieur (1.5.10). Si 'on applique ’énoncé classique de ce
théoréme, on obtient pour I'équation au bord (1.5.9) une solution a de classe C! par rapport au
temps, et analytique en y, pourvu que le terme source h soit analytique en y. Seulement, si I'on
veut ensuite appliquer le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya au probléme a l'intérieur (1.5.10), il
est nécessaire que le terme de bord a soit analytique par rapport & y et par rapport au temps
t, ce qui n’est a priori pas le cas de la solution a du probléme au bord (1.5.9) obtenu avec le
théoréme de Cauchy-Kovalevskaya classique.

Il nous faut donc raffiner le résultat du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya pour I’équation
au bord (1.5.9). Par une argument de bootstrap, on obtient une régularité C*>° en temps de la
solution a de (1.5.9), & valeurs dans un espace de fonctions analytiques en y, mais ce n’est pas
suffisant. Dans des notes de cours non publiées, Mouhot prouve une version du théoréme de
Cauchy-Kovalevskaya ot la solution obtenue est analytique dans toutes ses variables, mais dont
on ne sait pas a priori quantifier I’analyticité en temps dans un espace de fonctions analytiques,
ce dont on a pourtant besoin pour appliquer le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya classique pour
le probléme a l'intérieur (1.5.10). On cherche donc & montrer un résultat du type du théoréme
de Cauchy-Kovalevskaya, fournissant une solution dans un espace de fonctions analytiques par
rapport a toutes leurs variables.

L’idée, en suivant [BG78]|, est de ramener le probléme (1.5.9) & un probléme de point fixe, et de

construire un espace de fonctions ot 'opérateur associé au probléme de point fixe est contractant.
En définissant, pour (¢,y) € [0,7] x R, la fonction b : [0,7] x R — R de la maniére suivante,

alt,y) = /0 b(s.y) ds,

on écrit donc le probléme (1.5.9) comme le probléme de point fixe sur la fonction b suivant,

(1.5.11) b(t,y) = —C/Ot Oyb(s,y)ds+ h(t,y), V(t,y)€[0,T]xR.

Pour obtenir le caractére contractant de 'opérateur associé au probléme de point fixe (1.5.11), il
nous faut estimer

t
(1.5.12) / Oy b(s,y)ds,
0

dans un bon espace de fonctions. On note que dans la quantité (1.5.12), la fonction b porte une
dérivation en espace et une intégration en temps. L’idée clef est de choisir un espace fonctionnel
qui permette d’équilibrer cette perte de régularité en espace et ce gain de régularité en temps
pour obtenir un caractére contractant. Ceci est réalisé a ’aide de la théorie des séries majorantes,
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et du phénomeéne de régularisation par intégration en temps, introduits dans [UkaO1], et que I'on
peut également retrouver dans [Mét09; Mor20]|, que 'on aborde maintenant.

On dit que la série formelle ¢ & valeurs dans un espace X, donnée par

o(T) =) onT",

n>0

avec o, € X pour n > 0 admet pour série majorante la série réelle 1) donnée par

B(t) =D Pnt”,

n=0

avec ¥, = 0 pour n > 0, si on a
||90n|| <Y, Vn 20,

ot ||.]| est une norme sur X. Dans [Uka0l; Mor20] on fixe une certaine série réelle ®, et I’'on
considére ’ensemble des fonctions analytiques dont le développement en série entiére par rapport
au temps t admet comme série majorante ®, c’est-a-dire, 'ensemble des fonctions analytiques
u : R — X vérifiant qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour n > 0,

(1.5.13) Hu<n>(0)H <Co,,

ot 'on a développé ® en série entiére comme ®(t) = ) -, ®,t"/n!. Alors, en munissant cet
espace de fonctions d’une norme (qui est la meilleure constante C' > 0 dans (1.5.13)), on peut
montrer une estimation sans perte de régularité de la quantité (1.5.12). C’est le phénoméne de
régularisation par intégration en temps, et c’est la méthode que ’on cherche a appliquer ici. 11
nous faut pour cela définir une série majorante ® adaptée a notre probléme.

Dans [BGT78]|, les auteurs résolvent un probléme de point fixe dans un espace de fonctions u
analytiques en espace, et vérifiant une majoration du type

C =
(15.14) lll, < 15 (1= o) o e OV <al-p)

1
pour un certain paramétre a € (0,1), ot (X,)o<p<1 est une chaine d’espaces de fonctions
analytiques en espace, et ou la constante C' est uniforme en p € (0,1) et [t| < a(1 — p). On
fait donc un choix de série majorante ® qui nous permette de retrouver 'estimation (1.5.14),
c’est-a-dire que 'on considére ’ensemble des fonctions u analytiques, telles que leur série entiére
relativement & ¢ admette comme série majorante la série entiére de la fonction

for L (1_“’)_1/2
1—p a(l —p) '

Plus précisément, si le développement en série entiére de la fonction ¢ — (1 — t)_l/ 2 g’écrit
> ns0 Yn t"/n! pour [t] < 1, alors on demande qu'il existe une constante M > 0 telle que pour
tout n > 0, on a

M Vn,
1—par(l—p)"

(1.5.15) 10 u(0)]x, <

L’infimum des constantes M > 0 satisfaisant I’estimation (1.5.15) est noté ||.||,, et cela nous
fournit alors une chaine d’espaces de fonctions analytiques relativement au temps ¢ et a I’espace,
indexée par a € (0,1).

On verra que cette chaine d’espaces fonctionnels suffit a notre probléme puisqu’on peut y
montrer le caractére contractant de l'opérateur associé au point fixe (1.5.11), et donc obtenir
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une unique solution & ce point fixe, qui fournit & son tour une unique solution a au probléme au
bord (1.5.9), analytique en temps et en espace. On peut alors résoudre le probléme a U'intérieur
(1.5.10), puisque son terme initial a est maintenant donné dans un espace de fonctions analytiques

en (t,y).

1.6 Organisation du manuscrit

La présente introduction s’est attachée & introduire les concepts et les hypothéses qui seront
utilisés tout au long du manuscrit, a les replacer dans la littérature, et a situer les contributions
de cette thése au regard des travaux antérieurs. Les deux chapitres suivants reprennent deux de
ces travaux antérieurs pour se familiariser avec les concepts, les outils et les problématiques que
I’on retrouvera dans les deux derniers chapitres de ce manuscrit, consacrés aux contributions de
cette thése.

Dans le Chapitre 2, on détaille la construction d’un développement d’optique géométrique
a tout ordre pour un probléme aux limites linéaire fortement stable. Ce chapitre reprend la
présentation de [Benl4]|, qui se place cependant sous des hypothéses moins restrictives, puisque
le travail [Benl4] est consacré & des problémes aux limites faiblement stables. Dans ce chapitre
on tente d’illustrer I'influence des conditions au bord dans le cadre de l'optique géométrique
fortement stable.

On reprend le travail de [Wil96] au Chapitre 3, dans lequel Williams construit le premier
terme d’'un développement d’optique géométrique multiphasé pour des problémes aux limites
semi-linéaires fortement stables. Le travail de [Wil96] est également consacré a la justification
du développement d’optique géométrique, partie que ’on ne reprend pas ici. On explique dans ce
chapitre les spécificités de 'optique géométrique non-linéaire dans le cadre multiphasé, contraignant
& considérer des fonctions presque-périodiques, et ’on détaille I'utilisation d’un cadre de fonctions
presque-périodiques, ici celui des algébres de Wiener, pour la construction d’un développement
d’optique géométrique non-linéaire multiphasé.

Le Chapitre 4 est consacré a la premiére contribution de cette thése, la construction du
premier terme d’un développement d’optique géométrique multiphasé pour des problémes aux
limites quasi-linéaires fortement stables. En utilisant un cadre de fonctions presque-périodiques
au sens de Bohr, on y montre I’existence d’une solution au systéme quasi-linéaire vérifié par le
profil principal & 'aide d’estimations a priori sans perte de dérivée. La principale difficulté de ce
chapitre réside dans le défaut de symétrie des termes de résonance et ’occurrence d’une infinité
de résonances. Ce travail a donné lieu a l'article [Kil22], en cours de publication.

La seconde contribution de cette thése, présentée au Chapitre 5, s’intéresse a la création
d’instabilités dans des développements d’optique géométrique pour des problémes aux limites
quasi-linéaires faiblement stables, dont le terme de forgage au bord subit une petite perturba-
tion selon une phase transversale. Le but est de montrer comment, & travers les amplifications au
bord dues & la mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, une configuration
particuliére de fréquences peut créer, au moyen de résonances, une instabilité dans le dévelop-
pement asymptotique. Aprés avoir dérivé la cascade d’équations vérifiées par le développement
asymptotique, on montre sur un “modeéle jouet” que ce systéme est bien posé dans un cadre de
fonctions analytiques, en utilisant le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya ainsi qu'une variante de
celui-ci assurant I'analyticité en temps. On montre également qu’il peut y avoir une création
d’instabilité en justifiant sur un “modéle jouet” que la petite perturbation dans le terme de forcage
au bord peut influencer 'ordre principal du développement asymptotique. Ce travail va donner
lieu & un article : Transverse instability of high frequency weakly stable quasilinear boundary value
problems, C. Kilque; en cours d’écriture au moment de la rédaction de cette thése. Puisqu’il
provient d’un article en cours de rédaction, le Chapitre 5 est présenté en anglais.

Enfin, on dresse une conclusion, et I'on dessine quelques perspectives.

Pour plus de clarté et afin de fixer les notations, on rappellera, dans chaque chapitre, toutes
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les hypotheéses et résultats nécessaires a I’étude, méme dans le cas o ils ont déja été introduits
dans cette introduction et dans les chapitres précédents.
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Dans ce chapitre on se propose de détailler la construction d’un développement d’optique
géométrique pour un probléme aux limites dans le cas trés simple d’un probléme linéaire, pour
comprendre les mécanismes propres a la résolution des équations de profils dans le cadre des
problémes aux limites. La spécificité, par rapport aux problémes de Cauchy, des problémes aux
limites dans le cadre de 'optique géométrique réside dans les conditions de bord sur les profils.
Celles-ci s’expriment & travers la matrice B, dont on a vu qu’elle n’est pas inversible sur tout
I'espace CV. On verra dans ce chapitre que, sous I’hypothése de Lopatinskii uniforme, la matrice
B est précisément inversible pour les profils dont on a besoin de déterminer une condition au
bord. On détaille également la justification du développement d’optique géométrique, c’est-a-dire
que 'on montre que si 'on tronque la série formelle construite, la somme obtenue converge vers
la solution exacte du probléme étudié, et ’on quantifie cette convergence dans un bon espace
fonctionnel.

Pour des problémes semi-linéaires et quasi-linéaires tels qu’abordés aux Chapitres 3 et 4,
le traitement des conditions au bord est analogue a celui de ce chapitre et ne présente pas de
difficulté supplémentaire. Ce sont les équations de propagation pour les profils ainsi que les espaces
fonctionnels requis qui se complexifient. Enfin, dans le Chapitre 5, on ne suppose plus que la
condition de Lopatinskii uniforme est vérifiée, ce qui empéche de déterminer a priori la trace des
profils. L’on verra que cela entraine de 'amplification, et éventuellement crée de I'instabilité.

Le présent chapitre reprend la structure et les formulations de I’article de Antoine Benoit
[Ben14], bien que ce dernier se place dans des hypothéses moins restrictives ou I'on ne suppose
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pas que la condition de Lopatinskii uniforme est vérifiée, et ce chapitre constitue donc une
simplification de [Ben14]. Les travaux [CG10; Marl0| traitent deux cas de lieux de ’ensemble des
fréquences o la condition de Lopatinskii uniforme n’est pas satisfaite, dans un cadre non-linéaire
pour [Marl0], et [Benl4| s’intéresse a deux autres cas dans un cadre linéaire.

La chapitre est organisé comme suit. Dans une premiére partie, on définit le probléme auquel
on s’intéresse, et l'on fait une série d’hypotheéses structurelles classiques sur 'opérateur linéaire
et la condition de bord, ainsi que des définitions et résultats préliminaires. Dans une deuxiéme
partie, aprés avoir défini un cadre fonctionnel adapté, on énonce ’ansatz précis choisi dans cette
étude, et 'on énonce le résultat principal, & savoir l'existence d’un développement d’optique
géométrique a tout ordre pour le probléme étudié, et la convergence de toute somme tronquée
de ce développement vers la solution exacte. On procéde ensuite & la preuve de ce résultat, avec
dans une troisiéme partie la détermination de la cascade BKW vérifiée par les profils, que 1’on
découple en résolvant un probléme rapide, puis dans une quatriéme partie la résolution de ce
systéme triangulaire. Enfin, la cinquiéme partie s’intéresse a la justification du développement
d’optique géométrique.

2.1 Notations et hypothéses

Etant donné un temps 7' > 0 et un entier d > 2, on pose Q2 le domaine Qp := (—o0, T] x
R x R, et wr := (—00,T] x R4 sa frontiére. On note ¢t € (—oo, T la variable de temps,
r = (y,rq) € R x R, la variable d’espace, avec y € R?! la variable tangentiel et enfin
xq € Ry la variable normale. Pour j = 1,...,d, la dérivée partielle par rapport & x; est notée 9;.
On s’intéresse aux problémes de la forme

L(9) uf == O + Y01 A; 0juf = 2, dans Qr
(2.1.1) Buj, o= 9" dans wp
uft@ =0,

ot 'inconnue u° est une fonction de Q7 dans un ouvert de RY contenant 0 avec N > 1, les
matrices A; appartiennent & My (R), la matrice B appartient & M, n(R) et est de rang maximal
et les fonctions ¢ et f¢ sont quasi-périodiques de fréquences d’ordre 1/e. L’entier p est précisé
dans ’'Hypothése 2.2 ci-dessous, et les hypothéses précises sur les termes source et de forcage au
bord f¢ et ¢g° sont données plus bas.

Définition 2.1.1. Pour o = (1,1,€) € R x R¥™1 x R, on définit L(a) le symbole associé a L(0.)

comme
d—1

L(a) = 7T+ ;i Ai(0) + £Aq(0).
=1

On définit alors p(1,n,§) := det L((T,r],f)) son polynéme caractéristique. On dit que o € R+
est une fréquence caractéristique si elle est racine du polynéme p.

On fait les hypothéses suivantes qui nous assurent que le probléme est bien posé.

Hypothése 2.1 (Hyperbolicité & multiplicité constante). Il existe un entier q, des fonctions
analytiques réelles T < --- < 7, sur R\ {0} et des entiers v, ..., v, tels que pour tout (n,£) €
R9\ {0} et pour tout T € R,

d—1 q

p(r,n,€) = det (TI +> A+ Ad€> =] (== m(n8)™*

j=1 k=1

ot les valeurs propres —1i(n,§) de A(n,§) := Z?;i Ajn; + Ag & sont semi-simples.
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Hypothése 2.2. Le rang p de la matrice B est égal au nombre de valeurs propres strictement
positives comptées avec multiplicité de la matrice Aq, et la matrice Ay est inversible.

On définit les espaces de fréquences suivants

[1]

={¢=(o=r—inm e CxR"\{0} |7 >0,
E():{CEE"}’:O}

On définit également la matrice qui apparait lorsque ’on applique la transformée de Fourier-
Laplace a l'opérateur L(0), pour tout ¢ = (o,n) € E,

d—1
A(Q) = —ilAa) ™ (o + 3 mAy).
j=1

Le lemme de Hersh ([BGS07, Lemme 4.1]) nous assure que pour ¢ € Z\ Zy la matrice A(()
n’a pas de valeur propre de partie réelle nulle et que le sous-espace stable associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative, que 'on note E_((), est de dimension constante
égale & p. On note E(() le sous-espace stable de A({) associé aux valeurs propres de partie
réelle strictement positive qui est de dimension N — p.

Dans [Kre70| (pour une hypothése plus restrictive que 'Hypotheése 2.1) et [Mét00] (dans le
cadre de 'Hypothése 2.1), il est montré que les sous-espaces stables Ey s’étendent de maniére
continue & tout I’espace Z. On peut alors formuler I’hypothése principale de ce travail.

Hypothése 2.3. On suppose que le systéme vérifie la condition de Lopatinskii uniforme, c’est-a-
dire que pour tout ( € =,

ker BN E_(¢) = {0}.

Le résultat suivant du a Kreiss ([Kre70]), et dont ’extension aux problémes hyperboliques a
multiplicité constante tient a [Mét00] nous assure que le systéme (2.1.1) est bien posé. On définit
les espaces de Sobolev a poids de la maniére suivante. Pour s € R et v > 0, on pose

H(Qr) = {u € D/(Qr) | e u € HY(Qr)}

associé a la norme évidente, et on définit H3(wr) de maniére similaire.

Théoréme 2.1.2. Pour tout f € L?(Q27) et tout g € L?(wr) s’annulant pour t négatif, il existe
une unique solution u € L?(Q7) au probleme (2.1.1). De plus la trace de u sur wr est dans L?Y(WT)
et il existe C' > 0 tel que pour tout v > 0,

1
(2.1.2) Mz @y + Iisaoliz o) < C(S 1Bz + lolF2cor) )

ot C' ne dépend pas de f, g, u.

On s’attache maintenant & décrire plus précisément la matrice A(C) et les espaces E4(() pour
¢ € Zp. Le théoréme suivant, di a Métivier ([Mét00]), donne la décomposition de la matrice A(()
lorsque ¢ appartient & Z, pour des problémes hyperboliques a multiplicité constante (Hypothése
2.1).

Théoréme 2.1.3. Si [’Hypothese 2.1 est vérifiée, alors pour tout ( € Zo, il existe un voisinage V
de ¢ dans 2, un entier L > 0, une partition N = vy + -+ + v et une matrice inversible T' de
classe C*° surV telle que pour tout ( € V,

T(QATQ) ™ = diag(Ai(¢), .-, AL(Q)

ot pour tout j la matrice A; est de taille vj et vérifie une des propriété suivantes :
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i) les valeurs propres de A;(¢) sont de partie réelle strictement positive
i) les valeurs propres de A;(() sont de partie réelle strictement négative
i) vy =1, Aj(¢) est imaginaire pur et 04A;(¢) € R
i) vj > 1, il existe i§; € iR tel que

©)

On note G 'ensemble des fréquences ¢ € E telles que dans la décomposition de A(¢) du
Théoréme 2.1.3, il y ait au moins un bloc de type iv). De telles fréquences sont appelées glancing.
On peut montrer que pour tout ¢ € Zy \ G, on a les décompositions suivantes

et le coefficient en bas a gauche de 04.A;(C) est réel non nul.

(2.1.3) CY=E_(Q)® Er(()
et
(2.1.4) E+(¢) = ES(¢) ® BL(Q)

ot £ (() (resp. ES(C) ) est I'espace stable de A(() associé aux valeurs propres de partie réelle
strictement négative (resp. positive) et E%(¢) sont sommes d’espaces propres de A(C) associés a
des valeurs propres imaginaires pures. On cherche alors & décrire plus précisément les espaces

EL(¢).

Définition 2.1.4. Pour { = (7,1) € Zo, on note i&;(¢) pour j = 1,..., M(C) les valeurs
propres complezes distinctes de la matrice A(C). Si &;(C) est réel, on vérifie que l'on a alors
det L((C,@(C))) =0, et donc, d’aprés ’Hypotheése 2.1, il existe un entier k; entre 1 et q tel que
T = 1k, (n,§;(C)). On note alors aj(¢) == (7,m,&;(7,n)) la fréquence caractéristique réelle associce
a &5(C). La vitesse de groupe vq () € RY associée a aj(C) est dans ce cas définie par

Vo (¢) = Ve Tk; (vaj(C))-

On dira que la fréquence c;(C) est rentrante (resp. sortante, glancing) si Je7y; (n,ﬁj(g)) est
strictement négative (resp. strictement positive, nulle). Le champ de vecteur Xaj(c) associé a
a;(C) est alors défini comme

(2.1.5) Xy =0 — Va,(¢) V.

Enfin, on note R(C) (resp. S(C), G(¢)) l'ensemble des indices j entre 1 et M(() tels i€;(C) est
imaginaire pure et tels que la fréquence o, (C) est rentrante (resp. sortante, glancing).

On peut montrer que la notion de fréquence glancing introduite dans la définition précédente
correspond & celle du paragraphe qui la précéde, et que donc I’ensemble G est donné par ’ensemble
des fréquences ¢ de Zj telles que I'ensemble G(¢) est non vide.

On peut alors décrire précisément les espaces E7(().

Lemme 2.1.5. Pour tout ( € 2y \ G,

(2.1.6) @ ker L((¢)), @ ker L(a;(¢

JER(C) JES(C
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En particulier d’apres les décomposition de CN et E4(¢) (2.1.3) et (2.1.4),

(2.1.7) E(Q)=E(Q)® @ kerL(a;()),
JER(C)
et
(2.1.8) CN=E (Q@E()® @ kerL(e;(Q)).
JER(C)

Définition 2.1.6. Selon la décomposition (2.1.8), on note I15.(¢) le projecteur sur E$(C), et, pour
J € R(C), I1;(¢) le projecteur sur kerL(aj(C)) et Q;j(Q) Vinverse partiel de L(ozj({’)), c’est-a-dire
veérifiant

(2.1.92) Q;(¢) L((¢)) = L((¢)) Qs(¢) = I — T0;(¢),
(2.1.9b) Q;(O1;(¢) = TL;(¢) @;(¢) = 0.

Le résultat suivant, faisant intervenir les champs de vecteurs X, () introduits dans la
Définition 2.1.4, est fondamental dans la suite de I’analyse, puisqu’il énonce que certains opérateurs
apparaissant de maniére naturelle dans les équations que 'on étudiera, s’exprime comme des
opérateurs de transport scalaire & coefficient constant. Ce résultat est du a [Lax57].

Lemme 2.1.7 ([Lax57]). Soit ( € 2o, et j entre 1 et M(C) tel que i&;(C) est imaginaire pure.
On rappelle que k; est Uentier entre 1 et q tel que T = 71,(n,§;(¢)). Alors on a

IL;(¢) L(0) IL;(C) = Xa, (o) ILi(€)-

2.2 Ansatz et résultat principal

Dans (2.1.1), on considére pour simplifier les calculs un terme source f€ nul. L’équation (2.1.1)
étant linéaire, pour le terme de forcage au bord ¢°, on peut ne considérer qu'une fréquence, et
méme une seule harmonique de cette fréquence. On prend donc un terme de forgage au bord de
la forme

g (t,y) = W gt y)

avec g € H*(wr) telle que gy = 0, et ¢(t,y) =7t +1n-y, o ¢ := (1,n) € Zg \ G. On exclu
ainsi la possibilité que la matrice A(¢) ait des valeurs propres associées a des fréquences glancing,
mais la matrice A(() peut admettre des valeurs propres de partie réelle non-nulle. On note i¢;,

j=1,...,H les valeurs propres imaginaires pures de la matrice A(() distinctes deux a deux, et

'on suppose sans perte de généralité que la numérotation des valeurs propres i&;(¢) pour ¢ € Zg
est telle que, pour j=1,..., H

& = &(Q).

Puisque la fréquence ¢ est fixée, dans toute la suite du chapitre, on s’autorise a noter

O3(Q) =0%, et,pourj=1,....,H, ILi({) =1L, et Q;(¢)=Qy.

On introduit, en suivant [Benl14]|, les espaces de profils suivants adaptés a la fois aux modes
évanescents associés aux valeurs propres de A(({) de partie réelle strictement positive et aux

modes oscillants associés aux fréquences o;(¢) pour j =1,..., H.

Définition 2.2.1 ([Benl4, Définition 2.4]). 1) On note P¥ l’ensemble des fonctions U(t,x,1q)
de H®(Qp x RT) telles qu’il existe § > 0 tel que e?VaU(t, x,1hq) est dans H>®(Qp x RY).
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2) On note P°¢ ensemble des fonctions u(t, x,1q) de C*°(Qr x Ry) qui s’écrivent

u(t,x,1q) = Zelgﬂd’du (t, )

avec (u1,. .., ug) € (H®(Qr))H
3) On définit enfin ’espace des profils P comme

fP = PBV @ POSC.
On cherche une solution approchée u®?PP de la solution de (2.1.1) sous la forme

(2.2.1) uSPP(t, ) Zek WON/E U (t, 2, mq/€)
k>0

ot pour k = 0, U € P et se décompose dans P = P @ P de la fagon suivante

H
Up = U + U =) SV Uy + U
j=1

avec pour k > 0, UpY € P®, et pour j =1,... . H, U € H>(Qr).

Le résultat principal est le suivant, il suit la formulation de [Ben14, Théoréme 2.3| mais se
place sous des hypothéses bien plus simples que le cas de [Benl4].

Théoréme 2.2.2. Il existe une suite (Uy)>o de fonctions de P satisfaisant la cascade d’équations
(2.3.1a)-(2.3.2b) ci-aprés. De plus, si on note us, la série formelle (2.2.1) tronquée a l'ordren >0 :

U%(t, [L‘) = Z gk eiap(t,y)/s Uk (ta €z, l’d/g),
k=0

et u® la solution exacte du systéme (2.1.1), alors pour tout n = 0, pour tout o € Nt 4l existe
Cq > 0 tel que pour tout € € (0,1],

(222) el 0% (1, — )| 2(ag) < Coc™ .

En particulier,

Hus — e¥/ey, — 0.

HLOO(QT) e—0

La suite du chapitre est consacrée a la preuve du Théoréme 2.2.2. Elle est décomposée en trois
parties. On détermine d’abord le systéme d’équations vérifié par les profils Uy, en conduisant dans
un premier temps une analyse BKW formelle, puis en découplant la cascade obtenue au moyen
de la résolution d’un probléme rapide. On résout ensuite récursivement les équations obtenues
en utilisant le Lemme de Lax 2.1.7. On conclut en justifiant le développement, c’est-a-dire en
montrant 'estimation (2.2.2) au moyen de l'estimation (2.1.2) du Théoréme 2.1.2.

2.3 Détermination des équations

Si l'on applique formellement I'opérateur L(0) a la série formelle ) ;- ek et lf Uy (t, 2, 24/€)
et si 'on ordonne le résultat obtenu en puissances croissantes de € on obtient

eivle ﬁ(&pd Uo—i—Zé:‘ ( Uk+£(a¢d)Uk+1) (t,z,za/e).
k>0
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ott 'opérateur rapide £(0y,) est défini comme L£(dy,) := Aq(dy, — A(()).
Ainsi, la premiére équation du systéme (2.1.1) implique formellement que les profils (Ug)g>0
doivent satisfaire la suite d’équations

(2.3.1a) L(8y,) Us =0
(2.3.1b) L(0p,) Ui+ L(0)Up—1 =0, Vk>1.

D’autre part, pour que la série formelle u® satisfasse les deux derniéres équations de (2.1.1),
la condition au bord et la condition initiale, on impose

(2.3.2a) (BUR) 2y py=0 = 06 9, ¥k >0,

On va réécrire les équations (2.3.1a) et (2.3.1b) de maniére équivalente grace a un résultat de
résolution du probléme rapide £(0y,) U = F dont la preuve se trouve dans [Les07].

Lemme 2.3.1 ([Les07, Théoréme 2.14]). Dans l’espace P, il existe des projecteurs E,E* et un
inverse partiel Q tels que pour F' € P, léquation L(0y,) U = F admet une solution dans P si et
seulement si E'F = 0, et dans ce cas toute solution est de la forme

U =EU + QF.
En particulier, B, E' et Q se décomposent selon P = P @ P¢. Sur PV, E' =0 et E = E® ou
(2.3.3) E% U(t, z, ) = eP+AOI U(t, x,0)
tandis que Q = Q° ou pour F € P,

Y
(2.3.4) Q% F(t,z,1hq) := / eWa= DA AL F(t, 2, 5) ds
0

+oo
- /w ewd_S)A(QHiA;lF(t, x,s)ds.

d

Sur P°¢, on a E = E! = E%° ¢t Q = Q% ou

H H

(2.3.5) E*CV =) VIV, QUV =) SV,
=1 j=1

ou V est donnée par V = 25{:1 etiva V.

On peut alors réécrire les équations (2.3.1)-(2.3.2) vérifiées par la suite d’amplitudes (Ug)x>o0-
Le profil principal Uy satisfait le systéme suivant,

(2.3.6a) Up=EUy, E'LO)EUy=0, (BUo)uyupu—o=9 (Uo)ico=0,
et, pour k > 1, le correcteur Uy, vérifie le systéme

(I -E)U,=-QL(0) Uy

E'LO)U,=0

(BUk)|ggpq=0 =0

(Uk)\t@ =0

(2.3.6b)

Maintenant que la cascade d’équations (2.3.1)-(2.3.2) est sous la forme triangulaire (2.3.6),
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on peut résoudre celle-ci.

2.4 Reésolution des équations

Bien que notre cas se place sous des hypothéses simplificatrices de [Benl4], on suit les idées
de la partie 3 de ce travail.

2.4.1 Reésolution des équations pour le profil principal

En utilisant la décomposition P = P @ P, on réécrit le systéme (2.3.6a) que doit vérifier
le profil principal Uy :

Uev = B UgY
[gse — Eose s

(2.4.1) B [,(9) B U — 0
B(U§Y + U§*)|zgpa=0 = 9
(U§ ) <o = (Ug*)jt<0 = 0.

Détermination du profil principal oscillant

D’aprés la deuxiéme équation de (2.4.1) et en utilisant la décomposition (2.1.6), d’apreés la

forme (2.3.5) du projecteur E®*¢, pour tout j =1,..., H, on trouve
Uo,j = 11 Uo,;
et de méme, d’aprés la troisiéme équation de (2.4.1), pour tout j = 1,..., H, Pamplitude Up ;

doit satisfaire
I1; L(0) 11, Uy ; = 0.

Ainsi, d’apres le lemme de Lax 2.1.7, Uy ; est solution de I’équation de transport
(0t = Va;(¢) - Va) Un,; = 0.

Si j est un indice sortant, c’est-a-dire si la derniére composante du vecteur Va;(¢) est strictement
positive, alors Up ; est entiérement déterminée par sa donnée initiale Uy (0, x). Celle-ci est nulle
d’aprés la derniére équation de (2.4.1) et ainsi Uy ; est uniformément égal a 0. Si j est maintenant
un indice rentrant, c’est-a-dire si la derniére composante du vecteur v, () est strictement négative,
il nous faut déterminer la valeur au bord de Uy ;. Pour cela on écrit, d’aprés la quatriéme équation
de (2.4.1), et en utilisant U§¥ = EVUSY,

(2.4.2) B[HSU (t,4,0,0) Z IL; U (t, v, )} :g—B[ S T, oyt y.0)| = g,
JER(C JES(C)

ott on a utilis¢ Uy ; = 0 pour j € S(¢).
D’apreés la Définition 2.1.6 introduisant les projecteurs I1¢ et II; et la décomposition (2.1.7) du
sous-espace stable £/ ((), le terme en facteur de B dans le membre de gauche de I'équation (2.4.2)

est dans le sous-espace stable E_({). Or, d’aprés I'Hypothése 2.3, la matrice B est inversible sur
E_(¢). Ainsi,

(2.4.3) e US*(t,y,0,0) + Y T4 Uo,(t5,0) = (Bp_()) g

JER(C)
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et en décomposant le terme de droite de 'équation (2.4.3) selon la décomposition (2.1.7) du
sous-espace stable E_({), on détermine la trace au bord II; (U()Vj) =0 bour tout j € R(¢) ainsi

que la trace au bord II¢. (USY)

|z

I—. Ainsi I'amplitude Uy ; est solution du systéme

1
(0 = vay¢) - Va) Uog =0, (Vo) o =0, (Uog)pm =T (Bie_) 9

que l’on résout en intégrant le long des caractéristiques pour obtenir

-1 d d
Uo(t:2) = Loycret T (Bip_(©) " 9(t+2a/Va, (0¥ = TaVay(0)/Vay(0):

< 19 , , d—1 _ / d 3 3 .
ou I'on a décomposé le vecteur v, (¢) dans R x R comme v, () = (vaj( ) Vay( C))' Ainsi Up,j
appartient & H*({2r), et s’annule pour ¢ < 0 puisque g appartient & H> (7).

Profil principal évanescent

D’aprés la premiére équation de (2.4.1), U§¥ est donné par
Ug¥ = eV MO USY (¢, 2, 0).

Il nous faut donc déterminer la trace II° U (¢, , 0). En utilisant (2.4.3) et en projetant la fonction
(B|E7(<))_lg sur £ (¢) on obtient I'expression de la double trace I1° U§¥ (,y, 0, 0) suivante

¢ UG (t,9,0,0) =TI (Bjp_(¢)) 9.

On reléve alors cette double trace selon la procédure de [Les07] pour obtenir II¢ U§Y(¢,y, 24,0) =
x(zq) I USY(t,y,0,0) avec x une fonction de C§°(R) vérifiant x(0) = 1. On a alors déterminé
U§Y comme

U (t, 2, 1bg) = V49 x(24) I (Bip_(o) 9.

Le profil U§"¥ appartient bien a P puisque le projecteur II¢ est le projecteur sur le sous-espace
stable £ (¢) associé aux valeurs propres de A(() de parties réelles strictement négatives.

2.4.2 Reésolution des équations du premier correcteur

D’apres le systéme (2.3.6b) pour n = 1, le premier correcteur Uy doit vérifier les équations

(T ) UF = Q™ L(O) UgY
(1~ B) U = Qo L(9) U
(2.4.4) Ees [(9) U% — 0

B(UYY + UP™)jzg.pa=0 = 0
(U)o = (U™ ) <o = 0

Partie oscillante du premier correcteur

La résolution est similaire & celle du profil principal. D’aprés la deuxiéme équation de (2.4.4)
et la décomposition (2.1.6), on a, pour tout j =1,..., H,

(I —-11;)Uy; =—Q; L(0) Uy

ce qui détermine la partie non polarisée de U; ;. Concernant la partie polarisée, en utilisant la
troisiéme équation de (2.4.4) on a
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On utilise alors le lemme de Lax 2.1.7 de la méme maniére que pour I’amplitude principale. On a
alors

(2.4.5) (O = Vay(¢)  Va) Urj = 11; L(9) Q; L(9) Up,;.

Si I'indice j est sortant alors I’équation de transport scalaire & coefficients constants (2.4.5) suffit
a déterminer Uy j, qui est nul puisque si j est sortant, Uy ; est égal a zéro et que la donnée initiale
de Uy ; est également nulle. Dans le cas contraire, si I'indice j est rentrant, on utilise la quatrieme
équation de (2.4.4) pour obtenir

B[IC U (1,,0,0) + Z I, Uyt 9, )]
]GR

:B[Q“L( VU + QL@ UF* ~ > T Un,(t,9.0)]

JeS©)
= B|Q™L() Us" + QL (D) U™

puisqu’on vient de montrer que les profils Uy ; pour j € S(¢) sont nuls. Ainsi, par les mémes
arguments que pour le profil principal,

(24.6) ¢ UP(t,5,0,0)+ Y II;Uy;(t,y,0)
JER(Q)

— (B|E_(£))71-B QevL(a) USV + QOSCL( )Uosc]'

En décomposant le terme de droite selon la décomposition (2.1.7) du sous-espace stable £_((),
on détermine, pour j € R((), la trace au bord (U j)|,,—0 en fonction du profil principal Uy qui
est & ce stade entiérement déterminé :

I (U1) 4,0 = 1 (B|E7(9)_1B[Q6VL(6) USY + Q°L(9) U] .

On en déduit alors le profil Uy ; en résolvant I’équation de transport (2.4.5) dont le profil Uy ; est
solution :

ULt o) = Tgpcpve 11 (Bip_¢))~'B
J

x [QeVL(a) USY + QUL (9) U{;ﬂ (t+ 2a/VE 0y — TV o /VE (0)-

Partie évanescente du premier correcteur

La premiére équation du systéme (2.4.4) donne (I —E®) Uf" la partie non polarisée du profil
UTY, puisqu’a ce stade le profil U§Y a été déterminé, et il nous faut alors déterminer la partie
polarisée EVUTY de Ut". Pour cela on détermine d’abord la double trace I1¢ (UTY) z,.4,=0-

On utilise I’équation (2.4.6) en décomposant le terme de droite selon (2.1.4) pour obtenir
1 US* (£,9,0,0) = T2 (B ()~ [QL(O) U™ + QO L(0) Ug™]
On pose TV US¥ (, ,24,0) = x(a) TL_ US* (£,,0,0) ce qui méne A

E U (t, 2,14) = ePaA(C) x(zq) I (B|E C)) [QevL( ) gv + Q°°L(0) Uosc} ‘
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2.4.3 Profils d’ordre supérieur et résultat

On se convainc facilement que le procédé utilisé pour le premier correcteur s’itére pour les
correcteurs d’ordre supérieur. On obtient alors, pour n > 1, que le profil oscillant U, ; pour
J € 8(¢) est nul, le profil oscillant Uy, ; pour j € R(() est donné par sa partie non-polarisée

(I =1I;) Unj = =Q; L(9) Un—1,,
et sa partie polarisée
IL; Un 5 (t, 2) = ]lxdgtvgj(o IT; (BlE_(g))ilB
y [QevL(a) U | + QU°L(9) ,‘;Sfl} (t+ xd/vgj(c), Y — T4 V;j(C)/vij(C))’
et que le profil évanescent US" est donné par sa partie non-polarisée
(I -E™) UL = -QV L(9) UsYy,

et sa partie polarisée
B U (1,2, 6a) = A€ x(2a) T2 (Bl () [QVL(0) U, + Q™ L(0) U, .

On a alors montré la premiére partie du Théoréme 2.2.2.

2.5 Justification du développement d’optique géométrique

On justifie maintenant que la série formelle ek /2 Uy (t, 2, 24/¢) construite dans la
partie précédente approche bien la solution exacte de (2.1.1) lorsque la longueur d’onde ¢ tend
vers 0. On énonce dans un premier temps un résultat qui précisé des propriétés des fonctions de
P et de Pos°.

Proposition 2.5.1 ([Benl4, Proposition 4.1]). Si U est une fonction de PV (resp. P°*¢ ), alors
les fonctions U(t,x,xq/e) et (L(9) U(t,,14q)) sont de lordre de O(e'/?) (resp. O(1) )
dans L*(Qr).

[Ya=zq/e

On se reporte & [Benl4| pour la preuve de ce résultat. On rappelle le résultat de stabilité que
I’'on va montrer.

Théoréme 2.5.2. On rappelle que us, est la série formelle u® tronquée & Uordre n = 0 et v° la
solution ezacte du systéme (2.1.1). Pour tout n > 0, pour tout a € N4 il existe Cp, > 0 tel que
pour tout € €)0,1],

(2.5.1) el 0% (ug, = v%) | 20y < Ca™

Preuve. Soit n > 0. Par construction des profils (Uy)r>0, la fonction uj,,; — v® est solution du
probléme

L(9) (w54, = v7) = e#/7en L (LOUL, + LOUES dans Q7

>|¢d=ﬂvd/6
B(uS,, — UE)\xd:O =0 dans wr

(uhi1 — ”E)\tgo =0.

Ainsi, d’aprés lestimation (2.1.2) et la Proposition 2.5.1,

g1 — ”EHLg(QT) < Cemt (HL(a)Uri:-lHL%{(QT) + HL(G)U;zi?lHLE/(QTQ < Cemt
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Si o’ € N?, la dérivée tangentielle 95" y(u +1 — v°) est solution du probléme aux limites

L(9) 81% (u761+1 _f) = [ ip/eg n+1 8)Un+1)|wd:xd/€] dans Qr
B(@g‘;(uiﬂ — UE))W 0= dans wr
(8&;(“2+1 - UE))|t>0 0

et donc, toujours d’aprés (2.1.2) et en utilisant la formule de Leibniz on obtient de la méme
maniére que précédemment

’ +1 _—la!
107y (451 _UE)HLQ(QT) < Certteil,
Y

Si maintenant o = (o, k) € N9 on exprime les dérivées partielles normales 8]; p (ufl 11— vg)
comme combinaison linéaire de dérivées tangentielles a ’aide de 'opérateur L(J) pour trouver
finalement le résultat

o, € . < n+1 —|oz|.

[0% (w1 — v )HL%(QT) SCe™e

Pour conclure il nous suffit de voir que d’aprés des arguments déja développés, pour tout o € N1+,

il existe C' > 0 tel que,
el (up 1 up )l z2r) < Centl

On choisit ensuite v = 1/T" ce qui nous permet d’obtenir I’estimation (2.5.1). O
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On détaille dans ce chapitre la construction du premier terme d’'un développement d’optique
géométrique multiphasée pour des problémes aux limites semi-linéaires, telle qu’accomplie dans
[Wil96], dont on reprend la présentation. Contrairement au cas du chapitre précédent, les non-
linéarités du probléme engendrent, & I'intérieur du domaine, & partir des multiples phases au bord,
une infinité de fréquences pour la solution approchée. Cela nous contraint & nous placer dans
le cadre des fonctions presque-périodiques, et I’on explique ici comme ce cadre fonctionnel peut
étre utilisé pour la construction de développements d’optiques géométrique. Le cas semi-linéaire
permet de considérer des fonctions presque-périodiques au sens des algébres de Wiener, et ’on
verra que dans le Chapitre 4 suivant que le cas quasi-linéaire préconise plutdt les fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans une premiére partie on introduit le probléme
étudié, et I'on fait une série d’hypothéses structurelles classiques sur le probléme et la condition
au bord, et 'on énonce un certain nombre de résultats préliminaires. On introduit également
le cadre fonctionnel qui sera utilisé ensuite pour résoudre les équations de profils. Dans une
deuxiéme partie, une analyse BKW formelle conduit, & partir d’'un ansatz que ’on aura précisé,
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a la cascade BKW d’équations vérifiées par les profils, que 'on découple de maniére classique
a l'aide de projecteurs de polarisation. Enfin, dans une troisiéme partie, on résout le systéme
d’équation ainsi obtenu pour le profil principal. On donne d’abord des résultats utiles pour les
espaces fonctionnels mis en jeu, puis ’on donne des estimations dans ces espaces fonctionnels
pour les équations de transport associées & chaque mode. On utilise alors ces estimations pour
prouver l'existence d’une solution au systéme linéarisé. On montre enfin ’existence d’une solution
pour le systéme d’origine grace a la convergence d’un schéma itératif sur le systéme linéarisé.

3.1 Notations et hypothéses

On cherche a déterminer le profil principal d’un développement d’optique géométrique pour
les solutions de problémes fortement oscillants de la forme

L(0:) v = 0pus + 30 Aj0;u° = he + f(uf, @) dans Qp
(3.1.1) Bu‘xd =9 sur wr

“|t<0 0

ott T > 0, le domaine Q7 est défini comme (—oo, T] x R¥™! x R, sa frontiére (selon z4) wr est
donnée par wr := (—o0, T] x R4~! I'inconnue u® est une fonction de Q7 dans CV, les matrices
A; appartiennent & My (R) et la matrice B appartient & M« n(R) et est de rang maximal.
L’entier M est précisé dans I'Hypothése 3.2 ci dessous.

On note z = (t,y,24) € Ry x R X Ry, 2/ = (t,y) e Ry x R et a = (1,1,£) € R¥! 1a
variable duale de z = (t,y, zq).

La fonction f est une fonction polynomiale dont le coefficient du terme constant est nul, que
I'on écrit

(3.1.2) fu,v) = Z fopu®v®,

1<a+-p<dy
ol dy > 1 est le degré de f. Le terme source h° et le terme de bord g° sont donnés par
(3.1.3) he(z) = H(z,z/e), ¢°(¢')=G(, 7 /e),

ou H et G sont également précisés plus bas.

3.1.1 Stricte hyperbolicité

Définition 3.1.1. Pour a = (1,1,€) € R on définit L(a) le symbole associé a L(D,) comme

-1
L(a) = L(7,m,8) i= 7T+ Y njAj + EAq.

i=1

On définit alors p(,m,€) := det(L(7,n,£)) son polynéme caractéristique. On dit que o € R+
est une fréquence caractéristique si elle est racine du polynome p.

Hypothése 3.1 (stricte hyperbolicité). Il existe des fonctions analytiques réelles 71 < -+ < Tn
sur R4\ {0} telles que pour tout (n,€) € R\ {0} et pour tout T € R,

d—1

N
p(7,n,§) = det <TI+Z77jAj +€Ad) =] (v = m.9).
k=1

J=1
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Pour tout (n,£) € R, on a donc la décomposition de C en sous-espaces de dimension 1 suivante

(314> (CN = kerL(Tl(nﬂg)v’n?g) DD kel"L(TN(Waf)anaf)-

L’hypothése de stricte hyperbolicité est préférée ici & I’hypothése d’hyperbolicité a multiplicités
constantes, moins restrictive, pour des raisons techniques, mais il n’y a pas d’obstacle apparent a
conduire ’étude avec cette deuxiéme hypotheése.

Définition 3.1.2. Si a = (7,n,£) € R4\ {0} est caractéristique, alors T = (1, &) pour
un certain k entre 1 et N. On note m, la projection de CN sur kerL(Tk(n,ﬁ),n,f) selon la
décomposition (3.1.4). Si o € R1T4\ {0} n'est pas caractéristique, on note T4 := 0 et si o = 0 on
note mg = 1.

Remarque 3.1.3. Pour tout o = (1,1,£) € R\ {0} caractéristique, T(r(n,€),n,¢) €st homogene
de degré 0 en (n,§). D’autre part, par stricte hyperbolicité, (1,€) = 7(r(y.¢) ) est analytique.
Ainsi, par compacité, pour tout a € R%, 1, est borné uniformément par rapport a a.

3.1.2 Condition de Lopatinskii uniforme

On définit les espaces de fréquences

E={(=(0=7—ivn) € (CxRTH)\{0} [~ =0},
Si={¢eE[m+2 +nl* =1},
Z0:={¢€E]y=0}

Yo :=ZpNX.

On définit également la matrice qui apparait lorsque 'on applique la transformée de Fourier-
Laplace a opérateur L(9,), pour tout ¢ = (o,n) € E,

d—1
AQ) = (A (oI + Y miay).
7j=1

Le lemme de Hersh ([BGS07, Lemme 4.1]) nous assure que pour ¢ € =\ Ey la matrice A(()
n’a pas de valeur propre de partie réelle nulle et que le sous-espace stable associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative, que ’on note E_((), est de dimension constante
égale & p. On note E4(() le sous-espace stable de A(() associé aux valeurs propres de partie
réelle strictement positive qui est de dimension N — p.

Dans [Kre70] il est montré que que les sous-espaces stables F1 s’étendent de maniére continue
a tout 'espace =. On peut alors formuler ’hypothése principale de ce travail.

Hypothése 3.2. On suppose que le systéme vérifie la condition de Lopatinskii uniforme, c’est-a-
dire que pour tout ( € =,
ker BN E_(¢) = {0}.

En particulier, cela impose que le rang de la matrice B soit égal a la dimension de E_((),
c’est-a-dire M = p.

Remarque 3.1.4. Puisque E_(() est homogeéne de degré 0, et par compacité de X, on remarque que
la condition de Lopatinskii uniforme implique que la matrice (B‘ B (C)) ! est bornée uniformément
par rapport a ¢ € 2.

On s’attache maintenant & décrire plus précisément la matrice A(() et les espaces E4(() pour
¢ € Zp. Le théoréme suivant, di a Kreiss (|[Kre70]), donne la décomposition de la matrice A(()
lorsque ¢ appartient & =y, pour des problémes strictement hyperboliques.
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Proposition 3.1.5. Si I’Hypothese 3.1 est vérifiée, alors pour tout ¢ € Zo, il existe un voisinage
V de ¢ dans =, un entier L > 0, une partition N = vy + -+ + v et une matrice inversible T' de
classe C*° surV telle que pour tout ( € V,

T(OA)T) ™ = diag(Ai(¢),- -, AL(Q)

o pour tout j la matrice A; est de taille v; et vérifie une des propriété suivantes :

i) les valeurs propres de A;(C) sont de partie réelle strictement positive
ii) les valeurs propres de A;(C) sont de partie réelle strictement négative
i) vi =1, A;(() est imaginaire pur lorsque v est nul et 04A;(¢) € R*

iv) v; > 1, les coefficients de A;(C) sont imaginaires purs lorsque 7y est nul, il existe iw; € iR

tel que
w1 0
Aj (Q = )
0 in

et le coefficient en bas a gauche de 04.A;(C) est réel non nul.

Définition 3.1.6. Si a = (7,1,&) € R%\ {0} est caractéristique, alors T = 13,(n,€) pour un
certain k entre 1 et M. On définit X, le champ de vecteurs associé a o comme

(3.1.5) Xo =0 = Vy7i(n,€) - Vo — O¢7i(0,€) - Oy

On dit que o est glancing (resp. rentrante, sortante) si Og7y(n, &) est nul (resp. strictement négatif,
strictement positif).

Proposition 3.1.7 ([Wil96], (3.4)). Soit ( = (1,1) € Zg. On note i&;(() pour j =1,..., M(()
les valeurs propres distinctes de A(C), et si £(C) est réel, la fréquence caractéristique associée
a;(C) :== (1,m,&(1,m)). L'ensemble {1,2,..., M({)} s’écrit comme l'union disjointe

(3.1.6) {1,2,...,. M)} =G(Q)UR(C)UPE)US(C)UN(C)

ot les ensembles G(C), R(C), P(C), S(¢) et N(C) correspondent aux indices j tels que respectivement
a;(C) est glancing, a;(C) est rentrant, Im(&;(C)) est strictement positive, a;(¢) est sortant et
Im(&;(C)) est strictement négative.

On a alors la décomposition de E_(() suivante

(3.1.7) EQ= Fe @ e P E©.

J€G(¢) JER(C) JEP(C)

On a de plus une description de E7 (¢) suivant Uindice j.
i) Si j € P(C), Uespace E” (C) est espace propre généralisé associé  la valeur propre i&;(Q).
i) Sij€R(C), on a EL(C) = ker L(a;(C)).
iii) Sij € G(C), on note m; la multiplicité de la valeur propre imaginaire pure i&;(¢). Pour
v > 0 petit, i§;(T,n) se sépare en m; valeurs propres simples 255(7' —iv,m), k=1,...,m;,
de partie réelle non nulle. On note 1;(¢) le nombre de valeurs propres zﬁf(T —ivy,n) de

partie réelle strictement positive. Alors E* (¢) est de dimension 1i(C) et est engendré par
les vecteurs propres généralisés w vérifiant [i€;() — A(Q)]*w = 0. De plus, si m; est pair,
pi =m;/2 et sim;j est impair, i est égal & (mj; —1)/2 ou (m; +1)/2.

Hypothése 3.3. Pour tout € E, la multiplicité m; des valeurs propres imaginaires pures de
A(Q) est inférieure ou égale a 2.
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Dans [Wil00], il est montré que sans 'Hypothése 3.3 précédente, il peut exister des solutions
fortement oscillantes qui explosent en temps arbitrairement petit. Concernant notre probléme, il
est montré dans [Wil00O| que, sans cette hypothése, les projecteurs introduits dans la définition
suivante pourraient ne pas étre bornés, alors que le caractére borné de ceux-ci est un résultat
crucial dans notre analyse.

Définition 3.1.8. Pour ¢ € Zq et, avec les notations de la Proposition 5.1.7, pour un indice j
dans G(¢) UR(C) UP(C), on note I?_(C) la projection de E_(¢) sur E? ({) selon la décomposition
(3.1.7). '

On note également 11° (C) la projection de E_(C) sur la partie elliptique ®;cp(cyE”(C) selon
la décomposition (3.1.7).

Les preuves des deux résultats suivants, omises dans [Wil96], sont rappelées au chapitre
suivant, voir Propositions 4.1.21 et 4.5.16.

Proposition 3.1.9 ([Wil96, (3.5)]). Sous I’Hypothése 3.3, pour ¢ € Eq et pour j dans G(¢)US(C),
7 (¢) est uniformément borné par rapport a ¢ et 11 (¢) est uniformément borné par rapport a (.

Proposition 3.1.10. Sous [’Hypothése 3.3, la matrice etA(OHe_(O est uniformément bornée par
rapport a ( € Zg et t > 0.

3.1.3 Cadre fonctionnel

On note (-) := (14| - [*)*/? le crochet japonais, ou | - | désigne, selon le contexte, le module
d’un nombre complexe ou bien la norme euclidienne.

Pour m, s > 0, on note HT’S(Rd) I’ensemble des fonctions u(t, x) s’annulant pour ¢ négatif, et
telles que

7, n = (7)™ () U7, n)

soit une fonction de L*(RY). On définit de méme, pour m, s,p > 0, I'espace H"*F(R4T) des
fonctions u(t,y,14) s’annulant pour ¢ négatif, et telles que

0, B (1) (m)* (B) ul(r,n, B)

soit une fonction de L2(R%*1). On note alors Cp(Ry, H"*(R?)) (resp. Cp(Ry, H["*P(RIFL)))
’ensemble des fonctions u(zq) continues bornées en xq dans Ry a valeurs dans H"* (RY) (resp.
Hm757p(Rd+1))

: .
Définition 3.1.11. Pour m,s,p = 0 et v > 0, on définit les espaces de fonctions suivants.

i) Fooum,sny, Lensemble des fonctions u de eV'Cy(Ry, H"*(R?)) telles que

< +00

[lloe sy = 17 = 20) g (=)™ ),

ot u (T — iv,n,xq) désigne la transformée de Fourier partielle en (t,y) de la fonction
e "u(t,y,zq). On notera Foom,s Lensemble des fonctions de Foom,s~ dont le support en
Tq est compact.

ii) Fon,s,y, Uensemble des fonctions u de e"*H'"*(RY) telles que
[ll 5 = 10T = iy, m) (7 = i)™ (0)° [l L2y < +00-

i11) Foom,sy €st défini comme l'ensemble des fonctions u de Cp(Ry, HT’S(Rd)) telles que

S

< 400
L2(7,n)

6l s sy 3= |11, 20) ey 7 = ™ 1)
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ot u (T,m,xq) désigne la transformée de Fourier partielle en (t,y) de w. On notera la encore
FS m sy les fonctions de Foo m sy 4 support compact en xg.

W) Fys:y, Uensemble des fonctions u de HT’S(Rd) telles que
HuHm,s:'y = Ha(Tan) <T - 7/'7>m <77>8HL2(7.77]) < +00.

Remarque 3.1.12. i) On note que u € Fooms~ (resp. Fims~) si et seulement si e 7y €
Foo,m,s:'y (resp. Fm,s:'y)-

ii) Les espaces Foom,s,y> Fm,sys Foom,siy €6 Fin sy sont des espaces de Banach.

Proposition 3.1.13 (|Wil96, Proposition 6.2]). Pour m > 1/2, s > (d—1)/2 et p > 1/2, les
espaces Fog m sy €t Fiy sy sONE des algébres normées, c’est-a-dire qu’il existe C > 0 indépendant
de v = 0 tel que pour tout u,v € Fog . 5.,

(3.1.8) [wo] < Clluf o]l

00,Mm, Sty 00,m, Sty 00,m, Sty

avec une estimation analogue pour Fp, s.o. D’apres la remarque précédente, il existe alors C > 0
tel que pour tout (u,v) € Foom,sy X Foom,sivys

(3.1.9) [00]l o m,sy S Clltello sy 1010, m, sy

ot l’on note que l'une des normes dans le membre de droite de ["inégalité est celle de l’espace
Foom,siv- On a la encore un résultat similaire pour Fp, s X Fpy sy

Définition 3.1.14. Si B est un espace vectoriel normé, on définit l’algébre de Wiener Ag(B) des
fonctions presque périodiques de § € R comme 'ensemble des fonctions U de 6 € R & valeurs
dans B qui s’écrivent

(3.1.10) U= Y Uce?
¢eRE

et qui vérifient

(3.1.11) 1Ullagemy = D IUcllg < +oo.
¢cRd

Remarque 3.1.15. Si B est un espace de Banach, alors 'espace Ay(B) est aussi un espace de
Banach, et si B est une algébre normée, alors Ay(B) est aussi une algébre normée.
Définition 3.1.16. Pour m,s > 0 et v = 0, on définit les espaces suivants.

i) Lespace Ppy ., est Uensemble des fonctions U de la forme U(z,a) = 3 ¢cp ei¥al;(z) on
la somme est finie et pour tout & € R, la fonction Ug est dans Fog m,sy- On munit cet espace

de la norme
1Ullpgse = > el ... -
£eRd

i) On définit Py s, comme Uensemble des fonctions U(z,1a) de Co(Ry, Foom,s,y) (¢ 'est-a-dire
lensemble des fonctions U de 1pq dans Ry, continues bornées a valeurs dans Foom,s) telles
qu’il existe § > 0 tel que e¥aU(z,1q) soit dans Co(Ry, Foom,s,y)- On associe a Py s la
norme

10 Yalllpg,, , = Wl @ o) -

i1) Enfin, on prend P s = PpS ., © Prys o auquel on associe la norme évidente

5l = llpgse  +1-llpey -
Pm,s,'y P’m,s,’y P’m,s,’y
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PourU € Psy (resp. Ag(Pmsy)), on note U =: U U avec U € PS, . (resp. Ag(Pss )
et U € Prys . (resp. Ag(Pr)s))-

Remarque 3.1.17. On note que l'espace Py, muni de sa norme n’est ni une algébre ni un espace
de Banach.

Définition 3.1.18. Pour m,s > 0 et v > 0, on définit les espaces suivants.

i) L'espace Pg’s.., est U'ensemble des fonctions U de la forme U(z,¢a) = 3 ¢cp e®Vale(2) ou

m,s:y
la somme est finie et pour tout £ € R, la fonction Ug est dans Fg 5.y munit de la norme

1Ulpgse = > IWelp,.. -
£€Rd

ii) On définit Pgy,., comme l’ensemble des fonctions U(z,1q) de Ch(Ry, Foom,s:y) telles qu’il

m,s:y
existe § > 0 tel que e®YiU(z,10q) soit dans Cp(Ry, Foom siy) que l'on munit de la norme

1Tz a)llpgy,.., = U lle, @ P,

i1) Enfin, on prend P, sy := Py @ Pps.. auquel on associe la norme évidente

I = [ llpose, + [l pev,. -
Pm,s:'y Pm7s;7 Pm,s:w

3.2 Ansatz et équations de profil

3.2.1 Position du probléme

Dans (3.1.3) on se donne G de la forme
(3:2.1) G(y,0) = Gi(y) €1 + Ga(y) '’

avec (1,(o € R? rationnellement indépendants. et Gi,Ga € F,.s:y pour un certain couple
(m,s) € Ry.

On étudie maintenant I’ensemble des fréquences F créées par relévement et résonance & partir
de (; et (5. La résonance sur le bord crée '’ensemble (17Z & (sZ. Ces fréquences sont ensuite
relevées pour obtenir des fréquences a l'intérieur du domaine. Compte tenu de la polarisation de
la solution, seules les fréquences o = (¢, €) € R x C vérifiant det L(¢, £) = 0 subsistent. Pour
C=pC+qC € GZ® GZ\ {0}, on cherche les fréquences o = ((,&) créées par relévement a
partir des fréquences du bord, qui sont donc rentrantes, on cherche ainsi £ = £;({) ot j est dans
R(¢),P(C) avec les notations de la Proposition 3.1.7. On a donc obtenu 1’ensemble

° =0} U {(GE(O) C€GZBGZ\ {0}, ) € RO, PO}

On s’intéresse maintenant aux fréquences créées par résonance a 'intérieur du domaine, c¢’est-
a-dire les fréquences a = p((,§) + q(g, E) avec (¢,§), (Z,j) € FO pC + qC # 0 et telles que
det L(p¢ + q¢, p& + ¢€) = 0. On a alors p& + ¢€ = &;(p¢ + ¢¢). On fait 'hypothése que pour toute
fréquence « de cette forme, j n’est pas dans G(p¢ + QZ ). Puisque p¢ —i—qg7 € (1Z.® (27, les nouvelles
fréquences sont celles telles que j € S(p¢ + qZ ). On obtient alors I’ensemble

Fr = {0 u{(¢6(Q), CeGZoGZ\ {0},) € RO, P, S(O) }-

Les fréquences créées par résonance a partir de cette ensemble en font déja partie, on a donc
trouvé F.
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On va donc chercher une solution u® de (3.1.1) sous la forme

(3.2.2) Y "Un(z,2/e)

n=>0

ou pour n € N, U, est dans Ag(Py, s ), ¢'est-a-dire que U, s’écrit

(323)  Up:=Uls+ Y. eUc(zva) =Uss+ > €7 [USE+ U] (2,000)
CeR?\{0) CeR?\(0)

ot Up§ € Foom,sy €t pour tout ¢ € R4\ {0}, Up€ = 2jer(oyus(c) € i (Qvayyose () st dans

P et correspond aux fréquences réelles rentrantes et sortantes et ou Up” € PrY . correspond

aux fréquences positives.
Puisque les termes non polarisés du terme source H n’interviennent pas dans le profil principal,
on considére H de la forme

(3.2.4) H(z0,00) = Ho(z) + > 0 3 e&Ovp, o (2)

CeRAN{0} JER(C)US(C)

dans Ag(PyS -)-

3.2.2 Obtention des équations de profil

On cherche les équations que doivent vérifier les profils (U, ),>0 pour que la série formelle
(3.2.2) soit formellement solution de (3.1.1). On commence par écrire

(3.2.5) I3V > emn) = f (U0, To) + Y " Fn

n=0 n=0 n=1
ou pour n > 1, F, est un polynéme en Uy, Uy, Uy, U1, ..., Uy,, U, dont les coefficients dépendent
de z.

Remarque 3.2.1. Ici le terme f (Uo,ﬁo) n’est & priori pas bien défini puisque Ag(P, ) n’est pas
une algébre. Dans la suite on considérera cependant une troncature réguliére en ¢ de Uy a la place
de Uy ce qui nous assurera que f (Uo, Uo) est bien défini dans Ag(Pr, ).

Si on applique 'opérateur L(9,) a la série (3.2.2) on obtient

(3.2.6) L(@Z)(anUn(z,z/s))

n=0

az)(zgnUn(z’e’wd))lazz’/z-:ﬂ/)d:xd/s 1ZA 86 (ZE"U %6 wd))w o feppa=za/e

n=0 n=0

Ainsi, si 'on note L(0p) = Z?:o Aj0y; et que I'on réordonne les termes de (3.2.6) en puissances
croissantes de € on obtient, pour (Uy,(z,0,%q))n>0,

(3.2.7) (Za U ) — T L@+ Y e ( VU, +L(89)Un+1).

n>0 n>0

Pour que la série formelle (3.2.2) soit solution de (3.1.1), on cherche donc que pour les amplitudes
(Un(za 07 ¢d))n207

L@0)Us + > " (L(O)Un + L(00)Uns1) = H + f (Uo, To) + > " F.

n=0 n=1
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Pour obtenir cela on impose que chaque terme en facteur d’une puissance de € soit nul. Avec les
termes en facteur de e ! et €2 on obtient alors, pour Uy et U;

(3.2.8a) L(3g)Uy = 0
(3.2.8b) L(@Z)UO + L(ag)Ul =H+f (U(],ﬁ(]) .

On étudie alors 'opérateur L(0dp) agissant sur I’algébre de Wiener Ag(Pp, s,y )-

Lemma 3.2.2. Pour tout m,s > 0 et pour tout v > 0, il existe sur Ag(Ppm,sy) (Tesp. Ag(Pm siy))
des projecteurs E et E et un opérateur E de Ag(Pps~) (resp. Ag(Pp.sy)) tels que pour tout H
dans Ag(Prm,s) (resp. Ag(Pr sy)), Uéquation

L(9)U = H

admet une solution dans Ag(Pum,s~) (resp. Ag(Pp,sy)) si et seulement si E'H = 0 et dans ce cas
la solution est unique et donnée par

U=EU+EH.

SiU = deR ei<'9U<(z,¢d) avec Us € Py (T€5p. Prsivy), alors E, E! et E agissent sur
chaque profil U, c’est-a-dire que

EU =Y ¢ “’EcUc(2,q)
CeR

avec des formules similaires pour E' et B. De plus, pour tout ( € RY, E¢, EZC et B¢ se décomposent
selon Prmsy = Py © Prisy (Tesp. Prsy = PRS, @ PRl ). Sur PR, (resp. PRYe.), on a
E¢ =E; = EZ et E¢ = EZ* ou

(3.2.9) EQUc =) eV me o ULY,
EeR
ou Ug est donnée par U = Z&R e¥va Ugsg. On rappelle que la définition de 7 ¢) a été donnée
dans la Définition 3.1.2. Sur Pgy, ., (resp. Py ), B =0 et E¢ = E¢” ou
(3.2.10) E§' U(z,1q) =0, EZU(z,vq) =AM (()U(2,0),5¢ # 0.

Preuve. Silafonction U de Ag(Py,s ) (resp. Ag(Pin,siy)) s'écrit U(z, 0, 9a) = 3¢ cpa e U (2,94),

alors

L(0p) U(z,0,0a) = Y P Aq(0y, — A(Q) Uc(2).

(€ERA

Si on note £(0y,) := Aq (9y, — A({)), on est alors ramené a étudier
L(0y,) U = He
pour tout ¢ dans RY. On se rapporte pour cela & [Les07, Théoréme 2.14], qui nous donne
I'expression de E, EZ et E¢. O
Avec les projecteurs E et E, les équations (3.2.8) se réécrivent donc

EU, = Uy
E'L(0.) Uy =E' [H + f (Uo,Up)]
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auxquelles on ajoute la condition initiale et la condition au bord,

(BU0) g y=0,p4=0 = G
(Uo)jt<0 = 0.

3.2.3 Reésultat principal

Théoréme 3.2.3 (Existence d’'un profil principal semi-linéaire). Soit s > (d —1)/(2), soit G

donné par (3.2.1) avec G1,G2 dans F 50 et soit H donné par (3.2.4) dans Ag(P1 s.0). Il existe

alors T' > 0 et un profil principal U de Ag(P; , 1) vérifiant sur Qg x R4 le systeme d’équations
b 7T

(3.2.11a) EU=U
(3.2.11b) E'L(0,)U=E'[H + f (U,U)]
(3211C) B U|$d:0,¢d:0 = G

Pour montrer ce théoréme, on va utiliser le résultat suivant.

Théoréme 3.2.4 (Existence d’un profil principal linéaire). Soit v = 0, m,s > 0, soit G
donné par (3.2.1) avec G1,G2 dans Fp, s pour tout v > vy et soit H dans Ag(Pm,s,) pour tout
v > . 1l eziste alors un unique profil principal U de Ag(Pp, ) pour tout v > 7o vérifiant sur
R? x Ry x R x R, le systéme d’équations

(3.2.12a) EU=U
(3.2.12b) E'L(0,)U=EH
(3.2.12¢) BU;y=0p4=0 =G
(3.2.12d) Ult<o = 0.

De plus il existe C' > 0 telle que pour tout v > 7o, le profil principal U vérifie ’estimation

1
(3218)  |esmtallayr oy 10 Py < O[5 I Nanirs ) + 1G]

ou Ho%¢ € Ag(P25S ) est la partie oscillante de H.

m,s,y

Enfin, U® s’écrit
(3.2.14) U (2,0,%a) = x(za) Y PO (U (y)
¢eR\{0}

avec, pour ¢ € R4\ {0}, ﬁf“ € Fum,sy €t x une fonction de C§°(R) wvalant 1 en 0.

3.3 Résolution des équations de profil

3.3.1 Reésultats sur les espaces fonctionnels

On donne ici des résultats sur les espaces fonctionnels définis plus haut qui nous seront utiles
pour la suite.

Proposition 3.3.1 (|Wil96, Proposition 6.3|). Soit m,s > 0, et soit U € Ag(Fy, 5:0). Alors
U € Ag(Fom,s) pour tout v > 0, et il existe de plus une constante Cp, s > 0 indépendante de
v > 0 telle que

HUHAQ(]_—m,s,'y) < Cm78 |U”A9(Fm,5:0) :
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Proposition 3.3.2 (|[Wil96, Corollaire 6.17]). On considére B une fonction de C3°(R) dont le

support est contenu dans lintervalle | — 2,2[, et pour tout T > 0, on pose Br(t) := B(t/T). Soit

s20e0<T <1 85U €Ag(P)C 1) alors BrU € Ag(P)*° 1) et BrU € Ag(P*7, ). D’autre part
1O T T

si V € Ag(PP5) alors BrV € Ag(Py°¢ 1 ). De plus il existe une constante Cg > 0 indépendante

de T telle que !

(3.3.1) 1BTU lagpose |y < CpT ™'/ 10N agpose )
ST T

(3.3.2) ||5TU||A9(P$%) < Cp ||U||A9(Pff;%)

(3.3.3) 1BV llaypose , y < CoT ™21V 5 ppacy) -
Sy 7 7

Proposition 3.3.3 (|[Wil96, Lemmes 2.8 et 2.9]). Soit f une fonction polynomiale de la forme
(3.1.2), soit m > 1/2, s > (d—1)/2 et v > 0, et soit U une fonction de Ag(Pn.s~). Si la
fonction U est aussi dans Ag(Ppsy), alors f(U,U) est bien définie dans Ag(Ppm.s~), on a
f(U,O)%%¢ = f(U°¢,U°5¢), et il existe Cy, s > 0 indépendante de v > 0 telle que

(334) Hf U U OSCHAg(posc ) < Cm,s HUOSCHAQ(P,%S’CSN) |:|‘91(U0567W)“A9(P%§§:V)

+ Hg2(U0567W)HA9(P3ﬁ§W) +Cf

ot Cy = 0 ne dépend que de f et ot g1 et go sont deux fonctions polynomiales qui envoient les

parties bornées de Ag(Py5.,) dans les parties bornées de Ag(Pps..)-

St de plus on considere V' dans Ag(Pps,y) telle que V- appartienne a Ag(Pp s.y), alors il existe
Cm,s > 0 indépendante de v > 0 telle que

(335) [FO.0) = FV. V)|, pose s

Magepges..)

< Cm,s HUosc _ VOSCHAQ(’P,O,{Q’%H) [ th(Uosc’ Vosc’ Uosc

+ HhQ(VOSC,UOSC,VOSC HA (Pose ):|

m,siy

ot hy et hy sont deux fonctions polynomiales qui envoient les parties bornées de Ag(PyyS.,) dans

m,s:y
les parties bornées de Ag(P5S...)-

Preuve. On montre d’abord le résultat dans P, s, dont découlera alors immédiatement le résultat
pour Ag(Ppm,s,). Si l'on considere U = U + U dans Py, sy N P sy, alors pour a+ 5 > 1,

U®U"” est une combinaison linéaire de termes de la forme
(UOSC)al (Uev)ag (W)B1 (W)ﬁZ

avec a1 +ag = a et B + B2 = B. Si ag = B2 = 0, alors puisque U%*° € Py, 54 N Py, 5., d’apres
(3.1.9),

(3.3.6) H(Uosc)al(W)&

+ 1
<C HUoscHPm’Sﬁ ||UoscHa1 B1—

Pm sy
m,s,y

Si maintenant ap > 0 ou B > 0, alors on vérifie avec (3.1.9) que (U5¢)®1 (Uev)e2(Tos¢)B1 ([Tev)P2
appartient a Py, et que 'on a

|y eryo @y @y

+p2—1
<O pgy, U2 U, -
m,s,y
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On en déduit que f(U,U) appartient a Py, s, et que f(U,U)%%¢ = f(U°¢,U%¢). Enfin, d’aprés
(3.3.6) et en écrivant

f(u,w) = u(gl(u,ﬂ) + f1,o) —i—ﬂ(gg(u,ﬂ) + f0,1)

oil g1, g2 sont des fonctions polynomiales, on obtient I'estimation (3.3.4) pour Pp)S .. Puisque

g1 et g2 sont des fonctions polynomiales et que Py’C. est une algebre, g1 et go envoient bien les

3 A 0sC 3 A 0SC
parties bornées de P’C. dans les parties bornées de PP .

L’estimation (3.3.5) se montre alors de la méme maniére en utilisant
f(uaﬂ) - f(U,ﬁ) = (U - v)hl(u,v,ﬂ) + (ﬂ - @)h2(v7ﬂ7@)

ol h1, hy sont des fonctions polynomiales. O

3.3.2 Reésolution des équation associées a chaque mode

Proposition 3.3.4 (Lemme de Lax). Soit a une fréquence caractéristique, m, le projecteur
associé donné par la Définition 3.1.2, et soit Uy, telle que o Uy = Uy. Alors on a

T L(8.) Un = Xo Un
ot X,, est le champ de vecteur associé a « défini par (3.1.5).

On résout maintenant les équations de transport qui seront obtenues dans ’analyse mode
par mode des équations pour le profil principal, suivant le sens du champ de vecteur X, selon la
Définition 3.1.6.

Proposition 3.3.5. Soit v > 0, m,s > 0, soit a une fréquence caractéristique et soit H® €
Fooym,sy €t G* € Fpy s pour tout v > vo.

i) Si Xo est sortant, il existe une unique solution U, dans Foom s, pour tout v > o au
systeme

(3.3.7) { XaUa=H

(Ua)|t<0 =0

et de plus cette solution Uy vérifie 'estimation

2
(3.3.8) H(Ua)h:dZOHJ_‘m’SW + ||U04||Foo,m,s,7 < ; [Tk

EN

pour tout v > o.

ii) Si X4 est rentrant, il existe une unique solution U, dans Foom,sy Pour tout v > 7y au

systéeme
X Uy =H~
(3.3.9) (Ua)|zg=0 = G
(Ua)jt<o =0
et de plus cette solution U, vérifie l'estimation
1
(3.3.10) ||(Ua)pﬂd:oH%ysy7 Uz, . < > 1H 5+ 201G 5,

pour tout vy > Y.
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iii) Si o est nul, il existe une unique solution Uy dans Foom s pour tout y > vy au systéme

L(0,) Uy = H®
(3.3.11) (BUo) gm0 = G°
(Ua)\t<0 =0

et de plus cette solution U, vérifie estimation

e
+1G %, .,

[P

2
(3.3.12) [Ua)simollz, ., + Wallz.., < = I1H°

pour tout v > Yo.

Preuve. On note o = (Tk(ﬁ, &)1, é) avec les notations de I’'Hypothése 3.1. On a alors
Xo =0 — vnTk(ﬂa §) Vg — ang(ﬂa é) : azd-

On note c1 := =V, 7%(n,§) et ca 1= —0¢i(n, ), si bien que X = 0y +¢1- Vi + 2+ Oy

On montre d’abord le point i), et on suppose donc ¢ = —0¢7i(n, &) > 0. Pour v > 7, on
réalise la transformée de Fourier partielle du systéme (3.3.9), appliquée en (7 — iy,7), pour tout
(7,m) € R%. On obtient, en notant as(r —iv,n) = (i(t — i) +ic1 - n)/(—c2) et en omettant les
arguments (7 — iy,1, xq),

(Ows = aa) Ua)" = = (H*)

((Ua)/\)md:() = é\a -
(Ua)|t<0 =0.

Ainsi,

-1 [®d , A
Ual (e = i a) = [ eleamedoa o (o — iy, ) d
2 Jo

+ eaaa(T=m Ga (7 — oy, ).

Il existe donc une unique solution U,, qui vérifie de plus, par la formule de Plancherel, puisque
Re (ao (T —i7v,m)) = —7/c2 est strictement négative,

~1 [(H)AT —ivsnza)ll gy | 4=
UOéA -1 s 1y o g *e ‘Ga -1 )
[(Ua) (7 = iv,m, 2a) | oo () Re (an(r — i7,7)) . + |G — v, )
H (1 —iv,n, % oo (g —
MO =i\l

v

On en déduit donc par définition de la norme Foo n s,y que

«
+G 5., -

|7

1
(3.3.13) Wallzy s < 5 [ H*

D’autre part (Uy) (7 —i7v,7n,0) = C/}E(T —47,n) et donc
(33]‘4) H(UC‘é)lwd:OH]:m’s”Y < ||C~;!O[H]:,rmsy,y ‘

On déduit alors de (3.3.13) et (3.3.14) 'estimation (3.3.10). Enfin le théoréme de Paley-Wiener
nous assure que U} est bien nul pour ¢ négatif.

Pour le point i), en appliquant une transformée de Fourier partielle au systéme, ou 'on a
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prolongé H® par 0 pour x4 négatif, on obtient

{ (02y — aa) (Ua)™ = = (H)"
(Ua)jt<0 = 0,

et donc N
1 &0 ' .
(UQ)A(T — 1y, n, ;cd) = a / e(ﬁd*Id)aa(Tf’L’Y,n) (HQ)A(T — i, m, le) dwzl

Td

On en déduit de la méme maniére que précédemment ’estimation (3.3.10).
Enfin pour le point i) on se rapporte a [BGS07, (4.5.31)]. O

3.3.3 Existence d’un profil linéaire

Preuve (Théoréme 3.2.4). On écrit U dans Ag(Pp,s,y) comme

Uz, 0,%a) = Y €Uc(2,%a),

CeRd

avec, pour ¢ € R¢

Uc(2,%a) = UZ*(2,0a) + U (2,00a) = D VAU (2) + UE (2, ¢ba).

£eR

La condition de polarisation EU = U est équivalente, d’aprés la décomposition de E et les
expressions (3.2.9) et (3.2.10), aux conditions

osc ose d+1
o UE = UL, V(¢ €) e RTT

Us" =0, UE(z,00) = 40T (QUE(2,0),¥¢ € R\ {0}.

Ainsi, d’aprés 'expression de m, donnée dans la Définition 3.1.2, U s’écrit
(3.3.15)

Ul(z,0, wd) _ U&SOC(Z) + Z 0 Z eiiﬁdfj(C)USjEC) (z) + ell)dA(C)He_ (C) va (2,7 0)
CeRN{0} JES(OUR(C)

L’équation (3.2.12c) s’écrit alors

(3.3.16) BUpy(y,0) + Z e“’B Z Uiy, 0) + (O U (y,0,0)
¢eR4\{0} JES(QOUR(Q)
= G1(y) €9 + Go(y) e¥2?

On résout alors les équations (3.2.12b) - (3.2.12d) pour chaque mode ¢ € R%. Si H s’écrit

H(Z, 0, wd) _ HOSC(Z7 0, wd) Hev Z 0 wd Z i¢-0 [Z el&deosc ]¥gv(z7 ¢d)] :
¢eRd £eR
on a, pour ¢ = 0,
L(0.) U = H5s
(3.3.17) (BUG) gm0 = 0

(U5t )je<o = 0.
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On applique alors le point #4) de la Proposition 3.3.5 pour trouver qu'’il existe une unique solution
U"SC dans Foo sy POUr tout v > g au systéme (3.3.17) et que de plus cette solution vérifie
Pestimation

(3.3.18) 1(U§F)

4 H Uosc HHosc

xd:OHFm,s H]'-ooms'y

pour tout v > vp.
On étudie maintenant 1’équation donnée pour ¢ # 0. On obtient le systéme

(3.3.19a)

BL@) 3 OO O (U o] = B[ Y ety +

JES(OUR(Q) sex
(3.3.19b) B[ > i S(C)(UE”)wd:o} a0 Ge¢
JES(OUR(Q) ’
(3.3.19¢)
i : osc A e ev
S eSOy B A0 () (U )|wd=o} o=
JES(OUR(C)

ott on a noté G¢ = G si ( = ¢; pour i = 1,2 et G¢ = 0 sinon. Les équations (3.3.19a) et (3.3.19c)

se décomposent dans P, sy = PpS & P -
Partie oscillante. Sur P2%¢ _ les équations (3.3.19a) et (3.3.19¢) donnent
m,s,y
(3.3.20) EZXL©O.) Y, VsQuest) = EEeY et ey
JES(QOUR(C) 398
(3.3.21) [ S ey )LKO ~0.
JES(QUR(C)

Les équations (3.3.20) et (3.3.21) se décomposent par rapport a j € S(¢) UR(¢). Il nous
faut alors distinguer les indices j sortants et rentrants.

i.) Indice j sortant. D’aprés Iexpression de E¢* donnée en (3.2.9) et la Proposition 3.3.4,
le profil Ugs_fo vérifie le systéme
J

Xo; U0 = Tay0 10
(Ua5ic)e<o =0

La Proposition 3.3.5 nous assure qu’il existe une unique solution U OS&) & ce systéme
qui vérifie de plus d’aprés (3.3.8)

U, < <
+ ) aj(oH]:oo,m,sm - ; H Oéj(OH]:oo,m,s,“/ .

osc osc

(3.3.22) |zt oo

Fm,s,y

ii.) Indice j rentrant. Puisque j est rentrant il nous faut déterminer une condition au bord
C

pour Ua"j(o. Pour cela on écrit d’apreés (3.3.19b),

(3323 B[ > Uiffo+H6_(C)(U§“)|wd:0}|xd:0:Gc— [ Z gff<>]|xd:o’

JER(C) JES(C

ol le membre de droite de I'égalité a été déterminé. Or on sait d’aprés les conditions de

polarisation, que pour j dans R((), le profil USS-EC) appartient & 'espace caractéristique
J
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ker L(a;(()), qui est égal, d’aprés la Proposition 3.1.7, au sous-espace stable E]_(C)
Ainsi Pexpression en facteur de B dans le membre de gauche de 'égalité (3.3.23)
appartient au sous-espace stable E_((), sur lequel B est inversible d’aprés I'Hypothése
3.2. On obtient alors

(3321) > (UL maco T TOUE) 0o
JER(C)

= (Ble_(0) [Gg—B Z UOSC \wd 0} =: CNJC.
JES(Q)

On projette enfin sur les sous-espaces stables de E_({) pour obtenir, puisque d’aprés

les conditions de polarisation et la Proposition 3.1.7, T’ (¢) UOS'EC) UOSEC),

(3.3.25a) (U2 jpgeo = Q) e j € R(C)
(3.3.25b) I (O (UE) 1ym0m0 = T (C) Ge.

La encore, d’aprés 'expression de EZSC donnée en (3.2.9) et La Proposition 3.3.4, le
profil U 08((24) vérifie le systéme

Xa; U0 = T 0 Hao)
(U850 gm0 = ()G
(U)o =0

Ainsi d’aprés la Proposition 3.3.5 il existe une unique solution U OSEC) a ce probléme
qui vérifie de plus 'estimation

osc osc
(3326) H(Uaj(c))‘xdon}_m78ﬁ + ’ UO‘](C) ‘foo,m’sw
C . ~
<l +elmoa,. .
= Y H aJ(C) -Foo,m,s,'y + _(C) ¢ fm,s,w

On utilise alors le fait que les projecteur I (¢) sont bornés uniformément par rapport
a ¢, et que d’aprés 'Hypothése 3.2, la matrice (B‘ E,(())il est bornée uniformément
par rapport & ¢ pour obtenir ’estimation

Im.©c| . <clGdsy,, +¢ > H Diea=o)|
-Fm,s,'y -Fm,s,'y
368
(3327 <ClCl5,,, + Z [l wa
jGS e
grace a l'estimation (3.3.22). On en déduit alors avec (3.3.26),
(3.3.28) H(Ug?f))\zdonf ‘foomﬂ
il 1L 5 Pl )
<c[; ]z H;W HGel,, +5 3 Hol,..,..,

JES(Q)

On a ainsi construit un profil oscillant Uge = ZjeR(()uS(g) eVat; (C)Ugj‘(:@ qui vérifie d’apres
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(3.3.22) et (3.3.28),

(3:3.29)  [|UEVwa=0pa=0ll 7, , . + 11Ul pec_

1
<cliGdy,,, = X |mzil, ]
JES(Q)UR(C) e

b.) Partie évanescente. On s’intéresse maintenant a la partie évanescente Uf’”. D’aprés les
conditions de polarisation on sait que

UE" (2,4ba) = ¥4I (QUE (2,0),

il nous faut donc déterminer la trace I12 (C)(U£")y,=0- On remarque que la double trace

I (Q)(UEY) |2g=0,1p4=0 €st donnée par I (C)(UE) yy=0,24=0 = HE_(C)éC(y) d’aprées (3.3.25Db).
On reléve alors cette double trace grace a une fonction y de C3°(R) valant 1 en O :
HE (QUE(2,0) := x(za)IZ(Q)UE(y, 0,0) et on pose ainsi

UE (2,%a) == eV A Oy (x)TI° ()G ().

On a alors, puisque ewdA(C)Hi(C ) est uniformément borné par rapport a ¢ € Eg et 1pg > 0
et d’aprés l'estimation (3.3.27),
(3.3.30)

H(Ugv)ﬁd:o’wd:o”]-‘m,sﬂ + HUCSU‘

Foo,m,s,y

C
per,., < CIGCl, .+ 3 |HeG |
h JES(C)

On a ainsi montré 'existence d’un profil U solution de (3.2.12) qui avec (3.3.18), (3.3.29) et
(3.3.30) vérifie 'estimation

1 oSsc
1Vcam0wa=0ll g o) T 10N t6(Prrsr) S O NG ag(Fon ) + 5 1H laopacs.) |-

Fms,y

3.3.4 Existence d’un profil semi-linéaire

Preuve (Théoréme 3.2.3). On se donne une fonction troncature 8 de C§°(R) telle que supp(5) C
] —2,2[ et f=1sur [-1,1]. Pour T > 0, on note By la fonction définie par pr(t) = 5(t/T'). On
veut montrer qu'il existe 7' > 0 et un profil U dans Ag(P; , 1) vérifiant sur R? x R x R? x Ry,
k) 7T
EU=U
E'L(0.)U = E' [rH + f (81U, prU)]
BUjgg=0,40=0 = G
U|t<0 =0.

On considére alors le schéma itératif défini par Uy = 0 et pour tout v > 0,

EU,;1=U,11
E' L(0:)Uy+1 = E' [BrH + f (81U, 57U,)]
(BUy+1)jzg=0.p4=0 = G
(Uu+1)|t<0 =0.
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D’apres les propositions 3.3.2 et 3.3.3, le terme f (BTU,,, ﬁTU,,) est bien défini dans Ag(’Pf‘icl)
IRaRsal
pour tout U, dans Ag(Pi’SSCi). D’autre part d’aprés la Proposition 3.3.1, le terme de bord G est
b 7T

dans Ag(F, %) et on a de plus

(3.3.31) G g (Fm ) S NGllag(r o) -

Ainsi, d’aprés le Théoréme 3.2.4, le schéma itératif définit une suite (U, ),>0 de Ag(P; , 1) qui
) ’T

vérifie de plus

(3332) H (UI/+1)|$d:0,’¢)d:0 HA@(}—LS ) + ||Ul/+1 ”AQ(PLS,%)

1
T

g C[ ||GHA0(]_—1797%) + T HBTHHAQ(’P;)"S:’%) + T Hf (BTUV7 5TﬁV)OSCHA9(/PiS‘:l) :| .

T

On montre dans un premier temps par récurrence sur v > 0 qu’il existe 77 > 0 tel que pour
tout 0 < T < 17,
HUSSCHAQ(PLS,%) < C(K + 1)

ou €' > 0 est la constante apparaissant dans (3.2.13) et K := [|G|[5, (7 .)- On suppose que pour
un certain v > 0 il existe T > 0 tel que pour tout 0 < T' < T3, [|[US*|4,p ) < C(K +1). On
l’S’T

a d’une part, d’aprés 'estimation (3.3.1),
~1/2
(3.3.33) HﬁTHHAg(Pf:%) <GV HHHAQ(P;’,‘:%) :

D’autre part, d’aprés 'estimation (3.3.4),

(3334) Hf (ﬂTUyaﬁTﬁu)OSCHAG(pfscl)

T

< O NBUN  ngipeee ) | 01 (Br0) ™) e,
8y 1,S:T

+ HQQ((/BTUV)Oscv (BrU,)o%°)

+ Cf} .
Ag (P )
5
On observe alors que d’aprés (3.3.1) et par hypothése de récurrence, pour 0 < T < T,

(3335) ||(BTUZI)OSC||A9('PIOSC 1 ) < CﬁT_l/Q ||USSCHA0('P1030 . ) < CBT_l/QC(K + 1)
18,7 15,7

T

et d’apres (3.3.2), pour des fonctions g1, g2 : Ry — Ry appropriées, pour i = 1,2

9i ((/BTUZ/)OSC7 (ﬁTUZ/)OSC)

~ osc
‘AG(P{?%) < gz( Uy ”AG(PESSC:%))

< i (Cs HU,?SCHAQ(P;“ | >)
ST
(3.3.36) < 3i(CsC(K +1))

pour tout 0 < 7" < T5 par hypothése de récurrence. Ainsi, pour tout 0 < T' < Ty, d’aprés (3.3.34),
(3.3.35) et (3.3.36),

(3.3.37) ||f (BrU., ﬁT@)"SC\\AG(Pfsc 0
»Sy

< CyT 20K + 1) [51 (CsC(K + 1)) + 32 (CsC(1 + K)) + cf] :
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Avec (3.3.32), (3.3.31), (3.3.33) et (3.3.37) on en conclut qu'il existe 77 > 0 indépendant de v tel
que pour 0 < T < 717,

(= P—
I,S,T

< CO(K +1).

On montre maintenant la convergence de la suite (U,),>0 dans Ag(P, , 1). Pour cela on
O

s'intéresse séparément a la partie oscillante et la partie évanescente. Pour faire converger (U2*¢),>0
dans Ag(Plossc 1), on étudie le probléme vérifié¢ par la fonction U,y1 — U, pour un certain v > 0,
1< T

et on obtient d’aprés (3.2.13),

(3:338) ||V - 0h)

a0 m0) AV = Ul )

A9('F1,5,%

< CT || f (BrUy, BrU,)" = f (BrUs—1, BrU, 1)

OSCH
Bo(Py )
1’S’T

On applique alors I'estimation (3.3.5) pour trouver, puisque (U2%¢),>¢ est uniformément bornée

dans Ag(Py* ) et donc (BrUJ*), >0 est uniformément bornée dans Ag(PP, ), pour 0 < T < T,
IEE Ryl T

(3339) Hf (/BTUua /BTﬁl/)osc - f (/BTUV—h /BTUV—l)OSCHAe(’POSC L )
1,5,7

< Cs H/BTUZ?SC — ﬂTU,?iCl HAQ(POSC DE
1,s,74

T

et on en déduit, d’aprés (3.3.38), (3.3.39) et (3.3.1), pour 0 < T < T,

(3:3.40) H (41— Uy)|$d:07¢d:OHA9(}' 1) I = UVHA“’(PL&%)
I’S’T

< CTY20,C5 ||Up™ — U HAeU’ff;%) '

Ainsi, il existe 77 > 0 tel que pour tout 0 < T < T7,

)

v
1UT* = Ug™ Nl ag(pose | ) -
I’S’T

(3.3.41) H (Uys1 - U,) 101 = Ul

|1‘d0,deHA9(]:LS’% 1,s,

Y

N

~_— =

Avec

H osc

09— U,‘,’SCHA"(Pf,SSC,%) < H (Upg1 — Uy)|zd:0,wd:0H ) +|Ups1 — UVHAQ(PLS’%)

Ae(}—l,s,%
et puisque Ag(P*, ) est un espace de Banach, on en déduit que la suite (U7*),>0 converge
S
dans Ag(P*¢,) pour tout 0 < 7' < T". De méme, l'estimation (3.3.41) montre que la suite
bl 7T
((Usv)leO,wd:O)@ov dont le terme général s’écrit, d’apres (3.2.14),

(U jagmopgmo = > <P (Q) U (y)
¢eR4\{0}

converge dans Ag(F; ;1) vers une fonction 3 cpa\ fo) eic'eﬁgv(y). Puisque eAO¥Ie (¢) est
I ?T

uniformément borné par rapport a ¢ € R%\ {0} et 1g > 0, la suite (U)o, dont le terme général
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s’écrit, d’apres (3.2.14),

U’ = x(za) Y el leAOvaTIe (C) UL (y),
¢eRA\{0}

converge dans Ag(P{” ;) vers
ST
U” =x(xa) Y, %M ()T (y),
¢eRN\{0}

pour 0 < T < T". Ainsi, pour 0 < T < T”, la suite (U, ),»0 converge dans Ag(P, , 1) vers une

solution U de (3.2.11), ce qui conclut la preuve du Théoréme 3.2.4. O

1
7S’T
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I’asymptotique haute fréquence, la solution exacte de ce probléme, sous la forme d’un dévelop-
pement BKW. C’est le type de question sur lequel porte 'optique géométrique. L’idée générale
est de considérer un probléme hyperbolique dont le terme source, le terme initial ou encore le
terme de bord (dans le cas de problémes aux limites) est hautement oscillant, c’est-a-dire de
fréequence d’ordre 1/¢, et de chercher une solution approchée a ce probléme sous la forme d’un
développement asymptotique. Les équations satisfaites par les termes de ce développement sont
d’abord déterminées, puis résolues dans un cadre fonctionnel adapté. Une fois cette série formelle
construite, on peut s’attacher & montrer que la série formelle tronquée approche effectivement
la solution exacte dans 'asymptotique haute fréquence. Le présent chapitre est consacré a la
premiére partie de ce cadre de travail, ¢’est-a-dire plus précisément que ’'on montre I’existence du
premier terme du développement asymptotique.

L’étude de l'optique géométrique hyperbolique remonte & [Lax57] pour le probléme de Cauchy
linéaire. Lorsque le systéme est non-linéaire, la multiplicité des phases dans le terme source, le terme
initial ou le terme de bord est importante puisque des interactions non-linéaires peuvent intervenir
entre les phases. Dans le cas d’une seule phase, la premiére construction d’un développement
asymptotique est due a [CB64]. Pour la justification de ce développement asymptotique, on peut
renvoyer a [JR92] dans le cas semi-linéaire et [Gue93| dans le cas quasi-linéaire. La premicre
étude formelle du cas multiphase pour le probléme de Cauchy remonte a [HMR86]. La question a
ensuite été largement traitée par J.L. Joly, G. Métivier et J. Rauch, voir en particulier [JMR93;
JMR94 ; JMR95]. La question naturelle est maintenant d’obtenir des résultats pour les problémes
aux limites similaires & ceux pour les problémes de Cauchy. Dans [Chi91], Pauteur traite un
probléme aux limites semi-linéaire pour un systéme de deux équations, le cas général d’un systéme
de plusieurs équations étant traité par exemple dans [Wil96] et [Wil00]. Le cas quasi-linéaire
mais avec seulement une phase au bord est notamment abordé dans [Wil02; CGW11; CW13|
(ce dernier s’intéressant a la justification du développement, point qui n’est pas abordé dans ce
chapitre) et [Her15]. Ce travail est une extension au cas multiphase : on traite du méme probléme
aux limites quasi-linéaire, mais avec plusieurs phases au bord.

Etant donné la multiplicité des fréquences au bord, les non-linéarités du probléme engendrent
un nombre infini de phases planes a l'intérieur du domaine, nous contraignant a considérer un
cadre de fonctions presque-périodiques, le groupe de fréquence n’étant, en général, pas finiment
engendré. Ce cadre fonctionnel a été utilisé précédemment pour la construction de solutions
approchées de problémes semi-linéaires, dans le cadre des algébres de Wiener, par [JMR94| pour
le probléme de Cauchy et [Wil96] pour le probléme aux limites, ainsi que pour des problémes
quasi-linéaires dans le cadre des espaces de Bohr-Besicovitch, notamment par [JMR95] pour le
probléme de Cauchy. On s’intéresse ici a I’étape suivante, qui consiste & montrer un résultat
similaire & celui de [JMR95| pour le probléme aux limites quasi-linéaire. On adapte le cadre
fonctionnel de leur analyse au contexte d’un probléme aux limites, en considérant des espaces
de fonctions quasi-périodiques pour les variables rapides tangentielles, et presque périodiques
pour la variable rapide normale. Concernant la régularité de ces fonctions, on se place dans un
cadre de type Sobolev pour les variables tangentielles (lentes et rapides), et de fonctions bornées
pour les variables normales. Le profil principal du développement BKW est alors obtenu comme
solution d’un probléme quasi-linéaire qui tient compte de 'infinité potentielle de résonances entre
les phases. Ce probléme quasi-linéaire est résolu de maniére classique en montrant des estimations
sans perte de dérivées. L’exemple du systéme de la dynamique des gaz sert de fil conducteur
pour éclairer les hypothéses générales qu’on est amené a faire au cours de ’analyse. La principale
différence avec [JMR95] est le défaut de symétrie dans le probléme. En effet, en partant d’un
probléme d’évolution en temps, on le modifie pour obtenir un probléme de propagation par rapport
a la variable normale x4, et le systéme n’est pas hyperbolique par rapport & z4. Dans [JMR95],
ces symétries sont utilisées dans ’obtention des estimations a priori, pour traiter les termes
de résonance apparaissant dans les équations. Bien qu’il soit relativement aisé de créer, dans
notre probléme, des symétries pour les termes d’auto-interaction, c’est plus délicat concernant les
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termes de résonance, qui, a l'inverse de [CGW11]|, sont en nombre infini. La derniére hypothése
faite dans ce chapitre est faite pour adresser ce probléme, et, en un sens, contrdle le manque
de symétrie des termes de résonance. Les notions associées & cette hypothése apparaissent dans
[Raul2, Chapitre 11].

La preuve de I'existence du profil principal est divisée en trois parties : la dérivation formelle
des équations satisfaites par le profil principal, la réduction et le découplage de ces équations, et
enfin des estimations d’énergie pour ces équations. La dérivation formelle de la cascade BKW est
relativement classique en optique géométrique, et consiste a remplacer formellement la série dans
le systéme exact (systéme (4.1.1) dans la suite). De maniére classique, la cascade est découplée en
un systéme pour le profil principal & ’aide de projecteurs et d’un opérateur sur ’espace des profils.
L’opérateur en question reste formel dans ce chapitre, et les projecteurs requiérent une hypothése
de petits diviseurs pour pouvoir étre rigoureusement définis. La seconde partie de la preuve est
consacrée au découplage et & la réduction du systéme obtenu pour le profil principal, en un
systéme pour les modes oscillants résonants, un systéme pour chaque mode oscillant non résonant,
et un systéme pour la partie évanescente. Dans ce but, en écrivant le systéme en extension selon
chaque mode, on commence par montrer que la moyenne vérifie un probléme découplé avec des
termes source et de bord nuls, et est donc nulle. On montre ensuite que les modes sortants sont
également nuls, en dérivant des estimations d’énergie pour ces modes. A cet effet on utilise un
produit scalaire adapté sur ’espace des profils, qui requiére un support compact dans la direction
normale. On montre donc d’abord une propriété de propagation a vitesse finie. Une fois qu’il
ne reste plus que des modes rentrants et des modes évanescents, il est aisé de déterminer une
condition au bord pour chaque mode & partir de la condition au bord initiale, et donc de découpler
le systéme. L’équation satisfaite pour la partie évanescente prescrit ’expression de celle-ci et
implique sa double trace au bord, la construction de la partie évanescente est donc relativement
directe. Il nous faut cependant vérifier que la solution ainsi construite appartient bien & ’espace
des profils évanescents que 'on aura défini. Pour construire la partie oscillante, on montre des
estimations d’énergie sans perte de régularité pour les linéarisations des systémes oscillants, qui
nous permettent de montrer le caractére bien posé de ces systémes linéarisés, puis, a ’aide d’un
schéma itératif, I'existence de solution pour les systémes d’origine. Pour obtenir ces estimations
d’énergie on utilise un produit scalaire alternatif qui profite de la propagation dans la direction
normale. Plusieurs termes doivent étre traités. Les termes de transport et de type Burgers sont
relativement classiques & aborder, et ’hypothése faite sur ’ensemble des résonances est utilisée
pour traiter les termes de résonance. Puisque la construction d’une solution aux systémes linéarisés
et 'utilisation de schémas itératifs sont classiques, ils ne sont pas détaillés ici. En rassemblant les
profils ainsi construits on obtient finalement le profil principal solution du systéme d’origine.

Le chapitre est organisé comme suit. Aprés cette introduction, la premiére section introduit le
probléme et présente les hypothéses classiques sur le systéme. Tout d’abord on décrit précisément
le probléme qui sera étudié ici, et ’on introduit I’exemple des équations d’Euler qui sera utilisé tout
au long de cette analyse, puis on étudie les fréquences caractéristiques et I’hypothése de stricte
hyperbolicité. Enfin on s’intéresse aux propriétés et hypothése sur la condition de bord. Sous les
hypothéses de cette premiére section, le probléme aux limites considéré dans ce chapitre est bien
posé, localement en temps. Cependant, du fait des hautes fréquences dans le terme de forcage au
bord, on ne sait pas si le temps d’existence de la solution exacte est uniforme par rapport a la
petite longueur d’onde. La deuxiéme section est consacrée au cadre fonctionnel de ce chapitre.
Apreés une motivation de celui-ci & ’aide d’une étude formelle des fréquences créées a 'intérieur
du domaine et des hypothéses sur cet ensemble, on décrit les espaces de profils qui seront utilisés,
et on introduit des produits scalaires sur ceux-ci. Aprés cette longue introduction du probléme
et de ses hypothéses, on pose ’ansatz pour le développement asymptotique, et 'on énonce le
résultat principal du chapitre en section 3. Sa preuve est alors divisée en deux sections. Dans la
quatriéme, on dérive formellement les équations vérifiées par le profil principal. On commence
par obtenir la cascade d’équations satisfaite par les profils avec une analyse BKW formelle. Cela
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fait apparaitre un certain probléme rapide, qui est résolu dans une seconde partie, ce qui nous
permet enfin d’écrire le probléme découplé vérifié par le profil principal. La derniére section du
chapitre est consacrée au coeur de la preuve. On commence par introduire des coeflicients associés
aux résonances, et faire la derniére hypothése de ce travail, portant sur ces coefficients, afin de
controler le défaut de symétrie des termes de résonance. On rend ensuite rigoureux les résultats
de la section 4 qui seront utilisés par la suite. La partie suivante est consacrée a la réduction et
au découplage du systéme vérifié par le profil principal, en un systéme pour la partie évanescente,
et des systémes pour la partie oscillante résonante et chaque mode oscillant non résonant. De
nombreuses techniques utilisées dans cette partie le sont également dans les deux suivantes, qui
réalisent 1’étape principale de la preuve, consistant a prouver des estimations d’énergie pour
les systémes linéarisés associés a la partie oscillante résonante et chaque partie oscillante non
résonante. Ces estimations sont ensuite utilisées dans la partie suivante pour construire une
solution oscillante, & I’aide d’un schéma itératif. On y montre également que la partie évanescente
que 'on a construite appartient a 1’espace des profils évanescents. Enfin, on fait une conclusion et
dessine quelques perspectives. On donne en appendice un rapide rappel de la théorie des fonctions
presque-périodiques, un exemple de la dynamique des gaz dérivé de celui développé dans I'analyse,
ainsi que le détail de certains calculs omis dans le corps du chapitre.

Dans tout ce chapitre, et sauf mention contraire, C' représente une constante positive qui peut
varier au cours de I'analyse, sans que ce soit forcément précisé.

4.1 Notations et hypothéses

4.1.1 Position du probléme

Soit un temps 7' > 0, un entier d > 2, soit Q7 le domaine défini comme Qp := (—o0,T] x
R4 x Ry et soit wr sa frontiére donnée par wr := (—00,T] x R¥1. On note t € (—oo,T]
la variable de temps, z = (y,zq4) € R*! x R, la variable d’espace, avec y € R4"! la variable
tangentielle et x4 € R, la variable normale et enfin z = (¢,x) = (¢,y,x4). D’autre part on note
2! = (t,y) € wr la variable du bord {x4 = 0}. Pour i = 1,...,d, on note 9; 'opérateur de dérivée
partielle par rapport a la variable x;. Enfin on note o € R%*! et ¢ € R? les variables duales de
z € Qr et 2/ € wr. On étudie le probléme suivant

d
L(u®,0,) u® := Oyt + Z Ai(u®) 0u® =0 dans Qrp,
(4.1.1) =1

£

3 —
B“|xd:0 =cg dans wr,

g —
(7 =0,

ot I'inconnue uf est une fonction de Q7 a valeurs dans un ouvert @ de RY contenant 0 avec
N > 1, les matrices A; sont des fonctions réguliéres de O a valeurs dans My (R) et la matrice
B appartient & My« n(R) et est de rang maximal. L’entier M est précisé dans I'Hypotheése 4.3
ci-dessous. Pour simplifier les notations et clarifier les preuves, on considére ici des conditions
aux limites linéaires, mais il serait possible de traiter des conditions aux limites non-linéaires.
On suppose en outre que le bord n’est pas caractéristique, c’est-a-dire que I’on fait 'hypothése
suivante.

Hypothése 4.1 (Bord non caractéristique). Pour tout u dans O, la matrice Ag(u) est inversible.

La dépendance en € > 0 du systéme (4.1.1) provient du terme source € g¢ sur le bord wy, on
la fonction quasi-périodique ¢¢ est définie, pour 2’ dans wr, par

S )

©
9 9

(4.1.2) () =G <z',
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oit G est une fonction de I’espace de Sobolev H®(R? x T™), pour m > 2, nulle pour ¢ négatif
et de moyenne nulle par rapport a 6 dans T™, et (1,. .., (y sont des fréquences de R? \ {0}. Ici
I'espace T représente le tore R/27Z. On note ¢ le m-uplet ¢ := ((i,...,(n). La fonction G étant
périodique de moyenne nulle par rapport a 6, on peut écrire

(4.1.3) G(Z,0)= Y Gul()e™
nezZm\{0}

oit Gy, est dans H>®(R?) et est nul pour ¢ négatif, pour tout n dans Z™ \ {0}. On choisit ici le
cadre de 'optique géométrique faiblement non-linéaire, c’est-a-dire que 'on s’attend a ce que
le profil principal dans le développement asymptotique soit d’amplitude ¢, ce qui explique la
présence du facteur € devant ¢g° dans le condition de bord. Notons qu’on peut supposer, sans
perte de généralité, que les fréquences (i, . .., (y, sont rationnellement indépendantes.

La condition “|€t <o = 0 dans (4.1.1) traduit la nullité des conditions initiales. Le temps
d’existence T' > 0 n’est pas fixé au départ et est amené a devenir suffisamment petit pour assurer
I’existence d’un profil principal.

Dans [Wil02], [CGW11] et [Herl5], les auteurs étudient le méme probléme aux limites quasi-
linéaire, mais avec une seule phase sur le bord (c’est-a-dire m = 1). Ici on étend ’étude au cas de
plusieurs fréquences sur le bord. On ne fait aucune hypothése sur le groupe de fréquences au bord
engendré par les fréquences ({1, ...,(n), si ce n’est qu’il est finiment engendré. En particulier
celui-ci peut ne pas étre discret.

On souhaite approcher la solution exacte de (4.1.1), dans I'asymptotique ou ¢ tend vers 0,
par une solution approchée se comportant comme ¢ en amplitude, et 1/e en fréquences. C’est le
régime de l'optique géométrique faiblement non-linéaire, voir [Raul2| et [Mét09]. On rappelle que
dans ce chapitre on ne prouve pas la stabilité, c’est-a-dire que la solution approchée converge
effectivement vers la solution exacte, puisque 'on ne sait pas si cette derniére existe sur un
intervalle de temps indépendant de €. Pour montrer ’existence d’une solution approchée il nous
faut faire des hypothéses convenables sur le probléme de départ. C’est 'objet de la suite de cette
partie, qui s’intéresse aux fréquences caractéristiques du probléme. Mais détaillons au préalable
I’exemple qui motive le cadre général développé ici.

Ezemple 4.1.1. Les équations d’Euler compressible isentropique en dimension deux d’espace
fournissent un exemple de systéme de la forme (4.1.1). Sous des hypothéses de régularité de la
solution, le probléme aux limites associé s’écrit,

o0 VeE + Al(VE) o0WVe + AQ(VS) 0VE=0 dans Qrp,
(4.1.4) BV, 0=¢€9° dans wr,
|§<0 =0,

avec V¢ = (v%,u®) € R3, ou v° € R* représente le volume du fluide, et u® € R? sa vitesse, et ot
les fonctions A; et As sont définies sur R x R? par

up —v 0 uy 0 —wv
(4.1.5) A(V) =] —c@)?/v ug 0 |, Ay(V) = 0 u 0 ,
0 0 w —c(v)?/v 0 g

avec c(v) > 0 représentant la vitesse du son dans le fluide, qui dépend de son volume v. On
discute maintenant de 'Hypotheése 4.1 de bord non caractéristique pour le systéme (4.1.4). Dans
ce chapitre, on s’intéresse, par convention (et quitte a effectuer une translation des variables), a un
développement d’optique géométrique pour le systéme (4.1.1) construit comme une perturbation
autour de I’équilibre 0. Pour le systéme d’Euler on utilise plutot les coefficients naturels A1, Ao,
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et 'on se place au voisinage d’un équilibre V = (v, 0, ug), ot vg > 0 est un volume fixé, et (0, up)
est une vitesse rentrante subsonique, c’est-a-dire telle que 0 < ug < ¢g, ot I'on note ¢g := ¢(vp).

On s’intéresse donc a l'inversibilité de la matrice Ao(V) pour V = (v,u1,us) € RY x R? au
voisinage de V. La matrice Aa(V) est de déterminant det Ao(V) = us (u3 — c¢(v)?), qui est non
nul si la vitesse ug vérifie 0 < ug < ¢(v). Puisque 1'état d’équilibre V{ vérifie cette condition, tout

voisinage O de Vj suffisamment petit convient pour satisfaire I’'Hypothése 4.1.

Dans la suite de cette partie on s’intéresse aux fréquences caractéristiques du probléme et aux
hypothéses associées.

4.1.2 Stricte hyperbolicité

La définition suivante introduit la notion de fréquence caractéristique.

Définition 4.1.2. Pour a = (1,1,&) € R x R x R, on définit L(0,a) le symbole associé a

L(0,0,) comme
d—1

L(0,a) := 7'I—|—Z17Z i(0) + £A4(0).
i=1

On définit alors p(7,n,&) = det L(O, (T,n,&)) son polynome caractéristique. On dit que o € R4
est une fréquence caractéristique si elle est racine du polyndéme p, et on note C ’ensemble des
fréquences caractéristiques.

On fait ’hypotheése suivante, dite de stricte hyperbolicité (voir [BGS07, Définition 1.2]). Les
hypothéses 4.1 et d’hyperbolicité (stricte ou a multiplicité constante) sont trés courantes, voir
par exemple [Wil96; CGW11; JMR95], et sont relatives a la structure du probléme. L’hypothése
d’hyperbolicité & multiplicité constante, plus générale que celle de stricte hyperbolicité, est parfois
préférée comme dans [CGW11; JMRI5]. On choisit ici de travailler avec cette derniére pour des
raisons techniques.

Hypothése 4.2 (Stricte hyperbolicité). Il existe des fonctions réelles T < --- < Ty analytiques
par rapport a (n,€) dans R\ {0} telles que pour tout (n,&) € R\ {0}, et pour tout 7 € R, on
ait la factorisation

d—1

(T,ng)—det<ﬂ+zm 1(0) + EAg(0 )

=1

T—Tkﬁf

||’:]2

ou les valeurs propres —7i(n,§) de A(n, &) := ZZ 1 MiA:(0) +£Aq(0) sont par conséquent simples.
Pour tout (n,€) € R\ {0} on a donc les décompositions de C en sous-espaces propres de
dimension 1 suivantes

(4.1.6) CN = ker L(0,7(1,€),n,€) ® - -- ® ker L(0, 75 (1, ),7,€),
(4.1.7) CN = A4(0)7" ker L(0, 71(1,€),n, &) @ -+ - @ Aq(0) " ker L(0, 7n (1, €), 7, ).

Pour k = 1,...,N et pour (n,€) dans R%\ {0}, on définit les projecteurs mp(n,€) et T(n, £),
associés respectivement auz décompositions (4.1.6) et (4.1.7).

Pourk=1,...,N et (n,&) € R\ {0}, on note également Ey(n, &) un vecteur propre de norme
1 engendrant [’espace propre kerL(O,Tk(n,ﬁ),n,g), st bien que

(4.1.8) Er(n,€),- -, En(n,€)

est une base réelle normée de CN adaptée & la décomposition (4.1.6). On note que la famille

(419) Ad(o)ilEl(nvé‘)a"‘7Ad(0)71EN(777§)
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forme alors une base réelle de CN adaptée a la décomposition (4.1.7).

Remarque 4.1.3. 1) Dans la suite on sera amené a considérer I'opérateur modifié
L(0,0.) == Aq(0)~" L(0,9.).

Ceci motive 'introduction du symbole modifié [:(O, a) = A4(0)1 L(0, @), et donc les projec-
teurs Tk(n, £), puisque les symboles L(0, «) et L(0, ) n’ont pas la méme image.

ii) Puisque la matrice A(n,§) = Zf:_ll niA;(0) 4+ £A44(0) est réelle pour (1,£) € R? et que les
valeurs propres 71, ..., 7y sont réelles, les décompositions (4.1.6) et (4.1.7) sont aussi vraies
pour RY, mais puisque certaines fonctions étudiées ci-dessous sont & valeurs complexes, ce
sont les décompositions de CV qui nous intéressent ici.

iii) Si a = (7,7n,§) est une fréquence caractéristique, alors par définition et d’aprés ’'Hypothése
4.2, le triplet (1,7,&) veérifie

N
I - =n(n,) =o0.
k=1

Il existe ainsi un unique k entre 1 et N tel que 7 = 7,(n, ). Autrement dit, la variété
caractéristique C est la réunion des N hypersurfaces {r = 7(n,&)}, k=1,..., N.

Remarque 4.1.4. On vérifie que dans 'Hypothése 4.2, les fonctions 74, pour kK = 1,..., N sont
positivement homogénes de degré 1 sur R? \ {0}. Les projecteurs 7y et 7, pour k =1,..., N sont
donc positivement homogénes de degré 0 sur R\ {0}.

Ezemple 4.1.5. On reprend I’Exemple 4.1.1. Pour le systéme (4.1.4) linéarisé autour de Vp =
(vo,0,up), le polynéome caractéristique p s’écrit

T+&uy —von  —woé
p(r,n, &) =det | —c3n/vo T+ Eug 0 = (1 + &up) ((T + Eug)? — cg (n* + 52)).
—ct & /vo 0 T+ &g

Ainsi, les valeurs propres de A(n, &) = nA1(Vo) + & A2(Vp) sont les opposées des racines en 7 du
polyndéme p, données par

(4.1.10) (0, &) == —uo& —covVn? + &2, 1(n,§) = —uwé, T73(n,§):=—uo&+cov/n*+E2

Les fonctions 71,72 et 73 sont analytiques et distinctes sur R?\ {0}. Le systéme (4.1.4) est ainsi
strictement hyperbolique, c¢’est-a-dire qu’il vérifie 'Hypothése 4.2 de stricte hyperbolicité. On a
représenté en Figure 4.1 les fréquences caractéristiques o = (7,7,€) € R3 pour le systéme (4.1.4).

On définit maintenant des projecteurs issus de la décomposition (4.1.6) de C", que I'on
prolonge pour les fréquences non caractéristiques. On établit également des égalités, trés utiles
dans la suite, entre les images et noyaux des projecteurs m, et m, et des matrices L(0, «) et

L(0, ). La preuve est inspirée de celle de [CG10, Lemme 3.2|.

Définition 4.1.6. Soit a = (1,1,&) € R4\ {0} une fréquence caractéristique, et soit k ’entier
entre 1 et N tel que 7 = 1,(n,£). On note mo = mr(n, &) (resp. T = Tk(n,€)) la projection
de CN sur lespace propre kerL(O,Tk(n,f),n,ﬁ) (resp. lespace Aq(0)~1 kerL(O,Tk(n,f),n,§))
selon la décomposition (4.1.6) (resp. (4.1.7)). Si o € R1T4\ {0} n'est pas caractéristique, on note
T = To =0 et si a« =0 on note my := 7 := I. Pour tout o dans R, on vérifie alors que le
projecteur w, satisfait

(4.1.11) ker L(0, @) = ker L(0, o) = Im 7,
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7 =72(n,§)

FIGURE 4.1 — Fréquences caractéristiques pour le systéme (4.1.4) d’Euler compressible isentropique

et

(4.1.12) Im L(0, o) = ker 7q,
et que le projecteur T, vérifie

(4.1.13) Im L(0, o) = ker 7,

ot ’on rappelle que l’on désigne par E(O, a) le symbole modifié E(O, a) = A4(0)7L L(0, o).
Pour tout o € R\ {0}, on note Q, l'inverse partiel de L(0, ), ¢’est-a-dire I'unique matrice

Qo telle que Qo L(0, ) = L(0,) Qq = I — o St =0, on définit Qo = 1.

Preuve. Soit o = (7,7, &) dans R4*L. 1'égalité (4.1.11) est vérifiée par définition de m,, et par
égalité des noyaux ker L(0, ) = ker L(0, @), la matrice A4(0) étant inversible. Concernant 1'égalité
(4.1.12), on remarque d’abord que d’aprés le théoréme du rang et la définition de 7, les espaces
Im L(0, o) et ker m,, ont la méme dimension. On note kg l'indice entre 1 et N tel que 7 = 75, (1, £).
On se donne alors L(0,a) X un élément de Im L(0, «), avec X dans CY que 'on décompose,
selon (4.1.6), comme X = Zszl 7k (n, &) X. Puisque, pour k = 1,..., N, le projecteur mx(n,&) a
pour image l'espace propre de la matrice A(n, &) associé a la valeur propre —7x(n,£), on a

N
L0,0) X =3 (7 () T+ A, &) ) mi(n, €) X

k=1
= 3" (ko (0,€) = (0, €)) (1, ) X.

kko

Puisque I'égalité (4.1.11) est vérifiée, on en déduit que L(0, o) X appartient a

P ker L(0, (7 (n,€).71,€)).

kko

qui est égal, par définition des projecteurs m, au noyau de mg,(n,&) = m,. Par égalité des
dimensions 'identité (4.1.12) est alors vérifiée. La preuve de I'égalité (4.1.13) est similaire : on se
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donne X dans CV que I'on décompose comme X = Zivzl mr(n, &) X, et Pon écrit alors

N

L(0,0) X = 44(0)™ Y (o (0,€) T + A, &) )m(1,€) X
k=1

= Aq0)7" > (o0, €) — (0, €)) (1,6 X,
k#ko

et donc E(O, «) X appartient a

@ Ad(())*1 kerL(O, (16:(n, &), n,{)) = ker .
k£ko

Par égalité des dimensions on peut également conclure quant a I'identité (4.1.13). OJ

Remarque 4.1.7. i) Pour tout k =1,..., N, les projecteurs my(n, &) et Tr(n, ) sont positivement
homogénes de degré 0 en (7, ) € R%\ {0}. D’autre part, par hypothése de stricte hyperbolicité,
les bases E1(n,£),...,En(n,€) et Ag(0)™L1E1(n,£),. .., Ag(0)"LEN(n, £) sont analytiques en
(n,€) € R¥\ {0}, et les applications (1, &) — mx(n, &) et (0, &) — Tx(n, ) sont donc analytiques
sur R? \ {0}. Ainsi, par compacité de la sphére St pour tout k =1,..., N, les projecteurs
7k(n, €) et T (n, ) sont uniformément bornés par rapport a (1, &) € R%\ {0}. Les projecteurs
Ta €t 7o sont donc bornés uniformément par rapport a o dans R,

ii) A la différence des projecteurs 7y, et Tx, k = 1,..., N, les projecteurs 7, et 7, sont homogénes
de degré 0 en o dans R+, et non seulement positivement homogénes. En effet, le résultat est
évident si « est nul ou non caractéristique, et si « est une fréquence caractéristique non nulle,
et A un réel non nul, alors puisque ker L(0, A o) = ker L(0, @) et Im L(0, A ) = Im L(0, ),
on a Ty, = Te. L'argument est similaire pour les projecteurs 7.

4.1.3 Condition de Lopatinskii uniforme et quelques résultats préliminaires

On définit les espaces de fréquences

E={(=(0=7—iyn) € (CxR"H\{0} [ >0},
S={CeE |+ + =1},
EOZ{<€E|7:0}7

Yo :=ZpNX.

On définit également la matrice qui apparait lorsque ’on applique la transformée de Fourier-
Laplace a lopérateur L(0,d,). Pour tout ( = (0,7n) € Z, on pose

d—1
AQ) = i Aa(0) (o] + 3 1y 45(0)).
=1

L’hypothése 4.1 de bord non caractéristique est utilisée ici pour définir la matrice A(¢). On
remarque que si ¢ = (7,7) € Zp, et si i€ est une valeur propre imaginaire pure de la matrice A((),
alors la fréquence (7,7, &) est une fréquence caractéristique réelle, et réciproquement.

Le lemme de Hersh [Her63, Lemme 1] nous assure que pour ¢ dans =\ Zg, la matrice A(()
n’a pas de valeur propre de partie réelle nulle et que le sous-espace stable associé aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative, que 'on note E_((), est de dimension constante
notée p. L’entier p est de plus obtenu comme le nombre de valeurs propres strictement positives
de la matrice A4(0). On note F, (() le sous-espace instable de A(() associé aux valeurs propres
de partie réelle strictement positive, qui est de dimension N — p.
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Dans [Kre70] (voir aussi [CP82, Théoréme 3.5] et [BGS07, Lemma 4.5]) il est montré que les
sous-espaces stables F4 s’étendent de maniére continue & tout ’espace = dans le cas strictement
hyperbolique (Hypothése 4.2). On note encore E4 les prolongements continus & =. On peut alors
faire 'hypotheése principale de ce travail, qui, avec les Hypotheéses 4.1 et 4.2, nous assure que
le probléme aux limites (4.1.1) est bien posé localement en temps. En effet les hypothése 4.1,
4.2 et 4.3 perdurent lorsque 1’on réalise une petite perturbation du systéme autour d’un point
d’équilibre. Tout comme les Hypothéses 4.1 et 4.2, I’hypothése suivante a trait a la structure du
probléme.

Hypothése 4.3 (Condition de Lopatinskii uniforme). Pour tout ( € Z, on a
ker BN E_(¢) = {0}.

En particulier, cela impose que le rang de la matrice B soit égal a la dimension de E_((),
c’est-a-dire M = p.

Remarque 4.1.8. Historiquement, la premiére définition qui a été donnée de la condition de
Lopatinskii uniforme n’utilise pas le prolongement continu de FE_ a =y. Elle énonce que pour tout
(€ Z\Ep,ona

ker BN E_(¢) = {0},

et que I'application linéaire (B‘ E_(O)fl est bornée uniformément par rapport a ¢ € =\ Zp, voir
[Sar65|. Puisque 'espace E_(() est homogéne de degré 0 et continu par rapport a ¢ € Z, et par
compacité de la demi-sphére unité >, on remarque en effet que I’Hypothése 4.3 implique que
I’application linéaire (B‘ B (C))_l est bornée uniformément par rapport a ¢ € Z.

On a vu que pour ¢ € Z\ =y, la matrice A({) n’a pas de valeur propre imaginaire pure. On
s’attache maintenant & décrire plus précisément la matrice A(¢) pour ¢ dans Z¢ ainsi que les
prolongement par continuité a Zg des espaces E4 (). Le théoréme suivant, dii & Kreiss [Kre70]| pour
le cas strictement hyperbolique qui nous intéresse ici, Métivier [Mét00] pour le cas hyperbolique a
multiplicité constante, et étendu par Métivier et Zumbrun [MZ05] & un cadre encore plus général,
donne une décomposition trés utile de la matrice A(¢) lorsque ¢ appartient a =j.

Proposition 4.1.9 (Structure de blocs). Si I’Hypothése 4.2 est vérifiée, alors pour tout € E,
il existe un voisinage V de ¢ dans Z, un entier L > 1, une partition N = p1 +---+ pr et une
matrice tnversible T analytique sur V telle que pour tout ( € V,

T(Q) AT~ = diag (Ai(C), -, AL()),

ou pour tout j la matrice A;j(C) est de taille p; et vérifie l'une des propriétés suivantes :
i) la partie réelle de la matrice A;((), définie par (A;(C) + .A;(¢)*)/2, est définie positive,

ii) la partie réelle de la matrice A;(C) est définie négative,

i) pj =1, A;(C) est imaginaire pur lorsque v est nul et 05.A;(¢) € R*,

iv) p; > 1, les coefficients de A;(C) sont imaginaires purs lorsque 7y est nul, il existe §; € R tel

que
i& i 0
Ai(¢) = R

0 i&j

et le coefficient en bas a gauche de 0,.A;(C) est réel non nul.

Ce résultat, dénommé communément "structure de blocs" [BGS07, Section 5.1.2], est fon-
damental pour la preuve de la Proposition 4.1.21 ci-dessous. En vue de décrire les sous-espaces
EL(¢) pour ¢ € =g, on définit maintenant le champ de vecteurs associé a chaque phase réelle
caractéristique.
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deO

FIGURE 4.2 — Champs de vecteurs rentrant (r), sortant (s) et glancing (g).

Définition 4.1.10. Soit a = (1,1,£) € R\ {0} une fréquence caractéristique, et soit k entre 1
et N tel que T = 11(n,§). On définit vy, la vitesse de groupe associée a o comme

Va := V%& Tk(na 5)

On dit que o est glancing (resp. rentrante, sortante) si Ogy(n, &) est nul (resp. strictement négatif,
strictement positif). On définit alors X, le champ de vecteurs associé 4 o comme

(4.1.14) Xo =0 — Vo Vy =0 —Vyr(n,§) - Vy — 0c7(0,§) Oy

On représente le champ de vecteur X, dans le cas rentrant, sortant, et glancing en Figure 4.2.

Exemple 4.1.11. On commence par donner un exemple de condition au bord pour le systéme de
I’Exemple 4.1.1 qui vérifie la condition de Lopatinskii uniforme. On cherche pour cela une matrice
B de M3 3(R) de rang maximal, qui donne des conditions de bord strictement dissipatives (voir
[BGS07, Définition 9.2|), c’est-a-dire telle que son noyau, de dimension 1, soit engendré par un
vecteur F vérifiant

TES(V)Ay(V)E <0

pour tout V' au voisinage de Vj, ot la matrice S(V') est un symétriseur du systéme. Des conditions
de bord strictement dissipatives vérifient en particulier la condition de Lopatinskii uniforme, voir
[BGS07, Proposition 4.4]. Dans notre exemple on peut considérer le symétriseur donné par la
matrice diagonale

S(V) = diag (c(v)Q, v?, vz).

On rappelle que, avec les notations de notre exemple, un symétriseur S(V') est une fonction
du voisinage de Vy, O, dans 'ensemble des matrices symétriques définies positives telle que
les matrices S(V) A1(V) et S(V) A2(V') sont symétriques pour tout V' au voisinage de Vj. On
détermine alors qu’'un vecteur E qui convient est donné par E = (v, 0,ug), puisque dans ce cas
I'on a

'E S(Vy) A2(Vo) E = g vg (u% — cg)

qui est strictement négatif par hypothése sur Vp, et le reste donc au voisinage de V. Une matrice



84 CHAPITRE 4. Optique géométrique pour des problémes aux limites quasi-linéaires

B de rang maximal et de noyau engendré par le vecteur E est par exemple donnée par

B::< 0 w 0)7
—Uug 0 Vo

qui fournit donc un exemple de condition au bord satisfaisant la condition de Lopatinskii uniforme.

On s’intéresse maintenant aux valeurs propres de la matrice A(7,n) pour le systéme de
’'Exemple 4.1.1. Leurs expressions, pour (7,7) € R?\ {0}, dépend du signe de 72 — n? (2 — u3),
comme représenté sur la Figure 4.3.

Si 7| > \/c3 —ui|n|, c’est-a-dire si ¢ = (7,7) se situe dans la zone dite hyperbolique H
(IBGS07, Définition 8.1]), alors la matrice A(¢) admet trois valeurs propres simples imaginaires
pures données par

. Tug + sign(7) ¢o \/7'2 —n?(cg — uj)

(4.1.15a) i&i(m,m) =1 2 ’
, T ug — sign(7) co /72 — n? (g — ud
(4.1.15D) i&a(T,m) 1= )02 \_/uz & O)v
0 0
(4.1.15¢) i&3(Tym) =i —,
ug

ou sign(z) := z/|x| pour x # 0. Puisque &;(7,7) est réel, la fréquence a;(7,7n) := (7',7],51(7, 77))
est une fréquence caractéristique réelle. On détermine alors que 'on a 7 = 73 (17, & (T, 17)) siT>0
et T=m (n,& (T, 77)) si 7 < 0. Un calcul nous donne, si 7 > 0,

2 2)

2 _ 2 —
s (n,&1(T,m)) = \/T n? Z f(%c?ﬂ "77;0 ’

et, si 7 <0,

2 2)

2 .2 _
Oemi(n, &1(T,m)) = \/T 72 z é?()r, nl)to '

La fréquence a1 (7,n) = (T, 7, &1(T, 77)) est donc toujours sortante. De méme, on détermine que
la fréquence caractéristique réelle ay(7,7n) := (7‘,7],52(7‘, 77)) est toujours rentrante, et que la
fréquence as(r,n) = (T, 7, &3(T, 77)) est également toujours rentrante.

Si ¢ se situe dans la zone dite glancing G, c’est-a~dire si |7| = y/c — u3 |n], alors la matrice
A((¢) posséde une valeur propre simple et imaginaire pure 7 &3(¢) toujours donnée par la formule
(4.1.15¢), et une valeur propre double et imaginaire pure donnée par

i16(0) = i&() =i 52y
CO U,

Dans ce cas on a toujours 7 = 73(n, & (7,m)) siT > 0 et 7 =71 (n,&1(7,7)) si 7 <0, et concernant
la fréquence caractéristique ag(7,n) = (T,n,fg(T, 77)), on a toujours T = Ty (17,53(7',77)). On
détermine alors que

Jem (77,51(7, 77)) = 3573(77,51@ 77)) =0,

et donc quelque soit le signe de 7, la fréquence aq(7,n) est glancing. La fréquence as(7,n) est
quant a elle toujours rentrante.

Enfin si |7| < /¢ —u3|n| et donc si ¢ est dans la zone dite mizte elliptique-hyperbolique
EH, alors la matrice A(¢) posséde une valeur propre simple imaginaire pure i £3({) donnée par
(4.1.15¢), et deux valeurs propres de partie réelle non nulle (symétriques par rapport a I'axe des
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— 2 _ 2 T — 2,2
T=—\/c5g—ugn T =/C5—ugn

EH

v

FIGURE 4.3 — Régions de Zy pour les équations d’Euler compressible isentropique

imaginaires purs), que 1’on note encore i & et i & et dont les expressions sont données par

7o + i co sign() /i? (cf — ug) — 72

i£1(7_77]) =1 5
cg — ug

)  Tug —ic sign(T) \/n? (c3 — ug) — 12

i&(T,m) =1 5 \/2 0 0 ]
Co — Up

La fréquence caractéristique réelle az(7,n) = (T, n,&3(T, 77)) est 1a encore rentrante.

Dans la suite, afin d’avoir la matrice identité en facteur de 'opérateur de dérivée partielle
par rapport & la variable normale x4 dans les équations, on considérera ’opérateur modifié
L(u,d,) := Ag(u)' L(u,8.). Pour j = 1,...,d — 1, on note gj = AglAj et Ay == Agl. Le
résultat suivant, qui est une adaptation due a [CGW11, Lemme 2.11| d’un résultat de [Lax57],
montre que, dans certains cas, I'opérateur m, E(O, 0,) mo est donné par un opérateur de transport
scalaire & coefficients constants, et donc que l'opérateur 7, Z(O, 0.) agit sur les profils polarisés
(c’est-a-dire les profils U tels que m, U = U) comme un opérateur plus simple.

Lemme 4.1.12 ([CGW11, Lemme de Lax]). Soit a = (7,1,£) € R*¥\ {0} une fréquence
caractéristique réelle non glancing et k entre 1 et N tel que T = (1, ). Alors on a

_ -1
(), €)

ot X est le champ de vecteur associé a o défini par (4.1.14). On note alors

T L(0,0,) T

XaTa Tas

~ -1 1 1
Rym Xy =0y, — o+
857-]6("776) ¢ 85779(7775) ! a{ﬁc(ﬁa&)

Dans un souci de complétude, on rappelle ici la preuve donnée dans [CGW11].

atvnTk(nv 5) ’ Vy'

Preuve. D’aprés l'identité (4.1.11), on a

d—1
(41.16) L0, (r(m,€),m,€) m(n,€) = (74(n. €) Ao(0) + > mi Ai(0) + 1) mi(n, €) = 0.
i=1

La formule de Dunford et le théoréme des fonctions implicites nous assurent que dans le cas
strictement hyperbolique, les projecteurs 7y, ainsi que les réels 75 sont différentiables par rapport
a (n,€) dans R?\ {0} (ils dépendent méme analytiquement de (1, ¢)). On différencie donc I'égalité
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(4.1.16) par rapport a & sur un voisinage d'une fréquence (7, £) dans R?\ {0} pour trouver

<5k7k(nvf)zzb(0)4‘1> (1, &) + (7k (7,€) Ao(0 +-j£:7h i( +-§1> Iemi(n, §) =0,
et donc, en multipliant par 7x(n,§) a gauche, d’apres 'identité (4.1.13), on obtient

(4.1.17) F(n, €) Ao(0) m(n, €) = — Te(n,€) Tr(n, £).

1
Oe7i(n, §)

De méme, pour i = 1,...,d — 1, on différencie I’égalité (4.1.16) par rapport & n; puis on multiplie
a gauche par le projecteur 7 (n, &) pour obtenir

71(1,) (00,701, €) Ao(0) + Ai(0) ) ma(n, ) =0,
et donc, avec (4.1.17), on a

8772'7_/6(77’ §)~
Ww(n, 5) 7Tk(77> £),

ce qui conclut la preuve. O

Les résultats suivants utilisent 1’énoncé classique du Lemme de Lax, dont la preuve est similaire
et plus simple que celle du Lemme 4.1.12. On le rappelle ici.

Lemme 4.1.13 ([Lax57]). Soit a = (7,1,¢) € R4\ {0} une fréquence caractéristique réelle et
k entre 1 et N tel que T = 1,(n,&). Alors on a

L(Ou 32) Ta = Xa Ty

ot X, est le champ de vecteur associé 4 o défini par (4.1.14).

Le premier lemme ci-dessous, classique, affirme que les vitesses de groupe v, sont bornées. Le
résultat présenté ici n’est pas optimal, la constante C' pouvant étre prise égale & 1, mais il suffit
pour notre analyse, et sa preuve est plus simple.

Lemme 4.1.14. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour k =1..., N et (n,€) dans R\ {0},
on a

Vieme(, &) < C sup  p(A(n,€)),
(n,£)esd—1

ot l'on rappelle que A(n,€) a été définie pour (n,€) dans R4\ {0} dans I’Hypothése 4.2, et ou
p(A(T],f)) désigne le rayon spectral de la matrice A(n,&). On note alors V* la quantité finie

Vii=C sup  p(A(n,€)),
(n,6) €841

qui borne la norme des vitesses de groupe.

Preuve. On note d’abord que la quantité V* est bien finie, puisque d’aprés ’'Hypothése 4.2, on a
A / / — / !/
p(AW' &) = max |n(n', &),

et que les fonctions 71, ..., 7y sont analytiques sur R¢ \ {0}, et donc bornées sur Sd-1,
Soit maintenant (1, ¢) dans R?\ {0} et k entre 1 et N. D’aprés le Lemme de Lax 4.1.13, on a,
pour (n/,¢') dans S1

me(n,6) A, &) me(n, €) = —dr(n,€) - (0, ') mi(n, )
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Or on a
Vaerem, &)= sup  |dme(n,&) - (0, )],
(', &) esd—1
et donc
(4.1.18) Ve, O < lme(n, Il sup  ||A(', )]
(n',¢")esd—1

D’autre part, d’aprés la Remarque 4.1.7, il existe une constante C' > 0 telle que
(4.1.19) |lme(n, I <C, k=1,...,N,

uniformément par rapport a (n,¢) dans R?\ {0}. Enfin, en vertu de ’'Hypothése 4.2 qui affirme
que la matrice A(n',&’) est diagonalisable et bien conditionnée, il existe une constante C' > 0 telle
que

(4.1.20) sup HA(n’,f’)H <C sup p(A(n’,ﬁ/)).
(n',€)est—t (n',€)esa—t
On peut alors conclure avec (4.1.18), (4.1.19), et (4.1.20). O

Le deuxiéme résultat nous permet de relier quantitativement le vecteur 7, E(n, ) avec le
vecteur Ey(n,§), ce qui nous sera utile dans la suite pour obtenir un contréle de minoration de ce
premier. Il est mentionné, pour sa deuxiéme partie, dans [CG10].

Lemme 4.1.15. Soit a = (1,1,£) € R4\ {0} une fréquence caractéristique réelle et k entre 1
et N tel que T = 1(n, ). Alors on a

To Ee(n, &) = —0emi(n,€) Aa(0) " Eg(n, €).

En particulier, si la fréquence o n’est pas glancing, le projecteur 7o induit un isomorphisme de
Im 7, dans Imm,,.

Preuve. On décompose le vecteur Eg(n, £) dans la base (4.1.9) adaptée a la décomposition (4.1.7) :
N
(4.1.21) Er(n,€) = D A Aa(0) " E;(n, €),
j=1

si bien que l'on a 7o Ex(n,€) = A\ Aq(0) "L Ek(n, £). On cherche donc & déterminer le coefficient
Ak. On a, puisque 7y Ex(n, &) = Ex(n,§), et d’aprés la décomposition (4.1.21),

N
Ad(O) T Ek‘ (77> g) = Z )‘j E] (777 g)a
j=1
et donc
Ta Ad(0) mo Ex(n,§) = A Ex(n, §).
On peut conclure avec le Lemme de Lax 4.1.13 qui affirme que 'on a 7 Ag(0) 7o = —0¢7i(n, §) Ta-

Pour montrer que le projecteur 7, induit un isomorphisme de Im 7, dans Im 7, puisque les
deux espaces Im ., et Im 7, ont la méme dimension, il s’agit de montrer que l'intersection

ker o, N Im 7,

est triviale. On se donne donc X un vecteur de CV appartenant a cette intersection, qui s’écrit,
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X appartenant & Im 7, par définition du vecteur Eg(n, &),
X=2A Ej (777 g)a

ol k est 'entier entre 1 et N tel que a = (Tk(n, €),n, f) et A € R. D’aprés le résultat précédent
on a

o X = —0e7i(n,€) Ag(0) ' X.

Or, T, X = 0 par hypothése et 0¢7(n,£) # 0 puisque a n’est pas glancing. On en déduit donc
X =0, ce qui est le résultat recherché. O

On peut maintenant décrire la décomposition du sous-espace stable E_({) pour ¢ € =g, qui
utilise ’'Hypothése 4.2 de stricte hyperbolicité.

Proposition 4.1.16 (|Wil96], Proposition 3.4). Soit ( = (7,1) € Zg. On note i§;(¢) pour
j=1,..., M(Q) les valeurs propres complezes distinctes de la matrice A(C), et si £;(C) est réel,
on note a;(C) := (1,1,&;(7,1n)) la fréquence caractéristique réelle associée. Si £;(C) est réel, on
note également k; l'indice entre 1 et N tel que 7 = 73,(n,&;(C)). L’ensemble {1,2,..., M({)}
s’écrit alors comme 'union disjointe

(4.1.22) {1,2,..., M(Q)} = G(O UR(C) UP(S) US(C) UN(Q),

ot les ensembles G(C), R(C), P(C), S(¢) et N(¢) correspondent aux indices j tels que respectivement
a;(C) est glancing, a;(C) est rentrante, Im&;(() est strictement positive, o;(C) est sortante et
Im¢&;(C) est strictement négative.

On a alors la décomposition de E_(() suivante

(4.1.23) E()=P Fe P e @ E©,

J€G(¢) JER(Q) JEP(C)

ot pour chaque indice j, le sous-espace E (C) est précisément décrit comme suit.
i) Sij € P((), Uespace Ei({) est lespace propre généralisé de A(C) associé a la valeur propre
i&5(¢)-
i) SijeR(C), ona B (¢) = ker L(0, a;(¢)), qui est de dimension 1.
iii) Si j € G(C), on note nj la multiplicité algébrique de la valeur propre imaginaire pure i€;().

Pour v > 0 petit, la valeur propre multiple i §;(T,mn) se sépare en n; valeurs propres simples,
notées zfjk(T —iv,m), k=1,...,n;, toutes de partie réelle non nulle. On note p; le nombre

indépendant de v > 0) de valeurs propres i £¥(7 —i de partie réelle strictement négative.
p Y prop g 7N p q

Alors Ej_(C) est de dimension p; et est engendré par les vecteurs propres généralisés w
vérifiant [A(C) — i (Q)]*w = 0. De plus, si nj est pair, j1; = n;/2 et sin; est impair, (;
est égal a (nj —1)/2 ou (nj +1)/2.

De méme, le sous-espace instable E(C) s’écrit

(4.1.24) E;(Q)= P F.Oe P F.e P FL©,

J€G(0) J€s(<) JEN(Q)
avec une description similaire des sous-espaces Eﬂr(C) En particulier, si G(C) est vide, alors
CY = E_(¢) ® E+ ().

Remarque 4.1.17. La notation &;({) ne doit pas étre percue comme étant une fonction §; dépendant
de ¢ € Zy, puisque par exemple le nombre de valeurs propres distinctes M(({) dépend de (.
Cependant, on remarque que la matrice A(() est homogeéne de degré 1 en ¢ dans Zy. Ainsi, le
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nombre M(() ainsi que le cardinal des ensembles G(¢), R(¢) US(¢) et P(¢) UN () ne dépendent
que de la direction de ¢ dans Zj. On suppose donc que, a ( € = fixé, pour A € R*, les indices
1,..., M(X() sont ordonnés de telle sorte que, pour j =1,..., M((),

§(AQ) =A¢&i(¢), et done  aj(A() = A ().

Avec cette numérotation, on remarque que si, pour ¢ € Zo, () est glancing, rentrant ou sortant
(resp. &;(C) est de partie imaginaire non nulle), c’est-a-dire si j € G(¢) U S(¢) UR(C) (resp.
J € P(C)UN(C)), alors pour A € R*, a;(A() = A (() est encore glancing, rentrant ou sortant
(resp. &(A () est encore de partie imaginaire non nulle), c’est-a-dire que j € G(A()US(A)UR(AC)
(resp. 7 € P(AQ) UN(A()). Plus précisément, si j € P(() (resp. N({)), alors j € N(—() (resp.
P(=C)).

Définition 4.1.18. Soit ( € Zy. On dit que { est un point glancing et on note ( € G si avec
les notations de la Proposition 4.1.16, il existe un indice j entre 1 et M(C) tel que j € G(C),
c’est-a-dire si ¢ est tel qu’il existe & € R\ {0} tel que la fréquence (¢, &) soit caractéristique et
glancing.

On fait maintenant une hypothése qui nous permet de montrer que les projecteurs associés a
la, décomposition (4.1.23) sont bornés uniformément par rapport & ¢ dans Zy. Cette hypothése a
déja été faite dans les travaux de [Sar65] et [Wil96], et semble nécessaire, voir [Wil00].

Hypothése 4.4. Pour tout k =1,..., N, et pour tout (n,§) € R4\ {0}, on a

9%,

(ﬂ’§) =0 = 7(ﬂ7 é) 7& 0.

ok
o€

Remarque 4.1.19. On verra ci-dessous, au cours de la preuve de la Proposition 4.1.21, que
I’Hypothése 4.4 implique, avec les notations de la Proposition 4.1.16, que pour tout ( dans =,
pour tout indice j dans G({), on a n; = 2. On en déduit que p; = 1 et que la composante EJ_(Q)
du sous-espace stable E_(() est de dimension 1 et est donnée par kerL(O7 a;(¢ ))

Définition 4.1.20. Pour ¢ € Eg et, avec les notations de la Proposition 4.1.16, pour un indice
j dans G(¢) UR(C), on note II?_(¢) la projection de E_() sur la composante E’ ({) selon la
décomposition (4.1.23).

On note également 11¢ (C) la projection de E_(C) sur la partie elliptique stable E€(() :=
@jefp(c)E‘i(C) selon la décomposition (4.1.23).

Enfin, si ¢ n’est pas glancing, c’est-a-dire si G(C) est vide, alors d’aprés la Proposition 4.1.16
on a la décomposition de CN suivante

(4.1.25) V=P Fe P Ee P e @ E©.

7eS(C) JEN(Q) FER(C) J€P(C)
On note dans ce cas 1.y () la projection de CN sur la partie elliptique stable E€(C) selon
cette décomposition, et HEIJ\C(C) la projection de CN sur la partie elliptique instable ES(Q) ==
@jeN(g)Ei(C) selon cette méme décomposition.

Le résultat suivant sera fondamental dans la suite. Il utilise de maniére cruciale I’'Hypothése
4.4, ainsi que 'Hypothése 4.2 de stricte hyperbolicité.

Proposition 4.1.21 ([Wil96]). Sous les Hypothéses 4.2 et 4.4, pour ¢ € Zq les projecteurs H{(C)
pour j dans G(C) UR(C), et les projecteurs 11¢ (¢) sont uniformément bornés par rapport o ¢ dans

—_
=0-

On détaille ici la preuve de ce résultat, qui est omise dans [Wil96].
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Preuve. Dans toute la preuve on s’autorise & noter indistinctement e toute fonction analytique
ne s’annulant pas en un point particulier a précisé plus bas, et qui est donc non nulle sur un
voisinage de ce point a. Puisque les projecteurs II2 (¢), j € G(¢) UR(C) et II¢ (¢) sont homogenes
de degré 0 en ¢, on montre le résultat localement dans >, et on conclut par compacité de la
sphére unité ¥p. On est donc ramené a une étude locale au voisinage de tout point de ¥.

Soit ¢ = (,n) € Xo. On s’intéresse au comportement au voisinage de ¢ dans X des projecteurs

¥ (€), j € G({)UR(C) et I1¢ (¢), et donc au comportement au voisinage de ¢ des valeurs propres
de A((). D’aprés la Proposition 4.1.9 il existe un voisinage V' de ¢ dans ¥, un entier L > 0, une
base réguliére de CV dans laquelle la matrice A(() est diagonale par blocs de la forme

(4.1.26) diag (A-(¢), A+(C), AL(C), .., AL(Q)),

ou le bloc A_(() (resp. A4(()), éventuellement de taille nulle, est de partie réelle définie négative
(resp. définie positive), et ou les blocs A;(¢) sont de type 4ii) ou iv) avec les notations de la
Proposition 4.1.9. D’aprés cette proposition, les valeurs propres associées aux blocs de type iii)
restent imaginaires pures pour ( € ¥ au voisinage de ( et donc ne contribuent pas a la partie
elliptique des sous-espaces stable et instable. En revancﬁe, les valeurs propres des blocs de type
iv) peuvent avoir une partie réelle non nulle au voisinage de ¢ et donc contribuer & la partie
elliptique. Ainsi, au voisinage de ¢ dans ¥, la partie elliptique @jep(c)E]_' (¢) s’écrit comme la
somme directe du sous-espace stable pour A({) associé au bloc A_(() et des espaces propres
généralisés associés aux éventuelles valeurs propres de partie réelle strictement négative des blocs
A;(¢) de type v). La description détaillée de ces espaces propres constitue le point central de
I’analyse ci-dessous.

Dans la base adaptée a la décomposition par blocs (4.1.26), analytique par rapport a ¢ € X,
on considére les premiers vecteurs associés au bloc A_(() et on cherche a compléter cette famille
en une base analytique du sous-espace stable E_({). On souhaite construire, au voisinage de (,
une détermination continue par rapport a ¢ des valeurs propres stables de A(() associées aux
blocs A;(¢) de type i) et 4v) (qui sont donc imaginaires pures en ¢) et en déduire l'existence
d’une famille libre de vecteurs propres généralisés associés qui dépende contintiment de . On va
pour cela suivre et adopter 'analyse de [Mét00].

Soit i £ . une valeur propre imaginaire pure de A(¢) de multiplicité algébrique n;. Par définition
de A(C) et avec les notations de ’'Hypothése 4.2, il existe un unique indice k; entre 1 et N tel que

T = Tk, (ﬁa §j)

Il y a alors deux cas possibles, suivant le degré d’annulation de la quantité 8;—?(@, éj) Dans
le premier cas, on verra qu’il existe un prolongement régulier de la valeur propre ¢ éj qui reste
imaginaire pur pour ¢ € Yy au voisinage de (, et qu’il existe un projecteur régulier sur le
sous-espace propre associé. Dans le second cas, la valeur propre iéj est dégénérée (i.e. n’est pas
semi-simple) et se prolonge en une valeur propre continue ¢&;, qui, suivant ot se trouve ¢ dans la
voisinage de (, peut devenir de partie réelle non nulle, ou bien imaginaire pure et simple, ou bien
encore resteriimaginaire pure et dégénérée.

On suppose donc dans un premier temps que

o, k;

875@’%) # 0,

c’est-a-dire que (7,7, §J) est rentrant ou sortant. On sait que, pour (¢, €) dans R¥1\ {0}, d’aprés
I’Hypothése 4.2,

(4.1.27) det (A(C) — i€I) = det(A4(0)) " N det L(0, (¢,€)) = (7 — 7, (0, €)) e(, €),
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o7y,
ot e((, éj) =% 0. Puisque ;—?(ﬂ, §]) % 0, d’aprés le théoréme de préparation de Weierstrass
[H6r90], il existe une unique fonction analytique réelle &; définie au voisinage de ¢ dans Xg
vérifiant &;(() = éj et telle qu’au voisinage de (¢, §j) dans ¥y x R on ait

(4.1.28) T =7, (0,6) = (€ = &(0)) e, €),

ot e((, §]) # 0. Ainsi dans un voisinage de ((, §]) dans Xy x R on a

det (A(C) —i€l) = (€ — &(Q)) (¢, €),

ot e((, §]) # 0 et donc dans un voisinage de ¢ dans ¥, i £;(¢) est une valeur propre (analytique en
¢) de A(¢) de multiplicité algébrique 1. D’autre part d’aprés I'égalité (4.1.28), on a7 = 7, (1, £;())
et ainsi

AQ) Tk, (1,€5(C)) = 1 &5(C) mr; (0, §5(C))-

Au voisinage de ¢ dans Xg, ¢ &;({) est donc une valeur propre de A(¢) de multiplicité géométrique
1, et elle est donc simple. En outre le projecteur (7], &(C )) est un projecteur analytique en ¢
sur l'espace propre de A(() associé a i &;(¢). Ainsi, dans la décomposition par blocs (4.1.26), il y
a un unique bloc scalaire parmi les blocs A;(¢) qui coincide avec la valeur propre i ;(¢). Pour
le cas rentrant, on obtient alors des vecteurs propres associés qui dépendent analytiquement de
¢ € Xp au voisinage de {, et qui contribuent au sous-espace stable E_(().

Si maintenant 65 2 (n, f ) = 0, alors d’aprés ’'Hypothése 4.4, (n,f ) # 0 et dans ce cas on

852
dit que {J est glancing. A1n81 il existe une fonction e définie au voisinage de § avec e({ ) #0

telle que pour & proche de §J,

T — Tk (ﬂa g) = (g - éj)Q 6(5)

On en déduit d’aprés (4.1.27) que pour & proche de §j,

det (A(Q) —i€T) = (€ — £,)e(©).

ou e ]) # 0. La multiplicité algébrique n; de la valeur propre 15 est donc égale a 2 alors que sa
multiplicité géométrique est égale & 1 puisque

ker (.A(Q - iéj I) = kerL(O, (g,ﬁ)) = Imﬂ'kj(ﬂ,éj),

et que le projecteur (1, §]) est de rang 1. Il nous faut donc trouver une base de I'espace propre
généralisé associé a iéj, qui est de dimension 2. Par définition de la fonction analytique 7%, et du
projecteur 7, on a, pour § proche de §j,

L(()’ Tk; (ﬂa g)aﬂa f) Tk; (ﬂ7 f) = 0.

=T,

Si on dérive cette relation par rapport a £, on obtient, en £ = §j, puisque 7, (7, §])
ety (0,€,) OrL(0, 7,1, &) Thy (0, €)) + OeL(0, 7,1, &) ey (1, €) + L0, 7., &) Dy (1, €) = 0
c’est-a-dire, d’aprés I'expression de L(O, (t,m, f)) et en utilisant J¢7y, (1), §]) =0

Oy,

9

Aq(0) 7, (0, €,) +iAq(0) (A(C) — i€, ) =(n,€;) = 0.
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oy, .
Si on note Py := (1, §]) et Py := g—?(ﬂ, éy) on a donc

(4.1.29) (A - zgj)gl =iP,.

On note alors E; un vecteur non nul de la droite vectorielle Im (1, §j) D’aprés (4.1.29), on a
donc,

(4.1.30) (AQ) =€) P\ E; = iE,.

On vérifie alors que la famille E;, P, E; est une famille libre et qu’elle forme donc une base du
sous-espace propre généralisé associé a z§] Dans cette base, d’aprés (4.1.30), 'opérateur A(C)

restreint au sous-espace propre généralisé associé a ifj est donné par la matrice

(4.1.31) QI = ( igﬂ' Zé ) :

On a ainsi obtenu une triangularisation de la matrice A(() restreinte au sous-espace propre
généralisé associé a zfj, et on cherche maintenant & étendre cette structure au voisinage de ( et a

étudier le comportement des valeurs propres stables de la matrice A({) restreinte au sous-espace
propre généralisé associé a i §j au voisinage de ¢. Dans [Mét00] et & 'aide d’un résultat de [Ral71],
il est montré qu’il existe une famille libre E?(C ), Ejl(( ), analytique en ¢ € ¥ au voisinage de ¢,
qui engendre un sous-espace F;(() stable par A((), telle que E]O(Q) =E; et EJ1 () = PyE; et

telle que la restriction de A(C) a I'espace F(() soit donnée par

S+ a(C) 1
(4.1.32) Q(C)ZZ( qu(o ¢ ),

=

ot q1(¢) = q2(¢) = 0 et ou %(C) # 0. Parmi les blocs A;(¢) de la diagonalisation par blocs

(4.1.26) de la matrice A(¢) au voisinage de ¢, il y a donc un bloc de taille 2 x 2 donné par Q(¢).

On veut maintenant étudier les valeurs propres du bloc Q(() de taille 2 x 2 ci-dessus et trouver
une détermination continue de la valeur propre stable au voisinage de ¢ dans ¥ (et non plus dans
3p), c’est-a-dire que 'on va autoriser le paramétre de Laplace v a étre strictement positif. On
cherche d’abord 'expression du polyndme caractéristique de Q(¢). Celui-ci est de degré 2, ce qui
nous permet d’obtenir une formule explicite pour les valeurs propres de Q(¢). D’aprés (4.1.27) on
sait que, au voisinage de (¢, §j),

det (A(C) —i€I) = (1 — 1, (1.€)) e(¢, €),

et d’autre part d’apres le théoréme de préparation de Weierstrass, puisque OgTy; (n, éj) =0et
8§Tkj (n, §]) # 0, il existe un couple (fo, f1) de fonctions analytiques réelles définies au voisinage
de ¢, vérifiant fo(¢) = f1(¢) = 0 et telles que pour (¢,§) proche de (¢, §j),

(4.1.33) r =71, (1,6) = (€ = (26, + 11(0) €+ € + 16(0)) (¢, ©),

ou e(¢,&.) # 0. Ainsi

det (A(C) = i€T) = (€2 = (2€, + [1(0)) €+ €2+ fo(C) ) e((, €),
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ou e(¢,£.) # 0. Or d’aprés la décomposition par blocs de A(¢) on a

det (A(C) — &) = det (Q(C) — i&1) e(¢, 6),
ou e(¢,£.) # 0 et ainsi,

€2 — (26, + 1(Q) €+ €2+ fol€) = det (Q(Q) — i€T) e(¢, €),

ott e(, §]) # 0. Puisque d’aprés (4.1.32) le polynoéme en & donné par det (Q(¢) — i€I) est de
degré 2 et de coefficient dominant égal & —1, on obtient

det (Q(Q) — i€1) = — (£ = (26, + A1(Q) €+ €+ folC) )

Par identification, d’aprés (4.1.32), on note qu’on a alors f; = ¢ et fo = §j qQ — Q2.

On s’intéresse maintenant au comportement des valeurs propres de Q(¢), et donc aux racines
du polynéme &2 — (2§j + f1(¢Q)) €+ é? + fo(¢), pour ¢ au voisinage de ¢ dans 3. La théorie
des développements de Puiseux affirme que pour v > 0 petit, les valeurs propres de Q(¢) avec
¢ = (r — i7,7n) admettent un développement de la forme

Q) =€+ 127+ 0(),

ol les coefficients a2 s’obtiennent en résolvant

of o = i(0:fo(Q) = 0-f1(O) €)-

Or puisque f1 = q; et fo = §j g1 — @2, 0n a

0-fo(C) = 0-F1(Q) &, = —0raa() #0,

et donc Imay 2 = £c ot ¢ > 0. Ainsi pour v > 0, Q(z — i7,7) admet une unique valeur propre
stable ; () (c’est-a-dire telle que Im &; (¢) > 0) et une unique valeur propre instable f;-r(( ) (telle
que Im {j({ ) < 0). On en déduit que pour ¢ au voisinage de ¢ dans ¥\ Xo, Q(¢) admet une seule
valeur propre stable que I'on notera £;(¢). On cherche alors & prolonger contintiment la valeur
propre &; pour v = 0, c’est-a-dire que I'on s’intéresse & la racine de &2 — (2§j + f1(0)) §+§§ + fo(¢)
qui prolonge &;(¢) & un voisinage de ( dans . Le comportement de ce prolongement &; va alors

dépendre du signe du discriminant (réel pour ¢ réel) A;(¢) := 4§j FQ) + f1(O? —4f5(¢) que
I’'on a représenté en Figure 4.4 plus bas.

FIGURE 4.4 — Signe du discriminant A;(¢) au voisinage de ¢.

Lorsque le discriminant de ce polynéme A;(() est strictement négatif, la valeur propre £;(¢)
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est nécessairement donnée par

26+ A(0) + iy [4fo(Q) =4, A1(O) = Ai(0)?
= 2 )

& (<)

puisqu’elle doit étre de partie imaginaire positive ou nulle. Lorsque le discriminant A;(¢) est nul,
&;(C) est donnée par

2¢ + f1(0)
53‘(():%-

On peut méme préciser le lieu des zéros du discriminant, puisque celui-ci vérifie 9;A;(¢) =

4(87 f1(¢) §j - 0 fo(g)) # 0, et donc d’aprés le théoréeme des fonctions implicites, il existe
une fonction analytique Tf définie au voisinage de n qui parameétre au voisinage de ¢ dans X
I'ensemble des zéros du discriminant Aj, voir la Figure 4.4. Enfin, lorsque le discriminant A;(¢)
est strictement positif, il nous faut déterminer laquelle des deux racines réelles

26, + fi(Q) £ /1€, 11(Q) + [1(Q? — 4fo (<)

4.1.34
( ) 2 ’

étend contintiment la valeur propre stable &;(() lorsque v = 0. Si &;({) désigne la valeur propre
recherchée jusqu’en v = 0, et si on note ( = (o,n) := (7 — 7, n), puisque &;({) est réelle lorsque
v =0 et que Im&;(¢) > 0 lorsque v > 0, il est nécessaire que

OImo ly=0

)
et donc d’apreés les équation de Cauchy-Riemann, il est nécessaire que

BT(Regj) ly=0 < 0.

Ainsi, si 0r fo(¢) — 07 f1(¢) §j > 0, c’est la racine réelle

26+ A1(0) + /48, A0+ 11(Q? = 4/(Q)
2

qui étend contintiment la valeur propre stable £;(¢) lorsque v = 0, et dans le cas contraire c’est
I’autre racine qu’il est nécessaire de considérer. On a ainsi obtenu une détermination continue
de la valeur propre stable £;(¢) de la matrice Q(¢) au voisinage de ¢. On remarque maintenant

qu’un vecteur propre de la matrice
§ + a(¢) 1
@) &

J

associé a la valeur propre §;(() s’écrit (1, E,‘gzgﬁ)é ) On obtient donc, a 'aide de la famille libre
IS
EJQ(C), E}(C), un vecteur propre de A(() associé a la valeur propre stable i§;(¢) continu par
rapport & ¢ L.
En résumé, au voisinage de ¢ dans Y, la valeur propre dégénérée et imaginaire pure igj se
prolonge de maniére continue en une valeur propre stable i£;(¢) dont le comportement dépend

1. Puisque &;(¢) est racine du polynéme &2 — (2§j +q1(Q)) €+ §]2 + §jq1(C) — q2(¢) d’aprés lidentification
fi=q et fo= §jq1 —g2,0n a Q%Zg?g =¢;(¢) — gj — ¢q1(¢). Ainsi on a bien gj‘fzggjéj ?SO, et le vecteur propre
considéré dépend bien contintiment de ¢ au voisinage de ¢
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du signe du discriminant A;(¢) au voisinage de ¢, qui a été représenté en Figure 4.4. Si A;(()
est strictement négatif, alors i &;(() est de partie réelle strictement négative et la valeur propre
i&;(C) contribue donc & la partie elliptique du sous-espace stable E_((). Si A;(() est strictement
positif, alors i £;(() est une valeur propre imaginaire pure et simple de A(() et contribue donc a
un espace E' (¢) avec | dans R(¢). Enfin si A;(¢) est nul, la valeur propre i &;(() reste imaginaire
pure et dégénérée et contribue donc & un espace E' (¢) avec [ dans G(¢).

On note maintenant ¢§ P [ =1,...,7 les valeurs propres réelles rentrantes et i § l’ l=7r+
1,...,r + g les valeurs propres réelles glancing de la matrice A((). Avec les notations du début de
la preuve, on a donc trouvé des prolongements continus ¢ &;, [ = 1 ...,7+g, de ces valeurs propres
au voisinage de ¢. On a ainsi trouvé une détermination continue des valeurs propres stables des
blocs A1 (), ..., AL(¢) ainsi quune base continue de Iespace stable E_(¢) formée de vecteurs
propres généralisés de la matrice A_({) ainsi que de vecteurs propres de A(() associés aux valeurs
propres i &(¢) pour [ =1,...,r 4+ g. On note alors ﬁe_(C) le projecteur analytique de E_(¢) sur
Pespace stable associé au bloc elliptique A_((), et, pour [ = 1,...,r + g, ﬁl_(C) le projecteur
continu de E_ () sur 'espace propre associé a i §(¢). Puisque ces projecteurs sont continus par
rapport a ¢ dans un voisinage de ¢, on peut les supposer bornés sur ce méme voisinage.

Sil=1,...,r, lavaleur propre i §(() est imaginaire pure et simple au voisinage de ¢, et donc,
pour tout (, le projecteur ﬁl,(C ) contribue & un projecteur I (¢) pour un certain j (qui dépend
de ¢) dans R(¢). Sil=r+1,...,7 + g, alors la valeur propre i §(() peut, suivant le signe de A,
étre imaginaire pure et simple, imaginaire pure et dégénérée, ou encore de partie réelle non nulle,
et donc suivant ot se trouve ¢ au voisinage de ¢, le projecteur IT' (¢) contribue a II¢ (¢) (lorsque
A; < 0), aIF (¢) pour un certain j dans G(¢) (lorsque A; = 0) ou a IIY (¢) pour un certain j
dans R(¢) (lorsque A; > 0). Le projecteur 1 (¢) contribue quant & lui toujours a I1¢ (¢).

On cherche maintenant a décrire explicitement les projecteurs I1¢ ({) et N (¢) pour j €
R(¢)UG(C). Pour simplifier I’écriture, on suppose que parmi les valeurs propres imaginaires pures
i§ ; il en existe une seule qui soit glancing, c¢’est-a-dire que g = 1. L’expression de ces projecteurs
dépend de si la valeur propre i&,41(C) est rentrante, glancing, ou de partie réelle strictement
négative, et donc de ’endroit du voisinage de ¢ dans lequel on se place, comme représenté en
Figure 4.4. Si ¢ appartient a la partie du voisinage de ¢ telle que A,y4+1(¢) > 0, alors la valeur
propre i &4 1(C) est rentrante et donc R(¢) est de cardinal 7 + 1 et G(¢) est vide. Dans ce cas on
a alors, pour tout indice j dans R((),

I (¢) = TI.(0),
pour un certain [ entre 1 et r + 1, et

I (¢) = 11°.(¢).

Si ( est, dans le voisinage de ¢, sur I'hypersurface définie par A, 1 = 0, alors i §11(¢) est glancing
et dans ce cas R(() est de cardinal r et G({) est de cardinal 1. On a alors, pour tout indice j
dans R(¢),

I (¢) = II.(¢),
pour un certain [ entre 1 et r, pour I'indice j de G((),

I (¢) = T (¢),
et _

I (¢) = H(¢).

Enfin, si { se trouve dans la partie du voisinage de ¢ telle que A;(¢) < 0, alors i&,41(() est de
partie réelle strictement négative et contribue donc a la partie elliptique de E_(¢). Ainsi R(() est
de cardinal r, G({) est vide et le prolongement de la valeur propre dégénérée i&,1(¢) contribue a
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la partie elliptique. Dans ce cas on a, pour tout indice j dans R((),
I (¢) = I (¢),
pour un certain [ entre 1 et r, et
I (¢) =TI (¢) +T7(¢).

Ainsi, puisque les projecteurs i (Q),l=1,....,mr+1et Ie (¢) sont bornés uniformément par
rapport & ¢ au voisinage de ¢, on en déduit que les projecteurs I1¢ ({) et I (¢) pour j € R(¢)UG(C)
sont bornés uniformément par rapport a ¢ au voisinage de ¢, ce qui conclut la démonstration de
la Proposition 4.1.21. B

Dans le cas général ou il y a plusieurs valeurs propres i § . glancing (c’est-a-dire o g > 1),
on peut encore calculer les projecteurs I (¢) et I (¢) pour j € R(¢) UG(C) en fonction des

projecteurs II* (¢), I = 1,...,r + g et II¢ (). Puisqu'on aura besoin de I'expression de II¢ (¢)
dans la preuve de la Proposition 4.5.16 ci-dessus, on la donne ici. On a, pour ¢ au voisinage de ¢
dans X,

r+g

(4.1.35) () =T () + Y Tay0)<0 I (C).

j=r+1
O

L’Hypothése 4.4 nous permet également de montrer le résultat suivant, qui suit le Lemme
4.1.15, et établit un contréle minorant sur la composante normale des vitesses de groupe, et donc
sur le vecteur m,, Fx(n, &) pour tout a = (Tk(n, &), n, 5)7 en fonction de la distance de (Tk(n, £), 77)
a lensemble glancing G.

Lemme 4.1.22. Il existe une constante C > 0 telle que si o = (7,1,€) dans R1F4\ {0} est une
fréquence caractéristique réelle, et si k entre 1 et N est tel que 7 = 11(n, ), alors on a

dist ((T, n),g)1/2
(7, m)[1/2

Avec le Lemme 4.1.15, on peut donc en déduire [’estimation

|0ei(n, &) = C

1/2

dist ((7’, n), g)

(4.1.36) |%Oc Ek(n:&” > c |(T’77)|1/2

Preuve. On commence par s’intéresser & la premiére inégalité, que 'on montre par compacité en
utilisant I’homogénéité de degré 0 de J¢7i (7, &) et de degré 1 de la distance. On se place donc sur
la sphére X, et on pose, pour ¢ dans X,

1 si sp(A(¢)) NiR = 0,
mg(C) - jerg(l?)U }a{'Tkj (777 fj(()) ‘ Sinona
R(QUS(C)

ot sp(A(()) désigne le spectre de la matrice A((), et otl les notations k; et £;(¢) ont été introduites
dans la Proposition 4.1.16. On va montrer en utilisant la compacité de la sphere ¥g que m vérifie

(4.1.37) my(¢) > Cdist(¢,G)"2,

pour tout ¢ dans Xg, ou C > 0 est une constante fixée convenablement. On se donne donc
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¢ :=(1,7n) dans ¥y, et on montre qu’il existe un voisinage 1V de ¢ sur lequel I'inégalité (4.1.37)
précédente est vérifiée. B

On reprend les résultats de la preuve de la Proposition 4.1.21 dans laquelle on a construit une
détermination continue des valeurs propres de A(() pour ¢ au voisinage de (. La preuve s’attachait
a décrire les valeurs propres stables, mais peut s’étendre a toutes les valeurs propres de A(¢). On
note ¢ §j les valeurs propres imaginaires pures de A((). Si la valeur propre imaginaire pure i§j n’est
pas glancing, la preuve de la Proposition 4.1.21 nous fournit au voisinage de ¢ un prolongement
continu 7 §;(¢), valeur propre de A(¢). Si i§j est glancing, on obtient alors, au voisinage de ¢, deux

valeurs propres continues ¢ &; (¢) et z'f;-“(c ) qui prolongent i §j, et sont éventuellement confondues
(lorsqu’elles sont glancing). Enfin, la structure de blocs (voir Proposition 4.1.9) et la Proposition
4.1.21 nous fournit une base de C"V dans laquelle la matrice A(¢) est, au voisinage de ¢, diagonale
par blocs, avec un bloc A (¢) dont les valeurs propres sont toutes de partie réelle non nulle, et
des blocs scalaires correspondant aux valeurs propres i£;(¢). Trois cas sont alors a distinguer.
o Les valeurs propres de A4 ({) sont toutes de partie réelle non nulle au voisinage de (, et ne
contribuent donc pas a mg(¢). B
o Si i§j est imaginaire pure et O¢y; (ﬂ, &(T, Q)) # 0, c’est-a-dire si la fréquence caractéristique
a;(({) est rentrante ou sortante, alors on a montré que la valeur propre i§;(() est encore

rentrante ou sortante au voisinage de ¢. De plus d’aprés 1'équation (4.1.28) que I'on dérive
par rapport & £ et évalue en § = &;((), on a, pour ¢ au voisinage de ¢,

akaj (777 g](C)) = _6(7% gj(C))7

ou e est une fonction analytique ne s’annulant pas en (, et qui est donc uniformément minorée
au voisinage de (C, @(C)) Ainsi, pour ¢ au voisinage de (, on a

|0e7i, (n,€5(Q))| = €,

avec C' > 0.

o Enfin, si iéj est glancing, c’est-a-dire si i§j est imaginaire pure et J¢7y; (n, §J) =0, alors i§j
est prolongé par deux valeurs propres i{;ﬁ (¢), donc le comportement dépend de la position de
¢ dans le voisinage de (, voir Figure 4.4. Si ( est tel que A;(¢) < 0, oit A;(() est le discriminant
du polynéme caractéristique du bloc 2 x 2 associé & la valeur propre glancing, alors les deux
valeurs propres i{f(g ) sont de partie réelle non nulle, et donc ne contribuent pas a mg4(().
Si maintenant A;(¢) = 0, alors f;(( ) = fj(( ) et la fréquence caractéristique (C , fji(( )) est
glancing, et donc l'inégalité (4.1.37) est trivialement vérifiée. Enfin, si A;(¢) > 0, alors les
deux valeurs propres distinctes ifj-[(g“ ) sont imaginaires pures, et contribuent donc & mgy(().
D’apres la relation (4.1.33), que 'on dérive par rapport a £ et que l'on évalue en £ = 5;7(0,
on a, pour ¢ = (7,7) au voisinage de ¢,

Oers, (n.€5(C)) = 2(A(0)/2+ €, ~ £ () e(G.E/ Q).

ol e est une fonction analytique ne s’annulant pas en (¢, € ). D’aprés I'expression (4.1.34)

des racines {;E(C ), on a donc

Oeriy (.67 (0)) = +/A5(Q) e(C. €1 (Q)-

Or, d’aprés le preuve de la Proposition 4.1.21 précédente, on peut écrire, pour ¢ = (7,7) au
voisinage de ¢,

A;(Q) = (r =7 (m)) e(C),

oll e est une fonction analytique ne s’annulant pas en ( et ou la fonction Tjg paramétre la
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surface d’annulation de A;. On a donc finalement,

1/2

=0l - )| 2 cas(c.0)

9em, (0.6 (©))] > C|r = 7(n)

puisque la fréquence (7-]9 (n), 17) est glancing par construction de Tjg . Le méme raisonnement
peut étre appliqué a la valeur propre z'fj_ Q).
Quitte a réduire la constante C, on a montré 'existence d’un voisinage V sur lequel 'inégalité
(4.1.37) est vérifiée. On peut donc conclure par compacité de la sphére Xy et par homogénéité.

La deuxiéme inégalité du Lemme 4.1.22 s’obtient immédiatement en utilisant le résultat du
Lemme 4.1.15. O

4.2 Cadre fonctionnel

4.2.1 Ensemble de fréquences a l'intérieur du domaine

Pour définir le cadre fonctionnel qui sera utilisé, il nous faut déterminer quelles fréquences
peuvent a priori se trouver dans la solution de (4.1.1). Pour une discussion détaillée de cette
question, on renvoie & [Raul2, Chapitres 9 et 10| et [MA88|. La présence au bord des fréquences
(1,.-.,(m crée, par interaction non-linéaire, le groupe de fréquences au bord

(4.2.1) Fo=CQZ+- -+ (nZ C R

On fait alors I'hypothése que ce groupe ne rencontre pas de point glancing, introduit dans
la Définition 4.1.18. Cette hypothése se retrouve souvent dans la littérature, afin d’éviter les
difficultés créées par les modes glancing, voir par exemple [CG10; CGW11].

Hypothése 4.5. On a
(]:b\{()}) ng==0,

c’est-a-dire, avec les notations de la Proposition 4.1.16, que pour tout { € Fy \ {0}, l'ensemble
G(C) des indices j entre 1 et M(C) tels que la fréquence caractéristique (g,gj (C)) est glancing, est
un ensemble vide.

Il faut cependant prendre garde que malgré 'Hypothése 4.5, 'ensemble F3 \ {0} peut contenir
des fréquences arbitrairement proches de ’ensemble G des fréquences glancing, c’est & dire des
fréquences ¢ admettant un relévement & I'intérieur du domaine o = (77,c (n,€),m, §) dont la vitesse
de groupe dans la direction x4 donnée par —0:7(n, &) est arbitrairement proche de zéro. Ce
phénoméne est bien illustré dans I’Exemple 4.2.1 des équations d’Euler isentropique compressible
en dimension 2 décrit plus bas. Dans la suite, il nous faudra aussi controler, pour ¢ dans le groupe
Fp \ {0}, les projecteurs ¢ (€) définis pour ¢ non glancing, et dont la norme augmente lorsque ¢
se rapproche de I'ensemble glancing G. C’est pourquoi I'on fait une hypothése de petits diviseurs,
qui controdle la distance entre ¢ dans JF;, et G pour ¢ grand, qui nous permet d’obtenir notamment
la Proposition 4.5.16 plus bas.

Hypothése 4.6. [l existe un réel a; et une constante ¢ > 0 tels que pour tout ¢ dans Fy \ {0},
on a

dist (¢,G) > c|¢|7™.

On note que I’'Hypothése 4.5 est une conséquence de ’'Hypothése 4.6, et pourrait donc étre
omise. On choisit cependant de conserver les deux puisqu’elles jouent des roles différents dans les
preuves. Cette derniére hypothése est relativement peu usuelle, et joue un réle technique dans les
preuves.

Puisque l'opérateur L(0, 9,) est hyperbolique, les fréquences au bord ¢ € F; \ {0} sont ensuite
relevées a l'intérieur du domaine en des fréquences (¢, €). On verra que les conditions de polarisation
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pour le profil principal annulent les profils associés & des fréquences non caractéristiques a ’ordre
principal. Ainsi, puisque I'on cherche une solution bornée; les fréquences créées pour le profil
principal a cette étape sont les relévements de fréquences au bord en des fréquences caractéristiques
rentrantes et évanescentes. On utilise ici ’'Hypothése 4.5 pour exclure la possibilité d’obtenir
une fréquence réelle (C ,&i(C )) glancing, c’est-a-dire avec j € G(¢). On a donc obtenu a ce stade
pour le profil principal I'ensemble de fréquences {0} U F™ U FV ot les ensembles F™ et F¢¥ sont
donnés par

(4.2.2)

Fri={(&(0), Ce R0}, GERQ}, FVi={(¢.&(0) Ce R0}, PO}

Sauf cas exceptionnels, le groupe engendré par F™ n’est pas finiment engendré, ce qui nous
impose un cadre presque-périodique pour la variable normale rapide.
On s’intéresse maintenant aux résonances a l'intérieur du domaine. Par interaction non-linéaire,

deux fréquences o, ((p) = ((p, &5, (G)) et o, (&) = (€455, (¢q)) de F™ peuvent résonner pour
donner une fréquence caractéristique o, (¢;) = (Cr, fjr(g})) de la maniére suivante :

Ny Ay, (Cp) + g Ay, (Cq) = nr @, (Gr),  mp,ng,mr € Z\ {0}

Si I'indice j, appartient a I'ensemble S((;), c’est-a-dire si oy, (¢) est une fréquence caractéristique
réelle sortante, une nouvelle fréquence a 'intérieur du domaine est ainsi créée, qui n’appartenait
pas au premier ensemble F' défini ci-dessus. On fait I’hypothése simplificatrice que cela n’arrive
pas, et qu’il n’y a donc aucune fréquence caractéristique sortante créée au travers d’un triplet
résonant. Plus précisément, on suppose que les fréquences rentrantes et les fréquences sortantes
ne résonnent pas entre-elles. On définit 1’ensemble des fréquences sortantes F°U* comme

(4:23) = {(¢&(0), Ce R0}, j eSO}

Hypothése 4.7. i) Il n’existe pas de couple (v, o) de fréquences réelles rentrantes dans Fin
et de couple d’entiers relatifs (ny,ng) tels que la fréquence

Np O + Ng Qg

soit caractéristique réelle sortante.

i) Il n'existe pas de couple (o, o) de fréquences réelles sortantes dans FOU et de couple d’entiers
relatifs (ny,ng) tels que la fréquence

Np Qp + Ng Qg
soit caractéristique réelle rentrante.

C’est une hypothese forte, qui, & notre connaissance, ne se trouve pas dans la littérature
antérieure. Celle-ci assure qu’il n’y a pas de modes sortants dans le profile principal du dévelop-
pement. Dans [CGW11] par exemple, il n’est pas fait ce type d’hypothése, mais puisqu’il n’y
a qu’une fréquence au bord, il existe un nombre fini de résonances, contrairement & notre cas.
Quand il existe des modes sortants, ceux-ci sont couplés avec les modes rentrants via les traces au
bord. Ceci pose un probléme puisqu’il semble que le cadre fonctionnel adapté aux modes sortants,
congu pour une évolution en temps, est trés différent de celui pour les modes rentrants, adapté
4 une propagation par rapport & la variable normale. Cela complique aussi le processus itératif
utilisé pour construire une solution. On choisit ici de se concentrer plutot sur la construction d’un
cadre fonctionnel adapté aux modes rentrants qui nous permette de résoudre le probléme.

On remarque que si trois fréquences caractéristiques réelles «, oy, o résonnent comme

Np Qp + Ng Qg = Ny Oy N, Ng, Ny € Z,



100 CHAPITRE 4. Optique géométrique pour des problémes aux limites quasi-linéaires

alors d’aprés I’hypotheése précédente, les trois fréquences ay, ag, a;r sont soit toutes rentrantes
soit toutes sortantes. D’autre part, en dépit de I’'Hypothése 4.7, il peut y avoir une infinité de
résonances entre les fréquences rentrantes, comme c’est le cas dans ’Exemple 4.2.1 des équations
d’Euler compressible isentropique en dimension 2.

A ce stade, pour quune nouvelle fréquence soit créée a partir de Fi*, il faut qu’il y ait une
résonance entre deux fréquences de F*, pour donner une fréquence caractéristique réelle qui n’est
pas encore dans F'". Les fréquences de F™ sont rentrantes, et d’aprés 'Hypothése 4.7 précédente,
une résonance entre deux fréquences rentrantes ne peut donner qu’une fréquence rentrante, qui
est déja dans F™™. Il n’y a donc pas de nouvelle fréquence créée, et 'ensemble des fréquences
créées par interactions non-linéaires sur le bord et relévement & l'intérieur du domaine est donc
donné par

(4.2.4) F = {0y u{0s(Q), Ce A0}, jeRQOUPE)}.

On s’attend a ce que la solution de (4.1.1) présente, pour le profil principal, toutes les fréquences
de F créées par relévement. Cela nous invite a considérer en toute généralité toutes les fréquences
de F. Or il semble peu vraisemblable, hors cas exceptionnels, que le groupe engendré par F
puisse étre finiment engendré, ce qui exclut a priori de chercher un développement asymptotique
de la solution u® sous la forme de fonctions quasi-périodiques. En suivant [JMRI5] et [CGW11]
ensuite, on adopte cependant un cadre de fonctions quasi-périodiques pour les variables rapides
tangentielles, et ’on considére un cadre de fonctions presque-périodiques pour la variable rapide
normale. C’est 'objet de la partie suivante qui définit le cadre fonctionnel que 'on considére dans
notre analyse. On conclut cette partie en vérifiant, pour ’'Exemple 4.1.1 des équations d’Euler
isentropique compressible en dimension 2, les différentes hypothéses et assertions que l'on a faites
dans cette partie.

Exemple 4.2.1. On reprend les notations de I’'Exemple 4.1.1 et de ceux qui ont suivi. Les Hypothéses
4.5, 4.6 et 4.7 portent sur ’ensemble de fréquences au bord 5, il nous faut donc nous donner pour
I’Exemple 4.1.1 des fréquences au bord adéquates. On considére, pour simplifier les calculs, deux
fréquences au bord ¢! et ¢° données par ¢! := (cgno,m0) et ¢ := (co 510,1M0), avec 179 > 0 et § un
irrationnel strictement plus grand que 1, de sorte que ¢! et ¢? sont dans la zone hyperbolique .
On rappelle que ¢g = c(vg) > 0 désigne la vitesse du son et que I'état d’équilibre Vi = (v, 0, ug)
vérifie 0 < ug < ¢g. Le réseau de fréquences au bord Fp est donné dans cet exemple par

Fo={(como(p+35q),m(P+4q)|pageZ}.

On note, pour p,q dans Z, (pq := (Tp.g:Mp,q) := (como (p + 6¢),m0 (p + q)) la fréquence de F,
donnée par p ¢! + ¢ (0.

Une fréquence ¢, 4 non nulle est glancing si et seulement si |7, | = \/c3 — ug |1p.ql, c’est-a-dire
si et seulement si?

(4.2.5)

q 1—vV1=M2 1+vV1-— M2

On a noté M le nombre de Mach donné par M := uy/cy compris strictement entre 0 et 1. Si les
réels

pe{m—é _m_a}

1—M?2—3§ —VI-M?2-§

12.6 K=Y =0 o K= C
(4.2.6) 1—v1— M2 T I+ Vio e

sont irrationnels, il n’existe alors pas de relation du type (4.2.5), et donc il n’existe pas de

2. Si g = 0, alors d’aprés la relation |74 = \/c2 — uZ |1p.q|, on a p* = (1 — ud/cd) p* et donc p est également
nul, c’est-a-dire que la fréquence (p, 4 est nulle, ce qui est exclu par hypothése.
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p/q> K, Ky >p/qg>—0 p/q < —0
Cp,q €5t d'ans la zone Gy est dans la zone Cp,q €st d'ans la zone
qg>0 hyperbolique H avec mixte £X hyperbolique H avec
Tpg >0 Tpg <0
Cp,q €st d'ans la zone G est dans la zone Cp,q €st d.ans la zone
qg<0 hyperbolique H avec mixte £X hyperbolique H avec
Tpg <0 Tpg > 0

FIGURE 4.5 — Position de (4 en fonction de p et gq.

fréquence de Fp, \ {0} qui soit glancing. On suppose donc que les deux réels K_ et K, sont
irrationnels, et I'Hypothése 4.5 est alors vérifite. On peut par exemple considérer M = v/3/2 et
6 > 1 irrationnel. On résume maintenant les différents cas sur p, ¢ et la zone dans laquelle se
trouve (p 4. On note d’abord que I'on a 0 > K, > K_ > —4. On rappelle que (, , est dans la zone
hyperbolique (resp. mixte elliptique-hyperbolique) si et seulement si |7, 4| > \/c§ — u3 [7p.q| (vesp.
1Tp.ql < V&3 — U |npgl), et on en déduit donc la classification de la figure 4.5. On ne détaille pas
les calculs qui nous ont permis de I'obtenir, mais un cas est explicité dans le paragraphe suivant.

On illustre maintenant la remarque concernant les vitesses de groupe qui suit I’'Hypothése 4.5.
On se donne pour cela une suite de fréquences au bord qui se rapprochent de la zone glancing,
voir la Figure 4.6. Puisque le réel K, donné par (4.2.6) est irrationnel, il existe deux suites (pg )

t (qr)r d’entiers relatifs avec telles que pour tout k& > 0, pi et g soient premiers entre eux,

qr > 0, et telles que

Pk >  —V1I-M?2-§ K

G koo 141 — M2 -
On note que puisque K > K_ > —§, pour tout k > 0, on a pi/qx, > K_ > —0, et donc d’une part
on a pg+dqx > 0, et d’autre part, quel que soit le signe de py+qx, on a pp+oqr > V1 — M2|pr+qx|.
Les fréquences (p, 4, sont ainsi dans la partie de la zone hyperbolique H ot 7 > 0, et se rapprochent
de la zone glancing G, voir la Figure 4.6. Puisque 7, 4, > 0, d’aprés I'Exemple 4.1.11, la derniére
composante de la vitesse de groupe associée a la fréquence a 'intérieur aq (7p, g, » My, ) €St donnée
par

2 2 2 .2
Tpi.ax ok, qx (CO uO)

(4.2.7) OeTs (npk,%afl(%mi]mn}?k,%)) < \/ 2
nplqu

+oqk — (e + )1 —M?) |pp  —VI-—M?-34
428 - 14+ /1 M) 2 LU S
(42:8) “ \/q'“ 1+ ) (pk + ai)? o 1+V1- M2

On remarque que la quantité sous la premiére racine de (4.2.8) est positive, puisque pour tout
k>0, q >0etpr/q > K_ donc pp + g — (pr +qx)(1 — M?) > 0. Cette quantité étant bornée,
la quantité (4.2.8) tend vers 0 par construction de (pg, gr). On voit donc que la vitesse de groupe
normale (4.2.7) des fréquences hyperboliques (p, 4. tend vers zéro lorsque k tend vers 4+o0. La
vitesse de groupe normale des fréquences hyperboliques, bien que non nulle, peut donc bien étre
arbitrairement proche de zéro.

On s’intéresse maintenant a I’'Hypothése 4.7 et aux résonances entre les fréquences caractéris-
tiques réelles. On reprend les notations de I’Exemple 4.1.11, et on détermine tout d’abord que,
dans la zone hyperbolique, les valeurs propres i £1(C), ¢ &2(¢) et i &3((), définies par (4.1.15), sont
données, pour ¢ = (p4 dans Fp \ {0}, par

M 0 i 0 ZM?2 +2pq(6 — 1 2052 _ 1
i£1(Cpg) = 110 (p+9q) + sign(p + Q)‘/(Z;J_r?\)ﬁ +2pq(0 — 1) + ¢*( ),
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M (p + 6q) —sign(p + 6q) /(p + q)2 M2 +2pq(5 — 1) + ¢2(62 — 1)
1— M2 ’

iSQ(Cp,q) =110

p+dq
T

i &3 (Cp,q) =—in

Le cas de la zone glancing est exclu par hypothése, et celui de la zone mixte elliptique-hyperbolique
est inclus dans ’analyse que 'on fait maintenant, puisqu’il n’y qu’une valeur propre imaginaire
pure, qui est la valeur propre linéaire i £3(¢). On observe d’abord que, la valeur propre i£3((pq)
étant linéaire, celle-ci engendre une infinité de résonances du type

QB(Cp,q) + QS(CT,S) = O‘B(Cp-ﬁ-r,q—&-s)'

La fréquence a3((p,4) étant toujours rentrante, on a donc une infinité de résonances entre des
fréquences rentrantes. La notation a2 désigne dorénavant I'une des fréquences caractéristiques
a1 ou awg. Puisque par linéarité de ag, la résonance entre deux fréquences a3 et une fréquence
a2 est impossible, il nous reste a étudier les deux types de résonance suivants :

al,Q(Cp,q) + al,Q(Cr,s) = 043(Cp+r,q+s) et al,Q(Cp,q) + a1,2(<r,s) = al,Q(Cp-ﬁ-r,q-&-s)'

Pour le premier cas, cela équivaut a ce que la relation

(429) [(p—l— q)2 - (T + 5)2] MS =+ Cﬁ(pv q, 7",8,5) M6
+ Culp,q,7,5,0) M* + Cs(p, q,7,8,0) M* + (p+ 7 + dg + 65)2 = 0

soit vérifiée, ou les coefficients Cs(p, q,7,5,0), Cs(p,q,7,8,0) et Ca(p,q,7,5,0) sont précisés en
appendice lors du détail de I'obtention de I’équation (4.2.9). On note en particulier que ’expression
de Cs(p,q,7,s,8) comporte le facteur [(p + q)® — (r + 5)?] et Cs(p, q,7,5,6) est donc nul si ce
facteur est nul. Deux cas peuvent alors advenir, suivant si le coefficient devant M® dans I’équation
(4.2.9) est nul ou non.

i) Soit (p+ q)? — (r + 5)? # 0, auquel cas I'équation (4.2.9) est une équation de degré 4 dans
Q[d] vérifice par M?2.

ii) Soit (p + q)? = (r + 5)?, et dans ce cas Cs(p, q,7,s,0) est nul, et 'équation (4.2.9) est une
équation de degré au plus 2 sur M? dans Q[d]. Si une fois encore les coefficients Cy(p, ¢, 7, s,9)

<P4 ,da @
sz »q2 [

[ ] ° [ ]
Cphlh Cps 3]

v

EH

FIGURE 4.6 — Suite de fréquences approchant la zone glancing, dont la vitesse de groupe tend
vers 0.
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et Cy(p,q,7,5,0) devant M* et M? sont nuls, alors on obtient p + 7 + dq + ds = 0. On en
déduit que I'on a r = —p et s = —¢q, c’est a dire que (s = —(p 4, et donc que la résonance
est en fait l'auto-interaction de la fréquence ¢, , avec elle méme pour donner la fréquence
nulle. Ainsi, si (p+ q)? = (r + s)?, les seuls cas constituant une véritable résonance sont ceux
ott M? est solution d'une équation de degré 1 ou 2 dans Q[6].

On a donc déterminé que si une résonance du premier type advient (qui ne soit pas de 'auto-
interaction), alors M? est solution d’une équation de degré inférieur ou égal & 4 dans Q[6].

Pour le deuxiéme type de résonance, on vérifie qu'une telle relation est vérifiée si et seulement
si

(4.2.10) (ps — qr)*(1 — M*) (6§ —1)? =0,

c’est-a-dire, puisque 0 < M < 1 et § > 1, si et seulement si les deux fréquences (p 4 et (s sont
colinéaires. On peut donc écrire (4 = A Gt €t Gr s = 4 G0, avee (p oy une fréquence hyperbolique,
et A\, dans Z*. On vérifie alors, puisque sign(A (t — w)) = sign(\) sign(t — w), que l'on a
E1(ACw) = A1 (CGw) et E2(AGw) = A€2(Gw), et de méme pour les deux fréquences iy €t
(A =+ ) G- Les deux seules résonances qui adviennent sont donc

Ao (Cw) + ot (CGw) = A+ 1) a1(Gw) et Aaa(Gw) + paa(Cw) = (A + 1) a2(Crw)s

qui constituent en fait de I’auto-interaction des fréquences aq((t ) et a2(Cr ) avec elles-mémes :
I’évolution des harmoniques A et i sera couplée avec celle de 'harmonique A+ p. En particulier les
trois fréquences impliquées dans la résonance sont soit toutes rentrantes soit toutes sortantes. Ainsi,
si M? n’est pas solution d’une équation de degré inférieure ou égal & 4 dans Q[d], 'Hypothése 4.7
est vérifiée pour le systéme d’Euler compressible isentropique.

On s’intéresse enfin a ’'Hypothése 4.6 de petits diviseurs. On vérifie que ?, suivant le signe et
I'ordre de p, ¢, la distance entre la fréquence ¢, 4 et 'ensemble glancing G est donnée par

dist(Cp.q:9) = C‘p+6qi V1 —MQ(p+q)‘ = Cq(1£ 1 - M?) ‘Z ~ Ky

Si p et ¢ n’ont pas le méme ordre de grandeur, alors il en est de méme de p + dq et p+ ¢, et donc
la distance précédente est minorée par une constante. On peut donc supposer dans la suite que
I'on a

(4.2.11) Cilpl < lg] < Calpl.

D’apres le théoréme de Roth, voir [Sch91, Théoréme 2A], si les réels K et K_ donnés par (4.2.6)
sont algébriques (et irrationnels, ce que l'on a déja supposé), alors ils vérifient,

K-> ol e,
q
pour tous ¢ € N*, p € Z et € > 0. Ainsi, pour tout (,, dans F3 \ {0}, on a, en utilisant (4.2.11),

dist (g, G) = Cla|™%/% = C|¢pql /2,

et donc 'Hypothése 4.6 est vérifiée.

3. En utilisant le fait que ’ensemble glancing est ici constitué de deux droites, un raisonnement géométrique
élémentaire nous permet de nous rapporter a la distance selon 7 seulement, ou la constante C' est donnée par

no sinarctan(y/c3 — u2)

C:= .
V1 — M2
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Pour que le systéme d’Euler compressible isentropique satisfasse les Hypothéses 4.5, 4.6 et
4.7, il suffit donc que son nombre de Mach M et le paramétre § > 1 soient tels que K, et K_
sont irrationnels et algébriques et que M? n’est pas solution d'une équation de degré inférieur ou
égal a 4 dans Q[d]. L’ensemble des solutions de telles équations étant dénombrable, on peut se
convaincre que ’ensemble des réels M entre 0 et 1 vérifiant ces deux propriétés n’est pas vide.
On peut par exemple choisir M := 1/3/2, ce qui nous donne K_ =1 —2§ et K, = —(1 + 26)/3,
et I’on choisit également § = v/2 > 1. De cette facon, les réels K et K_ sont bien irrationnels et
algébriques. D’autre part, une relation du type (4.2.9) n’est pas vérifiée, hors cas triviaux sur
p,q,7, s, puisqu’elle constitue une équation algébrique de degré 4 en 6, qui n’est pas algébrique
de degré 4.

4.2.2 Espaces de profils

D’apres 'analyse des fréquences pouvant intervenir dans le développement asymptotique de
la solution de (4.1.1), il nous faut définir pour le profil principal un cadre fonctionnel permettant
de considérer des superpositions d’ondes de la forme

a(z) eia-z/z—:7
pour « une fréquence caractéristique dans F. Puisque 1’on choisit une description quasi-périodique
pour les variables rapides tangentielles, on écrit une telle onde comme

CL(Z) einl S einm Cm-2' /e ezf:t:d/s7

outa= (¢ avec(=n1C+ - +nmGn € Fp et £ € C. On note alors § = (0y,...,0,,) € T™ les
variables rapides tangentielles qui se substituent a (2 - (1 /e, ..., 2" - (/) et g € Ry la variable
rapide normale qui se substitue a x4/e.

Pour chaque entier s > 0 et pour T' > 0, on note Hf (wr x T™) I'ensemble des fonctions de
(t,y,0) € wp x T™ g’annulant pour ¢ négatif, dont toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal a s
sont dans L?(wp x T™).

On définit maintenant I'espace général dans lequel s’injecteront les espaces de profils oscillants
et évanescents. On choisit un controle seulement uniforme par rapport aux variables normales
lente et rapide puisque 'on verra qu’il est difficile de controler les dérivées du profil principal par
rapport a ces deux variables.

Définition 4.2.2. Pour un entier s > 0 et pour T' > 0, on définit l’espace Es 7 comme l’ensemble
des fonctions U de (', 24,0,14) € wp x Ry x T™ x Ry, continues bornées par rapport a (xq4,1q)
dans Ry x Ryet a valeurs dans HY (wp x T™), muni de la norme évidente

HUHSS,T = xdf(}’lgpo 1U(.,za, -:¢d)HHj_(wT><Tm)'

On peut maintenant introduire I’espace des profils oscillants, correspondant aux fréquences
caractéristiques réelles «;(¢). On choisit ici, en suivant [JMR95], un cadre quasi-périodique
en 0 et presque périodique en 4, c’est-a-dire que ’on considére 'adhérence des polyndémes
trigonométriques en 14 dans I'espace & r de fonctions quasi-périodiques en 6. On peut se reporter
a ’Appendice 4.A.1 pour plus de détails sur les fonctions presque-périodiques a valeurs dans un
espace de Banach.

Définition 4.2.3 ([Cor09]). On appelle polynome trigonométrique en g toute fonction U de

4. Le polynéme dont § est racine est de degré non nul sauf lorsque r = —p et s = —¢q, ce qui constitue de
I’auto-interaction.
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Es s’écrivant comme une somme finie en des réels ,

U(Za ‘9’ @Z}d) = Z Uf(279) eid}d&?
3

avec Ug dans Cy(R , H (wr x T™)) pour tout &.
L’espace des proﬁls oscillants P est alors défini comme ladhérence de l'ensemble des

polyndmes trigonométriques en g dans Es 7. On munit cet espace de la norme de l’espace E 7.

Concernant les profils évanescents, on considére des fonctions quasi-périodiques en 6’. Les
facteurs ¢ ¥ avec Im ¢ > 0 sont traduits par une décroissance exponentielle en 1),.

Définition 4.2.4. Pour s >0 et T' > 0, l'espace Pg7 des profils évanescents est défini comme
l’ensemble des fonctions U de E; v tendant vers 0 dans H?(wp x T™) lorsque g tend vers 400,
axqg >0 firé. L'espace P est muni de la norme de E .

On peut maintenant définir I’espace des profils construits comme la somme d’une partie
oscillante et d’une partie évanescente.

Définition 4.2.5. PourT'> 0 et s > 0, on définit l’espace des profils Ps T de régularité s comme
,P&T = OSTC“ > sTa

muni de sa norme évidente. Si U appartient a Ps, on note U € P;”SC et U € PeVT les profils
tels que U = U + U*®.

La preuve du fait que les deux espaces P2% et PJ% sont en somme directe est faite plus bas,
aprés I'introduction d’un produit scalaire utile 4 la démonstration.

On trouve dans [JMR95] une preuve partielle du résultat suivant, que ’on rappelle ici pour
plus de clarté.

Lemme 4.2.6 ([JMR95, Lemme 6.1.2]). Pour tout T > 0 et pour s > (d +m)/2, les espaces
Es, ;’Sj‘i, PeT et Psr sont des algébres normées. De plus, si U et V' se décomposent dans
Ps;r = PG @ Pep comme U = U+ U et V.=V + V<, alors la partie oscillante du profil
UV est donnee par UV ¢ et sa partie évanescente par UV 4 UV OS¢ 4 VYV,

D’autre part pour T > 0 et s > 0, les espaces Es 7 et P sont des espaces de Banach.

Preuve. La propriété d’algébre pour & 7 et Pgrp découle immédiatement de la propriété d’algebre
de Hi (wr x T™). Il en va de méme pour P% pulbque I’ensemble des polynomes trigonométriques
est stable par produit. Enfin, cette propriete d’algebre sur H? (wr x Tm) permet de montrer que
si U appartient a P77 et Vo a PS T alors le produit UV appartient a Pg s et donc 'espace Ps 1
est également une algebre.

Les propriétés de complétude sont quant & elles évidentes. O

4.2.3 Produits scalaires sur ’espace des profils oscillants

On définit maintenant trois produits scalaires qui nous seront utiles dans la suite pour obtenir
des estimations a priori. Cette partie est adaptée de [JMR95| au cadre des problémes aux limites
étudiés ici. On utilisera a la fois un produit scalaire ou 'on fixe la variable de temps ¢ (comme
dans [JMR95], a priori adapté a I’étude du probléme de Cauchy) et un produit scalaire ou ’'on
fixe la variable de bord z4, plus adapté a I’étude du probléme au limite.

Pour U,V deux fonctions de wr x Ry x T™ x R, on pose, lorsque c’est bien défini, pour
zqg > 0,

.1 (R
(4.2.12) (UV)ig (a) == Rlm /0 (UIV) L2 (g xrmy (%ds ¥a) diba,
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pour 0 <t < T,

.1 (R
(4.2.13) (UV)ou () = Rm /0 (UIV) p2ma-1xr, xm) (E ¥a) diba.

et, si K est un domaine de Q2 borné dans la direction x4,

N
(1214 Wi = Jim 5 [0V e )
Le premier produit scalaire est adapté a I’étude des modes rentrants quand le deuxiéme l'est &
I’étude des modes sortants, et le dernier produit scalaire nous servira pour montrer la propagation
a vitesse finie de la partie oscillante du profil principal.
SiU et V sont des polynomes trigonométriques de P77 de la forme

(2,0,1q) = Z ZUHS znﬂei&zbd’ (2,0,1q) = Z ZV 7§ “ﬂ'eeif?ﬁd’

nezZm €R nezZm €k

5

alors le Théoréme 3.4 et la Remarque 4.17 de [Cor09] nous assurent que les produits scalaires
(U| V), (xq) et (U| V), sont bien définis et vérifient, pour x4 > 0,

(4.2.15) U V)in (a ™Y (Une

Vae) L2(wr) (za),

neZ™ E€R

et

(4.2.16) UV =)™ > > (Ung| Vie) o) -
nezZm EeR

En effet, toute fonction U de P appartient bien a L2(K x T™) et sa trace en x4 appartient bien
a L?(wr x T™) pour tout x4 > 0. Si U et V sont de plus a supports compacts en x4 et si 'on a
s > 1, alors la trace de U et V en t appartient bien a4 L2(R4™! x R, x T™) et les mémes résultats
de [Cor09] nous assurent que le produit scalaire (U | V') (t) est bien défini et vérifie, pour ¢ > 0,

(4.2.17) (U V) () )" Y Y (Ung | Vag) p2a1xm,y (-
nezZ™ EeR

En résumé, les produits scalaires (4.2.12) et (4.2.14) (resp. (4.2.13)) sont bien définis sur
I’espace de profils ;?STC, s>0 (resp pour les profils de P2 & support compact en x4 avec s > 1),
et les formules (4.2.15), (4.2.16) et (4.2.17) sont verlﬁees dans ce cas.

Le produit scalaire rentrant (4.2.12) nous permet de montrer le résultat suivant.

Lemme 4.2.7. Pour tout T' > 0, les espaces Pgr et Pgvp sont en somme directe.

Preuve. On se donne un profil U dans Por NPop qui s’écrit, en tant que profil oscillant,
Z 9 d)d Z ZU 75 Zn~96i§'¢d’
nezm &

la somme en & étant dénombrable. Puisque le profil U est évanescent, pour tout x4 > 0, la fonction
Vg = U(., 24, .,14) tend vers 0 dans L?(wr x T™) lorsque 14 tend vers 4oo. Ainsi, pour tout
zq = 0,0n a

(U]U)y (xa) =0,

5. Les sommes en £ sont nécessairement finies.
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puisque la moyenne (au sens de (4.2.12)) d’une fonction continue sur Ry tendant vers 0 a U'infini
est nulle. Or on sait que I'on a, U étant un profil oscillant,

U0} (@) = @0 3 3 [Unel2aoyy (@a):

nezm™ ¢

et donc, pour tout n, ¢, Pamplitude Uy ¢(z4) est nulle dans L?(wp x T™), et le profil U est donc
nul. O

4.3 Ansatz et résultat principal

On cherche a construire une solution approchée de (4.1.1) sous la forme d’une série formelle

usAPP (2 2 (1 /e, 2 /e, g /€), ot uSPPP est donnée par
(4.3.1) usP (2,0, 1) == Z e* Up(2,0,19),
k>1

avec au moins Uy dans Ps 7 pour un certain s > 0. Quant & eux, les correcteurs (Uk)k>2 présentent
a priori dans leur développement des combinaisons de fréquences caractéristiques qui ne sont pas
forcément caractéristiques. La convergence des séries associées repose alors sur une hypothése de
petits diviseurs qui difféere de I’'Hypothése 4.6 déja faite. C’est pourquoi I'on considére simplement
des correcteurs qui sont des séries trigonométriques formelles mettant en jeu toutes les fréquences
du groupe (F) engendré par I'ensemble F.

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce travail. Il se place sous les Hypotheéses
4.1 & 4.7, ainsi que 'Hypothése 4.8 que l'on sera amené & faire ensuite. On note h un entier
supérieur a (3 — a1)/2 ou a; est le réel introduit dans I'Hypotheése 4.6 de petits diviseurs. On
note alors sg := h + (d +m)/2.

Théoréme 4.3.1. Soit s un entier tel que s = sg. Sous les hypothéses listées plus haut, il existe
un temps T > 0 tel que le systéme (4.4.11) décrit plus bas et qui régit I’évolution du profil principal
du développement asymptotique (4.3.1) admet comme unique solution un profil principal Uy dans

Psr.

On rappelle que I'on a considéré G' dans H>(R? x T™), nulle pour ¢ négatif et de moyenne
nulle par rapport a # dans T™, mais la régularité infinie est simplement simplificatrice, et les
estimations, et donc le temps d’existence, ne dépendent que de la norme H? (Rd x T™) de G.
Plus précisément, le temps d’existence T' dépend de l'opérateur L(0,0,), les fréquences au bord
C1y---,Cm, de Vordre de régularité s, et de la norme H*(wp x T™) du terme de bord G.

L’étude BKW formelle de la partie suivante nous montre que la fonction

2 eUi(z,2 - Q/e, ..., 2" Cn/e, xq/e)

est, formellement, une solution approchée du systéme (4.1.1).

On commence par dériver formellement la cascade d’équations que doivent vérifier les ampli-
tudes (Uk)g>1. En résolvant, formellement puis en partie rigoureusement, un certain probléme
rapide, on parvient ensuite a triangulariser cette cascade et extraire un systéme d’équations pour
le profil principal. Aprés une discussion sur les différents types de résonances qui apparaissent, on
réduit le systéme & deux systémes découplés sur les parties oscillante et évanescente, oit celui sur
la partie oscillante ne porte que sur les modes rentrants. On découple méme le systéme portant
sur la partie oscillante en un systéme sur les modes résonants, et des systémes découplés sur
chaque mode non résonant. On montre alors des estimations a priori pour la partie oscillante
sur les systémes réduits linéarisés, qui nous permettent d’obtenir une solution de ceux-ci. De
telles estimations a priori nous assure en particulier I'unicité d’une solution de (4.4.11). On
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utilise ensuite un schéma itératif pour construire des solutions oscillantes aux systéme réduits
non-linéaires, et on détermine enfin la partie évanescente. La principale différence avec ’analyse
conduite dans [JMR95, Partie 6], sur laquelle on s’appuie en trés grande partie, est ’absence de
symétrie, puisque, partant d’un probléme d’évolution en temps, on se raméne ici & un probléme
de propagation relativement & la variable normale x4, par rapport & laquelle le systéme n’est pas
hyperbolique. Dans [JMR95], ces symétries sont notamment utilisées pour traiter les termes de
résonances dans les estimations a priori. Pour les termes d’auto-interaction il est assez facile de
faire apparaitre de telles symétries, mais c’est plus délicat pour les termes de résonances, qui
sont, & la différence de [CGW11], en nombre infini. L’'Hypothése 4.8, portant sur I'ensemble des
résonances a ’exception éventuelle d’'un nombre fini d’entre-elles, nous permet de contourner ce
probléme et d’obtenir des estimations sur les termes associés. Cette hypothése sera soigneusement
vérifiée pour les équations d’Euler que 'on étudie dans ce chapitre.

4.4 Etude BKW formelle

4.4.1 Cascade d’équations pour les profils

On cherche & déterminer formellement les équations que doivent vérifier les profils (Uy,)n>1
pour que la série formelle z — us?PP (2, 2/ - (1 /e, ..., 2" (n /e, xq/€) donnée par (4.3.1) soit solution
de (4.1.1). Dans la suite on souhaite que le coefficient (dépendant en principe de u®*PP) en facteur
de la dérivée partielle par rapport a x4 dans le systéme obtenu soit égal & la matrice identité,
afin que sa différentielle soit nulle. La propriété analogue pour la dérivée partielle en temps est
cruciale dans 'analyse de [JMR95] dont on s’inspire largement. Ce choix est motivé ici par le role
particulier que joue la variable normale x4 dans les estimations pour les équations de profil. C’est
pourquoi ’on cherche & partir de maintenant a résoudre le systéme équivalent

L(u®?PP 9,) u®?PP = 0 dans Qr,
(4.4.1) Bufipzpo =ceg° dans wr,
=0
ou 'on pose
~ B d-1
L(u,d,) :== Agl(u)*1 L(u,0,) = Ao(u) 0, + Z A;i(u) 0; + Oy,
=1

ou l'on a noté A;(u) := Ag(u)~! As(u) pour i = 0,...,d — 1, avec Ag(u) := I. On s’autorise
dorénavant & noter dy := 0.

Cascade BKW a l’intérieur du domaine

On peut maintenant déterminer les équations que doivent vérifier les profils Ui, k > 1. On
commence par écrire, pour ¢ = 0,...,d — 1, le développement de Taylor :

Ai(us™P) = A(0) + £ dA(0) - Uy + Y e [dAi(0) - U + Giy .

k>2
ou, pour k > 2, G};fl ne dépend que de Uy, ...,Ui_1. Ainsi 'opérateur E(uavapp, az) s’écrit
(4.4.2) L(u=P,0,) = L(0,0.) + Y ¥ Ly(Uy, 021),

k>1
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ou

d—
Li(U0) =Y dA0)- U1 8y, Lyp(Uy,0u) = (d&-(o) Uy + G;‘H) 0, Yk > 2.
=0 7

—
IS
—_

.
Il
o

Pour k > 2, bien que I'on ne fasse apparaitre que la dépendance en Uy, dans les opérateurs correctifs
Ly (U, 0,), ces opérateurs dépendent également des profils Uy, ..., U1, via les fonctions Gj,_;.

L’opérateur El(Ul, 0,/) dépend en revanche bien de U; seulement.

On comprend ici 'intérét d’avoir considéré I'opérateur modifié Z(u, 0;) : il n’y a une dérivée
en xg que dans 'opérateur principal E(O, 0.), et pas dans les opérateurs correctifs Ek(Uk, 0y).
On vérifie par ailleurs que 'on a

(4.4.3) E(u&app, 0,) [ua’app(z, 2 Cfey 2 /e, xd/e)}

~ 1 < ~ 1
= [L(us’app, 0z) u® + z Z L(u®P, () O, u™PP + g%ue’app
j=1

(2,2 - C1/e,...., 2" - (m/e, mq/e).

1,...,m, le symbole E(ufvapp,gj) est défini par Z CZ A; (uS*PP) avec G =

ou, pour j =
( jo, ey (J‘.i_l). On déduit du développement (4.4.2) de l'opérateur L( SAPP 9.) ceux, analogues,

des symboles E(ua’app, ¢j)pour j=1,...,m
(4.4.4) L(uP, ;) = L(0,¢) + > " La(Uk. &)
k>1
ol
(U1, G5) + ZCJdA U, e (Ui, G - Z(j(dA UHG}'H), vk > 2.

Ainsi, d’apreés les développements (4.4.2), (4.4.3) et (4.4.4), on a un développement asymptotique
E(ue’app, 0;) [ua’app(z, 2 Cfey 2 /e, xd/s)]

{ZLO Cj) D, u"P + 0y, usapp}+Loa Z (U1, ¢;) g, u™PP
J=1 J=1

+Z {Lk Uk, 0.1) E’app+ZEk+1(Uk+1aCj)aajus’app},

k>1 j=1
ou l'expression du membre de droite est évaluée en (z,2" - (1/e,...,2" - (n/e,xq4/€). L'opérateur
L(u®®PP 9, ) appliqué & u®?PP(z, 2" - (1 /e,..., 2" - (n/e,24/€) est donc donné par la série formelle
(4.4.5)
L(u®*P 9,) |u®?PP(2,2"-(1 /e, ..., 2" -Cn/e, xd/s)} = Zsk Wi(z,2'-C1/e, ..., 2" (/e xale),
k=0
ou, si l'on substitue les variables 0 et ¥y & (2' - (1 /e, ..., 2" - (n/e) et x4/e, les termes (W )ik>o de
la série formelle (4.4.5) sont donnés par
m ~
(4.4.6a) Wo = { D L(0,¢;) 9, + By, } U1,

J=1
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(4.4.6b) Wi = { S L(0,¢) 0, + 0y, JU2 + {L(0,0.) + Y La(U3, ;) 0, J U,
j=1 j=1

et pour k > 2

(4.4.6c) Wy = {ZL 0,¢5) 99, + 8¢d}Uk+1 + {Z(O,ﬁz) +Y LU, ) an}Uk

=1 =1
k—1 _ mo
+ Z {Lkz—l(Uk—la 0.1) + Z Lig—141(Ug—141,C5) Op; }Uz
=1 =1

On retrouve les expressions (4.4.6a) et (4.4.6b) pour le cas m = 1 dans [CGW11].
Pour que la série formelle (4.3.1) soit solution de (4.1.1), on souhaite donc que la série formelle
donnée par (4.4.5) soit nulle, c’est-a-dire que l'on ait

Wi=0, Vk>0.

On remarque que chacune des équations W, = 0 fait intervenir 'opérateur rapide
m
8@,8¢d : ZL 0, C] 89 +E)¢,d,
7j=1

qui est un opérateur linéaire & coefficients constants, comme cela est standard en optique
géométrique faiblement non-linéaire, voir [Raul2|. L’objet de la sous-partie suivante est d’étudier
cet opérateur pour pouvoir réécrire les équations (4.4.6) de maniére équivalente. On détermine
auparavant la cascade BKW sur le bord et les conditions initiales.

Cascade BKW sur le bord

Puisque l'on veut que la série formelle (4.3.1) vérifie la condition au bord

g, app __ £
Bulxd 0 =¢€9,

les profils (Uy)g>1 doivent vérifier, dans les variables (2/,0), les conditions au bord

(B U1)|$d:0,¢d:0 =G
(B Uk)|:pd:0,¢d:0 =0, k=2

Conditions initiales

De méme, les profils (Uy)x>1 doivent vérifier dans les variables (2, 6) les conditions initiales

(Uk)|t§0 == O, k’ 2 1

4.4.2 Résolution du probléme rapide £(0y,0y,) U = H

On cherche dans cette sous-partie a résoudre dans le cadre des séries trigonométriques formelles
I’équation
L(0p,0yp,) U = H,

et plus précisément & déterminer, formellement, le noyau et I'image de l'opérateur £(9p, 0y,). On
suit dans cette sous-partie I’analyse, dans un cadre formel, de [Les07, Partie 3|. On se donne donc
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U de la forme

Z 0 wd Z ZUOSC eind z&d)d_i_ Z Uev Z w) an

ncZm £€R nczm

et de méme H de la forme

(Z 0 ¢d Z ZHOSC in~06i§wd + Z Hﬁv(za¢d) ein-G’

nezZm R nezm

oti, pour tout n dans Z™, la somme en £ est dénombrable. On a alors, par définition de 'opérateur

rapide £(0, Oy, )

L(0p,0p,) Ul(z,0,1q) = Z ZZL ¢,€) Unk(2) il it va

nezZm™ (R

+ " LL(0, (- €, 0)) + By, JUS (2,00) €™,

nezm

ott I'on rappelle que ¢ désigne le m-uplet d’élements de R? donné par ¢ = ((1, ..., (). Ainsi, le
profil U est solution de L£(0g, 0y,) U = H si et seulement si, pour tout n dans Z™ et pour tout &
dans R, on a

(4.4.7a) iL(0, (n- ¢, €) USE(2) = HE(2),
et
(4.4.7b) (z L(0,(n-¢,0)) + a%) US (2, 04) = HS (2, ).

Pour n dans Z™ et pour ¢ dans R, I'équation (4.4.7a) admet une solution si et seulement si H™

appartient & I'image de la matrice L( (n-¢,¢)), c’est-a-dire, d’apres la Définition 4.1.6, au noyau
ker T(n.¢ ¢)- D’aprés la Définition 4.1.6 de l'inverse partiel Qq, toute solution est alors de la forme

ne = Xne —1Qmee) Aa(0) HY,

avec Xp ¢ un élément de Im 7, ¢ ¢y, et vérifie donc

ng = T¢o) Ung —1Qm¢e) Aa(0) Hpe.

L’équation différentielle (4.4.7b) admet quant a elle une solution formelle pour tout n dans Z™.
Pour n = 0, la solution est formellement donnée par

+o0

Us' (z,%q) = — g H{Y(z,s)ds,
d

et, pour n dans Z™ \ {0}, d’aprés la formule de Duhamel, par
hd
(4.4.8) UL (2,1q) =e¥aA™0) En(n- Q) URY(2,0) + / e(Va=s)An¢) HEn(n-¢) Hy (2, 5)ds
0
+oo
— / e(¢d_5)A(n'C) (I — HEN (n . C)) }Il'iv(z7 S) d87
d

en remarquant que 'on a ’LL( (n-(, O)) = —A(n - ¢). En effet, d’aprés I'Hypothése 4.5, la
fréquence n - ¢ n’est pas glancing et le projecteur II¢y (n - ¢) est donc bien défini. La formule de
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Duhamel s’applique alors séparément a IT¢.y (n- ¢) Uty et (I — gy (n-¢)) Ugy. Le premier terme
a droite de I'égalité (4.4.8) est donc bien défini, et l'intégrale du second terme converge puisque,
d’aprés la Proposition 4.5.16 montrée en appendice, la matrice etA¢) e (n - ) est bornée par
une exponentielle décroissante pour ¢ > 0. En revanche, on ne peut pas affirmer que I'intégrale
du troisiéme terme est convergente. En effet, H5" n’est que décroissant vers zéro a l'infini, et
la matrice e*AM<) ([ — ¢y (n - ¢)) est simplement bornée pour ¢ < 0, d’aprés la proposition
4.5.16. Le probleme concernant l'intégrale impliquée dans la définition de U§¥ est essentiellement
le méme. On en déduit le résultat suivant.

Lemme 4.4.1 ([Les07, Théoréme 2.14]). L’équation L£(0p,0p,) U = H admet une solution dans

le cadre des séries trigonométriques formelles si et seulement si Et H = 0, et toute solution est de
la forme

U=EU+QH,

ot les projecteurs E et Ei et Popérateur Q sont formellement définis plus bas. En particulier, on a
ker £(3p,0y,) = ImE et TmL(y,0y,) = ker Ei.

St U est donné par

(Z 0 ¢d Z ZUOSC 1n9 1f’¢'d+ Z Uev Z w) 'Ln9

nezZ™ £eR nezm
alors Ei U est défini comme
(449) Z 0 1/’d Z Zﬂ-nC§ UOSC ) in-0 eiﬁl/)d’
nezZ™ EeR

EU comme
(4410) z 0 wd Z Zﬂ-nCﬁ) OSC ) in-6 6i§wd

nezZm EER

+ Z eVaAn-Q) 1 (C (H'C)USV(Z,O)ein'e,

nezm\ {0}
et QU comme
0 +oo
QU000 == 3 3 iQuee) Adl0) USE) ™0 v — [ 05z 5)ds
nezZm ¢eR Ya

tha
+ Z (/; e(wd_s)A(n'C) HEN (n . C) Ureiv(z7 s) ds

neZ™\{0}

+o0 ‘
- [ AR (1 () U (215) d5> o
d

On note que, pour le moment, les projecteurs E et E' ainsi que l'opérateur Q ne sont définis
qu’au niveau formel. Les projecteurs E et E?, qui sont les seuls & intervenir pour le profil principal,
peuvent étre construits rigoureusement sur I'espace P, , et cela fera 1'objet d'un paragraphe
dans la partie suivante. A l'inverse, I'opérateur Q ne peut pas étre défini rigoureusement dans
le cadre fonctionnel choisi ici (les problémes tiennent & un contrdle de petits diviseurs, d’une
maniére analogue a [JMR95], ainsi qu'une absence de décroissance exponentielle pour les profils
évanescents).
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4.4.3 Systéme d’équations vérifié par le profil principal

D’aprés les expressions (4.4.6a) et (4.4.6b) des termes Wy et Wi, et en utilisant le Lemme
4.4.1 précédent on obtient le systéme d’équations suivant pour le profil principal U, que 1'on note
a partir de maintenant U :

(4.4.11a) EU=U

(4.4.11b) Ei [E(o, 9:)U + > Li(U,¢;) 8,U] =0
j=1

(4.4.11c) BUjy,—0,p4=0 = G

Le profil principal U; est bien polarisé, au sens o il vérifie I’équation (4.4.11a), et donc d’aprés
I'équation (4.4.10) définissant le projecteur E, seules des fréquences caractéristiques apparaissent
dans son développement en série de Fourier. On verra dans la partie suivante que la partie
oscillante U%¢ du profil U vérifie le probléme

(4.4.12a) EU™ = U

(4.4.12D) E E(O, 9,) U + Zzl(UOSC: ) 89jUOScj| -0
j=1

(4.4.12c¢) B (UOSC + Uev)|xd=0,wd=0 =G

(4.4.12d) Ui, = 0.

N

Le probléme est de savoir si la condition au bord (4.4.12¢) détermine a elle seule la trace
U0 pg—o 0w non. Cela dépend, comme dans [CGW11] et [CW17], de l'existence de triplets
résonants impliquant deux fréquences rentrantes et une fréquence sortante. Une telle configuration
est exclue ici par 'Hypothése 4.7. Dans ce cas la condition au bord (4.4.12c) détermine également
la trace U, @‘;:07 bg=07 €€ qui, d’aprés les conditions de polarisation, permet d’obtenir immédiatement

la partie évanescente du profil U.

4.5 Construction du profil principal

Maintenant que le systéme (4.4.11) que doit vérifier le profil principal U a été dérivé for-
mellement, on peut en construire une solution U. On commence, dans une premiére partie, par
une discussion sur les différents types de résonances qui peuvent intervenir dans le systéme. En
particulier on fait I’hypothése technique que les résonances dont on ne contréle pas polymialement
I’absence de symétrie sont en nombre fini. Cette hypothése est faite pour traiter le manque
de symétrie des termes de résonance comparé au cas de [JMR95]. Dans une deuxiéme partie
on définit rigoureusement les projecteurs apparaissant dans le systéme (4.4.11), et 'on prouve
certains résultats de la section 4.4, en utilisant I’'Hypotheése 4.6 de petits diviseurs. On poursuit
alors avec les trois étapes principales de la preuve, a savoir le découplage du systéme (4.4.11), la
dérivation d’estimations d’énergie pour des systémes linéarisés et la construction de la solution.
La premiére étape est réalisée en section 4.5.3, ot 'on réduit le systéme (4.4.11) en un systéme
pour la partie évanescente, un systéme pour la partie oscillante résonante et un systéme pour
chaque mode oscillant non résonant. En écrivant 1’équation (4.4.11b) mode par mode, on parvient
A extraire une équation d’évolution vérifiée par la moyenne pour montrer que celle-ci est nulle.
On prouve alors, au moyen d’une estimation d’énergie pour la partie oscillante sortante, que
chaque mode sortant est nul. Pour obtenir cette estimation, on doit utiliser un produit scalaire
défini seulement pour les profils & support compact en x4. On doit donc montrer avant cela que
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toute solution de (4.4.11) se propage & vitesse finie dans la direction normale. La preuve de ce
résultat est faite aprés avoir introduit les outils qui y seront utilisés, en section 4.5.4. Enfin,
en utilisant le fait que les modes sortants sont nuls, on peut découpler la condition au bord
(4.4.11c) pour chaque mode évanescent et chaque mode rentrant, ce qui conclue le découplage
du systéme. La dérivation d’estimation a priori sans perte de dérivée est réalisée en sections
4.5.4 et 4.5.5, la premiére pour les modes rentrants résonants, et la seconde pour chaque mode
rentrant non résonant, c’est-a-dire des équations de type Burgers. Ces modes doivent étre traités
individuellement pour éviter I'apparition d’un facteur non borné par rapport a la fréquence, mais
cette partie ne présente pas de difficulté supplémentaire puisqu’elle réutilise les techniques de la
précédente. La dérivation d’estimations a priori pour le systéme linéarisé pour la partie rentrante
résonante est présentée en section 4.5.4, en commencant par l’estimation L2. Elle est obtenue en
prenant, pour le produit scalaire adapté aux modes rentrants, le produit scalaire entre ’équation
de propagation linéarisé et un profil modifié. Quatre termes sont alors & traiter. Le terme de
transport ainsi que le terme de type Burgers (correspondant a ’auto-interaction) sont traités
de maniére classique (par intégration par parties et en utilisant les symétries pour les termes
d’auto-interaction), tandis que ’hypothése sur 'ensemble des résonances est utilisée pour les deux
termes de résonances. Plus précisément, cette hypothése assure que les termes de résonance (sauf
pour un nombre fini d’entre-eux, qui sont traités séparément), sont tels que le manque de symétrie
est controlé d’une telle maniére que 'on peut adapter les techniques utilisées pour les termes de
type Burgers. La méme méthode d’estimation d’énergie, avec un produit scalaire différent, est
utilisée dans cette section pour montrer la propagation a vitesse finie. Les dérivations pour les
dérivées sont alors obtenues de maniére classique en utilisant des estimations de commutateur. La
section 4.5.6 est consacrée a la construction d’une solution. La partie oscillante est construite aux
moyen des estimations d’énergie selon une procédure que ’on ne détaille pas, et qui consiste a
montre I'existence d’une solution au systéme linéarisé avec un schéma aux différences finies, puis
I’existence de la solution recherchée avec un schéma itératif. L’unicité se déduit immédiatement
des estimées d’énergie. Concernant la partie évanescente, son expression est prescrite par la
condition de polarisation, et I’on montre que le profil ainsi construit appartient bien & I’espace
des profils évanescents. Cela conclue la preuve du Théoréme 4.3.1, et la section 4.5.7 donne une
conclusion et quelques perspectives.

4.5.1 Coefficient de résonance et hypothése supplémentaire

L’ensemble suivant nous permettra dans la suite de regrouper les fréquences caractéristiques
par colinéarité.

Définition 4.5.1. On considére le sous ensemble de Z™ \ {0} noté Bzm constitué de tous les
m-uplets d’entiers relatifs premiers entre eux dont le premier terme non nul est positif :
ng A Angy =1,

Bzm = R R () SV 0 .
7 {(m ) \ {0} Hkg{(),,,,,m—l},nl,...,nkZO,nk+1>0}

On vérifie que pour tout n de Z™ \ {0}, il existe un unique élément ng de Bym et un unique entier
relatif non nul \ tel que n = Ang.

On introduit ensuite une notation pour les relévements en des fréquences caractéristiques
réelles de fréquences au bord.

Définition 4.5.2. Pour n dans Z™ \ {0}, on note C(n) l'ensemble fini des réels £ tels que la
fréquence (n- ¢, &) soit caractéristique réelle, c¢’est-a-dire

Cn):={{eR|(n-¢,&)eC}.
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On note également Cin(n) (resp. Cout(n)) l'ensemble des réels £ tels que la fréquence (n - ¢, §) soit
caractéristique réelle rentrante (resp. sortante), c’est-a-dire

Cn(m) ={{n-¢)[jERM-Q)}, Cou(n)={{m-¢)[jeSn-C)},
avec les notations de la Proposition 4.1.16.

On rappelle qu’en vertu de I’'Hypotheése 4.5, il n’y a pas de fréquence glancing dans F, et donc
on a l'union disjointe

C(n) = Cin(n) U Coyt(n)

pour tout n dans Z™ \ {0}. On a listé ici toutes les fréquences caractéristiques réelles, mais il
existe aussi des fréquences non réelles relevées de n - €.

Remarque 4.5.3. On vérifie que, d’aprés la Remarque 4.1.17, les ensembles C, Ci, et Cout sont
homogenes de degré 1. Ainsi, si n appartient & Z™ \ {0} et £ a C(n), et si ng dans Bzm et A dans
Z* sont tels que n = Any, alors il existe & dans C(ng) tel que £ = A\ &.

On introduit maintenant des notations pour les résonances.

Définition 4.5.4. Pour n dans Z™ \ {0} et & dans C(n), on note E(n,§) le vecteur de la base
E1,...,Ey de CN donnée par (4.1.8) qui engendre la droite vectorielle kerL(O, (n-(, 5))

Remarque 4.5.5. On note que, pour n dans Z"™\ {0}, £ dans C(n) et A dans Z*, puisque les espaces
kerL(O, (n-, f)) et kerL(O, (An - ¢, )\5)) sont égaux, on a E(n, &) = E(An, \), c’est-a-dire que
le vecteur E(n,§) est homogene de degré 0.

La définition suivante s’inspire de [Raul2, Chapitre 11].

Définition 4.5.6. Soit n,, n, deux éléments de Z™ \ {0}, et soit (&, &) dans C(np) x C(ng) tels
que la fréquence

(mp - €, &) + (ng - €, &) = (nr- €, &)

est caractéristique réelle (c’est-a-dire tels qu’il y a résonance). On définit le coefficient de résonance
I'((np,&p), (ng, &) comme le réel vérifiant

T(n.-¢.) L1 (E(np’ &p)ymg - C) Eng, &) = F((np’ &p), (ng, fq)) T(n,¢.6r) E(n,, &),
qui existe par définition des projecteurs Ty, pour k =1,... N et d’aprés le Lemme 4.1.15.

Remarque 4.5.7. 1) Puisque toutes les quantités impliquées dans la définition de I" sont homo-
génes de degré 0 ou 1, le coefficient I" est homogene de degré 1, c’est-a-dire que pour ny, n,
dans Z™ \ {0}, (&, &,) dans C(ny) x C(ny) tels que la fréquence (ny, - ¢, &) + (ng - ¢, &) est
caractéristique réelle (c’est-a-dire tels qu'’il y a résonance) et pour tout A dans Z*, on a

(4.5.1) F(()\np, Afp)» ()\nq, )‘511)) = AF((np, gp)v (nqv fq))-

De plus, par définition et pour la méme raison, on a, pour ng dans Z™ \ {0} et & dans C(ny),
et pour A1, Ay dans Z*,

(4.5.2) ' (A1(ng, &), A2(ng, &)) = A2 T'((no, o), (1o, &)).

ii) Puisque d’aprés la Remarque 4.1.7 les projecteurs 7, sont bornés et que les vecteurs E(n, &)
sont de norme 1, pour tout n dans Z™ \ {0} et tout & dans C(n), on a

m_
Tnce) Em, 8]

IT((n,¢),m,8)]<C
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Ainsi, d’aprés la minoration (4.1.36) du Lemme 4.1.22 et I'Hypothése 4.6 de petits diviseurs,
pour tout n dans Z™ \ {0} et tout £ dans C(n), on a

(4.5.3) IT((n,€),(m,6)| < Cn|",

ot h est un entier supérieur a (3 + a1)/2 avec les notations de ’'Hypothése 4.6.

iii) La quantité 7(y,.c¢,) Ly (E(np,gp),nq . C’) E(ng, &) étant homogeéne de degré 1 en ng, le
coefficient de résonance F((np7 &), (g, fq)) correspond formellement & une dérivée par rapport
aux variables tangentielles rapides portant sur le profil associé a la fréquence (ng - (,&;).

Les coefficients I' définis au dessus apparaitront dans les calculs pour obtenir des estimations
a priori sur le systéme (4.4.11). En particulier, lorsque ceux-ci présentent une certaine propriété
de symétrie, la résonance associée est facile & controler dans les estimations a priori. On distingue
donc maintenant les résonances qui présentent cette propriété de symétrie du reste des résonances.

Définition 4.5.8. On fize une constante Cy > 0. Soit n, dans Bzm, et soit & dans C(n,). On
considére Uensemble des 7-uplets (A\p, Ag, A, p, Ny, &p, &) avec Ay, Ag, A dans Z*, n,,n, dans
Bzm, (&p,&q) dans C(ny,) x C(ng), (np, - ¢, &p) et (ng - ¢, &) non colinéaires et Ay, Ag, A premiers
entre eux, qui résonnent pour donner la fréquence A\, (n, - ¢, &) de la maniére suivante

Ap (mp - €, &p) + Mg (g - €, &) = Ar (r - €, &5 ),

et l'on écrit cet ensemble comme ['union disjointe

Rl (nTa ET) L RQ(nT7 f?")a

ot les ensembles Ri(n,, &) et Ro(n,, &) sont définis comme suit.

i) L’ensemble Ri(n,,&,) est constitué des T-uplets (Ap, Ag, Ar, p, My, &p, &) véTifiant
(4.5.4)
’F((Ap ny, Ap&p)s (Agng, Ag 5!1)) + F(()‘p Ny, Ap&p), (A ny, — A, fr)) ‘ < Co|Apnp, Ap &

ot Cy > 0 est la constante qui a €té fizrée au début et qui ne dépend pas de \p, Ag, A, Ny,
ng, n,, &, &, &. On dit que ce sont des résonances de type 1.

ii) Les T-uplets (Ap, Ag, Ar, p, Ny, &p, &) qui ne vérifient pas cette propriété forment l’ensemble
des résonances de type 2 que l'on a noté Ra(n,,&,).

Remarque 4.5.9. 1) On note que les deux ensembles Ri(n,§) et Ra(n,§) dépendent de la
constante Cy > 0 fixée au départ, bien que cette dépendance ne soit pas indiquée.

ii) D’aprés 'Hypothése 4.7, on remarque que si la fréquence (n - ¢, ) est sortante (resp. ren-
trante), alors les deux ensembles R1(n, &) et Ra(n, ) ne sont constitués que de septuplets
correspondant & des couples de fréquences sortantes (resp. rentrantes).

iii) On remarque que puisque les coefficients I' ne sont pas symétriques, le type d’une résonance

>‘p (np : C7£p) + )‘q (nq : C?gq) = )‘T (nT : C7€T)7

dépend de la maniére dont on ’écrit. Cependant, puisque la condition (4.5.4) est symétrique
en (q,r), la résonance

)‘p (np ! Cagp) + )\(1 (nq ’ C?gq) = )\T (Il,« ’ C?é’f‘)v

est de type 1 si et seulement si la résonance

Ap(0p - €, 6p) — Ar (- €, 6) = =X (ng - €, &y),

est de type 1.
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iv) On note également que si I'on a une résonance du type

)\p (np : Cagp) + >\q (nq : C>£q) =\ (nr : C»gr)a

alors pour tout k dans Z*, la résonance suivante est aussi vérifiée

k)‘p (np ’ C7§p> +k)‘q (nq ' C7fq) = k)\r (nr ’ C7§r>'

C’est pourquoi I'on choisit dans la Définition 4.5.8 de ne considérer que des triplets (Ap, Ag, Ar)
d’entiers premiers entre eux et des m-uplets n,, n, et n, de Bzm.

Cette définition nous permet de faire la derniére hypothése de ce travail. Elle est faite pour
des raisons techniques, et il n’est pas clair & ce stade si elle est nécessaire.

Hypothése 4.8. I existe une constante Cy > 0 telle que les ensembles Ri(n,§) et Ra(n,§),
pour n dans Z™ \ {0} et & dans C(n) définis dans la Définition 4.5.8 vérifient les deux propriétés
sutvantes.

a) Les ensembles de résonances rentrantes de type 2 et sortantes de type 1 et 2,

U ,R’Q(n7§)7 U (Rl(nag) U RQ(n7§))a
neBym neBym
gecin(n) fecout(n)

sont des ensembles finis.

b) Pour toute fréquence rentrante (n,&) de Bzm X Cin(n) telle que l’ensemble R1(n,§) est non
vide, on a la minoration

N 1
(4.5.5) T B8] > =

= CO .

Remarque 4.5.10. 1) L’auto-interaction entre deux fréquences colinéaires est toujours résonante,
mais ces termes ne posent pas de probléme dans la suite, car ils induisent des termes de
type Burgers qu’il est trés usuel de traiter dans les estimations. En revanche les résonances
de type 2 se controlent “mal”’, c¢’est pourquoi l'on fait une hypothése de finitude sur cet
ensemble, alors que la propriété (4.5.4) vérifiée par les résonances de type 1 nous permet d’en
traiter une infinité (au prix d’un controéle uniforme). Un telle infinité de résonances apparait
irrémédiablement dans I’Exemple 4.1.1 des équations d’Euler isentropique compressible en
dimension 2, et c¢’est 1a 'une des principales difficultés supplémentaires qu’on traite ici par
rapport au cas monophasé de [CGW11].

ii) On sait déja que pour tout (n,§) de Bzm x C(n), le vecteur T(y.¢ ¢)F(n, §) est borné, d’aprés
la remarque 4.1.7, et qu’il n’est autorisé a s’approcher de 0 que de maniére controlée, d’aprés
I'estimation (4.1.36) et 'Hypothése 4.6. Dans le cas d’une infinité de résonances, c¢’est-a-dire
pour les résonances rentrantes de type 1, il nous faut également supposer que ce vecteur
ne devient pas arbitrairement petit, pour une raison technique qui sera expliquée plus bas.
C’est pourquoi on fait ’hypothése de minoration uniforme (4.5.5). Cette hypothése exclut
la possibilité qu’il existe une suite de fréquences (n, §) telles que Rq(n, &) est non vide se
rapprochant de ’ensemble glancing.

On sait déja, d’aprés I’'Hypotheése 4.7, que les ensembles de fréquences rentrantes et sortantes
Fin et FOU' définis en (4.2.2) et (4.2.3) ne résonnent pas entre eux. On va maintenant affiner
cette décomposition de I’ensemble des fréquences en ensembles qui ne résonnent pas entre eux, ce
qui nous permettra ensuite de découpler les systémes étudiés selon ces ensembles.

Définition 4.5.11. On confond dans cette définition la fréquence (n-¢,&) et le couple (n,§). Soit

Co > 0 la constante fixée par I’Hypothése 4.8. On note FOUt 'ensemble des fréquences sortantes
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(n,&) de Bzm X Cout(n) impliquées dans des résonances, qu’elles soient de type 1 ou 2, ¢’est-a-dire
telles que R1(n, &) URa(n, &) est non vide. On a alors

(4.5.6) {(n, &) € Bzm x Cou(n)} = Fl' U L {(n, )},

(0,6)€(Bzm XCout (m))\FF&!

ot les ensembles dont on fait 'union disjointe ne résonnent pas entre eux. On définit de maniére
analogue l’ensemble Flo, pour les fréquences rentrantes, et on a donc la décomposition

(4.5.7) {(n,€) € Bzm x Cin(n)} = Frg, U L {(n, O},

(1,6) E(Bzm XCin (n))\ g
ot les ensembles dont on fait 'union disjointe ne résonnent pas entre euz.

Remarque 4.5.12. Dans 'Hypothése 4.8, le controle (4.5.5) s’applique a priori uniquement aux
couples (n, &) tels que 'ensemble R (n, ) est non vide. Mais puisque d’aprés ’'Hypotheése 4.8 il y
a un nombre fini de résonances rentrantes de type 2, on peut supposer sans perte de généralité que
cette estimation s’applique également aux couples (n,§) tels que Ri(n, &) est vide mais Ra(n, &)
est non vide, c’est-a-dire & tous les éléments de Fii. On en déduit que pour tout (n,¢) de Fi,
on a

(4.5.8) T ((1,6), (n,€))| < Clnl,

ou l'on note que l'estimation précédente différe de 'estimation (4.5.3) par un controle linéaire et
non algébrique de degré h.

On définit enfin des projecteurs analogues a E et E¢ qui ne sélectionnent que les fréquences
résonantes rentrantes, avant de vérifier I'Hypothése 4.8 pour 'exemple des équations d’Euler que
I’on considére dans ce chapitre.

Définition 4.5.13. Pour toute série trigonométrique formelle U s’écrivant

Uz 0,0a) = Y Y USE(z)e™ e+ N UL (2,109) €7,
nezm ¢eR nezm

in

on définit E' . U comme

159 FLOeai s Y A U ()
(n()v&-())e}—ggs AEZ*

et Elog U comme

(45.10) ELU@00a) = Y D Tongca) Ulnpag (2) €07 2004,
(no,€0) EFIY, AEL

Ezemple 4.5.14. On reprend I’Exemple 4.1.1 des équations d’Euler isentropique compressible
en dimension 2, pour lequel on vérifie la derniére hypothése de ce travail, 'Hypothése 4.8 sur
le controle des résonances. On reprend les notations et résultats déja trouvés dans I’Exemple
4.1.1 et ceux qui le suivent, et notamment ’analyse des résonances faite dans 'Exemple 4.2.1, et
'on se place sous les hypothéses faites sur le nombre de Mach M. On a montré que si M? n’est
pas solution d’une équation de degré inférieur & 4 dans Q[d], alors les seules résonances, hors
auto-interaction, qui interviennent sont celles impliquant la fréquence linéaire as((¢), qui sont
en nombre infini, méme a colinéarité prés, et entre fréquences rentrantes. On va montrer qu’il
existe une constante Cy > 0 telle que ces résonances vérifient la propriété (4.5.4) et telle que les
fréquences a3((p,q) vérifient la minoration (4.5.5), ce qui nous permettra de vérifier 'Hypotheése
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4.8 pour le systéme (4.1.4). On cherche donc en premier lieu & calculer les coefficients I' pour
ce type de résonance. On se donne (p, q) et (r,s) dans Z? \ {0}, et I'on cherche & déterminer le
coefficient

F((p7 Q)a f3(<p,q)a (Ta 8)7 §3<C'r,s))
relatif & la résonance

a3(Cp,qg) + @3(Crs) = a3(Cprrgrs),

que ’on note plus succinctement F((p, q), (r, 3)) Puisque, pour ¢ dans R? \ {0}, la fréquence
caractéristique réelle as(() = (7,1, &3(C)) vérifie 7 = 1o (17,53(0), on a

E((p7 Q)> f3((p,q)) =Fy (np,qa fB(Cp,q))y E((Ta 3)7 fB(Cr,s)) = E» (777",37 53(@,3))7
E((p +rq+ 5)7 53(<p+r,q+s)) = E2 (anrr,quSa 53 (Cp+r,q+s))7

ot Ea(n,€) est le vecteur de la base (4.1.8) de CV donné dans cet exemple par

0

_ )
\/W —577 , (m,6) e RT\{0}.

Ainsi, le vecteur de la base (4.1.9) correspondant est donné par

E2(77> 5) =

—n v
1 7 Vo

Ay (Vo) ' E = ui—ch R2\ {0}.
2( 0) 2(777§) (U%)—C%)\/m g_nuzo ’ (77;5) S \{ }

En calculant également les vecteurs E1(n, &) et Es(n, ), on détermine que le projecteur impliqué
dans le coefficient F((p, q), (r, s)), QUi S"6CTIE T (i, g-5)-C,63 (Cpangurs))s €St donné dans cet exemple

par 7~T2 (np+r,q+57§3(Cp+r,q+s)) Ofl, pour (77: f) dans R2 \ {0}7

) —uo ¢ 17 —ugvoné ug vo
%2(777§) - u (U2 — 02)( 2 ¥ 52) 7’]503 (u% - C%)/UO 52 uo (u(2) - C%) _77§U0 (u(Z) - C(%)
R =11 ¢ ug/vo —néu ug n?

On vérifie alors que a(n), &) Ba(n, &) est donné par ug Ao (V) ™t Ea(n, &), pour (n,£) dans R?\ {0}.
Cela affirme donc en particulier que la deuxiéme partie de I’'Hypothése 4.8 est vérifiée, car on a la
minoration uniforme

ﬁag(gp,q)E((p, q)a§3(<p,q))‘ = ‘%2 (np,qv§3(<p,q)) Es (np,q7§3(Cp,q))}
= ‘UO A2(VO)_1 Eo ("7p,qa§3(§p,q))‘ >C ‘E((p, Q)a§3(<p,q))‘ =C.

On poursuit maintenant le calcul des coefficients F((p, q), (r, s)) En calculant les différentielles
dA;(Vp), on obtient finalement

L1 (B2 (1p.q, €3(Cp.a)) s Gris) B2 (1hr,s: €3(Gris)
Vo 771“,5/[“0 (U(Q) - C%)}
TT75/U8

777“78/(“% - 0(2))

_ Tp,q"lr,s — Trs Tp,g
2 2 2 2 2 2
\/Up,q + 7-p,q/uo \/nr,s + Tr,s/uo

On a utilisé ici la formule &5(¢) = —7/ug, pour ¢ = (7,71) dans R? \ {0}. On a alors
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%2 (77P+T:Q+S7 53 (Cp+7‘,q+8)) E1 (E2 (np,qa 53 (Cp,q)) ’ Cr,s) Es (77r,sa 53 ((r,s))

) Np-+r,g+s U0/ Uo
99 9 2 A 2 7 2(.2 N 9 Tptra+s (UG — €5)/up
uo (uo o co)\/np7q + TILQ/UO \/777',3 + TT,S/UO (np+r7q+5 + Tp+r7q+8/u0)

Np+r,q+s

On déduit alors de la relation 7o(n, &) Ea(n, &) = ug A2(Vo) ™! Ea(n, €), la formule suivante pour
le coefficient F((p, q), (r, 3)) que l'on cherchait a déterminer :

2
-~ (Tp.g r.s = Tr,s Mp.a) (Tptrigts Trs =+ UG Nptrgts Mrs)
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ug \/np,q + 7—p,q/ul) \/nr,s + 7—1",s/u0 \/np-‘rr,q—I—s + Tp—l—r,q—f—s/uo

On s’attache maintenant a vérifier I'estimation (4.5.4) avec ces coefficients. On se donne (p, q),
(r,s) et (t,w) dans Z2\ {0} tels que (p,q) + (r,s) + (t,w) = (0,0). On vérifie alors que I'on a, en
utilisant les formules 7, ; = ¢co (p + 6¢) Mo, Mpq = P+ @) Mo, p+7=—t et ¢+ s = —w,

(4.5.11)  T((p,q).(r.s)) =

T'((p,q), (r,s))
(1—10)(ps — qr)((t +0w) (r + 6s) + M2 (t +w) (r + s)) no 3
Vo + 97+ (p+09)2 /M2 \/(r + )2 + (r + 68)2 /M2 /(¢ + w)? + (t + 6w)?/M? g -

En remarquant que ps — qr = —(pw — ¢t), on obtient ainsi

L((p,q), (r,s)) +T((p, q), (t,w)) =0,

et donc 'estimation (4.5.4) est en particulier trivialement vérifiée, et ’'Hypothése 4.8 est donc
satisfaite. On note que dans cet exemple, I'ensemble F2U est vide et ensemble FL est donné
par

Fres = {a3(Q)[ ¢ € F}.

Cela vient conclure ’analyse de ’exemple des équations d’Euler isentropique compressible en
dimension 2, qui, avec les paramétres que l'on a choisis, vérifient toutes les hypothéses de ce
travail.

Remarque 4.5.15. On note que le coefficient I' que l'on a trouvé correspond a celui [Raul2,
(11.5.9)].

Dans la ious—partie suivante, I’on va montrer rigoureusement certains résultats sur les projec-
teurs E et E?, en utilisant I'Hypothése 4.6.

4.5.2 Deéfinition rigoureuse des projecteurs E, ﬁ, En et /E\ﬁlrzs

Cette sous-partie s’appuie sur [JMR95, Partie 6.2]. Avant de s’intéresser aux projecteurs E,
=~ ——in
E:, E et Et, ., il nous faut montrer le résultat suivant de controle de projecteurs spectraux, ce

qui nous permettra de définir les projecteurs E et E},.

Proposition 4.5.16. Sous I’Hypothése 4.6, il existe une constante c1 > 0 et un réel by tels que,
pour tout ¢ dans Fp \ {0}, on a les estimations

(4.5.12a) A Hi(c)( Ceperatll™ <o Wt >0,

(4.5.12b) etA) HEN(C)‘ Cep|Preertl™ Vit > 0,

(4.5.12¢) MO (1 - ngﬁcN(g))‘ <ald, vt < 0.
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Preuve. On rappelle que le projecteur II¢ (¢) est le projecteur de E_({) sur la partie elliptique
E< () selon la décomposition (4.1.23), quand le projecteur II%y (¢) est le projecteur de CN sur la
partie elliptique E° (¢) selon la décomposition (4.1.25), qui n’est défini que lorsque ¢ n’est pas
glancing.

On utilise 'homogénéité de degré 1 de la matrice A(C) et de degré 0 des projecteurs I1¢ (¢) et

& (€), et la compacité de la sphére unité Yo, et I'on raisonne donc au voisinage de tout point

¢ de ¥p. On étend ensuite le résultat par homogénéité a un recouvrement fini de Zg par des

voisinages coniques. Puisque le projecteur G (¢) n’est défini que pour ¢ non glancing, pour les

inégalités (4.5.12b) et (4.5.12c¢) le faisant intervenir, on ne s’intéresse qu’aux points du voisinage

de ¢ qui sont non glancing. On se donne ainsi un point ¢ de ¥y et on reprend les notations et les
résultats de la preuve de la Proposition 4.1.21. B

On s’intéresse d’abord a la premiére estimation (4.5.12a). Dans la preuve de la Proposition
4.1.21, on a construit, au voisinage de ¢, une base continue de E_(() associée & une matrice de
changement de base réguliére T'(¢) dans laquelle la matrice A(C) restreinte a E_(¢) est la matrice
diagonale par blocs de taille p x p suivante,

A-(¢) 0
i€1(¢) Ly
O ingrg(C)Iwm-g
constituée d’un bloc A_(¢) de partie réelle définie négative, de blocs diagonaux i&;(¢) L,
j = 1,...,r associés aux valeurs propres §j rentrantes et de blocs diagonaux i§; (C)ij, ] =
r+1,...,r + g associés aux valeurs propres §j glancing en ¢. Dans ce cas, d’aprés I'expression

(4.1.35) du projecteur II¢ (¢) au voisinage de ¢ dans X, Iapplication linéaire e*A(¢) TI¢ (¢) de
E_({) dans lui méme est donnée dans la base associée a la matrice T'(¢) par la matrice de taille
P X p suivante

LA Q)

0

eit&r+1(C) 1A, (0)<0 Loy

¢iterra@ ] Arig(Q)<0 Iwr+g

D’une part, le bloc A_(({) est de partie réelle définie négative uniformément par rapport a (.
D’autre part on vérifie que l'on a

Im&,1(C) = |A(¢)]?/2,

pour [ =1,...,¢, ou A,;({) désigne le discriminant du polynéme caractéristique associé a la
valeur propre glancing g, " défini dans la preuve de la Proposition 4.1.21 et représenté en Figure
4.4. Or on peut écrire, au voisinage de ¢ dans X,

A;(¢) = [t = 7] (m)]e(C),

avec e(() # 0, ot 'on rappelle que la fonction T]‘g paramétre I’hypersurface de g d’annulation de
Aj. On en déduit I'estimation suivante sur Aj,

(4.5.13) 18501 = Clr = (] = C|C = (7] (n),m)] > C dist((, 9).

Puisque la matrice T est réguliére, donc uniformément bornée ainsi que son inverse, pour tout ¢
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au voisinage de ¢ dans g, on a d’aprés (4.5.13),
(4514) etA(C) e (C) < Ce—Cdist(C,Q)l/Qt.

On se donne maintenant ¢ dans un voisinage conique de ¢ dans Zg avec ¢ = A(* oit A = [¢| € R
et (* est dans un voisinage de ¢ dans . On a alors, par homogénéité, d’aprés (4.5.14) et en
utilisant I'Hypothése 4.6,

et.A(C) Hi (C)‘ — ‘e)\t.A(C*) HE(C*) < Ce*CdiSt(C*,g)l/Q A

1A * g)1/2 \1/2 _ (a1 +1)/2
— O CdistOAC0) N2t o —CI¢|( t,

On utilise enfin la compacité de ¥y pour étendre cette inégalité & tout =g, et donc obtenir
I'estimation (4.5.12a) recherchée pour tout ¢ dans F;, \ {0}.

Concernant Iestimation (4.5.12b), on remarque que l'on a, pour ¢ > 0 et pour ¢ non glancing,
AT (¢) = 4O T () Ty (),

ot Iy (C) est le projecteur de CN sur I'espace stable E_(¢) selon la décomposition (4.1.25),
défini pour ¢ non glancing. On va donc contréler le projecteur Uy (¢) et utiliser 'estimation
précédente (4.5.12a) pour conclure. On se place toujours au voisinage de ¢ dans g et on suppose
pour simplifier I'écriture qu’il existe en ¢ une unique valeur propre glancing ég de multiplicité
algébrique 2.

Si 'on applique également le raisonnement de la preuve de la Proposition 4.1.21 & la partie
instable ET(¢), on obtient une base analytique

Er(¢), .- En(¢)

de CV associée & une matrice de changement de base f(( ) analytique au voisinage de ¢ dans ¥,
telle que dans cette base, la matrice A(() s’écrit

T(¢) ™A T(¢) = diag (A-(0), 41(0), Q(C), A+ (), A2(0)),

o A_(() est de partie réelle définie négative, A;(() est le bloc diagonal associé aux valeurs
propres rentrantes, A4 (¢) est de partie réelle définie positive, A3(¢) est le bloc diagonal associé
aux valeurs propres sortantes, et I'unique bloc de taille 2 x 2 Q((), associé a la valeur propre

glancing ég, s’écrit
, §g +q(¢) 1
A =¢ ( () € > ’

g

N o]
ot q1(¢) = q2(¢) =0 et F2(¢) # 0.
On souhaite a partir de la base Fq,..., EyN construire une base Fi,..., Fn adaptée a la
décomposition

CN=E_()® EL(()

pour ¢ non glancing. Si £1(¢), ..., Ep—1(¢) sont les p—1 premiers vecteurs correspondant aux blocs
A_(¢) et A1(¢) de la base de CV associée a T(¢), on pose, pour j =1,...,p — 1, F;(¢) := Ej(C).
On note que F1(¢), ..., Fp—1(¢) est ainsi une famille libre de I'espace stable E_((). De méme on
pose F}((¢) := E;j(¢) pour j =p+2,...,N, ot Epi2(C),...,En(C) sont les vecteurs de la base de
CN deéfinie par T(¢) associés aux blocs A (¢) et A3(¢), qui forment une famille libre de E, (¢).

Il nous faut maintenant déterminer les vecteurs F,(¢) et Fp41(¢) qui sont les vecteurs propres
stable et instable de A(() associés au bloc Q(¢). Si £-(¢),&+(¢) sont les deux valeurs propres
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(confondues pour ¢ glancing) stable et instable proches de la valeur propre glancing ég, alors les

vecteurs propres stable et instable pour A(() associés & {_(() et £4(¢) sont donnés par
22(¢) 22(¢)
- §+(Q) = ¢

g

Epii(Q),  Fp+a(Q) = Ep(Q) + Ept1(Q).

En effet, un vecteur propre de la matrice T(¢) ™1 A(¢) T(¢) associé a la valeur propre &4(C) est

donné par (0., 0,1, 290,

§-(€) = &+(Q) et que g2(¢) = 0, alors Fp(C) = Fp11(¢) = Ep(CQ).-

La matrice de passage de la base canonique de CV a la base Fy,..., Fy est ainsi donnée par
le produit de T'(¢) et de la matrice diagonale par blocs

...,0). On note que lorsque ( est glancing, c’est-a-dire que

P(¢) := diag [ I,_1, 22(¢) 2(¢) Ny
() —¢&, &+(Q)—¢

g g

On en déduit que le projecteur Iy s’écrit

e =70 7@ ( § g ) PO T

La matrice T'(¢) est analytique donc bornée ainsi que son inverse au voisinage de ¢. Puisque ’on

a déja montré que g_qé()g;)é et ¢ qé()gj  sont bornés au voisinage de ¢, les matrices P(() et tcom P(C)
é, 3

sont bornées. Il nous faut alors estimer le déterminant det P((). Puisque £_(() et £4(¢) sont les
deux racines (éventuellement confondues) du polynome &2 — (2§g +q1(Q)) €+ §§ + §gq1 (€) — q2(¢),
on a

(6-(0) =€) (€+(O) =€) = ~a(0),
et donc

det P(¢) =

22(0) (6= (0) — &+(Q))
(6-() =€) (&+(O) =€)

g g
On en déduit
| det P(Q)] = [A4(Q)['/* = C dist(¢,6)"?,

d’aprés l'estimation (4.5.13). Le controle (4.5.12b) s’ensuit de la méme maniére que le controle
(4.5.12a) en utilisant I'estimation (4.5.12a) et 'Hypothése 4.6.

Enfin, pour l'estimation (4.5.12c), si 'on reprend les notations et les résultats du point
précédent, on peut écrire la matrice et4(¢) (I — 1§ ~(C )) comme

oL AC) (I _ H(%N(o) —

0
etAl (C) O

T(¢)' P! e'QOTA ()50 PO T(Q).
0 etA+(<)
etA2(C)

On remarque que les valeurs propres des matrices A;(¢), A2(¢) ainsi que de la matrice Q(()
lorsque A4(¢) > 0, sont imaginaires pures, et que la matrice A, (() est de partie réelle définie
positive uniformément par rapport & . Ainsi, en utilisant ’estimation sur la matrice de passage
P(¢)~! démontrée plus haut, on peut conclure quant a Iestimation (4.5.12c). O
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On peut maintenant définir rigoureusement les projecteurs E et E?. La partie concernant la
partie oscillante du résultat suivant est tirée de [JMRI5, Proposition 6.2.1] et [CGW11, Proposition
2.2|, dont on rappelle la preuve ici. La preuve du résultat concernant la partie évanescente est
plus simple et consiste & montrer qu'une certaine série converge.

Lemme 4.5.17 ([JMR95, Proposition 6.2.1]). Pour tout T > 0 et s > 0, les projecteurs Ei et E
définis selon (4.4.9) et (4.4.10) sur ’espace des polynéomes trigonométriques admettent chacun
une unique extension par continuité de ’espace de profils POSC dans lui-méme. De plus, pour tout
Ty > 0, la norme de ces projecteurs est uniformément bornée par rapport a T dans 10, Tp].

D’autre part, pour tout T > 0 et s > 0, le projecteur E est bien défini sur l’espace Ps+]'b 1T et
envoie cet espace dans PS7. 1l est de plus uniformément borné par rapport a s et T'. On rappelle
que by désigne le réel intervenant dans la Proposition 4.5.16.

Enfin, pour tout T > 0 et s > 0, les projecteurs EX et E‘ll:;s définis selon (4.5.10) et (4.5.9)
sur l’espace des polyndmes trigonométriques admettent chacun une unique extension par continuité
de l’espace de profils 790bC dans lui-méme. De plus, pour tout Ty > 0, la norme de ces projecteurs
est uniformément bomee par rapport & T dans 10, Tp].

Preuve. On montre d’abord le résultat pour la partie oscillante. On se donne U°° un polynoéme
trigonométrique de la forme

UOSC(Z 0 wd Z ZUOSC in~9 eigwd’

nezZ™ EER

ol chaque somme en £ est finie, et on note, pour n € Z™,

(4.5.15) U (2, 1)) : ZU ) etéva,

D’apres Pexpression (4.4.10) du projecteur E et puisque les projecteurs m, sont nuls pour toute
fréquence o non caractéristique, on a, pour n € Z™,

BUF (200 = D, Tnce Ung(2) €™,
£eC(n)

et donc, d’aprés la Remarque 4.1.7 qui affirme que les projecteurs m, sont uniformément bornés,

‘EUSSC( CN Z ’ osc ,
£eC(n

en utilisant le fait que I’ensemble C(n) est de cardinal au plus N. D’autre part on a, d’aprés
(4.5.15), pour n dans Z™ et ¢ dans R,

I :
2 = Jim g [ USSR dy

et donc par Cauchy-Schwarz,

1 R
2 . 2
BU Gl <ON lim 5 [ 02 v0)l? dve
On applique alors le Lemme de Fatou & la sommation en n dans Z™ et l'intégration par rapport
a 2’ dans wr pour obtenir

> IBUS(, 24, ¥a)l72(0y) < C N lérilféﬁ/ SO 2 $a) 172y da
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et donc

2 2
HE U(, Ty wd)HLZ(wTXTm) < CN2 5u>p() HUOSC('7 Xd, - wd)HLQ(wa’]I‘m) 5
d

c’est-a-dire

Le projecteur E admet donc une unique extension unlformement bornée de Por dans Por- Le
résultat pour PJ% pour s > 1 s’obtient en observant que le projecteur E commute avec les

dérivées partielles par rapport a 2’ et . Le méme raisonnement s’applique au projecteur El, ce
qui conclut la preuve relative a la partie oscillante.

Concernant la partie évanescente de E, il nous faut montrer que si UV de la forme

U™ (2,0,%a) = Y Us¥(z,9a) €™’

nezm

appartient a Py ], alors EU® est dans ;’VT Par définition de la norme de & r et d’aprés la
formule de Plancherel on a

5 2
IEUSZ = s Y S ()| g (n ¢ UR (L 0)|

2a>0%4>0 neym\ {0} 1=0

l b v 2
< swp Z Z 1+ n2) & n-¢2h ||ue ('70)||Hﬁr(w:r)’
md>0a'¢)d>0nezm\{0}l 0

H! (wr)

d’aprés l'estimation (4.5.12b) de la Proposition 4.5.16, en reprenant les notations de cette
proposition. On en déduit donc I'estimation

BTN, < CIU™ e,

On s’intéresse maintenant & la convergence vers zéro dans H*(wp x T™) du profil EU®Y (24, ¥4),
pour tout x4 = 0 fixé. Soit € > 0. La somme

2
Z Z ’n‘ s l]n ‘2b1 ||U§V(-awd70)”Hi(wT)’

nezZm\{0} =0

bornée par C HUGVH?: 1y €St convergente, et donc il existe M > 0 tel que
s 11

S 3@+l e P U (g ) o < &

[n|>M =0
On a alors

S 2
[BU @ )iy = D 2 (1) 4O - QU O,
0<|n|<M =0 e

s 2
+ Y Ym0 gy - QU0
In|>M =0 +or)

D’aprés lestimation (4.5.12b) de la Proposition 4.5.16 et par construction de M, la deuxiéme
somme du terme de droite est majoré par c% . Pour la premiére somme, d’aprés la méme estimation
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(4.5.12b), on a

S S ) et e tm- ¢y 05 0

H (w
0<|n|<M =0 +(wr)

S
< Z ZC%(1+ In|2)*~!n - ¢|2br e~ 2 Ya o~ e (-aO)H?ﬂ(wT)'
0<|n|<M 1=0

Le terme de droite est une somme finie de fonction de vy convergeant vers zéro a l'infini, et
donc il existe B > 0 tel que pour tout |1)4| > B, le terme de droite est majoré par . On obtient
finalement

||E Uev(xda¢d)||j2tls(waTm) < (]‘ + C%)87

pour tout 1y tel que [1h4] > B, et la convergence recherchée s’en suit. Le profil E U vérifie donc

bien la Définition 4.2.4 des profils évanescents de Pg7., ce qui conclut la preuve.

. —in . .
Concernant les projecteurs Epos et E*,, la preuve est analogue a celle pour la partie oscillante

des projecteurs E et E. O

—~ . —~in
A présent que les projecteurs E, E*, EXl et E?. . sont bien définis, on peut montrer que le

noyau dans P, de I'opérateur rapide £(0p, 0y,) est bien donné par I'image du projecteur E.

Définition 4.5.18. Pour s > 0 et T > 0, on note Ny Uimage dans Psr de Psto1,r par le
projecteur E. On note également N5 := Ny NP5 et NO := Ny NP

Lemme 4.5.19 ([JMR95, Lemme 6.2.3.]). L’espace N1 est le noyau dans Psp de lopérateur
L(0p, 0y, )-

Preuve. Puisque N est égal au noyau ker I — E dans P 7, il nous faut montrer I'égalité des
noyaux ker I — E = ker £(0g, 0y,) dans P, 7. On se donne U = U*° 4 U dans ker £(0g, Oy, ),
que l'on écrit
U(z,0,%a) = U*(z,¢a) + Y Un(z,0) €™,
nezm\{0}
ott Uy, se décompose dans Py 7 = P55 & PV, comme Uy = U™ + Uy, pour tout n dans Z™ \ {0}.
On obtient alors les équations différentielles suivantes,

Oy, U* =0, et (—Am-¢)+0y,) Un=0, VneZ™\{0}.

Ainsi, d'une part, on a U*(z,vq) = U*(2), qui appartient donc a P2. D’autre part, pour tout n
dans Z™, le profil Uy, admet la décomposition suivante, d’aprés la décomposition (4.1.25) de cN
en sous-espaces stables de A(n - ¢),

Un=Tgn(m-¢) Un + TN (- O Un+ D Tmce) Uns
£eC(n)

oil, en utilisant les notations de la Définition 4.1.20, II¢.x (n-¢) Un (resp. HE’;VF (n-¢) Uy) appartient
a la partie elliptique stable (resp. instable) E¢ (n-(¢) (resp. E (n-()), et pour { = &;(n-¢) € C(n),
T(n.¢,¢) Un appartient au sous-espace kerL(O, aj(n- C)) (on rappelle que d’aprés la Proposition
4.1.16, pour j dans R(n-¢), on a EY (n-¢) = kerL(O, aj(n- C)), avec une propriété similaire pour
j dans S(n-¢)). En utilisant A(n-¢) = —iz(O, n - () et les propriétés des projecteurs ¢ ¢), on
obtient les équations différentielles suivantes

(4.5.16a) Oy, (MEn(m-¢)Un) = A(n-¢) (en(n - ¢) Un),
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(4.5.16b) Oy, (SN (- ¢) Un) = A(n - ¢) (IZN (- ¢) Un),
(4.5.16C) &pd( T(n-¢,€) ) —Zf(ﬂ'(ncg)U ) VEEC(D)

En résolvant I’équation (4.5.16a), il vient
Exv(n-€) Un(z,1q) = A OTIE N (- ¢) Un(2,0),

qui tend vers zéro lorsque 1 croit vers 'infini, et appartient donc & P¢¥.. De la méme maniére,
avec (4.5.16b), on a

IEY (- €) Un(z, q) = e? A OTIET (- €) Un(2,0).

Mais puisque HE;(n - ¢) est le projecteur sur la partie elliptique instable, si HE’IJVF (n-¢)Un(z,0)
e,+

est non nul, alors IIy

(n-¢) Uy n'est pas borné, et on a donc nécessairement

5% (n - ¢) Un = 0.

Enfin, I’équation (4.5.16¢) implique, pour £ dans C(n),

Tn¢,e) Un(2,%a) = €V n.c ) Un(2,0),

qui appartient a PJ%. En résumé, le profil U, = US™ + UY est donné par

US(2,4hq) = Z Tac.e) Un(2,0) el€va, U (2,1hq) = eVaAm¢) Hg;(n <€) Un(z,0),
£eC(n

et donc I'égalité EU = U est clairement vérifiée.

Réciproquement, si U®Y = E U, on obtient immédiatement £(dy, dy,) U = 0. D’autre part,
si l'on suppose U%¢ = EU¢ on se donne une suite (U5*°), de polynémes trigonométriques
convergeant dans & p,1,7 vers U%C. Par continuité du projecteur E, la suite de polynomes
trigonométriques (E U2%), converge dans & 7 vers U%°. Or on vérifie immédiatement que ces
polynoémes trigonométriques vérifient £(0g, 0y,) EU* = 0, et en passant a la limite on obtient
alors £(0p, 0y,) U = 0. O

Remarque 4.5.20. Dans la preuve précédente, on a en particulier montré que si U = U¢ 4+ U
appartient & N7 & N7, alors le profil U s’écrit

(4517) UOSC(2707¢d) = U*(z) _|_ Z Z UOSC Zne eif?,/)d’

nezZ™\{0} £€C(n)

osc

avec, pour n dans Z™ \ {0} et £ dans C(n), m(n.c ¢ ng = Uné, et le profil U sécrit

(4.5.18) U (z,0,vq) = Z ebaAm-C) HEN (n-¢)U(z,0) oind
nezm\ {0}

La remarque précédente nous permet de montrer le résultat suivant, faisait le lien entre la
norme Cb(RL, L%(wr x T™)) d’un profil de N3¢ et son produit scalaire rentrant (4.2.12) avec lui
méme. Il sera utilisé dans la suite pour dedulre d’estimations a priori sur le produit scalaire des
estimations a priori sur les normes P27, 11 est I'analogue de [JMR95, Lemme 6.2.4|, dans une
forme plus faible (compte tenu d’un ménque de symétrie dans notre cas).

Lemme 4.5.21. ] existe une constante C' > 0 telle que pour tout profil U°° de 6)579, on a, pour
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tout xq = 0,
sc))2 2
OO 1B oy () < U 10 () < IO, gz ()

Preuve. La deuxiéme inégalité est immédiate par définition du produit scalaire (.|.),, puisque
I'on a

1 R 2 2
0OSC 0OSC . — 1‘ - OSC " g 0OSC m , .
(U Uy, (24) pim R/o IUN 22 g xcrmy (T Ya) diba sup IU N 22 (o xcrmy (> Pa)

D’autre part, d’aprés la Remarque 4.5.20, si U®¢ appartient a Ny, alors le profil s’écrit

Uosc(2707wd) _ U*(Z) + Z Z Uosc in.0 eiflﬁd’

neZ™\{0} £€C(n)

ott, pour n dans Z™ \ {0} et £ dans C(n), on a U = Tn.¢e) U On a alors, par I'égalité de
Plancherel,

2

10 Lo gy (@ Ya) = N0y + D || Do Un() e
neZm\{0} ||¢€C(n) L2(wr)

et donc, puisque pour tout n dans Z™ \ {0}, 'ensemble C(n) est de cardinal au plus NV,

TN 2 g sy (T a) < NU N2y + N Y > || OSCHLz (wp) ()
neZ™\{0} £€C(n)

<UOSC ’ leSC)in (xd),

d’apreés la formule (4.2.15). On obtient alors la premiére inégalité du Lemme 4.5.21 en passant a
la borne supérieure en 4 > 0. O

4.5.3 Reéduction du systéme

Dans cette partie on montre que toute solution du systéme (4.4.11) ne présente en fait que
des modes rentrants (en particulier toute solution est & moyenne nulle), et est supportée sur un
intervalle fini en 4. On montre également que le systéme (4.4.11) se découple selon les parties
oscillantes et évanescentes, et méme, pour la partie oscillante, selon 'ensemble F.1 des modes
résonants et chacun des modes non résonants. On prouve plus précisément le résultat suivant. On
rappelle que sy est donné par sy = h + (d +m)/2 ou h est un entier supérieur a (3 4 ay)/2, qui

apparait dans 'estimation (4.5.3), avec a; le réel de 'Hypothése 4.6.

Proposition 4.5.22. Soit T' > 0, et soit s > so. Toute solution U dans Psr du systéme (4.4.11)
est telle que sa partie oscillante U ne présente que des modes rentrants. De plus, le systeme
(4.4.11) portant sur U = U + U dans Ps 1 est équivalent auzx systémes découplés suivants, le
premier portant sur les modes rentrants résonants,

(4.5.19a) El Uns = Uy
(4.5.19D) B, [L(0,0.) BrUSe + ZLI BrUZE, () 8ej/6’TUf§§] =0
(4.5.19C) (Uﬁff)mzowd =0 — H;)eb:
(4.5.19d) (V) <o = 0
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puis le systéme vérifié par chaque mode rentrant non résonant, pour (ng,&y) dans (BZm xCin(no))\

fln

res’

(4.5.20a) X (ny-¢.60)Snoso + T'((10, &), (no7§0)) 50656, =
(4.5.20b) (Sno,fo)\xdzo = hng.&
(4.5.20C) (Sﬂo,fo)\tgo =0,

et enfin le systeme portant sur la partie évanescente UV,

(4.5.21a) EUY = U
(4.5.21D) U o gm0 = H,

ot, st la solution U*C (qui ne présente donc que des modes rentrants et est polarisée) s’écrit

U (2,0.00) = Y D oamgg(2) e 0 0% B(ng, &),
noEBym AeZ*
£0€Cin(no)

avec O ng.¢,des fonctions scalaire, alors la partie résonante Uy est donnée par

Ul%b:(zv 07 wd) = Z Z O\ ng,&o (Z) €i Ang-9 €i Ago Pa f‘j(no7 50)7

(no 7&0)6-7:1335 AEZ*

et les composantes scalaires par direction non résonante Sy ¢, de Qp x T dans C, pour (ng, &)
dans (Bzm X Cin(no)) \ FilL . sont données par

res’

i\ ©
Shno 50 z,0) Z Ox 110750 e,
AEZ*

ot la fonction Br de xq, de classe C*, vaut 1 sur [0,V*T] et 0 sur [2V*T,+00) (ou V* a été
défini dans le Lemme 4.1.14), et ot HLS, hy, ¢, pour (ng,&o) dans (BZm X Cin(no)) \ Fin et HEY

res ’
sont déterminés a partir de G par les équations

(15.220) HEE(0) = 30 30 W™ (g ) (Blp_amy) ™ Conna () €7,
(n07£0)€]:1n )\GZ*

res

(4.5.22b)
hng £ (%', ©) Z <H] (00:2%0) (\ng - ¢) (Bie_(Ano-¢)) " Gano (7)) ’ E(n07§0)>cN 9,
ANEL*
(4.5.22C) Hev(z/’ 0) = Z I1c (n . C) (B\E,(n())_lGn(Z,) einﬂ’
nezZm\ {0}

ott, pour n dans Z™\ {0} et § dans Cin(n), j(n, &) est Uindice tel que § = €jme)(n-¢). On mppelle
que les amplitudes Gy de la fonction G ont été définies par (4.1.3), et que les projecteurs Eil; e
EZ:ZS ont €té introduits dans la définition 4.5.13. On note que dans ces notations, la solution U
se décompose comme

U(Zve)wd) UIE)eSSC(Zﬂevwd) + Z Sno,fo (Z7n0 . 9+€0 Q;Z)d) E(HO)é_O) + Uev(27‘9’¢d)'

(no,g0)e
(Bzm xCin(n0))\Fres

Pour montrer le Théoréme 4.3.1, il est ainsi équivalent de prouver qu’il existe des solutions
Uy, Sno o €t UV aux systémes (4.5.19), (4.5.20) et (4.5.21).
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Dans cette partie consacrée a la preuve de la Proposition 4.5.22, on se donne donc U une
solution de (4.4.11) suffisamment réguliére, et on commence par montrer que sa moyenne U* est
nulle, en isolant dans ’équation (4.4.11) la moyenne dont on montre qu’elle vérifie un probléme
aux limites hyperbolique linéaire et homogéne. Pour montrer qu’il n’y a pas de modes sortants,
on utilise le produit scalaire (4.2.13) pour les modes sortants, défini pour des profils & support
compact en 4. On montre donc dans un premier temps que la solution U considérée est & support
compact en x4, avant d’isoler les modes sortants de I’équation (4.4.11) pour en déduire qu’ils sont
nuls. On commence par réécrire le terme de gauche de I’équation (4.4.11b).

Réécriture de I’équation d’évolution

D’aprés la Remarque 4.5.20, puisque U vérifie ’équation de polarisation (4.4.11a), d’aprés la
Remarque 4.5.20, le profil s’écrit U = U + U®Y, ou

(4.5.23) U (,0,0a) =U"(2)+ 3 > URE(e)e™?elévn,
neZ™\{0} £eC(n)
et
(4.5.23b) U (z,0,vq) = Z eta An-C) HEN (n-¢) U (z,0) ez‘nﬂ,
nezm\ {0}
avec T(n.¢ ¢) Ugsg = r‘isg pour tous n, . On rééerit alors U pour tirer partie des colinéarités, en

utilisant les notations de la Partie 4.5.1. On se donne n dans Z™ \ {0}, et ng dans Bzm, A dans
Z* tels que n = Any, et 'on se donne également ¢ dans C(n). Puisque 'ensemble C est homogéne
de degré 1, on a C(n) = AC(nyp), et donc il existe £ dans C(ng) tel que & = A &y. Par polarisation
du profil U, 'amplitude Ugsg appartient au noyau de L(O, (n-¢,¢ )), qui est donné d’aprés la
Définition 4.5.4 par Vect E(n, ) = Vect E(ng, &). On peut donc noter

g,bg(z) = O\ no,éo (2) E(ng, &),

Ol O) ng.¢, est une fonction scalaire de Q2. Le profil U*¢ étant supposé réel, les coefficients oy n, ¢,
vérifient o_x n,.¢o = Tano,c, POUr tout A, ng et §. Dans ces notations, le profil U s’écrit

U (2,0,9q) =U"(2) + Z Z Oxmg o (2) €12000 A0 Va By &),
ngEBym AEZL*
£0€C(no)

On note que d’aprés l'identité (4.2.17) et puisque les vecteurs F(ng, &) sont de norme 1, lorsqu’il
est bien défini, le produit scalaire (U¢|U*)_ . (t) est dans ces notations donné par

(U Uy (1) = @)™ U | Fo a1 wm,y () + O™ > Y HUA,no,soHi?(RdflxR” (t).
noEBym \eZL*
£0€C(no)

On rappelle que le produit scalaire (.|.) . n’est défini que pour les profils & support compact en
xq, mais I'on montrera que la solution de (4.4.11) est effectivement a support compact dans la
direction normale - avant d’utiliser ce produit scalaire.

Le projecteur E? intervenant dans 1’équation (4.4.11b) agissant seulement sur I’espace des pro-
fils oscillants, il nous faut déterminer la partie oscillante du terme L(0, 8,) U+, Ly(U, Cj) Op,U.

D’une part, la partie oscillante de E(O, 0.) U est donnée par

L(0,0) U = L(0,0:) U* + Y Y L(0,8.) oamp,e, € ™7 €204 B(ny, &).

noEBym \EZ*
&0€C(nop)
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Ces deux termes correspondent aux termes (4.5.25a) et (4.5.25b) de ’équation (4.5.25) plus bas.

D’autre part d’apres le lemme 4.2.6 concernant les propriétés d’algeébre de 'espace des profils
Ps 1, la partie oscillante du terme quadratique Z;’;l L1(U, (j) Op,U est quant a elle donnée par

(4.5.24)

m
D LU, )00, U = > > Li(U*,iAng - €) E(ng, £0) 0xng.g, € 07 el A0V
j_l noeBzm AEL*

&0€C(no)

+ > D Y Li(B(n,&)idnz - ) B(ng, &)

ni,n2€Bzm £1€C(n1) A1, \2€Z*
£2€C(n2)

i (A +A -0 i (A A
OX1,ny,& OXan2 o et (Aani+Aan2)-0 oi (A1€1+X282) Ya,

Le premier terme du membre de droite de ’équation (4.5.24) constitue le terme (4.5.25¢) de
I'équation (4.5.25) ci-dessous. Dans le deuxiéme terme du membre de droite de I'équation (4.5.24),
par la présence des projecteurs 7, dans le projecteur Ef, seules les fréquences ((Alnl + Aony) -
¢, &1+ )\262) qui sont caractéristiques seront conservées.

i) Sin; =ny, & =& et A\ = — A9, la fréquence ainsi créée est nulle, donc caractéristique. Ce
terme non oscillant correspond au terme (4.5.25d) de 1’équation (4.5.25) plus bas.

ii) Sing =mng, & = & et A1 + A2 # 0, alors la fréquence non nulle obtenue est donnée par
(A1 4+ A2) (ng - ¢, &1) qui est caractéristique. C’est ce que l'on appelle 'auto-interaction de
la fréquence (ng - ¢, &) avec elle-méme, et cela constitue le terme (4.5.25¢) de 1'équation
(4.5.25).

iii) Enfin, dans les cas restants, si la fréquence non nulle obtenue A; (ng - {,&1) + A2 (n2 - ¢, &2)
est caractéristique, alors cela correspond & une résonance au sens de la Définition 4.5.8.
C’est-a-dire qu’il existe A9 dans Z*, ny dans Bzm et & dans C(np) tels que

A (- ¢, 6) + A2 (n2- ¢, &) = X (ng - ¢, &),

et donc il existe £ dans Z* tel que (A1, A2, Ag) = € (A\p, Ag, Ar) ol le septuplet (A, Ag, A, 1,
n,, &, &,;) appartient a 'un des ensembles R1(ng, &y) ou Ra(ng, &p), c’est-a-dire ot ny - ¢ et
ny - ¢ sont non colinéaires. Ces résonances constituent les termes (4.5.25f) et (4.5.25g) de
I'équation (4.5.25).
D’aprés l'expression du projecteur Ef et puisque 7yp = Id, le terme E? [Z(O, 0.)U +
> i Ly(U, () B9, U] est donc donné par

(4.5.252) Ei [’f:(o, d.)U + i L1(U,¢5) aer] = 1(0,0,)U*

7j=1
(4.5.25b) + Z Z %(no-C,Eo) E(O, 9:) E(Ang, A&o) 0o, e! nof gt Mo ¢d7
noEBym AEL*
£o€C(n0)

qui constituent les termes de transport de la moyenne et des modes oscillants, puis les termes de
résonance avec la moyenne ainsi que de résonance pour donner une fréquence nulle

4.5.25¢ + Fo o LU i Ang - &) E(\ng. A& o i An0-0 i Ao Y
( ) Z Z (1’10 Cvfo) 1( ’ 0 C) ( 05 §0) A,no,&o0

noEBzm AeZ*

&0€C(nop)
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(4525d) =+ Z Z Ll >\n0a A£0)7 { AnO . C) E(Al’lo, AEO) O\ ng,&0 9—X\ng, o>
noEBym AEL*
§o€C(no)

et enfin ’auto-interaction

(4.5.25¢) + Y0 > D Fmpcso) L1(Eno, \i&), i damg - €)
noEBgm AEZ* A No€ZL*
£0€eC(nyp) Ar+A2=A

i Ang-0 i\
E()‘2n07)‘2§0) OXx1,m0,80 TA2,n0,80 e' Mo et €0¢d7

et les résonances de type 1 et 2

(4.5.25f) + ) > > Fnpcito) L1 (E(EAD, LX), ilAgng - §)

noeBym (AP7>‘Q=A7‘7nP7nQ7 Lezx
£0€C(no) &ps€q)ER1(n0,80)

E(Aqng, (AEq) Oox,my 6, Torgmg &, €

(4.5.25g) + > > D Finorc.go) LLEEA, (AE,), ilAgng - C)

noEBzm  (Ap,Ag,Ar,np,ng, LEL*
foGC(no) fpvgq)ERQ (n07€0)

1A o0 il Ar€o Y

E(E)\qnq, E)\qfq) Otrp,np,&p Tlrgmng &y eiZ/\r no-0 6ie}w£0 d)d.

On a utilisé ici 'homogénéité de degré 0 des projecteurs 7. Dans la suite on utilisera la Définition
4.5.6 des coefficients I' pour réécrire les différents terme de (4.5.25). Dans 1’équation (4.5.25),
les vecteurs F(n, ) étant homogénes de degré 0, on peut faire apparaitre ou non les coefficients
A, A1, A2, Ap, Ag et £. On choisit ici de les indiquer puisque ils nous seront utiles dans un calcul
plus bas. On s’autorisera cependant a les enlever sans forcément le mentionner.

La moyenne est nulle

On montre maintenant que la moyenne U* est nulle, en isolant le systéme vérifié par celle-ci.
D’apres 1'équation (4.5.25), la moyenne du terme E* (L(0,0.) U + > ity Li(U, ;) Oy U) est a
priori donnée par

(4.5.26) LO,0.)U + Y > Li(B(no,&),iAno - ¢) (0o, £0) 0n0,6 0 Amo.co-
noEBym AEL*
§0€C(no)

On montre alors par le changement de variable A = —\ que le deuxiéme terme de (4.5.26) est en

fait nul. On a en effet

Z Z Ll nO? §0 Z)\no : C) E(n07 go) 0-)‘7110750 0'7)‘7110750
noEBym AEZ*
§o€C(no)

Z Z Li(E(ng, &), —iAng - €) E(n9,£0) 70— no.& TA.no,co
noEBym NEZ*
§0€C(no)

— > D Li(B(ng, &), idng - €) E(0o,£0) 0amg.c0 T-Amoco = 0-
noEBym AEL*
£0€C(no)

Le deuxieme terme de (4.5.26) étant nul, les termes non oscillants de (4.5.25) sont donnés par
le terme L(0, 0,) U* seulement. On déduit donc du systéme (4.4.11) que la moyenne U* vérifie le
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systéme découplé

L(0,0,) U* =0,
BU? 0,

|Zd:0 =

Ur_,=0

*
[t<0

puisque G est & moyenne nulle. La moyenne U* satisfait donc un probléme aux limites vérifiant la
condition de Lopatinskii uniforme dont 'opérateur E(O, 0,) est strictement hyperbolique. D’aprés
[Kre70], le probléme est ainsi bien posé et la moyenne U* est donc nulle sur Q.

On note qu’a ce stade, ’équation (4.5.25) peut étre découplée entre les modes rentrants et les
modes sortants, grace a I'Hypothése 4.7 et le fait que les termes (4.5.25a), (4.5.25¢) et (4.5.25d)
soient nuls. La difficulté pour découpler le systéme tient maintenant & découpler la condition au
bord, et 'on utilise pour cela le fait qu’il n’y ait pas de termes sortants. Ce fait repose & son tour
sur ’annulation de la moyenne.

Propagation a vitesse finie

On peut montrer que si U est une solution de (4.4.11) suffisamment réguliére, alors elle est
supportée dans un intervalle fini en x4, et on a méme plus précisément le résultat suivant.

Lemme 4.5.23. Soit T > 0 et s > sq, et soit U dans Ps solution du systéme (4.4.11). Alors sa
partie oscillante U est nulle en dehors du diedre {(t,y,zq) € Qr |0 < x4 < V*t} (voir Figure

4.7).

La preuve de ce lemme utilise des techniques développées plus bas, et, afin de se concentrer
sur la dérivation des estimations a priori, I’on reporte donc sa démonstration. On utilise le fait
que la vitesse a laquelle se propage la solution U dans la direction normale est finie, d’apreés le
Lemme 4.1.14.

D’aprés ce résultat, dans le systéme (4.4.11) et les systémes linéarisés associés, on peut
remplacer U par B U%° ou fr est la fonction de C§° (Rjd) définie dans la Proposition 4.5.22,
qui vaut 1 sur [0, V*T] et 0 sur [2V*T, +00). On peut ainsi utiliser dans la suite le produit scalaire
(4.2.13) adapté aux modes sortants, qui n’est défini que pour les profils & support compact en zg4.

Il n’y a pas de fréquence sortante

On cherche maintenant & déterminer les équations vérifiées par les modes sortants. D’aprés
I’équation (4.5.25), puisque la moyenne U* est nulle, on a

(4527&) Z Z X(HO'C:EO) O\, no,o ei Ang-0 ei Ao Ya %(DO'C,ﬁo) E(l’lo, 60)
noEBym  ANEZL*
gOECout(nO)

(4.5.27b)  + Z Z Z i 02y n0,60 TAzumo .o L (A1(00,£0), A2(1o,&0))

noEBym  ANEZ* \1,\2€EL*
£0€Cout (nop) Ar+A2=A

e An00 gi Ak Y T(no-¢,¢0) (10, 0)

(45.27¢) + Z Z Z 000y 6y Ty gty L (EAp(0p, &), Drg(ng, &)

noEBzm  (A\p,Ag,Ar,np,ng,p,Eq) LEL*
€0€Cout (nop) ER1 (no,fo)U'Rg(no,{o)

e’ié)\rnO'e eig)\T£0 wd %/(1’10'4760) ‘EW(I]_O7 go) = O

On a utilisé le Lemme de Lax 4.1.12 pour écrire le terme (4.5.25b) comme le terme (4.5.27a), en
utilisant le fait que I'on a par définition E(no, o) = T(n,-c.¢) £(n0,80), et on a également utilisé
la Définition 4.5.6 des coefficients I" pour écrire les termes (4.5.25¢) et (4.5.25g) comme (4.5.27b)
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et (4.5.27c). On note qu’en vertu de I'Hypothése 4.7, tous les modes Uﬁsg en jeu dans I’équation
(4.5.27) sont des modes sortants, et également que ’on s’est ainsi ramené a des équations scalaires,
modulo un vecteur constant ne dépendant que des modes.

L’équation (4.5.27) est couplée aux conditions initiales
(4.5.28) ( gfg)|t<0 =0, neZ™\{0},¢¢€ Cou(n).

On cherche donc a résoudre le probléme (4.5.27), (4.5.28), et on va pour cela obtenir des estimations
a priori en utilisant le produit scalaire (4.2.13). On va utiliser la décomposition (4.5.6) de la
Définition 4.5.11, et traiter & part 'ensemble F2u des modes impliqués dans des résonances, qui,
d’aprés 'Hypothése 4.8, sont, a colinéarité prés, en nombre fini.

Modes non résonants. On commence par s’intéresser aux modes qui n’entrent pas en jeu
dans les résonances, c’est-a-dire qu’on se donne ny dans Bzm et § dans Cout(ng) tels que (ng, &)
n’appartient pas a FoUt. Les ensembles R1(ng, &) et Ra(ng, &) sont donc vides, et ainsi, d’aprés

I'équation (4.5.27), on a

(4.5.29a) Z X(HO'C»&) T 00,60 et AN0-0 iAo Ya %(DO'C,EO) E(ng, &)
AEZ*
(4.5.29b) + Z Z A1 0,60 Thzmo o I (A1(10, &), A2(n0, &)
AEZ* M\ Aa€l*
A1 FA2=A

i Ano0 piAo Ya T(no-¢ &) £(10,&) = 0.

On a utilisé ici 'identité (4.5.2) pour obtenir le terme (4.5.29b). On note que si 'on pose, pour z
dans Q7 et © dans T,
Shno o (2,0) 1= Z Txno.go (%) e,
AEZL*
alors en utilisant I'identité (4.5.2) on vérifie que la fonction a valeurs réelles Sy, ¢, vérifie I'équation
de Burgers scalaire

X(no-¢.60)5n0.60 T (10, 0), (100, £0)) Sng 000 Sno,e0 = 0,

que l'on pourrait résoudre classiquement. En effet on rappelle que X (no-¢,&)» défini dans le Lemme
4.1.12, est donné par

= -1 1
Xngc.e0) = O + VT (mo -1, &) - Vy + Oa,.
(no-¢,é0) 3ng(n0,go)(no 1,&) ang(no,go)(no &) " (no,&0) Y g
Si, pour kK = 1,...,m, on a noté n; les k — 1 derniéres coordonnées de (j, alors on note
n := (n1,...,Mm) de maniére similaire & {. Dans cette notation, ng - n correspond aux d — 1

derniéres coordonnées de ng - . On préfére cependant ici expliciter sur ce premier exemple
simple les techniques qui seront appliquées dans la suite & des équations qui sortent du cadre des
équations de Burgers.

On prend donc le produit scalaire (.|.) . de I'égalité (4.5.29) avec la quantité

out

Z O\ n, { ei Ang-§ ei >‘€0 'd’d %(HO'C»SO) E(n07 50)
»110,80 — 5
Az ’W(HO'C,EO) E(ny, 50)‘

pour obtenir

(4.5.30a) Z <X(no.g,§0) Ox,no,%0 UA,nO,€o>

L2(RA-1 xR
AT ( +)



4.5. Construction du profil principal 135

(4.5.30b)

+ Z Z i A2 F((noa €o0), (no, 50)) (071,10,60 TA2,m0.£ | UA,H07€0>L2(RCZ—1 xRy) (t) =0.
AEZL* N1, \2€EL*
A1 +HAe=A\
On a utilisé l'identité (4.5.2) pour obtenir le terme (4.5.30b). On note que le produit scalaire
est ici bien défini puisque U%° est a support compact dans x4. Par intégration par parties, on
détermine que le terme de transport (4.5.30a) vérifie

2Re (4.5.30a) = »
AEZ*

- Z HU)wnoéoHL?(Rdfl) (t70)~

AEZL*

Ot loan 2 ;
aETk(nO,go)(no n, 5 ) t H A, 0:£O||L2(Rd 1xR,) ( )

On a noté k(ng, o) 'entier entre 1 et N tel que si (7,7,%0) := (no- ¢, &o), alors 7 = Tym, ) (1, &0)-
On en déduit ’égalité suivante :
—1

4.5.31 2 Re (4.5.30a
( ) ( )= Ot Th(no,&0) (00 - 1, 0)

d 2
= lonmcl oo 1cr,) @
AEZ*

- Z HO'A,DO,EOHL%]Rd*I) (t70)'

AEZ*

On étudie maintenant le terme de type Burgers (4.5.30b), et plus précisément les sommes
suivantes, dont la premiére, S, est donnée par

= § § (2 <J>\1,n0,£0 OX2,n0,&0 ’ O—/\»nOfO)L?(Rd*l xR,) (t,2q),
AEZ* N\1,A\o€ZL*
Alt+A2=A

et, pour j = 1,2,

Sit= Y > X (Oruneds Trenoo | Tanogo) L2(ri-1xg,) (6 Zd),
ANEZ* )\1,/\262*
A+A2=A

le terme (4.5.30b) étant donné par F((no, &o), (no, 50)) So. Or, d’'une part, on note immédiatement
que 'on a S = 51 + 59 et S; = S5. D’autre part, on a,

S = Z Z i A (01,m0,60 TAn0,6 | OX2,m0,£0/ L2(RA-1 xR ) (t, zq)
AEZ* A1 A2 €L*
Al +Aa=A

puis, avec les changements de variable consécutifs Ao = A\; + Ay et Ay = — )y,

S = Z Z i A2 (071 ,n0,80 Trzomo.&o | 0/\,n0,§0>L2(]Rd—1 xRy) (t,za)

AEZ* A\1,\2€Z*
A2—A1=X

- Z Z i A2 {0-\1,n0,60 TAz,no.0 | Oxn0,60) [2(RI-1 xR ) (t,za)
AEZ* A1, \o€L*
Ao+A1=A

enfin, puisque, le profil U étant réel, on a 0_x, ng,¢, = Ox;,n,¢0» ON Obtient

S=3" > % @mot Tumeds | Thmede) 2re 1k, ) (s Ta)

AEZ* A1, \2€L*
Ao+A1=A
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= —5.

On déduit donc de S = 252 que Sy = 0, et que le terme (4.5.30b) est ainsi nul. Avec les égalités
(4.5.30) et (4.5.31), on obtient alors

d
% Z ”O-)Hno,§0||i2(Rd71XR+) (t) + a57'1c(n0,§0)(r10 : 77750) Z ||0->\7n07§0||i2(Rd*1) (t70) = O»
ANEL* AEZ*

et donc, avec la condition initiale (4.5.28), pour t > 0,

t
Z ||UA,no,£oH2L2(Rd—1 xR4) (t)+ aETk(no,éo)(no : 77:50)/ Z HU/\,no@oH%z(Rdﬂ) (p,0)dp = 0.
AEZ* 0 xez»

Puisque, la fréquence (ng - ¢, o) étant sortante, la quantité Ogy(n,¢,) (M0 - 1, 80) est strictement
positive, on en conclut que o n,¢, est nul pour tout A dans Z* et donc Ugfl‘; A, €st nul pour ng
dans Bzm, & dans Cout(np) tels que Ra(ng, &) et Ra(ng, &) sont vides, et A dans Z*.

Modes résonants. On s’intéresse alors aux modes sortants impliqués dans des résonances,
c’est-a~dire les couples (ng,&p) de ensemble F2U qui sont couplés dans 1'équation (4.5.27),
du fait des résonances, et qu’il faut donc traiter ensemble. De 1'équation (4.5.27), on déduit
I’équation pour les modes résonants, qui contient, en plus d’un terme de transport et d’un terme

d’auto-interaction de type Burgers, un terme de résonance. On a

~ A i _
(4.5.32a) Z Z X(no-C,éo) T\ no.o i An0-0 iAo Pa T (no-¢.¢0) E(ng, &)
(no,80)EFRAE AeZ*

res

(4.5.32b)  + Z Z Z i A2 0 mp 6o Thamo o L ((10,0), (10, &0))

(n0,80) EFLUL NEL* N1,A2€L*

A1FA2=
i An0-0 i Ao Y %(no-C,ﬁo) E(ng, &)
(4532C) + Z Z Z il Orp,np,&p Trg,nq,Eq P()\p(np’ fp)? )\q(nq, fq))

(nO’&))E]:roeust ()‘Pv)‘q7)‘7”’np7nq’€p:5q) Lezx
€R1(no,&0)UR2(no,&0)

et tArnod gilArgo v T(no-¢.&0) £(10, &) = 0.

On a utilisé ici les identités (4.5.1) et (4.5.2). On définit deux profils construits & partir des modes
résonants sortants, que ’on va manipuler ensuite. On pose

Ui (2,0,00) == D D Oamge(2) €00 20V B(ng, &),
(no,60) EF M NEL*
%S(fut(Z,(g,@/)d) = Z Z 0)\7n0750(z) ei)\n0~0 6i>\€01ﬁd %(HU'Q&)) E(no,&]).

(no,§0) EF AL

En prenant le produit scalaire sortant (.|.), ., de I'égalité (4.5.32) avec le profil ﬁ%sfut on obtient

UA,no,§o> (t)

(4.5.33a) > Y [Fmecen 0o, &) (X oot (iR

(no,§0) EFFH" AL

(4.5.33b) + Z Z Z i X2 T'((no,&), (no, &) ‘%(n().c,go)E(ﬂo,ﬁo)P

(n0,80) EFLUL NEZ* X1, 2€L"
A1+A2=A

{OA1,10,60 TAz,m0.£0 | U>\7no,£o>L2(Rd71 xRy) (t)



4.5. Construction du profil principal 137

) - 2
(4533¢) + ) ) D i (Ap(np, &), Ag(1g, €9)) [Fng-c ) E(mo. o)
(n()vg())e]:?e%t (Apv)‘Q7>‘T7nP?n¢Z7£P7£Q) EEZ*
€R1(n0,£0)UR2(nop,&0)

<U€)‘p»np75p Otrgng,€q ‘ JZ}‘Tvn07£O>L2(Rd*1><R+) (t) =0.

Les deux premiers termes se traitent de la méme maniére que pour les modes non résonants, et
on a donc

Z |Tno-¢.60) E(no,&))!2 d

4.5.34) 2Re (4.5.33a) = —
( ) ( ) Ot Th(no,&o) (M0 - 1, &0) dt

2
E : ||O-)‘7n07£0”L2(Rd71><R+) (t)
(no,8o)EFt AEZ*

- Z Z HO-A,IIO,EOHi?(]Rd—l) (t,0)

(mo,80) EFFH" AEL*

d ~
<-c 2 (T
dt \" T

) (),
out

avec C' > 0, en utilisant le fait que I’ensemble FU° est fini et que la vitesse de groupe Ot Th(no,£0) (Mo
1,&o) est strictement positive. D’autre part on obtient également, avec les mémes techniques que
pour les modes non résonants, (4.5.33b) = 0. On étudie enfin le terme de résonance (4.5.33¢c), et
'on utilise le fait que les ensembles FUt et U(no,£o)6}'§’e‘§t (Rl(no, &o) URz2(ny, fo)) sont finis pour

res
réaliser la majoration

|F(/\p(npa§p>v)‘q(nq7§q))| ‘%(no(,fo) E<n0750)‘2 <G,

ot la constante C' > 0 est indépendante de ny, ng, n,, §,, &, et &. On obtient alors dans (4.5.33c)
un terme de la forme (f % g | g), que 'on estime avec les inégalités de Cauchy-Schwarz, Young pour
la convolution, et I'injection de L?(T™) dans L'(T™), ce qui nous donne I'estimation suivante sur
le terme (4.5.33c¢) :

) ().
out
On déduit des équations (4.5.32), (4.5.34) et (4.5.35) 'inéquation différentielle

d 7 70SC
i U
r70SC

Les conditions initiales (4.5.28) nous assurent que ( ROUt)I S 0, et on en déduit donc, pour
tout t > 0,

(4.5.35) 2Re (45.330)] < C U8, (O

wa) ()
out

R>t () < CNURSallg, , (TS

1 70SC
Rout

2
O INOEIED DI DY (P R OE

(no,€o) €F Rt AEL”

res

res
nulle, et il en est donc de méme de 'amplitude sortante UAO;%,Ago’ pour tous (ng, &) dans FoUt et

res
A dans Z*.
On a donc montré que si il existe un profil U suffisamment régulier solution du systéme
(4.4.11), alors sa moyenne U™ ainsi que tous ses modes sortants Uy, n € Z™ \ {0}, € € Cou(n),
sont nuls.

Ainsi, pour tous (ng, &) dans F2u" et A dans Z*, et pour tout ¢ > 0, la fonction o ng ¢, (¢, .) est

Découplage du systéme oscillant selon les modes résonants

Par propriété d’algebre de I'espace de profils P, 7, et puisque les projecteurs E et E préservent
OSC ev

la décomposition Py = P < les équations (4.4.11a) et (4.4.11b) se découplent selon les
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parties oscillante et évanescente, et il en est de méme de I’équation (4.4.11d). La partie évanescente

vérifie donc 1’équation
E Uev — UeV

et la partie oscillante les équations

E UOSC — UOSC
— ~ m ~
E [L(o, 0.) U™ + 3" Li(U, () D, UOSC} —0,
j=1
et 'on peut réécrire la deuxiéme équation, avec des notations pour U déja introduites, comme
(4.5.36a) S S Kinecto) Oamog €00 M0V E L B, &)

noEBym AeZ*
£0€Cin(np)

(4536b) + Z Z Z { >\2 O\1,n0,& 9 X2,n9,&0 F((l’lo, 50)7 (1’10, 60))

noEBym  AEZL* A1, \2€Z*

£0€Cin(np) A1+A2=A
ei Ang-0 ei Ao Yq %(HO'C,&J) E(ng, 50)
(4536c)  + > > S 000 npey Torgmegs T(Ap(0p, ), Ag(ng, &)

nOGBZm ()\py)\q7>\T7nP7an€P7§q) Lezx
£0€Cin(n0) €R1 (n9,&0)UR2(n0,£0)

et EArm0-0 il A€o g %(nof,éo) E(ngp, &) = 0.

Cette équation se découple alors selon I'ensemble FI des modes résonants, et chacun des modes

non résonants. Pour tout mode (ng, &) de (Bzm x Cin(ng)) \ FiZ, qui est donc tel que les ensembles
R1(ng, &) et Ra(ng, &) sont vides, si I'on pose

iA©O
Shno 50 z,0) Z OX H0,€0 e,
AEZ*

alors, d’aprés les équations (4.5.36a) et (4.5.36b), cette fonction vérifie I’équation de Burgers
scalaire

X(no-¢.60)Sno.é0 + L'((10, ), (10, £0)) Snp.co I0Snp g0 = 0-
L’ensembles des modes résonants de Fii vérifient d’autre part I'’équation indépendante

Y i Ang-0 i\ ~
Z Z X(UO'Q&O) Oangg€ 07 € S0 v T(no-¢,&0) E(ny, &)
(no,60) EF g ALY

+ Z Z Z i A2 03 no.60 Tra,mo 6o I (10, &0), (10, €0)

(no,fo) ]:m AEZ* A\1,\2EL*

)\1+/\2 A
e Aol giAova g ey (g, &)
+ Z Z Zg O-KApvnpvé-P Ug)‘tbnfhgq F()\p(np’ 6p)’ )\q(nq’ é-q))

(n07£0)€fgle]s ()‘P7>‘Q7)‘T7nP7HQ7§P=ElI) Lez*
€R1(n0,£0)UR2(no,&0)
£ rmo-0 il ~
et EArmo-0 (il A€o Ya T (no-¢.£0) E(ng, &) =0,

que 'on peut réécrire, avec des notations déja introduites,

,\;m osc osc osc
E res Ures Z L1 Ures 7CJ 89 Ures] =0.
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On note que par hypothése sur 'ensemble Fi% tous les modes mis en jeu dans cette équation
font partie de I’ensemble Fi.. Il est par ailleurs clair que ’équation de polarisation E U = U*
ainsi que la condition initiale se découplent de la méme maniére. Il nous faut donc, pour conclure

quant a la proposition 4.5.22, établir que les conditions au bord se découplent également.

Détermination de la trace au bord

Le fait qu’il n’y a que des modes rentrants nous permet de déterminer les traces au bord
(Ures ) 2g=0,104=05 (Sng.g0)zq=0 €t Ul =0 pg—0 & Partir de la condition de bord (4.4.11¢), et donc de
découpler le systéme comme annoncé. D’aprés les conditions de polarisation (4.5.23a) et (4.5.23b),
et puisqu’il n’y a que des fréquences rentrantes, on a, pour n dans Z™ \ {0},

(4.5.37) B[ 3 Tmce USEE,0) + Man (n - €) UL (2,0,0)] = Gu(2),
£€Cin(n)

olt les amplitudes Gy ont été définies par (4.1.3). Pour tout § dans Cin(n), le terme my.¢ ¢) Up
appartient a kerL(O, (n-¢, §)) qui est inclus dans E_(n- ) d’aprés la Proposition 4.1.16, puisque
la fréquence (n - ¢,§) est rentrante. De méme, par définition du projecteur I,y (n - ¢), le terme
gy (n - ¢) Uy (2,0) appartient & I'espace E_(n - (). Le vecteur sur lequel agit la matrice B
dans (4.5.37) appartient donc & I'espace E_(n - ), sur lequel la matrice B est inversible d’aprés
I'Hypothése 4.3 de Lopatinskii uniforme. On en déduit alors par projection sur les espaces E’ (n-()
et E¢(n- ) les conditions au bord suivantes :

(4.5.382) Tnce USE(Z,0) =T (0 ¢) (Big_(ne)) 'Gn(2), € € Cun(n),
(4.5.38b) Cn(n-C) UL (2,0,0) =TI (- ¢) (Big_nc)  GulZ),

oit, pour § dans Ciy(n), j(n,§) est 'indice tel que & = §j(n¢)(n - ). Ainsi, d’aprés (4.5.38) et les
conditions de polarisation (4.5.23a) et (4.5.23b), les profils Hoss et HV définis par (4.5.22) sont

res

tels que (Ups)|z,=0,40=0 = Hyes €t Uﬁz\;:O —— H*®'. D’autre part, puisque l'on a, pour tout

mode (ng, &) de (Bzm x Cin(ng)) \ Fi2, d’aprés (4.5.38a),

res?

j(Ang,\ -1
(O—/\»ﬂofo)lzdzﬂ E(n07€0) = ij( > §(J)()‘no ’ C) (B|E,()\no()) G)\noa

et que les vecteurs E(ng,&p) sont de norme 1, la fonction hy, ¢, définie par (4.5.22b) vérifie
bien (Sng.&)zq=0 = Png,&- On vérifie enfin que les termes de bords HYS, hn, ¢, et H®Y sont

controlés dans H®(wr) par G. D’une part, d’aprés 'Hypothése 4.3 de Lopatinskii uniforme,
la matrice inverse (B E_(n-C))_l est uniformément bornée, voir Remarque 4.1.8. D’autre part,

d’apres la Proposition 4.1.21, les projecteurs Hj,(n’g)(n -¢) et II¢ (n - ¢) sont uniformément bornés
par rapport a n dans Z™ \ {0}. D’apreés les expressions (4.1.3) et (4.5.22) ainsi que la formule
de Plancherel, cela nous assure le contréle en norme L?(wr) recherché. On obtient le contrdle
H?(wp x T™) pour tout s > 0 en utilisant le fait que les quantités Hj_(n’g)(n -¢) (B|E_(n.c))_1 et
¢ (n- () (B|E,(n{))71 ne dépendent pas de 2’ dans wy :

(4.5.39)
I m + 50 Mmoo + ™ oty < CIG eqcm
(no,go)e
(Bzm xCin(1n0))\Fres

ou la constante C' ne dépend pas de T et s. Cela conclut la preuve de la Proposition 4.5.22.
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4.5.4 Estimation a priori du systéme linéarisé pour la partie oscillante réso-
nante

D’aprés la Proposition 4.5.22, on peut donc se restreindre a I’étude des systémes (4.5.19),
(4.5.20) et (4.5.21). On s’intéresse dans cette partie au premier, et I'on va montrer des estimations
a priori sur le systéme linéarisé associé, que 1’on utilisera pour prouver la convergence d’un schéma
itératif. On a symétrisé le systéme linéarisé de telle sorte que ce soit les coefficients symétriques I’
qui apparaissent dans les équations. On rappelle que sy est donné par sg = h + (d +m)/2 ou
h est un entier supérieur a (3 + a1)/2, qui apparait dans 'estimation (4.5.3), avec a; le réel de
I’Hypothése 4.6.

Proposition 4.5.24. Soit s > sg et soient Ugyy dans Py et Vg« dans NO ne présentant que
0SC

des modes rentrants résonants, et F55 dans P, satzsfazsant le systéme
b

(4.5.40a) En U = Uy
(4.5.40D) B [100,0,) BrUe + Z Li(BrVise, ;) 0, US| = B P
(4.5.40¢) (U8) e yopymo = Hres
(4.5.40d) (Ure) j1<o = 0,

ot H est défini par l’équation (4.5.22a). Alors le profil UL vérifie lestimation a priori

res

(4.5.41) JUSEIZ, , < Cr eSOV TG Ry + VT OOV | F2

res
L(0,0,) et de s. On rappelle que le réel V*, qui borne les vitesses de groupe v, a été défini dans

le Lemme 4.1.14.

o C(V) = Ci(1+ ]\VOSC\\gsT ), avec Cy > 0 une constante qui ne dépend que de lopérateur

On se donne & partir de maintenant un entier s > sg.

Réécriture du systéme linéarisé oscillant

Dans le systéme (4.5.40) qui est le linéaris¢ de (4.5.19) autour de Vg3 dans P, on a ajouté

un terme source Fry de PJ%, qui nous sera utile pour déduire des estimations L? les estimations
d’ordre supérieur, ainsi qué dans les schémas itératifs utilisés pour construire des solutions au
systéme linéarisé (4.5.40) et au systéme (4.5.19). On a également symétrisé le terme non-linéaire,
pour obtenir les coefficients I" symétrisés. Pour simplifier les écritures, on omet dans la suite
d’écrire la fonction fSr.

On reproduit maintenant I’analyse conduite dans la sous-partie précédente pour réécrire le
terme a gauche de 'égalité (4.5.40b). Puisque le profil ULS vérifie la condition de polarisation
(4.5.40a) et qu’il ne présente que des modes rentrants résonants, d’aprés la Remarque 4.5.20,

celui-ci s’écrit
0sc [rose z'>\n -0 i
(4542) Ures (Za97¢d) = Z Z )\n(),)\fo 0 e §0¢d’
(no,€o)EFiE ACL”
avec Uyt Ao = T(Ang-¢,A&) U)?;C(),Afo pour tous ng,&p, A. De méme, puisque V¢ est dans ST
avec seulement des modes rentrants résonants, on a

(4.5.43) Vo (2,0,14) = Z VI e (2) N0 (iNéo Ya
(no,&0)EFiE ACL”
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0SC i 0SsC A 3 S
avec VAno,/\fo = T(\no-C,\&o) V/\no)\&o pour tous ng, {p, A. On écrit alors & nouveau, pour (ng, &)

dans Fin

res

et A dans Z*, puisque les profils U et V sont polarisés,

USno 260 (2) = Oang g (2) E(no, &o),
Vingago (2) = Wane g0 (2) E(no, &o).-

On note qu’ici, et d’aprés 'identité (4.2.15), le produit scalaire (U | UZS),, (xq) est dans ces
notations donné par

~ 3 2
U U (@) = 20" 3 3 flonmeso 2o (@a).
(no,60)EFigs ACL”
—~in
Puisque I'on applique le projecteur E* ., au terme source F%°, on peut supposer sans perte de
généralité que celui-ci s’écrit

Fr(;ssc(z’ 0’ ¢d) — Z Z F)\7n0’§o (Z) 6in~9 eiﬁlﬂd'

(no,§o) EFiEs AEL

res

On note alors, pour (ng, &) dans Fi& et A dans Z*, fi n,¢, la fonction scalaire de Qr telle que

%(UO'C,EO) Fnog0 = rnogo %(UO'Cvéo) E(ng, &)

n

3 3 7 OSC L4 3
si bien que E*  F&° s’écrit

-in . . .
Ezres Fr%SsC(% 07 wd) = Z Z f/\,no,&) (2:) e ’ elﬁ wdﬂ-(nofvfo) E(Il(), 60)
(no,&0)EFig, ACLT

D’aprés 'estimation (4.5.5) de 'Hypothése 4.8, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
(ng, &) de Fio et tout A de Z*, on a

res

(4-544) ||f>\,no,£o||L2(QT) <C ||FA,no,Eo||L2(QT) .

On utilise également les coeflicients I' de la Définition 4.5.6. Les modes rentrants résonants

—~—in
vérifient I’équation couplée qui relie la partie du terme source E? . F2
}: }: i Ang-0 i\ ~
(4.5.45&) f)\,no,éo (Z) et ot et fova W(HO‘C,&)) E(no, {0)

(no,€o) €FiEs AEL

et la somme d’un terme de transport,

(4.5.45Db)

Y i Ang-0 i\ ~
Z Z X(UO'C:EO) O ng,& e/ no? gt A% Y T(no-¢,é0) E(no, &),
(no,&0)EFIR, AEZL*

res

d’un terme d’auto-interaction,

(4.5.45¢) ) Y Y i dwaimneg Taemes T((100,40), (n0,&))
(no,&0) EFIn, AEZ* A1,\2€Z*
A1 +HA2=A

ei Ang-0 ez‘ Ao Ya %(n()(@) E(no, fg),
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et enfin de termes de résonances de type 1,

(4545d) + Z Z Z x4 WZ)\p,np,fp Ufkq,nqafq I ()\p(np’ fp)’ AQ(HQ’ fq))
(novgo)e}—;rels (>‘p7)‘07>‘7>1n1)7nq1 Lezx
fpyfq)enl (n07§0)

el Armo 0 gitArgo T(no-¢,60) (10, &0),

et de type 2,

(45456) + Z Z Z il Werpnp,&p Tl ngEq r ()\p(l’lp, gp)’ )\q (n‘I’ g‘1))
(l’lg,go)efrigs (Apv)‘lb)\’mnpvntp LeZ*
€p,€q)ER2(n0,0)

NN N T ) B, o).

On note que dans les termes (4.5.45¢), (4.5.45d) et (4.5.45¢), les facteurs I'(A1(no,&o),
/\g(ng,ﬁo)) et F()\p(np,fp),)\q(nq,fq)) font porter sur le profil U une dérivée par rapport a
f. Pour obtenir des estimations a priori sans perte de dérivée, il nous faut donc faire passer les
facteurs de dérivation entiérement sur le profil V25, et c’est tout 'objet de la section suivante.

Les termes (4.5.45¢) et (4.5.45¢) se traitent avec des techniques similaires & leurs analogues pour
les sortants, alors que 'on a besoin de 'Hypothése 4.8 pour traiter le terme (4.5.45d).

Estimation L2

On va montrer dans cette section le lemme suivant.

Lemme 4.5.25. Soient s > so et T' > 0, et soient Uy dans Pyp, FR&§ dans Py et Vs dans
ST ne présentant que des modes rentrants résonants, satisfazsant le systéeme (4.5.40). On a
lestimation, pour xq > 0,

(4.5:46) 7= (Ures' | Ures hin () < <Fr%i“!Fr%ZC>m(wd)+C(1+II‘G‘éi,CHgS,T) (Ures | Ures )i (2a)-

On s’intéresse aux profil modifié U%C donné par

i Ang-6 i T (no-¢.60) £(10, o)
U (2,0, 1q) == Z Z T o (2) €100 0 i A0 Va__ (no C:fo)E .
(no,€0) EFin, AEL* T (no-¢.60) £ (10, 0)]

On note que, malgré la présence d'un facteur |7 (n,.¢,¢0) (10, )| ™! qui pourrait poser probléme,

le profil Uf:bc est bien défini, puisque l’ensemble FI vérifie la propriété (4.5.5) qui assure
que ce facteur est uniformément borné. Celui-ci a été introduit afin de compenser les facteurs
T (no-¢.60) E(10,&0)| qui vont apparaitre dans les estimations. Ce facteur n’est pas forcément
uniformément borné par rapport a (ng,&y) variant dans ’ensemble (potentiellement infini) des
fréquences non colinéaires (ng, &) de Bzm x Cin(ng) telles que Rq(ng, {p) U Ra(ng, &) est vide, ce
qui nous a poussé 4 traiter celles-ci individuellement plus loin.

On prend alors le double de la partie réelle du produit scalaire de I'égalité (4.5.45) avec le

profil UZY. On obtient alors une égalité, avec d'un coté de celle-ci le terme

2Re < | Fose

i) (aa)

que 'on estime de la maniére suivante :

i) (e

res

’2 Re < L Fese

- ’2Re <F°SC U;’:SC>. (:cd)‘
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< C <Fosc

res

B " () (O | 032 ()

(4.5.47) S C{Fes | Fres hin (Ta) + C (Ures’ | Ures )in (%)

res res res

ou 'on a noté

i ] T (no- E(n07 50)
osc z, 0 wd f/\ 75 et Ang-0 et Ao g N(no ¢60) ’
(no 50) )\GZZ* 00,0 ’W(DO'C,EO) E(no,go)}

et

_ im0 i T (no-¢.60) £(10, €0)
[jose 2,0 wd o 75 et An0-0 ;iAo Ya — ,
(n0sg0) ( )gz:* 10,50 |7T(n0.g,§0) E(no,fo)‘

si bien que le profil Ufessc est tel que son produit scalaire (.|.); avec lui méme est égal a celui

de (OSS g) Avec lui méme, et que d’aprés 'estimation (4.5.44), le produit scalaire de FT%SSC avec

lui méme est majoré, & une constante multiplicative prés, par celui de Fy avec lui-méme.
L’estimation (4.5.5) n’étant en général pas vérifiée pour les modes non résonants, I’analogue de
I'estimation (4.5.47) parait faux, et on ne peut donc pas traiter ces modes comme on le fait pour
les modes résonants dans cette partie, ce qui nous pousse a se ramener pour ces premiers a des
équations scalaires.

On s’intéresse maintenant aux termes de droite de 'inégalité obtenue en prenant le double de
la partie réelle du produit scalaire de I’égalité (4.5.45) avec le profil Ur"eﬁ'sC [’analyse des termes
correspondant aux termes (4.5.45b), (4.5.45¢) et (4.5.45¢) est analogue a celle faite pour les modes
sortants.

Concernant le terme de transport (4.5.45b), on obtient, d’aprés 'identité (4.2.15), par inté-

gration par parties,

(4.5.48) 2Re<(4545b ]U> (z) = d (US| U, (x )

res res res

+ (2m)™ Z Z

(1’10 ,50)6.7:‘“ AEL*

res

2
5 k(no,&0) 1’10 1, & ) HU}HUO{OHL2(R¢171) (T)

On note que puisqu’ici tous les modes sont rentrants, la quantité —8§Tk(n07§0)(n0 -n, &) est
strictement positive pour tout (ng, &), ce qui permettra d’oublier le deuxiéme terme & droite de
I’égalité dans les estimations.

Pour le terme (4.5.45¢) d’auto-interaction, on a,

((45.45¢) ‘ Uf;;> (@)
(4.5.49a)
= (2m)™ Z Z Z iAo F((no, €0), (no, 50)) <w>\17n0,50 OX2,n0,60 | U>\,n0,€o>L2(wT) (q)

(no,fo)e]:m AEZ* N1, 2EL*
A1+A2=A

(4.5.49b)
= (2m)™ Z Z Z 2 P((n07 €0), (no, 50)) <w)\1,110,£0 OX2,n0,&0 ‘ UA,H0,§0>L2(UJT) (a)

(no,fo)e]:m AEZ* N1, 2EL*
A1+A2=A

(4.5.49¢)
- (2m)™ Z Z Z 2 F((n07 €0), (no, 50)) <W)\1,no,£0 O X2,n0,£0 | U)\,n07§0>L2(wT) (2a)-

(n07€0)€]:m \eZ* )\1 AQEZ*
ALFA2=A
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Or par des calculs identiques a ceux déja conduits, on a (4.5.49b) = —(4.5.49a), et donc

2 Re <(4.5 45¢) ‘ U> (zq) =
- (2m)™ Z Z Z i\ F n07€0) (nO"SO)) <w>\1,no,§0 O X2,n0,£0 | U>\,n0,£o>L2(wT) (zd).

(no,&0) EFIR ANEZ* X1,A2€Z*
res M A=A

On note que ce terme différe de (4.5.49a) de par le coefficient \; au lieu de Ay, ce qui fait passer

la dérivée en 6 sur le coefficient V,25°. Avec la majoration (4.5.8), on obtient

‘2 Re <(4.5.45c)

0e) (@)

<C Z Z Z [ Ao ‘(w)\l,n(),ﬁo OX2,n0,¢0 ‘ U)"HO’EO>L2(UJT) (za)]-

(ng,&0) EFIL, AEZ* A\, Mo €L*
/\1+>\2 A

Le terme de droite dans I'inégalité est de la forme (fg|g), et on obtient donc,

res res res

(4.5.50) ‘2Re< (4.5.45¢) ‘ U> (xd)\ <OV, , (US| US ), (2a).
Pour le terme (4.5.45¢) des résonances de type 2, on écrit

((45.450) | O3) (@a)= Y PO DL CHCAPHEA)
(no,&0)EFL, (Ap,Ag,Ar,np,ng, LEL*
&p-€q)ER2(n0,80)

<w£/\p,np,$p OtXgnq,&q ‘ JZ/\T,nT,§T>L2(wT) (xd)

On majore alors, pour tous (Ap, Ag, Ar, 1y, 0y, &y, &) € Ra(ng, &o) avec ng € Bzm, & € Cin(ng) (ce
qui constitue un ensemble fini, d’aprés ’'Hypothése 4.8),

‘F()‘P(nwgp)?)‘(I(nqvgq))‘ < C‘)‘p‘ ’npvfp‘ )

ol la constante C' > 0 est indépendante de ny,,ny, ng, &, &, et §. La encore, cette majoration

nous permet de faire basculer la dérivée en 6 de U2 a V25¢ On en déduit donc l'estimation
res res

(4.5.51) ’2Re< (4.5.45¢) ]U> (z d)‘ <OV, , (US| US ), (20).

res res res

On s’intéresse enfin au terme (4.5.45d) des résonances de type 1, que 'on traite en suivant
[Raul2, Chapitre 11]. La encore le but est de faire passer la dérivée sur le profil V,25°. On commence
par paramétrer différemment 1’ensemble sur lequel porte la somme (4.5.45d). On définit ’ensemble

R1 des 6-uplets résonants rentrants de type 1 comme

R = { (ﬁ/\p np,é)\p fp,E)\q ng, ‘ LeZ* ng € Bym, & € Cin(no), }
b EAnga_f)‘T nOa_Z)\’r’gO) ()‘pa)‘quranpanqagpagq) GRl(no,EO)

On note que si (ny, &y, ng, §;, 0y, &) est dans Ry, alors ny, +ng +n, =0, et §,+ &+ & =0. On
note également que, d’aprés la Remarque 4.5.9, un 6-uplet (n,, &y, ng, &, 0y, &) est dans Ry si
et seulement si le 6-uplet symétrique (ny, &y, n,, &, ny, &) est dans Ry. On a, d’aprés I'identité
(4.5.1),

(4545d) = ) > D i Wi, mnpgy Orgnggy T(EApDp, EApEp), (LA, LAE,))
(no,ﬁo)E]:rigs ()‘Pv)‘qv)‘hn:ﬂvnw Lez*
&py€q)ER1(n0,€0)



4.5. Construction du profil principal 145

e Aol N VAT ) e c.nvgo) B0, LA 60)

= Z Z'wnpvgp O-Ilqvéq F((npv ép)a (nfh gq))eiz nrf 671& v %(nr'C:gr) E(nr’ 57”)
(np.€p.ng,&q,
nr,&r)ERL
On a noté, si n dans Z™\ {0} et £ dans C(n) s’écrivent (n, &) = A (ng, &) avec ng € Bzm, £ € C(ny)
et A € Z*,
Ong = Oxno,&r> €0 Wng = Wxng,g-

On a donc

(@5.450) |U2) @a) = >0 iT((0p &) (g, 0)) (Wit Ty | 7)oy (@)
(nP7£p7HQ7£Q1
nr»fr)enl

= Z ir((npygp)v (nqv§Q))<w—np:_§P —ny,~¢&r

(np,&p,ng,&q,
nr»fr)ERI

= Z _ir((npa ép)’ (nr, fr))<wnp,§p Ongy.&q ’ U—nm—fr>L2(wT)($d)'

(np,€p,mg,&q,
nr»&r)ERl

Ong,&q >L2(wT) (md)

On a utilisé le fait que, V¢ étant réel, on a Wy, ¢, = W_n, —¢,, un changement de variables
(np,ng,1n,,8,,8, &) = —(np,ng,n,, &y, &, &), le fait que —Ry = Ry et 'identité (4.5.1). On a
donc

2 Re <(4.5.45d) j U> (za)

= Z i{r((np’ 5p)> (nm &1)) + F((npvgp)v (0, gr))} <Wnp,£p Ong,&q ‘ U—nr,—£r>L2(wT) (za)-

(nP7£P7HQ7Eq7
ny 7£T‘)GR1

En utilisant la majoration uniforme (4.5.4) fournie par 'Hypothése 4.8, on obtient alors

2Re (45.450) [ T) @a)| <€ 0 |09 &)]| [(wmpty Tty | 0-mrme gy (@)

(np,&p,ng,&q,
nr)gr)ERl

(4.5.52) < C||VEwlle

U Uz, ().
On obtient les profils V,25¢ et US dans l'estimation puisque seules les fréquences de Fi appa-
raissent dans R;.

Avec les équations (4.5.45) et (4.5.48) et les estimations (4.5.47), (4.5.50), (4.5.51) et (4.5.52),
on obtient enfin

(4.5.53) 7= (Ures | Ures hin (%) < <Fr°essC|Fr%S§>m(wd)+C(1+II‘GZECHgS,T) (Ures | Ures Jin (%),

qui est I'inéquation différentielle désirée.

Preuve du Lemme 4.5.23

On a maintenant explicité les techniques nécessaires pour montrer le Lemme 4.5.23, on peut
donc en donner la preuve ici. Celle-ci est tirée de [BGS07, Section 1.3.1]. On rappelle qu’a ce
stade, on s’est donné une solution U de (4.4.11) suffisamment réguliére, et 'on a montré que sa
moyenne est nulle.
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Preuve (Lemme 4.5.23). On a montré que si U est solution de (4.4.11), alors, avec des notations
déja introduites, on a

(4.5.54a) Z Z X(no-¢.,€0) TAno.é0 i M08 i Ao va ¢ 60) B (00, €0)
noEBym AEZL*
§0€C(no)

(4.5.54b) + Z Z Z i A2 O np.6o Ohaumo.éo I (10, 0), (o, &0))

noEBym AEZ* A1, \o€Z*
£0€C(np) A=A

i Ang-0 i ~
et A0l A0V T ¢ ey E(no, &)

(4554c)  + > > D 000, Trgmk,

noEBym (Ap,Ag:Ar,np,ng, LeZ*
§0€C(no) &,,64)ER1(n0,€0)UR2(n0,£0)

F(/\p(npv €p)s Aq(ng, gq)) el tArmod gibAro v 7~T(no~C,£o) E(ng, &) = 0.

Notons que malgré le fait que 1’équation (4.5.54) ressemble & 1’équation (4.5.36), cette derniére
utilise seulement que la moyenne U* est nulle, et fait apparaitre a la fois des modes rentrants et
sortants.

Pour 0 <ty < T et xg > 0, on considére le domaine K(ty, acg) borné en x,; donné par
K(to,z9) == {(t,y,za) € Qr |Vt < zq < 2§+ V*(to — t), <to},

voir Figure 4.7. On va montrer que U est nulle sur la frontiére haute de ce domaine, c’est-a-dire
pour t =ty et Vg < g < :r?l, ce qui suffira pour obtenir le fait que U est nulle en dehors de
{0 < 24 < V*t} pour tout ¢ dans [0,7]. Si on prend le produit scalaire (4.2.14) de ’expression
(4.5.54) avec le profil modifié

= DD OeTh(ng0) (10 1, €0) Oamg g €07 €OV T ¢ ) B0, &),
noEBym AEZ*
§o€C(no)

on obtient, d’aprés (4.2.16),

(4.5.55a)
2
Z Z (no-¢,%0) U)\ ,no,&0 | (DY no,Eo>L2 K(to, ‘Td )) ‘ (no-¢,&0) (1’10, 50)‘

noEBym AEL*
&0€C(no)

(4.5.55b)
+ ) D) D> ixT((no,&), (no,&)) (Ox1,m0.60 Th2.m0.60 | TAm0.60) 12k (10,29))

noEBym ANEZ* A1, \o€Z*
£0€C(np) A=A

~ 2
( - 8577?(110750)(110 n 50)) ‘W(ﬂo-Czio) E(no, fo)}
(4.5.55¢)

" Z Z Z ifr(/\p(np,fp), )\q(nq’f‘I))( - aﬁTk(novﬁo)(no : "7750))

ngEBzm (Ap,Ag:Ar mp,ng, LeZ*
§0€C(n0) £p,£4)ER1 (10,€0)UR2(n0,£0)

~ 2
(T0rmp &0 TN 0 | TAn0.60) 120 (10,00)) [Fmo-¢.60) (00, €0)| = 0.

Le terme (4.5.55a) s’obtient en remarquant qu’avec les notations de la Définition 4.1.10 et du
Lemme 4.1.12, on a ( — 9¢71(n,€)) Xo = Xo. On s'intéresse d’abord au terme (4.5.55a). Par la
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75,\
é #0 K(to, z3) \

Y vy VT 2 204V wa

FIGURE 4.7 — Zone de propagation.

formule de Green, pour tout ng dans Bzm, § dans C(ng) et A dans Z*, on a

_ . 2
2Re <X(n0,4750) O no,&o ‘ a/\vn07€0>L2(lC(to,zg)) = 2Re /a;c(t07x2) (nt + Ny V(no-c,&))) ‘U)\,no,g()’ dS,

ou la notation v, a été introduite dans la Définition 4.1.10, 77 := (n¢, 71) est le vecteur normal
extérieur & 0K (tg,27), et dS est la mesure de surface. Le vecteur i est donné (voir Figure 4.7),
pour la frontiére haute par 7 = (1,0,...,0), pour la frontiére basse par 77 = (—1,0,...,0), pour
la frontiére latérale gauche par @ = (V*,0,...,0,—1)/4/1+ (V*)? et pour la fronticre latérale

droite par 7 = (V*,0,...,0,1)/4/1+ (V*)2. On a ainsi

2Re <X(UO‘C»§O) OXng,&o } 0—)\71'10:£0>L2(’C(t07$2))

=2 HO'A,no,EOH%Q(Rd—lX[V*m@m) (to) —2 ||0'>\,n0,§0 HiQ(Rd_lX[OvIgD (O)
2 / 2
T V* — 0et n (1’10 : 77750) |O->\7n ) ’ ds
V14 (V)2 {(t,y,v*t),0<t<to}( o) ) .

2
1+(V*)2 {(t,y,mg—i-v*(to—t)),Ogtgto}( &7k ( 0,50)( 0 0))‘ A, 0§o|

On remarque alors que l'on a d’une part |[ox n ¢, ||%2 (RI-1xR,) (0) = 0 d’aprés la condition initiale
(4.4.11d), et d’autre part, d’aprés le Lemme 4.1.14, que les quantités (V* — O¢Th(no,£0) (Mo * 7, &)))
et (V* + Ot Th(no,&0) (M0 * M, &0)) sont positives. Ainsi,

2 ~ 2
(4.5.56) 2Re(4.5.55a) >2 > Z||aA,n0,§oHLQ(RWWWWOJSD (t0) |[F(no-¢.c0) E(mo, &)| -
noEBym AEL*
foGC(no)

Les termes (4.5.55b) et (4.5.55¢) se traitent quant & eux comme précédemment. Pour le terme
d’auto-interaction (4.5.55b), on montre de la méme maniére que pour le terme (4.5.30b) qu’il
vérifie

2Re (4.5.55b) = 0.
Pour le terme de résonances (4.5.55¢), on utilise les mémes techniques que pour les termes (4.5.51)
et (4.5.52). D’aprés le Lemme 4.1.14, on peut majorer uniformément les vitesses de groupe

( - aﬁTk(no,go)(no - fo)) pour obtenir

2 ~ 2
(4.5.57) [2Re(4.5.55¢)| S CIU g, > D lloamol 20,00 [Fno o) Emo, &)
noEBym AeZ*
£o€C(np)



148 CHAPITRE 4. Optique géométrique pour des problémes aux limites quasi-linéaires

En remarquant que l'on a

2 ~ 2
Z Z ”0')‘1110750HL2(1C(7§0,333)) |7T(n0-c,£0) E(nﬂu 50)‘

noEBym AEZL*
§0€C(no)

to
2 ~ 2
_/0 Z Z Hax\,no,ﬁoHL2(Rd*1X[v*,:,xg.g.v*(to_t)]) () [T (np-¢.60) E(mo, &0)|” dt,

noEBym A\EZL*
&0€C(nop)

avec les équations (4.5.55), (4.5.56) et (4.5.57) et par le lemme de Gronwall on obtient

2 ~ 2
Z Z HU/\»HO@HL2(Rd*1><[V*t0,:c2]) (t0) [T (ng ¢ &) E (0o, &)|” = 0.

noEBym AEL*
&o Gc(no)

Ainsi, pour tout ng dans Bzm, § dans C(ngp) et A dans Z*, la fonction oy ¢, est nulle sur
{t =19, Vo < xg < azg}, et le profil U est donc également nul sur cet ensemble, ce qui conclut
la preuve du lemme. O

Estimation des dérivées

On revient a la preuve de I'estimation a priori, et on prouve maintenant la Proposition 4.5.24
en utilisant I’estimation (4.5.46) du Lemme 4.5.25. On se donne o un multi-indice de N*+™ tel
le profil 0?,?0U ose

in

vérifie un systéme de la forme (4.5.40), avec 8% ,G comme terme de bord, et E? . [0% ,F%5¢ + F, |
comme terme source, ol F}, est le commutateur

. —1n
. y . a : in i
que |a| < s. Puisque opérateur 8Z,’0 commute avec les projecteurs E}, et E .,

m
Foi= | Y2 LuVi, ¢) 0y, 0 | USEE.
j=1
D’aprés (4.5.46) on a alors, par inégalité triangulaire,

(4.5.58) dd:cd (02 gUres’ | 02 gUss ),y (wa) < C(02 g | 0% g i )y, () + O (Fa | Fayy, (wa)
£ 0 (14 Ve, ) 05 U0 |95 0USSE),, ().
On note que d’aprés le Lemme 4.5.21 on a
(Fa | Fadiy 20) < WFally s gz (50)
et de méme
(0, | 0% 0P )y () < 02 0F iy 12umcamy) (@)

D’autre part, par propriété d’algebre de H®(wp x T™) (puisque s > (d+m)/2+ 1), on a, d’apres
I'estimation de commutateur [BGS07, Proposition C.13],

2 osc (|2 osc||2
HFQ‘|Cb(R+,L2(wT><'JI‘m)) (za) < C|Vies "Cb(R+,HS(wT><Tm)) (za) | Ures |’cb(R+,Hs(wa1rm)) (q)

2 2
S CNIVislle, - 1Urs lley vy s (o xcrmyy (2a)-
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Enfin, on remarque que l'on a, par définition de la norme H*(wp x T™) et d’aprés le Lemme
4.5.21,

(45.59) VR 1, 15 oy (@) = D 102 0TS G, m 2 myy (E)
|l <s
<C ) {09 ,U%| 0% gUSS). (24).
la|<s

En sommant les estimations (4.5.58) pour |a| < s, on obtient donc

(4.5.60) Z<a oUres' | 0% 4US s, (50) < CIFEG s oy ()

|a|<s

O (14 IV, ) Do (990U | 02 0URS),, (@a):

|al<s

On obtient ainsi, grace au lemme de Gronwall, ’estimation

(4.5.61) Z <8 Uosc Uosc>i (24) < C(V)za Z <8 JUO ‘ 0% U;);c>m (0)

res res res
la|<s la|<s

Tq ’
+ /O ¢V wa=ay) IIFr%SsCch(RLvHS(waTm» (zq) dxg,

ou C(V)=C(+ HVOSCHgS ,)- La trace au bord de U est donnée par (Ugse = HY¢

res res res ) \zdioﬂﬁd 0 res

o HE est déterminé par 1’équation (4.5.22a). La Remarque 4.1.8, la Proposition 4.1.21 et le

res
Lemme 4.5.21 nous assurent alors que 'on a, pour |o| < s,

(4.5.62) (0% gUses | 0% gUres ), (0) < |02 gUac (0

res res res ‘ ‘ L2(wp xT™)

— Ha Hosc

res HLQ(wT XT™)

< C 0z 617

(wpxTm) "

On obtient donc, avec (4.5.59), (4.5.61) et (4.5.62),

(4.5.63) ||Uee

o ey gy, o remy (@) < CE ™ Gllippocrny

zq ,
+ /O eC’(V)(JCd—Id) HFYC:?SSCch(devHs(wTXTm)) (l';l) deI

En utilisant la présence de la fonction Sp dans I’équation (4.5.40b), on peut majorer 4 par
2V*T puis passer a la borne supérieure en x4 dans l’estimation (4.5.63) précédente pour obtenir
lestimation (4.5.41) désirée, ce qui conclut la preuve de le Proposition 4.5.24.

4.5.5 Estimation a priori sur les équations de Burgers linéarisées

On montre maintenant des estimations a priori pour les équations de Burgers (4.5.20) linéari-
sées, qui correspondent aux modes rentrants non résonants. Ces estimations a priori nous serviront
a montrer I'existence d’une solution & ces équations de Burgers. Il nous faudra cependant sommer
les estimations obtenues par rapport a (ng,&p), et 'on souhaite donc obtenir des constantes
indépendantes de ceux-ci. On montre dans cette partie le résultat suivant.

Proposition 4.5. 26 Soit (ng, &) € (Bzm x Cin(ng)) \ F,
et Fiye, dans C(RY

ross 801t s > sg et soient Sy, e, Whg g

2 He(wr x T)) @ moyenne nulle, satisfaisant le probleme aux limites scalaire

(4.5.64&) X(no-c,ﬁo)sno,io -+ F((no, fo) (Il(), 60)) no,&)é)@Sno & = Fn0,§0
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(4.5.64b) (Sn(),fo)\md:o = hng.&
(4.5.64c) (Sno.o) 1<0 = 0:

0l hny ¢, est défini par Uéquation (4.5.22b). Alors la fonction Sy, ¢, vérifie lestimation a priori

2
(4565) ||Sn07§0||C(R;d7H5(wT><T))

cC(W)v*T 2 * c(WHv*T 2
<Cie W) |’hn07£oHHs(wT><'Jl‘m) + VT et HFHO’&)HC(RidﬁHS("JTXT)) ’
ou C(W) :=C (1 + HW“O’&)Hg(RId,HS(QTxT)) ), avec C1 > 0 une constante qui ne dépend que de

Vopérateur L(0,0,) et de s, mais pas de ng,&y. On rappelle que le réel V*, qui borne les vitesses
de groupe vy, a été défini dans le Lemme /.1.14.

On commence par montrer une estimation L?(wy x T) analogue & I’estimation (4.5.46) pour
les modes résonants, et on réécrit d’abord I’équation (4.5.64a). On écrit Sny ¢, Who ¢, €t Fn
dans C(R} , H*(wr x T)) comme

0,80

T4
M@ M@
Sho,g0(2,0) Z O no,&o (2 v Whog(z Z Wx,no,&o (2 )
AEZ* AEZ*
M@
Frge0(2,©) Z fanog (2 )
AEL*

avec Ox no.£0s Whmno&o €6 fing, des fonctions scalaires de Qp. L’équation (4.5.64a) s’écrit alors

(4.5.66a)
Z Fanogo(2) € A0 A0 = X(no-¢,&) Z TAmo,€o e,
Aez* AEZ*
(4.5.66b) +T((M0, %), (00,£0)) D D i X2wWrinogo Cromogo €0 -
\EZL* )\1,)\262*
A1 +Aa=A

On rappelle que )N((nof,go)a défini dans le Lemme 4.1.12, est donné par

= -1 1
Ko ee = o, + v, no-1.&) - Vy + Oy .
(m0-€80) = ek moo) (10 - 11:€0) O Th(mo.o) (B0 - 715 E0) " kom.0) (00 71:80) - Vy + Dy

On prend alors le double de la partie réelle du produit scalaire L?(wr x T) de 1'égalité (4.5.66)
avec la fonction Sy, ¢, On obtient ainsi une égalité, avec d’un coté de celle-ci le terme

2Re <Fn0,§0 ‘ Sn0,§0>L2(wT><’]1‘) (xd)ﬂ

que I'on estime de maniére analogue au cas des fréquences résonantes rentrantes,
(4.5.67)

‘QRG <Fno,§o ‘ Snoa€0>L2(waT) (rq)| < C ||Fno,§o ”LQ(wa'Jl‘) (rq) +C ||Sno,§o||L2(waT) (za)-

On note ici 'intérét de s’étre ramené a des équations de Burgers scalaires pour les modes non
résonants, puisque les coefficients |T(n,.¢ ¢,) £ (o, €)|™! n’apparaissent plus, ceux-ci n’étant pas
uniformément majorés pour les modes (ng, &y) non résonants.

On s’intéresse maintenant aux termes de droite de 'inégalité obtenue en prenant le double de
la partie réelle du produit scalaire de I’égalité (4.5.66) avec le profil Sy, ¢,. L’analyse des termes
correspondant aux termes (4.5.66a) et (4.5.66b) est analogue a celle faite pour les modes sortants
et les modes rentrants non résonants.

Concernant le terme de transport (4.5.66a), on obtient, d’aprés I'identité (4.2.15), par inté-
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gration par parties,

d
(45:68) 2Re {(4:5.660) | S o) pa(upscry () = 7 S0 ol 2(gsery ()

1
Ot Thy(no,£0) (00 - 1, &0

) [[Sn0,¢0 H2L?(]Rd—1 xT) (1)

On note que puisque (np, §o) est un mode rentrant, la quantité —0g Ty(n.¢,) (07, o) est strictement
positive, ce qui permettra d’oublier le deuxiéme terme a droite de 1’égalité dans les estimations.

Pour le terme (4.5.66b) d’auto-interaction, on a, par des calculs analogues a ceux déja conduits
pour les modes rentrants résonants,

2Re ((4.5.66D) | Sn0,50>L2(wT><T) (za) =

—(2m)™ Z Z A F((no,&)), (n07§0)) <w>\17no,$0 OX2,n9,&0 | Uk,no,£o>L2(wT) (zq).

AEZ* N\1,A\2€ZL*
Alt+A2=A

Avec la majoration (4.5.3), on obtient

2Re ((4.5.66b) | S.é0) 12 (0rr) (xd)‘

h
<C Z Z | Ao ‘(Wh,no,éo T gm0 | UA,D0,§0>L2(UJT) (zd)| -
AEZL* N\1,\o€EL*

Alt+A2=A
Ici il nous faut dégrader a l'ordre h étant donné que l'on souhaite obtenir une majoration
indépendante de ng, puisque 'on va sommer par rapport a ng les inégalités. On pourrait obtenir
une majoration du type C(ng)|\1| au lieu de C|A\1ng|", mais ot la constante C(ng) dépend de
ng, et peut étre arbitrairement grande puisque ’on traite des modes ng proches de I’ensemble
glancing. Le terme de droite dans l'inégalité étant de la forme (fg|g), on obtient donc

(4.5.69)
2Re <(4566b) | SnO7EO>L2(UJT><T) («’Bd) < C HWnO,go||C(R;’d7Hs(wTXT)) ||Sn0’50||L2(UJT><T) (xd)7
par injection de Sobolev, I'indice de régularité s étant tel que s > h + (d + m)/2. Avec les

équations (4.5.66) et (4.5.68) et les estimations (4.5.67) et (4.5.69), on obtient enfin I'inéquation
différentielle

d

(4.5.70) T% ||Sn0,§o||L2(oJT><T) ()

<C HFUO,§OHL2(WT><T) (zq) +C (1 + ”Wno,ioHC(R;WHs(wTXT))) ‘|Sn07£OHL2(wT>(T) (zd).
Pour obtenir I'estimation H*(wp x T) recherchée, on réalise des estimations de commutateurs

analogues & celles pour les modes rentrants résonants, que I’'on ne détaille donc pas ici. On trouve
enfin l'estimation (4.5.65) désirée.

Les estimation a priori (4.5.46) et (4.5.65) (pour s = 0) ainsi que la Proposition d’équivalence
des systémes 4.5.22 nous assurent 'unicité d’une solution au systéme (4.4.11).

4.5.6 Construction d’une solution
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Construction d’une solution oscillante au systéme linéarisé pour les modes rentrants
résonants

Gréace a lestimation a priori (4.5.41) de la Proposition 4.5.24 sur le systéme linéarisé (4.5.40),
on peut construire une solution a celui-ci, et montrer ainsi le résultat suivant.

Proposition 4.5.27. Soient s > sog et T' > 0, et soit V2i¥ un profil de N5 ne présentant

res

que des modes rentrants résonants, i dans Py et G dans H® (wp x T™). Alors il existe une

unique solution UL dans POSC au systéme (4.5.40), ne présentant que des modes rentrants, et

qui satisfait de plus I’ estimation
c(V)yv*r 2 c(vV)yv*r
WU, < C1 eSOV TG semmy + VT SOV T |2

ou C(V) := C1(1 + ||V°“H55T), avec C1 > 0 une constante qui ne dépend que de l’opérateur
5 :

U res
L(0,0,), des fréquences au bord (1, ..., m, et de s.

La preuve d’un tel résultat & partir d’une estimation a priori du type (4.5.41) est donnée dans
[JMR95, Théoréme 6.3.3]. On en rappelle ici les idées principales.

L’unicité de la solution se déduit immédiatement de l'estimation a priori (4.5.41). Concernant
existence, on utilise un schéma aux différences finies. Puisque les opérateurs dp, pour j = 1,...,m
sont anti-symétriques, il nous faut considérer des opérateurs de différences finies anti-symétriques.
Si on note ey, ..., ey la base canonique de R™, on pose, pour toute fonction U de Q7 x T™ x Ry,

6§LU(2, 0,v%q) := (U(z,0 + hej) — U(z,0 — hej) /2h,

pour j =1,...,m et h > 0. La preuve consiste ensuite & montrer qu’il existe, pour h > 0, une
unique solution Up™¢ au systéme régularisé

(4571&) E;gs UOSC _ Ulcz)sc
(45.71b) B | L(0,0:) U™ + Zm (Ve G5) DU | = By B
(45.7lc) (UR) fpam0,pum0 = Hro
(4.5.71d) (U)o = 0

et que cette solution vérifie I’estimation uniforme en h > 0,

2 C(V)V*T 2 C(V)V*T
HUﬁSCHgS,T < Cp etV HGHHS(waTm) + VT V) HFr%SsC”&,T )
ou C(V) := C1(1 + HV}%@CHE&T), avec C7 > 0 une constante qui ne dépend que de l'opérateur
L(0,0,), des fréquences au bord (1, ..., (n, et de s. Cette estimation uniforme permet d’extraire
une suite (Up°), convergeant faiblement vers Ugy’ dans & 7. En passant a la limite dans le

res

systéme (4.5.71) on obtient alors le résultat de la Proposition 4.5.27.

Construction d’une solution oscillante des systémes (4.5.19) et (4.5.20)

Ce paragraphe est consacré au résultat suivant, qui constitue une partie du Théoréme 4.3.1.

Proposition 4.5.28. Soit s > sg, et G dans H®(R? x T™), nulle pour t négatif. Il existe
un temps T > 0, ne dépendant que de lopérateur L(0,0,), des fréquences au bord (i, ..., Cm,
de la norme HS(Rd x T™) de G et de s, tel que le systéme (4.5.19) et, pour (ng,&) dans
(Bzm x Cin(ng)) \ Fras, le systéme (4.5.20), admettent des solutions Ugss et Sny¢, dans PG et
C(R4, H%(wp x T)), ou les fonctions Sy

oo Sont a moyenne nulle. De plus, si ['on note, pour
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(n07£0) dans (BZ’" X Cin(HO)) \ res:

i\ ©
SnoEo z,0) ZJAHOEO e,
AEL*

alors le profil U défini, pour (z,0,14) dans Qp x T™ x Ry, par

(4.5.72)
U (2,0,¢a) := Uss(2,0,%a) + > D Oamge(2) €200 €20V B(ny, &),
(mo,fo)e AEZ*
(Bzm xCin(1n0) )\ F ;s

appartient a l’espace ;’379

Lorsque 'on a un résultat d’existence d’une solution au systéme linéarisé avec une estimation
du type (4.5.41), lexistence d’une solution au systéme initial s’ensuit de maniére classique. On
rappelle ici les grandes idées de la méthode utilisée dans [BGS07, Théoréme 10.1].

On s’intéresse d’abord au systéme (4.5.19), et on considére le schéma itératif défini par

(4.5.73a) En U = Ut

(4.5.73b) By [L(0,0:) BrUSE + ZLl (BrUZ, ;) 9, BrUg5 | = 0
7=1

(45730) (Uzi)-ss-cl)wd:()ﬂpd =0 = 1{1('):5C

(4573d) ( ;)—S&?l)‘tgo = Oa

et initialisé & U§™°(., zq, ., Yq) = HES, pour tout x4, g dans Ry. La proposition 4.5.27 nous

res
assure que la suite (U2%), est bien définie dans P2%. La démonstration consiste alors & montrer
bl

que la suite (U2*°), est bornée en grande norme et contractante en petite norme, pour en déduire

sa convergence faible dans ’espace de Banach PJ%.
b

Borné en grande norme. D’aprés 'estimation (4.5.41), on a, pour v > 0,
(4.5.74) HUoscng < Cre® IV G R ey 5
ou C(UF) = Cy(1+ ||U§’SC||§&T ). SiT'on choisit 7' > 0 suffisamment petit de telle sorte que
exp [Cl (1+2C ||G|\%Is(waTm) ) V*T] <2,

alors on montre par récurrence que la suite (U7*), est bornée dans &1 par v2 C1 (|G| grs g ) -
En effet linitialisation est évidente, quitte & supposer que C1 > 1/2, et si 'on a [|UZ™||¢, o S

V2C1 |G| s (g xTmy POUr un certain v > 0, alors d’apreés (4.5.74) et I'hypothese sur T, on a

|wgallz, , < Crexo [Cr(1+ NUS<IZ, ) VT 1G e upocrmy
< Crexp [Cl (1 +2Ch HGH%IS(LUTXT”L) ) V*T] HG”?-IS(LUTXTW)
<2Ch HG||12Hs(waTm)»

ce qui est 'estimation attendue.
0OSC

Contractant en petite norme. On note, pour v > 1, W2 := U2*® — U2, qui satisfait le
systéme
(4.5.75a) Eres Wi = Wit

res
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(4.5.75b) Ei [E(O, 0.) BrW i + Z Ly (BrU<,¢;) Op; Br Sicl] =E' e Fotr
7j=1

(4.5.75¢) ( 19icl)|xd:0,wd:0 =0

(4.5.75d) (W) 110 = 0,

ou F, 41 est donné par

m

Fypr =y (La(BrU, ) — La(BrUS*, () 00, BrUS
j=1

D’aprés l'estimation (4.5.41) appliquée au systéme (4.5.75) pour s = 0, on a donc

[wesallz, , < VT ecwEvT

1H§07T Fl’"’ngo,T :

On remarque d’abord que par hypothése sur 7', et puisque la suite (US*°), est bornée dans &
par v2C HGHHS(WTme), on a, pour v > 0,

(4.5.76) eCUZIWVT 9

On estime maintenant la norme &7 de F, ;. Par estimation de produit et choix de I'indice de
régularité s, on a

m
~ ~ 2
2 2
1Pl <O || (Ea(BrUgs.¢) = LBz )|, IUEIZ,,
=1 ’

) Aa 1 a A . faa . : fa _— 0sc . 2 -
D’apreés I'inégalité des accroissements finis, et puisque la suite (U2*), est bornée dans & 7, on
obtient alors

2 2 2
(4.5.77) 1Fsllg, » < ClIWllg, 1 G s g xerm) -
Ainsi, d’apreés les estimations (4.5.76) et (4.5.77), on a

e

iz, < CV TG

e |2
ooy IV,
Pour T > 0 suffisamment petit, la suite (Uy*°), est donc convergente dans & 7.
La suite (U2*), est ainsi une suite de Cauchy dans ’espace de Banach P§°, et converge donc
0OSC

vers une fonction Uy de Pg%. On peut montrer, par des arguments qu’on ne rappelle pas ici, que

le profil Uy est en fait dans P et qu’il satisfait le systéme (4.5.19), voir [BGS07, Théoréme
10.1] pour un résultat similaire.

La preuve de 'existence d’une solution au systéme (4.5.20) est identique, et on ne la détaille
pas ici. Elle s’appuie sur un résultat d’existence d’une solution du systéme linéarisé (4.5.64),
analogue & la Proposition 4.5.27, que l'on a pas explicité. On note cependant que le temps
d’existence T est bien indépendant de (ng,&p), puisque l'estimation (4.5.65) est réalisée avec
des constantes indépendantes de (ng, &), et puisque d’aprés 'estimation (4.5.39), chaque terme
de bord hy,, ¢, est controlé dans H*(wy x T) par C HGHHS(WTme), uniformément par rapport a
(1o, o)

Enfin, on montre que le profil U° défini par (4.5.72) appartient bien & P%. En effet, d’aprés
le Lemme 4.5.21, on a 7

HUOSCH‘%S,T < C sup Z <8?/,0UOSC ‘ 83,’9U05c>in (ﬂid)

xg>0 |a\<s
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<COsup Y (990U |02 pUs),, (xa)
27d>0 |a‘<s ) ’ mn

+ C sup > > lonmoollire ) (za)

za>0 (no,fo)€  A€Z*
(Bz’m Xcin(no))\F;gs

2 2
<COIUEe, , +C > 1n0.60 le®. s (wrxT)) »
(no,f0)e

(Bzm X Cin(10))\Fres

et donc, avec les estimations a priori (4.5.41) et (4.5.65) ainsi que l'estimation des termes de bord
(4.5.39), on obtient
(4.5.78)
2 2 2 2
1T, » < ClGI s pxrmy + C > 1m0 0 27 ) S C NG s o erm) -

(no,60)e
(Bzm xCin(n0))\Fios

Détermination de la partie évanescente et conclusion

Pour conclure la preuve du Théoréme 4.3.1, il nous faut alors montrer qu’il existe une solution
U dans P au systéme (4.5.21), ou les paramétres s et T sont ceux donnés pas la Proposition
4.5.28.

La condition de polarisation (4.5.21a) se traduit, d’aprés la Remarque 4.5.20, comme

U (b0 = 3 AT ey (n- U (2,00 ™,
nezm\ {0}

et il nous faut donc, pour déterminer le profil U, trouver les traces (HE ~n-¢) Ufi") _o bour

[ta
n dans Z™ \ {0}. La condition au bord (4.5.21b) nous donne la double trace au bord, pour n

dans Z™ \ {0}, )
ex(@- Q) U (#,0,0) =112 (- ) (Bip_(n.¢))  Gn(#).

On reléve cette trace par rapport a x4 en utilisant une fonction x de C§°(R4), valant 1 en 0.
C’est-a-dire que 'on pose

U™(2,0,0q) = Y X(zq) " A™I I (- ) (Bl ) ' Gal2)) ™.
nezm\ {0}

On note que, par construction, le profil U®¥ vérifie bien la condition de polarisation (4.5.21a) ainsi
que la condition au bord (4.5.21b). Il nous faut maintenant vérifier que celui-ci appartient bien a
I'espace des profils évanescents P¢v. On remarque en premier lieu que le profil U®Y appartient
a L™ (R;‘d X ]thd,H_s|r (wp % ']I'm)) En effet, d’'une part, les fonctions Gy, étant nulles pour ¢
négatif, le profil U®¥ est bien nul pour ¢t négatif. D’autre part, la fonction y étant bornée, la
matrice inverse (B‘ E,(n-c))_l étant uniformément bornée d’aprés la Remarque 4.1.8, et les termes
e¥a A TIC (n - ¢) étant également uniformément bornés d’aprés Uestimation (4.5.12a) de la
Proposition (4.5.16), on a, pour x4, 1y = 0, I'estimation

(4579) HUeVH%IS(wTXT"L) ($d7 z7bd) g C Z HGIIH%IS(QJT) = C ”GH%IQ(LUTXTWL) .
neZm\{0}

On note maintenant, pour n dans Z™ \ {0},

1

US (2,%4) = x(24) e?*A®O T (0 ¢) (Bip_(n¢)) Gn(2),
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si bien que UV (2,0, %a) = Ynezm (o) Us' (2, %a) €™
On montre maintenant que le profil UV est continu par rapport a (z4,14) dans Ry x Ry a
valeurs dans H®(wr x T™). Soit (xg,wg) dans Ry x Ry, et soit € > 0. On a, pour x4, = 0,

HUeV(xd,lﬁd) . Uev($2,¢2)“HS(wTXTm) < HUev(xdﬂ/}d) - UeV(ﬁ?lvwd)HHS(waTm)
U= (@5, %a) = U (@4 YD | e omscrm)

et on cherche alors & estimer les deux termes du membre de droite de cette inégalité. Pour le
premier, on a, d’aprés 'estimation (4.5.12a) de la Proposition (4.5.16) et la Remarque 4.1.8, pour
djd = Ov

U (20, a) = U (@96 | g opmy < C (@) = XED IG5 ey -

Par continuité de y, il existe donc §; > 0, ne dépendant que de ¢, tel que pour tout z,4 tel que
|zq — 29| < &1 et pour tout ¢y > 0, on a

U (24, ¢a) — Uev($?l=¢d)‘}Hs(waTm) <e.

Pour le deuxiéme terme, on note M un entier tel que

Z Gy e™? < e.

‘n|>M HS(UJTXTm)

On a alors, pour g = 0,

|0 (@ ) = U @ 0D e pmy

(4.5.80a) < YD [US (. ah va) — U (y, 29, 05)] €™

0<|n|<M Hs (wpxT™)
(4.5.80b) D (U (g, a) — U (y, 25, 43)] €™

n|>M H (wrxTm)

La somme du terme (4.5.80a) étant finie et les fonctions USY étant continues par rapport a 1, il
existe d2 > 0 tel que pour tout 1y tel que [thg —¥Y| < da, on a (4.5.80a) < e. D’autre part d’apres
I'estimation (4.5.12a), la Remarque 4.1.8 et puisque x est bornée, on a, par construction de M,
pour tous 1g > 0, (4.5.80b) < Ce oit C' > 0 ne dépend pas de €. On peut alors conclure : pour
tout (wq,10q) tel que |(za, ¥a) — (2%, ¢49)| < min(dy,d2), on a

|U (@a,va) = U (22,90 | o g wermy < 2+ O,

ce qui montre la continuité désirée.

Enfin, par des arguments similaires a ceux développés pour la continuité, on montre que le
profil U®' tend vers 0 dans C(Rjd, H*(wp x Tm)) lorsque 14 tend vers 400 (et donc en particulier
dans H®(wp x T™) & x4 fixé).

On a ainsi vérifié tous les points de la Définition 4.2.4 des profils évanescents, et donc montré
que le profil U®Y appartient a ’espace ?ﬁ“ des profils évanescents.

Remarque 4.5.29. On a montré dans le paragraphe précédent, dans l’estimation (4.5.78), que la
partie oscillante U est controlée dans & r par la norme H*(wr x T™) du terme de bord G.
D’autre part, d’aprés l'estimation (4.5.79), la partie évanescente UV est également controlée par
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la norme H*(wp x T™) de G. On note ainsi que le profil principal U vérifie

1Ullp, » < C G e sery -

4.5.7 Conclusion et perspectives

On a ainsi montré que pour s > h + (d +m)/2, il existe un temps T > 0 suffisamment petit
tel que les systémes (4.5.19), (4.5.20) et (4.5.21) admettent des solutions U, Sny.¢, et UV dans
P (Ry, H¥(wp x T)) et - D’apres la Proposition 4.5.22, le profil U = U® 4 U®¥ (ou
U est défini a partir de Uy et Sy, ¢, par 'équation (4.5.72)) est donc solution dans Py du
systéme (4.4.11). Cela conclut la preuve du Théoréme 4.3.1.

L’estimation (4.5.41) n’est pas une estimation douce puisque le controle est réalisé par une
norme de V¢ qui n’est pas fixe par rapport a 'indice de régularité s. Il n’est a priori pas possible
d’obtenir 'existence d’une solution U de régularité infinie en considérant un terme de bord G
de régularité infinie, puisqu’en I’absence d’estimation douce, le temps d’existence T' d’une solution
dépend a priori de 'ordre de régularité s considéré. Il a été choisi de ne pas tenter de conserver
des estimations douces jusqu’a la fin de ’analyse par souci de simplification, par exemple dans
I'estimation (4.5.46), mais il est cependant envisageable de parvenir a ce résultat plus précis dans
des travaux ultérieurs.

On discute maintenant des possibles extensions du résultat de ce chapitre a des hypothéses
moins restrictives. Dans ce chapitre, on se place sous 'Hypothése 4.2 de stricte hyperbolicité, mais
cette hypothése semble faite pour des raison techniques, et il est donc raisonnable d’envisager un
résultat similaire sous I’hypothése que le systéme étudié est hyperbolique & multiplicité constante
(voir Hypothése 1.1 dans I'introduction). De méme, ’'Hypothése 4.7 assurant qu’il n’y a pas de
résonance entre des fréquences rentrantes et des fréquences sortantes pourrait étre levée pour
autoriser des fréquences sortantes a exister a I'intérieur du domaine. C’est une situation de ce type
qui est considérée dans [CGW11|. Mais dans ce cas, certains modes sortants étant possiblement
non nuls, il n’est alors plus possible de déterminer au préalable les traces des modes rentrants,
comme cela est fait & la Proposition 4.5.22. Cela peut également ouvrir la voie & une infinité de
résonances avec des phases sortantes, compliquant le cadre fonctionnel. En effet, on a vu que
le cadre fonctionnel adapté a des modes sortants, dont on peut voir les problémes aux limites
d’évolution comme des problémes de propagation par rapport a x4, est celui d’un contréle uniforme
par rapport a la variable normale x4, et de Sobolev notamment par rapport au temps, quand celui
adapté pour les modes sortants, vérifiant des équations d’évolution pouvant étre vues comme
étant a frontiére libre, est un controle uniforme par rapport au temps, et de Sobolev par rapport
a la variable normale x4, comme cela est fait dans [JMR95]. Il se trouve donc une difficulté
dans le fait de conjuguer ces deux cadres fonctionnels. L’affaiblissement de 'Hypothése 4.3 de
Kreiss-Lopatinskii uniforme est discutée au Chapitre 5 suivant, oit I’on considére des problémes
aux limites faiblement stables. Concernant les fréquences glancing, 'Hypothése 4.4 que toute les
fréquences glancing sont d’ordre 2 apparait comme cruciale, voir [Wil00]. De méme, il semble
compliqué de se passer de 'Hypothése 4.5 assurant qu’il n’y a pas de fréquence glancing créée au
bord.

Enfin, il se pose la question de la justification du développement d’optique géométrique que
I’on a construit, c¢’est-a-dire de montrer que la fonction

2 eU(z,2 - Q/e, ..., 2 (e, xq/€)

approche effectivement la solution exacte du systéme (4.1.1) sur un intervalle de temps fixe,
lorsque ¢ tend vers 0. Pour ce faire, deux méthodes principales s’offrent & nous. Comme cela
est fait dans [Wil96], si 'on dispose d’une solution exacte existant sur un intervalle de temps
indépendant du paramétre ¢, il est envisageable de montrer que cette solution exacte et la fonction
définie plus haut se rapprochent lorsque € tend vers 0, voir également [JMR95; CGW11]|. Le
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probléme est qu’ici on ne dispose pas d’une solution exacte existant sur un intervalle de temps
fixé. Une autre approche consiste a utiliser un trés grand nombre de correcteurs, ce dont on ne
dispose pas ici (construire des correcteurs repose sur un contrdle exact de petits diviseurs pour les
modes caractéristiques, qui va plus loin que 'Hypothése 4.6). L’un comme 'autre de ces points
(obtenir un temps d’existence de la solution exacte indépendant d’epsilon et construire un grand
nombre de correcteurs) ne semblent pas étre a notre portée pour le moment, mais pourront étre
I’objet de travaux ultérieurs.

4.A Appendices

4.A.1 Fonctions presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach

Soit F un espace de Banach complexe. Dans toute cette partie on étudie des fonctions U de
R dans F, mais on pourrait tout aussi bien obtenir les mémes résultats avec des fonctions de Ry
dans E. On note Cy(R, E) 'ensemble des fonctions continues bornées de R dans £, muni de la
norme de la convergence uniforme. On étudie ici trois notions de presque-périodicité, que 1’on
cherche & relier. La définition suivante est celle de la presque-périodicité au sens de Bohr.

Définition 4.A.1 (|Cor09, Définition 3.1]). Soit U une fonction continue de R dans E. On dit
que U est presque-périodique (ou uniformément presque-périodique) si pour tout € > 0, il existe
un réel £(e) > 0 tel que dans tout intervalle de R de longueur £(e), il existe un réel T tel que

sup [[U(t+7) — U(t)|| 5 < e.
teR

A e > 0 fixé, les réels 7 de la définition précédente sont appelés des e-pseudo-périodes.

Remarque 4.A.2. Une fonction U périodique de période T est presque périodique. On peut en
effet prendre ¢(¢) = T pour tout € > 0.

Proposition 4.A.3 ([Cor09, Proposition 3.16]). Toute fonction presque périodique est unifor-
mément continue et bornée.

Preuve. Soit U une fonction presque périodique, soit £(1) le réel associé & € = 1 dans la Définition
4.A.1, et M un majorant de la fonction continue

t= UMD g

sur [0, £(1)]. Pour ¢ quelconque, l'intervalle [—¢, —t 4 ¢(1)] de longueur ¢(1) contient une 1-pseudo-
période 7, et donc

WD <IUE+7) U+ IUE+7)p <1+ M

par propriété de la pseudo-période 7 et puisque ¢t + 7 appartient a l'intervalle [0, £(1)]. La fonction
U est ainsi bornée par 1 + M.

Concernant le caractére uniformément continue, on se donne € > 0, £(¢) > 0 le réel donné
par la Définition 4.A.1, et 0 < § < 1 un réel tel que si ', t"” appartiennent a [—1,1 4 ¢(¢)] et si
[t —t"| <0, ona

U@ —U@")|| <e,

qui existe par uniforme continuité de la fonction t — ||U(t)|| sur [—1,1 + £(¢)]. On se donne
maintenant ¢1,te deux réels tels que [t; — to| < 0, et 7 une e-pseudo-période de 'intervalle
[—t1, —t1 + £(€)]. On a alors

[U(t2) = U )llg < IU(t2) = Utz +7)llp + [U(t2 +7) = U(t1 + 1)l + IU(E + 7) = U(t1)ll g

<
< 3e,
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puisque 7 est une e-pseudo-période et que to + 7,¢; + 7 sont dans [—1,1 + ¢(¢)]. Cela conclut la
preuve de la proposition. O

On peut montrer avec des arguments similaires le résultat suivant.

Proposition 4.A.4 (|Cor09, Proposition 3.20]). L’ensemble des fonctions presque périodiques
est fermé dans Cp(R, E).

Le résultat suivant caractérise la presque-périodicité au sens de Bohr (Définition 4.A.1), ce
qui nous donne une définition équivalente de celle-ci. Pour une fonction U de Cp(R, E'), on note,
pour h dans R, Uy la fonction translatée de U de rapport h définie par Uy, : t — U(t + h).

Théoréme 4.A.5 (|Cor09, Théoréme 3.2]). Une fonction U de Cp(R, E) est presque-périodique
si et seulement si l’ensemble des translatées {Uy, h € R} est relativement compact dans Cy(R, E).

On en déduit aisément le résultat suivant.

Proposition 4.A.6 ([Cor09, Proposition 3.17, 3.19|). L’ensemble des fonctions presque-périodi-
ques est une espace vectoriel compleze.

On définit maintenant une troisiéme notion de presque-périodicité, que 'on cherchera a relier
a la premiére.

Définition 4.A.7. On appelle polynéome trigonométrique de E toute fonction U qui s’écrit comme
n
U(t) = Z U e”\kt,
k=1

oun>=1,Ug€eFE et A\ €R pour tout k=1,...,n. On dit qu’une fonction U de R dans E a la
propriété d’approximation (ou propriété d’approximation uniforme) si U est limite uniforme de
polyndmes trigonométriques.

L’ensemble des fonctions ayant la propriété d’approximation étant la fermeture dans Cy(R, F)
d’une ensemble de fonctions uniformément continues, le résultat suivant est évident.

Proposition 4.A.8. Toute fonction U ayant la propriété d’approzimation est uniformément
continue, et l'ensemble de ces fonctions est fermé dans Cp(R, E).

Un polynéme trigonométrique étant presque-périodique (puisque l’ensemble des fonctions
presque-périodiques est un espace vectoriel), la Proposition 4.A.4 nous donne le résultat suivant,
qui constitue un sens de 1’équivalence recherchée.

Proposition 4.A.9 ([Cor09, Proposition 3.20|). Tout fonction U ayant la propriété d’approxi-
mation est presque-périodique.

Pour montrer le sens réciproque de cette équivalence, il nous faut introduire la notion de
moyenne d’une fonction presque périodique.

Théoréme 4.A.10 (|Cor09, Théoréme 3.4]). Pour tout fonction presque périodique U, la quantité
suivante, notée M{U}, est bien définie dans E :

1 (F
M{U} = lim — /0 U(t) dt.

Il s’agit de montrer que la fonction de R > 0 donc on prend la limite est de Cauchy, en
utilisant la définition de la presque-périodicité.
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Remarque 4.A.11. Si U est une fonction périodique de période T', alors on a

M{U} = lim ;/ORU(t)dt:Rlim Hk/OTU(t)dH/kRU(t)dt]

R—+o00 —+o00 T

k T 1 kT+a 1 T
= hm [kT+a/0 )t + kT+oz/kT ue) dt] - T/O ut)dt

ot pour R > 0 on note k la partie entiére de R/T et o := R — kT. Ainsi, pour une fonction

périodique U, la quantité M{U?} coincide avec la moyenne classique 7} fOT U(t) dt des fonctions
périodiques.

On utilise maintenant la notion de moyenne pour donner un sens au développement en série
de Fourier d’une fonction presque-périodique.

Proposition 4.A.12 ([Cor09, Proposition 4.10]). Si U est une fonction presque périodique, alors
la quantité

a(\U) :== M{t — U(t)e"?}
est non nulle pour un nombre au plus dénombrable de \ réels.
La preuve de cette proposition utilise des résultats d’approximation diophantienne.

Définition 4.A.13 ([Cor09, Définition 4.2]). Soit U une fonction presque périodique, et soit A,
k > 1 les réels tels que la quantité ay := a(\g, U) est non nulle pour k > 1. On note alors

+oo ‘
U(t) ~ Z aj, et
k=1

et l’on appelle la série a droite de cette équation la série de Fourier associée a U.

La série de Fourier d’une fonction presque-périodique la caractérise complétement, comme
I’assure le résultat suivant.

Théoréme 4.A.14 ([Cor09, Théoréme 4.7]). Soit U et V' deux fonctions presque-périodiques. Si
U etV ont la méme série de Fourier, c¢’est-a-dire si pour tout A dans R on a a(A\,U) = a(A, V),

alors U =V dans Cp(R, E).
Enfin, le résultat suivant implique en particulier la réciproque de 1’équivalence recherchée.

Théoréme 4.A.15 (|[Cor09, Théoréme 4.8]). Soit U une fonction presque-périodique, donnée par
—+00 )
U(t) ~ Z ay et
k=1

alors la suite

Un(t) == Z Tkm Ak ek ta
k=1
converge uniformément vers la fonction U, ou les rationnels vy, dépendent de k mais pas de ay,
et o, pour k =1, rgmm — 1.
7 m—4oo

Remarque 4.A.16. Toute fonction presque-périodique (au sens de la Définition 4.A.1) est donc
limite uniforme de polyndémes trigonométriques, et vérifie ainsi la propriété d’approximation. En
conclusion, étant donné une fonction continue U de Cp(R, E), les trois définitions suivantes de la
presque-périodicité sont équivalentes.
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(i) Pour tout £ > 0, il existe un réel () > 0 tel que dans tout intervalle de R de longueur £(¢),
il existe un réel 7 tel que
sup |[U(t+7) - U(t)|| 5 <e.
teR
(ii) L’ensemble de fonctions {Up, h € R} est relativement compact dans Cp(R, E).
(iii) La fonction U est limite uniforme de polynémes trigonométriques.

Si 'on dispose d’une structure hilbertienne, c’est-a-dire si X = H ot H est un espace de
Hilbert complexe, alors on a un analogue de la formule de Plancherel. On note (. |.) le produit
scalaire Hilbertien de H.

Proposition 4.A.17 ([Cor09, Remarque 4.17]). Si U,V sont deuz fonctions de C(R, H) presque-
périodiques données par

400 ' 400 ‘
Ut) ~ Y age™' V() ~ > be™?,
k=1 k=1

alors la formule de Plancherel suivante est vérifiée :

+oo
M{t = U|V)y @)} = Z (ar | br) g -
k=1

4.A.2 Exemple d’un systéme engendrant une infinité de fréquences sortantes

L’exemple des équations d’Euler compressible isentropique en dimension 2 que 1’on a développé
dans ce travail (Exemple 4.1.1 et ceux qui suivent) satisfait les hypothéses que 'on a faites, mais
un autre choix de couple de fréquences au bord peut engendrer un comportement différent. On
discute ici 'exemple d’un couple de fréquences au bord telle qu’il y a une infinité de résonances
entre des fréquences rentrantes et des fréquences sortantes, ce qui crée potentiellement une infinité
de fréquences sortantes a l'intérieur du domaine.

On reprend donc les Exemples 4.1.1 et 4.1.11 ainsi que les notations de ceux-ci, et ’on considére
un réseau de fréquences au bord différent de celui donné dans I’exemple 4.2.1. On considére
cette fois-ci deux fréquences au bord (4 et (— données par (4 := (¢ono,m0) et (— := (—con0,M0),
avec 19 > 0, de sorte que (1 et (_ sont la encore dans la zone hyperbolique H. On rappelle que
co = c(vp) > 0 désigne la vitesse du son et que I'état d’équilibre Vi = (vg, 0, ug) vérifie 0 < ug < ¢p.
Le réseau de fréquences au bord Fp est donc donné dans cet exemple par

Fo={(como(p—q),mo(p+q) |p,qgeZ}.

On note de maniére analogue a I'Exemple 4.2.1, pour p,q dans Z, (4 := (Tp.q, Mp,q) = (co no (p —
q),m0 (p + q)) la fréquence de Fy, donnée par p (4 + ¢¢—. On commence par vérifier que ce réseau
Fp satisfait bien, sous certains conditions, les Hypothéses 4.5 et 4.6.

Une fréquence ¢, 4 non nulle est glancing si et seulement si |7, 4| = \/c3 — ud |np 4], ¢’est-a-dire
si et seulement si®

(4.A.1) ‘p_q’ =/1- M2,

P+q
ou 'on rappelle que le nombre de Mach M est donné par M := ug/cy. Si le réel V1 — M? est
irrationnel, il n’existe ainsi pas de relation du type (4.A.1), et donc il n’existe pas de fréquence

6. Sip+q=0, alors 1,4 = 0, et donc 7,4 = 0 d’apreés la relation |7p.q| = /2 — u2 |np.ql, C’est-a-dire que la
fréquence (p,q est nulle, ce qui est exclu par hypotheése.



162 CHAPITRE 4. Optique géométrique pour des problémes aux limites quasi-linéaires

de F, \ {0} qui soit glancing. On suppose donc que v/1 — M? est irrationnel, et 'Hypothése 4.5
est alors vérifiée.

Concernant I’Hypothése 4.6 de petits diviseurs, on vérifie que, suivant le signe et ’ordre de
D, q, la distance entre la fréquence ¢, 4 et 'ensemble glancing G est donnée par

dist((pg, ) = C‘(p—Q)i 1—M2(P+Q)‘-

D’aprés le théoréme de Roth, voir [Sch91, Théoréme 2A], si le réel /1 — M? est algébrique (et
irrationnel, ce que l'on a déja supposé), alors v/1 — M? vérifie

(\/1 M2 - f‘ > 05249,
S

pour tous s € N*, r € Z et ¢ > 0. Ainsi, pour tout ¢, 4 dans F \ {0},

dist(Cpg, G) = Cp+q) /% = C|Cpal =2,

et donc 'Hypothése 4.6 est vérifiée.

Le réseau JFy, satisfait donc bien, sous les hypothéses que v/1 — M?2 est irrationnel et algébrique,
les Hypothéses 4.5 et 4.6. On détaille maintenant pourquoi il ne satisfait pas ’Hypotheése 4.7.
On reprend les notations de 'Exemple 4.1.11, et on détermine tout d’abord que, dans la zone
hyperbolique, les valeurs propres i &1(C), i £2(C) et i €3((), définies par (4.1.15), sont données, pour
¢ = (p,q dans Fp \ {0}, par

- i — 2072 _
1£1(Cpyg) =110 M (p — q) + sign(p — q) \/(p +q)? M 4pq’

1= M2
. . M (p—q)—sign(p—q) /(p+q)? M2 — 4pq
Z&(Cp,q) = 17o 1— M2 )

ifB(Cp,q) =i (q]_wp) .

On note d’abord que 1a encore la valeur propre linéaire i {3((p,4) engendre une infinité de résonances
du type

043(<p7q) + a3(<r,s> = 043<<p+r,q+s)a

qui sont des résonances entre fréquences rentrantes. On remarque maintenant que dans les
expressions de i &1((pq) €t 162((pq), la quantité sous la racine est symétrique en (p,q). Ainsi,
étant donné p, g dans Z*, on a les relations suivantes

&1 (Cp,q) +& (Cq,p) =0, fZ(Cp,q) + fZ(Cq,p) =0.

Puisque &3((p+q.q+p) = 0, les résonances suivantes sont vérifiées :

a1(Cp,q) + a1(Cp) = @3(Cptga+p) 2(Cp,q) + a2(Cgp) = @3(Cpta,a+p)-

La fréquence a3((ptq,q+p) €tant toujours rentrante, et les fréquences aq((pq) et a1((yp) étant
toujours sortantes, on a donc une infinité de résonances ou deux fréquences sortantes engendrent
une fréquence rentrante. Ce type de résonance est exclu dans I’Hypothése 4.7, et notre analyse ne
s’applique donc pas a cet exemple.

4.A.3 Deétails de certains calculs

On détaille ici comment on a obtenu 'équation (4.2.9) de 'Exemple 4.2.1 ainsi que I’expression
explicite des coefficients Ca(p, q,7,5,6), Ca(p,q,7,5,0) et Cs(p,q,1,$,9).
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On cherche a trouver a caractériser la résonance

al,Z(Cp,q) + al,Q(Cr,s) = a3(§p+r,q+s)

pour p, q,r, s dans Z. On remarque d’abord que cette résonance a lieu si et seulement si la relation

51,2<Cp,q) + 51,2(@,5) - §3<Cp+r,q+s)

est vérifiée. En réduisant au méme dénominateur, on établit que cette égalité est équivalente a

£ M+/(p+q)2 M2 + 2pq(6 — 1) + ¢2(6% — 1)
+ M\/(r+5)2M2+2rs(0 — 1) + 52(62 — 1) = (p + 7 + dq + J5).

On passe une premiére fois au carré pour trouver I’équation équivalente

+ 20> <M4(p +q)%(r+5)* + M?[(p+q)* (2rs(6 — 1) + 5°(6° — 1))

+(r+5)? (2pg(6 — 1) + ¢°(6* — 1)) ]

+ 4pars(6 — 1) + @202 = 1)? + 2(pas® + 7sa?) (6% — 1)(5 1))
=M*[(p+q)* + (r+5)*] + M*[2(pg +rs)(6 — 1) + (¢° + s7)(6* — 1)]

—(p+r—q—s)

1/2

On obtient donc aprés une deuxiéme mise au carrée 1’expression (4.2.9) rappelée ici
(4A2) [(p+9)° = (r+5)’] M®+ Cs(p,q,7,5,6) M® + Cu(p, q,7, 5,6) M*

+Co(p, q,7,8,0) M? + (p+ 7+ 8q + 0s)° =
ol

Co(p.q.7,5,0) =2[(p+a)* = (r + 5)°] (2(rs = pg) (0 = 1) + (* = ¢*)(8* — 1)),
C(P7q,7“85 =2[(p+q)* + (r+9)*](p+r+ 6q + 5s)°

— [2(pg — r5)(6 — 1) + (¢* — s*)(6* = 1)]7,
Ca(p, q:7,5,0) :=8(p + 1+ g + 85)* [2(pg +15)(§ — 1) + (¢° + s°)(8* — 1)].

Si maintenant le coefficient dominant de (4.A.2) est nul, c’est-a-dire si (p + q)% = (r + s)2, alors
on a également C¢(p,q,r,s,) = 0.

On détaille maintenant ’obtention de 1’équation (4.2.10). Ici encore la résonance

041,2(<p,q) +a12(Grs) = 041,2(Cp+r,q+s)

advient si et seulement si la relation

glﬂ((p,q) + fl,2(€7‘,s) = fl,Q(Cp—l—r,q-{—s)

est vérifiée, c’est-a-dire si et seulement si ’équation

+/(p+q)> M? +2pq(6 — 1) + ¢>(6% — 1)
+/(r+5)2 M2+ 2rs(6 — 1) + s2(62 — 1)
=+ V(p+qg+r+s)2M2+2(p+r(g+s)(6—1)+ (¢ +52)(02 - 1)
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est satisfaite. Une premiére mise au carré nous donne ’équation équivalente
2M?(p+ q)(r + ) +2(6 — 1)(ps + qr) +2(6% — 1)gs
=+ 2{ M (p+ )+ 5)7 + M2[(p + @) (2r5(6 — 1) + 52(62 = 1)

+ (r +8)*(2pq(6 — 1) + ¢*(6* - 1))}

1/2
+ 4pgrs(6 — 1)2 + q232(52 — 1)2 + 2(10qs2 + rsqz)(é — 1)2(5 + 1)} / ,

puis une deuxiéme mis au carré, aprés de nombreuses simplifications nous assure que celle-ci est
équivalente a I’équation (4.2.10)

(ps — qr)*(1 — M*)(§ —1)*> = 0.
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This chapter takes interest into the (in)-stability of multiphase geometric optics expansions
for weakly stable quasilinear hyperbolic boundary value problems. The formal construction of
such geometric optics expansions goes back to Majda, Artola, and Rosales, in [MR83; MR&84;
AMS8T7; MASS|. In this chapter, we prove that, for toy models, this expansion can be unstable, in
the sense that a small perturbation of the boundary forcing term interferes at the leading order
in the asymptotic expansion.

For uniformly stable problems, the construction of a multiphase asymptotic expansion is
performed, for Cauchy problems, notably in [HMRS86| for the linear case, and in [JMR95] for
the quasilinear one. In the case of boundary value problems, [Wil96] studies the semilinear case
with multiple frequencies on the boundary, and the quasilinear case is treated in [CGW11]| for
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one phase on the boundary, the case of multiple phases being addressed in the present thesis
in Chapter 4. In the weakly stable case, that is, when the weak Kreiss-Lopatinksii condition
is satisfied, an amplification phenomenon occurs, as shown in works of Coulombel, Gués and
Williams. The first rigorous construction of a geometric optics expansion in the weakly stable
case is performed in [CG10] for the linear boundary value problem. Nonlinear cases are treated
in [CGW14; CW14] for the semilinar case, and [CW17] for the quasilinear one. In [CGW14;
CW14; CW17], the authors consider one phase on the boundary, and the present chapter intends
to address the extension of [CW17] to the multiphase case. Here, allowing multiple phases on
the boundary permits us to consider a particular configuration of frequencies on the boundary,
which, thanks to the amplification phenomenon, will lead to an instability for the asymptotic
expansion. We show however that, fixing a locus of breaking of the Kreiss-Lopatinskii condition,
this configuration of frequencies creating an instability cannot happen for the example of gas
dynamics. This leaves hope to justify the validity of the geometric optics expansion for the gas
dynamics. This work is divided in three main parts: (i) the derivation of the equations satisfied
by the profiles in the multiphase case, following [CW17]; (ii) the proof of existence of solutions
to the obtained system in an analytical framework; and (iii) the proof of instability for this
system, namely, that there exists a perturbation of the boundary forcing term interfering at a
leading order in the expansion. The general system being out of our reach for the moment, both
for existence and for instability, we treat toy models of the general system of equations for the
profiles.

For the boundary value problem considered in this chapter, the boundary is assumed to
satisfy the weak Kreiss-Lopatinskii condition, namely that the Kreiss-Lopatinskii condition
breaks on a certain locus of the space of frequencies. More precisely, we assume here that the
locus where the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied lies in the hyperbolic region (see
[BGS07, Definition 2.1]). For boundary frequencies for which the Kreiss-Lopatinskii condition is
not satisfied, an amplification phenomenon occurs on the boundary. The idea is to consider a
particular configuration of frequencies on the boundary which will turn this amplification into
a strong instability. For this purpose, we consider a boundary forcing term G oscillating at a
frequency ¢, belonging to the locus where the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied, and
we perturb this boundary forcing term G with a perturbation term H, oscillating at a transverse
frequency v also belonging to the locus where the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied,
of small amplitude compared to the one of G. Then we assume that two well chosen resonance
relations between ¢ and 1 exists, which will allow the perturbation H to ascend towards the
leading order, through repeated amplification and resonances. We study in this chapter the
possibility for such a configuration of frequencies to happen for the isentropic compressible
Euler equations in space dimension 3. We prove that for a particular choice of locus where the
Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied, the configuration of boundary frequencies considered
here is impossible for the Euler system.

The derivation of equations for the amplitudes from the BKW cascade follows the one detailed
in [CW17|. The main difference with the iterative process in the uniform stable case, and in
particular with the derivation of equations in Chapter 4, is that, for boundary frequencies lying
in the locus where the Kreiss-Lopatinski condition is not satisfied, we cannot a priori determine
a boundary condition for incoming profiles. Indeed, because of the weak Kreiss-Lopatinskii
condition, for such boundary frequencies, the traces of incoming profiles are expressed through an
unknown scalar function. For a given order, the evolution equations satisfied by these boundary
terms are derived using equations on profiles of the next order. This is where amplification occurs.
The main difference with [CW17] is that, because of resonances, equations for each profiles and
for boundary terms are coupled with each other. Also, in comparison with [CW17], in equations
for the boundary term of a given order, there is a term involving the trace of a profile of the next
order, which was proven to be zero in [CW17], because resonances were absent in that work. This
results to a highly coupled system. We discuss two points about this system, the existence of a
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solution to it, and creation of an instability.

The existence of a solution to the system of equations for the profiles is proven in an analytical
setting. The aim is to use the abstract Cauchy-Kovalevskaya theorem, whose proof can be found
in [Nir72| and [Nis77]. We use in this chapter the formulation of [BG78]. The system of equations
for the profiles is made of incoming and outgoing equations for interior profiles, whose traces
of incoming profiles are expressed with boundary terms that in turn satisfy coupled evolution
equations on the boundary. As already mentioned, the general system is difficult to treat, so we
consider two different toy models for the study of existence. Both retain only a few profiles (which
are the ones of interest), and remove some couplings between equations. The first one is only
constituted by coupled equations on the boundary terms, and we make this first toy model more
complex into a second one by incorporating interior equations, whose traces on the boundary are
given by the solutions to the equations on the boundary. For the first toy model, containing only
equations on the boundary, the formulation of [BG78| can be applied, using a chain of spaces
quantifying analyticity by means of the Fourier transform. The only difficulty is to show that
a certain bilinear operator appearing in the equations is semilinear in the considered spaces of
functions, and this is a straightforward adaptation of a result of [CW17]. For the second toy
model, incorporating interior equations, the aim is to apply the Cauchy-Kovalevskaya theorem
to the interior equations, seen as propagation equations in the normal direction. Therefore, we
need the boundary terms, solutions to boundary equations, to be analytical with respect to all
their variables: both tangential space variables and time. However, if we apply the classical
Cauchy-Kovalevskaya theorem to the boundary equations, we obtain a solution analytical only
with respect to tangent space variables, and not with respect to time. In unpublished lecture
notes, Clément Mouhot proves a version of the Cauchy-Kovalevskaya theorem with analytic
solutions, but, in this work, the analyticity is not quantified in a space of analytical functions.
Therefore, we need to adapt the Cauchy-Kovalevskaya theorem to obtain analyticity with respect
to all variables for solutions to boundary equations. This is done using the method of majoring
series, and the phenomenon of regularization by integration in time introduced in [UkaOl|, see
also [Mét09; Mor20]. We define for this purpose a chain of functional spaces of analytic functions,
with a formulation adapted from [BG78] to the framework of majoring series, and prove the
result using a fixed point theorem. We also define a chain of functional spaces suited to apply the
Cauchy-Kovalevskaya theorem for interior equations, having constructed analytic boundary terms.
Applying the Cauchy-Kovalevskaya theorem to interior equations in this chain of functional spaces
then presents no difficulty.

To prove that there is an instability, namely, that a small perturbation H of the boundary
forcing term G interferes at a leading order, since the perturbation H is small compared to G,
we consider the linearized version of the general system, around the particular solution of this
system when the perturbation H is zero. We obtain a linearized system with a small boundary
forcing term given by H, and we prove that there exists a boundary term H such that this system
admits a solution whose first order profiles are not all zero. It shows that the small perturbation
H interferes at a leading order for the linearized system, which constitutes an instability. This is
proven by contradiction: we assume that for all boundary terms H, all leading profiles are zero,
and we contradict a certain condition by constructing the second order profiles. As for the part
about existence, we work here with toy models, as the coupling of the general system of equations
is too difficult to handle. The first toy model allows us to construct explicitly the solution to the
linearized system, solving the considered transport equations by the method of characteristics.
For the second one, the coupling is more complex, preventing us to apply the latter method, and
we use a perturbation method and solve equations with a fixed point theorem.

This chapter is organized as follows. First we state the problem that we study here, make
structural assumptions about it, and specify some assumptions and preliminary results about
the oscillations at stake. Then, in a second part, the general system of equations for the profiles
is derived, by detailing the iterative process for the leading profile and then the first corrector,
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and by writing down the general system satisfied by higher order correctors. We proceed in a
third part with the proof of existence of a solution to toy models of this general system. We
start by detailing the obtaining of the first toy model, then defining the functional framework
which will be used, specifying the toy model according to this functional framework, and applying
the Cauchy-Kovalevskaya theorem for boundary equations. Then we detail how this first toy
model is made more complex into a second one, we define additional functional spaces and specify
the second toy model accordingly, and finally we prove existence and analyticity of solutions to
boundary equations, leading to existence of solutions to interior equations, using the classical
Cauchy-Kovalevskaya theorem. The fifth part is devoted to the proof of instability, first by deriving
the linearization of the general system around the particular solution where the perturbation H
is zero, and then by proving, for two different toy models, that an instability is created. Finally,
in a sixth part, the example of isentropic compressible Euler equations in space dimension 3 is
studied.

In all the chapter the letter C' denotes a positive constant that may vary during the analysis,
possibly without any mention being made.

5.1 Notation and assumptions

5.1.1 Position of the problem

Given a time 7 > 0 and an integer d > 2, let Q7 be the domain Q7 := (—o0, T] x R4~ x R,
and wr := (—00,T] x R4~! its boundary. We denote as t € (—oo,T] the time variable, x =
(y,r4) € R¥™1 x R, the space variable, with y € R?! the tangential variable and x4 € R the
normal variable, and at last z = (¢,2) = (¢, y,xq4). We also denote by 2z’ = (t,y) € wr the variable
of the boundary {z4 = 0}. For i =1,...,d, we denote by 0; the partial derivative operator with
respect to x;. Finally we denote as o € R*! and ¢ € R? the dual variables of z € Qr and
2" € wr. We consider the following problem

d
L(u®,0,) u® := Ot + Z Ai(u®) Oiu® =0 in Qp,
i=1
(5.1.1) Buj, o= e2g® +eMpe on wr,
u|€t<0 =0,

where the unknown v is a function from Q7 to an open set O of RN containing zero, N > 1, the
matrices A; are smooth functions of O with values in My (R), the matrix B belongs to M v (R)
and is of maximal rank (integer p > 1 will be made precise below).

The boundary term is a superposition of a reference forcing oscillating term €2 g° (of charac-
teristic wavelength €) and a smaller, transverse, oscillating term e h® with M > 3, namely, for
2 € wr,

(5.1.2a) F) =G (;/, Zlf) ,

(5.1.2b) he(2) = H (z’, Zlf) :

where G, H are functions of the Sobolev space of infinite reguarity H°°(R? x T), are zero for
negative time ¢, and with boundary frequencies ¢, 1 given in R?\ {0}. Frequencies ¢ and 1) are
taken linearly independent over R, that is, 1 ¢ Rep. We denote by ¢ the couple ¢ := (¢, 7). In
this paper we wish to place ourselves in the framework of weakly nonlinear geometric optics.
Usually to obtain this framework the amplitude of the boundary forcing term must be of order
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O(e). Here, because we will assume that the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied for
¢ (and 1), an amplification phenomenon will happen at the boundary for this frequency, so a
forcing term of amplitude of order O(£?) should be chosen on the boundary. This scaling has
been studied in [AM87; MR83; MR84; CW17|. Note that if we set h® = 0 in system (5.1.1), we
obtain the system studied in [CW17].

To simplify the equations and computations we assume that the coefficients are affine maps,
that is, for j =1,...,d,

We make the following structural and classical assumption on the boundary.

Assumption 5.1 (noncharacteristic boundary). The boundary is noncharacteristic, that is,
matriz Aq(0) is invertible.

To simplify the equations and the computations we will study here the case M = 3, but there
is no apparent obstacle to generalize this analysis to any integer M > 4. For the same purpose
we choose to work with the particular case of 3-dimensional vectors (N = 3) since it is sufficient
in this analysis to create instabilities.

In this paper we study a geometric optics asymptotic expansion for system (5.1.1), namely,
we look for an approximate solution to (5.1.1) in the form of a formal series

(5.1.3) USSP () = Z U, (27 q’(z)),

g
n=1

where the collection of phases ® will be made precise later. The approximate solution is expected
to be of order O(e) because of the weakly nonlinear framework. The aim is to show that, with a
well chosen configuration of frequencies, there is an instability in this asymptotic expansion, in
the sense that, despite its small amplitude order 0(63), the perturbation €3 h° may interfere at
the leading order, i.e. in the construction of the leading profile U;. In addition to this instability,
we will study well-posedness for a toy model associated with the equations for the profiles, and
the possibility for such a frequency configuration to occur in the case of Euler equations in space
dimension 3.

We start by making a series of structural assumptions on system (5.1.1) and detailing the
configuration of frequencies considered here.

The following definition introduces the notion of characteristic frequency.

Definition 5.1.1. For a = (1,1,£) € R x R¥™1 x R, the symbol L(0, ) associated with L(0,0,)
1s defined as
d—1
L(0,0) := 7T+ > 0 Ai(0) + £Aq(0).
i=1

Then we define its characteristic polynomial as p(7,n,&) := det L(O, (7, 17,5)). We say that
a € R4 is q characteristic frequency if it is a oot of the polynomial p.

The following assumption, called strict hyperbolicity (see [BGS07, Definition 1.2]), is made.
Assumptions of hyperbolicity, whether strict or with constant multiplicity, are very usual, see
e.g. |Wil96; CGW11; JMR95], and related to the structure of the problem. Assumption of
hyperbolicity with constant multiplicity, which is more general than Assumption 5.2 of strict
hyperbolicity below, is sometimes preferred like in [CGW11; JMR95]. We chose here to work
with the latter for technical reasons. Recall that we placed ourselves in the particular case where
the size of the system is N = 3.
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Assumption 5.2 (strict hyperbolicity). There exist real functions 71 < 19 < T3, analytic with
respect to (n,€) in RE\ {0}, such that for all (n,€) € R4\ {0} and for all T € R, the following
factorisation is verified

d—1

3
(Tﬁf)—det<71+z7h i(0) +£A4(0 ) H T —7(n,§

=1

where the eigenvalues —1i(n, &) of the matriz A(n,§) = ZZ 1 MiAi(0) + £A4(0) are therefore
simple.

5.1.2 Weak Kreiss-Lopatinskii condition

We define the following space of frequencies

E:={(=(c=7—iv.n) € (CxRTN{0} |y >0},
S={Ce2| P+ + I =1},
Eo:={C€E]y=0},

S = Zo N 5.

We also define the matrix valued symbol which we get when applying the Laplace-Fourier
transform to the operator L(0,0,). For all ( = (o,n) € E, let

A(C) :== —i Ay4(0 (O’I + Z n; A )

The Hersh lemma ([Her63|) ensures that for ¢ in Z\=, the matrix A({) € M3(C) has no
eigenvalue of zero real part, and that the stable subspace associated with the eigenvalues of
negative real part, denoted by E_((), is of constant dimension, denoted p. Furthermore, the
integer p is obtained as the number of positive eigenvalues of the matrix 44(0). We denote by
E. (¢) the unstable subspace A(() associated with eigenvalues of positive real part, which is of
dimension 3 — p.

In [Kre70| (see also [CP82] and [BGS07]) it is shown that the stable and unstable subspaces
E extend continuously to the whole space Z in the strictly hyperbolic case (Assumption 5.2).
We still denote by F4 the extensions to =Z. The hyperbolic region, denoted by H, is defined as the
set of frequencies ¢ such that matrix A(¢) has only purely imaginary eigenvalues.

The following assumption is very structural to the problem (see for example [CG10, Assummp-
tion 2.5|), and is the one which allows amplification on the boundary, and thus instability.

Assumption 5.3 (weak Kreiss-Lopatinskii condition).
o Forall( € 2\ Ey, ker BNE_(¢) ={0}.
o The set Y := {C € Xg|ker BN E_(C) # {0}} is nonempty and included in the hyperbolic
region H.

e There exist a neighborhood V of T in X, a real valued C* function k defined on V, a basis
Ei(C),...,Ep(Q) of E_(¢) and a matriz P(¢) € GL,(C) which are of class C* with respect
to ¢ € V such that, for all { inV,

B(EI(C)EP(C)) = P(() diag ('7+il€(§)717"'71)'

Remark 5.1.2. First point of Assumption 5.3, requiring that ker BNE_({) = {0} for all { € =\ =,
implies in particular that p, the rank of B, equals p, the dimension of E_({). These two equal
integers will be denoted by p in the following. Assumption 5.5 below sets furthermore the integer
p = p to be equal to 2.
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The so-called Kreiss-Lopatinskii condition is the first point of Assumption 5.3 that stands in
=\ Zo, and the next two points detail how this condition breaks on the boundary Zy of E (for
the uniform Kreiss-Lopatinskii condition to hold, equality ker BN E_({) = {0} is assumed to
be satisfied everywhere in Z, see [Kre70]). The second point asserts that the Kreiss-Lopatinskii
condition breaks only in the hyperbolic region H, and the third one ensures that when it breaks,
the space ker BN E_(() is of dimension 1, and that the default of injectivity of B on E_(() is
parameterize by the C* function k. In particular, x must be zero on Y, and nonzero on ¥y \ T.

Together with Assumptions 5.1 and 5.2, Assumption 5.3 ensures that for all € > 0, system
(5.1.1) is weakly well-posed locally in time (which depends on €). A proof of a similar result, for
characteristic free boundary problems can be found in [CS08|. Indeed, the three assumptions 5.1,
5.2 and 5.3 are stable under small perturbations around the equilibrium, see [BGS07, Section 8.3|.

5.1.3 Oscillations

The notion of incoming, outgoing and glancing frequencies is now introduced.

Definition 5.1.3. Let a = (1,7,&) € R\ {0} be a characteristic frequency, and k the integer
between 1 and 3 such that T = 1,(n, &). The group velocity vo € RY associated with « is defined as

Vo '= Vn,f Tk(777 5)

We shall say that a is glancing (resp. incoming, outgoing) if Octi(n, &) is zero (resp. negative,
positive). When « is not glancing, the vector field X, associated with o is defined as

—1 —1
14) Xoi=———7— - -
(5.1.4) Fern(n©) (. €)

Lax lemma, see Lemma 5.1.10 below, ensures that these constant coefficients scalar transport
operators X, appear naturally in the equations satisfied by the profiles arising in weakly nonlinear
asymptotic expansions (see [Raul2|).

We describe now a decomposition of the stable subspace E_(() for ¢ € =y, that uses strict
hyperbolicity (Assumption 5.2).

(3~ va- V) (0 = Vure1.) - 9 = Oemi(n,€) 0, ).

Proposition 5.1.4 (|Wil96], Proposition 3.4). Consider ¢ = (1,1) € Zy. We denote by i &;(()
forj=1,..., M(C) the distinct complex eigenvalues of the matriz A((), and if £;(C) is real, we
shall denote by a;(C) := (7,n,§;(T,n)) the associated real characteristic frequency. If £;(C) is
real, we also denote by k; the integer between 1 and 3 such that T = 74,(n,&;(C)). Then the set
{1,2,..., M(C)} decomposes as the disjoint union

(5.1.5) {1,2,..., M(Q)} = G(O UZ() UP(() UO) UN(C),

where the sets G(C), Z(C), P(C), O(C) and N({) correspond to indexes j such that respectively
a;(C) is glancing, a;(C) is incoming, Im(&;(C)) is positive, a;(C) is outgoing and Im(&;(C)) s
negative.

Then the following decomposition of E_({) holds

(5.1.6) E(O=P F e @ e P F(©.
7€G(¢) JER(Q) JEP(C)

where for each index j, the subspace EJ_(C) 1s precisely described as follows.

i) If j € P((), the space E’ (€) is the generalized eigenspace A(C) associated with the eigenvalue
i&5(¢)-
i) If j € R(C), we have E” () = ker L(0, aj(€)), which is of dimension 1.
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iii) If j € G(C), we denote by n; the algebraic multiplicity of the imaginary eigenvalue i&;(().
For small positive v, the multiple eigenvalue i&;(T,n) splits into n; simple eigenvalues,
denoted by sz(T —iv,m), k =1,...,nj, all of nonzero real part. We denote by p; the

number (independent of v > 0) of the eigenvalues Zf]k(T —iv,m) of negative real part. Then

E () is of dimension p; and is generated by the vectors w satisfying [A(¢) —i&; ()M w = 0.
Furthermore, if nj is even, p; = n;/2 and if nj is odd, p; is equal to (nj—1)/2 or (n;+1)/2.

Likewise, the unstable subspace E.(C) decomposes as

(5.1.7) EB E)e @ Eoe @ ELQ,

JEG(¢ JES() FEN(C)
with similar description of the subspaces Ei (€). In particular, if the set G(C) is empty, then
C*=E_(¢) ® E+ ()
For ¢ € Ey, we denote by C(() the set of indices such that «;({) is real characteristic, that is
C(Q) :=Z(QUO(C) UG(C).

Definition 5.1.5. A frequency ¢ in =g is said to be glancing if there exists j = 1,..., M(C) such
that o (C) is glancing, i.e. if G(C) is nonempty, hyperbolic if A(C) has only purely imaginary
eigenvalues, that is if P(C) UN(C) is empty and mixed if P(¢) UN(C) is nonempty. We shall
denote by G (resp. H, EH) the set of glancing (resp. hyperbolic, mized) frequencies.

Definition 5.1.6. For ( € =y not glancing, according to Proposition 5.1.4, we have the following
decomposition of C3:

EBE] e P EQe D E© @E]

JjeEO(C FEN(C) JEZ(C) JjEP(C

In that case we denote by I1°(C) the projection from C3 on the stable elliptic component E° ({) :=
Djep) B (C) according to this decomposition.

The following result is adapted from [CG10, Lemma 3.2] to the case of mixed frequencies.

Lemma 5.1.7. For all { € Zg nonglancing, the following decompositions hold

(5.1.8a) = P kerL(0,05(Q)) ® I
JEC(Q)

(5.1.8b) = @ A4(0) ker L(0,0;(¢)) & Aq(0) F,
JEC(Q)

where F¢ is the generalized eigenspace of A(C) associated with the eigenvalues of nonzero real part.
Furthermore, if we denote by Pj(C) and Pr, (resp. Q;(¢) and QF,) the projectors associated with
the decomposition (5.1.8a) (resp. (5.1.8b)), then we have

(5.1.9) Im L(0, a;(€)) = ker Q;(¢),
for all 7.

In [CG10], the result is proven only for frequencies ¢ hyperbolic, and the proof is slightly simpler
using directly the diagonalizability of matrix A(¢). Here the matrix is only block-diagonalizable,
and we have to deal with eigenvalues of nonzero real part.
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Proof. The two decompositions come from the block-diagonalizability of matrix A((), the fact
that ¢ is not glancing and the invertibility of matrix A4(0). Indeed, for any nonglancing frequency
¢ € Zp, there exists therefore an invertible matrix 7'(¢) such that T'(¢) A(¢) T(¢)~! is the block
diagonal matrix

T(O) A T) ™ = diag (i€1(C), - - - im (€), A ()

where the £;(¢) are real scalars, and the spectrum of the block A+ (¢) is contained in C\ iR. The
proof decomposes in two main steps. First we construct a sequence of diagonalizable matrix
converging toward A((), in order to be able to adapt the method used in [CG10|. Then using
projectors defined for this sequence of matrix, analogous to P;(¢) and Q;(¢), we are able to prove
relation (5.1.9), using diagonalizability.

Step 1. We consider a sequence (A% (¢))rso of diagonalizable matrices converging toward
A4 (¢). For k > 0, we denote by Tj(¢) the invertible matrix such that

Ti(¢) AL (Q) Th(¢) ! = diag(idn, . . -, iAg—m, ).
We also denote by Tj(¢) the block diagonalizable matrix
T(C) = diag(Im,, Tk(Q)),
and we finally define, for k > 0 the matrix A*(() as
AR(Q) == T(Q) Tw(¢) diag (i€1(C); - -+, 1me (C)y i1, -+, idg—m) To(O) T T(C)

Note that the sequence (Ak(C))k>0

converges toward A(¢). Using this diagonalizability we get the two following decompositions of
C3, for k > 0:

is by definition a sequence of diagonalizable matrices which

me 3—m¢
(5.1.10a) C3 = @ker (.Ak( — & (¢ @ ker .Ak — i\ )
. 3—mg¢
(5.1.10D) = @Ad 0) ker (A*(¢) — i&;(O)I) & @D Aa(0) ker (A*(¢) — iNT).
j=1

First we note that, by definition of the matrix A¥(¢), the eigenspace ker (A*(¢) — i&;(¢)I) is
equal to kerL(O, ozj(C)) and that

3*177,4'

P ker (A¥(¢) — i) = F,
j=1

Thus we define the projectors Pi’j(C) (resp. Qlij(C)) on ker (A*(¢) — i\;I) (resp. A4(0)
ker (A*(¢) — iA;I)) associated with the decomposition (5.1.10a) (resp. (5.1.10b)). According to
the previous remark we then have

(5.1.11a) I=PQ)+ 4 P (Q)+ PENQ) + -+ PLT(Q)
(5.1.11b) = Qi)+ +Qm(Q+QE QO+ + Q™).

Step 2. For jo between 1 and m¢, analogously to L(O, aj, (C)), we define

Ly, (0, s () := i44(0) (Ar(C) — i&5(O)T).
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By definition and since the following relation is satisfied

L(0,05,(¢)) = iAa(0) (A(Q) — i€, (O)1),

the sequence (Lj (O,OéjO(C)))k>0 converges to L(0,a;,(¢)). We consider Ly (0, aj,(¢)) X an
element of Im Ly, (0, avj, (¢)) with X € C?, and the aim is to prove that it belongs to ker Qj,(¢). The
latter is a closed space, so, since the sequence (Lk (0, ozjo({)) X) pso converges to L(O, ajy (C)) X,
it will follow that Im L (0, aj, (¢)) C ker Qj,(¢) and the conclusion then infers because of equality
of dimension of the two spaces.

We have, by definition of the projectors P;(¢) and Pfj (¢) and because of the decomposition
(5.1.11a),

me 3—m¢
Lel0(0) X = i44(0)(A(6) — i3, (ON { 3P0 X + > b x}
7j=1
me 3—mg¢ 4
= i4a(0) D (i&(0) = i&n(O) Py (Q) X +iAa(0) D (iA(C) — i () PEY(Q) X,
T =
and the last term belongs to
3—mg¢
@Ad 0) ker (A¥(¢) — ig;(¢ @ Ag(0) ker (A*(¢) — iMT) = ker Qo (€),
J#Jo
concluding the proof. O

The interest is now made on the frequencies created on the boundary and then lifted inside
the domain. Recall that we considered a quasi-periodic boundary forcing term of frequencies ¢/e
and 1 /e, with ¢,4 € R?\ {0}. In the following we will make restricting assumptions on ¢ and v
in order to obtain a particular frequency configuration, eventually creating an instability.

By nonlinear interaction, frequencies ¢ and 1 on the boundary create the following lattice of
frequencies on the boundary:

Fo=pZ®YZL.

To avoid the complications induced by the glancing modes, we assume that there is no glancing
frequency in F3 \ {0}. This is a common assumption, see [CG10; CGW11].

Assumption 5.4. We have
(fb\{O}) ng=20.

To parameterize F;, we introduce the following subset of Z2 \ {0}:

By = {(nl,ng) € 7? \ {0}

no A no 1
ny>0 or nq=0,n9>0["

of couples of coprime integers of which the first nonzero term is positive. Then, each frequency
¢ :=n1p+n2 of F\ {0} is parameterized in a unique way by ng := (n{,n9) € B2 and \ € Z*
such that (n1,n2) = X (nd, nd).

In the following, we will allow ourselves to alternate without mentioning it between the
following representations of a frequency of ¢ € F \ {0}: n = (n1,n9) in Z? \ {0} such that
(=n19+n29Y and ng = (né,n%) in Bz2 and X in Z* such that n = Ang.

Because of the hyperbolicity of the system, boundary frequencies ¢ of F; are lifted into
frequencies (¢, ¢) inside the domain, which must be characteristic frequencies due to polarization
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conditions. Furthermore, frequencies (¢,£) with Im¢& < 0 are excluded to obtain bounded
solutions, and we have already discarded glancing frequencies by Assumption 5.4. Therefore, the
set F of frequencies inside the domain is given by

F={0}u{(¢.&(Q) [ ¢ F\{0},j €CQOUPEQ)}-

The following assumption details the configuration of frequencies which is assumed to hold in
order to create an instability. It is a generalization to our case of [CW17, Assumptions 1.7 and
1.9], where the only frequency of the problem, ¢, was supposed to be nonresonant, hyperbolic,
and in Y. Assumption 5.5 below requires in particular that frequencies ¢ and 1 are nonresonant !,
hyperbolic, and in T. We additionally assume two resonances between frequencies lifted from ¢
and v to hold, which will eventually allow us to create an instability.

Assumption 5.5. There exists a frequency v in Fp \ {0} defined by
Ao+ Ay +v=0

with coprime integers Ay, Ay, such that (—Ay, —Ay) is in Byz, and such that the following conditions
hold.

i.) Frequencies ¢, v and v are in the hyperbolic region H.

ii.) Frequencies lifted from yp,v,v, denoted by pj,v;,v;, j = 1,2,3 are such that ¢;,v;,v;,
J =1,3 are incoming frequencies and p2, s, Vs are outgoing frequencies.

iti.) We have Fy 'Y = {p, —p, 9, =} (so in particular we have p,9p € T and v € Z9 \ T).

iv.) The following two resonances hold:

(5112&) )‘tp Y1+ )\¢ Y1+ 1o =0,
(5.1.12b) )\Spg03—|-)\¢’¢2+V2 =0.

v.) There is no other resonance between frequencies inside the domain. More precisely, if there
exists a resonance relation of the form

Arog +Aeag +A3a3 =0,

with A1, A2, A3 € Z* and a1, s, a3 € F \ {0} noncolinear, then, there exists \ € Z*, such
that up to a renumbering, A\ = Ay, Ao = Ay, A3 = X and (a1 = 1, oo = Y1 and
a3 =1v2) or (a1 = 3, ag = P2 and a3 = vy).

Frequencies lifted inside from frequencies ¢, ¢ and v are depicted in Figure 5.1. There is
an amplification in the lifting of ¢ and 1 because these frequencies are in the region T where
the Kreiss-Lopatinskii condition is not satisfied, in contrast to v. Amplification arise since, for a
frequency in T, there is an ascent of small amplitudes toward higher one, namely, a boundary
source term of order O(s”“) occurs in the equations for the profile of order O(e"). Therefore,
when amplification occurs, inside profiles lifted from boundary terms of order O(s’”’l) are one
order higher, namely O(e”).

Remark 5.1.8. — Point i.) of Assumption 5.5 asserts that each frequency ¢, ¥ and v is lifted
into three real characteristic frequencies inside the domain.

— Point ii.) of Assumption 5.5 implies in particular that the integer p, which is the rank of B
and the dimension of the stable subspace F_(() for ¢ in Z, is equal to 2.

— In relations (5.1.12), the numeration of the frequencies occurring in the resonances (5.1.12) is
arbitrary. For the first resonance (5.1.12a), each of the two incoming frequencies lifted from

1. In the sense that two frequencies lifted from ¢ cannot resonate with each other, and the same for .
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Figure 5.1 — Frequencies lifted from ¢, ¢ and v.

w and v can be chosen. It sets the numbering of the frequencies lifted from ¢ and 1. Next,
for the second resonance (5.1.12b), there is no choice, the incoming frequency lifted from ¢
which occurs in the resonance must be the one which did not occur in the first one, ¢3 in
our fixed numbering, since we already required that A, @1 4+ v2 = —Ay 1, and )9 is the only
outgoing frequency associated with .

— We choose a numbering of a;(() for ¢ = ¢, v, v such that, for any j = 1,2, 3, we have
a;(C) = G,

where the (; are the hyperbolic frequencies defined in Assumption 5.5.

— The condition (—Ay,, —Ay) € By is not restrictive and only relies on permuting the notation
for ¢ and ¢ or —p and . It is made to simplify notation in the following.

A useful notation is now introduced for the resonances.

Definition 5.1.9. For ¢ € {p,¥,v}, and j = 1,2,3, the set R((,j) is defined as the set of
quadruples (C1,C2, 71, 7J2) in {p, ¥, V}2 x {1, 2, 3}2 such that the following resonance holds

A¢ i (Q) + Agy vy (C1) + Ay @, (G2) = 0,
where we have denoted A\, := 1.

For example, we have, according to Assumption 5.5,

R(QO, 1) = {(w7V7 172)7 (Vvl/}?z? 1)}7 ’R(907 2) = ®7 R(QO,B) = {(w7V7 3, 2)7 (V7¢7273)}7 and
R<V> 2) = {((pa¢7 L, 1)’ (%%372)7 (wy% L, 1)7 (¢7‘P72a3>} :

We conduct now a formal discussion on how the configuration of frequencies ¢;, ¥; and v;,
j =1,2,3 and the two resonances (5.1.12) are expected to create an instability, as represented
in Figure 5.2. First, the boundary profiles 2 ¢° and €3 h® of frequencies ¢ and ¢ in (5.1.1)
create, because of the amplification due to the breaking of Kreiss-Lopatinskii condition for those
frequencies, incoming interior profiles of frequencies @1, @3, and 1, ¥3 of orders respectively
O(s) and 0(52). Then because of the resonance relation (5.1.12a), the profiles associated with
1 and 11 resonate to create a profile of outgoing frequency v» and of order 0(52) 2. This profile

2. One of the quadratic term in the equations has a factor 1/ in front of it, because the product A;(u®) d;u®
involves a derivative which counts as 1/¢ for oscillating wave packets at frequency of order 1/¢.
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interacts, through resonance relation (5.1.12b), with the one of frequency (3 and of order O(e),
which is lifted from the boundary forcing term £? g°. This resonance leads to a profile of frequency
1o and amplitude 0(82), which is an outgoing profile, so a reflection and thus an amplification
occur. Indeed, it creates a boundary profile of frequency v and order O(£2): we obtain instability.
Indeed, this boundary profile creates, through amplification on the boundary for 1, a profile
of frequency 11 and order O(e), which is one order higher than the profile of frequency ¥; we
started with. Iterating this process leads to an explosion.

47
- \\
x/ 671 )
‘ L T
91 e Uy
@ \1/\671 \I
\ /
/ Cb%/“ -
1 f 2 NV ¢ et Tt
1 €
2 NY
€ é wr
Y
( \
Legend
. . Order of profile’s
—_— 2
© Amplification A/\N\» Boundary profile € amplitude
': ) Resonance —— Interior profile

Figure 5.2 — Creation of instability through amplification.

We make now a small divisors assumption, which is adapted from [CW17, Assumption 1.9].
This assumption is needed only for frequencies for which the uniform Kreiss-Lopatinskii condition
is not satisfied, so, in our case, for ¢ and . Analogously to [CW17, Assumption 1.9], it requires
a polynomial control of the determinant of the symbol associated with combinations of incoming
frequencies, using the fact that frequencies lifted from ¢ do not resonate, and the same for 1.
The formulation is simpler than the one of [CW17, Assumption 1.9] since in our case there is
only two incoming frequencies, so the only possibility for a combination of it is A1 + Azps, with
A1, A3 € Z*, and the same for 1.

Assumption 5.6. There exists a constant C > 0 and a real positive number mgy such that, for

C =, for all A\, \3 € Z*,
|det L(0, A1 &1+ A3 G3)| = C|(A1, Ag)| ™.

Finally, we define several vectors associated with the previously introduced eigenspaces. For
in 7 \ {0} and j € C(¢), we denote by 7¢; a unit column vector of the one dimensional space
kerL(O, Q; (C)), and £¢ ; a row vector such that

(5.1.13) lei L(0,aj(¢)) =0
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with the following normalization: for all ¢ in F3 \ {0} and for all j, 7" in C({), we have

(5.1.14) lej Aa(0) e = b))

The projectors P;(¢), Q;(¢) (defined in Lemma 5.1.7) and the vectors r¢ ; and £ ; are chosen
to be homogeneous of degree 0 with respect to (. Accordingly, we define the partial inverses R¢ ;,
which satisfy, for ¢ in F3 \ {0} represented by ng, A in Bgz x Z*,

(5.1.15) Rej L(0,05(¢)) = L(0,04(C)) Rej = A (1 — Pe ).

Consider ¢ € T. Assumption 5.3 asserts that the space ker BN E_(() is one dimensional, so
we denote by e; a unit vector in this space. Now, since, according to the same assumption, T is
included in the hyperbolic region H and because of Proposition 5.1.4, we can decompose e; as

(5.1.16) ec= Y e
JEL(C)
with e ; € Spanr¢ ; for j € Z(¢). We also denote by b a vector of C? such that

(5.1.17) BE_({)={X € C*|b.- X =0},

that is, a nonzero vector of ker tB‘Ef(O, which is of dimension 1. Notation b - X refers to the
complex scalar product in C2.

Using vectors 7¢ ; and £ ;, we have the following lemma, analogous to the one of [Lax57].
The proof of this particular result can be found in [CGW11], and is recalled here for the sake of
clarity.

Lemma 5.1.10 ([CGWI11, Lemma 2.11]). For ¢ € Fp \ {0} and j € C(¢), we have
Cej L(0,9:) ¢ = Xay(0)s
where X, ¢y ts the vector field defined in Definition 5.1.5.

Proof. Denote by k the integer between 1 and 3 such that, if a;(¢) = (7,n,€), then 7 = 7(n, ).
Since ¢ € Fp \ {0}, the frequency ( is not glancing, so, according to definition 5.1.3, we have
O¢Ti(n, &) # 0. Therefore, according to the implicit function theorem, the function ¢’ — &;(¢’) is
differentiable near ¢. Indeed, ¢; is such that, if (' = (7/,7),

(5.1.18) m(n, & (7)) =7 =0.

Therefore3, seen as a function of ¢, the vector r¢,; is also differentiable with respect to (.
Differentiating relation (5.1.18) even proves the following relations:

_aink (777 g)

1
(5.1.19) Or&i(Tin) = 5———= 8771,5]‘(7'777) - e (1, €)

 Oemi(n, )’

Now, differentiating the relation

Vp=1,...,d—1.

L(0, (7,n,&;(7,m))) ¢, = 0

with respect to 7 and 7,, p=1,...,d — 1, and multiplying on the left by /. ;, gives

gC,j reg OT@- (7‘, 77) gC,j Ad(O) e = 0,

3. Here we extend the definition of r¢ ; to any frequency ¢ in 2\ G.
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and, forp=1,...,d—1,

ECJ Ap(O) reg Tt 6,7p§j (1,m) ECJ Aq(0) r¢; = 0.
With relations (5.1.19), the result follows. O

The following result could be seen as an analogue to Lax lemma, for the boundary. Indeed, it
asserts that a certain operator appearing in the boundary equations is actually a linear transport
operator with constant velocity. The result is due to [CG10], and its technical proof is not recalled
here.

Lemma 5.1.11 (|[CG10, Proposition 3.5]). Let ¢ = ¢,1), and recall that k is the scalar function
of the weak Kreiss-Lopatinskii condition, see Assumption 5.53. Then, there exists a nonzero real
scalar B¢ such that

d—1
b B (Ren 10, 0:) eca + Res L0, 82) ecis) = Be | 0rk(C) 01+ 0y,(C) B,
j=1

Moreover, the coefficient 0-k(C) is equal to 1.

Remark 5.1.12. In particular, the previous result ensures that the operator b¢ - B (Rc’l L(0,0.) ec1
+ R¢ 3 L(0,0.) egg) is tangent to the boundary.

5.2 Derivation of the system

This section is devoted to the derivation of the general system studied in this article. We
start by detailing the ansatz we choose here, and by displaying the WKB cascade associated with
system (5.1.1). Then we proceed by trying to decouple this cascade for the profiles.

5.2.1 Ansatz and WKB cascade

The ansatz for each amplitude U, of (5.1.3) must allow to consider both oscillating modes
(associated with characteristic frequencies «;(¢) for ¢ € F3 \ {0} and j € C(()) and evanescent
modes (associated with evanescent frequencies () for ¢ € F \ {0} and j € P({)). We define
at this purpose the following spaces of profiles. We denote by T the one-dimensional torus.

Definition 5.2.1. The space of evanescent profiles Py’ is defined as the set of functions UV of

Cp (R;d, H>(Qp x T2)) which converge to zero as xq goes to infinity.

The space of oscillating profiles Py is defined as the set of formal trigonometric functions in
Xda with values in the Sobolev space H*(Qp x T?), that is, formal series

UOSC(Zv 917 92, Xd) = Z UgSC(z’ 917 92) eiSXd;
£eER

with U™ € H*(Qr X T?) for £ € R.
Finally, Pr is defined as the direct sum

Pr =PreePr.
The ansatz is the following: we look for an approximate solution

! /
VAR A T
USPP(2) 1= of (Z, 4,0’ ¢’ d>

9 9 £
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where the formal series v¢ is given by

(5.2.1) va(z,el,eg,xd) = Z&‘n Un(z,ﬁl,eg,xd),

n>1

where, for n > 1, U, belongs to Pr.

Formally plugging ansatz (5.2.1) in system (5.1.1), we obtain the following WKB cascade *
(see [CW17]) for the profiles (Up,)p>1:

(5.2.2a) L(&g,@Xd) U =0
(5.2.2]3) ﬁ(@g,@xd) U2+L(0,8Z) U1+M(U1,U1) =0

n n—1
(5.2.2¢) L(, 0xy) Unt1 + L(0,0.) Up + > M(Un—tr1, Ur) + 3 N (Unp, Ur) =0,
k=1 k=1

where (5.2.2¢) should hold for any n > 2. In (5.2.2), the fast operator £(Jdp, 0,) and the quadratic
operators M and N are defined by

5(897 8Xd) = L(07 90) 691 + L(Ov w) 892 + Ad(o) axda

M(u’ U) = Ll(u> 90) 6911} + Ll(“v Q;Z)) 8492U + dAd(O) ’ uaxdv

d—1

= Z dAk(O) 7 (ka 891 + i (992)7} + dAd(O) . u@de,
k=1
d
N(u,v) :=Li(u,0,) v := Z dA(0) - u v,
k=1

where we have denoted by, for X in C? and ¢ = ({p,...,C4—1) € R,

d—1 d—1
L(0,¢) == L(0,(¢,0) = > GAk(0),  Li(X,¢):= D (rdAR(0) - X.
k=1 k=1

The boundary and initial conditions of (5.1.1) reads (recall that M = 3)

(5.2.3a) B (Uy)
(5.2.3b) B (Us)

\xd,Xd:O(ZI’ 01’ 02) - O’ B (UQ)
(z’,91,02) == H(Z,,GQ), B (Un)

|xd7Xd:0(Z/’ 017 92) - G(Zla 01)
(Z,a ‘91, 92) = 07 n = 45

| q,xa=0 |q,xa=0

and

(5.2.4) (Un)jeg =0, Vn>1.

16<0

The aim is now to decouple cascade (5.2.2). First we use polarization equation (5.2.2a) to
obtain the form of the leading profile U;, and proceed to show that the mean value U of U is
zero using evolution equation (5.2.2b). Then we need to determine the oscillating part of Uj.
Equation (5.2.2b) leads to a transport equations for each mode. When the equation is outgoing
(that is, when the frequency is outgoing), the transport equation can be solved with a source
term eventually depending on other leading profiles, due to resonances. When it is incoming (i.e.
when the frequency is incoming), we need to determine a boundary condition from first equation
of (5.2.3a). Two cases may occur. If the associated boundary frequency (¢ is not in T, that is,
for ¢ # p,1, we can write boundary condition (5.2.3a) for ¢ as B X = F', where source term F'

4. We have used here the assumption that coefficients A; are affine maps.
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depends on the trace of the outgoing leading profile for this boundary frequency ¢, and where
X (containing traces of incoming leading profiles) belongs to E_(({). Since B is invertible on
E_(() according to Assumption 5.3 and the fact that ¢ ¢ T, this boundary condition B X = F
leads to a boundary condition for traces of incoming leading profiles. The second case is more
complicated. If ¢ € T, that is, if ( = ¢, 1, matrix B is no longer invertible on E_(({). Therefore,
boundary condition B X = F' cannot be inverted, and leads to both a compatibility condition
(which we shall see will over-determine the system), and expressions for traces of incoming leading
profiles for ¢ and v depending on unknown scalar functions a&o and aqlp. Then, to determine these
¢

According to equation (5.2.2b), the first corrector U, is not polarized. But this equation
allows us to determine a formula for its nonpolarized part, depending on the leading profiles. We
write second equation of boundary condition (5.2.3a) with these expressions for the nonpolarized
parts which leads to equations on the traces of the nonpolarized parts, and therefore, equations

on the traces of leading profiles, namely aslo and a}b. However, the system of equations obtained is

1
)

The next step is to obtain equations on the polarized part of the first corrector Us, which is
achieved using equation (5.2.2c) for n = 3. Once again, depending on the frequency, we obtain
incoming or outgoing transport equations with source term depending on leading profile and
first corrector. For incoming equations, when the associated frequency ( is not in T, boundary
condition (5.2.3a) can be inverted to obtain a closed system. Otherwise, when ¢ belongs to T, the
same arguments as for the leading profiles leads to compatibility conditions (that are these time
always satisfied by previous construction) and expressions for traces of incoming first corrector

profiles for ¢ and ¥ depending on unknown scalar functions ai and ai.

Investigating the nonpolarized part of the second corrector Us leads, in its turn, to equations
on aa and ai, depending once again on trace of the second corrector Us, preventing to close the
system. This method applies recursively to any order.

functions a and a}b, we need investigate first corrector Us.

still not closed, since equations on a, and a}p involve traces of the first corrector Us.

5.2.2 Rewriting the equations: leading profile and first corrector

This subsection is devoted to the almost-decoupling of the cascade (5.2.2), (5.2.3) and (5.2.4).
The computations are, for the most part of it, formal. Except for the leading profile, we will
not detail the obtaining of formulas for the evanescent part, as it will not be interesting for the
instability analysis, since all three frequencies ¢, ¥ and v are hyperbolic.

Leading profile

We start by deriving the polarization condition for Uy from (5.2.2a), recalling the analysis of
[Les07]. If we write Uy in Pr as

U1(279aXd) = fsc('z’Q?Xd) +va(za03Xd)
_ Z ZUIIIZESC(Z) ein~9 ei§Xd + Z Urll,eV(vad) ein-e’

nezZm £€R nezm
equation (5.2.2a) reads

Z ZZL(O, (1’1 . C7§)) UIIIESC(Z) im0 o1& xa

neZ? EeER
+ ) {iL(0,n - ¢) + Ag(0) Dy, } U™ (2, xa) €™ = 0.

nez?
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Therefore, on one hand, for the oscillating part, we get L(O, (n - g,g)) Urll’gsc = 0 for every
n € 7%\ {0} and £ € R, so, if (n-¢,€) is noncharacteristic, Urll’gsc =0and if £ =¢;(n- ) for
some j € C(n- (), we find that Ui’gsc belongs to ker L(0,o(n - ¢)) = Spanry.¢ ;. Thus we write

losc 1 )
Un,{ - Jno,j,>\ Tl’l()‘C,])

if n = Ang with ng € By2 and A € Z*, and where Urllo i is a scalar function of €27. On the other

hand, for the evanescent part, we get Uol’ev =0, and, for n € 72\ {0},
Urll’ev(z, Xd) = eXaAm:C) I°(n-¢) Urll’ev(z, 0).
In short, polarization equation (5.2.2a) asserts that U; reads

(525) Ui(z0,xa) =Ur(2)+ Y. > > onis(z)e?mferamOxay
neB,2 jeC(n-¢) NeZ*

+ > XA (n . ¢) Uy (2,0) Y.
nez?\{0}

We start by showing that the mean value Uf is zero, using equation (5.2.2b). The oscillating
part of L(0,0,) Uy + M(Uy,Uy) is given by L(0,0,) Up* + M(UY*¢, Uy*®) and according to (5.2.5)
and the expression of the quadratic operator M, the latter reads

(5.2.6a) LO0,0) U+ > Y D L(0,0:) oy e ePlxay,
neB, jeC(n-¢) AEZ*
(5.2.6b) + Z Z Z Ly (Uf, iAaj(n- C)) Tnc,j Ui,j,,\ A0 SN (n-C)xa

neBb,s jeC(n-¢) \eZ*

(5.2.6¢) + > Y Y Lilracgnirapme Q) ryc

ni,n2€8,2 j1€C(n1-¢) A\1,A\2€Z*
j2€C(n2-¢)
1 1 i (Ani+Aeng)-0 i (A€, (n1-¢)+A285, (n2-¢)) xa
On1,51,71 Tnojo, A € € o 72 )

where, for a = (ag, a1,...,0q) € R and X € C3, we have denoted

d
Li(X,0) =) 0y dAg(0) - X.
k=1

We now isolate the nonoscillating terms in (5.2.6), to obtain a system satisfied by the mean value
Uy. In equation (5.2.6), the terms in the sums in (5.2.6a) and (5.2.6b) are always oscillating
since n € Byz. As for them, the terms in the sum in (5.2.6¢c)are not oscillating if and only if
)\11’11 + )\21’12 =0 and )\1 fjl (1’11 . C) + /\2 §j2(n2 . C) = 0, that iS7 if n; = no, /\1 = —)\2 and j1 = jz.
Therefore, we deduce from (5.2.6) that we have

(5.2.7) L(0,0,) Uy + Z Z Z Li(racgs—iAaj(m-€)) racj opjxom s = 0.
neBb,s jeC(n-¢) \eZ*

By a change of variable A = —\ we prove that the second term in the left-hand side of (5.2.7) is
actually zero, so we have the following linear constant coefficient equation

L(0,0,) Uf = 0.
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With the following boundary and initial conditions obtained from (5.2.3a) and (5.2.4),

* . * o
B(UT)\pynum0 =0 (U)o =0,
we get that the mean value U} satisfies a system which is weakly well-posed, see [Cou05|, with
zero source term, boundary forcing term and initial term, so the mean value U7 is zero.

Since U{ is zero, equation (5.2.2b) now reads, for each nonzero characteristic mode A oj(n - ¢),

with n € Bz2, j € C(n-¢) and X € Z*,

(5:2.8) i L(0,05(n- Q) Uneiy.e) + L(0,02) o jaTnc

. 1 1 _
+ E : Ly (Tnl'Cvjl’Z A2 ajp (12 - C)) Tny-¢,j20n1 51,01 Tnajade = O
(n1,n2,51,52,A1,A2)

where the sum is over the set of 6-tuples (n1, na, j1, j2, A1, A2) in (822)2 xC(ny-¢)xC(ny-¢) x (Z*)?
such that Ajay, (ng - ¢) + Aeaj,(n2 - ¢) = Aaj(n-¢). There are two possibilities for that to happen.

— Either frequencies A1 o, (ng-¢) and A2 o, (ny-¢) are colinear (therefore colinear to o;(n-¢)),
that is to say ny = ny = n and j; = jo = j. This is called self-interaction of frequency
aj(n - ¢) with itself. Note that the obtained frequency Ajc, (n1 - ¢) + Agaj, (2 - €) is then
always real characteristic.

— Or frequencies A1 a;, (n1-¢) and A2 o, (n2-¢) are noncolinear, in which case a true resonance
in the sense of Assumption 5.5 occurs, namely (5.1.12a) or (5.1.12b). For example, if
aj(n-¢) =1y (ie. if n=(0,1) and j = 2), then according to Assumption 5.5, it implies
that A = k)y for some k € Z* and, up to a permutation, n; = (1,0), j1 = 3, A\i = —k\y
and ng = (_>‘<P7 —)\w), j2 = 2, )\2 = —k.

Recall that, for a frequency A( = An-¢ € F, \ {0} with n € Bz2 and A\ € Z*, we alternate from
the representations A ¢ and (A, n), so we shall denote

O'é’j’/\ = Urlth\, Vi=1,2,3,VAeZ".

According to the previous analysis, we can now write the system satisfied by the leading
profiles. For example, for 12 which is involved in resonance (5.1.12b), multiplying equation (5.2.8)
for n = (0,1) and j = 2 by the vector £y » cancels the first term of (5.2.8), according to (5.1.13).
Thus we obtain, for A\ € Z*,

€¢72 L(O, 8Z) 7"¢72 0'1)1[]727)\ -+ E%Q L1 (Tw,g, ¢2) T‘¢72 Z i)\g 0-'5527)\1 0-&1727)\2
A1+A2=A

+ ﬂA:kAJw{Ll (ress —v2) Tv2 + L1 (10,2, —App3) Tso,S} ikobs _kx, Ova—k = 0.

In the left-hand side of the previous equation, the first term, the transport one, corresponds to the
second term of the left-hand side of (5.2.8), the second one, the Burgers type term corresponds
to the self-interaction part of the third term of the left-hand side of (5.2.8), while the last one,
the resonant term, corresponds to the resonance part of the third term of the left-hand side of
(5.2.8). This splitting between transport, self-interaction and resonance terms can be generalized
to any frequency. For ( = ¢, ¢, v, j =1,2,3 and X € Z*, we have

1 ; 1 1
(5:292) Xoy0ljntDej D idaotin olin
A1+A2=A
¢1,01 - 1 1 —
+ Dizk Z Tealia KOG 1 bre, TCrabrg, = O

(¢1,¢2,71,42)
ER(C.5)
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and for other frequencies ¢ € Fp \ {0, p,1, v}, j € C(¢) and \ € Z*,

1 . 1 1
(5.2.9b) Xy 0ljn+Dej Y idao iy 0a, = 0.
A+A2=A

We have denoted, for ( € F, and j € C((), the vector field Xa;(¢) and the self-interaction
coefficient D¢ ; as

(5.2.10a) Xaj(¢) = Lej L(0,02) 1y, Dej=Lej L(rej ai(C) e s
and, for ({1, (2,71,72) € R(¢,J) (in the case ( = ¢, 1, v), the resonance coefficient Jg’]h as
(5.2.10b) Jg:ﬁ = e(,j Ly (rﬁ,jn)‘@ Qg (C2)) T'¢a,j2-

According to the Lax Lemma 5.1.10, the operator ¢ ; L(0,0,) r¢ ; of (5.2.10a) is equal to the
vector field (5.1.4) which has already been denoted by Xa;(¢)» S0 the notation is coherent. In
the following, for ¢ € 7, \ {0} and j € C(¢), we denote by X¢; the vector field X, () and
Vej i= Vay(¢) the velocity vector associated with it.

For all frequencies ( = n - ¢ with n € By except for ¢ = ¢, 9, v, and for all j € C((), since
the frequency «;(¢) does not occur in any resonance, if we denote by aé ; the series

i/\@
0lj(2,0) =Y ol :
NEZ*

then, according to (5.2.9b), we have the Burgers type equation
(5'2'11) Xg,/j Ué,j + DC-j O'é’j(()(_)o‘%,j =0,

along with the initial condition (O‘é’j%:o = 0, which is a nonlinear scalar transport equation in
the half space Qp. If the frequency a;(¢) is outgoing, i.e. if the last component of v¢ ; is positive,
there is no need for a boundary condition, so we deduce from (5.2.11) that O'é’ ; is zero. Therefore,
for A € Z*, we have O’é’ ix=0. The same arguments can be applied for the outgoing frequency
g since there is no resonance for it.

If a;(¢) is incoming we need in this case a boundary condition to determine the trace of
Uék(z, ©) at x4 = 0. From boundary condition (5.2.3a) for the frequency A, A € Z*, writing of
Ui (5.2.5) and the fact that all outgoing frequencies for ¢ have been proved to be zero, we deduce
that

l,ev _
(5.2.12) B Z 050 lmymoTed + BIE(Q) (ULE ) feua—o = 0
JEZ(C

Since A\ € F, \ T (because for now we consider ¢ # ¢, ) and, according to decomposition (5.1.6)
of the stable subspace E_((), the vector in (5.2.12) to which matrix B applies lies in E_(\(),
on which B is invertible, according to Assumption 5.3. Therefore we deduce from the previous
equation (5.2.12), using vectors £¢ ;, that

(5.2.13) (025) (gm0 = 0, Vi € Z(C).

Along with (5.2.11) we get O'%’j’)\ = 0 for all A € Z*. We have therefore proven that for all
frequencies ( = n-¢ with n € B2 except for ( = ¢, 1, v, and for all j € C({) and A € Z*, we have

1 _
o =0
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In the same way we deduce from (5.2.12), using decomposition (5.1.6),

( l,ev

A a0 = 0

so, according to (5.2.5), we can set the evanescent part ULY of U! to be zero.

We now need to determine boundary conditions for the incoming frequencies ¢;, v; and v;
for j = 1,3 as well. For the frequency v we obtain, in the same fashion as before, since v is in the
hyperbolic region H, for \ € Z*,

1 1 1
B ((0410) o T + (0h20) oy T2 + (0h3.0) g T ) = 0,
so, for j = 1,3, according to the normalization (5.1.14),
1 —1 1
(7050) jgym0 =~y Aa(0) (Bip_ ) B(0y2) 1m0 Tv2-
We denote by p, ;, for j = 1,3, the coefficient

(5.2.14) tj = Ly Ag(0) (Bg_)) " BT,

so that, for 7 = 1,3, we have

(5.2.15) (011,]',)\)\”:0 Tvj = Hv,j (U;Q,AM‘M:O Tvj-

For ¢ we have, in a similar manner, since a; 9.y s zero for A € Z*,
1<

1 1 —
B ((USD»L)‘)|$d:0 Tgo’l + (0’@73)>‘)‘de0 r<p73> - 0’
for every \ in Z*, so, according to (5.1.6), the vector in factor of B in the left-hand side belongs
to ker BN E_(y). But since ¢ is in Y, the latter space is of dimension 1 and reads Spane, so
there exists a scalar function a, ) of wr such that,
1 1 1
(0-90717>\) “’Bd:O T(p’l + (0-80737A) |.’L’d:0 T(p73 = a/507>\ 690.

Therefore, according to decomposition (5.1.16) of e, for j = 1,3,

(5.2.16) (U;,j,k)\mdzo Toj = a’glp,/\ €p,j-

Finally the case of the phase ¢ gather the two previous ones. We have, for A € Z*,
B <(Ui},1,>\)\xd:0 Ty,1 + (Uiz,)\)md:o Ty2 + (Ualb,?»,)\)md:o WB) =0.
In particular, because of (5.1.6), it implies
1L
B(0y2) gm0 T2 € I Bip_(y) = (kel" tB|E7(w)> :
Therefore, according to the definition of by, the following necessary condition follows:

bw . B(O-i%l)\)kcdzo T¢,2 =0.
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5

But since the scalar by, - B 1y 2 is not zero®, we necessarily have

(5.2.17) (79.2.) (gm0 = O-

When it is satisfied we can write, in the same way as for ¢, for j =1, 3,
I I
(5.2.18) ((T,l,‘j‘/\) g0 T = Gap ) €95

with ay y a scalar function of wr.

At this point we have obtained a constant coefficient equation for U}, and transport equations
(5.2.9a) and (5.2.11), associated with (when incoming) boundary conditions (5.2. 13) (5.2.15),
(5.2.16) and (5.2.18), but the last two ones are expressed through scalar functions ac y which are
still to be determined, so the system is not closed at this stage. Also note that condition (5.2.17)
might raise an issue of over-determination of the system.

To determine the equations satisfied by coefficients a}p’ , and a}p, »» we need to study the
nonpolarized part of the first corrector Us.

Nonpolarized part of the first corrector

For the first corrector we no longer have a polarization condition such as (5.2.2a), so nonchar-
acteristic modes may appear through quadratic interaction of characteristic modes. Thus the
first corrector Uy reads

D) = Ui+ Y Y 3 DR An s
neB,s jeC(n-¢) AeZ*

+ Z Z Ui:iv(%xd) ei)\n-G + UQ,HC(Z’ ‘9’ Xd)’
neB,s A\eZ*

where U is the mean value of Uy and U?%¢ corresponds to the noncharacteristic modes. According
to (5.2.2b), the noncharacteristic part U1 satisfies (since there are only characteristic modes in
L(0,0,) Uy),

(5.219) L9, 0y) U™ =~ > Li(r,jur () Tergn iX2 08, iy 2y 08, iy g

(¢1,62,51,32,
A1,A2)ENR

etAmi+Aonz)-0 Ji(Ai&j, (C1)+A285,(C2))xa

where N'R denotes the set of 6-tuples ({1, (2, 1,72, A1, A2) such that the frequency

A1 oy (C1) + A2 vy (C2)

is noncharacteristic (which is such that there is no resonance). Note that in (5.2.19), only occur
the boundary frequencies p, v and v, since for all the others, the first profile is zero. Since all
frequencies in U?"° are noncharacteristic, equation (5.2.19) determine U™ totally. Indeed, for
cach mode of noncharacteristic frequency A aj, (C1) + A2 v, (C2) with (1, G2, 41, J2, A1, A2) € NR,
the operator £(9y, dy,) reads i L(0, \1evj, (¢1) + A2atj, (¢2)), which is an invertible matrix.

Since for every boundary frequency ( =n- ¢ € Fp \ {0, ¢, 9, v}, the oscillating profile UC ix
is zero for j € C(¢) and X\ € Z* and since there is no resonances generating theses frequencies,
according to (5.2.2b), the profile U> OS; satisfies

L(0,0;(¢)) UXSS =0,

n,j,

5. the linear form by - B is not uniformly zero and is already zero on two of the three vectors ry 1, 74,2 and
4,3 constituting a basis of C3, so cannot be on the third one
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so it is polarized, and we denote by O'g ix the scalar function of Q¢ such that

2osc_
Ung)\ chﬂ’c,y

With the same arguments as for the leading profile, we get the following polarization condition
for the evanescent part: Ug Y =0, and, for n € Z2\ {0},

U2 (2, xa) = XA O T (n - ¢) UZ(2,0).

Therefore, Us reads as the more precise following way,

(5.2.20)  Usx(z,0,x4) = + > Y Y 23& ) eiAnd GiAg (¢ xa

neB,2 jeC(n-¢) AeZ*

+ 33 AT (- Q) UR (2,0) A 4 U255, 0, xa).
nEBZQ ANEZ*

Writing down boundary equation (5.2.3a) for Us will lead to equations on boundary terms
a, and a . us we need to determine the nonpolarized part of the amplitudes associated wit
}pd}bTh d to d ine th larized f th litud iated with
frequencies lifted from ¢, 1, v. For ( =n-¢ € {c,o,?j), v}, j=1,2,3, and X € Z*, from polarization
equation (5.2.2a), we get, (using the notation UC ]OS)\C = Uﬁ’;?s;),
i L(0 a'(C))UZ(?SC:— L(0,0.) ol \r Li(rcj, aj(Q)) ¢, Z iXgOF i\ OF
» B CghA CaA T¢I T (G, Ay ¢,J 20¢.5X01 9¢,5,)
A1+A2=A
= =k, Z ik {Ll (TQ g1 Az Wiy (C2)) T¢2,52
(€1562,51,52)
ER(¢:)
1 1
+ L1 (r¢a,jas Ay @5, (C1)) 7“41,3'1} T g1—kAe, T¢arja,—kAcy "

Then we multiply this equation on the left by the partial inverse R ; to obtain, according to
relation (5.1.15),

(5.221) QX (I-Pc;) UZSY =

1 - 1 1

— R L(0,0:) 0l jarey — Rej In(re g ai(Q)) rey Y. ihaolin 0l
A1+Aa=A
— Rej ]1>\:k:)\¢ Z ik {Ll (TCLJ& s AGy Oy (CQ)) T'¢a,j2
(C1,¢2,71,42)
€R(C,4)
1 1
+ L1 (r¢a.as Ay @51 (G1) 1o } TC11,—kAe, PCasja,—kAey

We now write the boundary conditions for the first corrector Us, for the frequencies ¢ and 1.

Note that since ¢ is in the hyperbolic region, the stable elliptic component E° (¢) is zero,
so II¢(¢) is also zero. Therefore, boundary condition (5.2.3a) for mode ¢ reads, according to
equation (5.2.20),

(5.2.22) BPp1 (Uz1.0) 1pyamo + B Po3 (Uz) 1nyxumo

+B (I — Pp,1) (Ué,l A)\xd Xd=0 +B(I - FPpp) (U‘P 3 A)‘wd,XdZO

+B (U, +B(UZY)

<p2/\)|mdxd 0 G)\a

|zq,xa=0
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where we have expanded the source term G in Fourier series as

Z G 2)\9

AEZ

and where we have denoted by U 2 nC the sum of all the terms of U?"° of which the trace on the

boundary of the associated frequency is equal to Ay, namely,

2, -1
U == Y L0, May, (G) 420 () Lalrey jur @5 (€2) Teoiin A2 08, juaa Ol ioe

(417C27j17j27
A1, A2)ENR
A1¢1+A2(2=Ap

etAmi+Aonz)-0 Ji(Ai&j, (C1)+A285,(C2))xa

We investigate now which frequencies occur in this sum. If we denote by, for¢ = 1,2, {; = m;ep+n;0
with (m;,n;) € Byz, since there are only frequencies lifted from ¢, 1, v in N'R, we necessarily
have (m; = 1 and n; = 0) or (m; = 0 and n; = 1) or (m; = A, and n; = Ay). In this notation, the
condition A1{1 + A2l = A is equivalent to

ALy +Agmo = A
Aing 4+ Aang =0,

and using that A\, Ay are coprime integers, we find that this system admits the following solutions

(ml,n ) ( ) ) (mlvnl) = (07 1) (mbnl) ( )
(m27n2) ( ) ) ) (m27n2) = ()‘tpv)‘w) , and (m27n2) ( )
)\1 +)\2 =A ()"/\17>‘2) = k()‘@7_>\¢71) ()‘7>‘17)‘2) ( )

Selecting only 6-tuples of N'R, we obtain that U 2, I;C is equal to

,nc —1
(5223) U2 oA ]l)\ k)\ Z (0, k’l/jl — )\wk"gZJjQ) {)\¢ Ll(rl/,jlvw]é) T‘wd‘Q
J1,j2=1,2,3
(J1,52)#(2, )7(2 2)

, , 1 1
— Li(ry.jo, Vi TV,J1} koyj k O, ja,—Apk €

- Z L(0, A1 + >\2903)_1{>\1 Li(ryp3,01) re,1
A1+Aa=A

1 1
+ X2 Li(rp1,93) o3 } 01,01 T30 €

ikApO1 Gi(kEjy (V) =AykEjy (¥))Xa

iA01 Gi(A1€1(P)+A283(0))Xa

Since the vectors P, 1 (U2 and P, 3 (U2 in (5.2.22) are respectively in

@,1,,\)\%;@,:0 %3v>‘)|ﬂ3d7Xd:0
E' (¢) and E3 (), by definition (5.1.17) of by, we have

b, - B P, (U2

QovlyA)lZd,Xd:O b BP (U

®,3, )\) |27d7Xd 0

So if we take the scalar product of b, with equality (5.2.22) multiplied by i, using (5.2.21),
(5.2.23) and the boundary conditions (5.2.16) for the leading profile associated with A, we get
the amplitude equation

L 1 L . 1 1 . 1 1
(5224) X opP D op Z Z/\2 (,L%)\1 a%)\z + i\ Z 799()\1, )\3) (I%)\l (1/%)\3
A1+A2=A A1+A3=A

ko1 1 , 2 ,
+ ]1,\:]{,\90 1—‘[710 Zk awﬁk,)\w (O-V,Q,fk) ‘?Ed:() = Z)\ b(p - B (U¢’2’A)|Ir17Xri:0 — ’LA b(P . G)\,
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with
(5.2.25a) XEP = by B (R L(0,02) et + Rpig 10,0:) e )
(5.2.25b) DgOP = b@ -B (R%l Ly (6%1, (,01) €p1+ R%g Ly (6%3, (pg) 65073),

(5.2.25¢)  Yp(A1,A3) :=by, - BL(A1g1 + )\3<P3)71{/\1 Li(eg3, 1) €p1 + A3 Li(ep1,93) €03},
(5.2.25d) ¥ :=b, BRy, (Ll(ew, —3) Ty + L1 (Ty2, —Apth1) ew)

—1
+ b B> gy L — Ay, {L1(w,j1, Vja) Tv,jo
j1:1a37j2:17273
(J1,92)#(1,2)

= L1(ru o, Vjy) Ty /\w}-

Equation (5.2.24) differs from the analogous one of [CW17, equation (2.19)| by the two terms
Tn=pa, 7 ik a}p’_k)% (Jl{,27—k)|md:0 and iAb, - B (Uga’)\)m a=0" The first one appears here
because of the resonances, and the second one wasn’t in [CW17] because profiles U;Q \ were

zero®. Computing L()\lgol + )\2@3)_1 on 1,2 leads to the following alternative expression for

Yo(A1, A3):
I\ 5%2 E?fl + iA3 5%2 Ef?)

M (&1(p) — &(0)) + A3 (&3(0) — &2(9)

Yo(A1,A3) = by - B,
where we have denoted
E;fl = Li(ep3,91) €p1, Efg = Li(ep,1,93) €p3-

This rewriting, which can be found in [CW17], will be useful in the following to study the bilinear
operator associated with the symbol v,(A1, A2) of (5.2.25¢). Finally, according to Lemma 5.1.11,
the operator XJ;OP is actually equal to the tangential vector field

8o (0 + V() - ),

which we still denote by X};Op.

Similarly, for ¢ we have

(5.2.26) B Pyp1 (U 1.0) a0 T B P (US52) 10y xamo
+B (I — Py1) (U5,17A)|xd,m:0 +B (I - Py3) (Ui,S,/\)m,Xd:o
+B (Ui,Q,A)\xd,Xd:o +B (Ui’,ic)wd,;(d:o =0,
where the vector Ui’&c is given by
(5.227)  USN =Tam, 3. L(0kvs — Ackws) ™ {0 Li(rug, 20) T

J1=1,3,52=1,2,3
(j17j2)7é(172)7(372)

) ) ) 1 1 thkAp01 _i(k€jy (V)—AokEi (©))Xa
_Ll(r%h,yh)r,,ﬁ}kol,’j%ka%jh_/\(pke w01 iK€y (V)= AokEjy (9))

6. Note that here, with a more precise analysis, we could also show that every profile Uj 5 ) is zero, since
frequency 2 does not occur in any resonance. We choose however to not detail it, in order to simplify the whole
analysis, and since Uy, 5 5 will not be zero, and proving that U , 5 would not simplify the solving of the equations
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_ Z Z L(O, Ay, + /\2@[13'2)_1 Ll(rw,ji ) wjé) Tapjz A2

J1,32=1,2,3 A 4+Ae=A
J1#j2

Ol s O pg €202 N1 )P (W)

If we take the scalar product of by with equality (5.2.26) multiplied by i), using (5.2.21), (5.2.23)
and the boundary conditions (5.2.26) for the leading profile associated with A, we get the second
amplitude equation

Lop . ,
(5.2.28) X Pay \ + vy g X2y 5, gy, + A E 3) Ay x, Qi xs
Al +Aa=A Al+A3=A\

vl 72
+ Iy—pn, 'V ik (U,,_gf/‘)‘” 0 To Aok = = iAby - <L’l,’-2,/\)\gz,,*x[,:()'

with, using once again Lemma 5.1.11,
X = by - B( Ry L(0,0) g1 + Ry3 L(0,0:) ey
(5.2.292) = B, <8t + V() - vy),
(5.2.29b) Uy i= by - B(RW Ly (61/,71, d)l) eyp1 + Ry 3Ly (61/,73, ¢3) 6#,73),
(5.2.29¢)  vy(A1,A3) := by - BL(A¢ + >\3¢3)_1{>\1 Li(eys,11) ey + A3 Li(ey1,¥3) ep 3}
(5.2.29d) TY:=b, BRy, (Ll(eq,,l, —12) Ty2 + L1(ry2, —App1) ecp,l)

-1
+Apby - B > pgs L(Vja = Ao ) {L1(eg Via) Turj
j1:1737j2:17273
(j17j2)7£(172)7(372)

- )‘4.0 Ly (TV,jw @jl) €41 }
Again, comparing to [CW17, equation (2.19)], equation (5.2.28) features two additional terms
Lr=kn, 'Y ik (O'V72’k)|xd:0 agloﬁ)\wk and iAby - B (Ui,l)\)lmd =0 for the same reason. The is no

boundary forcing term here because the one for v is of order O(¢?). In the same way as for ¢ we
have

iA1 Ly 2 E;f)l +iA3 by 2 Eipg
A, A3) = by - B ’ ’ ’
V(A1 As) = by - By, + (&1(v) — &) + A3 (&(v) — & ()

where we have denoted
BYy = Li(eys, 1) epr,  Efy:i= Li(ep1,vs) eps.

In conclusion, in this paragraph, we have determined the nonpolarized part of the first
corrector, with (5.2.21), and the evolution equations (5.2.24) and (5.2.28) satisfied by al » and
a¢ - However, the obtained system of equation is still not closed since equations (5.2. 24) and
(5.2.28) involve traces of the first corrector Us, of which the polarized part is still undetermined.

Therefore we proceed inductively, by deriving equations for the polarized part of the first
corrector Us, and then studying the nonpolarized part of the second corrector Us, in order to
obtain evolution equations on the boundary terms for the polarized part of Us.

Polarized part of the first corrector

For ( =n-¢ € Fp \ {0} with n € By, for j € C({) and A € Z*, we decompose the profile

UZSS as UZSS = P USRS + (1= Prj) USS. Recall that the nonpolarized part (I — Py ) Uz



5.2. Derivation of the system 191

is given by (5.2.21), so it remains to determine the polarized part, which is written as

2,0s¢C

P Uy A _ch,\rc,yv

with O'g i@ scalar function on (7. We start by determining the mean value Uy, as in the general
case of a corrector U,, the mean value U,; appears in equations for the polarized components.
According to equation (5.2.2b), U; satisfies the equation

LOG)U+ 3 3 Y Liltmess—iday(m- ) racy (0hja 08 jox + 00 Thjs)

neB,s jeC(n-¢) AEZ*

+ Z Z Z Li((I - Pa CJ)(IZIT;\ —iAaj(n C))Uiﬁjiﬂ’n.g

neB,s jeC(n:¢) \EZ*

Y Y Laloha i Aain Q) (U~ Pac) U5 rc
neB,s jeC(n-¢) AEZ*
t 2 2 2 LU ) UE =0

neB,s jelC(n-¢) A

The change of variable A = — X shows that the second term in first line of previous equation is
zero. Boundary and initial condition (5.2.3a) and (5.2.4) as well as writing (5.2.20) for U, leads
to the following boundary and initial condition for Uj:

B (U3),,—0 = Go — B (U™) =0,

|z, xa=0’ B (U5>\1<0
where Gy is the mean value of the forcing term G and Ug "¢ is the sum of all terms of U?" of
which the trace on the boundary has zero frequency. According to expressions (5.2.21) of the
nonpolarized parts and (5.2.19) of U?"¢, the mean value Uj satisfies an initial boundary value
problem which is weakly well posed and of which the source and boundary terms depend only on
the leading profile Uy (with possibly a first order derivative applied to it).

We consider now modes A;(¢) with ( =n-¢ € F, \ {0,0,9,v}, n € By, j € C(() and
A € Z*. Recall that it has been proven in the previous part that for these modes, the profile
Ui:;sc is polarized, that is

2,08c 2 )
Unvj - U<7j7>\ TC’-]'

Since there is no resonance generating frequency a;(¢), since the mean value U is zero and since
profiles Ué,j)\ are also zero, the terms M(Uy, Us), M(Usz,Uy), and N (Uy,Uy) contain no term of
frequency «;(¢). Therefore, analogously as for the leading profile, multiplying equation (5.2.2c)
for n = 3 on the left by £ ; leads to the following system of transport equations for the scalar
functions O‘Z IBt

2 2
(5.2.30a) Xo;©0in =0, (0¢;2) <0 =0

When frequency «;(¢) is outgoing, transport equation (5.2.30a) leads to Uép\ = 0. When
frequency «;(¢) is incoming, according to boundary condition (5.2.3a) and decomposition (5.2.20)
of Us, since ( is not in Y, since G does not contain any oscillation in ¢ and since the outgoing
profile Uép\, j € O((), is zero, we have

(5.2.30b) (020) 0 = —Leg Aa(0) (Biz_(¢) " B (UZY°)

‘xd Xa=0’

where U §2 V¢ is the sum of all terms of U 2m¢ of which the trace on the boundary is A (. It is fully

determined by (5.2.19), and thus depends only on (U%,j,/\)\xdzo for ¢ = ¢, 1, v. Therefore, if the
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traces (U%:j:)\)krd:o for ( = ¢, 9, v are determined, system (5.2.30) allows us to construct the

profiles JZJ.’/\, for ¢ € Fy \ {0, 0,¢,v} and j € Z(().

We now take interest into modes ¢;, 1; and v; for j = 1,2,3. Applying /¢ ; to equation
(5.2.2¢c) for n = 3 leads to the following equation for afa?j,/\,

(5.2.31)
2 .y 2 1 C2,d2 ;1. 1 2
Xejoijnt De Z IATE i O T Ta=ka Z T R0 1 —kag, TGago—kag,
A1+A2=) (¢1,¢2.51,42)
€R(¢,9)
=L L(0,0:) (T = Pj) U2 —ley Y Li((I—Pej)UZja.G) regidao i,
A+A2=A
2 . 1
—leg Y Lalres ) (L= Pey) U2, i ol

A1+A2=X

- ]b\:k)\g Z ECJ ik {Ll (TCI J1o _)‘Czajz (CQ)) (I - PCsz) Ugg,jz,—kA<2 Uél,jl,—k)\gl

(¢1,¢2.1,42)
ER(C.5)

+ Li((I = Peyyjy) Ul gy —ine,» 11 (C1) Ty o Jél,jl,fk)\cl}

1 1
i Y Li(0l i rcir02) 0 ia ey
A1+A2=A

1 1
— Ly—pa, Z e Ll(O—Cl,jh*k)\Cl TCl,jNaZ) Ta.52,—kXe, o2
(¢1,62,71,72)
€R(C,5)

Note that the source term on the right-hand side of equation (5.2.31) only depends on the leading
profile U, according to formula (5.2.21) for nonpolarized parts, with possibly second order
derivatives applied to it (since in the expression of the nonpolarized part, first order derivatives
are applied to Uy).

For the incoming frequencies ¢1, 3 and so on, boundary conditions must be determined
to solve the above transport equations (5.2.31). We have already seen that boundary equation
(5.2.3a) for Us reads, for mode Ay, as (5.2.22). From this boundary condition, according to
decomposition (5.1.6) of E_(() and relation (5.1.17) defining the vector by, we get the following
necessary solvability condition

+B(I - P,3) (U2

W717A)|$d,Xd:0 ¢’37A)|Zd7xd:0

+B (U3,2,)\)|xd7xd:0 + B (UZZI;\C)|$d7Xd:O> = b%@ : GA’

by - (B (I—P,,) (U2

which is satisfied as soon as the scalar functions a, y satisfy the evolution equation (5.2.24), since
these two equations are different writings of the same one. Thus we obtain, for j = 1,3, in a
similar manner than for the leading profile,

2 2 2
(5232) (O-\P,j,)\) |1‘d:0 T(pv.j = ago,)\ G‘Pv.j + F@,j,)\’

with ai’ ) & scalar function defined on wr and where, for j = 1,3, we have denoted by F 37 ja the
function

F2, 5 =Ly Ad(0) (Bp_(p) " (GA —B(I—P,1) (U2,,)

2 2
- B (I B P5073) (U90:37)\)|:cd,xd:0 - B (I B P‘P72) (U<P727/\) |z4,xqa=0

|95d7Xd=0
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- B (030,2,/\)\%:0 re2— B (U2 nc)\xd,Xd o) ®.J

In the same way, for ¢, from (5.2.26), the following condition must be satisfied:

2 2
by (B (r- Pw’l) (Uw,l)\) lza,xa=0 +B(I - Pw’?’) (Uw’&)‘) |za,xa=0

+B (Us2,) +B (U =0,

|xd7Xd:0)

|q,xa=0

and it is the case when ay, \ verify equation (5.2.28). Therefore, for j = 1,3,
(5233) <0_;2v])\) ‘(I‘(]:O rl./'-‘]‘ - (‘("IZAJA/\ ('{114_7. + Flz'])\

with ai y a scalar function of wr, and where we have denoted by ﬁi ;. the function

_ ~1
Fi%,j,)\ = 76@/)7] . Ad(o) (B|E,(q/;)) (B (I - Pwvl) (U£717>‘)|$d,Xd:0
+ B (I — Pyg3) (Ui,s,/\)m,xfl:o +B(I = Pya) (Ui”Q”\)‘md’X‘FO

~B(0}2) gm0 w2 + B (Uiﬁc)m,xrl:o}'

Note that expressions (5.2.32) and (5.2.33) of incoming traces (Ji7j7>\)|m and (U?M )\)|md:0 for
j =131is respectively coupled to the outgoing trace (0372 /\)\xdzo and (aw 2/\)| o through

terms F i and F wﬂ\

Finally, for amplitudes associated with the boundary phase v, we need to write a boundary
condition for the first corrector. Boundary condition (5.2.3a) for U, reads

BP,; (Uul)\)|xdxd ot BPs( V3)\)|xd,Xd 0
+B (I = Py1) (U210) 1pyseo + BT = Pus) (U233) 1y o
2,n
+B (Uym)mm ot B (U, C)|xd,Xd 0=0,

where Uf’;e is the sum of all the terms of U™ of which the trace on the boundary of the
associated frequency is equal to Av, which is fully determined by (5.2.19). Therefore, since
veF\T, we get, for j =1,3,

2 2 72
(5.2.34) (00,50 |y Trd = P05 (O0.20) (a0 Tvd T Fuijin
where p,, ; has been defined in equation (5.2.14) and where we have denoted by F » ;. the function

F2,\ =0y - Aq(0) (B|E_(V))*1<B (I = Po1) (U210) 1gy o

+B(I=Fy) (Uig’)‘) leaxa=0 T B(I—Pyo) (Ul’va)‘) leaxa=0 T B (UV2:/r\lC) |Id,><d=0)'

In the same way as for the leading profile, we need to investigate the nonpolarized part of the
second corrector to find equations on a?p , and afp A\
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Nonpolarized part of the second corrector

We follow the same analysis as for the first corrector. With similar arguments we get that the
second corrector Us reads

(5.2.35)  Us(z,0,x4) = + > Y 33780 piAE LiNE (0:¢) xa

neB,2 jeC(n-¢) \eZ*

+ Z Z eXdA(n'C) He(n . C) Ur?;,eV(Z7 0) ei)\n-e + U3,nc(27 0, Xd)7
neBbyo \eZ*

with U the mean value of Us, U3¢ the noncharacteristic terms, and where, for ¢ = n-¢ € F,\ {0},
n € By, j € C(¢) and \ € Z*, profile U3 " decomposes as

3,0sc 3,0sC
U,j)\_UC])\TCJ (I_PCJ) Un,j,A’

with ag ;. @ scalar function of Qp. Furthermore, according to (5.2.2¢) for n = 2, the noncharac-
teristic part U3 is given by

(5.2.36)  L(0p, Oy,) U™ =
1,0sc . 2,0scC 2,0sc 1,0sc
n Z (Ll (U417j1,>\1 1 A2, (CQ)) UCQ gade T Ly (UCl J1,AL i A2y, (CQ)) UC2 2,2

(C11§27j11j27
AL 2)ENR
+ L1(U§13slc)\17 0, ) US;}S;M) ei(A1n1+Xomz)-0 ei(Algjl(gl)+,\25j2(<2))xcl’

where the set N'R of nonresonant frequencies has already been defined. Since all frequencies in
U3m¢ are noncharacteristic, equation (5.2.36) totally determines U3"¢. Note that opposite to
what was done for the first corrector, this is no longer true that in U3¢ there are only profiles of
modes ¢;, ©; and v}, since now second order profiles 02 i for ¢ € Fy\ {0, ¢, 9, v} are possibly
nonzero.

For the same reason, profiles Uﬁ’?s; forn-¢ € Fp \ {0, ¢,v, v} are not necessarily polarized.
Therefore we derive now the nonpolarized part for each frequency ( =n-¢ € F, \ {0}, n € By
and j € C(¢), A € Z*. Multiplying equation (5.2.2c) for n = 2 and frequency A a;(¢) on the left
by the partial inverse R ; leads to the relation

(5.2.37) QX (I-Prj) USSy =

. 1 2
— R L(0,0.) 0 jyrey — Ry Li(re g ai(Q)) rey Y iA0E 15, 08,5,
A1+A2=A
— Reily— Li(rey jis = Ay (C2)) ¢y 50 ik 0, o2
¢,g AA=kX, 1\"¢1,510 C@j2\§2)) T'¢a,52 Cr.d1,—kAgy V2,02, kA¢,

(¢1,¢2,71,42)
ER(C.5)

— Re; 0, terms in (Uy, (I — P) Uy, Us),

where notation 0, terms in (Ul, (I—-P) U2) refers to quadratic terms involving the leading profile
Ui, the nonpolarized parts of the first corrector Uz and the mean value Uj, with possibly first
order derivative in front of it. The key point is that since the leading profile is polarized and
since the mean value U7 is zero, all the terms involving a profile O'g,’ IBY depend only on leading
order polarized profiles 02,,7 ju v, and not on (I — P)Uy or Us. We now write the boundary
conditions for the second corrector, for the frequencies ¢ and 1, which will lead to equations on

the amplitudes a?o and a?p.

For ¢ we have, according to boundary condition (5.2.3b) and writing (5.2.35) of Us, since the
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elliptic component E€ (¢) of the stable subspace E_(() is zero,

(5.2.38) BPp1 (Ug1.0) 1pyamo + B Po3 (U ) 1myxumo

+B(I - P,1) (Ug,l,A)md,Xd:o T B~ Pos) (Ugs, A)W’XFO
+B (U255) 1y o + B (UZX)

)

|Ta,xa=0 |z, xa=0 —

where Ui’ﬁc is the sum of all the terms of U3 of which the trace on the boundary of the
associated frequency is equal to A ¢, namely, according to expression (5.2.36) of U1,

(5.2.39)
3, -1
USN =Toacin, Y, L0 kv = Agktbs,) ™ (AL (o, i) Py go — La (o Vi) T }
]1=j2:17273
(J1,92)#
(2,1),(2:2)

1 2 2 1 ikAo01 _i(kE;, (V)—=Aypk€ . (V)X
k{00 1k To ook T Tou ke Tvpjo—agh ) € F ¢!k ()= AukEss (9)xa

— Z L(0, \1p1 + )\2803)71{)\1 Li(rp3,01) 1 + A2 L1(rp 1, 03) 1o}
A1+A2=A

1 2 2 1 iX01 Li(A1€1(p)+A2€3(9))xd
{0010 To30 T 0010 Tpanp e e

+ 8279 terms in (Ul, (I — P) UQ, (P UQ)(#SO’@[,’V, U2*),

where the notation 8, terms in (U1, (I — P) Ua, (P Us)¢£p,0.0, U3 ) refers to quadratic terms in Uy,
the nonpolarized part of Us, the polarized part of Us of which the associated modes are different
from Ap;, A; and Avj, and the mean value Uj, with possibly one derivative in front of it. Once
again, the key point here is that since U; is polarized and of zero mean value, and since only the

1 _ : 3,nc . . 2 o .
profiles T for ¢ = ¢, 4, v are nonzero, in Uw \ > every term involving TN for ( = p, 9y, v, is
a quadratic term with a profile aé, Y for (' = ¢, 9, v

Similarly as for the leading profile, taking the scalar product of b, with equation (5.2.38)
multiplied by i), using (5.2.37), (5.2.39) and expression of traces (5.2.32), (5.2.33) and (5.2.34),
we get

(5.2.40)

Lop Lop 1 2 1
X, a x T DG iA Z WA2+Z)\ Z Yo (A1, X2) (g, aw-,/\eraw)q agx,)
Al +HA2=A A+A2=A

+ L=k, F’Dék{( 0,2, k)m —0 Wp,—kAy + (02, k)‘xd —0 z/) k)\w}

+ azﬁ terms in [ﬁg (F2 ) (F¢; ( 1/2)\1,1 O) ((O'?o)wdzova:a)’ ((Ui)\:rd:()v (O'i,2)|:rd:0)}

Y bw (U3 ,OSC

©,2, /\)‘ld Xa=0 - 82’6 terms in (Ul’ (I - P) Uy, (P U2)§;£gp,1[},1/7 UQ*)

|1'd~,Xd:0’

where X(I/;Op, D{;Op, Yo(A1, A2) and I'? have already been defined in (5.2.25), and where

0s,0 terms in [513 (F2rap)s (F3s (0)2)ma=0), ((U‘zp)|xd:0’a<;10)’((Ji)udzo’(o—iﬂ)‘xd:o)]

refers to linear terms in F(MA for j = 1,2 and A € Z*, and quadratic terms in (ﬁz,j,k’a;,k)’

i 1 2 1 -
(Fd a0 @020 )lma=0)s (03 5 0 jea=0: @ 0) 08 (97,5 3 ja=0+ (042 \lwg=0) for j = 1,2 and X € 27,
with, for all these terms, possibly one derivative in front of them. Recall that terms Fg and Fj
depend on the traces (ai 9 /\)de=0 and (ai 9 ,\)\xd:O-
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For phase 1 we have the following boundary condition

3 3
(5.2.41) B Py (Uw,l,)\)lmd,Xd=0 +BPy3 (U’/’v3v)‘)|$d,><d:0
+B (I - P¢71) (UT?J,L)\) |z 4,xa=0 +B (I o Pw’3) (U%g )‘) [q,xa=0

+B (U3 ,.) +B (U3 %) = H,,

|z4,xa=0 |q,xa=0

where we have expanded H in Fourier series as

Z H 1)\6

AEZ

and U 1:2 r)l\c is the sum of all the terms of U?"¢ of which the trace on the boundary of the associated

frequency is equal to A, that is,

(5.2.42)

3,nc -1
U =Tozka, D, Lk = Aokws) ™ {0 Li(rugy, 030) Tous — L1(Tojys Vin) T §
71=1,3,72=1,2,3
(jlva)
#(1,2),(3,2)

1 2 1 thAp01 Ji(kEjy (V)—ApkEi, (©))Xa
k{ay,j%ka(ml )\ka—i_o-,]%k(j@,jh_)\ k}e o0 i(kEjo (V)= Aok, ()

1 1 2
N Z Z L Alel + AQwJZ) Ll(rw,jlijé) rw,j2 A2 {O-lli,jl,)\l U’(/J,jg,)xg
j17j2:1'7273 )‘1“1‘)\2:)\

J1752
102 o} e e WA ()
+ 8., terms in (U, (I — P) Uz, (P U3)ctp.p0, Us ).
If we take the scalar product of by with the equality (5.2.41) multiplied by A, using (5.2.37),
(5.2.39) and expression of traces (5.2.32), (5.2.33) and (5.2.34), we get the amplitude equation
(5.2.43)

Top 2 L op z : 2 : 2 2 1
X@ + D ZA + 2)\ Al /\) 1 /\1 ,‘Lr.)\g + a'l‘/‘,/\l a’l,,!./\g)
A1+A2=A A1+A2=A

+ Ly, TV ik { (o uZ/)‘ld 04 )\l+( uzk)\” 39:*/\;}6}
+ 0,:,0 terms in {Ff (Ffm (lu>f (Ff ((f}/,z)\m(,:o)v ((fff;)\,m:o-, (Ii;)v <(O—i~)\;r({:07 (01£.2>\.7?{1:0>}

L)\ b ( lj (;S§\> ‘1 dsXd— 0 L)\ b(‘} ' HA
+ 0, ¢ terms in (Ul, (I = P)Us, (PU3) ¢t U;)

|zq,xa=0"

where XqujOp, D;Op, Yp(A1, A2), and T have already been defined in (5.2.29), and where

3z,0 terms in [ﬁqfn (ﬁia aqlp)7 (ﬁza (0-11/72)|$d:0)7 ((Gi)\xd:m aqlp)v ((O-gp)hcd:O? (Ui,2)|wd:0)i|

refers to linear terms in ﬁij,)\ for j = 1,2 and A € Z*, and quadratic terms in (ﬁz’j’)\,a}b’)\),

(Fj,j,/\’ (Ui,z,A)leO)v ((aid’)\)m:o,a}w\) or ((O'i,j)\)md:[), (05727/\)|1d:0) for j =1,2 and \ € Z*,
with, for all these terms, possibly one derivative in front of them.

Note that equations (5.2.40) and (5.2.43) can be seen as linearizations around the trace of the
leading profile Uy of equations (5.2.24) and (5.2.28). This is usual in weakly nonlinear geometric
optics, where equations for the leading profile are nonlinear, and equations for higher order are
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linearizations of the former equations around the leading profile U;. Again, the obtained system of
equations is still not closed since traces of the second corrector Us appear in amplitude equations
(5.2.40) and (5.2.43).

With the obtained equations, can have the intuition on how lower terms ascent toward higher
order terms, eventually leading to an instability. In equation (5.2.43) for amplitudes ai \» the
boundary forcing term H occurs, and therefore this forcing term ascents to first corrector profiles
07722)7 ix for j = 1,3 and A € Z* through boundary conditions (5.2.33). Eventually, because of the
resonances (5.1.12) leading to resonances terms in transport equations (5.2.31) for first corrector
profiles, the boundary term H arises in profiles 0121)727 y for A € Z*. In their turn, these profiles
012%27/\ for A € Z* interfere in amplitude equation (5.2.28) for allbv/\, for A € Z*, because of the

trace (Ui& )\) Then this reasoning can be applied recursively to obtain that the boundary

|za,§a=0"
forcing term H interferes in leading profiles O'éj v for ¢=p, v, j=1,2,3 and X € Z*.

5.2.3 General system

The above arguments can be extended recursively to any corrector Uy, n > 3. Doing so we
get, that the n-th profile U,, reads

(5.2.44)  Upn(2,0, xa) + 370 3T ST e et

neBs jeC(n) AEZ*

YD AR (- Q) U (2,00 €AY 4 U (2,0, xa),
neB 2 AeZ*

with U} the mean value of U,,, U™" the noncharacteristic terms, and where, for { = n-¢ € 7\ {0},
n € By, j € C(C) and A € Z*, the oscillating profile Un’j ) decomposes as
Ui = 0linrcs + (I = Pej) Uglys

with o ; | a scalar function defined on Q7. According to equation (5.2.2¢) for n — 1 and since Uy
is polarized and of zero mean value, U™"¢ is determined by the formula

(5245) L(aea 8Xd) Un,nC = - Z Ll(rglujl Y an (CQ)) TC27j2 Z)\ 021,j1,k1 O-?zjjlg,Ag

(¢1,62,51,2,
/\1,)\2)€NR

etAimi+Aanz)-0 Li(A1gj (G)+A2855 (C2))xa

+ 0, 9 terms in (Ul, coisUp—a, (I = P)Up—1, U;_l),

where notation 0, g terms in (Ul, coisUp—o, I=P) Up—1, U:_l) refers to quadratic terms involving
the profiles Uy, ..., Uy,—2, the nonpolarized parts of the corrector U,,—; and the mean value U;;_,
with possibly first order derivatives in front of it. As for it, for { =n-¢ € Fp \ {0}, n € By and
j € C(¢), A € Z*, the nonpolarized part (I — F ;) U?ff\c of Un O/\ is given by

(5.2.46) QX (I-Prj) URSY =

. 1 -1
— Re; L(0,0) ol ey — Reg Li(regnai(Q) ey D> iNaljn o,
Al+A2=A
— R 1 > Li(re g — A5, () T ik ol orl
C,J LA=kA¢ 1\"¢1,g10 G2 iz (62 ¢2,j2 Cgt—kA¢; 9Ca.ga,—kXe,

(¢1,¢2,71,42)
ER(C.5)

— Re ;0,9 terms in (Ur,...,Up—a,(I = P)Up_1,U;_;).
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This formula is obtained by multiplying equation (5.2.2c) for n — 1 by the partial inverse R ;,
using that U is polarized and of zero mean value.

We specify now equations satisfied by the mean value U} and the polarized components O'Z I
Since Uj is polarized and of zero mean value, equations (5.2.2¢), (5.2.3b) for n and (5.2.4) lead
to the following system for the mean value U}:

1(0,0.) Uy, = 0z g terms in (U, ..., Up 1, (I = P) U)
(5247) B (U;>\;r(/:() =1,—3Hy— B (U('I)I,ll(‘,)

B (Uﬁ\/go

‘JT’(/.X{/:U
=0,

where Uy™" refers to the sum of all terms of U™ of which the trace on the boundary is of zero
frequency.

For a frequency ¢ = n-¢ € Fp \ {0,0,¢,v}, n € Byz, j € C(¢) and X € Z*, multiplying
equation (5.2.2c) by /¢ ; leads to, since all harmonics aé’j’x, A € Z* are zero and since Uj is
polarized and of zero mean value,

(5.2.48a) Xa,(¢) 0l jn = Oz terms in (Ul. cois Up—1, (I = P) Uy, U:{)

(5.2.48b) (Ug,j,x)\tgo =0,

with initial condition (5.2.4), and, if 7 € Z(¢), boundary condition (5.2.3b) gives, since ¢ € F\ T,

-1

(5-2.48c) (7250 0 =~ Aa(0) (B(0) ™ B (U3

GA >|ﬂ7(1-,x(1:0'

Finally, for { =n-¢ € {¢,¥,v}, j € C({) and A € Z*, multiplying equation (5.2.2c) by ¢ ;
gives, with the same arguments,

(5.2.49a)
X¢jolint Dey Z IATCja Tt Iamkag Z &5 R G g1,-ka, ook,
A+A2=2 (€1,G2,51,J2)
ER(C.)

= 0, 9 terms in (Ul, coryUp—1, (I = P) Uy, U;:),

where the notation are defined by (5.2.10). Equation (5.2.49a) is coupled with the following
initial condition,

(5.2.49D) (0850) j4<o = 0-

It remains to determine the traces on the boundary of the corresponding incoming frequencies.
The trace of the amplitudes associated with the boundary phase ¢ on the boundary is given by,
for j =1, 3,

(5250&) (Ug7j7/\) |q=0 Tp,j = ag,/\ €p,j + F:ol,j,/\7

with ag ) a scalar function defined on wy and

~$7j7A = Ly - Aq(0) (BIEf(W))i1 (B (I = Po) (UZH)’S;)\%,XGFO
+B(I - P,y) (USY) + B (I - Pyo) (U5

|zq,xa=0 [q,xa=0

=+ B (0'2727)\) |1'd:0 7"@72 + B (UZ”f\IC) ‘xd’xd:O) ’I"v;,j-
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For ¢ we have, for j = 1,3,
(5.2.50b) (Uzy,\) lzg=0"Vd = agox€pj + Ep

with aZ ) @& scalar function of wr and

Fjn ==Ly Aa(0) (B )~ (= Tnms Hy+ B (I = Pyy) (UFY)
+B (I = Py3) (Uy5%) +B (I Py2) (Uy53)

‘xd»XdZO

|Zd,xa=0 [q,xa=0

+B (0372)‘) jwa=0 T2 T B (UZ,’;C) |xded:0) -

Note that F"J ) and F¢ Iy for j = 1,3 and A € Z* depends respectively on the traces ( oy, 2,)\)

|xg=0
and (01&72)\)'%:0. Finally, for v,we have for j =1, 3,

(5250C) (O{’LJJ\) |xq=0 Tvj = Mg (O-LL,Q)\) |£g=0 Tv,j + FrfL

with

Fi'in = —bu; - Aa(0) (Bip_ ()~ (B (I = Poa) (U21) 1gyyao

+ B (I - PV73) (Ug’?’,)\) |za,xa=0 + B (I - PV72) (UZZZA) |za,xa=0 +B (U:}I\lc)|xd,Xd:O> Tv,j

Coefficients 11, ; have been introduced in (5.2.14).

Scalar functions a” B and aw , satisfy the following equations, which are derived using boundary
condition (5.2.3b) and formulas (5.2.45) and (5.2.46),

(5.2.51a)

Lop n Lop 1 n . 1 n 1
X ag y+ DG iA E : gy G g +IA § : Yo (A1, A2) (ag , A x, + a5 5, G n,)
A1t+A2=A A1+A2=A

+ Ta=ka, Fw@k{( T,9, k)m 0@ —ix, + (0 V2,fk)|xd:0a11b,fk)\¢}
+ az,@ terms in [ﬁg (FS, 50) (ﬁﬁv (0—1%72)\:%:0)’ ((O—Z)\xd:m ai})? ((0—17;)|a:d:0a (Ui,Z)lxd:O)}

. . n—+41,0sc
=1iAby B(Uw,z)\ )\xd,x(i:o

+ 8,9 terms in (Uy, ..., Up—1,(I = P) Upn, (P Up)cste 0, Us) P
and
(5.2.51b)
XpPal+DyPix Y ah als, N > (A, Ae)(ahy, @l s, +al s, aly,)

A +Aa=A A1+Aa=A
Y 1. 1 n n 1
+ La=pr, IV ik {(0-1/,2,/{!>|Id—( Ao,k + (Uu,z,k;) |2q=0 %,4@/«}

0.9 terms in [F, (Ffab), (B (0h)iny=0)s (0 =0, @), (08)za=0s (0h2) o)
= i\by - B (U551 xsmo — Ln=3by - Hy

+ 0, 9 terms in (Ul. s Un—1,(I = P) Uy, (PUy)¢tp.0s U;)\md-x,z:()’

where the notation have been defined in (5.2.25) and (5.2.29). These two equations come with



200 CHAPTER 5. Transverse instability of high frequency weakly stable quasilinear BVPs

the following initial conditions

(5.2.51c¢) (0‘/37,\)#@ =0, ((”;]L/\)\tsé(J =0.

The system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) is highly coupled.
In all equations for the corrector of order n, there are terms depending on Uy,...,Uy—1, (I —
P) Uy, (PUy)¢tpww, Uy, but this is not a big issue, since, if the lower order correctors Uy, .. .,
Up—1 are constructed, (I — P)Up, (P Uy)¢2p.4,0, Uy can be determined with (5.2.46), (5.2.47)
and (5.2.48). The terms inducing coupling which seem the most problematic are the terms
Aby - B (UL55) 1y amo @A Ay - B (UR55) in (5.2.51a) and (5.2.51b) which couple
evolution equations for a& y and BN (and therefore evolution equations for the corrector U™
of order n), with the corrector of one order higher, U"*!. In equations (5.2.51) there are also
traces of profiles of order n, which prevents to solve this equations (having determined lower
order correctors) before solving the evolution equations for U™.

In addition to being highly coupled, system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50)
and (5.2.51) seems also over-determined. Indeed, condition (5.2.17) imposing that the outgoing
leading profile 0%27 y is of zero trace on the boundary gives one more boundary condition than
the two boundary conditions prescribed by the structure of the problem. Therefore, this is not
clear at all that the system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) admits
a solution satisfying the additional condition (5.2.17).

5.3 Existence of an analytic solution

In this section we focus on the well-posedness of (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and
(5.2.51). Both because of the high coupling of the system, and the over-determination of it, we
choose to concentrate on a toy model and try to prove well-posedness for it. This toy model
should focus on the profiles associated with frequencies ¢;, 1; and v}, because on one hand
it greatly reduces the number of equations, and therefore complexity of the system and of the
functional framework, and on the other hand because it seems that, due to amplification and
resonances, equations on the profiles associated with ¢;, 1; and v; carry the main difficulties
of system of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49) and (5.2.51). Indeed, we already pointed out
that if profiles U?,j)\ forn>1,¢(=pvv, j =123 and A € Z* are determined, system
(5.2.47)-(5.2.48) becomes upper triangular, and could be studied in a rather classical way, see for
example Chapter 4. Since we wish to study toy models of the system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49),
(5.2.50) and (5.2.51) in an analytical setting, the initial conditions in (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49)
and (5.2.51), requiring that the profiles o¢ ; x and their boundary terms a¢ \ are zero for negative
times ¢ are not suited for analytic functions, since it would imply that these profiles and boundary
terms are zero everywhere. Therefore, in the toy models, we modify, in a non equivalent way,
these boundary conditions into conditions requiring that the solutions are zero at t = 0, which
are now adapted for analytic functions.

We start by describing a first toy model, very simple, which concentrate on boundary equations,
and detail the functional framework which will be used to prove well-posedness of it, and proceed
with the proof. Then we describe a second toy model, more elaborate, which incorporates interior
(incoming) equations, introduce additional functional framework , make some specifications on the
toy model with regard to the functional framework, and state the main result, before proceeding
by proving it.
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5.3.1 First toy model

For the first toy model, we focus only on boundary equations (5.2.51). In these equations,
terms

Lop Lop Z 1 n . Z 1 n n 1
X% al . DS i Ap g Gpn,  and A Yo (A1, A2) (a%)\l ajx, T a5, a(pm)
Ar+A2=A A1+A2=A

as well as the analogous ones for i appear in the chosen first toy model, and the last one is
rewritten as a semilinear term. On the contrary, terms

1
Ta=kx, F“”@’f{( 0.2, k) [pym0 W —kxy (02 1) 1o aw,mw},

0,0 terms in [ﬁﬁ (F3.ab), (Fits (042)[ra=o0) ((Ug)|xd207a510)7((UTZ)Wd:O’(U}/;Q)Wd:O)}

and the analogous ones for ¢ are removed in the toy model, since they involved traces of
outgoing interior profiles (recall that Fg,j’A and Fg’j’)\ depend respectively on (Ug,j,x)m:o and
(UZZ,J',A)\%:O)' For the same reasons, terms

. n—+1,0sc
iXb, - B (UL3%

. n—+1,0sc
o and Aby - B (U¢’27/\

)lxdvxd:O )|Id,xd=0

are not kept. Finally, source terms

0.9 terms in (Ul, v s Un1, (I = P)Up,y (P Ug) ¢t pap,0 U;)Ird,x,FO

involves quadratic terms in the traces of profiles aézyj’)\ for 1<k<n,(eF\{0},5j€C(() and
A € Z*, with possibly derivatives of order up to n in front of it. They are simplified in three
ways: we keep only traces of profiles associated with boundary frequencies @, ¥ and v, we express
traces only through functions a’a ) for ¢ = ¢, 9, and we choose only first order derivatives in ©
(but we shall see in the following that considering derivatives in y would present no additional
difficulty). Finally, boundary terms G and H are represented by functions H g, belonging to a

space specified later on. Multiplying equations (5.2.51) by ¢® for © € T a periodic variable
therefore leads to the following toy model amplitude equations

n—1

(5.3.1&) XLOp " DLOp 8()( ”’) + Wy Fger [8() a, 80 a ] = H;L + KL’I;OP Z 8@ (a’; CLZ;IC),
k=1
n—1

(5.3.1b) XJ:“D ay, + Dz‘}(m 0@((1_1, a’LL) + Wy F] [d() a,,, 0o a } H} + I'I P Zc)() kogn l‘),

where, for { = ¢, 1, we have denoted by a? the function of wr x T defined as
Z CL M@
AEL*

where, for ¢ = ¢, 1, the bilinear operator Fger is defined as

b .
5.3.2 Fper 1“/\1 A3 JRAYC
532 SR b o

AEZ* M1+A3=
A1 )\37£0
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with 52 and 5? scalars defined as

st.— M 53 =
CT e -al)y e

and where Ww,ww,KLI,§0p,K1I;0p € R. Here we have used analysis of [CW17, Section 3.1| to
rewrite terms involving the (A1, Ag) coefficients in (5.2.51) as wy, Fy™ [8@ a}a,a@ ag], up to
changing definition of the coefficients D?Op. Note that since ¢ and v are nonresonant, the
denominators in equation (5.3.2) defining Fger are nonzero. Up to changing all notation by a

harmless multiplicative constant, we can assume that, for { = ¢, 9, vector fields X?Op read

(5.3.3) X =0, = vV,
with v]£°p € R4~!. Equations (5.3.1) are coupled with the initial conditions

(5.3.4) (@) =0 (a); =0

Again, these initial conditions (5.3.4) are not the same as (5.2.51c), and are written in this (non
equivalent) form to be suited for the analytical framework. Note that equations (5.3.1) are
quasilinear for a}o, a}p when n =1, and linear for ag, a;; when n > 2. As we will prove later that
terms FJ™ [Og a}P, do ag] and Fier (0o a}p, O am are semilinear, equations (5.3.1) are transport
equations, with a Burgers type term (when n = 1), a semilinear term, a source term and a
convolution type term. System of equations (5.3.1), (5.3.4) is a simplification of system (5.2.51)
for which we propose to set up the analytical tools to solve it.

The aim is to solve system (5.3.1)-(5.3.4) with the following Cauchy-Kovalevskaya theorem.
First proofs of this kind of result are due to [Nir72] and then [Nis77], and the proof of the following
formulation goes back to [BGTS].

Theorem 5.3.1 (|[BGT78|). Let (By)ro<r<r, be a decreasing sequence of Banach spaces (with
0<rg<r1<1), ie. such that, forrg <1’ <r <ry,
B, C By, Il <,

Let T, R,C and M be positive real numbers, and consider a continuous function F from [=T,T] x
{u e B, |||ul|, < R} to B, for every ro < 1’ <r <11 which satisfies

(5.3.5) sup ||F(t,u) — F(t,v)],, < " ¢

sup = =
~

r

forallrg <" <r <y, [t] <T, and for all u,v in B, such that ||u|, < R, ||v|, < R, and

(5.3.6) sup [[F(¢,0)], < )
[tI<T n=r
for every ro < r < ry.

Then there exists a real number § in (0,T) and a unique function u, belonging to C*((—8(r1 —
r),0(ry — 1)), Br) for every ro < r < 11, satisfying

sup  u(®)|, <R,
[t|<d(ri—7)
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and the system
u'(t) = F(t,u(t)) for|t| <d(ri—r)
u(0) = 0.

We therefore need to define a chain of Banach spaces of analytic functions adapted to our
problem (5.3.1).
5.3.2 Functional framework
Functional spaces

For a function u of L*(R%!), the symbol @ refers to the Fourier transform of u, with the
following convention

u(g) == /Rdl u(y) eV gy, V¢ e R

For a complex vector X, notation | X| refers to the norm v X - X* and we denote by (.) the
Japanese bracket, that is, for a complex vector X,

(X) = (14X~

We set d* to be an integer such that d* > mg + 2 + (d + 1)/2, where mg is the nonnegative
real number of Lemma 5.3.7. The following definition quantifies analyticity by means of an
exponential decay of the Fourier transform.

Definition 5.3.2. For s € (0,1), the space Ys is defined as the space of all functions u of
L2(R¥1 x T) such that, if their Fourier series expansion in © reads

Z U w\@

AEZ

25100)] ¢ 2d*
o= [ e (o)

AEZ

then

‘ d¢ < 4o0.

The following results make precise how y and © derivatives act on Y;, and assert that Y; is a
Banach algebra.

Lemma 5.3.3. There exists C > 0 such that, for 0 < s’ < s <1, for u in Y, functions Vyu
and dou belong to Yy, and we have

C C
(5.3.7) 19y ully, <~ llully, ond |ouly, < —— llull,

Proof. We prove the estimate for V, u, the one for dpu being similar. We have, by definition of
the Yy-norm,

IVl = [ S0 o) P ds

ANEZL
" 02
2101 (3, £)) de— — %l
e /RZ P O e = =g Il

Y= (s

since |€]? exp(25'|¢]) < C%exp(2s]€])/(s — s')? for € in RY, with C' > 0 independent of s, s’ and &,
which reads precisely C' = 2e~!. Ul
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Lemma 5.3.4. For s € (0,1), the space Ys is a Banach algebra, up to a positive constant, that

is, there exists C > 0 (independent of s), such that for u,v in Y, the function uv belongs to Y
and we have

luolly, < Cllully, [vlly, -

Proof. Let s be in (0,1), and consider u, v in Y;. We have,

/Rdlze%“ (0D [(wo)n ()] de

AEZ

2
/ Z 2501y, £)24" / Zﬂ;(n)%\/—\p(f—ﬁ) dn| dg§
Rd—1 #eZ

AEZ

/Rd 12 / Z ()" dn

(A= & =)™
/RMZ ezl un>>2d* u(??)|2€25m_”’5_")'<(>\*M,§*77)>2d
HEZ

2
< Cllully, 101y, ,

*

(€ — )| dnde

by Cauchy-Schwarz inequality, if [pa1 ez ((u,n)>2‘§£)(\£§)—>j§—n))2 - dn is bounded uniformly with

respect to (A, £). We conclude by making the proof of this latter result.
For i, A\ € Z and &,1 € R, we have

IO <2 () ” +2|(A — € — )]

(N < 2(( ) +2((A =, €= n))?,
and
(N OV <2 () + 27T (A = p € — )"

Therefore, by a change of variables (n, u) = (§ — n, A — ),

(/\ ))*" d*+2 d*+2
/Rd 12 )\ M7£ n))Qd* <2 /Rd 12 2d* 02

with C' depending only on d*, since d* is such that d* > d/2. O

As we work with sequences of functions (a;)n>1 and (ay})n>1, we define a functional space
accordingly. We also specify the norm chosen on the product space, since we will work with
couples of sequences.

Definition 5.3.5. For s € (0,1), the space Y is defined as the set of sequences a = (an)neN of
Y, such that

d* 2
llalliy, =D e*" (n)*" llanlly, < +oc.

n=1

For s € (0,1), the norm on the product space Y? is defined, for (a,b) € Y2, as

Il a,b)[[[32 = llall, + bl

The space Y satisfies analogous properties as the ones of Lemmas 5.3.3 and 5.3.4 (with the
convolution on sequences for product), but they will not be used directly.
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Specifications on the toy model

We are now able to precise some properties of the toy system (5.3.1), (5.3.4).

Boundary source terms H7, HZ for n > 1 are taken such that, defining H := (H@, Hw) =
(Hg, HZ)H>1, function H is in C([—T, T],Yf). In the statement 5.3.9 below of existence and
uniqueness for system (5.3.1), (5.3.4), there will be an additional assumption on H, requiring
that there exists M > 0 such that, for 0 < s < 1,

M
1—s

sup [[Hlllyz <
[t|<T

This assumption on H is stronger than requiring H and G of (5.1.1) to be in H®(R? x T), as it
imposes analyticity with respect to space variables, but with bound on the norm increasing with
regularity. We denote by 79 > 0 a positive constant such that, for { = p, 1,

1/2
(5.3.8a) VEP| <o, D <0, Iwel < and |[KEP| <o,
and, for s € (0,1), for u,v in Yy, and for ¢ = ¢, 1,

er 1/2
(5.3.8b) |2 (90 w00 ]| <" hully, el

All estimates relies on the fact that scalars D?Op, w¢ and K?Op, vectors VIEOp and operators F?er
are in finite number. As for it, estimate (5.3.8b) asserting that the operator Fz)er, composed with
derivation in ©, acts as a semilinear operator, is a result of [CW17, Theorem 3.1]. The proof in
our case is a straightforward adaptation to our functional framework of the one of [CW17|, which
we detail here.

Proposition 5.3.6 (|CW17, Theorem 3.1|). There exists a constant C' > 0 such that for s € [0, 1],
foru,v inYs and ¢ = ,v, we have

(5.3.9) |2 o0 w6 0], < C lully, vy,

Proof. The result relies on the following lemma, which constitutes a reformulation of the small
divisors Assumption 5.6. Its proof is the same as the one in [CW17|, and is recalled here for the
sake of completeness.

Lemma 5.3.7 ([CW17, Lemma 3.2|). There exists a constant C' > 0 and a real number mo such
that, for A1, A3 € Z*, and for { = p,v, we have

1

5.3.10 —_

< C'min (|A]™, | A3]™).

Proof. Without loss of generality, we consider { = ¢. The aim is to use the bound of Assumption
5.6. Using equality L(0,¢2) 7,2 = 0, we get,

L(0,M101 + A3 p3) T2 = [)\1 (&1(p) — &(9)) + As(&3(0) — 52(@))]Ad(0) T2,

so the quantity A1 (£1(¢) — &2(¢)) + A3(&3(¢) — &2(¢)) is nonzero since otherwise ry, 5 would be a
nonzero vector in the kernel of L(O7 AL 1 + A3 <p3), contradicting Assumption 5.5 asserting that
A1 1 + A3 3 is never characteristic for A1, A3 € Z*. Therefore we have

1
M (6(0) — &) + X (&le) — ()|

< CHL(O’M 01+ A3 3) "

)
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with a constant C' > 0 independent on Aq, A3. Using Assumption 5.6 and a polynomial bound on
the transpose of the comatrix, we get that there exists a nonnegative real number mg such that

1
M) - &(9)) + Xa(6s(0) — ()]

< Cl(, )™,

with a new constant C' > 0 independent on A1, A3. Up to changing constant C' > 0, we obtain,

1

5.3.11 _
o340 PEESe

< Cl(A1,As)|™

To get the formulation of (5.3.11) with a minimum, we see that two cases may occur. Either
|\ 55+ A3 03 ’ > |64], and in this case, with C > 1/|51| we have

1
< C| A ™o
AT \5 | SO<C
since mg > 0. In the other case, if ‘)\1 51 + A3 53‘ |5i}\, we have
|/\3’ ‘)\151+)\353’+ ‘)\151‘ | 910‘|/\1’
\53! \53\ < g
so, up to changing constant C', estimate (5.3.11) rewrites
. <C |)\1|7710.
PUESTIE
Applying the same arguments for A3 leads to the aimed estimate (5.3.10). O

The proof of Proposition 5.3.6 also relies on the following technical result, whose formulation
is the one of [CW17|. Its proof is an immediate adaptation of a result of [RR82|, and is not
recalled here.

Lemma 5.3.8 ([RR82, Lemma 1.2.2] [CW17, Lemma 3.3]). Let K: R* ! x Z x R x Z — C
be a locally integrable measurable function such that, either

sup /}RMZ\K&ML )|? dn < 400,

(EN)ERI-1XZ

or

sup /RdIZ\Kﬁx\nu|d€<+oo

(n,u)ERI-1 X7, N\eZ

Then the map
(f.g H/“ZKS/\W fE=n.A—p)g(n, ) dn

MEZL
is bounded on L*(R¥™ x Z) x L2(R%! x Z) with values in L*>(R*1 x Z).
We now proceed with the proof of Proposition 5.3.6, and we consider without loss of generality

¢ =¢. For £ € R X\ € Z and for u,v in Y;, the Fourier transform of the A-th term of the
Fourier series expansion of F?er [8@ u, Jg v] is given by

per S _ ™
[6@u 8@1} /]Rd ) MZ P ,U 51 +M53 )\—u(g n) Uu(ﬁ) dn.

JIEE U
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Therefore, to obtain inequality (5.3.9), we have to estimate the quantity

2

/RZ/ S OO () PO\, 1) Tra€ — 1) Gun) dn| e,

,ueZ
where we have denoted, for A\, u € Z,

Ol B
F(\ p) = {@—u)é;wag if 1 # 0, A

0 otherwise,

and we will do it using Lemma 5.3.8. We consider two nonnegative functions x1, x2 on R% x R?
such that x1 + xyo =1 and

Xl(fa)‘vnnu) =0 if <(777:u)>
X2(£a>‘7777:u) =0 if <(7771u)>

We first consider the quantity

12 [ 200600 O (L RO B ) )

rewritten as

X1(E A, 1) IO (N )T F(A, )
G [ & O (i~ ) e ()

x (Ol (A = gy = ) n (€ = m)) (10 ) ) )

We have

and, on the support of x1,

1
(A=, €=n)) = ((N,8) — ((w,n)) = §<(A £)
SO
X160 m, 1) 1O )T F(, )
/]Rd 12 esl(A—p.6—n) <()\—'u7,£—77)>d* esl(um)| <(,u 77 Ad 1]{%
Using Lemma 5.3.7 we get
pA—p) |1 | 0 1 o+2
‘(A—u)5;+u5g A a (X — p)8L + pé3 < Clul ’
SO
X1(& A7, ) eI OO )T F (A, p)
d
(e 3R 2 / Z O — 1, & — )T el ()™ |

+2)

/ Z ‘M‘Q " dn < +o00
Rd 1 2d* )

,LLEZ
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since we chose d* > mg + 2+ (d + 1)/2. Applying Lemma 5.3.8 to the quantity in (5.3.12) we
obtain

2

[ Z | S rmn et ) B Tt~ )|

,ueZ
2 2
< Cllully, vy, -

Applying similar arguments for yo leads to the analogous estimate for yo, and combining estimates
for x1 and x2 gives the sought one (5.3.9), concluding the proof. O

We are now able to prove well-posedness for system (5.3.1), (5.3.4), using Theorem 5.3.1, with
the above properties.

5.3.3 A Cauchy-Kovalevskaya theorem for boundary equations
System (5.3.1), (5.3.4) reads
Ora= F(t, a):=La— 0o DLOp(a, a) — Fper(ae a, dg a) +H+ KLOp(a, a),
a(0) =0,

(5.3.13)

where a := (asovaw) (an a )n>1’ and, if ¢ := ( 370@@1’

n
P
( Lop . Vyagoav Op'vya:/l))rBl’
N 1 Lop 1
D (a, ¢) := (D ag cp, D™ aj ),
FP(a, c) := (wy, Fo a €l WwFper[%vcw])nN’

Lop Lop k n— k LOp k n— k
K™P(a, c) (K Z@ ag ¢y, ), K, Z@ ag Cy, )n21.
System (5.3.13) is now in the right shape to apply Theorem 5.3.1, and we prove the following

result.

Proposition 5.3.9. For My > 0, there exists § € (0,T) such that for all H in C([-T,T],Y?)
satisfying, for 0 < s <1,

Moy
(5.3.14) sup [[H(#)[[y2 < )
t|<T s l-s

system (5.3.13) admits a unique solution a in C*((—8(1 — s),6(1 — s)), YZ2) for every 0 < s < 1.

The key estimates to prove this result are the following. These are classical, and their proof is
recalled here for the sake of completeness.

Lemma 5.3.10. There exists a constant C > 0 such that for 0 < s’ < s < 1, for b,c in Y2, the
following estimates hold

Collblly:
/ )

(5.3.153) ILbllys, <

— S

C o [bllyzllefly:

/ )

(5.3.15D) 100 D*P (b, ¢) [[|y2, <

S— S
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(5.3.15¢) 1B (96, 96¢) ||y < €0 bllyz ey,

C o lIbllyzllefly

s—g

(5.3.15d) [[K™P (b, c) |||y <
Proof. First, estimate (5.3.15a) follows directly from estimate (5.3.8a) and Lemma 5.3.3 since
L is a linear combination of a bounded vector and a first order derivative. For the second one

(5.3.15b), we have, according to Lemma 5.3.4, for ( = ¢,1 and n > 1,

< Cyo [|bé

Lop
| eeet .

Therefore, according to Lemma 5.3.3,

Lop 1 n C LOp 1 n C’}/O
H({“)@ DC bCCC YSZ, < s _ o ¢ b( Ce Y, S — 5 — HbHY2
Multiplying by €™ (n >2d* and summing over n > 1 and ¢ = ¢, 1 gives the estimate (5.3.15b) for

the Y2-norm. With (5.3.8b), the proof of (5.3.15¢) is analogous but simpler since the operator is
semilinear. Finally, for (5.3.15d), according to Lemmas 5.3.3 and 5.3.4, we have, for n > 1,

n—1 C n—1
k n—k k n—k
Soetkah| <SSl e,
k=1 Yy k=1
Thus, by Cauchy-Schwarz inequality,
n—1 2
2 Qd* k n—k
2D e 1> de (B ™)
nzl1 k=1 Y,

02 2sn 2d* - k
< 7(8 — Ze | [k,
k=1
<n>2d*
S 2 ; (Z >2d* <TL _ k>2d*>

% 2625k <k>2d*
k=1

2

n—k‘

2 .
bk H 2s(n—k) (), _ }\2d
elly, © (n=k) Y,

C? 9
< o plbIelieli:.

2d*
since 22;11 MW is bounded uniformly with respect to n > 1, and the result follows. O

We proceed with proof of Proposition 5.3.9, which essentially amounts to verify assumptions
of Theorem 5.3.1.

Proof (Proposition 5.3.9). We apply Theorem 5.3.1 to system (5.3.31) with the scale of Banach
spaces (Y?)O <s<1- First note that assumption (5.3.6) is satisfied as soon as assumption (5.3.14)

for H is verified. Next we take interest into continuity assumption for F and assumption (5.3.5).
For 0 < s’ < s <1, and for t,# € (=T, T) and b, c in Y2, we have,

F(t,b) —F(,c) =L(b—c) — 9¢ D***(b,b — ¢) — 9 D"***(b — ¢, c)
—F**" (e b, e (b — ¢)) — F**(de (b — c), 0o c) + H(t) — H(t)
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+ Kop (b, b — c) + K&op (b —c, c)

so, according to estimates of Lemma 5.3.10,

5:316) [[F(b) ~F(t.0)y,

, b~ clly
<[IE) — BE)lys +Cro(1+3lIblly; +3lellys ) —— .

Therefore, since H is continuous from [T, T] to Y%, if we set R > 0 (which is therefore arbitrary),
we both get, from (5.3.16), continuity of F from [T, T] x {b €Y2|[Iblly:2 < R} to Y%, and

(setting ¢’ = t) estimate (5.3.5), with constant C' given by C~yo(1 4 6R). Theorem 5.3.1 therefore
applies here and gives the sought result. O

Here we used that system (5.3.1), (5.3.4) presents quadratic nonlinearities, but, using the
same arguments, other types of nonlinearities could also be treated.

5.3.4 Second toy model

We now refine the previous toy model by incorporating interior equations in it. According
to remarks from the introduction of this section, in the new chosen toy model, we remove the
coupling with profiles of frequencies different from ¢;, ¥; and v;, which were appearing in (5.2.49a)
in terms 0, ¢ terms in (Ul, coisUn—1,(I = P) Uy, U;Lk) The latter terms are also simplified since
they carry derivatives of order higher than one”, and we keep only first order derivatives in ©
(once again, considering derivatives in y presents no additional difficulty). They are therefore
represented through terms of the form

S Y Saelh, )

C1,¢2=p, bV j1,j2=1,3 k=1

We also remove couplings with outgoing frequencies s, 12 and 15, as incoming equations will be
solved seen as propagation in the normal variable equations, a form which is not suited to solve
outgoing equations. Finally, we multiply equations (5.2.49) by e*® for © € T a periodic variable.
It leads to the following toy interior evolution equations, for n > 1, { = p,9,v and j =1, 3,

1 C2,
(5.3.17)  X¢ UZL’j + D¢ ; 0o (U?,j Uc,j) + Z e "]]Ci ;? [UQ g1 04242]

C-l 7<2{501'¢)1V}
J1,Jj2€{1,3}

= K¢ Z Z@@ UCl J1 Cg,gg)

<17<2{50 U’»V} k=1
J1,52€{1,3}

where we have defined 02‘ ! function of Qp x T, as

0) =Y o¢jn(x)e™®,

AEZL*

and where K¢ ; € R for ( = ¢,7,v and j = 1,3. For ((1,(2,71,J2) € {1, v} x {1,3}?, the

bilinear operator Jgi;f is defined as

(5.3.18) IR (o, r] = JE2 N oam e

AEZ*

7. In expression (5.2.46) of nonpolarized parts, there are already derivatives.
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with some coeflicients Jgi’jf Similarly as for the boundary equations, up to changing all notation
by a harmless multiplicative constant, according to expression (5.1.4) of vector field X ;, it can
be assumed to read

XCJ = 615 — V¢ Vx,

where vector v ; has been defined in Definition 5.1.3. Recall last component of each vector v¢ ;
is positive. Equation (5.3.17) is not provided with an initial condition, as we will see it as a
propagation in the normal variable equation.

For boundary conditions for profiles ol J =13, the coupling terms in (o?Q) appearing

N |zq=0 (
in terms in F& ), for boundary conditions for profiles associated with ¢ and 1)) are not kept, since
it would require trace estimates to solve interior equations, and we do not have such estimates in
our possession. Terms in F ? i also convey first order derivatives of lower order terms a%, ce a’g_l
For the functional framework chosen later, these derivatives are an issue, and since coupling with
lower order terms aé, . ,a?_l will be expressed in evolution equations for a?, terms FC”J ) are
only represented in the toy equations by boundary terms gg’ i belonging to one of the spaces

defined later on. This lead to the following toy boundary conditions, for j =1, 3,

(5.3.19a) (063 jgm0 = (€0 Tos) Ao+ 550 (0h5) 1m0 = (€v5  Twyg) @ + G,
(5.3.19Db) (705 gm0 = G0

where, for { = ¢, 1, we have denoted by al the function of Q7 x T defined as

at(z,0) == Z ag \(2) o,

AEZ*
Finally, equations for boundary terms a;; and az are the same as for the first toy model,
namely,
n—1
(5.3.20a) X:;Op ag + D,{;Op 0o (aglg ag) + w, FO [0@ a,}?, 0o afﬂ = Hj + Kg;"p z 0o (aﬁ aﬁfk),
k=1

n—1
L ) Lop - 1 T [ - 1 - 1 ) ~L - : n—k
(5.3.20b) X" al+ D, " e ((1,,1",, ay,) + wy BV [()(_) ay,, 0o aﬂ =Hj) + K" Z do (af; ay, A),
k=1

coupled with the initial conditions

(5.3.21) ((Ig)‘tzo =0, (”’;A]/')\z‘:() =0.

The strategy to solve the above system of equations (5.3.17), (5.3.19), (5.3.20) and (5.3.21)
is to apply a Cauchy-Kovalevskaya theorem such as Theorem 5.3.1 to interior system (5.3.17),
(5.3.19), seen as a propagation equation in the normal variable. In order to do that, we need the
boundary terms in (5.3.19) to be analytical with respect to all variables (even with respect to
time). For the first toy model, in Proposition 5.3.9, we obtained only continuity with respect to
time. Therefore we need to refine this result to obtain analyticity with respect to all variables. In
the next part we define functional spaces which will be used for this purpose.

5.3.5 Additional functional framework

Functional spaces

We define two different types of spaces, which all are spaces of functions defined on wp x T,
analytical with respect to all variables (¢,y,©). The first ones, which will be denoted by E, and
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E,, will be used to solve boundary equations (5.3.20)-(5.3.21), which will be viewed as a fixed
point problem in E,. The second one, denoted by X,, X, are the one fitted for interior system
(5.3.17)-(5.3.19), where equation (5.3.17) will be seen as a differential equation with values in
X,.. Features and relations of this spaces are summarized in Figure 5.3. In addition to defining
the functional spaces, we have to describe action of differentiation on it, and to prove that every
function of E, is in X,.

Previously introduced spaces Y, s € (0,1), are used to defined spaces E,, p € (0,1). If I C R

is an interval and E a Banach space, we denote by C¥(I, F) the space of analytic functions from
ItoFE.

Definition 5.3.11. For p € (0,1), the space Ep is defined as

Eyi= () (= p(1=3),p(1 - 5)).Y5).

s€(0,1)

In the next definition we use the Catalan numbers (see |[Com74|), defined by, for n > 0,

¢ 1 <2n>
n+1\n

They satisfy, for n > 0,

n
(5.3.22) > =
1=0
The Catalan numbers appear in the power series expansion of x +— (1 — aj)_l/Q:
1 1 (n+1)!¢,
5.3.23 = —— "V 1.
(5.3.23) 1o T;n! o T V<

Next definition takes inspiration from the method of majoring series, see for example |Joh91,
Chapter II], since, in this formalism, it requires for a function to admit a dilatation of z
(1 —x)~/? as a majoring series.

Definition 5.3.12. For p € (0,1), the space E, is defined as the set of functions a of Ep such
that there exists M > 0 such that for all s € (0,1) and v € N,

M (v+1)le,
(1— s #1 (dp)”

(5.3.24) 107 a(0)]ly, <
The infimum of all M satisfying condition (5.3.24) is denoted by |Ha|HEp

If a is in E, for some p € (0,1), then, for s € (0,1), for |t| < p(1 — s), by expanding a in
power series with respect to ¢ at 0, using estimate (5.3.24) and the power series expansion of

z— (1 —2)" Y2, we get
ol 0\
t < 11— ——— .
ool < 72 (1- 1)

We find here the formulation of [BGT78].

Since we work with couples of sequences of functions, we define a space accordingly, and we
specify the norm used on the product space.
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Definition 5.3.13. For p € (0,1), the space E, is defined as the set of sequences a = (a”)neN of
E, such that

2 2d* 2
lallg, =Y e*™ (n)*" llanlls, < +oc.
n=1

For p € (0,1), the norm on the product space Ef, is defined, for (a,b) € Ef), as

(2. B) Iz = llalli, + B, -

Spaces F, and E, are not normed algebras, and neither do they satisfy a derivation property
such as (5.3.7). Indeed, for a function a of E, with p € (0,1), we have, by Lemma 5.3.3, for
0<s <s<1,

1 Mallg, @+1)e,

1
14 < - 14 <
Hat 8@ a(O)HYS, s — g Hat a(O)HYS s—g (1 _ 8)y+1 (4p)”

To obtain an estimate for (5.3.24), it seems that we should have the existence of C' > 0 such that
forall0 < s’ <s<1landv >0,

1 C
(s —s)(1 —s)vtl = (1 — g)v+l’

which is false. However, as we shall see later, estimating ¢ — fot Oo a(s) ds instead of dg a could
solve the problem. This is what is referred to as reqularization by integration in time, see |[UkaOl;
Mor20]. These spaces seem well suited to prove existence of solutions to boundary system (5.3.20),
analytical with respect to all variables, but the absence of above mentioned properties prevents
to apply a Cauchy-Kovalevskaya theorem with these spaces for interior system. This is why we
need to define other, more appropriate spaces.

Spaces for interior equations are spaces in (t,y,©) variables since interior equations will
be seen as propagation equation in x4, valued in these spaces. In the following, H% denotes
the Sobolev space HY" (RZ‘I x Tg) of regularity d*. Recall that d* has been chosen such that
d* > mo+ 2+ (d+ 1)/2, where my is the real nonnegative number of Lemma 5.3.7. The next
definition is based on the classical way to characterize analytic functions. For a (d + 1)-tuple
a=(ag,...,aq) € NI notation ol refers to a! := ag!- - - ayg!.

Definition 5.3.14. Consider p € (0,1). For r € (0,1), the space X, is defined as the set of
smooth functions a of (t,y,0) € [—p/2,p/2] x R x T with values in C such that there exists
M > 0 such that for every o in N1,

Ma!
rlel (Ja|2d+1 4 1)

108,000, -, )| yar <

The infimum of such M >0 is denoted by ||a|x. -

Note that in the previous definition, the space X, depends on the fixed constant p € (0,1),
but we chose not to include this dependence in the notation since in the following p will be fixed.
The time interval of the form [—p/2, p/2] is required because, in the following, functions of X,
will come from functions of E,, which are defined on time intervals ( — p(1 — s), p(1 — s)) for
s € (0,1), so we choose arbitrarily s = 1/2. Analogously as for I, we define a space for sequences
of X,.

Definition 5.3.15. Forr € (0,1), the space X, is defined as the set of sequences a = (an)
of X, such that

neN

d*
llall%, =" & (n)*" llanllk, < +oo.
n=1
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Figure 5.3 — Features of functional spaces and links between them

For r € (0,1), the norm on the product space X8 is defined, for a = (ay,...,as) € X5, as
2 2 2
llallxs := llaillix, +-- -+ llaslx, -

The following result asserts that, for every p € (0, 1), there exists r € (0, 1) such that space
E, is continuously injected in X, with a constant independent of p. The proof is recalled here
for the sake of clarity.

Lemma 5.3.16. There exists C > 0, such that, for p € (0,1), if a is in E, then there exists
r € (0,1) such that a belongs to X, (for the same p) and, furthermore,

llallx, < Clllallg, -

Proof. Let a = (a"),>1 be in E, for some p € (0,1). For a = (o, /, 8) = (oo, a1, . .
in N x N=! x N, we have, for s € (0,1) and n > 1,

. ’ad—laﬁ)

& n 2 20— * — 2
Hat,y,(%a (07 *y )HHd* - /d ) Zg%al .. .é’d_ﬂi 1A2,3 <<€7)\)>2d a?oa)\(o’g)‘ dg
R Nez
AR 20 | g0 (0. 61
S /R A%szua%ﬂ)e (&0 [oreaR(0.)] de
/1212

= $2(0a'1+B) ||8taoan(0)||§/s )
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using the inequality
(" (N alienl,
o'l 5!

Since a" is in E, (because a is in E,), we therefore have

oo a1B! lla"llg, (o + 1)1y o181 Clla"|lg, co!
1980070l < Sortes (@ — st (s < 155 (1= )0 (3

using (ap + 1) €q,)/(4p)* < C/(3p)*°. Finally, we have, if s < min(p, 2/3),

o al Clla"lg, Cllla" (g,
H t.y,0% ( [ HHd = glaf 3 = S/|a\(|a’2d+1+1)’

with s' < s, because s/ (|23 + 1) < Csl®l. Therefore,

(5.3.25) lla™lx., < Cllallz,.

with a constant C' which does not depend on n > 1. Therefore, multiplying inequality (5.3.25) by
251 (n)?*" and summing over n > 1 leads to

llallx, < Cllalls,,

so a belongs to X, with r < min(p, 2/3) which depends only on p, concluding the proof. O

Following results state that partial derivatives with respect to t,y, © act on X, in the same
way as partial derivatives with respect to y, ® act on Y, and that spaces X, satisfy an algebra
property. For the sake of completeness, we recall the proof of these classical results.

Lemma 5.3.17. There exists C > 0 such that, for 0 <r' <r <1, for a in X, and for e in
N with |e;| = 1, function 8f7y oa belongs to X,s and satisfies

Proof. In the same way as for the previous Lemma 5.3.16, proving the estimate for the space X,
leads to the one for X, and the associate result, by multiplying by e2s'n <n>2d* and summing over
n > 1. Let a be in X,. Without loss of generality, we make the proof for e; = ey = (1,0, ...,0).
For o = (g, @/, 3) in N x N~! x N, we have, by definition of X,-norm,

C

< — |la )
[

€j
0, 0@

e (o +ep)!
Fy 00,000, < ol e o
lal a! (’a‘2d+1 +1) (004 1) (r/)la\
= ||a a I
X (r)lel (Ja24+1 + 1) (Jor + €]2+1 4 1) 0 rlal+1

Since (Ja|?t +1)/(|a + e|??*! + 1) is bounded uniformly with respect to o € N*! and since

the result follows. O

Lemma 5.3.18. For r € (0,1), spaces X, and X, are Banach algebras (the latter for the
convolution on sequences), up to a positive constant, that is, there exists C > 0 (independent of
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€ (0,1)), such that for a,b in X,., the function ab belongs to X, and we have

lablix, < Cllallx, [®llx.

and the analogous estimate for X,.

Proof. We make the proof for spaces X,., and the result for X, follows using the same arguments
as in the proof of Lemma 5.3.4. Let r be in (0, 1) and consider a,b in X,. We need to show that
there exists C' > 0 such that for all & € N1 we have

lor H Cllallx, o/l x, o
ty@ 0., H&* = T\a|(|a‘2d+1+l)

So consider a € N1, We have, since d* > d/2, so H? is an algebra,

0 e <€ (3) st

o\ llall, 8! 18lll, (= B)!
< CZ <5> rlBl (|82d+1 4 1) rlod=18l (Jo — B]24+1 + 1)

Opab(0,.. )

B
_ Cllallix, llollx, o > (Jo?4H1 + 1)
el (o271 4+ 1) 2 (BRI +1) (o — BT + 1)
and the result follows since P 1(Jroil)2(:;;1jﬁl|)2d+1 =y is bounded uniformly with respect to
o € Ni+L, O

We summarize the main features of the functional spaces introduced in this section in Figure
5.3. The concept of reqularization by integration in time is detailed below, in Lemma 5.3.21.

Specifications on the toy model and main result

In view of the functional spaces defined above, we are able to make precise the toy system
(5.3.17)-(5.3.19)-(5.3.20)-(5.3.21).

Boundary terms gCJ appearing in (5.3.19) are taken such that, if we define g¢ ; := (gCJ)nGN’
then function g ; is in X for ( = ¢, 9, v and j = 1, 3. Analogously, source terms H of boundary
equations (5.3.20) are taken such that, defining H¢ := (H?)@p sequence H¢ is in E1 for ( = ¢, 1.
Once again, assumption on H; imposing it to be analytical with respect to all its variables is
stronger than requiring H and G to be in H®(R? x T). We also denote by 79 > 0 a positive
constant such that, for { = ¢,y,v and j =1, 3,

(5.3.26a) Vel <70, |Dejl <0 and | Kej] <o,
for ¢ = ¢, ¢,
(5.3.26b) VEP| <0, D <0, Iwel <% and [KEP| < o

for r € (0,1) and for o, 7 in X, for (1,(s = p,9,v and j1,j2 = 1, 3,

(5.3.26¢) H’J%iﬁ [ 7] H X,

<0 llolilx, M,
and, for s € (0,1), for u,v in Yy, and for ¢ = ¢, 1,

(5.3.26d) |72 [0 u, 0 0]

1/2
L <0 Nl oy,
S
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All estimates relies on the fact that scalars D¢ ;, K¢ j, DLOP, we and K LOp, vectors v ; and

VIE and operators ,]]Cl ;; and F2" are indexed by finite sets. Estimate (5.3.26d) is the result of
Proposition 5.3.6, and (5.3.26¢) is the result of the following lemma.

Lemma 5.3.19. There exists a constant C' > 0 such that, for r € (0,1), for o,7 in X, (1,2
in{p, ¥} and ji,j2 in {1,3}, we have

(5.3.27) sz 71]|. < el il

Proof. Wlthout loss of generality, we make the proof for (; = (o = ¢ and j; = jo = 1. Recall
that JT“D '} is defined by (5.3.18) as

1
ng o, 7] —J"O’ E ATy €
AEZ*

For a = (a/, o) in N¢ x N, we want to estimate in H¢ the following function
(53.28) 08, 0J1 [0, 7](0,, ) =T >0 N ( ﬁ,> N)*07,00(0,.) 95,7 2 (0,.) €©.
AEZ* BI<a

We prove now an intermediate result. For every function u,v defined on R4 x T, whose Fourier
series expansions read

_ Z u/\(y) ei)\@, Z vy z)\@

AEZ \eZ
we have,
2
0) = Y ua(y)vay) €°
\eZ s
2
=Y [ oo | [ mwae-na)
keZ*
(1) )
: _d
k’gZ:* /Rd ' </Rd O (e =P
<[ P I (€ = ) [ai(e -l dnd
2 2
(5.3.29) 0) + > ux(y) e 0) s ) ee|
ACZ H* \EZ Jn
(1,

with a constant C' > 0 independent on u and v, since fRd—l dn is bounded

() * (A g=m)*®
uniformly with respect to (A, £). We have, according to (5.3.28),

2

(5.330) |08, 0051 [0, 7)(0, . ')HHd*

<’ Y (5)

Blga/

)

(1.0) = > (ix)™8],02(0,.) 85 7(0,.) €X°

ANEZL*
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so, applying inequality (5.3.29) to quantity (5.3.30) we get

2
‘ ,y,@“ﬂiﬁ [G’ T] (07‘7 ‘)HHd*
2
/
< C’(J:j”ll)Q Z <ﬂ’> ) Z 2)\ d@’B O')\ (0,y)e ix8
gr<a’ \EZ H*
2
> Zaa - i)\@
ANEZ Hda*

2

=ouz)’ 3 (5,)\85@& 0.,

Therefore, by definition of the X,-norm,

o’'—p'0
o SO0, ')Hm* .

Hag o124 [o,7] (0,.,.)H;*

<0y (6’) llollx, Bexa! Ioll x, (o = 5)!

7zt \8) T (8, 0P+ 1) I TIPT (o = P + 1)

_ Cllallx, Mol x, o 3 (Jo?T + 1)
riel (laPdtt 1) = (|8’ aa) PH + 1) (Jof = f/P4H £+ 1)

(laf?+'+1) i if i
(o) P 141 (o — A1) 18 bounded uniformly with respect

to o € N1, O

and the result follows since 5,/ 0

The rest of the section is devoted to the proof of the following existence and uniqueness result.

Theorem 5.3.20. For every My, M; > 0, there exist 0 < r;1 < 1 and § > 0 such that for

every g in XS and H in E? satisfying respectively IH]lgz < Mo and |lgllxs < M, system
1

of equations (5.3.17), (5.3.19), (5.3.20) and (5.3.21) admits a unique solution given by o in

CH(=b(r1 —7),0(r1 — 7)), X8) for each 0 < r <71 and a in X2, where we have denoted o :=

(037170—27370—371a0—$73a0—317 1/73)”21; g = (gip,17g(P,37gw,17g¢',37glj,17gl/,3> and H := (Hc,mHI,l))

To prove this result, we will start by proving existence for boundary system (5.3.20)-(5.3.21),
with the Banach fixed point theorem applied in a closed ball of E% for some p € (0,1). We will
therefore have a solution a of (5.3.20)-(5.3.21) analytical both with respect to space and time.
The strategy is to write equations (5.3.20) as a fixed point, by the change of variables b := 0 a,
to obtain a problem like the one of [BG78|. This will allow us to prove that the operator at
stake is a contraction, using the phenomenon of regularization by integration in time. Then we
proceed with the existence of solution for interior system (5.3.17)-(5.3.19), by applying a classical
Cauchy-Kovalevskaya result, in X8 for some r € (0,1). For this purpose, equations (5.3.17) will
be seen as propagation equations in the normal variable. Verifying assumptions of Theorem 5.3.1
for interior equations presents no difficulty. Finally Lemma 5.3.16 will be used to assert that the
obtained solution a of (5.3.20)-(5.3.21) in E? is actually in X? for some r € (0,1).

5.3.6 Time analyticity on the boundary and Cauchy-Kovalevskaya theorem
for incoming equations
Existence and time analyticity for boundary equations

This part is devoted to solving boundary system (5.3.20)-(5.3.21). The goal is to obtain
solutions which are analytical not only with respect to (y, ©) but also with respect to time. In
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the same way as for the first toy model, system (5.3.20)-(5.3.21) can be displayed in the form

O;a=La— 0g DMoP (a, a) — JFper (8@ a, do a) +H + Ko (a, a),
a(0) =0,

(5.3.31)

where a := (a,,ay) == (a” a )n>1, H:= (H@,Hw) and, if ¢ := (cg,cg)n%,

n
v
( Lop Vy a(p,v Lop . Vy aZZ)n}l’
L Lop 1
D'’ (a,c) := (DL al, Z,D P ayag) sy
FP(a, ¢) := (wy, F2ag, cp], wyFy ag, ¢jl) o1
n—1 n—1
L L k —k L k —k
KUP(a,0) = (K9 3 0 ok e 1) KU 3 doab ey ™))
k=1 k=1 g

Setting b := d;a, system (5.3.31) is equivalent to

t

(5.3.32) b(t) =L /0 "b(o) do — 06 pler /O b(c) do, /0 "b(o) o)
_ gper (89 /Ot b(o) do, dg /Ot b(o) dU) + KLop</0t b(o) do, /Ot b(o) da) +H(),

with a fo o) do. The aim is to solve equation (5.3.32) with a fixed point theorem in E
SO we start by provmg the following key estimates, which will allow us to prove contraction for
the operator at stake.

Estimates (5.3.33a), (5.3.33b) and (5.3.33d) below constitute what we call regularization by
integration in time, where composing derivation in (y, ©) with integration in time leads to no
loss of regularity. This phenomenon was introduced by [Uka01l], and can also be found in [Mét09;
Mor20].

Lemma 5.3.21. There exists C > 0 such that for p € (0,1), for b,c in E%, the following
estimates hold

t
(53.33) w2 [ peras]| <comlimly
0 E2
t t
sy e 00Die( [Tbto)do. [ clorao)|| < 0san el
0 0 E/%
t t
5333 e (0 [ bio)dnde [ clorao)|| < s anlbleglielle,
EZ
t t
(5.3.334) o= xor( [ biordo, [[etoran)|| <t liblglicles
0 0 E2

Proof. First note that since b, c are in E%, functions which we wish to estimate are in (E}f*)?

In all this proof, we denote

b := (by, by) = (b&bz)n}p c:=(cy,Cy) = (CZ’Cz)nm'

For v > 1 and s € (0,1), we define s, := s+ 1 — s) which is such that s, > s and satisfy, for

l/+1(
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v=l,

- 1 1
(5.3.34) *—y+1  and 14

Sy — S 1—s, v

We proceed with the proof of estimate (5.3.33a) dealing with function V := L fo o) do, and
we denote V := (V,, V) := (V” Vi )n>1 According to Definition 5.3.12, the aim is to estlmabte7
for s € (0,1), v 2 0, ¢ = ¢,¢ and n > 1, the Ys-norm of 8¢ V;*(0). Fix s € (0,1), ¢ = ¢, ¢ and
n > 1, and recall that

t
VI(t) = VPV, / b (o) do
0
Therefore we have V*(0) = 0 and, for v > 1,
vymn Lo v—11n
Ay V0) = v -V, 80 0),

so, for s € (0,1), using (5.3.7) with 0 < s < s, < 1, estimate (5.3.26a) and definition (5.3.24) of
E,-norm,

CVO

107 VEO)lly, <01V 98 O)]ly, < S 078 O]y,
C’YO 1 V! Q:V 1
= el

Therefore, using relations (5.3.34),

1 w+1)vle, 1\"
|07 V( )! < Cyo MbC’HEp (1— s)rtt (4p)”_ly 1 (1 " V>
(V + 1)' Q:l/
< Cpyo ||t} H‘E (1 — s)t1 (4p)v’
E <Cpv ‘ b¢ B Since this estimate is independent of n, ¢, multiplying it by
P P

e2m <n>2d* and summing over n > 1 leads to the analogous one for Ef,, which reads as (5.3.33a).

For V = 0o DLOp(fgb do, fo da) which we decompose in (Eﬁl*f as V =:
(Vp, Vy) = (Vﬁ, VJ‘) with, for n > 1 and { = ¢, 1,

n=1’
. t t
Ve =00 Dy P ; be(o) da~/0 c¢(o)do,
for n > 1 and ¢ = ¢, ¢, we compute V! (0) = 8tVC”(O) =0, and for v > 2,
0y VI(0) = D de Z ( )8;‘ 'bE(0) 0y e (0).

Therefore, for s € (0,1), using (5.3.7) with 0 < s < s, < 1 and estimates (5.3.26a) and (5.3.24),
we have

lor v (0)

oy o)

v—1
C v H —1,1
< wo,
Ys 8"_8; (u) ¢ C( ) Ys,

Sy
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blH C v—1
. C ’H e, < llle, Z v\ w1 (v— ,u)!QZl,,u,l'
h Sy — 8§ (4p)yi2 p=1 K (1 - 51/)“ (1 - 31/)1/7/1
Again with relations (5.3.34) we get
V(0 o Cy(v+1) ’HbéH E, 5 g, V! Vﬁle: ¢ . 1\”
Ve Ol € =T o 2 S e (1+3)

(v+1)!
< e Il el s, =t Z% o

We can conclude using (5.3.22):

v—1 v—2
Z Qu—l ¢1/—;1—1 = Z €u €1/—2—;1 =¢, 1 <¢,.

Last inequality follows from relation (5.3.22) and € = 1.

The proof of estimate (5.3.33c) for V := FP" (3@ f(f b(c) do, de fo da) follows the same

argument as the previous one, but it is simpler since, according to (5.3.26d), Fger(ﬁe a,Jg a) acts
as a semilinear term in a. It is therefore omitted.

Finally, we take interest into V := KLOP< Jo "b(0) do, fg c(o) da) which we decompose in
(EN)? as V =t (Vy, Vi) = (V2 V), _,, with, for n> 1 and ¢ = ¢,9),

n=1’
n—1
n ._ gL k n—k
VE =K e (Ve
k=1
For n > 1 and { = ¢, %, we compute V/*(0) = 0,V*(0) = 0, and for v > 2,
14 L 1 vV— 1 n
() OPZa@ZQ)a“ bl (0) 0y~ el R (0),
so, for s € (0,1), using (5.3.26b) and (5.3.7) with 0 < s < s, < 1 and then (5.3.24),
C'VO ) [lor ek (0)
Z Z U t ' Ya,

n—1
Cy 1 m k —k
sy, — s (4p)r—2 ; “llE, E

P
ey W€ (v—p)C_
p)(1—=s)t (1—s,)V—#

lor v (o o)

Ys,

=1

=

1
2 V+1‘Q: — k
SCP0 T 4pvzwb
k=1
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using (5.3.22) as before. Therefore we get

n—1
V2l < 20 S |[o5]], [e
P —1 E,

2pn <n>2d*

I
Y
Ep

so that, multiplying by e and summing over n > 1, we obtain

E:XFMWW*MWE
(= n>1
<ot 5 s (S,

)

(=p9
2 (n)*""
e Z< 0 — k)"
Zerk kY2 ‘bk (20 (k) 1y _ 24" Cn—kH2 ’
E,
<n>2d*

using Cauchy-Schwarz inequality. Therefore, since ZZ;% sz 18 bounded uniformly with

(k)>* (n—k)
respect ton > 1, we get

IVIE = S S eem

C(=ppn=l

2 2 4 2 2 2
|V<”\HEp < C7p g Pllgs llelizs

which is the sought inequality (5.3.33d). O

We are now in place to prove existence for (5.3.32) (which is equivalent to (5.3.31)) in the
space E%, of analytic functions with respect to (¢,y,0). We follow here the method of [Uka0O1,;
Mor20].

Proposition 5.3.22. For every My > 0, there exists p € (0,1) such that for every H in E/%
satisfying |[H||g2 < Mo, equation (5.3.32) admits a unique solution b in E.
P

Proof. In all this proof, for R > 0, B,(0, R) denotes the closed ball of E2 centered at 0 and of
radius R. For b and H in E2 we denote

F(H,b) := L/Ot b(o)do — de DL°p</0t b(o) do, /Ot b(o) da)
~ (% /0 "b(o) dor 06 /0 b(or)do) + K0 /0 "b(o) do, /0 "b(o)do) + B

so that solving (5.3.32) amounts to find a fixed point of F(H7 ) b — F(H,b). Therefore,
we will prove that there exist R > 0 and p € (0,1) such that for every H in E%, satisfying
IH|lg2 < Mo, the map F(H,.) is a contraction from the complete space B, (0, R) to itself.

P

Consider My > 0 and H in E such that [|H|||g. < My. First we need to show that there
)

exist p € (0,1) and R > 0 such that F(H,.) maps B,(0, R) to itself. Lemma 5.3.21 asserts that
F (H, ) is well defined from E% to itself and that it satisfies, for b in E%,

17 (. B) [l < C pr0 Bl +C p* 70 Bl + Mo,

for a new positive constant C' > 0 independent on p, H, My and b. Therefore, setting R := 2Mj,
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for 0 < p < C(~0, Myp), with
C(v0, Mp) := min <[4C’YO]717 [8C o Mo]71/2> 7

the application F(H7 ) maps the ball B,(0, R) to itself.
Now we need to show that this map is a contraction, for p < C(My,~p) small enough. We
compute, for 0 < p < C(Mp,70) and for b, c in B,(0, R),

F(H,b) — F(H,c) =

L/Ot(b—c)(a do — 0g D°P (/Otb(a)da,/ot (b—c)(a)da)

— do DLoP (/Ot (b —c¢)(0)do, /Ot c(o) da> — [FPer <a@ /Ot b(o) do, de /Ot (b—c)(o) do—>
_ pper (a@ /O (b ¢ (o) dor 9o /O (o) da) + KLep ( /0 "b(o) do. /0 (b o)) da)

+ Klop </Ot (b —c)(0)do, /Otc(a) da> .

Therefore using estimates of Lemma 5.3.21 and the fact that b, c are in B, (0, R), we get,

1 (B b) ~ F(E.0) |, < Cpro(L+ o (bl + lelles) )b el
<Cpy (L+pR)|b - cllg,

up to changing the constant C' > 0 in every line. Thus, for p < C(vg, Mp), with

Clon, M) = min ({450 3] 8 20 ME] 7% 200 (14 20)] ),

the map F(H7 ) is a contraction from B,(0, R) to itself.
Since B,(0, R) is a closed subspace of the Banach space E%, the Banach fixed-point theorem
gives a unique solution to (5.3.32). O

A Cauchy-Kovalevskaya theorem for incoming interior equations

The aim is now to prove existence of solution to (5.3.17)-(5.3.19) with the Cauchy-Kovalevskaya
type Theorem 5.3.1 using the chain of Banach spaces (Xr>r€(0 1y
We start by writing system (5.3.17)-(5.3.19) in a form suited to apply Theorem 5.3.1. Up
to multiplying (5.3.17) by a nonzero constant (which is the x4-component of —v¢ ;), system

(5.3.17)-(5.3.19) can be written as

Op,0=Lo—0gD(o,0) —0gJ(o,0)+ 0o K|(o,0
- =10 05D(0.) ~0s30:0) 85 K(7.0)
O|z,=0 = a+ 8,

where o := (0'@71,0'%3,0'1;,’170'%3,0'V71,O',,73) = (0371,0373,03 1’03370371’033)71»’ function a
is the solution to (5.3.20)-(5.3.21), function a is defined from a by a := ((ep,1 - T,1) @y, (€03 -
T3) &g, (€1 - Ty,1) A,y (€43 - Tp,3) Ay, O, 0), boundary term g is defined as g := (g%l, ... ,gl,’g),
and, if 7 := (T;LJ, . ,7';‘73 o1

Lo := (v%l Viyop1, ., V3 Viy ay,g),
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D(O‘,’T) = (Dap,lo-cpl 11,--- Du30y3 3)n>1’
J(J’ T) = Z Z Jg?:ﬁ [UCl J1? TCQ J2] )
ClyCZe{‘va’V} j17j2€{173} C]:fi,éy
n=1
K(0'7 7') = KC,j Z Z Z O¢i i C27J2 ’
G.¢2e{e v} Ji,j2€{1,3} k=1 Cjz'fi%y
n>1

with new® v¢ ;, D¢, K¢ ; and Jg;f, satisfying the same assumptions as the old ones (5.3.26a)

and (5.3.26c). Note that there exists a constant C' > 0 such that for any a in X2, we have
allxe < Cllallx:.

For Np > 0, denote by F' the function of [—No, No] x X8 defined by, for |x4] < Ng and o € X8,

ﬁ(wd,o') =Lo — 89D(a',a') — 8@J(0’,0’) + 0o K(a,a),

and set 0” := a +g. Now system (5.3.35) is equivalent to the following one, with 7 := o — 0,
(5.3.36) 7'(@a) = F (24, 7(24) + 0*)
7(0) =0,

which is, with F(zg4, 7(zq)) = Fv(xd,T(xd) + o) for |z4| < No, in the right form to apply
Theorem 5.3.1. Note that the operator F' actually does not depend on x4, so all suprema in x4
in assumptions of Theorem 5.3.1 may be removed below when verifying the assumptions of this
theorem on our particular problem (5.3.36). We will therefore omit to indicate the dependency in
xq of F' and simply write F'(7). It remains to check the assumption of Theorem 5.3.1 to obtain
existence of solutions to (5.3.36). The key estimates to do so are the following ones.

Lemma 5.3.23. There exists C > 0 such that for 0 <1’ <r <1, for o, 7 in X8, the following
estimates hold

(5.337a) Lok, < 22 llolixs

(5.3.37h) Do, 7) [l xs < Crollelixsllllxs
(5.337¢) 1362, ™)l < Crollolixslirlixs
(5.3370) 1K (2. 7) g < Crollerlix Il

Proof. Estimate (5.3.37a) follows directly from Lemma 5.3.17 and assumption (5.3.26a) on v j,
for ( = p,9,v, and j = 1,3. As for them, estimates (5.3.37b) and (5.3.37¢) rely on the algebra
property of X, and assumptions (5.3.26a) and (5.3.26c) on D¢ ; and JCQ’” Finally, estimate
(5.3.37d) is proven using assumption (5.3.26a) on K¢ ; for ( = ¢, v, v, and ] =1, 3, and the same
arguments used to prove algebra property of X,.. O

The main result of this part is the following one, which, along with Proposition 5.3.22, will
prove Theorem 5.3.20.

Proposition 5.3.24. Consider 0 < r; < 1, and a a solution to system (5.3.20)-(5.3.21) given in
X%l. Then, for every My > 0, the following existence and uniqueness result holds: there exists

8. Due to the fact that we multiplied equation (5.3.17) by a nonzero coefficient to obtain a propagation equation
in the normal variable.
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§ > 0 such that for every g in X% satisfying ||gllxe < M, system (5.3.36) admits a unique
T
solution in C' ((—=6(r1 — 1), 8(r1 — 1)), X8) for each r € (0,71).

Proof. The aim is to apply Theorem 5.3.1 with the scale of Banach spaces (X§)0<T<T1. Fix now
a constant M; > 0 as well as? R > 0, and consider g in X% such that ||g|lxe < Mi. We will
T

6

s We have

now verify assumptions (5.3.5) and (5.3.6). We compute that for 7 in X

F(r)=Lt+ Lo%— 0o D(r,7) — 0o D(O’O,T) — 0o D(T,a-o) — o D(a-(”ao)
—9ed(7,7) —00J(1,0°) — 06 1(c®, 7) — 96 I(c°,0°)
+ Jo K(T,T) + Jo K(T,O’O) + Jo K(UO,T) + Jeo K(O’O,O'O).
Therefore,
F(0)=Lo®-0eD(0° 0°) — e J(c°,0°) + 00 K(c°,07),

so, using Lemmas 5.3.17 and 5.3.23, we get that there exists a constant C' > 0 such that for all
0<r <r<mr,

C
I1E0) s, < == (o]

2 C 2
KAl 22) <220 (1ol + o)

-

and then, using the fact that [|a||xs < C||al|x2 and [|gl|xs < Mi,
T T ”‘1

Co

IEOlxs, < -—5

2
(lallxs + lallks + M1+ M),

so assumption (5.3.6) is satisfied with M := C~o((|allx2 + llall3z + My + M3).
On the other hand, we have, for 7,w in X,

F(T) —F(w) :L(T—w) —8@D(T—w,7) —6@D(w,7'—w) —8@D(o-0,7-—w)
—8@D(T—w,0'0) — 00 J(t—w,T) — 0o J(w, T — w) —8@J(0'0,7‘—w)
_a@)J(T_waUO) +8®K(T—w,7') —i—a@K(w,T—w) —i—a@K(o-O,r—w)
+8@K(T—w,ao).

Therefore, using Lemmas 5.3.17 and 5.3.23, we get that there exists C' > 0 such that for all

0 <7 <r<ry, for each 7,w in {0' € X6 llollxs < R},
I — wllxe
17 () = F()llxs, < Cro(1+ Illxg + Nollg + [0l ) ——r
Cyo (1+ R+ lallxz + M)
< AL I~ ll

This estimate asserts that both the continuity property of F' and assumption (5.3.5) with
C:=Cr (1+ R+ ||aflx2 + M) are satisfied. We can therefore apply Theorem 5.3.1 which
gives the sought result. O

Proof of Theorem 5.3.20 is now straightforward. Fix two positive constants My and M;.
Proposition 5.3.22 asserts the existence of p; € (0,1) such that for all H in E? satisfying
H|HH|E§ < My, there exists a solution a in E;2:1 to system (5.3.20)-(5.3.21). Then, Lemma 5.3.16
ensures that there exists r; (depending only on p;), such that the solution a to (5.3.20)-(5.3.21)
is in X,,. Proposition 5.3.24 gives the existence of § > 0 such that for every g in X?l satisfying

9. Constant R takes part only in the proof, and can be chosen arbitrarily large.
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llgllxs < M, there exists a solution o in C'((=d(r1 —r),8(r1 — 7)), X8), for each r € (0,71), to
1
system (5.3.17)-(5.3.19). This is precisely the statement of Theorem 5.3.20.

To make the toy model (5.3.17), (5.3.19), (5.3.20) and (5.3.21) more complicated and closer
to the general system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51), several aspects could be
incorporated in the former one. Outgoing equations associated with boundary frequencies ¢,
and v could be integrated in interior equations (5.3.17). It raises mainly an issue of functional
framework, as we solved incoming equations (5.3.17) as propagation equations in the normal
variable, which is not a framework suited for outgoing equations. Then it would be possible to
incorporate traces of outgoing profiles in boundary conditions (5.3.19) and boundary evolution
equations (5.3.20). For that we would need trace estimates for the chosen functional framework.
In a more distant perspective, we could integrate profiles associated with boundary frequencies
different from ¢, ¢ and v in interior equations (5.3.17) and boundary equations (5.3.20), which
would require a total change of the functional framework, since we would have to work with
almost-periodic functions. We could also consider derivatives of order higher than one in source
terms of theses equations (5.3.17) and (5.3.20)

5.4 Instability

This section is devoted to the proof of instability. More precisely, the aim is to show that the
perturbation H in (5.1.1) interferes at a leading order in the asymptotic expansion (5.2.1). This
is not the case in general, where the perturbation €3 h¢ only interferes at order €2 and higher, see
[MASS]. As the perturbation €3 h® of €2 ¢° in (5.1.1) is small, we will work with the linearized
system of system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51), around the particular solution
when the perturbation is zero. To simplify even more the computations we will prove instability
on toy models of the linearized system. The first part of the section focuses on deriving the
linearized system for the profiles.

5.4.1 Linearization around a particular solution

If the perturbation H is uniformly zero in (5.1.1), then we are brought back to the case
of [CW17], and the solution obtained in the mentioned work is thus a solution to our cascade
of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) in this particular case. Therefore,
according to [CW17], we have the following result.

Proposition 5.4.1 ([CW17, Theorem 1.10]). Let Ty > 0, and consider G in C*((—o0, Tp),
H>®(RT x ’]I‘)), zero for negative times t, and H = 0. Then there exists T € (0,Tp] and

unique sequences of functions (U:;)nw, and (52]-)\)71>O for ¢ = o, 0, v and 7 = 1,2,3 in
C*®((—o00, Tp), H*(R¥! x Ry x T)) and sequences (E?/On>1 for ¢ = @, in C>((—o0, Tp),
H> (R x T)), solution of the cascade of equations (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and
(5.2.51).

Note that Theorem 5.3.20 constitute a version of Proposition 5.4.1 in the case where H is
possibly nonzero, but only on a toy model of system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50) and
(5.2.51), and with a different functional framework. Note also that since H is zero, we have, for
n > 1, A € Z*, for the solution of Proposition 5.4.1,

(5.4.1) giia=0 for (# pand jeC(C), and a, , = 0.

The aim of this part is to derive the linearization of system (5.2.47), (5.2.48), (5.2.49), (5.2.50)
and (5.2.51) around the particular solution of Proposition 5.4.1. Schematically, in order to
study the general problem of the form F(u) = (G, H,0,...), we linearize this problem around
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the particular solution w of F(u) = (G,0,0,...) to obtain the linearized problem dF(u) - u =
(0,H,0,...). We will also simplify the linearized system during its derivation, since for some
profiles it is easy to show that they are zero.

We only detail the linearized equations for the order we are interested in, which are first
and second orders, and only for profiles of interest, that is, UZZJ)\’ 03,27/\, T and Q) 7 for
A € Z* and n = 1,2. Here, opposite to the formulation of (5.2.49), we write down each equation
separately, as they are now different since 52’7 j 18 zero for ( # ¢. We also adopt a new color
code for these equations.

For the leading profile, starting from equations (5.2.9), we get, for the phases 1, 12 and vy,
and for A € Z*,

1 w1 .7 —1 1 _
(5423) val U"Z):lv)\ + ]l)\:k/\w Jl/,? ik 0'410717_k>\¢ O-V,Q,—k = (),
1 p,3 .1 1 1 '
(542b) X'17«2 Oy 2.\ + ]1/\:A7/\u ']7:2 ik (T\;@iff/\’)\yﬂ Op2,—k = 0,
1 ©,1 -y —1 1 ©,3 -y =1 1 o
(5.4.2¢) Xp20,05+ Jw.; 2 T 1~y Tp1,-M, T Jw,Q ‘/\Ufp,‘s,f,\,\@ T4,2,~ My — 0.

In equations (5.4.2a) and (5.4.2b), if A ¢ AyZ, no resonance happens, but if A = kA, for some
k € Z*, then, for example for the phase 11, the resonance kA, @1 + kAy 101 + ke = 0 occurs.
This explains the presence of factors 1=y, in equations (5.4.2a) and (5.4.2b). We also have, for
j=1,3 and A € Z*, the transport equation

1 - 1
(543) XLP’-] O-QO,j,A + Dw’] Z 1A2 O—W’j»)‘l 0—907]‘7)‘2 = 0
Al+A2=A

As for them, the linearized equations for boundary terms a&o and a}/) read

(5.4.4)
Lop 1 - 1 —1 1 1 =1
X% ag \+ v, Z A2y \, A, T A Z Yo(A1s Az) (a%/h Qg T 0p 5 a%/\z) =0,
AFAa=A MHAa=A
and
Lo 1 - P - 1 —1 . 72

(5.4.5) Xy aga+ s, Tk (00,1) 14, m0 Tk = X060 B (Uf20) 15, 1m0

There is no term in G in equation (5.4.4) since we linearized around the solution given by
Proposition 5.4.1 corresponding to the source term H = 0 and we study the influence of a small
source term H on the leading amplitudes o'.

Equations for the boundary phase ¢ are decoupled from the others, they can therefore be
solved, using for example [CW17, Theorem 1.10]. From (5.4.4), along with the initial condition
(aiv,/\)ugo = 0, we obtain aim =0 for A\ € Z*. Using boundary condition (5.2.16) as well as initial

o . 1
condition (U%p\)

it<0 = 0, we also get asloj/\ =0 for j =1,3 and A € Z*. Summing up, we have

(5.4.6) oby; =0, a,y=0, VA€Z"Vj=13.

The other frequencies 11, 12 and s are totally coupled through equations (5.4.2) and (5.4.5),
and we need to determine the function allp on the boundary and thus the outgoing amplitude
2
o .
w727A

In the same way as for the leading profile, for the first corrector, starting from (5.2.31), we
get, for the phases 1, ¥9 and vo,

(5.4.7a) Xy 10495+ Lazkay Jffg ik (%4,4@, T2~k T 01—k, Uu,2,—k)
= terms in (U1, (I — P) Us),
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(54.7b) Xyo05 o5+ Iackn, /iy ik (@ 33—k, Took JFEQ;.:;,*A’A; Tyo—k)
= terms in (Ul, (I —P) (122)7
2 1
(5.4.7¢) XVZUI/ZA + ]*91 ix (o, Tp1,~My Tip1,— ANy, +% 1My T1,—A\y )

+J*937)\( 03—\, O 32 Ay, —|—0’ 3= Ay 032 Ay ) = terms in (U, (I — P)Us),

where terms in (Ul, (I —P) Ug) refer to quadratic terms in Uy or the nonpolarized parts of Us,
both of them for frequencies (j, with ¢ = ¢,%,v and j = 1, 3, terms which therefore will be zero
if the corresponding profiles are zero. Equations on other profiles 0?7 i for ¢ € Fy \ {¢, v} and
(¢,9) = (¥,3), (v, 1), (v,3), are not of interest so we do not write them.

For the boundary term ai, we have, according to (5.2.43),

Lop v Lop :
(5.4.8) Xy gy + Xy (0720) 1pmo

Y !

+ Toepn, TV ik { (o Isz)‘l.r()(I; Ao A+( 1/2A>‘l[ 0%, X, k)
= iAby - B (U5 10y xaco — A Dy - Hy

+ 0,9 terms in (C‘l ([ P) Us, (P Lz)g;g b s U )\T’(/ Xg=0"
Again, here, equations for 11, ¥ and 5 are coupled. As the coupling is difficult to handle,
especially with the term iAby - B (Ui’gsi)lxd ©y—0> We will simplify equations (5.4.7) and (5.4.8)
to reduce the coupling, in order to study instability.

We have obtained the system (5.4.2), (5.4.5), (5.4.7) and (5.4.8), which is the linearization
of system of equations (5.2.49) and (5.2.51), around the particular solution of (5.2.47), (5.2.48),

(5.2.49), (5.2.50) and (5.2.51) of Proposition 5.4.1 for which the boundary term H is zero.

5.4.2 Instability on toy models

The aim of this section is to show that the system (5.1.1) considered in this article is unstable,
namely that a small perturbation H in the boundary term may interfere up to the leading order.
More precisely we prove that there exists a boundary term H such that, for toy models of the
linearized system (5.4.2), (5.4.5), (5.4.7) and (5.4.8), the leading perturbations 0¢] 5 and JV] A\
are not all zero. For this purpose we argue by contradiction and assume that for every boundary
term H, all amplitudes aw 2 and O‘l/ Bt for j = 1,3 and A € Z* are zero. Then we seek for a
contradiction. In particular, according to (5.2.18), it implies that ab}y y = 0 for all A € Z*.

Recall that we have shown above that for the linearized system, profiles a(p i for j = 1,3 and
A € Z* are zero. Therefore, all leading profiles of frequencies (j, ¢ = ¢, %, v and j = 1,3 are zero.
Furthermore, according to formula (5.2.21) giving the nonpolarized parts of the first corrector,
the nonpolarized parts of Us for frequencies (;, ¢ = ¢,%,v and j = 1,3 are consequently also
zero. We can also show in a similar manner, that the mean value U35 and the polarized parts of
frequencies different from (;, ( = ¢,%,v and j = 1, 3, are also zero.

Therefore, equation (5.4.5) now reads
2
(549) (O'wg’)\)‘xdzo = 0,

since U 218 polarized, aw ) is zero for A € Z* and the scalar by, - Bry 2 is nonzero. Equation
(5.4.9) 1s the condition which we wish to contradict.

The general linearized equations (5.4.2), (5.4.5), (5.4.7) and (5.4.8) being too difficult to
handle at this stage of comprehension, two toy models are investigated.
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First toy model

We focus first on a very simple toy model, for which computations can be easily followed
through the end, and reflect the general idea of the instability mechanism. In equations (5.4.7),
most of the resonant terms, which couple the equations, are removed. We also use that both
leading profiles and nonpolarized parts of Uz of frequencies (; for ( = ¢,%,v and j = 1,3 are
zero. We retain at the end, for phases ¥1, 12 and v, the incoming evolution equation

(5.4.10a) Xyp10310 =0,
and the two outgoing evolution equations with resonance terms

(5.4.10b) Xy 0hon+Tacen, I3 ik Ths i, Ona—k = 0,

0,1 .\ —
(5410C) Xl/,2 0—327A + ']’lfl 7/)\ Ul@’]77)‘)\w O—'i‘sL*A)\'}; — 0

{

As for the boundary amplitudes a?p ) for A € Z*, we remove all traces of first or second pro-
file, and, as usual, iAby - B (U;Z’;?i)
P)Us, (P U2)¢ 060, Us)

T and we use that terms of 0, g terms in (Ul’ (I —

g g—0 ATC ZE10 to retain the simple forced transport equation

(5.4.11) XEP a2 = —iXby - Hy.

WP

According to above remarks, boundary condition (5.2.33) for the incoming amplitude 03)’17 \ now
reads

(5.4.12) (0F10) [y Tl = Gix €01

Although system (5.4.10), (5.4.11) and (5.4.12) is coupled, it is in an upper triangular form, so
it can be solved using explicit formulas, since we are in presence of transport equations with
constant coefficients. This is made precise now, with the proof of the following result.

Theorem 5.4.2. There ezists a boundary term H in L*((—o0,T); x Rg_l x Tg,) such that, if
the sequence (Ufb’lw Ui,lk’ 032’)\))\62* of tuples ofC(Rjd, LQ((—oo, T]; x Rg_l)) and the sequence

(afw\),\ez* of L*((—o0,T]; % Rz_l) are solutions to the system (5.4.10), (5.4.11) and (5.4.12),
then the trace (O‘i 9\ ) __ 1S monzero.
1Ly N\ |Il7d70

Proof. We consider any boundary term H in LQ((foo,T]t X Rg_l X ’]I'92), and we look for an
expression of the trace (012%27)\) o of the associated solution of (5.4.10), (5.4.11) and (5.4.12).

First of all, the transport equation (5.4.11) on the boundary {z4 = 0} can be solved to find

leq=

t
) L
ai)\(t,y) —/0 —zAb¢-HA(s,y—vw0p (t—s)) ds,

recalling the notation '°

X}fp =0+ ViOP - Vy.

According to boundary condition (5.4.12), it follows, with notation '*

X’L/),l =0 — Vil Vg =:0; — V%l . Vy + 8%,

10. Without lost of generality, we have set 8y = 1 in Lemma 5.1.11, to simplify the equations.
11. We assumed here that, with notation of Definition 5.1.3, —1/9:7%(n, &) is equal to 1.
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using the incoming transport equation (5.4.10a),

t—xq
. L L
aqzm,)\(t, Y, xg) = _1md<t/0 iIAPy,1 by - Hy (S, Y+ x4 (vwOp + V;M) — vwOp (t— s)) ds,

with a coefficient py 1 € R such that ey 1 = py 1 7y,1. To simplify notation, the coefficient py, 1
will be omitted in the following. Thus, with notation 2

/
Xv2 =0 —Vy2 Vo =10 =V, 5 Vy — Oy,

according to the outgoing transport equation (5.4.10c), we have
anltvira) = = [ I INTLy (50 4 Vit = ) Ly
2s—xg—t
X/ i)\)\wbw'H,,\)\w<7',y+v;,72(t—s)
0
+(xzg+t—25) (VQIZOp + Vi) — VQIZOP (s — 7')) dr ds.

In the same way, with similar notation, the outgoing transport equation (5.4.10b) leads to

t
Ui,z,A(ta Y,Tq) = /0 L=k, Jlf’gg ik 530,3,—1950 (s,2 4+ vya(t—s))

S
X / Jqf:ll ik&}ml,kw (1,2 + vyt — ) + via(s — 7)) Loy<or—t
0

27—z q—t
X / ik)\wbw-Hk,\w<a,y+v'V72 (S—T)—i-vim (t—s)
0

+ (zqg+t—1) (VI;OP + Vi) — v{fp (1 — U)) do dr ds.

The trace of ai 5y on the boundary {z4 = 0} is therefore given by

27—t
(5.4.13) 0'¢2 \(t,y,0) = / / / T)— "«‘/\w J;’;’ll k3 A Ei@?&_k’)‘v (s,y +V¢’2(t — S))
X lek/\ (T y+V¢2(t—S)+VV2(S—T))
X by - Hy, (a, Y+ Vo (s—7)+ vyt —s)

+(t—71) (VII;Op + Vi) — VIIZOP (1 — U)) do dr ds.

We justify now why there is a choice of a boundary term H such that this trace is nonzero.
We take interest into the trace (ai 9 M)) o» Which is given by formula (5.4.13) with A = Ay

lza=
and therefore k = 1, namely,

27— t
(5414) O'w2)\w t y, = —'l/ / / >\'¢’O.<P3 )\ (3 y+V¢2(t—8))

X Tg i, (1Y + Vw,2(t —8) +Via(s — 7))
X by Hy, (09 4+ Vi (s = 1)+ Vialt = 5)

+(t—1) (fop + Vi) — vffp (1 — U)) do dr ds.

We start by constructing 6}%17 Ao and 5‘1%37_ A suited for our purpose. It is proven in [CW17,

12. See footnote 11.
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section 2.2| that 6; y» solution to equation (5.2.51a) in the particular case where H is zero, is the
solution to the following equation, for A € Z*

(5.4.15) XLPal, \+DLP > idoaly Gh s, +iIA Y (A, As) @y, @y, = —iAbyGa.
Al t+Ao=A A1+A3=A

We set Gy = 0 for A € Z\ {\,, —A,} and G, G_», real, non-negative, and equal to one on the
set [1/2,2]y x [-(h+2)V,(h + 2)V]g_1, where we have denoted V := } LOp’ and with h >

Solving the transport equation (5.4.15), we get 630,/\ =0for A€ Z\ {\y, — Ay} and a(p Ao 307_/\%
real, non-negative, and greater than 1/2 on the set [1,2]; X [-(h+ 1)V, (h+ 1)V ]y Now we
know that, according to the condition (5.4.1) on profiles E(l:] ) for ¢ = w, v,j=1,2,3 and A€ L,
there are no resonance terms in the evolution equation (5.2.9a) for a jafor j=1,3and A € Z%,

so theses profiles 0’@ for j = 1,3 and A € Z* satisfy the following i 1ncom1ng transport equation

—1 1
(5.4.16a) XoiTogntDoi D, M50 Tpgne =0,
A+HA2=A

with the following boundary condition (5.2.16)
(5.4.16b) (T5.50) gm0 "0 = Tpn -

Solving system (5.4.16) seen as a transport propagation equation in the normal direction, with

notation 13

X%j = Bt—v’ V +8xd,
we get Eim})\ =0for j=1,3and A € Z\ {\,, —\,}, and that & B o £3,—2, are real, non-

negative, and larger than A/2 on the set [1 +V/(2w), 2 —|—V/(2W)]t X [ hV hV] x [0,V/W],,,
where A := min (|e<p,1 Tl eps r%3|) W := min (|V<P 1l va 3\) and W := max (|VZP71’, ‘pr’3|).

Now that 7 1, and ol 3y, have been constructed appropriately, we make precise a suitable
507 1P 507 ’ w
choice of boundary term H. We denote t := 1+ V /(2w) and T := 2+ V/(2W), and we set the

integer h such that
8(T -t
T s (¥l el [ 171,

We also take the boundary term H such that by - Hy, is pure imaginary, and such that its

h =

imaginary part is of the sign of Jf 5y A '} Ay and of modulus one on [t, T]; x [~hV, hV]y, namely,
by - Hy, =i sign (J5 J71 Ay) on [t, T)y x [~hV,hV],.

Then we note that, according to (5.4.14), the trace (GTQ/J?/\w)I:Ed=O satisfies, for ¢t € [t, T| and
€ [-hV/2,hV /2],

27—t
3 1ol —
%mw (t,y,0 / / / AL AP 0;737_&0 (5,9 + vyt —s))
X‘7<p1>\ (T y—f—ng(t—S)—i-VVQ(S—T))
X by Hy, (0,5 + Via (5 = 7) 4 Vi ot = 9)

+(t—1) (fop + V;N) — VTIZOP (r— a)) do dr ds

> g Izt

13. See footnote 11.
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since, fort <o < 27—t t <7< s<t<Tandy € [-hV/2 AV /2], according to the assumption
on h, we have o,7,s € [t, T| and

[—hV,hV], x [0,V/W],_,

[—hV,hV], x [0,V/W],_,

Y+ vy ot —s)
Y+ vyolt—s)+vya(s—1)
)
)

m m

Y+vya(s—7)+vyolt—s
+(t—7) (VTIZOp + vim) LOp (1 — o) € [-hV,hV]y,

because T — t < V/2W | up to shrinking w.
It concludes the proof of Theorem 5.4.2 since we proved that there exists a choice of H such
that the trace (ai 9\ ) 18 nonzero. O
34y N\ |I17d70

Theorem 5.4.2, stating that the trace (0121%27%)%:0 is nonzero, contradicts the condition
(5.4.9), so instability is proven Indeed we have assumed that for all boundary terms H, the
associated amplitudes aw i and O’V A for j = 1,3 and A € Z* are zero, and, for the toy model
equations (5.4.10), (5.4.11) and (5.4. 12) we found a contradiction. Therefore, for this toy model,
there exists a boundary term H such that the leading profiles aw i and ay B for j = 1,3 and
A € Z* are not all zero. It proves that the boundary term H may interfere at the leading order,

which constitutes an instability.

Second toy model

The second toy model that we shall consider features additional resonance coupling terms
which add difficulties. This time we keep the formulation of toy models of section 5.3 and multiply
equations (5.4.7) and (5.4.8) by ¢*®| to obtain, for the phases 11, 12 and 1o, the incoming
evolution equation with a resonance term

(5.4.17a) Xy1051+ 00305 (Fh1,002) =0,

and the two outgoing evolution equations with resonance terms

(5.4.17D) X0l o+ 00185 (Gh3,00,) =0,

(5417C) XVQUVQ +8OJ ( @170-1/) ) +8@ Jﬁ;(ﬁ\%ﬁS?U?{)Z) = 07

where operators Jg’;l have been defined in (5.3.18), and equations on the boundary are kept as
in the first toy model (5.4.11) and (5.4.12), namely,
(5.4.18) X5P g2 — by 0 H,

()

(5.4.19) (0%1) gm0 71 = @3 €51

Note that this time, the toy model features all resonance terms of the general equations.

The obtained system is no longer triangular since additional resonance terms in (5.4.17)
relatively to (5.4.10) couple each equation with the others, so we cannot solve it as a sequence of
transport equations as before. We use a perturbation method and solve equations (5.4.17) with a
fixed point theorem. We start by solving (5.4.18) as a transport equation, and then we deduce,
using the incoming transport equations (5.4.17a) and boundary condition (5.4.19), an expression
of 0'5)’1 depending on 0372. We use this expression in (5.4.17c) to obtain an equation in 03’2 with
a source term depending only on 05,2. This equation is solved with a fixed point method, using

that the source term depending on 0372 is “small”, in a convenient topology, comparing to the
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transport term, and we get an expression of 03’2 depending on O'i o This expression is finally
used in (5.4.17b) which is solved with the same fixed point method. The result is the following.

Theorem 5.4.3. There exists a boundary term H in C([O,T]t,HOO(RZ_l x Tg,)) such that, if
0371,05,2,0372 in C1([0,T);, H*(RI~! x R} x Te)) and ai in CH([0, Ty, H*(RI~! x Te)) are

solutions to the system (5.4.17), (5.4.18) and (5.4.19), then the trace (03}72) is monzero.

|zq=0

Proof. Similarly as for the first toy model, from equation (5.4.18), reusing previous notation, we
get

t
ai(t,y) = —/0 by - Do HA(s,y—vI;Op (t—s))ds.

Then system (5.4.17a), (5.4.19) seen as a transport equation with a source term depending on
2. lead
0,9, leads to

t—xg
0'12/;,1(15’ Y, Tq) = —]lmdgt/ by - 0o H(s, Y+ x4 (VIZOP +vy) — 1];013 (t — s)) ds
0

t
+/ (9@J] (74,01’ 32)(S,$+V¢,71(t—8))d8.

max(0,t—zq)

Therefore, equation (5.4.17c) now reads

t Tqd
(5420b) — 8@ Ji% |:Ui;7] y ]l;,;dgt/o b 80 H(S Y+ xq <VL,J()p + V:j;,l) o VEOP (IL _ S)) d{|

max(0,t—x4)

t
(5.4.20c) + 0de Jz/) [ / Je J,,2 (. o1 o2 2) (8,2 + vy (t—s)) ds] = 0.

This is a transport equation but with a perturbation term (5.4.20c) depending on the unknowns
032 y- It is solved using the following result. For s € [0, +00), we denote by H*® the Sobolev space

Hs(Rg_l x R} x Te) of regularity s, and H*> := (1,5, H®.

Lemma 5.4.4. There exists T > 0 such that, for any function f in C([0,T], H*), the transport
equation

X2 03,2
¢
(5.4.21a) +0o J [ip 1,/ OGJ (749 1,0 2 )(57 x+ vy (t— 5)) ds} = f(t,x),
(0,;t—zq)
(5.4.21b) (072) 4= = 0,

admits a unique solution o4 in C*([0,T], H>).
If, for f in C([0,T], H*®) we denote by W f the solution o7, of (5.4.21) in C'([0,T], H),
then, for any s > 0, there exists Cs > 0 such that for f in C([0,T], H®), we have

(5.4.22) 1 flleqo.zamsy < Cs T 1 flleqoz are) -

Before proving Lemma 5.4.4, we prove the following preliminary result, asserting that the
operators u > 9 JE1 [l ;. u] for (.¢.k) € {(1,4.1), (1,1,2),(3,1.2), (3,4,2)} are bounded
from C([0,T], H®) to itself, for s € [0, +00).

Lemma 5.4.5. For s € [0,+00) and 5}%1 € C([0,T], H*®), there exists Cs > 0 such that for u in
C([0, T), 1), functions Do JZL [, u] for (G,¢, k) € {(1,6,1), (1,1,2), (3,1, 2), (3, 2)} belong
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to C([0, T, H®) and satisfy

(5.4.23) Ha@J“‘” Tyt }H(

C([0,T7,Hs) <G HUHC([O,T],HS) :

Proof. We make the proof for the operator u (9@J [*gol, ], namely, (7,(,k) = (1,9,1).

According to the expression (5.3.18) of the operator J7’ o 1, we want to estimate, for ¢ € [0, 77, the
following quantity:

(2,0) > JE2 N NGL | (@) ua(t, 7) €€
AEZL*

oo 32210, -

HS

Using the same proof as the one of estimate (5.3.29), we get

|00 351 [oL ) (1)

Hs
(2,0) = I} 3 AT 1alta) e
AEZL*

< C[Fp O] o lu(®)ll -

(2,0) = Y ua(t,z)e™®

AEZL*

<

Hs Hs

which, taking the supremum in ¢t € [0, 7], leads to the sought estimate (5.4.23), since E}m is in

C([0,T], H**1) according to Proposition 5.4.1. This is sufficient since we do not seek here for a
tame estimate. O

Proof (Lemma 5.4.4). From now on we fix an integer s > 0, and the aim is to use the Banach
fixed point theorem in the Banach space C([0,T], H*). For v in C([0,T], H®), we denote by ® v
the solution in C([0,T], H®) of

Xyou+v=0,
u‘t:o = 07

which is therefore given by

t
du(t,x,0) = —/ v(s,z+ vy (t—s),0)ds.
0
Note that ® is continuous from C([0, 7], H®) to itself, and satisfies

(5.4.24) 12 vlleqo,ry,15) < T 10lleqo,r, 19 -

Now, if O'VQ is a solution to (5.4.21), it is in this notation a fixed point of the map F, where, for
w in C([0, T] H?), F(w) is defined by

t

F(w) : (t,2,0) — o I [@1,/

max(0,t—z4)

00 173 (7L w) (5,2 + Vo1 (¢ = 5),0) ds] (¢, 2,0)
- f(t,x,0).
We derive now an estimate on the difference F(w) — F(w’) for w,w" in C([0,T], H®). By linearity
of the operators, we have
t

F(w) — F(w') = ® 9o Jiﬁ {0;71,/ Jde Jf’%( glol,w —w')(s,z+ vy (t—s),0) ds].

max(0,t—zq)
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Therefore, according to estimates (5.4.24) and (5.4.23), we have

HF(“}) F(w/)HC([O,T},HS)
t
<C, T / BQJ (ipl,w—w’)(s,:c—i—vw,l(t—s),@)ds
max(0,t—xq) c([0,T],H?)

<O |00 353 (b w — ) |

<C27?

C([0,T],H*®)

Jw —w Hc ([0,70,Hs) *

Therefore, for T' > 0 small enough, F is a contraction of C([0, T], H®), and the Banach fixed point
theorem therefore gives a unique solution ¥ f in C([0, 7], H®). By linearity of system (5.4.21), the
solution ¥ f may be extended to any time interval, so the time of existence T does not depend on
the regularity s € [0,+00). Finally, using equation (5.4.21a), we obtain

(5.4.25) O Vf(t,z,0) = f(t,z,0)+v,2- -V, Uf(t,z,0)

t
_6@J [wl’/ o )3@.,1]5’ (701,\Iff)(s,33+v¢71 (t—s),@) ds](t,x,@)
max(0,t—x4

so 0¥ f belongs to C([0,T], H*°) and therefore ¥ f is actually in C1([0, T], H>®). We have proven
the first part of Lemma 5.4.4.
The interest is now made on the boundedness of ¥. We have, since ¥ f = F(Uf),

t

\Ilf(t7$7@) q)a@ﬂﬂ¢1|: gpl?/

max(0,t—x4)

00 I3 (@b, W) (5, + Vi (t = 5),0) ds| (1,2, ©)

-0 f(t7 xz, 6)7
and therefore, using estimates (5.4.24) and (5.4.23), we have, for s € [0, 4+00),
! 11
¥ flleqo.ry,me) < CsT / 00 175 (Fp1, W f) (5,2 + vy (t—5),0) ds
max(0,t—xq) C([0,1],H?)

+ (| flleqo,ry, b
<CIT? 1Y flleqo,r, sy + T 1 leqo, ey -

Thus, for T small enough (depending on s € [0, +0)), we have

(5.4.26) 1 flle o,y < CT N oo, me) -

Once again, by linearity of system (5.4.21), the estimate (5.4.26) is propagated to the whole
interval [0, 7], which concludes the proof. O

Returning to (5.4.20) and using Lemma 5.4.4, by linearity, the solution 0372 of equation
(5.4.20) reads

(5.4.27)

t—xq
VQ—\I/(?@J < wlv]lmdét/o bw-8@H<s,y+xd( ¢p+V¢1)_V¢ (t—s), @)ds)

_\1189*]] (7¢3’U¢2)

We proceed now with equation (5.4.17b) which now reads, according to the expression (5.4.27)



236 CHAPTER 5. Transverse instability of high frequency weakly stable quasilinear BVPs

of 012,’2,
(5.4.28) X2 (7 — 0o Ju 2 { \113,3” ¥ de JT? (53;.3- 03,2)}
= 90 1%; {a;‘g‘ Ve J%), (a;l‘
t—x ,] o
1a,<t / .- Oo H(s Y+ xq ( Lop v:‘,,_1> — V,ff,“p (t — s)) ds)} .
Jo

This equation is solved using the same method as the one of Lemma 5.4.4. For v in C([0, T, H*),
we still denote by ® v the solution in C([0,T], H*) of

Xyou+v=0,
Ujt=0 = 07

and we recall that it satisfies, for s € [0, +00),
(5.4.29) H‘I)UHc([o,T],HS) T HUHc([o,T},Hs) :

Now, ai 5 is a solution to (5.4.28) if and only if it is a fixed point of the map F of C([0, T, H*)
given by

Fiwe 000 175 [0, W06 I3 (7hs w) | + @00 I3 [ ¢3,\P693w1< 5L,

1,,<t /Ot_ggd by - Do H(s, Y+ xq (VLJ)Op + Vi/},l) — VLJ)Op (t—s), @) ds)] .
For w,w’ in C([0,T], H*), the difference F(w) — F(w') is given by
F(w) — F(w)) = ® 06 I3 |75, ¥ 00 I55 (Fh s — w)] .
Therefore, for s € [0, +00), according to estimates (5.4.23) and (5.4.22), we have
¥ (w) — F(w' < cSTHq/a@mg(a;g,w'_w)H

)HC([O,T},HS) ¢([0,7],H¢)

<CsT? Jw = || oo 1.0 -

so, for T' > 0 small enough, F is a contraction of C([0,T], H?). The Banach fixed point theorem
therefore gives a unique solution ai 5 t0 (5.4.28) in C([0, T, H?) for s € [0, 400), that reads,

73 —
Thalt:) = @173 |70 W06 I3 (7L 0% o)
— 37y [ SDS,\IJa@JW( T,
t—xq
ﬂxdét/ by - Do H(Sa y+aa (v + V) = v (- s), @> d8>] :
0

Therefore, according to the expression of ® and taking the trace in x4 = 0, we have

(5430) (0-'9211,2) ‘Idzo(ta y) - Jf: |:7<p 3 v 8@ Jd, 2( (p 3 Uq/; 2)} |$d:0<t7 y)

t
0 0
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(s,y + vy (t—s))ds.

Using similar arguments as the one of Theorem 5.4.2, we can construct profiles cr 1 and U(p 3
and choose a boundary term H such that the right-hand side of equation (5.4. 30) is nonzero.
Therefore, we obtain

> 0.
¢([0,T],L2(R4=1xT))

(5.4.31) C:=

(ai’2)\$d=0_®°ﬂ <P3’\I]89J1/12( 4,0370'11)2):|

|$d:0

Now note that, using the exact same arguments as the one used to prove estimates (5.4.22),
(5.4.23) and (5.4.29), we can prove that theses estimates (5.4.22), (5.4.23) and (5.4.29) still hold
for the traces, in C([0,T], L>(R%! x T)). Therefore, we get

9 »,3[=1 »,3 (=1 2
C < (U¢,2)|xd=(] C([O,T],LQ) + H(I)Jy’z [0@13, v 66 Jw’Q (0-9973’0-"/}72):| |zq=0 C([O T} L2)
2
< (%,2)|wd:o C(0.T].12) +CT H\I/(?@ T3, HCA 2)\% OH c((0,T],L2)
9 2
<|(99.2) 12,0 corz?) | or H (Gw’2)|$d:0HC([O,T],L2)

(1+CT1? H (0-12/’72)|1d:0HC([0,T]7L2) '

is positive, so, for T
C([0,7],L2(RE=1DXT))

is nonzero, which is the sought result, concluding the

\$d=0‘

In conclusion, we obtain that the norm H(O‘i 2)

sufficiently small, the trace (012#,2)|ccd=0

proof. O

In the same manner as for the first toy model, Theorem 5.4.3 proves that an instability is
created for the toy model (5.4.17), (5.4.18) and (5.4.19).

Once again, as in section 5.3, it is conceivable to consider a more complex toy model than
(5.4.17), (5.4.18) and (5.4.19), by integrating, in the equations (5.4.17), coupling terms with
profiles o¢ ; with ¢ # ¢, 1, v. What seems to be a further step is to add, in equation (5.4.18),
terms involving the traces of interior profiles. Among these terms, the one that seems to raise
the most difficult issue is i\ by, - B (Uzgfi)lrd,m:(ﬁ since it couples equation (5.4.18) on the first

corrector with the second corrector U3.

5.5 The example of gas dynamics

We study here the example of three dimensional compressible isentropic Euler equations. The
aim is to determine whether or not the configuration of frequencies considered in this chapter can
happen for this system. For C! solutions, away from vacuum, the equations read

o Ve + Al(VE) o VeE + AQ(VE) 0 VE + Ag(VE) 03VeE=0 in Qp,
(5.5.1) BVﬁ3 =29 +eMne on wr,
Viimo =

with Ve = (v°,uf) € R% x R3, where v° € R* represents the fluid volume, and u® € R3 its
velocity, and where the functions A;, j = 1,2, 3 are defined on R X R3 as

(5.5.2) A (V) = < ) (uj e ) e My(R),

v)?/ve; u;l3
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where e; is the j-th vector of the canonical basis, with c(v) > 0 representing the sound velocity
in the fluid, depending on its volume v. We study here a perturbation of this system around the
equilibrium Vj := (v0, 0,0, u9) with vy > 0 a fixed volume and (0,0, up) an incoming subsonic
velocity, that is, such that 0 < ug < ¢(vg). We denote by ¢y := ¢(vg) the sound velocity in a fluid
of the fixed volume vyg.

In order to study the possibility of existence of a configuration of frequencies satisfying
Assumption 5.5, we need to determine a matrix B satisfying Assumption 5.3. For which we need
to know the dimension of the stable subspace E_(({), and construct a basis of it.

Although it will not be used in this part, we derive the expression of various quantities
related to hyperbolicity of the Euler system. For (n,£) € R? x R, the matrix A(n,&) =
m A1 (Vo) + n2 A2 (Vo) + € A3(Vp) associated with the system (5.5.1) is given by

uwé  —ve'n —woé
An, &) =| —cg/von wély 0 ;
—cg/voé 0 up &

so the polynomial p defined as p(7,n,&) := det (7' Iy + A(n, f)) reads

p(,0,€) = (74 Eup)* ((T + Euo)® — G (Inl* + €%)).

Thus the matrix A(n, £) admits a double eigenvalue —74(7, £) and two simple eigenvalues —7 (1, §)
and —73(n, £) given by

m1(n,§) = =Euo — coV/InP> + €2, (&) = —Cuo, T3(n,§) = —Euo + co/|nf* + &2

Note that since —7»(n,§) is a double eigenvalue, the Euler system is not strictly hyperbolic, but
hyperbolic with constant multiplicity. Despite this difference with Assumption 5.2, we study this
system since Assumption 5.2 seems to be a technical assumption.

Now to determine the expression of the stable subspace E_((), we need to study the eigenvalues
of the matrix

Alryn) = =i A3 (Vo)™ (71 + m A (Vo) + mz Aa(V0)).

We determine that in this case, the hyperbolic region ' is given by

Hi={ (r)

Then, for (7,n) in H, the eigenvalues of A(7,n) are given by

|| > cg—u%\n\}.

ST U0~ sign(7) ¢o \/7'2 In2 (3 — ud)
5.5.3 )
(5530 ia(rm) = o

Tuo+51gn ) co \/7' N2 (3 — us)
(5.5.3b) i&(1,m) =

. C0 - “0 7

(5.5.3¢) i&3(T,n) =i —,

g

where sign(z) := x/|z| for  # 0. The eigenvalue i {3 is double, when the two others are simple.
We determine that, if we denote a;(7,n) = (T, n, & (T, 77)), the frequency aa(7,7) is outgoing
when frequencies «a1(7,7n) and as(7,n) are incoming. Since i{3(7,7n) is a double eigenvalue, the
dimension p of the stable subspace E_(() is therefore equal to 3. This could also have been

14. That is, the region where A(7,7n) has only pure imaginary eigenvalues and is diagonalizable.
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determined by the number of positive eigenvalues of As(Vj).

The interest is now made on a basis for E_ (), which, according to (5.1.6), can be constructed
with eigenvectors of A(() associated with incoming frequencies. We determine that the eigenvectors
associated with eigenvalues i &1 (¢) and i &3(() are respectively given by

A con

’(77752(7—7 77))| Vo <0>
co §2(,m)

a

with A € R and where a is any vector satisfying a - (7],{3(7', 77)) = 0. For a we can choose for
example the two linearly independent vectors (77, |n|?uo) and (co 72, —com1,0) to obtain the
following basis of the stable subspace E_(():

. &a(rm)) 0 o
nQ={ wr | AQ=( o | B@=|o"
co &2(T,m) n|? uo 0

We look now for a matrix B, of size 3 x 4, satisfying the weak Kreiss-Lopatinskii condition 5.3.
More precisely, we want a matrix B such that ker B N E_(() is nonzero on the specific frequency
T = ¢o |n|. Note that here we make a restrictive choice, about the locus where ker BN E_(()
should be nontrivial. This choice is made since it makes the following computations easier. Since
every quantity is homogeneous of degree 1, we can make the computations for |n| = 1. For
T = ¢g |n| we have &(7,m) = 0, so, denoting n = (cos§,sinf), basis {r1(¢),73(¢),73(¢)} reads

Vo 0 0
| cocost 1 | cocost 2/~ | cosinf
n(¢) = co sinf |’ r3(¢) = co sin @ r3(¢) = —cp cosf
0 uo 0

The condition that ker BN E_(() is trivial is equivalent to the three vectors Bry(¢), Bri((),
Br%(¢) being linearly dependent. To study this condition, we write B in column as

B= (b1 by b3 ba),

and, since B has to be of rank 3, we can assume that column b4 is a linear combination of the
three linearly independent vectors by, by, b3 which we chose to be the canonical basis of R3. We
write by = p1 b1 + po by + ps by, with pq, po, us € R. In this notation, the linear dependence of
Br1(¢),Bri(¢), Bri(¢) is equivalent to

0 cg = i1 Ug cg and Lo vg co cosl = pugvgcg sinf, VO €T,
so p1 = vo/up and pug = puz = 0. Multiplying B by a nonzero constant we obtain

uQ 0 0 Vo
B=|0 uw 0 0],
0 0 w O

which gives an example of a matrix B for which ker B N E_(({) is nonzero, and actually of
dimension 1, on 7 = ¢g ||

We investigate now if ker B N E_(() is nontrivial only on 7 = ¢ |n|. At this purpose we
introduce a practical tool, the Lopatinskii determinant (see [BGS07, section 4.2.2]), denoted by
A(o,n) for (o,m) € E. It is a scalar function such that its zeros are exactly the frequencies for
which ker BN E_(() is nontrivial. Its construction can be found in [BGS07, section 4.6.1]. If we
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write E_(o,n) as!®

E_(o,m) = (o,n)",
the Lopatinskii determinant is given by the following block determinant:
B
Ao,n) = .
(@:7) ‘5(0, n)‘

Calculations made in [BGS07, section 14.3.1] show that, for (o,7n) € =, we can choose

l(o,n) == (07 —Vo Uo t77, Vo U)

with
a:=ugo — & (& —ud),

&_ being the root of negative real part of the following dispersion relation
(0 +u08)”* = 5 (€ +[nl") = 0.

Thus the Lopatinskii determinant is given by

Uuo 0 0 Vo
0 V) 0 0

A(o,n) = 0 (;) v 0 =g [ugo — a] = v & (c§ — u).
a —Ypuo”1 —VoUoT2 Voo

It is zero if and only if £_ is zero, and this is the case only when o is real (i.e. for (o,n) = (1,1) € Zo)
and 7 = ¢o|n|. Therefore ker BN E_(¢) is nontrivial only on 7 = ¢y|n|, and thus matrix B
satisfies Assumption 5.3, with

T:={(r.n)|m=colnl}.

Now that we have determined a boundary condition B suited for our problem, we take interest
into oscillations. Thus we consider two hyperbolic frequencies ¢ and 3 on the boundary which
will satisfy our assumptions. First, according to Assumption 5.5, frequencies ¢ and v must be
zeros of the Lopatinskii determinant, thus satisfy 7 = c¢o|n|. If we still take |n| = 1, it leads to
consider

¢ := (cp,cos0,,sinf,) and 1) := (co,cosby,sinby),

with 6,60y € [0,27). An immediate computation then gives

2M 1

60) =6 =0, &) =6 =115 &P = &) = 17,

with M := ug/co € (0,1) being the Mach number. Therefore, in order to have no resonances
between frequencies lifted from ¢ and no resonances between frequencies lifted from ), it is
sufficient to assume M? irrational.

We now look for a boundary frequency v := =\, ¢ — Ay ¢ with Ay, Ay € Z*, which satisfies
Assumption 5.5. Frequency v reads

v=_(—=coAgs+ Ay), —Apcos by — Ay cos by, — Ay sinfl, — Ay sinby).
First we determine in which case v is not in Y. If we denote v = (7,7), we have

= C(%O‘«p + /\w)2 and g |n* = C%()\?p + A%p) + 203)\0)‘1& cos(by — Oy),

15. Notation T refers to the orthogonal complement relatively to the complex scalar product.
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so, according to the description of T, frequency v is not in Y if and only if 8, # 6,,. Generalizing
this to any frequency ¢ = A1 ¢+ A2 € Fp \ {0} asserts that F, N = {p, —¢, ¥, —1)} as required
by Assumption 5.5. This assumption also demands v to be in the hyperbolic region. We have, if
we still denote v = (7, 7),

72— NP (c§ — ug) = ug(Ap + Ap)? + 22y (cf — u) [1 — cos(f, — 6y))],
so the hyperbolicity condition 72 — |n|?(c2 — u2) > 0 reads
(5.5.4) M?*(Xp + Ap)? + 20 Ay (1 — M?)[1 — cos(8, — 0,))] > 0,

which is satisfied for example when A, and A\ are positive.
We take interest now in resonance assumptions (5.1.12a) and (5.1.12b). We compute

M+ Ay)
QW) =—F"5p
sign(A, + )\w)\/2)\@)\¢ [1—cos(f, — 0y)] + M2[X2 + /\i + 2o Ay cos(By, — 0y)]
_.I_
1— M2
—M (A + Ay)
&(v) = 1_—@]\42
sign(A, + )‘w)\/”‘w)‘zb [1—cos(fy, — )] + M? [Aa + /\i + 2Xp Ay cos(f, — By)]
- 1— M2
Ao+ A

Recalling Remark 5.1.8 about the numbering of frequencies, we need to check the four possibilities
for the couple of resonance, namely,

(5.5.5a) Aol +Ap 1 +12=0 and Ap@3+ Ayt +10 =0,
(5.5.5Db) Aol +Ap 3 +12=0 and Aop3+ Ayt +10 =0,
(5.5.5¢) Aoz +Ap 1 +12=0 and A1+ Ayt + 10 =0,
(5.5.5d) Aoz +Ap 1 +1v2=0 and Ay, 1+ Ay +12=0.

— Since &1(¢) = &1 (¥) = 0, relation Ay o1 4+ Ay Y1 + 2 = 0 implies that {»(v) = 0, and therefore
Ay + Ay = 0 which is impossible, since it contradicts condition (5.5.4).

— We determine that A, @1 + Ay 93 + 12 = 0 is equivalent to
2MPApAy [2 — cos(By — Oy)] + M*[NT + 2X,Ayp cos(f, — 0y)] — A7, =0
and
(5.5.6) (A + Ap) (Ao M2 — \y) = 0.
The corresponding second resonance is A, @3 + Ay Y2 + v2 = 0, which is equivalent to
2M? A Ay [2 — cos(, — 0y)] + M* [)\?p + 2XAp Ay cos(fy, — Oy) | — )\i =0
and
(5.5.7) (Mg + Ap) (A M2 — \,) = 0.

Now conditions (5.5.6) and (5.5.7) are incompatible, so the configuration of resonances (5.5.5a)
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is impossible.
— The case of (5.5.5¢) is analogous, and is not detailed here.

— Finally, if for the first resonance we have A\, @3 4+ Ay 13 + 12 = 0, then the second one must be
Ap @1 + Ay Y2 + 12 = 0, which is equivalent to

[1—cos(0, — 0p)] + M?[L+cos(0, — 0y)] =0 and  (Ay + Ay)(Ap — Ap) = 0.

First equation rewrites
1+ M?
0, —0p) = ——
COS( 2 TZ)) 1 _ M27
which cannot be satisfied by M? € (0,1). Thus the fourth possibility (5.5.5d) is also impossible.

Therefore, in this case, a situation like the one described in Assumption 5.5 cannot happen.

To conclude as for the FEuler system, we need to have a discussion about where we have made
a choice which puts us in a particular case. The above analysis about frequencies ¢, 1 and v
does not depend on B, but only on the location of cancellation of the Lopatinskii determinant.
Thus the only restrictive choice we made is to choose this location as 7 = ¢ |n|. Therefore, for
the compressible isentropic Euler equations in space dimension 3, in this particular case, the
configuration of frequencies considered in this chapter which leads to an instability cannot happen.

We have considered here the Euler system in space dimension 3, since, in space dimension 2,
the condition 7 = ¢|n| leads to 7 = %cn, preventing to obtain a transverse oscillation. We could
also consider the shock problem for the Euler equations, which is the original problem of Majda
and Rosales in [MR83; MR84].



Conclusion

On résume ici les deux contributions de cette thése.

Développement asymptotique multiphase pour des problémes aux limites quasi-
linéaires fortement stables

Dans le Chapitre 4, on a construit le premier terme d’un développement asymptotique pour
un probléme aux limites quasi-linéaire dont le terme de forgage au bord oscille & une fréquence
élevée, de longueur d’onde d’ordre O(¢g), et d’amplitude d’ordre O(e). La multiplicité des phases
au bord engendre, & l'intérieur du domaine pour la solution approchée, un ensemble infini de
fréquences qui n’est, en général, pas finiment engendré. Cela nous contraint & considérer un cadre
de fonctions presque-périodiques, et 'on adapte donc le cadre fonctionnel utilisé dans [JMR95]
pour le probléme de Cauchy au cas des problémes aux limites. On choisit donc des fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr, avec un controle uniforme par rapport aux variables normales
lentes et rapides, et de Sobolev pour les variables tangentielles lentes et rapides.

Une étude BKW formelle nous fournit la cascade d’équations vérifiée par les profils, que
I’on découple de maniére classique. Les outils et résultats de cette partie faisant intervenir
le profil principal sont ensuite rendus rigoureux. On obtient alors un systéme découplé pour
le profil principal, dont on montre qu’il en existe une solution & I'aide d’estimations a priori
sans perte de dérivée. Pour cela on commence par découpler le systéme obtenu pour le profil
principal, en montrant d’abord que la moyenne est nulle. On isole ensuite les modes sortants, en
utilisant 'Hypothése 4.7 assurant qu’il n’y a pas de résonance entre des fréquences rentrantes
et sortantes. Des estimations d’énergies, obtenues a ’aide d’un produit scalaire tirant partie de
I’évolution en temps, nous permettent de prouver que ces modes sortants sont nuls. On peut
donc découpler les conditions au bord pour les modes rentrants, et donc obtenir un systéme
pour les modes évanescents, un systéme pour les modes rentrants résonants, et un systéme pour
chaque mode rentrant non résonant. On montre alors des estimations d’énergie sur les systémes
oscillants, a 'aide cette fois-ci d’un produit scalaire tirant partie de la propagation par rapport a
la variable normale. Pour le systéme associé aux modes résonants, les termes de transport et de
type Burgers sont aisés a traiter, mais les termes de résonance, de part leur manque de symétrie
par rapport au cas de [JMRO5], présentent des difficultés. On surmonte cette difficulté en faisant
une hypothése sur ’ensemble des résonances, qui énonce que les résonances dont le manque de
symétrie n’est pas contrélé polynomialement sont en nombre fini, permettant de les traiter & part
dans les estimations. Les estimations a priori ainsi obtenues permettent de construire des solutions
aux systémes oscillants, et donc, avec le profil évanescent construit & travers la condition de
polarisation, d’obtenir un profil principal du développement asymptotique. Au cours de ’analyse
on étudie 'exemple des équations d’Euler isentropiques compressibles en dimension deux d’espace,
et 'on montre qu’il existe des configurations de ce systéme satisfaisant les hypothéses menant au
résultat du chapitre.
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Instabilité de développements d’optique géométrique multiphase pour des problémes
aux limites quasi-linéaires faiblement stables

Dans le Chapitre 5, on s’intéresse a des développements d’optique géométrique pour des
problémes aux limites faiblement stables, dont le terme de bord est toujours donné par une fonction
quasi-périodique oscillant suivant plusieurs phases planes de fréquence d’ordre O(1/¢). Cette
fois-ci on considére pour ce terme de forcage au bord une fonction périodique G de fréquence dans
le lieu d’annulation du déterminant de Lopatinskii et d’amplitude d’ordre O(£?), que I'on perturbe
par une fonction H périodique selon une fréquence transverse également dans le lieu d’annulation
du déterminant de Lopatinskii, et de petite amplitude O(eM), avec M > 3, relativement & celle
de G.

Une analyse formelle telle que celle conduite dans [CW17| nous permet d’obtenir le systéme
d’équations vérifiées par les profils du développement asymptotique. En raison de 'amplification
au bord due & la mise en défaut de la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme au bord, ce
systéme est hautement couplé. La premiére partie du chapitre s’intéresse alors a l’existence de
solutions & ce systéme, constitué d’équations couplées a l'intérieur, dont les termes de bord vérifie
des équations couplées au bord. La complexité du systéme nous pousse & montrer le caractére bien
posé sur des “modéles jouet”. Le premier de ces modéles n’est constitué que de certaines équations
au bord, dont on a réduit le couplage. Celles-ci sont résolues classiquement dans un espace de
fonctions analytiques & ’aide du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya. La principale difficulté réside
dans le fait de montrer qu'un certain opérateur impliqué dans ces équations est semi-linéaire, ce
qui est fait en adaptant une preuve de [CW17]. Le deuxiéme modéle jouet intégre les équations a
I'intérieur, que 'on souhaite résoudre & I'aide du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya. Il faut donc
que les solutions des équations au bord soient analytiques par rapport & toutes leurs variables.
On raffine pour cela le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya en s’inspirant des espaces fonctionnels
utilisés dans [BG78| et a ’aide des séries majorantes et du phénoméne de régularisation par
intégration en temps.

Dans une deuxiéme partie, on souhaite montrer qu’il peut se créer de 'instabilité dans le
développement asymptotique, au sens ou la petite perturbation H du terme de bord G peut
intervenir a I’ordre principal dans le développement asymptotique. On travaille pour cela avec
le systéme général linéarisé autour de la solution particuliére non perturbée, c’est-a-dire pour
laquelle H est nul. On montre qu’il existe un terme de bord H tel que le profil principal de la
solution de ce systéme linéarisé est non nul, et I'on procéde par ’absurde en supposant que tout
terme de bord H donne lieu & des profils principaux nuls. La encore la complexité du probléme
justifie que l'on considére des modéles jouet. Pour le premier modéle jouet, on en construit
explicitement la solution a ’aide de la méthode des caractéristiques, ce qui nous permet de trouver
une contradiction. Pour le deuxiéme, dont le couplage interdit cette méthode, on utilise une
méthode perturbative & ’aide de points fixes, ce qui méne également & une contradiction.

On conclut ce chapitre avec I'exemple des équations d’Euler isentropiques compressibles
en dimension trois d’espace. On montre que pour un choix particulier de lieu d’annulation du
déterminant de Lopatinskii, la configuration particuliére de fréquences que l'on a considéré dans
ce chapitre, dont on a vu qu’elle peut créer des instabilités dans le développement asymptotique,
ne peut pas arriver pour le systéme d’Euler considéré.



Bibliographie

[AMS7]

[BB31]

[Ben14]

[Ben15|

[BG+02]

[BG78

[BGS07]

[Boh25al

[Boh25b|

[Boh26]
|CB64]

[CG10]

[CGW11]

[CGW14]

Miguel ARTOLA et Andrew J. MAJDA. « Nonlinear development of instabilities in
supersonic vortex sheets. I. The basic kink modes ». In : Phys. D 28.3 (1987), p. 253-
281.

Abram BESICOVITCH et Harald BOHR. « Almost periodicity and general trigonometric
series ». In : Acta Math. 57.1 (1931), p. 203-292.

Antoine BENOIT. « Geometric optics expansions for linear hyperbolic boundary value
problems and optimality of energy estimates for surface waves ». In : Differential
Integral Equations 27.5-6 (2014), p. 531-562.

Antoine BENOIT. « Problémes aux limites, optique géométrique et singularités ».
Theses. Université de Nantes, juin 2015.

Sylvie BENZONI-GAVAGE, Frédéric ROUSSET, Denis SERRE et Kevin ZUMBRUN.

« Generic types and transitions in hyperbolic initial-boundary-value problems ». In :
Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 132.5 (2002), p. 1073-1104.

Mohamed S. BAOUENDI et Charles GOULAOUIC. « Le théoréme de Nishida pour le
probléme de Cauchy abstrait par une méthode de point fixe ». In : Equations auz
dérivées partielles (Proc. Conf., Saint-Jean-de-Monts, 1977). T. 660. Lecture Notes in
Math. Springer, Berlin, 1978, p. 1-8.

Sylvie BENZONI-GAVAGE et Denis SERRE. Multidimensional hyperbolic partial differen-
tial equations. Oxford Mathematical Monographs. First-order systems and applications.
The Clarendon Press, Oxford University Press, Oxford, 2007, p. xxvi+508.

Harald BOHR. « Zur theorie der fast periodischen funktionen ». In : Acta Math. 45.1
(1925). I. Eine verallgemeinerung der theorie der fourierreihen, p. 29-127.

Harald BOHR. « Zur Theorie der Fastperiodischen Funktionen ». In : Acta Math.
46.1-2 (1925). II. Zusammenhang der fastperiodischen Funktionen mit Funktionen
von unendlich vielen Variabeln ; gleichméssige Approximation durch trigonometrische
Summen, p. 101-214.

Harald BOHR. « Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen ». In : Acta Math. 47.3
(1926). III. Dirichletentwicklung analytischer Funktionen, p. 237-281.

Yvonne CHOQUET-BRUHAT. « Ondes asymptotiques pour certaines équations aux
dérivées partielles nonlinéaires ». In : C. R. Acad. Sci. Paris 258 (1964), p. 3809-3812.

Jean-Frangois COULOMBEL et Olivier GUES. « Geometric optics expansions with
amplification for hyperbolic boundary value problems : linear problems ». In : Ann.
Inst. Fourier (Grenoble) 60.6 (2010), p. 2183-2233.

Jean-Frangois COULOMBEL, Olivier GUES et Mark WILLIAMS. « Resonant leading
order geometric optics expansions for quasilinear hyperbolic fixed and free boundary

problems ». In : Comm. Partial Differential Equations 36.10 (2011), p. 1797-1859.

Jean-Francois COULOMBEL, Olivier GUES et Mark WILLIAMS. « Semilinear geometric
optics with boundary amplification ». In : Anal. PDE 7.3 (2014), p. 551-625.

245



246

Bibliographie

[Chio1]
[ComT74]
[Cor09]

[Cou02]

[Cou05)

[CP82

[CS08|

[CW13]

[CW14]

[CW17]

[Fri54]
[GM84]
[Gue9s|

[Her15]

[Her63]

[HMRS6]|

[Her90]

[Ika68]

[JMR93]

Jamel CHIKHI. « Sur la réflexion des oscillations pour un systéme a deux vitesses ».
In: C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 313.10 (1991), p. 675-678.

Louis COMTET. Advanced combinatorics. enlarged. The art of finite and infinite
expansions. D. Reidel Publishing Co., Dordrecht, 1974, p. xi+343.

Constantin CORDUNEANU. Almost periodic oscillations and waves. Springer, New
York, 2009, p. viii-+308.

Jean-Francois COULOMBEL. « Stabilite multidimensionnelle d’interfaces dynamiques.
Application aux transitions de phase liquide-vapeur. » Theses. Ecole normale supé-
rieure de lyon, déc. 2002.

Jean-Francois COULOMBEL. « Well-posedness of hyperbolic initial boundary value
problems ». In : J. Math. Pures Appl. (9) 84.6 (2005), p. 786-818.

Jacques CHAZARAIN et Alain PIRIOU. Introduction to the theory of linear partial diffe-
rential equations. T. 14. Studies in Mathematics and its Applications. Translated from

the French. North-Holland Publishing Co., Amsterdam-New York, 1982, p. xiv+559.

Jean-Francois COULOMBEL et Paolo SECCHI. « Nonlinear compressible vortex sheets
in two space dimensions ». In : Ann. Sci. Ec. Norm. Supér. (4) 41.1 (2008), p. 85-139.

Jean-Frangois COULOMBEL et Mark WILLIAMS. « Nonlinear geometric optics for
reflecting uniformly stable pulses ». In : J. Differential Equations 255.7 (2013), p. 1939-
1987.

Jean-Frangois COULOMBEL et Mark WILLIAMS. « Amplification of pulses in nonlinear
geometric optics ». In : J. Hyperbolic Differ. Equ. 11.4 (2014), p. 749-793.

Jean-Frangois COULOMBEL et Mark WILLIAMS. « The Mach stem equation and
amplification in strongly nonlinear geometric optics ». In : Amer. J. Math. 139.4

(2017), p. 967-1046.

Kurt Otto FRIEDRICHS. « Symmetric hyperbolic linear differential equations ». In :
Comm. Pure Appl. Math. 7 (1954), p. 345-392.

Sybren R. de GROOT et Peter MAZUR. Nonequilibrium thermodynamics. Reprint of
the 1962 original. Dover Publications, Inc., New York, 1984, p. x+510.

Olivier GUES. « Développement asymptotique de solutions exactes de systémes hy-
perboliques quasilinéaires ». In : Asymptotic Anal. 6.3 (1993), p. 241-269.

Matthew HERNANDEZ. « Resonant leading term geometric optics expansions with
boundary layers for quasilinear hyperbolic boundary problems ». In : Comm. Partial
Differential Equations 40.3 (2015), p. 387-437.

Reuben HERSH. « Mixed problems in several variables ». In : J. Math. Mech. 12
(1963), p. 317-334.

John K. HUNTER, Andrew MAJDA et Rodolpho ROSALES. « Resonantly interacting,

weakly nonlinear hyperbolic waves. II. Several space variables ». In : Stud. Appl. Math.
75.3 (1986), p. 187-226.

Lars HORMANDER. An introduction to complex analysis in several variables. Third.
T. 7. North-Holland Mathematical Library. North-Holland Publishing Co., Amsterdam,
1990, p. xii+254.

Mitsuru IKAWA. « Mixed problems for hyperbolic equations of second order ». In : J.
Math. Soc. Japan 20 (1968), p. 580-608.

Jean-Luc JoLy, Guy METIVIER et Jeffrey RAUCH. « Generic rigorous asymptotic
expansions for weakly nonlinear multidimensional oscillatory waves ». In : Duke Math.

J. 70.2 (1993), p. 373-404.



Bibliographie 247

[TMR94]

[TMR95]

[Joh91]
[JR92]

[Kil22]

[Kre59]
[Kre70]
[Lax57]
|Les07]

[Lop53|

[Lop70]

[MASS]

[Maj83]
[Mar10|
[Mét00]

[Mét09)

[Mil58]
[Mor20]

[MR83]

Jean-Luc JoLy, Guy METIVIER et Jeffrey RAUCH. « Coherent nonlinear waves and
the Wiener algebra ». In : Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 44.1 (1994), p. 167-196.

Jean-Luc JoLy, Guy METIVIER et Jeffrey RAUCH. « Coherent and focusing multi-

dimensional nonlinear geometric optics ». In : Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 28.1
(1995), p. 51-113.

Fritz JOHN. Partial differential equations. fourth. T. 1. Applied Mathematical Sciences.
Springer-Verlag, New York, 1991, p. x+249.

Jean-Luc Jory et Jeffrey RAUCH. « Justification of multidimensional single phase
semilinear geometric optics ». In : Trans. Amer. Math. Soc. 330.2 (1992), p. 599-623.

Corentin KILQUE. « Weakly Nonlinear Multiphase Geometric Optics for Hyperbolic
Quasilinear Boundary Value Problems : Construction of a Leading Profile ». In :
SIAM J. Math. Anal. 54.2 (2022), p. 2413-2507.

Heinz-Otto KREISS. « Uber Matrizen die beschrinkte Halbgruppen erzeugen ». In :
Math. Scand. 7 (1959), p. 71-80.

Heinz-Otto KREISS. « Initial boundary value problems for hyperbolic systems ». In :
Comm. Pure Appl. Math. 23 (1970), p. 277-298.

Peter D. LAaX. « Asymptotic solutions of oscillatory initial value problems ». In : Duke
Math. J. 24 (1957), p. 627-646.

Vincent LESCARRET. « Wave transmission in dispersive media ». In : Math. Models
Methods Appl. Sci. 17.4 (2007), p. 485-535.

Yaroslav B. LOPATINSKII. « On a method of reducing boundary problems for a system
of diﬂ"grential equations of elliptic type to regular integral equations ». In : Ukrain.
Mat. Z. 5 (1953), p. 123-151.

Yaroslav B. LOPATINSKII. « The mixed Cauchy-Dirichlet type problem for equations
of hyperbolic type ». In : Dopovidi Akad. Nauk Ukrain. RSR Ser. A 1970 (1970),
p. 592-594, 668.

Andrew J. MAJDA et Miguel ARTOLA. « Nonlinear geometric optics for hyperbo-

lic mixed problems ». In : Analyse mathématique et applications. Gauthier-Villars,
Montrouge, 1988, p. 319-356.

Andrew MAJDA. « The stability of multidimensional shock fronts ». In : Mem. Amer.
Math. Soc. 41.275 (1983), p. iv+95.

Alice MARCOU. « Rigorous weakly nonlinear geometric optics for surface waves ». In :
Asymptot. Anal. 69.3-4 (2010), p. 125-174.

Guy METIVIER. « The block structure condition for symmetric hyperbolic systems ».
In : Bull. London Math. Soc. 32.6 (2000), p. 689-702.

Guy METIVIER. « The mathematics of nonlinear optics ». In : Handbook of differential
equations : evolutionary equations. Vol. V. Handb. Differ. Equ. Elsevier /North-Holland,
Amsterdam, 2009, p. 169-313.

John W. MILES. « On the disturbed motion of a plane vortex sheet ». In : J. Fluid
Mech. 4 (1958), p. 538-552.

Baptiste MORISSE. « On hyperbolicity and Gevrey well-posedness. Part one : the
elliptic case ». In : Ann. H. Lebesgue 3 (2020), p. 1195-1239.

Andrew MAJDA et Rodolfo ROSALES. « A theory for spontaneous Mach stem formation
in reacting shock fronts. I. The basic perturbation analysis ». In : SIAM J. Appl.
Math. 43.6 (1983), p. 1310-1334.



248

Bibliographie

[MRS4]

[MZ05]

[Nir72]
[Nis77]
[Ral71]

[Raul2]

[RRS2]
[Sar65]
[Scha1]

[Ser00]

[Ser05]

[Ser99]

[STsS]

[Tay79]

|[UkaO1]

[Wil0o]
[Wil02]

[Wil96]

Andrew MAJDA et Rodolfo ROSALES. « A theory for spontaneous Mach-stem formation
in reacting shock fronts. II. Steady-wave bifurcations and the evidence for breakdown ».

In : Stud. Appl. Math. 71.2 (1984), p. 117-148.

Guy METIVIER et Kevin ZUMBRUN. « Hyperbolic boundary value problems for
symmetric systems with variable multiplicities ». In : J. Differential Equations 211.1

(2005), p. 61-134.

L. NIRENBERG. « An abstract form of the nonlinear Cauchy-Kowalewski theorem ».
In : J. Differential Geometry 6 (1972), p. 561-576.

Takaaki NISHIDA. « A note on a theorem of Nirenberg ». In : J. Differential Geometry
12.4 (1977), 629-633 (1978).

James V. RALSTON. « Note on a paper of Kreiss ». In : Comm. Pure Appl. Math.
24.6 (1971), p. 759-762.

Jeffrey RAUCH. Hyperbolic partial differential equations and geometric optics. T. 133.
Graduate Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI,
2012, p. xx+363.

Jeffrey RAUCH et Michael REED. « Nonlinear microlocal analysis of semilinear hyper-
bolic systems in one space dimension ». In : Duke Math. J. 49.2 (1982), p. 397-475.

Leonard SARASON. « On hyperbolic mixed problems ». In : Arch. Rational Mech.
Anal. 18 (1965), p. 310-334.

Wolfgang M. SCHMIDT. Diophantine approrimations and Diophantine equations.
T. 1467. Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1991, p. viii+217.

Denis SERRE. Systems of conservation laws. 2. Geometric structures, oscillations, and
initial-boundary value problems, Translated from the 1996 French original by I. N.
Sneddon. Cambridge University Press, Cambridge, 2000, p. xii+269.

Denis SERRE. « Solvability of hyperbolic IBVPs through filtering ». In : Methods Appl.
Anal. 12.3 (2005), p. 253-266.

Denis SERRE. Systems of conservation laws. 1. Hyperbolicity, entropies, shock waves,
Translated from the 1996 French original by I. N. Sneddon. Cambridge University
Press, Cambridge, 1999, p. xxii+263.

Monique SABLE-TOUGERON. « Existence pour un probléme de 1’élastodynamique
Neumann non linéaire en dimension 2 ». In : Arch. Rational Mech. Anal. 101.3 (1988),
p- 261-292.

Michael E. TAYLOR. « Rayleigh waves in linear elasticity as a propagation of singula-
rities phenomenon ». In : Partial differential equations and geometry (Proc. Conf.,
Park City, Utah, 1977). T. 48. Lecture Notes in Pure and Appl. Math. Dekker, New
York, 1979, p. 273-291.

Seiji UKAIL « The Boltzmann-Grad limit and Cauchy-Kovalevskaya theorem ». In :
t. 18. 2. Recent topics in mathematics moving toward science and engineering. 2001,
p. 383-392.

Mark WILLIAMS. « Boundary layers and glancing blow-up in nonlinear geometric
optics ». In : Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 33.3 (2000), p. 383-432.

Mark WILLIAMS. « Singular pseudodifferential operators, symmetrizers, and oscillatory
multidimensional shocks ». In : J. Funct. Anal. 191.1 (2002), p. 132-209.

Mark WILLIAMS. « Nonlinear geometric optics for hyperbolic boundary problems ».
In : Comm. Partial Differential Equations 21.11-12 (1996), p. 1829-1895.



Table des matiéres

Résumé
Remerciements
Table des matiéres
Notations

Table des figures

1 Introduction
1.1 Contexte général, motivations et résultats . . . . . . .. .. ... ...
1.1.1 Systémes de lois de conservation . . . . .. ... ... ... ... ... ..
1.1.2 Problémes aux limites . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.1.3 Asymptotique haute fréquence et optique géométrique . . . . . . . . . ..
1.1.4 Reésultats . . . . . . . . . e
1.2 Probléme de Cauchy linéaire et développements asymptotiques . . . . . . . . . .
1.2.1 Caractére bien posé et hypothése d’hyperbolicité . . . . . . . .. .. ...
1.2.2 Développement d’optique géométrique . . . . . . . . ... .. ... ...
1.3 Problémes aux limites et conditions de bord . . . . . . .. ... ... ... ...
1.3.1 Nombre de conditions au bord . . . . . . .. .. .. ... .. .. ...
1.3.2 Analyse des modes normaux . . . . . . ...
1.3.3 Description des sous-espaces stables . . . . . . ... ... 0.
1.4 Optique géométrique multiphasée et cadre fonctionnel . . . . . . . . . .. .. ..
1.4.1 Cas non-linéaire monophase : fonctions quasi-périodiques . . . . . . . . .
1.4.2 Cas semi-linéaire multiphasé : algébres de Wiener . . . . . . .. .. ...
1.4.3 Probléme de Cauchy quasi-linéaire multiphasé : fonctions presque-périodiques
ausensde Bohr . . . . . ...
1.4.4 Adaptation aux problémes aux limites quasi-linéaires multiphasés . . . . .
1.5 Résolution d’EDP dans des espaces analytiques : théorémes de Cauchy-Kovalevskaya
1.5.1 Théoréme de Cauchy-Kovalevskaya classique . . .. .. ... .. ... ..
1.5.2 Analyticité en temps dans le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya . . . . . .
1.6 Organisation du manuscrit . . . . . . . . ... L L

2 Construction et justification d’un développement d’optique géométrique pour

un probléme aux limites linéaire

2.1 Notations et hypothéses . . . . . . . . . . ..o

2.2 Ansatz et résultat principal . . . . . .. ... oL

2.3 Détermination des équations . . . . . . . . ..o

2.4 Résolution des équations . . . . . . . ... L
2.4.1 Résolution des équations pour le profil principal . . . . . ... ... ...
2.4.2 Résolution des équations du premier correcteur . . . . . . . . . ... ...

249

vii

ix

xi

»
<

K.
=

GOt B W W

DN po DN =
U= O TN = =

27
30
32
32
35
38

41
42
45
46
48
48
49



250 Table des matiéres

2.4.3 Profils d’ordre supérieur et résultat . . . . . . ... .00 51
2.5 Justification du développement d’optique géométrique . . . . . . . . . ... ... 51

3 Développement d’optique géométrique multiphasée pour un probléme aux

limites semi-linéaire 53
3.1 Notations et hypothéses . . . . . . . . .. .. . 54
3.1.1 Stricte hyperbolicité . . . . . . . . . . ... 54
3.1.2 Condition de Lopatinskii uniforme . . . . . . . .. .. ... ... ..... 55
3.1.3 Cadre fonctionnel . . . . . ... o 57
3.2 Ansatz et équations de profil . . . . . . .. .. 59
3.2.1 Position du probléme . . . . . ... oL 59
3.2.2 Obtention des équations de profil . . . . . . .. .. ... .. ... 60
3.2.3 Résultat principal . . . . . . ... 62
3.3 Résolution des équations de profil . . . . . . .. .. ... L. 62
3.3.1 Résultats sur les espaces fonctionnels . . . . . . ... ... 0L 62
3.3.2 Résolution des équation associées & chaque mode . . . . . . . . .. .. .. 64
3.3.3 Existence d’un profil linéaire . . . . . . . . . ... ... L. 66
3.3.4 Existence d’un profil semi-linéaire . . . . . . ... ... o0 69

4 Existence d’un développement d’optique géométrique multiphasée pour des

problémes aux limites hyperboliques quasi-linéaires 73
4.1 Notations et hypothéses . . . . . . . . . ... L 76
4.1.1 Position du probléme . . . . .. ..o 76
4.1.2 Stricte hyperbolicité . . . . . . . ... oo 78
4.1.3 Condition de Lopatinskii uniforme et quelques résultats préliminaires . . 81
4.2 Cadre fonctionnel . . . . . . . .. 98
4.2.1 Ensemble de fréquences a l'intérieur du domaine . . . . . . . .. ... .. 98
4.2.2 Espacesdeprofils . . . . . . .. ... 104
4.2.3 Produits scalaires sur I'espace des profils oscillants . . . . . . .. .. ... 105
4.3 Ansatz et résultat principal . . . . . ... 107
44 Etude BKW formelle . . . . .. . . . ... ... 108
4.4.1 Cascade d’équations pour les profils . . . . . ... .. ... ... 108
4.4.2 Résolution du probléme rapide £(09p,0p,) U =H . . ... ... ... ... 110
4.4.3 Systéme d’équations vérifié par le profil principal . . . . . . ... ... .. 113
4.5 Construction du profil principal . . . . . ... ... 000000 113
4.5.1 Coefficient de résonance et hypothése supplémentaire . . . .. ... ... 114
4.5.2 Définition rigoureuse des projecteurs E, Ei, EIL_ et E’ZS .......... 120
4.5.3 Réduction dusystéme . . . . . . ..o L L 128
4.5.4 Estimation a priori du systéme linéarisé pour la partie oscillante résonante 140
4.5.5 Estimation a priori sur les équations de Burgers linéarisées . . . . . . .. 149
4.5.6 Construction d’une solution . . . . . . . . ... ... L 151
4.5.7 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . ... 157
4.A Appendices . . . ... 158
4.A.1 Fonctions presque-périodiques a valeurs dans un espace de Banach . . . . 158
4.A.2 Exemple d’un systéme engendrant une infinité de fréquences sortantes . . 161
4.A.3 Détails de certains calculs . . . . . . . . . ... .. 162

5 Transverse instability of high frequency weakly stable quasilinear boundary

value problems 165
5.1 Notation and assumptions . . . . . . . . . . ... Lo 168
5.1.1 Position of the problem . . . . . . .. ... ... ... 0oL 168

5.1.2 Weak Kreiss-Lopatinskii condition . . . . .. . ... ... ... ...... 170



Table des matiéres 251

5.1.3 Oscillations . . . . . . . .. 171
5.2 Derivation of the system . . . . . . .. . ... 179
5.2.1 Ansatz and WKB cascade . . . . . . . ... ... ... .. 179
5.2.2 Rewriting the equations: leading profile and first corrector . . . . . . .. 181
5.2.3 General system . . . . ... Lo L 197
5.3 Existence of an analytic solution . . . . . . . .. ... ... 0L 200
5.3.1 First toymodel . . . . . . . ..o 201
5.3.2 Functional framework . . . . . . . .. ... oo o 203
5.3.3 A Cauchy-Kovalevskaya theorem for boundary equations . . . . ... .. 208
5.3.4 Second toy model . . . . ... o 210
5.3.5 Additional functional framework . . . . . ... ... ... L. 211

5.3.6 Time analyticity on the boundary and Cauchy-Kovalevskaya theorem for
incoming equations . . . . . .. ... 218
5.4 Instability . . . . . . . 226
5.4.1 Linearization around a particular solution . . . . . . . ... .. ... ... 226
5.4.2 Instability on toy models . . . . . . ... ... oL 228
5.5 The example of gas dynamics . . . . . . . . ... Lo 237
Conclusion 243
Bibliographie 245

Table des matiéres 249



252 Table des matiéres




COLOPHON

Mémoire de these intitulé « Optique géométrique multiphasée pour les systémes hyperboliques de lois
de conservation », écrit par Corentin KILQUE, achevé le 12 juillet 2022, composé au moyen du systéme
de préparation de document IATEX et de la classe yathesis dédiée aux théses préparées en France.


mailto:corentin.kilque@math.univ-toulouse.fr
https://fr.wikipedia.org/wiki/LaTeX
https://ctan.org/pkg/yathesis

OPTIQUE GEOMETRIQUE MULTIPHASEE POUR LES SYSTEMES HYPERBOLIQUES DE LOIS DE
CONSERVATION

Résumé

Cette thése porte sur des développements d’optique géométrique multiphasée, pour des problémes aux
limites hyperboliques et quasi-linéaires, c’est-a-dire des développements asymptotiques de solutions
approchées de ces systémes, pour lesquels le terme de bord oscille & une fréquence élevée suivant plusieurs
phases planes au bord. On se place dans un cadre faiblement non-linéaire, c’est-a-dire que le terme de
bord est d’ordre O(e) quand les fréquences sont d’ordre O(1/e).

Dans une premiére partie, on s’intéresse & un probléme aux limites satisfaisant la condition de Kreiss-
Lopatinskii uniforme, et I’'on construit pour ce probléme le premier terme d’un développement BKW pour
la solution approchée. La multiplicité des fréquences au bord engendre, & I'intérieur du domaine, un nombre
infini dénombrable de fréquences, nous contraignant & utiliser un cadre de fonctions presque-périodiques,
ici au sens de Bohr. La principale difficulté de ce travail réside dans le défaut de symétrie dans le systéme
vérifié par le profil principal, et 'occurence d’une infinité de résonances (a I'inverse du cas d’une seule phase
étudié précédemment). Le profil principal est alors obtenu comme la solution d’un probléme quasi-linéaire,
qui est résolu a l'aide d’estimations a priori sans perte de dérivée. Les hypothéses de cette partie sont
illustrées avec ’exemple des équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension deux d’espace.
La deuxiéme partie est consacrée a I’étude de l'instabilité de développements d’optique géométrique pour
des problémes aux limites faiblement stables, ot le terme de forcage au bord subit une perturbation de
petite amplitude, oscillant suivant une fréquence transversale. Puisque les fréquences au bord appartenant
au lieu d’annulation du déterminant de Lopatinskii, les amplifications au bord donnent lieu & un systéme
hautement couplé d’équations pour les profils. Un modéle jouet de ce systéme est résolu dans un cadre de
fonctions analytiques, & I’aide du théoréme de Cauchy-Kovalevskaya, et d’une version de celui-ci assurant
Panalyticité en temps et en espace. On montre ensuite que, a travers les résonances et les amplifications,
une configuration particuliére de fréquences au bord peut donner lieu & une instabilité, c’est-a-dire que
la petite perturbation au bord peut intervenir a I’ordre principal dans le développement asymptotique.
On étudie enfin la possibilité qu’une telle configuration de fréquences au bord existe pour 'exemple des
équations d’Euler compressibles isentropiques en dimension trois d’espace.

Mots clés : optique géométrique, systémes hyperboliques d’équations aux dérivées partielles, problémes
aux limites, limite haute fréquence, fonctions analytiques, condition au bord, instabilité.

MULTIPHASE GEOMETRIC OPTICS FOR HYPERBOLIC SYSTEMS OF CONSERVATION LAWS
Abstract

This thesis deals with multiphase geometric optics expansions, for hyperbolic quasilinear boundary value
problems, that is, asymptotic expansions of approximate solutions for these systems, for which the forcing
boundary term oscillate at high frequency with multiple planar phases on the boundary. The framework is
weakly nonlinear, namely the boundary term is of order O(e), when the frequencies are of order O(1/¢).
In a first part, interest is made on a boundary value problem satisfying the uniform Kreiss-Lopatinskii
condition, and the first term of a WKB expansion is constructed for this problem. The multiple frequencies
on the boundary generate a countable infinite number of phases inside the domain, and we therefore use
an almost periodic functional framework, here in the sense of Bohr. The major difficulties of this work are
the lack of symmetry in the leading profile equation and the occurrence of infinitely many resonances
(opposite to the simple phase case studied earlier). The leading profile is constructed as the solution of a
quasilinear problem, which is solved using a priori estimates without loss of derivatives. The assumptions
of this work are illustrated with the example of isentropic Euler equations in space dimension two.

The second part is devoted to the study of instabilities for geometric optics expansions of weakly stable
problems, where the forcing boundary term is perturbated by a small amplitude oscillating function, of
transverse frequency. Since the boundary frequencies lie in the locus where the Lopatinskii determinant
is zero, the amplifications on the boundary give rise to a highly coupled system of equations for the
profiles. A toy model of this system is solved in an analytical framework, using the Cauchy-Kovalevskaya
theorem as well as a version of it ensuring analyticity in space and time for the solution. Then it is
proven that, through resonances and amplification, a particular configuration for the phases may create
an instability, in the sense that the small perturbation on the boundary may interfere at the leading order
in the asymptotic expansion. Finally we study the possibility for such a configuration of frequencies to
happen for the isentropic Euler equations in space dimension three.

Keywords: geometric optics, hyperbolic systems of partial differential equations, boundary value prob-
lems, high frequency asymptotic, analytic functions, boundary conditions, instability.
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