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Introduction générale

Les milieux hétérogénes aléatoires constituent de longue date un sujet de grand
intérét. L’étude de tels milieux - qui a pour objectif 'explication des comportements
sous certaines sollicitations - se situe au carrefour de plusieurs disciplines allant de la
science des matériaux, de l'ingéniérie, de la physique, aux mathématiques appliquées.
La sollicitation la plus courante car non destructive, est celle consistant a exciter les
milieux hétérogénes via la propagation d’ondes mécaniques. Cette propagation génére
au cours de son évolution, un phénoméne dit de "diffusion multiple". La diffusion mul-
tiple d’ondes mécaniques est un phénomeéne extrémement répandu, que ce soit dans la

nature (biologie, géophysique), en sciences physiques ou dans I'industrie.

La diffusion multiple (Fig 1 (b)), par opposition a la diffusion simple (Fig 1 (a)),
est la branche de la physique qui
— décrit les interactions entre plusieurs obstacles (plus ou moins distants entre eux)
dans un milieu hétérogéne traversé par une onde,
— interpréte ensuite les conséquences de ces interactions a I’aide de grandeurs dites

"effectives".
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FIGURE 1 — Diffusion simple (a) et diffusion multiple (b). L’émetteur a gauche envoie une onde plane
incidente sur les obstacles. Ceux-ci diffusent de fagon isotrope dans toutes les directions (cercles en pointillé).
Le récepteur ne recueille que les ondes issues de collisions uniques. Dans le cas (b), on a représenté (seulement)
deux des processus probables (fléches continues et fléches en pointillé). L’onde incidente, une fois qu’elle a
atteint un diffuseur, peut subir plusieurs collisions avant de parvenir au récepteur situé a droite de la zone ou

sont localisés les obstacles.

Le milieu hote (la matrice) dans lequel sont placés les obstacles, la forme de ces
derniers, les conditions aux limites obstacle-matrice, de méme que les propriétés mé-
caniques des différents constituants sont des éléments clés.

Cette these est consacrée a I’étude de certains aspects de la diffusion multiple des
ondes mécaniques dans un milieu poroélastique (MPE) de Biot contenant des inclu-
sions ou des obstacles aléatoirement répartis. Les deux phases - le MPE (constituant
la matrice) et les obstacles - forment un milieu hétérogéne dont on veut déterminer les
propriétés.

On s’est intéressé en particulier aux MPE qui, en I'absence de tout obstacle (dif-
fuseur), supportent simultanément trois ondes : une longitudinale rapide, une longi-
tudinale lente et une transversale. Les MPE ont fait 'objet d’études trés détaillées
dans le passé. Dans un milieu d’extension infinie, les trois ondes se propagent indé-
pendamment 'une de 'autre et mettent en avant des comportement trés différents.
Cependant, chaque fois qu’une de ces ondes rencontre les discontinuités formées par les

obstacles (bornés ou non), une conversion d’ondes prend place. Il y a diffusion de trois



ondes (rapide, lente et transversale) vers le MPE, cf. Fig. 2. Le type d’onde transmis
dans les obstacles dépend du matériau les constituants (une seule onde longitudinale si
I'obstacle est une cavité, une onde longitudinale et une onde transversale si I’obstacle
est une sphére élastique, etc.). De telles conversions apportent des difficultés supplé-
mentaires & la description de la diffusion multiple. Il est donc nécessaire de quantifier

les effets induits par ces conversions.
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FIGURE 2 — Diffusion isotrope par un obstacle sphérique dans un milieu poroélastique. Le diffuseur situé au
centre émet des ondes sphériques divergentes de trois types : rapide (en tireté rouge, noté 1), transversale (en

tireté noir, noté t) et lente (en tireté vert, noté 2).

Dans la thése, on se limite au cas ou l'onde incidente sur la région de l’espace
contenant les distributions aléatoires d’obstacles est soit ’onde longitudinale rapide,
soit ’onde longitudinale lente. Les obstacles sont quant a eux de forme sphérique. L’hy-
potheése fondamentale sous-jacente a tout nos développements est celle de la concentra-
tion diluée des obstacles. Cette hypothése permet de se placer d’emblée dans le cadre
de certaines théories de diffusion multiple revisitées ces derniéres années. Pour nous,
I'intérét de ce choix réside essentiellement dans la disponibilité de formules analytiques
explicites autorisant des généralisations et conduisant a une interprétation claire des
nombres d’onde effectifs, notamment dans la limite de Rayleigh (dans laquelle les di-
mensions des obstacles sont petites comparées aux longueurs d’onde en jeu). Clest,
d’ailleurs, cette limite de Rayleigh qui permet de se raccrocher aux résultats obtenus

par de nombreux auteurs en élastostatique (milieux en absence d’ondes).

La matiére traitée a été divisée de facon logique en cinqg chapitres et une conclusion.



— Le chapitre 1 est un exposé succinct de la théorie de Biot. On y rappelle la
loi de comportement et les équations du mouvement dans un MPE. Tous les
parameétres mécaniques et physiques utilisés dans la thése y sont décrits.

— Le chapitre 2 présente le probléme de la propagation d’une onde dans un MPE
contenant un seul obstacle sphérique (de type fluide ou élastique). On y calcule
les coefficients de diffusion de sphéres fluides et élastiques. Etant donné que 1’on
travaille aux basses fréquences (limite de Rayleigh), les développements limités
de ces coefficients de diffusion sont fournis.

— La théorie de la diffusion multiple considérée dans cette thése est présentée
briévement dans le chapitre 3; on y précise notamment ’expression du nombre
d’onde effectif rapide (dans le cas d’'une onde incidente rapide sur la région ou
se trouvent les obstacles aléatoirement distribués) et du nombre d’onde effectif
lent (dans le cas d’une onde incidente lente).

— Le chapitre 4 étudie en détail les propriétés de la diffusion multiple dans un MPE
particulier appelé QF20. Les obstacles sont des sphéres élastiques en epoxy (ma-
tériau mou) ou en aluminium (matériau plus rigide que ’epoxy). Les simulations
numériques montrent 'influence de chaque type d’obstacles sur la propagation
des ondes dans le milieu hétérogéne. Certaines grandeurs effectives telles que
le module de rigidité a la compression, la masse volumique et la constante de
diffusion sont déterminées.

— Dans le chapitre 5, on effectue une étude paramétrique. On compare les vitesses,
les atténuations et les constantes de diffusion effectives pour deux type de MPE :
QF20 et sable de Stoll. Les obstacles distribués aléatoirement sont, soit des
cavités, soit des sphéres en epoxy. Le module et la masse volumique effective ont
été déterminés pour les cavités fluides dans un MPE.

— Enfin, dans la conclusion nous présentons un bref récapitulatif des résultats et

quelques projets en cours.



Chapitre 1

Théorie de Biot

1.1 Introduction

Maurice A. Biot [1], [2], [3] a proposé dans les années 1950-1960 une théorie pour
expliquer la propagation des ondes dans les roches saturées d’eau. Cette théorie a,
depuis ce temps, vu son domaine d’application s’étendre a d’autres domaines. Elle a
été ainsi utilisée pour expliquer le comportement acoustique des os [4], [5], [6]. Un
tel succeés tient au fait que, contrairement a d’autres théories de milieux poreux, elle
prend en compte a la fois ’élasticité du squelette et le couplage entre les parties fluide
et solide.

Dans sa théorie, batie en supposant applicables les principes de la mécanique des
milieux continus en petites déformations aux grandeurs macroscopiques mesurables?!,
Biot suppose que le milieu poreux est composé de deux phases continues s et f. La
phase s, poreuse, est constituée d’'un solide élastique isotrope appelé la matrice ou le
squelette incluant les pores occlus. La phase f est un fluide visqueux, compressible,
occupant tout 1’espace poreux bras morts inclus (et constitue la partie complémentaire

de la partie solide).

1. Dans la théorie de Biot, le niveau microscopique est "ignoré".
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FIGURE 1.1 — Une particule élémentaire extraite du milieu poreux, de volume V = V, + Vy, ou V; est le
volume occupé par le fluide (espace des pores) et Vs celui occupé par le solide. Sur la face hachurée, la surface

est S = Ss + Sy ou Sy est la surface occupée par le fluide et Ss celle occupés par le solide.

Biot considére de plus que la taille des pores est suffisamment faible pour que le
nombre de Reynolds Re soit petit, c’est-a-dire que Re = % << 1 ou U est la vi-
tesse de I’écoulement, L la taille caractéristique de pores (le rayon par exemple) et
V= % la viscosité cinématique (7 est la viscosité dynamique du fluide et p; sa masse
volumique). Deux paramétres jouent un role fondamental, & savoir, la porosité et la

tortuosité :

— soit un échantillon de milieu poreux de volume V' et soit V; le volume occupé
par les pores. La porosité du milieu est définie par le quotient § = % Si le
milieu est statistiquement isotrope (cas considéré ici), S est une constante et on
a également [ = S—Sf Si 8 = 0 le milieu n’est plus poreux, mais élastique, si § =1
le milieu est un fluide ou un liquide.

— la tortuosité 7 des canaux doit quant a elle rendre compte de I'influence non
seulement de la taille des pores mais aussi de la complexité des chemins suivis

par I’écoulement du fluide.

Les paramétres [ et 7 sont complétés par d’autres, également importants, présentés
dans le Tableau 1.1.
Une autre hypothése fondamentale de la théorie de Biot est que les longueurs d’ondes
Aonde des perturbations se propageant dans le milieu poreux saturé doivent étre grandes
devant la longueur caractéristique Leq.q du volume élémentaire macroscopique repré-
sentatif du milieu poreux (Aonge => Learac). La longueur d’onde est donc également
grande devant la longueur caractéristique des canaux élémentaires. Sur cette base,
nécessaire a une description par la mécanique des milieux continus des phénomeénes

étudiés, Biot a prédit la propagation de trois ondes dispersives atténuées confirmées



Parameétres du milieu poroélastique

K module de rigidité a la compression des grains

K module de rigidité a la compression du fluide
1 module de cisaillement du squelette sec

ps masse volumique du solide des grains

ps masse volumique du fluide

Kk perméabilité

a, rayon moyen des pores

7 viscosité dynamique du fluide

TABLE 1.1 — Paramétres physiques d’un milieu poroélastique et du fluide saturant les pores.

expérimentalement par T. J. Plona [6] a partir d’échantillons de billes de verre frittées

saturées par de l'eau :

1. une onde longitudinale rapide ; au cours de sa propagation, le squelette solide
et le fluide saturant vibrent approximativement en phase. L’atténuation de cette

onde résulte du frottement visqueux,

2. une onde longitudinale lente ; au cours de sa propagation le fluide saturant et
le solide vibrent avec un certain déphasage. Comparativement a l’onde rapide,

elle est fortement atténuée, et est du type diffusif aux basses fréquences,

3. une onde transversale; cette derniére se propage en ayant comme support
le squelette avec une contribution inertielle du fluide. Ses propriétés sont assez
voisines de 'onde transversale qui se propage dans un milieu viscoélastique. Son

atténuation est du méme ordre de grandeur que celle de 'onde rapide.

Parmi les milieux poreux obéissant a la théorie de Biot, on peut citer :

— les sédiments marins. Leur squelette est un assemblage de grains de silice de pe-
tites tailles, soit collés entre eux (structure consolidée) soit libres avec des degrés
de liberté divers (structure non consolidée). Les sédiments sont généralement
saturés par un liquide (I’eau de mer ou un liquide aux propriétés proches).

— Les roches et autres matériaux géologiques saturés par un gaz ou un liquide
(notamment, le sable de Stoll considéré au chapitre 5).

— Certains matériaux de construction : les bétons, les briques, ...etc (notamment,
le QF20 utilisé comme filtre).

10



FIGURE 1.2 — Section droite d’un milieu poreux statistiquement isotrope. Les zones noires représentent

Pespace des pores.

— Les matériaux poreux artificiels réalisés par frittage ou empilement de petites
billes en verre ou en matériau synthétique (PMMA par exemple) de fagon a for-

mer un milieu massif.

On rappelle ci-dessous, trés briévement, les principales équations régissant le modéle
de Biot parfois appelé modeéle de Biot-Stoll [8].

1.2 Rappels de mécanique des milieux poreux

Soit un milieu poreux formé de deux phases, tel que celui décrit ci-dessus. Les
masses volumiques du solide constituant le squelette et du fluide saturant sont notées
ps et py respectivement. On note 1, le vecteur déplacement dans la matrice solide, @ le
vecteur déplacement dans le fluide saturant et «w = (u; — ;) le vecteur déplacement
du fluide par rapport au solide. L’augmentation locale de teneur en fluide est définie
par £ = —V .44 On introduit aussi Py la pression (quasiment hydrostatique) du fluide
dans les pores, ¢ (de composantes oy, i, j=1,2,3) le tenseur des contraintes? et £ (ou

€ij, 1,7=1,2,3) le tenseur de déformations tel que

1
€ij = §(usi,j + Ugji). (1.1)

Dorénavant, les points au-dessus des vecteurs indiqueront des dérivations par rapport

au temps. Ainsi u, et u, indiquent les dérivées premiére et seconde par rapport au

2. La force s’exergant sur la surface fluide d’un volume élémentaire représentatif est —3P;7.S, celle s’exercant sur
la surface solide de ce méme volume est 5.77S = (1 — 3)7.7S. La force totale s’exercant sur la particule élémentaire est
donc (¢ — BPy).7S

11



temps du vecteur .

1.2.1 Energies cinétique, élastique et de dissipation

L’énergie cinétique, 1’énergie élastique de déformation et la fonction de dissipation
visqueuse par unité de volume (grandeurs locales) sont trois formes d’énergie pré-
sentes dans le milieu poreux. Nous nous intéressons ici a des processus isothermes et

adiabatiques.

Energie cinétique par unité de volume

L’énergie cinétique par unité de volume 7' peut s’écrire
I, - Lol 29
T= §(pus—|—2pfus - 4+ mad?), (1.2)

ou p = (1 — B)ps + Bpy est la masse volumique du milieu poreux. Le paramétre m a

été introduit par Biot et est défini par la relation

m =72 T > 1, (1.3)

8

ou 7 est la tortuosité déja décrite. Elle est souvent assimilée a la constante de structure.
Elle tient compte du fait que le mouvement du fluide dans les pores ne suit pas toujours
la direction du gradient de pression macroscopique. La formule (1.3) ci-dessus, d’origine
phénoménologique, traduit donc I'existence d’une masse apparente du fluide supérieure

a la masse réelle.

Energie élastique de déformation par unité de volume

Les scalaires ey = ¢;; et €77 = —%(eiie]—j —€;j€;;) étant, respectivement, les premier et
second invariants du tenseur des déformations € et £ 'augmentation locale de teneur
en fluide, la densité volumique d’énergie élastique de déformation W = W (e, g7, §)
peut s’écrire

2W = Het + ME* — 2Ce,€ — dpeyy. (1.4)

Le choix des signes devant chaque terme du membre de droite est purement conven-
tionnel. Les quatre constantes H, M, C, u sont homogeénes & des modules d’élasticité ;

i est le module de cisaillement classique, tandis que H, M et C sont fonctions de

12



plusieurs constantes mécaniques du milieu poreux, cf. [8], Biot et Willis [9] :

(K, — K,)* 4
H=—+K,+ - 1.
D_rk, THtam (1.5)
KQ
M= —"__ 1.
Ks(Ks_Kb)
= 1.
avec K
D=K,]|1 —_1)]. 1.
{ +ﬁ(Kf )} (18)

Une méthode d’identification due & Berryman [10], [11] conduit aux mémes expressions.
Les constantes mécaniques Ky, K¢, Ky, 1 intervenant dans ces formules sont définies
dans le Tableau 2.1, chapitre 2.

Remarque : Les énergies cinétique T et potentielle de déformation W étant des

formes quadratiques définies positives, on a les inégalités suivantes

(M >0,H >0,

HM —C? >0,

p>0,m>0, (1.9)
pm — p3 >0,

(mH + pM —2p;C > 0.

Dissipation d’énergie par unité de volume

La dissipation d’énergie - si I'on exclut les frictions entre les grains et la viscoélas-
ticité propre au matériau formant les grains - est une conséquence des déplacements
du fluide visqueux par rapport a la matrice poreuse. Elle dépend, en outre, de la
perméabilité £ du milieu poreux. La fonction de dissipation volumique visqueuse D
s’écrit

F .
2D = nﬁwz, (1.10)
K

En effet, afin de tenir compte du changement des lois du frottement avec la fréquence

de vibration f du fluide par rapport au solide et donc de corriger la fonction de

13



dissipation D qui serait simplement, sans cela, 2D = 21‘52’ Biot a introduit une fonction
complexe F' a partir de I'’hypothése de pores circulaires. Elle dépend de la quantité
X = ap\/@ dans laquelle a, est le rayon moyen des pores, w = 27 f la pulsation
relative au phénomene vibratoire et 7 le coefficient de viscosité dynamique rencontré

plus haut. La fonction F' s’exprime

ou
_ber'(x) 4 ibei’ (x)

~ ber(x) + ibei(x)

t(x)

Dans ce qui précede, ber + ibei désigne la fonction de Kelvin et ber’ + ibei’ sa dérivée

par rapport a largument. On a ber(z) + ibei(z) = Jo(ze's) (Jy est la fonction de

Bessel cylindrique d’indice 0). Aux basses fréquences, on montre que F'(y) = 1.

1.2.2 Loi de comportement

On suppose que les forces volumiques a distance sont nulles et que le milieu po-
reux est en équilibre statique. La loi de comportement du milieu poreux, reliant les
contraintes o0;; et la pression dans les pores Py aux déformations du milieu poreux, est
obtenue en dérivant la fonction W par rapport aux variables €;; (a £ fixé) et & (& €5
fixé) :

0ij = (520 )e = 2peiy + [(H — 2p)er — CEJdy,

Py = ()., = Mé — Ce;.

Q

(1.11)
Ei]'
Ci-dessus, 0;;, €;; et J;; représentent des tenseurs (6;; = 0sii # j, §;; = 1sii=j

symbole de Kronecker).

La loi de comportement du milieu poreux se décline sous plusieurs formes dans la
littérature. Ainsi, Biot (voir aussi Johnson [4], [5]) utilise dans certains de ses articles
le jeu de coefficients P, @, R, N a la place de H, M, C, 1. Des transformations simples
permettent le passage d’un quadruplet a 'autre. Une autre expression de la loi de

comportement se trouve dans I'ouvrage de Bourbié, Coussy et Zinsner [14].

Robert D. Stoll [8] a étendu le modéle de Biot aux sédiments marins non consolidés
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avec frictions entre les grains de silice (frottement solide). La conséquence de ces fric-
tions est que le matériau constituant le squelette obéit alors a une loi de comportement
de type viscoélastique linéaire tenant compte des irréversibilités et du comportement
différé 3. Les modules d’incompressibilité et de cisaillement du squelette solide, consi-
dérés comme des grandeurs réelles dans la théorie de Biot, deviennent des grandeurs
complexes par ajout d’une partie imaginaire relative a un "décrément logarithmique"

(principe de correspondance) [15]. Cette derniére remarque invalide les inégalités (1.9).

1.2.3 Equations du mouvement

Introduisons maintenant la densité lagrangienne volumique £ = T — W [16]. Les
coordonnées généralisées ¢; étant les composantes uy du mouvement du solide d'une
part, et les composantes w; du mouvement relatif du fluide par rapport au solide
d’autre part, £ dépend des g;, g; et ¢; ; . La fonction de dissipation D dépend, quant
a elle, des ¢;. Les équations de Lagrange découlant de 1’application du principe de

Hamilton s’écrivent, dans leur forme la plus générale

Q0L 0 oL, DL 0D _
(9t (9qz 8xj 8%’7]' 8%’ (9qz n

(1.12)

En posant ¢; = u,; dans un premier temps puis ¢; = w;, on obtient le couple d’équations

ou chaque ligne représente (d’aprés la notation indicielle) un vecteur :

8 [ or oW
a(3usi) - (3% )i =0, (1.13)
8 (0T oW oD
5i(za) — (5¢)i — 55, =0
Puisque %(%) = pils; + ppi, %(%) = ma; + pyils; et % = 11;, on a en revenant
a la notation vectorielle
H — 11)Ver — OVE + ulAity = piis + ppid,
(H — p)Veg £+ p plis + py (1.14)

CVe;, — Mﬁf = pfﬁs + mw — 21/7

Ces deux relations vectorielles couplées forment les équations du mouvement d’une

particule du milieu poreux élastique statistiquement isotrope (on a tenu compte de

3. On doit alors connaitre non seulement les valeurs actuelles des contraintes et des déformations mais aussi les
valeurs passées.
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, . . _ 1. . F
I'approximation F'(x) ~ 1; dans le cas contraire, remplacer 2 par %-).

1.3 Rappels d’acoustique des milieux poreux

Les grandeurs relatives aux champs des déplacements intervenant dans 'Eq. (1.14)

sont toutes harmoniques en temps (dépendance en et i = \/—1), c’est-a-dire que
(s, 10, e, €] = [Us(T), W(T), £1(T), E(T)]e ™", (1.15)

On a donc @ = —iww, Uy = —w?is, W = —w?wW. Ces relations seront utilisées dans le

reste de ce chapitre.

1.3.1 Solutions des équations du mouvement

Le théoréme de Helmholtz affirme que 1'on peut décomposer les vecteurs déplace-

ments i, et w sous la forme

=

iy =-VO,+V AU, V.U, =0, (1.16)

W=-Vo;+VAT; V.0;=0. (1.17)

ou (P, \ffs) est un couple de potentiels (scalaire, vecteur) relatifs au déplacement i et
(@, T ;) un couple de potentiels (scalaire, vecteur) relatifs au déplacement . On in-
troduit donc (1.16) et (1.17) dans les équations du mouvement (1.14), puis on applique

aux membres du résultat obtenu 'opérateur divergence. On en déduit que

(1.18)

{ D, — pp?®; = HAD, + CAD;,

—ppw?®s — mw?d; CA®, + MA®; + ilwdy.

Si, a la place de 'opérateur divergence, on applique 'opérateur rotationnel on obtient

le systeme d’équations

(1.19)

_pWQ\I_}s_pfw2q3f = ,UA\I_}sa
—ppu?V, —mw?Vy = (LwWy.

Le systéme (1.18), d’inconnues ®; et @, rend compte exclusivement de la propaga-

tion d’ondes de compression dites aussi ondes longitudinales. Le systéme (1.19)
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suivant, d’inconnues ¥, et U, rend compte exclusivement de la propagation d’ondes
de cisaillement aussi appelées ondes transversales.

Considérons le cas des ondes planes homogeénes, pour lesquelles nous posons

—

[@,, 0,0, 0] =[A,B,C, D], (1.20)

Aet BeC, et é, D € C3. Le vecteur d’onde k vérifie les relations suivantes

—

4 Z'E”, (];,’/7 E// c Rs)
¥,  (keC) (1.21)
' H E//'

oTLoAy
Eral)

Le vecteur 7 indique la position de I'observateur. L’introduction des potentiels sous la

forme (1.20) dans les équations (1.18) et (1.19) conduit aux systémes suivants

A(HK* — pw?) + B(Ck? — ppw?) = 0, (1.22)
Al '

Ck?* — pjw?®) + B(ME* — mw? —ilw) = 0,

—

Cuk® — pw?) — pjw?D = 0
(/;q pwl pyw”D : (1.23)
prw?C + (mw* —ilw)D = 0.

e

Compte-tenu de 1'égalité m = T%f, on introduit souvent la quantité 7 =7 + i% ap-
pelée tortuosité dynamique [17] afin de simplifier les expressions. Le systéme homogéne
(1.22), d’inconnues les amplitudes scalaires A et B, n’admet de solution non triviale
que si son déterminant est nul. Ce déterminant représente une équation de dispersion
de degreé 2 en k? (équation bicarrée) admettant deux solutions, k? € C et k3 € C. Dans
un milieu poreux de type Biot, il se propage donc deux types d’ondes de compression :
— une onde longitudinale rapide de nombre d’onde k; (et de vecteur d’onde El;
on attache 'indice 1 a celle qui arrive en premier a partir d’un point d’excitation

donné au point d’observation) s’exprimant

o)+ 1/07 — 4050
kfsz( L VO 202 3), (1.24)
3

20

— une onde longitudinale lente de nombre d’onde ky (et de vecteur d’onde lZQ)
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s’exprimant

203

—01 — /0% — 4050
k2 = w? ( . L 3) . (1.25)
On a posé pour simplifier

01 =pM = 2p;C+7psH/PB,

02 = prlpr — p7/PB), (1.26)
03 =C%— HM.

Considérons maintenant le systéme homogéne (1.23) d’inconnues les vecteurs am-
plitudes c , D. 1l wadmet de solutions non triviales que si son déterminant est identi-

quement nul. C’est une équation de dispersion de degré 1 en k? dont I’expression est

pk? = w? (p — @) . (1.27)

7

la suivante

L’équation (1.27) montre qu’il n’existe qu'une seule onde de cisaillement ou onde
transversale de nombre d’onde k, et de vecteur d’onde k;. Elle se propage en ayant

essentiellement pour support le squelette du milieu poreux.

Remarque : Les parameétres présentés ci-dessous seront utilisés dans la suite. Ils
dépendent des nombres d’ondes définis plus haut et sont destinés a alléger de fagon
significative les équations :

— Les coefficients de compatibité v;, (j = 1,2,t). Les potentiels scalaires ®; et ®;
sont la superposition d’un potentiel décrivant 'onde rapide et d’un potentiel
décrivant l'onde lente. Autrement dit, &, = P4 + Py et Py = Py + Dy,
avec Qg = Ajeik;'F, Py = Bje“‘gjf (j = 1,2). Les coefficients de compatibilité
(relations entre amplitudes) sont alors obtenues en introduisant ces potentiels

dans les équations du mouvement (1.18) :

HE? — pw? B
R E S (S i=1.2 1.28

1

De méme, en posant ¥y = Ce™" et Wy = De™" puis en les introduisant dans
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(1.19), on obtient

Pk} — pw?
o ppu?

t

Qo

). (1.29)
— Les coefficients de compatibilité étant connus, on les introduit dans les systémes
(1.22) et (1.23). On met ainsi en évidence des masses volumiques acoustiques ou

dynamiques représentant des quantités spécifiques a la propagation des ondes
dans le milieu poreux :

k2
pj = (H +,;C) W—JQ (j

1,2), (1.30)
k2

pj = (C + ;M) W—JQ (=12, (1.31)
]{?2

pr = “w_g' (1.32)
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Chapitre 2

Diffusion d’ondes poroélastiques par

un obstacle sphérique

2.1 Introduction

On considére un milieu poroélastique (MPE) de type Biot [1]| saturé par un fluide
de masse volumique py (la célérité des ondes acoustiques dans le fluide est ¢f). Un obs-
tacle de forme sphérique de rayon R est placé dans le MPE. Soit # ’angle dans le plan
0OX1X, entre la position r de I'observateur et la direction OX5 de 'onde incidente. Le
triplet (7,0, ¢) représente les coordonnées sphériques et la base orthonormée directe

associée est (€, €y, €,).
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Point
d'observation

X4

LItrerres

Onde planeincidente

FIGURE 2.1 — Géométrie de la sphére élastique (ou de la cavité sphérique fluide) dans le milieu poroélastique.

Soit kine = w/Cine le nombre d’onde de l'onde plane incidente se propageant du
MPE vers la sphére (w est la pulsation, ¢;,. est une vitesse et l'indice inc = 1,2,¢

rappelle la nature de 'onde incidente : rapide (1), lente (2) ou transversale (t)).

— Lorsque 'onde plane incidente rencontre une sphére fluide, elle génére trois ondes
réfléchies dans le MPE (une rapide, une lente et une transversale) et une onde
transmise longitudinale de nombre d’onde ky = w/cy dans la sphére, ¢, étant la

vitesse de phase.

— Lorsque 'onde plane incidente rencontre une sphére élastique, elle génére encore
trois ondes réfléchies dans le MPE (une rapide, une lente et une transversale).
Elle génére aussi dans la sphére deux ondes : I'une est longitudinale de célérité
¢, et de nombre d’onde k, = w/cp, 'autre une transversale de célérité cr et de

nombre d’onde kr = w/cr.

Le probléme de la diffusion d’ondes par une cible occupant un domaine borné de
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I'espace R? a été examiné dans le cas ou cet espace est un MPE par [8], [9] (cible
de forme sphérique) et par [10] (cible de forme quelconque). L’exposé que nous en
faisons ici est une extension au MPE de la présentation classique de Brill, Gaunaurd

et Uberall [11], [12] lorsque la cavité sphérique est placée dans un milieu élastique.

2.2 Diffusion par une sphére fluide

2.2.1 Déplacement et pression dans la cavité

Le fluide (F) contenu dans la cavité sphérique est identique & celui qui sature
le milieu poroélastique. Seule une onde longitudinale pouvant se propager dans un
fluide parfait!, on suppose qu’il existe un potentiel scalaire ¢ tel que le champ de

déplacement des particules s’écrive

iy = Vor. (2.1)
L’équation d’Euler des fluides parfaits, ps 8;?5 = —ﬁPp, permet alors d’écrire la pres-
sion sous la forme 5%
F
PF = —pf 8t2 . (22)

2.2.2 Déplacement, contraintes et pression dans le MPE

Déplacement

Le champ de déplacement @ du squelette du MPE est donné par

2
=Y Vé;+V At (2.3)

J=1

1. Noter que dans la cavité le fluide est parfait, tandis que dans les pores il est visqueux. Ces deux comportements
différents s’expliquent par le fait que les deux longueurs caractéristiques (le rayon moyen des pores ap et le rayon des
sphéres R) sont trés différents (%’ << 1).
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ol les ¢; sont les potentiels scalaires des ondes longitudinales et Jt le potentiel vecteur

de 'onde transversale. Ils sont tels que

¢j - ¢j (Tv 9)7
by = (1, 0)E,, (2.4)
Yy = ?;g

Les composantes du déplacement @ en coordonnées sphériques s’écrivent alors :

uy = 2[52, 65+ %0 1 kg,
ug = 22370 65+ Z(ry)], (2.5)
u, = 0.

Tous les potentiels introduits ci-dessus vérifient 1’équation de Helmholtz, c’est-a-dire
que pour g € {¢;,9}, on a Ag+ k*g = 0.

Le vecteur w, décrivant le déplacement relatif du fluide par rapport au solide, s’écrit
quant a lui

@ = VY0 + 1V At (2.6)

j=1
On peut ainsi introduire le champ de déplacement total U=ia+d

2

Z 1 + ¢J (1 + ’th)ﬁ A Jn (2.7)

J=1

dont les composantes en coordonnées sphériques sont
PR
U, = 5[2(1 +795)05 + (1 + )

7j=1

o(ry)

5+ LRy,

10 < )
UG = ;a_; 1""7] ¢J +%)§(T¢)]a

U, =

e

(2.8)

Les coefficients «; et 94 introduits ci-dessus ont déja été définis au Chap. 1.
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Contraintes
Soit
Orr Org  Orp
Oo9  Ooyp (2.9)

Opr Opf Opp

Qi

Il
Q
=)

le tenseur des contraintes en coordonnées sphériques. D’aprés la loi de comportement

du milieu poreux de Biot, cf. Chap. 1, ses composantes o;; s’expriment
0ij = 2pei; + [(H — 2p)er — C€Joy, (2.10)

D’apres (2.3) et (2.6), on a e; = 2]2.:1 A¢;. On a aussi £ = —divw = — 25:1 QITAYOIR

d’ou ,
04 = 2gij + (Z ErAdr)dij, (2.11)
avec E; = H —2p4,;C. On sait que 25:1 Ap; = — Z? | k3p; car ¢; vérifie I'équation

de Helmholtz. Les composantes radiale et tangentielle du tenseur des contraintes qui

seules seront utiles dans la suite, sont alors données par

2 82 2 a 8
Opr = —ZEJ"%Z%‘JFQ”{W(Z@JF gf)”’ff@(m)}’ (2.12)
. —

Pression

La pression du fluide dans les pores est, quant a elle, donnée par
Py =—MV - —CV - 4. (2.14)

En tenant compte des expressions de @ et de u en fonction des potentiels il vient

Py =) (vM+C)kl¢;. (2.15)
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2.2.3 Potentiels dans le MPE et dans la cavité

Dans ce qui suit, j, (hy,) désigne la fonction de Bessel sphérique (de Hankel sphé-
rique de lére espéce), pour n entier; P, (P!) est le polynome de Legendre de degré n

(la fonction de Legendre associée de degré n et de premiére espéce).

Cas d’une onde incidente longitudinale

Le potentiel des déplacements relatif & une onde plane incidente longitudinale, ¢,

(tnc = 1 pour 'onde rapide, inc = 2 pour 'onde lente), s’écrit
Gine = Qo exp[i(kincr cos — wt)], i=+v—-1L (2.16)

ol ¢y est une amplitude donnée (constante). La décomposition en série de l'expo-
nentielle expl[i(k;,.r cos@)] , sur la base des fonctions de Bessel sphériques, conduit a
[11] :

Gine = Do i i™(2n + 1) jin (Kiner) Pa(cos 0), (2.17)

ot ¢y = o exp(—iwt). Il en résulte :
— pour chaque onde longitudinale diffusée de la cavité vers le MPE un potentiel

des déplacements de la forme
gboz (2n 4 1)A%h, (kar)Pa(cos0),  a=1,2 (2.18)
et pour 'onde transversale un potentiel de déplacement

¢OZ (2n + 1) By hy, (kur) Py (cos ), (2.19)

— pour l'onde transmise dans la cavité un potentiel des déplacements s’exprimant

quant a lui
oo

br = do > i"(2n + 1)Cju(kyr) P(cos §). (2.20)

n=0
Les quatre amplitudes inconnues Al A% B,,C, € C sont déterminées en appliquant
les conditions de continuité entre le MPE et la cavité, c’est-a-dire sur le bord de la

cavité située en r = R.
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Cas d’une onde incidente transversale

Le potentiel des déplacements relatif a une onde plane incidente transversale est
donné par [12] :
\I_}mc = 6 X (mec)a (221>

oll Yine est le potentiel de Debye? défini par

winc = _1;0 Z ZnUn]n(ktrr)Pr% (COS 9) cos . (222)

n=1

2n+1
n+1

— les ondes diffusées par la cavité vers le MPE sont également décrites par des

avec by = thy exp(—iwt), 1y constante € C, et v, = ( )% I1 en résulte donc que

potentiels de Debye, de la forme

ba = —ip Z "V ARy, (ko) Pl (cos 0) cos o, (2.23)
n=1

v = —hy Z "V Bl hy (K1) PR (cos 6) cos ¢, (2.24)
n=1

avec o = 1 ou 2;
— le potentiel des déplacements a l'intérieur de la cavité fluide est, quant a lui,

donné par

dr = —g Z "0, C! (k1) P (cos 0) cos . (2.25)
n=1

Les constantes A/!, A”?, B!, C" € C sont elles-aussi déterminées en appliquant les condi-

tions de continuité sur le bord de la cavité en r = R.

2.2.4 Conditions de continuité entre le MPE et la cavité

Les conditions de continuité que ’on doit appliquer a l'interface entre le MPE et le
fluide, située en r = R expriment la continuité
e du débit
(Ur)ine + (Ur)aigs = wrr, (2.26)

2. En toute rigueur, on devrait écrire Tine = V X (Pine) + vV x [ﬁ X (PXine)] OU Xine €st un deuxiéme potentiel
de Debye. Dans les développements qui suivent, on ne tient pas compte de Xjnc-
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e de la pression

e de la contrainte radiale

(Pf)ine + (Pflaigs = Pr,

(O-rr)inc + (arr)diff = _PFu

e de la contrainte tangentielle

(0v0)ine + (0r0)aifr = 0.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Compte-tenu des expressions des potentiels, il s’agit de relations entre séries. Mais on

montre qu’elles sont aussi valables pour tout mode n € N.

Cas d’une onde incidente longitudinale

On suppose que l'onde incidente est longitudinale, de nombre d’onde k,, (o = 1,2).

Les conditions de continuité conduisent, pour chaque mode n fixé, au systéme de quatre

équations & quatre inconnues Al A2 B, C,, suivant :

Qp,11  Qp12
(p21 Gp22
an,31 Gn,32

An,41  Qp42

a13
(p, 23
Qp, 33

(p 43

1

Qnp,14 An Qpn, 1
2

(p 24 % An | Gn2

Qn,34 Bn Qn,3

Q44 Cn Qn,4

Les éléments (a, ;) (1,7 = 1,2,3,4) de la matrice s’expriment

Gp 11
Qn,12
(p,13

Qp,14

= (1 +y)zihy,(21)

= (1 +y2)wahy,(2)

= (1 +y)n(n+ Dhy(z)
= —zpfu(zy)
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2.34

P
~— ~— ~—



ap21 = &h’n(xl) (235)

P
Qno2 = @hn(fh) (2.36)
Pf
Anoz = 0 (2.37)
an24 = —jn(iﬁf) (2.38)
s = [2n(n+1)— %xf]hn(azl) — Ay b (1) (2.39)
t
(g2 = [2n(n+1)— %x?]hn(xg) — Ayl (x2) (2.40)
t
anzzs = 2n(n+ 1)[xh) (x) — ho(xy)] (2.41)
an34 = ﬁIf]n(ﬂcf) (2-42)
Pt
(2.43)
Anar = ha(z1) — 210, (21) (2.44)
Ungz = ha(za) — 22l (22) (2.45)
2
anas = @il () + [1=n(n+1) + () (2.46)
anags = 0. (2.47)
Le second membre de I’équation(2.30), est quant a lui donné par :
Qn,1 —(1+7Ya)Tajn(Ta)
_Pfa g
= ps ) (2.48)
an 3 [Peaf — 2n(n + 1)]jn(wa) + 420y, (Ta)
Qn,4 _jn(xoa) + xaj;(xa)

ol = 1 pour une onde incidente rapide et v = 2 pour une onde lente. Ci-dessus, on

a posé par souci de simplicité kR = x,, kiR = x4 et by R = xy.
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Cas d’une onde incidente transversale

Lorsque 'onde incidente est transversale, on obtient une équation matricielle sem-
blable a (2.30).

!
1
ap11 Ap12 @13 Qp 4 A, n,1
a a a a A2 a
n,21 7,22 n,23 n,24 n,2
% 77 = . (2.49)
an31 Gp32 (ap33 0p34 By, Qn,3
!
Qp41 QAp42 Gp43 Qp 44 C;, Qn,4-

Les éléments (a, ;) (1,7 = 1,2,3,4) de la matrice sont identiques & ceux trouvés plus
haut (2.32) a (2.47). Le second membre, lui devient

(1 + %)n(n + 1)%(%)
0
| ontnt D) g | (2:50)

—ag (1) = [1 = n(n + 1) + ZE]ju(22)

Dans la suite du mémoire, les coefficients AL, A% B, et A'!, A2/ B! joueront un role
prépondérant. Afin de se conformer & 'usage, notamment en diffusion multiple, on
posera dorénavant t&t = Al 192 = A2 ¢ = B ot a = 1,2 ettt = AL 12 = A2,
th = B/ Ty a9 tels coefficients pour chaque mode n, notés % «a,3 = 1,2,t,

I'exposant a précisant ’'onde incidente, I’'exposant 32 I'onde diffusée.

2.2.5 Limite de Rayleigh

La limite de Rayleigh correspond au régime ou les fréquences sont suffisamment
basses pour que |z,| =|koR| < 1, pour a € {1,2,¢, f}. Les développements de Taylor
des coefficients de diffusion % (a, 3 = 1,2,t), pour z, voisin de zéro, et pour les

modes n =0, 1 et 2 sont :

& pour n = 0 (en posant pour simplifier p; = pr; — p;, ol py; et p; sont les masses

volumiques définies a la fin du chapitre 1)

11
bo o

dy

3
1y

Pl — _4Pf1w_?” n 3(1 + vy2)p1 7
3

NCER)

toh =
Pf i Pt L1

(

1), (2.51)

3. ne pas confondre avec la porosité
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20
0 3 dO )
3 622
22 2 /Yo
— -1
21 _ imyay 22!
0 3 dy’
avec
bt
b2
2!
122
do = 4(v2 — 1)

b2 = dpg xf n 3(1+ 71)51$_§

pr it Pt T

4 x2
R Jad

3(1+12)p2 @}

4 x2
A

by 13 o 3
Cdpn i 31+ ya)p a?
by 03 o b
4Pf1x_3f+3(1+71)ﬁ1 7
oy o p o
4Pf2ﬁ+3(1+72)ﬂzxt
pr p 13
CApp 3<1+mﬁ2x§
pr o o 1
tyf = -1,
e = —1,
=0,
t =0,
ty = -1
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& pour n =1,

—ix3 bl
t! 3 — o + O(a%), (2.65)
—izy 23 b2
12 = _31$2dL+0(x5), (2.66)
1
s 2 blt
= DL L o 2.67
1 3 4 (z7), (2.67)
5 2 b21
2= T (), (2.68)
3  d
—ixs b3
2 = 3 d_1 + O(z?), (2.69)
. 2 b2t
2 = —”;2% -+ 0(), (2.70)
1
—ix? bt
= —3t 1di+0(a;5), (2.71)
1
_ bt2
12 14T + O(a27 979
1 3 4 (x”), (2.72)
—iz? bl
th = 3 —L @ + O(2); (2.73)

ou

dy = 202(m — 72) + P 4 (55 — )2t

P Pt
(o — )2 4 LLL2ZPP2PL (9 7y
P 205p1
B = —2(14y) + 201 — )2+ (1412
Pt Pt
+P2Pf1 — P1Pf2 X oPr1 (2.75)
PPf Py
B2 = 214+ m) — (3 — 2+ 1) 2P0 (2.76)
Pt Pf
B = (3 — 29+ 1)L (14 )22 PP 2P (2.77)
Pt Pt PP f
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B = —2(1+7) + (392 — 23 + 1) 422 (2.78)
Pt Pf
22 P2 P
b = 2(1+7) +2(n—m)=— — (1 +7)—
Pt Pt
L 2P T PiPre o Pr2 (2.79)
PtPf Pf
b%t _ (3,)/2 _ 271 + 1)@ _ (1 + ,72)& _ M (280)
Pt Pt PtPf
Vo= —4(1+ ) — oPr2 +2(1 + %)@ (2.81)
P Pt
b2 = 4(1+m)+ 222 1o+ )2 (282)
Py P
b= M%—vﬁ+2ﬂ+%xm;p5+2fﬂ;?ﬂ) (2.83)
t

S&d pour n = 2, tS’B = O(z®). On peut négliger ces amplitudes de diffusion vis-a-
vis de 3”7 et t3” dont les premiers termes sont eux O(z%).

2.3 Diffusion par une sphére solide élastique (SE)

On rappelle que la loi de comportement du solide élastique dont la spheére est
constituée s’écrit
Os,ij = Ns€s,10ij + 2[LsE5 ij (2.84)

ol A5 et 1, sont les coefficients de Lamé du solide, €, ;; le tenseur des déformation, e,

la trace de €,,; et d;; le symbole de Kronecker. Soit p, la masse volumique du milieu.

A partir des équation de I’élastodynamique pgiiy; = 8{;’;’?, on obtient les équations de
J

Navier qui permettent de montrer a I’aide de la décomposition de Helmholtz du champ

de déplacement u; dans la sphére
ity = Vs + V A, (2.85)

qu’il existe deux types d’ondes dans un milieu élastique : une onde longitudinale et

une onde transversale de vitesses respectives

L = ()\s + 2:“8)/p8a CT =V ,U“s/pS' (286)
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Dans ce qui précéde, ¢, est le potentiel scalaire relatif a I’'onde longitudinale et 2/73 le

potentiel vecteur relatif & I’onde transversale.

Ainsi, quelle que soit la nature de ’onde incidente dans le MPE, en vertu de la
conversion de modes, elle générera a 'intérieur de la sphére élastique une onde longi-
tudinale de nombre d’onde k;, (= %) € R et une onde transversale de nombre d’onde

kr (= %) € R que 'on ne confondra pas avec le nombre d’onde k; € C dans le MPE.

2.3.1 Potentiels

On considére une onde incidente du type défini en (2.17). Les potentiels des ondes
réfléchies par la sphére en direction du MPE gardent les mémes expressions que celles
rencontrées précédemment, Eqgs. (2.18) et (2.19). Dans la sphere élastique, les potentiels

des déplacements introduits ci-dessus s’expriment

¢ = G0y i"(2n+1)Cljn(kpr)Pa(cost) (2.87)
n=0

Vs = G0 i"(2n + 1)Chju(krr) Pa(cost), (2.88)
n=0

on CL CseC.

2.3.2 Conditions de continuité a I’interface MPE/SE

Les conditions de continuité a appliquer a l'interface entre le MPE et la SE, située
en 7 = R, sont les suivantes. Elles expriment la continuité

e du déplacement radial

(ur>inc + (ur)diff = Ugr, (289)

e du déplacement tangentiel

(o) ine + (Uo)diff = Usp, (2.90)

e du déplacement radial du fluide dans le poreux par rapport a la sphére élastique

(wr)inc + (wT>dlff = 07 (291>
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e de la contrainte radiale

(Urr)inc + (Orr)diff = Osprr, (292)

e de la contrainte tangentielle
(010)ine + (0v0)dirr = Tsro- (2.93)

Cas d’une onde incidente longitudinale

On suppose, en premier lieu, que l'onde incidente est longitudinale, de nombre
d’onde k, (a = 1,2). L’application des conditions de continuité conduit alors a un

systéme de 5 équations & 5 inconnues que 1’on regroupe de la facon suivante

bn,n bn,12 bn,13 Qn 14 bn,15 A}L b1
bn,21 bn,22 bn,23 bn,24 bn,25 Ai bn2
bn,31 bn,32 bn,gg bn,34 bn,35 X Bn = bn3 . (294)
bn,41 bn,42 bn,43 bn,44 bn,45 Cr% bna
bn,51 bn,52 bn,53 bn,54 bn,55 Cfi bns

Les éléments de la matrice sont

boin = x1hy(21), (2.95)
bnia = xohl(22), (2.96)
b1z = nn+1)h,(z), (2.97)
boia = —xpj,(zr), (2.98)
bngs = —n(n+1)jn(zr), (2.99)
bnot = hu(z1), (2.100)
bnoe = hy(z2), (2.101)
bnos = hn(ze) + xh,(20), (2.102)
bnoa = —Jnlxr), (2.103)
bnos = —xrj,(x7) — ju(zr), (2.104)
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bn731 = fylxlh;(xl), (2105)
bn732 = ’)/QLUQh;l(LUQ), (2106)
bn733 = %n(n + ].)hn(l’t)7 (2107)
bn734 = 0, (2.108)
bn735 = 0, (2.109)
boan = [—Hixd +2u(n(n+1) — 2)]ha(z1) — dpz b, (21), (2.110)
bpas = [—Hoxs + 2u(n(n+ 1) — 23)]hn(z2) — duzohl, (o), (2.111)
boaz = 2pn(n+ 1)[—h,(x) + 2k (x4)], (2.112)
bpas = —[-AetF +2us(n(n+1) — 27)|jn(zr) + dpswril (zr), (2.113)
bnas = —2un(n+1)[—ju(zr) + 277, (27)], (2.114)
bnst = 2p[—hn(z1) + 21hy (21)], (2.115)
bn,52 = 2/1[—hn<33'2) + $2h;($2)], (2116)
2
bugs = 2ul=wehl, (@) + (n(n+1) = 1 = ) ()], (2.117)
bnss = _2N8[_jn(xlz) + ij;:,(xL)L (2‘118)
2
. x .
buss = —2ps[—2rj,(vr) + (n(n+1) =1~ f)yn(xT)], (2.119)
Le second membre de I’équation (2.94) est donné par :
bnl _:Caj;L(xa)
bn2 _jn(xa)
bus | = _Vaxajé(xa) . (2'120>
bna _[_Haxi + 2#(”(” + 1) - $(2)¢)]]n(xa) + 4anj7lz(xa)
bus =2p[=jn(Ta) + Tagy (Ta)]

Ci-dessus, on a posé¢ H, = H—2u+v,C (a =1, 2), 2, =k R (=1, 2, t), xp = kg R
et T = ]CTR
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Cas d’une onde incidente transversale

Pour une onde incidence transversale (cf. Brill et Gaunaurd [12] dans le cas de la
matrice élastique), 'application des conditions de continuité conduit & une relation

similaire a I'Eq. (2.94). Le second membre devient toutefois

b —n(n+ 1)j,(z)

ba —in(xe) — 2470 (@)

bps | = —yn(n + 1) ja(21) ' (2.121)
by —2pn(n + 1)[—Jn(2:) + xtﬂl(ft)]

bus —2p[=ajp(w0) + (n(n+ 1) = 1= F)jn(0)]

Pour se conformer a 'usage, on introduit la lettre ¢ pour désigner les coefficients de
diffusion. Ici, le signe ~est mis pour se démarquer du cas de la cavité fluide. On pose
donc 01 = Al 192 = A2t = B ona=1,2et ti! = A1 2 = A2 {* =B Tlya

9 tels coefficients pour chaque mode n, notés t%%, o, 8 = 1,2, ¢, 'exposant o précisant

I’onde incidente, 'exposant  1’onde diffusée.

2.3.3 Limite de Rayleigh

On introduit & partir d’ici les quantités suivantes (homogénes a des modules d’élas-

ticité élevés au carré)

a = pu(5As +4p + 6p15), (2.122)
b= (Ha+2p)(p — ps), (2.123)
¢ = (Hi+2p)(p — ps), (2.124)
d=(Ha+2u) (21 + 3ps), (2.125)
e = (Hi+2u)(2u + 3us), (2.126)
f=nlp— ps), (2.127)
ho= As(200 + 3ps) + 2ps (4 + ps), (2.128)
et les quantités sans dimension
Yor =727 M=V, V=72 e (2.129)
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Aux basses fréquences, les développements asymptotiques des coefficients de diffusion

% sont

& pour le mode n =0 :

ch)l = (bll 1)> btl)l = —07ac,
3 “dy
ix2 T b
5(1)2 = 3 dO b(1)2 = 6’7167
22 = 2(11%2—1) b2 = 6v.b
0 3 d() 3 0 1Y,
mlx le
= ——-2 by! = 6y2b
0 3 d(] 0 20,
R ()

do = 2(71 — 72) [BAs (1 — ps) + 4p® — 2ps (0 + p1s)],

& pour le mode n =1

oy —i} by s —ixyas by oy —ixyag by
T L3 L3 a4y
o1 —2'51:2:13% b? 2 _15”2 b22 ot —Z':ngf b%t
L3 4y U L3 4y
il —ixf:z:tb_ﬁl 2 _ —i:z:%xtb_? Tt _ —zx?b_’f
! 3 d’ ! 3 d ! 3 d
avec
x? x2 x? x? x2 x?
dy = dya—% 4 8yub—% + 8yac— + 8va1 f =5 + 2y d =3 + 2yue—5,
T L Ip T, T, L7,
x? x2 x? x? x2 x?
by’ = 2via—% + 4715—22 + 872t6—21 +dnf= + 71d—22 + 272156—21 — 2y9th,
I L I T, T, Ty,
. 22 22 22 22
b2 = —2y1a7L +4(2y — 3n)ed — dnf b + (23 — 3n)es — 2yah,
xT -CET 37L 'IL
22 22 22 22
b = 4’ylb—22 +4(27y9 — 371)0—21 + ’yld—zz + (27, — 3’71)6—21 — 2791 h,
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(2.132)

(2.133)
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(2.135)

(2.136)

(2.137)
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(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)



oo T 73 a} 3
by = 272@x—2 — 42y — 372)bx—2 +dvf— — (2v — 3’72)dx—2 — 2y9h,  (2.143)

T T L L
72 x2 2 x? x? x2
b%Q = —2*‘)/2(1—; — 4")/26—21 + 8’}/t1b—22 — 4’}/2f—; - '}/26_21 + 27t1d_22 — 2vuh, (2144)
T T T xy, xy, T,
2t a? & l 73
bl = —4"}/20—2 + 4(3"}/2 — 2’)/1)6—2 — ’726—2 + (3’}/2 — 2’)/1)d—2 — 2”}/21h, (2145)
‘/ET ‘IT xL xL
22 22 22 72
bt = 8%6 + 472a + 1d =3 + 8 f =5 — dyah, (2.146)
$T T TL TL
2 2 2 2
btl2 = —87tcx— 471ax— %ex 871f— — 4y h, (2.147)
7 Tr ) T
2 22 332 2 2 2
bﬁt = *yt(bx—; — a?_Ql) + 4’721(II— + 2’7t(daj—22 - $21 ) + 8'721f_ - 4’721h (2148)
T T T L L Xy,

&dd pour n =2, 57 = O(25). On peut négliger ces amplitudes de diffusion vis-a-vis

de 157 et 1%” dont les premiers termes sont eux O(z?).

2.4 Etude numérique des coefficients de diffusion

Les données relatives au MPE (le QF20 ®) ) et au liquide de saturant (1’eau) sont
rappelées dans le Tableau 2.1. Celles des matériaux élastiques constituant les sphéres

sont présentées dans le Tableau 4.2. Les calculs ont été effectués avec le logiciel Matlab.

Parametres | Unités Valeurs (QF20)
K, Pa 3.66x 1010
K, Pa 947x10°
Ky Pa 2.22x10°
I Pa 7.63x10°
Ps kg. m—3 2760

Pf kg. m~3 1000

B - 0.402

K m? 1.68x107 11
ap m 3.26x107°
n kg.m~!s7! | 1.14x1073
T - 1.89

TABLE 2.1 — Valeurs des paramétres physiques du milieu poroélastique QF-20 et de I’eau saturant les pores.

La figure 2.2 montre ’évolution des nombres d’onde sans dimension |z,| (o = 1,2, 1)

en fonction de la fréquence. Aux fréquences supérieures a 38 kHz, on a |za| > 1,
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Parameétres pour la sphére Unités | Aluminium | Epoxy
pPs masse volumique kg m—3 | 2761 1180
cr, célérité de 'onde longitudinale | m.s™! 6363 2540
cr célérité de 'onde transversale m.s~! 3161 1160

TABLE 2.2 — Valeurs des paramétres physiques constituant les sphéres élastiques.

contrairement a ce qui est requis ( c’est-a-dire |z,| << 1). Cependant, comme cela a
déja été souligné [14], il arrive bien souvent qu’en physique les prédictions tirées d’une
théorie batie pour les basses fréquences concordent avec les résultats expérimentaux
obtenus & des fréquences plus élevées. C’est la raison pour laquelle nous estimons utile
d’aller ici jusqu’a fie: = 50 kHz (bien qu’en approchant cette valeur, les divergences
deviennent non négligeables entre certaines des formules exactes des coefficients de
diffusion et celles résultant des développements de Taylor autour de w = 27 f = 0).
Pour remplir la condition |zs| << 1, il faudrait ne considérer que les fréquences f <
10 kHz, ce qui est trop restrictif (noter qu'a z, fixé, des sphéres plus petites que
celles considérées ici permettent 1'utilisation de fréquences plus élevées). En résumé,

I'intervalle de fréquence retenu pour les calculs sera 0 < f < fi0. = 50 kHz.

Dimensionless wavenumbers

10 ; . . .
0 10 20 30 40 50
f(kHz)
FIGURE 2.2 — Evolution des modules des nombres d’ondes |z1| = |ki1R| (courbe continue), |z2| = |k2R|
(courbe en tireté) et |x;| = |k R| (courbe en point-tireté) en fonction de la fréquence. Le rayon R = 4 x 1073

m.
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0.06 . : : . %1073

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
f (kHz) f(kHz)
FIGURE 2.3 — Onde rapide incidente sur une sphére fluide de rayon R = 4 x 10~% m. Evolution des modules

des coefficients de diffusion t? en fonction de la fréquence f (MHz) pour le mode n = 0 (a gauche) et le mode
n =1 (a droite). Couleur noire : 3 = 1, couleur grise : 3 = 2. Le tracé des formules approchées est en tireté.

3 : - : - 0.6
0.5}
/
2} 0.4} s
/
Se 503
T 0.2
0.1 _
...-_"_:——-—:/
0 - - : . 0 . o . _
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
f (kHz) f (kHZ)

FIGURE 2.4 — Onde lente incidente sur une sphére fluide de rayon R = 4 x 1072 m. Evolution des modules
des coefficients de diffusion t2° en fonction de la fréquence f (MHz) pour le mode n = 0 (a gauche) et le mode
n =1 (a droite). Couleur noire : 8 = 1, couleur grise : 3 = 2. Le tracé des formules approchées est en tireté.

2.4.1 Cas de la sphére fluide

Seuls les cas des ondes diffusées rapides et lentes sont illustrés ici. La figure 2.3
présente 1’évolution du module des coefficients de diffusion ¢3!, ¢}? (figure de gauche)
et t11, 12 (figure de droite) en fonction de la fréquence pour une sphére fluide de rayon
R=4x10"%m.

La figure 2.4 présente, quant a elle, le module des coefficients de diffusion ¢3!, ¢2

(figure de gauche) et ¢3!, t32 (figure de droite) en fonction de la fréquence pour la méme
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sphére fluide de rayon R = 4 x 1072 m.
En se basant sur les échelles verticales, on constate que les divergences entre formules
exactes et approchées sont plus grandes dans le cas de 'onde lente incidente que dans

le cas de 'onde incidente rapide.

2.4.2 Cas de la sphére élastique

La figure 2.5 présente le module des coefficients de diffusion ¢}!, t}? (figure de gauche)
et t11, 1% (figure de droite) en fonction de la fréquence pour une sphére élastique de
rayon R =4 x 1072 m.

La figure 2.6 présente, quant a elle, le module des coefficients de diffusion ¢3!, #22
(figure de gauche) et t2!, 22 (figure de droite) en fonction de la fréquence pour la méme

sphére élastique de rayon R =4 x 1073 m.

x 10°

%107 2.5

14

12

10F

18

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
f (kHz) f (kHz)

FIGURE 2.5 — Onde rapide incidente sur une sphére élastique (aluminium) de rayon R = 4 x 1073 m.
Evolution des modules des coeflicients de diffusion t.° en fonction de Ia fréquence f (MHz) pour le mode
n = 0 (a gauche) et le mode n = 1 (a droite). Couleur noire : 8 = 1, couleur grise : f = 2. Le tracé des
formules approchées est en tireté.

En se basant encore sur les échelles verticales, on constate que les divergences entre
formules exactes et approchées sont plus grandes dans le cas de 'onde lente incidente
que dans le cas de I'onde incidente rapide, et que ces divergences deviennent signifi-
catives au fur et & mesure que la fréquence augmente. Ceci parait normal, puisque les
développements limités de certaines fonctions de Bessel sont effectués sous I’hypothése
que |xo| << 1 (or cela n’est pas exact : |z3| est proche de 1 dés que f >25-30 kHz).

Les conditions pour étre dans la limite de Rayleigh ne sont pas toutes vérifiées.
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0.4

035}

0.05f

FIGURE 2.6 — Onde lente incidente sur une spheére élastique (aluminium) de rayon R = 4 x 10~% m. Evolution
des modules des coefficients de diffusion t2° en fonction de la fréquence f (MHz) pour le mode n = 0 (i gauche)
et le mode n = 1 (a droite). Couleur noire : § = 1, couleur grise : § = 2. Le tracé des formules approchées
est en tireté.

Les développements limités des coefficients de diffusion, plutot que leurs formules
exactes, sont cependant utiles pour obtenir des formules plus faciles a manipuler afin
de parvenir aux nombres d’onde effectifs dans la limite statique. En particulier, les

parameétres les plus influents de chaque milieu - MPE saturé par un fluide et milieu

10 20 30 40 50
f (kHz)

02

0.15F

0.051

0 10 20 30

f (kHz)

élastique constituant les spheéres - peuvent étre mis en évidence.
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Chapitre 3

Théorie de la diffusion multiple en
présence d’obstacles sphériques

aléatoirement répartis

3.1 Introduction

Des progrés importants ont été réalisés au cours des derniéres décennies en vue de
comprendre les propriétés dynamiques des matériaux composites formés d’une matrice
solide contenant des obstacles de petites tailles. Les matériaux composites sont pré-
sents partout dans la nature (roches, végétaux, monde animal,...), mais aussi dans de
nombreux produits manufacturés de I'industrie (batiment, notamment). Si le cas des
matrices élastiques permettant la propagation de deux ondes (une longitudinale et une
transversale) a fait I'objet d’une grande attention, il n’en va pas de méme des matrices
poroélastiques supportant trois ondes dont les propriétés se révélent plus complexes a
basse fréquence. Une bonne compréhension du comportement des matériaux compo-
sites & matrices poroélastiques peut présenter de I'intérét pour l'industrie (conception
de matériaux ayant des spécificités précises). Cette compréhension peut aussi étre utile
pour 'analyse de phénomeénes dynamiques en géophysique et 1’élaboration de méthodes

d’inspection.

On considére donc ici, un milieu hétérogéne formé d’'une distribution aléatoire de

sphéres (élastiques ou fluides) identiques placées dans une matrice solide poroélastique.
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On ne sait rien pour le moment sur ce milieu hétérogéne, en dehors du fait que (i)
le milieu poroélastique (MPE) constituant cette matrice supporte trois ondes : deux
longitudinales et une transversale (ii) le fluide dans les cavités supporte une onde lon-

gitudinale et le solide élastique une onde longitudinale et une onde transversale.

Il est bien connu que, lorsque chacune des ondes mentionnées ci-dessus rencontre
le milieu hétérogeéne, elle subit de nombreuses réflexions sur les obstacles (collisions),
mais est également réfractée dans ces obstacles avant d’étre restituée totalement dans le
MPE. Il s’agit du phénoméne que I'on appelle diffusion multiple. Une représentation
schématique du régime de diffusion simple versus le régime de diffusion multiple est
illustrée dans la Figure 1. La diffusion simple n’est envisageable que dans le cas ot le
nombre de sphéres par unité de volume est faible (en pratique, il faut que la fraction
volumique de sphéres soit inférieure a 20%). Dans le régime de diffusion simple, 'onde
incidente n’interagit qu'une seule fois avec le milieu aléatoire avant d’étre recueillie
(écran a l'infini). Dans le régime de diffusion multiple, 'onde incidente interagit un
grand nombre de fois avec les obstacles avant de sortir de I’échantillon et étre recueillie

a linfini L.

1. Ces interactions constituent des "collisions".
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FIGURE 3.1 — Représentation schématique du régime de diffusion simple en (a) et du régime de diffusion
multiple en (b) ou seuls les trajets les plus élémentaires sont esquissés (1 seule collision : fléche noire, 2
collisions : fléches rouges, 3 collisions : fléches vertes). Dans chaque cas, le milieu est constitué d’une matrice
(fluide, élastique ou poroélastique) contenant une distribution aléatoire de sphéres. kq est le nombre d’onde
de 'onde plane incidente sur la zone d’hétérogénéité. Bien que les longueurs de chemin soient distribuées de
fagon aléatoire avant la sortie de I’échantillon, les phases associées ne se moyennent pas a zéro, permettant
de détecter un champ non nul. Toutefois, ce champ est beaucoup moins intense que celui pouvant étre généré

par des obstacles ordonnés.

A Tissue d’un processus de moyennage complexe, les interactions multiples entre
les sphéres donnent naissance a une onde effective (ou cohérente) du méme type o que
I'onde incidente ?. Les nombres d’ondes associés effectifs ¢, dépendent & la fois de la
fraction volumique des sphéres - le nombre de sphéres par unité de volume est noté
ng - de leurs propriétés et des propriétés de la matrice poroélastique. Le milieu effectif
(celui dans lequel se propage 'onde effective) devient dispersif avec des caractéristiques

physiques propres (vitesse de phase, par exemple).

2. Pour une distribution aléatoire d’obstacles, les interférences sont plus ou moins destructives et donnent lieu a
des champs d’amplitude faibles. Pour une distribution ordonnée des obstacles, il existe des interférences constructives
autorisant des champs de grandes amplitudes.
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FIGURE 3.2 — (a) un échantillon du milieu hétérogéne constitué d’une matrice (fluide, élastique ou poroélas-
tique) contenant une distribution aléatoire de sphéres. (b) le méme échantillon vu comme un milieu effectif
suite au processus de diffusion multiple : ses propriétés physiques, tel par exemple le nombre d’onde effectif
(o, ol « désigne le type de l'onde incidente sur le milieu hétérogéne sont le résultat d’une technique de

moyennage appelée QCA (quasi crytalline Approximation) et attribué a Lax.

Les effets de la diffusion multiple sur la propagation des ondes cohérentes - le milieu
hote supportant soit un (cas fluide), deux (cas élastique) ou trois (cas poroélastique)
types d’ondes - ont soulevé de nombreuses questions dans le passé. Les tentatives pour
y répondre ont conduit & des formules célébres pour les nombres d’ondes cohérents et a

la question sous-jacente de I’obtention des paramétres représentant les milieux effectifs.

La diffusion multiple dans les fluides ot seule une onde longitudinale se propage a
été étudiée par de nombreux auteurs au cours des 75 derniéres années [1], [2], [3], [4],
[5], [6], [7], 18], [9], [10], [5], [12], [13]. On peut aussi citer les travaux sur I’absorption
du son par les particules en suspension dans 'air de Epstein et Cahart [14] et d’Allegra
et Hawley [15], connus sous le nom de formulation ECAH, la premiére & examiner le

cas des milieux thermo-visco-élastiques.
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Dans le cas de milieux hotes élastiques supportant deux ondes, on peut citer les
articles de Kuster et Toksoz [6] sur la propagation des ondes sismiques dans les milieux
biphasés, de Norris [7], et de Aristégui et Angel [8] sur les composites contenant une
concentration diluée d’inclusions sphériques, et enfin de Varadan et al. [19] sur les ma-
tériaux composites renforcés de fibres. On peut également noter les travaux de Watt
et al. [20], Chen et al. [21] et de Christensen [9] sur les propriétés élastiques des ma-
tériaux composites (recherche de modules effectifs) dans le cas statique (phénoménes

indépendants de la fréquence).

Parmi les formules les plus connues exprimant les nombres d’onde cohérents fi-

gurent 3
1. la formule de I'ISA (Independent Scattering Approximation) [1]
2. la formule de Waterman and Truell (WT) [3]

Elles sont toutes les deux dérivées de la QCA (Quasi Cristalline Approximation) de
Lax [2], et ont été appliquées a des problémes o la matrice est soit fluide, soit élas-

tique. Leurs formules sont rappelées dans une note de bas de page (cf. section 3.2).

En 2005, Linton et Martin(LM) ont réexaminé et appliqué a l’acoustique la formule
de Lloyd et Berry [5] mise au point pour expliquer certains aspects de la diffusion
multiple en électromagnétisme. Ils ont considéré des sphéres aléatoirement distribuées
dans un fluide [9] puis ultérieurement remplacé les sphéres par des cylindres [10]. La
formule de Lloyd et Berry peut étre vue comme une amélioration de la formule [3]
de WT dans le cas de faibles concentrations. Des extensions des travaux de LM sont
disponibles dans le cas de cylindres dans une matrice élastique [23| et de sphéres dans
un milieu thermo-visco-élastique [11]. Ce dernier cas, le modeéle de Luppé, Conoir et
Norris (LCN) peut étre vu comme une extension de la formulation ECAH mentionnée
ci-dessus, permettant de tenir compte des événements de diffusion multiple d’ordre

supérieur a un.

3.2 Les fonctions de forme de la diffusion par une sphére

Le principe du calcul de ces fonctions de forme est détaillé dans les travaux de Ying
et Truell [16], Sessarego [13], Gaunaurd et Uberall [27], ainsi que Brill et Gaunaurd

3. Voir note en sec. 3.2.
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[28]. Nous rappelons ces fonctions ci-dessous. Elles jouent un role fondamental dans

les théories de la diffusion multiple? .

3.2.1 Cas d’une onde incidente longitudinale

Nous nous référons aux ondes longitudinales incidentes a ’aide de la lettre o (v = 1
pour 'onde longitudinale rapide, o = 2 pour 'onde longitudinale lente). I’onde diffusée
par la spheére est, quant a elle, repérée par la lettre § (= 1, 2 ou ¢, ¢ indiquant une

onde transversale). Les fonctions de forme de la diffusion « <+ 3 sont notées

o0

() = Z(Qn + 1)t P, (cos 0). (3.1)

n=0
Dans 'expression ci-dessus, t®* représente le coefficient de diffusion, P,(cos ) le po-
lynome de Legendre de degré n [14] et 6 'angle de diffusion (6 = 0 pour la diffusion

vers l'avant et 6 = 7 pour la rétrodiffusion).

3.2.2 Cas d’une onde incidente transversale

Dans ce cas, 'onde incidente est repérée par la lettre o = t. Les fonctions de forme
de la diffusion ¢t <+ 8 (ot f = 1,2 ou t) s’écrivent

P00 = Y- 2D s (32
= R cos ) cos . )

’ — nn+1) " " N

Ici, ¢ désigne I'angle des coordonnées sphériques déja introduit dans le chapitre 2 et

Pl(cos ) = sin 9% la fonction de Legendre associée du premier type [14]. Dans

I’expression ci-dessus, la série commence & n = 1, ce qui indique que les coefficients de

diffusion tf)’B sont exclus des phénomeénes de propagation.

4. Pour s’en convaincre, rappelons deux formules célébres, couramment utilisées. Celle de Foldy (ou de I'ISA)

2 2
¢2 = k2 + 4mngfo(0) et celle de Waterman et Truell (2 = k2 + 4mngfo® + 47;72"0 <[f°‘°‘(0)]2 — [fo“"(Tr)]Q). La
formule de Foldy est une approximation de la diffusion multiple par plusieurs obstacles autant de fois que possible,
mais jamais plus d’une fois du méme obstacle. Les corrélations entre les obstacles sont négligées. L'ISA consiste donc

& ne considérer que les événements d’ordre le plus bas en ng. Le progrés apporté par Waterman et Truell consiste &
prendre aussi en compte la rétrodiffusion f(7) (toutefois au deuxiéme ordre.)
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3.3 Equations de la diffusion multiple

Nous considérons le cas des faibles concentrations de diffuseurs sphériques et des
basses fréquences. De plus, nous nous intéressons a la formule de Linton et Martin
(LM) pour la diffusion multiple par des sphéres distribuées aléatoirement dans un
fluide [9], étendue ensuite au cas d’une matrice hote viscoélastique [11] par Luppé,
Conoir, Norris (LCN). Lorsque I'onde incidente sur l’ensemble de sphéres disposées
aléatoirement dans le MPE est du type longitudinal, le carré du nombre d’onde effectif

(o qui en résulte, s’exprime

2 n3
g—% = 14 g0+ k2(5a°+5“)+0(k§) (3.3)
ou k, est le nombre d’onde de 'onde plane incidente (c’est-a-dire, le nombre d’onde en
I'absence de diffuseurs). L” expression ci-dessus est issue de développements asympto-
tiques par rapport a ng, le nombre de sphéres par unité de volume. Elle suppose de
faibles concentrations de diffuseurs (en anglais : dilute case), si bien que, les termes
d’ordre n} et les suivants décrivant les ordres plus élevés d’interactions entre les sphéres,

sont négligés. Dans 'Eq. (3.3), on a :

4 X

e
60 =—Y (2n+ 1)t 3.4
1 ika;<n+)”’ (3.4)
1 4
550 = il Z Kt (3.5)
n,m=0
ae_ 1 4” 8 jeaf 1hasaf
55 = Z > LK el (3.6)
a n=0m=0 f#£«a
ou
2k3
LY = & (3.7)

k(K2 — k3)’
Ky = (ﬁ)i V2 +1)2m+1)) " qy/2¢+1G(n,0;m,0;q), (3.8)
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et

Ko = (%)3\/(2n+1)(2m+1)2(:—;)q\/2q+1G(n,0;m,0;q)- (3.9)

q

Dans l'expression de d5°°, on peut noter la présence de coefficients de diffusion ¢2* et
' due a la prise en compte des ondes transversales transmises de sphére a sphére

durant le processus de diffusion multiple®.

4&, processus direct } Ordre O en n,

foo 61“ . processus too } Ordre 1 en n,

o
e @ 62“’0  processus toetoo

t
o) / Ordre Z en n,

—® -

}'.__-——‘* 52“":  processus toffhe (3#a
«

_—

FIGURE 3.3 — Processus de diffusion. L’onde plane incidente de type « arrive sur les obstacles par la gauche.
On a représenté les quatre processus comptabilisés dans le nombre d’onde effectif (,. De haut en bas :
zéro collision de la part de I'onde incidente, processus comportant une collision, processus comportant deux
collisions avant de parvenir a I'observateur situé a droite de la zone ot sont localisés les obstacles. Lorsqu’il y
a deux collisions, on doit prendre en compte non seulement les diffusions o <+ a mais aussi « <> (3 pour tenir

compte de la conversion des ondes.

Dans K, et K2 la notation G(n,0;m,0;q) indique la coefficient de Gaunt [15].
La sommation sur l'entier ¢ va de |n — m| a n + m par pas de deux, avec m +n + ¢

pair. Quelques indications pour le calcul de ces coefficients ¢ sont données ci-dessous.

5. On peut remarquer que dans le cas dit "de diffusion faible" ’%2(9)‘ dans les formules de LM et de WT se

réduisent a celle de Foldy.
6. La présence des coefficients de Gaunt dans les formules a pour origine un changement de systémes de coordonnées
pour le repérage des positions des obstacles et 1’ utilisation d’un théoréme d’addition.
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3.3.1 Opérations sur les coefficients de Gaunt

Soient m, n, q, u, v des entiers naturels. Les coefficients de Gaunt G sont définis par
(ct. [15], [31])

G(n,m;v,u;Q)—(—l)m“S(n y q) (” o ) (3.10)

0 00 mop —m— [
ou
S:\/(2n+1)(2u4+1)(2q—|—1)’ (3.11)
T

= , 2s=n+v+gq, (3.12)

(n v q) (—1)*s!y/(2s — 2n)!(2s — 2v)!(2s — 2q)!

0 0O (s —n)!(s — v)!(s — q)!\ /(25 + 1)!
et
n v n4+v _({\nHvtmtp M
<m g _m_“> - (2n +2v+ 1)
m+v—m—pwln+v+m+p)!
Propriétés

Les propriétés suivantes du coefficient de Gaunt seront utilisées plus loin pour le
calcul des K, et K% -

1. Lorsque l'on pose ¢ = n + v dans la formule (3.12), il vient

(n v n+l/> _ (—1)"+“(n+'/)!\/( (2n)!(20)! (3.14)

0 0 0 nly! 2n +2v + 1)1

000
000 s

On en déduit que
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2. Relations de symétrie

G(n,m;v,pq) = G(v,m,m;q)

= G(n,—m;v,—p;q) (3.16)
= (_1)mG(n>m;Q7 —-m = V) (317)
= (=D*G(q,—m —n;v, u;n). (3.18)

3. Pour ¢ =0 et = —m, il vient

(=D"
T

G(n,m;n,—m;0) = (3.19)

3.3.2 Calcul des premiers coefficients K, et K%

A partir des propriétés précédentes et des formules (3.8) on obtient

Koo = 0, (3.20)
3
Ky = —/— 21
o 1672’ (3:21)
Ko = Ko, (3.22)
3
K, = —. 3.23
§ = (3.29
De méme, a partir de (3.9) on trouve
| (3.24)
0 1672’
3 k
af a _ af
KOl - 167T2 k_ﬁ (: K].O )7 (325>
3 k
Ky = 1+2(-%)2. 3.26
T Rl (3.26)

3.3.3 Formule réduite du nombre d’onde effectif en basse fréquence

Aux basses fréquences, compte-tenu des développements limités des coefficients de

diffusion, il n’est pas nécessaire de retenir tous les termes des séries simples et doubles

56



du nombre d’onde effectif. On a simplement, en ne retenant que les premiers termes

47
(S? - % [tga + 375(1)“1 + ] 5 (327)
(o4 1 47T (670N X070 (670N Y070
62 0 _ _§<I{;—)4 [2K01t0 tl + Klltl tl + ] , (328>
,C 1 47T (6% (0% [erXeY (6% [e9rXeY% [erXe} (0% [elrXe}
2= 5L [Kooﬁtg te? + Koy (t§ £+ 17 t05> + R 4
Y Ba

(3.29)
On est en mesure de présenter, avec cette forme réduite du nombre d’onde effectif, une
étude analytique suffisamment détaillée du phénomeéne de diffusion multiple. L’intérét
particulier placé dans I’étude en basse fréquence réside dans le fait que ’on va pouvoir
déduire, dans la limite statique, des grandeurs effectives pour le milieu composite.

C’est I'objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Diffusion multiple dans une matrice
poroélastique contenant des sphéres

élastiques

4.1 Introduction

On considére une distribution aléatoire de sphéres élastiques identiques placées dans
une matrice poroélastique saturée par un liquide visqueux. Le milieu poroélastique
obéit a la théorie de Biot [2] [3], [4]. Le rayon des inclusions sphériques est supposé

treés grand devant le rayon moyen des pores.

Lorsqu’une onde longitudinale (rapide ou lente) rencontre une sphére, cette der-
niére, en réponse, ré-émet en direction du milieu poroélastique trois ondes de nature
différente : une onde rapide, une onde lente et une onde transversale. Ce probléme
de diffusion par un seul obstacle sphérique dans un milieu poroélastique a été étudié
dans le chapitre 2 de ce mémoire, nous y avons examiné en détail la diffusion par une
spheére fluide puis élastique. Les développements limités en basse fréquence ont permis

d’obtenir des approximations des coefficients de diffusion.
L’objectif de ce chapitre consiste en 'identification, a partir d’'une onde incidente

rapide ou lente sur le milieu aléatoire décrit ci-dessus, de certaines de ses propriétés

effectives a basse fréquence. Le travail se déroule de la facon suivante :
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— En se basant sur le travail fait au chapitre 3, nous détaillons, dans la section 4.2,
les équations de diffusion multiple dans le cas d’une matrice hote poroélastique.
Les formules générales permettant de calculer les nombres d’onde effectifs rapide
et lent, sont alors posées.

— Dans la section 4.3, des simulations numériques menées en considérant des
sphéres en aluminium et en epoxy placées dans du QF20 saturé en eau permettent
de vérifier la cohérence des approximations proposées. Les nombres d’ondes ef-
fectifs, rapide et lent, sont calculés et les vitesses et atténuations résultantes sont
comparées a celles du milieu poroélastique sans diffuseurs.

— Dans la section 4.4, des expressions basses fréquences plus simples que celles de
la section 4.2 sont fournies. Elles sont destinées a expliciter des approximations
des nombres d’onde a la limite statique.

— L’étape ci-dessus permet ensuite, dans la section 4.5, d’extraire le module et la
masse volumique effectifs dans le cas d’'une onde rapide incidente sur le milieu
aléatoire.

— Enfin, dans la section 4.6, on met en évidence un coefficient de diffusion effectif

dans le cas d’une onde lente incidente.

4.2 Diffusion multiple dans un MPE

4.2.1 Formules pour le nombre d’onde effectif rapide

Compte-tenu des approximations obtenues pour les t2° au chapitre 2, en fonction
des b2% et d, (n = 0,1), les expressions approchées de 8}, d,° et de 6, fournies dans

le chapitre 3 deviennent

%5% - @[%—1 3%} (4.1)
ey - @[3(1—§1>§11+6<%>21, (42
sy ><’,jj> bl;’fl]
~2 2 Ay (43
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ou
2k3

LV=_—"1
ks (ki — k)

(B=21). (4.4)

La constante € = ng(4wR3/3) représente la fraction de volume occupée par les
sphéres! (exprimée en %). Lorsque cette fraction de volume € est faible, la formule
du nombre d’onde effectif, valable uniquement au premier ordre en € (les contributions
venant de 6, sont alors ignorées), peut étre mise sous la forme
Cl bll bll
=1-3C—]1+¢&(— -1 4.5
1o =L se e - 1) (4.5)
Cette forme factorisée permettra, plus loin, d’extraire la masse volumique et le module
effectifs du milieu composite [5]. On peut noter, cependant, qu’elle contient le terme
3@:2(1—%)% présent dans Z—gé;’o (mais qui n’est qu'une partie des informations venant

des interactions de type 1 <> 1).

4.2.2 Formules pour le nombre d’onde effectif lent

Dans le cas d'une onde lente incidente sur la distribution aléatoire de sphéres, on

obtient les expressions suivantes

no b22 b22
i - 0 _1-3L 4.
kQ 61 Q:[ do 3 d]_ ] ( 6)
“o 2.0 b22 b22 b22
(5 = ¢?[3(1 - 6(— 4.7
n_g(sz,c _ @2{L21[<k ) b12b21 k2((k1) b(l)zb%1 . ﬁ Zb%ngl
k22 ky!  d? ki ko' dody  Vky' did
]{72 kl b12b21
1
k,2 kt thth
—L*[(142 4,
1+ 22 G ) (1)
ou o3
L = 2 (B=1,1). (4.9)

ka(k3 — k3)
De la méme maniére que dans la section précédente, on serait tenté de factoriser le

nombre d’onde effectif lent et d’écrire une formule de concentration valable au premier

1. en anglais : particle volume fraction
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ordre en € similaire & Eq. (4.5). Ici cependant, le probléme vient de la différence de
comportement de I'onde lente vis-a-vis de 'onde rapide.

La factorisation du nombre d’onde effectif ne se justifie que lorsque ’on peut extraire
deux grandeurs effectives a partir d’'une méme formule, en 'occurence, le module et
la masse volumique. Au vu du comportement des termes b3 et b?? aux trés basses
fréquences, cf. chapitre 2, il n’est possible d’extraire qu’une seule grandeur effective a

partir du nombre d’onde effectif lent.

4.3 Etude numérique des nombres d’ondes effectifs longitudi-

naux

Les données du MPE (QF20®) de Filtros), du fluide saturant (eau) et du milieu
¢lastique constituant les sphéres (aluminum et epoxy) sont fournies dans les tableaux
2.1 et 2.2 du chapitre 2. Noter qu’ici aussi, les calculs ont été effectués a partir de

programmes construits avec le logiciel Matlab®) .

4.3.1 Caractéristiques acoustiques du QF20 en I’absence de sphéres

Précisons pour la suite que les vitesses m et les atténuations % dans le MPE
sont représentées en fonction de la fréquence par des lignes continues dans les figures
qui suivent, voir par exemple les figures 4.1 et 4.2.

Pour les vitesses de 1'onde rapide et de 'onde lente, on note les limites en basse
fréquence suivantes : 3313 m/s et 0 m/s; la vitesse de 'onde de cisaillement est de
1928 m/s (la courbe n’est pas présentée ici). Les trois vitesses augmentent lorsque
la fréquence augmente, en passant de 0 a 50 kHz. La dispersion des ondes est plus
importante dans la plage de fréquence 0,30 & 30kHz.

L’onde rapide et l'onde de cisaillement s’atténuent sensiblement moins que 1’onde
lente. Au cours de la propagation de l'onde rapide, le squelette solide et le fluide satu-
rant vibrent presque en phase. Lors de la propagation de I'onde lente, le mouvement
du fluide dans les pores subit un déphasage par rapport a celui du squelette solide. De
plus, en basse fréquence, I'onde lente se caractérise par une atténuation non nulle (le
rapport Im(ks)/Re(kz2) est proche de 1), ce qui montre bien son caractére diffusif. Il
est utile de noter également que, lorsque la fréquence augmente, I’atténuation de I’'onde

lente diminue et tend vers 0. La fréquence d’amortissement maximal de ’onde rapide
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et de 'onde de cisaillement est proche de 2 kHz. Elle dépend des parameétres physiques
du squelette, alors que le phénomeéne d’amortissement lui-méme est principalement di

au frottement du fluide dans les pores.

4.3.2 Distribution de sphéres en aluminium dans le QF20

Examinons maintenant l'effet (sur les ondes incidentes longitudinales) d’une distri-
bution aléatoire de sphéres d’aluminium placée dans le MPE (rayon R =4 x 1073 m,
fraction de volume occupée par les sphéres € = 20%). Les résultats des calculs sont
présentés dans les figures 4.1 et 4.2. Ils ont été obtenus en utilisant les approximations
de la section 3.1 pour 'onde rapide (Eq. 4.1 et les deux suivants) et de la section 3.2
pour l'onde lente (Eq. 4.6 et les suivantes). Sur ces figures

— la courbe en tireté illustre la contribution au nombre d’onde effectif du seul

premier ordre en concentration 41,
— la courbe en pointillé illustre la contribution au nombre d’onde effectif en incluant
. . . . 1,0
le deuxieéme ordre en concentration sans toutefois la conversion de mode 9,

— la courbe en pointillé-tireté illustre le nombre d’onde effectif prenant en compte,

en plus du cas précédent, la conversion de mode (c’est-a-dire le second ordre
complet en concentration) 6, 4 d,°.

Pour les vitesses de phase, on note donc que les conversions de mode peuvent contri-
buer significativement & toute fréquence. Ainsi, I'inclusion de sphéres métalliques dans
le QF20 provoque des modifications sensibles des caractéristiques de I'onde rapide : en
considérant ’expression compléte du nombre d’onde effectif, la vitesse de phase aug-
mente d’environ 160 m/s pour les fréquences inférieures & 1 kHz; 'atténuation passe
de 0,0086 (absence de sphéres) a environ 0,0079 avec les sphéres.

La vitesse de phase de 'onde effective lente n’est, quant a elle, sensible a la présence
de sphéres qu’a partir de 1kHz (Fig. 4.2). Les différents ordres de concentration ne
jouent pas un role particulier dans la gamme de fréquences 0-50 kHz (la méme remarque
vaut pour l'atténuation). La vitesse de phase obtenue aprés des approximations lourdes
(les développements limités des fonctions de Bessel et de Hankel sphériques sont assez
nombreux) devrait en principe étre manipulée avec précaution. Or, on voit qu’elle ne
différe significativement de la vitesse des ondes lentes dans le QF20 (calcul exact en

I'absence de sphéres) qu’a partir de 1 kHz.

65



x 10

3550 - . - - 10 - . - .
v""—-—
vd
3500 F i sk
Pig ."".‘ -
= e T -
Eqsof  —----- - S 6f
g g
g 3
Z 3400} 2 4}
Z <
[
3350 F 1 2f
3300 = - - = Ok
10° 102 10" 10”10t 10? 10° 102 10" 10° 100 10
f (kHz) f (kHz)

FIGURE 4.1 — Vitesses de phase et atténuations de I'onde rapide dans un milieu poroélastique (QF20) saturé
par leau.

1. Matrice poroélastique sans sphéres (courbe solide)

2. Matrice poroélastique contenant une distribution aléatoire de sphéres en aluminium de rayons R =
4 x 1073m. La fraction de volume occupée par les sphéres est égale a € = 20%. Calculs intégrant
— seulement le premier ordre en concentration 61 (courbe en tireté),
— le premier ordre en concentration et seulement le terme 6;’0 du second ordre en concentration
(courbe en pointillé),
— le premier ordre en concentration et tout le second ordre en concentration soit 65° + 8, (courbe
en pointillé-tireté).

4.3.3 Distribution de sphéres en epoxy dans le MPE

Le rayon des spheéres et la fraction volumique des particules € restant inchangés,

2 sont

les résultats obtenus en remplacant I’aluminium par I’epoxy, matériau plus mou
illustrés dans les figures 4.3 et 4.4. Une comparaison avec la Fig. 4.1 montre I'influence
du matériau constituant les sphéres sur les nombres d’onde effectifs. La présence de
sphéres en epoxy abaisse a la fois la vitesse effective rapide et son atténuation. Pour
les sphéres molles donc, il faut noter que le terme (5;": ne contribue pas de maniére
significative, comparativement & 5;’0.

Pour 'onde effective lente, le changement de matériau dans les sphéres n’affecte ni la
vitesse ni atténuation (les changements par rapport au cas des sphéres en aluminium

sont infimes).

2. en anglais : soft material
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FIGURE 4.2 — Vitesses de phase et atténuations de l'onde lente dans un milieu poroélastique (QF20) saturé
par leau.

1. Matrice poroélastique sans sphéres (courbe solide)

2. Matrice poroélastique contenant une distribution aléatoire de sphéres en aluminium de rayons R =
4 x 1073m. La fraction de volume occupée par les sphéres est égale a € = 20%. Calculs intégrant
— seulement le premier ordre en concentration 61 (courbe en tireté),
— le premier ordre en concentration et seulement le terme 6;’0 du second ordre en concentration
(courbe en pointillé),
— le premier ordre en concentration et tout le second ordre en concentration soit 65° + 8, (courbe
en pointillé-tireté).

4.4 Formules explicites en trés basse fréquence des nombres
d’onde effectifs

A la fin de la sec. 4.2, des formules ont été trouvées pour les différents termes
constitutifs des nombres d’onde effectifs rapide et lent. Ces formules sont exprimées
en termes de grandeurs sans dimension z,, et v, (o = 1,2, ¢ dépendant de la fréquence
angulaire w). Leur intérét, comme on a pu le voir, réside dans le fait que 1'on dispose
de formules qui, & défaut d’étre simples, constituent une étape intermédiaire de calcul
et sont, de plus, valides dans le domaine fréquentiel ot les ondes sont dispersives. A
présent, I'objectif est d’établir des formules des nombres d’ondes effectifs proches de
la limite statique - les effets dispersifs sont alors exclus - afin d’extraire des grandeurs
effectives décrivant le MPE effectif. Dans cette seconde étape de calculs, on tient
compte des développement basse fréquence des nombres d’onde k, et des coefficients

Y- Rappelons d’abord que lorsque w — 0, c¢’est-a-dire w < w, ol w, = pfiﬁ (= 67,85
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FIGURE 4.3 — Vitesses de phase et atténuations de I'onde rapide dans un milieu poroélastique (QF20) saturé
par leau.

1. Matrice poroélastique sans sphéres (courbe solide)

2. Matrice poroélastique contenant une distribution aléatoire de sphéres en epoxy de rayons R = 4 X
1073m. La fraction de volume occupée par les sphéres est égale a € = 20%. Calculs intégrant
— seulement le premier ordre en concentration 61 (courbe en tireté),
— le premier ordre en concentration et seulement le terme 6;’0 du second ordre en concentration

(courbe en pointillé),
. . . ol 1
— le premier ordre en concentration et tout le second ordre en concentration soit 65° + 8, (courbe

en pointillé-tireté).

kHz avec les données sur le QF20) représente une fréquence caractéristique du MPE
sans spheéres, nous obtenons k? = %2"—1-0((,03), k3 = we—oﬂ(%—k%) +0(w?),
LUQ N
ki =2+ 0(w’) [4], ou:
tweppH
HM — C?
Il s’ensuit que 3, = O(w), 72 = =& + (& — %)w + O(w?), 14 = O(w). A partir de
la, Hy = H —2pu+ O(w), Ha = —2pu + (£ — Hcpef)w + O(w?). Les constantes H, M

et C' sont détaillées dans le chapitre 1. A la lumiére de ce qui précéde, on obtient les

(4.10)

approximations suivantes pour les quantités b, ¢, d, e, de la section 2.3.3 du chapitre 2

b= (1= D) )+ O?). e = Hl— ) + O), (4.11)
d=w(l- %—?)é(?u +3ps) +OW?), e= H(2u+ 3us) + Ow), (4.12)
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FIGURE 4.4 — Vitesses de phase et atténuations de l'onde lente dans un milieu poroélastique (QF20) saturé
par eau.

1. Matrice poroélastique sans sphéres (courbe solide)

2. Matrice poroélastique contenant une distribution aléatoire de sphéres en epoxy de rayons R = 4 X
1073m. La fraction de volume occupée par les sphéres est égale a € = 20%. Calculs intégrant
— seulement le premier ordre en concentration 61 (courbe en tireté),
— le premier ordre en concentration et seulement le terme 6%’0 du second ordre en concentration
(courbe en pointillé),
— le premier ordre en concentration et tout le second ordre en concentration soit 65° + 8, (courbe
en pointillé-tireté).

et pour les différences entre coefficients de compatibilité v, = 79 — V1, 7% = ¥ —

Y1, V2t = V2 — Ve

—H H
Yo1 = el +O(w), Y1 = O(w), Vet = O + O(w). (4.13)

Par conséquent, lorsque w — 0, pour le mode n =0

bt 3H
— 4.14
do 3N +dp 1 20, (4.14)
et b12 1721 b22
o Y% Uo
—, —,—) —(0,0,0 4.15
(d07d07d0) (77)7 ( )
tandis que pour le mode n =1
bll b12 blt — Dy — D
(A, 2L 2y o (B0, B, (4.16)

dl ’ dl ’ dl 3p 3p
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6%1 b? b%t p—ps 3 pr L p+2p 1 pr
S S(1-=H 2 - Sy A 4.17
by 0P by p—Ps o P—Ps
(dl, d17d1> ( 3p Y Y 3p )7 ( >
et s
21/ H)?
LW 2 4.19
(u/HY? — 1 (419

Pour les différents termes 9, nécessaires pour construire le nombre d’onde effectif ra-

pide, Egs. (4.1) et suivantes, on a en premiére approximation

3H p—p
5l = w2 le 11— s 4.20
nO 1 w H [3)\s+2ﬂs+4ﬂ p ]7 ( >
p 3H pP—"PpPs P~ Ps
n3550—w%¢2[( ~ I 2n +4u) p + ( 3 )2, (4.21)
1 H s p—p,
n2obe = 22 L2ty oty (3 (L Loy (4.22)

2 H H  p 3p
Pour les termes § nécessaires pour construire le nombre d’onde effectif lent, Eqgs. (4.6)

et suivantes, on obtient en premiére approximation

1
ngd? = §we€, (4.23)
n2oy” = _75&;6@:2, (4.24)
n2os¢ = O(w?). (4.25)

Pour 'onde rapide, les termes "¢" dépendent a la fois des paramétres du MPE et des
sphéres. De plus, (5%’0 est du méme ordre (en w?) que 65’0 ce qui montre qu’en basse
fréquence, les conversions de mode 1 <> 2 et 1 <+ ¢ sont des phénoménes notables pour

le nombre d’onde effectif rapide.

Pour I'onde lente, les premiers termes du développement des "d" ne dépendent que
du MPE a travers le paramétre €. Le premier terme non nul obtenu pour 53’0 est O(w?),
Eq. (4.25); il montre que les conversions de mode 2 <+ 1 et 2 <> ¢ entre les ondes ont

trés peu d’influence en basse fréquence (|65 < |65°]).
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4.5 Module et masse volumique effectifs

G _ G

Ecrivons le rapport des nombres d’ondes rapides sous la forme 3 = 25%. Pour
1 1
2
w << w,, admettons aussi que (¥ suit une loi similaire a k% c’est-a-dire ¢ = %il’e ol
e

p1.e et Hy . désignent, respectivement, la masse volumique et le module effectifs. Ainsi,

% = plp’e%. En identifiant a 'Eq. (4.5), on trouve
bit
pre=p(1=385=) = (1= O(1 = 9)p; + dps] + Cps, (4.26)
“ H bt 3H
=1+ -1)=1+¢ —1). 4.27
T. ' (o ~ V= Y (4.27)

Cette derniére expression peut aussi se mettre sous la forme

1 1-¢ ¢

— + . (4.28)

Hl,e H )\s + %:us + %M
» Pour une matrice a faible porosité (¢ — 0), on a p — p,, H — K, + 3[is

(Ky — K, it — fis, 0 — 0). Par conséquent,
Pre |, Pele _q _ gls—Ps (4.29)
P Ps Ps

1 1 1-¢ ¢

o (4.30)

Hi.  Hap Kot K.+
ol Pere €t Hepo = Koo + %pel,e représentent des grandeurs effectives pour la distribu-
tion des sphéres élastiques dans un MPE (les quantités barrées sont pour la matrice).
Pour ps < ps, on obtient p;./ps < 1, soit un milieu effectif moins dense que le milieu
hote élastique. Dans ’Eq. (4.30), on note 'absence du module de cisaillement i de la
sphére. Ainsi, deux phases (matrice et sphére) égales par leurs modules d’incompressi-
bilité mais différentes par leurs modules de cisaillement conduisent & un module effectif
identique. Si, dans le membre de gauche de 'Eq. (4.30), ftere = fis, la formule qui en

résulte est a rapprocher de 'estimation de Kuster-To6ksoz pour deux constituants avec
les fractions € et 1 — €, cf. Eq. (19) de la Réf. [17].

» Pour une matrice a porosité élevée (¢ — 1), nous avons p — pr, H — Ky
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(Kp = 0, p — 0, 0 — 1) a partir desquelles sont tirées les limites suivantes :

Ple _, Plige _ | _ ¢M7 (4.31)
p Py Py
1 1 1-¢ ¢

— = — 4.32
Hl,e Hliq,e Kf * K57 ( )

ol pPrige €t Hige = Kiig . définissent la masse volumique effective et le module effectif
pour la distribution de sphéres élastiques dans un liquide. L’équation (4.32) est typique
de la moyenne de Reuss [9], que I'on trouve en supposant que la contrainte en chaque

point du milieu effectif est égale a la contrainte macroscopique appliquée a I’échantillon.

4.6 Le coefficient de diffusion du MPE effectif

Dans un MPE homogéne sans sphéres, les conditions qui favorisent une onde lente
de forte amplitude sont les suivantes : continuité des deux phases (fluide et solide),
fréquence acoustique élevée, perméabilité aux fluides élevée et faible viscosité [?], [?].
En basse fréquence (ot w << w,), 'onde lente correspond & un mode de propagation de
type diffusif (régi par une équation de diffusion a coefficient de diffusivité hydraulique).
Ayant ces faits a l’esprit, nous traitons maintenant le cas du nombre d’onde effectif

lent. En tenant compte des résultats de la section 4.4, on trouve que

5w 1 D o
—X14e-Z 4.
G X( +2€ 4¢), (4.33)
ot HM — C?
—ge =22 4.34
X = i€ oo (4.34)

Ce résultat suggere un processus de diffusion dans le domaine temporel régi par 1’équa-

tion aux dérivées partielles

D2y = %, (4.35)

ol ¢y est un potentiel de déplacement pour I'onde lente (avec dépendance du temps
en e~ “T) et ol .

D=2 X (4.36)

G 1+ ie—2e¥
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est le coefficient de diffusion effectif. La condition de stabilité mécanique HM —C? > 0
impose D, > 0. D’autre part, puisque € < % (correspondant au cas "dilué" observé
dans ce chapitre), le coefficient de diffusion effectif D, < D.(€ = 0) = x, c’est-a-dire
que la présence de spheéres élastiques dans la matrice poroélastique abaisse le coefficient
de diffusion (I'expression de D, (€ = 0) a été donnée par Berryman, voir I’équation (73)
de la référence [4]).

On doit noter que le cas des "sédiments mous" pour lequel HM — C? ~ 0 donne
D, ~ 0. C’est une valeur également obtenue pour les squelettes a haute porosité ou
Hx~M=~C.

Si le squelette de la matrice poroélastique est constitué de grains sphériques régu-
liers, la perméabilité est généralement approchée par la formule de Kozeny-Carman
d;—%‘% oua, = % est le parametre de taille de pore correspondant aux grains sphé-
riques de diamétre d,. Dans ces conditions, pour un milieu infiniment rigide (H — oo,

M—)%)ona

K =

Kfaf) 1

20n 1+ 3¢ —2¢%

D, — D9 = (4.37)

Ainsi, D’ tend vers zéro quand le rayon moyen des pores tend vers zéro.
A partir de I’'Eq. (4.33) on trouve, en ne retenant que les valeurs positives pour la

partie réelle que

5

(o = (1+¢)\/i(1+%€— ). (4.38)

Ce résultat montre que l'onde lente est rapidement amortie a l'intérieur du MPE
effectif. L’amortissement dépend de la concentration. La distance a laquelle 'amplitude

est réduite de e fois est

2X
A, = . 4.39
\/w(l +1le -3¢ (4.39)

C’est une profondeur de pénétration effective. Avec les données du Tabeau 1, on obtient
A, = 0,045 m pour f = 10 kHz et € = 20% a comparer avec la profondeur de peau
visqueuse dg = , /Z—Z = 4.2 x 107% m. Puisque € = ng(47R*/3), plus la taille des diffu-

seurs est grande, plus A, est petit pour un nombre fixe de sphéres par unité de volume.

Pour conclure cette section, nous pouvons noter I’absence de contribution du terme
2 . . , . . :
05 ¢ relatif aux conversions d’onde. Un tel résultat tient au fait que nous n’avons consi-

déré dans les développements que les termes ayant les puissances en w les plus basses.
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Des calculs plus précis prenant en compte des puissances plus élevées devraient per-

mettre d’introduire les effets des conversions.

4.7 Conclusion

Dans un MPE obéissant a la théorie de Biot, il est reconnu que les ondes rapide
et lente ont des comportent trés différents. L’onde rapide est propagative a toutes les
fréquences, tandis que 'onde lente est diffusive aux trés basses fréquences, ne devenant
propagative que lorsque la fréquence est suffisamment grande.

En présence de diffuseurs sphériques répartis aléatoirement dans le MPE, et a basse
fréquence, les comportements des ondes rapide et lente subsistent tout en étant influen-
cés par la présence des diffuseurs. A partir de la formule du nombre d’onde effectif de
Luppé, Conoir et Norris (LCN) que nous appliquons au cas poroélastique, nous avons
obtenu des expressions pour les nombres d’onde effectifs rapide et lent & basse fré-
quence. D’une part, 'analyse de I'onde effective rapide a permis de mettre en évidence
I'importance des conversions de modes (qui dépendent du matériau de la sphére) et
d’extraire le module et la masse volumique effective du MPE effectif. D’autre part,
I’analyse de I'onde lente a permis d’extraire un coefficient de diffusion effectif fonction
de la fraction volumique des particules (jusqu’au second ordre) et d’estimer une profon-
deur de pénétration dans le MPE effectif. A basse fréquence, les propriétés physiques

des spheéres ont trés peu d’influence sur les propriétés effectives de ’'onde lente.
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Chapitre 5

Etude paramétrique des nombres

d’ondes effectifs rapide et lent

5.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous présentons une étude essentiellement numérique des
nombres d’ondes effectifs rapide et lent. Il s’agit, d'une certaine maniére de la deuxiéme
partie du travail entamé dans le chapitre 4. On compare maintenant les propriétés de
la, diffusion multiple dans deux MPE (le QF20 et le sable de Stoll). Les diffuseurs
répartis aléatoirement - tous identiques - sont soit des cavités remplies du méme fluide
que celui de la saturation, soit des sphéres élastiques en epoxy. On examine plus
particuliérement deux effets : celui du type de MPE et celui (pour chaque MPE) de la
porosité sur le comportement des ondes effectives (étude des cas limites ot la porosité
est faible (5 — 0) et forte (5 — 1)). D’un point de vue pratique, les combinaisons

présentée sont

1. QF20/cavités : il s’agit d’'un modéle utile pour 'études des défauts thermiques
dans les bétons. Sous 'effet de la chaleur, il apparait des (micro-)craquelures qui
évoluent en terme de fraction volumique et de taille dans le MPE. La trés grande
majorité des travaux antérieurs sur le sujet a eu lieu en supposant une matrice

élastique.

2. QF20/spheéres solides : ce modéle est encore utile pour I’étude des bétons mais

aussi des os

3. sable de Stoll/cavités : Certains sédiments marins hétérogénes comportent des
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espaces vides répartis aléatoirement formant un deuxiéme réseaux de pores de

tailles beaucoup plus grandes que les pores de lea matrice.

4. sable de Stoll/sphéres : modéle de sédiment marin hétérogéne contenant des

obstacles de tailles finie aléatoirement répartis.

5.2 Comparaison des nombres d’ondes dans le sable de Stoll et
dans le QF20

On commence par considérer des MPE sans aucun diffuseur. Les nombres d’onde
des ondes rapide, lente et transversale, représentés par les quantités sans dimension
To = kqap, avec a = 1,2,¢ sont donnés en fonction de la fréquence (remarquer que
pour le QF20, des courbes ont déja été fournies dans le chapitre 4). On ajoute ici le
cas du sable de Stoll (Figure 5.1) dont les paramétres se trouvent dans le tableau :5.1.
Un milieu comme le sable de Stoll se distingue du QF20 par le fait qu’il est "mou" et
que les grains le constituant ne sont pas nécessairement assemblés de maniére cohésive

les uns autres, contrairement au QF20.

107 y y y y 10°
10'F ; -
2
S n
I, (]
o P
= =
2 B3
5 K>
E %)
Ly 5
= /
= 102k
107 : = 10T ]
. . . A 107 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
fréquence (kHz) fréquence (kHz)

FIGURE 5.1 — Evolution en fonction de la fréquence des modules des nombres d’ondes z; (courbe continue),

x2 (courbe en tireté) et x1 (courbe en point-tireté) dans le sable de Stoll (a) et dans le QF20 (b).

Dans le cas du sable de Stoll, on constate que seul |z;| est inférieur a 1 dans
I'intervalle 1<f<50kHz. Les autres modules, |z3] et |x;|, dépassent 1 seulement lorsque

la fréquence est au dela de 5kHz. Ceci montre que les développements limités effectués
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dans les chapitres 2 et 4 doivent étre utilisés avec certaines précautions (notamment,

le domaine fréquentiel dans lequel on effectue les études doit étre précisé).

Parameétres | Unités QF20 sable de Stoll
K Pa 3.66x1010 3.6x1010
K, Pa 9,47x10° 4,36x107
Ky Pa 2,22x10° 2,0x10°

I Pa 7,63x10° 2,61x107
Ds kg. m~3 2760 2650

Pf kg. m—3 1000 1000

B - 0,402 0,47

K m? 1,68x1071 | 5,0x10~ 1!
ap m 3,26x107° | 107°

n kgm~'s™! | 1,14x1073 | 1,14x1073
T - 1,89 3

TABLE 5.1 — Paramétres du QF20 et du sable de Stoll.

5.3 Effet de la présence de diffuseurs sur les nombres d’onde

Toutes les courbes des vitesses et des atténuations sont obtenues dans le domaine

fréquentiel situé entre 0 et 50kHz, c’est-a-dire aux basses fréquences.

5.3.1 Cas des cavités

En I'absence de diffuseurs, les vitesses copn = w/Re(k,) et atténuations A, =
Im(k,)/Re(k,) des ondes rapide (o = 1) et lente (a = 2) dans le MPE sont représentés
par des traits continus noirs sur les figures (5.2) et (5.3).

En présence des cavités dans le MPE, on a représenté les vitesses et les atténuations
jusqu’au second ordre en concentration, c’est-a-dire que ’on a tenu compte de (55 ’0+(5§ <,
Les courbes en vert pointillé sont obtenues avec des t& exacts. Celles en rouge tireté
illustrent le cas ol les t% sont approchés (cf. formules pour les cavités fluides du

chapitre 2).

Onde rapide

Aux trés basses fréquences (inférieures a 0.1 kHz), on observe que la vitesse de
phase c,, de 'onde rapide, figure 5.2, est d’environ 3313 m/s dans le QF20 et de 1475

m/s dans le sable. Dans les deux cas de MPE, en présence de cavités fluides (rayon
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R = 4.1073m, fraction volumique € = 20%), la vitesse de I'onde effective Vieff < Ciph-
Lorsque la fréquence augmente, tandis que viefp et cipn se rejoignent pour le QF20,
elles restent différentes pour le sable mais toujours avec viers < Ciph-

L’atténuation A; de 'onde rapide dans le QF20, figure 5.2, quant a elle, présente
une caractéristique bien connue des milieux amortisseur d’ondes : elle est croissante
de 0 & 1 kHz, atteint une amplitude maximale de 0.0075 & environ 2 kHz puis dé-
croit. Dans le milieu effectif (présence de cavités), cette atténuation notée alors A;.sy
suit le méme comportement avec toutefois une augmentation de I’amplitude maximale
puisque celle passe de 0,0075 a plus de 1,015. La position fréquentielle du pic reste
inchangée. Lorsque le MPE est du sable de Stoll, on n’observe aucune différence de
comportement entre ’absence de cavité et la présence de celles-ci aux fréquences infé-
rieures a 20kHz. Ceci montre que 'atténuation des ondes est optimale dans le sable de
Stoll mais pas dans le QF20 ou elle peut étre modifiée en rendant ce milieu hétérogene.

Ces premiers calculs nous donnent aussi I'occasion de vérifier la validité des approxi-
mations que nous avions obtenues au chapitre 2 pour les coefficients tﬁﬁ. On constate
que la courbe rouge (tireté) et la courbe verte se confondent presque parfaitement,

justifiant en partie la validité des grandeurs effectives qui seront déduites plus loin.

Onde lente

Comme on a pu le constater dans le chapitre pécédent, le comportement de 'onde
lente est tres différent de celui de 'onde rapide, cf. ici la figure 5.3. On observe que,
lorsque la fréquence passe de 0 & 50 kHz, la vitesse de phase cyp, de I'onde lente croit
de fagon monotone, passant de 0 m/s & 1000 m/s dans le QF20 et de 0 m/s a 110
m/s dans le sable. Dans les deux cas de MPE (QF20 ou sable), en présence de cavités
fluides (rayon R = 4.107 m, fraction volumique € = 20%) on a va.ry & Capp, & toute
fréquence. On peut aussi observer que les atténuations A, en 'absence cavité et Ag.yy
en présence de cavités sont quasiment identiques, décroissantes monotones de 1 & 0
lorsque la fréquence croit de 0 & 50kHz. Ces remarques montrent qu’a basse fréquence,
la présence des cavités (les courbes noire et verte se confondent) influe peu sur 'onde
lente. Ici aussi, on peut vérifier la validité des approximations que nous avions obte-
nues pour les t%”, la courbe en rouge tireté et la courbe verte se confondant presque

parfaitement sur tout le domaine fréquentiel étudié.
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FIGURE 5.2 — Vitesse et atténuation de I'onde rapide en I'absence de cavités (courbe noire continue), en

présence de cavités (courbe verte). La courbe en rouge tireté est obtenue en utilisant les formules approchées

des coefficients t&° dans le nombre d’onde effectif.
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FIGURE 5.3 — Vitesse et atténuation de l'onde lente en 'absence de cavités (courbe noire continue), en
présence de cavités (courbe verte). La courbe en rouge tireté est obtenue en utilisant les formules approchées

des coefficients t&° dans le nombre d’onde effectif.

5.3.2 Cas des sphéres en epoxy

En l'absence de sphéres dans le MPE, les vitesses et les atténuations des ondes
rapide et lente (ov = 2) sont encore représentées par des traits continus noirs dans les
figures (5.4) et (5.5).

En présence de sphéres dans le MPE, on a ici aussi calculé les vitesses et les atténua-
tions jusqu’au second ordre en concentration. Gardant le méme code de couleur que
dans la section précédente, on notera que les courbes en vert pointillé sont obtenues
avec des 127 exacts. Celles en rouge tireté illustrent le cas ot les &% sont approchés

(cf. formules pour les sphéres élastiques du chapitre 2).
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Onde rapide

On peut observer, figure 5.4 que dans les deux cas de MPE, en présence de sphéres en
epoxy (rayon R = 4.1073m, fraction volumique € = 20%), la vitesse de 'onde effective
Uteff > Ciph. C'est une situation inverse de celle ou les sphéres sont des cavités. En
ce qui concerne l'atténuation, on note que A; > A;.r; quelque soit le MPE, QF20
ou sable de Stoll cf. figure 5.4. Ceci montre que l'atténuation de l'onde rapide est
maximale dans les deux milieux poreux en 1’absence de sphéres en epoxy.

On constate par ailleurs que la courbe rouge (tireté) et la courbe verte sont plus
proches dans le cas du QF20 que dans celui du sable de Stoll. Dans ce dernier cas, la

validité des développements limités des coefficients t2# reste toute relative.

Onde lente

Les remarques faites dans la section précédente a propos de I'onde lente restent
valables ici, cf. figure 5.5. Dans les deux cas de MPE (QF20 ou sable), en présence
des sphéres en epoxy (rayon R = 4.1073 m, fraction volumique € = 20%) on peut
considérer que vocpp R copp & toute fréquence. On peut aussi observer que les atté-
nuations A, en 'absence de spheéres et As.¢¢ en présence de sphéres sont quasiment
identiques, décroissantes monotones de 1 & 0 lorsque la fréquence croit de 0 a 50kHz.
Ces remarques montrent qu’en basse fréquence, la présence des spheéres en epoxy influe

peu, dans ces nouveaux exemples de milieux hétérogeénes, sur l'onde lente.
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FIGURE 5.4 — Vitesse et atténuation de I'onde rapide en I’absence de spheéres en epoxy (courbe noire continue),

en présence de sphéres (courbe verte). La courbe en rouge tireté est obtenue en utilisant les formules approchées

des coefficients t&° dans le nombre d’onde effectif.
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FIGURE 5.5 — Vitesse et atténuation de I'onde lente en I’absence de sphéres en epoxy (courbe noire continue),
en présence de sphéres (courbe verte). La courbe en rouge tireté est obtenue en utilisant les formules approchées

des coefficients t&° dans le nombre d’onde effectif.

5.4 Module et masse volumique effectif

On rappelle qu’en basse fréquence, ot w — o, les nombres d’onde du MPE sont

donnés par k? = “’%p—FO(w?’), k3= we—wQ(%—F%)%—O(w?’), k= “)72”+O(w3),

cf. chaptire 4, ou :
z'wcpr
€ —

=M —cr (5.1)
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Il sensuit que 1 = O(w), 72 = -4 + (& — Z@i)w + O(w?), 7 = O(w). Quant au

. 2 . 4
fluide, kj% = 5. Les masses volumiques approchées sont :
s

_ _ ¢ _ _¢
p1 =P, P2 =p pr’ Pt = P, Pr1 = Hﬂ

Hw, C H H w,

prr=—tmz—pr  m=(g - p=—_pr—p—izg e (5:2)

Rappelons les expressions du module et de la masse volumique effectifs obtenus dans

le chapitre 4 :

Nll
Pesy = p(1 — 3¢d—1)> (5.3)
1
1 1 N
= —[14+e¢(—2 —1)]. 5.4
i ] (5.4)

Compte tenu des expressions approchées ci-dessus, on obtient pour le mode n=0,

NC

= 5.5
dO PC? ( )
et pour le mode n=1,
Nll .
N _ PP (5.6)
d1 3p
Le module effectif prend donc la forme :
1 1-C ¢
= + . (5.7)
H, H pc
If HTf
La masse volumique effective, quant a elle, donnée par :
pess = (1= C€)p+ &py, (5.8)

ou, on le rappelle, p = (1 — 8)ps + Bpy. Lorsque l'on fait tendre 5 vers 0 (matrice
¢lastique), p tend vers p, donc pery = (1 — €)ps + €py, formule déja obtenue au

chapitre 4 dans le cas des sphéres élastiques.
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5.5 Coeflicient de diffusion effectif

Le coefficient de diffusion D, décrite dans le chapitre 4 est déterminé par calcul
numérique en fonction de la concentration en sphéres puis de la fréquence sur la figure

(5.6). On remarque que celui du QF20 est plus élevé que le sable de Stoll.

100

Cavité dans QF20 Cavité dans Sable de Stoll
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Coefficient de diffusion
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fraction volumique des cavités fraction volumique des cavités

FIGURE 5.6 — Coefficients de diffusion des cavités dans le QF20(a) et le sable de Stoll(b) en fonction

de la fraction volumique des cavité

5.6 Conclusion

Au long de ce chapitre des comparaison on été faites entre le QF20 et le sable de
Stoll, on remarque que les vitesses les atténuation sont plus élevé dans le cas du QF20
que la sable de Stoll. L’étude de la diffusion multiple pour les cas limites de porosité

nous ont permis de comparer nos résultats a ceux de la littérature.

87



Bibliographie

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

8]

9]

[10]

A. Kuagbenu, H. Franklin and A. d’Almeida, Fast and slow effective waves across

dilute random distributions of elastic spheres in a poroelastic medium, Ultrasonics

(2021)

M. A. Biot, Theory of propagation of elastic waves in a fluid-saturated porous
solid, J. Acoust. Soc. Am. 28 (1956) 168 —191

R. D. Stoll and T.-K. Kan, Reflection of acoustic waves at a water-sediment

interface, J. Acoust. Soc. Am. 70 (1) (1981) 149-156

Johnson D. L., Hemmick, D. L., Kojima H., Probing porous media with first and
second sound : I dynamic permeability, J. Appl. Phys 76 (1) (1994), 104-114.

Johnson D. L., Plona T. J., Kojima H., Probing porous media with first and
second sound : II acoustic properties of water saturated porous media, J. Appl.
Phys 76 (1) (1994), 115-125.

Plona T. J., Observation of a second bulk compressional wave in a porous medium
at ultrasonic frequencies, Appl. Phys. Lett. 36 (1980), 259

J.-F. Chaix, V. Garnier and G. Corneloup, Ultrasonic wave propagation in hete-
rogeneous solid media : Theoretical analysis and experimental validation, Ultra-

sonics 44 (2006) 200-210

H. W. Chung, Ultrasonic testing of concrete after exposure to high temperatures,
NDT Int. 18 (1995) 275-278

P. E. Grattan-Bellew, Micro-structural investigation of deteriorated Portland
cement concrete, Construct. Build. Mat. 10 (1996) 3-16

P. Anugonda, J. S. Wiehn and J. A. Turner, Diffusion of ultrasound in concrete,
Ultrasonics 39 (2001) 429-435

88



Conclusion générale

Dans cette thése,nous avons dans un premier temps rappelé la théorie de Biot (car
on s’intéresse au MPE de Biot) avant de passer a I’étude en basses fréquences de la
diffusion multiple dans un milieu poreux en présence d’obstacles de forme sphérique
(élastiques ou fluides). Deux cas d’ondes planes incidentes sur ce milieu hétérogéne ont
été traités : (i)onde longitudinale rapide (ii)onde longitudinale lente. Dans les deux cas,

des résultats importants ont été dégagés concernant les milieux hétérogénes :

— vitesses de phase et atténuations effectives rapides et lentes,

— constante de diffusion effective,

— grandeurs effectives, modules et masses volumiques, dans la limite statique (fré-

quence nulle).

Les simulations numériques pour plusieurs combinaisons de matériaux ont permis de
corroborer nos développements analytiques. Les résultats peuvent étre appliqués a
d’autres matériaux du méme type que ceux considérés tout au long de I'étude. Les
applications potentielles de ce travail devraient concerner les composites et les méta-
matériaux particulaires. L’utilisation d’une matrice poroélastique (MPE) a la place
d’une matrice élastique a également pour effet d’introduire une absorption basse fré-
quence, et de s’intéresser au phénomeéne de la propagation par diffusion dans un milieu
hétérogene. La présente étude propose par ailleurs une alternative a I'utilisation de ma-
trices viscoélastiques. Les matériaux viscoélastiques ont des propriétés fixes alors qu'un
milieu poroélastique peut subir des transformations agissant sur ses caractéristiques
acoustiques : modification de la porosité (donc de la perméabilité) via un proces-
sus d’invasion ou d’érosion, modification des diffuseurs par un processus chimique,
modification du fluide saturant. En effet, les matrices poroélastiques (dont, en plus
le squelette peut étre réalisé avec un matériau viscoélastique) pourraient permettre

I’avénement de nouveaux types de métamatériaux aux performances acoustiques mo-
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difiables & volonté.

Comme perspective, le cas ou 'onde incidente sur le MPE en présence des sphéres
est transversale fera 'objet d’une étude afin de compléter la caractérisation du milieu
effectif par la détermination des coefficients de Lamé. On pourra également reprendre
I’étude en supposant des milieux hétérogénes polydisperses (sphéres de tailles diffé-

rentes) ou en considérant des inclusions sphériques elles-mémes poreuses.
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