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Abstract

Tensor compilers are used in domains such as image processing and deep
learning to generate efficient low-level code from high-level specifications on
multidimensional tensors. After the application of both loop transformations
and algebraic simplifications to the specification, the resulting low-level code
can have a drastically different structure. This makes the formal verification
of tensor compilers an arduous task, unsuitable for standard bisimulation
techniques. I propose a new method for the verification of tensor compilers
in the presence of loop and algebraic transformations. This method draws
inspiration from polyhedral techniques for program representation, and relies
on a refinement mapping from assignments in the low-level code to tensor
definition in the specifications provided by the tensor compiler. Each run of the
compiler is verified by an independent verification tool implemented in OCaml,
making the method an instance of translation validation. This verification tool
is tested on Halide, an industrial-grade tensor compiler.
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Présentation

Note to non-French-speaking readers: this section is a substantial summary of the
findings of this thesis in French. All the content within is included in the full version
of the thesis in English, that is found on page 1, after this summary.

Cette partie présente un résumé substantiel en francais de la these, rédigée
en anglais. Chaque chapitre de la these est résumé en une section de quelues
pages en suivant l'organisation du document originel. Le lecteur souhaitant
des preuves, détails ou références plus précises est invité a se reporter au(x)
chapitre(s) correspondant(s) de la version compléte en anglais.

1 Introduction

Imaginons un langage de spécification pour des tableaux multidimensionnels
potentiellement infinis, que nous appellerons tenseurs. Ce langage définit les
tenseurs par des équations mathématiques, lues comme des écritures uniques,
et implicitement quantifiées sur le domaine d’indexation du tenseur. On
peut ainsi représenter, par exemple, un produit extérieur de vecteurs par la
spécification :

C(i,j) = A() x B(j)

Ces spécifications sont ensuites compilées en programmes impératifs pouvant
étre exécutés, ou les tenseurs ont été remplacés par des tableaux impératifs
représentant un sous-ensemble de leur domaine. A la source des travaux
de cette thése se trouve l'intuition qu’il est possible pour le compilateur de
préserver une relation explicite entre tableaux et tenseurs.

Xvii
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La spécification ci-dessus pourrait, une fois compilée, se transformer en le code
suivant :

for i® = ® to (N + 3) / 4 - 1 do
for j =0 to M - 1 do
for i1l = 0 to 3 do
let i = min(i® * 4, N - 4) + il in
cli, j1 := b[jl * alil

On remarquera a la fois des transformations de structures (ici la boucle
extérieure sur i a été tuilée d'un facteur 4) et des transformations sémantiques
(ici la commutativité de la multiplication a été appliquée). Les parametres N et
M représentent la taille des tableaux a et b, et ne sont pas connus statiquement :
ils seront fournis par 'utilisateur au moment de 1’'exécution.

Dans ce cas simple, il est possible de se convaincre que le programme engendré
est équivalent a la spécification, au sens ot si le programme est exécuté dans
une mémoire ot les a[i] contiennent A(i) et o1 les b[j] contiennent B(j), alors
apres l'exécution, les c[i, j] contiendront C(i,j). La preuve repose sur le fait
que, lorsque 'on écrit dans c[i, j], la valeur écrite est toujours B(j) X A(i),
qui est égal a A(i) X B(j) = C(i,j) par commutativité de la multiplication; de
plus, I'ensemble des c[i, j] écrits par le programme est I'ensemble des c[1,
jlpour 0 < i< Net0<j< M, cedont on se convainc a I'aide d"un peu
d’arithmétique.

Cette approche fonctionne dans un cas simple comme celui ci, mais échoue
dés lors que le programme contient une récurrence, c’est-a-dire dés lors que
la valeur écrite par une itération d"une boucle dépend de la valeur écrite
par l'itération précédente. En présence de récurrences, on ne connait plus
statiquement la valeur stockée dans une case de tableau, un probleme bien connu
dans le cadre de I'équivalence de programme et pour lequel des techniques
opportunistes basées sur les clotures transitives ou les enveloppes convexes
ont été développées.

A l'inverse, dans cette thése, je propose de demander un peu plus de travail
au compilateur pour générer une annotation légeére indiquant, en termes de
spécification, la valeur que le compilateur pense étre écrite par un assignement.
Je nomme ces annotations des expressions prophétiques (car elles prédisent,
en quelque sorte, la valeur qui sera calculée avant qu’elle soit effectivement
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calculée), et je les note entre accolades avant une affectation. En présence de
récurrences, comme dans I'implémentation d’une multiplication de matrice
avec un accumulateur R, on obtient un programme annoté comme suit :

for i® = ® to (N + 3) / 4) - 1 do
for j =0 to M - 1 do
for il = 0 to 3 do

let 1 = min(i® * 4, N - 4) + il in
r {0} := 0
for k = 0 to P - 1 do

r {R(i,j,k)} = r + b[k, j]1 * a[i, k]
cfi, j1 {C(@,j)} = r

Les expressions prophétiques sont indiquées en violet afin de les distinguer du
reste du code. Ces expressions prophétiques permettent de casser le cycle de
dépendances : lorsque l'on exécute I’affectationr := r + b[k, j] * a[i, k],
on peut maintenant utiliser I’annotation prophétique de l'itération précédente
pour en déduire que la lecture de r, dans le membre droit, vaut R(i, j, k — 1).

Contributions

Cette these découlent de la remarque mentionnée précédemment : certaines
difficultés théoriques a la validation de compilateurs de tenseurs disparaissent
lorsque le compilateur est capable de fournir des annotations prophétiques
reliant les écritures dans le code engendré avec des expressions de tenseurs
dans la spécification en entrée. Les contributions de la theése explorent donc
les conséquences de ces annotations, plus précisément, cette theése fournit les
contributions suivantes :

* Le développement et la formalisation de ScrED, un langage intermédiaire
dédié a la validation de compilateurs de tenseurs et proche du langage
intermédiaire Stmt utilisé par Halide et d’autres compilateurs de tenseurs,
étendu avec des annotations prophétiques.

* Le développement, la formalisation et I'implémentation dun valida-
teur pour programmes ScHED en rapport a une spécification exprimée
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sous la forme de systémes récurrents d’équations affines (SREA), une
représentation générique de programmes.

¢ Une formalisation nouvelle de la sémantique de Halide sous forme d'un
systeme d’équations, ainsi qu'une réduction de cette sémantique vers la
sémantique standard des SREA.

¢ Linstrumentation du compilateur Halide afin d’annoter son langage in-
termédiaire StMT avec des annotations prophétiques, et I'implémentation
des traductions de Stmt annoté vers ScHeD et de Halide vers un SREA.

¢ Une évaluation expérimentale des outils mentionnés ci-dessus sur un
ensemble de programmes extraits des benchmarks officiels de Halide, et
leur comparaison avec ISA, état de I’art de I’équivalence de programmes
affines.

¢ La formalisation (mais pas I'implémentation) d"une extension au systeme
décrit ci-dessus pour permettre le réordonnancement des operations au
sein d'une réduction, une primitive importante en calcul numérique.

Organisation du chapitre

Ce résumé est organisé suivant la méme structure que la version compléte de
la these en anglais. Il est composé de plusieurs sections correspondant aux
chapitres de la version anglaise.

La premiere section introductive s’acheéve ici, apres avoir présenté le contexte
et les motivations des travaux réalisés durant cette theése.

La seconde section présente les représentations utilisées par les compilateurs
de programmes numériques que nous chercherons ensuite a vérifier, avec un
intérét tout particulier pour le modéle polyédrique qui a inspiré mes travaux.

La troisiéme section est fortement raccourcie dans ce résumé en francais :
le chapitre correspondant de la version complete présente les ensembles
et relations de Presburger du modele polyédrique tels qu'implémentés par
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is1 [112], et le lecteur intéressé est invité a s’y référer.

La quatrieme section présente les idées derriere le language impératif ScHED
qui forment le coeur de I’aproche proposée dans cette thése. ScHED est spécifié
par une sémantique et un systéme de types et d’effets, prouvé cohérent dans la
version compléte en anglais.

La cinquiéme section compléte la présentation et étends le systéme de types et
d’effets de ScHED avec un évaluateur symbolique basé sur les expressions pro-
phétiques mentionnées dans 'introduction. Cet évaluateur symbolique produit
des conditions de vérifications qui impliquent la correction du code engendré
relativement a la spécification de I'utilisateur.

La sixiéme section mentionne les résultats expérimentaux obtenus lors de
I'implémentation des méthodes développées dans les précédentes sections, et
en particulier son application au compilateur industriel Halide.

La septiéme section explique comment étendre les idées de cette thése a la
validation de réductions, une primitive permettant de réordonner les calculs
lors de I'application répétée d"un opérateur associatif et commutatif.

La huitieme section est omise de ce résumé en frangais : le chapitre correspon-
dant dans la version anglaise compare 1’approche de ce manuscrit avec d’autres
travaux en validation de traduction publiés en langue anglaise.

2 Représentation des programmes comportant
boucles et tableaux

Cette section propose un tour d’horizon et un historique rapide des techniques
de compilation des programmes numériques intensifs opérants sur des tableaux
multi-dimensionnels, un domaine riche de décennies de recherche. Puisque
nous nous intéressons dans ce manuscrit principalement a la vérification des
transformations de programmes effectuées par les compilateurs de tenseurs,
ce chapitre se concentre sur les techniques permettant de représenter et
d’appliquer des transformations : en particulier, les techniques d’optimisations

XX1
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ne seront que brievement mentionnées.

Pour plus de détails sur les techniques de représentation mentionnées ici, et
notamment un historique du modele polyédrique, le lecteur intéressé est invité
a se référer au chapitre 2 de la version complete en anglais de cette theése.

2.1 Le modéle polyédrique

Le modele polyédrique est une représentation des programmes en tant que
graphe de calcul étendu, dont les noeuds sont des instances d’instructions, c’est-
a-dire les instructions du programmes indexées par les valeurs des itérateurs
de boucles qui les contiennent. Bien que n’utilisant pas la représentation de
programmes du modele polyédrique, les techniques décrites dans ce manuscrit
réutilisent certaines des intuitions du modele.

Ensembles d’instances La premiere idée du modele polyédrique est de
remarquer que dans un programme de boucles impératives comme par exemple
la multiplication de matrice :

for i = 0 to N - 1 do
for j =0 to M - 1 do
for k =0 to P - 1 do
c[i, j] += a[i, k] * bl[k, jl

le concept classique d’instruction (ou, plus grossierement, de ligne de code)
n’est pas suffisant pour parler du comportement dynamique du programme. Il
faut plutot parler d’instructions paramétrées par leur contexte afin de distinguer
les “instances” de l’assignement pour des valeurs de i, j et k différentes. Par
exemple, si on dénote par I(i, j, k) 'assignement c[i, j]+ = a[i, k] * b[k, j], on
pourra dire qu'il est possible d’exécuter I(i,j, k) et I(i’,j’, k") en parallele des
lors que (i, j) # (I’,]’) sans impacter la sémantique du programme.

Les instructions, ou lignes de code, sont donc représentées dans ce modele par
leurs instances, des objets indexés par un espace multi-dimensionnel a coor-
données entieres représentant les boucles autour de I'instruction. Les instances
peuvent ainsi étre vus comme des points dans cet espace multi-dimensionnel,
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et le modele est ainsi parfois connu sous le nom de modeéle géométrique. Le
nom de modele polyédrique vient d"une restriction supplémentaire sur les en-
sembles d’instances — et donc les programmes — représentables : afin de rendre
décidables les problémes de transformations de programmes et d’optimisation,
les premiers travaux du domaine autorisent uniquement expressions affines
(c’est-a-dire de la forme a;xq +- - -+ anxn +cavec ay, ..., an et c des constantes
entieres et x1,...,xn des variables de boucles ou des parametres) dans les
bornes de boucles et les indices de tableaux. D'un point de vue géométrique,
cela correspond a autoriser uniquement des ensembles d’instances qui sont
exactement les points a coordonnées entieres contenus dans un polyedre.

Dans ses manifestations modernes comme la bibliotheque isl utilisée dans
cette these, le modeéle polyédrique se généralise a des ensembles d’instances
représentés par des unions finies de polyédres, ce qui correspond a autoriser des
expressions affines par morceaux (ot les conditions sont elle-mémes affines),
avec la possibilité d’effectuer des divisions par un facteur entier constant. On
appelle ces expressions des expressions quasi-affines par morceaux. La grammaire
des programmes gérés par une telle approche est :

su=for i<edo s|s;s|if ethen s else s|I(er, ..., en)|skip

Le symbole I représente un morceau de programme arbitraire sans variables
libres et paramétré uniquement par ses arguments eq, ..., en. Les expressions
apparaissant dans les bornes de boucles, les conditionnelles, et les arguments
des instructions sont des expressions quasi-affines par morceaux.

Ordre d’exécution La représentation d'un programme par un ensemble
d’instances dans le modele polyédrique n’est pas suffisante pour capturer
totalement la sémantique d’un programme impératif, car un ensemble est
par définition non ordonné. Pour pallier ce probléme, le modéle polyédrique
utilise un ordre partiel < entre les instances d"une méme instruction mais aussi
d’instructions différentes. Si u et v sont deux instances, alors u < v indique
que u doit étre exécutée avant v pour obtenir la sémantique correcte. Cet ordre
d’exécution partiel représente une exécution parallele de I’ensemble d’instances:
deux instances incomparables peuvent étre exécutées en paralléle.

Afin d’éviter 'explosion combinatoire induite par une représentation explicite
de I'ordre d’exécution, le modeéle polyédrique utilise la notion d’ordonnanceur.
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Un schedule 6 est une fonction associant a chaque instance un point dans un
unique espace multi-dimensionnel appelé le domaine d’ordonnancement, muni
de l'ordre lexicographique sur les entiers. L'ordre d’exécution est obtenu en
composant la fonction d’ordonnancement avec I'ordre lexicographique sur les
entiers. Afin de permettre plus de flexibilité dans la représentation du parallé-
lisme, les approches modernes autorisent & marquer certaines dimensions dans
le domaine d’ordonnancement comme paralléles : on utilise pour ces dimensions
I'ordre partiel induit par I'égalité (i.e. deux valeurs différentes sont toujours
incomparables) plutdt que I'ordre usuel sur les entiers.

Génération de code Le modéle polyédrique se préte a I'optimisation de pro-
grammes, qui doivent ensuite étre convertis 8 nouveau vers une représentation
textuelle compatible avec des outils de compilation classiques. Cette partie du
modeéle polyédrique s’appelle la génération de code, et reconstruit un arbre de
syntaxe en suivant la structure des dimensions du domaine d’ordonnancement,
chaque dimension du domaine d’ordonnancement devenant une boucle dans
le code engendré. La génération de code est une composante cruciale du
modele polyédrique car une mauvaise génération de code peut introduire des
inefficacités qui contrebalancent les gains obtenus grace a la réorganisation du
code permise par le modele.

Relations d’accés et analyse de dépendences Il faut également mentionner
que le modele polyédrique permet également de représenter des relations
(affines) entre paires d’instances, mais aussi entre instances et d’autres objets
comme des cases mémoires. Le modele polyédrique permet de capturer, de
facon exacte en présence d’expressions quasi-affines ou approchée dans le
cas général, 'ensemble des cases mémoires lues et écrites par une instance
donnée. Ces ensembles de cases mémoires sont représentées sous forme de
relations d’accés liant par des expressions quasi-affines une instance d’instruction
indicée par ses itérateurs a un ensemble de cases mémoires indicées de fagon
multidimensionnelle.

Ces relations d’accés entre instructions et cases mémoires peuvent étre utilisées
pour effectuer une analyse de dépendance précise, indiquant de fagon exacte
quel instance est la source en écriture d’une lecture donnée. Cette analyse
de dépendance permet de déterminer des contraintes sur 'ordonnancement
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a respecter pour que la sémantique du programme soit préservée a travers
une transformation. On peut également 1'utiliser pour effectuer des transfor-
mations mémoire, comme remplacer une écriture répétée dans un scalaire
b[] = a[i] * a[i] par l'utilisation d"un tableau b[i] = a[i] * a[i] en
effectuant les transformations correspondantes lors des lectures.

2.2 Systémes Récurrents d’Equations Affines

Les systémes récurrents d’équations affines (ou SREA) prédatent et forment les
fondations théoriques du modele polyédrique. La ott le modele polyédrique
s’est concentré sur des représentations de programmes impératifs, les SREA
sont des systemes d’équations mathématiques ot les équations sont de la
forme :

VX1, oo Xna, D(X1, .00, Xna) = A(X1, ..., Xn,) =€

out D est une condition affine sur les x1,...,xn,, A est un nom de fonction
abstrait d’arité na, et e est une expression arbitraires ot1 tous les arguments
des fonctions abstraites définies par le systeme sont des expressions affines de
X1,/ Xnp-

Les SREA ont une expressivité équivalente a celle du modele polyédrique,
et sont utilisés comme spécification dans le compilateur ALPHA de VErGE,
Mauras et QuiNnToN [119]. Leur nature équationnelle en fait de bons candidats
pour la spécification de programmes affines, et nous utiliserons des SREAS
comme language de spécification dans cette thése pour s’affranchir des détails
d’implémentation du compilateur a vérifier.

2.3 Combinateurs fonctionnels et regles de réécriture

Une ligne de recherche assez différente dans le monde de I'optimisation est celle
desrégles de réécriture, généralement basées sur des combinateurs fonctionnels.
Dans ces approches, le programme est successivement transformé a partir
de régles de réécritures plus ou moins atomiques qui peuvent étre prouvées
correctes de fagon indépendante jusqu’a obtenir un programme final. L'absence
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de vision globale provenant de la nécéssité d’effectuer les réécritures pas a
pas rend plus difficile la construction d’optimiseurs automatiques performants
pour ces approches.

2.4 Le modeéle de Halide

Les compilateurs optimisant basés sur le modele polyédrique, en partie a cause
de sa vaste expressivité, peinent a trouver automatiquement des optimisations
aussi efficaces que celles d'un expert humain. Cette observation a mené au
développement de langages d'ordonnancement permettant a un expert de décrire
un ordonnancement a 1’aide de primitives de base de fagon plus efficace et
plus ergonomique qu’en réécrivant manuellement le code. Le langage Halide,
initialement développé par Ragan-Kelly et al. dans le cadre du traitement
d’image, est fondé sur cette idée. Halide est aujourd’hui un langage industriel
qui est utilisé dans la partie expérimentale de cette these.

Halide s’inspire a certains égards du modele polyédrique, mais — contrairement
a des outils pré-existants comme CHiLL ou URUK - n’en fait pas directe-
ment usage, préférant un compromis d’expressivité différent. La communauté
polyédrique s’est ensuite inspirée de Halide pour développer Tiramisu, un
compilateur polyédrique avec un langage d’ordonnancement proche de celui
de Halide.

Algorithmes Dans le modeéle de Halide, le code fourni par 'utilisateur est
séparé en deux composantes : un algorithme, qui représente les calculs a effectuer
sur des tenseurs, i.e. des tableaux multidimensionnels non bornés, nommés
Funcs (notamment dans les bibliotheques C++ et Python avec lesquelles 1'utili-
sateur interagit) ou fonctions dans la terminologie de Halide.

Ainsi I'exemple traditionnel de Halide est celui d’un filtre 3 X 3 non-normalisé,
comme on le trouve par exemple dans “Halide: decoupling algorithms from
schedules for high-performance image processing” [83].
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Func bh, bv; Var x, y;
ImageParam in(UInt(8), 2);

bh(x, y)
bv(x, y)

(in(x-1, y) + in(x, y) + in(x+1, y))/3;
(bh(x, y-1) + bh(x, y) + bh(x, y + 1))/3;

L’algorithme prend en argument une image en niveaux de gris in et calcule
une moyenne locale horizontale dans bh, puis verticale dans bv, qui est la
sortie. Les dimensions de 1’entrée in et de la sortie bv ne sont pas spécifiées
ici : elles ne seront connus qu’a I’exécution, lorsqu'une image d’entrée concrete
sera fournie et qu'une taille pour la sortie bv sera demandée. Halide vérifie
automatiquement que les tailles d’entrée et de sortie sont compatibles, et calcule
les tailles de tableaux intermédiaires pour éviter les débordements. Halide
impose des restrictions qui ne sont pas expliquées ici afin de s’assurer que les
définitions ne sont pas cycliques et sont uniquement définies en tout point.

Les variables x et y utilisées ici sont implicitement quantifiées sur I'ensemble
des entiers relatifs, sans ordre particulier. Afin d’exprimer des récurrences
de longueurs arbitraires, Halide ré-introduit dans ce monde pure une notion
impératif de mise a jour en permettant des re-définitions de tenseurs. Ces
re-définitions s’appliquent — sémantiquement — apreés la définition initiale
du tenseur, et peuvent utiiser des variables de récurrence (de type RDom)
qui représentent une itération séquentielle. A nouveau, Halide impose des
restrictions qui ne sont pas expliquées ici afin de s’assurer que les tenseurs mis
a jour restent bien définis et calculables.

Ordonnanceur Les algorithmes de Halide déterminent les valeurs séman-
tiques a calculer mais ne déterminent pas comment (dans quel ordre) sont
calculées ses valeurs. C’est le role de 'ordonnanceur (schedule en anglais)
qui est écrit dans un language de domaine spécifique a Halide. Ce langage
spécifique permet a l'utilisateur de jongler avec différents compromis de localité
et d’efficacité de travail. Le langage d’ordonnancement de Halide n’est pas
décrit dans ce résumé en frangais, car il est assez orthogonal aux considérations
de cette these; le lecteur intéressé se référera a la version complete en anglais
ou aux publications de référence par les auteurs de Halide.

XXVii



XXViii

PRESENTATION

Sémantique et SRAE Halide est un systeme appliqué, dont la sémantique
est principalement décrite en prose et n’est spécifiée que par son unique
implémentation. REINKING, BERNSTEIN et RacaN-KELLEY [89] ont proposé une
sémantique de Halide qui interpréte les agorithmes comme des programmes
séquentiels qui sont transformés par l'ordonnancement. Dans le cadre de
cette theése, et avec l'objectif d’obtenir une réduction vers les SRAE, je propose
plutot de donner une sémantique équationnelle aux algorithmes de Halide,
qui permette de nommer les états intermédiaires de 1’évaluation. Je propose
ici une formalisation des algorithmes de Halide arbitraires, i.e. qui peuvent
contenir des expressions non-affines; la restriction de cette formalisation a des
acces de tenseurs et des filtres affines (ou quasi-affines par morceau) peut étre
interprétée comme un sous-ensemble des SRAE, ce qui est démontré dans la
version compléte en anglais qui contient également des exemples.

Un algorithme pour un ensemble de tenseurs S est un tuple (I, P, U, <) tel
que:

¢ Jestunensemble de noms, les tenseurs d’entrées, qui n’ont pas de définition;

* P est une fonction qui associe chaque tenseur A € S\I a sa définition pure
P A, définie plus loin;

* U est une fonction qui associe chaque tenseur A € S\I a une séquence
finie (et possiblement vide) U.}Z\, ..., U™ de définitions de mise a jour pour

A;

* < définit un ordre total sur les tenseurs de sortie S\I qui représente
I'ordre textuel de définition des tenseurs.

Une définition pure Pao pour un tenseur A est une équation :
VX1, ooy Xna, AX1, ..., Xn,) =€
ou l'expression e a droite de 1'égalité ne peut contenir que des acces a des

tenseurs d’entrée ou a des tenseurs de sortie A’ avec A’ < A. En particulier, e
ne peut pas conte