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de la nourriture, c’était thérapeutique.
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êtes le “sang de la veine” et bien plus encore...
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de Radon et les projections coniques que contre la dépression, l’anxiété et le syndrome
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Contexte et résumé

Les premiers scanners médicaux ont vu le jour il y a une cinquantaine d’années. Ils
permettent de reconstruire l’image d’une partie du corps d’un patient à partir de ses pro-
jections en rayons X. Ils font partie du domaine de la tomographie médicale. Cette thèse
traite du problème de reconstruction d’image d’un point de vue mathématique et algo-
rithmique. Plus précisément, nous nous intéressons au problème des données tronquées,
c’est-à-dire quand certaines lignes intersectant l’objet et la source de rayons X ne sont
pas mesurées. Dans ce cas, les méthodes connues pour la reconstruction d’image sont la-
cunaires. Nous étudions dans un premier temps de manière non exhaustive les méthodes
de reconstruction analytique 2D (chapitre 1) et 3D (chapitre 2) connues. Une reconstruc-
tion ne peut pas être stable si l’objet est en dehors de la région de Tuy, correspondant
souvent à l’enveloppe convexe de la trajectoire de la source de rayons X. Il se dégage
que la méthode la plus adaptée aux troncations, notamment transverses, semble être la
méthode DBP (Differentiated Backprojection). Elle nécessite l’utilisation de cordes de la
trajectoire de la source de rayons X. C’est pour cela que nous commençons par étudier
le lien entre enveloppe convexe et ensemble des cordes d’une trajectoire (chapitre 3), un
des objectifs étant le placement de régions d’intérêt reconstructibles par méthode DBP.
Nous étudions ensuite plus particulièrement une classe précise de trajectoires, que nous
appelons les trajectoires n-sin. Au chapitre 4, dans un cadre géométrique, nous étudions
notamment l’union des cordes et de l’enveloppe convexe de ces trajectoires. Puis, au cha-
pitre 5, nous nous intéressons à l’utilisation de la DBP pour ces trajectoires. Nous donnons
des conditions d’utilisation de la DBP pour une reconstruction exacte à partir de ces tra-
jectoires pour diverses troncations (cette thèse traite en partie du cas peu étudié des
troncations à la fois axiales et transverses). En particulier, la trajectoire 2-sin est mieux
adaptée à la méthode DBP que les autres trajectoires n-sin. Il s’avère que même avec des
troncations transverses et dans des zones sans corde, des reconstructions dans l’enveloppe
convexe de la trajectoire de la source de rayons X semblent parfois possibles, ce qui n’est
pas abordé dans la littérature. Nous donnons des débuts d’explication. D’autres pistes
complémentaires (déjà connues de la littérature) sont également évoquées, comme avec la
méthode de Katsevich, efficace pour traiter le cas des troncations axiales même dans des
zones sans corde.
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A.2 Méthode des moindre carrés et gradient conjugué . . . . . . . . . . . . . . 178
A.3 EM-ML . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

B Simulations projet FUI 3D4C-arm 181
B.1 Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

B.1.1 Configuration short-scan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
B.1.2 Configuration less-than-short-scan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

B.2 Simulation : ellipses horizontales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
B.2.1 Less-than-short-scan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

B.3 Simulation : ellipses verticales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
B.3.1 Short-scan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
B.3.2 Less-than-short-scan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

B.4 Analyse des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
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1.4 Différents types d’échantillonnage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.5 Illustration d’une projection fan beam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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5.29 Le fantôme utilisé pour les simulations avec ses densités . . . . . . . . . . . 164
5.30 Une coupe de la reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
5.31 Un profil de la reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
5.32 Une configuration avec deux lignes contaminées . . . . . . . . . . . . . . . 165
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Chapitre 0

Introduction

0.1 Introduction et bref historique

Parmi les prouesses technologiques apparues ou fortement développées au siècle der-
nier se trouve la possibilité de voir “à l’intérieur” d’un objet non transparent. Comme
nous le verrons brièvement, cela a notamment permis de donner naissance à l’imagerie
médicale, aujourd’hui souvent cruciale dans le diagnostic d’un patient ou pour le suivi
d’une opération chirurgicale, et ce grâce à des techniques diverses. Une des plus précises
se nomme tomographie, et, appliquée aux rayons X, est à la base du fonctionnement des
scanners 1 médicaux.

La tomographie, du grec Tomós (τoµoσ section ou coupe) et Graphô (écriture ou
dessin) vise à reconstituer des images 2D ou 3D à partir de projections de dimension
inférieure.

La radiographie produit des images d’atténuation des rayons X à la traversée des
tissus, ce qui peut être considéré comme la première révolution de l’imagerie médicale.
Dans les années 1969-1970 le physicien A.Cormack et l’ingénieur G.Hounsfield ont ima-
giné combiner de multiples radiographies d’un même objet sous différents points de vue
afin de reconstruire la carte d’atténuation des tissus du patient à partir des projections
radiographiques[38] 2. Comme nous le verrons il faut alors résoudre un problème inverse,
par des méthodes itératives ou des méthodes analytiques (formules d’inversion).

Le mathématicien autrichien J.Radon avait dès 1917 introduit l’intégration sur des
hyperplans, outil fondamental de la tomographie (voir chapitre 1 section 1.1.1), et proposé
une formule d’inversion en deux dimensions. Cependant, les méthodes de reconstruction
utilisables en tomographie voient le jour uniquement au début des années 1970, avec du
côté des méthodes analytiques la méthode FBP (Filtered Backprojection, voir chapitre 1
section 1.1.2), d’abord en géométrie parallèle puis en géométrie en éventail au milieu des
années 1970 [37, section 3.4], et du côté des méthodes itératives l’algorithme ART (voir
annexe A pour cet algorithme ; plus largement on peut se reporter à l’ouvrage de référence
de F.Natterer [48], parties 2 et 5, sur les sujets évoqués).

La géométrie 3D (chapitre 2) a commencé à être étudiée dans les années 1980, d’abord
dans le cadre de la géométrie parallèle, plus adaptée au domaine du PET (section 0.3).
La géométrie conique, plus complexe que la géométrie parallèle, s’est développée dans le
milieu des années 1980, avec des résultats analytiques (HK.Tuy[75], D.Finch[27]...) mais

1. De manière rigoureuse, il faudrait parler de scanographe ou de tomodensitomètre.
2. Plus précisément, G.Hounsfield construit un prototype de scanner en 1970 et un scanner commercial

en 1972, et A.Cormack propose une méthode d’inversion en 1963. Les deux hommes recevront le prix
Nobel en 1979.
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qui en dehors de l’agorithme FDK (section 2.2.3) restent peu utilisables en pratique. Il faut
attendre le milieu des années 1990 pour voir des méthodes plus simples à implémenter,
comme celles développées par M.Defrise et R.Clack[19] ou H.Kudo et T.Saito[44]. Cette
thèse se concentrera principalement sur la géométrie conique.

Parallèlement, les méthodes itératives se développent, grâce notamment à l’émergence
des GPU.

La trajectoire de la source de rayons X pour le cas hélicöıdal, toujours en géométrie
conique, a été très étudiée depuis la fin des années 1990 et en 2002 A.Katsevich [39, 40,
42] a apporté des avancées importantes dans le domaine. Ces résultats en géométrie 3D
ont (paradoxalement) relancé la géométrie 2D, notamment pour ce qui est des données
limitées, où l’on travaillera notamment avec des trajectoires circulaires partielles (méthode
DBP, less-than-short-scan...voir chapitre 2). Les problèmes liés aux données manquantes
ont été très étudiés dans les années 1970 et 1980 (problème intérieur, extérieur...voir
chapitre 1 section 1.6.2 ou [48, partie 4] pour les détails), et des approches en géométrie
conique ont été développées pour traiter certaines projections tronquées (axialement) à
la fin des années 1990. Néanmoins, c’est bien dans les années 2000 que les méthodes
principales permettant des reconstructions avec certaines troncations des données sont
développées. Cependant, certaines données manquantes peuvent rendre le problème de
reconstruction impossible. Savoir si une région d’intérêt (Region Of Interest ROI) est
reconstructible ou non n’est pas toujours simple, et cette question nous motivera le long
de cette thèse.

Cet aperçu n’est bien sûr pas exhaustif, et nous aurons l’occasion de naviguer entre
ces méthodes et concepts et donc d’explorer (partiellement) l’histoire de la tomographie
moderne.

0.2 Applications de la tomographie

Bien que nous nous concentrons sur cette thèse sur l’application médicale de la tomo-
graphie, cette discipline trouve son utilité dans d’autres domaines :

� contrôle non destructif (métrologie, production, révision...) ;

� science des matériaux (étude des propriétés à l’échelle microscopique grâce par
exemple à la tomographie en microscopie électronique) ;

� astrophysique (imagerie Zeeman Doppler 3, voir par exemple [23], interférométrie
optique). Dans ce cas on ne se sert pas d’un robot pour changer d’angle de me-
sure, mais de la rotation de la Terre ou des astres mesurés ! Le travail accompli
par RN.Bracewell en radioastronomie dans les années 1950 a d’ailleurs été profi-
table à la tomographie médicale, car on peut le considérer comme le pionnier des
reconstructions pratiques de tomographie [66] ;

� géophysique 4 : la mesure des variations de vitesse des ondes sismiques renseigne sur
la composition ou les variations de température du globe terrestre ;

� mécanique quantique : reconstruction de l’état d’un système quantique à partir de
mesures.

3. Etude du rayonnement magnétique des astres au cours de leur rotation propre, on reconstruit les
raies spectrales.

4. Et également l’océanographie.
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0.3 Les dispositifs de la tomographie et de l’imagerie

médicale

Bien sûr, la radiographie et la tomographie par rayons X ne sont pas les seules moda-
lités de l’imagerie médicale. On peut présenter les techniques suivantes :

IRM L’Imagerie par Résonance Magnétique, développée dans les années 1970, utilise
les moments magnétiques du spin des particules (en particulier le proton des atomes
d’hydrogène) du corps du patient. On mesure la teneur en eau des tissus 5 via la mesure du
temps de relaxation des cellules excitées après avoir été soumises à un champ magnétique
important. Comme le scanner, l’IRM est non invasif, mais contrairement à lui, il est aussi
non irradiant car il n’utilise pas de rayons X [76, chapitre 8].

SPECT Dans la méthode de Single Photon Emission Computed Tomography (en français
TEMP : tomographie par émission monophotonique), le patient absorbe un radiotraceur
qui émettra un rayonnement photonique (ici des rayons gamma et non des rayons X) 6

[25, chapitre 16].

PET Il existe également la méthode Positon Emission Tomography (TEP en français)
où comme pour le SPECT, un radiotraceur est utilisé, et comme pour le SPECT, on parle
d’imagerie fonctionnelle 7 et d’imagerie d’émission 8. Cependant, le radiotraceur n’émet
pas directement des photons mais des positrons (ou positons), qui produiront des photons
en rentrant en collision avec des électrons [76, chapitre 6].

Echographie En échographie, des ultrasons sont émis à travers l’objet et l’on déduira les
zones échogènes des ondes réfléchies [76, chaptre 7]. Prenant sa source dans les années 1930,
l’échographie médicale a beaucoup évolué, et l’échographie 3D du fœtus est maintenant
courante. On parle ici d’imagerie par réflexion.

Tomodensitométrie En tomodensitométrie, technique d’imagerie médicale utilisée dans
cette thèse, le scanner émet des rayons X, qui traverseront un objet et qui perdront du
même coup une certaine intensité. Cette perte d’intensité sera mesurée et l’ensemble des
mesures permettra de calculer les densités des matériaux de l’objet. On peut citer comme
industriels General Electrics, Siemens, Philips ou encore Toshiba.

Il y a plusieurs types de scanners, nous en donnons deux exemples :

C-arm Un C-arm (figure 1, gauche) est un type de scanner relativement
petit, par exemple utilisé en tomographie cardiaque. Les C-arms “standards”
n’ont qu’un nombre limité de degrés de liberté (deux rotations d’axes orthogo-
naux [60]) mais certains sont plus complexes et permettent un grand nombre
de mouvements de la source de rayons X 9. La plupart des entreprises citées

5. Plus précisément, pour de l’imagerie anatomique on mesure la teneur en eau, et pour de l’imagerie
fonctionnelle on mesure la teneur en hémoglobine.

6. C’est un problème mathématique compliqué dont la résolution date seulement de 2001.
7. On s’intéresse au fonctionnement d’un organe mais pas forcément à sa forme.
8. Le rayonnement est émis dans le corps du patient, alors que la radiographie et la tomographie par

rayons X sont des imageries de transmission.
9. Par exemple, des scanners C-arm peuvent avoir un mouvement de translation vertical [64] et hori-

zontal (voir figure 1, gauche).
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précédemment en fabriquent, mais également des sociétés plus petites comme
Ziehm. Les C-arms sont de deux types :

� fixes : précis mais il leur faut une salle dédiée à cause de leur taille
importante. Certains sont fixés au plafond (ceiling-mounted C-arms, [65])
et permettent une rotation autour de l’axe ez ;

� mobiles : plus petits que les C-arms fixes mais plus difficiles à calibrer.

Ils possèdent des capteurs rectangulaires à une des extrémités du bras en C
(donnant le nom au C-arm), et une source de rayons X à l’autre. Une majeure
partie du travail de cette thèse est destinée à la tomographie médicale par
utilisation d’un C-arm 10.

L’utilisation potentielle des C-arms motive en partie cette thèse, à travers
le projet FUI 3D4C-arm. 11

détecteur

source

Figure 1 – Gauche : C-arm mobile [image Siemens annotée, modèle cios select], les flèches
rouges montrent les mouvements possibles pour ce modèle de C-arm (ici deux ro-
tations et deux translations, mais ces mouvements ne sont pas tous possibles sur
chaque C-arm). Droite : O-arm [image CHU Poitiers].

O-arm Comme le C-arm le O-arm est doté de capteurs rectangulaires. Il est
mobile avec une bonne qualité d’image mais reste onéreux. Il sera principale-
ment utilisé pour l’imagerie du cerveau et de la colonne vertébrale.

0.4 Rayons X

0.4.1 Introduction à la physique des rayons X et interaction avec
la matière

Les rayons X sont des ondes électromagnétiques, de longueur d’onde comprise approxi-
mativement entre 10−8m et 10−11m (donc de manière équivalente de fréquence comprise
environ entre 3 ·1016Hz et 3 ·1019Hz, ce qui place les rayons X à une fréquence supérieure
aux rayons ultraviolets mais inférieure aux rayons gamma), produisant un rayonnement

10. Applications diverses : cardiologie, orthopédie, urologie...
11. Ce travail a été soutenu par le Fonds unique interministériel (FUI) et l’Union européenne FEDER

en Auvergne Rhône Alpes (projet 3D4Carm) et par l’ANR (projet ROI ANR-17 CE19-0006-01).
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ionisant. Ils ont été découverts en 1895 par le physicien allemand Wilhelm Conrad Rönt-
gen (ce qui lui vaudra d’ailleurs le premier prix Nobel de physique en 1901). Bien que
l’énergie d’un photon X est approximativement comprise entre la centaine d’eV et la cen-
taine de keV, en tomographie médicale les énergies utilisées sont autour de 70 keV[66]
(pour la santé du patient et pour avoir un contraste de l’image important on restera dans
cet ordre de grandeur).

Production Un filament (généralement de tungstène) parcouru par un courant électrique
émet des électrons. Ils sont accélérés et percutent l’anode (également en tungstène) [76,
chapitre 2]. Leur énergie cinétique va être convertie et il y a alors production de rayons
X (et de chaleur) de deux manières :

� les électrons vont exciter les atomes du métal (en expulsant certains de leurs électrons).
Ces derniers vont émettre des rayons X en revenant à leur état fondamental.

� Les électrons sont ralentis dans l’anode, cela crée un rayonnement de freinage com-
portant des rayons X (même si la grande majorité de l’énergie va être convertie en
chaleur).

Les rayons X, sous forme de photons, vont interagir avec la matière de deux façons
différentes 12 [66] :

� par effet photoélectrique (aux faibles énergies, < 50 keV), phénomène d’absorption ;

� par effet Compton (aux hautes énergies, > 110 keV), phénomène de diffusion

L’effet photoélectrique intervient lorsqu’un photon rencontre un électron d’une couche
“proche” du noyau de l’atome. L’énergie du photon transmise à l’électron l’éjecte. L’électron
va être remplacé par un autre électron venant d’une couche électronique supérieure, ce
dernier cédant de l’énergie en émettant un photon de fluorescence ou en expulsant un
autre électron (électron d’Auger). L’atténuation d’un rayon X traversant un milieu est
donc liée à la densité (électronique) de ce milieu.

L’effet Compton apparâıt lors de la rencontre entre un photon et un électron faiblement
lié au noyau. Le photon va transmettre son énergie à l’électron, changer de direction et aug-
menter sa longueur d’onde (il est diffusé, et comme pour l’effet photoélectrique l’électron
est éjecté). Le rayonnement en sortie de l’objet sera alors constitué d’un rayonnement
primaire, de même direction que le faisceau d’entrée, et d’un rayonnement secondaire, dû
à la diffusion et de direction différente. Ce rayonnement secondaire va détériorer la qua-
lité de l’image reconstruite et être la source de radiations pouvant atteindre le personnel
médical et des organes du patient non concernés par l’examen.

Ces deux effets seront liés à la fonction d’atténuation linéique µ (voir section 0.5).

0.4.2 Hypothèses de modélisation

La modélisation d’un phénomène physique ne peut se faire que sous certaines ap-
proximations et hypothèses [2] [25, chapitre 3]. Lors d’une acquisition des données, on
supposera ainsi que :

12. Pour être exhaustif, on peut également parler de la diffusion de Rayleigh et de la création de paires,
mais ces phénomènes sont négligeables pour les énergies utilisées en tomographie médicale (par exemple
la production de paires se produit pour des énergies au-delà du MeV).
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� chaque rayon X est infiniment fin et monochromatique ;

� les détecteurs sont parfaits, c’est-à-dire qu’on néglige le bruit 13 ;

� le corps mesuré reste immobile pendant la mesure ;

� les rayons X ont une trajectoire parfaitement rectiligne ; par exemple, on suppose
qu’il n’y a pas de réfraction ou de diffraction.

Certaines études tiennent compte d’hypothèses plus réalistes et tentent de les intégrer au
modèle (par exemple concernant le diffusé), mais dans cette thèse nous nous bornerons à
ces hypothèses.

0.4.3 Rayons X et dose

Un intérêt de la reconstruction de région d’intérêt avec des données tronquées peut
être de diminuer la dose de radiation à laquelle le patient et le corps médical sont exposés.
On ne cherchera pas, dans le cadre de cette thèse, à quantifier cette dose 14.

On peut noter que même si les rayons X utilisés en tomographie sont moins intenses
que ceux utilisés en radiographie, la durée d’exposition est bien plus longue, ce qui fait
que la dose délivrée est plus importante par un scanner que par un radiographe.

On peut, à titre d’exemple, mentionner les doses suivantes (en JRN, jours de rayon-
nement naturel, qui correspondent à la dose radioactive naturelle reçue chaque jour par
un humain, source IRSN) :

� Radiographie du poumon : 7

� Mammographie : 20

� Scanner du crâne : 300

� Scanner du thorax : 900

0.5 Fonction d’atténuation

Nous allons maintenant commencer la modélisation mathématique du problème de
reconstruction en introduisant la fonction d’atténuation (pour cette section on peut par
exemple se reporter à [25, chapitre 3]). Dans un scanner médical, une source envoie des
rayons X à travers le corps d’un patient. Selon les atomes qui composent une matière et
leur arrangement, ces rayons X vont être plus ou moins absorbés (voir paragraphe 0.4.1
pour l’explication physique). On parlera d’atténuation de l’intensité du rayon (l’intensité
d’un rayon X étant un flux quantifié par l’énergie du rayon, constante dans le cas d’un
rayonnement monochromatique, multiplié par le nombre de photons reçus par unité de
temps). En mesurant cette atténuation en différents points on pourra déduire la capacité
d’absorption (qui correspond comme on l’a vu paragraphe 0.4.1 à une densité, à un facteur
multiplicatif près) des matières et donc par exemple la position des organes, d’une infection
ou d’une tumeur. On notera µ la fonction d’atténuation (linéique) qui s’appliquera à un

13. On se place dans un cas idéal avec des données non bruitées (sauf pour certaines simulations). On
parle ici de bruit découlant de phénomènes physiques, mais cela ne suffit pas à supprimer les problèmes
de stabilité ou de précision des schémas numériques.
14. Cette tâche est très difficile à faire de manière non empirique.
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point de l’espace x avec x = (x, y) en 2D et x = (x, y, z) en 3D. La loi de Beer-Lambert
stipule que pour l’intensité de sortie Is d’un faisceau de rayons X le long d’une droite L :

Is = Iee
−

∫
x∈L µ(x)dL (1)

avec Ie l’intensité d’entrée (voir figure 2).

Ie Is

µ, L

Is = exp(−µL)Ie

Ie Is

µ1, L1 µN , LN

Is = exp
(
−∑N

i=1 µiLi

)
Ie

Ie Is

x

Is = exp
(
−
∫
µ(x)dx

)
Ie

Figure 2 – Loi de Beer-Lambert appliquée dans plusieurs cas. Droite : Pour un objet homogène.
Milieu : Pour une juxtaposition d’objets homogènes. Gauche : Le long d’une ligne
pour un objet hétérogène.

Cette atténuation sera exprimée en cm−1 ou en Hounsfield HU, cette dernière unité
étant directement liée au coefficient d’atténuation de l’eau.

Dans l’ordre croissant d’atténuation, on peut citer à titre d’exemple l’air 15 (-1000 HU),
la graisse, l’eau (0 HU), les muscles, le sang et les os (1000 HU).

L’objectif de la reconstruction tomographique est la détermination des coefficients
d’atténuation µ(x) 16, avec x un point de l’objet mesuré, à partir des mesures des différences
d’intensité (entrée/sortie) de ces rayons. On a vu que ces mesures (équation (1)) don-
naient accès aux intégrales de ligne, le long d’un rayon X, de la fonction d’atténuation
(
∫
x∈L µ(x)dL pour une ligne L). Tout l’enjeu est alors de déterminer les lignes nécessaires

à la reconstruction et les méthodes de reconstruction correspondantes.

0.6 Brève discussion sur la stabilité et la notion de

problème mal posé

Dans cette thèse, notre souhait est de travailler 17 (en 2D comme en 3D) sur des
méthodes de reconstruction permettant une reconstruction “exacte”, c’est-à-dire des méthodes
analytiques qui, appliquées dans des conditions idéales (hypothèses physiques parfaite-
ment valides...) avec des données suffisantes 18, permettent de reconstruire l’objet (quel
qu’il soit) à l’identique. Pour exprimer cela de manière plus rigoureuse, une idée peut
être de lier la notion de reconstruction exacte au problème bien posé, que nous allons
définir. Néanmoins, nous verrons que cette association est trop restrictive et en pratique
impossible à utiliser.

Hadamard donne au début du XXe siècle [34] la définition d’un problème bien posé :
on dit que le problème d = Af est bien posé, avec A un opérateur linéaire continu et d
les données du problème, s’il y a existence, unicité et stabilité de la solution f . Dire que

15. En pratique, on néglige donc l’atténuation due à l’air.
16. Par abus de langage, on pourra quelquefois, dans notre modèle, parler de densité pour qualifier

µ(x). Les valeurs des fantômes utilisés en tomographie désignent souvent des densités (par exemple [68]).
17. En dehors des simulations où des méthodes itératives seront souvent utilisées.
18. La notion de données suffisantes est elle aussi difficile à définir, même si elle se base globalement

sur le noyau de l’opérateur linéaire liant les données à l’objet dans le problème tomographique.
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f est stable signifie que f est continu par rapport à d. Cela a pour conséquence qu’un
léger bruit dans les données impliquera une légère différence (et pas plus) de la solution
calculée par rapport à la solution réelle. Notons que nous parlons ici de stabilité analy-
tique, et non numérique, c’est-à-dire que même pour un problème bien posé un schéma
numérique peut diverger. Du point de vue de l’opérateur linéaire continu A, un problème
bien posé implique la surjectivité (existence d’un inverse à droite 19) et l’injectivité (exis-
tence d’un inverse à gauche19) de A ainsi que la continuité de son inverse. Enfin, quand
il y a injectivité et pas surjectivité (par exemple à cause de la redondance des données
de d), l’inverse à gauche de A n’est pas forcément unique : c’est en partie cela qui ex-
plique la diversité des méthodes de reconstruction tomographique ainsi que la possibilité
de reconstruction avec données tronquées.

Dans un problème mal posé (c’est-à-dire qui n’est pas bien posé), on risque de voir
l’apparition d’artefacts (défauts) sur l’image, voire de ne pas pouvoir reconstruire du tout.
On peut néanmoins noter (voir [48, IV.1] pour les définitions) qu’il y a plusieurs classes
de problèmes mal posés (modeste, moyen et sévère) plus ou moins problématiques. Leur
classement dépend de l’opérateur A mais aussi de la différentiabilité de la solution f .

Le problème tomographique est un problème mal posé : toute méthode de recons-
truction peut être instable, et il faut alors faire intervenir certains espaces de Sobolev
au sein desquels il y a stabilité (voir par exemple [27]). En effet, si, pour un espace de
dimension finie, les normes sont équivalentes, ce n’est pas le cas des espaces de dimension
infinie. Cela signifie qu’un opérateur défini sur un espace de dimension infini peut être
qualifié d’instable pour une norme et stable pour une autre (voir par exemple [4, section
2.2]). On cherchera donc autant que possible 20, à identifier les régions et les méthodes de
reconstruction garantissant existence, unicité et stabilité de l’inversion du problème as-
socié pour tout point de ces régions (pour tout point x de ces régions l’identification d’un
unique f(x) à partir des mesures disponibles est possible et f(x) dépend continûment
des données).

19. Un opérateur linéaire Bd (resp. Bg) est un inverse à droite (resp. à gauche) de A si ABd = I (resp.
BgA = I), avec I l’opérateur identité.
20. En pratique, il peut être impossible d’utiliser les “bons” espaces fonctionnels, par exemple à cause

du bruit.



Chapitre 1

Tomographie en deux dimensions et
introduction au problème de
reconstruction de région d’intérêt
avec troncations

1.1 Transformée de Radon et géométrie parallèle

1.1.1 Transformée de Radon

Définition et introduction à la géométrie parallèle

Nous traitons ici uniquement de la transformée de Radon 2D, la transformée de Radon
3D sera traitée dans le chapitre suivant.

La transformée de Radon est un outil fondamental en tomographie. Elle résulte de
la loi d’atténuation de Beer-Lambert (voir chapitre 0 section 0.5) et correspond en 2D à
l’intégrale de ligne de la fonction d’atténuation (que nous noterons à partir de maintenant
f) sur la droite qui joint la source de rayons X au détecteur. Elle est donc à la base du
processus de reconstruction des densités de l’objet. La fonction f sera choisie dans l’espace
de Schwartz S(R2) 1. Pour une ligne L du plan, la transformée de Radon (de R2) peut
s’écrire :

Rf(L) déf
=

∫
x∈L

f(x)dL (1.1)

Pour une ligne de normale α à une distance r de l’origine, l’équation (1.1) peut se réécrire :

Rf(α, r) déf
=

∫
R2

δ(α · x− r)f(x)dx =

∫
y∈α⊥

f(rα+ y)dy (1.2)

avec α⊥ = {y ∈ R2|y ·α = 0} et δ la distribution de Dirac.
On peut également considérer deux vecteurs unitaires du plan, orthogonaux entre eux,

paramétrés par un angle ϕ ∈ [0, π[ :

αϕ
déf
=
(
cosϕ, sinϕ

)
βϕ

déf
=
(
− sinϕ, cosϕ

)
(1.3)

1. L’espace de Schwartz est l’espace des fonctions f infiniment dérivables telles que toutes les dérivées
de f sont à décroissance rapide. Pour nous, la fonction f sera en fait à support compact car f(x) = 0 si
x n’est pas dans l’objet, qui sera modélisé par une partie fermée et bornée du plan (voir section 1.6).

29
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Avec les vecteurs de l’équation (5.8), un point x du plan est représenté par les coordonnées
(r, s) ∈ R2 2 dans la base orthonormée (αϕ,βϕ) : x = (x ·αϕ)︸ ︷︷ ︸

r

αϕ + (x · βϕ)︸ ︷︷ ︸
s

βϕ. Quand

cela n’apporte pas de confusion, on utilisera juste les notations α et β.

On peut définir alors la ligne considérée précédemment comme une ligne
=

Lϕ,r portée
par le vecteur unitaire βϕ et passant par le point de coordonnées rαϕ(voir figure 1.1) :

=

Lϕ,r
déf
= {rαϕ + sβϕ|s ∈ R} (1.4)

L’application de la transformée de Radon (équation (1.1)) à une ligne
=

Lϕ,r est alors :

Rf(ϕ, r) =
∫ +∞

−∞
f(rαϕ + sβϕ)ds (1.5)

On pourra aussi utiliser la notation Rϕf(r) à la place de Rf(ϕ, r).
La géométrie parallèle a été la première utilisée en tomographie. Elle est bien adaptée

au traitement mathématique des données, mais elle est peu efficace du point de vue de
l’acquisition de ces données. Une source de rayons X effectue alternativement translations
(correspondant aux différentes valeurs de r) et rotations (correspondant aux différentes
valeurs de ϕ), en émettant un faisceau unidirectionnel (voir figure 1.2).

r

s
x

=

Lϕ,r

ϕ

αϕ

βϕ
ey

ex

Figure 1.1 – Représentation de la ligne
=
Lϕ,r passant par x. Le cercle noir représente le cercle

unité et (ex, ey) est la base canonique de R2.

r

détecteur

r

ϕ1

ϕ2

objet

Figure 1.2 – Schéma d’une géométrie parallèle avec deux angles ϕ représentés. La source (ici

représentée par un triangle noir) émettra un rayon X porté par une ligne
=
Lϕ,r.

2. On peut aussi représenter x par (r, ϕ), dans ce cas on parlera de coordonnées sinogrammes.
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Une projection en géométrie parallèle p(ϕ, .) (notée aussi pϕ(.)) est un ensemble d’intégrales
de lignes telles que :

p(ϕ, r)
déf
= Rϕf(r) (1.6)

Les différentes intégrales de ligne sur les lignes
=

Lϕ,r, donc l’ensemble des valeurs p(ϕ, r),
formeront une image appelée le sinogramme (un exemple est donné figure 1.3 avec le
fantôme Shepp-Logan). Le problème de reconstruction tomographique est donc celui de
l’inversion de la transformée de Radon.

y

x

ϕ

r

Figure 1.3 – Gauche : Le fantôme Shepp-Logan [68], très couramment utilisé dans les simu-
lations en tomographie. Droite : Le sinogramme de ce fantôme en géométrie pa-
rallèle.

Théorème de la section centrale

Un des théorèmes fondamentaux en tomographie est celui de la section centrale (ou
théorème de coupe projection) [25, chapitre 6]. Il lie la transformée de Radon et la fonction
d’atténuation dans le domaine de Fourier 3.

∀ρ ∈ R,∀ϕ ∈ [0, 2π[, R̂ϕf(ρ) = f̂(ρα) (1.7)

On utilise ici un abus de notation, la transformée utilisée pour R̂ϕf(ρ) est unidimension-

nelle alors que celle de f̂(ρα) est bidimensionnelle 4.
Ce théorème implique directement une méthode de reconstruction (par calcul de la

transformée de Fourier des intégrales de lignes puis par utilisation de l’équation (1.7)
et enfin par inversion de la transformée de Fourier), appelée parfois reconstruction de
Fourier bidimensionnelle [8]. Bien que pertinente dans les années 1960 et 1970, grâce
au développement de l’algorithme de la transformation de Fourier rapide, elle souffre
de problèmes d’interpolation qui la rendent moins précise (bien que plus rapide) que la
méthode FBP[8] (présentée dans la section suivante). Pour cette raison, elle est aujourd’hui
peu utilisée en tomographie 2D.

1.1.2 Rétroprojection des projections filtrées (FBP)

La rétroprojection est l’opérateur dual de la projection. Elle consiste à sommer (donc
à intégrer dans le cas continu), pour les différents angles des mesures, les transformées

3. Dans ce théorème ϕ ∈ [0, 2π[ car il est facile d’étendre les concepts vus pour ϕ ∈ [π, 2π[, en notant

que
=

Lϕ,r =
=

Lϕ+π,−r et que donc Rf(ϕ, r) = Rf(ϕ+ π,−r).
4. Dans la littérature on trouve plusieurs conventions pour la transformée de Fourier, dans cette thèse

nous choisissons d’écrire, pour x ∈ Rn, ξ ∈ Rn : f̂(ξ) =
∫ +∞
−∞ f(x) exp(−2π i⟨x, ξ⟩)dx.
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de Radon le long des lignes passant à travers le point considéré. La rétroprojection sera
utilisée principalement avec des projections filtrées (de nombreuses manières différentes),
car la rétroprojection brute donne de mauvais résultats 5 [8].

La rétroprojection des projections filtrées (Filtered BackProjection en anglais, d’où
le sigle FBP) est une technique de reconstruction classique qui a été développée dans les
années 1970, d’abord en radioastronomie puis en tomographie médicale [48, chapitre 5]. Le
nom anglais peut être trompeur car seules les projections sont filtrées (via un produit de
convolution avec un noyau), et la rétroprojection agit ensuite sur ces projections filtrées.
Les méthodes d’inversion de la transformée de Radon sont néanmoins nombreuses, on
pourra se rapporter par exemple à [48].

Dans ce chapitre, les résultats pourront généralement être retrouvés dans [12] qui
dresse une revue de la tomographie 2D jusqu’au début du XXIe siècle (inclus). Comme
d’autres méthodes présentées, nous n’utiliserons pas la FBP 6 dans cette thèse, ce qui
explique pourquoi nous n’aborderons pas certains points. Néanmoins, il nous parâıt in-
dispensable d’évoquer certaines méthodes fondamentales. Jusqu’à la fin de la section 1.5,
on considère que le détecteur, recevant les rayons X émis par la source, est aussi grand
que voulu, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de donnée manquante.

La reconstruction par FBP s’écrit [52] :

f(x) =

∫ π

0

∫ +∞

−∞
p̂ϕ(ρ)e

−2 iπρα·x|ρ|dρdϕ (1.8)

On peut décomposer cette reconstruction en deux étapes. Premièrement, l’opération de
filtrage :

pF (ϕ, r)
déf
=

∫ +∞

−∞
p̂ϕ(ρ)e

−2 iπρr|ρ|dρ (1.9)

Deuxièmement, la rétroprojection :

f(x) =

∫ π

0

pF (ϕ, r)|r=α·xdϕ (1.10)

On peut aussi écrire l’opération de filtrage sous la forme suivante :

pF (ϕ, r) =

∫ +∞

−∞
p(ϕ, r′)kR(r − r′)dr′ = (p ∗ kR)(ϕ, r) (1.11)

kR est le filtre rampe, s’écrivant dans l’espace de Fourier :

∀ρ ∈ R, k̂R(ρ) = |ρ| (1.12)

On peut remarquer que l’équation (1.9) ne peut pas être implémentée de manière
“näıve” (directe), à cause du comportement divergent du filtre rampe dans l’espace de
Fourier. Cela signifie que l’amplification des hautes fréquences diverge quand elles tendent
vers l’infini. Quelques pistes sur l’implémentation du filtre rampe sont décrites en annexe
C.2.

Nous introduisons maintenant le noyau de Hilbert kH tel que

∀r ∈ R∗(= R \ {0}), kH(r) déf
=

1

πr
(1.13)

5. Les régions de haute densité produisent des artefacts.
6. Dans la littérature, de nombreuses méthodes sont qualifiées de FBP (dans le sens où on rétroprojette

des données filtrées) mais nous adoptons une définition restreinte, en parallèle comme dans le cas fan
beam (section 1.2.4).
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de transformée de Fourier k̂H(ρ) = − i sgnρ [43](section 5.2). Il peut être lié au filtre
rampe kR :

∂

∂r
kH(r) =

∂

∂r

(∫ +∞

−∞
− i sgn(ρ)e2π i ρrdρ

)
(1.14)

=

∫ +∞

−∞
− i sgn(ρ)(2π i ρ)e2π i ρrdρ (1.15)

= 2π

∫ +∞

−∞
sgn(ρ)ρ︸ ︷︷ ︸

|ρ|

e2π i ρrdρ (1.16)

= 2πkR(r) (1.17)

Ainsi on peut lier les projections filtrées par le filtre rampe pF avec les projections
filtrées par le filtre de Hilbert pH :

pF (ϕ, r) =
1

2π

∂

∂r
pH(ϕ, r) (1.18)

avec
pH(ϕ, r) = (p ∗ kH)(ϕ, r) (1.19)

Nous pouvons noter ici que le produit de convolution par le filtre de Hilbert (équation
(1.19)) correspond à une transformée de Hilbert qui sera développée section 1.5.2. Des
équations (1.18) et (1.10) on peut déduire une autre écriture de la formule FBP :

f(x) =
1

2π

∫ π

0

∂

∂r
pH(ϕ, r)|r=α·xdϕ (1.20)

1.2 Géométrie fan beam

1.2.1 Définition générale et détecteur

La géométrie en éventail, fan beam en anglais 7, est apparue après la géométrie pa-
rallèle, lors de la deuxième génération de scanners, en 1972[38]. La source de rayons X
sera en rotation autour d’un centre et produira un faisceau de rayons X en éventail.

source

∆γ

source

∆u

Figure 1.4 – Gauche : Echantillonnage équiangulaire pour détecteur circulaire à pas angulaire
∆γ. Droite : Echantillonnage à espacement linéaire constant ∆u.

Le détecteur mesure l’intensité des rayons X en sortie de l’objet (d’un point de vue
technique, dans les années 1970, un détecteur était un scintillateur ou un détecteur à

7. Nous garderons le nom anglais, plus “fluide”.
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gaz [8]). Le détecteur peut être courbe 8 ou linéaire. On peut rajouter que dans le cas
d’un détecteur en arc de cercle, l’échantillonnage est souvent fait à pas angulaire d’ou-
verture de source constant, alors que dans le cas d’un détecteur linéaire on sera à pas
linéaire constant (voir par exemple [37, chapitre 3 section 3.4]). On parlera respective-
ment d’échantillonnage équiangulaire ou à espacement linéaire constant (voir figure 1.4).
Les problèmes d’échantillonnage sont souvent importants dans les méthodes numériques,
et la tomographie n’y échappe pas. Néanmoins ces problématiques ne seront pas étudiées
dans cette thèse, et les simulations seront effectuées (au chapitre 5 et en annexes) sur des
détecteurs linéaires (plans en 3D), donc avec un espacement linéaire constant.

Pour une position de source S̄ ∈ R2 on introduit la transformée en rayon divergent
(2D) :

Df(S̄,β) déf
=

∫ +∞

0

f(S̄ + sβ)ds,β ∈ S1 (1.21)

avec S1 le cercle unité.

La projection fan beam ḡ(S̄, .) peut être définie à partir de la transformée en rayon
divergent 2D (une paramétrisation est donnée figure 1.5) :

ḡ(S̄,β)
déf
= Df(S̄,β) (1.22)

S̄
β

Figure 1.5 – Illustration d’une projection fan beam. Un rayon X, parallèle à β, issue de la
source S̄ traverse un objet et atteint le détecteur (ici linéaire).

1.2.2 Trajectoire de la source de rayons X

En géométrie fan beam (resp. conique en 3D, voir chapitre 2), la source de rayons X
se déplacera le long d’une courbe paramétrée du plan (resp. de l’espace). Nous définissons
la fonction S, qui associe à un réel λ une position de la source :

S : Λ ⊂ R → Rn

λ 7→ S(λ)
(1.23)

avec n = 2 en géométrie fan beam et n = 3 en géométrie conique. Nous adopterons la
notation Sλ pour S(λ). Nous utiliserons parfois la notation Sλ pour désigner une position
de source quelconque, sans se référer à un Λ particulier.

Nous pouvons définir à partir de la fonction S une trajectoire de source SΛ, corres-
pondant à la courbe paramétrée définie par l’application de S à Λ :

SΛ
déf
= {Sλ|λ ∈ Λ} (1.24)

8. Aussi appelé détecteur en arc de cercle, introduit à la troisième génération de scanners [38].



1.2. GÉOMÉTRIE FAN BEAM 35

La fonction S sera continue, et, sauf exception (par exemple section 1.7.3), Λ sera un
intervalle de R. Dans ce cas SΛ sera qualifiée de trajectoire continue et connexe 9. Afin
d’éviter des trajectoires trop exotiques, S sera (par défaut) différentiable par morceaux 10.

1.2.3 Géométrie fan beam circulaire

Historiquement, en géométrie fan beam, la source a majoritairement décrit un mou-
vement circulaire, car cela était le plus simple et logique du point de vue de l’acquisition
des mesures. La trajectoire de la source s’écrit alors, pour un rayon R > 0 :

SΛ = {R cosλ,R sinλ|λ ∈ Λ} (1.25)

Pour l’instant (et jusqu’à la section 1.4) on considère que Λ = [0, 2π[, c’est-à-dire que
la source décrit un cercle entier, et on parlera de trajectoire circulaire complète.

Sλ

détecteur

SΛ

objet
λ

γm

γm

γ
R

SΛ

Sλ

>

βλ,γ

>

Lγ,λ

Figure 1.6 – Gauche : Schéma d’une géométrie fan beam à détecteur courbe avec une source de
position Sλ décrivant une trajectoire circulaire complète. Droite : Schéma d’une

paramétrisation de géométrie fan beam , à source Sλ et avec une ligne
>
Lλ,γ (de la

même direction que
>
βλ,γ) issue de cette source. L’angle γ est compté comme les

autres angles dans le sens trigonométrique (contrairement à [52] par exemple), γ
est donc négatif sur ce schéma.

Le détecteur sera alors en rotation autour du même centre que la trajectoire de la
source 11 (voir figure 1.6(gauche)). Une autre façon de dire cela est de considérer la source
et le détecteur comme un ensemble rigide. Le détecteur imposera un secteur angulaire
et un angle d’ouverture maximale γm avec γm ∈ [0, π/2], γm = π/2 correspondant à la
géométrie fan beam “classique” (plus d’explications sur les liens entre le détecteur et γm
à la section 1.3).

La paramétrisation de la géométrie fan beam avec trajectoire circulaire de la source

peut être faite comme sur la figure 1.6. On définit le vecteur
>

βλ,γ
déf
= −(cos(λ+ γ), sin(λ+

9. La notion de connexité en analyse et en topologie peut être complexe, il pourrait être plus rigoureux
de parler de connexité par arcs, mais notre but ici est juste de différencier les trajectoires constituées
d’un seul “morceau” des autres.
10. Le lecteur doit garder à l’esprit que les trajectoires définies ainsi sont potentiellement des

modélisations d’un système réel. Nous insisterons dans les propriétés sur les notions de continuité,
connexité et de trajectoire bornée, mais dès que nous employons le terme de trajectoire nous considérons
par défaut une courbe différentiable (et continue) par morceaux.
11. On peut imaginer des cas avec un autre comportement et une autre position de détecteur (voir par

exemple [62]), mais une grande partie de cette thèse repose sur la configuration donnée.
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γ)), avec γ ∈ [−γm, γm], λ ∈ Λ. Á partir du vecteur
>

βλ,γ on peut définir la ligne en

géométrie fan beam
>

Lλ,γ :
>

Lλ,γ
déf
= {l

>

βλ,γ + Sλ|l ∈ R+} (1.26)

avec Sλ = (R cosλ,R sinλ).

On peut ainsi donner une définition de la projection fan beam adaptée à cette confi-
guration :

>
g(λ, γ)

déf
=

∫ +∞

0

f(Sλ + s
>

βλ,γ)ds (1.27)

Néanmoins, la formulation de l’équation (1.27) est globalement restreinte à la trajec-
toire circulaire. Pour une trajectoire SΛ plus générale il est possible d’utiliser le vecteur
βϕ, introduit pour la géométrie parallèle équation (5.8) :

g(λ,βϕ)
déf
= ḡ(Sλ,βϕ)

=

∫ +∞

0

f(Sλ + sβϕ)ds (1.28)

avec ϕ ∈ [λ, λ+ π].

1.2.4 Reconstruction FBP en géométrie fan beam

Á l’instar de la géométrie parallèle, il existe une formule de reconstruction FBP en
géométrie fan beam , légèrement plus complexe car elle fait apparâıtre des pondérations.
Pour une trajectoire circulaire :

f(x) =
1

2

∫ 2π

0

1

∥x− Sλ∥2
∫ λ+π

λ

R sin(ϕ′ − λ)g(λ,βϕ′)kR(sin(ϕ− ϕ′))dϕ′dλ (1.29)

avec ϕ = arg(x−Sλ)− π/2, arg désignant la fonction argument (donnant l’angle entre le
vecteur considéré et ex).

Pour une droite et un point de l’objet donnés, deux rayons X seront émis et me-
surés venant de deux positions de sources différentes, comme montré figure 5.16. Il y aura
donc deux contributions identiques (dans une configuration parfaite sans bruit) qui seront
moyennées par le coefficient 1

2
de l’équation (1.29). On peut noter que ce coefficient n’ap-

parâıt pas dans la FBP parallèle (équation (1.8)) mais que dans ce cas la rétroprojection
se fait seulement sur l’intervalle [0, π].

La formulation présentée équation (1.29) est celle présentée dans [12], et utilise la
projection fan beam formulée équation (1.28). Il est possible d’adopter une autre approche,
adaptée particulièrement à la trajectoire circulaire (équation (1.27)), comme on trouve
par exemple dans [37, chapitre 3 équation (88)] :

f(x) =
1

2

∫ 2π

0

1

∥x− Sλ∥2
∫ γm

−γm
g(λ, γ′)k̃R(γ − γ′)R cos γ′dγ′dλ (1.30)

avec γ = arg(−x+ Sλ)− λ et k̃R(γ)
déf
=

(
γ

sin γ

)2

kR(γ)
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γmSλA
L

SλB

Figure 1.7 – La ligne L est mesurée deux fois : une fois via le rayon X émis par SλA et une
fois par celui émis par SλB .

1.3 Champ de vue ou Field of view (FOV)

Avant de continuer à décrire les méthodes de reconstruction classique, il nous semble
utile ici de définir la notion de champ de vue. Jusqu’à présent, la question de la zone
mesurée, “vue” par la source, ne se posait pas. Nous commençons par donner une définition
d’une ligne mesurée.

Définition 1. Une ligne (demi-droite en géométrie divergente) est dite mesurée quand
elle intersecte à la fois une position de source Sλ et le détecteur.

Plus concrètement, quand un rayon X a été émis par une source et que l’intensité
de sortie correspondante a été mesurée par un détecteur, la ligne mesurée associée est
la ligne passant par le point de mesure et le point d’émission. En 2D, d’un point de
vue mathématique, cela signifie qu’on connâıt la transformée de Radon de la fonction de
densité le long de la ligne considérée.

Nous pouvant alors noter FOVλ l’éventail (cône en 3D) visible depuis la source Sλ, plus
précisément l’union des lignes mesurées issues de Sλ. Le détecteur limitera cet éventail
(voir figure 1.8) 12. Le détecteur étant plat ou circulaire, FOVλ sera toujours convexe.

Ld

Sλ

γm D

Ld

Sλ

Dγm

Figure 1.8 – Détecteurs avec une source Sλ émettant un faisceau de rayons X. Ld est la largeur
du détecteur et D la distance entre la source et le centre du détecteur. Gauche :
Cas d’un détecteur linéaire. Droite : Cas d’un détecteur en arc de cercle.

Dans le cas d’une source avec un faisceau en éventail on utilisera la notion de secteur
angulaire défini par l’intervalle angulaire [−γm, γm] avec γm l’angle d’ouverture maximale
de la source (voir figure 1.6(droite)).

De la figure 1.8 (gauche) on peut déduire que dans le cas d’un détecteur linéaire :

γm = arctan

(
Ld
2D

)
(1.31)

12. On parle même parfois de champ de vue détecteur.
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De la figure 1.8 (droite) on peut déduire que dans le cas d’un détecteur en arc de cercle :

γm =
Ld
2D

(1.32)

Les approches habituellement choisie dans la littérature sont alors de caractériser le
FOV ainsi : une ligne est mesurée si et seulement si elle intersecte le FOV, ou bien, toute
ligne intersectant le FOV est mesurée. Nous choisissons néanmoins une autre définition,
où une ligne peut être mesurée sans intersecter le FOV et où une ligne peut ne pas être
mesurée en intersectant le FOV (voir définition 2 et figure 1.9). L’idée de notre définition
est qu’un point du FOV est “vu” par toutes les sources (chaque ligne passant par ce point
et une source est mesurée).

Définition 2. Le field of view (champ de vue en français) est défini par FOV
déf
=
⋂
λ∈Λ

FOVλ.

Sλ1
Sλ2

FOVλ2 FOVλ1

FOV

Figure 1.9 – Un FOV avec des détecteurs en arc de cercle à partir de deux sources. Une ligne
horizontale intersectant ce FOV ne sera pas mesurée.

On peut étendre cette définition du FOV à la géométrie parallèle en considérant les
projections comme venant de sources placées à l’infini (voir figure 1.10, gauche).

Pour une trajectoire circulaire, le FOV formera habituellement un disque (ce n’est pas
toujours le cas, par exemple pour certaines trajectoires circulaires non entières, comme
pour la configuration du less-than-short-scan section 1.4.2). Dans ce cas le rayon de ce
disque sera appelé RFOV.

ϕ = 0o

ϕ = 90o

ϕ = 135o

ϕ = 45o

FOV

FOV

Sλ2

Sλ3Sλ1

détecteur

Figure 1.10 – Gauche : Exemple de construction d’un FOV pour une géométrie parallèle. Les
lignes délimitent les projections. Droite : FOV pour une géométrie circulaire
fan beam avec 3 positions de source. Avec toutes les positions de source de la
trajectoire circulaire, le FOV serait défini par le cercle en tirets.
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Remarque On peut avoir plusieurs sources ou positions de sources et de détecteurs,
définissant donc plusieurs FOVλ, mais avoir un FOV vide, si l’intersection des FOVλ

l’est. De plus, le FOV se réduit quand on rajoute des positions de source.

Du début de ce chapitre, jusqu’à la section 1.6, l’objet est considéré dans le FOV 13.
Nous introduisons également la notion de point entièrement mesuré 14.

Définition 3. Un point est dit entièrement mesuré quand toutes les lignes (resp. les plans
en 3D) passant à travers ce point sont mesurées.

Comme pour la méthodes FBP (section 1.2.4), nous verrons que pour les méthodes
short-scan (section 1.4.1), less-than-short-scan (section 1.4.2) et DBP (section 1.5), un
point doit être entièrement mesuré pour être reconstruit (condition nécessaire mais non
suffisante). De manière plus globale, comme souligné dans [12], une collection infinie de
projections non tronquées amène à une reconstruction unique 15 [48]. Néanmoins, cette
reconstruction peut être instable. Pour reconstruire un point de manière stable 16, il faut
qu’il soit entièrement mesuré [27].

Remarque Comme évoqué section 1.3, il aurait aussi été possible de choisir pour
définition du FOV l’ensemble des points entièrement mesurés (c’est-à-dire qu’avec cette
définition, chaque ligne intersecant le FOV est mesurée).

1.4 Trajectoires circulaires partielles : cas du short-

scan et du less-than-short-scan

1.4.1 Configuration du short-scan

Certains dispositifs tomographiques, comme le C-arm 17 ne permettent pas une rota-
tion complète autour du patient, la source ne peut donc pas effectuer un cercle entier.
Certaines autres raisons (réduction de dose, durée du scan...) peuvent également amener
à vouloir acquérir les données sur un secteur plus restreint que le cercle entier.

Comme précisé sous-section 1.2.4, lors de l’acquisition des projections pour un cercle
complet, chaque ligne passant par le FOV est mesurée deux fois. Or pour que la recons-
truction soit possible ces lignes ont juste besoin d’être mesurées une fois.

Au lieu d’acquérir les mesures sur 360o, comme cela a été le cas depuis le début
de la section 1.2 l’idée pour le short-scan est alors de le faire sur 180o + 2γm, avec ici
γm = arcsin

(
RFOV

R

)
(voir figure 1.11, RFOV étant le rayon du FOV circulaire et R le rayon

de la trajectoire circulaire). L’objet est toujours dans le FOV et toute ligne passant par le

13. En géométrie 2D, même si l’objet est 3D, ce qui est pris en compte est uniquement la coupe de
l’objet dans le plan 2D considéré.
14. Terme propre à cette thèse à notre connaissance.
15. On parle de reconstruction unique quand l’opérateur inverse du problème tomographique (permet-

tant d’obtenir les données de l’objet à partir des données) existe et est unique.
16. L’instabilité intervient lorsque l’opérateur inverse évoqué note 15 est discontinu. Dans ce cas pour

deux jeux de données très proches (par exemple un jeu de données sans bruit et un avec un bruit faible)
les solutions associées seront éloignées, ce qui n’est pas souhaitable (même avec des données un peu
perturbées on veut reconstruire une image proche de l’objet réel). La notion de stabilité est traitée plus
en profondeur au chapitre 0 section 0.6.
17. Il permet généralement une rotation autour du patient d’un peu plus de 180o (voir chapitre 0 section

0.3).
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FOV est mesurée au moins une fois : l’angle 180o+2γm est l’angle minimal pour que chaque
ligne intersectant le FOV soit mesurée au moins une fois. En effet, pour une trajectoire
circulaire, la ligne passant par Sλ0 et étant tangente au FOV forme un angle γm avec
le diamètre de la trajectoire passant par Sλ0 (voir section 1.3 et figure 1.11). Cette ligne
coupe donc la trajectoire en Sπ+2γm+λ0 (théorème de l’angle au centre). La partie du cercle
S[λ0,λ0+2γm+π] représente la trajectoire de source de la configuration du short-scan . Chaque
ligne passant par le FOV et Sλ ∈ S[λ0,λ0+2γm+π] appartient donc au cône FOVλ et est donc
mesurée. Le segment [Sλ0 ,Sλ0+2γm+π] étant tangent au FOV, toute ligne traversant le FOV
et intersectant la partie du cercle de rayon R n’appartenant pas à S[λ0,λ0+2γm+π] intersecte
également S[λ0,λ0+2γm+π], cette ligne est donc mesurée. Finalement, pour la configuration
short-scan , toutes les lignes passant à travers le FOV sont mesurées.

R
RFOVγm 2γm

FOV

Sλ0

Sπ+2γm+λ0

SΛ

Figure 1.11 – Configuration pour le short-scan avec un angle quelconque λ0.

Sans rentrer dans les détails, il est donc possible d’effectuer une reconstruction dans le
FOV dans la configuration short-scan , en adaptant légèrement la formule FBP équation
(1.29). La rétroprojection se fera bien sûr sur un intervalle de π + 2γm et non plus de
2π, et le facteur 1

2
devra être remplacé par un poids variable (par exemple les poids de

Parker, voir [37, chapitre 3 section 3.5]), pour prendre en compte le nombre de mesures
de la ligne (et si possible en évitant les discontinuités).

1.4.2 Configuration du less-than-short-scan

La configuration du less-than-short-scan (ou super short-scan) [52], a été introduite
en 2002, soit bien plus tard (une vingtaine d’années) que le short-scan . Comme son nom
l’indique le less-than-short-scan permet d’utiliser un intervalle angulaire pour la trajectoire
de la source plus réduit que celui du short-scan (donc plus réduit que π + 2γm). Pour
reconstruire un point, il faut (juste) qu’il soit entièrement mesuré (c’est-à-dire qu’il soit
traversé dans toutes les directions par une ligne mesurée) et que l’objet soit dans le FOV
(nous en reparlerons après avoir introduit la notion de troncation).

Nous reprenons ici (brièvement) l’approche de [12] pour présenter [52]. Contrairement
aux méthodes de reconstruction fan beam précédentes, on ne passe plus de la géométrie
parallèle à la géométrie fan beam par “simple” changement de variable comme pour la
FBP. De plus, la formule de reconstruction pour le less-than-short-scan ne fait pas inter-
venir le filtre rampe mais le filtre de Hilbert. Deux approches sont possibles. La première
est d’utiliser l’égalité des projections de Hilbert, avec pH défini sous-section (1.1.2) [52] :

pH(ϕ, r)|r=Sλ·αϕ
= gH(λ, ϕ) (1.33)
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avec

gH(λ, ϕ)
déf
=

∫ 2π

0

kH(sin(ϕ
′ − ϕ))g(λ,βϕ′)dϕ

′ (1.34)

On peut alors reconstruire f en utilisant la FBP via le schéma de reconstruction

suivant [12] : g
(1.34)−−−→ gH

(1.33)−−−→ pH
(1.18)−−−→ pF

(1.10)−−−→ f . L’aspect novateur de ce schéma,
par rapport à un schéma “classique” de reconstruction par rétroprojection, est de ne pas
utiliser les projections en géométrie parallèle non filtrées (les projections parallèles pF et
pH sont obtenues, via l’égalité des projections de Hilbert, par les projections fan beam
filtrées). Nous développerons l’intérêt de ce schéma section 1.7.2.

La seconde approche est d’utiliser le filtrage des projections suivant :

gFLTSS
(λ, ϕ)

déf
=

1

2π

∫ λ+π

λ

kH(sin(ϕ
′ − ϕ))

∂

∂λ
g(λ,βϕ′)dϕ

′ (1.35)

On peut noter que gFLTSS
=

∂

∂λ
gH , avec gH défini équation (1.34). Il est possible de définir

également une correspondance entre gFLTSS
et les projections filtrées (par le filtre rampe

cette fois) pF définies équation (1.9), qui amène à la rétroprojection suivante :

f(x) =

∫
Λ

1

∥x− Sλ∥
w(λ, ϕ)gFLTSS

(λ, ϕ)|ϕ=arg(x−Sλ)−π/2dλ (1.36)

Si Λ est de longueur 2π (la source parcourt un cercle entier), w = 1
2
, sinon (Λ ⊊ [0, 2π[),

en notant qu’une ligne
>

Lλ,ϕ−λ−π/2 intersectant deux fois SΛ passe par Sλ et S2ϕ−λ (voir
figure 1.12) :

w(λ, ϕ) =
c(λ)

c(λ) + c(2ϕ− λ)
(1.37)

avec c une fonction au moins C1 18 de période 2π. Pour a ∈ [0, 2π[ :{
c(a) > 0 si λ ∈ Λ
c(a) = 0 sinon

(1.38)

Une nouvelle fois nous avons présenté le formalisme venant en partie de la géométrie
parallèle, tel qu’utilisé dans [12]. Pour une approche plus naturelle en géométrie fan beam
(ou plus adaptée à la trajectoire circulaire), on pourra se reporter à [52].

>

Lλ,ϕ−λ−π/
2

ex

ey

λ
ϕ

Sλ

S2ϕ−λ

Figure 1.12 – Schéma adapté de [52] pour le calcul des poids du less-than-short-scan .

18. Le but est d’avoir un poids moyennant les contributions des différentes lignes en fonction du nombre
de fois où elles sont mesurées, tout en ayant une fonction de poids lisse pour éviter des artefacts de
reconstruction.



42 CHAPITRE 1. TOMOGRAPHIE EN DEUX DIMENSIONS

1.5 La méthodeDifferentiated BackProjection (DBP)

1.5.1 Introduction

Le développement des méthodes de reconstruction 2D au XXIe siècle ne s’est pas arrêté
avec le less-than-short-scan . Nous présentons maintenant la méthode DBP (Differentiated
BackProjection)[51, 93, 92, 84], aussi utilisée en géométrie conique. Avant de décrire la
démarche de la DBP, certaines notions doivent être abordées. Une grande partie de la
section 1.5 provient d’un des articles de référence pour la DBP 2D [51].

1.5.2 La transformée de Hilbert

Définition et inverse

Nous avons déjà brièvement introduit le filtre (ou noyau) de Hilbert kH sous-section
1.1.2. Dans cette sous-section (1.5.2), f ∈ S(R) 19 et la transformée de Hilbert H de f est
alors :

Hf déf
= f ∗ kH (1.39)

L’équation (1.39) présente néanmoins une singularité, pour cette raison on peut l’écrire
de la façon suivante :

∀r ∈ R,Hf(r) = vp

{∫ +∞

−∞
f(r′)kH(r − r′) dr′

}
= lim

ϵ→0

{∫
R\[−ϵ,ϵ]

f(r′)kH(r − r′) dr′
}

(1.40)
La notation vp désigne la valeur principale de Cauchy, qui permet de donner des valeurs
à des intégrales impropres qui seraient indéfinies avec l’intégration standard (voir figure
1.13). L’idée est de “compenser” les valeurs autour de la singularité, grâce à la parité de
kH : kH(r) + kH(−r) = 0. Par souci de simplification, nous utiliserons la notation

∫
à la

place de v.p.
{∫ }

. Nous donnons en annexe C.1 quelques pistes pour l’implémentation de
la transformée de Hilbert. Pour (beaucoup) plus de détails sur la transformée de Hilbert,
le lecteur pourra se reporter au(x) livre(s) de F.W.King [43].

kH(r)

r
ϵ−ϵ

Figure 1.13 – Noyau de Hilbert : faire tendre |ϵ| vers 0 rapproche de manière symétrique de la
singularité.

19. La fonction f appartient toujours à l’espace de Schwartz, mais ici on sort du cadre tomographique
pour introduire la transformée de Hilbert, et dans cette section uniquement f est une fonction d’une
variable uniquement.
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Nous allons énoncer quelques propriétés fondamentales de la transformée de Hilbert
en commençant par donner la transformée de Fourier du noyau de Hilbert [43, section
5.2] :

k̂H(ρ) = F
(

1

πr

)
(ρ) = − i sgn(ρ) (1.41)

et puisque :

Ĥf = f̂ ∗ kH = f̂ · k̂H (1.42)

nous pouvons exprimer la transformée de Fourier de la transformée de Hilbert de f :

Ĥf(ρ) = − i sgn(ρ)f̂(ρ) (1.43)

Nous pouvons maintenant observer que :

Ĥ2f(ρ) = − i sgn(ρ)Ĥf(ρ)
= − i sgn(ρ)(− i sgn(ρ))f̂(ρ)

= −f̂(ρ) (1.44)

et puisque f ∈ S(R) :
H2f = −f (1.45)

Nous pouvons en déduire l’inverse de la transformée de Hilbert :

H2 = −id

H−1 = −H (1.46)

Inverse de la transformée de Hilbert finie

Pour inverser la transformée de Hilbert en utilisant l’équation (1.46), il faut connâıtre
Hf sur R, ce qui est difficilement adaptable au cadre tomographique. Dans le cas où
f(l) = 0 si l /∈ [A,B] avec A et B deux réels tels que B > A, et si Hf(l) est connue pour
l ∈ [a, b] avec a < A < B < b, alors on peut calculer l’inverse de la transformée de Hilbert
finie (ou tronquée) 20 :

∀l ∈ [A,B], f(l) =
1√

(l − a)(b− l)

(∫ b

a

√
(l′ − a)(b− l′)

Hf(l′)
π(l − l′)

dl′ +K

)
(1.47)

K est une constante que l’on peut déterminer par exemple en résolvant f(l∗) = 0 avec
l∗ ∈]a,A[∪]B, b[ :

K = −
∫ b

a

√
(l′ − a)(b− l′)

Hf(l′)
π(l∗ − l′)

dl′ (1.48)

Transformée de Hilbert 2D

La transformée de Hilbert présentée jusqu’à présent est une transformée de Hilbert
1D, qui agit sur R, or dans ce chapitre nous travaillons avec une fonction f définie sur R2

(et non-nulle uniquement sur une partie bornée de R2). De nouveau f ∈ S(R2), et nous

20. Il existe d’autres méthodes d’inversion dans ce cas, voir par exemple [69].
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supposons f à support compact. Nous introduisons donc la transformée de Hilbert 2D à
f :

∀x =

(
x
y

)
∈ R2,H0f(x)

déf
=

∫ +∞

−∞

f(x, y − y′)

πy′
dy′ =

∫ +∞

−∞

f(x, y′)

π(y − y′)
dy′ (1.49)

Nous verrons sous-section 1.5.3 que le 0 de H0 définit un angle sous-tendant la direction
verticale, et H0 se comportant comme un filtre vertical.

La transformée de Fourier de H0 est :

∀ξ =

(
ξ1
ξ2

)
∈ R2, Ĥ0f(ξ) = − i sgn(ξ2)f̂(ξ) (1.50)

1.5.3 DBP en géométrie parallèle

DBP : première étape de reconstruction

La méthode DBP est constituée de deux étapes. On commence par rétroprojeter les
dérivées des projections. Nous verrons que ces rétroprojections sont directement liées à
des transformées de Hilbert, il restera donc à inverser ces dernières (ce qui constitue la
deuxième étape).

Nous définissons donc les rétroprojections des dérivées des projections :

b0(x)
déf
=

∫ π

0

p′(ϕ,x ·αϕ)dϕ (1.51)

avec p′(ϕ, r) = ∂
∂r
p(ϕ, r), en rappelant que αϕ =

(
cosϕ
sinϕ

)
.

Il existe un lien simple entre b0 et H0 :

b0(x) = −2πH0f(x) (1.52)

La démonstration suivante de l’équation (1.52) se retrouve dans [51].

Démonstration.

p′(ϕ, r) = 2π

∫ +∞

−∞
(i ρ)p̂(ϕ, ρ)e2π i ρrdρ (1.53)

D’après les équations (1.51) et (1.53) :

b0(x) = 2π

∫ π

0

∫ +∞

−∞
(i ρ)p̂(ϕ, ρ)e2π i ρ(x·αϕ)dρdϕ

= 2π

∫ π

0

∫ +∞

−∞
i sgn(ρ)p̂(ϕ, ρ)e2π i ρ(x·αϕ)|ρ|dρdϕ (1.54)

Á partir du théorème de la section centrale (équation 1.7) et en remarquant que pour
ϕ ∈ [0, π], sgn(ρ) = sgn(ρ sinϕ) = sgn(ρα2) :

b0(x) = 2π

∫ π

0

∫ +∞

−∞
i sgn(ρα2)f̂(ραϕ)e

2π i ρ(x·αϕ)|ρ|dρdϕ (1.55)

Enfin, en effectuant un changement de variables des coordonnées polaires à cartésiennes
ξ = ραϕ :
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b0(x) = 2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
i sgn(ξ2)f̂(ξ)e

2π i(ξ·x)dξ1dξ2

= −2πH0f(x)

Seconde étape de reconstruction : inverse fini de la transformée de Hilbert 2D

On considère le rectangle ABCD (voir figure 1.14) défini à partir de deux réels a et
b par {x = (x, y)|x ∈ [C,D], y ∈ [A,B] ⊂ [a, b]}. On peut adapter l’équation (1.47) pour
inverser la transformée de Hilbert 2D :

∀x ∈ [C,D], ∀y ∈ [A,B],x = (x, y)

f(x) =
−1√

(y − a)(b− y)

(∫ b

a

√
(r − a)(b− r)

H0f(x, r)

π(y − r)
dr +K

)
(1.56)

x

y

B

D

A

C

a

b

Figure 1.14 – Objet (avec 3 densités) dont le support est contenu dans le rectangle [C,D] ×
[A,B]. on peut appliquer la méthode DBP avec H0f si on connâıt H0f sur le
segment [a, b]. Pour x ∈ [C,D], si on connâıt les valeurs H0f(x, y) pour tout
y ∈ [a, b], alors on peut calculer avec la méthode DBP (via l’équation (1.56))
tout f(x, y′) avec y′ ∈ [A,B].

Cet inverse de la transformée Hilbert fini est connu depuis (au moins) la moitié du XXe

siècle [72], mais il n’était pas décrit dans les premiers articles de la DBP (par exemple [93])
et c’est Noo et al.[51] qui l’ont introduit dans le cadre de la reconstruction tomographique.

Transformée de Hilbert directionnelle et filtrage directionnel

Nous pouvons étendre la méthode présentée section 1.5.3 en introduisant la trans-
formée de Hilbert directionnelle. L’intérêt des différents outils de la DBP que nous présentons
sera davantage explicité section 1.7.3. En notant, de manière équivalente à αϕ et βϕ
équation (5.8), αψ = (cosψ, sinψ) et βψ = (− sinψ, cosψ) :

Hψf(x)
déf
=

∫ +∞

−∞

f(x− rβψ)

πr
dr (1.57)
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Pour inverser (1.57), on reprend les conditions d’application de (1.47) pour un carré
[A,B]× [A,B].

∀(r, s) ∈ [A,B]× [A,B],

f(x) = f(rαψ + sβψ)

=
−1√

(r − a)(b− r)

(∫ b

a

√
(s′ − a)(b− s′)

Hψf(rαψ + s′βψ)

π(s− s′)
ds′ +K

)
(1.58)

avec r = x ·αψ et s = x · βψ.
En définissant :

bψ(x) =

∫ ψ+π

ψ

p′(ϕ,x ·αϕ)dϕ (1.59)

avec p′(ϕ,x ·αϕ) =
∂p

∂r
(ϕ, r)|r=x·αϕ

, le lien entre bψ et Hψ peut être fait [51](2.2) :

bψ(x) = −2πHψf(x) (1.60)

Pour reconstruire f , on utilise donc successivement les équations (1.59), (1.60) et (1.58).

1.5.4 DBP en géométrie fan beam

Pour cette section on peut trouver comme articles fondateurs [51] et [69], et on adopte
la même approche que [15].

On peut réécrire la transformée de Hilbert directionnelle équation (1.57) pour une
direction η ∈ S1 (on considère directement une direction imposée par un vecteur et non
plus par un angle) :

Hηf(x) =

∫ +∞

−∞

f(x− sη)

πs
ds (1.61)

La formule (1.46) peut être étendue au cas 2D :

f(x) = −
∫ +∞

−∞

Hηf(x− hη)

πh
dh (1.62)

Une nouvelle fois, pour appliquer (1.46) il faut que toutes les valeurs de la transformée de
Hilbert soient connues (pour la ligne de direction η passant par x), ce qui est compliqué
en pratique.

Pour un point x de l’objet considéré (à la frontière connue) et une direction η donnés,
il nous sera utile de définir quatre réels (tel que fait dans [15]) : s1, s2 (avec s2 > s1),
h1 et h2 (avec h2 > h1). Les relations entre les intervalles [s1, s2] et [h1, h2] indiqueront
la stratégie de reconstruction à utiliser par la méthode DBP. Les valeurs s1 et s2 sont
telles que : ∀s ̸∈ [s1, s2], f(x+ sη) = 0 21. Les réels h1 et h2 sont telles que les valeurs de
Hηf(x+ hη) soient connues exactement pour l’intervalle [h1, h2] (voir figure 1.15).

Nous nous plaçons maintenant en géométrie fan beam , avec une trajectoire SΛ conti-
nue, connexe et bornée. Dans le cas où [s1, s2] ⊂]h1, h2[, on peut une nouvelle fois inverser

21. Pour un objet (à densités strictement positives) convexe les valeurs de s pour lesquelles f(x+ sη)
est non nul forment un intervalle, mais ce n’est pas forcément le cas pour un objet non convexe.
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la transformée de Hilbert, avec une formule (qu’on retrouve dans [15]) proche de l’équation
(1.58), mais mieux adaptée à la géométrie fan beam :

f(x) =
−1√
−h1h2

∫ h2

h1

√
(h− h1)(h2 − h)

Hηf(x− hη)

πh
dh+K (1.63)

On peut vérifier que −h1h2 > 0. En effet, x est dans l’objet donc 0 ∈ [s1, s2] (sinon x
serait sur une ligne dont chaque point serait associé à une densité nulle, et donc x ne serait
pas dans ΩO). Puisque [s1, s2] ⊂]h1, h2[, 0 ∈]h1, h2[ et donc −h1h2 > 0. Une nouvelle fois,
plusieurs manières de déterminer K existent, et [15] propose, en considérant que la ligne
passant par x et de direction θ passe par Sλ̃ :

K =
1

π
√
−h1h2

∫ s2

s1

f(x+ sθ)dθ︸ ︷︷ ︸
g(λ̃,θ)

(1.64)

Nous nous référerons souvent dans la thèse à cette formule d’inversion sous le nom d’in-
verse de la transformée de Hilbert bilatérale (parfois simplifié en inverse bilatéral), car,
grossièrement, pour une direction et un point donnés, l’intervalle de la transformée de
Hilbert connue “s’étend au delà des côtés de l’objet”. On pourra aussi parler d’inverse
“analytique” (par opposition à numérique). Cela prendra un sens à la section 1.7.3.

0

f(x+ sη)

ss1 0 s2

Hηf(x+ hη)

hh1 h2

Figure 1.15 – Gauche : Valeurs de f (à support compact) sur une ligne de direction η. Droite :
Une transformée de Hilbert tronquée de cette fonction.

En considérant Sλ1 et Sλ2 (que l’on notera respectivement S1 et S2) deux positions
de source de SΛ. On peut alors écrire la rétroprojection de la dérivée des projections en
géométrie fan beam sous cette forme :

b1,2(x)
déf
=

∫ λ2

λ1

1

∥x− Sλ∥
∂

∂λ
g(λ,β)

∣∣∣∣
β=

x−Sλ
∥x−Sλ∥

dλ (1.65)

Il est de nouveau possible de relier rétroprojection des dérivées et transformée de Hilbert
[59] :

b1,2(x) = π(Hβ2f(x)−Hβ1f(x)) (1.66)

avec βi
déf
=

x− Si
∥x− Si∥

.

On ne peut pas appliquer d’inversion de Hilbert à (1.66) dans le cas général. Nous
introduisons alors la notion de corde. Une corde est un segment reliant deux positions
de source d’une (sous)-trajectoire continue et connexe 22. On appellera Ci,j (voir figure

22. Dans la littérature on peut trouver la notion de ligne R pour un segment liant deux parties non
connectées d’une trajectoire. Ainsi, pour la figure 1.32 il n’est pas question de corde.



48 CHAPITRE 1. TOMOGRAPHIE EN DEUX DIMENSIONS

1.16, droite) la corde liant Si à Sj. Si x ∈ C1,2, alors β1 = −β2 et on peut écrire d’après
l’équation (1.66) :

b1,2(x) = π(Hβ2f(x)−H−β2f(x)) (1.67)

On peut remarquer avec (1.61) que H−β2 = −Hβ2 , ce qui permet de réécrire (1.67)
(toujours dans le cas où x ∈ C1,2) :

b1,2(x) = 2πHβ1,2f(x) (1.68)

avec β1,2
déf
=

S1 − S2

∥S1 − S2∥
.

Dans le cas où x ∈ Ci,j, il sera utile de travailler avec les intervalles Ai,j
déf
= {x+sβi,j|s ∈

[s1, s2]} (qui sera vu comme l’intersection de la corde C1,2 et de l’enveloppe convexe de

l’objet) et Bi,j
déf
= {x+ hβi,j|h ∈ [h1, h2]} = FOV ∩ Ci,j (cette dernière égalité est vérifiée

par le fait que pour un point de FOV ∩ Ci,j on peut calculer bi,j (équation (1.65)) et
donc Hβi,j

f viai l’équation (1.68)). Le cas que nous avons évoqué, [s1, s2] ⊂]h1, h2[, est
donc équivalent au cas Ai,j ⊂ Bi,j (voir figure 1.16, gauche), et on peut utiliser le schéma

de reconstruction suivant g
(1.65)−−−→ b

(1.68)−−−→ Hf (1.63)−−−→ f . Nous parlerons de ce schéma
de reconstruction sous le nom de méthode des cordes (que nous compléterons avec la
sous-section 1.7.3).

x

0

Sj Si

Ci,j

h1 h2

Bi,j

Ai,js1 s2 S1 S2

S3 S4

x β1,2β2,1

β4
β3

Figure 1.16 – Gauche : Corde avec Ai,j ⊂ Bi,j , ce qui correspond au cas où [s1, s2] ⊂ [h1, h2],
et donc où on peut inverser la transformée de Hilbert. Droite : La configuration
avec les sources S1 et S2 illustre l’équation (1.68), celle avec les sources S3 et
S4 illustre l’équation (1.66).

1.5.5 Lignes M : une extension de la méthode DBP

En 2D, la méthode DBP est très flexible car il est possible de choisir de nombreuses
cordes pour la reconstruction d’un point. En 2005 une nouvelle idée est apportée pour
la DBP en géométrie conique(voir chapitre 2 pour cette géométrie) avec l’utilisation des
lignes M 23 [59](mais nous continuons de nous inspirer de la présentation de [15]). Une
ligne M Lx,λM = {l(x− SλM ) + SλM |l ∈ R+} est une demi-droite issue d’une position de

source Sλ et passant par un point x de l’objet, portée par le vecteur βM =
x−SλM

∥x−SλM
∥ . L’idée

est d’appliquer les mêmes méthodes d’inversion aux lignes M qu’aux cordes. On considère
une trajectoire SΛ continue, connexe et bornée et Sλ1 et Sλ2 deux positions de sources

23. Le M vient de l’anglais measured.
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de cette trajectoire avec λ2 > λ1, et x un point de l’objet considéré. L’équation de la
méthode des lignes M, dans la lignée de l’équation (1.68), est donnée pour λM ∈ [λ1, λ2] :

b1,M(x) + b2,M(x)
déf
= b1,2,M(x) = 2πHβM

f(x) avec x ∈ C1,2 (1.69)

Cette formule est explicitée d’un point de vue géométrique figure 1.17.
Pour reconstruire les points d’un objet étant sur une ligne M Lx,λM avec l’équation

(1.63), il faut connâıtre toutes les valeurs HβM
f(x′) pour x′ appartenant à un intervalle

contenant [x+s1βM ,x+s2βM ]. Pour cela, pour chaque HβM
f(x′) que l’on veut calculer il

doit exister une corde Ci′,j′ passant par x
′ (en 2D cela veut dire que x′ est dans l’enveloppe

convexe de la trajectoire) afin d’appliquer (1.69) à bi′,j′,M(x′). Le calcul de bi′,j′,M(x′) exige
quant à lui deux conditions : x′ doit être dans le FOV et λM doit être dans [λi′ , λj′ ] (car
on doit intégrer les (dérivées) des projections sur les intervalle [λi, λM ] et [λM , λj]).

S2

SλM

S1

x

C1,2

objet

ligne M βM

β1

β2

Figure 1.17 – Illustration de l’équation (1.69). La partie orange correspond à b1,M (x) =
π(HβM

f(x)−Hβ1f(x)) et la partie bleue à b2,M (x) = π(HβM
f(x)−Hβ2f(x))

(voir équation (1.66)). Etant donné que Hβ2f = −Hβ1f on retrouve bien
b1,2,M (x) = 2HβM

f(x) : il ne reste plus qu’une seule transformée de Hilbert
dans la direction de la ligne M en rouge. On peut noter qu’ici la trajectoire de la
source n’est circulaire, la méthode DBP (et la méthode des lignes M) s’adaptant
bien à des trajectoires moins standards.

Dans cette thèse nous considérons que la méthode DBP comprend aussi bien la
méthode des cordes (qui peut être considérée comme la méthode DBP “classique”) que
la méthode des lignes M. L’intérêt de la méthode des lignes M sera expliqué plus pro-
fondément section 1.7.3.

1.6 Introduction au problème des projections tronquées

1.6.1 Troncations

Jusqu’à présent le FOV contenait l’objet, néanmoins des dimensions restreintes pour
le détecteur peuvent produire un FOV trop petit pour que ce soit le cas. Pour être plus
précis nous introduisons la notion de support de l’objet (souvent simplifié en support).

Définition 4. Le support de l’objet, noté ΩO, est l’enveloppe convexe de (la fermeture
de) l’ensemble des régions de densité non nulle : ΩO = conv({x|µ(x) ̸= 0}).

Dans toute la suite nous supposons que le support est borné. L’idée de cette définition
est de travailler avec des objets convexes, et, s’ils ne sont pas convexes, de considérer des
nouveaux objets définis par leur enveloppe convexe (du point de vue de l’image, c’est la
même chose). Avoir un support convexe permettra de simplifier les énoncés des résultats
dans la thèse.
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ΩO FOV

Figure 1.18 – Les lignes bleues intersectent le FOV mais pas le support ΩO. Elles sont
donc mesurées et leur intégrale de droite associée vaut 0. Ainsi, on peut par
rétroprojection déterminer la frontière rouge (correspondant à la frontière du
support dans le FOV).

On notera également que le support peut être considéré comme connu, et même si ce
n’est pas le cas, il est relativement simple de le déterminer (ou au moins de déterminer
sa frontière dans FOV ∩ ΩO, voir figure 1.18).

Nous pouvons maintenant aborder la notion de troncation.

Définition 5. Une projection est dite tronquée quand une ligne (ou une demi-droite)
associée issue d’une source et d’intersection non vide avec le support de l’objet n’est pas
mesurée.

Il existe donc au moins une projection tronquée si, et seulement si, ΩO ̸⊂ FOV (comme
sur la figure 1.18). En pratique les projections sont tronquées si le détecteur n’est pas assez
grand pour l’objet que l’on souhaite mesurer.

Dans cette thèse on visualisera donc souvent les troncations à partir de la notion de
FOV, mais on peut aussi visualiser les troncations sur le sinogramme, comme sur la figure
1.19.

y

x

ϕ

r

ϕ

r

Figure 1.19 – Gauche : Le fantôme Shepp Logan. Milieu : Le sinogramme de ce fantôme en
géométrie parallèle. Droite : Le sinogramme de ce fantôme avec des tronca-
tions. En effet la translation de la source est ici limitée, et certaines mesures, à
l’intérieur du rectangle blanc, ne sont pas faites.

Les troncations impliquent donc directement une absence de données. Néanmoins, il y
a parfois de la redondance dans les données en tomographie. Si à ce stade du manuscrit,
on peut avoir l’intuition (sans en avoir la preuve) qu’il sera difficile de reconstruire une
partie de l’objet en dehors du FOV, il n’est pas évident de statuer sur la possibilité de
reconstruction dans le FOV avec des troncations. Ce sera un des cheminements de cette
thèse.

Nous cherchons donc à partir de maintenant des configurations et des formules de
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reconstruction analytiques associées, qui sous certaines conditions permettent une recons-
truction unique sans approximation 24. On parlera de reconstruction exacte dans ce cas.

1.6.2 Le cas du problème intérieur

Une des configurations liées aux troncations est le problème intérieur. On considère
une région D convexe [13] et strictement incluse dans ΩO, telle que toutes les lignes
passant par un point de D soient mesurées, et uniquement ces lignes 25 (un exemple
en géométrie parallèle avec le fantôme Shepp-Logan est donné figure 1.20). Le problème

D

rint−rint
r

ϕ

r −rint rint

Figure 1.20 – Un exemple simple du problème intérieur en géométrie parallèle avec le fantôme
Shepp Logan : D n’est pas reconstructible. Droite : Le sinogramme associé, on
voit qu’il manque des données à cause de la valeur trop faible de rint : l’amplitude
de la translation de la source est insuffisante (le sinogramme complet est donné
figure 1.19).

intérieur (sans a priori sur l’objet mesuré) n’implique pas un inverse unique [48, VI.1,VI.4],
une reconstruction exacte n’est donc pas possible. Pour cette raison, nous ne chercherons
pas à étudier ce genre de problème dans cette thèse.

Le problème intérieur est à l’opposé du problème extérieur, dans le sens où dans ce
dernier aucune ligne passant dans une partie intérieure de l’objet n’est mesurée. Si cette
partie intérieure est la région D de la figure 1.20, alors le sinogramme obtenu est le
complémentaire (les données tronquées sont ici mesurées et inversement) du sinogramme
de cette figure. Le problème extérieur implique lui l’unicité de la reconstruction, mais pas
la stabilité [48, VI.1,VI.3], et donc ne peut être généralement à l’origine d’une reconstruc-
tion exacte. Nous n’étudierons pas non plus ce problème davantage.

1.6.3 Enveloppe de source et région d’intérêt

Nous pouvons introduire la notion d’enveloppe de source (notion propre à cette thèse
sous ce nom) et préciser celle de région d’intérêt.

Définition 6. On appelle enveloppe de source ΩSΛ
la région telle que toute ligne en 2D

(ou tout plan en 3D) qui intersecte cette région intersecte la trajectoire.

En rappelant que l’enveloppe convexe d’une courbe est le plus petit ensemble convexe
contenant cette courbe, on peut écrire la proposition 1.

24. On parle d’approximation due à la nature de la méthode utilisée, pas d’approximation à cause de
phénomènes physiques ou numériques.
25. La région D ne correspond pas à notre définition de FOV car dans notre définition des lignes

peuvent ne pas intersecter le FOV et quand même être mesurées.
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Proposition 1. Pour une trajectoire continue, connexe et bornée l’enveloppe de source
est l’enveloppe convexe de la trajectoire de la source.

La proposition 1 est sans doute connue de la littérature. Pour le cas 3D cela est montré
par D.Finch [27]. On peut voir le cas 2D comme un cas particulier du cas 3D avec une
trajectoire plane et des droites définies par les intersections de plans avec le plan contenant
la trajectoire. Nous proposons néanmoins deux preuves restant dans le cadre 2D.

preuve par double inclusion. Nous considérons une trajectoire SΛ continue, bornée et
connexe. Nous commençons par montrer que conv(SΛ) ⊂ ΩSΛ

. Pour cela nous montrons
par l’absurde que toute ligne intersectant conv(SΛ) intersecte SΛ. On considère une ligne
L intersectant conv(SΛ) mais pas SΛ. La ligne L sépare conv(SΛ) en deux parties convexes
(voir figure 1.21, gauche) dont une contient l’entièreté de SΛ, car SΛ est connexe 26. Cette
dernière partie est convexe, strictement incluse dans conv(SΛ) et contient SΛ. Il y a une
contradiction, car conv(SΛ) est par définition la plus petite partie convexe contenant SΛ.
Ainsi, toute ligne intersectant SΛ intersecte conv(SΛ).

L

SΛ
x

Smin
Smax

exϕ

S1

S2LϕSΛ

Figure 1.21 – Gauche : La ligne L sépare la partie grise en deux parties (dont une contenant
SΛ) et n’intersecte pas SΛ. La partie en pointillés est une partie convexe incluse
dans la partie grise et contenant SΛ. La partie grise ne peut donc pas être
l’enveloppe convexe de SΛ. Droite : Une trajectoire d’extrêmités Smin et Smax.
La ligne Lϕ passe par x et forme un angle ϕ avec ex. Elle intersecte SΛ en
deux points (ce qui n’est pas le cas de toutes les lignes passant par x) et x
appartient au segment [S1,S2] formé par ces deux points. Le point x est donc
dans conv(SΛ).

Nous montrons maintenant que ΩSΛ
⊂ conv(SΛ)

27. On considère la trajectoire dans
un plan (ex, ey) et ses extrêmités sont nommées Smin et Smax. Soit x un point de ΩSΛ

et une ligne Lϕ = {lαϕ|l ∈ R,αϕ = (Sλ − x)/∥Sλ − x∥) = (cosϕ, sinϕ)} passant par
x et un point Sλ de SΛ (voir figure 1.21, droite, la ligne L forme un angle ϕ avec ex).
On note [ϕmin, ϕmax] ⊂ [0, 2π[ 28 l’ensemble des valeurs de ϕ atteintes pour Lϕ passant par
tous les points Sλ de SΛ. Le cas |ϕmax − ϕmin| < π ne peut arriver, car dans ce cas il
existerait un réel ϵ tel que la ligne passant par x formerait un angle ϕmin− ϵ avec ex et tel
que ϕmax + ϵ /∈ [ϕmin, ϕmax]. Ainsi, on aurait une ligne passant par x qui n’intersecte pas
SΛ, or x ∈ ΩSΛ

par hypothèse. On a donc |ϕmax − ϕmin| ≥ π, ce qui signifie qu’il existe
ϕ′ ∈ [ϕmin, ϕmax] tel que ϕ

′ + π ∈ [ϕmin, ϕmax]. Ainsi, la ligne Lϕ′ intersecte SΛ en deux

26. Sans cette hypothèse de connexité, on peut construire comme sous-section 1.7.3 une trajectoire où
ΩSΛ

⊊ convSΛ.
27. Cela semble vrai indépendamment des hypothèses sur SΛ, notamment pour la connexité, mais nous

le démontrons pour SΛ continue, connexe et bornée.
28. Cet ensemble est bien un intervalle car la trajectoire est continue et connexe.
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points que l’on nomme S1 et S2, et x ∈ [S1,S2]. Le point x est donc sur un segment liant
deux points de SΛ, x est donc dans conv(SΛ).

On définira et on travaillera avec la notion de plan d’appui au chapitre 3. On utilise
dans cette preuve les lignes d’appui, qui sont des lignes intersectant l’enveloppe convexe
d’un ensemble mais pas son intérieur. Elles vont nous permettre de construire l’enveloppe
convexe d’une trajectoire.

preuve par construction. Nous considérons une nouvelle fois une trajectoire SΛ continue,

bornée et connexe. Pour un angle ϕ donné, on considère deux lignes
=

Lϕ,r0 et
=

Lϕ,r1 (voir
équation (1.4)) telles que r0 (resp. r1) soit la plus petite (resp. la plus grande) valeur

de r pour laquelle
=

Lϕ,r intersecte SΛ (voir figure 1.22, r0 et r1 dépendent donc de ϕ,
r0 et r1 existent car SΛ est bornée). Ces lignes sont des lignes d’appui de SΛ, car elles
contiennent (au moins) un point de SΛ mais séparent R2 en une partie contenant SΛ et

une partie “vide”. On note Eϕ la partie de R2 comprise entre les deux lignes
=

Lϕ,r0 et
=

Lϕ,r1 .

La trajectoire étant connexe, chaque ligne contenue dans Eϕ (et donc parallèle à
=

Lϕ,r0)

intersecte SΛ. Ainsi, on a
Eϕ⋂

ϕ∈[0,2π[
= conv(SΛ) par intersection des demi-espaces contenant

la trajectoire (Eϕ est déjà une intersection) correspondant à chaque ligne d’appui. De

plus, chaque ligne intersectant un point de
Eϕ⋂

ϕ∈[0,2π[
intersectera SΛ, on peut donc écrire

Eϕ⋂
ϕ∈[0,2π[

= ΩSΛ
et donc ΩSΛ

= conv(SΛ).

=

L0o,r0

=

L0o,r1
ϕ

=

L120o,r0

=

L120o,r1

Figure 1.22 – Pour une trajectoire (en rouge) on trace les lignes
=
Lϕ,r0 et

=
Lϕ,r1 . Les lignes bleues

hachurées, comprises entre
=
Lϕ,r0 et

=
Lϕ,r1 , intersectent la trajectoire. Gauche :

ϕ = 0o. Droite : ϕ = 120o.

La sous-section 1.7.3 montre un exemple de trajectoire non connexe, où ces deux
notions sont différentes. Néanmoins, les trajectoires connexes, continues et bornées sont
courantes dans cette thèse (et plus généralement en tomographie), on pourra donc utiliser
pour ces trajectoires la notation ΩSΛ

pour désigner leur enveloppe convexe.
Un des intérêts de la notion d’enveloppe de source dans le cadre tomographique 2D

est que chaque point de FOV ∩ ΩSΛ
est entièrement mesuré. En effet une ligne passant

par ΩSΛ
intersecte SΛ, et chaque ligne passant par le FOV et SΛ est mesurée.
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La région d’intérêt ROI (pour region of interest) désigne souvent dans la littérature
une zone particulière que l’on souhaite reconstruire 29. Nous lui donnerons parfois dans
cette thèse un sens plus précis, en la considérant incluse dans ou égale à la région FOV ∩
ΩSΛ

∩ΩO pour une trajectoire continue, connexe et bornée, (nous verrons qu’il est difficile
de reconstruire en dehors de cette région, cette zone correspond, en 2D, aux points de
l’objet qui sont entièrement mesurés).

1.7 Flexibilité des méthodes de reconstruction en cas

de projections tronquées

1.7.1 Introduction

Á la fin du XXe siècle la situation de la tomographie 2D semblait être claire : on
pouvait reconstruire toutes les parties d’un objet ou aucune. Néanmoins, le début du
nouveau millénaire prouvera le contraire, et permettra (entre autres choses) de montrer
que le short-scan n’était pas la configuration limite. Nous allons maintenant reprendre les
méthodes de reconstruction présentées et étudier si elles peuvent être utiles en présence
de troncations. Nous considérons que moins une méthode nécessite des lignes mesurées
“éloignées” d’un point que l’on souhaite reconstruire et plus elle est locale, et donc flexible
et potentiellement adaptée à des troncations.

1.7.2 Cas des méthodes FBP, short-scan et less-than-short-
scan

Dans ce paragraphe, nous présentons brièvement la flexibilité des méthodes introduites
précédemment, hors DBP. Le lecteur pourra se référer à [12] pour des explications plus
approfondies, notamment concernant la méthode less-than-short-scan .

La non-localité du produit de convolution avec le filtre rampe (équation (1.9), le filtre
rampe étant non nul presque partout) rend impossible la reconstruction avec troncation
par la méthode FBP : en effet pour filtrer les projections pour un point donné, pour
un angle ϕ donné, toutes les droites parallèles définies par cet angle (et passant par
l’objet) doivent être mesurées. Et la rétroprojection (équation (1.10)) implique donc que
ces droites parallèles doivent être mesurées pour tout angle ϕ. Le fait de choisir le filtre
de Hilbert plutôt que le filtre rampe ne permet pas pour cette méthode d’utiliser moins
de projections (on retrouve un produit de convolution agissant sur les mêmes variables,
équation (1.19), et le filtre de Hilbert ne s’annule qu’en l’infini).

Même si la reconstruction short-scan se satisfait d’une acquisition des données plus
restreinte que la méthode FBP fan beam , l’objet doit toujours être contenu dans le FOV
pour être reconstruit, car avec cette méthode de reconstruction toute ligne passant par
l’objet doit être mesurée.

Le cas du less-than-short-scan est plus subtil, l’objet doit toujours être contenu dans
le FOV mais pas nécessairement dans ΩSΛ

(voir figure 1.23). En reprenant la première
méthode du less-than-short-scan (section 1.4.2), on constate que la rétroprojection n’uti-
lise pas les projections en géométrie parallèle, mais seulement les projections parallèles
filtrées (par le filtre rampe à partir des projections filtrées par le filtre de Hilbert, voir

29. Des articles comme [13] donnent par contre une définition stricte de la ROI, en la présentant comme
la plus grande région de ΩO constituée de points x entièrement mesurés tels que f(x) soit reconstruite
de manière stable. Notre travail sur la notion de ROI sera généralement cohérente avec cette définition.
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équation (1.18)). En effet grâce à l’égalité des projections de Hilbert (équation 1.33), on
peut connâıtre les projections parallèles filtrées (par le filtre de Hilbert) à partir de pro-
jections fan beam . Aucune projection fan beam (le long de la trajectoire) n’est tronquée
(ce qui n’est pas le cas pour les projections parallèles, voir figure 1.23 (droite)). Un point
de l’objet dans ΩSΛ

∩ FOV est entièrement mesuré, il peut être reconstruit.

ΩO

ΩSΛ

SΛ

ROIΩO

Figure 1.23 – Dans ces deux cas on peut reconstruire la ROI (contour rouge) définie ici par
ΩO∩ΩSΛ

. Pour la figure de droite c’est un résultat non trivial au vu des connais-
sances à la fin du XXe siècle (car par exemple la ligne verte n’est pas mesurée,
ce qui correspond à une projection (horizontale) parallèle tronquée, et donc la
méthode FBP ne peut s’appliquer).

Remarque Nous n’avons pas représenté le FOV sur la figure 1.23 car quand l’arc de
cercle définissant les positions de la source a un angle plus petit que celui du short-scan ,
le FOV n’est plus un disque et sa représentation devient moins pertinente.

1.7.3 Cas de la méthode DBP

Introduction

Nous allons voir que la méthode DBP est une méthode particulièrement bien adaptée
aux troncations, par exemple en permettant des reconstructions même quand l’objet
n’est pas entièrement contenu dans le FOV. On peut commencer par remarquer que les
opérations effectuées en (1.51) sont locales, c’est-à-dire que les lignes mesurées nécessaires
à la rétroprojection d’un point passent uniquement dans un voisinage de ce point. Cela
contraste avec la non localité de l’équation de filtrage (1.9), et aura une conséquence sur
les troncations admissibles, la méthode DBP étant beaucoup plus flexible que la méthode
FBP (une explication plus détaillée est donnée section 1.7.3). Nous allons étudier l’intérêt
(et la complémentarité) des différents outils présentés pour cette méthode.

DBP en géométrie parallèle

Avec la méthode présentée section 1.5.3, à partir de H0, nous pouvons effectuer les
reconstructions de la figure 1.24. Nous pouvons noter deux éléments. Premièrement, une
reconstruction d’une ROI est possible même avec des troncations, et c’est là un des grands
intérêts de la méthode DBP. Deuxièmement, l’absence de reconstruction pour la confi-
guration droite de la figure 1.24 est dommageable, le problème ne différant que d’une
rotation de π/2.

Cependant, avec la DBP directionnelle de la section 1.5.3, basée sur les équations
(1.59), (1.60) et (1.58), nous pouvons choisir la direction de calcul de la transformée de
Hilbert et réaliser les reconstructions de la figure 1.25.
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ΩO

FOV ΩO

FOV

Figure 1.24 – Gauche : La partie rouge est celle reconstructible par la méthode DBP avec
la transformée de Hilbert verticale H0. Droite : Dans ce cas on ne peut rien
reconstruire avec la transformée de Hilbert verticale.

ΩO

FOV ΩO

FOV

FOV
ΩO

Figure 1.25 – La partie rouge est celle reconstructible par la méthode DBP avec la transformée
de Hilbert directionnelle Hψ. Gauche : ψ = 0 (DBP verticale). Milieu : ψ =
−π/2. Droite : ψ = −π/4. On peut également reconstruire les régions violettes
avec la DBP directionnelle avec d’autres valeurs de ψ.

DBP “traditionnelle” en géométrie fan beam

En géométrie fan beam , nous donnons un exemple de région reconstructible possible
avec des troncations, avec la méthode DBP (section 1.5.4), dans le cas d’une trajectoire
circulaire figure 1.26(droite). Nous retrouvons la même région reconstructible qu’avec la
géométrie parallèle (voir par exemple la figure 1.25).

La méthode DBP est bien “plus locale” que la méthode FBP. En effet il n’y a pas
de produit de convolution avec un noyau à support non compact 30, le filtrage se fait par
dérivée (équation (1.65)), et est donc local. Ainsi, la rétroprojection de la dérivée des
données (équation (1.65)) nécessite uniquement de mesurer les lignes passant dans un
voisinage d’un point considéré. Cela permettra de calculer une transformée de Hilbert
(équation (1.66)). Pour reconstruire un point x, d’autres données seront nécessaires, elles
sont utiles pour inverser la transformée de Hilbert (équation (1.63)). Ainsi, pour recons-
truire un point x sur une corde C, on se servira des intégrales de ligne de toutes les droites
passant par tout point de C ∩ FOV(⊃ C ∩ ΩO) (ce qui est beaucoup moins que pour la
méthode FBP, où pour un point à reconstruire on se sert de toutes les lignes mesurées
passant par tous les points de l’objet). Une illustration des droites mesurées utilisées est
données figure 1.26(gauche).

Inverse unilatéral de la transformée de Hilbert

Nous présentons maintenant un nouvel outil de la méthode DBP, que nous n’avons
pas introduit avant car il est fortement lié à la notion de troncation. Nous considérons un
point x dans le FOV et sur une corde. M.Defrise et al.ont montré en 2006 [21] que le cas
[s1, s2] ⊂ [h1, h2] (voir sous-section 1.5.4) n’était pas le seul où il était possible d’inverser la

30. Les transformées de Hilbert utilisées sont calculées de manière indirecte, par rétroprojection des
dérivées des projections. L’inversion de la transformée de Hilbert se fera toujours dans le cas tronqué.
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C

FOV ΩOx SΛ

ΩO

FOV

Sλ1

Sλ2

x

C1,2

Figure 1.26 – Gauche : Pour calculer la rétroprojection des dérivées des projections du point
x, toutes les lignes passant par x (en vert) doivent être mesurées. Pour inverser
la transformée de Hilbert de la direction de C et ainsi reconstruire x, toute
ligne (en rouge) passant par un point de C ∩ FOV (en bleu) doit être mesurée.
Droite : La région rouge pâle est reconstructible par la méthode DBP avec
l’inverse analytique de la transformée de Hilbert (inverse bilatéral). En effet
pour chaque point de cette section il existe une corde C1,2 telle que le segment
C1,2∩ΩO (en noir) soit strictement inclus dans le segment C1,2∩FOV (extrêmités
en bleu clair). Un exemple est donné avec le point x.

transformée de Hilbert. Si h1 < s1 < h2 < s2 (ou s1 < h1 < s2 < h2 ), alors il n’existe pas
d’inverse analytique connu actuellement, comme c’est le cas pour [s1, s2] ⊂ [h1, h2], mais
il est tout de même possible de calculer numériquement un inverse. On peut par exemple
calculer cet inverse avec la méthode POCS (Projection On Convex Subsets)[85] 31 ou la
décomposition en valeurs singulières (SVD) [16]. Cet inverse sera unique et stable, sauf
sur l’intersection de l’objet et de la frontière du FOV. Plus précisément, dans le cas où
h1 < s1 < h2 < s2, f(x + sβ), avec β dirigeant une corde, peut être reconstruit de
manière stable pour s ∈ [s1, h2[, et la borne de l’erreur de la reconstruction crôıt avec
la convergence de s vers h2 et diverge à la limite. Cela est donc suffisant pour parler de
reconstruction exacte à l’intérieur (strict) du FOV. Dans le cas d’une trajectoire circulaire
complète, nous pouvons reprendre la figure 1.25 et actualiser les régions que nous sommes
maintenant capables de reconstruire (figure 1.27).

Nous parlerons de cet inverse de la transformée de Hilbert sous le nom d’inverse de
la transformée de Hilbert unilatérale, plus brièvement inverse unilatéral 32, ou d’inverse
numérique 33.

Le résultat de [21] est donc puissant car il permet d’obtenir des conditions de recons-
truction permissives qui impliquent le théorème 1.

Théorème 1 (Condition suffisante de reconstruction pour une trajectoire circulaire (complète)
en géométrie fan beam). Pour une trajectoire circulaire complète en géométrie fan beam
, on peut reconstruire de manière unique et stable l’intérieur de FOV ∩ ΩO s’il existe un

31. La méthode POCS est un schéma itératif du type f (k+1) = Pif
(k), où on alterne 4 projections

orthogonales (1 ≤ i ≤ 4). Dans la méthode originale [85], on utilise même 11 projecteurs associés à 11
espaces distincts ( !).
32. De manière approximative, la corde définissant la direction de la transformée de Hilbert n’intersecte

le FOV en dehors de l’objet (FOV ∩ ∁ΩO) que d’un seul côté de l’objet. Cela fait aussi écho au terme
one-endpoint Hilbert transform utilisé dans [16].
33. Comme précisé en début de section, à ce jour seul des méthodes numériques sont connues pour

calculer cet inverse.
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ΩO

FOV ΩO

FOV

FOV
ΩO

Figure 1.27 – La partie rouge est celle reconstructible par la méthode DBP avec le résultat de
[21]. Ces résultats peuvent être comparés avec ceux de la figure 1.25 pour voir
l’apport de l’inverse de la transformée de Hilbert unilatérale (illustrée sur cette
figure par les flèches blanches).

point x0 de l’intérieur du FOV tel qu’un voisinage de ce point n’appartienne pas à ΩO.

Ce théorème est illustré figure 1.28. L’idée est que pour une trajectoire circulaire
complète on pourra toujours trouver une corde passant par x0 et le point x(∈ FOV∩ΩO)
que l’on souhaite reconstruire, ce qui rend possible l’utilisation de l’inverse la transformée
de Hilbert unilatérale.

Plus précisément, en considérant un objet convexe 34 et une trajectoire circulaire
complète SΛ, s’il n’existe pas de point x0 tel que défini par l’énoncé du théorème 1,
cela signifie que FOV ⊂ ΩO, on est donc dans le cas du problème intérieur (voir sous-
section 1.6.2), donc il ne peut y avoir de reconstruction unique. S’il existe un tel point, on
considère une ligne L passant par x ∈ FOV ∩ ΩO et x0 et intersectant la trajectoire SΛ

en deux positions de source (ce qui permet de définir une corde). Grâce à la convexité du
FOV et de ΩO, on peut décomposer le segment L′ = L ∩ (FOV ∪ ΩO) ⊃ [x,x0] en deux
ou trois segments successifs :

L′ = (L′ ∩ FOV ∩ ∁ΩO)︸ ︷︷ ︸
̸=∅

∪ (L′ ∩ FOV ∩ ΩO)︸ ︷︷ ︸
̸=∅

∪(L′ ∩ ΩO ∩ ∁FOV) (1.70)

avec ∁ΩO désignant le complémentaire de ΩO dans R2. Le premier terme du membre de
droite de (1.70) n’est pas l’ensemble vide (et est donc un segment) car il correspond à la
partie de L′ passant par x0 et V (x0) ⊂ FOV∩ ∁ΩO. Le deuxième terme est également un
segment il correspond à la partie de L′ passant par x ∈ FOV ∩ ΩO. Si le troisième terme
est l’ensemble vide, on peut alors inverser la transformée de Hilbert de manière analytique
(1.63). S’il est un segment, alors on devra utiliser une inversion unilatérale/numérique.
Dans tous les cas la reconstruction du point x est possible.

Méthode des lignes M

L’intérêt de la méthode des lignes M (voir section 1.5.5) est sa flexibilité. On l’utilisera
principalement dans le cas où pour toute corde Ci,j (c’est-à-dire une corde reliant une
source Si à une source Sj) passant à travers un point x du FOV on a Bi,j ⊂ Ai,j (voir
section 1.5.4 et figure 1.30, pour rappel Bi,j = FOV ∩ Ci,j et Ai,j = ΩO ∩ Ci,j), ce qui
signifie qu’on ne peut pas reconstruire de point sur Ci,j à partir de l’équation (1.68) (ni
par transformée de Hilbert bilatérale ni par transformée de Hilbert unilatérale). Il est
encore plus intéressant d’utiliser la méthode des lignes M en utilisant l’inverse de Hilbert
unilatéral (l’intersection de la ligne M considérée et de la partie du FOV en dehors de

34. Si l’objet n’est pas convexe, on peut toujours considérer un objet alternatif défini par son enveloppe
convexe.
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ΩO

FOV

SΛ

S1

S2

C1,2

V (x0)

ROI x

Figure 1.28 – Le voisinage du point x0 est contenu dans le FOV mais pas dans ΩO, on peut
donc reconstruire la ROI qui est ici l’intérieur de ΩO∩FOV. Pour reconstruire x
on peut appliquer l’inverse de la transformée de Hilbert unilatérale sur la partie
de la corde C1,2 intersectant le FOV.

l’objet forme un unique segment). Pour reconstruire un point x ∈ FOV ∩ ΩSΛ
à partir

d’une ligne M LM , il faut donc que ce point soit sur une corde 35. De plus il faut que LM
intersecte la partie de FOV ∩ ΩSΛ

qui n’est pas dans l’objet (cela garantit à la fois que
chaque point de LM entre x et la frontière de ΩO soit dans le FOV et traversé par une
corde, et à la fois qu’il soit possible de calculer assez de transformées de Hilbert pour
que l’inversion soit possible avec une des méthodes vues section 1.5.4 ou 1.7.3). Deux
configurations d’utilisation d’une ligne M sont données figure 2.8.

S2

SM

S1

x

C1,2

ΩO FOV
LM

S2

SM

S1

x

C1,2

ΩO

FOV
LM

Figure 1.29 – Deux exemples d’utilisation d’une ligne M (en rouge) pour un point x sur une
corde C1,2. Dans ces deux cas il n’est pas possible d’utiliser la méthode des
cordes pour reconstruire x (avec la corde C1,2), la méthode des lignes M doit
être employée (avec une inversion numérique de la transformée de Hilbert le
long de la ligne M). La ligne M intersecte bien FOV \ ΩO. Chaque point de
LM ∩ FOV ∩ ΩO (en vert) est bien intersecté par une corde car on reste dans
l’enveloppe convexe de la trajectoire.

Nous verrons que les lignes M seront très utiles en géométrie conique, néanmoins nous
présentons un exemple (de notre invention) où les lignes M trouvent également leur place
en géométrie fan beam .

Dans la figure 1.31 (gauche), pour reconstruire x avec la méthode des cordes (inverse
unilatéral compris) il faudrait une corde passant par x et dont une extrêmité est une

35. Cela est garanti en 2D, pour une trajectoire continue, bornée et connexe, par le fait que x ∈ ΩSΛ
.

Nous verrons que cela est bien plus compliqué en 3D.
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Ci,j
ΩO

Ai,jSi Sj

FOV

Bi,j

Figure 1.30 – Cas où Bi,j ⊂ Ai,j .

FOV

x

S1 S2

ΩO

ΩSΛ
Lx,λM

S1 S2

ΩO

ΩSΛ

SM

Sa

Sb

x

Figure 1.31 – Gauche : On ne peut pas reconstruire le point x avec la méthode des cordes sur
cette configuration, car l’intersection de toutes les cordes passant par x avec le
FOV est contenue dans ΩO. Droite : Utilisation de la méthode des lignes M avec
la demi-droite Lx,λM pour le point x appartenant à la corde Ca,b (reliant Sa à
Sb).

source entre S1 et S2. On doit donc nécessairement utiliser la méthode des lignes M.
Le point x ∈ ΩSΛ

∩ FOV de la figure 1.31(droite) peut être reconstruit par inverse de
la transformée de Hilbert unilatérale (l’équation (1.69) s’applique). En effet Lx,λM (en
particulier [x,SM ]) intersecte FOV ∩ ∁ΩO et [x,SM ] ∩ ΩO ⊂ ΩSΛ

∩ FOV (donc chaque
point du segment [x,SM ] ∩ ΩO est traversé par une corde et est entièrement mesuré).

Á partir de la méthode des cordes et des lignes M, nous pouvons rapporter le résultat
suivant en géométrie fan beam :

Théorème 2 (Condition suffisante de reconstruction pour une trajectoire circulaire (par-
tielle) en géométrie fan beam). Pour une trajectoire circulaire (possiblement non complète
mais connexe) en géométrie fan beam, on peut reconstruire de manière unique et stable
l’intérieur de FOV ∩ ΩO ∩ ΩSΛ

s’il existe un point x0 de l’intérieur de FOV ∩ ΩSΛ
tel

qu’un voisinage de ce point n’appartienne pas à ΩO.

Les limites de la DBP : le cas de la ROI triangulaire

Nous avons vu que la DBP était une méthode puissante, néanmoins il y a certaines
configurations où elle ne peut pas être utilisée. On peut construire une “ROI triangulaire”,

où on traite d’une trajectoire circulaire non connexe avec Λ =
3⋃
i=1

Λi où Λ1 = [60o, 140o],

Λ2 = [180o, 260o] et Λ3 = [300o, 20o] (voir figure 1.32). Cette configuration a par exemple
été abordée dans [51] ou [52]. Le triangle de la figure 1.32 représente ce que l’on a appelé
l’enveloppe de source ΩSΛ

(voir déf. 6), c’est-à-dire que toutes les lignes passant par un
point de ΩSΛ

intersectent SΛ
36. De plus, on considère ici que ΩO ⊂ FOV, ce qui signifie

36. Ici la trajectoire est non connexe, ΩSΛ
n’est pas l’enveloppe convexe de la trajectoire.
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que cette configuration n’est pas un problème intérieur (évoqué sous-section 1.6.2), il n’y
a pas de troncation (selon notre définition). Si l’on assimile la région d’intérêt (ROI) au
triangle défini par ΩSΛ

, alors toute ligne passant par la ROI est mesurée. On va montrer

Λ1

Λ2

Λ3

ΩSΛ

ΩO

Λ1

Λ2

Λ3

x1x2

A
B

C

D
E

F

−
+

−

+
+

−

Figure 1.32 – Gauche : Configuration avec une trajectoire circulaire (non connexe) constituée
de 3 arcs de cercles : nous souhaitons reconstruire la ROI définie par le triangle
rouge (où toute ligne passant par un point intersecte la trajectoire). Droite :
Configuration pour calculer la transformée de Hilbert de f en x1 dans la direction
βD = (x1 − SD)/∥(x1 − SD)∥ (que l’on notera pour simplifier HD(x1)). Les
signes − associés à A et + associés à B signifient qu’on va calculer bA,B(x1) =
HB(x1)−HA(x1). On ne peut pas calculer de transformée de Hilbert (juste une
somme de transformées de Hilbert) pour f en x2.

qu’on peut calculer certaines transformées de Hilbert Hf(x) pour x ∈ ΩSΛ
mais qu’il

n’est pas possible de le faire (en tout cas avec les outils présentés dans le cadre de cette
thèse) si x ∈ ΩO \ ΩSΛ

. On se base sur la configuration de la figure 1.32 (droite). On
peut calculer les rétroprojections des dérivées des projections suivantes (en allégeant les
notations) :

bAB(x1)/π = HB(x1)−HA(x1) = HB(x1) +HD(x1) (1.71)

bCD(x1)/π = HD(x1)−HC(x1) (1.72)

bFE(x1)/π = HE(x1)−HF (x1) = −HB(x1) +HC(x1) (1.73)

d’où on tire :
bAB(x1) + bCD(x1) + bEF (x1) = 2πHD(x1) (1.74)

Il n’est pas possible de faire la même démarche pour x2, on ne peut pas “compenser”
les transformées de Hilbert de la même façon. Pour le comprendre nous proposons de
visualiser le problème sous forme de graphe (figure 1.33), dans une approche un peu
différente de celle de la littérature.

La figure 1.33 permet de comprendre qu’il est possible de calculer des transformées
de Hilbert uniquement en des points de ΩSΛ

. Cependant, ΩSΛ
est inclus dans le support

de l’objet, ce qui signifie qu’il manque des transformées de Hilbert pour pouvoir inverser.
L’article [51] montre plus globalement que la méthode DBP ne peut être utilisée quand
toutes les lignes passant par ΩSΛ

intersectent ΩO \ ΩSΛ
. Cela montre entre autres choses

l’utilité de l’existence d’une corde 37 à travers le point que l’on veut reconstruire. En effet
si on note Ω′

SΛ
l’enveloppe de source d’une partie connexe de la trajectoire, une corde de

cette partie connexe appartient donc à Ω′
SΛ
, car Ω′

SΛ
est dans ce cas également l’enveloppe

37. Liant donc deux points d’une partie connexe de la trajectoire, et non juste une ligne R qui peut
lier deux parties non connexes, par exemple les points C et F de la trajectoire.
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1

2 3

+−

+

− −

+

1

2 3

+
−

+

− −
++

−

Figure 1.33 – Chaque nœud d’un graphe correspond à un arc. Á chaque arc on calcule au
moins une rétroprojection des dérivées des projections, qui correspond à une
différence de deux transformées de Hilbert (une avec un signe + et une avec un
signe −). Une arête lie deux nœuds (arcs) qui ont des transformées de Hilbert
de même direction. Une arête possède deux signes identiques si, et seulement
si, la somme des transformées de Hilbert dans cette direction est nulle. Pour
pouvoir calculer une unique transformée de Hilbert il faut donc qu’il y ait une
unique arête avec deux signes différents. Gauche : Transcription en graphe de
la figure 1.32 (pour le point x1) et des équations (1.71) à (1.74). L’arête reliant
le nœud 1 au nœud 2 a deux signes différents, cela correspond au terme 2HD

de l’équation (1.74). Droite : Transcription en graphe pour le point x2. Il y a
forcément un nombre pair d’arêtes qui ont les mêmes signes et un nombre pair
d’arêtes de signes différents (plus d’explications en fin de section 1.7.3), ce qui
signifie qu’il n’est pas possible de calculer de transformée de Hilbert en x2, et
en général en tout point de ΩO \ ΩSΛ

.

convexe de la partie connexe (voir prop. 1). Sauf cas exotiques, la corde en question peut
être support d’une ligne intersectant ΩSΛ

mais pas ΩO \ ΩSΛ
.

Pour reconstruire la ROI avec cette configuration il faudra utiliser la méthode présentée
dans [52] (section 1.4.2) ou la méthode virtual fan beam [14] 38. Les configurations où la
méthode DBP échoue à reconstruire alors que la méthode virtual fan beam le peut étant
très minoritaires [12], nous ne travaillerons pas avec cette méthode. Il est néanmoins
possible de reconstruire de manière stable et unique la ROI (ΩSΛ

), mais dans ΩO \ ΩSΛ
,

il y a unicité sans stabilité.

Explications complémentaires sur la figure 1.33, droite : nous rappelons que
l’idée des manipulations des calculs de rétroprojections des dérivées est d’aboutir à une
transformée de Hilbert de direction unique. La difficulté de cette configuration est qu’il
n’existe pas des lignes R reliant l’arc 1 et l’arc 3 et passant par x2. Les transformées
de Hilbert provenant de rétroprojections de l’arc 1 (resp. de l’arc 3) ne peuvent être
compensées qu’avec des transformées de Hilbert provenant de rétroprojections de l’arc 2.
Il n’y a donc aucune arête reliant les nœuds 1 et 3. On peut se concentrer sur les nœuds 2 et
3. Il n’y a que deux façons de créer une paire d’arêtes 39 entre ces deux nœuds (voir figure
1.34), qui amènent soit au vecteur nul soit à deux transformées de Hilbert de directions
différentes. On pourrait être tenter de rajouter des rétroprojections pour “compenser”
(annuler) les transformées de Hilbert provenant des premières rétroprojections (voir figure
1.35), ce qui peut donner 3 cas :

� les nouvelles transformées de Hilbert ne compensent aucune des anciennes : il y a

38. L’idée de cette méthode est de construire une trajectoire virtuelle de sorte à ne travailler qu’avec
des projections fan beam non tronquées.
39. Une rétroprojection des dérivées étant égale à une somme (ou plutôt une différence) de deux trans-

formées de hilbert, on doit ici travailler par paire d’arêtes.
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++
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Figure 1.34 – Les deux configurations pour une paire d’arêtes reliant les nœuds 2 et 3. Gauche :
Configuration où la somme des transformées de Hilbert va s’annuler pour les
deux arêtes. Droite : Configuration qui amène à deux transformées de Hilbert
de directions différentes.

x2

Figure 1.35 – Le point x2 est le même que celui figure 1.32. Pour chaque arc on calcule succes-
sivement deux rétroprojections des dérivées des projections. Cela crée 8 trans-
formées de Hilbert (de 4 directions différentes), 4 en noir puis 4 en rouge. Ce
schéma illustre le cas où sur une direction deux transformées de Hilbert (en noir)
sont compensées par deux nouvelles transformées de Hilbert (en rouge). Il reste
toujours deux directions différentes avec des transformées de Hilbert non nulles
(alors qu’une seule serait souhaitable pour le schéma d’inversion).

maintenant quatre transformées de Hilbert de directions différentes ;

� une des nouvelles transformées de Hilbert compense une ancienne : il y a deux
nouveau deux transformées de Hilbert (une ancienne et une nouvelle) ;

� il y a une “compensation totale” : la somme des transformées de Hilbert est nulle.

On comprend qu’en réitérant ce processus il ne sera pas possible d’obtenir une unique
transformée de Hilbert. De plus, ajouter des arêtes entre les nœuds 1 et 2 ne peut pas
compenser les transformées de Hilbert créées à partir des arêtes entre les nœuds 2 et 3, car
les les transformées de Hilbert induites seraient nécessairement de directions différentes.
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Chapitre 2

Reconstruction tomographique en 3
dimensions

2.1 Géométrie parallèle 3D

2.1.1 Passage de la géométrie 2D à la géométrie 3D

Il y a deux façons d’envisager le passage de la géométrie 2D à la géométrie 3D en
tomographie. Premièrement, on peut voir la transformée de Radon comme une intégration
sur un hyperplan, donc une droite en 2D et un plan en 3D (la transformée de Radon 3D
sera traitée section 2.1.3) : cette approche est la plus mathématique. Deuxièmement, les
rayons X étant toujours modélisés par des droites en 3D, on peut continuer à intégrer le
long de droites, via la transformée en rayons X (voir section 2.1.2) : cette approche est
plus physique ou pratique. Le problème est donc plus complexe que le simple ajout d’une
troisième coordonnée. Par exemple, les droites, sont des objets “2D” dans une géométrie
2D et “4D” dans une géométrie 3D (elles ont respectivement 2 et 4 degrés de liberté). Cela
induit de la redondance en géométrie 3D. La figure 2.1 montre comment paramétriser une
ligne en 2D (resp. 3D) à partir de deux lignes (resp. deux plans) parallèles.

x1 x2

2D 3D

(x1, y1) (x2, y2)

Figure 2.1 – Visualisation des 2 degrés de liberté (gauche, x1 et x2) pour une droite 2D et des
4 degrés de liberté (droite, x1, x2, y1 et y2) pour une droite 4D.

Malgré ces différences entre géométrie 2D et 3D, les notations et définitions données
dans le chapitre 1 resteront, sauf mention du contraire, valables en 3D.

2.1.2 Transformée en rayons X

Définition et théorème de la section centrale

Les résultats de la section 2.1.2 se retrouvent par exemple dans [20].

65
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On définira la transformée en rayon X pour l’intégrale le long d’une droite en géométrie
3D :

X f(α,y) déf
=

∫
R
f(y + lα)dl,α ∈ S2,y ∈ α⊥ (2.1)

avec α⊥ = {y ∈ R3|y ·α = 0}.
En introduisant les vecteurs unitaires selon la figure 2.2 :

αϕ,θ
déf
= (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)

βϕ,θ
déf
= (− sinϕ, cosϕ, 0)

γϕ,θ
déf
= (− cosϕ cos θ,− sinϕ cos θ, sin θ) (2.2)

avec ϕ ∈ [0, 2π[ et θ ∈ [0, π/2[ on peut écrire la transformée en rayons X sous la forme :

X f(ϕ, θ, s, t) =
∫ +∞

−∞
f(rαϕ,θ + sβϕ,θ + tγϕ,θ)dr (2.3)

ez

ey

ex

β

α

γ θ

ϕ

Figure 2.2 – Paramétrisation d’une base de vecteurs unitaires (α,β,γ) pour la transformée en
rayons X et la transformée de Radon 3D. La base canonique de R3 est représentée
par (ex, ey, ez).

Il est possible d’adapter le théorème de la section centrale 2D (chapitre 1 section 1.1.1)
à cette transformée en rayons X (le théorème de la section centrale pour la transformée
de Radon 3D sera exprimé équation (2.9)) :

f̂(ξ) = X̂ f(α, ξ) dans le cas où α · ξ = 0 (2.4)

avec f̂ la transformée de Fourier 3D d’un point x ∈ R3 (ξ ∈ R3 dans le domaine

fréquentiel) et X̂ f une transformée de Fourier 2D :

X̂ f(α, ξ) =
∫
α⊥

X f(α,y) exp(−2π i⟨ξ,y⟩)dy (2.5)

Première notion de projection parallèle 3D et condition d’Orlov

Soit ω ⊂ S2 l’ensemble des vecteurs α tel que toutes les lignes (parallèles) de direction
α passant à travers un objet considéré sont mesurées (on connâıt leur transformée en
rayon X). Pour α ∈ ω, toutes les intégrales lignes parallèles à α forment une projection
parallèle en rayons X. L’ensemble ω définit donc l’ensemble des directions de projection
(ω peut être aussi appelée l’ouverture (angulaire) du scanner).

La condition d’Orlov [56] est une condition de reconstruction en géométrie 3D parallèle,
et énonce qu’“une reconstruction exacte est possible si tout grand cercle de la sphère unité
(cercle ayant pour centre l’origine et un rayon de longueur 1) intersecte ω”.
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Cette condition de reconstruction peut être comprise sous le prisme du théorème
de la section centrale présentée section 2.1.2. Si la condition d’Orlov est satisfaite, en
considérant une fréquence ξ ∈ R3 on peut trouver α ∈ ω sur le grand cercle perpendi-
culaire à ξ. Il y a donc au moins une projection parallèle en rayons X pour laquelle la
transformée de Fourier f̂(ξ) peut être calculé avec le théorème de la section centrale. Ainsi,
en calculant toutes les fréquences ξ puis en prenant la transformée de Fourier inverse on
peut reconstruire une image.

2.1.3 Transformée de Radon 3D

Définition

De manière analogue à la transformée de Radon 2D (voir équation (1.2) chapitre 1),
en considérant un plan 1 de normale α, à une distance r de l’origine, la transformée de
Radon 3D s’exprime ainsi [48, II.1] :

Rf (α, r)
déf
=

∫
R3

δ(α · x− r)f(x)dx =

∫
y∈α⊥

f(rα+ y)dy,α ∈ S2 (2.6)

β

γ

α

r

Figure 2.3 – L’intégrale de plan, de normale α, lors de la transformée de Radon, est réalisée
selon le plan (β,γ).

Avec les vecteurs unitaires de la figure 2.2, on peut paramétrer le plan considéré
précédemment ainsi (voir figure 2.3) :

Πϕ,θ,r
déf
= {rαϕ,θ + sβϕ,θ + tγϕ,θ|(s, t) ∈ R2} (2.7)

La transformée de Radon 3D associée à ce plan s’écrit, comme pour l’équation (1.5)
du chapitre 1 :

Rf (ϕ, θ, r) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(rαϕ,θ + sβϕ,θ + tγϕ,θ)dsdt (2.8)

On remarquera qu’on peut se ramener à la géométrie 2D en supprimant l’intégration sur
γ.

Comme en géométrie 2D, p(ϕ, θ, .) définit une projection parallèle : p(ϕ, θ, r)
déf
= Rf(ϕ, θ, r) déf

=

Rf (α, r)
déf
= p(α, r)

déf
= pα(r)(la notation αϕ,θ est simplifiée en α quand il n’y a pas d’am-

biguité).

1. Parfois appelé plan de Radon, et considéré comme mesuré si sa transformée de Radon associée est
connue.
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Théorème de la section centrale

De manière analogue à la géométrie 2D, le théorème de la section centrale s’applique
[48, II.1] :

p̂α(ρ) = f̂(ρα) (2.9)

La transformée de Fourier à gauche de (2.9) est 1D, celle à droite est 3D.

Rétroprojections filtrées

La formule de reconstruction par FBP est la suivante [48, II.2] :

f(x) = − 1

8π2

∫
S2

pF (α, r)|r=α·xdα (2.10)

avec les projections filtrées

pF (α, r)
déf
=

∂2

∂r2
p(α, r) (2.11)

= −4π2

∫ +∞

−∞
ρ2 exp(2π i ρr)p̂α(ρ)dρ (2.12)

L’équation (2.12) explicite le lien de la FBP avec le théorème de la section centrale
équation (2.9). Il y a plusieurs façons de filtrer les projections. L’avantage de la formulation
équation (2.11) est d’avoir, par les propriétés de la dérivée seconde, un filtre qui reste local.
Si tous les plans passant par x (et un voisinage pour pouvoir calculer les dérivées) sont
mesurés, alors on peut reconstruire x.

2.1.4 Remarque sur le problème intérieur 3D

Cas des transformées de Radon

Dans [48, VI.1,VI.4], le problème intérieur apparâıt quand on connâıt uniquement les
transformées de Radon à travers une ROI sphérique contenue dans l’intérieur strict d’un
objet, cela signifie que l’on sait la mesure de tous les plans intersectant la ROI. On peut
donc calculer µ(x) avec l’équation (2.10) dans la ROI. En paraphrasant Natterer [48],
on peut même généraliser : “l’inversion de la transformée de Radon est locale en dimen-
sion impaire”(II.2) ce qui a pour conséquence que “le problème intérieur est uniquement
résoluble en dimension impaire”(VI.4).

Cas des transformées en rayons X

Dans [10], le problème intérieur est défini à partir des transformées en rayons X :
on a acquis les mesures des intégrales de droite uniquement pour des lignes traversant
une ROI sphérique dans l’intérieur strict d’un objet sphérique). Dans ce cas la ROI n’est
généralement pas reconstructible (solution non unique).

2.2 Géométrie conique

2.2.1 Collimateurs, détecteurs et types de cônes

On s’intéresse à partir de maintenant à la géométrie conique (cone beam en anglais),
géométrie 3D en rayons divergents analogue à la géométrie fan beam en 2D. Elle consti-
tuera la géométrie majoritairement étudiée dans cette thèse. Une source de rayons X seule
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diffuse dans toutes les directions. Pour avoir un faisceau dirigé, la source est enfermée
dans une bôıte de plomb (le plomb atténue fortement les rayons X) avec une ouverture,
l’ensemble étant qualifié de collimateur. En projection conique on considère souvent un
collimateur à ouverture circulaire ou carrée, qui produira respectivement des faisceaux en
cône de révolution ou en cône pyramidal (voir figure 2.4).

S

Plomb Détecteur

S

S

Figure 2.4 – S symbolise une source de rayons X. Gauche : Source collimatée avec détecteur.
Droite, haut : Faisceau en cône pyramidal. Droite, bas : Faisceau en cône de
révolution.

Il est nécessaire que la projection du faisceau sur le plan du détecteur soit contenue
dans le détecteur.

Dans certains dispositifs on peut trouver un collimateur dynamique dont les dimensions
de l’ouverture peuvent varier [62]. Les dimensions du faisceau dépendront alors de la source
considérée.

2.2.2 Condition de Tuy

Introduction et énoncé

La condition de Tuy [75] est une condition de reconstruction, analogue à la condition
d’Orlov (nous développons ce point sous-section 2.2.2), adaptée à la géométrie conique.
On considère pour le moment une configuration sans troncation (c’est-à-dire que chaque
ligne passant par une position de source et intersectant l’objet est mesurée. Davantage de
développement sur cette notion de troncation en géométrie conique seront données section
2.2.5.).

Dans le cadre d’une reconstruction de région d’intérêt, sans troncation, on peut énoncer
la condition de Tuy [75] sous cette forme :

Théorème 3. Condition de Tuy. Une reconstruction stable d’une ROI est possible si
chacun des plans contenant un point de la ROI intersecte la trajectoire de la source de
manière non tangente.

La condition de Tuy n’est pas vérifiée pour les trajectoires planes pour un objet 3D,
comme la trajectoire circulaire (même si cette trajectoire est tout de même très utilisée,
pour des reconstructions approchées mais de qualité satisfaisante, voir section 2.2.3).

Dans la littérature, une trajectoire (associé à un objet) respectant cette condition est
parfois dite complète ou suffisante.

Résultat de Finch et conséquence pour les configurations avec troncations

D.Finch a montré par la suite que la condition de Tuy n’est pas seulement une condition
suffisante, elle est aussi nécessaire à une reconstruction stable [27]. On notera en géométrie
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conique la région de Tuy ΩSΛ
la région pour laquelle, pour chaque point x, tout plan

passant par x intersecte la trajectoire.

Pour résumer, sans troncation, une reconstruction stable d’une ROI est possible si et
seulement si la condition de Tuy est satisfaite. Dans un cas avec troncation, une recons-
truction n’est possible que si la condition de Tuy est vérifiée (la condition de Tuy est alors
nécessaire mais non suffisante). Il parâıt alors raisonnable d’étudier les reconstructions de
ROI pour la région ΩO ∩ΩSΛ

, c’est-à-dire (l’enveloppe convexe de) l’objet appartenant à
la région de Tuy. Pour rappel, ΩO est le support de l’objet. Il a été défini chapitre 1 section
1.6, dans un contexte 2D, comme l’enveloppe convexe (de la fermeture) de l’ensemble des
régions de densité non nulle, et cela s’adapte naturellement en 3D.

Lien entre résultat d’Orlov et de Tuy

On peut voir la géométrie parallèle 3D comme un cas particulier de la géométrie
conique, pour des sources placées à l’infini. De même, la condition d’Orlov peut être
considérée comme une forme spéciale de la condition de Tuy. S.Metzler et al.[47] montrent
qu’en fait, la condition de Tuy (couplée avec le résultat de Finch) et la condition d’Orlov
sont équivalentes.

2.2.3 Quelques bases de reconstruction analytique

Trajectoires de la source de rayons X en géométrie conique

Nous allons travailler avec la notion de trajectoire de la source de rayons X (abrégée
en trajectoire). Nous adoptons la même construction que chapitre 1 section 1.2.2, à savoir
définir une fonction S, qui associe à un réel λ une position de la source :

S : Λ ⊂ R → R3

λ 7→ S(λ)
(2.13)

La notation Sλ désignera S(λ). Á partir de la fonction S la trajectoire correspond à la
courbe paramétrée définie par l’application de S à Λ :

SΛ
déf
= {Sλ|λ ∈ Λ} (2.14)

La fonction S sera continue et différentiable par morceaux. On utilisera (surtout au cha-
pitre 3) le terme de connexe quand Λ sera un intervalle de R.

Projection conique

De manière analogue à la géométrie fan beam , la transformée en rayon divergent
s’écrit :

Df(λ,η) déf
=

∫ +∞

0

f(Sλ + lη)dl, λ ∈ Λ,η ∈ S2 (2.15)

La projection en géométrie conique g(λ, .) s’identifie à cette transformée :

g(λ,η)
déf
= Df(λ,η) (2.16)
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Détecteur 3D et paramétrisation

Cette section s’inspire fortement d’une partie de la thèse de F.Noo [49]. Les détecteurs
seront plan dans le cadre de notre étude, et seront représentés par un rectangle, contenu
dans un plan Πλ.

On associe au détecteur une base orthonormée (eu, ev, ew) avec eu et ev deux vecteurs
de Πλ. De cette base on peut créer un repère du détecteur avec une origine nommée point
principal Oλ, qui sera défini par la projection orthogonale de la source Sλ sur le plan Πλ

(on a donc ew = Sλ−Oλ

∥Sλ−Oλ∥
, voir figure 2.5). Cela fait sens dans les configurations qui nous

intéressent, à savoir vérifiant les affirmations suivantes :

� Oλ est un point du détecteur ;

� ΩO se place entre la source Sλ et le détecteur et ne contient jamais Oλ ;

� l’orientation du détecteur dépend de λ à travers l’origine Oλ et le repère associé.

eu

ev

ew

Sλ

Oλ

(u, v)

Πλ

η

SΛ

ev

ew Sλ

η θd

Oλ

Figure 2.5 – Paramétrisation d’une projection conique sur un détecteur plan.

On note Dλ la distance source-détecteur (Dλ = ∥Sλ − Oλ∥). Le vecteur η de g(λ,η)
peut alors s’exprimer, avec les notations de la figure 2.5 :

η = (ueu + vev −Dλew)/
√
u2 + v2 +D2

λ (2.17)

On peut adapter la projection conique (équations (2.16) et (2.15)) avec les coordonnées
détecteur :

g(λ, u, v) =
√
u2 + v2 +D2

λ

∫ +∞

−∞
f(Sλ + l(ueu + vev −Dλew))dl (2.18)

Il apparâıt un poids devant l’intégrale. En effet, l’intégration de f équation (2.15) se faisait
suivant un vecteur unitaire. Le vecteur ueu+ vev−Dλew n’étant en général pas unitaire,
on peut le normer (sa norme étant

√
u2 + v2 +D2

λ). Si comme dans (2.18), on choisit
d’intégrer selon ueu + vev −Dλew, il faut alors pondérer l’intégrale par sa norme.
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Fonction intermédiaire et résultat de Grangeat

Les fonctions intermédiaires (de Radon) sont des fonctions principalement développées
par H.K.Tuy, P.Grangeat et B.D.Smith (voir par exemple [9]), agissant sur la transformée
de Radon tridimensionnelle, et utilisées pour faire un lien entre cette transformée et
les projections coniques sur un détecteur. P.Grangeat utilise une approche par dérivée,
différente de celle utilisée par B.D.Smith (par filtre rampe, donc moins locale). On appelle
résultat de Grangeat l’égalité suivante ([19] sous cette forme, [32] pour la forme originelle
utilisant les coordonnées détecteur) :∫

S2

δ′(α · η)g(λ,η)dη︸ ︷︷ ︸
G(λ,α)

= − ∂

∂r
Rf (α, r)

∣∣∣∣
r=Sλ·α

(2.19)

avec δ′ la dérivée de la distribution de Dirac 2. La fonction G est appelée la fonction
intermédiaire de Grangeat. L’idée est que la somme des intégrales de ligne sur un plan
correspond (approximativement) à l’intégrale du plan.

Originellement, le résultat de Grangeat était exprimé avec des coordonnées détecteur
(pour des détecteurs plan). Nous donnons les résultats suivants à partir de la thèse de
F.Noo [49], qui lui même reprend (sous une forme légèrement différente) les travaux de
P.Grangeat [32, 33].

Sans reprendre la démonstration, l’idée est d’introduire les coordonnées sinogrammes
(r2(α), ϕ2(α)) sur le détecteur (le 2 en indice signifiant que ce sont des coordonnées “2D”),

pour la ligne
=

Lϕ2(α),r2(α) (voir chapitre 1 section 1.1.1 pour les coordonnées sinogramme

et les lignes en géométrie parallèle). La ligne
=

Lϕ2,r2(α) est définie comme l’intersection
du plan du détecteur (pour une position de source Sλ) et du plan passant par Sλ et de

normale α (voir figure 2.6). La ligne
=

Lϕ2,r2(α) peut s’écrire :

=

Lϕ2,r2(α) =

{
r2(α)

(
cosϕ2(α)
sinϕ2(α)

)
+ s

(
− sinϕ2(α)
cosϕ2(α)

)∣∣∣∣ s ∈ R
}

(2.20)

Avec les coordonnées sinogrammes on peut exprimer le vecteur α :

α =
Dλ cosϕ2(α)eu +Dλ sinϕ2(α)ev + r2(α)ew√

r2(α)2 +D2
λ

(2.21)

On peut également réécrire G(α, λ) sous la forme G(ϕ2(α), r2(α), λ) :

G(ϕ2(α), r2(α), λ) =
r2(α) +D2

λ

D2
λ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ′(u cosϕ2(α)+v sinϕ2(α)−r2(α))ḡ(λ, u, v)dudv

(2.22)
avec la projection pondérée :

ḡ(λ, u, v)
déf
=

Dλ√
u2 + v2 +D2

λ

g(λ, u, v) (2.23)

Sans reprendre les calculs complets, pour expliquer d’où provient l’équation (2.22), on
peut préciser que :

dη = Jdudv (2.24)

2. On peut se reporter à [11] pour plus d’éléments sur cette distribution. Par exemple on peut définir

δ′ à partir d’une fonction test k : k′(0) = −
∫ +∞
−∞ k(s)δ′(s)ds.
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Sλ

α

eu

ev
r2(α)
ϕ2(α)

=
L
ϕ
2 ,r2 (α)

Figure 2.6 – La ligne
=
Lϕ2,r2(α) est l’intersection du plan passant par Sλ et de normale α et du

détecteur. Cette ligne est associée aux coordonnées sinogrammes (r2(α), ϕ2(α)).
Image inspirée de la figure 4.2 de [49].

avec le jacobien J :

J =
Dλ

(u2 + v2 +D2
λ)

3/2
(2.25)

La fonction intermédiaire de Grangeat s’écrit donc dans l’équation (2.22) comme une
(dérivée d’une) intégrale de ligne de projection conique sur le détecteur. On peut la réécrire
avec une transformée de Radon 2D R2 appliquée à une projection conique :

G(ϕ2(α), r2(α), λ) = −r2(α)2 +D2
λ

D2
λ

∂

∂r
R2ḡ(ϕ2(α), r2(α), λ) (2.26)

On retrouve le résultat originel de Grangeat [32] en liant les termes de droite des équations
(2.26) et (2.19) :

r2(α)2 +D2
λ

D2
λ

∂

∂r
R2ḡ(ϕ2(α), r2(α), λ) =

∂

∂r
Rf (α, r)

∣∣∣∣
r=Sλ·α

(2.27)

Originellement, P.Grangeat [32, 33] a travaillé sur l’implémentation de cette méthode
pour la trajectoire circulaire. F.Noo [49] a ensuite proposé des implémentations pour tout
détecteur plan avec projections coniques.

Reconstruction par méthode de Grangeat et CB-FBP

Le résultat de Grangeat, équation (2.19) (section 2.2.3), permet une reconstruction en
géométrie conique (quand les projections ne sont pas tronquées) d’un point x en deux
étapes :

1. Calcul de ∂
∂r
Rf (α, r), avec r = α ·x (dans un voisinage de x), grâce au résultat de

Grangeat
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2. Utilisation de la FBP en dérivant (équation (2.11)) et rétroprojetant (équation
(2.10))

On peut noter que pour utiliser le résultat de Grangeat équation (2.19), il est nécessaire de
dériver la transformée de Radon en r = α ·Sλ. Or pour la reconstruction avec l’équation
(2.10) nous avons besoin de la dérivée (seconde) en r = α · x. La condition de Tuy
(section 2.2.2) énonce en fait (de manière équivalente à notre formulation géométrique)
que pour un point x (de la région de Tuy) et un vecteur α donné, il existe Sλ ∈ SΛ tel
que α · x = α · Sλ. En effet le plan passant par x et de normale α est à une distance
(signée) α · x de l’origine. Ce plan intersecte SΛ en Sλ car x est dans la région de Tuy
(ce plan est donc à une distance α · Sλ de l’origine) d’où α · x = α · Sλ.

L’article [19] (ainsi que [44] avec des notations différentes) montre qu’il est possible de
traiter ces deux étapes en une seule formule et d’aboutir à la formule de reconstruction
de type FBP 3 en géométrie conique (CB-FBP) :

f(x) =

∫
Λ

1

∥x− Sλ∥2
g∗
(

x− Sλ
∥x− Sλ∥

, λ

)
dλ (2.28)

avec

g∗(η̃, λ)
déf
=

1

8π2

∫
S2

δ′ (η̃ · η)G(λ,η)W (λ,η)dη (2.29)

et

W (λ,η)
déf
=

|η · S′
λ|

n(η,η · Sλ)
(2.30)

avec enfin n(η,η ·Sλ) le nombre d’intersections avec la trajectoire SΛ et le plan de normal
η et de distance à l’origine η · Sλ. Néanmoins d’autres normalisations sont possibles et
parfois nécessaires, car l’application de la dérivée (δ′) implique des contraintes de régularité
sur W .

L’avantage de la CB-FBP est d’avoir un algorithme plus “fluide” avec un stockage
des données réduit. En effet, contrairement à la méthode en deux étapes, il n’y a pas
besoin de calculer et stocker des transformées de Radon (sous forme de matrice 3D) avant
d’effectuer la rétroprojection. Le traitement des données devient séquentiel grâce en partie
au poids W qui gère les redondances dans les projections coniques.

Enfin, on peut noter que l’article [44] de H.Kudo et T.Saito propose, également en
1994, une formule de reconstruction en géométrie conique sans troncation, dans le même
“esprit” que la formule CB-FBP. Cette formule utilise les travaux de P.Grangeat mais
également ceux de B.D.Smith [70].

Algorithme FDK

La méthode CB-FBP soit une formule de reconstruction exacte, assez polyvalente,
car elle fonctionne pour les trajectoires vérifiant la condition de Tuy. Dans le cas d’une
trajectoire circulaire :

SΛ = {(R cosλ,R sinλ, 0)|λ ∈ Λ = [0, 2π[} (2.31)

l’algorithme FDK (du nom de ses créateurs L.A.Feldkamp, L.C.Davis, J.W.Kress) est plus
adapté [26] [37, section 3.6]. La condition de Tuy n’est pas satisfaite en dehors du plan de

3. L’algorithme n’est pas “purement” FBP, à cause de la partie de filtrage se faisant uniquement via
W (λ,η).
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la trajectoire circulaire. Dans ce plan, la reconstruction est exacte et la formule (2.32) est
équivalente à la formule de reconstruction FBP en géométrie fan beam (on peut aussi voir
l’algorithme FDK comme un cas particulier de l’algorithme CB-FBP). Plus on s’éloigne
de ce plan et plus l’approximation est grande (car plus on s’éloigne et plus il manque des
plans mesurés nécessaires à la reconstruction).

La formule de reconstruction de la méthode FDK peut-être formulée de la manière
suivante [37, section 3.6] :

fFDK(x)
déf
=

1

2

∫ 2π

0

M2 R√
R2 + u2 + v2x

∫ +∞

−∞
kR(ux − u)g(λ, u, vx)dudλ (2.32)

Le couple (ux, vx) représente les coordonnées de la projection de x sur le détecteur, elles
ont pour valeurs :

ux
déf
= Mx · eu (2.33)

vx
déf
= Mx · ev (2.34)

avec M
déf
=

R

R− x · ew
=

∥Sλ∥2
∥Sλ∥2 − x · Sλ

(2.35)

La valeur M est appelée le facteur d’amplification, elle peut être vue comme le rapport
(en valeur absolue) entre le cosinus de l’angle d’incidence du rayon sur le détecteur et la
distance entre la source et le point considéré.

On rappelle que kR est le filtre rampe, s’écrivant dans l’espace de Fourier :
∀ρ ∈ R, k̂R(ρ) = |ρ|.

Cette formule s’applique dans le cas Dλ = R avec un détecteur virtuel. Dans cette
configuration on se ramène à un détecteur dont l’origine est confondue avec l’origine du
repère galiléen (associé à ex, ey, ez).

Beaucoup d’auteurs ont proposé des pistes d’amélioration pour l’algorithme FDK ou la
configuration utilisée. Par exemple H.Kudo et T.Saito [45] expliquent qu’en rajoutant un
bout de trajectoire au cercle (la trajectoire complète devenant SΛ = SΛ1 ∪SΛ2 , avec SΛ1

étant la trajectoire circulaire), l’information apportée est telle que les plans manquants
ne posent plus problème (plus de détails section 2.2.5).

2.2.4 Méthode DBP en géométrie conique

La description de la méthode DBP en géométrie divergente (voir chapitre 1 section
1.5.4) reste globalement valable en 3D. Néanmoins il y a une grande différence entre
l’utilisation de la DBP entre la géométrie 2D et la géométrie 3D résidant dans le nombre
de cordes utilisables (nous rappelons qu’une corde est un segment liant deux positions
de source d’une partie connexe d’une trajectoire). En effet, en géométrie 2D, on trouve
une infinité de cordes pour chaque point (ce qui ne veut pas dire qu’on pourra forcément
utiliser la méthode des cordes), alors qu’en géométrie 3D, pour un point donné, il peut
ne passer qu’une corde, voire aucune. La présence des cordes pour une trajectoire donnée
sera étudiée dans le chapitre suivant. Á titre d’exemple, pour la trajectoire hélicöıdale
(qu’on décrira section 2.2.5), sur un intervalle angulaire de 2π, pour un point donné de
l’enveloppe convexe de la trajectoire, il existe une et une seule corde (appelée ligne π)
passant à travers ce point (on trouve plusieurs démonstrations de ce résultat, une preuve
géométrique est donnée dans [15]). Cela impose donc la méthode utilisée pour appliquer
la DBP.



76 CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION TOMOGRAPHIQUE EN 3 DIMENSIONS

Ci,j
ΩOAi,j

Bi,jSi Sj

SlSk

1. Ci,j

Ai,j

Bi,j

2.

3.

Figure 2.7 – Récapitulatif des différents cas d’inversion de la transformée de Hilbert pour la
corde Ci,j selon les positions relatives de Ai,j = Ci,j∩ΩO et Bi,j = Ci,j∩FOV[λi,λj ]

(deux cônes de lignes mesurées sont représentés, ils sont issus de Sk et Sl, deux
positions de source de S[λi,λj ]). 1. : Ai,j ⊂ B[i,j] : inverse de la transformée de
Hilbert calculé de manière analytique [60]. 2. Ai,j ∩ Bi,j ̸= ∅, Bi,j \ Ai,j ̸= ∅
et Ai,j \ Bi,j ̸= ∅ : transformée de Hilbert unilatérale, on peut inverser cette
transformée numériquement [21]. 3. Bi,j ⊂ Ai,j : pas d’inversion de la transformée
de Hilbert possible (dans la direction de Ci,j).

Nous disons qu’un point x est vu par une source sur une (sous-)trajectoire S[λi,λj ] ⊂ SΛ

si toute ligne passant par x et Sλ ∈ S[λi,λj ] est mesurée. Si on définit FOVλ comme le
cône représenté par l’ensemble des lignes mesurées issues de Sλ (comme en 2D chapitre
1 section 1.3), alors dire que x est vu par une source sur une (sous-)trajectoire S[λi,λj ]

signifie que x ∈ FOV[λi,λj ]
déf
=

⋂
λ∈[λi,λj ]

FOVλ.

Nous allons faire un rapide rappel des trois possibilités de reconstruction par méthode
DBP, avec une approche un peu plus géométrique qu’au chapitre 1 (les méthodes décrites
seront très utilisées au chapitre 5). On considère une trajectoire SΛ continue et connexe.

Soit une corde Cλi,λj(
déf
= Ci,j) (reliant les sources Sλi et Sλj) passant par un point x ∈ ΩO

tel que x est vu par chaque source de S[λi,λj ]. Soit Ai,j
déf
= ΩO ∩Ci,j et Bi,j

déf
= FOV[λi,λj ] ∩

Ci,j
4. On peut alors envisager les trois cas de figure différents pour inverser la transformée

de Hilbert en x parallèlement à Ci,j (voir figure 2.7, ces cas ont été introduits et détaillés
au chapitre 1 sections 1.5.4, 1.5.5 et 1.7.3 et les notations utilisées en géométrie fan beam
peuvent facilement être adaptées à la géométrie conique) :

1. Ai,j ⊂ Bi,j : c’est le cas idéal, premier à être traité dans l’histoire de la DBP, l’inverse
de la transformée de Hilbert (en x) peut être calculé de manière analytique (voir
chapitre 1 équation (1.63) ou section 2.2.6 équation (2.51)).

2. Ai,j ∩Bi,j ̸= ∅, Bi,j \Ai,j ̸= ∅ et Ai,j \Bi,j ̸= ∅ : on sait depuis 2006 et [21] qu’il est
possible de calculer numériquement un inverse stable pour x ∈ Ai,j ∩Bi,j

3. Bi,j ⊂ Ai,j : c’est un cas qui se rapproche du problème intérieur, il n’est pas possible
d’inverser la transformée de Hilbert sur la corde Ci,j

Les deux premiers cas peuvent donc être traités via ce qui a été introduit sous le nom
de méthode des cordes. Ils proviennent de l’inversion de la transformée de Hilbert dans la

direction C1,2 portée par le vecteur η1,2
déf
= (S1 − S2)/∥S1 − S2∥, liée à la rétroprojection

4. A est un intervalle car le support ΩO est convexe. Bi,j est un intervalle car chaque cône de lignes
mesurées FOVλ est convexe, l’intersection des cônes FOV[λi,λj ] est donc un convexe.
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des dérivées de projections en géométrie divergente (voir chapitre 1 section 1.5.4 et plus
particulièrement figure 1.16 pour l’interprétation géométrique)[15, 59] :

b1,2(x) = 2πHη1,2f(x), x ∈ C1,2 (2.36)

La rétroprojection des dérivées de projections b1,2(x) est quant à elle obtenue par la
formule :

b1,2(x)
déf
= bλ1,λ2(x) =

∫ λ2

λ1

1

∥x− Sλ∥
∂

∂λ
g(λ,η)

∣∣∣∣
η=

x−Sλ
∥x−Sλ∥

dλ (2.37)

Comme nous l’avons souligné, contrairement à la géométrie 2D, il y a en géométrie 3D
peu voire aucune flexibilité quant au choix de la corde. Le troisième cas (B ⊂ A), rendant
impossible l’utilisation de la méthode des cordes peut apparâıtre souvent, notamment dans
le cas de troncations importantes. La méthode des lignes M 5 est donc plus susceptible
d’être utilisée. Néanmoins, son utilisation est plus délicate qu’en géométrie 2D. Nous
rappelons que pour une ligne M Lx,λM issue d’une source SλM ∈ S[λ1,λ2] ⊂ SΛ et portée

par ηM
déf
=

x−SλM

∥x−SλM
∥ , la méthode des lignes M s’appuie sur l’équation :

b1,M(x) + b2,M(x)
déf
= b1,2,M(x) = 2πHηM

f(x) avec x ∈ C1,2 (2.38)

Nous introduisons Bx,λM , que nous supposons pour des raisons de simplicité être un
intervalle. Pour une ligne Lx,λM donnée, un point y appartient à Bx,λM si :

� y est sur Lx,λM

� y est traversée par une corde Ci′,j′ telle que SλM ∈ S[λi′ ,λj′ ]
;

� y appartient à FOV[λ′i,λ
′
j ]

Pour pouvoir utiliser l’équation (2.38) et inverser la transformée de Hilbert associée,
l’intervalle Bx,λM ne doit pas être inclus dans ΩO

6. Deux configurations de ligne M sont
données figure 2.8.

La méthode des cordes et la méthode des lignes M seront très utilisées dans le cadre
de cette thèse. Cela permettra (entre autres choses) de donner des exemples concrets et
d’explorer les utilisations et les limites de ces méthodes. Un arbre décisionnel pour la
méthode DBP est donné figure 2.9.

2.2.5 Troncations de projections coniques

Trajectoires “axiales” et à base circulaire

Une projection associée à une source Sλ est tronquée quand des lignes issues de Sλ
et intersectant l’objet à reconstruire ne sont pas mesurées. Pour certaines trajectoires,
il est possible de caractériser ces troncations. Une sous-classe de ces trajectoires sera
étudiée dans les deux derniers chapitres. Nous nous intéressons aux trajectoires axiales,
pour lesquelles on peut définir un axe, la source étant en rotation autour de cet axe (et

5. Comme dit au chapitre 1, nous considérons la méthode des lignes M comme faisant partie de la
méthode DBP, même si la DBP se restreint habituellement dans la littérature à la méthode des cordes.

6. L’idée est d’appliquer la méthode cordes à Lx,λM
, soit par inversion analytique [60] soit par inversion

numérique [21].
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Sj

SλM

Si

Bi,j

x

Ci,j

ΩO

Lx,λM

Bx,λM

Sj

SλM

Si

Bi,j

x

Ci,j

ΩOLx,λM

Bx,λM

Figure 2.8 – Deux exemples d’utilisation d’une ligne M (en rouge) pour un point x sur une
corde Ci,j , avec une configuration vue de dessus. Dans ces deux cas on suppose
que Bi,j(= Ci,j ∩FOV[λi,λj ]) est le segment orange. Il n’est pas possible d’utiliser
la méthode des cordes pour reconstruire x (car Bi,j ⊂ ΩO), la méthode des
lignes M doit être employée (avec une inversion numérique de la transformée de
Hilbert le long de la ligne M). On suppose que l’intervalle Bx,λM est le segment
bleu. Il intersecte bien ∁ΩO (le complément du support). Pour définir Bx,λM

il faut s’assurer que chaque point y de Bx,λM est traversé par Ci′,j′ telle que
SλM ∈ S[λi′ ,λj′ ]

, ce qui n’est pas évident pour des trajectoires 3D.

autour de l’objet). Par convention cet axe sera dirigé par ez. En considérant une fonction
R continue et toujours strictement positive, on peut décrire ces trajectoires comme :

SΛ = {R(λ) cosλ,R(λ) sinλ, Z(λ)|λ ∈ Λ} (2.39)

avec Λ un intervalle égal ou supérieur à 2π, et Z une fonction continue.

Parmi ces trajectoires, nous étudions surtout les trajectoires à base circulaire, où la
fonction R(λ) devient un rayon constant R > 0 :

SΛ = {R cosλ,R sinλ, Z(λ)|λ ∈ Λ} (2.40)

Un exemple de trajectoire à base circulaire est la trajectoire hélicöıdale, décrite dans la
sous-section 2.2.5.

On considère que la source et le détecteur constituent un ensemble rigide en rotation
autour de ez (la distance source-détecteur est donc constante) et l’orientation du détecteur
est telle que ev = ez

7 (voir par exemple figure 2.10).

Introduction aux projections coniques tronquées axialement avec le problème
de l’objet long

Historiquement, le fait que le corps humain soit (en général) bien plus haut que large,
a créé un intérêt pour le problème de l’objet long (plus connu sous le nom de long object
problem en anglais). En considérant l’axe du corps humain, le problème de l’objet long
apparâıt quand on tente de reconstruire une ROI bornée par deux coupes transaxiales
avec une troncation (axiale) au-delà de ces coupes.

Concrètement, ce problème a été très étudié pour la trajectoire hélicöıdale (plus sim-
plement appelée hélice, un exemple est donné figure 2.10). Cette trajectoire est parti-
culièrement utilisée en géométrie conique, l’idée étant d’avoir un patient allongé avec une

7. Telles que nous les décrivons, les trajectoires à base circulaire sont bien plus adaptées aux scanners
circulaires avec translation du lit du patient qu’au C-arm, adapté à des trajectoires supportées par une
sphère et non un cylindre, et avec un détecteur en opposition à la source.
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DBP

A-t-on x ∈ Ci,j tel
que Ai,j ⊆ Bi,j ?

oui : cas 1

OUI (2.36)(2.51)

non

Ai,j ∩Bi,j ̸= ∅,
Ai,j \Bi,j ̸= ∅,
et Bi,j \ Ai,j ̸= ∅ ?

oui : cas 2

OUI (2.36)

non

A-t-on Bx,λM ̸⊂ ΩO ?

oui : cas 1 ou 2 dans la direction des lignes M

OUI (2.38)
?

Figure 2.9 – Est-il possible de reconstruire un point sur une corde ? Récapitulatif des
différents de cas de reconstruction pour un point d’un objet avec la méthode
DBP. Cet arbre pourra être considéré comme la suite de celui de la figure 2.16.
Le point considéré est donc sur une corde Ci,j . L’arbre répond à la question : est-il
possible de reconstruire un point sur une corde ? Les réponses OUI correspondent
à une utilisation de la méthode DBP, le point d’interrogation signifie qu’il n’y
a actuellement pas de théorie pour dire si une reconstruction est possible. Les
références permettant la construction de l’arbre sont (entre autres) [51, 59, 21]. Les
appellations cas 1 et cas 2 réfèrent à la section 2.2.4. Enfin, nous pouvons rappeler
que Ai,j = Ci,j ∩ ΩO et Bi,j = Ci,j ∩ FOVλi,λj . L’intervalle Bx,λM appartient à
une ligne M Lx,λM , avec λM ∈ [λi, λj ], et on rappelle qu’un point y de Lx,λM

appartient à Bx,λM s’il est traversé par une corde Ci′,j′ telle que SλM ∈ Sλi′ ,λj′
et y ∈ FOV[λi′ ,λj′ ]

.
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source en rotation autour de lui, additionnée d’une translation le long du corps du patient
(par exemple en déplaçant le lit). En notant p le pas de l’hélice, cette trajectoire se définit :

SΛ =
{(
R cosλ,R sinλ,

p

2π
λ
)
|λ ∈ Λ

}
(2.41)

Généralement, l’intervalle angulaire Λ de (2.41) est au moins de 2π.

SΛ

S3π x

(u,v) eu

ev

ez

ey

ex

2vm

2um

Figure 2.10 – Trajectoire hélicöıdale avec Λ = [0, 6π[. Un rayon issu de S3π traverse le point x
et frappe le détecteur en (u, v), coordonnées du détecteur de dimensions 2um ×
2vm.

Troncations du point de vue détecteur

Pour les trajectoires axiales, les troncations en géométrie conique peuvent être décrites
en termes de coordonnées détecteur. On reprend la paramétrisation de la figure 2.5 et on
considère que le détecteur a un axe ev parallèle à ez et a pour dimensions 2um et 2vm :
|u| ≤ um et |v| ≤ vm (voir par exemple figure 2.10). Les projections sont non tronquées
si toute droite passant par une position de source et intersectant l’objet intersecte aussi
le détecteur (dans une position correspondante à la position de source considérée). Si vm
est trop petit pour que les projections soient non tronquées (le détecteur n’est pas assez
haut), alors on parle de troncations axiales. Si um est trop petit pour que les projections
soient non tronquées (le détecteur n’est pas assez large), alors on parle de troncations
transverses ou de troncations transaxiales. Il est bien sûr possible de combiner ces deux
types de troncations, mais les troncations axiales restent majoritaires, et bien plus étudiées
dans la littérature, à cause des proportions du corps humain (voir section 2.2.5).

FOV pour les trajectoires à base circulaire

Il est plus délicat (et souvent moins pertinent) de parler de FOV pour les trajectoires
en géométrie 3D, en comparaison à la géométrie 2D. Nous tentons quand même de définir
un FOV cylindrique pour les trajectoires à base circulaire. Pour définir la base de ce
cylindre, on peut reprendre l’idée utilisée dans [15], à savoir considérer la projection de la
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trajectoire sur le plan (ex, ey), c’est-à-dire un cercle. On retrouve alors la configuration
fan beam standard (avec une trajectoire circulaire complète), et la base du FOV sera
définie par le cercle pour lequel chaque projection est tangente (voir figure 2.11).

détecteur

ey

ex

SΛ

FOV

Sλ

Figure 2.11 – Base d’un FOV cylindrique pour une trajectoire à base circulaire.

Il reste à définir la hauteur du FOV.

Cas des trajectoires fermées Dans le cas où SΛ est fermée, c’est-à-dire où Z est une
fonction de période 2π, on peut considérer qu’un point du FOV doit être vu par toutes les
sources du détecteur. Cela rejoint la définition donnée au chapitre 1 pour la géométrie 2D,
à savoir qu’un point appartient au FOV s’il est contenu dans le cône de lignes mesurées
(c’est-à-dire intersectant une source et le détecteur) de chaque source de la trajectoire.
Nous utiliserons cette définition au chapitre 5. Cette définition fait sens uniquement si le
détecteur est axialement aussi étendu que la trajectoire (ou du même ordre). De plus, le
FOV défini ainsi n’est pas vraiment un cylindre (à cause de ses extrêmités non plates,
voir figure 2.12 pour le cas de la trajectoire circulaire). Si pour des raisons de simplicité
on souhaite considérer un FOV cylindrique, on peut travailler avec le plus grand cylindre
contenu dans le FOV (c’est-à-dire le cylindre le plus haut tel que les extrêmités plates du
cylindres soient dans le FOV).

Cas de la trajectoire hélicöıdale Dans [15], le FOV est choisi aussi grand (étendu
axialement) que l’objet. Pour une configuration plus générale, nous proposons d’introduire
la fenêtre de Tam, utilisée habituellement comme condition de reconstruction dans les
trajectoires hélicöıdales (sans avoir besoin de la notion de FOV). Pour chaque position de
source Sλ, le détecteur doit être au moins aussi étendu que la fenêtre de Tam [74], définie
par la région délimitée par la projection de la sous-trajectoire S[λ−2π,λ+2π] (plus de détails
et une illustration sont par exemple donnés dans [93]). La trajectoire hélicöıdale est à
base circulaire, pour définir sa hauteur nous proposons de noter Sλmin

(resp. Sλmax) la
position de source minimale (resp. maximale) telle que la condition de Tam soit respectée
(en supposant que cette condition est satisfaite pour chaque Sλ ∈ [Sλmin

,Sλmax ]). La
hauteur du FOV peut alors être définie par la différence d’“altitude” entre Sλmin

et Sλmax ,
c’est-à-dire (λmax − λmin)

p
2π
.

Néanmoins, nous pouvons définir un FOV cylindrique pour la trajectoire hélicöıdale
comme le plus grand cylindre dont chaque point vérifie la condition axiale de Tam (c’est-
à-dire que le détecteur est au moins aussi étendu axialement que la fenêtre de Tam).
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Figure 2.12 – Vue de dessus (gauche) et coupe axiale (droite) d’un FOV (en blanc, en
définissant le FOV comme l’intersection pour chaque source des cônes de lignes
de mesurées émis) d’une trajectoire circulaire avec 30 projections coniques. Pour
obtenir ces images, on rétroprojette les projections dans un volume constant
(par exemple dans ce cas, tous les voxels du volume valent 1, et après la
rétroprojection le FOV peut être défini par les voxels valant le nombre de pro-
jections, donc 30 ici). En rouge est dessiné le plus grand cylindre contenu dans
ce FOV. Il peut être utile pour définir un FOV cylindrique. Les projections et
le calcul du FOV ont été obtenu grâce à la bibliothèque RTK [63]

Troncations du point de vue FOV

Les limites dimensionnelles du détecteur impactent directement le FOV. En considérant
une trajectoire à base circulaire, avec le FOV et le support de l’objet ΩO cylindriques, on
peut illustrer les différents cas de troncation sur la figure 2.13.

Ωo
FOV FOV

Ωo

Ωo

FOV

Figure 2.13 – Gauche : Le support de l’objet ΩO est entièrement contenu dans le FOV, il n’y
a pas de troncation. Milieu : Troncations transverses (ou transaxiales). Droite :
Le support de l’objet cylindrique ΩO dépasse axialement le FOV, les troncations
sont axiales.

Introduction aux méthodes de reconstruction adaptées aux projections tronquées

Les méthodes de type Grangeat décrites précédemment sont en pratique mal adaptées
aux troncations. Il manquera souvent des plans pour appliquer la formule de Grangeat
lors de troncations.F.Noo décrit dans sa thèse [49](section 5.3) un algorithme adapté pour
des trajectoires SΛ = SΛ1 ∪SΛ2 , avec SΛ1 une trajectoire circulaire, avec des troncations
axiales. Pour cela il se base sur la méthode hybride développée (appelée algorithme com-
posite dans sa thèse) de H.Kudo et T.Saito[45]. Sans donner tous les éléments, on peut
préciser que la méthode FDK peut être vue comme un cas limite de la méthode CB-FBP
(avec un poids constant)(section 2.2.3). Les plans non mesurés lors de l’utilisation de la
méthode FDK forment une partie de l’espace appelée zone d’ombre de Grangeat. S’ils
intersectent une ROI (pas trop étendue axialement) ces plans sont globalement horizon-
taux. Pour reconstruire une ROI il faut alors rajouter une sous-trajectoire (par exemple
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SΛ1

SΛ2

ROI

ΩO

l

R

Figure 2.14 – Une trajectoire constituée d’une sous-trajectoire circulaire SΛ1 et d’une sous-
trajectoire SΛ2 sous forme d’un segment vertical (orthogonal au cercle). Le cy-
lindre (représentant l’objet) peut être axialement infini et donc provoquer des
trajectoires tronquées. La ROI est néanmoins reconstructible. (La figure est ins-
pirée de [45])

un segment vertical comme décrit dans [45], comme sur la figure 2.14) pour mesurer
ces plans manquants (avec la méthode CB-FBP). On peut par exemple décrire ces deux
sous-trajectoires par :

SΛ1 = {(R cosλ,R sinλ, 0)|λ ∈ [0, 2π[= Λ1} (2.42)

SΛ2 = {(R, 0, λ− l − 2π)|λ ∈ [2π, 2π + 2l] = Λ2} (2.43)

avec l, R > 0.
D’autres idées sont apparues au début du XXIe siècle, pour développer des méthodes de

reconstruction plus flexibles. Nous parlerons à la fin du chapitre 5 (section 5.7) de formules
de reconstruction développées en partie par A.Katsevich et permettant des troncations
axiales. Néanmoins, les méthodes de Katsevich et la méthode décrite ci-dessous sont très
proches et partagent la même idée, à savoir que la formule de reconstruction utilise des
familles de lignes filtrées sur un détecteur, ces familles de lignes pouvant être en partie
choisies. Nous présentons quelques éléments d’une méthode décrite dans [50, chapitre 13],
initiée en 2002 et qui a par exemple été utilisé pour la trajectoire selle 8 [60].

L’idée est de ne plus travailler avec la fonction de Grangeat G équation (2.19), pour en-
suite connâıtre R′

f , puis R′′
f et enfin f , mais directement avec la fonction G′ [50](équation

(13.48)) appelée fonction de Grangeat dérivée ou modifiée :

G′(λ,α) =
∂

∂λ
G(λ,α) =

∫
S2

δ′(α · θ) ∂
∂λ
g(λ,θ)dθ (2.44)

L’équivalent du résultat de Grangeat équation (2.19) peut alors s’écrire :

− ∂2

∂r2
Rf (α, r)

∣∣∣∣
r=Sλ·α

=
G′(λ,α)

S′
λ ·α

(2.45)

Ainsi, on obtient directement R′′
f . On peut alors exhiber une formule de reconstruction

[50, équations 13.60 et 13.62] [60] :

f(x) =
1

8π2

∫
Λ(x)

1

∥x− Sλ∥
gF (x, λ,η)|η= x−Sλ

∥x−Sλ∥
dλ (2.46)

8. Nous ne décrivons pas ici la trajectoire selle mais elle sera largement étudiée dans les prochains
chapitres, notamment à partir du chapitre 4.
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gF (x, λ,η)
déf
=

∫
S2

1

ñ(λ,α,x)
sgn(S′

λ ·α)δ(α · η)G′(λ,α)dα (2.47)

Le poids ñ(λ,α) est le nombre d’intersections entre la trajectoire SΛ et le plan contenant
Sλ et étant orthogonal à α. Les équations (2.46) et (2.47) sont proches de celles pour
la méthode CB-FPB équation (2.28). Certains changements sont mineurs (carré ou non
pour le terme ∥x−Sλ∥, une valeur absolue qui devient une fonction signe...) mais d’autres
sont importants. Par exemple, ici la rétroprojection se fait sur Λ(x), qui correspond à une
sous-trajectoire telle que tous les plans passant par x intersecte cette sous-trajectoire 9.
Autre point, le poids W de la CB-FBP équation (2.29) était soumis à une dérivation (via
δ′), ce qui pouvait impliquer des contraintes de régularité, ce problème n’apparâıt plus
ici.

L’objectif ici est de donner quelques pistes pour comprendre comment cette méthode
peut permettre des troncations axiales. Cela se fait en partie par un gros travail de
réécriture de gF [50, sections 13.4.2 et 13.4.3] dont nous extrayons quelques étapes 10.
Premièrement, en notant que l’intégration de l’équation (2.47) sur la sphère unité corres-
pond en fait à une intégration sur un cercle, le terme δ(α · η) n’étant non nul (et égal à
1) que pour α orthogonal à η. Ainsi, en paramétrisant ce cercle par un angle ψ, on peut
définir une famille de vecteurs ᾱ(ψ, λ) appartenant au plan orthogonal à η, et réécrire
une première fois gf :

gF (λ,x) =

∫ 2π

0

sgn(cosψ)

ñ(λ, ᾱ(ψ, λ),x)︸ ︷︷ ︸
W̃1(ψ,λ,ᾱ)

G′(ᾱ(ψ, λ), λ)dψ (2.48)

Du poids W̃1(ψ, λ, ᾱ) on tire un autre “poids” : W̃2(ψ, λ, ᾱ)
déf
= 2∂W̃1(ψ,λ,α)

∂ψ
(ψ, λ, ᾱ). Cela

permet une nouvelle réécriture de gF :

gF (λ,x) =

∫ π

0

W̃2(ψ, λ, ᾱ)gH(λ, ψ,x)dψ (2.49)

avec

gH(λ, ψ,x)
déf
=

∫ π

−π

1

sin θ

∂

∂λ
g(λ, cos θη̃ + sin θβ̃)dθ (2.50)

avec η̃ = x−Sλ

∥x−Sλ∥
et β̃ un vecteur que nous n’explicitons pas ici, mais qui est orthogonal à

η̃ et dépendant de ψ.

La fonction gH définit en fait l’intégration d’une ligne sur le détecteur. Plus précisément,
cette ligne, dépendant de λ, x et ψ, est définie par l’intersection du plan contenant x, Sλ
et β̃ et le détecteur. La fonction W̃1(ψ, λ,α) pouvant souvent être constante (pour une
projection donnée) presque partout, gF équation (2.49) peut en fait se réécrire comme
une somme pondérée de lignes filtrées (via gH). L’intérêt est de jouer avec le poids et
Λ(x) pour que les lignes sélectionnées sur le détecteur soient assez horizontales pour qu’il
n’y ait pas de troncations axiales (les ordonnées minimale et maximale des points de ces
lignes sur le détecteur sont dans l’intervalle [−vm, vm]).

9. Par exemple, si x ∈ ΩSΛ on peut choisir Λ(x) = Λ. Si x est une sur une corde Ci,j on peut choisir
Λ(x) = [λi, λj ].
10. Nous invitons le lecteur à s’y référer pour tous les détails techniques, l’objectif ici étant de donner les

grandes lignes pour passer d’une formule proche de la CB-FBP avec une fonction de Grangeat modifiée,
à filtrer des lignes sur le détecteur assez horizontales pour permettre des troncations axiales.
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xS2
S1

C1,2

η1,2

ΩO

Figure 2.15 – Hélice S[0,4π] avec une corde (ligne π car λ2−λ1 < 2π, la ligne pleine représente
S[π,3π]) C1,2 à travers un point x de la ROI (en orange). Le point x peut être
reconstruit par méthode DBP.

Remarque Dans les dernières étapes la fonction dérivée de Grangeat n’apparâıt plus
explicitement. Ce cheminement sera repris au chapitre 5 section 5.7 avec par exemple des
explications et applications sur le choix des familles de lignes.

2.2.6 Exemple (historique) de l’utilisation de la DBP en géométrie
conique pour la trajectoire hélicöıdale

La méthode DBP est une solution possible au problème de l’objet long pour la trajec-
toire hélicöıdale [93]. Nous considérons que la condition de la fenêtre de Tam est satisfaite.
Pour pouvoir utiliser la méthode DBP, chaque point de la ROI doit être traversé par une
corde, et nous rappelons qu’il existe une unique ligne π pour chaque point de l’enveloppe
convexe de l’hélice. Plus précisément, pour un point x de coordonnée axiale pλ/(2π), il
existe une corde C1,2 passant par x et reliant S1 à S2, avec S1,S2 ∈ S[λ−π,λ+π] (voir figure
2.15).

Sans troncation transverse, l’équation (2.36) peut être utilisée pour calculer la trans-
formée de Hilbert Hη1,2f (x). Enfin, tel qu’expliqué plus largement dans le chapitre 1
section 1.5.4, cette transformée de Hilbert peut être inversée par 11 :

f(x) =
−1√
−h1h2

∫ h2

h1

√
(h− h1)(h2 − h)

Hη1,2f(x− hη1,2)

πh
dh+K (2.51)

avec par exemple K = 1
π
√
−h1h2

g(λ1,η1,2) et h1, h2 tels que B12 = [x+ h1η1,2,x+ h2η1,2]

(voir section 2.2.4 pour la définition de B12).

Enfin, il est possible de rajouter des troncations transverses à cette configuration, en
utilisant la méthode des lignes M (voir section 2.2.4, c’est l’objet de l’article [15].

11. Nous rappelons à titre informatif que cette formule n’était pas connu du monde de la tomographie
lors de l’écriture de [93], même si cela était connu au moins dans le monde mathématique depuis les
années 1930 [72].
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2.2.7 Récapitulatif (non exhaustif) des méthodes de reconstruc-
tions en géométrie conique

Á la lumière des méthodes que nous avons partiellement présentées, nous donnons
un bilan (très partiel) des stratégies de reconstruction analytique en géométrie conique à
adapter selon la configuration, sous forme d’arbre (figure 2.16).

Tuy ?

NON[27] Troncation ?

A[11]

non oui

non oui

Troncation axiale ?

x sur une
corde ?

non

SΛ contient
un cercle ?

oui

Méthode hybride
(à partir de FDK)

[45][49]

oui

DBP? x sur une
corde ?

DBP

non

non

non
oui

Fonction de
Grangeat modifiée/
ligne filtrée
sur le détecteur

[50]

oui

Figure 2.16 – Peut-on avoir une reconstruction exacte et avec quelles méthodes ?
Récapitulatif (non exhaustif) des différents cas de reconstruction d’une ROI
dans un objet. Tuy signifie que l’objet (ou la ROI) satisfait la condition de Tuy
pour une trajectoire donnée. L’arbre de décision répond à la question : peut-on
avoir une reconstruction exacte (pour un point et une trajectoire donnée) ? et si
oui, avec quelles méthodes ? Le point d’interrogation signifie qu’il n’y a pas de
méthode de reconstruction analytique connue dans ce cas, et que nous ne savons
pas si une reconstruction exacte est possible ou non (et nous retrouverons ce
point aveugle plus tard dans la thèse). L’arbre est continué à partir du nœud
DBP figure 2.9. Enfin, le texte du nœud A est : “Méthodes de reconstruction
variées de la transformée de Radon 3D développées à partir de/basées sur la
formule d’inversion de Tuy[75], le résultat de Grangeat[32] ou de Smith[70]”.

Remarque La méthode DBP permet d’avoir davantage de troncations, même axiales,
que les méthodes de filtrage 1D sur le détecteur (voir section 2.2.5) ([93] pour le cas de la
trajectoire hélicöıdale).

Remarque Parfois les méthodes présentées demandent plus de conditions que ce que
l’arbre dit. De plus, des méthodes différentes sont parfois groupées, alors qu’il peut y avoir
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des différences d’utilisation entre elles. Par exemple nous verrons (brièvement) au chapitre
5 section 5.7 que les méthodes de filtrage 1D sur le détecteur ont évolué ([6], [58]...), par
exemple pour utiliser des familles de lignes filtrées moins complexes (et donc permettre
plus de troncations). On peut aussi citer le fait que pour la trajectoire selle, [60] utilise
en 2004 la méthode de Grangeat modifiée pour des points x appartenant à des cordes (on
rappelle que cela est une possibilité de définir l’intervalle de rétroprojection Λ(x) pour
cette méthode). On a donc expliqué 2.2.5 que cette méthode pouvait être ramenée à un
filtrage de lignes sur le détecteur, et [79] a repris le cas de la trajectoire selle en montrant
que l’existence de cordes n’était pas nécessaire pour une reconstruction avec troncations
axiales.
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Chapitre 3

Trajectoires et union des cordes

3.1 Union des cordes et trajectoire recouvrable par

cordes

Comme nous l’avons vu au chapitre 2, la méthode DBP semble particulièrement
intéressante pour la reconstruction de ROI avec projections coniques tronquées. Cette
méthode est indissociable de la notion de corde 1. On rappelle qu’une corde est un seg-
ment liant deux positions de source d’une trajectoire continue et connexe (par exemple la
corde Cλ1,λ2 relie les positions de source Sλ1 et Sλ2) et peut se paramétrer ainsi :

Cλ1,λ2 = {x ∈ R3|x = tSλ1 + (1− t)Sλ2 , t ∈ [0, 1]} (3.1)

En effet un point ne peut être reconstruit par la méthode DBP que s’il est sur une
corde (c’est une condition nécessaire mais non suffisante, voir chapitre 2 section 2.2.4).
Il est donc intéressant de savoir, pour une trajectoire donnée SΛ, au sein de la région de
Tuy ΩSΛ

(pour laquelle pour chaque point x, chaque plan passant par x intersecte SΛ),
quels points x ∈ ΩSΛ

sont sur des cordes.
On introduit alors l’union des cordes d’une trajectoire SΛ, qui est une définition assez

intuitive :

CSΛ

déf
=

⋃
(λ1,λ2)∈Λ2

Cλ1,λ2 = {x ∈ R3|∃(λ1, λ2) ∈ Λ2,x ∈ Cλ1,λ2} (3.2)

Un des objectifs de ce chapitre est la construction de tels ensembles, ce qui permet-
tra par exemple de donner des indices sur l’intérêt de l’utilisation de la méthode DBP
pour une trajectoire donnée. Néanmoins, on abandonne globalement dans ce chapitre les
considérations tomographiques concernant les méthodes de reconstruction et la faisabilité
des trajectoires considérées pour adopter un point de vue surtout géométrique.

On peut définir l’enveloppe convexe d’une trajectoire 3D comme la plus petite région
convexe 2 de l’espace contenant cette trajectoire. Nous ne nous intéresserons qu’à des tra-
jectoires telles que la région de Tuy et l’enveloppe convexe désignent les mêmes régions, soit
généralement des trajectoires continues, connexes et bornées (le fait que ΩSΛ

= conv(SΛ)
pour de telles trajectoires en 3D est énoncé dans [27], sa version 2D étant évoquée chapitre
1 1.6.3), et nous pouvons donc noter ΩSΛ

cette enveloppe convexe. Une corde est donc
toujours contenue dans l’enveloppe convexe d’une trajectoire donnée (par définition d’un

1. D’autres méthodes de reconstruction nécessitent aussi des cordes.
2. Un segment reliant deux points d’une région convexe appartient à cette région.

89
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convexe) et on aura l’inclusion CSΛ
⊂ ΩSΛ

. Les trajectoires “optimales” pour la méthode
DBP paraissent donc être des trajectoires vérifiant CSΛ

= ΩSΛ
, que l’on appellera trajec-

toires recouvrables par cordes (RC).

Définition 7. Une trajectoire SΛ est recouvrable par cordes 3si par tout point de l’enve-
loppe convexe ΩSΛ

de SΛ passe une corde de SΛ.

Par extension, nous appellerons une région (du plan ou de l’espace) dont tout point
est traversé par une corde une région recouvrable par cordes (RC).

3.2 Quelques exemples de la littérature

On peut, dans la littérature, trouver un certain nombre de trajectoires vérifiant le fait
d’être recouvrable par cordes. Les trajectoires que nous considérons sont dessinées figure
3.1 (on cite entre parenthèses soit la première évocation de la trajectoire, soit l’article
analysant l’union des cordes de cette trajectoire) :

1. hélice (plusieurs articles donnent une démonstration que cette trajectoire est RC,
dont [17]) ;

2. cercle + ligne ;

3. selle 4 (trajectoire définie dans le cadre général et résultat prouvé dans [60]) ;

4. 2 cercles + ligne (première évocation dans [73] et étude des cordes dans [88]) ;

5. 2 cercles orthogonaux (de même rayon et centre) (trajectoire évoquée dans [75], [59]
énonce le fait qu’elle soit RC) ;

6. arc de cercle + ligne [22].

1 2 3 4 5 6

Figure 3.1 – Exemples de trajectoires connexes et continues recouvrables par cordes.

Á l’inverse, d’autres trajectoires ne vérifient pas cette propriété 5, nous les représentons
figure 3.2 (les références entre parenthèses présentent la trajectoire et expliquent pourquoi
elles ne sont pas RC) :

1. Reverse helix : composition de deux morceaux d’hélice en sens opposé ([55]) ;

2. 2 arcs + ligne (trajectoire ALA, voir [88]) ;

3. On trouve parfois dans la littérature recouvrement par lignes R (full R-line coverage), même s’il
peut y avoir de subtiles différences avec notre définition (voir par exemple [88]).

4. Nous y reviendrons longuement, notamment au chapitre 4.
5. Il y en a beaucoup d’autres, nous verrons qu’il est plus difficile de créer des trajectoires RC que le

contraire.
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3. 2 arcs+ ligne étendue (trajectoire AELA, voir [88]).

On peut noter que certains trajectoires comme la AELA ne sont pas RC (des points de
leur enveloppe convexe ne sont pas traversés par une corde) mais peuvent quand même
avoir une région RC intéressante incluse dans leur enveloppe convexe. Par exemple la
trajectoire ALEA présente une ROI cylindrique (d’axe parallèle à la ligne et de hauteur
égale à la trajectoire) recouvrable par cordes, ce qui peut-être en pratique suffisant pour
une reconstruction exacte, selon l’objet considéré. La trajectoire ALA n’a quant à elle
même pas de ROI cylindrique RC 6. Les trajectoires avec une ligne et des arcs ont été
assez étudiées dans la littérature, car elles sont en pratique assez simples à réaliser (une
rotation puis une translation du lit ou d’un C-arm puis une rotation dans le sens inverse),
les arcs peuvent être comme déjà évoqués des arcs de cercles, mais aussi des arcs d’ellipse
[87] ou d’hélice [88].

reverse helix

1

ALA

2

ALEA

3

Figure 3.2 – Exemples de trajectoires connexes et continues non recouvrables par cordes.

3.3 Premiers exemples de constructions d’union des

cordes

3.3.1 Trajectoires deux cercles orthogonaux (2C) et ligne+cercle

L’article [59] annonce que la trajectoire des deux cercles orthogonaux est RC, mais ne
présente pas la preuve. Nous proposons de montrer que chaque point d’une sous-partie
AΛ de l’enveloppe convexe ΩSΛ

de cette trajectoire est traversée par une corde. Les deux
cercles seront notés SΛ1 et SΛ2 . Pour des raisons de simplicité nous supposons SΛ1 dans
le plan (ey, ez) et SΛ2 dans le plan (ex, ey) (voir figure 3.3 (gauche)). Nous proposons de
définir AΛ ainsi :

AΛ
déf
=

⋃
ȳ∈[−R,R]

Tȳ (3.3)

avec (voir figure 3.3 (gauche)) :

Tȳ
déf
= conv({S1(y), S̃1(y),S2(y), S̃2(y)}) (3.4)

Les points S1(y) et S̃1(y) (resp. S2(y) et S̃2(y)) sont respectivement les intersections de
SΛ1 (resp. SΛ2) avec le plan d’équation {(x, y, z) ∈ R3|y = ȳ}. L’ensemble AΛ est donc
un “empilement” de losanges (qui sont même des carrés). Nous expliquerons section 3.6.1
(quand nous aurons introduit les bons outils) qu’en fait AΛ s’identifie à ΩSΛ

(mais cela
ne change rien à la preuve ci-dessous).

6. En effet [88] montre que c’est l’extension des lignes de la trajectoire ALEA qui permet de couvrir
la ROI cylindrique centrale.
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On considère un point x ∈ AΛ (x n’étant pas dans l’intérieur d’un des deux cercles,
auquel cas il est évident que x appartienne à une corde). On choisit un point (mobile)
S1 ∈ SΛ1 . Il est possible de choisir S1 tel que la ligne passant par x et S1 ne passe pas
par l’intérieur de SΛ2 , par exemple en prenant S1 (que l’on appellera Sout) comme une
intersection entre SΛ1 et le plan parallèle au plan contenant SΛ2 et passant par x. Il est
aussi possible de choisir S1 (que l’on appellera Sin) tel que la ligne passant par x et Sin

passe dans l’intérieur du cercle SΛ2 , et tel que Sin et Sout soient du même côté du plan
contenant SΛ2 . Pour le comprendre l’idée est de considérer Tȳ, avec ȳ = y (et x = (x, y, z),
une illustration est donnée figure 3.3(droite)) et donc x ∈ Ty. Plus spécifiquement, on peut
choisir de noter les intersections tel que x appartienne au triangle formé par S1(y), S2(y)
et S̃2(y). Ainsi, la demi-droite issue de S1(y) passant par x intersecte [S2(y), S̃2(y)],
qui est une corde de SΛ2 . Cette demi-droite traverse donc l’intérieur de SΛ2 et on peut
choisir Sin = S1(y). Ainsi, par continuité (théorème des valeurs intermédiaires), en faisant
parcourir S1 le long du cercle SΛ1 (en particulier entre Sin et Sout), pour un certain S1

noté SC1 , la ligne passant par x et SC1 intersectera SΛ2 . Il y a donc une corde passant
par x.

On peut suivre approximativement le même raisonnement pour la trajectoire ligne+cercle
(LC), en considérant une demi-droite passant par un point mobile de la ligne et un point de
l’enveloppe convexe de la trajectoire (nous ne prétendons pas qu’une telle preuve n’existe
pas dans la littérature, mais nous donnons notre version). On considère un cercle de rayon
R centré sur l’origine dans le plan (ex, ey) définissant SΛ2 , et une ligne verticale SΛ1 :

SΛ1 = {R, 0, hλ|h > 0, λ ∈ Λ1 = [0, 1]} (3.5)

La trajectoire LC peut être vue comme l’union de SΛ1 et SΛ2 . Soit un point x de son
enveloppe convexe 7 (qui n’appartient pas à l’intérieur du cercle SΛ2) et S1 un point
(mobile) de SΛ1 . Une nouvelle fois on va définir Sin ∈ SΛ1 tel que la demi-droite issue de
Sin et passant par x traverse l’intérieur du cercle SΛ2 , ce qui n’est pas le cas de la demi-
droite issue de Sout ∈ SΛ1 (et passant par x). Le point Sout peut être choisi simplement
comme de même altitude que x (plus précisément comme l’intersection de la ligne SΛ1 et
du plan horizontal passant par x, voir figure 3.4). Le point Sin peut être le point le plus
haut de la ligne : Smax = (R, 0, h). En effet en notant O = (R, 0, 0) et S2 l’intersection du
cercle SΛ2 et du plan contenant la ligne SΛ1 et x, x est contenu dans le triangle formé
par les points Smax, SΛ2 et O (figure 3.4, les trois côtés de ce triangle appartiennent
à l’enveloppe convexe de la trajectoire LC). La droite passant par x et Smax intersecte
[OS2] qui est une corde du cercle. Pour conclure sur le fait que x soit sur une corde,
on considère une nouvelle fois la demi-droite issue de S1 et passant par x. En faisant
varier S1 entre Sout et Sin la demi-droite considérée va (en invoquant le théorème des
valeurs intermédiaires) intersecter le cercle SΛ2 , formant ainsi une corde de la trajectoire
LC passant par x.

3.3.2 Présentation des trajectoires 3LT et 3LC

Nous présentons ici deux trajectoires dont les unions des cordes sont relativement
simples à comprendre. Il s’agit de la trajectoire cercle+3 lignes (3LC) et de la trajectoire
triangle+lignes (3LT) (voir figure 3.5). On suppose que le triangle et le cercle de ces tra-
jectoires appartiennent au plan (ex, ey). Ces trajectoires peuvent être considérées comme

7. L’enveloppe convexe de la trajectoire LC est un cône non droit de sommet l’extrémité de la ligne
et de base le cercle.
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SΛ1

SΛ2

ez
ey
ex

SΛ1

SΛ2 x

Sin

SoutTy
S2(y)

S̃2(y)

Figure 3.3 – La trajectoire de deux cercles orthogonaux. Gauche : Différents Tȳ (pour
différentes valeurs de ȳ ∈ [−R,R], en rappelant que l’union des Tȳ forme AΛ).
Droite : x = (x, y, z) ∈ Tȳ = Ty(∈ AΛ ⊂ ΩSΛ

) et la demi-droite issue de x et
passant par Sin traverse l’intérieur de SΛ2 .

O

Sout

Sin

x
SΛ1

SΛ2

S2

Figure 3.4 – La trajectoire LC constituée d’une ligne SΛ1 et d’un cercle SΛ2 . La demi-droite
passant par x et issue de Sin traverse l’intérieur du cercle (car elle intersecte
[OS2], une corde du cercle, et x appartient au triangle OS2Sin). La demi-droite
passant par x et issue de Sout ne passe pas par l’intérieur du cercle.
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des prémices à la trajectoire 3-sin que nous aborderons en profondeur au chapitre 4. Elles
présentent l’avantage d’avoir des régions de Tuy importantes mais leur réalisation par des
scanners médicaux n’est pas aisée pour une source unique : GL. Zeng [90] présente par
exemple la trajectoire 3LC pour trois sources (dans un contexte SPECT). Nous souhai-
tons décrire les unions des cordes de ces trajectoires pour pouvoir potentiellement placer
des ROI reconstructibles par DBP.

Figure 3.5 – Gauche : Trajectoire triangle+3 lignes (3LT). Droite : Trajectoire cercle+3 lignes
(3LC).

3.3.3 Union des cordes de la trajectoire 3LT

On cherche à déterminer les caractéristiques de l’union des cordes de la trajectoire 3LT.
Le triangle de la 3LT est équilatéral de côtés de longueur l, de centre de gravité placé
en l’origine, et des lignes de hauteur h. Le triangle est illustré figure 3.6 (gauche). Par
symétrie on travaillera uniquement avec la partie supérieure (z ≥ 0). La zone recouvrable
par cordes est formée de deux sous-zones, qui sont dessinées (figure 3.6 et figure 3.7) :

(i) 3 rectangles pleins engendrés par les droites

(ii) 3 tétraèdres engendrés par une droite et le côté du triangle opposé (voir figure
3.6(droite))

On étudiera particulièrement cette deuxième sous-zone.
Les trois rectangles (i) peuvent être respectivement décrits par :

−x+ y√
3
=
l

3
, x ∈

[
− l

2
, 0

]
, z ∈ [0, h] (ac)

x+
y√
3
=
l

3
, x ∈

[
0,
l

2

]
, z ∈ [0, h] (ab) (3.6)

y = − l

2
√
3
, x ∈

[
− l

2
,
l

2

]
, z ∈ [0, h] (cb)

Pour chaque tétraèdre (voir (ii)), on associe une face F (z) (on peut les différencier en
Fa(z), Fb(z) et Fc(z)) contenant un côté du triangle et un point de la ligne (verticale)
opposée (voir figure 3.6, droite), ce point ayant pour coordonnée verticale z. Les trois
faces F (h) sont portées par des plans ayant pour équation respective :

Fb(z) : −x+
y√
3
+
zl

h
=
l

3

Fc(z) : x+
y√
3
+
zl

h
=
l

3
(3.7)

Fa(z) : y = − l

2
√
3
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(a) = (0, l√
3
)

(c) = (− l
2
,− l

2
√
3
) (b) = ( l

2
,− l

2
√
3
)

(0,0)

ey

ex
(ab)(ac)

(cb)

Fc(h)

Fc(h/2)

h

h
2

(c)

(a)

(b)

Figure 3.6 – Gauche : Paramétrisation du triangle de la trajectoire 3LT dans le plan (ex, ey).
Nous appelons les sommets de ce triangle (a), (b) et (c) et les côtés correspondants
(ac), (ab) et (cb). Droite : Un des tétraèdres (ii) formés par l’union des cordes de
la trajectoire triangle+lignes. La face contenant un côté du triangle et un point
de la ligne (verticale) opposée de la trajectoire est notée face F (z)(les triangles
bleus sont Fc(h/2) et Fc(h)), avec z la coordonnée verticale du point sur la ligne
verticale.

Une face F (z) est RC (en traçant toutes les cordes partant du point d’altitude z de
la ligne verticale correspondante et reliant le côté opposé du triangle). On peut ainsi
engendrer un tétraèdre par l’ensemble des faces F (z), z ∈ [0, h]. Tout point des tétraèdres
(ii) est alors intersecté par une corde.

Un point caractéristique de cet ensemble, noté xm, est le point le plus bas de la surface
supérieure de la frontière de CSΛ

(voir figure 3.7). Il se situe à l’intersection des faces F (z)
des tétraèdres (équation (3.7)) :

xm = (0, 0, h/3) (3.8)

Cela peut par exemple être utile au placement d’une ROI si on veut utiliser la méthode
DBP. Par exemple, la ROI peut-être (contenu dans) un cylindre centré en l’origine de
hauteur h/3 et de rayon −l/(2

√
3).

Une simulation numérique de l’union de corde de cette trajectoire est présentée figure
3.22 section 3.7. Elle utilise une méthode brute affichant les voxels traversés par des cordes.

3.3.4 Union des cordes de la trajectoire 3LC

Comme pour la trajectoire 3LT on ne s’intéressera, pour des raisons de symétrie, qu’à
la partie supérieure (z ≥ 0) de l’union des cordes. Les raisonnements qui vont être décrits
présentent des similitudes avec les études des domaines de cordes pour les trajectoires
cercles+ligne (par exemple [88]).

La trajectoire 3LC est constituée de 3 lignes de hauteur h réparties de manière régulière
autour d’un cercle de rayon R (figure 3.8, gauche).

Comme pour la trajectoire 3LT, les cordes reliant les lignes verticales forment des
rectangles. Nous nous intéressons surtout aux cônes de cordes reliant un point d’une ligne
verticale et le cercle de la trajectoire (figure 3.8, droite)). Chaque cône est un volume
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xm xm

Figure 3.7 – La trajectoire 3LT avec son (demi-)union des cordes CSΛ
. Le point xm est le point

le plus bas de la surface supérieure de la frontière de CSΛ
.

engendré par l’union des surfaces de corde liant un point d’une ligne d’altitude zc et
un point du cercle de rayon R, pour tout zc ∈ [0, h] (en fait, de manière rigoureuse,
l’union d’une corde et d’une ligne verticale a été étudiée dans le cadre de la trajectoire
LC section 3.3.1, on a (re)démontré que l’enveloppe convexe de cette trajectoire est un
cône, et que chaque point de ce cône est intersecté par une corde). L’intersection entre un
plan horizontal et un de ces cônes forme un disque.

On s’intéresse à l’intersection entre un plan horizontal et les trois cônes (donc trois
disques) pour deux “altitudes” particulières de plan, notées zc1 et zc2 (voir figure 3.9). Pour
le plan d’altitude zc1 , l’intersection est la plus haute où il n’y a pas de “trou” (l’union des
disques dans le plan est simplement connexe). Pour le plan d’altitude zc2 , l’intersection
est la plus haute où l’union des disques est connexe par arcs dans le plan. Connâıtre ces
deux altitudes peut être utile pour le placement des ROI.

La relation entre une hauteur zc du cercle (zc ∈ [0, h]) et son rayon r est définie par
application directe du théorème de Thalès (voir figure 3.9) :

r = R
h− zc
h

⇔ zc = h
(
1− r

R

)
(3.9)

Altitude zc1 Pour l’altitude zc1 on a simplement :

r1 =
R

2
(3.10)

zc1 =
h

2
(3.11)

On peut donc par exemple placer une ROI cylindrique centrée de hauteur h/2 (h en
prenant en compte la trajectoire totale) et de rayon R/2(= r1). Le rayon est r1 car, en
projection dans un plan horizontal, les intersections des cercles inscrits (en dehors de celle
se trouvant sur au centre du cercle de trajectoire) sont sur le triangle liant les trois lignes
de la trajectoire 3LC (voir figure 3.10, gauche). Le point I est défini comme étant à l’inter-
section des cercles de rayon r1 = R/2, centrés en Q et P , points se trouvant respectivement
au milieu de [OB] et [AO], O se trouvant au centre du cercle de la trajectoire 3LC. On peut
montrer que I ∈ [AB]. En effet si on définit I ′ comme l’intersection de [AB] et du cercle
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Rh

ez

Figure 3.8 – Gauche : Trajectoire 3LC paramétrée. Droite : La trajectoire 3LC avec des cordes
(en vert) de deux cônes de cordes tracés. Les cercles rouges représentent les
frontières de l’intersection entre ces deux cônes et un plan horizontal.

R

r1

r2

h

zc1

zc2 r1 r2

Figure 3.9 – Intersection entre les cônes de cordes de la trajectoire 3LC et des plans horizon-
taux. Tout point dans un disque rouge est intersecté par une corde. Les cercles
en tirets verts représentent les bases de potentielles ROI cylindriques. Milieu :
Altitude zc1 , l’union des disques est simplement connexe. Droite : Altitude zc2 ,
l’union des disques est connexe par arcs.
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A

B C

P

Q

I
O

A

B

I ′′

π
6

P

r1

Figure 3.10 – Gauche : Trajectoire 3LC en projection dans le plan (ex, ey). Le point I est à
l’intersection des cercles de centres Q et P et de rayon r1. On peut montrer qu’il
est aussi au milieu du segment [AB], et que IO = r1. Droite : I ′′ est l’intersection
du cercle de rayon r1 et de centre P avec [AB], I ′′ est en fait confondu avec I.

de centre P et de rayon r1, on a AB = 3R/(2 cos π
6
) = 2

√
3r1) (car ABC est un triangle

équilatéral de hauteur 3R/2 voir figure 3.10, gauche) et I ′A = 2r1 cos
π
6
=

√
3r1 = AB

2

(voir figure 3.10, droite). De même, si on définit I ′′ comme l’intersection de [AB] et du
cercle de centre Q, on a également I ′′B = 2r1 cos

π
6
= AB

2
, d’où I ′′ = I ′ = I. On en déduit

que IO (le rayon de la base du cylindre d’une ROI potentielle) est bien égale à r1.

Altitude zc2 C’est la configuration où les cônes se “rejoignent”. Á cette hauteur on ne
peut pas placer de ROI centrée (reconstructible par méthode DBP).

Déterminer le rayon r2 des cercles (voir figure 3.9, droite) est un problème classique
connu sous le nom des 3 cercles inscrits. Il consiste à remarquer que si l’on note m
la longueur des médianes du triangle équilatéral de côté 2r (voir figure 3.11), alors :{
m =

2

3
· 2r2 cos π6 =

2

3

√
3r2

m+ r2 = R
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m 2r2

Figure 3.11 – Trois cercles tangents de rayon r2 et un triangle équilatéral de côté 2r2 reliant
leurs centres, la longueur de sa médiane est notée m.

On en déduit :


r2 =

R

1 + 2√
3

zc2 =
2h

2 +
√
3

.

Les ROI cylindriques potentielles seront dans ce cas non centrées, on peut les placer
au centre des disques de rayon r2 définis par l’intersection des cônes de cordes et du plan
z = zc2 . Ces ROI auront donc un rayon r2 et une hauteur zc2 (2zc2) pour la trajectoire
totale, et si les lignes de la trajectoire 3LC passent respectivement par les points (R, 0, 0),(
−R

2
,
√
3R
2
, 0
)
et
(
−R

2
,−

√
3R
2
, 0
)
alors les centres de la base du cylindre des ROI peuvent

être (R− r2, 0, 0), (
r2−R

2
, r2, 0) et (

r2−R
2
,−r2, 0).

3.4 Trajectoires à projection convexe

Pour étudier des classes de trajectoires et non plus uniquement des trajectoires parti-
culières, nous travaillons avec la notion de convexité d’une trajectoire. En géométrie plane
(2D), une courbe plane (généralement fermée mais pas nécessairement) est dite convexe si
elle est la frontière d’un ensemble convexe. Parler de convexité pour une courbe dans l’es-
pace 3D est plus ambigu, ou en tout cas peu intuitif, on introduira la notion de trajectoire
à projection convexe (dans un plan donné).

Définition 8. Une trajectoire est dite à projection convexe s’il existe un plan tel que la
projection orthogonale de la courbe dans ce plan est convexe et qu’il y a une bijection entre
la trajectoire et sa projection.).

Avec cette définition, la trajectoire hélicöıdale et les deux trajectoires présentées plus
haut (3LT et 3LC) ne sont pas à projection convexe, car plusieurs points de la trajectoire
vont être projetés sur le même point du plan de projection (par exemple, en reprenant
la définition de la trajectoire hélicöıdale équation (2.41), pour λ et λ + 2π dans Λ, Sλ
et Sλ+2π auront tous deux pour projection (R cosλ,R sinλ) dans le plan (ex, ey)). Un
exemple de trajectoire à projection convexe est donné figure 3.12.

Nous allons beaucoup utiliser les termes de trajectoires fermées et ouvertes. Dans le
cas général, il n’est pas si évident de définir (et peut-être pas si pertinent) ce type de
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ez

ey
ex

Figure 3.12 – Exemple de trajectoire à projection convexe dans le plan (ex, ey).

trajectoire. On peut appeler les trajectoires ouvertes les trajectoires ayant au moins une
extrémité 8 (hélice, cercle+ligne) tandis que les trajectoires fermées n’en ont pas (cercle,
deux cercles orthogonaux).

Nous présentons un résultat, que nous avons conçu comme une généralisation d’un
résultat de [60] (propriété 2) 9 qui nous sera utile par la suite (notamment au chapitre 4)
pour une certaine classe de trajectoires :

Théorème 4. Soit une trajectoire continue, connexe et fermée SΛ à projection convexe
dans le plan (ex, ey). S’il existe deux points x′ = (x, y, z′) et x′′ = (x, y, z′′), avec z′ < z′′,
tels que x′ et x′′ soient traversés par une corde de SΛ, alors il passe une corde par tout
point x = (x, y, z) avec z ∈ [z′, z′′].

Démonstration. Le début de la preuve est semblable à la preuve [60](A.2) des deux
cordes 10 pour la trajectoire selle. La figure 3.13 illustre ce début de preuve.

Soit une trajectoire de source SΛ et deux points x′ et x′′ satisfaisant les conditions de
l’énoncé. Soit x = (x, y, z) ∈ ΩSΛ

, avec z ∈ [z′, z′′], L la ligne passant par x parallèlement
à ez et enfin Π(ω), le plan contenant L et faisant un angle ω avec le plan dirigé par ey et ez.
Le plan Π(ω) intersecte la trajectoire en Sλ1 et Sλ2 et la ligne reliant ces deux positions de
source coupe L en x̃ = (x, y, z̃(ω)). Il y a deux intersections, pour chaque ω ∈ [0, π[, entre
Π(ω) et SΛ car la trajectoire est de projection convexe dans le plan (ex, ey) orthogonal
à Π(ω). La trajectoire de courbe étant continue, et dont aucune partie ne se superpose
en projection (par définition de la trajectoire à projection convexe), z̃(ω) prend toutes les
valeurs, pour ω parcourant [0, π], d’un intervalle qu’on nommera A = [z̃min, z̃max]. Cela
montre, par le théorème des valeurs intermédiaires, qu’il existe une corde intersectant tout
x tel que z ∈ A. De plus, on a décrit toutes les cordes intersectant L (car toute corde
intersectant L est dans un plan contenant L, il existe donc ω tel que ce plan soit Π(ω)).
Donc [z′, z′′] ⊂ A. D’où ∀z ∈ [z′, z′′], z ∈ A.

Ce résultat peut s’étendre aux trajectoires connexes, continues et ouvertes à projection
convexe 11. L’idée de la preuve est la même que pour le théorème 4 mais ω est cette fois-ci à

8. On peut dire que Sλe
∈ SΛ est une extrémité s’il existe un réel positif ϵ, tel que l’intersection avec

la trajectoire de toute sphère de rayon inférieur à ϵ et centré en Sλe
est un singleton (on rappelle qu’une

telle sphère est définie pour une norme ∥.∥, dans notre cas la norme 2, par {x ∈ R3|∥x− Sλe
∥ = ϵ).

9. Cette propriété énonce que chaque point de l’enveloppe convexe d’une trajectoire selle est intersecté
par une corde (et même deux).
10. Pour chaque point de l’intérieur de l’enveloppe convexe de la trajectoire selle, il existe deux cordes

passant à travers ce point.
11. Ces trajectoires ont donc deux extrémités et pas de point double car ce sont des courbes continues

sur un cylindre droit qui coupent au maximum une fois chaque génératrice du cylindre.
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L

ez

ey

ex

Sλ1

Sλ2

ey
ωx̃(ω)

x
x′
x′′

Π(ω)

Figure 3.13 – Paramétrisation pour le début de la preuve du théorème 4 prise en grande partie
de [60]. On rajoute en plus les points x′ et x′′ en supposant que ces deux points
sont traversés par une corde.

valeurs dans [ω1, ω2] ⊂ [0, 2π[. Pour définir ω1 et ω2, on considère les deux droites passant
respectivement par x et une extrémité de la trajectoire, et x et l’autre extrémité. Ces
deux droites forment respectivement un angle ω1 et un angle ω2, tels qu’un plan vertical
d’angle ω ∈ [ω1, ω2] intersecte deux fois la trajectoire.

Enfin, le théorème 4 peut être appliqué à certaines régions d’une trajectoire (fermée) à
projection étoilée (analogue de la trajectoire à projection convexe mais dont une projection
est à la frontière d’une région étoilée, voir figure 3.14). Généralement, une région A est
dite étoilée (par rapport à y) s’il existe un point y ∈ A tel que, pour tout point x ∈ A, le
segment [x,y] est dans A. Dans notre cas, les points x seront choisis dans la projection
de la trajectoire SΛ et on notera la région correspondante ASΛ

. On peut alors définir la
région BSΛ

, BSΛ
= {y ∈ ASΛ

|A est étoilée par rapport à y}. On considère la projection
de la trajectoire pour définir les régions ASΛ

et BSΛ
, ces deux régions sont donc contenues

dans un plan. La figure 3.14 présente une trajectoire à projection étoilée avec ses régions
ASΛ

et BSΛ
dans le plan (ex, ey). Soit une trajectoire SΛ continue, connexe et fermée à

projection étoilée dans le plan (ex, ey), alors le théorème 4 s’applique pour tout point
x = (x, y, z) tel que (x, y) ∈ BSΛ

. Un effet, un plan vertical passant par un tel point x
intersecte deux fois la trajectoire (et pas plus, sinon un segment contenant x et dont les
extrémités sont dans ASΛ

ne serait pas inclus dans ASΛ
, ce qui serait en contradiction

avec la définition de BSΛ
).

Le théorème 4 permet donc de construire des unions de cordes, et il peut être lié à
la notion de trajectoire recouvrable par cordes en introduisant la notion de trajectoire à
frontière recouvrable par cordes.

On note ∂CSΛ
(resp. ∂ΩSΛ

) la frontière de CSΛ
(resp. ΩSΛ

).

Définition 9. Une trajectoire est à frontière recouvrable par cordes si la frontière de
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SΛ

ez
BSΛ

ex

ey

SΛ
ASΛ

Figure 3.14 – Gauche : Exemple de trajectoire à projection étoilée. Droite : Projection de la
trajectoire étoilée dans un plan (ex, ey) et régions ASΛ

(en pointillés bleus) et
BSΛ

(en rouge).

l’enveloppe convexe de sa trajectoire est contenue dans l’union des cordes (∂ΩSΛ
⊂ CSΛ

),
c’est-à-dire si par tout point de la frontière de l’enveloppe convexe d’une trajectoire SΛ

passe une corde de SΛ.

De cette définition et du théorème 4 on tire le corollaire suivant 12 :

Corollaire 1. Une trajectoire continue, connexe et fermée à projection convexe est re-
couvrable par cordes (l’enveloppe de source est égal à l’enveloppe de cordes (ΩSΛ

= CSΛ
))

si elle est à frontière recouvrable par cordes (∂ΩSΛ
⊂ CSΛ

).

Démonstration. Il faut donc montrer que pour une telle trajectoire (à frontière RC), un
point de l’enveloppe convexe est dans l’union des cordes (l’autre inclusion étant toujours
vraie). Soit x = (x, y, z) ∈ ΩSΛ

\ ∂ΩSΛ
(si x est dans ∂ΩSΛ

, alors par hypothèse x est
traversé par une corde). On considère une droite verticale passant par x. Cette droite
intersecte ∂ΩSΛ

en deux points que l’on peut noter x′′ = (x, y, z′′) et x′ = (x, y, z′), tels
que z′′ > z > z′. Par hypothèse, ∂ΩSΛ

⊂ CSΛ
, donc x′′ et x′ sont chacun traversés par une

corde. On peut donc appliquer le théorème 4 au point x, ce qui prouve que x ∈ CSΛ
.

Ce corollaire peut, de même que le théorème 4, être étendu aux trajectoires continues,
connexes et ouvertes.

L’hypothèse de la frontière recouvrable par cordes est importante pour appliquer le
corollaire 1 et déclarer qu’une trajectoire est RC. Par exemple la trajectoire M (voir figure
3.15) est une trajectoire continue, fermée et à projection convexe mais n’est pas à frontière
RC (donc n’est pas RC). On peut par exemple définir cette trajectoire en liant par des seg-
ments les points (0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1.5, 0, 2), (2, 0, 0), (2, 1, 0), (1.5, 1, 1), (1, 1, 0),
(0.5, 1, 1) et (1.5, 0, 2). On peut étudier les quatre points les plus hauts de la trajectoire
M (dans notre cas ceux ayant 1 pour troisième coordonnée) : dans le plan contenant ces
points (d’équation z = 1), les seules cordes existantes sont les côtés du rectangle défini
par ces points et ses diagonales. Or ce rectangle (et son intérieur) appartient à ∂ΩSΛ

, il
devrait être RC, donc la trajectoire M n’est pas à frontière recouvrable par cordes (et

12. Comme le théorème 4 et plusieurs résultats de ce chapitre, nous avons développé ce résultat
indépendamment, bien que l’idée soit implicite dans [60], mais il est probable qu’il soit connu de la
communauté de tomographie, ou du moins de la communauté de géométrie.
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donc non RC). Cet exemple va nous pousser à travailler avec la notion de plan d’appui
développée dans la section 3.5.

Néanmoins, on peut trouver des applications du théorème 4 pour la trajectoire M.
Par exemple en considérant les points x′ = (1, 0.5, 0) et x′′ = (1, 0.5, 1) (voir figure 3.15)
appartenant respectivement à l’intersection des diagonales des rectangles formés par les
quatre points les plus bas et les plus hauts de la trajectoire. Ainsi, x′ et x′′ sont traversés
par des cordes, et on peut appliquer le théorème 4 pour tout point x entre x′ et x′′, c’est
à dire que [x′,x′′] ⊂ CSΛ

.

x′′

x′

x

Figure 3.15 – Trajectoire M (rouge), les points contenus à l’intérieur strict du rectangle
supérieur (et n’appartenant pas aux diagonales) appartiennent à l’enveloppe
convexe mais aucune corde ne passe par eux. Le théorème 4 énonce que le seg-
ment [x′,x′′] (ligne verticale noire) est dans CSΛ

.

3.5 Plans d’appui et frontières recouvrables par cordes

3.5.1 Plan d’appui

Dans le cadre de notre étude nous définissons les plans d’appui de la manière suivante.

Définition 10. Un plan d’appui PSΛ,x (pour une trajectoire SΛ) est un plan qui intersecte
l’enveloppe convexe de la trajectoire en un point x mais pas l’intérieur de cette enveloppe
convexe Ω̊SΛ

(PSΛ,x ∩ ΩSΛ
̸= ∅ et PSΛ,x ∩ Ω̊SΛ

= ∅).

Remarque L’intersection des demi-espaces (fermés) contenant ΩSΛ
formés par les plans

d’appui PSΛ,x (pour tout x ∈ ∂ΩSΛ

13) forme ΩSΛ
(énoncé dans [3] prop. 11.5.5 pour un

convexe fermé quelconque).
Un plan d’appui tel que défini déf. 10 intersecte forcément la trajectoire. On peut le

montrer en raisonnant par l’absurde, on considère un plan d’appui PSΛ,x qui n’intersecte
pas SΛ. On note n sa normale, n pointant “vers” le demi-espace contenant SΛ. Il existe
donc un réel ϵ tel que la translation de PSΛ,x de ϵn (donnant PSΛ,x+ϵn) n’intersecte pas
non plus SΛ. L’intersection des demi-espaces contenant SΛ formés par les plans d’appui
et PSΛ,x+ϵn forme un ensemble convexe contenant SΛ. Or cet ensemble est plus petit que
ΩSΛ

. Il y a donc une contradiction.
On peut alors noter PSΛ,λ un plan d’appui intersectant SΛ en Sλ. De plus, cela signifie

qu’on peut considérer l’intersection des demi-espaces formés par les plans d’appui PSΛ,x,
x ∈ SΛ (c’est-à-dire les plans d’appui PSΛ,λ, λ ∈ Λ) pour construire ΩSΛ

. On utilisera
cette méthode à plusieurs reprises, par exemple au chapitre 4 section 4.6.1 et dans ce
chapitre section 3.6.1.

13. Il existe un plan d’appui en tout point de la frontière d’un convexe fermé [3, section 11].
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Remarque En géométrie convexe, on parle plus généralement d’hyperplan d’appui PΩ,x

de Ω en un point x ∈ Ω, avec Ω ∈ Rn. Un hyperplan PΩ,x est tel que x est dans PSΛ
et

Ω est inclus dans un des deux demi-espaces de Rn définis par PΩ,x[3](section 11.5). Dans
notre cas l’ensemble Ω est ΩSΛ

et on travaille dans R3.

Remarque Un plan d’appui en un point n’est pas toujours unique, il existe par exemple
une infinité de plans d’appui pour un sommet d’un cube.

Remarque De manière générale, un plan d’appui n’est pas un plan tangent. Un plan
tangent en un point d’une surface (différentiable) a pour normale le gradient en ce point.
Il n’est pas pertinent de parler de plan tangent pour une courbe (par exemple il n’y a
pas unicité). Néanmoins, parfois un plan d’appui à un point de l’enveloppe convexe d’une
trajectoire sera le plan tangent de l’enveloppe convexe en ce point (dans la thèse cela arrive
par exemple pour l’enveloppe convexe de la trajectoire 2C section 3.6.1 et au chapitre 4
section 4.6.1). Enfin, un plan tangent n’est pas forcément un plan d’appui (localement la
surface se trouve d’un seul côté du plan tangent, mais ce n’est pas nécessairement le cas
pour l’ensemble de la surface).

Ces plans d’appui et leur(s) intersection(s) avec la trajectoire peuvent nous servir à
caractériser ΩSΛ

et ∂CSΛ
, et permettent parfois de savoir si une trajectoire est à frontière

recouvrable par cordes.
Par exemple, comme pour la trajectoire M, il est parfois facile de trouver un plan

d’appui qui montre que la trajectoire n’est pas à frontière recouvrable par cordes. Plus
généralement, nous proposons d’utiliser la proposition suivante.

Proposition 2. S’il existe un plan d’appui dont l’intersection avec une trajectoire forme
uniquement un ensemble fini de points contenant au moins trois points non alignés alors
cette trajectoire est non recouvrable par cordes.

Démonstration. On considère un plan d’appui d’une trajectoire SΛ dont au moins 3 points
des n points (n > 2) d’intersection avec la trajectoire sont non-alignés. Nous appelons

{xi}1≤i≤n l’ensemble de ces n points, d’enveloppe convexe Ωn(
déf
= conv({xi}1≤i≤n)). Un

nombre fini de points est relié au maximum par un nombre fini de cordes ((n − 1)n/2).
Les points {xi}1≤i≤n sont coplanaires mais non tous alignés donc Ωn est un polygone non
réduit à un ou deux segments (son aire n’est pas nulle), donc nécessite un nombre infini
de cordes pour être recouvert. On peut donc choisir un point x ∈ Ωn ⊂ ∂ΩSΛ

qui n’est
pas sur une des (n− 1)n/2 (ou moins) cordes reliant les points {xi}1≤i≤n. Le point x ne
peut pas être sur une autre corde (x appartient à un plan d’appui, et un plan d’appui
sépare l’espace en deux demi-espaces dont un ne contient aucun bout de la trajectoire,
ce qui signifie qu’il ne peut pas y avoir de corde “traversant” un plan d’appui). Il existe
donc des points de ΩSΛ

qui ne peuvent être traversés par une corde de la trajectoire.

On peut également donner une condition suffisante pour qu’une trajectoire soit à
frontière recouvrable par cordes (voir prop. 3). Cependant, nous devons d’abord introduire
les deux théorèmes de Carathéodory (en géométrie convexe)[24]. Le premier sera utile pour
la section 3.6.3 et le second pour la preuve de la proposition 3.

Théorème 5 (Premier théorème de Carathéodory). Soit y un point de conv(E) avec
E un sous-ensemble de Rn, alors il existe un ensemble {xi}1≤i≤s de points de E, avec
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s ≤ n+ 1, tel que y soit une combinaison convexe 14 de points de {xi}1≤i≤s.

Théorème 6 (Second théorème de Carathéodory). Dans le cas où E est composé au plus
de n composantes connexes, le théorème 5 s’applique avec s ≤ n.

Comme pour la proposition 2, nous avons développé indépendamment la proposition 3.
Néanmoins, la proposition 3 repose en grande partie sur un théorème connu de géométrie
convexe (le “second” théorème de Carathéodory).

Proposition 3 (Condition suffisante de trajectoire à frontière recouvrable par cordes).
Si pour une trajectoire continue SΛ, tout plan d’appui contient au maximum deux arcs
(morceaux de la trajectoire) non connexes (potentiellement réduits à des points), alors SΛ

est à frontière recouvrable par cordes.

Démonstration. On rappelle qu’on peut construire l’enveloppe convexe d’une trajectoire
par intersection des demi-espaces définis par les plans d’appui à cette trajectoire. Il faut
alors montrer que toutes les (enveloppes convexes des) intersections des plans d’appui
avec la trajectoire sont recouvrables par cordes, car l’union des enveloppes convexes de
ces intersections recouvre ∂ΩSΛ

. Pour cela on utilise le second théorème de Carathéodory
(th. 6) appliqué à la dimension 2 : si un ensemble de R2 est constitué au plus de deux
composantes connexes, alors il existe deux points x1 et x2 tels qu’un point x de l’enveloppe
convexe de cet ensemble soit une combinaison convexe de x1 et de x2. En d’autres termes,
cela signifie que si un plan d’appui a une intersection avec la trajectoire formant au
maximum deux arcs connexes, alors tout point de l’enveloppe convexe de cette intersection
est sur une corde de cette intersection. Ainsi une trajectoire SΛ telle que décrite par
l’énoncé est bien à frontière RC.

Remarque Le deuxième théorème de Carathéodory n’est pas incohérent avec la propo-
sition 2, car cette proposition implique (au moins) trois composantes connexes.

Ce résultat parâıt évident mais le cas de trois arcs non connexes l’est beaucoup moins.
La figure 3.16 montre plusieurs trajectoires semblables reposant sur un plan d’appui hori-
zontal. L’intersection de ces trajectoires avec ce plan d’appui donne trois arcs non connexes
(ou points). La figure 3.17 montre que ces intersections ne sont pas toutes recouvrables
par cordes, ce qui implique que parfois la trajectoire est RC (et parfois non).

3.5.2 Exemple de l’hélice courte

On peut définir une hélice “courte”, à mi-chemin entre une hélice et une trajectoire
circulaire, pour un rayon R et un pas p (figure 3.18(gauche)) 15 :

SΛ =

{(
R cosλ,R sinλ,

pλ

2π

)
|λ ∈ Λ = [0, 4π/3[

}
(3.12)

L’hélice courte est une trajectoire ouverte à projection convexe (c’est le cas même pour
la version de l’hélice courte générale, c’est-à-dire avec un intervalle Λ quelconque dans
[0, 2π[). Pour montrer qu’elle est recouvrable par cordes on peut donc montrer qu’elle est
à frontière recouvrable par cordes. Cela semble être le cas car tous les plans d’appui de
cette trajectoire ne contiennent au maximum que deux points de la trajectoire (nous ne

14. Une combinaison convexe est une combinaison linéaire avec des coefficients positifs. Si un point est
une combinaison convexe d’autres points, alors il est dans l’enveloppe convexe de ces points.
15. On peut choisir un intervalle Λ différent, tant qu’il est de longueur strictement inférieure à 2π.



106 CHAPITRE 3. TRAJECTOIRES ET UNION DES CORDES

1 2

3 4

Figure 3.16 – Exemples de trajectoires à projection convexe (trajectoires “smiley”). La figure
3.17 considère la projection de ces cas sur le plan bleu. Elle montre que les
projections convexes de 2 et 3 sont RC mais pas celles de 1 et 4.

1 2 3 4

Figure 3.17 – Plusieurs cas d’intersection de trajectoires (trajectoires “smiley” dessinées figure
3.16) avec un plan d’appui horizontal. Les zones rouges montrent des zones de
l’enveloppe convexe de ces intersections non recouvrables par cordes. Deux des
quatre exemples (1 et 4) sont donc non recouvrables par cordes.
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Figure 3.18 – Hélice courte (angle de 4π/3). Droite : Surfaces de cordes supérieure (orange)
et inférieure (noir).

le démontrons pas mais on peut en être empiriquement convaincu en “jouant” avec un
logiciel de géométrie). Pour ce genre de trajectoire, les cordes issues de S0 et S4π/3 (ou
dans un cadre plus général l’autre extrémité de la trajectoire) forment respectivement
deux surfaces de ∂CSΛ

(évoqué dans [55] pour le cas limite de Λ de longueur 2π, voir
figure 3.18(droite). Tous les points “entre” ces deux surfaces sont traversées par une corde
(via le théorème 4). Si ∂CSΛ

= ∂ΩSΛ
(ce que nous supposons mais qu’il reste à prouver

rigoureusement), alors l’hélice courte est RC (par application du corollaire 1).

3.6 Construction de l’enveloppe convexe

3.6.1 Plans d’appui et enveloppe convexe de la trajectoire deux
cercles orthogonaux

Le but de cette section est de montrer que AΛ défini section 3.3.1 correspond en fait
à l’enveloppe convexe de la trajectoire 2C (cela finira du même coup de démontrer que
cette trajectoire est RC). Pour cela on va montrer que chaque côté des carrés Tȳ (voir
figure 3.3) est contenu dans un plan d’appui de la trajectoire 2C (notée SΛ, d’enveloppe
convexe ΩSΛ

, voir figure 3.19(gauche) pour un exemple d’un tel plan d’appui). Ainsi, cela
prouve que chaque point de la frontière de AΛ appartient à un plan d’appui de SΛ, ce qui
signifie que ΩSΛ

⊂ AΛ. Or on avait déjà l’inclusion AΛ ⊂ ΩSΛ
(car la frontière de AΛ est

constituée de cordes de SΛ), d’où AΛ = ΩSΛ
.

La trajectoire SΛ est constituée des cercles SΛ1 et SΛ2 , paramétrés pour un rayon
R > 0 :

SΛ1 = {(0, R cosλ,R sinλ)|λ ∈ Λ1 = [0, 2π]} (3.13)

SΛ2 = {(R cosλ,R sinλ, 0)|λ ∈ Λ2 = [0, 2π]} (3.14)

Parmi les quatre cordes définissant Tȳ, on se concentre sur la corde Cλ1,λ2 , avec Sλ1 ∈
SΛ1 , λ1 ∈ [0, π] (cette corde est donc dans la partie z ≥ 0 de l’espace). Les points Sλ1 et
Sλ2 appartiennent tous deux au plan y = ȳ, donc cosλ1 = sinλ2 et donc λ2 = π

2
− λ1

ou λ2 = π
2
+ λ1, on choisit arbitrairement la première solution (la symétrie du problème

permet de choisir n’importe laquelle des quatre cordes). On s’intéresse au plan PA,λ1
contenant Sλ1 et tangent aux cercles SΛ1 et SΛ2 (nous verrons qu’avec λ2 =

π
2
−λ1 le plan
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PA,λ1 contiendra aussi Sλ2 = Sπ
2
−λ1). Ce plan a pour normale un vecteur colinéaire à :

S′
Λ1

∧ S′
Λ2

=

 0
−R sinλ1
R cosλ1

 ∧

−R sinλ2
R cosλ2

0

 =

 0
−R sinλ1
R cosλ1

 ∧

−R cosλ1
R sinλ1

0

 (3.15)

= −R2 cosλ1

sinλ1
cosλ1
sinλ1

 (3.16)

En dehors du cas particulier λ1 =
π
2
, on peut diviser par −R2 cosλ1 et paramétrer le plan

PA,λ1 :

PA,λ1 = {x = (x, y, z)|x sinλ1 + y cosλ1 + z sinλ1 = d, λ1 ∈]0, π[\
π

2
} (3.17)

Pour définir d, on utilise le fait que Sλ1 ∈ PA,λ1 :

d = R cos2 λ1 +R sin2 λ1 = R (3.18)

Pour montrer que PA,λ1 est un plan d’appui en Sλ1 , on considère un point Sλ ∈ SΛ1

et on l’injecte dans l’équation de PA,λ1 :

R cosλ cosλ1 +R sinλ sinλ1 −R = R cos(λ1 − λ)−R︸ ︷︷ ︸
≤0

(3.19)

Les termes de (3.19) sont égaux à 0 uniquement pour λ = λ1 (sinon ils sont négatifs), ce
qui signifie que le seul point de PA,λ1 appartenant au cercle SΛ1 est Sλ1 , les autres points
du cercle étant du même côté de PA,λ1 .

On fait de même pour Sλ ∈ SΛ2 :

R cosλ sinλ1 +R sinλ cosλ1 −R = R sin(λ+ λ1)−R︸ ︷︷ ︸
≤0

(3.20)

Les termes de (3.19) sont égaux à 0 uniquement pour λ+λ1 =
π
2
(modulo 2π), c’est-à-dire

pour λ = λ2. Ainsi le seul point de PA,λ2 appartenant au cercle SΛ2 est Sλ2 , les autres
points du cercle étant du même côté de PA,λ1 . On a donc montré qu’il existe un plan
d’appui contenant la corde Cλ1,λ2 , et pour des raisons de symétries que tout point de Tȳ
appartient à un plan d’appui. Cela est vrai pour tout ȳ (on peut refaire le raisonnement
pour le cas λ1 = π/2 que l’on a exclu) donc pour AΛ. On a donc du même coup construit
l’enveloppe convexe de la trajectoire 2C (représentée figure 3.19(droite)) et montré que
cette enveloppe convexe est AΛ.

3.6.2 Test d’appartenance à l’enveloppe convexe

Dans le cas général, sans tracer toute l’enveloppe convexe, il peut être utile de tester
si un point appartient ou non à l’enveloppe convexe d’une trajectoire (par exemple pour
savoir s’il est dans la région de Tuy). Nous présentons une méthode “basique” 16 s’ap-
pliquant à une trajectoire quelconque. Une nouvelle fois on utilise les plans d’appui. On

16. On retrouve à peu près les mêmes idées qu’en géométrie 2D, au chapitre 1 pour la preuve par
construction de la propriété 1.
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ex
ey

ez

S1

S2

SΛ1

SΛ2

Figure 3.19 – Gauche : Un plan d’appui en S1 et S2. Droite : L’enveloppe convexe de deux
cercles orthogonaux (de même rayon et centre) vue comme un empilement de
carrés.

choisit N points répartis de manière homogène sur la sphère unité. Chaque point est in-
dexé par i (1 ≤ i ≤ N) et sera associé à un vecteur ni. Le vecteur ni peut être vu comme
le vecteur normal d’une paire de plans, d’équations respectives ni · x = ai et ni · x = bi.
Les réels ai et bi sont choisis comme respectivement la plus petite et la plus grande valeur
telles que les plans considérés intersectent la trajectoire. On a donc N paires de plans
d’appui dont l’intersection des demi-espaces contenant la trajectoire contient l’enveloppe
convexe de cette trajectoire. On peut tester si un point y appartient à cette intersection
(y appartient à cette intersection si ∀i ∈ J1, NK, ai ≤ ni · y ≤ bi).

Pour obtenir (une approximation de) l’enveloppe convexe, on peut soit faire le test
pour un grand nombre de points y, soit “découper” les plans d’appui pour ne garder que
les parties appartenant à l’intersection des demi-espaces. Bien sûr, il faut faire tendre N
vers l’infini pour obtenir exactement l’enveloppe convexe.

3.6.3 Construction de l’enveloppe convexe par construction d’unions
de cordes

L’utilisation de plans d’appui est souvent une option satisfaisante pour la construction
d’une enveloppe convexe (voir par exemple section 3.6.1), mais le résultat de géométrie
convexe suivant [5] peut aussi être utilisé :

Théorème 7 (Lien entre enveloppe convexe et union des cordes). Soit E un ensemble
borné de points de R3. Son enveloppe convexe est alors égale à l’union des cordes de son
union des cordes.

Cela s’applique donc à toute trajectoire bornée (bien que le résultat soit encore plus
puissant, car il peut s’appliquer à des ensembles discrets de points). Dans les trajectoires
recouvrables par corde, par définition il n’y a besoin de calculer qu’une seule union de
cordes pour parvenir à l’enveloppe convexe, mais le théorème 7 assure qu’il faut en calculer
au maximum deux (pour une trajectoire 3D).
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Figure 3.20 – Gauche : un simplexe en dimension 3. Milieu : L’union des cordes du simplexe
(on trace les arêtes du tétraèdre). Droite : L’union des cordes des arêtes du
tétraèdre (“double” union des cordes du simplexe). Cela correspond à l’enveloppe
convexe du simplexe.

Nous pouvons donner les principaux éléments de la preuve du théorème 7 de [5] dans
le cas d’une trajectoire 3D. La première idée est de considérer un simplexe de dimension
3 (défini par les 4 points d’un tétraèdre : (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), et (1, 0, 0) pour le
simplexe classique en dimension 3, mais on peut choisir n’importe quels points non co-
planaires, voir figure 3.20, gauche). La première union de cordes de ce simplexe consiste
à tracer les arêtes pour former un tétraèdre (figure 3.20, milieu). L’union des cordes des
arêtes de ce tétraèdre “remplit” le tétraèdre (3.20, droite) : suite à ce “double” tracé de
cordes tout point dans l’enveloppe convexe du simplexe est intersecté par une corde. Pour
comprendre pourquoi un point de l’enveloppe convexe des arêtes du tétraèdre est toujours
traversé par une corde, on peut adopter un raisonnement semblable à celui réalisé pour la
trajectoire 3LT (3.3.3). En effet, il suffit de considérer un triangle formé de deux points
du simplexe et d’un point (mobile) de l’arête formé par les deux autres points (voir figure
3.21, gauche). Ce triangle est RC. En faisant varier le troisième point sur l’entièreté du
segment opposé aux deux autres points on peut parcourir le tétraèdre et donc le remplir
de cordes.

Il est donc possible de recouvrir un ensemble de quatre points (coplanaires ou non) de
R3 par cordes par “double” union des cordes. La deuxième idée est d’utiliser le “premier”
théorème de Carathéodory (th. 5) appliqué à une trajectoire 3D : soit un point y de
l’enveloppe convexe ΩSΛ

d’une trajectoire continue (non nécessairement connexe) SΛ alors
il existe 4 points de SΛ tels que y soit dans l’enveloppe convexe de ces 4 points. Or, on a
montré que quatre points de R3 a une enveloppe convexe RC par double union des cordes,
donc il existe une corde de CSΛ

(et non nécessairement SΛ) passant par y. La figure
3.21(droite) illustre ce résultat avec la trajectoire 3-sin (qui sera introduite et étudiée
au chapitre suivant) : un point de l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin est dans
l’enveloppe convexe de quatre points de la trajectoire 17. De plus, il est sur une corde des
quatre arêtes reliant ces points.

Néanmoins, tant sur le plan analytique que sur le plan numérique, tracer successive-
ment deux unions de cordes peut être assez lourd.

17. La trajectoire 3-sin étant connexe, on aurait pu se contenter de 3 points : x aurait été dans le
triangle formé par ces 3 points (application du théorème 6).
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x1

x2

x3
x

Figure 3.21 – Gauche : La construction de l’union des cordes (des arêtes) d’un tétraèdre. Le
triangle formé par les points x1, x2 et x3 est RC. En faisant varier x3 sur le
segment opposé à [x1,x2] on peut “remplir” le tétraèdre de cordes. Droite : Le
point x est dans l’enveloppe convexe de quatre points de la trajectoire 3-sin.
Il est sur une corde (en rouge) des arêtes (en bleu) du tétraèdre formé par ces
quatre cordes.

3.7 Construction numérique de l’union des cordes

dans le cas général

Dans cette dernière section, nous présentons une méthode numérique (näıve) pour
construire l’union des cordes d’une trajectoire quelconque, soit pour calculer une enveloppe
convexe par la méthode décrite section 3.6.3, soit pour placer une ROI (potentiellement
reconstructible par méthode DBP). La solution la plus näıve pour représenter une union
de cordes est de tracer directement un grand nombre de cordes Cλ1,λ2 , λ1 et λ2 étant
choisis dans une discrétisation de Λ. Cette solution est lourde, tant en terme de calculs
que de visualisation. Dans le cas général, on peut discrétiser l’espace (contenant ΩSΛ

et
donc CSΛ

) en voxels et afficher les voxels intersectés par au moins une corde. Une solution
simple est de discrétiser chaque corde en k points et de représenter l’ensemble des voxels
par un tableau de booléens dont chaque valeur (initialement à true) sera mis à false s’il
correspond à un des k points. Á la fin du processus, les voxels à false seront les seuls
traversés par des cordes.

On rappelle que chaque corde Cλ1λ2 peut être paramétrée en

Cλ1,λ2 = {Sλ1 + (Sλ2 − Sλ1)t|t ∈ [0, 1]} (3.21)

qui se discrétise en

Cλ1,λ2,i = Sλ1 + (Sλ2 − Sλ1)
i

k
, i ∈ J0, kK (3.22)

La seule difficulté de cette méthode est de bien choisir les paramètres de discrétisation
afin de représenter le plus fidèlement CSΛ

. La trajectoire SΛ est discrétisée en nC1 points
représentant nC1 positions de source qui seront chacun reliés à nC2 positions de source. En
considérant que l’espace des voxels est discrétisé en un cube de n3

x voxels, il parâıt cohérent
que nC1nC2 soit au moins de l’ordre de n2

x. Un choix possible est : nC1 = nC2 = 2nx = k
(ce sont des paramètres déterminés empiriquement).
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Cet algorithme peut par exemple être utilisé pour la trajectoire 3LT, figure 3.22, avec
la paramétrisation de la section 3.3.3. Pour des trajectoires particulières, des méthodes
plus adaptées et précises peuvent être mises en place, comme nous le verrons au chapitre
suivant.

Figure 3.22 – Construction “näıve” de l’union des cordes pour la trajectoire 3LT. Le voxel
est affiché (en noir) s’il est traversé par une corde. Simulations réalisées avec
h = 1 et l = 2 (pour définir la trajectoire), nx = 60, nC1 = nC2 = 100 et k = 40
(pour le calcul numérique de l’union des cordes). Trois coupes selon l’axe ez sont
présentées, de gauche à droite : z = 3h/4, z = h/2 et z = h/3 (attitude maximale
pour laquelle l’union des cordes est simplement connexe dans la coupe).



Chapitre 4

Etude des trajectoires n-sin

Ce chapitre s’inscrit dans la lignée du précédent : il est principalement géométrique, et
s’attache à la description de propriétés de trajectoires, notamment l’union de leurs cordes 1.
Cependant, ce chapitre se concentre uniquement sur les trajectoires n-sin, en particulier
les trajectoires 2-sin et 3-sin. On s’attarde par exemple sur la construction de l’union
des cordes et de l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin. Toutes ces considérations
géométriques trouvent leur place dans un cadre tomographique dans le dernier chapitre.

4.1 Présentation des trajectoires n-sin

Soient un rayon R et une hauteur H deux réels strictement positifs et un entier n > 1.
Nous introduisons les trajectoires n-sin, trajectoires continues (et différentiables), fermées
et connexes à projection convexe :

Sn
Λ = {Sn

λ = (R cosλ,R sinλ,H cos(nλ))|λ ∈ Λ = [0, 2π[} (4.1)

Ces trajectoires peuvent être également définies comme des sinusöıdes fermées autour
d’un cylindre (la figure 4.1 présente les trajectoires 2-sin, 3-sin et 4-sin supportées par un
cylindre). Elles sont de période 2π ce qui permettra parfois d’adopter un autre intervalle
de définition Λ (de longueur toujours égale à 2π). Ces trajectoires sont aussi définies dans
[7] (sous le nom de saddle trajectories 2).

La trajectoire 2-sin correspond à la trajectoire selle “classique”, étudiée et définie
dans un cadre plus général par F.Noo et J.Pack [60], même on trouve mention de cette
trajectoire en 1990 [71] et 1996 [91] 3. De manière générale une trajectoire selle peut être
vue comme une intersection de deux surfaces définies par z = g1(x) et z = g2(y) avec g1
et g2 deux fonctions telles que [60] :

∀x ∈ R, g′′1(x) > 0, g′1(0) = 0, g1(0) < 0
∀y ∈ R, g′′2(y) < 0, g′2(0) = 0, g2(0) = −g1(0) (4.2)

Pour retrouver l’équation (4.1) avec n = 2, donc l’équation de la trajectoire selle
classique, Pack et Noo prennent g1(x) = H((2x2/R2) − 1) et g2(y) = −g1(y) [60]. Ces
deux surfaces définissent aussi, par leur convexité, l’enveloppe convexe (région de Tuy,

1. Une définition de l’union des cordes est donnée chapitre 3 équation (3.2).
2. Bien que, comme nous le verrons, le terme saddle, qui se traduit par selle, est plutôt consacré à la

seule trajectoire 2-sin.
3. L’article fait mention des trajectoires n-sin avec n une puissance de deux, sous le nom de circular

sinusoids.

113
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Figure 4.1 – Gauche : La trajectoire 2-sin (selle) vue comme une sinusöıde de période π sur
un cylindre. Milieu : La trajectoire 3-sin (vue comme une sinusöıde de période
2π/3) sur un cylindre. Droite : La trajectoire 4-sin (vue comme une sinusöıde de
période π/2) sur un cylindre.

sous-ensemble de R3, dont nous appelons le volume “volume de Tuy”, voir figure 4.2) de
la trajectoire selle [60].

De notre côté, dans cette continuité, nous avons calculé le volume de Tuy V (ΩS2
Λ
) ∈ R+

de la trajectoire selle :

V (ΩS2
Λ
) =

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ g2(y)

g1(x)

rdzdrdθ =

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ −H(2y2/R2−1)

H(2x2/R2−1)

rdzdrdθ

En se servant du fait que l’intersection des surfaces engendrées par g1 et g2 définissent
la trajectoire selle, et donc s’intersectent sur le cylindre de rayon R, on peut effectuer le
changement de variables x = r cos θ et y = r sin θ, d’où :

V (ΩS2
Λ
) =

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ −H(2r2 sin2(θ)/R2−1)

H(2r2 cos2(θ)/R2−1)

rdzdrdθ =

∫ 2π

0

∫ R

0

−2H

(
r2

R2
− 1

)
rdrdθ

= HπR2

Notre résultat est donc d’affirmer que le volume de Tuy de la trajectoire selle est la moitié
de celle d’un cylindre de même rayon et même hauteur (2H). En notant V (ΩSn

Λ
) le volume

de Tuy d’une trajectoire n-sin, et avec n > 2, on a l’encadrement suivant :

πHR2 = V (ΩS2
Λ
) < V (ΩSn

Λ
) < V (ΩSn+1

Λ
) < 2πHR2 (4.3)

Rappelons qu’avoir un volume de Tuy élevé est intéressant, car cela permet d’avoir des
zones potentielles de reconstruction plus grandes. Les inégalités de l’équation (4.3) se
justifient par le fait que plus n est élevé, et plus l’enveloppe convexe d’une trajectoire
n-sin approxime un cylindre de hauteur 2H (et s’assimile au cylindre pour n tendant vers
l’infini lim

n→+∞
V (ΩSn

Λ
) = 2HR2). Cela peut aussi se visualiser en étudiant l’intersection des

trajectoires n-sin avec un plan horizontal, ce qu’on fera section 4.6.1. Enfin, la section
4.6.1 donnera des approximations de V (ΩS3

Λ
) et V (ΩS4

Λ
).

D’un point de vue pratique, les trajectoires n-sin telles que décrites équation (4.1)
sont difficilement réalisables par un C-arm “standard” sans translation du lit du patient 4.

4. Un C-arm “standard” ne peut réaliser que des rotations (voir chapitre 0 section 0.3), et donc
difficilement suivre une trajectoire définie sur un cylindre. En effet la source de rayons X reste à une
distance fixe de l’isocentre.
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Figure 4.2 – Enveloppe convexe (région de Tuy) ΩS2
Λ
de la trajectoire selle (ou 2-sin). Droite :

La trajectoire selle et son enveloppe convexe définis par deux surfaces, g1 et g2,
dont les intersections avec ΩS2

Λ
sont respectivement représentées en bleu (générée

par g1(x)) et en rouge (générée par g2(y)).

Cependant, des trajectoires proches, définies sur une sphère, peuvent être réalisées par un
C-arm (pour H bien plus petit que R, on peut avoir des trajectoires presque équivalentes).
Un axe de rotation (orthogonal au “C” du C-arm) produira une trajectoire circulaire
qui sera “modulée” par la deuxième rotation. Par exemple, [60, section 4] propose trois
exemples de trajectoires selles dites sphériques, dont la première (appelée selle X) est
proche de la trajectoire selle classique (trajectoire 2-sin, voir figure 4.3). Les points (x, y, z)
de cette trajectoire sphérique peuvent être paramétrés par λ ∈ [0, 2π[ :

x(λ) = R cos(λ) cos(ψ1(λ)) (4.4)

y(λ) = x(λ− π/2) = R sinλ cos(ψ1(λ)) (4.5)

z(λ) = R sin(ψ1(λ)) (4.6)

avec k ∈]0, 0.5[ et ψ1(λ) = arctan(k cos(2λ)/
√
1− k2). Un autre article [61] paru la même

année propose une trajectoire (très) proche de la selle X appelée wobble(figure 4.3) et
définie par :

x(λ) = R cos(λ) cos(ψ2(λ)) (4.7)

y(λ) = R sin(λ) cos(ψ2(λ)) (4.8)

z(λ) = R sin(ψ2(λ)) (4.9)

avec ψ2(λ) = k cos(2λ).

Nous choisissons néanmoins de travailler avec la trajectoire définie équation (4.1), plus
simple à étudier et qui nous semble quand même pertinente même dans un cadre clinique,
que ce soit avec un C-arm (car comme vu au chapitre 0 section 0.3 des C-arm modernes
proposent des translations) ou avec un scanner multi-coupes (dont la translation du lit du
patient est courante avec la trajectoire hélicöıdale), ou encore avec un dispositif futur. De
plus, plusieurs résultats (notamment au chapitre 5) peuvent s’appliquer à la trajectoire
selle “classique” comme à une trajectoire selle sphérique/wobble. Enfin, nous pouvons
adapter la trajectoire wobble aux trajectoires n-sin afin d’obtenir des trajectoires n-sin
sphériques, il suffit simplement de changer l’équation (4.9) en (voir figure 4.3 droite pour
la trajectoire 3-sin sphérique) :

z(λ) = R sin(k cos(nλ)) (4.10)
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Figure 4.3 – Gauche, milieu : Trajectoires 2-sin (bleu), selle X (rouge) et wobble (pointillés
noirs), pour R = 1, H = k et k = 0.3 (gauche) et k = 0.499 (milieu). Pour k peu
élevé, une portion de cylindre peut s’approximer à une portion de sphère, donc les
trajectoires sont proches. Quand k augmente les trajectoires sphériques s’éloignent
de la trajectoire 2-sin. Droite : Trajectoire 3-sin (cylindrique) et trajectoire wobble
adaptée selon l’équation (4.10) pour n = 3, k = 0.499.

4.2 Cordes et trajectoires n-sin : premier aperçu

Dans le cas général, une corde reliant S1 à S2 est paramétrée comme une combinaison
convexe de deux points :

C12 = {S1 + t(S2 − S1) = (1− t)S1 + tS2| t ∈ [0, 1]} (4.11)

Dans le cas d’une trajectoire n-sin, les cordes peuvent être décrites par :

C12 =

(1− t)

 R cosλ1
R sinλ1

H cos(nλ1)

+ t

 R cosλ2
R sinλ2

H cos(nλ2)

∣∣∣∣∣∣ t ∈ [0, 1]

 (4.12)

On peut commencer par démontrer un résultat intuitif étant l’allure des trajectoires, à
savoir que pour les trajectoires n-sin avec n impair, le seul point se situant sur l’axe porté
par ez et traversé par une corde est l’origine. On note xO = (0, 0, zO), zO ∈ [−H,H], un
point de l’axe z et on cherche l’intersection entre xO et une corde C12 : 0

0
zO

 = (1− t)

 R cosλ1
R sinλ1

H cos(nλ1)

+ t

 R cosλ2
R sinλ2

H cosn(λ2)

 (4.13)

Des deux premières lignes on peut vérifier que le milieu de la corde considérée appar-

tient à l’axe z :
(1− t) cosλ1 + t cosλ2 = 0
(1− t) sinλ1 + t sinλ2 = 0

}
⇒ (1− t)2 cos2 λ1 = t2 cos2 λ2

(1− t)2 sin2 λ1 = t2 sin2 λ2

}
=⇒ (1− t)2 = t2 ⇒ t = 1/2

On en déduit que cosλ1 = − cosλ2 et que sinλ1 = − sinλ2, donc λ1 = λ2 + π (à 2π
près). Ce résultat se comprend bien en regardant la configuration de la corde et de la
trajectoire n-sin en projection dans le plan (ex, ey) (ou vue de haut) car la corde est alors
un diamètre du cercle résultant de la projection de la trajectoire.

On a alors : zO = H
2
cos(nλ1) +

H
2
cos(nλ1 + nπ). On distingue alors deux cas :{

zO = H cos(nλ1) ∈ [−H,H] si n pair
zO = 0 si n impair

(4.14)

Selon la parité de n, on a deux cas opposés. Si n est pair, cela signifie que tout point sur
l’axe ez et appartenant à Ω

n
SΛ

est traversé par une corde. Au contraire, le seul point traversé
par une corde pour une trajectoire n-sin avec n impair est (0, 0, 0) 5. Concrètement, cela

5. Brièvement évoqué dans [59].
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implique que si on adopte une approche DBP, on ne peut pas mettre de ROI au centre
d’une trajectoire d’ordre impaire, contrairement à une trajectoire d’ordre pair. On notera
cependant qu’il est difficile de discuter sur la largeur de la ROI. En fait, en dehors de la
trajectoire selle (2-sin) (figure 4.1 (gauche)), dont l’enveloppe convexe et l’union des cordes
sont identiques [60], aucune trajectoire n-sin n’a tout point de son enveloppe convexe
traversé par une corde. Néanmoins, on peut exhiber des régions “denses” en cordes, en
particulier des segments verticaux (parallèles à l’axe ez) de longueur 2H. Pour cela on
utilise le théorème 4 du chapitre 3 qui, appliquée à une trajectoire n-sin, énonce que si
deux extrémités d’une trajectoire n-sin sont traversées par une corde, alors par tout point
du segment passe une corde.

Pour trouver les extrémités de ces segments on peut remarquer que le plan horizontal
d’équation z = H (ainsi que celui d’équation z = −H) intersecte une trajectoire n-
sin en n points dont l’enveloppe convexe forme un polygone régulier (un segment pour
la trajectoire selle, un triangle pour la trajectoire 3-sin, voir figure 4.4). En effet, cela
correspond respectivement aux équations H cos(nλ) = H et H cos(nλ) = −H de solutions
sur [0, 2π[ respectives λj = 2jπ/n et λj = (2j+1)π/n pour 0 ≤ j ≤ n−1. Considérons les
cordes (au nombre de n(n− 1)/2), indépendamment pour chaque plan, reliant les points
d’intersection (pour un plan les cordes forment un triangle pour la trajectoire 3-sin et un
carré avec ses diagonales pour la trajectoire 4-sin, voir figure 4.5). Alors, en projection sur
le plan (ex, ey), les cordes du plan z = H intersectent les cordes du plan z = −H en des
points ai correspondant aux segments verticaux (de longueur 2H) pour lesquels chaque
point est traversé par une corde. On peut donner à titre d’exemple la représentation de
ces points pour les trajectoires 3-sin et 4-sin (figure 4.5).

Figure 4.4 – La trajectoire 3-sin (en bleu) et ses intersections avec les plans z = H et z = −H.
Le triangle noir est constitué des cordes reliant les 3 points de la trajectoire 3-sin
de 3e coordonnée z = H, et le triangle rouge des cordes passant par les points de
3e coordonnée z = −H.

Pour la trajectoire 3-sin, avec R = 1, les points ai, 1 ≤ i ≤ 6 en projection sur le plan
(ex, ey) ont pour coordonnées :

(ai)1≤i≤6 =

{(
±1

2
,±

√
3

6

)
,

(
0,±

√
3

3

)}
(4.15)
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Figure 4.5 – En projection dans le plan (ex, ey), les points ai délimitent les segments verticaux
de longueur 2H pour lesquels chaque point est intersecté par une corde. Gauche :
Trajectoire 3-sin. Droite : Trajectoire 4-sin.

Pour la trajectoire 4-sin :

(ai)1≤i≤17 =

{
(0, 0),

(
±
(√

2

2
− 1

)
,±

√
2

2

)
,

(
±
√
2

2
,±
(√

2

2
− 1

))
,(

±
√
2

2
, 0

)
,

(
0,±

√
2

2

)
,

(
±1

2
,±1

2

)}
(4.16)

Ces points ai peuvent aider à centre une ROI pour la méthode DBP, même s’il est
difficile de donner les dimensions d’une telle ROI.

4.3 Invariances et symétries

Les trajectoires n-sin présentent un certain nombre de symétries et d’invariances. En
notant Qθ la matrice de rotation d’angle θ autour de l’axe ez, etKxy (resp.Kxz) la matrice
de symétrie par rapport au plan (ex, ey) (resp. (ex, ez)) :

1. invariance par rotation de 2kπ
n
, 0 ≤ k ≤ n, autour de l’axe ez,

c’est-à-dire Q 2kπ
n
Sλ = Sλ+ 2kπ

n

2. invariance par composée d’une rotation de (2k+1)π
n

, 0 ≤ k < n, autour de l’axe ez et
d’une symétrie par rapport au plan (ex, ey), c’est-à-dire KxyQ (2k+1)π

n

Sλ = S
λ+

(2k+1)π
n

3. symétrie par rapport au plan (ex, ez) (et par rapport à (n − 1) autres plans en
appliquant l’invariance par rotation), c’est-à-dire KxzSλ = S−λ
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Démonstration. 1. On applique à Sn
λ une rotation de 2kπ

n
, 0 ≤ i ≤ n :cos(2kπ/n) − sin(2kπ/n) 0

sin(2kπ/n) cos(2kπ/n) 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Q 2kπ
n

 R cosλ
R sinλ

H cos(nλ)


︸ ︷︷ ︸

Sn
λ

=

R cos(λ+ 2kπ/n)
R sin(λ+ 2kπ/n)

H cos(nλ)



=

 R cos(λ+ 2kπ/n)
R sin(λ+ 2kπ/n)

H cos(n(λ+ 2kπ/n))


︸ ︷︷ ︸

Sn
λ+2kπ/n

2. On applique à Sn
λ une rotation de (2k+1)π

n
, 0 ≤ k < n :cos((2k + 1)π/n) − sin((2k + 1)π/n) 0

sin((2k + 1)π/n) cos((2k + 1)π/n) 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Q (2k+1)π
n

 R cosλ
R sinλ

H cos(nλ)

 =

R cos(λ+ (2k + 1)π/n)
R sin(λ+ (2k + 1)π/n)

H cos(nλ)



=

 R cos(λ+ (2k + 1)π/n)
R sin(λ+ (2k + 1)π/n)

−H cos(n(λ+ (2k + 1)π/n))


On compose ensuite par une symétrie par rapport au plan (ex, ey) :1 0 0

0 1 0
0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

Kxy

 R cos(λ+ (2k + 1)π/n)
R sin(λ+ (2k + 1)π/n)

−H cos(n(λ+ (2k + 1)π/n))


︸ ︷︷ ︸

Q (2k+1)π
n

Sλ

=

 R cos(λ+ (2k + 1)π/n)
R sin(λ+ (2k + 1)π/n)

H cos(n(λ+ (2k + 1)π/n))


︸ ︷︷ ︸

Sn
λ+(2k+1)π/n

(4.17)

3. On applique à Sn
λ une symétrie par rapport au plan (ex, ez) :1 0 0

0 −1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Kxz

 R cosλ
R sinλ

H cos(nλ)

 =

 R cosλ
−R sinλ
H cos(nλ)

 =

 R cos(−λ)
R sin(−λ)
H cos(−nλ)


︸ ︷︷ ︸

Sn
−λ

(4.18)

Ces propriétés permettront de travailler sur des parties d’une trajectoire n-sin puis d’étendre
les propriétés à l’entièreté de la trajectoire, par exemple pour la construction de l’enve-
loppe convexe et de l’union des cordes de la trajectoire 3-sin section 4.6.

4.4 Projection et polynôme de Tchebychev

On a vu dans la section 4.3 que le plan (ex, ez) est plan de symétrie d’une trajectoire
n-sin. On peut donc facilement projeter la trajectoire sur ce plan :
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Figure 4.6 – Projections des trajectoires 2-sin (noir), 3-sin (bleu) et 4-sin (rouge) sur le plan
(ex, ez) pour R = 1 et H = 1.5. Elles correspondent respectivement aux po-
lynômes de Tchebychev de degré 2, 3 et 4.

x(λ) = R cosλ (4.19)

zn (λ) = H cos(nλ) (4.20)

On peut travailler avec l’équation cartésienne :

zn (x) = H cos(n arccos(x/R)) (4.21)

L’équation (4.21) est en fait un polynôme de Tchebychev. Pour les trajectoires 2-sin, 3-sin
et 4-sin on a par exemple (ces polynômes sont tracés figure 4.6) :

z2 (x) = H(2(x/R)2 − 1) (4.22)

z3 (x) = H(4(x/R)3 − 3x/R) (4.23)

z4 (x) = H(8(x/R)4 − 8(x/R)2 + 1) (4.24)

Nous n’utilisons pas directement ces propriétés, mais cela donne par exemple une idée
intuitive de la construction de l’enveloppe convexe des trajectoires n-sin. Par exemple,
pour la trajectoire 3-sin en projection sur le plan (ex, ez), on peut considérer la droite
tangente en S3

λ, λ ∈]0, π/3[. Ramené à l’espace 3D, cette droite représente un plan tangent
en S3

λ et S
3
−λ (par symétrie de la trajectoire 3-sin par rapport au plan (ex, ez), orthogonal

au plan (ex, ez)
6. Dans le plan (ex, ez), S

3
λ est représenté par les coordonnées cartésiennes

xλ et z3(xλ). Pour λ ∈]0, π/3[, on a xλ ∈]R/2, R[. La figure 4.7 montre une droite tangente

en (xπ
6
, z3(xπ

6
)) = (

√
3
2
, 0). La convexité 7 de z3 (x) sur ]R/2, R[ fait que le seul point

d’intersection entre la droite tangente en S3
λ, λ ∈]0, π/3[, et zx (3) est (xλ, z3 (xλ)). On

en déduit que le plan tangent associé est un plan d’appui. Par les propriétés d’invariance
et de symétrie (voir section 4.3) on peut ainsi définir les différents plans d’appui de la
trajectoire 3-sin, et donc son enveloppe convexe ΩS3

Λ
. Une construction plus détaillée et

rigoureuse de ΩS3
Λ
est proposée section 4.6.1.

6. On vérifiera section 4.6.1 que le vecteur normal à un tel plan est bien contenu dans (ex, ey).
7. z′′3 (x) = 24Hx/R3 =⇒ ∀x ∈]R/2, R[, z′′3 (x) > 0. La projection de S3

λ sur (ex, ez) est donc convexe
sur x ∈]R/2, R[, ou de manière équivalente λ ∈]− π/3, π/3[.
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Figure 4.7 – La courbe verte représente une projection de S3
Λ sur le plan (ex, ez) (c’est donc

dans ce plan un polynôme de Tchebychev z3 (x)) pour R = 1.5, H = 2.2. La ligne
orange est la droite tangente en S3

π/6 (en projection), c’est une “droite d’appui”

(la trajectoire se situe entièrement du même côté de la droite). La ligne bleue
relie S3

π/6 (en projection) à un sommet de la projection : c’est une corde de la

projection (convexe sur cet intervalle), ce ne peut pas être une “droite d’appui”.

4.5 Construction numérique de l’union de cordes des

trajectoires n-sin

4.5.1 Méthode

Pour un point (x0, y0) du disque centré de rayon R dans le plan (ex, ey), on note L0 la
ligne verticale passant par ce point (voir figure 4.8). On veut déterminer l’ensemble des
points de L0 traversés par une corde d’une trajectoire n-sin (de rayon R).

En projection dans le plan (ex, ey), la droite (et donc la corde associée) passant par
une position de source donnée S1 = (x1, y1, z1) = (R cos(λ1), R sin(λ1), H cos(nλ1)) et
(x0, y0) a pour équation cartésienne, si x1 ̸= x0 :

y(x0) = y0 (4.25)

y(x1) = y1 (4.26)

y(x) = ax+ b (4.27)

avec a = y0−y1
x0−x1 et b = x0y1−x1y0

x0−x1 . Dans le cas où x1 = x0, on a x2 = x1 et donc y2 = −y1
(car (ex, ez) est plan de symétrie d’une trajectoire n-sin).

On cherche la position de source S2 = (x2, y2, z2) telle que la droite décrite contienne
la corde C1,2 (reliant S1 à S2) puis on en déduira l’intersection (x0, y0, z0) = L0∩C1,2 (voir
figure 4.8, gauche). Les intersections cette droite avec le cercle d’équation x2 + y2 = R2

sont les racines {x12} de :

a2x2 + 2abx+ b2 + x2 = R2 (4.28)

{x12} =
−ba±

√
a2b2 + (a2 + 1)(R2 − b2)

a2 + 1
(4.29)

On choisit ensuite x2 ∈ {x12} tel que (x0 − x2)(x0 − x1) < 0 (c’est-à-dire x0 ∈
[x1, x2] ou x0 ∈ [x2, x1], voir figure 4.8, gauche). On peut ensuite facilement calculer
y2 ∈ {±

√
R2 − x22}, en choisissant y2 tel que (y0 − y2)(y0 − y1) < 0. On finit enfin de
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déterminer S2
8 :

λ2 =


π si y2 = 0 et x2 < 0

2arctan

(
y2

x2 +
√
x22 + y22

)
sinon.

(4.30)

La connaissance de λ2 amène à celle de z2 (4.1), et enfin, via le théorème de Thalès
(voir figure 4.8, droite) :

z0 = z1 + (z2 − z1)

∣∣∣∣x0 − x1
x2 − x1

∣∣∣∣ (4.31)

Pour un point x0 = (x0, y0, z0) ∈ L0 (x0, y0 connus), en faisant varier λ1 de 0 à 2π,
en trouvant S2 tel que x0 ∈ C1,2 puis en en déduisant z0, on peut déterminer zmin,x0,y0 =
min

λ1∈[0,2π[
{z0|x0 = (x0, y0, z0) ∈ C1,2} et zmax,x0,y0 = max

λ1∈[0,2π[
{z0|x0 ∈ C1,2}. Pour chaque

ligne L0, le point (x0, y0, zmin,x0,y0) (resp. (x0, y0, zmax,x0,y0)) est donc tel qu’aucune corde
n’intersecte L0 au-dessous de (x0, y0, zmin) (resp. au-dessus de (x0, y0, zmax)). Le théorème
4 (chapitre 3) énonce que tout point (x0, y0, z0), avec z0 ∈ [zmin,x0,y0 , zmax,x0,y0 ], est traversé
par une corde.

Ainsi, l’ensemble des points (x0, y0, zmin) et (x0, y0, zmax), avec l’ensemble des (x0, y0)
recouvrant le disque (du plan (ex, ey)) centré de rayon R, décrivent deux surfaces re-
couvrant ∂CSn

Λ
. Cela permet de déterminer l’union des cordes d’une trajectoire n-sin (et

plus généralement d’une trajectoire à projection convexe dont la projection est un cercle).
Notons qu’on ne trace pas les cordes, mais des surfaces de points définissant CSn

Λ
. En uti-

lisant cette méthode avec une discrétisation en coordonnées polaires, on peut par exemple
simuler l’union de cordes des trajectoires 3-sin et 4-sin (voir figure 4.9). Dans la section
4.6.2, nous étudierons plus en détails la construction de l’union des cordes de la trajectoire
3-sin.

Pour finir, nous pouvons tracer les variations de z0 en fonction de λ1 (figure 4.10,
ce travail a aussi été réalisé dans [7] avec d’autres configurations, mais sans donner de
méthode). Dans nos tracés, pour une valeur z0 fixée, il y a (à deux exceptions près corres-
pondant à ∂CSn

Λ
) soit au moins 4 valeurs de λ1 soit aucune correspondantes. Cela signifie

que les points (x0, y0, z0) présentés dans cette figure sont traversés par au moins deux (et
pas quatre, car Cλ1,λ2 = Cλ2,λ1) cordes si z0 est telle qu’ils sont dans Cn

SΛ
.

S1

S2

L0 x0

C1,2

(x2, z2)

(x0, z0)

(x1, z1)
z2 − z1

|x2 − x1|
(x2, z2)

(x0, z0)

(x1, z1)
z1 − z2

|x2 − x1|

Figure 4.8 – Gauche : Une trajectoire n-sin et une ligne verticale L0 vues de dessus. Connais-
sant S1 et (x0, y0), on cherche la coordonnée z0 du point x0 = (x0, y0, z0) défini
par L0∩C1,2. Droite : Configuration de Thalès pour les points S1, S2 et (x0, y0, z0)
en projection dans le plan (ex, ez), pour z1 < z2 et z1 > z2. Dans les deux confi-
gurations on retrouve la formule (4.31).

8. On utilise une formule de l’angle moitié pour passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées
polaires, pour directement travailler avec λ2 ∈ [−π, π].
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Figure 4.9 – Construction d’unions de cordes pour la trajectoire 3-sin (gauche) et 4-sin (droite)
avec H = 1 (la variation de couleur correspond à la variation sur l’axe ez).
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Figure 4.10 – Pour un point (x0, y0) du disque unité contenu dans le plan (ex, ey) on fait
passer une ligne verticale L0. Pour une trajectoire n-sin avec R = H = 1 on
trace en fonction de λ1 la coordonnée z (notée z0) de l’intersection de la corde
Cλ1,λ2 et de L0. Gauche : Trajectoire 3-sin. Droite : Trajectoire 4-sin. Haut :
(x0, y0) = (0.1, 0.2). Bas : (x0, y0) = (−0.3,−0.3).
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4.5.2 Nombre de cordes par point de l’intérieur de l’union des
cordes

Á partir de la section précédente et de la figure 4.10 on peut conjecturer que par un
point de l’intérieur strict de CSn

Λ
passe au moins deux cordes. On peut trouver une preuve

pour la trajectoire selle dans [60, annexe A.2] et nous proposons de l’adapter pour (toutes)
les trajectoires n-sin th. 8. Pour un point, être traversé par deux cordes permet d’avoir
plus de flexibilité pour utiliser la méthode DBP. Cependant, dans le cas général, nous
avons peu d’informations sur le positionnement de ces cordes.

Théorème 8. Un point de l’intérieur strict de CSn
Λ
est traversé par (au moins) deux

cordes de Sn
Λ.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la section 3.4 chapitre 3 utilisées pour
la preuve du théorème 4. Nous adaptons la démonstration de [60, annexe A.2] qui énonce
que tout point à l’intérieur de l’enveloppe convexe de la trajectoire selle est traversée par
deux cordes. On considère un point x = (x, y, z) ∈ C̊Sn

Λ
(intérieur de CSn

Λ
) traversé par

une ligne verticale L et un plan vertical Π contenant L (voir figure 4.11). Ce plan Π forme
un angle ω dans le plan (ex, ey) avec ey. Le plan Π intersecte Sn

Λ en deux points formant
une corde C. Enfin, la troisième coordonnée du point (en général différent de x) défini
par l’intersection de C et de L dépend de ω et est donné par la fonction Z(ω). On peut
noter que la fonction Z est périodique de période π. En reprenant le théorème 4(chapitre 3
section 3.4) et sa démonstration, on peut affirmer que le point x appartient à un segment
[xmin,xmax] ⊂ L, avec xmin = (x, y, zmin) et xmax = (x, y, zmax), tel qu’uniquement les
points de [xmin,xmax] sont traversés par une corde. De plus z ̸= zmin et z ̸= zmax car x
n’est pas à la frontière de CSn

Λ
. Il est donc possible (par périodicité de Z) de choisir un

angle a ∈ [0, π] tel que Z(a) = zmin. Le point xmax est aussi traversé par une corde donc
il existe b̃ ∈ [0, π], b ̸= a tel que Z(b̃) = zmax. Sachant que Z(b̃ + π) = Z(b̃), on définit b
tel que :

� b = b̃ si a < b̃ ;

� b = b̃+ π si b̃ < a.

Ainsi, a < b < a+ π et Z(a) = Z(a+ π) = zmin et Z(b) = zmax. D’après le théorème des
valeurs intermédiaires, il existe c1 ∈]a, b[ et c2 ∈]b, a+π[ tels que Z(c1) = Z(c2) = z. Etant
donné que |c1 − c2| < π, cela signifie que x est traversé par deux cordes distinctes.

4.6 Etude de la trajectoire 3-sin

4.6.1 Construction de l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin

Intersections de la trajectoire 3-sin avec un plan horizontal

Dans cette section nous allons analyser l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin,
avant d’étudier l’union des cordes dans la section 4.6.2. Certaines approches proposées
pourraient être généralisées à l’ensemble des trajectoires n-sin. Pour une trajectoire 3-sin
SΛ (dans cette section nous omettrons le “3” signifiant 3-sin, pour alléger les notations),
on changera dans cette section la définition de Λ de l’équation (4.1) (Λ = [0, 2π[) pour
Λ = [−π/3, 5π/3[ afin de s’adapter à la valeur λA ∈ Λ définie par la suite (équation
(4.32)).
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L

ey
ω

C

x
xmin

xmax

Π(ω)

Figure 4.11 – Paramétrisation pour la preuve du théorème 8 avec une trajectoire 3-sin.

Notre objectif ici est de décrire précisément l’enveloppe convexe ΩSΛ
de SΛ. Nous

rappelons que SΛ est portée par la surface d’un cylindre centré sur l’origine, de rayon R
et de hauteur 2H, donc ΩSΛ

est un sous-ensemble de ce cylindre fini et plein.
Il sera intéressant de travailler dans un plan horizontal Πz̃ = {(x, y, z)|z = z̃, (x, y) ∈

R2} où |z̃| ≤ H. Pour z̃ ∈] − H,H[, l’intersection de Πz̃ avec SΛ définit 6 points A, B,
C, D, E et F correspondant à 6 angles (λA, λB...voir figure 4.12). En effet, l’équation
H cos(3λ) = z̃ admet 6 solutions en λ (dans un intervalle de longueur 2π) pour z̃ ∈
]−H,H[. L’enveloppe convexe de ces 6 points définit un hexagone plein, dépendant de z̃,
et noté Hz̃ (on peut noter que H0 est un hexagone régulier). Les intersections de SΛ avec
ΠH et Π−H sont définies par seulement 3 points chacune (S−π/3, Sπ/3 et Sπ pour Π−H , S0,
S2π/3 et S4π/3 pour ΠH , voir figure 4.13 pour ΠH). On définit HH et H−H respectivement
comme les enveloppes convexes de S0, S2π/3 et S4π/3 et S−π/3, Sπ/3 et Sπ.

Le but de cette section est de montrer que Hz̃ est l’intersection de Πz̃ et de ΩSΛ
. On

rappelle que la fonction arccos : [−1, 1] → [0, π], est bijective, continue et décroissante.
Le polygone plein Hz̃ est paramétré par les angles suivants :

λA = −1

3
arccos(z̃/H) λB =

1

3
arccos(z̃/H)

λC = λA +
2π

3
λD = λB +

2π

3
(4.32)

λE = λA +
4π

3
λF = λB +

4π

3

On peut noter que pour z̃ = H, λA = λB(= 0), λC = λD(= 2π/3) et λE = λF (= 4π/3).
Pour z̃ = −H, λA = λF (= −π/3), λB = λC(= π/3) et λD = λE(= π). Dans le cas
général, l’intersection entre un plan horizontal Πz̃, |z̃| < H, et une trajectoire n-sin définit
2n points dont les angles correspondants λnk sont, pour 0 ≤ k ≤ 2n− 1 :

λnk =
(−1)k+1

n
arccos

(
z̃

H

)
+

2π
⌊
k
2

⌋
n

(4.33)

avec ⌊x⌋ désignant la partie entière de x.
Ainsi, cette intersection formera un polygone de côtés parallèles deux à deux (voir

figure 4.14).



126 CHAPITRE 4. ETUDE DES TRAJECTOIRES N -SIN

SΛΠz̃

Hz̃ A

B

C

D

E

F

ey

ex

Figure 4.12 – Intersection entre un plan horizontal Πz̃ et SΛ (avec les points de l’intersection
qui sont liés). Droite : Le cercle en tirets est la projection de SΛ sur Πz̃.

H0

Sπ
2

S 5π
6

S 7π
6

S 3π
2

S−π
6

Sπ
6

S0

S 2π
3

S 4π
3

HH

S0

S 2π
3

S 4π
3

HH

Figure 4.13 – Points d’intersection (reliés) entre Πz̃ et SΛ, représentant Hz̃. Gauche : z̃ = 0.
Milieu et droite : z̃ = H.

Figure 4.14 – Intersections (reliées) entre les trajectoires 2-sin (orange), 3-sin (vert) et 4-sin
(rouge) et un plan d’équation z = z̃. Gauche : z̃ = 0. Milieu : z̃ = H/2. Droite :
z̃ = H.
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Construction de l’enveloppe convexe par plans d’appui

On rappelle 9 qu’un plan d’appui en un point de SΛ peut être défini comme un plan
contenant au moins un point de SΛ et séparant l’espace en deux tel qu’un des deux demi-
espaces contienne l’entièreté de SΛ. Un théorème de géométrie convexe énonce qu’un tel
plan contient au moins un point de ΩSΛ

et sépare l’espace en deux tel qu’un demi-espace
contienne ΩSΛ

en entier [3, section 11]. Ainsi, si pour tout z̃ ∈ [−H,H] il existe un plan
d’appui contenant A et B, alors les segments [AB] appartiennent à la frontière de ΩSΛ

. Le
but est alors de démontrer que le plan tangent en A et B, noté PAB,z̃, est un plan d’appui
de SΛ. Pour z̃ = H, A et B sont confondus, le plan PAB,H peut être défini comme le plan
horizontal contenant S0, S2π/3 et S4π/3. Le plan PAB,H est un plan d’appui car S0, S2π/3

et S4π/3 sont les seuls points de SΛ tels que Sλ · ez = H (tous les autres points vérifient
Sλ · ez < H).

∀λ ∈ [0, 2π[,S′
λ

déf
=
∂Sλ
∂λ

= (−R sinλ,R cosλ,−3H sin(3λ)) (4.34)

Les tangentes à la trajectoire en A et B ont donc pour coefficient directeur S′
A

déf
= S′

λA
=

(−R sinλA, R cosλA,−3H sin(3λA)) et S
′
B

déf
= S′

λB
= (−R sinλB, R cosλ,−3H sin(3λB)) =

(R sinλA, R cosλA, 3H sin(3λA)).
Ainsi, un vecteur normal de PAB,z̃, pour z̃ ∈ [−H,H[ (et donc λA ∈ [−π/3, 0[), est :

n =
S′
A ∧ S′

B

2R
=

3H sin(3λA),
0

−R sinλA

 (4.35)

L’équation du plan PAB,z̃ s’écrit donc :

n · x = d (4.36)

avec

d = n · (R cosλA, R sinλA, H cos(3λA))

= 3RH sin(3λA) cosλA −RH cos(3λA) sinλA (4.37)

Le but est maintenant de montrer que les seuls points de la trajectoire satisfaisant (4.36)
(donc appartenant au plan PAB,z̃) sont A et B, et que tous les autres points de SΛ se
situent du même côté de PAB,z̃ pour z̃ ∈ [−H,H[. Cela correspondra (voir équation (4.32))
à prendre des valeurs de λA sur l’intervalle [−π/3, 0[.

On étudiera donc, en rappelant que Λ = [−π/3, 5π/3[ :

f(λ) = n · Sλ − d,Sλ ∈ SΛ

= 3RH sin(3λA) cosλ−RH sinλA cos(3λ)− d (4.38)

La fonction f équation (4.38) est proportionnelle à la distance au plan. Pour démontrer
que tous les points de SΛ sont du même côté de PAB,z̃, il faut montrer que la fonction f
sur Λ est de signe constant.

f ′(λ) = −3RH sin(3λA) sinλ+ 3RH sinλA sin(3λ) (4.39)

9. Voir chapitre 3 section 3.5.
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f ′(λ) = 0 ⇒ sin(3λ) sinλA − sin(3λA) sinλ = 0 (4.40)

On peut réécrire la dernière égalité grâce à l’égalité sin(3λ) = 3 sinλ− 4 sin3 λ :

− sin(3λA) sinλ+ sinλA(3 sinλ− 4 sin3 λ) = 0 (4.41)

On effectue le changement de variables (non bijectif) w = sinλ, λ ∈ Λ, et l’équation
(4.41) peut s’écrire :

w((− sin(3λA) + 3 sinλA)− w2(4 sinλA)) = 0 (4.42)

On en déduit donc que soit w = 0 et que donc λ = 0 ou λ = π soit :

w = ∓
√

(3 sinλA − sin(3λA))/(4 sinλA) (4.43)

= ∓
√
4 sin3 λA/(4 sinλA) (4.44)

= ∓ sinλA (4.45)

En rappelant que λA ∈ [−π/3, 0[ et que −λA = λB, l’équation (4.45) a quatre solutions :
λA, λB, λA + π et λB + π.

Il y a donc six valeurs qui annulent f ′ sur Λ que l’on énonce par ordre croissant : λA,
0, λB, λA + π, π et λB + π. De plus, d’après (4.39) :

f ′(−π/3) = 3RH

√
3

2
sin(3λA) < 0 car λA ∈ [−π/3, 0[ (4.46)

Nous pouvons alors dresser le tableau de variations suivant :

λ

f ′(λ)

f(λ)

−π
3

λA 0 λB
π

3

− 0 + 0 − 0 +

00 00

λ

f ′(λ)

f(λ)

π

3
λA + π π λB + π

5π

3

+ 0 − 0 + 0 −

f(π)f(π)

Il reste donc à montrer, pour prouver que le minimum de f est 0 et est atteint en
λA et λB, que f(π) ≥ 0. La subtilité ici est que f(π) ≥ 0 doit être vérifié pour tout
λA ∈ [−π/3, 0[ (c’est-à-dire pour tous les plans PAB,z̃ pour z̃ ∈ [−H,H[). On étudiera
donc la fonction fπ définie sur [−π/3, 0[ telle que :

fπ(λA) =f(π) = −3RH sin(3λA) +RH sin(λA)−RH sin(3λA) cos(λA) +RH cos(3λA) sin(λA)
(4.47)

=RH((−3 sin(3λA))(1 + cos(λA)) + sinλA(1 + cos(3λA))) (4.48)
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f ′
π(λA) = RH(−9 cos(3λA)(1 + cosλA) + 3 sin(3λA) sinλA + cosλA(1 + cos(3λA))− 3 sin(3λA) sinλA)

(4.49)

= RH(cos(3λA)(−9− 8 cosλA) + cosλA) (4.50)

= RH((4 cos3(λA)− 3 cosλA)(−9− 8 cosλA) + cosλA) (4.51)

= RH cosλA((4 cos
2(λA)− 3)(−9− 8 cosλA) + 1) (4.52)

= RH cosλA(−32 cos3(λA)− 36 cos2(λA) + 24 cosλA + 28) (4.53)

= −RH cosλA4(cosλA + 1)2(8 cosλA − 7) (4.54)

Nous allons étudier les solutions de f ′
π(λA) = 0 sur [−π/3, 0[ :

� si cosλA = 0 alors λA = −π/2[π] ̸∈ [−π/3, 0[ ;

� si cosλA = −1 alors λA = π[2π] ̸∈ [−π/3, 0[ ;

� si cosλA = 7/8 alors λA = ± arccos(7/8)[2π], la seule de ces valeurs dans [−π/3, 0[
est − arccos(7/8).

La fonction f ′
π s’annule donc uniquement en − arccos(7/8) sur [−π/3, 0[ et on peut

donc dresser le tableau de variation suivant, en notant que f ′
π(0) = −16RH et fπ(−π/3) =

fπ(0) = 0. 10

λA

f ′
π(λA)

fπ(λA)

−π
3

− arccos(7/8) 0

+ 0 − −16RH

00 00

On a donc montré que ∀λA ∈ [−π/3, 0[, fπ(ΛA) ≥ 0. Sur [−π/3, 0[ la seule valeur
annulant fπ est λA = −π/3, ce qui correspond à z̃ = −H. Dans ce cas PAB,−H est un
plan horizontal (pour λA = π/3, n ∝ ez) contenant les points Sπ, Sπ/3 (B pour z̃ = −H)
et S−π/3 (A pour z̃ = −H). Cela met fin à la preuve montrant que le plan tangent en A
et B est toujours bien un plan d’appui et que le segment [AB] est donc un segment de
∂ΩSΛ

.

Les figures 4.15 et 4.16 montrent des tracés de f et f ′.

10. On s’autorise à appliquer fπ et f ′π en 0 pour des raisons de continuité.
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Figure 4.15 – Représentation de f (équation (4.38), en bleu) et f ′ (équation (4.39), en orange)
pour R = H = 1 et z̃ = H/2. Gauche : intervalle [−π/3, 5π/3]. Droite : intervalle
[−π/6, π/6].
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Figure 4.16 – Représentation de f (équation (4.38), en bleu) et f ′ (équation (4.39), en orange)
pour R = H = 1 et z̃ = 0. Gauche : intervalle [−π/3, 5π/3]. Droite : intervalle
[−π/6, π/6].

La figure 4.17 montre quelques plans d’appui tangents en A et B pour plusieurs valeurs
de z̃.

L’invariance par rotation de 2π/3 autour de l’axe ez de la trajectoire 3-sin (section
4.3) implique que les plans PCD,z̃ et PEF,z̃ sont aussi des plans d’appui (respectivement
en C et D et E et F ). Les segments [CD] et [EF ] appartiennent donc aussi à ∂ΩSΛ

.
Par l’invariance obtenue par rotation autour de l’axe ez de π/3 composée avec une

symétrie par rapport au plan (ex, ey)(section 4.3) on peut déduire de la même manière
que précédemment que les segments [BC], [DE] et [FA] appartiennent à ∂ΩSΛ

.
On a donc montré que tous les segments constituant la frontière de Hz̃, pour z̃ ∈

]−H,H[, appartiennent à ∂ΩSΛ
. Les triangles H−H et HH étant les enveloppes convexes

des intersections des plans horizontaux Π−H et ΠH avec la trajectoire (respectivement en
S−π/3, Sπ/3 et Sπ et en S0, S2π/3 et S4π/3), on a bien montré que ∀z̃ ∈ [−H,H],Hz̃ =
ΩSΛ

∩ Πz̃, ce qui permet de construire ΩSΛ
(voir figure 5.5).
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Figure 4.17 – Plusieurs plans d’appui de la trajectoire 3-sin tangents en A et B avec PAB,0 en
bleu et PAB,−H en vert.

Figure 4.18 – Représentation de l’enveloppe convexe ΩSΛ
pour la trajectoire 3-sin (pour H =

R = 1) par tracé des hexagones Hz̃.
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Hz̃ A

B

C

D

E

F

Figure 4.19 – On peut calculer l’aire de Hz̃ en retranchant l’aire de triangles à un rectangle
englobant Hz̃.

On peut également utiliser la méthode des plans d’appui pour construire les enveloppes
convexes des trajectoires n-sin, n > 3. Par exemple ΩS4

Λ
sera un empilement d’octogones

de côtés parallèles deux à deux (définis équation (4.33)).

Complément sur le volume de l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin

Dans la section 4.1 nous avons juste annoncé que le volume de l’enveloppe convexe
d’une trajectoire n-sin, n > 2, était strictement compris entre πHR2 et 2πHR2. Main-
tenant que ces enveloppes convexes sont plus clairement décrites, on peut donner de
meilleures approximations. On peut par exemple approximer l’enveloppe convexe de la
trajectoire 3-sin comme un empilement de N hexagones de hauteur ∆H = 2H/N (un peu
comme sur la figure 5.5). On peut alors estimer le volume d’une trajectoire n-sin par :

V (ΩSn
Λ
) ≈ ∆H

N−1∑
k=0

A(n, z̃k) (4.55)

avec A(n, z̃k) l’aire de l’enveloppe convexe de l’intersection entre une trajectoire n-sin et
un plan d’équation z = z̃k, z̃k = 2kH

N−1
− H. Par exemple pour la trajectoire 3-sin (voir

figure 4.19), en notant xA = R cosλA et yA = R sinλA
11 :

A(3, z̃k) = (yC − yF )(xA − xE)− (yB − yC)(xB − xC)− (yC − yD)(xC − xD) (4.56)

Avec cette méthode on trouve V (ΩS3
Λ
) ≈ 4.67HR2 (et V (ΩS4

Λ
) ≈ 5.33HR2).

4.6.2 Construction de l’union des cordes de la trajectoire 3-sin

Union des cordes

Nous cherchons maintenant à définir l’union des cordes CS3
Λ
de la trajectoire 3-sin

SΛ (ce travail figure également dans l’acte de conférence du Fully3D 2021 [31]). Nous
considérons une nouvelle fois un plan horizontal Πz̃ (défini sous-section 4.6.1) et son
intersection avec SΛ (figure 4.13, gauche). On note SA = SλA . Nous cherchons à montrer
que chaque point de Hz̃ (défini sous-section 4.6.1) qui n’est pas dans le triangle central que
l’on notera Tz̃ (défini par l’intersection des segments [SC ,SF ], [SD,SA] et [SE,SB], figure
4.20) est dans l’union des cordes CS3

Λ
. Considérant la figure 4.21 et les équations (4.1) (pour

n = 3) et (4.32), nous constatons que les cordes C+(z̃) (reliant SD à SE pour z̃ ∈ [0, H])
et C̄+(z̃) (reliant SF à SC pour z̃ ∈ [0, H]) se déplacent (et se confondent quand z̃ = H),
de manière continue selon z̃ croissant, pour z̃ ∈ [0, H]. La corde C−(z̃), où z̃ ∈ [−H, 0], se
11. En rappelant que λA dépend de z̃, c’est donc aussi le cas pour xA et yA.
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déplace continument selon z̃ décroissant jusqu’à C−(−H) = Sπ. Avec l’union de toutes
les cordes C+(z̃) et C̄+(z̃) pour z̃ ∈ [0, H] et les cordes C−(z̃) pour z̃ ∈ [−H, 0], une
surface peut être créée (voir figure 4.22, droite). On rappelle que la trajectoire 3-sin est
invariante par une rotation de 2π/3 autour de l’axe ez et est invariante par une rotation
de π/3 (autour du même axe) suivie d’une symétrie par rapport au plan (ex, ey) (voir
section 4.3). Avec ces symétries il est possible de créer six surfaces similaires à celles
décrites précédemment (figure 4.22, gauche). Le théorème 4 du chapitre 3 s’applique à la
trajectoire 3-sin. Ainsi, s’il existe deux points x′ = (x, y, z′) et x′′ = (x, y, z′′), z′ < z′′

tous deux traversés par une corde, alors chaque point x = (x, y, z), avec z′ < z < z′′,
est aussi traversé par une corde. Pour finir la construction de CS3

Λ
nous devons exhiber

les points x′ et les points x′′ correspondants, appartenant à l’union des six surfaces, pour
vérifier que chaque point à l’intérieur du volume défini par cette union est traversé par
une corde.

λA

λB

λC

λD

λE

λF

ey

ex

Hz̃

Tz̃

Figure 4.20 – Intersection entre un plan horizontal Πz̃ et SΛ (avec les points d’intersection
reliés). Les lignes rouges et noires sont des lignes contenues dans le plan Πz̃. Le
but de cette sous-section est de montrer que tous les points contenus dans Hz̃ (le
polygone noir et son intérieur), mais en dehors du triangle rouge, sont traversés
par une corde.

Nous définissons les surfaces bleues comme les surfaces générées par les cordes C+

([SDSE], [SCSB] et [SFSA] pour z̃ ∈ [0, H], [SESF ], [SBSA] et [SCSD] pour z̃ ∈ [−H, 0])
et C̄+ ([SCSF ], [SDSA] et [SESB] pour z̃ ∈ [0, H] et [SDSA], [SCSF ] et [SESB] pour
z̃ ∈ [−H, 0]). Avec les notation des cordes (voir équation (4.32) pour les dépendances en z̃),

ces surfaces sont respectivement :

( ⋃
z̃∈[0,H]

CλD,λE

)
∪
( ⋃
z̃∈[−H,0]

CλC ,λF

)
,

( ⋃
z̃∈[0,H]

CλC ,λB

)
∪( ⋃

z̃∈[−H,0]
CλD,λA

)
,

( ⋃
z̃∈[0,H]

CλF ,λA

)
∪
( ⋃
z̃∈[−H,0]

CλE ,λB

)
,

( ⋃
z̃∈[−H,0]

CλE ,λF

)
∪
( ⋃
z̃∈[0,H]

CλD,λA

)
,( ⋃

z̃∈[−H,0]
CλB ,λA

)
∪
( ⋃
z̃∈[0,H]

CλC ,λF

)
et

( ⋃
z̃∈[−H,0]

CλC ,λD

)
∪
( ⋃
z̃∈[0,H]

CλE ,λB

)
. Les surfaces

rouges sont définies par les surfaces générées par les cordes C− ([SDSE], [SCSB] et [SFSA]
pour z̃ ∈ [−H, 0], [SESF ], [SBSA] et [SCSD] pour z̃ ∈ [0, H])(voir figure 4.22). Avec les
notations des cordes, ces surfaces sont respectivement :

⋃
z̃∈[−H,0]

CλD,λE ,
⋃

z̃∈[−H,0]
CλC ,λB ,⋃

z̃∈[−H,0]
CλF ,λA ,

⋃
z̃∈[0,H]

CλE ,λF ,
⋃

z̃∈[0,H]

CλB ,λA et
⋃

z̃∈[0,H]

CλC ,λD . Pour ce paragraphe chaque

projection définira implicitement une projection orthogonale sur le plan (ex, ey) (qui est
le plan Π0). L’intersection des projections des surfaces bleues recouvre l’hexagone régulier
H0 (voir figure 4.23). Alors un point “entre” deux surfaces bleues (une au-dessus et une
au-dessous de Π0) et dont la projection est dans H0 est traversée par une corde. Un point
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S 5π
3

Sπ
3

Sπ

z̃ = −H

C−(−H) C−(−H/2)

z̃ = −H/2

C+(0)C̄+(0)

Sπ
2

S 5π
6

S 7π
6

z̃ = 0

z̃ = H/2

SA

SB

SC

SD

SE

SF

S0

S 2π
3

S 4π
3

C+(H) = C̄+(H)

z̃ = H

Figure 4.21 – Différentes cordes contenues dans plusieurs plans horizontaux. Les cordes bleues,
définies pour z̃ > 0, sont les cordes C+(z̃) (reliant SE à SD) et C̄+(z̃) (reliant
SF à SC) et sont parallèles (et sont même confondues pour z̃ = H). La corde
rouge est C−(z̃) (reliant SE à SD). L’union de ces cordes, pour tout z̃ ∈ [−H,H]
est dessinée figure 4.22.

Figure 4.22 – Gauche : Une surface créée pour les cordes décrites figure 4.21. Droite : L’union
des six surfaces obtenues à partir de la surface de la figure de gauche, en utilisant
les symétries de la trajectoires 3-sin.

Figure 4.23 – Projections orthogonales sur le plan (ex, ey) des surfaces rouges et bleues.
Gauche : Surfaces définies pour z̃ > 0. Droite : Surfaces définies pour z̃ < 0.
L’hexagone en tirets relie les points de l’intersection entre SΛ et Π0 (plan
(ex, ey)).
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dont la projection est dans la région entre H0 et le disque de rayon R est traversé par
une corde s’il est “entre” une surface rouge et une surface bleue sur le même côté de Π0.
L’ensemble 12 des points intersectés par une corde est CS3

Λ
, représenté figure 4.24.

Figure 4.24 – L’union des cordes de S3
Λ : CS3

Λ
(les nuances de gris sont juste une indication de

z). Pour être rigoureux, ce que nous avons décrit ne peut être qu’une sous-partie
de CS3

Λ
.

Zone sans corde

La construction de CS3
Λ
décrite au-dessus est incomplète. En effet il reste à prouver que

les points (pour un plan Πz̃ donné) appartenant à ce qui a été appelé le triangle central ne
sont pas traversés par une corde (auquel cas nous n’aurions fait que décrire une partie de
CS3

Λ
). Nous cherchons alors à construire NS3

Λ
= ΩS3

Λ
\CS3

Λ
. Á ce jour nous n’avons pas une

preuve satisfaisante de la construction de NS3
Λ
, mais nous présentons quelques approches.

Nous continuons de travailler dans un plan Πz, ici avec z̃ ∈ [0, H]. On découpe SΛ en
plusieurs parties s (les parties “short (courtes)”, au-dessus de Πz̃) et l (les parties “long”,
au-dessous de Πz̃) (figure 4.25). On étudie les cordes liant ces parties. Il y a 4 cas : les
cordes liant les parties s1 à l1 (directement opposées), s1 à l2 ou l3 (“l” à “s” mais non
directement opposées), s1 à s2 ou s3 (“s” à “s”) et l1 à l2 ou l3 (“l” à “l”). Il est clair
que les cordes liant s1 à l2 n’intersectent pas le triangle central. Les cordes liant s1 à s2
(resp. l1 à l2) sont au-dessus (resp. au-dessous) de Πz̃. Le dernier cas (cordes liant s1 à
l1) est (beaucoup) plus compliqué, et jusqu’à la fin de cette partie nous allons donner des
approches pour l’aborder.

SλASλB

SλD

SλE

l1

s1

SλA

SλB

SλD

SλE

l1 s1

l2

s2
l3

s3

Figure 4.25 – Cordes pour plusieurs valeurs de λ1 ∈ [λA,
λA+λB

2 ] et λ2 ∈ [λD, λE ] et inter-
sections pour le plan z = H/2. Droite : Intersections des cordes avec le plan
z = H/2 pour 4 valeurs de λ1.

On considère λ1 ∈ [λA, λB] et λ2 ∈ [λD, λE]
13(on pourra généraliser à S3

Λ entière en
rappelant que la trajectoire 3-sin est invariante par rotation de 2π/3, voir section 4.3).

12. Ou peut-être juste un sous-ensemble, nous en reparlerons section 4.6.2.

13. Pour des raisons de symétrie on pourra aussi travailler avec λ1 ∈ [λA,
λA+λB

2 ] ou λ2 ∈ [λD,
λD+λE

2 ].
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L’intersection d’une corde C12 (liant Sλ1 à Sλ2) avec Πz̃ s’écrit :

X12 = tz̃Sλ2 + (1− tz̃)Sλ1 (4.57)

avec

tz̃ =
z̃ −H cos(3λ1)

H(cos(3λ2)− cos(3λ1))
(4.58)

Dans le plan Πz̃ les coordonnées du plan d’intersection sont :{
x12 = Rtz̃ cosλ2 +R(1− tz̃) cosλ1
y12 = Rtz̃ sinλ2 +R(1− tz̃) sinλ1

(4.59)

avec toujours tz̃ défini selon (4.58). Á partir des équations (4.59) on peut tracer un certain
nombres d’intersections entre des cordes C12 et un plan Πz̃, pour vérifier qu’aucune de ces
intersections n’est dans le triangle central (figure 4.25).

Une approche plus analytique est de considérer le triangle central comme l’intersection
de trois demi-plans. Pour qu’un point soit dans le triangle central, il faut donc qu’il soit
d’un côté précis des trois droites définissant ces demi-plans.

Une première méthode est de travailler avec le sens d’un produit vectoriel (ou de
manière équivalente en 2D avec un déterminant), voir figure 4.26).

AO

B

A

B

O

ey

ex
A

B

C

D

E

F

X12

Figure 4.26 – Gauche : Le produit vectoriel OA ∧OB produit un vecteur porté par ez, dans
le même sens que ez sur la figure de haut et dans le sens opposé sur la figure du
bas. Droite : Un point X12 en dehors du triangle central : les produits vectoriels
entre les vecteurs rouge et bleu ne donneront pas des vecteurs de même sens.

Á chaque droite soutenant un segment du triangle central on peut associer une fonc-
tion, appliquée à un point X12 de Hz̃, dont le signe donne le côté de la droite où est situé
X12. En notant SD = SλD et DA = SA − SD, une telle fonction pour la droite passant
par D et A, appliquée à un point X12, peut être définie par :

fDA(X12) = ((X12 − SD) ∧DA) · ez = det (X12 − SD,DA, ez) (4.60)

Le déterminant de (4.60) peut en fait s’exprimer comme un déterminant 2D, en prenant
les deux premières coordonnées de chaque vecteur.

On peut exprimer fDA en fonction de λ1 et λ2, en utilisant (4.59) :

fDA(λ1, λ2) =

∣∣∣∣R(tz̃ cosλ2 + (1− tz̃) cosλ1 − cosλD) R(cosλA − cosλD)
R(tz̃ sinλ2 + (1− tz̃) sinλ1 − sinλD) R(sinλA − sinλD)

∣∣∣∣ (4.61)

= R2((tz̃ cosλ2 + (1− tz̃) cosλ1 − cosλD)(sinλA − sinλD)

− (tz̃ sinλ2 + (1− tz̃) sinλ1 − sinλD)(cosλA − cosλD)) (4.62)
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En utilisant (4.58) et l’égalité z̃ = H cos(3λA) on peut réécrire (4.62) :

fDA(λ1, λ2)

R2
=(a1 cosλ2 + a2 cosλ1 − cosλD)(sinλA − sinλD) (4.63)

+(a1 sinλ2 + a2 sinλ1 − sinλD)(cosλA − cosλD) (4.64)

avec a1 =
cos(3λA)− cos(3λ1)

cos(3λ2)− cos(3λ1)
et a2 =

cos(3λ2)− cos(3λA)

cos(3λ2)− cos(3λ1)
.

On peut définir de même des fonctions fBE et fFC . Un point de Hz̃ est dans le triangle
central (de même z̃) si (et seulement si) fDA, fBE et fFC appliquées à ce point sont
positives. Pour montrer qu’aucune corde n’intersecte le triangle central, pour un z̃ donné,
il faut donc montrer que :

∀λ1 ∈ [λA, λB],∀λ2 ∈ [λD, λE], fDA(λ1, λ2) ≤ 0 ou fBE(λ1, λ2) ≤ 0 ou fFC(λ1, λ2) ≤ 0

Néanmoins il est très difficile de travailler (en dehors du cadre numérique, voir figures
4.28 et 4.29) avec ces fonctions. On peut continuer d’adopter une approche par fonctions
mais en travaillant astucieusement avec les équations des droites définissant le triangle
central, afin d’utiliser des fonctions moins complexes. D’après les équations (4.32) on a
cosλD = cos(λA − 2π/3) et sinλD = − sin(λA − 2π/3) :

SD − SA =

 R(cos(λA − 2π/3)− cosλA)
R(− sin(λA − 2π/3)− sinλA)

0

 (4.65)

= R

 2 sin(λA − π/3) sin(π/3)
−2 sin(λA − π/3) cos(π/3)

0

 (4.66)

= R

(√
3 sin(λA − π/3)

− sin(λA − π/3)

)
(4.67)

Ainsi l’équation de la droite passant par SD (D dans le plan Πz̃) et SA (A dans le plan
Πz̃) est de la forme :

yDA(x) = − x√
3
+ k (4.68)

En se servant du fait que la droite considérée passe par A, on a yDA(R cosλA) = R sinλA =

−RcosλA√
3

+ k, et la droite peut être paramétrée par :

yDA(x) = − x√
3
+R

(
cosλA√

3
+ sinλA

)
(4.69)

De même, les équations des deux autres droites définissant le triangle central sont :

yEB(x) =
x√
3
−R

(
cosλA√

3
+ sinλA

)
(4.70)

xFC = R cos(λC) = R cos(λA + 2π/3) (4.71)

A partir des équations (4.59) et (4.69), (4.70) et (4.71) on peut définir les fonctions gDA,
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gEB et gFC telles que :

gDA(λ1, λ2) = −y12 + yDA(x12) (4.72)

= −(tz̃ sinλ2 + (1− tz̃) sinλ1)−
1√
3
(tz̃ cosλ2 + (1− tz̃) cosλ1)

+ sinλA +
cosλA√

3
(4.73)

gEB(λ1, λ2) = y12 − yEB(x12) (4.74)

= tz̃ sinλ2 + (1− tz̃) sinλ1 −
1√
3
(tz̃ cosλ2 + (1− tz̃) cosλ1)

+ sinλA +
cosλA√

3
(4.75)

gFC(λ1, λ2) = x12 − xFC (4.76)

= tz̃ cosλ2 + (1− tz̃) cosλ1 − cos(λA + 2π/3) (4.77)

Selon le signe d’une fonction g, le point considéré est situé d’un côté ou de l’autre de
la droite associée à la fonction g, ce qui permet de savoir si un point est dans le triangle
central à partir du signe des trois fonctions g. L’assertion à démontrer pour qu’aucun
point de l’intersection entre une corde C12 et un plan Πz̃ ne soit dans Tz̃ devient 14 :

∀λ1 ∈ [λA, λB],∀λ2 ∈ [λD, λE], gDA(λ1, λ2) ≤ 0 ou gBE(λ1, λ2) ≤ 0 ou gFC(λ1, λ2) ≤ 0

On peut étudier le cas simple λ1 = 0 et λ2 = π, z̃ ∈ [0, H] (donc λA ∈ [−π/6, 0]).
L’intersection de la corde C0,π avec le plan Πz̃ a pour coordonnées (Rz̃/H, 0, z̃), et on
rappelle que z̃ = H cos(3λA), donc en appliquant (4.72) :

gDA(0, π) = −cos(3λA)√
3

+ sinλA +
cosλA√

3
(4.78)

=
1√
3
(2 sin(2λA) sinλA) + sinλA (4.79)

= sinλA

(
1 +

2 sin(2λA)√
3

)
(4.80)

L’expression gDA(0, π) dépend de λA. Pour λA = 0 et λA =
1

2
arcsin(−

√
3/2) = −π/6,

gDA(0, π) = 0. Pour les autres valeurs de −π/6 < λA < 0, gDA(0, π) < 0. Cela montre
donc que gDA(0, π) n’intersecte pas l’intérieur du triangle central Tz̃ pour λA ∈ [−π/6, 0]
(z̃ ∈ [0, H]).

Cependant, même avec les fonctions g, plus simples que les fonctions f , il nous parâıt
difficile de travailler analytiquement comme avec gDA(0, π).

On présente maintenant quelques tracés dans le plan ΠH/2. La figure 4.27 montre les
lignes définissant TH/2 et différentes intersections entre des cordes (pour λ1 ∈ [λA, λB] et
λ2 = π], et pour λ1 = 0 et λ2 ∈ [λD, λE]) et ΠH/2. La figure 4.28 montre les fonctions f
et g correspondant aux intersections de la figure 4.27. La figure 4.29 montre les fonctions
f et g pour tout λ1 ∈ [λA, λB] et λ2 ∈ [λE, λD]. On adopte le code couleur suivant : le
vert correspond aux points A et D (le segment [SA,SD], les fonctions fDA et gDA), le bleu
pour les points B et E et le rouge pour les points C et F .

14. Les fonctions g ont été définies de cette manière pour qu’un point dans le triangle central soit
associé à des valeurs positives pour toutes les fonctions g.
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Figure 4.27 – Intersection de cordes (pour λ2 = π et λ1 ∈ [λA, λB] en violet, et pour λ1 = 0
et λ2 ∈ [λD, λE ]) en gris) avec le plan ΠH/2.
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Figure 4.28 – Fonctions f (haut) et g (bas) (fDA et gDA en vert, fEB et gEB en vert, fFC et
gFC en vert) pour R = H = 1 et z̃ = H/2. Gauche : λ1 = 0 et λ2 ∈ [λD, λE ] (λ2
est en abscisse). Droite : λ2 = π et λ1 ∈ [λA, λB] (λ1 est en abscisse). Pour toutes
les valeurs de λ1 et λ2 présentées, il y a toujours une fonction f (et une fonction
g) plus petite que 0, ce qui signifie qu’aucune corde considérée n’intersecte TH/2.
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Figure 4.29 – Fonctions f et g pour R = H = 1 et z̃ = H/2 en fonction de λ1 (abscisse à
“gauche”) et λ2 (abscisse à “droite”) Haut, de gauche à droite : fDA, fEB et
fFC . Bas, de gauche à droite : gDA, gEB et gFC . Quels que soient λ1 ∈ [λA, λB]
et λ2 ∈ [λD, λE ], une des trois valeurs fDA(λ1, λ2), fEB(λ1, λ2) ou fFC(λ1, λ2)
(respectivement gDA(λ1, λ2), gEB(λ1, λ2) ou gFC(λ1, λ2)) est toujours négative,
donc il n’y a pas de corde C12 intersectant TH/2.
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Figure 4.30 – Nous conjecturons que NS3
Λ
s’identifie à l’ensemble représenté dans cette figure :

c’est-à-dire un empilement de triangles de sommets I1, I2 et I3 donnés aux
équations (4.83), (4.84), (4.85), dans des plans z = z̃, z̃ ∈ [−H,H].

On peut tracer (ce que nous avons conjecturé comme) NS3
Λ
(figure 4.30) à partir des

sommets (notés I1, I2 et I3, et dépendant de z̃) définissant le triangle central. Par exemple
le sommet défini par l’intersection des droites (CF ) et (DE) satisfait l’équation :

t1,CSC + (1− t1,C)SF = t1,BSB + (1− t1,B)SE (4.81)

et donc :

t1,C cosλC + (1− t1,C) cosλF = t1,B cosλB + (1− t1,B) cosλE (4.82)

En utilisant le fait que cosλC = cosλF on a :

I1 = t1,BSB + (1− t1,B)SE, t1,B =
cosλF − cosλE
cosλB − cosλE

(4.83)

On peut montrer que les deux autres sommets peuvent être définis par :

I2 = t2,DSD + (1− t2,D)SA, t2,D =
cosλF − cosλA
cosλD − cosλA

(4.84)

I3 = t3,ASA + (1− t3,A)SD, t3,A =
sinλD

sinλD − sinλA
(4.85)
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Chapitre 5

Méthode DBP appliquée aux
trajectoires 2-sin et 3-sin

5.1 Introduction

La méthode DBP a été introduite au chapitre 2 et les trajectoires n-sin, notamment la
trajectoire 2-sin et la trajectoire 3-sin, ont été étudiées au chapitre 4. Nous proposons dans
ce chapitre de voir comment la méthode DBP peut être appliquée pour ces trajectoires en
la présence de troncations (transverses, axiales, ou les deux réunies). L’objet étudié sera
un cylindre (de base circulaire ou elliptique) et le FOV sera assimilé à un cylindre d’axe
parallèle à celui de l’objet. Les résultats de la section 5.4 ont fait l’objet d’une présentation
orale à la conférence CT Meeting 2020 [29], ceux de la section 5.5 ont été présentés via un
poster lors de la conférence MIC 2020 [30]. Enfin, la section 5.6 explicite une partie des
résultats présentés au Fully3D 2021 [31]. Pour avoir un aperçu plus exhaustif de la gestion
des troncations pour les trajectoires n-sin, nous nous permettons de rajouter une partie
à la fin du chapitre, sortant du cadre DBP, sur la méthode Katsevich et ses extensions
(section 5.7).

5.2 FOV et troncations dans le cadre des trajectoires

2-sin et 3-sin

La notion de FOV en géométrie conique n’est pas toujours évidente et pertinente (par
exemple on utilise plutôt la fenêtre de Tam pour la trajectoire hélicöıdale, comme dans
[93]). Au chapitre 2 section 2.2.5 nous avons un peu discuté de la définition d’un FOV 3D
dans le cadre de trajectoires à base circulaire (trajectoires dont la projection dans le plan
(ex, ey) est un cercle).

Nous considérons un détecteur plat et rectangulaire d’axe vertical ev parallèle à ez
et de distance constante par rapport à la source (la source et le détecteur forment un
ensemble rigide). On rappelle qu’une ligne est mesurée quand elle intersecte une position
de source et le détecteur. De plus, pour une position de source, l’ensemble des lignes
mesurées données forme un cône noté FOVλ. L’intersection de ces cônes

⋂
λ∈Λ

FOVλ est

le FOV. Cela signifie qu’un point du FOV est vu par toutes les sources. Ainsi, comme
en géométrie fan beam classique (chapitre 1 section 1.2.4 et section 1.3), en projection
sur (ex, ey), l’éventail de lignes mesurées issues d’une source sera tangent au cercle du
FOV. Cependant, comme souligné chapitre 2 section 2.2.5 un FOV décrit de cette manière

143
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n’est pas un cylindre parfait, à cause de ses extrêmités non plates. Pour des raisons de
simplicité, on considérera pourtant souvent un FOV cylindrique, qui peut être vu comme
le plus grand cylindre inscrit dans le FOV (de notre définition). Cela fait sens car notre
but sera surtout de donner des conditions de reconstruction suffisantes.

On rappelle qu’une situation de troncation apparâıt quand une ligne passant à travers
une source et un objet n’est pas mesurée. On peut ensuite comme chapitre 2 section 2.2.5
adopter un point de vue plus large en observant les relations entre le support de l’objet
ΩO (pour rappel l’enveloppe convexe des régions de densité non nulle) et le FOV. Pour
un FOV et un support cylindrique on parle de troncations transverses (ou transaxiales)
quand la base du cylindre du FOV n’est pas assez large pour contenir celle de ΩO (en
projection dans (ex, ey)). Les troncations axiales ont lieu quand ΩO est axialement plus
étendu (selon l’axe ez) que le FOV.

La figure 5.1 illustre les troncations transverses et axiales avec la trajectoire selle.

ΩO

FOV

S2
Λ

ΩO

FOV

S2
Λ

Figure 5.1 – La trajectoire selle S2
Λ avec un FOV cylindrique et ΩO le support de l’objet.

Gauche : Troncations transverses. Droite : Troncations axiales.

5.3 Bref état de l’art des méthodes de reconstruction

analytiques appliquées à la trajectoire selle

De 2004 à 2006, plusieurs propositions de méthodes de reconstruction analytiques ont
été proposées pour la trajectoire selle. Nous ne détaillons pas ces méthodes et nous nous
contentons de souligner que ces méthodes ne permettent au plus que des troncations
axiales (et non transverses) dans la grande majorité (nous donnerons une exception en fin
de paragraphe). Le premier article de cette période à s’intéresser aux trajectoires selles
est [60], qui donne une méthode de reconstruction avec une rétroprojection filtrée (et
pondérée) utilisant la dérivée de la fonction de Grangeat (voir [50] ou chapitre 2 section
2.2.5). Les articles [79] et [82] utilisent tous les deux la méthode de Katsevich (voir section
5.7) mais [82] effectue la rétroprojection sur une portion de trajectoire correspondant à
une corde contenant le point à reconstruire, alors que [79] utilise une méthode présentée
dans [58](cela sera étudié section 5.7 et dans l’annexe E). L’article [80], paru peu après
[79] et par les mêmes auteurs, présente deux formules de reconstruction de type FDK,
qui d’après les auteurs donnent de meilleurs résultats que la méthode présentée dans [79]
et s’adaptent aux selles sous leur forme générale. Toujours pour des selles générales, [86]
présente deux formules de type FBP et DBP. Enfin, l’article [78] aborde le problème
de la troncation transverse en plus de la troncation axiale, avec des approches de type
DBP. Cette approche sera aussi la nôtre, mais des outils développés après la parution
de cet article nous permettent de pousser l’investigation bien plus loin (par exemple la
transformée de Hilbert unilatérale développée seulement en 2006 [21]). De même, [84]
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aborde la méthode DBP “classique” avec la trajectoire selle. L’auteur tient à signaler que
la découverte de l’article [78] a eu lieu très tardivement dans la thèse, et après la parution
de [29]. L’auteur tient à présenter ses excuses pour ne pas avoir fait mention de [78] dans
cet article, en soulignant que les résultats concernant la trajectoire selle, la DBP et les
troncations transverses ont été obtenus de manière indépendante, à partir notamment de
[15], [60] et des articles “classiques” de DBP (il aurait d’ailleurs aussi fallu faire mention
de [84]).

5.4 Application de la DBP dans le cas de troncations

transverses

5.4.1 Résultats théoriques et difficultés de la trajectoire 3-sin

Nous commençons par nous placer dans le cadre de troncations transverses uniquement
(cas où le détecteur est assez haut mais pas assez large pour l’objet étudié). Le FOV
cylindrique intersecte alors l’objet ΩO sans le contenir (un exemple avec la trajectoire 2-
sin est donné figure 5.2). Nous allons étudier l’application de la méthode DBP (englobant
la méthode des lignes M) dans cette configuration avec les trajectoires 2-sin et 3-sin.

ey

ΩO

ex

ez

FOV

S2
Λ

Figure 5.2 – Une trajectoire 2-sin avec un objet cylindrique ΩO et un FOV (plus axialement
étendu que ΩO).

Commençons par considérer uniquement la trajectoire 2-sin (d’enveloppe convexe
ΩS2

Λ
), une région d’intérêt ROI = FOV ∩ ΩS2Λ

∩ ΩO
1 et un point x ∈ ROI. On rap-

pelle que dans le cas de la trajectoire 2-sin, ΩS2
Λ
= CS2

Λ
, avec CS2

Λ
l’union des cordes de

S2
Λ. Cela signifie que le point x sera toujours sur une corde que l’on notera C 2. Nous

considérons alors le segment Q = C ∩ (FOV∪ΩO). Il peut y avoir 0, 1 ou 2 extrémités de
Q n’appartenant pas à ΩO(voir figure 5.3), qui peuvent être traitées selon les méthodes
de reconstruction suivantes :

� 0 : il n’est pas possible d’utiliser la méthode des cordes, on ne peut pas inverser
la transformée de Hilbert dans la direction de C, il faudra utiliser la méthode des
lignes M ;

� 1 : on peut utiliser la méthode des cordes avec l’inverse de la transformée de Hilbert
unilatérale (dans la direction de C) ;

1. On rappelle qu’un résultat de [27] implique qu’il ne peut y avoir de reconstruction exacte en dehors
de l’enveloppe convexe ΩSΛ

d’une trajectoire continue et bornée.
2. Pour cette trajectoire il sera même sur deux cordes distinctes s’il est à l’intérieur strict de ΩS2

Λ
.
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S2
Λ

C1

C3

C2

FOV

ΩO ROI

x

Figure 5.3 – Vue de dessus de la configuration de la figure 5.2. La ligne en tirets délimite les
3 cas de reconstruction pour les cordes traversant un point de la ROI : les deux
extrémités de C1 sont en dessous de la ligne en tirets (C1 intersecte l’objet avant
le FOV) donc l’inverse de la transformée de Hilbert finie peut être appliqué,
C2 traverse la ligne en tirets donc la transformée de Hilbert unilatérale peut
être utilisée, et les deux extrémités de C3 sont au-dessus de la ligne en tirets (C3

intersecte le FOV avant l’objet) donc on ne peut pas reconstruire avec la méthode
des cordes (pour reconstruire x il faudra utiliser la méthode des lignes M).

� 2 : on peut utiliser la méthode des cordes avec l’inverse analytique de la transformée
de Hilbert 3 (dans la direction de C).

Dans le cas où les deux extrémités de Q appartiennent à ΩO, il faut donc utiliser
la méthode des lignes M. On peut rapidement rappeler que la méthode des lignes M
(introduite dans [59]) est utilisée pour les reconstructions d’un point x qui appartient à
une corde où on ne peut inverser la transformée de Hilbert. Dans ce cas, on choisit une ligne
M 4 LSM ,ηM

contenant x et dont au moins une extrémité de QM = LSM ,ηM
∩ (ΩO ∪FOV)

est en dehors de ΩO. Pour réaliser l’inversion de la transformée de Hilbert le long de QM ,
chaque point y ∈ QM ∩FOV doit être traversé par sa propre corde. Une fois que HηM

f(y)
a été calculée pour tout y ∈ QM ∩FOV, alors la transformée de Hilbert peut être inversée
le long de QM pour obtenir f(x) (voir figure 5.4).

L’approche décrite ci-dessous s’inspire en partie de [15], qui appliquait la méthode
DBP à la trajectoire hélicöıdale également dans le cadre de troncations transverses.

Chaque point de l’enveloppe convexe de la trajectoire selle (figure 5.5) étant traversé
par une corde, en cas de troncations axiales restreintes 5, toutes les cordes seront visibles,
et la méthode des cordes permet de réaliser des reconstructions dans la région de Tuy (en
utilisant uniquement l’inverse analytique de Hilbert).

Dans le cas de troncations transverses (mais ici non axiales), la situation est plus
complexe, les trois cas décrits dans la figure 5.3 surviennent. Chaque point x de ΩS2

Λ
∩

ΩO ∩ FOV sera sur une corde, et l’on sera soit dans le cas de l’inversion analytique (cas
de la corde C1 de la figure 5.3), soit dans le cas de l’inversion unilatérale (cas de la corde
C2) ou dans le cas où l’inversion de Hilbert est impossible (C3). Dans ce dernier cas, il est
toujours possible de choisir une ligne M liant x à la trajectoire, qui sort de ΩO en restant
encore dans le FOV. Tous les points y dans le FOV et sur cette ligne M sont intersectés

3. Aussi appelé inverse de la transformée de Hilbert finie.
4. On rappelle qu’une ligne M est une demi-droite issue d’une position de source passant par un point

donné de l’objet considéré, voir figure 5.4 ou se reporter aux chapitres 1 (section 1.5.5) et 2 (section
2.2.4).

5. Plus précisément, si les extrémités du FOV cylindrique sont au-delà de l’enveloppe convexe de la
trajectoire selle.
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C3

CyΩO

FOV

x

QM

λM

(vue du dessus de
la trajectoire 3D)

y

C3

LηM ,x

ηM

Cy

x
y FOV

Figure 5.4 – Gauche : La méthode des lignes M. Le point x ne peut pas être reconstruit par
la méthode des cordes en utilisant la corde C3. On choisit une ligne M contenant
x. Si chaque point y ∈ QM ∩ FOV est sur une corde Cy, alors la transformée
de Hilbert peut être calculée, et l’inversion le long de QM est possible, pour
reconstruire f en x (et en tout y). Droite : Une ligne M traversant x et y. Les
points x et y sont tous deux traversés par une corde (respectivement C3 et Cy).

Figure 5.5 – L’enveloppe convexe et l’union des cordes de deux trajectoires n-sin. Haut : La
trajectoire 2-sin. Bas : La trajectoire 3-sin. Gauche : L’enveloppe convexe de la
trajectoire (la région de Tuy). Droite : L’union des cordes de la trajectoire.
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par une corde, pour laquelle la transformée de Hilbert peut être calculée. L’inversion de
Hilbert est donc possible dans les trois cas, et la ROI(= ΩS2

Λ
∩ ΩO ∩ FOV) peut être

reconstruite. Dans [78], seul le cas de la corde C1 est abordé, étant donné qu’il n’y a que
deux cordes de S2

Λ passant par un point, les régions que l’on peut reconstruire et/ou les
troncations possibles ne sont pas nombreuses.

D’après nos connaissances, c’est la première méthode de reconstruction analytique
de la trajectoire 2-sin avec des troncations transverses avec [78] (mais comme expliqué
ci-dessus, [78] n’utilise que l’inverse de Hilbert bilatéral, ce qui réduit fortement les possi-
bilités de reconstruction). Cette approche peut être généralisée avec d’autres trajectoires
à projection convexe recouvrables par cordes (voir chapitre 3, il faudra néanmoins faire
attention à la forme du FOV, il est plus facile de travailler avec un FOV cylindrique généré
par une trajectoire dont la projection est un cercle). Le cas de troncations transverses ET
axiales sera traité dans la section 5.5.

Contrairement à la trajectoire 2-sin, la région de Tuy de la trajectoire 3-sin contient
certains points qui ne sont pas traversés par une corde. Le chapitre 4 (section 4.6.2)
traite de ce sujet en détails mais on peut brièvement voir figure 5.5 qu’il y a un “trou
triangulaire” (où aucune corde ne passe) par rapport à l’enveloppe convexe de la trajectoire
3-sin ΩS3

Λ
.

Pour ces points de ΩS3
Λ
, non traversés par une corde, la méthode DBP (que ce soit la

méthode des cordes ou la méthode des lignes M) ne peut pas être utilisée, et ce même sans
troncation. Cependant, il n’existe (actuellement) pas de théorie indiquant s’il est possible
ou non de reconstruire exactement une région sans corde avec des troncations transverses 6.
Les simulations de la partie suivante semblent indiquer que de telles reconstructions sont
possibles.

5.4.2 Simulations

Le but de ces premières simulations est de comparer des reconstructions pour la trajec-
toire 2-sin et 3-sin. Nous avons vu que pour la trajectoire 3-sin, une région de l’enveloppe
convexe n’est traversée par aucune corde, il n’est donc pas possible d’utiliser la méthode
DBP 7. Pour cela nous utilisons une méthode itérative, la méthode des moindres carrés
avec le gradient conjugué, que nous détaillons dans l’annexe A. Succinctement, cette
méthode consiste à minimiser selon f ∥Rf − p∥22 + γ∥∇f∥22 avec R l’opérateur de pro-
jection et p les projections mesurées). Nous utilisons l’implémentation de la bibliothèque
RTK[63], avec γ = 100 8, 120 itérations 9 et 200 positions de source équiréparties sur la

6. On sait juste que pour être reconstructible, cette région doit être dans le FOV et dans l’enveloppe
convexe de la trajectoire. On sait également que sans troncation, grâce à la condition de Tuy, tout point
de l’enveloppe convexe de la trajectoire peut-être exactement reconstruit.

7. Une autre raison est que la méthode de reconstruction proposée avec la méthode DBP est assez
complexe à implémenter, notamment pour l’inverse numérique de la transformée de Hilbert. Au moment
où ce manuscrit est écrit, des avancées ont été faites avec des travaux de A.Coussat, M.Defrise et al.[16],
en travaillant sur la décomposition en valeurs singulières (SVD) de la transformée de Hilbert, mais à
notre connaissance les implémentations réalisées se limitent pour l’instant au cas 2D (même s’il n’y pas
de raison théorique qui s’opposerait à son extension au cas 3D). Il en est de même pour la méthode
POCS, utilisée également pour calculer cet inverse [21, 83], mais seulement en 2D (une nouvelle fois, une
implémentation 3D pourrait être considérée).

8. Le paramètre γ est choisi de manière empirique : on teste simplement plusieurs valeurs de γ pour
la même géométrie d’acquisition.

9. Cette méthode converge, pour toutes ses utilisations nous itérons jusqu’à ce que cette convergence
soit atteinte (une nouvelle itération n’apporte plus d’amélioration de la qualité).
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trajectoire 10. Enfin, nous reconstruisons une image de taille 380 x 152 x 382 à partir de
projections simulées du fantôme Forbild Thorax 11.

Pour les deux trajectoires, on choisit pour rayon R = 250 mm et pour hauteur totale
200 mm (H = 100 mm). Le FOV est centré sur la colonne vertébrale (la reconstruction
effectuée peut être assimilée à un examen médical des vertèbres). Son rayon est de 50 mm
et une hauteur de 380 mm (la hauteur du fantôme, nous ne souhaitons pas de troncation
axiale). L’ensemble fantôme, FOV et trajectoire est illustré figure 5.6. La largeur du
fantôme étant de 300 mm, le FOV va causer des troncations transverses importantes.

FOV

300 mm

SΛ

500 mm

Figure 5.6 – Configuration en vue de dessus en z = 0 pour les simulations. La ligne bleue en
tirets représente le profil utilisé figure 5.10. Gauche : Le fantôme Forbild thorax
et le FOV. Droite : La trajectoire avec le fantôme.

90 mm

0 mm

FOV

Figure 5.7 – Les deux coupes pour la reconstruction (vue de profil).

Deux coupes à des hauteurs différentes sont présentées pour le fantôme reconstruit
(z = 0 mm et z = 90 mm, voir figures 5.7 et 5.8). Le but est de constater l’influence de
l’absence de cordes. En particulier, pour la trajectoire 3-sin, plus on s’éloigne verticalement
de l’origine et plus il manque des cordes. Les résultats des reconstructions sont montrés
figures 5.9 et 5.10. Selon la théorie DBP, les tranches de l’objet appartenant aux deux
coupes peuvent être reconstruites pour la trajectoire 2-sin, mais ce n’est pas le cas pour la
section transversale z = 90 mm pour la trajectoire 3-sin (il n’y a pas de corde traversant
le FOV pour cette section, c’est le pire cas). La section z = 0 mm est moins évidente :
tous les points du FOV (pour cette section) sont certes traversés par une corde mais il
n’y pas de garantie de pouvoir utiliser la méthode des lignes M 12.

10. Plus précisément l’intervalle Λ = [0, 2π[ est discrétisé de manière homogène avec un pas de π
100 .

11. Le Forbild Thorax est un fantôme qui représente grossièrement un torse humain contenant les
poumons, la colonne vertébrale, le coeur, l’aorte, les côtes, le sternum et les épaules.
12. C’est assez subtil : dans le cas où la méthode des cordes ne s’applique pas, il faut que la ligne M

candidate pour la méthode des lignes M intersecte FOV \ ΩO. De plus, pour reconstruire un point x,
chaque point de [x,Sn

λ ] ∩ FOV doit être intersecté par une corde. Pour des raisons de concavité de NS3
Λ

il semble qu’une telle ligne M existe mais nous n’avons pas approfondi la question. Cependant, dans la
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FOV

0 mm

90 mm

S3
Λ

Figure 5.8 – Gauche : Une trajectoire 3-sin (pas à nos dimensions) avec un FOV cylindrique et
deux coupes. Droite, haut : L’union des cordes (en noir, le blanc signifie qu’il n’y
a pas de corde) et le FOV pour la section z = 90 mm, aucun point du FOV (cercle
rouge) pour cette section n’est traversée par une corde. Droite, bas : L’union des
cordes (en noir) et le FOV pour la section z = 0, tous les points du FOV de cette
section sont traversés par une corde.

Figure 5.9 – Reconstruction pour les trajectoires 2-sin et 3-sin. Gauche : z = 0. Droite : z = 90
mm. Haut : n = 2. Bas : n = 3. Les cercles blancs représentent le FOV. La ligne
orange représente le profil pour la figure 5.10. Fenêtrage : level : 1.0, window :
0.5.
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Figure 5.10 – Profils (le fantôme est en bleu, la reconstruction en orange) des reconstructions
après 120 itérations en y = 18 mm. Gauche : z = 0. Droite : z = 90 mm. Haut :
Trajectoire 2-sin. Bas : Trajectoire 3-sin.

On peut noter figure 5.9 que les 4 images sont de qualité comparable et satisfaisante
dans le FOV. L’image correspondant à la section z = 90 mm de la trajectoire 3-sin semble
similaire à celle de la trajectoire 2-sin. Nous pouvons donc considérer (avec précaution)
que, grâce à une théorie encore inconnue, cette partie de la région de Tuy peut être
précisément reconstruire même s’il n’y a pas de cordes la traversant. Il est également
possible que nos simulations ne soient pas assez fines pour déceler de petits artefacts ou
des erreurs plus importantes pour la reconstruction de la trajectoire 3-sin que celle de la
2-sin.

Pour tenter de quantifier la qualité de reconstruction, nous pouvons appliquer les
classiques calculs d’erreur relative et RMSE (Root Mean Squared Error). Ce calcul n’a un
sens que dans FOV ∩ ΩSn

Λ

13. En notant ROIn = FOV ∩ ΩSnΛ
∩ ΩO :

err =
100

m

∑
i,j,k

xi,yj ,zk∈ROIn

|freco(xi, yj, zk)− ffant(xi, yj, zk)|
|ffant(xi, yj, zk)|

(5.1)

RMSE =

√√√√√ 1

m

∑
i,j,k

xi,yj ,zk∈ROIn

|freco(xi, yj, zk)− ffant(xi, yj, zk)|2 (5.2)

avec i, j et k les indices respectifs de discrétisation de x, y et z, n valant 2 ou 3, freco
la densité de la reconstruction et ffant la densité de référence (celle du fantôme) et m

section 5.5, l’existence de lignes M pertinentes est notre sujet de préoccupation, mais les configurations
évoquées concernent uniquement la trajectoire selle, où l’union des cordes est plus simple.
13. Et nous nous restreignons au support de l’objet, ce qui évite aussi de diviser par 0 dans le calcul

de l’erreur relative.
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étant le nombre de termes de la somme. On choisit de réaliser ces calculs pour les deux
reconstructions précédentes, dans un cylindre approximant (et étant inclus dans) FOV ∩
ΩSn

Λ

14. Pour la trajectoire 2-sin on a RMSE = 0.0907 et l’erreur vaut err = 3.17%, pour
la trajectoire 3-sin RMSE = 0.0928 et err = 3.26%. Cela nous conforte dans l’idée qu’il
y a peu de différences de qualité de reconstruction pour cette configuration.

Afin de tenter de déceler une différence entre reconstruction de trajectoire 2-sin et
3-sin, d’autres reconstructions ont été faites. Par exemple, on peut rajouter des cylindres
de même axe avec une haute densité pour rendre la reconstruction plus difficile 15, voir
figure 5.11. La reconstruction pour la section z = 90 mm présente des artefacts un peu
plus prononcés pour la trajectoire 3-sin, mais la très grande majorité du FOV (dont la
vertèbre) semble bien reconstruite et de qualité semblable pour les deux trajectoires, il
parâıt difficile de conclure avec ces reconstructions.

90 mm

0 mm

Figure 5.11 – Gauche : Le fantôme Forbild Thorax avec 3 cylindres d’axe parallèle à ez, de
rayon 75 mm et de densité 10 (la grande majorité du fantôme d’origine ayant
une densité entre 0 et 2). Droite : Reconstructions pour la section z = 90 mm.
Les cercles blancs représentent les FOV. Fenêtrage : window : 1.0, level : 1.0.
Droite, haut : Trajectoire 2-sin. Droite, bas : Trajectoire 3-sin.

Enfin, pour tester la stabilité de la reconstruction, nous pouvons ajouter un bruit
poissonien, basé sur la loi de Poisson g(k, α) = αke−α

k!
, avec α correspondant dans notre

cas à un nombre moyen de photons émis pendant un certain temps (assez long), et k le
nombre observé de photons 16. Si l’on appelle poisson la fonction donnant un k pour un
alpha donné, suivant la loi de Poisson, on peut obtenir une projection bruitée p̃ à partir

14. Il semble inutilement compliqué de chercher à réaliser précisément ces calculs pour FOV∩ΩSn
Λ
∩ΩO.

15. On peut faire le parallèle avec le fantôme de Defrise.
16. Une projection sans bruit sera donc associée à α et une projection bruitée à k.
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Figure 5.12 – Reconstructions avec projections bruitées pour la section z = 90 mm avec 140
itérations (les cercles blancs sont les FOV). Fenêtrage : window : 1.0, level : 1.0.
Gauche : Trajectoire 2-sin. Droite : Trajectoire 3-sin.

d’une projection p :

Ĩ = poisson(Iee
−µH2O

p) (5.3)

p̃ =
ln(Ie/Ĩ)

µH2O

(5.4)

avec Ie l’intensité du rayon d’entrée (déterminée par le nombre de photons incidents)
et µH2O = 0.01879 mm−1 le coefficient d’absorption de l’eau. Nous avons réalisé des
simulations avec Ie = 5 · 103 et 140 itérations, voir figure 5.12. Une nouvelle fois, les
différences de reconstruction (dans le FOV) ne sont pas flagrantes, le bruit ne semble
pas avoir provoqué d’instabilités pour la région sans corde de la trajectoire 3-sin. Il est
néanmoins possible qu’avec un fantôme spécifique bien choisi, des différences entre les
reconstructions 2-sin et 3-sin apparaissent.

Dans cette section, nous avons donc constaté que la méthode DBP (via la méthode
des cordes et celle des lignes M) peut être utilisée avec des troncations transverses pour la
trajectoire 2-sin. Nous notons également que la trajectoire 3-sin (et les trajectoires n-sin
en général pour n > 2, voir chapitre 4) a certaines régions de son enveloppe convexe
non traversées par des cordes, mais cela ne semble pas empêcher la reconstruction de ces
régions, même avec des troncations transverses (on peut faire l’hypothèse que ces résultats
resteront valides pour les trajectoires n-sin en général).

Les questions qui s’ouvrent alors sont les suivantes :

� Peut-on envisager davantage de troncations pour la trajectoire selle ?

� Peut-on justifier de manière théorique le caractère exact des reconstructions (s’il
existe) pour toute l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin avec troncations trans-
verses ?

Des réponses partielles seront respectivement données section 5.5 et 5.6.

5.5 Trajectoire selle et double troncation

5.5.1 Lignes M pour la trajectoire selle avec double troncation

La section précédente a montré que des reconstructions exactes pouvaient être ef-
fectuées grâce à la méthode DBP pour la trajectoire selle avec des troncations trans-
verses. L’objectif de cette section est de donner, en utilisant principalement l’approche de
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la méthode des lignes M, des conditions suffisantes de reconstruction (concernant princi-
palement les dimensions du FOV) quand les troncations sont à la fois axiales et transverses
(cela a été brièvement abordé dans [78], les autres articles de la littérature se concentrant
pour la plupart au plus sur les troncations axiales, voir section 5.3). Une nouvelle fois
on considère que ΩO et le FOV sont des cylindres d’axe parallèle à l’axe ez. Dans cette
section, on ne se concentre que sur la trajectoire selle, car son union de cordes (égale à la
région de Tuy) est simple et intéressante pour la méthode DBP, comme expliqué dans la
section précédente. La figure 5.1 section 5.2 montrait deux configurations de trajectoires
selle avec troncations axiales ou transverses. 17

On rappelle que la méthode DBP (via la méthode des cordes) permet de reconstruire
un point x ∈ FOV ∩ ΩSΛ

∩ ΩO s’il est sur une corde et si l’intersection de la corde et
du FOV contient un bout de corde en dehors de l’objet. Dans cette section, nous nous
concentrons sur le cas où le point x est sur une corde mais qu’il ne respecte pas la seconde
condition. Comme nous l’avons vu, dans ce cas il faut utiliser la méthode des lignes M.
Pour reconstruire x, il faut alors que l’intersection entre le FOV et la ligne M contenant
x contienne un bout de ligne en dehors de l’objet ΩO. De manière équivalente, la ligne M
doit intersecter la région ΩF = FOV \ ΩO. Plusieurs lignes M peuvent satisfaire à cette
condition (voir figure 5.13). De plus, chaque point de la partie de la ligne M intersectant
FOV ∩ ΩO doit être traversé (chacun) par une corde. Comme x est dans l’enveloppe
convexe de S2

Λ, le segment extrait d’une ligne M entre une position de source et x est
toujours dans l’enveloppe convexe, donc chaque point de ce segment appartient à une
corde différente.

S2
Λ

ΩO

x

FOV

C

L1

L′
1

L2

x

Figure 5.13 – Gauche : Vue de dessus d’une trajectoire selle S2
Λ et un objet de support ΩO.

Ici, x est sur la corde C et la méthode DBP ne peut pas être directement
appliquée (on ne peut pas appliquer la méthode des cordes), parce que C ∩FOV
est dans l’intérieur strict de C ∩ ΩO. Cependant, la méthode des lignes M peut
être appliquée, L1 est une ligne M valide (utilisable pour la méthode des lignes
M), parce que L1 ∩ ΩF ̸= ∅ (ΩF = FOV \ ΩO est la région gris foncé). On peut
raisonner de même pour L′

1, mais ce n’est pas le cas pour L2. Les cônes gris
délimitent les lignes M valides. Droite : Des (parties de) lignes M (en bleu) à
travers un point x (à l’intérieur de l’enveloppe convexe de la trajectoire selle).
Le point x est sur une corde (en noir).

Quand il y a à la fois des troncations transverses et axiales, l’application de la méthode
des lignes M requiert un examen attentif de la géométrie du FOV et de l’objet ΩO. La
figure 5.14 donne un exemple de FOV non utilisable pour la trajectoire selle S2

Λ parce

17. La trajectoire selle utilisée dans cette section sera en fait définie par
{(R cosλ,R sinλ,H sin(2λ)), λ ∈ [0, 2π[} et non par {(R cosλ,R sinλ,H cos(2λ)), λ ∈ [0, 2π[}, car
pour des raisons sans grande importance il était plus simple de travailler avec une rotation de π/2 de la
trajectoire selle originale.
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x

ΩO

FOV
S2

Λ

ez

ey

S2
Λ

ΩO

ez

exx

Figure 5.14 – Un exemple de FOV non utilisable (donc non suffisant) pour la méthode des
lignes M, parce que les (deux) cônes (pyramidaux) des lignes (en gris clair) issus
de x qui intersectent FOV \ ΩO (gris foncé) n’intersectent pas la trajectoire
selle S2

Λ. Il ne peut donc pas y avoir de ligne M qui intersecte FOV \ ΩO, et
la reconstruction en sein de FOV ∩ ΩO ne peut pas être utilisée en utilisant la
méthode des lignes M.

que, pour le point x choisi, il n’y a pas de ligne M intersectant. Une ligne M est valide si
et seulement si son intersection avec ΩF contient un segment.

Notre but est de définir des FOV tels que chaque point de la région d’intérêt (ROI)
ΩO∩FOV∩ΩS2

Λ
peut être reconstruit avec la méthode des lignes M, en faisant l’hypothèse

que ΩF ̸= ∅. Nous appelons ces FOV des FOV suffisants.
Par la suite, nous nous intéressons à deux configurations de FOV suffisants mélangeant

troncations axiales et transverses. Ils seront appelés type 1 et type 2.

5.5.2 FOV suffisants

Comme nous l’avons dit, le cas des troncations uniquement axiales a déjà été traité
dans la littérature ([60], [80]...), mais pas sous l’angle de la méthode DBP. Pour des raisons
de simplicité, on considère ici que le FOV et l’objet ΩO sont des cylindres de même axe.
Soit x ∈ ΩO ∩ FOV ∩ ΩS2

Λ
, alors l’intersection entre ΩF et un plan horizontal contenant

x forme une couronne. Puisque x est dans Ω2
SΛ
, nous pouvons noter une des intersections

de ce plan avec S2
Λ par Sλ. Voir figure 5.15 pour une illustration. Alors, une ligne M issue

de Sλ et passant par x intersecte la couronne, donc la ligne M est valide et le FOV est
suffisant. Par convexité, le segment liant Sλ à x est dans ΩS2

Λ
, donc chaque point de ce

segment est intersecté par une corde, comme requis pour que la ligne M soit valide.

FOV

ΩO

xSλ

FOV

ΩO

x
Sλ

Figure 5.15 – Une trajectoire selle avec des troncations uniquement axiales. Considérant un
plan horizontal passant par x ∈ ΩO ∩ ΩS2

Λ
∩ FOV, il est possible d’avoir une

ligne M valide (en bleu) provenant d’une intersection entre le plan horizontal et
la trajectoire. Droite : Vue de dessus, la couronne en gris foncé est ΩF .

Á partir de maintenant, nous travaillons avec une autre configuration, présentant des
troncations transverses parfois additionnées de troncations axiales (un exemple est donné
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figure 5.16). Dans ce cas, les projections de ΩO et du FOV sur le plan (ex, ey) s’inter-
sectent, comme sur la figure 5.13, c’est-à-dire, si Do (resp. DFOV) est le disque défini
par la projection orthogonale du cylindre ΩO (resp. FOV) sur le plan (ex, ey), alors nous
supposons que DFOV ∩Do ̸= ∅.

FOV

ΩO

Figure 5.16 – Une trajectoire selle avec à la fois des troncations axiales et transverses.

Nous donnons maintenant des conditions pour qu’un FOV soit suffisant, donc assurant
que le ROI puisse être reconstruit en utilisant la méthode des lignes M.

FOV suffisant de type 1

Nous commençons par définir les FOV suffisants de type 1. Pour chaque extrémité
du FOV cylindrique (la base ou le sommet), une des deux conditions suivantes doit être
satisfaite pour qu’un FOV soit suffisant de type 1 (voir figure 5.19) :

� l’extrémité est en dehors de ΩS2
Λ
;

� l’extrémité dépasse l’objet (le FOV a une intersection non vide avec l’extrémité
correspondante de ΩO).

Le caractère suffisant d’un FOV de type 1 peut être justifié en considérant un plan
vertical contenant un point x de la ROI et intersectant ΩF (voir figure 5.17), ou de
manière équivalente en projection orthogonale sur (ex, ey), intersectant DFOV \Do (voir
figure 5.18).

ΩO

FOV

x

Sλ ΩO

FOV

xSλ

Figure 5.17 – Vue de profil et coupe pour un objet cylindrique et un FOV cylindrique. La
partie gris foncé est ΩF . Le plan horizontal de la figure 5.18 passera à travers
la région pointillée parce que x ∈ FOV ∩ ΩO. Gauche : Une potentielle mais
invalide ligne M issue de Sλ et passant par x est montrée. Ce cas doit être
évité. Droite : Une ligne M potentielle et valide issue de Sλ et passant par x est
montrée.

Le point x appartenant à ΩS2
Λ
, ce plan vertical intersectera la trajectoire en deux

points. Soit Sλ tel que la projection du segment [x,Sλ] dans le plan (ex, ey) intersecte
DFOV \Do (voir figure 5.18).
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S
Do

x

DFOV

Sλ
ey

ex

Figure 5.18 – Vue en projection de dessus (sur le plan (ex, ey)) montrant un plan vertical
contenant x passant à travers DFOV \Do (en gris foncé). Ce plan intersecte la
trajectoire selle en deux points, et Sλ est le point tel que la projection de [x,Sλ]
intersecte DFOV \Do.

Nous considérons le segment [x,Sλ]. Nous devons vérifier que ce segment de ligne M
intersecte ΩF (avec une longueur non nulle), c’est-à-dire que cette situation de la figure
5.17 ne se produit pas. Pour le cas où les deux extrémités du FOV sont au-delà de ΩO,
alors [x,Sλ] intersecte clairement ΩF . Dans le cas où les deux extrémités du FOV sont
au-delà de ΩO, nous commençons par rappeler que, par convexité, le segment [x,Sλ] est
toujours contenu dans ΩS2

Λ
(parce que ses extrémités le sont). Puisque les extrémités du

FOV sont en dehors de ΩS2
Λ
, le segment [x,Sλ] doit intersecter ΩF . Le cas restant (une

extrémité en dehors de ΩS2
Λ
et une en dehors de ΩO) est un mélange des cas précédents,

et donc [x,Sλ] intersecte encore ΩF . Ce dernier cas est illustré figure 5.19.
Nous avons donc montré qu’une ligne M issue de Sλ et passant à travers x et (donc

contenant [x,Sλ] ) intersectant ΩF et est donc valide, en rappelant que [x,Sλ] ∈ ΩSΛ
ce

qui signifie que chaque point de ce segment appartient à une corde.
Les FOV suffisants de type 1 sont adaptés aux troncations transverses, parce que la

contrainte concerne principalement la hauteur du FOV.

xa

Sa

Sb

xb

La
Lb

FOV
Ωo

FOV

Ωo La
Lbxa

Sa

Sb
xb

Figure 5.19 – Un exemple de FOV suffisant de type 1. En effet, le sommet du FOV est au-
dessus de ΩS2

Λ
et la base est au-dessous de ΩO. La et Lb sont des lignes M valides

issues de Sa et Sb et peuvent être utilisées pour reconstruire xa et xb. Droite :
ΩF est la région gris foncé.

FOV suffisant de type 2

Nous nous intéressons maintenant au FOV suffisant de type 2. Pour une coupe parallèle
au plan (ex, ey), nous notons F1 et F2 les points d’intersection des frontières de ΩO et du
FOV, comme sur la figure 5.20. Un FOV est appelé semi-circulaire si [F1, F2] est sur ou
au-dessous du centre de FOV, dans la configuration de la figure 5.20 gauche. On considère
un FOV semi-circulaire et la projection orthogonale de ce FOV sur un plan parallèle au
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plan vertical contenant F1 et F2. Si la projection orthogonale de S2
Λ sur ce plan intersecte

la projection orthogonale du FOV, alors il y a une ligne M valide pour tous les points de
la ROI et la ROI peut être reconstruite. Un FOV semi-circulaire qui satisfait ce critère de
projection orthogonale est appelé suffisant de type 2 (voir figure 5.20). Dans le cas où le
centre du FOV est strictement au-dessus de [F1, F2], alors la condition de projection peut
être adoucie 18.

Les FOV suffisants de type 2 sont bien adaptés aux troncations axiales.

x ΩO

F2F1

S2
Λ

FOV

S2
λ ΩO

FOV

S2
λ

x

S2
Λ

Figure 5.20 – Vue de dessus (gauche) et vue de profil (droite) pour un FOV semi-circulaire avec
une ligne M issue de Sλ et passant à travers x. La ligne rouge en pointillés est la
partie de la trajectoire de source S2

Λ dont la projection intersecte la projection
du FOV. Pour chaque point x de Ωo ∩ FOV ∩ΩSΛ

, chaque ligne M issue d’une
position de source Sλ de la partie rouge de la trajectoire de source est valide.
Droite : le rectangle en tirets est la projection du FOV sur un plan parallèle à
un plan vertical contenant F1 et F2. La courbe en tirets est la projection de la
trajectoire S2

Λ.

5.5.3 Simulations

Comme pour les simulations de la section 5.4, les simulations sont faites avec le fantôme
du Forbild thorax et la méthode des moindres carrés avec le gradient conjugué est utilisée.
L’idée ici est de comparer des qualités de reconstruction pour FOV suffisants et non
suffisants. On pourrait croire, par exemple en considérant la figure 5.21, que le FOV n’est
pas toujours centré sur l’origine (le centre de rotation). En réalité le FOV a toujours même
axe et on fera changer l’objet de position, mais pour des questions de visualisation nous
faisons comme si l’objet était fixe.

Nous simulons 200 projections et les images sont reconstruites dans un volume de
380× 152× 382 voxels avec γ = 100. Nous réalisons des reconstructions pour 4 FOV : le
FOV 1 n’est pas suffisant, les FOV 2 et 2 bis sont suffisants de type 1 (le FOV 2 s’étend
axialement sur toute la hauteur du fantôme alors que le FOV 2 bis se limite à la hauteur
de ΩS2

Λ
, dans notre configuration cela produit des troncations axiales) et le FOV 3 est

suffisant de type 2. Les FOV 1, 2 et 2 bis sont presque des problèmes intérieurs.

FOV RF HF CF suffisant dim det
1 18 (0,30,78) non 92× 69
2 50 380 (0,30,-190) type 1 92× 437

2 bis 200 (0,30,-100) type 1 92× 257
3 18 (0,67,78) type 2 92× 69

18. La projection n’est alors plus orthogonale et il faut prendre en compte les directions tangentes au
cercle du FOV en F1 et F2.
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300mm

ex

ey

380
mm

S2
Λ

ex

ez

Figure 5.21 – Le fantôme Forbild thorax en vue de dessus (gauche) et vue de profil (droite).
Le FOV 1 est représenté par la ligne bleue en pointillés, le FOV 2 est la ligne
rouge et le FOV 3 est la ligne verte. Le FOV 2 bis a même base que le FOV 2
mais s’étend axialement uniquement jusqu’aux frontières de ΩS2

Λ
, et est délimité

par les lignes roses (visibles seulement sur la figure de droite, pour des raisons de
lisibilité le cercle rose n’a pas été représenté à gauche). Sur la figure de gauche,
les cercles bleu et rouge (FOV 1 et 2) sont confondus. La ligne blanche en tirets
dans l’image de droite correspond au profil de la figure 5.23. On peut voir sur
la figure de droite que la projection (du haut) du FOV 3 sur un plan orthogonal
à ey intersecte la projection de S2

Λ, ce qui le rend suffisant de type 2.

1

40 itér. 260 itér.

2

2 bis

3

Figure 5.22 – Reconstructions en z = 84 mm. Gauche : 40 itérations. Droite : 260 itérations,
pour le FOV 1 (haut), FOV 2 et FOV 2 bis (milieu) et FOV3 (bas). Les cercles
représentent les FOV. Fenêtrage : window : 0.5, level : 1.
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Figure 5.23 – Profils (le fantôme est en bleu, reconstruction en orange) des reconstructions
après 260 itérations en y = 37 mm et z = 84 mm (voir Fig. 5.21 droite) pour
le FOV 1 (haut à gauche), FOV 2 (haut à droite) et FOV 2 bis (bas à gauche),
FOV 3 (bas à droite). Les lignes noires en tirets sont les limites du FOV.

La figure 5.22 montre des sections à z = 84 mm pour les images reconstruites pour
les quatre FOV, et la figure 5.23 montre des profils correspondants en y = 37 mm. Tous
les FOV donnent des bonnes reconstructions, probablement parce les FOV suffisants cor-
respondent à des conditions suffisantes mais non nécessaires. Cependant, la convergence
pour le FOV 1 (non suffisant) et le FOV 2 bis (suffisant) est plus lente (à 40 itérations la
reconstruction est loin d’avoir convergé contrairement aux autres FOV). Cette lenteur de
convergence peut être due à une information ou une redondance de données moins impor-
tante. La possibilité d’utiliser des détecteurs relativement petits, même si cela entrâıne
des troncations axiales et transverses, semble donc possible sous certaines conditions.

5.6 Méthode et exemple de configuration pour la tra-

jectoire 3-sin et troncations transverses

La section 5.4 a montré que des reconstructions exactes semblaient possibles dans
des zones sans corde pour la trajectoire 3-sin, même avec des troncations transverses, ce
qu’à notre connaissance aucune théorie n’explique. Le but de cette section est de décrire
une approche pour justifier une reconstruction dans une zone sans corde avec des tronca-
tions “raisonnables”. F.Noo et al.[55] ont travaillé sur la trajectoire reverse helix évoquée
chapitre 3. Comme pour la trajectoire 3-sin, certains points de l’enveloppe convexe de
cette trajectoire ne sont pas traversés par une corde. F.Noo et al.[55] ont proposé une
méthode pour reconstruire la zone non traversée par des cordes dans le cadre de tron-
cations axiales. Leur configuration était donc différente mais nous pouvons adopter (et
adapter) les différentes étapes de la méthode proposée. L’objectif est de reconstruire la
région Ωin = FOV∩ΩO ∩NS3

Λ
, contenue dans le FOV et la région de Tuy de la trajectoire

3-sin, mais qui n’est traversée par aucune corde. Sans troncation, comme expliqué au
chapitre 2, de nombreuses méthodes de reconstruction existent. Néanmoins, les tronca-
tions transverses empêchent l’utilisation des méthodes “historiques” et l’absence de cordes
empêche de faire appel à la DBP. En considérant le FOV et ΩO comme connus, en rap-
pelant que NS3

Λ
et CS3

Λ
ont été décrits au chapitre 4 (et illustrés une nouvelle fois figure

5.24), on peut résumer l’approche en 4 étapes :
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1. Reconstruction de ΩDBP ⊆ FOV ∩ ΩO ∩ CS3
Λ
avec la méthode DBP, où ΩDBP est la

région où l’on peut appliquer la méthode DBP.

2. Reprojection des points reconstruits (projections coniques du nouvel objet recons-
truit dans la région ΩDBP).

3. Soustraction des reprojections des données coniques originelles, qui aboutit à un
nouveau problème avec un objet plus petit, défini sur la région ΩO\ΩDBP = Ωin∪Ωout,

avec Ωout
déf
= ΩO \ (ΩDBP ∪ Ωin) (les régions ΩDBP, Ωin et Ωout sont mutuellement

disjointes, ces régions sont illustrées figure 5.25)

4. Pour que la reconstruction soit possible, la nouvelle configuration doit être un
problème sans troncation et satisfaisant la condition de Tuy : la reconstruction
de Ωin par une des diverses méthodes pour la reconstruction conique à partir des
projections non-tronquées (par exemple [75], [44], [19]...).

CS

NS

Figure 5.24 – Les ensembles CS3
Λ
(gauche) et NS3

Λ
(droite). On rappelle que l’intersection d’un

plan horizontal avecNS3
Λ
forme un triangle équilatéral (en bleu), dont l’apothème

est croissant selon |z|.

ΩinΩO

FOV

Ωin
déf
= ΩO ∩NS3

Λ
∩ FOV Ωout

déf
= ΩO \ (ΩDBP ∪ Ωin)

Ωin

ΩO
ΩDBP

Ωout

Figure 5.25 – Exemple de régions Ωin et Ωout.

Pour appliquer cette méthode, deux points doivent être principalement pris en compte.
Premièrement, comme détaillé dans les chapitre 2 et dans les parties précédentes de ce
chapitre, la méthode DBP peut parfois ne pas être appliquée à tout point de FOV∩ΩO ∩
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CS3
Λ

19, donc la région ΩDBP doit être définie avec précaution. Deuxièmement, il ne doit
pas y avoir de lignes contaminées, qui sont définies comme les lignes mesurées de Ωin

intersectant Ωout.

Nous proposons un exemple de configuration sans ligne contaminée. D’autres exemples
sont aussi possibles. Le FOV est un cylindre centré sur l’axe ez de rayon 90 mm. Le support
de l’objet ΩO est un support de même direction avec une base elliptique définie par
{(a cosλe + co, b sinλe)|λe ∈ [0, 2π[, a = 80 mm, b = 40 mm, co = 20 mm}. Son extension
axiale (dans la direction z) se fait sur [12mm, 20mm] et le FOV est axialement étendu sur
un intervalle plus grand (pas de troncations axiales). Enfin, S3

Λ sera paramétré par H = 60
mm et R = 160 mm. Cette configuration est présentée en vue de dessus, avant et après
soustraction des reprojections des données, voir figure 5.26. La région ΩDBP peut ici être
définie par ΩDBP = FOV ∩ ΩO ∩ CS3

Λ
\ A (la région pointillée de la figure 5.26, gauche),

avec A
déf
= conv(ΩO \ FOV) \ (ΩO \ FOV) (la région orange de la figure 5.27, gauche).

Cependant, il pourrait être possible de reconstruire certains points de la petite région A
avec la méthode des lignes M 20, mais ce n’est pas le but principal de cette section, qui
est de prouver qu’il est possible de reconstruire Ωin. Une illustration 3D est donnée figure
5.27, droite.

Nous voyons figure 5.26 (droite) que s’il n’y a pas de ligne contaminée, la configuration
satisfait la condition de Tuy (il n’y a “plus de troncation”). Au lieu de dessiner toutes
les lignes mesurées (ici ce sont les lignes provenant d’une position de source de S3

Λ), nous
choisissons de nous concentrer sur les lignes intersectant à la fois Ωin et Ωout. Ces lignes
délimitent deux cônes pyramidaux et un polyèdre 21 (figure 5.28). Nous constatons figure
5.28 que ces cônes (et le polyèdre) n’intersectent pas S3

Λ, donc aucune ligne contaminée
n’existe, et donc la reconstruction de Ωin est possible.

FOV S3
Λ

ΩO

ΩoutΩin

ΩDBP

FOV S3
Λ

Ωin
Ωout

Figure 5.26 – Vue de dessus de la configuration considérée. Le triangle bleu en tirets (resp.
le plus grand triangle) délimite l’intersection de NS3

Λ
avec le plan horizontal

z = 12 mm (resp. z = 20 mm). Un zoom sur Ωout est fait figure 5.27, gauche.
Gauche : Avant la soustraction de la reprojection de ΩDBP (région en pointillés)
des données. Droite : Après la soustraction.

Nous avons créé un fin fantôme cylindrique de base elliptique, de forme semblable à
celle de ΩO, et des ellipsöıdes et des boules ont été rajoutés, voir figure 5.29. La configu-
ration pour la trajectoire de source et le FOV est la même que décrite précédemment. Le
détecteur rectangulaire de 400 × 430 pixels est à une distance de 290 mm de la source.

19. Á cause des troncations il n’est pas sûr qu’un point de FOV∩ΩO ∩CS3
Λ
soit sur une corde telle que

la méthode des cordes soit applicable, et il n’est pas toujours évident d’appliquer la méthode des lignes
M, comme par exemple section 5.5.
20. En reprenant des raisonnements tenus à la section 5.5.
21. Plus exactement un cylindre ayant comme base un trapèze.
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ΩO

FOV

A

S3
Λ

Figure 5.27 – Gauche : Zoom sur la partie droite de ΩO : la région pointillée est ΩDBP, la
région orange est A et la région non pointillée (blanche et orange) de ΩO est
Ωout. Droite : La configuration proposée. Le FOV est délimité par les deux
cercles verts, ΩO par les deux ellipses noires et NS3

Λ
par les triangles bleus (à

z = 12 mm and z = 20 mm). Les boules vert foncé et bleues sont utilisées pour
dessiner les lignes limites de la figure 5.28.

Figure 5.28 – Les cônes pyramidaux (rouges) et le polyèdre (orange) délimitant les lignes in-
tersectant à la fois Ωin et Ωout. Ils n’intersectent pas S

3
Λ donc ces lignes ne sont

pas contaminées.
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Un total de 360 projections coniques a été simulé. Le volume de reconstruction consistait
en 162× 82× 8 voxels (pixels et voxels font tout deux 1 mm de côté).

0.26
0.4 0.5

0.18

1

Figure 5.29 – Le fantôme utilisé pour les simulations avec ses densités. Les lignes oranges
indiquent l’emplacement du profil de la figure 5.31. Gauche : Vue de dessus.
Droite : Vue de profil.

L’objectif était de vérifier que la région triangulaire NS3
Λ
(plus précisément Ωin) peut

être correctement reconstruite selon la théorie présentée dessus. Le but étant d’approfondir
les résultats de la section 5.4, on utilisera dans cette section également la méthode des
moindres carrés avec le gradient conjugué avec ici 60 itérations réalisées et γ = 500. Des
premiers résultats sont montrés figure 5.30 et 5.31 (en comparant avec une reconstruction
sans troncation, avec un FOV de rayon 102 mm).

Figure 5.30 – La section z = 16 mm de la reconstruction. L’arc circulaire vert délimite le
FOV et le triangle bleu est NS3

Λ
(pour cette coupe). Les paramètres pour la

visualisation sont une fenêtre de 1 et un niveau de 0.5.

On trouve une qualité équivalente de reconstruction dans NS3
Λ
ou dans les zones avec

cordes (dans le FOV), dans les cas avec ou sans troncation. Cependant, notre exemple
a relativement peu de troncations, contrairement au cas de la section 5.4 (qui a donc
beaucoup de lignes contaminées), ce qui est loin d’en faire une explication exhaustive des
résultats. De plus, l’objet est assez fin, on est presque dans un cas 2D.

On peut par exemple “faire tourner” l’ensemble FOV∪ΩO (rotation de π/6 autour de
l’axe ez) afin d’obtenir des lignes contaminées (figure 5.32, gauche). On donne un profil
figure 5.32(droite) et on peut constater que la présence de lignes contaminées ne semble
pas impacter la reconstruction (ce qui est cohérent avec les résultats de la section 5.4).

La théorie proposée semble être pertinente mais elle ne recouvre pas l’entièreté des
reconstructions possibles pour la trajectoire 3-sin avec des troncations transverses. Un
échange privé avec F.Noo semble indiquer que la quatrième étape de la méthode proposée
peut être remplacée. En utilisant certaines méthodes de reconstruction permettant des
troncations mais ne nécessitant pas de cordes 22, certaines lignes contaminées peuvent
être tolérées, ce qui permet des configurations moins restrictives.

22. En particulier voir [50, section 13.4.] ou chapitre 2 section 2.2.5.
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Figure 5.31 – Un profil de la reconstruction en y = 0 mm et z = 16 mm. La ligne noire est le
fantôme, la ligne violette est la reconstruction sans troncation et la ligne orange
est la reconstruction avec troncations. La ligne verte en tirets est la limite droite
du FOV (pour la reconstruction avec troncations) et les lignes bleues en tirets
délimitent NS3

Λ
.
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Figure 5.32 – Gauche : Une configuration avec deux lignes contaminées. Droite : Un profil
de reconstruction y = 0 mm et z = 16 mm, la ligne orange représente la re-
construction tronquée sans lignes contaminées et la ligne violette représente la
reconstruction tronquée avec lignes contaminées (voir la légende de la figure
5.31).
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5.7 Ouverture sur les troncations axiales pour les tra-

jectoires n-sin

5.7.1 Introduction

Nous avons peu évoqué les reconstructions pour les trajectoires n-sin avec les tron-
cations axiales. Cela est dû au fait que trop de points qui peuvent être potentiellement
à l’emplacement d’une ROI ne sont pas traversés par des cordes. Néanmoins avec des
méthodes développées au début du XXe siècle et initiées en partie par A.Katsevich [39, 41],
il est possible de faire de telles reconstructions sans présence de cordes.

Avant 2004 et le développement de la méthode DBP par Zou et Pan [93], Katsevich
avait développé entre 2001 et 2004 une méthode de reconstruction exacte en géométrie
conique, d’abord dans le cas de la trajectoire hélicöıdale[39] [42], puis dans le cas général
[41]. Cette méthode a ensuite été améliorée pour permettre davantage de troncations
axiales, voir par exemple [57]. Nous qualifierons cette méthode et ses dérivées d’approche
de Katsevich.

5.7.2 Méthode de Katsevich étendue

Formule de reconstruction et paramètres géométriques

Nous n’allons pas présenter les premières versions de la formule de Katsevich (par
exemple dans [42]), mais nous concentrer sur sa réécriture, notamment dans [58].

Nous présentons l’ “opérateur de Katsevich”, implicitement introduit dans la formule
de reconstruction exhibée par Katsevich en 2003 [41], puis par [6] et décrit sous cette
forme par Pack et Noo en 2005 [58].

K(x, e, λ−, λ+) = − 1

2π

∫ λ+

λ−

1

∥x− Sλ∥
gκ(λ,x, e)dλ (5.5)

gκ représente les données filtrées :

gκ(λ,x, e) =

∫ π

−π

∂

∂λ

g(λ,θ(λ,x, e, γ))

π sin γ
dγ (5.6)

avec
θ(λ,x, e, γ) = cos γα(λ,x) + sin γβ(λ,x, e) (5.7)

et

α(λ,x) =
x− Sλ

∥x− Sλ∥
(5.8)

β(λ,x, e) =
e− (e ·α(λ,x))α(λ,x)

∥e− (e ·α(λ,x))α(λ,x)∥ (5.9)

Les principaux paramètres de gκ sont représentés figure 5.33.

Remarque α ⊥ β et α,β et e sont coplanaires.
Dans l’équation (5.6), {θ(λ,x, e, γ)}γ∈[−π,π] définit un plan filtrant (voir la figure 5.34,

gauche). Ces plans filtrants sont les plans (α,β), définis équations (5.8) et (5.9) (et
contenant donc e). Le vecteur α est uniquement déterminé par λ et x, et β par e et
α. Le vecteur e est donc un vecteur important pour l’orientation du plan filtrant, le plan
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α

β

Sλ x

θ

(α,β,θ,ω) ∈ (S2)4

ω

γ

Figure 5.33 – Paramétrisation pour la fonction gκ de l’opérateur de Katsevich et le résultat
de Pack et Noo.

htbp
α(x, λ1)

α(x, λ2)x

Sλ1

Sλ2

e

e

Sλ
β

e
α

(u,w)

(u′, w′)

γr

r′

Figure 5.34 – Gauche : Exemples de plans filtrants paramétrés par λ, x et e. Pour des raisons
de simplicité nous avons ici représenté un vecteur e perpendiculaire à α (et donc
β = e) mais ce n’est pas forcément le cas. Droite : Plan filtrant intersectant le
détecteur et formant une ligne filtrante.

filtrant pouvant être défini par le plan passant par un point x et une position de source
Sλ et contenant le vecteur e. Quand les plans filtrants ne sont jamais parallèles à l’axe
ez, ce qui est le cas avec la trajectoire selle [79], on peut autoriser des troncations axiales.

L’article [6] montre qu’il n’y a pas besoin d’étudier l’entièreté des plans filtrants, mais
seulement leurs intersections avec le détecteur, appelé lignes filtrantes voir figure 5.34).
Ces lignes filtrantes définissent les données requises (et donc les troncations possibles).

La figure 5.34 montre également les liens entre u et γ. On peut montrer (voir par
exemple [53, annexe A.1]) que kH(sin γ)dγ = − r

r′
kH(u − u′)du′, ce qui permettra de

réécrire le produit de convolution (5.6), par exemple dans l’équation (E.4).

Lien entre l’opérateur de Katsevich et la transformée de Radon

On rappelle que la dérivée seconde de la transformée de Radon 3D d’une fonction f
est :

R′′f(ω, s) =
∂2

∂s2

∫
x·ω=s

f(x)dx (5.10)
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On rappelle également que, réciproquement, la formule générale de reconstruction FBP
en géométrie conique est :

f(x) = − 1

8π2

∫
S2

R′′f(ω,x · ω)dω (5.11)

L’article [57] lie l’opérateur de Katsevich (équation (5.5)) et la dérivée seconde de la
transformée de Radon 23 (équation (5.10)). On a l’équation :

K(x, e, λ−, λ+) = − 1

8π2

∫
S2

R′′f(ω,x · ω)σ(x,ω, λ−, λ+)dω (5.12)

avec σ défini comme (quelques paramètres sont représentés figure 5.33) :

σ(x,ω, e, λ−, λ+) =
1

2
sgn(ω · e)(sgn(ω ·α(λ−,x))− sgn(ω ·α(λ+,x))) (5.13)

5.7.3 Comparaison avec la méthode DBP

Avec le résultat de Pack et Noo (voir section 5.7.2), l’utilisation de la méthode de
Katsevich se fait via une combinaison linéaire des vecteurs coplanaires (formant un po-
lygone, dans un plan contenant un point x), issus de points sources. Cette combinaison
linéaire vectorielle se traduit par une combinaison linéaire de rétroprojections de projec-
tions dérivées puis filtrées (via un filtre de Hilbert). Le filtrage a lieu dans un plan, ou
de manière équivalente sur l’intersection de ce plan avec le détecteur. Dans la méthode
DBP, c’est la direction de la corde passant à travers x qui impose la direction de fil-
trage. On rappelle que dans la méthode DBP on rétroprojette directement les dérivées
des projections, pour obtenir une transformée de Hilbert qu’on inversera par la suite.

L’avantage de la méthode de Katsevich est de ne pas avoir besoin de l’existence de
cordes, mais elle permet moins de troncations (notamment les troncations transverses que
la méthode DBP peut gérer en partie).

5.7.4 Application aux trajectoires n-sin

Le résultat de Pack et Noo s’adapte en fait à toutes les trajectoires continues fermées
à projection convexe, et en particulier aux trajectoires n-sin. Soit une trajectoire SΛ

continue, fermée et à projection convexe dans le plan (ex, ey). On appelle {Pi}1≤i≤N
l’ensemble des points d’intersection entre un plan horizontal. Les segments [Pi, Pi+1], pour
1 ≤ i ≤ N , définissent un polygone convexe, en notant PN+1 = P1. L’article [81] explique
que pour un tel ensemble de points {Pi}1≤i≤N , le théorème 9 s’applique 24.

Théorème 9. Si un point x ∈ conv({Pi}1≤i≤N), avec {Pi}1≤i≤N (les sommets ordonnés
d’) un polygone convexe, alors :

∀ω ∈ S2,2
N∑
i=1

σ(ePiPi+1
,x,ω) (5.14)

=
N∑
i=1

sgn(ePiPi+1
· ω)(sgn(ω · Pix)− sgn(ω · Pi+1x))

=4 (5.15)

23. Un premier lien, plus complexe, avait déjà été présenté dans [6]
24. Durant la thèse nous avions développé et démontré indépendamment le théorème 9 (avec une preuve

plus longue et complexe que [81]), à partir de [79], [58] et [57] avant de découvrir [81] et de constater que
le théorème était déjà connu.
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avec ePiPi+1
=

PiPi+1

∥PiPi+1∥
L’article [81] précise que ce résultat permet d’inverser de reconstruire un point x de

l’enveloppe convexe de {Pi}1≤i≤N , en utilisant (5.12) :

N∑
i=1

K(x, ePiPi+1
) = − 1

8π2

∫
S2

R′′f(ω,x · ω)
N∑
i=1

σ(x,ω, ePiPi+1
)dω

= − 1

8π2
· 2
∫
S2

R′′f(ω,x · ω)dω

= 2f(x) (5.16)

Enfin, [81] fait remarquer que, comme nous l’avons constaté au chapitre 4, l’intersection
d’un plan horizontal avec une trajectoire n-sin forme toujours un polygone convexe (de
2n points), donc l’équation (5.16) s’applique pour tout point de l’enveloppe convexe d’une
trajectoire n-sin. Cela garantit bien la possibilité de reconstruction avec troncation axiale
pour une trajectoire n-sin, même pour des points ne se trouvant pas sur une corde.

A titre d’exemple, on peut parler brièvement du cas de la trajectoire selle présentée
dans [79]. Soient A, B, C et D les 4 points de l’intersection entre la trajectoire selle (voir
figure 5.35) et le plan Πz̃. On notera eAB le vecteur B−A

∥B−A∥ .

C

B
A

D
x

Πz̃ ex

ez
ey

Figure 5.35 – Intersection entre la trajectoire selle et le plan Πz̃.

On peut alors reconstruire f par la formule (cas particulier de (5.16)) :

f(x) =
1

2
(K(x, eAB, λA, λB)+K(x, eBC , λB, λC)+K(x, eCD, λC , λD)+K(x, eDA, λD, λA))

(5.17)
En effet, il est prouvé que (cas particulier de 9) :

∀ω ∈ S2,∀x ∈ ΩS2
Λ
∩ Πz̃,

σ(x,ω, eAB, λA, λB) + σ(x,ω, eBC , λB, λC)

+ σ(x,ω, eCD, λC , λD) + σ(x,ω, eDA, λD, λA) = 2 (5.18)

5.7.5 Notes sur l’implémentation

L’article [79] décrit une implémentation de la méthode de Katsevich (étendue par le
résultat de Pack et Noo) pour la trajectoire selle, et [46] pour la trajectoire triple-source
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(voir figure 5.36), qui s’adapte facilement à la trajectoire 3-sin. Nous avons à notre tour
implémenté la méthode de Katsevich pour la trajectoire selle suivant les principales étapes
de [79], en jouant sur les différentes implémentations possibles du filtre de Hilbert (voir
annexe E).

Figure 5.36 – La trajectoire triple source (en bleu) utilisée dans [46] et constituée de parties
de trajectoires selles (en pointillés).

Il est assez facile d’étendre l’implémentation de [79] et [46] à l’ensemble des trajectoires
n-sin, le point principal étant de donner les directions de filtrage (ce qui constitue une de
nos rares contributions de la section 5.7).

Comme écrit chapitre 4 section 4.6.1, les paramètres λi,z̃, 0 < i < 2n−1, correspondant
aux intersections entre un plan horizontal Πz̃ et S

n
Λ peuvent être écrits :

λni,z̃ =
(−1)i+1

n
arccos

(
z̃

H

)
+

2π
⌊
i
2

⌋
n

(5.19)

Les directions de projections ne dépendant pas du plan Πz̃ considéré, on peut choisir de
considérer le plan Π0 (soit le plan (ex, ey)). Dans ce plan les paramètres sont :

λni,0 =
(−1)i+1

n

π

2
+

2π
⌊
i
2

⌋
n

(5.20)

Les directions de filtrage peuvent être ensuite définies par 25 :

eni =

cosλni+1,0

sinλni+1,0

0

−

cosλni,0
sinλni,0

0

 (5.21)

Enfin, [46] qualifie certaines trajectoires d’efficaces, et il est facile de vérifier que les
trajectoires n-sin le sont. En effet, le fait que chaque intersection d’une trajectoire n-
sin avec un plan horizontal forme un polygone de 2n côtés dont les côtés sont parallèles
deux à deux font qu’il n’y a que n directions de filtrage à calculer. Pour une trajectoire
quelconque, pour chaque altitude z̃, il faut calculer de nouvelles directions de filtrage,
ce qui fait des trajectoires n-sin des trajectoires adaptées à la méthode (étendue) de
Katsevich.

25. On peut bien sûr ensuite normaliser les vecteurs eni si on veut travailler avec des vecteurs unitaires.



5.7. OUVERTURE SUR LES TRONCATIONS AXIALES POUR LES TRAJECTOIRESN -SIN171

5.7.6 Conclusion et ouverture sur les trajectoires ouvertes

Le caractère recouvrable par cordes de la trajectoire selle en fait une trajectoire pri-
vilégiée pour la méthode DBP avec toute sorte de troncation. Les autres trajectoires
n-sin se prêtent beaucoup moins à l’utilisation de la DBP à cause du “manque” de
cordes. Ces trajectoires sont par contre adaptées à la méthode de Katsevich “étendue”,
quand les troncations sont juste axiales. Comme dit en perspective de la section 5.6, les
méthodes présentées dans cette section ou dans [50, section 13.4] peuvent être potentiel-
lement adaptées (au moins pour la trajectoire 3-sin) pour des reconstructions hybrides
telles que présentées section 5.6, pour traiter de troncations transverses. Néanmoins, cette
approche est très peu flexible.

Enfin, à partir de l’équation (5.12), il est possible de démontrer que :

K(x, eBA, λB, λA + 2π) = −K(x, eBA, λA, λB) (5.22)

Nous pensons que cela peut ouvrir la voie à l’utilsiation de la méthode de Katsevich pour
une trajectoire n-sin ouverte 26, car cela signifie (comme pour la méthode DBP) que l’on
peut choisir quel “chemin” parcourir entre deux points sources pour une rétroprojection.
De plus, la méthode DBP est assez mal adaptée aux trajectoires ouvertes, car “ouvrir” la
trajectoire enlève un grand nombre de cordes.

26. Où l’intervalle Λ est moins grand que 2π.
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Conclusion

L’objectif de cette thèse était d’étudier la reconstruction de région d’intérêt avec pro-
jections tronquées, notamment dans le cadre de la géométrie conique, en particulier avec
des trajectoires de source appelées n-sin. Ces trajectoires ont été introduites dans cette
thèse dans le cadre de l’utilisation potentielle d’un C-arm, motivée par le projet FUI
3D4C-arm 27. Cela a été l’occasion d’effectuer un panorama non exhaustif des méthodes
analytiques 2D (chapitre 1) et coniques (chapitre 2) de reconstruction, en insistant sur
la méthode DBP, identifiée comme la méthode la plus prometteuse pour les reconstruc-
tions souhaitées. Cependant, pour reconstruire une région d’intérêt par la méthode DBP,
chaque point de cette région doit être traversé par une corde. Pour cela, nous avons
présenté au chapitre 3 des outils destinés à étudier l’union des cordes d’une trajectoire
(les notions de trajectoire (à frontière) recouvrable par cordes et à projection convexe nous
semblent pertinentes). L’approche de la tomographie est restée au long de cette thèse as-
sez géométrique. Nous avons étudié au chapitre 4 les trajectoires n-sin, particulièrement
en ce qui concerne leur union des cordes et leur enveloppe convexe, notamment pour la
trajectoire 3-sin (la trajectoire 2-sin, connue sous le nom de trajectoire selle, a été da-
vantage étudiée dans la littérature). Au chapitre 5, nous avons donné des conditions de
reconstruction pour la trajectoire 2-sin avec des troncations transverses et axiales avec la
méthode DBP, ce qui permet l’utilisation de détecteurs plus petits. Cette double tronca-
tion nous semble très peu évoquée dans la littérature. La méthode DBP peut difficilement
s’appliquer à la trajectoire 3-sin, car, contrairement à la trajectoire 2-sin, de nombreux
points de l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin ne sont pas traversés par une corde.
Néanmoins, dans cette zone de l’enveloppe convexe sans corde, des reconstructions exactes
semblent possibles, même avec des troncations transverses, ce qui à notre connaissance
n’a pas été abordé dans la littérature. Nous avons présenté une approche théorique pour
tenter de justifier (partiellement) ce résultat. Enfin, nous avons brièvement évoqué les
connaissances actuelles sur l’application de la méthode de Katsevich et de son extension
aux trajectoires n-sin. Cette méthode permet des reconstructions exactes avec troncations
axiales sans se préoccuper de l’existence de cordes.

Bien que le travail effectué dans cette thèse cible principalement les trajectoires n-sin,
dont seule la version 2-sin est répandue pour le moment, des extensions de ces résultats
à d’autres trajectoires peuvent être envisagées (par exemple les trajectoires fermées et
continues à projection convexe, des trajectoires fermées dont la projection dans un plan
donne une courbe convexe, comme un cercle). On peut avant tout retenir que sous cer-
taines conditions des multiples troncations sont parfois possibles, ce qui peut engager une
réflexion sur les zones mesurées (et donc potentiellement plus irradiées) du patient et sur
la taille des détecteurs. Des détecteurs plus petits donnent un avantage pratique lors du
fonctionnement du scanner, un avantage économique et peuvent permettre de réduire la

27. Ce travail a été soutenu par le Fonds unique interministériel (FUI) et l’Union européenne FEDER
en Auvergne Rhône Alpes (projet 3D4Carm) et par l’ANR (projet ROI ANR-17 CE19-0006-01).
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dose de radiation (via une collimation plus importante).
Le lien entre cordes et trajectoire est complexe, il faut voir le chapitre 3 principale-

ment comme une introduction des notions et méthodes utiles au chapitre 4, et non comme
une approche exhaustive et parfaitement rigoureuse de la question. Néanmoins, comme
pour les chapitres suivants, nous pensons que les outils évoqués (construction d’une enve-
loppe convexe par plan d’appui, caractérisation d’union des cordes...) peuvent être source
d’intérêt pour certains membres de la communauté tomographique. Pour le chapitre 4,
la preuve que nous aurions souhaité présenter pour construire la région constituée des
points non traversés par une corde dans l’enveloppe convexe de la trajectoire 3-sin n’est
pas totalement aboutie.

De plus, l’interrogation levée dans le chapitre 5 n’a pas été vraiment résolue. En effet,
nous ne pouvons affirmer avec certitude qu’il est possible d’effectuer des reconstructions
exactes dans des zones sans corde avec des troncations transverses importantes, et si c’est
le cas, nous ne savons que partiellement le justifier.
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Annexe A

Méthodes itératives

A.1 Introduction

Nous présentons ici les méthodes itératives, qui sont utilisées dans plusieurs de nos
simulations. Contrairement aux méthodes analytiques, les méthodes itératives ne sont pas
directes, elles ne reposent pas sur une formule analytique exacte. De plus, et c’est un avan-
tage, elles ont moins besoin de prendre en compte la géométrie du problème (seulement
pour le projecteur). L’idée est de résoudre un système linéaire, de taille importante, mais
creux.

Les méthodes itératives se divisent en deux catégories :

� statistiques, comme EM et ses dérivées (OSEM...)

� algébriques (ART, SART, méthode des moindres carrés avec gradient conjugué...)

On aura à résoudre le système linéaire :

p = Rf (A.1)

en notant Nl le nombre de pixels de la largeur de l’image (on considère une image carrée)
et Np le nombre de projections, p le vecteur contenant les projections (de taille Np), R
la matrice projection (de taille [Np, N

2
l ] et [Np, N

3
l ] en 3D) et f le vecteur (de taille N2

l

en 2D et N3
l en 3D) contenant les densités de l’objet.

En géométrie parallèle (voir section 1.1), Np = NrotNtrans avec Nrot le nombre de
rotations et Ntrans le nombre de translations de la source. On peut alors montrer qu’une

condition d’échantillonnage est Nrot ≥
π

2
Ntrans.

Rij est la contribution de chaque pixel (voxel en 3D) j au rayon i (voir figure A.1).
Une manière simple de construire R est :

Rij =

{
1 si le rayon i traverse le pixel j
0 sinon

(A.2)

R est donc une matrice creuse mais elle est souvent mal conditionnée.
Il y a néanmoins différentes manière de construire la matrice R, plusieurs opérateurs

de projection sont possibles. Sans trop rentrer dans les détails, on trouve majoritairement
deux familles 1 :

1. Il existe aussi le distance driven, plus complexe.
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� le ray-driven : le rayon passe au centre d’un pixel détecteur et R est générée ligne
par ligne

� le pixel-driven : le rayon passe au centre d’un pixel image et R est générée colonne
par colonne

Ces opérateurs de projection peuvent différer selon les pondérations et les interpolations
utilisées.

pixel j

µ1 µ2 µNl

µN2
l

rayo
n i

pixel détecteur

source

Figure A.1 – Exemple de construction de la valeur Rij pour une image 2D.

Généralement, les algorithmes sont soit additifs soit multiplicatifs, c’est-à-dire que
pour chaque itération k on ajoute ou on multiplie la solution approchée de (A.1) f (k) par
un terme correctif dépendant des projections mesurées. On peut par exemple initialiser
f (0) de manière uniforme (par exemple en choisissant un vecteur de 0 pour une méthode
additive et un vecteur de 1 pour une méthode multiplicative) mais on peut aussi initialiser
par l’estimation de la densité moyenne d’un pixel.

A.2 Méthode de descente, méthode des moindre carrés

et gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué, décrite originellement dans [35] appartient à la
famille des méthodes de descente, c’est-à-dire que l’inconnue X (resp. f dans notre cas)
est cherchée de la façon suivante :

X(k+1) = X(k) + ρ(k)d(k) (A.3)

avec d(k) ∈ Rn (resp. n = N2
l ) la direction de descente et ρ(k) ∈ R le pas de descente.

Dans les méthodes historiques de descente utilisées en tomographie on peut citer ART,
SART [1] et SIRT [28]. Nous n’utilisons pas ces méthodes dans nos simulations 2.

La résolution de (A.1) apporte le risque de donner une infinité de solutions ou aucune.
L’idée ici n’est donc pas de résoudre (A.1) mais de calculer :

f † = argmin
f

(
1

2
∥Rf − p∥22

)
(A.4)

2. Par exemple pour l’algorithme SART il faut définir un critère d’arrêt avec précaution, car l’ago-
rithme peut diverger.
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d’où le nom deméthode des moindres carrés. Cela est équivalent à résoudre, avecRT = R∗

l’opérateur de rétroprojection (qui est l’opérateur dual de l’opérateur de projection R) :

RTRf = RTp (A.5)

En effet,

argmin
f

(
1

2
∥Rf − p∥22

)
= argmin

f

(
1

2
(fTRTRf − 2pTRf + pTp)

)
(A.6)

= argmin
f

(
1

2
fTRTRf − pTRf +

1

2
pTp

)
(A.7)

En prenant le gradient (par rapport à f) de 1
2
fTRTRf − pTRf + 1

2
pTp on obtient

RTRf −RTpf ce qui bien correspond à l’équation (A.5).
Le système (A.5) a toujours au moins une solution. On choisira celle demoindre norme,

appelée inverse de Moore Penrose généralisé.
On cherche l’inverse de Moore Penrose plutôt que la solution de l’équation (A.1) car

on rappelle que R est souvent non carrée, de noyau non nul et avec des projections
possiblement bruitées.

Dans les méthodes de gradient, la résolution du système passe par la minimisation de
1
2
XTAX − bTX, avec A une matrice symétrique et définie positive, dont le gradient est

AX − b. Ces méthodes peuvent s’appliquer à (A.5) en posant A = RTR et b = RTp.
La méthode du gradient conjugué est caractérisée par le choix du pas et surtout de la

direction de descente. On peut montrer que le pas de descente optimal est :

ρ(k) = −⟨Af (k) − b,d(k)⟩
⟨Ad(k),d(k)⟩ (A.8)

La direction de descente est quant à elle définie comme une direction de descente “conjuguée”
par rapport à A, c’est-à-dire ∀i ̸= j, ⟨Ad(i),d(j)⟩ = 0.

Soit γ un réel positif, un terme de régularisation peut être rajouté et on cherchera
alors à calculer :

f † = argmin
f

(∥Rf − p∥22 + γ∥f∥22) (A.9)

Cette régularisation, appelée régularisation de Tikhonov, peut être utile du fait du
mauvais conditionnement habituel deR. Elle apporte de la stabilité 3, c’est-à-dire que pour
une faible variation des données (par exemple deux ensembles de données modérément
bruitées obtenus de la même manière), la variation de la solution sera également faible.
Certes on ajoute un biais, mais on réduit aussi également fortement la variance de la
solution.

Nous avons tenu à expliquer cette méthode efficace un peu plus que les autres car
elle est particulièrement utilisée dans le cadre de cette thèse, pour des reconstructions 2D
dans le cadre du projet FUI 3D4C-arm (annexe B) comme pour des reconstructions en
géométrie conique pour les trajectoires n-sin, et avec la bibliothèque RTK [63] pour ces
dernières. Pour ces dernières simulations, on utilisera une régularisation proche de (A.9)
avec γ déterminé de manière empirique 4 :

f † = argmin
f

(∥Rf − p∥22 + γ∥∇f∥22) (A.10)

3. En dimension finie, les valeurs propres de ATA sont positives ou nulles (mais pas strictement
positives), son inverse peut alors avoir des valeurs propres très élevées. L’ajout du terme de régularisation
permet d’éviter ce problème.

4. Il existe cependant des méthodes pour calculer une valeur efficace de γ.
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A.3 EM-ML

L’algorithme EM-ML (Expectation Maximization) correspond à la recherche du maxi-
mum de vraisemblance dans le cas d’un bruit poissonien 5. Il a été introduit en 1982 [67].
On calcule alors :

f̂ML = argmax
g

(
Np∑
i=1

(pi ln(⟨Ri, g⟩)− ⟨Ri, g⟩)
)

(A.11)

Avec Ri la i-ème ligne de R, et donc ⟨Ri, g⟩ =
∑N2

l
l=1Ri,lgl.

L’algorithme itératif proposé pour calculer f̂ML est :

f
(k+1)
j =

f (k)j∑Np

i=1Ri,j

Np∑
i=1

(
Ri,j

pi
⟨Ri,f (k)⟩

)
(A.12)

Cet algorithme a le défaut de converger assez lentement, il est néanmoins implémenté et
utilisé pour des simulations 2D dans le cadre du projet FUI 3D4C-arm (annexe B). Il
peut être adapté en algorithme OSEM [36] pour corriger cet inconvénient. Néanmoins, il
présente également la particularité d’avoir une qualité d’image qui se dégrade si le nombre
d’itérations devient trop élevé (il ne converge pas forcément vers la solution voulue 6 7).

5. Le nombre de photons détectés suit une distribution de Poisson, il est surtout utilisé en SPECT ou
en PET. En tomographie des rayons X, le grand nombre de photons permet de faire l’approximation d’un
bruit gaussien, et il sera alors plus naturel d’utiliser la méthode des moindres carrés (qui est équivalente
à la méthode ML avec bruit gaussien).

6. Cela vient du fait qu’avec cet algorithme on reconstruit les basses fréquences puis les hautes
fréquences.

7. C’est également le cas de la méthode du gradient conjuguée quand il n’y a pas de régularisation.



Annexe B

Simulations en tomographie 2D dans
le cadre du projet FUI 3D4C-arm

B.1 Présentation du problème

Pour le projet FUI 3D4C-arm, des simulations en géométrie fan beam ont été réalisées.
L’idée était d’effectuer des reconstructions itératives, en particulier dans des configurations
où une reconstruction exacte n’était pas possible. Pour cela, un code de L.Desbat a été
utilisé, en implémentant en plus la géométrie fan beam et l’algorithme EM (l’algorithme
du gradient conjugué et de la méthode des moindres carrés, simplifié en GC, étant déjà
implémenté).

On s’intéresse à la reconstruction d’une partie d’un fantôme représentant de manière
(très) schématique une coupe au niveau du bassin. La ROI est centrée sur la “hanche” du
fantôme. Nous envisageons deux configurations pour cette hanche : elle est constituée de
fines ellipses de même direction, dans le premier cas “horizontales” (figure B.1 (gauche))
et dans le second “verticales” (droite).

Enfin, nous avons implémenté un algorithme pour estimer le support à partir des pro-
jections, ce qui permet d’améliorer la convergence des algorithmes itératifs. Nous donnons
parfois les résultats avec le support connu, et parfois avec le support calculé.

Figure B.1 – Fantôme avec ellipses horizontales (gauche) ou verticales (droite).

Les paramètres utilisés dans les simulations sont les suivants (ils correspondent à la
figure B.2) :
Nombre de positions de source : 200
Nombre de droites mesurées par position : 2000
Angle d’ouverture maximale de la source : γm = 2.4o

Rayon de la trajectoire de source : R = 700 mm
La trajectoire de la source et le FOV sont centrés en (0, 0).
Rayon du FOV RFOV = 30 mm
Taille de l’image (pixels) : 512× 256
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Distance source détecteur : lsd = 1100 mm
Largeur détecteur : Ld = 94 mm
Dimensions du fantôme : ellipse de dimensions 30 mm × 60 mm
Les ellipses contenues dans la FOV ont pour dimensions 10 mm × 5 mm et celles en
dehors 8 mm × 5 mm.

400 700
Sλ

lsd = 1100

Ld = 94
30 RFOV

2.4o

FOV

Figure B.2 – Schéma (non à l’échelle) de la paramétrisation de la simulation

Les configurations testées sont celles du short-scan et du less-than-short-scan. Néanmoins
pour le cas du less-than-short-scan , la ROI (et donc le FOV) sont en dehors de ΩSΛ

; la
reconstruction exacte n’est donc pas possible.

B.1.1 Configuration short-scan

La trajectoire de la source est ici d’intervalle angulaire Λ = [−π
2
− γm,

π
2
+ γm] (voir

figure B.3).

S0

SΛ

S−π
2
−γm

Sπ
2
+γm

FOV
ey

ex

Figure B.3 – Schéma de la trajectoire short-scan utilisée pour les reconstructions de hanche.
Le FOV (en bleu) n’est en réalité pas vraiment circulaire, et cela est par exemple
en lien avec les artefacts des figures B.5 et B.6. La ROI est en rouge.

Pour cette configuration, il est possible d’utiliser l’inverse de la transformée de Hilbert
unilatérale (voir sous-section 1.7.3 ), une reconstruction exacte de la ROI est donc possible.
Des simulations numériques de reconstruction sont présentées B.5 et B.6.
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B.1.2 Configuration less-than-short-scan

S0

SΛ

S−π
3

Sπ
3

Figure B.4 – Schéma de la trajectoire less-than-short-scan utilisée pour les reconstructions de
hanche. Le cercle représente le FOV. La ROI est en rouge.

La trajectoire de la source est ici d’intervalle angulaire Λ = [−π
3
, π
3
] (voir figure B.4).

Ce n’est pas la configuration du less-than-short-scan décrite dans [52], car il y a des
troncations et la ROI n’est pas dans ΩSΛ

. Les points de la ROI ne sont pas entièrement
mesurés, les lignes verticales ne sont pas mesurées. Une reconstruction exacte n’est donc
pas possible, on verra que la direction des ellipses sera importante pour espérer avoir une
reconstruction exploitable. Des reconstructions sont présentées figures B.7 et B.8.

B.2 Simulation : ellipses horizontales

Figure B.5 – Gauche : Support reconstruit. Droite : Méthode EM, 50 itérations, support cal-
culé.

Figure B.6 – Gauche : Méthode GC, 22 itérations, support donné. Droite : Méthode GC, 34
itérations, support calculé.
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B.2.1 Less-than-short-scan

Figure B.7 – Gauche : Support reconstruit à partir des projections. Droite : Méthode EM, 50
itérations, support calculé.

Figure B.8 – Gauche : méthode GC, 23 itérations, support donné. Droite : méthode GC, 32
itérations, support calculé.

B.3 Simulation : ellipses verticales

On garde les mêmes paramètres mais le fantôme change dans le FOV, les ellipses ho-
rizontales deviennent verticales (voir figure B.1). On verra que cela aura une influence
importante lors du less-than-short-scan où les mesures manquantes rendront la recons-
truction impossible.

B.3.1 Short-scan

Figure B.9 – Gauche : Méthode EM, 50 itérations. Droite : Méthode GC, 34 itérations.

Comme pour le short-scan de la sous-section B.1.1, toutes les lignes intersectant le
FOV sont mesurées au moins une fois, on peut donc reconstruire le FOV (simulations
figure B.9).
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Figure B.11 – Contrairement aux intégrales de droite des lignes verticales (en rouge), les
intégrales de droite des lignes horizontales (en bleu) ont quasiment la même
valeur : elles donnent donc très peu d’information pour la reconstruction.

B.3.2 Less-than-short-scan

Figure B.10 – Gauche : Méthode EM, 50 itérations. Droite : Méthode GC, 32 itérations.

Les lignes manquantes étant celles les plus proches de l’axe vertical (ey), reconstruire
des objets verticaux est impossible (simulations figure B.10). On peut comprendre que
les lignes mesurées horizontales apportent moins d’information que les lignes mesurées
verticales pour la reconstruction d’ellipses verticales (voir figure B.11).

B.4 Analyse des résultats

Dans nos exemples, nous avons montré qu’une trajectoire “less-than-short-scan ” peut
permettre de “voir” certains détails, comme par exemple des hautes fréquences verticales
(c’est-à-dire par exemple des ellipses de grand axe dans la direction horizontale et de petit
axe dans la direction verticale), si la trajectoire est convenablement choisie. Par contre,
d’autres détails, comme par exemple des hautes fréquences horizontales, ne seraient pas
visibles pour cette trajectoire.

Nous pensons que dans le cadre de la chirurgie orthopédique (information de forme
ou de fort contraste), il est possible de proposer des acquisitions avec un débattement
angulaire de moins de 180 degrés (par exemple de 140 degrés) permettant d’identifier les
informations pertinentes en fonction des cibles visées dans la région d’intérêt pour un type
d’intervention donné.

On comprend donc que même dans des cas où une reconstruction exacte est impossible
on peut effectuer une reconstruction approchée selon l’objet considéré.
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Annexe C

Implémentation du filtre rampe et
de la transformée de Hilbert

Les filtres kR et kH sont utilisés comme un produit de convolution et ne peuvent pas
être implémentés näıvement. Une des solutions est d’utiliser l’espace de Fourier et de
définir une fréquence de coupure.

C.1 Implémentation de la transformée de Hilbert

On rappelle que le filtre de Hilbert s’écrit :

kH(r) =
1

πr
=

∫ +∞

−∞
− i sgn(ρ)e2 iπρrdρ (C.1)

Le problème de l’application de ce filtre à une fonction f , f ∗ kH , est la singularité. Tel
qu’expliqué chapitre 1 section 1.5.2 il faut alors faire intervenir la valeur principale de
Cauchy (vp) :

∀r ∈ R,Hf(r) = vp

{∫ +∞

−∞
f(r′)kH(r − r′) dr′

}
= lim

ϵ→0

{∫
R\[−ϵ,ϵ]

f(r′)kH(r − r′) dr′
}

(C.2)
Pour résoudre ce ce problème de singularité du point de vue de l’implémentation, on

peut définir un filtre de Hilbert passe-bas avec une fonction kcH avec c > 0 le paramètre

de la fréquence de coupure, telle que k̂cH(ρ) = 1[−c,c](− i sgnρ). La fonction kcH peut alors
s’écrire :

kcH =

∫ c

−c
− i sgnρe2 iπρrdρ (C.3)

=
1− cos(2πcr)

πr
(C.4)

En pratique, en choisissant un pas d’échantillonnage ∆r > 0, en posant rj = j∆r, j ∈ Z,
et en prenant c = 1/(2∆r) comme fréquence de coupure 1 on peut écrire une version
discrétisée (et implémentable) de kcH

2 :

k
1/(2∆r)
H (rj) =

{
2

jπ∆r
pour j impair

0 sinon
(C.5)

1. Á la limite du critère de Shannon.

2. lim
j→0

1−cos(πj)
jπ∆r = sin(0)

∆r = 0
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Cette méthode (et celle présentée ci-dessous) est par exemple employée pour la simu-
lation de la trajectoire selle avec la méthode de Katsevich annexe E.

On peut relier ce résultat à la méthode des trapèzes dans le domaine physique, en
réalisant la convolution sur un intervalle fini, et en utilisant un half-pixel-shift (décalage
d’un demi-pixel) pour les deux méthodes qui seront alors équivalentes. Le half-pixel-shift
consiste, si on discrétise avec un pas ∆u un détecteur 1D linéaire avec la variable u (ce que
nous ferons annexe E), avec ui = i∆u, à décaler ces valeurs d’un demi-pas pour travailler
avec ui+1/2

3. Cela permet d’éviter la singularité (on ne travaille plus avec u0 = 0, mais
avec u−1/2 = −∆u/2 et u1/2 = ∆u/2).

Une note de M.Defrise [18] détaille ces deux approches. L’idée d’origine est de chercher
à approximer Hf(0), avec une discrétisation telle que ∆r = 1 et r = j+s, et s = 0 (pas de
décalage) ou s = 1/2 (décalage d’un demi pixel). On utilise des fonctions d’interpolation
Ψ telles que :

Hf(0) ≈ 1

π

∫ +∞

−∞

−1

y

∑
j

f(j + s)Ψ(y − j − s) =
∑
j

f(j + s)αs(j) (C.6)

avec αs un coefficient dépendant du décalage s tel que :

αs(j) = HΨ(−j − s) (C.7)

La première méthode que nous avons décrite, avec le filtre de Hilbert passe-bas, peut
être retrouvée en choisissant Ψ(r) = sinc(r) 4. On peut parler d’interpolation de Shannon.

HΨ(r) =

{
1−cos(πr)

πr
pour r ̸= 0

0 pour r = 0
(C.8)

Les coefficients αs associés sont donc :

α0(j) =

{ −2
πj

pour j impair

0 sinon
(C.9)

α1/2(j) =
−1

π(j + 1/2)
(C.10)

On peut montrer que le schéma utilisant les coefficients α1/2(j) est robuste et que α̂1/2(ρ) =
− i sgnρ pour ρ ∈ [−1, 1] (alors que l’égalité avec le filtre de Hilbert idéal n’est valable que
pour ρ ∈ [−1/2, 1/2] pour les coefficients α0(j)).

En utilisant Ψ(r) = δ(r), avec δ la distribution de Dirac, on aboutit à la méthode des
trapèzes et on peut montrer que :

Hf(0) ≈
∑
j

−f(j + s)

π(j + s)
(C.11)

Pour s = 1/2, on retrouve l’expression des coefficients (voir équation (C.6)) pour l’inter-
polation de Shannon équation (C.10), et dans ce cas pour les deux approches le filtre peut
être implémenté sous la forme suivante, avec rj = j∆r :

Hf(rj) = ∆r
∑
i

f(∆r(i+ 1/2))

π(rj −∆r(i+ 1/2))
(C.12)

3. Cette méthode peut-être aussi utilisée dans le calcul numérique de dérivées.

4. En effet dans ce cas Ψ̂(ξ) = 1[−1/2,1/2], on retrouve bien le filtre passe-bas évoqué avec c = 1/(2∆r).
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Il est également possible d’utiliser des courbes spline pour la fonction Ψ. On peut ensuite
rajouter un fenêtrage, par exemple une implémentation de la méthode de Katsevich pour
la trajectoire hélicöıdale utilise la fenêtre de Hamming 5 [77].

Enfin, [43](chapitre 14) donne également des pistes pour évaluer la valeur de la trans-
formée de Hilbert en la singularité.

C.2 Implémentation du filtre rampe

Pour le filtre rampe, comme pour le filtre de Hilbert (section précédente), il est courant

de travailler avec l’inverse de la transformée de Fourier à bande limitée : k̂cR(ρ) = 1[−c,c]|ρ|.
On a donc :

kcR(r) =

∫ c

−c
|ρ|e2 iπρrdρ (C.13)

=
c sin(2πcr)

πr
−
(
sin(πcr)

πr

)2

(C.14)

Á l’instar du filtre de Hilbert, on peut discrétiser kcR avec un pas ∆r > 0, rj = j∆r,
j ∈ Z, et c = 1/(2∆r) :

k
1/(2∆r)
R (rj) =


−1

(πj∆r)2
pour j impair

1
4∆r2

pour j = 0
0 sinon

(C.15)

Ce filtre est parfois appelé filtre de Ram-Lak. On peut aussi utiliser un fenêtrage, par
exemple en travaillant avec :

k̂cR(ρ) = 1[−c,c]|ρ|(a+ (1− a) cos(πρ/c)) (C.16)

Pour a = 1 on retrouve (C.14) (fenêtrage avec une fonction porte), pour a = 0.54 on a un
fenêtrage de Hamming, a = 0.5 un fenêtrage de Hann.

Pour plus de détails sur la discrétisation et l’implémentation, on pourra se reporter à
[37, chapitre 3 section 4] ou [89].

5. Cela a surtout un intérêt pour la reconstruction avec des données réelles.
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Annexe D

Paramétrisation du FOV pour les
simulations

Contrairement à des cas pratiques, on raisonne dans cette thèse davantage en terme
de FOV qu’en terme de détecteur. Pour nos simulations, on place le détecteur à une
distance dépendant du rayon du FOV voulu. On travaille avec une trajectoire axiale, de
préférence à base circulaire (nos simulations 3D ne concernent que des trajectoires n-sin).
On considère un FOV qui sera un disque (de rayon RFOV de centre CFOV

1) en projection
sur le plan (ex, ey). Le détecteur aura une largeur Ld et sera à une distance lsd de la source.
On rappelle que γ caractérise l’ouverture de la source en 2D. En 3D, pour les trajectoires à
base circulaire (voir chapitre 2 section 2.2.5), l’angle γ peut être défini comme l’ouverture
angulaire du faisceau en projection sur le plan (ex, ey). Ces paramètres sont illustrés figure
D.1. Nous ne discutons pas ici de la hauteur et du placement axial du FOV.

lsd

Ld

Sλ
γ

RFOV

CFOV

Figure D.1 – Paramétrisation de la source et du détecteur en projection sur le plan (ex, ey).
Ld est la largeur du détecteur et lsd la distance source-détecteur.

De la figure D.1 on tire :


lsd(λ) =

Ld
2 tan(γ(λ))

γ(λ) = arcsin

(
RFOV

∥Sλ,xy −CFOV∥

)
avec Sλ,xy le vecteur constitué des deux premières composantes de Sλ (pour les tra-

jectoires n-sin ce sera donc Sλ,xy = (R cosλ,R sinλ) et = R). Pour une trajectoire à
base circulaire (par exemple une trajectoire n-sin) et un FOV centré on a simplement
∥Sλ,xy −CFOV,xy∥ = R.

En posant a = RFOV/∥Sλ,xy−CFOV,xy∥(= sin γ) et en rappelant que tan(arcsin(x)) =

1. Généralement le FOV est centré sur l’origine.
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x√
1−x2 , on exprime le lien entre largeur du détecteur et distance source-détecteur :

lsd =
Ld
2

√
1− a2

a
=

(
Ld
2

tan γ

)
(D.1)

On peut alors exprimer les coordonnées Od de l’origine du détecteur dans le plan (ex, ey) :

Od = lsd
CFOV − Sλ,xy

∥CFOV − Sλ,xy∥
+ Sλ,xy (D.2)

Od =
Ld
2

√
1− a2

RFOV

(CFOV − Sλ,xy) + Sλ,xy (D.3)

Dans le cadre des trajectoires n-sin le détecteur aura une trajectoire circulaire dans
le plan (ex, ey). On peut rajouter que le plan du détecteur contiendra les vecteurs eu =
(− sinλ, cosλ, 0) et ev = (0, 0, 1).



Annexe E

Implémentation de la méthode de
Katsevich étendue pour la
trajectoire selle

Comme il y a plusieurs variations de la méthode de Katsevich, il y a plusieurs manières
de l’implémenter. Nous avons tenté d’implémenter la méthode de Katsevich selon [79].
L’article [54] et le rapport [77] vont plus loin en creusant les stratégies potentielles pour les
différentes étapes de l’implémentation, mais traitent le cas de la trajectoire hélicöıdale (sur
lequel nous ne nous attardons pas). Les étapes d’implémentation pour la reconstruction
avec une trajectoire selle peuvent être [79] :

1. Dérivation dans une direction constante :

g1(λ, u, v) =
∂

∂λ
g(λ,θ)

=

(
∂

∂λ
+
u2 +D2

D

∂

∂u
+
uv

D

∂

∂v

)
g(λ, u, v) (E.1)

avec D la distance (ici constante) source détecteur.

2. Pondération :

g2(λ, u, v) =
D√

D2 + u2 + v2
g1(λ, u, v) (E.2)

3. Réarrangement (aller) de l’espace cartésien du détecteur (avec le paramètre z̄ =
z − H cos(2λ)) vers l’espace des lignes filtrantes sur le détecteur : g3(λ, u, z̄) =
g2(λ, u, V (λ, u, z̄)) avec

V (λ, u, z̄) =


z̄

R

(
D − u

tanλ

)
si z̄ ≥ 0

z̄

R
(D + u tanλ) sinon

(E.3)

La subtilité ici est de définir les valeurs limites de z̄ (voir [80] pour plus de détails).

4. Transformée de Hilbert “horizontale” (en u) : pour toutes les valeurs de z̄ :

g4(λ, u, z̄) =

∫ +∞

−∞
kH(u− u′)g3(λ, u

′, z̄)du′ (E.4)
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5. Réarrangement retour : gκ(λ, u, v) = g4(λ, u, Z̄(λ, u, v)) avec

Z̄(λ, u, v) =

{
vR sinλ

D sinλ−u cosλ si v ≥ 0
vR cosλ

D cosλ+u sinλ
sinon

(E.5)

6. Rétroprojection des projections filtrées gκ(λ, u, v). Pour tout point x = (x, y, z) de
la ROI(⊂ FOV) :

f(x) =
1

4π

∫ +∞

−∞

1

w̄x,λ

gκ(λ, ux,λ, vx,λ)dλ (E.6)

avec

wx,λ = R− x cosλ− y sinλ (E.7)

ux,λ =
D

wx,λ

(−x sinλ+ y cosλ) (E.8)

vx,λ =
D

wx,λ

(z −H cos(2λ)) (E.9)

Le paramètre z̄ est important car son signe est corrélé avec la direction de filtrage
(parallèle à ey pour z̄ < 0, parallèle à ex sinon).

Nous aimerons discuter des étapes 1 et 4, qui sont des étapes “indépendantes” de la
trajectoire, et dont l’implémentation n’est pas discutée dans [79]. Nous avons implémenté
la dérivée (E.1) selon un schéma centré avec un décalage d’un demi-pixel tel que proposé
par [77]. Par exemple, pour calculer gu1 (ui+1/2, vj+1/2, λk+1/2), la dérivée numérique de g
selon u avec ui = i∆u, i ∈ Z :

gu1 (ui+1/2, vj+1/2, λk+1/2) = (g(ui+1, vj, λk)− g(ui, vj, λk) (E.10)

g(ui+1, vj+1, λk)− g(ui, vj+1, λk)

g(ui+1, vj, λk+1)− g(ui, vj, λk+1)

g(ui+1, vj+1, λk+1)− g(ui, vj+1, λk+1))/(4∆u)

La subtilité va alors être de gérer ces décalages, notamment pour ui. Les valeurs numériques
de g sont définies sur [uimin

, ..., uimax ], celles de g1 sur [uimin+1/2, ..., uimax−1/2]. La transformée
de Hilbert va à sans tour avoir un impact. Nous avons choisi d’implémenter la transformée
de Hilbert (voir annexe C.1 pour plus de détails) de trois façons : avec la méthode “de
Fourier” (interpolation de Shannon), avec et sans décalage d’un demi-pixel, et avec la
méthode des trapèzes (interpolation avec la fonction de Dirac) avec un décalage d’un
demi-pixel pour éviter la singularité. L’annexe C.1, s’appuyant sur une note de M.Defrise
[18], énonce que les deux dernières méthodes sont équivalentes.

La méthode “de Fourier” sera implémenté en construisant un noyau kH :

kH(ui, s) =
1− cos(πui+s)

πui+s
(E.11)

s = 1/2 s’il y a un décalage, s = 0 sinon et ui ∈ [u2imin+1/2, ..., u2imax−1/2]. On effectue
ensuite le produit de convolution entre kH et g3 pour obtenir g4. Les valeurs de g4 seront
toujours définies sur [uimin+1/2, ..., uimax−1/2] pour s = 0, mais sur [uimin

, ..., uimax−1] pour
s = 1/2.



195

La méthode des trapèzes s’implémente ainsi :

g4(ui, ., .) = ∆u
imax−1∑
j=imin

g3(uj+1/2, ., .)

π(ui − uj+1/2)
(E.12)

avec i ∈ [imin, ..., imax−1]. En décalant deux fois d’un demi-pixel (avec la dérivée puis avec
la méthode de Fourier ou la méthode des trapèzes) on retrouve l’échantillonnage initial
en perdant juste la dernière valeur 1.

Les simulations ont été faites avec un fantôme simple ellipsöıde non standard de lon-
gueurs d’axes respectives 120 mm, 20 mm et 20 mm (constitué d’ellispöıdes, voir figure
E.1). Les paramètres de la trajectoire selle sont R = 250 mm et H = 50 mm, la distance
source détecteur est 400 mm et 300 projections sont simulées. Le détecteur a une largeur
de 400 mm et une hauteur de 500 mm (pas de troncation axiale) et un pixel a une largeur
de 1 mm. Trois reconstructions avec la méthode de Katsevich (méthode “de Fourier” avec
et sans half pixel shift et méthode des trapèzes avec half pixel shift) et une reconstruction
avec la méthode des moindres carrées et la méthode du gradient conjugué (annexe A) ont
été effectuées dans un volume de 135× 135× 45 voxels. Les résultats des reconstructions
sont présentés figure E.2.

1

0.5

0.18 0.4

Figure E.1 – Fantôme utilisé pour les reconstructions avec la méthode de Katsevich

Les calculs d’erreurs confirment que la méthode du gradient conjugué donne de meilleures
résultats que la méthode de Katsevich (avec notre implémentation). La figure E.3 montre
des profils.

RMSE erreur relative
Katse. Fourier sans half-shift pixel 0.1766 9.75%
Katse. avec (Fourier) half-shift pixel 0.1769 9.76%
Katse. avec (trapèzes) half-shift pixel 0.1769 9.76%
gradient conjugué 0.0796 3.70%

1. Par contre la transformée de Hilbert n’affecte que l’échantillonnage en u, les échantillonnages en λ
et en v sont toujours décalés d’un demi-pixel.
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Figure E.2 – La reconstruction de notre fantôme selon différentes méthodes (window : 1, level :
0.5). Haut, gauche : méthode de Katsevich, transformée de Hilbert avec méthode
de Fourier, sans half pixel shift. Haut, droite : méthode de Katsevich, transformée
de Hilbert avec méthode de Fourier, avec half pixel shift. Bas, gauche : méthode
de Katsevich, transformée de Hilbert avec méthode des trapèzes, avec half pixel
shift. Bas, droite : méthode des moindres carrés avec gradient conjugué (γ = 100),
40 itérations.

.

0 20 40 60 80 100 120 140

x (pixels)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

N
iv

ea
u

de
gr

is

0 20 40 60 80 100 120 140

x (pixels)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

N
iv

ea
u

de
gr

is

0 20 40 60 80 100 120 140

x (pixels)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

N
iv

ea
u

de
gr

is

Figure E.3 – Tracé de profils. Haut, gauche : méthode de Katsevich, transformée de Hilbert
avec méthode de Fourier, sans half shift pixel.Haut, droite : méthode de Katse-
vich, transformée de Hilbert avec méthode de Fourier, sans half avec pixel. Bas :
méthode des moindres carrés.
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partielles. Journal de Physique Théorique et Appliquée, 6(1) :202–241, 1907.

[35] M. Hestenes and E. Stiefel. Methods of conjugate gradients for solving linear systems,
1952.

[36] H. M. Hudson and R. S. Larkin. Accelerated Image Reconstruction Using Ordered
Subsets of Projection Data. IEEE Transactions on Medical Imaging, 13(4) :601–609,
1994.

[37] A. C. Kak and M. Slaney. Principles of tomographic imaging. New-York, 1988.

[38] W. A. Kalender. X-ray computed tomography. Physics in Medicine and Biology,
51(13) :29–43, 2006.

[39] A. Katsevich. Theoretically exact FBP-type inversion algorithm for spiral CT. Re-
CALL, 62(6) :0–3, 2001.

[40] A. Katsevich. Analysis of an exact inversion algorithm for spiral cone-beam CT.
Physics in Medicine and Biology, 47(15) :2583–2597, 2002.

[41] A. Katsevich. A general scheme for constructing inversion algorithms for cone
beam CT. International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences,
2003(21) :1305–1321, 2003.

[42] A. Katsevich. An improved exact filtered backprojection algorithm for spiral com-
puted tomography. Advances in Applied Mathematics, 32(4) :681–697, 2004.

[43] F. W. King. Hilbert transforms. Cambridge University Press Cambridge, 2009.

[44] H. Kudo and T. Saito. Derivation and Implementation of a Cone-Beam Recons-
truction Algorithm for Nonplanar Orbits. IEEE Transactions on Medical Imaging,
13(1) :196–211, 1994.

[45] H. Kudo and T. Saito. An extended completeness condition for exact cone-beam
reconstruction and its application. In Proceedings of 1994 IEEE Nuclear Science
Symposium - NSS’94, volume 4, pages 1710–1714. IEEE, 1995.



200 BIBLIOGRAPHIE

[46] Y. Lu, J. Zhao, and G. Wang. Exact image reconstruction with triple-source saddle-
curve cone-beam scanning. Physics in Medicine and Biology, 54(10) :2971–2991, may
2009.

[47] S. D. Metzler, J. E. Bowsher, and R. J. Jaszczak. Geometrical Similarities of the
Orlov and Tuy Sampling Criteria and a Numerical Algorithm for Assessing Sampling
Completeness. IEEE Transactions on Nuclear Science, 50(5 II) :1550–1555, 2003.

[48] F. Natterer. The Mathematics of Computerized Tomography. Society for Industrial
and Applied Mathematics, jan 2001.
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