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Résumeé

Cette these porte sur des problemes et des questions de la théorie et de 'algorithmique des graphes.
La premiere partie concerne 1’étude de ’ensemble dominant minimum. Nous considérons son probleme
de décision et montrons que le nombre de domination peut étre déterminé en temps polynomial dans
la classe des graphes sans griffe et sans chemin induit de taille au plus huit. Ensuite, nous étudions
les sommets a l'intersection de tous les ensembles dominants minimums d’un graphe. Nous montrons
notamment que pour certaines classes de graphes, ces sommets sont toujours critiques relativement au
nombre de domination. Nous finissons cette partie sur ’étude des arétes critiques, i.e. les arétes dont
la suppression fait varier le nombre de domination. Nous montrons dans un premier temps une borne
optimale sur la cardinalité minimum d’un ensemble d’arétes critiques dans les graphes triangulés. Dans
un second temps, nous montrons qu’il est difficile de décider si il existe une aréte critique dans des
sous-classes des graphes planaires.

La seconde partie porte sur des problemes de partitionnement des sommets du graphe. Etant donné
une partition des sommets, nous introduisons une mesure de satisfaction pour chaque sommet, qui
est le rapport entre son nombre de voisins dans sa communauté et le nombre total de ses voisins.
Nous posons ensuite le probleme suivant : quel est le ratio maximum § tel qu'un graphe possede une
partition olt chaque sommet a une satisfaction d’au moins 3 ? Nous étudions les valeurs minimums que
ce critére de satisfaction peut atteindre dans différentes classes de graphes. Nous montrons aussi que
ce probleme est lié au probleme du couplage-disconnectant dans les graphes réguliers. Pour cette rai-
son nous poursuivons cette these sur ’étude du probleme du couplage parfait-disconnectant. Celui-ci
consiste a décider si un graphe possede une couplage parfait qui contient une coupe. Nous montrons la
complexité de ce probleme, notamment dans des classes de graphes planaires; de degré fixé ; bipartis;
de diametre au plus d; sans-griffe ; sans-Ps.

Mots-clés : graphes, domination, persistance, bondage, partitionnement, couplage-disconnectant,
NP-complétude, algorithmes polynomiaux






Abstract

This thesis relates to the study of some problems and questions arising from graph theory and
algorithmic theory. The first part is devoted to the study of the minimum dominating set. We consi-
der its decision problem and show that the domination number is computable in polynomial time for
graphs with no induced claw and no induced path of length at most eigth. Then, we focus on vertices
at the intersection of every minimum dominating set of a graph. We show that for certain classes of
graphs, these vertices are always critical relatively to the domination number. The first part ends with
the study of critical edges, that is, edges whose removal increases the domination number. We show
first an optimal bound on the minimum cardinality of a critical set of edges for chordal graphs. Then,
we show that it is difficult to decide if there is a critical edge in subclasses of planar graphs. The last
part deals with partitions of the vertices of a graph. Given a graph and a partition of its vertices, we
introduce a satisfaction criteria for each vertex, which is the ratio between the number of its neighbors
in its community and the total number of its neighbors. We consider the following problem : what
is the maximum ratio § such that a graph has a partition where each vertex has a satisfaction of at
least 7?7 We study lower bounds of this satisfaction criteria for some classes of graphs. We also show
that this problem is related to the matching-cut problem in regular graphs. For this reason, we pursue
this thesis with the study of the perfect matching-cut problem. It consists in deciding if a graph has a
perfect matching that contains a cut. We give complexity results, notably in graph classes that are pla-
nar ; with fixed degree ; that are bipartite ; with a fixed diameter d ; that are claw-free ; that are Ps-free.

Keywords : graphs, domination, persistency, bondage, partitions, matching-cut, NP-completeness,
polynomial algorithms
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Plan du document

Chapitre 1 : Définitions
Ce chapitre contient les définitions et les notations de théorie des graphes nécessaires pour la lecture
du document, ainsi que quelques notions de complexité.

Chapitre 2 : Complexité du dominant
Nous montrons qu’il existe un algorithme polynomial pour le probleme de I'ensemble dominant mini-
mum dans les graphes sans griffe et sans chemin induit de taille au plus huit.

Chapitre 3 : Sommets persistants et absents pour le dominant

Nous étudions les sommets qui n’appartiennent a aucun et a tous les ensembles dominants minimums
d’un graphe. Nous caractérisons ces sommets en fonction de leur criticité relativement au nombre
de domination. Cette criticité mesure comment le retrait d’'un sommet du graphe affecte le nombre
de domination. Nous étudions ensuite les sommets persistants dans quelques classes de graphes : les
graphes triangulés, les cographes, ainsi que des sous-classes des graphes sans griffe. Pour ces graphes,
nous montrons que les sommets persistants sont toujours critiques : c’est-a-dire que le retrait d’un som-
met persistant fait augmenter le nombre de domination. Nous finissons par exposer certains graphes
en réponse a des questions ouvertes de la litérature. Ces graphes ont des partitions particulieres des
sommets relativement a notre mesure de criticité, aux sommets absents, et aux sommets persistants.

Chapitre 4 : Arétes critiques pour le dominant

Nous étudions ici une autre mesure de criticité relative au nombre de domination. Nous nous intéres-
sons a la taille du plus petit ensemble d’arétes dont le retrait du graphe fait augmenter le nombre de
domination. Cette mesure est connue dans la litérature comme le nombre de bondage. Dans la premiere
partie, nous étudions le nombre de bondage des graphes triangulés, qui sont les graphes n’ayant pas
de cycle induit de longueur au moins quatre. Nous montrons pour ces graphes une borne supérieure
optimale sur le nombre de bondage qui est exprimée en fonction de la taille de sa plus grande clique.
Dans la deuxieme et derniere partie, nous montrons que le probleme de décision associé au nombre de
bondage est NP-difficile dans des sous-classes des graphes planaires : les graphes planaires 3-réguliers,
les graphes planaires sans griffe de degré maximum 3, et les graphes planaires bipartis de degré maxi-
mum 3 et de maille k, pour tout k fixé, ou k > 3. Nous montrons ensuite qu’il est possible, pour
les graphes planaires de maille au moins 8, de trouver un ensemble de trois arétes critiques en temps
polynomial. Nous finissons cette partie avec des classes de graphes pour lesquelles on peut calculer
un ensemble dominant minimum en temps polynomial et ou 'on peut aussi déterminer le nombre de
bondage en temps polynomial.
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Chapitre 5 : Partition sous contrainte de satisfaction minimum

Dans ce chapitre, nous étudions une mesure de satisfaction d’une partition des sommets d’un graphe.
Cette mesure exprime pour chaque sommet le rapport entre le nombre de ses voisins dans son ensemble
(relativement & la partition) et le nombre total de ses voisins (y compris lui méme). Précédemment,
une mesure de satisfaction similaire a déja été étudié afin de déterminer si un graphe possede une par-
tition ot chaque sommet possede au moins la moitié de ses voisins dans son ensemble. Comme il existe
des graphes ne possedant pas une telle partition, nous proposons la généralisation suivante : quelle
est le ratio maximum 7 tel qu'un graphe possede une partition oli chaque sommet a une satisfaction
d’au moins ¢ 7 Ce probléme introduit un parametre mesurant la satisfaction optimale d’un graphe
vis-a-vis de I’ensemble de ses partitions de sommets. Nous commencons par réutiliser des résultats de
la litérature pour borner la valeur de cette satisfaction optimale, y compris dans certaines classes de
graphes. Nous montrons ensuite que certaines petites valeurs de satisfaction optimale ne sont possibles
que pour certains graphes. Ensuite, nous étudions la complexité du probleme de décision associé a la
détermination de ce parametre. Nous montrons d’ailleurs que pour les graphes réguliers, ce probleme
intersecte celui du probleme du couplage disconnectant. Ce probleme consiste, étant donné un graphe,
a décider si ce graphe possede un couplage dont la suppression disconnecte le graphe. Ceci nous permet
d’obtenir d’autres résultats de complexité dans les graphes réguliers.

Chapitre 6 : Couplage parfait contenant une coupe

Ce chapitre est consacré a la complexité du probléeme de décision associé au couplage parfait discon-
nectant. Un couplage parfait-disconnectant est un couplage parfait contenant une coupe, c’est-a-dire
que la suppressision de ce couplage disconnecte le graphe. Le probleme de décision associé est celui
de savoir si un graphe possede un couplage parfait-disconnectant. Nous montrons que ce probleme
est NP-complet pour les graphes planaires de degré maximum quatre, pour les graphes planaires de
maille cinq, pour les graphes bipartis 5-réguliers, pour les graphes de diametre trois et pour les graphes
bipartis de diametre quatre. Nous montrons qu’il existe un algorithme polynomial pour les graphes
sans griffe, les graphes sans Ps, les graphes de diametre deux, les graphes de diametre trois, et les
graphes de largeur arborescente bornée.



15

Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions et les notations de la théorie des graphes qui seront
nécessaires a la compréhension de ce document. Pour le lecteur qui serait intéressé par une plus large
introduction & la théorie des graphes, nous conseillons le livre de Bondy [9] qui a inspiré ce préliminaire.

1.1 Terminologie de graphe

Nous définissons la notion de graphe non-orienté qui est utilisé dans cette these. Un graphe G
est un couple (V, E), ou V est l'ensemble des sommets de G et E est I’ensemble des arétes de G,
i.e. E C V x V. Les ensembles V et E d'un graphe G peuvent aussi étre notés V(G) et E(G),
respectivement. Par facilité, étant donné une aréte e = {u,v}, on écrit uv. Une aréte uv est dite
incidente aux sommets u et v. Etant donné une aréte uv de G, les sommets u et v sont dits adjacents,
connectés, liés, reliés, ou voisins dans GG, et u et v sont les extrémités de uv. Dans la méme veine,
lorsque uv n’est pas une aréte de GG, ont dit que u et v sont non-adjacents, non-connectés, non-liés,
non-reliés, ou non-voisins dans G, et que e est une non-aréte de G. Une boucle est une aréte ayant
les mémes extrémités. Si deux arétes e et € ont une méme extrémité, alors on dit que e et € sont
adjacentes, et lorsque e et €' ont les deux mémes extrémités, on dit que e et €' sont paralléles. Un
multigraphe est un graphe ayant au moins une aréte paralléle et peut posséder des boucles. Un graphe
simple est un graphe sans boucle et sans aréte parallele. A partir de maintenant, les graphes considérés
(lorsque cela n’est pas précisé) sont simples et avec un ensemble fini de sommets (et donc un ensemble
fini d’arétes). Le degré d’un sommet est son nombre de voisins. Une feuille est un sommet de degré
un. Un sommet est isolé€ si il est de degré zéro. Un sommet est universel si il a pour voisin tous les
autres sommets du graphe. Le nombre de sommets et le nombre d’arétes de G sont 1’ordre et la taille
de G, respectivement.

Notations

Nous regroupons ici les notations les plus fréquemment utilisées. Lorsque 'indice représentant un
graphe G est remplacé par un ensemble de sommets A C V(G), nous considérons dans ce cas le graphe
induit par les sommets de A dans G, i.e. G[A]. Les indices de ces notations pourront étre omis lorsque
le contexte ne permettra aucune ambiguité.

— dg(v) est le degré du sommet v dans G.
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— 6(Q) est le degré minimum d’'un sommet de G.

— A(G) est le degré mazimum d’un sommet de G.

— Ng(v) est le voisinage (ouvert) du sommet v dans G.

— Ng(U) est le voisinage (ouvert) de 'ensemble U dans G, i.e. No(U) = {Ng(u)\U | u € U}.
— Ng|v] est le voisinage fermé du sommet v dans G, i.e. Ng[v] = Ng(v) U {v}.

— Ng|U] est le voisinage fermé de 'ensemble U dans G, i.e. Ng[U] = {Ng[u] | u € U}.

— Ni(v) = {u | dist(u,v) = k, u € V} désigne les sommets & distance k de v.

— G =2 H ou G = H si G est isomorphe a H.

— G[H] est le sous-graphe induit par H C V(G) dans G.

— H C,; G signifie que H est un sous-graphe induit de G.

— G = (V,E) est le graphe complémentaire de G = (V, E), i.e. pour tout u,v € V : si uwv € E,
alors uv € E; siuv € E, alors uv € E.

— G —u, G —U est le graphe G(V \ {u}, E), G(V \ U, E), respectivement, ou u € V et U C V.
— G —a, G— Aest le graphe G(V,E \ {a}), G(V,E \ A), respectivement, ot a € E et A C E.
— distg(u,v) est la distance entre u et v dans G.

— diam(QG) est le diamétre de G.

— g(H) est la maille de G, i.e. la longueur d’un plus petit cycle de H. Par convention g(H) = +o00
quand H n’a pas de cycle.

— v(G) est le nombre de domination de G, i.e. la taille d’'un ensemble dominant minimum de G.

— t(G) est le nombre de domination indépendant de G, i.e. la taille d'un ensemble dominant indé-
pendant minimum de G.

— 7(G) est la taille d'une couverture de sommets minimum de G.

— (@) est la taille d'un stable mazimum de G.

— w(G) est la taille d'une clique mazimum de G.

— P, =wuy — -+ — uy est le chemin induit & n sommets, c.f. Figure 1.2h
— Cp, =up — -+ — uy — uy est le cycle induit a n sommets, c.f. Figure 1.2i.
— K, est la clique a n sommets.

— Ky m est la clique bipartie complet.

— K est létoile (star), c.f. Figure 1.2f.

— K 3 est la griffe (claw), c.f. Figure 1.2e.

Représentation et isomorphisme

Un graphe peut étre dessiné dans le plan en plagant les sommets sur des points et en reliant deux
sommets par un trait si ils sont voisins. Un tel dessin est une représentation du graphe. La Figure
1.1 est un exemple de deux représentations d’'un méme graphe. Notons qu’un graphe peut aussi étre
dessiné sur d’autres surfaces comme le tore, mais ces représentations ne sont pas considérées dans cette
these.
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FI1GURE 1.1 — Deux représentations d’'un méme graphe.

Deux graphes sont dits isomorphes si il est possible d’obtenir deux représentations identiques.
Deux graphes isomorphes G et H sont considérés comme identiques, ce que nous notons G = H. Plus
formellement les graphes G et H sont isomorphes si il existe deux bijections f : V(G) — V(H) et
g: E(G) — E(H), telles que uv € E(G) si et seulement si g(uv) € E(H) et g(uv) = f(u) f(v).

Sous-graphes

Soit G' et H deux graphes. Si nous pouvons obtenir un graphe G’ isomorphe & H par les seules
opérations de suppression de sommets et d’arétes de G, alors on dit que H est un sous-graphe de G.
Lorsque H peut étre obtenu par la seule opération de suppression de sommets, on dit que H est un
sous-graphe induit de G. Quand H n’est pas un sous-graphe induit de G, on dit que G est sans H
(H-free). Similairement, lorsque (Hj, ..., H,) ne sont pas des sous-graphes induits de G, on dit que
G est sans-(Hy,...,Hp) (i.e. (Hy,...,Hp)-free).

Clique

Une clique est un ensemble de sommets ot chaque paire distincte est reliée par une aréte. La taille
de la plus grande clique dans G est notée w(G). Un graphe est dit complet si ses sommets forment une
clique. Le graphe complet & n sommets est noté K,,. Soit A et B deux ensembles disjoints de sommets
de G, on dit que A est complet & B (ou A et B sont complets deux & deux) si chaque sommet de
A est voisin de tous les sommets de B. Similairement, A est dit anti-complet & B (ou A et B sont
anti-complets deux a deux) si chaque sommet de A est non-voisin de tous les sommets de B.

Indépendant, coloration et couverture

Un indépendant ou stable est un ensemble de sommets tel que toute paire distincte n’est pas reliée
par une aréte. La taille du plus grand ensemble indépendant dans G est notée a(G). Nous pouvons
remarquer qu’'un ensemble indépendant d’un graphe G est une clique dans le graphe complémentaire
G. Ainsi a(G) = w(G).

La notion de stable est fortement liée a la coloration de graphe. Une k-coloration propre d’un
graphe G = (V, E) est une fonction ¢ : V' — {1, ..., k} telle que pour tout uv € E, ¢(u) # ¢(v). On dit
qu’un graphe est k-colorable si il admet une k-coloration propre. Remarquons qu’une k-coloration d’un
graphe est une partition des sommets en k£ ensembles de sommets indépendants. Le nombre minimum
de couleurs afin de colorier G est appelé le nombre chromatique, noté x(G).
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Une couverture de sommets est un sous-ensemble S de sommets du graphe tel que chaque aréte
possede au moins une extrémité dans S. Pour chaque sommet v € S, on dit que u couvre les arétes
qui lui sont incidentes et que celles-ci sont couvertes par u. La taille d’'une couverture de sommets
minimum est notée 7(G). Etant donné un graphe G et une couverture de sommets S, nous pouvons
remarquer que V(G) \ S forme un stable (autrement une aréte n’est pas couverte par S). Donc pour
tout graphe G, nous avons a(G) = |V(G)| — 7(G).

Chemins
Un chemin est un graphe simple a n sommets tel qu’il existe un ordre des sommets u; —ug—- - - — Uy,
ou pour tout i =1,...,n— 1, uu;+1 est une aréte. Etant donné un chemin P, si V(P) = {uy,...,u,}
et E(P) = {ujui+1|i=1,...,n— 1}, alors P est un chemin induit. La taille d'un chemin P est son

nombre de sommets |V (P)|. Un chemin pair est un chemin de taille pair. Un chemin impair est défini
similairement. La longueur d’un chemin P est son nombre d’arétes |E(P)| qui est égal a [V (P)| — 1.

Opérations de graphes

La subdivision d’une aréte uv de G supprime uv et ajoute un nouveau sommet = (z € V(G)), avec
les arétes ux,vx. La k-subdivision subdivise k fois une aréte uv, i.e. uv est remplacé par un chemin
induit de longueur k + 1. Un graphe G’ est une subdivision de G si il peut étre obtenu depuis G par
une séquence de subdivisions d’arétes.

La contraction G/uv d’une aréte uv de G supprime les sommets u,v de G et les remplace par un
nouveau sommet z (x € V(Q)) tel que z est relié aux précédents voisins de u et de v (sans introduire de
boucle ou d’aréte parallele si le graphe avant contraction est simple), i.e. Ng/y,(7) = Ng(u) U Ng(v).

Le produit cartésien G H de deux graphes GG et H est le graphe avec pour ensemble de sommets
V(G) x V(H). Deux sommets (g1,h1) et (g2, ho) sont adjacents dans GO H si g1 = g2 et hihy est
une aréte dans H ; ou si hy = ho et g1gs est une aréte de G. Pour un sommet v de G, le sous-graphe
H, de GOH induit par I'ensemble {(g,h) | h € H} est appelé une H-fibre. La G-fibre G}, est définie
de facon analogue. Remarquons que toutes les G-fibres et les H-fibres sont isomorphiques a G et H,
respectivement.

L’union disjointe (disjoint union) de H = (S, A) et G = (V,E), noté H + G, est le graphe
G' = (SUV,AUE). Notons que G’ n’est pas connexe. L’union (join) de H = (S, A) et G = (V, E),
noté H x G, est le graphe composé d'une copie de G et de H ou S est complet a V. Formellement
HxG=(SUV,AUEUX)ou X = {w | Yu € S,Vv € S}.

Connexité

Un graphe est connezxe si pour toute paire de sommets u, v, il existe un chemin entre u et v dans
G. Un sommet d’articulation (cut-vertex) v est tel que G est connexe, mais G — v n’est plus connexe.
Similairement un ensemble de sommets S C V(G) est disconnectant si G — S n’est plus connexe. Un
pont ou une aréte disconnectante est une aréte e € E(G) telle que G est connexe mais G — e n’est plus
connexe. Similairement un ensemble d’arétes E’ C E est disconnectant si G — E' n’est plus connexe.
Etant donné un entier positif k¥ > 1, un graphe G est k-conneze si pour tout ensemble S C V(G), ou
|S| < k—1, G — S est connexe. Une composante connere de G est un sous-graphe induit H de G tel
que H est connexe et d’ordre maximal.

Distance
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La distance entre deux sommets u et v est la longueur d’un plus court chemin entre u et v si
ils appartiennent & la méme composante connexe, sinon +o0o. Remarquons qu’un plus court chemin
est forcément un chemin induit. Le diamétre d’un graphe, noté diam(G), est la distance maximale
d’un plus court chemin entre deux sommets si le graphe est connexe, sinon +0co0. De maniére générale,
lorsque nous disons qu’'un graphe G est de diametre k, nous supposons que diam(G) = k.

Cycles
Un cycle est un graphe a n sommets tel qu’il existe un ordre des sommets uq1 — ug — - -+ — Uy — U
ou pour tout i = 1,...,n, uu;y1 est une aréte (nous considérons u,11 = up). Etant donné un cycle

C,siV(C) ={ui,...,un} et E(P) ={uuiy1|i=1,...,n}, alors C est un cycle induit. La taille et
la longueur d’un cycle sont le nombre de sommets et le nombre d’arétes, respectivement. Notons que
la taille est égale a sa longueur. Un cycle pair est un cycle avec un nombre pair de sommets. Un cycle
impair est défini similairement. Un cycle hamiltonien est un sous-graphe de GG qui est un cycle et tel

que V(G) =V (C).
Couplage

Un couplage d’un graphe G est un ensemble d’arétes M C F(G) non-adjacentes. Un sommet u est
dit saturé par M C E(G) si il est une extrémité d’une aréte de M. Lorsque tous les sommets de G
sont saturés par un couplage M, nous disons que M est un couplage parfait de G. Un couplage M est
mazimal si toutes les arétes de E(G)\ M sont adjacentes a une aréte de M. Un couplage est mazimum
si il n’existe pas de couplage de plus grande cardinalité dans G.

Coupe

Une coupe est une partition des sommets d'un graphe G = (V, E) en deux ensembles non-vides
(X,Y). L’ensemble des arétes ayant une extrémité dans X et dans Y est noté E(X,Y). Si G est
connexe, alors E(X,Y) est un ensemble d’arétes non-vide disconnectant le graphe. Pour cette raison
E(X,Y) est aussi appelé coupe de G quand le contexte n’est pas ambigu.

Classes de graphes

Un graphe est une forét si il n’admet aucun cycle comme sous-graphe. On dit aussi qu'un tel
graphe est acyclique. Un arbre est une forét connexe. Il est connu qu'un arbre avec au moins deux
sommets possede au moins deux feuilles. Comme un arbre ne posseéde pas de cycle, nous en déduisons
que sa clique maximum est au plus 2. Un arbre est enraciné si un sommet r est spécifié comme étant
la racine.

Un graphe est biparti si il admet une partition (A, B) de ’ensemble de ses sommets telle que A et
B sont deux ensembles indépendants disjoints de G. Une telle partition (A, B) est appelée bipartition
du graphe. Les graphes bipartis sont connus pour étre précisément les graphes sans cycles impairs, c.f.
[55]. Ils représentent aussi la classe des graphes 2-colorables. Un graphe G = (A U B, E) est biparti
complet si (A, B) est une bipartition et que A et B sont complets deux a deux.

Un graphe scindé ou split graphe G est un graphe qui admet une bipartition (K, I) de I'ensemble
de ses sommets telle que les sommets de K induisent une clique dans G et les sommets de I induisent
un stable dans G. Ces graphes ont la particularité d’étre sans chemin induit de taille cinq ou plus. Plus
précisémment, S. Foldes et P. Hammer [38] ont caractérisé les splits graphes en terme de sous-graphes
induits interdits comme suit :
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Théoréme 1.1 (S. Foldes et P. Hammer [38]) Un graphe est un split graphe si et seulement si il est
sans-(2Kq, Cy, Cs).

Un graphe est triangulé (chordal ou triangulated) si chaque cycle induit est de longueur au plus
trois. Dit autrement, les sous-graphes qui sont des cycles de longueur au moins quatre possedent une
aréte qui n’est pas dans le cycle, aussi appelée corde. Les graphes triangulés peuvent étre vus comme
une généralisation des arbres ou de petits cycles induits sont autorisés (C3). Nous pouvons remarquer
qu’un graphe triangulé est biparti si et seulement si c’est un arbre.

Un graphe est fortement triangulé si il est triangulé et que tous ces cycles pairs de longueur au
moins six ont une corde reliant deux sommets a distance impaire dans le cycle.

Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’un ensemble d’intervalles de la droite réelle.
Chaque sommet du graphe représente un intervalle et deux sommets sont reliés si leurs intervalles
correspondants s’intersectent. Il est facile de montrer que les graphes d’intervalles ne possedent pas de
cycle de longueur au moins quatre ne contenant pas de corde. Ainsi les graphes d’intervalles appar-
tiennent a la classe des graphes triangulés.

Un graphe est planaire si il existe une représentation de celui-ci dans le plan telle qu’aucune aréte
ne se croise en dehors des extrémités. Nous rappelons le résultat suivant :

Théoréme 1.2 (C. Kuratowski [54]) Un graphe est planaire si et seulement si il ne contient pas de
sous-graphe qui est la subdivision de K5 ou K3 3.

Un graphe est planaire extérieur si il existe une représentation planaire telle que les sommets sont
tous sur la face extérieure.

Le line graphe L(G) = (E, A) du graphe G = (V, E) a pour sommets E et deux sommets de L(G)
sont reliés si leurs arétes correspondantes dans G sont adjacentes, i.e. pour tout z,y € E, xy € A si
et seulement si x Ny # (. Notons que le terme line graphe a été préféré aux termes graphe adjoint
ou graphe des arétes qui sont peu usités. Précisons que les line graphes sont connus pour étre une
sous-classe des graphes sans griffe.

Un graphe G = (V, E) est k-régulier si tous les sommets sont de degré k, i.e. pour tout u € V,
d(u) = k. Pour faire court on dit que ces graphes sont réguliers. Le graphe cubique est le graphe
3-régulier et les graphes sous-cubiques sont les graphes de degré maximum trois, i.e. on s’autorise les
sommets de degré un, deux, ou trois.

Soit C une classe de graphes. On dit que C est close par suppression d’arétes si pour tout graphe
G € C, nous avons G — A € C, pour tout A C E(G). Similairement, C est close par la suppression de
sommets si pour tout graphe G € C, nous avons G — S € C, pour tout S C V(G). Par exemple la
classe des graphes sans griffe (c.f. 1.2e) est close par suppression de sommets mais pas par suppression
d’arétes.

Pour une liste plus exhaustive et plus détaillée des classes de graphes avec leurs propriétés, nous
renvoyons le lecteur au livre de Brandstédt, V. Le et J. Spinrad [20].

Des graphes notables

Voici une liste de graphes que nous serons amenés a rencontrer fréquemment tout au long de cette
these.
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o&@&%@

) le triangle (b) la patte (c) le taureau
; ; ; ; \ ; ; I \
\
) le net ou filet ) la griffe (f) I'étoile

B oooo ¢

(g) le diamant  (h) le chemin P, (i) le cycle Cy,

FIGURE 1.2 — Quelques graphes particuliers.

1.2 Domination

Nous introduisons la notion de dominant. Un ensemble dominant d’un graphe G = (V, E) est un
sous-ensemble S C V tel que chaque sommet v € V \ S a un voisin dans S. Pour faire court, un
ensemble dominant est aussi appelé dominant quand le contexte ne permet aucune ambiguité. Les
sommets de S sont des sommets dominants. Etant donné un ensemble S C V', un sommet u € V est
dit dominé si il a un voisin dans S, et S est un dominant du sous-graphe induit par les sommets de
NI[S]. Donc S C V est un dominant de G si tout sommet de V'\ S est dominé ou V = S.

Nous pouvons observer que tout graphe possede un dominant puisque ’ensemble des sommets d’un
graphe est un dominant de celui-ci. Il est donc naturel de se poser la question suivante : quelle est
la cardinalité d’un ensemble dominant minimum d’un graphe ? La cardinalité d’un tel dominant pour
un graphe G est appelé nombre de domination et est noté v(G). La Figure 1.3 est un exemple de
dominant minimum d’un graphe.
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FIGURE 1.3 — Les sommets noirs forment un dominant minimum du graphe.

O. Ore [66] a montré des conditions nécessaires et suffisantes d’'un dominant minimal (au sens
de l'inclusion). Notons qu'un dominant minimum est un dominant minimal. Nous avons choisi de
réécrire ’énoncé de son théoreme pour exprimer des conditions nécessaires, mais non-suffisantes, d’un
dominant minimum (et non minimal), comme suit :

Théoréme 1.3 (0. Ore [66]) Si S est un dominant minimum, alors pour tout sommet v € S :

(a) v n'est voisin d’aucun sommet de S ; ou
(b) il existe un sommet u € V'\ S tel que N(u) NS = {v}.

Etant donné un sous-ensemble de sommets S de @, si un sommet u est tel que décrit au point (b)
(i.e. N(u) NS = {v}), alors on dit que u est un voisin privé de v relativement a S. On désigne par
pnlv, S] 'ensemble des voisins privés de v par rapport a S, i.e. pn[v, S] = {u | N[u|NS = {v}}. Donc
pour tout ensemble dominant minimum S de G, et pour tout sommet v € S, nous avons pn[v, S| # 0.

Des variantes de ’ensemble dominant ont été étudiées. Il s’agit essentiellement de rajouter des
contraintes sur ’ensemble dominant, par exemple : I’ensemble dominant doit former un stable, le sous-
graphe induit par I’ensemble dominant doit étre connexe, ’ensemble dominant doit dominer tous les
sommets du graphe (i.e. les sommets dominants doivent aussi étre dominés), chaque sommet doit étre
dominé par exactement un sommet dans I’ensemble dominant.

Pour une vue plus générale de la domination et de ses variantes, nous référons aux livres de T.
Haynes, S. Hedetniemi, et P. Slater [45], [46].

1.3 Problemes de décision et complexité

Nous ne donnerons pas ici les définitions précises et techniques de la théorie de la complexité.
Nous référons au livre de M. Garey et D. Johnson [42], au livre de S. Arora et B. Barak [3] pour une
version plus modernisée, ainsi qu’a la these de B. Escoffier [32] qui contient une introduction riche (en
francais) sur la théorie de la complexité.

Dans cette these, nous serons principalement intéressés par des problemes de décision, i.e. des
problemes pour lesquels la réponse est soit « oui », soit « non ». La classe NP regroupe ’ensemble des
problemes de décision pour lesquels il existe un algorithme pouvant s’exécuter en temps polynomial
(certificat) afin de vérifier si une solution donnée est une réponse positive au probleme. La classe
P regroupe ’ensemble des problemes qui peuvent étre résolus systématiquement, i.e. peu importe
I'instance (c.d.d. les données ou les entrées) du probléeme, par un algorithme déterministe en temps
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polynomial. Remarquons que si un probleme appartient a P, alors il appartient aussi a NP. Malheu-
reusement, il existe des problémes de décision pour lesquels on ne connait pas d’algorithme ayant un
temps d’exécution polynomial (algorithme polynomial). C’est d’ailleurs le cas du probleme suivant :

SATISFIABILITE (SAT)

Etant donné :  une formule booléenne f.
Décider :  est-ce que f est satisfiable ?

Expliquons d’abord ce qu’est une formule booléenne. Une variable booléenne peut prendre soit
comme valeur ‘0’, ‘fausse’, ou ‘négative’, soit comme valeur ‘1’, ‘vraie’, ou ‘positive’. Une formule
booléenne est une combinaison de variables booléennes avec les opérateurs ‘non’, ‘ou’, ‘et’. Une formule
est satisfiable si il existe une affectation des variables pour laquelle la formule est ‘vraie’. Le probleme
SAT pose donc la question de savoir si une formule booléenne donnée est satisfiable ou non. Notons qu’il
existe un algorithme polynomial afin de vérifier si une affectation des variables satisfait une formule
donnée, et que donc SAT est dans NP. Il est donc naturel de se poser la question suivante : existe-t-il
un algorithme polynomial afin de résoudre SAT, dit autrement, est-ce que SAT est dans P ? Méme si
on ne connait toujours pas la réponse a cette question, il est conjecturé que SAT fait partie de ses
problemes dans NP dont on pense qu’ils sont « difficiles » a résoudre. Par cela, on veut dire qu’il existe
des problemes dans NP dont on pense qu’ils ne peuvent étre résolus en temps polynomial avec un
algorithme déterministe. Ces problemes sont considérés comme étant les plus « difficiles » de la classe
NP. La classe NP-complet regroupe ’ensemble de ces problemes, et SAT a été le premier probleme
dont on a démontré qu’il était NP-complet, c.f. S. Cook [27] et L. Levin [59].

Pour montrer qu’un probléme est dans P, il suffit de donner un algorithme polynomial afin de le
résoudre. Qu’en est-il pour montrer qu’un probleme II est NP-complet ? La classe NP-complet a été
définie comme la classe regroupant les problemes les plus difficiles a résoudre de la classe NP. Il faut
donc montrer qu’il existe un algorithme polynomial pour vérifier qu une solution donnée apporte une
réponse positive au probleme II. Il faut aussi montrer que II est au moins aussi difficile, en pire cas,
que les problemes NP-complets. Pour cela, on peut faire appel au concept de réduction polynomiale.
Etant donné deux problémes P et P’, on dit que P se réduit en temps polynomial vers P’ si il existe
un algorithme polynomial qui transforme toute instance I de P en une instance I’ de P’, et que
les solutions de I et I’ sont équivalentes. Observons que si P peut étre résolu en temps polynomial,
alors P’ également. La preuve du Théoréme 2.1 au Chapitre 2 est un exemple « simple » de réduction
polynomiale.

Dans cette these, tous les problemes de décision que nous étudions n’appartiennent sans doute pas
a la classe NP. Néanmoins, nous montrerons que ces problemes admettent une réduction polynomiale
depuis des problemes NP-complets. Ces problémes sont donc considérés comme au moins aussi difficiles
et appartiennent a la classe des problemes NP-difficiles.

Nous finissons cette section en donnant deux problemes de graphes notables qui sont NP-complets,
et qui nous seront utiles dans cette these.

STABLE MAXIMUM (MAXIMUM INDEPENDENT SET)

Etant donné : un graphe G = (V, E) et un entier positif k.
Décider : y a-t-il I CV, |I| >k, tel que I est un ensemble stable de G ?
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Nous avons précédemment remarqués qu’étant donné un stable maximum S d’un graphe G, I'en-
semble des sommets qui ne sont pas dans le stable, i.e. V(G) \ S forme une couverture de sommets.
Ainsi STABLE MAXIMUM est 1ié au probleme de COUVERTURE DE SOMMETS énoncé ci-dessous.

COUVERTURE DE SOMMETS (VERTEX COVER)

Etant donné : un graphe G = (V, E) et un entier positif k.
Décider : y a-t-il C CV, |C| < k, tel que toute aréte de G a une
extrémité dans C'?

COUVETURE DE SOMMETS a été montré comme étant NP-complet avec une réduction depuis
3-SAT (une variante de SAT), c.f. [42]. Comme la taille d’un stable maximum est étroitement liée
a la taille d’'une couverture de sommets, nous pouvons en déduire que STABLE MAXIMUM est aussi
NP-complet.
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Chapitre 2

Complexité du dominant

Les résultats présentés dans ce chapitre sont le fruit d’un travail commun avec Christophe Picou-
leau, c.f. [19].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les deux problemes suivants : DOMINANT MINIMUM ainsi que
sa variante DOMINANT INDEPENDANT MINIMUM. Nous montrons que DOMINANT MINIMUM et DOMI-
NANT INDEPENDANT MINIMUM peuvent étre résolus en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans chemin induit de taille au plus huit.

Précédemment, nous avons défini 7(G) comme la cardinalité d’un plus petit ensemble dominant
d’un graphe G. Déterminer la valeur de v(G) est associé au probleme de décision suivant :

DOMINANT MINIMUM (MINIMUM DOMINATING SET)
Etant donné : un graphe G = (V, E) et un entier positif k£ > 1.
Décider : 'y a-t-il S CV, ou |S| <k, tel que tout sommet de V' \ S a un
voisin dans S 7

D. Johnson est le premier a avoir montré que DOMINANT MINIMUM est NP-complet en donnant une
transformation depuis COUVERTURE DE SOMMETS. Nous avons choisi de remontrer ici que DOMINANT
MintMuM est NP-complet dans les splits graphes puisque ces graphes ont la particularité d’étre sans
chemin induit de taille cinq ou plus. Cette preuve est quasiment identique a celle de A. Bertossi [8] qui
donne une réduction depuis le probleme de couverture d’ensembles minimum. Pour rappel, les splits
graphes sont les graphes qui ont une partition des sommets en une clique et un ensemble indépendant.

Théoréme 2.1 (M. Garey et D. Johnson [42]) DOMINANT MINIMUM est NP-complet dans les splits
graphes.

Preuve: Soit U = {ui,...,u,} et C = {C4,...,Cp,} une instance de 3-SAT. Nous réduisons cette

instance en temps polynomial a une instance de DOMINATION MINIMUM ol le graphe est un split.
Nous construisons le graphe G = (V, E'). Pour chaque variable u; € U, i = 1,...,n, nous créons un

triangle associé T; = {u;, w;, v;}, ol u; représente le littéral positif et u; représente le littéral négatif.
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Pour chaque clause C; = {cz,¢y,c.}, 7 = 1,...,m, nous créons un sommet c;, et ajoutons les arétes
CjUz, Cjly, c;u,. Enfin nous ajoutons toutes les arétes possibles entre les sommets de (i {u;, 4;}, afin
qu’ils induisent une clique K de taille 2n. La Figure 2.1 est une représentation du graphe construit.
Puisque K est une clique et que V' \ K est un ensemble indépendant, alors nous en déduisons que G
est un split graphe.

Nous montrons que C' est satisfiable si et seulement si v(G) < n.

Supposons que C soit satisfiable. Nous construisons un ensemble dominant .S depuis une assignation
des variables satisfaisant C'. Si une variable u; est assignée a vrai, alors S < u;. Si une variable u; est
assignée a faux, alors S < ;. Remarquons que S domine I’ensemble des sommets c;, j = 1,...,m,
associés aux clauses. De plus, chaque triangle T; intersecte S. Donc S est un dominant de G et
Y(G) < n.

Supposons maintenant que C' ne soit pas satisfiable. Nous supposons, par contradiction, que v(G) <
n. Soit S un dominant de G tel que |S| < n. Puisque les sommets v;, i = 1,. .., n, forment un ensemble
indépendant, et que l'intersection de leur voisinage est vide, alors nous devons prendre au minimum
n sommets du graphe afin de les dominer (un sommet par triangle 7;). Donc pour chaque triangle T;,
nous avons |T; N S| = 1. Nous en déduisons que SNUJL {c;} = (). Nous construisons maintenant une
assignation des variables de U. Pour chaque triangle T; : si u; € 5, alors nous assignons u; a vrai,
et si u; € S, alors nous assignons u; a faux. Donc nous avons construit une assignation des variables
satisfaisant C, une contradiction. 0O

FIGURE 2.1 — Le split graphe construit depuis une instance U = {uq,...u,}, C = {C1,...,Cp,} de
3-SAT.

Comme DOMINANT MINIMUM est NP-complet, il est intéressant d’identifier les classes de graphes
pour lesquelles ce probleme peut étre résolu en temps polynomial, et celles pour lesquelles ce probleme a
été montré NP-complet. Voici un bref récapitulatif de ce qui est connu sur la complexité de DOMINANT
MINIMUM pour certaines classes de graphes significatives.
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Classe de graphes Complexité source
Arbre P [26]
Biparti NP-complet 8]
Cographe P [35]
Cubique NP-complet [42]
Diametre 2 NP-complet [60]
Fortement triangulé P [34]
Largeur arborescente bornée P 2]
Line NP-complet [78]
Maille & NP-complet [79]
Planaire NP-complet [42] p. 190
Planaire extérieur P C largeur arborescente bornée

Sans griffe NP-complet line C sans griffe
Sans Ps NP-complet split C sans Ps
Split NP-complet 8]
Triangulé NP-complet [12]

Notons que certains résultats sur la complexité de DOMINANT MINIMUM dans le livre de M. Garey
et D. Johnson [42] sont erronés ou manquants. C’est notamment le cas pour les graphes cubiques. Une
mise a jour est disponible dans la section UPDATE de [42] (c.f. derniére page).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la complexité de DOMINANT MINIMUM dans la classe
des graphes sans griffe. La classe des graphes sans griffe est particuliere pour DOMINANT MINIMUM
puisque pour ces graphes, le probleme est étroitement lié au probleme de décision associé a la cardinalité
minimum d’un ensemble dominant indépendant. Un ensemble dominant indépendant est un ensemble
dominant qui est & la fois un dominant et un ensemble stable. On note comme ¢(G) la cardinalité
minimum d’un tel ensemble. Nous définissons le probleme de décision comme suit :

DOMINANT INDEPENDANT MINIMUM (MINIMUM INDEPENDENT DOMINATING SET)
un graphe G = (V, E) et un entier positif k£ > 1.

y a-t-il un stable S C V, ou |S| < k, tel que tout sommet de
V'\ S a un voisin dans S'?

Etant donné :
Décider :

R. Allan et R. Laskar [1] ont montré que pour tout graphe sans griffe G, nous avons ((G) = 7(G).
Nous en déduisons que les réponses aux problémes DOMINANT MINIMUM et DOMINANT INDEPENDANT
MINIMUM sont identiques dans la classe des graphes sans griffe. Nous pourrions par ailleurs souhaiter
identifier les classes de graphes pour lesquelles ces deux problemes sont identiques. A cette fin, D.
Sumner et J. Moore dans [73] ont défini un graphe G comme étant domination parfait si «(H) = vy(H)
pour tout sous-graphe induit H de G. Comme tout sous-graphe induit d’un graphe sans griffe est aussi
sans griffe, il s’ensuit que les graphes sans griffe sont dominations parfaits. 1. Zverovich et V. Zverovich
[79] ont proposé une caractérisation des graphes dominations parfaits en termes de 17 sous-graphes
induits interdits. E. Camby et F. Plein ont relevé des erreurs dans la preuve de cette caractérisation et
ont proposé une caractérisation des graphes dominations parfaits en 8 sous-graphes induits interdits,
c.f. [22].

L’étude de la complexité de DOMINANT MINIMUM (et donc de DOMINANT INDEPENDANT MI-
NIMUM) dans la classe des graphes dominations parfaits nous semble intéressante. Nous avons choisi
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d’étudier cette complexité pour des classes restreintes de la classe des graphes sans griffe. Voici un bref
récapitulatif des résultats connu pour cette classe.

Classes de graphes sans griffe et Complexité source
Biparti P C sans net
Line graphe NP-complet [78]
Sans diamant P [42] p. 190
Sans net P [42] p. 190
Sans papillon P 8]
Sans Ps P [62]
Sans triangle P C sans net
Triangulé P 8]

M. Yannakakis et F. Gavril [78] ont montré en 1980 que DOMINANT MINIMUM reste NP-complet
dans les graphes sans griffe. En 1984, A. Bertossi [8] a montré que DOMINANT MINIMUM est aussi
NP-complet dans les splits graphes, une sous-classe des graphes sans Ps. Plus récemment, en 2016,
D. Malyshev [62] a montré que DOMINANT MINIMUM peut étre résolu en temps polynomial dans
les graphes sans Ki4 et sans Ps, et donc aussi dans les graphes sans griffe et sans Fs. A notre
connaissance, la complexité de DOMINANT MINIMUM reste inconnue pour les graphes sans griffe et
sans Py pour toutes valeurs de k fixées ot k£ > 6. Nous pensons que cela motive ’étude de la complexité
de DOMINANT MINIMUM dans les graphes sans griffe et sans chemin de taille huit qui est faite dans
la prochaine section.

2.2 Graphes sans griffe et sans chemin de taille huit

Nous montrons dans cette section que DOMINANT MINIMUM peut étre résolu en temps polynomial
dans les graphes sans griffe et sans Ps.

Important : cette section est I'unique passage de la these ou la définition du voisinage ouvert d’un
ensemble de sommets est 1égerement altérée. Etant donné un ensemble de sommets A C V', nous
désignons le voisinage ouvert de A comme Ng(A) = U,ca N (v). Ainsi le voisinage ouvert de A peut
contenir des sommets de A, mais pas nécessairement tous comme avec le voisinage fermé.

2.2.1 Propriétés algorithmiques

Nous donnons deux propriétés qui nous permettent de simplifier les graphes sans griffe et sans P,
pour n’importe quel k fixé, & considérer afin de résoudre DOMINANT MINIMUM.

Propriété 2.2 Soit G un graphe. Si u,v sont deur sommets tels que N[u] = Nv|, alors v(G) =
(G /uv).

Preuve: Soit «’ le sommet de G/uv résultant de la contraction de wv. Soit I" un ensemble dominant
minimum de G. Si u,v € T', alors I'\ {v} est un autre dominant de G, une contradiction. Si u € T, alors
nous prenons IV = (I'\ {u}) U{u'}. Si u,v ¢ T, alors nous prenons I'' = I'. Dans les deux cas, I est un
dominant de G /uv, et donc y(G) = |I’| > v(G/uv). Maintenant supposons que v(G) > ~(G/uv). Soit
I'" un ensemble dominant minimum de G /uv. Si v’ € I, alors (I \ {v'}) U {u} est un dominant de G
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tel que (I \ {v'}) U {u}| = v(G/uv) < v(G), une contradiction. Si v’ ¢ I/, alors I' est un dominant
de G, une contradiction. Donc v(G) = (G /uv). O

Propriété 2.3 Soit G = (V, E) un graphe connezxe sans griffe tel que 6(G) = 1. Soit u une feuille et v
son voisin. Alors il existe T' un ensemble dominant minimum de G tel que T' = {v} UT", ot TV est un
ensemble dominant minimum de G' = G — N|v].

Preuve: Puisque u est une feuille, il existe I' un ensemble dominant minimum de G ou v € I'. Soit
w € N(v) \ {u}. Puisque G est sans griffe, alors N(w) \ N[v] est une clique. Nous pouvons supposer
que w ¢ T, car nous pourrions remplacer w par w' € N(w) \ N[v] afin d’obtenir un autre ensemble
dominant minimum de G (notons que si N (w)\ N [v] est vide, alors I" ne peut étre un ensemble dominant
minimum). Nous montrons que I = I' \ N[v] est un ensemble dominant minimum de G’ = G — N|v].
Clairement I est un dominant de G’. Si il existe S un ensemble dominant minimum de G’ tel que
|S] < |T”|, alors S U {v} est un dominant de G ou |S'U {v}| < T, une contradiction. O

En conséquence de la propriété précédente, si un ensemble dominant minimum de G' = G — N|[v]
peut étre calculé en temps polynomial, alors un ensemble dominant minimum de G peut aussi étre
calculé en temps polynomial.

Nous observons que si un graphe posséde des structures dominantes de taille fixée, alors nous
pouvons calculer un ensemble dominant minimum en temps polynomial dans ce graphe.

Propriété 2.4 Soit k > 0 un entier positif fizé et un graphe G = (V, E). Si il existe T CV, ou |T| < k
et V.= NIT], alors on peut calculer un ensemble dominant minimum dans G en temps polynomial.

Preuve: Puisque v(G) < k + £/, alors nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum en
O(n*). O

Propriété 2.5 Soit k, k' > 0 deux entiers positifs fixrés et G = (V, E) un graphe. Si il existe T CV, o
IT| < k et W =V \ NI[T| tel que |W| < k', alors on peut calculer un ensemble dominant minimum
dans G en temps polynomial.

Preuve: Puisque v(G) < k, alors nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum en O (nF*%"),
O

2.2.2 Graphes avec des longs cycles induits

Nous donnons deux lemmes qui nous permettent de conclure que DOMINANT MINIMUM peut étre
résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe et sans Py, & < 8, lorsqu’ils contiennent un
long cycle induit.

Lemme 2.6 Pour tout entier fité k > 6, si G est un graphe connexe sans griffe et sans Py tel que
Cir. C; G, alors un ensemble dominant minimum de G peut étre calculé en temps polynomial.
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Preuve: Soit Cp = vy — -+ — v — vy, Cx C; G. Soit v & V(Cy) tel que N(v) NV (Cy) # (). Puisque
G est sans griffe et que k£ > 6, nous avons 2 < |N(v) N V(Ci)| < 4. Si [N(v) N V(Cy)| = 2, alors
les deux voisins de v dans C} doivent étre consécutifs, et donc P C; G, une contradiction. Pour
3 < |N(v) NV (C)| < 4, soit w un voisin de v. Si N(w) NV (Cy) = 0, alors il y a une griffe induite
centrée sur v, une contradiction. Donc tous les voisins de v ont un voisin dans Cy, et donc N[Cy| = V.
D’apres la Propriété 2.4, nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum de G en temps
polynomial. |

Lemme 2.7 Pour tout entier fité k > 6, si G est un graphe connexe sans griffe, sans Py et sans CY, tel
que Cr_1 C; G, alors un ensemble dominant minimum de G peut étre calculé en temps polynomial.

Preuve: Soit Cy_1 =v1 — -+ —vp_1 —v1, Ck—1 C; G, et v & V(Ck_1) tel que N(v) NV (Ck_1) # 0.
Sik>17, alors 2 <|N(w)NV(Ck_1)| <4;si k=6, alors 2 < |N(v)NV(Ck-1)| <5. Soit w un voisin
de v tel que N(w) NV (Cx_1) =0. Si 3 <|N(v)NV(Ck_1)| <5, alors il y a une griffe induite centrée
sur v, une contradiction. Si |[N(v) N V(Ci-1)| = 2, alors il y a P, C; G, une contradiction. Donc
N[Ck—1] = V et d’apres la Propriété 2.4, nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum de
G en temps polynomial. O

2.2.3 Graphes sans longs cycles induits

Dans cette section, nous montrons que, pour tout entier positif fixé k < 8, si G est un graphe sans
(griffe, Py, Ck, Cr_1), tel que Cx_2 C; G, alors un ensemble dominant minimum de G peut étre calculé
en temps polynomial. Le premier lemme donne une propriété structurelle de GG. Nous utilisons cette
propriété pour montrer deux autres lemmes, le premier étant pour k = 6, et le second pour 7 < k < 8.

Lemme 2.8 Pour tout entier positif fité k > 6, si G est un graphe connexe sans (griffe,Py, Cy, Cr—1)
tel que Cx—o C; G, alors W =V \ N[V (Ck—_2)] est un ensemble indépendant de G.

Preuve: Soit C = Cy_9 =v; — -+ —vp_2 —v1, 00 C C; G, et soit v € N[V (C)] \ V(C). Nous avons
2 < |N¢(v)| < 5 (notons que |[Ng(v)| = 5 seulement si C' = C5). Soit W = V \ N[V(C)], et soit
w € W un voisin de v. Si 3 < |N¢(v)| < 5, alors il y a une griffe, une contradiction. Donc v est tel que
Ne(v) = {vi,vit1}, pour 1 < i < k — 2 (par abus de notation, quand 7 = k — 2 nous supposons que
vi+1 = v1). D’apres la Propriété 2.2, nous pouvons supposer que tous les sommets contractables de G
sont contractés. De plus, d’apres la Propriété 2.3, nous pouvons supposer que G n’a pas de feuille.
Supposons, par contradiction, que w ait un voisin w’, ot w’ € W. Si w’ n’a pas de voisin dans
N(V(C)), alors il y a P, C; G, une contradiction. Donc w’ a un voisin dans N(V(C)). Rappelons
que N[w] # N[w']. Si vw’ &€ E, alors il y a P, C; G, une contradiction. Donc w et w’ ont les
mémes voisins dans N(V(C)) mais pas dans W. Donc il existe r € W tel que rw € E,rw’ ¢ E. Les
arguments précédents impliquent que rv € E. Mais G[{r,v,v;, w'}] est une griffe, une contradiction.
Donc, W =V \ N[V (Ck_2)] est un ensemble indépendant de G. O

Lemme 2.9 Si G est un graphe conneze sans (griffe,Ps, Cs,C5) tel que Cy C; G, alors un ensemble
dominant minimum de G peut étre calculé en temps polynomial.
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Preuve: Soit C =Cy=v; —---—vg —v1, 00 C C; G, et soit v & V(C) tel que N(v) NV (C) # 0.
Nous avons 2 < |N¢(v)| < 4. Soit W =V \ N[C], et soit w € W un voisin de v. Si 3 < |Ng(v)| < 4,
alors G possede une griffe, une contradiction. Donc N¢(v) = {v;, vit1}, pour 1 < i < 4 (par abus
de notation, quand ¢ = 4 nous supposons que v;y1 = v1). D’apres la Propriété 2.2, nous pouvons
supposer que tous les sommets contractables de G sont contractés. De plus, d’apres la Propriété 2.3,
nous pouvons supposer que GG n’a pas de feuille.

D’apres la Propriété 2.5, si |IW| < 1, alors un ensemble dominant minimum de G peut étre calculé
en temps polynomial. Donc nous pouvons supposer que |W| > 2. D’apres le Lemme 2.8, W est un
ensemble indépendant de G. Nous montrons que tous les sommets v € N[W]\ W ont exactement le
méme voisinage dans C.

Soit w,w’ € W, w # w', tels que w a un voisin v € N[C] \ V(C) et w" a un voisin v' € N[C]\
V(C). Puisque G est sans griffe v # v’. Sans perte de généralité No(v) = {v1,v2}. Supposons que
Ne(v) # Ne(v'). Sans perte de généralité Ngo(v') = {vg,v3} (notons que Ng(v') = {v1,v4} est
symétrique). Si vv’ € E, alors w — v —v; — vy — vz —v' = Pg, sinon v1 — v — v’ — vz — vy = C5, une
contradiction. Maintenant il reste le cas N¢(v') = {v3,v4}. Nous avons vv’ ¢ E sinon il y a une griffe,
mais w—v—v, —vg — v —w’ = P, une contradiction. Alors, sans perte de généralité, tous les sommets
w € W n’ont que des voisins v € N[C] \ V(C) tel que N(v) = {v1, va}.

Soit |W| = ¢, ot ¢ > 2. Nous montrons que 7(G) = g+ 1. Puisque W est un ensemble indépendant,

et que pour toute paire w,w’ € W, w # w', nous avons N[w] N N[w'] = @, nous devons prendre ¢
sommets de N[W] pour dominer les sommets V. Ces sommets ne peuvent dominer ni v3 ni vg4. Donc
1G) zq+1

Nous construisons un ensemble dominant minimum de GG. Nous prenons un voisin de chaque w € W
pour former R. Clairement, I' = RU{vs} domine V(C)UN|R]. Supposons qu'il existe s € N[C]\V(C)
qui n’est pas dominé par I'. Si Ne(s) = {vy,va}, alors il existe € R tel que G[{r, s,v1,v4}] est une
griffe, une contradiction. Si N¢(s) = {v1, v4}, alors w — v —ve —v3 —vg — s = Pg, une contradiction. Si
Nc(s) = {v1,va,va}, alors il existe r € R tel que G[{r, s, v2, v3}] est une griffe, une contradiction. Donc
tous les sommets s ¢ N[R] U V(C) sont dominés par vs. Nous en déduisons que I' est un ensemble
dominant minimum de G. Clairement I' peut étre construit en temps polynomial. O

Lemme 2.10 Pour k € {7,8}, si G est un graphe connezxe sans (griffe, Py, Ck, Cr_1) tel que Cx_o C; G,
alors un ensemble dominant minimum de G peut étre calculé en temps polynomial.

Preuve: D’apres les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets contrac-
tables de GG sont contractés et que G n’a pas de feuille. Soit C =Cy_9o=v1 —--—vp_o—v1, C C; G
et v € N[C]\ V(C). Nous avons 2 < [N¢(v)| <5 (notons que |[N¢(v)| = 5 seulement si C' = C5). Soit
S=N[C]\V(C), W =V \N|[C] et we W un voisin de v. Si 3 < |N¢(v)| < 4, alors G a une griffe,
une contradiction. Donc, v est tel que N¢o(v) = {v;, vi+1}, pour 1 < i < k — 2 (par abus de notation,
quand ¢ = k — 2 nous supposons que vj41 = v1).

Nous montrons que pour tous w € W, il existe v,v" € N(w) tels que Ng(v) N Ne(v') = 0. Soit
w e W et v,v' € Ng(w), v #0.

Premiérement, nous montrons que N¢(v) # Nea(v'). Supposons que Ne(v) = N (v'). Sans perte
de généralité N (v) = {v1,v2}. Nous avons vv’ € E ou sinon G[{v,v’, v1, vx_o}] est une griffe. Puisque
Nlv] # N[V], il existe u € V tel que uv € E et wv' ¢ E. Si uw € W, alors d’apres le Lemme
2.8, nous avons ww ¢ E, mais G[{u,v,w,v;}] est une griffe, une contradiction. Donc nous pouvons
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supposer que u € S. Si No(u) = {v1,v2}, alors G[{u, v, va, v3}] est une griffe, une contradiction. Donc
Ne(u) # Ne(v) et nous pouvons supposer que uw ¢ E, ou sinon nous avons u,v deux voisins de
w avec un voisinage distinct dans C. Si Neo(u) N Neo(v) = 0, alors G[{u,v,v1,w}] est une griffe, une
contradiction. Donc, sans perte de généralité, nous supposons que N¢(u) N Ne(v) = {v1}, mais dans ce
cas G[{u,v,ve, w}] est une griffe, une contradiction. Donc N[v] = N[v'] et v, v’ peuvent étre contractés,
impliquant que w est une feuille, une contradiction. Donc pour tout w € W, il existe v,v" € Ng(w),
v # v tels que Ng(v) # No(v').

Nous montrons que N¢(v) N N (v') = ). Sans perte de généralité, supposons que N¢(v) = {v1, v}
et que Ng(v') = {vg,v3}. Si v’ € E, alors v7 —v — v —w3 — -+ —vp_9 — v3 = Ck_1, sinon
v —v—w—v —wv3 — -+ —v_g —v; = Cf, une contradiction. Donc tous les sommets w € W,
ont deux voisins v,v’ € S tels que N¢o(v) N N (v') = 0.

D’apres la Propriété 2.5, nous pouvons supposer que |W| > 2. Soit w,w’ € W (rappelons que
ww' ¢ F). Puisque w et w’ ont deux voisins dans S qui n’ont pas de voisinage s’intersectant dans C,
soit v € N(w), v' € N(w') tels que No(v) N Neo(v') = 0. Sans perte de généralité No(v) = {v1,v2}.
Supposons que Ne(v') = {vs, v4} (notons que N(v') = {vg_2,vk_3} est symétrique). Si vv’ € E, alors
G[{v,v',v1,w}] est une griffe, sinon w—v—v; —vg_9—---—vy — V' —w' = P, une contradiction. Donc
les sommets de N¢o(v) ne sont pas adjacents aux sommets de N¢(v'). Nous en déduisons que pour
k =7, puisque Ck_2 = Cs, une telle configuration n’est jamais possible. Nous avons donc |[W| <1 et
d’apres la Propriété 2.5, un ensemble dominant minimum peut étre calculé en temps polynomial.

Nous traitons le cas restant ou k = 8. Soit |W| = ¢, ¢ > 2. Nous montrons que v(G) = q + 2.
Puisque W est indépendant et que pour toute paire distincte w,w’ € W, N[w]|N N[w'] = 0, alors nous
devons prendre ¢ sommets de N[W] afin de dominer les sommets de W. Soit w,w’ € W. D’apres les
arguments précédents, nous pouvons supposer que w a un voisin v tel que No(v) = {v1,v2}, et que w’
a un voisin v’ tel que Ne(v') = {vg,v5} (chaque sommet de W a deux voisins qui sont respectivement
{v1,v2} et {vg,v5} car C = Cg). Puisque G est sans griffe, alors vv’ € E. Les ¢ sommets qui dominent
W ne peuvent dominer v3 et vg. Donc y(G) > g + 1.

Supposons que y(G) = ¢ + 1. L’ensemble dominant minimum de G doit contenir un sommet
s € S qui est un voisin de v3 et vg. Si vs € F, respectivement v's € E, alors G a une griffe (car s
ne peut étre complet & N¢o(v) U No(v')), une contradiction. Aussi, s doit avoir (v; ou vs) et (vg ou
v4) comme voisins, sinon G a une griffe. Nous supposons d’abord que N(s) = {v1,v2,v3,v6}. Alors
w—v—uv;—s—v3—vy4—v' —w’ = Py (rappelons que vv’ & E puisque G est sans griffe), une contradiction.
Le cas o N (s) = {vs, v4, v5, v6} est symétrique. Maintenant nous supposons que N (s) = {v1, v3, v4, v6}
(notons que N (s) = {vq, v3, v5,v6} est symétrique). Alors w — v — vy —v3 — s — vg — v5 — v’ = Ps, une
contradiction. Donc v(G) > ¢ + 2.

Nous montrons que I' = {v,v4} U W est un ensemble dominant minimum de G. Clairement I’
domine N[W]U V(C). Soit s ¢ N[W]U V(C). Donc s € S. Supposons que svq,svy ¢ E. D’apres
les arguments précédents, nous avons ws ¢ FE et vs ¢ E, sinon G[{v,s,v1,w}]| est une griffe. Si
N(s) = {va,v3}, alors w — v — vy — vg — v5 — vg4 — v3 — s = Py, une contradiction. Par symétrie
N(s) # {vs,v6}. Comme montré précédemment N(s) # {v2,vs,vs,v6}. Donc tous s ¢ N[W]U V(C)
est dominé par v; ou vg. Nous en déduisons que I' = {v1,v4} UW est un ensemble dominant de G. O

D’apres les Lemmes 2.6, 2.7, 2.9, 2.10, nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire 2.11 Soit G un graphe connexe sans griffe et sans Py, ou 6 < k < 8. 5t C; C; G, ou
k—2 <1<k, alors un ensemble dominant minimum de G peut étre calculé en temps polynomial.

2.2.4 Graphes avec petits cycles induits

Dans cette section, nous montrons que DOMINANT MINIMUM peut étre résolu en temps polynomial
dans les graphes sans griffe et sans Ps. En commencant par le résultat sur la complexité du DOMINANT
MiNIMUM dans les graphes sans griffe et sans Ps, nous montrons successivement que le probléme peut
étre résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe et sans Py, puis dans les graphes sans
griffe et sans Pr, et nous concluons sur la classe des graphes sans griffe et sans Pg.

D. Malyshev a montré dans [62] que DOMINANT MINIMUM peut étre résolu en temps polynomial
dans les graphes sans K 4 et sans P5. Donc nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 2.12 DOMINANT MINIMUM peut étre résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans Ps.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant :

Lemme 2.13 DOMINANT MINIMUM peut étre résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans Pg.

Preuve: D’apres le Corollaire 2.11, si C) C; G, 4 < [ < 6, alors on peut calculer un ensemble
dominant minimum dans G en temps polynomial. Si G est sans-(griffe,Cy, Cs, Cs, Ps), alors G est un
graphe triangulé. Or on sait qu’il est possible de calculer un ensemble dominant minimum dans les
graphes triangulés sans griffe. a

Lemme 2.14 Si G est un graphe connexe sans (griffe,Cs,Ces,C7, Pr), alors un ensemble dominant
minimum de G peut étre calculé en temps polynomial.

Preuve: D’apres les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets contractables
de G sont contractés et que GG n’a pas de feuille. D’apres le Lemme 2.13, nous pouvons supposer que
Py C; G. Soit P = v — vy — v3 — vg — U5 — Vg.

Soit W = V \ N[V(P)]. D’apres la Propriété 2.4, si W = 0, alors on peut calculer un en-
semble dominant minimum de G en temps polynomial. Nous pouvons donc supposer que W # ().
Soit S = {v € V\V(P):2 < |Np(v)| < 4}. Nous définissons S; C S comme les sommets v
tels que |Np(v)| = i. Soit H; = {v € Sy : Np(v) = {v;,vit1}, 1 < i < 5}. Puisque G est sans
griffe, chaque H; est une clique. Si il y a une aréte r;r;+1 € E avec r; € H;, r;41 € H;yq, alors
P=wv—-- —v;—1; = 1rit1 — Viy2 — - - - — vg = P, une contradiction. Si il y a une aréte r;r; € E avec
r; € Hy,r; € Hjet j > 1+ 3, alors C, C; G, p > 5. Donc Hj est anti-complet a Ho, Hy, Hs ; et Ho est
anti-complet a Hs, Hs ; et H3 est anti-complet a Hy.

Nous définissons R; comme 1’ensemble des sommets de H; ayant un voisin dans W, i.e. R; = {v €
H; : Ny (v) # 0}, pour 1 <14 < 5. Puisque G est sans Py, alors Ry = R5 = ().

Soit r € R;, 7" € R;, v # 1, ou i € {2,4}, tels que r, respectivement 1/, a un voisin w € W,
respectivement w’ € W. Nous montrons que Ng(r) = Ng(r').
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Supposons, par contradiction, qu’il existe s € S tel que rs € E, s ¢ E. D’apres les argu-
ments précédents s ¢ R; U H;—1 U H;4q. Soit i = 2 (le cas i = 4 est symétrique). Rappelons
que Hy est anti-complet & Hy, Hs, Hs, et donc s € Hy U S3 U Sy. Si s € Hy, alors G[{r,w,vs, s}]|
est une griffe, une contradiction. Donc s € S3 U Sy. Si Np(s) = {v1,ve,v3}, alors G[{r’,vs, v4, s}]
est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {va,vs,v4}, alors G[{r’,v1,va, s}] est une griffe, une
contradiction. Si Np(s) = {vs,vs4,v5} ou Np(s) = {v4,v5,v6}, alors G[{r, vy, w,s}| est une griffe,
une contradiction. Donc s € Sy. Si Np(s) = {v1,v2,v3,v4}, alors G[{r,v1,v4, s}] est une griffe, une
contradiction. Si Np(s) = {va,vs,v4,vs5}, alors G[{r, v1,vs,s}] est une griffe, une contradiction. Si
Np(s) = {vs,v4,v5,v6}, alors G[{r,v4,ve,s}] est une griffe, une contradiction. Maintenant prenons
i = 3. Rappelons que Hj est anti-complet a Ho, Hy, et que donc s € Hy U H5 U S3U Sy. Si s € Hy (le
cas s € Hj est symétrique), alors G[{r, w, vs, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s € S3U Sy. Si
Np(s) ={v1,va,v3} (le cas Np(s) = {va,vs, v6} est symétrique), alors G[{r, w, v4, s}] est une griffe, une
contradiction. Si Np(s) = {va, v3,v4} (le cas Np(s) = {vs, v4,v5} est symétrique), alors G[{r’, vy, vs, s}|
est une griffe, une contradiction. Donc s € Sy. Si Np(s) = {v1,v2,v4,v5} ou Np(s) = {vy,va,v5, 06},
alors G[{r, v1,vs, s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {va, v, vs,v6}, alors G[{r’, v3,v4, s}]
est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {v1,va,v3,v4} (le cas Np(s) = {vs,vs4,v5,v6} est sy-
métrique), alors G[{r’, vy, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Donc Np(s) = {ve, v3, v4,v5} mais
G[{r,ve,vs, s}] est une griffe, une contradiction. Donc Ng(r) = Ng(r').

Soit 79 € Ra, 15 € Ra, 79 # 14 tels que r9 a un voisin w € W, et r} a un voisin w’ € W. Soit
ry € Ry, 7} € Ry, 14 # 1} tels que 74 est voisin de w, et r) est voisin de w’. Nous montrons que
N\ g, (r2) = Ng\p, (r5), respectivement Ngy g, (ra) = N\ g1, (774)-

Supposons, par contradiction, qu’il y ait s € S tel que ros € E,rhs ¢ E. D’aprés les arguments
précédents s ¢ HiUHoUH3. Quand s € Hy, nous savons que s n’est pas un voisin de w. Si s € HyU Hs,
alors G[{ra, v2, w, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s € S3U Sy. Si Np(s) = {v1,v2,v3}, alors
G[{rh,v3,v4,s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {va,vs,v4}, alors G[{r),v1,va, s}] est
une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {v3,v4,v5}, alors G[{ra, va, w, s}| est une griffe, une contra-
diction. Si Np(s) = {v4,vs5,v6}, alors G[{ra,v4, v, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s € Sy.
Si Np(s) = {v1,v2,v4,v5} ou Np(s) = {v1,va,v5,v6}, alors G[{r, v1,vs, s}] est une griffe, une contra-
diction. Si Np(s) = {ve,v3,vs5,v6}, alors G[{r’, v3,v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) =
{v1, v, v3,v4}, alors G[{ra, v1,v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {ve, v3, v4,v5}, alors
G[{rh, v1,v2, s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {vs, v4, vs,v6}, alors G[{ra, v4, vs, s}] est
une griffe, une contradiction. Donc Ng\ g, (r2) = Ng\p,(r5) et par symétrie, pour ry € Ry, 7} # 74,
nous avons Ng\ g, (74) = N\ 1, (7))

Soit w € W. Nous montrons que w n’a pas deux voisins r;, 7,11 ou 1; € R;, r41 € R;11. Nous
supposons, par contradiction, que ces deux voisins existent. Alors vy —- - - —v; —r; —wW—"7T; 41 —Vjiyo—- - —
ve = P, une contradiction. Maintenant, puisque Ry = Rs = 0, si w a deux voisins r; € R;, rj € Rj,
1 # j, alors ces deux voisins sont 19 € Ra, 14 € Ry, avec rory € E, sinon w—1r4 —v4—vs — 19 —w = C5.
De plus, quand w a deux voisins 19 € Ry, 74 € Ry, alors chaque voisin w’ € Ny (w) a r9 et 74 comme
voisin. Supposons, par contradiction, que w ait un voisin w’ € W tel que w'ry € E (le cas w'ry ¢ E
est symétrique). Alors w’ —w — 19 — w3 — -+ — vg = P7, une contradiction. Nous en déduisons que
N[w] = N[w'], une contradiction.

Donc en définissant Zoy = {w € W : w a deux voisins 9 € Ra,74 € R4}, nous avons Za4 un
ensemble indépendant de G.
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Soit w,w’ € Zay, w # w'. Puisque G est sans griffe, nous avons N(w) N N(w') = (). Nous montrons
que Npg,(w) est anti-complet & Ng, (w’), et que Ng,(w) est anti-complet & Ng,(w’). Par contradiction,
sl w a un voisin r9 € Ry, et que w’ a un voisin 74 € Ry, tels que rory € E, alors G[{va, 12, w,r4}] est
une griffe, une contradiction.

Soit Z; = {w € W : w a un voisin dans R; \ (Ng,(Za24)}, 2 <i < 4}.

Nous montrons que Zo, Z3, Z4 sont deux a deux anti-complets. Si il y a une aréte wowy € E, ou
wy € Za, wy € Zy, avec rhy € Ra, 1y € Ry les voisins respectifs de wa, wy, alors wo—rh —vg—uvg—r) —wy—
wy = Cg (ryry ¢ E sinon G[{va,rh, wa,ry}] est une griffe). Si il y a une aréte wows € E, ot wy € Za,
w3 € Zs, avec 15 € Ra, 15 € Ry les voisins respectifs de wq, w3, alors wy — 1y — v3 — 15 — wg — wg = C5
(rappelons que r4ry ¢ E). Nous en déduisons par symétrie qu’il n’y a pas d’aréte entre Z3 et Zy.

Soit Y = W\ (Z2UZ3UZ4UZy). Observons que pour tout w € Y, nous avons Ny, (w) = Nz, (w) =
Nz,,(w) =0, sinon P; C; G.

Soit Y3 = {w € Y : w a un voisin dans Z3}. Si il existe w’ € Y\ Y3 tel que w’ a un voisin w € Y3,
alors P; C; G. Donc Y = Y3.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Y3, Zo, Z4 sont trois ensembles indépendants de G.
Les arguments sont les mémes pour les trois ensembles, donc nous montrons que Zs est un ensemble
indépendant de G. Supposons, par contradiction, qu’il y ait wi,we € Zs tels que wiwe € E. Nous
montrons que Npg,(wi) = Npg,(w2). Si Ng,(w1) # Ng,(w2), alors il existe 7o € Ry qui est un voisin
de wy mais n’est pas un voisin we. Alors wo — wy — 19 — v3 — -+ — vg = P7, une contradiction. Si
Nz,(w1) # Nz,(w2), alors il existe w3 € Zy tel que wows € E, wiws ¢ E, mais G[{va, re, w1, ws}]
est une griffe, une contradiction. Alors N[wi] = N[ws], une contradiction. Donc Zy, Zy, Y3 sont trois
ensembles indépendants de G.

Puisque G est sans griffe, alors pour toute paire distincte wy,ws € Zo U Z4 U Y3, nous avons
N(wi) N N(wy) = 0.

Nous montrons que pour tout w € Y3, N(w) est une clique. Soit w € Y3. Supposons qu’il y
ait s, s’ deux sommets non-adjacents dans N(w). Puisque G est sans griffe, s, s’ n’ont pas de voisin
commun dans R3. Soit 7 € R3 un voisin de s. Alors s’ —w —s—1r —wv3—vy — vy = Py, une contradiction.

Puisque G est sans griffe, si il y a un sommet r € R; ayant un voisin z € Z;, et un sommet s € S
tel que sz € E et v; € N(s), alors G a une griffe, une contradiction, (notons que v; 11 € N(s) est
symétrique). Donc N(Z;) est anti-complet & Hj, j # i.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Zs = Z4 = (). Les arguments sont les mémes
dans les deux cas, donc nous considérons Z,. Soit 7,7’ € Ry deux voisins de w € Z,. Nous mon-
trons que N[r] = N[r']. Puisque Ng(w) = Ng,(w) et r’ € E , alors comme montré précédemment
Ng(r) = Ng(r'). Pour une paire distincte wy, we € Za, N(w1) N N(wz) = 0. Donc N[r] = N[r'], une
contradiction. Alors w est une feuille, une contradiction.

Maintenant, nous étudions la structure de Zs3. Pour toute paire distincte wi,wy € Z3 telle que
wiwe € E, il ne peut pas exister deux sommets distincts w), wh € Z3 tels que wiw) € E, wijws € E et
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wowhy € E, wiwh ¢ E. Nous supposons, par contradiction, qu’une telle paire existe. Nous supposons
d’abord que wy a un voisin ro € R3 tel que rowy € E. Siwiry € E, alors v1 —vy—v3—rg—wy—w —w) =
Py, sinon G[{vy, 73, wy, w]}] est une griffe, une contradiction. Donc wq, we ont un voisin en commun
r1 € Rs. Si wiry € E, alors G[{vs, r1,wa, w]}] est une griffe, une contradiction. Donc wir € E et w}
a un voisin | € Rs,r] # r1. Si rjwe € E, alors G[{vs, ], w2, w]}] est une griffe, une contradiction.
Donc rjws € E. Si rjwy € E, alors vi — vy — v3 — 7] — w} — w1 — we = Pr, une contradiction. Donc
riwy € E. Sirjw) & E, alors v — vy — v3 — r} —wy —wy — wh = Py, une contradiction. Donc rjw) € E
mais G[{vy, 7], w1, w)}] est une griffe, une contradiction.

En conséquence, chaque composante connexe A; de Z3 a un sommet universel. Aussi, G étant sans
griffe, deux composantes connexes distinctes ne peuvent partager un voisin dans R3. De plus, d’aprés
la Propriété 2.3, nous pouvons supposer que w3 € Z3 n’est pas une feuille.

Nous montrons que w € Y3 est relié & un sommet universel d’une composante connexe A; de Zs.
Nous supposons que les voisins de w ne sont pas universels dans A;. Soit s € A; un voisin de w, et
u,u # s, un sommet universel de A;. Puisque s n’est pas universel, il existe v,v € A; tel que sv € E
et uv € E. Puisque N(w) est une clique, alors wv ¢ E. Soit r € R3 un voisin de s. Puisque G est sans
griffe, alors v € E. Soit 7’ € R3,r’ # r, un voisin de v. D’apres les arguments précédents r's € E. Si
r'u € E, alors v —vg—v3—1'—v—u—s = Py, sinon v; —vg—v3—1' —u—s—w = P7, une contradiction.

Nous sommes prét a construire un ensemble dominant minimum de G.

Premierement, nous considérons le cas Zoy # (). Soit ro € Ry, r4 € R4 deux voisins de w € Zoy.
Nous montrons que R3 = (). Supposons qu’il existe w’ € W ayant un voisin r3 € Rs. Puisque w’
n’est pas un voisin de 79 ou 74, nous avons w’ — r3 — v3 — r9 — 14 — V5 — vg = P7, une contradiction.
Donc R3 = 0, et puisque Zy = Z, = (), alors W = Zs4. Rappelons que W = Zy4 est un ensemble
indépendant, et que pour toute paire distincte w’, w’ € Zay, nous avons N(w) N N(w') = 0.

Nous construisons un ensemble dominant minimum de G comme suit :

D’apres la Propriété 2.5, nous pouvons supposer que |W| > 2. Prenons 5 € Re un voisin de w
(rappelons que les voisins de w dans R;,i € {2,4}, ont le méme voisinage et que tous les sommets
de R; ont les mémes voisins dans S\ Hy), et pour tout autre w’ € Zay, nous prenons n’importe quel
voisin 7y € Ry. Ces sommets dominent Zoy U Hy U Hy U {vg, v3,v4,v5}. Au moins un autre sommet
est nécessaire pour dominer G puisque vp et vg ne sont pas dominés. En prenant les trois sommets
v, U4, Vg, NOUS obtenons un ensemble dominant (pas nécessairement minimum). Nous vérifions d’abord
si il existe s un voisin de v; et vg qui domine le reste du graphe. Si un tel sommet s n’existe pas,
en prenant toutes les paires si, sg ol s; est un voisin de v;,7 € {1,6}, on peut vérifier si il existe un
ensemble dominant minimum avec seulement deux sommets de plus (notons qu’il y a au plus O(n?)
de ces paires).

Nous considérons le cas Zag = 0.
Nous construisons un ensemble dominant minimum de G comme suit :

— Y3 # (). Pour chaque w € Y3, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
A; de Z3 qui est relié & w. Pour chaque composante connexe A; de Z3 qui n’est pas connecté a
un sommet de Y3, nous faisons comme suit : si il existe 3 € R3 qui est complet & A; (rappelons
que ces sommets ont le méme voisinage), alors nous prenons r3, sinon nous prenons un sommet
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universel de A;. Ces sommets dominent Y3U Z3. Au moins un sommet de plus est nécessaire pour
dominer G puisque v1 et vg ne sont pas dominés. En prenant les trois sommets vo, v4, Vg, NOUS
obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions d’abord si
il existe s un voisin de v; et vg dominant le reste du graphe. Si un tel sommet s n’est pas trouvé,
alors pour toutes les paires s1, s ou s; est un voisin de v;,7 € {1,6}, nous pouvons vérifier si il
y a un ensemble dominant minimum avec seulement deux autres sommets (notons qu’il y a au
plus O(n?) de ces paires).

— Y3 = (). Alors Z3 = W. Pour chaque composante connexe A; de Zs3, si il existe r3 € R3 qui est
complet & A; (rappelons que ces sommets ont le méme voisinage), alors nous prenons r3, sinon
nous prenons un sommet universel de A;. Ces sommets dominent Z3. Au moins un sommet de
plus est nécessaire pour dominer G puisque vy et vg ne sont pas dominés. En prenant les trois
sommets v, v4, Vg nous obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum).
Nous vérifions d’abord si il existe s un voisin de v; et vg qui domine le reste du graphe. Si
un tel sommet s n’est pas trouvé, alors pour toutes les paires sq,Sg ou s; est un voisin de v;,
i € {1,6}, nous pouvons vérifier si il y a un ensemble dominant minimum avec seulement deux
autres sommets de plus.

La construction de cet ensemble dominant minimum est polynomial. a

Corollaire 2.15 DOMINANT MINIMUM peut étre résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans Pr.

Lemme 2.16 Si G est un graphe connexe sans (griffe,Cs, C7,Cs, Ps), ot C5 C; G, alors un ensemble
dominant minimum peut étre calculé en temps polynomial.

Preuve: D’apres les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets contrac-
tables de GG sont contractés et que G n’a pas de feuille. Soit C = v1 — vy —wv3 —vg4—v5 —v1 = C5 C; G.
Soit W =V \ N[V(C)]. D’apres la Propriété 2.4, si W = (), alors nous pouvons calculer un ensemble
dominant minimum de G en temps polynomial. Nous pouvons donc supposer que W # ().

Soit S ={v e V\V(C):2<|N(w)NV(C)| <5}, et S; C S l'ensemble des sommets v tels que
|IN(v)NV(C)| =1i.Soit H; = {v € Sy : N(v)NV(C) = {vj,vit1}}, pour 1 < i <5 (par abus de notation,
quand ¢ = 5 nous supposons que v;+1; = v1). Puisque G est sans griffe, chaque H; est une clique. De
plus, siil y a une aréte r;r;41 € E,our; € Hy, riy1 € Hijp1,alors ry—v;—vi—1—- - -—vi42—1i41—1; = Ch,
une contradiction. Donc H; est anti-complet a H; 1. Nous définissons R; comme ’ensemble des som-
mets de H; ayant un voisin dans W, i.e. R; ={v € H; : Nyy(v) # 0}, 1 <i<5 R=RyU---URjs.

Puisque W # (), nous supposons qu’il existe w; € W tel que wy a un voisin r; € R;. Supposons que
Ry # ). Tl existe wy € W avec un voisin 79 € Ry. Siwy = we, alors wy —ro—v3—v4—v5—v1—r1—wy = C7,
une contradiction. Donc wy # ws. Si wiwe € E, alors wy —ws — 19 —v3 —vg —v5 — vy — 11 — wy = Cf,
sinon wy — 71y — vy — V5 — V4 — V3 — g — we — wy; = Py, une contradiction. Donc, si R; # (), alors

Ri—l = Ri+1 = Q) Donc R2 = R5 = @

Soit r € R;, ' € Ry, v #1', i € {1,3,4} tels que r a un voisin w € W et v’ a un voisin w’ € W.
Nous montrons que Ng(r) = Ng(r').
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Supposons, par contradiction, qu’il y ait s € S tel que rs € E, r’'s ¢ E. D’apres les arguments pré-
cédents s ¢ Hi{UH;_1UH; 1. So0it i = 1. Si s € H3UHy, alors G[{r, v1,w, s}] est une griffe, une contra-
diction. Donc s € S3US4US5. Si No(s) = {v1,v2,v3} (le cas No(s) = {v1,v2,v5} est symétrique), alors
G{r',vs,w, s}] est une griffe, une contradiction. Si Na(s) = {va,v3,v4} (le cas No(s) = {v1,v4,v5}
est symétrique), alors G[{r,v1,w, s}] est une griffe, une contradiction. Si N¢(s) = {vs, v4,v5}, alors
G[{r,v3,vs,s}] est une griffe, une contradiction. Donc s € Sy U S5. Si Ne(s) = {v1,v2,v3,v4} (le
cas Ng(s) = {v1,v2,v4,v5} est symétrique), alors G[{r’,v1,v5,s}]| est une griffe, une contradiction.
Si No(s) = {v1,v3,v4,v5} ou No(s) = {va,v3,v4,v5} ou No(s) = {v1,v2,v3,v5} ou s € Ss, alors
G[{r, vs, vs, s}] est une griffe, une contradiction. Pour i = 3 et ¢ = 4 les arguments sont les mémes.
Donc Ng(r) = Ng(r').

Soit r1 € Ry, 7} € Ry, 1 # 74, tels que r1 a un voisin w € W, et 7} a un voisin w’ € W. Soit
r3 € R3, r5 € Rs, r3 # r4, tels que 73 a pour voisin w, et 74 a pour voisin w’. Nous montrons que
N\ i,y (1) = Ny (r1), 6 Ny, (r3) = Noyp, (73)-

Soit ¢ = 1. Supposons, par contradiction, qu’il y ait s € S\ R3 tel que r1s € E, rjs &€ E. D’apres les
arguments précédents s ¢ H; U HyU Hs. Si s € Hy, alors G[{r1,v1,w, s}| est une griffe, une contradic-
tion. Donc s € S3U Sy U S5. Si No(s) = {v1,v2,v3} (le cas No(s) = {v1,v2,v5} est symétrique), alors
G[{r!,v1,vs, s} est une griffe, une contradiction. Si No(s) = {va,vs,v4} (le cas Ne(s) = {v1, v4,v5}
est symétrique), alors G[{r1, v1,w, s}] est une griffe, une contradiction. Si N¢(s) = {vs,v4,vs}, alors
G[{r1,v3,vs,s}| est une griffe, une contradiction. Donc s € S4 U S5. Si No(s) = {v1,v2,v3,v4} (le
cas No(s) = {v1,v2,v4,v5} est symétrique), alors G[{r],v1,vs5,s}] est une griffe, une contradiction.
Si No(s) = {v1,v3,v4,v5} ou No(s) = {va,v3,v4,v5} ou No(s) = {v1,v2,v3,v5} ou s € S5, alors
G[{r1,v3,vs, s}| est une griffe, une contradiction. Par symétrie, les arguments sont les mémes pour
i =3. Donc Ng\r,(r1) = Ne\i, (r1) et Novp, (13) = N\ m, (15)-

Nous étudions le cas ot w; a un voisin r;, r; € Ry, i € {3,4}. Puisque les deux cas possibles sont
symétriques, soit r3, r3 € R3, un voisin de wy. Si rirs € E, alors wy —r1 — vy —vs —vg — 3 — wy = Ch,
une contradiction. Donc Ng, (w1) est complet & Ng,(wi). Puisque R3 # 0, nous avons Ry = ) et
Npr(w1) € Ry U R3. Nous définissons les sous-ensembles W suivants :

— Z={w e W : Np(w) # 0};

= {2€ 7 Nu(2) £, Nuy(2) =0, 1< i <5, i # )
— Zij={2€Z:Ng,(2) #0, Ng;(2) #0, 1 <i < j <5};
Y =W\Z

Premierement, nous montrons que Z; est anti-complet a Z;;. Ensuite, nous montrons que Z; n’est
composé que de feuilles (et donc nous pouvons considérer qu'il est vide). Pour finir, nous montrons
que si Z;; # 0, alors Z = Z;;. Soit w1 € Zi3, et puisque tous les cas sont symétriques, nous pouvons
nous concentrer sur 21 # ().

Soit wj € Zj avec un voisin rj, "y € Ry, v} # 7. Notons que rir3 ¢ E car G est sans
griffe. Si wyw) € E, alors rjw; € E, sinon w1 — w) —r] — vy —vs — vy — 13 — wy; = C7, mais
wy — ) — vy —vs — vy — r3 — wy = Cg, une contradiction. Donc wyw)] € E (par symétrie, pour tout
w3 € Zs, wiws € E). Donc Z; et Z3 sont anti-complets a Z13.
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Maintenant, nous montrons que les sommets de Z; sont des feuilles. Supposons qu’il existe v €
N(w)), v # 1 tel que N[v] # N[w)]. Siv € Zs, alors v—w] —r] —v1 —vs —v4—r3—w; = Py, une contra-
diction. Siv € Y, alors soit v—w| —r] —v; —vs—v4—r3—w; = Py ouv—w]—rj—vi—vs—vg4—r3—wi—v =
Csg, une contradiction. Si v € Z; et que rjv € E, alors v — w} —r] —v; — v5 — vg — r3 — wy = P, une
contradiction. Donc Ng, (w}) = Ng, (v). Puisque N[v] # N[w}], nous pouvons supposer qu’il existe
v € W tel que vv’ € E mais v'w] € E. Avec les mémes arguments que précédemment, nous avons
Npg, (v) = Ng, (v') et puisque wiv' &€ E, alors G[{r},v’, v1,w]}] est une griffe, une contradiction. Donc
les sommets de Z; sont des feuilles, une contradiction. Donc Z; = () et par symétrie Z3 = (). Donc
7 = Zi3.

Nous montrons que toutes les paires v, v" € Z13 ou vv’ € E sont telles que Ng,urs(v) = Ngyurs (V).
Soit w] € Z13 un voisin de w;. Supposons qu’il existe 7} € Ng, (w}) tel que rjwy € E. Sirirs € E, alors
G[{r},rs, vs, w1 }] est une griffe, une contradiction. Si rgw| ¢ E, alors wy—rs—uvs—vs—v1 —r] —wj—ws =
C7, sinon w} —r} —v1 — vs — vg — r3 — wj = Cp, une contradiction. Donc, Ng, (w1) = Ng, (w]) et par
symétrie Npg,(w1) = Np,(w)).

Supposons que Y # (). Soit y € Y un voisin de w;. Nous montrons que Z3 est une clique.
Soit w} € Zi3 tel que wiw) ¢ E. Puisque G est sans griffe, alors Ng,urs(w1) N Ng,urs(w)) = 0.
Mais il y a 7} un voisin de w} dans Ry tel que soit y —w; —r3 —wvg —vs —v1 — 7] —w] = P ou
Y— W] —T3— Vg — Vs — V] — r’l — w’l —y = (g, une contradiction, (notons que 7“’17“3 ¢ E puisque G est
sans griffe). Donc Z13 est une clique.

Nous montrons que les sommets de Y sont des feuilles. Supposons que y ait un voisin 3’ € Y. Si
ywy € E, alors y —y —w; — 11 —v1 — v5 — vg — v3 = Pg, une contradiction. Donc Nz(y) = Nz (v').
Puisque N[y] # N[y'], il existe v,v € Y, tel que vy € E, et vy’ & E. D’apres les arguments précédents
wyv € E, et donc G[{r1,w1,y’,v}] est une griffe, une contradiction. Donc Y est un ensemble indépen-
dant de G. Maintenant N(y) C Zj3 est une clique. Puisque pour toute paire distincte wy, w} € Zi3,
nous avons Np,urs(w1) = Npg,urs(w)), nous pouvons supposer que N (y) peut étre contracté en un
seul sommet. Donc, les sommets de Y sont des feuilles, une contradiction. Donc Y = (.

Comme montré précédemment, toute paire de sommets reliés de Z13 a le méme voisinage dans R,
et donc nous pouvons supposer que Zi3 est un ensemble indépendant. De plus, puisque G est sans
griffe, pour toute paire z, 2" € Z13, nous avons N[z] N N[z'] = (). Aussi, rappelons que le voisinage de
chaque z, z € Z13 est une clique.

Nous montrons comment construire un ensemble dominant minimum de G. Rappelons que W =
Z13. D’apres la Propriété 2.5, nous pouvons supposer que |W| > 2. Donc il y a wy,w] € Z13 ayant
pour voisins 71,7] € Ry et 13,75 € Rs, respectivement. Soit ¢ = |Z;3]. Clairement, ¢ sommets sont
nécessaires pour dominer Zj3. Nous prenons 7 et 5. Rappelons que les sommets de R; et Rs ont le
méme voisinage dans SUV (C'). Alors, nous prenons ¢—2 sommets w € Z13, w # wy, w}. Ces ¢ sommets
dominent {vy, ve, v3,v4}UH; UH3UZ3. Il reste & dominer des sommets de HoUHyU H5US3USyU{vs}.
Si il existe un sommet v, v € SU{vs}, qui est universel a ces sommets non-dominés, alors nous prenons
v. Sinon nous prenons les sommets {vg, v5}.

Maintenant, nous supposons que Z;; = (). Soit wi € Z;. Nous étudions le cas R3 # (. Rappe-
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lons que Ry = Ry = Rs = (). Soit wz € W tel que w3 a un voisin r3 € R3. Si wiws € E, alors
wyp — w3 —7r3 — v —v5 — vy —r; —wp = C7 (notons que rir3 € E puisque G est sans griffe), une
contradiction. Donc Z; est anti-complet a Z3. Supposons que w; ait un voisin v € Y. Si vws € F, alors
V—w3—T3—v4—V5—v1 —T1—w1—v = Cy, sinon v—w1 —r1 —v1 —v5—v4—r3—ws3 = Ps, une contradiction.
Donc tous les w} € W voisins de w; sont dans Z;. Si wir; € E, alors w] —w;—r1—v1—v5—v4—r3—ws =
Ps, une contradiction. Donc Ng(w1) = Ng(w)). Puisque G est sans griffe, alors pour tout r» € R, Ny (r)
est une clique, et donc N[w;] = N[w}], une contradiction. Donc Z; est un ensemble indépendant. Rap-
pelons que pour toute paire de sommets r, 7’ € R;, ou 1 < i < 5, nous avons Ng(r) = Ng(r’). Donc,
si 7, € Ry ont un voisin commun dans Z;, nous avons N[r] = N[r/], une contradiction. Donc les
sommets de Z; sont des feuilles, une contradiction. Par symétrie, W = Z; U Z3 = (), une contradiction.

Maintenant prenons le cas R3 = Ry = () (notons que Z = Z3).

Nous étudions les sous-cas Hy # 0); et Hs # (). Soit v € Hy (le cas v € Hy est symétrique). Nous
avons Y = (), sinonilyay €Y,z € Z;,r € Ry telsque v —v3 —vg —v5 —v) —7 — 2 —y =
Ps (rappelons que vr ¢ E). Donc W = Z = Zj. Soit wy,ws € W. Supposons que wjwy € E.
Rappelons que N[wi] # Nlws]. Soit wiry, were € E, r1 # rg, tels que wire ¢ E. Nous avons
V—v3 —U4 — U5 —Ul —T9 — wy —w; = Ps, une contradiction. Rappelons que pour tout sommet
r € R, Ny (r) est une clique, et que donc N|w;] = N|ws], une contradiction. Donc W est un ensemble
indépendant. De plus, pour tout w € W et r,7’ € N(w), r et 7’ ont le méme voisinage dans V(C)U S.
Donc les sommets de W sont des feuilles, et donc W = (), une contradiction.

Ainsi, nous pouvons supposer que Hy = H5 = (). Soit Z4, C Z, Z4 = {w € W : Ny (w) = 0}. Nous
montrons que toutes les composantes connexes A; de G[Z4] contiennent un sommet universel a A;.
Nous supposons, par contradiction, qu’il existe A;, A; C Z4 n’ayant pas de sommet universel.

Supposons que z1 — 23 — 23 — 24 = Py C; A;. Soit r € R; un voisin de z; (notons qu’il existe un Ps
dont les extrémités sont v et r). Puisque G est sans griffe, alors rz3,rz4 ¢ E. Sirzs € Eourze € E,
alors il y a un Py dont les extrémités sont v3 et z4, ou un Ps induit dont les extrémités sont v3 et z3,
une contradiction.

Maintenant, nous supposons que z; — 2o — 23 — 24 — 21 = Cy C; A;. Soit r € Ry un voisin de z;.
Puisque G est sans griffe, alors rzg &€ E. Si rzy € E, alors rz4 ¢ F puisque G est sans griffe, mais
V3—V4—U5—V1—T—20—23—24 = Pg, une contradiction. Sirzy € F, alors v3—vy—v5—v1—r—2z1—20—23 =
Ps, une contradiction.

Donc G[A4;] est sans Cy et sans Pj. Nous en déduisons qu’il existe z; — 2o — 23 = P3 C; G[A]
et z4 € A; tel que z421, 2429, 2423 € FE. Aussi, il existe z € A; tel que 20 — z — z4 et 221,223 € F,
mais A;[{z, 21, 23, z4}] est une griffe, une contradiction. Donc chaque A; possede un sommet univer-

sel a A;. Puisque G est sans griffe, pour deux composantes connexes distinctes A;, A;, nous avons
]\fR1 (Az) N NR1 (AJ) = 0.

Supposons que Y # (). Nous montrons que Y est un ensemble indépendant. Supposons qu’il y
ait y,y’ € Y avec yy' € E. Rappelons que N[y|] # N[y']. Si Nz (y) # Nz (y'), alors sans perte de
généralité ywy € E, y'w € E, mais v3 —vg —v5 —v1 —r1 — w1 —y —y' = Ps, une contradiction. Donc
Nz (y) = Nz, (¢'). Il n’y a pas de sommet 3y’ € Y tel que yy” € E, y'y" ¢ E, car G est sans griffe.
Donc Y est un ensemble indépendant de G et pour toute paire de sommets y,3’ € Y, nous avons
N(y)NN(y)=0.

Nous montrons que tout sommet y € Y a son voisinage N(y) qui induit une clique dans G. Sup-
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posons, par contradiction, que y ait deux voisins z1, 20 € Z, tels que 21290 € E. Puisque G est sans
griffe, alors z; et zo n’ont pas de voisin commun dans R;. Si il y a » € R; un voisin de 21, alors
Vg — Uy — U5 —V] — T — 21 — Y — 29 = Py, une contradiction. Donc Y est un ensemble indépendant de
G, et pour chaque y € Y, N(y) est une clique. Donc nous pouvons supposer que |N(y)| > 2, sinon y
est une feuille.

Nous montrons que nous pouvons supposer que les composantes A; de G[Z4] sont anti-complets
a N(Y). Puisque Y n’a pas de feuille, soit y € Y avec deux voisins z, 2’ € Z; tels que N[z] # N[/].
Supposons qu’il existe u € Z4 un voisin de z. Premi¢rement, nous supposons que Ng(z) # Ng(2).
Sans perte de généralité, soit r, 7’ € Ry les voisins respectifs de z, 2’ tels que 2,72’ € E. Si uz’ € E,
alors ur’ € E car G est sans griffe, mais alors v — z — 2’ — ' — vy —v5 —vq — v3 = Py, une contradiction.
Donc uz’,7’u € E, mais y —z—u—1'—v; —v5 —vg —v3 = P3, une contradiction. Donc Ng(z) = Ng(2').
Deuxiémement, nous supposons que Nz[z] # Nz[Z']. Sans perte de généralité uz’ ¢ E. Soit r € Ry
un voisin de z, z’. Clairement ru ¢ F car G est sans griffe, mais alors G[{r, u,y, z}] est une griffe, une
contradiction. Donc nous pouvons supposer que chaque composante A; est anti-complet & N(Y).

Nous décrivons comment construire un ensemble dominant minimum de G.

Soit ¢ = |Y| et k le nombre de composantes connexes de Z4. Clairement ¢ sommets sont nécessaires
pour dominer Y. Donc pour chaque y; € Y, nous prenons 'un de ses voisins comme suit. Soit R (y;) =
Ng,(N(yi)). Si y; a un voisin z; qui est complet & R;(y;), alors nous prenons z;, sinon nous prenons
un voisin arbitraire de y; (rappelons que dans les deux cas, ces sommets y; ont le méme voisinage dans
7). Ces ¢ sommets dominent Y U (Z \ Z4) et quelques sommets de R;(Y).

Maintenant k sommets sont nécessaires afin de dominer Z4. Pour chaque composante connexe
A; C Z4 :siil existe r € Ry qui est complet & A;, alors nous prenons r pour dominer (ceci est le cas
a) ; sinon nous prenons n’importe quel sommet universel de A; (ceci est le cas b) (rappelons que dans
les deux cas, ces sommets 7 ont le méme voisinage dans S).

Ces k sommets dominent Z4 U Hq U {v1,v2} si au moins un sommet est choisi dans le cas a, sinon
ils dominent seulement Z4.

Cas ou un sommet est choisi dans le cas a : v3,v4, v5 ne sont pas dominés par les ¢ + k sommets
déja sélectionnés (H;j est une clique, donc r € Ry domine H; U {v1,v2}). Donc un ensemble dominant
minimum de G est de taille au moins ¢ + k + 1. En ajoutant les sommets vs, v5, nous obtenons un
ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Si il existe un sommet v € V(C) U S, qui
est universel aux sommets restants non-dominés, nous le prenons. Cette opération peut étre faite en
temps polynomial.

Cas ou tous les sommets sont choisis dans le cas b : il reste & dominer C' et des sommets de
So U S3 U Sy. Donc un ensemble dominant de G est de taille au moins ¢ + k£ + 1. En ajoutant les
trois sommets v1, v3, v5, nous obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum).
Si il existe un sommet v € S5 qui est universel au reste des sommets non-dominés, alors nous le
prenons. Sinon, nous cherchons une paire {v,v'} C N[V(C)] dominant ces sommets. Dans les deux
cas, I'opération peut étre faite en temps polynomial. |

Lemme 2.17 Si G est un graphe conneze sans-(griffe,Cs,Cs,Cr,Cs, P3), alors un ensemble dominant
minimum peut étre calculé en temps polynomial.
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Preuve: D’apres le Lemme 2.15, nous pouvons supposer que P; C; G. Soit P = v; — vy — v3 —
vy — v5 — vg — vy. D’apres les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets
contractables de GG sont contractés et que G n’a pas de feuille.

Soit W = V \ N[V(P)]. D’apres la Propriété 2.4, si W = 0, alors on peut calculer un en-
semble dominant minimum de G en temps polynomial. Nous pouvons donc supposer que W # ().
Soit S = {v e V\V(P):2 < |N(v)nP| <4}, et S; C S lensemble des sommets v tel que
IN(v) N V(P)| = . Soit H; = {v € S : N(v) N V(P) = {vi,vitz1},1 < i < 6}. Puisque G est
sans griffe, alors H; est une clique. Si il existe une aréte r;r;01 € F ou r; € H;, ;01 € H;qq, alors
P=v — - —v;—7; —Tip1 — Vig2 — -~ — v7 = Fg, une contradiction. Si il existe une aréte r;r; € F
our; € Hy,rj € Hjet j > i+ 3, alors C, C; G, p > 5, une contradiction. Donc H; est anti-complet a
H>, Hy, Hs, Hg ; et Ho est anti-complet a Hs, Hs, Hg ; et Hs est anti-complet a Hy, Hg.

Nous définissons R; comme les sommets de H; ayant un voisin dans W, i.e. R, = {v € H; :
N@)NW # 0}, pour 1 < i < 6. Puisque G est sans Py, alors Ry = Rg = ().

Soit w € W. Nous montrons qu’il ne peut pas exister trois indices 1 < 7 < j < k < 6 tels que
w a trois voisins 7; € R;, rj € R;, r, € Ry. Supposons, par contradiction, que ces trois voisins de
w existent. Puisque Ry = Rg = 0, alors 2 < ¢ < j < k < 5. Puisque G est sans griffe et que H,
est anti-complet a H,11, ces trois indices ne peuvent étre successifs. Donc sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que ¢ = 2, j = 4, k = 5. Comme H, est anti-complet a Hs, nous avons
vg —T9g —w — 15 — v5 — vq — vg = Cg, une contradiction. Donc pour tout w € W, w a au plus deux
voisins 75,75 tels que r; € Ry, rj € Rj, i # j.

Si w a deux voisins r; € R;, r; € Rj, ¢ < j, alors soit r; € Rp, r; € Ry;our; € R3, r; € B3
(rappelons que H; est anti-complet & Hii1, Hp, olt p > i+ 3, et que Ry = Rg = 0).

Si w a deux voisins 7; € Rg, r; € Ry, respectivement r; € R3, r; € Rs, alors r;r; € E, sinon
w—rj—vy—v3—1; —w = C5 C; G, respectivement w —r; —vs —vg —1r; —w = C5 C; G, une
contradiction.

Soit Zog = {w € W : Ng,(w) # 0, Ng,(w) # 0} et Zss = {w € W : Nr,(w) # 0, Ng,(w) # 0}.
Nous montrons que Zyy est anti-complet a Zs5. Supposons, par contradiction, qu’il y ait w; € Zay,
wy € Zss ol wiwg € E. Soit r; € Ry un voisin de wy et r9 € R5 un voisin de ws. Puisque riro € E,
alors wy —r1 —v3 — vy — V5 — vg — ro — wo — wy = Cg, une contradiction.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Zgy et Zss sont deux ensembles indépendants de
G. Les deux ensembles étant symétrique, nous montrons que Zyy est indépendant. Supposons, par
contradiction, qu’il y ait wi, wy € Zay tels que wiwse € E. Nous montrons que Ng,(w1) = Npg,(w2). Si
Npr,(w1) # Ng,(ws2), alors il existe ro € Ry qui est un voisin de w; mais qui n’est pas voisin de wy.
Alors wg —wy — 9 —v3 — -+ - — vy = P, une contradiction. Nous montrons que Ng,(w;) = Ng, (w2).
Si Ng,(w1) # Ng,(w2), alors il existe r4 € Ry qui est un voisin de w; mais qui n’est pas voisin de
wy. Il'y a rg € Ry un voisin de wy et we. Puisque rory € E, alors G[{va, 72,74, ws}| est une griffe, une
contradiction. Donc Ng,(w1) = Npg,(w2) et Ng,(w1) = Ng,(wz). D’apres la Propriété 2.2, il existe
s € Ry U Ry tel que s est un voisin de w; mais qui n’est pas voisin de ws. Soit 79 € Ry un voisin
de wi et wy. Si sry & E, alors s —wy — 19 — v3 — -+ — vy = P, une contradiction. Si sry € FE,
alors G[{ve, 2, s, wa}] est une griffe, une contradiction. Donc Zy4 est un ensemble indépendant et par
symétrie Zs5 est aussi un ensemble indépendant. De plus, puisque G est sans griffe, alors pour toute
paire distincte w,w’ € Zog U Z35, nous avons N(w) N N(w') = 0.
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Pour toute paire distincte w,w’ € Zay, respectivement w,w’ € Zss, Np,(w) est anti-complet a
Npg,(w'); et Np,(w) est anti-complet & Ng,(w’), respectivement Ng, (w) est anti-complet & Ng, (w');
et Np,(w) est anti-complet & Ng,(w’). Supposons, par contradiction, que w ait un voisin 73 € Ra, et
que w’ ait un voisin r4 € Ry, et tels que rory € E. Alors G[{ve, r2, w,r4}] est une griffe, une contra-
diction.

Soit Z; = {w € W : N(w)NR; \ (Ng,(Z24U Z35) # 0}, 2 < i < 5. Nous montrons que Za, Z3, Zy, Zs
sont deux & deux anti-complets. Si il existe une aréte wowy € E, oll we € Za, wy € Zy, avec v € Ra,
) € Ry les voisins respectifs de wa,wy, alors wy — 15 — v3 — vg — 1) — wy — we = Cg (notons que
rhr) € E sinon G[{va, 15, wa, 1) }] est une griffe), une contradiction. Par symétrie, il n’y a pas d’aréte
entre Z3 et Zs. Si il existe une aréte wows € E, ol we € Zy, ws € Zs, avec 74 € Ro, 1 € Rs les
voisins respectifs de wa, ws, alors wy — rh — v3 — vg — v5 — rf — ws — wy = C7 (rappelons que 1% & E),
une contradiction. Si il existe une aréte wqws € E o wy € Zy, ws € Zs, avec 1y € Ry, 75 € Rs les
voisins respectifs de wy, ws, alors wy — 1) — vs — 15 — ws — wy = C5 (rappelons que 7)1 ¢ E), une
contradiction. Par symétrie, il n’y a pas d’aréte entre Zo, Z3.

Soit Y = W\ (Z2U Z3U Zy U Z5 U Zay U Zss). Observons que pour tout w € Y, nous avons
Nz, (w) = Nz (w) = Nz, (w) = Nz, (w) = 0, sinon P3 C; G. Maintenant, si w € Y a deux voi-
sins ws € Z3, wy € Zy, alors Cg C; G, une contradiction. Donc Y = Y3 U Y, ou Y3 NY, = 0,
Ys={w €Y : Ng(w)#0}, Yy, ={weY : Ng(w)# 0} De plus Y3 est anti-complet & Yy, sinon
C7 G G.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Zs, Zs, Y3, Y4 sont quatre ensembles indépendants
de G. Les arguments étant les mémes pour les quatre ensembles, nous prouvons notre affirmation
sur Zs. Supposons, par contradiction, qu’il y ait wy,ws € Zo tels que wiws € E. Nous montrons
que Np,(w1) = Npg,(w2). Si Ng,(w1) # Ng,(w2), alors il existe 72 € Ra qui est un voisin de w;
mais qui n’est pas voisin de wy. Alors wy — wy — r9 — v3 — - - - — vy = Py, une contradiction. Puisque
N(w1), N(wg2) € Zs U Ry, le résultat découle de la Propriété 2.2. Donc Zs, Z5, Y3, Yy sont quatre
ensembles indépendants de G.

Puisque G est sans griffe, alors pour toute paire wi,wy € Zy U Z5 U Y3 U Yy, nous avons N(wq) N
N (’wg) = @

Nous montrons pour tout w € Y3 UY; que N(w) induit une clique dans G. Comme les deux cas
sont symétriques, prenons w € Yy. Supposons qu’il y ait s, s’ deux sommets non-adjacents dans N (w).
Puisque G est sans griffe, alors s, s’ ne peuvent avoir un voisin commun dans Ry4. Soit 7 € R4 un voisin
de s. Alors 8 —w — s —r — vy —v3 — vy — v1 = Pk, une contradiction.

Puisque G est sans griffe, si il y a un sommet r € R; avec un voisin z € Z; et un sommet s € S
tel que sz € E et v; € N(s), alors G a une griffe (notons que le cas v;11 € N(s) est symétrique), une
contradiction. Donc N(Z;) est anti-complet a Hj, j # i.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Zs = Zs = (). Les arguments étant les mémes
pour les deux cas, nous pouvons considérer Z,. Soit r,r’ € Ry deux voisins de w € Zy. D’apres les
arguments précédents, N(w) est complet a Hs et anti-complet & Hy, Hs, Hy, Hs, Hg. Donc, il reste le
cas Ng,us,(r) # Nsyus, (r'). Supposons que Ng,us, (1) # Ng,us, (7). Soit s € S3U Sy tel que rs € E
et s ¢ E. Si {va,v3} ¢ Np(s), alors G[{r,s,ve,w}] ou G[{r,s,vs,w}] est une griffe, une contra-
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diction. Donc {ve,v3} C Np(s). Si v1 € Np(s), respectivement vy &€ Np(s), alors G[{r/, s, v1,v2}],
respectivement G[{r’, s,vs,v4}], est une griffe, une contradiction. Donc Np(s) = {v1, va, v3,v4} mais
G[{r,s,v1,v4}] est une griffe, une contradiction. Donc N[r] = N[r], une contradiction. Donc w est
une feuille, une contradiction.

Nous étudions maintenant la structure des ensembles Z3 et Z4. Les deux cas étant symétriques,
nous pouvons considérer Z4. Pour toute paire distincte wy,wqy € Z4 tels que wiwse € E, alors il n’y a
pas deux sommets w}, wh € Zy tels que wijwy € E,wjws € E et whwe € E, whwy ¢ E. Supposons, par
contradiction, qu’il y ait deux de ces sommets. Premierement, nous supposons que wi,ws ont deux
voisins respectifs 71,79 € Ry, 1 # ro. Siwire € E, alors v1 —ve —v3 —vg — 79 —we — wy —w) = P, une
contradiction. Si wiry € E, alors G[{v4, 72, we, w]}]| est une griffe, une contradiction. Deuxiémement,
sans perte de généralité, r1 € R4 est un voisin commun de wi,ws et 7o € Ry est un voisin de wy
mais n’est pas un voisin de wy. Si wire € FE, alors v1 — vy —v3 —vg — r9 — we — wy — wj = P,
sinon G[{v4, 72, w2, w]}] est une griffe, une contradiction. Troisitmement, r1, 79 € R4 sont deux voisins
communs de w1, wy (r1, r2 ne sont pas nécessairement distincts). Si, sans perte de généralité, wir; € E,
alors G[{v4, 71, w2, w|}] est une griffe, une contradiction. Si wiri,wire ¢ FE, alors w} a un voisin
] € Ry, v} # r1,72. Si rjwe € E, alors G[{vyg, ], w2, w]}] est une griffe, une contradiction. Donc
riwy & E. Si rjwy € E, alors v; — vy — v3 — vg — 1} — W} — wy — wy = P, une contradiction. Donc
riw; € E. Si rjwh € E, alors v; — vy — v3 — vg — 1] — w1 — we — wh = Py, une contradiction. Donc
riwy € B, mais G[{v4, ], w1, wh}] est une griffe, une contradiction.

En conséquence des propriétés précédentes, chaque composante connexe A; de Z3 U Z4 a un som-
met universel. Aussi, G étant sans griffe deux composantes connexes distinctes ne peuvent partager
un voisin commun dans R3 U Ry4. De plus, chaque wy € Z3 U Z4 n’est pas une feuille.

Nous montrons que w € Y3 U Yy est relié & un sommet universel d’'une composante connexe A;
de Z3 U Zy4. Les deux cas étant symétriques, nous considérons Z4. Soit w € Z4. Nous pouvons donc
supposer que les voisins de w ne sont pas universels dans A;. Soit s € A; un voisin de w, et soit u,
u # s, un sommet universel de A;. Puisque s n’est pas universel, il existe v € A; tel que sv € E et
uv € E. Puisque N(w) est une clique, alors wv ¢ E. Soit r € R4 un voisin de s. Puisque G est sans
griffe, alors rv € E. Soit r’, ' € R4, ' # r, un voisin de v. Comme précédemment r's € E. Sir'u & E,
alors v1 —vg —v3—v4 —7' —v—u—s = Py, sinon v{ —v9 —v3—v4—1 —u—s—w = Py, une contradiction.

Nous sommes préts a construire un ensemble dominant minimum de G en temps polynomial.

Premiérement, nous traitons le cas Zoy # 0 (le cas Zs; # ) est similaire). Soit 79 € Ra,rqy € Ry
deux voisins de w € Zy4. Rappelons que N(Z24) C Re U Ry.

Nous montrons que R3 = (). Supposons qu'il y ait un sommet w’ € W avec un voisin r3 € H3 (donc
R3 # ). Notons que w’ ne peut étre un voisin de 7 ou r4. Alors w' —rg—v3—ro—rq—uvs—vg—v7 = P,
une contradiction. Nous en déduisons que Z3; = (). Il n’y a pas de sommet w’ € W, ayant ro comme
voisin, sinon G[{ve, 72,74, w'}] est une griffe. Par symétrie, il n’y a pas de sommet w’ € W, ayant r4
comme voisin.

Soit 19 € Ra, rh € Ra, 1o # 1% tels que 3 a un voisin w € Zyy et rh a un voisin w’ € Zay. Soit
ry € Ry, v} € Ry, m4 # 1} tels que 74 est voisin de w, et ) est voisin de w’. Nous montrons que
N\, (r2) = No\m, (rh), respectivement Ng\#,(ra) = N\ 1, (r}).
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Soit ¢ = 2 (le cas i = 4 est symétrique). Nous supposons, par contradiction, qu’il existe s €
S\ Hy tel que r9s € E, rhs ¢ E. D’apres les arguments précédents s ¢ Ss. Donc s € S5 U
Ss. Si Np(s) = {v1,v2,v3}, alors G[{r),vs,vs,s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) =
{v2, v3,v4}, alors G[{r, v1,v2, s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {vj, vj+1,vj42}, 5 > 3,
alors G[{r2,w,vs,s}] est une griffe, une contradiction. Donc s € Sy. Si Np(s) = {v1,v2,v3,v4},
alors G[{r2,v1,v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {vi,v2,vj,vj41}, j > 4, alors
G[{r2,v1,vj, s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {ve, v3,vj,vj41}, j > 4, alors G[{r), v1,v2, s}]
est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {v;, vj41,v5,vj041}, § > 3, §' > j+2, alors G[{r2, w, v2, s}]
est une griffe, une contradiction. Donc N\ g7, (12) = Ng\m, (15) et Ne\m, (ra) = N\ 1, ()

Soit 74 € R4, 7} € Ry, 14 # 1) tels que r4 a un voisin w € Zy, et 7 a un voisin w’ € Z;. Nous
montrons que Ng(r4) = Ng(r)).

Supposons, par contradiction, qu’il y ait s € S tel que rys € E, rjs ¢ E. D’apres les arguments
précédents s ¢ Hy U H3 U Hy U Hs. Donc s € Ho U Hg U S3U Sy. Si s € Hy ou s € Hg, alors
G[{vs4,w,r4,s}] est une griffe, une contradiction. Donc s € S3 U Sy. Si Np(s) = {v1,v2,v3}, alors
G[{v1, v3, 74, s}| est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {va,v3,v4}, alors G[{vs, w, 14, s}] est une
griffe, une contradiction. Si Np(s) = {vs, v4, vs}, alors G[{vs, v, 1y, s}] est une griffe, une contradiction.
Si Np(s) = {v4,vs,v6}, alors G[{vs, vy, ), s}| est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {vs, vg, v7},
alors G[{v4,w, 14, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s € Sy. Si Np(s) = {v1,ve,v3,v4}, alors
G[{ra,v1,vs,s}] est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {ve,vs,v4,v5}, alors G[{r}, vs,ve, s}]
est une griffe, une contradiction. Si Np(s) = {vs,v4,vs,v6}, alors G[{r4,vs,ve,s}] est une griffe,
une contradiction. Si Np(s) = {v4,vs,vs,v7}, alors G[{r),vs,vs, s}] est une griffe, une contradic-
tion. Si Np(s) = {v1,va,v6,v7} ou Np(s) = {ve,vs,vs,v7}, alors G[{rs,ve,vs,s}] est une griffe,
une contradiction. Si Np(s) = {vs,vs,vs,v7}, alors G[{rs,vs,vs,s}| est une griffe, une contradic-
tion. Si Np(s) = {v1,v2,v5,v6} ou Np(s) = {va,v3,vs,v6}, alors G[{r4,ve, vs, s}| est une griffe, une
contradiction. Si Np(s) = {v1, va, v4, v5}, alors G[{r}, vs, ve, s}] est une griffe, une contradiction. Donc
Ng(rq) = Ng(r)). Par symétrie, pour 7o € Ro, 7, € Ra, ro # 1 tels que ro a un voisin w € Z, et ro’
un voisin w’ € Zs, nous avons Ng(r3) = Ng(rh).

Nous construisons maintenant un ensemble dominant minimum de G.

— |Z34] > 2. Nous prenons r € Ry un voisin de w, et pour chaque sommet w’ € Z34 nous prenons
un sommet adjacent 1y € Ry. Pour chaque w’ € Yy, nous prenons un sommet universel dans la
composante connexe A; de Z4 qui est relié & w’. Pour chaque composante connexe A; de Z4 qui
n’a pas de sommet relié a Yy, nous prenons un sommet universel de A;. Ces sommets dominent
Z9y UY4 U Zy U Hy U Hy U {vg,v3,v4,v5}. Puisque v, v7 n’ont pas de voisin commun, au moins
deux autres sommets sont nécessaires pour dominer le graphe. En prenant les trois sommets
V9, V4, Vg, nous obtenons un ensemble dominant (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si
il existe une paire distincte s1, s7 ol s; est un voisin de v;, i« € {1, 7}. Nous pouvons donc vérifier
si il existe un ensemble dominant minimum avec seulement deux sommets supplémentaires en
temps polynomial (puisqu’il y a au plus O(n?) paires possibles).

— |Za4| = 1. Pour chaque w’ € Yy, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
A; de Z4 qui est relié & w'. Si il existe un sommet r € R4 complet & la composante connexe A;
de Z4 qui n’a pas de sommet relié a Yy, alors nous prenons r. Pour le reste des composantes
connexes A; de Z, qui n’ont pas de sommet relié a Yy, nous prenons un sommet universel de
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A;. Ces sommets dominent Yy U Z;4 (notons que Hs, Hy ne sont pas nécessairement dominés).
Puisque v1, vy, w n’ont pas de voisin commun, au moins trois autres sommets sont nécessaires
pour dominer G. En ajoutant les quatre sommets vo, v4, vg, w, nous avons un ensemble dominant
de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une paire s1, s7 ol s; est un voisin
de v, i € {1,7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant minimum en ajoutant seulement trois
sommets supplémentaires s, s7,74 ou s1, 87,79, €t nous pouvons le vérifier en temps polynomial.

Si Zoy = Z35 = (), alors nous construisons un ensemble dominant minimum de G comme suit :

— Y3,Yy # (0. Pour chaque w € Y3 U Yy, nous prenons un sommet universel dans la composante
connexe A; de Z3 U Z4 qui est relié a w. Siil y a r4 € R4 qui est complet & une composante
connexe A; de Z4 qui n’a pas de sommet relié & Y3 U Yy alors nous prenons r4. Nous faisons de
méme pour les composantes connexes de Z3 n’ayant pas de voisin dans Y3. Pour les composantes
connexes restantes A; de Z3 U Z, qui ont un sommet relié a Y3 U Yy, nous prenons un sommet
universel dans A;. Ces sommets dominent Y3 U Z3 U Y, U Z; (notons que Hy, Hy ne sont pas
nécessairement dominés). Puisque v1, v7 n’ont pas de voisin commun, alors deux autres sommets
sont nécessaires pour dominer G. En ajoutant les trois sommets w2, v4,vg, nous obtenons un
ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une paire
distincte s1,s7 ol s; est un voisin de v;,7 € {1,7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant
minimum de G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous pouvons le vérifier en
temps polynomial.

— Y3#0,Y,=0ouY,#0,Y; =0. Les deux cas étant symétriques, soit Y; = ().

— Z4 # (). Pour chaque w € Y3, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
A; de Zz relié a w. Siil y a r4 € R4 qui est complet a une composante connexe A; de Zy,
alors nous prenons r4. Siil y a 73 € R3 qui est complet a une composante connexe A; de Z3
qui n’a pas de sommet relié a Y3, alors nous prenons 3. Nous prenons un sommet universel
dans chaque composante restante A;, A; # A;, A;, de Z3 U Z;. Ces sommets dominent
Y3 U Z3 U Zy. Puisque vy, v7 n’ont pas de voisin commun, au moins deux autres sommets
sont nécessaires pour dominer GG. En ajoutant les trois sommets vo, v4, vg, nous obtenons
un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une
paire s1, s7 ou s; est un voisin de v;,7 € {1,7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant
minimum de G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous pouvons le vérifier
en temps polynomial.

— Z4 = (). Pour chaque w € Y3, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
A; de Zs relié a w. Siil y arg € R3 qui est complet & une composante connexe A; de Z3 qui
n’a pas de sommet relié a Y3, alors nous prenons r3. Nous prenons un sommet universel de
chacune des composantes connexes restantes A; de Z3. En ajoutant les sommets v, vy4, vg,
nous obtenons un ensemble dominant de G' (pas nécessairement minimum). Nous vérifions
si il existe une paire s1,s7 ou s; est un voisin de v;,7 € {1,7}. Dans ce cas il existe un
ensemble dominant minimum de G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous
pouvons le vérifier en temps polynomial.

- }%7Y4:®~

— Z3,Z4 # 0. Siily ary € Ry, respectivement r3 € R3, qui est complet & une composante
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connexe A; de Zy4, respectivement de Z3, alors nous prenons r4, respectivement r3. Pour
chaque composante connexe restante de Zs U Z4, nous prenons un sommet universel
de celle-ci. En ajoutant les sommets vs,v4, vg, nous obtenons un ensemble dominant
de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une paire s1,s7 ou s;
est un voisin de v;,7 € {1, 7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant minimum de
G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous pouvons le vérifier en temps
polynomial.

— Z3 £ 0, Zy =0ouZy #0, Z3 = 0. Soit Z3 # 0. Si il y a r3 € R3 qui est complet
a une composante connexe A; de Z3, alors nous prenons r3. Pour chaque composante
connexe restante de Z3, nous prenons un sommet universel de celle-ci. En ajoutant les
trois sommets vy