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Fait à Paris, 01/06/2022

Signature : Valentin Bouquet

Affidavit

I, undersigned, Valentin Bouquet, hereby declare that the work presented in this manuscript is
my own work, carried out under the scientific direction of Christophe Picouleau and under the co-
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d’examiner mes travaux.
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fréquenter. Merci à tous les membres du couloir des gentils — dont je fais bien évidemment partie
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Résumé

Cette thèse porte sur des problèmes et des questions de la théorie et de l’algorithmique des graphes.
La première partie concerne l’étude de l’ensemble dominant minimum. Nous considérons son problème
de décision et montrons que le nombre de domination peut être déterminé en temps polynomial dans
la classe des graphes sans griffe et sans chemin induit de taille au plus huit. Ensuite, nous étudions
les sommets à l’intersection de tous les ensembles dominants minimums d’un graphe. Nous montrons
notamment que pour certaines classes de graphes, ces sommets sont toujours critiques relativement au
nombre de domination. Nous finissons cette partie sur l’étude des arêtes critiques, i.e. les arêtes dont
la suppression fait varier le nombre de domination. Nous montrons dans un premier temps une borne
optimale sur la cardinalité minimum d’un ensemble d’arêtes critiques dans les graphes triangulés. Dans
un second temps, nous montrons qu’il est difficile de décider si il existe une arête critique dans des
sous-classes des graphes planaires.

La seconde partie porte sur des problèmes de partitionnement des sommets du graphe. Étant donné
une partition des sommets, nous introduisons une mesure de satisfaction pour chaque sommet, qui
est le rapport entre son nombre de voisins dans sa communauté et le nombre total de ses voisins.
Nous posons ensuite le problème suivant : quel est le ratio maximum a

b tel qu’un graphe possède une
partition où chaque sommet a une satisfaction d’au moins a

b ? Nous étudions les valeurs minimums que
ce critère de satisfaction peut atteindre dans différentes classes de graphes. Nous montrons aussi que
ce problème est lié au problème du couplage-disconnectant dans les graphes réguliers. Pour cette rai-
son nous poursuivons cette thèse sur l’étude du problème du couplage parfait-disconnectant. Celui-ci
consiste à décider si un graphe possède une couplage parfait qui contient une coupe. Nous montrons la
complexité de ce problème, notamment dans des classes de graphes planaires ; de degré fixé ; bipartis ;
de diamètre au plus d ; sans-griffe ; sans-P5.

Mots-clés : graphes, domination, persistance, bondage, partitionnement, couplage-disconnectant,
NP-complétude, algorithmes polynomiaux
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Abstract

This thesis relates to the study of some problems and questions arising from graph theory and
algorithmic theory. The first part is devoted to the study of the minimum dominating set. We consi-
der its decision problem and show that the domination number is computable in polynomial time for
graphs with no induced claw and no induced path of length at most eigth. Then, we focus on vertices
at the intersection of every minimum dominating set of a graph. We show that for certain classes of
graphs, these vertices are always critical relatively to the domination number. The first part ends with
the study of critical edges, that is, edges whose removal increases the domination number. We show
first an optimal bound on the minimum cardinality of a critical set of edges for chordal graphs. Then,
we show that it is difficult to decide if there is a critical edge in subclasses of planar graphs. The last
part deals with partitions of the vertices of a graph. Given a graph and a partition of its vertices, we
introduce a satisfaction criteria for each vertex, which is the ratio between the number of its neighbors
in its community and the total number of its neighbors. We consider the following problem : what
is the maximum ratio a

b such that a graph has a partition where each vertex has a satisfaction of at
least a

b ? We study lower bounds of this satisfaction criteria for some classes of graphs. We also show
that this problem is related to the matching-cut problem in regular graphs. For this reason, we pursue
this thesis with the study of the perfect matching-cut problem. It consists in deciding if a graph has a
perfect matching that contains a cut. We give complexity results, notably in graph classes that are pla-
nar ; with fixed degree ; that are bipartite ; with a fixed diameter d ; that are claw-free ; that are P5-free.

Keywords : graphs, domination, persistency, bondage, partitions, matching-cut, NP-completeness,
polynomial algorithms
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4.3.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.3.2 Cores et anticores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.3.3 Graphes planaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.3.4 Cas particuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.3.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5 Partition sous contrainte de ratio de degré 93
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Plan du document

Chapitre 1 : Définitions
Ce chapitre contient les définitions et les notations de théorie des graphes nécessaires pour la lecture
du document, ainsi que quelques notions de complexité.

Chapitre 2 : Complexité du dominant
Nous montrons qu’il existe un algorithme polynomial pour le problème de l’ensemble dominant mini-
mum dans les graphes sans griffe et sans chemin induit de taille au plus huit.

Chapitre 3 : Sommets persistants et absents pour le dominant
Nous étudions les sommets qui n’appartiennent à aucun et à tous les ensembles dominants minimums
d’un graphe. Nous caractérisons ces sommets en fonction de leur criticité relativement au nombre
de domination. Cette criticité mesure comment le retrait d’un sommet du graphe affecte le nombre
de domination. Nous étudions ensuite les sommets persistants dans quelques classes de graphes : les
graphes triangulés, les cographes, ainsi que des sous-classes des graphes sans griffe. Pour ces graphes,
nous montrons que les sommets persistants sont toujours critiques : c’est-à-dire que le retrait d’un som-
met persistant fait augmenter le nombre de domination. Nous finissons par exposer certains graphes
en réponse à des questions ouvertes de la litérature. Ces graphes ont des partitions particulières des
sommets relativement à notre mesure de criticité, aux sommets absents, et aux sommets persistants.

Chapitre 4 : Arêtes critiques pour le dominant
Nous étudions ici une autre mesure de criticité relative au nombre de domination. Nous nous intéres-
sons à la taille du plus petit ensemble d’arêtes dont le retrait du graphe fait augmenter le nombre de
domination. Cette mesure est connue dans la litérature comme le nombre de bondage. Dans la première
partie, nous étudions le nombre de bondage des graphes triangulés, qui sont les graphes n’ayant pas
de cycle induit de longueur au moins quatre. Nous montrons pour ces graphes une borne supérieure
optimale sur le nombre de bondage qui est exprimée en fonction de la taille de sa plus grande clique.
Dans la deuxième et dernière partie, nous montrons que le problème de décision associé au nombre de
bondage est NP-difficile dans des sous-classes des graphes planaires : les graphes planaires 3-réguliers,
les graphes planaires sans griffe de degré maximum 3, et les graphes planaires bipartis de degré maxi-
mum 3 et de maille k, pour tout k fixé, où k ≥ 3. Nous montrons ensuite qu’il est possible, pour
les graphes planaires de maille au moins 8, de trouver un ensemble de trois arêtes critiques en temps
polynomial. Nous finissons cette partie avec des classes de graphes pour lesquelles on peut calculer
un ensemble dominant minimum en temps polynomial et où l’on peut aussi déterminer le nombre de
bondage en temps polynomial.
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Chapitre 5 : Partition sous contrainte de satisfaction minimum
Dans ce chapitre, nous étudions une mesure de satisfaction d’une partition des sommets d’un graphe.
Cette mesure exprime pour chaque sommet le rapport entre le nombre de ses voisins dans son ensemble
(relativement à la partition) et le nombre total de ses voisins (y compris lui même). Précédemment,
une mesure de satisfaction similaire a déjà été étudié afin de déterminer si un graphe possède une par-
tition où chaque sommet possède au moins la moitié de ses voisins dans son ensemble. Comme il existe
des graphes ne possèdant pas une telle partition, nous proposons la généralisation suivante : quelle
est le ratio maximum a

b tel qu’un graphe possède une partition où chaque sommet a une satisfaction
d’au moins a

b ? Ce problème introduit un paramètre mesurant la satisfaction optimale d’un graphe
vis-à-vis de l’ensemble de ses partitions de sommets. Nous commençons par réutiliser des résultats de
la litérature pour borner la valeur de cette satisfaction optimale, y compris dans certaines classes de
graphes. Nous montrons ensuite que certaines petites valeurs de satisfaction optimale ne sont possibles
que pour certains graphes. Ensuite, nous étudions la complexité du problème de décision associé à la
détermination de ce paramètre. Nous montrons d’ailleurs que pour les graphes réguliers, ce problème
intersecte celui du problème du couplage disconnectant. Ce problème consiste, étant donné un graphe,
à décider si ce graphe possède un couplage dont la suppression disconnecte le graphe. Ceci nous permet
d’obtenir d’autres résultats de complexité dans les graphes réguliers.

Chapitre 6 : Couplage parfait contenant une coupe
Ce chapitre est consacré à la complexité du problème de décision associé au couplage parfait discon-
nectant. Un couplage parfait-disconnectant est un couplage parfait contenant une coupe, c’est-à-dire
que la suppressision de ce couplage disconnecte le graphe. Le problème de décision associé est celui
de savoir si un graphe possède un couplage parfait-disconnectant. Nous montrons que ce problème
est NP-complet pour les graphes planaires de degré maximum quatre, pour les graphes planaires de
maille cinq, pour les graphes bipartis 5-réguliers, pour les graphes de diamètre trois et pour les graphes
bipartis de diamètre quatre. Nous montrons qu’il existe un algorithme polynomial pour les graphes
sans griffe, les graphes sans P5, les graphes de diamètre deux, les graphes de diamètre trois, et les
graphes de largeur arborescente bornée.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions et les notations de la théorie des graphes qui seront
nécessaires à la compréhension de ce document. Pour le lecteur qui serait intéressé par une plus large
introduction à la théorie des graphes, nous conseillons le livre de Bondy [9] qui a inspiré ce préliminaire.

1.1 Terminologie de graphe

Nous définissons la notion de graphe non-orienté qui est utilisé dans cette thèse. Un graphe G
est un couple (V,E), où V est l’ensemble des sommets de G et E est l’ensemble des arêtes de G,
i.e. E ⊆ V × V . Les ensembles V et E d’un graphe G peuvent aussi être notés V (G) et E(G),
respectivement. Par facilité, étant donné une arête e = {u, v}, on écrit uv. Une arête uv est dite
incidente aux sommets u et v. Étant donné une arête uv de G, les sommets u et v sont dits adjacents,
connectés, liés, reliés, ou voisins dans G, et u et v sont les extrémités de uv. Dans la même veine,
lorsque uv n’est pas une arête de G, ont dit que u et v sont non-adjacents, non-connectés, non-liés,
non-reliés, ou non-voisins dans G, et que e est une non-arête de G. Une boucle est une arête ayant
les mêmes extrémités. Si deux arêtes e et e′ ont une même extrémité, alors on dit que e et e′ sont
adjacentes, et lorsque e et e′ ont les deux mêmes extrémités, on dit que e et e′ sont parallèles. Un
multigraphe est un graphe ayant au moins une arête parallèle et peut posséder des boucles. Un graphe
simple est un graphe sans boucle et sans arête parallèle. À partir de maintenant, les graphes considérés
(lorsque cela n’est pas précisé) sont simples et avec un ensemble fini de sommets (et donc un ensemble
fini d’arêtes). Le degré d’un sommet est son nombre de voisins. Une feuille est un sommet de degré
un. Un sommet est isolé si il est de degré zéro. Un sommet est universel si il a pour voisin tous les
autres sommets du graphe. Le nombre de sommets et le nombre d’arêtes de G sont l’ordre et la taille
de G, respectivement.

Notations

Nous regroupons ici les notations les plus fréquemment utilisées. Lorsque l’indice représentant un
graphe G est remplacé par un ensemble de sommets A ⊆ V (G), nous considérons dans ce cas le graphe
induit par les sommets de A dans G, i.e. G[A]. Les indices de ces notations pourront être omis lorsque
le contexte ne permettra aucune ambigüıté.

— dG(v) est le degré du sommet v dans G.
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— δ(G) est le degré minimum d’un sommet de G.

— ∆(G) est le degré maximum d’un sommet de G.

— NG(v) est le voisinage (ouvert) du sommet v dans G.

— NG(U) est le voisinage (ouvert) de l’ensemble U dans G, i.e. NG(U) = {NG(u) \ U | u ∈ U}.
— NG[v] est le voisinage fermé du sommet v dans G, i.e. NG[v] = NG(v) ∪ {v}.
— NG[U ] est le voisinage fermé de l’ensemble U dans G, i.e. NG[U ] = {NG[u] | u ∈ U}.
— Nk(v) = {u | dist(u, v) = k, u ∈ V } désigne les sommets à distance k de v.

— G ∼= H ou G = H si G est isomorphe à H.

— G[H] est le sous-graphe induit par H ⊆ V (G) dans G.

— H ⊆i G signifie que H est un sous-graphe induit de G.

— G = (V,E) est le graphe complémentaire de G = (V,E), i.e. pour tout u, v ∈ V : si uv ∈ E,
alors uv ̸∈ E ; si uv ̸∈ E, alors uv ∈ E.

— G− u, G− U est le graphe G(V \ {u}, E), G(V \ U,E), respectivement, où u ∈ V et U ⊆ V .

— G− a, G−A est le graphe G(V,E \ {a}), G(V,E \A), respectivement, où a ∈ E et A ⊆ E.

— distG(u, v) est la distance entre u et v dans G.

— diam(G) est le diamètre de G.

— g(H) est la maille de G, i.e. la longueur d’un plus petit cycle de H. Par convention g(H) = +∞
quand H n’a pas de cycle.

— γ(G) est le nombre de domination de G, i.e. la taille d’un ensemble dominant minimum de G.

— ι(G) est le nombre de domination indépendant de G, i.e. la taille d’un ensemble dominant indé-
pendant minimum de G.

— τ(G) est la taille d’une couverture de sommets minimum de G.

— α(G) est la taille d’un stable maximum de G.

— ω(G) est la taille d’une clique maximum de G.

— Pn = u1 − · · · − un est le chemin induit à n sommets, c.f. Figure 1.2h

— Cn = u1 − · · · − un − u1 est le cycle induit à n sommets, c.f. Figure 1.2i.

— Kn est la clique à n sommets.

— Kn,m est la clique bipartie complet.

— K1,m est l’étoile (star), c.f. Figure 1.2f.

— K1,3 est la griffe (claw), c.f. Figure 1.2e.

Représentation et isomorphisme

Un graphe peut être dessiné dans le plan en plaçant les sommets sur des points et en reliant deux
sommets par un trait si ils sont voisins. Un tel dessin est une représentation du graphe. La Figure
1.1 est un exemple de deux représentations d’un même graphe. Notons qu’un graphe peut aussi être
dessiné sur d’autres surfaces comme le tore, mais ces représentations ne sont pas considérées dans cette
thèse.
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Figure 1.1 – Deux représentations d’un même graphe.

Deux graphes sont dits isomorphes si il est possible d’obtenir deux représentations identiques.
Deux graphes isomorphes G et H sont considérés comme identiques, ce que nous notons G = H. Plus
formellement les graphes G et H sont isomorphes si il existe deux bijections f : V (G) → V (H) et
g : E(G)→ E(H), telles que uv ∈ E(G) si et seulement si g(uv) ∈ E(H) et g(uv) = f(u)f(v).

Sous-graphes

Soit G et H deux graphes. Si nous pouvons obtenir un graphe G′ isomorphe à H par les seules
opérations de suppression de sommets et d’arêtes de G, alors on dit que H est un sous-graphe de G.
Lorsque H peut être obtenu par la seule opération de suppression de sommets, on dit que H est un
sous-graphe induit de G. Quand H n’est pas un sous-graphe induit de G, on dit que G est sans H
(H-free). Similairement, lorsque (H1, . . . ,Hp) ne sont pas des sous-graphes induits de G, on dit que
G est sans-(H1, . . . ,Hp) (i.e. (H1, . . . ,Hp)-free).

Clique

Une clique est un ensemble de sommets où chaque paire distincte est reliée par une arête. La taille
de la plus grande clique dans G est notée ω(G). Un graphe est dit complet si ses sommets forment une
clique. Le graphe complet à n sommets est noté Kn. Soit A et B deux ensembles disjoints de sommets
de G, on dit que A est complet à B (ou A et B sont complets deux à deux) si chaque sommet de
A est voisin de tous les sommets de B. Similairement, A est dit anti-complet à B (ou A et B sont
anti-complets deux à deux) si chaque sommet de A est non-voisin de tous les sommets de B.

Indépendant, coloration et couverture

Un indépendant ou stable est un ensemble de sommets tel que toute paire distincte n’est pas reliée
par une arête. La taille du plus grand ensemble indépendant dans G est notée α(G). Nous pouvons
remarquer qu’un ensemble indépendant d’un graphe G est une clique dans le graphe complémentaire
G. Ainsi α(G) = ω(G).

La notion de stable est fortement liée à la coloration de graphe. Une k-coloration propre d’un
graphe G = (V,E) est une fonction c : V → {1, . . . , k} telle que pour tout uv ∈ E, c(u) ̸= c(v). On dit
qu’un graphe est k-colorable si il admet une k-coloration propre. Remarquons qu’une k-coloration d’un
graphe est une partition des sommets en k ensembles de sommets indépendants. Le nombre minimum
de couleurs afin de colorier G est appelé le nombre chromatique, noté χ(G).
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Une couverture de sommets est un sous-ensemble S de sommets du graphe tel que chaque arête
possède au moins une extrémité dans S. Pour chaque sommet u ∈ S, on dit que u couvre les arêtes
qui lui sont incidentes et que celles-ci sont couvertes par u. La taille d’une couverture de sommets
minimum est notée τ(G). Étant donné un graphe G et une couverture de sommets S, nous pouvons
remarquer que V (G) \ S forme un stable (autrement une arête n’est pas couverte par S). Donc pour
tout graphe G, nous avons α(G) = |V (G)| − τ(G).

Chemins

Un chemin est un graphe simple à n sommets tel qu’il existe un ordre des sommets u1−u2−· · ·−un

où pour tout i = 1, . . . , n− 1, uiui+1 est une arête. Étant donné un chemin P , si V (P ) = {u1, . . . , un}
et E(P ) = {uiui+1 | i = 1, . . . , n− 1}, alors P est un chemin induit. La taille d’un chemin P est son
nombre de sommets |V (P )|. Un chemin pair est un chemin de taille pair. Un chemin impair est défini
similairement. La longueur d’un chemin P est son nombre d’arêtes |E(P )| qui est égal à |V (P )| − 1.

Opérations de graphes

La subdivision d’une arête uv de G supprime uv et ajoute un nouveau sommet x (x ̸∈ V (G)), avec
les arêtes ux, vx. La k-subdivision subdivise k fois une arête uv, i.e. uv est remplacé par un chemin
induit de longueur k + 1. Un graphe G′ est une subdivision de G si il peut être obtenu depuis G par
une séquence de subdivisions d’arêtes.

La contraction G/uv d’une arête uv de G supprime les sommets u, v de G et les remplace par un
nouveau sommet x (x ̸∈ V (G)) tel que x est relié aux précédents voisins de u et de v (sans introduire de
boucle ou d’arête parallèle si le graphe avant contraction est simple), i.e. NG/uv(x) = NG(u)∪NG(v).

Le produit cartésien G□H de deux graphes G et H est le graphe avec pour ensemble de sommets
V (G) × V (H). Deux sommets (g1, h1) et (g2, h2) sont adjacents dans G□H si g1 = g2 et h1h2 est
une arête dans H ; ou si h1 = h2 et g1g2 est une arête de G. Pour un sommet v de G, le sous-graphe
Hg de G□H induit par l’ensemble {(g, h) | h ∈ H} est appelé une H-fibre. La G-fibre Gh est définie
de façon analogue. Remarquons que toutes les G-fibres et les H-fibres sont isomorphiques à G et H,
respectivement.

L’union disjointe (disjoint union) de H = (S,A) et G = (V,E), noté H + G, est le graphe
G′ = (S ∪ V,A ∪ E). Notons que G′ n’est pas connexe. L’union (join) de H = (S,A) et G = (V,E),
noté H × G, est le graphe composé d’une copie de G et de H où S est complet à V . Formellement
H ×G = (S ∪ V,A ∪ E ∪X) où X = {uv | ∀u ∈ S,∀v ∈ S}.

Connexité

Un graphe est connexe si pour toute paire de sommets u, v, il existe un chemin entre u et v dans
G. Un sommet d’articulation (cut-vertex ) v est tel que G est connexe, mais G− v n’est plus connexe.
Similairement un ensemble de sommets S ⊆ V (G) est disconnectant si G− S n’est plus connexe. Un
pont ou une arête disconnectante est une arête e ∈ E(G) telle que G est connexe mais G− e n’est plus
connexe. Similairement un ensemble d’arêtes E′ ⊆ E est disconnectant si G − E′ n’est plus connexe.
Étant donné un entier positif k > 1, un graphe G est k-connexe si pour tout ensemble S ⊆ V (G), où
|S| ≤ k − 1, G− S est connexe. Une composante connexe de G est un sous-graphe induit H de G tel
que H est connexe et d’ordre maximal.

Distance
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La distance entre deux sommets u et v est la longueur d’un plus court chemin entre u et v si
ils appartiennent à la même composante connexe, sinon +∞. Remarquons qu’un plus court chemin
est forcément un chemin induit. Le diamètre d’un graphe, noté diam(G), est la distance maximale
d’un plus court chemin entre deux sommets si le graphe est connexe, sinon +∞. De manière générale,
lorsque nous disons qu’un graphe G est de diamètre k, nous supposons que diam(G) = k.

Cycles

Un cycle est un graphe à n sommets tel qu’il existe un ordre des sommets u1 − u2 − · · · − un − u1
où pour tout i = 1, . . . , n, uiui+1 est une arête (nous considérons un+1 = u1). Étant donné un cycle
C, si V (C) = {u1, . . . , un} et E(P ) = {uiui+1 | i = 1, . . . , n}, alors C est un cycle induit. La taille et
la longueur d’un cycle sont le nombre de sommets et le nombre d’arêtes, respectivement. Notons que
la taille est égale à sa longueur. Un cycle pair est un cycle avec un nombre pair de sommets. Un cycle
impair est défini similairement. Un cycle hamiltonien est un sous-graphe de G qui est un cycle et tel
que V (G) = V (C).

Couplage

Un couplage d’un graphe G est un ensemble d’arêtes M ⊆ E(G) non-adjacentes. Un sommet u est
dit saturé par M ⊆ E(G) si il est une extrémité d’une arête de M . Lorsque tous les sommets de G
sont saturés par un couplage M , nous disons que M est un couplage parfait de G. Un couplage M est
maximal si toutes les arêtes de E(G)\M sont adjacentes à une arête deM . Un couplage est maximum
si il n’existe pas de couplage de plus grande cardinalité dans G.

Coupe

Une coupe est une partition des sommets d’un graphe G = (V,E) en deux ensembles non-vides
(X,Y ). L’ensemble des arêtes ayant une extrémité dans X et dans Y est noté E(X,Y ). Si G est
connexe, alors E(X,Y ) est un ensemble d’arêtes non-vide disconnectant le graphe. Pour cette raison
E(X,Y ) est aussi appelé coupe de G quand le contexte n’est pas ambigu.

Classes de graphes

Un graphe est une forêt si il n’admet aucun cycle comme sous-graphe. On dit aussi qu’un tel
graphe est acyclique. Un arbre est une forêt connexe. Il est connu qu’un arbre avec au moins deux
sommets possède au moins deux feuilles. Comme un arbre ne possède pas de cycle, nous en déduisons
que sa clique maximum est au plus 2. Un arbre est enraciné si un sommet r est spécifié comme étant
la racine.

Un graphe est biparti si il admet une partition (A,B) de l’ensemble de ses sommets telle que A et
B sont deux ensembles indépendants disjoints de G. Une telle partition (A,B) est appelée bipartition
du graphe. Les graphes bipartis sont connus pour être précisément les graphes sans cycles impairs, c.f.
[55]. Ils représentent aussi la classe des graphes 2-colorables. Un graphe G = (A ∪ B,E) est biparti
complet si (A,B) est une bipartition et que A et B sont complets deux à deux.

Un graphe scindé ou split graphe G est un graphe qui admet une bipartition (K, I) de l’ensemble
de ses sommets telle que les sommets de K induisent une clique dans G et les sommets de I induisent
un stable dans G. Ces graphes ont la particularité d’être sans chemin induit de taille cinq ou plus. Plus
précisémment, S. Földes et P. Hammer [38] ont caractérisé les splits graphes en terme de sous-graphes
induits interdits comme suit :
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Théorème 1.1 (S. Földes et P. Hammer [38]) Un graphe est un split graphe si et seulement si il est
sans-(2K2, C4, C5).

Un graphe est triangulé (chordal ou triangulated) si chaque cycle induit est de longueur au plus
trois. Dit autrement, les sous-graphes qui sont des cycles de longueur au moins quatre possèdent une
arête qui n’est pas dans le cycle, aussi appelée corde. Les graphes triangulés peuvent être vus comme
une généralisation des arbres où de petits cycles induits sont autorisés (C3). Nous pouvons remarquer
qu’un graphe triangulé est biparti si et seulement si c’est un arbre.

Un graphe est fortement triangulé si il est triangulé et que tous ces cycles pairs de longueur au
moins six ont une corde reliant deux sommets à distance impaire dans le cycle.

Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’un ensemble d’intervalles de la droite réelle.
Chaque sommet du graphe représente un intervalle et deux sommets sont reliés si leurs intervalles
correspondants s’intersectent. Il est facile de montrer que les graphes d’intervalles ne possèdent pas de
cycle de longueur au moins quatre ne contenant pas de corde. Ainsi les graphes d’intervalles appar-
tiennent à la classe des graphes triangulés.

Un graphe est planaire si il existe une représentation de celui-ci dans le plan telle qu’aucune arête
ne se croise en dehors des extrémités. Nous rappelons le résultat suivant :

Théorème 1.2 (C. Kuratowski [54]) Un graphe est planaire si et seulement si il ne contient pas de
sous-graphe qui est la subdivision de K5 ou K3,3.

Un graphe est planaire extérieur si il existe une représentation planaire telle que les sommets sont
tous sur la face extérieure.

Le line graphe L(G) = (E,A) du graphe G = (V,E) a pour sommets E et deux sommets de L(G)
sont reliés si leurs arêtes correspondantes dans G sont adjacentes, i.e. pour tout x, y ∈ E, xy ∈ A si
et seulement si x ∩ y ̸= ∅. Notons que le terme line graphe a été préféré aux termes graphe adjoint
ou graphe des arêtes qui sont peu usités. Précisons que les line graphes sont connus pour être une
sous-classe des graphes sans griffe.

Un graphe G = (V,E) est k-régulier si tous les sommets sont de degré k, i.e. pour tout u ∈ V ,
d(u) = k. Pour faire court on dit que ces graphes sont réguliers. Le graphe cubique est le graphe
3-régulier et les graphes sous-cubiques sont les graphes de degré maximum trois, i.e. on s’autorise les
sommets de degré un, deux, ou trois.

Soit C une classe de graphes. On dit que C est close par suppression d’arêtes si pour tout graphe
G ∈ C, nous avons G− A ∈ C, pour tout A ⊆ E(G). Similairement, C est close par la suppression de
sommets si pour tout graphe G ∈ C, nous avons G − S ∈ C, pour tout S ⊆ V (G). Par exemple la
classe des graphes sans griffe (c.f. 1.2e) est close par suppression de sommets mais pas par suppression
d’arêtes.

Pour une liste plus exhaustive et plus détaillée des classes de graphes avec leurs propriétés, nous
renvoyons le lecteur au livre de Brandstädt, V. Le et J. Spinrad [20].

Des graphes notables

Voici une liste de graphes que nous serons amenés à rencontrer fréquemment tout au long de cette
thèse.
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(a) le triangle (b) la patte (c) le taureau

(d) le net ou filet (e) la griffe (f) l’étoile

(g) le diamant (h) le chemin Pk (i) le cycle Ck

Figure 1.2 – Quelques graphes particuliers.

1.2 Domination

Nous introduisons la notion de dominant. Un ensemble dominant d’un graphe G = (V,E) est un
sous-ensemble S ⊆ V tel que chaque sommet v ∈ V \ S a un voisin dans S. Pour faire court, un
ensemble dominant est aussi appelé dominant quand le contexte ne permet aucune ambigüıté. Les
sommets de S sont des sommets dominants. Étant donné un ensemble S ⊆ V , un sommet u ∈ V est
dit dominé si il a un voisin dans S, et S est un dominant du sous-graphe induit par les sommets de
N [S]. Donc S ⊆ V est un dominant de G si tout sommet de V \ S est dominé ou V = S.

Nous pouvons observer que tout graphe possède un dominant puisque l’ensemble des sommets d’un
graphe est un dominant de celui-ci. Il est donc naturel de se poser la question suivante : quelle est
la cardinalité d’un ensemble dominant minimum d’un graphe ? La cardinalité d’un tel dominant pour
un graphe G est appelé nombre de domination et est noté γ(G). La Figure 1.3 est un exemple de
dominant minimum d’un graphe.
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Figure 1.3 – Les sommets noirs forment un dominant minimum du graphe.

O. Ore [66] a montré des conditions nécessaires et suffisantes d’un dominant minimal (au sens
de l’inclusion). Notons qu’un dominant minimum est un dominant minimal. Nous avons choisi de
réécrire l’énoncé de son théorème pour exprimer des conditions nécessaires, mais non-suffisantes, d’un
dominant minimum (et non minimal), comme suit :

Théorème 1.3 (O. Ore [66]) Si S est un dominant minimum, alors pour tout sommet v ∈ S :

(a) v n’est voisin d’aucun sommet de S ; ou

(b) il existe un sommet u ∈ V \ S tel que N(u) ∩ S = {v}.

Étant donné un sous-ensemble de sommets S de G, si un sommet u est tel que décrit au point (b)
(i.e. N(u) ∩ S = {v}), alors on dit que u est un voisin privé de v relativement à S. On désigne par
pn[v, S] l’ensemble des voisins privés de v par rapport à S, i.e. pn[v, S] = {u | N [u] ∩ S = {v}}. Donc
pour tout ensemble dominant minimum S de G, et pour tout sommet v ∈ S, nous avons pn[v, S] ̸= ∅.

Des variantes de l’ensemble dominant ont été étudiées. Il s’agit essentiellement de rajouter des
contraintes sur l’ensemble dominant, par exemple : l’ensemble dominant doit former un stable, le sous-
graphe induit par l’ensemble dominant doit être connexe, l’ensemble dominant doit dominer tous les
sommets du graphe (i.e. les sommets dominants doivent aussi être dominés), chaque sommet doit être
dominé par exactement un sommet dans l’ensemble dominant.

Pour une vue plus générale de la domination et de ses variantes, nous référons aux livres de T.
Haynes, S. Hedetniemi, et P. Slater [45], [46].

1.3 Problèmes de décision et complexité

Nous ne donnerons pas ici les définitions précises et techniques de la théorie de la complexité.
Nous référons au livre de M. Garey et D. Johnson [42], au livre de S. Arora et B. Barak [3] pour une
version plus modernisée, ainsi qu’à la thèse de B. Escoffier [32] qui contient une introduction riche (en
français) sur la théorie de la complexité.

Dans cette thèse, nous serons principalement intéressés par des problèmes de décision, i.e. des
problèmes pour lesquels la réponse est soit « oui », soit « non ». La classe NP regroupe l’ensemble des
problèmes de décision pour lesquels il existe un algorithme pouvant s’exécuter en temps polynomial
(certificat) afin de vérifier si une solution donnée est une réponse positive au problème. La classe
P regroupe l’ensemble des problèmes qui peuvent être résolus systématiquement, i.e. peu importe
l’instance (c.à.d. les données ou les entrées) du problème, par un algorithme déterministe en temps
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polynomial. Remarquons que si un problème appartient à P, alors il appartient aussi à NP. Malheu-
reusement, il existe des problèmes de décision pour lesquels on ne connâıt pas d’algorithme ayant un
temps d’exécution polynomial (algorithme polynomial). C’est d’ailleurs le cas du problème suivant :

Satisfiabilité (Sat)

Étant donné : une formule booléenne f .
Décider : est-ce que f est satisfiable ?

Expliquons d’abord ce qu’est une formule booléenne. Une variable booléenne peut prendre soit
comme valeur ‘0’, ‘fausse’, ou ‘négative’, soit comme valeur ‘1’, ‘vraie’, ou ‘positive’. Une formule
booléenne est une combinaison de variables booléennes avec les opérateurs ‘non’, ‘ou’, ‘et’. Une formule
est satisfiable si il existe une affectation des variables pour laquelle la formule est ‘vraie’. Le problème
Sat pose donc la question de savoir si une formule booléenne donnée est satisfiable ou non. Notons qu’il
existe un algorithme polynomial afin de vérifier si une affectation des variables satisfait une formule
donnée, et que donc Sat est dans NP. Il est donc naturel de se poser la question suivante : existe-t-il
un algorithme polynomial afin de résoudre Sat, dit autrement, est-ce que Sat est dans P ? Même si
on ne connâıt toujours pas la réponse à cette question, il est conjecturé que Sat fait partie de ses
problèmes dans NP dont on pense qu’ils sont « difficiles » à résoudre. Par cela, on veut dire qu’il existe
des problèmes dans NP dont on pense qu’ils ne peuvent être résolus en temps polynomial avec un
algorithme déterministe. Ces problèmes sont considérés comme étant les plus « difficiles » de la classe
NP. La classe NP-complet regroupe l’ensemble de ces problèmes, et Sat a été le premier problème
dont on a démontré qu’il était NP-complet, c.f. S. Cook [27] et L. Levin [59].

Pour montrer qu’un problème est dans P, il suffit de donner un algorithme polynomial afin de le
résoudre. Qu’en est-il pour montrer qu’un problème Π est NP-complet ? La classe NP-complet a été
définie comme la classe regroupant les problèmes les plus difficiles à résoudre de la classe NP. Il faut
donc montrer qu’il existe un algorithme polynomial pour vérifier qu’une solution donnée apporte une
réponse positive au problème Π. Il faut aussi montrer que Π est au moins aussi difficile, en pire cas,
que les problèmes NP-complets. Pour cela, on peut faire appel au concept de réduction polynomiale.
Étant donné deux problèmes P et P ′, on dit que P se réduit en temps polynomial vers P ′ si il existe
un algorithme polynomial qui transforme toute instance I de P en une instance I ′ de P ′, et que
les solutions de I et I ′ sont équivalentes. Observons que si P peut être résolu en temps polynomial,
alors P ′ également. La preuve du Théorème 2.1 au Chapitre 2 est un exemple « simple » de réduction
polynomiale.

Dans cette thèse, tous les problèmes de décision que nous étudions n’appartiennent sans doute pas
à la classe NP. Néanmoins, nous montrerons que ces problèmes admettent une réduction polynomiale
depuis des problèmes NP-complets. Ces problèmes sont donc considérés comme au moins aussi difficiles
et appartiennent à la classe des problèmes NP-difficiles.

Nous finissons cette section en donnant deux problèmes de graphes notables qui sont NP-complets,
et qui nous seront utiles dans cette thèse.

Stable Maximum (Maximum Independent Set)

Étant donné : un graphe G = (V,E) et un entier positif k.
Décider : y a-t-il I ⊆ V , |I| ≥ k, tel que I est un ensemble stable de G ?
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Nous avons précédemment remarqués qu’étant donné un stable maximum S d’un graphe G, l’en-
semble des sommets qui ne sont pas dans le stable, i.e. V (G) \ S forme une couverture de sommets.
Ainsi Stable Maximum est lié au problème de Couverture De Sommets énoncé ci-dessous.

Couverture De Sommets (Vertex Cover)

Étant donné : un graphe G = (V,E) et un entier positif k.
Décider : y a-t-il C ⊆ V , |C| ≤ k, tel que toute arête de G a une

extrémité dans C ?

Couveture De Sommets a été montré comme étant NP-complet avec une réduction depuis
3-Sat (une variante de Sat), c.f. [42]. Comme la taille d’un stable maximum est étroitement liée
à la taille d’une couverture de sommets, nous pouvons en déduire que Stable Maximum est aussi
NP-complet.
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Chapitre 2

Complexité du dominant

Les résultats présentés dans ce chapitre sont le fruit d’un travail commun avec Christophe Picou-
leau, c.f. [19].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons les deux problèmes suivants : Dominant Minimum ainsi que
sa variante Dominant Indépendant Minimum. Nous montrons que Dominant Minimum et Domi-
nant Indépendant Minimum peuvent être résolus en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans chemin induit de taille au plus huit.

Précédemment, nous avons défini γ(G) comme la cardinalité d’un plus petit ensemble dominant
d’un graphe G. Déterminer la valeur de γ(G) est associé au problème de décision suivant :

Dominant Minimum (Minimum Dominating Set)

Étant donné : un graphe G = (V,E) et un entier positif k ≥ 1.
Décider : y a-t-il S ⊆ V , où |S| ≤ k, tel que tout sommet de V \ S a un

voisin dans S ?

D. Johnson est le premier à avoir montré queDominant Minimum est NP-complet en donnant une
transformation depuis Couverture De Sommets. Nous avons choisi de remontrer ici queDominant
Minimum est NP-complet dans les splits graphes puisque ces graphes ont la particularité d’être sans
chemin induit de taille cinq ou plus. Cette preuve est quasiment identique à celle de A. Bertossi [8] qui
donne une réduction depuis le problème de couverture d’ensembles minimum. Pour rappel, les splits
graphes sont les graphes qui ont une partition des sommets en une clique et un ensemble indépendant.

Théorème 2.1 (M. Garey et D. Johnson [42]) Dominant Minimum est NP-complet dans les splits
graphes.

Preuve: Soit U = {u1, . . . , un} et C = {C1, . . . , Cm} une instance de 3-Sat. Nous réduisons cette
instance en temps polynomial à une instance de Domination Minimum où le graphe est un split.

Nous construisons le graphe G = (V,E). Pour chaque variable ui ∈ U , i = 1, . . . , n, nous créons un
triangle associé Ti = {ui, uī, vi}, où ui représente le littéral positif et uī représente le littéral négatif.
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Pour chaque clause Cj = {cx, cy, cz}, j = 1, . . . ,m, nous créons un sommet cj , et ajoutons les arêtes
cjux, cjuy, cjuz. Enfin nous ajoutons toutes les arêtes possibles entre les sommets de

⋃︁n
i=1{ui, uī}, afin

qu’ils induisent une clique K de taille 2n. La Figure 2.1 est une représentation du graphe construit.
Puisque K est une clique et que V \K est un ensemble indépendant, alors nous en déduisons que G
est un split graphe.

Nous montrons que C est satisfiable si et seulement si γ(G) ≤ n.

Supposons que C soit satisfiable. Nous construisons un ensemble dominant S depuis une assignation
des variables satisfaisant C. Si une variable ui est assignée à vrai, alors S ← ui. Si une variable ui est
assignée à faux, alors S ← uī. Remarquons que S domine l’ensemble des sommets cj , j = 1, . . . ,m,
associés aux clauses. De plus, chaque triangle Ti intersecte S. Donc S est un dominant de G et
γ(G) ≤ n.

Supposons maintenant que C ne soit pas satisfiable. Nous supposons, par contradiction, que γ(G) ≤
n. Soit S un dominant de G tel que |S| ≤ n. Puisque les sommets vi, i = 1, . . . , n, forment un ensemble
indépendant, et que l’intersection de leur voisinage est vide, alors nous devons prendre au minimum
n sommets du graphe afin de les dominer (un sommet par triangle Ti). Donc pour chaque triangle Ti,
nous avons |Ti ∩ S| = 1. Nous en déduisons que S ∩

⋃︁m
j=1{cj} = ∅. Nous construisons maintenant une

assignation des variables de U . Pour chaque triangle Ti : si ui ∈ S, alors nous assignons ui à vrai,
et si uī ∈ S, alors nous assignons ui à faux. Donc nous avons construit une assignation des variables
satisfaisant C, une contradiction. □

Figure 2.1 – Le split graphe construit depuis une instance U = {u1, ...un}, C = {C1, ..., Cm} de
3-Sat.

Comme Dominant Minimum est NP-complet, il est intéressant d’identifier les classes de graphes
pour lesquelles ce problème peut être résolu en temps polynomial, et celles pour lesquelles ce problème a
été montré NP-complet. Voici un bref récapitulatif de ce qui est connu sur la complexité de Dominant
Minimum pour certaines classes de graphes significatives.
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Classe de graphes Complexité source

Arbre P [26]
Biparti NP-complet [8]
Cographe P [35]
Cubique NP-complet [42]
Diamètre 2 NP-complet [60]
Fortement triangulé P [34]
Largeur arborescente bornée P [2]
Line NP-complet [78]
Maille k NP-complet [79]
Planaire NP-complet [42] p. 190
Planaire extérieur P ⊆ largeur arborescente bornée
Sans griffe NP-complet line ⊆ sans griffe
Sans P5 NP-complet split ⊆ sans P5
Split NP-complet [8]
Triangulé NP-complet [12]

Notons que certains résultats sur la complexité de Dominant Minimum dans le livre de M. Garey
et D. Johnson [42] sont erronés ou manquants. C’est notamment le cas pour les graphes cubiques. Une
mise à jour est disponible dans la section UPDATE de [42] (c.f. dernière page).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la complexité de Dominant Minimum dans la classe
des graphes sans griffe. La classe des graphes sans griffe est particulière pour Dominant Minimum
puisque pour ces graphes, le problème est étroitement lié au problème de décision associé à la cardinalité
minimum d’un ensemble dominant indépendant. Un ensemble dominant indépendant est un ensemble
dominant qui est à la fois un dominant et un ensemble stable. On note comme ι(G) la cardinalité
minimum d’un tel ensemble. Nous définissons le problème de décision comme suit :

Dominant Indépendant Minimum (Minimum Independent Dominating Set)

Étant donné : un graphe G = (V,E) et un entier positif k ≥ 1.
Décider : y a-t-il un stable S ⊆ V , où |S| ≤ k, tel que tout sommet de

V \ S a un voisin dans S ?

R. Allan et R. Laskar [1] ont montré que pour tout graphe sans griffe G, nous avons ι(G) = γ(G).
Nous en déduisons que les réponses aux problèmesDominant Minimum etDominant Indépendant
Minimum sont identiques dans la classe des graphes sans griffe. Nous pourrions par ailleurs souhaiter
identifier les classes de graphes pour lesquelles ces deux problèmes sont identiques. À cette fin, D.
Sumner et J. Moore dans [73] ont défini un graphe G comme étant domination parfait si ι(H) = γ(H)
pour tout sous-graphe induit H de G. Comme tout sous-graphe induit d’un graphe sans griffe est aussi
sans griffe, il s’ensuit que les graphes sans griffe sont dominations parfaits. I. Zverovich et V. Zverovich
[79] ont proposé une caractérisation des graphes dominations parfaits en termes de 17 sous-graphes
induits interdits. E. Camby et F. Plein ont relevé des erreurs dans la preuve de cette caractérisation et
ont proposé une caractérisation des graphes dominations parfaits en 8 sous-graphes induits interdits,
c.f. [22].

L’étude de la complexité de Dominant Minimum (et donc de Dominant Indépendant Mi-
nimum) dans la classe des graphes dominations parfaits nous semble intéressante. Nous avons choisi
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d’étudier cette complexité pour des classes restreintes de la classe des graphes sans griffe. Voici un bref
récapitulatif des résultats connu pour cette classe.

Classes de graphes sans griffe et Complexité source

Biparti P ⊆ sans net
Line graphe NP-complet [78]
Sans diamant P [42] p. 190
Sans net P [42] p. 190
Sans papillon P [8]
Sans P5 P [62]
Sans triangle P ⊆ sans net
Triangulé P [8]

M. Yannakakis et F. Gavril [78] ont montré en 1980 que Dominant Minimum reste NP-complet
dans les graphes sans griffe. En 1984, A. Bertossi [8] a montré que Dominant Minimum est aussi
NP-complet dans les splits graphes, une sous-classe des graphes sans P5. Plus récemment, en 2016,
D. Malyshev [62] a montré que Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial dans
les graphes sans K1,4 et sans P5, et donc aussi dans les graphes sans griffe et sans P5. À notre
connaissance, la complexité de Dominant Minimum reste inconnue pour les graphes sans griffe et
sans Pk pour toutes valeurs de k fixées où k ≥ 6. Nous pensons que cela motive l’étude de la complexité
de Dominant Minimum dans les graphes sans griffe et sans chemin de taille huit qui est faite dans
la prochaine section.

2.2 Graphes sans griffe et sans chemin de taille huit

Nous montrons dans cette section que Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial
dans les graphes sans griffe et sans P8.

Important : cette section est l’unique passage de la thèse où la définition du voisinage ouvert d’un

ensemble de sommets est légèrement altérée. Étant donné un ensemble de sommets A ⊆ V , nous
désignons le voisinage ouvert de A comme NG(A) =

⋃︁
v∈ANG(v). Ainsi le voisinage ouvert de A peut

contenir des sommets de A, mais pas nécessairement tous comme avec le voisinage fermé.

2.2.1 Propriétés algorithmiques

Nous donnons deux propriétés qui nous permettent de simplifier les graphes sans griffe et sans Pk,
pour n’importe quel k fixé, à considérer afin de résoudre Dominant Minimum.

Propriété 2.2 Soit G un graphe. Si u, v sont deux sommets tels que N [u] = N [v], alors γ(G) =
γ(G/uv).

Preuve: Soit u′ le sommet de G/uv résultant de la contraction de uv. Soit Γ un ensemble dominant
minimum de G. Si u, v ∈ Γ, alors Γ\{v} est un autre dominant de G, une contradiction. Si u ∈ Γ, alors
nous prenons Γ′ = (Γ\{u})∪{u′}. Si u, v ̸∈ Γ, alors nous prenons Γ′ = Γ. Dans les deux cas, Γ′ est un
dominant de G/uv, et donc γ(G) = |Γ′| ≥ γ(G/uv). Maintenant supposons que γ(G) > γ(G/uv). Soit
Γ′ un ensemble dominant minimum de G/uv. Si u′ ∈ Γ′, alors (Γ′ \ {u′}) ∪ {u} est un dominant de G
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tel que |(Γ′ \ {u′}) ∪ {u}| = γ(G/uv) < γ(G), une contradiction. Si u′ ̸∈ Γ′, alors Γ′ est un dominant
de G, une contradiction. Donc γ(G) = γ(G/uv). □

Propriété 2.3 Soit G = (V,E) un graphe connexe sans griffe tel que δ(G) = 1. Soit u une feuille et v
son voisin. Alors il existe Γ un ensemble dominant minimum de G tel que Γ = {v} ∪ Γ′, où Γ′ est un
ensemble dominant minimum de G′ = G−N [v].

Preuve: Puisque u est une feuille, il existe Γ un ensemble dominant minimum de G où v ∈ Γ. Soit
w ∈ N(v) \ {u}. Puisque G est sans griffe, alors N(w) \N [v] est une clique. Nous pouvons supposer
que w ̸∈ Γ, car nous pourrions remplacer w par w′ ∈ N(w) \ N [v] afin d’obtenir un autre ensemble
dominant minimum deG (notons que siN(w)\N [v] est vide, alors Γ ne peut être un ensemble dominant
minimum). Nous montrons que Γ′ = Γ \N [v] est un ensemble dominant minimum de G′ = G−N [v].
Clairement Γ′ est un dominant de G′. Si il existe S un ensemble dominant minimum de G′ tel que
|S| < |Γ′|, alors S ∪ {v} est un dominant de G où |S ∪ {v}| < Γ, une contradiction. □

En conséquence de la propriété précédente, si un ensemble dominant minimum de G′ = G−N [v]
peut être calculé en temps polynomial, alors un ensemble dominant minimum de G peut aussi être
calculé en temps polynomial.

Nous observons que si un graphe possède des structures dominantes de taille fixée, alors nous
pouvons calculer un ensemble dominant minimum en temps polynomial dans ce graphe.

Propriété 2.4 Soit k > 0 un entier positif fixé et un graphe G = (V,E). Si il existe T ⊆ V , où |T | ≤ k
et V = N [T ], alors on peut calculer un ensemble dominant minimum dans G en temps polynomial.

Preuve: Puisque γ(G) ≤ k + k′, alors nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum en
O(nk). □

Propriété 2.5 Soit k, k′ > 0 deux entiers positifs fixés et G = (V,E) un graphe. Si il existe T ⊂ V , où
|T | ≤ k et W = V \ N [T ] tel que |W | ≤ k′, alors on peut calculer un ensemble dominant minimum
dans G en temps polynomial.

Preuve: Puisque γ(G) ≤ k, alors nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum en O(nk+k′).
□

2.2.2 Graphes avec des longs cycles induits

Nous donnons deux lemmes qui nous permettent de conclure que Dominant Minimum peut être
résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe et sans Pk, k ≤ 8, lorsqu’ils contiennent un
long cycle induit.

Lemme 2.6 Pour tout entier fixé k ≥ 6, si G est un graphe connexe sans griffe et sans Pk tel que
Ck ⊆i G, alors un ensemble dominant minimum de G peut être calculé en temps polynomial.
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Preuve: Soit Ck = v1 − · · · − vk − v1, Ck ⊆i G. Soit v ̸∈ V (Ck) tel que N(v) ∩ V (Ck) ̸= ∅. Puisque
G est sans griffe et que k ≥ 6, nous avons 2 ≤ |N(v) ∩ V (Ck)| ≤ 4. Si |N(v) ∩ V (Ck)| = 2, alors
les deux voisins de v dans Ck doivent être consécutifs, et donc Pk ⊆i G, une contradiction. Pour
3 ≤ |N(v) ∩ V (Ck)| ≤ 4, soit w un voisin de v. Si N(w) ∩ V (Ck) = ∅, alors il y a une griffe induite
centrée sur v, une contradiction. Donc tous les voisins de v ont un voisin dans Ck, et donc N [Ck] = V .
D’après la Propriété 2.4, nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum de G en temps
polynomial. □

Lemme 2.7 Pour tout entier fixé k ≥ 6, si G est un graphe connexe sans griffe, sans Pk et sans Ck tel
que Ck−1 ⊆i G, alors un ensemble dominant minimum de G peut être calculé en temps polynomial.

Preuve: Soit Ck−1 = v1 − · · · − vk−1 − v1, Ck−1 ⊆i G, et v ̸∈ V (Ck−1) tel que N(v) ∩ V (Ck−1) ̸= ∅.
Si k ≥ 7, alors 2 ≤ |N(v) ∩ V (Ck−1)| ≤ 4 ; si k = 6, alors 2 ≤ |N(v) ∩ V (Ck−1)| ≤ 5. Soit w un voisin
de v tel que N(w) ∩ V (Ck−1) = ∅. Si 3 ≤ |N(v) ∩ V (Ck−1)| ≤ 5, alors il y a une griffe induite centrée
sur v, une contradiction. Si |N(v) ∩ V (Ck−1)| = 2, alors il y a Pk ⊆i G, une contradiction. Donc
N [Ck−1] = V et d’après la Propriété 2.4, nous pouvons calculer un ensemble dominant minimum de
G en temps polynomial. □

2.2.3 Graphes sans longs cycles induits

Dans cette section, nous montrons que, pour tout entier positif fixé k ≤ 8, si G est un graphe sans
(griffe, Pk, Ck, Ck−1), tel que Ck−2 ⊆i G, alors un ensemble dominant minimum de G peut être calculé
en temps polynomial. Le premier lemme donne une propriété structurelle de G. Nous utilisons cette
propriété pour montrer deux autres lemmes, le premier étant pour k = 6, et le second pour 7 ≤ k ≤ 8.

Lemme 2.8 Pour tout entier positif fixé k ≥ 6, si G est un graphe connexe sans (griffe,Pk, Ck, Ck−1)
tel que Ck−2 ⊆i G, alors W = V \N [V (Ck−2)] est un ensemble indépendant de G.

Preuve: Soit C = Ck−2 = v1 − · · · − vk−2 − v1, où C ⊆i G, et soit v ∈ N [V (C)] \ V (C). Nous avons
2 ≤ |NC(v)| ≤ 5 (notons que |NC(v)| = 5 seulement si C = C5). Soit W = V \ N [V (C)], et soit
w ∈W un voisin de v. Si 3 ≤ |NC(v)| ≤ 5, alors il y a une griffe, une contradiction. Donc v est tel que
NC(v) = {vi, vi+1}, pour 1 ≤ i ≤ k − 2 (par abus de notation, quand i = k − 2 nous supposons que
vi+1 = v1). D’après la Propriété 2.2, nous pouvons supposer que tous les sommets contractables de G
sont contractés. De plus, d’après la Propriété 2.3, nous pouvons supposer que G n’a pas de feuille.

Supposons, par contradiction, que w ait un voisin w′, où w′ ∈ W . Si w′ n’a pas de voisin dans
N(V (C)), alors il y a Pk ⊆i G, une contradiction. Donc w′ a un voisin dans N(V (C)). Rappelons
que N [w] ̸= N [w′]. Si vw′ ̸∈ E, alors il y a Pk ⊆i G, une contradiction. Donc w et w′ ont les
mêmes voisins dans N(V (C)) mais pas dans W . Donc il existe r ∈ W tel que rw ∈ E, rw′ ̸∈ E. Les
arguments précédents impliquent que rv ∈ E. Mais G[{r, v, vi, w

′}] est une griffe, une contradiction.
Donc, W = V \N [V (Ck−2)] est un ensemble indépendant de G. □

Lemme 2.9 Si G est un graphe connexe sans (griffe,P6, C6, C5) tel que C4 ⊆i G, alors un ensemble
dominant minimum de G peut être calculé en temps polynomial.
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Preuve: Soit C = C4 = v1 − · · · − v4 − v1, où C ⊆i G, et soit v ̸∈ V (C) tel que N(v) ∩ V (C) ̸= ∅.
Nous avons 2 ≤ |NC(v)| ≤ 4. Soit W = V \N [C], et soit w ∈ W un voisin de v. Si 3 ≤ |NC(v)| ≤ 4,
alors G possède une griffe, une contradiction. Donc NC(v) = {vi, vi+1}, pour 1 ≤ i ≤ 4 (par abus
de notation, quand i = 4 nous supposons que vi+1 = v1). D’après la Propriété 2.2, nous pouvons
supposer que tous les sommets contractables de G sont contractés. De plus, d’après la Propriété 2.3,
nous pouvons supposer que G n’a pas de feuille.

D’après la Propriété 2.5, si |W | ≤ 1, alors un ensemble dominant minimum de G peut être calculé
en temps polynomial. Donc nous pouvons supposer que |W | ≥ 2. D’après le Lemme 2.8, W est un
ensemble indépendant de G. Nous montrons que tous les sommets v ∈ N [W ] \W ont exactement le
même voisinage dans C.

Soit w,w′ ∈ W , w ̸= w′, tels que w a un voisin v ∈ N [C] \ V (C) et w′ a un voisin v′ ∈ N [C] \
V (C). Puisque G est sans griffe v ̸= v′. Sans perte de généralité NC(v) = {v1, v2}. Supposons que
NC(v) ̸= NC(v′). Sans perte de généralité NC(v′) = {v2, v3} (notons que NC(v′) = {v1, v4} est
symétrique). Si vv′ ̸∈ E, alors w − v − v1 − v4 − v3 − v′ = P6, sinon v1 − v − v′ − v3 − v4 = C5, une
contradiction. Maintenant il reste le cas NC(v′) = {v3, v4}. Nous avons vv′ ̸∈ E sinon il y a une griffe,
mais w−v−v1−v4−v′−w′ = P6, une contradiction. Alors, sans perte de généralité, tous les sommets
w ∈W n’ont que des voisins v ∈ N [C] \ V (C) tel que N(v) = {v1, v2}.

Soit |W | = q, où q ≥ 2. Nous montrons que γ(G) = q+1. PuisqueW est un ensemble indépendant,
et que pour toute paire w,w′ ∈ W , w ̸= w′, nous avons N [w] ∩ N [w′] = ∅, nous devons prendre q
sommets de N [W ] pour dominer les sommets W . Ces sommets ne peuvent dominer ni v3 ni v4. Donc
γ(G) ≥ q + 1.

Nous construisons un ensemble dominant minimum de G. Nous prenons un voisin de chaque w ∈W
pour former R. Clairement, Γ = R∪{v3} domine V (C)∪N [R]. Supposons qu’il existe s ∈ N [C]\V (C)
qui n’est pas dominé par Γ. Si NC(s) = {v1, v2}, alors il existe r ∈ R tel que G[{r, s, v1, v4}] est une
griffe, une contradiction. Si NC(s) = {v1, v4}, alors w− v− v2− v3− v4− s = P6, une contradiction. Si
NC(s) = {v1, v2, v4}, alors il existe r ∈ R tel que G[{r, s, v2, v3}] est une griffe, une contradiction. Donc
tous les sommets s ̸∈ N [R] ∪ V (C) sont dominés par v3. Nous en déduisons que Γ est un ensemble
dominant minimum de G. Clairement Γ peut être construit en temps polynomial. □

Lemme 2.10 Pour k ∈ {7, 8}, si G est un graphe connexe sans (griffe, Pk, Ck, Ck−1) tel que Ck−2 ⊆i G,
alors un ensemble dominant minimum de G peut être calculé en temps polynomial.

Preuve: D’après les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets contrac-
tables de G sont contractés et que G n’a pas de feuille. Soit C = Ck−2 = v1 − · · · − vk−2 − v1, C ⊆i G
et v ∈ N [C] \ V (C). Nous avons 2 ≤ |NC(v)| ≤ 5 (notons que |NC(v)| = 5 seulement si C = C5). Soit
S = N [C] \ V (C), W = V \N [C] et w ∈ W un voisin de v. Si 3 ≤ |NC(v)| ≤ 4, alors G a une griffe,
une contradiction. Donc, v est tel que NC(v) = {vi, vi+1}, pour 1 ≤ i ≤ k − 2 (par abus de notation,
quand i = k − 2 nous supposons que vi+1 = v1).

Nous montrons que pour tous w ∈ W, il existe v, v′ ∈ N(w) tels que NC(v) ∩ NC(v′) = ∅. Soit
w ∈W et v, v′ ∈ NS(w), v ̸= v′.

Premièrement, nous montrons que NC(v) ̸= NC(v′). Supposons que NC(v) = NC(v′). Sans perte
de généralité NC(v) = {v1, v2}. Nous avons vv′ ∈ E ou sinon G[{v, v′, v1, vk−2}] est une griffe. Puisque
N [v] ̸= N [v′], il existe u ∈ V tel que uv ∈ E et uv′ ̸∈ E. Si u ∈ W , alors d’après le Lemme
2.8, nous avons uw ̸∈ E, mais G[{u, v, w, v1}] est une griffe, une contradiction. Donc nous pouvons
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supposer que u ∈ S. Si NC(u) = {v1, v2}, alors G[{u, v′, v2, v3}] est une griffe, une contradiction. Donc
NC(u) ̸= NC(v) et nous pouvons supposer que uw ̸∈ E, ou sinon nous avons u, v deux voisins de
w avec un voisinage distinct dans C. Si NC(u) ∩ NC(v) = ∅, alors G[{u, v, v1, w}] est une griffe, une
contradiction. Donc, sans perte de généralité, nous supposons que NC(u)∩NC(v) = {v1}, mais dans ce
cas G[{u, v, v2, w}] est une griffe, une contradiction. Donc N [v] = N [v′] et v, v′ peuvent être contractés,
impliquant que w est une feuille, une contradiction. Donc pour tout w ∈ W, il existe v, v′ ∈ NS(w),
v ̸= v′ tels que NC(v) ̸= NC(v′).

Nous montrons que NC(v)∩NC(v′) = ∅. Sans perte de généralité, supposons que NC(v) = {v1, v2}
et que NC(v′) = {v2, v3}. Si vv′ ∈ E, alors v1 − v − v′ − v3 − · · · − vk−2 − v1 = Ck−1, sinon
v1 − v − w − v′ − v3 − · · · − vk−2 − v1 = Ck, une contradiction. Donc tous les sommets w ∈ W,
ont deux voisins v, v′ ∈ S tels que NC(v) ∩NC(v′) = ∅.

D’après la Propriété 2.5, nous pouvons supposer que |W | ≥ 2. Soit w,w′ ∈ W (rappelons que
ww′ /∈ E). Puisque w et w′ ont deux voisins dans S qui n’ont pas de voisinage s’intersectant dans C,
soit v ∈ N(w), v′ ∈ N(w′) tels que NC(v) ∩ NC(v′) = ∅. Sans perte de généralité NC(v) = {v1, v2}.
Supposons que NC(v′) = {v3, v4} (notons que N(v′) = {vk−2, vk−3} est symétrique). Si vv′ ∈ E, alors
G[{v, v′, v1, w}] est une griffe, sinon w−v−v1−vk−2−· · ·−v4−v′−w′ = Pk, une contradiction. Donc
les sommets de NC(v) ne sont pas adjacents aux sommets de NC(v′). Nous en déduisons que pour
k = 7, puisque Ck−2 = C5, une telle configuration n’est jamais possible. Nous avons donc |W | ≤ 1 et
d’après la Propriété 2.5, un ensemble dominant minimum peut être calculé en temps polynomial.

Nous traitons le cas restant où k = 8. Soit |W | = q, q ≥ 2. Nous montrons que γ(G) = q + 2.
Puisque W est indépendant et que pour toute paire distincte w,w′ ∈W , N [w]∩N [w′] = ∅, alors nous
devons prendre q sommets de N [W ] afin de dominer les sommets de W . Soit w,w′ ∈ W . D’après les
arguments précédents, nous pouvons supposer que w a un voisin v tel que NC(v) = {v1, v2}, et que w′

a un voisin v′ tel que NC(v′) = {v4, v5} (chaque sommet de W a deux voisins qui sont respectivement
{v1, v2} et {v4, v5} car C = C6). Puisque G est sans griffe, alors vv′ ̸∈ E. Les q sommets qui dominent
W ne peuvent dominer v3 et v6. Donc γ(G) ≥ q + 1.

Supposons que γ(G) = q + 1. L’ensemble dominant minimum de G doit contenir un sommet
s ∈ S qui est un voisin de v3 et v6. Si vs ∈ E, respectivement v′s ∈ E, alors G a une griffe (car s
ne peut être complet à NC(v) ∪ NC(v′)), une contradiction. Aussi, s doit avoir (v1 ou v5) et (v2 ou
v4) comme voisins, sinon G a une griffe. Nous supposons d’abord que N(s) = {v1, v2, v3, v6}. Alors
w−v−v1−s−v3−v4−v′−w′ = P8 (rappelons que vv′ ̸∈ E puisque G est sans griffe), une contradiction.
Le cas où N(s) = {v3, v4, v5, v6} est symétrique. Maintenant nous supposons que N(s) = {v1, v3, v4, v6}
(notons que N(s) = {v2, v3, v5, v6} est symétrique). Alors w− v − v2 − v3 − s− v6 − v5 − v′ = P8, une
contradiction. Donc γ(G) ≥ q + 2.

Nous montrons que Γ = {v1, v4} ∪W est un ensemble dominant minimum de G. Clairement Γ
domine N [W ] ∪ V (C). Soit s ̸∈ N [W ] ∪ V (C). Donc s ∈ S. Supposons que sv1, sv4 ̸∈ E. D’après
les arguments précédents, nous avons ws ̸∈ E et vs ̸∈ E, sinon G[{v, s, v1, w}] est une griffe. Si
N(s) = {v2, v3}, alors w − v − v1 − v6 − v5 − v4 − v3 − s = P8, une contradiction. Par symétrie
N(s) ̸= {v5, v6}. Comme montré précédemment N(s) ̸= {v2, v3, v5, v6}. Donc tous s ̸∈ N [W ] ∪ V (C)
est dominé par v1 ou v4. Nous en déduisons que Γ = {v1, v4}∪W est un ensemble dominant de G. □

D’après les Lemmes 2.6, 2.7, 2.9, 2.10, nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire 2.11 Soit G un graphe connexe sans griffe et sans Pk, où 6 ≤ k ≤ 8. Si Cl ⊆i G, où
k − 2 ≤ l ≤ k, alors un ensemble dominant minimum de G peut être calculé en temps polynomial.

2.2.4 Graphes avec petits cycles induits

Dans cette section, nous montrons que Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial
dans les graphes sans griffe et sans P8. En commençant par le résultat sur la complexité du Dominant
Minimum dans les graphes sans griffe et sans P5, nous montrons successivement que le problème peut
être résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe et sans P6, puis dans les graphes sans
griffe et sans P7, et nous concluons sur la classe des graphes sans griffe et sans P8.

D. Malyshev a montré dans [62] que Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial
dans les graphes sans K1,4 et sans P5. Donc nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 2.12 Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans P5.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant :

Lemme 2.13 Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans P6.

Preuve: D’après le Corollaire 2.11, si Cl ⊆i G, 4 ≤ l ≤ 6, alors on peut calculer un ensemble
dominant minimum dans G en temps polynomial. Si G est sans-(griffe,C4, C5, C6, P6), alors G est un
graphe triangulé. Or on sait qu’il est possible de calculer un ensemble dominant minimum dans les
graphes triangulés sans griffe. □

Lemme 2.14 Si G est un graphe connexe sans (griffe,C5, C6, C7, P7), alors un ensemble dominant
minimum de G peut être calculé en temps polynomial.

Preuve: D’après les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets contractables
de G sont contractés et que G n’a pas de feuille. D’après le Lemme 2.13, nous pouvons supposer que
P6 ⊆i G. Soit P = v1 − v2 − v3 − v4 − v5 − v6.

Soit W = V \ N [V (P )]. D’après la Propriété 2.4, si W = ∅, alors on peut calculer un en-
semble dominant minimum de G en temps polynomial. Nous pouvons donc supposer que W ̸= ∅.
Soit S = {v ∈ V \ V (P ) : 2 ≤ |NP (v)| ≤ 4}. Nous définissons Si ⊆ S comme les sommets v
tels que |NP (v)| = i. Soit Hi = {v ∈ S2 : NP (v) = {vi, vi+1}, 1 ≤ i ≤ 5}. Puisque G est sans
griffe, chaque Hi est une clique. Si il y a une arête riri+1 ∈ E avec ri ∈ Hi, ri+1 ∈ Hi+1, alors
P = v1− · · · − vi− ri− ri+1− vi+2− · · · − v6 = P7, une contradiction. Si il y a une arête rirj ∈ E avec
ri ∈ Hi, rj ∈ Hj et j ≥ i+ 3, alors Cp ⊆i G, p ≥ 5. Donc H1 est anti-complet à H2, H4, H5 ; et H2 est
anti-complet à H3, H5 ; et H3 est anti-complet à H4.

Nous définissons Ri comme l’ensemble des sommets de Hi ayant un voisin dans W , i.e. Ri = {v ∈
Hi : NW (v) ̸= ∅}, pour 1 ≤ i ≤ 5. Puisque G est sans P7, alors R1 = R5 = ∅.

Soit r ∈ Ri, r
′ ∈ Ri, r ̸= r′, où i ∈ {2, 4}, tels que r, respectivement r′, a un voisin w ∈ W ,

respectivement w′ ∈W . Nous montrons que NS(r) = NS(r′).
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Supposons, par contradiction, qu’il existe s ∈ S tel que rs ∈ E, r′s ̸∈ E. D’après les argu-
ments précédents s ̸∈ Ri ∪ Hi−1 ∪ Hi+1. Soit i = 2 (le cas i = 4 est symétrique). Rappelons
que H2 est anti-complet à H1, H3, H5, et donc s ∈ H4 ∪ S3 ∪ S4. Si s ∈ H4, alors G[{r, w, v3, s}]
est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S3 ∪ S4. Si NP (s) = {v1, v2, v3}, alors G[{r′, v3, v4, s}]
est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v2, v3, v4}, alors G[{r′, v1, v2, s}] est une griffe, une
contradiction. Si NP (s) = {v3, v4, v5} ou NP (s) = {v4, v5, v6}, alors G[{r, v2, w, s}] est une griffe,
une contradiction. Donc s ∈ S4. Si NP (s) = {v1, v2, v3, v4}, alors G[{r, v1, v4, s}] est une griffe, une
contradiction. Si NP (s) = {v2, v3, v4, v5}, alors G[{r,′ v1, v2, s}] est une griffe, une contradiction. Si
NP (s) = {v3, v4, v5, v6}, alors G[{r, v4, v6, s}] est une griffe, une contradiction. Maintenant prenons
i = 3. Rappelons que H3 est anti-complet à H2, H4, et que donc s ∈ H1 ∪H5 ∪ S3 ∪ S4. Si s ∈ H1 (le
cas s ∈ H5 est symétrique), alors G[{r, w, v3, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S3 ∪S4. Si
NP (s) = {v1, v2, v3} (le casNP (s) = {v4, v5, v6} est symétrique), alors G[{r, w, v4, s}] est une griffe, une
contradiction. SiNP (s) = {v2, v3, v4} (le casNP (s) = {v3, v4, v5} est symétrique), alorsG[{r′, v4, v5, s}]
est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S4. Si NP (s) = {v1, v2, v4, v5} ou NP (s) = {v1, v2, v5, v6},
alors G[{r, v1, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v2, v3, v5, v6}, alors G[{r′, v3, v4, s}]
est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v1, v2, v3, v4} (le cas NP (s) = {v3, v4, v5, v6} est sy-
métrique), alors G[{r′, v4, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Donc NP (s) = {v2, v3, v4, v5} mais
G[{r, v2, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Donc NS(r) = NS(r′).

Soit r2 ∈ R2, r
′
2 ∈ R2, r2 ̸= r′

2 tels que r2 a un voisin w ∈ W , et r′
2 a un voisin w′ ∈ W . Soit

r4 ∈ R4, r
′
4 ∈ R4, r4 ̸= r′

4 tels que r4 est voisin de w, et r′
4 est voisin de w′. Nous montrons que

NS\H4(r2) = NS\H4(r′
2), respectivement NS\H2(r4) = NS\H2(r′

4).
Supposons, par contradiction, qu’il y ait s ∈ S tel que r2s ∈ E, r′

2s ̸∈ E. D’après les arguments
précédents s ̸∈ H1∪H2∪H3. Quand s ∈ H4, nous savons que s n’est pas un voisin de w. Si s ∈ H4∪H5,
alors G[{r2, v2, w, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S3 ∪S4. Si NP (s) = {v1, v2, v3}, alors
G[{r′

2, v3, v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v2, v3, v4}, alors G[{r′
2, v1, v2, s}] est

une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v3, v4, v5}, alors G[{r2, v2, w, s}] est une griffe, une contra-
diction. Si NP (s) = {v4, v5, v6}, alors G[{r2, v4, v6, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S4.
Si NP (s) = {v1, v2, v4, v5} ou NP (s) = {v1, v2, v5, v6}, alors G[{r, v1, v5, s}] est une griffe, une contra-
diction. Si NP (s) = {v2, v3, v5, v6}, alors G[{r′, v3, v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) =
{v1, v2, v3, v4}, alors G[{r2, v1, v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v2, v3, v4, v5}, alors
G[{r′

2, v1, v2, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v3, v4, v5, v6}, alors G[{r2, v4, v6, s}] est
une griffe, une contradiction. Donc NS\H4(r2) = NS\H4(r′

2) et par symétrie, pour r′
4 ∈ R4, r

′
4 ̸= r4,

nous avons NS\H2(r4) = NS\H2(r′
4).

Soit w ∈ W . Nous montrons que w n’a pas deux voisins ri, ri+1 où ri ∈ Ri, ri+1 ∈ Ri+1. Nous
supposons, par contradiction, que ces deux voisins existent. Alors v1−· · ·−vi−ri−w−ri+1−vi+2−· · ·−
v6 = P8, une contradiction. Maintenant, puisque R1 = R5 = ∅, si w a deux voisins ri ∈ Ri, rj ∈ Rj ,
i ̸= j, alors ces deux voisins sont r2 ∈ R2, r4 ∈ R4, avec r2r4 ∈ E, sinon w− r4−v4−v3− r2−w = C5.
De plus, quand w a deux voisins r2 ∈ R2, r4 ∈ R4, alors chaque voisin w′ ∈ NW (w) a r2 et r4 comme
voisin. Supposons, par contradiction, que w ait un voisin w′ ∈ W tel que w′r2 ̸∈ E (le cas w′r4 ̸∈ E
est symétrique). Alors w′ − w − r2 − v3 − · · · − v6 = P7, une contradiction. Nous en déduisons que
N [w] = N [w′], une contradiction.

Donc en définissant Z24 = {w ∈ W : w a deux voisins r2 ∈ R2, r4 ∈ R4}, nous avons Z24 un
ensemble indépendant de G.
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Soit w,w′ ∈ Z24, w ̸= w′. Puisque G est sans griffe, nous avons N(w)∩N(w′) = ∅. Nous montrons
que NR2(w) est anti-complet à NR4(w′), et que NR4(w) est anti-complet à NR2(w′). Par contradiction,
si w a un voisin r2 ∈ R2, et que w

′ a un voisin r4 ∈ R4, tels que r2r4 ∈ E, alors G[{v2, r2, w, r4}] est
une griffe, une contradiction.

Soit Zi = {w ∈W : w a un voisin dans Ri \ (NRi(Z24)}, 2 ≤ i ≤ 4}.
Nous montrons que Z2, Z3, Z4 sont deux à deux anti-complets. Si il y a une arête w2w4 ∈ E, où

w2 ∈ Z2, w4 ∈ Z4, avec r
′
2 ∈ R2, r

′
4 ∈ R4 les voisins respectifs de w2, w4, alors w2−r′

2−v3−v4−r′
4−w4−

w2 = C6 (r′
2r

′
4 ̸∈ E sinon G[{v2, r

′
2, w2, r

′
4}] est une griffe). Si il y a une arête w2w3 ∈ E, où w2 ∈ Z2,

w3 ∈ Z3, avec r
′
2 ∈ R2, r

′
3 ∈ R3 les voisins respectifs de w2, w3, alors w2− r′

2− v3− r′
3−w3−w2 = C5

(rappelons que r′
2r

′
3 ̸∈ E). Nous en déduisons par symétrie qu’il n’y a pas d’arête entre Z3 et Z4.

Soit Y = W \(Z2∪Z3∪Z4∪Z24). Observons que pour tout w ∈ Y , nous avons NZ2(w) = NZ4(w) =
NZ24(w) = ∅, sinon P7 ⊆i G.

Soit Y3 = {w ∈ Y : w a un voisin dans Z3}. Si il existe w′ ∈ Y \ Y3 tel que w′ a un voisin w ∈ Y3,
alors P7 ⊆i G. Donc Y = Y3.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Y3, Z2, Z4 sont trois ensembles indépendants de G.
Les arguments sont les mêmes pour les trois ensembles, donc nous montrons que Z2 est un ensemble
indépendant de G. Supposons, par contradiction, qu’il y ait w1, w2 ∈ Z2 tels que w1w2 ∈ E. Nous
montrons que NR2(w1) = NR2(w2). Si NR2(w1) ̸= NR2(w2), alors il existe r2 ∈ R2 qui est un voisin
de w1 mais n’est pas un voisin w2. Alors w2 − w1 − r2 − v3 − · · · − v6 = P7, une contradiction. Si
NZ2(w1) ̸= NZ2(w2), alors il existe w3 ∈ Z2 tel que w2w3 ∈ E, w1w3 ̸∈ E, mais G[{v2, r2, w1, w3}]
est une griffe, une contradiction. Alors N [w1] = N [w2], une contradiction. Donc Z2, Z4, Y3 sont trois
ensembles indépendants de G.

Puisque G est sans griffe, alors pour toute paire distincte w1, w2 ∈ Z2 ∪ Z4 ∪ Y3, nous avons
N(w1) ∩N(w2) = ∅.

Nous montrons que pour tout w ∈ Y3, N(w) est une clique. Soit w ∈ Y3. Supposons qu’il y
ait s, s′ deux sommets non-adjacents dans N(w). Puisque G est sans griffe, s, s′ n’ont pas de voisin
commun dans R3. Soit r ∈ R3 un voisin de s. Alors s′−w−s−r−v3−v2−v1 = P7, une contradiction.

Puisque G est sans griffe, si il y a un sommet r ∈ Ri ayant un voisin z ∈ Zi, et un sommet s ∈ S
tel que sz ̸∈ E et vi ̸∈ N(s), alors G a une griffe, une contradiction, (notons que vi+1 ̸∈ N(s) est
symétrique). Donc N(Zi) est anti-complet à Hj , j ̸= i.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Z2 = Z4 = ∅. Les arguments sont les mêmes
dans les deux cas, donc nous considérons Z2. Soit r, r

′ ∈ R2 deux voisins de w ∈ Z2. Nous mon-
trons que N [r] = N [r′]. Puisque NR(w) = NR2(w) et rr′ ∈ E , alors comme montré précédemment
NS(r) = NS(r′). Pour une paire distincte w1, w2 ∈ Z2, N(w1) ∩ N(w2) = ∅. Donc N [r] = N [r′], une
contradiction. Alors w est une feuille, une contradiction.

Maintenant, nous étudions la structure de Z3. Pour toute paire distincte w1, w2 ∈ Z3 telle que
w1w2 ∈ E, il ne peut pas exister deux sommets distincts w′

1, w
′
2 ∈ Z3 tels que w1w

′
1 ∈ E, w′

1w2 ̸∈ E et
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w2w
′
2 ∈ E, w1w

′
2 ̸∈ E. Nous supposons, par contradiction, qu’une telle paire existe. Nous supposons

d’abord que w2 a un voisin r2 ∈ R3 tel que r2w1 ̸∈ E. Si w′
1r2 ̸∈ E, alors v1−v2−v3−r2−w2−w1−w′

1 =
P7, sinon G[{v4, r2, w2, w

′
1}] est une griffe, une contradiction. Donc w1, w2 ont un voisin en commun

r1 ∈ R3. Si w
′
1r1 ∈ E, alors G[{v3, r1, w2, w

′
1}] est une griffe, une contradiction. Donc w′

1r1 ̸∈ E et w′
1

a un voisin r′
1 ∈ R3, r

′
1 ̸= r1. Si r

′
1w2 ∈ E, alors G[{v3, r

′
1, w2, w

′
1}] est une griffe, une contradiction.

Donc r′
1w2 ̸∈ E. Si r′

1w1 ̸∈ E, alors v1 − v2 − v3 − r′
1 − w′

1 − w1 − w2 = P7, une contradiction. Donc
r′

1w1 ∈ E. Si r′
1w

′
2 ̸∈ E, alors v1− v2− v3− r′

1−w1−w2−w′
2 = P7, une contradiction. Donc r′

1w
′
2 ∈ E

mais G[{v4, r
′
1, w1, w

′
2}] est une griffe, une contradiction.

En conséquence, chaque composante connexe Ai de Z3 a un sommet universel. Aussi, G étant sans
griffe, deux composantes connexes distinctes ne peuvent partager un voisin dans R3. De plus, d’après
la Propriété 2.3, nous pouvons supposer que w3 ∈ Z3 n’est pas une feuille.

Nous montrons que w ∈ Y3 est relié à un sommet universel d’une composante connexe Ai de Z3.
Nous supposons que les voisins de w ne sont pas universels dans Ai. Soit s ∈ Ai un voisin de w, et
u, u ̸= s, un sommet universel de Ai. Puisque s n’est pas universel, il existe v, v ∈ Ai tel que sv ̸∈ E
et uv ∈ E. Puisque N(w) est une clique, alors wv ̸∈ E. Soit r ∈ R3 un voisin de s. Puisque G est sans
griffe, alors rv ̸∈ E. Soit r′ ∈ R3, r

′ ̸= r, un voisin de v. D’après les arguments précédents r′s ̸∈ E. Si
r′u ̸∈ E, alors v1−v2−v3−r′−v−u−s = P7, sinon v1−v2−v3−r′−u−s−w = P7, une contradiction.

Nous sommes prêt à construire un ensemble dominant minimum de G.

Premièrement, nous considérons le cas Z24 ̸= ∅. Soit r2 ∈ R2, r4 ∈ R4 deux voisins de w ∈ Z24.
Nous montrons que R3 = ∅. Supposons qu’il existe w′ ∈ W ayant un voisin r3 ∈ R3. Puisque w

′

n’est pas un voisin de r2 ou r4, nous avons w
′ − r3 − v3 − r2 − r4 − v5 − v6 = P7, une contradiction.

Donc R3 = ∅, et puisque Z2 = Z4 = ∅, alors W = Z24. Rappelons que W = Z24 est un ensemble
indépendant, et que pour toute paire distincte w′, w′ ∈ Z24, nous avons N(w) ∩N(w′) = ∅.

Nous construisons un ensemble dominant minimum de G comme suit :

D’après la Propriété 2.5, nous pouvons supposer que |W | ≥ 2. Prenons r2 ∈ R2 un voisin de w
(rappelons que les voisins de w dans Ri, i ∈ {2, 4}, ont le même voisinage et que tous les sommets
de Ri ont les mêmes voisins dans S \H4), et pour tout autre w

′ ∈ Z24, nous prenons n’importe quel
voisin r′

4 ∈ R4. Ces sommets dominent Z24 ∪ H2 ∪ H4 ∪ {v2, v3, v4, v5}. Au moins un autre sommet
est nécessaire pour dominer G puisque v1 et v6 ne sont pas dominés. En prenant les trois sommets
v2, v4, v6, nous obtenons un ensemble dominant (pas nécessairement minimum). Nous vérifions d’abord
si il existe s un voisin de v1 et v6 qui domine le reste du graphe. Si un tel sommet s n’existe pas,
en prenant toutes les paires s1, s6 où si est un voisin de vi, i ∈ {1, 6}, on peut vérifier si il existe un
ensemble dominant minimum avec seulement deux sommets de plus (notons qu’il y a au plus O(n2)
de ces paires).

Nous considérons le cas Z24 = ∅.
Nous construisons un ensemble dominant minimum de G comme suit :

— Y3 ̸= ∅. Pour chaque w ∈ Y3, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
Ai de Z3 qui est relié à w. Pour chaque composante connexe Ai de Z3 qui n’est pas connecté à
un sommet de Y3, nous faisons comme suit : si il existe r3 ∈ R3 qui est complet à Ai (rappelons
que ces sommets ont le même voisinage), alors nous prenons r3, sinon nous prenons un sommet
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universel de Ai. Ces sommets dominent Y3∪Z3. Au moins un sommet de plus est nécessaire pour
dominer G puisque v1 et v6 ne sont pas dominés. En prenant les trois sommets v2, v4, v6, nous
obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions d’abord si
il existe s un voisin de v1 et v6 dominant le reste du graphe. Si un tel sommet s n’est pas trouvé,
alors pour toutes les paires s1, s6 où si est un voisin de vi, i ∈ {1, 6}, nous pouvons vérifier si il
y a un ensemble dominant minimum avec seulement deux autres sommets (notons qu’il y a au
plus O(n2) de ces paires).

— Y3 = ∅. Alors Z3 = W . Pour chaque composante connexe Ai de Z3, si il existe r3 ∈ R3 qui est
complet à Ai (rappelons que ces sommets ont le même voisinage), alors nous prenons r3, sinon
nous prenons un sommet universel de Ai. Ces sommets dominent Z3. Au moins un sommet de
plus est nécessaire pour dominer G puisque v1 et v6 ne sont pas dominés. En prenant les trois
sommets v2, v4, v6 nous obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum).
Nous vérifions d’abord si il existe s un voisin de v1 et v6 qui domine le reste du graphe. Si
un tel sommet s n’est pas trouvé, alors pour toutes les paires s1, s6 où si est un voisin de vi,
i ∈ {1, 6}, nous pouvons vérifier si il y a un ensemble dominant minimum avec seulement deux
autres sommets de plus.

La construction de cet ensemble dominant minimum est polynomial. □

Corollaire 2.15 Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe
et sans P7.

Lemme 2.16 Si G est un graphe connexe sans (griffe,C6, C7, C8, P8), où C5 ⊆i G, alors un ensemble
dominant minimum peut être calculé en temps polynomial.

Preuve: D’après les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets contrac-
tables de G sont contractés et que G n’a pas de feuille. Soit C = v1− v2− v3− v4− v5− v1 = C5 ⊆i G.
Soit W = V \N [V (C)]. D’après la Propriété 2.4, si W = ∅, alors nous pouvons calculer un ensemble
dominant minimum de G en temps polynomial. Nous pouvons donc supposer que W ̸= ∅.

Soit S = {v ∈ V \ V (C) : 2 ≤ |N(v) ∩ V (C)| ≤ 5}, et Si ⊆ S l’ensemble des sommets v tels que
|N(v)∩V (C)| = i. SoitHi = {v ∈ S2 : N(v)∩V (C) = {vi, vi+1}}, pour 1 ≤ i ≤ 5 (par abus de notation,
quand i = 5 nous supposons que vi+1 = v1). Puisque G est sans griffe, chaque Hi est une clique. De
plus, si il y a une arête riri+1 ∈ E, où ri ∈ Hi, ri+1 ∈ Hi+1, alors ri−vi−vi−1−· · ·−vi+2−ri+1−ri = C6,
une contradiction. Donc Hi est anti-complet à Hi+1. Nous définissons Ri comme l’ensemble des som-
mets de Hi ayant un voisin dans W , i.e. Ri = {v ∈ Hi : NW (v) ̸= ∅}, 1 ≤ i ≤ 5, R = R1 ∪ · · · ∪R5.

PuisqueW ̸= ∅, nous supposons qu’il existe w1 ∈W tel que w1 a un voisin r1 ∈ R1. Supposons que
R2 ̸= ∅. Il existe w2 ∈W avec un voisin r2 ∈ R2. Si w1 = w2, alors w1−r2−v3−v4−v5−v1−r1−w1 = C7,
une contradiction. Donc w1 ̸= w2. Si w1w2 ∈ E, alors w1−w2− r2− v3− v4− v5− v1− r1−w1 = C8,
sinon w1 − r1 − v1 − v5 − v4 − v3 − r2 − w2 − w1 = P8, une contradiction. Donc, si Ri ̸= ∅, alors
Ri−1 = Ri+1 = ∅. Donc R2 = R5 = ∅.

Soit r ∈ Ri, r
′ ∈ Ri, r ̸= r′, i ∈ {1, 3, 4} tels que r a un voisin w ∈ W et r′ a un voisin w′ ∈ W .

Nous montrons que NS(r) = NS(r′).
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Supposons, par contradiction, qu’il y ait s ∈ S tel que rs ∈ E, r′s ̸∈ E. D’après les arguments pré-
cédents s ̸∈ Hi∪Hi−1∪Hi+1. Soit i = 1. Si s ∈ H3∪H4, alors G[{r, v1, w, s}] est une griffe, une contra-
diction. Donc s ∈ S3∪S4∪S5. Si NC(s) = {v1, v2, v3} (le cas NC(s) = {v1, v2, v5} est symétrique), alors
G[{r′, v5, w, s}] est une griffe, une contradiction. Si NC(s) = {v2, v3, v4} (le cas NC(s) = {v1, v4, v5}
est symétrique), alors G[{r, v1, w, s}] est une griffe, une contradiction. Si NC(s) = {v3, v4, v5}, alors
G[{r, v3, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S4 ∪ S5. Si NC(s) = {v1, v2, v3, v4} (le
cas NC(s) = {v1, v2, v4, v5} est symétrique), alors G[{r′, v1, v5, s}] est une griffe, une contradiction.
Si NC(s) = {v1, v3, v4, v5} ou NC(s) = {v2, v3, v4, v5} ou NC(s) = {v1, v2, v3, v5} ou s ∈ S5, alors
G[{r, v3, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Pour i = 3 et i = 4 les arguments sont les mêmes.
Donc NS(r) = NS(r′).

Soit r1 ∈ R1, r
′
1 ∈ R1, r1 ̸= r′

1, tels que r1 a un voisin w ∈ W , et r′
1 a un voisin w′ ∈ W . Soit

r3 ∈ R3, r
′
3 ∈ R3, r3 ̸= r′

3, tels que r3 a pour voisin w, et r′
3 a pour voisin w′. Nous montrons que

NS\H3(r1) = NS\H3(r′
1), et NS\H1(r3) = NS\H1(r′

3).
Soit i = 1. Supposons, par contradiction, qu’il y ait s ∈ S \R3 tel que r1s ∈ E, r′

1s ̸∈ E. D’après les
arguments précédents s ̸∈ H1 ∪H2 ∪H5. Si s ∈ H4, alors G[{r1, v1, w, s}] est une griffe, une contradic-
tion. Donc s ∈ S3 ∪ S4 ∪ S5. Si NC(s) = {v1, v2, v3} (le cas NC(s) = {v1, v2, v5} est symétrique), alors
G[{r′

1, v1, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Si NC(s) = {v2, v3, v4} (le cas NC(s) = {v1, v4, v5}
est symétrique), alors G[{r1, v1, w, s}] est une griffe, une contradiction. Si NC(s) = {v3, v4, v5}, alors
G[{r1, v3, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S4 ∪ S5. Si NC(s) = {v1, v2, v3, v4} (le
cas NC(s) = {v1, v2, v4, v5} est symétrique), alors G[{r′

1, v1, v5, s}] est une griffe, une contradiction.
Si NC(s) = {v1, v3, v4, v5} ou NC(s) = {v2, v3, v4, v5} ou NC(s) = {v1, v2, v3, v5} ou s ∈ S5, alors
G[{r1, v3, v5, s}] est une griffe, une contradiction. Par symétrie, les arguments sont les mêmes pour
i = 3. Donc NS\H3(r1) = NS\H3(r′

1) et NS\H1(r3) = NS\H1(r′
3).

Nous étudions le cas où w1 a un voisin ri, ri ∈ Ri, i ∈ {3, 4}. Puisque les deux cas possibles sont
symétriques, soit r3, r3 ∈ R3, un voisin de w1. Si r1r3 ̸∈ E, alors w1− r1− v1− v5− v4− r3−w1 = C6,
une contradiction. Donc NR1(w1) est complet à NR3(w1). Puisque R3 ̸= ∅, nous avons R4 = ∅ et
NR(w1) ⊆ R1 ∪R3. Nous définissons les sous-ensembles W suivants :

— Z = {w ∈W : NR(w) ̸= ∅} ;
— Zi = {z ∈ Z : NRi(z) ̸= ∅, NRj (z) = ∅, 1 ≤ i ≤ 5, i ̸= j} ;
— Zij = {z ∈ Z : NRi(z) ̸= ∅, NRj (z) ̸= ∅, 1 ≤ i < j ≤ 5} ;
— Y = W \ Z.

Premièrement, nous montrons que Zi est anti-complet à Zij . Ensuite, nous montrons que Zi n’est
composé que de feuilles (et donc nous pouvons considérer qu’il est vide). Pour finir, nous montrons
que si Zij ̸= ∅, alors Z = Zij . Soit w1 ∈ Z13, et puisque tous les cas sont symétriques, nous pouvons
nous concentrer sur Z1 ̸= ∅.

Soit w′
1 ∈ Z1 avec un voisin r′

1, r
′
1 ∈ R1, r

′
1 ̸= r1. Notons que r′

1r3 ̸∈ E car G est sans
griffe. Si w1w

′
1 ∈ E, alors r′

1w1 ∈ E, sinon w1 − w′
1 − r′

1 − v1 − v5 − v4 − r3 − w1 = C7, mais
w1 − r′

1 − v1 − v5 − v4 − r3 − w1 = C6, une contradiction. Donc w1w
′
1 ̸∈ E (par symétrie, pour tout

w3 ∈ Z3, w1w3 ̸∈ E). Donc Z1 et Z3 sont anti-complets à Z13.
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Maintenant, nous montrons que les sommets de Z1 sont des feuilles. Supposons qu’il existe v ∈
N(w′

1), v ̸= r′
1 tel que N [v] ̸= N [w′

1]. Si v ∈ Z3, alors v−w′
1−r′

1−v1−v5−v4−r3−w1 = P8, une contra-
diction. Si v ∈ Y , alors soit v−w′

1−r′
1−v1−v5−v4−r3−w1 = P8 ou v−w′

1−r′
1−v1−v5−v4−r3−w1−v =

C8, une contradiction. Si v ∈ Z1 et que r′
1v ̸∈ E, alors v − w′

1 − r′
1 − v1 − v5 − v4 − r3 − w1 = P8, une

contradiction. Donc NR1(w′
1) = NR1(v). Puisque N [v] ̸= N [w′

1], nous pouvons supposer qu’il existe
v′ ∈ W tel que vv′ ∈ E mais v′w′

1 ̸∈ E. Avec les mêmes arguments que précédemment, nous avons
NR1(v) = NR1(v′) et puisque w′

1v
′ ̸∈ E, alors G[{r′

1, v
′, v1, w

′
1}] est une griffe, une contradiction. Donc

les sommets de Z1 sont des feuilles, une contradiction. Donc Z1 = ∅ et par symétrie Z3 = ∅. Donc
Z = Z13.

Nous montrons que toutes les paires v, v′ ∈ Z13 où vv′ ∈ E sont telles que NR1∪R3(v) = NR1∪R3(v′).
Soit w′

1 ∈ Z13 un voisin de w1. Supposons qu’il existe r
′
1 ∈ NR1(w′

1) tel que r′
1w1 ̸∈ E. Si r′

1r3 ∈ E, alors
G[{r′

1, r3, v3, w1}] est une griffe, une contradiction. Si r3w
′
1 ̸∈ E, alors w1−r3−v4−v5−v1−r′

1−w′
1−w1 =

C7, sinon w
′
1 − r′

1 − v1 − v5 − v4 − r3 −w′
1 = C6, une contradiction. Donc, NR1(w1) = NR1(w′

1) et par
symétrie NR3(w1) = NR3(w′

1).

Supposons que Y ̸= ∅. Soit y ∈ Y un voisin de w1. Nous montrons que Z13 est une clique.
Soit w′

1 ∈ Z13 tel que w1w
′
1 ̸∈ E. Puisque G est sans griffe, alors NR1∪R3(w1) ∩ NR1∪R3(w′

1) = ∅.
Mais il y a r′

1 un voisin de w′
1 dans R1 tel que soit y − w1 − r3 − v4 − v5 − v1 − r′

1 − w′
1 = P8 ou

y −w1 − r3 − v4 − v5 − v1 − r′
1 −w′

1 − y = C8, une contradiction, (notons que r′
1r3 ̸∈ E puisque G est

sans griffe). Donc Z13 est une clique.

Nous montrons que les sommets de Y sont des feuilles. Supposons que y ait un voisin y′ ∈ Y . Si
y′w1 ̸∈ E, alors y′ − y − w1 − r1 − v1 − v5 − v4 − v3 = P8, une contradiction. Donc NZ(y) = NZ(y′).
Puisque N [y] ̸= N [y′], il existe v, v ∈ Y, tel que vy ∈ E, et vy′ ̸∈ E. D’après les arguments précédents
w1v ∈ E, et donc G[{r1, w1, y

′, v}] est une griffe, une contradiction. Donc Y est un ensemble indépen-
dant de G. Maintenant N(y) ⊆ Z13 est une clique. Puisque pour toute paire distincte w1, w

′
1 ∈ Z13,

nous avons NR1∪R3(w1) = NR1∪R3(w′
1), nous pouvons supposer que N(y) peut être contracté en un

seul sommet. Donc, les sommets de Y sont des feuilles, une contradiction. Donc Y = ∅.

Comme montré précédemment, toute paire de sommets reliés de Z13 a le même voisinage dans R,
et donc nous pouvons supposer que Z13 est un ensemble indépendant. De plus, puisque G est sans
griffe, pour toute paire z, z′ ∈ Z13, nous avons N [z] ∩N [z′] = ∅. Aussi, rappelons que le voisinage de
chaque z, z ∈ Z13 est une clique.

Nous montrons comment construire un ensemble dominant minimum de G. Rappelons que W =
Z13. D’après la Propriété 2.5, nous pouvons supposer que |W | ≥ 2. Donc il y a w1, w

′
1 ∈ Z13 ayant

pour voisins r1, r
′
1 ∈ R1 et r3, r

′
3 ∈ R3, respectivement. Soit q = |Z13|. Clairement, q sommets sont

nécessaires pour dominer Z13. Nous prenons r1 et r′
3. Rappelons que les sommets de R1 et R3 ont le

même voisinage dans S∪V (C). Alors, nous prenons q−2 sommets w ∈ Z13, w ̸= w1, w
′
1. Ces q sommets

dominent {v1, v2, v3, v4}∪H1∪H3∪Z13. Il reste à dominer des sommets de H2∪H4∪H5∪S3∪S4∪{v5}.
Si il existe un sommet v, v ∈ S∪{v5}, qui est universel à ces sommets non-dominés, alors nous prenons
v. Sinon nous prenons les sommets {v2, v5}.

Maintenant, nous supposons que Zij = ∅. Soit w1 ∈ Z1. Nous étudions le cas R3 ̸= ∅. Rappe-



40 CHAPITRE 2. COMPLEXITÉ DU DOMINANT

lons que R2 = R4 = R5 = ∅. Soit w3 ∈ W tel que w3 a un voisin r3 ∈ R3. Si w1w3 ∈ E, alors
w1 − w3 − r3 − v4 − v5 − v1 − r1 − w1 = C7 (notons que r1r3 ̸∈ E puisque G est sans griffe), une
contradiction. Donc Z1 est anti-complet à Z3. Supposons que w1 ait un voisin v ∈ Y . Si vw3 ∈ E, alors
v−w3−r3−v4−v5−v1−r1−w1−v = C8, sinon v−w1−r1−v1−v5−v4−r3−w3 = P8, une contradiction.
Donc tous les w′

1 ∈W voisins de w1 sont dans Z1. Si w
′
1r1 ̸∈ E, alors w′

1−w1−r1−v1−v5−v4−r3−w3 =
P8, une contradiction. DoncNR(w1) = NR(w′

1). PuisqueG est sans griffe, alors pour tout r ∈ R,NW (r)
est une clique, et donc N [w1] = N [w′

1], une contradiction. Donc Z1 est un ensemble indépendant. Rap-
pelons que pour toute paire de sommets r, r′ ∈ Ri, où 1 ≤ i ≤ 5, nous avons NS(r) = NS(r′). Donc,
si r, r′ ∈ R1 ont un voisin commun dans Z1, nous avons N [r] = N [r′], une contradiction. Donc les
sommets de Z1 sont des feuilles, une contradiction. Par symétrie, W = Z1∪Z3 = ∅, une contradiction.

Maintenant prenons le cas R3 = R4 = ∅ (notons que Z = Z1).

Nous étudions les sous-cas H2 ̸= ∅ ; et H5 ̸= ∅. Soit v ∈ H2 (le cas v ∈ H5 est symétrique). Nous
avons Y = ∅, sinon il y a y ∈ Y , z ∈ Z1, r ∈ R1 tels que v − v3 − v4 − v5 − v1 − r − z − y =
P8 (rappelons que vr ̸∈ E). Donc W = Z = Z1. Soit w1, w2 ∈ W . Supposons que w1w2 ∈ E.
Rappelons que N [w1] ̸= N [w2]. Soit w1r1, w2r2 ∈ E, r1 ̸= r2, tels que w1r2 ̸∈ E. Nous avons
v − v3 − v4 − v5 − v1 − r2 − w2 − w1 = P8, une contradiction. Rappelons que pour tout sommet
r ∈ R, NW (r) est une clique, et que donc N [w1] = N [w2], une contradiction. Donc W est un ensemble
indépendant. De plus, pour tout w ∈W et r, r′ ∈ N(w), r et r′ ont le même voisinage dans V (C)∪S.
Donc les sommets de W sont des feuilles, et donc W = ∅, une contradiction.

Ainsi, nous pouvons supposer que H2 = H5 = ∅. Soit ZA ⊂ Z, ZA = {w ∈W : NY (w) = ∅}. Nous
montrons que toutes les composantes connexes Ai de G[ZA] contiennent un sommet universel à Ai.
Nous supposons, par contradiction, qu’il existe Ai, Ai ⊆ ZA n’ayant pas de sommet universel.

Supposons que z1− z2− z3− z4 = P4 ⊆i Ai. Soit r ∈ R1 un voisin de z1 (notons qu’il existe un P5
dont les extrémités sont v3 et r). Puisque G est sans griffe, alors rz3, rz4 ̸∈ E. Si rz2 ∈ E ou rz2 ̸∈ E,
alors il y a un P8 dont les extrémités sont v3 et z4, ou un P8 induit dont les extrémités sont v3 et z3,
une contradiction.

Maintenant, nous supposons que z1 − z2 − z3 − z4 − z1 = C4 ⊆i Ai. Soit r ∈ R1 un voisin de z1.
Puisque G est sans griffe, alors rz3 ̸∈ E. Si rz2 ∈ E, alors rz4 ̸∈ E puisque G est sans griffe, mais
v3−v4−v5−v1−r−z2−z3−z4 = P8, une contradiction. Si rz2 ̸∈ E, alors v3−v4−v5−v1−r−z1−z2−z3 =
P8, une contradiction.

Donc G[Ai] est sans C4 et sans P4. Nous en déduisons qu’il existe z1 − z2 − z3 = P3 ⊆i G[Ai]
et z4 ∈ Ai tel que z4z1, z4z2, z4z3 ̸∈ E. Aussi, il existe z ∈ Ai tel que z2 − z − z4 et zz1, zz3 ∈ E,
mais Ai[{z, z1, z3, z4}] est une griffe, une contradiction. Donc chaque Ai possède un sommet univer-
sel à Ai. Puisque G est sans griffe, pour deux composantes connexes distinctes Ai, Aj , nous avons
NR1(Ai) ∩NR1(Aj) = ∅.

Supposons que Y ̸= ∅. Nous montrons que Y est un ensemble indépendant. Supposons qu’il y
ait y, y′ ∈ Y avec yy′ ∈ E. Rappelons que N [y] ̸= N [y′]. Si NZ1(y) ̸= NZ1(y′), alors sans perte de
généralité yw1 ∈ E, y′w1 ̸∈ E, mais v3− v4− v5− v1− r1−w1− y− y′ = P8, une contradiction. Donc
NZ1(y) = NZ1(y′). Il n’y a pas de sommet y′′ ∈ Y tel que yy′′ ∈ E, y′y′′ ̸∈ E, car G est sans griffe.
Donc Y est un ensemble indépendant de G et pour toute paire de sommets y, y′ ∈ Y , nous avons
N(y) ∩N(y′) = ∅.

Nous montrons que tout sommet y ∈ Y a son voisinage N(y) qui induit une clique dans G. Sup-
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posons, par contradiction, que y ait deux voisins z1, z2 ∈ Z, tels que z1z2 ̸∈ E. Puisque G est sans
griffe, alors z1 et z2 n’ont pas de voisin commun dans R1. Si il y a r ∈ R1 un voisin de z1, alors
v3 − v4 − v5 − v1 − r − z1 − y − z2 = P8, une contradiction. Donc Y est un ensemble indépendant de
G, et pour chaque y ∈ Y , N(y) est une clique. Donc nous pouvons supposer que |N(y)| ≥ 2, sinon y
est une feuille.

Nous montrons que nous pouvons supposer que les composantes Ai de G[ZA] sont anti-complets
à N(Y ). Puisque Y n’a pas de feuille, soit y ∈ Y avec deux voisins z, z′ ∈ Z1 tels que N [z] ̸= N [z′].
Supposons qu’il existe u ∈ ZA un voisin de z. Premièrement, nous supposons que NR(z) ̸= NR(z′).
Sans perte de généralité, soit r, r′ ∈ R1 les voisins respectifs de z, z′ tels que r′z, rz′ ̸∈ E. Si uz′ ̸∈ E,
alors ur′ ̸∈ E car G est sans griffe, mais alors u−z−z′− r′−v1−v5−v4−v3 = P8, une contradiction.
Donc uz′, r′u ∈ E, mais y−z−u−r′−v1−v5−v4−v3 = P8, une contradiction. Donc NR(z) = NR(z′).
Deuxièmement, nous supposons que NZ [z] ̸= NZ [z′]. Sans perte de généralité uz′ ̸∈ E. Soit r ∈ R1
un voisin de z, z′. Clairement ru ̸∈ E car G est sans griffe, mais alors G[{r, u, y, z}] est une griffe, une
contradiction. Donc nous pouvons supposer que chaque composante Ai est anti-complet à N(Y ).

Nous décrivons comment construire un ensemble dominant minimum de G.

Soit q = |Y | et k le nombre de composantes connexes de ZA. Clairement q sommets sont nécessaires
pour dominer Y . Donc pour chaque yi ∈ Y , nous prenons l’un de ses voisins comme suit. Soit R1(yi) =
NR1(N(yi)). Si yi a un voisin zi qui est complet à R1(yi), alors nous prenons zi, sinon nous prenons
un voisin arbitraire de yi (rappelons que dans les deux cas, ces sommets yi ont le même voisinage dans
Z). Ces q sommets dominent Y ∪ (Z \ ZA) et quelques sommets de R1(Y ).

Maintenant k sommets sont nécessaires afin de dominer ZA. Pour chaque composante connexe
Ai ⊂ ZA : si il existe r ∈ R1 qui est complet à Ai, alors nous prenons r pour dominer (ceci est le cas
a) ; sinon nous prenons n’importe quel sommet universel de Ai (ceci est le cas b) (rappelons que dans
les deux cas, ces sommets r ont le même voisinage dans S).

Ces k sommets dominent ZA ∪H1 ∪ {v1, v2} si au moins un sommet est choisi dans le cas a, sinon
ils dominent seulement ZA.

Cas où un sommet est choisi dans le cas a : v3, v4, v5 ne sont pas dominés par les q + k sommets
déjà sélectionnés (H1 est une clique, donc r ∈ R1 domine H1 ∪ {v1, v2}). Donc un ensemble dominant
minimum de G est de taille au moins q + k + 1. En ajoutant les sommets v3, v5, nous obtenons un
ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Si il existe un sommet v ∈ V (C) ∪ S, qui
est universel aux sommets restants non-dominés, nous le prenons. Cette opération peut être faite en
temps polynomial.

Cas où tous les sommets sont choisis dans le cas b : il reste à dominer C et des sommets de
S2 ∪ S3 ∪ S4. Donc un ensemble dominant de G est de taille au moins q + k + 1. En ajoutant les
trois sommets v1, v3, v5, nous obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum).
Si il existe un sommet v ∈ S5 qui est universel au reste des sommets non-dominés, alors nous le
prenons. Sinon, nous cherchons une paire {v, v′} ⊂ N [V (C)] dominant ces sommets. Dans les deux
cas, l’opération peut être faite en temps polynomial. □

Lemme 2.17 Si G est un graphe connexe sans-(griffe,C5, C6, C7, C8, P8), alors un ensemble dominant
minimum peut être calculé en temps polynomial.
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Preuve: D’après le Lemme 2.15, nous pouvons supposer que P7 ⊆i G. Soit P = v1 − v2 − v3 −
v4 − v5 − v6 − v7. D’après les Propriétés 2.2 et 2.3, nous pouvons supposer que tous les sommets
contractables de G sont contractés et que G n’a pas de feuille.

Soit W = V \ N [V (P )]. D’après la Propriété 2.4, si W = ∅, alors on peut calculer un en-
semble dominant minimum de G en temps polynomial. Nous pouvons donc supposer que W ̸= ∅.
Soit S = {v ∈ V \ V (P ) : 2 ≤ |N(v) ∩ P | ≤ 4}, et Si ⊆ S l’ensemble des sommets v tel que
|N(v) ∩ V (P )| = i. Soit Hi = {v ∈ S2 : N(v) ∩ V (P ) = {vi, vi+1}, 1 ≤ i ≤ 6}. Puisque G est
sans griffe, alors Hi est une clique. Si il existe une arête riri+1 ∈ E où ri ∈ Hi, ri+1 ∈ Hi+1, alors
P = v1 − · · · − vi − ri − ri+1 − vi+2 − · · · − v7 = P8, une contradiction. Si il existe une arête rirj ∈ E
où ri ∈ Hi, rj ∈ Hj et j ≥ i+ 3, alors Cp ⊆i G, p ≥ 5, une contradiction. Donc H1 est anti-complet à
H2, H4, H5, H6 ; et H2 est anti-complet à H3, H5, H6 ; et H3 est anti-complet à H4, H6.

Nous définissons Ri comme les sommets de Hi ayant un voisin dans W , i.e. Ri = {v ∈ Hi :
N(v) ∩W ̸= ∅}, pour 1 ≤ i ≤ 6. Puisque G est sans P8, alors R1 = R6 = ∅.

Soit w ∈ W . Nous montrons qu’il ne peut pas exister trois indices 1 ≤ i < j < k ≤ 6 tels que
w a trois voisins ri ∈ Ri, rj ∈ Rj , rk ∈ Rk. Supposons, par contradiction, que ces trois voisins de
w existent. Puisque R1 = R6 = ∅, alors 2 ≤ i < j < k ≤ 5. Puisque G est sans griffe et que Hp

est anti-complet à Hp+1, ces trois indices ne peuvent être successifs. Donc sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que i = 2, j = 4, k = 5. Comme H2 est anti-complet à H5, nous avons
v3 − r2 − w − r5 − v5 − v4 − v3 = C6, une contradiction. Donc pour tout w ∈ W , w a au plus deux
voisins ri, rj tels que ri ∈ Ri, rj ∈ Rj , i ̸= j.

Si w a deux voisins ri ∈ Ri, rj ∈ Rj , i < j, alors soit ri ∈ R2, rj ∈ R4 ; ou ri ∈ R3, rj ∈ R5
(rappelons que Hi est anti-complet à Hi+1, Hp, où p ≥ i+ 3, et que R1 = R6 = ∅).

Si w a deux voisins ri ∈ R2, rj ∈ R4, respectivement ri ∈ R3, rj ∈ R5, alors rirj ∈ E, sinon
w − rj − v4 − v3 − ri − w = C5 ⊆i G, respectivement w − rj − v5 − v4 − ri − w = C5 ⊆i G, une
contradiction.

Soit Z24 = {w ∈ W : NR2(w) ̸= ∅, NR4(w) ̸= ∅} et Z35 = {w ∈ W : NR3(w) ̸= ∅, NR5(w) ̸= ∅}.
Nous montrons que Z24 est anti-complet à Z35. Supposons, par contradiction, qu’il y ait w1 ∈ Z24,
w2 ∈ Z35 où w1w2 ∈ E. Soit r1 ∈ R2 un voisin de w1 et r2 ∈ R5 un voisin de w2. Puisque r1r2 ̸∈ E,
alors w1 − r1 − v3 − v4 − v5 − v6 − r2 − w2 − w1 = C8, une contradiction.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Z24 et Z35 sont deux ensembles indépendants de
G. Les deux ensembles étant symétrique, nous montrons que Z24 est indépendant. Supposons, par
contradiction, qu’il y ait w1, w2 ∈ Z24 tels que w1w2 ∈ E. Nous montrons que NR2(w1) = NR2(w2). Si
NR2(w1) ̸= NR2(w2), alors il existe r2 ∈ R2 qui est un voisin de w1 mais qui n’est pas voisin de w2.
Alors w2 − w1 − r2 − v3 − · · · − v7 = P8, une contradiction. Nous montrons que NR4(w1) = NR4(w2).
Si NR4(w1) ̸= NR4(w2), alors il existe r4 ∈ R4 qui est un voisin de w1 mais qui n’est pas voisin de
w2. Il y a r2 ∈ R2 un voisin de w1 et w2. Puisque r2r4 ∈ E, alors G[{v2, r2, r4, w2}] est une griffe, une
contradiction. Donc NR2(w1) = NR2(w2) et NR4(w1) = NR4(w2). D’après la Propriété 2.2, il existe
s ̸∈ R2 ∪ R4 tel que s est un voisin de w1 mais qui n’est pas voisin de w2. Soit r2 ∈ R2 un voisin
de w1 et w2. Si sr2 ̸∈ E, alors s − w1 − r2 − v3 − · · · − v7 = P8, une contradiction. Si sr2 ∈ E,
alors G[{v2, r2, s, w2}] est une griffe, une contradiction. Donc Z24 est un ensemble indépendant et par
symétrie Z35 est aussi un ensemble indépendant. De plus, puisque G est sans griffe, alors pour toute
paire distincte w,w′ ∈ Z24 ∪ Z35, nous avons N(w) ∩N(w′) = ∅.
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Pour toute paire distincte w,w′ ∈ Z24, respectivement w,w′ ∈ Z35, NR2(w) est anti-complet à
NR4(w′) ; et NR4(w) est anti-complet à NR2(w′), respectivement NR3(w) est anti-complet à NR5(w′) ;
et NR5(w) est anti-complet à NR3(w′). Supposons, par contradiction, que w ait un voisin r2 ∈ R2, et
que w′ ait un voisin r4 ∈ R4, et tels que r2r4 ∈ E. Alors G[{v2, r2, w, r4}] est une griffe, une contra-
diction.

Soit Zi = {w ∈W : N(w)∩Ri \ (NRi(Z24∪Z35) ̸= ∅}, 2 ≤ i ≤ 5. Nous montrons que Z2, Z3, Z4, Z5
sont deux à deux anti-complets. Si il existe une arête w2w4 ∈ E, où w2 ∈ Z2, w4 ∈ Z4, avec r

′
2 ∈ R2,

r′
4 ∈ R4 les voisins respectifs de w2, w4, alors w2 − r′

2 − v3 − v4 − r′
4 − w4 − w2 = C6 (notons que

r′
2r

′
4 ̸∈ E sinon G[{v2, r

′
2, w2, r

′
4}] est une griffe), une contradiction. Par symétrie, il n’y a pas d’arête

entre Z3 et Z5. Si il existe une arête w2w5 ∈ E, où w2 ∈ Z2, w5 ∈ Z5, avec r
′
2 ∈ R2, r

′
5 ∈ R5 les

voisins respectifs de w2, w5, alors w2− r′
2− v3− v4− v5− r′

5−w5−w2 = C7 (rappelons que r′
2r

′
5 ̸∈ E),

une contradiction. Si il existe une arête w4w5 ∈ E où w4 ∈ Z4, w5 ∈ Z5, avec r
′
4 ∈ R4, r

′
5 ∈ R5 les

voisins respectifs de w4, w5, alors w4 − r′
4 − v5 − r′

5 − w5 − w4 = C5 (rappelons que r′
4r

′
5 ̸∈ E), une

contradiction. Par symétrie, il n’y a pas d’arête entre Z2, Z3.

Soit Y = W \ (Z2 ∪ Z3 ∪ Z4 ∪ Z5 ∪ Z24 ∪ Z35). Observons que pour tout w ∈ Y , nous avons
NZ2(w) = NZ5(w) = NZ24(w) = NZ35(w) = ∅, sinon P8 ⊆i G. Maintenant, si w ∈ Y a deux voi-
sins w3 ∈ Z3, w4 ∈ Z4, alors C6 ⊆i G, une contradiction. Donc Y = Y3 ∪ Y4 où Y3 ∩ Y4 = ∅,
Y3 = {w ∈ Y : NZ3(w) ̸= ∅}, Y4 = {w ∈ Y : NZ4(w) ̸= ∅}. De plus Y3 est anti-complet à Y4, sinon
C7 ⊆i G.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Z2, Z5, Y3, Y4 sont quatre ensembles indépendants
de G. Les arguments étant les mêmes pour les quatre ensembles, nous prouvons notre affirmation
sur Z2. Supposons, par contradiction, qu’il y ait w1, w2 ∈ Z2 tels que w1w2 ∈ E. Nous montrons
que NR2(w1) = NR2(w2). Si NR2(w1) ̸= NR2(w2), alors il existe r2 ∈ R2 qui est un voisin de w1
mais qui n’est pas voisin de w2. Alors w2 − w1 − r2 − v3 − · · · − v7 = P8, une contradiction. Puisque
N(w1), N(w2) ⊆ Z2 ∪ R2, le résultat découle de la Propriété 2.2. Donc Z2, Z5, Y3, Y4 sont quatre
ensembles indépendants de G.

Puisque G est sans griffe, alors pour toute paire w1, w2 ∈ Z2 ∪ Z5 ∪ Y3 ∪ Y4, nous avons N(w1) ∩
N(w2) = ∅.

Nous montrons pour tout w ∈ Y3 ∪ Y4 que N(w) induit une clique dans G. Comme les deux cas
sont symétriques, prenons w ∈ Y4. Supposons qu’il y ait s, s′ deux sommets non-adjacents dans N(w).
Puisque G est sans griffe, alors s, s′ ne peuvent avoir un voisin commun dans R4. Soit r ∈ R4 un voisin
de s. Alors s′ − w − s− r − v4 − v3 − v2 − v1 = P8, une contradiction.

Puisque G est sans griffe, si il y a un sommet r ∈ Ri avec un voisin z ∈ Zi et un sommet s ∈ S
tel que sz ̸∈ E et vi ̸∈ N(s), alors G a une griffe (notons que le cas vi+1 ̸∈ N(s) est symétrique), une
contradiction. Donc N(Zi) est anti-complet à Hj , j ̸= i.

Nous montrons que nous pouvons supposer que Z2 = Z5 = ∅. Les arguments étant les mêmes
pour les deux cas, nous pouvons considérer Z2. Soit r, r

′ ∈ R2 deux voisins de w ∈ Z2. D’après les
arguments précédents, N(w) est complet à H2 et anti-complet à H1, H3, H4, H5, H6. Donc, il reste le
cas NS3∪S4(r) ̸= NS3∪S4(r′). Supposons que NS3∪S4(r) ̸= NS3∪S4(r′). Soit s ∈ S3 ∪ S4 tel que rs ∈ E
et r′s ̸∈ E. Si {v2, v3} ̸⊂ NP (s), alors G[{r, s, v2, w}] ou G[{r, s, v3, w}] est une griffe, une contra-
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diction. Donc {v2, v3} ⊂ NP (s). Si v1 ̸∈ NP (s), respectivement v4 ̸∈ NP (s), alors G[{r′, s, v1, v2}],
respectivement G[{r′, s, v3, v4}], est une griffe, une contradiction. Donc NP (s) = {v1, v2, v3, v4} mais
G[{r, s, v1, v4}] est une griffe, une contradiction. Donc N [r] = N [r′], une contradiction. Donc w est
une feuille, une contradiction.

Nous étudions maintenant la structure des ensembles Z3 et Z4. Les deux cas étant symétriques,
nous pouvons considérer Z4. Pour toute paire distincte w1, w2 ∈ Z4 tels que w1w2 ∈ E, alors il n’y a
pas deux sommets w′

1, w
′
2 ∈ Z4 tels que w′

1w1 ∈ E,w′
1w2 ̸∈ E et w′

2w2 ∈ E, w′
2w1 ̸∈ E. Supposons, par

contradiction, qu’il y ait deux de ces sommets. Premièrement, nous supposons que w1, w2 ont deux
voisins respectifs r1, r2 ∈ R4, r1 ̸= r2. Si w

′
1r2 ̸∈ E, alors v1−v2−v3−v4−r2−w2−w1−w′

1 = P8, une
contradiction. Si w′

1r2 ∈ E, alors G[{v4, r2, w2, w
′
1}] est une griffe, une contradiction. Deuxièmement,

sans perte de généralité, r1 ∈ R4 est un voisin commun de w1, w2 et r2 ∈ R4 est un voisin de w2
mais n’est pas un voisin de w1. Si w

′
1r2 ̸∈ E, alors v1 − v2 − v3 − v4 − r2 − w2 − w1 − w′

1 = P8,
sinon G[{v4, r2, w2, w

′
1}] est une griffe, une contradiction. Troisièmement, r1, r2 ∈ R4 sont deux voisins

communs de w1, w2 (r1, r2 ne sont pas nécessairement distincts). Si, sans perte de généralité, w′
1r1 ∈ E,

alors G[{v4, r1, w2, w
′
1}] est une griffe, une contradiction. Si w′

1r1, w
′
1r2 ̸∈ E, alors w′

1 a un voisin
r′

1 ∈ R4, r
′
1 ̸= r1, r2. Si r

′
1w2 ∈ E, alors G[{v4, r

′
1, w2, w

′
1}] est une griffe, une contradiction. Donc

r′
1w2 ̸∈ E. Si r′

1w1 ̸∈ E, alors v1 − v2 − v3 − v4 − r′
1 − w′

1 − w1 − w2 = P8, une contradiction. Donc
r′

1w1 ∈ E. Si r′
1w

′
2 ̸∈ E, alors v1 − v2 − v3 − v4 − r′

1 − w1 − w2 − w′
2 = P8, une contradiction. Donc

r′
1w

′
2 ∈ E, mais G[{v4, r

′
1, w1, w

′
2}] est une griffe, une contradiction.

En conséquence des propriétés précédentes, chaque composante connexe Ai de Z3 ∪ Z4 a un som-
met universel. Aussi, G étant sans griffe deux composantes connexes distinctes ne peuvent partager
un voisin commun dans R3 ∪R4. De plus, chaque w4 ∈ Z3 ∪ Z4 n’est pas une feuille.

Nous montrons que w ∈ Y3 ∪ Y4 est relié à un sommet universel d’une composante connexe Ai

de Z3 ∪ Z4. Les deux cas étant symétriques, nous considérons Z4. Soit w ∈ Z4. Nous pouvons donc
supposer que les voisins de w ne sont pas universels dans Ai. Soit s ∈ Ai un voisin de w, et soit u,
u ̸= s, un sommet universel de Ai. Puisque s n’est pas universel, il existe v ∈ Ai tel que sv ̸∈ E et
uv ∈ E. Puisque N(w) est une clique, alors wv ̸∈ E. Soit r ∈ R4 un voisin de s. Puisque G est sans
griffe, alors rv ̸∈ E. Soit r′, r′ ∈ R4, r

′ ̸= r, un voisin de v. Comme précédemment r′s ̸∈ E. Si r′u ̸∈ E,
alors v1−v2−v3−v4−r′−v−u−s = P8, sinon v1−v2−v3−v4−r′−u−s−w = P8, une contradiction.

Nous sommes prêts à construire un ensemble dominant minimum de G en temps polynomial.

Premièrement, nous traitons le cas Z24 ̸= ∅ (le cas Z35 ̸= ∅ est similaire). Soit r2 ∈ R2,r4 ∈ R4
deux voisins de w ∈ Z24. Rappelons que N(Z24) ⊆ R2 ∪R4.

Nous montrons que R3 = ∅. Supposons qu’il y ait un sommet w′ ∈W avec un voisin r3 ∈ H3 (donc
R3 ̸= ∅). Notons que w′ ne peut être un voisin de r2 ou r4. Alors w

′−r3−v3−r2−r4−v5−v6−v7 = P8,
une contradiction. Nous en déduisons que Z35 = ∅. Il n’y a pas de sommet w′ ∈ W, ayant r2 comme
voisin, sinon G[{v2, r2, r4, w

′}] est une griffe. Par symétrie, il n’y a pas de sommet w′ ∈ W, ayant r4
comme voisin.

Soit r2 ∈ R2, r
′
2 ∈ R2, r2 ̸= r′

2 tels que r2 a un voisin w ∈ Z24 et r′
2 a un voisin w′ ∈ Z24. Soit

r4 ∈ R4, r
′
4 ∈ R4, r4 ̸= r′

4 tels que r4 est voisin de w, et r′
4 est voisin de w′. Nous montrons que

NS\H4(r2) = NS\H4(r′
2), respectivement NS\H2(r4) = NS\H2(r′

4).
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Soit i = 2 (le cas i = 4 est symétrique). Nous supposons, par contradiction, qu’il existe s ∈
S \ H4 tel que r2s ∈ E, r′

2s ̸∈ E. D’après les arguments précédents s ̸∈ S2. Donc s ∈ S3 ∪
S4. Si NP (s) = {v1, v2, v3}, alors G[{r′

2, v3, v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) =
{v2, v3, v4}, alors G[{r′

2, v1, v2, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {vj , vj+1, vj+2}, j ≥ 3,
alors G[{r2, w, v2, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S4. Si NP (s) = {v1, v2, v3, v4},
alors G[{r2, v1, v4, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v1, v2, vj , vj+1}, j ≥ 4, alors
G[{r2, v1, vj , s}] est une griffe, une contradiction. SiNP (s) = {v2, v3, vj , vj+1}, j ≥ 4, alorsG[{r′

2, v1, v2, s}]
est une griffe, une contradiction. SiNP (s) = {vj , vj+1, vj′ , vj′+1}, j ≥ 3, j′ ≥ j+2, alors G[{r2, w, v2, s}]
est une griffe, une contradiction. Donc NS\H4(r2) = NS\H4(r′

2) et NS\H2(r4) = NS\H2(r′
4).

Soit r4 ∈ R4, r
′
4 ∈ R4, r4 ̸= r′

4 tels que r4 a un voisin w ∈ Z4, et r
′
4 a un voisin w′ ∈ Z4. Nous

montrons que NS(r4) = NS(r′
4).

Supposons, par contradiction, qu’il y ait s ∈ S tel que r4s ∈ E, r′
4s ̸∈ E. D’après les arguments

précédents s ̸∈ H1 ∪ H3 ∪ H4 ∪ H5. Donc s ∈ H2 ∪ H6 ∪ S3 ∪ S4. Si s ∈ H2 ou s ∈ H6, alors
G[{v4, w, r4, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S3 ∪ S4. Si NP (s) = {v1, v2, v3}, alors
G[{v1, v3, r4, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v2, v3, v4}, alors G[{v5, w, r4, s}] est une
griffe, une contradiction. SiNP (s) = {v3, v4, v5}, alorsG[{v5, v6, r

′
4, s}] est une griffe, une contradiction.

Si NP (s) = {v4, v5, v6}, alors G[{v3, v4, r
′
4, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v5, v6, v7},

alors G[{v4, w, r4, s}] est une griffe, une contradiction. Donc s ∈ S4. Si NP (s) = {v1, v2, v3, v4}, alors
G[{r4, v1, v3, s}] est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v2, v3, v4, v5}, alors G[{r′

4, v5, v6, s}]
est une griffe, une contradiction. Si NP (s) = {v3, v4, v5, v6}, alors G[{r4, v3, v6, s}] est une griffe,
une contradiction. Si NP (s) = {v4, v5, v6, v7}, alors G[{r′

4, v3, v4, s}] est une griffe, une contradic-
tion. Si NP (s) = {v1, v2, v6, v7} ou NP (s) = {v2, v3, v6, v7}, alors G[{r4, v2, v6, s}] est une griffe,
une contradiction. Si NP (s) = {v3, v4, v6, v7}, alors G[{r4, v3, v6, s}] est une griffe, une contradic-
tion. Si NP (s) = {v1, v2, v5, v6} ou NP (s) = {v2, v3, v5, v6}, alors G[{r4, v2, v6, s}] est une griffe, une
contradiction. Si NP (s) = {v1, v2, v4, v5}, alors G[{r′

4, v5, v6, s}] est une griffe, une contradiction. Donc
NS(r4) = NS(r′

4). Par symétrie, pour r2 ∈ R2, r
′
2 ∈ R2, r2 ̸= r′

2 tels que r2 a un voisin w ∈ Z2, et r2’
un voisin w′ ∈ Z2, nous avons NS(r2) = NS(r′

2).

Nous construisons maintenant un ensemble dominant minimum de G.

— |Z24| ≥ 2. Nous prenons r2 ∈ R2 un voisin de w, et pour chaque sommet w′ ∈ Z24 nous prenons
un sommet adjacent r′

4 ∈ R4. Pour chaque w
′ ∈ Y4, nous prenons un sommet universel dans la

composante connexe Ai de Z4 qui est relié à w′. Pour chaque composante connexe Ai de Z4 qui
n’a pas de sommet relié à Y4, nous prenons un sommet universel de Ai. Ces sommets dominent
Z24 ∪ Y4 ∪ Z4 ∪H2 ∪H4 ∪ {v2, v3, v4, v5}. Puisque v1, v7 n’ont pas de voisin commun, au moins
deux autres sommets sont nécessaires pour dominer le graphe. En prenant les trois sommets
v2, v4, v6, nous obtenons un ensemble dominant (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si
il existe une paire distincte s1, s7 où si est un voisin de vi, i ∈ {1, 7}. Nous pouvons donc vérifier
si il existe un ensemble dominant minimum avec seulement deux sommets supplémentaires en
temps polynomial (puisqu’il y a au plus O(n2) paires possibles).

— |Z24| = 1. Pour chaque w′ ∈ Y4, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
Ai de Z4 qui est relié à w′. Si il existe un sommet r ∈ R4 complet à la composante connexe Ai

de Z4 qui n’a pas de sommet relié à Y4, alors nous prenons r. Pour le reste des composantes
connexes Ai de Z4 qui n’ont pas de sommet relié à Y4, nous prenons un sommet universel de
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Ai. Ces sommets dominent Y4 ∪ Z4 (notons que H2, H4 ne sont pas nécessairement dominés).
Puisque v1, v7, w n’ont pas de voisin commun, au moins trois autres sommets sont nécessaires
pour dominer G. En ajoutant les quatre sommets v2, v4, v6, w, nous avons un ensemble dominant
de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une paire s1, s7 où si est un voisin
de vi, i ∈ {1, 7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant minimum en ajoutant seulement trois
sommets supplémentaires s1, s7, r4 ou s1, s7, r2, et nous pouvons le vérifier en temps polynomial.

Si Z24 = Z35 = ∅, alors nous construisons un ensemble dominant minimum de G comme suit :

— Y3, Y4 ̸= ∅. Pour chaque w ∈ Y3 ∪ Y4, nous prenons un sommet universel dans la composante
connexe Ai de Z3 ∪ Z4 qui est relié à w. Si il y a r4 ∈ R4 qui est complet à une composante
connexe Ai de Z4 qui n’a pas de sommet relié à Y3 ∪ Y4 alors nous prenons r4. Nous faisons de
même pour les composantes connexes de Z3 n’ayant pas de voisin dans Y3. Pour les composantes
connexes restantes Ai de Z3 ∪ Z4 qui ont un sommet relié à Y3 ∪ Y4, nous prenons un sommet
universel dans Ai. Ces sommets dominent Y3 ∪ Z3 ∪ Y4 ∪ Z4 (notons que H2, H4 ne sont pas
nécessairement dominés). Puisque v1, v7 n’ont pas de voisin commun, alors deux autres sommets
sont nécessaires pour dominer G. En ajoutant les trois sommets v2, v4, v6, nous obtenons un
ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une paire
distincte s1, s7 où si est un voisin de vi, i ∈ {1, 7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant
minimum de G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous pouvons le vérifier en
temps polynomial.

— Y3 ̸= ∅, Y4 = ∅ ou Y4 ̸= ∅, Y3 = ∅. Les deux cas étant symétriques, soit Y4 = ∅.

— Z4 ̸= ∅. Pour chaque w ∈ Y3, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
Ai de Z3 relié à w. Si il y a r4 ∈ R4 qui est complet à une composante connexe Ai de Z4,
alors nous prenons r4. Si il y a r3 ∈ R3 qui est complet à une composante connexe Aj de Z3
qui n’a pas de sommet relié à Y3, alors nous prenons r3. Nous prenons un sommet universel
dans chaque composante restante Al, Al ̸= Ai, Aj , de Z3 ∪ Z4. Ces sommets dominent
Y3 ∪ Z3 ∪ Z4. Puisque v1, v7 n’ont pas de voisin commun, au moins deux autres sommets
sont nécessaires pour dominer G. En ajoutant les trois sommets v2, v4, v6, nous obtenons
un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une
paire s1, s7 où si est un voisin de vi, i ∈ {1, 7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant
minimum de G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous pouvons le vérifier
en temps polynomial.

— Z4 = ∅. Pour chaque w ∈ Y3, nous prenons un sommet universel dans la composante connexe
Ai de Z3 relié à w. Si il y a r3 ∈ R3 qui est complet à une composante connexe Ai de Z3 qui
n’a pas de sommet relié à Y3, alors nous prenons r3. Nous prenons un sommet universel de
chacune des composantes connexes restantes Ai de Z3. En ajoutant les sommets v2, v4, v6,
nous obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions
si il existe une paire s1, s7 où si est un voisin de vi, i ∈ {1, 7}. Dans ce cas il existe un
ensemble dominant minimum de G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous
pouvons le vérifier en temps polynomial.

— Y3, Y4 = ∅.

— Z3, Z4 ̸= ∅. Si il y a r4 ∈ R4, respectivement r3 ∈ R3, qui est complet à une composante
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connexe Ai de Z4, respectivement de Z3, alors nous prenons r4, respectivement r3. Pour
chaque composante connexe restante de Z3 ∪ Z4, nous prenons un sommet universel
de celle-ci. En ajoutant les sommets v2, v4, v6, nous obtenons un ensemble dominant
de G (pas nécessairement minimum). Nous vérifions si il existe une paire s1, s7 où si

est un voisin de vi, i ∈ {1, 7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant minimum de
G avec seulement deux sommets supplémentaires et nous pouvons le vérifier en temps
polynomial.

— Z3 ̸= ∅, Z4 = ∅ ou Z4 ̸= ∅, Z3 = ∅. Soit Z3 ̸= ∅. Si il y a r3 ∈ R3 qui est complet
à une composante connexe Ai de Z3, alors nous prenons r3. Pour chaque composante
connexe restante de Z3, nous prenons un sommet universel de celle-ci. En ajoutant les
trois sommets v2, v4, v6, nous obtenons un ensemble dominant de G (pas nécessairement
minimum). Nous vérifions si il existe une paire s1, s7 où si est un voisin de vi, i ∈
{1, 7}. Dans ce cas il existe un ensemble dominant minimum de G avec seulement deux
sommets supplémentaires et nous pouvons le vérifier en temps polynomial.

— Z3 = Z4 = ∅. Alors V = N [V (C)] et d’après la Propriété 2.4 nous pouvons calculer un
ensemble dominant minimum de G en temps polynomial.

□

D’après les Lemmes 2.6, 2.7, 2.10, 2.16, 2.17, nous obtenons le résultat espéré suivant :

Théorème 2.18 Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial dans les graphes sans
griffe et sans P8.

2.3 Conclusion

Nous avons montré que Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial dans les
graphes sans griffe et sans chemin induit de taille huit. Nous laissons le problème ouvert suivant :

Problème : existe-t-il un entier positif k, où k ≥ 9, tel que Dominant Minimum est NP-complet dans
les graphes sans griffe et sans Pk ?

Si la réponse était positive, le défi serait de montrer une dichotomie, i.e. trouver l’entier positif k
tel que Dominant Minimum est NP-complet dans les graphes sans griffe et sans Pk, mais peut être
résolu en temps polynomial dans les graphes sans griffe et sans Pk−1.

Nous pensons qu’il serait aussi intéressant d’étudier la complexité deDominant Minimum dans les
graphes sans griffe et sans H, où H est un graphe fini fixé, autres que ceux rencontrés dans ce chapitre.
Nous avons d’ailleurs commencé cette étude même si nos résultats préliminaires ne sont pas contenus
dans ce document. Nous avons aussi étudié les graphes sans griffe de diamètre d et pensons avoir
établi une dichotomie pour d = 2 et d = 3. Nous poursuivons nos travaux sur l’étude du Dominant
Minimum dans les graphes de diamètre d et sans H pour établir d’autres dichotomies en fonction du
graphe fixé ou du diamètre.
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Chapitre 3

Sommets persistants et absents pour le do-
minant

Les résultats présentés dans ce chapitre sont le fruit d’un travail commun avec François Delbot et
Christophe Picouleau, c.f. [16].

3.1 Introduction

Dans la même veine que les travaux de E. Boros et al. dans [13] sur le stable maximum, soit
Ω(G) l’ensemble de tous les ensembles dominants minimums de G. Soit core(G) =

⋂︁
{S : S ∈ Ω(G)}

l’ensemble des sommets appartenant à tous les ensembles de Ω(G). Nous désignons corona(G) =
⋃︁
{S :

S ∈ Ω(G)} comme l’ensemble des sommets appartenant à au moins un ensemble de Ω(G). Enfin, soit
anticore(G) = V (G)−corona(G) l’ensemble des sommets n’appartenant à aucun ensemble de Ω(G).

Nous cherchons à caractériser les sommets de core(G), corona(G) et anticore(G).
La partition suivante des sommets d’un graphe, relativement au nombre de domination, est définie

dans [45] page 136 :

— V 0 = {v ∈ V : γ(G− v) = γ(G)} ;
— V + = {v ∈ V : γ(G− v) > γ(G)} ;
— V − = {v ∈ V : γ(G− v) < γ(G)}.

Les deux caractérisations suivantes sont données dans [45] page 137 :

Théorème 3.1 Un sommet v ∈ V + si et seulement

1. v n’est pas un sommet isolé et v ∈ core(G), et
2. aucun ensemble S ⊆ V −N [v] avec cardinalité γ(G) ne domine G− v.

Théorème 3.2 Un sommet v ∈ V − si et seulement si pn[v, S] = {v} pour un ensemble dominant
minimum S de G où v ∈ S.

Remarque 3.3 D’après le Théorème 3.2, aucun sommet v ∈ anticore(G) n’appartient à V −.
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Dans la section 3.2, nous donnons des caractérisations sur l’appartenance d’un sommet v à core(G)
ou corona(G)−core(G) ou anticore(G). Puis dans la section 3.3, pour certaines classes de graphes, nous
montrons qu’aucun sommet n’appartient à core(G) ∩ V 0, ce qui a pour conséquence de simplifier la
caractérisation des sommets de core(G) pour ces familles de graphes. Enfin dans la section 3.4, nous
donnons des réponses positives à des questions ouvertes posées dans [69], sur l’existence de graphes
avec une partition particulière des sommets en V 0, V +, tel que core(G) ̸= ∅.

3.2 Caractérisation des sommets

Nous utilisons les Théorèmes 3.1 et 3.2 pour caractériser l’appartenance d’un sommet donné à
core(G) ou corona(G)−core(G) ou anticore(G). Aussi, nous soulevons des problèmes algorithmiques
de ces caractérisations.

Soit G = (V,E) un graphe. Étant donné v ∈ V , nous définissons le graphe Gv + u = (V ′, E′), où
u ̸∈ V comme : V ′ = V ∪ {u} et E′ = E ∪ {uv}.

Remarque 3.4 Tous les ensembles dominants de Gv + u contiennent u ou v. De plus, si il existe un
ensemble dominant minimum de Gv +u qui contient u, alors il en existe un autre qui contient v (mais
la réciproque n’est pas nécessairement vraie).

Théorème 3.5 v ∈ anticore(G) si et seulement si γ(Gv + u) = γ(G) + 1.

Preuve: Soit v ∈ anticore(G). D’après la Remarque 3.4, un ensemble dominant minimum S de Gv +u
contient soit u ou v. Donc S a un sommet de plus que n’importe quel ensemble dominant de G.
Maintenant soit v ̸∈ anticore(G). Supposons, par contradiction, que γ(Gv + u) = γ(G) + 1. Alors il
existe S un ensemble dominant de G contenant v. Donc S est aussi un dominant de Gv + u, une
contradiction. □

Lemme 3.6 v ∈ core(G) ∩ V − si et seulement si v est un sommet isolé.

Preuve: Clairement si v est isolé, alors v ∈ core(G) ∩ V −. Nous pouvons donc supposer qu’il existe
un sommet non-isolé v tel que v ∈ core(G) ∩ V −. Puisque γ(G − v) < γ(G), il existe un ensemble
dominant S de G− v de taille γ(G)− 1. Soit w un voisin de v dans G. Nous avons donc S ∪ {w} un
ensemble dominant minimum de G ne contenant pas v, une contradiction. □

Théorème 3.7 v ∈ core(G) si et seulement l’une des trois conditions suivantes est vraie :

1. v est isolé ; ou

2. γ(G− v) > γ(G) ; ou
3. γ(G − v) = γ(G) et pour tout ensemble dominant S de G − v avec |S| = γ(G), nous avons

S ∩N [v] = ∅.

Preuve: Supposons que v ∈ V respecte l’une des trois conditions précédentes. Si v est isolé, alors
v ∈ core(G). Si γ(G − v) > γ(G), alors v ∈ V + et d’après le Théorème 3.1, v ∈ core(G). Supposons
maintenant que v respecte (3), i.e. v ∈ V 0 et v n’est pas isolé. Soit S un ensemble dominant minimum
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de G. Si v ̸∈ S, alors S ∩N [v] ̸= ∅, mais S − {v} est de cardinalité γ(G) et un ensemble dominant de
G− v, une contradiction.

Supposons que v ∈ core(G). Si v ∈ V −, alors d’après le Lemme 3.6, v est isolé. Si v ∈ V +, alors
γ(G − v) > γ(G). Reste à considérer le cas où v ∈ V 0. Il existe un ensemble dominant S de G − v
avec |S| = γ(G). Si S ∩N [v] ̸= ∅, alors S est un ensemble dominant minimum de G avec v ̸∈ S, une
contradiction. Donc tous les ensembles dominants S de G−v, où |S| = γ(G), sont tels que S∩N [v] = ∅.
□

Le graphe de la Figure 3.1 possède trois sommets dans core(G) correspondant chacun à l’une des
trois conditions de l’énoncé du Théorème 3.7.

Figure 3.1 – v+ ∈ core(G) ∩ V +, v0 ∈ core(G) ∩ V 0, v− ∈ core(G) ∩ V −.

Le Théorème 3.7 peut être reformulé comme ci-dessous. Cette formulation pourrait être plus inté-
ressante d’un point de vue algorithmique grâce au Théorème 3.5.

Théorème 3.8 v ∈ core(G) si et seulement si l’une des trois conditions suivantes est vraie :

1. v est isolé ; ou

2. γ(G− v) > γ(G) ; ou
3. γ(G− v) = γ(G) et pour chaque u ∈ N(v), nous avons u ∈ anticore(G− v).

D’après les Théorèmes 3.5 et 3.7, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.9 v ∈ corona(G)−core(G) si et seulement si l’une des deux conditions suivantes est vraie :

1. v ∈ V − et v n’est pas isolé ; ou

2. v ∈ V 0 et il existe un ensemble dominant S de G − v où |S| = γ(G) et tel que S ∩N [v] ̸= ∅ et
γ(Gv + u) = γ(G).

Propriété 3.10 Soit C une classe de graphes telle que pour tout G ∈ C, Gv + u ∈ C, et où Dominant
Minimum peut être résolu en temps polynomial. Étant donné G = (V,E) ∈ C et v ∈ V , le problème
pour décider si v ∈ core(G) ou v ∈ anticore(G) ou v ∈ corona(G)−core(G) est dans la classe P.

Preuve: Soit G ∈ C. Nous pouvons calculer k, la taille d’un ensemble dominant minimum de G, en
temps polynomial. Il s’ensuit d’après le Théorème 3.5 que nous pouvons vérifier si v ∈ anticore(G) en
temps polynomial. Clairement, vérifier si v satisfait la condition 1. ou 2. du Théorème 3.8 peut être
calculé en temps polynomial, et grâce au Théorème 3.5, on peut vérifier si v satisfait la condition 3.
en temps polynomial. Donc, décider si v ∈ core(G) ou v ∈ anticore(G) ou v ∈ corona(G)−core(G) est
dans P. □
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3.3 Caractérisation des cores dans des classes de graphes

Comme énoncé au Théorème 3.7, il y a trois types de sommets dans core(G). Dans cette section,
nous montrons que pour certaines classes de graphes connexes avec au moins deux sommets, nous
n’avons qu’un type de sommet dans core(G) qui sont les sommets V +, i.e. core(G) = V +. Notons que
la restriction sur la connexité et le nombre de sommets nous permet d’avoir core(G) ∩ V − = ∅. Nous
nous intéressons ici à identifier, quand cela est possible, les classes de graphes C « les plus grandes »
possibles telles que pour tout graphe G ∈ C, core(G) = V +. Nous entendons par là que nous cherchons
une classe C′ « proche » de C où C ⊂ C′ et telle qu’il existe un graphe G′ ∈ C′ où core(G′) ̸= V +. Par
exemple la classe des graphes sans P4 peut être vu comme une classe de graphes proche de celle des
graphes sans P5.

Nous commençons par donner des propriétés générales qui nous serons utiles plus tard.

Propriété 3.11 Soit G = (V,E) un graphe connexe avec au moins deux sommets. Si v ∈ V est tel que
G[N [v]] est une clique, alors v ̸∈ core(G).

Preuve: Soit u ∈ N(v). Si il existe un ensemble dominant minimum S de G contenant v, alors
(S − v) ∪ {u} est un autre ensemble dominant minimum. □

Lemme 3.12 Soit v un sommet d’articulation de G tel que v ∈ core(G). Si pour toute composante
connexe C de G− v les sommets V (C) ∩N(v) induisent une clique, alors v ∈ V +.

Preuve: Soit v ∈ core(G). Supposons que v ∈ V 0. D’après le point 3 du Théorème 3.7, nous avons
γ(G−v) = γ(G) et tous les ensembles dominants S de G−v avec |S| = γ(G), sont tels que S∩N [v] = ∅.
Soit D un ensemble dominant minimum de G. Soit C1, . . . , Ck, k ≥ 2, les composantes connexes de
G− v. Soit Si = S ∩Ci, Di = D ∩Ci, où 1 ≤ i ≤ k. Puisque v ∈ D, il existe i tel que |Di| < |Si|. Sans
perte de généralité, prenons i = 1. Clairement D1 domine C1 − (C1 ∩ N [v]). Si D1 ∩ N [v] ̸= ∅, alors
D1∪S2∪· · ·∪Sk domine G (rappelons que C1∩N [v] est une clique) mais |D1|+ |S2|+ · · · |Sk| < γ(G).
Nous pouvons supposer que D1 ∩ N [v] = ∅. Soit v1 ∈ C1 ∩ N [v]. Alors |D1 ∪ {v1}| ≤ |S1|, et donc
D1 ∪ {v1} ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk est un ensemble dominant minimum de G ne contenant pas v, contredisant
v ∈ core(G), et donc v ̸∈ V 0.

D’après le Théorème 3.7 v ̸∈ V −, et donc v ∈ V +. □

Nous corrigeons une erreur publiée concernant les sommets d’articulations. L’énoncé de la Pro-
position 5 dans [6] est le suivant : si un sommet d’articulation v de G est dans tous les ensembles
dominants minimums de G, alors γ(G − v) > γ(G). Cela signifie que si un sommet v de G est un
sommet d’articulation tel que v ∈ core(G), alors v ∈ V +. C’est une erreur puisqu’il existe un graphe
possédant un sommet d’articulation dans core(G) ∩ V 0, c.f. Figure 3.2.
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Figure 3.2 – Un graphe G où γ(G) = 3 et tel que le sommet noir appartient à core(G) ∩ V 0.

Lemme 3.13 Soit G un graphe connexe avec au moins deux sommets et v ∈ core(G). Soit C1, . . . , Ck

les composantes connexes de G−N [v]. Soit Ni les voisins de v avec un voisin dans Ci, où 1 ≤ i ≤ k.
Si G[Ni] est une clique, alors v ∈ V +.

Preuve: Supposons que v ∈ V 0. Si il n’y a pas de telle composante Ci, i.e. G = N [v], alors d’après
le Théorème 3.7, v ∈ V +. Si k = 1, puisque le voisinage de v est une clique, alors v ̸∈ core(G). Nous
en déduisons qu’il existe au moins une composante Ci. D’après le Théorème 3.7, γ(G− v) = γ(G) et
tous les ensembles de sommets S dominant G − v, où |S| = γ(G), sont tels que S ∩ N [v] = ∅. Soit
D un ensemble dominant minimum de G. Soit Ni l’ensemble des voisins de v avec un voisin dans
Ci, 1 ≤ i ≤ k. Soit Si = S ∩ (Ci ∪Ni), Di = D ∩ (Ci ∪Ni), où 1 ≤ i ≤ k.

Supposons que pour tout i, nous avons |Di| < |Si|. Sans perte de généralité |D1| = |S1|, |D2| = |S2|
tels que u ∈ D1 ∩D2. Notons que D1 ∪D2 dominent C1 ∪N1 ∪C2 ∪N2. Donc D1 ∪D2 ∪ S3 ∪ · · · ∪ Sk

est un ensemble dominant minimum de G, une contradiction.

Maintenant, nous pouvons supposer qu’il existe i tel que |Di| < |Si|. Sans perte de généralité, soit
i = 1. Clairement D1 domine C1, et S2 ∪ · · · ∪ Sk domine C2 ∪ · · · ∪ Ck et N(v) −N1. Soit v1 ∈ N1.
Donc D1 ∪ {v1} ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk est un ensemble dominant minimum de G puisque N1 ∪ {v} est une
clique. Donc v ∈ V +, une contradiction. □

3.3.1 Graphes triangulés

Nous rappelons qu’un graphe est triangulé si et seulement tout cycle de longueur au moins quatre
contient une corde, i.e. il ne possède pas de cycle induit de longueur quatre ou plus. Nous montrons
que pour tout graphe triangulé sans sommet isolé, core(G) = V +. De plus, nous montrons que nous
pouvons déterminer le statut d’un sommet (core, anticore, corona) en temps linéaire dans les arbres
qui est une sous-classe des arbres.

Propriété 3.14 Soit G = (V,E) un graphe triangulé connexe avec au moins deux sommets. Alors v ∈
core(G) si et seulement si v ∈ V +.

Preuve: D’après le Théorème 3.7, si γ(G − v) > γ(G), alors v ∈ core(G). Donc nous pouvons
supposer que v ∈ core(G). Supposons, par contradiction, que v ∈ V 0. D’après le Théorème 3.7,
N2(v) ̸= ∅. Supposons qu’il existe Ni comme défini au Lemme 3.13 qui n’est pas une clique. Alors il
existe s, t ∈ Ni tels que st est une non-arête. Donc il existe un chemin entre s et t dans Ci. Soit P un
tel plus court chemin. Donc G[P ∪{v}] est un trou, une contradiction. Donc chaque Ni est une clique.
Nous en déduisons du Lemme 3.13 que v ∈ V +, une contradiction. □
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D’après la Propriété 3.14, le Théorème 3.5 et le Corollaire 3.9, nous obtenons le Théorème suivant.

Théorème 3.15 Soit G = (V,E) un graphe triangulé connexe avec au moins deux sommets.

— v ∈ core(G) si et seulement si v ∈ V + ;

— v ∈ anticore(G) si et seulement si γ(Gv + u) = γ(G) + 1 ;
— v ∈ corona(G)−core(G) si et seulement si v ∈ V −, ou v ∈ V 0 et γ(Gv + u) = γ(G).

Nous nous intéressons au cas particulier des arbres. Il est connu que nous pouvons calculer un
ensemble dominant minimum en temps linéaire dans les arbres, c.f. [26]. De plus, étant donné un
arbre G, le graphe Gv + u est aussi un arbre. Nous en déduisons le résultat suivant.

Remarque 3.16 Soit G un arbre et v un sommet de G. Décider si v ∈ core(G) ou v ∈ anticore(G) ou
v ∈ corona(G)−core(G) peut être fait en temps linéaire.

3.3.2 Cographes

La classe des cographes est aussi la classe des graphes sans P4, c.f. [20] p. 176. Si G est un cographe,
alors il admet la décomposition suivante, c.f. [20] p. 14 :

— un sommet est un cographe ;

— si G1 et G2 sont deux cographes, alors G1 +G2 (l’union disjointe de G1 et G2) est un cographe ;

— si G1 et G2 sont deux cographes, alors G1 ×G2 (l’union de G1 et G2) est un cographe.

Donc si G est un cographe connexe avec au moins deux sommets, alors il existe deux cographes
G1, G2 tels que G = G1 ×G2.

Propriété 3.17 Soit G un cographe avec au moins deux sommets. Alors 0 ≤ |core(G)| ≤ 1.
Si |core(G)| = 1, alors core(G) = V +.

Preuve: Soit G = (V,E) = G1 × G2, où G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) sont deux cographes non-
vides (mais pas nécessairement connexes). Comme V1 est complet à V2, nous pouvons construire un
ensemble dominant de G en prenant n’importe quelle paire {v1, v2}, où v1 ∈ V1, v2 ∈ V2. Donc nous
avons γ(G) ≤ 2.

Supposons γ(G) = 2. Clairement min{|V1|, |V2|} ≥ 2, sinon il existe un sommet universel dominant
G. Un ensemble dominant minimum S de G est tel que S = {v1, v2} avec v1 ∈ V1, v2 ∈ V2. Pour
n’importe quel sommet v′

1 ∈ V1, v
′
1 ̸= v1, nous avons S′ = (S \ {v1}) ∪ {v′

1} un ensemble dominant
minimum de G. Donc core(G) = ∅. Nous en déduisons que |core(G)| ≤ 1.

Maintenant supposons que γ(G) = 1. Donc G possède un sommet universel, disons v1, où v1 ∈ V1.
Soit v1 ∈ core(G). Si v1 ∈ V 0, alors il existe {v} un ensemble dominant minimum où v ∈ V \ N [v1].
Puisque N [v1] = V , ce n’est pas possible. Donc v1 ∈ V + □

Il est naturel de se poser la question suivante : est-ce que la Propriété 3.17 (au moins la dernière
condition) reste vraie pour les graphes sans Pk, k ≥ 5 ? Pour une première réponse, regardons le graphe
de la Figure 3.3. Ce graphe G possède un chemin induit de taille cinq et core(G)∩ V 0 ̸= ∅. Observons
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que ce graphe est aussi biparti. Ainsi core(G)∩V 0 n’est pas systématiquement vide si G est un graphe
biparti sans P6.

Figure 3.3 – Un graphe G biparti sans P6. Le sommet noir appartient à core(G) ∩ V 0 et γ(G) = 2.

Notons qu’une erreur est présente dans l’article que nous avons publié et qui est associé à ce
résultat, c.f. [16]. Nous avons annoncé avoir établi une dichotomie entre les graphes sans P4 et sans P5
sur l’existence ou non de ces sommets. Ce n’est en fait pas le cas. Il reste à savoir ce qu’il en est pour
les graphes sans P5. Nous avons malheureusement laissé ce problème ouvert. Nous rajoutons tout de
même le résultat suivant pour la classe des splits graphes qui est une sous-classe des graphes sans P5.

Propriété 3.18 Soit G un split graphe avec au moins deux sommets. Si core(G) ̸= ∅, alors core(G) =
V +.

Preuve: Soit G = (V,E) un split graphe. Rappelons que les splits graphes admettent une partition
des sommets en une clique et un stable. Soit (K, I) une partition de V où K est une clique et I un
stable. Comme I est un stable et que son voisinage induit une clique, on peut supposer que pour tout
ensemble dominant minimum S de G, nous avons S ∩ I = ∅. Soit v ∈ S et S′ un ensemble dominant
minimum de G−v. Si G−v est connexe, alors G est un split graphe et on peut supposer que S′∩I = ∅ ;
donc NG(v)∩S′ ̸= ∅, et nous en déduisons v ̸∈ core(G)∩V 0. Si G− v n’est pas connexe, alors il existe
un sommet u ∈ NG(v) ∩ I tel que u est isolé dans G − v ; donc u ∈ S′ et NG(v) ∩ S′ ̸= ∅, et nous en
déduisons que v ̸∈ core(G) ∩ V 0. □

3.3.3 Graphes sans griffe

Pour les mêmes raisons précédemment exposées, nous nous intéressons aux graphes connexes sans
griffe (sans K1,3) avec au moins deux sommets. Étant donné un graphe H, nous étudions la classe
des graphes sans (H,K1,3). Nous montrons que lorsque H = net ou H = P7, alors il peut exister un
sommet v tel que v ∈ core(G)∩ V + ou v ∈ core(G)∩ V 0. Dans le cas où H = taureau, ou H = P6, ou
H est un sous-graphe du taureau, ou de P6, nous montrons que v ∈ core(G) ∩ V 0 n’est pas possible,
mais qu’il peut exister des sommets dans core(G) ∩ V +.

Nous donnons ici une propriété des graphes sans griffe de R. Allan et R. Laskar, c.f. [1], qui nous
sera utile dans nos preuves : si G est un graphe sans griffe, alors γ(G) = ι(G). Rappelons que ι(G) est
la taille d’un ensemble dominant minimum indépendant. Donc dans les graphes sans griffe, il existe
un ensemble dominant minimum qui est indépendant.

Aussi, rappelons que la classe des lines graphes est une sous-classe des graphes sans griffe. De plus,
si G est sans diamant et sans trou impair, alors G est le line graphe d’un graphe biparti, c.f. [20]. La
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Figure 3.4 montre un graphe G qui est le line graphe d’un graphe biparti. Notons que G est sans trou
impair et sans (K1,3,K4, net, diamant), et tel que G a un sommet v où v ∈ core(G) ∩ V 0.

Figure 3.4 – Un graphe G sans trou impair et sans (K1,3,K4, net, diamant). Le sommet noir est dans
core(G) ∩ V 0 et γ(G) = 2.

Nous donnons maintenant notre résultat pour les graphes sans griffe et sans P6 et pour les graphes
sans griffe et sans taureau.

Propriété 3.19 Soit G = (V,E) un graphe connexe sans griffe et sans P6 avec au moins deux sommets.
Alors v ∈ core(G) si et seulement si γ(G− v) > γ(G).

Preuve: D’après le Théorème 3.7, si γ(G− v) > γ(G) alors v ∈ core(G). Donc nous pouvons supposer
que v ∈ core(G). Supposons que v soit comme au point 3 du Théorème 3.7, i.e. γ(G − v) = γ(G) et
tous les ensembles S dominant G− v, où |S| = γ(G), sont tels que S ∩N [v] = ∅.

Nous décrivons maintenant l’organisation de la preuve. Dans un premier temps, nous montrons
comment le graphe G est structuré à distance p de v, où 1 ≤ p ≤ 5. Dans un second temps, nous
définissons la partition en clique jumelle de G. Puis nous montrons que nous pouvons réduire G à
un graphe H obtenu grâce à la partition en clique jumelle. Ensuite nous montrons que G et H sont
« équivalents » par rapport à l’ensemble dominant minimum. Pour finir, nous donnons des configura-
tions d’ensembles dominants minimums afin d’en déduire que core(G) ∩ V 0 = ∅.

D’après la Propriété 3.11, N(v) n’est pas une clique. Puisque G est sans griffe, nous avons
α(N(v)) = 2. Pour n’importe quel ensemble dominant indépendant S, il existe a, b deux voisins privés
de v par rapport à S tels que ab est une non-arête.

Si le sous-graphe G[N(v)] n’est pas connexe, puisque G est sans griffe, alors G[N(v)] est composé
de deux cliques anti-complets Ka et Kb. Si le sous-graphe G[N(v)] est connexe, alors un chemin induit
maximal Pk, k ≥ 1 dans G[N(v)] est soit tel que Pk = P3 ou Pk = P4. Quand Pk = P3, alors G[N(v)]
est composé de trois cliques Ka,Kb,Ka′ telles que Kb est complet à Ka et Ka′ , et Ka,Ka′ sont anti-
complets. Quand Pk = P4, alors G[N(v)] est composé de quatre cliques Ka,Kb,Kb′ ,Ka′ , où Kb est
complet à Ka,Kb′ , et où Kb′ est complet à Ka′ ,Kb, tandis que les autres cliques sont deux à deux
anti-complets.
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Soit u,w ∈ N2(v) ayant un voisin commun s, s ∈ Kp, p ∈ {a, a′, b, b′}. Si uw ̸∈ E, alorsG[{u,w, s, v}]
est une griffe. Donc tous les sommets u ∈ N2(v) avec au moins un voisin commun s, s ∈ N(v), in-
duisent une clique. Avec le même argument pour u,w ∈ Np+1(v), s ∈ Np(v) et v′ ∈ Np−1(v) ∩N(s),
nous avons que pour n’importe quel p ≥ 1, tous les sommets u ∈ Np+1(v) avec au moins un voisin
commun s, s ∈ Np(v), induisent une clique.

Nous définissons la partition TCP(G) en clique jumelle de G comme la partition (K0 = {v},
K1, . . . ,Kq) de V telle que chaque Ki induit une clique, et pour toutes les paires u,w ∈ Ki les som-
mets u et w sont vrais-jumeaux, i.e. N [u] = N [w], et Ki est maximal (au sens de l’inclusion), où
1 ≤ i ≤ q. Notons que TCP(G) est unique et que pour n’importe quelle paire Ki,Kj de TCP(G), soit
Ki et Kj sont complets ou soit anti-complets.

Depuis TCP(G) nous définissons son graphe associé H = (K,F ) comme suit : K = {K0 =
{v},K1, . . . ,Kq} et deux sommets de K sont adjacents si et seulement si leurs cliques correspondantes
dans TCP(G) sont complets.

Nous remarquons que puisque G est sans griffe et sans P6, alors H est aussi sans griffe et sans P6.
De plus, aucune paire u,w de sommets distincts de H n’est telle que N [u] = N [w].

Nous donnons des relations entre G et H. Notons que pour tout ensemble dominant minimum S
de G, nous avons |Ki ∩ S| ≤ 1, où 0 ≤ i ≤ q. Nous observons aussi que γ(G) = γ(H). De plus, nous
avons :

— |Ki ∩ S| = 1 pour tout ensemble dominant minimum S de G si et seulement si Ki ∈ core(H) ;
— |Ki∩S| = 0 pour tout ensemble dominant minimum S de G si et seulement si Ki ∈ anticore(H).

Puisque G et H sont équivalents relativement à l’ensemble dominant minimum, nous pouvons nous
concentrer sur le graphe de partition en clique jumelle de G. Puisque nous n’avons plus besoin de G,
nous remplaçons à partir de maintenant G par H dans nos écritures, i.e. G← H.

D’après le Théorème 3.7, les sommets u ∈ N(v) ont un voisin dans N2(v). Nous écrivons Nk(v, w)
pour l’ensemble des sommets qui sont des voisins de w à distance k de v.

Rappelons qu’il existe a, b ∈ N(v) deux voisins privés de v par rapport à S et tel quel ab ̸∈ E. Soit
c ∈ N2(v, a)∩N2(v, b). Donc c ̸∈ S. Donc il existe d ∈ S qui domine c, mais da, db sont des non-arêtes
et G[{a, b, c, d}] est une griffe. Donc N2(v, a) ∩N2(v, b) = ∅.

Soit S′ un ensemble dominant indépendant minimum de G− v (rappelons que γ(G) = ι(G)). Dans
S′, les sommets a, b sont dominés par α ∈ N2(v, a), β ∈ N2(v, b), respectivement, où α ̸= β, et αβ
est une non-arête. Puisque a, b sont deux voisins privés de v par rapport à S, alors α, β ̸∈ S, et donc
δ ∈ S domine α dans S. Si δβ est une non-arête, alors δ − α − a − v − b − β est un P6. Donc δβ est
une arête. Donc G[{v, a, α, δ, β, b}] = C6.

Soit C6 = v1−v2−v3−w1−w2−w3−v1 un cycle induit de longueur six dans G. Si V = C6, alors
core(G) = ∅. Donc il existe w ∈ V − C6 et une arête uw, u ∈ C6 puisque G est connexe. Sans perte
de généralité, soit u = v1. Si wv2, ww3 sont deux non-arêtes, alors G[{w, v1, v2, w1}] est une griffe.
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Donc sans perte de généralité, nous pouvons supposer que wv2 est une arête. Si w a exactement deux
voisins, v1, v2 dans C6, alors w−v2−v3−w1−w2−w3 est un P6. Si w a exactement trois voisins dans
C6, alors ils doivent être consécutifs puisque le graphe est sans griffe. Si w a exactement quatre voisins
dans C6, soit ils sont consécutifs ou ce sont deux paires disjointes de sommets adjacents séparés par un
sommet (à gauche et à droite) car le graphe est sans griffe. Si w a au moins cinq voisins dans C6, alors
il y a une griffe. Donc les sommets à distance un de C6 peuvent être partitionnés en trois ensembles :

— W3 = {w : w a exactement trois voisins consécutifs dans C6} ;
— W4 = {w : w a exactement quatre voisins consécutifs dans C6} ;
— W2 = {w : w a deux paires de voisins consécutifs dans C6}.

SoitW = W3∪W4∪W2. Soit u un sommet à distance deux de C6, et w ∈W tel que uw ∈ E. Puisque
chaque w ∈ W a deux voisins non-adjacents dans C6, alors G possède une griffe. Donc V = C6 ∪W ,
et W ̸= ∅.

Remarquons que γ1 = {v1, w1}, γ2 = {v2, w2}, γ3 = {v3, w3} sont trois ensembles dominants mini-
mums de C6.

QuandW2 = ∅, alors γ1 et γ2 sont deux ensembles dominants minimums de G et donc core(G) = ∅.
Soit w ∈ W2. Sans perte de généralité, soit v1, v2, w1, w2 les voisins de w. Supposons qu’il existe

w′ ∈ W2 avec les mêmes voisins que w dans C6. Puisque G est une partition en clique jumelle,
nous avons N [w] ̸= N [w′]. Si ww′ ̸∈ E, alors G[{v2, v3, w, w

′}] est une griffe. Donc ww′ ∈ E et,
sans perte de généralité, il existe u ∈ W tel que uw ∈ E, mais uw′ ̸∈ E. Supposons que u ∈ W3.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que u est soit un voisin de v1, v2, v3 ou un voisin
de v2, v3, w1. Si u est un voisin de v1, v2, v3, alors G[{u, v1, w

′, w3}] est une griffe. Si u est un voisin
de v2, v3, w1, alors G[{u, v1, w, w2}] est une griffe. Maintenant, soit u ∈ W4. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que u est soit un voisin de v1, v2, v3, w1 ou un voisin de w3, v1, v2, v3. Si u
est un voisin de v1, v2, v3, w1, alors G[{u, v1, w

′, w3}] est une griffe. Si u est un voisin de w3, v1, v2, v3,
alors G[{u, v3, w, w3}] est une griffe. Donc u ∈ W2. Si u a les mêmes voisins que w dans C6, alors
G[{u, v2, v3, w

′}] est une griffe. Donc sans perte de généralité, les voisins de u dans C6 sont v2, v3, w2, w3
mais G[{u, v3, w3, w}] est une griffe. Donc N [w] = N [w′]. Nous en déduisons que |W2| ≤ 3.

Supposons queW2 = {w}. Soit v1, v2, w1, w2 les voisins de w. Puisque chaque sommet u ∈W3∪W4
a un voisin dans γ1 = {v1, w1}, et un autre voisin dans γ2 = {v2, w2}, nous en déduisons que γ1 et γ2
sont deux ensembles dominants minimums disjoints de G et donc core(G) = ∅.

Maintenant supposons que W2 = {w12, w13}. Sans perte de généralité, soit v1, v2, w1, w2 les voisins
de w12, et v1, v3, w1, w3 les voisins de w13. Soit u ∈W3. Supposons que les voisins de u soient v1, v2, v3.
Alors G[{v1, w3, w12, u}] est une griffe. Par symétrie, il reste le cas où les voisins de u sont w3, v1, v2.
Dans ce cas G[{v2, u, w12, v3}] est une griffe. Donc W3 = ∅. Soit u ∈W4. Supposons que les voisins de
u soient v1, v2, v3, w1. Alors G[{w1, u, w13, w2}] est une griffe. Par symétrie, il reste le cas où les voisins
de u sont v2, v3, w1, w2. Dans ce cas G[{w2, u, w12, w3}] est une griffe. Donc W4 = ∅ et V = C6 ∪W2.
Il s’ensuit que γ1 = {v1, w1} et W2 = {w12, w13} sont deux ensembles dominants minimums disjoints
de G. Donc core(G) = ∅.

SoitW2 = {w12, w13, w23}. Soit v1, v2, w1, w2 les voisins de w12, et v1, v3, w1, w3 les voisins de w13, et
v2, v3, w2, w3 les voisins de w23. Comme précédemment W3∪W4 = ∅ (car chaque sommet u ∈W3∪W4
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induirait une griffe). Donc V = C6 ∪W2. Alors un ensemble dominant minimum de G est de taille
trois. Maintenant {v1, w2, v3} et {w1, v2, w3} sont deux ensembles dominants minimums disjoints de
G et donc core(G) = ∅.

Donc la partition en clique jumelle de G ne possède aucun sommet dans core(TCP(G)) ∩ V 0, et
donc le graphe initial G n’a pas de sommet dans core(G) ∩ V 0. □

Le graphe de la Figure 3.5 est sans griffe et sans P7 avec un sommet v ∈ core(G)∩ V 0. Puisque G
contient un P6 comme sous-graphe induit, notre résultat est serré.

Figure 3.5 – Un graphe sans griffe et sans P7. Le sommet noir est dans core(G) ∩ V 0 et γ(G) = 2.

Propriété 3.20 Soit G = (V,E) un graphe connexe sans griffe et sans taureau avec au moins deux
sommets. Alors v ∈ core(G) si et seulement si γ(G− v) > γ(G).

Preuve: Le début de la preuve est le même que celui de la preuve de la Propriété 3.19. Ainsi, nous
considérons G comme étant le graphe issu de la partition en clique jumelle, i.e. G ← TCP(G). Soit
P = α − a − v − b − β un chemin induit de G. Il existe δ, où δ ̸∈ P , un voisin de α et qui n’est pas
voisin de v, a, b. Donc d’après le Lemme 3.12, il y a un cycle induit Ck, où k ≥ 6, contenant v.

Soit Ck = {v1, v2, . . . , vk}. Si V = Ck, alors core(G) = ∅. Donc il existe w ∈ V − Ck et une arête
wu, où u ∈ Ck. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que u = v1. Si wv2, wvk sont deux
non-arêtes, alors G[{w, v1, v2, vk}] est une griffe. Si w a cinq voisins dans Ck, alors G a une griffe.
Si w a exactement deux voisins (consécutifs) dans Ck, disons v1, v2, alors G[{w, v1, v2, v3, vk}] est un
taureau. Si w a exactement quatre voisins dans Ck, disons v1, v2, v3, v4 (comme précédemment ils sont
consécutifs), alors G[{w, v1, v3, v4, v5}] est un taureau. Donc w a exactement trois voisins consécutifs
dans Ck, disons v1, v2, v3.

Soit u, u ̸∈ Ck, un voisin de w. Si u n’a pas de voisin dans Ck, alors G[{w, u, v1, v3}] est une griffe.
Donc u a trois voisins consécutifs dans Ck. Puisque G est le graphe issu de la partition en clique
jumelle, nous avons N [w] ̸= N [v2]. Supposons qu’il existe w′ un voisin de v2 tel que ww′ est une
non-arête. Donc w′ est un voisin de v2, v3, v4, mais G[{v3, v4, v5, w, w

′}] est un taureau. Donc sans
perte de généralité, u existe et nous pouvons supposer que u ̸∈ N(v2). Puisque k ≥ 6, nous avons
|N(w) ∩ N(u)| ≤ 1. Si N(w) ∩ N(u) = ∅, alors G[{w, u, v1, v3}] est une clique. Donc nous pouvons
supposer que N(w) ∩N(u) = {v1}. Mais dans ce cas G[{w, u, v1, v3, vk−1}] est un taureau

Donc si v ∈ core(G), alors v ̸∈ V 0. □
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Remarquons que le graphe de la Figure 3.5 est sans griffe mais contient un taureau. Comme il
possède un sommet dans core(G) ∩ V 0, nous en déduisons que notre résultat est serré.

En regroupant les Propriétés précédentes, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 3.21 Soit H un sous-graphe induit de P6 ou du taureau, et G un graphe connexe sans H et
sans griffe avec au moins deux sommets. Si v ∈ core(G), alors v ∈ V +. De plus, il existe un graphe
sans griffe contenant un taureau ou un P6 avec un sommet dans core(G) ∩ V 0.

3.3.4 Graphes bipartis

Rappelons que les graphes bipartis sont les graphes sans cycles impairs. Notons que les graphes
précédemment étudiés ne sont pas des sous-classes des graphes bipartis puisqu’ils peuvent contenir
des triangles. Clairement, un graphe G connexe biparti sans griffe avec au moins deux sommets est
soit un chemin ou un cycle pair. Si G est un chemin, alors core(G) = V +. Si G est un cycle, alors G
est 2-régulier et biparti et core(G) = ∅. Contrairement aux graphes 2-réguliers bipartis, les graphes
cubiques (3-réguliers) bipartis peuvent avoir des sommets dans core(G). Pour exemple, le graphe de
la Figure 3.6 montre un graphe cubique biparti avec un sommet dans core(G) ∩ V 0.

Figure 3.6 – Un graphe biparti cubique. Les sommets noirs sont dans core(G) ∩ V 0 et γ(G) = 5.

3.4 Des partitions particulières des sommets

Dans cette section, nous exposons des graphes connexes sans sommet isolé, admettant des partitions
des sommets en core(G), corona(G)−core(G), anticore(G), par rapport à V 0 et V +. Deux de ces
graphes répondent à deux questions ouvertes par V. Samodivkin dans [69].

Dans [45] page 139, Figure 5.2, est présenté un graphe connexe G = (V,E) avec deux sommets tel
que V = V −. Des graphes tels que V = V 0 sont aussi présentés dans [45] p.147, Théorème 5.23. Ces
graphes sont tels que core(G) = ∅, et le graphe biparti complet K3,3 est l’un d’entre eux. Les auteurs
ont aussi montré que ces graphes avec core(G) ̸= ∅ peuvent exister mais aucun de ces graphes n’est
exposé (ou construit). Trouver un tel graphe correspond à la première question de V. Samodivkin dans
son article. Dans [69] V. Samodivkin soulève les deux questions suivantes.
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1. Est-ce qu’il existe un graphe connexe G = (V,E) tel que γ(G − v) = γ(G) pour tout sommet
v ∈ V et tel qu’il existe u ∈ V où u ∈ core(G) ?

2. Est-ce qu’il existe un graphe connexe G = (V,E) tel qu’il existe un sommet w ∈ V , où w ∈ V +,
et tel que tous les sommets v ∈ V, v ̸= w, sont tels que γ(G − v) = γ(G) et tel qu’il existe
u ∈ V, u ̸= w où u ∈ core(G) ?

Le graphe G de la Figure 3.7 donne une réponse positive à la première question. Nous laissons le
lecteur vérifier que le sommet central u de G (c.f. Figure 3.7), est dans core(G), et que ce sommet
central est dans V 0 puisque γ(G) = γ(G− u) (c.f. Figure 3.8).

Figure 3.7 – De gauche à droite : le graphe G, un ensemble dominant minimum de taille 4, un
ensemble dominant minimal de taille 5 ne contenant pas le sommet central.

Figure 3.8 – Pour tout sommet v : les ensembles dominants minimums (à la symétrie près) de G− v
qui sont de taille 4.

Le graphe G exposé dans la Figure 3.9 donne une réponse positive à la deuxième question. La
composante de droite de G correspond au graphe donné dans la Figure 3.7. À partir de la Figure 3.8,
nous pouvons observer pour n’importe quel sommet v de la composante de droite, que γ(G−v) = γ(G).
Nous laissons le lecteur vérifier à partir des Figures 3.9, 3.10 et 3.11 que pour n’importe quel sommet
v de la composante de gauche, sauf le sommet central, que nous avons aussi γ(G− v) = γ(G).
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Figure 3.9 – Le graphe G en réponse à la question 2 avec un ensemble dominant minimum de taille
9.

Figure 3.10 – Le graphe G−v où v est le sommet central de la Figure 3.9 avec un ensemble dominant
minimum de taille 10. Donc γ(G− v) > γ(G) et v ∈ V +.

Figure 3.11 – Un ensemble dominant minimal ne contenant pas le sommet central de la composante
de droite d’ordre 10.

Le graphe de la Figure 3.12 est un graphe d’ordre minimum tel que V +, V 0, V − ̸= ∅ et anticore(G) =
∅. La preuve de sa minimalité est obtenue par un ordinateur.
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Figure 3.12 – Un graphe avec γ(G) = 3. Le sommet noir est dans V +. Ses quatre voisins sont dans
V 0, et les quatre autres sommets V −.

Le graphe de la Figure 3.13 est tel que V = (core(G) ∩ V 0)∪ anticore(G).

Figure 3.13 – Un graphe avec γ(G) = 3 où V = (core(G) ∩ V 0)∪ anticore(G). Les sommets noirs
sont dans core(G) ∩ V 0.

3.5 Conclusion

Nous avons donné une caractérisation simple des sommets appartenant à toutes, aucunes, ou
quelques ensembles dominants minimums d’un graphe. Lorsque le graphe n’a pas de sommet isolé, les
sommets appartenant à tous les ensembles dominants minimums sont de deux types : ceux qui une
fois supprimé augmentent le nombre de domination du graphe, et ceux qui une fois supprimé ne font
pas varier le nombre de domination du graphe. Pour certaines classes de graphes, nous avons montré
que seul des sommets du premier type étaient possibles. Pour finir, nous avons donné des partitions
des sommets d’un graphe évitant certains types de sommets relativement à nos caractérisations.

Pour poursuivre cette thématique, il pourrait être intéressant de chercher une « bonne » caractéri-
sation de ces classes de graphes pour lesquelles la caractérisation (par rapport au statut des sommets)
change. L’existence d’une telle caractérisation pourrait répondre à la question suivante : pour ces
classes de graphes, est-ce que le statut d’un sommet peut être décidé en temps polynomial ?
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Chapitre 4

Arêtes critiques pour le dominant

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés aux sommets à l’intersection de tous
les ensembles dominants minimums d’un graphe. Ces sommets persistants ont été caractérisés selon
leur criticité : soit le retrait d’un sommet fait varier le nombre de domination, ou soit le nombre de
domination reste constant. Dans ce chapitre, nous nous concentrons cette fois-ci sur la criticité des
arêtes relativement au nombre de domination.

4.1 Introduction

Étant donné un graphe G, existe-t-il une arête e telle que sa suppression du graphe fait varier
son nombre de domination ? Comme un dominant de G − e est aussi un dominant de G, nous en
déduisons que le retrait d’une arête (ou d’un ensemble d’arêtes) ne diminue pas le nombre de domi-
nation. Par contre, le retrait d’une arête peut augmenter le nombre de domination puisque c’est le
cas pour l’unique arête de la clique à deux sommets. Cette propriété n’est pas toujours vraie puisque
le triangle ne possède pas d’arête dont le retrait fait augmenter le nombre de domination. Dans ce
cas, on pourrait reformuler la question comme suit : existe-t-il un sous-ensemble d’arêtes A dont la
suppression du graphe fait varier son nombre de domination ? Si le graphe est connexe, alors la réponse
à cette question est toujours positive puisqu’il suffit de supprimer l’ensemble des arêtes du graphe.
On peut donc chercher à restreindre la taille de cet ensemble afin qu’il soit minimum. Pour cela, J.
Fink et al. [36] ont introduit le nombre de bondage. Le nombre de bondage b(G) d’un graphe G est
le nombre minimum d’arêtes dont la suppression dans G augmente le nombre de domination, i.e.
E′ ⊆ E tel que γ(G − E′) = γ(G) + 1. Le nombre de bondage est donc une mesure de criticité du
graphe relativement au nombre de domination. Le cas le plus critique étant celui où b(G) = 1. Dans
ce cas, le graphe possède une arête e telle que γ(G−e) = γ(G)+1, et une telle arête e est dite γ-critique.

Une première motivation de l’étude du nombre de bondage porte sur la détermination de ses valeurs
minimums et maximums. Comme il existe des graphes, par exemple le chemin induit de taille deux,
ayant une arête γ-critique, nous pouvons nous concentrer sur la borne supérieure. Prenons un graphe
G et supposons qu’il existe un sommet v ∈ V (G) tel que γ(G− v) ≥ γ(v). Soit H = G−Ev, où Ev est
l’ensemble des arêtes incidentes à v dans G. Comme H−v = G−v et que v est un sommet isolé de H,
nous en déduisons que γ(H) = γ(G−v)+1 > γ(G). Donc pour les graphes G possédant un tel sommet,
nous avons b(G) ≤ ∆(G). De plus, il existe des graphes atteignant cette valeur. Avant de présenter un
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de ces graphes, nous introduisons le corona G1 ◦G2 (c.f. R. Frucht et F. Harary [39]) qui est le graphe
formé d’une copie de G1 et de |V (G1)| copies de G2 où le ième sommet de G1 est relié aux sommets de
la ième copie de G2. K. Carlson et M. Develin [24] ont montré que le corona G = Kn ◦K1 a nombre
de bondage égal à ∆(G). Mais qu’en est-il pour les graphes G ne possédant pas un tel sommet ? Pour
ces graphes G, nous avons que pour tout sommet v ∈ V (G), γ(G − v) < γ(G). Ces graphes ont été
introduit par R. Brigham et al. [21] en tant que graphes γ-sommet-critiques. Malheureusement, pour
ces graphes-là, il n’est pas possible d’obtenir une borne triviale comme précédemment sur le nombre
de bondage en fonction du degré maximum. Nous aimerions tout de même savoir à quel point cette
borne sur le nombre de bondage diverge quand le graphe est γ-sommet-critique. U. Teschner [75] a
montré qu’il n’existait pas de constante fixée c telle que b(G) ≤ ∆(G) + c si G est γ-sommet-critique,
et U. Teschner a aussi montré dans [74], que pour tout graphe G = Kn □Kn issu du produit cartésien
de deux cliques Kn,Kn, n ≥ 3, nous avons b(G) = 3

2∆(G). Encore aujourd’hui, nous ne savons pas si
il existe des graphes avec un nombre de bondage plus grand, et ces graphes sont les seuls connus ayant
un nombre de bondage de 3

2∆(G).

Pour répondre à ces questions, deux Théorèmes se sont révélés particulièrement utiles pour établir
des bornes supérieures selon certaines conditions. Puisque les preuves sont relativement simples, nous
avons choisi de les exposer ici.

Théorème 4.1 (B. Hartnell et D. Rall [44]) Soit G = (V,E) un graphe, et uv ∈ E. Alors b(G) ≤
d(u) + d(v)− 1− |N(u) ∩N(v)|.

Preuve: Soit uv ∈ E. Prenons Eu = {ux | ux ∈ E} et Av = {vx | vx ∈ E, x ̸∈ N(u)}. Considérons
le graphe H = G − (Av ∪ Eu). Puisque |Av ∪ Eu| ≤ d(u) + d(v) − 1 − |N(u) ∩ N(v)|, nous pouvons
supposer, par contradiction, que γ(H) = γ(G). Soit S un ensemble dominant minimum de H. Puisque
u est un sommet isolé de H, alors u ∈ S. Si NG(u) ∩ S ̸= ∅, alors S \ {u} est un ensemble dominant
minimum de G, une contradiction. Donc NG(u) ∩ S = ∅. Remarquons que NH [v] ⊆ NG(u). Puisque
NH(v) ∩ S ̸= ∅, alors NG(u) ∩ S ̸= ∅, une contradiction. □

Théorème 4.2 (J. Fink et al. [36]) Soit G = (V,E) un graphe, et u, v ∈ V tels que dist(u, v) ≤ 2.
Alors b(G) ≤ d(u) + d(v)− 1.

Nous avons remarqué que le −1 de la borne précédente correspondait au cas où N(u) ∩N(v) est
un ensemble indépendant de G. Nous avons donc choisi de réécrire et de montrer ce théorème dans
une version légèrement améliorée.

Théorème 4.3 Soit G = (V,E) un graphe, et u, v ∈ V tels que dist(u, v) ≤ 2. Alors b(G) ≤ d(u) +
d(v)− 1− k, où

k = max
x∈N(u)∩N(v)

(|N(x) ∩ (N(u) ∩N(v))|)

.

Preuve: Soit u, v ∈ V tel que dist(u, v) ≤ 2. D’après le Théorème 4.1, nous pouvons supposer que
uv ̸∈ E. Soit x ∈ N(u) ∩ N(v) tel que |N(x) ∩ (N(u) ∩ N(v))| soit maximum. Prenons Eu = {uz |
uz ∈ E} et Av = {vz | vz ∈ E, z ̸∈ N [x] ∩ N(u)}. Considérons le graphe H = G − (Av ∪ Eu).
Puisque |Av ∪Eu| ≤ d(u) + d(v)− 1− k, nous pouvons supposer, par contradiction, que γ(H) = γ(G).
Soit S un ensemble dominant minimum de H. Puisque u est un sommet isolé de H, alors u ∈ S.
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Si NG(u) ∩ S ̸= ∅, alors S \ {u} est un ensemble dominant minimum de G, une contradiction. Donc
NG(u)∩S = ∅. Remarquons que NH(v) ⊆ NG(u). Nous en déduisons que v ∈ S. Notons que x domine
NH [v]. Ainsi (S ∪ {x}) \ {v} est un autre ensemble dominant de H, et il s’ensuit que NG(u) ∩ S ̸= ∅,
une contradiction. □

Le Théorème 4.1, nous permet d’en déduire que le nombre de bondage est au plus 2∆(G) − 1.
Ainsi, si la borne supérieure 3

2∆(G) sur le nombre de bondage n’était pas optimale, il existerait un
graphe G tel que 3

2∆(G) < b(G) ≤ 2∆(G)− 1. Comme cette question est encore largement ouverte, il
est aussi possible d’étudier le nombre de bondage pour certaines classes de graphes. Un des premiers
résultats connus porte sur les arbres pour lesquels la borne supérieure obtenue est une constante fixée.
Le résultat suivant a été obtenu indépendemment par D. Bauer et al., et J. Fink et al. Comme la
preuve est relativement simple, nous avons choisi de la réexposer ici.

Théorème 4.4 (D. Bauer et al. [6], J. Fink et al. [36]) Si G est un arbre, alors b(G) ≤ 2.

Preuve: Supposons que G possède deux feuilles u, v ∈ V (G) telles que x ∈ N(u) ∩ N(v). D’après
le Théorème 4.2, nous en déduisons que b(G) ≤ d(u) + d(v) − 1 ≤ 1. Autrement, il existe u tel que
d(u) = 2 et tel que v est une feuille dans le voisinage de u. D’après le Théorème 4.1, nous en déduisons
que b(G) ≤ d(u) + d(v)− 1 ≤ 2. □

Notons que les arbres appartiennent à la classe des graphes triangulés. Un graphe triangulé est
un graphe qui n’a pas de trou. Dit autrement, tous les sous-graphes qui sont des cycles de longueur
au moins quatre ont une corde. Pour poursuivre l’étude du nombre du bondage, nous avons choisi
d’étudier les graphes triangulés au prochain chapitre.

4.2 Borne sur le nombre de bondage des graphes triangulés

Nous montrons le résultat suivant :

Théorème 4.5 Soit G un graphe triangulé. Si G est une clique, alors b(G) = ⌈ω(G)/2⌉. Sinon b(G) ≤
ω(G) ≤ ∆(G).

Preuve: Nous pouvons supposer que G est connecté avec au moins deux sommets. Il est évident que
∆(G) ≥ ω(G)− 1, et que ∆(G) = ω(G)− 1 si et seulement G est une clique. Lorsque G est une clique
paire, nous observons que b(G) = ω(G)/2 en supprimant un couplage parfait de G. Lorsque G est
une clique impaire, nous observons que b(G) = (ω(G) − 1)/2 + 1 en supprimant un couplage parfait
M de G et une arête incidente quelconque au sommet universel restant dans G −M . Donc si G est
une clique, alors b(G) = ⌈ω(G)/2⌉. Nous pouvons donc supposer que G n’est pas une clique et que
ω(G) ≤ ∆(G).

Supposons, par contradiction, que b(G) > ω(G). Soit K une clique de G. La partition de distance
de G relatif à K est une partition (A0, . . . , Ak) des sommets de V telle que A0 = V (K) et Ai = {v ∈
V | v ∈ N(u), u ∈ Ai−1}, pour i = 1, . . . , k. Remarquons que Ai est l’ensemble des sommets à distance
i de K.

Propriété 4.5.1 Soit C ⊆ Ai où i ̸= 0, tel que G[C] est une composante connexe de G[Ai], et soit
Q = N(C) ∩Ai−1. Alors G[Q] est une clique.
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Supposons, par contradiction, que G[Q] ne soit pas une clique. Puisque A0 est une clique, nous
pouvons considérer que i ≥ 2. Soit u, u′ ∈ Q tels que uu′ ̸∈ E. Notons qu’il existe un chemin entre u
et K et entre u′ et K dans G[A0 ∪ . . .∪Ai−2 ∪ {u, u′}]. Donc il y a un chemin induit P = u− · · · − u′

entre u et u′ dans G[A0 ∪ . . . ∪ Ai−2 ∪ {u, u′}]. Soit P ′ = u − · · · − u′ un chemin induit entre u et
u′ dans G[C ∪ {u, u′}]. Alors G[V (P ) ∪ V (P ′)] est un cycle induit de longueur au moins quatre, une
contradiction. Donc G[Q] est une clique. Ceci montre la Propriété 4.5.1.

Soit W ⊆ Ai, où i = 0, . . . , k, tel que G[W ] est une composante connexe de G[Ai] avec au moins
deux sommets. Nous ajoutons la contrainte suivante surW : F = N(W )∩Ai+1 est vide ou un ensemble
indépendant de G, et N(F )∩Ai+2 = ∅. Nous prenonsW tel que ψ(K) = |F ∪W | est minimum. Quand
W ̸= V (K), nous écrivons Q = N(W ) ∩Ai−1(K). Remarquons que si W = V (K), alors Q = ∅.

Nous montrons que W existe tel que décrit précédemment. Puisque G n’est pas une clique, nous
avons Ak−1, Ak ̸= ∅. Si Ak n’est un indépendant de G, alors il y a C ⊆ Ak tel que G[C] est une
composante connexe de G[Ak] avec au moins deux sommets. Puisque |C| ≥ 2 et N(C) ∩ Ak+1 = ∅,
alors W existe. Maintenant, nous pouvons supposer que Ak est un ensemble indépendant de G. Soit
C ⊆ Ak−1 tel que N(C) ∩ Ak ̸= ∅ et où G[C] est une composante connexe de G[Ak−1]. Si |C| ≥ 2,
alors W existe puisque N(C) ∩ Ak est un ensemble indépendant de G et que Ak+1 = ∅. Donc il reste
le cas |C| = 1. Soit C = {u} et v ∈ N(u) ∩ Ak. D’après la Propriété 4.5.1, G[N(v) ∩ Ak−1] est une
clique. Nous en déduisons que N(v) = {u} et d(v) = 1. D’après la Propriété 4.5.1, N(u) ∩ Ak−2 est
une clique. Donc d(u) ≤ ω(G). Alors d’après le Théorème 4.2, b(G) ≤ d(u) + d(v) − 1 ≤ ω(G), une
contradiction. Donc |C| ≥ 2 et nous en déduisons que W existe.

Soit K une clique de G telle que ψ(K) = min({ψ(K ′) | K ′ est une clique de G}). Nous considérons
les ensembles A0, . . . , Ak, F,Q,W relatifs à K, comme décrit plus haut.

Propriété 4.5.2 Pour tout u ∈W tel que Q = N(u)∩Ai−1, les ensembles W \ {u} et N(u)∩ (F ∪W )
sont indépendants dans G, et W = N [u] ∩W .

Supposons, par contradiction, que W \ {u} ou que N(u) ∩ (F ∪ W ) ne soit pas un ensemble
indépendant de G. Soit K ′ = G[Q∪{u}]. Nous remarquons que Q est vide lorsqueW = A0. D’après la
Propriété 4.5.1, Q est une clique. Donc K ′ est une clique. Soit A′

0, A
′
1, . . . , A

′
k′ la partition de distance

relatif à K ′. Notons que A′
0 = K ′. Puisque W \ {u} ou N(u) ∩ (F ∪W ) ne sont pas des ensembles

indépendants, il y a W ′ ⊆ A′
1 ∩ (F ∪W ) tel que G[W ′] est une composante connexe de G[A′

1] avec
au moins deux sommets. Soit F ′ = N(W ′) ∩ A′

2. Nous remarquons que F ′ ⊆ F . Donc soit F ′ = ∅ ou
F ′ est un ensemble indépendant de G, et N(F ′) ∩ A′

3 = ∅. Alors |F ′ ∪W ′| ≤ |F ∪W | − 1 et donc
ψ(K) n’est pas minimum, une contradiction. Nous en déduisons que W \ {u} et N(u)∩ (F ∪W ) sont
deux ensembles indépendants de G. Puisque G[W ] est connexe, nous avons W ⊆ N [u]. Ceci montre
la Propriété 4.5.2.

Propriété 4.5.3 Il existe u ∈W tel que Q = N(u) ∩Q.

Supposons, par contradiction, que pour tout sommet u ∈ W , nous avons Q ̸= N(u) ∩ Q, i.e.
Q ̸⊆ N(u). Soit u ∈W tel que |N(u) ∩Q| est maximum. Puisque tout sommet de Q a un voisin dans
W , il y a u′ ∈ W tel que q′u′ ∈ E et q′u ̸∈ E, où q′ ∈ Q. Nous prenons u′ tel que dist(u, u′) est
minimum. Comme |N(u) ∩ Q| est maximum, il y a q ∈ Q tel que qu ∈ E et qu′ ̸∈ E. Puisque G[W ]
est connexe, il y a un plus court chemin P = u− · · · −u′ entre u et u′ dans G[W ]. Si P = u−u′, alors
C4 = q−q′−u′−u−q est un cycle induit de longueur quatre, une contradiction. Soit v ∈ V (P )\{u, u′}.
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Supposons que q′v ∈ E. Comme dist(u, u′) est minimum, nous avons N(u) ∩ Q ⊆ N(v) ∩ Q. Alors
|N(v) ∩ Q| > |N(u) ∩ Q| est une contradiction de la maximisation de |N(u) ∩ Q|. Donc pour tout
v ∈ V (P ) \ {u, u′}, nous avons vq′ ̸∈ E. Si aucun sommet de V (P ) \ {u, u′} est un voisin de q,
alors G[V (P ) ∪ {q, q′}] est un cycle induit de longueur au moins cinq, une contradiction. Donc il y a
v ∈ V (P )\{u, u′} tel que qv ∈ E. Nous prenons v tel que dist(u′, v) est minimum. Soit P ′ = v−· · ·−u′

un plus court chemin entre u′ et v. Alors G[V (P ′) ∪ {q, q′}] est un cycle induit de longueur quatre,
une contradiction. Ceci montre la Propriété 4.5.3.

Propriété 4.5.4 Pour tout u ∈W , |N(u) ∩ F | ≤ 1, et pour tout v ∈ F , d(v) = 1

Supposons, par contradiction, qu’il existe u ∈ W tel que v, v′ ∈ N(u) ∩ F . D’après la Propriété
4.5.3, il y a w ∈ W tel que Q = N(w) ∩ Q. D’après la Propriété 4.5.2, W = N [w] ∩W et W \ {w},
(F ∪W ) ∩ N(w) sont deux ensembles indépendants de G. D’après la Propriété 4.5.1, N(v) ∩ Ai et
N(v′) ∩ Ai sont deux cliques, et donc N(v) ⊆ W et N(v′) ⊆ W . Si d(v) ≥ 2 ou d(v′) ≥ 2, alors
(F ∪ W ) ∩ N(w) n’est pas un ensemble indépendant de G. Donc d(v), d(v′) ≤ 1. Mais d’après le
Théorème 4.2, nous avons b(G) ≤ d(v) + d(v′) − 1 ≤ 1, une contradiction. Ceci montre la Propriété
4.5.4.

Propriété 4.5.5 |Q| ≤ ω(G)− 1

D’après la Propriété 4.5.1, Q est une clique, et d’après la Propriété 4.5.3, il y a u ∈ W tel que
Q = N(u) ∩Q. Donc Q ∪ {u} est une clique et |Q| ≤ ω(G)− 1. La Propriété 4.5.5 est prouvée.

D’après la Propriété 4.5.3, il y a u ∈W tel que Q = N(u)∩Q. Rappelons que |W | ≥ 2 et que G[W ]
est connexe. Supposons qu’il y ait v ∈ W , u ̸= v, tel que Q = N(v) ∩ Q. D’après la Propriété 4.5.2,
W \ {u} et W \ {v} sont deux ensembles indépendants de G. Donc W = {u, v}. D’après la Propriété
4.5.1, Q est une clique, et donc |Q| ≤ ω(G)− 2. D’après la Propriété 4.5.4, |N(u)∩F |, |N(v)∩F | ≤ 1.
Donc d(u) ≤ |Q ∪ W \ {u}| + 1 ≤ ω(G) et d(v) ≤ |Q ∪ W \ {v}| + 1 ≤ ω(G). Supposons que u
ait un voisin x ∈ F . D’après la Propriété 4.5.4, nous avons d(x) = 1. Alors d’après le Théorème 4.2,
b(G) ≤ d(u)+d(x)−1 ≤ ω(G), une contradiction. Donc N(u)∩F,N(v)∩F = ∅. Nous en déduisons que
d(u) = d(v) = ω(G)−1. D’après le Théorème 4.1, nous avons b(G) ≤ d(u)+d(v)−1−|N(u)∩N(v)| ≤
ω(G), une contradiction.

Nous pouvons maintenant supposer que u est l’unique sommet dansW tel que Q = N(u)∩Q. Nous
montrons que F est vide. Rappelons que d’après les Propriétés 4.5.1, 4.5.5, 4.5.4, G[Q] est une clique,
|Q| ≤ ω(G)− 1, et tous les sommets de W ont au plus un voisin dans F . De plus, d’après la Propriété
4.5.2, W = N [u] et (F ∪W ) \ {u} est un ensemble indépendant de G. Donc pour tout v ∈ W \ {u},
nous avons d(v) ≤ |Q| + 1 ≤ ω(G). Soit x ∈ F . D’après la Propriété 4.5.4, d(x) = 1. Si il existe
v ∈W \ {u} un voisin de x, alors d’après le Théorème 4.2, nous avons b(G) ≤ d(v) + d(x)− 1 ≤ ω(G),
une contradiction. Donc x est un voisin de u. Mais pour tout v ∈W \ {u}, nous avons dist(v, x) ≤ 2.
Donc d’après le Théorème 4.2, nous avons b(G) ≤ d(v) + d(x) − 1 ≤ ω(G), une contradiction. Donc
F = ∅. Nous en déduisons que pour tout v ∈W \ {u}, nous avons d(v) ≤ |Q| ≤ ω(G)− 1.

Soit S un ensemble dominant minimum de G. Supposons que |S ∩W | ≥ 2. Alors (S \W ) ∪ {u}
est dominant de G, une contradiction de la minimalité de S. Donc pour tout ensemble dominant
minimum de G, nous avons |S ∩W | ≤ 1. Soit v ∈W \ {u} et Ev = {vv′ ∈ E | v′ ∈ N(v)}. Rappelons
que d(v) ≤ ω(G) − 1, et que donc |Ev| ≤ ω(G) − 1. Soit w ∈ W \ {v} (u = w est possible). Soit
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Ew = {qw ∈ E | q ∈ (N(w) ∩Q) \N(v)} l’ensemble des arêtes incidentes à w ayant une extrémité x
dans Q tel que vx ̸∈ E. Remarquons que |Ew| ≤ |Q \N(v)|, et que donc |Ev ∪Ew| ≤ |Q|+ 1 ≤ ω(G).
Nous supprimons les arêtes Ev ∪ Ew de G et obtenons le graphe G′ = (V,E − (Ev ∪ Ew)). Puisque
b(G) > ω(G), nous en déduisons que γ(G′) = γ(G). Soit S′ un ensemble dominant minimum de G′.
Puisque G′ a les mêmes sommets que G, avec quelques arêtes en moins, n’importe quel dominant de
G′ est un dominant de G. Donc S′ est un ensemble dominant minimum de G. D’après les arguments
précédents, nous avons |S′ ∩ W | ≤ 1. Observons que v est isolé dans G′, et que donc v ∈ S′. Si
S′∩NG(v) ̸= ∅, alors S′ \{v} est un ensemble dominant de G, une contradiction. Donc S′∩NG(v) = ∅.
Rappelons que NG′(w) ∩ Q ⊆ NG(v) ∩ Q. Donc NG′(w) ∩ S′ ∩ W ̸= ∅. Nous observons alors que
|S′ ∩W | ≥ 2, une contradiction.

Donc γ(G′) > γ(G). Puisque nous avons supprimé au plus ω(G) arêtes de G pour construire G′,
nous avons b(G) ≤ ω(G). □

Nous montrons que la borne du Théorème 4.5 est serrée. Dans l’introduction, nous avons présenté
le graphe corona G = Kn ◦K1, qui est la clique Kn où chaque sommet est voisin d’une unique feuille.
Remarquons que ce graphe est triangulé. Enfin, rappelons que K. Carlson et M. Develin dans [24] ont
montré que γ(G) = ω(G) et que b(G) = ω(G).

Pour les graphes non-triangulés, nous exposons une famille non-finie de graphes C, telle que pour
tout G ∈ C, nous avons b(G) > ω(G), et le cycle induit le plus long de G est de longueur quatre.
Considérons le graphe G = (P2 □Pk) ◦K1, où k ≥ 2 (rappelons que P2 □Pk est le produit cartésien
de P2 et Pk). Le cycle le plus long de G est de longueur quatre et ω(G) = 2. Nous observons aisément
que γ(G) = 2k et que b(G) = 3 = ω(G) + 1. Il serait donc intéressant de savoir si il existe un graphe G
qui a pour plus long cycle induit C4, et tel que b(G) > ω(G) + 1. Ainsi, étudier le nombre de bondage
pour les graphes triangulés autorisant les C4 (qui sont appelés quadrangulés ou 1-triangulés) ne serait
pas dénué d’intérêt.

Nous souhaitons maintenant justifier de l’éventuel intérêt du Théorème 4.5 et de sa preuve. Mais
d’abord un peu de contexte. Nous avons vu en introduction qu’il est conjecturé que tout graphe G
a un nombre de bondage d’au plus 2

3∆(G), et qu’il existe un graphe atteignant cette borne. Pour les
graphes planaires, la conjecture suivante a été posé :

Conjecture 4.6 ([46]) Si G est un graphe planaire, alors b(G) ≤ ∆(G) + 1.

Même si cette conjecture reste ouverte, il a été montré que le nombre de bondage ne pouvait trop
excéder le degré maximum du graphe. Plus précisémment, le nombre de bondage est borné par une
constante.

Théorème 4.7 (Kang et Yuan [53]) Si G est un graphe planaire, alors b(G) ≤ min(8,∆(G) + 2).

À ce jour, aucun graphe planaire G n’est connu pour avoir un nombre de bondage de 8 ou de
∆(G) + 2. Seul un graphe planaire avec un nombre de bondage de 6 a été découvert par K. Carlson et
M. Develin [24]. C’est le graphe corona G = H ◦K1 où H est un graphe planaire avec δ(H) = 5. La
question de savoir si il existe un graphe planaire avec un nombre de bondage de 7 ou 8 reste ouverte.
Heureusement, quelques avancées ont été établies en fonction du degré minimum, du degré maximum,
ou de la maille. Nous exposons les grands cas restants qui ont été énumérés dans l’article de J.-M. Xu
[77] (qui est d’ailleurs un article assez complet sur l’état de l’art du nombre de bondage).
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Proposition 4.8 La conjecture 4.6 reste ouverte pour les graphes planaires H tels que soit :

— 3 ≤ δ(H) ≤ ∆(H) ≤ 6 ; ou
— g(H) < 5 ; ou
— H est cubique et g(H) < 6.

En utilisant le Théorème 4.5, et puisque tout graphe planaire G a une clique de taille au plus
quatre, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 4.9 Soit G un graphe planaire triangulé. Si G n’est pas une clique, alors b(G) ≤ 4. Si
G = K2, alors b(G) = 1. Si G = K3 ou G = K4, alors b(G) = 2.

De plus, nous pensons que la preuve du Théorème 4.5 pourrait impliquer un résultat légèrement
plus fort qui pourrait aussi être d’utilité afin d’attaquer la Conjecture 4.6. Pour exemple, prenons un
graphe G et supposons que ce graphe dispose d’une structure triangulée. Par cela, nous signifions qu’il
existe une clique K dont le retrait disconnecte le graphe et telle qu’il existe H une composante connexe
triangulée de G − K. En utilisant la partition de distance sur la clique H (en supposant que cette
composante est « suffisamment grande »), nous pourrions montrer que b(G) ≤ ω(H) en réutilisant les
mêmes arguments que dans la preuve du Théorème 4.5. Nous pensons donc qu’il serait intéressant
d’étudier les graphes qui ne possèdent pas cette structure triangulée. De plus, que pourrions nous
en déduire si un graphe possédait une structure « presque triangulée » ? Par exemple, la structure
pourrait être 1-triangulé ou pourrait posséder un nombre limité de grand cycle par rapport au nombre
de sommets.

Pour finir, puisque nous pensons que les graphes ayant une structure triangulée pourraient nous
permettre d’obtenir de meilleures bornes sur le nombre de bondage, il pourrait être utile d’étudier les
graphes triangulés ayant un grand nombre de bondage. Nous posons donc le problème suivant :

Problème : Caractériser les graphes triangulés pour lesquels b(G) = ω(G).

4.3 Complexité du problème de bondage

4.3.1 Préliminaires

Dans la section précédente, nous nous sommes concentrés sur la valeur maximum que pouvait
prendre le nombre de bondage. Mais on pourrait aussi être intéressé à calculer le nombre de bondage
de n’importe quel graphe. Le nombre de bondage est étroitement lié au nombre de domination, qui
est associé au problème Dominant Minimum et qui est un problème supposé difficile à résoudre car
NP-complet. Nous avons choisi dans cette section de nous intéresser à la complexité du problème de
décision associé au nombre de bondage et qui est défini comme suit :

d-Bondage
Étant donné : un graphe G = (V,E) et un entier positif d ≥ 1.

Décider : est-ce que b(G) ≤ d ?
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1-Bondage a été montré NP-complet dans [51], et il a été montré dans [50], qu’il reste NP-complet
dans les graphes bipartis. Dans cette section, nous renforçons ce résultat comme suit :

Théorème 4.10 Pour n’importe quel k ≥ 3, 1-Bondage est NP-complet dans les graphes bipartis
planaires de degré maximum 3 et de maille au moins k.

Nous pensons que ce résultat est intéressant grâce à la borne supérieure du nombre de bondage
montrée par M. Fischermann et al. [37].

Théorème 4.11 (M. Fischermann et al. [37]) Soit G un graphe planaire de maille 8. Alors b(G) ≤ 3.

Nous avons étendu ce résultat d’un point de vue algorithmique comme suit :

Proposition 4.12 Soit G = (V,E) un graphe planaire de maille au moins 8. Alors nous pouvons trouver
un sous-ensemble d’arêtes E′ ⊆ E, où |E′| = 3, tel que γ(G− E′) > γ(G) en temps polynomial.

4.3.2 Cores et anticores

Avant de montrer la difficulté du Bondage dans les graphes planaires, nous définissons les deux
problèmes suivants qui seront utilisés afin de montrer la complexité du problème du Bondage.

α-Core
Étant donné : un graphe G = (V,E).

Décider : y a-t-il un sommet qui appartient à tous les stables
maximums de G, i.e. |α-core(G)| ≥ 1 ?

τ-Anticore
Étant donné : un graphe G = (V,E).

Décider : y a-t-il un sommet qui n’appartient à aucune couverture
de sommets minimum de G, i.e. |τ -anticore(G)| ≥ 1 ?

Étant donné un graphe G = (V,E), les ensembles α-core(G) et τ -anticore(G) sont définis de
manière analogue au Chapitre 3, i.e. : α-core(G) est l’ensemble des sommets à l’intersection de tous
les stables maximums de G ; τ -anticore(G) est l’ensemble des sommets qui n’appartiennent à aucune
couverture de sommets de G. Les sommets de α-core(G) et de τ -anticore(G) sont aussi appelés les
α-cores et les τ -anticores, respectivement. Nous avons vu au Chapitre 1 que α(G) = |V |− τ(G) et que
si S est un stable maximum, alors V \S est une couverture d’ensembles minimum. Nous en déduisons
que α-core(G) = τ -anticore(G).

E. Boros et al. ont étudié les α-cores dans [13]. Ils ont annoncé avoir montré qu’étant donné un
graphe G et un entier k ≥ 0, décider si |α-core(G)| > k est NP-complet. Nous pensons qu’ils ont
seulement montré que le problème est NP-difficile, et qu’il reste la question de son appartenance à NP.
Comme nous remarquons que α-Core est le même problème pour k = 0, nous souhaitons savoir si
α-Core est dans NP. Si c’était le cas, alors il devrait exister un certificat, que nous pourrions tester
en temps polynomial, ayant les caractéristiques suivantes : étant donné un graphe G et un ensemble
de sommets C ⊆ V (G), est-ce que C ⊆ α-core(G) ? Donc nous devrions pouvoir tester si un sommet
donné est dans α-core(G) en temps polynomial. Nous avions l’intuition que ce ne serait pas possible,
sauf si P = NP. Le résultat suivant confirme notre intuition.
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Théorème 4.13 Étant donné un graphe G et un sommet v, il n’existe pas d’algorithme polynomial pour
décider si v ∈ α-core(G), sauf si P = NP.

Preuve: Nous définissons comme Core-Stable le problème de décision suivant : étant donné un
graphe G = (V,E) et un sommet v ∈ V , est-ce que v ∈ α-core(G) ? Nous remarquons que si v ∈ α-
core(G), alors α(G − v) = α(G) − 1, sinon α(G) = α(G − v). Nous montrons que si il existe un
algorithme polynomial pour Core-Stable, alors Stable Maximum peut aussi être résolu en temps
polynomial.

Soit (G, k) une instance de Stable Maximum et v un sommet de G. Nous résolvons Core-Stable
avec pour entrées (G, v) en temps polynomial. Si v ∈ α−core(G), alors G a un stable de taille k si et
seulement si G − v a un stable de taille k − 1. Donc l’instance (G − v, l − 1) est équivalente à (G, l)
pour Stable Maximum. Si v ̸∈ α-core(G), alors G a un stable de taille k si et seulement si G − v a
un stable de taille k. Donc l’instance (G− v, l) est équivalente à (G, l) pour Stable Maximum.

Nous pouvons donc utiliser l’algorithme polynomial pour Core-Stable afin d’obtenir une instance
équivalente plus petite pour Stable Maximum. Par itération de l’algorithme pour résoudre Core-
Stable sur les sommets de G, nous pouvons résoudre Stable Maximum en temps polynomial.
Comme Stable Maximum est connu pour être NP-complet, c.f. [42], nous en déduisons que Core-
Stable ne peut être résolu en temps polynomial, sauf si P = NP. □

D’après le Théorème 4.13, nous en déduisons que α-Core n’est pas dans NP. D’après le résultat
de E. Boros et al. dans [13], nous obtenons :

Théorème 4.14 (E. Boros et al. [13]) α-Core est NP-difficile.

Puisque pour tout graphe G, nous avons α-core(G) = τ -anticore(G), alors nous obtenons le corol-
laire suivant.

Corollaire 4.15 τ -Anticore est NP-difficile.

Nous décrivons une opération qui nous sera utile pour montrer que τ -anticore reste NP-difficile
dans les graphes planaires. Étant donné G = (V,E) et v ∈ V (G), nous définissons le graphe Gv + u =
(V ′, E′), où u ̸∈ V (G) comme suit : V ′ = V ∪ {u} et E′ = E ∪ {uv}.

Propriété 4.16 Soit v un sommet du graphe G = (V,E), alors v ∈ τ -anticore(G) si et seulement si
τ(Gv + u) = τ(G) + 1.

Preuve: Soit v un sommet de G. N’importe quelle couverture de sommets minimum de Gv +u contient
soit u ou v pour couvrir l’arête uv. Donc si v ∈ τ -anticore(G), alors τ(Gv + u) = τ(G) + 1. Sinon,
il existe une couverture de sommets minimum S de G contenant v qui est aussi une couverture de
sommets minimum de Gv + u. □

Nous montrons que τ -Anticore reste NP-difficile dans les graphes planaires.

Théorème 4.17 τ -Anticore est NP-difficile dans les graphes planaires.

Preuve: M. Garey et al. dans [41] ont montré que Couverture De Sommets (dénommé Node
Cover) est NP-complet dans les graphes planaires. Pour montrer cela, ils ont donné une réduction
polynomiale de Couverture De Sommets sans restrictions sur le graphe donné. Nous montrons
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que le graphe G′ = (V ′, E′) issu de la réduction depuis G = (V,E) a les propriétés suivantes : τ -
anticore(G′) ̸= ∅ si et seulement si τ -anticore(G) ̸= ∅. Commençons par détailler la preuve de Garey
et al.

Étant donné un graphe G = (V,E), nous construisons G′ = (V ′, E′). Plongeons G dans le plan tel
qu’au plus deux arêtes se croisent en un point, et aucune arête ne croise un sommet qui ne lui est pas
incident. Pour construire G′, remplaçons chaque croisement d’arête par une copie du graphe H tel que
dessiné sur la Figure 4.1. Pour chaque i, j, où 0 ≤ i, j ≤ 2, nous définissons comme c[i, j] la cardinalité
d’une couverture de sommets minimal C de H telle que |{v1, v

′
1}∩C| = i et |{v2, v

′
2}∩C| = j. Notons

que v1, v
′
1, v2, v

′
2 sont les quatre coins de H, c.f. Figure 4.2. Les propriétés de c[i, j] sont les suivantes :

j
i

0 1 2

0 13 14 15
1 13 13 14
2 14 14 15

Table 4.1 – Les valeurs de c[i, j].

Donc τ(H) = 13 et pour toute couverture de sommets S de G′, |S∩H| ≥ 13. Depuis une couverture
de sommets minimum S de G, nous pouvons construire une couverture de sommets minimum S′ de
G′ en prenant les sommets de S qui sont dans G′ et exactement 13 sommets pour chaque copie de H.
Donc si τ(G) = k, nous avons τ(G′) = k + 13d, où d est le nombre de copies de H (i.e. le nombre de
croisements). Ceci complète notre description de la preuve de Garey et al.

Propriété 4.17.1 Si τ -anticore(G) ̸= ∅, alors τ -anticore(G′) ̸= ∅.

Soit v ∈ τ -anticore(G). D’après la Propriété 4.16, nous avons τ(G) = τ(Gv +u)+1. Puisque G′
v +u

peut être construit à partir de Gv + u, alors τ(G′
v + u) = τ(Gv + u) + 13 et donc v ∈ τ -anticore(G′).

Donc si un sommet v appartient à τ -anticore(G), alors v appartient aussi à τ -anticore(G′). La Propriété
4.17.1 est démontrée.

Propriété 4.17.2 Si τ -anticore(G) = ∅, alors τ -anticore(G′) = ∅.

Supposons que τ -anticore(G) = ∅. Soit ab, cd deux arêtes de G qui se croisent. Nous construisons
le graphe GH , une copie de G où les croisements sont remplacés par le graphe H comme décrit plus
haut. Sans perte de généralité, nous nous pouvons supposer qu’il existe deux couvertures de sommets
minimums S1, S2 de G telles que a, c ∈ S1 et b, d ∈ S2. Soit S

′
2 l’ensemble des sommets noirs représentés

sur la Figure 4.2. Nous observons que |S′
2| = 13 et que S′

2 est une couverture de sommets minimum
de H. Remarquons aussi que S′

2 couvre les arêtes av1 et cv2, et que S2 couvre les arêtes bv′
1 et dv′

2.
Donc S2 ∪ S′

2 est une couverture de sommets de GH . Puisque τ(GH) = τ(G) + 13, alors S2 ∪ S′
2 est

une couverture de sommets minimum. Nous considérons maintenant le symétrique par rotation à 180
degré de la Figure 4.2. Soit S′

1 l’ensemble des sommets noirs de cette symétrie. Nous observons que S′
1

couvre les arêtes bv′
1 et dv′

2, et que S1 couvre les arêtes av1 et cv2. Donc S1∪S′
1 est une couverture des

sommets de GH . Puisque τ(GH) = τ(G) + 13, c’est une couverture de sommets minimum. À partir de
ces deux couvertures de sommets minimums de GH , nous en déduisons que τ -anticore(GH) = ∅. Par
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itération sur les paires d’arêtes se croisant, nous obtenons un graphe G′ tel que τ -anticore(G′) = ∅.
Nous en déduisons le résultat de la preuve de la Propriété 4.17.2.

Donc d’après les Propriétés 4.17.1 et 4.17.2, nous avons τ -anticore(G′) ̸= ∅ si et seulement si
τ -anticore(G) ̸= ∅. □

Figure 4.1 – Suppression des croisements d’arêtes de G pour construire G′. Chaque C4 représente
une copie du graphe H de la Figure 4.2.

Figure 4.2 – Le graphe planaire H où les sommets noirs forment une couverture des sommets mini-
mums de H.

Puisque pour tout graphe G, nous avons τ -anticore(G) = α-core(G), nous obtenons le corollaire
suivant :

Corollaire 4.18 α-Core est NP-difficile dans les graphes planaires.
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4.3.3 Graphes planaires

Dans cette section, nous montrons que 1-Bondage reste NP-difficile dans certaines classes res-
treintes de graphes planaires. Les deux remarques suivantes nous serons utiles dans nos réductions.

Remarque 4.19 Soit uv une arête d’un graphe G = (V,E). Si il existe un ensemble dominant minimum
S de G tel que soit u, v ̸∈ S ou u, v ∈ S, alors uv n’est pas une arête γ-critique.

Remarque 4.20 Soit v un sommet d’un graphe G = (V,E). Si il existe un ensemble dominant minimum
S de G tel que v ̸∈ S et |S ∩N(v)| ≥ 2, alors toute arête incidente à v n’est pas γ-critique.

En utilisant le Théorème 4.17, nous montrons le résultat suivant :

Théorème 4.21 1-Bondage est NP-difficile dans les graphes planaires de degré maximum 3.

Preuve: Nous prouvons ce résultat à l’aide d’une réduction polynomiale depuis τ -Anticore qui
est NP-difficile dans les graphes planaires, c.f. Théorème 4.17. Depuis un graphe planaire connexe
G = (V,E), nous construisons un graphe planaire connexe G′ = (V ′, E′) avec degré maximum 3. Soit
n = |V (G)| et m = |E(G)|.

Pour chaque sommet v de G, nous associons la composante connexe Gv. Nous décrivons cette
composante Gv qui est aussi représentée en Figure 4.3a :

— Un cycle induit Cv de longueur 3l + 3 où l = dG(v), tel que
Cv = v0 − v̄0 − v′

0 − v1 − v̄1 − v′
1 − · · · − vl − v̄l − v′

l − v0 ;

— Un chemin induit Pv = a− b− c− d qui est relié à Cv par l’arête av0 ;

— À chaque paire vi, v
′
i de Cv, où i = 1, . . . , dG(v)− 1, est associée une patte P i = {ai, bi, ci, di} où

{bi, ci, di} est un triangle, aibi est une arête, et P i est reliée à Cv par les arêtes aivi et aiv
′
i.

(a) (b)

Figure 4.3 – (a) La composante Gv associée à un sommet v de G ; (b) La composante Huv associée
à une arête uv de G.
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Figure 4.4 – Deux composantes Gu, Gv connectées par la composante Huv.

Pour chaque arête uv de G, nous créons une copie du graphe Huv représenté dans la Figure 4.3b.
Nous observons que les composantes Gv et Huv sont planaires et de degré maximum 3. De plus, chaque
v̄i de Gv, où i = 1, . . . , dG(v), est de degré 2. Nous montrons comment les composantes sont reliées les
unes aux autres afin que le graphe résultant soit planaire. Considérons une représentation planaire de
G. Chaque composante Gv est placée à la même position dans le plan que son sommet associé v dans
G. Pour chaque composante Huv, nous opérons à l’identique avec son arête associée uv dans G. Nous
plongeons chaque cycle induit Cv dans le plan comme un cercle afin que le chemin Pv et les pattes
P i, où i = 1, . . . , dG(v) − 1, soient à l’intérieur du cercle. Puis, pour chaque sommet v de G, nous
itérons dans le sens antihoraire sur les arêtes incidentes à v en les étiquetant de i = 1 à i = dG(v). À
chaque étape, soit uv l’arête considérée incidente à v avec pour étiquette i. Nous ajoutons l’arête v̄ihv,
où hv ∈ V (Huv). Nous observons queG′ est planaire avec ∆(G′) ≤ 3. Cela clôt notre construction deG′.

Nous commençons par montrer que γ(G′) = 6m+n+ τ(G), et finissons par montrer que b(G′) = 1
si et seulement si τ -anticore(G) ̸= ∅.

Nous montrons le résultat suivant :

Propriété 4.21.1 Soit S′ un ensemble dominant de G′. Pour chaque Gv, |S′ ∩ V (Gv)| ≥ 2dG(v) + 1.

Soit Gv et l = dG(v). Soit T un ensemble dominant de G′ \ V (Gv). Nous construisons un en-
semble dominant S′ de G′ à partir de T . Puisque nous souhaitons prouver une borne inférieure sur
|S′∩V (Gv)|, nous pouvons supposer que N(V (Gv)) ⊂ T . Soit S′ = T . Notons que l’ensemble des som-
mets {v̄i | i = 1, . . . , l} deGv est dominé par S′. Puisque v0−a−b−c−d est un chemin induit dansG′ tel
que N(V (Pv)) = v0, nous ajoutons c, v0 à S′ afin de dominer Pv. Pour chaque patte P

i = {ai, bi, ci, di},
où i = 1, . . . , l−1, puisque G′[{bi, ci, di}] est un triangle et que N({bi, ci, di}) = {ai}, où aibi ∈ E, nous
ajoutons bi à S

′. À cette étape |S′ ∩ V (Gv)| = l + 1, et il reste à dominer I = {v′
i−1, vi | i = 1, . . . , l}.

Observons que I est l’union disjointe de l chemins induits de taille 2. Pour une paire v′
i−1, vi, si on

ne prend aucun des sommets v′
i−1, vi dans S

′, alors nous devons prendre v̄i−1 et v̄i (ou āi−1 et āi qui
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sont équivalents) dans S′ pour dominer v′
i−1, vi. Donc nous devons ajouter au moins l sommets à S′.

Des arguments précédents, nous pouvons en déduire que si nous ajoutons exactement l sommets à S′,
alors nous devons prendre v′

i−1 ∈ S′, ou vi ∈ S′ ; et v̄0, v̄i ̸∈ S′, pour tout i = 1, . . . , l. La Propriété
4.21.1 est démontrée.

Soit Sv un ensemble dominant d’une composante Gv. Nous donnons les définitions suivantes :

— Si |Sv| = 2dG(v) + 1, alors Sv est une configuration non-dominante de Gv. Notons que d’après
les arguments précédents, si Sv est une configuration non-dominante, alors Sv ∩ {v̄i | i =
0, . . . , dG(v)} = ∅. Voici un exemple de cette configuration : Sv = {c, v0, vl} ∪ {bi, vi | i =
1, . . . , l − 1}, où l = dG(v).

— Si |Sv| ≥ 2dG(v) + 2 et v̄i ∈ Sv pour un sommet v̄i ∈ V (Gv), alors Sv est une configuration
semi-dominante de Gv.

— Si |Sv| = 2dG(v) + 2 et {v̄i | i = 1, . . . , dG(v)} ⊂ Sv, alors Sv est une configuration dominante
de Gv. Notons qu’une configuration dominante est un cas restreint d’une configuration semi-
dominante. Voici un exemple de cette configuration Sv = {c, v0, v

′
0, v̄l}∪{bi, v̄i | i = 1, . . . , l−1},

où l = dG(v).

Étant donné un dominant S′ de G′, d’après la propriété 4.21.1, pour toute composante Gv,
Sv = S′ ∩ V (Gv) est soit une configuration non-dominante ou une configuration semi-dominante.

Soit Huv la composante associée à une arête uv de G, et ū ∈ V (Gu), v̄ ∈ V (Gv), tels que huū, hvv̄ ∈
E. Soit S′ un ensemble dominant minimum de G′. La propriété suivante peut se vérifier facilement.

Propriété 4.21.2 Si ū, v̄ ̸∈ S′, alors |S′ ∩ V (Huv)| ≥ 3. Sinon |S′ ∩ V (Huv)| = 2.

Soit S′ un ensemble dominant de G′. Considérons les trois ensembles S′
v = S′ ∩ V (Gv), S′

u =
S′ ∩ V (Gu) et S′

uv = S′ ∩ V (Huv). D’après la Propriété 4.21.2, |S′
uv| = 2 si et seulement si S′

u ou S′
v

est une configuration semi-dominante, avec ūi ∈ S′ ou v̄i ∈ S′. Dans ce cas, nous disons que S′
uv est

une configuration couverte et que Huv est couverte par S′. Lorsque ūi ∈ S′ (resp. v̄i ∈ S′), nous disons
que Gu (resp. Gv) couvre Huv. Des exemples de configurations couvertes avec Gu ou Gv couvrant Huv

sont exposés dans les Figures 4.5a, 4.5c, et 4.6.

Nous définissons comme S′
G l’ensemble des Gv tel que S′

v est une configuration semi-dominante
dans S′, et S′

H l’ensemble des Huv qui ne sont pas couverts par S′. D’après la Propriété 4.21.2, si une
composante Huv n’est pas couvert, alors |S′

uv| ≥ 3. Nous en déduisons la borne inférieure suivante :

|S′| ≥ 2m+
∑︂

v∈V (G)
(2dG(v) + 1) + |S′

G|+ |S′
H |

≥ 6m+ n+ |S′
G|+ |S′

H |
(4.1)

Un ensemble dominant S′ de G′ est le dominant associé à une couverture de sommets minimum
S de G, si S′ respecte les propriétés suivantes :

— Si v ̸∈ S, alors S′
v est une configuration non-dominante de Gv ;

— Si v ∈ S, alors S′
v est une configuration dominante de Gv ;
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— Pour chaque arête uv ∈ E(G), S′
uv est une configuration couverte de Huv. Notons que Gu ou Gv

couvre Huv.

Nous montrons la propriété suivante :

Propriété 4.21.3 γ(G′) ≤ 6m+ n+ τ(G).

Soit S′ le dominant associé à la couverture de sommets minimum S de G. Puisque chaque Huv

est couverte par Gu ou Gv, nous en déduisons que S′ est un dominant de G′ tel que |S′
G| = τ(G) et

|S′
H | = 0. Donc |S′| = 6m+ n+ τ(G). La Propriété 4.21.3 est démontrée.

Propriété 4.21.4 γ(G′) ≥ 6m+ n+ τ(G).

Soit p = 6m+n+ τ(G). Supposons, par contradiction, qu’il existe un ensemble dominant S′ de G′

tel que |S′| < p. D’après (4.1), nous avons |S′
G| + |S′

H | < τ(G). Nous construisons une couverture de
sommets S de G à partir de S′. Pour chaque composante Gv de S′

G, nous ajoutons v à S. Il reste à cou-
vrir les arêtes associées aux composantes de S′

H . Pour chaque composante Huv de S′
H , soit uv son arête

associée dans G : nous ajoutons une de ses extrémités, disons u, à S. Nous en déduisons que S est une
couverture de sommets de G telle que |S| < τ(G), une contradiction. Cela démontre la Propriété 4.21.4.

D’après les Propriétés 4.21.3 et 4.21.4, nous en déduisons la propriété suivante :

Propriété 4.21.5 γ(G′) = 6m+ n+ τ(G).

Avec les arguments utilisés pour démontrer la Propriété 4.21.3, et d’après la Propriété 4.21.5, nous
en déduisons que l’ensemble dominant associé à une couverture de sommets minimum est un ensemble
dominant minimum.

Dans la partie restante, nous montrons que b(G′) = 1 si et seulement τ -anticore(G) ̸= ∅. Dans un
premier temps, nous montrons que si τ -anticore(G) = ∅, alors b(G′) > 1. Pour ce faire nous montrons
qu’aucune arête avec une extrémité dans Huv, et qu’aucune arête dans Gv n’est γ-critique dans G′.

Propriété 4.21.6 Si τ -anticore(G) = ∅, alors pour tout Huv, les arêtes avec une extrémité dans Huv

ne sont pas γ-critiques dans G′.

Soit uv ∈ E et Huv sa composante associée. Soit S une couverture de sommets minimum de G et
S′ son dominant associé dans G′.

Premièrement, supposons que u, v ∈ S. Considérons la configuration couverte S′
uv de la Figure

4.5c. D’après les Remarques 4.19 et 4.20, les arêtes épaisses (ou arêtes grasses) de la figure ne sont
pas γ-critiques. Pour les trois arêtes non-épaisses restantes, nous considérons la configuration couverte
symétrique de la Figure 4.5d. D’après les Remarques 4.19 et 4.20, ces trois arêtes ne sont pas γ-
critiques. Nous en déduisons que les arêtes avec une extrémité dans Huv ne sont pas γ-critiques dans
G′.

Deuxièmement, nous pouvons supposer que u ∈ S et v ̸∈ S (le cas u ̸∈ S et v ∈ S est symétrique,
et le cas u, v ̸∈ S n’existe pas car S couvre l’arête uv). Puisque τ -anticore(G′) = ∅, il y a une autre
couverture de sommets minimum T de G telle que u ̸∈ T et v ∈ T . Soit T ′ le dominant associé à T
dans G′. Remarquons que Gu (resp. Gv) couvre Huv dans S′ (resp. T ′). Nous pouvons donc considérer
les sommets noirs de la Figure 4.5a (resp. Figure 4.5b) comme configuration couverte de S′

uv (resp.
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T ′
uv). D’après les Remarques 4.19 et 4.20, les arêtes de la figure ne sont pas γ-critiques. Donc les arêtes

ayant une extrémité dans Huv ne sont γ-critiques. La Propriété 4.21.6 est démontrée.

Propriété 4.21.7 Si τ -anticore(G) = ∅, alors pour toute composante Gv, les arêtes de Gv ne sont pas
γ-critiques dans G′.

Soit v ∈ V , l = dG(v), et Gv sa composante associée.
Premièrement, supposons que v ̸∈ τ -core(G). Puisque τ -anticore(G) = ∅, il existe S et T , deux

couvertures de sommets minimums de G, telles que v ̸∈ S et v ∈ T . Soit S′, T ′ les dominants associés
à S, T , respectivement. Notons que chaque Huv est couverte par Gu, Gv dans S′, T ′, respectivement.
Donc nous pouvons supposer que S′

uv est comme décrite sur la Figure 4.6. Remarquons que S′
v est

une configuration non-dominante de Gv, tandis que T
′
v est une configuration dominante de Gv. Nous

donnons une configuration non-dominante de S′
v et une configuration dominante T ′

v :

1. S′
v = Z ∪ {c, v0} ∪ {wi | wi ∈ {bi, ci, di}, i = 1, . . . , l − 1} avec Z = {vi | i = 1, . . . , l} ou
Z = {v′

i | i = 0, . . . , l − 1} ;
2. T ′

v = W∪{v̄l}∪{bi, v̄i | i = 1, . . . , l−1} avecW = {c, v0, v
′
0} ouW = {d, b, v̄0} ouW = {c, v0, v̄0}.

Nous pouvons donc prendre n’importe quelles configurations S′
v, T

′
v exposées ci-dessus dans S′, T ′,

respectivement, afin que S′, T ′ restent des ensembles dominants minimums de G′. Nous en déduisons
grâce aux Remarques 4.19 et 4.20, que les arêtes de Gv ne sont pas γ-critiques dans G′.

Deuxièmement, supposons que v ∈ τ -core(G). Puisque τ -anticore(G) = ∅, alors pour chaque arête
uv de G, il existe S une couverture de sommets minimum de G telle que u, v ∈ S. Soit u un voisin de v,
et soit S une couverture de sommets minimum de G telle que u, v ∈ S. Soit S′ son ensemble dominant
associé dans G′. Notons que Su, Sv sont des configurations dominantes de Gu, Gv, respectivement.
Donc Huv est couvert par Gu et Gv dans S′. Donc nous pouvons remplacer S′

uv par les sommets noirs
dominants Huv représentés dans la Figure 4.6. Nous observons que le sommet hv domine le sommet
v̄j dans Gv, où j ∈ {1, . . . , l}. Nous donnons des configurations dominantes de Gv pour remplacer S′

v

dans S′. Plus précisément, le point 3. est une configuration dominante de Gv, tandis que les points
4. et 5. sont des configurations semi-dominantes de taille 2dG(v) + 2 qui couvrent chaque composante
Hu′v, où u

′ ̸= u.

3. S′
v = W∪{v̄l}∪{bi, v̄i | i = 1, . . . , l−1} avecW = {c, v0, v

′
0} ouW = {d, b, v̄0} ouW = {c, v0, v̄0} ;

4. S′
v = {aj , wj} ∪ {c, v0, v

′
0, v̄l} ∪ {bi, v̄i | i = 1, . . . , l − 1, i ̸= j}, où j ̸= l et wj ∈ {bj , cj , dj} ;

5. S′
v = {vj} ∪ {c, v0, v

′
0} ∪ {bi, v̄i | i = 1, . . . , l − 1, i ̸= j}, où j = l.

Nous pouvons donc prendre n’importe quelle configuration S′
v exposée ci-dessus dans S′, afin que S′

reste un ensemble dominant minimum de G′. Nous en déduisons grâce aux Remarques 4.19 et 4.20, les
propriétés suivantes : d’après le point 3. les arêtes incidentes à un des sommets a, b, c, d, v0, v̄0, v

′
0 ne sont

pas γ-critiques dans G′ ; d’après le point 4. les arêtes incidentes à un des sommets aj , bj , cj , dj , vj , v̄j ,
v′

j ne sont pas γ-critiques dans G′ ; d’après le point 5. les arêtes incidentes à un des sommets vj , v̄j , v
′
j

ne sont pas γ-critiques dans G′. Puisque nous pouvons construire ces ensembles dominants minimums
S′, à partir de n’importe quelle couverture de sommets minimum S où u, v ∈ S, u ∈ N(v), les configu-
rations précédentes sont valables pour tout j ∈ {1, . . . , l}. Donc les arêtes de Gv ne sont pas γ-critiques
dans G′. La Propriété 4.21.7 est démontrée.

Puisque chaque arête de G′ est soit dans une composante Gv ou à une extrémité dans Huv, nous
avons donc d’après les Propriétés 4.21.6 et 4.21.7, que si τ -anticore(G) = ∅, alors G′ n’a pas d’arête
γ-critique. Nous en déduisons la propriété suivante :
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Propriété 4.21.8 Si τ -anticore(G) = ∅, alors b(G′) > 1.

Il reste à montrer la propriété suivante :

Propriété 4.21.9 Si τ -anticore(G) ̸= ∅, alors b(G′) = 1.

Soit v ∈ τ -anticore(G). Nous montrons qu’il n’existe pas d’ensemble dominant minimum de G′ tel
que Gv a une configuration semi-dominante. Supposons, par contradiction, qu’il y ait S′ un ensemble
dominant minimum de G′ tel que S′

v soit une configuration semi-dominante de Gv. Nous construisons
une couverture de sommets minimum S de G à partir de S′. Pour chaque composante Gu de S′

G,
nous ajoutons le sommet u ∈ V (G) à S. Pour chaque composante Huv de S′

H , nous prenons une
extrémité de uv, disons u ∈ V (G), et l’ajoutons à S. D’après (4.1) et la Propriété 4.21.5, nous avons
|SG| + |SH | = τ(G). Donc |S| = τ(G). Mais S est une couverture de sommets minimum de G, où
v ∈ S, une contradiction. Donc il n’existe pas d’ensemble dominant minimum de G′ où Gv a une
configuration semi-dominante.

Il reste à montrer qu’il existe une arête γ-critique dans G′. Soit S′ un ensemble dominant minimum
de G′. D’après les arguments utilisés pour démontrer la Propriété 4.21.1, nous avons seulement deux
configurations possibles de S′

v pour la composante Gv, qui sont :

— S′
v = {c, v0, vl} ∪ {vi, wi | wi ∈ {bi, ci, di}, i = 1, . . . , dG(v)− 1} ;

— S′
v = {c, v0, v

′
0} ∪ {v′

i, wi | wi ∈ {bi, ci, di}, i = 1, . . . , dG(v)− 1}.

Nous observons que pour tous les ensembles dominants minimum de G′, nous avons c ∈ S′ et
d ̸∈ S′, où c, d ∈ V (Gv) (précisément c, d ∈ V (Pv)). Rappelons que d est une feuille. Donc d est
dominé exclusivement par c dans tout ensemble dominant S′ de G′. Donc l’arête cd est γ-critique dans
G′. La propriété 4.21.9 est démontrée.

D’après les Propriétés 4.21.8 et 4.21.9, nous en déduisons que b(G′) = 1 si et seulement si τ -
anticore(G) ̸= ∅. Donc 1-Bondage est NP-difficile dans les graphes planaires de degré maximum 3.
□

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.5 – (a) Une configuration couverte de Huv où Gu est couvrant ; (b) une configuration
couverte de Huv où Gv est couvrant ; (c,d) deux configurations couvertes de Huv où Gu et Gv sont
couvrants.
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Figure 4.6 – Une configuration couverte de Huv où Gu est couvrant et hv domine v̄j .

À partir des arguments de la preuve du Théorème 4.21, nous pouvons démontrer le théorème
suivant :

Théorème 4.22 1-Bondage est NP-difficile dans les graphes planaires sans griffe de degré maximum
3.

Preuve: À partir du graphe G′ issu de la réduction de la preuve du Théorème 4.21, nous construisons
un graphe planaire sans griffe H ′ avec degré maximum 3.

Dans un premier temps, nous définissons l’opération Oc pour construire, à partir de G′, un graphe
planaire intermédiaire H ayant pour degré maximum 3 et k − 1 griffes induites, où k est le nombre
de griffes de G′. Dans un deuxième temps, nous montrons que γ(H) = γ(G′) + 2. Pour finir, nous
montrons que b(H) = b(G′).

L’opération Oc consiste à prendre un sommet v au centre d’une griffe induite de G′, à le supprimer,
et à le remplacer par la composante Hv, une copie du graphe présenté dans la Figure 4.7. Soit H le
graphe résultant de cette opération. Nous observons que H est planaire avec un degré maximum de 3
et au plus k − 1 griffes induites.

La composante Hv satisfait les propriétés suivantes. Nous avons γ(Hv) = 3 et {a, b, c} est un en-
semble dominant minimum de G. Les graphes Hv−a, Hv−b, Hv−c ont un unique ensemble dominant
minimum de taille 2, qui sont, {v1, v4}, {v2, v5}, {v3, v6}, respectivement. Il n’existe pas d’ensemble do-
minant minimum de Hv − {a, b, c}.

Nous montrons la propriété suivante :

Propriété 4.22.1 γ(H) ≤ γ(G′) + 2

Soit S′ un ensemble dominant minimum de G′. Nous construisons un ensemble dominant T de H
à partir de S′. Soit T = S′. Supposons que v ̸∈ S′. Si u1 ∈ S′, alors nous ajoutons v3, v6 à T . Donc
T est un ensemble dominant de H. Les cas u2 ∈ S′ et u3 ∈ S′ sont symétriques. Maintenant nous
pouvons supposer que v ∈ S′. Nous supprimons v de T et ajoutons les sommets a, b, c. Donc T est un
ensemble dominant de H, et T domine les sommets u1, u2, u3. Donc γ(H) ≤ γ(G′) + 2. Ceci prouve la
Propriété 4.22.1.

Propriété 4.22.2 γ(H) = γ(G′) + 2
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Soit T un ensemble dominant minimum de H. Nous construisons un ensemble dominant S′ de G′

à partir de T . Supposons que |T | < γ(G′) + 2. D’après nos arguments précédents |T ∩ V (Hv)| ≥ 2. Si
|T ∩ V (Hv)| = 2, alors a, b, c ̸∈ T et T ∩ {u1, u2, u3} ̸= ∅. Donc T ∩ V (G′) est un ensemble dominant
minimum de G′, une contradiction. Sinon |T ∩ V (Hv)| ≥ 3, et donc T ∩ V (G′) ∪ {v} est un ensemble
dominant minimum de G′, une autre contradiction. Donc γ(H) ≥ γ(G)+2. D’après la Propriété 4.22.1,
nous en déduisons la Propriété 4.22.2.

Soit SG et S′
G deux ensembles dominants minimums de G′. Quand SG et S′

G sont tels que décrit
dans l’un des deux cas ci-dessous, nous montrons que les arêtes incidentes avec un sommet de Hv dans
H ne sont pas γ-critiques.

(a) ui, v ∈ SG, ui ∈ S′
G, et v ̸∈ S′

G, où i ∈ {1, 2, 3}.
Supposons que u1 = ui. Nous construisons SH , S

′
H depuis SG, S

′
G, respectivement. Soit SH = SG

et S′
H = S′

G. Nous supprimons v de SH et ajoutons les sommets b, c, w à SH , où w ∈ {a, v1, v2}.
Nous ajoutons v3, v6 à S′

H . D’après la Propriété 4.22.2, SH et S′
H sont deux ensembles dominants

minimums de H. D’après les Remarques 4.19 et 4.20, les arêtes ayant une extrémité dans Hv ne
sont pas γ-critiques. Les cas u2 = ui et u3 = ui sont symétriques.

(b) ui, uj ∈ SG, ui, ul ∈ S′
G, et v ̸∈ SG ∪ S′

G, où i, j, l ∈ {1, 2, 3}, i ̸= j ̸= l.

Supposons que ui = u1, uj = u2 et ul = u3. Nous construisons SH , S
′
H depuis SG, S

′
G, respec-

tivement. Soit SH = SG et S′
H = S′

G. Nous ajoutons les sommets v1, v4 ou v3, v6 à SH . Nous
ajoutons les sommets v2, v5 ou v3, v6 à S′

H . D’après la Propriété 4.22.2, SH et S′
H sont deux

ensembles dominants minimums de H. D’après les Remarques 4.19 et 4.20, les arêtes ayant une
extrémité dans Hv ne sont pas γ-critiques. Les cas restants sont symétriques.

Nous sommes prêts à montrer le résultat suivant :

Propriété 4.22.3 Si b(G′) ≥ 2, alors les arêtes ayant une extrémité dans Hv ne sont pas γ-critiques
dans H.

Lorsque b(G′) ≥ 2, nous montrons que pour chaque griffe induite dans G′, qu’il existe deux en-
sembles dominants minimums tels que décrits au point (a) ou (b). Nous observons que chaque sommet
au centre d’une griffe induite dans G′ appartient à une composante Gv. Nous allons donc concen-
trer nos efforts sur l’intersection des ensembles dominants minimums de G′ avec les composantes Gv.
Rappelons que lorsque b(G′) ≥ 2, le graphe G′ a des ensembles dominants minimums contenant les
ensembles décrits dans les points 1. et 2. ou dans les points 3. 4. et 5 (c.f. preuve de la Propriété
4.21.9). Ainsi, pour chaque griffe induite de G′, nous montrons qu’il existe deux ensembles dominants
minimums SG et S′

G contenant des ensembles exposés aux points 1. et 2. et qui correspondent au cas
(a) ou (b). Nous faisons de même pour les points 3. 4. et 5.

Premièrement, regardons la griffe G′[{a, v0, v̄0, v
′
l}], où v0 est à son centre. D’après le point 2. nous

avons v̄0, v0 ∈ SG et v̄0 ∈ S′
G, v0 ̸∈ S′

G. Cela correspond au cas (a) avec ui = v̄0 et v = v0. D’après
le point 3. nous avons v0, v̄0 ∈ SG et v̄0 ∈ S′

G, v0 ̸∈ S′
G. Cela correspond au cas (a) avec ui = v̄0 et

v = v0.
Deuxièmement, regardons la griffe G′[{ai, bi, vi, v

′
i}], où ai est à son centre. D’après le point 1. nous

avons bi, vi ∈ SG et bi, v
′
i ∈ S′

G où ai ̸∈ SG ∪ S′
G. Cela correspond au cas (b) avec ui = bi, uj = vi,

ul = v′
i, et v = ai. D’après le point 4. nous avons bi, ai ∈ SG (écrit bj , aj) et bi ∈ S′

G, ai ̸∈ S′
G (écrit

bi, ai cette fois-ci). Notons que ces ensembles sont possibles pour i, j = 1, . . . , l, i ̸= j. Cela correspond
au cas (a) avec ui = bi et v = ai.
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Enfin, il reste la griffe G′[{hv, vi, v
′
i, v̄i}], où v̄i est à son centre. D’après le point 1. nous avons

hvvi ∈ SG ou hvv
′
i ∈ S′

G et v̄i ̸∈ SG ∪ S′
G. Nous rappelons que hv appartient aux deux ensembles

dominants minimums car le point 1. est une configuration non-dominante (pour plus de précisions,
nous référons au paragraphe au-dessus du point 1. où il est précisé que S′

uv est tel que décrit sur la
Figure 4.6). Cela correspond au cas (b) avec ui = hv, uj = vi et ul = v′

i. D’après le point 3. hv, v̄i ∈ SG.
D’après le point 4. nous avons hv ∈ S′

G, v̄i ̸∈ S′
G (écrit v̄j). Notons que ces ensembles existent pour

i, j = 1, . . . , l, i ̸= j. Pour les mêmes raisons que précédemment, le sommet hv appartient aux deux
ensembles dominants minimums (pour plus de précisions, nous référons au paragraphe au-dessus du
point 3.). Cela correspond au cas (a) avec ui = hv et v = v0.

Nous avons vérifié, pour chaque griffe induite dans G′, qu’il existe toujours deux ensembles domi-
nants minimums SG et S′

G satisfaisant le point (a) ou (b). Donc la Propriété 4.22.3 est démontrée.

Propriété 4.22.4 b(H) = 1 si et seulement si b(G′) = 1.

Supposons que b(G′) = 1. Nous savons que cd est γ-critique dans G′ (voir la fin de la preuve
utilisée pour montrer la Propriété 4.21.9 dans le Théorème 4.21). Puisque c, d ne sont pas des sommets
appartenant à une griffe induite de G′, nous avons cd ∈ H. Donc d’après la Propriété 4.22.2, nous
avons γ(H − cd) = γ(G′ − cd) + 2, et donc cd est γ-critique dans H.

Maintenant nous pouvons supposer que b(G′) ≥ 2. Supposons, par contradiction, que b(H) = 1. Soit
xy une arête γ-critique de H. D’après la Propriété 4.22.3, les arêtes incidentes à Hv dans H ne sont pas
γ-critiques. Donc xy ∈ E(G′). Mais d’après la Propriété 4.22.2, nous avons γ(G′−xy) = γ(H−xy)−2,
et donc b(G′) = 1, une contradiction. La Propriété 4.22.4 est démontrée.

D’après les Propriétés 4.22.2 et 4.22.4, en appliquant itérativement l’opération Oc jusqu’à ce qu’il
n’y ait plus de griffes induites, nous obtenons un graphe planaire sans griffe H ′ avec pour degré
maximum 3 et tel que b(H ′) = 1 si et seulement si b(G′) = 1. □

Figure 4.7 – Sur la gauche, une griffe induite de G′, et sur la droite, la composante associée Hv

remplaçant cette griffe.

Théorème 4.23 1-Bondage est NP-difficile dans les graphes planaires 3-réguliers.
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Preuve: Nous donnons une réduction polynomiale depuis 1-Bondage qui est NP-difficile dans les
graphes sous-cubiques planaires, c.f. Théorème 4.21. Depuis un graphe planaire G = (V,E) tel que
∆(G) ≤ 3, nous construisons un graphe planaire 3-régulier G′ = (V ′, E′). Soit H1, H2 les graphes
respectifs des Figures 4.8a, 4.8b. Nous observons les propriétés suivantes pour H1 et H2 :

— γ(H1) = γ(H2) = 2 ;
— γ(H1 − {u1, u2}) = γ(H2 − u) = 2 ;
— b(H1 − {u1, u2}) = b(H2) = 2 ;
— u1, u2 ∈ γ-anticore(H1) et u ∈ γ-anticore(H2).

Nous décrivons l’opération O1 pour transformer un sommet de degré 1 en un sommet de degré
3. Soit v un sommet de degré 1 dans G. Prenons une copie de H1 et relions v à u1 et u2. Dans le
graphe H obtenu, nous avons dH(v) = 3. Puisque les sommets de H1 dans H sont de degrés 3, alors
H possède un sommet de degré 1 en moins que G.

Nous décrivons l’opération O2 pour transformer un sommet de degré 2 en un sommet de degré 3.
Soit v un sommet de degré 2 dans G. Prenons une copie de H2 et relions v à u. Dans le graphe H
obtenu, nous avons dH(v) = 3 et exactement deux sommets de H2 dans H sont de degrés 1, tandis
que les autres sont de degrés 3. Donc H possède un sommet de degré 2 en moins que G.

Soit H le graphe obtenu de l’opération Oi, et soit Hi le sous-graphe ajouté, où i ∈ {1, 2}.

Propriété 4.23.1 γ(H) = γ(G) + 2

Puisque γ(Hi) = 2, nous avons γ(H) ≤ γ(G) + 2. Soit S un ensemble dominant minimum de H.
Supposons, par contradiction, que |S| < γ(G) + 2. En utilisant les propriétés de Hi exposées au début,
nous obtenons |S ∩ V (Hi)| ≥ 2. Si |S ∩ V (Hi)| = 2, alors en utilisant les mêmes propriétés, nous
obtenons u1, u2 ̸∈ S ou u ̸∈ S. Donc S \Hi est un ensemble dominant de G tel que |S \Hi| < γ(G),
une contradiction. Sinon |S ∩ V (Hi)| ≥ 3, et nous avons {v} ∪S \ V (Hi) un ensemble dominant de G,
une contradiction. Cela démontre la Propriété 4.23.1.

Propriété 4.23.2 b(H) = 1 si et seulement si b(G) = 1.

Soit A ⊆ E tel que γ(G − A) = γ(G) + 1. D’après la Propriété 4.23.1, nous avons γ(H − A) =
γ(G − A) + 2, et nous en déduisons que b(H) ≤ b(G) ≤ 2. Supposons que b(H) = 1. Supposons,
par contradiction, que b(G) ≥ 2. Soit uv une arête γ-critique dans H. Soit Hi = H1. Puisque l’arête
incidente à v dans G n’est pas γ-critique, alors il y a un ensemble dominant minimum S de G où v ∈ S.
Puisque γ(H1 − {u1, u2}) = 2 et b(H1 − {u1, u2}) = 2, nous en déduisons que les arêtes incidentes à
H1 dans H ne sont pas γ-critiques dans H. Ainsi uv ∈ E(G) et donc γ(H − uv) = γ(G− uv) + 2, une
contradiction. Maintenant soit Hi = H2. Soit S, S

′ les ensembles dominants minimums respectifs de
G,H2. Puisque S ∪ S′ est un ensemble dominant minimum de H et que b(H2) = 2, nous en déduisons
que uv n’a pas d’extrémité dans H2. Ainsi uv ∈ E(G) et donc γ(H − uv) = γ(G − uv) + 2, une
contradiction. La Propriété 4.23.2 est démontrée.

Donc d’après les Propriétés 4.23.1 et 4.23.2, en appliquant O1 et O2 jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de
sommet de degré 1 ou 2, nous obtenons G′, un graphe planaire 3-régulier, où b(G′) = 1 si et seulement
si b(G) = 1. □
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(a) (b)

Figure 4.8 – (a) le graphe H1 pour supprimer les sommets de degrés 1 ; (b) le graphe H2 pour
supprimer les sommets de degrés 2.

Théorème 4.24 Pour tout k fixé, k ≥ 3, 1-Bondage est NP-difficile dans les graphes planaires bipartis
de maille k où les sommets sont de degrés 2 ou 3.

Preuve: Nous donnons une réduction polynomiale depuis 1-Bondage qui est NP-difficile dans les
graphes planaires cubiques, c.f. Théorème 4.23. Depuis un graphe cubique planaire G = (V,E) tel
que b(G) ≤ 2, et un entier k ≥ 3, nous construisons un graphe planaire biparti G′ = (V ′, E′) avec
2 ≤ δ(G′) ≤ ∆(G′) ≤ 3 et g(G′) ≥ k.

La 3-subdivision d’une arête uv est obtenue en subdivisant uv en quatre arêtes et en insérant trois
nouveaux sommets, disons u′, w, v′. Dit autrement, uv est remplacée par un chemin de longueur cinq
que nous notons P5 = u−u′−w−v′−v. La 3-subdivision a été utilisée dans [79] (c.f. Corollaire 3 de la
source) pour montrer la NP-complétude de Dominant Minimum dans les graphes bipartis de maille
au moins k. Il est prouvé que γ(H) = γ(H ′) + 1, où H ′ est le graphe obtenu depuis la 3-subdivision
d’une arête d’un graphe H. Malheureusement, cette opération ne maintient pas le nombre de bondage
du graphe obtenu. Pour cette raison, nous introduirons l’opération Oe pour isoler les « petits » cycles
induits pour lesquels les arêtes pourront être 3-subdivisée sans altérer le nombre de bondage.

Nous montrons la propriété suivante :

Propriété 4.24.1 Soit H le graphe obtenu de la 3-subdivision d’une arête uv de G tel que u, v ̸∈ γ-
anticore(G). Alors γ(H) = γ(G) + 1 et b(H) = 1 si et seulement si b(G) = 1. De plus u′, w, v′ ̸∈ γ-
anticore(H).

Puisque γ(H) = γ(G) + 1 a déjà été montré dans [79], nous pouvons nous concentrer sur l’élément
suivant de la Propriété 4.24.1 :

Propriété 4.24.2 b(H) = 1 si et seulement si b(G) = 1.

Supposons que b(G) = 1. Soit st une arête γ-critique deG. Si st ̸= uv, alors γ(H−st) = γ(G−st)+1.
Donc st est γ-critique dans H et b(H) = b(G) = 1. Sinon st = uv. Supposons que uu′ ne soit pas γ-
critique dans H. Soit S′ un ensemble dominant minimum de H−uv. Nous avons (NG[u]\{v})∩S′ ̸= ∅,
et nous pouvons supposer que w ∈ S′, puisque u′ est une feuille de H − uv. Puisque v′ est dominé par
w dans S′, et que dH(v′) = 2, nous pouvons supposer que (NG[v] \ {u}) ∩ S′ ̸= ∅. Donc S′ \ {w} est
un ensemble dominant minimum, une contradiction. Le cas vv′ est symétrique. Donc uu′ et vv′ sont
γ-critiques dans H et donc b(H) = b(G) = 1.

Maintenant supposons que b(G) ≥ 2. Supposons, par contradiction, que b(H) = 1. Soit st une
arête γ-critique de H. Si st est une arête de G, alors γ(H − st) = γ(G − st) + 1, une contradiction.
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Donc st ∈ {uu′, vv′, u′w, v′w}. Depuis un ensemble dominant minimum S de G − uv, nous obtenons
S′ = S∪{w} un ensemble dominant minimum de H. D’après les Remarques 4.19 et 4.20, les arêtes uu′

et vv′ ne sont pas γ-critiques dans H. De plus, il y a S1 et S2, deux ensembles dominants minimums
de G tels que u ∈ S1 et v ∈ S2. Notons que S1 = S2 est une possibilité. Alors S′

1 = S ∪ {v′} et
S′

2 = S ∪ {u′} sont deux ensembles dominants minimums de H. Mais d’après la Remarque 4.19, u′w
et v′w ne sont pas γ-critiques dans H. Donc b(H) ≥ 2. Nous observons que les trois sommets ajoutés
u′, w, v′, issus de la 3-subdivision de uv, ne sont pas dans γ-anticore(H) puisque u, v n’appartiennent
pas à γ-anticore(G). La Propriété 4.24.2 est démontrée, et nous en déduisons la Propriété 4.24.1.

Avant d’introduire l’opération Oe, nous listons quelques propriétés du graphe He qui sera utilisé
dans cette opération. Soit He le graphe représenté dans la Figure 4.9a. Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que γ(He) = 8 et γ(He \U) = 8, où U ⊆ {x, y}. Nous mettons en évidence les six ensembles
dominants minimums de He suivants :

— A = {a1, a3, b1, b4, d2, e2, f2, g2} ;
— B = {a1, a3, b1, b4, d3, e3, f3, g3} ;
— C = {a1, a3, b2, c3, d3, e1, f1, g2} ;
— D = {a2, b1, b4, c1, d4, e3, f2, g4} ;
— E = {a1, a3, b3, c4, d3, e2, f4, g1} ;
— F = {a1, b2, b4, c2, d1, e4, f3, g4}.

À partir des Remarques 4.19 et 4.20, ainsi que des ensembles dominants minimums A,B,C,D,E,
nous en déduisons que le graphe He n’admet aucune arête γ-critique. Donc b(He) ≥ 2. Nous observons
que chaque sommet de He \ {x, y} appartient à au moins un ensemble dominant minimum de He. De
plus γ-anticore(He) = {x, y}.

Nous décrivons l’opération Oe. Prenons une arête e = uv de G. Remplaçons l’arête uv par le gadget
He tel que ux et vy sont deux arêtes. Nous allons montrer la propriété suivante :

Propriété 4.24.3 Soit H le graphe obtenu de l’opération Oe d’une arête e de G. Alors γ(H) = γ(G)+8
et b(H) = 1 si et seulement si b(G) = 1.

Premièrement, nous nous concentrons sur la partie suivante :

Propriété 4.24.4 γ(H) = γ(G) + 8.

Soit S un ensemble dominant minimum de G. Depuis S nous construisons S′ un dominant de H.
Soit S′ = S. Si u, v ̸∈ S ou u, v ∈ S, alors nous prenons S′ ← S′ ∪ A. Puisque A est un ensemble
dominant minimum de He, alors S

′ est un dominant H. Si u ∈ S et v ̸∈ S, alors nous prenons
S′ ← S′ ∪ {a1, b2, c3, d2, e1, f1, g2, y}. Remarquons que u domine x et que y domine v. Donc S′ est un
dominant de H. Les cas u ̸∈ S et v ∈ S sont symétriques. Donc γ(H) ≤ γ(G) + 8.

Maintenant soit S′ un ensemble dominant minimum de H. Depuis S′ nous construisons S un en-
semble dominant minimum de G. Soit S = S′ ∩ V (G). Puisque γ(He \ U) = 8, où U ⊆ {x, y}, alors
|S′ ∩ V (He)| ≥ 8. Donc |S| ≤ γ(G). Si |S| ≤ γ(G)− 2, alors S ∪ {u} est un ensemble dominant mini-
mum de G, une contradiction. Supposons que |S| = γ(G) − 1. Si S domine G, alors |S| < γ(G), une
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contradiction. Si NG[u]∩S ̸= ∅ et NG[v]∩S ̸= ∅, alors S est un dominant de G tel que |S| < γ(G), une
contradiction. Donc u, v ̸∈ S. Nous en déduisons que S ne domine pas He ∪U dans H, où U ⊆ {u, v}.
Puisque x, y ∈ γ-anticore(He) et que γ(He) = 8, nous avons |S′ ∩He| ≥ 9. Donc γ(H) = γ(G) + 8. La
Propriété 4.24.4 est démontrée.

Il nous reste à montrer la propriété suivante pour finir la démonstration de la Propriété 4.24.3.

Propriété 4.24.5 b(H) = 1 si et seulement si b(G) = 1.

Supposons que b(G) = 1. Supposons, par contradiction, que b(H) ≥ 2. Soit st, st ̸= uv, une arête
γ-critique de G. D’après la Propriété 4.24.4, γ(H − st) = γ(G − st) + 8, et donc b(H) = 1, une
contradiction. Donc uv est l’unique arête γ-critique de G. Supposons que ux ne soit pas γ-critique
dans H. D’après la Propriété 4.24.4, γ(H − ux) = γ(G) + 8. Soit S′ un ensemble dominant minimum
de H − ux, et S = S′ ∩ V (G). Notons que S ∩NG[u] ̸= ∅. Puisque γ(He \U) = 8, où U ⊆ {x, y}, alors
|S′ ∩ V (He)| ≥ 8. Donc |S| ≤ γ(G). Si S domine G − uv, alors |S| < γ(G − uv), une contradiction.
Donc S ∩NG[v] = ∅, et nous avons y ∈ S′. Nous rappelons que γ(He) = 8 et y ∈ γ-anticore(He). Donc
|S′ ∩ V (He)| ≥ 9. Nous en déduisons que |S| ≤ γ(G) − 1. Donc S domine G − u et S ∪ {v} domine
G− uv. Mais |S ∪ {v}| < γ(G− uv), une contradiction. Donc si b(G) = 1, nous avons b(H) = 1.

Maintenant, nous pouvons supposer que b(G) ≥ 2. Supposons, par contradiction, que b(H) = 1.
Soit st une arête γ-critique dans H. Soit S un ensemble dominant minimum de G − uv. Notons que
S′ = S ∪ A est un ensemble dominant minimum de H − ux − vy. Puisque He est une composante
isolée de H −ux− vy et que b(He) ≥ 2, alors st n’est pas une arête avec une extrémité dans He. Donc
st ∈ E(G) et nous avons γ(H − st) = γ(G− st) + 8, une contradiction. Donc b(H) ≥ 2. La Propriété
4.24.5 est démontrée. À partir des Propriétés 4.24.4 et 4.24.5, nous en déduisons la Propriété 4.24.3.

Propriété 4.24.6 Soit H le graphe obtenu d’une opération Oe sur une arête e = uv de G. Si uv n’est
pas γ-critique dans G, alors les sommets de He \ {x, y} n’appartiennent pas à γ-anticore(H).

Soit S un ensemble dominant minimum de G − uv. Alors S ∪X, où X ∈ {A,B,C,D,E, F}, est
un ensemble dominant minimum de H. Donc les sommets de He \ {x, y} n’appartiennent pas à γ-
anticore(H). Cela démontre la Propriété 4.24.6.

Pour finir, nous souhaitons appliquer l’opération de 3-subdivision sur le sous-graphe He afin qu’il
soit biparti, de maille au moins k, et tel que tous les chemins induits entre x et y soient impairs. Soit
H le graphe obtenu de l’opération Oe d’une arête uv de G. D’après la Propriété 4.24.3, nous avons
b(H) = 1 si et seulement si b(G) = 1. D’après les Propriétés 4.24.1 et 4.24.6, nous pouvons 3-subdiviser
n’importe quelle arête de He \ {x, y} tel que le graphe résultant ait un nombre de bondage de 1 si
et seulement H a un nombre de bondage de 1. Donc nous pouvons 3-subdiviser les arêtes épaisses et
les arêtes en pointillées de He \ {x, y}, qui sont représentées sur la Figure 4.9b. Chaque arête épaisse
sera 3-subdivisée itérativement de telle façon que le chemin entre ses extrémités soit pair, tandis que
chaque arête en pointillée sera 3-subdivisée itérativement afin que le chemin entre ses extrémités soit
impair. Nous 3-subdivisons les arêtes autant de fois que nécessaire afin d’obtenir un sous-graphe He

de maille k. Il reste alors à montrer que le graphe H ′
e résultant de ces opérations est biparti et qu’il

n’existe pas de chemin pair entre x et y. Pour cela, observons la 2-coloration de He dans la Figure
4.9b. Tout un chacun peut vérifier les observations suivantes :

— les sommets reliés par une arête ou un chemin pair (arête épaisse) ont des couleurs distinctes ;
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— les sommets reliés par une arête impaire (arête en pointillée) ont la même couleur ;

— les sommets x et y ont la même couleur et les chemins colorés entre x et y alternent les couleurs.

Nous en déduisons que H ′
e est planaire, sous-cubique, biparti, et de maille au moins k.

En appliquant itérativement l’opération He et l’opération de 3-subdivision telles que décrites plus
haut, nous obtenons un graphe H qui est planaire, sous-cubique, biparti, de maille au moins k, et tel
que b(H) = 1 si et seulement si b(G) = 1. □

(a) (b)

Figure 4.9 – (a) Le graphe He remplaçant une arête ; (b) 3-subdivisions des arêtes en pointillées et
des arêtes épaisses du graphe He, afin que le graphe résultant soit biparti et de maille au moins k.

Dans [37] (voir Théorème 3.5), il est montré que pour tout graphe planaire G de maille au moins
8, nous avons b(G) ≤ 3. Donc une instance de 3-Bondage est toujours positive dans ces graphes.
Cependant, nous souhaitons savoir si il existe un algorithme polynomial pour trouver un ensemble de
trois arêtes E′ tel que γ(G − E′) > γ(G). Il a été montré dans [79] que Dominant Minimum est
NP-complet (c.f. Corollaire 3 de la source) dans les graphes bipartis sous-cubiques et de maille fixé k,
pour tout k ≥ 3. Donc nous ne pouvons pas trouver un tel ensemble d’arêtes en utilisant la « force
brute », i.e. tester pour chaque ensemble de trois arêtes E′ si γ(G−E′) > γ(G). Heureusement, nous
pouvons réutiliser les arguments de [37] (preuve du Théorème 3.5) pour trouver efficacement un tel
ensemble d’arêtes.

Proposition 4.25 Soit G = (V,E) un graphe planaire de maille au moins 8. Nous pouvons trouver
E′ ⊆ E, où |E′| = 3, tel que γ(G− E′) > γ(G) en temps polynomial.

Preuve: La preuve dans [37] (c.f. Théorème 3.5 de la source) pour démontrer que b(G) ≤ 3 repose
sur l’existence de deux sommets u, v tels que, soit :
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(1) uv ∈ E et d(u) + d(v) ≤ 4 ; ou
(2) dist(u, v) ≤ 2 et d(u) + d(v) ≤ 3.

Il est montré que les deux configurations précédentes existent toujours. Donc pour chaque cas, nous
donnons une méthode pour trouver un ensemble d’arêtes γ-critique de taille au plus trois. Supposons
qu’il y ait u, v ∈ V comme décrit en (1). Nous prenons E′ comme l’ensemble des arêtes incidentes à
u, v. Remarquons que |E′| ≤ 3. Soit S un ensemble dominant minimum de G − E′. Puisque les deux
sommets u, v sont isolés dans G − E′, nous en déduisons que u, v ∈ S. Il s’ensuit que S \ {u} est un
dominant de G et donc γ(G− E′) > γ(G).

Maintenant supposons qu’il y ait u, v ∈ V comme décrit en (2). Sans perte de généralité d(v) = 1,
et d(u) ≤ 2. Soit w ∈ N(u) ∩ N(v). Nous prenons E′ comme l’ensemble des arêtes incidentes à u et
l’arête vw. Remarquons que |E′| ≤ 3 et que u et v sont isolés dans G − E′. Nous en déduisons qu’il
existe un ensemble dominant minimum de G − E′ tel que u, v ∈ S. Il s’ensuit que (S \ {u, v}) ∪ {w}
est un dominant de G et donc γ(G− E′) > γ(G).

Puisque nous pouvons tester en temps polynomial si il existe deux sommets tels que décrits en (1)
ou (2), cela démontre l’énoncé de la proposition. □

4.3.4 Cas particuliers

Nous poursuivons avec une approche plus générale sur les classes de graphes pour lesquelles d-
Bondage peut être résolu en temps polynomial. Étant donné un graphe G = (V,E) et un ensemble
de sommets A ⊆ V , nous construisons GA+ = (V ′, E′) à partir d’une copie de G comme suit : pour
chaque v ∈ A nous ajoutons exactement un sommet u ̸∈ V , tel que uv soit une arête. Nous montrons
la propriété suivante sur GA+ :

Lemme 4.26 Soit G = (V,E) un graphe et A ⊆ V . Il existe un ensemble dominant minimum S de G,
tel que A ⊆ S, si et seulement si γ(GA+) = γ(G).

Preuve: Si il existe un ensemble dominant minimum S de G tel que A ⊆ S, alors S est un ensemble
dominant minimum de GA+. Maintenant nous pouvons supposer que A ̸⊆ S pour tous les ensembles
dominants minimums S deG. SoitD un ensemble dominant minimum deGA+. Nous pouvons supposer
que A ⊆ D, puisque chaque sommet de A a une feuille comme voisin dans GA+. Donc D est un
dominant de G mais D n’est pas un ensemble dominant minimum, et donc γ(GA+) > γ(G). □

Nous sommes maintenant prêts à montrer notre résultat qui est inspiré de la Proposition 3.17 de
l’article de E. Galby et al. [40] pour réduire le nombre de domination par la contraction d’arête(s).

Proposition 4.27 Étant donné un entier fixé d ≥ 1, le d-Bondage peut être résolu en temps polynomial
dans C, si :

(1) C est close par suppression d’arêtes et Dominant Minimum peut être résolu en temps polynomial
dans C ; ou

(2) C est la classe des graphes sans H, où H est un graphe fixé avec δ(H) ≥ 2, et Dominant
Minimum peut être résolu en temps polynomial dans C ; ou

(3) pour tout G ∈ C, nous avons γ(G) ≤ k, où k est une constante fixée.
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Preuve: Soit G = (V,E) ∈ C. Nous montrons (1). Lorsque C est close par suppression d’arêtes, nous
pouvons calculer γ(G − E′) en temps polynomial, pour tout E′ ⊆ E, où |E′| ≤ d. Donc d-Bondage
peut être résolu en temps polynomial dans C.

Nous montrons (2). Soit E′ ⊆ E, où |E′| ≤ d, et soit G′ = G − E′. Nous définissons comme W
l’ensemble des sommets couverts E′, i.e. W = {v ∈ e | e ∈ E′}. Nous observons que |W | ≤ 2d. Soit
A la collection de tous les ensembles A ⊆ N [W ], où |A| ≤ 2d, dominant les sommets de W dans G′.
Notons que W ∈ A, et que |A| ≤ ∆(G)2d ≤ n2d.

Nous montrons que γ(G − E′) > γ(G) si et seulement si pour tous les ensembles dominants
minimums S de G, et pour tous les ensembles A ∈ A, nous avons A ̸⊆ S. Premièrement, supposons
que γ(G − E′) > γ(G). Supposons, par contradiction, qu’il y ait S un ensemble dominant minimum
de G, et A ∈ A, tels que A ⊆ S. Nous en déduisons que S domine W dans G′. Puisque S domine
V \W dans G′, il s’ensuit que S est un ensemble dominant de G′, une contradiction. Deuxièmement,
supposons que pour tout ensemble dominant minimum S de G, et que pour tout A ∈ A, nous ayons
A ̸⊆ S. Supposons, par contradiction, que γ(G−E′) = γ(G). Soit S un ensemble dominant minimum
de G. Soit D un sous-ensemble minimal de S ∩ N [W ] tel que D domine W dans G′. Puisque D est
minimal, pour tout u ∈ D, nous avons v ∈ NG′(u)∩W tel que NG′(v)∩D = {u}. Donc |D| ≤ |W | ≤ 2d.
Il s’ensuit que D ∈ A, et que donc D ⊆ S, une contradiction.

Donc d’après le Lemme 4.26, γ(G − E′) > γ(G) si et seulement si pour tout A ∈ A, nous avons
γ(GA+) > γ(G). Rappelons que GA+ est une copie de G plus |A| feuilles. Donc si G est sans H
et que δ(H) ≥ 2, il s’ensuit que GA+ est sans H. Donc nous pouvons calculer γ(G) et γ(GA+) en
temps polynomial. Puisqu’il y a O(n2d) ensembles E′, et que les collections correspondantes A sont
de tailles au plus O(n2d), nous en déduisons que nous pouvons vérifier si il existe un tel ensemble E′,
où γ(G− E′) > γ(G), en temps polynomial. Donc d-Bondage peut être résolu en temps polynomial
dans C.

Nous montrons (3). Puisque k est fixé, nous pouvons tester pour tous les ensembles S ⊆ V , où
|S| ≤ k, si S est un dominant de G en temps polynomial. Nous pouvons donc calculer le nombre de
domination de G en temps polynomial. Pour chaque ensemble E′ ⊆ E, où |E′| ≤ d, nous définissons
A comme dans la preuve du point (2). Rappelons que |A| ≤ O(n2d). Pour tester si γ(G−E′) > γ(G),
nous utilisons Lemme 4.26. Ainsi nous testons pour tout ensemble E′ ⊆ E, tel que |E′| ≤ d, et pour
tout A ∈ A si γ(GA+) ̸= γ(G). Donc d-Bondage peut être résolu en temps polynomial dans C. □

Pour finir cette sous-section, nous donnons une réponse à la question suivante soulevée dans [50] :
est-ce que Bondage est dans NP ? Nous remarquons que si Bondage est dans NP, alors il existe un
certificat que nous pourrions tester en temps polynomial, avec les caractéristiques suivantes : étant
donné un graphe G et E′ ⊆ E(G), est-ce que γ(G − E′) > γ(G) ? Donc nous devrions pouvoir tester
si une arête donnée est γ-critique dans G en temps polynomial. Nous montrons que cela n’est pas
possible, sauf si P = NP.

Théorème 4.28 Étant donné un graphe G et une arête e ∈ E(G), il n’existe pas d’algorithme polynomial
pour décider si γ(G− e) = γ(G) + 1, sauf si P = NP.

Preuve: Nous définissons comme γ-Suppression Arête le problème de décision suivant : étant
donné un graphe G et une arête e ∈ E(G), est-ce que γ(G− e) = γ(G) + 1 ? Nous montrons que si γ-
Suppression Arête peut être résolu en temps polynomial, alors nous pouvons résoudre Dominant
Minimum en temps polynomial.
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Soit (G, k) une instance de Dominant Minimum. Nous initialisons G′ ← G et p ← 0. Nous
décrivons la procédure suivante. Nous sélectionnons une arête e ∈ E(G′) et mettons G′ ← G′ − e.
Nous résolvons γ-Suppression Arête avec pour entrée (G′, e) en temps polynomial. Si (G′, e) est
une Oui-instance, alors nous mettons p← p+ 1. Si V (G′) est un ensemble indépendant de G′, alors
nous arrêtons la procédure, sinon nous poursuivons celle-ci. À chaque étape, le graphe de l’instance
γ-Suppression Arête a une arête en moins. Donc il y a au plus |E(G)| étapes avant que cette
procédure ne finisse.

À la fin de la procédure, nous avons γ(G′) = |V (G)|. Nous remarquons que γ(G) + p = γ(G′)
puisque p est incrémenté de 1 à chaque fois que le nombre de domination augmente de 1. Donc
γ(G) = |V (G)| − p, et il s’ensuit que (G, k) est une Oui-instance de Dominant Minimum si et
seulement si |V (G)|−p ≤ k. Donc nous pouvons résoudre Dominant Minimum en temps polynomial.
□

Corollaire 4.29 Bondage n’appartient pas à NP, sauf si P = NP.

4.3.5 Conclusion et perspectives

Nous avons montré la NP-difficulté de 1-Bondage pour les classes de graphes suivantes :

— graphes planaires cubiques ;

— graphes planaires sous-cubiques sans griffe ;

— graphes planaires bipartis sous-cubiques et de maille au moins k, pour tout k ≥ 3 fixé.

Naturellement, il serait intéressant de connâıtre la complexité de Bondage dans les graphes bipar-
tis planaires cubiques de maille au moins k, pour tout k ≥ 3 fixé. Malheureusement, nous ne sommes
pas parvenus à supprimer des sommets de degrés deux sans introduire des petits cycles. Nous pensons
donc que l’étude des graphes planaires cubiques sans (C4, ..., Ck) pourraient être d’intérêt. L’étude
de la complexité du Bondage dans les graphes sans H, où H est un graphe fixé fini, serait aussi
intéressant. Il reste aussi à déterminer la complexité du d-Bondage pour d’autres valeurs fixées d où
d ≥ 2. Pour conclure cette partie, nous aimerions soulever le problème suivant :

Problème : Caractériser les graphes planaires de maille 8 avec un nombre de bondage de 3.
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Chapitre 5

Partition sous contrainte de ratio de degré

Les résultats présentés dans ce chapitre sont le fruit d’un travail commun avec François Delbot et
Christophe Picouleau, c.f. [17].

5.1 Introduction

Il existe de nombreux problèmes de partitionnement des sommets d’un graphe. Un problème na-
turel est celui de chercher une partition des sommets telle que chaque élément « maximise » ses liens
dans l’ensemble dans lequel il appartient. Ce problème est étroitement lié à des problèmes de parti-
tionnement de graphes en communautés. On pourrait par exemple souhaiter partitionner un graphe
en cliques ou sous-ensembles, tel que chaque sommet possède plus de voisins dans son ensemble (rela-
tivement à une partition) que dans le reste du graphe. Pour le lecteur qui souhaiterait en apprendre
plus sur la détection de communautés dans les graphes (en restant proche de ce que nous étudierons
ci-dessous), nous conseillons la thèse de T. Pontoizeau [67].

À l’opposé, il existe la notion de partition externe (external partition), où il s’agit de partitionner
les sommets d’un graphe tel que chaque sommet a au moins la moitié de ses voisins en dehors de son
ensemble, relativement à la partition. Il est connu que tous les graphes ont une partition externe (c.f.
[7]). Au contraire, il existe la notion de partition interne (internal partition), où il s’agit de partitionner
les sommets d’un graphe tel que chaque sommet a au moins la moitié de ses voisins dans son ensemble
(relativement à la partition). Cette fois-ci, tous les graphes ne possèdent pas une partition interne
puisque toute clique impaire, par exemple, n’admet pas une telle partition.

Ces deux notions sont apparues sous différentes appellations. La partition externe est aussi men-
tionnée comme la partition satisfaisante complémentaire (co-satisfactory partition), la partition non-
amicale (unfriendly partition), ou la 2-alliance offensive (offensive 2-alliance). Le problème pour
décider si un graphe admet une partition en k ensembles selon les deux contraintes précédentes est
appelé k-alliance offensive (offensive k-alliance) et k-alliance défensive (defensive k-alliance), respec-
tivement. Nous conseillons les travaux de C. Bazgan et al. [7] pour une lecture plus approfondie de ce
sujet.

S. Morris dans [63] s’est intéressé à un problème plus général. Étant donné un graphe et un para-
mètre q, où 0 < q < 1, l’objectif est de trouver une partition (A,B) des sommets du graphe telle que
chaque sommet v ∈ A (respectivement u ∈ B) a au moins q × d(v) de ses voisins dans A (respective-
ment (1− q)× d(u) voisins dans B). Dans ce cas, Morris parle de partition q/(1− q)-cohésive tandis



94 CHAPITRE 5. PARTITION SOUS CONTRAINTE DE RATIO DE DEGRÉ

que A. Ban et al. [5] parlent de partition q-interne (q-internal partition) et de partition q-externe
(q-external partition).

Nous définissons et motivons le problème de partition que nous étudions dans cette section. Un
réseau de communautés peut être modélisé par un graphe où chaque sommet représente un individu
et chaque arête représente un lien d’amitié. Étant donné une partition des membres du réseau, pour
un membre, le ratio entre le nombre d’amis dans son ensemble et le nombre de ses voisins dans tout
le réseau (où nous considérons qu’un membre est son propre ami) est une mesure de satisfaction du
membre. Le pire ratio (minimum) de tous les membres du réseau est une mesure de qualité d’une par-
tition. Le problème que nous étudions a pour objectif de trouver la valeur du pire ratio parmi toutes
les partitions non-triviales possibles. Notons que pour notre problème, nous avons pris en compte le
voisinage fermé d’un sommet au contraire de la majorité des problèmes étudiés précédemment. Ceci
nous permet entre autres d’avoir des bornes de satisfactions plus « élégantes ».

L’organisation de cette section est la suivante. Nous commençons par formaliser notre problème de
partition et donnons quelques résultats de la littérature qui ont des conséquences sur celui-ci. Ensuite,
nous donnons quelques bornes inférieures et supérieures sur le ratio de degré. Nous montrons aussi des
valeurs exactes de ce ratio pour certaines classes de graphes dont les arbres. La section 5.4 est dédiée
aux graphes réguliers. Pour ces graphes, nous donnons des valeurs exactes du ratio de degré ainsi que
des résultats de NP-complétude. Dans la section 5.5, nous nous intéressons au produit cartésien de
deux graphes. Des bornes inférieures sur le ratio de degré et des preuves de NP-complétude y sont
exposées. Nous concluons dans la section 5.6 pour finir par des questions ouvertes.

5.2 Définitions

Pour notre problème de partition, nous utilisons fréquemment le degré fermé d’un sommet x qui
est dG[x] = dG(x) + 1. Étant donné un graphe G, (V1, V2) est une partition de V (G) si V1 ∩ V2 = ∅,
V1∪V2 = V (G) et Vi ̸= ∅, pour i = 1, 2. Nous désignons par PG l’ensemble des partitions des sommets
de G. Soit (V1, V2) une partition de PG. Pour v ∈ Vi nous définissons

qi
G(s) =

dG[Vi](v) + 1
d(v) + 1

comme le ratio de degré ou la satisfaction de v dans la partition (V1, V2). Étant donné G, nous
définissons

q(G) = max
(V1,V2)∈P

{min
v∈V i

i=1,2

{qi(v)}}

comme le ratio de degré optimal ou la satisfaction optimale du graphe G. La partition (V1, V2) est
optimale quand

min
v∈V
i=1,2

qi
G(v) ≥ q(G)

Le problème de décision associé au ratio de degré optimal est le suivant :
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Partition Ratio Degré
Étant Donné : un graphe G et un rationnel positif q, 1 ≥ q > 0.

Décider : est-ce que q(G) ≥ q ?

Notons qu’étant donné une partition des sommets de G, nous pouvons vérifier si la satisfaction
des sommets (relativement à la partition) est au moins q. Donc Partition Ratio Degré est dans NP.

Avant de donner des résultats qui nous serons utiles, nous définissons les deux graphes suivants.
Le graphe K4 − e + v est obtenu à partir d’un diamant en y ajoutant un sommet v voisins des deux
sommets de degré trois. Le k-triangle noté Tk, k ≥ 1, est le graphe V (Tk) = {s, t, v1, . . . , vk} et
E(Tk) = {st} ∪ {vis, vit : 1 ≤ i ≤ k}. Remarquons que T1 = C3.

Un des ingrédients majeurs de nos preuves est le Théorème de M. Stiebitz [71] suivant :

Théorème 5.1 (M. Stiebitz [71]) Soit G un graphe et f1, f2 : V (G) → N deux fonctions. Supposons
que dG(x) ≥ f1(x) + f2(x) + 1 pour tout sommet x ∈ V (G). Alors il existe une partition (V1, V2) des
sommets de G telle que :

1. dG[V1](x) ≥ f1(x) pour tout sommet x ∈ V1, et

2. dG[V2](x) ≥ f2(x) pour tout sommet x ∈ V2.

Ce résultat a été amélioré par J. Hou et al. pour les graphes sans-(K4 − e + v) ainsi que pour
les graphes sans-(K3, C8,K2,3), c.f. [49]. H. Ma et al. ont aussi amélioré ce résultat pour les graphes
sans-(C4,K4, diamant), c.f. [61].

Théorème 5.2 (J. Hou et al. [49]) Soit G un graphe sans-(K4 − e + v) et f1, f2 : V (G) → N \ {0}
deux fonctions. Supposons que dG(x) ≥ f1(x) + f2(x) pour tout sommet x ∈ V (G). Alors il existe une
partition (V1, V2) des sommets de G telle que :

1. dG[V1](x) ≥ f1(x) pour tout sommet x ∈ V1, et

2. dG[V2](x) ≥ f2(x) pour tout sommet x ∈ V2.

Théorème 5.3 (J. Hou et al., H. Ma et al.[49, 61]) Soit G un graphe sans-(C4,K4, diamant) ou sans-
(K3, C8,K2,3), et f1, f2 : V (G)→ N \ {0, 1} deux fonctions. Supposons que dG(x) ≥ f1(x) + f2(x)− 1
pour tout sommet x ∈ V (G). Alors il existe une partition (V1, V2) des sommets de G telle que :

1. dG[V1](x) ≥ f1(x) pour tout sommet x ∈ V1, et

2. dG[V2](x) ≥ f2(x) pour tout sommet x ∈ V2.

5.3 Des bornes sur le ratio de degré optimal

Nous donnons quelques bornes sur le ratio de degré optimal d’un graphe, ainsi que des valeurs
exactes pour certaines classes de graphes.

Étant donné un graphe G non-connexe, si nous prenons une composante connexe V1 et mettons le
reste des sommets du graphe dans V2, alors nous obtenons une partition optimale telle que q(G) = 1. Si
G est connexe avec un seul sommet, alors G n’admet pas de partition. Afin d’omettre ces cas triviaux,
nous supposons que les graphes considérés sont connexes avec au moins deux sommets. Dans ce cas,
toute partition de V (G) induit une coupe non-vide et donc q(G) < 1.
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Lemme 5.4 Si G est un graphe connexe, alors

q(G) ≤ max
uv∈E(G)

min{d(u)
d[u] ,

d(v)
d[v] }

Preuve: Puisque G est connexe, pour n’importe quelle partition (V1, V2) il existe une arête uv ∈ E(G)
telle que u ∈ V1 et v ∈ V2. Alors q

1(u) ≤ d(u)
d[u] et q2(v) ≤ d(v)

d[v] . Le résultat en découle. □

Corollaire 5.5 Si G est un arbre, alors

q(G) = max
uv∈E(G)

min{d(u)
d[u] ,

d(v)
d[v] }

Preuve: D’après le Lemme 5.4, il suffit de prendre une arête uv maximisant min{d(u)
d[u] ,

d(v)
d[v] }. □

Nous donnons maintenant quelques bornes inférieures.

Proposition 5.6 Pour tout graphe G, nous avons q(G) ≥ min{1
2 ,

1
2+ 1

p

}, où 2p = minv∈V (G){dG(v) :
dG(v) est pair }. La borne est serrée.

Preuve: Nous utilisons le Théorème 5.1. Soit fi(v) = ⌊1
2(d(v) − 1)⌋, pour i = 1, 2. Nous avons

d(v) ≥ f1(v)+f2(v)+1 et donc il existe une partition (V1, V2) de V (G) telle que dG[Vi](v) ≥ fi(v) pour
i = 1, 2 et pour tout sommet v ∈ V (G). Donc

dG[Vi](v)+1
d[v] ≥ p+1

2p+2 = 1
2 pour i = 1, 2 quand d(v) = 2p+1 ;

et
dG[Vi](v)+1

d[v] ≥ p
2p+1 = 1

2+ 1
p

pour i = 1, 2 quand d(v) = 2p.

Remarquons que q(K2p) = 1
2 et q(K2p+1) = 1

2+ 1
p

s’obtiennent en prenant une partition (presque)

équilibrée. □

Proposition 5.7 Si G est un graphe sans-(K4 − e+ v), alors q(G) ≥ 1
2 . La borne est serrée.

Preuve: Nous utilisons le Théorème 5.2. Soit fi(v) = ⌊1
2d(v)⌋, pour i = 1, 2. Nous avons d(v) ≥

f1(v) + f2(v) et donc il existe une partition (V1, V2) de V (G) telle que pour tout sommet v ∈ V (G),
dG[Vi](v) ≥ fi(v) où i = 1, 2. Donc

dG[Vi](v)+1
d[v] ≥ p+1

2p+2 = 1
2 pour i = 1, 2 quand d(v) = 2p + 1 ; et

dG[Vi](v)+1
d[v] ≥ p+1

2p+1 >
1
2 pour i = 1, 2 quand d(v) = 2p.

Remarquons que q(K2p+1,2p+1) = 1
2 s’obtient en prenant une partition presque équilibrée. □

Proposition 5.8 Pour tout graphe G sans-(C4,K4, diamant) ou sans-(K3, C8,K2,3), nous avons
q(G) > 1

2 .

Preuve: Nous utilisons le Théorème 5.3. Soit fi(v) = ⌈1
2d(v)⌉, pour i = 1, 2. Nous avons d(v) ≥

f1(v)+f2(v)−1 et donc il existe une partition (V1, V2) de V (G) telle que pour tout sommet v ∈ V (G),
dG[Vi](v) ≥ fi(v) où i = 1, 2. Donc

dG[Vi](v)+1
d[v] ≥ p+2

2p+2 > 1
2 pour i = 1, 2 quand d(v) = 2p + 1 ; et

dG[Vi](v)+1
d[v] ≥ p+1

2p+1 >
1
2 pour i = 1, 2 quand d(v) = 2p. □
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Nous donnons maintenant quelques valeurs exactes pour certaines classes de graphes.

Propriété 5.9 Soit Tk un k-triangle, alors q(Tk) = (⌊k
2⌋+ 1) 1

k+2 .

Preuve: Clairement, si s, t ∈ Vi, alors il existe v ∈ Vj , j ̸= i, tel que qj(v) = 1
3 . Maintenant depuis

V1 = {s, v1, . . . , v⌊ k
2 ⌋}, V2 = {t, v⌊ k

2 ⌋+1, . . . , vk}, nous obtenons q(Tk) = (⌊k
2⌋+ 1) 1

k+2 . □

Nous précisons maintenant la borne inférieure de la Proposition 5.6 dans les deux Propositions
suivantes.

Proposition 5.10 Pour tout graphe G, q(G) = 1
3 si et seulement si G = C3. Si G ̸= C3, alors q(G) ≥ 2

5 .

Preuve: Il est évident que q(C3) = 1
3 . Nous pouvons donc supposer que G ̸= C3. D’après la Proposition

5.6, nous avons q(G) > 1
3 quand δ(G) > 2. Si G n’est pas connexe, alors q(G) = 1. Si G possède

une feuille, alors q(G) ≥ 1
2 . Supposons que uv soit une arête disconnectante. Soit C1, C2 les deux

composantes connexes de G−uv, et (V (C1), V (C2)) la partition correspondante de V (G). Nous avons
q(u) = d(u)

d[u] ≥
2
3 , et q(v) = d(v)

d[v] ≥
2
3 , donc q(G) ≥ 2

3 . Maintenant supposons que v soit un sommet

d’articulation. Soit C une composante connexe de G − v où v a le moins de voisins (parmi toutes
les composantes de G − v). Soit V1 = C, V2 = V (G) \ C. Pour chaque sommet u de V1, nous avons

q1(u) = d(u)
d[u] ≥

2
3 . Pour chaque sommet u de V2 \ {v}, nous avons q2(u) = 1, et pour le sommet

d’articulation v, nous avons q2(v) > 1
2 . Donc nous pouvons supposer que G est connexe, que δ(G) = 2,

et que G n’a ni arête disconnectante, ni sommet d’articulation, et que G possède au moins quatre
sommets.

Nous procédons par récurrence sur |V (G)|. Soit P ′ ⊆ P l’ensemble des partitions des sommets de
G obtenu comme suit : fi(v) = p pour i = 1, 2 quand d(v) = 2p+ 1 ; f1(v) = p et f2(v) = p− 1 quand
d(v) = 2p. D’après le Théorème 5.1, il existe (V1, V2) ∈ P telle que |N(v) ∩ Vi| + 1 ≥ fi(v) + 1 pour
i = 1, 2 pour tout sommet v ∈ Vi. Donc (V1, V2) ∈ P ′. Nous montrons qu’il existe (V1, V2) ∈ P ′ telle
que qi(v) ≥ 2

5 pour i = 1, 2.

Soit |V (G)| = 4. Puisque G est sans arête disconnectante et sans feuille, et que G ̸= T2, alors
G = K4 ou G = C4. Pour chaque cas il existe (V1, V2) ∈ P ′ avec qi(v) ≥ 1

2 ≥
2
5 pour i = 1, 2 (puisque

G possède un couplage parfait M = {uv, u′v′}, il suffit de prendre V1 = {u, v} et V2 = {u′, v′}).

Maintenant nous supposons qu’il existe (V ′
1 , V

′
2) ∈ P ′ avec qi(v) ≥ 2

5 pour i = 1, 2, pour tout
graphe G′ avec 4 ≤ |V (G′)| ≤ n− 1 où n ≥ 5.

Soit v ∈ V (G) avec N(v) = {s, t}. Le premier cas est lorsque st ̸∈ E(G). Soit G′ le graphe obtenu
depuis G− v en ajoutant l’arête st. D’après l’hypothèse de récurrence, il existe une partition (V ′

1 , V
′

2)
de V ′ telle que q(G′) ≥ 2

5 . Si s, t ∈ V ′
1 , alors en prenant V1 = V ′

1 ∪ {v}, V2 = V ′
2 , nous obtenons

q(G) ≥ q(G′) ≥ 2
5 . Supposons que s ∈ V1 et t ∈ V2. D’après l’hypothèse de récurrence q(G′ + st) ≥ 2

5 ,
et nous en déduisons que q(G) ≥ 2

5 .

Le deuxième cas est lorsque st ∈ E(G). D’après l’hypothèse de récurrence, il existe une partition
(V ′

1 , V
′

2) des sommets de G′ = G − v telle que q(G′) ≥ 2
5 . Si s, t ∈ V ′

1 , respectivement s, t ∈ V ′
2 ,

alors en prenant V1 = V ′
1 ∪ {v}, V2 = V ′

2 , respectivement, V1 = V ′
1 , V2 = V ′

2 ∪ {v}, nous obtenons
q(G) ≥ q(G′) ≥ 2

5 .

Maintenant, sans perte de généralité, soit s ∈ V ′
1 et t ∈ V ′

2 . Premièrement, supposons que dG′(s) =
2p + 1. Notons que p ≥ 1, ou sinon s est un sommet d’articulation. Nous avons |NG′(s) ∩ V ′

1 | + 1 ≥
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p + 1. Alors nous obtenons
|NG′ (s)∩V ′

1 |+1
dG(s)+1 ≥ p+1

2p+3 ≥
2
5 . Deuxièmement, soit dG′(s) = 2p. Nous avons

|NG′(s) ∩ V ′
1 | + 1 ≥ p + 1. Alors nous obtenons

|NG′ (s)∩V ′
1 |+1

dG[s] ≥ p+1
2p+2 ≥

1
2 . En prenant V1 = V ′

1 et

V2 = V ′
2 ∪ {v}, nous obtenons que q(G) ≥ 2

5 . □

Figure 5.1 – Le graphe G = K2 ∪ griffe où q(G) = 2
5 .

Proposition 5.11 Soit G un graphe où ∆(G) ≤ 6 et F = {K5,K5− e, T3,K2 ∪ griffe}. Alors q(G) = 2
5

si et seulement si G ∈ F . Si G ̸∈ F ∪ {C3}, alors q(G) ≥ 3
7 .

Preuve: Observons que si G ∈ F , alors q(G) = 2
5 . D’après la Proposition 5.10, q(G) ≥ 2

5 lorsque
G ̸= C3. Si G possède un sommet d’articulation, alors q(G) > 1

2 . Quand G est sans triangle, alors

nous utilisons le Théorème 5.2. Dans ce cas nous posons f1(v) = f2(v) = ⌊d(v)
2 ⌋, pour tout sommet

v ∈ V (G), et nous obtenons q(G) ≥ 1
2 . Donc à partir de maintenant, nous pouvons supposer que G

est 2-connexe et qu’il contient un triangle.

Nous disons que (A,B) est une bonne paire si A,B sont deux ensembles de sommets disjoints et

non-vides de V (G) tels que soit |NG[v]∩A|
dG[v] ≥ 3

7 quand v ∈ A ; ou soit |NG[v]∩B|
dG[v] ≥ 3

7 quand v ∈ B.

Nous montrons que si G possède une bonne paire (A,B), alors q(G) ≥ 3
7 . Soit (A,B) une bonne

paire de G. Si A ∪ B = V (G), alors (A,B) est une partition des sommets de G et q(G) ≥ 3
7 .

Soit C = V (G) \ (A ∪ B) et nous pouvons supposer que C ̸= ∅. Si pour tout sommet v ∈ C,

nous avons |NG[v]∩C|
dG[v] ≥ 3

7 , alors (A ∪ B,C) est une partition de V (G) et q(G) ≥ 3
7 . Autrement, il

existe v ∈ C tel que |NG[v]∩C|
dG[v] < 3

7 . Puisque d(v) ≤ 6, alors nous avons |NG(v) ∩ C| ≤ 1. Donc

max(|NG(v) ∩ A|, |NG(v) ∩ B|) ≥ ⌈1
2(d(v) − 1)⌉. De plus

⌈ 1
2 (d(v)−1)⌉+1

d[v] ≥ 3
7 . Nous décrivons la procé-

dure suivante : quand |NG(v) ∩ A| ≥ |NG(v) ∩ B|, nous mettons A′ ← A ∪ {v}, B′ ← B, et sinon
A′ ← A, B′ ← B ∪ {v}. Donc (A′, B′) est une bonne paire. En itérant cette procédure, nous obtenons
une bonne paire qui est aussi une partition des sommets de G. Donc q(G) ≥ 3

7 .

L’objectif de la preuve est maintenant de montrer que G possède toujours une bonne paire. Soit
T = {a, b, c} un triangle de G. Si G− T contient un cycle C, alors (T,C) est une bonne paire. Main-
tenant nous pouvons supposer que G − T est acyclique. Soit C une composante connexe de G − T .
Notons que puisque G est 2-connexe, chaque feuille de C a un voisin dans T . De plus, lorsque C ne
contient qu’un sommet v isolé, alors v a deux voisins dans T .
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Pour le premier cas, nous nous intéressons aux degrés des sommets dans C. Supposons que C
contienne deux sommets distincts u, v tels que dG[u], dG[v] ≤ 4. Soit P un chemin entre u et v dans

C. Puisque |N [u] ∩ P | = |N [v] ∩ P | = 2, nous avons |N [u]∩P |
dG[u] = |N [v]∩P |

dG[v] ≥
2
4 >

3
7 . De plus, pour tout

w ∈ P , w ̸= u, v, nous avons |N [w] ∩ P | = 3, et ainsi |N [w]∩P |
dG[w] ≥

3
7 . Donc (T, P ) est une bonne paire.

À partir de maintenant, chaque composante connexe C a au plus un sommet v tel que dG[v] ≤ 4.
Supposons que C ait trois feuilles, disons u, v, w. Nous pouvons supposer que d[u], d[v] ≥ 5 et que
c est un voisin de w. Soit P un chemin entre v et w dans C. Puisque P ∪ {c} est un cycle, alors
(P ∪ {c}, {a, b, u}) est une bonne paire. Donc nous pouvons supposer que chaque composante C est
soit un sommet isolé ou soit un chemin. Notons que pour simplifier, nous disons qu’un chemin possède
au moins deux sommets, sinon c’est un sommet isolé.

Pour le deuxième cas, il existe deux composantes connexes C,C ′ dans G−T qui sont des chemins.
Soit u et v deux feuilles de C. Sans perte de généralité dG[v] = 5, et donc v est complet à T et c est
un voisin de u. Soit v′ une feuille où d[v′] = 5. Alors (C ∪ {c}, {a, b, v′}) est une bonne paire.

Pour le troisième cas, il existe deux composantes C,C ′ dans G−T où C est un chemin et C = {w}
un sommet isolé. Soit u et v deux feuilles de C. Sans perte de généralité dG[v] = 5 et c est un voisin
de u. Rappelons que w a deux voisins dans T . Si a, b ∈ N(w), alors (C ∪ {c}, {a, b, w}) est une bonne
paire. Sinon et sans perte de généralité N(w) = {a, c}. Si dG[u] ≤ 4, alors ({c, u, w}, {a, b, v}) est une
bonne paire. Sinon dG[u] = 5 et alors (C ∪ {b}, {a, c, w}) est une bonne paire.

Pour le quatrième cas, C est l’unique composante de G− T et C est un sommet. Soit u et v deux
feuilles de C. Sans perte de généralité dG[v] = 5 et c est un voisin de u. Premièrement, supposons que
C = u− v. Si c est le voisin unique de u dans T , alors ({a, b}, {c, u, v}) est une bonne paire ; sinon G
est soit isomorphe à K5 ou K5 − e. Deuxièmement supposons que C = v − · · · − w − u. Si dG[u] ≤ 4,
alors dG[w] ≥ 5, et donc ({c, u, w}, {a, b, v}) est une bonne paire. Donc dG[u] = 5. Le premier sous-cas
est quand dG[w] = 3. Si C = v − w − u, alors G = K2 ∪ griffe. Sinon w a un voisin s dans C, s ̸= u,
tel que dG[s] ≥ 5. Donc s a un voisin, disons c, dans T et donc ({c, s, u, w}, {a, b, v}) est une bonne
paire. Le second sous-cas est quand dG[w] ≥ 4. Dans ce cas w a un voisin dans T , disons c. Alors
({c, u, w}, {a, b, v}) est une bonne paire.

Enfin, il reste le cas où toutes les composantes de G−T sont des sommets isolés. Notons que dans
ce cas 3 ≤ d[v] ≤ 4. Sans perte de généralité 6 ≥ d(a) ≥ d(b) ≥ d(c) ≥ 2. Si d(c) = 2, alors G = Tk.
Puisque k ̸∈ {1, 3}, la Propriété 5.9 implique que q(G) ≥ 3

7 . Maintenant, supposons que d(c) = 3
et v est un voisin de c dans G − T . Alors ({c, v}, V (G) \ {c, v}) est une bonne paire. Maintenant,
6 ≥ d(a) ≥ d(b) ≥ d(c) ≥ 4. Si G−T a exactement deux sommets, alors G = K5− e ∈ F . Donc G−T
a au moins trois sommets. Alors c a deux voisins dans G− T , disons u, v. Puisque d(a) ≥ d(b) ≥ d(c),
alors il existe w ∈ G− T , w ̸= u, v, tel que a et b sont deux voisins de w. Donc ({c, u, v}, {a, b, w}) est
une bonne paire.

Ainsi, nous avons montré que G a toujours une bonne paire. Cela complète la preuve. □

5.4 Graphes réguliers

Nous commençons cette section en donnant des valeurs exactes pour le ratio de degré optimal
d’un graphe cubique (i.e. tous les sommets sont de degré exactement trois). Puis nous montrons que
Partition Ratio Degré est NP-complet dans les graphes k-réguliers, pour k ≥ 4.
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Étant donné un graphe G connexe et k-régulier, décider si q(G) ≥ k
k+1 équivaut à décider si G

possède un couplage-disconnectant. D’après [25, 43, 57], nous savons qu’il est décidable en temps
polynomial si un graphe cubique possède un couplage-disconnectant (plus précisément, il est connu
que seul K3 et K3,3 n’ont pas de couplages-disconnectants), mais le problème devient NP-complet
dans les graphes 4-réguliers. Le problème est aussi NP-complet dans les graphes bipartis ayant une
bipartition (A,B) où tous les sommets de A sont de degrés trois, et tous les sommets de B sont de
degrés quatre.

Proposition 5.12 Si G est un graphe connexe 3-régulier non-isomorphe au K4 ou au K3,3, alors
q(G) = 3

4 .

Preuve: D’après la remarque précédente, nous savons que décider si q(G) ≥ 3
4 équivaut à décider si

G possède un couplage-disconnectant. On sait aussi que tous les graphes cubiques non-isomorphes au
K3 et au K3,3 possèdent un couplage-disconnectant. Cela complète la preuve. □

V. Chvátal dans [25] donne un algorithme polynomial afin de calculer un couplage-disconnectant
pour les graphes où ∆(G) ≤ 3. Nous pouvons donc utiliser cet algorithme pour trouver une partition
optimale pour un graphe cubique qui n’est pas K3 ou K3,3.

Proposition 5.13 Soit G un graphe connexe 4-régulier. Si G = K5, alors q(G) = 2
5 . Sinon quand G

possède un couplage-disconnectant, alors q(G) = 4
5 , et sinon q(G) = 3

5 .

Preuve: Puisque G est connexe nous avons q(G) ≤ 4
5 . Nous observons que q(K5) = 2

5 . Nous pou-
vons donc supposer que G ̸= K5. Clairement q(G) = 4

5 si et seulement si G possède un couplage-
disconnectant. Maintenant supposons que G n’ait pas de couplage-disconnectant. Quand G est sans
triangle, alors d’après le Théorème 5.2, nous pouvons définir f1(v) = f2(v) = 2 pour tout sommet
v ∈ V (G), et nous obtenons q(G) ≥ 3

5 . Ainsi on peut supposer qu’un triangle T = {a, b, c} est induit
dans G. Quand G − T possède un cycle C, alors (T,C) est une bonne paire ((A,B) est une bonne

paire si |NG(v)∩A|+1
dG[v] ≥ 3

5 quand v ∈ A ; ou |NG(v)∩B|+1
dG[v] ≥ 3

5 quand v ∈ B). Les arguments sont les
mêmes que pour la Propriété 5.11. Donc nous pouvons supposer que chaque composante connexe de
G− T est un arbre. Si une composante a au moins deux sommets, alors elle possède deux feuilles qui
sont reliées aux sommets a, b, c. Dans ce cas G − T = K2, et donc G = K5, une contradiction. Donc
chaque composante connexe de G − T est un unique sommet isolé, mais comme G est 4-régulier, ce
n’est pas possible. □

Proposition 5.14 Soit G un graphe biparti connexe où δ(G) = 3 et ∆(G) = 4. Décider si q(G) = 3
4 est

NP-complet.

Preuve: D’après V. Le et B. Randerath [57], nous savons que, étant donné un graphe biparti connexe
ayant une bipartition (A,B) où tous les sommets de A sont de degrés trois, et tous les sommets de B
sont de degrés quatre, décider si ce graphe possède un couplage-disconnectant est NP-complet. Si G
possède un couplage-disconnectant, alors G a une partition (V1, V2) où pour tout v ∈ Vi, i = 1, 2, au
plus un voisin de v est dans Vj , j ̸= i. Puisque tous les sommets de degré trois sont du même côté de
la partition de G, nous obtenons q(G) = 3

4 . Réciproquement, il est clair que nous avons q(G) ≤ 3
4 . Si

il existe une partition (V1, V2) avec q(G) = 3
4 , alors pour tout sommet v ∈ Vi, pour i = 1, 2, au plus

un de ses voisins est dans Vj , j ̸= i. Donc G possède un couplage-disconnectant. □
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Lemme 5.15 Pour tout k fixé, où k ≥ 4, décider si un graphe biparti k-régulier possède un couplage
disconnectant est NP-complet.

Preuve: La preuve est par récurrence sur k. Soit k = 4. D’après [43], nous savons que décider si un
graphe connexe 4-régulier possède un couplage-disconnectant est NP-complet. Depuis un tel graphe G,
nous construisons en temps polynomial un graphe biparti connexe 4-régulier G′ = (V (G′), E(G′)) où
V (G′) = V1 ∪ V2 comme suit : chaque sommet v ∈ V (G) a deux copies v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 et l’ensemble
des arêtes est E(G′) = {v1u2, u1v2 : uv ∈ E(G)}. Clairement C ⊆ E(G) est un couplage-disconnectant
de G si et seulement si C ′ = {u1v2, u2v1 : uv ∈ C} est un couplage-disconnectant de G′.

Soit k > 4. Supposons que décider si un graphe G connexe biparti (k − 1)-régulier a un couplage-
disconnectant est NP-complet. Depuis G nous construisons G′ un graphe biparti k-régulier comme
décrit précédemment avec E(G′) = {v1u2, u1v2 : uv ∈ E(G)} ∪ {v1v2 : v ∈ V (G)}. Alors C ⊆ E
est un couplage-disconnectant de G si et seulement si C ′ = {u1v2, u2v1 : uv ∈ C} est un couplage
disconnectant de G′. □

D’après le Théorème 5.2, nous avons q(G) ≥ ⌊ k
2 ⌋+1
k+1 quand G est un graphe biparti k-régulier.

Proposition 5.16 Soit G un graphe connexe biparti k-régulier, où k ≥ 4. Alors décider si q(G) = k
k+1

est NP-complet.

Preuve: Nous utilisons le Lemme 5.15. Soit k, k ≥ 4, et soitG un graphe biparti k-régulier. SiG possède
un couplage-disconnectant, alors il y a une partition (V1, V2) des sommets où pour chaque sommet
v ∈ Vi, pour i = 1, 2, au plus un voisin appartient à Vj , j ̸= i. Donc q(G) = k

k+1 . Réciproquement, si

q(G) = k
k+1 , alors il existe une partition (V1, V2) des sommets telle que les sommets v ∈ Vi, où i = 1, 2,

ont au plus un voisin dans Vj , j ̸= i. Donc G a un couplage-disconnectant. □

5.5 Produit de graphes

Nous donnons des bornes inférieures sur le ratio de degré optimal quand G est le produit cartésien
de deux graphes (c.f. Chapitre 1 Opérations de graphes). Nous présentons aussi des résultats de NP-
complétude pour ces graphes là.

Nous considérons uniquement le produit cartésien de deux graphes finis G et H où G et H sont
des graphes connexes avec au moins deux sommets.

Puisque que le couplage-disconnectant joue un rôle important pour le ratio de degré optimal, et
plus particulièrement pour les graphes réguliers, nous donnons le lemme suivant qui nous sera utile
par la suite.

Lemme 5.17 Pour toute paire de graphes G et H, le produit cartésien G□H possède un couplage-
disconnectant si et seulement si G ou H possède un couplage-disconnectant.

Preuve: Premièrement, supposons que G a un couplage-disconnectant. Soit (V1, V2) une partition des
sommets de G telle que E(V1, V2) est un couplage-disconnectant G. Nous construisons la partition
(V ′

1 , V
′

2) des sommets de G□H comme suit : pour chaque v ∈ Vi, nous prenons la H-fibre corres-
pondante Hv dans V ′

i , pour i = 1, 2. Clairement E(V ′
1 , V

′
2) est un couplage-disconnectant de G□H.

Notons que cela fonctionne si H possède un couplage-disconnectant.
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Réciproquement, on peut supposer que ni G ni H ne possèdent de couplage-disconnectant. Par
contradiction, soit (V ′

1 , V
′

2) une partition des sommets de G□H telle que E(V ′
1 , V

′
2) est un couplage-

disconnectant de G□H. Si il existe une H-fibre Hu telle que Hu ̸⊂ V ′
i , pour i = 1, 2, alors E(V ′

1 ∩
Hu, V

′
2 ∩Hu) est un couplage-disconnectant de H. Cela est vrai aussi pour une G-fibre Gu telle que

Gu ̸⊂ Vi, pour i = 1, 2. Ainsi si il n’y a ni H-fibre et ni G-fibre qui sont coupées par la partition
(V ′

1 , V
′

2), alors nous en déduisons que E(V ′
1 , V

′
2) n’est pas un couplage-disconnectant de G□H, une

contradiction. □

Nous montrons maintenant deux bornes inférieures sur le ratio de degré optimal du produit de
deux graphes.

Lemme 5.18 Soit (V1, V2) et (V ′
1 , V

′
2) deux partitions de G et G′ = G□H, respectivement, telles que

V ′
i = {v′ | v′ ∈ Hv, v ∈ Vi}, pour i = 1, 2. Alors pour i = 1, 2

min
v′∈V (G□H)

(qi
G□H(v′)) > min

v∈V (G)
(qi

G(v))

Preuve: Pour chaque sommet v ∈ V (G), la H-fibre correspondante Hv est telle que Hv ⊂ V ′
i , et

pour tout sommet v′ ∈ Hv, nous avons dG′\Hv
(v′) = dG(v), dHv (v′) ≥ 1. Donc pour chaque sommet

v′ ∈ Hv, nous avons qi
G′(v′) = dG[Vi](v)+dHv (v′)+1

dG(v)+dHv (v′)+1 >
dG[Vi](v)+1

dG(v)+1 = dG[Vi][v]
dG[v] = qi

G(v), pour i = 1, 2. Nous
en déduisons que min(qi

G□H(v′)) > min(qi
G(v)). □

Puisque le produit cartésien de deux graphes est commutatif, en prenant une partition de satisfac-
tion q(G) ou q(H), nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 5.19 Pour toute paire de graphes G et H,

q(G□H) > max(q(G), q(H))

Proposition 5.20 Pour toute paire de graphes G et H,

q(G□H) > 1
2

Preuve: Nous utilisons le Théorème 5.1. Soit fi(v) = ⌊1
2d(v) − 1⌋, pour i = 1, 2. Comme d(v) ≥

f1(v) + f2(v) + 1, alors il existe une partition (V1, V2) de G telle que dG[Vi] ≥ fi(v), pour i = 1, 2.
D’après la Proposition 5.19, nous pouvons supposer que q(G), q(H) < 1

2 , et que donc il existe un
sommet v de G tel que qi

G(v) < 1
2 . Notons que q

i
G(v) < 1

2 seulement si dG(v) = 2p, où p ≥ 1.
Soit G′ = G□H. Nous définissons la partition (V ′

1 , V
′

2) de G′ comme suit : V ′
1 = {v′ | v′ ∈ Hv, v ∈

V1} et V ′
2 = {v′ | v′ ∈ Hv, v ∈ V2}. Soit v un sommet de G tel que dG(v) = 2p et qi

G(v) = p
2p+1 <

1
2 .

Pour la H-fibre correspondante Hv, nous avons dG′\Hv
(v′) = dG(v), dHv (v′) ≥ 1, Hv ⊂ Vi, pour i = 1, 2

et pour tout sommet v′ de Hv. Donc nous avons qi
G′(v′) = p+dHv (v′)

2p+dHv (v′)+1 ≥
1
2 pour tout sommet v′ de

Hv avec égalité seulement lorsque dHv (v′) = 1. Mais si dHv (v′) = 1, alors H a au moins une feuille et
donc q(H) ≥ 1

2 . Donc d’après la Proposition 5.19, nous obtenons q(G□H) > 1
2 . □

Proposition 5.21 Si G est un graphe k-régulier et que H est un arbre, alors

q(G□H) = maxuv∈E(H) min{d(u)+k
d[u]+k ,

d(v)+k
d[v]+k }
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Preuve: D’après le Lemme 5.4, nous avons q(G□H) ≤ maxuv∈E(H) min{d(u)+k
d[u]+k ,

d(v)+k
d[v]+k }. Soit uv ∈

E(H) telle que min{d(u)
d[u] ,

d(v)
d[v] } est maximum. L’arbre H − uv est composé de deux composantes

connexes Cu, Cv. Soit (V1, V2) une partition des sommets de G□H telle que V1 = ∪w∈Cu{Gw} et
V2 = ∪w∈Cv{Gw}, où les Gw sont les G-fibres induites par les sommets w de H. Soit M = {st ∈
E(G□H) : s ∈ V1, t ∈ V2}. Puisque uv est une arête disconnectante dans H, alors M est un couplage-
disconnectant de G□H. Donc la partition (V1, V2) permet d’obtenir la valeur de q(G□H) énoncé
dans la Proposition. □

Proposition 5.22 Soit G un graphe connexe biparti où ∆(G) = 5. Décider si q(G□K2) ≥ 5
6 est NP-

complet.

Preuve: D’après V. Le et B. Randerath [57], nous savons que, étant donné un graphe biparti connexe
ayant une bipartition (A,B) où tous les sommets de A sont de degrés trois, et tous les sommets de B
sont de degrés quatre, décider si ce graphe possède un couplage-disconnectant est NP-complet. Depuis
G nous construisons un autre graphe biparti G′ en ajoutant pour chaque sommet v un nouveau
sommet associé v′, tel que v′ est relié uniquement à v dans G′. Remarquons que ∆(G′) = 5. Soit
H = G′ □K2. Clairement H peut être construit en temps polynomial depuis G. Si G possède un
couplage-disconnectant, alors G a une partition (V1, V2) de ses sommets où tout sommet v ∈ Vi,
i = 1, 2, a au plus un voisin dans Vj , j ̸= i. Depuis (V1, V2), nous construisons une partition (V ′

1 , V
′

2)
des sommets de H comme suit : pour chaque sommet v ∈ Vi son associé v′ est ajouté à Vi, et ensuite
nous prenons V ′

i = {w | w ∈ K2 fibre de v ∈ Vi}, i = 1, 2. Nous en déduisons que q(H) ≥ 5
6 .

Réciproquement, supposons que q(H) ≥ 5
6 . Soit (V ′

1 , V
′

2) une partition des sommets de H de
satisfaction 5

6 . Puisque pour chaque sommet associé v′, nous avons dH(v′) = 2, alors v′ est du même
côté de la partition que ses deux voisins. Donc tout sommet v ∈ V ′

i , où i = 1, 2, a au plus un voisin
dans Vj , j ̸= i. Donc G possède un couplage-disconnectant. □

Proposition 5.23 Soit k, k′ deux entiers où k, k′ ≥ 4, et H un graphe k′-régulier sans couplage-
disconnectant. Décider si q(G□H) ≥ k+k′

k+k′+1 où G est un graphe biparti k-régulier est NP-complet.

Preuve: D’après le Lemme 5.15, nous savons que pour tout entier k ≥ 4, décider si un graphe
biparti k-régulier G̃ a un couplage-disconnectant est NP-complet. Étant donné (V1, V2) une partition
des sommets de G̃ induisant un couplage-disconnectant, nous construisons une partition (V ′

1 , V
′

2) des
sommets deG′ = G□H comme suit : pour tout sommet v ∈ Vi, nous mettons les sommets de saH-fibre
associée Hv dans V ′

i , où i = 1, 2. Clairement, pour tout sommet w ∈ V ′
i , nous avons q

i
G′(w) ≥ k+k′

k+k′+1 .

Réciproquement, soit (V ′
1 , V

′
2) une partition des sommets de G′ = G□H impliquant q(G′) ≥

k+k′

k+k′+1 . Puisque H n’a pas de couplage-disconnectant, chaque fibre Hv est telle que Hv ⊂ V ′
i . Nous

construisons une partition (V1, V2) des sommets de G̃ comme suit : pour tout sommet v ∈ V (G), si
Hv ⊂ V ′

i , alors nous mettons v dans Vi. Clairement (V1, V2) implique q(G̃) ≥ k
k+1 . □

Notons que pour tout graphe G k-régulier et tout graphe H tel que H possède un couplage-
disconnectant, nous avons q(G□H) ≥ ∆(G□H)

∆(G□H)+1 , puisque depuis un couplage-disconnectant M de

H, il suffit de prendre une partition (V ′
1 , V

′
2) des sommets de G□H où les sommets de chaque fibre

Hv sont partitionnés par rapport à M .
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Proposition 5.24 Soit G et H deux graphes connexes cubiques. Si G,H ∈ {K4,K3,3}, alors q(G□H) =
5
7 . Sinon q(G□H) = 6

7 .

Preuve: Supposons, sans perte de généralité, que G ̸∈ {K4,K3,3}. Donc G a un couplage-disconnectant
et d’après la remarque précédente q(G□H) = 6

7 . Maintenant on peut supposer que G,H ∈ {K4,K3,3}.
D’après le Lemme 5.17, G□H n’a pas de couplage disconnectant. Donc q(G□H) ≤ 5

7 . Supposons
que G = H = K4. Soit V (G) = {a, b, c, d} et V (H) = {1, 2, 3, 4}. En prenant la partition (V1, V2)
des sommets de G□H où V1 = {(a, i), (b, i) : 1 ≤ i ≤ 4} et V2 = {(c, i), (d, i) : 1 ≤ i ≤ 4}, nous
avons q(G□H) ≥ 5

7 . Supposons que G = H = K3,3. Soit V (G) = {a, b, c, d, e, f} avec ab ∈ E(G)
et V (H) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} avec E(H[{1, 2, 3}]) = ∅. En prenant la partition (V1, V2) des sommets
de G□H, où V1 = {(a, i), (b, i) : 1 ≤ i ≤ 6} et V2 = V (G□H) \ V1, nous avons q(G□H) ≥
5
7 . Nous pouvons maintenant supposer que G = K4. Soit V (G) = {a, b, c, d} et H = K3,3 avec
V (H) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} et E(H[{1, 2, 3}]) = ∅. En prenant la partition (V1, V2) des sommets de
G□H où V1 = {(a, i), (b, i) : 1 ≤ i ≤ 6} et V2 = V (G□H) \ V1, nous avons q(G□H) ≥ 5

7 . Donc
q(K4 □K4) = q(K3,3 □K3,3) = q(K4 □K3,3) = 5

7 . □

5.6 Conclusion

Étant donné un graphe G, nous avons défini le paramètre q(G) qui est son ratio de degré maximum.
Ce paramètre est une mesure de la qualité locale (i.e. le sommet le moins satisfait) d’une partition
des sommets de G. Nous avons montré des bornes sur q(G), nous avons aussi caractérisé des graphes
atteignant certaines valeurs particulières pour q(G), et plus précisément pour q(G) = 1

3 et q(G) = 2
5 .

Nous avons montré que le problème de décision associé au calcul de la valeur q(G) est NP-complet
pour certaines classes de graphes réguliers. Nous avons aussi donné des bornes inférieures pour q(G)
et donné des résultats de complexité pour les graphes correspondants au produit cartésien de deux
graphes.

Des questions restent ouvertes, notamment :

— Pouvons-nous retirer la condition ∆(G) ≤ 6 de la Proposition 5.11 ?

— Est-il possible de caractériser les graphes avec q(G) = 3
7 (ou pour tout autre valeurs q(G) = 4

9 ,
q(G) = 5

11 , . . .) ?

— Quelle est la complexité de Partition Ratio Degré pour les classes suivantes : les complé-
mentaires de graphes bipartis, les graphes split (graphes scindés), et les cographes ?

Le ratio de degré optimal concerne la partition en deux ensembles de sommets d’un graphe. Une
direction de recherche intéressante pourrait être l’étude de ce paramètre pour les k-partitions, où
k ≥ 3. Il serait aussi intéressant de considérer des partitions avec des contraintes additionnelles :
chaque ensemble doit avoir la même cardinalité, chaque ensemble doit être connexe, etc.
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Chapitre 6

Couplage parfait-disconnectant

Les résultats présentés dans ce chapitre sont le fruit d’un travail commun avec Christophe Picou-
leau, c.f. [18].

6.1 Introduction

Couplage-Disconnectant est le problème de décision suivant : étant donné un graphe, y a-t-
il un couplage de ce graphe qui contient une coupe ? Un tel couplage est appelé couplage-disconnectant.
Nous rappelons quelques résultats de complexité connus. V. Chvátal dans [25] a montré queCouplage-
Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les graphes de degré maximum trois,
tandis qu’il est NP-complet dans les graphes de degré maximum quatre. P. Bonsma dans [10] a montré
que ce problème restait NP-complet dans les graphes planaires de degré maximum quatre et dans les
graphes planaires de maille cinq. Bonsma et al. dans [11] ont montré que les graphes planaires de maille
au moins six ont tous un couplage-disconnectant. Ils ont aussi exposé des algorithmes pour résoudre
ce problème en temps polynomial pour certaines classes de graphes, notamment : les graphes sans
griffe, les cographes et les graphes avec une largeur arborescente ou une largeur de clique bornée. V.
Le et B. Randerath dans [57] ont montré que ce problème restait NP-complet dans les graphes bipartis
admettant une bipartition (A,B) telle que les sommets de A sont de degrés quatre et les sommets de
B sont de degré trois.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à une version plus restreinte qui est le problème Cou-
plage Parfait-Disconnectant. Cette fois-ci, le couplage qui est une coupe doit appartenir à un
couplage parfait du graphe. Un tel couplage est appelé couplage parfait-disconnectant. Notons que
tout couplage parfait-disconnectant est un couplage-disconnectant mais que l’inverse n’est pas néces-
sairement vrai. Par exemple, la Figure 6.1 montre à gauche un graphe possédant un couplage parfait
et un couplage-disconnectant mais ne possédant pas de couplage parfait-disconnectant (le couplage-
disconnectant est représenté par les arêtes épaisses), alors que le graphe à droite possède un couplage
parfait-disconnectant. À notre connaissance, la seule référence au couplage parfait-disconnectant est
de A. Diwan dans [30], qu’il appelle 2-facteur disconnectant. Rappelons qu’un k-facteur est un sous-
graphe F couvrant les sommets de G tel que dF (v) = k pour tout sommet v. Si le graphe induit par
le k-facteur n’est pas connexe, alors c’est un k-facteur disconnectant. Comme les graphes qu’il étudie
sont cubiques, un 2-facteur disconnectant est une collection de cycle induit disjoint couvrant tous les
sommets du graphe. Ainsi, nous pouvons observer que les arêtes qui ne sont pas dans un 2-facteur



106 CHAPITRE 6. COUPLAGE PARFAIT-DISCONNECTANT

forment un couplage parfait-disconnectant. A. Diwan montre que tous les graphes planaires cubiques
sans pont possèdent un 2-facteurs disconnectant, à l’exception de la clique K4. Nous pouvons voir
ce résultat comme une « amélioration », pour les graphes planaires, du célèbre théorème de Petersen
énonçant que tous les graphes cubiques sans pont possèdent un couplage parfait.

Une variante du Couplage Parfait-Disconnectant est étudié dans [47], où il est montré que
le problème de décision suivant est NP-complet : étant donné un graphe, existe t-il une partition des
sommets (X,Y ) telle que les arêtes entre X et Y forment un couplage parfait ? Cela revient à décider
si un graphe possède un couplage parfait qui est une coupe (au lieu d’un couplage parfait qui contient
une coupe). Ce problème a été récemment revisité en 2021 par V. Le et J. Telle dans [58]. Pour illustrer
que notre problème est différent, nous pouvons observer que le graphe à droite de la Figure 6.1 possède
un couplage parfait-disconnectant (c.f. les arêtes épaisses), mais qu’il n’a pas de partition (X,Y ) des
sommets telle que les arêtes entre X et Y forment un couplage parfait.

Figure 6.1 – À gauche un couplage-disconnectant, à droite un couplage parfait-disconnectant.

Dans la continuité des travaux sur Couplage-Disconnectant, nous étudions la complexité du
Couplage Parfait-Disconnectant. Après quelques observations ci-dessous, nous montrons les ré-
sultats suivants. Dans la section 6.2, nous montrons que Couplage Parfait-Disconnectant est
NP-complet dans les graphes bipartis 5-réguliers, dans les graphes de diamètre trois, et dans les graphes
bipartis de diamètre d, pour n’importe quel d ≥ 4 fixé. Nous montrons que ce problème peut être résolu
en temps polynomial dans les graphes bipartis de diamètre trois ainsi que dans les graphes de diamètre
deux. Dans la section 6.3, nous montrons que Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet
dans les graphes planaires où les sommets sont de degré trois ou quatre, et pour les graphes planaires de
maille cinq. Dans les sections 6.4, 4.7 et 6.6, nous montrons que Couplage Parfait-Disconnectant
peut être résolu en temps polynomial dans les graphes sans P5 (ce qui inclut les cographes, les splits
graphes, et les graphes co-bipartis qui sont les graphes complémentaires des graphes bipartis), dans les
graphes sans griffe, et dans les graphes avec une largeur d’arbre borné. Nous concluons dans la section
6.7 avec quelques questions restées ouvertes.

Le problème de décision associé au couplage parfait-disconnectant est défini comme suit :

Couplage Parfait-Disconnectant
Étant donné : un graphe connexe G = (V,E).

Décider : y a-t-il M ⊆ E tel que M est un couplage parfait et G−M
n’est pas connexe ?

Nous pouvons vérifier en temps polynomial qu’un ensemble d’arêtes est un couplage parfait du
graphe. Nous pouvons aussi vérifier en temps polynomial qu’un graphe n’est pas connexe. Donc Cou-
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plage Parfait-Disconnectant est dans NP.

Un graphe est dit immunisé si il ne possède pas de couplage disconnectant. Nous pouvons remarquer
les résultats suivants.

Propriété 6.1 Les graphes K3 et K2,3 sont immunisés.

Propriété 6.2 Supposons que G ait un couplage parfait-disconnectant M avec E(X,V \X) ⊆M . Soit
H un sous-graphe immunisé de G. Alors soit V (H) ⊂ X ou V (H) ⊂ V \X.

Propriété 6.3 Supposons que G ait un couplage parfait-disconnectant M avec E(X,V \X) ⊆M . Si v
a deux voisins dans X, alors v ∈ X.

Propriété 6.4 Si M est un couplage parfait qui contient un pont, alors M est un couplage parfait-
disconnectant.

Propriété 6.5 Si un graphe G où δ(G) = 1 a un couplage parfait, alors G a un couplage parfait-
disconnectant.

6.2 Graphes bipartis et graphes de diamètre fixé

Nous donnons des résultats de complexité pour les graphes réguliers, les graphes bipartis, ainsi que
pour les graphes de diamètre fixé. Nous commençons par donner des résultats de NP-complétude, et
nous finissons par montrer les cas pour lesquels le problème peut être résolu en temps polynomial.

6.2.1 Cas difficiles

Théorème 6.6 Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes bipartis 5-
réguliers.

Preuve: V. Le et B. Randerath dans [57] ont montré que Couplage Disconnectant est NP-complet
dans les graphes bipartis G = (V = S ∪ T,E) admettant une bipartition (S, T ) telle que les sommets
de T sont de degré trois et les sommets de S sont de degré quatre.

Depuis G nous construisons (en temps polynomial) un graphe connexe G′ = (V ′, E′) comme suit.
Nous prenons deux copies G1 = (V1 = S1 ∪ T1, E1), et G2 = (V2 = S2 ∪ T2, E2) de G. Pour chaque
v ∈ T , soit v1 ∈ T1, v2 ∈ T2, ses deux copies dans G1, G2, respectivement. Nous « relions » v1 à v2
grâce au graphe de la Figure 6.2. Pour chaque v ∈ S, soit v1 ∈ S1, et v2 ∈ S2 ses deux copies dans
G1, G2, respectivement. Nous ajoutons l’arête v1v2. Clairement G′ est biparti et 5-régulier. Il peut être
vérifié facilement que le graphe de la Figure 6.2 est immunisé.

Depuis un couplage-disconnectant M ⊆ E de G correspond M ′ ⊆ E′ comme suit. Pour chaque
uv ∈ M , u ∈ S, v ∈ T , nous prenons les arêtes u1v1, u2v2 ainsi que les arêtes épaisses à gauche de
la Figure 6.2. Pour chaque sommet w qui n’est pas couvert par M : si w ∈ T , alors nous prenons les
arêtes épaisses à droite de la Figure 6.2 ; si w ∈ S, alors nous prenons l’arête w1w2. Donc M ′ est un
couplage parfait de G′. Puisqu’il y a deux sommets u, v dans G−M n’ayant aucun chemin les reliant,
alors il n’existe pas de chemin reliant ui et vj , où i, j ∈ {1, 2} dans G′−M ′. Donc M ′ est un couplage
parfait-disconnectant de G′.
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Réciproquement, soit M ′ un couplage parfait-disconnectant de G′. Le graphe de la Figure 6.2 ne
peut être disconnecté par M ′. De plus, les arêtes v1v2, où v ∈ S, ne peuvent disconnecter G′. Donc
nous en déduisons que G′[Vi], où i ∈ {1, 2}, est disconnecté. Soit M1 = M ′ ∩ E1. Donc M1 est un
couplage-disconnectant dans G. □

Figure 6.2 – À gauche v ∈ T est saturé par M , à droite v ∈ T n’est pas saturé par M .

Théorème 6.7 Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes de diamètre 3.

Preuve: H. Le et V. Le dans [56] ont montré que Couplage Disconnectant est NP-complet dans
les graphes de diamètre trois. Leur preuve a inspiré celle-ci.

Depuis un tel graphe G = (V,E), nous construisons (en temps polynomial) un graphe connexe
G′ = (V ′, E′) comme suit. Nous prenons deux copies G1 = (V1, E1), et G2 = (V2, E2) de G. Nous
définissons V = {v1, v2, . . . , vn}, V1 = {v1

1, v
1
2, . . . , v

1
n}, V2 = {v2

1, v
2
2, . . . , v

2
n}. Nous décrivons comment

construire G1 (la construction de G2 est identique). Pour chaque 1 ≤ i ≤ n, soitKv1
i
un graphe complet

à n sommets. Nous ajoutons des arêtes entre v1
i et Kv1

i
, de façon à ce que Kv1

i
∪ {v1

i } soit une clique

de taille n + 1. Nous disons que Kv1
i
est la clique correspondante à v1

i . Soit K
1 =

⋃︁
i=1,...,n V (Kv1

i
)

l’ensemble des sommets appartenant aux cliques associés aux sommets de V1. Pour chaque paire de
cliques Kv1

i
, Kv1

j
, où i < j, nous ajoutons exactement une arête qiqj , où qi ∈ Kv1

i
, qj ∈ Kv1

j
, de telle

façon à ce que qi, qj aient exactement un voisin dans K1 \V (Kv1
i
), K1 \V (Kv1

j
), respectivement. Donc

pour chaque clique Kv1
i
, chaque sommet de Kv1

i
— sauf un qui n’a pas de voisin dans K1 \ V (Kv1

i
)

— a exactement un voisin dans K1 \ V (Kv1
i
). Puis, pour chaque paire v1

i ∈ V1, v
2
i ∈ V2, nous rendons

Kv1
i
complet à Kv2

i
; v1

i complet à Kv2
i
; et v2

i complet à Kv1
i
. Donc Kv1

i ,v2
i

= Kv1
i
∪Kv2

i
est une clique

avec 2n sommets. Notons que Kv1
i ,v2

i
∪ {v1

i } et Kv1
i ,v2

i
∪ {v2

i } sont deux cliques avec 2n + 1 sommets,

et que donc Kv1
i ,v2

i
∪ {v1

i , v
2
i } est immunisé. Nous avons fini de décrire la construction de G′.

Nous commençons par prouver que diam(G′) = 3. Premièrement, remarquons que pour chaque
paire q ∈ Kv1

i
, q′ ∈ Kv1

j
, nous avons distG′(q, q′) ≤ 3, et que pour toute paire v ∈ V1 ∪ V2, q ∈ Ku,

où u ∈ V1 ∪ V2, nous avons distG′(v, q) ≤ 3. Soit v1
i , v

1
j , i ̸= j, deux sommets non-adjacents dans G′.

D’après notre construction, il y a une arête qq′ ∈ E(G′), où q ∈ Kv1
j
et q′ ∈ Kv1

i
. Rappelons que v1

i
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et v1
j sont tous deux complets à leurs cliques correspondantes. Donc v1

i − q − q′ − v1
j est un chemin et

ainsi distG′(v1
i , v

1
j ) ≤ 3. Il en est de même pour deux sommets distincts de V2. Maintenant soit v1

i , v
2
j .

Si i = j, alors il y a un chemin v1
i − q − v2

i , où q ∈ Kv1
i ,v2

i
. Donc on peut supposer que i ̸= j. Alors il

existe qq′ ∈ E(G′), où q est un sommet de Kv1
i
et q′ est un sommet de Kv2

j
. Donc v1

i − q − q′ − v2
j est

un chemin et ainsi distG′(v1
i , v

2
j ) ≤ 3. Donc diam(G′) = 3.

Depuis M ⊆ E un couplage-disconnectant de G correspond M ′ ⊆ E′ comme suit. Soit (X,Y ) la
partition des sommets de G induite par le couplage-disconnectantM . Pour chaque paire x ∈ X, y ∈ Y ,
soit x1, y1 ∈ V1, et x

2, y2 ∈ V 2 leurs sommets correspondants dans G′. Nous prenons qx1qy1 et qx2qy2

dans M ′, où qx1 ∈ Kx1 , qx2 ∈ Kx2 , qy1 ∈ Ky1 et qy2 ∈ Ky2. Nous montrons que G′[K1 ∪K2]−M ′ est
non-connexe. Soit KX l’ensemble des cliques correspondantes aux sommets v ∈ X. L’ensemble KY

est défini de manière identique pour Y . Pour chaque paire Ku ∈ KX , Kv ∈ KY , il y a exactement
une arête qq′ entre Ku et Kv, et donc qq′ ∈ M ′. Nous en déduisons que G′[K1 ∪K2] −M ′ est non-
connexe et que M ′ est un couplage. Pour chaque arête vivj ∈ M , nous prenons v1

i v
1
j , v

2
i v

2
j ∈ M ′.

Donc G1 −M ′ et G2 −M ′ sont tous les deux non-connexes. Rappelons que G′[K1 ∪ K2] −M ′ est
aussi non-connexe, et que donc G′ −M ′ est non-connexe. Donc M ′ est un couplage-disconnectant de
G′. Nous montrons comment prendre des arêtes non-saturées afin que M ′ soit un couplage parfait-
disconnectant. Pour chaque v ∈ V non-saturé par M dans G, nous pouvons sélectionner une paire
de sommets non-saturés q1, q2 dans Kv1

i ,v2
j
. Pour chaque paire, nous prenons les arêtes v1

i q1, v
2
j q2 dans

M ′. Remarquons qu’il reste un nombre pair de sommets dans Kv1
i ,vj2 qui ne sont pas saturés dans M ′.

Donc nous pouvons prendre n’importe quel couplage couvrant ces arêtes dans M ′. Ainsi M ′ est un
couplage parfait-disconnectant

Réciproquement, soit M ′ un couplage parfait-disconnectant de G′. Rappelons que pour chaque
paire v1

i , v
2
i , la clique Kv1

i ,v2
i
∪{v1

i , v
2
i } est immunisée. Donc G′[Vi]−M ′, où i ∈ {1, 2}, est non-connexe.

Soit M1 = M ′ ∩ E1. Donc M1 est un couplage-disconnectant dans G. □

Figure 6.3 – À gauche u1, v1 sont saturés par M , à droite v1, v2 ne sont pas saturés M .
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Figure 6.4 – La châıne bipartite composée de K3,3.

Théorème 6.8 Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes bipartis de dia-
mètre 4.

Preuve: H. Le et V. Le dans [56] ont montré que Couplage Disconnectant est NP-complet dans
les graphes bipartis de diamètre 4. Leur preuve a inspiré celle-ci.

Depuis un graphe biparti G = (V = A ∪ B,E) où diam(G) = 4, nous construisons (en temps
polynomial) un graphe connexe G′ = (V ′, E′) comme suit. Nous prenons deux copies G1 = (V1 = A1∪
B1, E1) et G2 = (V2 = A2 ∪B2, E2) de G. Nous définissons V = {v1, v2, . . . , vn}, V1 = {v1

1, v
1
2, . . . , v

1
n},

V2 = {v2
1, v

2
2, . . . , v

2
n}. Pour chaque 1 ≤ i ≤ n, soit Qv1

i
un ensemble indépendant à n sommets. Nous

ajoutons des arêtes entre v1
i et Qv1

i
afin que v1

i soit complet à Qv1
i
. Nous disons que Qv1

i
est l’ensemble

indépendant correspondant à v1
i . Nous faisons de même pour les sommets de G2. Puis, pour chaque

paire v1
i ∈ V1, v

2
i ∈ V2, nous rendons Qv1

i
complet à Qv2

i
. Donc Qv1

i
∪Qv2

i
est isomorphe à Kn,n. Nous

désignons les ensembles suivants : Qv1
i ,v2

i
= Qv1

i
∪Qv2

i
∪ {v1

i , v
2
i }, QAk

=
⋃︁

v∈Ak
Qv, QBk

=
⋃︁

v∈Bk
Qv,

Qk = QAk
∪QBk

, k = 1, 2, et Q = Q1 ∪Q2. Remarquons que Qv,v′ est immunisé.
Pour chaque paire vi ∈ A, vj ∈ A, i ̸= j, nous ajoutons exactement une arête entre Qv1

i
et Qv2

j
, et

exactement une arête entre Qv2
i
et Qv1

j
. Nous appliquons cette opération de façon à ce que les arêtes

ajoutées forment un couplage. Nous faisons de même pour les paires vi ∈ B, vj ∈ B, i ̸= j. Pour
chaque paire vi ∈ A, vj ∈ B, nous ajoutons exactement une arête entre Qv1

i
et Qv1

j
, et exactement une

arête entre Qv2
i
et Qv2

j
. Nous appliquons cette opération de façon à ce que les arêtes ajoutées forment

un couplage. Nous avons fini de décrire la construction de G′. Remarquons que A1 ∪QB1 ∪QA2 ∪B2
et B1 ∪QA1 ∪QB2 ∪A2 sont deux ensembles indépendants disjoints qui forment une partition de V ′.
Donc G′ est biparti.

Nous commençons par montrer que diam(G′) = 4. Puisque diam(G) = 4, pour chaque paire
vi, vj ∈ Vk, k = 1, 2, nous avons distG′(vi, vj) ≤ 4, et pour chaque paire vi ∈ A, vj ∈ A, i ̸= j
ou vi ∈ B, vj ∈ B, i ̸= j, nous avons distG(vi, vj) = 2. Par construction de G′, pour chaque paire
vi ∈ Vk, q ∈ Qk, i = 1, 2, nous avons distG′(vi, q) ≤ 4, et pour chaque paire q, q′ ∈ QA1 , nous avons
distG′(q, q′) ≤ 3. Il en est de même pour toutes les paires de sommets de QA2 ou de QB1 ou de QB2 .
Soit qi ∈ Qv1

i
, qj ∈ Qv2

j
. Si i = j, alors distG′(qi, qj) = 1. Nous pouvons donc supposer que i ̸= j.

Supposons que vi, vj ∈ A. Alors il existe un chemin P = qi − q2 − q1 − qj , où q2q1 est une arête
entre Qv2

i
et Qv1

j
, et donc distG′(qi, qj) ≤ 3. Supposons que vi ∈ A, vj ∈ B. Alors il y a un chemin

P = qi− vi− qa− qb− qj , où qaqb est une arête entre Qv1
i
et Qv1

j
, et donc distG′(q, q′) ≤ 4. Maintenant

prenons la paire qi ∈ Qv1
i
, qj ∈ Qv1

j
, où vi ∈ A, vj ∈ B. Alors il y a un chemin P = qi − qa − qb − qj ,

où qaqb est une arête entre Qv2
i
et Qv2

j
, et donc distG′(qi, qj) ≤ 3. Ensuite prenons la paire qi ∈ Qv1

i
,

v2
j ∈ V2. Supposons que vi, vj ∈ A. Alors il y a un chemin P = qi−vi−q′

i−qj−vj , où q
′
iqj est une arête
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entre Qv1
i
et Qv2

j
, et donc distG′(qi, vj) ≤ 4. Nous pouvons donc supposer que vi ∈ A, vj ∈ B. Alors il

y a un chemin P = qi− qa− qj − vj , où qaqj est une arête entre Qv2
i
et Qv2

j
, et donc distG′(qi, vj) ≤ 3.

Les cas restants sont symétriques. Donc diam(G′) = 4.

Depuis M ⊆ E un couplage-disconnectant de G, nous construisons M ′ ⊆ E′ comme suit. Soit
(X,Y ) une partition de G induite par le couplage-disconnectant M . Soit x ∈ X, y ∈ Y . Si x ∈ A et
y ∈ B, alors nous prenons qx1qy1 , qx2qy2 dans M ′. Cette opération est illustrée à gauche de la Figure
6.5. Autrement x, y ∈ A, respectivement x, y ∈ B, et nous prenons qx1qy2 , qx2qy1 dans M ′. Cette
opération est illustrée à droite de la Figure 6.5. Pour chaque uv ∈ M , nous prenons u1v1, u2v2 dans
M ′. Maintenant M ′ est un couplage-disconnectant de G′. Nous montrons comment sélectionner les
arêtes restantes afin que M ′ soit un couplage parfait-disconnectant.

Soit vi ∈ V un sommet qui n’est pas saturé par M . Nous prenons deux sommets non-saturés q1, q2
dans Qv1

i ,v2
i
, et ajoutons les arêtes v1

i q1, v
2
i q2 dansM ′. Maintenant, pour chaque Qv1

i ,v2
i
il reste le même

nombre de sommets non-saturés dansQv1
i
et dansQv2

i
. PuisqueG[Qv1

i ,v2
i
] est un graphe biparti complet,

nous pouvons ajouter dans M ′ un couplage saturant le reste des sommets de Qv1
i ,v2

i
. Cette opération

est illustrée sur la Figure 6.6. Nous en déduisons que M ′ est un couplage parfait-disconnectant.

Réciproquement, soit M ′ un couplage parfait-disconnectant de G′. Rappelons que pour chaque
paire v1

i ∈ V1, v
2
i ∈ V2, le sous-graphe issu des sommets de Qv1

i ,v2
i
est immunisé. Donc G′[Vi]−M ′, où

i ∈ {1, 2} est non-connexe. Prenons M1 = M ′ ∩E1. Donc M1 est un couplage-disconnectant de G. □

Figure 6.5 – À gauche, nous avons les sommets x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, y1 ∈ B1, y2 ∈ B2, et les arêtes
qx1qy1 , qx2qy2 sont dans un couplage parfait-disconnectant de G′. À droite, nous avons les sommets
x1, y1 ∈ A1, x2, y2 ∈ A2, et les arêtes qx1qy2 , qx2qy1 sont dans un couplage parfait-disconnectant de G′.
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Figure 6.6 – À gauche, les sommets x1, x2 sont saturés par le couplage-disconnectant de G. À droite,
x1, x2 ne sont pas saturés par le couplage-disconnectant de G.

En utilisant les arguments précédents, mais en ajoutant cette fois-ci le graphe bipartiH de la Figure
6.4 tel que u1, u

′
1 sont complets à Qw1 et v1, v

′
1 sont complets à Qw2 , où w1, w2 sont deux copies d’un

sommet w de G, nous obtenons un graphe biparti G′ où diam(G′) = d, d ≥ 4. Nous pouvons observer
que H ∪Qw1 ∪Qw2 est immunisé et que H a un couplage parfait {u1v1, u

′
1v

′
1, ..., ud−2vd−2, u

′
d−2v

′
d−2}.

Donc nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 6.9 Pour tout d fixé où d ≥ 4, Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans
les graphes de diamètre d.

6.2.2 Cas polynomiaux

Tandis que Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes bipartis de
diamètre quatre, nous montrons ici que Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en
temps polynomial dans les graphes bipartis de diamètre trois. Pour finir, nous montrons que Cou-
plage Parfait-Disconnectant peut aussi être résolu en temps polynomial dans les graphes de
diamètre deux.

Nous aurons besoin de la caractérisation suivante extraite de [56] (c.f. Fact 2).

Propriété 6.10 Soit G = (V1 ∪ V2, E) un graphe biparti. Alors diam(G) ≤ 3 si et seulement si N(a) ∩
N(b) ̸= ∅ pour n’importe quelle paire de sommets distincts a, b du même côté de la bipartition.

Nous utilisons aussi les observations suivantes. Soit G = (V1 ∪ V2, E) un graphe biparti, et M un
couplage parfait-disconnectant où (X,Y ) est la partition des sommets induite par la coupe.

Propriété 6.11 Soit uv ∈M où u ∈ X, v ∈ Y . Alors N(u) \ {v} ⊆ X et N(v) \ {u} ⊆ Y .

Propriété 6.12 Si un sommet v a deux voisins dans X, respectivement dans Y , alors v ∈ X, respecti-
vement v ∈ Y .

Propriété 6.13 Si un sommet v a un voisin dans x ∈ X, et un autre voisin dans y ∈ Y , tel que
xy ∈M , alors M n’est pas un couplage parfait-disconnectant.

Nous sommes prêt à montrer le résultat suivant.
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Théorème 6.14 Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les
graphes bipartis de diamètre 3.

Preuve: Soit G = (V1 ∪ V2, E) un graphe biparti où diam(G) ≤ 3. Si G n’a pas de couplage parfait,
alors G n’a pas de couplage parfait-disconnectant. Nous pouvons donc supposer que G a un couplage
parfait. Alors |V1| = |V2|. Si uv est un pont et qu’il existe M un couplage parfait tel que uv ∈ M ,
alors G a un couplage parfait-disconnectant. Nous pouvons donc supposer que δ(G) ≥ 2 et que si M
est un couplage parfait-disconnectant de G, alors |E(X,Y )| ≥ 2.

Nous tentons de construire un couplage parfait-disconnectant M avec (X,Y ) la partition des
sommets issus de la coupe de M . Nous prenons deux arêtes ab, cd, où a, d ∈ V1, b, c ∈ V2, telles
que {ab, cd} ⊆M . Lorsque nous obtenons un couplage parfait-disconnectant M , l’algorithme s’arrête,
sinon nous cherchons une autre paire tant que cela est possible.

Nous montrons que si G a un couplage parfait-disconnectant, alors il existeM un couplage parfait-
disconnectant tel que {a, c} ⊆ X, {b, d} ⊆ Y . Soit a ∈ X, b ∈ Y . Supposons, par contradiction, que
V2 ⊆ Y . D’après la Propriété 6.12, nous avons d(a) ≥ 2, et donc a ∈ Y , une contradiction.

Donc nous mettons a, c ∈ X, b, d ∈ Y . Notons qu’il existe au plus O(|V |2) de ces combinaisons.

Puisque queG est biparti, nous avonsN(a)∩N(b) = N(a)∩N(c) = N(b)∩N(d) = N(c)∩N(d) = ∅.
De plus, d’après la Propriété 6.13, si il existe v ∈ N(a) ∩N(d) ou v ∈ N(b) ∩N(c), alors M ne peut
exister. Donc nous avons N(a) ∩N(d) = N(b) ∩N(c) = ∅.

Nous définissons les ensembles de sommets suivant :

— A = N(a) \ {b, c}, B = N(b) \ {a, d}, C = N(c) \ {a, d}, D = N(d) \ {b, c} ;
— S = {v ∈ V1 | v ̸∈ N(b) ∪N(c), N(v) ∩A ̸= ∅, N(v) ∩D ̸= ∅} ;
— T = {v ∈ V2 | v ̸∈ N(a) ∪N(d), N(v) ∩B ̸= ∅, N(v) ∩ C ̸= ∅}.

Nous montrons que A,B,C,D, S, T, {a, b, c, d} est une partition de V1 ∪ V2. Notons que les en-
sembles sont disjoints deux à deux. Nous supposons, par contradiction, qu’il existe v ∈ V1 qui n’est
dans aucun des ensembles précédents. D’après la Propriété 6.10, v et a ont un voisin commun w.
Puisque N(a) ⊆ A ∪ {b, c}, nous avons une contradiction. Le cas v ∈ V2 est identique.

D’après la Propriété 6.11, nous avons A ∪ C ⊆ X et B ∪D ⊆ Y . Soit v ∈ A. D’après la Propriété
6.12, si v a deux voisins dans B, alors v ∈ Y , donc M ne peut exister. La situation est identique
lorsqu’un sommet de B a deux voisins dans A, ou qu’un sommet de C a deux voisins dans D, ou qu’un
sommet de D a deux voisins dans C. Si v a exactement un voisin w ∈ B, alors vw ∈ M et d’après la
Propriété 6.11, nous devons mettre tous ses voisins dans X, et tous les voisins de w sont mis dans Y .
Nous faisons de même pour les sommets de B,C,D. D’après la Propriété 6.12, si v ∈ S a deux voisins
dans X, respectivement Y , alors v ∈ X, respectivement v ∈ Y . Nous faisons de même pour v ∈ T . Si
un sommet appartient à X et Y , alors M ne peut exister et nous arrêtons. D’après la Propriété 6.12,
si un sommet dans X, respectivement Y , a deux voisins dans Y , respectivement X, alors M ne peut
exister.

Soit S′ = {v ∈ S | v ̸∈ X ∪ Y } et T ′ = {v ∈ T | v ̸∈ X ∪ Y }. D’après les arguments pré-
cédents, et puisque δ(G) ≥ 2, chaque sommet v ∈ S′ a exactement un voisin va ∈ A et un voi-
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sin vd ∈ D, et chaque sommet v ∈ T ′ a exactement un voisin vb ∈ B et un voisin vc ∈ C. Soit
A′ = {va ∈ A | vva ∈ E, v ∈ S′}, D′ = {vd ∈ D | vvd ∈ E, v ∈ S′}, B′ = {vb ∈ B | vvb ∈ E, v ∈
T ′}, C ′ = {vc ∈ C | vvc ∈ E, v ∈ T ′}. Remarquons que d’après la Propriété 6.12, pour chaque paire
va ∈ A′, vd ∈ D′, nous avons N(va) ∩N(vd) ⊆ S′. Par symétrie, pour chaque paire vb ∈ B′, vd ∈ D′,
nous avons N(vb) ∩N(vc) ⊆ T ′.

Pour tout v ∈ S′, respectivement v ∈ T ′, si M existe alors soit vva ∈ M ou vvd ∈ M , respective-
ment vvb ∈M ou vvc ∈M . Donc toutes les arêtes st, où s ∈ S′, t ∈ T ′, sont telles que st ̸∈M , et les
deux sommets s, t doivent appartenir à un même ensemble X ou Y .

Soit |S′| = µ, |A′| = α, |D′| = δ. Sans perte de généralité, nous supposons que α ≥ δ (le cas α ≤ δ
étant symétrique). D’après la Propriété 6.10, et puisque chaque sommet de S′ a exactement un voisin
dans A′ et un voisin dans D′, nous avons µ ≥ αδ. Afin que M existe, il faut que µ ≤ α + δ, et donc
α+ δ ≥ αδ, ce qui est possible seulement si α = δ = 2 ou δ = 1, α ≥ 1.

Soit α = δ = 2. Nous définissons les ensembles A′ = {v1
a, v

2
a}, D′ = {v1

d, v
2
d}, S′ = {v1, v2, v3, v4}.

Alors G′ = G[A′ ∪ D′ ∪ S′] consiste en quatre chemins v1
a − v1 − v1

d, v
1
a − v2 − v2

d, v
2
a − v3 − v1

d,
v2

a−v4−v2
d. Il existe donc deux couplages parfaits de G′, qui sont,Ma = {v1

av1, v
2
dv2, v

1
dv3, v

2
av4}, Md =

{v1
av2, v

2
dv4, v

1
dv1, v

2
av3}.

Soit δ = 1. Nous avons α ≤ µ ≤ α + 1. Nous définissons les ensembles A′ = {v1
a, . . . , v

α
a }, D′ =

{vd}, S′ = {v1, . . . , vµ}. Nous supposons que vi
avi ∈ E pour 1 ≤ i ≤ µ. Soit G′ = G[A′ ∪D′ ∪ S′].

Premièrement µ = α. Alors G′ est composé de α chemins v1
a − v1 − vd, . . . , v

α
a − vα − vd. Notons

que G′ n’a pas de couplage parfait, mais rappelons que pour chaque vi ∈ S′, soit viv
i
a ∈ M ou

vivd ∈ M . Donc dans G′, il existe α + 1 couplages qui disconnectent A′ de D′. Ces couplages sont
M0 = {v1

av1, . . . , v
α
a vα} et Mi = {vivd} ∪ {vj

avj , 1 ≤ j ≤ α, j ̸= i}.
Deuxièmement µ = α + 1. Alors G′ est composé de deux chemins v1

a − v1 − vd, v
1
a − v2 − vd,

et de α − 1 chemins v2
a − v3 − vd, . . . , v

α
a − vα+1 − vd. Il existe exactement deux couplages (par-

faits) dans G′ qui disconnectent A′ de D′, et qui sont M̄1 = {v1
av1, vdv2, v

2
av3, . . . , v

α
a vα+1} et M̄2 =

{v1
av2, vdv1, v

2
av3, . . . , v

α
a vα+1}.

Par symétrie, nous listons les couplages de G′′ = G[B′ ∪ C ′ ∪ T ′] : soit M ′
0 = {v′1

av
′
1, . . . , v

′α′

a v
′
α′}

et M ′
i = {v′

iv
′
d} ∪ {v′j

av
′
j , 1 ≤ j ≤ α′, j ̸= i} ; ou M̄

′
1 = {v′1

av
′
1, v

′
dv

′
2, v

′2
av

′
3, . . . , v

′α′

a − v′
α′+1} et M̄

′
2 =

{v′1
av

′
2, v

′
dv

′
1, v

′2
av

′
3, . . . , v

′α′

a − v′
α′+1}. Donc il y a O(|E|2) combinaisons possibles entre les couplages de

G′ et G′′.

Pour chaque combinaison, nous testons si E(X,Y ) est un couplage-disconnectant. Si ce n’est pas
le cas, alors M avec E(X,Y ) ⊆ M n’existe pas. Autrement, soit X ′ ⊆ X tel que N(X ′) ∩ Y = ∅
et Y ′ ⊆ Y tel que N(Y ′) ∩ X = ∅. Nous testons si G[X ′ ∪ Y ′] possède un couplage parfait. Si ce
n’est pas le cas, alors M avec E(X,Y ) ⊆ M n’existe pas. Autrement, nous avons M un couplage
parfait-disconnectant de G.

Nous estimons le temps d’exécution de l’algorithme précédent. D’après [48], nous pouvons calculer

un couplage parfait dans un graphe biparti en temps O(|V |
5
2 ). Vérifier si il existe un couplage parfait

qui contient un pont peut être fait en temps O(|V |
5
2 ). Rappelons qu’il existe O(|V |2) paires d’arêtes

ab, cd. Étant donné une paire ab, cd, le temps d’exécution de nos procédures est de O(|V |
5
2 ). Donc la
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complexité de notre algorithme est de O(|V |
9
2 ). □

Nous donnons maintenant un algorithme polynomial pour les graphes de diamètre deux.

Théorème 6.15 Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les
graphes de diamètre 2.

Preuve: Soit G = (V,E) où diam(G) = 2. Nous pouvons supposer que G a un couplage parfait. Soit
xy ∈ E. Nous testons si il existe un couplage-disconnectant E(X,Y ) tel que x ∈ X et y ∈ Y . D’après
la Propriété 6.11, nous mettons X ← X ∪ N(X) \ {y} et Y ← Y ∪ N(Y ) \ {x}. Si X ∩ Y ̸= ∅ ou si
E(X,Y ) n’est pas un couplage, alors il n’y a pas de couplage-disconnectant E(A,B) où x ∈ A, y ∈ B.
Sinon, puisque diam(G) = 2, nous avons X,Y une partition de V . Soit W l’ensemble des sommets
non-saturés par M = E(X,Y ). Si il existe un couplage parfait M ′ dans G[W ], alors M ∪M ′ est un
couplage parfait-disconnectant de G. Sinon il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant contenant
la coupe M . □

Remarque 6.16 Les cliques sont les graphes de diamètre un. Donc K2 est l’unique graphe de diamètre
un qui possède un couplage parfait-disconnectant.

6.3 Graphes planaires

Nous montrons la NP-complétude deCouplage Parfait-Disconnectant pour deux sous-classes
des graphes planaires. La première classe est celle où les sommets sont de degrés trois ou quatre, et la
seconde classe est celle de maille cinq.

Dans notre première preuve, nous utilisons le problème de décision suivant pour notre réduction.

Segment 3-Colorable (Segment 3-Colorability)

Étant donné : Un ensemble de sommets V et trois ensembles disjoints
d’arêtes A,B,C tels que G = (V,A ∪B ∪ C) est un
multigraphe planaire 3-régulier possédant un cycle hamiltonien
A ∪B.

Décider : Y a-t-il une fonction de coloration f : V → {1, 2, 3} telle
que si uv ∈ A, alors f(u) = f(v), et si uv ∈ C, alors
f(u) ̸= f(v) ?

Théorème 6.17 (P. Bonsma [10]) Segment 3-Colorable est NP-complet.

La preuve du Théorème suivant est inspirée par celle de P. Bonsma dans [10] montrant que
Couplage-Disconnectant est NP-complet dans les graphes planaire de degré maximum quatre.

Théorème 6.18 Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes planaires où
tous les sommets sont de degré trois ou quatre.
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Preuve: Soit (V,A,B,C) une instance de Segment 3-Colorable avec G = (V,A ∪ B ∪ C). Nous
réduisons en temps polynomial cette instance à une instance G′ = (V ′, E′) de Couplage Parfait-
Disconnectant où G′ est un graphe planaire de degré maximum 4. Pour finir, nous transformons G′

en G′′ afin que tout sommet v de G′′ soit de degré trois ou quatre.

Considérons un plongement planaire de G. On oriente les arêtes du cycle hamiltonien A ∪B dans
le sens antihoraire par rapport au plongement. Nous disons qu’un sommet u précède v si il y a une
arête de u vers v dans le plongement considéré. On oriente les arêtes de C de manière arbitraire.
Puisque l’ensemble des arêtes A ∪B forme un cycle hamiltonien, alors ce cycle divise le plan en deux
régions dans le plongement considéré. Donc nous pouvons catégoriser les arêtes de C en deux parties
par rapport à ce cyle : les arêtes internes et les arêtes externes. Parce que chaque sommet v de G est
incident à exactement une arête e de C, nous pouvons définir les quatre orientations de la composante
gv correspondant au sommet v dans G′, qui sont :

1. Si e est une arête interne et que v est incident à la queue de e, alors nous prenons une copie de
la composante gv qui est illustrée en Figure 6.7a ;

2. Si e est une arête interne et que v est incident à la tête de e, alors nous prenons une copie de la
composante gv tel qu’illustré en Figure 6.7b ;

3. Si e est une arête externe et que v est incident à la queue de e, alors nous prenons une copie de
la composante gv tel qu’illustré en Figure 6.7c ;

4. Si e est une arête externe et que v est incident à la tête de e, alors nous prenons une copie de la
composante gv tel qu’illustré en Figure 6.7d.

Nous montrons comment deux sommets gu et gv sont reliés dans G′ quand il existe une arête
e = uv ∈ A ∪ B, où u précède v. Si e ∈ A, alors nous créons une copie de la composante ae qui
est illustrée dans la Figure 6.8a. Si e ∈ B, alors nous créons une copie de la composante be qui
est illustrée dans la Figure 6.8b. Dans les deux cas, remarquons que les appellations des sommets
aux extrémités gauches et droites des composantes ae et be sont identiques. Celles-ci sont d’ailleurs
identiques aux appellations des sommets aux extrémités gauches et droites des composantes gv et gu.
Nous fusionnons donc chaque sommet ru,i, r

′
u,i de gu avec son sommet correspondant li, l

′
i de ae ou

be. Puis nous fusionnons chaque sommet lv,i, l
′
v,i de gv avec son sommet correspondant ri, r

′
i de ae ou

be. Remarquons que ces opérations ne créent pas de sommet de degré strictement plus que quatre, et
ne détruisent pas la planarité des composantes.

Nous montrons maintenant comment deux sommets gu et gv sont reliés dans G′ quand il existe
une arête uv ∈ C où u précède v. Nous relions cu,i à cv,i et c′

u,i à c′
v,i avec les chemins respectifs

cu,i − di − cv,i et c′
u,i − d′

i − c′
v,i, où i = 1, 2, 3 comme illustré dans la Figure 6.8c. Remarquons que

ces opérations ne créent pas de sommet de degré strictement plus que quatre, et ne détruisent pas la
planarité des composantes. À ce moment, G′ est complètement construit.

Pour chaque composante utilisée pour construire G′, nous montrons que les seuls couplages-
disconnectants possibles sont ceux des Figures 6.9, 6.10 et 6.11. Notons qu’il existe deux cas particuliers
qui ne sont pas représentés sur les figures et qui concernent la composante gv. Nous préciserons plus
tard pourquoi ces deux cas ne sont pas possibles dans G′.

Pour chaque composante, nous allons montrer que les seuls couplages-disconnectants possibles sont
ceux où exactement une arête est imposée à l’extrémité gauche ou droite des composantes (c.f. les
arêtes entre les sommets l ou entre les sommets r). Nous montrons que les arêtes épaisses qui sont
coupées par les lignes hachées des Figures 6.9, 6.10, 6.11 forment les seuls couplages-disconnectants



6.3. GRAPHES PLANAIRES 117

(a) (b)

(c)

(d)

Figure 6.7 – Quatre orientations d’une composante gv : (a) en queue d’une arête interne, (b) en tête
d’une arête interne, (c) en queue d’une arête externe, et (d) en tête d’une arête externe.
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(a)

(b)

(c)

Figure 6.8 – Les composantes reliant les sommets gv (a) la composante ae associée à une A-arête e
de G, (b) la composante be associée à une B-arête e de G, et (c) deux sommets gu, gv où uv ∈ C
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minimales possibles. À partir de maintenant, si ce n’est pas précisé un couplage-disconnectant est
supposé comme étant minimal.

Avant de montrer que les seuls couplages-disconnectants de nos composantes sont ceux des Figures
6.9, 6.10, 6.11, nous exposons quelques propriétés des sous-graphes induits dans celles-ci. Rappelons
que le triangle est immunisé, et que donc aucune arête d’un triangle n’appartient à un couplage-
disconnectant minimal. Considérons maintenant le C4. Si une arête du C4 est dans un couplage-
disconnectant, alors l’arête du C4 qui n’est pas adjacente à celle-ci y appartient aussi (et les deux
arêtes restantes n’y appartiennent pas). Ces propriétés nous permettent de « contrôler » le couplage-
disconnectant d’une direction à l’autre pour chacune de nos composantes. De plus, les triangles per-
mettent d’empêcher de « couper » nos composantes par le bas ou pas le haut. Nous pouvons donc
considérer que nos composantes se « coupent » uniquement de gauche à droite. Ainsi, quand on cherche
à construire un couplage-disconnectant, il est possible de l’initialiser à partir d’une arête entre deux
sommets l à gauche.

Prenons la composante gv ainsi que ses trois couplages-disconnectants de la Figure 6.9. Nous
montrons qu’ils sont les seuls couplages-disconnectants possibles. Remarquons que les couplages-
disconnectants des Figures 6.9a et 6.9b peuvent être modifiés pour contenir les arêtes r′

v,1rv,2 ou
l′v,2lv,3, respectivement. Les couplages-disconnectants contenant les arêtes r′

v,1rv,2 ou l′v,2lv,3 sont les
deux cas exceptionnels dont nous parlions précédemment. Notons que dans G′, la composante gv est
reliée à une composante ae ou be. Il est donc facile de voir qu’un couplage-disconnectant de gv conte-
nant les arêtes r′

v,1rv,2 ou l′v,2lv,3 ne sera pas un couplage-disconnectant dans G′ à cause des triangles
présents dans ae et be. Donc nous pouvons ignorer ces deux cas particuliers. Maintenant, prenons un
cycle de longueur au moins cinq dans gv. En prenant n’importe quelle arête de ce cycle qui n’est pas
dans un de nos trois couplages-disconnectants, il est simple de vérifier qu’elle n’appartient à aucun
couplage-disconnectant (dans tous les cas un triangle « bloque » la coupe). Donc nous pouvons nous
concentrer sur les C4. En prenant une arête afin d’initialiser la coupe, nous remarquons facilement
que les choix sont assez restreints car le « chemin de la coupe » va dépendre d’une séquence de C4
consécutifs, et que notre coupe ne peut contenir une arête d’un triangle. Nous pouvons donc vérifier
que les couplages-disconnectants de gv sont ceux de la Figure 6.9.

Nous montrons comment construire un couplage-disconnectant parfait de gv. Considérons un
couplage-disconnectant (a), (b), ou (c) de la Figure 6.9. En prenant les arêtes épaisses qui ne sont
pas dans la coupe considérée, il est clair que nous obtenons un couplage parfait-disconnectant de gv.

Si lv,il
′
v,i est dans un couplage-disconnectant de gv, alors nous disons que gv est coupée par i, où

i = 1, 2, 3. À chaque choix de i, i ∈ {1, 2, 3}, correspond une des trois couleurs du sommet v du graphe
initial G. Observons que dans ce cas, rv,ir

′
v,i est aussi dans ce couplage-disconnectant de gv. De plus,

il sera important pour plus tard d’observer que cv,ic
′
v,i est aussi dans ce couplage-disconnectant tandis

que cv,jc
′
v,j , où i ̸= j, ne l’est pas.

Concentrons nous maintenant sur les sommets remplaçant les arêtes A,B,C.

Rappelons que chaque arête e de A est remplacée par une composante ae comme montré dans la
Figure 6.8a. Trois couplages-disconnectants sont exposés dans la Figure 6.10 (c.f. les arêtes épaisses
coupées par une ligne hachée). Nous montrons que ce sont les seuls couplages-disconnectants de ae.
Notons qu’à cause des triangles, il n’y a pas de couplage-disconnectant contenant les arêtes l′ili+1 ou
r′

iri+1, (i = 1, 2). Pour la même raison, il n’existe pas de couplage-disconnectant « passant » par le haut
ou par le bas de ae. Pour finir, prenons C8 qui est au centre de la composante. À cause de la position
des quatre triangles ainsi que des quatre C4 qui entourent C8, un couplage-disconnectant « passe »
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(a) (b)

(c)

Figure 6.9 – Les trois couplages-disconnectants d’une composante gv coupée par la ligne hachée. Les
arêtes épaisses représentent les couplages parfaits-disconnectants
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soit horizontalement ou verticalement au travers de C8. Or il n’existe pas de couplage-disconnectant
coupant verticalement ae.

Comme pour gv, si une arête l1l
′
1 est dans un couplage-disconnectant, alors r1r

′
1 est dans un

couplage-disconnectant. Donc nous obtenons la propriété suivante :

Propriété 6.19 Si deux sommets gu et gv sont reliés par une composante ae, alors pour tout couplage-
disconnectant, gu est coupé par i si et seulement si gv est coupé par i, où i = 1, 2, 3.

Remarquons que nous aurions pu obtenir cette propriété en reliant directement deux sommets gv

sans utiliser ae, mais que cela aurait créé des sommets de degré strictement supérieur à quatre.
Il reste à construire un couplage parfait-disconnectant de ae. Pour cela, nous pouvons considérer

l’ensemble des arêtes épaisses des couplages-disconnectants (a), (b), (c) de la Figure 6.10.

(a) (b) (c)

Figure 6.10 – Les trois couplages-disconnectants d’une composante ae représentés par les lignes
hachées. Les arêtes épaisses forment un couplage parfait-disconnectant pour chaque cas.

Rappelons que chaque arête e de B est remplacée par une composante be comme montré dans
la Figure 6.8b. Neuf couplages-disconnectants sont exposés dans la Figure 6.11. Nous montrons que
ce sont les seuls couplages-disconnectants de be. Pour chacune des trois configurations de la Figure
6.11, nous prenons H le sous-graphe induit par les sommets qui ne sont pas saturés par une arête
épaisse. Nous observons que H peut être partitionné en deux sous-graphes induits C et C ′ qui sont
isomorphes deux à deux. Nous nous concentrons sur le sous-graphe C qui est représenté dans la Figure
6.12. Supposons qu’il n’y ait aucun couplage-disconnectant « passant » par les arêtes de la bordure
haute ou de la bordure basse de C. Avec des arguments similaires pour montrer les seuls couplages-
disconnectants de gv et ae, nous obtenons que les trois couplages-disconnectants possibles de C sont
ceux des Figures 6.9a, 6.9b et 6.9c (c.f. les arêtes coupées par la ligne hachée). De plus, comme pour
ae, à cause des triangles, il n’y a pas de couplage-disconnectant contenant l′ili+1 ou r′

iri+1, où i = 1, 2.
Revenons maintenant à la composante be. À cause des triangles il n’y a pas de couplage-disconnectant
passant par le haut ou par le bas de be. Donc, aucun couplage-disconnectant de be ne passe par le haut
ou le bas de C et C ′. Nous en déduisons que be possède neuf couplages-disconnectants qui sont ceux
exposés dans la Figure 6.11. De plus, si une arête lil

′
i, où i = 1, 2, 3 est dans un couplage-disconnectant

de be, alors rjr
′
j , où j = 1, 2, 3 y est aussi. Nous obtenons donc la propriété suivante :
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Propriété 6.20 Si deux sommets gu et gv sont reliés par une composante be, alors pour tout couplage-
disconnectant M , gu est coupé par M si et seulement si gv est coupé par M . Toutes les combinaisons
de couplages-disconnectants entre gu et gv sont possibles.

(a) (b)

(c)

Figure 6.11 – Les neufs couplages-disconnectants d’une composante be représentés par les lignes
hachées. Les arêtes épaisses forment un couplage parfait-disconnectant pour chaque cas.

(a) (b) (c)

Figure 6.12 – Les trois couplages-disconnectants de gauche à droite de C, un sous-graphe induit de
be, représentés par les lignes hachées. Les arêtes épaisses forment un couplage parfait-disconnectant
pour chaque cas.
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Il reste à construire un couplage parfait-disconnectant d’une composante be. Pour tous les graphes
de la Figure 6.11, nous prenons les arêtes épaisses. Puis nous identifions un couplage-disconnectant
issu d’une ligne hachée. Nous prenons ensuite les arêtes des sous-graphes C et C ′ qui sont coupées
par ce couplage-disconnectant dans la Figure 6.12. Enfin, nous prenons le reste des arêtes épaisses
de C et C ′ qui ne sont pas traversées par le couplage-disconnectant. Ainsi nous avons un couplage
parfait-disconnectant de be.

Nous montrons le résultat suivant :

Propriété 6.21 Soit gu et gv reliés par des C-chemins. Pour tout couplage parfait-disconnectant de G′,
si gu est coupé par i, alors gv est coupé par j, où i ̸= j.

Preuve: Soit M un couplage parfait-disconnectant de G. Si une composante gu est coupée par i, alors
cu,i ∈ V (gu) est saturé par M . Supposons, par contradiction, que gv soit coupé par i. Pour les mêmes
raisons cv,i ∈ V (gv) est saturé par M . Rappelons que cu,i est relié à cv,i par un sommet di tel que
NG′(di) = {cu,i, cv,i}. Or di n’est pas saturé par M une contradiction. □

En utilisant les propriétés des composantes connexes de G′, nous montrons la propriété suivante :

Propriété 6.22 À chaque couplage parfait-disconnectant de G′ correspond une 3-coloration de G et
réciproquement.

Preuve: Puisque A∪B est un cycle hamiltonien dans G, et que les composantes de G′ n’ont d’autres
couplages-disconnectants que ceux indiqués ci-dessus, d’après les Propriétés 6.19 et 6.20, nous en
déduisons que si G′ possède un couplage-disconnectant, ce couplage-disconnectant déconnecte chaque
composante correspondant à un sommet de G, ainsi que chaque composante associée à une arête de
A ∪B. Notons que les arêtes des C-chemins ne peuvent disconnectées le graphe G′, et que donc pour
tous les C-chemins reliant deux sommets gu et gv, un couplage-disconnectant minimal ne peut contenir
les arêtes cu,i − di − cv,i, c

′
u,i − d′

i − c′
v,i, où i = 1, 2, 3. □

Nous montrons la propriété suivante :

Propriété 6.23 Étant donné un couplage-disconnectant de G′, nous pouvons construire un couplage
parfait-disconnectant de G′.

Preuve: Soit M un couplage-disconnectant de G′. Nous montrons comment construire un couplage
parfait-disconnectant M ′ tel que M ⊂M ′.

Soit gu un sommet relié à deux arêtes ae ou be. Comme gu est coupé par i, nous prenons les arêtes
issues de ce couplage-disconnectant. Puis, pour les sommets lu,j , l

′
u,j et ru,j , r

′
u,j , où i ̸= j, qui sont

fusionnés avec les sommets de ae ou be, nous prenons un des couplages parfaits-disconnectants de ae ou
be des Figures 6.10, 6.11 et 6.12 (cela dépend comment est coupé ae ou be par M). Soit gv le sommet
relié à gu par des C-chemins. Nous pouvons supposer que u précède v. Puisque gv est coupé par j
(rappelons que i ̸= j), alors nous prenons cu,jdj , c

′
u,jd

′
j , cv,idi, c

′
v,id

′
i, cu,kdk, c

′
u,kd

′
k, où i ̸= j ̸= k, dans

M ′. Il reste des sommets non-saturés par M ′ dans gu qui ne sont pas l, r, c, et qui n’ont pas une
extrémité dans M . Il suffit donc de prendre le reste des arêtes épaisses associées à une coupe i, i.e.
(a), (b) ou (c) dans la Figure 6.9. En appliquant cette opération pour chaque composante gu, nous
obtenons M ′ un couplage parfait-disconnectant de G′. □
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Pour finir nous montrons la propriété suivante :

Propriété 6.24 G′ est planaire et ∆(G′) = 4.

Preuve: Toutes les composantes associées aux sommets et aux arêtes de G sont planaires et sont
de degré maximum quatre, c.f. Figure 6.7 et 6.8. De plus, nous avons montré précédemment qu’en
reliant nos composantes, nous n’avons pas créé de sommet de degré cinq ou plus. Donc ∆(G′) = 4.
Parce que A ∪B est un cycle hamiltonien de G, nous pouvons relier les gu un par un sans détruire la
planarité. Il reste donc les C-chemins. Étant donné un sens antihoraire du cycle hamiltonien A ∪ B,
il est clair qu’aucun des C-chemins ne se croisent dans G. Rappelons que ces arêtes sont dans le cycle
(interne) ou en dehors du cycle (externe). Soit gu et gv deux sommets reliés par des C-chemins. Si ils
sont connectés par une arête interne, nous pouvons voir grâce aux Figures 6.7a et 6.7b que les trois
chemins ne se croisent pas. Si gu et gv sont reliés par une arête externe, la même propriété peut être
observée grâce aux Figures 6.7c et 6.7d. Donc le graphe G′ est planaire et de degré maximum quatre.
□

La dernière propriété complète la première partie de la preuve. Pour finir, nous montrons que nous
pouvons facilement transformer G′ en un graphe planaire G′′ tel tous les sommets sont de degré trois
ou quatre.

Figure 6.13 – Composante à quatre sommets pour supprimer un sommet de degré deux.

Nous remarquons que dans G′, pour tout sommet v, nous avons d(v) ∈ {2, 3, 4}. Pour chaque
sommet v de degré deux, nous relions v à quatre nouveaux sommets comme illustré dans la Figure
6.13. Notons que le graphe induit par les quatre sommets possède un couplage parfait. Aussi G′′ est
planaire tel que δ(G′′) = 3 et ∆(G′′) = 4. Puisque le sous-graphe induit par v et les quatre sommets
est immunisé, nous en déduisons que G′′ a un couplage parfait-disconnectant si et seulement si G′ a
un couplage parfait-disconnectant. Cela complète la preuve. □

Nous observons dans la preuve du Théorème 6.18, que les triangles sont d’une grande importance
puisqu’ils sont immunisés. Nous pouvons donc nous poser la question suivante : est-ce que Couplage
Parfait-Disconnectant reste NP-complet dans des graphes planaires de maille cinq ou plus ?

Pour Couplage-Disconnectant, A. Moshi dans [64] a montré que toutes les arêtes uv pou-
vaient être remplacées par un cycle de longueur quatre (C4 = u− u1 − v − v1 − u) afin d’obtenir une
instance équivalente où le graphe est planaire et biparti. Donc Couplage-Disconnectant reste NP-
complet dans les graphes planaires bipartis de degré maximum huit. Malheureusement, cette construc-
tion ne fonctionne pas pour Couplage Parfait-Disconnectant et il semble impossible d’obtenir
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un résultat similaire avec une construction proche. P. Bonsma dans [10], a montré que Couplage-
Disconnectant est NP-complet pour les graphes planaires de maille cinq. Pour les graphes planaires
de maille au moins six, P. Bonsma et al. dans [11] ont montré que tous ces graphes avaient un couplage-
disconnectant. Mis à part le cas du biparti planaire, nous avons réussi à obtenir des résultats similaires
en remplaçant chaque arête du graphe par le graphe de la Figure 6.14.

Théorème 6.25 Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes planaires de
maille cinq.

Preuve: Depuis G = (V,E) une instance de Couplage Parfait-Disconnectant où G est un graphe
planaire, nous construisons un graphe planaire G′ = (V ′, E′) de maille cinq. Nous remplaçons chaque
arête uv de G par la composante H comme sur la Figure 6.14a. Notons que puisque la distance dans
H entre u et v est trois, alors g(G′) = 5. Depuis M ⊆ E un couplage parfait-disconnectant de G nous
construisonsM ′ ⊆ E′ comme suit. Si uv ∈M , alors nous prenons les arêtes épaisses de la Figure 6.14b
dansM ′. C’est l’unique couplage maximal dans H quand u et v sont saturés par des arêtes extérieures
à H. De plus, ce couplage ne disconnecte pas H. Sinon, quand uv ̸∈ M , à la symétrie près, nous
prenons un des deux couplages représentés par les arêtes épaisses dans les Figures 6.14c et 6.14d qui
forment tous les deux un couplage parfait de H disconnectant u de v. Nous laissons le lecteur vérifier
qu’il n’existe pas d’autres couplages parfaits de H saturant u et v par l’intérieur. Aussi, puisque H
a un nombre pair de sommets, il n’existe pas de couplage parfait-disconnectant où u est saturé à
l’intérieur de H et v est saturé à l’extérieur de H. Donc M ′ est un couplage parfait-disconnectant de
G′. Réciproquement, en utilisant les propriétés de H décrites précédemment, nous en déduisons que si
G′ possède un couplage parfait-disconnectant, alors G possède aussi un couplage parfait-disconnectant.
□

(a) (b)

(c) (d)

Figure 6.14 – (a) la composante planaireH de maille cinq ; (b) l’unique couplage parfait deH\{u, v} ;
et (c) les deux couplages parfaits-disconnectants de H.

Nous utilisons le Théorème 6.18 pour montrer le résultat suivant.

Théorème 6.26 Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes sans K1,4 où
pour tout sommet v, δ(v) ∈ {3, 4}.

Preuve: D’après le Théorème 6.18, Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les
graphes planaires où pour tout sommet v, δ(v) ∈ {3, 4}. Soit G = (V,E) un graphe planaire, où
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pour tout v ∈ V , δ(v) ∈ {3, 4}. Soit u ∈ V un sommet au centre d’une étoile K1,4 dans G, i.e.
G[{u,w, x, y, z}] = K1,4. Soit H le graphe où u est remplacé par le graphe à cinq sommets Gu tel que
décrit dans la Figure 6.15. Remarquons que H est planaire et pour tout sommet v de H, δ(v) ∈ {3, 4}.
Aussi H possède un K1,4 induit de moins que G. De plus, on peut voir que Gu est immunisé (car tous
les sommets sont dans un triangle) et que Gu − {u1, u2} a un nombre de sommets impair. Donc tous
les couplages parfaits-disconnectants de H contiennent exactement une arête de {au1, cu1, bu2, cu2} et
exactement une arête de {u1w, u1z, u2x, u2y}.

Soit M un couplage parfait-disconnectant de G. Sans perte de généralité uw ∈ M . Alors M ∪
{u1w, ac, bu2}\{uw} est un couplage parfait-disconnectant deH. Réciproquement, soitM ′ un couplage
parfait-disconnectant de H. Sans perte de généralité bc, u1a, u2x ∈M ′. Puisque Gu est immunisé, alors
M ′ \ {bc, u1a} est un couplage-disconnectant de H. Donc M ′ ∪ {ux} \ {bc, u1a, u2x} est un couplage
parfait-disconnectant de G.

Donc nous pouvons remplacer chaqueK1,4 de G comme décrit précédemment, et le graphe résultant
possède un couplage parfait-disconnectant si et seulement si G en a aussi un. □

Figure 6.15 – Comment remplacer un sommet u au centre d’une étoile K1,4 par Gu.

Le reste de la section traite des graphes cubiques. Pour les graphes cubiques planaires, nous connais-
sons le résultat suivant :

Théorème 6.27 (A. Diwan [30]) Tous les graphes cubiques planaires sans pont, sauf K4, ont un cou-
plage parfait-disconnectant.

Nous nous intéressons maintenant aux graphes cubiques qui possèdent un pont.

Propriété 6.28 Soit G = (V,E) un graphe cubique et W ⊆ E l’ensemble des ponts de G. Alors pour
tout couplage parfait M de G, nous avons W ⊆M .

Preuve: Supposons, par contradiction, qu’il existe un pont uv tel que uv /∈ M . Soit C une des deux
composantes connexes de G− uv. Les arêtes de M dans C forment un couplage parfait de C. Mais C
a un nombre de sommets impair puisque qu’il a un nombre pair de sommets de degré 3 et exactement
un sommet de degré 2, une contradiction. □

Donc tous les graphes cubiques qui ont un pont et un couplage parfait, ont aussi un couplage
parfait-disconnectant. Nous avons donc une vue complète des graphes cubiques, qui est :

Corollaire 6.29 Tous les graphes cubiques planaires, sauf K4, qui ont un couplage parfait ont un cou-
plage parfait-disconnectant.
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Malheureusement ce résultat ne tient pas pour les graphes cubiques (non-planaire) sans pont,
puisque A. Diwan a montré dans [29] qu’il existe une classe de graphes arbitrairement large qui
contient des graphes cubiques sans pont ayant un couplage parfait, mais ne possédant pas de couplage
parfait-disconnectant.

6.4 Graphes sans chemin de longueur cinq

Dans cette section, nous montrons que Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en
temps polynomial dans la classe des graphes sans P5. Nous utilisons les deux théorèmes ci-dessous.

Théorème 6.30 (G. Bacsó et Z. Tuza [4]) Soit G un graphe connexe sans P5. Alors G a une clique
dominante ou un P3 induit dominant.

Théorème 6.31 (E. Camby et O. Schaudt [23]) Étant donné un graphe connexe G à n sommets et m
arêtes, il est possible de calculer en temps O(n5(n+m)) un dominant connexe X ayant les propriétés
suivantes : pour k minimum, où k ≥ 4, tel que G est sans Pk, alors G[X] est sans Pk−2 ou G[X] est
isomorphe à Pk−2.

Cela implique que pour un graphe connexe sans P5, un dominant connexe X est tel que G[X] est
sans P3 ou G[X] = P3, et X peut être calculé en temps polynomial. Notons qu’un graphe sans P3-free
est une clique. Donc nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 6.32 Étant donné un graphe G connexe sans P5, on peut calculer un ensemble dominant de
G qui est soit un P3 ou une clique en temps polynomial.

Nous montrons maintenant le résultat suivant :

Théorème 6.33 Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les
graphes sans P5.

Preuve: Soit G = (V,E) un graphe connexe sans P5. Si G n’a pas de couplage parfait, alors G n’a pas
de couplage parfait-disconnectant. Si G a une feuille, alors tous les couplages parfaits M de G sont
aussi des couplages parfaits-disconnectants. Nous pouvons donc supposer que δ(G) ≥ 2 et qu’il existe
un couplage parfait.

Pour un sous-ensemble X ⊆ V , la procédure P fonctionne comme suit. Aussi longtemps que
possible : si v ∈ V \X a deux voisins dans X, alors X ← X ∪ {v} ; si il y a x ∈ X tel que x a deux
voisins u, v ∈ V \X avec uv ∈ E, alors X ← X ∪ {u, v}.

Notre objectif est d’essayer de construire un couplage (parfait)-disconnectant où la coupe est entre
un ensemble Z ⊂ V et V \Z tel que X ⊆ Z. Donc d’après la Propriété 6.1, nous appliquons P sur X.

— Une clique domine G :

Soit K = {k1, . . . , kp} une clique dominante minimale de G. Par définition, tous les sommets
v ̸∈ K ont un voisin ki ∈ K.

— p = 1 : tous les sommets appartiennent à un triangle et k1 est dans tous les triangles.
D’après la Propriété 6.1, il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant.
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— p = 2 : soit V1 = {v ∈ V \K : vk1 ∈ E, vk2 ̸∈ E}, V2 = {v ∈ V \K : vk1 ̸∈ E, vk2 ∈ E}.
Premièrement, nous essayons de construire un couplage parfait-disconnectant depuis X =
{k1, k2}. Nous exécutons P sur X. Ensuite, si V = X, alors il n’y a pas de couplage parfait-
disconnectant dans G. Sinon V ̸= X, et pour tout sommet v1 ∈ V1 \X, v1 a tous ses voisins
dans V2 \X, et pour tout sommet v2 ∈ V2 \X, v2 a tous ses voisins dans V1 \X. Puisque G
n’a pas de feuille, alors tous les sommets de (V1 ∪ V2) \X ont au moins un voisin qui n’est
pas dans X.

Nous montrons que G[V \X] est connexe. Supposons, par contradiction, qu’il existe u1u2
et v1v2 deux arêtes de deux composantes distinctes de G[V \ X], où u1, v1 ∈ V1 \ X, et
u2, v2 ∈ V2 \X. Alors v2−v1−k1−u1−u2 = P5, une contradiction. Si il existe un couplage
parfait-disconnectant M de G, alors il existe un sommet de V \X, disons v1 ∈ V1 \X, tel
que v1 est déconnecté des sommets de X dans G−M , et donc v1k1 ∈ M . Nous montrons
que v1 a exactement un voisin dans V2 \ X. Supposons, par contradiction, qu’il existe
deux voisins u2, v2 de v1 dans V2 \ X. Au moins une arête parmi u2k2, v2k2 est une arête
de G −M . Puisque v1v2, v1u2 ̸∈ M , alors v1 est connecté à X, une contradiction. Nous
pouvons donc supposer que v1 a exactement un voisin v2 ∈ V2 \ X et que v2k2 ∈ M . Par
symétrie, et puisque G[V \X] est connexe, V \X = {v1, v2} où v1v2 ∈ E. Maintenant soit
M ′ un couplage maximum de G[V \ {k1, k2, v1, v2}]. Si M ′ est un couplage parfait, alors
M = M ′ ∪{k1v1, k2v2} est un couplage parfait-disconnectant de G. Sinon il n’existe pas de
couplage parfait-disconnectant.

Deuxièmement, nous essayons de construire un couplage parfait-disconnectant M tel que
k1 soit déconnecté de k2 dans G−M . Cela signifie que nous devons couper toutes les arêtes
entre X1 = N [k1] \ {k2} et X2 = N [k2] \ {k1}. Donc si X1 ∩X2 ̸= ∅ ou E(X1, X2) n’est pas
un couplage-disconnectant de G, alors il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant. Sinon,
soit W l’ensemble des sommets avec une extrémité dans E(X1, X2). Soit M ′ un couplage
maximum de G −W . Si M ′ est un couplage parfait, alors M = E(X1, X2) ∪M ′ est un
couplage parfait-disconnectant de G. Sinon il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant.

— p ≥ 3 : D’après la Propriété 6.1, si un couplage parfait-disconnectantM existe, alors tous les
sommets k1, . . . , kp sont dans la même composante G−M . Nous exécutons P sur X = K.
Si V = X, alors il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant. Maintenant V ̸= X. En
utilisant les mêmes arguments que précédemment, nous en déduisons que G[V \ X] est
connexe. Si il existe M un couplage parfait-disconnectant, alors il doit exister un sommet
v de V \X tel que v est déconnecté de X dans G−M . Soit vk1 ∈M . Soit u un voisin de v
dans V \X. Nous avons uki ∈M, i ̸= 1. Nous en déduisons que si il existe deux sommets de
V \X avec un voisin commun dans K, alors il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant.
Sinon il existeM ′ un couplage (parfait) entre les sommets de V \X et K ′ ⊂ K. SoitM ′′ un
couplage maximum de G[X \K ′]. SiM ′′ est un couplage parfait, alorsM = M ′∪M ′′ est un
couplage parfait-disconnectant de G. Sinon il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant.

— Un P3 induit domine G :

Soit P3 = a− b− c un chemin induit dominant G. Par définition, tous les sommets v ̸∈ {a, b, c}
ont un voisin dans {a, b, c}. Si M est un couplage parfait-disconnectant, alors il y a une coupe
E(X,V \X) ⊆M avec deux sommets consécutifs dans P3 qui sont dans X. Par symétrie, nous
avons les cas suivants à considérer : {a, b, c} ⊆ X ; ou {a, b} ⊆ X et c ∈ V \X.
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— {a, b, c} ⊆ X : nous exécutons P sur X = {a, b, c}. Si V = X, alors il n’y a pas de
couplage parfait-disconnectant. Maintenant V \X ̸= ∅, et tous les sommets v ∈ V \X ont
exactement un voisin dans P3, et un voisin u ∈ V \ X. Nous montrons que G[V \ X] est
connexe. Supposons, par contradiction, qu’il y ait deux arêtes v1v2 et u1u2 appartenant
à deux composantes distinctes de G[V \ X]. Puisque les voisins de v1, v2, respectivement
u1, u2, dans P3 sont distincts, nous pouvons supposer que v1, u1 ont un voisin commun
w ∈ {a, b, c}. Donc v2 − v1 − w − u1 − u2 = P5, une contradiction. Nous en déduisons que
G[V \X] est connexe.
Si il existe M un couplage parfait-disconnectant de G, alors il y a v ∈ V \ X tel que v
est déconnecté de X dans G −M . Soit wv ∈ {a, b, c} le voisin de v dans P3. Nous avons
vwv ∈M . Maintenant pour chaque voisin u de v où u ∈ V \X, nous notons wu, wu ̸= wv, son
voisin dans P3. Alors uwu ∈M . Nous en déduisons que 2 ≤ |V \X| ≤ 3 et E(X,V \X) ⊆M
est un couplage-disconnectant. Soit M ′ un couplage maximum de G[X \N(V \X)]. Si M ′

est un couplage parfait, alors M = M ′∪E(X,V \X) est un couplage parfait-disconnectant
de G. Sinon il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant.

— {a, b} ⊆ X et c ∈ V \X : nous devons chercher une coupeM ′ telle qu’il n’y a pas de chemin
entre c et a, b dans G −M ′. Donc il n’y a pas de chemin entre X1 = N [c] \ {b} et X2 =
N [a] ∪N [b] \ {c}. Si X1 ∩X2 ̸= ∅ ou E(X1, X2) n’est pas un couplage-disconnectant, alors
il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant. Sinon, soit W l’ensemble des sommets avec
une extrémité dans le couplage-disconnectant E(X1, X2). Maintenant soit M ′′ un couplage
maximum de G −W . Si M ′′ est un couplage parfait, alors M = E(X1, X2) ∪M ′′ est un
couplage parfait-disconnectant de G. Sinon il n’y a pas de couplage parfait-disconnectant.

D’après le Corollaire 6.32, calculer un P3 dominant ou une clique dominante peut se faire en temps
polynomial. Calculer un couplage maximum peut se faire en temps polynomial. Donc notre algorithme
peut être exécuté en temps polynomial. □

Corollaire 6.34 Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les
cographes, les split graphes, et les graphes co-bipartis.

Preuve: Ces graphes appartiennent à la classe des graphes sans P5. □

6.5 Graphes sans griffe

Nous montrons dans cette section que Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en
temps polynomial dans les graphes sans griffe. Nous aurons besoin du Théorème suivant de D. Sumner
[72].

Théorème 6.35 (D. Sumner [72]) Tous les graphes connexes sans griffe avec un nombre pair de som-
mets ont un couplage parfait.

Nous pouvons maintenant montrer notre résultat.
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Théorème 6.36 Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les
graphes connexes sans griffe.

Preuve: D’après la Propriété 6.5, nous pouvons supposer que δ(G) ≥ 2. Nous pouvons aussi supposer
que G possède un couplage parfait.

Supposons que G possède un sous-graphe induit P = a − b − c − d, où dG(b) = dG(c) = 2. Tous
les couplages parfaits M de G sont tels que MP = {ab, cd} ⊂M ou M ′

P = {bc} ⊂M . Puisque MP est
un couplage-disconnectant, si MP ⊂M , alors M est un couplage parfait-disconnectant de G. On peut
donc supposer queM ′

P = {bc} ⊂M . Si bc est un pont, alorsM ′
P est un couplage-disconnectant etM est

un couplage parfait-disconnectant. Sinon G′ = G− bc est connexe et avec un nombre pair de sommets,
donc d’après le Théorème [72], G′ a un couplage parfait M ′. Mais nous avons MP = {ab, cd} ⊂M ′, et
donc M ′ est un couplage parfait-disconnectant de G. À partir de maintenant, on peut donc supposer
que les graphes considérés n’ont pas un tel chemin P .

Si G est sans C3, alors G est un cycle pair et donc il existe un couplage parfait-disconnectant. On
peut donc supposer que G contient un triangle C3 = {a, b, c}. Rappelons que le triangle est immunisé.
Nous décrivons comment construire un bouquet immunisé C, où {a, b, c} ⊆ C ⊆ V . Nous initialisons
C = {a, b, c}. Nous exécutons les deux règles suivantes, dans l’ordre qui suit, et tant que cela est
possible.

Règle 1 : il existe v ̸∈ C avec deux voisins s, t ∈ C : alors C ← C ∪ {v}. Notons que cela est
obligatoire puisque aucun couplage ne peut disconnecter v de s et t.

Règle 2 : il existe v ∈ C avec deux voisins s, t ̸∈ C : alors C ← C ∪ {s, t}. Notons que cela est
obligatoire à cause des éléments suivants : premièrement, v a un voisin w ∈ C qui n’est pas un voisin
de s, t (d’après la Règle 1) ; deuxièmement, G est sans griffe, donc {v, s, t} induit un triangle dans G,
et un triangle est immunisé.

Soit C = {C}. Nous exécutons les deux règles précédentes sur chaque triangle de G, qui n’est pas
encore dans un bouquet de C, jusqu’à ce que chaque triangle appartienne à un bouquet de C. Puisque
G est sans griffe et que δ(G) ≥ 2, tous les sommets qui ne sont pas dans un bouquet sont de degré
deux. Maintenant C représente l’ensemble des bouquets de G.

Nous disons que deux bouquets C,C ′ sont liés si il existe un chemin P = u−· · ·−v où u ∈ C, v ∈ C ′,
tel que chaque sommet w de P , w ̸= u, v, n’appartient pas à un bouquet. Dans ce cas P est un lien
entre C et C ′. Notons qu’il peut exister plusieurs liens entre deux bouquets. Puisque G est sans griffe,
deux liens ne peuvent avoir la même extrémité dans un bouquet. Donc, quand il existe une arête entre
deux liens, les deux extrémités de cette arête sont dans un même bouquet.

Soit C un bouquet. Le core de C est l’ensemble des sommets K ⊆ C qui ne sont pas une extrémité
d’un lien, i.e. N [K] ⊆ C. Notons que K est connexe. Le corona de C est Q = C \K. Donc tous les
sommets v ∈ Q sont une extrémité d’un lien. Nous disons que C est pair lorsque son core K est tel
que |K| est pair, et sinon il est impair. Soit H = (C, E) le graphe où C est l’ensemble des bouquets, et
CiCj ∈ E quand il existe un lien Ci entre Cj .

Notre algorithme vérifie, dans l’ordre donné, les cinq cas suivants.
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Cas 1 : il existe un unique bouquet C ∈ C, i.e. C = V .

Puisque C est immunisé, alors G n’a pas de couplage parfait-disconnectant.

Cas 2 : il existe un bouquet pair C tel que G[V \ C] est connexe.

D’après le Théorème 6.35, G[K] a un couplage parfaitMK , où K est le core de C. D’après la Règle
1 et la Règle 2,MQ = E(Q,N(Q)\C) est un couplage parfait entre chaque sommet du corona Q de C
et de ses uniques voisins en dehors de C. Notons que MQ est un couplage-disconnectant qui sépare C
du reste du graphe. Nous montrons que G′ = G[V \N [C]] est aussi connexe. Supposons, par contradic-
tion, qu’il existe deux sommets s, t ∈ V \N [C] qui ne sont pas reliés dans G′. Dans G[V \C] il existe un
chemin P entre s et t. D’après la Règle 1, nous avons P = s−· · ·−u−v−w−· · ·−t, où v ∈ N [C]\C et
u,w ∈ V \N [C]. Mais G étant sans griffe, nous avons uw ∈ E et donc P ′ = s−· · ·−u−w−· · ·− t est
un chemin de G′, une contradiction. Donc quand G[V \C] est connexe, G[V \N [C]] est aussi connexe.
SoitMG un couplage parfait de G′. Nous avons doncMG∪MQ un couplage parfait-disconnectant de G.

Cas 3 : il existe un bouquet impair C tel que G[V \ C] est connexe, et tel qu’il y a v ∈ N(C)
n’appartenant à aucun bouquet.

D’après la Règle 1, v a seulement un voisin w ∈ Q. Rappelons que v est le voisin unique de w en
dehors de C et que dG(v) = 2. Nous remplaçons C par C ′ = C ∪ {v} dans C. Donc K ′ = K ∪ {w} est
le core pair de C ′, et ainsi C ′ est un core pair. Notons que G[V \C ′] est connexe et non-vide. Dans ce
cas, nous sommes au Cas 2 et G possède un couplage parfait-disconnectant.

Cas 4 : H a une feuille C.

Soit C ′ le voisin unique de C dans H. Puisque le core K de C est impair, alors G[K] n’a pas de
couplage parfait. Il s’ensuit que pour tout couplage parfait M de G, au moins un lien entre C et C ′

n’est pas dans M . Donc C et C ′ ne peuvent être déconnectés par un couplage parfait-disconnectant.
Donc C et C ′ sont fusionnés en un nouveau bouquet C̄ = C ∪ C ′. Ainsi, le nombre total de bouquets
de C diminue d’une unité, et nous retournons au Cas 1.

Cas 5 : il existe une paire de bouquets impairs C,C ′ telle que CC ′ ∈ E etG[V \(C∪C ′)] est connexe.

Soit C̄ = C ∪ C ′. Après exécution du Cas 3, les liens entre C et C ′ sont des arêtes. Nous pou-
vons donc observer que E(C,C ′) est un couplage. Donc C̄ est pair puisque son core est tel que
K̄ = K ∪K ′ ∪W , où W est l’ensemble des sommets ayant une extrémité dans E(C,C ′). Après exécu-
tion du Cas 4, nous avons N(C̄) \ C̄ ̸= ∅. Nous pouvons donc remplacer C et C ′ par C̄ dans C. Ainsi
nous sommes dans le Cas 2 et donc G donc a un couplage parfait-disconnectant.

Afin de montrer que toutes les situations sont couvertes par les Cas 1-5, nous avons besoin des
propriétés suivantes. Premièrement, d’après [9] (c.f. page 211, 9.1.6), nous savons que pour tout graphe
2-connexe G′ = (V ′, E′), il existe une arête contractable e ∈ E′ telle que G′/e est aussi un graphe
2-connexe. Deuxièmement, nous montrons que pour tout graphe 1-connexe G′ = (V ′, E′) où δ(G′) ≥ 2,
il existe une arête e d’une composante terminale telle que G′/e− e reste un graphe connexe.
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Soit T une composante terminale où a est son sommet d’articulation. Puisque G′ n’a pas de feuille,
alors T a un cycle contenant a. Soit D = a−· · ·−u−v−· · ·−a un cycle de longueur maximum et soit
e = uv une arête de D où u, v ̸= a. Supposons, par contradiction, que G′′ = G′/e−e n’est pas connexe.
Alors G′′ a une composante connexe T ′ qui ne contient ni a ni les autres sommets de D. Soit w un
sommet de T ′. Puisque T est 2-connexe, alors G′ a un cycle D′ = a−· · ·−u−· · ·−w−· · ·−v−· · ·−a,
contredisant la maximalité de D.

Nous montrons maintenant que l’algorithme termine. Rappelons qu’après le Cas 4, le graphe H
est connexe et δ(H) ≥ 2. Aussi, après le Cas 5, tous les bouquets sont impairs. D’après la première
propriété précédente, quand H est 2-connexe, nous pouvons toujours appliquer les Cas 2,3,5. Sinon
H est 1-connexe et d’après la seconde propriété précédente, nous pouvons appliquer les Cas 2,3,5.

Quand le Cas 1 est exécuté, l’algorithme s’arrête et G n’a pas de couplage parfait-disconnectant.
Quand le Cas 2 ou 3 est exécuté, l’algorithme s’arête et G possède un couplage parfait-disconnectant.
Quand le Cas 4 ou 5 est exécuté, le nombre de bouquets dans C décrôıt d’une unité et nous revenons
au Cas 1.

Il reste donc à montrer que notre algorithme s’exécute en temps polynomial. Rappelons que l’algo-
rithme d’Edmonds permet de calculer un couplage parfait en temps O(|E|.|V |2) (notons qu’il existe des
algorithmes plus rapides). Vérifier si il existe un chemin induit P = a−b−c−d, où dG(b) = dG(c) = 2,
peut être fait en temps O(|V |2).

À chaque étape, tous les bouquets sont sommets disjoints, et donc il y a au plus O(|V |) bouquets.
Chaque bouquet contient au moins un triangle, donc initialiser les bouquets peut être fait en temps
O(|V |3). Exécuter la Règle 1 et la Règle 2 peut être fait en temps O(|V |3). Donc l’initialisation globale
est faite en O(|V |3).

Chercher deux bouquets impairs adjacents dans une composante 2-connexe terminale peut être
fait en temps O(|E|). Le Cas 5 s’exécute au plus |V | fois. Donc toutes les exécutions du Cas 1 et
du Cas 5 peuvent être fait en temps O(|V |3). Le Cas 2 ou le Cas 3 s’exécute au plus une fois, et ils
s’exécutent uniquement si le graphe a un couplage parfait-disconnectant. Donc la complexité globale
de notre algorithme est O(|E|.|V |2). □

6.6 Graphes de largeur d’arbre bornée

Il est montré dans [10] qu’un graphe ayant un couplage-disconnectant peut être exprimé en MSOL.
Décider si un graphe a une propriété exprimable en MSOL peut être fait en temps linéaire pour les
classes de largeur d’arbre bornée (si la décomposition est donnée). Donc il existe un algorithme poly-
nomial pour Couplage-Disconnectant dans les classes de largeur d’arbre bornée. Nous renvoyons
vers le livre de B. Courcelle [28] pour plus d’informations sur le langage MSOL. Nous montrons le
résultat suivant :

Théorème 6.37 Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les
graphes de largeur d’arbre bornée.

Preuve: Nous pouvons exprimer la propriété du couplage parfait-disconnectant s’exprime comme suit :
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∃V1 ⊆ V : ∃V2 ⊆ V : ∃M ⊆ E : (V1 ∩ V2 = ∅) ∧ (V1 ∪ V2 = V ) ∧ ¬(V1 = ∅) ∧ ¬(V2 = ∅)∧
(∀u ∈ V : ∃v ∈ V : ∀w ∈ V : ¬(v = w) ∧ (uv ∈M) ∧ ¬(uw ∈M))∧

¬(∃u ∈ V1 : ∃v ∈ V2 : (uv ∈ E) ∧ ¬(uv ∈M)).

La première ligne correspond à l’existence d’une partition non triviale (V1, V2) des sommets de V
et d’un ensemble ensemble d’arêtes M de E. La deuxième ligne signifie que chaque sommet de V doit
avoir exactement une extrémité dans M , donc M est un couplage parfait. La troisième et dernière
ligne signifique qu’il ne peut exister deux sommets u ∈ V1, v ∈ V2 tels que uv soit une arête qui n’est
pas dans le couplage parfaitM . AinsiM doit être un couplage parfait contenant les arêtes de la coupe
(V1, V2), et donc M est un couplage parfait-disconnectant. □

Il est aussi montré dans [10] que la propriété du couplage-disconnectant peut être exprimé en
MSOL sans quantification sur les ensembles d’arêtes. Décider si un graphe a une propriété exprimable
en MSOL sans quantification sur les ensembles d’arêtes peut être calculé en temps linéaire dans les
graphes de largeur de clique bornée (comme les cographes), quand une telle décomposition est donnée.
Nous renvoyons vers le livre de B. Courcelle [28] pour plus de précisions à ce sujet. Malheureusement,
il a été montré dans [28] (c.f. Proposition 5.13 page 338), que la propriété du couplage parfait n’est
pas exprimable en MSOL sans quantification sur les ensembles d’arêtes. Donc nous ne pouvons pas
conclure que Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les
graphes de largeur de clique bornée (étant donné cette décomposition) en utilisant la formulation
MSOL.

6.7 Conclusion

Dans la lignée de Couplage-Disconnectant, nous avons montré des résultats de complexité
pour Couplage Parfait-Disconnectant en faisant varier différents paramètres de graphe. Voici
un résumé :

— Graphes réguliers : Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes bi-
partis 5-réguliers ;

— Diamètre : pour un entier d fixé et G de diamètre d, alors Couplage Parfait-Disconnectant
peut être résolu en temps polynomial quand d ≤ 2, mais est NP-complet quand d ≥ 3 ;Couplage
Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial quand G est biparti et que
d ≤ 3, mais est NP-complet quand d ≥ 4 ;

— Graphes planaires : Couplage Parfait-Disconnectant est NP-complet dans les graphes où
δ(G) = 3,∆(G) = 4, et pour les graphes de maille cinq, mais admet une résolution en temps
polynomial pour les graphes cubiques ;

— Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les graphes
sans griffe, mais est NP-complet dans les graphes planaires sans K1,4 ;

— Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps polynomial dans les graphes
sans P5 ;

— Largeur d’arbre borné : Couplage Parfait-Disconnectant peut être résolu en temps poly-
nomial dans les graphes de largeur d’arbre borné.
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Nous donnons une liste de classes de graphes pour lesquelles il serait intéressant de déterminer la
complexité de Couplage Parfait-Disconnectant.

— Les graphes cubiques (non-planaires), les graphes sous-cubiques, et les graphes 4-réguliers ;
— Les graphes bipartis planaires ;

— Les graphes planaires de maille d pour un d fixé où d ≥ 6 ;
— Les graphes sans Pk, où k ≥ 6.
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Valentin BOUQUET

Problèmes de domination et partitionnement
de graphes: complexité, structure, criticité

Résumé : Cette thèse porte sur des problèmes et des questions de la théorie et de l’algorithmique de
graphes. La première partie concerne l’étude de l’ensemble dominant minimum. Nous considérons son
problème de décision et montrons que le nombre de domination peut être déterminé en temps polynomial
dans la classe des graphes sans griffe et sans chemin induit de taille au plus huit. Ensuite, nous étudions
les sommets à l’intersection de tous les ensembles dominants minimums d’un graphe. Nous finissons
cette partie sur l’étude des arêtes critiques, i.e. les arêtes dont la suppression fait varier le nombre de
domination. La seconde partie porte sur des problèmes de partitionnement des sommets du graphe. Étant
donné une partition des sommets, nous introduisons une mesure de satisfaction pour chaque sommet, qui
est le rapport entre son nombre de voisins dans sa communauté et le nombre total de ses voisins. Nous
posons ensuite le problème suivant: quel est le ratio maximum a

b tel qu’un graphe possède une partition
où chaque sommet a une satisfaction d’au moins a

b ? Nous poursuivons cette thèse sur l’étude du problème
du couplage parfait-disconnectant. Celui-ci consiste à décider si un graphe possède une couplage parfait
qui contient une coupe.

Mots clés : graphes, domination, persistance, bondage, partitionnement, couplage-disconnectant, NP-
complétude, algorithmes polynomiaux

Abstract : This thesis relates to the study of some problems and questions arising from graph theory and
algorithmic theory. The first part is devoted to the study of the minimum dominating set. We consider
its decision problem and show that the domination number is computable in polynomial time for graphs
with no induced claw and no induced path of length at most height. Then, we focus on vertices at the
intersection of every minimum dominating sets of a graph. The first part ends with the study of critical
edges, that is, edges which removal increase the domination number. The second part deals with partitions
of the vertices of the graph. Given a graph and a partition of its vertices, we introduce a satisfaction
criteria for each vertex, which is the ratio between the number of its neighbors in its community and the
total number of its neighbors. We give the following problem: what is the maximum ratio a

b such that a
graph has a partition where each vertex has a satisfaction of at least a

b ? We pursue this thesis with the
study of the perfect matching-cut problem. It consists in deciding if a graph has a perfect matching that
contains a cut.

Keywords : graphs, domination, persistency, bondage, partitions, matching-cut, NP-completeness, poly-
nomial algorithms
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