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Introduction

La synthèse sonore consiste à simuler des systèmes produisant des vibrations dans le
but de restituer des sons existants, ou d’en créer de nouveaux. Les résultats de simulation
sont obtenus par un calcul informatique, qu’on peut distinguer en deux grandes familles
d’approches. La première repose sur des techniques de traitement du signal. Celle-ci per-
met l’obtention de résultats sonores relativement convaincants, en nécessitant un coût de
calcul suffisament faible pour permettre des applications en temps réel. Toutefois, cette
approche ne saisit pas la nature des phénomènes physiques mis en jeu, mais traduit sim-
plement leurs effets. La seconde démarche, qui nous intéressera dans ce mémoire, est la
synthèse sonore par modèle physique. Cette dernière permet la simulation d’effets riches et
complexes, capturant la nature des phénomènes décrits et octroyant aux sons de synthèse
un réalisme accru, en contrepartie d’un temps de calcul généralement plus important. Un
modèle traduit le comportement du système étudié à partir d’équations différentielles ;
or, les solutions analytiques de ces équations ne sont généralement pas disponibles. Aussi
est-il nécessaire d’introduire des outils numériques pour permettre une résolution approxi-
mative des équations. Cependant, tout l’enjeu de cette démarche est de s’assurer que les
résultats numériques approchent correctement les solutions des équations, puisque ce trai-
tement fait inévitablement surgir des problématiques de stabilité numérique, qui peuvent
rendre les méthodes d’intégration inopérantes et les résultats aberrants. Si les questions
de stabilité ne sont pas propre à l’acoustique, elles sont cependant exacerbées par deux as-
pects. D’une part, nombre de systèmes modélisés à des fins de synthèse sonore présentent
des non linéarités de natures variées, qui confèrent aux sons leur réalisme et leur richesse.
D’autre part, les simulations sont effectuées pour des pas d’intégration petits, nécessaires
pour rendre compte de comportements vibratoire dans la zone humainement audible du
spectre en fréquence (20-20 000 Hz), et sur des temps d’intégration importants (typique-
ment plusieurs secondes) ; en d’autres termes, les solutions sont calculées sur des durées
grandes devant l’échelle caractéristique des phénomènes acoustiques. Cette double problé-
matique pose alors des enjeux pour la résolution numérique des équations différentielles,
qui doit garantir la stabilité nécessaire à la crédibilité des solutions numériques.

Au cours des dernières décénies, diverses approches ont été proposées pour assurer
des garanties numériques sur les résultats obtenus. Pour les systèmes linéaires, la syn-
thèse modale offre par exemple un moyen efficace, et peu gourmand en calcul, d’effectuer
de la synthèse sonore. La conservation de l’énergie est alors garantie pour le couplage
non linéaire de système linéaires en petites déformations. Cette approche a notamment
été mise en œuvre dans le logiciel Modalys développé à l’Ircam, qui combine un trai-
tement des systèmes par une approche modale avec des interactions non linéaires [36],
[111]. Celle-ci reste cependant restreinte à l’hypothèse d’un comportement linéaire des
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x Introduction

composants du système. Cette restriction, pour le traitement des non linéarités, peut être
levée en utilisant des méthodes numériques par différences finies. La question est alors de
garantir la conservation de l’énergie totale En effet, en évitant la dissipation ou génération
numérique d’énergie, le comportement du système modélisé peut être correctement ap-
proché sur de longs temps d’intégration. On peut par exemple citer à ce titre les travaux
de Bilbao et al. [9], [10], [32], [129] et de Chabassier et al. [19], [20] en synthèse sonore.
L’approche par les systèmes hamiltoniens à ports repose également sur la garantie de la
passivité des systèmes conservatifs pour obtenir des simulations stables. Ce formalisme,
introduit dans les années 90 par Maschke et Van der Schaft [100], [101], a vu plusieurs
applications en synthèse sonore, comme les travaux de Falaize et Hélie [39]-[41] sur les
circuits électroniques audio et le Fender Rhodes.

Les méthodes numériques dites d’inspiration géométrique offrent une panoplie d’outils
pour approcher les solution des systèmes modélisés d’une façon qui garantisse la vérifica-
tion de différents principes physiques [47]. Cette démarche consiste non pas à approcher
directement les équations différentielles par des méthodes d’intégration par différences
finies, mais à définir un système physique discrets encodant des structures physiques fon-
damentales. En particulier, la mécanique variationnelle discrète permet le traitement des
systèmes formulés à l’aide d’un lagrangien. Celle-ci permet d’assurer par construction
des garanties sur l’énergie du système, mais également sur la conservation d’invariants
physiques. Les intégrateurs numériques d’inspiration géométrique ont vu plusieurs appli-
cations dans le domaine de la simulation de systèmes sonores. Ainsi, le comportement
de lames vibrantes est simulé à l’aide d’une méthode variationnelle par Baugé [5] ; Ishi-
kawa, Michels et Yaguchi [65] proposent une résolution par intégration symplectique d’un
modèle simplifié de corde de piano.

Une autre problématique en modélisation physique concerne la nature des non-linéarités
des équations. Parmis celles-ci, on peut distinguer celles qui expriment les lois physiques
qui régissent les systèmes modélisés, nécessaires à une description fidèle et donc souhai-
tables, de celles qui résultent d’un choix particulier de système de coordonnées, extrin-
sèques au problème physique et malvenues. Prenons en guise d’exemple la trajectoire
optimale d’un avion à la surface du globe ; choisir différents types de système de coordon-
nées (sphérique, stéréographique, etc) résultera en autant de courbes planaires distinctes
mais décrivant pourtant la même géodésique. L’introduction de ces non linéarités artifi-
cielles induit des difficultés supplémentaires pour l’intégration numérique, difficultés liées
à une représentation non adéquate de la courbure de l’espace physique (le choix de la
carte). Les approches à l’aide de méthodes conventionnelles peuvent alors être mises en
échec et donner des résultats erronés. Au prix d’un cadre théorique plus complexe, il est
généralement possible de réformuler le problème d’une manière intrinsèque. L’enjeux est
alors de définir des intégrateurs numériques basés sur cette représentation, qui permettent
de résoudre les équations différentielles de façon appropriée. En particulier, de nombreux
outils existent pour le traitement des systèmes décrits à partir de l’action d’un groupe de
Lie sur une variété [47], [64]. Ceux-ci permettent la simulation de modèles décrivant les
solides rigides en grands déplacements, ainsi que les milieux continus (solides rigides infi-
nitésimaux) en grandes déformations, pertinents pour l’écriture des systèmes producteurs
de sons en régime non linéaire.

Bien que la mécanique variationnelle discrète, sytématisée par les travaux de Marsden
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et al. [86], [93]-[95], [98], [99] au début des années 2000, ait atteint une certaine maturité,
celle-ci reste pour l’instant en majorité l’objet de l’intérêt des mathématiciens. À ce titre,
et à notre connaissance, relativement peu d’applications des outils numériques sortent
du cadre des exemples académiques. L’objectif de cette thèse est de montrer l’intérêt
des méthodes numériques d’inspiration géométrique pour la synthèse sonore par modèle
physique. En particulier, on proposera la formulation d’un modèle de corde amortie géo-
métriquement exacte en trois dimensions valable en grandes déformations. Ce modèle, qui
cristalise les différentes problématiques abordées dans ce mémoire, ne peut être résolu de
manière adéquate par des méthodes numériques conventionnelles ; la solution numérique
sera ici calculée à l’aide d’intégrateurs covariants avec groupe de Lie. Le présent mémoire
s’attache à présenter ces outils et concepts d’une manière que nous espérons pédagogique
pour les rendre accessibles en pratique. Dans cet esprit d’accessibilité, une partie du travail
de thèse a été consacré au développement d’un code informatique en C++, implémentant
plusieurs familles de méthodes numériques et disponible en libre accès.

Ce mémoire de thèse est structuré en quatre chapitres, chacun suivant un développe-
ment théorique accompagné d’un ou plusieurs exemples pertinents et pédagogiques pour
la modélisation de systèmes producteurs de son.

Chapitre 1
Mécanique variationnelle lagrangienne

Oscillateur harmonique

Chapitre 2
Mécanique var. avec groupes de Lie

Solide rigide

Chapitre 3
Mécanique covariante

Équation des ondes, corde raide

Chapitre 4
Mécanique covariante avec groupes de Lie

Corde raide (géométriquement exacte)

1. Le chapitre 1 rappelle les résultats de la mécanique variationnelle lagrangienne
dans leurs versions continue et discrète, obtenus à partir du calcul des variations.
On présente les propriétés de conservation des systèmes physiques, pour l’étude
desquels on utilise la forme symplectique et le théorème de Noether. Le principe
de Lagrange-d’Alembert (ou principe des puissances virtuelles) permet la prise
en compte de forces extérieures dans le modèle. L’approche variationnelle dans le
contexte discret offre des outils de construction de méthodes numériques, à partir
desquels on dérive la famille d’intégrateur variationnels de Galerkin. Les résul-
tats de la mécanique variationnelle sont ensuite illustrés sur le cas de l’oscillateur
harmonique amorti, et les propriétés des intégrateurs numériques sont vérifiés ex-
périmentalement sur cet exemple simple.

2. L’hypothèse de linéarité de l’espace des configurations, supposée au premier cha-
pitre, est relachée au chapitre 2 pour considérer le cas des groupes de Lie. Les
outils permettant le traitement des équations différentielles formulées sur des va-
riétés différentielles sujettes à l’action transitive d’un groupe de Lie sont introduits
à partir de l’étude de la famille des méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas. Ces
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méthodes, qui permettent à la solution de rester sur la variété ne garantissent
pas obligatoirement les propriétés de conservation. Elles sont donc adaptées au
cadre de la mécanique variationnelle lagrangienne ; les résultats du chapitre 1 sont
alors reformulés en conséquence. Les intégrateurs de Galerkin sont étendus pour le
traitement des équations avec groupe de Lie, et leurs propriétés numériques sont
illustrées sur l’exemple du solide rigide.

3. Évidemment, pour la synthèse sonore, les modèles décrivent des phénomènes de
propagation d’ondes pour lesquels les équations ne sont plus des équations aux
dérivées ordinaires, mais aux dérivées partielles, mettant en jeu plusieurs variables
indépendantes de temps et d’espace. Leur traitement à l’aide de la théorie lagran-
gienne des champs est exposée au chapitre 3. Dans ce cas, on introduit la théorie
lagrangienne des champs, ou mécanique covariante. Les résultats étendant ceux du
premier chapitre sont présentés. Les conditions aux bords sont prises en compte
d’une manière intrinsèque par l’extension du principe variationnel. La formuation
discrète de la mécanique covariante est proposée dans le cas à deux dimension par
l’extension de la famille des méthodes variationnelles de Galerkin. Celle-ci vérifie
les équivalents discrets des propriétés continues, que l’on met en évidence sur deux
exemples : on valide pour l’équation des ondes les résultats de conservation relatifs
à l’énergie, et on présente un cas contret d’application de la méthode covariante à
un modèle de corde raide non linéaire amortie.

4. Les non-linéarités du modèle de corde examiné à la fin du chapitre 3 sont le résultat
de l’écriture des équations en coordonnées. On propose dans ce chapitre la formu-
lation intrinsèque d’un modèle de corde à partir d’une poutre géométriquement
exacte décrite à l’aide du groupe de Lie SE(3). Cette approche combine donc celles
du chapitre 2 (modèle avec groupe de Lie) et 3 (formulation covariante). Les condi-
tions limites sont traitées par un principe variationnel intrinsèque à partir duquel
les lois de conservation sont mises en évidence et vérifiées expérimentalement. Les
solutions analytiques de la linéarisation du modèle sont fournies dans le langage
habituel de la mécanique vibratoire, et permettent la confrontation du modèle
en régime de petites déformations avec les modèles de cordes préexistants. Des
résultats numériques sont proposés, montrant une adéquation quantitative avec
les attentes théoriques dans le cas des petites déformations, et une vraisemblance
qualitative pour la dynamique en grandes déformations.

Les contributions principales de cette thèse portent sur les points suivants :

1. La construction d’un modèle de corde tridimensionnel non-linéaire amorti, défini
à partir d’une poutre géométriquement exacte (chapitre 4). La solution numérique
est obtenue par application d’un intégrateur covariant avec groupe de Lie. Une at-
tention particulière est portée aux formulations continue et discrète des conditions
limites. Ce modèle et sa résolution numérique se situent dans le prolongement des
travaux de Demoures et al. [29], [31]. Le chapitre 4 a été proposé pour publication
au Journal of Sound and Vibration et est en cours d’évaluation.

2. Le traitement intrinsèque des conditions limites de types Dirichlet et Neumann
dans le cadre de la mécanique lagrangienne covariante (chapitre 3). Cette formu-
lation est donnée dans les domaines continu et discret.
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3. La définition d’une méthode de Galerkin covariante d’ordre arbitraire, formulée en
deux dimensions mais généralisable à des ordres plus élevés (chapitre 3). La prise
en compte des forces extérieures et des conditions limites est effectuée à l’aide
d’un principe variationnel discret. L’intégrateur est appliqué à deux systèmes de
l’acoustique musicale : l’équation des ondes à une dimension spatiale, et un modèle
de corde non linéaire amorti.

4. L’implémentation de la librairie C++ Geomi, fournissant des outils d’intégration
géométrique pour les systèmes en dimension finie (appendice C). En particulier, les
méthodes numériques présentées aux chapitres 1 (méthodes variationnelles lagran-
giennes) et 2 (méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas, méthode variationnelles
avec réduction par groupe de Lie) sont implémentées.
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Chapitre I
Intégrateurs variationnels

Les systèmes lagrangiens représentent une classe importante de systèmes physiques, et
permettent en particulier de modéliser de nombreux phénomènes relevant de la mécanique
et de l’acoustique. Le calcul de la variation d’action, au centre de cette formulation de la
mécanique, est à l’origine de plusieurs résultats fondamentaux issus d’un principe unique.
Les équations de la dynamique sont obtenues par application d’un principe de moindre
action. Les solutions de ces équations vérifient la propriété fondamentale de symplecticité,
c’est-à-dire qu’elle conservent une structure mathématique appelée forme symplectique.
Par ailleurs, la mécanique lagrangienne fournit un cadre naturel pour la formulation du
théorème de Noether, qui affirme la conservation d’un moment pour chaque symétrie
variationnelle. Enfin, la formulation variationnelle peut être étendue à des systèmes non
conservatifs à l’aide d’un principe de Lagrange-d’Alembert, ou principe des puissances
virtuelles.

La mécanique variationnelle discrète, née de la volonté de refléter qualitativement dans
le domaine numérique les propriétés des systèmes modélisés, étend les résultats précédents
à des systèmes discrets approchant le comportement de leurs analogues continus. L’ori-
ginalité de cette approche, par comparaison aux méthodes numériques conventionnelles,
est de ne pas chercher à approcher directement les solutions des équations, mais à définir
un système dynamique discret qui approche le flot des équations continues. Ce point de
vue permet de donner un équivalent numérique aux objets et propriétés de la mécanique
variationnelle classique.

Une littérature importante est consacrée à l’étude des méthodes numériques géomé-
triques en général (voir en particulier l’ouvrage très complet de Hairer, Lubich et Wan-
ner [47]), et aux intégrateurs variationnels en particulier. Son origine remonte aux re-
cherches de Jordan [66], Hwang [60] et Cadzow [14] sur le contrôle optimal dans les années
1960. La formulation de la mécanique lagrangienne discrète est proposée par Logan [89],
et les lois de conservation des systèmes discrets étudiées par Maeda [90]-[92] et Lee [75],
[76]. Les travaux sur les intégrateurs variationnels ont ensuite été développés par Vese-
lov [132], [133], puis Marsden et al. [98], [99]. En particulier, Kane, Marsden et Ortiz [69]
proposent un intégrateur conservant l’énergie ; la prise en compte d’effets dissipatifs est
proposée dans Kane et al. [70], et des contraintes dans Wendlandt et Marsden [98]. L’ap-
plication de la mécanique lagrangienne discrète à la théorie du contrôle a été proposée
par les travaux de Junge, Ober-Blöbaum et Marsden [67], [68], [107], [108].

Dans ce chapitre, on considère que l’espace des configurations Q est un espace vectoriel

1



2 Chapitre I. Intégrateurs variationnels

et de dimension finie. Le présence chapitre est organisé comme suit. Les principaux résul-
tats de la mécanique variationnelle sont rappelés (§ I.1). On établit le calcul de variation
d’action, à partir duquel on déduit les équations d’Euler-Lagrange et la loi d’évolution de
l’énergie. Le caractère symplectique des solution est mis en évidence, et le théorème de
Noether, qui fait le lien entre symétrie du système et loi d’invariance, est énoncé. Enfin, le
principe de Lagrange-d’Alembert permettant la prise en compte de forces extérieures est
présenté, ainsi que ses conséquences sur les lois d’évolution de l’énergie et des moments.
Le cadre de la mécanique variationnelle discrète est ensuite posé (§ I.2), cadre dans lequel
les résultats de la formulation continue trouvent un équivalent discret. À partir de ces ré-
sultats, plusieurs exemples de discrétisation des systèmes lagrangiens sont donnés (§ I.3).
En particulier, une classe d’intégrateurs variationnels de Galerkin d’ordre arbitraire est
proposée. Le traitement des systèmes non conservatifs est explicité dans ce contexte. Ces
méthodes numériques sont implémentées et testées sur l’exemple classique de l’oscillateur
harmonique (§ I.4). Les propriétés de préservation numérique des quantités physiques et
la convergence des méthodes sont examinées pour les cas sans et avec amortissement. On
vérifie notamment que la loi d’évolution du moment angulaire est très bien capturée par
les intégrateurs numériques proposés.

Toutes les méthodes numériques présentées dans ce chapitre ont fait l’objet d’une
implémentation en C++ dans la librairie Geomi (voir annexe C).

I.1 Mécanique variationnelle lagrangienne

On rappelle les résultats principaux de la mécanique lagrangienne classique. Celle-ci
est habituellement énoncée pour des trajectoires appartenant à des espaces de fonctions
possédant les propriétés de dérivabilité appropriées ; on pourra par exemple se référer à
Marsden et Ratiu [96] pour une telle formulation. Nous proposons de la formuler dans le
langage de la géométrie différentielle, à l’aide des notations introduites par Echeverria-
Enriquez et al. [33]. En faisant ainsi, nous anticipons sur le chapitre 3 dans lequel les
résultats du présent chapitre sont étendus à la théorie lagrangienne des champs pour le
traitement des équations aux dérivées partielles. L’introduction des notations spécialisées
peut donc se faire dans le contexte de la mécanique lagrangienne classique, familière
des mécaniciens, qui fournira une aide pour établir la correspondance entre l’écriture
conventionnelle et la notation présente. On suppose le lecteur familier des notions de base
du calcul différentiel ; dans le cas contraire, on pourra par exemple se référer à Hélein [53]
pour une introduction très complète aux outils utilisés au cours de ce chapitre.

Soit t ∈ R la variable de temps, et q ∈ Q une configuration du système, on construit le
fibré des configurations E = R×Q ; il s’agit d’un fibré trivial de fibre Q. Une trajectoire
du système est représentée sur l’intervalle [t0, t1] par la fonction ϕ : [t0, t1] ⊂ R→ E qu’on
appelle section du fibré E et qui vérifie ϕ(t) = (t, q(t)) pour tout t ∈ [t0, t1]. On supposera
dans la suite que ϕ vérifie les hypothèses de régularité nécessaires.

On définit J1E le fibré des 1-jets de E, qu’on peut assimiler au produit R× TQ. Les
éléments de J1E sont les objets (t, q, v) ∈ R × Q × TqQ. À toute section ϕ du fibré E
correspond de façon unique le relevé holonome j1ϕ, qui est une section de J1E et s’écrit
pour tout t

j1ϕ(t) = (t, q(t), q̇(t))



I.1 Mécanique variationnelle lagrangienne 3

où q̇ est la dérivée q̇ = dq/dt. Réciproquement, on dira d’une section ψ du fibré J1E
qu’elle est holonome si et seulement si il existe une section ϕ de E telle que ψ = j1ϕ.
Pour les besoins du premier chapitre, on peut se limiter à considérer l’objet j1ϕ comme
la collection des trois éléments t, q et q̇.

Un champ de vecteur Z sur E est la donnée en tout point p ∈ E d’un vecteur Z(p) ∈
TpE ; on notera χ(E) l’ensemble des champs de vecteurs sur E, et de même χ(J1E)
l’ensemble des champs de vecteurs sur J1E. On définit ∂⃗t, ∂⃗q, ∂⃗v la base de TJ1E, et sa
base duale dt, dq, dv à partir de laquelle s’écrit tout forme différentielle sur J1E.

On établit maintenant le calcul des variations, à la base de la formulation lagrangienne
de la mécanique.

I.1.1 Formulation variationnelle

Soit la densité lagrangienne L : J1E → Λ1(R), associée au lagrangien £ : J1E → R
et définie par

L : J1E → Λ1(R)
j1ϕ 7→ £(t, q, q̇)dt

où Λ1(R) est l’espace des 1-formes différentielles de R. L’action A : Γ([t0, t1], E) → R
correspondant au lagrangien L est l’application définie pour toute section ϕ : [t0, t1]→ E
par

A(ϕ) =
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗L.

où (j1ϕ)∗L, appelé tiré arrière de L par j1ϕ, généralise l’opération de composition L◦ j1ϕ
au contexte du calcul différentiel [53].

Le calcul de variation de l’action est la procédure centrale pour l’établissement des ré-
sultats de la mécanique lagrangienne : de celui-ci découlent les équations d’Euler-Lagrange
gouvernant le système physique considéré ; il permet également d’obtenir les lois de conser-
vation de certaines grandeurs physiques dans le cas de la présence de symétries via le
théorème de Noether, et d’établir le caractère symplectique des solutions des équations
d’Euler-Lagrange.

Le calcul de variation s’effectue en considérant des champs de variations Z = δt∂⃗t +
δq∂⃗q au voisinage d’une trajectoire ϕ = (t, q). Afin de pouvoir établir la variation d’action,
il est d’abord nécessaire de déterminer les variations δv de la vitesse induites par δt, δq.
Autrement dit : quelle est la composante δv du champ relevé j1Z = δt∂⃗t+δq∂⃗q+δv∂⃗v qui
permet de perturber la section holonome j1ϕ en une autre section holonome j1ϕ̄, c’est à
dire en une trajectoire physique ? L’objet de la proposition suivante est de définir le relevé
du champ Z.

Proposition 1 (Champ de variations). Soit Z = δt∂⃗t + δq∂⃗q un champ de variations
arbitraires dépendant uniquement de la variable de temps, alors la variation de vitesse δv
induite par Z est donnée par

δv = d

dt
δq − v d

dt
δt.

On note dans ce cas j1Z = δt∂⃗t + δq∂⃗q + δv∂⃗v ∈ χ(J1E) le relevé du champ Z.
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Démonstration. Soit une trajectoire ϕ et une date τ ∈ R, on définit p = (τ, q(τ)) un point
de la courbe ϕ. Soit ϕ̃ la trajectoire perturbée par le champ de variations Z = δt∂⃗t+δq∂⃗q,
on note p̃ la transformation du point p, qui au premier ordre s’écrit p̃ = (τ+λδt(τ), q(τ)+
λδq(τ)) pour λ ∈ R petit (voir figure I.1).

t

q

φ

φ̃

p

pε

p̃

p̃ε

λZ(τ)

λZ(τ + ε)

X

X̃

Fig. I.1 Une trajectoire ϕ est perturbée en ϕ̃ par le champ de variations Z.

La variation de vitesse δv induite par δt, δq est définie par

δv = lim
λ→0

˙̃q − q̇
λ

.

Pour calculer cette valeur, on exprime les vecteurs tangents aux courbes ϕ et ϕ̃ en p et p̃
respectivement. Soit pε = (τ + ε, q(τ + ε)), le vecteur X tangent à la courbe ϕ en p vaut

X = lim
ε→0

pε − p
ε

= (1, q̇).

De même, on définit le point p̃ε = (τ + ε+ λδt(τ + ε), q(τ + ε) + λδq(τ + ε)). Le vecteur
X̃ tangent à la courbe ϕ̃ en p̃ s’écrit alors

X̃ = lim
ε→0

p̃ε − p̃
ε

=
(

1 + λ
d

dt
δt, q̇ + λ

d

dt
δq

)
Ceci nous permet de déduire que la dérivée ˙̃q a pour expression

˙̃q =
q̇ + λ d

dtδq

1 + λ d
dtδt

Un passage à la limite permet finalement de conclure

δv = lim
λ→0

˙̃q − q̇
λ

= d

dt
δq − q̇ d

dt
δt.

Cette formule est cohérente avec la version plus générale proposée par Bensoam et Baugé [7]
si l’on suppose, comme dans le cas présent, que les composantes du champ de vecteur ne
dépendent que de la variable de temps.
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À partir de cette donnée, il devient possible d’exprimer la variation de l’action du
système.
Proposition 2 (Variation d’action). Soit ϕ : [t0, t1] → E une trajectoire, et Z ∈ χ(E)
un champ de variations, la variation d’action δA correspondante vaut

δA ≡ dAϕ(Z) =
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

([
∂£
∂t

+ d

dt

(
∂£
∂v

v −£
)]

δt+
[
∂£
∂q
− d

dt

∂£
∂v

]
δq

)
dt

+
[
(j1ϕ)∗

((
£− ∂£

∂v
v

)
δt+ ∂£

∂v
δq

)]t1
t0

(I.1)

Démonstration. Soit ϕ : [t0, t1]→ E une section et Z ∈ χ(E) un champ de variations, la
variation d’action associée est définie par δA = dAϕ(Z). On calcule alors

δA =
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

[
j1Z⌟

(
∂£
∂q

dq ∧ dt+ ∂£
∂v

dv ∧ dt
)]

+
∫ t1

t0

d

dt

(
(j1ϕ)∗

[
j1Z⌟L

])
dt

=
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

[
∂£
∂q

(δqdt− δtdq) + ∂£
∂v

(δvdt− δtdv)
]

+
[
(j1ϕ)∗£δt

]t1
t0

On obtient, en utilisant la proposition 1 et l’identité u′v = (uv)′ − uv′,
∂£
∂v

δv = ∂£
∂v

[
d

dt
δq − v d

dt
δt

]
= d

dt

(
∂£
∂v

δq − ∂£
∂v

vδt

)
− d

dt

(
∂£
∂v

)
δq + d

dt

(
∂£
∂v

v

)
δt

On remarque d’autre part
∂£
∂v

δtdv = d£δt− ∂£
∂t
δtdt− ∂£

∂q
δtdq

Ceci nous permet finalement d’écrire

δA =
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

(
d

dt

(
∂£
∂v

v

)
+ ∂£

∂t
− d£

dt

)
δtdt+

∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

(
∂£
∂q
− d

dt

∂£
∂v

)
δqdt

+
[
(j1ϕ)∗

((
£− ∂£

∂v
v

)
δt+ ∂£

∂v
δq

)]t1
t0

Le calcul des variations fait naturellement apparaître la forme de Poincaré-Cartan ΘL,
définie comme la 1-forme différentielle

ΘL =
(

£− ∂£
∂v

v

)
dt+ ∂£

∂v
dq (I.2)

On peut réécrire la variation d’action à l’aide de ΘL ∈ Λ(J1E), dont l’expression devient
alors

δA =
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

([
∂£
∂t

+ d

dt

(
∂£
∂v

v −£
)]

δt+
[
∂£
∂q
− d

dt

∂£
∂v

]
δq

)
dt+

[
(j1ϕ)∗(j1Z⌟ΘL)

]t1
t0

(I.3)
On remarque que l’écriture de la variation d’action distingue deux termes : une intégrale
sur le domaine [t0, t1] de la variable de temps, et une intégrale sur la frontière du même
domaine, c’est-à-dire sur les points t0, t1. Cette distinction est fondamentale pour la
déduction des différents résultats de la mécanique lagrangienne à partir du calcul des
variations, selon le type des variations Z considérées.
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I.1.2 Équations d’Euler-Lagrange
Le calcul de la variation de l’action établi au paragraphe précédent permet d’écrire

les équations d’Euler-Lagrange, qui décrivent la dynamique du système, par l’application
du principe de Hamilton — ou principe de moindre action.

Définition 1 (Principe de Hamilton). Le principe de Hamilton énonce que toute solution
ϕ du problème lagrangien posé par L extrémalise la fonctionnelle d’action : pour toute
variation Z ∈ χ(E) nulle aux extrémités du domaine [t0, t1], la variation d’action vérifie

δAϕ(Z) = 0

En considérant des variation Z nulles en t0, t1, les termes de bord de la variation
d’action (I.1) s’annulent. Le champ Z étant quelconque partout ailleurs, l’annulation du
terme intégral de la variation d’action nécessite que la trajectoire ϕ vérifie les équations
d’Euler-Lagrange

∂£
∂q
− d

dt

∂£
∂v

= 0 (I.4)

ainsi que l’équation d’évolution de l’énergie

∂£
∂t

+ d

dt

(
∂£
∂v

q̇ −£
)

= 0 (I.5)

dans laquelle on reconnaît l’expression de l’énergie totale du système E = ∂£
∂v q̇−£. Les so-

lutions du problème variationnel posé par le lagrangien L vérifient donc les équations (I.4)
et (I.5). En réalité, tout solution des équations d’Euler-Lagrange vérifie également l’équa-
tion d’évolution de l’énergie. En effet, on calcule le long des trajectoires holonomes

∂£
∂t
− d£

dt
+ d

dt

(
∂£
∂v

q̇

)
= −∂£

∂q
q̇ − ∂£

∂v

dq̇

dt
+ d

dt

∂£
∂v

q̇ + ∂£
∂v

dq̇

dt
= −

(
∂£
∂q
− d

dt

∂£
∂v

)
q̇

Remarque 1. Le calcul de variation d’action est souvent proposé en ne considérant que
des variations verticales, c’est-à-dire vérifiant δt = 0 (voir par exemple [47], [96], [99]).
Dans ce cas, la quantité δq̇ se simplifie en δq̇ = d

dtδq, et un calcul direct de la variation
d’action donne

δA =
∫ t1

t0

(
∂£
∂q
− d

dt

∂£
∂v

)
δqdt+

[
∂£
∂v

δq

]t1
t0

Les équations d’Euler-Lagrange sont alors obtenues par principe de moindre action en
considérant des variations arbitraires δq s’annulant sur les bords du domaine de définition.
Si en continu les solutions de (I.4) vérifient automatiquement l’équation d’évolution de
l’énergie (I.5), nous verrons au § I.2 que cette propriété n’est plus vraie dans le cas
discret. Il devient alors nécessaire de considérer une composante temporelle δt pour obtenir
l’équivalent discret de l’équation (I.5).

I.1.3 Symplecticité
Un résultat fondamental de la mécanique lagrangienne est la conservation d’une 2-

forme spécifique, appelée forme symplectique, par les trajectoires solutions des équations
d’Euler-Lagrange. Afin d’énoncer cette propriété, on introduit d’abord la notion de flot
lagrangien.
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Définition 2 (Flot lagrangien). Pour tout t, le flot lagrangien est l’application F tL :
J1E → J1E définie pour toute condition initiale ψ0 = (t0, q0, v0) par

F tL(ψ0) = j1ϕ(t)

où ϕ est solution des équations d’Euler-Lagrange (I.4) vérifiant j1ϕ(t0) = ψ0.

Propriété 1. Le flot lagrangien est symplectique, c’est-à-dire que pour tout t, F tL vérifie

F tL
∗ ΩL = ΩL

où ΩL = −dΘL est la forme symplectique.

Démonstration. Nous suivons le principe de la preuve proposée par Marsden et West [99].
Soit l’action restreinte Ā : J1E → R, définie pour toute condition initiale ψ0 = (t0, q0, v0)
par

Ā(ψ0) =
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗L

où ϕ est solution des équations d’Euler-Lagrange (I.4) et vérifie j1ϕ(t0) = ψ0. Par dé-
finition, puisque ϕ est solution des équations d’Euler-Lagrange, le terme intégral de la
variation d’action (I.3) s’annule. En écrivant de plus, par définition du flot F tL, que
j1ϕ(t1) = j1ϕ∗F t1L (t0), la variation d’action δA = dAϕ(Z) s’exprime alors pour tout
champ de variation Z comme

δA = (j1ϕ)∗(j1Z⌟ΘL)(t1)− (j1ϕ)∗(j1Z⌟ΘL)(t0)
= (j1ϕ)∗(j1Z⌟ F t1L

∗ ΘL)(t0)− (j1ϕ)∗(j1Z⌟ΘL)(t0)

=
(
j1Z⌟(F t1L

∗ ΘL −ΘL)
)

(ψ0)

Étant donné que l’action réduite Ā ne dépend que de la condition initiale ψ0, on peut
alors écrire à partir du calcul précédent que dĀ = F t1L

∗ ΘL − ΘL. Puisque ddĀ = 0, on
en déduit, en utilisant la propriété d(F tL

∗ ΘL) = F tL
∗
dΘL, que

0 = F t1L
∗
dΘL − dΘL = − F t1L

∗ ΩL + ΩL.

Ceci permet de conclure que la forme symplectique est conservé par le flot des équations
d’Euler-Lagrange.

L’exemple du pendule simple permet d’illustrer le caractère symplectique du flot la-
grangien [47]. Le lagrangien de ce système est donné par

£(q, v) = 1
2v

2 + cos(q) (I.6)

où q est l’angle orienté formé par le pendule avec la verticale. L’équation d’Euler-Lagrange
correspondante s’écrit

q̈ + sin(q) = 0. (I.7)

L’expression de la forme symplectique s’obtient, en partant de la fomule (I.2), comme

ΩL = dq ∧ dv − vdt ∧ dv − sin(q)dt ∧ dq
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Fig. I.2 Conservation de l’aire par le flot lagrangien dans l’espace des phases
pour le pendule simple. Les carrés rouge et bleu, correspondant à deux ensembles
de conditions initiales pour t = 0, sont transportés par le flot lagrangien F tL à
des dates successives.

En particulier, la restriction de cette forme dans l’espace des phases vaut dq ∧ dv, qui
correspond à une mesure de l’aire. Pour cet exemple, la conservation de la forme symplec-
tique se manifeste donc par la préservation des aires par le flot dans l’espace des phases.
On peut vérifier cette propriété en figure I.2, sur laquelle il apparaît clairement que la
surface des carrés de conditions initiales, transportés à différentes dates par le flot, est
conservée.

I.1.4 Théorème de Noether

En mécanique, une symétrie naturelle du système considéré est un champ de varia-
tions qui laisse invariant son lagrangien. Le théorème de Noether montre alors qu’à toute
symétrie correspond la préservation d’une quantité associée ; par exemple, à l’invariance
du lagrangien par rotation spatiale arbitraire correspond la conservation du moment ci-
nétique. On définit tout d’abord mathématiquement la notion de symétrie naturelle avant
d’énoncer le théorème de Noether.

Définition 3 (Symétrie naturelle). Une symétrie naturelle du système lagrangien est un
champ de variations S ∈ χ(E) laissant le lagrangien L invariant

Lj1SL = 0.

Ici, Lj1SL est la dérivée de Lie de la 1-forme L par le champ de vecteur j1S [23]. La
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“formule magique” de Cartan permet en particulier d’écrire [130]

Lj1SL = d
(
j1S⌟L

)
+ j1S⌟dL.

La variable S, utilisée pour dénoter une symétrie naturelle, représente un champ de va-
riations, c’est à dire un objet de χ(E). Sa nature est donc la même que celle des champs
notés précédemment Z. En suivant la convention proposée par Bensoam et Baugié [7], on
utilise toutefois cette distinction d’écriture pour refléter dans la notation la discrimination
entre champs de variations quelconques et champs de symétrie.
Remarque 2. Il est courant de rencontrer des systèmes physiques possédant des symétries
verticales, c’est à dire qui agissent trivialement sur la variable de temps. C’est par exemple
le cas de l’invariance par translation ou rotation dans l’espace des configurations Q. Dans
ce cas, la condition d’invariance du lagrangien est simplifiée : soit S = δt∂⃗t + δq∂⃗q ∈ χ(E)
un champ de variations vérifiant δt = 0, alors S est une symétrie naturelle du système
lagrangien si et seulement si

j1S⌟dL = 0.

Cette équivalence se prouve en repartant de la définition 3 et en remarquant que j1S⌟L =
0 car dt(j1S) = 0.

Nous disposons maintenant des outils pour énoncer le théorème de Noether [105].

Théorème 1 (Théorème de Noether). Soit S une symétrie du lagrangien, alors les solu-
tions des équations d’Euler-Lagrange conservent le moment JS défini par

JS = j1S⌟ΘL

Démonstration. La preuve est une conséquence directe de l’expression de la variation
d’action. Considérons un champ de variations S ∈ χ(E) symétrie du système, alors la
variation d’action s’annule en vertu de la définition 3

δA =
∫ t1

t0
Lj1SL = 0.

Cette égalité est vraie en particulier pour une trajectoire ϕ solution des équations d’Euler-
Lagrange (I.4), pour laquelle on vérifie par ailleurs à partir de l’expression (I.3) pour
Z = S

δA =
[
(j1ϕ)∗(j1S⌟ΘL)

]t1
t0

=
[
(j1ϕ)∗JS

]t1
t0
.

On peut donc conclure que toute solution des équations d’Euler-Lagrange conserve le
moment JS = j1S⌟ΘL au cours du temps.

I.1.5 Prise en compte des forces extérieures

En mécanique et en acoustique, de nombreux systèmes physiques mettent en jeu des
phénomènes qui ne peuvent pas être décrits à l’aide d’un lagrangien : dissipation, frot-
tements, forces de contrôle, etc. Cependant, il est possible de prendre en compte ces
effets grâce à une extension du calcul variationnel à l’aide d’un principe de Lagrange-
d’Alembert [72], [99].
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Soit f : TQ → T ∗Q la fonction décrivant les forces lagrangiennes, le principe de
Lagrange-d’Alembert consiste à chercher les trajectoires ϕ vérifiant pour toute variation
Z = δt∂⃗t + δq∂⃗q l’équation variationnelle

δA+
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗(fζ)dt = 0

où ζ s’exprime à partir des composantes du champ Z comme ζ = δq − vδt. Choisir des
variations nulles sur les bords du domaine de définition permet alors de montrer que les
trajectoires solutions vérifient les équation d’Euler-Lagrange forcées

∂£
∂q
− d

dt

∂£
∂v

+ f = 0 (I.8)

Ces équations remplacent les équations d’Euler-Lagrange (I.4). Les solutions vérifient
également une équation d’évolution de l’énergie

∂£
∂t

+ d

dt

(
∂£
∂v

v −£
)
− fv = 0

obtenue par un procédé similaire à celui présenté au § I.1.2.
Les résultats de conservation obtenus précédemment par application du théorème de

Noether ne sont plus valable lorsque des forces sont ajoutées au système à l’aide d’un
principe de Lagrange-d’Alembert. Dans ce cas, l’existence d’une symétrie du lagrangien
donne lieu à une loi pour le moment associé, qui quantifie l’évolution du moment sous
l’action des forces correspondant au champ de symétrie.

Propriété 2 (Loi d’évolution des moments). Soit S ∈ χ(E) une symétrie du lagrangien,
alors pour toute solution des équations d’Euler-Lagrange forcées (I.8) le moment JS =
j1S⌟ΘL vérifie la loi d’évolution

j1ϕ∗JS(t) = j1ϕ∗JS(t0) +
∫ t

t0
(j1ϕ)∗(fζ)dt

où ζ = dq(S)− vdt(S).

Démonstration. La preuve est en substance similaire à celle du théorème de Noether 1.
Puisque S est symétrie du système, la variation d’action vérifie δA = 0. Par ailleurs, pour
ϕ solution des équations d’Euler-Lagrange forcées (I.8), on écrit

δA+
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗(fζ)dt =

[
j1ϕ∗JS

]t1
t0

On peut donc en déduire que JS vérifie

[
j1ϕ∗JS

]t1
t0

=
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗(fζ)dt

ce qui permet d’obtenir le résultat attendu.
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I.2 Mécanique variationnelle discrète

Afin d’obtenir des solutions numériques aux problèmes de la physique en termes non
seulement quantitatifs (i.e. d’erreur de convergence) mais également qualitatifs, il est sou-
haitable d’adopter une approche numérique qui reflète au mieux les structures physiques
fondamentales des systèmes modélisés. La démarche proposée par la mécanique lagran-
gienne discrète repose sur la construction d’une version approchée du système considéré,
à laquelle sont appliqués les outils du calcul variationnel. Il en résulte des solutions numé-
riques qui vérifient les équivalents discrets des propriétés établies dans le cadre continu.

Nous rappelons ici les principaux résultats de la mécanique variationnelle discrète ins-
pirés de Marsden et West [99]. La construction du présent paragraphe suit le cheminement
de la version continue présentée au § I.1.

I.2.1 Formulation variationnelle

On considère une discrétisation de l’intervalle de temps [0, T ] par les dates {ti}Ii=0
telles que t0 = 0 et tI = T . Sauf mention du contraire, on considère que les dates ne sont
pas fixées, et peuvent donc varier arbitrairement en vérifiant la condition ti < ti+1 pour
0 ≤ i < I. Une section discrète ϕd correspond alors à la donnée de I + 1 paires de dates
et positions ϕi = (ti, qi) où qi ∈ Q. Un champ de vecteur Z ∈ χ(E) est discrétisé par
échantillonnage sur les dates ti, et on écrit alors Zi = Z(ti). Enfin, on définira le relevé
discret du champ pour deux dates successives ti, ti+1 par j1Z(ti, ti+1) = (Zi, Zi+1).

On définit le lagrangien discret pour tout ϕ0 = (t0, q0), ϕ1 = (t1, q1) comme une
approximation de l’intégrale d’action sur l’intervalle [t0, t1]

Ld(ϕ0, ϕ1) ≈
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗L (I.9)

où ϕ est solution des équations d’Euler-Lagrange (I.4) et vérife ϕ(t0) = ϕ0, ϕ(t1) = ϕ1.
L’action discrète est définie pour une trajectoire discrète ϕd par

Ad(ϕd) =
I−1∑
i=0
Lid

dans laquelle l’intégrale de la formulation continue est remplacée par une somme, et où
la notation raccourcie Lid est définie par Lid = Ld(ϕi, ϕi+1).

Le choix du lagrangien discret Ld détermine l’algorithme de la méthode numérique,
qui découle du calcul des variations. Dans cette section, les résultats sont établis pour
un lagrangien discret générique ; la procédure de discrétisation de l’intégrale d’action sera
abordée au § I.3.

Dans le contexte de la mécanique lagrangienne discrète, le calcul des variations est
mené en considérant des variations de dates et de positions Zi = δti∂⃗t + δqi∂⃗q pour tout
i. La variation d’action discrète correspondante vaut alors

δAd =
I−1∑
i=0

∂Lid
∂ti

δti + ∂Lid
∂ti+1

δti+1 + ∂Lid
∂qi

δqi + ∂Lid
∂qi+1

δqi+1
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Comme lors de l’établissement de l’expression de la variation d’action continue (I.1), on
arrange la somme selon un terme “intégral” et deux termes de bords, ce qui revient ici à
effectuer un réarrangement des indices de sommation au lieu d’une intégration par parties.
On écrit alors

δAd =
I−1∑
i=0

∂Lid
∂ti

δti +
I∑
i=1

∂Li−1
d

∂ti
δti +

I−1∑
i=0

∂Lid
∂qi

δqi +
I∑
i=1

∂Li−1
d

∂qi
δqi

=
I−1∑
i=1

[(
∂Lid
∂ti

+ ∂Li−1
d

∂ti

)
δti +

(
∂Lid
∂qi

+ ∂Li−1
d

∂qi

)
δqi

]
(I.10)

+ (j1Z⌟Θ−
Ld

)(ϕ0, ϕ1) + (j1Z⌟Θ+
Ld

)(ϕI−1, ϕI)

Ce calcul a naturellement mené à l’introduction des deux formes de Poincaré-Cartan
discrètes Θ±

Ld
, définies pour tout ϕ0, ϕ1 comme les 1-formes différentielles

Θ−
Ld

(ϕ0, ϕ1) = ∂Ld
∂t0

(ϕ0, ϕ1)dt0 + ∂Ld
∂q0

(ϕ0, ϕ1)dq0 (I.11a)

Θ+
Ld

(ϕ0, ϕ1) = ∂Ld
∂t1

(ϕ0, ϕ1)dt1 + ∂Ld
∂q1

(ϕ0, ϕ1)dq1 (I.11b)

Les résultats de la mécanique variationnelle continue obtenus précédemment seront éta-
blis dans leur version discrète à partir de l’exploitation de l’expression de la variation
d’action (I.10).

I.2.2 Équations d’Euler-Lagrange

Le principe de Hamilton est appliqué en considérant des variations δti, δqi nulles sur le
bord du domaine de définition, et arbitraires ailleurs. L’annulation de la variation d’action
δAd donne alors pour tout 1 ≤ i ≤ I − 1 les équations d’Euler-Lagrange discrètes

∂Ld
∂qi

(ϕi, ϕi+1) + ∂Ld
∂qi

(ϕi−1, ϕi) = 0 (I.12)

ainsi que l’équation d’évolution de l’énergie

∂Ld
∂ti

(ϕi, ϕi+1) + ∂Ld
∂ti

(ϕi−1, ϕi) = 0. (I.13)

Ces deux équations, associées au choix d’un lagrangien discret Ld approchant l’intégrale
d’action (I.9), définissent un schéma numérique donnant une solution approchée au pro-
blème continu.

Contrairement au cas continu, il n’est pas possible ici d’affirmer que la solution numé-
rique de l’équation d’Euler-Lagrange (I.12) vérifie nécessairement l’équation (I.13) éga-
lement. Nous proposons d’illustrer cette propriété à la lumière de l’exemple du pendule
simple. On définit pour cela le lagrangien discret Ld à l’aide d’une méthode des rectangles
tel que pour tout ϕ0 = (t0, q0), ϕ1 = (t1, q1)

Ld(ϕ0, ϕ1) = (t1 − t0)£
(
t0, q0,

q1 − q0
t1 − t0

)
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où la dérivée q̇(t0) est approchée par un accroissement fini. On rappelle par ailleurs que
le lagrangien £ du pendule est donné par l’expression (I.6). Les équations (I.12) (I.13)
s’écrivent pour ce choix de lagrangien discret

qi+1 − qi
ti+1 − ti

− qi − qi−1
ti − ti−1

+ (ti+1 − ti) sin(qi) = 0 (I.14a)[
1
2

(
qi+1 − qi
ti+1 − ti

)2
− cos(qi)

]
−
[

1
2

(
qi − qi−1
ti − ti−1

)2
− cos(qi−1)

]
= 0 (I.14b)

La solution des équations (I.14a) et (I.14b) calculée pour les conditions initiales (q0, v0) =
(0, 2.5) est représentée dans l’espace des phases en figure I.3a. Comme on peut l’observer
en figure I.3b, l’énergie totale Ed est conservée à erreur machine près, où Ed est définie
par

Ed(t0, q0, t1, q1) = 1
2

(
q1 − q0
t1 − t0

)2
− cos(q0).

Cette expression, que l’on reconnaît dans l’équation (I.14b), est obtenue en définissant
Ed = j1Z⌟Θ−

Ld
pour Z = ∂⃗t ; nous verrons au § I.2.4 avec l’énoncé du théorème de Noether

que cette définition de l’énergie discrète et sa conservation par les solutions numériques
peuvent être établies comme la conséquence de l’invariance du système par translation
temporelle — d’où l’expression du champ Z = ∂⃗t.

À l’inverse de la solution des équations (I.14a) et (I.14b), on vérifie sur la figure I.3c que
la solution numérique de l’équation (I.14a) calculée pour les mêmes conditions initiales et
un pas de temps constant ti+1 − ti = h = 0.05 ne conserve pas l’énergie totale. Toutefois,
on peut noter que, si l’énergie n’est pas constante, elle oscille dans un intervalle borné et
semble ne pas diverger. Cette propriété remarquable découle du caractère symplectique
de l’intégrateur défini par l’équation d’Euler-Lagrange discrète (I.12), dont la définition
est l’objet du prochain paragraphe.
Remarque 3. Il est à noter qu’il n’est pas garanti en général que l’équation d’évolution
de l’énergie (I.5) puisse être résolue, en particulier près des points stationnaires. Cette
question est notamment discutée dans Kane et al. [69] et Lew et al. [87]. Dans ce cas, il
est possible en pratique de remplacer la vérification de l’équation (I.5) par un problème
de minimisation local de l’erreur sur la variation d’énergie [83].

I.2.3 Symplecticité
Il a été vu au § I.1.3 que les solutions des équations d’Euler-Lagrange (I.4) conservent

la forme symplectique ΩL. En mécanique discrète, un équivalent de cette propriété peut
être formulée à l’aide du flot numérique des équations (I.12) et (I.13).

Définition 4 (Flot numérique). Le flot numérique FLd
associé au lagrangien discret Ld

est défini pour tout ϕi−1 = (ti−1, qi−1), ϕi = (ti, qi) par

FLd
(ϕi−1, ϕi) = (ϕi, ϕi+1)

où ϕi+1 est solutions des équations (I.12), (I.13) pour ϕi−1, ϕi. On notera FnLd
la n-ème

composition du flot avec lui-même, de telle sorte que

FnLd
(ϕi, ϕi+1) = (ϕi+n, ϕi+n+1)
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’é

n
er

gi
e

to
ta

le

(b) Erreur relative de l’énergie totale.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

−1

0

1

·10−2

t

V
ar

ia
ti

on
re

la
ti

ve
d
’é
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(c) Variation relative de l’énergie totale.

Fig. I.3 Vérifier les équations d’Euler-Lagrange discrètes ne suffit pas à conser-
ver l’énergie : solutions numériques des équations (I.14a) et (I.14b) (rouge) et de
l’équation (I.14a) pour un pas constant h = 0.05 (bleu) pour la condition initiale
(q0, v0) = (0, 2.5). L’énergie de la solution rouge implémentant l’équation (I.14b)
est conservée à erreur machine près, tandis que celle de la solution bleue oscille
dans un voisinage de la valeur exacte.
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Tout comme pour la formulation continue, le flot FLd
conserve une forme symplectique

discrète qui découle du calcul des variations. Les intégrateurs construits à partir de la
variation de l’action discrète et les solutions numériques qu’ils produisent sont alors dit
symplectiques.

Propriété 3. Le flot discret FLd
est symplectique, c’est-à-dire qu’il vérifie

FLd

∗ ΩLd
= ΩLd

où ΩLd
est la forme symplectique discrète.

Dans le cas continu, la forme symplectique a été définie en prenant la différentielle de
la forme de Poincaré-Cartan ΩL = −dΘL. Or, il existe dans le cas discret deux formes
distinctes Θ−

Ld
et Θ+

Ld
données respectivement par les expressions (I.11a) et (I.11b). Ce-

pendant, en remarquant que

dLd = ∂Ld
∂t0

dt0 + ∂Ld
∂q0

dq0 + ∂Ld
∂t1

dt1 + ∂Ld
∂q1

dq1 = Θ−
Ld

+ Θ+
Ld

et sachant que ddLd = 0, on vérifie la propriété dΘ−
Ld

+dΘ+
Ld

= 0. Cela permet finalement
de définir la 2-forme symplectique discrète ΩLd

comme

ΩLd
= −dΘ−

Ld
= dΘ+

Ld
.

On donne maintenant la preuve de la propriété 3.

Démonstration. La preuve de cette propriété est similaire à celle de son analogue continu
la propriété 1 [99]. Soit l’action restreinte discrète

Ãd(ϕ0, ϕ1) = Ad(ϕd)

où ϕd est solution des équations (I.12) (I.13) vérifiant ϕd(t0) = ϕ0 et ϕd(t1) = ϕ1, la
variation d’action restreinte vérifie alors

δÃd =
(
j1Z⌟Θ−

Ld

)
(ϕ0, ϕ1) +

(
j1Z⌟ F I−1

Ld

∗ Θ+
Ld

)
(ϕ0, ϕ1)

Puisque par définition ddÃd = 0, on a finalement

F I−1
Ld

∗ ΩLd
= ΩLd

.

Cette démonstration étant vraie pour tout I, on peut en particulier l’écrire pour I = 2 ce
qui donne le résultat attendu.

Pour illustrer la propriété de symplecticité des méthodes variationnelles lagrangiennes,
on reprend l’exemple du pendule simple proposé au § I.1.3. Les solutions numériques
obtenues par deux méthodes distinctes sont représentées en figure I.4. La première est
une méthode d’Euler explicite, discrétisant directement l’équation différentielle continue
décrivant la dynamique du pendule (I.7) ; il est clair d’après la figure I.4a que le flot
de ce schéma numérique ne conserve pas les aires dans l’espace des phases, ce qui est
la manifestation du fait qu’il n’est pas symplectique. Au contraire, la méthode d’Euler
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(a) Méthode d’Euler explicite.
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(b) Méthode d’Euler symplectique.

Fig. I.4 Évolution d’un ensemble de conditions initiales dans l’espace des
phases par le flot numérique pour le pendule simple : en haut, la méthode d’Eu-
ler explicite ne conserve pas l’aire ; en bas, la méthode d’Euler symplectique la
conserve. Pour les deux méthodes, h = 0.2. Les aires représentant les conditions
initiales en t = 0 sont transportées en par le flot numérique à des dates succes-
sives. Les solutions exactes sont données en point-tillés pour comparaison (voir
figure I.2).
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symplectique, obtenue par calcul des variations d’un lagrangien discret, conserve bien les
aires dans l’espace des phases comme on peut l’observer en figure I.4b.

Le caractère symplectique des solutions numériques a une conséquence importante
relative à la conservation de l’énergie totale du système. On considère ici des intégra-
teurs définis à partir de la seule équation d’Euler-Lagrange discrète (I.12) pour un pas
de temps h constant. Dans ce cas, l’équation d’évolution de l’énergie (I.13) n’est a priori
pas vérifiée. Or, étant donné un lagrangien L, on peut montrer que définir un intégrateur
variationnel symplectique revient à résoudre un système modifié L̃ approchant L à un
certain ordre [86], [87]. Cela a en particulier pour conséquence la conservation approxi-
mative de l’énergie du système, au sens où cette dernière est conservée à un certain ordre
près et évolue typiquement dans un voisinage de sa véritable valeur. Cette propriété est
généralement présentée dans la formulation hamiltonienne de la mécanique à l’aide de la
procédure de backward error analysis [118]. On renvoie à Hairer, Lubich et Wanner [47]
pour le traitement de cette question.

Dans l’exemple du pendule simple, la conservation approximative de l’énergie est mise
en évidence par la figure I.5 : la méthode d’Euler explicite ajoute numériquement de
l’énergie au système, tandis que la méthode d’Euler symplectique, implémentant l’équa-
tion (I.14a), donne une trajectoire dont l’énergie varie autour de la valeur exacte.

I.2.4 Théorème de Noether
Afin d’appliquer le théorème de Noether, on définit la notion de symétrie dans le

contexte de la mécanique lagrangienne discrète.

Définition 5 (Symétrie du lagrangien discret). Une symétrie du lagrangien Ld est un
champ de variations discrètes S vérifiant

j1S⌟dLd = 0.

Remarque 4. Rien ne permet a priori d’assurer que le lagrangien discret hérite des symé-
tries du lagrangien continu ; la vérification de cette propriété dépend de la manière dont
le lagrangien discret est défini. Réciproquement, dans le cas où le système discret présente
une symétrie, il n’est pas garanti que celle-ci soit la traduction d’une symétrie du système
continu. Cependant, on peut prouver que certaines symétries sont toujours reflétées par
le lagrangien discret sous certaines hypothèses (voir par exemple Leok [82], [83]).

On énonce maintenant le théorème de Noether discret.

Théorème 2. Soit S un champ de symétrie du lagrangien discret Ld, alors le flot numé-
rique des équations d’Euler-Lagrange discrètes conserve le moment JS défini par

JS = j1S⌟Θ+
Ld
.

Démonstration. Soit S un champ de symétrie du lagrangien Ld on vérifie alors

0 = j1S⌟dLd = j1S⌟Θ−
Ld

+ j1S⌟Θ+
Ld
.

Soient les moments J±
S = j1S⌟Θ±

Ld
, il vérifient alors en vertu de l’équation précendente

l’égalité
J+
S = −J−

S .
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Fig. I.5 Solutions numériques calculées par méthodes d’Euler explicite (bleu)
et Euler symplectique (rouge) pour la condition initiale (q0, v0) = (1.5, 0) et
un pas de temps h = 0.2. La méthode symplectique conserve approximativement
l’énergie totale, tandis que la méthode explicite crée numériquement de l’énergie.

Étant donné ϕd une solution des équations d’Euler-Lagrange discrètes (I.12) et de l’équa-
tion d’évolution (I.13), la variation d’action s’écrit

δAd =
(
j1S⌟Θ−

Ld

)
(ϕ0, ϕ1) +

(
j1S⌟Θ+

Ld

)
(ϕI−1, ϕI)

= J−
S (ϕ0, ϕ1) + J+

S (ϕI−1, ϕI) =
[
J−
S + F I−1

Ld

∗
J+
S

]
(ϕ0, ϕ1)

=
[
−J+

S + F I−1
Ld

∗
J+
S

]
(ϕ0, ϕ1)

Par ailleurs, S étant une symétrie du lagrangien, on a

δAd =
I−1∑
i=0

(j1S⌟dLd)(ϕi, ϕi+1) = 0.
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On conclut alors en écrivant JS = J+
S = −J−

S que

F I−1
Ld

∗
JS = JS

ce qui donne le résultat voulu.

I.2.5 Prise en compte des forces extérieures
Dans ce paragraphe, on se restreint à ne considérer que des champs de variations

verticaux Z = δq∂⃗q. De ce fait, l’application d’un principe de Lagrange-d’Alembert discret
ne permet que l’obtention des équations d’Euler-Lagrange forcées, mais pas de l’équation
d’évolution de l’énergie.

La prise en compte de phénomènes modélisés par la force lagrangienne f : TQ→ T ∗Q
peut se faire dans le cadre de la mécanique variationnelle discrète. La méthode proposée
par Kane, Marsden, Ortiz et West [70] consiste à définir deux fonctions f±

d discrétisant
respectivement les intégrales

f+
d (ϕ0, ϕ1) ≈

∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

[
f · ∂q

∂q1

]
dt

f−
d (ϕ0, ϕ1) ≈

∫ t1

t0
(j1ϕ)∗

[
f · ∂q

∂q0

]
dt

où ϕ est solution des équations d’Euler-Lagrange forcées (I.8) et vérifie ϕ(t0) = (t0, q0) et
ϕ(t1) = (t1, q1). Le principe de Lagrange d’Alembert discret consiste alors à chercher la
solution de l’équation

δAd +
I−1∑
i=0

[
f−
d (ϕi, ϕi+1) · δqi + f+

d (ϕi, ϕi+1) · δqi+1
]

= 0

pour toute variation verticale δqi nulle aux bords du domaine de définition. Un réarran-
gement des indices de sommation pour le terme de droite donne

I−1∑
i=0

[
f−
d (ϕi, ϕi+1) · δqi + f+

d (ϕi, ϕi+1) · δqi+1
]

=
I−1∑
i=1

[
f−
d (ϕi, ϕi+1) + f+

d (ϕi−1, ϕi)
]
· δqi + f−

d (ϕ0, ϕ1) · δq0 + f+
d (ϕI−1, ϕI) · δqI

En utilisant l’expression (I.10) de la variation d’action et la somme précédente, il vient que
toute solution du principe de Lagrange-d’Alembert vérifie les équations d’Euler-Lagrange
forcées discrètes

∂Ld
∂qi

(ϕi, ϕi+1) + ∂Ld
∂qi

(ϕi−1, ϕi) + f−
d (ϕi, ϕi+1) + f+

d (ϕi−1, ϕi) = 0

I.3 Intégrateurs variationnels
Dans le § I.2, les résultats ont été énoncés pour un lagrangien discret générique Ld.

En toute généralité, le lagrangien discret approche l’intégrale d’action à l’ordre r si

Ld(ϕ0, ϕ1) =
∫ t1

t0
(j1ϕ)∗L+O

(
|t1 − t0|r+1

)
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où ϕ est solution des équations d’Euler-Lagrange (I.4) vérifiant ϕ(t0) = (t0, q0) et ϕ(t1) =
(t1, q1). L’ordre du flot numérique associé au lagrangien discret est alors également d’ordre
r [99]. Définir un intégrateur numérique variationnel revient donc à définir un lagrangien
discret.

La procédure d’approximation de l’intégrale d’action nécessite deux étapes :
1. la restriction de l’espace des solutions sur une base de dimension finie
2. la donnée d’une méthode de quadrature de l’intégrale

L’approche que nous choisissons de présenter dans les paragraphes suivants pour discréti-
ser l’espace des solutions consiste à considérer des trajectoires continues et dérivables par
morceaux, paramétrisables par un ensemble de points de contrôles. Cette approche est
motivée par le fait que les solutions numériques peuvent alors être traitées dans chaque
sous-intervalle de temps de façon analytique, en particulier pour définir l’opération de
dérivation. Toutefois, d’autres méthodes d’approximation du lagrangien discret faisant
l’économie de ces hypothèses existent : on renvoie à Marsden et West [99] pour une revue
de différentes méthodes d’intégration, ou encore au travaux de Patrick, Cuell, Spiteri et
Zhang [110] qui proposent une procédure pour construire un intégrateur variationnel à
partir de n’importe quel type de méthode numérique.

Le § I.3.1 est consacré à la définition et à l’étude de deux exemples d’intégrateurs
variationnels d’ordre 1 et 2. Ceux-ci ont l’avantage d’être simples à construire et implé-
menter, et reposent sur des principes de discrétisation répandus. Le § I.3.2 introduit les
intégrateurs variationnels de Galerkin, qui permettent d’implémenter des méthodes nu-
mériques d’ordre arbitraire. Ce gain en ordre numérique nécessite la définition de points
de contrôle à l’intérieur des sous-intervalles, et l’élaboration d’un problème d’optimisation
local devant être résolu à chaque pas de temps.

I.3.1 Intégrateurs variationnels d’ordre faible

On propose ici deux exemples introductifs d’intégrateurs variationnels, obtenus par
l’application d’une quadrature par méthode des rectangles (§ I.3.1.1) et du point milieu
(§ I.3.1.2). Les ordres de l’approximation des deux lagrangiens discrets sont établis.

I.3.1.1 Méthode des rectangles

La méthode des rectangles a déjà été évoquée au § I.2.2, où elle a été utilisée pour
calculer une solution numérique au problème du pendule. Le lagrangien discret Lrecd est
construit en restreignant les trajectoires à des fonctions affines par morceaux et en appro-
chant l’intégrale d’action par une méthode des rectangles à gauche (voir figure I.6). On a
alors

q|[t0,t1] (t) ≈ q0 +(q1−q0) t− t0
t1 − t0

,

∫ t1

t0
£ (t, q(t), q̇(t)) dt ≈ (t1− t0)£ (t0, q(t0), q̇(t0))

La dérivée de la trajectoire approchée est donnée par un accroissement fini, et le lagrangien
discret s’écrit alors

Lrecd (t0, q0, t1, q1) = (t1 − t0)£
(
t0, q0,

q1 − q0
t1 − t0

)
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On vérifie à l’aide d’un développement limité de l’intégrale d’action l’ordre du lagrangien
discret. En posant h = t1 − t0 et en effectuant le changement de variable τ = t − t0, on
obtient ∫ t1

t0
£ (t, q(t), q̇(t)) dt =

∫ h

0
£ (t0 + τ, q(t0 + τ), q̇(t0 + τ)) dτ

= h£ (t0, q(t0), q̇(t0))

+ h2

2

[
∂£
∂t

+ ∂£
∂q

q̇ + ∂£
∂q̇

q̈

]
(t0) +O(h3)

= Lrecd (ϕ0, ϕ1) +O(h2)

Ceci nous permet de conclure que le lagrangien Lrecd est exactement d’ordre 1.

t

q

t0

q0

t1

q1

(a) Approximation affine des
trajectoires.

t

R

t0 t1
t

R

t0 t1

(b) Quadrature d’intégrale par méthode du rectangle
(gauche) et du point milieu (droite).

Fig. I.6 Les lagrangiens discrets Lrecd et Lmidd sont définis en effectuant une
interpolation affine des trajectoires (I.6a) et une méthode de quadrature du rec-
tangle et du point milieu respectivement (I.6b).

I.3.1.2 Méthode du point milieu

La différence entre la méthode du point milieu et la méthode des rectangles réside dans
le choix de la quadrature de l’intégrale d’action, tandis que les trajectoires sont également
approchées par des fonctions affines par morceaux (voir figure I.6). En l’occurrence, la
méthode du point milieu est obtenue en définissant∫ t1

t0
£ (t, q(t), q̇(t)) dt ≈ (t1 − t0)£

(
t1/2, q(t1/2), q̇(t1/2)

)
où t1/2 = (t0 + t1)/2 est le milieu de l’intervalle de temps. En approchant la trajectoire
par une fonction affine, on obtient le lagrangien discret

Lmidd (ϕ0, ϕ1) = h£
(
t1/2,

q0 + q1
2 ,

q1 − q0
t1 − t0

)
L’ordre du lagrangien discret s’établit à partir du développement limité suivant, dans
lequel on définit h = t1 − t0 et on effectue le changement de variable τ = 1

2(t0 + t1)∫ t1

t0
£ (t, q(t), q̇(t)) dt =

∫ h/2

−h/2
£
(
t1/2 + τ, q(t1/2 + τ), q̇(t1/2 + τ)

)
dτ
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= h£
(
t1/2, q(t1/2), q̇(t1/2)

)
+ 1

8
(
(h)2 − (−h)2

) [∂£
∂t

+ ∂£
∂q

q̇ + ∂£
∂q̇

q̈

]
(t1/2) +O(h3)

= Lmidd (ϕ0, ϕ1) +O(h3)

Le lagrangien discret Lmidd est donc au moins d’ordre 2 (pousser le développement un
terme plus loin permet de monter qu’il est exactement d’ordre 2).

Ces deux exemples de lagrangiens discrets mettent en jeu des principes simples. Cepen-
dant, l’ordre des méthodes numériques résultantes est limité à des degrés faibles. L’objet
du paragraphe suivant est d’introduire une famille de méthode variationnelles d’ordre
arbitraire.

I.3.2 Méthodes variationnelles de Galerkin
On rappelle que le lagrangien discret doit être défini de façon à établir une approxi-

mation de l’action sur un petit intervalle de temps. L’approche utilisée pour construire
les méthodes de Galerkin consiste à interpoler localement les trajectoires sur une base de
dimension finie, et à évaluer l’intégrale d’action à l’aide d’une méthode de quadrature.
En choisissant le degré de l’interpolation et l’ordre de la quadrature, il est possible de
construire des schémas numériques d’ordre arbitrairement élevé.

Les méthodes variationnelles de Galerkin proposées par Marsden et West [99] tirent
leur origine des travaux sur les méthodes de Galerkin de Estep et French [37], Hulme [57],
[58] et Thomée [127]. Ces constructions ont ensuite été étendues et systématisées par
Leok [82], [83], [85]. L’étude de la convergence des intégrateurs de Galerkin est l’objet des
travaux de Hall [49], [50] et Ober-Blöbaum et Saake [109].

Dans la suite, on considère que les dates ti sont fixes et vérifient ti = ih. La généralisa-
tion de la construction des méthodes à pas de temps fixe en des méthodes variationnelles
de Galerkin à pas de temps adaptatifs est proposée par Leok [83]. Dans notre cas, l’équa-
tion d’évolution de l’énergie (I.13) n’est a priori pas vérifiée. En pratique toutefois, la
variation d’énergie, liée à l’ordre de la méthode, devient rapidement très faible. Aussi,
pour maintenir l’erreur de l’énergie sous un certain seuil, il ne semble pas nécessairement
évident de privilégier la prise en compte de la variation des pas de temps, qui engendre
une difficulté additionnelle et double le nombre d’équations à résoudre, par rapport à une
méthode à pas fixe de précision suffisante.

I.3.2.1 Espace des trajectoires

L’espace des trajectoires est approché par l’ensemble des trajectoires continues définies
à partir d’une base de fonctions d’ordre M+1 sur chaque sous-intervalle [ti, ti+1]. Chaque
trajectoire est localement paramétrée par les points de contrôle {qµi }Mµ=0 associés aux
fonctions de base φµ, permet d’écrire simplement l’expression de q̃i sur [ti, ti+1] comme

q̃i =
M∑
µ=0

qµi φµ.

Une trajectoire q̃ : [0, T ] → Q définie sur l’ensemble de l’intervalle temporel s’exprime
sur chaque sous intervalle à partir de l’interpolation locale q̃i, ce qui donne pour tout
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t ∈ [ti, ti+1]
q̃|[ti,ti+1] (t) = q̃i(t).

Pour assurer la continuité de q̃ sur les points du maillage global, on écrit pour tout
0 < i < I la condition

q̃i(ti) = q̃i−1(ti) = qi.

I.3.2.2 Quadrature de l’intégrale d’action

La seconde étape vers la définition du lagrangien discret consiste à choisir une qua-
drature de l’intégrale d’action locale évaluée sur l’espace des trajectoires approchées. En
se munissant d’une quadrature (wa, ca)Aa=1 de l’intervalle [0, 1], où les ca sont les points de
quadrature et wa les poids correspondants, on approche l’intégrale d’action par la somme
suivante

Ãi({qµi }) =
A∑
a=1

hwa£
(
q̃i(ti + cah), ˙̃qi(ti + cah)

)
≈
∫ ti+1

ti

£ (q(t), q̇(t)) dt.

Cette construction est résumée par la figure I.7.

tt0 t1 ti ti+1 tI−1 tI

Q
q0

q1 qi
qi+1 qI−1

qI

ti

α0h=0

ti+1

αMh=hα1h α2h αM−2h αM−1h

c1h c2h cA−1h cAh

. . .

qi=q
0
i q1i

q2i

qM−2
i

qM−1
i

qMi =qi+1

Fig. I.7 Principe de l’interpolation polynômiale. Entre chaque paire de points
principaux qi, qi+1, la trajectoire est interpolée par un polynôme passant par
les points de contrôle {qµi }Mµ=0 associés aux dates αµh. Les évaluations pour la
quadrature, indiquées par une croix, se font aux dates {cah}Aa=1.
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I.3.2.3 Définition du lagrangien discret

À partir de la construction de l’approximation de l’intégrale d’action précédente, le
lagrangien discret Ld : Q × Q → R peut être défini pour tout paire de positions qi, qi+1
comme solution d’un problème d’optimisation locale consistant à chercher sur l’intervalle
[ti, ti+1] l’extrémal de l’action pour les trajectoires polynomiales vérifiant q̃i(ti) = qi,
q̃i(ti+1) = qi+1

Ld(qi, qi+1) = ext
{qµ

i }M
µ=0/ q̃i(ti)=qi

q̃i(ti+1)=qi+1

A∑
a=1

hwa£
(
q̃i(ti + cah), ˙̃qi(ti + cah)

)
(I.15)

Le lagrangien discret est donc défini de façon implicite à partir des points de contrôle
{qµi }Mµ=0.

I.3.2.4 Choix des points d’interpolation et de la quadrature

En pratique, le choix des fonctions de base φµ peut être adapté selon le problème
étudié. Nous choisissons de considérer une interpolation polynômiale des trajectoires,
adaptée à une large classe de systèmes [49], [109], [135]. Dans le cadre de la modélisation
pour l’acoustique, il serait également souhaitable de considérer des fonctions de base
multiéchelles, développées dans le cadre des méthodes par éléments finis par Hou et al. [22],
[56], qui permette de traiter de systèmes mettant en jeu des phénomènes évoluant sur
différentes échelles spatio-temporelles. On pourra par exemple se référer à Leok [83] pour
une discussion sur cet aspect.

Soient les dates {αµ}Mµ=0, αµ ∈ [0, 1] associées aux points de contrôle {qµi }Mµ=0 telles
que q̃i(ti+αµh) = qµi pour tout µ, l’interpolation q̃i s’exprime de façon unique sur la base
des polynômes de Lagrange φµ de degré M pour tout t = ti + αh ∈ [ti, ti+1] par

q̃i(t) =
M∑
µ=0

qµi φµ(α), φµ(α) =
∏

0≤ν≤M,ν ̸=µ

α− αν
αµ − αν

La dérivée de q̃i s’exprime alors à l’aide de la famille de polynôme φ̇µ de degré M − 1

˙̃qi(t) =
M∑
µ=0

1
h
qµi φ̇µ(α), φ̇µ(α) =

∑
0≤λ≤M
λ ̸=µ

1
αµ − αλ

∏
0≤ν≤M
ν ̸=µ,ν ̸=λ

α− αν
αµ − αν

(I.16)

On définit les dates à partir des points d’interpolation de Chebyshev pour l’intervalle
[0, 1], donnés par αµ = 1

2(1+cos(πµ/M)). On vérifie en particulier que α0 = 0 et αM = 1,
ce qui permet d’écrire q̃i(ti) = q0

i et q̃i(ti+1) = qMi (voir figure I.8).
Différents choix sont également possibles pour la quadrature d’intégrale (wa, ca)Aa=1.

Dans la suite, on utilise la quadrature de Gauss-Legendre [45]. Dans Hall [49], il a été
démontré analytiquement qu’une méthode variationnelle de Galerkin associant une inter-
polation polynômiale de degré M à une quadrature d’ordre r = M a une convergence
d’ordre (au moins) M . En pratique, la convergence est encore meilleure : parmi les dif-
férentes quadratures étudiées dans Ober-Blöbaum [109], il est notamment vérifié numéri-
quement que pour une quadrature de Gauss-Legendre à r points, l’ordre de la méthode
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Fig. I.8 Base de polynômes de Lagrange de degrés 4 {φµ}4µ=0 (gauche) et
leurs dérivées (droite). Les points d’interpolation de Chebyshev sont indiqués en
pointillés.

vaut min(2M, r). Pour les problèmes aux comportements hautement oscillatoires, d’autre
méthodes de quadratures sont proposées par Iserles et al. [61]-[63] et Leok [83].

Remarque 5. Les méthodes du rectangle et du point milieu présentées au § I.3.1 sont
des méthodes de Galerkin pour lesquelles on a fixé le degré d’interpolation polynômiale
M = 1 et où les quadrature de l’intégrale sont respectivement (1, 0) et (1, 1/2).

I.3.2.5 Principe variationnel

Afin d’établir les conditions d’extrémalité du lagrangien discret, il convient de calculer
la variation de l’intégrale d’action approchée Ãi induite par la variation des points de
contrôle {qµi }. Un calcul direct donne

dÃi(δqνi ) =
A∑
a=1

hwa

[
φν(ca)

∂£
∂q

(cah; q̃i) + 1
h
φ̇ν(ca)

∂£
∂q̇

(cah; q̃i)
]
· δqνi

où on introduit la notation raccourcie £(cah; q̃i) = £
(
q̃i(ti + cah), ˙̃qi(ti + cah)

)
. Par indé-

pendance des variations δqνi , les équations non linéaires implicites définissant le lagrangien
discret sont données pour tout 0 < ν < M par

A∑
a=1

hwa

[
φν(ca)

∂£
∂q

(cah) + 1
h
φ̇ν(ca)

∂£
∂q̇

(cah)
]

= 0

et seront désignées dans la suite comme les équations d’Euler-Lagrange internes.
Les solutions numériques vérifient par ailleurs les équations d’Euler-Lagrange dis-

crètes (I.12)
∂Ld
∂qi

(ϕi, ϕi+1) + ∂Ld
∂qi

(ϕi−1, ϕi) = 0.

Après réécriture de cette équation pour le lagrangien discret Ld, défini par l’expres-
sion (I.15) dans le cadre des méthodes de Galerkin, un pas du schéma numérique est donc
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obtenu à partir de la condition de continuité, de l’équation d’Euler-Lagrange discrète, et
des M − 1 équations d’Euler-Lagrange internes, ce qui s’écrit pour tout 1 ≤ i ≤ I − 1

q0
i = qi (I.17a)
A∑
a=1

hwa

[
φ0(ca)

∂£
∂q

(cah; q̃i) + 1
h
φ̇0(ca)

∂£
∂q̇

(cah; q̃i)
]

+
A∑
a=1

hwa

[
φM (ca)

∂£
∂q

(cah; q̃i−1) + 1
h
φ̇M (ca)

∂£
∂q̇

(cah; q̃i−1)
]

= 0 (I.17b)

A∑
a=1

hwa

[
φν(ca)

∂£
∂q

(cah; q̃i) + 1
h
φ̇ν(ca)

∂£
∂q̇

(cah; q̃i)
]

= 0 1 ≤ ν ≤M − 1 (I.17c)

I.3.2.6 Méthode numérique de Galerkin

L’implémentation de la méthode de Galerkin consiste, pour chaque pas (qi−1, qi) 7→
(qi, qi+1), à résoudre les M+1 équations (I.17) pour les M+1 points de contrôle {qµi }Mµ=0,
ce qui permet d’obtenir la nouvelle position qi+1 = qMi . Concrètement, l’équation (I.17a)
étant triviale, les qµi , 1 ≤ µ ≤ M solutions des équations (I.17b) et (I.17c) sont calculées
par un solveur numérique qui résout pour chaque pas de temps dim(Q) ×M équations
implicites, typiquement à l’aide d’une méthode de Newton.

Afin d’initialiser les points de contrôle pour la résolution des équations implicites, il est
nécessaire de fournir une heuristique permettant le choix de valeurs relativement proches
de la solution (à propos de l’importance d’une bonne initialisation, on pourra par exemple
consulter Press [114]). Un choix classique est d’utiliser une méthode numérique peu coû-
teuse pour effectuer les M pas internes (qµ−1

i , qµi ) 7→ (qµi , q
µ+1
i ). À l’aide d’une méthode

d’Euler symplectique par exemple, on résout l’équation d’Euler-Lagrange discrète pour
tout 1 ≤ µ ≤M − 1

∂

∂qµi

[
hµ£

(
qµi ,

qµ+1
i − qµi
hµ

)]
+ ∂

∂qµi

[
hµ−1£

(
qµ−1
i ,

qµi − q
µ−1
i

hµ−1

)]
= 0

où hµ = h(αµ+1 − αµ) ; les valeurs obtenues pour les points de contrôle qµi permettent
alors d’initialiser la recherche de racine du système (I.17).

Avant de pouvoir effectuer le premier pas d’intégration, il est nécessaire de calculer
les points de contrôle pour i = 0. Si l’intégrateur numérique a pour données d’entrées
les positions q0, q1, les points de contrôles {qµ0 }

M−1
µ=1 obtenus en imposant qM0 = q1 et en

résolvant les M − 1 équations d’Euler-Lagrange discrètes internes (I.17c). Si les données
d’entrées sont un couple position et vitesse q0, v0, on impose ˙̃q0(0) = v0 ; cette condition
se traduit par l’équation

1
h

M∑
µ=0

qµ0 φ̇µ(0) = v0

qui doit être résolue avec les équations d’Euler-Lagrange discrètes internes pour les M
variables {qµ0 }Mµ=1.
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I.3.2.7 Forçage

Dans les travaux mentionnés, la prise en compte de forces par un principe de Lagrange-
d’Alembert n’est pas étudié pour les intégrateurs variationnels de Galerkin. Nous propo-
sons ici de dériver les équations d’Euler-Lagrange discrètes d’un système forcé.

Étant donné une force f : TQ → T ∗Q, il est nécessaire d’approcher sur chaque
intervalle de temps [ti, ti+1] l’intégrale∫ ti+1

ti

f (q, q̇(t)) · δqdt

et de lui appliquer un principe variationnel pour les variations indépendantes {δqµi }Mµ=0.
Par cohérence, nous choisissons d’utiliser pour le calcul de l’intégrale la même quadrature
que celle utilisée pour l’évaluation du lagrangien discret. Cela donne

∫ ti+1

ti

f (q(t), q̇(t)) · δqdt ≈
∫ ti+1

ti

f
(
q̃i(t), ˙̃qi(t)

)
·
M∑
µ=0

∂q̃

∂qµi
· δqµi dt

=
∫ ti+1

ti

M∑
µ=0

φµ(t)f
(
q̃i(t), ˙̃qi(t)

)
· δqµi dt

≈
M∑
µ=0

A∑
a=1

hwaφµ(ca)f
(
q̃i(cah), ˙̃qi(cah)

)
· δqµi =

M∑
µ=0

fµi · δq
µ
i

où on définit la notation raccourcie fµi =
∑A
a=1 hwaφµ(ca)f

(
q̃i(cah), ˙̃qi(cah)

)
. Le réarran-

gement des termes en fonction des variations δqµi donne un résultat analogue à celui de
la variation d’action discrète∫ T

0
f (q(t), q̇(t)) · δqdt ≈

I−1∑
i=0

M∑
µ=0

fµi · δq
µ
i

=
I−1∑
i=0

M−1∑
µ=1

fµi · δq
µ
i +

I−1∑
i=1

(
f0
i + fMi−1

)
· δqi + f0

0 · δq0 + fMI−1 · δqI

L’application du principe de Lagrange-d’Alembert discret pour des variations arbitraires
δqµi donne alors l’équation d’Euler-Lagrange discrète forcée et les M−1 équations d’Euler-
Lagrange internes forcées, qui s’écrivent pour tout 1 ≤ i ≤ I − 1

A∑
a=1

hwa

[
φ0(ca)

∂£
∂q

(cah; q̃i) + 1
h
φ̇0(ca)

∂£
∂q̇

(cah; q̃i) + φ0(ca)f
(
q̃i(cah), ˙̃qi(cah)

)]

+
A∑
a=1

hwa

[
φM (ca)

∂£
∂q

(cah; q̃i−1) + 1
h
φ̇M (ca)

∂£
∂q̇

(cah; q̃i−1)

+ φM (ca)f
(
q̃i−1(cah), ˙̃qi−1(cah)

) ]
= 0 (I.18a)

A∑
a=1

hwa

[
φν(ca)

∂£
∂q

(cah; q̃i) + 1
h
φ̇ν(ca)

∂£
∂q̇

(cah; q̃i)
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+ φν(ca)f
(
q̃i(cah), ˙̃qi(cah)

) ]
= 0 1 ≤ ν ≤M − 1 (I.18b)

Les équations (I.18a) et (I.18b) remplacent respectivement les équations (I.17b) et (I.17c)
pour donner un pas de la méthode de Galerkin forcée. On remarque que les premières
sont égales aux secondes auxquelles on a ajouté le terme de force approprié. On note
également que l’équation d’Euler-Lagrange forcée (I.18a) correspond bien à la formulation
forcée générale (I.12) pour laquelle on définit f−

d (qi, qi+1) = f0
i et f+

d (qi, qi+1) = fMi .

I.4 L’oscillateur harmonique bidimensionnel
Nous proposons d’illustrer les propriétés numériques de la famille des méthodes de

Galerkin, définies au paragraphe précédent, sur l’oscillateur harmonique à deux degrés de
liberté. Dans un premier temps (§ I.4.1), on considère un système sans amortissement dont
on explicite les quantités physiques préservées. On met alors en évidence une conservation
numérique conforme aux attentes, et on vérifie l’ordre de convergence de l’intégrateur. On
propose ensuite l’étude de l’oscillateur harmonique amorti grâce à l’application d’un prin-
cipe de Lagrange-d’Alembert (§ I.4.2). Dans ce cas, les quantités précédemment préservées
ne sont plus des invariants temporels. On montre expérimentalement que les intégrateurs
variationnels capturent avec une précision arbitraire l’évolution de ces quantités.

I.4.1 Oscillateur harmonique bidimensionnel sans amortissement
Considérons un oscillateur harmonique bidimensionnel adimensionné et sans amortis-

sement. L’espace de configuration de ce système est l’espace Q = R2, et on décompose la
position q en q = (qx, qy) ∈ R2. Le lagrangien s’écrit pour tout q, q̇ ∈ R2 comme

£(q, q̇) = 1
2 ⟨q̇, q̇⟩ −

1
2 ⟨q, q⟩ (I.19)

L’équation d’Euler-Lagrange correspondante s’écrit

q̈ + q = 0.

Le lagrangien du système est invariant par l’action du groupe des rotations planaires
SO(2). Ceci entraîne par application du théorème de Noether la conservation du moment

J(q, q̇) = qxq̇y − qy q̇x (I.20)

associé au champ de vecteur S = 0∂⃗t + ω̂q∂⃗q où la matrice ω̂ s’écrit

ω̂ =
(

0 −1
1 0

)
.

La quantité J(q, q̇) correspond à la composante du moment angulaire orthogonale au plan
(x, y) lorsque le système est plongé dans R3. Par ailleurs, le système étant conservatif,
l’énergie totale E est conservée, où E est donnée pour tout q, q̇ par

E(q, q̇) = 1
2 [⟨q̇, q̇⟩+ ⟨q, q⟩] .
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Fig. I.9 Représentation de la solution de l’oscillateur harmonique bidimension-
nel initialisé par la position q0. La solution exacte est représentée en pointillés
bleus. La solution numérique, obtenue par les premières itérations de la méthode
de Galerkin pour M = 3 et h = 1.5, est indiquée par les grands points rouges.
Les points de contrôle internes sont donnés par les petits points, et la solution
numérique interpolée par le tracé continu rouge.

On applique à ce système la famille des méthodes de Galerkin introduites au § I.3.2.
La figure I.9 illustre l’approximation de la solution analytique par interpolation polynô-
miales. On vérifie expérimentalement que l’ordre de convergence de la méthode est d’ordre
2M en fonction du pas d’intégration h (figure I.10). La quadrature de Gauss-Legendre
implémentée ici étant d’ordre r = 2A où on a choisi A = M , l’ordre de convergence obtenu
est donc cohérent avec l’ordre p = min(2M, r) prévu par [109], [135] et vérifié dans [50],
[81]. Cette convergence est calculée à partir de l’erreur aux points nodaux

eq(qd) = max
i∈{0,...,I}

|qi − q(ti)|.

Les intégrateurs de Galerkin étant symplectiques, ils conservent approximativement
l’énergie totale du système. Cette propriété se vérifie expérimentalement en figure I.12,
sur laquelle on peut observer les oscillations typiques de l’énergie autour de sa véritable
valeur. L’amplitude de ces variations est fonction du choix de la méthode et du pas utilisé.
On constate sur la figure (I.13) que la convergence de l’énergie est d’ordre O(h2M ) pour
l’erreur aux points nodaux eE(Ed), ce qui est cohérent avec [50].

On montre aisément que le lagrangien est invariant par l’action du groupe de rotations
SO(2) en tant que combinaison linéaire du lagrangien, lui-même invariant. Cela entraîne
la conservation du moment discret

Jd(qi, vi) = (qi)x(vi)y − (qi)y(vi)x
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où on définit la notation raccourcie vi = ˙̃qi(ti). La figure I.11 montre que le moment angu-
laire est, comme attendu, conservé numériquement à erreur machine de l’ordre de 10−14

près, et ce quel que soit l’ordre de la méthode appliquée. La conservation approximative
de l’énergie est également vérifiée (figure I.12).
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Fig. I.10 Convergence numérique de la méthode de Galerkin calculée pour
différentes valeurs de M et une durée de simulation T = 10.

I.4.2 Oscillateur harmonique amorti

On considère maintenant un oscillateur harmonique amorti. Afin d’obtenir les équa-
tions d’Euler-Lagrange du système, le principe de moindre action appliqué précédemment
est remplacé par un principe de Lagrange-d’Alembert qui s’écrit

δ

∫ T

0
£ (q(t), q̇(t)) dt+

∫ T

0
f (q̇(t)) · δqdt = 0

où £ est le lagrangien (I.19) et f : R2 → R2 est la force d’amortissement définie par
f(q̇) = 2ζq̇ où ζ ∈ R est le facteur d’amortissement. Les équations d’Euler-Lagrange
forcées s’écrivent alors

q̈ + 2ζq̇ + q = 0.

Les solutions de cette équations sont de la forme qx(t) = Cxe
−2ζt cos(t + φx) (resp. qy)

où les constantes Cx, φx ∈ R (resp. Cy, φy) sont à déterminer en fonction des conditions
initiales.

L’invariance du lagrangien par rotation planaire est toujours vérifiée. L’ajout de l’amor-
tissement au système change alors la loi de conservation du moment angulaire J défini
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Fig. I.11 Erreur du moment angulaire pour les méthodes de Galerkin pour
h = 0.5 et différentes valeurs du paramètre M .
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Fig. I.12 Variation relative d’énergie totale de la solution numérique obtenue
par méthode de Galerkin pour M = 3 et h = 0.2.

par (I.20) en une loi d’évolution

J (q(t), q̇(t)) = J (q(0), q̇(0)) +
∫ t

0
f(q̇(τ)) · ω̂q(τ)dτ.
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Fig. I.13 Convergence numérique de l’énergie calculée pour différentes valeurs
de M et une durée de simulation T = 10.

À partir de l’expression de la solution analytique du système, il est possible d’expliciter
l’intégrale dans le terme de droite de l’équation précédente comme∫ t

0
f(q̇(τ)) · ω̂q(τ)dτ = CxCy sin(φy − φx)

(
e−2ζt − 1

)
On choisit pour toutes les simulations un coefficient d’amortissement ζ = 0.05. Les

figures I.14, I.15 et I.16 donnent respectivement la solution, l’énergie et le moment an-
gulaire calculées par un intégrateur de Galerkin avec M = 3 et h = 0.5. Les quantités
numériques sont comparées à leur équivalent analytique grâce à la mesure de variation
relative donnée par

vrel(fd, f) = fi − f(ti)
supt∈[0,T ] |f(t)|

où f et fd sont les quantités analytique et numérique respectivement. On peut observer
que, pour les paramètres choisis pour la méthode, les variations relatives d’énergie et de
moment angulaire sont de l’ordre de 10−4 et 10−8 respectivement. Les quantités physiques
sont donc très bien approchées par l’intégrateur numérique. Une estimation de l’ordre du
moment angulaire en fonction du pas de temps h à partir de la figure I.17 donne O(h4M ).
Il n’y a pas de raison apparente à l’augmentation de l’erreur de convergence après avoir
atteint un minimum, que l’on peut observer pour les méthodes M = 3, 4, 5 ; aussi faisons
nous l’hypothèse qu’il s’agit d’une particularité liée à notre implémentation. Il n’existe
pas à notre connaissance d’étude théorique sur l’ordre de convergence mis en évidence ici,
aussi ne pouvons nous pas généraliser ce résultat à un cas plus général.
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Fig. I.14 Solution numérique pour l’oscillateur amorti obtenue par méthode
de Galerkin pour les paramètres M = 3 et h = 0.2.
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’é
n

er
g
ie

Fig. I.15 Énergie totale (haut) et variation relative de l’énergie (bas) de la
solution numérique obtenue par méthode de Galerkin pour les paramètres M = 3
et h = 0.2.
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Fig. I.16 Moment angulaire (haut) et erreur de convergence du moment angu-
laire (bas) de la solution numérique obtenue par méthode de Galerkin pour les
paramètres M = 3 et h = 0.2.
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valeurs de M et une durée de simulation T = 10.



I.5 Conclusion 35

I.5 Conclusion
Dans ce chapitre, les principaux résultats de la formulation lagrangienne classique ont

été rappelés (§ I.1). La construction des intégrateurs variationnels s’établit alors naturel-
lement à partir d’un calcul de la variation d’action similaire à sa version continue (§ I.2).
Les solutions numériques obtenues vérifient la propriété de symplecticité, et en consé-
quence la conservation approximative de l’énergie du système. Elles préservent également
les invariants obtenus par l’application de la version discrète du théorème de Noether en
présence de symétries du lagrangien. Enfin, l’extension du principe de moindre action en
un principe de Lagrange-d’Alembert fournit un cadre élégant pour la prise en compte de
forces extérieures, qui assure automatiquement la vérification d’une loi d’évolution des
moments. Au choix d’une méthode d’approximation de l’intégrale d’action correspond la
définition d’une méthode numérique (§ I.3). En particulier, les intégrateurs variationnels
de Galerkin fournissent un exemple de famille de méthodes numériques d’ordre arbitraire.
La mise en œuvre de ces intégrateurs sur l’exemple de l’oscillateur amorti a permis de
s’assurer expérimentalement des excellentes propriétés de convergence et de conservation
des solutions numériques (§ I.4).

Au début du chapitre a été faite l’hypothèse de la linéarité de l’espace des confi-
gurations Q. Toutefois, de nombreux systèmes nécessitent la considération d’espaces de
configurations non linéaires qu’il s’agit de préserver afin de proposer une modélisation adé-
quate. Le chapitre suivant s’attache à traiter, dans le cadre de la mécanique variationnelle
lagrangienne, le cas où l’espace de configuration est un groupe de Lie.
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Chapitre II
Intégrateurs avec groupes de Lie

Dans le premier chapitre, il a été question de la formulation lagrangienne de systèmes
physiques évoluant dans un espace de configuration Q linéaire de dimension finie. Cepen-
dant, l’espace de configuration n’est pas nécessairement linéaire. Dans ce cas, les équations
d’Euler-Lagrange obtenues sont formulées sur des variétés différentielles qui induisent des
non-linéarités qu’il est important de bien traduire numériquement. Puisque les méthodes
présentées au chapitre précédent faisaient l’hypothèse de la linéarité de l’espace de confi-
guration, il devient nécessaire de les adapter afin de traiter correctement les systèmes
considérés.

De nombreuses approches ont été développées pour approcher numériquement les
équations différentielles évoluant sur une variété différentielle. Les méthodes par projection
proposées adaptent des intégrateurs numériques classiques projetant à chaque itération la
solution approchée sur la variété (Hairer et Wanner [48], Eich-Soellner et Führer [34]). En
partant de l’écriture de l’équation différentielle en coordonnées locales, Potra et Rhein-
boldt [113] construisent un schéma évoluant sur la variété. Le cadre du traitement de
systèmes physiques dont l’espace de configuration est une variété est proposé comme une
extension des intégrateurs variationnels présentés au chapitre 1 par Marsden et West [99].
En particulier, des méthodes variationnelles de Galerkin pour systèmes contraints sont
développés par Leok [83] et Wenger, Ober-Blöbaum et Leyendecker [135]. Dans le cas où
un groupe de Lie agit transitivement sur la variété, les équations différentielles peuvent
être réduites dans l’algèbre de Lie associée ; la préservation de la variété est alors garan-
tie par une relation de reconstruction. Cette approche a été proposée par les travaux de
Crouch et Grossman [26], puis développée et généralisée par Munthe-Kaas [102]-[104],
et Iserles et al. [64]. Les outils fondamentaux des méthodes avec groupe de Lie trouvent
également leur place dans le cadre de la mécanique variationnelle lagrangienne. Cette
approche, qui trouve son origine dans les travaux de Marsden, Pekarsky et Shkoller [93],
[95], est développée par Leok [83] et Hall [49], [51]. Le cadre général de l’utilisation des
méthodes variationnelles avec groupe de Lie en théorie du contrôle est posé par Leok [84].
Kobilarov et Marsden [72] proposent plusieurs exemples d’applications.

Dans le présent chapitre, on s’intéresse au cas particulier où l’espace de configuration
est une variété sur laquelle agit transitivement un groupe de Lie. On fait de plus l’hypo-
thèse que ce groupe de Lie est un groupe matriciel. Cette classe de problèmes, qui inclut
mais ne se limite pas à la dynamique du solide rigide [55], [96] et des systèmes multi-
corps [24], est particulièrement pertinente pour la formulation de nombreux problèmes en

37
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mécanique du solide, mécanique des milieux continus ou encore robotique.
Les idées fondamentales des intégrateurs par groupes de Lie sont présentées au § II.1

à partir de l’exemple de la famille de méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas (abrégées
dans la suite en RKMK). Cette approche permet de conserver la structure de la variété
sur laquelle est exprimée l’équation différentielle. Toutefois, puisque les méthodes RKMK
discrétisent directement les équations, plutôt que les structures physiques qui en sont à
l’origine, cette approche ne permet pas de garantir numériquement les propriétés d’inva-
riance du type de celles présentées au chapitre 1. Il est toutefois possible d’adapter les
méthodes variationnelles lagrangiennes au contexte des groupes de Lie. Cette formulation
est l’objet du § II.2 dans laquelle on considère que l’espace de configuration est un groupe
de Lie dont l’action laisse le lagrangien invariant. Une procédure de réduction permet alors
l’écriture des équations d’Euler-Poincaré, et le théorème de Noether est systématiquement
vérifié pour le champ de symétrie naturel associé à l’action du groupe. Les mêmes résultats
sont vérifiés en mécanique discrète. Les méthodes variationnelles de Galerkin introduites
au § I.3.2 sont ensuite adaptées pour les groupes de Lie. Une application à la dynamique
du solide rigide est proposée au § II.3. Les propriétés de conservation et la convergence
numérique des méthodes variationnelles de Galerkin avec groupe de Lie sont alors mises
en évidence.

II.1 Méthodes numériques de Runge-Kutta Munthe-Kaas
Les méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas sont une famille de schémas numériques

développés par Munthe-Kaas [102]-[104] qui étendent les méthodes de Runge-Kutta clas-
siques dans le cas où l’espace de configuration est une variété M sur laquelle agit un
groupe de Lie G. Dans cette section, on considère le cas particulier d’une équation diffé-
rentielle matricielle s’écrivant

q̇ = A(t, q)q (II.1)

définie pour tout q ∈ M, où pour tout t, q la matrice A(t, q) appartient à l’algèbre g
associée à G (voir Munthe-Kaas [104] pour le traitement du cas général).

On suppose que l’action du groupe est transitive, c’est-à-dire que pour tout q0, q1 ∈M,
il existe un élément g ∈ G tel que q1 = gq0. Autrement dit, tout élément q1 de la variété
peut être atteint à partir d’un point de départ q0 par l’action à gauche de G. Étant donné
une condition initiale

q(0) = q0 ∈M,

une trajectoire q : [0, T ] →M peut alors s’écrire à l’aide d’une courbe g : [0, T ] → G tel
que q(t) = g(t)q0 pour tout t.

Avant d’introduire les méthodes RKMK, nous rappelons quelques notions générales
sur les méthodes de Runge-Kutta.

II.1.1 Méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta, qui remontent aux travaux de Runge [122] et Kutta [73],
développés ensuite par Butcher [12], [13], constituent une classe d’intégrateurs numériques
ayant donné lieu à une importante littérature scientifiques. Nous énonçons ici brièvement
quelques concepts fondamentaux de cette famille de méthodes.
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Soit l’équation différentielle de la variable y

ẏ = f(t, y), y(t0) = y0, (II.2)

les méthodes de Runge-Kutta à s étapes consistent à approcher la solution de l’équa-
tion (II.2) en calculant y1 ≈ y(t0 + h) défini par

y1 = y0 + h
s∑
i=1

biki (II.3)

où les pentes ki sont données pour tout 1 ≤ i ≤ s par

ki = f

t0 + cih, y0 + h
s∑
j=1

aijkj

 .
Les coefficients ci vérifient ci =

∑s
j=1 aij , et la donnée des réels aij , bi, 1 ≤ i, j ≤ s

déterminent le choix particulier de la méthode de Runge-Kutta. Les coefficients sont
généralement présentés sous la forme d’un tableau de Butcher [12]

c1 a11 · · · a1s
...

...
...

cs as1 · · · ass
b1 · · · bs

En particulier, si les coefficients vérifient aij = 0 pour tout i ≤ j, la méthode RK cor-
respondante est explicite puisque toutes les pentes ki ne dépendent que des pentes précé-
dentes.

Bien que l’équation différentielle (II.1) que l’on cherche à résoudre numériquement
dans cette section soit de la forme (II.2) et puisse donc être traitée directement à l’aide
des méthodes de Runge-Kutta, cette approche ne permettrait pas d’obtenir des solutions
qui évoluent sur la variété M désirée. En effet, les méthodes RK supposent que l’espace
des configurations est stable par combinaison linéaire. Or, en toute généralité, la variétéM
n’est pas nécessairement équipée de la structure d’espace vectoriel. Pour s’en convaincre,
on peut par exemple examiner le cas où M = SO(3) le groupe des rotations en trois
dimensions : soit R1, R2 ∈ SO(3) deux matrices de rotation quelconques et λ ∈ R \ {0}
un scalaire, alors R1 + λR2 /∈ SO(3).

Dans ce contexte, la solution numérique y1 donnée par (II.3) obtenue par une méthode
de Runge-Kutta n’appartient pas nécessairement à M. Les méthodes RKMK résolvent
ce problème en réécrivant l’équation (II.1) sur l’algèbre g associée à G à l’aide d’un
difféomorphisme local entre g et G. Puisque g possède par nature la structure d’espace
vectoriel, les solutions de l’équation différentielle obtenue peuvent être approchées par
application des méthodes de Runge-Kutta ; le difféomorphisme permet ensuite de ramener
la solution dans l’espaceM. L’objet du paragraphe suivant est de définir cette procédure.

II.1.2 Réduction de l’équation aux dérivées ordinaires
Soit Φ : g → G un difféomorphisme local entre l’algèbre g et le groupe G vérifiant

Φ(0) = eG, le principe des méthodes avec groupes de Lie consiste à écrire la courbe q à
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l’aide d’une trajectoire ξ de l’algèbre g. En effet, puisqu’il existe une courbe g telle que
q(t) = g(t)q0, en définissant g(t) = Φ(ξ(t)) on obtient

q(t) = Φ (ξ(t)) q0,

et choisir ξ(0) = 0 permet de vérifier q(0) = q0 (voir figure II.1). On obtient par un calcul
direct à partir de l’équation précédente la dérivée temporelle de q

q̇ = ġq0 = ġg−1gq0 = ġg−1q.

Or en remarquant que le vecteur vitesse ξ̇ est transporté sur la variété par TΦ, soit
ġ = TξΦ(ξ̇), la dernière équation peut se réécrire

q̇ = TRg−1 ◦ TξΦ(ξ̇) q (II.4)

où TRg−1 est l’application tangente à la translation à droite par g−1, et, de même, TξΦ
dénote l’application tangente à Φ. Cette écriture fait apparaître la différentielle trivialisée
à droite de l’application Φ, notée dRΦ et définie pour tout ξ, ν ∈ g par

dRΦξ(ν) = TRΦ(ξ)−1 ◦ TξΦ(ν)

On reviendra plus en détail sur cette application au § II.2.2.

G

eG

TeG ≡ g

ξ(t)

g(t)

Φ

Fig. II.1 Une courbe g peut s’écrire grâce au difféomorphisme Φ à l’aide d’une
trajectoire ξ en définissant g(t) = Φ(ξ(t)) pour tout t.

La dérivée (II.4) s’écrit finalement q̇ = dRΦξ ξ̇q. En remplaçant q̇ par cette expres-
sion dans l’ODE (II.1), celle-ci devient A(t, q)q = dRΦξ ξ̇q et donc A(t, q) = dRΦξ ξ̇. En
inversant cette dernière égalité, on obtient une équation différentielle de la variable ξ ∈ g

ξ̇ = dRΦ−1
ξ (A(t, q)) , ξ(0) = 0. (II.5)

où dRΦ−1 est l’application inverse de dRΦ.
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II.1.3 Principe des méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas
La famille de méthodes numériques proposées par Munthe-Kaas [102]-[104] consiste à

résoudre numériquement l’équation différentielle (II.5) de la variable ξ ∈ g à l’aide d’une
méthode de Runge-Kutta ; l’avancement dans la variété M est ensuite effectué grâce au
difféomorphisme Φ. Dans le cadre des méthodes proposées par Munthe-Kaas, on choisit
pour le difféomorphisme Φ l’application exponentielle [102]. D’autres possibilités incluent
la fonction Cayley ou encore les coordonnées canonique du second ordre. On renvoie à la
lecture de Hairer [47] pour une discussion sur le sujet.

Dès lors que ∥ξ∥ < π, l’application dRexp−1
ξ est définie, et son expression est donné

par la série [4]

dRexp−1
ξ =

∞∑
k=0

Bk
k! adkξ (II.6)

où la constante Bk est le k-ième nombre de Bernouilli. L’opérateur adjoint adξ : g → g
correspond au crochet de Lie de l’algèbre g ; dans le cas des algèbres de matrices, il s’agit
du commutateur

adξ ν = [ξ, ν] = ξν − νξ.
Le calcul de la somme infinie (II.6) est mené en pratique par troncature à un ordre r.
L’équation (II.5) devant être résolue par méthode RK se réécrit alors comme l’approxi-
mation

ξ̇ =
r∑

k=0

Bk
k! adkξ (A (t, Φ(ξ)y0)) , ξ(0) = 0. (II.7)

À partir de ces équations, on définit un pas d’une méthode RKMK de la façon sui-
vante : soit h ∈ R un pas de temps et yn ∈M une condition initiale, la solution numérique
yn+1 ≈ y(h), où y est solution de l’équation (II.1) vérifiant y(0) = yn, est calculée de la
manière suivante :

1. On écrit y(h) = exp(ξ(h))yi où ξ vérifie (II.7)
2. La solution ξi ≈ ξ(h) est calculée à l’aide d’une méthode RK
3. La nouvelle position yi+1 ≈ y(h) est obtenue comme yi+1 = exp(ξi)yi.

Puisque yi appartient à la variété M qui est stable par l’action de G, il est garanti que
la solution numérique vérifie yi+1 ∈M.

Puisque les méthodes RKMK s’appuient sur la famille bien étudiée des intégrateurs de
Runge-Kutta, elles sont relativement simples à mettre en œuvre. Par ailleurs, les propriétés
de convergence des méthodes RKMK peuvent être reliés à celles des méthodes RK ; en
particulier, pour une méthode de Runge-Kutta d’ordre p, la méthode RKMK associée est
d’ordre p dès lors que l’ordre de troncature de la somme (II.6) vérifie r + 2 ≥ p [103].

Nous illustrons dans le paragraphe suivant les propriétés numériques des intégrateurs
RKMK en considérant la dynamique du solide rigide.

II.1.4 Dynamique du solide rigide
On se propose ici de montrer les propriétés numériques de l’intégrateur RKMK4 sur

l’exemple du problème du solide rigide. Le premier paragraphe est consacré à la défini-
tion de la méthode. Celle-ci est ensuite appliquée au second paragraphe ; les résultats
numériques sont discutés.
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II.1.4.1 Définition du schéma RKMK4

La méthode RKMK4 est construite à partir du schéma de Runge-Kutta d’ordre 4
classique, décrit par le tableau de Butcher

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 2/6 2/6 1/6

Pour obtenir un schéma RKMK d’ordre 4, il convient de tronquer la somme (II.6) au-delà
du terme d’ordre r = 2, ce qui donne l’équation différentielle de la variable ξ ∈ g

ξ̇ = A(t, q)− 1
2 adξ A(t, q) + 1

12 ad2
ξ A(t, q) =: f(t, ξ). (II.8)

La méthode RKMK4 consiste donc à calculer ξi solution numérique de l’équation (II.8) à
l’aide du schéma RK4. On a alors

k1 = f(ti, 0) k2 = f

(
ti + h/2, h2k1

)
k3 = f

(
ti + h/2, h2k2

)
k4 = f(ti + h, h k3)

ξi = h

6 (k1 + 2 k2 + 2 k3 + k4)

La nouvelle position qi+1 est enfin calculée à l’aide de la formule

qi+1 = exp (ξi) qi

On applique maintenant cette méthode sur l’exemple du solide rigide.

II.1.4.2 Application au solide rigide

La dynamique du solide rigide est donnée par l’équation différentielle du moment
cinétique π

π̇ =

 0 π3
I3

−π2
I2

−π3
I3

0 π1
I1

π2
I2

−π1
I1

0

π (II.9)

où Ik, k = 1, 2, 3 sont les moments angulaires dans les trois directions propres du solide.
On reconnaît dans cette équation l’EDO (II.1) où la variété M =

{
π ∈ R3 / ∥π∥ = ∥π0∥

}
est la sphère de rayon ∥π0∥ sur laquelle agit le groupe des rotations G = SO(3). La
définition de la variété traduit donc la conservation du moment cinétique au cours du
temps.

On applique à cette équation la méthode de Runge-Kutta Munthe-Kaas définie au
paragraphe précédent. Les valeurs choisies pour les simulations numériques sont données
par

I1 = 2/3, I2 = 1, I3 = 2, π0 =
(
1/2 0

√
3/2

)T
.
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La solution calculée pour le pas de temps h = 1.0 sur I = 100 itérations est présentée
en figure II.2a. Les moments πi obtenus par ce schéma appartiennent comme attendu à
la variété M représentée par la sphère de rayon ∥π0∥. Par contraste, on peut observer
sur la figure II.2b que la solution obtenue par une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4
classique pour les mêmes paramètres ne présente pas la même stabilité : la norme du
moment angulaire n’est pas conservée pour la solution numérique calculée par méthode
RK4 (figure II.3). Par ailleurs, on vérifie numériquement que l’intégrateur RKMK4 est
bien d’ordre 4 (figure II.4).

π1

π2

π3

(a) RKMK4

π1

π2

π3

(b) RK4

Fig. II.2 Solution numérique de l’équation du solide rigide (II.9) obtenue par
application de la méthode RKMK4 (gauche) et RK4 (droite) avec h = 1.0 pour
I = 100 itérations. La solution calculée avec la méthode par groupe de Lie évolue
sur la sphère de rayon ∥π0∥, tandis que la seconde fait croître numériquement la
norme du moment angulaire.

Dans certains contextes, il est souhaitable de conserver non seulement la structure de
la variété différentielle sur laquelle sont formulées les équations différentielles, mais égale-
ment d’autres structures ou quantités physiques comme la forme symplectique, l’énergie
ou les invariants provenant de symétries du système. Si les méthodes RKMK sont par
construction capable de vérifier la premier assertion, elles ne vérifient a priori pas de pro-
priétés de conservation additionnelles. Dans le cas du solide rigide par exemple, la solution
numérique calculée à l’aide d’une méthode RKMK4 ne conserve pas l’énergie du système.
Ceci s’observe en figure II.5, où il est clair que l’intégrateur dissipe numériquement de
l’énergie. On peut également observer ce résultat en figure II.2a, dans laquelle la solution
s’éloigne progressivement de son orbite d’isoénergie d’origine pour se rapprocher de l’axe
vertical.

En adaptant le cadre variationnel défini au premier chapitre au contexte des méthodes
par groupe de Lie, il est possible de construire des intégrateurs numériques préservant à
la fois la forme symplectique et les moments de Noether d’une part, et la structure de
la variété différentielle d’autre part. L’objet du paragraphe suivant est de définir cette
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Fig. II.3 Norme du moment angulaire ∥π∥ en fonction du temps calculé à l’aide
des méthodes RKMK4 et RK4 pour h = 1.0.
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Fig. II.4 Convergence numérique de la méthode RKMK4 (durée de simulation
T = 10).
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formulation variationnelle.

II.2 Méthodes variationnelles et groupes de Lie

On considère maintenant un système dont l’espace de configuration est un groupe de
Lie G, muni d’un lagrangien £ : TG → R. On suppose de plus que ce lagrangien est
invariant par l’action du groupe G à gauche, c’est à dire qu’il vérifie pour tout g̃ ∈ G et
toute trajectoire g : [t0, t1]→ G l’égalité

£ (g, ġ) = £ (Lg̃g, TLg̃ ġ) .

Enfin, on ne considèrera dans la suite que des champs de variations verticaux, c’est-à-dire
pour lesquels δt = 0. Il est toutefois possible de généraliser les résultats énoncés pour des
champs de variations quelconques.

Les principes des schémas numériques par action d’un groupe de Lie, présentés au
§ II.1 avec l’exemple des méthodes RKMK, peuvent être mis en œuvre dans le contexte
de la mécanique variationnelle. Il en résulte des méthodes numériques qui assurent par
construction la préservation de la structure sous-jacente de l’espace de configuration, tout
en maintenant les propriétés de conservations propres à la mécanique variationnelle dis-
crète. Les schémas obtenus sont donc symplectiques, préservent les moments et (approxi-
mativement) l’énergie, et les solutions évoluent sur l’espace de configuration défini par le
problème physique. L’objet du § II.2.1 est de définir le cadre de la mécanique lagrangienne
continue adaptée au contexte des groupes de Lie. En particulier, les équations d’Euler-
Lagrange sont réduites en équations d’Euler-Poincaré par invariance du lagrangien par
l’action du groupe, et le théorème de Noether s’applique automatiquement, assurant la
préservation d’un moment associé à l’action du groupe. Les équivalents discrets de ces
résultats sont donnés au § II.2.2. Enfin, le § II.2.3 introduit les méthodes variationnelles
de Galerkin avec groupe de Lie adaptant la famille d’intégrateurs présentés au § I.3.2.

II.2.1 Mécanique lagrangienne et réduction par groupe de Lie

Soit le lagrangien £ : TG→ R, on suppose que £ est invariant à gauche par l’action
du groupe G ; en d’autres termes, le lagrangien £ ne dépend pas de la position g. En
choisissant alors en particulier g̃ = g−1, on obtient TLg−1g = eG, et TLg−1 ġ ∈ g. Cela
permet de définir le lagrangien réduit ℓ : g→ G qui ne dépend que de la dérivée trivialisée
à gauche χ = TLg−1 ġ ∈ g

ℓ(χ) = £ (eG, χ) .

L’action du système s’écrit alors pour toute trajectoire g comme

A(g) =
∫ t1

t0
ℓ(χ)dt.

On établit maintenant l’expression de la variation d’action.
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II.2.1.1 Calcul des variations

Le calcul des variations de l’action s’écrit pour le champ δχ

δA =
∫ t1

t0

〈
∂ℓ

∂χ
, δχ

〉
dt.

où ⟨·, ·⟩ : g∗ × g → R dénote le produit scalaire. Afin d’exprimer δA en fonction du
champ de variations verticales trivialisées à gauche ζ = g−1δg ∈ g, il est nécessaire de
calculer la variation δχ induites par les variations ζ. On remarque au préalable, en dérivant
l’expression gg−1 = e, que

d

dt
g−1 = −g−1ġg−1,

ce qui permet d’écrire

ζ̇ = d

dt
(g−1δg) = −g−1ġg−1δg + g−1 d

dt
δg = −χζ + g−1δġ. (II.10)

Pour obtenir la dernière égalité, on a utilisé le fait que pour des variations verticales,
δt = 0, ce qui permet alors d’écrire d’après la propriété 1 du chapitre 1 que δġ = d

dtδg.
On peut alors conclure en utilisant la dérivée (II.10)

δχ = δ(g−1ġ) = −(g−1δg)(g−1ġ) + g−1δġ = −ζχ+ ζ̇ + χζ

= ζ̇ + adχ ζ (II.11)

En remplaçant δχ par son expression (II.11) dans le calcul de la variation d’action, on
obtient finalement après intégration par parties

δA =
∫ t1

t0

〈
∂ℓ

∂χ
, ζ̇ + adχ ζ

〉
dt

=
∫ t1

t0

〈
∂ℓ

∂χ
, adχ ζ

〉
dt−

∫ t1

t0

〈
d

dt

∂ℓ

∂χ
, ζ

〉
dt+

[〈
∂ℓ

∂χ
, ζ

〉]t1
t0

=
∫ t1

t0

〈
ad∗

χ

∂ℓ

∂χ
− d

dt

∂ℓ

∂χ
, ζ

〉
dt+ [Θℓ(ζ)]t1t0

L’opérateur co-adjoint ad∗ : g × g∗ → g∗ est définit par l’appariement avec l’opérateur
ad : g × g → g via le produit scalaire ⟨·, ·⟩ → R, et s’écrit pour tout χ, ν ∈ g, µ ∈ g∗

comme 〈
ad∗

χ µ, ν
〉

= ⟨µ, adχ ν⟩ .

La forme de Poincaré-Cartan Θℓ associé au lagrangien réduit ℓ est définie par

Θℓ = ∂ℓ

∂χ
g−1dg.

Cette expression se retrouve dans l’expression plus générale proposée par Bensoam et
Baugé [7] si on lève l’hypothèse de variations verticales pour considérer des champs de
variations quelconques.
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II.2.1.2 Équations d’Euler-Poincaré

La variation d’action est, comme au chapitre 1, distinguée en deux termes : une in-
tégrale sur le domaine temporel, et des termes de bords. L’application du principe de
Hamilton donne les équations d’Euler-Poincaré vérifiées par les solutions du problème va-
riationnel, obtenues en considérant des variations trivialisées quelconques s’annulant sur
les limites du domaine temporel

d

dt

∂ℓ

∂χ
− ad∗

χ

∂ℓ

∂χ
= 0 (II.12)

Dans cette équations, l’opérateur ad∗ traduit la nature non-linéaire du groupe de Lie
représentant l’espace de configuration.

II.2.1.3 Théorème de Noether

Puisque le lagrangien est invariant par l’action (à gauche) du groupe, la conservation
d’un invariant du système découle automatiquement de l’application du théorème de
Noether. Plus précisément, pour tout vecteur η ∈ g, on montre que le champ de variations
Sη = Adg−1 η laisse le lagrangien réduit ℓ invariant, ce qui permet de conclure que le
courant de Noether Jη est conservé par les solutions du système, où l’expression de Jη est
donnée par

Jη = Sη⌟Θℓ =
〈
∂ℓ

∂χ
,Adg−1 η

〉
=
〈

Ad∗
g−1

∂ℓ

∂χ
, η

〉
.

On renvoie à la lecture de Bensoam et Baugé [7] pour une démonstration rigoureuse de
ce résultat. Puisque η est quelconque, on peut finalement conclure que le moment

J = Ad∗
g−1

∂ℓ

∂χ

est constant le long des trajectoires solutions.

II.2.2 Mécanique discrète, lagrangien réduit
On propose maintenant une procédure de discrétisation de la formulation variation-

nelle réduite, construite à partir d’un difféomorphisme local entre le groupe G et l’algèbre
g.

Soient gi, gi+1 deux positions dans l’espace de configuration G séparés par un intervalle
de temps constant h. La construction de méthodes variationnelles avec groupes Lie procède
d’un principe similaire à celui décrit au § II.1, qui consiste à se munir d’un difféomorphisme
local Φ : g→ G de façon à définir ξi ∈ g tel que

gi+1 = giΦ(ξi). (II.13)

On suppose dans la suite que Φ vérifie Φ(0g) = eG.
Le calcul des variations induites par des champs de variations trivialisées à gauche

ζi = g−1
i δgi permet l’obtention des équations d’Euler-Poincaré discrètes et des résultats

de conservation dérivant de l’application du théorème de Noether. L’objet du prochain
paragraphe est d’adapter le calcul de variation de l’action discrète du § I.2.1 du chapitre
1 au contexte des groupes de Lie.
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II.2.2.1 Formulation variationnelle

On se munit d’un lagrangien discret réduit ℓd, défini comme une approximation de
l’intégrale d’action sur l’intervalle [ti, ti+1], ce qui s’écrit pour tout ξi = Φ−1(g−1

i gi+1)

ℓd(ξi) ≈
∫ ti+1

ti

ℓ(g−1ġ)dt (II.14)

où g est solution des équations d’Euler-Poincaré (II.12) et vérifie g(ti) = gi, g(ti+1) = gi+1.
Nous établissons les résultats de variations indépendamment du choix particulier d’un
lagrangien ℓd ; des exemples concrets de lagrangiens discrets seront examinés au § II.2.3.

Soit une trajectoire gd, l’action discrète est définie par

Ad(gd) =
I−1∑
i=0

ℓd (ξi) =
I−1∑
i=0

ℓd
(
Φ−1

(
g−1
i gi+1

))
L’objectif est d’établir les variations de l’action en fonction des variations trivialisées
ζi = g−1

i δgi ∈ g. Cependant, le lagrangien ℓd s’exprime à l’aide de la variable ξi. Il
est donc nécessaire d’établir l’expression des variations δξi induites par les variations ζi
préalablement au calcul de variation d’action. On écrit tout d’abord

δ
[
g−1
i gi+1

]
= −g−1

i δgig
−1
i gi+1 + g−1

i δgi+1

= −
(
g−1
i δgi

) (
g−1
i gi+1

)
+
(
g−1
i gi+1

) (
gi+1δgi+1

)
= −ζiΦ (ξi) + Φ (ξi) ζi+1

=
[
−ζi + Φ (ξi) ζi+1Φ (ξi)−1

]
Φ (ξi)

= TeRΦ(ξi)
(
−ζi + AdΦ(ξi) ζi+1

)
où TeRg : g → TgG est l’application tangente de translation à droite, et l’opérateur
adjoint Ad : G × g → g est défini pour tout g, ξ par Adg ξ = gξg−1 [55]. L’équation de
reconstruction (II.13) a été utilisée pour écrire g−1

i gi+1 = Φ(ξi). En partant de l’expression
ξi = Φ−1

(
g−1
i gi+1

)
, on peut alors écrire

δξi = Tg−1
i gi+1

Φ−1
(
δ
[
g−1
i gi+1

])
= TΦ(ξi)Φ

−1 ◦ TeRΦ(ξi)
(
−ζi + AdΦ(ξi) ζi+1

)
La composition du difféomorphisme inverse Φ−1 avec la translation à droite mène natu-
rellement à l’introduction de la différentielle trivialisée à droite et de son inverse, notées
respectivement dRΦ et dRΦ−1. Ces dernières sont définies pour tout ξ ∈ g par

dRΦξ : Tg ≡ g
TξΦ
−−→ TgG

TRg−1
−−−−→ TeG ≡ g

ν 7−→ TξΦ(ν) 7−→ TRg−1 ◦ TξΦ(ν)
(II.15)

dRΦ−1
ξ : TeG ≡ g

TRg−−−→ TgG
TgΦ−1
−−−−→ Tg ≡ g

ν 7−→ TRg(ν) 7−→ TgΦ−1 ◦ TRg(ν)
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où on note g = Φ(ξ). Ces applications linéaires sont l’inverse l’une de l’autre et vérifient
donc dRΦ−1

ξ ◦ dRΦξ = idg [72]. L’étape de “trivialisation” à droite peut ête intuitivement
comprise comme étant le moyen de ramener les dérivées appartenant à différents plans
tangents TgG au plan tangent en l’identité TeG ≡ g (voir figure II.6). La différentielle
trivialisée inverse nous permet finalement d’exprimer la variation δξi en fonction de ζi et
ζi+1 comme

δξi = dRΦ−1
ξi

(
−ζi + AdΦ(ξi) ζi+1

)
La variation du lagrangien discret peut alors s’écrire〈

ℓ′d(ξi), δξi
〉

=
〈
ℓ′d(ξi), dRΦ−1

ξi

(
−ζi + AdΦ(ξi) ζi+1

)〉
=
〈

dRΦ−1
ξi

∗
ℓ′d(ξi),AdΦ(ξi) ζi+1 − ζi

〉
=
〈
Ad∗

Φ(ξi) dRΦ−1
ξi

∗
ℓ′d(ξi), ζi+1

〉
−
〈

dRΦ−1
ξi

∗
ℓ′d(ξi), ζi

〉
où les applications duales Ad∗ et dRΦ−1 ∗ sont définies à partir du produit scalaire

⟨·, ·⟩ : g∗ × g→ R

et vérifient pour tout g ∈ G, ξ, η ∈ g, µ ∈ g∗ par l’appariement

⟨µ,Adg η⟩ =
〈
Ad∗

g µ, η
〉
,

〈
µ, dRΦ−1

ξ η
〉

=
〈

dRΦ−1
ξ

∗
µ, η

〉
.

À l’aide de l’expression du produit scalaire précédent, la variation d’action s’écrit après
un réarrangement des indices de sommation

δAd =
I−1∑
i=0

〈
ℓ′d(ξi), δξi

〉
=

I−1∑
i=1

〈
Ad∗

Φ(ξi−1) dRΦ−1
ξi−1

∗
ℓ′d(ξi−1)− dRΦ−1

ξi

∗
ℓ′d(ξi), ζi

〉
+
〈
Θ−
ℓd

(ξ0), ζ0
〉

+
〈
Θ+
ℓd

(ξI−1), ζI
〉

Ici, les formes de Poincaré-Cartan discrètes Θ±
ℓd

sont définies par

Θ−
ℓd

(ξi) =
〈
− dRΦ−1

ξi

∗
ℓ′d(ξi), g−1

i dgi
〉

Θ+
ℓd

(ξi) =
〈
Ad∗

Φ(ξi) dRΦ−1
ξi

∗
ℓ′d(ξi), g−1

i+1dgi+1
〉

Les équations d’Euler-Poincaré discrètes sont obtenues en appliquant un principe de
moindre action : les solutions du problème annulent la variation d’action pour des champs
de variations ζi arbitraires s’annulant en i = 0, I, ce qui implique pour tout 1 ≤ i ≤ I − 1

dRΦ−1
ξi

∗
ℓ′d(ξi)−Ad∗

Φ(ξi−1) dRΦ−1
ξi−1

∗
ℓ′d(ξi−1) = 0 (II.16)

Cette équation, qui est la version discrète de l’équation d’Euler-Poincaré (II.12), définit
le schéma numérique variationnel. Une itération de la méthode ξi−1 7→ ξi est effectuée
en calculant ξi solution de l’équation précédente (II.16). Les positions gi peuvent alors
être calculées à partir d’une position initiale g0 = g(0) et de la relation de reconstruction
discrète (II.13).
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G

e

TeG ≡ g

ν

g

Rg

Rg−1

G

e

TgG

g TRgν

Φ−1
Φ

ξ

TgΦ
−1 ◦ TRg(ν)

Tξg ≡ g

g

Fig. II.6 La différentielle trivialisée dRΦ−1
ξ est définie par la composition de

l’application tangente à la translation à droite, TRg, avec la différentielle du
difféormorphisme inverse Φ−1. Son inverse dRΦξ est obtenu en suivant le chemin
inverse.

II.2.2.2 Théorème de Noether

On suppose que le lagrangien discret ℓd est équivariant par l’action du groupe G. De
ce fait, comme dans le cas continu vu au § II.2.1.3, cette propriété du lagrangien implique
un résultat de conservation par l’application du théorème de Noether. Dans le cas discret,
pour tout η ∈ g, le lagrangien ℓd est invariant pour le champ de symétrie trivialisé à
gauche ζi = Adg−1

i
η. Soit ξi ∈ g, on définit son moment associé πi par

πi = dRΦ−1
ξi

∗
ℓ′d(ξi).

Pour tout η ∈ g, les moments J±
η = j1Sη⌟Θ±

ℓ sont alors donnés pour tout ξi par

J+
η (ξi) =

〈
Ad∗

Φ(ξi) πi,Adg−1
i+1

η

〉
J−
η (ξi) =

〈
−πi,Adg−1

i
η
〉

et vérifient J+
η = −J−

η . En définissant Jη = J+
η , le théorème de Noether permet de

conclure la conservation du courant Jη(ξi) par les solutions du problème, où

Jη(ξi) =
〈

Ad∗
Φ(ξi) πi,Adg−1

i+1
η

〉
=
〈

Ad∗
g−1

i+1
Ad∗

Φ(ξi) πi, η

〉
=
〈

Ad∗
g−1

i
πi, η

〉
.
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La dernière ligne a été obtenue en utilisant

Ad∗
g−1

i+1
Ad∗

Φ(ξi) = Ad∗
Φ(ξi)g−1

i+1
= Ad∗

g−1
i gi+1g

−1
i+1

= Ad∗
g−1

i
.

Puisque que Jη(ξi) est conservé pour tout η ∈ g, on peut finalement conclure que le
moment Ji = Adg−1

i
πi est conservé numériquement.

Nous proposons maintenant de définir une méthode de discrétisation de l’intégrale
d’action (II.14) donnant lieu à une famille de méthodes variationnelles adaptant les inté-
grateurs variationnels de Galerkin au contexte des groupes de Lie.

II.2.3 Méthodes variationnelles de Galerkin avec groupe de Lie

Les méthodes de Galerkin étudiées au § I.3.2 du chapitre 1 consistent à restreindre
l’espace des fonctions dans lequel est recherché la solution des équations du système, et
à appliquer une quadrature de l’intégrale d’action. Cependant, il n’est pas directement
possible d’appliquer ces méthodes car elles reposent sur l’approximation des courbes de
l’espace de configuration par des interpolation polynômiale paramétrées par les points de
contrôle qµ ∈ Q sur les fonctions de base φµ

q̃(t) =
M∑
µ=0

qµφµ(t).

Or, cette construction repose sur la linéarité de l’espace de configuration Q, ce qui n’est
a priori pas vérifié dans le cas où Q = G un groupe de Lie.

Les méthodes de Galerkin peuvent dans ce cas être adaptées en effectuant une in-
terpolation dans l’algèbre g similaire à celle décrite au § I.3.2, qui vérifie par essence les
hypothèses de linéarité requises, et en la ramenant sur le groupe à l’aide d’un difféomor-
phisme local Φ. Cette famille d’intégrateurs a fait l’objet de travaux précédents. Le cadre
général a été posé par Leok [83]. L’étude des propriétés de convergence numériques de ces
méthodes sont l’objet de la thèse de Hall [49], [51].

Dans le cadre des méthodes de Galerkin avec groupe de Lie, nous ferons les mêmes
choix que ceux présentés dans le cas classique pour les méthodes de Galerkin sans groupe
de Lie d’une interpolation polynômiale construite à partir des polynômes de Lagrange as-
sociés à des points d’interpolation de Chebychev, et d’une quadrature de Gauss-Legendre
pour évaluer l’intégrale d’action (voir chapitre 1). D’autres choix sont tout à fait possibles,
mais ne seront pas discutés ici.

II.2.3.1 Espace des trajectoires

Soit une trajectoire ξ̃ dans l’algèbre g, paramétrée sur chaque sous-intervalle [ti, ti+1]
par M + 1 points de contrôles {ξµi }Mµ=0 associés aux fonctions de base φµ et aux dates αµ
de sorte que pour tout t ∈ [ti, ti+1]

ξ̃
∣∣∣
[ti,ti+1]

(t) = ξ̃i(t) =
M∑
µ=0

ξµi φµ(t̃)
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où t̃ = (t − ti)/h. Soit Φ : g → G un difféomorphisme local, on fait correspondre à ξ̃ la
trajectoire g̃ évoluant sur le groupe G en définissant pour tout t ∈ [ti, ti+1] la relation

g̃|[ti,ti+1] (t) = g̃i(t) = giΦ

 M∑
µ=0

ξµi φµ(t̃)


où gi = g̃(ti). Pour chaque intervalle [ti, ti+1], la courbe g̃i passe aux dates αµ par les
M + 1 points {gµi }Mµ=0 définis par gµi = giΦ (ξµi ), ce qui équivaut à la relation

ξµi = Φ−1
(
Lg−1

i
gµi

)
Sans perdre en généralité, on suppose que Φ(0g) = eG. Choisir alors ξ0

i = 0 permet de
vérifier que g0

i = gi. Par ailleurs, l’hypothèse de continuité de g̃ requiert que gµi = g0
i+1 =

gi+1, ce qui impose ξµi = Φ−1
(
Lg−1

i
gi+1

)
. Cette construction est résumée en figure II.7.

G

TeG ≡ g

ξ0i ≡ 0g
ξµi

ξi ≡ ξMi

Φ

gi ≡ g0i

gµi

gi+1 ≡ gMi

Lgi

Fig. II.7 Schéma du principe d’interpolation pour les groupes de Lie. La tra-
jectoire polynômiale ξ̃i, définie sur l’algèbre g, est rapportée dans le groupe à
l’aide du difféomorphisme Φ, puis amenée au point gi par translation à gauche.

II.2.3.2 Quadrature de l’intégrale d’action

De façon similaire à la construction proposée au § I.3.2, l’intégrale d’action est appro-
chée sur un intervalle [ti, ti+1] à l’aide d’une quadrature de Gauss-Legendre (wa, ca)ra=1,
ce qui s’écrit

Ãi({ξµi }) = hi

A∑
a=1

waℓ (χ̃i (cah)) (II.17)
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où la dérivée trivialisée χ̃ ∈ g de la trajectoire g̃ est définie par χ̃ = g̃−1 ˙̃g.
Afin d’exprimer l’intégrale d’action en fonction des points de contrôles {ξµi } en vue

de la résolution d’un problème d’optimisation locale, il est nécessaire d’expliciter χ̃i en
fonction de ces points. On vérifie d’abord que la dérivée ˙̃gi de g̃i = LgiΦ(ξ̃i) s’écrit

˙̃gi = TLgiTξ̃i
Φ
( ˙̃ξi
)
.

En partant la définition de χ̃i, on obtient alors

χ̃i = TLg̃−1
i
TLgiTξi

Φ
( ˙̃ξi
)

= TLg̃−1
i gi

Tξi
Φ
( ˙̃ξi
)

= TLΦ(ξ̃i)−1Tξi
Φ
( ˙̃ξi
)

où on a utilisé le fait que

g̃−1
i gi =

(
giΦ(ξ̃i)

)−1
gi = Φ(ξ̃i)−1g−1

i gi = Φ(ξ̃i)−1

De la même manière que la différentielle trivialisée à droite dRΦ vérifie la définition (II.15),
la différentielle trivialisée à gauche dLΦ est donnée pour tout ξ ∈ g par

dLΦξ = TLΦ(ξ)−1 ◦ TξΦ.

Ceci nous permet finalement d’écrire l’expression de χ̃i en fonction de ξ̃i comme

χ̃i = dLΦξ̃i

( ˙̃ξi
)

(II.18)

II.2.3.3 Lagrangien discret

Le lagrangien discret réduit ℓd est défini à l’aide d’un problème d’optimisation local
pour les points de contrôles {ξµi }

M−1
µ=1 : soit gi, gi+1, le lagrangien discret ℓd : ξ → R

approche l’intégrale d’action sur l’intervalle [ti, ti+1] de sorte que, pour ξi = g−1
i gi+1, on

a

ℓd(ξi) = ext
ξµ

i ∈g / ξ0
i =0g,

ξM
i =ξi

h
A∑
a=1

waℓ (χ̃i (cah)) ≈
∫ ti+1

ti

ℓ (χ(t))

où g(ti) = gi, g(ti+1) = gi+1 et g est solution des équations d’Euler-Poincaré (II.12). La
dérivée trivialisée χ associée à g s’écrit χ = g−1ġ, et l’expression de χ̃i, qui dépend des
ξµi , est donnée par (II.18).

La condition d’extrémalité est vérifiée par les M − 1 points de contrôle {ξµi }
M−1
µ=1

annulant pour tout 1 ≤ ν ≤M − 1 les conditions

∂Ãi
∂ξνi

= h
A∑
a=1

waℓ
′ (χ̃i (cah))Tξν

i
χ̃i (cah) = 0 (II.19)

Ces équations constituent les M − 1 équations d’Euler-Poincaré internes.
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II.2.3.4 Méthode numériques de Galerkin avec groupe de Lie

Soit M le degré de l’interpolation polynômiale des trajectoires et A le nombre de
points de la quadrature de Gauss-Legendre définissant une méthode de Galerkin, un pas
(gi−1, gi) 7→ (gi, gi+1) de l’intégrateur numérique est effectué comme suit :

1. soit les configurations gi−1, gi ∈ G et les points de contrôle {ξµi−1}Mµ=0 réalisant la
condition d’extrémalité de ℓd(ξi−1) où ξi−1 est défini par ξi−1 ≡ Φ−1(g−1

i−1gi).
2. on calcule lesM+1 points de contrôle {ξµi }Mµ=0 vérifiant l’équation d’Euler-Poincaré

discrète (II.16), les M − 1 équations d’Euler-Poincaré internes (II.19), et ξ0
i = 0g.

3. la nouvelle position gi+1 est calculée en utilisant la relation de reconstruction (II.13).
L’utilisation du difféomorphisme local Φ, à la base des méthodes présentées, induit

une restriction due au fait que les constructions ne sont valides que dans un voisinage de
l’origine. En pratique, cette restriction impose une limitation du pas de temps, qui doit
être choisi inférieur à une borne supérieure dépendant du difféomorphisme particulier
utilisé pour l’implémentation de la méthode.

II.3 Dynamique du solide rigide
Nous proposons d’illustrer les propriétés des intégrateurs numériques variationnels

avec groupes de Lie présentés précédemment en les appliquant à la dynamique du solide
rigide. La dynamique de ce système a été approchée au § II.1 en calculant les trajectoires
solutions de l’équation d’Euler-Poincaré (II.9) à l’aide d’une méthode de Runge-Kutta
Munthe-Kaas. Pour traiter le problème dans le formalisme de la mécanique variationnelle,
il est nécessaire de le décrire à l’aide de son lagrangien, ce qui est l’objet du § II.3.1.
Une discrétisation du système dynamique sera ensuite proposée au § II.3.2. Des résultats
numériques seront alors présentés et discutés.

Le solide rigide, et le groupe de Lie SO(3) qui permet de le représenter, sont au centre
de la formulation de nombreux problèmes physiques relevant de la mécanique du solide,
de la robotique ou encore de la mécanique des milieux continus ; aussi sont-ils l’objet
d’une très riche littérature scientifique qui remonte aux travaux de Poinsot [112]. L’étude
de cet exemple nous permet en particulier d’introduire certains des outils conceptuels
qui serviront à la définition du modèle de corde du chapitre 4. On renvoie à Marsden et
Ratiu [96] pour un traitement complet de la dynamique du solide rigide, dont nous ne
rappellerons ici que les principaux résultats.

Les intégrateurs de Galerkin avec groupe de Lie ont précédemment été appliqués au
calcul de la dynamique du solide rigide par Hall et Leok [51]. Le traitement du même
problème par un intégrateur similaire est proposé par Leitz et Leyendecker [80], pour
lequel l’interpolation de la trajectoire du solide rigide est effectuée à l’aide de quaternions.
Les autres approches numériques variationnelles appliquées à la dynamique du solide
rigide, ne faisant pas appel aux intégrateurs de type Galerkin, sont trop nombreuses
pour être recensées. On citera simplement les travaux de Lee, Leok et McClamroch [74],
[77], [78], ainsi qu’une application des intégrateurs variationnels avec groupe de Lie à
la théorie du contrôle proposée par Kobilarov et Marsden [72] pour des solides rigides,
soumis à différentes interactions prises en considération à l’aide d’un principe de Lagrange-
d’Alembert (voir chapitre 1).
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II.3.1 Formulation lagrangienne de la dynamique du solide rigide
L’espace des configuration du solide rigide est le groupe spécial orthogonal à trois

dimensions
G = SO(3) = {R ∈ GL3(R) / RTR = I3}.

Soit g : [0, T ] → G une trajectoire, la dérivée trivialisée à gauche χ̂ est définie par
χ̂ = R−1Ṙ = RT Ṙ. L’objet χ̂ appartient à l’algèbre des matrices antisymétriques so(3)

g = so(3) = {χ̂ ∈ GL3(R) / χ̂T = −χ̂}.

On utilise dans la notation l’application ·̂ : R3 → so(3), définie pour tout χ = (χ1, χ2, χ3)T ∈
R3 par

χ̂ =

 0 −χ3 χ2
χ3 0 −χ1
−χ2 χ1 0

 .
Cette application permet de faire le lien entre les notations vectorielle et matricielle de
l’algèbre so(3), et vérifie pour tout v ∈ R3 la relation χ̂v = χ ∧ v où ∧ est l’opération de
produit vectoriel usuelle.

Le lagrangien réduit du système est égal à l’énergie cinétique totale, et s’écrit à l’aide
de la représentation vectorielle de χ comme

ℓ(χ) = 1
2 ⟨χ, Jχ⟩

où J est le tenseur d’inertie du solide. Dans la suite, on suppose sans perdre en généralité
que le repère mobile coïncide avec les directions propres du solide ; le tenseur J s’écrit alors
comme la matrice diagonale J = diag(I1, I2, I3). L’équation d’Euler-Poincaré du système
est donné pour tout χ par

d

dt
(Jχ)− ad∗

χ(Jχ) = 0 (II.20)

En utilisant la représentation vectorielle de l’algèbre so(3) et de son dual so(3)∗, l’action
co-adjointe ad∗ : so(3) × so(3)∗ → so(3)∗ prend pour tout χ ∈ g, π ∈ g∗ l’expression
ad∗

χ π = χ ∧ π. Un élément de l’algèbre duale so(3)∗ représente un moment cinétique. En
définissant le moment π = Jχ associé à χ, l’équation d’Euler-Poincaré (II.20) se réécrit
alors

π̇ = χ ∧ π

Utiliser la définition χ ∧ π = χ̂π et remplacer χ par J−1π dans cette expression permet
de retrouver l’équation (II.1) du § II.1.

Le moment π ∈ g∗ est exprimé dans le repère invariant à gauche (ou repère mobile).
Dans le repère invariant à droite (ou repère spatial), ce moment s’écrit Π = Ad∗

g−1 π ∈ g∗.
Pour le groupe spécial orthogonal, l’opérateur Ad∗ : SO(3) × so(3)∗ → so(3)∗ s’écrit
Ad∗

g π = gπ pour tout g ∈ SO(3), π ∈ so(3)∗, ce qui donne

Π = g−1π.

Le lagrangien réduit étant trivialement invariant par l’action de SO(3), l’application du
théorème de Noether donné au § II.2.1.3 permet de conclure que le moment Π est conservé
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par les trajectoires solutions du système. On retrouve ici le résultat classique selon lequel
les composantes du moment cinétique exprimé dans le repère spatial sont conservées au
cours du temps.

La solution du problème est obtenue en résolvant tout d’abord les équations d’Euler-
Poincaré pour la variable π. La trajectoire g est ensuite déterminée à partir de la relation
de reconstruction

ġ = gχ, g(0) = g0

où la vitesse angulaire χ = J−1π est connue. On renvoie à Marsden et Ratiu [96] pour
l’établissement des solutions analytiques de ces équations, dont les expressions sont com-
plexes et nécessitent des disjonctions de cas selon les valeurs des composantes du tenseur
d’inertie et des conditions initiales du problème. L’existence de solution analytiques expli-
cites permet au paragraphe suivant de calculer les erreurs de convergence des différentes
quantités numériques.

II.3.2 Définition de la méthode de Galerkin avec groupe de Lie

Nous proposons ici l’application de la famille d’intégrateurs de Galerkin avec groupe
de Lie présentée au § II.2.3 pour résoudre numériquement la dynamique du solide rigide.
L’approche présentée ici, similaire à celle de Hall [51], consiste à construire une interpo-
lation polynômiale de la trajectoire du solide exprimée à l’aide du groupe SO(3) et en
choisissant comme difféomorphisme Φ la fonction Cayley.

Dans Hall [51], les dérivées sont exprimées sur les différents espaces tangents TgiG, ce
qui nécessite au moment de l’explicitation des équations d’avoir recours à une gymnastique
mathématique supplémentaire afin d’établir les dérivées trivialisées, qui ne sont jamais
mentionnées explicitement. À l’inverse, la formulation à l’aide des dérivées trivialisées
proposée au § II.2 permet l’écriture unifiée des équations d’Euler-Poincaré, et met en
exergue les opérateurs construits à partir du difféomorphisme qui seront réutilisés au
chapitre 4.

On choisit, pour appliquer la méthode de Galerkin, le difféomorphisme cay : so(3)→
SO(3) défini pour tout ξ ∈ g par [123]

cay(ξ) =
(

I3−
ξ̂

2

)−1(
I3 + ξ̂

2

)

Cette application permet de définir g̃i la trajectoire interpolée dans le groupe entre les
dates ti et ti+1 à l’aide de la courbe ξi comme

g̃i(t) = gi cay
(
ξ̃i(t)

)
où ξ̃i(t) =

M∑
µ=0

ξµi ϕµ(t̃)

avec t̃ = (t − ti)/h. La dérivée trivialisée à gauche χ̃i correspondante est donnée par la
relation (II.18) qui s’écrit ici

χ̃i = dLcayξ̃i

˙̃ξi = 2
4 + ∥ξ̃i∥2

(
2 I−̂̃ξi) ˙̃ξi
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Afin de calculer les dérivées partielles de l’intégrale d’action discrète Ãi, dont l’expres-
sion est donnée par (II.17), en fonction des points de contrôle {ξµi }Mµ=0, il est nécessaire
d’obtenir la variation de χi induite par δξµi . Pour cela, on calcule

dχ̃i(δξµi ) = 2
4 + ∥ξ̃i∥2

−ϕµδ̂ξµi − 2ϕµ

〈
ξ̃i, δξ

µ
i

〉
4 + ∥ξ̃i∥2

(
2 I− ̂̃ξi)

 ˙̃ξi + 2
4 + ∥ξ̃i∥2

(
2 I−̂̃ξi) ϕ̇µh δξµi

= 2
4 + ∥ξ̃i∥2

[
ϕµ
̂̇̃
ξiδξ

µ
i −

ϕ̇µ
h
̂̃
ξiδξ

µ
i −

2ϕµ
4 + ∥ξ̃i∥2

(
2 I−̂̃ξi) ˙̃ξi

〈
ξ̃i, δξ

µ
i

〉
+ 2ϕ̇µ

h
δξµi

]

= 2
4 + ∥ξ̃i∥2

[
ϕµ
̂̇̃
ξi + ϕ̇µ

h

(
2 I−̂̃ξi)− 2ϕµ

4 + ∥ξ̃i∥2
(
2 I−̂̃ξi) ˙̃ξiξ̃Ti

]
δξµi

=
〈
∂χ̃i
∂ξµi

, δξµi

〉
,

ce qui nous permet de conclure que

∂Ãi
∂ξµi

= h
A∑
a=1

waℓ
′(χ̃i)

∂χ̃i
∂ξµi

= h
A∑
a=1

wa
4(

4 + ∥ξ̃i∥2
)2

˙̃ξTi
(
2 I−̂̃ξi)T J

[
ϕµ
̂̇̃
ξi +

(
2 I−̂̃ξi)

(
ϕ̇µ
h

I− 2ϕµ
4 + ∥ξi∥2

˙̃ξiξ̃Ti

)]

où les fonctions ξ̃i et ˙̃ξi sont évaluées en t̃i,a. Enfin, on calcule les expressions nécessaires à
l’écriture de l’équation d’Euler-Poincaré discrète à partir de Selig [123] et du lemme A.3
de Kobilarov et Marsden [72]

dRcay−1
ξ

∗ =
(
dRcay−1

ξ

)T
=
(

I + ξ̂

2 + ξξT

4

)

Ad∗
cay(ξ) dRcay−1

ξ

∗ = dRcay−1
−ξ

∗ =
(

I− ξ̂2 + ξξT

4

)

Un pas de la méthode variationnelle de Galerkin avec groupe de Lie approchant la dyna-
mique du solide rigide est finalement constituée de l’équation d’Euler-Poincaré (II.21a),
des M − 1 équations d’Euler-Poincaré internes (II.21b) et de la relation de reconstruc-
tion (II.21c)

dRcay−1
ξi+1

∗
ℓ′d(ξi+1)−Ad∗

cay(ξi) dRcay−1
ξi

∗
ℓ′d(ξi) = 0 (II.21a)

∂Ãi
∂ξµi

= 0 0 < µ < M (II.21b)

gi+1 = gi cay(ξi) (II.21c)

où ℓ′d(ξi) = ∂Ãi/∂ξMi . Pour chaque pas gi 7→ gi+1, les équations d’Euler-Poincaré (II.21a)
et (II.21b) doivent être résolues pour les M points de contrôles {ξµi }Mµ=1 à l’aide d’un
solveur numérique. La nouvelle position gi+1 est ensuite obtenue à partir de l’équation de
reconstruction (II.21c).
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II.3.3 Résultats numériques
On présente ici les résultats numériques obtenus par application des méthodes de

Galerkin à la dynamique du solide rigide. Les simulations sont menées en choisissant pour
le tenseur d’inertie les valeurs

I1 = 2/3, I2 = 1, I3 = 2

et pour les données initiales du problèmes

g0 = cay((1, 0,−3)), π0 = (1/2, 0,
√

3/2)T .

Les courbes d’interpolation dans le groupe et l’algèbre obtenue pour les deux premières
itérations de la méthode pour les paramètres h = 2.5 et M = 3 sont représentés en
figure II.8. La solution numérique du moment π calculée sur I = 100 itérations est re-
présenté en figure II.14. Celle-ci appartient bien à la sphère de rayon ∥π0∥. Les trois
composantes du moment angulaire Π, exprimé dans le repère spatial, sont conservée nu-
mériquement par la solution à erreur machine près (figure II.9). On retrouve par ailleurs
la conservation approximative de l’énergie en figure II.10 ; ce résultat est attendu pour la
méthode variationnelle de Galerkin avec groupe de Lie, qui est symplectique (voir chapitre
1).

On vérifie expérimentalement qu’une méthode de Galerkin avec groupe de Lie pour
une interpolation d’ordre M et une quadrature de Gauss-Legendre à A points pour A = M
vérifie une convergence numérique d’ordre 2M (figure II.11). L’erreur est ici calculée à
l’aide de la distance définie pour deux matrices de rotation g1, g2 de SO(3) comme la
norme de Frobenius de la déviation par rapport à l’identité de g−1

1 g2

d(g1, g2) = ∥ I−g−1
1 g2∥.

Pour une discussion sur les différents choix possibles pour la mesure de distance sur
SO(3), on renvoie à la lecture de Huynh [59]. D’autre part, la variation d’énergie vérifie la
même propriété de convergence (figure II.12). Ces résultats recoupent ceux obtenus par
Leitz et Leyendecker [80] et Hall et Leok [51]. Enfin, on observe sur la figure II.13 que
la convergence numérique du moment πi exprimé dans le repère mobile est d’ordre 4M .
Ce résultat est à mettre en regard avec l’ordre de convergence des méthodes RKMK vues
au § II.1, qui dans le cas de la dynamique du solide rigide approchent les solutions π de
l’équation (II.9). En particulier, une méthode de Galerkin pour M = A = 1 a le même
ordre de convergence que la méthode RKMK4 vis-à-vis de la variable π (cf. figure II.4).
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Fig. II.8 Composantes des courbes de Galerkin g̃ et ξ̃ des deux premiers pas
de temps de la solution numérique pour M = 3 et h = 2.5. Les gi, ξi sont
indiqués par les grands points, et les points de contrôle internes gµi , ξµi par les
petits points.
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Fig. II.9 Erreur relative des trois composantes du moment angulaire spatial Π
pour la méthode de Galerkin avec les paramètres M = 3 et h = 1.0.
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Fig. II.10 Variation relative de l’énergie de la solution numérique calculée par
méthode de Galerkin avec les paramètres M = 3 et h = 1.0.
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Fig. II.11 Convergence numérique de la méthode de Galerkin calculée pour
différentes valeurs de l’ordre d’interpolation M une durée de simulation T = 10.
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Fig. II.12 Convergence numérique de l’énergie de la solution obtenue par mé-
thode de Galerkin calculée pour différentes valeurs de l’ordre d’interpolation M
une durée de simulation T = 10.
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Fig. II.13 Convergence numérique du moment π obtenu par méthode de Ga-
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Fig. II.14 Moment angulaire obtenu par application de la méthode de Galerkin
pour les paramètres M = 3 et h = 1.0 sur I = 100 itérations.
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II.4 Conclusion
Au premier chapitre, les principaux résultats de la mécanique lagrangienne classique

ont été rappelés dans le cas où l’espace de configuration est un espace linéaire. Ils ont
été élargis ici au traitement des systèmes physiques formulés sur un groupe de Lie. Les
principes généraux de l’approximation des équations différentielles à l’aide de méthodes
avec groupe de Lie ont été introduits à partir de l’étude des schémas de Runge-Kutta
Munthe-Kaas (§ II.1). Ces principes ont ensuite été adaptés en mécanique lagrangienne
pour l’approximation des systèmes invariants par l’action d’un groupe de Lie (§ II.2). Dans
ce cas, le principe variationnel mène à l’établissement des équations d’Euler-Poincaré, et
la conservation d’un moment est automatiquement vérifiée par application du théorème de
Noether. Les méthodes de Galerkin, reformulées dans ce contexte, ont permis de calculer
les solutions numériques de la dynamique du solide rigide et de vérifier les propriétés
énoncées (§ II.3)

Le prochain chapitre est consacré au traitement des équations au dérivées partielles
dans le cadre de la formulation lagrangienne des champs.
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Chapitre III
Géométrie multisymplectique

Au premier chapitre ont été rappelés les principaux résultats de la mécanique lagran-
gienne classique, dans lequel a été posée l’hypothèse d’un espace des configurations Q
de dimension finie. Cette formulation de la mécanique a alors permis le traitement des
systèmes décrits par des équations différentielles ordinaires. Toutefois, ce traitement peut
être étendu à une classe plus large de problèmes exprimés à partir d’équations aux déri-
vées partielles. La formulation lagrangienne permet alors notamment de rendre compte
de la mécanique des milieux continus, qui joue un rôle prépondérant dans la formulation
des systèmes acoustiques.

Pour les systèmes physiques pouvant être décrits par une densité lagrangienne, la
formulation covariante présente un cadre naturel étendant la mécanique lagrangienne
classique. La densité lagrangienne dépend alors de la variable de temps et d’une ou plu-
sieurs variables spatiales, ainsi que des dérivées partielles de la trajectoire selon ces diffé-
rentes variables. L’action d’un tel système est définie comme une intégrale sur un domaine
spatio-temporel, là où, dans le cas classique, la seule variable temporelle décrit le problème
physique. Cette description, qui remonte aux travaux pionniers de François Gallissot [43],
[44], est proposée à l’aide des outils de la géométrie différentielle dans Echeverría-Enríquez
et al. [33] et Bensoam et Baugié [7], et les principaux résultats sont énoncés dans les tra-
vaux de Marsden et Shkoller [97], Fetecau, Marsden et West [42] et Ellis, Gay-Balmaz,
Holm, Putkaradze et Ratiu [35].

La mécanique lagrangienne covariante admet également une formulation discrète, dont
les concepts fondamentaux ont été posés dans Marsden, Patrick et Shkoller [94] puis
développés par Lew, Marsden, Ortiz et West [86]. La discrétisation des structures décrivant
le système physique assure alors la vérification numérique des résultats de conservation.
Plusieurs intégrateurs numériques multisymplectiques d’ordre faible définis selon cette
approche ont été proposés en tant que preuves de concepts. On pourra par exemple se
référer aux travaux de Chen [21], Marsden, Patrick et Shkoller [94], et Demoures, Gay-
Balmaz et Ratiu [31].

Le présent chapitre est organisé comme suit. Les outils de la théorie lagrangienne des
champs sont introduits (§ III.1). Le calcul des variations permet tout d’abord l’établis-
sement des équations d’Euler-Lagrange covariantes et des lois d’évolution associées aux
différentes variables spatio-temporelles. On propose ensuite un traitement des conditions
aux limites grâce à l’extension du principe de moindre action qui donne un cadre intrin-
sèque pour l’obtention des conditions du premier ordre. Le caractère multisymplectique
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des solutions des équations d’Euler-Lagrange est ensuite rappelé, qui est l’extension en
formulation covariante du résultat de symplecticité, puis le théorème de Noether, qui as-
socie à toute symétrie du système une loi de conservation, est énoncé. Enfin, la prise en
compte de forces extérieures exercées sur le système est réalisée à l’aide d’un principe
de Lagrange-d’Alembert. On propose au § III.2 la définition une famille de méthodes
covariantes de Galerkin généralisant celle du premier chapitre au cas à deux variables
indépendantes. Après avoir construit la méthode, les équivalents discret du résultat de
multisymplecticité et du théorème de Noether sont donnés. Une attention particulière
est portée au traitement des conditions aux limites à partir d’un principe variationnel
étendu, et à la prise en compte des forces extérieures. Deux exemples d’applications de
l’intégrateur sont ensuite proposés (§ III.3) : l’étude de l’équation des ondes est l’occa-
sion de vérifier les propriétés de conservation approximative de l’énergie par les solutions
numériques ; un modèle de corde raide non linéaire est ensuite examiné, et on met en
évidence la vérification numérique de la loi d’évolution des moments.

III.1 Théorie lagrangienne des champs
La structure de fibré des 1-jets a été introduite au premier chapitre dans le cas particu-

lier où la seule variable considérée était le temps. On généralise maintenant cette structure
dans le cas de n+1 variables (typiquement une variable de temps et n variables d’espace).
Nous ne rappellerons ici que les notions nécessaires dans le cadre de ce chapitre, que nous
empruntons à Encheverría-Enríquez et al. [33] et Bensoam et Baugé [7] ; le lecteur pourra
se référer à ces sources pour une exposition plus circonstanciée.

Les variables servant à paramétrer le problème lagrangien appartiennent à une variété
différentielle orientable M de dimension n + 1 appelée base. Les trajectoires du système
sont représentées par les sections ϕ : U ⊂ M → E du fibré différentiel E. Le fibré E
est localement le produit de la base M et de la fibre Q, espace des configurations de
dimension N . Un élément du fibré E peut s’écrire à l’aide du système de coordonnées
locales {xµ, yA} où xµ, 0 ≤ µ ≤ n sont des coordonnées locales de M et yA, 1 ≤ A ≤ N
des coordonnées locales de Q. Dans ce cas, la section ϕ : U → E s’écrit pour tout x ∈ U
comme ϕ(x) = (xµ(x), ϕA(x)).

Le fibré des 1-jets de E, noté J1E, est la structure qui permet de généraliser dans le
cas de plusieurs variables indépendantes la notion d’espace tangent. Soit une section ϕ du
fibré E, on appelle relevé (canonique) de ϕ la section j1ϕ du fibré J1E. Celui-ci s’écrit
pour tout x ∈ U comme

j1ϕ(x) =
(
xµ(x), ϕA(x), ∂ϕ

A

∂xµ
(x)
)

dans le système de coordonnées locales {xµ, yA, vAµ }. Une telle section est dite holonome,
c’est à dire qu’elle vérifie

(j1ϕ)∗θ = 0

où la 1-forme vectorielle θ est appelée forme de contact [33], dont on rappellera simplement
qu’elle s’écrit en coordonnées θ = θA ⊗ ∂⃗A avec

θA = dyA − vAµ dxµ.
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Il sera parfois judicieux de pouvoir singulariser la variable de temps par opposition aux
variables d’espace. On notera donc par convention t la variable de temps xµ=0 évoluant
dans l’intervalle T , et Xµ pour 1 ≤ µ ≤ n les variables d’espace xµ prenant leurs valeurs
dans le domaine matériel à n dimensions B, de sorte que le domaine U s’écrive U = T ×B.
La dérivée temporelle sera alors notée vt et les dérivées spatiales Vµ pour 1 ≤ µ ≤ n.

III.1.1 Formulation variationnelle

Soit ω ∈ Λn+1(M) la forme volume canonique de la variété M

ω = dx0 ∧ . . . ∧ dxn

La densité lagrangienne L : J1E → Λn+1M est définie comme le produit L = £ω où
£ ∈ C∞(J1E) est la fonction lagrangienne associée à L. L’action A : Γc(M,E) → R est
définie pour toute section à support compact ϕ ∈ Γc(M,E) comme l’intégrale du tiré
arrière de la densité lagrangienne par le relevé canonique de la section ϕ

A(ϕ) =
∫

U
(j1ϕ)∗L.

Le calcul variationnel est à la base de la formulation lagrangienne de la mécanique. À ce
titre, la variation de l’action joue un rôle fondamental. Comme dans le premier chapitre,
son obtention nécessite au préalable la définition du relevé d’un champ de vecteur de E,
qui induit des transformations conservant le caractère holonomes des sections de l’espace
total.

Proposition 3 (Relevé holonome d’un champ de vecteur). Soit Z = αµ∂⃗µ + βA∂⃗A un
champ de vecteur de χ(E), son relevé holonome est le champ de vecteur j1Z ∈ χ(J1E)
donné au point p̄ = (xµ, yA, vAµ ) par

j1Z = αµ∂⃗µ + βA∂⃗A +
(
∂ζA

∂xµ
+ vBµ

∂ζA

∂yB

)
∂⃗Aµ

où ζA = θA(j1Z) = βA − vAν αν .

Démonstration. On trouvera dans Bensoam et Baugié [7] et Echeverría-Enríquez et al. [33]
deux versions de la preuve de ce résultat.

Nous disposons maintenant des outils nécessaires pour écrire la variation d’action dans
le formalisme de la théorie lagrangienne des champs.

Propriété 4. La variation d’action δA s’écrit pour toute section ϕ ∈ Γc(M,E) et tout
champ de variation j1Z ∈ χ(J1E) comme

δA =
∫
∂U

(j1ϕ)∗(j1Z⌟ΘL)−
∫

U
(j1ϕ)∗

[
ζA
(

d

dxµ
∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

)
ω

]
(III.1)

où ζA = θA(j1Z), et où ΘL est la forme de Poincaré-Cartan.
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La (n+1)-forme ΘL, qui apparaît naturellement lors du calcul variationnel, est donnée
en coordonnées locales par l’expression

ΘL = ∂£
∂vAµ

θA ∧ dnxµ + L. (III.2)

La forme ΘL peut également s’écrire

ΘL = ∂£
∂vAµ

dyA ∧ dnxµ −
(
∂£
∂vAµ

vAµ −£
)
ω. (III.3)

Dans la suite, on utilisera alternativement les expressions (III.2) et (III.3) selon le contexte.
On observe que la variation d’action est constituée, comme au chapitre 1, de deux

termes intégraux, l’un évalué sur le domaine de définition U de la section ϕ, l’autre sur le
contour ∂U . Les résultats de la mécanique lagrangienne covariante seront dérivés à partir
de la variation d’action en considérant différentes configurations de champs de variations
Z.

Démonstration. (Variation d’action) Soit un champ de variation Z ∈ χ(E), il induit un
groupe de difféomorphismes locaux à un paramètre τEε : E → E. On définit τMε : M →M
la restriction de τEε à M et j1τEε : J1E → J1E le relevé canonique de τEε . On note ϕε ∈
Γc(M,E) l’image de ϕ par τEε , définie sur le support Uε = τMε (U) par ϕε = τEε ◦ϕ◦(τMε )−1.
On note j1ϕε son relevé canonique, exprimé par j1ϕε = j1τEε ◦ j1ϕ ◦ (τMε )−1. La variation
d’action δA induite par le champ de variation j1Z est défini comme

δA = lim
ε→0

1
ε

(A(ϕε)−A(ϕ)) .

Ici, l’action évaluée sur ϕε s’écrit A(ϕε) =
∫

Uε
(j1ϕε)∗L, expression dans laquelle on re-

marquera que l’intégrale est évaluée sur le domaine Uε. Il en découle ensuite que

δA = lim
ε→0

1
ε

[∫
Uε

(j1ϕε)∗L −
∫

U
(j1ϕ)∗L

]
= lim

ε→0

1
ε

[∫
Uε

(τ−1
M

∗
j1ϕ∗j1τε)∗L −

∫
U

(j1ϕ)∗L
]

= lim
ε→0

1
ε

[∫
U

(j1ϕ∗j1τε)∗L −
∫

U
(j1ϕ)∗L

]
= lim

ε→0

1
ε

[∫
U

(j1ϕ)∗
(
j1τε

∗ L − L
)]

=
∫

U
(j1ϕ)∗

(
lim
ε→0

1
ε

[
j1τε

∗ L − L
])

=
∫

U
(j1ϕ)∗Lj1ZL =

∫
U

(j1ϕ)∗
(
d(j1Z⌟L) + j1Z⌟dL

)
=
∫
∂U

(j1ϕ)∗(j1Z⌟L) +
∫

U
(j1ϕ)∗(j1Z⌟dL) (III.4)

Les deux dernières lignes du calcul ont été obtenues par application successive de la
formule de Cartan et du théorème de Stokes. On commence par le calcul de j1Z⌟dL. En
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utilisant le fait que dxµ ∧ ω = 0 et que dyA ∧ ω = θA ∧ ω, on écrit la différentielle dL
comme

dL = d£ ∧ ω = ∂£
∂yA

θA ∧ ω + ∂£
∂vAµ

dvAµ ∧ ω (III.5)

On évalue le premier terme contracté sur j1Z et tiré en arrière par le relevé canonique
d’une section ϕ, ce qui donne

(j1ϕ)∗
[
j1Z⌟

(
∂£
∂yA

θA ∧ ω
)]

= (j1ϕ)∗
[
∂£
∂yA

(
θA(j1Z)ω − θA ∧ ω(j1Z)

)]
= (j1ϕ)∗

(
∂£
∂yA

ζAω

)
où on rappelle que ζA = θA(j1Z) = βA − vAν αν . Le critère holonomique (j1ϕ)∗θA = 0 a
permis de supprimer le dernier terme. Pour calculer le second terme de (III.5), on vérifie
d’abord que

j1Z⌟

(
∂£
∂vAµ

dvAµ ∧ ω
)

= ∂£
∂vAµ

(
γAµ ω − ανdvAµ ∧ dnxν

)
(III.6)

Le terme γAµ est la composante en ∂⃗Aµ du relevé du champ de vecteur Z. Il vérifie

(j1ϕ)∗γAµ = (j1ϕ)∗
[
∂ζA

∂xµ
+ vBµ

∂ζA

∂yB

]
= (j1ϕ)∗

[
∂ζA

∂xµ
+ ∂ζA

∂yB
∂ϕB

∂xµ

]

L’enjeu consiste à intégrer par parties les dérivées de ζA pour pouvoir mettre cette variable
en facteur dans l’intégrale sur U . Pour cela, on dérive ζA par rapport à la variable xµ, ce
qui évalué sur une section j1ϕ donne

(j1ϕ)∗dζ
A

dxµ
= ∂ζA

∂xµ
+ ∂ζA

∂yB
∂ϕB

∂xµ
+ ∂ζA

∂vBν

∂2ϕB

∂xν∂xµ

On peut alors réécrire

(j1ϕ)∗γAµ = (j1ϕ)∗
[
dζA

dxµ
+ αν

∂2ϕB

∂xν∂xµ

]

où on a utilisé le fait que ∂ζA/∂vBν = −ανδBA . Puisque dxλ ∧ dnxµ = ωδµλ , et que

(j1ϕ)∗
(
dvAµ ∧ dnxν

)
= ∂2ϕ

∂xλ∂xµ
dxλ ∧ dnxν = ∂2ϕ

∂xν∂xµ
ω,

le terme (III.6) évalué sur j1ϕ prend finalement l’expression

(j1ϕ)∗
[
j1Z⌟

(
∂£
∂vAµ

dvAµ ∧ ω
)]

= (j1ϕ)∗
[
∂£
∂vAµ

dζA

dxµ
ω

]

Par intégration par parties, on obtient finalement la variation d’action∫
U

(j1ϕ)∗(j1Z⌟dL) =
∫
∂U

(j1ϕ)∗
[
ζA

∂£
∂vAµ

dnxµ

]
−
∫

U
(j1ϕ)∗

[
ζA
(

d

dxµ
∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

)
ω

]
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En utilisant encore une fois la définition ζA = θA(j1Z), la variation d’action s’écrit fina-
lement

δA =
∫
∂U

(j1ϕ)∗
[
j1Z⌟

(
∂£
∂vAµ

θA ∧ dnxµ + L
)]
−
∫

U
(j1ϕ)∗

[
ζA
(

d

dxµ
∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

)
ω

]

On reconnaît dans la première intégrale l’expression de la forme de Poincaré-Cartant ΘL.

III.1.2 Équations d’Euler-Lagrange
Les équations d’Euler-Lagrange covariantes sont obtenues par application d’un prin-

cipe de Hamilton, qui énonce que les solutions du problème variationnel sont des extre-
mums de l’action pour des variations aux bords nulles.

Théorème 3 (Principe de Hamilton). Les trajectoire physiques du problème variationnel
posé par le système lagrangien ((E,M, π),L) sont les points critiques de la fonctionnelle
d’action : toute solution ϕ : U → E vérifie

δAϕ(Z) = 0

pour tout champ de variations Z ∈ χ(E) nul sur la frontière ∂U du domaine de définition.

Soit une section ϕ ∈ Γc(M,E) définie sur U , et soit un champ de vecteur Z ∈ χ(E)
s’annulant sur ∂U . La contraction j1Z⌟ΘL est alors identiquement nulle sur ∂U , et le
premier terme intégral de la variation d’action (III.1) s’annule. Le champ de vecteur
Z étant quelconque partout ailleurs, les ζA = βA − vAν α

ν sont arbitraires ; annuler la
variation d’action nécessite donc que la trajectoire ϕ vérifie les équations d’Euler-Lagrange
covariantes

(j1ϕ)∗
[
d

dxµ
∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

]
= 0 1 ≤ A ≤ N (III.7)

Les équations sont ici présentées sous forme de N égalités scalaires, tandis qu’elles étaient
énoncées sous la forme d’une unique équation vectorielle (I.4) au chapitre 1.

Il a été vu au § I.1.2 dans le cas en dimension finie qu’en examinant séparément
les composantes verticale δq et horizontale δt des champs de variations, il est possible
d’établir deux équations distinctes à partir de l’application du principe de Hamilton : les
équations d’Euler-Lagrange et l’équation d’évolution de l’énergie. Dans le cas multisym-
plectique, un résultat similaire peut être énoncé. Pour un champ de variations Z = βA∂⃗A
vertical, on écrit ζA = βA ; le principe de moindre action donne alors les équations d’Euler-
Lagrange (III.7), déjà explicitées. Pour un champ de variations horizontales Z = αν ∂⃗ν
en revanche, on peut alors montrer que la condition d’annulation de la variation d’action
donne, par indépendance des composantes αν , n+ 1 équations d’évolution, qui s’écrivent

(j1ϕ)∗
[
∂£
∂xν

+ d

dxµ

(
∂£
∂vAµ

vAν

)
− d£
dxν

]
= 0 1 ≤ A ≤ N, 0 ≤ ν ≤ n (III.8)

En particulier, pour la variable de temps t = xν=0 associée à ν = 0, l’équation (III.8)
traduit la loi d’évolution locale de la densité d’énergie E = ∂£

∂vA
t
vAt −£. En effet, en séparant



III.1 Théorie lagrangienne des champs 71

la variable de temps des variables matérielles Xµ, on écrit

(j1ϕ)∗
[
∂£
∂t

+ dE
dt

+ d

dXµ

(
∂£
∂V A

µ

vAt

)]
= 0 1 ≤ A ≤ N

En intégrant cette loi d’évolution locale de la densité d’énergie sur le domaine matériel
B, et en supposant que le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps, on obtient
l’équation suivante exprimant l’évolution de l’énergie totale E, vérifiée pour tout t

dE

dt
= d

dt

∫
B
EdnX = −

∫
∂B

∂£
∂V A

µ

vAt d
n−1Xµ (III.9)

Démonstration. (Équations d’évolution (III.8)) Pour un champ de variations horizontales
Z = αν ∂⃗ν , on vérifie que ζA = ανvAν . L’application du principe de Hamilton a alors pour
conséquence que toute trajectoire solution ϕ vérifie les équations

(j1ϕ)∗
[
vAν

(
d

dxµ
∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

)]
= 0 1 ≤ A ≤ N, 0 ≤ ν ≤ n (III.10)

On écrit tout d’abord

(j1ϕ)∗
[
∂£
∂yA

vAν

]
= (j1ϕ)∗

[
∂£
∂yA

∂yA

∂xν

]
= (j1ϕ)∗

[
d£
dxν
− ∂£
∂xν
− ∂£
∂vAµ

∂vAµ
∂xν

]
.

Après avoir vérifié l’intégration par parties

vAν
d

dxµ
∂£
∂vAµ

= d

dxµ

(
vAν

∂£
∂vAµ

)
− dvAν
dxµ

∂£
∂vAµ

,

l’équation (III.10) se met pour tout 0 ≤ ν ≤ n sous la forme

(j1ϕ)∗
[
∂£
∂xν

+ d

dxµ

(
∂£
∂vAµ

vAν

)
− d£
dxν

+ ∂£
∂vAµ

(
∂vAµ
∂xν

− ∂vAν
∂xµ

)]
= 0 1 ≤ A ≤ N

Il reste finalement à vérifier que

(j1ϕ)∗
[
∂vAµ
∂xν

− ∂vAν
∂xµ

]
= ∂2q

∂xν∂xµ
− ∂2q

∂xµ∂xν
= 0

pour conclure le résultat attendu.

Remarque 6. Tout comme dans le cas en dimension finie étudié au chapitre 1, ces équations
sont vérifiées par toute solution des équations d’Euler-Lagrange (III.7), mais dans la
formulation multisymplectique discrète en revanche, la vérification des équations d’Euler-
Lagrange n’impliquent pas la vérification de l’équivalent discret de (III.8).
Remarque 7. Nous verrons au § III.1.5 que les équations (III.8) peuvent également être
établies par application du théorème de Noether local pour des champs de symétries
naturelles infinitésimales.
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III.1.3 Conditions limites

Dans la formulation classique en dimension finie du principe de Hamilton, la question
des conditions limites du problème variationnel est évacuée en ne considérant pour la
recherche d’extremums que les champs de vecteurs nuls sur la bordure du domaine de
définition de la solution. Historiquement, ceci vient du fait que le principe de moindre
action cherche à établir la solution d’un problème d’optimisation entre deux positions
supposées connues au début et à la fin de l’expérience [52].

Dans la formulation lagrangienne covariante, le traitement des conditions limites est
d’une importance centrale pour pouvoir exprimer les lois d’évolutions globales des dif-
férentes grandeurs physiques. La théorie lagrangienne des champs est apte à traiter des
conditions aux limites d’ordre zéro et un. Deux formulations alternatives des conditions
limites s’offrent alors. La première consiste à les imposer, indépendamment de l’établisse-
ment des équations d’Euler-Lagrange par application du principe de Hamilton pour lequel
on considère des champs de variations nuls sur le bord du domaine. La seconde, inspirée de
Lew, Marsden, Ortiz et West [86], consiste à étendre le principe variationnel pour établir
du même coup les équations d’Euler-Lagrange et les conditions limites du premier ordre.
Cette formulation intrinsèque permet d’expliciter naturellement l’influence des conditions
limites sur les lois d’évolutions globales. La proposition suivante pose l’équivalence entre
les deux formulations.

Proposition 4. Soit ((E,M, π),L) un système lagrangien, soit un domaine U ⊂ M et
deux sous-ensembles ∂U0 ⊂ ∂U et ∂U1 ⊂ ∂U , soit une section ϕ̄ : U → E et les 1-formes
τ̄µ = τ̄Aµ dy

A pour 0 ≤ µ ≤ n. Les deux formulations suivantes sont équivalentes :
(i) La section ϕ : U → E est solution de

δAϕ(Z) = 0

pour tout champ de variations Z ∈ χ(E) nul sur ∂U , et vérifie les conditions limitesϕ = ϕ̄ sur ∂U0

(j1ϕ)∗ ∂£
∂vA

µ
= τ̄Aµ sur ∂U1

(ii) La section ϕ : U → E est solution du principe variationnel étendu

δAϕ(Z) =
∫
∂U1

(j1Z⌟τ̄µ) ∧ dnxµ (III.11)

pour tout champ de variations Z ∈ χ(E) vertical sur ∂U1 et nul sur ∂U \ ∂U1, et
vérifie la condition limite

ϕ = ϕ̄ sur ∂U0

Remarque 8. Dans la proposition 4 précédente, on ne fait pas l’hypothèse que ∂U0 et
∂U1 forment une partition de ∂U . En d’autres termes, il n’est pas nécessaire que ces
sous-ensemble soient disjoints, ni qu’ils ne forment un recouvrement. Un exemple typique
illustrant cette remarque est celui d’un problème aux valeurs initiales, pour lequel les
conditions d’ordre zéro et un sont donnés sur la frontière {0}×B où le domaine est défini
par U = [0, T ]×B ; on a alors {0}×B ⊂ (∂U0 ∩ ∂U1). En pratique, ces ensembles doivent
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être définis de manière adéquate pour assurer l’existence et l’unicité de la solution du
problème variationnel. Toutefois cette question n’est pas discutée ici, puisque l’objet de
la proposition 4 est uniquement de poser l’équivalence entre les formulations (i) et (ii).
Remarque 9. Il est important de noter que les variations sont supposées être nulles sur la
partie de la frontière sur laquelle on n’établit pas de condition du premier ordre (∂U\∂U1),
et non pas sur la partie de la frontière sur laquelle les condition d’ordre zéro sont données
(∂U0) ; on peut, pour s’en convaincre, réexaminer l’exemple présenté en remarque 8.

Démonstration. On prouve (ii)⇒ (i), l’autre sens s’obtenant facilement à partir de cette
démonstration.

La condition d’ordre zéro est vraie par hypothèse, et on vérifie immédiatement que
pour un champ Z nul sur ∂U , le terme de droite de (III.1) s’annule, et donc δA = 0. Il
reste alors à montrer la condition du premier ordre pour prouver l’implication voulue.

Soit un champ Z ∈ χ(E) vertical sur ∂U1 et nul sur ∂U \ ∂U1. Sur ∂U1, le champ
s’écrit Z = βA∂⃗A, et on vérifie alors que

j1Z⌟ΘL = βA
∂£
∂vAµ

dnxµ

L’intégrale de bord de l’expression de la variation d’action (III.1) se réécrit en partition-
nant la bordure ∂U∫

∂U
(j1ϕ)∗(j1Z⌟ΘL) =

∫
∂U1

(j1ϕ)∗
[
βA

∂£
∂vAµ

dnxµ

]
+
∫
∂U\∂U1

(j1ϕ)∗
�����(j1Z⌟ΘL)

En écrivant (j1Z⌟τ̄µ) = βAτ̄µA, l’équation de variation d’action devient∫
∂U1

(j1ϕ)∗
[
βA

∂£
∂vAµ

dnxµ

]
−
∫

U
(j1ϕ)∗

[
ζA
(

d

dxµ
∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

)
ω

]
=
∫
∂U1

βAτ̄Aµ d
nxµ

Les βA pouvant être choisis quelconques sur ∂U1, on établit les conditions limites du
premier ordre

(j1ϕ)∗ ∂£
∂vAµ

= τ̄Aµ sur ∂U1

III.1.4 Multisymplecticité
On rappelle le résultat vu au § I.1.3 en mécanique lagrangienne classique, qui énonce

que le flot FL des équations d’Euler-Lagrange est symplectique, c’est à dire qu’il conserve
la forme multisyplectique ΩL = −dΘL, ce qui s’écrit F ∗

LΩL = ΩL. Dans le contexte de
la théorie lagrangienne des champs, cette propriété admet une généralisation. La forme
multisymplectique est définie dans le contexte présent à partir de la forme de Poincaré-
Cartan (III.2) comme la (n+ 2)-forme différentielle

ΩL = −dΘL

Le caractère multisymplectique des solutions des équations d’Euler-Lagrange covariantes
s’exprime alors de la manière suivante
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Propriété 5 (Formule de la forme multisymplectique). Soit V,W ∈ χ(E) deux champs
de variation verticaux, alors toute solution ϕ des équations d’Euler-Lagrange vérifie∫

∂U
(j1ϕ)∗(j1V ⌟j1W⌟ΩL) = 0.

Cette propriété admet une formulation locale équivalent obtenue par application du théo-
rème de Stokes

d
[
(j1ϕ)∗(j1V ⌟j1W⌟ΩL)

]
= 0.

Démonstration. On renvoie à Marsden, Patrick et Shkoller [94] pour la preuve de ce
résultat.

Le caractère multisymplectique des solutions des équations d’Euler-Lagrange cova-
riantes est un résultat riche et complexe, dont l’étude approfondie sort du cadre de cette
thèse. Les conséquences de cette propriété sont généralement abordées dans la littérature
en intégrant les systèmes physiques sur toutes les variables de base à l’exception d’une
seule ; les discussions sont ensuite menées en étudiant le caractère symplectique des solu-
tions vis-à-vis de la variable de base laissée libre. Le lecteur pourra par exemple se référer
à Lew, Marsden, Ortiz et West [86] pour une étude sur les liens entre multisymplecticité
spatiale et théorème de réciprocité de Betti, et multisymplecticité temporelle et symplec-
ticité au sens de la mécanique lagrangienne classique (cf. premier chapitre). Demoures,
Gay-Balmaz et Ratiu [29], [31] proposent une discussion, en continu et en discret, sur
les liens entre multisymplecticité et symplecticité en temps et espace selon les types de
conditions limites.

Nous examinerons au § III.3.1 les implications en mécanique covariante discrète du
caractère multisymplectique des solutions vis-à-vis de la vérification approximative de la
loi d’évolution de l’énergie.

III.1.5 Symétries et Théorème de Noether

L’énoncé du théorème de Noether en mécanique lagrangienne classique, vu au premier
chapitre, affirme qu’à toute symétrie du lagrangien correspond un invariant : le flot des
équations d’Euler-Lagrange préserve une quantité appelée moment. Dans le contexte de la
théorie lagrangienne des champs, le théorème de Noether s’écrit à l’aide de formes différen-
tielles selon deux formulations équivalentes, l’une locale et l’autre globale. La formulation
globale, généralisant le résultat du théorème 1, permet en particulier d’écrire une équation
de conservation reliant les valeurs de moments sur le bord du domaine de définition. Les
énoncés des théorèmes seront accompagnés d’exemples concrets fréquemment rencontrés
en mécanique des milieux continus.

Avant d’introduire le théorème de Noether, il convient de définir la notion de symétrie
du lagrangien dans le contexte du formalisme des 1-jets.

Définition 6 (Symétrie naturelle infinitésimale). Une symétrie naturelle infinitésimale
du système lagrangien ((E,M, π),L) est un champ de vecteur S ∈ χ(E) dont le relevé
canonique laisse L invariant

Lj1SL = 0.
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Cette définition est identique à celle proposée au premier chapitre (voir définition 3).
Toutefois, il est important de rappeler ici que le lagrangien L est maintenant une (n+ 1)-
forme et que l’expression du relevé du champ de symétrie S est donné par la proposition 3.
La remarque 2 vue au chapitre 1, selon laquelle un champ de variations vertical est
symétrie du lagrangien si et seulement si j1S⌟dL = 0, reste vraie dans le contexte présent.

On énonce maintenant le théorème de Noether dans sa version locale.

Théorème 4 (Théorème de Noether (local)). Soit S ∈ χ(E) une symétrie naturelle du
système lagrangien ((E,M, π),L), alors la n-forme JS = (j1S)⌟ΘL est fermée sur les
solutions ϕ du problème variationnel

d
(
(j1ϕ)∗JS

)
= 0.

Démonstration. Soit S un champ de symétrie infinitésimal, alors Lj1SΘL = 0 [33]. En
utilisant la formule de Cartan, on développe cette expression en

Lj1SΘL = d(j1S⌟ΘL) + j1S⌟dΘL.

Soit ϕ une solution du problème variationnel, elle vérifie (j1ϕ)∗ (j1S⌟dΘL
)

= 0. Puisque
les opérations différentielle et tiré-arrière commutent, il en vient que

0 = (j1ϕ)∗
(
d
(
j1S⌟ΘL

))
= d

(
(j1ϕ)∗

(
j1S⌟ΘL

))
On conclut alors que la forme JS est fermée sur les solutions des équations d’Euler-
Lagrange covariantes.

On donne quelques conséquences immédiates du théorème de Noether pour des champs
de symétrie rencontrés usuellement en mécanique des milieux continus : l’invariance par
translation dans l’espace de base (exemple 1) et l’invariance par translation matérielle
(exemple 2).
Exemple 1 (Invariance par translation dans l’espace de base). On considère ici le cas d’un
champ de symétrie naturel S = αµ∂⃗µ, qui consiste à effectuer une reparamétrisation des
variables de base. Dans ce cas, le moment JS s’écrit

JS = −αν
[
∂£
vAµ

dyA ∧ dn−1xµν +
(
∂£
vAµ

vAµ −£
)
dnxµ

]

Puisque relevé canonique j1ϕ vérifie le critère d’holonomie, (j1ϕ)∗dyA = (j1ϕ)∗(vAλ dxλ).
Cela permet de calculer l’expression du moment

(j1ϕ)∗JS = (j1ϕ)∗
(
αν
[
−∂£
vAµ

vAν d
nxµ + £dnxν

])

L’application du théorème de Noether local 4 permet alors d’affirmer que la forme JS est
fermé sur les solutions du problème, ce qui s’écrit

d
[
(j1ϕ)∗JS

]
= (j1ϕ)∗

[
−αν

(
d

dxµ

(
∂£
∂vAµ

vAν

)
− d£
dxν

)
ω

]
= 0
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Par indépendance des αν , on peut finalement conclure que les équations suivantes sont
vérifiées

(j1ϕ)∗
[(

d

dxµ

(
∂£
∂vAµ

vAν

)
− d£
dxν

)]
= 0 0 ≤ ν ≤ n

On reconnaît ici les équations d’évolution (III.8) auxquelles manque le terme ∂£/∂xν ,
absence qui est la conséquence de l’invariance du lagrangien par rapport à la variable xν .
En particulier, pour la variable de temps xν = t, on retrouve l’équation d’évolution de
l’énergie totale (III.9).
Exemple 2 (Invariance par translation). On considère le champ de symétrie vertical
S = βA∂⃗A qu’on suppose constant, ce qui correspond à une translation dans l’espace
de configuration Q. Le calcul du moment JS donne

JS = ∂£
∂vAµ

βAdnxµ

L’application du théorème de Noether local donne les équations d’Euler-Lagrange (III.7)
dans lesquelles le terme ∂£/∂yA est absent (ce qui traduit l’invariance du lagrangien par
rapport à la variable y).

Le théorème de Noether admet également une formulation globale. Celle-ci est utile
pour exprimer les conséquences de la présence de symétries en tant que préservation de
quantités physiques “macroscopiques”.

Théorème 5 (Théorème de Noether (global)). Soit S ∈ χ(E) une symétrie naturelle
du système lagrangien ((E,M, π),L), alors pour toute solution ϕ : U → E du problème
variationnel le courant de Noether (j1ϕ)∗JS vérifie∫

∂U
(j1ϕ)∗JS = 0

Démonstration. Ce résultat s’obtient directement en intégrant l’égalité du théorème de
Noether local 4 sur le domaine U et en appliquant le théorème de Stokes. Une autre
manière d’aboutir à ce résultat est de repartir de la définition de la variation d’action

δAϕ(S) =
∫

U
(j1ϕ)∗Lj1SL

pour ϕ : U → E. Cette intégrale est nulle puisque S est symétrie naturelle infinitésimale
du lagrangien. Par ailleurs, en utilisant l’expression (III.1) pour ϕ solution des équations
d’Euler-Lagrange, la variation d’action vaut l’intégrale du courant (j1ϕ)∗JS sur le bord
∂U , ce qui donne le résultat attendu.

Remarque 10. Le théorème de Noether global a été énoncé pour une intégrale de bord sur
le domaine U . Toutefois, ce résultat peut s’étendre à tout sous-domaine V ⊂ U .

Dans le cas où le champ S ne définit pas une symétrie du système, il reste possible
de lui associer un moment JS , qui ne vérifie pas le théorème de Noether mais une loi
d’évolution explicitée à partir des conditions limites. En particulier, pour des champs de
vecteurs verticaux, la prise en compte explicite des conditions limites du premier ordre
donne lieu à une formulation de la loi d’évolution de JS .
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Proposition 5. Soit le problème aux limites défini par (III.11), soit JS le moment associé
au champ vertical S ∈ χ(E), alors pour toute solution ϕ : U → E du problème variationnel∫

∂U\∂U1
(j1ϕ)∗JS = δA−

∫
∂U1

(j1S⌟τ̄µ) ∧ dnxµ

Démonstration. Soit ϕ une solution de l’équation (III.11) pour tout champ vertical S nul
sur ∂U \ U1, alors ∫

∂U1
(j1ϕ)∗(j1S⌟ΘL) =

∫
∂U1

(j1S⌟τ̄µ) ∧ dnxµ

Pour S un champ de variations verticales arbitraires, la variation d’action vérifie donc

δA =
∫
∂U1

(j1S⌟τ̄µ) ∧ dnxµ +
∫
∂U\∂U1

(j1ϕ)∗(j1Z⌟ΘL)

Il suffit de rappeler que JS = j1S⌟ΘL pour conclure le résultat voulu.

On propose d’examiner l’application de ce résultat afin de déterminer les lois d’évolu-
tion globales de la quantité de mouvement à partir de l’exemple du champ de variations
introduit en exemple 2.
Exemple 3 (Loi d’évolution de la quantité de mouvement). Soit le champ de variations
S = βA∂⃗A, on fait l’hypothèse que le champ est constant, et on choisit sans perdre en
généralité βA = 1 pour tout A. On suppose de plus que les conditions d’ordre 1 sont
définies de telle sorte que ∂U1 = [0, T ] × ∂B1, c’est à dire que des conditions du premier
ordre sont imposées pour toute la durée de l’expérience sur un sous-domaine ∂B1 ⊂ ∂B de
la frontière matérielle. En notant t la variable de temps, Xµ les variables spatiales associées
aux dérivées Vµ, on décompose alors l’intégrale suivante selon les frontières temporelles
et spatiales ∫

∂U\∂U1
(j1ϕ)∗JS =

[∫
B

∂£
∂vAt

dnX

]T
0

+
∫ T

0

∫
∂B0

∂£
∂V A

µ

dt ∧ dn−1Xµ

faisant ainsi apparaître la quantité de mouvement totale du système

pA(t) =
∫

B

∂£
∂vAt

(t,X)dnX.

En calculant à partir de l’expression (III.4) la variation d’action

δA =
∫

U

∂£
∂yA

ω,

on obtient par application de la proposition 5 la loi d’évolution de la quantité de mouve-
ment

pA(T ) = pA(0) +
∫ T

0

∫
B

∂£
∂yA

dt ∧ dnX

−
∫ T

0

∫
∂B1

τ̄Aµ dt ∧ dn−1Xµ −
∫ T

0

∫
∂B0

∂£
∂V A

µ

dt ∧ dn−1Xµ

En particulier, si une traction nulle est imposée sur l’ensemble de la frontière matérielle,
de sorte que τ̄ = 0 sur ∂B1 = ∂B, et que le champ S définit une symétrie du lagrangien,
on retrouve la propriété de conservation de la quantité de mouvement.
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III.1.6 Prise en compte des forces extérieures

La modélisation de systèmes physiques nécessite dans de nombreux cas la prise en
compte de forces extérieures s’exerçant sur le système. Par exemple, beaucoup de systèmes
de la mécanique des milieux continus, pouvant être décrits par une densité lagrangienne et
des trajectoires évoluant sur une variété de base spatio-temporelle, sont le siège différents
types de phénomènes dissipatifs. En acoustique, ces comportements sont responsables
d’effets qu’il est crucial de reproduire pour obtenir des sons riches et convaincants.

Nous proposons ici d’appliquer un principe de Lagrange-d’Alembert dans la théorie
lagrangienne des champs. Demoures, Gay-Balmaz et Ratiu [31] établissent, en considérant
des champs de variations verticales, les équations d’Euler-Lagrange covariantes forcées.
En prenant en compte des variations Z ∈ χ(E) arbitraires, nous allons voir qu’il est
possible de dériver également les équations d’évolution, comme il a été fait dans le § I.1.5
dans le contexte de la mécanique variationnelle classique.

III.1.6.1 Principe de Lagrange-d’Alembert

En présence de forces, l’application d’un principe de Lagrange-d’Alembert permet
d’obtenir les équations d’Euler-Lagrange covariantes forcées et les équations d’évolution.
On énonce ce principe dans le contexte de la théorie lagrangienne des champs.

Théorème 6 (Principe de Lagrange-d’Alembert). Les solutions du problème variationnel
posé par le système ((E,M, π),L) sur lequel s’applique le champ de force f défini sur U
sont les points critiques de l’équation

δAϕ(Z) +
∫

U
(j1ϕ)∗

[
fAζAω

]
= 0 (III.12)

pour tout champ de variation Z ∈ χ(E) nul sur la frontière ∂U du domaine de définition.

Les conséquences de ce principe sont obtenues d’une manière similaire à celles du
principe de Hamilton : Soit une section ϕ du fibré, définie sur le domaine U , et un champ
Z ∈ χ(E) choisi nul sur ∂U , la condition (III.12) est alors équivalente à

∫
U

(j1ϕ)∗
[
ζA
(

d

dxµ

∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

− fA
)
ω

]
= 0.

L’argument classique sur l’indépendance des composantes du champ de variations permet
de conclure que les trajectoires solutions vérifient les équations d’Euler-Lagrange forcées

(j1ϕ)∗
[
d

dxµ

∂£
∂vAµ

− ∂£
∂yA

− fA
]

= 0 1 ≤ A ≤ N. (III.13)

Par ailleurs, en adaptant le calcul qui a mené à l’établissement des équations d’évolu-
tion (III.8), on trouve que toute solution ϕ vérifie également les équations d’évolution
forcées

(j1ϕ)∗
[
∂£
∂xν

+ d

dxµ

(
∂£
∂vAµ

vAν

)
− d£
dxν
− fAvAν

]
= 0 1 ≤ 1 ≤ N, 0 ≤ ν ≤ n (III.14)
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Tout comme les solutions des équations d’Euler-Lagrange (III.7) vérifient également les
équations d’évolution (III.8) (cf. § III.1.2), on montre de la même manière que les solutions
des équations d’Euler-Lagrange forcées (III.13) sont solutions des équations (III.14).

Dans le cas particulier pour lequel on écrit l’équation d’évolution associée à la variable
de temps, on obtient pour la densité d’énergie

(j1ϕ)∗
[
∂£
∂t

+ dE

dt
+ d

dXµ

(
∂£
∂V A

µ

vAt

)
− fAvAt

]
= 0

En supposant que le lagrangien ne dépend pas explicitement de la variable de temps et
en intégrant l’équation précédente sur le domaine matériel, on obtient la loi d’évolution
de l’énergie totale

d

dt

∫
B
EdnX = −

∫
∂B

∂£
∂V A

µ

vAt d
n−1Xµ +

∫
B
fAvAt d

nX

Cette équation, à rapprocher de la loi d’évolution (III.9) dans le cas conservatif, caractérise
comment l’énergie est influencées par les contributions en traction sur les frontières du
domaine matériel et par les forces volumiques qui s’exercent sur le système.

III.1.6.2 Conséquences sur les moments

Dans le cas d’un système isolé, il a été vu au § III.1.5 qu’à toute symétrie naturelle
du lagrangien S ∈ χ(E) était associée la conservation d’un moment JS correspondant
par application du théorème de Noether. Lorsque des forces sont prises en compte par le
principe de Lagrange-d’Alembert (III.12), la propriété d’invariance du moment devient
une loi d’évolution qui met en jeu les forces appliquées sur le système. L’objet de la
proposition suivante est d’énoncer l’équation d’évolution globale associée à toute symétrie
du lagrangien, qui remplace dans ce contexte le théorème de Noether global 5.

Proposition 6. Soit S ∈ χ(E) une symétrie naturelle du système lagrangien ((E,M, π),L),
alors pour toute solution ϕ : U → E des équations d’Euler-Lagrange forcées (III.13),
(j1ϕ)∗JS vérifie ∫

∂U
(j1ϕ)∗JS =

∫
U

(j1ϕ)∗
[
fAθA(j1S)ω

]
.

Démonstration. Soit S ∈ χ(E) un champ de symétrie, alors la variation d’action vérifie
δA(S) = 0. Par ailleurs, pour toute section ϕ solution des équations d’Euler-Lagrange
forcées (III.13),

δA(S) +
∫

U
(j1ϕ)∗

[
fAθA(j1S)ω

]
=
∫
∂U

(j1ϕ)∗JS ,

ce qui permet de conclure le résultat attendu.

Si le champs S ne définit pas une symétrie, la proposition précédente ne s’applique
pas. Toutefois, il est tout de même possible de définir la loi d’évolution de la quantité JS
en fonction des forces et des conditions limites. On généralise ici la proposition 5 au cas
forcé.



80 Chapitre III. Géométrie multisymplectique

Proposition 7. Soit JS le moment associé au champ vertical S ∈ χ(E), alors pour toute
solution ϕ : U → E des équations d’Euler-Lagrange forcées (III.13), JS vérifie∫

∂U\∂U1
(j1ϕ)∗JS = δA+

∫
U

(j1ϕ)∗
[
fAθA(j1S)ω

]
−
∫
∂U1

(j1S⌟τ̄µ) ∧ dnxµ

Démonstration. Ce résultat se démontre en adaptant la preuve de la proposition 5.

On illustre cette proposition en reprenant l’exemple 3 de la loi d’évolution de la quan-
tité de mouvement.
Exemple 4 (Loi d’évolution de la quantité de mouvement forcée). Soit le champ de varia-
tions du lagrangien S = βA∂⃗A où βA = 1, en présence de forces, la loi d’évolution de la
quantité de mouvement de l’exemple 3 devient

pA(t) = pA(0) +
∫ T

0

∫
B

(
∂£
∂yA

+ fA
)
dt ∧ dnX (III.15)

−
∫ T

0

∫
∂B1

τ̄Aµ dt ∧ dn−1Xµ −
∫ T

0

∫
∂B0

∂£
∂V A

µ

dt ∧ dn−1Xµ

Cette équation exprime la façon dont la quantité de mouvement varie sous l’influence
combinée des conditions limites et des forces extérieures.

III.2 Méthode covariante de Galerkin
Nous proposons dans cette section la définition d’une méthode covariante de Galerkin

généralisant au cas à deux variables de base t, s la famille d’intégrateurs proposés au
§ I.3.2. Le choix de se limiter à deux variables tient à la volonté de ne pas trop alourdir
les notations, et au fait que les problèmes considérés à la fin de ce chapitre et au chapitre
suivant se formulent à l’aide d’une unique variable d’espace. Toutefois, la généralisation à
n variables d’espaces peut se faire en suivant une construction similaire à celle développée
ici.

Les outils conceptuels de la mécanique variationnelle covariante sont présentés dans
Marsden, Patrick et Shkoller [94], qui exposent notamment les propriétés de multisym-
plecticité et le théorème de Noether. Les principes généraux des méthodes de Galerkin
covariantes sont posés par Leok [83]. Une implémentation d’une famille de méthode appa-
rentée récemment été proposée par Leitz, Sato et Leyendecker [81]. Les auteurs donnent
des résultats de convergence numériques, mais les propriétés géométriques ne sont pas
discutées. Nous proposons ici de systématiser la construction de méthodes de Galerkin
covariantes. Une attention particulière est accordé au traitement des conditions limites et
à la prise en compte des forces extérieures au système.

Dans la suite, on considère une discrétisation de l’espace de base par un maillage régu-
lier rectangulaire. La formulation covariante discrète est intimement liée au choix de dis-
crétisation spatio-temporel. Hormis le maillage rectangulaire régulier, différents maillages
sont envisageables : Demoures et al. [29], [31] considèrent par exemple un maillage tri-
angulaire asymétrique. D’autres options sont également discutées dans Marsden, Patrick
et Shkoller [94]. Les intégrateurs variationnels asynchrones définissent des pas de temps
et d’espace adaptatifs ; on pourra lire à ce sujet Lew, Marsden, Ortiz et West [86]. Une
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autre approche consiste à appliquer les outils du calcul différentiel discret à des maillages
polygonaux quelconques. On renvoie à Ptácková et Velho [116] pour une introduction à
cette approche.

Ce paragraphe reflète le cheminement proposé au § III.1. Les résultats discrets, équi-
valents de leur version continue, sont présentés en suivant la même logique. Après les défi-
nitions permettant de donner le cadre des méthodes de Galerkin covariantes (§ III.2.1), les
équations d’Euler-Lagrange discrètes (§ III.2.2) et le traitement des conditions au bords
par un principe variationnel étendu (§ III.2.3) sont établis. On rappelle ensuite les pro-
priétés de multisymplecticité (§ III.2.4) et l’énoncé du théorème de Noether (§ III.2.5).
On propose ensuite une discrétisation permettant la prise en compte de forces agissant
sur le système à l’aide d’un principe de Lagrange-d’Alembert (§ III.2.6).

III.2.1 Définitions
On définit ici les objets nécessaires à la construction d’un intégrateur de Galerkin

covariant en deux dimensions.

III.2.1.1 Interpolation polynômiale

Le domaine de définition U = [0, T ]× [0, L] est discrétisé par le maillage rectangulaire
régulier de côtés h et l, en I pas de temps et J pas d’espace. On définit les dates et
abscisses ti = ih et sj = jl pour tout 0 ≤ i ≤ I, 0 ≤ j ≤ J .

On généralise l’interpolation polynômiale présentée au § I.3.2.1 au cas à deux dimen-
sions ; le lecteur pourra se référer à la figure III.1 pour un complément graphique aux défi-
nitions introduites dans ce paragraphe. L’espace des trajectoires définies sur le continuum
espace-temps T ×B = [0, T ]×[0, L] est approché sur chaque maille □j

i = [ti, ti+1]×[sj , sj+1]
par la fonction q̃ji , définie à l’aide des (M + 1)× (N + 1) points de contrôle {qj,νi,µ}ν=0..N

µ=0..M
par

q̃ji (t, s) =
M∑
µ=0

N∑
ν=0

qj,νi,µφµ(t̃)ψν(s̃)

où t̃ = (t− ti)/h, s̃ = (s−sj)/k. Les fonctions de base sont formées par les produits φµψν ,
où φµ et ψν sont les polynômes de Lagrange de degrés M et N respectivement, définis
pour α, β ∈ [0, 1] par

φµ(α) =
∏

0≤λ≤M
λ ̸=µ

α− αλ
αµ − αλ

, ψν(β) =
∏

0≤λ≤N
λ ̸=ν

β − βλ
βν − βλ

On choisit pour les {αµ}Mµ=0 et les {βν}Nν=0 les M et N points d’interpolation de Chebyshev
respectivement. La continuité de la solution sur l’ensemble du domaine est assurée en
imposant la condition

qj,νi,0 = qj,νi−1,M , 0 < i < I, 0 ≤ j < J, 0 ≤ ν ≤ N

qj,0i,µ = qj−1,N
i−,µ , 0 ≤ i < I, 0 < j < J, 0 ≤ µ ≤M

On se convainc que cette condition sur les points de contrôles suffit à assurer la continuité
de la trajectoire sur les arêtes du maillage.
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La définition proposée pour l’espace des trajectoires approchées permet de définir
naturellement les opération de dérivation par rapport aux différentes variables de base.
En particulier, les dérivées du premier ordre de l’interpolation q̃ji ont pour expression

˙̃qji (t, s) = 1
h

M∑
µ=0

N∑
ν=0

qj,νi,µφ̇µ(t̃)ψν(s̃), q̃′ j
i (t, s) = 1

l

M∑
µ=0

N∑
ν=0

qj,νi,µφµ(t̃)ψ′
ν(s̃).

On définit enfin j1ϕ̃ji le relevé de la section ϕ̃ji , s’écrivant pour tout t, s ∈ □j
i

j1ϕ̃ji (t, s) =
(
t, s, q̃ji (t, s), ˙̃qji (t, s), q̃

′ j
i (t, s)

)
.

III.2.1.2 Quadrature de l’intégrale d’action

On propose d’évaluer l’intégrale d’action sur □j
i par l’application de deux quadra-

tures de Gauss-Legendre. On notera (wa, ca)Aa=1 la quadrature de l’intervalle [0, 1] pour la
variable de temps, et (wb, cb)Bb=1 celle de la variable d’espace. On a alors

Ãji = hl
A∑
a=1

B∑
b=1

wba£
j,b
i,a ≈

∫ ti+1

ti

∫ sj+1

sj

(j1ϕ)∗L

où wba = wawb. Dans la définition précédente, on a utilisé la notation raccourcie

£j,b
i,a =

(
£ ◦ j1ϕ̃ji

)
(ti + hca, sj + lcb).

III.2.1.3 Définition du lagrangien discret

Afin de définir le lagrangien discret, on introduit une notation qui distingue les points
de contrôles sur les bords et à l’intérieur des cellules du maillage.

La maille d’indices i, j, dénotée □j
i , est définie par □j

i = [ti, ti+1]×[sj , sj+1]. L’ensemble
des mailles est noté U□ = {□j

i / 0 ≤ i ≤ I − 1, 0 ≤ j ≤ J − 1}. Pour chaque maille □j
i ,

on numérote les indices µ, ν des coordonnées ti,µ, sj,ν appartenant aux arêtes de la maille
à l’aide de la variable muette k comme indiqué sur le schéma III.2. On vérifie alors

□(k) =


(k − 1, 0) 1 ≤ k ≤M
(M,k −M − 1) M + 1 ≤ k ≤M +N
(2M +N + 1− k,N) M +N + 1 ≤ k ≤ 2M +N
(0, 2(M +N) + 1− k) 2M +N + 1 ≤ k ≤ 2(M +N).

et on définit K = 2(M +N) de telle sorte que 1 ≤ k ≤ K.
On définit l’ensemble des indices (i, j, µ, ν) sur les arêtes du maillage par

U =
{
i, j, µ, ν / 0 ≤ i < I, 0 ≤ j < J, µ, ν ∈ ({0, . . . ,M} × {0, N})∪({0,M} × {0, . . . , N})

}
En suivant [94], le fibré E est remplacé en discret par Ed = U×Q, et une section discrète
ϕd est définie pour tout i, j, µ, ν ∈ U par ϕd(i, j, µ, ν) = ϕj,νi,µ = (ti,µ, sj,ν , qj,νi,µ). Le fibré
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α0 α1

α2 α3β0

β1

β2

0

t

s

q

Fig. III.1 Les trajectoires sont interpolées selon les variables spatiotemporelles
par des polynômes, de degrés respectifs M = 3 et N = 2 pour cet exemple. Les
croix bleues représentent les points d’évaluation utilisés pour la quadrature de
Gauss-Legendre, ici avec A = M et B = N .

temps

espace

µ = 0 1
. . .

M − 1 M

ν = 0

1

. . .

N − 1

N

k = 1 2 . . . M M + 1

M + 2

. . .

M +N

M +N + 1M +N + 2. . .2M +N2M +N + 1

2M +N + 2

. . .

2M + 2N

Fig. III.2 Convention de numérotation des indices appartenant aux arêtes du
maillage.

des 1-jets J1E devient alors J1Ed = U × QK , et une section holonome a pour analogue
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discret j1ϕd, définie sur toute maille □ par

j1ϕd(□) = (□, ϕd(□(1)), . . . , ϕd(□(K))).

Cette définition du relevé discret permet une notation concise des résultats, et rend plus
évidente la similarité entre les résultats du domaine continu et leurs équivalents discrets.

Soit un champ de vecteur continu Z ∈ χ(E), qu’on supposera vertical, sa discrétisation
sur le maillage U est définie par l’échantillonnage de Z sur les coordonnées ti,µ, sj,ν tel
que

Zj,νi,µ = Z(ti,µ, sj,ν).
On dénotera simplement par Z le champ discrétisé, le contexte permettant de savoir si le
champ considéré est continu ou discret. Enfin, le relevé de Z est défini pour toute maille
□ par

j1Z(□) =
(
Z(□(1)), . . . Z(□(K))

)
.

On définit le lagrangien discret Ld : J1Ed → R comme l’extrémum de la quadrature
de l’intégrale d’action pour la donnée d’une section discrète(

(j1ϕd)∗Ld
)

(□j
i ) = Lji = ext

{qjν
i,µ}0<ν<N

0<µ<M

Ãji

Dans cette définition, l’intégrale d’action est extrémalisée sur les points de contrôles in-
ternes {qj,νi,µ}0<ν<N0<µ<M pour la donnée des points de contrôle principaux. Cette définition est
l’analogue en deux dimensions de celle proposé dans le cas classique au § I.3.2.

III.2.2 Variation d’action

On procède maintenant au calcul des variations de l’intégrale d’action Ãji locale. Ce
calcul permet : d’une part, l’obtention des conditions d’extrémalité sur les points de
contrôle {qj,νi,µ}0<ν<N0<µ<M pour le lagrangien discret Ld évalué sur j1ϕd(□j

i ) ; d’autre part, l’éta-
blissement des équation d’Euler-Lagrange covariantes. Soient des variations arbitraires
δqj,νi,µ , la variation d’action locale s’écrit

δÃji =
M∑
µ=0

N∑
ν=0

∂Ãji
∂qj,νi,µ

δqj,νi,µ

= ∂Ãji
∂qj,0i,0

δqj
0

i,0 + ∂Ãji
∂qj,0i,M

δqj
0

i,M + ∂Ãji
∂qj,Ni,0

δqj
N

i,0 + ∂Ãji
∂qj,Ni,M

δqj
N

i,M

+
M−1∑
µ=1

∂Ãji
∂qj,0i,µ

δqj,0i,µ +
M−1∑
µ=1

∂Ãji
∂qj,Ni,µ

δqj,Ni,µ +
N−1∑
ν=1

∂Ãji
∂qj,νi,0

δqj,νi,0 +
N−1∑
ν=1

∂Ãji
∂qj,νi,M

δqj,νi,M

+
M−1∑
µ=1

N−1∑
ν=1

∂Ãji
∂qj,νi,µ

δqj,νi,µ

où les dérivées partielles de Ãji s’expriment en fonction de celles du lagrangien continu £
et de l’interpolation q̃ji comme

∂Ãji
∂qj,νi,µ

= hl
A∑
a=1

B∑
b=1

wba

∂£
∂q

∂q̃ji
∂qj,νi,µ

+ ∂£
∂q̇

∂ ˙̃qji
∂qj,νi,µ

+ ∂£
∂q′

∂ q̃′ j
i

∂qj,νi,µ
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avec
∂q̃

∂qj,νi,µ
(t, s) = ϕµ(t̃)ψν(s̃),

∂ ˙̃q
∂qj,νi,µ

(t, s) = 1
h
ϕ̇µ(t̃)ψν(s̃),

∂q̃′

∂qj,νi,µ
(t, s) = 1

l
ϕµ(t̃)ψ′

ν(s̃).

Les éléments sommés sont distingués en trois groupes distincts, associés respectivement
aux variations sur les angles, les arrêtes et l’intérieur de la maille. Cet arrangement facilite
l’écriture du calcul des variations de l’action discrète Ad :

δAd =
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

δÃji =
I−1∑
i=1

J−1∑
j=1

DELji δq
j
i (III.16)

+
I−1∑
i=0

J−1∑
j=1

M−1∑
µ=1

DELj,0i,µδq
j,0
i,µ +

I−1∑
i=1

J−1∑
j=0

N−1∑
ν=1

DELj,νi,0 δq
j,ν
i,0

+
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

M−1∑
µ=1

N−1∑
ν=1

DELj,νi,µδq
j,ν
i,µ

+
I−1∑
i=1

B0
i δq

0
i +BJ

i δq
J
i +

J−1∑
j=1

Bj
0δq

j
0 +Bj

Iδq
j
I

+
I−1∑
i=0

M−1∑
µ=1

B0
i,µδq

0
i,µ +BJ

i,µδq
J
i,µ +

J−1∑
j=0

N−1∑
ν=1

Bj,ν
0 δqj,ν0 +Bj,ν

I δqj,νI

+B0
0δq

0
0 +B0

I δq
0
I +BJ

0 δq
J
0 +BJ

I δq
J
I

Les termes de la somme précédente sont distingués entre équations d’Euler-Lagrange
discrètes DEL et termes de bord B. On pourra s’aider de la figure III.3 pour interpréter
l’arrangement des sommes.

On distingue trois différent types de termes d’Euler-Lagrange, selon qu’il soient for-
mulés sur les nœuds du maillage (III.17), les arêtes (III.18), (III.19) ou l’intérieur des
mailles (III.20)

DELji = ∂Lji
∂qj,0i,0

+ ∂Lj−1
i

∂qj−1,N
i,0

+
∂Lji−1

∂qj,0i−1,M
+

∂Lj−1
i−1

∂qj−1,N
i−1,M

1 ≤ i < I, 1 ≤ j < J(III.17)

DELj,0i,µ = ∂Lji
∂qj,0i,µ

+ ∂Lj−1
i

∂qj−1,N
i,µ

0 ≤ i < I, 1 ≤ j < J, 1 ≤ µ < M (III.18)

DELj,νi,0 = ∂Lji
∂qj,νi,0

+
∂Lji−1

∂qj,νi−1,M
1 ≤ i < I, 0 ≤ j < J, 1 ≤ ν < N (III.19)

DELj,νi,µ = ∂Ãji
∂qj,νi,µ

0 ≤ i < I, 0 ≤ j < J, 1 ≤ µ < M, 1 ≤ ν < N (III.20)

De même, les termes de bords sont définis à partir des dérivées partielles de la quadrature
d’intégrale d’action et se distinguent selon les indices

B0
i = L0

i

∂q0,0
i,0

+
∂L0

i−1

∂q0,0
i,M

BJ
i = ∂LJ−1

i

∂qJ−1,N
i,0

+
∂LJ−1

i−1

∂qJ−1,N
i−1,M

1 ≤ i < I
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espace

temps
t0 t0i

≡ ti

tµi tµ+1
i

tMi
≡ tMi

tI
s0

sj ≡ s0j

sνj

sν+1
j

sj+1 ≡ sNj

sJ

Fig. III.3 Représentation de la grille spatio-temporelle.

Bj
0 = ∂Lj0

∂qj,00,0
+ ∂Lj−1

0

∂qj−1,N
0,0

Bj
I =

∂LjI−1

∂qj,0I−1,M
+

∂Lj−1
I−1

∂qj−1,N
I−1,M

1 ≤ j < J

B0
0 = ∂L0

0
∂q0,0

0,0
BJ

0 = ∂LJ−1
0

∂qJ−1,N
0,0

B0
I =

∂L0
I−1

∂q0,0
I−1,M

BJ
I =

∂LJ−1
I−1

∂qJ−1,N
I−1,M

B0
i,µ = ∂Ã0

i

∂q0,0
i,µ

BJ
i,µ = ∂ÃJ−1

i

∂qJ−1,N
i,µ

0 ≤ i < I, 1 ≤ µ < M

Bj,ν
0 = ∂Ãj0

∂qj,ν0,0
Bj,ν
I =

∂ÃjI−1

∂qj,νI−1,M
0 ≤ j < J, 1 ≤ ν < N

L’application d’un principe de Hamilton pour des variations nulles sur les bords de
domaines permet l’obtention des équations d’Euler-Lagrange covariantes discrètes définies
sur les nœuds et les arêtes par

DELji = 0 1 ≤ i < I, 1 ≤ j < J (III.21a)
DELj,0i,µ = 0 0 ≤ i < I, 1 ≤ j < J, 1 ≤ µ < M (III.21b)

DELj,νi,0 = 0 1 ≤ i < I, 1 ≤ j < J, 1 ≤ ν < N (III.21c)
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De plus, la condition d’extrémalité du lagrangien discret Ld nécessite la vérification des
équations d’Euler-Lagrange internes

DELj,νi,µ = 0 0 ≤ i < I, 0 ≤ j < J, 1 ≤ µ < M, 1 ≤ ν < N (III.22)

Les équations sur l’intérieur du domaine étant maintenant posées, il reste à définir les
conditions limites. L’objet du prochain paragraphe est d’établir les équations sur le bord
à partir d’un principe variationnel étendu.

III.2.3 Conditions aux bords
Afin de discrétiser les conditions au bord, on propose un principe variationnel étendu.

Celui-ci permet l’établissement des conditions limites à partir des termes Bj
i qui découle

naturellement du calcul de variation d’action mené au paragraphe précédent. Appliquer
un principe variationnel pour obtenir les conditions aux bords nécessite au préalable la
définition d’une discrétisation de l’intégrale∫

∂U1
τ̄Aµ δq

Adnxµ

Nous proposons de l’approcher à l’aide du même principe que celui utilisé pour définir
le lagrangien discret. Pour ne pas alourdir la notation, on procède à la définition de
l’approximation pour le bord [ti, ti+1]×{0}, les autres cas de figure se généralisant aisément
à partir du cas considéré :∫ ti+1

ti

〈
τ̄ s=0(t), δq(t, 0)

〉
dt ≈

∫ ti+1

ti

〈
τ̄ s=0(t),

M∑
µ=0

N∑
ν=0

∂q̃0
i

∂q0,ν
i,µ

(t, 0)δq0,ν
i,µ

〉
dt

=
∫ ti+1

ti

M∑
µ=0

ϕµ(t̃)
〈
τ̄ s=0(t), δq0

i,µ

〉
dt

≈
M∑
µ=0

[
A∑
a=1

hwaϕµ(ca)τ̄ s=0(ti,a)
]
· δq0

i,µ

=
M∑
µ=0

τ̄0
i,µ · δq0

i,µ

où on définit la notation τ̄0
i,µ =

∑A
a=1 hwaϕµ(ca)τ̄ s=0(ti,a). La seconde ligne a été obtenue

en utilisant le fait que

∂q̃0
i

∂qj,νi,µ
(t, 0) = ϕλ(t̃)ψγ(0)δλµδγν = ϕλ(t̃)δ0

γδ
λ
µδ

γ
ν = ϕµ(t̃)δ0

ν

On obtient, après intégration par parties sur le bord [0, T ]× {0}, le résultat suivant

∫ T

0
⟨τ̄ , δq⟩ ds ≈

I−1∑
i=0

M∑
µ=0

τ̄ s=0
i,µ · δq0

i,µ =
I−1∑
i=1

(
τ̄ s=0
i,0 + τ̄ s=0

i−1,M

)
· δq0

i +
I−1∑
i=0

M−1∑
µ=1

τ̄ s=0
i,µ · δq0

i,µ

+ τ̄ s=0
0,0 · δq0

0 + τ s=0
I−1,M · δq0

I
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Les couleurs reflètent celle utilisées dans le schéma III.3. On applique le même principe sur
les trois autres bords. Ceci nous permet finalement d’écrire l’approximation de l’intégrale
sur l’ensemble de la frontière ∂U comme∫

∂U
τ̄Aµ δq

Adnxµ ≈
∑

i,j,µ,ν∈∂U
τ̄ j,νi,µ · δq

j,ν
i,µ

Au vu des résultats précédents, on distingue selon les différents indices l’expression de τ̄d
comme suit

τ̄0
i = τ̄ s=0

i,0 + τ̄ s=0
i−1,M , τ̄Ji = τ̄ s=Li,0 + τ̄ s=Li−1,M 1 ≤ i < I

τ̄ j0 = τ̄ j,0t=0 + τ̄ j−1,N
t=0 , τ̄ jI = τ̄ j,0t=T + τ̄ j−1,N

t=T 1 ≤ j < J

τ̄0
i,µ = τ̄ s=0

i,µ , τ̄Ji,µ = τ̄ s=Li,µ 0 ≤ i < I, 1 ≤ µ < M

τ̄ j,ν0 = τ̄ j,νt=0, τ̄ j,νI = τ̄ j,νt=T 0 ≤ j < J, 1 ≤ ν < N

τ̄0
0 = τ̄ s=0

0,0 + τ̄0,0
t=0 τ̄0

I = τ̄ s=0
I−1,M + τ̄0,0

t=T

τ̄J0 = τ̄ s=L0,0 + τ̄J−1,N
t=0 τ̄JI = τ̄ s=LI−1,M + τ̄J−1,N

t=T

Une fois cette définition posée, il devient possible d’établir les conditions aux bords
par application d’un principe variationnel étendu, traduisant dans le cas discret la propo-
sition 4.(ii). Soit ∂U0 ⊂ ∂U et ∂U1 ⊂ ∂U deux sous-domaines de la frontière du domaine
de définition discrétisant respectivement ∂U0 et ∂U1. Soit τ̄d défini sur ∂U1 discrétisant
τ̄ par la procédure définie précédemment. On suppose que la trajectoire ϕd vérifie les
conditions limites d’ordre 0

ϕj,νi,µ = ϕ̄d(ti,µ, sj,ν) sur ∂U0, (III.23)

alors ϕd est solution du problème variationnel étendu si elle vérifie

δAd =
∑

□/□∩∂U□
1 ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U1

(τ̄d · δqd) (□(k))


pour toute variation verticale δqd s’annulant sur le bord ∂U \ ∂U1.

L’application du principe variationnel donne les équations d’Euler-Lagrange cova-
riantes (III.21), déjà obtenues au paragraphe précédent par principe de Hamilton, ainsi
que les équations limites du premier ordre, qui s’écrivent

Bj,ν
i,µ = τ̄ j,νi,µ sur ∂U1. (III.24)

Les conditions d’ordre zéro (III.23) sont quant à elles vérifiées par hypothèse.

III.2.4 Multisymplecticité
Il a été vu au premier chapitre que le flot des équations d’Euler-Lagrange conserve

la forme symplectique, et que cette propriété était également vérifiée par les solutions
numériques obtenues par l’application d’une méthode variationnelle. De même, dans la
formulation covariante discrète, les solutions numériques vérifient un équivalent numérique
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de la propriété de multisymplecticité. On définit les formes de Poincaré-Cartan discrètes
associées au lagrangien Ld pour tout 1 ≤ k ≤ K par(

(j1ϕd)∗Θk
Ld

)
(□j

i ) = ∂Ld
∂qk

(
j1ϕd(□j

i )
)
dqk

Ces formes sont au nombre de K = 2M + 2N . D’après cette définition, il est clair que les
formes de Poincaré-Cartan vérifient la relation

dLd =
K∑
k=1

Θk
Ld
.

Prendre la différentielle de cette égalité permet de vérifier que

K∑
k=1

Ωk
Ld

= 0

où les formes Ωk
Ld

= −dΘk
Ld

sont les formes multisymplectiques. Toute comme leurs ana-
logues continus, les solutions des équations d’Euler-Lagrange covariantes discrètes (III.21)
vérifient une propriété de multisymplecticité, qu’on énonce maintenant.

Propriété 6. Soit ϕd une solution des équations d’Euler-Lagrange discrètes (III.21), alors
pour toutes variations verticales V,W

∑
□/□∩∂U□ ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U

(j1ϕd)∗
(
j1V ⌟j1W⌟Ωk

Ld

)
(□)

 = 0.

Démonstration. On renvoie à Marsden, Patrick et Shkoller [94] pour la preuve de ce
résultat.

Remarque 11. À la différence de la formulation continue, dans laquelle la forme de
Poincaré-Cartan est une (n + 1) forme (ici n = 1), les formes de Poincaré-Cartan dis-
crètes sont d’ordre 1, indépendamment de la valeur de n. De même, l’équivalent discret
de la (n+ 2)-forme multisymplectique sont les 2-formes multisymplectiques discrètes.
Remarque 12. Les résultats présentés ici doivent être adaptés pour le choix d’autres la-
grangiens discrets. On rappelle que la construction vue au premier chapitre donnait lieu
à deux formes, Θ+

Ld
et Θ−

Ld
. Ici, puisque le lagrangien discret dépend des K points de

contrôles situés sur les nœuds et arêtes du maillage, il est naturel de définir autant de
formes Θk

Ld
. D’autres constructions peuvent également donner d’autres définitions : par

exemple, un lagrangien discret défini sur des mailles triangulaires engendre trois formes
de Poincaré-Cartan [31], [94].

III.2.5 Théorème de Noether

On énonce maintenant le théorème de Noether dans le contexte de la mécanique
lagrangienne covariante discrète. Il est tout d’abord nécessaire de définir la notion de
symétrie du lagrangien Ld. On ne considère ici que des champs de variations verticaux.
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Définition 7. Soit S un champ de symétrie verticale du lagrangien discret Ld, alors
j1S⌟dLd = 0.

On définit les K formes moments discrètes JkS , données à partir des formes de Poincaré-
Cartan pour tout 1 ≤ k ≤ K par JkS = j1S⌟Θk

Ld
. Ceci nous permet d’énoncer le théorème

de Noether local.

Théorème 7 (Noether local). Soit S une symétrie verticale du lagrangien Ld, alors les
moments discrets JkS vérifient la relation

K∑
k=1

JkS = 0. (III.25)

Démonstration. Il s’agit de la définition même de symétrie du lagrangien Ld. En effet,
soit S une telle symétrie, alors

0 = j1S⌟dLd =
K∑
k=1

j1S⌟Θk
Ld

=
K∑
k=1

JkS

ce qui montre le résultat attendu.

Théorème 8 (Noether global). Soit S une symétrie verticale du lagrangien Ld, alors
pour toute solution ϕd des équations d’Euler-Lagrange covariante discrètes (III.21), on
vérifie la loi de conservation

∑
□/□∩∂U□ ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U

(j1ϕd)∗
(
JkS

)
(□)

 = 0.

Démonstration. La preuve de la version globale du théorème s’établit en intégrant (i.e. en
sommant) sa version discrète (III.25) sur le domaine U, puis en appliquant le théorème
de Stokes (i.e. en réarrangeant les indices de sommation). On obtient alors

0 =
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

K∑
k=1

(j1ϕd)∗JkS(□j
i )

=
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

 M∑
µ=0

∂Lji
∂qj,0i,µ

· Sj,0i,µ +
M∑
µ=0

∂Lji
∂qj,Ni,µ

· Sj,Ni,µ +
N−1∑
ν=1

∂Lji
∂qj,νi,0

· Sj,νi,0 +
N−1∑
ν=1

∂Lji
∂qj,νi,M

· Sj,νi,M


=

I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

DELji · S
j
i +

I−1∑
i=0

J−1∑
j=1

M−1∑
µ=1

DELj,0i,µ · S
j,0
i,µ +

I−1∑
i=1

J−1∑
j=0

N−1∑
ν=1

DELj,νi,0 · S
j,ν
i,0

+
∑

□/□∩∂U□ ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U

(j1ϕd)∗JkS(□)


Toute solution ϕd des équations d’Euler-Lagrange covariantes (III.21) annulant les sommes
faisant intervenir les termes DELj,νi,µ, on obtient le résultat voulu.

Remarque 13. Le théorème de Noether global 8 a été écrit en intégrant la formulation
locale sur l’ensemble du domaine de définition. Il admet en fait une formulation analogue
sur tout sous-domaine.
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III.2.6 Forçage
On considère maintenant les modifications à apporter à la formulation de la méthode

covariante pour la prise en compte de l’action de forces s’exerçant sur le système. On
rappelle que le forçage du système dans le cas continu à l’aide du principe de Lagrange-
d’Alembert (§ III.1.6). Afin de l’appliquer dans le contexte discret, nous proposons de
procéder à une quadrature de l’intégrale∫∫

U
⟨f(q, q̇), δq⟩ω

généralisant l’approche exposée au § I.2.5 au cas à deux variables indépendantes. Dans
ce contexte, on écrit∫∫

□j
i

⟨f(q, q̇), δq⟩ω ≈
∫∫

□j
i

〈
f(q̃ji , ˙̃qji ),

M∑
µ=0

N∑
ν=0

∂q̃ji
∂qj,νi,µ

δqj,νi,µ

〉
ω

=
∫∫

□j
i

M∑
µ=0

N∑
ν=0

ϕµ(t̃)ψν(s̃)
〈
f(q̃ji , ˙̃qji ), δq

j,ν
i,µ

〉
ω

≈
M∑
µ=0

N∑
ν=0

[
A∑
a=1

B∑
b=1

hkwbaϕµ(ca)ψν(cb)f
(
q̃ji (hca, kcb), ˙̃qji (hca, ksb)

)]
· δqj,νi,µ

=
M∑
µ=0

N∑
ν=0

f j,νi,µ · δq
j,ν
i,µ

où on définit la notation

f j,νi,µ =
A∑
a=1

B∑
b=1

hkwbaϕµ(ca)ψν(cb)f
(
q̃ji (hca, kcb), ˙̃qji (hca, ksb)

)
À partir de cette formule, on obtient après un réarrangement des indices de sommation
l’expression de la quadrature de l’intégrale sur l’ensemble du domaine U∫∫

U
⟨f(q, q̇), δq⟩ω ≈

I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

M∑
µ=0

N∑
ν=0

f j,νi,µ · δq
j,ν
i,µ (III.26)

=
I−1∑
i=1

J−1∑
j=1

(
f j,0i,0 + f j−1,N

i,0 + f j,0i−1,M + f j−1,N
i−1,M

)
δqji

+
I−1∑
i=0

J−1∑
j=1

M−1∑
µ=1

(
f j,0i,µ + f j−1,N

i,µ

)
δqji,µ

+
I−1∑
i=1

J−1∑
j=0

N−1∑
ν=1

(
f j,νi,0 + f j,νi−1,M

)
δqj,νi

+
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

M−1∑
µ=1

N−1∑
ν=1

f j,νi,µ δq
j,ν
i,µ
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+
I−1∑
i=1

(
f0,0
i,0 + f0,0

i−1,M

)
δq0
i +

(
fJ−1,N
i,0 + fJ−1,N

i−1,M

)
δqJi

+
J−1∑
j=1

(
f j,00,0 + f j−1,N

0,0

)
δqj0 +

(
f j,0I−1,M + f j−1,N

I−1,M

)
δqjI

+
I−1∑
i=0

M−1∑
µ=1

f0,0
i,µ δq

0
i,µ + fJ−1,N

i,µ δqJi,µ +
J−1∑
j=0

N−1∑
ν=1

f j,ν0,0δq
j,ν
0 + f j,νI−1,Mδq

j,ν
I

+ f0,0
0,0 δq

0
0 + f0,0

I−1,Mδq
0
I + fJ−1,N

0,0 δqJ0 + fJ−1,N
I−1,M δqJI

Le code couleur permet de s’aider de la figure III.3 pour comprendre la structuration de
la somme précédente, identique à celle de la variation d’action (III.16).

III.2.6.1 Principe de Lagrange-d’Alembert

À ce stade, les équations d’Euler-Lagrange forcées discrètes peuvent être énoncées.
Pour cela, on considère des variations δqj,νi,µ arbitraires qu’on impose nulles sur la frontière.
L’application du principe de Lagrange-d’Alembert discret, qui consiste à vérifier pour ces
variations que

δAd +
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

M∑
µ=0

N∑
ν=0

f j,νi,µ · δq
j,ν
i,µ = 0

donne alors, en remplaçant les deux termes par leurs expressions respectives (III.16)
et (III.26), les équations d’Euler-Lagrange discrètes forcées, définies sur les nœuds du
maillage par

DELji + f j,0i,0 + f j−1,N
i,0 + f j,0i−1,M + f j−1,N

i−1,M = 0 1 ≤ i < I, 1 ≤ j < J

DELj,0i,µ + f j,0i,µ + f j−1,N
i,µ = 0 0 ≤ i < I, 1 ≤ j < J, 1 ≤ µ < M

DELj,νi,0 + f j,νi,0 + f j,νi−1,M = 0 1 ≤ i < I, 0 ≤ j < J, 1 ≤ ν < N

Celles-ci remplacent les équations d’Euler-Lagrange covariantes (III.21a), (III.21b) et (III.21c)
respectivement. De même, les équations d’Euler-Lagrange internes (III.22), qui expriment
la condition d’extrémalisation du lagrangien discret, sont modifiées pour prendre en
compte un terme de force supplémentaire, et deviennent

DELj,νi,µ + f j,νi,µ = 0 0 ≤ i < I, 0 ≤ j < J, 1 ≤ µ < M, 1 ≤ ν < N

Enfin, les conditions limites du premier ordre (III.24) se réécrivent (là où elles sont définies)
comme

B0
i + f0,0

i,0 + f0,0
i−1,M = τ̄0

i 1 ≤ i < I

BJ
i + fJ−1,N

i,0 + fJ−1,N
i−1,M = τ̄Ji 1 ≤ i < I

Bj
0 + f j,00,0 + f j−1,N

0,0 = τ̄ j0 1 ≤ j < J

Bj
I + f j,0I−1,M + f j−1,N

i−1,M = τ̄ jI 1 ≤ j < J
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B0
i,µ + f0,0

i,µ = τ̄0
i,µ 0 ≤ i < I, 1 ≤ µ < M

BJ
i,µ + fJ−1,N

i,µ = τ̄Ji,µ 0 ≤ i < I, 1 ≤ µ < M

Bj,ν
0 + f j,ν0,0 = τ̄ j,ν0 0 ≤ j < J, 1 ≤ ν < N

Bj,ν
I + f j,νI−1,M = τ̄ j,νI 0 ≤ j < J, 1 ≤ ν < N

B0
0 + f0,0

0,0 = τ̄0
0

B0
I + f0,0

I−1,M = τ̄0
I

BJ
0 + fJ−1,N

0,0 = τ̄J0

BJ
I + fJ−1,N

I−1,M = τ̄JI

III.2.6.2 Loi d’évolution globale des moments

Lorsque des forces extérieures s’exercent sur le système, le théorème de Noether 8
ne s’applique plus. Toutefois, en présence de symétrie du lagrangien, il reste possible
d’exprimer la loi d’évolution d’un moment en fonction des conditions limites et des termes
de force.

Théorème 9. Soit S une symétrie verticale du lagrangien Ld, alors pour toute solution ϕd
des équations d’Euler-Lagrange forcées discrètes (III.27), les moments discrets JkS vérifient
la relation

∑
□/□∈∂U□ ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U

(
(j1ϕd)∗JkS

)
(□)

 =
∑

□∈U□

 ∑
k/□(k) /∈∂U

(
(j1ϕd)∗(f · S)k

)
(□)


(III.28)

Démonstration. Soit S une symétrie du lagrangien Ld, alors δAd = 0, ce qui permet
d’écrire

δAd +
∑

□∈U□

K∑
k=1

(
(j1ϕd)∗(f · S)k

)
(□) =

∑
□∈U□

K∑
k=1

(
(j1ϕd)∗(f · S)k

)
(□).

D’autre part, toute solution ϕd des équations d’Euler-Lagrange forcées (III.27) vérifie

δAd +
∑

□∈U□

K∑
k=1

(
(j1ϕd)∗(f · S)k

)
(□)

=
∑

□/□∈∂U□ ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U

(
(j1ϕd)∗

(
JkS + (f · S)k

))
(□)

 .
On conclut à partir des deux égalités précédentes que

∑
□/□∈∂U□ ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U

(
(j1ϕd)∗JkS

)
(□)


=

∑
□∈U□

K∑
k=1

(
(j1ϕd)∗(f · S)k

)
(□)−

∑
□/□∈∂U□ ̸=∅

 ∑
k/□(k)∈∂U

(
(j1ϕd)∗(f · S)k

)
(□)
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=
∑

□∈U□

 ∑
k/□(k) /∈∂U

(
(j1ϕd)∗(f · S)k

)
(□)



III.3 Applications

Nous proposons d’appliquer la méthode de Galerkin covariante développée au pa-
ragraphe précédent à deux exemples de l’acoustique : l’équation des ondes ainsi qu’un
modèle de corde raide amorti. L’étude de la formulation covariante de l’équation des
ondes au § III.3.1 sera l’occasion d’une discussion sur les équations d’évolution (III.8) et
sur la façon dont celles-ci sont approchées par les solutions numériques. En particulier,
on mettra en évidence que l’intégrateur covariant préserve approximativement l’énergie
totale au cours du temps pour les systèmes conservatifs. Dans le cas où les conditions
limites en espace sont homogènes de type Dirichlet ou Neumann et indépendantes de la
variable de temps, cette conservation peut être démontrée en se ramenant à une analyse
symplectique.

On considère ensuite au § III.3.2 la formulation covariante d’un modèle de corde raide
amortie définie à partir d’une poutre précontrainte. Après avoir donné une analyse du
modèle continu, nous en proposons une discrétisation à l’aide de l’intégrateur de Galerkin
covariant qui vérifie numériquement la loi d’évolution de la quantité de mouvement.

III.3.1 Équation des ondes

Nous appliquons dans ce paragraphe la méthode de Galerkin covariante définie au
§ III.2 à l’équation des ondes à une dimension spatiale afin d’étudier les propriétés des
solutions numériques vis-à-vis de la conservation de l’énergie totale.

L’équation des ondes est sujette à un traitement par méthode covariantes dans Mars-
den, Patrick et Shkoller [94]. Les résultats numériques présentent une bonne stabilité, et
conservent approximativement l’énergie (au sens de non-divergence) pour des temps de
simulation longs. Dans cette étude, les auteurs ont considéré un système défini sur cercle,
supprimant ainsi les frontières spatiales. Nous proposons ici d’examiner la prise en compte
des conditions limites à l’aide du principe variationnel étendu proposé au § III.2.3.

On rappelle tout d’abord la formulation de l’équation des ondes scalaire à une dimen-
sion d’espace à l’aide des notations mises en place dans ce chapitre. L’espace de base R2

est formé des variables de temps t et espace s, et on étudie le système sur le domaine
U = T × B = [0, T ] × [0, L]. Une section ϕ du fibré s’écrit alors en coordonnées locales
ϕ(t, s) = (t, s, q) où q ∈ R, et son relevé holonome

j1ϕ(t, s) = (t, s, q, q̇, q′).

La densité lagrangienne du système est définie pour toute section ϕ : U → R par (j1ϕ)∗L =
£(j1ϕ)dt ∧ ds, où

£(j1ϕ) = 1
2 q̇

2 − 1
2q

′2
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L’application du principe de Hamilton donne alors l’équation d’Euler-Lagrange covariante
(en l’occurrence l’équation des ondes)

q̈ − q′′ = 0.

Dans la suite, on considère un problème aux valeurs initiales ; les discussions seront
menées en examinant différents types de conditions limites en espace. Pour définir un
traitement numérique des conditions limites, il est nécessaire de définir les objets requis
pour l’application du principe variationnel étendu, c’est-à-dire les domaines ∂U0, ∂U1
et les fonctions q̄, τ̄ . On introduit les ensembles ∂U t0 ∪ ∂Us0 = ∂U0 qui permettent de
partitionner ∂U0 selon les conditions de Dirichlet en temps et espace respectivement ; de
même, on définit ∂U t1 ∪ ∂Us1 = ∂U1 pour les conditions du premier ordre.

Les conditions en temps sont obtenues en se munissant d’une fonction scalaire q̄t=0
définie sur la frontière ∂U t0 = {0} × [0, L], imposant la condition initiale de Dirichlet en
temps

q = q̄t=0 sur ∂U t0.

De même, on définit τ̄t=0 sur la frontière ∂U t1 = {0}× [0, L] pour imposer la condition du
premier ordre en temps

∂£
∂q̇

= q̇ = τ̄t=0 sur ∂U t1.

Pour le traitement des conditions limites en espace, on impose exactement une condi-
tion à chaque extrémité s = 0, L, ce qui assure que le problème défini possède une solution
unique. Dans la suite, on examine deux cas :

1. Conditions du premier ordre homogènes : on définit alors τ̄s=0 = τ̄s=L = 0 qui
impose

∂£
∂q′ = −q′ = 0 sur ∂Us1 = [0, T ]× {0, L}. (III.29)

Par ailleurs, on a ∂Us0 = ∅.
2. Conditions de Dirichlet homogènes : on impose la condition

q = 0 sur ∂Us0 = [0, T ]× {0, L}, (III.30)

et ∂Us1 = ∅.
Ces deux situations sont résumées par les schémas représentés en figure III.4.

Nous avons vu, au § III.1.2, que la densité d’énergie E vérifie une loi d’évolution
locale (III.8), qui s’écrit ici pour tout t, s ∈ [0, T ]× [0, L]

dE
dt
− d

ds
(q′q̇) = 0 où E = ∂£

∂q̇
q̇ −£ = 1

2 q̇
2 + 1

2q
′2.

La formulation globale de ce résultat dépend des conditions frontières, et s’énonce

E(T ) = E(0)−
∫ T

0

[
q′q̇
]L
0 dt (III.31)

où on a défini l’énergie totale du système à l’instant t par E(t) =
∫ L

0 E(t, s)ds.
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0
0

L

T

s

t

Uq̄t=0 τ̄t=0

τ̄s=L = 0

τ̄s=0 = 0 0
0

L

T

s

t

Uq̄t=0 τ̄t=0

q̄s=L = 0

q̄s=0 = 0

Fig. III.4 Définitions des domaines et fonctions pour les problèmes aux va-
leurs initiales avec condition de Neumann homogènes (gauche) et de Dirichlet
homogènes (droite). Les conditions d’ordre zéro et un sont indiquées en rouge et
bleu respectivement.

Nous étudions maintenant l’évolution numérique de l’énergie totale du système pour
les deux type de conditions limites en espaces (III.29) et (III.30). La méthode de Galerkin
covariante définie au § III.2 a été construite en ne considérant que des variations verticales,
aussi les équivalents discrets des équations d’évolution n’ont pas été établies. Malgré cela,
l’énergie totale est approximativement conservée au cours du temps par les solutions
numériques. Ces résultats sont mis en évidence et justifiés dans les paragraphes suivants.

III.3.1.1 Conditions du premier ordre homogènes

On considère dans un premier temps que des conditions du premier ordre homogènes
sont imposées sur les bords du domaine spatial. Dans ce cas, la condition aux bords (III.29)
impose q′ = 0 en s = 0, L. Le terme intégral de l’équation d’évolution globale (III.31)
s’annule donc, traduisant la conservation de l’énergie du système au cours du temps.

Cette formulation trouve son équivalent numérique par application d’un principe va-
riationnel étendu. En suivant la méthode de construction des conditions de bords détaillée
au § III.2.3, on obtient les équations aux limites de Dirichlet (III.23) qui s’écrivent ici

qj,ν0 = q̄(0, sj,ν), 0 ≤ j < J, 0 ≤ ν ≤ N

ainsi que les conditions du premier ordre (III.24) données par

Bj,ν
0 = τ̄ j,ν0 , 0 ≤ j < J, 0 ≤ ν ≤ N

B0
i,µ = τ̄0

i,µ = 0, BJ
i,µ = τ̄Ji,µ = 0, 0 ≤ i < I, 0 ≤ µ ≤M.

Avec les équations d’Euler-Lagrange discrètes (III.21), celles-ci définissent la méthode co-
variante de Galerkin donnant la solution numérique du problème aux conditions initiales.

La solution numérique de l’équation des ondes, calculée pour les paramètres donnés
en table III.1 et les conditions initiales

q̄(0, s) = sin
(2πs
L

+ π

2

)
, τ̄(0, s) = 0,
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est représentée en figure III.5. L’évolution au cours du temps de E l’énergie totale du
système est donnée en figure III.6 pour différents paramètres d’intégration numérique ;
l’amplitude de la variation d’énergie est fonction du pas et de l’ordre de la méthode. Par
ailleurs, on observe expérimentalement que l’énergie est approximativement conservée par
la méthode sur des temps d’intégration très longs (figure III.7).

Paramètre h M I l N J

Valeur 0.2 2 10 0.25 2 4

Table III.1 – Paramètres utilisés pour la simulation numérique de l’équation des ondes
par méthode covariante de Galerkin.

0

0.5

1 0
0.5

1
1.5

s

t

Fig. III.5 Solution numérique de l’équation des ondes pour des conditions
homogènes du premier ordre. Les paramètres utilisés sont donnés en table III.1.

Ce résultat est une propriété démontrable de l’intégrateur numérique. En substance,
la preuve consiste à reformuler le problème en intégrant selon la variable spatiale, de
façon à considérer un système lagrangien équivalent ne dépendant que de la variable de
temps. On montre alors, à l’aide des outils de la mécanique lagrangienne classique, que
les solutions numériques sont symplectique et, à ce titre, conservent approximativement
l’énergie. Nous donnons ici les grandes étapes de la démonstration ; le lecteur pourra
trouver dans Demoures, Gay-Balmaz et Ratiu [31] une discussion plus exhaustive sur un
problème covariant similaire.

On définit pour tout indice temporel i la configuration qi comme le vecteur constitué
de toutes les configurations qj,νi,0 pour 0 ≤ j < J , 0 ≤ ν ≤ N , soit qi = (q0,0

i,0 , q
0,1
i,0 , . . . , q

J−1,N
i,0 ).

On note Q = QJ×N+1 l’espace de configuration tel que qi ∈ Q. Soit le lagrangien discret
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Fig. III.6 Variation relative de l’énergie totale de l’équation des ondes pour
des conditions homogènes du premier ordre calculée pour différentes valeurs de
h et de M .
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Fig. III.7 Variation relative d’énergie totale de l’équation des ondes pour des
conditions homogènes du premier ordre (échelle logarithmique). La solution est
calculée sur I = 5·104 itérations pour un pas temporel h = 0.02 une interpolation
de degré M = 1.

Ld : Q×Q→ R défini par l’extremum

Li = Ld(qi,qi+1) = ext
{qj,ν

i,µ}0≤j<J, 0≤ν≤N
0<µ<M

J−1∑
j=0
Ãji .

Ce lagrangien sera dit “temporel”, par opposition au lagrangien covariant Ld. D’une part,
la condition d’extrémalisation du lagrangien Ld donne les équations d’Euler-Lagrange
covariantes (III.21b) et (III.22), ainsi que les conditions aux bords du premier ordre
B0
i,µ = 0 et BJ

i,µ = 0 pour tout 1 ≤ µ ≤M−1. D’autre part, on applique à Ld un principe
variationnel pour des variations δqi = (δq0,0

i,0 , . . . , δq
J−1,N
i,0 ). On calcule tout d’abord les
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dérivées partielles

∂Li
∂qi

δqi =
J−1∑
j=1

 ∂Lji
∂qj,0i,0

+ ∂Lj−1
i

∂qj−1,N
i,0

 δqji + ∂L0
i

∂q0,0
i,0
δq0
i + ∂LJ−1

i

∂qJ−1,N
i,0

δqJi +
J−1∑
j=0

N−1∑
ν=1

∂Lji
qj,νi,0

δqj,νi

∂Li
∂qi+1

δqi+1 =
J−1∑
j=1

 ∂Lji
∂qj,0i,M

+ ∂Lj−1
i

∂qj−1,N
i,M

 δqji+1 + ∂L0
i

∂q0,0
i,M

δq0
i+1 + ∂LJ−1

i

∂qJ−1,N
i,M

δqJi+1

+
J−1∑
j=0

N−1∑
ν=1

∂Lji
qj,νi,M

δqj,νi+1

Cette écriture permet finalement de déduire par indépendance des variations δqi que les
solutions des équations d’Euler-Lagrange associées à Ld

∂Ld
∂qi

(qi,qi+1) + ∂Ld
∂qi

(qi−1,qi) = 0

sont exactement les solutions des équation d’Euler-Lagrange covariantes (III.21a) et (III.21c)
ainsi que des conditions aux bords du premier ordre B0

i = 0 et BJ
i = 0. On conclut alors

que les solutions numériques associées au lagrangien covariant Ld sont exactement les
solutions du problème défini par le lagrangien temporel Ld. Par conséquent, les solutions
préservent la forme symplectique discrète ΩLd = dΘ±

Ld
associée à Ld, définie à l’aide des

formes de Poincaré-Cartan s’écrivant

Θ+
Ld

(qi,qi+1) =
J−1∑
j=0

M+N+1∑
k=M+1

(
(j1ϕd)∗Θk

Ld

)
(□j

i )

Θ−
Ld

(qi,qi+1) =
J−1∑
j=0
−

((j1ϕd)∗Θ1
Ld

)
(□j

i ) +
2(M+N)∑

k=2M+N+1

(
(j1ϕd)∗Θk

Ld

)
(□j

i )

 .
Par conséquent, les solutions conservent approximativement l’énergie associée au lagran-
gien Ld (au sens défini au premier chapitre).

On va voir maintenant qu’un résultat similaire est obtenu en considérant des conditions
aux bords d’ordre zéro homogènes.

III.3.1.2 Conditions d’ordre zéro homogènes

On s’intéresse maintenant sur les extrémités spatiale à des conditions de Dirichlet
homogènes. Ces conditions, décrites par l’équation (III.29), imposent q = 0 en s = 0, L,
et partant q̇ = 0. Le terme intégral de l’équation d’évolution globale de l’énergie (III.31)
s’annule alors, impliquant à nouveau la conservation de l’énergie totale au cours du temps.

Les conditions aux bords discrètes correspondant à cette situation s’obtiennent par
application du principe variationnel étendu, qui donne les conditions de Dirichlet

qj,ν0 = q̄(0, sj,ν), 0 ≤ j < J, 0 ≤ ν ≤ N

q0
i,µ = q̄(ti,µ, 0) = 0, qJi,µ = q̄(ti,µ, L) = 0, 0 ≤ i < I, 0 ≤ µ ≤M
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et les conditions du premier ordre

Bj,ν
0 = τ̄ j,ν0 , 0 ≤ j < J, 0 ≤ ν ≤ N.

Les résultats des simulations numériques obtenues par méthodes de Galerkin covariante
pour les paramètres donnés en table III.1 et les conditions initiales

q̄(0, s) = sin
(2πs
L

)
, τ̄(0, s) = 0

sont représentés en figure III.8.

0

0.5

1 0
0.5

1
1.5

s

t

Fig. III.8 Solution numérique de l’équation des ondes pour des conditions de
Dirichlet homogènes. Les paramètres utilisés sont donnés en table III.1.

Encore une fois, l’énergie l’énergie est approximativement conservée au cours du temps
par la solution numérique, comme on peut le voir en figure III.9. En adaptant la preuve
proposée au § III.3.1.1, on peut à nouveau démontrer ce résultat par un recours aux outils
de la mécanique lagrangienne classique : en prenant pour espace de configuration discret
non plus Q = QJ×N+1 mais Q0 = {q = (0, q0,1, . . . , qj,ν , . . . , qJ−1,N−1, 0) / qj,ν ∈ Q}, on
montre que les solutions des équations d’Euler-Lagrange covariantes sont symplectiques
(voir Demoures, Gay-Balmaz et Ratiu [31] pour une démonstration dans un contexte
similaire).

III.3.2 Corde raide non linéaire amortie
On étudie maintenant un modèle de corde raide non linéaire amortie et sa discrétisa-

tion à l’aide d’une méthode de Galerkin covariante.

III.3.2.1 Modèle continu

Nous rappelons ici la description de corde proposée par Chabassier et al. [17], [18].
Celle-ci modélise les trois composantes du mouvement planaire d’une corde autour de
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Fig. III.9 Variation relative d’énergie totale de l’équation des ondes pour des
conditions de Dirichlet homogènes (échelle logarithmique). La solution est cal-
culée sur I = 5 · 104 itérations pour un pas temporel h = 0.02 une interpolation
de degré M = 1.

sa position d’équilibre : le déplacement transverse u, le déplacement longitudinal v, et
l’angle de rotation φ des sections de corde orthogonale à la ligne des centroïdes (voir
figure III.10). Le modèle, décrit à l’origine à partir d’un hamiltonien, est ici réécrit dans
la formulation lagrangienne covariante.

u(s)

v(s)

ϕ(s)

s

Fig. III.10 Les composantes u, v et φ représentent respectivement les dépla-
cements transverse et longitudinal, et l’angle de rotation de la corde par rapport
à la tangente.

III.3.2.1.1 Équations d’Euler-Lagrange Soit q = (u, v, φ)T ∈ R3 une configura-
tion dépendant des variables de temps t ∈ [0, T ] et d’espace s = [0, L], le lagrangien L est
défini comme le produit L = £dt ∧ ds où la fonction £ est donnée par

£(q, q̇, q′) = 1
2 ⟨q̇,Mq̇⟩ − 1

2
〈
q′,Aq′〉− 〈q′,Bq

〉
− 1

2 ⟨q,Cq⟩ − U(q′)
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Les tenseurs d’ordre trois M, A, B, C et la fonction U sont définis par

M =

ρA 0 0
0 ρA 0
0 0 ρI

 , A =

T0 +AGκ 0 0
0 EA 0
0 0 EI

 ,
B =

0 0 −AGκ
0 0 0
0 0 0

 , C =

0 0 0
0 0 0
0 0 AGκ

 ,

U(q′) = (EA− T0)
(

(u′)2

2 + (1 + v′)−
√

(u′)2 + (1 + v′)2

)

où E et G sont le module de Young et le coefficient de cisaillement, A est l’aire d’une
section de corde, ρ la masse volumique, κ le coefficient de Timoshenko, T0 la tension au
repos, et I le moment d’inertie axial. Les trajectoires solutions du systèmes vérifient les
équation d’Euler-Lagrange (III.7), données pour le modèle de corde raide par

Mq̈ − Aq′′ +
(
BT − B

)
q′ + Cq − d

ds

(
∇U(q′)

)
= 0

Le terme associé à B est responsable du couplage entre le déplacement transverse u et
la rotation ϕ, tandis que le terme d

ds (∇U(q′)) modélise le couplage non linéaire entre les
déplacements transverse u et longitudinal v.

Dans le modèle, les pertes du système sont prise en compte par l’ajout d’une force
représentant l’amortissement

f = −Rq̇ + G
∂3q

∂t∂s2 .

Les tenseur R et G sont responsables des amortissements fluide et visqueux respective-
ment, et ont pour expression

R = 2

ρARu 0 0
0 ρARv 0
0 0 ρIRϕ

 , G = 2

T0γu 0 0
0 EAγv 0
0 0 EIγϕ


où R = (Ru, Rv, Rφ)T et η = (ηu, ηv, ηφ)T sont les coefficients d’amortissement fluide et
visqueux. L’ajout des termes d’amortissement via un principe de Lagrange-d’Alembert
aboutit aux équations d’Euler-Lagrange forcées

Mq̈ + Rq̇ −G
∂3q

∂t∂s2 − Aq′′ +
(
BT − B

)
q′ + Cq − d

ds

(
U ′(q′)

)
= 0 (III.32)

L’équation vectorielle précédente peut être développée sous forme de trois équations sca-
laires des variables u, v et φ

ρAü+ 2ρARuu′ − 2T0ηu
∂3u

∂t∂s2 − (T0 +AGκ)u′′ +AGκφ′ (III.33a)

− d

ds

(
(EA− T0)u′

(
1− 1√

(u′)2 + (1 + v′)2

))
= 0
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ρAv̈ − EAv′′ + 2ρARvv′ − 2T0ηv
∂3v

∂t∂s2 (III.33b)

− d

ds

(
(EA− T0)

(
1− 1 + v′√

(u′)2 + (1 + v′)2

))
= 0

ρIφ̈+ 2ρARφφ′ − 2T0ηφ
∂2φ

∂t∂s3 − EIφ
′′ +AGκ

(
φ− u′) = 0

On suppose de plus que les extrémités sont encastrées, c’est-à-dire conditions aux bords de
type Dirichlet homogènes pour u et v (pas de déplacements des extrémités) et Neumann
homogène pour ϕ (contrainte nulle), ce qui s’écrit

u(t, 0) = u(t, L) = 0, v(t, 0) = v(t, L) = 0, ϕ′(t, 0) = ϕ′(t, L) = 0. (III.34)

L’ensemble des équations (III.32) et (III.34) forment le modèle complet de corde raide
non linéaire amortie.

III.3.2.1.2 Loi d’évolution de l’énergie La loi locale d’évolution de la densité
d’énergie s’obtient à partir de l’expression (III.8) pour la variable xν = t

dE
dt

+ d

ds

(
∂£
∂q′ · q̇

)
− f · q̇ = 0

où E = ∂£
∂q̇ · q̇ − £ est la densité d’énergie. En remplaçant f par son expression dans

l’équation précédente et en effectuant une intégration par rapport à la variable d’espace
s, on obtient la loi d’évolution de l’énergie de la corde

d

dt

∫ L

0
Eds+

[
∂£
∂q′ q̇

]L
0

=
[〈
q̇,G

∂2q

∂t∂s

〉]L
0
−
∫ L

0

〈
∂2q

∂t∂s
,G

∂2q

∂t∂s

〉
ds−

∫ L

0
⟨q̇,Rq̇⟩ ds (III.35)

où on a utilisé l’intégration par parties∫ L

0

〈
q̇,G

∂3q

∂t∂s2

〉
ds =

[〈
q̇,G

∂2q

∂t∂s

〉]L
0
−
∫ L

0

〈
∂2q

∂t∂s
,G

∂2q

∂t∂s

〉
ds

La condition de Dirichlet pour les composantes u et v assure que u̇ = v̇ = 0 sur les
bords. De même, la condition de Neumann pour la composante φ permet de conclure que
∂φ′/∂t = 0 sur les bords. Enfin, en explicitant la dérivée du lagrangien

∂£
∂q′ = −Aq′ − Bq −∇U(q′),

on vérifie à partir des expressions de B et U que la troisième composante de ce terme est
nulle sur les bords du domaine spatial. L’ensemble de ces conditions permet de conclure
que toutes les intégrales de bord dans l’égalité (III.35) sont nulles. On peut finalement
conclure que

d

dt

∫ L

0
Eds = −

∫ L

0

〈
∂2q

∂t∂s
,G

∂2q

∂t∂s

〉
ds−

∫ L

0
⟨q̇,Rq̇⟩ ds

Les produits scalaires mettant en jeu les tenseurs R et G étant positifs, l’énergie décroit
au cours du temps sous l’action des amortissements exercés sur le système.
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III.3.2.1.3 Symétries du lagrangien Soit le champ de variations S = βu∂⃗u + βv∂⃗v
pour βu, βv ∈ R des constantes arbitraires ; on écrit par raccourci de notation S =
(βu, βv, 0)T . Le champ S définit une symétrie verticale du lagrangien qui correspond à
une translation du système selon le plan de la corde. En effet,

j1S⌟d£ = −
〈
Cq + BT q′, S

〉
= −

〈
(0, 0, AGκ(φ− u′))T , (βu, βv, 0)T

〉
= 0.

Le moment associé au champ S est défini par JS = j1S⌟ΘL, ce qui s’écrit en coordonnées

JS = ⟨Mq̇, S⟩ ds+
〈
Aq′ + Bq +∇U(q′), S

〉
dt

En vertu de la proposition 6, JS vérifie pour toute solution des équations d’Euler-Lagrange
forcées (III.32) une loi d’évolution locale, qui s’écrit〈

Mq̈ − Aq′′ − Bq′ − d

ds
∇U(q′)− f, (βu, βv, 0)T

〉
dt ∧ ds = 0.

Les constantes βu, βv étant arbitraires, cette loi locale est équivalente aux équations
d’Euler-Lagrange covariantes (III.33a) et (III.33b) pour les variables u et v. La version
globale de cette loi donne l’évolution de la quantité de mouvement de la corde sous l’in-
fluence des déformations aux bords et des forces de dissipation (voir exemple 4).

III.3.2.2 Modèle discret

Nous proposons maintenant de calculer les solutions du modèle de corde en appliquant
l’intégrateur de Galerkin covariant défini au § III.2. Pour cela, il est nécessaire d’expliciter
la discrétisation des termes d’amortissement.

III.3.2.2.1 Discrétisation des forces d’amortissement Le terme d’amortissement
visco-élastique dans les équations d’Euler-Lagrange covariantes (III.32) met en jeu une
dérivée du troisième ordre. Pour discrétiser le terme de force selon la méthode proposée
au § III.2.6, il est alors nécessaire d’exprimer cette dérivée à partir des fonctions de base.
On écrit donc la dérivée de l’interpolant q̃ji pour tout t, s ∈ [ti, ti+1]× [sj , sj+1] comme

∂3q̃ji
∂t∂s2 (t, s) =

M∑
µ=0

N∑
ν=0

1
hl2

qνµφ̇µ(t̃)ψ′′
ν (s̃)

où la dérivée φ̇µ est donnée par l’expression (I.16), et où ψ′′
ν s’écrit pour tout β ∈ [0, 1]

comme

ψ′′
ν (β) =

∑
0≤η≤N
η ̸=ν

1
βν − βη

 ∑
0≤λ≤N
λ ̸=ν, λ̸=η

1
βν − βλ

 ∏
0≤µ≤N

µ ̸=ν, µ̸=η, µ̸=β

β − βµ
βν − βµ




Afin de pouvoir effectuer ces opérations de dérivation sur les polynômes de base, on
suppose que leurs degrés vérifient respectivement M ≥ 1 et N ≥ 2.
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III.3.2.2.2 Symétries du lagrangien discret Pour toute solution des équations
d’Euler-Lagrange forcées covariantes, la loi d’évolution locale associée à la symétrie du
lagrangien s’écrit par application du théorème 7 sur toute cellule □ du maillage

K∑
k=1

(
(j1ϕd)∗JkS

)
(□) = 0.

À partir de cette égalité locale, on peut exprimer une loi d’évolution globale qui dépend
des conditions limites et des forces exercées sur le système, donnée par le théorème 9.
En particulier, en réarrangeant les sommes de l’équation (III.28), on fait apparaître la loi
d’évolution de la quantité de mouvement totale du système au cours du temps, définie
pour tout i par

pi =
J−1∑
j=0

N∑
ν=0

∂Lji
∂qj,νi,0

· Sj,νi,0 . (III.36)

Cette loi, qui relie la valeur du moment à l’instant ti à sa valeur initiale et à l’influence
des conditions limites spatiales et des forces, s’écrit

pi = p0 +
i−1∑
ι=0

M−1∑
µ=1

B0
ι,µ · S0,0

ι,µ +
i−1∑
ι=1

B0
ι · S0

ι +
i−1∑
ι=0

M−1∑
µ=1

BJ
ι,µ · SJ−1,N

ι,µ +
i−1∑
ι=1

BJ
ι · SJι

∑
□∈Ud

 ∑
k/□k /∈∂Ud

(j1ϕd)∗
(
(f · S)k

)
(□)

 (III.37)

L’écriture de la loi d’évolution sous cette forme est à rapprocher de sa version continue,
donnée par l’équation (III.15) en exemple 4. Nous allons voir au prochain paragraphe
qu’elle est vérifiée par construction par les solutions des équations d’Euler-Lagrange for-
cées.

III.3.2.3 Résultats numériques

Une solution du modèle de corde raide (III.32) a été approchée par simulation nu-
mérique à l’aide d’une méthode de Galerkin covariante pour les paramètres physiques et
numériques donné en tables III.2 et III.3. Les paramètres physiques ont été choisis pour
correspondre à une corde en acier accordée à la fréquence fondamentale de 55 Hz. Pour
cela, la corde est excitée pendant une durée de 1×10−3 s à l’aide d’une force dont le profil
est donné par une rampe de magnitude maximale fmax = 100 N

f(t, s) = δsc(s)1[0,tc[(t)
t

tc
fmax(1, 0, 0)T

Cette force simule un pincement transverse de la corde à l’abscisse à l’abscisse s = 72 cm
qui se trouve aux 40% de la longueur totale L = 1.8 m.

L’évolution au cours du temps des deux composantes (selon u et v) de la quantité de
mouvement discrète pi, définie par la somme (III.36), est donnée en figure III.11. Cette
loi d’évolution prend en compte les conditions aux bords, les différents types d’amortis-
sements, ainsi que la force d’excitation. On observe pour la composante transverse pu
deux oscillations du mode fondamental de la corde à 55 Hz. On peut constater sur cette
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Paramètre h M I l N J

Valeur 1× 10−5 1 4000 0.09 2 20

Table III.2 – Paramètres numériques utilisés pour la simulation numérique du modèle
de corde raide par méthode covariante de Galerkin.

E G a A ρ I

2× 1011 Pa 7.9× 1010 Pa 1.5× 10−3 m πa2 7800 kg/m3 π
4a

4

κ T0 Ru Rv Rφ γ

0.95 2161 N 0.05 s−1 0.25 s−1 0.05 s−1 7× 10−9 s

Table III.3 – Paramètres physiques utilisés pour la simulation numérique du modèle de
corde raide par méthode covariante de Galerkin.

même figure (bas) que la loi d’évolution (III.37) du moment en fonction des forces et des
conditions limites est vérifiée à précision machine près. L’intégrateur proposé vérifie donc
bien par définition la loi d’évolution numérique attendue.
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Fig. III.11 Composantes pu et pv de la quantité de mouvement totale du sys-
tème au cours du temps. La loi d’évolution (III.37) est vérifiée à précision machine
près (bas).

III.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre la formulation de la mécanique lagrangienne en théo-
rie lagrangienne des champs (§ III.1). Cette construction généralise les résultats de la
mécanique lagrangienne classique vus au chapitre 1 : le calcul des variations de l’action
permet l’obtention des équations d’Euler-Lagrange covariantes vérifiées par les solutions
physiques, ainsi que des équations d’évolutions locales associées aux différentes variables
de base. Le traitement des conditions limites du premier ordre est proposé dans le cadre
variationnel par une extension du principe de Hamilton. Les résultats de multisymplecti-
cité et le théorème de Noether s’établissent également à partir du calcul des variations.
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Enfin, la prise en compte des forces extérieures est rendue possible par un principe de
Lagrange-d’Alembert, duquel on tire les conséquences pour les conditions limites et les
lois d’évolutions des quantités physiques. La définition d’une famille de méthode cova-
riantes de Galerkin a établi une version discrète de ces résultats (§ III.2). Au § III.3,
ces méthodes numériques ont été mises en œuvre sur deux exemples : l’équation des
ondes, et un modèle de corde raide amortie. Le premier a permis de vérifier pour deux
types de conditions aux bords la préservation approximative de l’énergie pour les sys-
tèmes conservatifs, conséquence de la symplecticité en temps des solution numériques.
Le second propose un exemple d’application des méthodes numériques définies à un sys-
tème non linéaire complet prenant en compte des forces d’amortissement et différents
types de conditions limites. Cette application a été l’occasion de valider numériquement
la vérification de la loi d’évolution de la quantité de mouvement.

Le modèle de corde considéré à la fin de ce chapitre fait l’hypothèse de petites défor-
mations qui permettent d’effectuer des linéarisations simplifiant l’écriture des équations ;
les non linéarités sont alors prises en compte par une modification de la loi de comporte-
ment. Une autre approche pour rendre compte des non linéarités de manière intrinsèque
consiste à formuler le problème à l’aide d’un groupe de Lie approprié. L’objet du prochain
chapitre est de définir un modèle de corde valide en grandes déformations, basé sur une
poutre géométriquement exacte précontrainte formulée à l’aide du groupe de Lie SE(3),
et de calculer les solutions par application d’un intégrateur covariant avec groupe de Lie.



Chapitre IV
Modèle de corde géométriquement exact

La synthèse de sons riches et réalistes nécessite souvent la prise en compte de phé-
nomènes non linéaires qui ont lieu lors de l’émission du son par un instrument de mu-
sique. En particulier, ces phénomènes non linéaires peuvent devenir prépondérants lorsque
les déformations des éléments physiques qui composent le système ne peuvent plus être
considérées comme faibles devant les dimensions caractéristiques. Modéliser ces effets est
donc particulièrement crucial pour simuler correctement des instruments ou sous-systèmes
d’instruments comme les gongs, cymbales, et cordes en particulier.

Historiquement, les premiers modèles de cordes furent établis à partir d’équation dif-
férentielles linéaires pour des déplacement transverses planaires de petite amplitude par
d’Alembert [27] et Euler [38]. Ces descriptions furent ensuite étendues pour prendre en
compte les non-linéarités dues à la variation de tension dans la corde par Kirchhoff [71].
Par la suite, de nombreux modèles ad hoc ont été proposés pour répondre à différentes
problématiques. L’une des principales familles de modèles décrivant la dynamique des
cordes raides et fondée sur la théorie des poutres. Rayleigh [117] propose un tel modèle,
dans lequel les déplacements transverses sont considérés faibles tandis que le déplacement
longitudinal est négligé. En prenant en compte la rigidité en flexion, Boutillon [11] per-
met un couplage entre les modes de flexion et de cisaillement, qui résulte en un spectre
transverse inharmonique. Dans Chabassier, Chaigne et Joly [18], la corde est modélisée
par une poutre de Timoshenko précontrainte dans laquelle le déplacement longitudinal
est pris en compte ; ce modèle a été présenté au § III.3.2.

La démarche derrière la définition du modèle de poutre géométriquement exact est
de mettre en équation la géométrie du système de manière adéquate, ce qui fait par
essence intervenir des non-linéarités intrinsèques entre les différents degrés de liberté. No-
tons que de nombreuses descriptions relèvent de modèles de cordes qu’on qualifie parfois
de “géométriquement exactes” (au sens où les non-linéarités proviennent de la descrip-
tion géométrique) sans que celles-ci soient tout à fait générales. On peut à ce titre citer
Carrier [16], Anand [1] ou Watzky [134] qui, selon les auteurs et l’importance des phéno-
mènes modélisés, négligent certaines composantes et/ou développent les premiers termes
des non-linéarités.

Nous présentons dans ce chapitre un modèle de corde non linéaire amortie à trois di-
mensions, construit à partir d’une poutre géométriquement exacte. Le modèle de poutre,
qui est à la base de la description de corde proposée dans ce chapitre, a été formulé par
Reissner [119], puis développé par Simo [124] et Simo, Marsden et Krishnaprasad [126].

109



110 Chapitre IV. Modèle de corde géométriquement exact

Ce modèle peut être vu comme une extension du modèle de Kirchhoff, dans lequel les hy-
pothèses sont modifiées afin de permettre l’élongation de la poutre et la rotation arbitraire
des sections par rapport à la ligne des centroïdes [2]. Cette formulation tridimensionnelle
reste donc valide pour des systèmes soumis à de grands déplacements, et permet en par-
ticulier de décrire les couplages entre les six degrés de liberté. La description covariante
de ce système, dans le formalisme de la théorie lagrangienne des champs introduite au
chapitre 3, est donnée par Ellis, Gay-Balmaz, Holm, Putkaradze et Ratiu [35] et Bensoam
et Baugié [7]. Le fait que la poutre géométriquement exacte soit (1) un exemple de modèle
covariant avec groupe de Lie ; (2) suivant une loi de comportement linéaire, donc simple ;
(3) ne nécessitant pour sa formulation que deux variables indépendantes ; (4) modélise
un système physique omniprésent en mécanique ; en a fait un exemple de choix pour tes-
ter différentes méthodes numériques d’inspiration géométriques. Par ailleurs, son usage
en acoustique musicale a été suggérée par Bensoam et Roze [8], mais aucune approche
numérique n’a encore été menée à bien dans ce contexte.

Dans Leyendecker, Betsch et Steinmann [88], la poutre est traitée numériquement en
tant que système hamiltonien contrain. Leitz [79] et Demoures, Gay-Balmaz, Nembrini,
Ratiu et Weinand [30] proposent des approches numériques à partir d’intégrateurs varia-
tionnels asynchrones symplectiques avec groupe de Lie. Un intégrateur covariant est défini
pour traiter un système isolé dans Demoures, Gay-Balmaz et Ratiu [29] et élargi pour
prendre en compte force de gravité et impacts sans frictions dans Demoures, Gay-Balmaz,
Desbrun, Ratiu et Aragón [28]. La dynamique de la poutre est résolue par un intégrateur
covariant formulé pour des quaternions par Leitz, Sato et Leyendecker [81]. D’autres ap-
proches prennent des routes différentes de l’intégration géométrique, généralement aptes à
traiter des modèles linéarisés ou faiblement non-linéaires : on citera par exemple Tuković,
De Jaeger, Cardiff et Ivankovic [131] qui applique une méthode des volumes finis à une
simplification du modèle géométriquement exact, ou encore Roze et al. [8], [120], [121]
qui propose dans un contexte d’acoustique musicale de résoudre la projection modale des
équations développées aux premiers ordres de non-linéarités par l’utilisation de séries de
Volterra.

Notre approche, axée sur l’approximation des équations par des méthodes covariantes
avec groupes de Lie, s’inspire des travaux menés par Demoures et al. [28], [29], [31]. Afin
de modéliser une corde dans des configurations intéressantes pour des fins de synthèse
sonore, ces travaux sont étendus pour prendre en compte de conditions limites non tri-
viales différenciées selon les degrés de liberté, d’une précontrainte permettant l’ajout d’une
tension au repos, et de forces modélisant l’amortissement fluide que subit le système.

Le présent chapitre est organisé comme suit. La formulation covariante continue de
la poutre géométriquement exacte est rappelée au § IV.1. En particulier, l’application
d’un principe de Lagrange-d’Alembert étendu permet l’obtention des équations d’Euler-
Poincaré et des conditions limites d’une manière unifiée. Un modèle covariant discret est
ensuite défini au § IV.2. Les résultats de conservation approximative de l’énergie totale
et de préservation exacte d’un moment de Noether à 6 composantes scalaires est alors
validée numériquement. Sur la base de la description de la poutre géométriquement exacte,
un modèle de corde rigide non linéaire est définie au § IV.3. Afin de donner un contexte
critique pour les résultats numériques de la suite et de décrire le comportement du système
autour de l’équilibre statique dans un langage plus familier des acousticiens, le spectre
analytique de la linéarisation du modèle est explicité et comparé à plusieurs modèles de
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cordes répandus. Les résultats numériques, obtenus par résolution du modèle de corde
discret défini au § IV.4, convergent vers la solution des équations linéarisées pour des
forces d’excitation donnant lieu à des vibrations de faible amplitude, et l’effet de glissement
fréquentiel (pitch bend) est correctement reproduit lors de grands déplacements.

IV.1 Formulation covariante de la poutre de Reissner
On rappelle dans le présent paragraphe la formulation covariante de poutre géométri-

quement exacte développé par Reissner [119] et Simo et al. [124], [126]. On renvoie à la
lecture au travaux de Primault [115] pour une description détaillée des différents espaces
et objets.

La formulation covariante donnée au chapitre 3 concerne les systèmes dont les es-
paces de configurations sont des espaces vectoriels. Dans le cas présent, la poutre est
représentée à l’aide du groupe de Lie spécial euclidien SE(3). Tout comme la mécanique
lagrangienne classique avait été étendue au chapitre 2 pour considérer les espaces de Lie
comme espace de configuration, il est nécessaire ici de faire de même pour la formulation
covariante. Les spécificités qu’entraînent cette formulation seront présentées au fur et à
mesure de l’exposé. Étant donné que la méthode construite au § IV.2 fera l’hypothèse
d’un maillage spatio-temporel fixe, on se limitera à n’y considérer que des champs de
variations verticaux. On reflète ce choix dans la formulation continue en posant la même
restriction.

IV.1.1 Description lagrangienne covariante
On considère une poutre homogène de longueur L et de masse volumique ρ, dont les

sections orthogonales sont des disques de rayon a et d’aire A. Chaque section non défor-
mable d’abscisse s ∈ [0, L] est représentée par un solide rigide tridimensionnel associé au
repère matériel orthonormé (E1, E2, E3) dont on suppose qu’il coïncide avec les directions
principales du solide. La position d’une section dans le repère spatial est donnée par la
translation r(s) du centre de la section, suivie d’une rotation R(s) du repère matériel
(voir figure IV.1). Ainsi, à tout point matériel P = (0, Py, Pz) de la section correspond le
point p(P, s) = r(s) +R(s)P dans le repère spatial.

Par conséquent, la configuration de la poutre est décrite convenablement par la fonc-
tion

g : T × B → SE(3)
(t, s) 7→ (R(t, s), r(t, s))

où on définit les domaines temporel T = [0, T ] et spatial B = [0, L]. Le groupe de Lie
spécial euclidien SE(3) est le groupe des translations et rotations dans l’espace à trois
dimensions

SE(3) = {g = (R, r) / R ∈ SO(3), r ∈ R3}

défini comme le produit SE(3) = SO(3)×R3. L’opération du groupe est définie pour tout
g = (R, r), g̃ = (R̃, r̃) ∈ SE(3) par gg̃ = (RR̃,Rr̃ + r).

L’algèbre se(3) associée au groupe SE(3) permet de définir les dérivées trivialisées à
gauche. Ainsi, les dérivées temporelle et spatiale s’écrivent respectivement

χ = g−1ġ, ϵ = g−1g′ (IV.1)
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Fig. IV.1 Une section de poutre est un solide rigide paramétré par une trans-
lation r suivi d’une rotation R du repère (E1, E2, E3).

Les variables χ et ϵ vérifient l’équation de compatibilité

∂χ

∂s
− ∂ϵ

∂t
= adχ ϵ

Celle-ci s’obtient par à calcul direct à partir des définitions (IV.1). En effet,

∂χ

∂s
= −g−1g′g−1ġ + g−1 ∂

2g

∂s∂t
= −ϵχ+ g−1 ∂

2g

∂s∂t
,

∂ϵ

∂t
= −χϵ+ g−1 ∂

2g

∂t∂s

Puisque ∂2g/∂t∂s = ∂2g/∂s∂t, on retrouve le résultat voulu. Dans le cas d’espace de
courbure nulle, le crochet de Lie adχ ϵ = [χ, ϵ] est identiquement nul et l’équation de
compatibilité traduit simplement le caractère C2 de g, soit ∂ġ/∂s− ∂g′/∂t = 0.

Remarque 14. En toute rigueur, χ est définie à partir de l’application tangente χ =
TLg−1 ġ, mais SE(3) étant un groupe de Lie matriciel, cette expression peut se simplifier
sous la forme (IV.1). Cette remarque est également valable pour ϵ.

Remarque 15 (Interprétation physique des dérivées convectives). Les variables χ et ϵ̄
représentent respectivement la vitesse et la déformation par rapport à la configuration de
référence, exprimées dans le repère matériel (ou mobile). En écrivant χ = (ω, γ) où ω et
γ, vecteurs de R3, sont les vecteurs vitesse de rotation et translation, on reconnaît dans
ωi et γi les célérités correspondant à l’axe Ei. De la même manière pour la déformation
ϵ̄ = (Ω̄, Γ̄) avec Ω̄, Γ̄ ∈ R3, la composante Ω̄1 modélise la torsion, Ω̄2, Ω̄3 les rotations
planaires, tandis que Γ̄1 est l’élongation et Γ̄2, Γ̄3 le cisaillement.

IV.1.2 Équations d’Euler-Poincaré forcées

Dans ce paragraphe, les équations d’Euler-Poincaré covariantes du modèle de poutre
sont obtenues par application d’un principe variationnel de Lagrange-d’Alembert.
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IV.1.2.1 Définition de la densité lagrangienne

La densité d’énergie cinétique K(χ) d’une section de vélocité χ est donnée par le
produit scalaire

K(χ) = 1
2 ⟨χ, Jχ⟩ (IV.2)

où ⟨·, ·⟩ : se(3)× se(3)∗ → R est le produit scalaire canonique obtenu par identification de
se(3) et se(3)∗ avec R6. Le tenseur J d’ordre 6 est défini par

J =
(
J1 0
0 J2

)
, J1 = diag(ρIρ, ρIa, ρIa), J2 = ρA I3

où J1 est le tenseur d’inertie, dans lequel on reconnaît Iρ et Ia les moments d’inertie
polaire et axial respectivement, et J2 le tenseur de masse. Les hypothèses sur la géométrie
des sections donnent Iρ = Aa2/2 et Ia = Aa2/4. L’expression (IV.2) a été obtenue à partir
de l’écriture de l’énergie cinétique dans le repère spatial :

K(g, ġ) = 1
2

∫∫
P
⟨ṗ(P ), ρṗ(P )⟩ dP = 1

2

∫∫
P
ρ
[〈
ṘP, ṘP

〉
+ ⟨ṙ, ṙ⟩+ 2

〈
ṙ, ṘP

〉]
dP

= 1
2

∫∫
P
ρ
[〈
RT ṘP,RT ṘP

〉
+
〈
RT ṙ, RT ṙ

〉]
dP +

〈
ṙ, Ṙ

∫∫
P
ρPdP

〉
= 1

2

〈
ω,

(∫∫
P
ρP̂ T P̂ dP

)
ω

〉
+ 1

2

〈
γ,

(∫∫
P
ρdP

)
γ

〉
= 1

2 ⟨ω, J1ω⟩+ 1
2 ⟨γ, J2γ⟩ = 1

2 ⟨χ, Jχ⟩

Les inversions entre intégrales et produits scalaires sont possibles dans la mesure où R et
r ne dépendent pas de la variable muette P . Le terme de la deuxième ligne a été supprimé
en exploitant le fait que le centroïde de la section est supposé être le centre d’inertie de
la section.

La poutre de Reissner est un modèle élastique pour lequel on suppose que déformation
et contrainte vérifient une relation linéaire. Sous cette hypothèse, la densité d’énergie de
déformation U(ϵ) d’une section de poutre s’écrit

U(ϵ) = 1
2 ⟨ϵ̄,Cϵ̄⟩

où C est le tenseur de Hooke généralisé dont l’expression est donné par [125]

C =
(
C1 0
0 C2

)
, C1 = diag(GIρ, EIa, EIa), C2 = diag(EA,GA,GA)

avec E le module d’Young et G le coefficient de cisaillement.
On reconnaît, dans l’expression des énergie cinétique et de déformation, le moment

π = Jχ et la contrainte σ = Cϵ̄ qui sont des éléments de l’algèbre duale se(3)∗. Ils sont
définis par les relations

π = ∂ℓ

∂χ
, σ = −∂ℓ

∂ϵ

En écrivant π = (ϕ, υ)T ∈ R6, on interprète physiquement ϕ = J1ω ∈ R3 comme le
moment cinétique et υ = J2γ ∈ R3 comme la quantité de mouvement. De même, pour
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σ = (Φ,Υ)T ∈ R6, le vecteur Φ = C1Ω̄ est la contrainte angulaire à une composante de
torsion et deux de flexion, tandis que Υ = C2Γ̄ est la contrainte linéaire, formée de la
contrainte normale et de deux composantes de cisaillement.

La densité lagrangienne du système s’écrit comme la différence entre énergies cinétique
et potentielle, ce qui donne

£(g, ġ, g′) = K(g−1ġ)− U(g−1g′).

Ce lagrangien est trivialement invariant par action à gauche du groupe de Lie SE(3), ce
qui nous permet de définir le lagrangien réduit ℓ : se(3)×se(3)→ R pour tout χ, ϵ comme

ℓ(χ, ϵ) = £(eG, g−1ġ, g−1g′) = K(χ)− U(ϵ)

En effet, on vérifie pour g, h ∈ SE(3) que

Lh−1g · TLh−1 ġ = (h−1g)−1(h−1ġ) = g−1hh−1ġ = χ, Lh−1g · TLh−1g′ = ϵ,

et partant

£(Lh−1g, TLh−1 ġ, TLh−1g′) = K (Lh−1g · TLh−1 ġ)− U
(
Lh−1g · TLh−1g′)

= K(χ)− U(ϵ)
= £(g, ġ, g′).

IV.1.2.2 Calcul variationnel

On établit maintenant l’expression de la variation d’action dans le formalisme co-
variant avec groupe de Lie. Nous avons vu au chapitre 2 comment les résultats de la
mécanique lagrangienne classique, présentée au chapitre 1, étaient réduits en conséquence
de la symétrie induite par l’action du groupe de Lie sur lui-même. Cette réduction s’opère
aussi dans le formalisme covariant vu au chapitre 3, qu’il est nécessaire d’adapter au
contexte présent. Nous rappelons ici les résultats principaux ; le lecteur peut se référer à
Bensoam et Baugié [7] pour un traitement plus complet.

L’action d’une trajectoire g : U → G du système est définie à partir du lagrangien
réduit comme

A(g) =
∫

U
ℓ(χ, ϵ)dt ∧ ds

La variation d’action associée à un champ de variations verticales trivialisées ζ = g−1δg ∈
se(3) s’écrit alors

δA =
∫

U

〈
ad∗

χ π − π̇ − ad∗
ϵ σ + σ′, ζ

〉
dt ∧ ds+

∫ L

0
[⟨π, ζ⟩]T0 ds−

∫ T

0
[⟨σ, ζ⟩]L0 dt (IV.3)

Démonstration. La preuve de ce résultat s’obtient par un procédé similaire à celui présenté
au § II.2.1. Soit un champ de variations verticales δg, pour tout t, s et g ∈ G le vecteur
δg(t, s, g) appartient à TgG l’espace tangent du groupe G en g. Pour ramener les variations
dans le groupe g, on définit ζ = g−1δg ∈ g le champ de variations trivialisé à gauche.

La variation de l’action s’écrit

δA =
∫

U

(〈
∂ℓ

∂χ
, δχ

〉
+
〈
∂ℓ

∂ϵ
, δϵ

〉)
dt ∧ ds =

∫
U

(⟨π, δχ⟩ − ⟨σ, δϵ⟩) dt ∧ ds (IV.4)
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Afin de pouvoir calculer son expression, il est nécessaire d’expliciter les variations δχ et
δϵ induites par ζ ; celles-ci ont pour expression (voir équations (II.11))

δχ = ζ̇ + adχ ζ, δϵ = ζ ′ + adϵ ζ (IV.5)

On peut alors réécrire l’intégrale suivante à l’aide d’une intégration par parties∫∫
U
⟨π, δχ⟩ dt ∧ ds =

∫∫
U
⟨π, adχ ζ⟩ dt ∧ ds+

∫∫
U

〈
π, ζ̇

〉
dt ∧ ds

=
∫∫

U

〈
ad∗

χ π, ζ
〉
dt ∧ ds−

∫∫
U
⟨π̇, ζ⟩ dt ∧ ds+

∫ L

0
[⟨π, ζ⟩]T0 ds

=
∫∫

U

〈
ad∗

χ π − π̇, ζ
〉
dt ∧ ds+

∫ L

0
[⟨π, ζ⟩]T0 ds.

Le même calcul est mené pour le second terme intégral de (IV.4) faisant intervenir la dé-
rivée partielle ∂ℓ/∂ϵ. On obtient par sommation des deux expressions le résultat souhaité
pour la variation d’action.

IV.1.2.3 Principe de Lagrange d’Alembert

Le calcul des variations d’actions étant maintenant établi, un principe variationnel
peut être appliqué pour obtenir les équations de la dynamique de la poutre géométrique-
ment exacte. Toutefois, l’action de forces extérieures exercées sur le système n’est pour
l’instant pas modélisé. Afin de pouvoir rendre compte de ces effets, le principe de Hamilton
est modifié en un principe de Lagrange-d’Alembert, que nous énonçons maintenant.

Soit la densité de forces lagrangiennes f modélisant les forces agissant sur le système
telle que f(g, χ, ϵ) ∈ T ∗

gG pour tout g, χ, ϵ, le principe de Lagrange d’Alembert consiste à
chercher les solutions de l’équation

δA+
∫∫

U
⟨f, δg⟩ dsdt = 0 (IV.6)

pour des variations nulles sur le bord du domaine ∂U . Puisque l’expression (IV.3) de la
variation d’action ∂A s’exprime à l’aide des variations trivialisées à gauche ζ = g−1δg, il
est nécessaire de refléter cette écriture dans le terme intégral de l’équation (IV.6). À cette
fin, on définit la densité de forces lagrangiennes trivialisée 𭟋 définie pour tout g, χ, ϵ par
𭟋(g, χ, ϵ) = g−1f(g, χ, ϵ) ∈ se(3)∗. L’égalité suivante est alors vérifiée

⟨f(g, χ, ϵ), δg⟩ = ⟨𭟋(g, χ, ϵ), ζ⟩

par prémultiplication des deux termes du produit scalaire de gauche par g−1, ce qui
permet de modifier l’équation (IV.6) pour l’écrire en fonction des variations trivialisées ζ.
Finalement, on applique le principe de Lagrange-d’Alembert en considérant des variations
ζ arbitraires s’annulant sur ∂U , ce qui permet d’obtenir, en repartant de l’expression de
la variation d’action (IV.3), les équations d’Euler-Poincaré forcées

π̇ − ad∗
χ π − σ′ + ad∗

ϵ σ = 𭟋 (IV.7)

vérifiées par toute solution du problème. Par identification de l’algèbre duale se(3)∗ avec
R6, ces équations d’Euler-Poincaré forment un système de six équations scalaires non
linéaires des composantes des vecteurs π, σ.
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Les non-linéarités, absentes de la loi de comportement du modèle, apparaissent dans
les équations d’Euler-Poincaré ; elles sont due à l’écriture du modèle à l’aide du groupe de
Lie SE(3) qui présente une courbure intrinsèque. Les couplages entre les composantes des
vecteurs π et σ sont décrits par l’opérateur co-adjoint ad∗, dont l’expression est donnée
pour tout (ξ, α) ∈ g, (µ, β) ∈ g∗ par

ad∗
(ξ,α)(µ, β) = (µ ∧ ξ − α ∧ β,−ξ ∧ β)

C’est cette description qui vaut au modèle de poutre le qualificatif de “géométriquement
exact”.

IV.1.3 Conditions limites
Dans ce chapitre, on s’intéresse pour le modèle de poutre géométriquement exact

à un problème aux valeurs initiales. La position g et le moment π sont prescrits pour
toute la poutre à t = 0 deux fonctions ū et π̄ respectivement. À chaque extrémité est
imposée une et une seule condition de Dirichlet (v̄) ou de Neumann (σ̄). Cela s’exprime
mathématiquement par les équations suivantes

cond. initiales
{
g(0, s) = ū(0, s) ∀t, s ∈ {0} × B =: ∂U t0
π(0, s) = π̄(0, s) ∀t, s ∈ {0} × B =: ∂U t1

(IV.8a)
(IV.8b)

cond. aux bords
{
g(t, s) = v̄(t, s) ∀t, s ∈ T × ∂B0 =: ∂Us0
σ(t, s) = σ̄(t, s) ∀t, s ∈ T × ∂B1 =: ∂Us1

(IV.8c)
(IV.8d)

Ici le singleton {0} correspond à la borne inférieure de l’intervalle de temps T = [0, T ].
Les sous-ensembles ∂B0 et ∂B1 de ∂B = {0, L} désignent les extrémités sur lesquelles
des conditions d’ordre zéro (Dirichlet) ou un (Neumann) respectivement sont imposées.
On suppose, dans le cadre de notre modèle, que exactement une condition est prescrite à
chaque extrémité, ce qui revient à considérer que ces sous-ensembles forment une partition
de ∂B et vérifient donc ∂B0 ∪ ∂B1 = ∂B et ∂B0 ∩ ∂B1 = ∅.

Le problème aux valeurs initiales (IV.8) peut s’écrire de façon équivalente à partir
d’une formulation variationnelle étendue (voir proposition 4). Pour cela, on réécrit le
principe de Lagrange-d’Alembert (IV.6) de façon à pouvoir en déduire les conditions
limites du premier ordre. Cette version a l’avantage d’être intrinsèque et, comme nous
le verrons au § IV.2, admet un équivalent discret qui assure de poser les équations au
bord de manière cohérente avec la formulation variationnelle. Le principe de Lagrange-
d’Alembert consiste ici à chercher les trajectoires g, vérifiant les conditions d’ordre zéro
posées par (IV.8a) et (IV.8c) sur ∂U0, et solution de

δA+
∫∫

U
⟨f, ζ⟩ dsdt =

∫
∂U1
⟨τ̄ , ζ⟩

pour toute variation ζ s’annulant sur le sous-ensemble ∂U \ ∂U1, où τ̄ est la 1-forme
τ̄ = π̄ds− σ̄dt et les ensembles ∂U0 et ∂U1 sont définis par

∂U0 = ∂U t0 ∪ ∂Us0 , ∂U1 = ∂U t1 ∪ ∂Us1
On vérifie à partir de l’expression de la variation d’action (IV.3) que l’application de ce
principe permet l’obtention des équations du premier ordre (IV.8b) et (IV.8d).
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Remarque 16. Dans la formulation des équations aux bords précédente, il a été implici-
tement supposé que tous les degrés de liberté sont traités de la même manière. Or, il est
possible de différencier les types de conditions limites selon les différents degrés de liberté
en posant pour chacun d’eux les équations (IV.8) appropriées. Le principe variationnel
étendu peut aisément être adapté pour considérer ce cas.

On propose trois exemples classiques de types de conditions limites pour une poutre
afin d’illustrer le principe variationnel étendu. Pour chaque cas, les sous-ensembles et
fonctions nécessaires à la formulation variationnelle sont donnés avec les schémas des
exemples en figure IV.2.

1. Poutre libre : les deux extrémités de la poutre sont libres, ce qui se traduit par une
condition du premier ordre homogène. On a par ailleurs ∂B0 = ∅ et ∂B1 = {0, L}
(figure IV.2a). Ceci se traduit par les conditions limites

{
g(0, s) = ū(0, s) sur ∂U0 = ∂U|

π(0, s) = π̄(0, s), σ(t, s) = σ̄ = 0 sur ∂U1 = ∂U⊏ (IV.9)

2. Poutre encastrée : dans ce cas, les extrémité sont encastrées, ce qui se modélise
par une condition de Dirichlet constante ; en conséquence de quoi ∂B0 = {0, L} et
∂B1 = ∅. (figure IV.2b). On obtient alors

{
g(0, s) = ū(0, s), g(t, s) = v̄ sur ∂U0 = ∂U⊏
π(0, s) = π̄(0, s) sur ∂U1 = ∂U| (IV.10)

3. Poutre simplement supportée : ici, les degrés de liberté en rotation et translation
sont traités différemment ; les premiers à l’aide d’une condition limite en espace
du premier ordre homogène (IV.9), les seconds avec une condition de Dirichlet
constante (IV.10) (figure IV.2c).

Nous présentons maintenant plusieurs résultats de conservation importants vérifiés
par les solutions des équations d’Euler-Poincaré covariantes.

IV.1.4 Résultats de conservation
L’invariance du lagrangien par l’action du groupe SE(3) sur lui-même est la manifes-

tation de l’existence d’un champ de symétrie naturel qui, par l’application du théorème
de Noether, donne lieu à une loi de conservation. On donne au § IV.1.4.1 la formulation
locale de la loi d’évolution du moment et au § IV.1.4.2 sa version globale qu’on énonce
en fonction des conditions limites.

IV.1.4.1 Symétries et théorème de Noether local

Il a déjà été montré que le lagrangien ℓ est invariant par action du groupe SE(3) des
translations et rotations en trois dimensions (voir § IV.1.2.1). Ceci s’exprime de manière
équivalente par le fait que le champ de variations verticales S = g−1δg ∈ g∗ où δg est
constant définit une symétrie naturelle du lagrangien. Une loi de conservation locale peut
donc être formulée à partir de l’application du théorème de Noether. Cependant, l’écriture
de la mécanique de la poutre de Reissner à partir du lagrangien réduit ℓ nécessite certaines



118 Chapitre IV. Modèle de corde géométriquement exact

0
0

L

T

s

t
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Fig. IV.2 Schémas et résumé des fonctions/ensembles pour trois types de
conditions limites. Les conditions d’ordre zéro sont indiquées en rouge, et d’ordre
un en bleu.
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précautions pour l’application de ce théorème. On renvoie à Bensoam et Baugé [7] pour
l’établissement du théorème de Noether dans ce contexte.

L’équation de conservation locale associée au champ de symétrie S s’écrit

Π̇− Σ′ = 0 (IV.11)

où Π est le moment constitué de la quantité de mouvement et du moment cinétique, et
Σ la contrainte, tous deux exprimés dans le repère spatial. Ces quantités sont reliées à π
et σ par la relation

Π = Ad∗
g−1 π, Σ = Ad∗

g−1 σ.

Cette loi de conservation est en fait exactement l’équation d’Euler-Poincaré (IV.7) sans
terme de force écrite dans le repère spatial (c’est-à-dire en utilisant la représentation
invariante à droite). Pour la retrouver, il suffit de réécrire (IV.11) en utilisant la propriété
suivante (voir Holm [55] Prop. 4.2.5)

Π̇ = d

dt

[
Ad∗

g−1 π
]

= Ad∗
g−1

[
π̇ − ad∗

χ π
]
, Σ = d

ds

[
Ad∗

g−1 σ
]

= Ad∗
g−1

[
σ′ − ad∗

ϵ σ
]
.

D’autre part, il est trivial de vérifier que la densité lagrangienne est invariante par
toute transformation du type (t, s) 7→ (t + αt, s + αs), ce qui a pour conséquence la
vérification de lois d’évolutions locales, écrites comme les deux équations scalaires

d

dt

(
∂ℓ

∂χ
· χ− ℓ

)
= − d

ds

(
∂ℓ

∂ϵ
· χ
)

(IV.12)

d

ds

(
∂ℓ

∂ϵ
· ϵ− ℓ

)
= − d

dt

(
∂ℓ

∂χ
· ϵ
)

(IV.13)

On reconnaît dans la première ligne l’équation d’évolution de la densité d’énergie du
système E qui a pour expression

E = ∂ℓ

∂χ
· χ− ℓ = 1

2 ⟨π, χ⟩+ 1
2 ⟨σ, ϵ̄⟩ .

La seconde correspond à la loi d’évolution d’une quantité sans interprétation physique qui
nous soit connue, et que nous nommerons par analogie “énergie spatiale”. Comme montré
dans le cas général de la théorie lagrangienne des champs au § III.1.2 ces équations sont
exactement les équations d’évolution obtenues avec les équations d’Euler-Poincaré par
application du principe de moindre action.

IV.1.4.2 Lois d’évolution globales

Le résultat obtenu par application du théorème de Noether local admet également une
formulation globale. Celle-ci permet d’établir la loi d’évolution des moments.

En intégrant l’équation (IV.11) sur le domaine spatial [0, L], on obtient l’expression de
la variation du moment total de la poutre J en fonction des contraintes aux extrémités
s = 0 et s = L

J ≡ d

dt

∫ L

0
Πds = [Σ]L0 (IV.14)
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En particulier, le moment total est constant pour des conditions du premier ordre ho-
mogène aux extrémités. Cela correspond au fait la quantité de mouvement et le moment
cinétique d’une poutre libre sont conservés au cours du temps.

De même, en intégrant l’équation (IV.12) selon la variable d’espace, on obtient l’équa-
tion d’évolution de l’énergie totale du système E, qui s’écrit

dE

dt
= − [⟨σ, χ⟩]L0

où E est définie par E =
∫ L

0 Eds. En particulier, pour des conditions du premier ordre
homogène aux extrémités, le terme de droite de l’équation précédente s’annule, traduisant
la conservation de l’énergie totale du système au cours du temps.

IV.2 Formulation covariante discrète
Dans cette section, on écrit la formulation covariante de la poutre de Reissner, prenant

en compte la structure de groupe de Lie de l’espace de configuration. Cela permet d’établir
un cadre pour la définition d’une méthode numérique variationnelle.

IV.2.1 Définitions
Pour le modèle discret, les variables spatio-temporelles sont échantillonnées sur un

maillage uniforme : I dates ti sont espacées d’un intervalle constant h ∈ R, et J abscisses
sj d’un intervalle l ∈ R. Soit l’ensemble U = {0, . . . , I}× {0, . . . , J} des indices, à chaque
paire d’indices (i, j) ∈ U correspond les coordonnées de temps et espace (ti, sj) et la
position gji ∈ G.

Définir un intégrateur covariant avec groupe de Lie selon le type d’approche proposée
au chapitre 2 nécessite le choix d’un difféomorphisme local entre le groupe SE(3) et
son algèbre se(3). Tout comme Demoures et al. [29], [31] et Kobilarov [72], notre choix
se porte vers la fonction Cayley, numériquement rapide à calculer. Déjà introduite au
chapitre 2 pour le groupe SO(3), cette fonction peut être étendue pour le groupe SE(3)
par le difféormorphisme local cay : se(3) → SE(3) (cf. Selig [123]). On a alors, pour tout
ξ = (ω, γ) ∈ se(3),

cay(ω, γ) =
((

I3−
ω̂

2

)−1 (
I3 + ω̂

2

)
,

(
I3−

ω̂

2

)−1
γ

)
.

On approche à l’aide de cette fonction les dérivées covariantes χ et ϵ en ti, sj par χji ,
ϵji ∈ se(3) de telle sorte que

gji+1 = gji cay(hχji ), gj+1
i = gji cay(lϵji ) (IV.15)

ou, de manière équivalente,

χji = 1
h

cay−1
(
(gji )

−1gji+1

)
, ϵji = 1

l
cay−1

(
(gji )

−1gj+1
i

)
. (IV.16)

On peut interpréter cette approximation comme la version avec groupe de Lie d’un ac-
croissement fini du type ui+1 = ui + hvi.
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IV.2.2 Équations d’Euler-Poincaré discrètes

Maintenant que le cadre de l’approximation des trajectoires a été posé, un lagrangien
discret est défini comme la quadrature de l’intégrale d’action sur une maille. L’applica-
tion d’un principe variationnel permet alors l’obtention des équations d’Euler-Poincaré
discrètes.

IV.2.2.1 Choix du lagrangien discret

Afin d’établir les équations de la dynamique discrète du système, la donnée d’un
lagrangien discret ℓd réalisant l’approximation

ℓd ≈
∫∫

□j
i

ℓ(χ, ϵ)dsdt

est nécessaire. Nous choisissons de définir le lagrangien discret sur la maille □j
i de dimen-

sions h, l à partir des valeurs de χji , χ
j+1
i , ϵji , ϵ

j
i+1 en moyennant les énergies cinétiques et

potentielles

ℓd
(
□j
i , χ

j
i , χ

j+1
i , ϵji , ϵ

j
i+1

)
= hl

[1
2
[
K(χji ) +K(χj+1

i )
]
− 1

2
[
U(ϵji ) + U(ϵji+1)

]]

Dans la suite, on utilisera la notation simplifiée ℓji = ℓd
(
□j
i , χ

j
i , χ

j+1
i , ϵji , ϵ

j
i+1

)
.

IV.2.2.2 Calcul variationnel

L’action discrète du système s’écrit comme la somme de l’évaluation du lagrangien
discret ℓd sur l’ensemble des mailles, soit

Ad =
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

ℓji

Le calcul des variations de δAd se calcule directement comme

δAd =
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

〈
∂ℓji
∂χji

, δχji

〉
+
〈

∂ℓji
∂χj+1

i

, δχj+1
i

〉
+
〈
∂ℓji
∂ϵji

, δϵji

〉
+
〈
∂ℓji
∂ϵji+1

, δϵji+1

〉
. (IV.17)

On rappelle que, afin d’obtenir l’expression de la variation dans le cas continu, il a été
nécessaire d’écrire les variations δχ, δϵ en fonction des ζ (voir § IV.1.2.2). De façon
analogue pour le calcul discret, les expressions de δχji , δϵ

j
i doivent être données en fonction

des variations arbitraires trivialisées ζji = (gji )−1δgji ∈ se(3)∗. Un calcul similaire ayant
déjà été établi au chapitre 2, on renvoie au § II.2.2 pour les détails de la preuve. Les
variations s’écrivent alors

δχji = 1
h

dRcay−1
hχj

i

(
−ζji + Adcay(hχj

i ) ζ
j
i+1

)
, (IV.18)

δϵji = 1
l

dRcay−1
lϵji

(
−ζji + Adcay(lϵji ) ζ

j+1
i

)
(IV.19)
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où les équations (IV.18) et (IV.19) sont les équivalents discrets des expressions (IV.5).
On rappelle que la différentielle trivialisée à droite dRcay−1

ξ : g→ g est définie comme la
composition de deux applications tangentes, s’écrivant pour ξ, ν ∈ g, g = cay(ξ)

dRcay−1
ξ (ν) = Tg cay−1 ◦TRg(ν).

Les expressions des variations δχji , δϵ
j
i permettent d’établir l’expression de la varia-

tion d’action δAd. Pour cela, on écrit tout d’abord le premier produit scalaire de la
somme (IV.17) à l’aide de l’expression (IV.18)〈

∂ℓji
∂χji

, δχji

〉
= 1
h

〈
∂ℓji
∂χji

,dRcay−1
hχj

i

(
Adcay(hχj

i ) ζ
j
i+1 − ζ

j
i

)〉

= 1
h

〈
Ad∗

cay(hχj
i ) dRcay−1

hχj
i

∗ ∂ℓ
j
i

∂χji
, ζji+1

〉
− 1
h

〈
dRcay−1

hχj
i

∗ ∂ℓ
j
i

∂χji
, ζji

〉

Des expressions similaires sont obtenues pour les autres membres de (IV.17). La fonction
dRcay−1

ξ
∗ : se(3)∗ → se(3)∗ est définie appariée à la différentielle trivialisée par le produit

scalaire, c’est à dire que pour tout µ ∈ g∗, ν ∈ g〈
µ, dRcay−1

ξ ν
〉

=
〈

dRcay−1
ξ

∗
µ, ν

〉
On définit les moments discrets πji , σ

j
i ∈ se(3)∗ par

πji = dRcay−1
hχj

i

∗ ∂ℓ

∂χ
(χji ) = dRcay−1

hχj
i

∗ Jχji (IV.20)

σji = − dRcay−1
lϵji

∗ ∂ℓ

∂ϵ
(ϵji ) = dRcay−1

lϵji

∗ Cϵ̄ji (IV.21)

En pratique, par identification de se(3)∗ avec R6, l’opérateur dRcay−1
ξ

∗ : se(3)∗ → se(3)∗

peut être vu comme une matrice carrée de taille 6 dont l’expression s’écrit pour ξ = (ω, γ)
(cf. Demoures, Gay-Balmaz, Kobilarov et Ratiu [29])

dRcay−1
ξ

∗ =

I3 + ω̂
2 + ωωT

4
γ̂
2

(
I3 + ω̂

2

)
03×3 I3 + ω̂

2


De même, l’opérateur Ad∗

cay(ξ) s’écrit également dans ce contexte comme la matrice carrée

Ad∗
cay(ξ) =


(
I− ω̂

2

) (
I + ω̂

2

)−1
− 4

4+|ω|2
(
I− ω̂

2

)
γ̂
(
I− ω̂

2

)
0

(
I− ω̂

2

) (
I + ω̂

2

)−1


Pour appliquer le principe de Lagrange-d’Alembert, il reste à fournir une approxi-

mation des travaux virtuels. En s’inspirant de l’approximation choisie pour le lagrangien
discret ℓd, on définit∫∫

□j
i

⟨𭟋(t, s, χ), ζ(t, s)⟩ dsdt ≈ hl
[1

2
〈
𭟋j
i , ζ

j
i

〉
+ 1

2
〈
𭟋j+1
i , ζj+1

i

〉]
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Fig. IV.3 Arrangement des termes de la variation d’action discrète (IV.22) sur
le maillage spatio-temporel.

où 𭟋j
i définit la notation raccourcie 𭟋j

i = 𭟋(ti, sj , χji , ϵ
j
i ). En effectuant une intégration

par parties discrète par réarrangement des indices de sommation de la variation d’action,
on obtient finalement l’expression suivante, dans laquelle termes intérieurs et termes de
bords sont distingués

δAd +
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

hl

[1
2
〈
𭟋j
i , ζ

j
i

〉
+ 1

2
〈
𭟋j+1
i , ζj+1

i

〉]

=
I−1∑
i=1

J−1∑
j=1

〈
DEP ji , ζ

j
i

〉
+

∑
i,j∈∂U

〈
Bj
i , ζ

j
i

〉
(IV.22)

où ∂U est l’ensemble des indices situés sur le bord du domaine. Le terme DEP ji est donné
pour tout 1 ≤ i ≤ I − 1, 1 ≤ j ≤ J − 1 par

DEP ji = l

(
Ad∗

cay(hχj
i−1) π

j
i−1 − π

j
i

)
− h

(
Ad∗

cay(lϵj−1
i ) σ

j−1
i − σji

)
+ hl𭟋j

i

et les termes de bords Bj
i sont distingués selon les valeurs des indices i, j de la manière

suivante (voir figure IV.3)

B0
i = +

[
l

2

(
Ad∗

cay(hχ0
i−1) π

0
i−1 − π0

i

)
+ hσ0

i

]
+ hl

2 𭟋0
i ∀1 ≤ i ≤ I − 1

BJ
i = +

[
l

2

(
Ad∗

cay(hχJ
i−1) π

J
i−1 − πJi

)
− hAd∗

cay(lϵJ−1
i ) σ

J−1
i

]
+ hl

2 𭟋J
i ∀1 ≤ i ≤ I − 1

Bj
0 = −

[
h

2

(
Ad∗

cay(lϵj−1
0 ) σ

j−1
0 − σj0

)
+ lπj0

]
+ hl𭟋j

0 ∀1 ≤ j ≤ J − 1

Bj
I = −

[
h

2

(
Ad∗

cay(lϵj−1
I ) σ

j−1
I − σjI

)
− lAd∗

cay(hχj
I−1) π

j
I−1

]
∀1 ≤ j ≤ J − 1
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B0
0 = − l2π

0
0 + h

2σ
0
0 + hl

2 𭟋0
0

B0
I = +

[
l

2 Ad∗
cay(hχ0

I−1) π
0
I−1 + h

2σ
0
I

]
BJ

0 = −
[
h

2 Ad∗
cay(lϵJ−1

0 ) σ
J−1
0 + l

2π
J
0

]
+ hl

2 𭟋J
0

BJ
I = l

2 Ad∗
cay(hχJ

I−1) π
J
I−1 −

h

2 Ad∗
cay(lϵJ−1

I ) σ
J−1
I

IV.2.2.3 Principe de Lagrange-d’Alembert

Le principe de Lagrange-d’Alembert affirme que la somme (IV.22) est égale à zéro
pour toute variation ζji nulle sur la frontière ∂U. Par indépendance de ζji , on obtient
alors les équations d’Euler-Poincaré forcées pour 0 < i < I, 0 < j < J

l

(
πji −Ad∗

cay(hχj
i−1) π

j
i−1

)
− h

(
σji −Ad∗

cay(lϵj−1
i ) σ

j−1
i

)
= hl𭟋j

i .

On remarque que cette discrétisation covariante conserve la symétrie présente dans les
équations d’Euler-Poincaré continues (IV.7). Nous soulignons que cette observation n’est
pas nécessairement vraie pour d’autres choix de discrétisations covariantes : approcher
les trajectoires et l’intégrale d’action par d’autres interpolations et quadratures résulte
en d’autres équations d’Euler-Poincaré discrètes et, nécessairement, d’autres méthodes
numériques.

IV.2.3 Traitement des conditions limites
Nous proposons ici de discrétiser le problème aux valeurs initiales (IV.8) à l’aide d’un

principe variationnel étendu. Soient ∂B0, ∂B1 les ensembles d’indices spatiaux discrétisant
les domaines ∂B0 et ∂B1 respectivement. Les conditions de Dirichlet (IV.8a) et (IV.8c)
sont discrétisées par échantillonnage sur le maillage. À l’inverse, les conditions du premier
ordre sont obtenues à partir d’un principe variationnel étendu : les trajectoires gji prescrites
par les conditions de Dirichlet sur ∂U0 sont solutions de l’équation

δAd +
I−1∑
i=0

J−1∑
j=0

hl

[1
2
〈
f ji , ζ

j
i

〉
+ 1

2
〈
f j+1
i , ζj+1

i

〉]
=

∑
i,j∈∂U1

〈
τ̄ ji , ζ

j
i

〉
(IV.24)

pour les variations ζji s’annulant sur ∂U \∂U1, et où les termes τ̄ ji sont imposés sur ∂U1.
En utilisant l’expression (IV.22), l’équation (IV.24) donne

I−1∑
i=1

J−1∑
j=1

〈
DEP ji , ζ

j
i

〉
+

∑
(i,j)∈∂U1

〈
Bj
i , ζ

j
i

〉
+
����������∑
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〈
Bj
i , ζ

j
i

〉
=

∑
(i,j)∈∂U1

〈
τ̄ ji , ζ

j
i

〉
On obtient à partir de la somme sur la frontière la condition du premier ordre

Bj
i = τ̄ ji pour i, j ∈ ∂U1 (IV.25)

Les expressions des Bj
i sont données par (IV.23) selon les différentes paires d’indices i, j.

On remarque que les conditions du premier ordre discrètes ne sont pas des échantillonnages
directs de leurs équivalents continus (IV.8b) et (IV.8d).
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On définit les analogues discrets des conditions limites correspondant aux modèles de
poutres libre (IV.9) et encastrée (IV.10) en appliquant un principe variationnel étendu.
Les équations limites sont alors obtenues en définissant les couples de fonctions/ensembles
d’après la figure IV.4, ce qui donne pour la poutre libreg

j
0 = ūj0 sur ∂U0 = ∂U|

Bj
0 = π̄j0, B0

i = BJ
i = 0 sur ∂U1 = ∂U⊏

et pour la poutre encastréeg
j
0 = ūj0, g0

i = v̄0
i , gJi = v̄Ji sur ∂U0 = ∂U⊏

Bj
0 = π̄j0 sur ∂U1 = ∂U| (IV.26)

0
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ū
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(a) Poutre libre
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(b) Poutre encastrée

Fig. IV.4 Conditions limites discrètes pour les modèles de poutres libre
(gauche) et encastrée (droite). Les conditions d’ordre zéro sont indiquées en
rouge, et d’ordre un en bleu.

IV.2.4 Résultats de conservation

Nous avons au § IV.1.2.1 que le lagrangien continu ℓ est par définition invariant par
l’action du groupe SE(3), ce qui a pour conséquence l’existence d’une loi de conservation
par application du théorème de Noether. Cette propriété est également vérifiée pour le
lagrangien discret ℓd. En effet, soit g̃ ∈ SE(3), alors on vérifie d’une part

K(g̃χji ) =
〈
g̃χji , Jg̃χ

j
i

〉
=
〈
χji , Jχ

j
i

〉
= K(χji )

et, par un calcul similaire, U(g̃ϵji ) = U(ϵji ). Cela permet de conclure

ℓd(□j
i , g̃χ

j
i , g̃χ

j+1
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j
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Le théorème de Noether s’applique donc également dans sa version discrète. Sa formula-
tion locale s’établit alors pour tout 0 < i < I, 0 < j < J par(

J1 + J2 + J3 + J4
)

(□j
i ) = 0 (IV.27)

où les J , k ∈ {1, 2, 3, 4} sont les fonctions moments discrètes définies par
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]
L’équation (IV.27) est la version discrète de la loi de conservation locale (IV.11).

Le théorème admet également une formulation globale, obtenue en intégrant l’équation
locale (IV.27) sur un domaine arbitraire. En particulier, en définissant Ji le moment défini
à l’indice i sur l’ensemble du domaine spatial de la poutre

Ji =
J−1∑
j=0

J2(□j
i ) + J4(□j

i ) =
J−1∑
j=0
−J1(□j

i )− J
3(□j

i ),

et en supposant que les conditions du premier ordre homogènes en espace (IV.26) sont
vérifiées, on énonce l’équivalent discret de la loi de conservation (IV.14) du moment J
par

Ji = J0, ∀0 ≤ i ≤ I (IV.28)

Les lois d’évolution de la densité d’énergie (IV.12) et de la densité d’énergie “spa-
tiale” (IV.13) ne sont pas vérifiées dans le contexte discret. En effet, on rappelle que
l’existence de ces équations nécessite la possibilité de faire varier les dates et abscisses ti,
sj du maillage ; or, celui-ci a été fixé par hypothèse au § IV.2.1. On s’attend toutefois, au
vu des résultats présentés au chapitre 3 sur l’exemple de l’équation des ondes, à ce que
les lois d’évolution soient approximativement vérifiées par les solutions numériques. Par
ailleurs, à l’aide d’une preuve similaire à celle proposée au § III.3.1, on montre que dans
le cas où des conditions aux bords du premier ordre homogènes sont vérifiées, le système
est symplectique en temps et conserve donc approximativement l’énergie totale [31].

On valide expérimentalement ces lois de conservation discrètes à partir d’une simu-
lation numérique implémentant la méthode covariante pour le système de poutre libre
isolé des forces extérieures. Les conditions initiales utilisées pour la simulation sont les
suivantes

gj+1
0 = gj0τ(lϵj0) ∀0 ≤ j < J

où g0
0 = eG = (I3, (0, 0, 0)) et la courbure initiale constante ϵj0 est donnée pour tout

0 ≤ j < J par
ϵj0 =

(
0.01 −0.03 0.02 1.0 0 0

)
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La condition du premier ordre (IV.25) est imposée de sorte à avoir χj0 = (0.1, 0.2, 0, 0, 1, 0)T
pour tout 0 ≤ j ≤ J . Une condition de contrainte nulle (IV.26) est implémentée pour le
traitement des frontières spatiales, et aucune force n’est prise en compte. Les paramètres
physiques utilisés pour la simulation sont donnés en table IV.1 ; les valeurs correspondent
à celle d’une fine barre d’acier [3], [54]. Les résultats de simulation montrent que l’énergie
est comme attendu approximativement préservée (figure IV.5). De même, des évaluations
numériques sur différentes mailles de la loi de conservation locale (IV.27) est vérifiée à
erreur machine près. La version globale (IV.28) traduisant la conservation des six com-
posantes du moment Ji au cours du temps (les trois composantes du moment cinétique,
et les trois composantes de la quantité de mouvement) est également vérifiée, comme le
montre la figure IV.6. Ces résultats sont en accords avec ceux obtenus par Demoures et
al. [29], [31].

Paramètre ρ E G a L

Valeur 7800 kg m−3 2× 1011 Pa 7.9× 1010 Pa 1.5× 10−3 m 1.8 m

Table IV.1 – Paramètres physiques pour une fine tige d’acier.
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Fig. IV.5 L’énergie totale du système de poutre libre est approximativement
conservée par la solution numérique.

On propose maintenant de définir un modèle de corde à partir de la poutre géométri-
quement exacte, et d’en proposer une discrétisation par méthode covariante.

IV.3 Modèle de corde
Dans les paragraphes précédents, le modèle de poutre covariant a été rappelé, et une

discrétisation par méthode covariante proposée, dans lesquels le traitement des conditions
limites a été fait à partir d’un principe variationnel. À partir de ces résultats, nous propo-
sons dans le présent paragraphe de définir un modèle de corde raide amortie non linéaire
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Fig. IV.6 La solution numérique vérifie la conservation du moment cinétique
(haut) et de la quantité de mouvement (bas) de l’ensemble de la poutre dans les
trois directions d’espace à erreur machine près.

sous tension à des fins de synthèse sonore. Le modèle général est défini au § IV.3.1. Sa
linéarisation est ensuite dérivée au § IV.3.2, et le spectre de ses solutions analytiques
explicité.

IV.3.1 Modèle général

Nous proposons ici un modèle de corde à partir du modèle de poutre géométrique-
ment exact vu au § IV.1. La définition passe par la prise de compte d’une précontrainte
à l’équilibre, de forces d’excitation et d’amortissement et du traitement différencié des
conditions limites selon les différents degrés de liberté.
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IV.3.1.1 Analyse statique de la corde sous tension

Définir un modèle de corde à partir de la poutre géométriquement exacte nécessite
l’ajout d’une tension T0 au repos. Pour cela, la manière la plus simple est d’imposer des
conditions de Dirichlet sur les composantes de translation des extrémités de la poutre de
façon à induire une élongation. Afin d’établir la relation entre tension et élongation, on
propose l’analyse statique suivante.

Soit une corde, fixée à l’extrémité s = 0, et sur laquelle s’exerce en s = L une force de
magnitude T0 dans l’axe de la corde 𭟋T0 = (0, 0, 0, T0, 0, 0). Un calcul rapide nous permet
de vérifier que gT0 , défini pour tout s par

gT0(s) = (I3, (1 + α)sE1) (IV.29)

où α = T0/EA, est solution statique des équations d’Euler-Poincaré (IV.7). On en déduit
que l’élongation de la corde est linéairement proportionnelle à la tension, et que la longueur
résultante LT0 vaut

LT0 = (1 + α)L =
(

1 + T0
EA

)
L

Dans la suite, on préfèrera modéliser la précontrainte de la corde en imposant des condi-
tions limites de Dirichlet telles que g(s = 0) = (I3, 03) et g(s = L) = (I3, Lt0E1), pour
lesquelles la solution statique est également gT0 .

IV.3.1.2 Amortissements

La corde subit des pertes dues à différents effets dissipatifs, les principaux étant dûs
aux phénomènes thermoélastiques et viscoélastiques. Les pertes thermoélastiques sont
prépondérantes, et sont responsables d’un amortissement qui dépend de la fréquence de
vibration, caractéristique des sons musicaux produit à partir de l’excitation d’une corde.
Elles sont généralement prises en compte dans les équations aux dérivées partielles par un
terme proportionnel à la dérivée du troisième ordre ∂3q/∂t∂x2 (voir par exemple Bensa
et al. [6]). Cette force d’amortissement a été prise en compte pour le modèle de corde
raide du § III.3.2 et son approximation numérique par méthode covariante de Galerkin.
Toutefois, au vu de la discrétisation définie au § IV.2 pour le modèle de poutre, plus
élémentaire, il semble difficile d’approcher la dérivée d’ordre 3 ; aussi choisissons nous
de négliger ce terme. Il n’y a cependant pas d’impossibilité fondamentale à prendre en
compte cet visqueux dans un modèle covariant numérique plus élaboré.

La prise en compte des pertes est décrite à l’aide de la force d’amortissement trivialisée
𭟋d définie pour tout ġ par

𭟋d(χ) = Dχ

où D est la matrice diagonale

D =
(
D1 0
0 D2

)
, D1 = 2 diag(ρIρDρ, ρIaDa, ρIaDa), D2 = 2 diag(ρAdρ, ρAda, ρAda).

Les coefficients dρ et da représentent les amortissements de translations longitudinale et
transverses respectivement, et les coefficients Dρ et Da les amortissements de rotations
polaire et axiales ; tous s’expriment en s−1.
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Fig. IV.7 Magnitude de la force d’excitation fc modélisant une interaction de
type pincement.

IV.3.1.3 Force d’excitation

On écarte le système de sa position d’équilibre à l’aide d’une force d’excitation. Suivant
Giordano et Winans [46], afin de simuler une interaction simplifiée de type pincement en
un point localisé d’abscisse curviligne sc durant un intervalle de temps [0, tc], on définit
la force fc : T × B → T ∗SE(3) comme une rampe d’amplitude maximale fmax (voir
figure IV.7)

fc(t, s) = δsc(s)1[0,tc](t)
t

tc
fmaxv̄.

Ici, le vecteur unité v̄ ∈ T ∗SE(3) définit la direction dans laquelle la corde est tirée. Par
exemple, pour v̄ = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T , la corde est excitée dans la direction transverse e2, et
choisir v̄ = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T imprime à la corde un mouvement de rotation autour de son
axe.

La force 𭟋c trivialisée à gauche, obtenue par prémultiplication de fc par g−1, a pour
expression

𭟋c(t, s) = δsc(s)1[0,tc](t)
t

tc
fmaxg

−1v̄.

On remarque que la direction g−1v̄ dans laquelle la corde est excitée dépend de l’orienta-
tion de la section de corde concernée. Ceci est attendu, puisque la force 𭟋c est exprimée
dans le repère mobile (ou matériel). La magnitude est en revanche inchangée par la trans-
formation.

IV.3.1.4 Conditions limites

À l’instant initial t = 0, la corde est dans sa position d’équilibre gT0 précontrainte par
une tension T0, et on suppose que son moment initial est nul :

g(t = 0, s) = (I3, (1 + α)sE1)
π(t = 0, s) = 06
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À partir de la formulation de conditions limites de types Dirichlet et Neumann, per-
mise par la description variationnelle covariante définie au chapitre 3, on définit le traite-
ment des extrémités de la corde. On fait sur les deux bords les hypothèses suivantes, qui
modélisent les conditions simplifiées d’une corde attachée à l’agrafe :

(i) La position r est fixe, et correspond à celle de la corde sous tension à l’équilibre.
Cela se traduit en équation par

r(t, 0) = 03, r(t, L) = LT0E1 ∀t ∈ T .

(ii) Les flexions, c’est-à-dire les rotations selon les axes E2 et E3, sont libres. La
contrainte est donc nulle aux extrémités pour ces composantes

σi(t, 0) = 0, σi(t, L) = 0, ∀t ∈ T , i ∈ {2, 3} (IV.30)

(iii) On considère que la corde ne roule pas sur l’agrafe. Cela impose que la composante
en torsion, c’est-à-dire la rotation selon l’axe de la corde E1, soit constante. Une
des façons possibles d’exprimer cette condition en équation est de paramétrer la
matrice de rotation R grâce à la fonction exponentielle par un vecteur θ ∈ so(3),
et d’écrire

R(t, 0) = exp(θ̂), R(t, L) = exp(θ̂), ∀t ∈ T

où θ = (0, θ2, θ3). Les composantes θ2, θ3 sont déterminées à partir de la condi-
tion (IV.30).

Les conditions aux bords sont donc différenciées selon les degrés de liberté (voir ta-
bleau IV.2) : les hypothèses (i) et (iii) imposent des conditions d’ordre zéro pour les degrés
4,5,6 et 1 respectivement, et l’hypothèse (ii) une condition du premier ordre homogène
pour les degrés 2,3.

DOF ū π̄ v̄0 v̄L σ̄0 σ̄L
1 0 0 0 0 ⧸ ⧸
2,3 02 02 ⧸ ⧸ 02 02
4,5,6 s

LLT0E1 03 03 LT0E1 ⧸ ⧸

Table IV.2 – Les conditions limites sont différenciées selon les différents degrés de liberté
de l’espace de configuration.

IV.3.1.5 Modèle complet

La description complète de la corde est obtenu par application du principe de Lagrange-
d’Alembert pour les forces et conditions limites définies précédemment. Les équations
obtenues définissent alors le modèle de corde suivant

E.-P. forcées π̇ − ad∗
χ π − σ′ + ad∗

ϵ σ = Dχ+ 𭟋c (IV.31a)

t = 0

g(t = 0, s) =
(

I3,
s

L
LT0E1

)
π(t = 0, s) = 06
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s = 0

g(t, s = 0) =
(
exp(θ̂(t, 0)), 03

)
où θ1 = 0

Pσ(t, s = 0) = 02

(IV.31b)

s = L

g(t, s = L) =
(
exp(θ̂(t, L)), LT0E1

)
où θ1 = 0

Pσ(t, s = L) = 02 (IV.31c)

où P est la matrice de projection isolant les composantes soumises à des conditions aux
bords du premier ordre

P =
(

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

)
(IV.32)

IV.3.2 Modèle linéarisé

On développe dans cette section une linéarisation du modèle de corde (IV.31). L’ob-
jectif de cette entreprise est double : elle permet tout d’abord de réécrire une version
simplifiée des équations de notre modèle de corde dans un langage plus familier des mo-
dèles de la littérature, en mettant momentanément de côté les objets et notations de la
géométrie différentielle et des groupes de Lie ; par ailleurs, les solutions analytiques du
problème complet n’étant pas disponibles, ce modèle simplifié fournit un premier aperçu
du comportement de la corde, et constituera un appareil critique permettant d’évaluer la
crédibilité des résultats numériques.

Pour linéariser les équations du modèle, on s’intéresse à la dynamique de la corde sous
l’hypothèse de petits déplacements autour de la position d’équilibre précontraint (IV.29).
On écrit alors, pour ε petit, les rotations et translations comme

Rε = R0e
εδψ = eεδψ = I + εδψ̂, rε = r0 + εδr

où δψ, δr ∈ R3. Par ailleurs, on néglige les pertes dues à l’amortissement. Les équations
d’Euler-Poincaré (IV.31a) s’écrivent alors au premier ordre comme les deux système de
trois équations suivant

J1δψ̈ = C1δψ
′′ + Haδr

′ + Hbδψ

J2δr̈ = C2δr
′′ + Haδψ

′

dans lesquelles ont été introduites les matrices constantes Ha = ((1 + α)GA− αEA) Ê1 et
Hb = (1+α)HaÊ1, où on rappelle que α = T0/EA. Ces équations peuvent être développées
en un système de six équations des inconnues (φ, ϕy, ϕz) = δψ et (x, y, z) = δr



EAx′′ = ρAẍ

GIρφ
′′ = ρIρφ̈

GAy′′ − βϕ′
z = ρAÿ

EIaϕ
′′
z + βy′ − (1 + α)βϕz = ρIaϕ̈z

GAz′′ + βϕ′
y = ρAz̈

EIaϕ
′′
y − βz′ − (1 + α)βϕy = ρIaϕ̈y

(IV.33a)
(IV.33b)
(IV.33c)
(IV.33d)
(IV.33e)
(IV.33f)
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où β = ((1 + α)GA− αEA). Les conditions limites (IV.31b) à (IV.31c) s’écrivent quand
à elles

φ = 0, ϕ′
y = 0, ϕ′

z = 0, x = 0, y = 0, z = 0 pour s = 0, s = L (IV.34)

IV.3.2.1 Analyse fréquentielle

Le comportement du déplacement longitudinal et de la torsion, auxquels sont asso-
ciées les variables x et φ respectivement, est décrit par les équations des ondes (IV.33a)
et (IV.33b), et par des conditions de Dirichlet homogènes. Les solutions analytiques de ces
composantes sont donc les fonctions harmoniques de célérités cl =

√
E/ρ et ct =

√
G/ρ,

et leurs spectres {f ln}n≥1 et {f tn}n≥1 sont donnés par

f lonn = n

2L

√
E

ρ
, f torn = n

2L

√
G

ρ
.

Le déplacement transverse dans la direction E2 (variable y) et la rotation dans le plan
orthogonal à E3 (variable ϕz) sont couplés dans les équations (IV.33c) et (IV.33d). Il
en est de même pour le couple de variables z et ϕy, le système (IV.33e)–(IV.33f) étant
identique au précédent, au signe près de l’angle ϕy. La résolution de ces équations par
recherche de valeurs propres est établie en annexe B. Les couples de solutions des systèmes
d’équations présentent des spectres inharmoniques {f trn }n≥1 et {f cisn }n≥1 (transverse et
cisaillement respectivement) donnés par

f trn =
√

Ω−(n)
2π , f cisn =

√
Ω+(n)
2π (IV.35)

où les réels positifs Ω−(n) < Ω+(n) sont racines du polynôme de degré 2

abΩ2 − Ω
[
n2π2

L2 (a+ b) + ac(1 + α)
]

+
[
n2π2

L2 c(1 + α+ d) + n4π4

L4

]
= 0

pour les paramètres suivants

a = ρ

G
, b = ρ

E
, c = β

EIa
, d = − β

GA
, α = T0/EA, β = (1 + α)GA− αEA.

Un développement en série de Taylor du spectre du mouvement transverse pour n
petit donne le comportement limite des premiers modes

f trn = nf tr0

(
1 + ηtrn2

)
+O(n5) (IV.36)

où les constantes f tr0 et ηtr sont données par

f tr0 = 1
2L

√√√√ T0

ρA
(
1 + T0

EA

) , ηtr = π2

2L2
EIa

T0
(
1 + T0

EA

)2 (IV.37)

Les premières fréquences de ce spectre peuvent donc être décrites comme les harmoniques
de la fondamentale f tr0 , perturbées par le terme positif dû à ηtr qui a pour conséquence
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d’augmenter progressivement les écarts fréquentiels. Lorsque le rang n tend vers l’infini,
les partiels vérifient

f trn ∼
n→+∞

n

2L

√
G

ρ
,

qui correspond au comportement d’un spectre harmonique de célérité
√
G/ρ≫

√
T0/ρA.

La même analyse peut être effectuée pour le spectre en cisaillement {f cisn }n≥1. Un
développement de Taylor donne pour les premières fréquences

f cisn = f cis0

(
1 + ηcisn2

)
+O(n4)

avec

f cis0 = 1
2π

√√√√(1 + T0
EA

) (
GA− T0

(
1− G

E

))
ρIa

, ηcis = π2

2L2
ρIa(

1 + T0
EA

)2
1− E

G + T0
EA

GA− T0
(
1− G

E

)
(IV.38)

Le comportement asymptotique est, lui, donné par

f cisn ∼
n→+∞

n

2L

√
E

ρ

Les spectres et les comportements limites du mouvement transverse et de cisaillement,
ainsi que le développement limité des premiers partiels du mouvement transverse, sont
représentés en figures IV.8 et IV.9 pour les valeurs des paramètres physiques donnés dans
le tableau IV.1 (voir p. 127) et une tension T0 = 2161 N résultant en une longueur au
repos LT0 = 1.8 m.

IV.3.2.2 Comparaison avec d’autres modèles de corde

Sur la base des résultats du paragraphe précédent, une comparaison du modèle de
corde géométriquement exact linéarisé avec d’autres modèles connus peut être établie.
Nous nous limiterons à trois formulation classiques, à savoir les modèles de d’Alembert,
Euler-Bernouilli et Timoshenko.

IV.3.2.2.1 Équation de corde vibrante Historiquement proposée par d’Alembert [27],
l’équation de corde vibrante modélise la propagation des ondes transverses, correspondant
dans notre cas à la variable y ou z. Le modèle, valable dans le cas de petits déplacements
et sous l’hypothèse d’un diamètre infiniment fin, s’écrit

ρAÿ − T0y
′′ = 0, y(t, 0) = y(t, L) = 0 (IV.39)

Le spectre du mouvement transverse correspond alors au spectre harmonique

fn = nf0, f0 = 1
2L

√
T0
ρA

.

En posant les mêmes hypothèses, ce résultat peut être obtenu comme cas limite à partir
du modèle de poutre géométriquement exacte, donné pour de petits déplacements autour
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Fig. IV.8 Fréquences propres des spectres du déplacement transverse (haut)
et cisaillement (bas) représentées en fonction du rang harmonique. Les droites
en pointillés donnent les comportements asymptotiques.

de l’équilibre par (IV.33). Puisque en pratique, dans la lutherie instrumentale, la tension
vérifie T0/EA≪ 1 (de l’ordre de 10−2 pour les paramètres en table IV.1), l’expression de
la fréquence fondamentale des vibrations transverses (IV.37) se simplifie en

f tr0 = 1
2L

√√√√ T0

ρA
(
1 + T0

EA

) ≈ 1
2L

√
T0
ρA

.

D’autre part, sous l’hypothèse que la corde est infiniment fine, le coefficient ηtr, res-
ponsable du caractère inharmonique du spectre transverse dans le développement de
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Fig. IV.9 Spectre du déplacement transverse (rouge), développement limité
(bleu) et comportement limite (pointillés) pour les premiers partiels.

Taylor (IV.36), s’annule. En effet, en remplaçant le moment d’inertie axial Ia par son
expression πa4/4 dans la définition (IV.37) de ηtr, on obtient en faisant tendre le rayon a
de la corde vers zéro

ηtr = π3

8L2
a4E

T0
(
1 + T0

EA

)2 −→a→0
0

On retrouve donc bien les résultats attendus pour le modèle de corde vibrante de d’Alem-
bert.

IV.3.2.2.2 Euler-Bernouilli Le modèle d’Euler-Bernouilli est donné par la pertur-
bation de l’équation de corde vibrante (IV.39) en faisant intervenir une dérivée d’ordre
quatre et en ajoutant une condition limite de moment nul aux deux extrémités [117]

ρAÿ + EIay
′′′′ − T0y

′′ = 0, y(t, 0) = y(t, L) = 0, y′(t, 0) = y′(t, L) = 0.

Les fréquences propres de ce modèle sont données par

fn = nf0

√
1 + 2ηn2, f0 = 1

2L

√
T0
ρA

, η = π2

2L2
EIa
T0

.

Cette expression admet un développement limité, qui s’écrit pour n suffisamment petit

fn = nf0(1 + ηn2) +O(n5).

On constate que le modèle géométriquement exact concorde avec le développement à
l’ordre quatre du spectre du modèle d’Euler-Bernouilli, puisque T0 étant petit devant
EA, on a

ηtr = π2

2L2
EIa

T0 (1 + T0/EA)2 ≈
π2

2L2
EIa
T0

= η
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IV.3.2.2.3 Modèle de Timoshenko On examine en dernier lieu le modèle de Ti-
moshenko proposé par Chabassier et Imperiale [20]. Celui-ci établit un couplage entre le
déplacement transverse y et la rotation planaire ϕz selon le système d’équation{

ρAÿ − T0y
′′ +AGκϕ′

z −AGκy′′ = 0
ρIaϕ̈z − EIaϕ′′

z +AGκϕz −AGκy′ = 0
assorti des équations aux limites

y(t, 0) = y(t, L) = 0, ϕ′
z(t, 0) = ϕ′

z(t, L) = 0.

Ici, le coefficient de Timoshenko κ est un terme arbitraire introduit pour corriger la valeur
du cisaillement [25], [128]. Pour la géométrie circulaire de la corde, on a κ = 0.95 [20]. Bien
que les notations diffèrent légèrement, le système d’équations est en fait très proche des
équations (IV.33c) et (IV.33d). En effet, en supposant que (1) T0/EA≪ 1, (2) T0/GA≪ 1
et (3) κ ≈ 1, on vérifie les approximations

T0 +GAκ ≈ GA, GAκ ≈ β, GAκ ≈ β(1 + α)

qui permettent de réécrire les équations géométriquement exactes comme le modèle de
Timoshenko.

Les fréquences propres du modèle (IV.40) peuvent être obtenues analytiquement, sous
une forme similaire à (IV.35) (cf. Chabassier et Imperiale [20]). En particulier, le spectre
transverse admet un développement limité sous la forme

fn = nf0(1 + ηn2) +O(n5), f0 = 1
2L

√
T0
ρA

, η = π2

2L2
EIa
T0

(
1− T0

EA

)
qui s’accorde avec (IV.36) à un développement de ηtr près.

Les spectres transverses analytiques — et non pas les développements limités — des
modèles de d’Alembert, Euler-Bernouilli et Timoshenko sont comparés à celui du modèle
géométriquement exact linéarisé pour les mille premiers harmoniques en figure IV.10. On
constate que les différents modèles approchent de mieux en mieux le cas géométriquement
exacte ; inversement, cette comparaison permet de vérifier que le modèle de corde géomé-
triquement exact construit à partir de la poutre de Simo-Reissner est cohérent en petits
déplacements avec les résultats de l’état de l’art.

IV.3.2.3 Discussion

Pour les valeurs de paramètres physiques données en table IV.1 (voir p. 127), corres-
pondant à une corde d’acier, les fondamentales des différentes composantes valent

f tr0 = 55 Hz, f cis0 = 675 070 Hz, f tor0 = 884 Hz, f lon0 = 1407 Hz.

Ce jeu de paramètres correspond à une corde de 1.8 m en acier ; la tension T0 a été choisie
de façon à obtenir une fréquence fondamentale (transverse) de 55 Hz.

Pour ces valeurs, la fondamentale du spectre de cisaillement f cis0 se situe bien au-delà
de la zone sensible de l’oreille humaine. Sachant qu’en pratique T0 ≪ GA < EA, on peut
établir à partir de l’expression (IV.38) que f cis0 est de l’ordre grandeur de

f cis0 ≈ 1
πa

√
G

ρ
.
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Fig. IV.10 Comparaison des spectres transverses de différents modèles de
cordes.
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Fig. IV.11 Spectres transverse, longitudinal et en torsion pour le modèle géo-
métriquement exact dans le domaine audible ; le spectre en cisaillement n’est pas
représenté.

Sa valeur augmente donc en proportion inverse du diamètre de la corde. Dans le cas de
cordes en acier (table IV.1), ce spectre sera donc peu susceptible d’être audible.

L’inharmonicité du spectre transverse peut se mesurer qualitativement à partir du
coefficient ηtr. À partir de l’expression (IV.37), on observe que ηtr augmente proportion-
nellement au carré du rayon a2, et diminue de façon inversement proportionnelle à L2 ;
l’inharmonicité augmente donc quadratiquement avec le ratio a/L. Pour le piano, ce der-
nier est plus élevé dans les cordes aigües que dans les cordes graves, comme on peut le
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constater aux vues des valeurs données en table IV.3. Pourtant, la perception de l’inhar-
monicité de cet instrument est plus marquée dans les graves : ceci peut s’expliquer par le
fait que les partiels des cordes aigües sortent rapidement des fréquences audibles, tandis
que ceux des cordes graves sont nombreux dans la zone sensible de l’oreille.

Hauteur F3 C#5 G6 C7
a/L 0.543× 10−3 1.41× 10−3 3.53× 10−3 5.11× 10−3

Table IV.3 – Rapport rayon/longueur pour quatre cordes de piano (d’après [17]). Toutes
les cordes sont constituées d’une âme d’acier sans filetage.

Le modèle linéarisé (IV.33) présente un certain nombre de limites. L’absence de cou-
plage entre les modes longitudinaux et transverse rend le modèle linéaire inapte à décrire
des phénomènes comme les précurseurs, observables dans la dynamique des cordes de
piano par exemples. Toutefois, ce modèle simplifié a été établi à partir du modèle géné-
ral (IV.31) dans le but de permettre une analyse qualitative du comportement en petits
déplacements. Les couplages sont eux bien présents dans le modèle de corde géométrique-
ment exact, dûs aux termes ad∗

χ π et ad∗
ϵ σ de l’équation d’Euler-Poincaré (IV.31a).

IV.4 Intégrateur multisymplectique par groupe de Lie pour le mo-
dèle de corde

Nous donnons maintenant une formulation discrète du modèle de corde (IV.31) à
partir de la méthode covariante.

IV.4.1 Établissement du modèle
Le modèle de corde discret est défini en application la procédure de discrétisation

covariante définie au § IV.2. À cette fin, on définit les forces 𭟋j
i par échantillonnage de

𭟋 en ti, sj . Les conditions limites de Dirichlet sont discrétisées en échantillonnant les
fonctions continues sur les points du maillage ; à l’inverse, les conditions du premier ordre
sont obtenues par application d’un principe variationnel étendu. Le calcul des variations
donne finalement le système d’équations suivant

E.-P.
1
h

(
πji −Ad∗

cay(hχj
i−1) π

j
i−1

)
− 1
l

(
σji −Ad∗

cay(lϵj−1
i ) σ

j−1
i

)
= Dχji + 𭟋c(ti, sj) (IV.41a)

t = 0

g
j
0 =

(
I3,

sj
L
LT0E1

)
Bj

0 = 06

s = 0

g
0
i =

(
exp(θ0

i ), 03
)
, (θ0

i )1 = 0

PB0
i = 02

(IV.41b)

(IV.41c)

s = L

g
J
i =

(
exp(θJi ), LT0E1

)
, (θJi )1 = 0

PBJ
i = 02

(IV.41d)

(IV.41e)
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où on rappelle que la matrice de projection P est définie par (IV.32).

IV.4.2 Réécriture des conditions limites et intégration numérique

Étant donné que les différents degrés de liberté sons couplés sur les frontières spatiales
par effet de la nature non linéaire du groupe SE(3), les conditions de Dirichlet et Neumann
ne peuvent pas être implémentées et résolues indépendamment ; les équations limites du
modèle discret (IV.41) nécessitent donc une réécriture. De plus, à cause du terme d’amor-
tissement, les équations d’Euler-Poincaré discrètes (IV.41a) et les conditions du premier
ordre sont implicites. Pour l’ensemble de ces raisons, les équations décrivant le modèle de
corde discret sont reformulées autour de la variable χji et résolues numériquement.

Le moment πji est remplacé dans les équations d’Euler-Poincaré discrètes (IV.41a) par
son expression (IV.20). De cette manière, les équations d’Euler-Poincaré sont exprimées à
partir de χji . Un principe similaire est appliqué pour les conditions limites (IV.41b), (IV.41c)
et (IV.41d), (IV.41e) : en utilisant tout d’abord la relation (IV.16), la variable χ0

i est ex-
primée sur la frontière spatiale j = 0 comme

χ0
i = 1

h
cay−1

(
exp(−θ0

i ) exp(θ0
i+1), 03

)
où (θ0

i+1)1 = 0 ; la même opération est appliquée pour χJi sur la frontière j = J . En-
suite, χ0

i (resp. χJi ) est remplacé par l’expression précédente dans la condition du premier
ordre (IV.41c) (resp. (IV.41e)), à partir de laquelle les composantes 2 et 3 de θ0

i+1 (resp.
θJi+1) peuvent être calculées comme solutions implicites par un solveur numérique. Le
modèle complet est finalement donné par les équations suivantes

1
h

(
dRcay−1

hχj
i

∗ Jχji −Ad∗
cay(hχj

i−1) π
j
i−1

)
− 1
l

(
σji −Ad∗

cay(lϵj−1
i ) σ

j−1
i

)
= Dχji + 𭟋c(ti, sj) (IV.42a)
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j
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(
I3,

sj
L
LT0E1

)
Bj

0 = 06

(IV.42b)

(IV.42c)

χ0
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h
cay−1

(
exp(−θ0

i ) exp(θ0
i+1), 03

)
, (θ0

i+1)1 = 0

P
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l

2

(
Ad∗

cay(hχ0
i−1) π

0
i−1 − dRcay−1

hχ0
i

∗ Jχ0
i

)
+ hσ0

i

]
+ hl

2
(
Dχ0

i + 𭟋c(ti, 0)
))

= 02

(IV.42d)

(IV.42e)



χJi = 1
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exp(−θJi ) exp(θJi+1), 03
)
, (θJi+1)1 = 0

P
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l
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(
Ad∗

cay(hχJ
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M
i−1 − dRcay−1

hχJ
i
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(IV.42f)

(IV.42g)
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équivalentes à (IV.41). L’algorithme 1 permet de calculer la solution numérique de ces
équations.

Algorithm 1: Intégrateur numérique covariant pour le modèle de corde (IV.41)
Entrée :
Position initiale : gj0 ←

(
I3,

s
LLT0E1

)
(IV.42b)

Moment initial : calculer πj0 solution de l’équation du premier ordre (IV.42c)
Initialisation : (g0, π0) 7→ (g1, π0)
for j = 0 to J do

Célérité : calculer χj0 solution de πj0 = dRcay−1
hχj

0

∗ Jχj0 (IV.20)

Position : gj1 ← gj0 cay
(
hχj0

)
(IV.15)

end
Boucle d’intégration : (gi, πi−1) 7→ (gi+1, πi)
for i = 1 to I do

for j = 0 to J do
if j < J then

Déformation : ϵji ← 1
l cay−1

(
(gji )−1gj+1

i

)
(IV.16)

Contrainte : σji ← dRcay−1
lϵji

∗ C(ϵji − ϵ0) (IV.21)

end
if j = 0 then

Calculer χ0
i solution des conditions limites (IV.42d) et (IV.42e)

else if 1 ≤ j ≤ J − 1 then
Calculer χji solution des équations d’Euler-Poincaré (IV.42a)

else
Calculer χJi solution des conditions limites (IV.42f) et (IV.42g)

end
Moment : πji ← dRcay−1

hχj
i

∗ Jχji (IV.20)

Position : gji+1 ← gji cay
(
hχji

)
(IV.15)

end
end

IV.4.3 Résultats numériques

Les solution numériques du modèle de corde non linéaire calculées à partir de l’intégra-
teur implémenté par l’algorithme 1 sont maintenant présentées. Les paramètres physiques
donnés en table IV.4 sont utilisés pour toutes les simulations. Deux cas sont examinés :
au § IV.4.3.1, les solutions numériques simulant le comportement d’une corde soumise à
une petite force d’excitation sont comparées aux résultats analytiques émanant du modèle
linéarisé étudié au § IV.3.2. Puis au § IV.4.3.2, la simulation d’une corde soumise à de
grandes déformations est discutée.
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Paramètre ρ E G a T0 LT0

Valeur 7800 kg m−3 2× 1011 Pa 7.9× 1010 Pa 1.5× 10−3 m 2161 N 1.8 m

Table IV.4 – Paramètres physiques utilisés pour les simulations numériques correspon-
dant à une corde en acier.

IV.4.3.1 Petits déplacements
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Fig. IV.12 Spectre des déplacements transverse (haut), longitudinal (centre)
et de la torsion (bas). Les fréquences propres théoriques du modèle linéarisé sont
représentées en pointillés.

Afin de valider les solutions numériques en petits déplacements par rapport aux solu-
tions analytiques du modèle de corde linéarisé (IV.33), établis au § IV.3.2.1, nous exami-
nons en premier lieu les résultats de simulation obtenus pour une petite force d’excitation.
Pour cela, la corde est excitée successivement par trois forces de magnitude maximale
fmax = 1 N, dirigées respectivement selon l’axe de la corde (selon E1), perpendiculaire-
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Fig. IV.13 Erreur relative en fréquence ẽf pour les harmoniques de rang n =
4, 8, 12 en fonction du nombre de pas d’espace J des modes numériques transverse
(haut), longitudinal (milieu) et en torsion (bas).
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ment à l’axe (selon E2), et de façon à imprimer un mouvement de rotation autour de
l’axe (rotation dirigée par E1). Ceci induit des mouvements longitudinaux, transverse
et de torsion de façon indépendante, dont les spectres en fréquences sont représentés en
figure IV.12. Les points d’excitation et d’observation sont colocalisés en sc = 0.3L pour
toutes les simulations, ce qui explique l’absence du mode de rang 10 puisque sc est un
nœud de ce mode. Les simulations ont été calculées pour un pas de temps h = 4.5×10−7 s
et un pas en espace l = L/160 = 1.125 × 10−2 m. On observe en figure IV.12 une bonne
adéquation entre les pics de l’analyse spectrale des résultats de simulation et les fréquences
propres théoriques des différentes composantes du mouvement du modèle (IV.33).

La convergence des maxima des spectres en déplacement vers les fréquences propres du
modèle linéaire peut être caractérisée en fonction du pas de discrétisation spatial l. Pour
cela, on introduit la mesure d’erreur en fréquence relative ẽf d’une fréquence numérique
f̃ de rang n par rapport à la fréquence propre théorique fn comme

ẽf (f̃ ; fn) =
∣∣∣(f̃ − fn)/fn

∣∣∣
L’erreur de convergence fréquentielle ẽf est représentée en figure IV.13 en échelle loga-
rithmique en fonction du pas l = L/J pour trois modes des composantes transverse,
longitudinale et de torsion. Les valeurs de J sont prises dans l’ensemble

J ∈ {20, 28, 40, 56, 80, 112, 160, 226, 320, 452}.

On constate que les pics fréquentiels convergent à l’ordre 2 vers leur valeur exacte.

IV.4.3.2 Grands déplacements
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Fig. IV.14 Analyse spectrale du déplacement transverse de la corde en grands
déplacements.
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Fig. IV.15 Évolution des énergies de déformation, cinétique et totale au cours
du temps pour une corde en grands déplacements.

L’intérêt du modèle de corde géométriquement exact est qu’il est adapté au traitement
de la dynamique en grandes déformations prenant correctement en compte la non-linéarité
intrinsèque à la description du système. La méthode numérique covariante implémentée
par l’algorithme 1 a été testée dans ce contexte en soumettant la corde à une force d’ex-
citation transverse de magnitude fmax = 50 N. Les simulations ont été calculées pour
h = 4.5×10−7 s et M = 40. Le mouvement transverse résultant est d’amplitude maximale
2.5 cm et produit une variation de hauteur audible (l’effet pitch bend). Ce phénomène peut
être observé sur en figure IV.14. L’énergie totale du système, dont l’évolution au cours du
temps est représentée en figure IV.15, est dissipée par les frottements fluides modélisés
par le terme Dχji dans les équations d’Euler-Poincaré discrètes (IV.42a). Au début de
l’expérience, l’énergie cinétique est nulle, tandis que l’énergie de déformation initiale est
due à la tension de la corde T0 = 2161 N à l’équilibre. De t = 0 à t = tc = 0.01 s, de
l’énergie est ajoutée au système sous l’action de la force 𭟋c, sous la forme d’énergie de
déformation principalement. La corde est ensuite lâchée à t = 0.01 s, et entre en vibration.
On observe sur la figure IV.15 l’oscillation de l’énergie cinétique au double de la fréquence
fondamentale du mouvement transverse.

IV.5 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre un modèle de corde non linéaire amortie. Après
avoir rappelé la description covariante de la poutre géométriquement exact, les équations
d’Euler-Poincaré forcées, rendant compte de l’effet des forces sur le système, ont été
obtenues par application d’un principe de Lagrange-d’Alembert. Les conditions limites
ont également été traitée à partir d’une extension de la méthode de calcul des variations.
Les lois d’évolution locales et globales de l’énergie, de la quantité de mouvement et du
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moment cinétique, découlant des symétries du système, ont été mises en évidence. La
même démarche, appliquée dans le cadre du calcul variationnel discret, a permis de définir
un intégrateur covariant pour le modèle de poutre (§ IV.2). Celui-ci vérifie la version
discrète des propriétés mentionnées ci-dessus. La poutre géométriquement exacte a ensuite
permis la construction d’un modèle de corde, valide en grandes déformations et réalisant
le couplage entre six degrés de liberté. La confrontation en petites déformation de ce
modèle à différents modèles éprouvés de la littérature des cordes vibrantes a montré sa
pertinence. Enfin, la résolution numérique par un intégrateur covariant a pu être validée
contre la solution analytique du modèle linéarisé, et a montré un comportement réaliste
lorsque excité par une force de grande magnitude.

Les résultats obtenus ici offrent des perspectives pour l’extension du modèle à des
systèmes à deux dimensions spatiales (plaques, coques) ou à des volumes tridimensionnels.
La possibilité de traduire correctement la dynamique du système en grandes déformations
permettrait par exemple d’envisager la simulation d’instruments comme les cymbales.



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes attachés à montrer l’intérêt que représentent les
méthodes numériques d’inspiration géométrique pour la simulation de systèmes physiques
producteurs de son. Plutôt que d’approcher numériquement les équations différentielles
modélisant le comportement du système, la démarche commune à ces méthodes consiste à
discrétiser les structures mathématiques sous-jacentes. Les notions physiques conservent
ainsi un sens précis, et vérifient par construction des lois de conservation ou d’évolution
qui apportent des garanties qualitatives sur les résultats de simulation, leur conférant une
crédibilité et un réalisme accrus.

La mécanique variationnelle discrète fournit pour les systèmes décrits par un lagran-
gien un cadre de discrétisation qui établit les lois de conservation pour l’énergie, la forme
symplectique et les moments associées à des symétries du système sur des temps d’inté-
gration arbitrairement longs. En prenant en compte les forces à partir d’un principe de
Lagrange-d’Alembert, il est possible de caractériser l’influence de ces dernières sur les dif-
férentes grandeurs physiques du système. En conclusion du premier chapitre, nous avons
illustré les excellentes propriétés numériques des intégrateurs variationnels de Galerkin
sur l’oscillateur bidimentionnel, amorti et non amorti. Cette approche a ensuite été éten-
due au chapitre 2 pour le traitement des systèmes lagrangiens formulés à l’aide de groupes
de Lie. La procédure de réduction permet alors automatiquement l’obtention d’une loi de
conservation par l’application du théorème de Noether associé à l’action du groupe, ainsi
que la conservation par construction de la structure géométrique de l’espace de configura-
tion. L’exemple du solide rigide a permis de valider ces propriétés numériques. L’extension
des résultats du premier chapitre à l’aide de la théorie lagrangienne des champs a per-
mis le traitement des équations au dérivées partielles au chapitre 3. Les lois d’évolution
s’expriment alors en fonction des conditions limites. Nous avons ensuite défini une famille
d’intégrateurs de Galerkin covariants et établi les équivalents discret des propriétés de
conservation continues. Celles-ci ont ensuite été illustrées sur deux exemples concrets de
l’acoustique, en menant tout d’abord une discussion sur la conservation approximative
de l’énergie pour l’équation des ondes, puis en vérifiant numériquement la loi d’évolution
des moments pour un modèle de corde non linéaire amorti. Les résultats des chapitres
2 et 3 ont été combinés pour proposer un modèle de corde dans le dernier chapitre. Ce
modèle, défini à partir d’une poutre géométriquement exacte formulée à l’aide du groupe
de Lie SE(3) et suivant une loi de comportement élastique linéaire, prend en compte une
force d’excitation ainsi que l’amortissement fluide. La comparaison de la linéarisation de
ce modèle avec des modèles classiques éprouvés montre sa pertinence dans les régimes en
petites déformations. Les résultats de l’intégration numérique à l’aide d’une méthode co-
variante ont été capable de restituer la solution analytique du modèle linéarisé, et donnent
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en grandes déformations des résultats convaincants.

Le travail mené dans ce mémoire présente de nombreuses perspectives :
1. Le chapitre 1 a mis en évidence sur l’exemple de l’oscillateur harmonique amorti les

propriétés de convergence numérique du moment angulaire pour les intégrateurs
variationnels de Galerkin en présence de forces extérieures au système. Toutefois,
l’étude théorique de la convergence numérique des systèmes forcés dans le contexte
de la mécanique variationnelle discrète n’a pas fait l’objet de travaux approfondis
à notre connaissance.

2. L’équation des ondes a été l’occasion, au chapitre 3, de vérifier la conservation
approximative de l’énergie par les intégrateurs covariants. Cette propriété a éga-
lement été mise en évidence pour le modèle de corde construit au chapitre 4. À
chaque fois, cette conservation numérique a été démontrée par un recours au carac-
tère symplectique de l’intégrateur, discuté en fonction des conditions limites [31].
Toutefois, il serait pertinent d’étudier d’une manière plus générale la vérification
approximative des équations d’évolutions locales covariantes en rapport avec le
caractère multisymplectique des solutions de simulation. Notre conjecture est que,
tout comme le backward error analysis permet d’établir la conservation approxima-
tive de l’énergie à partir de la préservation de la forme symplectique, une approche
similaire pourrait faire le lien entre vérification approximative des équations d’évo-
lution locales et caractère multisymplectique des solutions covariantes.

3. Dans ce mémoire, les méthodes covariantes ont été systématiquement été exploitées
de façon à faire apparaître un intégrateur numérique temporel. Toutefois, puisque
le traitement des variables de temps et d’espace par les méthodes covariantes est
identique, il est tout aussi bien possible de définir, en suivant la même approche
que pour l’intégration temporelle, une méthode procédant par intégration spatiale
à partir des équations d’Euler-Lagrange discrètes. Cette démarche, étudiée dans
deux cas particulier par Demoures et al. [29], [31], permettrait par exemple de
modéliser la propagation d’une onde dans un milieu dont on connaît à tout instant
les conditions de Dirichlet et Neumann sur un bord spatial.

4. La méthode numérique proposée au chapitre 4 pour la résolution de la dynamique
du modèle de corde est construite à partir d’un lagrangien qui discrétise de ma-
nière élémentaire l’intégrale d’action. Ce choix limite l’ordre de la méthode. En
définissant un intégrateur numérique qui combine la famille de méthodes de Galer-
kin covariante, proposée au chapitre 3, avec le traitement par groupe de Lie, vue
aux chapitres 2 et 4, il serait possible d’obtenir une intégration numérique d’ordre
arbitraire. Une méthode de ce type a été proposée par Leitz et al. [81] dans un cas
particulier, mais une formulation générale reste à être établie.

5. On peut envisager différentes extensions du modèle de corde géométriquement
exact du chapitre 4. Ajouter les phénomènes d’amortissement visqueux dans le
modèle de corde géométriquement exact permettrait un réalisme accru des sons
synthétisés. La résolution numérique pourrait alors par exemple se faire à l’aide
d’un traitement similaire à celui proposé pour le modèle de corde du chapitre 3,
qui nécessiterait donc l’application d’un intégrateur d’ordre plus élevé, comme celui
mentionné au point précédent. Par ailleurs, des hypothèses simplificatrices sur les
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propriétés du matériau ont été posées (isotropie, homogénéité, absence de filetage
autour de l’âme de la corde, etc.). Celles-ci pourraient être levées pour modéliser
avec plus de finesse les systèmes rencontrés dans la réalité. De même, il a été sup-
posé que le système vérifiait une loi de comportement élastique linéaire. Toutefois,
à l’aide de la même description (géométriquement exacte), d’autres lois de compor-
tement peuvent être modélisées pour permettre le traitement de situations pour
lesquelles l’hypothèse d’élasticité linéaire n’est plus valide. D’autre part, il serait
souhaitable de traiter, en étendant le nombre de variables spatiales indépendantes,
d’autre systèmes de la mécanique des milieux continus en grande déformation.
Cette approche serait particulièrement adéquate pour la modélisation des plaques
et coques subissant des mouvements de forte amplitude, catégorie dans laquelle se
rangent par exemple les cymbales. Enfin, l’estimation de la pertinence d’un modèle
destiné à la synthèse sonore ne peut faire l’économie d’une évaluation perceptive
dans des situations réalistes, évaluation qu’il reste à mener.
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Annexe A
Formulaires des groupes SO(3) et SE(3)

A.1 Groupe des rotations en trois dimensions SO(3)

A.1.1 Groupe

Le groupe de Lie SO(3) est l’ensemble des matrices orthogonales R de taille 3× 3 et
de déterminant det(R) = 1. L’opération du groupe est la multiplication matricielle, et son
élément neutre la matrice identité I3. L’inverse d’une matrice R ∈ SO(3) est sa transposée
R−1 = RT .

A.1.2 Algèbre

L’algèbre de Lie so(3) associée à SO(3) est l’ensemble des matrices 3 × 3 antisymé-
triques. On donne dans le tableau ci-dessous les définitions relatives à so(3) dans leurs
formulations matricielle et vectorielle.

Représentation matricielle Représentation vectorielle

Élément ω̂ =

 0 −ω3 ω2
ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0

 ω = (ω1, ω2, ω3)T

Opération Addition matricielle Addition vectorielle
Élément neutre êg = 03×3 eg = 03

Inverse ω̂−1 = ω̂T = −ω̂ ω−1 = −ω
Crochet de Lie [ω̂, η̂] = ω̂η̂ − η̂ω̂ [ω, η] = ω ∧ η

A.1.2.1 Opérations adjointes

L’opération adjointe Ad : SO(3)× so(3)→ so(3) du groupe SO(3) sur l’algèbre so(3)
est définie pour tout R ∈ SO(3) et ω̂ ∈ so(3) comme

AdR ω̂ = Rω̂R−1.

L’écriture vectorielle de cette définition, obtenue en identifiant so(3) avec R3, s’écrit

AdR ω = Rω.
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L’opération adjointe ad : so(3)× so(3)→ so(3) de so(3) sur elle-même est exactement
le crochet de Lie précédemment défini

adω̂ η̂ = [ω̂, η̂] = ω̂η̂ − η̂ω̂

pour tout ω̂, η̂ ∈ so(3), ce qui se réécrit en version vectorielle comme

adω η = [ω, η] = ω ∧ η.

A.1.2.2 Fonction Cayley

La fonction Cayley cay : so(3)→ SO(3) est un difféormorphisme local défini pour tout
ω̂ ∈ se(3) par

cay(ω̂) =
(

I3−
ω̂

2

)−1 (
I3 + ω̂

2

)
= I3 + 4

4 + |ω|2

(
ω̂ + ω̂2

2

)
.

L’application tangente Tω cay : so(3)→ Tcay(ω)SO(3) est définie pour tout η̂ ∈ so(3) par

Tω̂ cay(η̂) =
(

I3−
ω̂

2

)−1
η̂

(
I3−

ω̂

2

)−1
.

La différentielle trivialisée à droite de l’application Cayley dR
ω cay : so(3) → so(3) est

définie pour tout η̂ ∈ so(3) par

dR
ω cay(η̂) =

(
I3−

ω̂

2

)−1
η̂

(
I3 + ω̂

2

)−1
.

Vue comme une application linéaire de R3, cette différentielle peut être identifée à la
matrice d’ordre 3

dR
ω cay = 4

4 + |ω|2
(

I3 + ω̂

2

)
.

L’application inverse de dRcayω est définie pour tout η̂ ∈ so(3) par

dR
ω cay−1(η̂) =

(
I3−

ω̂

2

)
η̂

(
I3 + ω̂

2

)
.

Considérée comme application linéaire de R3, elle peut également s’exprimer comme l’in-
verse de la matrice dRcayω, ce qui donne

dR
ω cay−1 = I3−

ω̂

2 + ωωT

2 .

A.2 Groupe des rotations et translations en trois dimensions
SE(3)

A.2.1 Groupe
Le groupe spécial euclidien de dimension trois SE(3) est formé par le produit SE(3) =

SO(3) × R3. Ses éléments g sont représentés par des matrices 4 × 4 définies pour tout
R ∈ SO(3), r ∈ R3 par

g =
(

R r
01×3 1

)
.
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On notera par raccourci g = (R, r). L’opération du groupe est la multiplication matri-
cielle ; on a alors pour tout g = (R, r), g̃ = (R̃, r̃) ∈ SE(3)

gg̃ =
(
RR̃ Rr̃ + r
01×3 1

)
.

Il en résulte que l’élément neutre est la matrice identité I4, et l’inverse d’un élément
g = (R, r) s’écrit g−1 = (R−1,−R−1r).

A.2.2 Algèbre
On donne ici les définitions relatives à l’algèbre se(3) associée à SE(3) dans leur re-

présentations matricielle et vectorielle.

Représentation matricielle Représentation vectorielle

Élément ξ̂ =
(

ω̂ γ
01×3 0

)
ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6)T = (ω, γ)T

Opération Addition matricielle Addition vectorielle
Élément neutre êg = 04×4 eg = 06

Inverse ξ̂−1 = −ξ̂ ξ−1 = −ξ
Crochet de Lie [ξ̂, ζ̂] = ξ̂ζ̂ − ζ̂ ξ̂ [ξ, ζ] = (ω ∧ η, ω ∧ ν − η ∧ γ)T pour ζ = (η, ν)T

A.2.2.1 Opérations adjointes

L’opération adjointe Ad : SE(3) × se(3) → se(3) du groupe SE(3) sur l’algèbre se(3)
est définie pour tout g = (R, r) ∈ SE(3) et ξ̂ = (ω̂, γ) ∈ se(3) comme

Adg ξ̂ =
(
Rω̂R−1, −Rω̂R−1r +Rγ

)
ce qui s’écrit sous forme vectorielle comme

Adg ξ = (Rω, −Rω ∧ r +Rγ) .

L’opération adjointe ad : se(3) × se(3) → se(3) de se(3) sur elle-même définie pour
tout ξ̂ = (ω̂, γ), ζ̂ = (η̂, ν) ∈ se(3) comme

ad
ξ̂
ζ̂ = [ξ̂, ζ̂] =

(
adω̂ η̂, ω̂ν − η̂γ

)
ou encore sous forme vectorielle

adξ ζ = (adω η, ω ∧ η − η ∧ γ) .

A.2.2.2 Fonction Cayley

La fonction Cayley cay : se(3)→ SE(3) est un difféormorphisme local défini pour tout
ξ̂ = (ω̂, γ) ∈ se(3) par

cay(ξ̂) =
(

cay(ω̂)
(
I3 + 2

4+|ω|2
(
ω̂ + ω̂2

2

))
γ

01×3 1

)
.



154 Annexe A. Formulaires des groupes SO(3) et SE(3)

L’application tangente Tξ cay : se(3)→ Tcay(ξ)SE(3) est définie pour tout ζ̂ ∈ se(3) par

Tξ cay(η) =
(

I4−
ξ̂

2

)−1

ζ̂

(
I4−

ξ̂

2

)−1

.

La différentielle trivialisée à droite de l’application Cayley dR
ξ cay : se(3) → se(3) est

définie pour tout ζ̂ = (η̂, ν) ∈ se(3) par

dR
ξ cay(ζ̂) =

(
I4−

ξ̂

2

)−1

ζ̂

(
I4 + ξ̂

2

)−1

.

L’application inverse de dRcayξ est définie pour tout ζ̂ =∈ se(3) par

dR
ξ cay−1(ζ̂) =

(
I4−

ξ̂

2

)
ζ̂

(
I4 + ξ̂

2

)

Considérée comme application linéaire de R6, elle peut également être identifiée à la
matrice d’ordre 6

dR
ξ cay−1 =

(
dR

ω cay−1 03

−
(
I3− ω̂

2

)
γ̂
2 I3− ω̂

2

)
.



Annexe B
Calcul des modes propres du modèle
de corde linéarisé

B.1 Résolution des équations d’Euler-Poincaré linéarisées

On établit ici les fréquences propres des équations couplées (IV.33c) et (IV.33d) por-
tant sur les variables de déplacement transverse y et de flexion ϕz, en suivant une méthode
de résolution analogue à celle proposée par Chabassier et Imperiale [20]. Ces équations
correspondent à un modèle de corde simplement supportée aux mouvement planaires. On
cherche les solutions sous la forme y(s, t) = e−iωtY (s), ϕz(s, t) = e−iωtΦ(s), où ω ∈ R.
Dans ce cas, les equations se réécrivent

GA∂sY
′ − βΘ′ + ρAω2Y = 0

EIa∂sΦ′ + βY ′ + (ρIaω2 − (1 + α)β)Φ = 0

En définissant U = (Y,Φ, Y ′,Φ′)T , on peut les mettre sous la forme

∂sU +AU = 0 (B.1)

avec

A =


0 0 −1 0
0 0 0 −1
A1 0 0 A4
0 A2 A3 0



A1 = ρω2

G
= aω2 A2 = ρω2

E
− (1 + α)β

EIa
= bω2 − (1 + α)c

A3 = β

EIa
= c A4 = − β

GA
= d

Les solutions de (B.1) correspondent aux vecteurs propres U de la matrice A paramétrée
par ω. Pour résoudre l’équation, on étudie donc les valeurs propres de A en fonction de
ω, données par les scalaires λ ∈ C vérifiant det(A− λI) = 0, c’est-à-dire

λ4 + λ2
(
(a+ b)ω2 − c(1 + α+ d)

)
+ abω4 − ac(1 + α)ω2 = 0
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En posant les variables Λ = λ2 et Ω = ω2, on obtient à partir de la ligne précédente

Λ2 + Λ ((a+ b)Ω− c(1 + α+ d)) + abΩ2 − ac(1 + α)Ω = 0 (B.2)

Les deux racines de ce polynôme du second degré valent

Λ± = c(1 + α+ d)− (a+ b)Ω±
√

∆Λ
2

où ∆Λ est le discriminant du polynôme, s’écrivant en fonction de Ω comme

∆Λ =
(
(a+ b)Ω− c(1 + α+ d)

)2
− 4

(
abΩ2 − ac(1 + α)Ω

)
=
[
(a+ b)2 − 4ab

]
Ω2 +

[
4ac(1 + α)− 2(a+ b)c(1 + α+ d)

]
Ω + c2(1 + α+ d)2

Chacune des racines Λ+ et Λ− donne deux valeurs propres, qu’on écrit

(λ+
±)2 = Λ+, (λ−

±)2 = Λ−.

On définit également λ+ := λ+
+ = −λ+

− et λ− := λ−
+ = −λ−

−.
Les conditions aux bords fournissent les équations permettant de déterminer les modes

propres. Pour cela, on écrit tout d’abord que toute solution Ỹ de (B.1) s’écrit dans la
base des fonctions exponentielles

Ỹ (s) = Aeλ
−s +Be−λ−s + Ceλ

+s +De−λ+s.

À partir des conditions limites (IV.34) et de la troisième ligne de l’équation (B.1), on peut
écrire

Ỹ (0) = 0, Ỹ (L) = 0, Ỹ ′′(0) = 0, Ỹ ′′(0) = 0

À partir de l’expression de Ỹ , ces quatre égalités donnent les conditions suivantes

A+B + C +D = 0

Aeλ
−L +Be−λ−L + Ceλ

+L +De−λ+L = 0
Λ−(A+B) + Λ+(C +D) = 0

Λ−
(
Aeλ

−L +Be−λ−L
)

+ Λ+
(
Ceλ

+L +De−λ+L
)

= 0

À partir d’une manipulation des équations, on montre en particulier que, pour que la
solution Ỹ ne soit pas identiquement nulle, l’une des deux conditions suivantes doit être
vérifiée

eλ
−L − e−λ−L = 0 ou eλ

+L − e−λ+L = 0 (B.3)

Afin de traduire ces équations en conditions exploitables sur la périodicité des solutions de
l’équation différentielle (B.1), on étudie les domaines de définition des valeurs propres λ±.
Les solutions oscillatoires sont données pour λ± imaginaires pures ou, de façon équivalente,
Λ± ≤ 0. Pour cela, étant donné que Λ± est dépend de Ω ≥ 0, on étudie le signe de Λ± en
fonction de cette variable. Tout d’abord, on établit que les racines Λ± sont réelles pour
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tout Ω ≥ 0. Pour cela, on vérifie que ∆(0) ≥ 0, ∆′(0) ≥ 0 et ∆′′(0) ≥ 0, et donc que pour
tout Ω > 0, ∆(Ω) > 0. On vérifie ensuite que

∀Ω ≥ 0, Λ− ≤ 0, ∀Ω ≥ c(1 + α)
b

, Λ+ ≤ 0.

Cela permet de traduire les conditions (B.3) par{
sin(

√
|Λ−|L) = 0 ou sinh(

√
Λ+L) = 0 si Ω < c(1+α)

b

sin(
√
|Λ−|L) = 0 ou sin(

√
|Λ+|L) = 0 si Ω ≥ c(1+α)

b

qui donne finalement{
Λ− = −n2π2

L2 , n ∈ Z∗ ou Λ+ = 0 si Ω < c(1+α)
b

Λ− = −n2π2

L2 , n ∈ Z∗ ou Λ+ = −n2π2

L2 , n ∈ Z∗ si Ω ≥ c(1+α)
b

La valeur de Ω en fonction du rang n peut alors être déterminée : en injectant Λ =
−n2π2/L2 dans (B.2), on transforme l’équation en un polynôme du second degré de la
variable Ω

abΩ2 +
[
−n

2π2

L2 (a+ b)− ac(1 + α)
]

Ω +
[
n2π2

L2 c(1 + α+ d) + n4π4

L4

]
= 0

qu’on réécrit P2Ω2 + P1Ω + P0 = 0. Ce polynôme admet deux racines Ω± positives

Ω± = −P1 ±
√

∆Ω
2P2

(B.4)

où le déterminant ∆Ω s’exprime en fonction du rang n par

∆Ω = n4π4

L4 (a+ b)2 + a2c2(1 + α)2 + 2n
2π2

L2 (a+ b)ac(1 + α)

− 4abn
4π4

L4 − 4abn
2π2

L2 c(1 + α+ d)

= n4
[
π4

L4 (a− b)2
]

+ n2
[
π2

L2 × 2ac [(a− b)(1 + α)− 2bd]
]

+
[
(ac(1 + α))2

]
= D2n

4 +D1n
2 +D0

et dont on peut montrer qu’il est positif pour tout n. Finalement, les pulsations propres
ω± =

√
Ω± sont obtenues commes fonction du rang n à partir de Ω±.

B.2 Comportements limites des spectres en fréquence

B.2.1 Dévelopement limité des premiers modes

Pour obtenir des expressions exploitable des premières pulsations propres ω± comme
fonctions du rang n, on se propose d’effectuer un développement limité pour n petit en
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utilisant la définition ω± =
√

Ω± où Ω± est donné par (B.4). Pour cela, on commence par
développer la racine du déterminant ∆Ω√

∆Ω(n) =
√

∆Ω(0) + 1
2

1√
∆Ω(0)

(∆Ω(n)−∆Ω(0))

− 1
8

1√
∆Ω(0)3 (∆Ω(n)−∆Ω(0))2 +O

(
(∆Ω(n)−∆Ω(0))3

)
=
√
D0 + 1

2
1√
D0

(
D1n

2 +D2n
4
)
− 1

8
1

√
D0

3D
2
1n

4 +O
(
n6
)

= ac(1 + α) + n2 π
2

L2 (a+ b− 2bλ)

+ n4 π
4

L4
2

ac(1 + α)
(
−ab− b2λ2 + (a+ b)bλ

)
+O(n6)

On en déduit une expression polynômiale de la racine Ω− en repartant de l’expression (B.4)

Ω−(n) = 1
2ab

[
n2π2

L2 (a+ b) + ac(1 + α)−
√
D0 −

1
2

1√
D0

(
D1n

2 +D2n
4
)

+1
8

1
√
D0

3D
2
1n

4 +O
(
n6
)]

= n2 π
2

L2
λ

a
+ n4 π

4

L4
(bλ− a)(λ− 1)
a2c(1 + α) +O(n6)

En notant Ω−(n) = α−n4 + β−n2 +O(n6), on calcule le développement de ω− =
√

Ω−

ω−(n) = n
√
β− + α−n2 = n

(√
β− + α−

2
√
β−n

2 +O(n4)
)

= n
√
β−

(
1 + α−

2β−n
2
)

+O(n5) = nω−
0

(
1 + η−n2

)
+O(n5)

où les constantes ω−
0 et ν− sont définies par

ω−
0 = π

L

√
T0

ρA(1 + T0
EA)

, η− = π2

2L2
EIa

T0
(
1 + T0

EA

)2 .

Le même calcul pour Ω+ donne

Ω+(n) = 1
2ab

[
n2π2

L2 (a+ b) + ac(1 + α) +
√
D0 + 1

2
1√
D0

(
D1n

2 +D2n
4
)

−1
8

1
√
D0

3D
2
1n

4 +O
(
n6
)]

= c(1 + α)
b

+ n2 π
2

L2
a+ b(1− λ)

ab
+ n4 π

4

L4
(bλ− a)(1− λ)
a2c(1 + α) +O(n6)
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En écrivant Ω+(n) = α+n4 + β+n2 + γ+ +O(n6), on calcule pour ω+ =
√

Ω+

ω+(n) =
√
γ+ + 1

2
√
γ+β

+n2 +O(n4) =
√
γ+

(
1 + n2 β

+

2γ+

)
+O(n4)

= ω+
0

(
1 + η+n2

)
+O(n4)

où

ω+
0 =

√√√√(1 + T0
EA

) (
GA− T0

(
1− G

E

))
ρIa

, η+ = π2

2L2
ρIa(

1 + T0
EA

)2
1− E

G + T0
EA

GA− T0
(
1− G

E

)
B.2.2 Comportement asymptotique

Lorsque le rang n tend vers l’infini, les pulsations propres se rapprochent d’une série
harmonique. En effet, en partant de l’expression (B.4), il apparaît que Ω± se comporte
asymptotiquement comme le terme de la variable n de degré le plus fort, c’est à dire

Ω± ∼
n→+∞

π2

L2 (a+ b)±
√
D2

2ab n2 = π2

L2
((a+ b)± (a− b))

2ab n2

ce qui donne respectivement

Ω− ∼
n→+∞

π2n2

bL2 , Ω+ ∼
n→+∞

π2n2

aL2

et, finalement, le comportement asymptotique des pulsations propres

ω− ∼
n→+∞

πn√
bL
, ω+ ∼

n→+∞

πn√
aL
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Annexe C
Librairie C++ Geomi

Geomi (Geometric Integration) est une librairie d’intégration numérique axée sur la
préservation des invariants physiques des systèmes modélisés. L’ensemble du code, dé-
veloppé dans le langage C++, ainsi que sa documentation, sont disponible sur GitHub 1.
Cette librairie est née plusieurs besoins :

— mettre en pratique les résultats numériques théoriques
— pérenniser le développement d’intégrateurs numériques effectué au fur et à mesure

du travail de recherche en permettant le redéploiement des algorithmes
— minimiser le travail d’implémentation de familles d’intégrateurs apparentés en ti-

rant notamment parti de la formulation unifiée que permet la description lagran-
gienne discrète de la mécanique

— factoriser le développement de code gérant la résolution des systèmes d’équations
non linéaires (qui concerne la grande majorité des intégrateurs variationnels), mais
également des fonctions annexes comme les entrées/sorties, la manipulation de
données, etc.

Le principe de la librairie est d’offrir un ensemble d’outils d’intégration numériques ac-
cessible via l’implémentations de classes définissant un système physique particulier. Les
méthodes préprogrammées peuvent alors être instanciées pour calculer une solution nu-
mérique au problème (voir figure C.1).

Utilisateur Librairie Geomi

Modèle
physique

Implémentation

Choix méthode

Intégrateur
numérique

Résolution
système implicite

Librairie
Trilinos::NOX

Solution
numérique

Fig. C.1 Principe d’utilisation de la librairie Geomi.

1. https ://github.com/rdudisk/GeometricIntegration
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Le choix du langage de programmation C++ a été motivé par ses avantages en matière
de rapidité de calcul comparativement à des langage à plus haut niveau d’abstraction
comme Matlab ou Python, et par son paradygme de langage orienté objet qui en fait un
bon candidat pour une implémentation modulaire. Par ailleurs, plusieurs implémentations
de solveurs numériques performants sont disponibles dans ce langage. La résolution des
systèmes d’équations implicites se fait dans Geomi à l’aide du paquet NOX de la librairie
Trilinos [106], qui propose un ensemble d’outils puissants et flexibles pour la recherche
de racines et n’a pas d’équivalent dans d’autres langages haut niveau.

Le paragraphe C.1 propose une introduction rapide à la libraire Geomi. Par ailleurs,
un tutoriel de prise en main rapide et la documentation sont disponibles en ligne [15]. Le
reste du chapitre détaille l’organisation interne de la bibliothèque et son articulation avec
les formalismes qu’elle implémente.

C.1 Introduction pratique
Jusqu’à présent, deux grandes familles d’approches ont été développées dans la librai-

rie : les méthodes variationnelles et les méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas.

C.1.1 Méthodes variationnelles
Le module Variational implémente un ensemble de méthodes numériques variation-

nelles basées sur une formulation lagrangienne des systèmes physiques. Deux cas sont pris
en charge : celui d’un espace de configuration linéaire Q (typiquement Rn) équipé d’un
lagrangien £ : TQ → R ; et celui où l’espace de configuration est un groupe de Lie G
équipé d’un lagrangien réduit ℓ : g→ R. La solution numérique est obtenue en définissant
une intégrale d’action approchant celle du problème de départ à laquelle on applique un
principe variationnel discret. Les équations d’Euler-Lagrange discrètes correspondantes
(DEL dans la suite) s’expriment en toute généralité comme une somme pondérée des
dérivées partielles du lagrangien évaluées sur des points de quadrature. On renvoie à la
lecture des chapitres 1 et 2 pour le détail de cette démarche.

À titre d’exemple, on reprend ici l’exemple de la discrétisation variationnelle par mé-
thode des rectangles exposée au § I.3.1.1. On se place dans le cas où M = [0, T ] ⊂ R et
dim(Q) = N . Pour définir la méthode, on restreint les trajectoires admises aux polynômes
de degré 1 par morceaux, et l’intégrale d’action est approchée par méthode des rectangles
à gauche. La DEL correspondante prise pour deux positions successives qi et qi+1 séparées
d’un pas de temps h s’écrit alors pour tout 1 ≤ A ≤ N

h
∂L

∂qA

(
qi,

qi+1 − qi
h

)
+ ∂L

∂q̇A

(
qi−1,

qi − qi−1
h

)
− ∂L

∂q̇A

(
qi,

qi+1 − qi
h

)
= 0 (C.1)

La DEL (C.1) étant a priori implicite pour la variable qi+1, il convient de la résoudre par
une méthode de recherche de racine. Pour une implémentation efficace, la connaissance
de la jacobienne de la DEL est alors nécessaire. Elle peut être construite par combinaison
des dérivées secondes du lagrangien ; la donnée de ces dérivées d’ordre deux doit donc être
fournie pour l’utilisation des méthodes numériques de la librairie.

La procédure suivante présente la démarche à suivre pour calculer la solution d’un
système lagrangien :
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1. Implémenter une classe d’objets définissant le système lagrangien, et fournissant les
dérivées d’ordres 1 et 2 du lagrangien ; cette classe doit respecter certains modèles
pour fonctionner au sein de la librairie (voir § C.2.2.1)

2. Appeler un intégrateur variationnel de la librairie parmi les implémentations dis-
ponibles (voir § C.2.2.2).

La procédure est détaillée sur l’exemple du problème de Kepler au § C.2.2.

C.1.2 Méthodes de Runge-Kutta Munthe-Kaas
Le module RKMK implémente les méthodes numériques basées sur Runge-Kutta Munthe-

Kaas. Étant donné un système différentiel du type

ẏ = A(t, y) y, y(0) = y0

où y est un élément d’un groupe de Lie matriciel G, et A(t, y) ∈ g pour tout t, y ∈ R×G,
les méthodes RKMK consistent à résoudre l’équation différentielle réduite sur l’algèbre g

ξ̇ = dRexp−1
ξ (A(t, y(t))) , ξ(0) = 0, (C.2)

à l’aide d’une méthode de Runge-Kutta, puis à obtenir la solution dans le groupe via
l’équation de reconstruction yi+1 = yi exp(ξ(h)). On s’assure de cette manière de la
préservation de la structure de groupe de Lie. L’équation sur l’algèbre (C.2) peut être
entièrement construite à partir de la donnée de la matrice A, qui doit donc être fournie
au schéma numérique. La résolution de cette équation nécessite également la jacobienne
de A dans le cas où la méthode de Runge-Kutta utilisée est implicite afin d’effectuer une
recherche de zéro numérique. Le principe général d’utilisation du module RKMK est donc
le suivant :

— Implémenter une classe d’objets définissant la matrice A et sa jacobienne (voir
§ C.2.3.1)

— Appeler un des intégrateurs RKMK de la librairie (voir § C.2.3.2).
Un exemple concret est proposé sur le solide rigide au § C.2.3.

C.2 Principes généraux de l’implémentation
Le modèle du langage C++ offre plusieurs principes de design utilisés à différents ni-

veaux dans la librairie. Nous supposons que le lecteur est familier des termes de la pro-
grammation orientée objet tels que classe, template, classe abstraite ou méthode, ainsi
que les descriptions des structures à l’aide de diagrammes UML. Afin de ne pas alourdir
la représentation des classes en diagrammes UML, seules ont été indiquées les structures
considérées comme essentielles à la compréhension de l’organisation des objets. Pour une
description exhaustive, le lecteur est invité à se référer à la documentation [15].

C.2.1 Le module Common

Avant d’explorer les méthodes numériques implémentées dans Geomi, il est nécessaire
de passer rapidement sur quelques éléments importants utilisés par tous les modules de
la librairie.
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C.2.1.1 Représentation des systèmes physiques

Les systèmes physiques évoluant dans un espace Q sur une base M discrétisée sont
implémentés par une classe template DiscSyst<T_M,T_Q>. Cette représentation peut être
pensée comme un tableau qui à chaque coordonnée d’indice i associe la configuration du
système correspondante, et elle généralise une représentation qui est sous-tendue dans les
différents modules. Le choix de discrétisation de l’espace de coordonnées utilisée pour les
différentes méthodes numériques est fait en définissant l’ensemble des coordonnées sur
lesquelles évolue l’instance du système discret. Cette classe n’est que rarement utilisée en
tant que telle, mais plutôt accédée par des classes qui en héritent.

DiscSyst<T M,T Q>

+ baselinspace() : void

+ baselinstep() : void

Syst<T M,T Q>

# m base : T M

# m pos : T Q

# m node

*

Fig. C.2 Diagramme de la classe template DiscSyst<T_M,T_Q>

C.2.1.2 Représentation des vecteurs et solveurs numériques

Le calcul des racines des systèmes non linéaires, appelé pour toutes les méthodes nu-
mériques implicites, est fait par une librairie tierce, NOX, qui est un paquet de la librairie
C++ Trilinos. Ce paquet propose de nombreux solveurs, puissants et personnalisables. Afin
de permettre la résolution des systèmes non linéaires par cette librairie, certaines conven-
tions de typage ont dû être adoptées dans l’implémentation de Geomi. En particulier, les
solveurs de NOX prennent en argument des vecteurs représentés par une implémentation
de la classe abstraite NOX::Abstract::Vector, et les données du solveur lui-même (so-
lution, système, matrice jacobienne, etc) sont représentés par une implémentation de la
class abstraite NOX::Abstract::Group. Pour éviter des conversions systématiques de type
pour les vecteurs, les représentations internes de ces structures dans la librairie Geomi
sont faites par les implémentations NOXVector et NOXGroup des classes abstraites corres-
pondantes. Pour plus d’information, le lecteur est invité à se référer à la documentation
du paquet NOX [106].

C.2.2 Le module Variational : cas classique

C.2.2.1 Implémentation des systèmes lagrangiens

La simplicité et la concision de la formulation des problèmes invitent à en proposer
un traitement unifié. Dans le module Variational, l’accent a été mis sur l’uniformisation
de la formulation, la modularité de l’implémentation, et la simplicité d’utilisation.

Comme nous avons pu le voir au § C.1.1, la donnée de quelques objets mathématiques
suffit à définir un problème physique :

1. le domaine M de définition de ses variables de base (en temps et en espace)
2. l’espace de configuration Q dans lequel est associé une position pour chaque valeur

des variables de base
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3. un lagrangien L :M× TQ :→ R qui traduit la physique du problème.
Il a été vu que les equations d’Euler-Lagrange discrètes sont formées par une somme
pondérée de dérivées partielles premières du lagrangien évaluées en différents points. Par
ailleurs, afin de construire la matrice jacobienne pour résoudre efficacement le système des
équations d’Euler-Lagrange discrètes, il est nécessaire de connaître les dérivées secondes
du lagrangien.

L’objectif de la librairie Geomi n’étant pas de proposer de fonctionnalités de calcul
formel, il est du ressort de l’utilisateur d’implémenter les dérivées premières et secondes
du lagrangien. En résumé, les données que l’utilisateur a à fournir pour définir le problème
lagrangien pour la librairie sont les suivantes :

1. une implémentation de l’espace de base
2. une implémentation de l’espace de configuration
3. les dérivées d’ordre 1 et 2 du lagrangien du système.

C.2.2.1.1 Espaces de base et de configuration La librairie Geomi propose des
implémentations pour des espaces standards (Rn, SO(3), SE(3)) auxquelles l’utilisateur
peut faire appel ; il est également possible d’en fournir d’autres. Dans le code, on fait de
façon générique référence à ces espaces par les paramètres templates conventionnellement
nommés T_M et T_Q respectivement.

C.2.2.1.2 Système lagrangien Le système lagrangien est défini en héritant la classe
template abstraite Variational::Abstract::Problem<T_M,T_Q> qui hérite de la classe
DiscSyst<T_M,T_Q> décrite plus haut. Six méthodes doivent être implémentées :

1. Les deux dérivées premières dLdq et dLdv qui retournent respectivement ∂L/∂q et
∂L/∂q̇ dans un vecteur de dimension dim(Q), utilisées pour construire la DEL de
la méthode numérique.

2. Les quatre dérivées secondes JqdLdq, JvdLdq, JqdLdv et JvdLdv qui retournent
respectivement ∂2L/∂q2 et ∂2L/∂q̇∂q, ∂2L/∂q∂q̇ et ∂2L/∂q̇2 sous forme d’une
matrice carrée de côté dim(Q), utilisées pour construire la matrice jacobienne de
la DEL.

Définir un héritage de cette classe permet de définir un problème lagrangien dans le cadre
de la librairie.

Nous donnons ici un exemple d’implémentation pour l’oscillateur harmonique à deux
degrés de liberté. L’espace de configuration du système est donc R2, et le lagrangien du
système

£(q, v) = 1
2 ⟨v, v⟩ −

1
2 ⟨q, q⟩ .

La variable de temps est représentée par un double, et l’espace de configuration par une
instanciation de classe template NOXVector<2> représentant un vecteur de R2.
typedef double M;
typedef NOXVector <2> Q;

La classe héritant Variational::Abstract::Problem<M,Q> implémente le problème
associé à l’oscillateur harmonique bidimensionnel.
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DiscSyst<T M,T Q>

Variational::Abstract::Problem<T M,T Q>

+ dLdq()

+ dLdq()

+ JqdLdq()

+ JvdLdq()

+ JqdLdv()

+ JvdLdv()

UserProblem

+ dLdq()

+ dLdq()

+ JqdLdq()

+ JvdLdq()

+ JqdLdv()

+ JvdLdv()

Fig. C.3 Diagramme pour l’implémentation par l’utilisateur d’une classe
UserProblem représentant un problème lagrangien.

class HarmOsc : public Variational :: Abstract ::Problem <M,Q>
{
public:

/* ... */

Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,1>
dLdq (const Q q, const Q v)
{

Eigen::Matrix <double ,Q::DOF ,1> _dLdq = -q;
return _dLdq;

}

Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,1>
dLdv (const Q q, const Q v)
{

Eigen::Matrix <double ,Q::DOF ,1> _dLdv = v;
return _dLdv;

}

Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >
JqdLdq (const Q q, const Q v)
{

Eigen::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF > _JqdLdq
= Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >:: Zero ();

_JqdLdq (0,0) = -1.0;
return _JqdLdq;

}

Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >
JvdLdq (const Q q, const Q v)
{ return Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >:: Zero (); }

Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >
JqdLdv (const Q q, const Q v)
{ return Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >:: Zero (); }
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Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >
JvdLdv (const Q q, const Q v)
{

Eigen::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF > _JvdLdv
= Eigen ::Matrix <double ,Q::DOF ,Q::DOF >:: Zero ();

_JvdLdv (1,1) = 1.0;
return _JvdLdv;

}
};

C.2.2.2 Intégrateurs variationnels

Chaque méthode numérique variationnelle distincte est implémentée par sa propre
paire de classes, héritant respectivement des classes abstraites Variational::Abstract::Step
pour l’une, et Variational::Abstract::StepInternals et Abstract::NOXStep pour
l’autre. Elles sont généralement nommées par convention MethodStep et MethodStepInternals
où Method est le nom de la méthode appropriée.

C.2.2.2.1 La classe MethodStepInternals Cette classe constitue le cœur de la mé-
thode numérique à proprement parler puisqu’elle encode les équations d’Euler-Lagrange
discrètes et la matrice jacobienne correspondante. Trois méthodes héritées de la classe
abstraite Abstract::NOXStep sont à implémenter :

1. getInitialGuess qui retourne une heuristique pour initialiser le solveur avec une
configuration du système

2. computeF qui à une configuration donnée du système associe le vecteur correspon-
dant aux équations d’Euler-Lagrange en coordonnées

3. computeJacobian qui à une configuration donnée du système associe la matrice
jacobienne des équations d’Euler-Lagrange.

La classe Variational::Abstract::StepInternals implémente elle pour sa part quelques
routines, et contient le prototype d’une fonction à implémenter, posFromVel, qui trans-
forme un couple position-vitesse en couple position-position en cohérence avec la méthode
numérique (cette fonction sert lors de l’initialisation du système pour uniformiser les types
de conditions aux bords).

C.2.2.2.2 La classe MethodStep Elle implémente la classe Variational::Abstract::Step
qui contient trois méthodes abstraites :

1. setData qui permet d’initialiser les données du problème
2. initialize qui résout le problème sur le premier intervalle de temps. Cette mé-

thode n’est utilisée que par les méthodes multisteps
3. makeStep qui appelle un solveur numérique de la librairie NOX pour résoudre les

équations d’Euler-Lagrange discrètes sur un pas de temps.

L’itération de la méthode sur l’ensemble de l’intervalle d’intégration est effectué par un
objet d’une instanciation de la classe template Variational::Integrator.
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Variational::Abstract::Step

<T M,T Q,T INTERNALS,T PROBLEM>

+ setData()

+ initialize()

+ makeStep()

Variational::Abstract::StepInternals

<T M,T Q,T PROBLEM>

+ posFromVel()

Abstract::NOXStep

<T Q,T N EQUATIONS>

+ getInitialGuess()

+ computeF()

+ computeJacobian()

MethodStepInternals

+ posFromVel()

+ getInitialGuess()

+ computeF()

+ computeJacobian()

MethodStep

+ setData()

+ initialize()

+ makeStep()

T Q=Q

T N EQUATIONS=n steps

T M=M

T Q=Q

T PROBLEM=UserProblem

T M=M

T Q=Q

T INTERNALS=MethodStepInternals

T PROBLEM=UserProblem

Fig. C.4 Diagramme pour l’implémentation des classes MethodStep et
MethodStepInternals

C.2.2.2.3 Intégrateurs implémentés Toutes les méthodes implémentées peuvent
être facilement instanciées via la classe Variational::Factory dont la méthode createIntegrator
prend en entrée une chaîne de caractère correspondant à une méthode existante. Les mé-
thodes disponibles sont ici détaillées.

Méthode basée sur la méthode des rectangles explicite L’intégrale d’action
est approchée par méthode des rectangles à gauche et la solution projetée sur l’espace des
polynômes de degré 1 par morceaux dérivables à droite∫ h

0
L(q(t), q̇(t))dt ≈ hL

(
q0,

q1 − q0
h

)
.

Méthode basée sur la méthode des rectanges implicite L’intégrale est celle
fois approchée par méthodes des rectangles à droite∫ h

0
L(q(t), q̇(t))dt ≈ hL

(
q1,

q1 − q0
h

)
.
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Méthode du point milieu L’intégrale est évaluée sur le milieu de son intervalle,
ce qui donne ∫ h

0
L(q(t), q̇(t))dt ≈ hL

(
q0 + q1

2 ,
q1 − q0
h

)
.

Méthode de Galerkin La solution est interpolée par l’ensemble des polynômes de
degré M par morceaux, et pour chaque intervalle est donc fixée par la donnée de M + 1
configurations {qµi }Mµ=0. L’intégrale est approchée par une quadrature de Gauss-Legendre
(ca, wa)Aa=1 à A points. On définit l’intégrale d’action par un principe d’optimisation local
sur les configurations de la solution à l’intérieur de l’intervalle de temps∫ h

0
£(q(t), q̇(t))dt ≈ ext

{qµ
i }M−1

µ=1 ∈Q
h

r∑
i=1

wiL(q̃(cih), ˙̃q(cih)).

Nous proposons un exemple d’utilisation d’intégrateur variationnel en reprenant l’exemple
présenté au § C.2.2.1.2 de l’oscillateur harmonique. L’axe temporel est discrétisé en pre-
nant un pas de temps h = 0.2 et un nombre d’échantillons I = 250. Le problème est
initialisé avec les données suivantes

q(0) = (0.2, 0.4)T , q̇(0) = (0.3,−0.5)T .

Un intégrateur de Galerkin basé sur une interpolation par des polynômes de degré 2
et une quadrature de Gauss-Legendre d’ordre 2 est instancié en appellant la méthode
createIntegrator de la classe Variational::Factory.
double h = 0.2;
int n_steps = 250;

HarmOsc harm_osc;
harm_osc.baselinstep (0.0,h,n_steps );

Q pos , vel;
pos << 0.2, 0.4;
vel << 0.3, -0.5;
harm_osc.pos(0,pos);
harm_osc.vel(0,vel);

Variational :: Abstract :: Integrator& integrator =
Variational ::Factory <double ,Q,HarmOsc >

:: createIntegrator(harm_osc ,"Galerkin␣P2N2Gau");

integrator.initialize ();
integrator.integrate ();

C.2.3 Le module RKMK

C.2.3.1 Implémentation du système dynamique

La définition du problème se fait par la donnée des objets mathématiques suivants :
1. La variété M sur laquelle est formulée l’équation différentielle
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2. L’algèbre de Lie g agissant sur l’espace de configuration
3. La matrice A ∈ g∗ associée à chaque configuration

Les espaces standards Rn, so(3), se(3) sont implémentés dans la librairie, auxquels l’uti-
lisateur peut également ajouter les siens.

C.2.3.1.1 Système dynamique Le système dynamique est défini en héritant la
classe abstraite RKMK::Abstract::Problem<T_LIE_ALGEBRA> et en implémentant les deux
méthodes abstraites suivantes :

1. computeA qui retourne la valeur de A ∈ g∗ pour une configuration y donnée
2. computeJacobianA qui retourne la jacobienne de A pour une configuration y don-

née.

DiscSyst<T M,T Q>

RKMK::Abstract::Problem<T LIE ALGEBRA>

+ computeA()

+ computeJacobianA()

UserProblem

+ computeA()

+ computeJacobianA()

T M=double

T Q=NOXVector<T LIE ALGEBRA::DOF>

Fig. C.5 Diagramme pour l’implémentation par l’utilisateur d’une classe
UserProblem représentant un système dynamique pour le module RKMK.

Pour illustrer cette définition, nous proposons un exemple d’implémentation du pro-
blème du solide indéformable en champ libre. L’équation modélisant ce système est

π̇ =

 0 π1/I3 −π2/I2
−π3/I3 0 π1/I1
π2/I2 −π1/I1 0

π, π(0) = π0

où π ∈ M = R3 est le moment cinétique du solide, J = diag(I1, I2, I3) est le tenseur
d’inertie, et la matrice A est un élément de so(3).

Dans le module RKMK, la variable de temps est toujours représentée par un double.
L’espace de configuration R3 et l’aglèbre de Lie so(3) sont définis par des types implé-
mentés dans la librairie Geomi.
typedef NOXVector <3> Q;
typedef SO3::Algebra <double > Algebra;

En héritant RKMK::Abstract::Problem<Algebra>, la classe RigidBody définit le pro-
blème du solide indéformable.
class RigidBodyProblem : public RKMK:: Abstract ::Problem <Algebra >
{

private:



C.2 Principes généraux de l’implémentation 171

Eigen::Matrix <double ,3,1> m_Iinv;

public:
/* ... */

bool
computeA (Algebra& A, const Q& x)
{

A = Algebra((-m_Iinv ). asDiagonal ()*x);
return true;

}

bool
computeJacobianA (std::vector <Algebra >& JA , const Q& x)
{

Eigen ::Matrix <double ,3,3> M = (-m_Iinv ). asDiagonal ();
for (int i=0; i<3; i++)

JA.push_back(Algebra(M.col(i)));
return true;

}
};

C.2.3.2 Intégrateurs

Comme pour le module Variatonal, il existe une unique classe implémentant un inté-
grateur numérique, et celle-ci fait appel aux différentes réalisations de la classe abstraite
RKMK::Abstract::Step. La différence ici est que la classe représentant l’équation diffé-
rentielle, RKMK::StepInternals, n’est pas abstraite et correspond à une implémentation
par défaut pour les méthodes explicites. Pour les méthodes implicites, elle doit être héritée
par une autre classe sur le modèle présenté en section C.2.3.2.2.

Deux familles de méthodes ont été implémentées dans des classes séparées. Celles-ci ne
regroupent pas toutes les méthodes, mais permettent l’utilisation d’un grand nombre de
méthodes classiques. On présente ici leurs légères différences de structure et les méthodes
numériques qu’elles encodent.

C.2.3.2.1 La classe RKMK::ExplicitStep Cette classe représente les méthodes RKMK
explicites, c’est à dire dont les tableaux de Butcher sont diagonaux inférieurs stricts ; autre-
ment dit ∀i ≤ j, ai,j = 0. Les coefficients de la méthode peuvent être passés à l’instance de
classe via la méthode setCoeffs de la classe RKMK::Abstract::Step. Étant donné qu’elle
est explicite, cette méthode n’a pas besoin de faire appel à un solveur extérieur, et utilise
la classe par défaut RKMK::StepInternals pour représenter l’équation différentielle.

C.2.3.2.2 La classe RKMK::DiagonalStep Cette classe encode les méthodes RKMK
implicites diagonales, c’est à dire dont les tableaux de Butcher sont diagonaux inférieurs ;
autrement dit ∀i < j, ai,j = 0. La classe a recours à une classe RKMK::DiagonalStepInternals
héritée de RKMK::StepInternals pour représenter l’équation différentielle. La classe RKMK::DiagonalStepInternals
permet la résolution du système implicite défini par la méthode ; à cette fin, elle hérite
également de la classe Abstract::NOXStep pour que puisse lui être appliqué un solveur
numérique de la librairie NOX.
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RKMK::Abstract::Step

<T LIE ALGEBRA,T INTERNAL STAGES>

+ setCoeffs()

+ makeStep()

RKMK::StepInternals

<T LIE ALGEBRA,T INTERNAL STAGES>

RKMK::ExplicitStep

<T LIE ALGEBRA,T INTERNAL STAGES>

+ makeStep()

Fig. C.6 Diagramme d’implémentation de la classe RKMK::ExplicitStep

RKMK::Abstract::Step

<T LIE ALGEBRA,T INTERNAL STAGES>

+ setCoeffs()

+ makeStep()

RKMK::StepInternals

<T LIE ALGEBRA,T INTERNAL STAGES>

Abstract::NOXStep

<T Q,T N EQUATIONS>

+ getInitialGuess()

+ computeF()

+ computeJacobian()

RKMK::DiagonalStepInternals

<T LIE ALGEBRA,T INTERNAL STAGES>

+ getInitialGuess()

+ computeF()

+ computeJacobian()

RKMK::DiagonalStep

<T LIE ALGEBRA,T INTERNAL STAGES>

+ makeStep()

T Q=NOXVector<T LIE ALGEBRA::DOF>

T N EQUATIONS=1

Fig. C.7 Diagramme d’implémentation des classes RKMK::DiagonalStep et
RKMK::DiagonalStepInternals

Nous proposons ici un exemple d’utilisation d’intégrateur sur le système du solide
rigide. Le système est discrétisé en prenant un pas de h = 0.1s sur n = 1000 échantillons.
Les données du problèmes sont initialisées par

J = diag(3/2, 1, 1/2), π0 = (cos(π/3), 0, sin(π/3))T

et le sytème est intégré par une méthode RKMK4 basée sur la méthode explicite de Runge-
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Kutta classique d’ordre 4. Cet intégrateur est appelé grâce à la fonction createIntegrator
de la classe RKMK::Factory qui prend en entrée un objet modélisant le système physique
et une chaîne de caractère correspondant à une méthode de Runge-Kutta.

double h = 0.1;
int n_steps = 1000;
RigidBodyProblem myProblem;
myProblem.baselinstep (0.0,h,n_steps );

Eigen ::Matrix <double ,3,1> Iinv (3.0/2.0 ,1.0 ,0.5);
myProblem.Iinv(Iinv);

Eigen ::Matrix <double ,3,1> pos(cos(M_PI /3.0) , 0.0, sin(M_PI /3.0));
myProblem.pos(0,pos);

RKMK:: Abstract :: Integrator& integrator =
RKMK::Factory <Algebra >:: createIntegrator(myProblem ,"RK␣4");

bool success = integrator.integrate ();

C.3 Perspectives

Nous proposons ici quelques pistes pour étendre et améliorer la librairie.

C.3.1 Interface haut-niveau

Le bas niveau d’abstraction du langage C++ le rend plus difficile à appréhender que des
langages comme Matlab ou Python. Dans l’objectif de rendre les intégrateurs implémentés
accessibles “clef en main” à des utilisateurs mathématiciens et physiciens ne maîtrisant pas
nécessairement le C++, il serait souhaitable de proposer une interface utilisateur en Python.
Les entrées de l’utilisateur pourraient alors se faire dans ce langage, qui appellerait ensuite
la librairie Geomi en arrière-plan pour effectuer l’intégration numérique. Cela pourrait
par ailleurs permettre de décharger l’utilisateur de la tâche de la double dérivation du
lagrangien, nécessaire pour l’utilisation de Geomi. Des paquets de calculs symboliques
comme sympy peuvent en effet permettre d’effectuer cette étape. Le calcul symbolique
offre par ailleurs d’autres avantages qui sont l’objet de la remarque suivante.

C.3.2 Calcul symbolique

Tous les calculs sont effectués dans Geomi de manière numérique, et la librairie est
totalement agnostique vis-à-vis de la notion de calcul symbolique. Or, selon le système
modélisé, des simplifications mathématiques peuvent parfois s’opérer. En tirer parti per-
mettrait d’améliorer dans certain cas la vitesse de calcul. Prenons l’exemple de la mé-
thode du rectangle appliquée au pendule simple. Le lagrangien de ce système est défini
par £(q, q̇) = q̇2/2 + cos(q), et son lagrangien discret par

Ld(q0, q1) = 1
2

(q1 − q0)2

h
+ h cos(q0)
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À chaque pas (qi−1, qi) 7→ (qi, qi+1), l’appel à l’intégrateur dans Geomi va résoudre impli-
citement l’équation d’Euler-Lagrange discrète pour la variable qi+1

qi+1 − qi
h

+ h sin(qi)−
qi − qi−1

h
= 0

alors que qi+1 peut s’exprimer explicitement en fonction des variables qi−1, qi en réécrivant
l’équation ci-dessus comme

qi+1 = 2qi − qi−1 − h2 sin(qi).

En ayant recours à un paquet de calcul comme sympy en Python, il est possible d’expli-
citer l’équation d’Euler-Lagrange et, si besoin est, de définir l’expression de sa matrice
jacobienne en vue de sa résolution implicite. Cette expression symbolique peut ensuite
être traduite dans le langage C++, puis compilée et résolue à l’aide de solveurs numériques
efficaces comme NOX. Précisons que l’implémentation de cette proposition nécessiterait
une réécriture importante de Geomi.

C.3.3 Méthodes covariantes
Les intégrateurs implémentés dans Geomi ne gère actuellement que l’approximation

des EDOs. Une piste de développement serait l’implémentation de méthodes covariantes
aptes à calculer les solutions numériques des équations aux dérivées partielles formulées à
l’aide d’une densité lagrangienne (chapitre 3). Une telle extension nécessite cependant une
description générale et flexible de la discrétisation spatio-temporelle de l’espace de base,
et de sa prise en charge par les méthodes covariantes ; description qu’il est au préalable
nécessaire de formuler dans un cadre théorique, ce qui reste encore à établir.
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