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Introduction

La prédiction de I’évolution d’un systéme physique au cours du temps est un sujet aux
innombrables facettes au coeur des sciences modernes. La modélisation mathématique de
phénoménes physiques conduit souvent & une équation aux dérivées partielles dont 1’étude
souléve de nombreuses questions. L’une d’entre elles est la possibilité d’agir sur le systéme
dans le but de lui faire atteindre un état donné. Dans certaines situations, agir sur le
systéme étudié ne peut se faire qu’a partir d’une région limitée de 'espace (par exemple,
un radiateur qui chauffe une piéce). Ce domaine d’action peut-étre sujet a des contraintes
de natures géométriques par exemple, pour assurer l'efficacité du controle.

Le sujet de cette thése est la recherche de conditions géométriques pour assurer la
controlabilité d’équations aux dérivées partielles linéaires posées sur tout l'espace eucli-
dien RY. Les équations d’évolution qui sont traitées dans ce manuscrit sont des équations
diffusives qui, pour la plupart, jouissent de forts effets régularisants. Les solutions de ces
équations, héritant d’une forte régularité, sont de ce fait trés localisées dans le domaine
des fréquences et des principes d’incertitude interviennent naturellement dans I’étude du
systéme. Un principe d’incertitude est une propriété qui limite la concentration simultanée
d’une fonction et de sa transformée de Fourier. En exploitant cette notion, des travaux
récents ont exhibé une condition géométrique, appelée épaisseur, nécessaire et suffisante
a la controdlabilité de l'équation de la chaleur posée sur R, Ce présent manuscrit vise a
comprendre les liens existant entre ces notions et la controélabilité d’équations d’évolution.
L’objectif est double. Il s’agit d’établir des principes d’incertitude généraux qui peuvent
parfois prendre la forme d’inégalités spectrales et d’en déduire des conditions géométriques,
si possible nécessaires et suffisantes, pour assurer la controlabilité de larges classes d’équa-
tions d’évolution qui jouissent de propriétés régularisantes.

Une partie de ce manuscrit est consacrée a ’étude d’équations purement diffusives et
permet de comprendre le réle que joue I’épaisseur dans leur contrélabilité, pour différentes
notions de controle. D’autre part, un large pan de cette thése se concentre sur la contrd-
labilité d’équations diffusives dotées d’un potentiel confinant, telles que I'équation de la
chaleur harmonique et les équations d’évolution associées & des opérateurs de Shubin ani-
sotropes. Les solutions associées sont ultra-analytiques et jouissent d’une décroissance de
type exponentielle en espace. Cette thése a pour objet de mettre en exergue I'influence de
cette décroissance sur la géométrie du support de contréle. Enfin, des conditions géomé-
triques pour le controle des équations de Schrodinger libre et harmonique sont également
établies dans ce manuscrit.

Le corps de ce manuscrit est constitué des quatre travaux [5], [51], [52] et [53]. Son
texte est divisé en trois grandes parties. La premiére présente les notions de principes
d’incertitude et de paires annulantes, ainsi qu’une introduction, loin d’étre exhaustive, sur
la théorie du contrdle pour des équations d’évolution linéaires. A la fin de cette partie, des
exemples d’application des principes d’incertitude a la théorie du contréle sont donnés.
La seconde partie, écrite en langue francaise, présente et énonce ’ensemble des résultats
obtenus durant cette thése. Elle contient de nouveaux principes d’incertitude valables dans
des espaces de Gelfand-Shilov, des inégalités spectrales et des applications en théorie du
controle. Dans cette partie, peu de preuves sont données. La troisiéme grande partie, plus
technique et écrite quant a elle en langue anglaise, est consacrée aux preuves des principaux
résultats présentés dans la seconde. Enfin, ce manuscrit contient un appendice dans lequel



2 INTRODUCTION

le lecteur trouvera des définitions et quelques propriétés sur les espaces de Gelfand-Shilov,
les fonctions de Hermite, la fonction Gamma d’Euler, ainsi que sur les métriques lentes.



Premiére partie

Principes d’incertitude pour la
controlabilité






Chapitre 1

Principes d’incertitude : des paires annulantes aux inégalités
spectrales

Ce chapitre introduit la notion de principe d’incertitude et ses différentes manifesta-
tions. La notion de paires annulantes est présentée en Section 1.1. Elle permet d’introduire
la condition d’épaisseur pour un ensemble mesurable, & travers le Théoréme de Logvinenko-
Sereda. La Section 1.2 s’intéresse a des inégalités spectrales pour des combinaisons linéaires
finies de fonctions de Hermite sous différentes conditions géométriques, dont 1’épaisseur.

1.1. Le Théoréme de Logvinenko-Sereda

Il existe de nombreux types de principes d’incertitude. Le plus célébre est le Principe
d’incertitude de Heisenberg qui pose I'impossibilité de déterminer précisément et simulta-
nément la position et le moment d’une particule quantique. Mathématiquement, il s’énonce
de la maniére suivante

aceR

A 1
(111 nf /R ;= aP|f(@)de ) inf ( /R 16 = PIF©PdS) = 711£ 12 za):

pour tout f € L2(R%) et pour tout entier 1 < j < d. Dans I'estimation (1.1.1), f désigne
la transformée de Fourier de f dont le choix de normalisation est le suivant

(112) Ve LR VECRY, F(NEO) =1 = | S@)e " da.

L’estimation (1.1.1) montre qu’une fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent pas
étre simultanément trés localisées. Plus généralement, on appelle principe d’incertitude,
toute propriété imposant une limitation sur la concentration simultanée d’une fonction et
de sa transformation de Fourier. Il existe une grande variété de principes d’incertitude dont
I'un d’entre eux est donné par la notion de paires annulantes.

DEFINITION 1.1.1 (Paires annulantes). Soient S, % deuz sous-ensembles mesurables de
R4
- On dit que la paire (S,X) est une paire faiblement annulante si ['unique fonction
f € L*(R?) wérifiant supp f C S et suppfc Y est la fonction nulle f =0
- On dit que la paire (S,X) est une paire fortement annulante s’il existe une
constante positive C = C(S,%) > 0 telle que pour tout f € L*>(R?),

(113 [@taso( [ @ [ foP)

On remarque, de maniére immeédiate, qu’une paire fortement annulante est nécessaire-
ment faiblement annulante. Nous verrons plus tard que ces deux notions sont bien distinctes
en donnant un exemple d’une paire faiblement annulante qui n’est pas fortement annulante.
Une caractérisation équivalente, et plus pratique, des paires fortement annulantes est don-
née par le lemme suivant :

LEMME 1.1.2. Une paire de sous-ensembles mesurables (S, %) est fortement annulante
si et seulement s’il existe une constante strictement positive D(S,X) > 0 telle que pour
tout f € L2(R?)

(1.1.4) f]le\z =0 = | fllremay < DS, D) fll2meys)-
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6 PRINCIPES D’INCERTITUDE

ot Ipa\y; désigne la fonction caractéristique de Uensemble R%\ 3.

Ce lemme caractérise la notion de paires fortement annulantes en termes d’équivalence
de normes sur un sous-espace de L?(R9). I est clair que toute paire fortement annulante
vérifie les estimations (1.1.4). Réciproquement, si (S, ) est une paire de sous-ensembles
mesurables satisfaisant les estimations (1.1.4) alors, par le théoréme de Plancherel, nous
avons pour toute fonction f € L?(R9),

1172 ey = 11 eyl Fo ey + 1151122 gay

1
= ||f]le\S||%2(Rd) + an]lSH%Q(Rd)
s+ T ey o T
= Hf Rd\SHLQ(Rd) + (27T)dHf S EHLz(Rd) + (271—)dHf S Rd\EHLQ(Rd).

En remarquant que f]-l; = f — jﬂ@\\s, puis en appliquant une inégalité triangulaire aux
deux derniers termes du membre de droite et en utilisant & nouveau le théoréme de Plan-
cherel, nous obtenons que pour toute fonction f € L?(R%),

2 A 2 .
(1.1.5) 1172 ay < 5l Ao sll72gay + W\\fﬂﬂ@d\zﬂiz(w) + W’\fﬂzﬂiz(ﬂm

Il reste alors & appliquer I'hypothése (1.1.4) & la fonction F~1( f 1y) pour estimer le troi-
siéme terme du membre de droite. Nous obtenons, par une nouvelle utilisation du théoréme
de Plancherel
2 A s P
Gy 1Py = 207 (P12 sy < 2D(SDPNF (1) s
En remarquant que F~(flg) = f — F~1(f Iga\x) et en exploitant a nouveau le théoréme
de Plancherel, on en déduit par des inégalités triangulaires

2 s 4D(S, %)% &

(1.1.6) WHHZH%%W) <4D(S, 2| f 122 @ars) + ((%’W)Hf”%?(Rd\z)-
D’apreés les estimations (1.1.5) et (1.1.6), on en déduit que 'inégalité (1.1.3) est satisfaite.

Un premier exemple élémentaire de paires annulantes peut étre obtenu en considérant
deux compacts K; et Ky de R%. En effet, considérons une fonction f € L?(R%) dont la
transformée de Fourier s’annule en dehors du compact Ks. Une telle fonction est néces-
sairement analytique et si de plus, celle-ci s’annule sur I’ensemble de mesure strictement
positive R?\ K7, alors f est la fonction nulle. Ceci montre que (K7, Ko) forme une paire
faiblement annulante. De maniére générale, il a été montré par Benedicks dans [13] que
(S, ) forme une paire faiblement annulante dés que les ensembles S et 3 sont de mesures
de Lebesgue finies |S|, || < +00. Sous cette méme hypothése, Amrein et Berthier ont
établi dans le papier [7] que la paire (S,X) est en réalité une paire fortement annulante.
Obtenir des estimations de la constante C'(S,3) dans l'estimation (1.1.3) en fonction des
ensembles S et X est un probléme trés intéressant qui présente des intéréts en théorie du
controle, comme nous le verrons dans le Chapitre 2. Lorsque la dimension est égale a 1,
et sous la méme hypothése que dans 7], Nazarov a donné l’estimation suivante de cette
constante dans le travail [58],

C(8,%) < rerSIBl
ol k > 0 est une constante positive indépendante de S et de X. Ce résultat a été étendu a
la dimension supérieur par Jaming [37] qui a démontré 'estimation suivante

C(S,5) < rer(SIEDT

ol k£ > () est une constante indépendante de S et 3, valable lorsque I'un des deux ensembles
S et X est convexe.

Bien qu’il existe, dans la littérature, une variété d’articles traitant de la notion de paires
annulantes, comme les travaux [6, 14, 15, 19, 22, 62|, il n’existe pas, pour l'instant,
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de description exhaustive de toutes les paires fortement annulantes. Néanmoins, dans le
cas particulier ot 'ensemble ¥ est supposé borné, il existe une description compléte des
ensembles S formant une paire fortement annulante avec 3. Cette catégorie d’ensembles
se caractérise par la notion d’épaisseur :

DEFINITION 1.1.3 (Ensembles épais). Soient w C R? un sous-ensemble mesurable,
0<y<1letR>0. On dit que w est y-épais a l’échelle R > 0 si et seulement si

vo € RY, |wn B(z, R)| > 7|B(x, R),

ot B(x, R) désigne la boule euclidienne centrée en = et de rayon R et |-| désigne la mesure
de Lebesgue. On dit que w est épais s’il existe 0 < v <1 et R > 0 tels que w est y-épais a
léchelle R.

La condition d’épaisseur impose & ’ensemble d’étre bien distribué dans l’espace. Le
complémentaire d’un ensemble épais ne peut contenir des boules de rayon arbitrairement
grand, puisqu’ils sont limités par le paramétre R > 0 dans la Définition 1.1.3. Soulignons le
fait que dans la Définition 1.1.3, les boules considérées sont associées a la norme euclidienne,
mais le choix d’une autre norme ne change pas la notion d’épaisseur. Par équivalence des
normes en dimension finie, un ensemble épais pour la norme euclidienne le sera également
pour n’importe quel autre choix de norme sur l'espace vectoriel de dimension finie R%.
Néanmoins, les constantes v et R apparaissant dans la Définition 1.1.3 dépendent du choix
de cette norme, comme le montre le lemme suivant.

LEMME 1.1.4. Soient 0 <~y <1, R > 0, un sous-ensemble mesurable w C R% et N une
norme sur R%. Pour x € R?, on note By(z, R) la boule ouverte associée a la norme N
centrée en x et de rayon R. Il existe une constante strictement positive Cq > 1 dépendant
de la dimension d > 1 telle que :

(1) Si w satisfait

Vz € R?, |wn By(z,R)| > v|By(z, R),
alors w est (yC*")-épais a I'échelle RCy > 0.
(13) Siw est y-épais a l’échelle R alors

Vo € ]Rd, lwN By (z, RCy)| > 'yCd_Qd\BN(ac,RCd)L

Si N est une norme sur R%, alors, par équivalence des normes, il existe une constante
Cq > 1 telle que

1
—N<| | <CyN
c, < |- <CyN,

ot |-| désigne la norme euclidienne. Le Lemme 1.1.4 se déduit alors des inclusions de boules
suivantes

VR > 0,Yz € RY, B(z,R) C By(z, RCy) et By(z,R) C B(z, RCy).

La Figure 1.1 illustre une construction générique d’un ensemble épais de R?. Elle consiste
& quadriller le plan et & colorier une fraction fixe de chacun des carrés. Cette construction
est facilement adaptable & toutes les dimensions d > 1.

Le Théoréme de Logvinenko-Sereda [50] stipule que lorsque ¥ C R? est une partie
bornée, la notion d’épaisseur est une condition nécessaire et suffisante & imposer au com-
plémentaire de S pour que la paire (S, ) soit fortement annulante :

THEOREME 1.1.5 (Logvinenko-Sereda). Soient S, C RY deux sous-ensembles mesu-
rables avec ¥ borné et de mesure de Lebesque strictement positive |X| > 0. La paire (S, X)
est fortement annulante si et seulement si le sous-ensemble R\ S est épais.
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FIGURE 1.1. Exemple d’un ensemble épais dans R?
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Il est intéressant de remarquer que cette condition nécessaire et suffisante ne dépend
pas de l’ensemble borné ¥ considéré. Cela conduit a la conséquence suivante : si S forme
une paire fortement annulante avec un sous-ensemble borné de mesure strictement positive
¥ C R? alors S forme une paire fortement annulante avec tout sous-ensemble borné de
R?. Nous pouvons & présent donner un exemple unidimensionnel d’une paire d’ensembles
mesurables (S, X)) faiblement annulante qui n’est pas fortement annulante. Supposons que
Y est borné et de mesure strictement positive, et posons S = R\ (=R, R) ou R > 0. Le
complémentaire de S étant borné, il ne peut satisfaire la condition d’épaisseur. D’apres le
Théoréme 1.1.5, la paire (S, %) n’est donc pas fortement annulante. Cependant, la paire
(S,Y) est faiblement annulante puisqu’une fonction non nulle dont la transformée de Fou-
rier s’annule en dehors de X, se prolonge nécessairement en une fonction entiére qui ne
peut donc pas étre identiquement nulle sur (—R, R) d’apreés le principe des zéros isolés.

Donnons une preuve du caractére nécessaire de la condition d’épaisseur dans le Théo-
réme 1.1.5. On retrouvera le caractére suffisant de cette condition comme cas particulier
d’un des résultats de ce manuscrit (voir Théoréme 6.2.1 du Chapitre 6).

Preuve du caractére nécessaire de Uépaisseur dans le Théoréme 1.1.5 : Soient ¥ C R?
un sous-ensemble borné de mesure strictement positive |X| > 0 et S C R? un sous-ensemble
tel qu’il existe une constante D = D(S,X) > 0 vérifiant :

Vf e L*(R?), f]IRd\E =0 = | fllr2raey < Dl fllz2®ars)-
Considérons une fonction non-nulle f telle que f Iga\s; = 0. Un exemple de telle fonction
est donné par f = F~!(lg) € L3(R?) car 1y € L?(R?%) puisque ¥ est borné. Définissons
alors la famille de fonction (f,),ere C L?(RY) donnée par
Va e RE Ve e RY,  fo(x) = f(z —a).

Puisque les transformées de Fourier des fonctions (f;),cra sont obtenues en rajoutant un
terme de phase a la transformée de Fourier de f, nous vérifions immédiatement que

Va e R, folgay = 0.

En appliquant I'hypothése que (S, Y) forme une paire fortement annulante, on a

Va € R, ||fa”%2(Rd) < D2Hfa‘|%2(Rd\s) =D’ /Rd |f(l‘)|2]l(Rd\S)fa(x)dm’

oil 'ensemble (R?\ S) — a désigne le translaté de R?\ S par —a donné par
(RI\ S) —a = {ﬂz—a, xeRd\S}.
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Soient @ € R% et R > 0. En scindant en deux l'intégrale apparaissant dans le terme a droite
de l'inégalité, nous avons

nﬂéwywnmmﬂgw/
B(0,R)

gW/' umwmwwAmm+W/ 1 (@)|2de.
B(0,R) R4\ B(0,R)

Puisque f € L2(R9)\ {0}, par théoréme de convergence dominée, il existe R > 0 indépen-
dant de a € R? tel que

P ng-o@ida 4D [ @) oo

1
D[ (g <
R4\ B(0,R)
On en déduit que pour tout a € R, on a

(L1.7) 1125 g, < 2D2 /OR) )P gy ) (2)d.

Remarquons que puisque f Igay; = 0 et que ¥ est borné, nous obtenons par le théoréme
d’inversion de Fourier et le théoréme de Plancherel que f € L>®(R?) et

b
Ulimen < o [ 170 < E 10 = (12

On déduit de cette 1négahté combinée & I'estimation (1.1.7) que pour tout a € RY,
1B gga) < 2D £ | (RO S) = a) 1 B(O, R)|
- 2D2|3|
— (2m)d

Puisque f est non-nulle et que |X| > 0, on en déduit que R?\ S est
I’échelle R > 0.

Ainsi, étant donné un ensemble S dont le complémentaire est épais, le Théoréme de
Logvinenko-Sereda stipule que pour tout ensemble borné ¥ C R?, il existe une constante
D(S,%) dépendant fortement de S et ¥ telles que les estimations (1.1.4) sont vérifiées. La
question d’estimer la constante D(S,X) a été étudiée par Kovrijkine [42, Théoréme 3| qui
a établi une version quantitative du Théoréme de Logvinenko-Sereda :

) Ul

1£1172@ay| (R \ S) N B(a, R)].

2D2[3[[B(0,R)| P

THEOREME 1.1.6 (Kovrijkine). Soient 0 <y <1, L > 0 et w C R? un sous-ensemble
mesurable satisfaisant

(1.1.8) Ve € RY  |wn (x4 [0, L]%)| > ~yL4.

1l existe une constante universelle strictement positive Cq > 0 dependant seulement de la
dimension d > 1 telle que pour tout R > 0 et f € L*(R?) avec suppf C [~R, R]¢, nous
avons les estimations suivantes

Cy\Ca(1+LR)
(1.1.9) 1l 2y < (22)

£l 22 )

La condition (1.1.8) est la notion d’épaisseur obtenue en remplagant dans la Défini-
tion 1.1.3 la métrique euclidienne par la métrique donnée par la norme || - || définie par
Vl‘:(xla"' 7xd)€Rd’ |:Z:‘OO:-H11aX |£L‘l‘7

=1L,
dont les boules associées sont des cubes de R%. Il ressort du Théoréme 1.1.6 que la constante
dans (1.1.9) ne dépend de w qu’a travers les paramétres v et L > 0 qui caractérisent
I’épaisseur de ’ensemble. Il est également important de noter que l'exposant de cette
constante dépend linéairement de R. Kovrijkine a montré dans [42] que cet exposant est
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I’exposant optimal. Dans le cadre de la théorie du controle, cette croissance par rapport
au paramétre R > 0 joue un role clé dans la Section 2.3 du Chapitre 2.

Nous allons terminer cette section en donnant les idées de la preuve du Théoréme 1.1.6
donnée par Kovrijkine.

Idées de la preuve du Théoréeme 1.1.6 : Considérons R > 0 et un sous-ensemble épais
wC Re:
0 <~<1,3L>0,Yz e RY,  |wn(z+[0,L]%)| > ~L,

et fixons une fonction f € L2(R?) telle que suppf C [~R,R]%. La preuve donnée par
Kovrijkine suit le précepte « diviser pour mieux régner ». En effet, 'idée consiste a diviser
'espace R% en cubes

R = U Q. avec Q,=a+[0,L]%
aeLz4

et & obtenir des estimations de la forme

(1.1.10) Va € LZ%, ||fll12.) < Drllfllr2wno.)

pour une certaine constante D > 0 indépendante de f et du point a. L’obtention de telles
estimations permet, en sommant chacune d’entre elles, d’établir une estimation du type
(1.1.9). Pour les obtenir, Kovrijkine applique un lemme d’analyse complexe qui nécessite,
cependant, d’avoir des estimations de Bernstein localisées sur les domaines @, de la forme :

VB e NL 102 fllaou < CoRIIFIL2(u-

La preuve proposée par Kovrijkine est constituée de trois étapes :

Premaiére étape : des bons et des mauvais cubes. Dans un premier temps, constatons
qu’une utilisation du Théoréme de Plancherel permet d’obtenir les estimations de Bernstein
globales suivantes

(1.1.11) VB e N, |08 fllpagay < (VAR £l 2o,

A priori, rien n’autorise a penser que ces estimations restent valides en remplacant ’espace
R? par les cubes @, dans (1.1.11). L’idée clée de Kovrijkine est alors de diviser la famille
de cubes (Qq)qecrzd €n de bons cubes et mauvais cubes. Les bons cubes, seront précisément
les cubes @), pour lesquels des estimations de Bernstein dégradées sont vraies

(VaR) ™| 11 2q.).

[8]+d+1
2

(1.1.12) VB e N (107 fllL2(q.) <2
. . L. . [Bl+d+1
Ces estimations sont trés similaires & (1.1.11) mais dégradées par un facteur 2 2 pour
assurer que la contribution des mauvais cubes reste petite.
Deuzxiéme étape : la contribution des mauvais cubes est petite. Par définition, un mau-
vais cube est un cube pour lequel il existe By € N? tel que

|Bgl+d+1

102 fll 20y > 22 (VAR ™| )l 12(00.

On remarque alors qu’avec cette définition des mauvais cubes et grace aux estimations
(1.1.11), la contribution des mauvais cubes est petite, puisque nous avons :

S Mo <Y, YD 2R (aRr) ol f 2, .

mauvais cubes BENE mauvais cubes

< Z 2—(\5|+d+1)(\/gR)—2|5\Hangi2(Rd)
pBeNd

< Z 2*(\/3|+d+1)‘|f”%2(w)
BeNd

1
< 112y
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On en déduit alors facilement que

(1.1.13) 1oy <2 D IFlE20u)

bons cubes

Troisieme étape : utilisation d’un lemme d’analyse complexe. Il reste & obtenir des
estimations du type (1.1.10) sur chacun des bons cubes. Pour cela, Kovrijkine applique un
lemme d’analyse complexe (voir le Lemme 9.1.1 de la Section 9.1), qui permet, en utilisant
les estimations (1.1.12), d’obtenir précisément pour tous les bons cubes @, :

)
1fllz2(@a) < 11122 @)

(Cd ) Cia(1+LR
pour une certaine constante Cy > 0. La conclusion suit de l’estimation précédente et de
(1.1.13), puisque nous obtenons :

Cd ) 2C4(14+LR)

C'~ 2Ca(1+LR)
2 <ofzd ~d
191y < 2(S (%)

2 2
||f||L2(mebons CubesQa) - ||f||L2(w)

Dans la suite de ce manuscrit, nous mentionnerons cette preuve & plusieurs reprises en
se référant a la stratégie a la Kovrijkine. Plusieurs preuves des résultats énoncés dans ce
manuscrit s’inspirent de cette stratégie. Lorsqu’un tel résultat se présentera, les différences
avec la stratégie originale de Kovrijkine seront expliquées.

1.2. Combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite

Le Théoréme 1.1.6 dii & Kovrijkine et présenté dans la section précédente montre que
sur le sous-espace de L? (Rd) constitué des fonctions dont les fréquences ont été tronquées
a partir de [§] > R, les normes || - [ 2gay €t || - [|12() sont équivalentes dés que w C
R? est épais et permet de comparer explicitement ces deux normes. Etant donnée une
base hilbertienne (hy,)neny de L2(R?), nous pouvons considérer le sous-espace vectoriel de
dimension finie engendré par les N-premiers modes de la base et se poser une question
similaire d’équivalence de normes. Dans cette section, nous nous intéressons au cas de la
base hilbertienne donnée par les fonctions de Hermite.

Rappelons que les fonctions de Hermite (¢g)ren sont définies par

k 2 gk
VzeR, ¢p(z)= R e d (e=™).
NN
La famille (¢ )ren est connue pour former une base orthonormée de L?(R). Dans le cas de
la dimension d > 1, les fonctions de Hermite prennent la forme suivante

d
o () = [ ] b, (2)),
j=1

pour o = (aj)1<j<d € N¢, © = ()1<j<a € R Cette famille (®4),ecne forme a son tour
une base orthonormée de L?(R?) qui est composée de fonctions propres de l'oscillateur
harmonique

(1.2.1) H=-N+]af> =) 2k+dPp, Id=> P,
k>0 k>0
ou Py, est la projection orthogonale sur Vectc{®a}oend o)z, avec |af = a1 + - + ag.

Quelques propriétés et estimations utiles sur les fonctions de Hermite sont données en
Appendice E. La problématique de cette section est la question de I’équivalence des normes
|| L2 ray €t ||+ | 2(w) sur le sous-espace En = Vectc{Pa}aend joj<n engendré par les modes
d’énergie inférieure a 2N + d.
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Comme cela a été remarqué par Beauchard, Jaming et Pravda-Starov dans le tra-
vail |11, page 30|, par des arguments d’analyse complexe et d’équivalence de normes en
dimension finie, pour tout entier N > 1, il existe une constante Cy(w) > 0 tel que

Vi€én, [fllezme < On()IIfllLzw),

dés que w C R? est de mesure de Lebesgue non-nulle. La situation est donc assez différente
par rapport & celle de la section précédente puisque dans le cadre d’une troncature en
fréquence, le Théoréme de Logvinenko-Sereda stipule que I’équivalence des normes ne peut
avoir lieu seulement lorsque Iensemble w est épais. Lorsque RY \ w n’est pas de mesure
nulle, la quantité | - || 72(,) ne définit pas une norme sur L?(R%). Par conséquent, puisque
(®a)pene forme une base hilbertienne de L?(R?), la constante Ci(w) doit tendre vers
I'infini dans 'asymptotique N — +00. A contrario, on s’attend a ce que plus la masse
de w occupe l'espace RY, plus cette constante tend a étre petite. Ceci est une nouvelle
manifestation d’un principe d’incertitude dans lequel la localisation suivant les premiers
modes de Hermite entre en compétition avec la localisation en espace. Dans le méme travail
[11], les auteurs ont étudié la croissance de la constante Cy(w) par rapport au paramétre
d’énergie N sous différentes conditions géométriques sur 'ensemble w. Le résultat principal
de [11] (Théoréeme 2.1) établit les estimations quantitatives suivantes sur la constante
positive Cy(w) > 0 :

(1) Si w est un ouvert non vide de R?, alors il existe une constante positive C' = C(w) > 1
telle que

(1.2.2) VN €NVf € En, |flli2may < CerVNHDICN g0

(43) Si le sous-ensemble mesurable w C R? satisfait la condition

.. . |lwnB(0,R)] ) . . |lwnNB(0,r)]

1.2. | f—o = 1 f
(123) e e (2 e ) >0
alors il existe une constante positive C' = C(w) > 1 telle que
(1.2.4) YN eNVfe&n, flrzmey < CeN|fllr2w):-

(4ii) Si le sous-ensemble mesurable w C R? satisfait
Ve eR?, |wn(z+0,L]%)] > yL7,

alors il existe une constante positive C' = C(L,~,d) > 0 dépendant de la dimension d > 1
et des parameétres 0 < v < 1, L > 0, et une constante positive universelle k = k(d) > 0
dépendant uniquement de la dimension telles que

K\ KLV N
(1.2.5) YN ENVFEn, Iflm@n <C(5)" Il

Dans les deux premiers cas (i) et (ii), les estimations spectrales sont obtenues en
appliquant des inégalités de Remez aux polyndémes de Hermite. La méthode utilisée par les
auteurs est, de ce fait, assez dépendante de la structure méme des fonctions de Hermite.
Pour ce qui est des inégalités spectrales obtenues & partir d’ensembles épais, assertion
(i1), les auteurs de [11] ont adapté la stratégie de Kovrijkine au cas des combinaisons
linéaires finies de fonctions de Hermite. Pour cela, les auteurs ont établi les inégalités de
type Bernstein suivantes (voir [11, Proposition 3.3]) :

VN e N,Vf € En,V0 < 6 <1,V8 € N,
102 £l 2 may < €252 (28) 718112 VNI ]| 2 gy

avec V3 = (B, -+, Bq) € N%, |B| = B1+- - - B4, qui sont nécessaires & une définition adaptée
des bons cubes, dans une stratégie a la Kovrijkine.

Comme nous le verrons dans la section dédiée aux ensembles épais par rapport a
une densité, la condition d’épaisseur est une condition plus forte que la condition (1.2.3).
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Ainsi, comme attendu, plus les conditions géométriques imposent & ’ensemble w d’occuper
I'espace, plus la croissance exponentielle de la constante Cy(w) par rapport au niveau
d’énergie N est lente. Nous verrons dans la section suivante que pour espérer tirer avantage
de ce type d’inégalités spectrales en théorie du contréle, il est crucial d’avoir un contréle
de la croissance par rapport & N aussi fin que possible.






Chapitre 2

Introduction a la théorie du controéle linéaire

Ce chapitre propose une courte et non exhaustive introduction & la théorie du controéle
pour des équations d’évolution linéaires. La plupart des résultats de ce chapitre sont donnés
sans démonstration. Les Sections 2.1 et 2.2 visent principalement & présenter les notions
et résultats abstraits qui seront utilisés dans la suite ce manuscrit. La derniére Section 2.3
fait le lien avec les principes d’incertitude présentés au Chapitre 1.

2.1. Contrélabilité d’équations d’évolution linéaires

Dans ce manuscrit de thése, nous nous intéressons a la controlabilité d’équations d’évo-
lution posées sur tout 'espace R? du type :

(Ea) { Ouf(t,x) + Af(t,x) = u(t,2)1,(z), = €R% t>0,
4 fli=o = fo € L*(RY),

oil A est un opérateur non borné sur L?(R?) de domaine D(A) générant un semi-groupe
fortement continu sur L?(R%), noté (e7*4);>0; u € L2((0,T) x R?%) désigne une fonction
de controdle et w C R? est un sous-ensemble mesurable appelé support de controle. Une des
problématiques des travaux de cette thése est la suivante :

Quelles conditions géométriques faut-il imposer a [’ensemble de contréle w pour assurer la
controlabilité du systéme (E4) ?

Comme nous le verrons dans les sous-sections suivantes, cette question est imprécise
car il existe diverses maniéres de controler une méme équation d’évolution et suivant le sens
que 'on donnera au mot « controler », les conditions géométriques requises sur 1’ensemble
w peuvent varier. On s’attend, en particulier, & ce que plus la notion de contrdle est faible,
moins le support de controle doit étre contraint géométriquement. Cette section vise a
rappeler les différentes notions de controlabilité qui sont considérées dans ces travaux de
these.

Avant de rentrer dans le coeur du sujet, étant donné une donnée initiale fy € L%(R?),
nous définissons la solution semi-groupe du systéme (E4) comme étant la fonction f €
C°([0,400), L*(RY)) donnée par :

t
(2.1.1) VE>0, f(t,)=efo+ / e =94 (y(s, )1, )ds.
0
2.1.1. Controlabilité exacte, contrélabilité a zéro et contrélabilité appro-
chée. La définition suivante fournit quatre notions différentes de contrélabilité pour le
systéme (F4) qui sont classées de la plus forte a la plus faible :

DEFINITION 2.1.1. Soient A : D(A) — L?(R%) un opérateur non borné qui génére un
semi-groupe fortement continu sur L>(R%), w C R% un sous-ensemble mesurable et T > 0
un temps strictement positif. L’équation d’évolution (E4) est dite :

e cxactement contrélable & partir de w et au temps T si et seulement si pour tout
fo, f1 € L2(RY), il existe u € L2((0,T) x R?) tel que la solution semi-groupe, notée
f, du systéme (Ey4) satisfait f(T,-) = f1.

e controlable a zéro a partir de w et au temps 7T si et seulement si pour tout fy €
L*(RY), il existe u € L2((0,T) x R%) tel que la solution semi-groupe, notée f, du
systéme (F4) satisfait f(7,-) = 0.

15
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e approzimativement contrélable 4 zéro avec coit uniforme & partir de w et au temps
T si et seulement si pour tout € > 0, il existe une constante C; 7 > 0 telle que pour
tout fo € L?(RY), il existe u € L2((0,T) x R?) tel que la solution semi-groupe,
notée f, du systéme (F 4) satisfait

(2.1.2) IF(T, ) 2y < el foll 2 (may
et

(2.1.3) [ull L2 0,1y xw) < Cerll foll L2(may-

La constante C. 1 est appelée cott du controle.

e approzimativement controlable & zéro & partir de w et au temps T si et seulement
si pour tout € > 0 et pour tout fo € L%(R?), il existe u € L2((0,T) x RY) tel que
la solution semi-groupe, notée f, du systéme (£ ) satisfait

1£(T, ')HL2(Rd) <e.

Il est clair que la controlabilité exacte de (E4) & un temps T et & partir de w implique
la contrdlabilité & zéro de (F4) au méme temps et a partir de w. De méme, si I’équa-
tion d’évolution est approximativement contrélable & zéro avec cotit uniforme alors celle-ci
est approximativement controlable & zéro. Le fait que la controélabilité & zéro implique la
controlabilité & zéro approchée avec coiit uniforme résulte de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.2. Soient A : D(A) — L*(R%) un opérateur non borné qui génére un
semi-groupe fortement continu sur L2(R%), w C RY un sous-ensemble mesurable et T > 0.
Si le systeme (E ) est controlable a zéro au temps T > 0 et & partir de w alors il existe une
constante Cr > 0 telle que pour tout fo € L*(RY), il existe un controle u € L*((0,T) x R%)
tel que la solution semi-groupe, notée f, au systéme (E4) satisfait

f(T,)=0 et ||ullr2q0,1)xw) < Crllfoll 2(ma)-

La preuve de ce fait bien connu en théorie du controle est donnée dans |18, Section 2.3.2]
et un résultat similaire pour la contrélabilité exacte y est également démontré. Rappelons
succinctement les idées de la preuve. Supposons que le systéme (F4) est controlable & zéro
en un temps 7 > 0 & partir du support de controle w C R%. On définit, pour toute donnée
initiale fo € L?(R%), le sous-espace affine

U (fo) = {ue L2((0,7) x w); £(T,) =0},

ot f € L%*((0,T) x R?) désigne la solution du systéme () avec donnée initale fy et
controle u. Par hypothése, le systéme est controlable a zéro donc UT'(fp) est non vide et
on vérifie, a partir de la formule (2.1.1), que cette partie convexe est fermée. Par théoréme
de projection sur un convexe fermé dans un espace de Hilbert, nous pouvons définir la
projection de la fonction nulle sur U7 (f), que 'on note U7 (fy). 11 suffit a présent de
vérifier que 'application

Ut . fo e LARY — U (fo) € L2((0,T) x w),

est linéaire et continue. La linéarité est une conséquence directe de la linéarité du systéme
(E4) et de I'unicité de la projection. La continuité, quant a elle, peut se déduire du théoréme
du graphe fermé. En conclusion, il existe une constante C7 > 0, appelée cott, telle que
pour toute donnée initiale fo € L2(R?), le controle UT (fy) améne la solution du systéme
(E4) a zéro et vérifie

HUT(fo)HB((O’T)Xw) < Crllfoll 2(ra)-

En particulier, ce qui précéde rend naturel de demander une estimation du contréle
(2.1.3) dans la définition de la controlabilité approchée a cotit uniforme. Le lecteur pourrait
se demander si relaxer Iestimation (2.1.2) par

1F (T, M r2may <€
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fournit une nouvelle notion de controlabilité. En réalité, la proposition suivante montre
qu’une telle définition serait équivalente a de la controlabilité a zéro (exacte) :

PROPOSITION 2.1.3. Soient A : D(A) — L*(R?%) un opérateur non borné qui génére un
semi-groupe fortement continu sur L2(R%), w C RY un sous-ensemble mesurable et T > 0.
Supposons qu’il existe une constante positive Cp > 0 telle que pour toute donnée initiale
fo € L2(RY), il existe un controle u € L*((0,T) x R?) telle que la solution semi-groupe de
(E4) satisfait

(2'1'4) Hf(T7 ')HLQ(Rd) <1,

avec de plus

T
(2.15) /O lut, Y22y dt < CEllfol 2 ga-

Alors pour toute donnée initiale fo € L?>(RY), il existe un controle u € L*((0,T) x RY) tel
que la solution semi-groupe de l’équation (E4) satisfait f(T,-) = 0.

DEMONSTRATION. Soit fo € L?(R?). D’aprés (2.1.4) et (2.1.5), il existe une constante
C > 0 telle que pour tout entier n > 1, il existe un controle u, € L2((0,T) x R?) tel que
la solution semi-groupe f, de (E4) avec la donnée initiale nfy et associée au contrdle wu,
satisfait

(2.1.6) (T ) 2@y < 1,
et
T
(2.1.7) /0 lun(ts )72y At < C?n®| foll 72 may-

Pour tout n > 1, nous définissons g, = u,/n. Le reste de la preuve se scinde en quatre
étapes.

> Etape 1 : Construisons un controle us,. Puisque la suite (gn1,)n>1 est bornée dans
L%((0,T) x R?) d’aprés (2.1.7), elle converge faiblement dans L?((0,7) x R%), a une ex-
traction prés, vers une fonction go, € L2((0,7T) x R%). Remarquons que goolye = 0 p.p.,
puisque nous avons que

T T
/(; HQOO(tv‘)]le”QL%Rd)dt_/(; <900<t7’>]1wc7900(t7')>L2(Rd)dt

T
= lim <gOO (t, ')ﬂwC, gn(t7 ')]]‘UJ>L2(]R‘1) dt

n—-4o00 0

=0.

> Etape 2 : Nous vérifions a présent que la suite (f,(7),-)/n)n>1 converge faiblement dans
L*(R%) vers la solution semi-groupe de I’équation (E,) avec pour donnée initiale fy et
associée au controle g, prise au temps 1. Rappelons que par définition de la solution
semi-groupe, la fonction f, (7, -) est donnée par

F(T, ) = e TA(nfo) + / ' e MDAy, (¢, )1,,) dt.

0

En notant (e~(T=94)* 'opérateur adjoint dans L?(R%) de e~(T—H4 et en utilisant la conver-
gence faible de la suite (g, 1y,)n>1 Vers goo dans L2((0,T) x RY), nous obtenons alors que
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pour tout ¢ € L2(R?),

T

(n" (T, ), 0) p2(ray = <€_TAf0730>L2(Rd) +/0 (emT=04 (g ¢, 1), @) r2(rey dt
T

= (e fo,0) L2 (rey +/0 (gn(t, )L, (€7 T 0) 13 ay dt

T
— <€_TAfo,90>L2(Rd)+/O (goo (), (67T DAY @) 12 (ay dt

n—-+00

T
= (e fo, @) ramay + /0 (" T M goo (t,), ) p2ra) dt.

Ceci prouve l'affirmation, puisque la solution semi-groupe f, de I’équation (£ ) avec pour
donnée initiale fy et associée au controle g, est donnée au temps 1" par

T

FulT) = ot [T gt )
0

et d’aprés I'étape 1, gooly, = Goo-

> Etape 3 : La fonction limite foo (7, -) est égale & zéro, puisque nous déduisons de (2.1.6)

et de propriétés basiques de la convergence faible que

1
.. 1 .. N
oo (T, ) L2 ey < liminf {In™" fu(T, ) L2 ey < lim inf ~ = 0.

En conclusion, la solution semi-groupe fo, de I’équation (E4) avec pour donnée initiale
fo € L2(R%) et associée au controle go, € L2((0,T) x R?) satisfait foo (T, -) = 0. O

2.1.2. Lien avec l’observabilité. Dans cette section, nous allons nous intéresser a
I’observabilité des équations d’évolution, puisque cette question est trés liée a celle de la
controlabilité. Considérons une équation d’évolution homogéne abstraite

(Hp) { Org(t,x) + Bg(t,z) =0, z€R? t>0,
b gli=o = go € L*(R%),

oit B : D(B) — L?*(R?) est un opérateur non borné générant un semi-groupe fortement
continu sur L2(R?) et w C R? est un sous-ensemble mesurable. L’observabilité de 1'équation
d’évolution (Hp) a trait a la possibilité de caractériser la solution de cette équation & partir
de la donnée de ses valeurs prises sur un sous-ensemble w. Comme pour la controlabilité,
cette notion existe sous différentes formes. Voici celles qui vont nous intéresser dans ce
manuscrit :

DEFINITION 2.1.4. Soient B : D(B) — L*(R%) un opérateur non borné qui génére
un semi-groupe fortement continu sur L?(R%), noté (e7B)i>0, w C RY un sous-ensemble
mesurable et un temps strictement positif T > 0. On dit que le systéme (Hp) est :

e exactement observable au temps T & partir de w si et seulement s’il existe une
constante Cr = Cr(w) > 0 telle que

T
Vg € LR, olage < Ch [ e ol

e observable au temps T & partir de w si et seulement s’il existe une constante
Cr = Cr(w) > 0 telle que

T
0 € R, el < OF [ 1 ol
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e approzimativement observable au temps T & partir de w si et seulement si pour
tout € > 0, il existe une constante Cr . = Cro(w) > 0 telle que

T
Vg € LR, e gl < Che [ 1€ gyt + ol

D’aprés la méthode d’unicité de Hilbert, voir [18, 47|, la controlabilité exacte et la
controélabilité a zéro d’une équation d’évolution abstraite est liée a I'observabilité du sys-
téme adjoint

(Ha) { Org(t,x) + A*g(t,z) =0, xR t>0,
A gli=o = go € L*(RY),

par la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.5 (Méthode d’unicité de Hilbert). Soient A : D(A) — L*(R%)
un opérateur non borné qui génére un semi-groupe fortement continu sur LQ(Rd), noté
(e_tA)tZO, w C RY un sous-ensemble mesurable et un temps strictement positif T > 0.

o L’équation d’évolution (E ) est exactement contrélable au temps T a partir de w
si et seulement si le systéeme adjoint (H 4+) est exactement observable au temps T
a partir de w.

e L’équation d’évolution (E4) est contrélable a zéro au temps T a partir de w si et
seulement si le systéeme adjoint (H a+) est observable au temps T a partir de w.

Remarquons que les notions d’observabilité données dans la Définition 2.1.4 demandent &
I'opérateur non borné A* de générer un semi-groupe fortement continu sur L?(R?). Il s’agit
d’une conséquence du fait que l'opérateur A génére lui-méme un semi-groupe fortement
continu sur L?(R). De plus, le semi-groupe généré par A* est donné par :

Vit > 0, e AT = (e_tA)*.

Le lecteur trouvera une démonstration de cette propriété (Proposition D.0.2), ainsi que des
rappels concernant les semi-groupes dans I’Appendice D.

Concernant la controlabilité approchée a cotit uniforme, cette notion est équivalente a
I’observabilité approchée du systéme adjoint :

THEOREME 2.1.6 (|65, Proposition 6]). Soit T > 0 un temps strictement positif et
w C RY un sous-ensemble mesurable. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L’équation d’évolution (F4) est approximativement controlable a zéro avec codt uni-
forme au temps T a partir du support de controle w.

(#3) Pour tout ¢ € (0,1), il existe une constante positive C.p > 0 telle que pour tout
g € L*(RY),

T
—TA |2 2 —tA |2 21,12
(2.1.8) He gHL2(Rd) < CE,T/O He ' 9HL2(w) dt +¢ ”9”L2(Rd)-
Le cas échéant, le codt du contréle dans la Définition 2.1.1 peut étre pris égal a la constante
CE,T > 0.

Ce résultat découle de la proposition suivante, dont les arguments de la preuve sont
das a Miller (voir [55, Lemme 3.4]) :

PROPOSITION 2.1.7. Soient un temps strictement positif T > 0, un codt C > 0, une
erreur € > 0 et un sous-ensemble mesurable w C R%. Il y a équivalence entre :

Vfo € L2(RY), 3Ju € L*((0,T) x RY),

1 /T 1
6«2/0 Hu(ta )H%Q(w) dt + ng(Tv )H%2(Rd) < H.fOH%Q(Rd)7
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ot f désigne la solution semi-groupe de l’équation (E 4) avec donnée initiale fo et associée
au contréle u, et

T
Vg € L*(RY), He_TA*gHiz(Rd) < 02/0 e~ g

DEMONSTRATION. Considérons T' > 0, C' > 0, € > 0 et un sous-ensemble mesurable
w C R Supposons que pour tout fy € L2(R?), il existe un controle u € L2((0,T) x RY)
tel que

2
‘LQ(w) dt + 52”9”%2([[@)'

1 [T 1
& [ Il oy 4 AT gty < ol asy

Rappelons que la fonction f(7T,-) est donnée par

(2.1.9)

AT ) =e T+ /T e T=DA(u(t, ) 1,) dt.
0

Soit g € L*(RY). En utilisant le fait que I'adjoint de I'opérateur e~ (T=94 dans L?(RY) est
donné par e~ (T—1)4" (voir Proposition D.0.2) et 'égalité ci-dessus, nous obtenons que pour
tout fo € L?(RY),

(fo, e ™ @) paay = (7" fo, 9) r2(way

T
= <f(T7 ’)7 g>L2(Rd) - /0 <€7(T?t)A(u(t7 ’)ﬂw)v g>L2(]Rd) dt

T
= (f(T, ‘)79>L2(Rd) — /0 <u(t, .),e_(T—t)A g>L2(w) dt.

Par inégalité de Cauchy-Schwarz dans l'espace L2((0,T) x w) x L?(R%), nous déduisons
que pour tout fo € L*(RY),

s 9 1 1 [T
o™ b < ( SUFEN B + gz [ lolt I )

T
tAF 112
X <52”9HQL2(Rd) +02/0 e g |L2(w) dt)'

En utilisant I'estimation (2.1.9) et en considérant fo = e~ 74 g € L*(R?), nous obtenons
alors ’estimation d’observabilité approchée suivante,

T
o <C [ e
0

Réciproquement, supposons que 'estimation d’observabilité approchée (2.1.10) est sa-
tisfaite. Considérons une fonction fo € L?(RY) fixée, et définissons la fonctionnelle convexe
J : L*(R%) — R de classe C'' par

02 T *
J(g9) = 2/ e g
0

pour tout g € L2(R?). Il résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que la fonctionnelle .J
est coercive puisque pour tout g € L2(R?),

(2.1.10)  Vge L*RY), [Ty

2
12w At + 19112 zay-

2
2 € 2 _TA*
’LQ(UJ) dt + §||g||L2(Rd) + <€ 9, fO>L2(Rd)’

2
€
J(g) > 5”9”%2(11@) — K9]l L2 mayll foll L2 rey

ot Kp = |le=T47| £(r2)- Ceci a pour conséquence qu’il existe une fonction hg € L%(R%)
telle que

J(ho) = min J(g).
(ho) onn (9)

En particulier, nous avons

T
(VJ)(ho) = C? / e A 1,e M ho) dt 4 e2ho + e T4 fy = 0.
0
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Il résulte de 'égalité ci-dessus que la solution semi-groupe f de I’équation (E4) associée
au controle

u(t,-) = C?e~ T4 g,
satisfait

T
F(T,) =e T4 —i—/ e~ T=DA(u(t, ) 1,) dt
0

T
=e T f+C* / e T DA(1,e” T4 hg) dt = —e2hy.
0

D’autre part, nous avons

T
(2.1.11)  (ho, (V) (o)) r2(ray 202/0 le=tA ho||%2(w) dt

+ 52”h0H%2(Rd) + (ho, B_TAf0>L2(Rd) =0.
Ceci implique que

I 1
G2 [ It e dt+ ST e

_<6_TA* h07 f0>L2(Rd)

< le” "™ holl p2 ey | foll L2 (gay-

Il reste & estimer le terme |[[e™T4" hy| r2(rd)- Nous déduisons de I'inégalité¢ d’observabilité
approchée (2.1.10), de I'égalité (2.1.11) et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que

T
_ * _tA* 2
T g(ﬂ/o = ho 2 e e + 2 l1h0 gy

= _<€_TA*hOaf0>L2(]Rd) < He_TA*hOHL?(Rd)||f0”L2(Rd)-
Nous obtenons alors
HG_TA*hOHLQ(]Rd) < || foll L2 (may-
Ceci conclut la preuve de Proposition 2.1.7. ]

Les résultats de contrélabilité présentés dans ce manuscrit seront principalement ob-
tenus & travers des inégalités d’observabilité. C’est pourquoi, dans la section suivante,
nous donnons un résultat abstrait d’observabilité qui donne des conditions suffisantes pour
assurer ’observabilité du systéme adjoint.

2.2. Un résultat abstrait d’observabilité

Cette section vise a faire le lien entre les principes d’incertitude présentés dans le Cha-
pitre 1 et la controlabilité d’équations d’évolution linéaires introduite dans la Section 2.1
en présentant un résultat abstrait d’observabilité qui généralise la méthode de Lebeau-
Robbiano. Cette méthode a été introduite par Lebeau et Robbiano dans [45]| pour contro-
ler ’équation de la chaleur posée sur un domaine borné et régulier de R%. Elle consiste a
alterner des phases actives et des phases passives de contrdle sur des intervalles de temps
de plus en plus petits. Les phases actives consistent & controler les basses fréquences et a
estimer le cotit a ’aide d’inégalités spectrales. Les phases passives consistent, quant & elles,
a laisser agir I'équation qui se charge d’écraser les hautes fréquences par ses propriétés
diffusives. Le lecteur intéressé pourra également consulter le papier [55]| consacré a cette
méthode.

Beauchard et Pravda-Starov ont établi, avec des contributions de Miller, une version
abstraite de cette méthode dans le cadre de ’observabilité d’une équation d’évolution dans
l'article [12, Théoréme 2.1]|. Ce résultat abstrait d’observabilité dont la preuve s’inspire
des travaux [55, 57|, a été généralisé dans [10, Théoréme 3.2] au cas non-autonome avec
des supports de contréles mouvant et sous des estimations de dissipation autorisant un
controéle de I’explosion en temps petits dans celles-ci. Le résultat suivant est une formulation
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simplifiée du Théoréme 3.2 dans [10] limité au cas des semi-groupes avec un support de
controle fixe :

THEOREME 2.2.1 (Beauchard, Egidi & Pravda-Starov). Soient Q un ouvert de
R?, w un sous-ensemble mesurable de Q, (mi)k>1 une famille de projections orthogo-
nales sur L*(2), (e7')>0 un semi-groupe de contraction fortement continu sur L*(Q) ;
€1,¢2, ¢, ¢y a,bto,mp > 0 des constantes positives avec a < b; mg > 0. Si les inégalités
spectrales suivantes

(2.2.1) Vg € L2(Q)7Vk > 1, ||7TkgHL2(Q) < 6/166116“”7”49”L2(w)7
et les estimations de dissipation suivantes
e—Cthlkb
(222) Vge L),k >1,Y0 <t <to, [(1—m)(e gz < WHQHLZ(Qp

sont vérifiées, alors il existe une constante C' > 1 telle que les inégalités d’observabilité
sutvantes sont satisfaites

_ C ro_
VT >0,¥g € L*(Q), le”"gl72(q) < Cexp (j) /O le™*4gl|72 ) dt-

T b—a

Contrairement a la méthode de Lebeau-Robbiano originale, il est important de remar-
quer que les hypothéses du résultat ci-dessus ne demandent pas aux projections ortho-
gonales (my)k>1 d’étre reliées aux projections spectrales sur les sous-espaces propres du
générateur infinitésimal A, qui peut ne pas étre auto-adjoint. D’aprés ce résultat, pour
déduire un résultat d’observabilité, ou de maniére équivalente un résultat de controlabilité
a zéro pour le systéme adjoint, en utilisant le Théoréme 2.2.1, il y a essentiellement deux
ingrédients clés qui sont des inégalités spectrales (2.2.1) et des estimations de dissipation
(2.2.2). Il est crucial que le paramétre k apparaisse dans les estimations (2.2.1) & une puis-
sance a strictement inférieure & la puissance b & laquelle apparait ce paramétre dans les
estimations (2.2.2).

Remarquons que les estimations (2.2.1) et (2.2.2) sont de natures trés différentes. En
effet, les inégalités spectrales (2.2.1) ne font pas intervenir le semi-groupe A mais seulement
le support de controle w et sont la manifestation d’un principe d’incertitude. La croissance
du paramétre k dans ces estimations est fortement liée aux propriétés géométriques du
support w. A contrario, les estimations de dissipation (2.2.2), quant a elles, sont fortement
reliées au semi-groupe généré par A mais ne font pas intervenir le support w. Nous allons
voir qu’elles seront obtenues comme conséquence des propriétés de régularisation du semi-
groupe et ce sont ces effets régularisants qui nous guideront sur le choix des projections
orthogonales (7),>1. La section suivante présente des exemples d’utilisation de ce résultat.

2.3. Ensembles épais et controélabilité

Cette section présente quelques exemples de résultats de contrélabilité pour des équa-
tions d’évolution paraboliques a partir d’ensembles épais. Les équations considérées dans
cette section jouissent d’effets régularisants qui ne permettent pas d’atteindre toute cible
dans LZ(Rd) et de ce fait, ces propriétés régularisantes sont une obstruction & la contréla-
bilité exacte. C’est pourquoi, dans la suite, nous nous intéressons uniquement 4 la question
de la controlabilité a zéro de ces équations.

2.3.1. Contréle de I’équation de la chaleur. La condition d’épaisseur définie en
Définition 1.1.3 a récemment fait montre de son intérét en théorie du controle et notam-
ment, pour son role dans la contrdlabilité de ’équation de la chaleur. Deux groupes de
mathématiciens, Egidi et Veselic [23] et Wang, Wang, Zhang et Zhang [67] ont établi
que ’épaisseur est une condition nécessaire et suffisante pour la contrélabilité a zéro de
I’équation de la chaleur F_A.
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THEOREME 2.3.1. Soient d > 1, T > 0 un temps strictement positif et w C R,
L’équation de la chaleur

{ Orf(t,x) — Apf(t,x) = u(t,z)ly(z), xR t>0,
fli=o = fo € L*(RY),

est controlable & zéro & partir de w au temps T si et seulement si w est épais.

Il est intéressant de noter que si 'équation de la chaleur est contrélable & un temps
strictement positif Ty > 0 alors elle 'est & tout temps strictement positif. Le caractére
nécessaire de I’épaisseur s’obtient en niant I'inégalité d’observabilité du systéme adjoint par
propagation d’une gaussienne. Nous verrons cette méthode en détails dans le Chapitre 8
lorsque nous nous intéresserons a d’autres notions de contrélabilité pour une large classe
d’équations diffusives. La controlabilité de ’équation de la chaleur & partir des ensembles
épais peut se déduire du résultat abstrait d’observabilité donné par le Théoréme 2.2.1 et
du principe d’incertitude donné par le Théoréme 1.1.6 démontré par Kovrijkine. D’aprés la
méthode d’unicité de Hilbert (Proposition 2.1.5), la controlabilité a zéro de I’équation de la
chaleur E_ A est équivalente a l'observabilité du systéme adjoint H_ . Le semi-groupe de la
chaleur est connu pour régulariser dans une classe de Gevrey qui se caractérise par un gain
de décroissance exponentielle c6té Fourier, comme le montrent les estimations explicites
suivantes

(2.3.1) (e1Beg)(t,€) = G(&)e M, t>0, ¢ e RY

Pour cette raison, il est naturel de considérer comme projections orthogonales des opéra-
teurs de coupe-fréquences donnés par les projections orthogonales 7y, : L?(RY) — Ej, sur
les sous-espaces vectoriels fermés

Ey={fe*RY: supp f C[-k,K?}, k>1.

Avec ce choix, les estimations de dissipation découlent directement des estimations (2.3.1)
et de la formule de Plancherel. Elles sont données par

4.2
(232)  Vge LARY),VE> 1,9t >0, ||(1—m) (e 9)lr2@a < e ™ llgllr2ga-

Concernant les inégalités spectrales, elles se déduisent de la version quantitative du théo-
réme de Logvinenko-Sereda établie par Kovrijkine (Théoréme 1.1.6). Puisque le parameétre
R apparait a la puissance 1 dans les estimations (1.1.9) et que le paramétre k apparait a la
puissance 2 dans les estimations (2.3.2), le Théoréme 2.2.1, appliqué avec les paramétres
a =1 et b = 2 qui satisfont la condition 0 < a < b, assure que I’équation de la chaleur H_x
est observable en temps T' > 0 arbitrairement petit et a partir de tout ensemble épais w.

Concernant les équations de la chaleur fractionnaires F/_x)s, associées aux laplaciens
fractionnaires (—A)® avec s > 0, Alphonse et Bernier ont établi que ’épaisseur est une
condition nécessaire pour la controlabilité a zéro de ces équations ([4, Théoréme 1.14]) et
est suffisante dés que s > % ([4, Théoréeme 1.8]). En revanche, sous ce régime critique,
Koenig a démontré que les équations de la chaleur fractionnaires posées en dimension 1 ne
sont pas contrélables si I’ensemble de contréle n’est pas dense dans R :

THEOREME 2.3.2 (|40, Théorémes 2.8 et 2.11]). Soient 0 < s < 1 et w C R un ouvert.
St l’équation de la chaleur fractionnaire

{ of(t,x) + (—Ay)* f(t,x) = u(t,z)1,(z), z€R, t>0,
f|t=0 = fO € L2(R))

est controlable & zéro & partir de w a un certain temps T > 0 alors w est dense dans R.

Mentionnons qu’il n’y a pas de résultat donnant une condition géométrique suffisante
qui permette de controéler a zéro les équations de la chaleur fractionnaires en basse diffusion,
0<s< %

Dans le Chapitre 4, nous nous intéressons au role des ensembles épais dans la contro-
labilité de ces équations peu diffusives, pour des notions de controélabilité plus faibles.
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Plus précisément, on étudie la controlabilité & zéro approchée avec cofit uniforme et la
stabilisation d’une large classe d’équations diffusives & partir d’ensembles épais.

2.3.2. Controle de 1’équation de la chaleur harmonique. Intéressons-nous a
présent & la contrélabilité de I’équation de la chaleur harmonique. Il n’existe pour I'instant
que trés peu de conditions nécessaires pour la contrélabilité a zéro de cette équation.
Mentionnons celle établie par Miller dans [54, Théoréme 1.10], qui montre que I’équation
de la chaleur harmonique £ |,2) n’est pas controlable a partir d’un demi-espace :

THEOREME 2.3.3. Soient d > 1 et w C R? un sous-ensemble mesurable inclus dans un
demi-espace :

Joe R, JaeRVE €w, (a,2) < a,

ot (-, ) désigne le produit scalaire euclidien. L’équation de la chaleur harmonique

{ Ocf(t,2) + (=D + |2[°) f(t,2) = u(t, 2)Lu(x), = €R? >0,
fli=o = fo € L*(RY),

n’est controlable a zéro 4 partir de w pour aucun temps strictement positif T > 0.

Ce théoréme fournit des exemples de supports de contréle & partir desquels il n’est
pas possible de contréler ’équation de la chaleur harmonique. En particulier, cela justifie
la recherche de conditions géométriques suffisantes pour la contrélabilité & zéro de cette
équation.

Suite au Théoréme 2.3.1 sur la contrélabilité de ’équation de la chaleur, la controla-
bilit¢ de I'équation F(_|,2) & partir des ensembles épais a ¢té naturellement étudice.
Le théoréme suivant, dit & Beauchard, Jaming et Pravda-Starov, assure que 1’épaisseur est
une condition suffisante pour la contrélabilité de ’équation de la chaleur harmonique :

THEOREME 2.3.4. Soient d > 1, T > 0 et w C R% un sous-ensemble mesurable. Si w
est épais alors ’équation de la chaleur harmonique

{ Oef(t,x) + (=g + 2P f(t, 2) = u(t, 2)lu(x), =R, t>0,
fli=o = fo € LQ(Rd),

est contrélable a zéro a partir de w au temps T > 0.

Ce résultat est un cas particulier d’'un théoréme, présenté en section suivante, qui
assure la contrélabilité a zéro d’une large classe d’équations d’évolution associées & des
opérateurs quadratiques accrétifs a partir des ensembles épais. Comme nous le verrons
dans la section suivante, l’oscillateur harmonique appartient a une classe d’opérateurs
quadratiques générant des semi-groupes jouissant d’effets régularisants dans des espaces
de Gelfand-Shilov symétriques. Cela se traduit par une forte décroissance des solutions
du systeme homogene H_ A |, en fréquence et en espace. Du fait de cette propriété de
décroissance en espace, il est attendu que la condition d’épaisseur ne soit pas nécessaire a
la controélabilité de 1’équation de la chaleur harmonique et que I'on puisse controler cette
équation & partir d’ensembles moins distribués a l'infini que ce que requiert la condition
d’épaisseur.

2.3.3. Contréle d’équations d’évolution associées & des opérateurs quadra-
tiques accrétifs. Dans article [11], les auteurs ont étudié plus généralement la contrd-
labilité d’équations d’évolution associées & une large classe d’opérateurs quadratiques ac-
crétifs a partir d’ensembles épais. Les opérateurs quadratiques sont des opérateurs pseudo-
différentiels définis selon la quantification de Weyl

(e, D) = g [ ST e) fwaude,
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oil les symboles ¢(z, &), avec (z,&) € R* x RY, d > 1 sont des formes quadratiques a valeurs
complexes

¢:RIXRY = C
(@,8) = a(=,8).

Ces opérateurs sont en fait des opérateurs seulement différentiels puisque la quantification
de Weyl du symbole quadratique z¢?, avec (o, ) € N2, | + B| = 2, est explicitement
donné par 'opérateur différentiel

anﬁ + nga
2

Remarquons que ces opérateurs ne sont pas auto-adjoints dés que leur symbole de Weyl
a une partie imaginaire non nulle. La réalisation maximale de l'opérateur quadratique
q“(z, D) sur L?(R%), c’est a dire, 'opérateur équipé avec le domaine

D(¢®) = {f € L*(RY) : ¢“(z,D,)f € L* (R},

ou ¢“(x,D,)f est défini au sens des distributions, est connue pour coincider avec la fer-
meture de sa restriction a ’espace de Schwartz [33] (pp. 425-426),

¢“(z,D,) : #(RY) — F(RY).

, D, =i19,.

A toute forme quadratique q : RZ x Rg — C définie sur I'espace des phases est associée une

matrice F' € My4(C) appelée matrice fondamentale, qui est l'unique matrice satisfaisant
I'identité

(@, &) € R V(y,n) € R, q((x,€). (y,n)) = o((2,£), Fly, ),

ou q(-,+) est la forme polaire associée a la forme quadratique ¢, et o o est la forme
symplectique
n

o((,€), () = (&) — (w,m) =D (s — zmy),
j=1
avec © = (21,...,%q), ¥ = (Y1, ¥a), € = (€1,..,&4), 1 = (01,...,mq) € C% La notion
d’espace singulier a été introduite dans [30] par Hitrik et Pravda-Starov qui ont mis en
évidence Pexistence d'un sous-espace vectoriel particulier de I’espace des phases S C R2?,
qui est intrinséquement lié au symbole quadratique q. Ce sous-espace vectoriel est défini
comme l'intersection finie de noyaux suivante :

2d—1
s = ([ Ker[Re F(Im F)]) N R,
=0

ol Re F' et Im F sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la matrice
fondamentale F' associée au symbole quadratique g,

Re F = %(FJFF), Im F = %(F—F).

Les auteurs de larticle [11] se sont intéressés a la controlabilité a zéro des équations
d’évolution associées a un opérateur quadratique dont le symbole de Weyl est a partie réelle
positive Re ¢ > 0 et d’espace singulier nul S = {0}. Sous ces hypothéses, ces opérateurs
quadratiques sont connus [31] (Théoréme 1.2) pour générer un semi-groupe de contraction
fortement continu (e7%");>¢ sur L?(R?) qui régularise dans I'espace de Gelfand-Shilov

Sll//g (R9) (dont une définition est donnée en Appendice C) : 3C > 0, 3ty > 0, Vf € L2(RY),
Vo, € N4, V0 < t < tg,

Bt Ol +lal+(8]
(2.3.3) |05 (e f)HLOO(Rd) < t2k0+1
2

el GRS CAR M e



26 INTRODUCTION A LA THEORIE DU CONTROLE LINEAIRE

ou s est un entier fixé tel que s > d/2, et o1 0 < kg < 2d—1 est le plus petit entier vérifiant
ko .

(2.3.4) ( (M Ker[Re F(Im F)J]) N R = {0}.
=0

Comme expliqué dans I’ Appendice C, les fonctions appartenant aux espaces de Gelfand-
Shilov symétriques peuvent se caractériser par une décroissance exponentielle des coeffi-
cients de leur décomposition selon la base de Hermite. Dans le but d’appliquer le Théo-
réme 2.2.1, les auteurs ont alors considéré la famille de projecteurs (my)r>0 donnée par les
projections orthogonales sur les sous-espaces fermés

(2.3.5) & = VeCtC{q)a}aeNd, || <k k e N,
ou les (@), cpe désignent les fonctions de Hermite et ou |a| = ag + ... + ag, lorsque
a=(ay,....aq) € N9, Ces projections orthogonales sont explicitement données par
k
(2.3.6) =Y Pj,  Pig= > (9,Pa)2pey P k>0,
j=0 aeN?,
la|=k

Grace aux effets régularisants de type Gelfand-Shilov (2.3.3), Beauchard et Pravda-Starov
ont établi dans [12] (Proposition 4.1) les estimations de dissipation suivantes, valables
pour toute forme quadratique g : ]Riflg — C de partie réelle positive Re ¢ > 0 et d’espace
singulier nul S = {0},

3Cy > 1,3ty > 0,Vt > 0,Vk > 0,Vf € L*(RY),

1 = 7)™ )l 2qay < Coe™ O 1| 2oy

avec
3(t) = inf(t,to) ™™ 0, t>0,
Co
o 0 < kg < 2d — 1 est le plus petit entier satisfaisant (2.3.4). En combinant ces esti-
mations de dissipation avec les inégalités spectrales pour les combinaisons linéaires finies
de fonctions de Hermite (1.2.5), Beauchard, Jaming et Pravda-Starov ont déduit du ré-
sultat abstrait d’observabilité (Théoréme 2.2.1) le résultat suivant de controlabilité [11]

(Théoréme 4.1) :

THEOREME 2.3.5 (Beauchard, Jaming & Pravda-Starov). Soit q : R% x Rg — C une
forme quadratique a valeurs complexes de partie réelle positive Re ¢ > 0, et d’espace sin-
gulier nul S = {0}. Si w est un sous-ensemble mesurable épais de R?, alors ’équation
d’évolution

fli=o = fo € L*(RY),

ot q¥(x, D) est l'opérateur différentiel défini par la quantification de Weyl du symbole q,
est controlable a zéro a partir de ’ensemble w en tout temps strictement positif T > 0.

{ Ouf(t, ) + q¥(x, D) f(t, ) = u(t,x)ly(x), = €RI t>0,

Soulignons que les opérateurs quadratiques présentés ne sont en général pas
auto-adjoints. Néanmoins, 'opérateur adjoint dans Lz(Rd) de l'opérateur quadratique
(¢*, D(q")) est I'opérateur quadratique (g%, D(g")), dont le symbole de Weyl est la forme
quadratique g, obtenue de ¢ par conjugaison complexe. Puisque le symbole § est aussi une
forme quadratique complexe de partie réelle positive et d’espace singulier nul, le Théo-
réme 2.3.5 s’obtient en appliquant le résultat abstrait d’observabilité (Théoréme 2.2.1) a
lopérateur (g“, D(g")).

Ce résultat de controélabilité s’applique en particulier & ’équation de la chaleur harmo-
nique dont le symbole de Weyl associé est donné par

V(z,6) eRI x RY,  g(z,8) = |z> + [¢]?
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et & I’équation parabolique associée a 'opérateur de Kramers-Fokker-Planck

2
K=-A,+ Uz + 00, — 0,V (2)0y, (z,v) € R?,

avec le potentiel quadratique
1
Viz) = §aaz2, a € R*,

dont le symbole de Weyl associé est donné par

2
V(e 0) € R V(Em) € B q((e0), (6 m) =07 + 7 +i(vE — awn),

qui est un exemple d’opérateur quadratique de partie réelle positive et d’espace singulier
nul S = {0} (voir [12, Section 1.2|).
Dans le Chapitre 5, ce résultat est généralisé par le Théoréme 5.3.3 qui montre que

I’épaisseur n’est pas une condition nécessaire.






Deuxiéme partie

Présentation des résultats obtenus






Chapitre 3

Des résultats préliminaires

RESUME. Le premier chapitre de cette deuxiéme partie présente des résultats prélimi-
naires clés pour la suite de ce manuscrit. La premiére section se concentre sur les en-
sembles épais par rapport a une densité. Cette notion généralise I’épaisseur définie dans la
premiére partie et permet de définir une large classe de sous-ensembles mesurables & par-
tir desquels nous obtiendrons des résultats de contrélabilité. La seconde section introduit
la notion de suites et de fonctions quasi-analytiques. Une version multi-dimensionnelle
d’un Théoréme de Nazarov, Sodin et Volberg y est présentée et jouera un role important
dans 'obtention des différents principes d’incertitude établis dans ce manuscrit.

3.1. Ensembles épais par rapport & une densité

Cette section a pour but de présenter les différentes conditions géométriques qui vont
nous intéresser dans les chapitres suivants. On rappelle que B(x, R) désigne la boule eu-
clidienne de R? centrée en un point z € R? et de rayon R > 0. Commencons par définir
la notion d’épaisseur par rapport a une densité, qui généralise la condition d’épaisseur
introduite en Définition 1.1.3 :

DEFINITION 3.1.1. Soient w C R% un sous-ensemble mesurable, 0 < v < 1 et une
densité p : R — (0,+00) continue strictement positive. On dit que w est ~y-épais par
rapport a la densité p si et seulement si

ve € RY, |wn Bz, p(2))| = 71 B(, p(x))],

ot | - | désigne la mesure de Lebesgue. On dit que w est épais par rapport a p s’il existe
0 < v <1 tel que w est y-€pais par rapport a la densité p.

Remarquons que les ensembles épais définis en Définition 1.1.3 sont exactement les
ensembles épais par rapport & une densité constante. Suivant le comportement qualitatif
de la densité p, la géométrie autorisée pour un ensemble w épais par rapport a cette densité
peut étre trés différente de celle des ensembles épais. En particulier, le comportement
asymptotique de la densité p joue un réle important dans cette notion. Dans ce manuscrit,
nous allons plus spécifiquement nous intéresser & des densités a croissances quasi-linéaires :

DEFINITION 3.1.2. Soient w C R? un sous-ensemble mesurable et 0 < 6 < 1. On dit
que w est 6-faiblement €pais si et seulement si w est €pais par rapport & une densité p
continue satisfaisant

3R> 0,Yz e RY, 0 < p(z) < R(z)°,

ou (x) = (1+ |1:]2)% avec | - | désignant la norme euclidienne.

Le qualificatif « faible » dans cette définition souligne le fait que, contrairement a la
condition d’épaisseur donnée par la Définition 1.1.3 qui traduit une équirépartition de la
masse de w dans R%, un ensemble faiblement épais peut se distribuer plus faiblement au
voisinage de l'infini. Insistons sur le fait que le paramétre § permet de quantifier ’ad-
verbe « faiblement » et ne joue, de ce fait, pas le méme role que le paramétre v dans
la Définition 3.1.1. Remarquons que le cas 6 = 0 est I'unique cas qui n’autorise pas le
complémentaire d’un ensemble d-faiblement épais & contenir des boules de rayons arbitrai-
rement grands. Il est clair que pour 0 < § < ¢’ < 1, tout ensemble d-faiblement épais
est ¢'-faiblement épais. En fait, la classe des ensembles §’-faiblement épais est strictement
plus grande que celle des ensembles d-faiblement épais lorsque 0 < § < ¢’ < 1, comme le
montrent les exemples suivants.

31
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Commengons par donner des exemples d’ensembles faiblement épais en dimension 1.
Pour 0 < § < 1, on définit le sous-ensemble mesurable de R donné par

1 1 1 1
1 T3 4 (n+1)T3 ni=3 + (n+41)7-3 1
— 1-6 U — 1=
w= U [ ]| ;o
neN
\ \ \ \ \
! ! ! ! ! x
-1 0 1 95 33
FIGURE 2.1. Représentation de wi.
3
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! x
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

FIGURE 2.2. Représentation de wy.

On vérifie aisément que pour 0 < § < 1, I'ensemble w; est d-faiblement épais. En revanche,
lorsque 0 < § < 1, le complémentaire de w;s contient des intervalles de la forme
1 1
2

,(n+1)1715[, neN,

de longueur
1 1 )

5 ~n—+o00 m
Par conséquent, ws n’est pas §’-faiblement épais pour 0 < ¢’ < 4.

En dimension d > 2, pour 0 < § < 1, il est possible d’obtenir un ensemble d-faiblement
épais en considérant

Wi = {(z,y) eRT" xR; |y| > ()°}.
Pour 0 < § < 1, nous constatons que le complémentaire de wj contient des boules de
rayons arbitrairement grands et n’est donc pas épais au sens de la Définition 1.1.3. Plus
généralement, cet ensemble n’est pas §’-faiblement épais pour tout 0 < §’ < 4.

FIGURE 2.3. Représentation de wj avec 0 < § < 1 en dimension 2.

A présent, nous énoncons deux lemmes techniques. Le premier nous assure que lors-

qu’un ensemble est faiblement épais, nous pouvons toujours nous ramener & une densité
de la forme R(-)%.
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FIGURE 2.4. Représentation de w} en dimension 2.

LEMME 3.1.3. Soient 0 < § < 1,0< v <1 etw C R un sous-ensemble mesurable
v-€pais par rapport 4 une densité continue p : R — (0, +00) satisfaisant
IR > 0,vz e R?, 0 < p(z) < R(z)°.
Alors w est gld—épais par rapport & la densité pr s définie par
Ve € RY,  prs(z) = 3R(x)°.
DEMONSTRATION. Par hypothése, nous avons
(3.1.1) Ve e R, |wn Bz, p(z))| > v|B(z, p(z))].
Soit # € RY. Commencons par remarquer que
B(:L‘,R(ac>5) C U B(y,p(y)).

yEB(z,R(x)%),
p(y)<2R(z)°

En effet, si
y € B(w,R{x)%) et p(y) > 2R(x)’,
alors la fonction continue définie pour tout t € [0, 1] par f(t) = p(ty + (1 — t)x) satisfait

F0) = pla) < R et [(1) = ply) > 2R(2)’.
On déduit qu’il existe un réel 0 < £y < 1 tel que
p(z) = 2R(z)? avec z=toy+ (1 —to)x e B(z, R(x}‘s)
ety € B(z,p(z)), puisque
|z — 2| = to|lz — y| < R(z)°
et
ly — 2| = (1 —to)lz — y| < R(z)’ < p(2).

Par compacité, il existe une suite finie (z;, Jo<k<n de B(m, R(x}‘s) telle que

N
(3.1.2) B(z, R(z)%) C U B(zi,, p(zi,)) et VO<Ek<N, p(z;,)< 2R(x)°.
k=0

Nous pouvons & présent utiliser le lemme de recouvrement suivant [61] (Lemme 7.3) :
LEMME 3.1.4 (Lemme de recouvrement de Vitali). Soient (y;)o<i<n une suite finie de
R? et (r:)o<i<n C (0, +00)NTL. Il existe une partie S C {0,..., N} telle que
(1) Les boules (B(yi,1;))ics sont deux & deuz disjointes

N
(44) :OB(yi,n‘) C U B(yi,3ri)

% €8
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On déduit du Lemme 3.1.4 et de (3.1.2) qu’il existe une partie S C {0, ..., N} telle que
les boules (B (:L'Z'k, p(xzk))) sont deux a deux disjointes et satisfont

kesS
(3.1.3) B(x,R(a:)‘S) C U B(zi,, 3p(zi,))-
keS
Nous remarquons de plus que
(3.1.4) |_| B(zi,, p(x,)) C B(x,3R<a:>5),

keS
puisque, si y € B(a:ik,p(:cik)) alors
ly — 2| < |y — wip| + |wi, — 2| < plaiy) + R{z)’ < 3R(z)’.
D’aprés (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4), nous obtenons alors

lwN B(z,3R(2)°)| > Jwn B(wi, pxi,))| =7 |B(wi, plxi,))]

kesS kesS
— % Z |B(xik,3p(wik))‘ > ;—d’ U B(x,-k,?),o(xik))’
kesS kesS
> 2| B(w, R@)")| = 5| B, 3R(@)")|.

O

Le second lemme permet de se ramener & une densité %—lipschitzienne lorsque 0 < § < 1,
qui est une hypothése technique faite dans plusieurs résultats énoncés dans les chapitres
suivants.

LEMME 3.1.5. Soient 0 < < 1,0<vy<1letw C R un sous-ensemble mesurable
v-épais par rapport 4 une densité continue p : R — (0, +00) satisfaisant
JR > 0,Vz e RY 0 < p(x) < R(z)°.

Il existe une constante strictement positive M = M(R,8) > 0 et une fonction jp : R? —
(0,400) %—lipschz’tzienne satisfaisant

Ve e R, 0 < 3R(z) < pz) < M(z)°,

1 -épais par rapport & p.

telle que w est 375

DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 3.1.3, 'ensemble w est gld—épais par rapport a la
densité définie par
Vo € RY, prs(z) = 3R(z)°.

On remarque que

T
v — 3RS — 0,
pR’(S(x) <.CC>2_6 \x|:r>oo

car 0 < ¢ < 1. Il existe donc une constante strictement positive L = L(R,d) > 0 telle que

1
(3.1.5) Viz| > L, |Vprs(z)| < 3
Définissons alors la densité auxiliaire suivante
N 3R(z)° si x| > L,
3.1.6 — =
(8.1.6) ple) { 3R(1+L2)% sile| < L.

D’apres (3.1.5), p est une fonction %-lipschitzienne et de plus, nous avons

(3.1.7) vz € RY,  0< 3R <3R(x)® < j(z) < 3R(1+ L3 (2)°.

Il suffit & présent de vérifier que w est épais par rapport a la nouvelle densité p. Soit € R%.
Puisque w est gld-épais par rapport & la densité ppr 5, nous avons en utilisant (3.1.7)
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N Ba, pla))| = wN B(e,3R()°)| 2 53|B(e, 3R(x))
T x, p(x))].
zgﬂ0_+L%%AB<,p<>»

I1 suffit alors de poser M(R,d) = 9(1 + Lz)gmax(l,R) et cela conclut la preuve du
Lemme 3.1.5. u

Donnons a présent une nouvelle caractérisation des ensembles 1-faiblement épais, c’est
a dire les ensembles épais par rapport a une densité & croissance au plus linéaire :

PROPOSITION 3.1.6. Soit w C R un sous-ensemble mesurable. L’ensemble w est 1-
faiblement épais si et seulement si

DEMONSTRATION. Commengons par supposer que w est 1-faiblement épais. D’aprés le
lemme 3.1.3, il existe deux réels 0 < v <1, Ry > 0 tels que

(3.1.8) Ve eRY,  |wn B(x, Ro(x))| > v|B(x, Ro(x))|.
Soient R > Ry et zr € RY tels que
‘l'R’ + R0<$R> = R.

On remarque que

< t > —
|xR|_R € <$R>_ R0+1’
d’ou il résulte
R? — (Ry +1)? 2 2
VR >R 1, ————————— < < R”.
> iy + 1, (R0+1)2 —|xR’ =

Puisque |zr| + Ro(xr) = R, nous avons 'inclusion suivante
B(zr, Ro(zr)) C B(0, R).
On déduit alors de ce qui préceéde et de (3.1.8) que
lwn B0, k)| > |wN B(zg, Ro(zr))]
> 4| B(er, Ro(zr))| = 7B(0,1)|Rj(zr)*

2] 2ifd
2 PO Gy PO

Ceci implique

B d
gl BOR R
R—+400 |B(0, R)| (RU + 1)d
Réciproquement, supposons

lim inf lwn B(O, R)|

> 0.
RO+ [B(O,R)|

Ceci fournit 'existence de deux réels § > 0 et Ry > 0 tels que
VR >Ry, lwn B(0,R)| > 5|B(0, ).
Soit x € R?. Puisque |x| < (z), nous avons l'inclusion suivante

B(0, Ro(x)) C B(z, (Ro + 1)(x)).
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Et puisque Ro(z) > Ry, il résulte
w N Bz, (Ro +1){x))| = |w N B(0, Ro(x))]
> 6|B(0, Ro(x))]
SR
= mIB@, (Ro + 1)(z))]-

Ceci établit que w est 1-faiblement épais et termine la preuve de la Proposition 3.1.6. [

Notons que cette caractérisation montre qu’un demi-espace [a, +00) X R oua €
R, est un ensemble 1-faiblement épais. Il est intéressant de souligner que la condition
d’épaisseur faible autorise & ’ensemble d’étre contenu dans un demi-espace si et seulement
si le paramétre ¢ dans la Définition 3.1.2 vaut 1. A partir de la Proposition 3.1.6, nous
obtenons un nouvel exemple d’ensemble 1-faiblement épais en dimension 2 en considérant
un cone de la forme

Co = {(rcost,rsint) cR?: r>0,t < g — 9}7

FIGURE 2.5. Représentation du céone Cy. L’ensemble Cy est une partie 1-
faiblement épais contenu dans un demi-plan.

3.2. Quelques résultats sur les fonctions quasi-analytiques

Cette seconde section introduit la notion de quasi-analyticité. Le résultat principal
de cette section est une version multi-dimensionnelle du Théoréme de Nazarov, Sodin
et Volberg qui établit des estimations quantitatives pour des classes de fonctions quasi-
analytiques.

3.2.1. Suites et fonctions quasi-analytiques. Dans cette partie, nous présentons
la notion de suites et fonctions quasi-analytiques. Tout d’abord, on dit qu'une suite de réels
strictement positifs M = (Mp)pen € (]Rj_)N est logarithmiquement convexe ou log-convexe
si et seulement si

Vp>1, Mj < My M, .

Une telle suite n’est pas nécessairement croissante mais satisfait les inégalités suivantes :

M,
VpeN, M,<="M,.
My
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En particulier, une suite log-convexe est croissante si et seulement si My < M;. Considérons
a présent un ouvert U de R?, avec d > 1. Associée a la suite M, nous définissons la classe
de fonctions réguliéres définies sur U suivante :

Cn() = {fec=W,C): VBN, 0L f 1) < Mg}

Dans le cas ou I'ouvert est donné par un intervalle ouvert (a, b), avec a < b, remarquons
que par définition de Caq((a, b)), les fonctions de cette classe ainsi que toutes leurs dérivées
sont bornées. En particulier, par théoréme de prolongement des applications uniformément
continues, les fonctions de Caq((a, b)) se prolongent en des fonctions C*°([a, b]) qui satisfont
les estimations

VpEN,  fP | oo (o) < M.

Pour cette raison, la classe de fonctions Caq((a,b)) sera parfois dénotée Caq([a,b]) dans
certains chapitres de ce manuscrit.

Une suite log-convexe M est dite quasi-analytique si la classe de fonctions & une variable
Cm((0,1)) associée a M est quasi-analytique, c’est & dire, si I'unique fonction Ca((0,1))
dont toutes les dérivées s’annulent en un méme point de (0, 1) est la fonction nulle :

Vf € Cr((0,1)), <E|x0 € (0,1),Yn € N, (™ () :o) — f=0

Un exemple élémentaire est donné lorsque la suite M est définie par M = (p!)pen.
Dans ce cas, la classe de fonctions associée Caq((0,1)) est composée de fonctions réelles
analytiques et définit donc une classe de fonctions quasi-analytique. Cette notion de quasi-
analyticité est une généralisation de la notion de fonctions analytiques. Ces classes de
fonctions héritent en particulier d’une propriété fondamentale des fonctions analytiques :
la propriété des zéros isolés. En effet, considérons une classe de fonctions quasi-analytique
Cam((0,1)) et une fonction f € Cay((0,1)) qui admet un zéro non isolé, noté xg € (0,1).
Quitte a considérer les parties réelle et imaginaire de f, on peut supposer que f est a valeurs
réelles. Par définition d’un zéro non isolé, il existe une suite de zéros (y, )nen € (0,1)\ {zo}
de la fonction f qui converge vers xg. Sans perdre en généralité, nous pouvons supposer
que la suite de zéros est strictement décroissante :

VneN, zo<ynt1 < Yn

Puisque f est a valeurs réelles, une application du Théoréme de Rolle fournit immédiate-
ment une nouvelle suite de zéros (2, )nen de la fonction dérivée f/, strictement décroissante
et convergeant également vers . Le point z( est alors un zéro non isolé de la fonction dé-
rivée f’ et par un raisonnement par récurrence, on obtient que g est un point d’annulation
de toutes les dérivées de f. Puisque par hypothése, Crq((0,1)) est une classe de fonctions
quasi-analytique, f est la fonction nulle.

Il est intéressant de pouvoir identifier les suites M = (M,),en qui générent ou non
une classe de fonctions quasi-analytiques. Une telle caractérisation des suites log-convexes
quasi-analytiques est donnée par le Théoréme de Denjoy-Carleman (voir par exemple [41])
qui fournit une condition nécessaire et suffisante sur la suite M pour générer une classe de
fonctions quasi-analytique :

THEOREME 3.2.1 (Denjoy-Carleman). Soit M = (M,)pen une suite de réels stricte-
ment positifs logarithmiquement convexe. La suite M est une suite quasi-analytique si et
seulement st

+oo
M, 4
; M, = +00.

sy

Notons qu’étant donnée une classe Caq((a,b)) de fonctions définies sur un intervalle
ouvert (a,b), avec a < b, cette classe est quasi-analytique si et seulement si la classe de
fonctions Caq((0,1)) associée & la méme suite M = (M,,),en mais constituée de fonctions
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définies sur (0, 1) est elle-méme quasi-analytique. Ceci est une conséquence du fait que le
difféomorphisme
ze (0,1)— a+axz(b—a) € (a,b)

envoie la classe de fonctions Caq((a,b)) sur la classe de fonctions Cpq((0,1)) associée a la
suite log-convexe M’ = ((b — a)pMp)p oy dont la quasi-analyticité se déduit de celle de la
suite M et du Théoréme de Denjoy-Carleman.

De maniére générale, lorsque 'ouvert U C R? est connexe, nous vérifions a travers la
proposition suivante que lorsque la suite M est quasi-analytique, alors la classe de fonctions
associée Cprq(U) hérite également d’une propriété de quasi-analyticité :

PROPOSITION 3.2.2. Soient U C R% un ouvert conneze et M une suite quasi-analytique
de nombres réels strictement positifs. Alors, la classe de fonctions associée Cpag(U) est
quasi-analytique, c’est a dire, que l'unique fonction f € Cp(U) dont toutes les dérivées
partielles a tout ordre s’annulent en un méme point de U est la fonction nulle.

DEMONSTRATION. Cette preuve est basée sur des arguments topologiques élémen-
taires. Soit f € Caq(U) vérifiant :

Jzo € U,VB € N4, 9P f(xg) = 0.
Nous définissons ’ensemble suivant
(3.2.1) Q= {xEU:VﬁENd, fo(:v):()}.

L’ensemble 2 est non vide et fermé dans U, puisque f est une fonction réguliére. Vérifions
que cet ensemble est aussi ouvert dans U. Puisque U est connexe, cela impliquera que
Q) = U et donc que la fonction f est identiquement nulle. Soit z € Q2. Puisque U est ouvert,
il existe un rayon r > 0 tel que B(z,r) C U. Fixons y € B(z,r) et considérons la fonction
Gy 1 [—2r,2r] — C définie par

gy(t) = f<x + W) t € [~2r,2r].

Puisque f € Cy(U), nous obtenons que g, € Caq([—2r, 27]). En effet, il résulte d’'un calcul
direct que pour tout k > 0 et —2r <t < 2r,

_ ty — =) y—w y—x
957 (1)] = dkf<x+ " >< o g >‘

o f ty—x)\||(y—=
Z Ou; -+ - Oy, <x+ 2r )H( 2r >i1

1<y, ip<d

k
1 1
(T g (Xg) M-

1<, ... in<d j=1

IN

(59,

De plus, puisque z € 2, nous déduisons de la définition (3.2.1) de ’ensemble Q que
vk >0, ¢{F(0)=0.

La suite M étant quasi-analytique par hypotheése, ceci implique que la fonction g, est
identiquement nulle sur [—2r,2r], d’ou f(y) = gy(2r) = 0. Il en résulte que ’ensemble
est un ouvert de U. 0

Introduisons & présent la notion de degré de Bang définie dans [9] et [59], et utilisée
par Jaye et Mitkovski dans [38],

M,
(3.22) YO<t<1,¥r >0, OgntMT:SUp{NGN: Z n1<r}§+oo,
> ’ Mn
—logt<n<N
ol la somme est prise égale a 0 lorsque N = 0. Le Théoréme de Denjoy-Carleman nous
assure que si M est logarithmiquement convexe et quasi-analytique, alors le degré de Bang
ne, M, est fini pour tout 0 < ¢ <1 et r > 0. Ce degré de Bang permet aux auteurs de [38]
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d’obtenir des estimées uniformes pour des fonctions L? dont la transformée de Fourier dé-
croit rapidement et d’établir des principes d’incertitude pour une classe générale d’espaces
de fonctions a transformées de Fourier fortement décroissantes. Ces auteurs définissent
également

.<AQ+1NG71

(323) Vp > 17 ’YM(p) = sup J M2 _ 1) et F./Vl(p) — 4644-4’7./\/1(17).
J

Avant de présenter le Théoréme de Nazarov, Sodin et Volberg, nous allons donner quelques
exemples.

3.2.2. Exemples de suites log-convexes quasi-analytiques. Commengons avec
un premier exemple qui donne des suites log-convexes quasi-analytiques avec des estima-
tions des quantités définies en (3.2.2) et (3.2.3).

EXEMPLE 3.2.3. Soient 0 < s < 1, A > 1 et My = (AP(p")*)pen. La suite M, est
log-convexe et quasi-analytique. De plus, si 0 < s < 1, alors pour tout 0 <t <1, r >0,

M < 2i(1 —logt + (Ar)ﬁ)
Si s =1, alors pour tout 0 <t <1, r >0,
(3.2.4) neyr < (1 —logt)ed.

De plus,
VO<s<1,Vpe N 0<yum.(p) <s.

La log-convexité de la suite Mg se vérifie aisément, tandis que sa propriété de quasi-
analyticité est une conséquence du Théoréme de Denjoy-Carleman et de I'estimation

AP~ ((p—1)N® _ 1
S AT =

p=>1 p>1

puisque 0 < s < 1. Ces suites définissent en réalité des classes de fonctions analytiques
puisque qu’on a l’'inclusion d’espaces

Cam.((0,1)) € Ca, ((0,1))

et jouent un rdle important dans la suite de ce manuscrit. En particulier, cet exemple
intervient dans I’obtention des principes d’incertitude valables dans des espaces de Gelfand-
Shilov présentés dans le Chapitre 6. Il est démontré en Section 10.2.1 du Chapitre 10.

Dans cette section, nous donnons également une maniére générique d’obtenir des suites
log-convexes quasi-analytiques, & partir de la donnée d’une fonction. Considérons une fonc-
tion F' : [0,+00) — R continue et bornée inférieurement. On associe & la fonction F' la
suite M¥" dont les éléments Mf sont supposés étre des nombres réels strictement positifs
définis par
(3.2.5) 0< Mf =suprPe 7" < 400, p>0.

r>0
On remarque que la suite M% posséde la propriété de log-convexité. En effet, si p € N*
alors
(]\/[f)2 = supr?Pe 2F() = sup PP F()pptlo—F(r) < Mﬁleﬂ.
>0 >0

Dans le cas ou F' est donnée par

F(t)=t*, t>0,
avec % < s, la suite associée M¥" est donnée par

VkeN, MF = (k); < (2B %
’ 2es — \2s R
et est donc quasi-analytique d’aprés 'Exemple 3.2.3 et 'inclusion d’espace

Carr ((0,1) € Caa , (0, 1),
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i 1 . . . .
ot M1 = ((%) 2s (k:')ﬂ) . Il est également possible d’obtenir des suites quasi-
55 s k>0
analytiques & partir d’une fonction dont la croissance est sous linéaire, comme le montre
la proposition suivante :

EXEMPLE 3.2.4. Soit p > 1 un entier strictement positif et F), : [0, +00) — [0,400) la
fonction continue positive définie pour tout t > 0 par
t
F, (t) = )
P g(t)(gog)(t)..gor(t)
avec g°P = go...og (p compositions). La suite associée M*? définie en (3.2.5) est une
suite log-convexe quasi-analytique de nombres réels strictement positifs.

o g(t) =log(e +1),

Cet exemple est démontré dans le Chapitre 8 ot il est présenté en tant que Proposition 8.3.3
et permet d’obtenir des exemples d’équations d’évolution dont la diffusion est moins forte
que I’équation de la demi-chaleur et pour lesquelles I’épaisseur du support de controle est
une condition nécessaire et suffisante pour assurer leur contrélabilité approchée & cotit
uniforme. De cet exemple, on peut en déduire le suivant :

EXEMPLE 3.2.5. Soient s > 1,0 < 0 <1 et Fy5 : [0,400) — [0,+00) la fonction
continue positive définie par
tS
log’(e+1)
La suite associce MFs5 définie en (3.2.5) est une suite log-conveze quasi-analytique de
nombres réels strictement positifs.

Fs,ﬁ(t)

Ce résultat est démontré en Section 8.3 ol il est présenté en tant que Corollaire 8.3.4.
Mentionnons que Jaye et Mitkovski ont établi des conditions suffisantes, assez générales,
sur la fonction F pour assurer a la suite log-convexe M¥ d’étre quasi-analytique :
PROPOSITION 3.2.6 ([38]). Soit F : [0,4+00) — R une fonction continue satisfaisant
(1) F(0) =0 et F est croissante avec lim o F = 400,
(1i) s € R— F(e®) est convere.
Alors, la suite log-conveze MY associce a la fonction F définie en (3.2.5) est quasi-

analytique si et seulement si
oo F(t
/ ®) dt = +o0.
0 1+1t2

3.2.3. Le Théoréme de Nazarov-Sodin-Volberg. Dans cette section, nous pré-
sentons le résultat principal de ce chapitre, a savoir, une généralisation au cas multi-
dimensionnel du Théoréme de Nazarov-Sodin-Volberg. Ce résultat est central dans le reste
de ce manuscrit et est & la base des principes d’incertitude présentés par la suite.

Le Théoréme de Nazarov, Sodin et Volberg [59] établit un principe de continua-
tion unique quantitatif. I1 donne un controle uniforme des fonctions d’une classe quasi-
analytique par leurs valeurs prises sur un sous-ensemble mesurable. Etabli en premier lieu
dans [59, Théoréme B|, il a été utilisé par Jaye and Mitkovski ([38]) sous la forme suivante :

THEOREME 3.2.7 (|38, Théoréme 2.5|). Soit M = (M,)pen une suite log-conveze quasi-
analytique avec My = 1 et f € Capm([0,1]) \ {0}. Pour tout intervalle I C [0,1] et sous-
ensemble mesurable J C I avec |J| > 0,

IW/M(anJc”LOO([0,1])7-/\/176) |I‘ ) 2n|\fHLoo([0’1]),M,e

Sgplfls ( 7]

avec I'pq définie en (3.2.3).

sup ||,
J

La constante qui apparait dans le Théoréme 3.2.7 fait intervenir le degré de Bang de la
suite M et la mesure du sous-ensemble J. En revanche, il est intéressant de noter que cette
constante ne dépend pas de la maniére dont se distribue ’ensemble 7. Dans le but d’avoir
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des estimées uniformes sur les fonctions d’une classe quasi-analytique, nous utiliserons le
résultat suivant, qui est un corollaire immédiat du Théoréme 3.2.7 :

COROLLAIRE 3.2.8. Soit M = (M,)pen une suite log-convexe quasi-analytique avec
My =1 et0 < s,t <1. Pour tout intervalle I C [0,1] et sous-ensemble mesurable J C I
avec | J| > s >0,

L (2ne e )| ) e, Mee

V7 € Can((0.1]) avee |fzegou > 1 suplf] < (R

sup | f],
J
avec Iy définie en (3.2.3).
Le Corollaire 3.2.8 se déduit directement du Théoréme 3.2.7 en remarquant que pour
tout f € Cam ([0, 1]) satisfaisant || f|| oo (j0,1) >,

T £l Lo (f0,17) M€ < Mg Me-

Dans le but d’utiliser ce résultat pour la controlabilité d’équations aux dérivées partielles
posées sur R%, nous établissons dans ce manuscrit une version du Corollaire 3.2.8 valable
en toute dimension d > 1 :

PROPOSITION 3.2.9. Soient d > 1 et U un ouvert conveze, borné et non vide de R?
vérifiant |OU| = 0. Soit M = (M,)pen une suite log-conveze quasi-analytique avec My = 1,
0<~v<1et0<t<1. Pour tout sous-ensemble mesurable E C U satisfaisant |E| >
Y|U| > 0, nous avons

V€ Cm(U) avec | fllL=w) = t,

d 214 M, d diam(U)e
Sgp ’f’ < (;FM (Qnt,M,ddiam(U)e)>

sup [ f],
E

avec T'pq définie en (3.2.3) et ou le diametre euclidien de U est défini par diam(U) =

sup |z —yl.
z,yelU

DEMONSTRATION. Soient 0 < v < 1 et 0 < ¢t < 1. Considérons E un sous—ensembE
mesurable de U satisfaisant |E| > y|U| > 0 et f € Cam(U) avec || f||pooy > t. Puisque U

est compact et que f admet un prolongement continu sur U, il existe zg € U tel que

(3.2.6) sup [ f| = [ f(z0)]-
U

En utilisant les coordonnées sphériques, nous avons

+oo
|E| = / 1g(x)dx = / 1g(xo + x)dr = / / 1g(zo + to)dot®dt.
R4 Rd 0 Sd—1

Puisque U est convexe, il résulte

Jg (o)
0< |E| :/ / 1g(zo + to)t¢ Ldtdo
Sd-1.J0
1
:/ JU(o)d/ ]IE(:co—f-Jﬁ(a)ta)td_ldtda
Sd-1 0

1
S/ JU(o)d/ 1g (2o + Jg(o)to)dtdo S/ JU(U)d\IJ]dJ,
Sd-1 0 d—1

ol
(32.7) Jg(o) =sup{t >0: zg+to €U} et I, = {t €[0,1] : o+ Jy(o)to € E}

pour o € S¥~!. Remarquons

Vo € S, J7(o) < +o0,
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puisque U est un ensemble borné. Nous déduisons qu'il existe o € S! tel que

(3.2.8) |E| < u(,oy/ J(o)do.
§d—1

En utilisant I'hypothése |0U| = 0 et que U est ouvert, nous obtenons

1 1
d d—1 d
Ul =U|= o t dtdo = — = do.
| \ | | /Sdl JU(O') /0 o /Sdl JU(U) o

En utilisant le fait que |E| > v|U]|, estimation (3.2.8) et la formule ci-dessus fournissent
la borne inférieure

(3.2.9) I, > % > 0.

Définissons une fonction auxiliaire

(3.2.10) vt e [0,1], g(t) = f(zo + Jg(oo)too),

qui est bien définie puisque zg + J(00)tog € U pour tout ¢ € [0,1]. Nous déduisons du
fait que f € Caq(U), de Vestimation

Jg(00) < diam(U) = diam(U),
ou diam(U) désigne le diamétre, au sens euclidien, de U, et de la formule du multinéme
que pour tout p € N,

p!
gl Lo oy < Y EnaffHLw(U)(‘]ﬁ(UO))p
BENY,
|B|=p
phy . . p
< ( > !> diam(U)? M,, = (d diam(U))" M,,.
BEN,
|8]=p
Remarquons que la nouvelle suite
M= ((ddiam()"M,)
peN
hérite de M sa log-convexité et sa propriété de quasi-analyticité avec l'identité suivante
pour les degrés de Bang associés

M’ e = Mt M, d diam(U)e:

En utilisant le fait que |I,,| > 0 d’aprés (3.2.9) et ||gl[zec(0,17) = 19(0)| = [|fllzeey = t,
nous pouvons appliquer le Corollaire 3.2.8 & la fonction g € Cyq/([0, 1]) pour obtenir

L (2ng pr ) \ 2o e
(3.2.11) sup |g| < (I—e) sup|g|.
[0,1] ‘ GO’ IUO
En remarquant
Py =T,
nous déduisons de (3.2.6), (3.2.7), (3.2.9), (3.2.10) et (3.2.11) que
d 2nt,M,ddiam(U)e
sup || = | (x0)| = l9(0)| < suplg| < (ST w20y pgadiom(vye) sup g
U [0,1] Y Iy
d 214 M, d diam(U)e
< <§FM(2nt,M,ddiam(U)e)> Slép |fl.
Ceci termine la preuve de la Proposition 3.2.9. U

De cette version multi-dimensionnelle du Théoréme de Nazarov, Sodin et Volberg, nous
pouvons en déduire une version L? qui permet d’estimer la norme L? des fonctions d’une
classe quasi-analytique par leur norme L? sur un sous-ensemble mesurable :
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PROPOSITION 3.2.10. Soient d > 1 et U un ouvert conveze et borné de R vérifiant
|0U| = 0. Soient M = (Mp)pen une suite log-convexe quasi-analytique avec My = 1,
0<y<1let0<t<1. SiECU estun sous-ensemble mesurable satisfaisant |E| > ~|U]|,
alors pour tout f € Cpm(U) avec || f| Loy > t,

2 72d Any M, d diam(U)e
[ 15@Par < 2 (22t s [ 17
U TN E

DEMONSTRATION. Soient 0 < ¢ < 1, f € Cm(U) telle que || flpo@y > t et E un
sous-ensemble mesurable de U satisfaisant |E| > v|U| > 0. En posant

2
B={ocn: f@F< g [ wPa},
nous remarquons

) .. 2B\ E| )
(3.2.12) [E (@) Pde > /E N [E \f (@) 2de.

Montrons par ’absurde que l'intégrale

/ (@) Pdz > 0,
E

est strictement positive. Supposons par ’absurde

[ 5@ =o
E
Dans ce cas, ’ensemble
Ezz{er: f(x):O},

satisfait |Ez| = [E| > 0. On déduit alors de la Proposition 3.2.9, puisque || f| peor) = t et
|Ez| >0, que f =0 sur U. Ceci contredit le fait que || f||z @) >t >0 et on a donc

/ 1f(2)[2dz > 0.
E

Nous déduisons de (3.2.12) que

. . E
=12 -\ B = s Yoy s o
Une application de la Proposition 3.2.9 fournit

sup | f]

>2nt,M,d diam(U)e
E

2d
Sl&p |f] < (7FM (2124 M, d diam (U)e)

2d 24 M, d diam(Uye /2 1
< (7FM(2nt,M,ddiam(U)e)> (/ |f($)|2d33)2-
Y E

VIE|

Il s’ensuit que

2 2d 41y M, d diam()e 2|U
/ ’f($)|2d$ < ’U\(Sup\fD < (7PM(2nt,M,ddiam(U)e)> |/ \f(x)\Qda:
U U Y |E| JE

2d ANy a,d diam(U)e 2
< (7FM(2nt,M,ddiam(U)e)) 7/E|f(90)2d~”5-

Cela conclut la preuve de la Proposition 3.2.10. O

Dans 'article [38], les auteurs ont aussi établi une version multi-dimensionnelle et une
version L? du Théoréme de Nazarov, Sodin et Volberg (Théoréme 3.2.7) mais les constantes
obtenues sont moins explicites que celles données par les Propositions 3.2.9 et 3.2.10. Le
fait d’avoir des constantes quantitatives sera essentiel pour établir les résultats présentés
dans le Chapitre 6, dont les preuves sont données dans le Chapitre 10. Nous terminons
cette section en illustrant les résultats ci-dessus avec ’exemple suivant :
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EXEMPLE 3.2.11. Soient 0 < s <1, A>1, R>0,d>1,0<t<1,0<vy<1et
M = (AP(p!)*)pen. Soit E C B(0, R) un sous-ensemble mesurable de la boule euclidienne
centrée en 0 de rayon R tel que |E| > ~|B(0, R)|. Il existe une constante K = K(s,d) > 1
telle que pour tout f € Cpm(B(0, R)) avec || f||z(B(0,R)) = t,

£z B0.R)) < CtasrydlfllLem) et [fllr2so,r) < CrasrydlfllLzE),
ot lorsque 0 < s < 1,
1
K\ K(1-logt+(AR)1=5)
0< Ct,A,s,R,'y,d < (;)

et lorsque s =1,
K\ K(1-logt)eKAR
0<Cra1Rryd < <7> :

Vérifions que I'Exemple 3.2.11 est une conséquence des Propositions 3.2.9 et 3.2.10,
et de 'Exemple 3.2.3. Nous déduisons des Propositions 3.2.9 and 3.2.10 que pour tout

f € Cm(B(0, R)) avec || fllL(B(0,r)) >t

2n¢, M, 2Rde

d
[ £l 2o (B0,R)) < (;FM(Qnt,M,sze» £l Lo ()

£l z2(E)-

>2nt,M,2Rde

£l z2(B(o,R)) < \/3(%51—‘/\4(2nt7/\/1,21%de)
De plus, 'Exemple 3.2.3 donne
Vn € N, Ty(n) < eltts
et si 0 < s <1, alors
nemarde < 275 (1= logt + (2ARde) ),

et si s =1, alors

e m2rde < (1 —log t)eQARde.

Le résultat de 'Exemple 3.2.11 est alors une conséquence des estimations ci-dessus.



Chapitre 4

Stabilisation et contréle approché d’une large classe
d’équations diffusives

REsUME. Ce chapitre vise & présenter les résultats de larticle [5], écrit en collaboration
avec Paul Alphonse. Un des théorémes principaux a trait & la controlabilité approchée
avec colt uniforme d’une large classe d’équations diffusives & partir d’ensembles épais
en lien avec la notion de quasi-analyticité. Nous nous intéressons également a la notion
de stabilisation qui est définie dans ce chapitre. Les résultats obtenus s’appliquent en
particulier aux équations de la chaleur fractionnaires. D’autres exemples sont également
donnés.

4.1. Introduction

Nous avons vu dans la Section 2.3 que les équations de la chaleur fractionnaires

{ Orf(t,x) + (=A% f(t, ) = u(t,z)1,(z), =R t>0,
fli=o = fo € L*(RY),

avec s > % sont controlables & zéro uniquement & partir des ensembles épais, comme 'ont
montré Alphonse et Bernier dans [4]|. En revanche, le Théoréme 2.3.2 di a Koenig ([40,
Théoréme 2.8 et 2.11]) montre que ’épaisseur n’est plus une condition suffisante pour
controler ces équations en basses diffusions s < %, au moins dans le cas de la dimension
1. L’objectif de ce chapitre est d’étudier le role des ensembles épais pour des notions plus
faibles de contrélabilité de ces équations. Plus précisément, nous allons nous intéresser a
la stabilisation (rapide) et a la controlabilité & zéro approchée avec coiit uniforme d’une
large classe d’équations diffusives de la forme

(Er) Ouf(t, ) + F(| Do) f(t,2) = u(t, 2)1u(z), t>0, x €RY,

F
£(0.) = fo € L*(RY),

ou lopérateur F'(|D,|) est le multiplicateur de Fourier associé au symbole F'(|£]),

Vf e L*(RY),ve e RY, F(F(IDa))£)(€) = F(IE) £ (&)

La fonction F' : [0, +00) — R est supposée continue et bornée inférieurement, et w C R? est
un sous-ensemble mesurable. Le multiplicateur de Fourier F'(|D,|) génére un semi-groupe
fortement continu sur L?(R%) explicitement donné par :

Vf e L3(RY), vt > 0,V¢ e RY,  Fe DD p)(¢) = e7tFUED f(¢).
Lorsque la fonction F' est donnée par
F(t) =t*, teRy,

pour s > 0, I'équation associée (Fr) est une équation de la chaleur fractionnaire. En
particulier, les résultats de stabilisation et controélabilité approchée s’appliqueront & ces
équations.

4.2. Stabilisation des équations diffusives

Dans cette premiére section, nous nous intéressons a la stabilisation du systéme d’évo-
lution (Fr). La notion de stabilisation est définie comme suit :

45
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DEFINITION 4.2.1. Le systéme d’évolution (Er) est dit exponentiellement stabilisable
a partir du support de contréole w a la vitesse a > 0 s’il existe une constante My, > 1 et un
opérateur continu K, € L(L*(R?)) tels que pour tout t > 0,

e PP LK < M,

Lorsque lopérateur K, peut étre choisi égal a l'opérateur nul, le systéme d’évolution (Er)
est dit stable.

Le systéme d’évolution (Ep) est dit rapidement stabilisable & partir du support de
controle w st celui-ci est exponentiellement stabilisable a partir de w a toute vitesse a > 0.

L’existence du semi-groupe généré par lopérateur F(|D,|) + 1,K, est assurée par
la théorie des perturbations bornées des semi-groupes, voir par exemple [24] (Théoréme
II1.1.3). Contrairement aux notions de controlabilité présentées dans la Section 2.1.1, la
stabilisation s’intéresse & des problématiques en temps long. Il s’agit de trouver une ma-
niére d’agir sur le systéme, de facon & revenir a I’équilibre exponentiellement vite, dans
I’asymptotique t — +o00. Une autre différence avec les notions de contrélabilité vues en
Section 2.1.1 est qu’il s’agit d’un systéme en boucle fermée. L’opérateur K, permet d’agir
sur I’état du systéme & chaque instant, via la donnée de ’état du systéme au méme instant.

La stabilisation des équations de la chaleur fractionnaires, posées sur l'espace RY, a
récemment été étudiée dans les travaux [36, 49]. Les auteurs de l'article [36] (Théoréme
1.1) ont montré que pour tout s > 0, '’équation de la chaleur fractionnaire (Ej2s) est
exponentiellement stabilisable & partir du support de controle w si et seulement si w est
épais. Il a été également montré dans [49] (Exemple 1) que les mémes équations (F,2:)
sont rapidement stabilisable & partir du complémentaire d’une boule euclidienne de R?¢
lorsque 0 < s < 1. Dans cette section, nous établissons que I’équation d’évolution (Ef) est
exponentiellement stabilisable & partir de w si et seulement si w est épais lorsque inf F' <0
et liminf o F > —inf F. De plus, contrairement aux travaux [36] et [49], nous donnons
une formule explicite pour 'opérateur de stabilisation K, en fonction de la vitesse de
stabilisation et de la fonction F'. En particulier, dans le cas des équations de la chaleur
fractionnaires, nous retrouvons le résultat du papier [36] (Théoréme 1.1) en fournissant de
plus un controle explicite et nous généralisons le résultat de 'article [49] (Exemple 1).

Avant d’étudier la stabilisation de I’équation d’évolution (Fr), commengons par re-
marquer que lorsque inf F' > 0, nous obtenons par le Théoréme de Plancherel

Vit > O, He_tF(lDac‘)HE( < 6_(ian)t,

L2(R%))
et donc le systéme d’évolution (Er) est exponentiellement stable, a vitesse inf F' > 0. La
question de la stabilisation de ce systéme est pertinente seulement si inf F© < 0. Dans ce
cas, nous prouvons que I’épaisseur pour le support de contrdle w C R? est une condition
géométrique nécessaire pour assurer la stabilisation de 'équation (Er), et est suffisante
lorsque nous supposons de plus que liminf; ., F' > |inf F'|. Dans le cadre de cette stabili-
sation, nous explicitons un opérateur K, en fonction de la vitesse de stabilisation o > 0
et de la fonction F'.

THEOREME 4.2.2. Soient F' : [0,4+00) — R une fonction continue et bornée inférieure-
ment et w C R un sous-ensemble mesurable.

(1) Si le systéeme d’évolution (Er) est exponentiellement stabilisable & partir de w et
inf F' <0, alors l’ensemble w est épais.

(7i) Siliminf o F' > inf F' et w est épais, alors il existe des constantes C' = C(w) > 1
et Ry = Ro(F) > 0 telles que pour tout R > Ry et t > 0,

(4.2.1) "eft(F(|Dz\)+CeCR(aRfinfF)leKR)HE( ) < ﬁceCRef(aRJrian)t/Z,

ot on définit g = inf,>p F(r) et ot Kg désigne la projection orthogonale suivante

Kp: L*(RY = {f e L*(R%) : Supp f € B(0,R)},

L2(R4)

avec B(0, R) la boule euclidienne fermée centrée en 0 et de rayon R > 0.
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(797) Siliminfy o F > |inf F| et w est épais, alors le systéme d’évolution (Er) est expo-
nentiellement stabilisable a partir de w.

Veérifions que l'assertion (i7i) du Théoréme 4.2.2 est une conséquence directe de I’as-
sertion (74) du méme résultat. L’hypothése liminf o, F' > |inf F| se lit, bien stir, comme
liminf, F > inf F' et liminf,, F > —inf F. Premiérement, ’hypothése liminf . F' >
inf F' implique les estimations (4.2.1) d’aprés Iassertion (ii). D’autre part, en supposant
liminf, F' > —inf F, nous obtenons que apr + inf F' > 0 lorsque R > 1 est suffisam-
ment grand. Les estimations (4.2.1) impliquent alors que ’équation d’évolution (Ef) est
exponentiellement stabilisable, d’aprés la Définition (4.2.1) présentée au début de cette
section. Notons que dans le cas ot liminf, o, F' > inf F' > 0, bien que le systéme (F) soit
déja stable, le Théoréme 4.2.2 montre qu’il est possible d’améliorer la vitesse de retour a
I’équilibre & partir d’'un ensemble épais et de stabiliser le systéme & toute vitesse a dans
I'intervalle (inf F, w

La preuve du Théoréme 4.2.2 est donnée dans la Section 8.1 du Chapitre 8. Elle consiste
dans un premier temps & montrer I’assertion (¢) (voir Section 8.1.1) en se basant sur une
inégalité d’observabilité associée & la notion de stabilisation. Comme pour les autres notions
de controlabilité présentées dans ce manuscrit, la stabilisation du systéme d’évolution (Er)
est équivalente a des inégalités d’observabilité (voir Théoréme 8.1.1). En supposant que
le systéme d’évolution (Er) est stabilisable, nous déduisons que le support de controle w
est épais en appliquant les inégalités d’observabilité associées & la notion de stabilisation
pour des gaussiennes bien choisies. En ce qui concerne ’assertion (i), la preuve se base sur
la construction d’une fonction de Lyapunov adaptée et utilise les principes d’incertitude
établis par Kovrijkine (Théoréme 1.1.6).

En rassemblant les résultats des assertions (i) et (i4¢) du Théoréme 4.2.2, nous obtenons
directement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.2.3. Soient F : [0,400) — R une fonction continue, bornée inférieu-
rement satisfaisant inf ¥ < 0 et liminf o FF > —inf F, et w C R un sous-ensemble
mesurable. L’équation d’évolution (Ep) est exponentiellement stabilisable a partir de w si
et seulement si w est épais.

Un probléme intéressant, qui reste ouvert a l'issue de ce travail, est la question de la
stabilisation exponentielle du systéme d’évolution (Er) lorsque inf F' < 0 et liminf ;o F <
—inf F'. Nous apportons une réponse trés partielle a cette question dans la Proposition 4.2.6
présentée 4 la fin de cette section.

Comme conséquence directe des estimations quantitatives de stabilisation (4.2.1), nous
obtenons le résultat suivant qui concerne la stabilisation rapide du systéme d’évolution
(Er) sous 'hypothése lim o F' = +00, en appliquant le Théoréme 4.2.2 & la fonction
F —inf F.

COROLLAIRE 4.2.4. Soient F' : [0,+00) — R une fonction continue et bornée inférieu-
rement satisfaisant limy. F = 400, et w C R un sous-ensemble mesurable. Le systéme
d’évolution (Er) est rapidement stabilisable a partir de w si et seulement si w est épais.

L’exemple suivant applique le Théoréme 4.2.2 au cas des équations de la chaleur frac-
tionnaires :

EXEMPLE 4.2.5. Pour tout réel strictement positif s > 0, considérons la fonction Fj :
[0, +00) — [0, +00) définie pour tout t > 0 par Fs(t) = 2. Considérons aussi un sous-
ensemble mesurable w C R% de mesure strictement positive. Nous déduisons des Corollaires
4.2.8 et J.2.J que le systéme d’évolution (Ep,) est exponentiellement stabilisable a partir
du support de controle w si et seulement si il est rapidement stabilisable a partir de w si et
seulement si w est épais. De plus, d’aprés le Théoréeme 4.2.2, lorsque w est épais, il existe
des constantes C > 1 et Ry > 0 telles que pour tout R > Ry ett >0,

—t((—~A)5+CeCRR2 1, K CR_—R?t/2
e A R)H/L(L2(Rd)) < V20 2,



48 STABILISATION ET CONTROLE APPROCHE

ot Kr désigne la projection orthogonale
Kg: L*RY) — {f € L*(R%) : Supp f  B(0,R)}.

Ces estimations explicites de stabilisation permettent, en particulier, de retrouver les ré-
sultats [36] (Théoréme 1.1) et de généraliser [49] (Exemple 1).

En conclusion de cette section, nous constatons que sous des hypothéses peu contrai-
gnantes sur la fonction F', il est possible de stabiliser rapidement ’équation d’évolution
associée, avec un contrbole complétement explicite, & partir des ensembles épais. Ainsi, la
stabilisation est une notion de contrble suffisamment faible pour permettre le contréle
d’équations peu diffusives telles que les équations de la chaleur fractionnaires avec para-
metre 0 < s < %, mais suffisamment forte pour que la condition d’épaisseur continue d’y
jouer un role clé. Cependant, il existe tout de méme des cas ou ’épaisseur du support de
controéle ne suffit plus a stabiliser rapidement ’équation d’évolution (Fr). L’exemple donné
par le résultat suivant montre que si la fonction F' posséde une limite finie a 'infini +o00,
alors 'équation (F'r) n’est pas rapidement stabilisable a partir de ’ensemble de controle

w C R, dés que celui-ci n’est pas dense dans R?.

PROPOSITION 4.2.6. Soient F : [0,+00) — R une fonction continue, bornée inférieu-
rement et w C R? un sous-ensemble mesurable qui n’est pas dense dans R%. Supposons que
la limite limy o F existe et est un réel positif (la fonction F est donc bornée). Alors, si
a > sup F, léquation d’évolution (Er) n’est pas exponentiellement stabilisable a partir de
w a vitesse a.

La Proposition 4.2.6 est démontrée dans la Section 8.1.3 du Chapitre 8. Elle consiste
a supposer que I’ensemble w n’est pas dense dans R? et a nier les inégalités d’observabilité
associées a la notion de stabilisation.

4.3. Controlabilité approchée avec cotit uniforme

Dans cette section, nous nous intéressons & la contrélabilité approchée avec cofit uni-
forme des équations d’évolution (Er). Comme le stipule la Proposition 8.2.2, que nous
énoncgons et démontrons dans la Section 8.2.3, cette notion est plus forte que la stabilisa-
tion rapide et on s’attend & ce qu’il soit plus difficile d’effectuer un contréle approché avec
un colt uniforme des équations peu diffusives. C’est pourquoi nous n’allons pas étudier le
systéme d’évolution (Fr) pour des fonctions F' aussi générales que possible, mais seulement
pour celles générant une suite quasi-analytique.

Rappelons qu’a la fonction F, il est possible d’associer une suite log-convexe M*" dont
les éléments ME | que nous supposerons étre des réels strictement positifs, sont définis par

(4.3.1) 0<MF =suprfe M < 400, k>0.

r>0
On rappelle (voir Section 3.2) que la suite M est dite quasi-analytique lorsque la classe
de fonctions associée

Cor ((0,1)) = {f € C>®((0,1),C) : VEk >0,Vz € (0,1), [f¥)(z)] < M},
est quasi-analytique, ce qui signifie que toute fonction f de cette classe satisfaisant
Jzg € (0,1),Vk >0, f#)(20) =0,

est la fonction nulle. Pour plus de détails concernant cette notion, on se référera a la
Section 3.2 ot la définition et quelques résultats concernant les suites quasi-analytiques sont
présentés, notamment le Théoréme de Denjoy-Carleman qui fournit une caractérisation
pratique de ces suites.

Lorsque la fonction F génére une suite quasi-analytique M*" de réels strictement po-
sitifs, les solutions de I’équation homogéne associée & (F'r) appartiennent a des classes de
fonctions quasi-analytiques (voir Section 8.2.1 pour plus de détails). En tirant avantage de
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cette régularité quasi-analytique, nous montrons que la notion d’épaisseur est une condi-
tion géométrique nécessaire et suffisante qui assure la contrélabilité a zéro approchée avec
colt uniforme des équations d’évolution (Er) en tout temps strictement positif.

THEOREME 4.3.1. Soient F' : [0,+00) — R une fonction continue, bornée inférieure-
ment et w C R un sous-ensemble mesurable. Supposons que la suite MF associée a la
fonction F définie en (4.3.1) est une suite quasi-analytique de réels strictement positifs.
Alors, pour tout temps strictement positif T > 0, l’équation diffusive (Er) est approxima-
tivement contrélable a zéro avec codt uniforme & partir du support de controle w au temps
T si et seulement si w est €pais.

La partie nécessaire du Théoréme 4.3.1 est une conséquence du fait que la contrélabilité
a zéro approchée avec coiit uniforme implique la stabilisation rapide (Proposition 8.2.2), et
est donc une conséquence du Corollaire 4.2.4. Remarquons que ’hypothése sur la fonction
F' dans le Théoréme 4.3.1 implique que lim o, F' = 400, puisque nous avons

Vr >0, rngFeF(T),

avec 0 < M{" < +oo.

Concernant la partie suffisante du Théoréme 4.3.1, la preuve est donnée dans la Sec-
tion 8.2.2. L’idée est d’obtenir des inégalités d’observabilité approchées pour le systéme
homogéne associé a (Ef) :

{@f(m) +F(ID|)f(t,x) =0, t>0, z€R?,
£(0,) = fo € L*(RY).

La preuve consiste en une adaptation de la stratégie a la Kovrijkine, décrite a la fin de la
Section 1.1, avec une définition des bons cubes adaptée a la suite M qui régit la régularité
des solutions du systéme (4.3.2). Le lemme d’analyse complexe utilisé dans la stratégie de
Kovrijkine originale (Lemme 9.1.1) est remplacé par la version multi-dimensionnelle du
Théoréme de Nazarov, Sodin et Volberg (Proposition 3.2.10).

Présentons a présent des exemples explicites de fonction F' qui générent une suite
quasi-analytique MF et pour lesquelles le Théoréme 4.3.1 s’applique.

(4.3.2)

EXEMPLE 4.3.2. Supposons que la fonction continue positive F : [0,4+00) — [0, +00)
satisfait © < F, ou le poids © : [0,4+00) — [0,400) vérifie les propriétés suivantes :
(1) ©(0) =0, O est croissante avec lim~, © = +o0,
(i1) © est semi-continue inférieurement et t € R — O(e') est convere,

(idi)
oo 0(t)
/0 Ty dt = +o0.

D’apres le travail [38] (voir aussi la Proposition 3.2.6 dans ce manuscrit), la suite M® as-
socice au poids ©, définie en (4.3.1), est quasi-analytique. De plus, nous avons M < M®,
puisque © < F, et le Lemme 8.3.1 implique que la suite M¥ est aussi quasi-analytique.
Nous en déduisons que pour tout sous-ensemble mesurable w C R? et tout temps stricte-
ment positif T > 0, ’équation d’évolution (Er) est approzimativement contrélable a zéro
avec cott uniforme a partir du support de controle w au temps T si et seulement si w est
épais. Un exemple pertinent est donné par F(t) = O(t) = t. En effet, I’équation d’évolution
associée est Uéquation de la demi-chaleur (E;) posée sur tout Uespace RY associée a 1’opé-
rateur v/— A, qui est connue pour ne pas étre (exactement) controlable & zéro a partir d’un
ensemble de controle non dense dans RY (au moins dans le cas unidimensionnel d = 1),
voir [40] (Théoréme 2.3) ou (48] (Théoréme 1.1). Cette équation d’évolution est donc un
exemple pertinent ou la condition d’épaisseur échoue a étre suffisante pour la contrélabi-
lité a zéro exacte mais apparait comme nécessaire et suffisante a la controlabilité a zéro
approchée avec cott uniforme.
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Remarquons que la controlabilité a zéro approchée avec coiit uniforme a partir des
ensembles épais des équations de la chaleur fractionnaires (F,2:), avec s > %, peut se
déduire des estimations de stabilisation quantitatives (4.2.1) données par le Théoréme 4.2.2
qui fournissent, de plus, un contréle explicite. En effet, fixons un temps strictement positif
T > 0 et une erreur € > 0. Dans le cas ot s > %, il est possible de choisir un paramétre
R. > 0 sufisamment grand tel que

V20 eCRe g—RET/2 <e,

ou la constante C' = C'(w) > 1 est donnée par le Théoréme 4.2.2. Considérons alors une
donnée initiale fo € L2(R?) et posons

f(t’ ) — e_t((_A)S'i‘CeCRERgSﬂwKRs)fo’ tc R-i—v

ou Kpr_ désigne la projection orthogonale

Kg. : L*(RY) — {g € L*(RY) : Suppg C B(0,R.)}.
La fonction f est solution du systéme de contréle
Ouf(t,x) + (—AL) f(t, ) = u(t,x)ly(x), t>0, zeRY
{f(o, )= fo € L*(RY),

avec
u(t,z) = —Ce®FR*Kp_f(t,xz), t>0,z¢c R
On vérifie alors, d’aprés les estimations (4.2.1), que la solution satisfait

(T, ) 2 ey < ellfoll 2may
et le contréle vérifie
[l 2o ryxcray < Ce“RE(| £l 20y ey < eCe“F = REVT | foll 12 (gay.-

Soulignons le fait que cette approche ne peut pas étre utilisée dans le cas de la demi-
chaleur ou pour les équations moins diffusives présentées par la suite car le terme

V2CeC R~ (antinf F)T/2.

ne peut pas étre rendu arbitrairement petit. L’intérét du Théoréme 4.3.1 réside dans la
possibilité de déduire des résultats de controlabilité approchée avec cotit uniforme pour
des équations moins diffusives que ’équation de la demi-chaleur (E};), comme l'illustrent
les deux exemples suivants :

EXEMPLE 4.3.3. Soient s > 1, 0 < 6 < 1 et Fy5 : [0,+00) — [0,4+00) la fonction
continue positive définie pour tout t > 0 par
tS
Fis(t) = ——.
(1) log5(6+t)

Nous vérifions dans le Corollaire 8.5./ que la suite associée M*ss définie en (4.3.1) est
une suite quasi-analytique de nombres réels strictement positifs. On en déduit que pour tout
sous-ensemble mesurable w C R% et pour tout temps strictement positif T > 0, léquation
d’évolution (EFs,a) est approximativement controlable & zéro avec codt uniforme & partir
du support de contréle w au temps T st et seulement si w est épais.

EXEMPLE 4.3.4. Soient un entier p > 1 et F}, : [0, +00) — [0, +00) la fonction continue
positive définie pour tout t > 0 par

t
B0 = 0G0
avec g°°? = go...oqg (p compositions). Nous vérifions a la Proposition 8.3.3 que la suite
associce MTv définie en (4.3.1) est quasi-analytique. Cela a pour conséquence que pour
tout sous-ensemble mesurable w C R? et tout temps positif T > 0, Uéquation d’évolution
(Er,) est approzimativement contrdlable a zéro avec codt uniforme a partir du support de
controle w au temps T si et seulement si w est épais.

ot g(t) =log(e +1),
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Concernant la notion plus faible de contrélabilité a zéro approchée présentée dans la
Section 2.1.1, la géométrie autorisée pour le support de contrdle est plus simple. En effet,
la proposition suivante, démontrée en Section 8.2.1, assure que le systéme d’évolution (Er)
est approximativement contrélable & zéro a tout temps strictement positif 7' > 0 et a partir
de tout ensemble mesurable w C R? de mesure de Lebesgue strictement positive dés lors
que la fonction F génére une suite quasi-analytique MF"

PROPOSITION 4.3.5. Soient F : [0, +00) — R une fonction continue, bornée inférieure-
ment et w C R? un sous-ensemble mesurable de mesure de Lebesque strictement positive. Si
la suite M associée a la fonction F, définie en (4.3.1), est une suite quasi-analytique de
nombres réels strictement positifs, alors pour tout temps strictement positif T > 0, I’équa-
tion diffusive (E'r) est approzimativement controlable & zéro a partir du support de controle
w au temps T'.

En particulier, les équations diffusives introduites dans les Exemples 4.3.2, 4.3.3 et
4.3.4 sont approximativement contrdlables & zéro en tout temps strictement positif 7" > 0
a partir de tout sous-ensemble mesurable w C R? satisfaisant |w| > 0.






Chapitre 5

Inégalités spectrales pour des combinaisons linéaires finies de
fonctions de Hermite et controélabilité a zéro

REsuME. Ce chapitre présente les résultats obtenus dans Darticle [53], écrit en colla-
boration avec Karel Pravda-Starov. Le résultat principal, donné par le Théoréme 5.2.1,
établit des inégalités spectrales pour des combinaisons linéaires finies de fonctions de
Hermite & partir d’ensembles faiblement épais. Ces estimations permettent de démon-
trer un résultat général de controlabilité a zéro pour des équations d’évolution dont le
systéme adjoint régularise dans un espace de Gelfand-Shilov symétrique, donné par le
Théoréme 5.3.1.

5.1. Introduction

Ce chapitre vise & donner des conditions géométriques suffisantes pour la controlabilité
a zéro des équations d’évolution dont le systéme adjoint régularise dans un espace de
Gelfand-Shilov symétrique. Plus spécifiquement, nous nous intéressons & des équations
d’évolution de la forme

{ O f(t,x) + Af(t, ) = u(t,2)ly(z), =€ R, >0,
fli=o = fo € Lz(Rd)v

associée a4 A un opérateur fermé sur L?(R?) qui est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de contraction fortement continu (e7*4);>0 sur L2(RY). On demande de plus, &
ce que lopérateur adjoint A* de A dans L%(R?) génére un semi-groupe de contraction
fortement continu jouissant d’effets régularisants de type Gelfand-Shilov symétrique en
tout temps strictement positif, c’est & dire, vérifiant

(5.1.1)

> 0,vu € LA(RY), e u e SYGY(RY),

avec % < s < 1. La définition, ainsi que quelques propriétés des espaces de Gelfand-Shilov
sont rappelées en Section C. Comme expliqué dans cette section, les fonctions appartenant
aux espaces de Gelfand-Shilov symétriques sont caractérisées par une décroissance de type
exponentielle des coefficients de leur décomposition dans la base de Hermite. En vue d’une
application du résultat abstrait d’observabilité donné par le Théoréme 2.2.1, cette carac-
térisation invite naturellement & établir des inégalités spectrales pour des combinaisons
linéaires finies de fonctions de Hermite. La Section 5.2 est consacrée a ’obtention de telles
inégalités spectrales qui quantifient le cotlit de localisation en termes du niveau d’énergie
et des paramétres caractérisant I’épaisseur faible d’un ensemble. Dans la Section 5.3, des
applications de ces inégalités spectrales a la théorie du contréle sont données. Plus précisé-
ment, de nouveaux résultats de controlabilité sont obtenus pour les équations de la chaleur
harmonique fractionnaires et, plus généralement, pour des équations d’évolution dont le
semi-groupe adjoint régularise dans un espace de Gelfand-Shilov symétrique.

5.2. Inégalités spectrales a partir d’ensembles faiblement épais

Cette section présente des inégalités spectrales pour des combinaisons linéaires finies
de fonctions de Hermite & partir d’ensembles faiblement épais. Le principal résultat est
donné par le Théoréme 5.2.1, issu du travail [53] :

53



54 INEGALITES SPECTRALES ET CONTROLABILITE A ZERO

THEOREME 5.2.1. Soient 0 < v < 1 et p : R? — (0,+00) une fonction stricte-
ment positive %—lipschitzienne avec R® muni de la norme euclidienne, telle qu’il existe des

constantes 0 < e <1, m >0, R > 0 telles que
Ve eRY, 0<m<plx)<R) e

Soit w un sous-ensemble mesurable de R¢ qui est y-épais par rapport a la densité p. Alors,
il existe des constantes kq(m, R,v,e) > 0, Cyq(e, R) > 0 et une constante universelle kg > 0
telles que

gd)éd@,mzvl-%

VN > ]-a Vf € gNu ||f||L2(]Rd) < Kd(m’ R,’y,ﬁ) (? ||f||L2(w)7

ot En est lespace vectoriel de dimension finie engendré par les fonctions de Hermite
(Pa)jaj<n-

Le Théoréme 5.2.1 fournit toute une famille d’inégalités spectrales indexée par 0 < € <
1, le paramétre qui régit la borne sur la croissance de la densité p. Plus cette croissance
est proche du cas linéaire, moins la masse de w est contrainte d’occuper I'espace, ce qui se
traduit par une plus forte croissante de la constante du cofit de localisation en fonction du
niveau d’énergie N.

La preuve de ce résultat est donnée en Section 9.1. Elle est inspirée de la preuve
du Théoréme 1.1.6 donnée par Kovrijkine dans [42]| et de son adaptation dans le cadre
de combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite [11] (Théoréme 2.1) donnée par
Beauchard, Jaming et Pravda-Starov. Elle consiste, tout d’abord, en un découpage de
I'espace R? en un nombre dénombrable de boules de la forme B(zy, p(z1)). Comme dans
la stratégie a la Kovrijkine, I'idée est de séparer cette famille de boules en deux catégories :
les bonnes boules et les mauvaises. La définition des bonnes boules est déterminée par les
estimations de type Bernstein pour des combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite
données par la proposition suivante, démontrées dans la Section E.1 de I’Appendice E :

PROPOSITION 5.2.2. Les combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite satisfont
les estimations suivantes :

V0 <e<1,3K.>1,Y0< 6 <1,3K.5 > 1,Vr > 0,Ya, 3 € N, YN € N,Vf € &y,

la| + 8]
2—¢

- N~
0708 £l 2(ney < Kes (9K 7T ( +2)e ' | flla e,

£
N'T3
52

r % T 5 +
I {a)" 08 £l p2(ay < Ko sKLPH761P) (d + 1)2r(2_'f' + 3)6 N fll 2 e -

avec En = Vectc{Pa }pend, la|<N

La suite de la démonstration consiste a établir que la contribution des mauvaises boules
est négligeable et que les estimations de type Bernstein sur les bonnes boules permettent
d’obtenir des estimées de la forme

1228y < Clfll2(Bunw)s

en utilisant un lemme d’analyse complexe (voir Lemme 9.1.1).

Soulignons une différence importante avec la stratégie originale de Kovrijkine. Contrai-
rement a la preuve donnée par Kovrijkine qui est faite dans un cas ol la densité p est
constante, le découpage de R? effectué dans cette démonstration nécessite la notion de
métrique lente, dont une introduction est donnée en Appendice, Section A. Les hypothéses
du théoréeme demandent a la densité p d’étre %—lipschitzienne pour des raisons techniques
liées & cette utilisation des métriques lentes. En réalité, bien qu’il soit énoncé ainsi dans
larticle [53], cette hypothése est superflue et nous pouvons écrire le résultat suivant, qui

se déduit du précédent :
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COROLLAIRE 5.2.3. Soit p : R? — (0, 400) une fonction continue strictement positive,
telle qu’il existe des constantes 0 < e <1, R > 0 telles que

vz e R, 0<plx) < Rlx) ™

et 0 < v < 1. Soit w un sous-ensemble mesurable de R qui est -€pais par rapport a la
densité p. Alors, il existe des constantes kq(R,7y,€) > 0, k/)(R,e) > 0 et Cy(e, R) > 0 telles
que

(KId(R, £) ) Ca(e,R)N' "2

(521) VN >1, Vf €&, HfHLQ(Rd) < ﬁd(R777€) ”f”LQ(w)?

ou En est l’espace vectoriel de dimension finie engendré par les fonctions de Hermite
(Pa)jaj<n-

Le Corollaire 5.2.3 est une conséquence directe du Théoréme 5.2.1 et du Lemme 3.1.5
qui permet de se ramener a une densité %—lipschitzienne. Il établit des inégalités spectrales
valables pour tous les ensembles (1 — ¢)-faiblement épais, avec 0 < € < 1. Remarquons que
substituer formellement ¢ par 0 et 1 dans (5.2.1) fournit la méme croissance par rapport au
niveau d’énergie N que dans les estimations (1.2.4) et (1.2.5) démontrées par Beauchard,
Jaming et Pravda-Starov dans [11]. Puisque les estimations (1.2.4) et (1.2.5) correspondent
respectivement aux cas ol w est 1-faiblement et 0-faiblement épais, les inégalités spectrales
données par le Corollaire 5.2.3 apparaissent comme des interpolations entre les estimées
(1.2.4) et (1.2.5).

5.3. Controélabilité des équations d’évolution dont le systéme adjoint
régularise dans un espace de Gelfand-Shilov symétrique

Intéressons-nous & présent & la contrélabilité des équations d’évolution dont le systéme
1

adjoint régularise dans un espace de Gelfand-Shilov symétrique S%°. Le systéme de controle
2s
étudié est de la forme

{ Ouf(t,x) + Af(t,2) = u(t,x)lu(z), xR, ¢>0,
fli=o = fo € L*(RY),

ol A est un opérateur fermé sur L? (Rd) qui génére un semi-groupe de contraction fortement
continu sur L?(R?). On suppose de plus que l'opérateur adjoint A* dans L?(R?) génére
un semi-groupe de contraction fortement continu sur L?(R?) satisfaisant des estimations
quantitatives de la forme : il existe des constantes % <s<1,C >1,0 <ty <1,
m1, mo € R avec m; > 0, mo > 0 telles que

(5.3.1)

(5.3.2) V0 <t < tg,Vo, 8 € N4 Vg € L3(RY),
A C;H‘J‘HW‘ L L
12287 (e g)|| < ey Tms ()2 (BY2 llgll L2 (re),

ol la norme ci-dessus || - || désigne la norme L®(R?) ou la norme L?(R%). Le Lemme 9.3.1
énoncé en Section 9.3 montre que si les estimées (5.3.2) sont vérifiées avec la norme L>(R9)
alors elles le sont aussi avec la norme L?(R?Y) avec les mémes constantes % < s <1,
0 < tg < 1, mais pour différentes valeurs des constantes Cs > 1, m; > 0, mg > 0. Le
résultat suivant fournit des conditions géométriques suffisantes sur I’ensemble de controéle
directement liées & 'indice de régularité Gelfand-Shilov % pour assurer la controlabilité
du systéme (5.3.1) :

THEOREME 5.3.1. Soit A un opérateur fermé sur L?(RY) qui est le générateur infi-
nitésimal d’un semi-groupe de contraction fortement continu (e *4);>o sur L*(R%). On
suppose que l'opérateur adjoint A* de A dans L?(RY) génére un semi-groupe de contraction
fortement continu sur L*(R?) satisfaisant les estimations quantitatives (5.3.2) pour une
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certaine valeur du paramétre % < 5 < 1. Soit p: RY — (0,400) une fonction continue

strictement positive telle qu’il existe des constantes 0 < § < 2s — 1, R > 0 vérifiant
vz eRY,  0< p(z) < R(x)°.

Si w est un sous-ensemble mesurable de R? ~-épais par rapport a la densité p, pour un
certain 0 < v < 1, alors il existe une constante C = C., 4 R.5,5,m1,m» > 1 telle que linégalité
d’observabilité suivante est vérifice :

— * C T — *
VT >0,Yg € L*(RY), e ™4 9||%2(Rd) < Cexp <T(1+6)ml)/0 le=*4 90172 dt-
25—1—0

De plus, l’équation d’évolution

{ O f(t,x) + Af(t,x) = Ly(x)u(t,z), =R >0,
fli=o = fo € L*(RY),

est controlable a zéro a partir de w en tout temps strictement positif T > 0.

(5.3.3)

La géométrie autorisée pour la contrdlabilité des équations d’évolution (5.3.3) est ex-
plicitement corrélée aux effets régularisants (5.3.2). Le Théoréme 5.3.1 établit une borne
supérieure sur le paramétre § régissant la croissance de la densité p en fonction du para-

1
metre s qui caractérise I'espace de Gelfand-Shilov S3* dans lequel régularise le semi-groupe
2s

(e*tA*)tZO. On remarque que plus I'indice s est proche de 1, et donc, plus les effets régu-
larisants sont forts, moins la géométrie de ’ensemble de controle est contrainte.

La preuve du Théoréme 5.3.1 est une application du résultat abstrait d’observabilité
donné par le Théoréme 2.2.1 et des inégalités spectrales données par le Corollaire 5.2.3. Les
estimations de dissipation nécessaires a ’application du Théoréme 2.2.1 sont une consé-
quence des effets régularisants donnés par les estimations quantitatives (5.3.2). Comme
expliqué & la fin de la preuve du Théoréme 5.3.1, les conclusions du Théoréme 5.3.1 restent
vraies si les estimations quantitatives (5.3.2) vérifiées pour un certain % < s < 1 sont

remplacées par I’hypothése suivante

(5.3.4) Imy,mg > 0,3C1,Cy > 0,30 < tg < 1,¥0 < t < tg, Vg € L2(RY),
2t"™1 2la|+d)s A% C2
> e Bt @) oy < 29 e gy,
a€Nd

avec (®4)qend 1a base de Hermite sur L2(R?). Comme application de cette remarque, on
considére 'oscillateur harmonique fractionnaire

Vue D(H), Hou= (=D, + [z u= Y (2al+d)(u, @) 2 Pa,

aeNd

avec % < s <1, équipé du domaine

D) = {ue LARY : Y (2la] +d)*|{u, ®a) 22 < +o0}.
aeNd

L’oscillateur harmonique fractionnaire H® est un opérateur auto-adjoint générant un semi-
groupe de contraction fortement continu (e~**");>¢ sur L?(R?) explicitement donné par

(5.3.5) Vt>0,Yu e LXRY), e ™u= " e oD (4 &) 1250 P,
a€eNd

voir par exemple [66] (Propositions 2.6.2 et 2.6.5). Comme I’hypothése (5.3.4) est tri-
vialement vraie pour 'oscillateur harmonique fractionnaire qui est auto-adjoint, le Théo-
réme 5.3.1 permet de déduire le résultat de controélabilité a zéro suivant :
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COROLLAIRE 5.3.2. Soient 1 < s <1 et p : R? — (0,+00) une fonction continue
strictement positive telle qu’il existe des constantes positives 0 < 6 < 2s — 1, R > 0 telles
que

vz eR?Y, 0<p(z) < R(@)°.
Si w est un sous-ensemble mesurable de R qui est épais par rapport a la densité p, alors
’équation d’évolution associée a l’oscillateur harmonique fractionnaire H® = (—Az+|z|?)?,

{ Ouf(t, ) + H f(t,x) = Ty (2)u(t,z), = e€R? >0,
fli=0 = fo € L*(RY),

est controlable a zéro a partir de w en tout temps strictement positif T > 0.

Pour s = 1, le Corollaire 5.3.2 permet de controler ’équation de la chaleur harmonique
A partir de tout ensemble épais par rapport & une densité & croissance quasi-linéaire. En
particulier, I’épaisseur (au sens de la Définition 1.1.3) est une condition suffisante mais
non nécessaire. En revanche, toujours dans le cas s = 1, le Corollaire 5.3.2 ne permet
pas de conclure & la controlabilité de I’équation de la chaleur harmonique & partir des
ensembles 1-faiblement épais. En réalité, les ensembles 1-faiblement épais peuvent ne pas
étre assez bien distribués dans l’espace pour permettre un résultat de contrélabilité. En
effet, le résultat négatif de contrélabilité de I’équation de la chaleur harmonique donné
par Miller (Théoréme 2.3.3) montre que les demi-plans ne constituent pas des supports de
controle efficaces, bien qu'’ils soient 1-faiblement épais.

Concernant les opérateurs quadratiques considérés dans la Section 2.3.3, nous avons
vu qu’ils satisfaisaient les estimations (2.3.3), c’est a dire, des estimations du type (5.3.2)
avec s =1, m; = %T'H et mg = Qd+1)2kot+1)  Nous sommes alors en mesure d’énoncer le
résultat suivant de contrélabilité pour des équations d’évolution associées & un opérateur
quadratique de partie réelle positive et d’espace singulier nul S = {0} :

THEOREME 5.3.3. Soit ¢ : RY x ]Rg — C une forme quadratique a valeurs complexes de
partie réelle positive Re ¢ > 0, et d’espace singulier nul S = {0}. Soit p : R — (0, +00)
une fonction continue strictement positive telle qu’il existe des constantes0 < § <1, R > 0
telles que

VeeRY, 0<plx) < R(:z:}‘g.
Si w est un sous-ensemble mesurable de R qui est épais par rapport a la densité p, alors
l’équation d’évolution
{ Oif(t,x) +q¥(x, Dy) f(t, ) = 1, (z)u(t,z), =€R? t>0,
fli=o = fo € L*(RY),

ot q¥(x, Dy) est lopérateur différentiel défini par la quantification de Weyl du symbole q,
est controlable a zéro a partir de ’ensemble w en tout temps strictement positif T > 0.

Terminons ce chapitre en mentionnant le trés récent article [20] dans lequel Dicke,
Seelmann et Veseli¢ ont amélioré le résultat de contrélabilité du Corollaire 5.3.2 dans le
cas s = 1. Dans |20, Théoréme 3.2|, les auteurs montrent que 1’équation de la chaleur har-
monique est controlable a zéro en tout temps strictement positif & partir de tout ensemble
w C R? satisfaisant :

(5.3.6) 0 <y <1LVzeR: |wn Bl pla)] =y | Bz, pla))],
oil p: R — (0, +00) est une densité continue satisfaisant
IR >0,V e RY, 0 < p(z) < R(z)' ¢,

avec 0 < 0 < ¢ < 1. En particulier, le travail [20] montre qu’il est possible de construire
des ensembles de mesure finie, mais non bornés, permettant de contréler ’équation de la
chaleur harmonique. Leur résultat est une conséquence de nouvelles inégalités spectrales
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pour des fonctions de Hermite & partir d’ensemble w C R? satisfaisant la condition (5.3.6)
([20, Théoréme 2.7|) qui prennent la forme suivante :
1 (K)K1+5d(11+35)/2(1+R2)N1526

K > LYN eNVf € ey, flaqe < 5(5 11172 -



Chapitre 6

Principes d’incertitude dans des espaces de Gelfand-Shilov et
controlabilité a zéro

REsUME. Ce chapitre présente les résultats obtenus dans larticle [51]. La Section 6.2
présente des principes d’incertitude valables dans des espaces de Gelfand-Shilov géné-
raux, & partir d’ensembles faiblement épais. Nous démontrons également des inégalités
spectrales pour des fonctions propres associées & un opérateur de Shubin anisotrope en
Section 6.3. Dans la Section 6.4, nous appliquons les principes d’incertitude et les inéga-
lités spectrales a la controlabilité & zéro d’équations d’évolution dont le systéme adjoint
régularise dans des espaces de Gelfand-Shilov.

6.1. Introduction

Nous allons & présent aborder le chapitre principal de ce manuscrit. Il contient les ré-
sultats établis dans le travail [51]. Un des objectifs de ce chapitre est d’obtenir de nouveaux
principes d’incertitude dans une classe générale d’espaces de Gelfand-Shilov, et pas seule-
ment dans le cas symétrique, comme traité dans le Chapitre 5. Il s’agit ici de comprendre
le role des ensembles épais par rapport a une densité dans ces principes d’incertitude et
d’établir des conditions suffisantes sur la croissance de la densité pour leur permettre d’étre
satisfaits. De ces principes d’incertitude, nous déduisons de nouveaux résultats de contro-
labilité & zéro pour des équations d’évolution dont les systémes adjoints régularisent dans
des espaces de Gelfand-Shilov non nécessairement symétriques.

Dans le Chapitre 4, nous avons étudié des équations purement diffusives, telles que
les équations de la chaleur fractionnaires, pour lesquelles nous observions uniquement une
forte décroissance en fréquence des solutions du systéme homogéne associé. Dans ce cadre,
I’épaisseur du support de controle s’est avérée nécessaire et suffisante pour la stabilisation
et le controle approchée avec cotlit uniforme de ces équations. En revanche, lorsque les
solutions du systéme adjoint de I’équation d’évolution étudiée appartiennent & un espace
de Gelfand-Shilov symétrique et jouissent donc de propriétés de décroissance en espace et en
fréquence, comme dans le Chapitre 5, la masse du support de controle n’est plus contrainte a
se distribuer aussi fortement & l'infini et des résultats de controlabilité ont pu étre obtenus
a partir d’ensembles faiblement épais. Néanmoins, les résultats de contrélabilité & zéro
présentés dans le Chapitre 5 sont limités aux équations d’évolutions dont les systémes
adjoints ont des effets régularisants dans des espaces de Gelfand-Shilov symétriques. De ce
fait, ces résultats ne permettent pas de discerner les roles respectifs que jouent la régularité
et la décroissance en espace dans la géométrie autorisée pour le support de contréle. La
principale limitation dans le Chapitre 5 vient du fait que le développement dans la base de
Hermite permet seulement de caractériser les espaces de Gelfand-Shilov symétriques (voir
Section C).

On souhaite & présent étudier des systémes d’évolution dont les solutions appartiennent
a un espace de Gelfand-Shilov SI, non nécessairement symétrique. C’est notamment le cas
pour les équations d’évolution associées a un oscillateur (an)harmonique

My = —Ap + [, ke N,
ou, plus généralement, & un opérateur de Shubin anisotrope
Him = (=080)™ + [2[**, m,k € N",
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Les principaux résultats de ce chapitre décrivent comment la géométrie autorisée pour
le support de controle dépend des parameétres p et v qui caractérisent respectivement la
décroissance en fréquence et en espace des solutions du systéme.

6.2. Des principes d’incertitude avec termes d’erreur

Cette section vise a présenter des principes d’incertitude avec termes d’erreur valables
dans des espaces de Gelfand-Shilov. Elle se scinde en deux sous-sections. La premiére
s'intéresse a une classe trés générale d’espaces de Gelfand-Shilov, tandis que la seconde
revient sur le cas des espaces de Gelfand-Shilov symétriques. Sauf mention contraire, R¢
est muni de la norme euclidienne dans toute la suite.

6.2.0.1. Principes d’incertitude dans des espaces de Gelfand-Shilov générauz. Dans
cette section, nous étudions des principes d’incertitude valides dans des espaces de Gelfand-
Shilov généraux. Nous considérons le sous-espace suivant constitué de fonctions réguliéres

k:ag
e e _ 1

GSn =1 f € C®RY),
Aop {f (R) keN, BeNd Ny 81

ot p : RY — (0, +00) est une fonction strictement positive mesurable et A’ = (Np,q)(p,q)€N2
est une suite & double indice de nombres réels strictement positifs. Nous associons a ces
espaces les semi-normes suivantes :

lp(2)%05 £ L2 ey

Ve GSnyp fllasy, = N,
keN, BeNd k.||

Lorsque la densité est donnée par
Vo e R p(a) = (2) = (1+[2")?,

| - | désignant la norme euclidienne, et N = (Cp+q(p!)” (q! pour une constante

)M)(ILQ)GNQ
C > 1etoupu,v >0 sont des réels positifs vérifiant p + v > 1, la classe de fonctions
G Sy ,p est un sous-espace de l'espace de Gelfand-Shilov classique SY, dont la définition est
rappelée dans I’Appendice C. D’autre part, lorsque la densité est constante p = 1, ’espace
GS)y,p caractérise une régularité de type Gevrey, avec des fonctions seulement régulieres
mais sans propriétés de décroissance particuliéres en espace. Ce cadre a déja été étudié
dans le Chapitre 4 mais également dans le travail [38] dans lequel les auteurs établissent
des principes d’incertitude pour des classes de fonctions jouissants d’une forte décroissance
en fréquence. Dans la suite, une suite & double indice de nombres réels N' = (Np ¢) (p,q)en
sera dite croissante par rapport aux deux indices si et seulement si

Vp<p' Vg <¢, Npq<Nyg.

Nous pouvons a présent énoncer le principal résultat de cette section. Il établit des principes
d’incertitude quantitatifs, valides dans les espaces de Gelfand-Shilov GSy, :

THEOREME 6.2.1. Soient 0 < v <1, N = (Npg)p.g)enz € (0, +00)¥* une suite crois-
sante par rapport aux deuz indices telle que la suite diagonale M = (Npp)pen € (0, +o00)N
définisse une suite log-convere quasi-analytique et p : RY — (0, +00) une fonction stric-
tement positive et %-lipschitzienne telle qu’il existe des constantes strictement positives
m > 0, R > 0 satisfaisant

vz eRY, 0<m<p(z) < Riz).

Soit w un sous-ensemble mesurable de R®. Si w est y-épais par rapport & p, alors il existe
des constantes strictement positives K = K(d),r = r(d) > 1 et K' = K'(d,m) > 1 telles
que pour tout 0 < € < N&O,

Vf € GSxp e < CellfBa + <l fliZse,.
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ou

K (2d At Moy
Ce=— (TM(QntO,M,r)>
TN
avec Ny M Etant défini en (3.2.2) et
1
£2
to=—.
K'Ngq

Ce résultat établit un principe d’incertitude avec un terme d’erreur. Le principe d’in-
certitude se manifeste & travers la constante C. dont la valeur dépend du support w C R,
de € > 0 mais également de la suite a double indice A/. L’intérét du Théoréme 6.2.1 réside
principalement dans l’estimation quantitative de la constante C. en fonction des différents
paramétres. Dans des cas spécifiques, le degrée de Bang est facilement calculable (voir
I'Exemple 3.2.3) et une borne supérieure explicite sur la constante C. peut étre obtenue.

Ce résultat trés général permet de retrouver la partie suffisante du Théoréme 1.1.5 dit
a Logvinenko et Sereda. En effet, considérons une densité constante p = L, ou L > 1, un
paramétre 0 < v < 1 et un sous-ensemble w C R? y-épais & 1’échelle L > 1. Fixons un
paramétre R > 1 et considérons une fonction f € L2(R?) satisfaisant

supp f C B(0, R),

ou B(0, R) désigne la boule euclidienne centrée en zéro et de rayon R. Une telle fonction
vérifie les estimées de Bernstein suivantes :

d 2 2 2
VB e N, ”8§f||L2(Rd) SR ‘m”me(Rd)-
En définissant la suite a double indice croissante N, dont les éléments sont donnés par
Vp,g e N, Np,=LPRI,

la suite diagonale M = (LPRP),cn est quasi-analytique d’aprés I’Exemple 3.2.3 et le Théo-
réme 6.2.1 donne pour tout 0 < e <1 :

(6.2.1) ||f||%2(Rd) < Cs||f”%2(w) + 5||f||%2(]1§d)7
ou

K /2d ngg Mor K /8det 8(1—-logto+rLR)

Ce=— <FM(2ntO,M,r)> < < >

YN v v

ou K = K(d),r(d) >1et K' = K'(d,L) > 1 sont des constantes et
3
0= RiriRe

Pour € = 3, les estimations (6.2.1) donnent :

2K [ 8det\ K"
B < 20 (P55) 11

ou K" = K"(d,L) > 1 est une nouvelle constante. En particulier, ceci donne la méme
croissance par rapport au paramétre R que dans les estimations (1.1.9) données par le
Théoréme 1.1.6.

Le principe d’incertitude donné par le Théoréme 6.2.1 s’applique également aux cas
des espaces de Gelfand-Shilov classiques S (R?) et permet d’écrire le résultat suivant :

THEOREME 6.2.2. Soient A > 1,0 <~y <1,0< u<1,v>0avec py+v >1
et 0 < § < 177“ < 1. Soit p : R — (0,4+00) une fonction strictement positive %—

lipschitzienne telle qu’il existe des constantes m > 0, R > 0 satisfaisant

vz eRY, 0<m<p(x) < Rz
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Soit w un sous-ensemble mesurable de R®. Si w est y-épais par rapport & p, alors pour
tout 0 < ¢ < 1, il ewiste une constante strictement positive C. 4 > 0 telle que pour tout

fedRY,

1(2)P 0% £l r2ray \ 2
622) 2 < Conll I + < e )

sup
peN, BN (Aﬁ'ﬂ ) ([B1H)#

ot, lorsque § < Low B il existe une constante strictement positive D = D(d, m, R, 0, u,v) > 1
et une constante umverselle kq dépendant uniquement de la dimension telles que

2
oy D(l—loga—i—Al—SV—ﬂ)
0<Coy<(fd ,
v

et, lorsque 6 = 1_7“, il existe une constante strictement positive D = D(d,m, R, 6, pu,v) > 1
et une constante universelle kg dépendant uniquement de la dimension telles que

K D(1+4log A—loge)e
’ f}/

Avant tout, soulignons le fait que les estimations (6.2.2) ont un intérét uniquement
lorsque

DA2

N 07 (P

pen,gene APTEI(pl)r (| B~

c’est a dire, lorsque f € GSy 5, avec N' = (APT4(p)” (¢")") (p.gpen2 et p = (-). Ce résultat

met en exergue une croissance maximale §* = 1_7“ autorisée pour la densité en dessous de

laquelle les principes d’incertitude sont satisfaits. Pour cette densité critique, nous obte-

nons également un principe d’incertitude mais avec un controéle plus faible de la constante

C:, 4 du fait de la présence d’'un terme exponentiel. Les estimations quantitatives du Théo-

réme 6.2.2 jouent un role clé dans I'établissement des résultats de contrélabilité & zéro de
ce chapitre, donnés dans la Section 6.4.

La preuve du Théoréme 6.2.1 est donnée en Section 10.1. Elle combine la stratégie
développée par Kovrijkine dans [42], la notion de métrique lente utilisée dans la preuve
du Théoréeme 5.2.1 et la version multi-dimensionnelle du Théoréme de Nazarov, Sodin
et Volberg concernant les fonctions quasi-analytiques, donnée par la Proposition 3.2.10.
Concernant le Théoréme 6.2.2, sa démonstration est donnée en Section 10.2.2. Il s’agit
d’une application directe du Théoréme 6.2.1 combiné avec 'Exemple 3.2.3, qui est démontré
dans la Section 10.2.1.

< 400,

6.2.0.2. Retour sur le cas des espaces de Gelfand-Shilov symétriques. Dans cette sec-
tion, nous revenons sur le cas des espaces de Gelfand-Shilov symétriques dans un cadre
plus général que celui proposé par les espaces de Gelfand-Shilov symétriques standard S},
Il est expliqué en Section C de I’Appendice que les espaces de Gelfand-Shilov standard se
caractérisent par une décroissance des coefficients dans la décomposition de la base de Her-
mite. Considérons une fonction © : [0,4+00) — [0,400) continue positive et définissons
I’espace de Gelfand-Shilov symétrique généralisé suivant

GSo = {1 € L*RY : |Ifllase = || (21D (£, @a) o) e

< +oo},
12(N%)
ol (®p)qene désigne la base de Hermite de L?(RY). On pourra se référer a la Section E
pour une définition et propriétés concernant les fonctions de Hermite.

Avant d’expliquer comment les espaces GSg sont reliés aux espaces de Gelfand-Shilov
standard définis en Section C, nous allons spécifier les hypothéses sur la fonction poids ©
avec lesquelles nous travaillerons. A la fonction poids ©, nous associons la suite log-convexe
suivante

(6.2.3) VpeN, M, =sup tre=O0),
>0
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Soit s > 0 un réel strictement positif. Nous supposerons que la suite (M,)pecn satisfait les
conditions suivantes :

(HI) Vpe N, 0< M, < +oo,
(H2) 11 existe des constantes strictement positives Cg > 0, Lg > 1 telles que
VpeN, pP < CoLiM,,

avec la convention 0 = 1,

(H3), La suite (M,)pen est quasi-analytique, c’est a dire,
> () =
p=1 p
d’aprés le Théoréme de Denjoy-Carleman. Sous ces hypothéses, les fonctions de GSg sa-

tisfont aux estimées de type Bernstein suivantes :

PROPOSITION 6.2.3. Soit © : [0, +00) — [0, +00) une fonction continue positive. Si la
suite associée (M,)pen définie en (6.2.3) vérifie les hypothéses (H1) et (H2), alors l’espace
GSe est inclu dans Uespace de Schwartz & (RY), et pour tout 0 < s < 1, il existe une
constante strictement positive Dg 4, > 1 telle que

Vf € GSe,¥r € [0,+00),¥s € N,
S
H<5U>Taff||L2(le) < (D®,d75)1+r+|m (er+1+|5+2(2s)(d+1)J+1> [ fllese
ou | -] désigne la fonction partie entiére.

REMARQUE 6.2.4. La Proposition 6.2.5 établit en particulier 'inclusion d’espaces
GSe C GSn p,, lorsque % <s<1, avec

Vz €RY, py(x) = (x)> !

2s—1)p+q+1 4 rs
N = ((D( M 2s—1 2_s)(d )
O.,d,s {( >p+1+gs+( )( +1)J+1 (p,q)eNQ’

et donne les estimations suivantes

VfeGSe, flasy,, <Iflcse-

La démonstration de la Proposition 6.2.3 est donnée en Section E.2 de I’Appendice. Afin
de déduire de ces estimations des principes d’incertitude pour les fonctions de I'espace GSg,
la suite M doit de plus satisfaire ’hypothése (H3)s pour une certaine valeur du parameétre
;<s<1

Les estimations quantitatives données dans la Proposition 6.2.3 associées aux principes
d’incertitude données par le Théoréme 6.2.1 permettent d’obtenir les estimations suivantes :

THEOREME 6.2.5. Soient 0 < <1 et ©:[0,+00) — [0, +00) une fonction continue
positive. Supposons que la suite associée (Mp)pen définie en (6.2.3) satisfait les hypothéses
(H1), (H2) et (H3)% Soit p + RT — (0,+00) une fonction strictement positive %-
lipschitzienne

Im >0,IR>0,Vz € R, 0<m < p(z) < R(z)°.

Siw est un sous-ensemble mesurable R, v-épais par rapport a p, pour un certain 0 < v < 1,
alors il existe une constante strictement positive g = e0(0,d,d) > 0 telle que pour tout
0 < e < ey, il existe une constante strictement positive D, = D(d, ©,¢,4, p) > 0 telle que

Vf € GSo, [If32mey < Dell 32 + &l fliEse-
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De plus, il existe des constantes strictement positives K = K(d) > 1, r =r(d,R,0,0) > 1
et K' = K'(d,m,R,0,0) > 1 telles que

K (2d Ao Nyr
Da S ; <7F/\/‘5(2nt07/\f5,’r)>

avec )
€2 1446

to= et J\/(;:(M 2 ) .

K’ P peN
La preuve de ce résultat est donnée en Section 10.3.1. Le Théoréme 6.2.5 peut se
voir comme une généralisation du Théoréme 5.2.1. En effet, nous pouvons retrouver les
inégalités spectrales du Théoréme 5.2.1 avec la méme croissance de la constante en fonction
du niveau d’énergie N, a I’aide de ce principe d’incertitude. Fixons un paramétre 0 < § < 1.

En choisissant ©(t) = 50 pour ¢ € [0, 400), nous avons

_t%é 2p 2p 12%
VpeN, M,=suptle =gsuptitie ' = <7) .
t>0 t>0 (1 + 5)6
L’hypothése (H1) est clairement satisfaite. Pour ce qui est de ’hypothése (H2), il suffit de
remarquer que
= P\P
Vp e N*, M, >suptle " ? >suptle ' = (7) .
t>1 t>1 €
Vérifions a présent 'hypothése (H3)11s. Pour cela, considérons la suite log-convexe N =
2
(Np)pen définie par
1468
VpeN, Np,=DM,?.
Nous allons montrer que la suite N est quasi-analytique et estimer le degré de Bang associé
a cette suite. Pour tout p € N*, nous avons

Np-1  (1+0)e (p - 1)?-11

Np— 2 p p

)

. . ’ ’ —_ p_l ~
otl, par convention, 0° = 1. Notons que la suite de terme général (”TI) est & termes

strictement positifs et converge vers le réel strictement positif e~ !. Il existe donc une
constante numérique C' > 0 telle que

— 1yp-1
Vp € N¥, (pT)p >C > 0.
Il en résulte N ( 5)eC
* p_l > 1 + € 1
Vp € N*, N, = 5 s

On en déduit alors, d’une part, que
N,_
> =t
Np
peN*

ce qui assure que la suite N est quasi-analytique d’aprés le Théoréme de Denjoy-Carleman
et que I'hypothése (H3)14+s est satisfaite pour (M,)yen, et d’autre part, que pour tout
2

n € N et pour tout 0 <t <1,

N,_ 1+ 4d)eC 1
Z ][\)[12( 2)6 Z ;?

—logt<p<n p —logt<p<n

En effectuant une comparaison série-intégrale, comme dans la démonstration de
I’Exemple 3.2.3 donnée en Section 10.2.1 du Chapitre 10, on en déduit I'estimation du
degré de Bang suivante :

27
Vr>0,Y0 <t <1, mngn, < (1—logt)eT+9C,
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Il reste a estimer les quantités I'yr et vz dont les définitions sont données en (3.2.3). Par
un développement limité de la fonction log et de la fonction exponentielle, nous avons pour
tout p € N*

et (11— ) P = e
N2 p*/ p—1 p—1

lorsque p — +4o00. Il s’ensuit
Np—le+1

* 1) =9 P
Vp € N*, p( 2 1)_2p_1+0(1),

lorsque p — +00. La quantité yar(n), et a fortiori I'zr(n), peuvent donc étre majorées par
une quantité indépendante de Ientier n. Soit C’ > 1 une constante telle que

Vn e N*, Ty(n) <.

Appliquons a présent le Théoréme 6.2.5 avec (M))pen. Siw est un sous-ensemble mesurable
~v-épais par rapport & une densité p satisfaisant les hypothéses de ce Théoréme, il existe
une constante ¢ telle que pour tout 0 < e < &g :

Vi e GSo, I < DllflBae + el flEse:

avec

2r
_1 Ne (1+9)eC
K /2d Angg N v K /2dC’ 4(1 210g€+10gK)e
D, < — <FN(2nto,N,r)> < — <) .
TN Y Y

Pour terminer, remarquons que pour tout N € Net f = Z|a‘<N(f, D,) 2P,

2 205 ¢ 2 o 2N 2
1£lEse = D e [(fs Pa)p2may|” < e 11172 Ray-
la| <N

146
IN"2Z

En choisissant ¢ = %e* , avec N suffisamment grand, nous obtenons

2 2
VN S N,Vf S gN, HfHLQ(Rd) S 2D%e—2NL¥ ||f”L2(w)

__2r
K /2dC! 4(1+% log 2+log K’+N#)e (1+6)eC
2
<(> 11220

v Y
ou €y = Span(c{@a}aeNd7 la| <N On observe la méme croissance par rapport au paramétre
N dans la constante ci-dessus et dans celle donnée par le Théoréme 5.2.1.

Terminons & présent cette section en donnant des exemples de fonctions ©, qui défi-
nissent une suite M = (M,),en satisfaisant les hypothéses (H1), (H2) et (H3), pour un
certain % < s < 1. On rappelle dans le cas s = 1, I'exemple suivant, déja vu dans le
Chapitre 4 :

PROPOSITION 6.2.6 (|5], Alphonse & Martin). Soient k > 1 un entier strictement
positif et O 1 : [0,+00) — [0,400) la fonction positive définie pour tout t > 0 par

t
O = e ) 0- 0
Op,1

avec ¢°% = go...og (k compositions). La suite associée MO%1 = (M, ""),en définie en
(6.2.3) est une suite quasi-analytique de nombres réels strictement positifs.

ot g(t) =log(e +1),
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Remarquons que 'hypothése (H2) est bien satisfaite puisque

P
Vk>1,Vp e N, Ml?k’l = sup tPe k1) > qup tPet = (E) .
t=>0 t>0 e

La Proposition 6.2.6 nous permet de construire les exemples suivants pour les cas % <s<
1:

PROPOSITION 6.2.7. Soient k > 1 un entier strictement positif, % <s<1et O,
[0, +00) = [0,400) la fonction positive définie pour tout t > 0 par

tS
Ors(t) = g(t)(gog)(t)...g°%(t)’
O,s

avec g°F = go...og (k compositions). La suite associée M®ks = (Mp ™" )pen définie en
(6.2.3) satisfait les hypotheses (H1), (H2) et (H3),.

ot g(t) =log(e + 1),

La démonstration de la Proposition 6.2.7 est donnée en Section 10.3.2.

6.3. Inégalités spectrales pour des fonctions propres d’opérateurs de Shubin
anisotropes

Dans cette section, nous allons présenter de nouvelles inégalités spectrales pour les
fonctions propres des opérateurs de Shubin anisotropes. Ce sont les opérateurs de la forme

Him = (—A2)™ + |x|2k, m, k € N,
ol | - | désigne la norme euclidienne, équipés des domaines
D(Him) = {g € L*(RY) : Himg € L*(RY}.
Les opérateurs Hy, ,,, étant auto-adjoints et a résolvante compacte, ils admettent une base
hilbertienne de vecteurs propres, notée (Q/J,k{’m)neN de LQ(Rd), ol wﬁ’m est associé a une
valeur propre ABM S 0. Dans le cas k = m = 1, il s’agit de l'oscillateur harmonique
pour lequel nous avons déja présenté des inégalités spectrales dans le cadre d’estimation
de combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite & partir d’ensembles faiblement

épais dans le Chapitre 5. Dans un cadre un peu plus général, Miller a établi des inégalités
spectrales pour des fonctions propres de l'oscillateur anharmonique

Hi1 = Ay + [z)?*, ke N,
a partir de cones :
THEOREME 6.3.1 (|54, Corollaire 1.6]). Soit k € N*. Pour tout cone ouvert non vide
w={z¢€ R |z| > 7o, x/|z| € Qo},

ot g > 0 et ou Qg est une partie ouverte de la sphére unité, il existe une constante positive
C > 0 telle que

$0+7)
YAZ 0.9 € by, (@), [ lg@)Pde < 0N [ jg(o)Pa
T Rd w
Dans le cas de loscillateur harmonique (cas k = 1), le résultat de Miller établit une
croissance linéaire en A dans le terme exponentiel. Ceci est cohérent avec les inégalités
spectrales obtenues par Beauchard, Jaming et Pravda-Starov dans [11, Théoréme 2.1]

sous la condition géométrique

satisfaite par les cones définis dans le Théoréme 6.3.1. Nous présentons dans cette section
des inégalités spectrales a partir d’ensembles faiblement épais pour les opérateurs Hy ,,
qui visent & généraliser le Théoréme 6.3.1 et le résultat [11, Théoréme 2.1] mentionné ci-
dessus. Rappelons qu’un sous-ensemble mesurable w C R? est dit J-faiblement épais, pour
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0 < 6 < 1, s'il existe une application continue et strictement positive p : R4 — (0, +00)
satisfaisant

(6.3.1) IR >0,vz e R?  0< p(z) < R(z)°,
telle que
(6.3.2) <y <1L,VzeRY, |wn Bz, p(z))| > ~|B(x, p(z))].

Pour deux entiers k,m € N* nous définissons pour A > 0, le sous-espace vectoriel de
dimension finie

(6.3.3) gy = Iy, <) (L*(RY),

ou

(6.3.4) Vg € L2(Rd), Iy, <09 = Z <97¢£’m>L2(Rd)wr’?m
neN,
Mmooy

Il s’agit de l'espace vectoriel dont les éléments sont des combinaisons linéaires finies de
. . ) e e . . 1,1
fonctions propres de niveau d’énergie inférieur a A. Sik =m =1et N € N, l'espace &, 4
se réduit a Ey I'espace vectoriel engendré par les fonctions de Hermite (@a)a N ja| <N
Dans le cadre général des opérateurs de Shubin anisotropes, nous sommes en mesure
d’établir le résultat suivant :

THEOREME 6.3.2. Soient k,m > 1 des entiers strictement positifs et 0 < § < 1. Soit
w C RY un sous-ensemble mesurable.
(i) Siw est -faiblement épais, alors il existe des constantes positives K = K(d, R,d) > 1
et D= D(d,R,d,k,m) > 1 telles que

K\ D(14270+m)
) 11220

VAS 0.YF € E5 | fllpaqaay < (;

ot R >0 et0<~ <1 sont des constantes définies par (6.3.1) et (6.3.2).

(1t) Siw est 1-faiblement épais, alors il existe une constante K m(w) > 1 telle que

1

m l(ler)
YA>0,YF € &V, ||l ey < K@) flln2o),

(iii) Si w est de mesure de Lebesque strictement positive |w| > 0, alors il existe une
constante positive Kqpm(w) > 1 telle que

5(E+m)
YA>0,Vf € EV™ (1l emey < Kagom(w) T2 7B f o

Le Théoréme 6.3.2 établit une majoration quantitative de la quantité
fllr2ma
CEm () = 2w
fesf’m\{o} ||f||L2(w)

en fonction du niveau d’énergie A. Cette borne supérieure dépend naturellement des entiers
k, m et met en exergue le role du paramétre §, qui mesure la distribution de la masse de w
a l'infini, dans la croissance du terme exponentielle dans le Théoréme 6.3.2 en fonction du
niveau d’énergie. Dans le cas ol w est §-faiblement épais pour 0 < § < 1, cette croissance
fait notamment intervenir le ratio % qui met en avant une compétition entre le parameétre §
et le paramétre k caractérisant la croissance du potentiel confinant |z|?*. Dans le cas limite
6 = 1, cette croissance est régie par la quantité %(% + %) qui est strictement inférieure &
1 si et seulement si (k,m) # (1,1), c’est a dire, lorsque l'opérateur de Shubin considéré
n’est pas loscillateur harmonique. D’autre part, lorsque ’ensemble w est seulement un
ensemble de mesure de Lebesgue non nulle, il est & noter que la croissance de la constante
est comparable & la croissance établie pour le cas § = 1, seulement dégradée d’un facteur
log A.
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Soulignons le fait que ce résultat généralise les résultats connus concernant les in-
égalités spectrales pour des combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite et les
inégalités spectrales pour des combinaisons linéaires finies de fonctions propres des oscil-
lateurs anharmoniques avec les mémes croissances des quantités C];’m(w) en fonction du
niveau d’énergie. En effet, lorsque £k = m = 1, les résultats obtenus pour les combinaisons
linéaires finies de fonctions de Hermite par Beauchard, Jaming et Pravda-Starov dans |11,
Théoréme 2.1| dans le cas o w est épais sont couverts ici par le cas § = 0, tandis que le
cas 6 = 1 permet de retrouver leurs résultats obtenus sous la condition géométrique

.. .|lwnB(0,R)|
R B0, )

puisque cette condition géométrique correspond exactement aux ensembles 1-faiblement
épais (voir Proposition 3.1.6). On observe également la méme croissance par rapport au
niveau d’énergie dans les estimations (1.2.2) et celles données par 'assertion (i7i) dans le
Théoréme 6.3.2. Concernant les inégalités spectrales pour les oscillateurs anharmoniques
obtenues par Miller (Théoréme 6.3.1), les cones a partir desquels auteur obtient des in-
égalités spectrales constituent des ensembles 1-faiblement épais et ’on retrouve la méme
croissance que dans le Théoréme 6.3.1 avec le cas 6 = 1. Enfin, mentionnons que dans le
travail [54], Miller conjecture que dans le cas des oscillateurs anharmoniques, il est peut-
étre possible d’établir des inégalités spectrales & partir d’ensembles bornés et d’obtenir une

>0,

constante C];’m(w) avec une croissance exponentielle d’exposant Az (1+5) log A. Le Théo-
réme 6.3.2 répond positivement & cette question et montre que cette croissance est valable
& partir de tout ensemble w de mesure strictement positive.

La démonstration du Théoréme 6.3.2 est donnée en Section 10.4.2. Lorsque 0 < 4§ < 1,
les inégalités spectrales sont déduites des principes d’incertitude données par le Théo-
réme 6.2.2 combinés & des estimations de type Bernstein (voir Proposition 10.4.1). Dans
les cas 6 = 1 ou |w| > 0, la démonstration tire parti de ces mémes estimations de type
Bernstein et utilise la version multi-dimensionnelle du Théoréme de Nazarov, Sodin et
Volberg donnée par la Proposition 3.2.10.

6.4. Applications a la contrélabilité a zéro

Cette section a pour objet d’établir des résultats de contrdlabilité a zéro pour des
équations d’évolution dont le systéme adjoint jouit d’effets régularisants dans des espaces
de Gelfand-Shilov. Ces résultats seront obtenus comme conséquences des principes d’in-
certitude donnés par le Théoréme 6.2.2 et des inégalités spectrales données par le Théo-
réme 6.3.2.

Considérons un opérateur fermé A sur L?(R?), qui est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe fortement continu (e~*4);>o sur L#(R?), et intéressons-nous au probléme de
controéle associé

(6.4.1) { Of(t,x) + Af(t, ) = u(t,2)l(z), = eRY, ¢ >0,

fli=o = fo € L*(R%).

Nous supposons, de plus, que le semi-groupe adjoint (e_tA*)tZO généré par I'opérateur ad-
joint A* sur L?(R?), régularise dans un espace de Gelfand-Shilov en tout temps strictement
positif, c’est & dire,

Vi > 0,Vf e L*(RY), e ™" f e SHRY),
pour des paramétres u,v > 0 satisfaisant p + v > 1. Plus précisément, nous supposons
que les estimations quantitatives suivantes sont vérifiées : il existe des constantes C' > 1,
re > 0,70 >0, 0 <ty <1 telles que

(6.4.2) Y0 <t <tg,Va,B e NLYf e L(RY),

anf A C1+lal+|8] .
205 (e F)llL2(ray < W(a!) BYNF N L2 (may-
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Dans un travail récent |2], Alphonse a étudié les effets régularisants des semi-groupes gé-
nérés par des opérateurs de Shubin anisotropes. L’auteur a notamment établi dans [2,
Corollaire 2.2| les estimations quantitatives suivantes pour les opérateurs de Shubin frac-
tionnaires : pour tout k,m > 1, s > 0, il existe des constantes positives C' > 1, 71,79 > 0,
to > 0 telles que

Y0 < t < tg,Yo, B € NLYf e L2(RY),

anB( —tHs ClHlel+Al v
[0 (e %m f) || 2Ry < W(a!) moks (BOFmE | fll L2 ey,

< 1 m ) ; ( 1 k )
v =max|(—,——] e =max [ —, — ).
m.k,s 2sk’ k+m Hm,ks 2sm’ k+m

En particulier, ces estimations mettent en exergue un indice critique

. _1(1+ 1)
km = 9\k T m

tel que pour s < s . les indices de régularité valent (Vp, k.s; thm k,s) = (ﬁ, ﬁ) et dimi-

avec

nuent jusqu’a saturer et valoir (Vp, ks, thm k,s) = (k:Jer’ kJer) lorsque s > Sz,m- Gréce a ces
effets régularisants et au résultat général de controlabilité a zéro pour les équations d’évo-
lution dont le systéme adjoint régularise dans des espaces de Gelfand-Shilov symétriques
donné par le Théoréme 5.3.1, Alphonse a déduit dans |2, Théoréme 2.8| une condition suf-
fisante sur la croissance de la densité p pour assurer la contrélabilité & zéro des équations
d’évolution associées aux opérateurs de Shubin fractionnaires ’Hil, avecl > 1let s> 2%7 en
tout temps strictement positif et & partir de tout ensemble mesurable épais par rapport
a p.

Dans cette section, nous généralisons ce résultat a des opérateurs de Shubin généraux
Hi,m, avec k,m > 1, et plus généralement, nous présentons des résultats de controlabilité
a zéro pour des équations d’évolution dont le systéme adjoint jouit d’effets régularisants
quantitatifs dans des espaces de Gelfand-Shilov S..

Le résultat suivant montre qu'une équation abstraite de la forme (6.4.1) est contro-
lable & zéro dés que le paramétre ¢ mesurant I’épaisseur faible du support de controle est

. . , N e _1—pn
strictement plus petit qu'un paramétre critique 6* = =£.

THEOREME 6.4.1. Soit (A, D(A)) un opérateur fermé sur L?(R?) qui est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contraction fortement continu (e 7'4);>q sur L2(RY) dont
Vopérateur adjoint sur L?(RY) génére un semi-groupe satisfaisant les estimations quantita-
tives (6.4.2) pour des parameétres 0 < p < 1, v > 0 tels que p+v > 1. Siw C R? est un
sous-ensemble mesurable §-faiblement épais avec 0 < § < 1_7“, alors l’équation d’évolution

{ O f(t,x) + Af(t, ) = u(t,2)ly(x), =R, t>0,
fli=o = fo € L*(RY),

est controlable a zéro a partir du support de contréle w a tout temps positif T > 0; et de
maniére équivalente, le systéme adjoint

{ Org(t,x) + A*g(t,2) =0, z € R, t>0,
gli=o = go € L*(R%),

est observable o partir du support de controle w en tout temps strictement positif T > 0.
Plus précisément, il existe une constante positive K = K (d,w, d, p,v) > 1 telle que

Vg € L2RY)VT >0, e T4 || gy < K exp <T21) /O le™ " g1l 72t
1—p—ov

ot r1 > 0 est donnée par (6.4.2).

La démonstration du Théoréme 6.4.1 est donnée en Section 10.5.1. Elle est déduite des
principes d’incertitude donnés par le Théoréme 6.2.2 en revisitant I’argument des sommes
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téléscopiques issu de la méthode de Lebeau-Robbiano (|12, Section 8.3]); et s’inspire du
travail de Miller [55]. Contrairement a la preuve du Théoréme 5.3.1, o nous tirons avantage
de la caractérisation des espaces de Gelfand-Shilov symétriques a travers les décompositions
selon la base de Hermite, la démonstration proposée en Section 10.5.1 ne se fonde pas
sur une caractérisation similaire des espaces de Gelfand-Shilov généraux a travers des
décompositions selon la base des vecteurs propres d’un certain opérateur. Les arguments
de cette démonstration se veulent plus directs et le résultat du Théoréme 6.4.1 apparait
comme une conséquence des estimations quantitatives (6.4.2).

Le paramétre de croissance critique 6* = 1_7“ permet de comprendre les roles respectifs
des indices i et v qui caractérisent respectivement la régularité et la décroissance en espace
des fonctions de l'espace S.. 1l est attendu que plus les solutions du systéme adjoint sont
décroissantes, ce qui se caractérise par la petitesse du paramétre v, plus cet indice critique
est proche de 1 et permet au support de controle de se distribuer moins fortement au voisi-
nage de l'infini. Il est intéressant de remarquer que le parameétre u, qui régit la régularité,
peut compenser le paramétre v lorsque celui-ci est proche de 1. En effet, par exemple, les
choix d’indices (y,v) = (3, %) et (u,v) = (2, 1) sont associés au méme paramétre critiques
0* = 1. De maniére générale, cette croissance critique vaut 1 dés que les indices p > 0 et
v > 0 satisfont ©+ v = 1. Dans le cas symétrique, lorsque le couple d’indices caractérisant
Despace de Gelfand-Shilov est donné par (u,v) = (55, 5-), avec 3 < s < 1, le paramétre
de croissance critique prend la forme §* = 2s — 1, et on retrouve le résultat donné par le
Théoréme 5.3.1.

Comme mentionné plus haut, les opérateurs de Shubin Hy, ,,, sont auto-adjoints et gé-
nérent un semi-groupe fortement continu sur L?(R%) qui jouit d’effets régularisants quan-
titatifs du type (6.4.2). En conséquence, le Théoréme 6.4.1 peut étre directement appliqué
pour obtenir les résultats de controlabilité a zéro suivants :

COROLLAIRE 6.4.2. Soient m,k > 1 des entiers, s > ﬁ et

: *
. - { 1k st 8§ > Skm
km,s " k _ -1 *
T(2sm—1) sig-<s< Shm

*

hom.gs alors

Siw C R? est un sous-ensemble mesurable 6-faiblement épais, avec 0 < § < §
Iéquation d’évolution associée a l'opérateur de Shubin fractionnaire

{ Ouf(t,x) + My, f(t,2) = ut, 2)1y(x), ©eR >0,
fli=o = fo € L*(RY),

est contrélable a zéro a partir de w en tout temps strictement positif T' > 0.

Dans le cas de 'oscillateur harmonique, k = m = 1, les indices critiques valent s7 ; =1

et 07, , = 2s — 1 pour % < s < 1, et on retrouve les résultats de controlabilité donnés

par le Théoréme 5.3.2. Ce résultat montre que plus l'indice ﬁ <s< sz’m est proche de
I'indice critique, moins le support de contréle est contraint. En revanche, passé cet indice
critique, le résultat du corollaire précédent ne permet plus de relaxer 'hypothése sur le
support de contréle. Les inégalités spectrales énoncées dans le Théoréme 6.3.2 permettent

de compléter ce résultat dans le cas s > sy -

THEOREME 6.4.3. Soient k,m > 1 des entiers et s > (3 + ). Soit w C R? un

sous-ensemble mesurable de mesure strictement positive |w| > 0. L’équation d’évolution
{ of(t,x) +”Hi7mf(t, x) =u(t,z)ly(x), x¢€ R?, ¢t >0,
fli=o = fo € L*(RY),

est controlable a zéro a partir du support de contréle w en tout temps strictement positif
T >0.
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Le Théoréme 6.4.3 montre que les équations d’évolution associées aux opérateurs de
Shubin fractionnaires Hj . sont toujours controlable a zéro deés que w est de mesure de
Lebesgue non nulle et qﬁe le paramétre s est strictement supérieur a l’indice critique
Shm = %(% + %) En particulier, lorsque le couple (k,m) # (1,1), alors 0 < Seom < 1
et I'’équation d’évolution associée a Hy,, est controlable a zéro a partir de tout support
de controle w C R? de mesure strictement positive en tout temps strictement positif.
L’oscillateur harmonique est donc le seul opérateur de Shubin dont I’équation d’évolution
associée n’est pas controlable & partir d’ensembles bornés. Néanmoins, comme dans ce
cas l'indice critique vaut exactement 1, cela nous permet de retrouver un résultat da a
Paul Alphonse (|2, Théoréme 2.9]) qui assure que les équations d’évolution associées a
un oscillateur harmonique fractionnaire H®, avec s > 1, sont controlables a zéro a partir
de tout support de controle de mesure de Lebesgue strictement positive en tout temps
strictement positif.

La démonstration du Théoréme 6.4.3 est donnée en Section 10.5.2. Elle est une consé-
quence des inégalités spectrales données par le Théoréme 6.3.2 et de la stratégie de Lebeau-

Robbiano (Théoréme 2.2.1).






Chapitre 7

Controle des équations de Schrodinger

REsuME. Ce chapitre est consacré a la controlabilité des équations de Schrédinger et
présente les résultats obtenus dans 'article [52] écrit en collaboration avec Karel Pravda-
Starov. Les résultats principaux fournissent des conditions géométriques nécessaires et
suffisantes pour la contrdlabilité des équations de Schrodinger libres et harmoniques
fractionnaires en dimension 1. Le cas des dimensions supérieures est aussi discuté. Ce
chapitre est un peu singulier puisque contrairement au reste du manuscrit, les équations
considérées ici ne sont pas paraboliques. De ce fait, les preuves des résultats différent
de celles des autres chapitres et ne peuvent tirer parti de la régularité des solutions des
équations d’évolution.

7.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons des conditions géométriques pour la contrélabilité
exacte des équations de Schrodinger libres fractionnaires
{ Ouf (t, ) — i(=A0)° f(t,2) = u(t, 2)lu(z) , ©ER? >0,
fli=o = fo € L*(RY),
et des équations de Schrodinger harmoniques fractionnaires

{ O f(t,w) —i(—Ay + |22) f(t,2) = u(t,x)1y(x), xR ¢>0,

(7.1.1)

(7.1.2) Flimo = fo € LQ(Rd),
ou s > 0. Nous allons voir que les ensembles (faiblement) épais jouent également un role
important dans le contréle de ces équations. D’aprés la Proposition 2.1.5 de la Section 2.1.2,
la contrélabilité exacte de ces équations est équivalente a l'observabilité exacte de leur
systéme adjoint. Notre point de départ pour aborder ce probléme de contréle a donc été
d’établir des inégalités d’observabilité exacte en utilisant la caractérisation suivante due a
Luc Miller :

ProrosITION 7.1.1 (Miller [56, Corollaire 2.17|). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur L2(RY), qui est le générateur infinitésimal d’un groupe fortement continu (e4),cr sur
L2(RY). Si Iéquation d’évolution
{ Org(t,x) +iAg(t,x) =0, z€R? t>0,

gli=o = go € L*(R%),

est exactement observable a partir de ’ensemble mesurable w C R® & un temps T > 0 alors
il existe des constantes strictement positives T > 0 et D > 0 telles que

(7.1.4) VAERVf el \<vp) (L2RD), 2@y < VPl Fllz2)-

Récipropquement, lorsque les estimations spectrales (7.1.4) sont wvérifiées pour des
constantes v > 0 et D > 0, alors le systéme (7.1.3) est exactement observable a partir
de w en tout temps

(7.1.3)

147
T > .
"D

Ce résultat stipule que 'observabilité exacte du systéme (7.1.3) est équivalente aux
inégalités spectrales (7.1.4). 11 est important de remarquer que ce résultat établit une
condition nécessaire et suffisante d’observabilité exacte contrairement au résultat abstrait

73
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d’observabilité du Théoréme 2.2.1 qui donne seulement des conditions suffisantes. Les es-
timations spectrales demandées dans le Théoréme 2.2.1 et dans la Proposition 7.1.1 sont
également de natures différentes. Dans les inégalités spectrales (2.2.1) du Théoréme 2.2.1,
la constante dépend du niveau d’énergie k contrairement & la Proposition 7.1.1 ou il est
crucial que la constante r apparaissant dans les inégalités spectrales (7.1.4) ne dépendent
pas du niveau d’énergie A. Enfin, une autre différence majeure est que le Théoréme 2.2.1
fournit un résultat d’observabilité en tout temps 7" > 0 arbitrairement petit a I'inverse de
la Proposition 7.1.1 qui fournit un temps seuil & partir duquel 'observabilité exacte est
vérifiée.

Lorsque Popérateur A associé a I’équation d’évolution (7.1.3) est a résolvante compact,
le résultat de Proposition 7.1.1 se réécrit comme une version du test de Hautus en dimension
infinie (voir également [66, Section 6.9]) :

ProprosITION 7.1.2 (Miller [56, Corollaire 2.18|). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur L2(RY), qui est le générateur infinitésimal d’un groupe fortement continu (e4);cr sur
L?(R%). Lorsque lopérateur A est a résolvante compacte admettant un trou spectral v > 0
dans le sens suivant :

A= p| >~ pour toutes valeurs propres distinctes X et p,

Iéquation d’évolution (7.1.3) est exactement observable & au moins un temps T > 0 a
partir de Uensemble mesurable w C R? si et seulement si

(7.1.5) 36 >0, pour tout vecteur propre ¢ de A, ||| p2may < 0[1Yl 12w
De plus, si les estimations (7.1.5) sont valides, [’équation d’évolution (7.1.3) est exactement
observable & partir de w C R en tout temps T > Wi\’lﬁfw.

Lorsque I’hypothése de trou spectral est satisfaite, il résulte de la Proposition 7.1.2 que
I'observabilité exacte de I’équation d’évolution (7.1.3) est seulement caractérisée par des
propriétés des vecteurs propres de l'opérateur A.

7.2. Controélabilité des équations de Schrédinger libres fractionnaires

Cette section présente les résultats de controlabilité exacte pour les équations de Schro-
dinger libres fractionnaires

{ (0 — (=A%) f(t,x) = u(t,2)1,(z), =R t>0,
fli=o = fo € L*(RY),

avec s > 0, & partir d’un ensemble mesurable w C R?. Les démonstrations des résultats de
cette section consistent a établir I'observabilité exacte du systéme

{ (at + Z(—Az)s)g(t,ﬂﬁ) = 07 T e Rd? > 07

7.2.1
( ) gli=o = go € L*(RY),

en appliquant la Proposition 7.1.1. Rappelons que pour s > 0, Uopérateur i(—A,)* génére
un groupe fortement continu (e’(=2#)*),cp sur L2(RY) explicitement donné par

Vf e L2(RY),Vt € R,VE € RY,  F(e80)" p) (&) = 1™ f(e).

Lorsque A = (—A;)?®, la famille d’opérateur (]1{|A—)\|<\/5})>\€R qui apparait dans la Propo-
sition 7.1.1 est donnée par une famille d’opérateurs coupe-fréquences ot pour tout D > 0
et pour tout A € R,

L4 <ypy (DP(RY) = {f e L*(RY) : supp f C {€ e RY, [|¢]* — )| < \/5}}

Il résulte de cette remarque que le probléme de 1'observabilité exacte du systéme (7.2.1) se
rameéne a un probléme de paires annulantes (voir Définition 1.1.1 du Chapitre 1). Il s’agit
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de déterminer les ensembles w C R? dont le complémentaire S := R? \ w forme une paire
fortement annulante avec tous les ensembles

Sy={€ R [[¢)* -\ < VD), A>0,

et tels que la constante D(S,%)) > 0 qui apparait dans les inégalités (1.1.4) peut étre
prise indépendante de A. Le premier résultat montre que l’épaisseur est une condition
géométrique nécessaire pour la contrélabilité exacte des équations de Schrodinger libres
fractionnaires en toute dimension :

THEOREME 7.2.1. Soit s > 0, w un sous-ensemble mesurable de R* et T > 0. Si
Iéquation de Schrodinger libre fractionnaire (7.1.1) est exactement contrélable a partir de
w & un certain temps T > 0, alors le sous-ensemble de controle w est épais.

DEMONSTRATION. Les hypothéses du Théoréme 7.2.1 impliquent que le systéme (7.2.1)
est exactement observable & partir de w a un temps 7' > 0. On déduit de la Proposition 7.1.1
qu’il existe des constantes strictement positives 7 > 0 et D > 0 telles que pour tout A € R
et f € L*(RY),

(722)  swpfc{€eRY: g~ N < VD} = Ifllsame < Vil

En prenant A\ = 0, les estimations (7.2.2) impliquent en particulier que les ensembles R\ w
et la boule euclidienne By(0, Dﬁ) dans R? forment une paire fortement annulante. Puisque

Bd(O,Di) est un ensemble borné, le Théoréme de Logvinenko-Sereda (Théoréme 1.1.5)
assure que ’ensemble de controle w est épais. ]

Dans le cas de la dimension 1, ’épaisseur est une condition géométrique suffisante pour
controler 'équation de Schrddinger libre fractionnaire (7.1.1) lorsque s > 3.

THEOREME 7.2.2. Si s > % et w est un sous-ensemble épais de R, alors il existe un
temps positif Ty > 0 tel que pour tout temps T > Ty, U'équation de Schrédinger libre
fractionnaire (7.1.1) est exactement contrélable a partir de w au temps T.

La démonstration du Théoréme 7.2.2 est donnée en Section 11.1. Elle s’appuie sur une
version plus générale du Théoréme 8.1.2 établie par Kovrijkine dans [42]. Nous déduisons
des Théorémes 7.2.1 et 7.2.2 que I’épaisseur est une condition nécessaire et suffisante de
controlabilité exacte en dimension 1 :

COROLLAIRE 7.2.3. Soient s > % et w un sous-ensemble mesurable de R. L’équation
de Schrodinger libre fractionnaire en dimension 1,

{ (O —i(—AL)®) f(t,z) = u(t,x)l,(x), x€R, t>0,
fli=o = fo € L*(R),

est exactement controlable a partir de w si et seulement si w est épais.

Mentionnons le travail [35] dans lequel les auteurs ont établi la méme condition géo-
métrique nécessaire et suffisante pour la controlabilité exacte de I’équation de Schrodinger
libre en dimension 1 dans le cas non-fractionnaire s = 1. La preuve donnée dans [35]
est cependant différente et exploite des calculs explicites de transformée de Fourier de
gaussiennes qui ne peuvent pas directement étre utilisés dans le cas fractionnaire.

Il est intéressant de souligner que la condition géométrique nécessaire et suffisante pour
la controlabilité exacte de I’équation de Schriodinger libre est la méme que celle pour la
controlabilité & zéro de ’équation de la chaleur E_A, bien que ces deux équations aient
des comportements trés différents. Comme expliqué dans la Section 2.3.1 du Chapitre 2,
la condition d’épaisseur est aussi nécessaire et suffisante pour la controlabilité & zéro des
équations de la chaleur fractionnaires ), comme l'ont établi Alphonse et Bernier [4,

Remarque 1.13], lorsque s > % Notons toutefois une différence lorsque s = % L’équation de
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Schrédinger libre fractionnaire associée & ce paramétre est exactement controlable & partir
des ensembles épais contrairement & I’équation de la demi-chaleur E(_py/2 en dimension
1 qui n’est pas contrélable & zéro dés que I’ensemble de contrdle n’est pas dense, comme le
stipule le Théoréme 2.3.2 démontré par Koenig dans [40].

Dans le cas de la dimension 1, en utilisant le résultat de Koenig (Théoréme 2.3.2) qui
établit un résultat négatif de controlabilité & zéro des équations de la chaleur fractionnaires
E(_pys, avec 0 < s < %, a partir de support de controle w C R non dense dans R, il
est possible d’obtenir un résultat négatif de controlabilité exacte pour les équations de
Schrédinger libres fractionaires associées au paramétre 0 < s < %, en le combinant au
résultat suivant di & Duyckaerts et Miller :

PROPOSITION 7.2.4 (|21, Corollaire 2|). Soit un A un opérateur auto-adjoint positif
et v > 1 un paramétre. Si ’équation de Schrodinger (7.1.3) associée a A est exactement
observable a un certain temps Ty > 0 & partir du support de controle w C RE, ’équation de
la chaleur

{ Org(t,x) + AVg(t,z) =0, xR t>0,
gli=0 = g0 € L*(R?).
associé G lopérateur A7 est observable a tout temps positif a partir du méme support de
controle.

Le résultat suivant est une conséquence directe du Théoréme 2.3.2 et de la Proposi-
tion 7.2.4 :

COROLLAIRE 7.2.5. Soient 0 < s < % et w C R un sous-ensemble mesurable. Si
I’équation de Schrédinger libre fractionnaire

{ (O —i(—=A)*) f(t,x) = u(t,z)l,(z), z€R, t>0,
f‘tZO = fO € LZ(R)7

est exactement controlable & un certain temps T > 0 a4 partir de w, alors w est dense dans
R.

Concernant la dimension supérieure, il est possible de donner une condition suffisante,
grace au travail [29], dans lequel Green, Jaye et Mitkovski établissent de nouveaux principes
d’incertitude. Leurs résultats peuvent étre vus comme une généralisation du Théoréme de
Logvinenko-Sereda et de sa version quantitative donnée par Kovrijkine. Ils établissent en
particulier le principe d’incertitude suivant :

THEOREME 7.2.6 (Green, Jaye & Mitkovski [29, Corollaire 3|). Soit w un sous-ensemble
mesurable de RY satisfaisant la condition géométrique suivante : il existe des constantes
positives L > 0 et 0 < v < 1 telles que pour toute droite D C R et tout segment S C D de
longueur L,

H(S Nw) > ~L,
o H désigne la mesure de Lebesque de D. Alors, pour tous 6 > 0, 8 > 0, il existe une
constante strictement positive C' > 0 telle que pour tout R > 0 et f € L*(R%),

suppf C{E€R: R—B <[] < R+ B} = flli2qme) < Cllfllzz(ws e
ot Us(w) désigne le -voisinage de w défini par Us(w) = {x € RY: d(x,w) < §}.
Ce résultat associé a la Proposition 7.1.1 et la méthode d’unicité de Hilbert permettent

de déduire la condition géométrique suivante sur ’ensemble de contréle w pour assurer la
controlabilité exacte des équations de Schrodinger libres fractionnaires (7.1.1) :

PROPOSITION 7.2.7. Soientd > 1, s > % et w un sous-ensemble mesurable de R? tel
qu’il existe des constantes strictement positives L > 0 et 0 < v < 1 telles que pour toute
droite D C R% et pour tout segment S C D de longueur L,

(7.2.3) H(S Nw) > 7L,
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ot H désigne la mesure de Lebesque de D. Alors, pour tout d > 0, il existe un temps Ty > 0
tel que ’équation de Schridinger libre fractionnaire

{ (8 —i(—A2)*) f(t, 2) = u(t,x) gy (z), @ €R?, >0,
fli=o = fo € L*(RY),

est exactement controlable a partir de Us(w) en tout temps T > Tp.

Remarquons que tout sous-ensemble mesurable w C R? satisfaisant la condition (7.2.3)
est épais au sens de la Définition 1.1.3. Cette condition demande, en un sens, de ’épais-
seur dans toutes les directions de 'espace. La condition (7.2.3) est donc plus forte que la
condition d’épaisseur.

7.3. Controéle des équations de Schrédinger harmoniques fractionnaires

Nous nous intéressons a présent a la controélabilité exacte des équations de Schrodinger

harmoniques fractionnaires
{ of(t,x) —i(—Ay + |z2)f(t, ) = u(t,x)y(x), xR t>0,
fli=o = fo € L*(RY),
ol s > (0. Comme dans la section précédente, 1’étude consiste & établir des inégalités
d’observabilité exacte sur le systéme adjoint
{ Org(t, x) +i(=Ay + |z[*)°g(t,x) =0, z€R? t>0,
gli=o = go € L*(R?).
Rappelons que l'oscillateur harmonique
H =N, + |z
satisfait la condition de trou spectral requise dans la Proposition 7.1.2. Il en est de méme
pour les oscillateurs harmoniques fractionnaires H?*, avec s > 1, puisque les spectres de ces
opérateurs sont donnés par
a((—Am + |x]2)5) = {(Qn +d)°: ne N}.

Pour s > 0, loscillateur harmonique fractionnaire génere un groupe fortement continu
(€™ e sur L2(RY) explicitement donné par

vt e RVf € LXRY), ™ f=Y" oD (£ 0,1, pa P
aENd

Afin d’appliquer la Proposition 7.1.2, la stratégie consiste a établir des inégalités spec-
trales sur les fonctions de Hermite, qui sont connues pour former une base hilbertienne de
vecteurs propres de l'oscillateur harmonique. Lorsque la dimension vaut 1, nous avons été
en mesure d’établir la proposition suivante :

PROPOSITION 7.3.1. Soit w un sous-ensemble mesurable de R et (¢pp)n>0 la base de
Hermite sur L?(R) définie en Section E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

. . wN[=R, R
lim inf 2
(0 mind = e
(@)  Fc>0,Yn=>0, 1=|onlrew < cllonllrzw),
(i) liminf{|¢n[| 2w > 0.

> 0,

Cette proposition fournit une condition nécessaire et suffisante sur w pour assurer des
estimations du type (7.1.5) pour la base de Hermite. La démonstration repose sur une
formule asymptotique due a Plancherel et Rotach (voir (11.2.4)). La Proposition 7.3.1 est
a rapprocher des estimations (1.2.4) établies par les auteurs de [11] qui fournissent des
inégalités spectrales pour des combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite sous
la méme condition géométrique sur w. Contrairement & (1.2.4), il s’agit ici uniquement
d’établir des estimations sur les fonctions de Hermite et non d’estimer des combinaisons
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linéaires finies de ces fonctions. En contre partie, on demande & ce que la constante ¢ > 0
dans le point (7i) ne dépende pas du niveau d’énergie n, ce qui est fondamental pour pouvoir
appliquer la Proposition 7.1.2. Cette proposition nous permet d’en déduire le résultat de
controle suivant :

THEOREME 7.3.2. Soient s > 1 et w un sous-ensemble mesurable de R. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L’équation de Schrodinger harmonique fractionnaire
Oif(t,x) —i(—=Ay +22)°f(t,x) = u(t,x)1y(z), z€R, t>0,
f|t=0 = fO € L2(R)a
est exactement contrélable a partir de w en un certain temps T > 0,
(1) L’ensemble de controle vérifie la condition géométrique suivante
W [=R, R
liminf ————M——
R—+o00 | [—R, R] ’
Lorsque l'une des deux conditions est satisfaite dans le cas non-fractionnaire s = 1, alors

l’équation de Schridinger harmonique est exactement contrélable a partir de w au temps
T=m.

> 0.

Le Théoréme 7.3.2 donne une condition géométrique nécessaire et suffisante de contro-
labilité exacte pour l’équation de Schrédinger harmonique. Cette condition assure par
exemple que ’équation de Schrodinger harmonique est exactement controlable a partir de
I’ensemble de contréle w = R, ce qui n’est pas le cas de son homologue parabolique, a
savoir I’équation de la chaleur harmonique, comme le stipule le Théoréme 2.3.3. Gréace
a la Proposition 3.1.6, nous pouvons réinterpréter cette condition en terme d’épaisseur
faible : I’équation de Schrodinger harmonique est exactement contrélable & partir de w si
et seulement si w est 1-faiblement épais.

Dans l'article [35], les auteurs ont établi la méme condition géométrique nécessaire
et suffisante pour le controle de ’équation de Schrédinger harmonique non fractionnaire
en donnant une démonstration différente. Plus généralement, ils ont montré que la méme
condition géométrique était nécessaire et suffisante a la contrélabilité exacte des équations
de Schrodinger associées a lopérateur P = —A, + V (z), avec V (z) = 22™, lorsque m > 1.
Néanmoins, aucun résultat de controlabilité dans les cas fractionnaires n’est donné dans
le travail [35] et les résultats valables en dimensions supérieures présentés dans la suite de
cette section ne sont pas couverts par les résultats de [35].

La preuve du Théoréme 7.3.2 est une application directe des Propositions 7.1.2 et 7.3.1,
en remarquant qu’en dimension 1, les niveaux d’énergie associés a 1’oscillateur harmonique
ne sont pas dégénérés : pour tout entier n € N, I'espace propre associé a la valeur propre
2n+ 1 est ’espace vectoriel de dimension 1 engendré par la n-iéme fonction de Hermite ¢,,.
Vérifions maintenant que lorsque ’équation de Schrodinger harmonique non fractionnaire
est exactement contrdlable a un certain temps Ty > 0 alors elle 'est au temps T' = 7. Pour
cela, nous remarquons que la fonction

LER s e A f)12,

est m-périodique puisque
\v/t c vafo c L2(R), €7i(t+ﬂ')(7Az+x2)f0 _ Z ef’i(t+7r)(2n+1) <f0, ¢n>L2(R)¢n
neN
— —e_it(_Aac—i—‘TQ)fo.

Rappelons que la controlabilité exacte & un temps Ty > 0 est équivalente a 1’observabilité
exacte de I’équation d’évolution

{ Of(t,x) +i(—Ap +22)f(t,2) =0, z€R, t >0,
fli=o = fo € L*(R),
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au temps Ty > 0, c’est a dire,

To )
3C7, > 0,Vfy € LA(R), ||f0||%2(R) < CTO/O ||e—lt(—Aw+x2)f0H%ﬁ(w)dt.

La propriété de m-périodicité implique directement 1’observabilité exacte et donc, la contrd-
labilité exacte, au temps T = , puisque pour tout fo € L2(R),

(L%J +1)m

To . 2 . 2
I foll3ay < Cn, / e )12, dt < / e

T
= (kL) —it(—Ag+z?) £ 12 Iy " —it(—Ag+x?) £ (12
<Oy, Z / lle x fOHLQ(w)dt < CTo({iJ"_l) / lle @ fOHLz(w)dta
0 kT T 0
ou |-| désigne la fonction partie entiére.
En dimension supérieure d > 2, il est naturel de se demander si la condition géométrique
o |w N By(0, R
7.3.1 | f————
(73.1) R B0, R)
ot B4(0, R) désigne la boule euclidienne de R? centrée en 0 et de rayon R, est suffisante pour

assurer la controlabilité exacte. En dimension 2, cette condition est notamment satisfaite
par des cones de la forme

(7.3.2) ws = {(rcos@,rsinH) reR, 6] < g - 5} C R?,

> 0,

avec 0 < 0 < 7.

Le résultat suivant montre que la condition (7.3.1) n’est pas suffisante pour la contro-
labilité exacte de 1’équation de Schroédinger harmonique posée sur R? en donnant une
condition géométrique nécessaire plus forte. En particulier, en dimension 2, I’équation
de Schrodinger harmonique ne peut pas étre contrdlée a partir d'un cone (7.3.2), avec
0 < d < 5 puisque I'ensemble ws ne satisfait pas la condition géométrique suivante

liminf Timinf < OB Bl X [~ Ra, R
R1—+00 Ry—+00 |[—R17R1] X [_RQ’R2”

qui est nécessaire d’apreés le résultat suivant :

>0,

THEOREME 7.3.3. Soient s > 1 et w un sous-ensemble mesurable de R* qvec d > 1. Si
I’équation de Schrodinger harmonique fractionnaire
(7.3.3) { Orf(t,x) —i(—Ap + |z|?)5f(t,2) = u(t,z)u(z), = €RL t>0,
fli=o = fo € L*(RY),
est exactement contrélable & partir de w en un certain temps strictement positif T > 0,
alors l’ensemble de controle w doit satisfaire la condition géométrique suivante :

L L. A(w) N [—Rl Rl] X ... X [—Rd Rd”
7.3.4 A R? 1 f..1 f | ’ !
(734) VA€ ORY,  Jiminf ... liminf = TRy Rl

> 0,
ot O(RY) désigne le groupe orthogonal en dimension d.

Ce résultat montre que la controlabilité exacte des équations de Schrédinger harmo-
niques fractionnaires demande & l’ensemble de contréle d’étre distribué dans toutes les
directions de l'espace. En particulier, I’équation de Schrédinger harmonique en dimen-
sion 2 n’est pas exactement controlable si le controle est supporté dans le cone wg, pour
une certaine valeur du parametre 0 < ¢ < 5. En effet, si w est contenu dans ws alors

I’estimation suivante est valable pour tous Ry, Ry > 0,
\w N [—Rl, Rl] X [—RQ, RQ”
< H(rcos&,rsinﬁ) creR, 6] < g — 0, |rcosf| < Rl}’ < 2R?tan (% —9).
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Puisque la majoration ci-dessus est indépendante de Ry > 0, nous avons pour tout Ry > 0,

lim inf \w N [—Rl,Rl] X [—RQ,RQH

=0.
Ro—s+o0 R1 Ry

La démonstration du Théoréme 7.3.3 est donnée en Section 11.2.2. Le caractére suffisant
de la condition (7.3.4) pour la controlabilité exacte est une question ouverte en dimension
d > 2. En dimension supérieure, la condition de trou spectral est toujours vérifiée par les
oscillateurs harmoniques fractionnaires (—A; + |z|?)*, avec s > 1, puisque leurs spectres
sont donnés par

o((—Az + |IL‘|2)S) ={(2n+d)°’: neN}.

La difficulté pour obtenir une condition géométrique suffisante de contrélabilité exacte
réside dans le fait que les valeurs propres sont dégénérées en dimension d > 2. De ce fait,
pour appliquer la Proposition 7.1.2, il faut étre en mesure d’estimer les normes L*(R%) de

fonctions de la forme
f = Z COé@OM

a€eNY,
la|=N

ol (Ca)aeNdV‘ a|=n est une famille de nombres complexes, puisqu'il s’agit de la forme géné-
rale des fonctions du niveau d’énergie 2N + d.

On peut néanmoins fournir des exemples de supports de controle en dimension d > 2
a partir desquels il est possible de contréler les équations de Schréodinger harmoniques
fractionnaires en utilisant le Théoréme 7.3.2 :

EXEMPLE 7.3.4. Soientd > 1, s > 1 et w un sous-ensemble mesurable de R satisfaisant

. . .|lwn[=R,R]|
| f——m— > 0.
Roteo |[—R,R]]
L’équation d’évolution

(7.3.5) { 0uf (t,2) — i(=Dg + |2 f (1, 2) = u(t, @) I yupar (¥), ER?, >0,
a fli=o = fo € L*(RY),

est exactement controlable & partir de w x R en un certain temps strictement positif
T > 0.

DEMONSTRATION. Cet exemple est une conséquence directe des Propositions 7.1.2 et
7.3.1. Soient un entier N € N et f un vecteur propre de (—A, + |z|?)* associé & la valeur
propre (2N + d)*®. Un tel vecteur propre s’écrit de maniére générale sous la forme

f: Z Ca®a,

aeNY,
lo|=N

ou (Cy) aeNd jo|=n est une famille de nombres complexes. Rappelons que

d
(I)C!(x) = H ¢Oéi ($Z)>
=1
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pour tout a = (v, ..., aq) = (a1, a’) € N% et pour tout z = (21, ..., 24) = (z1,2') € R% On
a, en intégrant d’abord selon 2/ € R4! puis selon z; € w,

||f||%2(w><Rd71) = /w (/Rd_l ZN:d Ca(l)a(xlvxl)‘zdw/)CMl
aeNe,

la[=N

_ L(/Rd_) 3 cN,la,‘,a/@M,l(xl)%,(x’)\Qda;')dxl

o/eNd—1
lo/|<N
2/ > IOt PN (@) Pder = Y 1ON oo Pllén—jar 72 ()
w o/ eNd—1, o/ ENd-1
lo/|[<N lo/|<N

Comme w satisfait 1'assertion (i) dans la Proposition 7.3.1, cette méme proposition donne

Je>0,Yk >0, 1=|dkll2m) < clldrllrziw)-

Il s’ensuit
1 1 1
(7.3.6) 11172 1) = 3 Y Cnojar? = 3 D |G = g\\f\liz(Rd).
o/ eNd—1 aeN?,
o/ |<N ja]=N

Comme Popérateur (—A,+|x|?)* satisfait la condition de trou spectral, la Proposition 7.1.2
permet de déduire de (7.3.6) que le systéme adjoint

{ Org(t, x) +i(=Ay + |z[*)°g(t,x) =0, z € R’ t >0,
gli=o = g0 € L*(R?),
est exactement observable. Ceci assure la controlabilité exacte de I'équation d’évolution

(7.3.5). O

On déduit de 'exemple ci-dessus que les équations de Schrodinger harmoniques frac-
tionnaires sont exactement contrdlables a partir d’'un demi-espace de la forme [a, +00) X
R?~1. Considérons un demi-cone

s = {(rcos@,rsin@) creRy, 0| < g —5} C R?,

avec 0 < < §. Lorsque 6 = 0, ce demi-cone est le demi-plan Ry x R & partir duquel les
équations de Schrédinger harmoniques fractionnaires sont exactement controlables. Nous
avons néanmoins vu que dés que & > 0, il n’est pas possible de controler ces équations &
partir de @s. Le seul demi-céne a partir duquel les équations de Schrédinger harmoniques
fractionnaires sont controlables est le cas limite donné par le demi-espace.






Conclusion et perspectives

La recherche de conditions géométriques pour la controlabilité des équations d’évolution
est un sujet d’étude d’une grande richesse. Bien que cette thématique de recherche dans
le cadre des équations paraboliques et des équations de Schrédinger soit trés étudiée sur
des domaines bornés de R? ou sur des variétés compactes, comme dans les travaux [26],
[43], [44], [45], [46], la géométrie autorisée pour la controlabilité de ces mémes équations
posées sur tout 1’espace euclidien R? était assez peu comprise. Les travaux présentés dans
ce manuscrit sont dans la droite lignée des travaux [4], [11], [23] et [67], et contribuent
a la compréhension de la géométrie autorisée pour les supports de controle dans le cadre
d’équations d’évolution posées sur R? & travers la notion d’épaisseur faible qui généralise
la notion d’épaisseur.

Récapitulatif des conditions géométriques obtenues

Dans le Chapitre 4, nous avons constaté que 1’épaisseur jouait un réle clé pour la stabi-
lisation exponentielle d’équations purement diffusives, autorisant une diffusion plus faible
que celle de I’équation de la demi-chaleur. Nous avons également vu que 1’épaisseur était
nécessaire et suffisante & la controlabilité & zéro approchée & coiit uniforme de ces équations
lorsque la fonction F : [0, +00) — [0, 4+00) génére une suite quasi-analytique MF.

Dans les Chapitres 5 et 6, nous avons étudié les équations d’évolution associées a
l'oscillateur harmonique, et plus généralement a des opérateurs de Shubin anisotropes. En
tirant avantage des effets régularisants de type Gelfand-Shilov des semi-groupes générés par
ces opérateurs, nous avons pu obtenir des résultats de contrélabilité pour ces équations &
partir d’ensembles faiblement épais, autorisant les supports de controéle & se distribuer plus
faiblement & l'infini. Plus généralement, étant donné un opérateur dont 1’adjoint génére
un semi-groupe régularisant dans un espace de Gelfand-Shilov, nous avons mis en exergue
I'influence de la régularité et des propriétés de décroissance en espace des solutions du
systéme adjoint dans la géométrie autorisée pour la controlabilité a zéro de I’équation
d’évolution associée a cet opérateur.

Enfin, nous avons également mis en évidence l'importance des ensembles faiblement
épais dans la contrélabilité exacte des équations de Schrodinger, dans le Chapitre 7. Nous
avons notamment obtenu des conditions nécessaires et suffisantes pour la contrélabilité
exacte des équations de Schrodinger libre et harmonique en dimension 1. Dans le tableau 1,
nous regroupons les différentes conditions géométriques connues a l’issue de cette thése pour
les équations étudiées dans les différents chapitres de ce manuscrit.

Problémes ouverts et perspectives

Plusieurs questions restent ouvertes a l'issue de nos travaux. Pour les équations de la
chaleur associées a l'oscillateur harmonique et a un opérateur de Shubin anisotrope, trés peu
de conditions géométriques nécessaires a leur contrélabilité sont connues. En particulier, il
semble naturel d’essayer d’obtenir une condition nécessaire & travers la condition d’épais-
seur par rapport & une densité. Pour I’équation de la chaleur harmonique, une approche
pourrait consister & utiliser une formule de Mehler, qui permet de décrire explicitement
I’évolution des gaussiennes soumises a I’équation de la chaleur harmonique. Il s’agirait alors
de s’appuyer sur la stratégie de Miller [54] qui consiste & nier les inégalités d’observabilité
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et de mettre en évidence une densité p par rapport & laquelle le support de contréle serait
épais.

Concernant les équations de Schrodinger, les conditions géométriques mises en avant
dans le Chapitre 7 sont suffisantes pour la contrélabilité de ces équations seulement lorsque
la dimension est égale & 1. A priori, rien n’autorise & penser que I’épaisseur reste une condi-
tion suffisante pour la contrélabilité exacte des équations de Schrédinger libres fraction-
naires en dimension supérieure et il n’est pas a écarter que la bonne condition & considérer
soit proche de celle donnée par Green, Jaye et Mitkovski dans le Théoréme 7.2.6, puis-
qu’elle apparait comme une version en domaine non borné de la condition géométrique de
controle (GCC) exhibée par Lebeau dans [44]. Pour ce qui est de I’équation de Schrodinger
harmonique en dimension d > 2, 'approche proposée dans le Chapitre 7 consiste a obtenir
des inégalités spectrales pour des combinaisons linéaires finies de fonctions de Hermite. Une
approche différente pourrait consister & obtenir des inégalités spectrales pour des combi-
naisons linéaires finies d’harmoniques sphériques. Les harmoniques sphériques permettent
de donner une nouvelle description des fonctions dans un niveau d’énergie de l'oscillateur
harmonique qui fait intervenir les polynémes de Laguerre et de Legendre. Ceci devrait per-
mettre de suivre une stratégie similaire a celle adoptée pour les polynémes de Hermite. En
effet, la méthode employée fait intervenir une formule due a Plancherel-Rotach qui est un
cas particulier d’une formule s’appliquant plus généralement aux polynémes orthogonaux
(voir [63, Chapitre VIII]), donc aux polynomes de Laguerre et de Legendre.

Opérateur considéré

Conditions géométriques sur w

. Epaisseur faible
Epaisseur lw| >0

de parameétre 0 < § <1

F(|Dgl)

avec lim oo F' = +00

CNS pour stabilisation

rapide

Condition non suffisante

Condition non suffisante

F(|Dgl)

avec MT quasi-analytique

CNS pour control.

approch. cofit unif.

Condition non suffisante

Condition non suffisante

(A, + |z?)* Condition suffisante Condition suffisante CNS
avec s > 0 sis>% sis>1—'55 sis>1
(=A™ + |z|?*)” Condition suffisante | Condition suffisante CNS
: 1 : 1(6 1 : 1(1 1
avec s > 0 sl s> 5 515>§(E+E) Sls>§(E—|—5)
—i(—=Ay)* CNS en dim. d =1
Condition non suffisante | Condition non suffisante
avec s > 0 sis> %
—i(=Ay + |z]?)* Condition suffisante CNS pour 6 =1
Condition non suffisante
avec s > 1 en dimension d = 1 en dimension d =1

TABLE 1. Conditions géométriques pour la controlabilité des équations
d’évolution associées & différents opérateurs.
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CHAPTER 8

Stabilization and approximate null-controllability for a large
class of diffusive equations from thick control supports

In this chapter, we give the proofs of the results presented in Sections 4.2 and 4.3 of
Chapter 4, taken from the article |5] written in collaboration with Paul Alphonse.

Outline of the chapter. Section 8.1 deals with the stabilization of a large class of
diffusive equations and presents the proofs of the results concerning the stabilization and
the rapid stabilization of the control system (£r). Section 8.2 is devoted to the proofs of
the results concerning the approximate null-controllability of the evolution equation (Ef).
In Section 8.3, examples of quasi-analytic sequences are presented. Finally, Section 8.4 is
an Appendix concerning the proof of an observability result used in Section 8.1.3.

8.1. (Rapid) Stabilization of diffusive equations

The aim of this section is to prove Theorem 4.2.2 and Proposition 4.2.6 concerning the
stabilization and the rapid stabilization properties of the following general control system

{c%f(t,a:) + F(|D|) f(t,z) = h(t,z)1y(z), t>0, z€RY,
£(0,-) = fo € L*(RY),

where F : [0,4+00) — R is a continuous function bounded from below and w C R? is a
measurable set.

(Er)

8.1.1. Proof of Theorem 4.2.2: assertion (i). First of all, let us assume that the
equation (Fr) is exponentially stabilizable from the set w, with the additional assumption
that inf I/ < 0. We aim at proving that the control support w is then thick. To that
end, we will use the following nice characterizations of exponential stabilization in terms
of observability estimates, taken from the work [65]:

THEOREM 8.1.1 (Theorem 1 in [65]). The following assertions are equivalent:
(1) The evolution system (Er) is exponentially stabilizable from w.
(i) For all € € (0,1), there exist T > 0 and C > 0 such that for all g € L*>(RY),

T
_ NS - 2l) |2
e T Dy <€ [ RO Dal el
(ii7) There exist € € (0,1), T'> 0 and C > 0 such that for all g € LZ(Rd);
T
~TF(|Dal) ,||2 —tF(|Dsl) 5|12
He (| l)gHLQ(Rd) < C/O He tF(] DgHLQ(w) dt+€||g||%2(ﬂgd).

According to the above theorem, assuming that the equation (Er) is exponentially
stabilizable from w is equivalent to assuming that there exist € € (0,1), 77> 0 and C' > 0
such that for all g € L?(R%),

T
(8.1.1) He_TF(‘DCCI)gHiz(Rd) < C/O He_tFquDgHiQ(w) dt + 5HgH%ﬁ(Rd)'

The strategy consists in applying this observability estimate for well-chosen functions
g € L?*(R?). This approach has especially been used in the works [3, 4, 10, 36], in
which exponential stabilization or null-controllability issues are studied for fractional heat
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equations or evolution equations associated with (non)-autonomous Ornstein-Uhlenbeck
operators posed on the whole space RY.

Fixing zo € R? and considering & € RY together with [ > 1 whose values will be
adjusted later, we consider the Gaussian function g; ¢, defined by

1 . x — xo|?
Vo € Rd, gre () = i exp (za: ~& — ’0’>

212
Classical results concerning Fourier transform of Gaussian functions show that
d -~ o d)2 , 1€ — &l
(8.1.2) VEERT, Gig (&) = (2m)“ exp | —ixo - (€ — &) — — )

On the one hand, it follows from Plancherel’s theorem that the left-hand side of the in-
equality (8.1.1) applied to the functions g; ¢, is a positive constant independent of the point
xg, denoted d; ¢, > 0 in the following and given by

(813)  dug = [le " PN g |2, g = /R Jemtroet0 TR 6P 212 g

1

_ zd/ e TRUE/ D 1ER /22 ge >
Rd

On the other hand, we get that the L?-norm of the function Ju.¢, also does not depend on
the point 2o € R% and is given by the following Gaussian integral

d/2
(8.1.4) 19160122 ma _ 1 / ol g _ (T /_
S0 11 L2(R4) [2d R 2

Let us check that the point & € R? and the large positive parameter [ > 1 can be adjusted
so that 6; ¢, — 5||gl750||%2(Rd) > 0, that is, by (8.1.3) and (8.1.4),

(8.1.5) / = TFUE/+ )= I6 /22 g > )2,
Rd

Since ¢ € (0,1) and the function F' satisfies inf F© < 0, we can assume that the point
& € R? is chosen in order to satisfy e 27F(&l) > ¢ Since the function F is bounded from
below, the dominated convergence theorem then implies that

lim [ e TFUEAHED /2] gg = o~ 2TF (o) / 672 e
R4 Rd

=400

— o 2TF(Gol) pd/2 o opd/2

>em

The parameter [ >> 1 can therefore be adjusted so that (8.1.5) holds. The values of & € R?
and [ > 1 are now fixed. We therefore deduce from (8.1.1) and (8.1.5) that

2 .
(8 L. 6) M, €0 < C/ |DI|)gl,§0HL2(w) dt with Ml,&o = 51750 - 5“91,50“%2(]1{01) > 0.

Moreover, by introducing g{ the partial inverse Fourier transform with respect to the

variable £ € R? and using (8.1.2), the right-hand side of this inequality (up to the constant
C) writes as

T T
/ e~ 1P D g g |2,y dt = (2m)° / /‘J' (e o 60T e~ HIe00l"/2) () [* dadt
0

/ /‘J P(le]) o~ 12le—¢ol? /2)(33_3;0)\2 dzdt

o) // ,tp(\gp fl2\§*50|2/2)(g;>}2 dzdt.
—Zo
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Given r > 0 a positive radius whose value will be chosen later, we split the previous integral
in two parts and obtain the following estimate:

T
(8.1.7) /OHe_tF(D“”I)gl,soHi?(w) dt

T
< (2m)¢ / / 15 (et =166 2) ) gt
0 J(w—z0)N[—r,r]d

o) // 1 (e tFUED e~ PIE=6l*/2) ()2 dzdt,
lz|>r

Now, we study one by one the two integrals appearing in the right-hand side of (8.1.7).
First, notice that for all 0 <t < T,

Hggl(e_tp(|g|)€_z2|§—go|2/2)H ’e—tF(\ﬁl)e—F\é—soPﬂHLl(Rd)

w0 = Ty
e—Tian 3 3
< Sy e

_efTian 21 d/2
o (2m)d \ 12 '

It therefore follows from the invariance by translation of the Lebesgue measure that

T
(818) (27[')d/ / ‘gg—l(eftF(|§Defl2|§*§0|2/2)(x)‘2 dadt
w—z0)N[—7,r

efZTian p TefZTian ;
= le/O ’(w —330) N [—T’,’r] ‘ dt = T‘wﬂ (l’o + [—’I“,T‘} )‘

In order to control the second integral, we use the dominated convergence theorem which
justifies the following convergence

// (et UED e /2) ()2 dgdt — 0,
|| >r

r—+00

since
F (e D80 /2) ¢ 12(10, 7] x RY).

Thus, we can choose the radius r» > 1 large enough so that
(8.1.9) (2m) dC/ / . _tF(\fD —12\5—60\2/2)(x)’2 dzdt < Ml,fo‘
|z|>r 2

Gathering (8.1.6), (8.1.7), (8.1.8) and (8.1.9), we obtain the following estimate
M, Mg, C

> =
This proves that the control support w is actually a thick set.

Vg € RY, T6_2Tian’w N (xo + [T, T]d)’.

8.1.2. Proof of Theorem 4.2.2: assertion (ii). In this second subsection, assuming
that w is a thick set and that liminf ., F' > inf F', we establish the estimate (4.2.1). The
strategy consists in constructing an adapted Lyapunov function, inspired by the proof of
[68] (Theorem 1.1) in which the author studies the stabilization properties of the heat
equation posed on bounded domains of R

We consider the function G = F' — inf F'. Since liminf, ., G > 0 by assumption, there
exists a positive constant Ry > 0 such that

(8.1.10) VR > Ry, agr= 1&%67( r) > 0.
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Let us fix R > Ry and consider two positive real numbers Agr, ur > 0 to be chosen later.
For all initial data fo € L?(R%) and all time ¢ > 0, we define f as the mild solution on
[0, +00) of the control system (E¢) with feedback AgKr at time ¢, that is,

(8.1.11) vVt >0, f(t)= e_t(G(‘DwD‘f’)\leKR)fO’
where K stands for the following orthogonal projection
(8.1.12) Kg: L*(RY) — {g € L*(R) : Suppg C B(0O,R)}.

We want to prove that the two constants Ag and pr can be adjusted so that the following
estimate holds for all £ > 0,

(8.1.13) £ N1 Z2gay < mre™ 5 foll72gay-
To that end, we consider the following Lyapunov function
V(y) = il Kryl2agga + 10— Kp)yl2agay, v € LARY.
Let us equip the operator G(|D;|) + Arly,Kg with the following domain
D¢ = {u € L*(RY) : G(|Ds|)u € L*(R)}.

From now, we assume that the Fourier transform of the initial datum fy is compactly
supported. As a consequence, fo € Dg and the function V o f is of class C'* on (0, 4+00),
with

d d 9 d 9
SV(F) = g 1RO ey + 3101 = K F0) 22
We shall need to estimate each term of the right-hand side of this equality. On the one
hand, noticing that the operators G(|D,|) and K commute (they are Fourier multipliers),
we have that for all t > 0,

vt > 0,

i VR (0 gy = 2 Re(K (6, K (1)) g
= —2up(Krf(t), G(|D:)) Krf () L2(rey — 2ARBRIERS ()72
The operator G(|D,|) being accretive, we get that for all ¢t > 0,
(Krf(t), G(|De|) KRS (1)) p2(r) = 0,

and as a consequence

d
MR@HKRf(t)H%z(Rd) < —22rprllKrf(1)72(.):

Moreover, O. Kovrijkine established in [42] (Theorem 3) a quantitative version of the
Logvinenko-Sereda theorem for thick sets which will allow us to control the right-hand
side of the above estimate. Precisely, this result is the following:

THEOREM 8.1.2 (Theorem 3 in [42]). There exists a universal positive constant Cy > e
depending only on the dimension d > 1 such that for all vy-thick at scale L > 0 subset
w C R,

< <@> C4(1+LR

~ )
VR >0,Yf € L*(R%), Supp f C [-R,R]%, £l 2 ey < £l 22 (w)-

We therefore deduce from this theorem and the definition (8.1.12) of the orthogonal pro-
jection K that there exists a positive constant C' = C'(w) > 1 only depending on the thick
set w (and not on the positive real number R) such that for all ¢t > 0,

d -1 -
(8.1.14) MR&HKRf(t)H%%Rd) < —2\purC~'e CRHKRf(t)H%%Rd)-
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On the other hand, recalling that the operators G(|D,|) and Kr commute, the second
term we aim at controlling is given for all t > 0 by

(8115) LI~ Kn) 7|3y = 2Rel(1 — Kr)F(1), (1~ K) /(1)) 12que)

= —2((1-KRg)f(1),G(|Dz|) (1 =KRr) f(t)) 2(rey —2Ar Re((1-KRr) f (), (1-KR) Lo KR f (1)) L2 (4)-

We notice that by definition of the orthogonal projection Kpg, the Fourier transforms of
the functions (1 — Kg)f(t) are supported in R?\ B(0, R), which implies that for all ¢ > 0,

(8.1.16)  2((1 = Kg)[(t), G(|IDa])(1 = KR)f (1)) 12(re) = 2aR[ (1 = Kr) f()|[72a)-
By using in addition Cauchy-Schwarz’ and Young’s inequalities, we obtain that

(8.1.17)
—2ArRe((1-KR) f(t), 1-Kr) Lo KR [(t)) 2(ray < 2AR[(1=KR) f(t)l| 2me) [ KRS ()] 12 (Ra)

A2 ~
< G KTy + 0l (1~ Kr)f 072z

Combining the estimates (8.1.15), (8.1.16) and (8.1.17), we obtain that for all ¢ > 0,

d 22 s
0= KR Oy < SE KRS Ol — (0 = Kr)f Oy
This inequality and (8.1.14) then imply that for all ¢ > 0,
d -1_—CR )‘QR 2 ~ 2
av(f(t)) < -2 )\R/LRC € - &7]% HKRf(t)HL2(Rd) - aRH(l - KR)f(t)HL2(Rd)-

By making the following choices for the constants pr and Ag,
g = 20%62CR  Ap = CeCRap,

we get that for all £ > 0,

Sy (1) < —arv(F0).

dt
This latest estimate and Gronwall’s inequality readily imply that for all £ > 0,

V(f(1)) < e =V (£(0)),

and then, by Pythagore’s theorem, since yur > 1, we obtain that for all ¢ > 0,
LF )22 me) < 1re™ " follZ gy

Since the set of functions of L?(R%) with compactly supported Fourier transforms is dense
in Lz(Rd), and that the evolution operators e HG(Dz)+Ar1IuKR) are continuous on this
space, the above estimate is valid for all fo € L?(RY). The estimate (8.1.13) therefore
holds. Recalling the definitions (8.1.10) and (8.1.11) of &g and f(t) respectively, and also
recalling that G = F' — inf F', we have established that for all R > Rg and t > 0,

He—t(F(|D$ N+CeCF(ar—inf F)1,Kg < 9(22CR o —(ag+inf F)t

)

) 2
HL(L2(Rd))

with ar = inf,>g F(r). This ends the proof of assertion (i) in Theorem 4.2.2.

8.1.3. Proof of Proposition 4.2.6. In this last subsection, we prove Proposi-
tion 4.2.6 which provides a negative result for the rapid stabilization of the evolution
equation (EFr). We assume that w is not dense in R, and also that lim,  F exists and is
a non-negative real number L > 0. Since the function F' is continuous, this implies that
F' is bounded, i.e. sup F' < +00. We aim at proving that if o > sup F', then the equation
(E'r) is not exponentially stabilizable from w at rate o. To that end, we will use the
following interpretation of exponential stabilization at rate o > 0 in terms of observability.
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PROPOSITION 8.1.1 (Theorem 1.1 in [49]). If the evolution system (Er) is exponentially
stabilizable from w at rate o > 0, then there exists a positive constant A, > 0 such that
for allT > 0, there exists a positive constant Co 7 > 0 satisfying that for all g € L2(RY),

T
Dy gy < Car [ e Dyl i+ ATy,

The proof of Proposition 8.1.1 is contained in the proof of Theorem 1.1 in [49], although
[49] (Theorem 1.1) only states characterizations of complete stabilization. For the sake of
completeness, we recall the arguments given by the authors of [49] in Section 8.4.

Proceeding by contradiction, we consider a > sup F' and assume that the equation
(EF) is exponentially stabilizable at rate o from w. According to Proposition 8.1.1, there
exists a positive constant A, > 0 such that for all T' > 0, there exists a positive constant
Co.r > 0 such that for all g € L2(R?),

T
$118) TPy 2y < Ca [Pl ot AT g
Since we get that for all 7 > 0 and g € L*(R%),
e ~TE(D1) QH ay 2 efTsuPFHgHL?(Rd)v

it follows from (8.1.18) that for all 7> 0 and g € L?(R%),
T
(8.1.19) ||g||%2(Rd) < C’CM’TeQTsupF/0 H —tF(|Dz|) gH dt+Aae2(supF_a)THgH%2(Rd)-

Notice that since sup F' — a < 0, we have lim7_, 1 e2(up F—a)T — (. Therefore, there
exists Tp > 0 such that A,e2(GWwF-)To < 1/2 This fact, together with (8.1.19), imply
that for all g € L2(R?),

To
_ 2
(8120) ”g”%Q(Rd) S 20@7T062T0 supF/O He tF(‘DII)gHLQ(w dt

Since w is not dense in R% and that the evolution equation (F) is invariant under trans-
lations, we can assume that there exists a positive radius » > 0 such that B(0,7) C R?\ w.
Let us fix a non-zero L?-function v and define the function gy, for all A > 0 by

X

Ve e RY gu(z) = ¢<ﬁ>

On the one hand, we have that for all h > 0,
(8.1.21) ||9h||%2(Rd) = hd”@bH%qu)‘

On the other hand, we get that for all h > 0,

To (D L 2
(8.1.22) /0 [e=F(IP=D g, H dt</0 le™ 2D gn |2 g o,y

To
— 2
= [ e P oy

It follows from (8.1.20), (8.1.21) and (8.1.22) that for all A > 0,

To
U - x 2
19117 2 gy < 2Cam,e*0" pF/O [t ‘/thm(Rd\B(o,r/h)) di.
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Moreover, since L = lim o, F' > 0, we get

To
/0 H‘fftF(‘DI‘/h)wH;(Rd\s(o,r/h)) d
7o —tF(|Dz|/h) —tL, |2 7o —tL,;||2
< 2/0 He P —e wHLQ(Rd\B(O,r/h)) dt+2/0 He ¢HL2(Rd\B(o,r/h)) dt

To
— — 2
< 2/0 He tF(lDac‘/h),(b —e tL,(/)HLQ(Rd) dt + 2TO||¢||%2(RCI\B(O,T/}L))’

and this implies that

To
U - x - 2
”?/)”%2(]1@) < 40, g e*M® pF/O e DAy — e tLT[)HB(]Rd) dt

+ 4004,T0T062T0 SupF"¢“%2(Rd\B(O,T/h))'

To obtain a contradiction, it remains to check that each term of the right-hand side of the
above inequality converges to 0 as h — 07. For the first term, we deduce from Plancherel’s
theorem and the dominated convergence theorem (recall that the function F' is bounded
from below) that

1

To 3 _ 9 To - ~ 42
/0 le™HFUPAR g — e thgp||7, o dt = W/O e MY — e gy dt = 0.

For the second one, the dominated convergence theorem readily implies that
2
1122 e\ B0, myy 2, O

This concludes the proof of Proposition 4.2.6.

8.2. Proof of the approximate null-controllability results

This section is devoted to the proofs of the results stated in Section 4.3, dealing with
the (cost-uniform) approximate null-controllability of the evolution equation

{@f(t,:n) + F(|Da|)f(t, ) = h(t,2)1(z), t>0, z€RY,
£(0,) = fo € L*(RY),

where the continuous function F' : [0,+00) — R bounded from below is assumed to be
associated with a quasi-analytic sequence M of positive real numbers, defined in (4.3.1),
and w C R is a measurable set with positive Lebesgue measure.

(EF)

8.2.1. Proof of Proposition 4.3.5. The purpose of this first subsection is to prove
that the evolution equation (Fy) is approximately null-controllable from the support w in
any positive time 7' > 0 (with no extra assumption on w). It is well-known, see e.g. [18]
(Theorem 2.43, page 56) or [65] (Remark 16), that the approximate null-controllability
(without uniform cost) of the system (Er) is equivalent to a unique continuation property
of the adjoint system. More precisely, the adjoint system

Og(t,x) + F(|Dy|)g(t,x) =0, t>0, z €RY,
g(ov ) =40 S L2(Rd)7

is said to satisfy the unique continuation property from w C R? at some time 7' > 0 if for
all initial datum go € L?(R%), we have

(Vt € [0,T), Toe F P gy = 0) = (e TFIP=D gy = 0).

Let T > 0 be a fixed positive time. We aim at proving that the unique continuation
property holds from the control support w.
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Let us first establish that for all g € L?(R), the function e~ TE(P=) g helongs to a class
of quasi-analytic functions. We consider g € L?(R%) not being identically equal to zero
(the result is straightforward when g = 0). Notice that for all 3 € N¢,

£ = &F (THIPDg) e LI(RY),
since we have by Plancherel’s theorem that
(8.2.1)

/Rd‘fﬁg( ~TF(D:Dg) (¢)] de = / P TFIENG(6)| de
< (27r)d/2</Rd ‘£|2|5|672TF(\5|) d§> ’ ||g||L2(Rd)

1
a/2 (|€|218! 4 |g2IBl+2d) 2T P () N2
= e </Rd 1+ |2 d¢ ) Nlgllpe(we)

TF TF \2\3
< Ca((M5)? + (Mg 0)*) 2 9]l 2 rey
< 400,
the positive constant Cy > 0 being given by

Cy= (27T)d/2</Rd T |£|2d dg) < 4o00.

Since the sequence M is log-convex, there exists a positive constant A7 > 0 such that
VE >0, MF < ArpMl,
and we get from (8.2.1) that for all 5 € N%,

with Cqrr = C’d(l + A%‘%) It then follows from the Fourier inverse formula that
VB eNd, 9P (e TFIPDg) e Lo(RY),

and that there exists a positive constant C’ZLT r > 0 such that

(8.2.2) ve e N (|07 (e THUPDg)|| o gay < Clrr MGl Lalloll 2 ray.

Notice that for all positive real numbers A > 0 and C' > 0, the sequence M) ¢ whose
elements M) ¢ are given for all £ > 0 by

(8.2.3) Myox = CA*MEL,
also defines a log-convex sequence which satisfies
3 e
Mo A M, ,? o

Since the sequence M is quasi-analytic, so is the sequence MT* according to Lemma 8.3.2
and therefore, Theorem 3.2.1 implies that
+o00 MTF

Z Mkal = +o00.

A second application of this theorem shows that the log-convex sequence M, ¢ is also
quasi-analytic. This fact, combined with the estimate (8.2.2) and Proposition 3.2.2, im-
plies that for all g € L?(R%), the function e~7F(P=1)g belongs to the quasi-analytic class

Cm, o (R9).

rrlloll2
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Now, let us check that the unique continuation property holds. To that end, we make
a weaker assumption by considering a function g € L?(R%) not identically equal to zero
such that

(8.2.4) 1,e”TFD=D g — g,

The purpose is to prove that e 7F(P=Dg = 0. Since |w| > 0, if we consider the cube
Q = (—1,1)% then
N > 0,YA > Ao, |wNAQ| > 0.
Let us consider A > \g and define the function gy € L?(R%) by
(e7TF(D:=Dg) (Az)

, TE RY.
Cz/i,TFMdTFHgHLQ(Rd)

gr(x) =

It readily follows from the estimate (8.2.2) that for all 3 € N¢,

X128 (e TF1P=Dg) | o < o Misla
TF °

Cz/i,TFMdTFHgHLQ(Rd) - M,

HangHLoo(Q) =

Since the sequences M, MTF)-1 defined in (8.2.3) are quasi-analytic and that

gx € CMA (MTF)_I(Rd) from the above estimate, Proposition 3.2.10 implies that for all
? d

A > Ao, there exists a positive constant C' = C'(A, [|g || (@), w, d) > 0 such that

loallzz@) < Cllgallz(a-1w)n@)-
As a consequence, we get from the assumption (8.2.4) that for all A > A,

—TF(|Dy|) —TF(|Dy -
e ( QH ) S Clle ( DQHL2(wﬁ)\Q) =0.
It follows that HAQe*TF(‘DZDg =0 for all A > Ao, and therefore e~ TF(PzDg = 0. Then,
the unique continuation property holds and the evolution equation (Er) is approximately

null-controllable from w at time 7" > 0.

8.2.2. Proof of Theorem 4.3.1: sufficient part. In this subsection, we aim at
proving that when the support control w is thick, then the equation (Er) is cost-uniformly
approximately null-controllable from w in any positive time 7" > 0. To that end, we shall
use the observability characterization of the cost-uniform approximate null-controllability,
given by Theorem 2.1.6.

According to Theorem 2.1.6, we need to prove that the observability estimate (2.1.8)
holds. The first step consists in establishing the following uncertainty principle:

ProPOSITION 8.2.1. For all time T > 0 and for all € > 0, there exists a positive
constant C.. > 0 such that for allt > T/2 and g € L*(RY),

H —tF(|Dx)) F(|Dx|)

0l z2gey < Cerlle™ P Dg|[a(,, + e ™ Flg| 22 g

Proor. This proof is adapted from the one of [38] (Theorem 1.3) which is itself
adapted from the Kovrijkine’s strategy. Let 7" > 0 and € > 0 fixed. Considering the
function G = F' —inf F', we begin by proving that there exists a positive constant C. 7 > 0
such that for all ¢ > T/2 and g € L?(R9),

(8.2.5) e 1P=Dg|[7, gy < Cerlle ™ C0P=Dg|[, ) + ellgllF2 may-

Once the estimate (8.2.5) is established, we deduce that for all ¢ > T'/2 and g € L?(R9),

F(|Dxl) F(|Dxl)

et 0D ||7e gy < Cerlle™

gH +€6 21€1anHgHL2 Rd)’

and the proof of Proposition 8.2.1 is therefore ended.
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Let us prove the estimate (8.2.5). Setting 7" = T'/2, we first check, using Parseval’s
formula, that the following Bernstein type estimates hold for all g € L?(R?), t > T" and
B e N

1

(8.2.6) 102 C1P=Dg) |7, gy = W/Rd e MNP PG dg

IA

et / &~ 2TGED|¢ 281 5(e) 2 ae
—T'G(r) 2 2
< (sup e 0 ) g e

TGN2([ 112
= (M|,3\ ) ”9||L2(Rd)-
These estimates will be central later to control the functions e *¢(P=Dg on bad cubes,
which we are about to define. Since w is a thick set, by definition, there exist v € (0, 1]

and a length L > 0 such that
Vo e RY,  |wn (z+ [0, L)%)| > LY.

For a € LZ%, let us define Q(a) as the following cube

Q) = a+ [0, L)%
Notice that the family of cubes (Q()),epz¢ covers the space R%:
(8.2.7) R'= | ] Q)

a€Lzd

Let g € L?(RY) and t > T’, where we recall that 7" = T//2. A cube Q(a) is said to be
good if it satisfies the property

98) vBeNd  [|9f(e—tCUD:D |2 <w G(ID- )
828) waeNt [l g2, o < P ey

all;
€ L2(Q(a))’

where the positive real numbers M, ,%F ‘G are the elements of the sequence MT'C generated
by the function T'G. We recall that for all & > 0,

/ !
M,? G = suprfe " G(r),

r>0
Naturally, a cube Q(«) is said to be bad if it is not good, that is, when
922|Bol+d

(8.2.9) 38, € N¢, Haﬁo —tG( |Dz\) HL2 (Q(a) > — M|B| H —tG(|Dz|) HiQ(Q(a))’
Notice from the covering property (8.2.7) that
(8.2.10)
_ 2 _ _
e Pyl gy = D2 N NP Dyl agay + D e Py e
good cubes bad cubes

We shall estimate independently the two terms of the right-hand side of this equality. Let
us begin with the second one. It follows from the definition (8.2.9) that if Q(«) is a bad
cube, there exists 8y € N such that

(8.2.11) | (IP=D) < |98 (etGID:D

H <
L2(Q(a)) — 92 +d T'G\2
(Q(a)) 2 |Bol (M| ol )

)220

> gprragpraa o P g |
el 22\B|+d(M|g‘G )2 L3(Q(a))’
S
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By summing over all the bad cubes, we obtain from (8.2.6) and (8.2.11) that
(8.2.12)

B 2 1 B
/ e CUPDg@) P de<e > > 2281+ MTC) z“aﬁ 2D 0) ey

bad cubes bad cubes ﬁeNd

1 _ 2
se Z 92[8[+d()[T'C)2 |67 (e tG(|DI|)9)HL2(Rd)
BeNd 18]

1 2
<e ). m”gnm(w)
BeNd

< ellgl2 zay.

since

+oo +oo
Z 22[B+d Z ( k )22k+d < 22 o2htd — 1
k=0

BENd k=0
It remains to estimate the first term of the right-hand side of the equality (8.2.10). Let
Q(«) be a good cube. Assuming that the function e tG(P=D) g is not identically equal to
zero on the cube Q(a), we define the following function ¢ : [0,1]¢ — C by
L: (e‘tG(‘D’JDg) (a4 Lz)
K| emtGUPDg|l 12 (g(a))

(8.2.13) o(z) = , ze[0,1]%

where K > 0 is a positive constant whose value will be chosen later. As the cube [0, 1]¢
satisfies the cone condition, the following Sobolev embedding holds
WE2([0,1]%) < L¥([0,11%),

see e.g. [1] (Theorem 4.12). This implies that there exists a positive constant Cy; > 0, only
depending on the dimension d > 1, such that

(8214) Yu € Wd’Z([O, 1]d), HU’HLOO([O,l]d) < CdHuHWd’Q([O,l]d)'

From the definition (8.2.8) of good cube and the estimate (8.2.14), it follows that for all
BeNd,

(8.2.15)
2 2 3 2
Haf‘PHLoo([m}d)SCd Z |’8§+5‘PHL2([0,1W)
BeNd, |B|<d
_ Ca 21 2081| 96+ ,—tG(IDal) |2
= @jeemgE, L 2. Plfere 911220
L2(Q(a)) BeNd, ||<d
C3(2L)Fl29e! 26| QyT'G 2
< e > LGS,

peNd, |f|<d
Since the sequence MT'G g log-convex, there exists a positive constant A7 g > 0 such
that

Yk >0, MPY<ApeMLIS
Therefore, there exists a new positive constant Dy 7, > 0 depending on d and L, such that
for all B € N,
—142d 12

e AeDg L

2 )
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By choosing K = 57%A%,GDd7LMdT,G, it follows that

) MET N
2 +
(8216) “8§S0“Loo([071]d) < (2L) 141 (Mg"/G ) :

Let us recall that by assumption, the sequence M* associated with the function F defines
a quasi-analytic sequence of positive real numbers, and so is M7'¢ according to Lemma
8.3.2. Notice that the slightly modified sequence M, whose elements M}, are given for all
k >0 by

also defines a log-convex sequence that satisfies

Z LM
Mkﬂ 2L £ Mgﬁ '

Since the sequence MT'G g log-convex and quasi-analytic, Theorem 3.2.1 implies that

400 MT/G

k
Z ik +00,
k=0 k+1

and a second application of this theorem provides that the log-convex sequence M is also
quasi-analytic. Since ¢ € Crq((0,1)%), and that this function also satisfies

L%||e~tG(D:D)

NI

1ol oo (0, 17) = =@y - e
([0,1]) Klle=t PNl 120y — AbgDarM]'¢

we therefore deduce from (8.2.16) and Proposition 3.2.10 that there exists a positive con-
stant C; 4 1,47, > 0 independent on g and « such that

(8.2.17) lellz2jo,9) < CepynarcllellLz )

where E = 232N [0,1]¢ C [0,1]? satisfies |[E| > v > 0. It follows directly from (8.2.13)
and (8.2.17) that

—tG(| Dy (|De
(8.2.18) e (10D QH @) = Ceprarale™ < |)9HL2(mQ(a))'

Clearly, the above estimate also holds when the function e *¢(P=D) g is identically equal to

zero on the cube Q(«). By summing over all the good cubes, we deduce from (8.2.7) and
(8.2.18) that

|e1GUPDg(2)[* dz < C2 deTG/ e~ 1PDg()[* da.

Ugood cubes Q(Oé)
This estimate, together with (8.2.10) and (8.2.12), imply that the estimate (8.2.5) actually
holds. The proof of Proposition 8.2.1 is therefore ended. ([l

We can now tackle the proof of the observability estimate (2.1.8). Let € > 0 and T' > 0.
It follows from Proposition 8.2.1 that there exists a positive constant C. 7 > 0 such that
for all t > T'//2 and g € L?(RY),

e 02 Fa gy < Corlle™ WDy +'e > Fllg) g,

where we set

2,_:/ _ €2T inf FE.

By using that for all s; > s5 > 0 and g € L?(R?),

He—le(\Dx < 6(82 s1 1anHe s2F(|Dy))

9ll 2 9ll 2
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it follows that for all g € L?(R%),

H —TF( |Dz|)gH
_ 2/T 2T)EE || P (DaDg |2
=T
2C.r (T
§ziT/T 2=D) Pt (DDg |7, dt+ e 2T g]|2

2

< QCE,T —T(inf F)_ ’ —tF(|Dzl) dt 2
=7 ¢ ) e 9HL2 + ellgllz2ray,

with (inf F')_ = min(inf F,0). This ends the proof of the estimate (2.1.8).

8.2.3. Cost-uniform approximate null-controllability vs rapid stabilization.
To end this section, let us quickly check that cost-uniform approximate null-controllability
implies rapid stabilization:

PROPOSITION 8.2.2. If the control system (Er) is cost-uniformly approximately null-

controllable from w at some positive time T > 0, then is rapidly stabilizable from w.

PROOF. Assume that the system (Ep) is cost-uniformly approximately null-
controllable from w at some positive time 7" > 0. According to Theorem 2.1.6, the following
observability estimate holds: for all € > 0, there exists a positive constant C, 7 > 0 such
that for all g € L2(R?),

T
(8.2.19) le= TP g |75 gy < CeT/O e FUPDg|[ 7o,y At +ellgllF 2 ga.

In order to prove that (Fr) is rapidly stabilizable, it is sufficient to show that for all
p > 0, the system (Ef,) is stabilizable, where F), = F' — p. To that end, we shall apply
Theorem 8.1.1, already used in Section 8.1.1. From (8.2.19), by multiplying by e*"*, we
get that for all € > 0, there exists a positive constant C, 7 > 0 such that for all g € L2(RY),

T
e D gy < Car [ e TPl -t ol

e—2T

By taking € = “ in the above estimate, it follows from the characterization (iii) of
Theorem 8.1.1 that the system ([r,) is stabilizable from w. Since > 0 can be chosen
arbitrary large, we deduce that the system (Ef) is rapidly stabilizable from w. ([l

8.3. Examples of functions I’ generating quasi-analytic sequences

This section is devoted to establish useful results to construct quasi-analytic sequences
and to provide examples of such sequences.

Let us first recall that a sequence (M},)r>0 of non-negative real numbers is said to be
log-convex when it satisfies

Vk>1, M;< M1 My_q.

A relevant example of log-convex sequence is the sequence MF associated with any con-
tinuous function F : [0,4+00) — R bounded from below. Let us recall that the elements
M If of the sequence M are assumed to be positive real numbers and defined for all & > 0
by

(8.3.1) 0 < MF =suprfe " < 400
r>0

Let us also recall that a sequence M = (Mj})r>0 of positive real numbers is called quasi-
analytic when for all real numbers a < b, the associated Denjoy-Carleman class

Cr([a,b]) = {f € C*([a,b],C) : Vk > 0,Vz € [a,b], |f¥)(2)] < My},
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is quasi-analytic, meaning that any function belonging to this class is identically equal to
zero when satisfying

Jzo € [a,b],Vk >0, f%¥)(z9) = 0.

Let us consider a straightforward general lemma.

LEMMA 8.3.1. Let M and M’ be two sequences of positive real numbers satisfying
M < M. Then, if M’ is a quasi-analytic sequence, so is the sequence M.

PROOF. Since M < M’ by assumption, we get that Caq([a,b]) C Cry([a,b]) for all
real numbers a < b and the result follows. O

We now focus on the log-convex sequences of the form M defined in (8.3.1), which
are the ones considered in this work. First, we study the stability of the quasi-analyticity
property of the sequence M* when modifying the function F.

LEMMA 8.3.2. If the sequence M* associated with a continuous function F : [0, 400) —
R bounded from below is quasi-analytic, then for allc € R and T > 0, the sequence MTE+¢
associated with the continuous function TF + c¢ is also quasi-analytic.

PROOF. By considering the function G = F + ¢/T, whose associated sequence MEC is
immediately quasi-analytic, we can assume that ¢ = 0. Let us consider a positive integer
p > 1so that T > 1/p > 0. We therefore have that for all k£ > 0,

1 . 1
MIF = suprFe TF0) < e DmEE ke )
r>0 r>0
1_7y; _ 1
_ 6(1’ T)mfF(Sup’l“kpe F(’I‘))p

r>0

D) ian(M,f;)% =: M.

According to Lemma 8.3.1, it is sufficient to check that the sequence (My) is quasi-analytic
to end the proof of Lemma 8.3.2. To that end, we will use Denjoy-Carleman’s theorem,
that is Theorem 3.2.1, and prove that

Notice that since the sequence M is log-convex, the sequence (M;/M[ ), is non-
increasing. As a consequence, we get that

+oo +0o0 Y F 1 4oo agF
S =2 () =X (™) 2 2 5!
B B ME - ME
k=0 kp+p k=0 “j=0 " kp+j+l k=0 kp+p
It is therefore sufficient to prove that
+o0o MF
(8.3.2) > % = +00.
k=0 kp+p

By using again that the sequence (M, ,f /M ,f +1) & 1s non-increasing, we obtain by also apply-
ing an Euclidean division by the positive integer p > 1 that

+00 F p—1 400 +o00 F
> it Sy M z%p
F F

Mk+1 r=0 k=0 kp+r+1 Mkp+1

Yet, the log-convex sequence MF is quasi-analytic by assumption, and Theorem 3.2.1
implies that

+00 P +o0o F
Mk Mkp

(8.3.3) Z 7— = too and so =
Mk+1 k=0 Mkp+1

= +o0.
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Finally, exploiting a last time the non-increasing property of the sequence (M, ,f /M ]f 1)k
we obtain that
+ F + F
= My, = Mg 1yp
Z MF — MF
k=0 ""(k+1)p+1 k=0 " (k+l)p

This inequality and (8.3.3) show that (8.3.2) holds. This ends the proof of Lemma 8.3.2. O

It is a very interesting problem to characterize the functions F' that generate quasi-
analytic sequences M*. This question has been addressed by B. Jaye and M. Mitkovski
in [38] (see Proposition 3.2.6), where these authors provided a necessary and sufficient
condition on some functions F that ensures the associated sequence MY to be quasi-
analytic, by exploiting Denjoy-Carleman’s theorem.

The following proposition provides some examples of functions F' generating quasi-
analytic sequences M¥". For the sake of completeness of the present work, we give a proof
based only on Theorem 3.2.1, and not on Proposition 3.2.6.

PROPOSITION 8.3.3. Let p > 1 be a positive integer and F), : [0,4+00) — [0, +00) be the
non-negative function defined for all t > 0 by

t
F,(t) = OO0k where g(t) = log(e + t),

with g¢°P = go...og (p compositions). The associated sequence M*? defined in (8.3.1) is
a quasi-analytic sequence of positive real numbers.

PROOF. We first notice that the sequence M7 is well-defined by (8.3.1) as the supre-
mum of a continuous function on [0,400) with finite limit when ¢ — +o00. Define
@p : [0, +00) = [0, +00) by

Pp(t) = g()(gog)(t)... g (), t=0.
Let us check that the following convergence holds

¢p(k)

S 0 (2k0, () i

1.

Indeed, on the one hand, we get that
op(k) Mot (log k)log(logk) .. .log™" k.

On the other hand, we recall that if f and g are two numerical functions satisfying f ~; ¢
with limy . f = +00, then log f ~ 1 logg. As a consequence, we deduce that

2 ~  log(2k(1 log(1 ... log? ~ logk.
9(2kep(k))  ~ log(2k(logk)log(logh)...log™ k) ~ logk
Iterating this argument, it follows that for all 7 > 1,
°1(2kpp(k)) ~ log™ k.
9% (2k¢p(k)) oo og

This implies that the convergence (8.3.4) actually holds, since

op(k) (log k) log(log k) ...logP k

bp (2kdy(k)) ko (logk)log(logk) .. .log? k L
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Moreover, by direct computations, we have that for all t > 0,

() = (01 = 1T e
(8.3.5) 0 —; 0 _Zg"i(t)jznlg(g (t))

i=1

i

P
D |
£ goi(t) 1 e+ g°U (1)

Jj=1

i

1 zp: 1 11 1
e+t goi(t) e 4 gD (1)

i=1 =2
B 1
t%_+oo O<t>’
that is
530 40, = (20,

For all positive integer k£ > 1, the supremum M,fp = sup,>g rhe=Fnl

tr > 0 satisfying the following equation
(8.3.7) teFy(ty) =k,

tk (1 Ly %(tk)) _k
oo(t) ' T oplte))
Let us prove that ¢ exists and is unique for k > 1 sufficiently large. First, notice that the
application ¢ + tF(t) satisfies limy, yoo tF)(t) = +00 since ¢p(t) =¢400 0(t) and that
(8.3.6) holds. It remains to check that there exists 7" > 0 such that this application is
increasing on [T, +00). To that end, it is sufficient to prove that the functions

t ' (t
and Gp:t—>1—t¢p(),
¢p(t) ¢p(t)
are positive and increasing on [T, +00) for some 7' > 1 sufficiently large. The positivity of
these functions is ensured by (8.3.6) and the positivity of ¢,. Let us prove that F}, and G),

are increasing on [T, +o0) for T sufficiently large. On the one hand, this fact holds true
for the first function since

1 (1) 1
Ey(t) = (1-1&” ) ~ > 0.
M=o\ m) e 5,0
On the other hand, it follows from (8.3.5) that for all ¢ > 0,
(8.3.8)

") is reached at a point

which is equivalent to

Fy:t—

%

) | 1 '
0= (% L ey

i=1 =2

e 1 4 1 t (s 1 4 1 '
BCEE z; 9°(t) 11 e+ g°U=1(t) Tt <Z g°(t) 11 e +g°(“)(t)> ’

j=2 i=1 j=2

It can be checked that there exists a positive function he given by a rational fraction of
g,9°%,...,g°P such that

A 1 " o)
(8.3.9) <Z 9% (t) H e _|_go(j1)(t)> - _62+t'

i=1 j=2




STABILIZATION AND APPROXIMATE NULL-CONTROLLABILITY 103

We deduce from (8.3.8) and (8.3.9) that

~G0) = (il — —ta(t) = (S0 1),
with
GRS R 1
VE>0, hi(t) = z; i) ]HZ Ry
Since hy/hso is a rational fraction of g, ¢%2,..., g°?, classical lemmas ensure that
ha(t)

0.

tha(t) tioo

Therefore, since hy is positive, there exists a positive constant T° > 0 such that G;(t) > 0 for
all t > T. It follows that for all k£ > 1 sufficiently large, there exists a unique t; € (0, +00)
satisfying (8.3.7). By defining uy = 2k¢,(k), it follows from (8.3.4) and (8.3.6) that

o () k) ()
“’“FP(“’“)_%(uk)(l ’“cz»p(uk))‘%%(zmp(k)) <1 ’“qzap(uk))moo%

As a consequence, since {1 F)(tx) = k from (8.3.7) and that the application ¢ — tF(t) is
increasing on [T, +00), we get that for all £ > 1 sufficiently large,

te < up = 2kpp(k).

We deduce that for all k& > 1,

Ml Fet) 1
= —
M:‘p - tﬁe‘Fp(tk) tr 2k3gf)p(k3)
It is well-known that the series > m is divergent and then, we obtain
“+o00 M:‘p B
Z F, — Too
k=0 Mk+l

Since the sequence M is log-convex by construction, we deduce from Theorem 3.2.1 that
the sequence M*? is quasi-analytic. This ends the proof of Proposition 8.3.3. ]

COROLLARY 8.3.4. Let s > 1, 0 < 6 < 1 be non-negative real numbers and Fy s :
[0,4+00) — [0,400) be the non-negative continuous function defined by

tS

= >0
log’(e +t)

FS75(t)
The associated sequence M55 defined in (8.3.1) is a quasi-analytic sequence of positive
real numbers.
PRrROOF. Notice that there exists a positive constant C s > 0 such that for all t > 0,

t® t
5 >
log’(e +t) — log(e+1)

—Cs5.

Corollary 8.3.4 is then a consequence of Lemma 8.3.1, Lemma 8.3.2 and Proposition 8.3.3.
O
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8.4. Appendix of Chapter 8

This appendix is devoted to the proof of Proposition 8.1.1. The following arguments
are due to Liu, Wang, Xu and Yu and are originally presented in [49] (Section 2). Let
F :[0,400) — R be a continuous function bounded from below and w C R? be a Borel
set. Assume that the control system (Ff) is stabilizable from w at rate a > 0. We aim at
proving that there exists a positive constant A, > 0 such that for all T' > 0, there exists
a positive constant C, 7 > 0 satisfying that for all g € L?(R?),

T
e g g < o [ Pt Ao

By definition of stabilization, there exist a positive constant M, > 1 and a linear feedback
Ko € L(L*(RY)) such that

8.4.1 vt >0, e tF(IPzD+1uKa < M,e
) [0

)HL(LQ(Rd))
Let T > 0 fixed. First notice from Duhamel’s-type formula for bounded perturbations of
semigroups, see e.g. [24] (Corollary I11.1.7), that for all f € L?(R%),

T
¢~ T(F(Dal) 1K) f _ o~TF(D2l) f _ / e~ (T=OF(D: ] f o=HF(De)+ 1K) f gy
0

By using the fact that the evolution operators e t¥(P=) are selfadjoint on L?*(R%), the
above formula and (8.4.1) imply that for all f, g € L?>(R%),

(™D g, 1) ey = [, eIV o |

dt

T
—T(F(|Dz|)+1wKa —(T'-t)F(| D« —t(F(|Dz|)+10wKa
< (g, e TEDD+ )f>L2<Rd>\+'/O (g, e~ TOFUDN Y K tFID+ Lt )

T
< |(g, e TEWDD LK 1y ) /O (Lo T=DFIDD g, ot FID 1K ) )

T
< Moe™ || fll L2 wayllgll L2 ey + Ma||Ka||L(L2(Rd))Hf”L?(]Rd)/0 || e~ £ (DD 9ll 2 At
By applying the above inequality to f = e~ TF(P=Dg it follows that for all g € L?(R%),

T
||e_TF(|DI|)gHL2(Rd) < Mol Ka Hc(m(Rd))/O etF DD 9l 2y At + Mae " lglz ).

Finally, we deduce from Hélder’s inequality and the classical convexity inequality
Va,b >0, (a+b)?<2(a®+b?),
that for all g € L2(R?),

T
e P UPDg|[7, oy < 2M§|!Kallf:<L2(Rd>>T/o le= P07 ) dt+2MZe > llg] 7 gay,

and this concludes the proof of Proposition 8.1.1.



CHAPTER 9

Null-controllability for evolution equations enjoying
symmetric Gelfand-Shilov smoothing effects

In this chapter, we give the proofs of the results presented in Sections 5.2 and 5.3
of Chapter 5, taken from the article [53] written in collaboration with Karel Pravda-Starov.

Outline of the chapter. Section 9.1 gives the proof of the spectral inequalities stated
in Theorem 5.2.1. This proof follows the Kovrijkine’s strategy with some new ingredients
as slowly varying metrics. The null-controllability result given in Theorem 5.3.1 is then
proved in Section 9.2. In Section 9.3, the appendix gathers the proof of instrumental
lemmas.

9.1. Quantitative spectral inequalities for finite combinations of Hermite
functions

This section is devoted to the proof of Theorem 5.2.1. Let p : R? — (0, 400) be a
1

5-Lipschitz positive function with R? equipped with the Euclidean norm, such that there

exist some positive constants 0 < ¢ < 1, m > 0, R > 0 satisfying

(9.1.1) veeRY, 0<m<plx)<R) e

Let w be a measurable subset of R? which is ~-thick with respect to the density p, that is,
(91.2)  H<y<LVreR:,  |wn Bl p(@)] = 1B, (@) = vo()"|BO, 1))

where B(z,r) denotes the Euclidean ball centered at z € R? with radius » > 0, and
where |A| denotes the Lebesgue measure of A. Since p is a %—Lipschitz positive function,
Lemma A.0.1 in appendix shows that the family of norms (|| - ||),cra given by

vee RO vy e RY, [y, = L4
plx)
where || - || denotes the Euclidean norm in R, defines a slowly varying metric on R%.

9.1.1. Step 1. Bad and good balls. By using Theorem A.0.1 in appendix, we can
find a sequence (z1)k>0 in R? such that

(9.1.3)
No+1

INp € N,V(ir, .y ing1) € NMH with i # 4 if 1 <k #1<No+1, (] By, =0
k=1
and
+00
(9.1.4) R? = | | By,
k=0

where

(9.15) Be={y € R": |ly —zullo, <1} ={y € R?: |ly —an|l < p(an)} = Bla, pla))-

Let us notice from Theorem A.0.1 that the non-negative integer Ny only depends on the
dimension d and the constant C' > 1 appearing in slowness condition (A.0.1) which can
be taken equal to C = 2 here, as p is a %—Lipschitz function. The integer Ny = Ny(d)

105



106 NULL-CONTROLLABILITY AND SYMMETRIC GELFAND-SHILOV SMOOTHING EFFECTS

is therefore independent on the function p and depends only on the dimension d > 1. It
follows from (9.1.3) and (9.1.4) that

—+00
(9.1.6) Vo eRY, 1<) g, (x) <N,
k=0

where 15, denotes the characteristic function of By. We deduce from (9.1.6) that for all
g € L*(RY),

“+oo
2 2 2 2
g —_/ gz dxgg / g(z)|*dx < Nyl|lg .
H HL2(Rd) Rd| ( )‘ P Bk| ( )| H HL2(Rd)

Let N € N be a non-negative integer and f € Ex\{0}, with £y being the finite dimensional
vector space spanned by the Hermite functions (®4)|q<n defined in (2.3.5). Let 0 < <1
be a positive constant to be chosen later on. We divide the family of balls (Bj)r>0 into
families of good and bad balls. A ball By, with k € N, is said to be good if it satisfies

(9.1.7) V(B,B) e N* x N, |B| < d,

/ | <l.>(1f€)(‘/3|+d) 85+Bf(ﬂf)’2dl‘ < 4d(2(2dN0 + 1))|5|+1MB E N(6)2/ |f($)|2d$,
By . By,

where the positive constants M 5.7 () > 0 also depend on the fixed positive parameter
0 < e <1 and the dimension d > 1, and are defined by

(9.1.8)  Mj ;5 \(0)

= R g K220+ 0-2)aHBgl81+1B1 (g 4 1)

(1—&)(d+|B])
— e 2 (

with the constants —f{s,é > 1 and K. > 1 defined in Proposition 5.2.2. On the other hand,
a ball By, with £ € N, which is not good, is said to be bad, that is, when

(9.1.9) 3(B,B) e N* x N, || < d,

/ |<$>(175)(\ﬂ|+d) 8§+Bf(x)]2dx > 4d(2(2dN0 i 1))|B|+1MB,B,N(6)2/ \f(2)|2da.
Bk Bk

If By is a bad ball, it follows from (9.1.9) that there exists (BO,BO) e N x N?, |B| < d
such that

(9.1.10) /B () |2dz

< 1 /B ’ <x>(1—5)(\50\+d) 850+B°f(x)]2dx
&

1
49(2(24Np + 1)) I My, 5 n(6)?

1 / (1=e)(1B1+d) 7B+ £(\[2
> | (z) 8,0 f () da.
e 442240 + 1)y 5 (02 U

BeN?, |B|<d

IN

By summing over all the bad balls and by using from (9.1.3) that

d
vx S R 9 lubad balls Bk: S Z ]]‘Bk S NO]lUbad balls Bk,
bad balls
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we deduce from (9.1.10) and the Fubini-Tonelli theorem that

(9.1.11) /U |f(z)Pdx < Z/ x)|?dx

bad balls Bk bad balls
No / (1=e)(IBl+d) 9B+F (|2
< Y [(z) 0, P f(x)Pda
gt 42200 + 1) My 5 (02 T By
BeEN?, |B|<d
Ny (1—e)(|18]+d) 58+8
< |< ) Ot f ()P d.
gN:d 44 (2(24No + 1)) My 5 1 (6)2
BeENY, |B|<d

By using that the number of solutions to the equation 51 + ...+ 84 =k, with k>0, d > 1
and unknown f = (31, ..., B4) € N?, is given by (k+d 1) we obtain from the Bernstein type
estimates in Proposition 5.2.2, (9.1.8) and (9.1.11) that

No .
(9.1.12) / ’f@:)’deS T
Ubad banis Bk ( Besz, 44(2(24 Ny + 1))|5+1) L2(R%)

BeN?, |B|<d

- (T e [ D = 1y v

1
s (224N, + 1))

BeNd, |B|<d
X (k4+d-1 No d_ 4 +d
) (k,zo( e ) m)(Zod(] W

+oo 9j+d—1

N 1
<7 (S ) (37 Wi < 1l
_ j=

since

k+d

-1
k+d—1 k4+d—1 b1
(9.1.13) < L )gi%( , >:2 .
]:

J

Recalling from (9.1.4) that

1< HUbad balls Bk + ]lUgood balls Bk’

we notice that

(9.1.14) 11y < | @)+ | £ (@) P,
good balls By, Ubad balls By
It follows from (9.1.12) and (9.1.14) that
4
(9.1.15) 1y < 5 [ ()P
good balls By,

9.1.2. Step 2. Properties on good balls. As the ball B(0, 1) is an Euclidean ball,
the Sobolev embedding

We2(B(0,1)) — L>®(B(0,1)),

see e.g. [1] (Theorem 4.12), implies that there exists a positive constant Cy > 0 depending
only the dimension d > 1 such that

(9.1.16) Vu € W(B(0,1)), |ulle(s0.1)) < Callullwaz(so.))-
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By translation invariance and homogeneity of the Lebesgue measure, it follows from (9.1.1),

(9.1.5) and (9.1.16) that for all u € W%2(By,),

ullZoe () = llo = wlan + @p(2u) 1T o1y < Callz = U(wk + wp(wk))H%w,z(B(o,m

|a|—d
pla e u)ir =03 Y [ e (2 o)

aeNd, "k a€eN?,
laf<d jof<d
and
9.1.17) ||u 200 < C%max(m, m”~ 8“ z)|?dx
( L>(By) d
aEN? B
|a|<d
= C?max(1,m™! Z / |0%u(x)|?d.
a€N?,
|a|<d
We deduce from (9.1.17) that for all u € W%2(By,),
_ d
(9.1.18) () < Camax(t,m™ Y p(a) ullyas

Let By be a good ball. By using the fact that the mapping p is a %—Lipschitz positive
function, we notice that

(9.1.19) Vo € By, = B(zg, p(zr)), 0 < p(ar) < 2p(x).

We deduce from (9.1.18) and (9.1.19) that for all 3 € N? and k € N such that By, is a good
ball

d
(9.1.20) p(a) 2107 f oo 3,

i 1
< Cy max(l,mil)dp(wk)ww( Z HaerﬁfH%?(Bk)) i
BeNd, |B|<d

- 1
=0y max(l,mfl)d< Z Hp(xk)l’B‘er@ngﬁfH%2(Bk)) i
peNd, |B|<d

5 1
< Cymax(Lm )20 (ST lp(@) 0T )
BeN?, |B|<d

By using (9.1.1) and the definition of good balls (9.1.7), it follows from (9.1.20) that for
all 8 € N and k € N such that By, is a good ball

d
(9.1.21) p(ﬂck)"gH?HaffHLW(Bk)

< Camax(L,m ™) (20) (30 )R R )

(NI

BeNd,
|1B|<d
< Comax(Lm i (2R) ot g+ 1) (X My 5 07) 11
< Gy ) 0 B,8,N L2(Bg)-
BeNd,
1B|<d

By using the fact that the Gamma function is increasing on [2, +-00) (see Appendix B), we
obtain from (9.1.8) that for all 3 € N4, 3 € N, |3/ <d,0< 6 <1,

- - . N1—5
(9.1.22) Mj 5 (6) < I}-876K€(2—5)|5\+d(1—5)+|5\5|/3\+|/3|(d+1)(1 (Bl (\5|+d+3)e Nz
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Recalling that K. > 1 and 0 < § < 1, it follows from (9.1.21) and (9.1.22) that for all
€ N% and k € N such that By, is a good ball

d
(9.1.23) p(ap)fl+2 HaffHLm(Bk)

o

Nl

~ 2
< Cq(é,e,m, R)(5Ca(e, R))'Ir (18] + d + 3)e = 1f1lL2(By)»

with

Ca(d,2,m, R) = K. 5Cymax(1,m™ ") (AR)*K2(d + 1)1=9%, /2(24Ny + 1) > 0

and
Cule, R) = 2R\ [2(24Ng + DEZ5(d +1)'5* > 0.

Let By be a good ball. Recalling that f is a finite combination of Hermite functions, we
deduce from the continuity of the function f and the compactness of By that there exists
yr € By such that

(9.1.24) £l zoe(By) = 1f (ww)]-

By using spherical coordinates centered at 13, € By, and the fact that the Euclidean diameter
of the ball By = B(xg, p(zk)) is 2p(zk), we observe that

“+oo
(9'1'25) |w N Bk’ = / (/ ]lwﬁBk (yk + Tg)d0> Td_ld’r‘
0 sd-1

2p(xy)
— /i (/ ﬂwﬁ%@k+raﬂayﬂ4dr
0 Sd-1
_ a [ d—1
= (2p(zy)) LonB, (Y + 2p(xg)ro)do )re dr,
0 \Jsd-1

where 1,np, denotes the characteristic function of the measurable set w N By. By using
the Fubini-Tonelli theorem, we deduce from (9.1.25) that

1
©126) w0 Bl < o)’ [ ([ Vom ot 20(w0)r0)do)dr

= (2P($k))d/d_1 (/01 1onB, (Yk + 2p(xk)ra)dr)da

S

= (2p($k))d/gd_1 (/01 ]lja(r)dr)da = (Qp(xk))d/gd_l | I |do,

where

(9.1.27) Io ={re€0,1] : yx +2p(xp)ro € wN By}.

The estimate (9.1.26) implies that there exists og(k) € S?~! such that
d)d—

(9.1.28) w N Byl < (2p(1)) 1SY [ Lo i

Recalling that By = B(xk,p(xk)) and using the property (9.1.2), it follows from (9.1.28)
that

B0, 1) _ |w N By, plzy))|

1.2
(9.1.29) 0 < T = "@plan) 76T
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9.1.3. Step 3. Recovery of the L?(R?)-norm. Let B} be a good ball. We first
notice that | f|z2(p,) # 0, since f is a non-zero entire function. We consider the entire
function

(9.1.30) Ve C, &(z)=|By|? f(yk + 2p(zy)z00(k))
7 1128y
where y;, and og(k) are defined in (9.1.24) and (9.1.28). We observe from (9.1.24) that
1| f ()l 1 1 fllee(By)
$(0)] = |By|? i = [By|? T——> > 1.
A VP TP

Instrumental in the proof of Theorem 5.2.1 is the following lemma proved by Kovrijkine
in [42] (Lemma 1):

LEMMA 9.1.1. Let I C R be an interval of length 1 such that 0 € I and E C I be a
subset of positive measure |E| > 0. There ezists a positive constant C > 1 such that for

all analytic function ® on the open ball Bc(0,5) centered in zero with radius 5 such that
|®(0)] > 1, then
€
sup |®(z)| < () " sup |0 (a)],
zel ‘E| z€E
with M = sup|,|<4 |®(2)| > 1.

Applying Lemma 9.1.1 with I = [0,1], E = I, C
0 according to (9.1.29), and the analytic function ® =
|6(0)| > 1, we obtain that

[0, 1] verifying |E| = |I,,x)| >
¢ defined in (9.1.30) satisfying

(9.1.31) ‘Bk’% supgepo] | f (Y + 2p(xr)00(K))|

£l 2By
- ( C )‘i;;” B SUpger, o |F Uk + 2/)(901:)9000(/?))!’
oo (k)| £l z2(By)
with
(9.132) 1< M — |Bk:|% sup|.j<a |f (Yx + 2p(z1)200(K))|

£l z2(By)
It follows from (9.1.29) and (9.1.31) that

2dC\Sd_1 |> M
v|B(0,1)]
1 1n(2dC|Sd71‘)

< MWz R AIEO0TE sup | f(yg + 2p(xk)zoo(k))|-
€L (k)

(9.1.33)  sup | (g + 2p(a oo (k)] < (
z€[0,1]

sup | f(yk + 2p(zk)z00(k))|
xelao(k)

According to (9.1.27), we notice that

(9.1.34) Sup Lf(yr + 2p(zx)x00(k))| < (| f]lLoo (wnBy)-
ZT€loq (k)

On the other hand, we deduce from (9.1.24) that

(9.1.35) 1f oo sy = [f(wr)] < i |f (yk + 2p(r)zo0(k))|-
z€|0,

It follows from (9.1.33), (9.1.34) and (9.1.35) that

2¢¢sd-1

T (R O i
(9.1.36) 1l < M= B0 f -

By using the analyticity of the entire function f, we observe that

G

a0 (2p(ai) el

(91.37)  VzeC,  flyr+2p(xr)zo0(k) = )
BeNd
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By using that By = B(l‘k, p(:vk)) is a good ball, v, € B}, and the continuity of the functions
a2 f, we deduce from (9.1.23) and (9.1.37) that for all || < 4,

(9-1.38) | Brl2|f (s + 20(ax) 200 (k)| = p(a) 2 [B(0, 1)[2|f (yx + 2p(wk) 200 (k)|

1 B 1 8;16; oo
< |B(0,1)|2 Z p(xk)lﬁl%wglﬁ\ < |B(0,1)|2 Z p(a:k)‘m*%MSW
BEN s BEN g

N1-5 r p
< IBO.)[2Cald.em, R)e= (3 (|5|;!+3)

(8(55’(1(8, R)) lm) ”fHLQ(Bk)'

We recall the following estimate
ve e N, |l < dflpL,

which is obtained by using the Newton formula, see formula (0.3.3) in [60]. By using anew
that the number of solutions to the equation 51 + ... + 84 = k, with £k > 0, d > 1 and
unknown f = (1, ..., B4) € N%, is given by (k+d 1) and that

L(18l+d+3)=(8l+d+2), (18] +d+2)"? < (d+2)lelfFd,
according to (B.0.3) and (E.1.1), we notice from (9.1.13) that

(9.1.39) > w(saéd(s,}z))'ﬁ‘ > M(Sééd(s,]%))w

BeNd Al BeNd Al
<> (8 +d+2)d+2|5! (86Ca(e, R)) < e™2(d+2)1 Y (86deCule, R))"”
BeNd A ,BeNd
42 =~ (k+d-1 42 a1
= e (d+2)!> ( . )(8(5de(3’d(5 R))" < e¥*2(d+2)12 Z 165deCy(e, R))".
k=0 k=0

We can now make the following choice for the positive parameter 0 < ¢ < 1, which is fixed
from now and taken to be equal to

d\&

Setting Dgy(e,m, R) = Cd(5d7€’3,5,m, R) > 0, it follows from (9.1.32), (9.1.38), (9.1.39)
and (9.1.40) that

(9.1.41) 1 < M < |B(0,1)[3(d + 2)!Dy(e, m, R)e*22deficnN' "%
We notice from (9.1.29) that

2dr§d—1
(9.1.42) 2O >1,

7I1B(0,1)]

since the positive constant given by Lemma 9.1.1 satisfies C' > 1. With this choice, we
deduce from (9.1.36) and (9.1.41) that
924 C|§d-1| mPalem B2 B (0,1)) 3 @2 :1152}2 N5
n2 n?2
I£12<m0 = (S50 1125 orise)

Recalling from the property (9.1.2) that
(9.1.43) |wN Bg| > v|Bg| >0,
as By = B(xg, p(zr)), and setting

9.1.44 W =T €wNBy: < / )|d
(9.1.44) v ={ e @)l < |mekr [ f@ldy}.
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we observe that
2|(w M Bk) \(Z)k’

[ el [ ez SEEREE [

By using that the integral
| i@l >0
wNBy,

is positive', since f is a non-zero entire function and |w N Bg| > 0, we obtain that

. 1
@0 B\ @kl < 5o Bl
which implies that
- - 1 1 1
(9-1.45) |3k] = N Bl = (@ Bi)\&| > 5w Bl > 391Bil = 59p(@) [BO,1)] > 0,

thanks to (9.1.43). By using again spherical coordinates as in (9.1.25) and (9.1.26), we
observe that

1
(9.1.46) k| = @ N By = (2p(a:k))d/ (/Sd aym, (g + 2p(@0)ro)do ) dr
o \ o

< (2p(zp))" / \L|do,

§d—1

where

(9.1.47) I, ={r€[0,1]: yg +2p(zx)ro € & N By}

As in (9.1.28), the estimate (9.1.46) implies that there exists &o(k) € S¥~! such that
~ d 117

(9.1.48) j@x| < (20(2n)) IS Lso (-

We deduce from (9.1.45) and (9.1.48) that

(9149) 1 2 |150(k?)| Z W > 0

Applying anew Lemma 9.1.1 with I = [0, 1], £ = f&o(k) C [0, 1] verifying |E| = |I~50(k)| > 0,
and the analytic function ® = ¢ defined in (9.1.30) with oo (k) replaced by ¢ (k) satisfying
|¢(0)| > 1, we obtain that
sup,eqo,1 |f (uk + 2p(wx)260(K))|
Il 2By
c e supger F (s + 2p(zk) 260 (R))]
<( L

(9.1.50) | B2

In2
| Bk |2

)

Lo 1 fllz2(By)

where M > 1 denotes the constant defined in (9.1.32). It follows from (9.1.49) and (9.1.50)
that

(9.1.51) s 170+ 2p(a)0l)
z€|0,1
pantolSaiNE X
—m sup | f(yk + 2p(xr)zd0(k))]
Cmoor) e,
Lln(M)
< ME2TRAIBODT T sup | f(yk + 2p(zk) 260 (k).
xei&o(k)
According to (9.1.47), we notice that
(9.1.52) sup | f(yk + 2p(xr)2z00 (k)| < ([ fllLo0 (@0 By)-

IEI{,O(M

IThis property can also be seen as a consequence of the Remez inequality, see e.g. [11] (Section 4.4).
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It follows from (9.1.24), (9.1.51) and (9.1.52) that

(9.1.53) (| fllzee(my) = |f(yn)] < . |f (uk + 2p (k) 260 (k)]

2oty
< M2 YI1B(0,1)] ||f||L°°(¢kaBk)'

On the other hand, it follows from (9.1.44) that

2
9.1.54 0o (& < — dz.
(91.54) I~ @nm < gy o
We deduce from (9.1.53), (9.1.54) and the Cauchy-Schwarz inequality that
1
(9.1.55) 1fllz2(By) < [Brl2 1 fllzoe )
1 d+1pgd—1
< AR S [ e
’w m Bk’ wﬂBk
1
21 B.|3 2t lggd-t
< ﬁMlle o VB )”fHL2(wﬁBk)'

~ Jwn Byl
By using the property (9.1.43), it follows from (9.1.41), (9.1.42) and (9.1.55) that

2d+1c‘8d71

4 2 (&¢I 1
(9.1.56) HfH%?(Bk) < —Mhn2 (B0, )|‘f‘|i2(wan)

2

2 1 2d+1c|5d71‘)
In2 v1B(0,1)]

4 1 e—2 1-§
< ;(LB<0,an<d+—2ﬂzzxa,nufaed+22%f¢aRN’ ! 112

Setting

1
In(]B(0,1)| 2 (d+2)!Dy(e,m,R)edt224)

2d+IC’Sd_1| -
71B(0,1)]

4
Hd(m7 R777€) = 1 (
V3y:
we deduce from (9.1.56) that there exists a positive universal constant &g > 1 such that
for any good ball By,

> 0,

Kd

; =
(9.157) 17135,y < gratm, Ry, (1)

e—2 1-£
d,e,R 2

11172 -

By using anew from (9.1.3) that

HUgood balls Bk =< Z ]lB’f = NO]lUgood balls Bk’
good balls

it follows from (9.1.15) and (9.1.57) that

111725,
d balls

LW >

4
9059 1/ < [ f )Pz <
good balls Bk goo
2 se—2 le%

K\ o350
d n2 d,e,R
< wa(m. B.7.0)* ()" > s
v good balls

Fa\ 30 rN' 2
< Nowa(m, R e (2) e [ F@)da
Y wN(U

good balls Bk)

~ 2 ge—2 1

d\ In2%d,e,R "3
< NOHd(ma R7’775)2 7) ”f”%?(w)

/N

This ends the proof of Theorem 5.2.1.
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9.2. Proof of Theorem 5.3.1

This section is devoted to the proof of Theorem 5.3.1. Let A be a closed opera-
tor on L?(R?) which is the infinitesimal generator of a strongly continuous contraction
semigroup (e*4);>¢ on L?(RY) satisfying the assumptions of Theorem 5.3.1. According
to Lemma 9.3.1, we can assume that there exist some constants 1 < s < 1, C5 > 1,

2
0 <ty <1, mi,mg € R with my > 0, my > 0 such that

(9.2.1) Y0 <t <tg, Vo, € N Vg e L*(R?),
A CSH'\@HW\ L L
[ERCAC D2y < W(a!)%(ﬁ!)ﬂllgllm(md).

Let p : R? — (0, 4-00) be a continuous function satisfying that there exist some constants
0<6d6<2s—1, R> 0 such that

vz eRY, 0<p(z) < R(x)°.
Let w be a measurable subset of R? which is y-thick with respect to the density p, that is,
30 <y <1,Vz € RY  |wn Bz, p(x))| > ~|B(z, p(x))).

Thanks to the Hilbert Uniqueness Method, the null-controllability of the system (5.3.3) is
equivalent to the observability of the adjoint system

{ (0 + A)g(t,z) =0, xR t>0,
gli=o = g0 € L*(R?),

from the control subset w in any positive time 7" > 0. We shall prove that Theorem 5.3.1
can be deduced from the abstract observability result given by Theorem 2.2.1. In order to
apply Theorem 2.2.1, it is therefore sufficient to check that the spectral inequality (2.2.1)
and the dissipation estimate (2.2.2) hold when using the Hermite orthogonal projections
(7 )k>0 defined in (2.3.6). It follows from Corollary 5.2.3 that there exist some positive
constant kq(R,7,8) > 0, Cyq(8, R) > 0 and &g(R, §) > 0 such that for all k > 1, f € L2(R%),

~ 146
Fogs Cal6R)E'E
> 7k fl 22 (w)-

T < kg(R,v,0) —
I 2y < (R, 6) (>

This establishes the spectral inequality (2.2.1) with the parameter 0 < a = 17456 < s. Let
us now prove that the dissipation estimate (2.2.2) holds true as well. To that end, we begin
by establishing that there exists a positive constant Cs(d) > 1 such that for all k € N,
g € LR, 0 <t < to,

9.2.2 H + d)F(e 4 <M/@'l
(9.2.2) [(H+d)" (e g)llr2mey < t2m1k+m2( D59l L2 ey

where H = 2?21 H; denotes the harmonic oscillator with
(9.2.3) Hj+1=—07 +af+1= (00, +a)(=0s, +1;), 1<j<d

Let k € N*. We deduce from (9.2.3) and Lemma 9.3.2 that there exists a finite family of

real numbers (Ciklgl) l1lseN, independent on the parameter 1 < j < d such that

0<l1+15<2k
. k __ 2k—1_11 qls
(H] + 1) - z : Cll,ZQ Zj 85”]‘
l1,l2€N,
0<l1+12<2k,

and

2k—11—ly

(9.2.4) Vi, lg €N, 0 <y +1p <2k, [CFFY <3271 (2k) ™ 2
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By using that [H; +1,H; + 1] = 0 for all 0 < j,k < d, we deduce from the multinomial
formula that

(9.2.5) (H+d)F

d d
k! , k! 275-1 L
— b . Vi — bl Vi
D DR | (CTEEEIED SRS | D DI L
Y=(71,-7a)EN?, T J=1 Y=(71,72)ENY, T F=1 g TheN,
IvI=k Iy|=Fk 0<l+1;<2v;
k! 2’YJ_1 el ﬁ k! - 27=1\ LagB
=25 X (I1e SRS D DD IS | CSop
veNd a,feNe,  j=1 a,BeN?, yeN? |y|=k, Jj=1
|v|=k a+p<2y la+B|<2k  a+B<2y
It follows from (9.2.5) that
k
(9.2.6) (H+d)f = > 2000,
avﬁEN7
lotB|<2k
with
P
k : i
(9.2.7) o= >, —!(Hca]_fﬁj ).
veN y|=k,  J=1
a+p<2y

It follows from (9.2.4) and (9.2.7) that for all a, 8 € N¢ with |a + 3| < 2k,

(028) [Esl< 3 E'(H;;?w—l (2v;) B])

VEN [y|=k,  J=1
a+pB<2y

k! _ 2k—|a+8| _ 2k—|a+5]|
< Y =R T = ddi k)T 2

yENY, 7
[v|=k

We deduce from (9.2.1), (9.2.6) and (9.2.8) that for all k > 1, g € L*(R%), 0 < t < to,

(9.2.9) I(H+d) (e 2@y < D ek slllz*07 (e 9) 2y
a,ﬁENd,
|a+B|<2k
1+|o|+| 8]
2k—d ik 2k—|a|—|B] CS | 1 | 1
< D TN T s 0D (B)% gl
a,BeNT,
|a+B[<2k
1+|al+|8]
o%—d gk o \s2i=lel=8l  Cs 18]
< Z 3 d"(2k)® Wﬂ |) (|B|)2S||g||L2Rd)a
a,BeN?,
la+-B]<2k

when using above the convention 0° = 1. With this convention, we directly notice from
Lemma B.0.2 that

B(1,1)

Vr,y >0, 2¥<eT(y+1) and Vz,y>1, I'(z)[(y) < 2’

Flz+y+1).
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By using that % < s <1 and the above estimates, it follows from (9.2.9) that for all &£ > 1,
g€ L2(RY), 0 <t <ty,

(9.2.10)

17+ D) (e 9 L2y

. o2k —la] = 18] | N CaTHPlelatsl g 1|
< 2kdk(2k)( )s (7 )( )
< Zd 32k—d gk (2k)° 5 +1 P I e r o +1 +1) |9l 22
El GN E
|g+ﬁ6\§2k
_ 2k — |of — || Gyt 18|
< 3 s Vst (5 - +1)
< Zd 32k—d gk Ak o +1 tm1<|a\+|5|>+mgr 5, 1 + 1) |9l 22
7B€N7
|g+/3\§2k
3 B(]. 1)2 k Cl+|a|+‘6|
2k—d ik 4k ) s
< Z 3 d’e TF<§+5>WHQHLQ
a,BENd,
la4-B|<2k

Thanks to Stirling formula (B.0.5), we can find a positive constant C, > 1 such that for
all k> 1,

k 2 2
(9.2.11) F(;) < C;\/%Ss_fe_fk‘f < C;\/%Ss_f(k!)%,

since

By using from (B.0.2) that

o +2) = () (3 G+ (),
it follows from (9.2.10) and (9.2.11) that for all k > 1, g € L?(R%), 0 < t < t,
(9.2.12)

1+ d)* (e 9l L2y

B B(1,1)2. /k o tlel+18l
2k—d gk 4k P, s
< E d 3 d’e TF<E+5)WHQHL2(RQ
?/BEN’
\§+/3|<2k
B(1,1)* (k 5 2rs _x  Cytloltl 1
2k—d gk _ak P, / - s
< o ke : (S +4> Ca\| 55 SW@!)SHQHHW)
a,BeN,
lo+B|<2k

B B(1,1)? /k [27s Sk Cl+2k 1
< (2k +1)%43%F ddke4kT(s ) C S sm(k!)sllgllm(w)-

We deduce from (9.2.12) that there exists a positive constant Cy(d) > 1 such that for all
k>1, g€ L*RY), 0<t<t,

Y Co(d)™F 1
(9.2.13) |(H + d)F(e7t4 Dl2may < 7527$n(1k)+m( kDS 19l L2y -

The estimate (9.2.13) holds as well when k = 0 since (e=*4");>0 is a contraction semigroup
on L2(RY), Cs(d) > 1 and 0 < to < 1. This ends the proof of the estimates (9.2.2).
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With (®4),ene the L2(R%)-Hermite basis, we next notice that for all g € L2(R%), ¢ > 0,

(9.2.14) S AT (T g D) 1
aeNd
+
B S A L L
aeNd k=0 !
X2 ok yk(2mas+1) s
3 EEE o 20550
aeNd k=0 .

where | -] denotes the floor function. By using the selfadjointness property of the harmonic
oscillator H = —A, + |z|?, we deduce from (9.2.13), (9.2.14) and (E.0.2) that for all
g€ L*RY), t >0,

2mqs+1 a s _ *
(9.2.15) Y AR (T g 04) o) |
aeNd
10 5k k(2mys+1)
2 t _FA* ks
DD T e g (A ) 9a)
aENT k=0 '

+00 ok k(2mys+1)
25t ks _pA*
=Y T Y U+ Qe ), @) o

IN

k=0 a€Nd
10 5k k(2mys+1)

=3 I+ QU g 2
k=0 '

It follows from (9.2.2) and (9.2.15) that for all g € L%(R%), 0 < t < to,

(9.2.16) > PTICRET (7 g 04) 1 g
aeNd
+oo 2ktk(2’m1s+1) A ( 2L’39J+4

2
- kZ:O k! t4m1(L’Z)SJ+1)+2m2 <<[?J T 1>!) ’ HQH%Q(Rd)'

By using that L%J < % and that the Gamma function is increasing on [2,+00), see
Appendix B, we deduce from (9.2.16) and (B.0.3) that for all g € L2(R%), 0 < t < to,

(9.2.17) Z €2t2m15+1(2la|+d)5|<e_tA*9, q)a>L2(Rd)|2
aeNd

<

R ok k(2m1s+1) Cfs(d)4+ks ks
— k! t2m1ks+4m1 +2mg (( \‘
k=0

> |+1)r ) 9172 ay
<> 2 G (5] 42) tokhn

=268 Cy(d) s ks NE
S 2 TH Amitams (7‘*‘2) 191122 Ry

By using Lemma B.0.2 (assertion (éii)) and 2 > 1 since § < s < 1, we can find a positive

constant C? > 1 such that

2
(9.2.18) Ve >1, T(z)f < C;’r(g).
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With the notation Cs = Cs(d), we deduce from (9.2.17), (9.2.18) and (B.0.3) that for all
g€ L2(RY), 0 <t <ty,

+o0 ~
99219 20215 (2lal+d)* |, —tA* o P 2 o ﬁﬂ k 4 2
(9219) e (o™ g, @a)pa? < OU Y S g U (k4 ) llgllZ:
aeNd k=0 ’
+0 5k k Adtks +0 5k k A+ks
28t C 2%t C
" 2 "
<Oy S —t4m1+2m2r(k+8)ugup < OV = gy O+ g3

k=0 k=0
+ ~
C"sztk G kgl < f(2és §) =572
$+4m1+2me 9l = s s€ $+4m1+2mg €912
k=0

since 1 53 <s<1and

“+oo

k—l—? Z k‘—|—7 AT
Jj=0 -
It follows from (9.2.19) that for all g € LQ(Rd), 0<t<ty,

2mqs+1 d)s _tA* 20//04
(9.2.20) 3 AR e g el < g s 1 ol
a€eN
with

0 < t; = min(to, (4C%)71) < 1.
For any 0 < t < t; and g € L%(R%), the series
f= Z o2t (2lal+d)® <6ftA*g7 o) 2 () P
aeNd

is therefore convergent in L2(R?) and defines a L?(R%)-function satisfying

9 7
/ Cl’? C 2 e_t2m15+1Hsf _tA*

(9.2.21) 12y < ~— g, 191l22(Re)s 9,

according to (5.3.5). It follows from (9.2.21) that for all 0 < t < t;, g € L?(RY), k > 1,

_ * _4+2mqs+1lqys _42mqs+1lqys
9:2.22) (1= me) (e g)lle = 11— m) (e )2 = e (A = ) fll e
_42mqs+1 s _42mqs+1g.s
< eI —m) flle < TR Sl e

We deduce from (9.2.21) and (9.2.22) the following dissipation estimate

(9.2.23) V0 <t <ty,Vg e L3 (RY),Vk > 1,

\/ 20”7 C 62 _¢2mys+lgs

(1 = m) (e g) || L2 (may < g 191l L2 (ay-

It establishes the dissipation estimate (2.2.2) with the parameter 0 < a = 1T+5 <b=1s. We
can therefore deduce from Theorem 2.2.1 that the following observability estimate holds
in any positive time

3C > 1,VT > 0,Vg € L*(RY),

* C T *
—TA* 2 —tA* 12
le™ gl 72 (gay < Cexp (W)/O €™ gllz2(.dt

25s—1—0

This ends the proof of Theorem 5.3.1.
We close this section by noticing that the conclusions of Theorem 5.3.1 hold true as
well when the quantitative regularizing estimates (5.3.2) holding for some % < s<1are
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replaced by the following assumption

1
35 <s<1,dmi,mo > 0,3C1,Co > 0,30 < tu < 1,V0 < t < tg,Vg € L2(Rd),

2t™1 (
2 e

a€eNd

2
2la|+d) |, —tA* C
Y e g, ) P < s 9172 e

By resuming the above proof from (9.2.20), we indeed notice that for any 0 < ¢t < ¢y and
g € L*(R%), the series

L (9lal+d)* , _ya*
= Z N Do) 2Ry Pars
a€eNd

is convergent in L?(R%) and defines a L?(R%)-function satisfying

mi

Co — s A
(9.2.24) £l 2 (ray < ﬁTQHgHLQ(Rd)v e At f=ey,

according to (5.3.5). It follows from (9.2.24) that for all 0 < t < tq, g € L>(RY), k > 1,

e _ﬂHs
(9.2.25) [|(1 = ) (e " )l p2rey = ”(1 —me)e v llzemay
— T gy — 7L (Qktd)® -
=lle " (1 —me)fllemey <e e () (1 —mk) fllL2may < € ot ||f||L2(]Rd)'

We deduce from (9.2.24) and (9.2.25) the following dissipation estimate

. Cy _t™Mys
V0 <t <ty Vg e PR, VE2 1, (1—m)(e )l < —2e” gl e
It establishes the dissipation estimate (2.2.2) with the parameter 0 < a = %‘5 <b=s. We
can therefore deduce from Theorem 2.2.1 that the following observability estimate holds
in any positive time

oy C T
C > 1,VT > O,Vg S L2(Rd), He A QH%Q(Rd) < CeXp <W> /0 ||6 tA gH%g(w)dt
T 2s—1—§

9.3. Appendix of Chapter 9

9.3.1. Instrumental lemmas. This section is devoted to the proofs of instrumental
lemmas:

LEMMA 9.3.1. Let % <5<1,0<ty<1 and A be a closed operator on L*(R%) which

18 the infinitesimal generator of a strongly continuous contraction semigroup (e*tA)
L*(R%). If the estimates

t>0 0N

(9.3.1) 3C > 1,3my > 0,3Imy > 0,Y0 < t < ty,Va, f € N¢, Vg € L*(RY),

N B C1+lal+8] 11
|z 35(6 A )HLOO(Rd) < W( al)zs (/B!)QSHQHLQ(Rd)a

hold, then the estimates

(9.3.2) 3C > 1,3Fm; > 0,Fmy > 0,Y0 < t < to, Vo, B € N¢ Vg € LE(RY),

anf C1+lal+8] P
[ 6x(€ )HL2(Rd) = W( al)zs (ﬁ!)ZSHgHL?(Rd)a

hold.
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PROOF. We assume that the estimates (9.3.1) hold. It follows that there exist some
positive constants (Ca(d))zend,|a|<2q Such that for all 0 <t <tp, o, B € N9, g € L2(R%),

12287 (e~ )| L2 (ma)

1

dx 2 a -
= </ m)z\l(lﬂxﬁ)d:ﬂ 0 (7 9)l| oo ey

L+ [z]?)
< D Cald)[a*005 (e )| oo ray
aeN?,
la|<2d

O2d+1+|al+|8|

~ 1 1
< 2 Cald) s (@ + &% ()% gl 2.

aeN?,
\54|§2d

By using that

Va,& € N4, |a| < 2d,
d d d
(a+a) =[]l +a) < H aj +2d)1 < [ 227 (0)1(2d)! < (4%(2d)1) 72 o1
j=1 j=1 j=1

we obtain that the estimates (9.3.2) hold with m1 = m; > 0 and mg = 2dm;+mg > 0. O

LEMMA 9.3.2. For any k € N, there exists a finite family of real numbers
(Clkhlz) I,beN,  satisfying

0<li+12<k+1
k
—~1)79 = cF , zhob R
(( ) z+x)— Ii,lo T Oy s z e R,
Jj=0 l1,l2€N,
0<li+12<k+1

and
k41—11—lo

Vil €N, 0<li+b<k+1, |[Cf,|<3fk+1)" =

while using for short the following abusive notation for possibly non-commutative differen-
tial operators

k
[T A4i(z D:) = Ag(x, Ds)... A(x, Da).
=0

PrOOF. We proceed by induction on £k € N. For & = 0 or £k = 1, the result of
Lemma 9.3.2 readily holds. Let us assume that it holds true for £ € N. We observe that

k+1

9.3.3) [[(o.+a)=( > Chuad2) ()"0, +2)

Jj=0 l1,l2€N,
0<l1+12<k+1

_ k+1 ~k 11 qla+1 k l1+1 qlo k 11 qla—1
= E (—1) Cll,l2$ 850 +Cl1’12f13 8:6 +l20117l2x 8x

l1,l2€N,

0<ly+l2<k+1
_ k+1 vk U1 9l k 11 9l
- Z (_]‘) Cll,lg—lx 18{1‘2 + Z Cll_Lle 18372

1120, lo>1, 1121, 1220,
1<l +l2<k+2 1<l +l2<k+2
+ Z l2 + 1 Cll l2+11'l1812
l1,l2€N,

0<l1+12<k
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By setting for all [1,lo € N with 0 <1 4+ 1o < k+ 2,

Clkﬁ; - (—1)"3“0{“1’1271]1[17%0)(l2) + Cl]i—l,lz]l[l,+oo)(ll)
+ (L2 + 1)CF, gy Do py (1 + 1),
we deduce from (9.3.3) that
k+1

[T(Yo.+ax)=" > cfilahob.

j=0 l1,l2€N,
0<l1 +l2<k+2

By using the induction property, we deduce that for all I1,ls € N with 0 <[y +1s < k+ 2,
k+1
‘Cll,l2|
k11—l —(lg—1 k1—(11—1)—ly
2

) k+1—11—(lg+1)
+ 3k(k¢ + 1) 2 + 3k(k‘ + 1) Ea +1]1[0,k](l1 + l2)

k+2-1 k+2-1 k2—1; —ly

<3kt 3 (k2T e £ 3R (k1 2) e
This ends the proof of Lemma 9.3.2. O

< 38k +1)

k+2-11 1y
2






CHAPTER 10

Uncertainty principles in Gelfand-Shilov spaces and
null-controllability

In this chapter, we give the proofs of the results presented in Sections 6.2, 6.3 and 6.4
of Chapter 6, taken from the article [51].

Outline of the chapter. In Section 6.2.1, we first establish general uncertainty
principles given by Theorem 6.2.1. This result is then apply to the case of standard Gelfand-
Shilov spaces in order to deduce Theorem 6.2.2 in Section 10.2. Section 10.3 focuses on
functions with weighted Hermite expansions. It contained the proof of Theorem 6.2.5 in
Subsection 10.3.1 and deals with examples given by Proposition 6.2.7, in Subsection 10.3.2.
Section 10.4 is devoted to the proof of the spectral inequalities given by Theorem 6.3.2.
The last Section 10.5 gives the proofs of Theorem 6.4.1 and Theorem 6.4.3 concerning
the null-controllability of evolution equations whose adjoint system enjoys Gelfand-Shilov
smoothing effects.

10.1. Proof of the general uncertainty principles given by Theorem 6.2.1

This section is devoted to the proof of Theorem 6.2.1. Let p : R? — (0, +00) be a
%—Lipschitz positive mapping, with R% equipped with the euclidean norm, such that there
exist some positive constants m > 0, R > 0 so that

(10.1.1) VreRe, 0<m<p(z)<R(zx).
Let w C R? be a measurable subset y-thick with respect to the density p, that is,
30 <y <LVeeRY, |wn Bz, p(x)| = y|B(z, p(x))| = vp(x)? B(0,1)],

where B(z,7) denotes the Euclidean ball centered at # € R? with radius r > 0, and where
|| denotes the Lebesgue measure. Since p is a %—Lipschitz positive mapping, Lemma A.0.1
in Appendix shows that the family of norms (|| - ||3),cra given by

veeRLVy € R, yll. = Ll
plz)
where || - || denotes the Euclidean norm in R, defines a slowly varying metric on RY.

10.1.1. Step 1. Bad and good balls. By using Theorem A.0.1 in appendix, we can
find a sequence (z1)k>0 in R? such that

(10.1.2) 3Ky € N,V(iy,..pirgr1) € NEOT with iy #£ 4 if 1 <k #1 < Ko+ 1,

Ko+1
() Bi, =10
k=1
and
+0o0
(10.1.3) R? = | By,
k=0
where

(10.14) B ={y € R": |ly—apllo, <1} ={y €R?: [ly—ax| < p(ar)} = Blaw, plx))-
123
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Let us notice from Theorem A.0.1 that the non-negative integer Ky = Ky(d) only depends
on the dimension d, since the constant C' > 1 appearing in slowness condition (A.0.1) can
be taken equal to C = 2. It follows from (1().1.2) and (10.1.3) that

(10.1.5) VeeRY, 1< Z 1, (z) < Ko,

where 1p, denotes the characteristic functlon of Bi. We deduce from (10.1.5) and the
Fubini-Tonelli theorem that for all g € L? (Rd)

912y = [ late |dx<§j / 2)2de < Kollgl2a o

Let f € GSn,,\ {0} and € > 0. We divide the family of balls (By)x>0 into families of good
and bad balls. A ball By, with £ € N, is said to be good if it satisfies
(10.1.6)

Wp € N,V € N, / ()P0 f (@) Pde < e 2EHATEGND, / 2)do.

By,
On the other hand, a ball By, with k£ € N, which is not good, is said to be bad, that is,
when

(10.1.7)  3(po, Bo) € N x N,
/Bk p(a) 0 f () P > et 2o HRDTA G N, | / o)l'da-

If By, is a bad ball, it follows from (10.1.7) that there exists (po, 80) € N x N such that

€ 2 B 2
(10.1.8) /Bk| (z)]2dz < 22(P0+|50|)+d+1K0N . / p(2)%P0|0% f () da
Po,|Po

€ 2| 98 2
é Z 22(p+|ﬁ|)+d+1K0N2 / (x) p|6$f(l‘)| dl'
(p,B)ENXN? |8l

By summing over all the bad balls and by using from (10.1.2) that

HUbad balls Bk < Z HBk < KOHUbad balls Bk’
bad balls

we deduce from (10.1.8) and the Fubini-Tonelli theorem that

(10.1.9) /U |f (2)|?dx < Z/ z)|2da

bad batls Bk bad balls
€
= Z 22(p+[B8))+d+1 2 / |p(2)P 07 f ()| da.
(pvﬁ)eNXNd p7‘6| Ubad balls Bk

By using that the number of solutions to the equation p + 81 + ... + 84 = m, with m > 0,
d > 1 and unknowns p € N and 8 = (f4,...,4) € N¢, is given by (m+d), we obtain from
(10.1.9) that

2 (") 2
(10.1.10) / f(2)Pde < e sdrigm 1 llGsy,
Ubad balls By, m>0
2m+d 5 9
<e ) sarign M Esy, =&l lEsy,
m>0
since

m-+d T mtd
< — m+d.
(") =2 (") -

J=0
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Recalling from (10.1.3) that

1 < HUbad balls Bk + ]lUgood balls Bk’

we notice that

(10.1.11) 11y < | )P+ [ £(@)Pda.
good balls By, Ubad balls Bk
It follows from (10.1.10) and (10.1.11) that
(10.112) 11y < | F(@)da + el fliEsy -
good balls By,

10.1.2. Step 2. Properties on good balls. As the ball B(0,1) is an Euclidean
ball, the Sobolev embedding

W%2(B(0,1)) < L>®(B(0,1)),

see e.g. [1] (Theorem 4.12), implies that there exists a positive constant Cy > 1 depending
only the dimension d > 1 such that

(10.1.13) Yu e W(B(0,1)), ullz=(po1)) < Callullwaz(p(o,))-

By translation invariance and homogeneity of the Lebesgue measure, it follows from
(10.1.1), (10.1.4) and (10.1.13) that for all u € W%2(By),

el ) = Nl = (s + zp()) 3 0.1y < Calla > u + 2p(i) ya o)

|a|—d
plaeu) e =03 Y [ e (2 o)

aeNd, "k aeN?,
lo|<d loa|<d
and
(10.1.14) ||u|’L°°(Bk) < C%max(m, m™~ Z / |8°‘ (z)|>da
" By
aeN?,
|a|<d
= C%max(1,m1)?p(xy,) Z / |0%u(z) |2 da.
a€EN?,
|a|<d
We deduce from (10.1.14) that for all u € W%2(By),
_ d
(10.1.15) [l Lo (By) < Camax(1,m ™) p(ar) 2 lullyass,)-

Let By be a good ball. By using the fact that p is a 5 Llpschltz function, we notice that
(10.1.16) Vx € By = B(zg, p(zr)), 0< p(mk) < 2p(x).

We deduce from (10.1.15) and (10.1.16) that for all 8 € N? and k € N such that By, is a
good ball

d
(10.1.17) p(x1) 12|08 £l oo )

_ 1

< Oy max(l,mfl)dp(wk)mprd( Z Haf+’8fHQL2(Bk)> ’

BeN?, |B|<d
1

= Cumax(Lm ™) (30 [lalan) 0T B, )
BeNd, |B|<d

< Cy max(l,m_l)dQ‘BHd( Z Hp(x)I/B|+d6£+ﬁf||%2(3k)>
BeN?, |B|<d

N|=
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By using (10.1.1) and the definition of good balls (10.1.6), it follows from (10.1.17) and
the fact that N is non-decreasing with respect to the two indexes that for all § € N% and
k € N such that By is a good ball

(10.1.18) i) P2 92 fll oo (5

~ 1
< Cdmax(l,m—l)dQ\Bl—&-d( Z 6_122(2‘B|+|5‘)+3d+1KON|2B\+d,|ﬁ|+\,§\HfH%Q(Bk))2
BeNd,

|Bl<d
_1
< e 2 Kaym8°IN g1 a 514l 28y
with .
Kim = Cq max(l,m_l)d\/2K0(8\/§)d(d +1)z > 1,
since Cy > 1.

10.1.3. Step 3 : Recovery of the L?(R%)-norm. Let By be a good ball. Let us
assume that [|f||z2(p,) # 0. We can therefore define the following function

We observe that

1 a I flle(By) 2
”QSH %) = EQP(:L‘k)Z k 2 :
L (B(0,1)) Kd,mNddef”LQ(Bk) |B(07 1)’%Kd,mNd,d
and
3 181+2 198
(10.1.20) VB ENY,  [020] 1m0 = g2 p(wy) P2 Haa:fHLOO(Bk).

Kd,mNd7d||f”L2(Bk)
It follows from (10.1.18) and (10.1.20) that

N,

(10.1.21) VB e N (102 om0y < 8IFI—EELAIHE
’ N q

We deduce from (10.1.21) that ¢ € Cr¢(B(0,1)) with

Np+dp+d
M = (Mo = (g einty
(Mp)pers Nggq /peN
The assumption that the diagonal sequence M = (N, ,)pen is logarithmically-convex and
quasi-analytic implies that these two properties hold true as well for the sequence M’.
Indeed, the logarithmic convexity of M’ is straightforward and since

+oo ! +oo
MP 1 N, b,p

ZM/ :72

)
=0 Mpi 8= Nptipta

we deduce from the quasi-analyticity of M and from the Denjoy-Carleman’s Theorem
(Theorem 3.2.1) that the sequence M’ is also quasi-analytic. Furthermore, we observe
from the definition of the Bang degree (3.2.2) and the equality

My, 1 Np-1p-1
V0 <t <1,Vn €N, it Npolpol
- n Z M 8 Z Npp
—logt<psn P —log(te~4)<p<n-+d ’
that
(10122) YO0 <t S 17 nt,M/,Qed = nte—d7M716de —d S ntefdp/\/[,lﬁde.
Setting

T — T}
Fr = B(0.1): B B(0,1
3 {p(xk) eB0,1): z ¢ kﬁw}c (0,1),
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we notice from (10.1.4) that

nB B
(10.1.23) (By| = WO Bl Byl

T = eyt 2 1BODI>0

since w is y-thick with respect to p and By = B(z, p(x))). From now on, we shall assume
that

(10.1.24) 0<e < Ngo.

We deduce from (10.1.22) and Proposition 3.2.10 applied with the function ¢ and the
measurable subset Ej, of the bounded convex open ball B(0,1) that there exists a positive
constant D, = D(e,N,d,~,m) > 1 independent on ¢ and k such that

(10.1.25) / 6(a)2dz < D. | |p(a)Pde,
B(0,1) Ej,
with
2 /92d ANy a7 2ed
DE = — (FM’ (2nt,,/\/l’,26d)> y
TNY
and
1
£2
t p—

max (1,B(0,1)|2) KgmNaa
Notice that from (10.1.24), we have
0<t<,

since Kg,, > 1 and N is non-decreasing with respect to the two indexes. Let us also notice
from the definitions in (3.2.3) that

Vn > 1, 1§FM/(n)§FM(n—|—d).

We deduce from (10.1.22) and the non-decreasing property of I'yq that

2 /9d 4nt,M’,2ed
(10.1.26) D, < 5 <7FM (2ne M0 20d + d))

2 (2d

4nte_d,./\/l,16de
< 5 TFM (2n24-a A 16de) :

Let us denote
2 (2d

ANy —d pm,16de
Ca = /y(r}/FM (2nt6—d7M716de)> .

We deduce from (10.1.19), (10.1.23), (10.1.25) and (10.1.26) that

(10.1.27) /B F@)dz<C. [ |f(@)Pde.

wNBy,
Let us notice that the above estimate holds as well when ||f|2(p,) = 0. By using anew

from (10.1.2) that

ﬂUgOOd balis Bk < Z ]lB’C < KO]lUgOOd balls Bk’
good balls
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it follows from (10.1.12) and (10.1.27) that

11eesy < [ @) Pdr + )| f s,

good balls Bk

< Y W, FellflEs,,

good balls
<c X[ i@pde+elfls,,
good balls NBj
< KoCe |f(2)Pdx + el fliEs,,-

wn Ugood balls Bk)

The last inequality readily implies that
1122 g0y < KoCellfIBaqe) + <l sy,
This ends the proof of Theorem 6.2.1.

10.2. Application to standard Gelfand-Shilov spaces

This section is devoted to proof of Theorem 6.2.2. The first subsection presents the
proof of a useful lemma. The core of the proof of Theorem 6.2.2 is given in the second
subsection.

10.2.1. Examples of quasi-analytic sequences. This section is devoted to provide
some examples of quasi-analytic sequences with quantitative estimates on the Bang degree
ne, M, defined in (3.2.2):

LEMMA 10.2.1. Let 0 < s <1, A>1 and M, = (AP(p!)*)pen. If 0 < s < 1, then for
all0<t<1,r>0,
M < Qi(l —logt + (Ar)ﬁ)
If s=1, then for all0 <t <1, r >0,
(10.2.1) ney e < (1—logt)ed”

Moreover,
VO<s<1,¥peN*, 0<y.(p) <s.

PrROOF. Let 0 < s <1 and 0 <t < 1. The sequence M is logarithmically convex. By
using that the Riemann series
Ap 1 l)
-1
TEDSEEDY

is divergent, we notice that for all r > 0, nga, » < —|—oo. When 0 < s < 1, we have that
for all integers p > 1,

1 e 1 /PH 1 1
NI=s — pl=s) = —dx < —.
TP H DT ) = ) e s

It follows that for all N € N*,
1
1- 1-
(N+D)'7 = (=logt+ 1)) < > =

1-—s
—logt<p<N p

By taking N = n am,,» and since 0 < 1 — s < 1, it follows that

1

N Mo < ((1 —logt)! ™" + AT) o
The result then follows by using the basic estimate

1 1 1 1 1 1 1
Ve,y >0, (z+y)T—s <275 max (fo,yl—S) < 275 (azl—s —i—leS).
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By proceeding in the same manner in the case when s = 1, we deduce the upper bound
(10.2.1) thanks to the formula

p+1 d 1
Vp € N*, log(p—i—l)—logp:/ —ng.
P r P
By noticing that
v AR 1
VOSSSLVJGN? (]—1_1) —J :/] xl—sdxgsjl—s’

we finally obtain that for all 0 < s < 1, p € N*,

Ym,(p) = sup J(

M My 1)
1<5i<p

e = sup j'7°((j +1)° — j°) < 5 < +oo.
j

1<5<p

O

10.2.2. Proof of Theorem 6.2.2. Let A>1,0<pu<1,v>0with u+v >1and
0<6< 1_7“ <1. Let f e y(Rd). We first notice that if the quantity

sup H<$>pa:§f”L2(Rd) e
peN, gend APTIBI(phY (|8[1H ’

is infinite, then the result of Theorem 6.2.2 clearly holds. We can therefore assume that

sup ||<$>p8£fHL2(Rd)
peN,gend APTIBI(phY (|5]1)H

(10.2.2)

By assumption, we have
(10.2.3) Im,R > 0,Vz € RY, 0 <m < plz) < Rz)°.
We deduce from (10.2.2), (10.2.3) and Lemma C.0.2 that
¥p € N,VG € N, ||p(2)P0) fll 2 (gay < RP[(2)°P07 fl 2 (gay
1{2)703 f | 2wy
sup ™
geN yend AT (gl (|y|H)#
H(x>qa¥f”L2(]Rd)
sup )
geNyend ATT(gh)y (|y[1)x

< RP(47e” Ayl (p)> (181"

< (47€” max(1, R) AP (p1)> (|6]1)"

which implies that

@02 fll
Ifllasy ., < sup < 400,
Ilosw, < sup  rBItpr (Bl

with the non-decreasing sequence

N = ((4”6” max(1, R)A)pﬂ(p!)&y(q!)u) (p.q)EN?’

The assumption 0 < § < 1_7“ implies that the diagonal sequence
M = (My)pers = ((47€” max(1, R)A)Qp(p!)6”+“>p€N,

is a logarithmically convex quasi-analytic sequence thanks to the Denjoy-Carleman’s the-
orem (Theorem 3.2.1) and since v + p < 1. Since w is assumed to be v-thick with
respect to p for some 0 < v < 1, we deduce from Theorem 6.2.1 that there exist some
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constants K = K(d) > 1, r = r(d) > 1 and K’ = K'(d,m, R, d, n,v) > 1 so that for all
0<e< M?=1,

(102.4) || f22a) < Ceall FI32() + el F sy,

1(@)P07 £ || 2z )2

172 +2\ | S0 e BT ([

where
K (2d Antg, My
(10.2.5) Cen = — (FM(Qnto,M,r)>
Y\
with
1
£2
0<ty= W <1
Direct computations
N N Svtp
My L ((p— 1)
VN > 1, Z = (4”¢" max(1,R)A) Z Wa
p>—1logtp p p>—1logto
show that
ntO)M’T = nt07M6u+u7T/A27
with

Mg = ((p!)‘s”'“”)p.EN and 7' = r16”e* max(1, R?).

By using from Lemma 10.2.1 that [z, is bounded, it follows that there exists a positive
constant D > 1 independent on §, v and p such that

Vn € N*, FM(”):FM§u+H(n)SD'
By using anew Lemma 10.2.1 and (10.2.5), we deduce that when 0 < v + p < 1,

K /2d g am sy A2
(10.2.6) 0<Cep< <D> o
T\
K /9d o T=50= 2 (1flogto+(A2r’)mlvfu)
<—|—D
- (57)

1 1
K<2d 2T=5v=5 2 (14log K’ +2d log A~} log e-+(A%r/) T=37—7 )
_K D)

TN

Since 0 <logA < A < AT and loge <0, it follows from (10.2.6) that

0<CE,A < (Hd
v

)

) D’ (l—log €+Aﬁ)

with D/ = 21=65=5 12 max (1 +log K',2d + r’l—‘sl”‘“, %) + 1 and kg = max (K,2dD). On
the other hand, when dv + p = 1, Lemma 10.2.1 and the estimates (10.2.5) imply that

K /2d ANy Ay A2
(10.2.7) 0<Cop<— <D> o
YN
4(1710gto)e’“l‘42
K (2y)
YN
K /2d 4(1+10gK’+2d10gA7%loga—:)eT/A2
<2(%p
- (57)
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While setting D’ = 4 max (1 + log K, 2d, 7/, %) + 1, we obtain from (10.2.7) that

9

D' (1+log A—loga)eD/A2
Rd
0<Ca< <>
o

where kg = max(K,2dD). This ends the proof of Theorem 6.2.2.

10.3. Uncertainty principles for weighted Hermite expansions

10.3.1. Proof of Theorem 6.2.5. Let 0 < § < 1 and © : [0,+00) — [0,+00) be

a non-negative continuous function such that the associated sequence (My)pen in (6.2.3)

satisfies the assumptions (H1), (H2) and (H3)i1s. Beforehand, let us notice that the
2

logarithmic convexity property of the sequence (M))pen, that is,
VpeN*, M? < My M, 1,

implies that

My My My

My = M, — M,

since M), > 0 for all p € N. It follows that the modified sequence (M) en = ((%)pMp)

1+4
2

Vp € N*,

peEN
is a non-decreasing logarithmically convex sequence. Let f € GSg and s = . According
to Proposition 6.2.3, there exists a positive constant Dg 45 > 1 independent on f, such
that for all » > 0, § € N,

S
1{a)" 08 £l 12 (ray < (De,d,é)md“g'(Mv+1+ﬂ+2<2—s><d+1>J+1) | fllese

My 5| “EHEEC= @ | .
—) L 2 J (M/T+l+|5|+(2fs)(d+1) ) | fllase
Mo {#JH

_ (D@d5)1+r+\5|(

. S
< DV (M e ) I

where D' = D'(©,d,§) > 1 is a new positive constant. Since the sequence (M,)pen is
<s

non-decreasing and % < 1, we deduce that

vr > 0,5 € N%, ”<x>T8£fHL2(Rd) < pHrHs (M{»»;Lmﬁd%

) 1 llgsa-

Since
vz eRY, p(x) < R(z)°,
it follows that f € GSx, and

[fllasy,, < [fllase
with
148
2

(N _ ( R, 1P D/t trta (M’ ) ) .
N = (Npg)pqend max(R, 1) | S5 +d+3 (p,q)EN?

We conclude by applying Theorem 6.2.1. To that end, we notice that the non-decreasing
property of the sequence (M;,)peN ensures that the sequence N is non-decreasing with re-
spect to the two indexes. We deduce from the Denjoy-Carleman Theorem (Theorem 3.2.1)
and assumption (H3) 140 that the diagonal sequence

1+6

Nl = (vap)PGN = (maX(R7 1)pDI1+2p(MZZ+d+3)T)pEN’
is quasi-analytic since
+o0 oo
> w2 () =
=0 Npt1p+1 Momax(R,1)D" pedt3 M4
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By applying Theorem 6.2.1, it follows that there exist some positive constants K =
K(d),r =r(d) > 1 and K’ = K'(d,m) > 1 such that for all 0 <& < N§,,

(10.3.1) VieGSe, |fl72ma < Cellflliz() + &l fIEse;
where

K (2d MioA"r
(10.3.2) Ce = o <7FN”(2nto,NCr)> :

with ng, o7, being defined in (3.2.2) and

€
0<ty= 1.
0 K/Nd,d -
Direct computations
N N+d+3 145
VINESRE S SE M, 3 Mp*)T
- < Npp Momax(R,1)D"? » ’
p>—logto p>—logto+d+3
show that
(10.3.3) Ntg N7 v = Nty N o' — d—3< T Ns,r's

with the new positive constants
M,
t1 =toe (3 and =2 max(R,1)D"?r,
M,
and where the sequence N is given by
146
N5 = (M,? )pGN.
Moreover, we notice from the definitions in (3.2.3) that
(10.3.4) Vn>1, 1<Tp(n) <Ty;(n+d+3).

By gathering the estimates (10.3.1), (10.3.2), (10.3.3) and (10.3.4), we deduce the result
of Theorem 6.2.5 follows.

10.3.2. Examples of weight O. Let us now prove Proposition 6.2.7. This proof uses
the following lemmas established in Section 8.3:

LEMMA 10.3.1 (See Lemma 8.3.1). Let M = (Mp)pen and M’ = (M})pen be two
sequences of positive real numbers satisfying

VpeN, M, < M,

If M is a quasi-analytic sequence, so is the sequence M.

LEMMA 10.3.2 (See Lemma 8.3.2). Let © : [0,4+00) — [0,4+00) be a continuous func-
tion. If the associated sequence M® in (6.2.3) is quasi-analytic, so is MTOT¢ for all ¢ > 0
and T > 0.

Let k > 1 be a positive integer, 3 < s < 1 and Oy : [0,400) — [0,+00) be the

non-negative function defined in Proposition 6.2.7. We first notice that the assumption
(H1) clearly holds for M®#%s. Let us check that the assumption (H2) holds as well. To
that end, we notice that

VE >0, Opt) <t+1
and we deduce that

P
Vp € N, Ml?k’s > sup tPe (D) = ¢~ 1 (13) )
t>0 €
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It remains to check that (H3), holds. Thanks to the morphism property of the logarithm,
it is clear that

@k,s (t) —;:-oo 39k,1 (ts)

and this readily implies that there exists a positive constant Cj ; > 0 such that
Vvt > 0, @k,s(t) + Ck75 > 8@]@1 (ts).
It follows that
s s s
vp c N, (Mfk,.s> — eka,S <Mfk,s+ck,s) S eSCkvs Sup tSpe_SQGk’l(t )
t>0

= 5Ok sup P50k (t)

t>0

2
50
= *Chs M, F

By using Proposition 6.2.6 together with Lemmas 10.3.1 and 10.3.2, the quasi-analyticity
of the sequence ((Mfk's)s)peN follows from the quasi-analyticity of M©k.1.

10.4. Spectral inequalities for finite sums of eigenfunctions associated to
anisotropic Shubin operators

This section aims at establishing the spectral inequalities given by Theorem 6.3.2. In
Subsection 10.4.1, we establish some Bernstein type estimates which are used in the proof
of Theorem 6.3.2, given in Subsection 10.4.2.

10.4.1. Smoothing properties and Bernstein type estimates. This section is
devoted to the proof of the following Bernstein type estimates which play a key role in the
proof of Theorem 6.3.2:

PROPOSITION 10.4.1. Let k,m > 1 be positive integers and 0 < s < %(% + L), There

m
- 1 / / 1 1
exist positive constants C' = Cspma = 1, C' = skmd = L Cc" = skmd = 1 1=

Nskomd > 0 and 0" =1, . >0 such that

(10.4.1) YA >0,Yg € EY™ ¥p € N,V3 € N,
H(x>pa£g”L2(Rd) < CHPHM(Z’!)

1 1 /)8
25 (81D e gl L2 ray

(10.4.2) VA >0,¥g € E4™, V8 € N,

Hen<x>25k

1+ L prys
029l 2mey < C"PN1B1) 7o €7l g| 2 gy

(10.4.3) VA >0,¥g € EF™ VB eNL  02g] oo ey < C" TP (1BINZm X |9l 12 g
where ™ is defined in (6.3.3).

These estimates are derived from quantitative regularizing effects of the semigroup
associated to anisotropic Shubin operators. Alphonse investigated the smoothing effects
of these semigroups and established the following quantitative estimates in [2] (estimates

(2.3)):
1/1 1

THEOREM 10.4.1. Let k,m > 1 be positive integers and s > 0. Setting s* = 5(+--) <

1, when s < s*, there exist two positive constants 0 < ts <1 and Cs > 1 such that

Y0 < t < ts,Vg € L(RY),Va, § € N%,
Csl+|a\+lﬁl

1

1
(al)z® (B1)2sm ||g]| 2 (ay,

2298 (e~ Him < -
0% ( Dr2rey < RNy
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whereas, when s > s*, there exist two positive constants 0 < ts <1 and Cs > 1 such that

V0 < t < t,,Yg € L*(RY), Vo, B € N,

ol+al+8l

— 3
|25 (e emg) r2ray < —mar

m k
i wmaa ()F (B g 2 ey -
FECRECREE ®

Let k,m > 1 be positive integers, and 0 < s < %(% —I—%) According to Theorem 10.4.1,
there exist two positive constants 0 < t; < 1 and Cs > 1 such that

(10.4.4) Y0 <t < t4,Vg € L*(R?),Va, B € N,

1

1
(o) 2k (B) 25 || g| 2 (may.-

CltlolH

agB(,—tHE —_—
270 (e mg)|| L2 (ray < L ey

2sm

Let A >0 and gg € Ef’m. Let us define an auxiliary function

SH NOWOE , ;
g=c"Thmgy =" el gy ) o gay ko
neN,
PLAUT S
Notice that
_ SHS s S
e Thmg =gy and gl r2mey < €N llgoll 12 (ra)-

By applying (10.4.4) and the above remark, it follows that for all o, 3 € N%,

1

oLl 8] Lo
()2 (B1)25m e [lgol| L2 (ray

12%07 goll p2(rey < o
! (=9 tsz‘?}ﬁz‘fr‘r#?d

< a8l 1)

Jkymod

1 s
(BY) zom et g0l 2 (re
with
sty 1 1
Cs,k,m,d = CS max (ts ° atS 2ok ) tS 2em ) 1) Z 1

We can now apply the technical Lemmas C.0.1 and C.0.2, stated and proved in Ap-
pendice C. First, it follows from Lemma C.0.1 that for all p € N, g € N¢,

p 1 _1 _1 s
(10.4.5) 1{z)? 2 goll 12 (ray < (d+ 1)ECL T (o) 257 (18]1) 77 X | go | 2 -

It proves the estimates (10.4.1). Regarding the estimates (10.4.2), we deduce from the fact
that 0 < s < 1, (10.4.5) and Lemma C.0.2 that for all p € N, 8 € N¢,

(10.4.6) [ ()79 gol| 2 gy
< Cihm,a(87F 7 VA + 1Cs pm,a) 7 (kD)) 2 (1811 27 €'Y | ol 2 -

By direct computations, we have for all p € N|

(kp)! < (kp)*® = (k)P (°)" < ((ke)*)"(p))",
VpeN, pP <pleP.

The above estimate, together with (10.4.6), imply that there exists a new constant ¢’ =
C’ .4 > 1such that for all p € N, g € N,

1 _1 s
()20 gol| 2 ay < C™ PN (p1)2 (18] 75 €2 | go | L2 ray -
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Let us define n = 46‘%' We deduce that for all 3 € N,
T 2sk z 25k
e 0ol = [ ™" 0 u(a)

_ +f@n)p 1@)*702 g0 72

|
p=0 P
. =1
e P
p=0

1 s
< 20"20+IB) (|51 25> HQOH%Z(Rd)’

which proves the estimates (10.4.2). It remains to establish (10.4.3). First, by the multi-
nomial formula, we have

. , i .
WiEN, (<A = (-0 —..—a2) =Y L(-1io?.
veNd,
[v|=4

We deduce from the above equality and (10.4.5) that for all j € N,
. i
(10.4.7) [(=Az) goll L2(raey < Z ana%ngHB(Rd)

veNT,
[v|=4

J! 142 A
<y aos,k,,muw)zme 90ll 2 ey

142 Lo tas
<C Z#dej(( 1) 2 e N goll L2 ra)
< (255 Cy gogm,ad) 2 (7)) 57 € | go | 2 (RY)>

since

(27! = (2j) (1) < 29 (j1)2.

Thanks to the Fourier inversion formula and Plancherel’s formula, it follows that for all
f e N4

(10.4.8)

1 .
20l < 7 [, €730(E)] a6

1 1£|181 4 |g|Pl+d
/. do(6)lde

- (2m)¢ 14 1¢)

1 1
:(27T)d</Rd(1_|_|§|d) ) (11€1'Goll o ey + NN Go | 2 ga)

- (/Rd (1+1‘5|d)2 d§)2(\/<(—A)ﬁgo,go>L2(Rd) + \/<(—A)\ﬁ\+dgo,90>L2(Rd))_

We therefore deduce from (10.4.8), together with (10.4.7), that for all 3 € N%,

1+|8|+d

1
1
105 goll oo (ray < 2</Rd (ENELE d§> (2797 Cl g, al) ((18]+d))zom e 32 “llgoll z2 ey
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Since for all 3 € N¢ (|| 4 d)! < 2/81+4al|B|!, it follows that there exists a new constant
Skmd > 1 such that

1+ 1 tsys
VB ENY, (10090l ety < Oyl a1B1) T 3 g0l p2(aa)-
This ends the proof of Proposition 10.4.1.

10.4.2. Proof of Theorem 6.3.2. This section is devoted to the proof of the spectral
inequalities given by Theorem 6.3.2. Before presenting its proof, we begin by presenting
an elementary lemma:

LEMMA 10.4.2. Let k,m > 1 be positive integers and w C R% be a measurable subset
of positive Lebesque measure |w| > 0. For all A\ > 0, there exists a positive constant
Crm(w) > 0 such that

VEeey™, fllemsy < Chma@)If22(0)-

PRrROOF. Let A > 0. Since Ef’m is a C-vector space of finite dimension, it is sufficient

to show that || - [[12(,) is a norm on this space. Let f € Ef’m such that | f|| 72y = 0. By

applying (10.4.3) in Proposition 10.4.1 with s = %(% + %), we deduce that f is analytic
1 k

on R?, since 5em = pm < 1. It follows that f = 0 on w and therefore, f = 0, since

lw| > 0. O

10.4.3. First case : w is d-weakly thick with 0 < § < 1. In this case, we use the
uncertainty principle holding in Gelfand-Shilov spaces stated in Theorem 6.2.2.

On the one hand, since w is 0-weakly thick, there exist a continuous density p : R? —
(0, +00) and some parameters 0 < v < 1 and R > 0 such that

Vz eRY, 0 < p(z) < Riz),

so that w is - thick with respect to p. By applying Lemma 3.1.5, we deduce that there
exists an auxﬂlary -Lipschitz density p satisfying

Ve e R 0 <3R(z) < p(x) < M(zx)®

such that w is 7Fz-thick with respect to p, for some positive constant M = M(R,§) > 0.

On the other hand, thanks to Proposition 10.4.1 applied with s = %(% + %), there exist

some positive constant C' = Cs mq > 1 and ' = ng’k’m’d > 0 such that
(10.4.9) VA >0,¥g € 4™ Vp e N,V5 € N,
(2)POE gl 2 ray < CT P (p 12 (18] T e gl 12 (RY)-

We can therefore apply Theorem 6.2. 2 with the constants A = C, 0 < y = 2sm 6m =1
— L

and v = glk = m > 0. Since § = 7, we obtain that there exist some positive constants
K = Kspa>1and D = Dspgjma > 1such that for all 0 <& <1, A >0, f € &

8
17117 e (K)D<“°g€“°g0>e”2” A e sup O e
L2(RY) = L2 (w) S C2( 18D (ph)2v (| B|1)2-

<

v

where the last inequality is obtained by using (10.4.9). By setting, ¢ =
deduce that there exists a new constant D' = Dj . . > 1 so that

K D(l—loge—l—logC’)eDC2 s
(<) £ 200y + C2€27 Y el| 122 gy

90/ )\S
16277)\

502 , wWe

. K\ D' (1+x%)
VA> 0.YF €™, I <2(7) 1172 e

By recalling that s = %(% + %), the result follows.
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10.4.4. Second case: w is 1-weakly thick. In this case, since w is 1-weakly thick,
we deduce from Proposition 3.1.6 that there exist v > 0 and Ry > 0 such that

As a first step, we establish that there exists a positive constant cq,, > 1 such that

AZ LY E™ Il <21, 5

(0,cd,k,mA2F)

Let a > 0. Thanks to Proposition 10.4.1 with s = %(% + %), there exist some positive

constants n = n(d,k,m) > 01, ' = n/(d,k,m) > 0 and C = C(d,k,m) > 1 such that :
YA > 0,Yf € &5, V6 € N,

& il
(10.4.10) 17 98 2 ay < CHB(IB1) TR T £l
and
ks (E+A)
(10.4.11) 102 £l e ety < CHABIN TR A2 £ o .

It follows that for all A > 0 and f € £5™,

(10.4.12) Hin?(]R{d) = Hf”%2(3(07a)) + HfH%Z(Rd\B(O,a))
—on(14a2) ) | iyt
e N LI §

F(E+4)

oyl ,
<N lZepoay) e T C2 A 1£172 (gay-
(B(0,a)) (R4)
Let cqxm > 0 be a positive constant so that
YA > 1, 6_27’“1+%0262’7,’\%(%+%) < %7
with
a = Cd,k,m)\i-

It follows from (10.4.12) that
10.4.13 VA> 1,Vf e &bm 2, o < 2|lF)2 .
( ) > 1,vf A HfHL2(Rd) = HfHLQ(B(O,cd,hm/\ﬁ))

Let A\>1and f € €/I\§’m \ {0}. We set

Vx S B(O,cdk’mAi)) g(x) = 1(1, 1 f($)
vacerd i)y

1
B(0,¢d,k,mA2F ))

By using

1
191 {0 ) < Y B0 cazmr )

it follows that

HfHLoo (B(O,Cng,m)\ﬁ))’

> e "

g 1) = >
i (p0as®) = B0, Do
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for a suitable constant n” = n”(d,k,m) > 1 independent on A. Furthermore, we deduce
from the estimates (10.4.11) and (10.4.13) that

102 £ Lo e

vacer B gy )

0,¢d,k,mA 2k

Ocapmr?i)) =

d &)
VB € NY, ||am9||Loo(B(

£l 22 (may
V21l (5(

< OPl(|gyn
1
0,cd,k,mA2k ))
< (Bl
The Example 3.2.11 derived from Proposition 3.2.10, implies that there exists a new posi-
. . 2k
tive constant K = K (d, k,m) > 1 such that for all A > Ay = max ( Ro ,1)

Cd,k,m

Ry iat ()
HgHL?(B(O,cd,k’mAﬁ)) = (7)
It follows from (10.4.13) that

£l 2 (ray < \/§Hf\|L2(B(

gl 2 (wnB(0,camr2%))’

O,Cd,kymAﬁ))
23 (k)

<v3(%) I

t

22 (wnB (0, 0mA 2 ) )

+h

<v3(5) T s,

ol
—
Sl

2k
When 0 < A < )\ = max (Cd]io ,1) , Lemma 10.4.2 implies that there exists
Cl.m,\o (w) > 0 such that
k7
VEe&X™, Nfllrzwe) < Cramano @) fll2(w)s

since
VO <A< N, EVTCEN™

By choosing & = max(Cj m,», (w), v/2), it follows that

-

- 1.1
KAAZ\ETm

2
Vi€ B Il <A () 11220

10.4.5. Third case : |w| > 0. Since 0 < |w| < 400, there exist Ryg > 0,0 > 0 such
that

VR > Ry, |wNDB(0,R)|>0c>0.
With the same notation as in Section 10.4.4, Example 3.2.11 implies once again that there
~ ~ 2k
exists a positive constant K = K (d, k, m) > 1 such that for all A\ > Ao = max ( Ry 1) ,

Cd,k,m
k,m
fe&y,

+4)
W02 s (0.0 ))

+3)

1 £1 22 (w)-

ESE
3=

N Lo
[l < \@<K|B(O, 1) g A2 >K>\7(
L2(Rd) =

(

NI
el
3=

K|B(0, 1>\cz,k,mmi>m

g

g\/§<



UNCERTAINTY PRINCIPLES AND NULL-CONTROLLABILITY 139

It follows that there exists a positive constant K/ = K’ (w,d,k,m) > 1 such that for all
A> g and f e EP™,

_ 1(L+L)
KIBO, Dlegin \ ™ 4 iad(k02)
Il < V(= ) s
< (K/)k/)\%(k“'r}z)elgg)\%(llg %) log)\HfH a(

It provides a new positive constant, still denoting by K’ > 1 such that for all A > max(Ag, €)
k,m
and f €&,
(k)

K'\Z log A
[ fllL2may < e A B fllp2(w)
By using the very same lines as in the previous case, we deduce that for all A > 0 and
fe&y™,
1(1 1
~ K’ ?(E m)
[ fll2may < Rel ‘logA|||f||L2(w

with & = max(Cj m 1, (w), 1). This ends the proof of Theorem 6.3.2.

10.5. Null-controllability for evolution equations whose adjoint system enjoys
Gelfand-Shilov smoothing effects

This section is devoted to the proofs of the null-controllability results stated in Sec-
tion 6.4 of Chapter 6.

10.5.1. Proof of Theorem 6.4.1. This section is devoted to the proof of the null-
controllability result given by Theorem 6.4.1.

Let (A, D(A)) be a closed operator on L?(R?) which is the infinitesimal generator of a
strongly continuous contraction semigroup (e~*4);>0 on L?(R%) that satisfies the following
quantitative smoothing estimates: there exist some constants 0 < p < 1, v > 0 with
p+v>land C>1,7r; >0,ry >0,0 <ty <1 such that

(10.5.1) V0 < t < to, Vo, 8 € N¥ Vg € L*(RY),
N 3 Ctlel+8| .
2205 (e g)| 2 (RD) = m( al)”(BY* gl 2 (e

where A* denotes the L? (Rd) adjoint of A. Let w C R% be a measurable subset that is J-
weakly thick with 0 < § < 1= < 1. According to Lemma 3.1.5, there exists a 5 L_Lipschitz
density p : R — (0, +00) satlsfymg

Vo €RY, 0 <m < p(x) < R(z),

for some parameters m, R > 0, such that w is thick with respect to p. Let us show that
Theorem 6.4.1 can be deduced from the uncertainty principles given in Theorem 6.2.2.
To that end, we deduce from the estimates (10.5.1) and Lemma C.0.1 that there exists a
positive constant C' = C’(C,d) > 1 such that

(10.5.2) Y0 <t <tg,Vp € N,VB € N4 vg € L3(R?),

B/ —tA* CrHetAl
[(z)P 05 (e g)lL2may < m( p)”(UBIN" 9]l L2 (may-

It follows from (10.5.2) and Theorem 6.2.2 applied with f = e7*4"g € #(R?) that there
exists a positive constant K = K (d, u, v,w) > 1 such that Y0 < t < tg,Vg € L?(R%),V0 <
e <1,

2

C
—tA* 2 2
QHL?(w) + 152725”9”1;2([[@:1)7

||e g”LQ(Rd) <e K(1-loge+(C't™ r1)1 s)H —tA*
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with 0 < s = 6v+ p < 1. Thanks to the contraction property of the semigroup (e=*4")

we deduce that for all 0 < 7 < g, % <g<1,0<e<1,ge L*RY),

t>0,

_ * ]. T _ *
H TA 9”L2(Rd) < WL; ”6 tA QH%Q(Rd)dt

2
K(1-loge+(C'(qgm)~"1)I=5) p7 "2
€ —tA*
< le™ gll72 0y dt + e 5 l9ll7
(1-—g)r ar L) (qr)?r2 W ILAERD
(K(I-loge(Crmr—m)T55) pr 4T20’2 — g2
< le™ 4 gl 72y dt +e—5—lg
(]- - Q)T qT L) L2®e

For 0 <7 <ty and%§q<1,wechoose
_2r
0<€=exp(—7‘ 1*8) <1.
Since 1 < 72%17 it follows that there exists a new constant K’ = K'(d, u,v,6,w,C’,r1,s) > 1
such that for all 0 < 7 < tg, % <q<1,ge L*RY),

_2r
K/ I-=s T 420”2

_TA* —_tA*
" €74 g2t + exp (= 771) = g2

([ —
(R (1_Q)T qT

We follow the strategy developed by Miller in [55]. Let 0 < t; < to such that for all
0<r< t1,

_2r
exp (K’T 1—3)

T

_2r
< exp <2K'T 1*5)

and

_2y 4720 T T-s
exp(—T 173) 3 gexp(— )

T2

It follows that for all 0 < 7 < tq, % <g<1,ge¢eL*RY),

2K\ -
(1= q)exp (= 5 )l gl

|22 ()
T1=5
e 2K’ + 5
< Hemm@wﬁ+u—@wp(*—ﬂ*Mpr)
qT T1=s5
Setting f(7) = (1 — q) exp ( — 22151 ) and choosing g so that
71-s
2K N5 1
max<<7l>21,f> <g<l1,
2K + 5 2

we obtain that for all 0 < 7 < ¢; and g € L?(R?),

(10.5.3) f(r)|le™™

91220 < [ 1™ gl2e ey dt + Far)lgl2 -
qTt

Thanks to this estimate, the observability estimate is established as follows: let 0 < T' < ¢4
and define the two sequences (73)r>0 and (Tx)r>0 as

Vk>0, 7= qk(l —q)T and VE>0, Tpp1=Tp—1, To=T.
By applying (10.5.3) with e Ts+147 ¢ it follows that for all g € L?(R?) and k € N,

T A*

f(Tk‘)He QH%Q(Rd) - f(TkJrl)||67Tk+1A*9H%2(Rd)

* (4 Ty 1) A* 112 T tA* 112 T tA* (12
< [7 ety = [ eV gyt < [ e gl
Tk+1 T

Tl T h+1 Trt1
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By summing over all the integers k£ € N and by noticing that
l‘ = 1 = —_ f—
Jm S =0l Ti=T =3 7 =0,
keN
and

VE >0, e gl 2 gay < 19l L2(ray,
tA*

by the contraction property of the semigroup (e )t>0, it follows that

_TA 1 2K’ T A
e gl < e i) [ e gl
¢ N gy

By using anew the contraction property of the semigroup (e ™*4");>0, we deduce that for
all g € L2(RY), T > t4,

2K’

t1
) [t gl e
(1 — gy =5 Jo
1 2K’

T
< oo i) [ e gl
L= N gyt o -

” —TA* —t1 A*

e g||%2(Rd) <l

2 1
g”L2(Rd) < 1—gq exp <

This ends the proof of Theorem 6.4.1.

10.5.2. Proof of the Theorem 6.4.3. This section is devoted to the proof of the
Theorem 6.4.3. Let k,m > 1, s > 0 and w C R? be a measurable subset of posi-
tive Lebesgue measure |w| > 0. Thanks to the Hilbert Uniqueness Method, the null-
controllability of the evolution equation

O f(t,x) + ((—Aw)m + \:U|2k)8f(t,3:) =u(t,z)l,(z), =Ry t>0,
{ fli=o = fo € L*(RY),
is equivalent to the final state observability of the adjoint system
dg(t,x) + ((—A)™ + |z[**)°g(t,z) =0, z€R?, t>0,
{ gli—o = go € L*(RY),

Let us assume that s > %(% + %) Thanks to Theorem 6.3.2, there exists a positive

constant K = K(w,d,k,m) > 1 such that

l(l %)
VA S 0,VF € EF™ || fllpaay < KUPNTFTTIIOBN £l
1

Since s > (¢ + L), there exists a positive parameter s > s’ > L(;+ L

constant K’ = K'(w,d, s,s', k,m) > 0 such that

) and a new positive

VA1, KIEET 00 o g ora
-_ ) — *

We deduce that the spectral estimates required by Theorem 2.2.1 hold with the following
choice of parameters : ¢; = K', ¢} = K, a = s’ and 7, defined as the orthogonal projection

onto S/I\C’m. Moreover, we have the following dissipation estimates
YA >0,V > 0,Vg € L2(RY),  [[(1—m)(e™ " mg)|[72gay < €2V (191175 gay-

Since s > &', it follows from Theorem 2.2.1 that there exists a positive constant C' > 1
such that the following observability estimate holds

—THS C L.
V1T > 0,Vg € LQ(Rd), ”6 THk’mg”ig(Rd) < Cexp ( o ) /0 ”6 tHk’mgH%Q(w)dt'
Ts—s’

This ends the proof of Theorem 6.4.3.






CHAPTER 11

Exact controllability for Schrédinger’s equations from (weak)
thick sets

In this chapter, we give the proofs of the results presented in Sections 7.2 and 7.3
of Chapter 7, taken from the article [52] written in collaboration with Karel Pravda-Starov.

Outline of the chapter. In Section 11.1, we derive spectral estimates from a Kovri-
jkine’s theorem and prove Theorem 7.2.2. Section 11.2 provides the proofs of Proposi-
tion 7.3.1 and Theorem 7.3.3. They are based on a Hautus test for Hermite functions and
make the use of a Plancherel-Rotach formula. Section 11.3 is an appendix containing the
proof of a technical lemma used in Section 11.2.1 and the proof of Miller’s result stated in
Proposition 7.1.1.

11.1. Thickness condition and exact controllability for fractional free
Schrodinger’s equations

This section is devoted to the proof of Theorem 7.2.2. We will use the following
uncertainty principle established by Kovrijkine :

THEOREM 11.1.1 (Kovrijkine [42, Theorem 2|). Let w C R be a measurable subset

~v-thick at scale L > 0, that is, satisfying
Ve eR, |wn(z+[-L,L])|>2vyL >0,
with 0 < v < 1. There exists a universal positive constant C > 0 such that for all f € L*(R)
satisfying supp f C Ui Jk, with (Jg)1<k<m a finite family of intervals with length | Ji| = b
foralll1 <k <m,
HfHLQ(R) < C<77 m, L, b)HfHLZ(w)a

with .
C>2Lb(§) +m—1

c(y,m,L,b) = (;

Let w C R be a measurable subset «-thick at scale L > 0. Let D > 0, A € R and
f € L3(R) such that

suppr {§ eR: H{]QS - Al < \/5}
If |\| > v/D + 1, the Fourier transform fis supported in the union of two intervals
supp f € [ = (VD + A%, =(=VD + )] U [(-VD + [A) 2, (VD + |A)) ]

and

S

[= (VD + A%, —(—VD + A)5]| = |[(—VD + A)F, (VD + A)F] | <

since s > % and |A| > /D +1. Tt follows from Theorem 11.1.1 that there exists a universal
positive constant C’ > 0 such that

)
S

C/ 2L\/SE(C—I)2+§
(11.1.1) [l 2oy < (7) T -

. gl
On the other hand, we notice that supp f C [0, (2\/5 + 1) 25] when |\ < VD + 1. We
deduce from Theorem 1.1.6 that there exists a universal positive constant C' > 0 such that

143
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1

C>C(1+2L(2ﬁ+1)zs

)
(11.1.2) 1flr2®) < <; 11l 2(w)-

By setting
C'\2LYP (£ 43 C(14+2L(2VD+1)%5 )y 2
= mox () () )
it follows from (11.1.1) and (11.1.2) that for all A € R and f € L2(R) with supp f C {¢e
R: [[g* Al < VD),

I

£l r20y < VAl 12w
Theorem 7.2.2 is then a direct consequence of the Hilbert uniqueness method and Propo-
sition 7.1.1.

11.2. Hautus test for Hermite functions

11.2.1. Proof of Proposition 7.3.1. This section is devoted to the proof of Propo-
sition 7.3.1. Let w C R be a measurable subset. Let us show that the three following
assertions are equivalent:

. . Jwn[-R, R
1 f—
(@ Aminf = > 0,
()  Fe>0,vn >0, 1=|dnllrz®) < cllonllzw)
(i) liminf{|gnllr2(,) > 0.

Recall that Hermite functions are normalized L?(R)-functions defined as

2

(11.2.1) Yn >0, ¢n(z)= e~ 7 Hy(x),

1
Wi 2% \/1?
where H,, stands for the Hermite polynomial of degree n > 0, see e.g. [63], formula (5.5.1).
The family (¢, )n>0 defines a Hilbert basis of L2(R). The assertions (ii) and (iii) are clearly
equivalent. Indeed, (i7) implies (iii) by passing to the limit inferior

.. 1
liminf |[énl r2@) 2 - > 0.

On the other hand, we readily deduce from formula (11.2.1) that for any measurable set
w C R of positive measure |w| > 0,

(11.2.2) vn >0, |[¢nllr2@w) >0,

since H,, is a polynomial of degree n. Then, assertion (ii) directly follows from (7ii) and
(11.2.2). Tt is therefore sufficient to prove the equivalence of assertions (i) and (ii7).
As a preliminary step, we begin by establishing that

T . / 2¢e
(1123) Vo< e< 5, nll}filoo H(anLZ(IE’n) = 1-— ?,

where I, stands for the open interval (—v/2n + 1cose,v/2n + Lcose). Let 0 < e < 7.
The Plancherel-Rotach formula for Hermite polynomials [63] (Theorem 8.22.9) provides
that foralle <0 <m —¢,

2 2L2l+i\/n! n 1 3T
11.2.4 2 H, = |si — + - in(20) — 260 — n ,
( ) ez Hy(x) (Wn)% Sine{sm<<2+4)(sm( ) )+ 4>+R (3:)}
with & = v/2n + 1 cos 6, where the remainder term satisfies
C

(11.2.5) 3C > 0,Yn > 0,Yy € [-vV2n+ 1cose, vV2n+ 1cose|, |Ry(y)| < 1
n
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It follows from (11.2.1) and (11.2.4) that the Hermite function

1 2
() = ——=e 2 Hy(x), n =1, n>0,
Pn () o (@), énllLem)
satisfies that for alle <0 < 7w —¢ecand n > 1,
21 1 3
n T
11.2. n = ——|si —+ - in(20) — 26
(120 Gufe) = — Fne[sln((2+4)(s1n< )= 20) + 1) + Ra(a)]

with = v/2n + 1cosf. We obtain from (11.2.6) that for all n > 1,

(11.2.7)  Flle @, = 1Galleae,.) < 9l < 1Enllze.,,) + 1Gnll2. ),

where the two functions F,, and G,, are defined for all e < 0 < 7 — ¢,

(11.2.8) Fo(x) = ﬁn?\/m sin (5 + 3) (sin(26) — 26) + ?Zr)
and
(11.2.9) ) = — 2 R

Vrniy/sing

with 2 = v/2n + 1 cosf. We deduce from (11.2.5) that for all n > 1,

1GallZa.) = JT/ V2 F 1 cos 0)2d6 < m(wz 2]
7 m/nn+1)

implying that
(11.2.10) lim ||Gnllp2(..,.) = 0.

n—r—+oo

On the other hand, we deduce from (11.2.8) that for all n > 1,

1 1 3T
11.2.11 Folz)))= —— |1 — — ) (sin(20) — 26 .
( ) |E ()] \/ﬁwsirﬁ[ cos ((n—i— 2)(sm( ) ) 5 )]
It follows from (11.2.11) that for all n > 1,

Von+1
(11.2.12) / z)| d:c—/ ntl dw
Iem I V2nm\/(2n + )—x2
\/2n—i—

€ 1 . 3
/ cos n + 2) (sin(26) — 26) + 5 )d@,

when x = v/2n 4+ 1 cos6. We have for all n > 1,

2nm

CEQ
2n+17
V2 1 1 /2 1 oo
(11.2.13) / nt ==/ ”+/
L. V2nmy/(2n+ 1) —x2 ™ 2n cose _

2n 2n + 1 2n+1 2e
\/ arcsm cose) \/ — — arccos(cos 5)) = (1 — —),
2n 2n T

. T
V—-1<z<1, arccos:):—i—arcsmx:§.

since sin26 = 1 —

since

It follows from (11.2.13) that
. / Vv2n+1 d 2e
I 2nm

(11.2.14) r=1-=.

(2n+1)—a? @

1m
n—-+00
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On the other hand, we have for all n > 1,

(11.2.15) 2n + / cos ((n + ;) (sin(26) — 26) + 327r>d9
2;6;; / S t)) cos ((n + %)t — 3?W)dt,

where p(6) = 20 — sin(20) is a increasing C"O—dlﬂ'eomorphlsm from [e,m — €] to
[p(e), p(m —€)] = [2e — sin(2e), 2m — 2 + sin(2¢)].
An integration by parts shows that for all n > 1,

3

o(r—e) 1 wos ((n 1y, 3m _ sin((n—i—%)t—T)
/W) (o7 1(t) (( +2>t 2 )it = [w’(w‘l(t)>(n+§)

p(r—e)
ol aGaa) e ((ry)- e
implying that

(n—2)
(11.2.16) ’/;) Mcos((n-ﬁ-;)t )dt(

with

l (24271 — 4e + 25sin(2¢)),
3
1 ‘ ’ d

0<Cy= sup + dt(M)H<+O®'

te[2e—sin(2e),2m—2e+sin(2e)] { ‘ @,(So_l(t))
We deduce from (11.2.15) and (11.2.16) that
V2 1 3
(11.2.17) lim ntl / cos n + 2) (sin(20) — 26) + g)d& =0.

n—+00 2T
It follows from (11.2.12), (11.2.14) and (11.2.17) that

2
(11.2.18) lim (Bl = /1 - =

n——+o00 ™

Thanks to (11.2.7), (11.2.10) and (11.2.18), we obtain that (11.2.3) holds.
Let us assume that the measurable subset w C R verifies

(11.2.19) 0= 1nl§+11£ ||¢HHL2(w) > 0.
Let 0 < go < § satisfying
0<egg< g(52.

By using that ||¢,[[z2®) = 1, we observe that for all 0 < e < § and n > 0,

(112.20) 116al220) = I9nlZ2nr, ) + 1622 0n@ns. )

< ||¢nH2L2(me,n) + ”¢n||2L2(R\I€,n) = H¢n”%2(wm€,n) +1- ||¢n”%2(1€7n)'
It follows from (11.2.3), (11.2.19) and (11.2.20) that for all 0 < & < gy,
(11.2.21) Lim inf | ¢nl| L2 (i ) > O-
On the other hand, we deduce from (11.2.6), (11.2.8) and (11.2.9) that for all n > 1 and
0<e< 3,
(11.2.22)  |1Fallz2(..) = 1Gullre@..) < 9nllre@..) < 1Fnllz2@..) + 1Gall L2 (@)
with
(11.2.23) Wen = w N Iep.
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By using that ||Gnlr2(.,.) < [|Gnllr2(r..,), it follows from (11.2.10) that

(11.2.24) V0 <e<Z, 1G]l 2w, ) = O-

lim
n—-+0o
We deduce from (11.2.11) and (11.2.23) that for all n > 1,

220 F 1
(11.2.25) / |Ey () |2da </ nt dw
Weg,n wegn V20nTA/ (20 + 1) — 22
V2

< e e V2 wN(=v2FT V20 F 1)
X . .
 Jwegon Vnmy/1 —cos?eg — msinegg vn

By using (11.2.21), (11.2.22), (11.2.23), (11.2.24) and (11.2.25), it follows that

N(—v2 1,v2 1 i
(11.2.26) liminf wn(=v2nt1,von+1) > 1iminf7TSlnEO/ |Fy () Pda
n—-+oo \/ﬁ n—-+oo \/ﬁ Weg,n
.. . Tsingg 9
= liminf =7 / |n ()| > 0.

We readily obtain from (11.2.26) that

(11.2.27) liminf (20 [2V20 + 1 V20 + 1]
- n—+oo \/ﬁ

Since the floor function satisfies

VR>0, |R]<R<]|R]+1,
it follows that for all R > 2,
(11.2.28) V2n+1< R < V2n +3,
with n = n(R) = L%J € N. We obtain that for all R > 2,

lw N [—R, R|| S wN[=v2n+1,v2n+1]]  Volwn[-v2n+1,v2n+1]|
=R, Rl — 2R 2R vn '
Notice that (11.2.28) implies that

> 0.

(11.2.29)

m VP L
R—4c 2R 2\/§
It follows from (11.2.27), (11.2.29) and (11.2.30) that

lw N [—R, R]| 1 . . lwn[=v2n+1,v/2n+1]|
> lim inf
R4 [—RR] = 2v2 noee N
It proves that assertion (ii) implies assertion (7).
Conversely, let us assume that the mesurable subset w C R verifies

(11.2.30)

> 0.

.. |lwn[=R,R]|
| f———— = >0
Fotos  |[-R, R|
and define
5= limine @0 V2R ALV L

n—-+00 \/ﬁ

In order to prove (iii), it follows from (11.2.23) that it is actually sufficient to show that
m -
H<e< 5 lég_’l_Iolg HQZ)R”LQ(wE,n) > 0.
According to (11.2.22) and (11.2.24), it is then sufficient to show that

(11.2.31) 0 <e<Z, lminfl|Flee,.,) >0
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While using the substitution rule with x = v/2n + 1cosf, we deduce from (11.2.8) and
(11.2.23) that for all0 < e < § and n > 1,

o, 1 [in+2 N NS Y 3m
(11.2.32) /we,n|Fn(x)| do = —y/ = /&msm ((5 +7) (sin20) - 20) + = ) o,

with
(11.2.33) Dep = arccos(&> C (g,m—e).

v2n +1

According to (11.2.31) and (11.2.32), it is then sufficient to show that

(11:231)  <e<Z, hminf/~ sin? (5 + i) (sin(20) — 20) + %ﬂ)de >0,

n—-+00 2
Let 0 < g9 < § verifying
0 < 2v2(1 —coseg) < 0.
By noticing from (11.2.23) that for all 0 < e < 5 and n > 1,

wenl o JwN[=v2rn+1,v20+1]]  2v2n+1
vno Vn NG

(1 —cose),

we deduce that

lim inf el >0 —2v2(1 — cosgg) > 0.

n—-+oo \/’ﬁ
It follows that there exist some positive constants ¢y > 0 and ng > 1 such that
(11.2.35) Vn > ng, |weynl = cov/n.

On the other hand, we notice from (11.2.33) and (11.2.35) that for all n > ny,

) dw |Weg.n] "
11.2.36) |w = ki (z)|dx = > 2 >¢ )
1230) foal = [ ile= [ et o

T

with k,(z) = arccos(ﬁ). It follows from (11.2.36) that there exists a positive constant
c1 > 0 such that

(11.2.37) Vn > ny, |(ZJ€O7n| >c1 > 0.

By using anew the substitution rule with ¢ = 20 — sin(26), we observe that

(11.2.38) / sin2 ((g + i) (sin(20) — 26) + ?%)de

) /<> sy (G- aze /<> (5 + 3= )

with
0<c= inf 1 < 400
2 te[2e0—sin(2eq),2m—2e0+sin(2e0)] gO’(gOil(t)) ’
where p(f) = 20 — sin(20) is the increasing C*°-diffeomorphism from [, T — €] to [2e¢ —
sin(2e), 2 — 2g¢ + sin(2¢)] already used above. According to (11.2.34) and (11.2.38), it
therefore sufficient to prove that

1 3
(11.2.39) lim inf sin? ((ﬁ + 7>t - i)dt >0,
n——+00 @(@eg,n) 2 4 4
where according to (11.2.37), the subset ¢(We,n) C (2e9 — sin(2ep), 2m — 2e0 + sin(2ey))
satisfies for all n > nyg,

(11.2.40) Pl = [ W@dez (| int 191l 2 e,

- leo,m—e0
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with
0<cz3=c inf |¢]<+o0.
[eo,m—¢0]
By using anew the substitution rule with z = (% + 1)t — 2%, we observe that
n 1 3T 4
11.2.41 sin? ((— + f)t — —)dt = / sin?z dx,
( ) /go(wso,m 24 4 2n+1Jq,

where according to (11.2.33) and (11.2.40), the subset

n 1 - 3T n 1 37 /n 1 3T
U= (5+3)e@an) = < ((5+7)ele0) =T (5 + 7)ot -0 =)

satisfies

(11.2.42) deg > 0,Yn > ng, Qe n| > can.
According to (11.2.39) and (11.2.41), it is therefore sufficient to check that
1
(11.2.43) liminf/ sin® x da > 0.
n—+oo N QEO "

Let £ > 1 be an integer depending only on gy such that
(11.2.44) Vi > ng, Qegn C ( kn + knm + 2)
We denote N,, = #1,, the cardinality of the following set
. , ™. m c
with n > ng. It follows from (11.2.44) and (11.2.45) that for all n > ny,

(11.2.46)
kn—1 T -
|Qeo,n = Z ‘Qso,n N |:i7T + 5’ (Z + 1)71' + 5} ‘
i=—kn
. ™ . T . m . 7T
:Z Qyn N [7,7T+§,(2+1)7r+§”+ Z ‘Qso,nm {m+§,(z+1)7r+§H
i€ln /L¢ITL’
1€[—kn,kn—1]NZ
< 7Ny, + 2kn - TN, +
ni
= Ton 2%(m + 1) "TrHl
We deduce from (11.2.42) and (11.2.46) that
ney
11.2.4 > Ny >
( 7) Vn > ny, ——

Let us now prove that the estimate (11.2.43) holds. By using the w-periodicity of the
function  + sin? 2 and (11.2.44), we obtain that for all n > ng,

kn—1

Z / sin? z dx

z— kn Qey, nNfiT+%5 3 2+1)7r+ ]

1 .

> — Z / sin’ z dz.
n ) Q=+ D)m)N-2. )

2
An application of Lemma 11.3.1 in appendix together with (11.2.45), (11.2.47) and
(11.2.48) provide that for all n > ng,

1
(11.2.48) / sin?x dr = —
QEO n

n

1 N, [T
4k(m+1) .

/ sin? z dz > Sln T dr > — sin z dz

C,
n QS0 n zeI n _4k(7r4+1)

C4
Cyq 4k(m+1) |
> sin?z dz > 0,
T+ 1

___°ca
4k(m+1)
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with

. T o T
Mip = |(Qegn — (1 4+ 1)m) N {— 5 5} ‘ = ‘ng,n N [m + 5 (i+1)m+ 5]
for all n > ng and i € [—kn,kn — 1] N Z. This establishes (11.2.43) and concludes that

assertion () implies assertion (iiz). This ends the proof of Proposition 7.3.1.

)

11.2.2. Necessary geometric condition in higher dimensions. This section is
devoted to the proof of Theorem 7.3.3. For any a = (ay,...,aq) € (N\ {0})? and £ > 0,
we consider the parallelepipeds

d
Cae = H[—w/2aj + 1cose, \/2a; + 1cosel.
j=1

Let 0 < e < §. We deduce from the one-dimensional Plancherel-Rotach formula (11.2.6)
that for all & € (N\ {0})%, 0 <& < Z and z € Ca,

(11.2.49) Do (z) = Falz) + Galz),
with

25 osin (% + 1) (sin(26;) — 26;) + 2F)
(11.2.50) Fo(z) = s 1;[1 2 T3 e i
and
(11.2.51) Go(7) = ! (z),

with 2 = (v2a1 + 1cos by, ..., /204 + 1 cosby) € Co . The remainder terms R, satisfy
d

(11.2.52) 3C. > 0,Vor € (N\ {0})",Va € Cae, |Ral2)| < C)
i=1

1
Oél'—l-l.

By using the preliminary step in the proof of Proposition 7.3.1, we obtain from (11.2.3)
that for all 0 <e < 7,

. . 9
(11.2.53) allggoo adlgrioo H<I>QHL2(CM)

d
2

- alli)rgoo adlinioo H H(bo‘j HL2([—,/2aj+1 cose,q/2a;+1 cosel)

J=1

d 2e

“ Tt 2 (1=
o —+oo INWL2([—y/2a+1 cose,q/205+1 cose]) T

Let us assume that the fractional harmonic Schrédinger equation (7.3.3) with s > 1 is
exactly controllable from a measurable subset w C R for some time T' > 0. The spectral
gap condition in Proposition 7.1.2 is satisfied by the fractional harmonic oscillator (—A, +
|z|?)* since its spectrum is given by

o((—Az + |2*)®) = {(2n+ d)* : n € N}.
We can deduce from the infinite dimensional Hautus test [56, Corollary 2.18| recalled in
Proposition 7.1.2 that there exists § > 0 such that

(11.2.54) Va € NY, 6 =6[|Pallp2ra) < [|Pallz2()-

Let 0 < ¢ < § such that
d
2

5—(1—(1—%) ) >o.

1RallZ2() = I1RallZ2@nc, ) + 1RallZ2@rca ) < 12allizwnca .,y 1= 12allZ2c, .,

By writing for all a € N9,
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we deduce from (11.2.53) and (11.2.54) that

. . > 2 =
iﬁﬂginog Oléldlflgllflf |®q ”L2 (wNCaey) = \/5 ( (1 T ) ) > 0.

It follows from (11.2.51) and (11.2.52) that

d d
va e N\ {0 Calfae,.) < 022(2 o 1)2(H1 Ve ) (1= )’

and

(11.2.55) limsup ... limsup [|Gallr2(c,..,) = 0.

a1 —+o0 aqg—r+00

We can therefore deduce from (11.2.49) and (11.2.55) that

(11.2.56) liminf ... liminf i ([ Fall 22 (wnca.cg)
> liminf ... minf [[|allz2(0nc, o) — 1Gall2(ca qy)]
> éﬁnifrnogéznlinog [||¢a||L2(wmca,50) - ||Ga||L2(ca,sO)]
> liminf ... liminf |[®al|r2(urc, .,) > 0:
On the other hand, we notice from (11.2.50) that for all o € (N'\ {0}),
d
Vo € Coeys | Falz 21ﬁ V20 ¥ 1
az 14/ 20; +1— :U

and this implies that for all o € (N'\ {0}),

2% o V2 +1
vt Lo
e j=1 a; +1—x;
2% |wN[—v2a1 T L,v2a1 F 1] X ... x [-v2aq + L, v/2aq + 1|
~ mdsin?eg a? '
We deduce from (11.2.56) and (11.2.57) that
(11.2.58)

(11.257) [ Falfzgunc,.) <

. . wn[=vV2a1 + 1,200 + 1] X o X [ 204 + 1,204 + 1]
liminf ... liminf
ar—+oo  ag—too  |[—v2a1 + 1,201 + 1] X ... X [=V2aq + 1,204 + 1]

It follows from (11.2.28) that for all (Ry, ..., Rq) € [2, +00)?,
(11.2.59) Vi<i<d, +2n;+1<R;<+2n;+3,

R2-1
2

> 0.

where n; = n;(R;) = | | € Nforall 1 <i<d. We obtain that
|wN [=R1, R1] X ... X [-Rg, R4]|
[[=R1, Ra] X ... x [=Rq, Rd]|
> lwN [=v2n1 +1,v2n1 + 1] X ... X [=v2ng+ 1,204 + 1|
o |[=R1, R1] X ... Xx [-Rg, R4]|

(H \/2nZ )]wﬂ[ V2n1 + 1,420 + 1] X ... X [=v2ng + 1,204 + 1]
=2+ Ty + 1] XX [-v2ng T y2ng # 1]

We observe that (11.2.59) implies that

(11.2.60)

O T 1
(11.2.61) Vi<i<d, lim YRl
R;—+00 Rz‘
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It follows from (11.2.58), (11.2.60) and (11.2.61) that

liminf ... liminf w O [= R, Ba] X .. X [~ R, Rl
R1—>+oode—>+oo |[—R1,R1] X o X [—Rd,Rd”
. . Jwn[=vV2a1 +1,12a7 + 1] X X [ 204 + 1,204 + 1]
> liminf ... liminf
a1—+o0  ag—+0oo |[—\/2a1+1,\/2a1+1] X ... X [—\/2ad+1,\/2ad—|—1]|

It establishes (7.3.4) with A = I;. Let A € O(RY). By using the invariance of the Weyl
quantization under affine symplectic transformations (see e.g. [34, Theorem 18.5.9]), we
notice that

(11.2.62) RioH =7HoRy,

with H = —A,+|z|?, where R4 is the unitary operator on L?(R?) defined by Raf = f(A")
for f € L2(RY). The identity (11.2.62) implies in particular that (R4®4)4ene is a Hilbert
basis of L?(RY) satisfying

> 0.

Vo e N4, H(Ra®,) = (2|ar| + d)Ra®,,
when A € O(R?). By using that the operator
Ry : Spa‘n((q)oé)aENd,\cﬂ:N) — Span((q)oé)aeNdJM:N)?

is a unitary operator for any N € N, we notice that for all s > 1 and f € D(H?),

(RaoH)f = (Rao M) ( D (f, Rasr®a) paggey Rar o)

a€eNd

= RA( Z (2‘@‘ + d)s<f’ RA—1®Q>L2(R(1)RA71(I)O()

aENd
= > @lal +d)*(Raf, o) p2gayPa = (H* 0 Ra)f,
aeNd
that is
(11.2.63) VA e ORY), Vs >1, RaoH®=H0Ry.

Let fo, fr € L*(R?). By assumption, there exists a control function u € L2([0,7] x R%)
supported in Ry x w such that the semigroup solution g : Ry x R? — R of the system
(7.3.3) associated to the initial condition fo(A-) satisfies g(7,-) = fr(A-). We deduce
from (11.2.63) that the function f defined on R, x R? by

Vt e R, Vo € RY,  f(t,z) = g(t, A" ),

is the semigroup solution of (7.3.3) associated to the initial condition fy and the control
function v(t,z) = u(t, A" z) € L*([0,T] x R?) supported in R, x A(w); and satisfies
f(T,-) = fr(-). It implies that the harmonic Schrédinger equation (7.3.3) is exactly con-
trollable from the control set A(w). By using the first part of this proof with w replaced
by A(w), we obtain that

liminf ... liminf [A(w) N [=Ry, Ba] X ... X [~ Ra, Rd]l
Ri—+too Rg—+o0 |[—R1,R1] X .o X [_deRd”

This ends the proof of Theorem 7.3.3.

> 0.

11.3. Appendix of Chapter 11

This appendix contains the proof of two instrumental results. The first part is devoted
to the proof of a technical lemma used in the proof of Proposition 7.3.1. The purpose of
the second part is to recall the proof of Miller’s result stated in Proposition 7.1.1.
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11.3.1. A technical lemma. The following technical result is used in the proof of
Proposition 7.3.1:

LEMMA 11.3.1. If A is a measurable subset of [=7, T] and 0 = |A| denotes its Lebesgue

measure then ]
-2 2 -2
sin“x dx > sin“ x dzx.
A _9
2

2 s

PROOF. By using that the function x +— sin®x is even and increasing on [0, 5], we

observe that

(11.3.1) /sian da::/ sin? x dx+/ sin x dx
A AN[-35.3] AN([-5,51\-3.3)
. J
I (S N S

g
2

AN ([-Z, 7] ) é

2/ sinQalrdaE—i—| r;( 22 > 1] 2)/ sin? z dz.
Ani-4,2 =5, 810 (=5, 51\ A) | V-2 81n(-2.304)

By using that § = |A] = |[—g, g”, we notice that
as2) [an([= 550 [ 3g)) == [an -5
) ) )
=|[-2all-lan =55l =Il-53 0 ([- 33V 4)l

It follows from (11.3.1) and (11.3.2) that

s
/sian de/ sin® x da:—i—/ sin? dx—/2 sin’ x dz.
A An[-3.3] [-3.3In(-3.31\4) -2

272 272 272

This ends the proof of Lemma 11.3.1. O

v

2

11.3.2. Spectral inequalities and exact controllability. This section is devoted
to recall the proof of Miller’s result [56, Corollary 2.17] stated in Proposition 7.1.1 which
provides necessary and sufficient spectral estimates for the observability of system (7.1.3)
to hold. The proof of Proposition 7.1.1 is based on another Miller’s result [56, Theorem 2.4|
characterizing the observability with resolvent conditions which is recalled below and whose
proof is omitted:

PROPOSITION 11.3.2 (Miller [56, Theorem 2.4|). Let (A, D(A)) be a selfadjoint operator
on L2(RY), which is the infinitesimal generator of a strongly continuous group (e*4)cr on
L*(R?). The system (7.1.3) is exactly observable from a measurable subset w C RY if and
only if there exist some positive constants M > 0 and m > 0 such that

(11.33)  Vf €D, VACR,  [F12ema < MIA— N 2agga) +mlf 2
When condition (11.3.3) is satisfied, exact observability holds in any time T > 7/ M.

We consider the system (7.1.3). If this system is exactly observable from a measurable
subset w C R at time 7' > 0, Proposition 11.3.2 proves that there exist some positive

constants M > 0 and m > 0 such that the resolvent estimate (11.3.3) holds. Let A € R,
0<D< ﬁ and f € ]1{|A—)\|<\/5} (D(A)). The functional calculus shows that

(11.3.4) (A =N fllL2(may < \/5Hf||L2(Rd)-
It follows from (11.3.3) and (11.3.4) that
VARV € Ty yeymy (DA, 112 < MDIFs o) + milf s
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that is
2 m 2
VAERVS €1y 5 <y (D(A), [1f172a) < 1= 270 22
It establishes the spectral estimates (7.1.4) for all f € L4 ) <vD) (L?(R?)) since the
domain D(A) is dense in L?(R%).
Conversely, let us assume that there exist some positive constants D > 0 and k& > 0

such that the spectral estimates (7.1.4) holds. Let A € R and f € D(A). With f) =
]l{|A—)\|<\/5}f and f; = f — f\, we deduce from (7.1.4) and the functional calculus that

for all A € R and f € D(A),
2 2 2 2 14 2
(11.3.5)  [[fllz2ray = Ifallz2ray + 1Ll 72 Ray < ELAAT200) + 5”( — N Lll2(ray
1
<l Al ) + HIA = N FIL2 e

Let T > m/% and € > 0 such that

7T21 + (1 +€2)k'
D
The functional calculus shows that for all A € R and f € D(A),

(11.3.6) [Ifall72) = IIf = fLllfe@) < @ +e ) f 72w + A+ LlF2w,

T2 >

- B 1+¢e?
< L+ D)oy + A+ LlZemay < A+ G2 + 5 1A= VL7
_ 1+ &2
< (4172w + DL N2 ay-
It follows from (11.3.5) and (11.3.6) that
- 1+ k(1 +€2
VAERYS € D(A), [fl22pa <k +e2)|f]320) + (D)H(A = NS gay.

We can deduce from Proposition 11.3.2 that the system (7.1.3) is exactly observable from
w at time 7.
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APPENDIX A

Slowly varying metrics

This section is devoted to recall basic facts about slowly varying metrics. We refer the
reader to [32] (Section 1.4) for the proofs of the following results. Let X be an open subset
in a finite dimensional R-vector space V and || - ||z a norm in V depending on = € X. The
family of norms (|| - ||z)zex is said to define a slowly varying metric in X if there exists a
positive constant C' > 1 such that for all z € X and for all y € V satisfying ||y — ||, < 1,
then y € X and

1
(A.0.1) voeV, Slvlle < lvlly < Cllvllz.

LEMMA A.0.1. 32, Example 1.4.8]. Let X be an open subset in a finite dimensional

R-vector space V' and d(x) a %—Lz’pschitz continuous function, positive in X and zero in
V\ X, satisfying

1
Va,y € X, |d(x) —d(y)| < gHw -yl

where || - || s a fized norm in V. Then, the family of norms (|| - ||z)zex given by
v
lvllz = c’l‘(ay)’ reX,veV,

defines a slowly varying metric in X.

The proof given in [32, Example 1.4.8] shows more generally that result of Lemma A.0.1
holds true as well, when d is a contraction mapping function, that is, when there exists
0 < k < 1 such that

Vz,y € X, |d(z) —d(y)| < klz —y||.
Let us consider the case when X =V = R% and || - || is the Euclidian norm. If 0 < § < 1
and 0 < R < %, then the gradient of the function ps(z) = R (z)? given by
T

<$>2_6’

satisfies ||V ps|| pooma)y < RO < 1. The mapping ps is then a positive contraction mapping

[I-1
R(z)°

Ve e RY,  Vps(z) = R6

and Lemma A.0.1 shows that the family of norms || - ||; = defines a slowly varying

metric on RY.

THEOREM A.0.1. [32, Theorem 1.4.10]. Let X be an open subset in V a R-vector
space of finite dimension d > 1 and (|| ||lz)zex be a family of norms in' V' defining a slowly
varying metric. Then, there exists a sequence (Tg)k>0 € XN such that the balls

By={xeV: ||z -zl <1} C X,

form a covering of X,
+oo
X =B,
k=0
such that the intersection of more than N = (403 + 1)d two by two distinct balls By

1s always empty, where C' > 1 denotes the positive constant appearing in the slowness
condition (A.0.1).

157






APPENDIX B

Miscellaneous facts about the Gamma function

Let N be the set of non-negative integers and Z_ be the set of non-positive integers.
The Gamma function defined as

+o0
(B.0.1) Ve >0, I'(z)= /0 t* e tdt > 0,
admits an unique analytic extension on C \ Z_ satisfying the functional identity
(B.0.2) V2e C\Z_, T(z+1)==z2I(2),
and interpolating the factorial function
(B.0.3) VneN, TI'(n+1)=nl

It also satisfies the Legendre duplication formula

z+7
b

Vp € N\ {0},¥z € C\ {-N}, f[r( ):(27r>%1p%—zr(z),
j=0

see e.g. 8, Chapter 3]. The Gamma function is strictly convex on (0, 4+00), since differen-
tiating under the integral sign provides that

+o0
V>0, I'(z)= / (Int)?t* te~tdt > 0.
0

On the other hand, as I'(1) = I'(2) = 1 thanks to (B.0.3), Rolle’s theorem implies that
there exists zp in |1, 2[ such that I'(z¢) = 0. Since I is an increasing function on (0, +00),
the Gamma function is therefore increasing on [2,+00). Related to the Gamma function
is the Beta function

1
Vax,y >0, B(x,y)= / t*= 11 — t)vtdt,
0

satisfying the following identity
I'(z)C(y)
I'(z+vy)

Instrumental in the core of this work are the two following lemmas:

(B.0.4) Ve,y >0, B(z,y) =

LEmMA B.0.1. The Gamma function satisfies the following estimates:

1 11, /X
vp € N\ {0},3C, > 0,Vz > 1, T(z)r < Cp(prer) F(}—?)

PROOF. By using the Legendre duplication formula, (B.0.2) and the fact that the
Gamma function is increasing on [2,4+00), we deduce that for all p € N\ {0}, > 2p,

I(z) = (2m) 2 p* = ﬁr(x;]> < (2m) T pt 3 (r(% n 1>)p
3=0
e EY 0 <0 (6.
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since P < epl. It proves the estimate when x > 2p. We conclude by using the continuity
F(z)%
1

(p7e?)eT(2)

of the function  — on [1,4+00). O

LEMMA B.0.2. The Gamma function and the Beta function satisfy the following esti-
mates:

(1) Ve > 0,Yy >0, z¥<T(y+1)e"
1
(1) Yr > 0,Vz,y >r, I(z)I'(y) < ZB(T, r)(x+y+1)
(i4i) ¥r > 1,3C, > 0,V > 1, TI'(z)" < C.I'(rz)

PRrROOF. It follows from (B.0.1) that for all z,y > 0,

+oo x 1 1 xyefm
r(y):/ ty_le_tdtZ/ ty_le_tdt:xy/ ty_le_mdtZwy/ e dt = :
0 0 0 0 Y

Assertion (i) directly follows from the previous estimate together with the functional iden-
tity (B.0.2). On the other hand, since the Beta function is separately non-increasing with
respect to the two variables, it follows from the functional identity (B.0.2) and (B.0.4) that
forall r >0, z,y > r,

_ B(r,r)
T+y 2r
It proves that the estimate (i¢) holds. By using Stirling formula

(B.0.5) [(x) ~z—st00 \/?(‘Z)m

see e.g. [8], it follows that for all » > 1,

Lz +y+1).

T'(x)" 2 = 1_
FEM)C) ~z—oo (?) © P27 = 0,(1) when z — +oo.

Since the function z —— ll:gfi; is continuous on [1,4+00), there exists a positive constant

C, > 0 such that the estimate (¢4¢) holds. O




APPENDIX C

Gelfand-Shilov regularity

We refer the reader to the works [27, 28, 60, 64| and the references herein for extensive
expositions of the Gelfand-Shilov regularity theory. The Gelfand-Shilov spaces S&(R?),
with g, > 0, -+ v > 1, are defined as the spaces of smooth functions f € C(RY)
satisfying the estimates

JA,C >0, |0f(z)| < C’A'al(a!)”e_%ml/y, zeR? aeN,
or, equivalently

JA,C >0, sup 2702 f(x)] < CAPTFRI) (B, o, B e N,
reR
with o! = (ai!)...(aq!) if @ = (a1,...,aq) € N% These Gelfand-Shilov spaces S&(R?)
may also be characterized as the spaces of Schwartz functions f € & (R%) satisfying the
estimates

30 >0,e>0, |f(z)<Ce " 2R 7€) < Ce el ¢ c e

In particular, we notice that Hermite functions belong to the symmetric Gelfand-

11 //S(Rd). More generally, the symmetric Gelfand-Shilov spaces S (RY), with

p > 1/2, can be nicely characterized through the decomposition into the Hermite basis
(Pa)qend, see e.g. |64, Proposition 1.2],

Shilov space S

feSiRY & feL2RY, 3t >0, [|((f, ®a) 12 expltolal?)) < 400

aeNdHﬂ(Nd)
1
& feL*(RY), 3tg >0, [ f|| p2(ma) < +oo,

where H = —A, + |z|? stands for the harmonic oscillator. More generally, when the
ratio £ € Q is a rational number, the Gelfand-Shilov space SE(R?) can also be nicely
characterized through the decomposition into the orthonormal basis of eigenfunctions of a
class of anisotropic Shubin operators, whose basic model is the operator

Him = (=)™ + \x|2k, z € RY,

with k,m > 1 two positive integers. Let (wﬁ’m)nzl be an orthonormal basis of Lz(Rd)
composed of eigenfunctions of the above operator Hy, ,,. Given a real number ¢t > 1, the
Gelfand-Shilov space S (R?), with

kt mt

T k+m and Tk

I

are characterized in the following way, thanks to the result [17, Theorem 1.4] by Cappiello,
Gramchev, Pilipovi¢ and Rodino,

k+m

_kt +o00 fim
f S S:Til (Rd) <~ de >0, Z |<f7 wﬁ,m>L2(Rd)‘2€8/\3k 3 < +o0,
" n=1

where A\, > 0 is the eigenvalue associated to the eigenfunction wlﬁ’m € L?(RY) for all n > 1.
Such a characterization in the case when p/v ¢ Q has not been found yet. We end this
section by proving two technical lemmas:
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LEMMA C.0.1. Let p,v > 0 such that u+v > 1, C >0and A > 1. If f € S’,’f(]Rd)
satisfies

(C.0.1) Vo e N.VB € N [|2202 fll o ey < CAHI @) (811,
then, it satisfies
Vp e N,VB € N [[(@)P0f £l p2may < C(d+ 1)2APHB (ply (3|1~

PROOF. Let f € SF(R?) satisfying the estimates (C.0.1). By using Newton formula,
we obtain that for all p € N, g € N¢,

d
(€02) a0 sy = [ (1+Z:c3) 0 f ()P
p! P 5
- [, X Betlt@pPdr= 3 L0l

yeNHL, " yeENHL,
[v|=p [v|=p

where we denote 5 = (y1,...,7q) € N*if v = (71, ..., 7q+1) € N1, Since for all o € N,
al < (|a])!, it follows from (C.0.1) and (C.0.2) that

! y ~ v
[(2)P0l fl2oay < €2 Y a2BHBD (15102 (| g)1)2
yeNd+L
Iv|=p

< C2(d + 1P AXPTIED (phy2 (1812,
since
> p (d+1)P
~ENd+L .
[v|=p

0

LEMMA C.0.2. Let p,v > 0 such that u+v >1,0<6§<1,C >0and A > 1. If
f € SL(RY) satisfies

(C.0.3) Vp e N,VB € N, |(@)P0] flp2may < CAPHPI () (18],
then, it satisfies
Vp e N,VB € N, |[(@)%0] fll 2 (ray < C (87" A)PHPL(p) (|BI)H.

PRrROOF. Let f € SY(R?) satisfying the estimates (C.0.3). It follows from Hélder in-
equality that for all » € (0,400) \ N and 8 € N¢,

(C.0.4) ||<m>raff||%2(Rd) = /Rd (<x>2LTJ|a£f(x)|2)LTJ+1—7’(<x>2(m+1)|a£f($)|2)r—mdx

< ) IS T ) a7 £ Y,

where [-| denotes the floor function. Since the above inequality clearly holds for r € N,
we deduce from (C.0.3) and (C.0.4) that for all » > 0 and 8 € N%,

(C.0.5) 1) 05 fll 2 (gay < CATHPI([r )10 () - 1)1y D7 gpm
< cAP((Ir] + 1)) (181"
< CA™I([r] 4 1)r+Dr (| gy
< CA™HI(r 4+ 1)+ (|-,
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It follows from (C.0.5) that for all p € N*, 8 € N¢,
(C.0.6)  [[(@)*%0] f|| 2may < CAPTPl(p 4 1)PHD¥(|g[1)E < C AP (2p) OPHIY (|31
< C27 AP PIp” (2p)°(1B|0)* < C(8"e AP (p) (1)),
since for all positive integer p > 1,
p+1<2p<2? and pP <ePpl

Notice that from (C.0.3), since 8”¢” > 1, estimates (C.0.6) also hold for p = 0. This ends
the proof of Lemma C.0.2. ]






APPENDIX D

Semigroup theory

This chapter is devoted to recall some basic facts about semigroups. In the following,
H denotes a Hilbert space associated with the scalar product (-, -).

DEFINITION D.0.1. A family (T (t))¢>0 of bounded operators on H is called a semigroup
if and only if T(0) =Idy and

Vi, t' >0, T(t+t)=T() oT(t).

The semigroup is said to be strongly continuous if, moreover, for all x € H,
lim, ,g+ T(t)x = x for the strong topology.

For each strongly continuous semigroup there exist M > 1 and o € R such that
Ve 20, 70 o < Me,

by the uniform boundedness principle 25, Proposition 1.1.4]. In the case M = 1 and
a = 0, the semigroup (7'(t))¢>0 is said to be of contraction.

Associated with a semigroup is its infinitesimal generator defined as the unbounded
linear operator A on H, with domain

D(A) = {:13 € H; lim t Y(z —T(t)z) exists} ,

t—0t

and given by
Vo € D(A), Az = lim t '(z —T(t)x).

t—0t+

This operator (A, D(A)) is necessarily a closed operator with dense domain in H (|25,
Theorem 1.4]).

Given a linear unbounded operator (A4, D(A)), the Hille-Yoshida Theorem provides
necessary and sufficient condition on A to generate a strongly continuous semigroup on H.
Before recalling this theorem, let us recall that the resolvent p(A) C C of A is defined as

N p(A) = { Ad—A: D(A) — His bijective and
Ry(A):=(A—A)"': H — D(A) C His continuous.

THEOREM D.0.1 (|25, Theorem 3.8]). Let (A, D(A)) be a linear unbounded operator on
H. It generates a strongly continuous semigroup (e~*4)y>q such that ”e_tAHE(H) < Me*,
for some M > 1 and o € R, if and only if:

(i) A is closed and D(A) is dense in H.
(i) The resolvent p(A) of A contains (—oo, —a) and we have the following estimate:

* )\ _ A" < — .
v ENLVA < —ar [IBA) e < 1o

In the case when the unbounded operator (A, D(A)) is densely defined, its adjoint
operator on H can be defined as the unbounded operator A* on H with domain
D(A*) ={y € H; x € D(A) — (y, Az) is continuous},
and for all y € D(A*), A*y is given as the unique vector satisfying
Ve € D(A), (y,Az) = (A%y,z),
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166 SEMIGROUP THEORY

thanks to the Riesz representation theorem. When (A4, D(A)) is closed and densely defined,
then (A*, D(A*)) is a closed operator with dense domain (see |16, Proposition 2.17 and
Theorem 3.24|). Moreover, one can prove that

(D.0.1) p(A) = p(A%) and VA€ p(A), Ry(A)* = Ry(A%).

The following proposition establishes that the adjoint operator A* generates a strongly
continuous semigroup as soon as A generates one.

PROPOSITION D.0.2. Let (A, D(A)) be a linear unbounded operator on H generating a
strongly continuous semigroup (e=*4)y>g. Then, the adjoint operator (A*, D(A*)) generates
a strongly continuous semigroup (e*tA*)tZO given by

V>0, et = (eftA)*.

PROOF. First of all, we notice from Theorem D.0.1 that (A, D(A)) is closed and densely
defined. This ensures that (A*, D(A*)) is well defined, closed and densely defined. More-
over, there exist M > 1 and a € R such that for all A < —a, the bounded operator
Ry(A) = (A — A)~! exists and satisfies

M
lov 4+ A"
By using (D.0.1) and the fact that for all bounded operator B : H — H, ||B*||z(g) =
| Bl| £y, we deduce that for all A < —a, the bounded operator R)(A*) exists and satisfies

M
* A* n — A n < [ —
v €N IRAAY) e = IRAY e < (5

It follows from Theorem D.0.1 that the operator (A*, D(A*)) generates a strongly contin-

uous semigroup, denoted (e~*4");>0, on H.
Let t > 0, x € D(A) and 2/ € D(A*). We introduce the function defined by

Vs € [0,t], h(s)= (et =547y,

Since € D(A) and 2/ € D(A*), then for all s € [0, ],

e =94 € D(A) and e %42’ € D(A%).
We deduce that the function h is differentiable and for all s € [0, ],

W(s) = (Ae™ =)y =54y 4 (em (=94 _A*e547y) = 0.
Therefore, h(0) = h(t), that is,
Vo € D(A),Va' € D(A*), (z,e ™ 2)) = (e A, 2.

Since D(A) and D(A*) are dense in H, it follows that e7*4" = (e7¥4)" for all t > 0. [

Vn € N*,  ||RA(A)"||cem) <

We notice from Proposition D.0.2, together with the fact for all bounded operator
B:H — H, ||B*||z(q) = | Bllz(r), that

L(H) = H (e ) HL(H) = HeitAHL(H)‘

As a consequence, it readily follows that the semigroup (e_tA)tZO is of contraction if and
only if the adjoint semigroup (e*m*)tzo is of contraction.



APPENDIX E

Bernstein type estimates for Hermite functions

This section is devoted to the proof of the Bernstein type estimates given in Propo-
sitions 5.2.2 and 6.2.3. To that end, we begin by recalling basic facts about Hermite
functions. The standard Hermite functions (¢y)r>0 are defined for z € R,

o) = G B ey L (o ey
T eRRr dat NN dz RV

where a is the creation operator

Sl
/N
8
|

| =
N———

ay = d .

The Hermite functions satisfy the identity
VEER,VE >0, Gx(8) = (—i)FV2ror(S).

The L?-adjoint of the creation operator is the annihilation operator
- 1 d
a_ =a, = ﬁ (l‘ + £>
The following identities hold
2

[a_,ay] =a_ay —ara_ =1d, )

+ 22 =2a4a_ +1,

(E0.1) VkeN, ardp=vVk+1op1, VkeN, a_¢p=Vkdp_1 (=0sik=0),
d2
Vk € N, (—ﬁm )qﬁk = (2k + 1)y
The family (¢)ren is a Hilbert basis of L*(R). We set for o = (aj)1<j<qa € N¢, 2 =
(z;)1<j<d € RY,

d
= H ¢Oéj (xj)
j=1

The family (®4),ena is @ Hilbert basis of L2(R?) composed of the eigenfunctions of the
d-dimensional harmonic oscillator

(E.0.2) H=-Np+zf> =) 2k+dPr, Id=> P,
k>0 k>0

where Py, is the orthogonal projection onto Spanc{®a}aend jo|=k> With || = a1+ +aq.
Instrumental in the sequel are the following basic estimates proved by Beauchard,
Jaming and Pravda-Starov in the proof of |11, Proposition 3.3| (formula (3.38)).

LEMMA E.0.1. With Ex = Spanc{®a}acne, |oj<n: we have for all N €N, f € En,

o lal+181 [ (N + |af +
Vi B) € NOX N, (0708 gy < 252 [ AL D

Let us recall the proof of this technical lemma.
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168 BERNSTEIN TYPE ESTIMATES FOR HERMITE FUNCTIONS

PRrROOF. We notice that
1 1

(E.O.?)) T = E(CL]H_ + aj’_), (‘9Ij = ﬁ(ajv_ — aj’+),
with
1
aj+ = ﬁ(x] - 8%’)’ aj,— = ﬁ(xj + az])

By denoting (e;)1<j<4 the canonical basis of R, we obtain from (E.0.1) and (E.0.3) that
for all N € N and f € &,

a4 172 ray = Ha23+< > (F:%a)12®a )

L2(R4)
la|<N

2
- = VAT e e,

L2(R4)
la|<N

= > (a; + DS, ®a) 2l

lo|<N

SN 1) Y 1 Ba) el = (N + D2 g
a<N

and

laj— f1172 ey = H%—( > (f%a)r2®a )

|a\<N L2(®)
- | X vatrtantas |, = 3 ailifo
la|l<N la|<N
<N Y@ = NI f172gay-

la|<N

It follows that for all N € N and f € &y,

(E.0.4) ||$jf||L2(Rd 7(”% +f||L2(le + [laj,— fHL2 R9) ) < V2 ||f”L2 Rd)

and
©05) 100, oo < —laseeSiao + s Fliage) < VI + 2|l gmay
We notice from (E.0.1) and (E.0.3) that

VN e N,Vf € En,Vo, B €N, 200 f € Enyjalvi):

with 2% = 229 and 8% = 981,00, We deduce from (E.0.4) that for all N € N,
feén,and o, f € N¢, with aq > 1,

12208 2 ray = o1 ( 205 f I reay < V2V/N + |af + 8[|z 00 £l 12 (gay-
~———
CEN+|al+18|-1

By iterating the previous estimates, we readily obtain from (E.0.4) and (E.0.5) that for all
NeN, feé&yanda,B e N,

o lal+181 [ (N + || + |8
0208 o < 225 /AL ITE I 5y
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E.1. Proof of the Bernstein type estimates given by Proposition 5.2.2

This section is devoted to the proof of Proposition 5.2.2. We recall the following basic
estimates

(E.1.1) Vt>0VkeN, t*<etkl,  Vi>0,YA>0, t1< A4,

see e.g. [60] (formula (0.3.14)). Let 0 < 0 < 1 be a positive constant. When N < |a|+|f],
with |a| + 3] > 1, we deduce from (B.0.3) and (E.1.1) that for all p € N\ {0},

% | o N
(12) gleiget JOTEIOl LDyl (o 15

< 21| + 1) T < (2v/6) 1A /(o] + [B])!

loe]+18]

= (25\/5)‘a|+‘5|(I‘(|a| + 18 _|_1))%<5ip> »

< (20y/) AT (Ja| + 18] + 1)) (o] + |8)1) 7 e
— (26/e)MHBles (T (o] + |8] + 1)) (T(|a] + |8 + 1) 7.

RSAS

The above estimate also holds when |a|+|5| = 0. By using Lemma B.0.1 and Lemma B.0.2
(assertion (i1)), we deduce from (E.1.2) that for all |o|+|5] > N, 0 < é < 1 and p € N\ {0},

(E.1.3)

olelt (N + |a| + |8

N!
1 11 11 g 1 1
< CyCpem™ 2eerpr (2v/2eerpr ) |+|BF<|O<|+|25|+ )F(|a|+lﬁ\+ )
p

P 11 1 11 1 1\ al+|8] 1 1 1 1
<ZB(=,= o7 Z 4= Z 4= .
< 2B(p,p)CngeP V2eerpr (2v/2eerpr d) F<(|oz] + |ﬁ])<2 + p> + (2 + p + 1))

Let 0 < e < 1. We can choose the positive integer p = p. such that

1 1
pEZQ, §+7<

Since the Gamma function is convex on (0, 4+00) and I'(1) = I'(2) = 1, we have I'(x) < T'(2)
for all 1 < x < 2. On the other hand, by using the fact that the Gamma function is
increasing on [2, 4+00), we deduce that I'(2) < T'(y) < I'(z) for all 2 < y < z. It implies
that

(E.1.4) Vi<z<2<y<z I(z)<I(y) <I(z2).

It follows from (E.1.3) that [o| + 8] > N,0<d<1land 0 <e <1,

o N ! .
GRS Y (CES Ry S RN C =)
N! 2—c¢
with
~ Pe 1 1 1 1 pL 1 I%
K€75 = 53(27’ ;)CQCPEGPSWE RV 2€€pep€€ >0 and Da — Qﬁeepspas > 0.
e Pe



170 BERNSTEIN TYPE ESTIMATES FOR HERMITE FUNCTIONS

On the other hand, when N > |a| + || > 0, we deduce from (E.1.1) and Lemma B.0.2
(assertion (7)) that forall 0 <6 <1,0<e <1,

wisio [N o + [B]! _
(E.1.6) 272 \/ N <
< (26)leH18l (51 /W)l +IBl = (25)led+18l (5e=2 N1-5) %

< (26)lel+18] (M) al+1f]

2—¢

B \

SV + ol +18D)

Ia\+\ﬁ\

5572N1—%_ |a]+]8]
2—¢

< (25)a|+|ﬁr<w Fr)er s
— &

By using (E.1.4), we deduce from (E.1.6) that forall 0 <6 <1,0<e <1,

(E.1.7) 2a2+ﬁ\/(N + lo] + 15)! < (25)Ial+\ﬂlr(M 4 2)655—2N1*%7
N! 2—c¢

when N > |a| 4+ |3] > 0. Let us also notice from (E.1.4) that

(E.1.8) 2a'3'm\/(N ha ‘?‘V"Jr DI (25)a|+|ﬂp<w b2)e R,
: —€

when |a| 4+ |5] = 0, since I'(2) = 1. It follows from Lemma E.0.1, (E.1.5), (E.1.7) and
(E.1.8) that for all 0 < € < 1, there exists a positive constant K. > 1 such that

(E.1.9) V0 <6 <1,3K.5> 1Yo, € NLVYN € N,Vf € &y,

£
2

« % « of +
08 £y < K@Ky (L4 9) o2

By using Newton formula, we obtain that for all k € N,
k 2
(E110) (2" 02 e = [ (1+Z Y108 1 (a)
k-
[ Seeli@pPa = Y K102 e,

~ENd+T, ‘ ~ENd+T,
Iv|=k Iv|=k

where we denote 7 = (v1,...,7q) € N if v = (71, ...7q41) € N1 Tt follows from (I5.1.4),
(E.1.9) and (E.1.10) that forall 0 < e <1,0< 6 <1, 3N ke N, NN, f € &,

(B.1.11)

- 5| + 2 on1—3
I (x>k85f||%2(Rd < Z —KQ €)2|7|+2|/3|(F(M_i_2>) e 57 F HfH%Q(Rd)

,YENd+1 2_6
Ivl=k
w2 (p(FT18L L p\\2 20k e V11
- 3,5(r(ﬁ+2)) oS 28142 52\/3|< 3 $> 1£ 1172 et
~yENd+
7=k
) k w3
= 2 (0 (B o) P Rk 1 12
; —€
since
k! k
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thanks to Newton formula. Let r € [0, +00) \ N. We can write r = 0k + (1 —60)(k+1) >0
with £ € N and 6 € |0, 1[. By using Holder inequality, it follows from (E.1.11) that

(E1.12) || (2)" 07 fll 2may < () 07 I T2 gy () 0L F I 2

< fs(r(5EE ) (G 1 2)) S R )8 e,

By using that the Gamma function is increasing on [2,+00) and that k& < r, we deduce
from (E.1.12) that

()" 07 £l 2 may
1

< Roa(U (S 1 2)) (0(EE LI 9)) ! s e 1)8
s

2—¢ 2—¢

> "“+|ﬁ\ l% Bl+r 518
< KooT (= +8)e e K6 (d 4 1)5| £ 2 g,

since 0 < ﬁ <1, as 0 < € < 1. This ends the proof of Proposition 5.2.2.

E.2. Proof of Proposition 6.2.3

This section is devoted to the proof of Proposition 6.2.3 which provides general Bern-
stein type estimates used in Section 10.3.1. Let © : [0, +00) — [0, 400) be a non-negative
continuous function such that the associated sequence (M,)pen in (6.2.3) satisfies the as-
sumptions (H1) and (H2). Let f € GSe, 0 < s < 1 and (a, ) € N? x N, We begin by
proving that there exist some positive constants Cg > 0, Co > 0, independent on f, «
and ( such that

~ + S
207 lz2(aey < CoCE ™ (M) wiseyonarn ) I lase

It is sufficient to prove that there exist some positive constants Cg > 0, Co > 0, indepen-
dent on f, @ and 8 such that for all N > |a| + |3] + 1,

~ + S
(E.2.1) 208w £l 2 ey < ooy B|<M{al+ﬁ+(22‘s)(d+1)J+1) [ fllese s

with 7y f the orthogonal projection of the function f onto the space Spanc{®a}aend, (o|<n
given by

(E.2.2) mnf = Y Pa) 2 Pa-

aeN?,

lal<N
Indeed, by using that (mxf)nen converges to f in L?(R%) and therefore in D'(R?), we
obtain that the sequence (z® S f)Nen converges to 2282 f in D'(RY). If the estimates
(E.2.1) hold, the sequence (2057 f)nen is bounded in L2(R?) and therefore weakly
converges (up to a subsequence) to a limit g € L?(R?). Thanks to the uniqueness of the
limit in D'(RY), it follows that g = 2205 f € L2(R?). Moreover, we have

12205 f|l p2(ray < lim inf 1205 7o) £ || 2 ety < CoCy7! (M{al+|ﬁ|+(22s—8)(d+1)J+1> 1fllcse-

Let us prove that the estimates (I£.2.1) hold. Since 74|45/ is an orthogonal projection on
L?(R%) and therefore satisfies

1710 4181f | 2®ey < (£l L2(Ra),
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we deduce from Lemma E.0.1 and (E.2.2) that for all N > |a| + |8] + 1,
200N flipe < 208 m a4 |2 + 11202 (7N — T f ]| 22

2(laf + [8])!
(laf +[B])!

|

1

<2

»

1fll 22 ey + Z | {f, @) 12 \Hxaafq’wHB(Rd)-
~vENY,
o181+ 1< <N

By using anew Lemma E.0.1, it follows that for all N > |a| + |8] + 1,
(E.2.3)

HwaagﬂNfHB(Rd)

< 2ol + 18) B e+ > (@ >L2|“'*'ﬂ'\/““*'“'ﬂﬂ'“

|
’YENd |7|'
|a|+[B|+1<]y|<N

|| +18]
ST ) 20 T

~eN4,
\al+|ﬁ\+1<lv|<N

< 2lal 18l (o] + |8]) =5

On the first hand, it follows from 0 < s < 1 that for all N > |a| + |5] + 1,
(E.2.4)

S e lh T

~ENY,
Ia\+|6|+1<IWI<N

o _(@=9)(d+D)  |al+Bl+2=s)(d+) _ g
< Y0 @) 0 0Dy | HET g FEEEEE )
yeNT,
[v=1

= <M[a|+m+<25>(d+1> > D (@) PPy

~EN?,
[v|>1

< (M{awﬁw(?ass><d+1)J+1>s||(<f,‘I) Yr2 ) yenallim (N9) <| (f, @) 2 |27 >s|7|_

yeNd,
[v|>1

(2—s)(d+1)
2

(2—s)(d+1)
2 .

Holder’s inequality implies that for all 0 < s <1,

(2—s)(d+1) 5

(B:25) > (107,850, eP00) 375555 < Dy | (20D (1, 5) 12 )

~vyeNd

2(Nd)

with

S

= ( > |7|_(d+1))172 < +00.

veN,
[v[=1

Since O(|y|) > 0 for all v € N¢, it follows that
(E.2.6) H( (f, (I)'y>L2 )'yGNd”loo(Nd) < ( (f, (I)'y>L2 6@(‘7‘)),Y€Nd||l°°(Nd) < HfHGS(a'

We deduce from (E.2.4), (E.2.5) and (E.2.6) that

(E.2.7) > | (fs @y) 2 1]
Nd
la+81H 1< <N

le]+18] |‘H5| < D M s
d,s( [‘“*'B'*?W“)JH) 1fllese-
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On the other hand, the assumption (H2) implies that there exist Cg > 1 and Lg > 1 such
that if || + |3 > 1 then

. a s\OéI-Hﬂ\

(E.2.8) (lof +18) %" = (25)" (M>
< (20182 {Ialﬂ/ﬂlJ '“”‘B‘J“)
- (23)“1'“&0@ 2 <M{al+'ﬁ'J+1>s'

The last inequality holds true as well when |a| + |3| = 0 with the convention 0° = 1 since
CoM; > 1 and Lg > 1. The logarithmical convexity of the sequence (Mp,),cn gives

My
Vp S N, Mp < EMp.i_l
and therefore,
Mo\ a—p
Vo<p<gq, M,< <M1> M.
By using this estimate together with the following elementary inequality

Ve,y >0, |z+y] <|z]+|y]+1,

we obtain

r—r|+1
Mo) L ] MLT/J '

(E.2.9) Vo < r <7, M, < max (1, A

It follows from (E.2.8) and (E.2.9) that

(E.210)  (ja|+|8) ="

|a|+18] My s(| E=24t | 1) s
< Cg)L%(\/ QSL@) max (1, ﬁ) =) (ML|Q+|B|+<25><d+1)J+1)
1 2s
lal+18] My 442 s
< CéL%(VZng) max <1, E) (MLQ+|B|+225)(d+1)J+1> )

since 0 < s < 1. We deduce from (E.2.3), (E.2.7) and (E.2.10) that for all N > |a|+|5]+1,

I+ §
207w fll ey < Ko K& (M) sgaaen ) Wllas,

d+2
with Koy, = Dy + CgLg max (1,48)7 > 1 and Kp, = 2max(1,v/2sLg) > 1. This

implies that f € (R?) and for all o, 3 € N,
(E.2.11) 1207 ll 2 ety < Ko K& (M) oo, ) Wllasa:

By using Newton formula, we obtain that for all k£ € N,
d

k
@) 02 gy = [ (14 30a) o2 o)

=1

- ko
[ X Seets@pa = 5 S0 R,

d+1 yeENd+L
\ | K IvI=k
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where we denote 7 = (71, ...,74) € N¢if v = (71, ..7411) € N1 Tt follows from (E.2.9)
and (E.2.11) that for all k € N and 8 € N¢,

(B212) | (@)* 92113z

k' 2 2(|17+18 2 2
< % BRBKED (M s ) Vs,

~ENd+L
IvI=k
k! 12(k4 Mo\ k—71+2 2s
< ) 7K(%75K@,(5 18D ax (1, ﬁ) <MV+BI+(25>(«1+1)J+1> £ 1Z:s6
yeNd+l ' ”
Iv|=k
M k+2 2s
2 k 0 12(k+|8 2
< K@’S(d—l— 1)” max (1, E) K@y(s \ |)(Mv+ﬁ+(;s)(d+1)J+1) HfHGS@a
since 0l
> A
~ENI+L, '
Iv|=k

thanks to Newton formula. Let r € R% \ N. There exist 0 < # < 1 and k € N such that
r=0k+(1—-0)(k+1).
By using Holder inequality, it follows from (E.2.12) that

(E2.13) || {z)" 05 fll 2 (ray < ||<$)kaff||?;2(ugd)H(9«“>k+135f|\1LSfRd)
r Mo\ 3H1 i)
< Ko(d+1)% max (1, E) K5
s(1-6

s0 )
* (M) s ) (Mensmseaen ) Wlose

By using anew (E.2.9), we have

Mo\ =37 +1
M{k+|5|+(2fs>(d+1>J+1 < max (17 E) MV+1+IﬁI+(2*S)(d+1)J+1
2s 2s

and .
Mo\ % +1
M . < max (1 —)
{k+1+|/3|+2<32 >(d+1)J+1 = "M

r+1+|B[+(2—5)(d+1)
1 { 2s J+1’

since k < r. We deduce from (E.2.13) that

I )" 07 £l L2ra)

M 27‘+0—k+1+

< Ko s max (17 M?) ’ )
My

EAR z B s
a) @ DIKE (M s, ) I 5o

Tt s
(d+ 1)2Ké,s|ﬁ| <MV+1+5|+2(2—s)(d+1)J+1> HfHGS(—)

< Ko, max (1,

since 0 <s<1,k<r<k+1and0<68<1. Letusnotice that the above inequality also
holds for r € N. Indeed, it follows from (E.2.9) and (E.2.12) that

(@) 02 £l 2 ey

< K@,s(d + 1)

MBS

k
(1’ %) 2t k)

S
max 0,5 <M['M'+(§WJ+1> 1fllGse

MBS

< K@,s(d + 1)

Mo\ +1+3+1 4
max( —) K +1]

S
O,s <MV+HIBH2(§S>(d+1)J+1> 1/ llase

k Mo\ 543 ki) s
< Kos(d+1)2 max (17 7) Kg <M k141814 (2— ) (d+1) ) | fllse-
M | s |+

)
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This ends the proof of Proposition 6.2.3.






APPENDIX F

Notations

Euclidean structure:

. The Euclidean norm on R? is denoted by | - |. The associated Japanese bracket (-) is

defined for all z € R? by
(x) = /14 |z|%

. For all z € R? and R > 0, the open Euclidean ball centered at z with radius R is
denoted by B(z, R).

. For all z € R? and y € R?, the Euclidean scalar product between = and y is denoted
by z - y.

Lebesgue integration:

. For all measurable subset A C R¢, the Lebesgue measure of A is denoted by |A|.

. The Hermitian inner product of L?(R%) is defined by

V.9 € PR, (g)ias = [ Fla)yfa) da,

while || - || f2(re) stands for its associated norm.

Fourier transform:
. For all function f € L2(R%), the Fourier transform of f is denoted by f, or F(f),

while F~1(f) stands for the inverse Fourier transform. When f € & (R?) is a Schwartz
function, its Fourier transform and its inverse Fourier transform are given by

F&O = F© = [ @) do

and
—1 ) = 1 ei:v~§
FUD@) = oz [, 00 de.

With this convention, the Plancherel formula states as

Vf e L*(RY), ||f||%2(Rd) = (27T)d||f||%2(Rd)'

. For any continuous function F : R? — R, we denote by F (D) the Fourier multiplier
of symbol F (), that is,

Vf e L*(RY),ve e R, F(F(D,) f)(€) = F(€)f(£).

Partial derivatives:

Let f: (0,4+00) x R — R be a smooth function. We denote:

. O:f the partial derivative of the function f with respect to the time variable t.
. Oz, f the partial derivative of the function f with respect to the space variable ;.

. V. f the gradient of the function f with respect to the space variable x and D, f =
1

=Vaf.

7
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178 NOTATIONS

4. A f = 831]0 4+ 4 3%1]“ the Laplacian operator applied to the function f.

5. FOYB: (517"' 75d) eNdv

Multi-indexes:
1. For any multi-index o = (avq, - - - , aq) € N, we use the notations

d d
la] = Zaj and ol = H ajl.
j=1 j=1

2. For all multi-indexes o = (aq,---,0aq) € N, B = (By,---,B4) € N% we use the
notations 4
of = l_IafJ and (i) = H <§]>;
7=1 j=1 J

with the convention 0° = 1.
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UNIVERSITE DE €

RENNES 1

Conditions géométriques pour la contrélabilité d’équations aux dérivées partielles li-

néaires

Mot clés : Théorie du contrdle, Equations aux dérivées partielles, Controlabilité, Observabilité,

Espaces de Gelfand-Shilov

Résumé : Le sujet de cette thése a trait
a la recherche de conditions géométriques
pour la contrélabilité d’équations aux dérivées
partielles linéaires posées sur I'espace eucli-
dien. Les approches adoptées dans ce ma-
nuscrit consistent a établir des inégalités d’ob-
servabilité a partir de principes d’incertitude.
Dans une premiere partie, nous étudions des
équations purement diffusives, telles que les
équations de la chaleur fractionnaires, et met-
tons en exergue l'importance de la condi-
tion d’épaisseur pour assurer leur contrélabi-
lité. Un large pan de nos travaux est consa-
cré a la controlabilité d’équations d’évolution

dont les systéemes adjoints régularisent dans
des espaces de Gelfand-Shilov, comme les
équations d’évolution associées a l'oscillateur
harmonique ou a des opérateurs de Shu-
bin anisotropes. Ces résultats sont obtenus
en établissant de nouvelles inégalités spec-
trales pour des combinaisons linéaires finies
de fonctions de Hermite et de nouveaux prin-
cipes d’incertitude s’appliquant dans des es-
paces de Gelfand-Shilov généraux. Les équa-
tions de Schrddinger libre et harmonique sont
également étudiées et des conditions géomé-
triqgues nécessaires et suffisantes pour leur
contr6labilité sont données.

Geometric conditions for the controllability of linear partial differential equations

Keywords: Control theory, Partial differential equations, Controllability, Observability, Gelfand-

Shilov spaces

Abstract: The subject of this thesis deals with
the research of geometric conditions to en-
sure the controllability of linear partial differen-
tial equations posed on the Euclidean space.
The strategies adopted in this manuscript con-
sist in obtaining observability inequalities from
some uncertainty principles. In a first part,
we study purely diffusive equations, such as
fractional heat equations, and point out the
relevance of the thickness condition to en-
sure their controllability. A large part of our
works is devoted to the controllability of evo-

lution equations whose adjoint systems enjoy
smoothing effects in Gelfand-Shilov spaces,
such as evolution equations associated to the
harmonic oscillator or anisotropic Shubin op-
erators. These results are obtained from new
spectral estimates for finite combinations of
Hermite functions and new uncertainty princi-
ples holding in general Gelfand-Shilov spaces.
Free and harmonic Schrédinger equations are
also studied and necessary and sufficient geo-
metric conditions to ensure their controllability
are given.
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